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Ir\hoduccion

Esto tesis este basada en ef anticolo "Alqu-
nas Coqacﬁem'ba cioneg de Anillos Comiantinianos
de el Dv. Faancisco Raggi €.y el M. enC Yose
Rios M. €0 espinily poaa nealiqavla nacis de
Un Seminetio sobhre Lepaias de Lovsipn que impas-
bio e Dy, F. Ragq ( quien %ue mi dinector de te-
5is) en ef Tnstituio de Matemalicas de o UN.AM.

Recumiendo se tiene que:

En 0a primena seccibn se prueba, que pava voa cla-
se de tonsion estable T, 4o clas T y 2a clase H de los
A-modulos Navsdor )} vespecto o lus § -tepologias
del h0tvp de Gabvied JF asociado O'T) ?OWmun una
Leonta detovsion (TL, M), donde T *denota ola clg-
e de tonsion hereditania cogenerada por os mo-
dulos simples de 1. '

En o sequnda seccion € Prveba que cuando T
es o teovin dietoasion de Gobdie, T es 0o clase
deteasion de 005 semisi mpl?os pyoyectivos que
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O. Preliminates.

Solo se taataran anillos A’ con efemento uni-
dod 1" Las patabras A-modulo’ u medulo’ se usa-
1an siempre para denctar a un modulo iaquiendo
unitario sobr e ed anillo A."A-mod” denotata a la
categonio de Los A-modulos.

/D_d_m\_q‘ag 0.1 Una patejo oardenada (T,L) de

clases de A-modulos es una teoria de torsion si <a-
tis}ace alguna de los siguientes condiciones equiva-
dentes

a) YNel Hom(MM =0 si gsolosi MeT

Y YmeT Hom(MN)=0 Si\jSOQOS'\N‘iL .

b Tsatig)ace : &) es cervada hayo cocientes,
&) s cervadobajo symas divectas, () WeT | W'e
T,y O—M—sm—mtap exacta implicon MeT,
U L={Neh-mod: Hom(mazo ¥meT}

¢ L satishace: £) s cevvada bais submody-
los. i) es ceavada boyo productos divectos . 4is) N'e
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L N"el § 0—=N—N-N0 esacta implican NeL.
\5 T:{MeA-mod : Hom(M,N) =0 YNELY.

d-) Existe un Unico nadicol i dempotente
E: A-mod—A-mod tal que T={ M eA-mod : LMY=}
g L={NeA-mod t Hom (M ANz0 VineTy,

e €xiste un unico vadical idempotente
t:A-med-—A-mod tal que L={NeA-mod: LV)=0}
y T={MeA-mod : Hom(m,N)=0 Y NelY,

Ty L son 2a cdase detonsion y Libvede
toasion recpectivamenle, de una teonfa dalonsion,
Los modulos de Loasion (Libres de torsion) son
fos demenlos de T (de L),

Dada una clase detorsion, .. que satisla-
ga Lo primero pante de 0.4 b)), esta determinada
de maneva Unica su covtes pondiente clase fibre de
Eornsidn. Tambien vale fo ajimacion analoga pa-
va yna clase Qibve de toxsion.

Dﬂei_i.mcic‘m 0.7 Dado t:A-mod—>A-mod
un preradical , £ denola al menon de todos Les
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tadicales mayores o iguales quet.

fqe puede obtener por induccion sebve dos
numeros ovdinales, como sigue. Sea by =t para
L un ondinal tew satishace que tuw (M)/Falm)=
E(M/ta(m), g 51 des @hmite to(m)= 2 Ly (m),
Entonces pava cada Me A-mod L) = £, () fo-
10 algun ovdingl d,tal que t.(m)=ta, (M.
Edxadical 1 sotic)ace fas siguientes propie-
dades
o) {0 s ysolo si tthy =0 pora M eA-mod.
) 1 es idempotente sil loes
) 1 es exacto '\3qUieQdo sit Lo es.

DQQ;' nicion 0.3 Una teorta de tovsion(TL) es

heseditaria si satis)ace nlguno de fas siguien
tes condiciones equivadentes.

o) T es cexvada baio subm(‘vdqus

b) L es cennnda boio exlensiones esen-
ciales, 4.6. N'el y N'esencial en N implico que

Nel,
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¢) L es cenvado bujo capsulas inyectives.
d) E£0nadical t asociado all,l) es exac-
to 1y Quierdo.

Generacion y (0generacion

D_el\_m_culm 04 Sea C una clase de A-mddulos.
Q)(Y,D es loteonio de tevsion genevada
poftC Si L"‘ N e A-vod s Hom(M M=p Yimely
T={MeA-rvod : om(m M=0 ¥Nel.y,
En oste cago,T recyfto Yo minima close de {mSién
que contiene a G
b (T.0) es 0o teonio de tonsion cogenesa-
da pov G si = fMer-med :Hom(m =0 Ynedy
L= 0 e A-mod - Hom (M, M=o YMeTSY,
En este caso, Laesulta Qo mivima clase libwe ge
tension que contiene o .
¢ (1,1 e 2a teorio de torsion hewedita-
vio generada pon G i L‘f N+ Hom(m, en)=o Ym ek
= M0 Hom(m,€n) =0 Vnech,
En este caso Taesulia Qa minima clase de tongion



x

hereditaria que contiene a G

d) (TL) es Qatleowio de tovaion henedi
tania cogenerada pos G si T={ M+ Hom(M,EN =0
Voedy o L={n:Hom(mEM=oVYmeTY,
0 equivalentemente <i L= N: el en: para ol
quaa ALY, €Y g T={M s Hom(m,ny=o YoelY
Tambien en este caso L es Lo minima clase dibve de
tovsion hereditaria que contiene a G.

S'\ G esuna clase cesvada baio submpdulos,
entoaces la teovio qenevada pov G es heweditaria,
Por otro lado, si ( consiste solo de A-modulos
ingectivos entonces la teoxla cogenevada por G
tambicn es heveditariqa

Parno (T1) heaeditoaia un A-modulo M s de
ovsidn <iysolo si todos sus submodulos cleli-

|
cos son (e torsion.

anﬁm 05 Una coleccion F de ideales
iyquierdos de A, esun Jiltvo de Gabried si
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i:VYIeF VYaeA (T:a)ed.
L: Pane T unidealiyquiendo de A, Si 1Ved
tal que (T:a) ¢ F Ya el entonces T e 8.

gxtsie una cmwespondencm \)igedwo entve do
Qase de das teorlas detorsion Zeveditazias (T,L)
4y fo close de dos Jiltvos de Cabwied tal que
(T0) Fr = LT et AT eTY
¥ *Ts={MeA-mod: Vref anpe
FY queesigual ala clase detorsion generada
por C={A/T:Ted%.

ﬁeiim.g.ﬁm 0.6 Una clase detorsion hevedi-
tavia es TTF sisahishace alguna de los siguien-
tes condiciones equivalentes.
Q) Tes cexvada bajo preductos divectos.
b Existen clases T'y L, detovsion y &i-
bye de tovsion nespectivamente tal que (T'T) Y
(T)V) sonteovias detoasion,
) €0 Jittao de Gabried ¥ convespondien-
teal es Jr= {A-SQA : 1091’\3 donde 1.»:(\{1333}.
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d:) Exigte un 1deal bilateral idempotente I,
tal que T={meA-mod : T(M=0Y.

Pcmo ' 00 260ical asociado Q(T‘,U se tiene que

A =TA) =T, =nfr:te &Y

Qeﬂ?_mxcgém. 0.1 Una close de tonsion heaedito-
via | es estable sisatig)ace alguna de Las
Siquientes condiciones equivalentes

a) T es ceavada bayo capsulas inyectivas

b) Tes cenvada bajo extensiones esencia-
Les.

¢) Paaa tedo medulo inyectivo B, £(E) es
Sumando de E.

d) Para A-medules MM talque fiem
se comple que FMY={Aam = Ne FNY | donde
Fy={nem:=m/n €TY pava un medulo M ar-
bitrario.

rDQl?m'\cibn 0.8 Una teoala de toasiér\ hevedi-

|
tario se escinde centvalmenle i existe e € A 1dom-
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potente centaal, ta que Ca clase defos h-modu-

Qos e torsion ec< Lm: M=oY,

Proposicion 0.8 Si (C,T,L) esTTE, son e-

quivadentes

0 (T L) se escinde centvalmente,

b) (¢,T) se escinde centaal mente,

) C=L.

d) A= CO\\ o1\l donde ¢ \\{ son losya-
dicales delC,V) y (T,0) vespectiyomente,

o) ((j,‘ﬂ es heaeditaria y ¢ s suman-

do dicecto de M, pava cado modulo M, donde ¢ es
el vadical de ((T).
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J... Lu {eo«(a (T,L\L pora uvna
teorla heveditawia (T)L).

D;QQm\.Q'uin LA Su(T,D) ws una teolo de
tersion hereditaria, (T,1)" denotara a la teo-
'T{Ot de 't;m‘%:\(‘;r\ hereditavia cogenewada o los
tnodulos simples de T, T“Lg; L* denotaron
vespectivamente las clases de tevsion y dibre
de teasién de (T,L)™,

Obsewvac'\g;n 1.2 EQ hecvo de que {a clase
heveditanio ¢ibre de tersion cogenerada pov una
coleccion € de A-modulos sea
dNe A-modt N cor ) EG:) pava alguna {6\ ¢ C }
da otna presentacion de LV EM) denota o la

cotpsuﬂo inyective. de un A-modulo M.

Como cado modulo simple, 6 es de tovgion
0 es fibre da torsion entonces cadateorio de
torsion divide a la clase de dos M- modules sime
pPES en dos closes ayenas , €n pm"t'\ culax pava



(T,0)" .

l_ﬁma. L3 Los A-modulos simples de T+
son fos de L asi como Oos de L™ gon dos de T,

Demostracion . Pox dediaicion de L™ todos
Qos modules si mples de T estan en L™ Por otvo
lado si S esun simple en L entonces S pentene-
ce a’T porque si Sel entonces Hom (M, $)=0
pova todo MeT, en patticulan para cada S gim-
MQ de T Hom (5,¢Y* Hom (5'6)= o pot o que
S seata elemento de 1" que es uno (ic)n"{radiccién
con Qo obserya (.”'\(f')‘(\ onterior. Con esto se prueba
que dos simples de L' cson Qos simples de'T, y
como consecuencia de fa migma obServa cion

ce obtiene elaesto ded fema . -

Una propiedad de Lasteowlas (T,0" que Se
usmd en log vesultados podewofr&% b Qque aclema’s

aguda e visualisav fo aelocion entre Las teorlas
ﬁ)ﬂ 9 (T;L\'L es u siguiente,
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E‘!onm 14 S\(T,U es una teerla de tor-
sion hereditario entonces T e Lt \ﬁTJ‘ <L,

Demostacion. Pasa cada MeT y X*0 ele-
menhb e m, T he’red\ tania '\mpﬁica QUQ AX GT.
Como Ax es J(‘*m('tamen"te genevado sea N un
submodulo maximo de Ax, entences Su = Ax/N
es un modulo simele eQemento de Yy Si
‘X-‘Ax —— S, es el em mm?'\smo canonico Se

tiene qQue JL(YJ: x+ N es distinto de cevo,

Ax b St EE)

Y A

m

P
}_H“E(s,b
E(Sx\ inge_c’ﬂvo imei(‘o que existe ‘?x:m""—*’ﬁ@h
tal Que h‘ky *"(«"9,. Lo %me\a { L" XéW\E
induce un \‘m'\co homo mofr;?izs_mo ?'- m“"‘”“"”"\;f“E(Sx\\
tal que pove cada x € m 3x =P}
_ P@f\p come poro cada X distinto clo ceno B *(x)z
hcxw: -31&.(."3 FRECE b oo e< chotinlo de cevo,
ge concluve que m— -'E\E(% €S Un MONOmOY-
iemo, por fo Lanto aplicando La obsen vacion 1.2



Ge obtiene que Me L
Lo prueba de que TESL se obtiene como con

secuencia de? siguiente {ema. -

L_QXD_Q. i% S\(T,L) y (T.} l..) son dos ieom/as
detorsion heveditavias entonces Tel siysedo
si Tel.

SJQH vatracion. Suponiendo que Tsl', sea m e
T por demestrar que N €l Sea MeT hag que mos
tro que Hom( 1 ,m) CSodem — N, setiene que
en) € ' es elemento te TaT'e LaT'= {0} pon lo
que }escevo. Por lotanto T'<L. -

LOS Sigul ent eg Proposiciones SQWalr\ aho -
Ta sobre teoalas de tovsion estables (T,D,p(b
v las cvales se demostrare que da clase |*
és igUaQ a vas clase dQ A—PnéduoOS d()}teftm\-
noda PO Lno pw@piedad t@po@ég\m.

POM (T,L\ hereditaria Seo F o0 cony es pon-
diente Jiltio de Gabriel en A, S M esun
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A-modulo se considesars a F(M= L KM mAi
e TY como uno base de vecindades del cero
pata daale a M una estavctura de A-modulo to

perfgico.

Dedinicion 1.6 M= n{Kem:msp et

£¢ un vesultado conocido pava wmodu les to-
polégicos que e submodulo <) coincide con

lo cexvaduva del cevo.
Lasiquiente define o clase de A-medulos

que 2e demostaava que es iqual a L™,

Dedinicion LF Si(TD es estable, H denoto-
va {a clase de Los A-modulos Tavsdond} vespec
to a fas lopologlas citadas.

L_e_mQ L.8 Son equivalentes
Q) MeH
b-’\ C(m\=o

|
) Existe Una sucesion exacta
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O—M—TTT. para alguna subamidia S\LT)&:QT

Demostracion, 0a—b) Por demostrar gue 24
submodulo c(M) ¢ {oY. Sea x*o, por cer M Navs-
doadd o FM) uno buse de vecindades del cevo,
exisle KeJF(m) tal que x& K. Por Lotanto xé .
Con esto se pavebe que () ={oY,

b-a) Seo X¥y dos elementos de M, entonces
existe e Jm) tal qQue x-y ¢ K o equivalentemente
tal que xa Wy donde Ky aesulto ynovecindad de y.
Per b0 tanto Mes T, Yo cual es equivalente en A-mo-
aulos toon/g'\(:os aser fa.

bl Sea para cada W eF(n) b M=
lo. pmxjccc\o’m ano'n'\ca ! /;K
,Ka ‘Qam\ 0 ‘{?K UA < G(M“ TT M/

induce un homornovd ismo KeF(m)

bn—— THY\/K tal que ¢l diagrama conmuta,
pava Cudo. \/( e G(m\ Pero Hen () = N{Wea P | K e
FY = cm=o,

C—b) Sea h: m-—~——~~~=’11xn un Mono mowismo
con { Tiiel\ eT & 0 WTe—T o5 la proyec-
cion canoanica ¢f Kealh) - (\Wm (Ps o | £eT Y2 ()
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pues para cada 4€T Kea(Pioh) € F) ya que
M/ e Rion) & T (Pioh) €T, -

Cma.Qm.m L9 Pare (T1) estable H es la
Clase Libne de {onsion heteditaria coqenena-
do pon T.

rDQmOSJ(’tOC\O(\ ‘m la Caqac{em YO Cxor\ c\
del lema anteaior émé A-med : M C»-HTE( 13 pa-
10 olgune subjamilia {Tel; ¢ Y e H pues T es

estable. La iqualdad se obtiene povque pava
cada Ulth ¢l ' Tl_l“ T @ME\' E.(TJJ -

Si Ty denola a Ca conrespondiente cla-
se de torgion de H entonces se tiene fa

Proposicion 110 Gi(TL) es estable en-
tonces (T L™ »(Tu H).

emostiacion, Como L* es la clase libre
de torsion heveditatia coqenevada por los sim-
ples de T entonces pos el corolavia antevior
L* < H. Por otao (ado, de la pTOpOS'\CiOIr\LLf
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Sesabe que Tel?) yesto junto con e covola-
vio antewior prueban que H ¢ LY -

Observacion 1 1 Para (TL) una teorin he-

veditaria la covves pondencia

C: A mod %A“mod
m c(m)

es unradical que cuando (T 1) es eslable, Tesud-
ta exacto igquievde povque sim'em entones
F) = LKnm K egml por Lo tanto c(m)
=4k eIty =M a ol Kedrai=1'n
o). De donde ¢ 05 un Tadical idempolen-
te, pues ()= c(tn) o i = ¢ ().

Entonces cuando (TL) e eslable, por o0
ema 1.8 ¢ aadical idemepotenle ¢ aequlta
el de fo Leonla (Tu W) hecho que permiletener
otva Jovma para o0 calculo ded vadical t+ a-
sociado o (T,1)7

(onalasio 112 Si{TL) es estable enton -
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ces (M) = O L K Ke Fm) para cada Me
A~mod. -

(om@m\o 113 Si Tes una clase de Lonsion
eclable, TTF ¢ T, ¢g ¢0 vadical asociado a
J = {AI@A AT eTE entonces pata M€ A-mod

Q-) fl([m = Io
o (10" =(T,L)

Damoclracibn . Por L8 H es 0a minima clase
ibre delovaion heaeditania que contiene a1 gue
por las hi p(;ies;ics tombién es vna clase Gibrede
lovgion hevedilaaia, con lo que se prueba que | =
N,y mas aue (T, TL) es una | 1F,

Q) Se considerana a To*A-med——sA- mod
{al que o MN—(LdM . Es un radical idempoten-
te puesTo es idempotente, y cumpte con da propie
dad de que T={mI.m=0t. fatonces 1o es el
tadical Wdempolente asociado a (T, )= (T, W) =(T,i\l
con lo que necesaviamerle 15 (MY =M para

cada M €A m-OCh
b)) Sean 177 4 L™ vespectivamente fas
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Clases de toasion y Qibre de toasion dQ(T, DL“L.
Por b proposicion L4 T e " =71, Pon demos
tvay que TeT 'L'L) paTQ eslo se mobm& que
[“te | Aplicando L3, L' la clase hevedd e-
10 Cibre de Lotcion wogenevada por fos simples de
T, es da clase heredilavia Gibae de tovsion (0gene
vado pov los simples de L, pov bocual el
Povo T =T claramente vmphica que (T, "=
(T,
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). Teoxfas de tovsion de
Goldiey de Goldman,

Dgl_miimll La clase de los A-modu-

los semisimples  proyectivos es vna clase de
tovsion heveditaria cuya corvespondiente teonta

de torsion se denotard pov (To,Lo) que es conoci-
da con el nombie de teonio detovgion de Gold -

Mman.

EQ Conjuvdomgl de Qos ideales 13 quievdos
esenciales de A no es en generad un diltrode
Gabtiel pevo 95(3= {AIQA =33‘3£;X ¢y 'j@'-O\GE
mra cada aeJ ¥ es ol minimo Jiltvo de Cabriel
que ontiene 0 £,

Dﬂ&jﬁﬂ;ién 1.0 (T4, L,) denolasé o fateo-
vio de tovsion de Goldieque es fa que tiene pot
Jiltro de Gabriel a Jq . E0 submodulo singulan
de M {xeM:an € £V serd denotado po
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Z(M). Se dice qQue un modulo M es no singular $4
Z{m=0

Q_bmmgﬁ'n13 Melq si Y soQo.si Z(m)

es ceao. for olvo dado MeTy si ucolo <t Z(M)
es un submodulo esencial de M.,

/Demossi 1acion. Gi Me L(3 entences Z(m\ = 0.
Supongase que Z[M =0y sea x e M tol que ank
€ 3(3, esto es Que exicle Je £ 4al que pata cada
ae S (anci:a)= anlax € £ entonces Tx ¢ Z(),
por Pocual Jeant el y xezMM=0, ¢sto nalu-
volrent e ((Y\P()\('(l nue Me Lg,

[ pobar fa olea a}ivmacion, sea MM ¢ Tq §
Nem talque o=2Man =z, enlones NeTynlg
= { o} por oque 200 ¢ esencial en M. Ahora g
7000 e esenciol en M (ova cada xe M ce Liene que
(2m)x) e € y Ve (Zn):x) @) = an (4x) €&,
Pm lotanlo ande Sg Y asi Me T% . -

O,bSﬂmen 14 Tg es una clase de Llonsion

estable y mas aun: Si Tes una clace de torsion
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hereditavio tal que Tq €T entonces Tes esta-
ble.

Demostaacion. Sea MeT, de o sucesion
exacla  O-—M—~EM) ——Em)/m—0 basta
mostras que EM)/m € T, pero como Z(E(m)/m)
=E(M/M) esencial en EM)/M se tiene E(m/m
eTaeT. -

leavema 15 (TO,L;\=<TH5,HJ donde Hq es
lo clase de modulos Havsdon §) correspondien-
te o la f,eofr{(*a de toasion de Goddie,

Demostracion. Para cada modulo & simple
y proyective 7 &)=0 asi que si D50 es un ele-
mento arbitrario de To, con Si simple y proyec
tivo 206)=®Z(S) =0, por lo cwal To € Ly,
Pana cada teHom(m,m) con MeTo y MeTy, 0m)
€ TonTy CLgnTy =10y por o que la estabilidad de
Tg implico que Hom (M, E@) =0 pava cada $ simple
enlq, con esto ce prueba que To & TQ;L = Ty,

Come Loda clase detorsion heaeditavia esta
generada por da clase de sus modulos clcdicos,
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para probar que Ty €1 bastavd con mostaar
que para cada T ideal 13quiendo de A, A/T €
Ty implica que A/T € To. Sea A/T €lug, enton-
ces A/T notiene submo'du@os esemiaQes Yo Ples,
pues Si W oq esencial en A1 , (AW €T\-\5
NTy €Ly NTa=10t ya que Tug =Ty g por LUTY
¢lqg. Por Lotanto todo submodulo deA/T es
sumand o diwecto, pues si K oes un S\)\am‘od\)ﬂo de
A/T seo M &A/T maximo con o propiedad de
que KaX'=0, entonces KO es esencial en A/1
por lo que HOK'= A/T. Por Lo tanto A/T e ce
misirmple.

Ané@ogomenie pava 1, esconemos un ideal
»SEA Lol que ITnl=0 ¢ L0 sea esencial
en A, entonces se tiene un epimordismo CaN0Ni-
co A/T-Tes A /GaT), pero A/T eTuy y AfteNe
Tg CHy proeban que TT=0 y conse cuente men-
te que T®1= A Asi queda probado que AfT
es proyectivo y por lotanto que es ¢lemen-
to de To. -
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Una consecuencia de este teorema 4 de 1.0 s

el ¢ iguiente covolatio.

Coratario 2.6 (THLE)=(T. L), ]

Si f. dencta o€ vadica® cle CTO,LD\, entonces
pava coda M e A-mod to (M) es la ccmponente
proyectiva del Soc(m\ por Lo que sera denota-
do como Soc pl MY. Una altevnativa pava cal-
colar el Socp da muestra el sigquiente covola-
xio que se obtiene de 9.0 ydet 12 .

Conolarin 2 Sec, (M) =Lt e Fo(myy,

en Pmi\cu()m SoCP(A\ = -

Cuando A es no sinqulay tedo ideal simple
de A es proyectivo y ademds & el conjunto de¢
los 1deales igquievdos esenciales es un Jiltyo
de Gabriel pos Loque €=Tg. Por do tanto jun-
to con 0.} se tiene que:

Soc(A)= SocoM= N{T :Te€},
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En los siquientes vesultados se estudiava
mas sobre lavelacion que hay entre lateoales
de Goldie y de Goldman kﬁtom\o\(‘?r\ sobve las
condiciones que imponen sobve otvas teorias,

0 hecho de que A-mod ¢s una clase VTF Y
que lo Jamilia de clases de tovsion TTF cea (ena-
da ba')o inlersecciones \mei(o que patva cada
clase de tmsiclm T, eviste T clase minima [ TF
que contiene a 1.

P‘xome'\c‘l(’m LY Lo ecuna clase TTF

/DQmOS{iOC'\(iN\. @3(13{_0 PTO\D(M quLe Lo 26 Co-
vrada baio cocientes. Sea Nelo o TN—sN" un e-
pmotiismo, si Mele M es prouectivo por Lo que

{o sucesion Hom (M N ———Hom (M N )—0
S ~QXO.CtO Pio\(_)&r\do asi q,Ue H OM(m} N‘\ - paq-a
cado Me To, .

(f ZleQS!f!.lQ Qq Lo = Tcs
De mostaacion. Del teorema LK ) HS =L, pe-
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10 por 1.9, Hy es o minimo clase Libre detor-
sion hereditatia que contiene a Ty pov Lo tanto L,
es o minima clase TTF quecontienea. -

E”Lapns.i,m,m 210 Lo clase de torsion de
Goldie es TTF s ysobosi es Qo clase de torsion
hereditaria cogenevada pov Los A -modulos sim -
ples proyectivos.

DGMO‘;LIOUQ(\ T QTS \mpﬁ((u qUGTS ‘Lam Ly
bien es ()QQM{ entonces por 1 AR (Tg)-—g\"{ys)}.b
que es Lateor o hevedilavia cogenerada per los
simples de Ly, pero pot 1.0 los simptes de Ly
son los quene estan en Y() =lo ©sea que son Los
simples de To. Por lotanto TS s da clase de Lo
gion hereditaria Cogenerado pov dos ¢ imples pro-
yectivos.

Con esto se tiene que Ty esuna clase TTF
sigsolosi Tq=Ty Siysolesi Tq es faclase de
toveion heveditavia cogenerada pov los los A-mo-

dulos simples proyectivos. -
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Conolania LA (Ty L) = (Ty L),

Demostracion. Por lo demostracion de-
fo proposicion antevior (Tq,Ls) es fateoria he
veditario cogeneroda pon dos simples proyec-
tivos o equivalentemente por dos cimples de
Ly que pen 1.3 son Qos simples de TSJ". Pon-
(o tanto (Tg ,L(Q“‘: (Tﬂ /,“[.5). -

Conolorio .12 Soce®) esunideal idem-
poteﬂfe che A Yy pora cada MeA-Mod, Socp(m\=
Socp®)- M

Demostracion De 2.9 (T, L., L) ¢s vna
TTF y ¢Caadical connespondiente de (Tolo)
es Socp por do que se obtienen las a}ivmacio-

nes ded covelaaio. -

L A

0% siguientes taes aegultados );mmur\ un
!

patentesis pava probar cieatas propiedades de

bas coarespondencins Soc y Socy .

E’Jﬂpﬂi&\_é_ﬂ LA3 ST e Soc(A) es unvdeal
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i3quiendo idempotenle, entonces T es proyectivo,
Demostaacion. T < Soc) tmplica que exis-
te T submodulo de T Ltal que - Soc M@ | pe-
10 como 3 ¢s da suma de los simples no proyec.
tives deL se tiene que Z(1)=7Bece 1) ®2() = T
pues pov L4 To ¢ Lg. Agi se tiene Lo descompo-
siclon L=Soce®7 (D), pevo como L & SocA) que
A SV ey esta conlenido en lodos Qosideales esen-
cales,entones 1:=T% T Sorp® O T 20) =T Socefl) <
Soce(@) €1, Por Qo tants T=Socp). -

Roposicion L4 Soco®) =L Soc@)™

Demostaacion. Por el fema L4 cada idegd
1yquiendo simple de A, oes proyectivo o es
de torsion Coldie por {o que setiene Ca des:
composicion Soc() = Soce®) ®7Z Soc). Por Lo tan:
tol SocA = Soc(A) Soc,® ® SocMZ(Soc) =SocAy
(Sec 6 € Soc e =[Soc p(A)T ¢ | Soc (Aﬂ'l o veba
Que D Soc(AY) = Socp(A), -

Cmﬁa._'xm 145 Pava cada MeA-mod
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Soc_P(m] [ SocN1 M.

Demostmcm’m. St es un mbduQO,%OCP(‘m=

SoceM M pues Ly oc ong clase TTE, Fslo wnto con
LAY proeba o corclatio.

Dedinicign 916 S (1) , (T,1)

/ ‘
{€mms de torsion entonces

Son 4os

‘Ou) (T'L') es una qeneralijacion do (T L)
si [eT.

b-) (T',L'\ es una es pecindinacion de (T,l)
si T¢T

l@ofwmg Qﬂ Seo (T,L\ una genemfm)auén
ereditavia do Ta Ls), entonces T es un (lgge [T F,
emostracion. Jy 4 & Lo filtros de Cabrief

ascciados a (T, 1)) q (UL verpectivamente.

SPA pmbmd que § = ﬂ{ I:le '}} €J. Peyg ’uwﬁq,lh
TTF Y Ty Lo, {1:1¢ 5«& :Socp(/‘(\, entor ces J% g
F implica que exicle ASIQ%CP(A} tal que S @9 =

Soce(A). Por demostran Gue AfS e T, &' Soela)/s
it plico que a sycesipn
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) O——§——A/S——A/S0c,(R\—0

es exacta, ademas A/SocdM el €T, Gea VES
un submtdulo simple, enlonces S=N{T:Te 5375
gmanf‘q}a que exigie Te 30 tal que VT pea
lo que Vnl=0.De aqui se tienc que {o composi-

cion  Ve—A——A/T es un monomorfismo don-
de A/T €T pruesa que VeT. Por lo tanto que
§ sea semisimple ylodos sug submod ulos gim-
oles esten en T, prueba que S€T y de la suce-
S'\C‘m (1) ¢ con cluye que Se F, -

gi considderomes ahora ung e%pecioﬂi'})acio'ﬂ

(T1) arbrtaanio de T, L), para (T.L) se satis pa-
cen {as siquientes propicdades

Q) L es vna clase TTF ya que Tcons -
ta solo de A- modulos proyectivos y por lo
tanto L es cervnda haio cocrentes.

b) Come clase de tovsion L es esla-
ble, yaque T¢To implica que Tg<sloSL .

cH(TL) es unaleoalo de torsion heae-
ditavia.



ﬂlfl_

(.Qimﬁm_'\ﬂ 248 Existe una covrespon-

dencia biyective entre las teoatas de torsion
(T,1) que son especiolinacion de (To L) y 4o
coleccion de las genmo@'«f%(xc\m\es h@wed'\{o-
vias de (Ty,Lg), tal que a

(T,L)——— (L L)
donde L s la clase Line de tovsion asocio-
do al cosidevada como una clase de tor
S'\c'm.

Demostaocion. Porel comentanio anterior
la corvespondencio esta bien delinida, gc{)@mm(’f\-
te es inuectiva. Lo sobreyectividad es conse-
cvencia de 14T -

Obseavacion LAY Por VY La coleccion

de las genevalijaciones hereditarins de Ty L)
o
es uno coleccion de leovias detotsion estables.

(QWQQQ“V\Q 130 gx'\sfe UnNa CoTYes PON den-

cia biyectiva entve 2¢ conyunto {.1<Socpl):
L es bilateral e Tdempotenle’t con cada uno
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de las co?ecc\opes‘cﬂadqs en 1A%,
_ :DemOSUOCtOT\ Toda gen@‘tu@\%adén do
(TQJLQ ‘QSTT\:, -

(on la covespondencia de LAY, elsiguien-
Le teotema da una cmactew\gacifm de dag eg-
peciabigaciones estables de fa teoxia detor-
Sion (To,Lo\.

Teenema M Pava (T,D una especiali-
acion de (To,Ly) son equivaledtes
a) (T1) es estable.
by T consisle de A-modulos Inyeclivos,
A (D) se escinde centraPmente.
d) (L)) ce escinde centvalmente
Demog"(mci@n. a-b) St MeT, gm) peate-
nece a 1¢To pon o que BN s semisimple,
entences T esencial en (M) iplica que M=E(M),
b-c) (omo £ () es inyectivo, para t ¢/ va-
dical de(TD), enfonces 1) es sumando divecto de
M pata cada M€ A-Mod , por Lo tanto (TL) se
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’ [}
eacinde centralmente. (Ver de Jinicion de que uno teo-
/ . , | l |

o se escnda centyalmente, enlaseccion de preliminares)

ce>d) €5 uno equivolencio de laddinicien en fa
geCCié“ e (\‘I('Q'\r\’\\ NOYES |

: | . |
¢ —a) Toda teorio que se escinde centradmente

ec estable -

Cmo laaio 197 Son equivatentes
a2 Lo teorin de tovgidn de Goldman es es-

table
br) T(’)d& egp()cia\‘?i”acm\o‘r\ de fa *.eowlo de
tovsion de Coldman es estable.

C-’) chdo A'mé)duf’o Qem'\simpfe Y pwogectw
Vo es inyectivo.

d) (1oL ce escinde centanlmente

e-) (Tqu) se¢ escinde conlealmente.

%‘-‘) Teda GS{Z\Q’C,iUQi'é(AC\C"JV\ de la teorin
de tovsion de Goldman se escinde centaal -
ment e,

D(?m()%t"\'of,\c'm‘ aercesdene y cebheld
SON consecvencia lnm?dxato dol {eoremo anterioT w
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Tearema 293 Paro un anillo A son equi-

volentes

) La teoalo de torsion de Goldi en A-
mod , se escinde centrolmente,

b) A sedescempone como el preducto
divecly de va anillo sermisimple por un ani¥fo
con ideal S\Y\%\)Qm '\%(]r\)ié"\do ecencial,

rDQmO%J(‘\OC\C’Sn. a-b) Se tiene que Tg s
una 1TF, pov foque (Tq,Lg)=(Tq,Lo) y entonces
(TO,T%L;) es TTF yse escinde centrglmente,
esto Pprueba que A= S¢>(~P(A\ ®© 14 (A nque ad emas
es un pryoduclo de anidlos pues ambos ideales
son bilalevales. Soc,()(/\\ es semisimple y pov
V3, 2(H4A) es esencial en tolA), por o tanto
submodulo singulas de LyA) es esencial en by,

b—a) Suponiendo que A se descompone co-
mo ¢l poducto de anillos A XAy con Al semisim-
ple y Aa con ideal singular 1yquiendo €sencial,
entonces por L.43 AeTo =T;,.Z(Aq\ 05 eSencial
enha g por UA A€y cTy=lo, dedonde QOfp(A\
=Soce (B @0 = Ay Lg(A) =0 ®lg(A) = Ar impli-
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ca que A=SoceM @tq(A) . Pero de I Socp(A=
N{W Keday y A/Secp(A) % ElA) €Ty pov o que
N{K: Keday € Tq, entonces (To, Ty, Ly) es TTF
Y A= SDCPO\\ (’Dl'q(m . Por o tanto (Tg/L.S) S¢€
escinde centaalmente. -
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3 Anillos Semiart Imianos,

Dﬁlum_um 3.1 (Te L) denotats a fa teorio

de torsion qenerada pey la close de todos log
A-modulos simples.

Dﬁii_nm&ng.‘l MeA-mod sedice Semiar-

tiniano, si MeTs.,

(Ts,Ls\ es una leorln detovsion heaeditania
porque do clase de todos los A-modulos simples
es cervnda bafjo submodulos

Lgm‘EB Para C yna clase de A-modulos
cenvada bajo cocientes, la clase de Lovsion ge-
nevada per ( congiste de todos los A-modylos
M takes que cada cociente no ceap de M tiene
un elemento no cevo de G

De mostracion, Seo (T,D lo teoria de tow-
S‘l(.‘m qm\mado pox C. Poan cada ﬂ, Nel gi Y
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s0lo si Hom(C,M=0 YceC siysolosi N notie-
ninqun svbmodulo no cero elemento de G, pues
G es ceraada bajo cocientes. Pean MeT si y <o
0o 3i Hom(m M=o ¥ Nel g Yy s0lo si todo

cociente nocevo de M tiene algun submodu-
no cero en G. -

Coralanio ¥4 M es semiartiniano <i y so0-
lo si tedo cociente no cero de M tiene '%ocﬂ‘o no
Ce%0.

DQ mosf‘r(lciér\. Consecuqncia de@ Q,e ma antetior,

| -

Exﬂpgsm@m?%‘) Nels si y colo gi SecM=0

DQmC}St’YOC\(’;r\\ %) Soc)) € Ts por o que
Soc(Me=—N o5 ol moy{ismocero,de. SocN)=p,

<) SocM=0 implica que Hom(S,M=0 pare
cada § modulo simple poi lo que N € Ls. -

|
Observacion 3.6 Pavacada M semianrti-
niano Sec(M) es osencial en M.

e ' 1 \ )
Demostracion, Si,M <M, M tambien eg
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Semiantiniano por ¢o que SocM) 0 si M=o,
pero Soc(M= I n SocM), pov Lotanto Sod) es e-

sencial en M,

Como Soc: A-Med——A-Mod esun pTefod\ca@
entonces determing un Unico nadical Soc que cum-
ple con fa propiedad deser ¢f menov de Lodos Pos
vadicales maymes o 1quales que Soc. Ademas Soc

vesulta sex elrvadical que wnrespande a o teo-

(‘\/Q <T<.;)Ls>

Conolario 3.7 S Sec e o minimo vadical
mayor o iqual que Sec entonces Ts={ MeA-mod:
Coclom =m¥.

Demostaocion. Como Sacli=o < y solo 3
Soc) =0, enlones pon 0a pro posicion antexio
ls= i NeA-wed : §oc(\"\) =0}, Pevo Sec esunaadi-
cal demgolente ya que Soc esidem polente | pon
0o que coincide con el aadical delerminedo por e,

Pq,.o,pmgm‘n 3.8 Si M esantinienoe 1yquien-
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do implica que M seo semiastiniano,

meoe 'r(lfmn gQO Nels. Pon dvmo%J(’TOW
Que Hom (M, N=0. Q‘imm"\\ implica que gf\”(\\
o5 antiniano por o que Soc(JM) ec esencial en
Y, Poas corno Sec (1T & T il extonces Sod
i(mﬂ es oo por o que YV eg necesaaiamente
ceno, seconcluge entonces que M es semiantinio-

Nno, -

E{r_omsm&q Sea M un A-moduto noe-

theviano enlonces

a) Soe (M) = Soc, (M) pato alguna ne/N
Y ademas Soc i M) /Socs (M) es semisimple Ji-
nitamente qenerado

b M es semiartiniano si ysofo si M tie-
ne Qong(tud {“m‘\k(l.

DQ mo%‘ima'\ér\ . LJO((m\ G Soc l(m\ c goc.,(_lm,,,
es una cadena nscendente de submodulos de M, por
lotanto existe n eV tol que Soc a (MY Soc (o)
L., »(w((\\\ Ser Lmy,

Socin /Soc ) = Soc (‘T\/Sor,4(m\\ que s
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Semisimple o Jinitumente genetrado pov seTsub-
mcdulo dead A-mddufo noethesiono M/Socs (M)

b =) Si e sernantiniane M= Socm) =
Scc, (M) para alogune ne NV, entonces cetiene
M =Soca M2 Soc (M) 2., >Sec (M) 20 tab que,
Py nGso 0, SoCinl () /Soca(m) e de longitud
Q\N}ZO 20 0(‘ tanto ™ ¢ e JM\( tud }m Lo Y
mas aun 4N = § Q(Qo(m(m / Goci( \’V\ﬂ

< Sim {\ena 90!\(5} i Jroila enteonces es
oatiniany y pon fo tanto seminvbiniane -

COmo consecuencia de esta propoSiC'\ér\ cetie-
nen dos ¢orolarios con os que se caracteniza a
las teorias (Ts,Ls) sobre anillos noethervianos.

Corolario 340 Si A es noetheriono como

A-modvie entonces Lodo M seovart iniano s fa
cuma de sus submedudos de Lornaplud Jinta,
Demostracion. Cada Me A-mod o5 fa sumo
de sus *l\h)\)rr\(”)dUQOS ?'\r\'\i(lmw\to (3()!’\0 ‘r(_ldOS/ p@m
cade submodulo Jinitamente qenerado vesulta
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I\OEJK\\M\OnO, U por la pftoposmén an{eqim,g'\
M es semiartiniono entences cado 2ubmodedo
Jinitamenle generado tiene Longitud }inita. w

@Qﬁm_m A Sea Aun anillo noetheriano
entonces Js ef Jiltro de Gabried de Joleonia
(Te Ls) es LI SA: AT tione "Jf’ar\g\‘lud pailal

Demo%imckén. Si A/I ticne Qan\Lu& {mr
ta entonces A/T como ec sabido eg aatiniano
Y por o tanto semiartinano.

Lede implica que AT noetheriano y se-
miatiniano entences por Lo (;Y(;\t‘o”:i(,adn's.q
A/T es de longitud Jinita, -

D.e@mi.c;ibn 340 Unaleorio detorsion es
simple siysplosi €5 genevada poy una clase de

]
A-modulos s imples.

Mmgmﬁm%*% Pana un anille anhitTaxio
si{T,D es heaeditanio y T€T, entonces (TL) es

g\mp()@.
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Demo stracion. Se sique del siquiente fema, o

L_Qm_o_%.ﬁ Sea Te {a cdace detorgion g ene-
1ado pov uno clase G ¢ A-mod cevrada bayo co-
cientes, Si T ez unn clace detersion heredilonia
conlenida en o enlonces Tes ba clase de torsion
generada per TaG.

Demostracion, Si MeTeTe entonces pon
el Derna 33 trdo cociente nocero de M tiene wn
submodulu no ceno enC, por o tanto en Ta G pues
Tes heneditavia. Con esto nuevamente por 33,
Testa conlenda en la clase de tersion genera-
da pon Ta(. Peao como Tal e T lacldase de tor-
sion genevad a pox 10C esto contenida enT.
Por 0o tanto Tes Qo clase de Leorsion generado
por 10G -

Dﬁ:ﬁmmﬁmgls Un anillo A es semianti-

|
niono si y solo si como A-modulo peatenece a

Ts.
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Q_b_s_gugcig'g 310 A es semiantiniane i Y

sofo st todo A-modulo clclico no ceao tiene
}oc@o nNoO (eY0.

Demostrocion = Si Ax es un A- modulo
ciclico, Ax % A/ica entonces 3.4 implica que
Ax tiene soclo no cevo.

) Todo cociente A/T de A esoun A-modu-
0o ciclico, entonces todo cociente no cevo de
A tiene soclo distinto de cero, por lo que
A es semiartiniann. -

E_’LQ,DQ‘.‘I:LL.CLdn 3.4F Si Aes un anidlo flag

siquientes son equivalentes.

a) Aes semiatiniano 4 quietdo

b) Todo A-modulo es semiartiniano

) Todo A-medulo distinto decero tie-
ne ')Ocao distinto de cero

d) Todo A - modulo es extension esen-
cial de su yoclo.

e) Toda teovla de tovsion hevedita-
Tia es simple,
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Demostracion. awb) Para una clase de
torsion hereditavia  una condicion su}iciente
PatYa que un modulo sea de tovsion es que to-
dos sus sub m::’DdU()OS ciebicos sean de 'fmsién.
Sea Myn A-modulo 4 Ax un submodulo ciclico
de M, entonces todo cociente de Ax es ciclico y
por Lo tanto, 1 es distinto decero, con joclo
no cevo. Por 0o que 9.4 implica que Ax es semi-
arliniano.

hoo) Le={oh y por 35 todo A-modulo
distinlo deceve tiene ’30(:90 no Cexo .

c~d) Por 3.5 Lo hipotesis implica que
Le=1{0Y por lo que Te= A-mod. Pevo por .6 to-
do sewmartiniono es exten sion esenciol de su
3o0clo.

d-a) Sea A/T uncociente nocevo de A,
entonces Soc(A/T1) es esencial en A/ T, de don-
de Soc(A/1) eq distinte decevo. Poy fo tanto
de 34 se obtiene que A es semiavtiniano.

boe) $i Tes una clase de toraion heve-
ditavia se tiene que TeTs, entonces por .43,
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Tes simple

e-b) Sitodo teorio de tevsinn hevedito-
Tia e simple, entonces Ca mayor ¢s fa gene-
rado pow do close mas gvande de A-medulos
simples, pov Lo tanto A-mod s Lo genevado
por todos 2os modulos simples, estoes todo
A-modulo es semiartiniano. -
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4. Co'fcxc'(efn},oc'\én de los aniflosg
Semiastinanos en terminos de la
teovio de tovsion de Goldie,

U{i()i%ando los vesultados sobve las teorlas
de torsion (T, y fo teoria detorsion de Gol-
die,se concluye enesta seccion dando unteo-
Tema que catacterize a dos anllos semianti-

nanos

Jeorema 4.1 Son equwva.lentes pava un anillo

A

O.\A @3 gemiantiniano \},quierdo

b) Si (T,L) esuna teoata de torsion heredita-
via en A-mod, entonces 0t (L),

) La teonls detovsion deboldie s TTF
y esta generada porv los A-rapdulos simples sio-
qulanes.

d) Lo teeela detorsion generada pov (os
A-médulos simples sinqulaves es foteov(a de



-3%-

torsion heseditavia cogenenada poy Los A- mo-
dulos simples proyectivos,

Demostracion. a—b) Par 1A laclase de
los modulos sim nles gue peatenecen 'a“\’“ es
Qo clase de Los modules simples que pestene-
cen al. Pevo por 3NT ¢) pana Asemioatinia-
no,tanto T  como T son genevaden pov Ca
close desvs modulos cimples, pov Lo que
T =T,

b-sc) Potr €@ corolanio U (Ty L \H
(Tg, g) Yy pov {a Wi potesis (Fq, g\“ =(Tq L 9\
de donde se concluye que Tq es una (dose TTF,
Sea (T2 Ly) o teoria detovsion hevechilavia
genevada por Los A-modulos simples singula -
Tes, entonces Como un f\wt‘f\f’()dx:Qo simple ¢s de
torsion Goldie si ysolesi €s un A-modulo Sin-
qular, seobtiene que (T2, L) " =(Tq,Lg) 5 fo que
implica que (Tz,Ly) =Tz L) =(Ty, L) =(Tq,
Ly).

c=0a) Por 1.9 setiene que (To,Tq,Lq) s
TTF. Paro probar que Aes semiartiniano, por
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347¢) bastard probar que todo A-module dis-
tinto decero tiene qoclo distinto de cevo. Seam
un Modulo no cero, §i Soce(M=0 entonces Me
Ty que pon hipotesis es lo clase de'to‘-rsaém ge-
nevada pov fos simpes singulaves, esto implica
Que M tiene QOga'.m s ub modulo simple singulon
diglinto de cevo, yentonces Soc(mi+0

c>d) S (ly L) es TTE entonces pon 240
(Ta,Ly) es fateovio dotoxsion heveditavia co
genevado pen fos A wmodules Simples proyectivos,
de donde sv concluye o ajivmocion,

d -<) Peoa 040 (Ty 1) ¢s fobesnio delor
sion heveditonia cogenevada por fos A-modulos
simples proyectivos, Si {Ty L) denota o late-
ata delovsion genevada pov L0s S1mples sin-
Gulaves entonces se tieneque Ta € Ty ¢ Ty y
2 =Tq entonces Ty es

COMO PO \\ipé{egus‘
TTF ycoincide con Tz, m

CD_&_QQQ.‘L‘\Q L\(l P(ma un anillo A semian-

fimano 1yQuien do, Son equ\an entes
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) Lateovia detonsion de Goldie se es -
cinde Ccentvalmente.

b) Lateorio de korsion 0¢ Goldman es es-
table

o) A=A A donde A es un anillo e sim.
ple 4 Aaes unanillo con ideal singular yquietdo
esenciel .

/Demof;hac?c’\r\ a&b\) Como A es Sem(anfinio-
no entonces pon 4d Ty o5 TTT, por loque \{T;IQ
e escinde confaalmente, @nim\(eg pot €¢ cono-
bavio LAY 5o obtiene b2) |

f»a; De 201 a2 o nluye entonces que (T

5\ se escinde contradmente, pevo pov 4.1 (T Lo’,
= (Ty L),
nesc) Es el teoverna 103, -

Cowo@aﬁo 45 Para vnonie Anoetheria-
no 1yquiendo son equivp leates .
Cl\ A 26 antiniono quetdo
b) 4 esuno clase TTF y esta genevo-
da por los A-medules simples singulares,




_L‘i..

Demostracidn. asb) Como todo atinians e
es semiartiniano entonces pov 4.1 setiene b,

b—a) Por 4.1 setiene que A es semiaatiniano
igquier do, entoaces poa o proposicion 3.9 Aes an
tiaiano \yquierdo. -

Obsevvacion 44 Si A es unonillo auton-
(\x)ectiuo i quierdo (e Aes inyectivo como A-0np-
dubo qqmewde\yg noetheaiano iyquierdo, en-
Lonces fateosia de tongion de Goldman es es-
table.

Demostrncion. Gue € Amodulo A sea inyec
tivo implico que todo sumando de el sea inyec-
tivo, pov Jo tante todo 00dulo simple PYOYOC-
tive es tagectivo. Pevo que A sea noetheriano

implica que toda suma divecta de A modulos in-
%ecf\vog sea m\éczct\va, pov Do que Lodo A-mo-
dulo serisim ple pwog@cf\\fo QsYngect\vo. Oe

1.9% seconcloye que(To Lo es estable. -

wa.m_ﬁl(‘l& [i.g Un anillo A QU&%L%&



.,l”l.

benius (ie. Aesartiniano 1yquierdo y derecho,
y Aes autoinyectivo 1yquierdo ydevecho) €s semi-
S\YY\()QG S \A‘SDQO B12S N0 510Qqu fax.

/Derr‘,ostw (1( H"i'('\_ (.jd‘\m(s Fedo anille astina no
es noetheaiano, pon N9 U teenta de tonsion de
Goldman ¢4 eslable, pero adembs que A sea se-
miart inano vm plica por 49 Que Nee dt’S(ompo-
ne come ¢l [‘)wduc‘{rﬁ haaecto de un an o semi-
simple pex un anlo conrdeal Songuiar iyquier
do esencial. Pon Lo tante Aes semsimple siy
solo s1 Sv pat Le s\my_,:Q(_n €5 (€v0. w
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