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Introduccion

P L i

En el presente trabajo se estudian los mosaicos de los espacios
cldsicos de dimensidon dos: el plano euclidiano, l1a esfera, el plano
eliptico y el plano hiperbdlico.

Un mosaice esta asociado a un grupo discontinuo de movimientos
rigidos y en todos los casos dichos movimientos rigidos estan dados
por transformaciones lineales del plano complejo a las cuales dedica-
mos el primer capitulo.

En el capitulo IIl se dan los axiomas de Hilbert para el plano
euclidiano con el objeto de estudiar las diferencias basicas entre
Tos espacios considerados.

En los capitulos II y 1V se describen en su totalidad los mosai-
cos del plano euclidiano, de la esfera y del plano eliptico.

Por {1timo, en el capitulo V se construye el modelo de Poincaré
del plano hiperbdlico y en el capituio VI se dan algunos resultados
de cardcter general sobre los mosaicos del plano hiperbdlico y entre

ellos los mosaicos triangulares.



CAPITULO I

Transformaciones lineales

Nos interesa el estudio del grupo H de las transformaciones conformes
*
del plano extendido € . Los elementos de este grupo estdn>dados por

* *
las funciones T: ¢ + 0 de la forma

_ aztb
T(z) = cz+d
a bl _
con a,b,c,d €, ’c al = 1
donde T(®) == s ¢c=0
-d = o m:i i
y T(—EJ = o, T(x) - si ¢ # 0.

Para el estudio de este grupo conviene considerar el grupo G

a b) con a,b,c,d€l ¥ li z = 1.

de las matrices (c d

ab
Asociemos a cada (r d) € 6 la transformacion

Asi, al producto de matrices le corresponde la composicién de transfor-
maciones y a la matriz I = (é ?) la transformacion idéntica. En esta
forma G actia en @ .

Las matrices a las que corresponde la transformacidn idéntica
z—2z son I y -I; el grupo H resulta, pues, ser isomorfo al

grupo cociente G/{I,-1}.



A continuacién recordaremos algunas propiedades de las trans-
formaciones T € H.
i) como habfamos dicho son las transformaciones conformes del
plano extendido G*. _
it) transforman circulos en circulos (incluyendo, claro, entre
éstos a las rectas).
ii1) dadas dos ternas ordenadas de puntos 2z3,z2,23 ¥
Wi,W2,w3 de puntos de E* existe una transformacion de

H, Unica, que manda a la primera en la segunda.

Estudiaremos detaliadamente las transformaciones lineales con

*
respecto a sus puntos fijos (en ¢ ).

Si ¢ # 0 1los puntos fijos de T estdnen € y son las so-

luciones de la ecuacién

es decir
cz?® + (d-a)z - b = 0,

En este caso T tiene uno o dos puntos fijos en &. Ahora; si ¢ =20
entonces « es un punto fijo y Tos otros son las soluciones de la

ecuacion
(d-a)z - b = 0.

Si d#a hay una solucién 2z = Hgi ysi d=a entonces si b #0



la ecuacidn no tiene solucidon y si b =0 T es la identidad.
En resumen:
si c#0 entonces T tiene 1 6 2 puntos fijos en C.

d # a, entonces T tiene dos puntos fijos:

y un punto de (.

si ¢c=0 vy b#0 entonces « es el lnico
d=a y punto fijo de T.
b=20 entonces T es la jdentidad.

Consideremos una transformacion T cuyos puntos fijos son 0 e =
Tuego T es de la forma

T(z) =az con a#0, at#l.
$i a=re® r> 0, 0<8<2n entonces T es la composicidn de

la transformacion

que es la rotacion bajo & con centroen 0 y
z —»rz

que es la homotecia de razdbn r con centro en el origen.

E1 caso general de una transformacion T con dos puntos fijos
o y B se puede reducir al antertor considerando T; =35 o T ° s™!

donde S(z) = %5%- ya que S{a) = 0, S(B) = =,



Segiin hemos visto Ti(z) = rel®z r>s 0, 0<8<2m

$i T: es la homotecia Ti{z) = rz, r > 0, entonces T se 1lama
hiperbdlica.

Si T, es la rotacion Ti(z) = eiez 0 <8 <2r entonces T se
11ama gliptica.

Si r#l y 8 # 0 entonces T s¢ 1lama loxodromica.

En la figura siguiente se ilustra 1o anterior

—izi

riz) re'%: T

Hagamos £ = S(z). En el plano de las £ consideremos dos familias

de curvas: los rayos que parten del origen y los circulos con centro



en 0. Las familias correspondientes en el plano de las 2z son, res-
pectivamente, los circulos que pasan por a y B, por una parte y,
por otra, los circulos ortogonales a ellos.
Si T es eliptica T; es una rotacién y bajo T, cada rayo gira un
dngulo ©® y se transforma en otro; asi, bajo T cada uno de los
circulos punteados se transforma en otro con el que forma el mismo an-
qulo ©.

Ahora bien: los circulos con centro en 0 permanecen invarian-
tes bajo T, asi como los circulos correspondientes en el plano 2z
permanecen invariantes bajo T.

De esta manera podemos visualizar una transformacidn elfiptica

como una especie de “rotacidn" sobre dos puntos a y 8.

N
il

Z Fig. 2 : _ g



Si T es hiperbélica, T: es una homotecia de modo que los
rayos que parten de 0 permanecen invariantes bajo Ti. En el plano
de las z cada arco de circulo punteado entre o y B permanece in-
variante bajo T. Como los circulos con centro en 0 se transforman
unc en otro bajo T,, tenemos que los circuios corfespondientes en el
plano de las z se transforman uno en otro bajo T.

Asi, podemos pensar en una transformacidn hiperbélica como una especie
de “"traslacion” en la cual cada punto se mueve a lo largo del arco de

.

circulo que lo contiene, alejindose de a si r > 1 y acercandose a

Fig. 3
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Por d1timo, si T es loxodréomica., T; es una rotacidn seguida
de una homotecia; cada £ se mueve un d&ngulo 6 a lo largo del
circulo que Jo contiene y después se aleja de 0 o se acerca a é1 a
1o largo del rayo donde quedd. La interpretacion correspondiente pa-
ra T es obvia.

Es claro que si T es loxodrémica ninguno de los circulos de
las dos familias consideradas en el plano 2z permanece invariante ba-

jo T y es facil demostrar que ningiin otro circulo se transforma en

si mismo bajo T.

Fig. 4



Si hacemos w = T(z), como S{w) = aS(z) tenemos

w-a Z-~0

-_— = g

Wop z-8

que es una expresidn comoda para una transformacidn T cuyos puntos

fijos son o y 8.

Recalcamos:
- Si a€R, a#1l, T es hiperbolica.
- Si Jal=1 y a#1, T eseliptica; si a=1 T ‘es
la identidad.

- Si a¢R y jaJ] #1, T es loxodrdmica.

Nos resta describir las transformaciones parabSlicas que son las gue

tienen un solo punto fijo.

Sea T wuna transformacién parab6iica y sea o su punto fidjo.

Si a ==, T es una traslacion.

Consideremos el caso general; sea o el punto fijo de T.

Si S(z) = E%E' entonces S(a) =w. T, =S o T e S ! pesulta ser

una traslacidn, es decir: T,(z) = z+¢b, b # O.



Fig. 5

Observemos que la recta L que pasa por a ¥y por'e1 punte
a + % se transforma, bajo S, en la recta que pasa por 0 y b.
Consideremos, en el plano de las £ la familia de las rectas para-
lelas a S{L): cada una de ellas es invariante bajo T, y sus imi-
genes bajo s™! son los circulos c tangentes a L en a que son
invariantes bajo T.

Podemos pensar en la transformacidén T como una situacidn 1i-
mite de una transformacion eliptica cuyos puntos fijos coinciden en
a. Cada punto z # o se desplaza sobre el circulo ¢ que lo contie-

ne.
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Si hacemos w = T(z}, como S{w) = S(z) + b tenemos
1 1

gl + b que es la forma general de una transformacidn parabdii-
ca con punto fijo «a.

Con esto terminamos la revision de las propiedades de las trans-
formaciones lineales que para este trabajo interes&n. Estas transfor-
maciones se usardn para el estudio de los movimientos rigidos, tanto
del plano euclidianc como de la esfera, el plano eliptico y el plano

hiperbélico.
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CAPITULQ 1T

Mosaicos euclidianos

Sea M un espacio topolégico y G un grupo (bajo la composi-
cidn) de homeomorfismos g: M+ M de M. Sea x un punto de M.
la orbita G(x) de x bajo G es G(x) = {g(x)[g € G}, es decir,
el conjunto de las imagenes de x bajo los elementos de G. Denota-
remos a yeces a g(x) como xg Yy diremos que x y xg son equiva-
lentes bajo G.

Se dice que un punto y de M es un punto 1imite de G(x)
si toda vecindad de y contiene elementos xg de 1a 6rbita de x
para una infinidad de elementos g € G.

G se 1lama discontinuo s¥ Yx € M, G(x) no tiene puntos
limites.

A grandes rasgos se puede describir un mosaico euclidiano como
sigue: "asociada a cada grupo discontinuo de movimfentos rigidos del
plano se tiene una descomposicidn de éste en regiones que se trans-
forman una en otra bajo los elementos del grupo. Cuando estas regio-

nes son poligonales la descomposicién se 1lama un mosaico euclidiano,

Consideraremos el plano euclidiano con su estructura compleja;

por esta razdon lo 1lamaremos planc complejo y 1o denotaremos por (.
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Definicidn:

Una regién fundamental de G es la cerradura F de un

abierto conexo F de (€ tal que
i) si X€EF y g€G y g #e¢ (identidad de G ) entonces
a(x) ¢ F. '
ii) Si ye € entonces 3geG tal que g (y)eF.

Describiremos todos los grupos discontinuos de movimientos ri-
gidos de € . Todo movimiento rigido de € es una transformacion 1i-

neal de 1a forma
T(z) = ezt+b e.bel, lel =1

es decir: T es la composicidn de 1a rotacion con centro en el origen
zZ €l

y la traslacion
z — ztb,

Denotaremos.por a(e,b) al movimiento rigido

z — eztb

Si € =1 esto es una traslacin y si e # 1 es una rotacibn con

ceniro en T?E .
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1 Traslaciones.

Sea G un grupo discontinuo de traslaciones de (€. Mostrare-
mos que si G no es trivial, entonces o existe w; # 0 tal que los

elementos de G son los de la forma
z — z4+mw, n€Z

w
o existen w, #0, w, € T con EE-QIR tal que los elementos de G
1

son de la forma
z - zEnjwtn,w, n,.n, € Z

es decir: el mbdulo asociado a las traslaciones de G estd generado
por w, en el primer caso y por w, y w, en el segundo.

En efecto: por ser G discontinuo existe un elemento de &
Z'-*Z‘Hn!

con 0< |w| y |u,| minima.

Ahora bien; si todo elemento de G es de la forma
zw—2z+ xn; M€ R

mostraremos que A es entero.

En efecto, sea ne Z tal que

n<a<ndl

entonces 0<An<1
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y 0 < (A-n)fuw,| < fu,|

Pero z ~+ 2+(A-n)u,; es un elemento de G y por ser |w,| minima
tenemos A-n = 0.

Supongamos ahora que en el mddulo existe w con a“’—l(ilR .
Entre estas w tomemos w, con médulo minimo. Todo elemento del

moduio es de la forma
Aw, + Aw, XXz € R.
Existen n,,n, € Z tales que

Ay =y f_J;
y l)\z"1z|_<_l

Por 1o tanto

Ay + Aw, = mywy - Ny, | <

< Iy = g ley )+, - n, | w,| A

1 1
< Hloyl + 2 luyl <l

La desigualdad estricta implica que
Ay -n, =0

es decir A, =n, y entonces A

!
=)

2
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Llamaremos base candnica a una base {w,,w,) del médulo de

traslaciones, escogida como se hizo.

En el primer caso una region fundamentat T es 1a region cuya
frontera estd constitufida por dos rectas distintas paralelas entre sf,
Y que pasen por ( y w; respectivamente,

En el segundo caso una region fundamental F es el paralelo

gramo cerrado determinado por w, y wy,

(=

7
N
™
N
~
~
~

Fig. 6
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2 Rotaciones.

Sea G un grupo discontinuo de movimientos rigidos de € que
no contiene traslaciones. Mostraremos que los elementos de G son
rotaciones sobre el mismo punto,

Sean g(e,,b,), g(e,,b,) elementos de G. Su conmutador

g(€y,b,)g(esb, )07 (es ,by )9 e ,by) =

= g(1,(1-e,)b, - ( 1-€,)b,)
es una traslacion y por 1o tanto es la identidad. Entonces
(1‘Ez)b1 - (I’Ex)bz =0

bl — b2 -
I, ~Toe, %o
es decir: los elementos considerados son rotaciones sobre el mismo

punto z,.
Puesto que el grupo es discreto es finito y estd generado por

una rotacién bajo un dngulo %} sobre Z,3 una region fundamental

F de G es un sector angular cerrado cuyo vértice es z, y cuyo

angulo es %? .



-~ 17 -

7

Fig. 7

Consideraremos ahora grupos G que contengan tanto rotaciones
como fraslaciones.
Sean g(1,b) y a(e,c) una traslacidn y una rotacidn de G.

E1 conjugado de g(l,b) por ¢ '(e,c) es

gle,c)g(1,blg™ (e,¢) = g(1,eb)

es decir; en el mddulo de traslaciones aparece eb,
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3 Rotaciones y un mddulo de traslaciones de rango 1,

Supongamos que el mfdulo del subgrupo T de trasiaciones de G
tiene rango 1 y sea , un generador de T escogido como se dijo
antes (con wal minima). Es claro que en este caso el (dnico dngulo

de rotacifn es w. Observamos que

a ' (1,¢)g(e,b)g(1,c) = g(1,~c)gle,ectb) =
= g{e, c+b-¢) =

= g{e, b-c(l-e)).

es decir: que el conjugado de la rotacion g{c,b) cuyo centro es

TgE’ bajo la traslacién g(l,c) es la rotacidn g(e,b-c(l-c)) cuyo

centro es 1_b__ - C.
-€
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Consideremos un centro de rotacion z,- Ya vimos que z, * nuy

es el centro de una votacidbn en G para n€Z. Sea z, =z, +onw .
Consideremos ahora la composicifn de la traslacién bajo w, y la rota-
¢idn bajo m sobre Z . Esta transformacidn manda a z, en z ya
z, en z,; se trata pues de una rotacién bajo un-dngulo = sobre el
punto medio Yo de] segmento z,2, . Es claro que Yn = Yo + o s
n€Z son tamb{én centros de rotaciones en G.

Supongamos que z =z, + dw A€ IR es el centro de una rotacién
en G que no es una de las consideradas anteriormente; entonces la
distancia de z a alguna 2z, o a alguna y, es menor que Qlu%l y

eso implica que hay una traslacidn de G
z+2z+w con 0< |wl < ]

Si hubiera en G alguna rotacion con centro en z fuera de la
recta z, + Auﬁ' entonces al componer esta rotacidbn con una de las
consideradas anteriormente obtendriamos una trasiacion sobre un vector
que no estd en el modulo yenerado por w,.

En resumen: los centros de las rotaciones en G, que son todas
bajo un dngulo w, son los puntos z, * %-m, , n€Z, ylas trasia-
ciones en G son todas de la forma z -z +nw , n€Z.

Es obvio pues, que una region fundamental F de G estd deter-
minada por la recta z, *+ Mo, A€ER y por dos rectas distintas, pa-

ralelas, que corten a la anterior en los puntos z, ¥ z .
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2, + )GJ,

e

e o g

Fig. 9

4 Rotaciones y un mbdulo de traslaciones de rango 2,

E1 subgrupo de G que deja fijo a un punto z, esun subgru-
po de rotaciones con centro en Zgy Como G es discontinuo, este
grupo es finito de orden n y estd generado por la rotacidn sobre

bajo el &ngulo %g '

%o
Veremos ahora que st e] mddulo de las trastaciones en 6 tiene

rango 2 entonces los valores posibles para n son 2,3,4y6,
g(1,b) y a(e,c) wuna traslacidn y una rota-

En efecto; sean

cin en G, Como vimos, el conjugado de
Vemos pues que en el grupe hay una traslacidn bajo eb que

g(1,b) bajo g '(e.,b) es

g(lva}-
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es la imagen de b bajo la rotacidn con centro en el origen z — ez,

es decir que eb no depende de «c.

Tomemos una base candnica {w, ,w,} del mfdulo de traslaciones.

Si g(e,b) es una rotacibnen G y € = e’e, entonces sabemos que
eiew, estd en el midulo de trasiaciones y por lo tanto también estd
en e] mddulo (1-e1e)

w, . Si 8 < %?- entonces

[(1-e"®), | < |w,|

contra lo supuesto; por 1o tanto n < 6.

"(\‘ eic)hh

Fig, 10
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Si hubiera una rotacifn bajo el dngulo %? entonces

e Wt estarfa en el mddulo y

i

le Swl tw | o<,

“n# 5,

Asi pues, los valores posibles de n son 2,3,4 y 6.

Clasificaremos los grupos que vamos a estudiar en este inciso, segln

el valor minimo © de los dngulos de sus rotaciores,

Sea {w ,w,} una base canénica del mGdulo de las traslaciones

en G.

40, ’
Gredt)w, Ny ZEbreaz,

LL'

Fig. 11




- 23 -

Sea z, ‘e] centro de una rotacién en G, Sean z =2 +uw ,

z) =z, tw 2 =2, +w + w., Sabemos que 2z ,z, y z, son
centros de rotaciones en G,

Como vimos en el caso 3 1os puntos medios de 1os Tados del tridn-
gulo z, zl zz son también centros de rotaciones en G y es claro que
son los (nicoé en ese tridngulo.

E1 tridngulo F cuyos vértices son Zgs Z,, 2, €S Una region
fundamental de G; en efecto:! dado un punto z € &, z es equivalen~
te bajo una traslacifn a un punto del paralelogramo zozlzzz3 y un
punto de este paralelogramo es equivalente bajo una rotacién con centro
en y, a un punto de [

Dos puntos de F no son equivalentes bajo traslaciones y es cla-

" ro que tampoco bajo rotaciones.

Un mosaico asociado a un grupo discreto H de movimientos rigi-

dos de & es
{h(0)| h € H)

tal que U es una regidn fundamental de H y es poligonal. Obsérve-

se que

vh{l) = ¢
heH

y int(h, (U) n b, (U)) = ¢ si h, #h,,
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Hemos visto que {g(F)|{g € G} es un mosaico asociado a G cu-

yos azulejos son las regiones g(F).

2
4,2 6= 3

Los dngulos generadores posibles de los grupos de rotaciones en

G son @ ¥y %% Puesto que los restantes son menores que &n

3

Si hubiera una notacidn bajo un dngulo 7T entonces la composi-
cion de &sta con el inverso de una rotacifn bajo un dngulo %; seria
una rotacifn bajo un angulo %;- de modo que todos los subgrupos de
rotaciones de G son de orden 3.

Sea w, un elemento del médulo de traslaciones de. g tal que
lwll es mayor que 0 y es minimo. Sabemos que w, = eIT?'wl esta
en el médulo, Es obvico que {wl,wz) es una base candnica del médulo

de traslaciones de G.

Tat W,

Fig. 13
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Sea zZ, el centro de una rotacién en G. Sabemos que z, tw

es el centro de una rotacion en G para toda w en el midulo de tras-
laciones.

Bajo una rotacién con centro en z, Y bajo un angulo g;_ el

segmento Z,:Z +w se transforma en el segmento- Z,2Z tw oy éste.

o 0o

bajo una traslaciGn en G, en el segmento 2o tw o, Zgte tu. En-

tonces 1a rotacién seguida de 1a traslacidn mandan al segmento

+ + +w tw, i -
ZgeZo 0, en zo ot W, 2 . x Por lo tanto si y, es el cen
tro del tridngulo ZyoZg W L 2Zp t Wt 1a rotacibén con centro en
27

y bajo un dngulo 5 estd en G.

Andlogamente vemos que en G estdn también tanto 1a rotacidn ba-
jo %g- sobre el centro, y, , del tridngulo 2z ,z  + w o tw o,
z, *w, como las rotaciones bajo ese mismo dngulo con centro en los
trasladados de y, vy y,.

Hospréfembs due en el.tridngulo 2osZg YW, Zg tw +w o no hay
mas centros de rotacién.

Sean g(e,b, ) y g(e,b)) rotaciones en G.

- i
gle,b, ) g7 (e,b,) = g(1,b -b )

es una traslacion bajo b, - b,.

Por lo tanto ' [b,-b, | > lw |,

-La distancia d entre los centros de las rotaciones es

DX
1-e] [1-e]
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i&T
y puesto que € =e 3
. fw,l

se tiene que d >
V3

Por lo tanto en el tridngule 2g02y * W, 2ot W +w no hay
mis centros de rotacién que los vértices y el centro. Andlogamente,

en el tridngulo ZoeZy tw tuwy, Zo % w, hay solo 4 centros de rotacion.

E1 paralelogramo F cuyos vértices son 2005 2, ta oty
es una region fundamentalAde G. En efecto: si ze @ hay en el pa-
ralelogramo 2oz tw, Zg tw two, Zo+ w o un punto equivalente a
z bajo una traslacibén en G. Este puntc se puede 1levar mediante una
rotacidn con centro en ¥, oen y, aunpunto en ¥; ahora bien:
en ¥ no hay dos puntos equivalentes ni bajo una traslaci6n ni bajo

una rotacién en G,

Entonces {g(F)|g € G} es un mosaico asociado a G.

=T
4.3 8 5
Los dngulos generadores posibles son w, %Tl y % y vemos que
—231 no puede aparecer puesto que una rotacién bajo un dngulo %l sequi-

. . 2 n o= . -
da del inverso de otra bajo un dngulo > @s una rotacion bajo un an-

™
gulo z -
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1)

!

Fig. 14

Sea z, el centro de una rotacidn de orden 4 y seqn (w‘.ua)
una base candnica del mddulo de traslaciones con w = eJZ-(ﬂ . Consi-
deremos el subgrupo G' de G generado por las traslaciones en G y
las rotaciones bajo un dngulo n. G' es del tipo considerado en 4.1 y
entonces podemos afirmar que ademds de los vértices del cuadrado
LINEN +“ﬁ’ z, + w + W 2y + w, tanto el centro del cuadrado como los
puntos medios de sus lados son centros de rotaciones en G' y ademis
son todos, saivo por traslaciones.

Por 1o tanto estos puntos son los centros de las rotaciones en

G puesto que en cada centro de rotacifn en G hay una rotacidn bajo w.



- 28 -

Bajo 1a composicidn de la rotacidn con centro en z, bajo %

seguida de 1a traslaci6n bajo w , el segmento 2z, z, * w se trans-

forma en el segmento z, tuw, z, twotw g ésta es la imagen del

primer segmento bajo la rotacidén con centro en y bajo un angulo

~of =4

Vemos pues que esta rotacidon estd en G y es de orden 4.

Ahora bien: sean g(e,bl), g(e.bz) dos rotaciones de orden 4
m

o

de G, i.e.: e =-¢e ", Como vimos en 4.2 la distancia entre los cen-

tros de las rotaciones es

b, b,

l-e  1l-g¢

lbx'bzl !"’1 l l“’l]
= > =

d = =
l1-e] ~ |1-g] vZ

Por 1o tanto los puntos medios de los lados no son centros de rotacio-
nes de orden 4.

Resumiendo: en el cuadrado cerrado 2z +tw, 2z +tw +tu,

0?0 1 o] 1 2

z, + W los centros de rotaciones en G son:

- Los vértices y el centro que son centros de
rotaciones de orden 4,
- Los puntos medios de los lados que son centros

de rotaciones de orden 2.

Es claro que una regidn fundamental F de G es el tridngulo

2552, + W y y se tiene
{9(F)lg € G}

que es un mosaico asociado a G.
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=T
4.4 o = 3
Es claro que los idnicos dngulos generadores posibles son % s
%% y m. Sea z, el centro de una rotacion de orden 6. Sea

{wl,ua} una base candnica del mddulo de las traslaciones con
i2m

w =e 3

2

traslaciones y las rotaciones de orden 3 en G. G' es un grupo del

tipo del 4.2

w . Consideremos el subgrupe G' de G generado por las

2.+,

Fig. 15
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Sabemos que los centros de las rotaciones de G' (que son todas
de orden 3) son los vértices del paralelogramo junto con los centros
de los tridngulos. Los vértices del paralelogramo son centros de rota-
ciones de orden 6 en G puesto que son trasladados de z_. La dis-

o]
tancia entre dos centros de rotaciones de orden 6. es

fw
d > 11
|1-¢]
im
donde e es e3. Entonces d> hﬁ |.

Por lo tanto las rotaciones con centro en y, © y, son de orden 3
en G.

Si consideramos ahora el subgrupoc G" de G generado por las
traslaciones y las rotaciones bajo © obtenemos un grupo como el del
4.1 y aparecen nuevos centros de rotaciones en G que son los puntos
medios de los lados de los triangulos.

Estos, junto con los centros de las rotaciones en G' son los
centros de las rotaciones en G. E1 orden de las rotaciones con cen-
tro en.puntos medios de los lados de los tridngulos es 2 puesto que
estos centros no aparecen en G'. El tridngulo T cuyos vértices son
ZpY, 2y tw tw es una region fundamental de G y se tiene el
mosaico {g(F)|g € G} asociado a G.

Hemos construido para cada grupo discontinuo de movimientos ri-

gidos de €, un mosaico asociado.
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CAPITULO III

Los axiomas de Hilbert del plano euclidiano

En el capitulo anterior se describieron detalladamente los mosai-
cos del plano euclidiano. Con objeto de analizar los mosaicos de la
esfera y de 1os planos eliptico e hiperbGlico conviene, a través del
estudio de los axiomas de Hilbert para el plano eucltidiano, recordar
las diferencias basicas entre estos espacios.

En el sistema axiomdtico de Hilbert para el plano euclidiano se
consideran dos categorias de objetos primitivos: la de los puntos y la
de las rectas. Se tienen, ademds tres relaciones primitivas: la de
incidencia, 1a de orden y la de congruencia.

Los axiomas son:

I Axiomas de incidencia

I.1 Dos puntos distintos definen al menos una recta con la cual

' inciden.

1.2 Dos puntos distintos definen solamente una recta con la
cual inciden.

1.3 Dada una recta hay al menos tres puntos que inciden con

ella y hay al menos uno fuera de ella.

I1 Axiomas de orden

II.1 Si un punto B estd entre un punto A y un punto C
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entonces A,B,C son tres puntos distintos en una rectar‘a
y B también estd entre C y A. .

11.2 Dados dos puntos (distintos) A y C existe al menos un
punto B en la recta determinada por A y C tal que B
estd entre A y C y existe un punto. D tal que C esti
entre A y D.

1I.3 Dados tres puntos distintos en una recta a uno y sélo uno
de ellos estd entre los otros dos.

11.4 Cuatro puntos distintos de una recta se pueden numerar de
tal manera que el segundo esté entre el primero y el ter-
cero y también entre el primero y el cuarto y ademds el
tercero esté entre el segundo y el cuarto y también entre'

el primero y el cuarto.

Definicibn:

E1 conjunto de puntos entre A y B se 1lama segmento
cuyos extremos son A y B y se denota por AB o por BA. (Obsér-

“'vese que ni A ni B pertenecen al segmento).

II.,5 Axioma de Pasch.
Sean A,B,C tres puntos que no estdn en una recta y sea a
una recta que no pasa por ninguno de los tres puntos. Si a
pasa por un punto de AB entonces a pasa por un punto de

BC o por un punto de AC.



- 33 -

Los axiomas II. 1,2,3,4 se Tlaman axiomas lineales de orden,

Teorema:

Dado un punto 0O en una recta a los puntos de a distintos
de 0 se dividen en dos clases: dos puntos A y B estin en la
misma clase si O no estd entre A y B. Cada una de estas clases

se 11ama un rayo en a a partir de 0.

Teorema:

Dada una recta a los puntos que no estdn en a se dividen en
dos clases. Dos puntos A y B estdn en 1a misma clase si a no
intersecta al segmento AB. Cada una de estas clases se 1lama un lado
de a.

En la demostracién de este teorema el axioma de Pasch juega un

papel esencial.

111 Axioma de las paralelas (Axioma de Euclides)

III.1 Dada una recta a y un punto A que no estd en a,
existe una recta y una sola que pasa por A y que no in-
tersecta a a. Esta recta se 1lama la recta parajela a a

que pasa por A.

IV Axiomas de congruencia

Iv.1 Si A,B son dos puntos en una recta a y si A' es un

punto en la misma u otra recta a' entonces, sobre un
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rayo dado en a' a partir de A', existe uno y solo un
punto B' tal que AB es congruente con A'B'. Denota-

remos esta relacibn por AB = A'B'.

V.2 Si AB = A'B'
y AB = A"B"

entonces A'B' = A"B".
IV.3 Sean AB y BC dos segmentos de una recta a que no tie-
nen puntos comunes y sean A'B' y B'C' dos segmentos en

una recta a' que no tienen puntos comunes. Si AB = A'B'
y BC = B'C' entontes AC = A'C'.
Los siguientes axiomas de congruencia se refieren al concepto de

dngulo,

Definicidn:

Sean h y k dos rayos en rectas distintas y que parten de un
punto 0. Entonces la pareja no ordenada h,k se 1lama un dngulo y
se denota por £Z(h,k) o £Z{k,h}. h y k se 1laman los lados del
dngulo y 0 el vértice del &dngulo.

La pareja de rayos h,k junto con 0 divide al plano en dos regiones
una de las cuales se caracteriza por el hecho de que si contiene a dos
puntos A y B entonces contiene al segmento AB. Tal regidn se 1la-

ma el interior de Z(h,k).

IV.4 Dados un angulo 4(h,k), una recta a' y un punto 0O' en
a' y dados un rayo en a' a partirde 0' y un lado de

a' existe un rayo Unico k' a partir de 0' contenido en
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el lado dado de a' tal que
L(h',k') = £(h,k).
Todo angulo es congruente a s mismo, i.e.;:

L(h,k) = L{h',k").

V.5 Si L{h,k) = L(h' k")
y L(h,k) = L(h",k")
entonces L{h',k') = L{h",k")}.

E1 axioma siguiente se refiere al concepto de tridngulo.

Definicidn:

Una terna ABC de puntos no alineados se 1lama un tridngulo.
Los puntos A,B y C son los vértices del tridngulo. Los segmentos
AB, BC y CA son los lados del tridngulo. Denotaremos por LBAC al
dngulo definido por los rayos que parten de A y contienena B y
C respectivamente. En forma andloga se tienen los angulos 4ABC vy
{BCA. Estos son los angulos del tridngulo. La interseccidn de los

interiores de estos &ngulos se 1lama el interior del tridngulo.

IV.6 Si en dos tridngulos ABC y A'B'C' valen las congruencias

AB

n

A'B*
AC = A'C’
LBAC = LB'A'C'
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Entonces valen las congruencias
LABC = LA'B'C’
LACB = LA'C'B'

Iv. 1,2,3 se llaman los axiomas lineales de congruencia.

de continuidad

V.l

V.2

Hemos

Axioma de Arquimedes.
Sean AB y CD dos segmentos; entonces en la recta deter-
minada por A y B existen puntos A:'A:""’An tales

que los segmentos AAl, AxAz""’ An_lA son congruentes

n
con CD y B estd entre A y Ay
Axioma de completez lineal.

E1 conjunto de puntos de una recta no se puede extender si
queremos mantener los axiomas lineales de orden, los axio-

mas lineales de congruencia y el axioma de Arquimedes.

enunciado 1os axiomas de Hilbert para el plano euclidiano.

Estamos ahora preparados para considerar los mosaicos de la esfera,

el plano eliptico y el plano hiperb6lico.
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CAPITULO 1V

Mosaicos de la esfera y del plano elfiptico

Sea T un grupo finito, de orden N de movimientos rigidos de
la esfera I = {x €R?®|{x| = 1}. Cada movimiento rigido de [ es una
rotacion sobre una recta que pasa por el centro de £ y por lo tanto
deja fijos dos puntos de ¢ 1lamados polos.

Sea P un polode I y sea FP el subgrupo de T que deja
fijoa P, FP es un grupo ciclico finito de orden v generado por
una rotacion bajo el angulo %% sobre el didmetro de ¢ que pasa por
P. Diremos que P tiene multiplicidad wv.

La 6rbita o(P) = {g(P)jge T} de P en T esté constituida
por n = % puntos, cada uno de los cuales es un polo de orden v. A
cada 6rbita o podemos asociarle dos nimeros: la multiplicidad Vo de
cada uno de sus puntos y n, = éi-, el nlmero de puntos de o.

A cada elemento T distgnto de la identidad le corresponden

dos polos; por lo tanto

2(N-1) ='2;3(vu>)*1)

donde P es un polo y vw(P) es sumultiplicidad. Si en la suma agru-

pamos los sumandos que corresponden a los puntos de cada Grbita tenemos:

2(N-1) Zn (v,-1)
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y puesto que n v =N para cada ©, tenemos

(1) 2 - &30 -2
v o

Esta igualdad nos permitird describir todcs los grupos T,
Si T no es trivial entonces N > 2 y el primer miembro es ma-
yor o igual que 1 y menor que 2. Ahora bien: cada sumando del se-

1

gundo miembro es mayor o igual que 3 Y menor que 1. Por To tanto

hay al menos 2 sumandos y, cuando mis, 3.

1. Supongamos que en el segundo miembro hay dos sumandos; entonces

se tiene

pero £L~= 0; es un entero positivo de manera que v, Ty, = N ¥y
i
n,=n = 1, es decir: en este caso se tienen dos érbitas, cada una

con 1 punto de multiplicidad N. T es pues un grupo ciclico de orden

N de rotaciones sobre un eje.



-39 -

ya y A
Y sy y 8
. f sman > N
N
~
N
| —— ]
ja ‘dl\
—f
7
/
Fig. 16

Una regiBn fundamental de T es un sector esférico limitado por
dos semicfrculos miximos que pasan por los polos P, y P, y que for-
21

man un &ngulo T

2, Si en el segundg miembro se tienen tres sumandos tenemos;
1+.g.=_1_+_L+L
N vy Vg Vi

Y supondremos que v, < v, < v,. No todas las vy pueden ser mayores
qu2 2 pues el sequndo miembro serfa menor o igual que 1; por lo

tanto v, = 2 y

N b
+
2

=Ly
\)2

uC l"“
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2.1  Supongamos que v, - 2. Entonces tenemos

Sea \; = m; entonces N = 2m, Se tienen 3 8rbitas: dos de ellas
constitufdas por polos de multiplicidad 2 y cada.una de ellas con
m puntos y la tercera 6rbita estd constituida por 2 polos de multi-

plicidad m.

Fig, 17

ﬂ y P, son los polos de multiplicidad m entonces lgs otros

polos son los vértices de un polfigono regular de 2n lados inscrito
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en el ecuador. Estos polos son todos los de orden 2 y alternadamente
pertenecen a cada una de las drbitas.

£l grupo T se 1lama en este caso un grupo diédrico. Una regién
fundamental de T es el tridnqulo esférico limitado por dos cuartos de

. . o
meridiano con un dngulo ~; y por el ecuador,

2.2 Supongamos ahora que v, = 3, Es claro que con esto agotamos las

posibilidades para v . Tenemos

+ 2.1
\)]

Ci

de manera que los valores posibles para v, son 3,4 y 5.

2.2.1 Si v, = 3 tenemos N = 12. En este caso hay tres Orbitas: una
con 6 polos de multiplicidad 2 y dos con 4 polos de multiplicidad 3,
cada una. En este caso, el grupo de movimientos rigides de la esfera
que mandan en s{ mismo un tetraedro regular inscrito, es una realiza-
cién del grupo T,
- Los 6 polos de multiplicidad 2 son los puntos de la esfera
determinados por los puntos medios de los lados del tetraedro.
- Una de las &rbitas con polos de multiplicidad 3 estéd deter-
minada por los vértices del tetraedro,
- La Orbita restante estd determinada por los puntos medios de

las caras del tetraedro.
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Una regidn fundamental de T es el trifngulo esférico determina-
do por el punto medio de una cara del tetraedro y dos de los vértices

de esa cara.

Fig. 18

2.2.2 Si v, = 4 entonces N = 24.

Se tienen 3 Orbitas: una con 12 polos de multipiicidad 2, otra
con 8 polos de multiplicidad 3 y otra con 6 polos de multiplicidad 4.
En este caso el grupo de simetrias del cubo (o del octaedro) es una rea-~
lizacidn de T.
- La 6rbita con 12 polos esta determinada por los puntos medios
de las aristas del cubo.
- La orbita con 8 polos estda determinada por los vértices del

cubo.
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- La drbita con 6 polos estd determinada por los puntos medios

de las caras.

Fig. 19

Una regidn fundamental de T es el tridngulo esférico determi-

nado por el centro de una cara y uno de los lados de esa cara.

2.2.3 Por (1timo, si v, = 5 entonces N = 60.

Hay 3 drbitas: una con 30 polos de multiplicidad 2, otra con
20 polos de multiplicidad 3 y otra con 12 polos de multiplicidad 5.
En este caso I se puede realizar con el grupo de movimientos rigidos

del dodecaedro,
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- La drbita con 30 elementos estd determinada por los puntos
medios de las aristas.
- La 6rbita con 20 polos estd determinada por los vértices.
- La frbita con 12 polos estd determinada por los puntos me-
dios de las caras.
En este caso una regidn fundamental de T es el tridngulo esfé-
rico determinado por el punto medio de una cara y uno de los lados de

esa cara.

Fig, 20
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Con esto hemos terminado la descripcidn de los grupos disconti-
nuos de movimientos rigidos de la esfera, Con ocbjeto de estudiar las
del plano eliptico conviene considerar ahora los grupos discontinuos
de isometrfas de la esfera. Se 1lama isometria de un espacio métrico
a una biyeccién que preserva las distancias. En particular las iso-
metrias de la esfera son de dos tipos: las que conservan la orienta-
cién y que hemos llamado movimientos rigidos y las que invierten la
orientacién, Es claro gque la composicidn de dos isometrfas que in-
vierten la orientacién es un movimiento rfgido.

Sea T un grupo discontinuo (y por lo tanto finito) de isome-
trias de la esfera £; denotemos por r* el subgrupo de I consti-
tuido por los movimientos rigidos en TI'. Entonces r* es uno de los
grupos estudiados anteriormente. Para describir a T consideraremos
dos casos:

i) Supongamos que T <contiene la isometria
YA A

que manda a cada punto de L en el punto diametralmente
opuesto.

Es clare que 2Z invierte la orientacién. Sean

€= g,a0, 5000y los elementos de r*. Entonces

2,209, 5.++52°gy son los elementos de ' que invierten la
orientacidn de £. En efecto: si he T invierte la

orientacidn entonces

*

Zoh = gy €T
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puesto que la conserva y

h = chk

ademds 9 # 9y = 299y # log, .

Asi pues, T es la suma directa I e z,.

Supongamos que I no contiene a Z, Sean e = AERRREY:
los movimientos rigides en TI. Sean hx""’hn los ele-
mentos de T que invierten la orientacidn. Consideremos
los moyimientos rigidos g' = Zohl,...,g‘ = Zohn que no

n
pertenecen a TI. Entonces

: ERREN I AFRRRTT: M

1

constituyen un grupo de movimientos rigidos de ¥ cuyo
orden es N = 2n. Este grupo contiene un subgrupo

g, 5429, de fndice 2. Entonces T es el grupo cuyos
elementos son

o' o'
g 2009y o Z gl,...,Z 9, -

Hemos completado asf el estudio de los grupos discontinuos

de isometrfas de la esfera.

Describiremos ahora un modelo del plano eliptico. Consideremos,

en la esfera I la siguiente relacifn de equivalencia: dos puntos

Py » P

opuestos.

de I son equivalentes (P, ~P,) si son diametralmente

Denotemos por P, al espacio de identificacidn /v . P,

se 1lama el plano proyectivo. Cada punto P = {P;‘Pz} de P2 es una
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pareja {P,,P,} de puntos diametralmente opuestos de la esfera.
Sea w: £ ~P, Tla proyeccién, (£,7) resulta ser un espacio
de recubrimiento (de dos hojas) de P_,
- E1 plano eliptico es P, .
- Los puntos del plano e]fpticé son los puntos de P,.
- Las rectas del plano elfptico son las imdgenes bajo =

de los circulos maximos de I.

Observemos que P, es una superficie no orientable y que las
rectas de P, son homeomorfas a un circulo,

Definimos en forma obvia la relacion de incidencia entre punte
y rectaen P,,

Del hecho de que las rectas de P, son topolfgicamente equiva-
tentes a circulos se sigue que no hay en P, wuna relacidn correspon-
diente a la relacion de orden del sistema de Hilbert. En particular
no se puede definir el concepto de segmento con extremos dados; en
todo caso se podria hablar de los dos segmentos determinados por A
y B en la recta que definen. Tampoco se tiene el concepto de rayo
ni el de lado de una recta en P,.

Es claro que el axioma de Euclides no se satisface en P2 pues-

to que dos rectas (distintas) de P, tienen un punto comin,

Dada una curva diferenciable ¥; [a,b] +~ L 1la composicifn
Y = woy: [a,b] + P, es una curva en P, cuya longitud, por defini-

ci6n serd la longitud de y en I, Llamaremos isometr{a de P,

a una biyeccifn de P, que conserve las longitudes de las curvas,
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Si restringimos T a una regidn conveniente de £ tal restric-
cidn resulta ser una biyeccibn de la regién en un abierto de P, y
esto nos permite hablar de congruencia de segmentos contenidos en es-

te abierto pero no se tiene un concepto correspondiente al de congruen-

cla de los axiomas de Hilbert,

Para terminar describiremos los grupos discontinuos de isome-

trfas del plano elfptico P,,

.
o= e
Vv, - . (:::;::::)\“/

v ’

" T

~ W
V@ ¥ > C%
P

Dada una isometria ¢ de P, existen dos isometrias Onicas, ¢, y

Y, de I tales que

Hol[)i = ponr  i=1,2,
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En efecto: consideremos un punto P eP, y sea V una vecin-
dad de P tal que n (V) sea la unién de dos discos ajenos
V,,V, € £, Sabemos que las restricciones d¢ « a V, y V, son
homeomorfismos sobre V de Vl y V2 respectivamente,

Sean Q =¢(P) y W =g(V); entonces = '(W) es la unién de
dos discos ajencs w’.w2<:z y W es la imagen homeomorfa bajo =

de cada uno de ellos. Consideremos la funcidn
W:lvl = (ﬂlwlrl swe ("lvl)

Esta es una isometrfa de V, sobre W, que se extiende en for-

ma inica a una isometria Pt L-L de L yes claro que

oV, = W) e w o (Y, ),

¥, es tal que oY = pom,

En forma andloga podemos construir ¥, haciendo

oIV, = (W) e e (alv))

y es claro que existe una extensién inica ¢, de w,lv, que hace

conmutativo el diagrama A y tal que

bV,) =W,

1

En esta forma hemos asociado a cada isometrfa de P, una pareja
de iscmetrfas de I. Es claro que a la composici6n goh de dos iso-

metrias de P, corresponderdn las composiciones de las isometrias de
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L correspondientes, ituego si [ es un grupo finito de isometrfas
de P, , entonces a T le corresponderd un grupo T de isometrfas
de la esfera,

Es claro que f es del primer tipo de grupos finitos de iso-
metrias de 1a esfera entre los considerados anteribnnente porque en
} aparece necesariamente 2. Reciprocamente, dado un grupe rofi-
nito de isometrfias &e L que contenga a Z existe un grupo I' de
{sometrias de P, que le corresponde.

Ahora bien: sabemos que cada grupo finito de isometrfas de =&
que contenga a Z es la suma directa de un grupo de movimientos rf-
gidos de L con Z, y que cada una de estas sumas induce en P,
un grupo de isometrias; habfamos descrito una regidn fundamental de
cada grupo de movimientos rigidos de I; 1as regiones fundamentales

de los grupos inducidos se obtienen bisectando los anteriores como

sigue:
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Las proyecciones en P, de las regicnes fundamentales que aparecen
en la segunda columna son las de los grupos de isometrias de P,,
Con esto completamos el estudio de los mosaicos en e] plano

eliptico,
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CAPITULO V

Ei modelo de Poincaré del plano hiperbdlico

Nos resta por considerar los mosaicos en el plano hiperbdlico pa-
ra o cual estudiaremos el modelo de Poincaré.

- E] plano hiperbdlico es el disco unitario

A, ={z€C]121<1}
-~ Los puntos del plano hiperb6lico son los puntos de a.

~ Dado un circulo ortogonal a la frontera

C=1{z€t1z1=1}

el arco de este circulo contenido en A‘ es una recta

del plano hiperbdlico.

A veces nos referiremos a los puntos y rectas del plano hiperbdli-

co como puntos no euclidianos y rectas no euclidianas respectivamente.

Ahora bien: se sabe gue las transformaciones conformes de 4,

estan dadas por las transformaciones lineales de la forma

CR-

que son las que mandan a C en C ya Al en A’ y es claro que

transforman rectas no euclidianas en rectas no euclidianas.
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Definiremos la longitud no euclidiana de un arco de curva en
A, de tal manera que permanezca invariante bajo las transformaciones
conformes T de A,; sea y:[a,b]» a4, una curva diferenciable.

La longitud de vy se define como

~ {dz]
A =
(v) J 12|
Y

donde |dz| denota el elemento euclidiano de arco. Se verifica que
con esta definicion de longitud se tiene que si y es un arco diferen-

ciable en A, y T una transformacién conforme de A,, entonces

A(Y) = A(T - ¥)

y salvo por un factor constante, ésta es la lnica definicidn posible.
Nos referiremos entonces a las transformaciones conformes de A,

como los movimientos rigidos del plano hiperbolico.

Mostraremos ahora que de todos los arcos de curva diferenciables
por tramos que unen dos puntos a y b de A, el segmento de recta

es el de longitud minima.
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Fig. 22
Sea T un movimiento rigido de A, tal que

T(a) = 0, T(b)=ga>0.

Si T = Tey y puesto que T conserva la longitud entonces basta-

ra probar que

[

A(r) > A(ea)

rn efecto se tiene
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donde la tercera igualdad es consecuencia del tecrema de Cauchy.

Daremos explicitamente la longitud del segmento ab. La trans-

formacién T dada por

T(z) = *® Za
-az+l
manda @ a en. 0 y con 8 convenientemente escogido manda a b en

b-a
~ab+1

o= La longitud del segmento ‘ox esta dada por

«
. dx 1 140
A(oa) = I —— = > log +—
0 1-x 2 l-a

Por 1o tanto la longitud del segmento ab es

1+

b-a l
-ab+l

1 - | 22 ‘
~ab+l

i
5 log
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De paso observamos que si b tiende a la frontera de &, 1la longitud
del segmento ab tiende a =, es decir, las semirectas tienen longi-
tud infinita. Esto se expresa diciendo que el plano hiperbdlico es

geodésicamente completo.

Como Tos movimientos rigidos en A, estdn dados por transforma-

ciones que son conformes en €, el angulo no euclidiano entre dos

curvas debe ser el adngulo euclidiano que forman.

Puesto que las transformaciones lineales T que definen los mo-
vimientos rigidos de 4, transforman a C en si mismo, ninguna de
ellas podrd ser loxodromica.

Tenemos pues tres tipos de movimientos rigidos: los dados por
transformaciones elipticas, por hiperbdlicas y por parabdlicas y que

1lamaremos movimientos rigidos elipticos, hiperbdlicos y parabblicos,

respectivamente.

i) $i T eé eliptica entonces tiene dos puntos fijos a y b en
£ y puesto que C es invariante bajo T, C es ortogonal a los
circulos que pasan por a y b. Uno de estos dos puntos, digamos a
estd en A,; por lo tanto el movimiento rigido definido por T tiene
un solo punto fijo a.

Segiin vimos las rectas que pasan por 2 giran sobre a un &ngu-
lo 6 de modo que un movimiento eliptico de A, es una rotacidn. Si
consideramos un circulo euclidiano en A; que sea ortogonal a las rec-
tas no euclidianas que pasan por a vemos que este circulo permanece

invariante bajo T y por lo tanto los segmentos que unen a a con
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cada punto de este circulo tienen la misma longitud; por lo tanto'e1

circulo considerado es un circulo no euclidiano.

Fig. 23

i1) $i T es hiperbdlica sus puntos fijos a y b estdnen C y
en tal caso el movimiento rigido de 4, definido por T no tiene
puntos fijos.

La recta no euclidiana L cuyos extremos (en € )son a y b
se transforma en si misma bajo el movimiento rigido y rectas ortogona-
les a L se transforman una en otra de tal manera que, sobre L, 1la

longitud del segmento que une a cada punto con su imagen es la misma.
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De esta manera se puede pensar en un movimientoe eliptico como una
especie de "traslacidn" tal que entre las curvas invariantes hay una
que es una recta.

Si consideramos el arco L' contenido en 4, de un circulo
euclidiano que pasa por a y b, entonces todas las rectas ortogona-
les a L son ortogonalesa L'; L y L' determinan en cada una de
ellas segmentos con la misma longitud. Se puede decir entonces que los
puntos de L' son "equidistantes" de L. Esto muestra pues que el lu-
gar de los puntos equidistantes a una recta no es una recta; se 1lama

haoreciclo.

Fig. 24
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iii) Por Gltimo: si T es parabdlica, tiene un s6lo punto fijo a
en L y estd en la frontera C de a,; por tanto el movimiento rigi-
do de A, determinado por T no tendrd puntos fijos. Los arcos con-
tenidos en A de 1os circulos euclidianos tangentes a C en a son
invariantes bajo el movimiento y las rectas ortogonales a ellos y que
en € son arcos de circulo tangentes en a, se transforman una en
otra.

Un movimiento parab6lico se puede considerar como el limite de

una rotacidn cuando su centro tiene (en € ) a a.

Fig. 25
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En cuanto al concepto de drea diremos: si queremos que el drea de
una region 9 sea invariante bajo movimientos rigidos de A, entonces,

salvo por un factor constante, se debe definir como

A(Q) = JQJ —_—L(:TZTZ)Z

Probaremos 1o siguiente

Teorema:

Sea Q wuna regidn poligonal en 4, y sean G seeesan SUS angu-

los interiores. Entonces

A(Q) = (n-2)7 - éb a;
i=1

Para demostrar este resultado conviene considerar el modelo del
plano hiperb6lico en el cual los puntos son los del semiplano superijor
H= {(x,y) € €|y > 0} y las rectas los semicirculos ortogonales a la
frontera y contenidos en este semiplano.

Es facil ver que en este modelo el drea de una region @ estd

dada por

-]
N
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Sea ©CH una regidon poligonal y sea
5
N = c
&1k

donde ¢, es un segmento de recta no euclidiana.

Por e)] teorema de Green sabemos que

"Por 1o tanto
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Sea a el centro del circulo que contiene a €, Y sea r su

radio. Se tiene

X-3a = r cos ¢

i

<
u

rsen ¢

donde ¢ es al argumento del vector (x,y)-(a,0). Por lo tanto
dx _ _

[ [

¢

Consideremos en cada punto de T la normal unitaria N que
apunta hacia Q. Entonces Y - Bk es menos el &ngulo de giro de N
al recorrer C+ Ahora bien: al pasar por el vértice 2, hay un salto
del angulo de giro de N y es igual a w - o -

Por otra parte se sabe que el dngulo total de giro de N al re-

correr la frontera de 2 es 2n y tenemos pues

n
-A(Q) + §

(-, ) = 2%
k=1 K

y de aqui se sigue el resultado.

Ademas se muestra que el resultado sigue valiendo cuando la re-
gion poligonal tiene vértices impropios, es decir, cuando para alguna
k 7, tiene ordenada 0 y en tal caso el angulo interior es O.

Hemos mencionado asi las propiedades del plano hiperbé]ico que
para este trabajo interesan.
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CAPITULO VI

Mosaicos del plano hiperbdlico

En el capitulo I denotamos por G al grupo de las matrices
M= (2 g) con a,b,c,d€ (, lg g = 1. Denotemos por G al subgrupo
de G de las matrices de la forma (g g) . El grupo G actda sobre
el plano hiperbdolico en la forma siguiente: a Ta matriz (% E) Te
corresponde la transformacion

—, 32+b
bz+a

z

que como vimos en el capitulo anterior es un movimiento rigide de .
Esta correspondencia es un homomorfismo de G sobre el grupo H de
los movimientos rigidoes de a . B nicleo de este homomorfismo es el
subgrupo {E,-E} de G donde € = (é ?) . Asipues M y -M defi-
nen el mismo movimiento rigido de a,.

Se dice que un subgrupo T de G es discreto si es discontinuo
cuando actda por traslaciones izquierdas. Se sabe que T es discreto

si y s6lo si E tiene una vecindad en G que no contiene ningidn ele-

mento de T distinto de E. Se tiene el siguiente

Teorema:
Un subgrupe G' de G actia discontinuamente en LY si y sé6lo

si G es discreto en G.
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Nos interesa el estudio de grupos discontinuos de 4, . Daremos
algunos resultados de cardcter general como la existencia de regiones
fundamentales y algunas de sus propiedades ademds de algunos resultados
sobre los 1lamados grupos triangulares.

Sea T un grupo discontinuo de movimientos rigidos de 4 . Ob-
servemos en primer lugar que el conjunto de elementos de T es numera-
ble; en efecto: si consideramos las matrices (E g) asociadas a los
elementos de T y asociamos a cada una de ellas un punto de R", enton-
ces, para cada n € N la esfera de radio n en R" no contiene sino un
nimero finito de puntos correspondientes a estas matrices puesto que ca-
da esfera es compacta, Esto implica inmediatamente que [ es numerable,

Si ¢ es un punto de 4, que no es un punto fijo de T entonces
la 6rbita de 7 contiene tantos puntos como elementos tiene T' y por
lo tanto es numerable. Ademds, (por la discontinuidad de T ), en to-
do subconjunto compacto de A, hay solamente un nimero finito de ele-
mentos de la Orbita de ©&.

De aqui en adelante T denotard un grupo discontinuo de movimien-
tos rigidos de 4, . Vamos a construir una region fundamental F de T,

Sea r un punto de A, que no sea punto fijo de T; sean
=g{g) y L(g) la mediatriz del segmento T ¢_. De

g g

los semiplanos determinados por L(g), sea Sg el que contiene a ¢

geET gte,t

fq s - ns .
y por dGltimo sea Hg Sg Sg 1



- 66 -

i) Hg no contiene dos puntos de la forma z,z

En efecto, como z € Hg se tiene

g

8(z,z) L 6(z,cg)
6(215) L 6(2 ,cg-‘l )
Supongamos que
6 t ] 1‘ :]
(zg z) 6(2g cg)
Entonces

é(z.cg—:) L &(z,z)

Por 1o tanto zg ¢ Hg.

i) Hg contiene representantes de cada o6rbita del subgrupo ge-

nerédo por g ya que

"
|

u g (Hy)
neN

Sea F= n H{

ger 9
gfe
Dado 0 <r <1 sea by el disco abierto de radic r con centro
en 0. Entonces, para casi toda ger 4. C Hg y por lo tanto pode-
mos escribira Fn Ar como F N A, = Hgl Nn,..N Hgn N .. Entonces en

Fn A, no hay dos puntos equivalentes bajo ninguno de los elementos

Gys-e G Ademis F n A, contiene un representante de cada orbita
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del subgrupo generado por IRRRREL Cuando r -+ 1 se tiene
FnAraF

y es claro que F es una region fundamental de T.

Llamamos regidn fundamental normal con centré en ¢ a la regidn

fundamental F asi construida. Notemos que F es convexa. Probare-

mos el siguiente

Teorema 1:
Una regidn fundamental normal F es una regién poligonal (que
puede tener vértices impropios) si y sdlo si F tiene drea (no eucli-

diana) finita.

Demos tracidn:
i) Supongamos que F es una regidn poligonal. Entonces la suma de
sus dngulos interncs es finita y por 1o tanto el drea es finita.
i1) Supongamos ahora que F tiene drea finita. Sea z un punto de
la frontera aF de F; entonces: o por z pasa una sola de las me-
diatrices L(g) o pasa mds de una, En el primer caso z se 1lama
punto interior de un lado de 3F ; en el segundo caso se dice que z
es un vértice de B5F.

Es claro que por z pasa solamente un nimero finito de mediatri-

cLs L(gl),...,L(gk). Podemos considerar un disco V de radio p con

centro en 2z tal que todas las L(g) que lo intersectan pasan por z.
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Fig. 27

Las mediatrices L(gl),....L(gr) dividen a V en 2r sectores
Vcirculares uno de 10s cuales intersecta al segmento ZzZr y este sector
es la interseccidn de V con F. La frontera de este sector estd cons-
tituida por 1os segmentos de dos mediatrices. E1 dngulo que estos seg-

mentos forman en z se 1lama el dngulo interior de oF en z y es

menor que .
Como el conjunto de vértices de 3F contenidos en Ar es finito
sabemos que el conjunto total de vértices es numerable y por lo tanto
1¢ _oa también el conjunto de lados y el conjunto de componentes de 3JF.
Consideremos una componente C de 3F. Obsérvese que C es una

curva simple puesto que todo punto de C tiene una vecindad que es
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homeomorfa a un arco. Orientemos C y consideremos un punto z € C.
Al recorrer C a partir de z en el sentido de la orientacién podemos
i) después de pasar por un nimero finito de vértices, volver
a z.
ii) después de un nimero finito de vértices .ilegar a un lado de
3F que tienda a 34, .

iii) encontrar una sucesidn infinita de vértices,

Si se recorre C en el otro sentido, 1a situacién es andloga,

En el caso i) tenemos que C = 3F puesto que F es conexo; en
tal caso F es una regifn poligonal y todos sus vértices son propios.

Para estudiar los casos restantes consideremos los tridngulos Tk
k = 0,%£1,£2,.,.. definidos por ¢ y cada uno de los lados de C y sean

O B Y Y Tos dngulos de estos tridngulos, como lo muestra la figura.

Fig. 28



Tenemos A(T,) = W-(ak+8k+Yk)
m m
2 AT = X [m-(a, +B,+y, )]
k=n k k=n kR k

m m m
A(T, ) + Y, = (7= (o, +8, )]
l?=:n k kz=:n k kz:'n k k

ak = uk+8k+1 es el angulo interior en el vértice Y 1o de

antes se puede escribir como

m gi ?i%
A(T,) + Y, = (v-8,) + m-a_-B_ .
Eg% k k=n k k=n k mn

Si dejamos n fijo y hacemos m + « 1las dos series del primer
miembro son convergentes porque estdn acotadas y sus sumandos son posi-
tivos; o < 7 y los sumandos de la serie de] segundo miembro son tam-
bién positivos de manera que la serie converge. Por lo tanto existe

lim o Y lo vamos a Tlamar o .
M+

Andlogamente, dejando m fijo y haciendo n + - tenemos que

existe lim g  y lo 1lamaremos 8_, . Probaremos ahora que o < % .

[ (]
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Fig. 29

Sea r la distancia de ¢ a z, i es claro que 'rn-—» oy
N+ w

esto implica que para un nimero infinito de vaiores de n se tiene

r Ahora bien: en el plano hiperbdélico vale la siguiente pro-

>ro.
n+l _rn

piedad: dados dos lados de un tridngulo el mayor de ellos estd opuesto
al mayor de los dngulos correspondientes. Por lo tanto Bn > o, Ppara

Tos valores de n considerados y puesto que o, + B, < tenemos

i
Gm_f_—z-.

Andlogamente demostraremos que R 34% . Entonces

-0

T-a, -B,>0

. . Q-
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y, para cada componente C tenemos

(1) i (Tk) + E Yk = z (TT - ek) + ﬁ-Clm'B_m

k=~ K= e k= =00

Sumemos ahora sobre todas 13s componentes y tenemos lo siguiente:
la suma de las dreas de todos los tridngulos converge porque estd aco-
tada por el &rea de F ; 1la suma de todos los dngulos centrales también
converge porque estd acotada por 27 y puesto que cada sumando

m-oa_-B_ € no negativo, entonces, 13 suma
o(r - ek)

converge cuando se toma sobre los dngulos interiores de todas las com-

ponentes.

Esto implica que m - Bk E—* 0 y por Yo tanto, dado cualquier ni-
- o0

mero menor que T hay solamente un nimero finito de vértices para los

cuales el dngulo interior 9, es menor que é1; en particular s6lo hay

un nimero finito de &ngulos interiores menores que %} .

Vamos a probar que el conjunto de vértices propios es finito.

Consideremos un vértice z de OF.
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Fig. 30

Sean ?éi,....ng las imdgenes de F que inciden en z. Por
ser z un vértice tenemos k > 1 y la suma de los dngulos de estas
regiones en z es 2w. Ahora bien: 1los puntos zgi;,..“zgi, son vér-
tices de F y los dngulos correspondientes suman 2w. En esta forma
los vértices de F quedan divididos en clases de vértices que son equi-
valentes bajo T, En cada clase hay por lo menos 3 vértices y la suma
de 1os angulos correspondientes es 2w,

Como habiamos visto, el nimero total de vértices para los cuales
el dngulo es menor que %F- es finito de manera que el nimero de cla-

ses en las que figura alguno de estos vértices, es finito. En cada una
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de las clases restantes hay oues al menos tres vértices con dngulos
mayores o iguales que %F— y cuya suma es 2w, 1o cual es imposibie.
Hemos visto pues que el nimero de clases es finitoc y por lo tan-
to el nimero de vértices propios también 1o es. Asi, el nimero de
componentes de la frontera que tienen vértices propios, es finito.
En cuanto a las componentes de la frontera que son rectas, en
la ecuacién (1) vemos que o = 8__ =0 con lo que el segundo miembro
es igual a w. De aqui se sigue que el conjunto de estas rectas es

finito.

Fig. 31
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Los extremos de cada componente de 3F estdn en 34,- Suponga-
mos que hay un sector circular con centro en ¢ y que no intersecta
a @oF. Este sector estd contenido en T y su area es infinita, contra
lo supuesto, de modo que los extremos de las componentes de 3F son
vértices impropios de TF.

Con esto queda demostrado el teorema 1 y demostraremos ahora el

Teorema 2:

Una regidon fundamental F de T es compacta si y sélo si tiene

area finita y T no contiene transformaciones parabGlicas.

Demostracidn:

i) Supongamos que F es compacta; entonces F estd contenida
en un disco . con radio r <1 y por lo tanto el drea de F es fi-
nita. Supongahos que I' contiene una transformacidn parabdlica h y
sea a € 3, su punto fijo.

Transformando 4, en el semiplano superior y mandando a a o
se muestra que existe en 8, una sucesion {zn} tal que

6(zn,h(zn)) — 0
N+ co

Ahora bien; para cada z_  existe g e T tal que gn(zn) e F.

Como F es compacto, existe una subsucesién, que seguiremos denotando

por gn(zn), tal que

g (z ) —EeF
ntn e oo
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Entonces 8(g,(z,),E) » 0
y 8(g,(h(z )).E) ~ 0

y tenemos 8(E,g h7'grt (E}) »~ 0

Por la discontinuidad de T gnh"g;‘(g) = £ para alguna n y
tenemos
hg™' (£) = g7' (£)
es decir g7'(€) es un punto fijo de h y estd en 4,. Entonces h
no puede ser parabdlica.
ii) Supongamos ahora que el drea de F es finita y que T no
contiene elementos parabdlicos. Puesto que el drea de F es finita, F

es poligonal y si no es compacta tiene al menos un vértice impropio t.

Fig. 32
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Sean M y L 1los lados de F que concurren en t. Sea ?é
— — 1
la imagen de F adyacente a F a lo largo de L. Como el dngulo que

forman M y L en t es cero, existe una sucesidn infinita

Fs Fg , Fg +... de imigenes de F tales que cada una es adyacente a

1 2
la anterior y todas tienen a t como vértice impropio.

Entonces los puntos t, tg.l , tg“"" son vértices impropios
1 2
de F y como el nimero de estos es finito, entonces existen 9 7 gj

tal que tg;: = tggx.
Sea f= g;o gg’ . Entonces t es un punto fijode f y
puesto que f no es parabélica, entonces es hiperbdlica. Sean u el
otro punto fijo de f; N la recta determinada por t y wu; N, N,
dos horociclos equidistantes de N a uno y otro lado y S 1a regidn

determinada por Ny N,

|4

Fig. 33
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Sea A una recta ortogonal a N y A¢ su imagen bajo f. En-
tonces la region R determinada por N,, M, A, Af es una region fun-
damental, en S, del grupe generado por f,

Como el &ngulo de F en t es cero, existe una sucesi6n

{z)} < Fns tal que

z +t (en €)

n—FQ
Por otra parte, existe en R wuna sucesidn {y } de puntos equi-

valentes a los z bajo los elementos del sugrupo de T generado por

f. Ahora bien; si z es el centro de F se tiene
8(z,sz) < 8y sg) <d <=
puesto que R es compacto. Poro

6{zpe) =

n-+o

1o cual es una contradiccion.
T es compacta.
Teorema 3:

Si T tiene una regidn fundamental compacta entonces toda regidn

fundamental normal es compacta.
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Demostracidn:
Sean H wuna regidén fundamental compacta, F una regién fundamen-

tal nomal y ¢ su centro.
§(y,g) <<=V yeH

Pero para toda 2z € F se tiene un punto y de la 6rbitade z en H;

por lo tanto
8(z,5) < 8(y,5) < &

F es compacta.

Teorema 4:

Dos regiones fundamentales F y H de I' tienen la misma &rea.
A(H) = 20 A(HN F) = 2 AlH -4 0 F) = A(F)
B =i 9 gr 9

que es lo que querijamos demostrar,

Denotaremos por A(I') el &rea de las regiones fundamentales de T.
Si A(r') < = entonces hay una regién fundamental F de T que es un
poligono. En tal caso diremos que T es poligonal.

Si ademds T no tiene elementos parabGlicos entonces todos sus
vértices son propios. Un grupo poligonal cuyos elementos son todos

hiperb6licos se 11ama grupo poligonal hiperbélico.
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Fig. 34
Sea L un lado orientado de 3F y sea ?é 1a imagen de F que
es adyacentea F en L. L es un lado de F que es distinto de

g
L pues de lo contrario tendriamos ¢~' =g y ¢ = e; esto implica-

ria que ¢ es eliptica. L y Lg"‘ no son adyacentes porgque en tal
caso el vértice comin seria un punto fijode g y g seria eliptica.
En resumen: la frontera de una regién fundamental normal de un
grupo poligonal hiperbdlico T tiene un nimero par de lados, asociados
por parejas de lados equivalentes bajo T; Tlos dos lados de cada pa-

»eja no son adyacentes y tienen orientaciones opuestas con respecto a

F.
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Por G1timo estudiaremos los mosaicos triangulares en el plano

hiperbdlico.

Zm,n € N tales que

Dados

—lc

~|E

—Jed

a

existe un tridngulo hiperbdlico cuyos angulos son

los son congruentes bajo una isome-

angu

-

y ademds dos tridngulos con estos

tria de 4 .

1

1o se ob-

Por reflexiones sucesivas sobre los lados de este tridngu

11ama-~

los que constituyen un mosaico de A

tiene un conjunto de tridngu

A
5 ”...ax.? i W d)d N_su

i R XN
(5P ._,‘_v_Awr. Y Q7 ,ﬂﬂ. .Eumf.
s Sl T % A
A.H...awﬁuﬁ Tl "W.Bﬁ“ﬂv

%%aéﬁ_h« i
LI TR

%%_yﬁ __.“__Vm_x__mw,
%@\___fﬁ

aaﬂw ;=

4

dLN

iz .___)_ Pl

....______a?%‘aFa

D [P
WA

A ol 7oy
SNy LAY C4

A

do mosaico triangular y gque describiremos enseguida.

Fig. 35
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Supondremos, por el momento que £,m,n > 3. Sea T un tridngulo
con los &ngulos dados. Podemos suponer que el vértice en o estd en
el origen, es decir, que sus lados son segmentos de didmetros de 4, .

Por reflexiones sucesivas de T obtenemos un conjunto de 2m
tridngulos congruentes a T con un vértice comin én 0 y cuya unién es
una regién poligonal cerrada, convexa puesto que cada uno de sus &ngulos
interiores es menor que m, que denotaremos por n. En cada uno de
los vértices de este poligono inciden dos tridngulos y sus dngulos en el
vértice de incidencia son iguales; si estos angulos son B8 1lamaremos
al vértice, vértice B8; definimos vértice y en forma andloga.

Los vértices £ y vy aparecen alternadamente en la frontera de

n . Los triangulos de Hl se liaman tridngulos de primer orden.

F

Fig. 36
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Consideremos ahora un vértice de 0, digamos un vértice 8. Por
reflexiones sucesivas de cualquiera de los dos tridngulos de primer or-
den cue inciden en &1, podemos rodear el vértice con una regidn poligo-

nal convexa de 2m tridngulos. Llamaremos abanico del vértice B a la

coleccidon de los 2m - 2 tridngulos nuevos. Notemos que, ahora, el an-
gulo de cada uno de los triangulos que inciden en el vértice B es 8.
Repetimos esta construccion sobre cada uno de los vértices de Il
Los abanicos en dos vértices consecutivos se intersectan en un tridngulo
que tiene un lado comin con am . Los tridngulos de los abanicos en los

vértices de n, se llaman tridngulos de segunde orden y forman una re-

gign anuiar que rodea a m. La unidn de 1, con esta region se 1lama-

Py

rd 1,5 1los dngulos interiores de T, son menores o iguales que =
puesto que en cada vértice inciden 2 6 3 tridngulos de segundo orden y
los dngulos de cada tridngulo son menores o iguales que % . Esto
muestra que H2 es convexo.

Repitiendo este proceso se construye una sucesidn

nl.nz,....nn,... de poligonos convexos cada uno de los cuales contiene

al anterior en su interior y tales que

En efecto, dado un tridngulo T de N 1lamamos la estrella de T

> 1a unidén de los tridngulos de N que intersectan a T.
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Fig. 37

La distancia € del tridngulo T a la frontera de su estrella
es positiva y no depende del tridngulc T considerado.

Ahora bien; supongamos que existe un punto z € &, que no estd
en Q. Dado un punto p & N sobre el segmento zp hay un punto w
que no estd en T y tal que su distancia a algln tridngulio de 1 es
menor que ¢. Esto implica que w estd en la estrella de ese trian-
gulo y por lo tanto en N; esto es una contradiccién, Asi pues
!I=A‘.

Pzra 1a construccidn anterior supusimos que cada uno de los angu-

los de 1 es menor o igual que %-. Falta pues considerar el caso en
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que uno de los dngulos sea g .

Si en un vértice de M, concurren dos dngulos iguales a % te-
nemos todavia que el angulo interior correspondiente es 7. Pero si en
un vartice concurren tres angulos iguales a l% entonces el angulo in-
terior es %? >m Yy en este caso I, no seria convexo. Entonces ad-
juntamos en el vértice considerado un tridngulo mis. Hacemos esto en
‘cada vértice en el que concurran tres angulos iguales a -% . Obtenemos
asi uma regidn convexa que es la que llamaremos M. E1 resto del argu-
mento vale con esta alteracion.

En resumen: dado un tridngule T c 4,, T da origen a una cubier-
ta 1 de 4, cuyos elementos son tridngulos congruentes a T. Vamos a
mostrar que el grupo T de isometrias de A, generado por las reflexio-

R

nes R , ¥ R, sobre los lados de T es un grupo discontinuo de

1
isometrias de 8,y T esun mosaico asociado a €73.

Sea Ty el grupo de isometrias de A, que deja invariante a T
Cada elemento de T, Qqueda determinado por la imagen de T bajo é1.
La 6rbita de cada punto z & A, tiene un punto y uno solo en cada
tridngulo. Por lo tanto Ty €S un grupo discontinuo de isometrias de
A;s T es una region fundamental y entonces N es un mosaico asociado

a PO. Mostraremos que

r= Fo

Evidentemente R.R ¥ R3 €T, ypor lo tanto
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Sea ahora g€ T,. Sea T' =g(T) ysea k el ordende T'. Por in-
duccidn sobre k probaremos que g € T.

i) S k=1 T' es un tridngulo de m y es ficil ver que es
1a imagen de T bajo 1a composicidn de reflexiones sobre dos
de sus lados.

ii}  Supongamos que la hipétesis vale para k - 1. Como el orden
T' es k, T' estd en el abanico de un vérticede 1, _; v
por 1o tanto se obtiene de un tridngulo de nk-l por re-
flexiones sucesivas sobre dos de sus lados. Ahora bien; si
R es una reflexidn sobre uno de los lados de un tridngulo
de orden k-1 entonces R se puede escribir como ¢~!oReg
donde gE€T y Rj es lareflexidn sobre uno de los 3 lados

de T.

y hemos demostrado que I = ro.
La construccidn anterior se puede aplicar, con modificaciones
obvias, al caso en que T tiene uno o mas vertices impropios.
Asi hemos demostrado que a todo tridngulo To en A, le corres-
ponde un grupo discontinuo de isometrias de 4, yun mosaico asociado

cuyos azulejos son congruentes a T,.

Con esto terminamos el presente trabajo.
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Fig. 38 Mosaico triangular (3;« . % , 1)

Fig. 39 Mosaico triangular (lr— RIS f—)
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