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l:NTRODUCCION 

En e1 presente trabajo estudiwnos una re1aci6n de equ! 
valencia definida en Pmn, e1 an1.11o de matrices de m x n sobre un 
campo finito P de orden q. Desarrollamos la teoría genera1 que -
nos per.mi.tirá obtener :f6rmul.as para contar e1 nú.me:t!o de el.asee -
de aquiva1encia inducida por un grupo .Jl... de pemnutaciones de1 
campo P. 

Cuando _(1_ es e1 g:ru.po de todas las p91?111Utaciones de 
P, y tenemos A(; Fmn, A con k el.ementoa diferentes, obtenemos el 
orden de 1a clase de A en .Jl.. , y encontramos el. número de ma-
trices de mxn con k elementos diferentes, cuyas clases tienen -

orden q/ 
(q -k)/ 

Cuando .fl. es un grupo cíclico finito de orden s, P.!! 
ra cada divisor t de a, obtenemos el número de matrices que per­
manecen invariantes bajo la acci6n: del subgrupo de -11-. de orden 
t y s61o para este eubgrupo; así tambi~n obtenemos· el número de 
c1aaes de orden a/t inducida por _f2_ 

Analizamos tambi~n el caso cuando _fL_ ea.el .produ~to 
directo de subgrupos cíclicos. 

Pinalmente, deseo expresar mi agradecimiento a la 
Profra. Ma.ry Glazman Nowa.lski, que gracias a su colaboraci6n en 
la direcci6n de la presente tesis, :f'ue posible su realizaci6n. Y 
en genera1, a todas las personas que me apoyaron en miEJ estudios, 
1es doy las gracias. 
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1 
CLASES DE EQUIVALENCIA DE MATRICES SOBRE CAMPOS FINITOS. 

l. TEORIA GENERAL. 

Sea F = GF(q) el. campo finito de orden q, y J.Pmn el an..f 

llo de matrices de mx n sobre P. 

Sea _()_ un grupo' de permutaciones de F. 

DEPINICION l. Si A, BE. Fmn, entonces B es equiva1ente a A si 

eriate ~€Jl. tal. que qi(a~)=btj ;a~,b~E. F para i= 1,2, ••• ,m 

j ::s l,2, ••• ,n 

Esta e~ una rel.ac16n de equival.encia en Fmn. 

Notacidn. Sea ~(A,Jl) e-1 orden de la clase de A rel.ativa a 

Jl.. y sea A(Jl) el n'Wnero de clases infü.\cidas por el. gru.-po 

JL. 

2. AU1'0MORPISHOS. 

DEPINICION 2. Si A€. J.Pmn, an tone es tP E. Jl es un automorfismo de 

A re1a1tivo a .JL si ~(A)= A • 

Aut(A,1L) = {</>€SI../ t/>(A) ~A, AE FmnJ ea un subgrupo de .JL. 

Al. conjunto Aut(A,JL) 1e llamaremos e1 grup~ de aut~ 

morfismoit de 1a matriz A relativa a JL. 

Sea v(A,Jl..) el número de automorfismoa de la matriz 

A rel.ativa a JL. 

Obaervaci6n. Si A y B son equiva1entes, es decir, si 

.. tp (A) = B para a:l.guna </JE. JL entonces 

Aut(B,Jl.) = (2.0) 
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Por demostrar que· 

a) Aut(B,Jl.) C. ~Aut(A,.Sl..)r:/F1 

b) </JAut(A,Jl)rp-1 C. Aut(B,J1..) 

a) Sea P E Aut(B,Jl) 

F'= </J<P-'Pf/>rp-' pero (9S-'F'~)(A) = (ll) 

r/J-' f' r/J E Aut(A,Jl..) 

Aut(B,Jl.) e </JAut(A,.íL.)</.i-1 

b) Sea F' G <f, Aut(A,.1L)Íl-I 

Tenemos F = qS c:rq,-1 con <r E. Aut(A,.ll.) 

r:'(B) = (~O- 0-1)(B) 

= 9S( a-( qS-'(B))) 

== <P( <r(o)) = ~(n) = B 

{: G Aut(B,..Jl.) 

</JAut(A,JL)t/r1 c. Aut(B,..íl...) 

o 

Así que v(A,Jl..} = v(B,...!L), por lo que tenemos que el 

número de automorfismos depende solo.mente de 1a. ciase y no en 

particul:ar de 1as matrices dentro de ln clase. 



TEOREMA 2.1. Sea A €;Fmn. Entonces para cualquier grupo JL, 
tenemos 

donde 

jtCA,...ílJv(A,Jl) = IJl.\ 
\ JL \ denota el or.ien de 

Demoatra.oi'cSn. 

Por Lngrange, 

(2.1) 

Jl.. 

3 

v(A,Jl.) • m1mero de clases determinadas porAut(A,.Jl.) = IJLI 
Bastará ver que el ndmero de clases determinndaa por 

Aut(A,JL) es iguaJ. al! orden de la clase de A determinada por la -

re1acicSn de equivalienoia, ea decir, bastará ver que el m1mero de 

cl:aaes aeterm:lnsdae por Aut(A,Jl.) ea igual a )l(A,Jl). 

Sea O= \~11/lf:.Jl. donde Bcp = l'Vill/rpqr'E: Aut{A,JL)1, 

{A,Jl) "" f BE Pmn / 3 eJE.Jl. T S(B) =A 1 
y sea f : (A,Jl.) 1 t> e, dado Be. (A,Jl.) -}- ~ </J e...íl.. , ~(B) =A 

de:finidb B 1 E> ~ 

Veamos que está bien definido. 

Sea B, B' E. (A,..JL) r B = B' • 

Por llo tt"J.nto, 

_::l </J, \f-' E. JL r ~ (B) = A , 'f' (B 1
) = A • 

P.D. H.¡i = H'f' ea decir, cp·'f'-1
(A)=A. 
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31 'f (B') = A entonces ~-i (A) = B' 

Por otro lado 

ccp .. ~-·) (A)= cpcqr'(A)) = cp(B') = ~(B) =A 

. . 
Ahora bien, vee.mos que es in.veotiva. 

Sea f(B) = f(B') • 

P.D. B= B' 

Como B, B' E. (A,Jl) 

~ tp,'tJ E;j)_ )- if'(B)=A y 'fJ (B')"" A 

pero Hrp = H't' 

===9 ( cP • ~-I) ~ Au1J{A,JL) 

~ (<P ·'\'-')(A)= A 

~ '\J-1(A) = tP-1(A) 

. . B = 111 



Ahora, veamos que ea euprayectiva. 

P.L. Dado H¡;1e e, ..3 B€ (A,..!L) }" (jS(:s) =A 

Sea '{'.:~EC, Hq.= ~"PE.Jl./ ~'tJ-1 €. Aut(A,12..)J 

{<P·'f-1
) E. Aut(A,Jl), por lo tanto, haciendo 

'f"iA) .. B, tendremos 

t/ICe)= e ~-'\'-'Yo)= n .. ea decir, BE. (A,JL). 

5 

Por 11>" tanto, hemos encontrado una funci6n biyectiva 

entre el. conjunto de clases- determinadas por Aut(A,JL) y el co~ 

jUnto de la clase de A determinada por·l.a rel.aci6n de equivel.e_!!' 

cia, por lo cual. llee;runos a que· tienen la misma cardinaJ:idau. 

o 
S'i' </J ea una permutación, sea Nt1i(m,n) el número de 

matrices A, A E: Pmn, ta.l! que </J(A) ... A • 

~REMA 2.2. Si J~ es el ndmero de elementos· invariantes de. </J, 
1\ nin 

entonces NctiCm,n) = :t41 

Demoatrac16n. 

Un elemento CI E. F se dice que es invariante ai tP(O)=CI 

Por lo que tenemos-, si J0 es el número de elementos 

invariantes de: </>, cf>c;Jl. y A E. Fmn·, entonces en cada entrada de 

A podemos colocar J~ elementos invariantes, es decir, 

<f¡(A)=A si y s6lo si ~(O/j =O•& para i=l,2, ••• ,m 

j=l,2, ••• ,n 

Nit> (m,n) son las ordenaciones de ~9 elementos tomados 
n mn 

de 1:m en mn veces, es decir, N~(m,n) = Jt(J • 

o 
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Sea ..n. e1 grupo de todas las permutaciones de P • 

.JL es :isomorfo al grupo aim~trico Sq con q elementos. 

DEPINICION. Un grupo de permutaciones 1L se dice que es un 

k-'pl:f.ego• transitivo sobre F, si pera cual.esquiara k-tupl'as ord,2 

nadas {«.1,olz., .. .,cü.) ,Í(31,~1., ... ,~b.) de elementos de P, donde 

«.t ,l t:l.;; , ~· ;l ~j si 1¡{ j , exi a te una permu taoi6n -PE.O. tal q U&· 

0(olt)=~t para i=l,2, ••• ,k 

El. grupo simátrico Sq ea un q-'pliego• transitivo sobre 

'I!'. 

Aeí que si mn~q, entonces el grupo Sq induce un.a re¡a­

oi6n de eqW.val.encia tr:1V'ia1 sobre Fmn, puesto que cualesquiera dos 

matrices pueden ser equivalen tas rel:ativas para Sq. 

Supongamos que mn )q. 

flIDREMA. 3.1. Sea A E Fmn. Si A tiene k elementos diferentes, 

entonces ji<A,-'l.) = (q~')/ 
Demostrac16n. 

Sul;)ongamos· que los elementos diferentes de A son {olt1:. 
donde· oltE. P. Tenemos que hay (q-k}Í permutaciones en Sq tales que 

dejan f:i.jos a ol1,ot~,. .. ,d...b., es decir; v(A,.lL) = (q-k)/ 

. . 
Por teorema 2.1, tenemos que 

jl{A,.Sl.)v(A,Jl)= Ln .. I Como Jl..=Sq, \Jl\==qf 

}J(A,..ft.) (q - k:)f ~ qf : • jl{A,.Jl..) = (~2!)/ 
e 

Si dos matrices A, DEFmn tienen diferentes números de 

distintos elementoa, entonce:J obviamente·, A no· ea equiva1ente a B 

re1a ti:vo B1 Sq • 
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.3unon1n:unoa AE.Fmn, . .\= (dLj), i=l,?, ••• ,cn y A con k 

j=l,2, ••• ,n 
diferentes elementos ol.,,cl-J., ... , ol~ dondo ol."T npfU'ece ffiT v .2 

ces, así que m, + m"2.+ , •• + m¡.= mn 

Para cada t= 1,2, ••• ,k sea 

fJ.T= \(L,j)/ Q~:ol-rl 
Por ejemplo, si 

sobre GP(3), entonces si o( 1 =1, olr.=2, ~=O, tenemos 

A1 = l(J.:,l),(2,2),(2~3),(3,3)J 
A1 = { ( l:, 2) , ( 2"1) l 
A3 = {<1,3).(3,1),(3,2)J 

Notemos que si A y B tienen e1 miemo ndaero de e14t1118A 

tos distintos, A puede no ser equivalente a B. 

Por ejemplo G ;) no ee equivalente a G p en 

s3 , ye. que no e'dste una normutaci~n c/JEJL tal. que 9J(1) = O 1 

íp(J.) = 2 • 

E1 siguiente teorema da una condición necesaria y ªl! 

'ficiente para que dos matrices A y B aean equivalentes re.lati:me 

en Sq. 

TEOREMA 3.2. Sean A, B € Pmn, A con k elementos diferentes, y B 

con ~ elementos diferentes. Si A gencrn los conjuntos A1, ••• ,A'o. 

y B eenera los conjunt•)S :S.,El., •••• ~, entonces A es equ:ivalen­

te a B relativa a Sq si y sólo si k =9 , y une. vez reordenando , 
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Al == Bt , para i = l, 2, ••• , k • 

Demostracidn. 

Supongamos· A .-.;,uivalente a B :ne-1'a1:i1V'~ a Sq. 

Por lQI tanto, e-xiete cjeJL r ~(A)= B, es deoir ~(O~) =b•A 
Sea el,, ofa, ... ,Ol.lo. 1os e-lamentos distintos de A. 

Ad'emás-, ~(et,), ~(cb.), • • •' <,6(ot.b.) son todos los elementos. da B y -

és.tos son di:f'erentes·, po:rqu& si ~ E B entoncea- <,6Co13) =- "( para 

alguna j por ear A equi.val.'ente; a B, por J.:o· tanto.> t' tiene qua 

ser alguna de- laa ~(o(,), 1$(ctz), • • • , </> (c:J..b.) • 

. . (tienen el. mismo nrunero de:" elementos 
diat:ln1:os) 

Ahora bien, supongamos, qu& e(., , o{z, ••• , olb. y 

~· , ~2 t , •• , ~b. son l!os element.;;s- die-tintos de: A y n· re.spa:::­

tivamente:-. 

Puesto que k!.q, y Sq es- un q-!pliego• tranaitivo so­

bre F, entonoaa e-xiete- ~E::Sq tal que- </>(ri..f) =@.:para 1=1,2, ••• ,k 

Para cada i, ol.t aparece en l.a. misma posioi6n: de A co• 

mo ~;: l<D haoa· en. B:, ea decir, 

f/J(rJ..,.) = (3i; V ª'A M. ü,j) e: !l;;= ei~, i..e., <P(oi¡)=-b•j V i,j 
sin perd1da de general'idnd, podemos reordenar J.:os términaa, por 

l.o tantll' f$(A)=B. 

o 
Sea N(k·,Sq,) el. nrunero de matrices AE. Fmn c:on k ~l.eme.a 

tos distintos. ta1es que. jlfA;Sq) = (<:¡~~)/ 
Da:terminamoa aste nrunerO" en el siguiente· teo:ciema 
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rEOREMA 3.3. El número l;(k,Sq) está dado por 

~ / L +,-- 1-. rt-r' (mn _ t. . .ermr _ ~) m· 
N ( k' Sq) = 1 1 n J 

(~-b_)/ ~=I Ji, J=O m, ___ (3,1) 
donde la suma es sobre todas las particiones 

~.m,+ 1zmz+ ••• +},m, = mn tales que g,+ lz+ ••• +Js = k 

(
mn- f. }TmT-ám') T•I 

rtl¡ y donde 
l-1 

denota laa combinaciones de mri -~ jTffiT -~111• elementos ..... , 
tomados de m¡ en m¡ 

Demostración. 

Supongamos que A~ Fmn tiene k elementos distintos 

cl1,d.i, ... ,ol'll. donde olr a:parece m.,. veces en A, así que 

m, + mz. + + m11. = mn. 

Suponga.moa que en esta partición de mn, son distin-

to e m. , mL , • • • , m;s y que m¡ aparece ]: veces en esa suma, 

o sea, i,m, + .Pzm1 + ••• + J,m, = mn, donde J. + Ri+ ••• + J, = k • 

Si ol,.,o<.,,, ... ,oL.1, aparecen m, veces en A, donde 

o1. .. ,d..11., ..• ,a.;, ~ ~ el..' ott, ... , o{1z. J entonces 

ol .. se puede colocar de (:~) maneras, 

ci{,2. se puede c1>locar de ( ~~-m,) maneras, 

ol13 se puede colocar de ( :~-em,) maneras, 

de (mn~1J,-•)m,) e.'.,t, ne ~ucde C•Jl·>car .. , :'l(lllerns, 



10 

por lo que tenemos que se pueden colocar, 

no i'mportando el orden, de 

(mn- J,., m') = _!_ ttr·-¡m) 1 (:~)(m:.m). T.i m, J.! ~"'º m, 
maneras. For lo tanto, ya se llenaron }, m, lugares. 

Si oli• .oli.t, ••• 1 <llth. a.parecen m, veces en A, don 

de oCu,olu., ••• 1olt.li. "- \o<.,ot1. 1 ... ,o{1r.l entonces 

(
mn-J1m1) 

cXz.1 se puede colocar de m1 maneras, 

( mn -~~· -mz.) o!n. se puede colocar de '"~ maneras, 

( "'n -mJ,ml .-imz.) 
o(t.3 se puede colocar d& maneras, 

. 
cldi se puede colocar de (tnn-J.::~(Jz.-1)mz) 

"'• maneras, 

entonces ol11, olz.i,. · · 'Ol1ii se pueden colocar, no im-porta.ndo 

el. orden, de 

(
mn-J,m,-()z-1)m) =: l,tf (inn-J.~.-á11) 

mz. h.z Mz. 
a .. º 

maneras. Por lo que ya se llenaron en A, J,m, + ~1mz. lugares. 

J... (mn-J.m) (tnn-J.ll,-mz.) 
t,! mi. \ mi. J 

Similarmente, pnra colocar oú,,Ol.,i., • ..,ola~ en A, donde 

o!..:., d.:1., • •• , cllli "- { ol1, oh., ... ,ol.'11. J aparecen cada una m¡ veces en 

A, teniendo en cuenta que ya se llenaron ¡,m,+ lz.mz.+ ••• +l~,;.., 

lugares, se puede hacer de 

\ 

A, 1 
Jl. 
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Por consiguiente, nar3 unq nartici6n fija de 

mn= l.m,+ ~1m2+ ••• + lsms, donr1e ~,+ j1+ ••• + ls = k 

existen i-1 :; ~ ft(mn -~irrn.-~rn;) n t! A-.>ó fll¡ 
L"'I <I 

(3.4) 
caminos para construir matrices A E. Fmn con k elementos dis'tli~ 

tos. ,_, 
Notemos que en L ~rffiT , ... ,., 

si i = s, tenemae lTrnT • J,ro. + l .. m1 + ... + }, ... m,., ~ 

si i = s-l., tenemos 

si i = 2, tenemos 

I>Or l.o que suponemos, cuando i = 1 1 que 

Así que el número total de matrices 

ferentea elementos fijos, tales que 

A ~ I1'mn con k d!, 

"4! se oj? 
C.c¡-b. )! 

tiene sumando en (3,4) sobre todns lns particiones 

}, m, + Ji. mi + ••• + .lsm:. = mn, donde .i, + 11 + ••• + ls = k • 

Para obtener N(k,Sq) multiplicamos por ,.! pues 
lit-li)/ -

to que los k di:ferentes elementos r.>ueden ser escogidos d e 

g,{q-1)··· (q-k+l) :nr;incr~~. y terminR:nos. 

o 
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Sin 9mbargo, aunque todas las matrices contadas en 

(3.1) tiensn k diferentes elementos, pueden ser no equivalen­

tes relativas en Sq. 

Si C(k,q) ea el nilinero de clases de equivalencia de 

orden ~! y )..(Sq} ea el nrunera tota.l de clases induoi­
( '\ - GO)/ 

das por Sq, tenemos 

COROLARIO 3 .. 4. Para cada k:a 1, 2, ••• ,q • 

y 

C(k,q) = 
( ~ -'rt.)/ N(lr.,Ss) 

1! 

Á(Sq) = t_ C(k,q,) 

\:.·• 

Demoetraoi6n. 

Tenemos que N(k,Sq) = q/ C(k,q) 
(q - k)/ 

esto es, 

C(k,q) = L 
que ea el número da· clases de equivalencia de orden q/ 

(q - k)/ 

y por lo tanto, el número total: de claRes inducidas por Sq es 

~ 

)..(sq) = L C(k,q) .... , 
D 

Oomo una ilustr'1ci6n, oupongamosq=3, y m=n=2. 

Usando (3.1), tenemos 
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Si k= 1, es decir, si los distintos elementos de 

A E: Flllll es únicamente W10, sun.,ngamos cJ, E. F( 3), en tone es ol1 

aparece 4 veces, por lo que se tiene m, = 4, y por lo tanto, 

1 • 4 = 4 , donde 9, = 1, m, = 4 

( la única partición ea J, m, =4 ) 

(:) 41 j = = 
(ti-~)! -4 ! 

N(l,3.J) = J.' 
CJ-i)J'l. 

.J.! = 2.' ·l = 3 

N(l,S3) =- 3 • 

Ahora, ai k= 2, suponeo.moe que los dos el.amentos d.! 

ferentea son «.,o1, E: P(3), entonces las pru:-ticiones posibl!es 

son: 

i) Si ol, aparece una vez, entonces el~ aparee• 3 veces, 

por l!o que tenemos m, = :r, J, =l. , mz. = 3 , 1-z. = ll • 

l• 1 + l • 3 = 4 ~. ... J, = J, = 2 • 

• • ( ~) ( :) = @-1~/1 ! . (g .. :)~a! = 4 

este conjunto de matrices tales que o/., , o/-z. aparecen- una y 

tres veces, respecti'Vamente, es 

f (

ol., 

otz. 
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11) Si ~. aparece 2 veces,. entonces rXz aparece· 2 v.eoes, 

por lo que• tenemos, m1 = mz = 2 , y J = 2 

~ m1 = mn, es deai:tt, 2·2 = 4 

.. 
Por consiguiente, de. i) y ii) tenemo·s 

N(2,S3) = J! (4+ 3) = 6·7 = 42 
0-2>! 

. . N(2,s,) = 42 • 

Ahora bien, si k = J, aupongama.a qua· l!os 3 eJ.emOl1'1:ae 

diferentes· son o(,,olr. ,ei, E: F(3). 

Si o{1 aparece una vez Y' o<r. aparece tambi~n una 

vez, entonces 

m1 = J., j, =J. ; 

como m, = ma 

2•1 + l• 2 = 4, 

o<a aparece 2 veces, por J.o que· tenemos que 

mz. = 1, 1:: = l! ; m~ = 2, g, = 1 

tenemos j m, + 9, m5 = mn = 4 , ea decir, 

donda l= 2. • 

. . ~! (;) ( ~) ( ~) = 
1 4/ 

2.( ( .t-1)} 1/ 
31 2. ! 

Cz.-z.>fa ! 

= 6 



ll.5 

l'f.(3~S.) = 3/ ·6- 3/ 6 - :::i.6 · " (:s-a)! - o!· - v 

5(3, 8.3).:::: 36 . 

Sea :P(3) eil! oamplJ' con· 3 elementas·: 0,.1,2, '1' eaa S, e1 

gr.upo.' eim&t:r:i!ccr con 1oi;s mismoEt. elemen:tas: 0",. l, 2,. es decir,. 

S, ~O; ll 2) (Cli J; ~ (º ]. 2) (ª 1 2) (°' ll 2) (º l. 2J) 
o ll 2 a, 2 ~ 2 a 1 a 2 2 o 2 2 ~ a.

1
1 , , ' , ' 

Las clases de equi.Va1enoie formadas por l!as mat:J?i'cea 

A E 1'r.•t OU;J'B8' enÜ'Sdas eetim en J'(3), BOm: 

a). Para· cwm.da.- A t'.fene 1lDl el2emexrto diferen.-te : 

ee! decir,. C:(l,.3}• ll, lf.(l,S:¡) =J. 

11') Para ci:.anD.0.' A tiena doe e1·ementos diferentes : 

\ 
( o ª) (º· º·) (ll ll.) (ll l.) (2 2) (2 2) ) Jlll 22 22 00 lJ.:,OO , ' , , , 

r(o ll) (º 2) (JJ 2) (JL º) (2 l.) (2 º)] 
o: :i; , o 2 , l! 2 , :i; o , 2 l. , 2 a 

\ 
( 

Q. J.:) (º 2) (JI 2) (J! º) (2 1) (2 º)} 
JJ O 2 O 2 ~ O 1 X 2 , O 2 , ' ' ' 

\(: ~).(: ~).G ~)J~ :).(::J.(::)) 
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\(o º) (º º) (J; l!) (ll 1) (2 2) (2 2)) 
llO, 20,0I,2J:.,02,l!2 

¡(:¡ º') (2 º) (º l:) (2 l.) (º 2) (1 2)j 
o o, a o, :t z, I J:, 2 2, 2 2 

\( º' l.) (º· 2) (]¡ ª) (J¡ 2) (2 º) (2 :t)] 
o o, o o,]¡ l!, J: ll., 2 2, 2 2 

ea deci.lr, 

0(2,3)•7, 1!:(2,,S,,)•42. 

e) PBlr& cuandO" A ti:ena 3 elementos diferentee s 

í (o. º·) (º °') (l Ji) (.l :t) (2 2) (2 2) l l ]l 2, 2 :t, o 2, 2 o, o l, ]¡o 

( (°' 2) (2 º) (º ]!) (l º) (:r; 2) (2 Ji)] 
\ i1,1:r.,22,22,oo.,oo 

\(: :).(: :),(: :),(~ :),(: :),(: j l 
1 (l ª) (2 º) (º l) (2 l) (º 2) (l. 2)} 2 o, li a, 2 :t, o i, i 2, o 2 

1(0 2) (º' li.) (l: 2) (1 ª) ('2 l:) (2 º)} 
l: o • 2 o ' o ]¡ ' 2 l ' o 2 • J: 2 

~e :),(: :).(: :u: :).(: :).(~ :)] 
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es decir, 

C{3,3)=6, N(3,S3)=36 

Además, 

A(S,,)mC(l,3) + C(2,3) + c(3.3)=l4 

donde A (s3 ) ea ei· mhaero· tota1 de clases induei:das por s, Y 

N(1,s,) + N(2,s,) + N{3,s,)::r8l= # {AE!=z.•i1 



4. GRUPOS CICLICOS. 

existe 

Sea _fL un grupo oicl:1'co de orden a, es deo-ir, 

if¡e Jl. tal que JL = (~), <f; 5
• j. 

Ses B( t) el eubgrupo de .Jt de orden t. 

Sabemoe que t 1 e puesto que 

Sea H( t) •• (o/) donde 'Pr = J.. 

Como </J" = 'JI para alguna n € "ll.+ 

~ f 5 .... ( <:/J n)5 = ( f/> sr = t = .l 

Sea s = tq + r, O'-r<..t 

18 

~ J = 'f 5 = lf~+r == lf'~ lf~ = J-ft- =fr 
\f'r = 1 

como e1 orden de 't' es t, tenemos que r = O 

. . 
Ahora, sea J { t) el m1mero de elementos invariantes 

de H(t), y supongamos que M(t,m,n) denota el número de matri­

ces A e Pmn: tal que- Aut(A,..0..) = H( t), es d'ecir, 

!Ct)=#~d~F/'V(d)=a \J'f E H(t)f 

M( t,m,n) = 11 f A E: J!mn/ l.f' (A)= A V 'i' € H( t) y sólo para) 
datas 

= 11 {A E: Fmn/ Aut(A,Jl...) = H( t) 1 
ft mn 

Por el teoreme. 2.2, ~ (t) cuenta el.número de m~ 

trices A E: Pmn tal que 'f' (A) = A \j 'f' E. E( t), es decir, 
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oea J(t)mn=#~AEFmn/\f(A)=A \Í'fE:H(t)J 

sea ti= r AEFmn/\.}J(A)=A \j \.}JE. H(t)J 

es decir, 

Sin er.1bnrgo·, tenemos que quitarle a M aqu&1las matri 

ces que pudieran tener autornorfiemos que no est~n en H(t), es 

decir 

f B E1. M/ _3 ol. E. .JL - H( t) 't ol.(B) = B 1 
Ahora ¿ de quá forma son esas matrices BE: 11 tales 

que eriste o<.e.Jl.-H(t), Oi..(B)=B? 

+ 
Sea al. e .JL - H(t) tal que o{IJ.= :t, ue.Z y u el 

Ollden de ol.. , donde u 1 s 

Como c{c;JL,e'Xiste 'fE:l tal que o/.• rf>", 
j = (ot~" = [(~Ptt 
j = («_ur =- ( (q} vrr u+ T 

~ j = ~yuu = </J 'fUT°, 

</JIJ. = (/JT: ~ </J u-1: :: j -19 s 1 u-'t" 

como t 1 s , eTiste m E Z tal que s = tm, por J:o-· que tenemas 

slu-t -=9 u-t=s-r, i:E.Z 

~ u= B'Z + t ~ u= (tm)'X + t = t(mx + 1) 



Ahora, u~ t porque si u 1 t ~ t=un, neZ 

~ olT = (clu )
11 

=l. V porque o< fi H( t) 

Por consiB\llente, tenemos el teorema siguiente 

TEOREMA 4.1. Para cada divisor t de s, 

M(t,m,n) a J (t)111
n - L M(u,m,n) ••••••••••• (4.1) 

donde la auma ea sobre toda u 1 e, t ju y t1'u • 

COROLARIO 4 .. 2. Para cada divisor t de e, hay 

.!.11( t,m,n) clases de ordtin e y 

)dJUa 1 
$ 

L tll(t,m,n) 
'T ,, 

t 

•••••••••••• (4.2) 

Damoetraoi6n. 

pero 

Sea A ::a f Bt: P'mn/ 3 'VEJl. ~ 'PCA) = B] 

¿ Cuántas clases hay de orden e 
t 

? 

Por (2 .. O), para toda BE A, v(A,JL) "'v(B,..12..), 

v(A,..fi..) ::a __ s.__ 
)l(A,.Jl) 

e = t 
s/t 

20 

todas estas matrices A 6 Pmn tienen en común que su grupo de 

~utomorfismos tienen orden t, es decir, si ~ es el número 

·. de clases de orden s/t , 



~.!\ =M(t,m,n) 
t 

~ ,.. tM(t,m,n) 
s 

21. 

Ahora bien, A.uu es e:t nWllero- to11al de clases ~ 

d.Uc.idas por· JL y 

t !4( t,m,n) 98 el! nmnero de el.ases de orden 8 

8 t 

;. ! l. tJl(t,m,n) 

tlz 

D 
Si !="HCt) dano.ta el. conjunto de e1'emento.a fana.riim­

tee de-. R( t), y Ad r.-pree911ta el- conjunto do el.ementoe <li•1d..!. 

toe de l.a matrii• A E :l'llm;, temamos 

COROLARIO 4.3. S:t A €.l'!lm:, en:tonaes v(A,....11.) = 11 6 eq~eme­

mente,. J(A,.fl) = : ei' y· s&l!a si H( 11) •e el: ma;yor s111'grupo- -

ele _(l_ te.J; que Ó.d C ¡: H(t:) 

Demos1msof6Jl'. 

• 

.· .. 

---
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Supongamos v(A,Jl.) = # [ "Y E.JL / '4-' (A) =A 1 = t , 

es decir, )'(A,Jt) = : 

Sea G subgrupo de _j)_ tal que \al = r y 
H( t) ~ G C. .JL con la pro-piedad Ad c. P<a 

Por l!o tanto, si <l € Ad entonces ~(d) =d V~rc G 

es decir, existen al menos r mori'ismoa en _fl.. 

tal que 'P (A)= A. , i.e., v(A,...ll) ~ r 

pero t '- r =i!J r = t 

lai .. t 

Supongamos que H( t) ea el subgrupo de _lL más 

grande tal que Act c. PMl't") 

es·deoir, asistan t mori'iemos en H(t) para los 

ouale13 

esto es 'f'(A)=A 

Ahora bien, si 3 rp E Jl.- B( t) 7 <t> (A)= A 

V 
ya qua H( t) es el mbimo subgrupo de _fi_ con esa 

propiedad 

v(A,JU = t , es decir, JCA,Jl.) = : 

o 
Decimos que dos grupos _n., y _fl.z inducen de,2 

composiciones equivalentes de Fmn, si inducen el mismo número 

de clases del mismo tamniio. 
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TEOREMA 4. 3 • .3upongamoa JL, _.flz. grupoG cíclico:> de orden s. 

Entonces .Jl, y .Jl'Z. inducen descomposiciones equiv~n 

tea de Fmn si y a61o si para cada divisor t de s, H1(t) y 

H2(t) tienen el mismo número de elementos invari~ntes, donde 

Hi ( t) denota el eubgrupo de _fL: de orden t, pnra 1 = l, 2 • 

Demostraci6n. 

~) Supongamos que ... JL y _fl.z. 

nea equivalentes de Pm.n. Por lo tanto, 

inducen descomposici2 

-1l..1 y Jlz. inducen 

el mismo número de claseA del mismo tamciio. 

~(t,m,n) 

a 

Por el Coro!ario 4.2, para cada divisor t de e, hs,y 

clases de orden s 

t 

Adenuie, supongamos que 

# !'w,i.f' k con k ~ r • 

En partiou1ar, ei t = s, entonces e'Xieten 

tM{ t,m,n) = u( ) "' t,m,n ele.ses de orden s 
t 

= 1 • 
e 

en _fl.., si t= s, existen M(t,m,n) = lll!(e,m,n) 

clases de orden 1, ea decir 

b rnn rnn 
M(s,m,n)= ..f(s) = k 

AnáJ..ogamente en .Jlz, si t = a, erfsten M( s,m,n) 

clases de orden l, es decir 

) J (s)
mn 

M(a,m,n = 
mrt 

= r 

Pero como _(L y .Jl.2 inducen descomposiciones 



·. 

equiva1entea, tenemos· que kmn = r"'" ~ k=r 

Supongamos que ti 1'~,Ct> = # PllaCt) 

Por el Corolar~o 4.2, 

o1aaee de orden 

tanto en JL coma en 

a 
t 

24 

JL y 112. ~ducen descomposiciones equivalentes 

de Pmn. 

D 
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Como una ilustracicSn, supongamos q = 3, m= n= 2, y 

<f>{'JC) = 21:, <PE JL ; así que en notación de ciclos, te nomos 

<P= ( l. 2 ). 

entonces .n. = (e ' ( l. 2 >1 

Ahora bien, 

H(l.) = « 1 2 >"'> = « l 2 ):t) = (<2} =.(l 

H(l) = {el 
JC1) = 3 que es el. ntlmero de elementos invarian~ee 

de H(l) • 

H{2) = ( ( 1 2 {Ir) = « l 2 » = ~ ( l. 2 ) , <2 J 
H(2)= {<l,(l 2}J 

j (2} = 1 que ea el número de elementos invarj,antes 

de H(2). 

sea ?il(t,m,n) = H f AEFmn/ Aut{A,Jl)=H{t) y a6lo -para éstas} 

(\ "'" ?il{l., 2, 2) = .N(l) - 14(2, 2, 2) 

4 
es decir M(l, 2, 2) = 3 - :M(2,2,2) 

~ 4 4 
y r.1(2,2,2) = J(2) = i = l 

M(l,2,2) = 80 
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Además, tenemos c.1.ie el número de clases de orden 2 

es l·Lí(l,2,2) = 1•80 = 40 
2 2 

y qae ei número de clases de orden 1 es 

2·'M(2,2,2) = 2·1 = i 
2 2 

Por consiguiente, tenemos quo hay 40 el.asee de or-

den 2 1 una clase de orden 1 

A.cJl> = 4l 

Estas clases son las siguientes: 

i) La clase de· orden 1 es 

¡ (: :) l 
ya que si A = (~ :) , .Jl = f <Z, ( l 2)] 

donde 'P = ( 1 2 ) , tene'Doe que {¿(A)= \fl(A) = A • 

ii) Las clases de orden 2 son: 

1.- \C :) , (: :) l 
\(~ 1) ( 2 :) l 2.- 2 , 1 

3.- \(~ ~)' (: :) l 
4.- ¡e :) '(: :) l 



,__ \G :), C ~ll 
G.- IG :).(: :)J 
7.- ~(: ~)' (: :)) 

a.- \(~ :) '(: ~)j 
9.- {(: :) \ (: :)J 

10.- ~ (: : ). (: : ) ] 

11.- {(: :) , G :l} 
12.- \(: ~) , (: :) ) 

1).- \(: :),(: :l] 
14.- {(: :) '(: :)} 

15.- f (lJ 1) (2 2)1 l\ o 1 .. o 2 

16.- l(: :) , (: :) } 

27 



17.- \(: :).(: :)1 
18.- \(: :),(~ :)j 
1
··- l G :) . (: :) l 

20.- !G :) ,(: ~) J 

21.- ¡ G :) . (: :) } 
22.- { (: ~)' (: :)} 

23.- w ~L e :) l 
24.- ~(: ~) ,(: :)) 

25.- \C :) . (: :) } 
26.- 1 e ~). ( ~ :n 
27.- ~(: :),(: ~)} 

28.- v: :) .r: ~n 

28 



29. - ¡ G :) . C :) 1 
30.- ~(: :) • G :)} 
31.- ~(: ~).C: ~)] 
32.- \ (: :) • (~ :)] 

33.- H: :) . (: :)] 
34·- {G :) , G :)] 
35.- {(: ~) '(: ~)} 

3•.- \e :) , G :)] 
37.- K~ :) . (: :)} 
38.- \(: :) • e :)J 
39·- \(: ~)' (: ~)} 
40. - 1 ( : : ) ' (: :) } 

29 
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5. PRODUCTO DIRECTO. 

Supongamos Jl.. = H1 '1T Hz. donde H; = (<;IS•), i = 1, 2 

Si o<. e :P, sea. Cf"¡is (ot) el ciclo de r/J conte-

niendo a oL. 

TEOREMA 5. l.. 

Aut(A,..Jl.) = Aut(A, H, ) -rr Aut(A, B2) '\;j A E P'mn 

Demostraci6n. 

~) Supongamos. 

Aut(A,Jl) "' Aut(A, 111) iT Aut(A, Bz.) V A E Pmn 

Sea et E ., ta.1 que o¡, Cot> n a¡z Cot) 

contiene a.1.guna ~ E P , ~ ~ ol.. 

Entonces existen k, , kz. e. Zt 
ta1 que 

as! qu& 

Sea A = ( O•J), donde ª'A = ol.. y i , ;J ; entonces 

'1(12• 111!.2 ,..¡, 
Y'• •'l'z. (A) ::1 A, as! que 'POr hiti6teais 'f'Z E Aut(A, H2 ) , 

es decir, QS}z<A) = A , lo que implica ~:zc cX.. ) = ol 

que es una contradicción eon ~~( ol) = (3 , o( l. {3 • 



4p=) Suponsamo s 
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o¡, (el) n o;/ ot.) = l oi.J V el. E. i= 

Sea A = (a,p arbiitraria. 

C1aramente Aut(A, H,) 1T Aut(A, Hz) ~ Au11{A,.Ll.) 

Sea 'P,•\jl1 (A)=A aon 'V, e Ha , '4't e-. Hz 

, ~ '\', 0 'Vi € Aut(A:, J2.) 

As:! pues, 'f.· "l'z ca,a) = d"a \J 1. , j • 

Si 't',.Cac;> = d'i '\/ 1., j entonces \.}11(A) = \.\'z(A) = A 

y terminamos. 

Supoll8amo:a qua: edste. O~ tal. que· \.\'z (a,¡)= b ;/O;¡j 

así que 'f', (b) .. ª'A POl!O ahora Oc¿ , b e. o;.<a~)<HJiz(a.¿) 

que oontrad'ioe e]. hacho de que a;, (o{) n o¡, (o() = lo(1 V el E. F 
o 

COROLARIO 5.2. Bajo 1aa hip6tesis de1 Taorema 5.1, 

v(A,.Il..):= v(A, Hi) v(A, Hu y jJ(A,JL) = jJCA, Ha)j.J(A, H~ 

Demostraci6n. 

Por el T"eorema 5.1, tenemos 

Aut(A,Jl) = .\ut(A, H,) "íl" Aut(A, Hz) AE.Pmn 

( ) 

entonces, como 

~ (ot) (\ a¡ (ot) = locJ \J oleF 

.Jl. = H1'TT" Hz. tenemos \Jl.\ =\a,\ \H·2 \ y 
Aut(A,Jl..) = Aut(A, H1} "V Au11{A, Hz) 

=51 v(A,Jl.) = v(A, H1) v-(A, Hz.) 

además v(A,JL) )A (A,..Q) = v(A, H1) _)J(A, H,) v(A¡ Hz) )1 (A,H,) 

=';> jl (A,..fl) = J (A,Hi) jJ(A, Hz) 

o 
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En el caso genera1, suponga.moa 

Para cada i =l., 2, ••• , k y ot '° F, sea 

así que- si Hl = <. </J¡) entoncee C¡(ct) = O~¡ (et) 

Similarmente, ei j l i , definimos 

c~cc.col )) = LJ e~ ( r) 
G f~C..{,.i) 

'l!EO'HD!A 5.3. Si .Jl. = H, 1T Hz.1T. , • Tí H~ , 

H\. = <9S:), iml, 2, ••• ,k entonces 

Aut(A,.Jl) = Aut(A,H,) "Tr • • iT Aut(A,HW \j A€. P'mn 

si y a6lo si para cada i = 1, 2, ••• , k y 

para toda s - tupla ( 11, iz., ••• , 1:;) no conteniendo a 1., l !:: a '-k 

Demostración. 

=9) Supongamos Au11(A,Jl.) = Aut(A,H1) 'TT .. ~ • 'i\ Aut(A ,H~ 

Sea {3 ~ Ci(rt)()Cd···(C~(oe))), d.#@ 

~e. Cl(ct) i.e •• 

3 Ylelt-

Por otra pqrte, 

~ €: cr¡, (et.) con 

1- <Pi'< ~ ) = o(_ 

~ ~ Cr.(·· -cc~cc;())) 

Ht :: (</,>¡) 
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@ € ("' ~c.,_( .. ·(~¿)c .. (~.).;;; J r.E. l+ T 0~lr.)= (3' H ¡,=-<~t,) 

1ii t, e (4,_(" '((¡,.(et))) 

=r ~El JC<zÜ'z)~ J ízElt7 ~g(yJ=t,, H,,=(<P«t) 
Yz E: C•lC·· ·Cc.:,W» 

.hi. t, e Cc:~C· · -Cc,,Ccit))) 

"' rz e: l JC;.3(r3)~ J r3e-.lt~ ~f!(~_,)=rz \-h3=~;,) 
Ys ~ C..{·· •{C~(,c))) ' 

lli, r ~t e C ~5-. ( Ci:slcü) 

~ ~,-i€. \ JCL,_,(r~,)~ j f,-tE1tt~=(Ys-i)=rH,H~={zS¡,..) 
~ 

.AL Ys-1 E. Ci.s(ol.) 

~ J>
5

_, e.. C1¡, (~) ~ _:3 r~ f:. l t 7 <P,~(c{) = r s-1 , \-l ,, = < ~ts) 

' . ~ ~i A.~· . . ' ~ :9 (o() = el.. 
i.µ "' "f.J '• \{.J ~ 
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Ahora bien, 

sea A = (01h) = ( ol ) \;j i , j ; ol. € F 

. . 
como E: 1L 

entoncee 

Po:zr hip6tesie. 

Aut(A,JL) == Aut(A,B,) TI" Aut(A,Bz) -rr ••• 'TT" Aut(A,HW 

Ahora nos fi;tamoa en 

como </>t E Aut(A,Ht} d..r1 't"i E Aut(A,Bz} 

. . ~I'(o() =-o( , A• (d~) :s (ot.) yi.,j y 
( ya que c;zS~«€3) = ol ) 
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4==-) Supongamos que, 

Sea A ., (016) arbitraria. 

C18%'8.Ulente 

Aut(A,H1) ir Aut(A,Hz) 1T • , , 1T Aut(A,Hk) S. Aut(A,12J 

Sea <:j;, </>,• • •~(A) =-A 

~ (ZS, ~1: ••• ~k(ac6) a ª'd \J 1, j 

Si 9Sr<a,4> = cs,4 V 1, j y r .. l!, ••• ,k terminamos. 

Supongamos qua· exie1;a ª'a tal: qua 

r/J.J.aw a:b.,tac~ Y <A...<b>=aca para alguna t,t-1~f1, ••• ,kJ 

• • </),</J,: • • </JT-1</JT• • '9S11t.(Q~) =-CJ¡j 

cn>nde ~(ª'J) .. a~ y p" t, t -1 • 

==? ~-• szS,.<iS, • • • ~ca.¡> =ª¡a y 1, j 

..-; b' a~ 6 CT-1 (a<A) n CT( .. {Cla¿J))) V 

o 
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