Universidad Nactonal Autonoma de México

FACULTAD DE CIENCIAS

CLASES DE EQUIVALENCIA DE

MATRICES SOBRE CAMPOS FINITOS

T E S | S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
Mm A T EM A T I € O
P R E S E N T A:

MARIO GUTIERREZ L AGUNES

MEXICO, D. F. 1983




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INTRODUCCION

En el presente trabajo estudiamos una relacién de equi
valencia definida en Pmn, el anillo de matrices de mx n sobre un
campo finito F de orden q. Desarrollamos la teorfa general que -
nos pamitiré obtener férmulas para contaer el ndmero de clases -~
de aqulivalencia inducida por un grupo _ﬂ_ de permutaciones del
campo F.

Cuando _.(L es el grupo de todas las permutaciones de
P, y tenemos A€ Fmn, A con k elementoa diferentes, obtenemos el
orden de la clase de A en _D_. y § encontramos el ndmero de ma-
trices de mxn con k elementos diferentes, cuyas clases tienen -~

orden af
(a ~x)/

Cuando ..Q es un grupo ciclico finito de orden s, pa
ra cada divisor t de &, obtonemoa el nimero de matrices que per-
manecen invariantes bajo la accidédn del subgrupo de ._Q_ de orden
+ y sblo para este subgrupo; asi también obtenemos el nimero de
clases de orden 8/t inducida por .

Analizamos tembién el caso cuande _S)L. es. el produato
directo de subgrupos cfclicos.

Pinaslmente, desec expresar mi agradecimiento a la -
Profra. Mary Glazman Nowalski, que gracias a su colaboracién en
la direccidn de la presente tesis, fue posible su realizacién. Y
en general, a todas las personas que me apoyaron en mis estudios,
les doy las gracias.
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1
CLASES DE EQUIVALERCIA DE MATRICES SOBRE CAMPOS FINITOS.

l. TEORIA GENERAL.

Sea F=GF(q) el campo finito de orden q, y ¥mm el ani
110 de matrices de mxn sobre P.
Sea (L. un grupo de permutaciones de F.

DEFINICION 1. Si A, B € Fon, entonces B es equivalente a A si
exiate ¢€ﬂ_ tal que ¢(°‘J)=b‘j ;a:j,bye F para 1=1,2,.0.s,m
J = 1'2’ eesgl

Esta ez una relacidén de equivalencia en Pmn.

Fotacidn. Sea /u(A,.ﬂ_) @l orden de la clase de A Telativa a
A v sea X(_ﬂ_) el mfmero de clases inducidag por el grupo

A
2. AUTOMORPISMOS.

DEPINICION 2. Si A€ Fmn, entonces ¢efl es un sutomorfismo de
A relativo a L. 81  ¢(a)=aA .

Aut{a,fL) = {‘ﬁeﬂ-/ #(a) = A, Ac an} es un subgrupo de fL.
Al conjunto Aut(A,SLl) le llamaremos el grupa de auto
norfismos de la matriz A relativa a L.

Sea v(A,fl) el mimero de automorfismos de la matriz
A relativa a L.

Observacidn. Si A ¥y B son equivalentes, es decir, si
. §(a) = B para alguna ¢e L entonces
Aut(B,1L) = Paut(a, D)™ ...ceeiliiiaiiiins (200)



Por demostrar que
a) aut(B,N) < @autls, N)g"
b) @aut(a, )P < Aut(B,N)

a) Sea € ¢ aut(B,[L)

F=po"FP8™  vero (#F4)(A) = (1)
P FP € aut(a, )
Aut(B,fl) C ¢Aut(A,_ﬂ_)¢)"

b) Sea F e ¢ aut(a, )¢

Tenemos F=@ga@?! con 0 € aAut(a,dL)
f(®) = (#0a)p)
= #((47(p))
= ¢(a() = @@m)=5
L. Fe aut(s, D)
@ Aut(A, )P < Aut(B,0)

0

Asf que v(a,f)=v(B,.{l), por lo que tenemos que el
nimero de automorfismos depende solamente de la clase ¥ no en

particular de las matrices dentro de la c¢lase.



TEOREMA 2,1. Sea A cFmn. Entonces para cualauier grupo _.Q,

tenemos

A, v, =10] e (22)
donde \.ﬂ.\ denota el orden de fL .

Demostracidén.

Por Lagrange,
v(A,fl) + nimero de clases determinadas porAut(A,_ﬂ.)=l.ﬂ.l

Bastard ver que el ndmero de clases determinadas por -
Aut(A,f)) es igual al orden de la clase de A determinada por la -
relacién de agquivaliencia, eas decir, hastard ver que el mimero de
clases determinadas por Aut(a,fL) es igual a /J(A,JL).

Sem C = {H"]tﬁe.ﬂ. aondo By = {¥el/gpe s, )],

(a,01) = { B&¢Fm / 3 oedl e(n):a}

y sea £ : (4,f.) +————~P C, dedo Ba (A, L) ¥ 3 ﬁé_ﬂ., @By = A

definido b I e — H¢

Veamos que estd bien definido.
Sea B,B'e€ (A,fl) 3 B=B'.
Por lo tanto,

_3 p,YWe N 5 ¢(B=a, yY(@)=a.

P.D. Hy = Hy es decir, @P(a)=a.



51 Y(B') = A entonces V7'(a) =B

Por otro lado

i

(Peg™ ) (8) = S(PA)) = P(B') = $(B) =4

. . H¢=H‘P

Ahora bien, wveamos que es inyectiva.

Sea f(B) = £(B') .
P.D. B=DR'

Como B, B'€ (a,f))
= 4 ¢, Vel 5 o(®=ay yYB)I=A

pero H¢ = E‘P
= (¢ ¥™) e austa, )

= (qS-‘P") (A)=a
=y Pi(a) = ¢7'(a)

. . B=3



Ahora, veamos que es suprayectiva.

P.L. Dado Hge& C, 9 B€(4,0L) 5 @(B)=4
Sea Y cHp€C, Hy={ven/ gye Aut(A.JL)}
(¢°‘P") € Aut(A,(L), por lo tanto, haciendo
Y{a)=3B, tendremon
()= (¢-v-Yn)=1n , es dacir, Be (A,fL).

Por 1o tanto, hemos encontrado una funcién biyective
entre el conjunto de clases determinadas por Aut(A, L) y el com
Junto de la clase de A determinada por la relacién de equivalem
cia, por 1o cual llegamos m que tienen la misma cardinalidad.

0

Si ¢ es una permutacibén, sea Ng(m,n) el nimero de

matrices A, A€Fm, tal que ¢G(A}=4.,

TEOREMA 2.2. S1 ‘9¢ eas ol ndmero de elementos invariantes de ¢,

mn
entonces Ng(m,n) = ‘%
Demostracidn.

Un elemento AE€F me dice que es invariante si¢(a)=a
Por 1o que tenemos, s8i ,Q(b es el numero de elementos
invariantes da ¢,¢Gﬂ y AePmn, entonces en cada entrada de
A podemos colocar Jgs elementos invariantes, es decir,
¢iA)=A 81y 86lo 51 ¢(oY =aij para i=1,2,...,n
J=1y2peceyn
,‘. Ng (myn) son las ordenaciones de D.p elementos tomados

mn
de mn en mn veces, es decir, N¢(m.n) = Qgs .



3. EL CASO _O_""‘“/Sq_

Sea L e1 grupo de todas las permutaciones de P.
_(L es isomorfo al grupo simétrico Sq con q elementos.

DEFINICION. Un grupo de permutaciones L. se dice que es un -
k-'pliego! transitivo sobre F, si para cualesquiera k-tuplas orde
nadag (da,(!lz,...,olﬂ,{B.,@z,”.,alﬂ de elementos de F, donde

ikl » Bi# By o1 1€) , existe una permutacién Pefl tal que -
O(Ld=B: para 1=1,2,...,k

El grupo simétrico Sg es un g-'pliego' transitivoe sobre

Asf que si mn &kaq, entonces el grupo Sg induce una rela-
cidén de equivalencia trivial sobre Fmn, puesto que cualesguiare dos

natrices pueden sar eguivalentes relativas para Sq.
Supongamos que mn »q.

TEOREMA 3.1. Sea A€ Fmn. S1 A tieno k elementos diferentes,
!/
entonces Ay fL) = 3
JU( ? (q-E),I
Demostracidn.
: k
Supongamos que los elementos diferentes de A son {di}h '
]

donde i€ P, Tenemos que hay (q-k)! parmutaciones en Sq tales que
dejan fijos a olu,dz,...,olb. ’ es decir, v(4,1L)= (q-k)_/

Por teorema 2.1, tenemos quea
}j(A,_ﬂ.) v(A, L) = LQ-I Como -Q= Sa, \I).‘ ='Q.,
. —x) =qf =
. )‘(A—,.ﬂ.) (a ) Q, - /J(A,-Q_) -(—q—"w— -
Si dos matrices A, B€ Pmn tienen diferentes mimeros de
digtintos elementos, entonces obviamente, A no es equivalente a B

relativo a 3q.



T
3uvongamos A¢ Fmn, A= (d.-.j), 1=1,7,e0.,0 ¥ A com k

J=1,2,...,n
diferentes elementos Ol Wz,... 0k donde olx naparece Mr v g

ces, asi que m, + M+ . . .+ m,= mn

Para cada t=1,2,...4k sea
QT= i(L,J)/Q;J""OGi

Por ejemplo, si

1 2 0
A={2 1 1
o 0 1

sobre GF(3), entonces st ol =1, 0,h=2, 0os=0, tenemos
A = (2),(2,2),(2,3),03,3)]

a = {(2,2),(2,1)]

A3=[(1,3).(3,1).(3.2)}

Hotemos que si1 Ay B tienen ol mismo nimerc de elemsn

tos distintos, A puede no ser equivalente a B.

Por ejemplo 1 : no es equivalente a o 2 en
0 2 11

S3, yo que no existe una vormutacifn ¢€SL tal que ¢(1)=0 ¥y
¢)(J) =2,

Bl siguiente teorems da una condicién necesaria y sau

ficiente para qué dos matrices A y B gean equivaelentes ralatiwas

en Sq.

TEOREMA 3.2. Sean A, B€ Pmn, A con k elementos diferentes, y B
con 9 elementos diferentes. S1 A gencra los conjuntos Ay, e..,Av
¥y B genera los conjuntos 3,Ei1,...,Bt, entonces A es egquivalen-

te 2 B relativa 2 Sq ai y a8lo si k={ , y una vez reordenando,



A; =By , pera i: 1,2,¢0.9k.

Demostracidn.
Supongamos A ~;uivalente g B nelativa a Sq.
Por lo tanto, existe defl y ¢(A) =3B, es decir ¢ (ay) =ba§

Sea o adz,...,0ln los elementos distintos de A.
Ademds, @), @lota)yrer5 @lcth) son todos los elementos da B y ~
éstos son diferentes, porque 8i ¥ € B entonces ¢(da') =Y pars
alguna J por ser A equivalente: a B, por lo tantor )Y tiena que
ser algunz de laa @), @) qe v vy Plln) .

.. k=1 (tienen el mismo némerc de: elementos
diatintos)
Ahors bien, supongames. que Ay Azyvevryolu ¥

By Q’Z s+ y D son Yos elementis distintos de A y B respac-
tivamenten

Puesto que k&g, ¥ S5q es um gq-'pliego' transitivo so--
bre F, entoncas existe PeSq tal que @(X) =fi para 1=1,2,..4,k

Para cada i,0li aparecea en la misma posicidém de A co~

mo @i lo haco en. B, es decir,
¢(d§)= es V 013 Ai (ng\ € ﬂ§=55 [ Le.’ ¢(did)=bté' V E’é
7 sin perdida de generalidad, podemos reordenar los términas, por
lo tante @(A)=3.
D

Sea N(X,Sq) al ndmero de ma-trices A€ Por con lc elemen

tos distintos tales que )[(A Sq)- (q h.)/

Determinamos aeste nimero en el siguiente teorema



TEOREXA 3.3. El nimero :i{(k,Sq) estd dade por

s bi-t .
N{k,Sq) = .._S_.L,__. E _l___ l .,— ma - E Jemr jm.
’ (9' h)! (=1 p:! j:o

donde la suma es sobre todas las varticiones

-3

Qm.+]zmz+.. .+§,m, = mn teles que 9.4- ’24- c e +’;= k

mn— t grmr‘ém
y donde ™

mn;

=

denota lag combinaciones de mn *Z Drmr —.Am.- elementos
)

tomados de m; en m;

Demostracién.

Supongamos que A¢ Fon tiene k elementos distintos
ci,d2,...,oly. donde ©olr aparece m, veces en A, asi que

m|+mz+.--+mg=mn.

Supongamos que en esta particién de mn, son distin-
to8 m 4Mz, . - ,ms ¥y Gue m; aparece i veces en esa sums,

0 gea, 9.m.+ 91m1+...+9;m.=mn, donde J.-i- Pﬁ—...-&j, = k.,

51  olu,0lz,...,olli aparecen m, veces en A, donde
uyOliz,, .. ,0L3 € S oli,ole, ..., oLq entonces

oluw se puede colocar de m ) maneras,
mn-m,
diz se puede colocar de m maneras,
mnp=2m,
olia se puede colocar de "™ maneras,
- L] . - . Ll -
mn-(].")m-
o}, ¢ "uede colocar de m, naneras,
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por lo que tememos que oli,0h2,...,ol), se pueden colocer,

no Importando el orden, de

b (A7) ()5 )

maneras. Por lo tanto, ye se llenaron X m, lugares.

51 dun,%2z,...,0h), aparecen m, veces en A, don
de dufi,.. Mzl & io(t,ol;,--n"‘kl entonces

mn=Jim,
o =e pueds colocar de ™ ) maneres,
mn-km;-m;
o1z se puede colocar de ( e ) maneras,
mn - im-2M2
O3 se puede colocar de ( m: ) maneras,
- . . - - - -
. L] [ ] L] L] » .
o —hm, -(Jz-1)m;
ozl2 98 puede colocar de ( ", ) maneras,

entonces o, Oz,... yOlilt 56 pueden colocar, no importando

el orden, de

1 mﬂ"um) mn-)n-m. mn—]»m.-(h-l)m; \ fa-1 mn-lm.—én:
h! M. Mz Mz B l"'lg-o M

maneras. Por 1o que ya se llenaron en A, Am,+ bz lugeres.

Similarmente, para colocar oli,Oiy, ..ok); en A, donde
oliyOlitye o o Ul € {d\,dz,...,dh] pparecen cada una m; veces en
A, teniendo en cuenta gue ya se llenaron hm + Jpma+ . . .+l m,

lugares, se pucde hacer de

Ji-y

=t
mn - Z_‘ brmne -ﬁm;
‘ r=
3_' mi manerns.,
i A



11

Por consisguiente, mara una varticidn fija de -

mn = }.m.+ Lmz+ .o e +l,m5, dende Q.-t— ﬁz-o- “ e e + ‘s=k

exigten it
s JV;‘T (mn -7 deme - jmi
i£='l -l!." a.-_'ﬁ

/o (3.4)

caminoes para construir matrices A€ Fmn con k elementos distin

tos,
i1
Notemos cue en Z ﬂrmr .
S <=
si i=s, tenemcs i‘ n“'mf = Lo+ hmz-l- A }!4 Ms-s N
Tat
)
si i=s-1l, tenemos beme = b+ Lomet .o 4 samea .
Tm)
2=
si 1=2, tenemos 2  beme = A,
™ =
por lo que suponemos, cuando i=1, aque ﬁrmf=o

T=y

Asi que el nimero total de matrices A€ Fmn con k di
q/! '

forentes elementos fijos, tales que (4,8q) = ——=— 8@ ob
Jos, q }1 »2q (a.h‘.‘ -
tiene sumando en (3.4) sobre todns las particiones
i.m. + L_mz L 2 ,\sm;. = mn, donde - L.+. .+ Ss = k
Para obtener N(%,So) multiplicamos por i q.‘h')l pues
q-k )

to gue los k diferentes elementos pueden ser escogidos d e

e{g -1)+-+ (¢ =k+1) maneras, y terminemos.
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Sin smbargo, aunque todas las matrices contades en

(3.1) tiensn k diferentes elementos, pueden ser no equivalen-

tes relativas en Sqg.

81 C(k,q) es el nimero de clases de equivalencia de
ordan TQ—Q‘ETT ¥ A(Sa) ea el nimera total de clases induci-

das por 38q, tenemos

COROLARIO 3.4. Para cada k= lg 2,...,(1 -

(q-&)! N(k,54)
3]

y A(sq) = ic(k.q)

[T}

c(k1Q) =

Demoatracién.

Tenemos que N{k,Sq) = —a c(x,q)
(qa -k)/

esto es,

3 Ao ~ .
c(k,q) = Z L;.—r ]{7 ‘#o’ (mn—%ﬂrmv—ém;)

a/

que es el nimero da clases de equivelencia de orden i 557
Q= k)

y por lo tanto, el nimero total de clases inducidas por 3q es

k3
A(sa) = Z c(x,q)

| T
.

Como una ilustracién, supongamos gq=3, y m=n=2 .

Usando (3.1), tenemos
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Si k=1, es decir, si los distintos clementos de
A € Fun es Ynicamente ung, suvongamos ol € PF(3), entonces ol

aparece 4 veces, por lo que se tiene m, = 4, y por lo tanto,
l1-4= 4, donde 9. =1, m, = 4

( 1a Ynica particidnes fm =4 )
. (4) - 4
o 4 (a-2)! 4!

. / !

co NS = yRpel=de1=3

. . N(1,8;) = 3 .
Ahora, si k=2, supongamoes que los dos elementos df

ferentes son ool € F(3), entonces las particiones posibles

sons

i) Si ol aparece una vez, entonces oy aparece 3 veces,

por 16 que tenemos m, =1, J. =1, ma=3, jz= X .

.. 11 +1-3=4 , hoedi=h=2.
. (4)(3)_ a! 3/ _4
b | 3 @-v11! (3-3) s/
este conjunto de matrices tales que ol1,0/z; aparecem una Yy

tres veces, respectivamente, es

O‘z OLZ 3 °(| O'L-;_ 3 Olg °L|

ol dz) oz oy oA, oL olz o2
olg, QLZ )
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11) Si ol aparace 2 vecas, ontomces of; aparace 2 weces,
por lo que: tenemos, my=my=2, ¥ l = 2

. me =mn, ea decir, 2:2 = &

. ,'_.(4) z)_L4! 2l _ 1 4 2l g
« . 2llzjl 2] "aa-2Nlel @2 el T 21722l o2t

Por consiguiente, de i) y 1ii) tonemos

N(2,82) =—31 _ (4+3) = 6-7 = 42
(3~2)

N(2,S4) = 42 .

Ahorsa bien, si k= 3, supongamos que los 3 elementus
diferentes son oh,Ne,d9€ F(3). '

Si ol, aparece unae vez y¥ ™z aparece tembién una -
vaz, entonces Ola aparece 2 veces, por 10 que: tenemos que -
m =1, Du =13 mg=1, ].-.:JJ; ma = 2, ps:l
como m, = Mg tenemos ﬂm. + 9, myg=mn = 4§ , es decir,

21 + 12 = 4, donde i=2.

) 1 (4 s\fa\_ \ 4/ 8 2
vt —2—’(l (I 2 T o1 (A= (30 (2-2l2!

S

1



M(3,3;) = _ﬁ%’vg - 2.6=
B(3,33)=136 .

. s

36
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Seas F(3) el campa con 3 elementas: Q, 1,2, y sea S3 el

grupo: simétrico conr loas mismonm elementas: 0,1, 2, es deciw,

{fo 2 2\ /o 1
s,
o2z \o 2

JeraeeIc

J

Lap clases de equivalencis formadas por Ias matrices

AE ¥y, ocuyas entradas estdn en F(3), som:

&) Fara ocuando A tienm un elemsnto diferente :

COEDE

em decdr, C(1,3)=1, N(1,S;)=3.

%) Para ouandor A tiene dos elementos diferentas ¢

GGG NG
)29 (S
) GG
)G

H
n

=3
N
N
=

o ©
g B
¥ )

/—'\\
o o
n N
‘\__/

2
N
)

[«]
-
N

H
l.-l
[
™

H K

’_/‘-‘-—\——"'_\,—_.-__\
o o H e O
H O aQ K ~
I
/“\/—'—‘\
N Q o N
:~__,/‘\—_—/
N
- N

:
(3
[

N

[ B AV ]

NN

)

o O Q
~——
B e o S i

N O

N
S Y

[}
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N A N © N N H O N H 9 H W
999999
N O A O &N N O <4 ~N O O o
[} ﬂ((((:/\/ll\
99999

s H N H N H A N O - N L\
n(/l\(l\/.l\((
99999
e))\ll\),\\j,\/

99999
nl_v ,9\!}\.\”\)\/,)\/
(LU ] g 0o W o o ~

o o N M CRN-) N A 6 o o ©
’’’’’’
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es decir,

C(313)=61 N(3135) = 36
Ademds,
A(Sy) =0(1,3) + ¢(2,3) + ¢(3,3)=14
donde >\(S5) es el mimero total de clases inducidas por S; ¥

N(1,S,) + N(2,S,) + N(3,3,)=81= # {Ae Fz.z}
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4. GRUPOS CICLICOS.

Sea _{L. un grupo cfclico de orden s, es decir, -
existe ¢ell  tal que SL=40), @5=1.

Sea H(t) el subgrupo de fL de orden t.
Sabemos que tle puesto que :
Sea H(t) = (W) donde W' =1.

Como ¢" =y para alguna n€Z+
- ¥=@) =@ -1-

See 8= tqg + r, O&rdt

AN R AL R A SRR bl o

!

como el orden de \V es t, tenemos que r = Q

N . _ ‘s/.r \
s e tl 8 . - H(‘h) - /\ q, / .

Ahors, sea J(t) ol mimero de elementos invariantes
de H{t), y supongemos que M(t,m,n) denota el nimero de matri-

cos A€ Pmx +tal que Aut(A,L)=H(t), es decir,

Jey=#lacr/w(ar-a V¥ e mn)]
m_(t,m,n)z-#{Aer.n/ Y(a)=4 Y V¥ enH(®) y sblo para}

stas

=4 [ A€Pmn/ Aut(A, )= H(t)}

mn
Por el teorema 2,2, j(t) cuenta el nimero de ma

trices A€ Pun tal que Y(A)=a X ¥ €H(t), es decir,
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sea J(0)™ =# (aern/ W =a \J ¢ e nin)]

sea M= [ Acrmn/Y(a)=a \Y Ye H(t)]
es decir, (&)™ =#N .

Sin enbargo, tenemos que quitarle a N asquellas matr.'i_
ces que pudieran tener automorfismos que no estén en H(t), es

decir
(Bem/Joe n- me) y wa(m=3]

Ahora  de qud forms son esas matrices Be¥ ¢ales

que existe o e JL - H(t), «(B)=B 2%

+
Sea oL € (L - H(t) tal que V=1, ve yuel
orden de ol , donde uls
Como ol e b, exiate yed tol que ol = ¢y,
u
§= " = (@]
T ulT
y J=(@" = [(¢V)] , u$T
= {=¢"=0¢"

- '=¢° = @ =4 = sfuT

como tls » existe mez tal que s= tm, por lo- que tenemos
elu-t = u-1% = sx, rel
= ua=sg +t = u=((tm)x + t = t{mx + 1)

.

t|u
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Ahora, u;l’t porque si u|t = t=un, nez

= o = () =1 V porque o ¢ H(t)

Por consiguiente, tenemos el teorema siguiente
TEOREMA 4.l1l. Para cada divisor t de s,

#(t,mmn) = §(£)" -ZM(u,m.n) R 75 5 )

donde la suma es sobre toda uls, t Iu y tAu.

COROLARIO 4.2. Para cada diviesor t de s, hay

1¥(t,m,n) clases da ordén B8 ¥
B t

|
R(.{L)‘ 3‘ Zl;t.(tlmln) 0.0000-100-0(4.2)
T
Demostracidn.

Sea % = {Bemm/_:j Yell }W(A)=B}

2 Cudntae oclases hay de ordem 2 2
t

Por (2.0), para toda BE€ A, v(a,.fL)=v(B,d),

pero

8 = t

V(A,_n_) = B =
}J(A,JL) a8/t

todas estas matrices A& Fmn tienen en comin que su grupo de
~utomorfismos tienen orden t, es decir, gi b\ es el ndimero

. de clases de orden s/t,
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8

_t_.k = # iA € Fon / Aut(A,_ﬂ_)=H(t)]

Bk = ¥(t,m,
tk (tym,n)

) - tM(t,m,n)
h s

Ahora bien, A{[l) es el nmimero total de clases in
ducidas porx __ﬂ_ y
8

M es el ndmero de cleses de orden _—_
8 t

) >\(_n—) +t¥(t,m,n) - l Ztl(t.m,n)
.. e —— a

B
tis tls

.

81 ':Hm danota el conjunto de elementoz invarian =
tes de H(t), ¥ Ad represanta el conjunto da elementos diastin
taos do la matris A ¢ Pox, tenemos

COROLARIO 4.3. S% A er, entonces v{A,. 1) = 4 & equivalonte -
mente, )J(A JL)= 2 at y sbla 81 H(t) es el mayor sudgrupo -

dge _{l. tal aue Ad F:H(t)

Demovtracibr,
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:@) Supongamos v(A,f)) = # [\Ve_ﬂ. / Y= A} = t,

ea decir, }I(A,.ﬂ.) = -i—-

Sea G subgrupo de N tar que \G\ =7 y
H(t) &= G < fl. con la propiedad A4 C Fg

Por lo tanto, st q € A4 entonces \P(a)=d V‘PGG
s degir, existen al menos r morfismos en gL

tal que Y (A)=4A, i.e., v(A, ) DT

pero t 47T ==p r=t

o-- Iui n t
g) Supongamos que H(t) es el subgrupo de _[L. mfs -
grande tal que Aa <& Py

og deoir, eristean t morfismos en B(1) para los -

cuales

Y (dej) = 94 esto es Y(a)=4a .
Ahora bien, si _3 $ e N—-B8L) 3 Ga)=a
=2 Ad € Puaupe V

ya que H(t) es el méximo subgrupo de ). con esa
propiedad

v(a, )=t , es decir, )‘(A,_ﬂ_) = ﬁ:;

‘ a
Decimos que dos grupos (L, y —flz 1inducen des
composiciones equivalentes de FPmn, si indicen el mismo nidmero

de clases del mismo tamafio.
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TEOREMA 4.3. Supongamos _{),, e grupos ciclicos de orden s.

Entonces _.D_| Yy _.ﬂ_z inducen descomposiciones equivalen
tea de Fmn si y sb8lo si para cada divisor t de s, H({t) ¥y -
H, (%) tienen el mismo nfmero de elementos invariantes, donde

Hi(t) denota el subgrupo de i ae orden t, para i=1,2.

Demostracidn.
"‘"—-—-)) Supongamos gue _ﬂ.. y ..ﬂ.z_ inducen descomposicio

nes equivalentes de Pmn. Por 1o tanto, A y . inducen

el mismo nimero de clasea del mismo tameiio.

Por el Corolario 4.2, para cada divisor t de s, hay

ENM clases de orden .2
3 t

Ademds, supongamos que
# Rk y #R =T con k ¥ .

En particular, sl t= o, entonces existen

M: M{t,m,n) clases de ordem -2 =1,
s t

en _{), . 8% t=8, oristen M(t,m,n)=M(s,m,n)
clases de orden 1, es decir

M(B’man)-'-' ﬂ(e)mn = kmn

Andlogamente en _0-7-1 si t=8, existen M(s,m,n)

clases de orden 1, es decir

¥(s,mn)= 4 ()" = =™

Pero como _ﬂ,l ¥y _.Q.z inducen descomposiciones
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equivalentes, tenemos que X" = r = k=1x y

-~

# Pu.(‘ﬁ # Py

@:) Suponganos que # By = # P

Por el Corolario 4.2,

\v/ tla 3 $u(%,m1n) y0008 de orden B
e t

tanto en __Q.n como en _ﬂ_z.

_n_. y _0_9_ inducen descomposiciones equivalentes

de Fmn.

|



Como una ilustracién, supongamos 9= 3, m=n= 2,

25

y

P{x)=21x, ¢€ ] ; ast que en notacibn de ciclos, tenemos

d=(1 2)
T I SRR
0O 2 1
entonces [l = (2.(1 2)1 donde Q.:(O 1 ?‘) l_ﬂ_l=2
o1 2 !

Ahora bien,

H1) = {(1 2)> ((1 2)z>=(€)=¢

m(1) = {ef

.9(1) =3 que es el nimero de elementos invariantes
de H(1).

M2y = (2 20 = {a 2) - {z 2).¢]
' B(2) = {e,u 2)}

,9(2) = 1 que es ol nimero de elementos invariantes
de H(2).

Sea M(t,m,n) = # [ A€ Pmn / aut{4,JL) =H(t) y sélo para éstas}

M(1, 2, 2) = 9(1)"‘" - M(2,2, 2)

es decir M(1, 2,2) = 3‘ - M(2,2,2)

v m2,2,2 = M2 =1 =2

M1,2,2) =
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Ademds, tenemos cue el nimero de clases de orden 2

1-1(1,2,2) _ 1-80
2 2

as = 40

¥ que el ndmero de clases de orden 1 es

2-M(2,2,2) _ 21 _ 4
2 2

Por consiguiente, tenemos que hay 40 clases de orxr-

den 2 y una clase de oxrden 1

.. NML=a

Estas clases son las siguientes

1) 1La clase de orden 1 es
o} 0
(o] )
) 0
va que si A = o of ? JL={@,(1 2)}

donde ¥ = (1 2), tenemos que CA)= Y(A)=14 .

ii) Ias clases de orden 2 son:

GG

N

N
N— | —

1l 1 2
2 2 1
2 2
e~
o 0

O

o r
O +
ettt Mmoot St g ot  m—p—’

= O
(o]

). (
).
) (:

n

@]
—— e

[



)))))))\)))))
2222222222222222222222

22222222222222222222222

QQQQQQQQQ

T TN e e Sy T — N "G p——
1111111111111111111111111

~ o~ ~ o~ o O - o~ - © o ~ A - [o BN o] ~ N A O o A
S S N N’ Ne® N e S et S, e

@ © : 5 o o - : - < @ v
[ © o
1111111



ATTING TN G TN T e o T T e T p—
222222222222222222222222

222222222222222222222222
”””””””””

~n e M0 0O e O MO M O M4 N O 6N O N A o O

O H & H H © H M M Mq4 © 0 H & ~ © O M N MM O M ~ ©
S N Nt ot et e mm® N s’ e e e

............
777777777777
222222222222



e ——— o ———— ——— ———— e — [ —————  p———  p——— ———— o ——  por—————
)\))))))))]\”III)\)
222222222222222222222222

222222222222222222222222
’’’’’’’’’’

[
)\’/\\I}).))\))))))
111111111111111111111111

111111111111111111111111
N N e N S N N N’ e’ N’ N e’
st Nt fPPE Nt I N AT st T N gt T St e == qpsrpengptiremaa?

------------
99999999999
3y m m m M ~”M ] 2 K Q& &8 g



30
5.  PRODUCTO DIRECTO.
Supongemos {L = H,Tr H, donde H: ={d:),1=1, 2

Si ote P, msea UTgl) ol ciclo de ¢ conte-

niendo a ©oL.
TEOREMA 5.1.
Aut(A,dl) = Aut(A,H ) ™ Aut(a, Hz) \7/ A €Pmn

&> gz, (0 N th(cl)-{d‘lVdéF coneceesa(5.1)

Demostracién.

ﬁ')) Supongamnos.

Aut(a,fl) = Aut(A,Hy) T  Aut(A, Hz) v A€ Pon
Sea o€ P talaque Cj () N (ng(o()
contiene alguna @€ P, p Aol .

Entonces existen k, , Kz € Z * {tal que
gie) =t y BED=p
asl que ‘ F‘ . ¢:‘ (o() = ok,
Sea A = (Oa"), donde O.‘" = o v i, 3; entonces
¢F" :‘(A) a2 A, a8f que por hindtesis ¢2 € Aut(a, Hz) ,

es decir, ¢§‘(A) =A, 1lo que implica ¢:z( o)=L

que es una contradiccién con ¢§_‘( o) = @ s o(r’@ .
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&) suwpongamos g () N G (o) ={et] \faeF
Sea A= (diy) arbitraria.
Claramente Aut(A, H,) W fut(A,H) < Aut(s,ll)
Sea WY, -VY,(A)=a con Yem ,VYae Hz
"=\, € Aut(a, )
ast pues, VYoYalag) =0y \/ 1,3

si ‘P:,(Chj) = dca' V i, 3 entonces \}’,(A)= Y. (4) = A
y terminamos.

Supongamas: que esxiste. Oy tel que ¥, (a;a-) = b #ay
asf que Y, (b) = Qy  pero shora Qi ,b € U;(OLJ)QGZ(G:J)
que contradice el hacho de que 0‘;:(00 N %(d):ioq VdeF

|
COROLARIO 5.2, Bajo las hipdtesis del Taprema 5.1,

via,R)=va, B v(s, By ALY = UK, E1) (A, H)
Demostracién.

Por el Teorema 5.1, tenemos

Aut(A,dL) = Aut(a, B) - Aut(a, Ha) \V/ A€ Fm
S Gg () N\ Gy (o) = {o(} \f e

antonces, como _{) = H T H, tememos || = |B||m| ¥
Aut(A,d) = aut(a, H)) T Aut{a, Hz)
=3 w(A, ML) = v(4, H) v(a, By
ademfs  v(4,dL) U(a, Q) = v(a, H) Ula, HJ)V(Ao'Hz)/U (A,H) .

= /u(A._fL) = /}‘A,Ha)/J(A,Hz) -
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En el caso general, supongamos

—Q =: H, 7 Hpvw,,, 77 Ha

Para cada 1=1,2,4s4; k y o €P, sea

Cc(o() = L__,J G@—;("‘)

Yiek:
asf que =i Hy = {¢;) entonces C;(o()-:- O;:(d)

Similarmente, i J#£ 1, definimos

CACi) = | JCa(B")
L reCidw)
TEOREMA 5.3. 81 () = H, v Hzv...Y¥ Hy ,
H‘, = <¢;) LY im= 1| 2’ e 'k entonces
Aut(a, L) = Aut(A,H) T . . . T Aut(a,H) \J AeFmn

8l y s6lo i para cada 1=1,2,...,k 7 ol &€ F

Cie) O Ci(-+ (Cis(«)) = (=]

para toda 8- tupla (diyiz9¢e+yis) no conteniendo a &, 1&s &k

Demostracidn.

==%) Supongamos Aut(A, L) = Aut(4,H) Tr.. , T Aut{A,Hy

Sea B ¢ C.NCul(Cul)) , atg
= @EC:(&) ie., @€ 07,3‘.(00 con H; = (@)
= el 3y dHpr=«

Por otra parte,

B ¢ Cu(-(Cul)
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¢ e bW e, B, Him @)
s Ve Cul (Cu))

= Yel JCilt)> Fred 'y Bald=t, Hu=(i)

Ve € CasC-(Coal)
s Yoe Gl -(Ca@)

t s - . =l
A Lysecu(m(cw{»&a( 0= Inel y Pialb)=te , His=ds)

A ys-z € CLH(Ci,(d))
3 e U JCur) = el gt o)
B6Cis

AL YS-I € Cl’-s(‘*)
= (Ys_,'e U;:s(&) = 3 s € Z/_f y ¢i‘;s(§0=xs-|,His=<¢is>

S HEE I
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Ahora bien,

sea A=(Otb)=(ol) \d i,j;de‘:

v
- B @i P (0)=0 ,
X r:
cono ¢:‘ rr.""¢:: e L
entonces ¢:‘ {:' ¢ '¢: € Aut(a,dl)

Poxr hipétesis,
Aut(A,SfL) = Aut(A,H,) w Aut(a,H) v . . . v Aut(A,Hy
Ahora nos fijamos en
e
Pe v = (F1)

,
como P € Aut(A,H;) = o

;¢ € Aut(A,Hp)

@ ¢?(A) = A ‘.. ¢F(°L) = 3y Am (d‘a') = (o) virj Y
(yaaque QGr(B)=a )
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é=) Supongamos gque:

Culed N Ca(-+(Cisl) = {¢]

Sea A = (Qi) arbitrerie.
Claramente

Aut(A,H)) T Aut(A,Hz) 7. ., ., 70 aAut(a,Hy) = Aut(a,])
sea Gt * c DBe(a) =a
= BB Gelag=ay \f 1.3
st ¢,(ua3)=d:5 V 1,3 V r=ly..s,k terminamos.
Suponganos que exiate Clca' tal qum

dLay = AQy 7 @ (b) =0y para slguna t,t-1ef1,cn,X]

. ¢|¢z' *t ¢f_.¢,‘ * . ¢h(03) = ayj

donde ¢P(Oc3) = Qi V pht, t=-1.
=2 G BB Buap=ay \f 1.3
= b, d:.a' € Cf-l(a‘i) ﬂ CT(' ) 'CCh(qij))) y

a
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