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INTRODUCCION

En teoria de probabilidad estudiamos teoremas 1imites los cuales son
de dos tipos distintos: teoremas 1imite fuertes (Aquellos que tratan con
1a convergencia casi dondequiera de una sucesién de variables aleatorias)
y teoremas 1imite débiles (Aquellos que tratan con la convergencia en pro
babilidad de una sucesidn de variables aleatorias.

Aqui tratamos el surgimiento de un teorema limite fuerte; el Lema de
Borel-Cantelli, relacionado con 1a ley fuerte de los grandes nimeros. Em-
pezaremos por establecer las leyes de los grandes nimeros.

E1 teorema de Bernoulli establece que para un nimero suficientemente

grande de ensayos n, la probabilidad de 1a desigualdad

es mayor que 1 - n para un arbitrario n > 0, donde Sn es el numero de

casos favorables en los n ensayo; y p es la probabilidad del caso favora-
ble. 0 en otras palabras, cuando incrementamos n, la probabilidad que el

nimero promedio de casos favorables se desvie de p mds de una e previamen
te asignada, tiende a cero. En 1909 el matemdtico francés Emile Borel de-
tectd una proposicion mds profunda la cual es conocida como la ley fuerte
de los grandes nimeros. Este resultado puede establecerse para el caso de

ensayos Bernoulli como sigue

n
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la cual mejora esencialmente al teorema de Berraulli (Ley débil de los
grandes nimeros). Asegura la existencia de una frecuencia limite igual a
Ta probabilidad tedrica p, para todos los posibles "experimentos“ excepto
posiblemente un conjunto de ellos con probabilidad cero (Pero no necesaria
mente un conjunto vacio).

Este trabajo pretende rescatar los conceptos y pruebas originales da-
dos por E. Borel del Lema de Borel-Cantelli y su aplicacion a las fraccio
nes continuadas, asi como hacer un anilisis de Tos mismos. Cabe mencionar
aqui, que las secciones (1.1), (1.3}, (2.2) y (2.4), estdn escritas, sal-
vo algunas extensiones, como originalmente fueron escritas.

En el capitulo 1, se presenta el Lema de Borel-Cantelli para sucesiones
infinitas de ensayos Bernoulli (A este proceso infinito, Borel le 11amé
"Probabilidades Numerables"). Originalmente el resultado fue probado para
ensayos independientes (1909), pero Borel aplica este resultado a las frac
ciones continuadas, definiendo sus ensayos de tal manera que no resultan
independientes; esta dependencia la hace noter F. Bernstein en 1911 al ob
tener un resultado de las fracciones continuvadas (Seccidn 2.4) que &1 cree
que estd en contradiccidon con los ya obtenidos por Borel. Borel responde,
en 1912, con este caso dependiente (Seccidn 1.3) haciendo notar que esta
correccién no invalida sus resultados originales. Al final de este primer
capftﬁlo se enuncia y demuestra el Lema de Borel-Cantelli como actualmente
se conoce.

En el capitulo 2 se expone, por un lado, la aplicacion del Lema de Bo-~
rel-Cantelli a las fracciones continuadas (dada por Borel) y por otro lado,
los resultados obtenidos por F. gernstein sobre fracciones continuadas.
Bernstein 1lega 2 estos resultados, a diferencia de Borel, usando explici

tamente probabilidad condicional y las propiedades basicas de las fraccig
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nes continuadas. Aunque, esencialmente, los resultados de Bernstein concuer
dan, en el 1imite, con los de Borel, Bernstein cree que son contradictorios
y 1o sefiala en su articulo de 1911. Finalmente, en 1912, Borel contesta a
Bernstein que, en efecto, los ensayos definidos para las fracciones conti-
nuadas eran dépendientes, pero los resultados obtenidos seguian siendo vi-
Iidoé. Haciendo algunas modificaciones en sus cdlculos originales, o po-
dian obtenerse de los mismos cdlculos de Bernstein.

En el capitulo 3 se da la extensibén al Lema de Borel-Cantelli, hacien-
do uso de la esperanza condicional y de la teoria de martingalas. Por (1-
timo, se ysa esta extensidn para nuevamente demostrar el teorema de las

fracciones continuadas de Borel.
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CAPITULO 1
Probabilidades Numerables

En 1933 A.N, Kolmogorov publica un trabajo fundamental en la teoria
de 1a probabilidad bajo el titulo de "Grundbeg~iffe der Wahrscheinlich
eintichkeitsnechnung" (Fundamentos de Probabi’ :dad) que inicia una nue
va era en la teoria de probabilidad y sus métodos. En este trabajo, Kol
mogorov desarrolla un modelo {conjunto de axiomas) que puede ser asocia
do a situaciones (Esto es, un experimento, obtervaciones, etc.) en 1a
que entran factores aleatorios. E1 modelo de Kolmogorov puede describir
se brevemente como sigue: Sea (9,L,P) una terna en donde Q es un espa-
cio abstracto (el espacio de eventos elementales), L es un ¢-campo de
subconjuntos de © (el conjunto de eventos) y P(E) es una medida (la
prbbabﬂidad del evento E) definida para todo £ ¢ L que satisface las
condiciones: P{Q)=1 y si Al”% s..+ 85 Una coleccidn numerable de even-

tos en L tales que Ain AJ.=¢ para i#j se cumple que

P(ngl A ) =n§1 PiAy)
esta Gltima propiedad es 1lamada la aditividad numerable.

Antes de esta axiomatizacidn de la teoria de la probabilidad, apare
ce en 1909 un articulo de Emile Borel bajo el titulo: “Les Probabili-
248 DenOmbmblLu. et Lewns Applications Anithmetiques™ en cuyo primer
capitulo trata 1o que Borel 1lama Probabilidades Humerables que mis a-
delante analizaremos, Obviamente, Borel no emplea 10s resultados de es

te modelo de Kolmogorov para desarrollar este capitulo, sino que usa
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algunos principios de probabilidad cldsica que a continuacion enunciare-
mos como &1 1os define en su 1ibro "Eféments de fa Théonie des Probabili
1¢s." Para probabilidades discontinuas {caso finito), Borel da la siguien

te definicidn:

Definicidn de Probabilidad. Se dice que la probabilidad es la razén
del ndmero de casos favorables entre el nimero de casos posibles, cuando

todos los casos son mirados como igualmente probables.

Teorema (Probabilidades Totales). Cuando el evento, cuya probabilidad
buscada, se puede dar de varias maneras diferentes que son excluyentes
reciprocamente, la probabilidad buscada es igual a la suma de las proba-

bilidades parciales correspondiehtes a estas diversas maneras.

£l teorema anterior es lo que Borel 1lama la Ley de Probabilidades To

tales que actualmente 1lamamos Regla de la Suma.

Teorema {Probabilidades Compuestas}. Cuando el evento cuya probab{ﬁi—
dad buscada consiste de la produccion sucesiva de dos eventos, la proba-
bilidad buscada es igual al producto de la probabilidad del primero de
estos eventos por la probabilidad para que el segundo se presente cuando
el primero se presentd. Mds general, st la produccibn sucesiva de varios
eventos es necesaria, se debe multiplicar las probabilidades diversas de
estos eventos, evaluando cada uno de ellos dentro de la hipdtesis de que
los precedentes se hayan presentado.

Es claro que si la probabilidad del segundo no varia cuando el prime-



ro se presenta, esta ltima restriccidn es indtil; se puede dentro de

este caso, considerar los eventos como simultidneos.

Este dltimo teorema, es lo que Borel 1lama Ley de Probabilidades Com
puestas, el d1timo pdrrafo se refiere a eventos independientes.(Regla
del Producto) Borel no usa explicitamente el término independiente.

Por (1timo daremos la definicidn de Probabilidad Geométrica.

Definicidn., La probabilidad para que el punto M se encuentre en un
cierto segmento PQ de AB, es proporcional a la longitud de este segmen-
to.

Si suponemos que M se encuentra dentro del segmento AB, la probabili-
dad para que M este en AB es 1; poF 1o tanto, la probabilidad para que M

se encuentre scbre PQ es igual a la razon gg—.

En estos principios basicos de probabilidad cldsica, Borel apoya los
resultados obtenidos en las probabilidades numerables. Borel comienia su
articulo de 1909 con las siguientes palabras:

“Uno distingue generalmente, dentro de los problemas de proba
bilidad, dos categorias principales, acordando ya sea que el
nimero de casos posibles es finito o infinito: la primera ca-
tegoria constituye 1o que se 1lama las probabilidades discon-
Zinuas o probabilidades dentre de un dominio discontinuo,
mientras que la segunda categoria comprende las probabilida-
des continuas o probabilfidades geométricas. Tal clasificacidn
aparece incompleta cuando uno se refiere a los resultados ad-

quiridos en 1a teoria de conjuntos; entre la cardinalidad de
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Tos conjuntos finitos y Ta cardinalidad del continyo se en--
cuentra la cardinalidad de los conjuntos numerables; me pro-
pongo mostrar brevemente el interés que une las cuestiones
de probabilidad en cuyas proposiciones tales conjuntos inter
vienen; yo los 1lamaré, para abreviar, probab.ifidades numera
bles.

Antes de definir mids precisamente las probabilidades numera-
bles, me gustarfa indicar en pocas palabras los razonamien--
tos en contra de futuras fallas en su estudio. La principal
de estas razones es la importancia de la nocidn de conjunto
numerable; esta importancia no ha sido puesta en duda por nin
giin matemitico; pero me parece que es mayor todavia de lo
que se piensa.

Muchos analistas, en efecto, ponen en primer lugar la nocidn
del continuo; este concepto interviene de una manera mis o -
menos explicita en sus razonamientos. He indicado reciente--
mente como esta nccidn del continuo, considerando que tiene
una cardinalidad mayor que la numerable, me parece que es =~=-
una nocidn puramente negativa. La cardinalidad de los conjun
tos numerables solamente podemos conocerla de una forma posi
tiva, ﬁnicamente 1o (1timo interviene efectivamente en nues-_
tro razonamiento. Es claro, realmente, gue el conjunto de
elementos analiticos que actualmente se pueden definir y con
siderar no es otra cosa gque un conjunto numerable; yo creo
este punto de vista prevalecerd mds y mids cada dia entre los
matemiticos y que el continuo probard haber sido un instru--
mento transitorio, cuya utilidad presente no es ignorada (da

remos ejemplos posteriormente), pero vendrd a ser mirado sé6-
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Tamente como un medio de estudio de los conjuntos numerables,
los cuales constituyen la (nica realidad que somos capaces de

Tograr."  Borel(1909: 247-248).

En este punto, Borel divide los problemas de probabilidades numera=
bles en tres categorias:
1° E1 nimero de resultados posibles es finito; se hace una infinidad
numerable de ensayos.

2° E1 nimero de resultados posibles es numerable; se hace un nimero
1imitado de ensayos.

3° E1 nimero de resultados posibles y de ensayos es numerable.

Para propOsitos de este trabajo, unicamente nos interesara los pro-
blemas de primera categoria. En 1.1 y 1.3 se repetirdn los resultados
obtenidos por Borel usando su notacidn y argumentos.

En estos problemas de primera categoria, Borel considera dos casos:
cuando 1os ensayos son independientes y cuando los ensayos son depen-
diente. E1 caso dependiente, histdricamente, surgid tres afos después
(1912) que el caso independiente, debido a una observacidn hecha por -
F. Bernstein en 1911 al articulo de Borel de 1909, Esta observacidn se

expondra en la seccidn 2.3,

1.1 Caso independiente.

Supondremos primero que el nimerc de casos se reduce a dos. Llamare
mos a uno caso favorable y al otro desfavorabie. Sean Pys Ppseces Ppsees
Jas probabilidades sucesivas del caso favorable dentro de los ensayos
de rango 1, 2,..., n,... supondremos todas las LI i=1l, 2,... diferen-

tes de 0 o de 1 y distinguiremos los casos donde la serie



- 6 =

(1.1) Pyt Dot ok b ees
es convergente o divergente.

a. La serie (1.1) es convergente,
Denotemos por A; . a la probabilidad de que el caso favorable
no se presente en los n primeros ensayos, esta probabilidad estd dada,

segin el principio de probabilidades compuestas,
Ag,n= (1-P){1-p5) =+ (1-py)

como la serie (1.1) es convergente, este producto tiene un limite cuando
n aumenta indefinidamente y este limite estd entre cero y uno (véase a--
péndice). Por 1o tanto, la probabilidad que el caso favorable nunca se

presente es
(1.2) A= 1T (1l-p;)

E1 argumento que Borel da, para justificar este 1imite, es el siguien
te:
"Dentro del caso de convergencia, la extensifn del principio
de las probabilidades ccmpuestas tenderd por si, a la defini-
cion de 1a probabiiidad buscada.S1 se consideran en efecto -
las n primeras pruebas, los principios cldsicos permiten defi
nir y calcular la probabilidad para que el caso favorable no

se presente dentro de estas n pruebas: se compruesba que, para



n creciente, no solamente esta probabilidad varia muy poco
de una manera absoluta, sino que varia también muy poce de
manera relativa, es decir que sus variaciones son una frac-
cién muy débil de su valor. Se puede por 1o tanto, habien-
do asignado tal valor que se vea hasta la precision relati
"va que se desee alcanzar, es cierto que esta precisién es
efectivamente alcanzada al cabo de un nimero de pruebas, -
puede ser muy grande, mas asignable; el pasaje al limite
que hemos efectuado no levanta por 1o tanto ninguna dificul

tad y estd entéramente justificada.” Borel{1909: 249).

Igual que con A0 n busquemos ahora la probabilidad Al n Para que el
’ »

caso favorable se presente una séla vez en los primeros n ensayos. Esto

puede ocurrir de n formas diferentes, dependiendo si el caso favorable

se presenta en la primera, en la segunda,..., en la n-ésima prueba. A--

plicando el principio de probabilidades totales, la probabilidad buscada

Al = P1(3-pg) e=e (1-p,) + (1-py)py »=+ (1-pp)

+ eee +(1-pl)(1-92) °° (l—pn_l)Pn

A, = (1-py)(1=p,) «oe (1-p) T —0d
1,n 1 2 n' i l_pi

o también
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(1.2} Al.n = AO.n("l * u, + one + un)
tomando
Ui = pi
l-pi

Tomando el 1imite cuando n tiende a infinito en (1.3) obtenemos

<

(1.4) A = Ao(u1 Fuy koeee by e )

n

ya que la serie que multiplica a AO es convergente puestoc que a partir de
cierta n tenemos que

s 1
I-p, = =7

¥ por lo tanto

2D1 = 21£n pi< ®

AsT que, 1a probabilidad para que el caso favorable se presente una y
sblamente una vez es

{1.5) A1 = A, £ u

Borel justifica la relacidn (1.5) diciendo:

" Un razonamiento andlogo al que hemos hecho dentro del pro
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blema I permite aplicar, dentro del caso de convergenci:,

el principio de probabilidades totales;... " Borel(1909: 250).

Donde por problema I se refiere al cdlculo de Ao.
De igual forma, Ta probabilidad para que el caso favorable se presen-

te exactamente k veces, dentro de las primeras n pruebas es:

Ak,n= Ao,n T unlun2 “es unk
donde Nis Myseees Ny SON k nimeros distintos tomados de 1, 2,..., n ¥y
cada combinacidn de k indices diferentes figura una y sdlamente una vez

dentro de la suma. Observemos gue

EUp Uy eee iy < (1+u1)(1+u2) P (1+un)
12 k

este G1timo producto tiene un limite cuando n aumenta indefinidamente

porque la serie L u, es convergente, (véase apéndice) Cualquiera que sea

el nimero k, la probabilidad para que el caso favorable se presente exac

tamente k veces es:

(1.6) Ak =AyLu,u

\ nz e un

k
€on Ny, fyyeens My enteros diferentes y cada combinacién de indices figu
ra una y s6lamente una vez dentro de la suma infinita.

Consideremos 1a serie
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(1.7) AO + A1 + AZ + eee + Ak + aee

Esta serie tiene como suma

s=A 1+ EU; F U U +oeee T U U vee U + vas
0 [ i nyny ny Ny )

"
que se puede poner como

) (1.8) S= AO (1+U1)(1+Uz) s (1+Un)no

Por otro lado, tenemos

P, 1
I+un z ] 4 —————
1-p, 1-p,
y
- ( ) 1 1
n (l4u ) = = ’
n=1 n f (i-p,) A
n=1 n 0
Finalmente obtenemos que
! 1
S=A =1,
0
Ay

Si denotamos por A . la probabilidad de obtener una infinidad de casos

favorables, podemos decir que la probabilidad A _es inferior a

1-5,
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para cualquier n, tomando Sn = AO + A1 + sas + An. Sn tiende a 1 a medida
Gue n aumenta, por lo tanto, podemos escoger n de manera que I-Sn sea ar-

bitrariamente pequefia, con 10 que se concluye que

b. La serie (1.1) es divergente.
La probabilidad para que el caso favorable no se presente en Tos n pri

iercs ensayos es igual'a:
Ron = (1-py)(1-pp) ++- (1-p))

y tiende hacia cero cuando n aumenta indefinidamente.(véase apéndicé)
Por lo tanto AO = 0. Sin embargo, (en contraposicidn con el caso convég
gente en el que Borel acepta que AO tiene exactamente el valor dado por
(1.2) ) Borel hace la siguiente aclaracién con respecto a la interpreta-
cion de AO’ para este caso divergente:

* Existe, en efecto, una verdadera discontinuidad entre una

probabilidad infinitamente pequefia, es decir una probabili-

dad variable que tiende hacia cero, y una probabilidad igual

a cero,... No existe inconveniente en decir que, dentro del

caso de la divergencia, A0 es nulo; mas no se deberid perder

de vista que este lenguaje no significa mds que lo sigquien-

te: Ta probabilidad para que el caso favorable no se presen

te tiende hacia cero cuando el nimero de pruebas aumenta in

finitamente." Borel(1909: 249)
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La probabilidad para que el caso favorable se presente una y sélo una
vez es el limite cuando n tiende a infinito de la ecuacidn (1.3), Aoon
]

tiende hacia cero y la serie ¢ u; es divergente porque,

n

L P

i=1

La expresion Al n S5t presenta por lo tanto de forma indeterminada.
’

Por otra parte

Asi

=(py + pot ce- +p) cee
(1.9) Al.n <e 'F1 2 n (u1 Fuy +oeee 4 un)
¥y se ve inmediatamente que la divergencia de la serie (1.1) arrastra co-
mo consecuencia que A1 n tienda nacia cero cuando n aumenta indefinida--

mente.* Por lo tanto
A1 = Q.
Se ve igualmente que la probabilidad A, para que el caso favorable se

presente k veces es nula.

Inmediatamente después; Borel observa que, si cada una de las probabi

* Esta afirmacidn, hecha por Borel, no es correcta en general. Ver pigi-

na I8,
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Tidades Ak es nula, 1a suma S también 10 es y en consecuencia Aﬁ es igual
a l1a unidad, pero como 5 es una suma infinita de probabilidades nulas, Bo
rel comenta que:

" E1 resultado es exacto pero el razonamiento carece de ri-

gor. Es claro, por otra parte, que en este caso no se puede

buscar la probabilidad para que el caso favorable se presen

te una infinidad de veces en n pruebas y luego hacer crecer

n indefinidamente; se razonard, por To tanto, como sigue:

escojamos un ndmero fijo m y busquemos la probabilidad pa-

ra que el caso favorable se presente mas de m veces en n

ensayos."

esto es

1-(A +A + ese +Am

g,n 1,n ) n>m

n
el Timite cuando n aumenta indefinidamente de esta expresidn es igual a
1a unidad para cualquier nimero fijo m.

* Esto significa que se puede apostar, con ventaja, una su-

ma tan grande como se quiera contra 1 franco, a favor de

que el ndmero de casos favorables serd superior a un ndmero

fijo m cualquiera; esto es precisamente el significado de

este enunciado: la probabilidad A_ es igual a 1."* Borel(1909: 251).

Se puede resumir asi, los resultados obtenidos dentro de este estudio:

x
Este razonamiento que concluye con que A_ =1, es esencialmente lo mis-

mo que hacer Am = 1-S. Ver pdgina 21.
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Dentro del caso donde 1a serie {1.1) es convergente, las probabilida-
des AO' Al,... tienen valores determinados no nulos y la probabilidad Am
es nula; dentro del caso de divergencia, las probabilidades Ak son todas

nulas y Am es igual a la unidad.

Hasta aqui, hemos supuesto que el nimero de resultados posibles es i~

gual a dos. Suponemos ahora, que el nimero de resultados es iguala r.

1

Sean pj, p?..... p? las probabilidades respectivas de los resultados 1,

2,...,r dentro del ensayo de rango i. Se cumple que

es c]aro‘qué 1a serie ? p? no e§ convergente para todos los valores de
o (p=1....,r). Supon;;éos que es convergente para p = 1, 2,...,h {her).
Podemos aplicar a cada uno de los casos 1, 2,...,h los resultados que he
mos obtenido anteriormente. La probabilidad para que un caso se presente
exactamente k veces tiene un valor bien determinado, la probabilidad pa-
ra que se presente una infinidad de veces es nula. Estos resultados si--
guen siendo vdlidos si se mira como caso favorable a cualquier subconjun
to de estos h casos. Al contrario, la probabilidad para que un caso de
indice mayor que h, se presente un nimero finito cualquiera de veces es
nula y la probabilidad para que se presente una infinidad de veces es i-

gual a 1a unidad.

1.2 Analisis del caso independiente.
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Borel obtiene los resultados anteriores usando la siguiente técnica:
si desea saber la probabilidad de que un evento B ocurra en un nimero in
finite de ensayos, primero calcula la probabilidad que el evento B ocurra
en n ensayos y luego toma el limite de esta probsbilidad cuando n tiende
a infinito. Al tomar este limite existen dos casos posibles; la probabi-
lidad del evento B estd entre cero y uno o la probabilidad de B es igual
a cero o uno. Si la probabilidad de B estd entre cero y uno, Borel argu
menta que no hay ninguna dificultad en tomar este limite como Ta probabi
lidad de que B ocurra, ya que, no existe ninguna "discontinuidad” entre
el valor de este limite y los valores que se obtienen al ir tomando n ca
da vez mds grande. No sucede 1o mismo para el caso en que la probabili--
dad de B es cero o unoj Borel analiza cuando la probabilidad de B es ce-
ro, (en caso que la probabilidad de 8 sea iqual a uno, Borel analiza la
probabilidad del complemento de B) diciendo que existe una "verdadera
discontinuidad" entre una probabilidad variable que tiende hacia cero,
cuando el nimero de ensayos crece indefinidamente y una probabilidad i-
gual a cero. Asi, la probabilidad de B deberd verse como cero. Borel di-
ce, en este punto, que este resultado no significa de ningin modo la -im-
posibilidad de que el evento B ocurra, sino que, solamente la probabili-
dad de que B ocurra es tanto mds cercana a cero, cuando el nimero de ensa
Yyos es muy grande.

Lo anteriormente dicho, podemos notarlo, volviendo al cdlculo de las
probabilidades AO’ A1 ¥y A_ . La probabilidad que no se tenga ningiin caso

favorable en un nimero infinito de ensayos es

Ao = (1‘P1)(1'D2) bl (l'pn) oo
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que es el 1imite cuando n tiende a infinito de
Po,n = (1-p1)(1-p,) -0 (1-p))

Cuando (1.1) es convergente, Borel concluye que, no hay ninguna difi-

cultad en tomar A0 como este producto infinito ya que

0<A0<1
Cuando (1.1) diverge, entonces Ao deberd verse como fgual a cero, pe-
ro sin olvidar que es el limite cuando el nimero de ensayos tiende a in-
finito.
La probabilidad de que se tengé'un caso favorable en el primer ensayo

y nunca mds vuelva a ocurrir es
Gl = pl(l_pz) ees (1-pn) cee
y en forma general, la probabilidad que se tenga un caso favorable exclu

sivamente en el n-dsimoc ensayo y los demis casos sean desfavorables en un

nimero infinito de ensayos es
“n = (l-pl) se- (1~Pn_1)Pn(1-Pn+1) b

Por To tanto, la probabilidad que se tenga un caso favorable en una

infinidad de ensayos es



- 17 -

Ay =y vy + eee t Wy * e

= AO(UI g e )

donde

. _n

1-pn

Esta expresidn nuevamente es el limite cuando n tiende a infinito de

Aln = Ag,nlup +up + e +up)

Asi que, si (1.1) converge entonces, como ya se vio en la seccidn 1.1,
Ta serie infinita de término general u, converge y por lo tanto, Al tiene
un valor entre cero y uno.

Cuando la serie (1.1) es divergente, la situacidn se torna muy intere

sante. Por un lado, la probabilidad A1 puede ser mirada como 1a suma in-

finita de las én, siendo &n igual a cero para toda n, por lo tanto,

pero &h es un limite de una probabilidad que tiende a cero, asi que, (se
giin Borel) hay una "discontinuidad" al tomar este limite y subraya este
hecho diciendo:

" Pesde otro punto de vista..se puede decir que la probabi-

1idad buscada Al es la suma de las probabilidades Eh que

son todas nulas; mas, su nimero no siendo finito, se puede

concluir sin precaucién que la probabilidad total es nula,
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si se recuerda que la probabilidad nula no significa impo-

sibilidad." Borel{1909: 250).

Asi que, aunque 1a expresion obtenida para Al es un 1imite de una ex-
presidn para é1 caso finito, Borel no emplea la extensidn de la ley de
probabilidades totales cuando suma probabilidades nulas. Esto queda cli-
ramente establecido en la siguiente cita:

“...., la probabilidad total que corresponde a una infini-
dad de probabilidades nulas puede muy bien ser diferente
de cero. Si suponemos por ejemplo que existe un medio de
escoger dentro de la sucesion indefinida de los enteros un
nimero completamente al azar, de manera que todos los nime
ros tengan 1a misma probabi1iﬂad. esta probabilidad debera
forzozamente ser nula; y la probabilidad total serd igual

a la unidad." Borel(1926: 18).

Borel, nuevamente aqui, usa la técnica descrita para calcular Al en el
caso divergente, toma un argumento alternative para mostrar A1 = 0. Si
Al n &s 1a probabilidad que haya exdctamente un éxito en los primeros n

1

ensayos, por (1,9) Borel asegura que

Lim A = 0
o 1,n

esta conclusién es cierta, pero no se sigue de (1.9).

Se puede dar un contraejemplo tomando:



-~ 19 -

eZn 1 P n
= q = u = He
Py 1+e§n > 1+e?n ’ n a,
-]
Asi, ¢ Pn claramente es divergente y
n=1
n
Ly >u = e2n
k=1

mientras que
LI pPp<cn
k=1 K

de modo que

2n n

e-(pl + p2 + ese + Dn) (UI + ”2 F oeee + un) s e-'n'3 = g

esto muestra que no necesariamente

e Py + Pyt eeetp) (g +up + or +up)

tiende a cero cuando 1a serie (1.1) diverge.

En 1926, Borel corrige este error haciendo la hipétesis adicional de

que q = 1-pi sea mayor que un nimero fijo ¢ para toda i. Asi, lzp.
i

es inferior a M = -%— , ¥ por lo tanto se cumple

Up+ g+ eeebtu <M (p +py+ e p)
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Por otra parte

l-p.‘ < e Pi

por consiguiente

Al,n < M (pl + p2 4 see & pn) e-(pl + pa 4+ see 4 pn)

S

y como 1a expresidn Sne‘ n tiende a cero cuando S aumenta indefinidamen

te, entonces se cumple que

Lim A = A, =0,
n o+ 1,n 1

.

Obviamente Al = 0 , generalizando el concepto de probabilidad total;
pero esta generalizacion, para Borel, carece de rigor.

Los casos A2 seren Ak"" se tratan similarmente. Para el cdlculo de
A, » si (1.1) es convergente, entonces Borel se fija en las sumas parcia

les -

y dice que A, es inferior a 1-5 . Tomando el limite cuando n tiende a in

finito obtiene
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ya que Sn tiende a uno cuando n tiende a #nfinito.

51 la serie (1.1) diverge, entonces Borel, no puede dar el mismo argu
mento ya que Sn = 0 para toda n. Tampoco puede usar su técnica de buscar
esta probabilidad en un nimero finito de casos porque no tiene sentido
preguntarse por la ocurrencia de un ndmero infinito de casos favorables
en n ensaycs. Borel justifica que Am = 1 de una manera esencialmente e-

quivalente a tomar

A =Lim 1-Sn = 1
® faw
como en el caso convergente. E1 argumento intuitivo alternativo que Bo--
rel da, es el siguiente: fija un nimero m y se pregunta por la probabili
dad que el caso favorable se presente mis de m veces en n ensayos: esta

probabilidad estd dada por
1- (AO,n + Al,n + oo + Am'n) n>m
haciendo tender n a infinito, obtiene que esta probabilidad es 1, ya que

:1:_11:'(," = Ak =0 para k = 0, 1,..., m
Comc m puede ser tomada tan grande como se quiera, entonces Borel concluy
ye que Aw =1.

Para ver que este argumehto es esencialmente el dado en el caso con--
vergente, denotaremos por B; al evento de obtener mis de m casos favora
bles en n ensayos, por Bm el evento de obtener més de m casos favorables

en un nimero infinito de ensayos y por B_ el evento de obtener una infi
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nidad de casos favorables en una infinidad de ensayos.

Borel con el argumento de arriba muestra que

. n
Lim P(Bm) =1

n -+
Y como B; es una sucesidn creciente tal que

g =y 8"
™ pemel M

entonces

(D . n -
Lim P(Bm) = P{ Lim Bm) = P(Bm) =1

n 4 o n-+ow
Sin embargo, este razonamiento no implica que

P(B) = 1

El hecho que la probabilidad anterior sea igual a 1 es una consecven-

cia de la aditividad numerable ya que la sucesion Bm es decreciente y

m m
Lim P{ p Bk) = P( Lim fi Bk) = P(Ba)
m-+o ksl m =+ o ksl
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Por 1o tanto

P(Bw } =1
o atternativamente
c. o o
B = U B
® mel M

PBE ) = P(U a;)
m=1

< © P(8S)
- m§1 m
= S

ms] ,m

Como Sm = 0 para toda m, se sigue nuevamente que
P(BS) = 0
y por 1o tanto
P(B) =1.
1.3 Caso_dependjente.
Borel desarrolla el caso dependiente en su articulo de 1912, como una

respuesta a 1a objecion que F. Bernstein hace de su aplicacidn de las:

probabilidades numerables a las fracciones continuadas. Esta discusién
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se desarrollard en detalle en el siguiente capitulo. Hemos querido presen
tar aqui el caso dependiente, para comparar inmediatamente sus similitu--
des y diferencias con el caso independiente. Borel modifica su caso inde-
pendiente a este que se presentard a continuacién con el lnico fin de po-
derlo aplicar a los resultados obtenidos en las fracciones continuadas.
Consideremos una infinidad numerable de ensayos sucesivos. Sea P, la
probabilidad del caso favorable para la prueba de rango n, 9, la probabi=
Tidad complementaria; Py ¥ G, sOD las probabilidades globales, es decir,
aquellas que se obtienen suponiendo que se ignoran los resultados de los
n-1 primeros ensayos. Cuando estos ensayos presentan alguna particulari-
dad (por ejemplo, los n-1 primeros ensayos han sido favorables, la proba
bilidad relativa al n-ésimo ensayo toma en general un valor distinto a
Po- Supondremos que este valor esti comprendido entre dos limites conoci
dos p; y p; diferentes, comprendidos entre O y 1, para cualguiera que
sea n.

Estaremos dentro del caso de convergencia si ambas series

son convergentes; dentro del caso divergente si ambas series son divergen
tes. Si 1a primera es convergente y la sequnda divergente, se estard den-
tro de un caso duqoso que dejaremos 2 un lado.

Mostraremos que para el caso de convergencia, todos los resultados que
hemos establecido anteriormente, suponiendo las probabilidades independien
tes subsisten. De igual forma, veremos que dentro del caso de divergencia

se seguirdn los mismos resultados obtenidos, suponiendo las probabilidades
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independientes.

Usaremos para este caso la misma notacidn que empleamos en el caso in
dependiente, desigﬁaremos por AO la probabilidad para que el caso favora
ble no se presenteljamés’ por Ak la probabilidad para que se presente k
veces exactaménte, por Am la probabilidad para que se presente una infini

dad de veces. Para demostrar que

+ aee + A+ oaes )

A, =1~ (Rg+ A k

Es suficiente mostrar que la serie entre paréntesis tiene como suma la

unidad, es decir, se puede escoger‘un nimero k de manera que se cumpla
S TRy AL+ e v A > Lee

stendo € arbitrariamente pequefia.

Denotemos Py = 9 Y por pyy la probabilidad para que el caso favora
ble se presente en el segundo ensayo dado que se presentd en el primero,
por pyg la probabilidad para que no se presente, con la misma hipétesis
en el primer resultado; Po1 ¥ p00 designaridn las probabilidades de caso
favorable y desfavorable en el sequndo ensayo cuando el caso desfavora--
ble se presentd en éllprimer ensayo. En forma similar se puede generali
zar la notacidn para los ensayos posteriores.

Se tiene evidentemente que

P1P13 * PoPqy = P
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P1P1g * PoPoo * 92

y de 1a misma manera

P1P11P111 * P1P1oP101 * PoPoiPolr * PoPoofoor * P3

P1P11P110 * P1P10P100 * PoPo1Polo * PoPooPooo = 93

y as1 sucesfvamente.

Ademds, se cumple necesariamente

Py ¥ Pyg =1

y de manera general

pQBY ese X0 + p('!BY e Al =1 ’

donde «, B, Y,...,A designan los indices 0 o 1.

Por hipétesis se cumple que

Pp S Pogy oo 21 S Py

para cada valor de n, no importando el valor que puedan tomar los indi-
ces &, B, v, » Al

Calculemos las probabilidades Ak para k=0, 1, 2,... tenemos que
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o ~ PoPooPooo *°°

1 © P1P1o”100P1000 *** * PoPo1PoroPolco ***
~* PoPooPoorPgoze ot vttt

Ry = P1P11P110P1100 **° * P2P1oP101P1010 **°
* PoPo1Po11P0110 °*°

ets 4 ere

* PoPo1Po10Poi01

Designemos por H4 . ﬂ4 v+« 10s productos de la forma

Ty = Pgo0oPoooooPoooncc
y de manera general,

(k) .
n, PagyoPasy0oPaBy000

se tiene

0 = PoPooPooo s *

L < P1PigP1oo "5+ PoPorPoto T PoPagPoy )
A < P1PyPyg A% PiPioPior TS BoPorPygy T4

(7}
Az < PPpPiny -
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Sea P4 el mds pequeiio de Tos productos n,. Las desigualdades anterio-

dan
Ag + Ay + Ay + A3 > PulpgPagPgag * == * P1P11Py1y)

ET paréntesis contiene los productos que corresponden a todas las po-

sibles combinaciones de indices, por lo tanto, es igual a
Pyt ag=1
Asi que
S4 = AO + A1 + AZ + A3 > P4
Esta desigualdad es evidentemente general, Se tiene de 1a misma forma
(1.10) Sk > Py
donde Pk designa el mds pequefio de los productos

M =P p p s ves
k™ Togap coeapg 0agap oo oy (0070q0p « oo oy 1000

Tenemos por hipotesis que

p < pr
ajap o0 oyl
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Py eee L =1
ajeg an10 - Togep ap.!

por 1o tanto

Pajay +++ aq.10” 1Pn

que conduce a 1a desigualdad
w0 m
m, > T (1-p)
k ek n
Si la serie ¢ p: es convergente, el producto
n

1 (1-p)

n=k n

tambi&n converge a un numero distinto de cero, (véase lema 1 en el apén-
dice ) por lo que podemos escoger el nimero k de manera que este produc-

to sea superior a l-e, cualquiera que sea e. De aqui que
Sk > l-g
que es 10 que se queria demostrar,
1
Para el caso de divergencia, observemos que, si la serie I Py diver
n

ge, todos los productos infinitos que figuran dentro de AO, A1""' son

nulos. Estos productos son de la forma

p= pGPGB ves pus ven ) e
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Y se cumple que

de donde

p . < l-p,
ay0, “n-1° n

Para cualquier Il de la forma

T = Pugy eev 2QPuBy =+ A00PaBy «++ 2000 °°°

se tendrd, segin lo anterior

me< 1 (l-pl)
n=k

Si 1a serie ¢ pa es convergente, el producto infinito
n
_I
I (1-p)

n=k

tiene un valor nulo, esto da

1.4 Andlisis del caso dependiente.

Esta nueva prueba de las probabilidades numerables, que Borel da, pa-
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ra el caso dependiente; usa de manera esencial la ley general de "proba-
bilidades compuestas” (en términos de probabilidades condicionales) cuya
expresion analitica es la siguiente: si denotamos por E=Ll si sc obtuvo

el caso favorab]e,.En=0 si se obtuvo caso desfavorable en el n-ésimo en-
sayo y denotaﬁos por x a 1a sucesibn infinita de ensayos; entonces, para
cualquier sucesibn infinita de ensayos x, la probabilidad que tenga valo
res iniciales fijos Ei=mi , donde m,= 0o lparai=1,2,..., n, estd

dada por

n .
PE ) Epmye oo sEpem ] = kE1 PlE e 1Eyomyae. B pomy ]

La extension numerable que Borel da a esta ley en 1912 se puede enun-
ciar de l1a siguiente manera. Sea x una sucesidn infinita de ensayos, 1a
probabilidad que x tenga los valores En+1=mn+1. En+2=mn+2.... , dado

que sus primeros valores fueron El=m1. E2= 2,...,En=m esti dada por el

n
producto infinito

o
o F [En+k="‘n+k ley=my.... ’En+k-1=mn+k-ﬂ

Borel muestra, aplicando directamente esta ley generalizada de probabi
tidades compuestas, que si I p; converge entonces dado € >0 existe k
n
de tal manera que
A

A+ o+ A > 1-€

0 k-1

se cumple. La suma Ag + Ay + === + AL, es el valor de la probabilidad
de obtener a lo mds k-1 casos favorables.

La desigualdad (1.10) se puede escribir como
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(1.11) A0+A1+- cetA, > igk p Ei=0] E1=m1, <ebp 1=mk-1'Ek=0' ves ,E,‘_l-'(ﬂ

donde escogemos el minimo de estos productos infinitos de los 2k que se

pueden obtener variando mj =001 paraj=1,..., k-1. Por hipdtesis se

cumple

(1.12) p‘{l < PEn=1]E1=m1,E2=m2....,En_1=mn__ﬂ< p;;

para cualesquiera valores de my = 0ol j=1,2,..., n-1 de {1.12) se

sique
l-p; < 1-P E;=1|E1=ml,....En_1=mn;J ;
(1.13) 1~p; < PEn=O|E1=m1....,En_1=mn-ﬂ

De (1.11) y (1.13) obtenemos
w
AgtAph soe +A, ;> 1gk (1-p%)

como I p; < «» , entonces se puede escoger k de tal manera que este pro-
i
ducto infinito sea mayor que 1l-€ como se deseaba, demostrando gque

A0+A+ ees +A P

1 k=1

En forma similar, si E p% diverge, de (1.12) se sigue que
i
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PE;O[Efm]....,En_1=mn_ﬂ< 1-p},
de modo que
I_— = = =3 = -
PLF" 0,E 4y 0,...,EM—O]El-ml,....En_l-mn_1 < (l—pa) .es (l-pﬁ)

Si tomamos el limite cuando M + «, nos queda

pEn=0'En+1=0' e, .En_1=mn~;] =0

Asi, todos los productos que figuran dentro de las expresiones para
Ags Apse-vs Ay son nulos y por lo tanto también estos GItimos valores,

obteniendose asi
Rg ¥ Ryt ot + A =0

para toda k.

En resumen, Borel obtiene:

Si ﬁ p; converge, entonces A0 + A1 + ase + Ak—l + eee =1,
{1.14)

Si X pa diverge, entonces Ao + A1 + eee + Ak-l + eee = Q,
n

o equivalentemente,

Si & p; converge, entonces A_= 0.
n
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Si 3 pé diverge, entonces A= 1.
n

En conclusidn, Borel en 1912 presenta una prueba de sus probabilidades
numerables mds general, basdndose en un nuevo método mds poderoso. (pro-

babilidad compuesta numerable.)

1.5 Lema de Borel - Canteilq.

ET1 resultado (1.14) fué conocido como la Ley Cero - Uno de Borel, es-
te resultado ha sufrido algunas generalizaciones a partir de su aparicién
en 1909. En particular cuando L p, converge, entonces A = 0; se ha eg
tablecido sin necesidad de recu:rir a la independencia entre ensayos {a-
tribuido a Cantelli) y los ensayos de la exposicion original de Borel han
sido cambiados por eventos en un espacio de probabilidad. Se conoce moder

namente a 1a lLey Cero - Uno de Borel como Lema de Borel - Cantelli.

Lema de Borel - Cantelli. Sea (n. B, P) un espacio de probabilidad, de mo
do que B es un ¢ -campo de conjuntos de Q y P es una medida aditiva nume
rable, no negativa y normalizada, definida en los conjuntos de B. Sean
Al' AZ""' An.... una coleccion de eventos en B,

(a) Si ¢ P(An) < », entonces P(Lim sup,, An) = 0,
n=1
(b) Si los eventos An son independientes, entonces

o finito
I P(A)= o si y sblo s P(Lim sup, An) = 0
e +o0 - - 1
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Donde Lim sup, An 2 NQI ngm An y Lim 1nfn = Ngl nEN An

-] -3 o
Prueba: (a) Sea A= U An. Entonces podemos escribir A = g By
N=1 n=N N=1 ’

donde BN = U An. Para todo entero positivo N se cumple, por subaditivi-
n=N
dad numerable,

P(B,) ¢ £ P(A)
R = on n

[~

como T P(An) < o , el lado derecho puede hacerse arbitrariamente peque
n=1

fio, escogiendo N suficientemente grande. De modo que

P(A) = Lim P(BN) = 0.
N

- m

(b) Supongamos ahora que los eventos A son independientes. Es obvio de

las definiciones que
(1.15; P(Lim sup, A ) = 1 - P(Lim inf_ A:)

donde Aﬁ denota el complemento de An.

Sin embargo

s s Cy _ 3 PO -TR " -
{1.16) P{Lim inf An) = Lim P( N An) =Lim I E P(Anﬂ

k » o n=k k o n=k

de (1.15), (1.16) y los lemas 1 y 2 del apéndice se concluye el resultado.



CAPITULO 2
Las Fraccicnes Continuadas

2.1 Genera1idadesl

Una fraccidn continuada es una expresién de 1a forma

(2.1)

en donde, para nuestros propbsitos, 3g» 3y App... SON numeros naturales.

Diremos que una fracci6n continuada es )imitada si tiene una expresidn de

Ta forma
(2.2) g + 1
1
a, +
1 1
ay * ————
N
2y

y es ilimitada si tiene una expresidn de la forma dada por (2.1). Podemos
desarrollar una fraccion ordinaria en fraccidn continuada limitada cuan-
do se efectuan, sobre el numerador y el denominador de la fraccién consi-
derada, las operaciones de bisqueda del mdximo comiin divisor. Sea por e-

Jjemplo la fraccidn

8645
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el miaximo comin divisor del numerador y del denominador estd dado por las

operaciones

3 16 25 7
8645] 2823 | 176 7 1
176 7 1 0

Escribimos, por 1o tanto

16 + .
25 + 1
7

Para simplificar la notacion conveniremos, desde ahora, en escribir la

fraccion continuada ilimitada (2.1) en la forma
(2.3) BO. 3, az....]

y la fraccidn continuada limitada (2.2) en la forma
(2.4) @O,al.azp..,an]

de modo que el nimero de términos que aparecen en la fraccidn continuada
limitada es igual al numero de simbolos entre paréntesis cuadrados.

Llamaremos residuo de orden k de la fraccidn continuada (2.4) a la frac

cién
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p
I - [ao, CIRIE PY ak] con (k < n)

De igual forma podemos referirnos a —gf y para cualquier k> 0, al re-
siduo de orden k de la fraccién continuada ilimitada (2.3). Cliramente
cualquier residuo, de una fraccion continuada limitada o ilimitada, es
una %raccién continuada.

Ademis, llamaremos a la firaccidn continuada

= { LI ]

el resto de la fraccidn continuada (2.4). Similarmente nos referiremos a

la fraccidn continuada

e © [ak, Aqr Qpprees T

como el resto de 1a fraccidn continuada ilimitada (2.3).

Por definicidn se sigue que para una fraccién continvada limitada
Cagr 2yr--r 3,1 = Dagaapeeecn g go g 1 (0 Sk )
y para una fraccibén continuada ilimitada
Cags 2y» 3s--- 1= Lags agseeer 3y 40 1y 1 (k >0).
Para k =0 y k=1 1los residuos son

Po
%

3
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p ana, +1
.__1:304--—:"-_:._(.).....1._.
QG 2 a
Tomemos
Py = 2 gy =1
(2.5)
Pr=3gy*1 5 0=

Asi, para k = 2

1
2olap ;) + 1

PZ ao(ala2 + 1)+ 2, (aoa1 + 1)32 + 3,
0, a + ; aja,F 1 a8, * 1
2
de donde

Py = (aoal + l)a2 +ag =Pyt aPy
Q =233, + 1 = Qg+ 30
Estas dltimas ecuaciones de recurrencia, motivan el teorema siguiente:

Teorema 1. Para cualquier k > 2 , las siguientes férmulas de recurrencia

se cumplen

Pk = Pre2 * 3 Prar
[2.6)

Pk=°b2+aﬂb1 .
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Prueba. Para k = 2 las formulas (2.6) se cumplen como hemos visto ante-
riormente. Supongamos que el resultado es vdlido para toda k <n, por lo

tanto, se cumple que

Pn-l Pn-3 * an-lpn-2
Qn-l Q-3 * an-lqn-Z
y en.consecuencia
b Paat @t P,
n - n

— 1 A Y
Ot o, '3;' Q.2

_ 'n=2 * an'(pn-3 + an-lpn-z)
Q-2 * 33 (@ 3+ 35405)

n-2 t anpn-l

Q-2 * 330
esto demuestra las formulas (2.6).
Teorema 2. Para toaa k> 1 se cumple
(2.7 Pa® - P Qg = (D

Prueba. Calculemos el determinante Dk siguiente

k-1 Pk Pl Pra2 P

o
~
n
i

Q1 % Qo1 2 v 0



k-1 k-2
- = k-1
U1 %2
y de.(2.5) se obtiene
a0 aoal + 1
Dl = = _1
1 3y

combinando estos dos resultados, resulta que
0, =P, 0, - PQ = (1)K
k k-17k kK'k-1 *

Como consecuencia inmediata de este resultado, se sigue el siguiente coro-
lario.

Corolario 1. Todo residuo de orden k de una fraccidn continuada es irre
ducibie, es decir, Pk y Qk son primos relativos.

Prueba. Cualquier divisor comiin de Pk y Qk también 1o es de Qkpk-l S
Pka_l, pero de (2.7), este divisor es la unidad.

- Por lo tanto, Pk y Qk son primos relativos.

Teorema 3. Para cualquier sucesidn ags 1 dps0es de nimeros naturales,

la expresidn

Pk )
—Q_'= [ao, a;s az....,ak]
k

tiene un 1imite cuando k ~ = .
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Prueba. Dividiendo 1a ecuacién (2.7) entre

kel (-
Q  Qear % Ky

de la misma manera

Pe1 P2 (-1)k-2
%1 -2 Q-1 Ok-2

hasta Tlegar por Gltimo a

P p

1 .0 _ 1

Ql QU Ql QO

-Q, Q,_, obtenemos,

sumando miembro a miembro todas estas ecuaciones y pasando al fi-

nal Po a1 sequndo miembro , se tiene .

a0t 1.1

& Q% QP0G 00 00y

s 4 .

k-1
PR ) § Ml
Q-1 O

de manera que el k- ésimo residuo es 1a suma de los primeros k térmi-

nos de una serie alternante de término general

(-1 )n-l
1

n- n

para demostrar que esta serie es convergente, tenemos que :
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Q= Qo * 3y Oy

202 % Qg

asi

Qo1 > Uz

por lo tanto

%> 202

y finalmente

O Q1 > 20y Qp s

por consiguiente , el valor absoluto de un término cualquiera es infe-
rior a la mitad del término precedente.Esta serie es por lo tanto, conver-
gente y su suma es el limite de —;E cuando k + o , .

l.a relacidon (2.8) muestra que el valor de la fraccidn continuada i1i-
mitada estd comprendida entre dos residuos sucesivos, 1os residuos de or-
den par son inferiores a la fraccidn continuada ilimitada y los residuos

de orden impar son superiores.

Teorema 4. A todo nimero real positivo x le corresponde una fraccidn
continuada dnica cuyo valor es este nlmero . Esta fraccidn continuada. es

Timitada si x es racional e ilimitada si x es irraciomal.
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Prueba. ODenotemos por ag el mayor entero menor o igual a x . Si x no

es entero , entonces se puede escribir

= 1
x=ag+

"1
claramente r > 1 porque

1
—— = X - 3. <1
" 0

En general denotaremos por a, el entero mayor , menor © igual a "n (si

r, no es entero ) : el nimero rn_l‘esti determinado por la relacion

Este proceso puede continuar hasta algdn ndmero r, entero con r, > i

(m>1)
Si x es racional , entonces claramente 10 son todos los T - Es facil

ver que en este caso el proceso terminard despuds de un nimero finito
a

de pasos . Si por ejemplo , S Th entonces
n=2% = . -bba‘n = g <1
"'n=8 ~ rnil
conc<b N

y por lo tanto



(suponiendo que ¢ + 0, es decir que r_ no es un entero ) .

n
De aqui , e+ tiene un denominador menor que.r, ; asi después de un nu-

mero finito de pasos deberd 1legarse a un entero fn = 28 - En este caso

el nimero x estard representadoc por una fraccidén continuada cuyo Gltimo
elemento es a, =rpcon rp > 1.
Si el nimero x es irracional , entonces los T también 10 son y nuestro

proceso continuard indefinidamente. Escribienio

Pn )
SR ETITE NN
sabemos que
p +r P
x = n-2 n ' n-1
Qn-2 * T Qn—l
Y
Pa _ Pno2 * 30 Py ”
) =
n On—2 ta, Qn-1

asi, tomando la diferencia entre estos dos nlmeros ,

pn n-1 %n-2 = Pn.2 ooy ) n " )

(p
*o Qn i 7?Ivrn Qn-l * Qn-Z ) 3 Qn-1 + Qn-Z )

y sacando valor absoluto obtenemos ,

P

. 1

X - < 4

! Qn I ( "n Qn-l * Qn-2 3 ®n Qn-l + Qn-2 )




<1
QE
n
Por 1o tanto ,
Pn
. cuando N+ ® ————— 4
Qn

Claramente, esto significa que el valor de 1a fraccidn continuada infi-
nita [ ag, a3y 35 ..n 1 esx.

Hemos demostrado hasta aqui que el nimero x puede siempre representarse
por una fraccifn continuada , ésta termina si x es racional y es infinita

si x es irracional . Sélamente resta mostrar que el desarrollo obtenido

es dGnico.

Sea x= [ag, a5 2, ... F = [ag. 2], a3,...7,

donde estas fracciones continuadas pueden ser limitadas o ilimitadas .
Denotemos por [ o 1 el mayor entero que no excede al nimero a . Es cla-
roqueajg=[x] y ad={[x1],porlocual ag=ag Supongamos va-

lido que a% = a; para toda i=0,1,...,n, entonces tenemos que

s
-

para i =0, ..., n



- 47 -

Tot1 Pn t Pn--l= "nr1 Pn T Pry - Mo+l Pn ¥ Paay

L] i 3 -2
Pael B0 * Onop Taen On F 001 M1 Qp + Oy
se sigue que r = rr g veomoa = [ or Ty oan, =gl
entonces aj,, = 3.,y es decir , las dos fracciones continuadas son idén-

ticas.

2.2 Aplicacidn de Borel de las probabilidades numerables a las fraccio-

n ad

Consideremos la fraccidn continuada ilimitada

X = 1
1
+
a1
dn +
2
+ 1 -
4t
Para simplificar la notacidn escribiremos ‘ -

x = [a5, 35, ... ]

Nos proponemos buscar 1a probabitidad P,i g para que a, sea iguat al ni-

mero k . Aqui Py &s Ta medida del conjunto de los nilmeros comprendidos
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entre 0 y 1 para los cuales a; es igual a k*.
Se cumple evidentemente, puesto que a4 varia desde uno hasta infinito
que,
w
' kfl Pik~ 1.
Calculemos pi,k para los primeros valores de i. Para que a, sea igual

a 1a unidad, es necesario y suficienle que x cumpla con

y asi, x deberd estar comprendido dentro del intervalo (-%— » 17, La pro

babilidad buscada es igual a la longitud de este intervalo

N N
Pra~t-7 =

De igual manera, ay es igual a 2 si x verifica la doble desigualdad
ERPPES

Por 1o tanto

* Ya que Pi,k o5 la unién numerable de intervalos ajenos; aquf Borel, estd
pensando la probabilidad pi,k como una medida, esto es, si un conjunto
de puntos en el Intervalo [0,1] estd formado por los puntos de una infi

nidad numerable de Intervalos sin partes comunes, su medida es por definl

cidén, la suma de las longitudes de estos intervalos
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En forma general, 2 es igual a k si cumple

1 1
—E:r-< X < <

y por lo tanto,

I S W
PLk T Tk T TR SV
ademds se verifica
I py,> & = I (- —ioy =l
ka1 Lok ey KORIT o TR T TR

Calculemos ahora las probabilidades relativas a ay. Supongamos primero
que a, es igual a n, si ap es igual a k, x estara comprendida entre las

*
fracciones

[n,k] y [ n,k+1 ]

4e5 decir, dentro del intervalo de longitud

1 1 1
" A el [ennen] Gesd

* Obsérvese que aqui se¢ esti pidiendo que se cumpla simultineamente que
aj=n vy a,= k . Para ver que las fracciones continuadas que cumplen
con ambas condiciones estdn entre [n,k] y [n.k+l] , obsérvese la demos-
tracion del teorema 3.
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;‘n representa la probabilidad que 3, sea igual any a, 2 k. Es suficien

te, por lo tanto, hacer la suma de los nimeros A, para todos Tos valores

de n=1, 2,... , para obtener el valor de Po |-
Tenemos que
Pkt i ) s T .
2,k k{k+ 1
WD nal (e S0 e ) k(D)

tomando Ak = X 1 1
el (n ot =Eln d m)

-~
E1 nimero Ak es inferior a la suma de la serie ¢ —12- » Suma que es i~
2 n
gual a —g—— , ¥y superior a

@ - 1

2
1 hid

bX g —_— -]

n=1 (n~l-1)(n<i—§—I ) > n£1 (n+ 1)2 6

2 2
Por corzlsiguiente. A, estd comprendida entre Ty —Té—— -1 y tiende

6
hacia —’é— cuando k aumenta indefinidamente. A consecuencia, para valores
grandes de k, la probabilidad Py | & mayor a ta probabilidad Py g3 por
) +

el contrario, se tiene, para valores pequefios de k,

P2,k < P1,k

Busquemos ahora, 1a probabilidad para que se tenga a5 iqual a k si su-
ponemos a, igual a ny a, igual a n'. Para que esto suceda x debe estar

comprendida entre las fracciones continuadas

[n, n', k+1] y [nan'y k]
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n'(k+1) +1 < x < n'k +1

{nn' + 1)(k+1)+n “ (nn' + 1)k +n
por 1o tanto, x estd dentro de un intervalo de longitud

1
[(on* + 1){k +1) +n] [(nn' + 1)k + n]

y la suma infinita sobre todos los valores posibles de n y n' nos da el

valor buscado

-] (-]

1

Pyp=s——— < I n
? k(k + 1) n=1 n'=1 (nn* + 1 + —WI—-)(nn' + 1+ —%—)

esta serie doble, comparable a la serie

[T -]
A s
n=1 n'=1 n"n'
es convergente.
E1 método hasta aqui empleado, nos da un medio tedricamente simple pero
poco comodo, para calcular las Pi sucesivas, sin embargo, usando algunos
de los resultados de la seccion anterior podemos proseguir con nuestro es-

tudio.

La condicion necesaria y suficiente para que a, sea igual a k, es que
x esté comprendida entre las fracciones [al, Bpse-ey B 1s k]ly

[a;s a5s..-5 8, _;s k+1 Jo equivalentemente entre
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1 1
Paz * (2 g+ 5P, Pro3 * (3 * 7P

1 1
Oz * LA * 102 Gz * (an_1 * g )Qn-Z

que podemos poner como

P, % kP

n-2 n-1 y Pn-2 * (k+1)Pn-1
RN
. n-2 n-1 Q.2 + (k10

este intervalo tiene una longitud

;o] Pr2t ¥a  Prg t (KHIP,,

Qn-Z * an-l Qn-Z * (k+1)0n-1

teniendo en cuenta la relacién (2.7) se sigue

Pn-29-1 ~ Pr1ln-2 1
y
1, = L
L5
(Q,p * KQy_1)(Q, 5 + (k+1)Q, )
o
T ® — i)
2 ne2 n-2
Q. (k+ Wk + 1+ ——=)
n-1 -1 01

La suma de las longitudes de todos los intervalos que se obtienen para
todos los valores posibles de 3y Bpserey B 1 ©S 1a probabilidad Pn,k *

De 1a misma manera Pn ksl O la suma de todos los intervalos de longitud
1

1
1 =
k+l Q Q
2 n-2 n-2
Qoylk + 1+ gk + 2 + 2

n-1
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La razdén de las longitudes de dos intervalos, correspondientes a un mis

mo sistema de valores de al, Bpaeces Ay qy €S

Q
k + n=2
Vrl )
T - Q
k K +2 4 n-2
n-1

Para un valor k dado, esta razon satisface la doble desigualdad

Tl kel

T, < %R

(2.9) o
ya que la razén —gﬂ:g~ varia entre 0 y 1, independientemente de los valo
n-1
res posibles de a;, a5,..., a,_; (esto se¢ sigue de la férmula de recurren
cia (2.6)). )
Multiplicando (2.9) por ]k y sumando para todos los valores posibles de

8yy 2550005 AP ¢ obtenemos

k k+]
2 Pnk < Pnk+l € k¥ Pnyk

y equivalentemente

k Prok+l  ktl
k2 < Pr.k < k+3

Se obtiene por lo tanto, por recurrencia

(k=1)(k=2) +.- 2.1 Pk < K(k=1) oe0 3.2
(K¥1JK <=+ 443 Pal (K+2J(KFI) v« 5e8

es decir
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(2.10) 2 P,k 6
KUT) < 5, “TOeI(@2T

y utilizando la relacién

(2.11) ERLREE
obtenemos
L p
k;l ARy <5 Rl T
= n,l k=1
es decir
2¢ pntl <3
finalmente
(2.12) _313_ <Ph,1 ¢ _%“

Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (2.10) y (2,12), obte

nemos

2 3
(2.13) TIRHT < P,k S TR

Si hacemos k = 1 en esta (i1tima doble desigualdad, obtenemos (2.12),
asi la desigualdad {2.13)-es general.
La probabilidad para que a, sea superior a k es iqual a

Ok ® Prgktl T Poyke2 ¥ 0t
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De (2.13), Qn K satisface la doble desigualdad

o

2 1 by 1
—— < < 3
3 \)Ek"'l \)(\l"‘I) Qﬂ.k v£k+2 \)(U"’I)

Q
2__ g <3
3(k+T) n,k k+2
Sea ¢(n) wuna funcidn creciente de n, tal que la serie
hs 1
2.14 z
( ) Z e

sea convergente. La serie

«©

bt
n=1

Qn,qs(n)
es también convergente. Se concluye la proposicidn siguiente:

Proposicion 1. (Teorema de las fracciones continuadas) Sea ¢(n) una fun
cion tal que la serie (2.14) sea convergente, la probabilidad para que se

tenga, para una infinidad de valores de n
a, » ¢(n)

es igual a cero. Dicho de otra manera, existe una probabilidad igual a uno

para que se tenga, a partir de un valor finito de n:

a, < ¢(n).
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Cualquiera que sea la funcién &(n) tal que 1a serie (2.14) sea conver-

gente, existe una funcién ¢(n) que satisface la misma condicién y cumple

Lim n)
el —%—L‘& = O

de donde se concluye que, si la serie (2.14) es convergente, existe una

eon

probabilidad igual a uno para due se tenga

Lim 2n

e “H(ny 7 O

Si 1a serie (2.14) es divergente, no se puede afirmar que el limite ante-

rior es igual a infinito, pero se cumplird la relacién
T s
Lim = o
$in)
donde Tim denota al 1imite superior de una sucesién.

. 2.3 Andlisis de la aplicacidn de Borel a las fracciones continuadas.

La sec¢idn (2.2) es la exposicidn que Borel da de su capitulo III en
el articulo de 1909. Una observacion importante que podemos hacer de esta
exposicidn es 1a siguiente: E1 conjunto de nimeros x e€[0,1] que satis
facen a“(x) = k es una unién de intervalos y no es por si mismo un in--
tervalo. La longitud de cada uno de estos intervalos (que Borel 1lama 1k)
se calcula en términos de Pn = Pn(al‘ CPYERRR an) y Qn = Qn(al’ az,...,an),

esto 1o podemos ver poniendo 1a doble desiqualdad (2.9) en la forma
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k. P [hl=m1, Ax%Mgy vy B (M0 1s an=k+1J‘ kel
k+e k+3

P [61=m1.a2=m22...,an_1=mn_1.an=k 1

donde los m; son enteros positives fijos, si multiplicamos esta desigual-
dad por P[}1=m1, 8y Myseens Bp 15M. 15 an=k 1 v sumamos sobre todos los

valores posibles de Mys MyyenosmM o obtenemos

n-

k K+l p
k72 Pk S Po,kel € TRE3 Mk

Esto se sigue, puesto que,

L] -] o

mlfl m2§1 Yy mn_§=l P[§1=m1...., an_1=mﬂ_%. a =k ]= P[;n=k ]
ya que en este ¢aso Borel si estd pensando a la probabilidad como una me-
dida, per lo tanto, la aditividad numerable puede ser usada sin ningin
problema.

La exposicion de Borel refleja una gran habilidad en 1a manipulacién
de las fracciones continuadas y de una manera bastante ingeniosa, constru
ye una sucesién de ensayos y asocia caso favorable o desfavorable escogien
do una funcidn entera fija ¢(n) y definiendo para cada fraccidon continuada
{limitada x, el n-ésimo ensayo favorable o desfavorable si a, > é(n) o

% < ¢(n) respectivamente. Asi, Borel ha asociado a cada fraccibn continua

da ilimitada un ejemplo de una sucesidn infinita de ensayos, donde cada en
sayo Unicamente tiene dos posibles resultados, entonces aplica su Ley Cerp-
Uno (seccidn 1.1} a esta coleccidn de sucesiones de ensayos.

De su resultado sobre A_ Borel concluye:

P'{an(x) > ¢(n) una infinidad de veces }'= 0o 1



- 58 -

: . 1 . . .
E .
dependiendo si Yy converge o diverge. Adicionalmente, hace una mejor
observacién; si ¢ _—%rﬁy converge, entonces existe una funcidn entera

Y(n) tal que Z—EK%T— converge y se cumple con klz -%{E%-= 0. Alternati

vamente, si I _E%FT diverge, existe una funcidn y(n) tal que ¢ —E%FT

Lim n) .
Y )

Se sigue de la formulacion original aplicada a y(n) que el teorema pue

o

diverge y se 6umpfe con

de ser formulado como:

P'{fﬁﬁ-jsﬁ}y =0}=1 i ¢ —;%ET converge
- n 1 .
P {Tm ol 2w} =1 si b ST diverge.

La aplicacidon de 1a ley Cero-Uno que Borel hace en las fracciones conti
nuadas es errénea. La ley Cero-Uno fue obtenida (1909) considerando los
ensayos independientes, pero en el caso de las fracciones continuadas los
ensayos bajo consideracidn son dependientes, {esto se puede ver de manera
clara tanto geométricamente como algebrdicamente. Un ejemplc de esta depen
dencia fue dado por F. Bernstein y lo reproducimos en la siguiente seccidn.)
Ta conclusion A, = O puede justificarse con la generalizacidén de Cantelli
siempre que p, sea convergente. Sin embargo, el resultade A, =1 si
z Pn diverge,nrequiere una generalizacidén distinta de la discusidn de Bo-
:el » original, del caso divergente. La generalizacidn requerida del resul

tado A_ =1 fue dado en 1911 por Felix Bernstein,

2.4 Critica de Felix Bernstein a los resultados obtenidos por E, Borel

acerca de las fracciones continuadas.
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Felix Bernstein en su articulo de 1911 establece algunos resul tados
concernientes a las fracciones continuadas. A continuacidn hacemos una ex
posicidn de estos resultados.

Sea k un entero positivo tal que k > 2. Si para los valores fijos

a3 3y4eees 3

(2.15) a, >k,

y por otro lado A4y PP p = 1, 2,... variables, entonces las fracciones

p
continuadas ilimitadas x estdn dentro del intervalo cuyos puntos extremos

son las fracciones continuadas 1imitadas
[hl. P IRRENL 1y L PRL YRR a1k ]

‘de Tongitud

1 - Pn-l _ Pn - 1
nk Qn-l Qn l Qn-lon
- 1
Qn-l(kon-l + Qn-e)
es decir
(2.16) 1, = !
. Rk + o)
n-1 On-1
de modo que
On.2
1+ =0
j‘nk . Oon-l
nl P n-2



de modo que - Q.o
]nk Qn-1
]nl K+ n-2
n-1
y como
: Q
0« Q“'Z <1
n-1
entonces
R 1
min 1+ x nk max 1+ x
Oc¢x<1l kFrx* ln1 ‘0 <xe¢l k¥x

cuyos valores extremos se alcanzan en los puntos extremos que son x = 0
y %=1, Es decir, se tiene

1. Tnk 2
(2.17) i bl
n
Andlogamente se tiene para a, < 3
1, -1
(2.18) t;i < n11 ; nk < k;l
n

Si multiplicamos las desigualdades (2.17) y (2.18) por ]nl y sumamos
sobre todos los posibles valores de 3y Bpreees By g s obtenemos

1 2
(2.19) % F ot < F e e < E
Pero T 1]n1 estd tomada sobre todos los valores posibles de a; para
if=1,...0 n-1 por lo que esta suma es igual a la longitud de todo el

intervalo 0,17 y %: iVnk € ioual a P[an > & ] asi que, obtenemos

(2.20) _lk—- <P, 2k] <_k%1_
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en forma andloga podemos obtener la desigualdad

(2.21) b o, < g < KL

Ahora en {2.19) cambiemos la primera npor n>n y pongamos k en lu-
gar de k; tomemos luego la suma sobre todos los posibles valores de LIPS

1.

s ag_; pero manteniendo siempre a, 2 k, de modo que la suma E ilh1 oS
\ E

obviamente idéntica a P[arl > k] y obtenemos

1 -
(2.22) - Pla, > Kl < Pla, 2k , a5 > F]< EZ+1 Pla, > K]

andlogamente
(2.23) KL pfa <kj<Pla <k, a-<k <KL ph <y
) k+1 n n Ton k n

De {2.20)}, (2.21), (2.22) y (2.23) nos da

1
k

<P|:an>k,aﬁ_?_ﬁ:[< E'l_i‘_];.

- Eook

.
|3

Este procedimiento puede ser empleado de manera general para mostrar

que la probabilidad de que se cumplan simultdneamente las condiciones

1 1 - 2 2
(2.24) <Pla_ > k. .00y 2
kr‘l k"z k"r ny n Np = "M (kn;l) (knrﬂ)




- 62 -

Y similarmente

- 2
(2.25) (1 - —=20) eee (1 -—=2-) <Pl <k ,...,2 K
kn1+I '?nr+f L n Sty n. < n. ]
<i--b e a-
nl nr

Luego, si ¢(n) es una funcidn mayor que cero y {ai } es una subsucesién

n
de 1a sucesidn de denominadures y ponemos

a; < p{n)
in

en vez de la condicion a; <k, entonces de (2.25) *enemos
n’ )

n4p ntr
] 1
e I < PRy, < olmheen gy o] <« 1 (L - =5y

ntr

o -+
. 1
-Si —ERET converge, entonces tam)Ie: l ¢(n T €S convergente
) - n
y ambLs productOS vfn (1 éT'“ )y vgn (1 _ETGT;T) son distintos
de cero.

o

. . 1 : s 1
Si contrariznente g diverge, entonces §1 (1- —~———7ﬁ =0
n=1 ®N) I v=n $lv
Por 1o tanto, concluimos con el siguiente teorema

Teorema 5. Una condicidn necesaria y suficiente para que se forme una pro
babilidad distinta de cero cuando 4(n) es cota superior o inferior para la
subsucesion de denominadores (an} , tomada a partir de ciert2 n, radica en
<« <«
: 1 .s . 1 .
la convergencia de . 51 por el contraric, diverge
g A O RO} g

hay una probabilidad igual a 1 para que la d¢siqualdad de acotamiento se
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rompa una intinidaag de veces.

vespués de enunciar el teorema anterior, Bernstein dice que el resulta
do A =0 si I —T—T converge, de Borel, esta en contradiccidon con Ta
primera parte del teorema 5.
-" La razdn de la contradicci6n tiene una importancia princi-
pal que queremos hacer notar explicitamente.
Consiste en el éiguiente hecho:
Para nuestra probabilidad geométrica no vale la indepen-
cia de los casos particulares.
Para ello, basta construir un simpie ejemplo. Denotemos
por ,p; ¥ 2P 2 la probabilidad que se tenga a = 1 vy
ay = 2 respectivamente y por p11 » Py 2 1a probabilidad que
se tenga 3 = 1, a, = 1 vy a = 2, 8, = 1 respectivamente,
de este modo si se aceptara la independencia de los casos par

ticulares deberfa suceder que P11:Pa1 = 1P1i2P)

b, = | S 1 - L
11 1 6 °
l+y 1+

P21

S 1.
P15 70 " L T T2
_ 1 1 1 " .
P =g - 5T C - F. Bernstein (1911: 431)

Hay dos puntos esencialmente importantes en este trabajo de Bernstein.

El primero es su concepto de probabilidad ge?metrica Bernstein 1lama

Tk 'nd " Tnk
probabilidad geométrica a las razones —755 de las desi--

nl 'n1
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gualdades (2,17, y {2.18). Si introducimos la notacién
P[an.3 k| R . 1
1a cual denota, 15 probabilidad condicional de que a, > k dado que

ai(x1=mi para 1 = 1,2,...,n-1 , entonces (2.17) y (2.18) se pueden

escribir como

; 1 - . 2

(2.26) T Pl 2kl Ay em ] < i
k-1 . . k-1

(2.27) T < P[an < k] al'ml""‘an-l'mn-i] < 3

respectivamente ya que

1
nk = =
-—f;‘—l— P[anikl al ml,...,an_l mn-l]
Y
Tny " ok =Pla, < k| a,=m a_ .=m_ ]
|n1 n 11 “n-1 "n-1

de donde se obtienen las desigualdades globales (2.20) y (2.21) como pro-
medios pesados de (2.26) y (2.27).
Las desigualdades (2.20) y (2.21) pueden compararse con las obtenidas
bor Borel
2 3
. —3tkery < PBg > K < g

k:l < P[an f_k] < 3k:l

La distincion entre &stas y las desigualdades de Bernstein (2.20) y
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(2.21} es esencial porque Borel no ha calculado cotas para las probabiii

dades condicionates, solamente para probabiiidades glubales. Como es de
esperarse, 1as cotas de Bernstein limitan mejor los valores reales de es-
tas probabilidades.

£l segqundo punto importante en este trabajo,es el ingenioso argumento
que Bernstein da para obtener las desiguaidades (2.24) y (2.25). Parte
de la desigualdad (¢.1Y) tomando A por n y k por k. Escribiendo esta de-

sigualdad en la notacion anterior, nos queda

1 g - - T . - -
< Plag 2 taag y=me_jseo0ap=my] < Plag > Roaz j=me i,...,2p=m]
<—2_pla- > 1,2z =m- aqy=m,]
PO b W S LA R
se sigue que
L g e T oeee T o PR->1 acemy, 1< <h-l])
koomy= m. =k me_y n-= P =
-] o© o0
< mlgl vee mngk el P[aﬁ 2 kagmm, 14 ¢ =17

de donde obtenemos

=Pl 2K <Pl 2k 552 K] < Rfl pla, 2 k1

y usando (2.20) nos queda
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—-1—-——1—<P[a > k a->E]< 2 2

Rk n="'"n= B+l kel
De manera semejante se puede obtener

k-1 k-1 -1 kel

<P[an<k,aﬁ<E]<

. k+1 k+1 k

Una manera alternativa y mds conveniente de usar este argumento de Berns
tein para obtener en forma general las desigualdades (2.24) y (2.25) es la
propuesta por J. Barone y A. Novikoff. De la ley de probabilidades compues

tas
(2.28)  Play=m.....a=m ] = Pl =m | a;=m;,2 <1 < n-1 ]
-+ Plagem, | aj=m ] Pfa =m, 1

). Fijemos my My,

denotemos el producto a la derecha por I (ml.mz....,mn
n

ceesMply Y sumando ambos lados para todos los valores posibles de m, var

riando desde un limite inferior fijo hasta infinito. Si el 1imite inferior
es 1, ambos lados se simplifican y el resultado es la afirmacion original

con todos las referencias de a, borradas, envolviendo nfl en el lado de

recho. Si el limite inferior es algin entero kn >1, el lado derecho

queda
P[afml""'an-l""mn-l‘an >k ]

mientras que el lado derecho de (2.28) es igual al producto de I por
n-1
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PR 3_kn| ay=Mm;,. .. .2 1=mn_1] y utilizando (2.26) nos queda

n e

1 . .
Ky B« Plgmg s 1 4 <n-1, 3y 2kl <5 om
n-1 n n-1

En forma similar estimamos I sumando scbre mn—lde algin 1imite infe
n-1 -

rior k _, @ infinito, quitando 1a referencia a a__; si k. ;=1 o también

n-1
obteniendo

—2__ q
n-1 n-2 n-1 kn-l+l n-2

si el Timite inferior k _; >1 . Procediendo de esta manera y suponiendo

que a ,anz....,an tienen limites inferiores knl’knz‘“"kn 1legamos a

n

1 r

Ta desigualdad (2.24), donde los indices intermedios ausentes corresponden
a sumas con 1imite inferior igual a 1. De manera andloga podemos obtener
1a desigualdad (2.25).

Para obtener el resultado de fracciones continuadas de Borel, es sufi

o

S . . 1 .
ciente sustjtun- en (2.25) ¢(n) por kn' Si nfl ~5(a7 diverge,
P[av < ¢(v), vem,n+l,...] = Lim P[av < ¢(v}, w=n,ntl,..., 1] = O.
o

que es precisamente el caso A_ de Borel.
(-]

. 1 :
Si I Ol converge, entonces (2.25) afirma que
n=1 ¢(n
PR, < ¢(v), vwn,n+1,...7 = Lim P[a_ < ¢(v}, v=n,n+l,...,¢]
v Fxo v

es positivo (menor que 1) y estd acotado entre los valores
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® 2 @ 1
ﬂn(l-m) y H(I-W)

u V=R

En este caso para obtener el resultado de Borel, es necesario calcular
la probabilicad que a, <p{v) se cumpia, esto es, la propabilidad de la
unidn de 1os conjuntos {av < ¢v)y v >n }sobre toaos tos valores enteros
de v, esta provabilidad es uno ya que para valores muy grandes de n los

productos infinitos anteriores tienden a 1.

2.5 Respuesta de Borei a la critica de 8Sernstein.

Vespués de que Bernstein critica los resuitados ue Borel (mustrando
que sus resuitados de probabiiidades numerables no podian ser aplicados
a ias fracciones continuadas por dependenctid entre ensayos) y pone en
duda et caso convergente, asegurando que ia probabitidad a, < ¢(n) se
cumpla de alguna n en adelante (significando a, < ¢(n;,an+1 < ¢yn+l),. ..
para aiguna n dadda) es positivo perc menor gue uno. Borel responce en su
articulo de 1912 insistiendo que su resultado fue correcto, esto es, A,
es cero o0 uno en el caso que ia fraccidn continuada este de acuerdo con
que Z —3%57 sea convergente o divergente. ta respuesta dada por Burei en
1912 es 1a ya expuasta en la seccion 1.3y 1.4 donde nuevamente situa
sus argumentos en ia generalidad de su Ley Cero-Uno, es decir, en el es-
pacio de todas las sucesiones numeraples de ensayos con dos casos posi-
pbles: favorabie 0 desfavorable; mientras que sernstein se ha concentrado
unicamente con 1as aplicaciones a las fracciones continuadas.

Borel dice que no existe ninguna contradiccidn entre sus resultados
obtenidos en 14909 y los de sernstein, argumentando la anglogia existente

entre sus férmu]as {de la (2.9) a 1a (2.13)) con las obptenidas por Berns
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tein. (ae la (2.17) a Ta (2.21}). La diferencia esencial entre ambos con-
Juntos de térmuias es que Bernstein maneja explicitamente ia dependencia
mientras que sorel nu. Es mas, Borel admite que existe depencencia entre
ensayos aunque tampién arirma que no invalida su resuitado y gue 1a nueva
demostracidn (seccidon 1.3) no difiere sensiblemente de la original

La nueva prueba de Borel, ahora si, demuestra los resultados de frac-
ciones continuadas obtenidos en 1909 puesto que explicitamente se esta
adnitiendo la dependencia entre ensayos.

Una observacion muy justa que borel hace en 1412 es que er resultado
que Bernstein pone en duda, puede ser deducido .de ios cdicuios misnos ge

Bernstein; la desigualdad

n _Q{_}——(b:;} <Pla, < <:>(n),an+‘1 <¢(ntl),... Jen (1 - _‘b%;)_)

v=n V=N

muestra en efecto yue si n es tomaua bastante grande, Jos productoes infi-
nitos que alli aparecen tienden a uno; que es la misma medida el vonjunto
de log puntos para los cuales la desigualuad &, > ¢{n) no se verifica
para un numero finito ue valores n, es decir, deja de verificarse a partir

de un valor de n suricientemente grande (no fijo de antemano).



CAPITULO 3

Extensi6n del Lema Borel-Cantelli

E1 objetivo princip_a1 de este capftulo es la presentacién
de la extensidn del Lema de Borel-Cantelli y su uso para obtener los
resyltados de Borel en 1o que respecta a las fracciones continuadas.
La exposicién que se da de esperanza condicional y martingalas es
Unicamente 1a necesaria para llegar a la extensi6n del Lema de Borel-
Cantelli y est8 tomada de las referencias [ 33 y[(15]. Para una ex
posicifn mds detallada y completo de estos temas véase las referen-

cias antes citadas.

3.1 Esperanza condicionail

Sea (Q,L, P} un espacio de probabilidad, esto es ; g un
conjunto no vacio, L un o-campo de subconjuntos de n , P una medida
definida en | que satisface P(Q)=1. Sea A un evento fijo en [ tal

que P(A) >0. Entonces

P{'M}:'E%ADTA)'

es una medida de probabilidad en (Q,L), de modo que la terna (Q,L,
P {+-]A)) es un espacio de probabilidad.
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Sea X una variable aleatoria definida en (Q,L,P) tal gue
EX existe. Claramente X es integrable con respecto a P{<|A) en

Definimos,

(3.1) E(X[A}= [ XdP{+|A}
. f

en en este caso E{X|A} se conoce como la esperanza condicional

de X dado A.
Como

P{-|A}=0 es Taclase  {LNAS : Ley}
y

P (- |A) =p—%-ﬂp (-) eslaclase (LNA:Lel}

podemos reescribir (3.1) como

(3.2) E(XM}=5—(§W ’ XdP=F-(1m- E(X,,)
A

donde Xy es la funci6n indicadora del evento A. En particular para
X=u;L para L ¢ L, se cumple
_ P{LNAY
E{szlA)- PTA =P {L]|A]}.

Consideremos el o-campo M= {2,A,A% 8} , donde B denota el conjun

to vacio y AC el complemento de A, Mestd generado por Ag L. Esta-
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bleciendo

E{X] A} si weA
ECX| M) =

E{X]AC} si weAS

vemos que E{X|M)} es una variable aleatoria con dos valores, la cual

satisface

S E{X|M) dP=P(A) E(X|A} + P(AC) E {X |A®}
Q

=E (X, I +E{X, _}
UJA U/AC

= S XdP.
2

La funcion M-medible E{X] M)} definida en R se conoce como la es-

peranza condicional de X, dado el o-campo M .

Si ahora consideramos el o-campo M C L generado por

Tes conjuntos Aj.Ay,..., A € L, para n2>2, tales que AiﬂAjzes
n

n
para i#j, U A; = @ y para P(A;) >0 para i=1,2,..., n. Sea X
i=1

una variable aleatoria tal que E X existe. Entonces defininos

(3.3) E{x IM }= E{X l Ai} si WEIA.I. i=1|21..-, n,

donde E{X |A1} estd definida como en (3.1). La variable aleatoria

E {X| M)} es 1lamada la esperanza de X dado el g-campo M .
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Usando (3.2), obtenemos:
P(Ai) E{X 'Ai} = E(wa.)' i=1,2,..., n
i
de modo que
n ) n
bx P(Ai) E{X lAi} = ¢ E (Xw )
i=1 i=1 Ai

= EX = J XdP.
Q

Como E{X | M} es una variable aleatoria que toma el valor £{X|A;}

en Ai para i=1,2,..., ny
JOE{X} Ai} dp = P(Ai) E {x] Ai}
Ay

entonces

n
(3.4) JOE{X[M} dP = & P(AJE(X]A} =/ XdP,
n =1 Q

Claramente E(X|M} es medible con respecto a M . Si X
es M medible, entonces E{X|4}= X casi dondequiera (c.d.) con respec

to a la medida de prababilidad inducida por P en M .

En general, sea Al' 2....,An.... una particién de Q
con P(An) >0 para n=1,2,... y sea M el g-campo generado por JoS
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conjuntos An. Si X es una variable aleatoria tal que EX es finita,
entonces

o«

(3.5) o EX|M - E(X[A) qJAn

n=1
define 1a esperanza condicional de X dado M . Asi, E(X|M} es una

variable aleatoria discreta que toma los valores E { X | An) para

weE An y se sigue que

{3.6) S EIX[M}dP=/sXdP.
Q 0

Claramente E{X | M} es medible con respecto a M. Si
X es M medible, entonces E(X |M} = X casi dondequiera (c.d.) con
respecto a 1a medida de probabilidad inducida por P en M .

En general, sea Al,nz,... A, ... una particién de Q

n’
con P(An)> 0 para n=1,2,... Yy sea M el c-campo generado por los
conjuntos An. Si X es una variable aleatoria tal que EX es fini-
ta, entonces

w

(3.5 E(X | M} = £ E(X]A]) ¢
) | = [ A, A

define la esperanza condicional de X dado M. Asf, E{X|M} es una

variable aleatoria discreta que toma los valores E{X ]An} para
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W eAn Yy se sigue que

{3.6) I E{X|M} dP= s XdP.
f Q

Claramente E{X | M)} es medible con respecto a M y si X
es M-medible entonces E{X]M} = X c.d. con respecto a la medida

de probabilidad inducida por P en M .

En general, se puede definir 1a esperanza condicional

de una variable aleatoria X dado un c-campo DPCL como:

Definicibn 1. Supongamos que X es urna variable aleatoria en (@, L,
P} integrable y D un o=-campo en L . Existe una variable aleatoria
E{X | P} , 11amada 1a esperanza condicional de X dado D, la cual tie

ne las dos propiedades siguientes:

(1) E{X| D} es D-medible e integrable.

(i1) E{x | D} satisface la ecuaci6n funcional

(3.7) [ E{X|D) dPp = / XdP AcD
A A
donde PD es la restriccidn de P en D.
Para probar la existencia de tal variable aleatoria, pri

mero. consideremos el caso X no negativa. Definimos una medida v en
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D por
v({A) = f XdP
A

como X es intégrab]e, esta medida es finita y absolutamente continua
con ‘respecto a P. Por el teorema de Rad6n-Nikodym hay una funcidn

£, medible en D tal que

v(Ay =7 f d°P
A D

Esta f tiene las propiedades (i) y (ii). Si X no nece-
sariamente es positiva, E(x' |0}~ EX7|D) tiene las propiedades re-

queridas, donde

X{w) si X(w)>0
Hlw) = {

0 si X{w) <o

0 si X{w}>0
Tw) = {

“X(w) si X{w) <0

Algunas propiedades elementales de la funcién E{X| D}

se enuncian en la siguiente proporcion.

Proposicién 1. Sea X una variable aleatoria definida en (R,L,P) tal
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que EX existe, y sea DCL un o-campo
{i) S§i X es D-medible, entonces E(X|{D} = X c¢.d,

(ii) Si X =2&donde £ es una constante, entonces
E(x|D} = ¢

(iii) Si X0 c.d., entonces E{X|D}>0 c.d.

{iv) Si Y es otra variable aleatoria en (2,[,P) tal que EY existe.:
Sean a, b € R. Entonces
Elax + bY|p} = aE{X|D}+ BE{ Y| D} c.d.
La prueba es inmediata a partir de la definicion

Proposicifn 2. Sea D1 y 02 dos sub-g~campos de L tales que

Dl<: vz. Sea X una variable aleatoria tal que EX existe. Entonces
E{X| 0y} = E{EX|D;} | D, = ECE(X| Dp} | 0} c.d.

Prueba. Sean Py, y Pp, 1as restricciones de P en D, y D, respec-
51 D2 1 2

tivamente. Entonces para Ae D ,

A E(E{xwz}gpl}dpgl = fA E(X| Dy} dPp,

=/ XdP
A

S E{X}p,} d
A ‘1 ?pl
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por lo tanto E{X | 0,}= E{E{ X] DZJI 0,1} c.d. (PDI)

Ahora, notemos que E{lel) es Dl-medible. y por consi-
guiente*es vz-medible; de modo que por la parte (i) de la proposi=-
cién 1 se sigbe que

E(E(X | D)3[D,) = E(X [ D) = ELE(X | D}[D;)  c.do  (Ppy).

3.2 Martingalas

Sea (9, L.P) unvespacio de probabilidad y sea (T,¢) un
conjunto parcialmente ordenado.” Sea {Dt‘ te T} una coleccidn de
sub-g~campos de L tales que DS C D, para Sct,cons,te7T. Sea
X = {xt, te T} una coleccidn de variables aleatorias definidas en Q,

cada una con esperanza finita.

Definicidén 2. La clase X se dice que constituye una martingala
con respecto a (Ut, te T} si las siguientes condiciones se cum-

plen:

(i) Para todo teT, Xt es Dt-medib'le

(ii) Para s, teT, s<t, la relacién

(3.8) EQX, | Dg) = X c.d.

se cumple.
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La clase X se dice que es una submartingala (supermar-

tingala) si en (3.8) reemplazamos el signe = por el signo > (<).

Claramente, cambiando X, por -xt intercambiamos "submar

t
tingala" y "supermartingala”.

-

En 1o sigquiente, sea T = {1,2,...} y si (Xn} eS una mar

tingala con respecto a {Dn}, diremos que {Xn, Dn} es una martingala.

Proposicidn 3. (Xn. 0.} es una martingala (submartingala o super-

martingala) si y sdlo sf para toda n>1

(3.9) EX, o

Prueba. Claramente (3.8) ==> (3.9). Para m<n, puesto que

gm < vn-l

E{Xy | O} = E(E(X,] D) | O

= E{xn-l I vm}

E(le l I)m}

= Xm c.d.
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Para el caso de submartingalas o supermartingalas cambiamos el sig-
no = por los signos > O < respectivamente.

Teorema 1. (Teorema de Convergencia de Submartingalas)

Sea {Xn. Dn)-una submartingala. Supdngase que

Tim sup E|X | < =. Entonces existe una variable aleatoria X 1a

n-—-w

cuales o( U Dn)-medible tal que xn c.d. | X. Ademds, la desi-
n=1
gualdad
EfX < limsup E|X | < w
- n->wo n
se cumple.

Aqui o(.) denota el mds pequefo g-campo induc:ido por (.}.

La prueba del teorema anterior estd fuera de los objeti-

vos de este trabajo. Para su demostracidn consGltese las referen-

cias [37 y [15].

3.3 Lema de Borel-Cantelli extendido

Una de las aplicaciones de la teorfa de martingalas es

1a obtencidn del lema de Borel-Cantelli extendido.
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Proposicidn 4. Sea {Xn) una sucesidn de variables aleatorias no
negativas c.d., uniformemente acotadas definidas en (Q,L,P), y sea
{Dn} una sucesidn no decreciente de sub-o-campos de L tales que

‘Xn es Dn-ned1b1e para cada n=1,2,... Entonces las series

£ Xy I EX |O

% z e D= (8

n 0

ambos convergen ¢.d. o ambos divergen c.d.

Prueba. Sea Yk = Xk-E{Xkl Uk-l} para k>1, escribamos Sn = Y

1

B3

k

n>1, Entonces (S _, Dn} es una martingala, ya que

n

E{S, | Dpoq} = ELS o+ (X XX | D, (D10, 1)

ElSp_y | Doy} +ELG 10 4} - ECEXX, | Dy H Opy)

EGqp ! Ohay)

= sn-l

con E(Sn} =0 para toda n>1.

Por el teorema de convergencia de submartingala se sigue

que lim S existe y es finito c¢.d., de modo que
n-»o

Tim cw)= lim = )=
Pl Sp===Pi 0 S =-=)=0.

M0 n
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"S1 A es un evento en L y D es un sub~-g-campo de L, deno-

tamos por

. P{AID}=E{y, | B}

Como un corolario de la proposicién 4, obtenemos el lema

de Borel-Cantelii extenido.

Lema de Borel-Cantelli Extendido. Sea {Dn} una sucesibn no decre
ciente de sub-g-campos de L , sea Ancvn para n=1,2,3,... Escribi

mos p1=P(A1), y paran>2
Pp = P 1A 1Dy}

Entonces

1im sup A
N

p( AC £ p.=w)) = O.
( ) P

En otras palabras,

Py -]
p MMSUD oy g i ysolosi Plu: £ plw)=w}= 1,
ne n n=1 "

[Aqui AaB = (A-B) U (B-A)]

Prueba. Tomemos X,=wa Paran>1, entonces {Xn} es una sucesidn
n
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de variables aleatorias no negativas y uniformemente acotadas, donde

X es Dn-medibIe para cada n. Se sigue en forma inmediata de la

n
proposici6n 4 que Tas series L X y I p_ ambas convergen
n=1 ° n=] " e

c.d. o ambas divergen c.d.

Por otra parte, observemos que

w: Xn(m) =w}= {uw I g (w) = w}
n=1 n=l “n
= 1im sup
n-ee An
Por lo tanto
-~} ].
P{L p,==}=1 siysolosi #( ‘g S A =1
n=1

.0 equivalentemente
Tim sup 5 2wl =
PL( A) 8 (L p ==)}=0

-
a n=]

3.4 Aplicacién de la extensidn del Lema de Borel-Cantelli a

sucesiones infinitas de ensayos Bernoulli

En 1o que sigue supondremos que Q es el conjunto de su-

cesiones de ensayos infinitos de Bernoulli, esto es
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Q= I (0,1)1.

Sea we?f tal que w = (51.52....) y el conjunto

{1'1,1'2,.... i.n}'un subconjunto finito de enteros positivos, Defini-

mos
(@) = (& :
Te 9y weeenq w)“(E [ P )C i (0,1}.
11 12 ‘n 11 12 In . j=1 J
. [
donde Ty oagwereny @S 1lamada una proyeccién de w sobre X {0,1}.
172 n J=1 J
Sean E, = {we | nn(m) =0} para n=1,2,...

una sucesidn de conjuntos en Ny ‘Un el o~campo generado por 105 con-

Juntos de Ta forma

71

Al s f senes (E,,86,,...5 &)
El 52 Cn 1,2,..., n 1’72 n

Notemos que los 2" conjuntos As 1g e vg forman una particién de
172

n
_para toda n.

Si denotamos por L al o-campo generado por 105 g-campos
Un para n=1,2,..., entonces claramente la sucesidn {Dn) es una su

cesidn no decreciente de sub-g-campos de L con Epe vn‘

Tomemos Pp = P{Ey|Dy} = E{\PEZ | Dy}
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donde
Eig 191
Ef sz | Al } si 'nl(m) =1
con
1 P(Ay

E (¢521A0) = W J‘Ao szdP - __ﬁmp.__
s P{E2 | AO)
de manera similar obtenemos
E{WEZI Al = PLE, | Al

por 1o tanto

J PLE, | Ay} si nq(w)
Edug ]Dl} =
2
l P{E2 | AI} si nl(m) =

En general

Py * p{En l Dn-l} N E{‘l’l:."l Dn-l)
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con

Edy. [0 .} = P{E | AL or 4e-es }osiwg, opeee, n ()=
E,' n-1 nt g, 52 En-l 172

= (Elvgzn-' 3 En-l)

Asf, las En cumplen con todas las hipGtesis del lema de

Borel-Cantelli y por lo tanto, para estos casos lo podemos aplicar.

En particular, para aplicarlo a las fracciones continua-
das, tomemos la doble desigqualdad (2.19) y multipliquémoslia por

Kn . Nos gqueda, usando notacidn moderna
1

1 ~ = = > i~ = =
w<Play=mpeevay g=m jea > 1] < PLag=my,.en, ap g=m 5, 2> K]

2 i . -
‘o1 Pl:al—ml..... 317 My 4y 2 1]

Ahora, si a esta (1tima doble desigualdad, por aditividad
numerable, Ta sumamos por ejemplo para &, desde el valor fijo my hasta
infinito, a, desde 1 hasta el valor m,,..., a _; desde el valorm  ,

" hasta infinito obtenemos

1 ‘

e Plaj>my, a5 <mysenny g y>m gy 2, >17 <
PLay2m, 3y <Myseesy 3 ) 2m 45 a,zk] <

15-1 PLaj2my, ay<my,..e,s a12m 1 an_>_1:[
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dividiendo entre PL-al—)—'"l' 3y <My,.ens an-limn-l' anil.J
obtenemos

1 : 2
k< PLagzklazm, ap<myueeey g 2o T < gy

de manera semejante, para cualesquiera valores Mys Myyenos mn_l ya

5ea que aii"‘i o] a‘.<mi para i=},..., n-1 se cumple que

1 . < < <
g < PLajzkla 6 mps 3y Emz,.... an_lg Moo

por lo tanto, si g(n) es una funcidn de valores enteros y tomamos

como caso favorable
a (x) 2 g(n)

donde x ¢ [0,1], entonces

B’(lﬁ)' < PEan(x)_>_¢(n) Ja {x) 2

B(1)r..vs ap g(x) g(n-1)7] < T

jv ovA
v on A

Poniendo esta desigualdad en 1a notacién desarrollada al principio de

esta seccidn, nos queda

2
} <
-1 g{n)+1

1
Ay < P(En | AEI, £;2...., £,
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. : ; -3
y esta doble desigualdad se cumple para cualesquiera de 163 2

conjuntos A, .. ..., o 4 asT oque
12 “n-1
Y (TR TR S
gin) ni Unel ginj+i

.

Por lo tante, aplicando el loma de Gorel-Cantell{ cxtendido se sigue:

1

Si I K1 convargn, entonces npara toda weil , 1a serie
n ]
o (28 ?
s 553 BEENEN T e «
n=1 p"( )e n=1 #inixl
- i W osen ey L
y por lo tanto se curple P (I noE] 0

De manera sepejante, si I B%HT diverge, entonces para toda we G
’

n .
; "%’T - :.'O pn(:;)) = o
n=1 B0 n=1
¥y por To tanto prlimsuy, g ) -

Con esto confirmamos el resultado obtenido por Borel de

las fracciones continuadas.



Una condicién necesaria y suficiente para la convergen-

«

cia del producto i1 3, donde a, >0, es que la serie L 1log 3,

n=1 n=1
sea convergente, En efecto, como una consecuencia de la continui-
n
dad del logaritmo, las sumas parciales I Jog 3, = 1og (al.ae... an)
k=1

de esta serie tenderdn a un limite definido si y s6lo si, Tos produc

tos parciales ag.2y... 3 tienen un 1imite positivo.

En base a esta propiedad, podemos establecer los siquien

tes jemas:

lema 1 . Sea a,=l+oa, con a > 0. E1 producto

T (l+a)
n=1 n

converge a un valor no nulo, si, ¥ s6lo si la serie

converge y ninguno de los factores (li-an) es nulo.

Prueba. Podemos suboner, omitiendo un nimera finito de factores

si es necesario, que |o | <‘/2 para toda n. Entonces tenemos por:



el teorema del valor medio

(A.1) Tog(1+h) = log(1l+h) -log1s1%m1- con 0<B<1

Por consiguiente, de {(A.1) obtenemos

3'“n‘51—+ﬁ:l 2 leg (lra) | =

4 | |°n|

*3a, 2 I-chni 2 lun‘

[

¥ en esta forma la serie

o

L log(l+a_ ) converge si, y s6lo si
n=1 n

fa, |
n=1 "
De donde el resultado se sigue.

converge.

Lema 2.  Sea Oc<a <1 para n=1,2,... E1 producto

o

B o(1-a)
n=1 a

es nulo, si, y solo si 1a serie

'3

L g "+t
p=1 N

Prueba. De (A.1) obtenemos que

o
(A.2) - T, < 1og(1-an) 2-ay,

Admitamos primeramente que la sucesién {un} no tiene como



punto 1imite la unidad, entonces podemos suponer, omitiendo un nidme

ro finito de términos si fuera necesarie, que
(A.3) S e < 1-¢
para alguna e>0 fijq, entonces de {A.2) y (A.3) se sigue que

%n
- i'log(l—un) - a

De esta Gltima desigualdad se sigue el resultado.

Si la sucesion {ud} tiene como punto 1imite 1a unidad, en-

tonces la desigualdad (A.3) se viela para una infinidad de valores --
-3 -]

de n y por 1o tanto 1a serie I 4, diverge si y sdlo si X 109(1-un)
n=1 n=1

diverge. Con 1o que se prueba el resultado para todos los casos.
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