UNAM.

FACULTAD DE CIENCIAS

“CONJUNTOS  EXCEPCIONALES”

Guue para oblener el {ulo de
MATE MAT I
?Te,sen{a

EUGENIO GARNICA VIGIL

Me{xico)]).r.v

R
\3

1983



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



TESIS CON FALLA DE ORIGEN



INTRODUCCION

En este {mbaio, se tratan alqunes temas que pertenecen
tando a2 la leor{a del potemcial como a la teorfa de la medida.

En el primer capilulo s introducen flos conjunios de Sousifu.
Sw de{m'tch{m, aunque eu apariencia  abstracda ; es fa matuval al querer
. . A
estudiac la {maqen de 1% Cov\:}\m’:o A '0330 una Suncion § o, Si

xeAy G C PA) e tal que C&Lé)é*)/\) 4 Fx”%de@b‘é@?,

entonces  $(A) puede descomponerse  (OMO
) = Y, 0, $&)

Tambicn om o capitulo T se introducen los comjuntos anatf
Hicos  que en dederwinados  cases conciden cow fos comjumtos de Souslin
N e fodos  los  cases que wos van & inlergsar 4 estas  clases contienen
3 os  borelianos . Se sabe que  imagenes  comtinuas de gnalilies sen
avalitices . Este diene clara importancia St Csnocemos el vesu ltado que
atirma que en espacios  euclidianos lss fmageaes continuas de  berelianes
no sievapre  Som borelianos .

En el caP"dulo T tambidn se delive lo capacidad N los
g,onju'v&os Ca?ac‘\iab\e: . Se we que ta delinicidn closica  de cayadd&i
es ua caso pacticular  de la defimicidu  abstracta  de  capacided deda
por Meyer,

Em ol capitalo I se define la wmedida de  Hausdecfl 4

=3



se estudian slqunas de  sus propiedades . Se definen  airas  Sunciones
de  conjunios 4 lodas allas auedan veladonadas  con 1o medida  de
Hausdortd por wnedio del corolario L. Eowt ol dcotemas A se establece
la exisiencia  de wwa weodids  cstrochamentc  vincwlada won 13 wiedidg
de  Hausdorff ) octe cesuilado ey de qean iraporianda a1 se ysars
en o epiinle IV paca  estudiar  la relacion  eutre wedids de Hausdedf
q la rspacidad membomiang . Poc ultiwo  en ol fesrema 4 se

e -/ Y 1. ~ . .
da una comdicidhn  sulicient: para qué uy coviunio de Souslin coniensa

24, : T . ! .
LYY 3 5 en &l Lerygr {ap:iuio te  geting ¢l Fofemzal "vzecul‘o'mg
] . s . [ ¢ . . .
wb M LMesd 3 partic de &y s aciing 13 capadidad  mewloniang | este

e N e 4, : | ' .t - \
gs en vaalidad ¢l erigew Aittorice 4G cancepto 42 Capacidad L D este

! . .. Lo ] ' P
capibule  se expemen g0 priadpic 32 wdxime A ¢l principio de
eaniinuidad  para el peitedial vewloniane A piras pro pi ¢dades de este,

E'ﬂ Q{, C&p“ulﬁ TT, ae  a4n  vivevas fxpr@s:’ones Faré e\ ,Dofer\c's&i
newioniant  tales  mo  uma  imicarsl de Lebesque  para oifrd  medida
~
(p\'o?.i\} 4 Lo una i,v:‘:s?grai a2 Le.‘:-es:iue—— Stieljes (prop. 2 yLema 2).

]

H ol ' . . . S ) s '
Los teotemas tuvdamenisle:  de fsie fapitalu  sea los que nes relaciona

a la ca;-audad viewtonidng  co6n  la medida de  Hausdor S para  (lertas
. ¢ , \ o '

Wls . EL tetrewa L oy dice qae le= comuntos de Seushiv, con medida de
;e \ . . . el . Fpe

Hausdor 1T oouitiva  tienen  wviecesaviamente  f3pacidad  Wewloniana positive
! t . gl . o N o & [ P A

M) 2N ai gorema A, saooda ung fLoneicioy Su haents pard lee’_ un

ik ~ tad 4 " N ‘dad ) .. A ) f{‘!‘,v“-

CoMuNTo q cotdao L€nga favacidad MLWIpNiana Lar 0, Tac winlWio

: . ! . . e . e et ac : g
gz esTudian  Las  Elesiplon af  Larigton o Qiacted JsAtaniel ag Cantor

‘. T | - 3 R . R e e L £ oonb
AN canacidaq Ve TONMIEN A ir‘O':]\'\\‘fé‘i ‘j MR S AR AL R A a8 AN or
1
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tienew capacidad wewdioniana mula .

Los conjumntos excepiowales , cntendtdos  como  los que tienen
capacidad vewiomana nula ¢ en su caso de medida de Hausder §f cero
son los que juegan  en teoria del polencial ol paypel ané!ogo 3 los
conjuntos de medida cero  en tesrla de la medida . As [as propiedades
que valew en w1 comjunto SL-E n Cr(E)=0 ¢ Au(E)=0 5 para

‘r + / . -~ 1 . h]
alguns tuncidn-medida hy en wnuchag ocaciones  se puide  mostrar

que  valen  en todo SL . A esto se debe el atan inleres por estudiar

estos  conjumitos o

No quisiera  dar fin 2 osta pequeiia introducddn  sin antes
Sy T .
aquadecer  a la Dra. MY Tmilia {aballero  por sus  valiosas
ensedanzas 3y por su es tHmulo M por la qram paciencia que

luve para aseserarme ¢t este  irabajo.

E.G. V.
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L CONJUNTOS DE SOUSLIN,

1- Considérese un conjunto acbilrario X .3 @C(P(X)_
Definanse ‘

los  siquientes  conjuntes

== {S? {11,.. )Py —-"N}
s:N — N 3§

~ Ya que : o
U {Sp:{jz .__)p}—»fl\\} {(Vu,m,...,np) \P:i,?,... mé“N%"Ul{S!?
S(:% Ny F=1472, )?}‘E

sen  fres eosioles notaciones pary Jb’ las usavewes indisdfnla men
te.

La oper acish  de Souslin consisie  en hacer

covtesponde r

a una tamilhy de @

{L?(*S\?)gvclﬁ}sei Ceon Y fiJa en %)
el conjunto C_HQ“(‘?(SW) = g‘}é A (s

donde Al = Y N & Ling 1t ) N

. f\‘?(m;‘m; .
5= (MG me, oy oy Mlp)

' ..5mP)n..'

Proposw\on 1~ Podemos suponer que Qsls) D QCslpn) pars  Hoda
sed mleda pe N, siempre que % sea estable b-ijo
Sintas (i Fu . Fne B = m: ¢ &

inletsecciones



2

Dewmosdracion. Sea (5’1\%‘”” % e define B D @ a partir
de 3 4 como @Cm,,ﬂz, oo flp)—~ ‘anof\C‘tnmz:f\ N PNy Ng, e -ey1p)
para  toda seS de s ?oxma s= Nz, e ) N pe N Es
<dare  qe pag(}— @ (s para teaas e S0 Te a‘éu(’ résulba

G(sly) = U/\ i!?)

€5 pent & aen a

% # ~r

s s .
Delinician b = Uy “4- g0 & en 2 es und  clase de subcon

:ym)ms de % tal que
D & [T

O A
~ . . -

P PR T Y. D os

S S A [ S O % .
ke o)

ceen D - e - -~ U o

\ o S - £ g -
Wi 53¢ ;3_@3)...)?',1)... (RS SN o) € & .
H P; A t= J

334

7 it . i .y s e Y . .
?\ﬁf;‘li‘»*«& qua T nen Lat prepiecaces L0 N u) f:afxs.%ce Un3

(harts  prepgiedad

ne
P SN - . T. o« ~
We 1 vt E"J_”...)?‘n oo =X b /‘ L =4
’ ) i=t
- . . . ) "y Lt p Tz SV
[P [ SN L TR 1 Ta%h e R RAE AL IS dg Z,) Voo Y €S WUWha
S I W A T s

. \ ; s N Ny D7
Uw  cemple de una  £-adlachra em A a2z PLEY .

o

. . 72 - . . . £ . . c ; 5 ::
Proposxmen 2:‘ LN Lug e t.—,m‘,ba i fatis éf as /:—cn;\lebras en XA

e tiane aue 1T Q’-,; ey Ung d--afaeéra 2 O,
./
Dentostracidn

-
o~

.
-~
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L
\1_
s
i
eg
i
N
a—j—
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i) TL/T,;) n)... < ‘@' = h,Fz )Fnj... £ 9 ’Y[gegl =
UF €9 ‘\faé% > Uﬁ‘; € & =

Proposicién 3= S B C P(X) ) existe “a minima g a/(%ebra en X
que (entiene  a @ Cwninims  en & sentido que ella esta content
da en cnalguier d~a/(%eém en & gue  contiene 3 S).
Demostracién . Tomando .  como Lo Samilia  de todas las 6-3al
bvas que contienen 2 ZZ? 5 se define 6(@)“—:?@3’3 . Como 4,
es no  vaca , pue P(X) o5 domedo de Y, 6C@)° es una ¢-3!

ackra en 2. Ademds % C 6CB) Y Pof  como ests  defmida
&(B 3 (‘f(@) es Ly minima B

B 6B tambidn se le Hama la 6-3lqebra en X enerada
3 3

Puf @ .

Eﬂ el aso que @ conssta  de los S\wanjun%os de X
Cun c.cnj)uvx{?o en {P\d) e S0n abiectos ¢ cervades , €( @) 'S¢
4 ‘ ; -
a v é-at%ﬁbla de Bovel anq X .

Definicién 2~ Sea S(B) lo clase de subconjumbps de X que 3e
celienen mediante |3 opeacién  de Souslin  a lo close @CG’(X) dada,

Teotema 1+~ § C (%) .

.Damos{fadén. Ses Fé?g) )c{e{(no (g: JD_——&E Como @CS‘?)!:F
para toda 36§ g M. Ast  UNGGH=T =



)
!

Teorema 2~ SC{}) es estabie pajo
merables (e SCE) satisface las propiedades
€ atge()xa en X ,), siewpre que N O B
Demos{ramon. Seavz éch 1 8%, 3 e y3Gy g o ¢ %(36’) o con
agi=Y Aqls) y wie &,

Detiniendo @ ) —> ?g) comp

uniones e afersecciones nu

1) M i) de una

Cg LS\'{J.}'Z)- . .)?Y ) = <95<L7(.C~’\§2_,3). n,?‘f) YS&S,"I'PEN
0 Qls|xg)i= X

se tizne que. @€ é Mo dg 3 S(@) .

n 3 i
Vado S€ 38,4 s= Cmgmy,. CyMpy---) 5 se tiene

Aels) = NG AN Gw M ) ... = X0 Hon (s = Ag,cs)

con = (,(\r’\zjmgl ce Moy oL D . Pece a{'?"\u > Acgm'(s! Y= Apls)
que dade S6 % ) pxiske ke T

mplicg
y K:=Slgg , dal que A € dg,
lo cual  wmplics que:

8(.3 = SK@)S R(S;U) Cgl';‘(?sc

JS(L

Yeamos que  d o £24 . Yara ello prebaremaes que

Ag 3 3@y para teds  we N

/ Y C .
Tmense £ ¢N W ¢S y Supowiendo

s

A \
g= Chy . ey ey
entonces :




Rl = Ge(nd NSnd N oo = XNGCk) NG ) V... = Reesh

con “a‘:(_K,mlnz,..., Np,een) .Pevo como Ag D P{chS’)r-Fl@‘(S) 3
hemos mostrado que  para doda seS M pars teda ke M ge
tiane Ag,(s) Cag.

Efion(as gy = U Ages) C Qg  para teds wne N, Por Lo

ses
tanlo y‘a‘ﬂu’"‘ 363 M Luego

6 3(9,‘ & S( @)

wr=
fhora  con la éi%ecc\'o/n o: NxN —= N jdeada por  Cantor:
S EVENENY , 60 = (i;&))e(a)scz,n) 6)=(3,0,6(5=(2,2) 4 . ..

defimsmos 9 D — &

Ses $68 , 5 =Cingmy. .., mp, .- ). Acomddense los mj; de s
en NxN cen auuds de © (ie coloquense WMy en el lugar G
"‘P,/‘:»\mo g eguivalentemente ,templaceﬂse los subfndices <cowmo
Mgy = WMy 0.

Se dedine :

N (5’vl<e¢e))cmc9‘c90>3, 1), M(p8t,2) 5o -+ 5 Megey)

donde PaiMNxN —=N o5 ?xotsecdém sobre el primer factor 1
pe M. As! e @ u 3q¢ S,



Dado €S, s= ¢agma, oo ynp,.2) ) tenemos  elementos
en S S = C“(g,x)) Y\(;,,‘q_)) L U,‘p),-.-) tal que  Mlgey) += Ny

por lo gue °
p-g(g} = A@LCSQ/\F\%LSQ n... < ﬂcgt(St) ‘1/\‘. e N

K pueste que Ay CSe) C agy para loda te N Aq® CQtQCgu .
Como [a s fus arbitraria

Ny o= {
ag = QSQ%CS) C Qtacg,c
o
Toinese x € ‘Q{aign ,eslo mplice que e N 3Tsee S 5
a
S = (‘m(K,i))m(_)‘..'L)) .oy rﬁ(_(c,?) oo ) 3 {Al que X € ﬂ‘-?lc<35<)'
Con estes elementos Sk delinimos une ; $13CM, M, .ooyMp, )

con Mii= Mg . Luego !

X € QCQ‘(\3|\)(-\,Q\(.91(_517A e = AQCSB <. acj

M oy Ly fani:- ;/;\&a(gk Caa . E\ﬂ{on(ﬂj Qiau‘gk -‘aa A 1
Nag, ¢ 3(&) B

Un  loma imgor&an{e es el siguierde‘.

- h ~ v .,/
Lems 4= St 2 4T son conuntes i F oes cualquier funcidn  sobre



Axd ; entonces

Q\,{ Foon = U (\F(x sm)
De.msiracio’n. Sea P ngy Fr,4) . Por es€o> ¥xeX JuyeeY tal que
pe Fex,yx) . Usande el axiowms de eleccibn existe §:Z—T7  deli
nida per f00=Ux . Esto implica que PE ) Flxfo0) CE,QSF(X,%G)
N por lo tanto

; NU F o CU(\F(xS(x})

Xed YeJ
|

I para alauna fe 7* y teda xed . De aqul ;s liene que dade xeX,
I existe Ye¥, 8 =80 y4al que F(x,Y) . As pues ¢ (\U Flxu) ,

Supoviiendo  que ?e‘gxoi F(x,400) , s¢ sique que Pe F&fta)

%63 yey
«jtuego {a  contencibn que falta

|

I @%gyl:(x N snggF(_x/?Cx)) =

I Teorems 9~ S{B) es eslabls bajo la operacién de Souslin Cie

| SCSCBN = S(B) ), stempre que B sea estable bajo intersecciones
fimitas.

| Demostracion. Por ol teotems L S(B) C S(S(EH)).

| Para demostrar la ofra contencion témese A€ SCS(B)) .
Evtonces existen §:f —=S(B) y para cada se S wnre N

SCSW,_.) Jﬁ—*@ tales que ¢



A=UN T o 1) =UMN 96 5t9)

5e§ TER tes qeN

[Vl

Con el loema L se siguen  las iquaidades

= ﬂ Ne ztla ) = U CS = & =
p\ U U 3(3\9 )Hg‘) SESTésuQNQNS l? )$Lr)lq)
Ya que s estable bajs intersecciones finitas , por I3
Proposic{c{n L, suponaamos aCslF 3t1g) D ASlF 3 tlgn).
Sea CiyCayannyling o 13 sucesidn  debivida cown 3%uda de
91;3?5_ como Ca= PrCem) . Pov esot
Ci,la Cz,Cu,8s,0g, (3, -7 4,,2,23,2 L4, 2,5, ...
Par Lo 4ue Iné ¥ )Vllné N M {1 | ci=mn5 es in‘fl'r\'n':o.
Otdevands 3illi=rb
{/\6\)\ ’:)?l(‘ﬂ‘) Cooe e e M C-Nic,n\[ ="

\
E

ms o clavg EECENNE %‘.; Ci=an$ . Entonces <ea Ku el Unico
cemanic  de Cﬂ‘i STV aue M, flad = N

SU i es wal aue Y G entences M3 (G SNk, (Cn) .
or Lo anc 1L KA Al Za oen e 5 oman arande tal que Mj((n) &n,

Otvas  consecusncies son ¢

<. o . .
MMV o sl oatenms Em2la iy

S . 1 H LN s SN
FoteN M (L & Vo (B



deay Py MO como antes; Pir NN — N la proyeceien

Sobre el sequndo factor,

Dado se S, S= (X Xz, ,evv, X; «-- ), delinimos g y s¥ coma
. o , . v
§ o= (W%, e, %, ael) gy = XX L 4, L) donde

K= %p,(0CKY) y Xr= Xecen)
Definase 1 4[3-—-—-*6@) como sigue .

[ LN / 4 v ]
'h(Xx,Xz/ ot -,Xn) 1 Ry Xe, veey Xen 5 Angen) X ia) 90 0oy XNM\CCa))

Paca tedo ne N 2e>&is{e ae N 4l gue QA 2N 5Ca=Cn
4 por (3 consecuencias  para  N3(n) se tenen las desigualdades

NKchCh) & Ngplen) € Niggttn) = Ny (o) » Por Lo fanto o
. ! v u
%(—xi)o - » ’X’C'\ );(ynl(Cﬂ)) - . ‘)R“NKC(C") ) ) SCXIAJ---JX(QiXu‘(ca),...’)(uxgﬂ))
n

E sts quiere dedir que si e N 4 ne N 25 1al que M= Cp 4 existe
aeMN tal que a>n y Ca=¢n , 4 hisia) CICEIM XM,y Xiom) .

Se si que

NN 30 m 5 Kom s - X, () DMQ,,MS‘“)

MmeR Hem
e m

e N L) 80T} Kb, W, coo) (IR, Liege (Y 0GsIR) CIC1R)
S deo C?;;'u(’ Qﬂﬁ(sm) C,&QN §¢s'lm) . Pere como la s fu€ arbitraria 2

U N hism) C Q@ﬁ“"ﬁ‘) = R

565 nepd



¢

Yor otro lado , pata toda pe S, p=C0 b1y eeaybngy. )y
"E’fSSN Sea A= O Ubw, T1CCw))  dovde O es como avﬂ'es)
i es tal que NitCd=k  n TG = (1L00L,%, G0y, Tpl),n ).
Lueqo sea si= (XgXa, ooo) Xk, o)y asi’ 87y o' resultan estar
dadas por K= bk ~ 3<IL1:§°1CCK)

Por Lo que hisim) = 3(bsy v ybe,, ; FTllmdy oo oy Epulemd ).

Sea me My ses Q7m0 F K o Con estas 0o bo

QCS1E. 53T, D= Rh(sIm) § lo caal implica:

(1 9053, 55@aiE,) Chistm)

bettd
e 2y Sea\u.ida
()

NN alsim yEmIE ) C N h(sim)

mep NERN wigN

Como s Ag’? {ueron  arbiirarias
A= YN aGim; oals) C UM Aeim)

Der o Tankto H: SEJSD‘.“{‘\(S\QE M .

Re (8B "

Corolario L = SCB) ¢ csiable vajo uwniones ¢ inlevsecciones nu-
iecables st 88 es estable  bhalo intersecciones Fiwitas,

.’ ;‘} 1 S P 1. 1 R 4 d
D emostracion, ;.V\axo%amama oM Se de MUuesHr Y la e.us%ewua e

N - ;" R X B s
S8 una 8- slqebra en Xy se puede demosivar la de s/ Cl)



una familia de Subconjuntos de X con las  propicdades
O ¥, 6B = URes'(®)
Yy FiF, e, Fiyonelp = in ¢ 6'CB)
que-3demis como 6 (@) es la wminima que conliene
s 3.
No es diflul wver que 6'CB) CSUE)  definiendo
para (ada Fi,F,---)Fn,... € & las  funciones §,9 ¢ &

Comon .
(815 )= Foyy n §CHGI= Fy ¥s,tes,Prge N
~ Vet ficando

U N scsiey =JF, y YOS = r

SES Pl KA

Ertonces S((cga) CGICSC§)) C SCSC@)) . Pero  por

el teorema o
SCBY= ¢°(S(B) = SC3(B)) m
Compavense el teorema 2. u el corolasio 1.
Podemos  concliir un sequndo  corolavio

Corolario A= (‘; es estable bajo tntersecciones finitas 6 BeB implica



SCY = 6 (S
Demostracidn , B

Teorema 47 Si Fel => % S(B) entones (&) CS(&).

Demostracion, (onstruyase el Siquiewte  conjunto :
L = {FesBFee sy

Es ciare que (g C L CSB) . Pero ademis K es una

6- élge‘ora en X pues

) p=FNFC ,X=FUF e S(l) => Pk
W) Fe R \7‘&?‘ Sé?) = (FF,Fesl) = e R

W R, e E SRR e 3Ry
PRIRE SFa e QC§> = sz Q T e S(fg) = ‘g;Fj B
(YFi CCSC@) = UF &R -

Un ejemplo  donde sucede la hipétesks dei teotema 4 es
[} 3 . T d
tomondo a X Como un conjwnto  acotado de R A% como (a
familla de certados de Y que Son subcomjuntes de X,

Y3 que los ablertos son wnivnes rumevablss de cerrddos ;

) Pass que S(%) conticne tanto 3 los abiertes como a los ce

tyados en %.

Por el Leorem? q) SCH) contiene a la 6-alqebra dc Borel.




1z

Souslin 'W\h')du:)() s operac‘lgv; sobre  wpy  tamilia @
copy el proyés?{o de mostar que en espacios Eudidianes la ;!m&gevs
collinuy  de un conjunto e Borel s wo necesaviamente de Borl.

"~ De l5 misma manera esta molivada la definicidn  de cop

. / ¢ . .
juntos  ansliticos ™ cusnde  uno esta interesado en {rabajar sebre
ima(%ev\es continuay  de boreliangs .

La  definicion de wn}un’lo analitico que  usdremss es debido

‘?C(P(X) M sean los 5i3m’enie5 conjumfos:

Fs:=181A=UBn con BueF  V¥ae N}
F, =LAl A= (B con Bae F Ve DN}

N2y

= (),

A Tueao

Ahora consideremos H =1 KCE| K es compacto S
"3 ﬁ_;{ég

Deftnicion 3 = Dads E™ K 4 dadsa §*E —X continua , §(E)

7
se an\a > Cemjuvﬂo ar\a\.\ 1Co

( . ] . . . '
1,0 (cs (.on)uvxfos ana M 1o soen  las \magemes conti- .
nwas de  elementos  de t@‘us )

Sea A(R):={ACT] A es anal{tico } .



Se sabe 1o s(gu'\enia*".

‘ CL) SLXC]P{I acolado i é:{FC_XIF es «efa
do en B ¥ entonces (Z C 0’(@) C Q)= A(X).

b)Y Para un espacio motrico Cen geweva!) X:J*ﬁ
@”{FCKIF es cerrsdo en X § y Se tiene .

be) 6(X) CS(H)

|

|

|

|

|

|

| ba) i K esta en THy, S(B)=3CHK)=A(R).
| o3) Si X es complelo y separable, S(B) =4\ (X).
I

I

I

|

I

I

I

I

|

|

I'

R d
Noso{\'os A0S res{‘mgﬂemos desde ahora al wso ACR

acotado y B={FCRIFes cormado en BEF. En este aso se
cumple  que 3

& Co(@) T3B)=6'(F)= 33 = A(X)

) ./
Cuando wno se ’rtaga tal  vestriccidn  se aird .

Lema 2 - Supongamos que ag es uwn <on_ju.n{o de Scu.s(in

ag = UN §esig) (5¢3)

S¢S Pe

Sean %,’mg;m um  sucasidn  de emteros posilives M los  con

juntos
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lEnionces F es un subconjunta cerrado  de ag.

F,.:nU ?(m)ﬂgém )N “ﬂ @Cn,}m).,,) ! Y F.= N T

l‘ \
Asp

'Demos{racic{n.?sra loda P existen solo un numers §inito de
gy Nay..yp) € JD tal que mi ¢ hy . Poc lo lanto Fpes cerrado
I M Lue3o T tambidn lo es.
Paca probar que F Cag y tmese xeF ﬁpomrp . Esto im
plica que xeTp para toda Pe N 1y oot lo {anto existen patursles
l Mip  i=4,2,...,7 tal aue nyp £ h

I e hay focmado 7,«1’{\{0)’\‘:’,&5) Sucesiones %VHPEPUN Para toda

XE ’}(mp) ﬂ gfﬂw, V\zp) .'/‘l NN ﬂ ‘g'cn\?,nzpl . ..)Yhap) VPéfN

I'E e N. %“ip%pem esta  acolads yor hi . De aq%w/ INgfpen Liene
wna Subsuce*:(o/m (on\/eraenie .?ero COMo %mp7smm esta sobre

. P ‘ ./ ,
Ium. discreto nipfeeN  tiene  una  Subsucesion  donde  lodos

ltgs tormines  son a%g&n Myi=Nge, pars  alquna Po €N,
Su()gn%amas debinidg me.

l (onsidetese la sucesidn St‘f‘uml?_goem N la subsu cesién

IiﬂK)Pii}éN de ZHK;PEP&N tal que mw= iy 2 YieM.

” ! 4 1 \
Tor o lanto Scfmn)?sgjem 25 UNR3  Sub ylf")OV\ de ?.nmr,i’gpém

Y . -
I Testa subwiesion por estac acetada por Y by esiar definida
l sebre  un discretc t{ene @ Su Ver wuaa  subsucesion  donde todes

| los termiaes Soa  un My de Slnw,?;‘ipeu C SL.‘“‘LH,-?%N LN

Las me definidas  tiemen (3 propiedad



i6
xe $N SCmum N oy NGy me, oomp) N L.

Wa gque vars tods PelN ; existe '{o.é{N Tl que  wy= niey
(’.5. S:(V‘AL)VV\~LI...)YY\pl“.> B

2.~ Capacidades y conjwalos capacitables.

Sean K la familia de conjunlos compactes T de R N
ap 3 y:afiw—“v!P{f Una (;:Jnc.{c':n de COnjun{os con la propiedad
TLC T = § LT &5(F) T Fae .

Poderios  exiendec 5 a X , la familas  de conpntos  aco -

iac\gs D de WL) de 15 Slguiente wanery 1

$(o) = %_‘CWD FCP) 5 F compacto e (D

Como § a5 creciente en £ resulta que lawmbién lo es en L
ELCE, =% WE)&S§(E)  E B¢ ...

Lueqo se detine 1% : 2 —» R pov medio de §:
S*(m:é“gb‘g(@ O abierto Ajaco{adc

De nuevo gk resuita ger creciente . A §¥ se le pide la bisu‘icnte
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| propiedad
| En7E = FE)=tim (RN EGE T L3

donde EL/E signi fica E':".\L:{En M E,CE,C...CE, CL..

propiedades (1),(2) 4 (3} se llamas ~ capacidad”.

IDe“nici{n‘ir WUna ¥uncién de Con:\\,\ﬂtbs 25&“ ”—’KW con las
| Un conjunto E se llama S apaci kable” si FCEY= $MCE).

| Eslas definciones de capacidad o capacitable son las cldsicas,
lSiY\mea\fSo davemss ottas impordanies definiciones de capacidad

| 4 pacitable 5 las usadas por André Meyer

I Definicién D Sea D un conjunta %CD)CG)(D) estable bayo
I uniones e intersecciones {inilas,
Una \\Capac'\c‘Aac\y spbre D es uns Cuncidn I 1(P(D>""lﬁ+
¢on las s\quientes propiedades
) ACBE = T <1(B) A,B e P(D)
B ACAC.. CAaC...=> TLJA)= sue TCA) | A€ QD)
D AD AD DAL= TR mf1CA3) Aelg(D)

Un  conjunto AeP(D) se Uama ® capacitable’ s
T(AY = sup{T(® BeB(D)s o BCA T,




—

{8

I' Sucede que  bayo condiciones especiales g definicidn 4 es un

I caso parhialar de (3 delinicicn =

|

| Proposicidh 4~ Tomando a D como un subconjunfo  acotade de
@(D)={FCD1 F es compacio§ Yy a §F pov L y 4 suponiendo

I que los compactos son capscitables en ¢l sewtido de 13 defi-
nicidn 4, se tiewe que  coinciden {gs conceptos de capa-

- citable  m $% es una capscidad en el sentido de la defini—

I cidn S,

.« ” - N .
I Demostracidn . Primera Lo de  capacitable :

. N * . :
I ' A es capaciable (Def H) & fE(R)= sup 3(8)

BegP)yBCA
I — * AN - SuP ‘(;#-CE) /"—___—;;\' - — Sup —I(B) e
| <= 7= Bepen w acy = LA)= Be(D) nBCA T

T(A)= Sup 1(B) s
| LAY S B, 4 BCA L=

pues en este caso CE(D)‘:%CD)g M por ser los compactos B
capacitables (§(B)=§*(R)),

R os capacitavle (Def.B)

|

I Es directo que statisﬁace o N b de la dedivicioh B

I por ser credente x saticfacer la prapiedad (3) de la def:‘ni;——r
Iv adn 4,

; Para ver aue §* curmple la pro giedad ¢y se3n Mi}:(C@[D)
i" con RDAD ... 0 ARD L. N K= () A; Cresulla ke 6(.D))

1=



Sean /Gn={0ni0n abierto 4 OnDAnS ¥ae N ’j
A= {01 O abierto M 0> KE

Claramente L nC AnicC A Yne N,y luego UfanC./a

Probaremos que UJCL O S0, Para e_sio 1émese O €.
E1l objelivo es denmsxrar que existe No tal que para toda
n>No 5 O€ Aln .

Suponaamos por un momento que pera cada N exisde
N ol que 04 My, 0 es, 0PAn.

Se cnstmye Ny Nayes o Ney .o tal que QP Ang

Para {oda Je¢ N axiste 73 ¢ Any-0 , As{ {Pﬁ:;CRNA
weomo Amy es compacto existe uns subsuceribn 1P5%ie, con

vergente .

lim  Ps. o= P

L% oo

' A
EL eclemenio P esiz an Ay Vie N ; luego Pe nﬁ“ . Pero
A9 N . - .
Pii& O para loda 3y ; esto implica due P¢ 07 y §u\a mente P€K,
>

Esto es una contradizion poraue mp“y‘xK .
3 3o

.= Y TN L7 SR ,
= b [ 0T L $5(AD = Gy SCA)

[=~]
pero ademids (o “L;’l,ﬂn:ﬁ se syque  que -

= ©) — 0
= 62&)2“ agié(()) INCIERES)
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N NS - A WRENTRE . TS AR hREL L R R EERRRB. IR R~ ——a—~ —_—~A——,—~——~sa e
e Pt L d . e N

Bl siquiente objetivo es demostrar que ou=a .
Es clare que f(A = (X)) Yne KN, por lo que K &B.
Sean bni= 'toﬂéloffo) entonces  p= lim ba .

Suponaamos por un instanle que X< 8 . Eslo implica

la existencia de 0€ A fal que A< §0)<p .Y puesto gue
SO=N s, existe NeN Hal que 0€lin y bn>8 N n>N
Lo cual implica Que by % {(o) o esto es Um contradiccich . Por

le tanto:
% A = b [ %A
Nosoltos usaremos la definicién 4.

No siempre [os compactos sen capacitables ; pero en el

350 gque [o seav, los v untos  de Souslin tambidn lo sown °

PFOPos\cio/n Sr S4 los con‘untos compactos son capacitables
entones los coniunies de Souslin lo son.
Demosiracién., Sea as =§g}sﬂg<5) , con S€ § , un conjunio de
Souslin.

F(’iese E>0 . dea S(f)—i‘ U hﬂg(ﬁ) ) por lo que S(‘P/' 85

S¢S
SUS

ceando h — oo

Por o propiedad (3% exisie {u tal que -

SO I C sara hz hy

20



Se define Sor= 8 Supongamos definides 31,52,...; Spy
para ciertas  hyhe, .o hp-t
th
S"-a. Sp> U A;(S) . Eslo leva olrs ver a que 5(2)7’39.1

cT smsh iaP
cuands h—+ = .

Ademys dado E2F>0 existe ho Hal que
S*CS(:))>/¥*(SP-.)-‘£-2'P Pora L\?’\p

Debinendo  Spi= SCM se {lene

FCsed> §¥(sp.) - £2° 2 ¥ (ap)- (.2;?:")-5 > §¥Cag)- €

o
U3 que (’217:1) S L para lods Pe N,

Con la  swucesibn SL%iim consituimos  Fp Ay iueso F o del le-

ma 2. Setliese gque 99 CFp YeeN Y poigue 7 es credente :
$RC3eY % 57(Fp) YpeN . Pe consiquieate §7(F) % §(ay)-

Yade ODF ablerio > ""\P“Ca que existe Poe N tal que
O3fp, ez ¥ . Ya que c5 (0Y2 §7UFe) ezp, ) 'S*CO)ZS*@D‘& -
Lueqo

ST(EY = I8 SN0y % T (ap- €

Vero T oes compacto por el lema 2y por Jo fanto § (B)=5Cr),
10 fimy= 9(3r\ € .Por el wmismo lema Z FC 3{ , esto implica

3R < ) M COMO  consecuencia g@;) > (6g)-£ Yeso.
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Se sique (a desiqualdad 1ap) > 17(ag) . Y como siem
pre se umgle que fCag) < S*(a;) y lleqawos 3 que :

fCap)y = 8§73
Con s &unci{)m %I?C - B [@ﬁ

3(.&):{L si E vo tiene punles interioves
O en otrp caso

se  salisface (13,(2) y (3). Sinembarqo no todoes los compactos

Ccon  capacitables . Tor efemplo para 34§ se tienen dos  valo

Yes

AR =0 mientras que I7CEG)=L .
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i) MEDIDA DE HAUSDORAFF

+ o .
- Ses %‘-,P)""’Ip\‘f Una buncién continua

Defintcion 1~ % <¢ Nama™ funcidn - medida’ s cumple
1 h@=
M (1 =2 ’%('{L) < f’\( 2) vﬂ)‘f—zé R+

4 . /
I seva una funcdion —medida en todo el capitule,
) | = o
Pacs doda pro sea AL —+RT definida por:

AR )= nf {5 ey Jse,DE o wep}

donde Sv, es una estera  de vadio Yy$llno {mporta si Sry

es abierty o (erradal). Luego con estas J\me\ se debine la

./ n
%V\am« ,[\-. b L -""&D\+

Ny (B):= ™~ A‘p&

%
e’

b2
St pu<pr enionces j\fy Ah 5 por lo que Ah(E)
existe .

Deﬁﬁicio’n Y f‘-_%f'i'“" R+ ce llama “la wmedids de Hausdoerff

1 V4
Cen f&s?edﬁo D h

:
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I Demostracion Ao =o0 satistace :
| Hh A =o
| Es claro de que A (¢)= ¥e>o .

) Si AyBe PCRS)  Hales que ACB, entonces
Ap (D & Ay(8) :
Es consewencia de que Jl (A)‘-A.(e\(g) Yp>o,
i) S; Ane PCRY Y ,4-—2:.:‘/4»4 , entonces
Ap(Ar e 3 Apha)

Afismacidn 1- A es una medida  exterior de Carathéodory

‘ (P)
Pevo A% (4 , s{ e menor © iqual a ).Kg, (Aw)  pacs

toda g>0 . Lua%o Gbservando que

i 6080 € o T AQA = 5, tim A7)

f~—+o0 ? ~® 0 n=l { p—o0

|
|
|
|
|
|
|
l se concluye A1),
| vy 3 Aybe P(RY) y d(AB)=E >0 , entances
| A (AUB) = A+ Ly (8) ¢

Si fomames p¥s  dales que 0<p< &/ entonces s
| Sucede que AG (4UB) = X(?)(J)Jc/\(m’ﬁ) 5 4 desde lueao
|
|
|
|
|

o< <ty no  2s ','\m%u n impedimenfo  para que
b} (2} ) .
ggro/ﬁ (AUB) = i (AN A(B)= tim A N Nu(h)+ fin 2% w

. . e :
En pacticular jsi vss  vestringicrames 3 tomae A4 sobre

[bs boveliavos )y /L% es una wmedida .



25
Una Tuncidn muy velacionads 3 la wedida de Hausdarff
es Mp: Z—R" definida por

MuCEY= inf { i;fﬂ("‘v) !@Z Sev> E Yipey

2]
.A(J,, =My ¥p>o 4 fuego Ap= My, Se sique  que
ai AalBE)=0 cutoncees MplE)=0.
El inverse sucwde tawmbien

Proposicion L = An(Ed= 0 G=D Mu(E)=0 .
Demostracién . Por lo awntecior , resta demostrar <& |

Dado £>0 exicte §>0 tal que 0<p<§ =7 o< h(pLe
Dispues ,dado  h{@>0 existe §Se,80= cubierts de E tal que
gl%(¥v3<%(P) .Como h es creciente y Tv 4P para toda Vv . Por
lo que

A @ & ThonLhepe
siempre  que 0<p< §. Por lo tanto
A EY = gﬁo&‘?\(m= 0 -

Lema 4~ Sesw ?,Fi[P\fM’ RY  {unciones - medida . Entonces para

cualguier coununto acolade E ¢
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A g(E) & :Eoi(ét))) Ag(E)

Demostracicn .. Dado p>0 sea §3vv§v={ una cubievta de E cen
Yu<pP.

Para (ads v {al que Yv<P ge tlene

D) f¢) @)
T © ot ety lege SO [ 38R, IR

= 6]
~por b tanto Z—;g(r\’) é[sgcgw F({S}'\,I;,FUV) slo cual & sq

vez implica gue

( § Q@) )
Acery « Loy, s ] AT CE)

Tomando {imite <uando P—>0 ew ambos [ddas -
— 50
NpE) £ (g}fo F&))A (E) H

Ya que las fundones crecienles de dase C° sow densas
eq las fuwnciones crecientes  continuas sobve cualguier intecvalo
wevado yno es diblal encontrar para cada W una funcidn -med
da de clase €7 L4l qulg*-.

H)
fh—-y:o Wty : t>o

El siquiente teorema permite supower a hde clase C~

- *[%1
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Teorema 4+ Dado h:R' —R'  yns Juncidn - medida 5 existe
una  H:R'—=R"  funcidn-medida de clase C™ {al que
An= /in
Demostracién . Por lo ya dicho existe 4 {uncoh -wmedida
o . H{t) _. :

de clase €7 tal que b, ey = L

Por el Lema L  AysA 4.

Pero tambieh %‘_’ﬁ’\yoh“)/l‘i(‘c) =1 . De aqui la desi~
qualdad aue $altaba A né Ay -}

S¢ca (e el conjunteo de fodes los cubos W(R8Rs... )

en B definidos por
SICT PR VO PR NN TS SO R I SRS =S RN

con  4i,%7, .. 0% € # .
Suponqamos delfinide e, Qpsl o5 oblenido de Gp
subdividieads los  cubos i@ Gy en 2 cubos iquales .
Def (nase G:= M&e

Ahora la funcidn my L —R7 definida como:

uCS

mi (B) = wﬂ%ZHSﬂ\ vDE}

donde WvE G de lade 5.

Hag una definicidn parecida a la awnterior de wmwg , poro



de lados paralelos a los efes
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sobre Varias TYedes

Sea D g el co“:\uv&o‘ Jovmado pot todos [os cabos de RS
Ny de long'l{-ué 7275 siendo sefRY.

LUQ%O @. .= skg)was
Mg L— R* estara  defirids  como :
FnE)= inb 1S W T By DES

con Wy € @. de lado —gv

Lemwa 2~ Cada elemedto € X puede ser cubierlo  pof 3d

dementos de @ 13l que el lado de 03 sea wayor que el lado

de ads uno Ao estes cubos .

. .
La demostiacion del lerna 22 o €5 mas que la sumple

o . « 7/ . .
 qenerahizacion  de la siquimte para  d=7.

l

SUPQW %ASQ %uﬂ_ (o= ?_(xﬁ{)‘)l Q\{x X\ngg ) Q’Lé ¥ & glz g S\'QnAo
L, ba, By Ajiq e R ytales que Y= - 11=\ 45 - &:\:\12"92\’—‘\9"'%‘

M o«tec L.
Sea Po= SUP Se\ 2%« ¢% . Como cada (ap es una cublerta

rrada dol espacio RS en este so Ry el punto (hJa) € W pare
a\%ufw w €& Qg de vikics (@b )(a.i-’L'PUE) ,(a +'Z'P°, b+7Th) y
ca, bt ®) . Tomense los Q4 elomentos de Gru  que hay enire

estos vevtices . Estos claramente  Cubren W oy >t/ ®



Harj ana  velacibn agradable catre MG, W 4 Wy o

Proposicion k= Mu(EY4 MuCE) <mp(E) & 2434 Mp(e) € 2933 MyCE).
Demostracian. La primera desiqualdad de 4z quieorda a devecka es
imediata, Dada uny  cubierts {a)‘)i\:l do B considevese la form
da por las esi:ras c".rcuiscf'\tas alas @y iﬁv\ﬁil .Cada t, ¢Sy ,
por lo que ;%Cfv)é%‘%(§v3 M luego Mn(EY &€ Wy (E).

La sequnda es obvia pues & C Gl

Pava la lerceva tdwese una  cublerfs 15voiy= de E .
Considdtese § %54 15 cubierts de B formsds poc los cubes de

.

Q. circunstritos a tay Svy respectivas . (ada v s subdivide

\
74

ev. L% cubons igualas (1’3«;\7&'\;1[.._)53\;2& € QU dolados .

Por el lema 27 cada Wy
i ‘5“ K ‘< v

(U\fi;w%{ y ey DY tales Jue 5\'3 &Yy _ Por ln tants :

s cubierie  por 2% elementos d¢ &

EY oo
U w), DUs, DE

SC2

Le -]
U
Ny

¥ T -
Zere  cowmo  ov; £, implica quet

)

.4
2o
s

A ":*-‘.

oyt
e

d

-G qdad N ¢
Loy LU L Ty
= 3 37

Ty

.
t

=N

-y

como 8 hoes creciente ; MKCE) 22&3&\%’*\Cm . As{ se concluye
M (E) & 293¢ My(E)

[N

Ly ultims  desiqualdad  ns et wes quo la primern mglid

. . . - . N A YA
plicads  <n ambos wicwbres Jor 200 ]

<
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Corolario L - Basta que alquno de los valores Ay (E), mu(E), M (E)
9 9 ) 1h
o Mu(E) sea cero pars que todos lo sean,

Demostracion= Proposiciones 1al |
’Teoremal: S uAna medida /L(-‘quﬁi*" es tal  que

MCvy) & hixy) ... (1)
para  cualquier Oy bolade vadio Yy £L  entonces

MCE) & MyCE) .. (2)

Inversamenie) existe  una constante A0 y que solo  depende de

- o sds ; , :
la dimension , tal que para ada T cormpacto ; existe uma medida M

posiliva , con el soporte conlenide en F que salishe la propiedad

(1) (15 por lo tanto la propiedad (2)) 4
MOF) 2 A My (F) .. (3)

Demostracidn. Sea igrvg:, una whierla de bolas para E . Por  ser M

‘una  medida y por satisfacer (1)

HEY S () S,,) < 3%/\4(5,.,) £ L h(t)

pot lo fanto /M(E)é inf{z,%(fv) }QSWDE}Q‘i: M}.(E)



o1

Pata el inverso, sea Fun compacto 4 definance , para cada nel,
= {wne Gul WneF #‘¢} N (1”12 L;’\C’In . Luqo se define
9n‘i,§ﬁc,;,‘°" . Entonces G0 @0...0@wD...0F 4 ade

md’s HQQn es iqual a F-.
Considerese la wedida de Lebesgue >\i — R tal que para
todo wyeGy de lado Sv=7" & pava toda v=01,... 5 Awv)=(5)°,
Qe_defmg /\v\'-gf-** ‘ﬂs\{‘ rara fada wné N W0 },\(A).:,\(MG,D

hY

para toda A ra Por lo tanlo Awo 08 Und waedida Pos’-.k'wa .
AN s < i » . [y n) ’ sl Ik
Ahora £hece una ne N . Sedefine una medida ;v{(,-\ K [RT ome:
{43 ‘&(’L-r\)

~N i Pyp—
M,nm Q4 An , aonde Gat= ';2’.»/73'

r~ . . nl = (M : . !
Ests medida satisfee My {wa)= A7) pars Todo Wn &G .

(.\ “‘""‘ —
vapn . '_'U.;::; VK > RY como

B8
S q(’” 24 Fon-t € Gno , P8 wny & h(™)

4,
Jonee
an~l>\n <4 3 (Cn-; € GM-( } . /U\(nxcu)n-l) > A(Z-. ()

F ¢ . U(".\ e T T o
oc io et Mesoes uma adids pouitwa que anrau’) para v

. \ 7 : ‘ b
;’jua: 8 Wo n-1_ ) /"&?w,(’ﬁ\l)é‘ P ( t C,U\JfC? ﬁnc(wv) es €erd )

Seﬁuh’f‘.m g e {:-rc(;:d."f.-w'crim n=Lies was A obtenemos
4

("‘\1 ey e m . N S
/!J‘\ ) . Jﬁ + AN . dne 'f/\Cd(Q’& :—“ff tiida
o,
&)
) .~ ] Yy N Yl tn) o N
,,1,10)-—%/ : St T e e(;»@ , My (wed < h{l)

COp i X : We g }f‘\ (wo‘)? nid)



For lo que }Ao (wv)4 h(2Y) pava toda wve Gy y para loda V&WN .,

Como /ul '=a; An para alquna de£n , gaionces,dado a€f
existe wi e G, tal que /q{g’(w;,)rﬁ\(’z_'“) 4 Q€ Wi, . Definamos
como WM los elementos mas grandes en G aque satishacen

/u‘"‘(w"”) WSt con §5 ol lado de W .

Por lo que S,W(}”S es une cublerfa de ajenos pata E .
Ademds con O la cordinelidad de Gy  se tiene

N YO PO AP CIY, Z/ﬂ"( )= U(s 2>m(E) 2o ... (A)

Asi, hemos construido  una sucesion {/M(n) w=o  de medidas
positivas , que por (A) son acstadss poc BAULY .Y ya que para tedo

conyunto Mo (3= 0 .)emsfe una Sub\u(.GSxM /«l

?,)"{(m}n—o que  Converge debilmente 3 una wedida /Ll
Sucede enfonces que  M(wy) €h(ZV)  para tode Ny weely.

Ya ue ﬁ&nzi: M 54 (L) 3})\4(;’(&0) ) tenemos
PRIGERUINNACIY e (B)
Por Converger /‘v( W debilmente  a Mose tiene
)V\(@m)—~ ‘M /Mm)(G\ ) Y G LW (0

CEn padlicolar MG = ““" /“‘“?(Qo) < 0h(L) 4o (O lo que
{mplica pm = ltm _pmBn) .

3L




"
P ‘ la l E ) Qi O) ( ! e \* ‘M..-b oy ( E{ 9‘ )
oy 0 n 0 M( A m o0 H 4 YA o« 1% /

~ A i ' i
pes 0 8n= 06w Pero lim _ Llin  p™ ()= fin e "0,

YA e w2 y\~,’m ww\

M)

¢
Ya que el soporte do Mol ests contenido on Glw;

L - e . fn ) . \ 0. . ‘A(w‘
/f"' rl= VE;TC- o0 SA'lZW—‘; o '4! \ o (~V‘ miJ = 'v'v\'/)'!'.ja (th MR ( D)
H J

(m;. . (M )
Dédo YTDEN /‘»{(fa.r,w)~ Hm " M:: l\gj\ﬁa)w f*m N C@m ) - M(F) . LO

Yl<i"‘.

que signific qug o ,,Jpw%:: g focsda en FLUoAderaSs v que de

\ (my -, . ) ‘e oy
A R (£ PR e lFD Ly de (D) potencros qué /«((F) 2 My (F) .
b, . - - 7 9
b Pl eiAe T s ) T 04 g = =3
ior L3 prepotiainy L Dil;f_'.,f\:" | ~'.' {4 } perv lo OUE '.fx(r)é/"{'\? -
\ s ) N P s oamN

o Saberts que Ylwy) 4 R(Y) pava toda vV . reve nosotres

isigeames desiqualdad  oea Svybolic de radie ™ £ , PSra
{ < ;o : .. e
tllo | sea T wag boly ae oo Yyoo Lonsideremos el cubo H o de lads
T : L ; :
=2 Hetraadn sor cybes do (5. yisi 3ue el cubo central contiene ol contre de Sy
i 1

+ - K ~ A&t : -~ '
M tai‘;ue /RS S VD S L D aye M5y N 05tn NA(\." que oxiSten zd

: ? £ .akw' -l d
Cuvls Wi s € G bal e 50 T I l,“a(::\_: 2 f( \ <h ﬁ(rv) Airera

: T ¢ ing ©
” - n-d.v . s e ! T
tase Lr=27% ) Aetasse JUEAM Bt acey /“4 e uny medida que

< - * i 1 M ~
R TN A Sl AR y (o 4 Shpoy e conlenido en E
2.— f"*‘ es una  medioy cxledior

CrEN L il M g -
Proposicidn M (F) e ar Mi o .0 ablerts

4 I St o B N R H
Demcsx‘racmn: LW x“ AN /'ff,\(.O/ PR f_nrio alo evtp fa\ Q{’JE
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ODE entonees M4 (B) < mg 32‘8\(0)

Tomando las esteras  abierlas m’i V\Mg) < MS Hk(U Ty)
M Como M%\(:Q'Sn) < ;lff\(\'v} " Q‘
1n§O§"é(0) < m& Z%('v) = M(E) a

My o siempre es medida  exterior ;o peco

proposicio’vx 4 Si d=1 3 mp(E) = W\& m $(0)

_ ,
Demostvacion — Ctra ez es  daco qrue me,(l—-)‘*”‘Q My (0)
L '
La B (ads  abiedto acotado €3 umon numessble de infervalos

ink myu(Uw?)
ngo}/é\e,\((ﬂ £ ind M

' 'l \ N A ’
(elementes de &) . ASY £ il VSe

TORADIRNE W)

(w

| porge P

3 mula) < iR {'\(3 ) =
MF o UZJ ¥y DE (€ "

Proposmon 5 i M (En) = mp(E) EAPE

_ n—b 0o , ">
D emosiracion, dea E>0  n (on ells 13 sucesion LE2 Yes

Cara doda  FAT" existe una cbierds iwwg de En

tal aue :

. , ¥ I4
St ge  considera M__]{LD\)‘A‘) y s Un3 cubierts de E . Sea

|
|
I
I
I
] o)< (B + E27 .. (L)
|
|
|

S.UJ«J} un gukconjun‘%o de  tsl  cubierts donde  los olementos



[ . ! . !
Son  3jeno S en el seniido  que inl wg, (Nink Wap = ¢
Esto so puede hacer  povque i fal Wy Nint Wy *9
s 7 . " . t
entonces Wy D Wem © Wem 2 &un a3t Loy ok, sow
YN ) K’i’ < 7 ]
los  elementos pa XIMMDS  de &.j_ﬂ LWl en el sentido que tig

g ‘W -\‘/ \' { we ! .
hay  otre elemento  diclinto  de TWanl en est cubierls e

! 4
) Lonxenga .

?
§
,\

N 1
Gbyviament e N ) (i 2s numerable M cubre a E.

Sea e N . Considares los  Waw towados de TSR
F

[P

i

- - ‘
diaames el cowwnto Swe, 5 . Este  cubre  un derte  Aide

..
15——-‘,*11.3 H\L'-: 7 L.l U,

i |

Y
[y -
-~ i . Y { .' ) ) ' . \
Tomese el ten sty 3 Widva ] de los clemeates  de i(ﬂ\)mg
. ! » D RN L b DR
que tRbevsecten a4 Mi. Ter osar VY ety 49 &m Lj
~ Lo, Cmetee s e
LR eLtaY toViMag g [ T8 LA e Los Ya YA PAO S
D A
1
U Wy = C”( L= a0 \__\) Ov )
- / < bR 7 < :i . )
© . R 4 —— D 2, .
LSS R A i AT w‘”\‘) . Yar  eso Mopor )
- “~ N '\'C I e Y N . o N \‘) “‘ i ; ) \ , __\_ ( . _ ) -1
v if\ {'- & s s WA E‘\\*}\ ) SO 1I/\ L) < Lo ’]( g‘)x ] s ﬁ( b\\\l 6 2.
0
o ) iy SO . )
o DD 2 IA( LM P v Y J S sraué
J .
—~ ! i"\( N« -~ {47, [ Ny e et
).‘_) \ Sy, ) = 2, il E’V'm; Y ¢ 2_
¢ s
Ay . vt s O (_C*/*"’U\."O de los elo-
Fhere considerands TM,Y cero @ G d le o
‘ W o Ty o N Thu O : t Aol
werlvs Wy ode T -'LS TSR SN S P P fieﬁmn
1o
— Ay ] s
AT oo LV L RS :91 ﬂ\n & —";’- .
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()
Towese ol conjurto 1 Wynd  de los  elementos de i
que inlersectan a G C it wym NB= ‘-f“ﬁ) . Pov ser ?,w\)mi

cubierts de Em Y B2 estar formada  de  ele montos Maximgs *

(2)

U Wy, = Q E n[_Um\H,]

. C z
( Debiniendo 51&\)7.? L= Slw‘iv} - {w\’z% M observande ue
2 .

T h(Svm) = Mg (Ga)  se sique

T 005v2) & T 0hCSund+ €272
ga ane mycBa) HLAGSY) 2 mpE) B T3 h(sw)t Lh(on) - €22,
?\evitfend.o el Mismo a'f\yuwen‘lo para toda w que Q3
Wenor que WM 5e sig}ua
'iVl{G\') Nint QL = ¢ 'V'_S)K “m caaC2)
} <), N -
Lo h(5%) 4 T 0wy + €270 ML L (s
Ve (3) M de (2 tenemos 'res?echamenfe
"M . m W Mmoo ™ .
IEBELICTHED PP R ICINED WAl I 2 T 00w) < 15 h(dw)

| "o
Y opor (D) %L”Mgvi} =

ﬂ“’i!

M&M+Lz"z <m¢4(E)+£’E}£ +Ive
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\'\ao‘\amos {m&zf m  al infinite  as? ZZMS\;,) L h(s,)
y dim Ly (B +;7: £+ Z76] = dim Me..(EnD Y€ | por lo gue

my(E) £ 2 0(8'x,) £ Lim my(Ew) + 2

Como € es arbitrariy m(E) & “W\ M\%(E ). Pero
Mu(En) € MuCE)  ¥aelN  poc lo que w\g,CE) Lim g (Ew)

| M \u.erio .

mu(E) = lim My (Em) ®

Tomando En compacio  ¥ne N N B abierto v acotado

L/ . .
\a PYopostCion 5 implica

Corolario 2 - my (&) = Z&Pome\({:)
Demoslracion . Fn7 0 para  ciertos [ compactos, as/
m&(07=1r1ﬁ Malka) < S;épcome‘”:)

Pero  para 1odo  comeacts F contenide en O existe
un veelN  dal aue FaDF oo Lo que  Mp(Fa) = wmg(F)
M WH’n(O):lV{Q’\”VZ‘G\(Fn) = s%_{;omp,\(r”-) &

7 E’/\ el caso d=1 cen La ?ropofxmon { 3 Propos\(.\ogt:?
»«)d corolaric Z  wuestran que My £ —R* es wna
;'_apac}dad ) los Conjunfcs compactes Son Capécijtab!QS . Por
la proposicion 5 dd apthlo L, fodes (05 conyuntos de Souslin
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Son Capacifables.

Ademss ol corolario 2 W la PfOPos{cio/m 4 implican que
sy d=1 y entonces  para tedo  conjunto A de  Soushim  fal que
Mu(A) >0 , contiene un conjunte F  compacto | con la mism
fTopiedad de  ser mp(F) >0 .

Pero  of vesultado sc tiawe an 3enm1

Teorems 5~ Un conjunto A de Souslin tal que myu(A)>0
contiene  un conpunto T compacto y con 3 misma propiedad

de W (F) > 0.

. ’ ) r - .
Demostracion » Sea wipy: L —+ R*  definida por

wy (E) := inf z Toh(sv) 1 int (Vawy) DE S

!

1 . - , .
La primera S-Q\rmauon ¢S gque My es una medida ex{q

vior .t
. PN .
Ee cave que  niplE) = 1y (0)  para G abjerto w 0°F
; L VA r ) , s ' ' . ]
Ter b ogque Mg {E ) == inf vag (o) . Ls atra desiquaidad  es tamediata
: t AN ' d :
o ues
r o, - . f * . ! . | 2
wg(E) = fnr TAhGy) = wf g, (Uwy) > wf my (0) .
int (V) DE it (Uwy) D E ODE
L Fiemacid {1t i i
3 sequnda ahirmacion @5 gque Se sdalistactw  [a propesi-
. . . . . i
Gén B M el cotolario 2, 5037'..1‘01591040 my por My . La demostra
cibn  es esgencialmenie 3 misma.

Enfonces como 24 el caso d=Ll  para My, se obtie -



. H .
rew las  conclusiones para  mp ; que €S una  capacidad , que

los compackos son capacitables n gque los comjumtos  de
Souslin tamwbizn son capacifables .
El tesvema 7 es devto 4 per lo tawnto 5 Pora .y,

Hay wna velacion mportantd  eatre m's N Mg

f

me (E) & wi(E) €38 mMu(E) JE€E ... ()
La primers desiqualdad “de 1zquierdd a devecha es
tneediata .
Para I sequndy  Supongase que iw\’ng €5 una abierts
de E .Pero paca cada  (Uua 'f'\a% 34 cubes ws;,‘ 'y
Whny <oy 000 €6 Haley, que  S4,=%a y  Wn Cmf(Uwv)
Poxr v tante E C mt(UUw”) N s s:'ﬁue.'

Zd

wy (E) & ; iﬁ, ‘m)~ 24 T h(Sva)

-

C9ue Concivye  Jue (e = 3% wmyE)
Ahors supongase  ave  wyu(Ak) >0 A un conjunto de
Souslin. Esto  implica m'e\(Abo y des pues  existe FCA compac
1o tal gque W\&{F) >0 o Tor (1) 5‘* VMQ\(F) >0
formo B s una  constante que selo depende de la di mensioh
My (F) >0 - )

El siquente teovems es ew parfe un Corolario  del

39



'{.COTU’WE 5 .

Teorema 4= Cual quier conjunto de Seuslin  E  {al que my, () Do
Contiene un Sub(.anju‘ﬂ'{‘O C‘OW\PaC{O {al {}ué‘.

0< Ao(Fld e ECE

)

-‘ .
Demostracion ., Sabemos por ol teovems 2 que existe Fy

tal que T, CE H o= W (FL) >0,
Suponaamos detinidos F; 3=l,..,n  comepactos tales
‘%Qe. =D FLD F’;_) N Fn W‘fd(%) =aj Vjv‘*:g l‘j

Ses st(”i una cubieria de ¥, tal que stire g

como Fn es compacto 13 podemos Suponer ffmita

ajena ( int W Nint W =¢ ). M

S h(8) & b,

\
v

HZ

3}

S e ¢ s §9 =2y (O nR) < AR
delinimes Aj= CUO"\ Ny

En e ¢tro  so y 2% es Cusndo 8(3> = 7" M
M)ACLUU')I’\?./\) Z hiz™) 5 ia defrinicidn. de A} es un poce mas
complicada

Privere  considerense  los 29 olementos de. lados iguﬂes

. ¢ ; o) Gi \
contenidos ea W 2 ) (,UL;)‘l w 11) veyWnd avdana dos  em b

40



forma que MQ\((U“)*(\FM Me\(wm‘ﬂFn) .
an‘niendo i‘ = Wy, '*—U‘)(’ih n{'n) se {Qma 1 como !

Kz man 1K) siratie ot <h(zM}

Resulta que  Kee N fal que L4k, <23
) 3 l)‘
SQ degl'ne C».t o= Lw(;)‘ u,..U L!J( ] OF Aj ;.jg 3,“2
mu(C) < (™) salonces wpllo= m«fg Yhlwy) ] Uwy,

D0 M Sup £ L HZ M luego
My (CO) = m;,(wcj"‘(]?n)f oo ( w(’)‘nF )= o(,J, -- 'h:‘q(,‘

! 1A ‘ L b s g=n-d
POT o T,AY\{.O Mg,(wmﬂ rn? - "WC,I(C;} 4 A Ky 4t < (L ) .
{

i . - k4 . .
Supengamos  dolinidis Km n Cm . Considerense  les 2¢
| “'"‘ (lm Gl mat
cubes  de  ladp /Z. aue  estan e W, y W 3
Imay RS ;
W e ordona dos tales que
Clmet TS S ‘ Cdimu o 20t
g ’L \ ila s g Ll L (l F\’-) T i=1
f+ - il g Ll s, .
Vefiniende o« im g (™ 0F 0T so toms X como
b s ‘ ! = Pl
Ry
mal m i . -
Kmui:maxgkld, S <(h(2“ {H‘)Oﬁi i
=) §=y
LR . _ % . o R
Kmit  puede  no anstiv st existe Kowr€lN oy 2l que

3
L Ky € 2°
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Si Kmat  existe se dedine Camui= L mM“U \Y li::lnr
M M3 que My (Cmas) < (") entonces My (Craat) o5 el
conjunto  inf {Z{\(w\)n | Uwvad Coae W S £ g A

lue q0

&%) ) 129
g, (Coms) = Wy (7™ NEDE 4 mp (WS ™ (\F) = o5, +o¢'f£:m

L e P~
Por Lo tante My, (Cm) = MpClmis) & O(F:Mitl éh(znml)
As? para cualguier MeN M0 But= GUL. UG
es dal  que me,,(%J Y= mplC) Y.L mp () y por lo fanie
-n-

e, CINE) - my (BW) € AT 4y ma(Bha) < W)
Tomese M=(S-4)n M A= B . AsY

R - W@ M) £ My (A £ R(T™ )

Defina mos " Frayst -—UA . Como W\e‘(A})L{A(?—.m)
M Mg (Fa) £ zm@,m

’J
band LW £ pr+2”
e

Po( LD 1,3n'{0 —{:;A b 4 D_{_'*' i. «< oo . o o CZ)
Por otro lado , WMpu(Fas)=my (UA ) es iqual a
W, (U A;\) + L W\%(AJ donde A ?ue {omada Coro

U"ﬂFn para  i=4,2 .. Ny BM para 1= N 4L N2, ., N

‘(Es{o ¢s clave  pues My (Fayy) & Z{’\(Sd]H
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Pero  eso  lleve de (1) a:

N .i N 3
maCFn )&y (U wNF,) +Lm (W) <

—

my, ( UA e z(mh(m,h hCT™)) = g (Fass) M) B (2

Nat

por lo tants Onts 2 Ao — (N-N) B(2™) Ve aqu obte
Viemo s &f_g.lman > Q- NACTS) >9° - . (3)
Finalmente  definimos = VQ‘ Fa v Per o que
FCE M Foes  compacto |
Entonces  de (2) ‘/\*k(F)é Lim by £ oo M
de (3) M (F) 2 VQ{—TMC\"?O v Y3 guez como
F es ompacto las cubrertas g4 se  usan  pars m,;; Aue
abran a5 icwen que  conteacr slauns
Como My (E) £ 28 My(B) £ 2934 4(r)
entones /A4 {(F) >0 "

O<A{,\(F) L oo o
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I POTENCIAL Y CAPACIDAD NEWTONIANOS

1~ Consideremos aqui  wmedidas @ positives | de goporte compacto

~ finitas 3,dom\e Finida sic}n%fica y

j dé(w) < =o
R

Denolaremos como Sg¢  al soporfe de 6 .

Se define k:RT—R comb
K(r) = i eog(‘"') i d=2
y2-d oi d 2

! {'\ -/ .
Esta funciow gs conocida  cemo ol Kermel de  Hewtown

R4 o . , . V] .
| Definicion - E1l solencial newtoniana de una wmedida 6 es 13
.l W, - pd _ St .
funcibn ”U& . R — R definida por

2= § K(1z~wi) d 6(w)
l'F\d

Hosolros demostravemos fos  cesuliados del capitulo  para

S d=3 peco  alos  son  ciertos  en 3eneraK (dz2).

J

Es clare que  Si % d S¢ 7w5(><)<°°'> pues la distancia de



x al compacto 36 es estricamente  positiva , per o que
$>0 tal que d(x,36)>§>0 .

4

existe

=> x-y1>5>0 NveSg = o<ix-uie s Wy

5

- -1

Ss S¢

Lo serprendenie s que de hecho Wé es fiv\\’ra cast donde.

quiera  (a,e) pars teda d=2

Fro;:osicio’n %(6(’() L oo a.e
Desmostracion: Ses d=3 . Flese R>0. Por o que
1 _ gzlr fzv R . .
j 11 S 7\rzsen6) c‘fdtgde
Belo) ')6’-0 ‘)(5’ 0 Yo

es obtenido haciendo cambio de  ceordena das. A<l =

o ir e pR R
x T:(-\ d)( < S X & Ay clr Ci(ycle = ZTT.Z[—Y—;}O == ITzP}

(o]

E(o) 0 Y%=¢

Si hatemos lo ané\oc\o al trangladar de orf%en) ootenemos

i
i FETR

Bal)

Al . - T S : i < L
0va E X 2 dy = j 7] dx % 5 Y dx & j T
O] BelD)N BrlY) Brlo) VBRI Be(Y)

Jx%j.-l'__
Ix-y
B

dx

]
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con B comp Br(® (O BCP,U) ] Ae\,u( ix-v]12R y por lo que:

A ) i _
S\x-\/\ dx & S |%-

8 &(D\ BKL\‘ )

dy 3 R &ax ¢ -
B
pues SBAX < = 5y peov Ser B compacto.

Por ol tesrems de Tubini A lo an’(erlor)se tiene

g MUe(“AX = S RTQL\T\‘ dxdgly) < M S d¥) ¢ oo
3
o ®

Ba(0) Bo(0)
para a\guna M. Por Lo fanto Q‘Ug (X) &L == a.e R

/ :
La demostracin se aenealiza pae toda d, en una manera

/ d
ana(g%a usande el cambio de coordenadas estdvias en RT.

Ahora, estudiemos dos imporiantes propiedades del  paten
cia ﬂewtomam\ Hamadas el orindipio del waakimo 4 el prin

cipio de contingdad . Paca elle  wnecesifamos  dos  lemas :

Lema 1 - M_“U (x) > Q{Ud(xu)

X ==Xy

,r
Demostracion - Sea  d=3 . Deflvanse

Kith= {7t 1>
) Le Y,



41
y W, 0= .,Sgs ki (ix-vt) dg(y)

Results Kj £ Kijyy 2 BUJ £ \an. VieWN |
Su\?on%amos que {Xn}:l es una  sucesibn  fal que

Xn—= % coaando n—=oo. Defhase K@) i= K;(Ita-Y1) ;) entonces :
A "
lim KO = K (1%,-v1)

o cual imp lica , pof el teorema de Convergenda acotada -

Lim MU () = &'l‘iwg Kin dsty) = SK;(\XO—VI);‘USCXO),
_ES% es My es continua | pora toda jen N.

Ki es wedible (por ser contiwa) e N . Ademls sucede
que_ %‘_"_A’.wKJ:K M K) < K‘“LSK, b pav el teorems de

- converaenda dominada .
W;(‘ﬂ — ¥ () ¥ x

Supon3Amos que Yug(Xo) SaQ Ly que implica  que existe J,
en N {al quey Para  tods J wayer que o iqual a Jo J Y ¢x) >a.
»Per la ntinuidad de "‘Un )3 530 A M-xe|l < 8§ => mjo(x)>a
s puesto Jue U2 W (x) Fi>de, para fods % tal e
Cr-Xel 2% 'Xué(\<\>a. Por lo tante @n a= Usxd - €

»i;fﬂplica :



sup tnf mg(x)> “%(xo)—— £

6>6 1y-X]<§

Lema Z: Dado K C [P\ compacto ) zuﬂ es continua en K sty solo
i ¥E&2o Js>0 .

X %6(‘}')'. £ 6

Jx -y v
Kvic g ¥ xe K
5 dely) CE
Demosiracidnr <) Sean d=3 Ny E>0. Sea §>0 tal e 9 L"‘;;" :
Entonces
d§(v) N d §(v) —
] TEewi 67 T *S %- v; Us ¥xe K
X-¥12§ XY 12§ [X-yi<§
d6(V) ey
ie T 7 mé(x) ¥xek
) Ix=¥12 §

T ocome M 2 Y

f
Ul e > G (ev) deeny > W)~ Voe R

r o>
con lo que %UJI converqe  Unitermamente spbre K 8 s . Ya que
WJ es wontiava ¥ie N) ¢s  continua  sebre K ¢ :'N) 10230 Q’“d

v >
[y es lambien sobre K.
~3

=>) Supongamms 32 Me ¢ continve sobre K pero existe
Eo>0 {al que  para toda 5=4m (aelN) y existe  Xac€ K (on

d6 (v)
j XY Z &o

Xn=Y 1< ¥n

b



B

|

:
B

De este conjunto de Xa'S,por estar en un compacto, existe
una  subsucesion ccV\Ven}en‘\e a a{%uv\vg X éTZ, Tal  suhsucesign  la
Seﬁu}zemos denctando por §Xn§z| (Xn—e X ).

Definimos ¥r>o WUl iRE—RY  omo

o déy)
Metre= ) Do

Iy-X12r

. . 4
v Estas {:unctenes sen contingss  en K porque -;(Y):T\T:;-‘:} és

conlinua en el conpnto de Y's que satisfFacen \y-%izr.

Definase Vv‘:z’xug"m‘r . Por lo tante Y¢ es continua sobre
"Z on ’)Z.

Dado r>0 existe NeN {3 que [¥n-% | &% M Yuly para

NIN, Esto implica que "«*V\?N) $9) Ira-vi <Y T C 3V \‘i-\/1<r§)
{ueﬁo :

J
d60v) de() =5 So [ g5

\/VC"“\:[\M—Y\ ~J eVl IXn-vI
I¥-Xl2y ¥N-Xi< ¢ =X < Y
para tsda neMN. Por  continuidad Ve (¥X) Z €&, .
Con
Xnlyy = {1 si [Y=%1 2 Y
0 i |Y-%] €

. ot . .
construimos  [a sucesion  de fuv\uones

ixn' \"}"ﬁlﬁm

n=0

9
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‘ : : ! - L
las caales  satisfacen Jim K, TR T TS Mo la
desiaual £ Koo 2 4

Por el teovems de Converqenas  monotona  aplicado  a las

Kn+ 1 ) Se tiene

Me(z) = vgf_gw_w“llf/n (%)

-

r r
Ma que U< ¥, —=> %lq émv{rl 5 entonces (vandp { —»0
L " - -
v (X) —-—*”ug(x). Pero ms(ﬁ")éw 5 pues es (ontinug enn K,

for lo tambo y st v =0 . V(X)) — 0 . lontradiccidn con Lo que

)
habiames Yya encontrade V(X)) 3 €650 ®

Teorems 1= (Principio de Contingdsd ) | Sueon%anxos ue g e
) I rb( . ¢
Continua 2w 36, EV\!mn(.?s UG es continua  ew todas ’\Dc\v’res,
. 4 . —_—
Demostracion- (es d=3. Sea ¥ CR2 copagacto, Usemos el lems 2

. Yl i
Para  demostrar que "Jg ey ontinva sebre K|

Ses E>0. Por ol wmisvas lome 72 wopor ser mv.g tontinug  2p
35) existe o>0  tal que -
J A6ty g,
lx-vb'\:zl . Vxe S

~ _détn [ b
S"l Xoé anw 5 lXo"\“ =
1-Y < 8/ {Xo~v 1< §
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Sugiona‘samos que  Xo € K— S N considérese Bg/zlxo) . S
BS/Z(X") ﬂSg =¢ ) €n%0n(25 Se C.Umple : |

d6ly)
‘ Yo~V |
Xo-Y1 & 8/

=0 < £

Si Bs,(x)N 8¢ # ¢, sea B €56 12l qua 1Xo-%,| = d (X0, $6).Por
lo que o= 1<%/ y By, (xe) € Bs(3,).
Pava teds ve€ S6 [%e-Y1 < 15, - %l + 1%~ Y] y lo cual
implica .
1.-v1, ¢ VTom %l 4L &2
lxo“Y! \Xu‘yi
pues 1%~ Xol € I Xe=Yl. Enfonces

Sjcm ‘. g d60¥) :jl‘i«;ﬂ_é____m /\ZJ d6) _ 06 ¢
< =

[Xe-yT = %o 1 o~ Y 1 V50—V 1 | %e- Y1
“lXemY1< B/ Pf-v1<§ 5.-Y1<$ Mg-v1<$
d6(y) -
Se obliene ‘f{ﬂalmenfe [ Xe=Vy1 <& Vx., é‘K
“‘ft\‘Y\g S/z

Por fo tanto Mg es continus sobre K . Como K e afbiirarx'o)ma

es  continva  en fodas  partes

Lema 3- ¥e>0 3 K CSg compacto -} 6 (Sg-K)LE *jgud;c
es continua sebre K (6 1= 6CANK) ) .

Demos{recio’nraug es wmeditle pues ella es imite de las M; due
son continvas 5 was  que wedifles . Por el tcorema de Lusin jexiste

KCSs  compacte ol que WG\K es (emtinua N 6(S¢-K) < €.



5L
Sea 1xnd C Kk tal que  Xa—+X, .

Ghjeremos mostrac que -

&f_vi %5‘( (Xn) Q{UGK(XD

pars  demostrar |3 centinuidad  de W sobre K. Tero porel le
wa L, ya que S6iC Sg, esto ey Sg es Compctoy solo  resta
derpstray fim mgkf’fn) < %ug,((XO)

SE& § 2= 6- 6 - Dado S>O) (orp So' CS(fJ esto €5,

S¢" es compacto, por el lema 1, existe NéeéMN tal que paro toda

n>, N

Wg’ (xn) > ’Ju(' (xo} - %

Tam{;fe/n “Ué (Kn) <& v‘ug {(Xe) + % para
Ser Mv{g contings  sobre Ko,

Asi Mg (xad = Mg Gied < Ul () — Mgt Ox0Y 2.8
lueqo Wy, (xe) £ 25 5 il ()

n SLngicfantemenfe qra_n&ej por

o

pace N suficiente mente qrende .
Be aquf hwm Mg (Xar & %u{k.(x-f) =

Antes  de demottrar el peincpio  del

maxime , Veamos Ciertas
propledades que cumple :!ug .

- od
Lema 4:" %?,(5 e  “tnlinvy ev Ro- S:S )éom&ndo %15('30):0 rj es

. G ~
arméwica en R — S

o/ . . d
Demastracion~ Primere  veamos Tue mg os contingg ¢n R — S¢ 5
. =d
es coalinua an K= S¢ .

. / - * \ Iy
elespu@s ) Aefimendo d’,‘é(,fﬁ,ﬁ =7 Q) ‘-";. we 1{15



| dea §Xn§:‘ tal que ¥n == Ro 4 Ko € RY - S¢ « For ser
R3- S¢ abierto existe $ Do tal que Bg (%) NS¢ = $. Adema/s,
existe NeN dal que YaZN j xn & Bg(xe),
Dado €70 existe NieMN tal que 2N => %o -xal <€
Sea Ny:=wmdx(MN,) . Entonces  ( o=V UXa-YI YT £ §% con n2l,
wYe Sg. Esto implica

[ =Y 1= Dyl
l“us(mﬁ’lis(m! & 556 Pxe=1 Y Xn-VY

d§ly) < 87'-&.% d5)
5

para azN2, Pero 51 fowamos § Fija, Us es continvg e -k,
Sea 1Xn% tal que  Xn—= o . Per demositar que cuando
Nn—> coy 'Efug(xﬂ—-—* 0. Para als ; ses MPO, E nlonces  existe
Ne N tal que U7 N amplica IX-¥]|Z2 M ) para toda v ¢ Ss.
En particular  los XaS que satisfacen  IxndZ2 N, satisfacen  que
IXa~Y) Z M. Asy Clxay Y™ & Mt pare Xn tal que [xnl 2 N N

lueqo
__di(__‘ﬂ_ pa { ]
ECS 10 ‘\ d6(Y) M'l
S¢ S

6

Por lo tanlo v&im Blexa) =0 . Por lo tanto Mg es conlinua en
R3— S¢.

l~ Comn  supomemos que 6 e '?in‘iha, de soporie compacto 4
| se cumple que fxv) 1 = ['%:-‘Tl es  continua ny diferenciable sobre
- (R3-S6) % 5¢ 5 entonces : '
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SXi [SRX,\I) dg(ﬂj = S a_%%‘ﬂ 4 60v)

1

APHcando el laplacdiano Vz 3 "Us y ovtenemos

XY | VZ g 609 4
V&) = I x-v1 con  x € R°-5¢,
pero v? )((X,\/) =0, (ueqo ¢sto implica  que Viqs(xd=0 @

En estas condiciones , existe un prindipio del _wixime par

{unciones  arménices

' < wmax q Moy o R
g (x) 35 § Fxe R S¢
Dicko eslo, apliguémeslo 3 leorema

Teovews Z.- (’Priv\dpio de! \‘axxmou W(S(’q M ¥xe S¢ =>
Klg(x) & M ¥ee RE. En obras palabras

®
sup ¢ < sup Y
Rd Se¢
. c
Demostracign: Sea d=3. Ses K como en el lema 3 a sea xé S¢.

Sea wr=d (%,5¢).

Con e camo en ol lema 3)‘5@, tizne

Bué(m: (WK‘ m6;¢)(><) T vauék(x) “ e (i)
S .



Se tiene
' d 6¥) (S4-K)
W - mdg_) (x) = Sg ;<|X~V[ = Gw‘im*— < &4,
-

Ya que 6k 6, Wee € WUs< M sobre Sg. Por of lema

3 ku& es conlinua  sobre K M S C K.
Por ¢l  principio de conlinuidad aplicado 3 6y vesulta que

W es contins en todo R®. Por el lema 4 :

)¢ Mex Y| £ wax ¥ <N
Us ) Sge Sk ¢ Sk

Ewlonces de 1) Mx) £ €/ rat M Mox € R®. Como la & es

arbitvaria

e (%) & M ¥xe R -]

Los Hesremas A 42 son casi el wismo .Tan es as’ gue
es pos\blé tambien dewmnstrar ol principio de centinauidad .a par

e <.
tie  del  principio  del  waximo .

L- Sea E um conjunto  acotado o sea Ip el conjunte de
wmedidas 6 de soporte compacias, finilas | pasitivas, cen las prepie
dades  exiras SsCE Y Ueix) <L vara tedo xen E.(Tor
del  wdximo , 6€ Iy = Mlg(x) £ 4 ‘?zxfﬂ)\d).

el princpio

. . ¢ = =
Definicion - La‘\ca[)au'dad Cpr 2— R se define como :



- Sup 6(_E>
CKCE) ¢ TE

N Se lama “la capacidad newtoniang

.. . T w5t
Proposw\c'm l:’ CK. : o( - “7\ ey waa (a?aa';ciad .
Demostracion:

i CK(E):: %ZUC?E C\(E)

F  compacio

pe Iy = pely | pR)4pE) = (o (F) £ GU(E) =
CkCEYZ 3SuF (L (F),

FC E
. - T s ) ) \
Dado M ¢ ,LE = ME lsM =2 0 E) & ulSu) MoMI que Sy
. Aol nYy L. sun Ao
Q$ CO?’L?&C‘O \—’;._(\L-) = “F-E~.‘r,,_~ ) .
[ -
— 5 oy
iy EL C P Ce (B} = CulEL)
To == ¢ 1 nEEDY = MLERD
poE ode, TEOPE Sg, w0 LR 2
o Cof e amE AN
S ﬂ'(’,f'ﬁﬁé (S (\: ST P Ly “O'/
{‘ Pl
nNDE
[ ="~
S ¥ oo =K
) £ le) = liw (J;((f'—"nl Lan E=UE
1{)--«-’%

. o o~ /\".‘ .':: A 4 *"
Como cutede ty entonces EiCoy = ¢ £ Cy

4 . SR Y
* - i ~ b
LUQL:\)O C (.C = QM'“ Lp; (.Ew) .

g

'V*.-vbco
N ? - N
dea E>0 . ¥ e N 4y 2 04 2En sbleris - A

CL(EW + & > C(On) .

56
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ey

Definase 0= »\{;lLOM- Ahora dadg FCO compac‘l'o,.)impk(ca
FCOn para alguma n M, CR(F) & C\(0n)4 SUPCLEn) +E

De agu?

CLEE) 4 Cel0) & Lim CL(E) + ¢
pies ODE . Como € es arbitraria
CECE) & lim ChcE) ®

Proposic’td'n 3 Cual%u{gr coni)m\io de Souclin en [p\d es Capacita-
ble para ls capacidad Cx,

Demosiracidn = Pox la proposicion 5 del tapitols I basta ver
que los  comjuntos  Compactos  Son capacitables .

Quereraps demastrar

Ce(FYy=CUF)= gﬁ?ﬁz(o) con T eompacto i O abierto.

Primero , 5 clare  Jue X (F) 2z CL(F) . Paca demosinr
la otra desiqualdady ses On el conunto de X7S tal gque
d(x,FY<dm . Sea fn € I, tal que M, (O > (i (0n) - Y .
Pero por estsr Mn(OM acotados VneIN, existe ¥una  subsuce-

sith  debilmente coniergente Moy — M, Y como Péra‘{oda

L/ )
funcion f continva pasa que !

M_M



Sf'd}&nv — 3£4)A cuando N —r oa
tevemos :

‘*U’;"” (x):= SK;OX—-‘H) dpngy —> gkj(lx-ﬂ) dp = P (x)
cudndo N —s oo ‘ \

Por lo fanto X E>o 5 "U’;n”(x) > WSCX) - £
asi  pues lim WNW (x) > m}i(x)"ﬁ ¥ 1e N | Eslo {mplica
que lim “u).(nv(X)> W}«(X)“ E . Como {a & es arhitraria :
fim My, (0 20 Wu 0]

Lueqp entonces L2 liw mﬂ=avﬁ7‘5 7 XEA/*' (x) . Asl me Ig . Como

mmediata  Consccuencia °

PCEY = lim fhay0) :‘g@gau(ov«_)
(=)

)j lQUQgO

~% N - =Y
CelF) z M(Fr 2 C(F) ]
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IV CIERTAS PROPIEDADES DE LA CAPACIDAD
NEWTONMIANA vy LA MEDIDA DE HAUSDOREF.

L- Una forma b de manejar el potencial newtoniano es
como una infeqrel de Riemann — Stieltjes o coms una integral de

Lebesgue 2

Sea M una medida Finila de soporte compacto Sm , Definimos
para cada zefRd Mg_ifpx+“"”m~+ 5 PE‘B’_"R+

moley:= M(Br(2)) =1 Pz Lo, r)

Luéjo Pz es una medida Sobre los borelianos de RT N Mg
tumple

1) Mz(0)=0 |

il) melr) es no decreciente 4 acoteda

Wy Existe R2ZL veal tfal que  mMy(R)=Mg(Rixt) = Ll
pars toda A DO 4 l'\/kl\=,&A(ﬂ\é)

Proposicio’n {- 3¢ dan las iqualdades
R

dmly) R
Up(z)= jmd FRTR ”jw‘fr‘ I pe ‘XQ + dpe

donde la  primera igualdad se da en o sentido de que si Una

de alas existe la otva tambidn M son  iquales .

[



Demostracion: Por el teorema € an CU5]) paq 163 o5
inmediato . Tomese  Te: (R, B, 6) —= (R, B, A, definida
por Te(¥) = \Z-v|  psra B borelianos , A la wedida de
Lepes que . To'mese  Sdemd s q: R¥—s Rt dofinida por
QCr)= Y . Enlonces  obtewimos

\ i N 1 )
S —_il;dH(T:Cr‘z)::‘ EET dun) ..

\
. 1
" VRS

et , | TL"T d 6(v)
pero MLl (M) es justamoate f’,.;[o;“") s IRAZ !

* -
es  Au(E).

Bl omicag teorems & wnos  qarentite que St una de

60

~ Ll . ./ .
oz dee -_;«..,:33(3]25 de (L) uxiste )enfonces 3 otra también existe

s

- ¢
4oson \3uaxa3~.

- 1 - . . o 7/ { PO ‘o
et dicho & prondpie del  capitulo y en el jadso i)
£8 [ 4 14
il
T } ¢
P S e 0P
: f1 7 2
; e a R
v RNY [t
\ = dp
; . . , . , . . 3 r 1
aAcaal a0 IRIAEG T O N [ A R A o 1945 3 '-’0 B
. 4
r [ . oL . .
B 2 aetfeinr prnTocllibn ud f2i3 45480 el Po"tenudl
N 0 t . 3
viewiopiane w3 fatracl ac Lebazaue .
De';\nttionr Uins  wedida & casi iy L tinida )c{f_’ :(_-.;:orf'-:’, COMPAC('O
i P
?dra La (ial Lok bl 4 sastanid 4, ayd qQFﬁ/ldC‘ snlo de
. ./ o < LA ; I :
la dimension , Tai aue - cEa (g o o Sy bola



6l

N ¥
dae radio Yy 6 se llama de crecimiento .

)
O lo que s equislente ; 6 €5 de creciwiento b, osi existe
una  constante A', que depende  solo de la d(mensio’n,{al que

slwy) & AAC Sy para lodo cubo Wy de lado ov.

Definicio’nr Una funcién - medida we satisface
9

By lim B/ =0 4 W) JRPL So "W dt

{—+0

W I'4
se  lama vequ lar

La siquiente propo:\cién relaciona  [a integral  de Riemann
- Stislbies  con el potencial newtoniano or vnedio de la proposition
) P 5 P prop

1

. 2 ? < : .
Proposicion 2= 51 h e ums funcién - medida veqular 4 6 es una

wedida de crecimiento 1, entfonces ) pars cadas 26 dejexist‘e Miz0

)
{3l que Mg < ll6ll=6(RY) 4

o o0
C!MZ(V) —_ w (l’)
WG(%) - Jo " — Mi'*' So —l_—‘\'l dr
y Ldp
Demos{racnon.- Por . (3 ?\‘OPDS‘UOW 1 gaLgM()S ‘?}’16 W\f T < exis {e
(aunque puede  valer oo), potque fn =" o5 medible N N0 -Vegs

+
fiva en R
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L °y
’/ /d? = X ..-dm (Y) '
e S(a,b)Y A Va0, 4 qu

P1 (0)"1"‘ W\g(f) ) g(")f-i/r es continga  ewn Eajb] )
Peco  wi(r) €5 wo decrecente  ¢n Iy s enlonces  por el
ejerc'\cio 1 7(apﬂu\o 6 en ([101) lenemos

b . b
X %—dmlﬁj;: UFIS LI B TGRS
Q. Y o} a T2

N b .
(ORI \‘} Vﬂ}.%:l dr
4 “,

{ ! 5
asnde  io sequnds €S o ) 0.
D ! . ‘ : 1)
Poe lo que  supsvemas , g (¢) = min (AR Iell)
i i / bt
. . g o ) .
lo aue imslica Co« Um Wzl oA lim WO
T i (0 "‘”"‘,r—"' - r—0 ’?.."
- 8« A /
bere W oes  teauiir 5 por  lo Gue ‘?““OV ) =0, Adewmds
: : 3 m .
X . . , . -7
M U6 dwmplics que  lim W) /v =0 . lampien  es
) \ | R S=Y :
ety que
5 b
e \ . r Y,
R e < Ay R G
J,L ¢z vn 12
o ade impliza que  u dnlearsl de 3 R%uerdd 2wt opues o 2s ey
ar b -
A le(b) YAz (a) miﬁf)a |
? 3 PYTE P . ~ . . “y ——— L T _—ar
feAdewans  2ntontsl  peasar g i o x =y
Q>0 Y
\na Pt ‘lﬁ’.l'l"{/ '
= . . Viz{n AL S ' N {00
Existe uer il & falh) TR T s puatin e M8
/ o = it : 0 Z

I3 (d V\L\.Q(&fdi S ana .V,i,‘:;'. 7a f,’-}: i'd‘AP'I'CP:; a C;E- . ,:i.v‘.\l.,, .




T
By

?0\' '.o tanto

b
i m(b) mee) §
” S X (n.Ldp, = M& 4 S mee) 4y
no>oo Yoy tp) T ° o T*

Pero  por el leorema de  Convergencia dominada

' A do, = 4
\l(.\\ﬁoog[:o'b;)&(}/n,b](f) Y Pz = g[o,\,)/r €1

Recurriendo 3 la pfo;ms'xcx'én 1 o haciendo ‘9—"—'Rz)

oblenemos

Ld mz(Re) S""m ()
=.q e + i cif
g[pjf r @fe Rz s ¥ VZ&[RA

Y para {erminar 7pues’to que Rz L 5 entonces

ma(Re) /2y (Re) £ 116N YeelRd
. - wiz(Rz)
TOM?.SZ M?, R1 ﬂ

iy . : .
Una  comexién ealre (apacidad newloniana 4 medida de

Hausc\mg’; , €5 la sfguienke:

. . ; s
Teoremal.— Si E es un conyv\%o de Souslin  en RA,hES una fundon

wedida  reqular N Ap(EY>0  entlonces (E) >0,

Dewmosiracion - Por ¢l corolario 1 Y leorema 4 del  capitulo 1T

o
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existe F un compacto )con{enido en E tal que My (F)>0,

Como en el tearema 2 del capitulo I, exiske 6 una medida de

crecimiento  h y tab que GCF)ZAML\(F))con A>o » que solo
depende de [a dimensién . Por lo que  6(F) >0 .

L, W= | M dr g
6 es de crecimiento  h ems{c u na

Por la proposicidn

. Ya  que
C.Os\s\AV\{e A y que sols depen
de de s Aimensién) tal  que W) & min (AIMT))MH)

. De aguu'
se si%ue que

R o0
W@(N”jm’mar + My X @dr%Xﬂ%x—dr%Mz

o R

Sea T la suma de la parte derecha. Por ser el primer suman

do 101»'\'&{03 dado que h es requlary 4 ¢l Sequndo iqual 3 Nél/r
enionces We(t) & T<Loo el :

Deffnsse Ti=T 56 . Lome §¢CFCE

. =
, Sg < FCE
Como 6 o3 finita

: N4
, positida y con Soperie compacio § tambien lo
es,

) - o
Resta  observar que “Ug(x) £ L 7Txkel ) pers que §
=
este  en lE . Pero esto ey claro , pues

Mg -T2t VxeE n Aet-T 5= Wp (x)

Hemos  obtenido de esta manera 5 UNa § en I 4
§(EY>0 , pues T-'6(E) >0 . De
Cr(E) >0 7]

] .
2 na
lo  (ual se sique 9
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Con of fin de dar un crilerio  conveniente pars  que la capa-
cidad  wnewtoniany  se anule  para un conynto E acotado , definimes

|

|

| AC) como
| deri= nf {3 (53| USOE]
|

|

ie. Alr) es el mumero mas peaudho que se puede obtener so
pre las cardinslidades de las cubiertas de boldas con radio
I para E .,

| ACr) ests biew definida  por o principio del buen orden .

ILema 1- a) Al) e¢s wno  crecente

I b) Existe C jconstante  que solo depende de la dimens:'o’nj

4
D
| con Ysdio Y minimal y para E.

tal que para toda v ¢ IP\‘*7 si x es un tlemento de B, entonces

-~

X perterece a lo mis 3 O bolas de  cuslguier cubierts de bolas,

« 7 N ) S
l Demostracion:ai Supenaamos que 1< 1y y que {Bg(ki)'ﬁm es
- . Nt Y )
cabiecta de E . Enionces {&rzcmﬁm lambien  es cubievia de E .
PO

Yor lo fanto A(r‘} Z Alr) A

~
6) Ses C=44 5 d s dirensiéy . Suponqames que {B,(X;) .
oS una  Cubiecta  winimal.
Dado una bola Bor (%) existen 4% bolas de radio que la
cubren, )
Supgngase que x €E 4 que erBr(x-\-}), Asi se tiene

' Bzr(K)Dg‘gr(Xi;) Por lo fante o tiene que ser menor que &




fqual 3 C=4%, Pues de lo contmario 444 A - § < AN | aye
~ Alr)
es una contradiccidn 3 que {BYO(':)-S )

P = sea  wimimal B

Lema 2Z: Si € o5 un
I8 i)

=

conwnte  de Seuclin acotads on RY MoSh
J -
¢y Aana  Cubiecta

taat 1, = Al
,'.;;;mmax\ DE = 4 foa DOIAS
3 Id 0 ’ {2 tA q C ri 1N
CATHALES  DPara  casad i wedida A con 2 C L se ane
’ i
s . Y SN ST ‘B LNy -
dad c M(C) PP ) M(g YK"-J/ . =0 var:;(\_\[ar 3 dade
VT i .
fer t ' 3 =
vAea i no - Y\CCSQ"-'-VQ o Lenlls

S0 APl Qué

de vadio r,

fa desw Qal~

¢ .7 _P
urnd tunuon

[V -
‘r DAL poy
H f - RURNERY i g U
C s a [ b -} [
UT:': ’ 1 L’i.‘r'\/."\'\\i
Demoshracidar i i 40 st ol lews ,
emostrsciony o1 i cTonlly ol 1EMs es claro, pyes  sucede
Tao R CAE eyt gl . . 5
Uiz o iU-.(\L;‘.E(.?'u:: MBS0k Tacd trnda 1= L, 2, ., J.’z(f) ;,j
Al i /
L7 N~ T T . '\‘;" ('“, ’ \
C."sl‘l(f‘ A N L. "__, “‘.&f LRI N
Shponayrnis I ST S BRI SR -
. » —~3 “
- 1 IR o o B L
mrewes £ B0 w o 8w S0y = By satences
Alc
R W EAS .
" o) e
o - ey vy
Covniadrese R
o - - ) N o ~ 3 N
By P S B 5((_,'1,'.;'0(&‘5-‘ \
1 .
s -3 J ~ —~ | = . . g \
= e B 5 < . ~ 2 . T \ w
Tl st Dyltusy) br(‘ A2 D"'("l‘}\"’” s “‘""(I.f...-w ﬂ \'(' et
i gr“\,\ (f\z‘_ . _ A Ty
aetinese 0 fome L tavoodln Dacsiee e serta 4 tacag



(A it 2

Entonces se define B% 1= Q- U B; M tenemos

=

PCEY 2 1 H(BY)

Ahors veamos las C- tntersecciones
BN NB N, (X

.- sttt ﬁr()(z)n.—ﬂ%r(x(h) :
gf(){n)n.-- NB(x.,) N8,0%.,) Tttootem T

|
cea e rero2te ((Yz)nf)((xw) AN ﬁEr(X )i

Alry-l

Br<>‘l)n%(xA‘)cﬂ)n-.—n’gr(xh('h Y(Xz)ﬂ&(ﬁu,,()ﬁ...nﬁf( ,‘) Q"%\'(x“'))n nbr\xAlﬂ)
Sea (;\3 la C-interseccidn Que marca laflecha N se define 8 :=Q; - U&C
) ast }\4(557/ ;N(.E‘Ci) . Ya que  Ctl-intersewiones Sowm Vac;as por
el lems L, 4 ya que MCEYZ LMCBT) | pars kol

c ACr) _
¢ M(E) = 1, /‘4(5 2 L M(B () n
it 3= I
Zare un conjunbo B Bimite § ACD o5 constante , Tqual 3 (s
cardinalidad de B ) para Ludos 165 vadios ¥ mayores due una Cierk v,

L4y
Delo sl se ticae XOA”fl == Paro Lammeﬂ) e(2)=0 perque no

existe /MéTE tal que M#0 . En cgedoiofﬂéf‘g implicar(d que

¢xiste xo €E fal que Mixe) >0 ) lo que asy ver implicar@

L oy —
1% Unlxe)> X e M= Sx;"‘"”"'d'“({) -

e .
‘ L(; que 25 una contradiccion . Nas n 3016%[ se tiene
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3 1

KOD de

Teorems ,Z.—’SOT«(GTJ'““ =7 Cel®)=0  (on K=K,
Avtes de la demostyacion , demostremos  un lema .

~Lems 3: 33 pelp , entontes  exisie Mo (constante ) tal que :

o= | bdpe = [ 5w T o0

“a

Demostracion. Las fres primeas  iqualdades  son  directas Usawdo la
proposicibn L. Paca la desiqualdad , notese que on la progosicien L

no se  ulilizan sus hipotesis  pava decr  que’

b
L odo — S"_-L,A _ mz(b) _wy@) +& matr) dy
S(onb)r e 0’ ) = b a. a Y N EY

La Aq':.iaua'\dad de Tche.bﬁc'new wos  dice gtug 51 tomamos

\6' una  w.edidy hmia AjF una ?u’f.i\'c;ﬂ medible

AR zﬁr&“f

En nuestro caso M s Einils H Pay=1x-2t o rnedible , 350
\ -173> Y
mlu):p%x}\xuuéri :‘/».ixﬂmyr z () }“

. L .
Pero m*ﬂ“ﬂ = vﬁmléﬁm = Yu@) £Y  pues Un@r¢ L
pava toda 2 que perlenece 2 E . P Lo tanto

Ma(r)
o s Para loda Y ew R
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Por lo {an,(oi de (1)

b b

L -
g _Y._d(%_.& %AM@')) ‘@%E)—l +S mf*g—)c\r -..(2)
(ab) o ¢

b
) . Wa () wiz(Y)
El fimile osz_v’ni——%-é- -4 *ga : A} exisle M al sacar
limite 3 (2) se tieme:

0.""‘0

de)donde se sique que !

b b
J’J‘“Jf’? N mgh)‘i +S ml(;) de
o]

Tomese b=Ra n M= W-E%;@~ W obtenemos [p que deseabamos M

. ! L
Demostracion del teorema L~ Sea d=3.Enlintes K()=-%

2 Supo-
nemos  pues que 7\‘?‘.‘;‘;3 = o
0

Por contradicaidn . Su?ongamos que Ce(EY>0, Estlo iW\?l'\(A
aue existe M € Te tal que }A(E) 0.

d (X')A o)
’[(u). H }AIXY};

SX dp0) dpti) _ Smﬂ(\';)g)‘(\/) < XJ}ALV)< N

X~y

es finita ) pues

pues M es Finita A “U#(Y)é

Usemos el [ema 3, 4 se obtiene
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L(w) = Sgom—‘;clmta) dr(z) 2 S[M,,%S:mz%ﬂ Olf]cly(%)

{ ’ M (\') J\('Z)
Jonde ol dltimo témivg cs Mo |dp) 4 S&o D drdp)
tapto ‘ " - A ' |

OC:M (r) )
o > H '.-:[(’u)~ Mo&\cl).n‘(z) > Sg ,% dr au(z)

]
() C—-—L ) L i
d Wy (Y 1 2AH ) i+ <+
Como —5- > ~~2-';;_-~ cuando N > kL )
" 8e  tiene
= e () (e m (B L
Ve i ! t ) T
M) gy VTl 5 U mGE) g,
! 0 ‘fl ‘JO v Vi=Q i r2

L X

[

E () L |
.o g Qe )
?Or {_omxau;g;ﬁé S{Z“ v} or}ou(%)

L

et

Mo por u leprema de  conderaencia  wmowotows |
? ~

- L. L

e T T 2 2 (1
S 'L_i,__/."“« aefor(z) =7 5 T U”’f"(a
JL,‘:,: N Lo T I AT L.

ol T

> ;rnr X2 " |/ Al h { =
W T !3\ "3 (”)drdu(%ljw < S 5 erUm;_(im:)dﬂ(z)J
ns Lo sy
- x
ES decir




~ An
L .
Jean  Ani= A(Z“) M ((\Bf;;(x‘ﬁ;:\ ura  cobiects  minimal
para E 5 € N .
Por o \EW\A L

A s
c S\Mz(%"‘) dp) > tz §~ g (7)) dp(@)
=1 VB (R

1'“1

P ~
Pava toda 1 ¢n Bfm y resulta que B%‘T‘(Z) p B%m_(xi) . De
donde

/M(E_&_(X:)) < le( %rﬁ'.t>

1!’1’2

9]

Por tal vazdn
- -~ . .
S~ iy () dpie) E M( B () :M(%_L'MCX{))X du(z)
BL(x3) 'ﬁixm( Xi) t By (x)

’LVN'L 'L’\H

- 2
donde ol oltimo tefmine  es M [B{mq(xij) . De ag(u.x/ .
A’“I

Y, |2 By x;)z}
Hy L [2'C Z“L/A( 1 (K]
Por Schuartz )tenmos
Anve A Aniz o 2
neet e (B p(a00)) < a1 i) }

o0 L a-b 2
por (o tanlo  H > ;:0 (chiArm )‘ME7 ) , /jﬂgsfo implica_ que

[>-]

na-t
Lo A Ay <oo , Lo que a su vyez implica
n=o ‘ n=9

H

2" A= A LT A<
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L :
Yo E} A T An Xi 7w = Aal de lo que se conciuye !

Lnﬂ ,Lnu

L de = {70 dr &
S A = ) S e s Lk

(4] n=0

.o ‘ -
que s una Cov\had:cuov‘\.?ar o lants Ce (E) tione que ter  (2ro |

A . .
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|Es clavo que PEA 4 si Ae A antones A% A, Pary la unida
finita , basta. fijarse en Ay N Ay olementos -do A N ver que

o casi ¢s un 6-:§lgebra sobre [Oli]

Veamos que 6 puede ser Qunuon Sobre \.94 con las  propiedades
deseadas . Deffnase G(UI) —‘)_,6(1') para fodo =‘I € A. Para
yer que 6 es efechvamenie una  funcidn sobve A basta
demostrar que 6 (TUJ)= 6(1)+6(]J) n T n J tndervales
ajenos «  Hay dos posibilidades:

l v HINI=¢ (T la corvadyra de I ) -

Agu!

I- ' Y, Gmkmi) = I (TW\(KMJa + ZJ 6“""

KM\CIUJ m; I

I ALUA'LG-JQ. Pevo si des componendes I,CA; y T2CAz s
I ‘mférsen‘an) se considera T:= L Ul (omo componente de A UA,
I y por lo tanto AlVA, € 4.

El primer paso sera” comstruiv  uny funcidn ¢ sobre \.A)
I tal que tS(K»A,S)—”—fmJ donde  Kn,j o5 una componente de
I Kn, 4 que satisfagqa

o) 6($)=o0 by 6 (AUB) = 6(A) +6(B)
| Q) AnN® = g(hyv o 4 d) (1)<
I para A,B A,Anéﬂ,

Definase antes  6,: {Knj 3& —[0,1] y pate toda ne N 3
I camo Gn(KV\),‘)"‘ 2",
I Luec:,o sea Slab]: "nE!_fww %}g?p%“ﬂ)
|
|
|
|



Par lo fanto 6(ILJI)=6(I)F6(T)
iy INJI=1r}Y
Ray dos nuevas posibilidades !
iy pE KA

=> Fe»0y ¥n,j, ke1(P-e,pee)=4
ECIDT)= 6 IVI-(P-e,piey)= 6(I-(P-¢

= §(I) i 0(J) ( por )

Pe KA

i)

14

=>
21e) +6(3- (P, PiE))

=> fp din ¥ PEKn ) =7 6CILI-Kayn) =

6CI~'Knﬂn3 + §(I- Kaﬁﬂ§ . Perop

ézé(%*Knﬁn}¥6(ﬁn;m}

=

{im 6( A - .'l(nJ';.a \,‘

N —* oo

E'f/'f\;,"

ECA- ki) % 6CA)

1T Eatendes

{aa%@

6(Iusy= 6(I)+6(3)
Colo wdemds ravestrs que 6 33*3‘-?&53"? b
Er ot a2 ’gtué' V\:\jx v:l:;:)‘l").l': s’ '<’”). fiw‘;\’:‘¢
| pete = PP R A ) tlear
}. §{kn )= {im El;éiﬁﬂjﬁ —~ lim AT = 2
A

A o WP
! i Okn‘._,gz;". N

.f
A&ew\a"s>es clarg ane  §  satisrm
| el n T
vnenot que O tfjuul a 4 para -
a0
| Resta ver que ¢ calivace ©
. . A . ,
I' Sea  An Y @ s 4n & A Pave e
las Anwds edewios  tor@mar D VLo
a—‘

fnfersae

Ly . .
tntefrains o 0L

Y r q’,‘ oues 6(3:) es

Can [_C)Ji].

anTan

)
(._}-1 2 10T rAgy

Ny e me al Solael ot
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demostramos  que  ImYB => 6(Im) VO | pany cualquier encaje de

intervalos , entonces 6(An) VO, Basts pues  demostrar que  si fﬂz{?},&(f,,)\vo.
Hay dos posibilidades

1)~ P¢ K(A)

= de>0 Aj'Bnoe N S Ny i, (P-€,Pt&) nKn)j=F5) Y ’Y(E>07

Imey ¥mzm, Jm € (P-gpte) => FEyIneeNy ¥uzn,,
§(JIn) « 6(p-£ ,pte)=0

) pe k(A

dea ne N . Hay dos nuevos casos
'y 33,y Pe 3Kni,

Como  d (Kn,ipy Yhni) =€ >0 4 lim LT =0 Fm, 3 ¥mom,

W) &84 = 3me y ¥z, (KEi, (0m) Nk s = g (Fi) =>

Iy Tmzmg  6(Im) & 6CTmNKe i )4 €CTmNKn s, Y4 0 46(kn 50) = 777
i) Fior Peky,

=> Fmyy Fmzm, Jm CRaj Chaji. Por lo danto yimeymam, ) 6(Tm) & 277

As’,existe 6  definida sobre e Eilge,b(a \éﬁ,con las  propiedades regeridas,

Pero  la 6-3laebrs  aenerada por A o5 precsamente [ 6- dlgebra de Borel

en [0,1] 5 BLlot] . Por lo tanis se aplica el feorema do extension para
meaidas (Pag.z:])* N concduimos  que existe una medida

§: Blot) ——=T[o1)
tal que '(_S"‘;Q =0 .
glkn) ="

Ahsra defivo M Blo 1Bl — (6,177 coma [a madida Producto,

Es clavo que M satisface las condiciones de la propos\cié,n 58

% [13]

Yor lo tanto, para teda v 4 paca tads j



Lema‘i.— Sea h unga fundc{n-medida . En{ovrces
o my (E(N) >0
by lim 4"h(%) >0 (A= 112D

Jan
4 -~ .
ey /U\ de la proposicion 4 ¢s de crecimiento h

Dewostracidns ¢) =>a) M(E(N) >0 . Por ser M de credimiento
hy implica fa existends de A>0  tal que MCSy) £ AR(r) para

toda bola Sy de wadic ry. Por o teorems 2 cgp“uio T

son equivalen{es !

se tiene
que M CE(A)) &€ AMp(ECR) ¥ Que P (ECAY) >0 | Usemos el

COTO’S"IO i_ )Capﬂ‘u(o _H P:?Tc‘s CGY\:‘»':“ qfue W\%CE(?\)) ->O .

=>b) Ya gque E(n C L\ Tw. para teda wn enlN
W CECAY £« 4" h( %)

pacs toda woea N, Por o tanto

o< Mﬁ(&{/\)"i: "" < ("\kfﬁ\;

Yy=>¢) Sea § un cvaarads  de wde 5. Supomgames  que

9o e 5% 9. Entonges % gels cubierte por 3 lo was 4 cvadrados

~ AT £ , .

Enp o At )= plEOONSTE 44 Boe b)) griste Ko
S T | . -7 -1

h 4 .,,(‘{\ g L3 avads /"J(':.) S 4YLCH4 h(s) .

- e r i Id A c N
Lo fat aue MLE) % ﬁo,(l Siempre

7
I's < 1 g St ; ¢ .
aue % 4, . dea A= Cpoqd ‘ foe o tanto ) para teds
§ , M(S) s Ahis) B

< : Co
Teorema®: Ses 4 ua as 5:3utenf'€5
abirmaciones  <on eu‘ru.w;aien

- AN ) ;, - . N
oy LAy < .

[
. ) " \ . : | YA e
v e ) { N el BY o P .- i { - ¥}
&J; E-\‘..é( N uneion LRRTETE IR R %t IR RN 1
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(X8
Mg (E(A) >0

) M, de la proyos\(iofn 3 ,tiene  potendal new {oni‘aﬁd
acotad o
dy w(EY>DO

Demostracigns a)=>b) E xiste una tundbn diferenciable , treciente
ho tal 3\1&* Wi =4 | Tomemos a h como fundion medida .

Se sique

In oo .
Le Lo r =Ry,

‘hn

i(‘“‘?»

es decir 5 %&) di £ (L~ )\”2 4 n/q £ oo
°

For olre lade , mp(E(2) =L, porque en cada cobierta
de ELA) esia conlenida , para alquna ne en N QEn,‘) .

b)=>¢) Por el lems L) Moes de crecimionto h . Es c[&ro,
como  en fa demostracicn del teevems L que %(,«(x)é T
para teda x ent.
| ¢y=>dy Tomando Pi=T M tenemos que p€Ig 4
ACEEN=THEN) = 170 >0

dy => 0) Usemos el teorema 2. Como Suponemos que
Cx (E() >0 , entonces  sucede que

o

dy
XA(\')H < =
»!

x(8)



g ¥ ! " ’ e
£ (:Zaro que A(anvé"if y pues Caag E—‘n)} es cubierio

POT  UNS Civcunlevencia de radio dm (Aa  concentrica 5 la circun—

(=] “

scrita ), Despuids ¢

dr = \gﬂ_-.é_‘;. < e In ,L |
S~ Ao 7 A Ang —

Uy D =l
o ; Pl - - ey
oL TL Ly T t:.’lﬁx =(1-2)) AT
PR 2 o= : A n
n=ai F\{‘t v li,_gnH ™ —) xy‘{ji’ \‘__ qfn . Ny 3” :a
Con feoreraa anlerior  podewos  anconttr gntre  fos comjumios
} : . s : . Ve
de Cantor alqunos  que listen  7apacidad mowtowiand  pesifiva
mooetEey v faPaciaagd cacwisniavg vada o
AN ™ ) ~~ ] . PR - '4‘-'//) 4 . ! ! .
L, vaolb Ce Al 2ug D8~ 2 RS commno de (awtor

A ) o/
ECA) renctraide  a RECE de ina  <ucesion c>\*, = noe -~

4 E
N ) ~ — . ~ - ) M N ‘
Cratiinté LA T e M £ = 73aYa ".00{_& ! tlene capacxclad
1' "Eo) N - ¢ J
e LOVIE WS vosiiival
) q . o "
4 - N gt \‘r" i - N
154 Ja Voo(4ri-ey = ) (L) L o
e Mn=4
L
& N — *
Un gemplo  La oste Case es Ay= 3B para toda §

E(AY es el conunte  clasuo  de (antor,

'

V) Bl conunto de Cantor E{x) comsiraide 3 partir de
v F o

< —oD
N4 .. - 1 P P i << i
WRE  Sucesitnn AG - 7 recientl iy T LAl aus o<, M

N

exisie na 1, e Tug Ay T Y v biand (,-;,tu:-,::'m.-.ri NewrTe ~
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viiana  wnuwla o

Sl =, cd med o s
YA, 2 LA O i) 4 2)) Oy hia Y
M=y M= m=y

o
= (.:\Ai.--. ’oi Ll ’;;

Un  cjemple  pata este caso o5 Ai =Y pars teda 4,
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Convefgemia debil .

LS A — \ u

Deﬁmccwn.—- Un cow}um%o £ se llama\regular con respecto a una
.\ ,

medida p- si M(REI=0. Se demots Rp

al comjunto  de comun
tos vequlares com respecto a M.

S1 B es reqular  con vespecto @ u

jx,;(r; )= ML E) “( E%)

¢y clavo que

poons

oD
Definicicn,n:' Sea EJM‘A%“H una C_-uces{gw de medidas

de RY
[ns

boreliavos

deckinidas  cohre los  boreliayvos
p . L/
posqixVa de‘m«da {3mblén cobre
E ¢ R./.«\ fim Uy PEY = M(E)
¥i—p oo /
Ha  converge  debilmente & W

< -y O
Teorema 1+ Sea 7 Unt

.- LY
Uiz 4515

nidas  sobre los borelianss £ rondenide

0 < /va (E) <M, cara 1

| wa subsucesion Mrig de Ua oy s
vaedida  positiva M,

l_ Demostracion ~ Sea d=2 . Sups )

.

2 5

on

S Cesion

~

Yogi‘.?ves 5

Si existe  uns wnedida
tal que pars todo
, evtones  divemos que
de  medidas  positivas a'eﬁj_
wn acotade A 3 tales aue

,M\{cfncsa podewna:  teleccionsr

cenverae  debilments & um
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25%a (owtiwmido



es un  fuadvado A .
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1 . . L / . ’
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S FCOCA jexiste T, falque FCDCT
decinicio/*n> F(F) £ ("mwﬂn(&})‘i‘ ’?’\{jioo /Mﬂ{jf}> EH0) -,

de Agut
MIF) £ Moy i FCO e )
T ; W (F) 2 vy w s ;. =
Ya que I cCo y fenemos /h( Ti) s Mal0) oy luzan \,l\“” I,Mn(.IJ)
o3 mensr que o z'?,ule a !%“_ U (O) 3 PoY Aegmic{éu :
MO = Lim 14 (0) .o ()
Ys aue FC%jj tevemps  Mn (F)£ “n(I ) A fueqo Lo MnCF)
' v
25 meney que ¢ i3ual 3 (‘»jrco M A 13) aui por déf\m('ow .

37
lim MA{F = ,LLF
V‘ /

... (3)

. g ) Fnd \ hnd
(‘.{(G} = Su lv.Ui{g») > 5 d\" ( (mx H,\{r) )22 Sup ( {im U,"(I ;)\ = M(0)
. ' T3¢0 e :
(208 ] N

Loy = 38 U(F)

cLa(9)

S 3 4 R
4 b poe  definicion °

~ « ! . ’ o4 \
wlF) < ins ulp) & imé 1y L & v. I)ji=M
MLF) Ly wlo Fw( v My (G i e,"’i’lw w(I}) ] = M(F)
esto 29 ‘
l1CF = 'V‘x- ,U‘( )
) 2 (0 ... (5’)
Por (Y (5) <o prachs  que MW oes uns medlda postiiva
cohre 105 borclianos combewides on A,

Suyoﬂ%a LIRS f-’%ue E‘ R/A 3 A% io'n(és

M <E>~)~ )£ dim Ha(E9) & lim WalB) < - i 0 (E) £ lim MaCE)
A8} . 'A%

RS e
i



Seaﬂ M) ol comiumlo de fodas las wiedidas  sobre (X, 8)
/ J yY

C},(X) el conjunio de fedas las fumciomes comtiv wsas acotadas spbre X

e

UPCX) d :On&um{o de ’todas fas TUH(.fOE!(’;‘. unt wfu e co'm'muas

acofadss sobve (X, p) (f es cuslquior witrica  equival

Teorems 2- Ses T/ Unl e =1 una sucusion de elementos de M(X) .

Dado Ué M(Z)  sen cauialentes
by im j@d,’«h«:‘jidy #he (p(X)

Yi—iw o0

: Te A, 7
i) e T = 1 4 Ve up(®)
!
. ) . ) ,
) {'»l“ Mn(C) & (O F ¢ corrado on X
PR 4 e i
V) Lim j}-f'\v\(i&‘) = ,U‘L/.(g) s G anlyio én p:S
o

Demos{racién: 1y => i) Y 1Y) L= A0 <on  OOVIO S .
) =2 )

I}: :‘.4%(8}-_4 E-\;.; | o (B ~;'zl. (;:i)::l,‘u\i"’F)é __i%vz\_ Mu(B®) < ezm

esto 25
‘j W M (8= U(BY

My=2 1y

o Le ColR) o dids £50 s NeN u Tailhe b
ane ~Wll-L =0, €004 <apa 4= BHEL

O R S e R S VY SR

ente  <obre X)),



» A; =0 < £ ¥ i=4,2,..,N.
© Ses Bi=3ixl 0028004033 Yi=g2,. N, entonces las Bs
Sam ’a_\ems 5 s umém ey X Y ”\(33;)‘-‘0 ¥ 1. “'Iémbie/m
e — ZQ 7(8 DIl<e . Do a&;u.‘(/

lo IS“/““ S&A,ul 26 4 w]g(mxg Yd pa— S(Y 0 g, )dp |

pevo & fus arbitracis
i) => i)
Sea ( cerrado 4 Ses
Pe(xyi= /+p(x,c>] . k=21
Entonces TK(’,UP(X) Mok M fre(x) N ARe(x) ¥ x.
Foxr o tanto:
peor=fin  fdp=lin i [ fe dpa = Tor pacO

—-)*vo WVi==d o0

Py lo que la prueks esta  compleba ]

e . / .
Prmcnp:o del ma’mmo para func!ones armenicas .

Sea K compacto de K" . Ses U= R-K (R es la compacti
{ieacion dJe. ,“:(efav\dfo# de Rn>

Teorema3- Supo/\n%ase que W e armbmaa en U Y continua en U .
Emionces w altanza su  waximoe an U= DK,

Demostracions U es wontinua sebre el compacto 'ZL entonces N alcansa



SU Ma’ximo en U.
Verermos dos cCasos:
o n
D51 U es comexo en R

L] Y‘I
W St U no es conexo en R

Sea = WAX_ U@y .
PEL

) St u slenza su miximo  en xoéu)por propiedades cono -

cidas de funciones armdnicas  existe una Vecindadd  Wx, de X, tal que U

foma o wdximo  en cada sunke Y& Nx, . For lo fanto
_ﬁ_"‘*%Xéull ’U.(:()=‘m§
B=§{xelU! umems

son abierfes oor ser u  contivva,

For ser Aw B abiertes (W conexo N A distinto dal vacio

2 J

Atime que ser tqual 5 W o, i,e. ULN=m pars teda x e U,

7

, oo n
) S&W\ ?C{‘i;‘:‘ \AS componen’tes conexas  de W (en R>
/
Suponaamos que % alcanza  SU Miximo  n Ko clemento de u.

Enfonies  existe 1e N tal que we Ci. Teamos que U e armonicd

i

on G Mo continug en C, ((erradurs en R™) y pues (G CW

Si (i es acodado , oor ol orintipis de! miximo  usual

J
UX)Z=M vava teda x en {f 4y towa su mEximo en 3 ({C AU .

S (i o es aco(ado)?m 1), se tienc que UKIEM

pata toda x en (. ]



BIBLIOGRAFIA

i:‘E}‘ressier>D. V. Y Ciom M. Tho current theortj of anahﬁic
sets. Camad J. Math. L6 (1%64) 203-230.

2z Coavleson, Lenart | Selected prollems on exceptional  sets .
207-2219

Princeton 5 N, T. , Van Nostrand — ¢ L1963 -
complex  variable . Zﬂd

2- Conway Johw B. Tuactiens of  awe
Ed, S?r‘wx%ev‘"\;er\a% NLY. Hc‘\ddberg Beclin

A { . . .
40 Garnel ) Jobn . Awalytic  capacily and  smessuve . Springer —

Verlaa  Berlin. Hewdelbera  N.Y .
5+ Ka 'mme, J.P Me suran ol dimensions, A oger Temam Jedl)
¥ 94-~103 S{ngﬂqarnq"e‘(;(\% Locteres Notes o Math, Yol 565

Gausdortt  twe - dimensionsl  wasasdre v 3-space.

Sec. (1361 qi- 108
{ Fo{enf}e{ . Hemuan Publications
d¢. Sira 3bour3 (19¢66).

A R *
G- Vacstrand, J W,

Proc. Lenaon  Math.

\ ] U R 1 . ', 1':‘.’ ot
. 42 ﬁ.c-».r;(ZMdLH;u( d€ L um ars;{{i

] 2 A . . RS ) n5,. !
Sr Do\&) Al ,-sph(.am-.ms a3 a4 Tdina de funio THo . Sequv} un
. ; ) o . Y { ,t .
vaangserite de Dold  whe Tviete O MNetas para prolmjua diterenaal 1,
U Spalisie Lot edibiea . Cpliee Mo Milba Tater

Q- Royden .l eal Gralisic L 2" e
o

L. . -
Yra LiG Al Ilc\'.?_a(‘n\g.

467 Rusing Waller . Prindipios

Me Grraw - Hill.
Qbvoocle DoW. Varedhan SRS, Mullidimeational Mffusifn Process

| A AT A i
de Amatisis Malewatics 3% E£d.

—
)

Sprivapr —Vedag  Berlin Heealverq NWY,



12 Tsuii M, ?o{ent\al theory i vasdern Sunckiow theory, .
Chelsea ’?u‘b\\ehmg Comv‘m,xg New Yol NuY.
‘ A3~ \/meu} 4. Raees ma‘lh’émafi%ue‘: de calrute  des proba -
Cbilites  E4. Masson  ob Gie.
4 Weemer 5. Potemcial thesry . Sprimger - Veclag  Berlin -
Heidel \of'r New Nork .
Ha‘.mos y Paul A {‘{g,;,s()u& "‘\‘}xggns . Ef.g,m.}}.;r - lerlaq New- Yovr K

Hetd albw% Devrlin,



	Portada
	Introducción
	I. Conjuntos de Souslin
	II. Medida de Hausdorff
	III. Potencial y Capacidad Newtonianos
	IV. Ciertas Propiedades de la Capacidad Newtoniana y la Medida de Hausdorff
	Bibliografía



