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I NTRO DUCCION 

E"' esle trc\ba1o, ~e. tr.:dan at~uY\o~ tel'l'\a5 

a l~ \e.or(a del pcleVidal COIYlo a la teod4 

(\Ue ?~dtnecevi 

dt la r11ed.i da.. 

E..,.., d prim~r capl tu{o se. 1nt roAuco¡ (os lMi ju.w{os de, Soustft.-t. 

Su. de.t!Viid6~, atm~ue e.ti ap;;iri~nda ab~hada) e.s la ;1ah11cl al 1\1.l~rer 

ec:itud1ar la ima~e.~ de. u~1 c.oV\jiJVlto A ba~o ttha foVtciÓv. t . Si 
x_¿ A, (€e lPCA) es ial 1ué o.Y'fsd.. ")A , ,i.J f.,_~== { cl. cQ l:(.é ~l, 
evtioVi<.e~ tLA) puede. ' el e. :s c. 01npone r se C.Ml"\O 

Taw1bi{""1 e.'-1 e.t capUu!o I se. 1~-troi!ucrn los coi1ju\-\tos StlaU 

t\<.o~ ~ue. en dder·tú'tiados C.a'.>os c.o'tViC.~drn cov. lú!I c.o"'ju"'1tos de. Sou'lli~ 

~ rn iodo~ Los e.aso~ ~ue. 'rtos "ª"" a iviteri:~a1A ' esfas d~ses <.Dntienm 

3 '.os ~crel·i.:.rnos. Se. sabe ~!J.e. ima~ey,e~ c.Mti'rl!JciS de. an<il~Hc.o::. sei;1 
' 

al'.at[lic.Vi . E :ito H~~e date. 1.M?oda~1c\a si. cenoc.u.,..os el resu Lta~o ~ue 

a{\rMa 'lue.. U• espados eucl'1diaM.s l.,s i1Y1a~el'l2s (C'Atiy¡uas de borelianQs 

·no ~~ev11pre. 5fJ'\I\ bore.tiaY1c'S • 

EVI P..l t:o\/d.ulo I tambtl1.-1 se de.~iw'le. l<i c.apa c.\ d <:IÓ ~ \e~ 

(lJ~\jU'>i\t()S c.=.yacilab\e~ . Se. ' J r •.. ; 
'IJl ~UQ ta ol11i\1C.10V\ c.lé'=>; ld de. capaciJ&.i 

~:;, V.:\1\ e.ase ?MHc.u\ar de. la de.~\'l\ic.ió'"' abshada ~~ e.a pacidad dQda 

?º' M e..l:\er. 

E.o/\ d c.apnuto TI. se. dtti°Y\e.. la m~dida d.e Hau<; drH H ,lj 



se estudia111 al 5u't1as de sus propícd,1des. Se. ' • J (' .. 
ae r lne v1 o 1rds 1 uric10'tle.s 

d Q. c.011~u'r'ltos ·':) 1oda5 Có\'• la 'rri .:elida de. 

HausdotH por 'VYled\o •
1 1 tco<cn1;; 2., se e.sfabtece 

de Hausd º'"U ) ede 
e"\ ei td?~:u!ó TI 

I • ' (C)Ui1d<lo ~ (a r1 i W\ p o 1 : a ne 1.=i '-) se. 'U. s ar.{ 

lei reta e¡º~' e v.:. -u: '-'11t:.i'1 a,) de. Hausd crH 

e.1\ el t :a r..;o,Hidad 
1 

U VI a 
, , . / 

C.O'riO 1C.1 (J \.\ de 
. ~ 

a 1.1n C..C'Mpado e.en «¡Cd\~<i oc. .~<'nAsdo1H 

E'>') et 

a 

H 
, rf' 

~ausdorrt 

'. 1 
Cdp;~1.ltO 

. t . 1 t . e i p o e ~w ci 1 ·rw.u o v:!.~ 
1 

par~i< de. t'.1) ' ~· .:.. ·1 e r l ~'1 e "fteti.r'to·t'\;cit\a ; ei;te. 

' 
¿1, ~·;r~\'\(~to;c d;i.l iV'ldxiMc ~ d p<i~cipio de 

e.a pí ! 'l lo T'j 
-'····-

C.MM .d"r'id 

, 

o_,e Qij\') 

. ' 1 '"· ... "!qr~ d'i i.t... d \ ... 

1' 
Cl:.:. 

pre p\ ldaJes de. esi-e. 

Y1ve 'la~ ( )\ p n2s1 o rie s pcifd 

1 l._Qbes~uc ae. aira pctrd 

e\ poünc ia[ 

Me.di da 

Cpro p.)._ ,L~Mó 3). 

1 a;_ ¡_¡ , ! r , 
1 • ,j 'J. :; o o , , :· ? ó rd de das 



c.apaddad 'YJewtoYli<H\él 'i'\ula. 

Los t.o\'tjll'lAtO) e.xc.QplioVta!es , crit~ndtdos [ 
I' 

(O MO OS ~Ui:! tl€Vlbl 

C.ópat\dad Y1~w~M\a·"·ª nula 6 e11 su ca so de r'ried;da de Hallsdor H c.e,r o i 

SOY! 1os ~ue jue~<ivi i<n leo((a d~I pciterl(id( e[ pa?el a11á\030 a los 

c.orljur.ios de. medida e.e.ro e11 leonc) de la me.d1da . Así' fa!. p't"opieclad<?.r 

1ue., vale)1 e¡~ ·u11 C:O\'lJmdo Sl- E. >j C1:.(E)=O o" ll.t,(E)=o >par-a 

al~uVlc. .f uVlc.itv.-Wi~dida h) e.11 Yl'.uc.has oc.adci.-ies se. pu~de moshH 

~ue. va\er'l e;'\ todo SL . A esto se_ debe e.l ~r,h1 1viterés pof es!udiar 

No ~uis'tera dar f i» a e.sla pe~tAtiia hihoóucc.t6't'I i;h1 ardes 

a ~ratiec:er a (a Dra. !~~ tri1\(ia Caba ¡\¿ro por Sll S Vo lios~s 

eVise\iiant.,dS. ) p o t" Sl.l e.s !(Vr1ulo ~ por la ~frlVl pa(i Mda <.lue. 

1.uvo par¿ 6 se sorarV11e t•1 esl:e 1.ra.bd ~o • 

E. G. V. 





I CONJUNTOS DE SO\JSLIN . 

.1:- Cor¡~'tdét'ese LH'\ c.on~~nto c31"bllrcuio X t-j ~e CPCX) • 
.Def(nan$e. los $\~uie.'lltes c.on~u.ntt>s •. 

<X> 

Jl\:==J)
1 

{~f'~ ü,2 1 ... ,r~ _.,.N} 
S:;: { s :N -il"" N ) 
p;:=: {Cf: Ji\~~ s 

eoc. Ya ~u e : ... 
}Jj { ~f' :t1,2,. ··}'l -- N ~ ~ { < Y'i.l/11.., ... l 'flp) \ !'== .i, '2, ... ll\ L rN1 = ~1 { S!-p \ 

~i;;S ~ P"~{i.,Z 1 ... Jy~1 

"le • 

L . ,., ' e 1 
C. ófHé'ICiDJ) <:l.€ vOU.'o>liV'\ 

a U.'fla tam~lt~ de fR ·. 
tlfCS\f)~pt!Ji>i:,éS ( Co'f\ ~ ~ij;i en~) 

el. Uln ;\). ~'lto un <f(Sl f) = V Aln (S) 
..J s~~ VI~ S6'S ' 

d Md e. A '1J (<:.) = Cf (MJ') n 'f lm.1../'h.) ('¡ . • • n <.s> (~h ,Wii¡ ••• ) Yilp) n ... 

f>1"09oc;.i.c.ió'9'\ 1 :- Pocle.rrio$ -:,v.poner ~ue 

:>t:~ 'J-loda fE !}.l.¡ sic.mf<e ~oe. l6> 

~ittitas (i~e Fl1 fL.1 •• '> F~ t. ~ => 

Cf ( $ [ P) J <g ( 5 [ P-t.i J pa rd {o d.l 

s~a e•Jóble b~jo il'11et~ecc io rie s 
WI n F1 t. ~ ) : 

\::li 

i 



Demos~rac.ió'n. Setj <f: ID _ __,,,. ~ 'j se de} i11c 'J': ,~ --11>- ~ a pM&ir 

de. l" 'f co MO ~
1 

( Vl.1., rh_1 ••• > '11 p) = <:f C nL) (\ ~( r'J i/h 1 (\ ... í'l cg( VI i/l.z.1 • •• ;1 ¡,) 

lj'Md. ~OO.) St::i de Le; 1oHv1'1 s=-~ (n1¡Yl2;"":l)f'¡"º) "\ f'é:lN. Es 
·c.\ó'CC, ';\U€. RcsCs:) =. A<g 1 (:,) ?ciró +.cci;., 'Sf ~' ~ Y:1c a<:i.L1( "r'e~ul\-.;l 

}2~ (\l csi es 1-n ;::: u n '-s' e t 1 ~ ) = 
:. ,~.. l!) '\llN 

l)~~\n\dÓn i-:- tl11d •! ,s - ~.~ebró 

jut1lo-:. ¿e X -L.,)t ~ue 

.. ' e: ~- L -.. ; ;. ¡- .'-~ 
'¿ ! ~' ... )( 

) 
i: 
' 

'\ .~ .- r.11 t!l '"t ; .. 
J ..J ~ ; ' 2.)· .. ) -· 

e-::. 

'- ,~_ 1- €~ 
,... 

r i..x .. 
--'-

<CI' 

L 6· u f · E. . . ._ 
~ ~-= .! J 

l 

~~olll ;á~ f'íopiebc..e5 

:n,e. 

~ (:z ('¡ 'C' 
' ~ 

~ 

J=i 
1. r 

'-::~~ .s ¡,:id ,j 

,~ -· ,,\¡ o.'2b re .,. 

'. 

G: 

& 
# ~ ; : ; '! \ 
(,) .. ; '-• .. ) 

CPC Z) . 

'-";:i~ •_;e ne <:¡ 1..J.e. Ll ílo 6 - Cl( Cl€Cfci (;/l l .. 

Derv10shadclri 

' . -;:: - ,:: (\ . -

e. s u.n;, 

2 



PC'oposk'i6'n '5:- s \ ~ . e fP( X) I ~xis-le. ,, la Y)'l(y)ÍMC. (1 ó-Íl~eb'<O et\ z 
9¡~\e. ce:i l"rlia.ru a ~ ( w1 (~ i m ó e vi é 5e. rt1 id.o 'lue. e U a esi.\ C.Ol'lÍl2~ 
da en cua[~uie.'f"' ó -~ ~e.01<\ en X ~Lle c..ovrli1!i'\e e1 CZ') . 
n~Mf)~~\'M~l6n. ToMando (~. C.OVY\O ló ).?.mí'~io de todas l.ós ó-'dl~-

b'Ta~ Que. U>V\tieV!evt a 11, , 5e da.~i11e ó(<'€) ::= (\s Como <o, 
"'t "k1 ~(%'o • <X o 

e~ no y.;c.(~ J pue.5 <POi/ e'i dc.mrnio de. %'º , ó(fg) es uria 6-~ 
<jeb'fc. evi X. ;1 d~Mts ~ C ó ( é@) , ~ por cnmo esfJ de~1nida 
~(~)_, ó(~) e-:i ló mil'1~M2. • 

A 6ltg) hs'Mbi{VI se ~e. Ual'l'la l.:. ó·Jl3ebr4 eri:Z 3t.t1'!rdd.1 

f'c~ ~. 

tn e.\ La>o "\-U.e. ~ 
lun C.DVISllY'i to evt rPP) ~ 

I 

brne.'. U..a ri"IQ 6-alic:b1¿. de 

' de <.on'j,<:>'t;:. 

::.o t'1 abie-c ros 

Qr'j 
y ,,__. 

/.os su.b(o11junl:os de.. X 
ó a.nado!> ' ~e ~) ·se 

c.ld -:ie. de. sub 1.ovi~u. nto~ de. A <'.f.lk?. ~~ 

3 

De.Htiidé"' J...- ~e.a ~Cí€) ld 
cbtirne.'11 me.dió.~te {.'! oyetaci~'1 de. '.Sollsti Vi el lo ció~ f'¿i ClP(X) d.)dd. 

TeoteM! i.:- f9 e ~ ( ~) . 
DembstTac\~t'I.. Se.a F é ~ ) ddi~o cg: JO__... {& col"t\o (fc~lr) :::: F 

ºM .\ *ºda '5 ¿_ s ).J. ~E. IN. - A 'S ( u n cg ( s l p) ::::- r • 
r .J ~1:.~ ?~~ 



bajo tt11.1ones 

me.rabies (i>e S((G,) S.Jl:s~¿¡cc /.;-s. p ro¡>i e de dej 

~-~L~eb121 evi X ), Sié.Y•\prt: que. 

· .Dem.osha~.ió'n: SQ21vi 

aco·=u Atn·(s) l1 
;.H !.ES .H .J 

ª<s.l , .:3<s"l.) •• ·;ª<:r11). 
t_gi t. ~ • 

Def inieV1do cg: ~ --4· 4? 

W) ~ t'/) de u.na 

E S( t$) C..011 

~ (_~lii/Z, •.. Jl'\) ::: <fsci)(Sl~z.;3; ... )f}) 

(g e s h.L1i) :. ~ z 

T-ó' vn e. l'l se 

e.V\tovict~ • 

V E. ~.\ ,_,. " . ) 

ar-S'll\1) Aesill'l,(Sl):=.f1Í9(S) ÍMplicci 

k':.= Sl~1} > Ül 9t-~e: ,LJcg(S) (. ªt:s¡c. 

ello 

' SUf'OYlie.ndo 



c.on '"::.1= ( K, Yh
1 

fl'l¡ ••• , ~E» ••• ) • 'Pe ~o como él~~ ACt)CS') :::::. A<q"" ( s) , 

h~Yl"lc.~ · m~s.haó.o ~ue pdra --lcd~ SE. S lj ~·Ho -\:có.o r:. l ~ se 

-tia.ne A<g\(.ls} Cci<g. 

Y\E IN • Por lo 

de~ imi m<ls <j •• dtJ -> (€ . 
Seci sf; S > s = cml1 ~,'I~) •• • ,1'\11p, ••• ) • Acom6d.e.V\se los mi des 

ey¡ N.~lt-l c.c:,v\ a~udc. c:le.. G C: i)e. ccl.0~1Ae.V1se Wli Qr? e! tu.aor 80) 
/ - e~\ 'M.O 

M ·-11V1. ' EJ<_i) .- '" t ,) • 

Sa. de~iVl.e.. : 

donde 'P .1. : IN x N ____. N es ta p t o~e.c.c.'1'~ sobre e{ pri 1"1\er f ac.~t !-:\ 

~t IN. A':;( ~E ii.i }~ a<!i E S(e@). 

5 



'Dado $E~ J s~ (fli.¡Yl-iJ ••• J i'lf¡ •.• ), tel'12MúS e/emev¡toS 

Úl s ~K:=C.!'\("-i')JY\c.l(,,i 11 ••• ,11<.11..,P)i··-) t.\l 'l~e Vleco~=vi.¡ 

p o • lo ~ u. e. : 

-'j fU'!~lo c:_\uia. Acgt(St) (_ él~l p.;>.rJ locb. l..t.. 1N > A5 cs) C{)/~~,,. 

Corr10 L6 S ~ué ~rbitr.;¡1º1;¡ : 

°"' 
T..ó,1'1\es.e ;<... f. [)\a csiy. > e.s lo i ;V7pl iCó que. ~ Kt::. 1N .} 5;.:. E 5 J 

sl<..""' CrncK,1.),vYl<.r.:i.J) ••• ; rnc." 1 p)} ••. ) , l.a1 '1-'te t<.t: A~1<.('S1<.). 
Con este~ d~_mmfo.s SK. de.Lriimo.s !JY'\.oJ s~:::CM,)Wl2 1 ••• JW\p¡ ... ) 

c.oVl '/VI.):::: rn€H~) • Lu"-30 

. 
~· 

e5 e! sí g u. i e viie. • 



1 

1 

De.moslraciÓn. ~e<t Pf.(\U F()(.,LJ) .Pof esto> Vx~X 3u,,.!Y falQue. Wf<'ZYtY ;) 't 

?E 'f (Y.,Yx) • UsaV\¿~a el a)(..tC'Md d~ ele..c.c.\ÓYI ex.i!.te f:] -+"j ~l!_ 

ri~dQ por .f(x)= Yx . Eslo iW\olic~ iue 'PC (\ F(x,t6')J C~/1 r(x,f(ic)) 
f XE~ ~~ ~& 

~ por h ·la. V\~ o : 

~'-'poV1\e.nd.o au.e. ?E. V1() F(x,~(~)) 7 S! 
-t h'i )V;l 

?ª'l'ó al~UV\ó 

exi ~!t 'i t.Y 1 

-:1 lue~o (J 

~ f 1 X "1 loi.l a x 6. i . ] e 4!11A{ 1 se 

1:5: =~e~) , ül ~ue. F C)'. 1 ~) • A~: 

c.c~te111c.ibn :iu..e blte.: 

ti~ vte ~u.e dad.o ~ t: X , 

? u.es ? €. (\U f (x,'i) , 
x~l 'Sti 

l~ore.ma'3:-SCl'€) e..s e.dable ba~o la opeuc.i6"' de. SousliV\ (i1e 

S(';(~))= 5(~) ) ¡ s\eMpre que ~ s~ estable ba~o i~tecsecciortes 

1\Yi ila s . 

Dimoslrac;ó'n .. 'Po(' el -le.ote.V\'ló l ~(('€) C. S (SC(@>). 
?ara de.rriostrdr la cha C.c:intt. VIC.iÓ~ ) t 6mese A E ses ( ~)) . 

Entonces e :>t-'i de11 f: i~ ____. scrg) l) pat.1 e.a da s f: s '1 ? E IN 

se.sir;_): J1--e.. ~ tal'1s ~ue. : 



Con e.l 

~J ~ue {8 es estable b<lio i11ler$ec.<.lol'les firii.L:is >por la 

propcsic.i61r1 i 

Sed 
'SU pon<y~VV\0$ g( :it¡;; -1: l~) ":> :!(S\¡;; ll<;\u). 

P 0'f" lo tue e.Y\~ \'1 

O r d e '¡·: ,;;, riel ü 

( ' • ' r ~ { i ~ ' ' ' 1 f'.: ~ ·-- l·, ,.... 

t es ·.,:;'. T.l<: 

Ótr,;) 

su.ce.si 6~ de.\¡ 11id.¿\ <:o\I\ a ~ud~ de 

~ 1 t \ C.i-= V1 ~ es Íritln·d:o. 

el (O.,,~~'--\ v1i o t N j ( Y1) ~ fal 

r :: t ~ , C.i =-e"~ . E 11.i.o ·Aco s~ Kv. el / . 
l.Ull(.C 

~ue 

\.' . (r'. " { 
t ; \ ..... n / -.: V\ 

8 



~iia11 F\ ") 6 lo rYIO a llt es / ? 2 •• N x. N ~ IN. ló pro ~e.C'.t{~ 

'Sobre el se.~lln~o ~cic.tor. 

Da4o S.E s ' 5-:: (X.1; l<<. j • •• ) X)(.' ••• ) ' óle \ il'liwios s' ~ $.u COMO 

é,¡ • _, (V 1 V/· X, ) ('V . (_ 11 .11 " ) .J 
.;. ,- "1..;'-1.;•P•¡ F., J ••• ~.:. := >(l))('l.¡•••¡Xf'¡••• &onae. 

.,1 • 
"1v= ll?.1.(6C~)) 

De~{l'la se 

11 x"\<. ~ = X í''2.CeCi<)) 

ti: JD ---+ ~ LOMO ~¡ 3ue 

?a<~ todo flé. N 1 e )(..íde Q.é- iN -fd{ ~·"'e O.. ';>Y\ ~ Co..=- Cn 

·lj f'or las ccnseclle'llc.ids paró N_;CV\) se. Hinui (ós desl9ua!d<ic.les 

NK,.,Ccn) S Nt<,~Cc. .... ) S ~~Ka.LC.n)-== N\<.a.CCo.), 'Por l{) i~V\to •• 

E. <sto ~1.due d.e.t;< ~lle '::>i Y"r"\ ¿ rN l) Y\ 6 IN es tal ~ue m== Cri , existe: 

O.E: iN fat g.ue o.>Yl 4:) Cat-::::Cn, .cJ -hlsta)C3($1 lm;x~1Cm), ••• ,x~~)). 

Se si ~ul : 



?Cf oho Laclo, parci loó;:i ot.. S > 'o~Col;b1 7 ••• )911)· •• ) ~ 
iN "f E; s S'2él ;<,¡.:_ := e CbK) f¡ ce.~)) d.ovide e es c:::orr10 ciV)tes) 

i €.S t~t 'i-u.e Ní.CCK)=-K .... J -rccK)= c~ccc.""),rz.cck)) ... 7{f'(ex.)1 ... ). 

Lu.e~o sea s:= (X17 x·'2., •.• 1 XK.;.: ;) ., .J "';,( '~/ >..; 5 11" resu(t,ü1 e~t~T" 

I b 11 -,;' ) da c:i.3 ~ p C)'{' 7' K : = K. ~ ;< !<- : = "? i. ( ( I< • 

Po'< lt> ~t~t -{r¡(s\w;) = '3(bJ, •• . Jbct\, ; f,(C""')' .. ·; 1Jc.)YICcJll\) ). 

Sea m t:. N ~ '-1 -;e.:s Q1:i -:: c..,.., 

'j C.'$\ 'Qº ; 1 ( <4) 1 I:a ) ~ il ( S l iVi) , 

(\ ~ [ S 
1.~ ; ~ (Uc)) b,, ) C {¡(s ! ;:r)) 

b.tN 

~-· ~11 set:1,v.i'll • 
V 

• 
Corolario i .- se ?6) 
VV':e. ( Cl \:; \ i!.5 S .t ~ es 

(; ( ~ \ 
1..J ·- '{j J l U.r\él \ '.· .. df\Cl n

1
0fd' ''' '°-·

7 ) "'e. f'\ 11 e de. d , ' J " .je '-"C. ~ rv. º-1Y',OSf(df ;¿ <.i:: 



d~ subc.oV\ju~tos de. X u.na fo w.'t lía 
-~ 
l) f¡, "f 'Z., ...... > f n 1 • .. • G f6; 
ff ) F 1 J f-z.) - • ~ ) f VI , • ... .. ~ ~ 

(O VY\ O Ó ( ~ ) e S 

'-º"' !as \H o pÍ e da d~s 

~ .U Vj t 6 1C~) 
~1!:11-t 

=:;;.- (\ f.i· l 6 1Cfg,) 
j~(ti 

La m (V\íwia ~ue. conU.el.\e 

No e!) d'iHc.·1l 'ler ~ue. 61 (?6) C S(lB) definiel'\óo 

pota (dc\d F1iti.> .. ·; FY\) • •• é ~ las fuV\ciones ~' '3 é ~ 
c.omo : 

v n Cj(s\r) = Or. 
SES \l!N j=:.I J 

. . 
S(~) C 6'(S(~)) C S(S([€)) . Pero por 

ComyaY e.m.e eL Üore ma Z. Aj el corol<ir i o i. 

L 



leore.ma 't;-- Si ft. ~~Fe E.~(~) efltovices <S(cq) ( SClé) 
t>e.mostrcldÓn. [o!'\st<u.~óS€ e.\ s'1c:iu\eVlle Cí.lt.~tA'tttn 

Es dar o ~ue. ~et c. se~) . Pe.ro ad'2Mi$ 'Í es uV\a 

ó- ál~,'!-bra ev'\ X p1..H!~ 

Ul'l e.je.MpLo d.ond.e suce..cle la kipbte.~·1s de.\ teoYe.W\.i <\ es 

tov'f\o'r\do ci X C.t>Ma u.V\ C..M~l..l'l\to a cotcilio de_ íF\.d • A l6> c.owto L=l 

1;H-..i°illa d.e. c.e.rfodM dQ. !R.d c~ue.. <)ovt ~ubc.o~\j1.v(\los de X. 
'{a '40."- los Jb ie r tos 'So V\. u.ni c.i i'\E'5 v,uri1t'<db\~ ~ de c. errad.os J 

?cisó '1-LLe. SC(6>) C.cl"ltie.11e tav\lo a los -a.bie.ri,e>!> loMO a los e~ 

fHdo '5 U\ X . 

?or el i.l'.ocºM'a lt, SC~) LoV"Ltiette a lci 6-al~e.bra <k. bord. 



1 
SoustlV1 iV\hodu~o su.. opefaci6Y7 sobre. UV'ió )aY'rll1ia ~ 

c.ov¡ el propbsito de mos1t.:w ~L~e evi esp;ic..'ics Eu.cHó.iélvtC>S la ivn~geti 
c.onlif\.u¿. ele l.AV\ lonjunio de 'B<irel es Vlt> t1eac::.aviti1Y1e.V1te de.Borel. 

1 
1 

W. la misrna wiaYlefa e$ta 'Moli'!<lda /;¡ de.t\~,\c.io"Vi de ""'co.11.. 
• _l \/l ~ 1 • 1 l b 1 
~i>vnos a~ niccs cuóV1i:l.ó UVID "2~;a tl'\i::erer,ódo €"1 l"ª ci)<h" sobre 

1 irni~eY\eS c..ovrt'1YlU.ó) de bo1eliantis. 

1 La de~\l\ic.Ío~ dé. C.Of'1ju'fltb avial{h(o ~ue. us.:HeW'los es debido 

a ( h o 1llei . 

1 

1 

1 

1 

'1 cS : :::: { A i A == ~1. B n ~()YJ 'Bné '-$ 
i'~ ·. == {A 1 A= Q

1
B11 e o vi '6>1 é ~ 

conjuV\fos: 

Ah()ra C.OY\S
0

1del"e.mos ~::::{k.C.X.I K es c.oMpac-lo ~ 
lj 'it~&· 

DeilniciÓn 3 -:- D.;i do E E.~ 'j d ~da S ~ E __.,X <o Y1tlr\Ua , :f (.E) 
11 '\,\. I \. / 1 • /¡ se. a.VY\d (.oriju.nto cil\a. \ 1. l((') • 

( 11e LC>s c..01tju~{o;, avia l;t 1c.os 5cy¡ las \VV\á~~irie.s l.ord1'-

fllias de. e.l~me.y¡tos de ~6 s). 

Se.a ~ ( ~) : = { A e X l A es a r1al. (ti c. o 1 . 



1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Cl l.OtCi do 

U.lWl.p)e 

b.d 6 (X) C S(l&) 
'b2) si X es la e.V1 ~6' 5 Ct€) = ~CJ{) =~(X). 
b3) Si X e.s C.OMf!eto ~ :sep~ldb\e_) ~lrG>)=s\ CX). 

d Noseihos \'\OS resb'1n~1re)nos desde ahcrd al (ós.o XC!R 

1j ~ = l Fe X l f e.s c.e11ado eVl lJ\d s. E'{\ este. (óSO se 

'f Ue. ': 

1 Letr1a 'l..:- Su.pDn5am.os 9¡.lle a~ es UV\ l.onjtlVtio d~ Sou..s{il'l 

1 as=: \J (\ ~cst-p) (SE.~) 
Sl~ fCl-l 

Se.av¡ t-h;~i~tN u\\d suu~~iÓvi de. e_r¡teros posll\vos, ) los co111 

ju.V\i.os : 

*l.i1 



1 
1 

Fp::::,,\-J", H·111)n)C.().1.¡Y\i.)íl ••• n ~Cr11/\z.)'")Y\p) .'j 
\o;.p 

1 Enfonc.e.s F e.s LU'i sub<oV\junto cQ<f~do de. a1 . 

I 1'>emodradbn. 'Pdra toda P exisl:e.vi ->olo i..1,,11 Y\~l'í1e.fo ~ ini*o de. 

(f\i/1-i.> ... >Y\p) é J{j b{ c:tue 11\ <; ~·" • Po" la hnto fp es cerrado 

1 ~ Lue30 f' laW1bi/VJ lo es. 

fara pío bar ~ue f Ca~ ) tÓM e se >'--é f -:; /:>!P . Es~o im 

15 

9¡l11:. K t. Fp Y' ar.s {od21 ? é fN l.".\ ? Cl1 lo {on.i.o e.x.isteV'l V1ó1Uícil!?S 
1 1. 

p H C.ci 

1 ~i? 
1 
1 

i = i.~ '2.' ••• ) ? Y\• L t • 1qp - n, A) • 

1 Se. hay¡ {ooY\ódo, e.r.1o11ce.s J suce~iones tYlif>~Pl!N para leda 

litN.~YliP~PEIN e5ta rj<Dt~dd ¡ior hi .'be a~l,{ il11p~p1::!N tie.ne 

IJ.Yló StAbc,¡¡;.cesi¿1ri conve.r~e1'ie • ?e.10 como ~n.1.p~f'l N esta sob1e 

1 UI'\ di-:.l.H"lo "J 1n.Lp\PElN tiene una subs!!c.e~i6vi cío nde {od.os 

V'r1 ~ ::::: Yl.t, o 
- 'e. 

Consich{fr~';ie_ Có '.SV.(E.'Jt6r. l'f\y.,.i,1,rL>trN ~ lo s1.tbsV.(.esi6Y1 

t'r'\K,Pi~.iEtN d'.O. 1fl~1 P\Pt:.1H Ld '1.ue ('111<..== Vli-<-1 ?~ 17..) l U---.\. 

?or !.0 tan~;r, tf11<..i,\>?5)jnJ e.s t.1.nci ::,:.J.t'.lrH.2<;i6vi dt tY\~+1,P~PtN 

Y e.~ta '$\l.b~v.c.a.-¡1·¿,fl pc1 ~tac de.rotad.a po'f h1._-1-1 ~ t2. S~cir d.e.{irlid.f) 

Sobre. UY'l d;sueJc i.í~ne a SU 'le7_ Ut'\ó ~Ub <;,1J.CC'.SiÓv1 d.onÓ.Q. to~OS 

Lo;, ler,.,11°\"\t>S 5011 L.\l'l VV\1<.11 da. 11'11<_.1,~J Po-! e i_'llic_.¡l¡f' \Pt.. l't"-i • 

Las M ¡<;, de.~ i ~,·,d.;¡ :i ~ \ev1e vi la pro pi e.c\d el : 
' 



!6 

~ci \LH~ f.H ó -tod.;a PE IN ' e_ x.iste toé fN ~ól ~u.~ 
j :=:. .1..;2.l···>?. '?o'! loc:\ue. XE f\~(S) (_ .3~ dol'lde. 

SeciV\ --;f_ la fovvúlia de cc11juV1-los c.0W1pac\:c~ f de ll\d 'j 

se.a .} : ~ ~ fPt+ uv'>a \:rncibY) de (on~ltYltos con lá pvop\edad 

1 

1 

r.1.C t·c.. --=/ ~ (~ 1)f-~(f'2..) f.t,f?.t. 7A_ 

~~c\e f/\os {'._;.:J.e. 111.\e < ~ .?l '-;J:. , l,-l ~a l'Yli. l\6 de e.o Hjti. Y\ \:os a e.o -

:.~ 0-o s. D da. lf\¿ J de la s\ 5 u.'1 e Y'lle. wic\ lle r a : 

• u (1) 

1 Co V'll o t e.-:, 

1 

1 

1 

Lue.~o se c\Q. ti ne 

..... ('L) 

po., l/Y\ed.i o de -t : 

O abierto ~ a e.o ta do 

1 De i\lle'IO ~'#:. reslk lb. ~e.r ue.c.ie¡.¡te . A ~~ se. !e_ p'lde. !a ~i5u-Íe.V\te 
I: 



11 

1 •.. (. 3) 

1 do o de E\'\ ;1 [ 5 l ~ (l i \ ll ~ E -= Q E V\ ~ E L e E. 2 (_ • u (_ E h ( ••• 

1 
1 'Detí nic.i Ón ~:-- U na ~ uV\d bY\ de e.o n ~\,\t\ l os ~ : ?:. ~ \\\+ e.o ri l 6s 

fTo?iedades 0) ,ez.1 ~ (t,} se llamó '-l (.;;¡pac.idad t', 

1 UY\ C.Dn~unlo E '5º- !!aMa '\_.;i.?~c.i ~a.b\e 1t s\ .fCE)=- \'*'(E). 

1 
ca oacita6\e. son \as d{stC~ s. [-:,\a~ ddin1c.ÍDr1'15 de l.ti.?<ic..1d.ad ~ 

1 Sil\tmbH<jO d.a1evY\OS chds il'Ylpodc:}vdes 

1 lj c.~pcic.'itable ; las u.sad.!.S por Andté' 

1 

de..\i~1iciones '\fe cafól·~idad 

Me~er : 

1Definid6Y\5.- Sea D un coYljunlo, ~(D)C~(O) eslable ba~o 
l u.n1ovies e. intersecc.iones :ftn\ tas. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

(or, l<i5 

Urra "'c.a?ac.iddd 
7 

sobte D es u.n~ ~unlibn I: íf'(D)-..lfit 

S\~uíe.rtle.s p'l'cpie da des 

o.) ft e b '.::/ I e A) s. I ( ~; A , B t: CP ( D ) 
~ 

b) A1 ( Ai e ... e Ari (... => IC~A) = ~~~ I(A:i) , fi} E(f(D) 

c.) A1J A'2.) ... ) A\'\) ... -37 I C ñ AJ= inf 1 (Aj) '> A.jc~(D) 
.i"'I J(;~ 

lJ.n c..or't)unto F\t.(p('D) se llaWl6 ~ c..apadlable" sl 

I (A) :: su. p l 1 ( ~) 1 'f> E t& ( '\)):; ":\ B ( A ~ • 



1 
Sucede 1uc. ba·.}º c.ondi<.io11c.s 12spec'1.:¡les 1 ' r • • . / /i 

él QC)t(\l(l<)V) --i es UYI 

par\\(U\ar de.. [a de\inición l;:i: 

1 
I Propo~ic.\Ón "'i:- T o~at'ldo · ci 1) corAo uvi St.lb<o~jL111{0 acolado de. \P\4 

~ (D) == { f (DI F e5 c.oMpci do\ ·'-:\ ~ S *' p r:i r I , ~ ~u poniendo 

1 1ue. los corr1pactos son cap~citables eV1 e! se~·d1ºdo c:le. {.3 de.~i-
1 níc.i6V"l '-! , s!. !::'1ey¡e <:tue coi11cide\I\ {os col'lapfos de Cci?d.-

c.'d.dble ":\ J · e.s Ltv7ti cap~<i dad ~Vl d sel'ltido de. la de~\vii-
1 e_,¡ t Vl s . 
1 Demoslradrin. PriMe,rn Lb <le CCipac."1 table : 

1 A e' ca pac.»:;ihle CD e k ~) <e·~> t ~ (A.)=~ ~~ ~(~~; Bq 

1 * <:: > r*(")- su.r r (é) /-> I(A)= suP .I (o) < ~ 
1 1 

r-\ - BE.~(Cl) f'j 8 CA ---.:: BE~( D) ~~ 3C4 

1 I< ¡\)- '3U.P IéB) <::-~--... [j ·1 11 ( ))~ ,,! C") 
.ti -B(:/e(D)~ 'j 6CA -:---r- '\ ¿5 capé»c.\\ao €. - '-)· ':.J 

pues e·n este e.aso ~(D) = ~CD) 0 itj por se.r los C.D~rac.tos B 

a. f' ª c.i la bles ( 1 ( B ) = ~ 1Y-( \5}) • 

* Es diredo <?tue ~ scitidace a..~ b de la ddt'Ylicio1n 5 

por ser uec.ieYlle >-) s21iist<lcer la pr~pie.<lad (3) di!. ta deftni:-
• / Ji 

(..\0'1"\ -, • 

(.C)(\ 

1Ad~,C~(D) 
~t. ~(D)). 

LB 



1 

1 

1 

1 

Se.at\ A1n::::: { OV\ ! 01-1 abie.do ~ O n ) R V\~ 
A:=: {O 1 O abie.d:o >j O_) K ~ . 

00 

Clar<:lrnente J1.,. S, Ál \'\4 t ( Á V nl N , 1-j lue90 1}
1
Ál.V\C JU. 

Probare.Mos ov.e U Ál., ) A. Pare\ l'-Sto tÓ~e.se O é.Ál.. 
"t. 'l" I 

Et obje.l"wo e.s dernost<ar qlke. existe No t~l ~oe pa1°d f.oéia 

Y\?Na,OEAYl. 

SupoV\~<lmDs por LtY\ mom~'f\to ~Lle fdf~ <ad.a N existe 

Y\N tal 9rUe Otj.Jl~NJl{SO ~s, 0:/>AYlN· 

SQ <.oMhu~e í"J11:'h .. )""·;NP¡· •• fal c:\ue o:p ~N~ 
'Pafa toda ~EN ei<-isk ?~E. AN·)-- O , Así {PJ1~ 1 CAN! 

'j CQ 'MO ANi es ccrr,yado Py,\sfe. unti sub;,u(eú6r. {r:i~J:: 1 (Cr'I 

1 El <'.!etfü?!nto p 
_,, 

Pé n A.i·~ . 'Pefo 
l:: 1 • 

1 ~ ~ 11\~\ men1e ?f K. t'.i~ é o'- p<H.4 toda Ji. ) C">to tM? 1ii(6 que. ? (. O'-
"<:> • 

Esto e~ U{\~ C.!H1trtjd~ccio'.,, oorq_.ue n A). = K • 
¡ i=\ \ 

00 

C.C>'fl U ,.O.y¡:::: fi se. 5\. ou¿ qL~e. ~ r. ... .1 .l '1 



1 

1 

1 

1 
1 

't.l sl~\úmle objetivo e.s de.vno~hM ~Lle. cJ.....= ~ • 

Es c\dr o ~\le. .\'( ~v-.) ~ ~( K) \{Y\! \N 7 po'<' lo ':\u.e. o<..~ ~. 

s~a'f'l bn~== lV\~ ~(O) e.virori<e~ ¡3==- liWI bn. 
Oétll'\ l'l~oo 

Supon~aW\.os por u.Y\ Ít\~1avile ~ue <A..~~ • Esio impllc.a 

l~ e x.\'s te111ci<i de. O t. .tU tal ~ ue o<. s t(O) ~ ¡3 • 'Y pu o fo ~u e -fi1=~1 A1.n) existe. ~EN {a\ 9tlAe. 0€1iY1 ~ b"~g, J./n>N 
Lb c.\.lal 1Wip\i<.ci ~ue bYI ~ -Í(O) "j. e.~io t.:-i Una c.ontradic<ió'ri • Por 

Lo hnto : 

• 
Nosoltos usateMeis la detinició'n Lt. 

(o'$D 

Mo ~1u''\'~e 

<:\-U.e. lo se.aVl 

les comp.:;c.~os son (apac:'1bales J pe~o en. el 

los u:11. __ ,'Li\WS de_ Sou~\ivi f.arvi.bi{ .. , lo ~-o V\ : 

1 Proposic.ió'n 5:- S \ Los c.o,1'•J.l'ltos colM.p(H.ros SoV'l lC1pric.'d:ables 

e.v\tOVl.(0 Lo-:, col'l~llntos de. Sous\\Y) to SoV\. 

1 
1 
1 
\ 

De.moslrac\tn. Sed a~= ~5 A~(s) , lOVI ~l f? ) Ll'r'l cor1Jurih de. 

E. >O 

rn a n d o 'h --.. "º 

P~r (o pro-piedod C'5) ex.id e h .l tal '3.u.e · 

20 



1 2.1 

1 pard 

de fin id os Si.1St.1 ••• 
1 

Sp-l 

1 
1 

cu.i.n4o 

1 
1 
1 D r. . ~ s(h) ett'{l\endo .JP ~-.::: p 

1 

1 

t> 

r=cs?)~ +lf.(Sp-1)-E·2.-r? -rlf,ca+)- (~?: 1 )·E);;. ~---ca~)-é 

~ci. t\ie. ( ii. t:i) ~ .L p~;a ti><:\~ p ~ iN. 

1 
Con la S'.lc:esibv1 ~ hir:,.1 C..DVls1cuiMos +:"p ~ lue~o f de\ le-

2. r J· S ( - \...' 11-t Í~ • L rc;a . ;:ie.1.:~i'le. 9ru.e ? tf-, ,, pt:,1\J ~ ~D<~u.e. ., e.s ctellevne 
1 

1 ~if-( )p) :'--: )j(..(tp) 1-ir(:n~. Pcd (.Oít<:iigu.it.L11te r':(t¡:. )~ }'*(~:q)- é _ 

Dcidc C.)r ;;¡biu:o) ;,.,,p\ic..a :\,UL o.\c:.te ?ot N ta\ ~ue 

O:Jfp ·ti?;; r(I . 'la <tt•.e ~:(.Co):-) \~Fp) '--Í':J;;.Pº i Stl¡CO)~~"'(a~)-é. 

Lue~o : 

fuo F e~ C.OMDado por el !emo '2.) pDf lo tdv\to r~(F)= tCF). 
~ ' 

.~s{ 1 (F) ~ ~C<i()- E . Por el 1v1is;l\o le Mo 2_ 
1 

f"C ,:q ) edo iMplicci 

~(F) ~}(a~) ~ COW\o con5ecLte.vtcio ~(at) >,. ~~(a~)-é VE. >o. 



1 

1 

1 

1 

2..2. 

Se 51~ue. la des\5ua\d21d S (élt) "? ~~(d~). "I CóW\O 5\e!;1 

pre '::i e e.u. ((\ f \ e. ~ ue ~( d\) ~ s* ld~) j llec:iaw-.os d 9¡U.e: 

Con l<:i 
' .1 
u V\C.\ 0\1\ q:A --- ..,... \'?-__ + 

'J(F.)={ ~ si E Vio t ieYle pu V\Üls. i V\ tu iOYeS 

~ n Otro caso 

se s.:..{is~au~ C l); l1.) ':J C3). S iy¡e ~ba-rgo 

SOY\ c..:.pac.'¡-l~bln. Por e~eMplo pare; i:\~ 

no tod DS 

t . e;; € ' 1 e. Y\ e.~ 

les l'CHV\ pd dos 

dos. va\o 

• 



Il MEDIDA DE Hf\USDOf'\FF 

1:- Sea -h: l/li+_.,... ~t ' / 
tUVllÍOV\ (0 V\ { i V\(.la 

DefintciÓn i:- ~ -::.e. //¿¡wia ~ tu~1ciÓvi -wtec\ida"' si c.o.Mple 

l') h(o) =o 

doY\de S<'l 

-es cibiedd 
(1 .1 
1{AV\(.\ O V\ 

1 (?) - .. -t 
se.~* lL h: ;t'.. --~ \R 

e.~ Lnld. es\e<a de. 'fadio '<\l~i{Ylo 

é Cotadei). luc~CJ cori ~stas J{P~ 
.b .. e,~ 5:... ___. üZ+ : 

de.f ir1ida po'I" : 

¡ ;Yipoda -;,i Sr 11 

-se óe~íi'le Id 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

P. f itR'laciln l.- Ah es urta rvtcd.¡da e.>e~~rior de Cardth/otlo.<~ 

Oemo~tracio'~ :- A ti "?:- O 

l) A~(~) =O 

-lodc. p >o . Lue0o 

se c.oVlc lu 11e 1\\) . 

satis L~ce. : 

·~f f'>o . 

A CB J e.Vitonc~s 

iY) S; A;.;BE. i:P(!Rd) ~ dCA,B)==é >o ; e.n fllnces 

_¡1 ~ ( A U B) :; _/~.q,..(A ) + 1 l. -h ( B) : 

Sittmafl'\os pis {al~s \lue. o~p.::.é../2. enionctSs( 

1 suc~de ~Uº- A~)(AUB)=_¡f~\.A)-t_/l;~(B)) ~ desde lu~~o 
1 o<.?<. E.tz. Vio e.s n \1·1']15v, !Mpedimen+o pdr~ <;\-ve 

1 
1 

1 
(t>s 

E,I\ fadiwlciv- ) ')~ 'l\1>s 

bo-celi~V\osJ A~ e.5 u~ci 

'fe.'":ihi ~~ilrQmos ti toWldr A '1 sogre 

wt12oida • 



Una fundÓYl VV\U~ fe(.~ciMadd a lci W\edi&a de 1-tausdatff 
- -+ 

-es M~~ oe.--. ~ ddivúda por 

... ,,_ .. : 

Á~ A- M~ Vp>o ':t f ue~o Ah:¿. He-, . S !! si ~ue 
s' A~(E)=o e111t-OV1Ce5 1"'\e-i(E)==O. 

E l iv\ V'Z'f so '5 Ll CQde -La mb í~1t1 • 

Ptopo~icio'n J-:-- .. l\.c/E)-:--= o ~ ) M~CE)=o. 

Demoslradbn. 'Por lo avd.<!do'f, resta de.~Ylostrar ~ • 

D<Jdo é..>o ex\stt? 6 >O tal ~ue. o<p.c. 6 :=;;,> oc::. ~Cp)L'...E 

Despues) dado t,(p)>o existe {Sr'Jt:, c.ubie·da de. E tal ~ue 
DO 

¿;1 ~(r./) < ~(p) . Ccmo ~ es oecirnle > f\I ¿_ P para ioAo \1 • Por 

lo lue : 

Lema i :- Sea V\ f)F ~ fPt+._... gz+ Í u nc'1ones - wi~di da . E vifol'1 ces paro 

cu.al~uler CDVl~UV\{o acotado E : 



.2.G 

t>ernoslraciln .. Uado p>o sea l St.,,~:, UVl~ c.u.bied~ de E. ceYI 

'f...¡<f>. 

00 rsu P fe-o J ~ 
por lo ta11to kS(r\)) ~L:o¿t<f' f({~ · ~,FCJv) j lo c~a( a su. 

Ve. t. 1. WI p \ l(~ <;\-L\!. 

/\(.P) (E) <.. [ SU.f' ~~·U J. /\(P)( E) 
_j 1 1 - Q<.t (.¡> t=C.f> 11 f 

e.11 lós t1..1.V\c..1Me.s c.rec.ieV1tes c.o~'t'1V\uas sobYe 

U1.ifoÓ.o) V\O es d'1\(¡( eV\c.ovd-'<dr ?oro cddd \t\ 
* da Ó.¿ c.l a ~e C."° L~ l ~ ue. ·. 

Li WI li ( t ) -=: l t > o 
t -t-0 h(t) 

c.ual~uie:r iVltervalo 

una \uf\ttdt\ - medí 



1'ecrtMa t, Dado 

una H: IRt --~ R+ 

Aet= AH . 
Demo~iradtSn. Ver lo ya d\ cho e:<.\~ te 

de. da se e_<":> tcil ~ue { Í Vv'\ HCO/~C , 
-l -•O 

/ ti 

PM e.t l tl'Vld l _¿\_ ti ~.Ji ~ • 

Pe V' o td wibiº-~ i¡Wl l-t(t)/ HCO 
t-.. () 

~v.aldad. qu~ ~altabó i\ h s. .. l~ 11 ~ _... ~ . 

s Q.º G º d c o 11 ~ l( '{\t. o de. {o dos 

eV\ ffid de.t\V'lidos por ·. 

C.()V\ (~I ¡ ~?..¡ • • •) 'q.J E- ?L . 
Su po vv~a vno s da.~ivúdc 6 P, 

su.bdi\;idter.d"O Los CLLb OS de_ (1 y 

Dd (~ase 
A hofa ld 

do vi de. W'\1 E G7 de lado b ·; . 

-

17 

u ~ • I 
- VV\ edi dJ ,1 U 't\C.l 0 VI 

·- i. . 

i . De. <t~u( t~ desi-

11 

los Cu.bos '" (º a !?.' ~ "t1/'tZ¡ .. ')"\:I) 

es de.. 6r p 

cubo~ ~~ual12.s • 

e.o me : 



s~d Q S el C.Of\~l.lV\t6 

de. lados parolelcs a los e..~e..s 

Ltu.~o (Q ~ == sV~G s • 
rh~ : ~ ___... {R + e')tMá' (0,f'V\O : 

C.OV1. 

Lem21 1.:- (~dd e.le Me.vii.o 

e\e.V'f'c.V\los de 61 to l ~uc. 

de. ud-a {J,.V"\D d..Q. e. StOS 

W t. & puQ.d.¡:, s~ 'C' c..l..'6ie<1o por ~el 

e! [ddo de LiJ SQc\ ~º ~or 'tllt et lado 

cubos . 

2.8 

~e.l'\e. tó\\~a c.i Ó'il de. \a 

Su.? e V', ~ó so. ~u.e.. 

st'~u·1Q.V\te ?Mo d::::.?... 

cu=- t U--i~) \ .2.\~ ~\.;.. l'~ '1 ~'l.~ Yvz.f: 2.'i \ sí<ancio 

1 .2.1, 1'l1 J~ A:) 11-t (:_ 1R ) tÓ le_~ '-+-Lle. Y:::: 1x-¿-\1\-=\~~- x:\::=.\1~-i-z\-::.\U',-ld 

1 
1 

") Ot:..'fc.i. 

Sea ?o= su.p lP\ ?..-P -S t ~ • CoMO e.ad a Gtp e<J 1.u\a cubierici 

c.e.rrad.a de.\ e.spó¿to \R.d > el'\ e.c:,te. Ccél')c \\\2. ) e.\ pui'1,-lo C.~\ ,qt) €:. tu 1 'J pac.a 

ci\~i{V\ (.>) 6 Ólp
0 

de.. v{f\¡c.e.s (a.,b) 1 (a..t'2.-~º;b) )(a t-?.-Pº, b+i-fl•) 1'j 

co../b-t'2.-~0 ) • To/MeV\Se los q e\eMcvdo~ de?. 6c Po-+l ~U.<!. ~ª~ eV1he 
2 -Po 

e.~los \J~Ytlc.eh • Es!os c.lMdMcl'\tt c.u~reV\ a w ~ r;> ./3 • 



1 P . . 1 ., 
ro postcron ~ :-
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1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Defll\ost·rac.i6 n. La \''fÍVY\Qra de.si!Juóldact de.. ·i-=z. q.ui·c.,.-do a dQ.'fec.rió es 

.\11me_d¡óh.Dada lll'lc\ c.v..hied.:i 1_w,,,\;_1 de. E c.or1s'1de.'resC?. \él torl'lld 

da por Ljs edercis c..ircunsuitós :a \as < . .1J'J tS'fv\~1.Cadó 'fv {z ~ ... , -
C>O ...... 

Por lo Que 5:.~(f"''¡f::. '2_h(~-y) AA lueao Y\ 0-(E) ~ VY1 R.(E). 
t 'f=I '>J=l ) .J Y\ Y\ 

e. '{l. 

?oí 

La se~uU'\.cia es 

Pa'(a la tefc~1a 

. . . 
c., re.u r.<:ié «- ~o·:i a 

eº c. ub o~ i~LJ.aks 

e.1. \e. l'l'\o l Codc\ 
(Jj 1 1. ·~ci 

'1·~W,J· ' ... ) l_l) ,., ' ~ \ 

?e.re e.amo 

Ob\li e\ pu.e. s & e&. 
U..V1.d cu.b'tedci 

G) ') \ ') w ')-¿ i • - - ) w \] z.4 E. Q dQ. ltido5 

W\li e..s wbied~ por 3º •2l eme vtio s. ~ 
t d !e. s K f,_ '( ,, y O'( lv ia 'f\ t D t.}t>e. ~V. . l 

Í\I • 

& 

1 col'f\c \ci ~e.a c.rec.ieV\te 
1 

wq,J.E)~'2°'3.!.it·hUv). P.<..( se.. c.ondu~e 
1 V\'\~ (E) s '24 3¿_ Vi~(E.) . 
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1 

l.;:. tJ.ltiMo dc.'-'i'}u<i!dc;d 

? \ \ l .:1 d ~ t: >1. o f'I\ b o'=> rv\ ~e w\ b re s ¡:· o r 
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Corolarioi:-Bas{a ~ue al3tP'IO de los valores A~CE),me,(E),/'.f1iCE) 
ó ffi{,CE) sea e.ero parc1 ~ue todos !o sean. 

DemostraciÓ'1:- Propo~ic.i6ne.s 1 ~1 M 

fiCE.)f: M"CE) . . . ( 2) 

IY1versav!'ler"lle) e.x.iste tma CO(islante A>O 
1 

c:+ue. solo depe~de de 

la d1'me~rn·o'v'l 1 fa\ .:+ue. para e.ad.a F <01t.\p.;do 
1 

exis1e. UVld meciida f1 
po~·1t\va 1 Ctin e! sopode cc.deviido tvi ¡: ~ue. saiisf.w /tj propied"'d 

(f.) e"' por lo taVlto Ja propitdüd (2 .. )) .1j 

p.CF)~AH~(F) ••. (3) 

Demosfració'n. Se.l t Sl"v '.J;:1 una cubieda de bolas pora 'f . Por ser fi 
WH ~nedida ~ por sati'sfdur (1) 



Pa1a e! iY'll/e<~o) sea F un compacto AJ de\tr¡a'f\Se.) pa.<a Lada Y\&IN) 

G~:== {wy¡fÚ>~1I w>'IE:F-te/>} ":l (/:-::.~li-11-1. Lue10 se def1·~e 
QV\:::: ur_.Wn . Ev¡to~Hes ~o) G1) ... ") G.~1) .•• ) F JJ. ad_e 

00 '<>11~"" J 

!'},[ s J:1 Go1 es i ~u~I a F- . 

CoYisid{rese. la me.di da de_ Le.bes3ue )\·./:.. --·~ 1R+ hl ~ue pefa 

todD W-vlGv de. [<;do áv'-'Ív .lj fMc\.toaa-Y-=O/J···, )JuJ\l)-==C~v)d. 
Se.d~~i11e. Av,·.O('--i- IR+ pcira (c~tla V\fíli C.QWtO 'A.r,(A)::=~{Afl~ 

- D 1 l l ' parci to&<.\ Al ":t:. 1or 10 lavno /.•'l !'.?.$una vw::c\idu pos·,\\va. 

Ato r : U'{ -:; J r. 1 • \ , J ( n l . ....p 0 t 
Y\Ofc'l t.jC~t'. •Jna V1é: • ~Q <.lltil'\e.. un~ •Y\e.u:< d F1 •i • <+,,, __ .,. 11'\. (01)')0: 

Es.l,; mc:dida Sciti°';~."1e. }\(~) CWY\ ):: ~(t'1 ) 
Def1~;,;;"2 °.~·2, : i ----+ !R t corf'\ci 

1 

u' .¡ • - ;"'l¡r, J \ 1\-l • - . 
'r'l' ir i 1(11) .... ;. El'-' (I'\\( ) b(11-VHI) ~;i i ., {ur.-1 UrH ' f. Y\ W"-' f: 'VI 1.-. 

dr.-1 ~Vl si 3w,.\-; E G{,.\-1 ·7. /V\~1 (wr1-1) > ft(t•M·') 

a v\ o' rt- i 

P! ;· .. 1'..-r;'r; -·('('º.1.'1,.,,·,,,lr - ,\, .• 1._ r \,_J ..... u, , . ~~ 1, u 

)
r ,.cr:) 

,1c111:= ;"'!. 
re 1 

; 

l al) ;1 n 

. '' --- , r: • t ~ ¡ I ~l 
' 

~1-1 ·.:.~ r:'" iY: ,1 s 11..\ obt e nevv\Os 
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Por lo ~ue ]J-(6) (Wv) !::. e, ( r:->) f' ara toda Wv € G v ~ para toda \l ~ v1 , 

e c11i , F 
Ot'VIO fo == ª'º AV'I pMa al'luria 1ci .f:Vl ' eY1tonce~ 'dado at 

exlste. Wt.,é. 61
\

0 
tal ~ll~ ¡/~> (w1)-:=:: ~C1:'º) ~ O.E W1.0 • Ddinar.10.S 

LOW\.O w~n) tos e..leñ\evilos lo/¡aS ~rc:Hidej e..-i G' ~ue sat;s~aceri 

fc:\wT))-==- ~C~cj111 ) 
1 

(oy¡ ~'i) el lJdo de. wrj1 • 

Por- lo '}Ue 1 w~'1 J es UVlo cobierh de. a}eM.5 pat..! E. 
Ademís t.ol'\ e lci c<1<diVt.a li dad de. G'0 se. ti e.11e 

• " ) (11} l 
00 

Así'> ~eMos coV\~lwido lJV\ti suce~1ori 7...fto )"::º de. VV1e.did~s 

posiliva), ~ue po( (Al S(:)V1 acola~:. po< e Mi), 'f ~a 'lue p~ra todo 

coV'l)UV\to t: E!Rd /-te~¡ CatJ= o i ex'lste unil -:iub~ult?si6Vl l)}:j)1:1 
5 (1\) 100 * de L)1o Sr.=o c;¡.u.e. c.onv~<~e dQ.b\iw.1?V1te a u Y1a H\eaidd fl. 

SL1ce.d.e. e nto ncQ.S ~ue 
1
U. (uJ v) ~ ~( r" ) p a <e\ todtl 'V ':l C.th1 E Ú7v • 

''fa ~ue. r\~1 Q.V'l-::; F f-J 6t'1(i) ~ )Y(~)(&_o) J fr.neMoS 

1}K.)(F)::::: eiM ,/~/ (fJ '\ 
;

, 'O /'4 O \.'O..V\) 
'{\-+ oO 

Por 

E.V\ ?o'<li cu L;r 

Ú1Yi'{>\l(ó 

~[Al · 

a 1u. se ti e.vie 

••• ( B) 

..• (C) 
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d (Mj) J 
d sovode e /.J.. 0 es .a 
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ri r, t , ... '¡'.. l r .. r \# - ...... , J 1 ... '.J '· SJ. Sc~u~c 

' 

1 - f},. 
Á..• •\,-\ 

Proposición:-- '··\ ,-, ( ¡:: \ . . ; . ~ 1--1 . fo \ 
1 ~\ !. __ ~- .. _. ·--- ..... ; ... ·',..... . ·,,~ ·- • 

'' . i.-

(¡, 
~ t ,.,-, 

i'()j-·• ••• CD) 

pu¡¡ to<la V .., pero tlO'.iotros 

de c¿¡dio í.; ~ i , p.s r c. 

r 
e.~i r 

D t ,, -~--t¡ c,.-,_,,,,,(r' emos rclc·1on .- ·_. ') •'Yi ~, 1 '•. ¡,_.._ t:., . ·1~,. Ji . ' 
;;f,r 'r¿ t!O 
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' 7 
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' (.U hfe 1.1 ~'\ oe. rt o 

de lo') 
. . 

,:_\c.1'1\¿,, to.::i 

, . 
:\ldY .. ~MOS 
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To~ese 
~ue. i VLtexseda V) 

(Z..) 

e1 co~ ju.vil o 1 WvM \ de los e. le wierifos de ÍWv...i 1 
a G.. 'l ( fot w 'JIYI n Q-z. -.{: cf:7 ) • '"?o y ser 1 U.hJM) 

/ . . 
Mtt.XirA(:\$ • 

'í:Je~iru·el'td.{} \o .. hii.~c:=~úJ-v'l..~-1.wv.Jz. 'J obserJan.cl.ci ~e 
Í,(2.)h(~'-J~) ~ Wle,(6'.?..) se s~~ue 
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11 a ~u e_ 

Reri li e~Hlo -3Y '\'.l M'U°1lO 
" 

..... (2.) 

r'V¡ 

V j-=1 ••• C 5) 

' te. 1\ e.Tr'\ os 
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3't 

Como E e.s íHbttrdrtó 

YVlt-. (EYl) ~ me, CE) V'(\ e-: fN 

~ lu.t~o ~ 

T()Mc'\Vldo E V¡ C..OMp;ido :.f 11 fE lt---\ ~ b. abierto 1-J acot~do 

\.a r,.0~0~1·c¡~V\ S \Mtil.\(f\ 

Co ... olario ')_ • v'Y1~(G) ·= su. f> 'MVi(f) 
rC O 

Demoslracibn. fY\1'0 D~-r.:) c_;e.-<tos 
VVt~(O} =: tiM mc:.c..F ..... ) ~ su. r w1~(F) 

r-i-= fCO 

Pen) ?ora todo <.oM?ac.to F e.o l'i tefl.; do e..n O ~x.:s fr. 

u ti Y\o t:- lN tal 14ue. + l'\o ") ¡:- '?Dí Lo c+u. e ;1'1e., ( F,;, 0 ) ~ Wie.i (F) 

u Wih (0) :::=. 1iM V'f\~(Fn) "?-- su. P VYIC/ F) 
·; V\......,..oo F~O • 

EV\ el CAso d=l c.cn l.d ?Yopo$ici/vi L-t ) propo<;i\cio~ 5 

1J e.l C.OY'cl~ri.o l. ~ue.shan cque. VVlh: -;!:., - iR. + es Ltr.d 

'J l O S (O I'\ j U f\ -fe 5 sen C<l\)<'.lc¡fables. Por 

S ciel o.p
1¡hl:o i ) todos la 

,. • I 
f> '<op OS l(.l OVI \os CoY\~\.H\t·cií de... Sol.ls Ll Vi -· . 

! ' 



So V'\ Gspac 't {ab le.s • 

Ad~wi.{s d c.oto\ario ?..., ~la proposic.i/Vl tt i1'\1pliu~ t:;\-Ue 

si d=·i 'e.rdo~1ces p.3«~ todo CoV"!ju11to A dt Sous!'11t'\ f.l{ ~ue 

Wlt-¡_(A) >O ,. c.0V\ti2vie UV1 c.ovijt.o'\lo F compacto 1 covi !..;} wii.swia 

~Yopitdt.d de :,e. Y- 1-11 ~' l F) > O . 

fq re el Hsult~Jo se t:"eVie. 

Teorema°'!>.- llVi C.Ct'ljuvito A dl'. Souslil'\ tal ~ue m~CA)>O 

C.OV1tie11~ Llt'\ (Ortju\'\tO r (_Ov\l\fóctO) (Oi1 /o ~1ÍSm;) propieddd 

d<l Wl ~ ( F ) > 0 . 

Demos:tracitn .- Sea 

La 
. 

Y"lOr.: 

- -·+ m'~ : ?f.-----\>" IR defii1ida 

1 
i".11 ., 

Póf d 
' 

es 

por 

., ' ''") / ;\í' Y·''·,.,.\ l l. ~ ;1 ~ '- t:. .C:-!.. \ ~ t ",., '·· u ; • . ;:; ó e r d 
O'JE 

La se.~(,(Vlda t' . / a l n'fl<H l O 'V\ 

t1"f v1{{\(Uwv) 
h1t(uw")"J E 

e.s ~oe. Se 

~ ü1f )'r1~(0) 
O~E 

Sdl i~tdUVI 

Medida ei<.~ 

fa p'YOfO!>l-
. ( 

C..\ o V) ·5 Aj e( e.oro (ar'I o ? ,.._, ";)US t; fo~~ fl do WI~ por m'h . Ld de,l)\f)Sha 
.• I 

C..\ b V\ e. s esc:e11 c.ialV1tey¡te Id V'v'IÍS iYI (j • 
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las conclusiones paYd M1~ ; ~ue es u. via uipaúcl~ , ~w..t. 

Los t.~H'v\~c..~S ~on (d par.itable.s ~ ';\.Uf. les e.o,~ ju \l\+os ~<.. 

Sou..slln td>~bi'tV> So~ ¿~~a.c.lfc:\bl~.s • 

E! letnema 'L es c_ie,d-o ., Po'< 1 o tQi'\to , ·fdra . w..'t.... 
Ha~ 1.tY.\6 y~\ac.i~1t1 'ivv,po'fhvd·e entre ~.i 14o, 1::,\ 111~ ~ 

LCi ?-ciWief"o dQ.c;\~u~khJ ·de \ii+ui~-<Óó a de.1e.chd e.-s 

i nMe.~\~J:.d. 

?ó'í~ ló S~'Ju'l\ct\; Su.povlljciSe ~e twvJ e.s u l'\C! lll&iertd 

de. r • ·pe-ro La a a -k~~ 3d cubos L .... fo.r-a W\J"' Win , .... 
z. 3.1 

é 6 b.l1t> ·':lu.e ~~ l\""' ~ (\ (JJ~ Y\} . -. ) W 'Ir\ 
~-

\'oy l "D tó11.fo E e . t( u u w'Í)) $( n'\ . \l., •'j "ll"I. l ".' 

t 
W\~ (E) 

~~. (óY\C.\U'je. ~u e. rV\~"( ~) ~:.. 3 ó i"v\-e., (E) . 

':3u.po11~<1~e. (4ue.. M~CA) >o Aho.,.d 
S-0u.c;,l\ Y-1. E St{) 

ti) h\ ~u~ 

11'1\p\icd ~\·ll~(4)> O "j qQ.<.> pueS 

v~~(F) /O fo'li (l) 

3.. • 

Wn e i~t( V wjJ ·'j J:: l . . 
si 'jue., . 

:'\ • J d 
Í'1 u. (\ lo Vl.j u nro e 
e x.i $ t t f" e A U>MP~.:. 
3d tV1~( P) >o 

(orf\.O -5d es ~V\d ccnstovite. ~oe solo i:\q.peYlck de. ta. diMe"SiQ(¡ 

~l\(F) >o 8 
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Teorema l.f. [ua.l~Lti't-r c..onj\JiVlto de. Sou.slivi E {a\ ~ul. ~~(&))O 
c.c¡.¡tíeV\e un. su.bcortjttYl+o CÓ\'\/\?ac:la tal 1ue..: 

tal ifU€.. 

S d f· . .l ¡: 
~ ? o V\ ~a Mo s et 1 V\ w o s • j 
C:)fJF"' -....e o:+ue ..._ 1 2 .J ••• .,,) • n 

b j : ::- h'\ t 1 ¿ ~ O en ) 1 U üP) .J Fs 

$ed- l wd 1 ! u~a c.ubieda. 

FCE 

j-::::J.}''')~ 

Wlf,i( ~) = Oj 

>j <¿C0~ 2-l 

tal 

e.o M ?ª dt>s fal es 

y t=1 .Aj 

V¡ 1 V;~i 
<:(i)~¿-~ cq.ue a 

como FY\ es c.oM~ado la peideMo:l Su.poV'l<?r f iY1 ºrla 'j 

ajen d e i YLi Ci,/i) (\in{ ú/S) = ~ ) , ~ 

¡: \ l. .L e (j) _. r¡- I'\ M 
1.- 'A e Dlro c..a'So ) e. )D es Cua'r'\0-0 º .- L . .J 

t\\ ~ C wti) f\ "fVI) ~ ~(z.·'(\) ~ l~ deL·v-,ició'Vl. de Aj es u •t pee.o Mós 

CDl'll p\t(óclci ', 

hir''lero cor\'S.tdc.rc11se. los 2d ele.W1€.~\fo$ de. \.;d{)s i~ua!e.s 



io ma ')(J. e.o MO : 

Resulta ~ue. K1 E rN L~l '_\.Ue. 1.f Ki ¿_ ¿_J . 

Se d~.t i11e 

'P 
1 O'( 

Supon~~· rY\o s 

cubos. de_ lado 

} .... ' 

e l U)¡ u U wc.n,1 ílF 
.i : : W J , • • >q J VI A_j .l)d ~U.<; 

entonce.:> ~"'1t-i(Ci.)=- 1Yt.f 11:-ticwv)l Uw.., 11 

:) t llE.30 

f-.1 ei ( w (}) n ;.-y¡) -· iY1 c
1 
e e i) 

Ó2.f:r1idó;. km >-)l...., 

1 ~ ? ,,- n-.i.) 
{, clq::i.¡. t ~ ~'\(l.. • 

Considere.nse les zd 

~~~.1. /'J.... ciiJ.e. e.sf.dn 

~. r \ 
; '>- J 
I l • ('¡ / 

. 2.º-l 
'11 = l 

Sr:: 101Y1.:. ~-+LCuMO 



r LJ)mH. \) u t'1)mu] f. 
Si KMu existe. se d~til\e. C.M-u~::: LW 1. ••. W"..u1. O r1 

~ >ja ~~e. V'tl~(lmu)L. h('f"-~) eV\tOrt(.t~. 'M~ (C.mu) es el 

Cb~)llnto i'fl~ { Lt(w~ ... ) \ Ut'>.lvr'\) CMu ~ s..., .... L z:n·W\} Jj 

tue. ~ó 

) 
~t-L '·( -1'\•M•l.) 

n1~1 (CM - 'M~(Cwiu) S o(l(l'l+l-t .l. ~ Y1 2. . 
As{ p~r~ c.uól~uiir MEIN ,t--\?YI 'B~::: CJ.U ..... UC.M 

es ial ~ue Wi~( E~)= Wl~((¡)-\. • •• + Y'tie1 CC"') , por l"O ·fa"tº 
Wle.i ( lü<.j) 11 Fn) - Y'll~ ( B;M) -;;; 'f1 ( f ri- M) ~ r'vlh ( B\") L.. ~ ( z.·~ L. 

To~ese M::::(S·i)Yl '-1 Aj:= B3
M • A'5t 

]e f In ó VV1 o s 

l'Y1 e.._ l f nH J ¿_ 

• Co WI o 

. . . é.1) 
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e.s. o i\e.vo de. (i) él : 

por Lo tanto QnH ~ Q n - ( N- ~J 1) {1 ( 2· s:11
) • "V e. / 

otit:e ~ 'fU.1 
Vl.emo s 1..¡ .M a '1 > a i - N. ti< 2.- s) >o . .. . (3) h-h.CO ..... 

F¡ nal vne nt e de f ,· n i M os F-== n rl') . p6'( lo !tue Y\=1 Fe E 'j f es l OMpdc.f O , 

E YL1 o V\C.e.s de (2.) 

d~ (3) w.l-1CF) ~- Urvi O. .,1 >o 
V\ -t>o <><> 

F es C.OM~ado l21s cub1'edc\5 '1'.lk se 
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D.4Y'd 
' l 1 • 1 

cu.oYav\ .¿j ;- 1t.?1¡e11 ~u¿ Co¡,1;li:1:u dí~u11¿, f-r'I. 

Co M o V'll 1 ti e E ) L.. 1 d 3Zd H e.i ( E ) ~ 2 d 3 2d.J\ ~ ( F) ' 

e n to 111 e.e' Íl. ~ ( F ) > O lj 

o< A~(F) ¿_o.ó • 



4í ! 

Jil POTENCIAL 'I CAPACIDAD NE\4TON1ANOS 

i:- (on~·laertmos a~u( me.didas c1 1'ºs'1iiva5 J de. Sopode c.oWipado 

') ~ii'\ttc~s ; . d()"'ª~ til'l·da sicyidila · .. 

~ d6(vJ). < o0 

j~ 

Derwlc.1ret~iOS (Qt'wiQ s6 al Sopode de. ó. 

(0 MO 

0 • I 
'i lH'iC.101'1 e,$ c.0110 e.ida CCMO e\ K.e rnel de 

J • // 

l': e. uJ t o Y1: a (\ o de lP'\o wiedida 6 es la 

l·Joschos de.Moshc1Ye.Mos lo::. fe)u\!ódO) del capf~ulo yard 

d=~, pe.ro <?Hes so..., c.iertDS en 51u1~ral (cl~z.). 



S.6 e5 esirídaw.t nte.. pos i ti'la ) por lo ~u.~ txi~fe.. 

d (X¡ S 6) > ~ > Q\ , 

=> IX·'1l>b>O ~ y é s 6 ~ o<'.. \ :< - ~ 1 ·1 
.¿: s. j 

lo SMp.,evidtl'l~e es ~llt de hecho t6 es firúta c~si dovick 

'1Uie.fa (a1e..) póró todó d ~ 2 

Propo~idÓn ~6 l ><.) 

De.~oslra.c'lÓn: Se.a 

<... °'° a. e 

d 3 í" l. = . riy:se 

S ; J l 1
\ • nateMOS o a l'\a o~o 

l _li_¿X< °'° J X-'11 
~Y) 

R> O. Po,. lo 'fue 
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con B (.O rYIO BRlo) íl Bcr<.L'n . A ~u( \X-'IJ~R, ) por lo 9tue. : 

) \ll\I di< ~ J \/'1\d~ ~ Kl ~/" < 
'BR.(O\ B~l.'1) 

pue.s ~dx ¿_ ~ 
) ?º" ser B (.Clr.Af•H~O. 

B 

'fer et te.Dronó <le fub ivti ~ le an1eriof', se tie'1e : 

J '\M><) J • = 1 r 1 ,,\ 1 d " d H vi ~ N ) .1 ~ M <:'.. °" 
Bp_(O) JR JB11.(o) IR3 

a . e_ 8 

La dewtoshcc..l¿i'I se. C\ e.ne.<~ \l1.;i pora. 
" I 

anólQ~a) usal'l.dc r.d U3r'1bio de cocrdenad<'.S 

A(¡ora) t.Stu.d:e..'YlOS dos ; fri p o da 11rl e 5 7ro?iedades d.el -pot~n 

ci<>.\ 'f!e.wfo1-1ian o ) Ha vn~ da:. el de.! 
/ . 

el ?fl(\(\\?\0 \'11a X t ffl.O lj pr~ 

c..'1 p: o de (O ni ¡ Y'I uí da d . 'f1,H d e.ll (¡ V\tU«;t lt\ MOS dos ¡ Q_ (l'ló 'S 



Resulh kj ~Kj+l ,~ bl(j .f ~j+!. V; é tN. 
Su.p()~1~arMs c:¡.ue 1.xV\1;:1 es 1.rna sutes'1bll\ -1.dl c:tLLe. 

Kj ('/): = K) ( \K_,--.,l) 1 etttoncts: 

Eslo es ¡~j e5 tovdii'\va) pcH"d to& j e_y¡ rN. 
l<) e.s VYle.dible (pcr -;,e,,- c.o~tivtua.) Vj~ ft-1 .Aclem~s sucede. 

<:lUl ~¡~"'° kj = k "j K~ -S k~H ~K. 'I pcr el t e.orem.; de 

C.O'l'\VH~el'\( .. ld dorvi1ritjd<t : 

SupcH'l~c1moS ~ue. 11J6 (Xo) '> °'- . Lo 1ue ÍWlplicil <:lt.4e ~>tisk J0 

eYI fN 1,a\ ~Ue) par~ todo J 'M:.'{or ~lll. O 13ua! Cl j 0 ) ~j(Xo) ')a_, 

?Clr lci úil'ltil"ll.Áid.dd de. ~.Íc ) 3 S'>o -)- \X -x~ \ < S ~ ~jJX) >a. 
~ puesto 'fue ~j(~)~ ~-j11 (X) V j ~jº, pa-rd tcdu ><.. tal ~tre 

!X.-l<.t.l l.~ ~6l"')'>CL Pnr [e favifo (Mi O.== ~6(Xp)- é 

iVriptic;() 



S~p ;~f ~6 (x) > ~6(Xo) - é 
b>o IY.-Xol .C. h 

lema. 'L:- Uado i<' C /Rd c.ompado ) ~16 es c.011tinua 

<:i; V t.> a J ~ > o . 1 . 

f d 6{Y) 
J l:{·YI 
\X-YI'?~ 

-+E > J d {; (y) + \ _d 6l y)_ = \{ " (_X.) 
l:(-YI j \Y.-'IJ u 

IX·'f l~ S IX-)'\<~ 

y CDMCJ ~l' ~ Q<.11. • A..6 ..... \AJ • 

í' 

~6 (X ) t E > J )( j ( / X - '1 l ) d 6 (V) "> ~Ú (X) - é. ' I ......, 
-V X E k 

c.oVI lti 'tue. ~lj C.Dll'Je(~e v ni(~n•~1.r-,\el'lt~ sobre k e) ~1J6 . Ya pe 
'4.Aj es Uú'1 !irw21 Vj t tN, e.s (.o.-1ii11ua 

lb e.s {ambi(vi sobre K . 
S O b re k \f } t fN ) l U 12 jO rat.( 6 

E.o >O 
::::9) Su. poY1~a ~·vvns 
fa\ ~ue ?Mó icida 

1ue llúó e: c.Dnfí~tva sobr¿ 

~ ::: 1/n (ri t l'N) / e xi s ~e 

-..:> 

k pe10 existe 
~ 

Xv¡él<. l.on: 

J d6 (Y) 
\>l'.lll-YI ~ éa 

IX11-Y}( YYl 
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'De esfe co1:l~uYtfo de. xv:'s)por esto.'f en u11 corrtpado, ~x,~s.fe 

'\Al'I~ subcsuc.~c¡iéV\ co~V~r~e"'1e a a!~ul'\c. K é: K. Tal s~~suce.~io'11 La 

se~unemos d(r'\Oh ndo por i. x~ Y:, (_ Xri. --~ X ) . 

Defít'limos V r >o ~; : lR<:! - fR.+ c.oMo. ; 

\ d 6(V) 

~lt (><.):= J ~'/-XI 
( l"{-Xl/,.Y" 

Estas t1.1....,c.ieviC?} SQ,V\ Ct11ti11ua s en :<. por ';\Ul t('f} = 1 ~-i< ¡ ~s 
lonti'l'\uc'i efl el c.0V1ivnto de. 'l~s :tuº- salís tJ<.ei-1 \'1-xl::;. 'f'. 

Det1~~H Vy-:=: '116- ~rr , Por lo tarde. Yr e.s C.onii11u~ ~obre 
r..) 

K. e~1 x . 

Dado C/O exi·de. NéfN fa/ lue IX'r\-xlzc¡'Z.. ~j 1/h<.r;'2. ~rd 

'Y\~N.Esto iwtph'ca ~u.e. "t(n1-N) {Yllx~-'ltZ.Y1-11 C~Yl \X-'fl4r~> 
i.ue.~o 

J 
d ó('Y) _ f d6('f) = J dó(V) J d 6('/) 

''(X ' - \Xr.-YI ~ I ~ é.o. Vy V'IJ - \XI-'.-"{\ IX'n·"ll X"-YI 
IY-xl~v- 1'1-'XI < '( l't'-X1t1I¿ !¡~ 

~i !Y-xi ~ 1/.., 

~¡ \'1-°XI <.i/11 

1 • I t 
COV\~\rui1no~ a Slll4510v\ de. tUV\c.ioY1eS • 

f 9 



·x i 0 ~ 'V\'¡ -><I 
1 

S. "X.r•«t 1 ' \ _ )( I 

'P()r el t eoH?Mó de. 

)(Y\· j.__ se tie vie : 
1 -xi ) 

co~wer '\ e..ni1;} 
" 

a los 

Y 1Jrt1' ~ J, 
~ti '":f.Ue f.1..( '('2.. '> v\..\'f1 ~ V\.rz. ) \!.V'\tOV\(l1 ~ (U8YIJO '(-o 

~: (x) - ~U 6 (Y.) • j)e ro '6\J. 6 ( ~) z 00 ; ? ves es coV\tinuó eY\ k . 
?or lo tal:'\to ' $·, r _.,o) Vr (X)_.,. O CoV"1trc>d1(ció'V'I c.on lo ctue. 

h.;biaYr\DS tiª €Vl(.OVlhdc\o Yréx)~éo'>O a 

Teore.tna 1.- (i\-¡•,'\c.ip'10 de.. Coniin.u·,dód). ~u~on~éll\\OS 1ue l{,(6 es 

c.oni"11\ua P.V\ S6. [Y'ltt>r1CeJ i-u6 es contivwa u, 1eiAas 'f'2'des. 

l>emos1.rac.i6n.- Sed d=3. Se_¿¡ k e R3 (_C)¡-;.~;,c~o. 1J.serr'l.OS el lem~ 2 

~·.'· ~ pcHo de MO~ lrd'í <:j.IJ.€. _\o e..s COYltir",Uci '::ctr e K . 

s6) e.x;s\-e ~>o t2\ c+ue. 

Se~ é. »o. Por- r:i •mis•lJ\ )u(¡" ?_ •-1 pt 5er ~~6 continua en 
) 

J d 6lv ~ / Fo¡ 
~----2 

)X-'( 1< & 
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51 

s lll»O n~a Mt>S t.l U.€. si 
Bsh(Xo) (l s6 = </> 

S i 'B &Ji (Xo) íl ~ 6 =f ~ ) Sed 75,é s6 -fal ~ue 1Xo-"1ol= dCl<oJS6Ll'or 
le; ~ue IXo-l'ol<.:'b/z. "j B$12.C.xo) C. B&C'1o). 

'Paíó todó Yé S6 1?0 -Yl ~ l"2 0 -X11\ + \Xo- Y! ) lo cual 

i~pHca 

r d6 (Y) 

\ \ x~-'tl 
J 
l'!,-YIC::. S 

\ d 6(Y) 
j \Xt>-YI 
1 X0- Y\ <... S!z. 

+ l 

Por lo ra'r'li o ~6 €5 (Cflf°IYlUC; sobre K . Lor.'lo k e.s arbi tr.Hio ) ~6 

Lema "5: ~ E. >o 3 k e s 6 (OMp()ctO ·r· ó(S6-K)L...E._ "j~d"K 
es c.orili"rwo Sllb"re k ( 61, (A) : ::::: 6 (A n k) ) . 

Oemostrocio''().- ~6 e.s "Wiedióle pues ella ls l(m¡ fe de \~ s ~S iue 

~ott t:..On~ivtuei.~ j W\?. s ~ue. medíblas . Por el teorema de. LusiV\ , exis~e 

K. C.~ 6 c.ompado ti:)! <\ue. ~6\K es U'ritinuci "'-_) 6(S6-I<.) <E. .. 



poi-o deMo')tl"'df" la coniiY1u'1dc.d de. ~6 1.;. Sobre k. 'Pero por el \~ 

'Yr'\a i) l..jª c+ue S61<CS6Je,s\-o 2sJS6K. e..s CoMpH.ta) solo resta 
- ~t de,·11.odf~Y ~iW\ ~ó;:.(Xn) ~ (fr_(Xo). 

sea 6 r ~ = 6 - 61<. • D d d 'D s > o ) e o M o s 6 , e s 6 ) es k> e s ) 

S6' e.s (,()i';1p:1.dD) por<?! ler,1ci i) txid·e ~E-IN rd! iue par~ toda 

vt >.1 M 

.,. . / 
1amb1el/"\ 

'5 u· ~u6 
As; ~{ 6 (x ... ) - \i{J.61 (1;,..'1 .(_ ~ú 6 (xo) - ~t1'(Xt) ~ '2.~ 'j 

tu.e30 ~6K(Xc.) 1-2.S > ~;.l5kCX"') p<~ 'r1 suf1cienierYieV1fl ~rM'\de, 
1'"\ I ~ MLl ! X é'..... tJI ( ' • ue ;i~LU L\VV\ u¡ 6K l ,,; - \..\(~ :e,) 

(' 1 
. . 

pr 1t1c.1p1 o de 1 

Lernq) 'l :" t;i1_,(6 Q) 
, , 

C lni 1. 1 n ; (¡ e:• 1F\ d - s6 
' 

tomo:>ndc ~16(=) =o 'j 
I . 

a. rmo "'e a e Yl fP,,ª - :s 6 

es 

51. 



1 

Sta 1xr'I~=· tal '.}Ue. "l<n __.,.X.o 'j Xo ~ lR<i - S5 . for 3e.r-

iRd- s6 a.bie.r\o f)<.is~e. ~>o la\ ~Lle. 'P>s (Xo) ()Sir = 1>. Además, 

existt NcrN {a\ 9¡Ut VVl4M) xi'\ E: 8~(Xti), 

1>atio é."?O eKisle. Ni€ tN la\ ~ue. Vl1'N1 --~ lxo-X.n\<.é. · 

Seó. Ni.~= 1"ttáx.(N,M1 ). EV\lono2s ( \Xr.-)'l \Xn-'11 y.t L.. bz. C.tlVl fl4~z. 

~ '/E S6 • Eslc tlM~l\c~ " 

\ \¡x,-Y\-lx~-'fl\ d <z. \ 
\ '1J5 (X.,,)- ~~(Xo) j ~ JS6 lXr~ ¡ \ ~n-'i \ 6 ('I} L o • E. J s/~6(~) 

par~ n-='lN'l.. \>ero s·1 toWla Mos ~ t\~d..J ~le; es c.c'llttnua eVI !F:'- K. 

s~ 2 Xn ~= b.\ ~ue xi'\~ oc • '?e'( ch. mndrd...... ~ue. luat\ÓO 

11-+ co•, ~6(Xr'1)-- o. Fóra .Z.<;.lc ; se.; M"> O. E. .• ,,t.einc.e.s eK~sie. 

NE!N fal~u~ !XI~~ tt'ttplica \X-"'fl~M;para 1ocia't€S6. 

Ei\ pad{c.u \;ir l~ s x~s ~ue Scit iddce.vt { Xt. \ 4 N) sa~lS~(QV\ 9rUe. 

\Xr.-'11-;.?-M. As; (lx.,,-··ilf1 .SM-.1 p.1r6 XI'\ tal'\-'.H! IX'Vll?-N >j 

{ue~o 

'Po\'" In lanlo 

fi.3 - s6. 
V\-00 

C.oMtJ suptil"lemos ~ue.. IS e~ ~inila, de sop~d!? c.ot.-.pQclo 'j 

se. C.UVIA\)\e. ~tle. ~LX¡\/)::::: t±-;t e~ continua ~ diferenc.iable sobre 

( fR.cl- S~) :< S6 ¡ evdoMeS : 
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S't 

'J7.~U6Cx)= f 92 fx~Y-1r:i 6 C'f) 
j s6 · C. O YI 

f>~YO \J2
t(X//) =O) (ue~o e:do i"1'1pli(d ~ue \72

'1.J6(X)==O • 

Te.o r <.~'Y'ld 2.- ( ·pr;Yltipio ele.! iV.á'xi rrio) . ~5 (X) f fv\ 

~ 6 ( ~) .s, ,~ V-x é az d . ¡;:: Yl ctra.s pci \ab 1 as 

suv ~6 < su p '116 
ffZ ~ Sé 

D . /' e.mostra<!On:- ~ea d:::-3. Se rj k C.0 i'Y\O 

3eó m~==d(:>.:Sd. 

CoVI 6K. (61'l1(i '1.VI el ¡e. »1'1 3 )':.. "-

'ólí tU> = ( ~i/6 - ~6v. )[x) + ·~h:( (x) 

'it\ [A] 

e. y¡ el 

ti' 11t 

(tmó 

I . 
W.c1XIM~ p~ 

~ 

c. 
3 ~ S€d X. é s~ . 

(l) 
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Se.. ti e nf- •• 

Ya ~ue. 61<-~ ó ) '1l61e. -:S ~(5 ~ M sobre S6 • Pcr ef fel'r\ü 
3 t!UÓ'f:.. es CbnttnUc'l 5()~ re. }( ~ S6ic:. C )( . 

'Pt1r ~l pr1Y1c.1p10 t.k covd.inu'1dad aplic.;do a 61<.., Y"esol~~ ipe 

~6tr. e.s coniinuo ~I'\ iodo fR.3 • "Por el le WI& 4 ·. 

bU6 (X)~ 

Vx.éfR3. Como la é es 

• 
Los te.e re 1Yl q s i A\ 2 $o,, casi el VV''.1Sfr\O . Ta vt ~s 

; 

1-ue a':.• _, 

es posibl~ tam~ii"' dQ r11oshor 
"' 

p·rtl'\C Í pi O de u:i n ti \'\ll '1d ad .a ?ó~ 

t \ ( del p n ne ·1 p io dr¿/ /'. 
VY\ó Xl 11'\0 • 

?....- ~<U1 E UV! (onjurdo ac.otadc "1 sea rE e! conjunto d e. 

W\ed idas 6 d e. sf)yode CDM pac 1 ti~} findcJs ) pt1s'd\i¡a.-; 1 uin las -prop~ 

da de~ exhtj s S6 e E ~ 
'11'L{ 6 (X) .S. i 1?ª <a ht\o x. e r. E. C'Por 

e.! p ri l'\ti p io de.! / 6é rE ~ ~6(X) f. i Yx l ~). Yr'\6 Xll'Y\Q 

,. . , L •\ t 
Derinicion.- a~ cap~c.idad C.C MO 



1 

~se llam;} '\la capacidad •H1.Utonia11;; 

P,-opo 5idÓn 'l :- L i<. : ;;(_ -t> JR-t es u.11.:i 

!>emosi: tac iotJ ~-

t) 

Dado 

t
.; '\ 

• ¡ ='':::> 

4' 

e.o r.~pac 1 o 

f' E /.1 
} 

;q(. E;¡_) 

i j í ) ~ I .. \ Lk. t... r.' -:::::: 

~ : _1· (' ( ~ ··. . -- . "' (' '. i ó \ "--)::.. t:...;. -·-- ........................ / 
('):_:;.E 

'. ( ·+: (.. \ 
t 1 w; _, ¡c. 1...t:.·,, 1 

Yl ·---.ce 'j 

Como :::u Le de. H' e;dov.ce.::i E1 e::- 2.. -<-:>· e;_ u:i) :t: c.tcEi) . 
lt.1'2LIO C~_(E) ~ ti1·,, c.;: (E\!l) . 

j Y1-l>co 

. ~-. 
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Sl i 

De~(~Cise Q;::: ~1 0vi. A~ora dado FCO coMpado., il't\pHca 

. Fe o~ para al~~ VIG. Y\ ~ ) c.~ u=·) fo c.~K (01-1) ~ sup c~¡!.CE,,) té.. 

De ª"\IA ( 

pues O 'JE . Como 

• 
'ProposiciÓ» 3 :- Cual"lui12..,.. OH,\L1V1to de Soudivi e.~ fP..d es c.apoc.i ta-

ble paro lti capacidcid ck. 

. ~ 

c.ort y.in 1 os 

Querer,\úS de VYIO s!: r¿¡ r ·. 

SOY) 

e ( r\ r"#.(F) 'l'11t C'r.(0) 
K. r J = \....~ = Q')'r 

I 
de\ ca p do ! D I ba s la 'le r 

capacdables . 

C.Ot'I f loMpado Jj O abierto ... 

'Pl'imuo, e.s c.ltiro iu.e C.ic.(F) ~ C1CF) . Pal"a de.Moshu 

!a oha desi~ualdad > se& Ón e.I covtSufllo de. 1'1 S l.il ~t.te 

d Cx)F) ¿_ l/vi . ~ea ;Y"' t:. I1a.._ t.a! <tue. l~ (O..\) > Ck({),..)- 11-l'l 

'P€.-co por e.-sf~( (1Y\(O~) acotade~ Vnf: IN, exis~e~una sub5uce-

~\bV\ de.bilWiente cal'l1<:f5'ude. f.nv _ __. j;1, • '/ coff\o pcir~ ~cda 

.furic.i61" ~ col")'\"1nuil p21sd '.:lue. : 



c.uando 

C.1.1ci ~de 'V _.... oc 

'Po-r lo 'ldnto 'VE>o) ~f"v<)() > ~r(Y-) -E 

pu e ~ , Q i wi ~ J~ ~ v ( X) > ti/~ (X ) - E ".-f j l IN • E<:> lo i ~.,.. p He.él 

st-ue fo•11 ~¡.tl'I/ X) '> ~/1 (X) - é:. • Co~.,¡o 1a é tS ad>H rciria : 

C f,-')> 11('\/ ,'~fr') \<. '-; _,,,- /1 r ) :.--- ,_ ¡.:_ \. r 



N C.I ERTAS PROP1EDAOES DE LA CAPACIDAD 
NE~TON\ANR 'I LA M~D10A DE HAUSDOP. F F. 

i;- 'Una forma tltd de w¡,H'li<ja-r e.! patenc.ial Yle.wtonía~o e.s 

como una foie~fo{ de Ri12Mol"IV1 - Sl\~ll}H C: lOYV\CI una hüt~rdl de 

Le.bes gue. : 

~d )Ji UW'la me.dida fin\h de. sopo(te (OMpcido S,u _, Defi"rtif)\OS 

paró cada t. 6 {l\d wie.. ! rrz+ - R+ ') fi ~ 'B - ~+ 

Lue30 Pe. e5 LP\--l m12dida sobre los boreliavio~ de IR+ ':1 Mi 

tuWl.p \e. 

t) YY1:t(O)= O 

11) W\t;(f) es no ':1 ac.otoda 

·\ft) E xi s1e \.~ 1 real ta\ 9rue 

\l~I\ :::: ,u. ([Ki) 

miCR)== Mt.CRfo<) ~ ll}-{11 
1 

'Proposidóri L- sº- dan la.~ i<jua\oades 

1\1)-\(i')= }°'. ~t1(;L = 1,,_. ~ dr• = (' ~ Jr, 

donde la p!imuo t3ualdad 'Se dci ~vt e.\ se.r.1ido dº- Cfue si u~a 

de e.l\as e.xiste la oha taMbi/1'1 1-J so~ !3uales . 



Demoshadci11: for e( teoremt\ e QV\ ( [15] ) Pª'J 16 3 es 

i,, 111e di A i:o . 1 o" MC.s e Tl : e íRd) D ) 6) -~ e rrz ) B ·' A) ' de f ¡VI; da 

po~ T~('f) :::: \ 7:.-'1 I pa<a D bo(c 11.aAo::. > /.. !a WH?dldd de 

Le bes 31.{e.. To"1-vn::se aclcMá s <.3: fR. +.·-···-ff<;+ deri1~ida por-

5(r) = Yr .. f 11-\oiHes ob~<?.•Hl"Ylos 

pe-ro 

e.s 

,,.. -1(,\\ 
¡V. '- 1 t '- ( ¡ / 

'.i! 1 / \ 
-;,,U, \ i 1 . 

• 1 

e..s 

'~ r 1 ) ÓI:'.. ,_ ..... 

'-) $ º"· \ J1J ¿¡ lQ.~ . 

\a 

·-· 
:"u ~: ¿;e \10 

• ~.l 

. . 
~ ;~ t ;: (j ,~ .; • 

r. . 
- (¡ • ~· 

.u, 
J 

. . . ' d 1 fi,(!f\ ~I OVl ) 

~··:cr>.r 

:_ /..::.. t( 

1 
,.. 

C\Cl (c\(1 l; t<t '··-' t.C'.> ~ ue 5~ 

. ' i:::.:,ste. ) e,, f onm /ci otrd 

1 ! 

• () ¡;.- :l 
{ ... 

~~:.. t·~uo: 
J 

. . . t • 

t; r ',/ :: :: -,;, 1 (...; ~, ..... ,_1. re;; (..~ ... 1dr'1 
' ' 

r _.e ' \ '• 1 ' !..,· •,' ""• :, t .. ~.I ~ ._,...,) l 1 \ J '.l ... , i 

t / 
) d::: 

.-

. . . (l) 

lH1ci de 
f . I 
,ci M bt €v¡ exi s fe 

• 
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Gll 

O lo ~ue ~5. e~u·1~a1e.~te J 6 es de e rec.iwúrn~o e, , s 1 e~isfe 

UYló C.Or\S~dvde A' 7 ~ue de.p~"Je solo de la d\l'l\tl\sió'l'i , fol lue. 

6((.JJ~}f: A'~(ó..,) para t<:1do c.ubo Wy de. lado ~v. 

~ue sa\is~cHe 

t) 
• . ~p., t,(U/z di <. oci 

H) j R~ 1 7 J
0 

I t 

$e. llama 

La. s i~uiC!l'\te pro po ~·1(i6Vi re lac.iClvia !.d \'f'\t e~rci\ de Riemanvi 

- S ti~ U. ies (oV\ el 
) 

poÜ1'1tia( r\ewto~iar.o , por vnqd.io de. (.g propos·w·a~ 

1 

ProposiciC:n 2.:- S t ~' e..s tHió f UY1c.ibv1 - medida re~ular ") 6 e> u.na 

W1edida de. eteciWiie1do ~) ~ .. dovices; para cdda 'l~ IRd) existe Kt~O 
{a\ cqu e H t. f: l\ 6 ll ~ ó ( !Rd ) ":J 

~, Joo dmz(c) -;:;: M~ + \o0 ~i(<) dr 
U6(i)::: 

0 
y " J

0 
yz.. 

Demoslració'n. Pe>r (ó propoc;ii16V'l i sabeMos ~ue J ~t f d P-t 

(élu\'\~ue pueóe 'la)e.t' + 00 ), po<~u~ ~(f) -==tfr es !fYled'1ble ~ 

rn+ • {\'J d e.V\ l1' 



pl(o,r1~ V'r1?.Cn fJ \('<):::Yr 

?e'f() Wlt.('f'¡ es VIO &ueciude. CV\ 

es 
•/,11_(~~· 

1 
•) 

e.'.) e.a Vil Í t\U'3 e ;'l [a i b 1 
fR+) 1?1·dot1(eS p o.,.. e.I 

1 
10 que 

' 
s li F Ci \'\<? rY: o ) ) r'r1 t ( ( ) ~ rfl \ {\ ( A e1 ( r ) J 11 611 ) 

¡ 

e ~- ( ; 'tY1 Vr\ t ( í) A l j r,, !l01 
f-o.() -y:- - r _..o y 

le<'.\U(dí ~ 
.1 ) 

? Ol' lti 'l,ue. l 1\YI V'At;UYr=O 4dem~s y -11-0 • 1 

, -, L i\"\\ NL¿(<¡ __ ,,() ~ 'il. p \i (<.¡ q_ u e. t ¡ V'r1 Wi t. ( n¡ '( :::: o . T3 m b ; ¡ '1 es 

E ~isi.c 
1,\ 

. '· 
111\D : 1' .:j 

1 • 

" a 

1 

¡" 7_ 

. ' ' 
• ··-• ~ (1 : e r1. r :, . 

,, • ' 1 ). (\, ¡_l t1 

'(--~ 00 

rb . 
::. , ticn 
/• \ --·-

J rz. o. 

d <Z ! a 

' q y-

[\' orir r" ·.1 •- - ' ..l 

, ... 
'l \ -~ 

e¡¿_ ~ .. :...~.-1-\1·.~.' 
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1"11 (b,) + t b r.i(d d r 
- 'o jo ..,.~ 

RH.urrier.do ó lrl pro?osic.\ÓV1 l 

o ble~eMoS 

U11G1 

HausclM\.\ ) es 

• / J cone. x10 Y\ e~ lfe 

la si~uien\:e: 

capac.i dad 

• 

Teoremal. Si E es uVI c..o"jv.V\tO de Sot.lslivi e.Vl 

W1edidó ~e~ulat ~ Jl~/E)>o QY\tDV1tes 

Demos\rociÓn r Vo'( "Q.! C.Ot olari o i ~ le.ore Yfl.1 L\ 

fKd ) ~ f!5 UYlci func.\~11 
CK.CE) >o. 
del e.a pi tu lo rr 



.existe. F u~ c.oMpado 'c.oV\leY1ido el"i E , lo\ ~ue Mt-.CF) /O. 

Co~o e.r1 ~! teore.wia Z. del ca p{lu\e> II 1 ex ide 6 LtYlñ y,¡eclida de 

cretiMie1tto {.¡ "1 ta\ '.\Ue 6(f)7/ A tv\h(F); col'\ A>o J.) 'tue. solo 

de.pevi~e de. Id dil'f\H\si6Y1 • f'or lo i:i.ue_ ó CF') /O . 

. Por la propo~,"1c.ió'vi ~- ) ~.6(1) :.= ~~~~~~) dr + M:z • Y;; ~ue 
.6 e.s de. ·uec.\Mie~to ~, e.xisle LP1d co~,davde A', ~ue solo dep~ 
de de l<i óiw1tvi'>í6vi , tal ~ue. v"'c.U) ~ ~\-\·11-1 (A'Mr) >11611) • De a~u( 

se ~i~ue 'tue 

do t it1'i!o) d~do '.lile. f1 e.s re5u IH i A-) e.! s e~1.n'\do 
evilc1n(es ~6(t) ~ T ~ o.o Y i é (Rd . 

Como 6 

e<:i. 

~ . • l 
r 1f't1 r .1 

,.._, 1-L L Ó : ::: ' (Í • O'MC> 

, pi:.i"li li·Jc) , uw1 sopcr }e 
, ' ¡ 

T1 p e.sle e. n -E • , ero e.-:ito o c.!a-ro , p v.c.í , 

ír!,.(6 (X) · l - l ¿ i V Xé E ,.., 
j 

Hemos oble1údo de e·d~ v;¡a~H'"' ~ L1V'lci 

6 (E) >o , pt.te s T- 1 6 (E) '> O • De ¡o 

C.\l:.(E.) '>O 8 

s6 e Fe E 
6 tciMb(/~ /o 
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Con el ~ir¡ de dar 1.u'I u\lerio CoY1Httie11le pacd c.tue la cap~-

c.\<iad V\etolOVIÍdn~ se aY\ule para Ui'\ C.~Vl)~~do E acotad()) definiw.os 

Atr) (OMo : 

i,e .. 
b" e 

A(t) es e[ 

paro "E. 

I' 
11u mero qoe. 'SI!. putlde obterit< so 

de bolos e.o 11 YacHo r 

A(f) esto biev¡ definida por et princ.ip'10 de.I bue11 orc:let'\. 

LemA 1: o.) A(r) es VIO u e<i e r1 te 

b) E"'isk c. , c.ol'"lshvd.e ~ue solo de pe Vide de la di r.tensidn_, 

tJI ~ue. Poró toda y- e Y\ 
w.,.+ . ') si 'f. e~ l.\t'\ elewi.eV\to de. E , ~ 11\ to tite .s 

pe.dev\He !o " r bo!.;is c1 e C.Uci l~u: er c.ubi er tA de b ol<is
1 "" 

a V'.'\.j s d '--

C.DVl 'ftidio 'f) v1ún'1Mol ) para E . 

Demostració'n;-a.'¡ Supc-11~/~Mos q.ue. (1 ~ r'l. ~ '\-Ue {~,-1(:<i)J~=l es 

i d ,... r ' 5 ª ( · )1 s 1 b · / b. 1 d E cubie< ,d. ()_ /;,. r.v'<tor.ce) LL>,..z. X\ ~\=L 1..,n.,., 1eVJ es (ll 1e-i-1a e. • 

~()r io f:c1Y1to AU1) ~ ¡~(r-z.) 
~ ACr) 

b) Se.a L""' 1.\d ; d '·" d;""e"siÓvi • Su\'or.~a Mo) tu.e. { BY'(Xi1},::, 

es uvid c.ub·1~r h m'i V\
011'''ª \ . 

Da~c una bola 1t>i.r()() txis\et'\ 4c! bDlas de radio 'f t;\U<?. la 

I' me r10r ~ue o 



e.s u na. 

co11.'\u11 fo 
J 

O.,; fe\ ( J 2;. '\I: u- ~W' r\, .).¡ 
'A'.rJ 

e ·j>iCE) ~ +;"1 /,~(B~(:-~¡1) r 

. :: ~1 

.~.: ( ¡ ti'' 
·-·'\ 

de r.:. • ( (> (\ 
• 1 OD,<1;. 

1. 

5 <'.? ti í?r'tl 

J ~u e 

11 

ác Y~dio fJ 

ia de~~ ~t.ld\-
t . ( ~ 

Uf1titUllUQv'I 1 

e ~ '1 ,•,\ ·.~ --·· ,,, 
V~ , .. _ L! S1'( .,, ; 

n t • I (, 
emos rc,ctor'l ,- , 1 

C.o·r.·_'. .~{res::. ~ ( ''( 

__ , 

.. 
''."~ ...... , 

·'..\ 

. l • _, :· l.. 
o.,"' • -· ~>cr. :<-. 1·) -- .J ti,. ....... l ' _ _... ~ -.:.~ ) 

GG 
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E.vd.ol\tts se de tine 

Ahora 'leamo'5 \as C.- i,y¡ferstccioV1es: 

s~()(,) n ___ ílBh:~-~ílBr(Xc) 
. . . . .. 

1 ,_ - ,.... t 
•••• ·- ••• A. - 'B,(>'t)íll)y"(XAl.1}-c:)íl.-ílB<(~h\-l) 1 

Sr (x,)íl'&r(~<•l·C•l)() __ () Br(XM,i) B 1(Xi)íl&C~< 11J{) .. JlBrCXM,1) .-"~r(l'u..i)íl ••• ()'&r!ht1)) 
j-1 

S e . _¡ l r 1 r o.<-. •• -- ()(, - U ro.e.. ea G:) ló e- inte<sec.c.wv1 t;\.Ue w1ar·c.a Hecha '1 se ó~rivie u\ q,, j::il.:)l.J 

~ a-,i f\(E)~ pµct:i(d . 'ia ~ue C+l-int<Zrsec.ciMe> SC>lll VclCidS ptir 

Q.l \Qtt\ó i, ~~a t\Jé f-(E.') ¿ ¡/.1¡(Bt¡) 1 p<Ha 1<.=-lr-·/- ~ 
\ 

~. r· •d o 

c.ar(HYla\¡ddci de_ E. 7 ?~r" ~r.:.6t>~ \1)s '(ddiCJ;. 'f' fYVl'lores s_.t>e Ur1~ ciedd \'"
0 

~ 1 \ 1. \l dr -- cP ~ ¡ I • I ( ( ~) 
y(¿ 10 (U6 SQ. ~.;".f'le j 0~ - , 1 ¿l'Q vJr'.-\OleY\' 1< C. .:: 0 poritUe. Y10 

exisk /;1. E TE bl <:_\.Ue ¡;.fo . E Vl cf edo) ó t ff t rE. iM p!i(ar(c} tue 

'1xi-;,~e Xo E. E tal <:\-Ue. /J.Cxo) >o ) lo c+ºe. a su Ve.t. iVV\plic~r1'é • 

t'xJ, ( ) > ~ -1.__ dM('J')::: f -
1 

i Id .L\('I) 1 ~ VLA¡v. Xo .,,. IX· Xo\ 1 • J x~-Xa ' 
x,, ~º 

l .1 • • ¡' 
C...011\1 r ~V\ C.C.l 0 Vl 



- \
1 

!::C t) J "<" = oo C d K C ) Teotems 1..~ j
0 

/\('<) -;::::::.7 v... ( t):::: O , Co" K' (Y)::: d; . 

A'(\ttS dt \ó del"r\ost1ali6V' > Jemoslctr.\os UI'\ ler.ta • 

Lemo 3: s; JA€ n ) e~to11c~s ex;.de Ko (c.0~1~\.?.r1te.) ta\ (_\.U'1. : 

~ 1 (-z) J l dv \"°dl'.~-¿(Y) , M _J,,. \""' mi<d dv-
-u.f -i;. = ~t 7 \ ~ :::::: \ í ? o -, J o r l. 

Demosh·ocidn: Lcis hes yvlMe.fa~ t~tlótdades ::iol'I d \rtdas U~óV\Óo b. 

?'f<>?oS\L\l>l'I l. 'Paca li de.si~ualdad) Y\¿t{'.Se ~\Je e.Y\ 1.a ptorios\tió'~ 2... 

no ~e 1Jtifi1ón sus ~ipbte'.iiS fot6 c\t('1< ~ue ·. 

\ ~ dfi == \b ~ ÓMiCd:::: W\i(b) _ 'MI,(o.) ~tbmt(i1 dr 
J(o.,¡,) ja. b a. Ja. 'f • • • (1) 

L ó d.<?. <:.i<Jt1ald<i<l 

'Í U'l\a w.l'.d;Ja +·ir.Ha 

d~ Tche.b~ c_(¡~ff 'l'lOS o\c.e. 

"j t u.Vid. tu~ . .: i61", l'\\~d.ib\e 

t 'Y\ "llue.~.lrc to<:.o /A. e.s Lr'ld a .lj ~(Y.).-:::.\ x-1\"L e.'3. rMcii 6\e 
1 
as~ : 

fliil<l=,1-dx\ IK-"!11'r\ "'rix\ H~)"4<"1~>;.(:<" 1Y 1~fd¡J 

v· r' J ¡ J r = r P-11° f-1(') "" v- .. u,..li i ,f '( r u•i "U" en{,, l. 

~oda i ~ue. perlenele a E • Po"f lo la.V\t o · 

Y'Y\t.( r) ~ i. 
'f' 



Por lti laVlto) de (l) : 

~ + d ri -==- ~ b t d Mtco ~ ~i ~) - i 
e~,~) Jo. b 

El ti~i!t 

liMite a (l) se 

de ) donde se si~ue ~~e : 

J> clr, ~ "\(b) -1 

+ ~b~ dr (,,) y'2. • .. • l-
o. 

T,..':..,,,..,.e b==o.-i M 11
0== lVl~-(b)_l. bl 1 d b • • v ... «., ".... ; -'\ 

0 
~ o (1. 'tih"vto s. o 9¡.Ue ese.a a vrto.5 

l>emoshadÓn del teorema Z. :-- Se-a do:: 3. E.11\ontes K
1
Cr)-=:.- ~z. • Supo -ri dr 

r.eMoS pue) ~ue JoA(r)rl = 00 

'Por C.D'fllfod.ic.c.iÓ". Su'(Of\~a\VlOS <:\lle. c~u~.))O, E$to implit~ 

tue. o.i~te F é r E tal ~ue f (E.) '/O . 

1c 11):==\f d'"b<)<i~<.'I) e.s tivt1-la p1.1es 
r jj IX·'fl ) 

H d 'JA1~~i~d¡ui "" J ~r(Y l d r ('{ 1 ,; J df (vi < ""' 

puo f.A. es Pi~da ~ ~fl('i) ~ i.. 

'Usewios el [ema 5 1 11 se oblieV1e 
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(olliO (UéHHl 0 

t . • se .1~ne.. 

df'. (c11'/era,e..nc.ia. VYlO\'\Otov.~ : 
.l. 

"' f;~ u~~"-~~~)~ ( Jl'(l)J 
1 U"I 



Sea Y\ A n : -::: A ( ~I\) 
pau E , V\ t lN • 

'?o-r ~l \emó 1.._ 

\ 1 ' A r.t1. r . (_!_) d t J Vt\i ( ~,) d p.o.) ~ r= j ... VI\~ 1,,tL rci) 
i: l '3.1. ('!.') - \ l"tl. 

'tt 



t d• ·' n ' 1ue. es Uí'la toV\ ~a :c.u<:il/\ • í .~f" \D 

( ti v. ·.u. n tos de. (-:; (\. t r.) í 
.. " .J 

Su. 
f 

!nd\.lr.l\óv. , ~. n. (' '. ,.) te 

1 

$C:. (OfltiU~e_' 

e.ero • 
l· '/ 

{l (Ol'Hlrl!JcHIOVl) 

¡ 

con 
\ .... "' ... ,~ 
,,,. i - ' '-

¡::_ ~ (, :.· · .. ¡· ~:· ,._ !, · 1 ~. '!'--..1 / '•'\ • t 1' .~ 1_ •• l __ .. ... _ ._~ .. ~ K "'· con:·:'.~l'. ck. i;,\.;tta,r:is de. .:i'f\-
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~ (l . 

r- ··.:· (-'¡ t~ r·: 

,., .. 
•: ~.¡. ':) f. 

. / 
"" ' . . •""t d ( \ (¡ {'¡ 

/\::"! .. 

pe.re~ lcdci \f\ f) J . 

k{ . ,_ .... - n •/ 
1 •• /',:. - \ l k ¡-, 

1 \ ~· e 
. o . 

\). 

Demo~troc'1~n;-\eci ,y1 (1
l (ov.:.1J».to 

r' ... 

e. ·~. iO.; ... iJ ·· ci~i!./\() '5 v; ..... ) (¡_[\(): r;.uf:'.~'?.11 '::,".< 
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e:. 

r- !· 1 

::. ~·¡ • ~~ ti e1. t 

'" . .. . .., ' ... ~· 

',1\, ·''. 
,,,. ,. 
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1 
1 
IEs 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

'; 

e.lavo '\ºQ. 9túi\ lj si Aé s1 ~rttovi(QS Ac(; J4. ?are) lau~ió'1 
~i"ila , basto· fijars¿ en A1 ~ A2 ·elemerdos de. J. Aj ver t;\Ue 

AiUAi E.~. PeYo :-i deis COM?ol\rn-le~ I.tCAt ~ I2CAi. se 
hde.rsecf.H1) 5e C0)1S ider.,. I: == Ii Uii. cc1'Ylo C.Ot"Af'DV\er'1~e. de A1UAz 

~ p()Y lo hnio AtUAz. E. j{ • 

El pTi mer paso sH.:/ c..ort:s hu'1r und .ft.01<¡¿~ d' sobre ~ J 

tal 9¡.lLe 6 ( Kvi,j) == z.-Vl, donde l<l'i, j e.s UV'\o c.0MpoV\eY1~e de 

Kvi , ~ itue scitida~a 

O..) ó(ifJ)=o b) 6(AUB)-::::6(A)t-6CB) 

C..) A n ~ c/J ~ 6 CA n) ~ o ~ d ) 6 [o; 1] < oo 

Pª'"c\ A,B >; AYlt s~. 
DQ.f(nase at1tes 6Y\'. {!<V11 d - [O,i] ) pata toda n! IN) 

COWIO 61'l ( KYl, i) == z.-vi . 
Lu ea. o 5 e.a 6 [o. b J : = u Vr') L ó n o~" J j ) 

J 
1 

f\4> 00 ~11JjC[¡:\1 1>] 

VeavVto~ ~ue. 

dQi:;eadas • Def f11ac;,c 

6 puede ':><2f ~Ul'\(\o'i'1 Se>bre J4, co.,, las propiedade.s 
M ~ ~ 

6(hJii)~=f;6CI\) pard iodo f-;;I\E~. Para 

·~er ':\Ue 6 e.s e.tedivc.Mevite una tunc.\ó'vi scbye 81 &esta 
dervtosha'f ~ue 6 CIUJ) = 6(1) + é(J) con I Aj J <"'1e1valos 

ºlev'D~ · Ho'1 c!os pos·1bilidades: 

t) In J = </; ( I la cen.ldurcJ de I ) · 

A~ti" ( 
L 6'1"r\(~1t1,i)= '[, ó~(kM;i) + L, 60"")¡) 
kM1 iCfUJ Km)C .I \:.V'.1)C..J 



1 

1 

1 

1 

f'o-r lo lan -lo 6 C I u J ) == 6 C I) t ó ( J ) 

H) f()J==~P11 
~a~ do$ Y\Ue.'loS ~as·1 bi\idades '. 

i I ) p t· JZ ( /._ ) 

74 

~ ]t,70 1- '\::/'fl
1
i 

1 
KVi)¡íl(?-l,P-tt.)-=== ep > 

6C1UJ)= 6(IU3-(f-é,P1E))= 6(I-(P-E?-t~)) t6(3-(P-éJP-1€)) 

=::: 6 (1) ; ó ( J) ( ? D'< .\)) 

¡;/) P é K( /") 
_, ;.j. } • ' n L K . ---:/ 6 c-11 :J- V ·. '\ -
-/ ~ \/'\ .h\ ·r r ~ Y\ i ) 'f', - w "' fl) J 1-i / -

6CI- J.<"')in) + ó(I- k1.
1
;,1). feío 6(A- k•\,.i·.~) ~ 6CA) 

L 6 e /'\ - V • ', ... ,( e i/ , , ·, -··­
- ,.~ ['-Y'I J )\1\ ) • ',) ,... (\ / ¡,~ ; -

,_ ·e~ .. , r<···· l!l'Y'i (J p.- 1<..11 ·,,, l =- !) i·~) 
r\_.oo J· ' ' • 

\""\ 
í o'{ 

' ' ' IC\ -.a/\'tO 

6( I u .J) = 6 ( I) -+ 6 (} ) 

f
e\ ~;;+·,cC¿,rn 6' 
.J .., • • ... • '· ~ ,1 

7.y,, .. •. 
- / 1 ·.J<:l<J.mas vr.oesrr.; \!e 

1/ . . -..., \j '.' ~ .. 
f-.,. /\ l __ .. . ~ l} J 1 

) 1::: 1 
Er, 'i'.-,t;1 d°-. l).~ 

,,.~, -, ., \ . o -,' 1-'." l' 
'··.~'f. '"'Í , ' .' 7 (_. •. \,', ~ -

:'l. .., r'l'.·r'\ ( ·-: - ,.,...., · 
'. \ l(, :_ ·- ...... 

1 carc 
r 

~ c1 t l s td e~ 
T , L 

Vf\ eV1 o 'f c.t ue 

5 

i p º r ó ...:... ! i'\ 1 ~ r ,1,.; ' ,, 

RQ5td W.'f <).'Je. . 
Sea /~V\ \ 0 411 (: ,,i (', r' ' ' 

.:;,• 
' 

. .,., ... '·l ·l ¡ ~ fj : tri t t: í _,;;o:. 

i! 

las p bdevYlD;, tGr ViH r !). rl '/.U /'('/.( () \'1 \.l ri' ": (,¡ t . :: 

,:; :_ ,'", r ~ : • rr1 p_ 

ni?. ,él (\ -

í 
TOT r'•'.il;1 

.) t 



7! 

deWloshamos t.tue JM ~r/J 9 6(JWI) ~O ) pud cu a 1 quier €.1'1 <clje de 

intt1~4lo~, e11to~l.es ó(A~) ~O. 'Bac:.t~ pue5 de.Mo~hor 

Ha~ do5 po"i bi\icidd<?s 

'lue ~¡ Jn~ ~Pf ,ó(.f,,)~o. 

. h.- P~ K(i\) 

=> 3t>D >j . .3 Yloé IN ·1 · Vn~ Ylo 

3VY\o 7 Ym~l'Ylo JM e (P-E,,P+E) 

6 ( JYI) "- 5 ( P-é , P+E) = O . 

H) PE /C-( ,\) 

CP-t,Pu) n Kvi¡j =Jl5, 11 Vé.>o 
7 

-:";> } E 'j JriotfN ~ V- t1~no 1 

Sea V\é. rN. Ho~ dos nue110~ (ó'SoS 

i') 3 .i 0 + Pf aK"'1 i6 

Corrio d(Kn 1 ic,~¡;n 1 ¡):::::E >o lj ~i.!:;_ 0 l(Jw.)-=O ,Jrn0 t >fM>t'rto 

t(JM) <(. E¡1.. ' =-> Jmo } V M~ l'lio ( k~Ji~ n Sr;'\) n KHJ i = p ('i i) > 
}Vl\o}V°rll?-Wlc. 6(J..,,)~ 6(Jr"ílK;,itJ+6(JMílKn,lO ).So .+ó(krtJ;O) =='LVI. 

ii') J-So-\- PE.~l\1jo 
-::;-, ]Mo 1 >{.,...'?-'Mo Jm e K11,'¡ e r::.~jj. Por lo hn-to /im67VM~'t\'º) ó(JM)~ 2-~ 

As i' Je xi s te ó , de f i11;d; ~obre e.\ át~e.bco d J covt las pre> pieóa.ie.s re~e.ridas. 

Pero la 6-a\~e.hr~ ~e.ner-.oa po'f' J4 e~ p1etiSaW1e•'te [a 6- ál~eb<a. de Bo<el 

el'l [011]; 0[0,1]. 'Por lo taV1tó se. aplic.ó et il'orc·M<lde_ exfe,._~io/v1 paía 

'r'ied;das (pd~.2.?)'if. ~ ccr-iduitM:is c+ue exÍ5~e v . ...:a tf\edida 

r¿ : 'E> [o Ji J --- [o 1 i ] 

tal ~ue '6 l .91 = ó • fo,- lo tanto) pora toda V', 'j fM.:l tódo J 
')> ( k. VI • ) == 'J...- V1 o ) l . 

Af,o<a.. deÍi110 fl: 5[01 1)©D[o,1)--[o,J.] coñ'O Íd vl'iedída pfoclvdo. 

E-s c..\arn 9cº~ f. satisfa(e las co~dic.iones dt !a propos'1dÍV1 3 • 

l'- Li~J 



Lemalt:- Sea h u11.a fu11c.'16ri-me.dida. [::y¡io~ces SDr'I e.~u.1'/ale~{es 

O.) wte.i( E.(/.))> o 
b') ~i..,,, 4"h(~y¡) >o - n_..,,., 

(t;\" ::= n >---:,) 
'14~• 

c.) 1u. de la .. ( 3_ 
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