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PFOLOGO. 

El presente trab~jo es la rc~ni6n Je ~os es -

tudios; en uno de ellos se trata de mostrar como la 

práctica cientffica persigue y alcanza sus obJctivos en 

una serena irresponsabilidad, y el otro se refiere a la

construcci6n del 'l'eorema del Mapeo de Fic::ann. La prir.~ 

ra parte, será tratada en la inLroducci6n, con respecto

ª la segunda, el trabajo cubre hasta el capítulo IV del

libro Cornplex Analysis de Lars v. Ahlfors ( primera edi

ción) , y solamente se añadirán alguno~ detalles sccunaa

rios. 

1.- El modo de abordar la teor1~ de variable

compleja es rnOltiple: c';esC!e el punto de vista de series 

de potencias en donde, el problema central es la carac

terizaci6n de una funci6n a partir ae sus ceros (Teorerr.a 

de Weierstrass) o a partir de sus partes singulares 1Tc~ 

rema de Mittag-Leffler) y que requiere una ca~acteriza -

ci6n de las propiedades locales ue las funciones analitl 

cas ( Teorema del limite de Abel, las series de Taylor -

y Laurent, etc.) 

2.- Otra posibilidad seria, partir de las tran~ 

formaciones lineales, para desarrollar las geometr1as no

euclidianas. 
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3.- O bien se podía abordar el problema des -

de un punto de vista " aplicado " enfatizando el c~lcu

lo de residuos, la tunciOn O' , el problema de Diri 

chlet, etc. 

4.- Otras direcciones posibles serian el pun

to de vista de las funciones elipticas, el oe las supe~ 

ficies de Riernann, o, por altimo, la direcci6n que con

duce a las ecuaciones diferenciales lineales. 

As1, la teoría de variable compleja está col~ 

cada en la encrucija formada por esta multiplicidad de

carninos: se trata de una teoria que, ante todo, .!22. es -

cálculo en dos variables, y que, además permite una vi

si6n diferente del modo corno se articula el " espacio -

discursivo" de las matem!ticas. En el espiritu de Pas -

cal, la tascinacibn y dificultad de la teoría de la va

riable cornplej~, se deben, precisarn~nte, a esta ubica -

cibn singular en el espacio te6rico que ella misma org~ 

niza. 

Se ha supuesto, en este trabajo, un conocimien 

to básico del álgebra de los narneros complejos, de algu

nos conceptos elementales del anfilisis ( sucesiones, co~ 

vergencia uniforme, etc. J y de conceptos eleMentalcs de 

topología de conjuntos. 



INTRODUCCION 

Aquí, se analiza el problema ael conocimiento, 

enfatizando cuestiones tales como lo apolíneo y lo aioni 

staco en el problema ae1 conocimiento; el conociniento -

en el problema de la verdad; la verdad en el p1·oble~a de 

la ciencia; la ciencia en el problema de los fundamentos; 

los fundamentos en el problema de la existencia. Este 

nos conduce al problema de las ilusiones preexistentes 

que, a su vez nos lleva al problema plat6ni2~-socr~tico, 

planteado er divisas t~lcs como: "la sabiduría consiste 

en el saber" y " no se sabe n~da que no se pueda expre -

sar y de lo que no se pueda convencer a otr~". Por ello, 

no;: encontrarnos en el lengua] e, que se., desenvuelve en un 

campo de juego ( la irania lQdica ) y que nabrá de nece

sitar que se creen ciertas reglas, macias y termas de ra -

c1oc1nio, es cecir una lógica. Esta lógica sobre funda -

mentes, princiiJios y definic1ones, constituye el razona 

miento ~ate~átic0 ~e nuestra época. Esta~os al fin, en

el verdadero problema, ya que, segQn ~tttgcnstein, "Las 

matem:'iti.cas y la lóg1c:a se cuidan solas". 11. l¡ 

Wittger.st:ein añnde: "Lo ~ue hay de pernicioso 

en la tecnica 16gica es que nos hace olvidar la técnica 

matemtltica especial" y en otro pasaje: " La r:1aldici6n -

ac la 1~~as16n de las matemáticas ror la lóq1c3 ~~~e~!

tica consiste en el hecho de que ahora cada proposici6n 
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puede ser representada en una escritura matem~tica, lo 

que hace que nos sintamos obligados a comprenderla. Au~ 

nue de hecho ese modo de cscritur~ no sea sino traduc-

...;ci6n de la imprecisa prosa ordinaria", l. 2) 

* 

Núéstra civilización ha perdido su asombro a~ 

te la magia de la palabra. El enorme esfuerzo de nues -

tra cultura por estructurar conceptualmente la realidad 

segfin las leyes 16gicas, universalmente definidas y apli 

cables, ha ~ortado de ra1z el flujo m~gico que la reali

dad objetiva tenia para el hombre prir.utivo. 

En nuestra civ1lizac16n, la ralabra ha sido -

reducida a una estructura conceptual. Es un mero ins -

trumento del que nos servirnos para el cálculo y la com~ 

nicaci6n m&s elemental. Est& separada de la realidad -

por el esfuerzo abstrayente del que la define; la nece

sidad de un sistema 16gico, formal integra as1 al con

cepto en el mecan.ismo de la generali;:aci6n1 formando 

los monumentos de interrclaci6n conceptual que son las-

"ciencias" 

Rara vez, sin embargo, nos damos cuenta del -

empobrecimientos que sufre la palabra en un sistema de-



esta naturaleza. AdeJTlás, desde el punto de vista abs

tracto, las definiciones de los t~rrninos definidos de -

ben considerarse simplemente como especulaciones, no 

taciones que nos permiten formas diversas de escribir -

frases. 

Las definiciones deben ser tales que demues -

tren que cualquier afirrnaci6n del .sistema que contenga

t~rminos definidos pueda escribirse de nuevo en la sola 

notaci6n de los t~rminos del sistema. Solamente cuando 

podamos considerar los axiomas, los términos primiti -

vos y las definiciones, bajo esta luz abst~acta, podre

mos confiar en nuestros juicios acerca de lo que se si

gue 16gicamente de ellos. 

7 

As:!:. hablaba Nietzsche:" En S6crates se materia 

liz6 uno de los aspectos de lo hel~nico, aquella clari -

dad apolínea, sin mezcla de nada extraño: aparece cual -

un rayo de luz puro, transparente, como recursos y heral 

do de la ciencia, que asimismo deb1a nacer en Grecia. Pe 

ro la ciencia y el arte se exclu~•en: Desde este punto -

de vista resulta significativo que sea S6crates el pri -

mer gran heleno que fue feo; de igual manera que en él, 

propiamente, todo es simbólico. El es el padre de la 16 

gica que representa con máxima nitidez el car~cter de la 

ciencia pura" ( 6.1 l 
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"Con Sócrates ha llegado el final de la é 

poca tragica; comienza ahora la €poca de la razón y del 

hombre te6rico" • ( 2. 1-. 

" S6crates inicia, en el pensamiento occiden

t~l, el giro hacia la antropolog1a y la metafisica el

cauce de la ~irada del preguntar filosófico, de dirigiE 

se al todo dominante del mundo, se redujo a lo que exi~ 

te dentro de ~ste. 

"S6crates aparece asi corno un f~nomeno de la

raz6n, como un hombre en el que toda arnb~ci6n y toda p~ 

si6n se han transformado en la voluntad de ordenaci6n -

y dominio racionales de lo existente. " Sócrates fue, -

el inventor de lo te6rico". (2.2 ) 

"En un apartado rincón del universo, en el 

que centellean innumerables sistemas, hubo una vez un -

astro en el que animales astutos inventaron el conocer

Este fue el minuto más altivo y más mentiroso de la hi§. 

toria universal ••• "La "mentira" del intelecto se basa 

en la inaprehensibilidad conceptual de la vida, entend! 

da ésta, no biol6gicamente sino metafísicamente. 

" Así interpreta la funci6n del conocimiento h~ 

mano." ( 2,3 ) 
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Desde él, ~sta cuesti6n se transform6. No se

trata ya de saber cuál es el camino más seguro de la -

verdad, sino de cuál ha sido e1 camino temerario de la

Verdad. 

" El intelecto está al servicio de la volun

tad de vivir, descansa en una ilusión que sostiene a -

la vida. El orgullo del animal que conoce la convence -

para que exista: es una seducción. 

" La ciencia, la irnposici6n de lo verdadero 

la obli9aci6n de verdad, los procedimientos rituáliza -

dos para producirla, atraviesan desde hace milenios pl~ 

namente toda la sociedad occidental y se han universa -

lizado en 1a actualidad para convertirse en la ley gen~ 

ral de toda civilización". (4.l) 

Alude sarcásticamente al.juego fútil de las -

múltiples vanidades humanas: la adulaci6n, la mentira,

el engaño, la comedia ante los demás y ante uno mismo,-

y plantea el problema de cómo puede surgir, es una con~ 

telaci6n semejante, el impulso puro y sincero hacia la

verdad. De ordinario nosotros percibimos esto como un

contraste inconciliable: como el constraste entre el -

empleo abu~ivo del intelecto para la astucia sagaz, para 

la comedia vanidosa y la sincera voluntad de verdad. ci.4) 



./. 

10 

" Con s6crates ha llegado el principio de la 

época de la comedia: " Todo tiene que ser conciente p~ 

ra ser bello" es la tesis eurip1dea paralela a la so

crática : "todo tiene que ser conciente para ser bueno". 

(6. 2> 

"La decadencia de la tragedia, tal como Euri

pides c+er6 verla, ~ra una fantasmogor1a s_ocr:itica; como 

nadie sabia convertir la antigua t~cnica art1stica en -

conceptos y palabras, S6crates neg6 aquella sabiduría y, 

con 61, la neg6 el seducido Euripides. 

El socratismo desprecia al instinto y, con 

ello, el arte. Niega cabalmente la sabiduria al11 don

de está el reino m&s propio de 6sta." ( 6. 3) 

Pero el sacratismo es m:is antiguo que S6crates 

su influjo disolvente en el arte se hac~ notar ya mucho

antes. El elemento <le la dialéctica, peculiar a éste, -

se introduce furtivamente en el drama musical ~a mucho

antes de S6crates, y produce un efecto desvastador, en

su bello cuerpo. El mal tiene su punto de partida en -

el. di&logo. Como se sabe, el di&logo no estaba c~iginal 

mente en la tragedia; el di:ilogo.se desarrolló relativ~ 

mente tarde a partir del rnol'\ento en que hubo dos actores 

es decir, ya habia algo anfllogo en el discurso alternan-
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te entre el héroe y el corifeo¡ pero alli,sin ernbargo,

dada la subordinaci6n del uno al otro, la disputa dia -

16ctica resultaba imposible: Tan pronto corno se encon-

traron frente a frente dos actores principales, dotados 

de iguales derechos, surgiC>, con instinto profundamente 

hel~nico, la rivalidad, y, en verdad, la rivalidad ex -

presada en palabras y argumentos. 

No era licito que el h~roe del drama sucumbie

se, y, por tanto, se tenia que hacer de él, también, - -

un h~roe de la palabra. 

"Poco a poco, todos los personajes hablan can

tal derroche de sagacidad, claridad y transparencia, que 

para nosotros es como si todas esas figuras no perecie -

sen a causa de lo trágico, si no a causa de una superfi

taci6n de lo 16gico. 

" La tragedia, surgida de la profunda fuente -

de la compasi6n, es pesimista por esencia en ella. La 

existencia es algo insensato. El h~roe de la tragedia no. 

se evidencia en la lucha contra el destino, tampoco su-

fre lo que merece. Antes bien, se precipita a su desgra

cia ciego y con la cabeza tapada: este gesto desconocido 

es el que se clava como una espina en nuestra alma. 11 (6.4) 

La dialéctica, es optimista, cree en la causa 
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y el efecto y, en una relaci6n necesaria de culpa y cas 

tigo, de virtud y felicidad: sus ejemplos de c~lculo ma 

temático no tienen que dejar resto; ni~ga todo lo que no 

pueda analizar de manera conceptual. La dial~ctica alca~ 

za continuamente su meta: cada conclusi6n es, para ella, 

una fista de jabilo; la claridad y la conciencia son el -

Gnico aire en el que puede respirar. Cuando este elemen-

to se infiltra en la tragedía surge el dualismo: noche y

día, mGsica y matemática. El h~roe, que tiene que defen -

der sus acciones con argumentos y contraargumentos, co --

rre el peligro de perder nuestra compasi6n pues la desgr~ 

--cia que le alcanza, a pesar de todo solo deMuestra 0ue en 

algan lugar, se ha equivocado en el cálculo. Pero una de.!_ 

0racia provocada por una falta de cálculo es, más bien, -

un motivo de comedía. (6.5) 

* 

Todo mundo conoce las tesis socráticas "la viE 

tud es saber: se peca Gnicamente por ignorancia. El vir

tuoso es el feliz" • En estas tres form·as básicas del ºE. 

timismo está la muerte de la tragedia y en estas tres 

t~sis básicas del optimismo se apoya la gran comedia de -

nuestros días: "la ciencia" : una interpretaci6n ling\ii,!! 

tica de la verdad, la utilizaci6n del símbolo, la necesi-

dad de enunciados, axiomas, reglas, y argumentos, la de -

terminaci6n del m~todo a seguir. La finalidad es presen

tar demostraciones que sean válidas anicamente a causa de 
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su forma 16gica. La exposici6n debe hacerse de tal mane 

ra que pueda consi~~rarse ctesde un punto de vista frio -

y abstracto. As!, en principio, cualquiera podría compr~ 

bar la validez de cada deMostraci6n, aunque no comprenda 

el significado de los términos del sistema. Cada acto, -

cada hecho; cada creencia, tienen que estar necesariame~ 

te justificados. 

S6crates como los sofistas, acude a la plaza -

pablica a instruir a sus conciudadanos: para convencer,

para hacer notoria la ignorancia del aparente sabio, se

sirYe de habiles preguntas encanu.nadas a confundirlo. E!!, 

ta es la irania socr~tica, que de lo conocido a lo des -

conocido, conduce a la persona que toma parte en el diá

logo al an~lisis de su propio rensamiento. 

* 

La etapa siguiente, está representada· por Dem~ 

crito, Plat6n y Arist6teles. ~e prolonga de la muerte de 

Sócrates n la muerte de Aristóteles 1 322 a/c) • La filo

sofía adquiere una fisonomía sistematica . Mientras que

el interés por el conocimiento de la nuturaleza aparece

separado áel interés por el conocimiento del hombre, el

esfuerzo de estos tres filOsoÍos se dirige, por igual, a 

la existencia toaa: Asi, tanto la naturaleza como el ho~ 
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bre son objeto de su preocupación. Mas, por otra raz6n, 

igualmen~e rigurosa, la filosof1a de esta ~poca asume -

un carácter sistem~tico. Cada uno de estos pensadores 

trata de explicar la existencia toda a la luz de un con 

cepto fundamental. 

Para Nietzsche, la tilosofía, desde SOcrates, 

ha extraviado el rumbo. El ~ito tr~gico satisfacía la 

necesidad de justificar 1a existencia - no moralmente -

ante el intelecto. - sino estética~ente y por via ins -

tintiva. Ante la decadencia de la sociedac griega, que 

día con día, va perdiendo la seguridad ae los instintos 

y, que siente que el exceso y la ·'~"-:-r:-u'.'i'.a cunden y obli

gan a los griegos a luchar contra ellos y a ponerles un 

freno, surge S6crates, con la seguridad de ser, ~l, una 

madriguera de vicios, pero que sab1a dominarlos a todos. 

" Atenas y toda Grecia precisaban de un arma

que no las dejara sucumbir; por esto, dice Nietzsche, -

que cuando la razon y la aial~ctica son develadas como

remedio, se aceptan ciegamente". ( 5.1 ) 

Sin embargo, la salvaci6n es s6lo una aparien

cia, la decadencia no puede ser efectivamente combatida 

por esta v1a, ia lucha s6lo moditica la expresi6n de la 

decadencia, y retrasa el fin; el hombre, entonces, se -
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autoengafia y prefiere sofiar; pero este suefio tiene vicios 

de vigilia: lejos de ser la cella apariencia ~rágica, sa

crifica su valor estético, producto de los apetitos oscu

ros, en aras de la seguridad que promete la fria claridad 

racional. La nueva f6rmula de la decadencia- saoidur1n -

es vir~ud y felicidaa sustituye a la antigua-felicidad -

es instinto. 

"Comparanclo las matern:S.ticas con la tragedia,

que reconcilia al hombre con el clestino, Russell subraya 

las matemAticas nos hacen pasar aun mas de lo humano a -

la región de la necesidad absoluta, a la cual no s6lo el 

mundo actual, sino incluso todo mundo posible, debe con

formarse; y ahi precisamente constitU~-'cn una morada, e -

ternamente en pie, en la ~ue nuestros ideales est~n ple

namente satisfechos y nuestras mejores esperanzas no su

fren decepción; y es solamente hasta que comprendemos 

por completo la total :independencia, en relación a noso

tros de la que goza ese mundo que la raz6n descubre, 

cuando podemos darnos cuenta de manera adecuada la pro

funda importancia de esta belleza." ( 1.3) 

La actitud de Russell en esta ~poca es uno de 

los mejores ejemplos en contra los que Nittgenstein se

levanta: contra la creencia en un mundo plat6n1co de se 

res matemáticos y en el reino grandioso de un "destino" 
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matematico universal. La "completa independencia" del -

"universo mat..:m&tico" en relaci6n a todc dato antrcpol6gico 

es, de hecho, una de las :n~s constantes y más peligro -

sas ilusio~es ~e ia filosofia. El ratemático no contem

pla "esencias" Preexistentes sino que las crea, "Der --

Mathcmatiker erzeugt Wescn". (1.4) 

En cuanto al cescubrimiento oe pretendidas r~ 

laciones entro entidades pretendidas, no es sino el es

tablecimiento de nuE!vas conexiones graMaticales: "se P.2. 

dría decir: la demostraci6n modifica la gram&tica de 

nuestra 1engua, Modi!1ca nuestros conceptos. ~n un enun 

cia:0 rnatemático no se devel~ una verd~d, sino que ~e -

construye una proposición. rabric3 nuevas conexiones 

1 no constata cue estas 0st~n ahl, pues al contrario )

§st~s, no estan ahi, en tanto gue la denostraciOn no 

las fabrique, " ( l. 5 ) 

* 

.s¡;crates cre6 el método para descubrir los --

conceptos, de preferencia en la esfera ae la ~oral. Pla 

tón se esfuerza !'ºr explicar tilos6ficar.-.-:mte los idea -

les de la vida. Llama Ideas a los modelos o paraai0nas 

de la existen~ta, y dial€ct1ca a la ciencia que las estu 

dia. 
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Las ideas son para Plat6n algo incorporeo, -

susceptible ae ser conocido por meaio de ~o~ceptos. ~!

conocimiento general es recuerdo ( anlmnesis). Atrav~s

de un principio matem~tico, el Teorema de Pit~goras, -

Plat6n, muestra que el conocimiento no se funda en la -

percepci6n sensible. Esta s6lo ofrece la ocasi6n para -

que el alma recuerde algo que ya na existido con ante 

rioridad a ella, esto es, un conocimiento supratemporal 

y racionalmente v~lido. 

El alma busca, estimulada por una aiversidaa

de percepciones sensibles, una pluralidad de ideas, de

ah! que la ciencia se proponga la tarea de descubrir -

las. mGltiples ideas y sus mutuas relaciones. Se trata, 

por tanto, de tijar la conexi6n de los conceptos entre

sí. Tambi~n se discute el problema de que conceptos son 

reducibles o no a otros; y como recurso rnet6aico, Platon 

recomienda la disquisiciOn hipot~tica para demostrar si

un concepto dado, por la aplicacion de sus posibles sen

tidos puede reducirse a otro de antemano conocido. 

•Piara el plat6nico los objetos matemáticos 

tienen " existencia " y relaciones independientes de 

nuestros pensamientos, y las proposiciones rnatematicas

son verdaderas o talsas en virtud de cierto "estado ae 

las cosas" matemltico. Ah! donde el plat6nico nabla 
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de existencia o verdad, el constructivista prefiere, por 

su parte, hablar de constructividad y demostratibilidad 

( 1.6) es decir , lo que busca es mostrar las circunsta~ 

cias en las que est~ justificado afirmar un enunciado. 

"Para Wittgenstein, el matemático es un inven 

tor no un descubridor. "La cuesti6n de verdad y false -

dad es apenas más importante en matemáticas que en aje

drez, en ambos casos se trata Gnicarnente de configura -

cienes de s1rnbolos ~yas transformaciones están regidas 

por un sistema de convenciones más o menos arbitrarias. 

Se puede descubrir exactamente el funcionamiento de un

jue90 y, en to0o caso, discutir su inter~s en relaci6n

a otros, pero no se ve muy bien en donde poar1an nacer, 

~lirnentarse y eventualmente resolverse un pretendido -

i:i+oblema de los fundamentos. .. ( 1. 7 ) 

Desde el punto de vista :·:ictzscheano los na -

meros y las leyes que los rigen, son tan s6lo productos 

de la imaginaci6n. Las relaciones que vinculan estas l~ 

yes numéricas con la naturaleza, o sea las ieyes f1si-

cas están basadas también en cosas que no existen, (co

rno superficies, ~tomos, espacios, tiempos,) mediante 

las cuales traccionamos a la naturaleza rara poder for

marnos conceptos de ella. 
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El progreso de la ciencia es s61o el incremen 

to de las reiaciones descubiertas. Decimos que es nece

sario que ocurra un evento para que suceda otro, y a e~ 

to se limita nuestra explicacion que no es ta1, porque

s610 interpretamos nuestra ima~en de las cosas mismas;

la causa y etecto, probablemente no existen, dice Niet

zsche, lo QUe realmente existe es la continuidad, la -

que suponernos, arbitrariamente, dividida. 

"El cfán de describir todo lo existente con -

presici6n matemática no nos permite conocerlo, sino s6-

lo determina nuestra relaci6n con ello. 11 (7.~ 

Por otro lado, Wittgenstein dice: es importan 

te en matemáticas curarse de la enferrnedao fi1os6f1ca, 

de esa herej1a socrática que busca la reducci6n a la u

nidad. 

Para Wittgenstein, la filosofía de las rnate

m&ticas no es una actividad de control, de justificaci6n 

o de puesta en forma. Esta no tiene que promover una re

construcci6n de las matemáticas existentes en función de 

ciertas ideas te6ricas, sino únicamente describir un 

cie~to estado ae cosas técnicas. 

"Wittgenstein rechaza en bloque todas las em -

presas de "fundarnentaci6n" de las matemáticas, pura y 
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simp1emente porque niega que la matemática deba ser fu~ 

damentada. 

"Para Wittgenstein, una crisis de la razón pu

ra matemática no puede ser, propiamente hablando, sino

una invenci6n de fil6sofos, no porque las matem~ticas -

representen una suerte de "absoluto" intangible y Jamás 

realmente amenazado, sino precisamente porque no son ab 

so1utas y no tienen ninguna necesidad de serlo." l 1.8 1 

Para Nietzsche buscar la verdad no es la esen 

cia del hombre: el hombre que dice la verdad dice la 

mentira. Desde sus primeros escritos duda de la ciencia 

como sintoma de vida y ve en el cientificismo una defen 

sa contra la verdad. 

Wittgenstein considera que las matemáticas no 

nos dan información verdadera y no co~stituyen, en tan

to tales, un saber. 

Nietzsche observa que la vida parece estar o~ 

ganizada para la apariencia, es decir para el error, el 

engaño, el disimulo. Al aplicar su profunda capacidad -

interpretativa a la critica de los valores actuales y -

de las motivaciones que llevaron al hombre a abrazarlos, 

logra poner en duda las pretenciones optimistas de la ra 
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z6n y del conocimiento científico. Presos en la aparie~ 

cia, en el continuo devenir en el tiempo, en el espacio 

y en la casualidad, el sueño valora el fondo misterioso 

de nuestro ser. El embriagado Dioniso cae en un profu~ 

do sueno, el rundo apolíneo entonces, se lcvan=3 en o -

posici6n a lo b~rbaro titánico, la pretendida lucha en

tre lz ,·iencia y 121 ascetismo tan sólo enMascuran su -

ideal coman- la incriticabilidad de la verdad-, ambos -

científicos y as~ctn, juegan el mismo juego; pero ~ste, 

se aparta de la vida corriente por su lu0ar y su dura -

ci6n. Su "estar encerrado en si mismo" y su limitaci6n

constituyen una de sus caracterfst1cas. Se juega den -

tro de determinados límites de tiempo y espacio. Sin e!!! 

bargo, ese mundo lúacco no tiene lugar ni duraci6n en -

la conexión real espacio-tiempo, pero tiene su propio -

espacio interno y su propio tiempo i~terno; más al ju 

gar gastamos un tiempo real y necesitamos un espacio -

real. El mundo lúdico jamás se continua en el espacio

en que vivimos habitualmente. 

"En el proyecto de un mundo lúdico se esconde 

el jugador mismo corno cre.:i.dor de este " mundo ", se 

pierde en su creación, "juega" su papel y tiene dentro

del mundo lúdico cosas circundantes y pr6jimos que per

tenecen a este mundo. Lo turbador de todo ello es que

concebirnos irnaginativamente estas cosas del mundo lúdi-
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co como "cosa reales", es más, gue en ellas puede repe

tirse una y otra vez la distinción entre la realidad y 

la apariencia". ( 3.1¡ 

"Wittgenstein no toma en serio el pensamiento 

matemático y sus desventuras. Para ~l, la idea centr'al

es gue la matemática como juego de lenguaJe estti, de h~ 

cho desprovista de todo rundamento extra-l1ngUistico y

extra operacional. 

"La matemtitica, no tiene necesidad de ser fun 

damentada. Sin embargo, las proposiciones matemáticas,

tanto como las otras proposiciones, tienen necesida.9 de 

clarificaciOn de su gramática. 

"Para Wittgenstein, la filosof1a de las mate

máticas no es una actividad de control, de JUStif1caci6n 

o de puesta en forma, ~sta no tiene que promover una re

construcción de las matemáticas existentes en función -

cte ciertas ideas teóricas, sino Gnicamente describir -

cierto estado de cosas t~cnicas. 

"Vernos muchos pedazos de conceptos, pero no -

vemos claramente las pendientes que hacen pasar uno de

entre ellos, en los otros. 

"Evidentemente no será necesario creer que ---
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Wittgenstein se dirige especilamente a la filosofia oe

estilo tradicional. ~l enemigo en cuesti6n es la i6gica 

matem~tica, culpaole, segGn ~l, de haber pervertido to

talmente el espíritu de los f il6sofos. 

"La ":6,7i::; rn.-.te:-:i.'.ítica" ha defcr;naclo complet.a

mente e~ pens.:unic¡¡~ ~- ic :'.;a tc~;.'iti cas r fil 6sofos al ¡:-rom~ 

ver una interpretación su¡x•rticial ae las formas de nues 

tro lenguaje corriente al rango ae análi~is de las es -

tructuras de los hechos. Cs cierto que en ello no ha he

cho sino contin~ar la construcci6n sobre la 16gica aris

totélica. 

"Wittgenstein precisa que •lo que nay ae pern1 

cioso en la t~cnica l6gica es que nos hace olvioar la 

t~cnica matem6tica especial." (1.9 J 

"En fin, "las leyes lOgicas son efectivamente-

la expresi6n de "h~bitos de pensamiento", pero tambiln -

del hábito de pensar. Es decir, r¡ue Muestran como los ho!)! 

bres piensan e igualmente eso ~ue los hombres llaman - -

"pensar". (1.10) 
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Ci'\PITULO I 

Los.pasoH de una pr~~ba u refutaci6n construc 

··- tivas no son, en principio, proporcionados por el apar.!!_ 

to deductivo, son ma.s bien alcanzados por aproximaciones 

sucesivos, de ah! que, distinguiendo la matem~tica hecha 

de la matematica -por- hacerse, la segunda no esté orga

nizada, espontaneamente, como un edificio 10g1co coh~ren 

te; así la funci6n de la formalizaci6n es interyrar el co 

nocimiento en un sistema estructurado conforme a los 

criterios de legaliaad y orden que la 16gica y la mate

matica establecen y que difieren de un período a otro -

de la historia. "Así los modernos confían en .1.as leyes 

naturales como en algo inviolable, al moao como .1.os dn

tiguos confiaban en Dios y ~n el destino. 

" Y ambos tienen raz6n y no la tienen; pero -

J.os dntiguos eran mas claros en cuanto que reconocían -

un limite. preciso mientras que el sistema moderno quie-

re aparentar que todo !:!Sta exp.1.icado" 8.1 

De ahí que el problema de comprende cúmo se

accede a la verdad, sea reemplazado por el afán de per

suadir que lo expuesto es verdadero: En matemSticas la

deduci6n es un modo de persuaci6n no una vía para el -

descubrimiento. 
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El Frop6sito de esta tfsis, no es, por ello,

presentar el Tcore~a ~apeo de Riemann organizado como -

un edificio 16g:co coherente, sino construirlo por me -

dio de tanteos sucesivos. 

Se ~'lantea el siguiente ¡·rohlema: 

¿Que regiones del plano c-om"le-ic <I. puea,~n ser trans 

formadas en-disc~ unit~~io ~, c0n~crmernente y 1 a 1 ? ( 9 ) 
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La. respuf'st.a al ¡::iroblerna está dada por el Tco-

rema del Mapeo_ :le Rierann: Las r,o:: iones simpleMente co -

nexas resuelven e: problema y la transforMnci6n es Gnica 

ie. Toda regiE:-: si!"'l¡;.lcrente conexa ( 10 ) puede ser 

traQformada, d~ maner~ ~nica, conf~rrn~mente y l a l en 

Sea 1··;_ una regi6n simplemente conexa su 

frontera, 't o_[l., es una curva de Jord:in, 
11 ) "" 

es la ..1.magen de una func i(,r. <p : O, l ) ____,.C. coni::inua y 

1,'' 0 
i::al que si ' (i::,l - (t2 )=?t, = t 2 

Sea i¡-• la inversa de <p 

':""':O'~ 0,1) 

Seao.6., la frontera del disco unitario, 06. 
~s la imagen á.e 4' e 0,1 ¡__,,<[ 12 ) 

Sea H la extensión de <jJ o cp- • 
a todo ~1_ . H resuelve el problema. 



A 

sabemos: 

Problema 

... 
" 

" 

" 

" 

ln=li 
4J(O):tp(I) 

Esta demostraci6n es, por supuesto, falsa, no 

l.- Si H ~s única 

2.- Si H exist:e 

3.- Si H es 1 a 1 

4 .- Si H es conforr.ie 

5.- y iJOr lo tanto dnalítica 

27 

6.- Si el hocho de que.Jl_ sea simpl~ 

mente conexa, implica que d..fl_ 

es la imagen de alguna funci5n -
continua. 
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Para demostrar el Teorema del Mapeo de Riernann 

tenemos, entonces, que resolver cada uno de los problemas 

1.- 6. La extructura del Teorema del Mapeo de Riernann, es, 

entonces, la siguiente: 



Prob 

t:rücidad 

de la -

Extensión 

'--s-~----c-~ ___,~ 
l'rincipio -

r ele i ~l.1xino 

' ! 

Grande de 
Weierstras$ 

Pi-ob1 3 

:.lllti Yduaaos 

St:~rficies 

de 

Fie.<-u-.:-. 

L--..--·----' 

TEOREVi\ DCL 

MAPEO lE RIEMANN 

I ! Familias 

1 
llormales .._____... 

'I\oorCMa ce 
1-k ierstrass 

TEKrc:na éle -

~orera 

1-'. Ar E O S 

5 

Topológico~ 

1' 

'------~r cauchy. 
i Ricnann. 
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6 

?.cgiones 

Si.'T lc.-cr.te 

Conexas. 

Teorera de 

Jc-::-€3"\a. óel 

~~~¿:Y.) 

Anal~tio:s 
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CAPITULO II 

Abordemos, primero el problema de ia unicidad 

de la extensi6n, ( es decir, el problema 1 ) . 

Supongamos que tenemos dos extensiones CP, 

conforme y 1 a 1 ( io cual requiere, por supuesto re 

solver el problema 2 ): 

tr, : 11.-)' D. 

Debemos demostrar entonces que. 

Bajo estas suposiciones <P, o epi.-' es continua, 

conforme y 1 a 1 y mapea al disco ¡~ sobre sí mismo. 1 13 ) · 

Afirmación: 

i) <P, o <P,-' ( z) = o( z+ (b ( 14 l 

ii) @ o 

iii) 1 

Si así fuera, 

i{J" <f.-' (Z) 
2. 

z es decir 



Jl 

(/) c,r' 
T1 ° .1 == e 

~ lf. = tP,. 
Para demostrar la afirmaci6n necesitamos 

el Lema de Schwarz: 

Si f(z) es analítica para 1z1.,¿, 1 y satisface-

las condiciones 1 f (Z) I~ 1 , f(O) == O, entonces 
1 

ff {z) 1=.I z l y f {0)~ 1 La igualdad se da s6lo 

cuando f {z)= cz, donde e es una constante conlcl= 1 

(15) 

I 
I 
I 

/ 
/ 

V 

"" ' 

t-- ._____,t---:::f"il<: 

\ 
\ 
\ 

' ' ...... 
~' ---

/ 
,;' 

1 (t.0) 
. t --··--->X 

J l: 1 
I 

/ 
/ 



Antes de demostrar el Lema, veamos si la -

composici6n de la afirmaci5n t <flo <P-"' ) cumple las-
T; 'l 

condiciones del Lema cte Schwarz¡ es decir, debemos -

comprobar que: 

a) 

b) 

lz \~ l 

c) 

S= 

S= 

\f. o tr .. · I 
lp o ¡()-1 

I lz 

comprobac16n: 

es analítica 

satisface ls(z)I~ 1 para 

ll la condición (al se satisface pues hemos dado por re -

sueltos los problemas 3, 4 y S y la composici6n de fun -

ciones ~nal!ticas es analítica: 

2) La condición (b) se satisface por definici6n. 

3) La condición (c) exige que (?> = O, es decir, hemos 

de pedir que exista Zo €._él tal que <P, ( Zo) = o 
y <P,.-1 ( C') = Zo 

A esta concici6n le llamamos , Condici6n A. 1 16 

Debemos a1iadir , por lo taI1to, a la hipótesis 

Q.el Teorema del riapeo de Riemann (T.M.R.) la condici6n 
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A; y el Teorema puede reescribirse como sigue: 

nada una regi6n simplemente conexa fl 

( y un punto z 0 ~ ..0.J existe una nnica funci6n anal1ti

ca f (z) definida en f(z)[ con f (z 9 l =u ) tal que 

f (z) toma cada valor del disco lwl ..c... 1 exactamente una-

vez en w 

De modo tal que, añadiendo la condición A, 

podemos afirmar que el Lema de 8chwarz ( 17 ) es aplic~ 

ble a nuestra cornpos ici6n 'P. o cp~·•y que la igualdad vale. -

Hacemos notar además, que, al intentar la 

demostraci6n de la igualdad en el Lema de Schwarz hemos 

de añadir la condici6n: 

( condici6n B ) 

El Teorema del Mapeo de Riemann queda por lo -

tanto: 

Dada una regi6n simplemente cor.er.a ...n.. , y

un punto z 0 é _()_, existe una línica función analitica -
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f (z) definida enf'lcon f(z 0 ) =O y [ f
1 

(z 9 ) > O l 

tal gue f\z) toma cada valor de! discolcvl.::. 1 exactamen 

te una vez en CA.> • 



CAPITULO III 

Problema 6: Caracterizaci6n Geom~trica de 

las Regiones Simplemente Conexas: 

35 

Las regiones simplemente conexas, han sido -

caracterizadas como aquellas cuya frontera es una cur

va de Jordán. Esto sin embargo es insuficiente. As1 -

mismo se han caracterizado como regiones " Sin hoyos " 

lo cual tambi6n es insuficiente, "pues la ciencia no 

puede admitir, como la metaf1sica, signos carentes de -

sentido" ( 8.2 ) Por lo tanto se dará la siguiente de -

finici6n. 

Una región es simplemente conexa, si su com

plemento es conexo. 

Esta definición plantea el problema de la 

banda infinita B (z=x-+-iy/IYl~l} 

cuyo complemento en el plano no es conexo y a pesar de 

ello la banda no tiene " hoyos". 

Se modificarán entonces, tanto nuestra defini

ción como nuestra intuición, se dirá entonces, que una -

región es simplemente conexa si su complemento en la es

fera es conexo. 
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¿Qué quieie decir " en la esfera " ? 

Consideramos entonces la Esfera de Riemann 

En una crimera aproximaci6n formalmente consideramos -

el campo ([. de los números comple}os e introduzcamos-

un elemento • tal que: 

a+ * = * +a * para toda a E: cr: 

b. * = * .b * para toda b €. c:r: 

~ = • Si a 'F o 
o 

b O ~ara bE:: c1:. 
-¡;-

¿Qué es * ? 

En una Segunda aproximaciOn, geométricamente 

tenemos: 



i ,/' ------¡- . ..: __ _ 
1/ 

/I 

/ 

/ 
/ 

/ 

Sea x 1 , x 2 , x 3 ) € E; a tal punto hemos de asociar -

(i) Z = x1 + i x 2 · Si x 3 :/:. 1 

1 - X 3. 

~ue es un namero complejo. La transforrnaci6n es adem~s -

1-1. su inverso. 

X3 1 z 1 2 1 
2 l z 1 + 1 

-
xl z + z 

., 
' 1z1, 

"(. - l 
L .. -,--., zTi 
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El nfunero complejo ~ue corresponde a x
3 

= 

. (0, o, l) el ::;ele norte, es * , que geométricamente e;;, -

·entonces, el punto que se ha añadido al rlano conple -

jo ( lu imagen de ( 0,0,l 

E se llama a la Esfera de Riemann 

La transformaci6~ ( i l puede representarse 

como sique: 

Sea Z c. E y z 1 • el ~unt0 en que la recta 

,::..1e- une ~1 polo norte con z, corta al plano complejo -

que hemos hecho coincidir con el plano ecuatorial de E¡ 

z us la imagen de z ba¿o (il y viceversa. 

/ 

/ 
/ 7 

/ 

/ 
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Es obvio entonces que el hemisferio norte-

de E se rnapea en ( zet!./1z 1 "7 1 J ; el 

hemisferio Sur de E en l ze a: / 1z1.: 1): el ecuador 

de E en {z€~/1z1 = l] , el polo sur ae E en el ori

gen, etc. 

¿ C6mo se transforman las lineas de 

a: ? 
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¿ C6rno se transforman los círculos de - ? 

a) Si pasan por ( 0,0,1)~ recta en ((. 

b) Si no pasan por ( O,O,l >-circulosencC 

De ahí que podc!'1os pensar * como el ~· t.:.::to 

al infinito. 

En E la banñ<a infinita, se muestra en fi~u-

ra. Su com~lemento ( le banca es abierta ) es.conexo. 



C.".!-' ITULO I I I 

2.- Problema S: Caracter!sticas Analíticas de la Regio

nes SimpleMe~te Conexas. 

Teorema de Cauchy ( l~ Versi6n ) 

Sea R un rectángulo {(X, y) / B6:X6b, C-6y:;Sd] · 

Sea r(R) su frontera. 

Sea ! analítica en una reg16n ~ue contiene 

a R, e:1tonces. 

Jf (Z) d Z 

rCRi 

o 18 

\"ariaciones sobre el Teorema. de Cauchv. 

1~ . En esta primera versi6n, podemos susti-

tuir R por R donde R' = R - { i / j = 1 , ••• , k} siempre 

que lim 
z .... ~ 

z - jJ l f (z) = O 

2° - Sea f (z) analítica en un disco a --

bierto 6 J f (z) dz = o para toda r cerrada en 

3' 
3º En la segunda versi6n podernos sustituir -

6 por [j, de donde 11' 1, • • • I 

siempre lim (z - {) f (z) = O 
J 

Z-')> 5-
J 
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Lema: Sea~ una curva cerrada, diferencia 

ble por arcos y que no pasa por el punto a, entonces -

el valor de la integral 

es múltiplo de 2TTi ( 19 ) 

Se define el !ndice de un punto a, con res -

pecto a una CUrVa y COl"lO: Q ( 0, a:) =l ~ 
· 21"fi z-a 

F6r!'llula de Cauchy: Si f (z) es anaJ.~tica en 

un disco abierto b. , )' es una curva cerrada en ~ , a€. b. , 

a entonces: n ca', a) f (a) = ( z) dz ( 20 ) 

2-a 

Forma General del Teoremn de Cauch:r 

a) J fdz = J:fdz+ J fdz+ .•. + JfOz ( *) 

r. .. Y.. ..... ·r. (. r, r.. 

Donde J fdz s6lo 

r,. ~ ...... r" 

tiene sentido cuando ~.ti, ... ,!:: 

es una subdivisi6n de un arco OJ 

el miembro d.:recho siempre tiene s0ntido, se define -

j f dz 

. il',• •.. ~( 

Como . J fdz +. • . + J fdz 

~ !. 
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aan cuando !';+ ... + cY,, no sea una subdivisi6n de un arco. 

ta suma formal <" L d'Í se llama una cadena. Carece -
h• 

de sentido geom~trico, pero es perfectamente posible 

integrar sobre z,, J"l de acuerdo con 
l: 1 

* 

n 

Daca una cadena f_ ~ 
j ~· 

raciones no afectan la integral: 

las siguientes ope-

1) Permutaci<Sn de o; con ~ 
2) Subdivisi<Sn de ~ 
3) Fusión de ~ 1 

y (¡ .• 
4) Repara~etrizaci6n de d'¡ 

5) Cancclaci6n de arcos ::-puestos 

Con ello, es posible establecer clases de e-

qi..1ivalencia en el conjunto de cadenas ( conjunto nue, 

'además, forma grupo. La ley de cornpcsici6n es trivial 1. 

El grupo de cadenas, adelt.<í.s admite (' estable-

cida la posioilidad de sumar cadenas de la forma: 

La cadena cero es la cadena vacia. 

b) Una cadena es un ciclo si cada uno de los -

arcos que la forman es una curva cerrada. 
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Los teoremas de Cauchy, :.::ista este punto -

han sido demostrados para ciclos particulares en regi2_ 

nes siemplemente conexas. 

e) Definici6n : una regi6n LI.. es simple -

mente conexa si s6lo si n ( ~ , a ) = o 

para todo " e .íL y para todo a G. _{)_ 

d) La forma m~s general del teorema de Cau -

chy para regiones simplemente conexas puede formularse -

como sigue: 

Teorema de Cauchy: Si f(z) es análitica en 

regi6n simplemente conexa J f d z = O 

~ 

para todo ciclo 'te: ..fL 

e) Un ciclo ([es homólogo a cero respecto a .íL 

si n ( ~ a ) = O para todo a ti; _fL 
1 

Notaci6n "( r.J O (mod .11.) 

Ejemplo de un ciclo ~ue no es hom6logo a ce 

ro: n ( o , a ) -:!= O , a .'f .í1. 

=> no es hom61ogo a cero. 
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f) Forma final del Teorema de Cauchy: 

Si fes analitica en..ít( no necesariamente 

simplemente conexa) J f (zl dz = O 

t 

Para todo t 'V O (rnod ..fL J 

g) Dos ciclos cY, 1 Ó2 son hom6logos Si 

0:-~""0 (rnod .fl ) . 21 
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CAPITULO IV. 

TEOREMA DEL RESIDUO 

La relación " "V (rnod ..f1.. ) " es de equivale.!}_ 

cia. esto nos permite dividir al conjunto de ciclos en 

clases de equivalencia. 

En cada clase escogemos un representante, es 

tos formar~n una base de homologfa para .JL 

Se:a l f., ... , Y,,} una base de homolog1a de 

Los nOmeros 

Se llaman módulos de periodicidad de f(Z)o 

~er1odos de f (z) 

i) El siguiente resultado se sigue, de la 

forma general del Teorema de Cauchy: 

Teorema Si f es analítica en .íl. 

n ( t, a ) f (al 1 ~r f(z) dz 
2n z-a 

Para todo O"V o <modil.J 

ii) Sean a 11 ••• , ªn s:i.11gularidades de f en .fL 



Sea ~ tal que: 
,-, , 

O<I z-ai \.:. S esté contenido en ..i..1-

donde 11.'. ==Sl- l .'.!,, ••• , an} 

(" 
Ój 

¡' 
1 

Sea CJ un circulo con centro en ~ 

47 

y radio 



Sea p. 
J = l;<zl dz 

Sea Rj ..J2¡_ 
2TTi 

f(z)- Rj tiene período o en cj ( i.e. 

z-aj 1.[ f (z) - P. dz=O ) 

z-aj 
J 

Ri se llama el residuo de f en aj 

i ii.) Sea O' un ciclo en .fl.. , 

S f (z) dz 

a' 

2TTi f_ n 
j 

Este es el Teorema del Residuo. 

( (; a. 
J 

R· 
J 

48 
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CAPITULO V 

I!roblema 4: I:-!apeos Conforme13 

Se dar~ la siguiente definici6n provisional 

Una ii.:nc~ :,:1 ;: et' analítica en ..íl. si tiene de 

rivada en todo ounto de ,{l. ( con estas definiciones se-

resuelve el problema 1) 

Sea d" un arco con ecuaci6n z= z (t) 

o<.~ t ~ (!> ;;::cntinua en ..1L ,sea f (zl cna funci6n 

continua en 11.. y sea W = <.>.> ( t l 

Un arco ~· en el w - plano 

l 
.. ~ 

lo 

& 

l. 

r 
~ 

f((z)lt)) 
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Sea _f(z) analítica • Si z (t) existe, enton 

ces, w ( t) = f ' ( z ( t ) ) . z ' ( t) 

z(t 0 ) con z' (t 0 ) ':f O, f' (z 0 ) -:/= O 

1~. consecuencia, w'(t 0 ) ::FO asS: que d"' tiene 

tangente en ú..) 0 = f (z 0 ) cuya dirección está determinada -

por 

arg (to l arg [f' (z (t 0 ) ) • z' (to)) 

arg f' (z 0 ) + arg z' (t 0 ) 

i.e. el ángulo entre la tangente Y en z 0 y 

la tangente O'' en Wo es arg f' (z 0 ). Es independiente de d" 

Por ello, las curvas tangentes ( por z 0 ) son tangentes 

cuando se Mapean bajo f. Si en Z 0 forman un ~ngulo 8 , 

en w. también. 

2a. Consecuencia. Supongamos que -ªí_ y 
dx 

..2.1.__ son continuas y f es conforme; la derivada de 

dY 

C..V(t)= f (x(t)+ i y {t) ) en t
0 

es 

~' +_a_f ª-L._ 

ch l dYcH 
! 
to 



donde 

x• (ti= 

ya que: 

=_a_f¡ x' (to) +~ ax a Y 
Zo 

z = X (t 0 1 + i y (t) 

Z. = X (tol + i y (to) 

z 1 (t) + z' (ti y' (t) 

2 

z' (t) = X 1 (t) + i (~' 1 { t) 

z' (t} x' (t) - i y' (ti 

z' (t} + z 1 
( t: 1 2 x' (t) 

z. (t) - Z'TIT =2i y' (t) 

x' (t)= z'(t) + z 1 (tl --
y' (t) 

2 

z' (t) -Z'Ttl 
2i 
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y' (t 0 ) 

Zo 

= x., ti Ya 

= z. (t) -z' (t} (-il 

2 



l -ª-L) ºY i 

(@!_-_l_ 
ºx i 

.2..L_) 
a~· 

w' (tol 

Z 1 (to ) 

_l_(~ -~)+ 
2 ªx a y 
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z' (t 0 ) ~~.,. M!_) 
z' !t.,J 2 ox o Y 

-ª-L y i) f están Valuadas en Z 0 1 

d X f>y 

es decir son constantes , 

A= 1 !af -i. a f l 
-2- ax a y 

Ps por lo tanto constante. 

Si dejamos que ar<J z' (t 0 ) varíe , arg v...l'(t 0 ) 

z' (tol 



53 

permanece constante pues no depende de arg z' (t 0 ). 

l(aí.. 2 O X 

+ 

A+B z' (t 0 ) 

Si dejamos ~uc arg (t 0 ) varíe, entonces -

i-ª-.f_) 
(;)y 

z i ( t o) 

z' ¡to ) 
describe un círculo -

de radio B=l;( .,LL+ id_L)de modo que ax a Y 

describe un círculo de radio B con cen-

tro en A cuando, O-::= arg z' (t 0 l: 21T 

8 



Pero arg W' (t 0 ) es constante, así que el círculo en
z 1 (t 0 ) 

cuesti6n tiene radio ~· Es decir 

~ f + idt = o 
"dX ay 

Es decir: 

Si describimos f (Z) 

iof 
éi}Y 

= u (z) + i 

B o 

V z ) , z = 

d f o.u + iO) V = - i 2> f = - ia u i( ~) 
ex ~X dx a~: o ay y 

~ -i..a!! au = ~ ~· ~ ---ª...!:!_ ~-o Y ay ax Cly o X C> y 

que son las condiciones de Cauchy- Rie~ann 

.. f es analítica si f es conforme 

son continuas. 

X + , 

f es anal!tica ~ f es conforme y -ª-!._, ~ 
"'\ 
O X O y 

son continuas. 
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CAPITULO VI 

Problema 3. Funciones Multivaluadas Superficies de Rie-

~· 

.. Si restringimos nuestra intuici6n al plano -

complejo nuestra representaci6n de una funciOn es ina -

decuada pues; puntos diferentes ( formalmente diferen 

tes) ocupan los mismos lugares. Por ejemplo 1 zl( cos 0 + 

isen a ) , 1 z l ( cos ( e + 2Tf ) + i sen o + 217 ) , -

1 z 1 ( cos ( 8 + 2 KlT + i sen 0 + 2 KTI l 

Se trata entonces, de encontrar una represen

taci6n que nos permita distinguir puntos formalmente di -

ferentes. Para ello introducimos las superficies de 

Riemann. 



z [ ( k-1 ) 

Cada Sector del Plano 

( 2 TI 
n 

) "- arg z ¿_.J!..2 
n 
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w 

k= 1, 2, •.• n ] 

:se mapea en todo el plano w , salvo el se -

mieje positivo.-

De manera que podemos recurrir a la siguiente 

representaci6n: 



' ' \ ' 

--

... , __ 

57 

hoja 1 

hoja 2 

hoja n 



58 

Cuando z, __.. z 2,w pasa de la ho~a 1 a la -

hoja 2, y como queremos que la funci6n sea continua -

pegamos la hoja 1 con la 2 del sig. nodo: 

El borde i~ferior del corte en la hoja 1, 

al borde superior del corte en la hoja 2. 



l 
1 

1 

--K~-----
...v =(:! • ln 
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hoja 2 

Continuarnos asi ~~s~~do el borde inferior-

de la hoja k-1 con el superior a~ lo hoja k'. El borde 

inferior de la ho~a n queda pegado al borde superior-

de la hoja l. 

' ' ........................ 

'-~~ 





n=3 

( A 

. . 

. . 
. 

' 
A B 

. . 

~~l 
~~ 

ti)
.•"·:··,·~''.s 

u :_:i .. :) 
...... -.: .~·~~:i:: . ·~· 

• 

.... ,.·,;:·:i,,_::···.: 
r~·.-. :.:·; ,; _'.. 
"< ::~:.:: ~. ':: 

) . . . 
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En =zn, obtenemos la siguiente 

rcpresentaci6n. 

n=k 

N 



CAPITULO VII 

Problema 2: Existencia. 

Sea 

€3 

F = lg:.Il~cr/ g conforme, topol6gica, 1 a 1 \ g (z)bl en 

..fl., 9 (Z 0 ) "'O Y g' (Zo) ~ O, z0 e.fl.} 

Es decir, F es el conjunto de funciones que re

suelven el problema 2. 

Si demostramos que F no es vacio, entonces ta -

les funciones existen, y como hemos demostrado, que la 

función es anica, habremos demostrado el teorema de Riemann. 

Para demostrar que F ::/:. r/> , supongamos que e -

xiste a e:fl, a ::/: oo Es decir, no aceptarnos como regi6n -

soluci6n del problema a todo el plano)~ 

Esta ser~ la condici6n e). 

Por último el T.M.P quedar~ reescrito corno sigue: 
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Teorema del Mapeo de Riemann. 

Dada una regi6n simplemente conexa que no sea todo 

e 1 plano] , y e 1 punto z 0 E. __ ..íL ____ e_x_i_s_t_e_u_n_a_a_n_i_c_a_f_u_n_-_ 

ci6n analítica f ( z) defina en ..fl_ y normalizada por 

las condiciones f (;: 0 ) = O, f' (z 0 ) :> O tal C"Ue f (z) 

torna cada valor de 1 disco 1 w \ .c. 1 exactamente una \'e z en 

..n.. 

Podernos definir en í'L una rama univalente -

de ~og (z-a), es decir, si log { z-a) = log ( z
2 

- a), 

entonces, z, = z 2 , esto es posible puesto que .I'L es_ 

simplemente conexa. 

Sea h (z) = 1 ( 22) 

log ( z-a ) \.Vo- 2 i 

donde Wo log (zo - a ) 

(z) = 1 

log (z-a) - w- 2 i 

y como 1 log ( z-a)- W0 - 2Tii l>e 
Se tiene qu0 lh (z) 1 f: _l_ entonces 

(.> 

g (z) e h' ( Zp) 

1 + e 1 h (Zo) 1 h' ( Zo) 
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• ( h z- n (zl t;.. F 

ra que: 

i) CJ z ) es confor~e, topologica y 1 a 1 

ii) g z ) 

\g (zll ~ 
1 

iii) g (z 0 ) 

iv) g' (Zo) 

es máximo. 

+p¡h 

"' o 

= 

1 

= ~ih' 

h'(z.) -------
l+f>I h <z 0 ll 

1 

1 h (;:) --"'-1 __ 

2 Ti i 

L.. 1 
(Zo) \ 

¡_n (z) - h (z 0 ll 

(:> _ _.h~'~(~z~,.._._) __ • h' (Zol 

-tflh ( Z 0 )1 

(z 0 ) \>O 

Existen pues tales transformaciones. 

La que buscamos es aquella para la que g' (z 0 ) 

De esta manera se ha establecido gue la fun -

ci6n por medio de la cual se habría resuelto el problema 

tal corno ha sido planteado, eré\ aquP.lla para la cual ---

g' ( x~) era máximo. Sin embarso,es necesario probar -
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que dicha función perce~ece ~n efecto, a la familia F. 

Para demostrarlo es n~~esario caracterizar las que se

denotarán, Familias Nor~ales. 

Para describir que es una familia normal 

se requerirá de tres teoremas previos: 

El Teorema ce Liouville 

El Teorema de Weierstrass y 

El Teorel"'la de Morera. 
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CAPITULO VIII 

FAMILIAS NORMAJ.ES 

Una familia J;/-< de funciones definidas en 

_{l.es normal, si toda sucesi6n l fn} contiene una subsu 

cesi6n ( f 1 
nk~ 

que converge uniformemente, o tiende uni -

formemente a oo , en todo subconjunto compacto de .n_ 

Teorema FNI d/' es normal~ para todo com 

pacto E e ..n.. existe M tal que 

1 f 1 
( z) 1 ~ M ( l + 1 f ( z) 1 

2 
) -'V z"' E I f " ? (231 

Corolario. Si todas las funciones f de una -

familia normal "J" son distintas c1.e cero, entonces cada-

función limite es o distinta de cero o iciénticamente cero. 

Teorema FN2. Una familia _"'?' de funciones 

anal.1ticas en una regi6n _n_ es normal si las funciones f€. ~ 

están acotadas uniformemente en todo subconjunto coMpac -

to de JL. 
sea a e: íl, C un círculo con centro en a, y 

contenic'.0 en ... (l.., r f ( z) dz 
j z-a 

f (al 

hacemos vari?r "a" dentro de dicho circulo ( n(c,a)=l) 



/ 
/ a 

l f ( i) df = f (zl para to,-ia z tal que: 
2n i ? - z 

n ( c ,z l 

f'(z) = ,j ( 1 
d2 · 2TTi 

f <i) d 
J - z 

Así f(n) (z) =..E.!.~ f ( J ld i 
?.ni ( 7 -z )" .. 

e 

24 ) 
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Teorema de Liouvillc. Si f es acotada y aná-

lítica en todo el plano, entonces f es constante. 



Sea r el radio de e ":z' sea \ f ( f ) \ ~ H 

en C• sea a,el centro de e, 

lf(n) (a}I¿_ n! J M 

- 2 TT i J~ ( -¡ -a in .. 
e 

lt(n) (a>l::-2!!lL[f af J 
2Tii J,<1-a> n+l 

e 

<7 - a) <! r 

df 
7-a 

nstimaci6n de cauchy ( 25 ) 

69 
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CAPITULO IX 

Habiendo construído por ~edio de tanteos succ 

sivos el T.M.R., ~ste quedar~ demostrado y reescrito de 

la.siguiente manera: 

Teorema del Mapeo de Riemann. 

Dad~~ región simplemente conexa cualquiera 

que no sea __ tod~~pl~!lc:l_!_Y un punto z 0 "'-JI., existe una -

función analítica única f (z) en _n_, normalizada por ~as -

condiciones f (z 0 ) = O, f'(z 0 L? O , tal gue f (zl toMa to 

do valor _?._e_d~_s_c_o_I ~l_<.._1 _~na (y solo un.;:..:ª=--=--v..:....::ce""z__;;e.;.;n_:_l1.....;:.;......:•:..-

Demostraci6n: 

La unicidad es trivial, pues ya vimos Que si f
1 

f 2 son doz <le tales funciones entonces 

define una aplicaci6n biunívoca de IC..U\~1 sobre sí misll'.o. 

Sabemos que tal aplicación está dada por una transforma-

ci6n lineal S ( anexo 1 l Las condiciones 

S (0) =O, S'(O) ::> O implican S ( w) =W; por consiguiente , 

una funci6n analítica g (z) en J)_se llama univa-

bras : si li aplicación definida por g es biunívoca . ra-
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r.:i demostrar la existencia, consideramos la familia 

'-"/< formada por todas las funciones g con las propieda

des siguientes: a) g es analítica y univalente en .íL; -
b) 1 g (z)l~len.fl; c) g Izo) = O y g' (z 0 ) >O. Afirmamos

que fes la función detr para la cual la derivaóa f' (z 0 ) 

alcanza un máximo. La demostración consta de tres partes: 

1) se demuestra que la familia <f no es vacía; 2) que e -

xiste una f con derivada máxima; 3) que esta f tiene las 

propiedades deseadas. 

Para demostrar que 7/'no es vacía observamos que 
I 

por hip6tesis existe un punto a ef: oo no perteneciente a Sl.. 

Puesto que _()_ es simplemente conexo, puede def :nirse en-

él una rama analítica uniforme de log (z-a) Esta fun --

ci6n no toma el mismo valor dos veces ni toma valores que 

difieran en un múltiplo de 2TTi, pues log !z1-a> = log 

(z 2-a) + n.2Tii implicaría z
1
-a = (z 2-a) é'º'"'=z 2-a, de don 

de z 1 = z 2 • Puesto que log ( z-a ) torna el valore.Jo= log 

(z 0 -a) , no tomarli el valor W+2lTi. F;xiste, además , un

entorno\W-Wol<f>, tal que todos sus valores se toman en un 

entorno de z 0 ; por tanto ninguno de los valores conteni-

dos en \w-w.-2rr il .c.~ los puedP tomar log (z-a) en J\. ; por 

tanto,llog (z-a)-w0 -2ITil >P en f\... 

La función h(z) = [log (z-a)- w.-2líi}-l es anal! 

ti ca y univalente en fiy satisface la condicioón \h 

Se sigue inmediatamente que 

(z)\: J_ 
<! 
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g(z) ___ f? _____ lh' (z
0
Jl · [h(z)-h(z

0
)] 

h' ( z) 

pertenece a la familia ~ . 

Las derivadas g' Cz 0 ), g E: '1<, tiene un extre-

mo superior B que a priori podría ser infinito. Hay una

sucesi6n de funciones gn E";}' tal que lím CJ 'n (z 0 ) = B. Por 
n-.oo 

el Teorema FN2. La familia b";f es normal. Existe, por tan-

to, una subsucesi6n {gn} que tiende a una funci6n l!mite

f analítica, uniformemente en 1con:untos compactos • Es evi-

dente oue 1fI~1, f (z 0 ) = O y f' (z 0 ) = B. Si poc'emos 

probar que f es univalente, se seguir~ que, f pertenece a 

d;Jt y tiene una derivada máxima en z 0 • 

En primer lugar, f no es una constante, pues f' 

(z 0 ) == B> O. Elijamos un punto z 1E.fl.y consideremos las -

funciones g 1 (z)= CJ (z)-g(z1 ), 9E 1'· Forman una familia

normal, pues lg1 1~2 y g1 !z) i= O en la rP.Ji6n .Il, obtenl 

da de Jl por omisión del punto z 1 De acuerdo con el 

corolario del Teorema FNI, cada funci6n líMite de las fu_!! 

ciones g 1 es o diferente de cero o idénticamente cero en 

..íl,Pero f(z)-f(z 1J es una funci6n límite y no es id~nti 

camente cero. Por tanto, se tiene que f(z) :/: f Cz 1 ) pa

ra z :/::. z1 , con lo que hemos demostrado que fes univa-

lente. 

Queda por demostrar que f toma todo valor w con 



73 

IWI..::. 1. Sea u..J. ,1W"I<1, un valor no tomado por f. Enton

ces, puesto que Jl. es simplemente conexa, se puede definir 

una rama unifor~e de 

F(z) loe; f ( z l - C..Uo 

Tiene parte real negat~v~~ ~cr tanto, al funci6n 

G(Z)= 

esta acotada, lG lz) 1 L. 1. 1''.ediante el corr.:,spondiente ctllcu-

lo obtenemos para su derivada e~ el origen 

La funci6n q(z) 

\'2da es 

G' (z 0 ) =-B. 1- 1w.1 1 

G (z) 1 ::; ' (z 0 l1 :)ertencce c. '7f< , y su deri -

C' (Zc) 

B 1 - 1w.1 1 

Pero esta expresi6n es mayor que B. En efecto , 2 lo~ (l/t) 

+ t-1/t se anula ~ara t=l, siendo la derivaca ce esta fun -

ci6n. 

1-2/t + l/t 2
= (l-l/t) 2 "> o, 
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Por tanto, 2 log (l/t) .t:.. l/t-t para t<:.l, y con t=ll..Oolesta 

desigualdad implica g'(z 0 ) >B. Hemos llegado asi a una -

contradicci6n, por lo tanto concluimos que el teorema ti~ 

ne que verificarse. 



CAPITULO X 

CONCLUSIONES 

75 

Viyimos en un mundo en el que nos enfrentamos -

a lo formal y a lo informal, a lo animado y a lo inanima

do, a lo flexible y a lo inflexible. un mundo en el que

nos encontramos laberintos, espejos, ilusiones, s!mbolos

que nos envuelven en un encanto fascinador de sombras es

pectros y apariencias. Un mundo que tiene un escenario 

real, pero no es una cosa real entre las cosas reales, 

sin embargo, necesita de ellas, para tener un símbolo en

ellas. 

Tras cada expresi6n de algo abstracto hay una -

metáfora y tras ella un juego de pal~bras, JUeg0, que se

constituye en el discurso de le irreal; entre la frontera 

insensible de la verdad y del saber; donde la reciprocidad 

de acciones incluye también las lagunas interiores de la -

rr.iaginaci6n. 

La cuest i6n de· la verdad y a·el saber y sus fron

teras, juegan en este r.mndo un c¡run papel. obras cerno las

de Nietzsche, Heidegger, Wittge~~t~in nos invitan a pen 

sar que el papel de la nociOn a0 verdad es un ~apel de 

orden, que la filosofía tiende a unificar y a do~inar 

con su autoridad. Cuestión gue ellos mismos critican. 

As! mismo, para Bachelard, no existe nada que 
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Para Canguilhe~. el conocimiento es una activi-

C\aé\ de J. horibt·e que se inscribe en la vida corno una modali 

dad. La forrnaci6n de conceptos es una modalidad de la in

for~aci6n, la sobrevalorizaci6n del saber es el inicio 

de la ruptura entre el pensamiento y la vida y tambi~n un 

rodeo del pensamiento de la vida en contra de la vida. 

Cuando el hombre se aventura a buscar, es cuando erra (en 

la doble acepción de la palabra errar ) pues el hombre --

hace error por su rcsibilidad de errancia. Hacer ciencia 

es aventurarse. En la pr~ctica de ~sta, el hombre puede -

toriar el camino que se le antoje, entonces, existe la po-

gibilidad de darle vuelta a los obst.!iculos, ~· es aqu!, -

donde se elabora una metodologS:a, ~-a que la· errancia nos-

encamina a una meta. 

Cada cultura, cada fo~Ma cultural de cada civill 

zaci6n, tienen sus propias t6cnicas y métodos de interpre-

taci6n de la verdad. 

Los intér;-retes, tienc·n que i.nterpre:ar, el in -

térprete, entonces, s~ convierte en un excavador que vaga-

bundea entre los escombros, y e:1 la l'\edida que avanza en -

la interpretaci6n, más se acerca a una r0gi6n absoluta y -

peligrosa, pues el propio interpretador está presente ~r. 

el objeto de su interprctaci6n. 

El int€rprete tiene que lr.terpretar a sí mismo, 
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aparezca como objeto de conocimiento que pueda ser amo -

y señor de los demás. 

construido". 

" El objeto nunca es dado sino --

En el esquema del conocimiento la verdad está -

sometida a una adecuaci6n, en donde se trata de evitar la 

angustia ante lo desconocido, a l~ que se enfrenta cada -

investigador. 

El científico, como tal, no puede decir en su 

discurso sus preocupaciones personales, sino que tiene 

que ocultar sus emociones y convertir su discurso en obj~ 

tivo. 

La ciencia, entonces, se enmascara ce unn cier

ta dignidad, palabra mágica, que vuelve a una serie de -

objetos sin inter~s, interesantes. 

Esto nos explica porque son los científicos -

quienes tienen el gusto de elaborar la· Teoría del Conoci 

miento. 

Pero los intereses m&s poderosos no son sola -

mente en el entorno da la cientificidad, donde la verdad 

por decreto, funciona como garantía, sino en las prácti

cas sociales y politicas donde la filosofía la anolda a su 

c'.iscurso. 
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pero en ese movimiento de interpretaci6n también tiene -

que interpretase a si mismo. 

Encontramos pues, tanto en los cient!ficos, co~ 

roo en los soñadores, los mismos procedimientos ce demos -

traci6n impura. 

El cient1f ico contemporáneo se funda sobre una

cornprensi6n matemática fenoménica y, a este respecto, se

esfuerza en igualar la razón y la experiencia . Se encami 

na en precisar, en limitar, en p~rificar las sustancias -

y sus fen6menos La objetjvidad se determina en la pre

cisión y en la coherencia • Lo concreto acumulado sin 

prudencia obstaculiza a la visión abstracta y clara de los 

problemas reales. 

La matemática es presentada en las aulas, con -

forme al método axiomático, tal como ~e le ha sistematiz2_ 

do y como se ha errado en él. 

La necesidad de generalizar hasta el extremo, -

a veces mediante un sólo concepto, arrastra a ciertas i -

deas sintéticas que están lejos de perder su poder de se

ducci6n. 

Esta corriente ha impuesto a la enseñanza de -
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ido QUebrantand0 y dafianrio 01 esp!ritu cientif1co. 

La mczc la de rensar.üen to erudito y pensamiento

experirnenta 1 es uno de los mayores obst~culos para €ste. 

Desde esta perspectiva, la matem~tica aparece -

corno una superposici6n de nociones arbitrarias, cuyo gra

dual despliegue conduce m~gica e incomprensiblemente a la 

soluci6n de problemas c~~a naturaleza se desconoce. 

La i~ea de Mecanizaci6n de las rnateMáticas, la

moda del sistema axiomático en ella, no son más que ex 

presiones directa:;o de una convenci6n, cuyá legitimidad se 

nos obliga a reconocer. Por co~sigui~~:e, una proposi 

ción es correcta o "verdadera" si se puede deducir de los 

axLomas ¿ados mediante un ~6todo 16gico, de la manera ge

ne:calmente admitida. Con ello, se obstaculiza al estu -

<liante su posibilidad de errar. 
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Se ~icne, sin embargo, que: 



d ( f(z,l.t f (z 2 > 

d(z,, z 2 > 
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10.- Simplemente Conexa: Sin hoyos: i.e., el complemen
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18.- V€ase Anexo 111. 
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la. edici6n, cap. 3, Lema 1, pag. 93 

20.- véase la demostración en Ahlfors, Lars. Complex Ana

lysis. la. edición , Cap. 3 

(Integral Compleja Teorema 6, Pág. 95 

21.- Notación: 

( rnod ..1l. ) , j fdz= 

t. 
22.- Véase anexo IV 

23.- Véase Ahlfors, Lars. Cornplex Analysis 



la. edición, cap. 4 

Teorema 8, secc. 4.4. 
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24.- Vease Ahlfors, Lars. Complex Analysis. la. edición, 

Cap. J, Lema J, Secc. 3.2. 

25. - E~ta de ~it'.Ual ~uc" '"'rue ba. fundame?'lta.l.'llente que todae 

lae deriv?.<'aE' i;-uce!"iVaf'l de una funci6'!'l analítica -

no ~ueden ~er ar~itr·rias; tienen que exi8tir eie~ 

ure un r y U'!'l M t~1es que la verifiquen. 
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ANEXO I 

Pruebese mediante el lema de Schwarz que toda apli _ 

cación conforme blunivoca de un disco circular sobre -

otro viene dada por una transformaciOn lineal • 

Sea .n. E. <C una regi6n siMplernente conexa 

Sea z 0 E. ..fL 

Sean 'Po , tfJ, : J1. - !J. 

6. { z E.0: I 1 z 1 <: 1} > 

tal que i) lP, es 1-1, suprayectiva y analítica 

·ii) .. 
F = ( 'P. o lPo"I } : 6, ~ !J. es 1 - 1 

Suprayectiva ( y obviamente holomorfa 

G = ( <f>.o lf,"' }; [1-+l::,, es 1 -1 

Suprayectiva ( y obviamente holomorfa ) 

F (0) 

(; (o) 
y 



Por el le~a ~e Schwarz 

F lz) ::lzl 

tal que 1 F (Wo l l = 1 w. \ 

entonces F (z l 

tal que 1e1 1 

Ahorét, Sea Z.€~; 

z = G l 

c·:-.tonces ' z 1 = IG (F (Z) 

Por el lema de Schwarz 

de ( l l " ( 21 

1z1 = 1 F (z} 1 

entonces ~Czl = Cz 

y G (z) = 1 z 
e 

i. e. 

V z~..n.. 

cf.'<z> =F (i{J,(zl 

cz. 

Flz) 

11~ 

(le 1 

lf. o '-{?"' 
o 1 

( '{), (Z) ) 
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1 ) 

~en e e: <C 

F (zl (2) 

1 ) 

lfo ( z) 



entonces V:'' lo (zl 

lf.;'(z) =e 

~· (z) 

como ~
1

(Zo) > o 
1 

F ;: 

G (;:: ) 

'V z E. 6 y 

e ~'(zl 

. .. e = 1 

= z 

= z 

~ 'f. -1 , 

'Po lf: 
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ANEXO II 

El Lema de Schwarz es un corolario del principio del 

m&ximo, si aplicamos el principio del m~x1no a la fun --

ci6n f, (z) = f (z) para z = O, f' (0) para z= O se 
z 

obtiene el Lema de ~chwarz. 

El principio del máximo afirma: 

Si f( z) es anal!tica en un conjunto cerrado y ac2 

tado E, entonces, el max 1 f (z)\ Se toma en la frontera 

de E. 

Demostraci6n: 

Puesto que E es compacto 1 f lzlltiene un m&ximo en -

E. Si f (z) es constante, la afirmación del teorerna es -

trivialmente verdadera, para la frontera de E es no vacío. 

Supongamos que el máximo fue tornado en un punto interior 

Z0 • Entonces 1 f (z 0 ) 1 Sería también el m~x1mo de f f lzll -

en una vecindad lz-z 0 \.G ~contenida en E. Pero esto es im-

posible a menos que f(zl sea constante en la vecindad,-

y entonces f (z) es constante en todas partes de la re -

gión de def1nici6n ( recalquemos gue f (z) es anal1tica 

en E si está definida y analítica en una región que ca~ 

tiene a El. Por lo tanto el :ic.'í.x1mo es siempre tomado en 

un punto de la frontera. 

Regrezando a la formulación dada en el teorema, ob-
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servamos que la aplicación más natural es la del caso 

dado cuando E es una región cerrada. Encontrarnos que -

una funci6n,la cual es analítica en una regiOn cerrada 

tiene su máximo en la frontera de la región. Para alg~ 

nas aplicaciones es importante darse cuenta que la hi-

p6tesis del teorema puede debilitarse. Es suficiente -

suponer que f (z) es continua en la región cerrada, y -

analítica en la región abierta. La continuidad en las -

regiones cerradas y acotadas asegura la existencia de -

un máximo, y la analiticidad en la región abierta impli 

ca que el máximo no puede ser obtenido en un punto in -

terior aunque la función se reduce a una constante. 

Consideramos ahora, el caso de una función f(z) que 

es análitica en el disco abierto\z\~R y continua en el 

disco cerradolz\= R. Si se sabe que 1 f (z)I~ M sobre -

lzt= R, entonces f (z)~ M en todo el disco, por el co-

mentario anterior. ' La igualdad solo puede ser cierto -

si f (z) es una constante del valor absoluto M. Por --

eso se sabe que si f (z) toma algún valor modulo ~ M,

está esperado que un mejor resultado puede ser dado. 

Demostraci6p del Lema de Schwars. 

Aplicando el principio del máximo a la función de

f, (z) lo cual es igual a f (zl 
z 
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para z -:!- o y a f. (0) pa2:a z -- o. En el d1sco1zl= 

r < 1, sa valor absoluto es .:. 1 consiguiente --: por r 

lf1 (z) 1 ~--1- para 1z1 ~ r. Haciendo que r tienda 
r 

a 1 tenemos que \f 1 (z)\ ~ 1 para todo z , y esta es 

la afir~aci6n del Teorema. 

Si se verifica la igualdad en un solo punto, signi

fica que lf, (z)lalcanza su máximo y, por tanto, ~ue 

f, (z) debe reducirse a una constante. 



d 

e 

A:\EXCI III 

- Dfü!OSTR.!\CION: 

sea n ( R) :: j f ( z) d 2 

r <~> 

Dividirnos R en R(l) 

1•. d) 

~---

1 

.,. 

RI ll 
1 1 

1 1 .... 

- ·-
1 í' 

11 .ll 1 

¡ 
1 ,. 

' 
(• .,n 

a 

C.-·----·-··-· 

j R(ll 

. 

R14l 

1 

V 

-·---··~ 

1b.d l 

... 
1 

1 

1 

. 

l 
(b. <) 

1 

b 
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para alguna k { k= 1,2,3,4 ) 

/ n (R(k)) 1=::!;¡1 n (R) 1 • Sea R, aquel para el que -

esta desigualdad vale. 

,seguimos este proceso y obtenemos 

R ::> R1 :::> R2=> ••• :::> Rn::> ... con la propiedad de: 

o lo que es lo mismo: 

Rn - 2* cuando n~co en el sentido siguiente: 

Rn está contenido en una vecindad 1 2-z*l'S para n>N 

Sea d tal que : 

(i) f(z) sea analitic¿¡ en¡ z-z*I< 8 

ii) Si e> O está dado, entonces: 

l f(z) - f(z*) - f' (z*l 1 ¿e 
z-z* 

6 1 f(z) - f(z*) - (z-z*) f' (z*) j< e z-z* 

para 1 z-z* ¡e::. 6 



J dz = O 1 
r (R) \ A 

j~~~) = o J 
y entonces: 

n (Rn) í[f(z)-f(z*l-(z-z*)f'(z*)] dz 

,) 
r<Rn) 

\n (Rnl\~efz-z*Hdzl 
r (Rn) 

1 z-z*¡ es menor o igual que la diagonal dn de Rn. 

sea Ln el perir.ietro de R
11

, entonces 

Jlz-z*i·ldzl!: d L n n 

r (Rn) 

In (R) l~ é!k 

como e es arbitrario 

1n(R)1 = O 

0,.E.D. 

94 
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Para demostrar A se tiene: 

a) sea f (t) = u (t) + iv (t) continua , definida en -

(a,b) por definic16n 
f (t) dt = J: u ( t) + 

l·Jba V (t) dt. 

b) Sea t el arco cuya ccuaci6n es z=z(t) 

a ~ t ~ b. Si f(z) está definida 

J
0 

f (zl dz 

y es continua sobre 

't entonces , 

f (z (t) ) z. (t) dt 

Teorema lpdx + ody definida en 1l 

s6lo depende de los cxtremos~ju (x,y) 

en .!2. j- t d U 

d X 

p ' u 
___ d ___ q 

ó y 

f (z) dz f (z) dx + i f (zl el y es exacta si 3 F en ..fl. 

y 

;J- dF =f 

ax 
d F if es decir , F satisface 
o Y 



las condiciones de Cauchy -Riernann 

A partir de ello, como 

f (z) = 1 y f (z) = z son derivados de funciones -

analiticas, las integrales s6lo dependen de los extre 

rnos, por lo ~ue $e cumple A. 

96 
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ANEXO IV 

NOTA DEL LOGARITMO. 

Las propiedades y la definiciOn de la funci6n exponencial 

ez son conocidas, en donde rápidamente podernos afirmar ~ue: 

ex (cos y + i sen y ) ( z=:r.iy) 

Rez e 

" J ln z 

A partir de esta funciOn es posible plantear la siguien -

te ecuaci6n: dado zo € <C , zº -:1= O encontrar Wo E; ([. tal ~UE' 

Esta ecuación tiene soluciOn desde el momento que la fun 

ci6n exponencial es suprayectiva. Si denotamos w. = lnz 0 es-

to, aparentemente permite definir otra función del plano corn-

pleJO en si mismo, más aún, !sta serta la inversa de la fun -

lnz ci6n exponencial ya que, claramente e º =z 0 

Si regresamos a nuestra ecuación original, 

de la cual w = w. es solución observal':los 

que e Wº + 2 TI i = z 
0 

Más aún ew.+ 2nn i = Zo 
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A partir de esto se comprueba gue la relaci6n 

-·ln z
0
= Wo no define una función ya que 1:-. ;: 0 = 0J0 + 2n1Ti 

Lo ünico que se puede concluir por el momento es que nuestra 

ecuación tiene una infinidad de soluciones. 

Si denotamos A 
Zo 

la "imagen" de z 0 bajo la asociación ln. ( tambi6n se puede -

pensar como el conjunto de soluciones de nuestra ecuaci6n ) -

sabemos que existe un Gnico elemento ~. E. A aue satisface 

- - TI.::: in <.e: .)!:TI. oi. es el v.:-.ior principal de ln z, 1 lo c',,~::-t.'lr~ 

f!lOS et,.= L (Zo) 

Asi I V' z 6: A, n e 7l. ' n ( z l tal ouc 

z= L Czol + 211 n (z) i ; es decir, 

lnz 0 = L (Zo) + 2hTT i para alguna R '"-
.., 
"-

Si para la función exponencial e: <L ~ ([ 

definirnos ..D.= [ z E ([/-TI¿_ ln z :;_ 11} 

Entcnces e/w = e: ..n..-. J:.- l O~ establece una inyecci6n entre 

la ''franja" .D. y todo el plano cornple> jo, excepto el origen. -

Es una riemostraci6n trivial que L: ([.- [O J-¡. _n_ 
-1 es p~ecisamente (e..0.) 

r::,to "'"''nifica c:ue ~ zt: (f., '.,(z)¿_(t . 
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