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IRPRGHUCCICH

Hecke domostirdé que la funcidn Zeta de Dedekind de cualquier
campo de numeros algebriicos tiene una continuacidn analftica a
todo el plano complejo sztisfaciendo una ecuacidn funcional, El
generalizé esta funcidn o una suma de ideales integrales de un
cierto tipo de cracteres, Hecke empleo para esto un complicado
formulario de funciones theta, Tate generalizd la definicidn de
Hecke a una integral sobre el grupo de Ideles de un campo de nd
meros algebraicos y domostrd su continuacién anelftica y la e-
cuacidn funcional empleando para ello la Pérmulc de Poisson pa=-
ra grupos localmente compactos. Por su parte, Iwasawa llegé al
mismo resultado, pero lo presento poco despues que Tate,

Fl presente trabajo estd entonces orgenizado de la siguien
te manera: Une primera parte en la que se ostudian los elementes
bdsicos del Andlisis Arménico relacionados con el grupo dual y
la transformada de Fourier, se demuestran algunos teoremas fun-
damentales, entre ellos la férmula de Poisson, necesarios para
demostrar la ecuacidn funcional y la continuacidn analitica de
la funcién Zeta. En la segunda parte presentamos, de una manera
sintetizada, los elementos de la la teorfia de nUmeros algebrdi-
cos para formular la funcidn Zeta y demostramos su ecuaciédn fun
cional y su continuacidn analitiea,

Dada la cantidad de elementos que intervienen en el teore-
ma en cuestidn, hemos tenido que suponer conocidos los siguien-
tes: ILa teorfa de Algebras de Banach Conmutativas, en particu-
lar l; referente & 1la transformndn de Gelfand; este material se

encuentra en 6], 9] y (10]. Ia teorfa de integracidn sobre es

pacios y grupos localmente compactos, en particular la existen-
2
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cia de la medida de Haar, el teorema de Foubini y la integra-
cidn sobre el grupo cociente; de esto damos un resumen, princi-
palmente para fijar notacidén, en el capitulo I, para referencia
véase (2] y 18, De andlinis y topologfa quiza lo mds relevante
sea la nocidn de convergencia uniforme sobre compactos y los
teoremas de Stone-Weierstrass y Arzela-Ascoli; para esto véase
[1]. De la teorfia de nUmeros algebraicos bastara tener familia-
ridad con la %eorfia de valuaciones, Adeles e Ideles; las refc-
rencias para esto son [7] y, sobre todo, L13]. Respecto a la ng
tacion, los simbolos 2, ¢, R, €, y U representun el anillo de
los enteros, el campo de los numeros racionales, el campo de
los reales, el campo de los complejos y el grupo de los comple-
jos de modulo igual a uno respectivamente; si ¥ es un 2nillo
(en este trabajo todos los anillos son con unitario), K" deno-
ta el grupo multiplicativo de los elementos invertibles de K3
8: denota el grupo multiplicativo de reales mayores que cero,
Quiero agradecer la direccidn, el apoyo y el estimulo del
Dr, Pélix Recillas Judrez para la elaboracidn de este trabajo,

P.0.L,
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cATITUNS T

TNTEGRACTON

En este trabejo todos los espacios topoldyicos cousidersdos
serdn Hauadorff y localmente compnctos, ns{ mismo, los zrupos
serdn siempre conmutativos, Sea X un csnacio Topnoldgico y f:X—¢
una funcién con velorec comple jos definid en ¥, definimos el so-

porte dc f, denotado por soplf), como

sop(f) =[x¢X \f(x) #O} =g:<e2{

\f(x)‘)O}

Se dicec que unn funcidn £:¥—€ eg nuln en 31 infinito, o se

anula en el infinito, si pora toda AYO se tiene que

K:ixtx VT ex) zm\

es un conjunto compacto,

Denotaremos por f(?() a ¢l conjunto de funciones continuas
con valores complejos definidzs en X junto con la tonologfa de lz
convergencia uniforme sobre compactos, i.e. la topologfs que tie-

ne como sub-bdsicos u los conjuntos de la forma
U(g,K,e):ifeﬁ(X)\ aup\f(x)-f,(x)\'iﬁk
xe¢ K

donde f¢§(X), KeX es compacto y £70,

Definiremos whore los siguientes subespacios -le f(?():

a.(X)= {fﬁ €(X) \ f es acot:ada\

en este caso, la topologsfa como subespacio coincide con L. dada
por la norme del supremo: | flil= sup |£(x)|
xeX
6,(:(): ifé '@(X) \f se cnula al :i.n[’initol
L.‘
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';-{(1():: {fé ‘g( 0 \ f ticne zoporte c-omp“ctnk

gi We X es coap:cto

4{(.\(): { ¢ <O \ cop(£) c_r}

Ge tienen les sizruientes incluciorey

K(K)c Hix)c G (x)c B ()< & (3.

Un= medida/u sobre X oy unn forma lineal —ohre ¢((‘:() donde
las restricciones Je m n cude ’;{K( ") es continua, es deeir, u es
unz forma linezl y conkinue en 7(“(3() con 1= topolesfa ie $ (x),

el vilor de una medida M oen T se denoterd

/A(f)-: T (}a(xl

X
Una medida es positive ci, par:s toda f);O,/A(f)?,O; toda me-

dida/u se nuede esceribir como

/“ =/'lx+"‘//,1 ={ s +/'/‘4)
«:’tonde/ui es positiva para i=1,2,3,4.

Definimos 1la medida de Mirac en xe¢X como
Sx(f)=f(:-:\ fe 'IIJ((X)

Unz medide es ecotade si es continua en toda 7[((3(), en este
ceso, dado que 7{(3() es densgo en YZD(X), une medida 2cotnde se ox-
tiende, por continuidad, a todo %,(¥). Al conjunto de todus las
medidas acotndas, conjtnto Ausl e <eo(>:), lo denotoremos por M(X),

¥y lo dotaremos de 1la siguiente norma: Wull = ::upl/a(f)\
fIen

3ea U un ¢bierto ie X, definimos 1la restricci(ﬁn/zu de uns me-
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dids e Uoewerdibicnde, prre Lod ref{( SAfE)= (£} donde AT

-

Uy %0 en I-U; 211 complemento A4+ 1o wnida de todovs los obier-

tos U teles que =0 se Llanurd el sonarte de u W RY cenote 1
conjunto de todi s laz wmelidud de soporte comp.cto,

Jew Mo metidy sebre Xy :U—B unn splic cidn continue de
zoporte compecto definidz en X y con v lores en un espocio de Ba-

nach €, definiwmos 1o intesr:l vectorinl de Bochner-Bourbaki /u(f)

Fx 'l/um

o
;_:(———'ﬁ

al eclemento do B caracteriz:do por el hecho d- nue/u(f) estd en
el -oubespacio cerrndo de B generndo por la imsgen de £ y, pora
"t
toda tfeﬁs
(\f,/t D /u(up fon)
Dads uns medid:..'./u y wn esnocio de Bupach 3 definimos el eg-

pacio

)
in(xyt:): {f:f{—-lﬂ\ S{f 1P a <oo§

con la norm:
—— I) % ]
Uf(lp— Sm dp Ve p <

v P
Definimos en f]‘ﬂ(}(yu) uno relncidn de enuivslencia identifie

condo @ la funciores que son igurles ezsi donde quiera (e.d.), ol

espucio cocient. lo denotmremos nor I_,(X,/u)
? -
31 (B=C entonces ,(n «/u f\ (X /u\ ﬁ.E(Z{,/u;— LS(K,}u).

‘ F?e:-‘./u une nedide poitive sobrs Dy \p une Tuncidn complejn

ver

M-integrable sabre fode ecompntebs i, entonces 1 nlic: cidn, n» ra

sod e K1)
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)

erama medile, et WP ¥ 02 Tleo cue emr gpeti

e

~iinlte 1=

Divved S o0 lencidra \e Sordir Te JZEREtS \{ e p=intejrable, g pes

ceutn T si men coled o Y coniaws, v g -eah It aptonces

\e ;,-__;/,4_1*,1 t L hie,

, . " £, e . .. ot
Sean Xy Y las veoaeios tomoldoicos, witee continur y uell(X},

oo bodr fe "/{(') definimous
u(f)=/4(f-u)= f(u(xnd/ux)

entonces Ve M(VY; - vV ¢ le 1lamt 17 imorcen clo/u nor u y se de-
unta v =)

Sean/u y ¥ dos melides sobre lon eany ciovs tonoldiicos X v Y
resnectivomente, 1° mGJiﬁﬁJ/l@llﬂﬂbTO Y ane 5 tisfice, porm
re K(O v 5e K1),

(eev(resds u (£} v (o)

existe y eos Unice, donde feg(x,y) =f(xyg(y). Denoteremos, pars

(/uev, (h)= Jh(‘(,.{)"/«ll dv(y)
Y
Ui/u Yy ¥ ¢ positives y h una funcidn complejs smobre YxY es
AMeY ~interrable, entonces la Tuzcidn y—o gh( ,y)d/ycu es3 v-inte-
grable y

n(x,y) Q/((x)f?v(y) - [ h(x,9 ﬁ/u(x)} IRVYEA!

kG4

o
o

te 2% el Teorema de lebessuce-Foubini,

31 G ez un zrupo topoldgica (loeilmentoe compricto) siempre e-
wiste une medids A ane cooinve risnte cor b dgonderda, es “ecir,
fenotondo f;(tlz f(st)

NEME €S
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@ tal medids re le 1llome 10 medido de Hrar dzouierds v 0 4 oo de-
notord por At sinplemente, 70 ae’id Je Mrirogodnie sslve a0r
wn fector constonte, Yo medide de Hnar eca oecotnla ~i oy uoalo oi G
es compocbo, Como todos lont crupos Aue eov. Loy venos e’ cone

mutatives a2 la medidse de nnr jun

.

uicrds te L1 nmarenos sisplorxen-
te medida de Haer,

La medidn de  Hanr de un sroducto de zrapos es el produelo
de las medidrs 1» Hazrr de eude £ cbor, 31 11 es un sabhoruno chier-
to de G, 1n nmedida de Hear de W oes 1o vestriecidn de 1r -iedidn
d» Marr de G H, 31 por el contririo, I on un subzruso cervado
de G y denotomos K=Q/H, se pueiden escoger las redidrs de Yoy dg,

dh y dk de G,H y ¥ respechivearnte da ts)l suorbe que, si~f&¢ﬁ§),

fleyde = [ f(gkh)dh ak
G O H

donde g, Jdenot" un elemento curlauiers de 1 elnse e Xk ¥y 0 tuwe

k
bien

f(¢)ag = { f(g;\d/u,':{;] Ak

A

G IO
donde/llk denota la nedida sobre la elise kK aque resulto ¢ triglae

dar la medidn 4dh o 1la elace k.,




Carrunns 11

pe=J
e
~3
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s ]

WMTH DR GRUPCS,

vectoriul con lus eperaciones definidusz de la monera nousl,

deviene en un Algebra Compleja Conmirtive con el si ninrte

ducto (producto convolucidn'

(feg)(m1=2_Cit) 1 =0 Clb) - ('s)
tu=a b

fy0eP(2)

e

31 pura todr g€ G denotrmos por %g 1o fieidn aae vnle

8 ¥ O en otro cvso, entonces, navra todn T e?(3)

Y

» 8e Linnme

8««’1‘: rv;"

+3

2lgebra F(G) con el producto convolucidn.
Ta arlicreidn
515 —F(0)
8 v—>»
%
es un worfismo de G en el grupo de elementos invertibles de

Como per:s toda f € F(4)

ge sigue que la imagen de G bajo $ renexrs ©

(5},
See chor: ed un algedbra unitesris ¥y mi6—cd wa morfismo
en los elementos invértibles de <4, entonces U se prolongs,

EI'ICA:

maner: dnicr, o vn morfismo del ~leebrs (G

-—

Ui (G) — cd
o U(f)= Z ey U(s)

(7))

A AR

Al

x4
—
2
—
.




Leoemon entonees o1 wis d. be L0 vrge

Cungiderenos dog srasss abeli ros finiton 6 y 'y usGeel
un uorficme, el morfisnoe comnosnicidn U = ued

a2 ._é_.p(t
L 4

.-

PE

U
se extiende de mmneros vinicer - v morfismo (que sesuirenos de-

netindo por u) de 1ns algebras V(")—Baﬁ(ﬁ)de e siuiente forma:

Como u(y)= 2 St U(t) = U(s) =0, .
+ ~ i)

entonces, para f e ?(G)

u(f) = u(Zf(s\ 6,,) = Zf(mé
5 8

wies)

es decir

(utf)) =ZZ (8
se W)

Denotaremos por ¥ (4) »1 espacio de leos funcicne * comple jas
sobre G dotodes con la rdicidn y 1a multiplic cidn ordinurias, F (¢)
ea, entoncas, un ‘lgebra Complejo Unitoria.

Jea u:G—H uh morfismo de grupos, la aplicacidn

F 1) — F(5)

f—— fou
es un rorfismo de ~lgebras,
Jea ahwrs G u gruno localmente compricto ¥y conmututivo (GLCC),
intentaremos gencralizer las observeciones ‘“nteriores, pern, en
este ciso, deleronos restringirios al esricio de medides acotodas

Nelinimos un producto convolueidn en el oo eio NYG\ como

3 oue:



fiez:n/u yvel(a) v fe'f(((‘.), congiderenos li funcida

’)\(f) =5 X f(st)d/q(u)-_lvu;)
TG

entonces
IACEI € NE BT ittt vy
de Adonde

R L AL 6i £ 4 0

vor lo tanto A es uns medida acotado y WM Weltilol, definimes

entonces A =/A41\’ como el »raducho convolueiin dn’#‘y v o, es

decir

(/u‘\’\ (£) =j g fkst)'/,((s\d\)\t\

G o

Laayi e mutuvy
Podemos ahorn enuncivr 1 - =2icuiente

PATPCSICION 2,1 (M(G), % ) es un Algebra de Banach Conmutitiva

(4BC). Adends 1(f) es unitaria con elemento uwnitario Eb (Medias
de Diracc en e).

. o b - - - 3
Demostrecidn.—- Que K(G) es un ARC ep claro por lo anterior,

por otro lado
(/‘,«*Se) (N = XS (st )u_/u(S) a Se(t) = £ d/,l ) =/u (f)

GG

Q1

¥
Si 6 es finito, se nuede identificar « I{G) con ¥(%) como

sigue, para tode f:G—¢ (odldinmente continus y de soporte com-

nacto) Yy #<?(G) definimos

/A((f) = Z:,f(syam)

oe(G
y si /dn/eF(G)
( sVF) = Z:, f(mtl/uan vit) =
sV iE =




-
= L. () Z:m:) vl =
we” ts=u

= Z INESYPIT R Y

uel; ’/

B rmer:

mo UG —U(d)

‘

. ol .
fismo de M{G) on od.vo sienvre eo

nes c¢s suficionte en 21 czso Arlo
TREGTCIICICN 2.2 Sar B un asrreio

en los Aautomorfinmas contimws de

u:n—  (2)

tal que pare todr s el, Ucs)

aan

It 7 pora tode &<l 12 aplicueidn

v U(8)§

es comtinua. Entonces, onrva §e

LA IS

integrable (vectori:lmente), 3i

Uy g = | U(s).

entonces ESA)ékE) Yy uﬁynusymly,

{lgebros que extiende 1 warfisro

-2

"hservieidn:

Sebr:: de opersdores en un espncio

toaces vplicreidn; por atro 1t 1o,

que toln C¥-lrabrs es isendbries
redores ccobidos e un eonicio de

AR

Demostrocidn Ge o Tva oanieifn

aue MGY=ET(T) cono

Jer od un 3 wituric, e desea ahora,

V3

Mlgebros si 6 oes findto.

a4l oe tiene un morf{is-

y lon eleumentos invertibles dec&, extenler o un nmore-

posible, pero prry nuestros fi-

ror i sicaicnte

da Ty eh, U un morfispmo dc ¢

OO QEIIE

un nutomorficmo iaomdtrico de

volf ~ . N
5vuéa(h), es: nlicueidn es‘/u-

eaeribimos

SQ/““’

por lo tanto, U es un morfismo de

Indo,

71 oel (lgebri: u‘ ge osuclde re-lizar como wn Sl

de Banveh, el teorena tiene en-
Gelf:ind y Meumark demostraron
e igsorerl: ¢ mn flgebr: de opee

1i1bert, [4]

-~ 0~
» -
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—LTe ue (v o N -
@ que Tl oL meednte i Loover - uae o

R G WY, e e

H'I(:j-;)s” ‘-1_/“(.-5): “S“ d/,u @) = sl ”/"" <

St
\lﬁ}ulgllzlkjfnmg duall & Wl 1L
2 Lo binbo ﬁ(/a)e((l)) u llﬁ(/u)ll < \\/u“
Crleulemas
x,r(%)g:fxx(t)g i ,Ssm = Uca
por 1o gue T prolonga o U,
Tests ver ave U es un worlismo do L oens, Geo Yy une foran

-

V3 o . e .
L3f Y continus gobre ), edkences se tieme:

(\}))U(/M-h V% =<\f, J U (o) § d(/,u fV)(s)>

1

3( \%U(s) S} (i'./uuv) (8!}

[
R ust)g)d/_((s) Avb)

J

v

-
= g Ly, Uy U d/a(.';) I v ()

XQ\I’J,‘;Y\ 2y Lt)s > ‘1/(((!‘3\] Jv)

B

guyﬁn/n TURVED A vt

"

54“!'7'(/”\41 ) T ES v

=(‘?7},A4)\P, TWED =y, T ftw)
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U'~/Uv)§= ﬁ(/,(') -I._.Tw)g /
S O o0 7T dog TCC v el M mo-Cinie conlinua y/le?!'(f.‘r},
i (n }u\)((‘)=/u(fou), cntoneen u}a)c—‘"'(li), nov o bLento w0 ose exn-

Yiende, de octn roners, c o sorfic oo de Slgebres

ya e

(uyuv))(‘[‘) {fsuyst) d/uc:v;) RN )

i

jg flusyuthy) ) d Vi)

=Luy¢)mw))u‘)

¢a Jdecir, U(/,HV) = L/m)wuu).

Par:. todu/ueiﬁ'(-"r) delinimos 1o involueidn /t' como
/u'( )= fs) yﬁs) = | £f(a d/us) con f('}[{(r}) .

Las propiedades de 1la invelueidn son:
v
U+ = e vt
» —————
Qo) = k/u' keC
. * *
Vv =
(/M! ) - LY
//‘.'i
*
& = & ¥
n/a'll = el
con estns proniedsdes (6) re lice nue es un Algebra de Bsn2ch In-
volutivie,

34 0 tods Tuncidn \fer.l ) 1 identificrmos con 1o medida fnco-

tede

£y f(z;)\})(s) A




\5

entonces TG se Lientifict con un cubcapiclo covr . do e T e

ro “HG) es mfs nue wn subespeocio ce.redo A NN oe wn ddenl co-

reado de B(G). In efecto, ser ye L(G) y uelt(6)

§;¢-¢)(f1= f(wb)qctw{ﬂ(shTt
J )
GG

ftt)w(s“t)ifux)ﬂt

G

f(t){ WW“t)qﬂun]dt
G

por lo tvnto la funcidn de densiitnd de geg ca @™ ) ws) que,

por el teurema de T.ebeszue-Foubini, estd definids e.d, iy eg in-

tegrable, Todo 2sto lo énuncismos en la sisuiente

PROTOSICICN 2.3 TY{G) &3 un ideal corrido de VYG),/a¢q

dids con fuicidn de densidad en “N5)

QXs"t)‘1;4(S)

gn prrticul:r, si f y £ son integrables, entone-n

(Tea) ()= | T(a"$) () ds

#
51 G es discreto, entoncoes H(3)=x{n), en efecto, sea/uemKG},

entonces/u(G)«n pero

/u((‘:) = Z./x(m = | M(5) ds

S
L=l 4 G

\
por lo tuntO/xeL(G).
31 G no es liscreto, cabonces:
. ' . . .. s
¢, L(G) no tiene elemenio writsrio (ef. pro:esiecidn °,5),

. . wlf
b, n- existe un morfismo de ¢ en T(7)




-

Teosiguieate proposicidn vw consecucncitc Y le prowssicidn
2,2 ©plicrds nl censo porticul:r e 1o meldidav coa funcidn e den.

sidud en INN),

PROPCSICICH 2.4 Sea B un  espacio de Dan ch, U6 —Fd (3) 21 aue

prra toda s, Ucsres un rubtonorfismne isomdtrice y la .plicacidn
s—s) %5 es continua paru toda &3, Zntonces, ptra tola §el vy

fe ﬁ(G), s—f(mUtarf es interroble y

(g = Tty da
[
U(f) es lineal, continua y de norma menor o igwsl ¢ WEly es un
morfismo de Algebras de (%) en XJQ).

Restringiendo e irvolucidn a "Y(8) tencmos

e

< -l
(fuayds)g) = | Z(s)f(s)ds = | pis f(8ds
G G
por lo aue 1a involucidn de una medida con funcidn de donsidead en
wl

- . 51 ~ L t -~ -
I(3) admite, tambidn, unz funcidn de densided T(3), « saber f(s"),

por lo gue results nuturcl definir, »ars bode Fel(n)

f.l.s) = T(s5)

-l

con lo que L(3) deviene en un Slgebra involutiva.

TFPMA 2.1 Sea lépeo v para toda sel definumos Moy f = entolle
I Y1

g’
ces, para toda £<LP(G), 1a apTicreidn s—-UWaif es con‘inun,

benostracidn Calculemos, para s.e G y fe7%k¢)

Pt

b ) f D_ i
Ui f - Uesat || b= If it) - f'."__(a‘.)



1K

donde 7 es un conaniebo de 7ot tae r"r(f“:lJEun(f&)C.K: nor lo
tento la aplieccidn es continue on 7(KG} ¥, Como 7{(4) es dento
en P(a), 1a plicacidn o continus en tod: TU(7) i
3er mhorf/aeﬁlﬁ), nor o proponicidn P,2 es posible extenler
1o Ucmdcl lemn cnterior a 1(G), hucicndo B = LP(G), con 10 Aue
se tienc que
U £ = | £ dus € .P(q).

Definimos, heciendo wa- leve medificreidn o U)u)f, la convo-
lucidn de unn medida acotuda/u y una funcidn Te Lp(G). con lspcew,
como ¢

gpl’f) = £ )
de donde «f ¢ 1P(G).
T.a convolucidn goze de lnas siguientes propiedoles:

(i) Lz 2plicocidn es bilinezl 3¥ bicontinun, ademas
3 ’

e e s lyu(l![‘ Hp

(ii)yl«v)lf =//A(v-f)

Bstas dos propiedades son couscecuencis de la propocicidn 2.2,

(iii)/u'f es 1fmite, en sentido de IP(3), de combin'ciones 1li-
neanles de trasluciones de f, de acuerdo e las propiel:des de la
integral de Bochner-RBourbeki,

(iv) Sjy'f“m = Jf(t”s)%/(w), de donde, si TeIXG), se recupe-
re 1la definicidn enteridér. La demostricidn de esto no es sencille

vease [ 11],

51 £ei'(6), entonces, nere feLP(3),

(guflisr = f(t's) g ) 2t Ng

naesil, el ey




. e
- e A S, J e ;
o O TS Dy T{IOY 7Y, Tes o ensdimit ok A

e ey

Tor)yis) = Ty g0t =

= | St et At =

—

= Tt {;;3@.1 At = (f‘c:d)

~
donde (Tlg) es 1 producto interior en I~

(G). Como g"depanden

continuamente de g nor el lemt 2.1 y el wprofucto interior an
lineal y continuo, se sigue la afirmocidn A

i

TANT 2,5 31 A 2Lree 3(5) ednite elenmento wnitsr y
TACPISICICH 2,5 31 Algebrs 3Y(5) edmnite 2 to wnitzrio si y

s0lo 81 G es discreto.

-

emostrocidn 5i 7 es disereto, se vid aue entonces INGY = ”YG),
~1f . ‘ :
por Lo tunto 2(3) adwite ¢lemento wnitario, « saber, e%.
Supongamos aue TY3) admite elemento unile rio ? Y G no dig-

creto, existe entonces unt vecind=d bierte U de eel tal que

sl as< l/2
I8

ien Voune veeinded si-étrice de e tal aque V2C.U N XV la fune-

cidn carccteristics de V, entonecs, pars seV,

= Ko :(Xf‘?)ks)

it

?\.}t\ PUw's)dt =

Yt a) at

il

i
=
G
Y]
i




¢ | gat < 1
N /o
U

que en une contradiccidn. #

PROTODICION 2,6 (Hea reG y pars toli I vecind d de r sen gy unn
funcidn no negative, integrable, nula fuern de U y con la prepie-~

dad de que
S\fU(S) da = 1

entonces, para tode £ &LP(G) con 1 € peoo

?U'f >f - en n2)

siguiendo el filtro de vecindades en r.

Demostricidn Sew q tnl que % + % =1l ol l<p<ow 0 1 = 3i

p = 1, entonces 12(G) =(LP 3N, Se Aemostrord que, dado £>0, pa-
ro tods geT%(G) tal que lgli$) existe U, vecindud de r tnl que, si

Ucl,, entonces
l<&fu‘f - L, edl< e

por lo que, forzosamente, Q”*f - =0 en .2(g) segin el fillro

de vecindades en r, Asf pues

K?U‘f - fr"’ G)I = K({’U‘f &7 - <fr"' g)l

=l< \Q(P’ fgl(t) dg ' 8) "(fr“' g>l

=l VU(S) [_(fsﬂl L’:> - <fr-| ’ Eﬁ] ag




~

2.0
= \fnx .)<fs..— f}"" s
¢ \gu e < fa- £, oy|as
sun [T = oy @2l [Pyt e
g%l
= up\<c o C>\ .
ﬁeU
¢ 5up ||fﬁ. - I‘r.. Hp“‘:f”q
g'eU
¢sup {[f ~ £ < £
sl r l”
Ade scuerdo con el lema 2.1, "
CONCIARI0 2,1 Para r = e, 18s WU formon una unided ~proxim-de
de 1XG), es decir, pars todu fe ! n,,”WUvr - fil-»0. )

e manera que, Un cuznlo en seneral iI3) no tisne olmento

unitario, si tiene unidsdes @proximadas,

0

.2 Sea l¢pco y L£e1X0) tal que fez = 0 par: toda

iN)

CORCTARIC

ge,Lp(G), entonces £ = 0,

Nemostracidn Jea r = o y\VU67QQG), entoneces fu?u es ula y

f\¢u—*f en ING )y por el corolario 7,1, de donde f = O #

PROFCSICICH 2.7 Tos ileales cerrados de 'Y5) gon excetemente los

subegpacion vectoricles cerrados invarisntes bajo trnslaciones,

Neroshrreidn S5i T ™M(3) es wn ides) cerrado y si feT Yy reG,
tonees Qy*f &I con las Yy como en la proposicidn enterio®, esto
inplics que @U«f—*fr$T vor =er I cerrido,

Irciprecomentie, 13 T as wy cabespoeio veeboritl cerrado ine-

fa]

verizate b jo triuk eidws, ¥ s fel y oA, entoneen feg oo
de T {prepied b (1i1) de la convoluceidn),

1dmite e {rusl-ciones




S

por lo tanto T+g eI,

DRPCOICTION 2.8 71 Algebra H(6) es ein rivdiesl, Jdonde ¢l radic.

de un «~¥) _ebra es 1o intersecccidn de toilor log ileales regulnres
e

néximos, es decir, idenlen I twles ane '(")/I es unituria y mdxi-

mos con esa propied:-d,

pemostracidn Prra toda fe 'Y (3) definimos la sicuiente .plicieidn

u(e):n2(e) =1 (5
g—U(f)z = fag
U(f) es linecl y como ||U(f)gngg[lflllllgug, "(f) es contirma, nor lo

tanto
' v:1i(e)--L (1 (0))

es un morfismo de dlgebras y, ademfs, involutivas:

(u(r®)gls) =J [v(r*) gy 5@ dn

i}

‘( f‘i‘g'(S) {._-;‘(s) ds

—— e e

fis't g ag gus) ds

it

J g‘tt) (st gaedds dt
= 58'(‘6) Tag () a4

= (g]u(f)g,)
% + *
por lo tanto, U(f") =[U(f)] (donde [U(f)] es el tranomie sto de
ver) ).
S5i f es tal que U(f) =0, entoncesn foer = O para %oda "'4—3.2(1‘1,‘:
¥y por el corolurio 2,2, f = 0, de donde U es mononorfismo,
Seca f,e R:»zd(.T,‘(G)), entonces f:-fé'\'{nﬁ,(l‘}(v"r)) por =er este '

ideal. Ademfs, toda forme Yinaril positive se cmuls en el radicel




24
]
(ver \81), gon £E€T(G), entoneen F—(U(f)z|s) e une form:- lineal

noritive - aue
o]

[

(I(£Yf)glg) =lu()g|20

de .lonide

i

(M(EMU( e le) =
(W) e|()e) =
l(r)el?

(u(£ht)e|c)

i

¢ deeir, UW(f)g = 0 nire toda ¢ e1? (G), por 1a trmto U(f) = 0 y
esto dmpliecr, pov ser U monomorfismo, aue f,= 0, 4

Yefininmos uns funmeidn continua de tipo pozitivo (PCTP) como
s funcidn continue € £al que, pore teds fimilia finita Bipese8y
de elementos on G y nare toda coleccidn CyyeeoyC, de mimeros com-
rlejos, se tiene

- [0
quf(sl”j

N
.._._.IC
i, j=1
Las sizuientes con propiedodes de 1ns funciones FCIT:

~

&) fteyvz 0, tomese n=l, S, =e v'c\zl en In definicidn,

b) f(s) = f(ex en 1o desigucldad se n=2, a,=e, £,=3 cuclnuie=-

re, ¢,=1l y ¢ =2 un nimero comple jo srhitrorio, enionces

fiey + £ s{ﬁ + E(OA Tt N0 eos(#)
como fcere , f(s "))+ fisihe R nar: tode Ye€, se M=l primero y
luego §=j, entonces
fs) + fis), ilf(s™m = fus]en
vy esto ocurre si y solo si f(z)= T(s).
¢) [fesi]¢fcey 81 feev= 0, tdmese A= -f(s), si fie) >0 témew
se = —g%é%y sustituyase A en (4,
De esto se  izue que si I es PCTR, entoncen T es acot-da y

uf“m: fle)




2.3
LA 2.3 Si fe€InINLMG), vwntonces £Tof og ’CTP,

. h J . o
Nemostracidn £ f ¢ continue ie :euerdo con 2l lema 2,2, scen

8 ....,sneG Y CireearCp @ e,

- * . — o Aot -1 -\
}%cicj(fd)(oisj) = acic‘_j £ot") £(t sinj)dt

fi

ZA c;¢;T(Es ) £ (o) at

Z\Cif(tsi)\ at 2 o

-

Denotaremos por:
P*(G) =1 eonjunto de FCTP,
P(G) @l espucio genersdo po PY(G),

P(r)

il

HeYNFP((a) y esto imslier aue ™) TR(g) para toda p,

P(G) es un £lgebra de convolucidn y: que
Afvg = (T+g”) e (™) = (£=g™)a(f=g" )" 4 L (L+ig" ) olfrig™) -
- i(f=ig" ) (f=ig*)"
¥y cada tédrmino del segundo micubro es FOTD,
LEMA 2.4 P(G) es denso en 12(g) pari l¢pc o,

Demostracidn ©n efecto, sean f,ge '/{(G), entonces fozecPQ) ya

que fyge I(G)NT(C) y, por tento, (f'Vig ¢PY(G) (lema 2.3). Tor

otro lado, segin 1o proposicidn 2,6, las funciones de 1z Torma feg

son densns en 7{((}). "




(s -11" r

Der U= &ﬂ ' A 1} ob orana de los coninlejon 3 modulo

nno gty sen 1oals totie eddn, W oeon 1 topolocfs de subesane
cio de Tene en un graps Lopold dco lecimente comntceto (mfs adfa
nnoun Srupo coupneto),

Nefinicidn: ‘an viy 5700, un ecrrieter de § es un norfinto

conginuo §:7-»V, cuc lonotiremos indistintamsrte npar ;((t)o (X,

o)

STl oconimts T 1o todon lon o ricteres ne le topolorsiza con la

vopalazia de 1 conversencic uniforme cobre comprctos (¢ ¢ p, 1Y,

. A . v ey
cLoeonjudto G junto con la operacidn del nratucto definid- ™n-

tuslmente, AXW) - }(L) ), o oeotn vapolaogis cc e Vlonn el o=
o duel de G,
Tog principtnlen e jemplos vson:

\ ¢ ~a {5y 4 ~) J'QX N

1) 6 =, 31 XeR, entoncer (W,7 ) = ¢ con el recipro-

. ey _ e 12 . ™ o~
cemente, sioachl, ¢ eco oun ¢ recler de By por lo brmto DR,
.0 / 1
ST AN

AN
con ne Z, de rmnnera oue Y7,

bS]

{
) o= o tore., 2(( i v oselo oi «’X,()- snx
36 =7, 21 Xe2, entonces n) = ¢ N londe ¢ P y
;G o= 7. 31 Xe2, entonces Xn) = e donde Te P y un
repregentente &e T deternin. uno Yy oxs an e recter de 2, es
(N
decir Z 1,
-~
daoe frawm T 5 e e - ~ o~ /
31 %9y Gpyees,G, ron E10C untonce.n“.ri— H:r']- .
L lsuwdiente reonls e relncions la estructurs del Jraro
R . - - \ L) ~ v
url o con los "lreurss de v u-ch, Trre todn 7(&(} ¥y todn Te _..‘((;)

we define o) cigsciente ninero:

1) = |y T s

re
(¥4
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L
-
%)
—

PHORGMA 2,1 T ra todo c.raclar X de Gy by e un eorecter A
Y

(en el sentido de Loebrin *n» 7 nehy, o miereidn

T by

v o
es vn homeomorlisme e B sobre “Y3) (Lincetro de DN

Denmostracidn ey aue deanaterr vovj oo OB

A) h# es un carseter o ﬂ(ﬁ).

“n efeeto, sean f,ee 7’(",), elapiente by ea Linend, -~hors
{

ha(feg) = [ <A o> (et (7 1o
= || T ) (oot as
=) | P Sl ks) () 1k As

’
- [ftmc"(ﬂ?>;:tt)(?r55'1“~ s

S

=| Timr<xmas | o6) 7K, 6 at

= Y -

B) in ~pliencidn es inyective.
Sean X y € carncteres de G toles ane, por todn Te iy,

h#(f) = hﬁ(f), entonces

——e

(ymdyTemds =<, a)yfoyas

prra tods e n), lo cunl implics aue

(&9 =<K,y fiyan =0




Le

es Jdecir
{7(,9) =d%,87 c.d,
como?( Yy ¥ son continuns, entonces (é('“) = Zg,a‘; ¥, nor lo tan-

‘bO, RL =5
C) &n aplicacidn es sobre.
T . |
Sea «e L(G), entonces cxiste I < L{(G) tal que &A(f) £ 0. De=

finamos, para toda regG,

f
|
Xy = )
A(£)
es claro que }((e) = 1, De la propiedad frw fs= f!_s'f se sigue

f
Xrs) =0(( rs) ="<(frs)t((f)
AL SRS
Ox/(frs"f) _ a\(fryrﬂ)

~(f) < (f) i ( £K(F)

AL kg )

<X CEr<AS)

= )((r)(f)((s)

3ec réG y tomemos ahors las funciones {y como en la pro-

posicién 2.6, entonces, como HAllg 1, se tiene que
Ll )] ¢ W =1

ahora bien

Alfyle() = AQf £)resif,)
por continuidzd de X, de donde
)
Y, para toda ré G,
| Xyl
como

1= ?((e] = ?{(1‘"1') = (Y(r"))((r)




\?«r)\ <1
eslto implicr que
| = Xe= 1

por el lema 2,1, ?( ey conbinum, » 1 tonto

A
N

e

¢
J

Calewlemos ahor: hy, » 1 ‘ol (e ™o

(&) = A(s4 1) = -.-L-—(/\( z(\t}“ﬂ)f‘(t)dt>
A£)  A(E)

:|/\ . . .
como e T(G), existe unt funcisdn ¢ IV(G) te1 e

A (F) g feo) s

por tunto

A E) S s} | s )N It A5 =
A (f)
a—l— (“s)g(t”)f(s”t)dt dg =
()
= jg(t“) q(:n Fist)ds 1t =
(1)
1 T
T et {"Lt; )u\ f dt =
o«f)( y
X f‘-
=\ g(t) il J at =
(1)

=f gLE" XY, tyat =X g(t) (X, that

dande se ha usndo mue X, 67 =(.7{,t> .
Tor lo tento

Nale) =e(g)




£-)

nY 7 biyeceidy en ocontinan,

o .
ren Al 7 ounongtmos e ?(-—a?(,, i fornemente sobhre Lodo com-

nedbo, sec €20 v £eT(7) ¥y cen Vo compacto en 7ol ue

Ifeslds < &
G-¥

entonces

Ihy(f) - ;,v(f‘)( =lj Kx,s> -<)<,,,s>]f<mas|

Jl(?l 25 -Q(J,s)\lf‘(s)\ds +
K
S (LX, 87 -(;(,,r-:)llf(s)\ds

G-K

¢ sup LN, 8> -(g(o,s‘?l el + 2€

Sefl
nor lo tentoe, i Pt wniformemente sobre compretos, h(_i(f)ﬂh(i.(f)
para toda feiNG).
%) Te apliescidn es bicortinus,
in efecto, sea o&eT/.y‘/(?) y nea T t-1 aue &(f) £ O; comole, P>
es continua en &, existe unn vecindrd U de « tal que, si «'eU,
entonces «{f) £ 0, por trnto ?l', el tnsocimdo © okl, es de la for-
ma ‘ “‘(fr)
Yy = (
o '(f)
y eutn pore tode &lel,

Como 1t olicceldn s—»f  ¢s continun, e¢ntonces

s :-{ frl réel, N<i (eo‘np':ctol




¢S un cotyecto ¥y ocono o

entonces, ror el Teorems o

te a o((fr en i1, cs decir,

sup («1(f,) -

T ell )
T

de otro modo

0, dicho

ceY: Ghered

‘seotid, o('(t{‘.v)

A (T,

19

A o) om0 adiceniiaan

converse Wil Tormenen-

drclo €90

)|<£

sup | «/(f,) = «(£)1

T

ses V vecindcd compucta de x ¥ I

tal que @)« £) 12t , entonces

}bﬂl

t’<(f ]L‘(tfl‘) -

sup | X
re ¥

o\
o) cue e (Pl prrn WeV oy €00

= sun
¢ )

\ (L _ “‘((.fr)\

«(£) «£( 1)

aun \

_/’\
por lo tanto, aue «'—o vn TG

Y implico

a/(f ‘R(.{‘l'5 , m
A (EYA)

aue ’Y‘.—eﬂ mniformemente

. B o > s
sobre comprctos, es decir 21--0,‘1 en G, o cunl implica ~ue la onli-

cocidn es bicontinusa,

Todo esto demuestra,
COROLARIC 3,1 & os loctlmente
lo si G es discreto,

Demostracidn

easpectro de un $lgebra es
unitaria, por l:

G es discreto,

CORCTARIC 3,2 Todo carscter de

Demostracidn

i

h}(f )

comprcto si ¥y

. . - 4 A . N .
roposicidn 7.5, L(G) es unitaris si ¥y
& ’ o

o,

/\
nues, que G = I(n).

o~

comp:icto ¥y 0 es compacto si

/\’
Se sabe aue TH{G) en localmente comnicto y el

s0lo s8i el flgebrs es

v

colo =i

"’
!

(3) es Hermitirno,

A, ey £ dn =

uy fls)ds =
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1
—
~0
-2,
ol
.
ke
-9
)
>

. . - v . “
CONTIRATC 2,3 Ters Ladn ceft eon o A e, exinte ?ea tal que
Kyny £ 1,

demontrecidn  Sea £¢ 1(5) tal qua £ £ £, entonces rxniste
P

AT A0l e o) £ w(f), exto debilo  mue Al fgenr T(3)

gn i dier? y, on ocan eoono In tr neToredr de Geladl en
N
3

R . - . . = 3 “~ . A
inyective, on Seeir, existe ac Z(7) tol que )= K(£) £4f) = FTid)
L)

(
5

asd omaes, oL fe!orx ontonees, Lor la mvono-icidn 0.7, f ¢ Verd
-
v entonces o(f) = q(fs) = 0, eontradicienda 15 eleaccidn de f,

de donde f¢ Vere, ¥y Xs) = d(fz)f 1.

7 [

AT

CORCIARIC 3.4 W1 e njuato ¢ lra combintecioner linsales de c¢f -

reocteres oo Jdenso en z?.("v), fte;““l Yo ‘,‘.«I"p().'xt’.\\;f. dm 1n CONVOTrSen-

aagatreciin Uen T oknd oaccdata TG eampacto, Por o co-

rolarte 2.3 AV sopary punt oo de ¥, cdemds conticae o oz conne
t ates, por tonto, el teorem de Stone~Teiertrass imnlica aue

A'K es Tenry en @(Iﬁ. Cowo W fue -rditruario, esto imnliecn 1a
firmi-cidn.,

-~ Y - “~ » -
FOOTCTICTION 3,10 Ve el JeG, 7 - plie. cidn

w o A0 =) P asy s
, ,

ne enracter de TYR),

2

<
&

Denostracidn v s iper vwlos oa la nrinera orte de 1o
Jemostreeidn col teoarems 3,7,

Roefinimos, vorvs Hode 5Ch, T ie-cidsn




?{( )

P
Bemostrarenss s fectiv meate e oun crricter e G,

en declir:

:

i) uS(?(g)= (XEXS) = ?(’(:a) ¥(o) = ) L)
ii) 3upmesrmos que X-«g, i.e.xu>—ﬂ§nuni?nrmen@nhw sobre

compactos, entonces ses Ionn conpoeto T 0y £20, Sen T un com-

T - v . -~
npacto ic G tnl que feiTC (i, 6,E) Lo cunl o5 mosible por seor G
loctImente comwicto. Bi’}—#g toneen caede oanoner oue x@ﬁ
¥y, por trnto,

14E, 8> - < ¥,80 < s\,
tel

lo cuuld implic:
W (8) - u_(2O< €

y esto vale »n ra LmhL%éK, sor o tinto,

sup {ugg) = ayxyl <¢
Xk tugd s

por lao fLunio, wi;X~43 s uéﬁ)-1xég) . e maner:s. gue
eavicter de G,

Afirmamos que 1o anlicscidn ecu inyectiva y continun, Sunon-
gemos que u.= W, entoncas w LX) = W) prre to&a.)eﬁ, 25 lecir,
Xl = F(H) pars todw XeGj sed Xotul aue, siet'd e, eatoacnn
X(st') # 1 (ef, corolario 3,3), pero entonces A £ Xit), cono
estemas suponiendo lo contrario, entonc-r, neconecricmenle, =t = &),
es decir, s = %, por lo rus 1= slicucidn es invecbive,

Pura ver ‘ue 1ln  plictecidn es emibimy 2en g}

2
vecindnd de v o G, cubtoneee exisbe vn cor.nacto
a ' !

L]

tel e

Ui, E,u,) €U




SO0 L -
W

AR [AIW IR 3) -
< )J.ll‘ b',’. .

ca e vieanbiav, e

Yorooa, b Y oane eV
'HU)
pe i
entoneen, vV oantd

sup g

NeR

{L(J(!;)‘t(; e () - r“(_' Yoo e cto, teoreay de Yaa
fioa-
...
cclry o Kol €90 exlote ans vegiad A
T i e

Xy s

us(?.v) - .13(;(5\ < €

ror 1n tento u CU(.,, s,,) <, lo cuxrl dimpliecn nue n e¢® continua
e 5, ¥, por le ervitrariedad de g, u es coatinue en Ledo O,

A nste moris

¥y @) bteorern e

to morfismo es un
Vonos ahers ¢
medids @ seobedus y

drrenos ol coacepto

bras do

zﬂ‘i y 20 Aefirse 1o a7

A
a G s2 cInece

e 66 CO( )

.
-

(R R

COmn

Ty

R R [A]

3HO
cuatigea
JcromorTiy

Jefinir

Tas

‘o conputativas,

AN l“”

fi—

6o =
e 7

Te Ylme el morfisnoe ecendnico e 7

[£R4)

de Pontrirgin (3,40 demostrord nue es-

~
fe 0 a,

100 sobre

oo tronaform Y- e FPourier povre los

Cancionas integrables, pero “nles recore

Joeo tremeTores 4 fde
i od es un aRc Y o el espoctro de
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w G, identilicundo dzte 4ltima cos '

ii) gﬁu;at)=9§,(;w"), e alceto

= <?( ,."’.57 ’L./A(ﬂ) =’:‘:“}j/l(;7'{)

rhido ¢ e x,ed> =X n>,

iii) f///'u yf/ﬁ 30a con conbdinucs 7, ~lem’s

lg’/a (] gj(‘:)l,sp\ \?/t((s) - u/uz

por 1o aue IFallsdull ¥ lo mispo e {ﬁ«.

iv) F oy F com norTidnos invelutivos del £lrobro ‘.‘,"(G) on

'd
C (B), en cfecto

USSR

G = D e =
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vii) Si s es poaitivu,t;/u // son de tipo positivo, por

y
e jemplo, pera %, scun Kpveoes Xt -Gy Cyresssc & €, entonces

2’3 1) ’3 ci‘cj'<?(i.s5(')fj,s>d/u(m

=\/ c. c(}l,s)'f,)t’ y87 d uis) =
S

Ii;c X , 8>]d e 8) 2 0
1

por lo tonto, J/ y 7 manein lots medidos poditivas en las fune

ciones continuas de tipo positivo:

F T mi(o) -~p(F)

Restringimos ahoru: lao trunsformudc de Fourier o las medi-
. . -1
das acotadas con funcidn de densidad en L(3) ¥ 1o establecemos
como una:

DEFINICION Sea fe 1 G), para toda A ¢G definimos

como la transformada de Pourier de f ¥y

srkfﬂy)~ [(},u)f( 3rds

como ls cotrinsformad:. Je Fourier de f.




Las siguientes propiedades se satisfacen:

i) ¥t es la transformada de Gelfand 5i se identifica G
o
con L(G).

v
ii) Si escribimos f(s) .- fs'), entonces

Fet=FF (g1

en efecto,

F 100

il

giﬁt’,sﬁﬁs s =

= [/\,\'.s‘bfm")ds

S.{éé‘;‘ss fls)ds = ‘ff(;x)
(9(1‘)\'(?(): g/f(‘}")=j»{;\::—:;3f 8 ds =

.—:[[K,s)f(s)ds = 7—:1‘

iii) Con 1la notzcidn £"@= fefs...sf n veces, se tiene
(
WFE s NG £ll, = 1im WP < ),
Neveo

lo curl es una de las propiedades de la transformada de Gelfand,

iv) ?y??son morfismos involutivos de L{G) en (E'.'O(T;').

v) & yF transforman treslacidn en multiplicacién vpor
un caracter y viceversa, como en la propiedad (iv) anterior,

vi) 5i f es positiva, entonces Fry G?f son continuas de
tipo positivo ya que, en este caso, la medida acotadn fds es
positiva,

viii) Ta imegen de 1XG) por F (0 F) es una subdlgebra ru-

toad junta y densa de éf,(@) que denotcremos por A(§), en efecto,




ser hen(l) y £eING) tul que .(/'/f = h, ecntoncey

—}.1—.[;() = Fff('g()

I
fl

gz-'('i',’{uf«mds

&, T ) da

1!

14

F o = FE )

como T = £*, entonces .r/#(f') =h, por lo tanto he A(§), es decir,
A(€) es cutond junte, shora senn Xy E¢G teles que X £ &, on-

tonces existe fc¢ 1(G) tal que

Szy ,8°f srds £ (z"’r";"s}";-f(ssds

2
!

J

entonces C]"/f(:-l) # ?fﬂg) y eas decir, i(G) separa puntos de G y,
por el teorema de Stone-Weierstrass, A(8) es denso en c",“",(G).

TEOREMA 3.2 (de Bochner) Sea «¢K{@), h la funcidn sobre G de=

finida por
hes) =} Y- daip)
(¢
entonces, 1la aplicacidn/‘ ~+h €3 una biyeccidn de M’(ﬁ) sobre
P(G), h es de tipo positivo si y solo Si//,( es positivo y, en
eBe caso,
I Bl it

Ademds, nera toda f¢ L‘(G),

,

'/"‘f(l'}‘\ d/u’)l\

I8

4

1]
R h(sy f g8y ds =

G

o i
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Demostracién PYara demostrar este teorem: horemos uso del
teorema de Bochner-Ruikov par dlgebras de BanacH ([&),L71),
Consideremos
A A
F(G)— ¥18)
la trancsformeda de Pourier on 6, si identificamos a G como un

2
subcon junto de G, entonces se tiene que

h(g) = 9";:1((3)

por lo tanto hi.&?é), 8i s es positiva, por la propiedad (vii)
de la tronsaformada de medidas, h es FCTP, Como toda medidn se p
puede escribir como/o;w‘—/;donde/iykni(G), esto implica que
h eP(G).

Si/‘, es poaitiva, entonces

ihi, = he =j <?( ,e) d/,((?’) = J d}u}) = ll’,ul\

por otro lado, denotemos por « a la aplicacidn
o« tH(G) — P(G)
/u{ O “}l‘) = h

por «' a la restriccidn de « a M:_(G) ¥, por dltimo, con g a la
aplicacién
2 +P¥(6)—(1(6))}

h+——ach) = NeL(G)—C
fr—NE) =J his!f(s)ds

donde (L’(G)).'* denota las formas lineales positives sobre 1LY(G),

como . [y
lg(h)(i‘*f) = lh(sYfsf(8)ds> O

para toda feL’(G) (ver [3] ), entonces ‘e(m es inyectiva y po-
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sitiva pera toda h eP*(G). Calculemos, pura «cl)(G),

| e |

p
J‘ f(a) (ﬁ)d/(;ﬂ das

i}

Jf(s>h(s)da (7.8)%ﬂ??} dsa

p
=§ £ xy8>f(a)ds Q/«}l
= g{-}r‘f(;\‘\ d sy

por linealidad, la férmula vale para toda ,. M{G),

Consideremos el siguiente diagrama

HiG) < P(0)
é
(B(e))}

por el teorema de Bochner-Raikov, existe

T (6) —(1(5)) !

biyectiva tal que
Tgu) = Y?(}) f}”‘?’ =j F L) c},ur;u

donde f es 1a transformada de Gelfand de ¥ en G segin el iso-

/’\
morfismo entre I(G) y §. Por lo tanto Y=ﬂ¢( ¥ hace conmutativo
el diagrama
M, (G) = P*(q)
e
(l-((('r))'+
como V' yﬁ son biyectives, entonces <'es inyectiva y, por tanto,

biyectiva #




Ao

Lo RCIADIC 3.5 L asociscidn de PY(G) en (L‘(‘.));“ tul que ¢ cada

f<P+(G) le htce corresponder

fre— | fisth (s ds

dafine una biyececidn.

Demostracidn iista correspondencia es 1la 4 de la demostrr-
cidn del teorem:. ¥

CCROLARIC 3,6 Toda funcidn continut de tipo positivo es unifor

memente continua,

Demostracidn Sea hePY(G) y £-0, sea/uml((‘?) asocindo a h

segin el teorema 3.2 y sec K un compacto de G tal que s#(G-K)¢¢,
como u:Gc.,--»o'é es continua, para
U(X,&,ue) = {S(.-é l sup { <a,X) - -\’ue,',’OHE}
MoK
existe V vecindad abierta de e en G t2l que uVe U(K,£,ue), por
lo tanto, s ¢V implica \<;(,s> -ll<¢ para toda X+, entonces,

para todas s,t<G tal que st ¢V,

Q3

ey

4

<

482> =<0y B ez

?;C

AL LX 98 =Xt due
(oY
& \<3‘,st“> - lld/up.l + 204 Clul L
K

nor lo tonto h es wuniformemente continum 4
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teorems 3.2 imnlicr aue hoh, ¢ PT(6). 4

teoremas, demostraremos

3 e : B
A 3.1 f] manea H(G) en T Y g2 puede eoscoger 1la medida de
S , .
Hoar de & de suerte que, si h e 1“((‘:}, g0 obtiene
his) = <ﬂ,3>qh(;}(’)d{>§
[}
Ay ,'d' .
Demostr: cidn  Concidercmos T NG A é((‘.-), afirnemos que T
. PN n . - Y
es un ide 1 1o L(6), en efecto, senr T¢I y g (3} como cefe
‘lb oy 0

y ¢ lff:,(-.;), entonces ne e toda S, G existe uns vecinded V ode S,
tal aue p

i

1

lerfes) = mefiay] = ety Pt 9 it - () fet'gl 2t
i
(:
. . -t .
4 et L TE"s) - £t snlat

il
21 53¢V debilio ¢ que 1 {unecidn s-a0a .o
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HL
Nl eniri,
]
entonces gsfé;ti(G)(\LTG),con cabo 10 ofirmccidn queda demos-
trade,
ay y \ 4, P D .
Como P(i)< €7(G) entoncen T(a) = ()N (O (N T(s)
por lo %$onto P%G)~11, como F(G) es denso en 1Ma), entonces I
eg.donso en L(4),
Vefinimoa la mvlicacidn
Y eil—C
Tromngll = Lo

+

como A (fef’) = £ef%e = Sf(t)ff;t"e) at = | T T(wat = | lrcelas2 o

v [l

entonces-*‘es unce form: lineel nositiva sobre I, Sezdn el teo-~
rema de Bochner, para tode fe (), existe un- vYnica mediduo a-

cotedn sobre G, denotnda por A, tal aue

|

£(3) =J <{x,s>$uqu) (')
si e P(0) y g¢ifG), entoncea feg el y

\Jfeg)] = fvgle) =& £ )mte) dat

i

X‘(;i,ﬁ?y@#y\r(t”)dt

‘ ‘ Ly B GLE) et i i

F a0y = u (Fg)

7 A R LIS VR
denotemos P por g, por lo tinto, ni f'eiln),

]




y3
At (EE = YU eet)) = el ) = atpl&t)

s s

como M (&) A(G}, por continuidod, pira tode %e\{(ﬁ),
- e
Ao E) = el o (F) (")

con f,f'epl(a),

en weK(G), sea Xesopy y sea ue W (G) tal que W # 0,
por ser K (G) denso en ING) y existir f<I(G) tal que ?(;.U £ 0,
esto Wltimo es siempre nposible. Untonces f;ﬁ‘_ €3 no negativo y

estrictomente nositivo en X, en efecto, sea Ze¢h
! A ] ’ ’

Teu®(d) = g L7, 8Suen’ sy do

4{‘,s‘>u\t»u(t sYdt ds

il

J
\ {Tysyuus) it ds

E a4, sdults ) ds at
Eutt) Lt e Dusyds dt

7

Y

Bt e e et ™

I

ult) LT, t}i‘ < ,syuls')ds

/

e T ) dtK":?ﬂ,s‘w,um ds

~ 7.
= \w)izo

como uwu’ es continua, entonces existe uno vecindad abierte Vu
T \
de X t2l aue WSO parn todn chu, Como esto fue poare tods

x& BO;)L( ’ antonces
sony C i _,‘V




HH
Y como wsopy os compacto, existen Wipeoop,, c K(G) tal que

~
sony L) Vi
i={ i

L)

. AN\
por lo tanto, ai g= 2, uicu“i, entonces ¢ » O en sopy, y, demis,

ge F(8) = P(G)NING)

de acuerdo con el lema 1.3,
g

So afirma que cl numero uut):/({,(-:) e¢s ind2nendiente de g,
>\
en efecto, sen geP{G) tnl que & >0 en sopy, por (")

g WBY = )

para toda \ed{((}), por lo tanto

A gﬁ% € = pglas @)

2

lo cual implica que

l{ \{ )
{ - = 1, -
A g(@} . e{g.

V es una medida positiva no nula ya que, como g es una FCTP (cf.

lema 1‘3)'/“,3 es positva y no nula,

4

Sea heP{(G), por (")
) WooE
vihy) =,‘.(ﬂ‘g(lf§> .—:/,uh(r,(» %J _./‘,l hu(v)

A A . A
por lo t:.anto‘,,{Ah: hv vy, como/{h eg ncotada y v continua, h es

v ~integrable. Por (')

hsy ={ /\'(\’ ,s\ﬂtt}{ﬂ

I}

((y y2'h o dwepl)




HE
Afirmacidn: Vv es una medida e ijnur, Basturd con probur

que V o6 invariunte bojo trasluciones, ser XeG, e l»{(ﬁ) y gell(6)

de t2l meonera que g » O sobre rsOpm{LJsop\( . Par la propiedad (vi)

Ko

de la tronsformada de Fourier srbemos que

8=
entoncen
/(%4@) = L%ﬂxd
de donde
_ (s,
v { L{‘P‘) = /é/?.h('%":é'
- K¢
—/1( )‘E (.L;L)
BT
= /((Y.‘g! ‘{{' ‘ll \
. ’ l g l/;(‘
= o ﬂi\ = V)
/ G\g[

por lo tanto ViX\y) =V}, es decir, V es inveriante bajo trasla-

. . . . o P
ciones., Isto implica que v es una medidn de Haar y he L'(G).

1l

LEMA 3.2 Sea V = dx tomada como en el lema anterior, Si supone
mos que f ¢ I(G)NI(G), entonces FL£ci(E) y !l\’ff\\l= e,
Demostracidn De ccuerdo zl leme2,3, g = f#f°<I(G) vara to-

da £f¢ L(G)NING), por lo tanto

Fg = Flere’) = Fr Fr =|gt]”

por el lema 3.1 FgelG), luego Ffe iNG). Ademds

1 f":= f(s8)f%s"as



= | £V % rds = Ief %

pero

T ecudy

de scuerdo 2l lema 3,1 y

{

2

- DU
:;lﬁ(’.\’)d‘\ =\ |% flL d‘,\’ “(/f“}_

LEMA 3.3 sexn U,Ve L(G)NT(G), W = UV 1G)NIHE), u,v,w 1las
restricciones ~ G deﬁaJ,QFV yéﬁV resvectivamente, entonces se
cumple aue u,ve 1(G), w = uve IN(SINIG) v Pw = W,

Demostracidén Como U,V,W ¢ ﬂ(@)(\ﬁ(@), el lema 3,2 implica

que u,v,w ¢ L(G). sdemds w = uv,

Por otro lado

(lWldx - jauvldx ={lul, vy < ™
[}

de donde w < L(G), pov tonto, w ¢ I3 ) NG . Hocemos el siguien-

te cdlculo
<%,@ﬁvﬂdﬁ :S(ﬁ,dem)dy

e
= walds) = wis)

. - o~
ahora bien, Zwe 'XF) nor el len: 3.2 ¥y

-(7(,«;)9/\\:&?(\-13/ ={(7(,s77ﬁw;x)d‘,\’ = (8)

por el lemr: 3,1, Fer lo tenmto 1o medida Wd g =5ﬁhdﬁ y esto implg

¢t que . =%w debido a4 wuve ..abus nrovienen de w serd 1ln corres-—
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pondencia dada en el teorems Qe 3Jochner,
Pesaremos ~hora a demostrar los teoremes fundumentales de
la teor{ia,

TEORENMA 3.3 Pare todn FPc G cerrado y toda x4F, existe T e ING)

el quc%ﬂw’z 0y Saﬁk)# 0.

Demostracidén 3ea V una vecindad compacta simetrico de e ¢G

tal que V};:G/P. Sean vay Xv las funciones coracteristicas de

Vi, ¥ V respectivamente., ‘firmwmmos que lvrlvézLY@)r\Ikﬁ), en e-

Xyl

fecto

) *
( rX‘V('/REn ( /(Vlg) i B3

G

-
g XV()% Hag
‘de"(x g

}(?w.,,vmdg = med (VN YRV

i
< ST o

por lo tanto'XWJQQL-Lp(G) con 1< p¢o, en particulal'?wzlvé n(6)
y'kw:%Vé HA). Adem's, si X&F,'Advf%, entonces X4V, es decir,
XEBVOV =¢, por lo tanto, Xyilv(3)= 0. Por el lema 3.3 existe
fe1(6) ol que FT =7 K.

-5

TEOREMA 3.4 (de Pontriagin) §%G.

[~3
Demostracidn  3Sabemos que 1 inyeceidn u:Ge«G es continua,

Sex ¥V unn vecindad de e en G y V! una vecindnd simetrica de e
. , , . ’

también en G de tnl suerte que V' V. Sea f< H (G), £ £0y

tzl que sop(f)C V', 3ea .1 = f+f . intonces ge v(4), sop(g)leV

) o )
porque sop(g) Czop(fison(f)< ¥t <V y, ~dem’s,

[} | N - “ N
gwer - f«efe) m{ Fesyf yds = |\ fug)™ls >0

J

~




HB

Por el lema .,1 ng‘:z‘(’c}). sca K un connnrceto de G tal que

Yl&fsml dX<cge) /8

{

G-k |
sea £ = u\j\%\dg’ y W =U(K,f,uwer), es decir
4

: ;
W ={te6‘l<;f..t> -1l ¢¢ we Y.g

entonces, para ues)c W

g8 = gley| = \[ 47\‘,379};(;\'\ dp - X?‘/{;(?{\ dx
SXH?&.B) ~ W T ael ap
K + 2 \‘fg(;ﬂ\dg

G-¥

Qw)-é- gel , gle
4 4 2

por lo tanto, |g) - gierld ke)/g lo cual implica que g(s) ¥ O,
o sea que sesop(g), es decir, s<¢V y, entonces, WNu(G)c u(v),
por lo tanto u(V) es vecindad de uce) Yy esto implica nque u es
un homeomorfismo sobre su imagen. Como G os loctlmente compac-
to, entonces Imlk es cerrado en 6

Si Im(u) #é\, entonces existe teé-—Imku)y, por el teorema

3.3, existe £ ¢I(6) tal aue %\C—: 0 pero Ff(t) £ 0, luego

9'1‘\&(3) = h(s) = f[}z‘:};—; f(;)(‘\d(“-'f =0
g
de acuerdo con el teorema de Bochner, pero esto imnlica que £ =0

¥y por lo tanto, ?’f = 0 contradiciendo lo supuesto, por lo tin

~
o~

to, Imcw)=G, es iecir, GEG. ¥

TEORENMA 3.5 la transformacidn de Pourier 9'/es un isonmorfismo
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slgebrdico de »{G) sobre ¥(&), Fi es le tino positivo si y soe
lo B8i_ es positive y, en ese cuso, WFullsthail,

Nemostrucidn or el teorcums de Bochner M‘(ﬁ)':.}j"(a). pero

I:‘(’G)}-_I‘EXG) nor el tecorenn de Pontriogin, 4

PECRANA 3.6 (Teorema de 1i inversidn de Pourier) La transforma-

dz de Pourier induce un isomorfismo zlgebraico de P’(G) sobre
P(G) que transforma convolucién en multiplicacidm y viceversa.,
Se puede escoger la medida de Haar de G de manera que, para to-
da f<P{G),
fg) =F Fres) = [(7& yYF L0V A
G

Demostrucién Bl lema 3,1 muestr: 1ln igualdad, Si ge P‘(f‘;),

entonces Fge P(6) y g =FFg, por lo tanto g7 (F(8)), es decir,

P(G) =F(P(G)). %
Cuando se escogen las medidas de Haar en G y G de manera

que se sntisfegen lo igualdad del teorema, se dice que estidn

armonizadas,

TEOREMA 3.7 (de Plancharel) Supongcmos que las medidas de Haar

de G y G estdn armonizadas. Entonces 18 restriccién de 7 a
(e )N IHE) mopea isométricamente L(G)NING) en I(G) por las
normas W\, y se prolonga isometria de ING) sobre ING) (Trans-
formada de Fourier-Plancharcl),

Demostracién ILa primera parte es el lema 3,2, Adcemds

F(P(6)) = P(G)

MG) = 143)
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3i HC G e3s un subgrupo cerrado de G, definimos
= { 2e E‘?l Hc}cerf(( ={;¥e ’(‘;l para toda he H, <X,h) = 1%

demostreremos que H* es un subgrupo cerrado de Q Y lo llamare-
mos el subgrupo ortogonal o asociado por dualidad de H,

Sean X< H'y esea he H, entoncen

REWR> = X< § ,h) =1
por lo tanto Xf¢H . Como ol curacter X = leli*, H' es subgru-
po de G. Como

H' = Yh'(1)
heH

pensando en el isomorfismo de  en G Y, por lo tanto a H< 6.

seitiene que H" es cerrado,

Afirmamos que H'= G/ﬂ) , en efecto, 3ea 1la aplicacidén

\PRHJ'-——-& G/H)
R 7 X(a)

para toda ﬁec/ﬂ. Sean h', heH tales que h'h"tH, entonces h = nh!

y Xn') =q@n(h) =X(h) pero ¥(n')Mn)' = X(n'K") =1, por 1o

tanto xh') = ?((h) y esto implica que ¢ estd bien definida,
Supongamos que t(‘(g\:(g(g‘) y €8 decir, para toda geG

QQE) =) ()
entonces xg) = )'(g)
por lo tamto X =72,

Sea Xe (G/H)Ay sea Xg) = X(E) para toda geG, sea het, en
tonces ?1()1) = ?7(1'1) =1, por lo tento HE kerX yes decir,)eli*.
Le aplicacién es por tanto biyectiva, ademds




«©

Ve IE) = X(8) = o) Xem) = MOOPEAE)

por lo tento ¢ es un isomorfismo de grupos,
Jea K un compucto de G/.,{ y E:GM-G/H la proyeccidén cand-

nica, £(X) ecs compacto y

CUET(K), €, ) = UK, £ ,0)
lo cual implica que \{ es continua, mis ain, si K es un compac-

to de G
WU(K, €,2)) = U (K), €, %)

es decir, Y es bicontinua y todo esto muestra que { es un iso-
morfismo entre H* y G/H) .

Si HeKcG y K es un subgrupo cerrado de G, entonces
K'< H!

como
H‘*:{se(}\ para toda h'ec HY, ¢H',8) = l}

entonces He H"' y por lo onterior, H'< H''*, pero si sc< H**, en-
tonces, para toda h'« H*, <h',s> = 1, por lo tanto h'e< H''' lo

PRV

cual implica que H'e H'*' | lucgo H' e K'' y, entonces, H''cH,

por lo tanto H = H' y A~

Dg esto Yltimo se deducen las siguientes propiedades:
a) H es abierto si y solo si H" es compacto,
b) H es compacto si y solo si H* es abierto,
c) H es discreto si y solo si a/HL es compacto y
d) G/H es compscto ci y solo si H" es discreto,

Diremos que una funcidén f< 1)(G) es admisible si g/f\ﬂ.l. es

integrable, la funcidn h— f(sh) es integrable sobre H y




f(gh)an e P(C/ )

{

H

donde g'ke i,

Tomando las medidas de Hasr de G, U, vy G/n de tal suerte
que se cumpla la férmula (1) del capitulo I, tomando 1a medie
da de Hrar de H* armoniznda con la de G/H y tomando f admisi-

.

ble, de la fdérmula de la inversidn de Fourier, obtenemos 1la

fdrmula de sumacidn de Poisson

I £(h) dh =f9’f(;n ax
H R
En efecto, integrando sobre las clases loterales de H la
funcién f obtenemos una funcidn definida sobre G/H, escribiendo
dh la medida de Haar sobre H, dk la medida soWre “/H ydk1s
medida sobre H* armonizeda con dk, tomando en cuenta que H'= (G/H)

del teorema de 1la inversidn de Fourier obtenemos

F(@):{ f@h)dh = | FFGaax
H Ht

g SQ(, gkh) f(g,h)ah dk dx
H"G/H H

como 7( es trivial en H

Sf(gkh dh\ = <?<'3k> f(gkh)dh dk dx

iy G/H H

(3]
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= {<?"gkh\7 f(gkh\dh dk dx
HG i
n

=( J‘<7‘-08>f(6)d8 d)(
HG

por la férmule (1) del capitulo I, por lo tanto

gf(h)dn = |FLnax
H i

En particular, si H es un subgrupo discreto de G y G/h (Y}
compacto (Por ej., R, 2 ), en ese caso, H* es discreto también,
es fdcil ver qﬁe 138 medidas de Haar armonizadas son, sobre H*
la que a cada elemento de 41 le asignc un peso igual a 1, y so-
bre o/h la medida que le asigne a este grupo una masa total de

l. En este caso, pues, la formula de Poisson se transforma en

-
2 fy = F )
hen o H

donde admisible quiere decir, en este caso, que ambas series
convergen, Todo esto lo enunciamos como un

TEOREMA 3.8 (Pdrmula de Poisson). Sea G un GLCC, H un subgru-

po cerrado de G, tomense lasumedidas de Haar sobre G, H, G/H
de manera que se cumpla (1) del capitulo I y la medida de Haar
sobre H' armonizade con la de G/'H; ééa f una funcidn admisible

en G, entonces

Ef(h)dh =

Ffoxran
H B







CAYTTULG IV
ACUACION FUNCICHAL
D8 TA PUNCICH 2ETA DB

HECKE-TVASAWA-TATE

§1.-NOTACION, DEFINICIONES y RESULTADCS PREELIMINARES,

t?1l proposito del presente canitulo es demostrar la ecua-
cidén funcional de la funcidén zeta para A-camnos usando el meto-
do que did Tnte en su trobajo. 3in embargo, como se pretende
mostrar solamente como interviene la herramienta de andlisig
arménico que se ha desarrollado hasta ahora en este importante
teorenmu de la teorfa de numeros algebraicos, todos los resulta-
dos preeliminares acerca de este teorfn se dardn sin demostra-
cidn indicando uUnicamente en que parte del libro de André Weil,
BASIC NUMBER THEORY, se encuentran dichos resultados,

fn primer lugar, definiremos los siguientes conceptos:
NODULO DE UN CANPC LOCALMENTE CCKPACTO. Sea G un grupo local-
mente compacto (conmutativo o no) y o« una medida de Haar (iz-
quierda) en G. Si A:G—G es un automorfismo de G sobre G, A
transforma la medida de Hanr « en otra medidn de Haar )(me-
dida imagen cf. ecap. 1), como 12 medidan de Hnar es Wnica salvo
por un factor constante, Aot} = ca 3 a2 este ndmero ¢ se le llama
el modulo del automorfismo A y se denota modé?\: ¢. Si K es un
cempo localmente compacto y ¢ K, entonces Nx) = 4&x, con xe K,
ez un auvtomorfismo del grupo aditivo de I}, al modulo de este au
tomorfismo se le llamn el modulo de & en K, modxuw, Yy se define
modK(O) = 0. Se demuestra que el modulo es una funcidn continua
(Proposicidn 1, Crp.I). Como ejemplos de modulos tenemos los si
guientes: si I = I, mod &) =i8l ; si K = C, modﬁk\=laﬂ; 8i p es
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un primo y K = Qp, el campo de los ndmeros n-d.iicon, mod%l) = |8l

la valuacidén p-4dice,

CAMPO LOCAL,- s un campo localmente compocto conmutativo no

discreto,

P-CAMPO,.- Campo localmente compacto no discreto tal que modx(p)

€5 menor que uno con p un primo,

R-CAMPC,- Campo localmente compacto no discreto que es un alge-

bra sobre R,

A-CANPO, - Extensidn finita do Q o extensidn finitamente fene-

rada de un campo finito Fp de grado de trasendancia 1 sobre Pp.
Haremon la siguiente convencidn, R = W Y modn(x) =2|x] = Ixlg

En el teorema 5.Cap, I se clasifica a los campos localmente

compactos no discretos como sigue:

a) K es de caracteristica p>1 y, en cse caso

modx(m) = 0 para m=0 (mod p)

mod,.(m) = 1 para m primo con p.

b) K es un dlgebra de divisidn de dimensidn finita § so-

bre un campo Qv’ com 1¢ Vs, y, entonces,
- 6
modK(m) = lml,

Si K es un p-campo definimos:

40 ={x€K \ modK(x)s 11

0: = {xc&K \ mod;(x) = 1%

P ={x£:K modK(x)<l§

en el teorema 6,Cap. I se demuestra que & es e1 dnico subani-




Se
1llo mdximal abierto y compacto de K, D% el nrupo de elementos

invertibles de £ ¥ f el dnico ideal (bilateral) mdximo de & ;
as{ mismo se domuestra que existe M<P tol que (p =18 =8, A=
demds, gkp es un campo finito de caracteristica p, si q es el
nimero de elementos de tal campo, mod, L™ = q'. Cualquier ele-
mento e X" tal que @ =19 =0n se llamard elemento nri—o de K
Yy a q el modulo de K, Escribiremos (P =10 =0n" 10s cuales for-
man un gisteme fundamental de vecindades en O,

En el teorema 8.Capl se demuestrn que todo p-campo de ca-
racteristice p es isomorfo a un campo de series formales de po-
tencias en una indeterminada con coeficientes en un campo fini-
to Pq: Pq(T).

El teorema 3.Cap. II y su corolario muestirun que si K es
un campo local, entonces K=K,

‘Sea k un A-campo, K un campo local y A:k—K una inmersidn
isomorfica de k en K. Si A(k) es un subcampo denso de K, (2A,K)
se llama una completacién de k. Dos completacidnes (2\,K) y (2,K)
de k son equivalentes s8i existe un isomorfismo‘p:KEEK tul que
conmuta el siguiente diagrama

k—-»——?l—vK

AN P
por un lugar de k se entenderd una clase de equivalencia de conl
pletaciones de k., Si K=R o K=C, el lugar se llemard infinito
y finito en cuzalquier otro caso. El corolario del teorema 1l.Cep
IIT afirme que un A-campo tiene 2 lo mds un numero finito de lu
gares infinitos, al menos uno si es de carncteristica 0 y nin-
guno en otro caso, Pera coda lugar v de k denotaremos (%v,kv)

una completacién representante de v, tenemos entonces que A _tkl =k
p ’ v




Y ienotaremos ix\, = modk(x) para toda X €lf el teoremo 3,Crp

v 1]
J1T demuestra que si x tk,IXtv ¢l para casi todo lugar v (se

ha identificado k con un subcumpo de k, via Xv).
§2.= PRCDGCTC DIRECTC Wi PRINGING. AJULAS B IDBLES,

Sea Xv\ un coniunty dr Indices y, para cada v, sea Gv un
GILCC, supongamos aue paria toda v, excepto un ndmero finito, e-
xiste un subgrupo Hv de Gv que eg ahierto y compncto, llcnotarce
mos por P, nl conjunto finito de Indices v para los cuales no
estd definido el subgrupo H,» sea ahora PDT, un conjunto fini-
to de Indices y escribamos

G(p) =11 vaTTH
veP vi D

v
este grupo, dotado de 1la topologf{a del producto, es, por ser
casi todos los factores compactos y el resto de ellos localmene
te compactos, localmente compacto,

£l PRODUCTO DIRSCTO RESTRINGIDO de los grupos {Gvg con
respecto a los subgrupos {va se define como

¢ =\ _JG(p)
PoF,

dotado de lz siguiente topologia: tomcmos como sistema funda-
mental de vecindades de e = (ev) a el sistema fundamental de
vecindades de e en G(Ps), © sea, tal gisteuma estd formado por

con juntos de la forma
U=1[Tu
v v

donde Uv es vecindad de e, pera toda v y, para cosi toda v,

Uv= HV. Con esta topologia G resulte ser localmente compactoe

Yy se le dota tambien de estructura de grupo de la manera obvia,
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As{ pues, para todo conjunto finito de fndices P tal que Pu,< P,

G(P) es un subgrupo abierto de G y G estd contenido en el grupo

TG,
v ¥
Sea shora k un A-campo y pore cada lugar v de k, como hae-

bfamon mcordado, escribamos por k, 1a completacidn de k en v,
para ceda luger finito, sea «9v el. subanillo compacto maximal

y QQV el idenl msximel; sea P. el conjunto de todos los luga-

res infinitos de k. Denotamos por kA 8l producto direecto res-
tringido de {kvl con respecto a los subgrupoo \Qv& Y lo dota-
mos de la siguiente estructura de anillo, sean x, ye kA Yy Pun
conjunto finito de lugares que contenga a P. tal que x, ye.kA(P),
escribamos x = (xv), y = (yv) y definimos xy de la manera natu-
rol, es decir, xy = (xvyv). Al anillo k, se le 1dama el ANILIO

DE ADELES del A-campo k.

Sea Yek y definimos Wi = (xv) tal que x =% para todo lu-
ger v de k, el teorema 3.Cap I demuestra aue wkyekh, de esta ma
nera tenemos una inyeccidn, llamada inyeccidn condnicé, de k en
kh Y por medio de ella se identifica k con un subgrupo de k..
El teorema 2.Cap. IV muestra que k os discreto en kA ykA/k es
compacto,

El grupo multiplicativo k& de elementos invertibles de Ky y
Junto con la topologfa que hace de la aplicacidn x—(x,x') un
homeomorfismo de kz sobre su imagen en ki)<kz se llama el GRUPO
DE IDELES de k,

2 1,= 'T'\zv| v
corolario de la proposicidén 2.Cap IV hace ver que 2y (= 1 para

Para toda z ¢ kﬁ definimos donde 2z = (zv), el
casil todo lugar v de k, con 1o que\z\A tiene scntido, 51 mismo

e ®
corolario muestra que kA es el producto directo restringido de
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}k%& con respecto a {QQ(.

El corolario 1 del teorema 1.Cap VII demuestra que ?Agfkk

Y esto, junto con el teorema 3,Cup IV, muestrs tambien que, co-
mo subgrupo de k,, k'= k,

Por comodidad haremos un cambio de notacidn, s8i G es un
GLCC y feING), denotaremos Ff = f. Si fe ﬁ(kA), T =71'fv don-
do fv es la funcidn inducida por f sobre kv Yy si dsv €3 una me-
dida de Hanr para kv tal que dsvupv) = 1 para casi toda v, en-
tonces TTdsv= ds es una medida de Haar para kA(teorema 1.Cap
VII). si X es un compo loc2l y ¢ una medide de Haar en K, el le
ma 5.Cap VII dice que

\
d e (x) = modK(x) de(x)

define una medida de Haoar.,« en K . ademds, si K es un p-campo
P ' \ p p ’

q su modulo ¥y £ su subanillo maximal compacto, entonces

. -
(8= (1 - @)D
Anidlogamente, si k es un A—cumpo-y,av es unidt medida de Haar
x . c"\ ) T .
en kv tal que, para casi toda v,/u(Lv;= 1, «t = 4, s una medi
da de Haar para el grupo de idoles kR de k.
A continuncidn demostraremos un teorema que viene a ser
una interpretacidn de la fdrmule de Poisson para Adeles y es,
de hecho, la forma en que se va a us=r despues esta férmula, Si

guiendo la terminolozia de Tate, lo enunciaremos como

TEOREMA 4.1 (Teorema de Riemann-Roch para Adeles) Sea fe L{k,)
Y continua, sea 2 ékﬁ un idele de k un A-campo, entonces, s8i
flax) es admisible an kA’ con aczkA Yy x¢ )k, se tiene

AP
Z Tlom) = l{gﬂ f(l‘-)

AN 2
k Ak
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Demostreocidén  Para todo lugar v de k y hc:ﬁ(kv), si z # 0O,
debido a que el automorfismo 8 —v 2,8 transforma la medida dsv

en |z (ef. §1) ase tienec

v!visy

= ok :
\ h\zvs)dsv— Tza h\s\dsv

Al

81 definimos g(x) = f(zx), tenemos

f
g (x) =K %, 8 (s ds
K

=g { x,8)f(z8)ds
k

- l . E £ {a
= TéTA <‘(, z> f(s)ds
kA

= tilAf('g)

por la fdérmula de Poisson ( teorema 3.8)

& T A
() = % ot )

»or lo tanto

P fiza= 1 B[
=t K \zlAﬂ‘tk

i#
§3.- CUASICARACTERES Y FUNCION ZETA.

Decimos que un grupo localmente compacto conmutstivo (& eg

cuasicompicto 51 G = G,XN con G, compacto y H*R o N= 7%, un cua
gsicarccter de G 23 .na representocidn w:G-—C', es decir, uns

funcidn continua y multiplicutiva de G en ¢*, Un cuasicar: chor

B




el

de ¢ es principal si Wla= 1. Defininos
l

(@)

Conjunto de cuasicaracteros de G

IR

Conjunto de cuagicaracteres princinzles deG

£2G) forma un grupo con la operacidén puntual y 1,/G) es un sub-
grupo de NG) .

PROPOSICION 4.1 Sea & un grupo cuasicompicto, Entorces ¢ tiene

una representacidén no trivial »\:G-R; cuyo kernel em G, ; toda
representacidn w:Gm«Rl puede ser egscritéa en una y solo ung ma~
nera como

waz wy = eV

con e R,

Demostracidn Sea w:G—«R; una revresentecidn de G, como Gy

es compacto, entonces w(G) debe ser un subgrupo compacto de R;
y el dnico posible es &1{, por lo tanto w(G) = {1{. Consideran-
do G = G,AN, escribimos cualaquier x ¢G como x ={g,nl con ge G,

y n<li, tenemos entonces lo siguiente:

i

nix) = wi{g,n Yo

donde((:N»WR; satisfiace

Lﬂn + m) = w(g, n 4 m) wig,nYuw(Z,m) = Ynryim)

lucgo la nplicicidn nv-—logn) cumple

n o+ Moy Lol + log @ (m
por lo que esta : plicacidn debe ser de la forma
log «pin) = an
con oo R, es decir, existe <Rl fal que

(.(‘(Tl\ EEINYS -
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de donde, 8i a # O, ¢ es no trivial y, nor lo tunto, « es no tri

vial.

Sea & # O un nimero real no nulo y sea uyg,n) =¢™ la pre-
presentacién definida por €1 cuyo kerncl es, obviamente, G, ., Si
w es otra representacidn, entonces

i8yn) =™P

con & ¢ R, luago

a
w(Byn) = (¢ M)E = (o5 yn)) a/a,

escribiendo # = a/a, es claro que « se escribe, de manera uni-

ca, como
. 4

W = el

#
COROIARIO 4.1 Sean G = GXN y w, como en la provosicidn 4.1. En

tonces el subgrupo M,(G) es isomorfo a ¢ o ¢ dependiendo si

N=R o N®= Z, Todo cuasicarccter principal es de 1a forma

Br—rtg(g) = (w(g)®

con 8¢ C; s es un morfismo de € sobre £(%) cuyo kernel
es {0] si N=R o de la forma a3 si N= 2,

Demostracidn Si we)(G), por 1la proposicién 4.1

lee(g)l = Wag) = uylg)

con o <R or lo tanto, w'=u)'w es un caracter de G ya que (w'l =1,
s P ' ’

Como wef,(G) entonces «w es trivial en G , de donde, si (g,meG,
wlEZ,n) =vy(n)
donde \yeﬁ, es decir, Y} es un curacter de N, por lo que

2Ty
Vo) = gt

con ZTel. Si N%=R, entonces T estd univocomente determinsndoy =i




¢
=, entoncen Cox o4 4 onerd lcune xe R, n o ombos cégos
(5T n) = ‘(s ‘yn) l, ({Tyﬂ)
2nitn  aan '
it e g
= «
= ¢ c 21 G vedn
= b g )
= "‘((."gyn) = “-'S(gyn
donde s =0 +i2M%u . 851 U R g Ml 5 claramente un iso-

g
morfismo, 5i N Z conciieremon entonces lo apruiente: agi escribw
bimos

, , RS ¢ 1
g {Byn) = U,

as
donde u8=<2 , Ltencmos que

n nn . .
(Ughy" = wuy = W (g,n) @, {g,n)

. . . : <
e donde le oplicacidn u-cw es un morfismo de € sobre L,(G).
Consideremos shora 1o uplicacidn Sv— 1,y Se cumple que

I,asv:&t=

s + % us+t= o

T
u uy
Yy es, por tanto, un morfismo del grupo —ditivo € sobre € cuyo

kernel es

. 2w
= la=n 0,8 = KPwisng =/ =k
Qg

1EXE)
u_ = LY '
g 1

es decir, u = la==nc.wal con Q= 21/a,, por lo t¥nto, el ker-

nel de lo anlicieidn sy ~w es W87 #

CORCIARIC 4.2 (M(6G) = £ (6)% G' donde G'™>G,

Jemostr cidn  Por la demostricidén anterior se puede ver que

todo cuzsic: racter w ¢ f2(G) se puede cseribir, de minera Unica,

como
s Ly N

con o y y un ¢ ructer de Y, Si escribimos Yy o= y g, donde Y, es
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trivial en G, y Y, trivial en I, entonces
o= (M"’ “'1\) \V;,

claramente «,ycf)L{G) ¥y '}, se puede pensar como un caracter de G,
Definimos en (M ,(G) una estructura comple jo vic el morfis-
mo sy trasladamos e¢sa estructura a todo (L (G) en virtud
-~
del corolario 4.2

Por ol teoremi 6.Cap IV, si k e¢s un -campo, el grupo
kf
G)f:: A/"i)

es un grupo cuasicompacto, llemado el grupo de clases de ide-
les de k. Los cuasicaracteres de Gk se pueden nensSar como re-

x

prescnt&ciones de kg en € dtrivizles en k. I.a aplicncidn 220y
define una representacidén no trivial de k, en Ri trivial en k*,
por lo tunto determina uns representacidn no trivial de Gk en
Ri que denotaremos con vy (teorema 5.Cap IV).

Si k o3 de caracteristica 0, el corolazrio 2 del teorema 5
Cap., IV demuestra que Gk es el producto directo de un subgrupo
compacto Gi ¥y un grupo I isomorfo a R, y, en este caso, .. se
puede pensar como la proyeccidn de Gﬂxﬂ en el fretor ii, Por o-

tro lado, si k es de caracteristica p>» 1l en el ecapitulo VI se

ve que los valores de\zh son de 1a forma qn con n¢ 2 =i Fq es

"L

el campo de constantes de k; sea Q el mfinimo volor mayor que 1
de entre los valores de lzlA, entonces G, cs el producto direc-

to de Gk y un grupo N isomorfo a &Qn(

nyn Y tambien en este cn-

80 w, se puede vDensar como la nroyeccidn de GkﬁN en el factor 1.
Definiremos nhora las funciones estandar en los adeles de

un A-campo. Primero, si £ es un espacio vectorial de dimensidn




23
finita sobre un p-cumpo XK, fit—€ es estandar 2i f es localmens

te constante y de soporte coupiicto; 5i # es un espacio vecto-

rial de dimensidn finito sobre R, f:E ¢ es estindar si

fet) = pog) @ ~AY

dnde p es un polinomio en £ y q una forma cuadritica real pa~
sitva definida; finalmente, si k es un A-campo f:kAm'G €es eo-

tandor ai
fexy = v! £L%,)

donde fv es una funcidn estandar en kv Y, nara casi toda v, la
funcidn caracteristica de @v.

Estamos zhora en condiciones ide definir la funcidn Zeta
de Hecke-Iwasawa-Tate para A-compog,
DEFINICION Sea k un A-campo, f una funcidn estandar en ky ¥
ut!ﬁ(Gk). S1i i = w cono>l, entonces definimos la funcidn Ze-
ta como

G, = | fla wz)d cz)
kh

El proposito en lo que sigue es demostrar que esta fun-
cidn tiene unt extensidn anslftica a una funcidn meromorfz en
todo el dominio de cuasicarzcteres de Gk con dos polos simples,
uno en . y otro en ¢«.., Pero "ntes demostraremos que la integreal
de la definicidén converge para los cuasicaracteres w tales que
81 \ul =y, v71, En efecto, para cada lugar finito v de k, sea
\yv=\fv(y nara cada lugar infinito w de Xk escogamos una funcidn
estandar ww £n kw tal que Wth\fw\, entonces l» funcidn estan-

s L ¥ vy ' s o (5} tr ~ ] -
dar ¢ =Tl vy Mayoriza o 1 L) v, por lo lLinto,

gL )l s Gl W)




llame:remos
I(P) = T du
k[\(}’)

J(P) = g Y owy, d/.«
Y
kz\( P)

donde P tiene el significndo usual, también denotemos

I, = ( fy by duy

LI K i : Al
JV J '\‘ v \u. 'Vl ([/6 v
)
gv
donde 4 =Tl es la medidn de Hasr en ki,
Para casi todo lugar v de k, fv es 1a funcidn caracteris-
. o . .
tica de pv’/“v(tb) =1 ¥y, por el corolario de la provnosicidn 2
. - x
Cap. IV y ¢l lema 2.Cap VII,cvv es trivial en &L. Sea entonces
P, un conjunto finito de lugrres, aue contengn o P, , y todo lo

enterior sea vdlide nara v¢ P, , entonces, para esos lugares v,

I& = J; = 1, por lo tanto, si I'U¥,, tenemos




]

I(P) =S £(z)wiz) du
k(PY

= |7 T - ,
va\ UV\T (}/ ‘v

. x
VT‘\_} o« ey
X

= T J 11 L= XT
h fvu VT‘ d . v u’,:IV

“ '
Ve
analogamente, J(P) =:‘;»Jv
Para $oda v pea og' una medida de lHaar en kv tal que
~ |
dagix) =m x| de< ix)

con m¢ R, (cf. lema 5.Cap VI1), esto implicm que

- A .
Jy = m, {tv‘xv‘vd"v
Si v4 P, entonces

O
1 si xe oy,

Ty (x) ={

y lxv| vs 1, entonces

R X
0 si x,{&’v

LS
5y = i e o) <
¢

8i ve¢P, entonces \f’v es de soporte compacto y localmente conse
tante 0o, 81 v¢ B,, es de la forma p\t)cz"q(ﬂ, en cualquier caso,
g8i o2l Jv es convergente para ve P, por lo t:‘-.ntoTTJv es conver

P
gente,

Si v{ P, una de las implicaciones del corolario 2 teoreme

Cap IV es que




. v que

eatns unidn es disjunta, por lo tanto

<
Jy = (\)(vkx) lxl, d
kv
= S { x d/,uv
k' nD
v
o
=»?-_:o ‘x(t}/{‘v
w0,

@
='2_~“ \\(T‘:’x ¢ dee,
o,
x .
=§;~> q—\:a d/ll v
Cf-}__ ) \
- AT Al .o !
= ,Z:’c qv./(’(v( & v) =(1 i )
porque/,(v(LO;) =1, la

proposicién 1.Cep VII muestra que
es convergente,

T

V!‘JV
por lo tanto {({u)="TT J, e8 convergente ¥y esto
implica que C{(f,») es convergente.

Antes de demostrar el tecorema principal de este capitulo,
demostraremos el siguiente

LEMA 4.1

— m*
Sea I R_._

n

o = 1{Q (an y sea F, una funcién medi-

ble definida en N tal que 04 P <1 y supongamos que existe un
’

intervalo compacto [tu,t.’lc‘. R* ta) aue F(n)

1 51 nelN yn< to
Yy ftny = 0 si n > t,. Entonces la integral

i) = g n? #m) dvan)
N

L8
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donde dvin) = n'dn si I = R, o vQ) =1 en el otro caso, es abg
olutamente convergente para Re(s) > 0, La funcidn "\(s) se puede
continuar analfticamente en todo el plano complejo como una fun

cién meromorfa, 31i escribimos

A = 8 si N =R}
(]
')‘19\ = 1 4 9-5 si N '-’—'an(n 2
2(1 - Q7%)

entonces la funcién M-?,es una funcidn entera de s. Si Fin) +
+ P(n')= 1 para toda ne N, entonces \(s) + Y(-8) = O,

Demostracién Sen P, la funcidén

1 sinel
f.(n)- 1/2 g8in=1

0 31 n>1
SiN:R:_ ' |
M8) = S 2® fim) dviny = \ns g‘ = | n®'an = 8™
‘o )

si Re(s)> 0. Si N =§Q“i
P TCR

NB) = Sl n® £y dvin) =
nc?

si Re(s)> 0, por lo tanto Ms) = Mis) para f,.

Sea ahora P, arbitrario satisfaciendo las hipotesis,

'\(s) —_\As) = n® &F¢n\ - f¢ni}dV(n)
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como sop(F, - £ )= {1,t] es compacto en N y 7 ~ f, as rcotado,
‘Ms -).(8) es ebsolutamente convergente en todo el pleno y ue
niformemente convergente en todo nuheconjunto compacto del plano
por lo trnto g) - ')u(s) es una funcidn entera,

Supongamos que F,(ny + Fin')= 1, como f, lo cumple, sea

Pn) =Pl - fin)

entonces
P )= Fwn')= fiin)
=1 -Fm =14+ f(n)
= = P,(n)
por lo tanto
Ty =8 = [kdﬁs(FJn“)— £f,n")] dven)
-S 1}
= j n ° B(d v(n)
[ -3
=\ n " Fmdvin)
= = h=g) +),(=3)
es decir, M@ = M8) = -'k-si +2\J{-8), pero (-8 = -8' = -"\8)
si N = Ri )
s -9
, .0
2(1 - Q%) 2(1 - Q%)
en el otro ceso, de manera que se tiene que W (8) = - M(-8)
Asi pues, Y(s) = fis 4+ Ws3) donde T es analftica en todo

el pleno y tenemos que

lim sfep) = 2im 3(NMs) =Vi8)) = D
| ey { -0

como lim s)\s8) = 1 5i N = R:, entonces, en ese caso
L =0




I
Res(2,0) =1
L
8i N = \QnincZ' entonces

a

lim s Mg) = Resa(). ,0) = —}-——Q-, = (logQ)
Y. 210gQ'Q

por lo anto "
Res(),0) = (logQ) #

Con esto tenemos los elementos suficientes para demostrar
el teorema fundamental sobre la funcidn Zecta que es el siguien-

te

TECREMA 4,2 Sea k un A-campo, f una funcidén estandar en Ky

we L(G) con 1a propiedad de uqe, 8i wi<uy, entonces ¢>1, Ene
tonces la funcidén Zeta T (f,w) se puede continuar analiticamen-
te 2 una funciédn meromorfa en todo el dominio de cuasicaracte-

res fl(Gk) satisfaciendo la siguiente ecuacidn funcional
Tf,u) =75 (£, ww')

Ademds, G(f,») tiene solamente polos simples en W, y U con resi-

duos

Res(Z ,w,)
Res( G ,u, )

-,£(0)
© £(0)

donde 0 =1 8i N =R,y 2= (logQ) oi N =3Q% ..

Demostracién Tomense dos funciones F;,F\:Riw'ﬂ continuas

tales que
i) Po,F 20 , F,+ P =1

ii) existen t., t¢ R} tales que F &) = 0, 04t <tq,
¥ Bt) = 0 si ¢ ¢,

Sea B >1, entonces, para todaoeeR con«sB y t> 0 tencmos

Pt) €1 ¢ (-%Q)W




(S
ei tyt, ¥
B
26 = 0« (]

si t <%, por lo tonto, pors toda t 70

AL
) <)
luego
YR) ¢ b
Sscribamoz, phara i o= 0,1,

zi(f,w) = ( f(z»u{z)Fialz yd etz

l
Al
lo cucl es convergente para uw tnl que, sitwi= vy, o221, 531 ¢¢B
entonces

V2, (Lol e} U fuanly vzl Pl yd etz

o feztwe GF (Ve ) d e (z)
- AT P N

"

g2® Yﬂ(zi\\zﬁ’q/n(z)
J

ya que w(z) = \zIA, como B%» 1, Z,(f,w) converse absolutanmente,
por lo tanto 2 (f,ubw) es &¢bsolutamente convergzente para toda
s¢ € y uniformemente convergente sobre cualauier conmpticto de €,
Como wyw determina toda 1a estructura complejo de fL(Gk), 2,
es holomorfa en () (G,).

Como se vid, uiz) y \Z\A son funciones trivicles en K ven
sando & este como un subgrupo discreto, nor lo tanto, podemos
tplicar la férmula (1) del Capitulo I a los gruvnos G, k& y k¥

y obtenemos

Zi(fw) = fezrud2) ¥, (1z),) azlz)
VA




= ( £z w2 ¥y ( lz‘;[& dectz)
) |
Ky

E(Zf(z;)]wf 2) . \lulA\ d/«(z + k")

130
Por ¢l teorema 4.1

-1 3 T"/\'_“ 5 ’
Zf(zn =132\, [ ) T+ !‘(0)) - £(0)

luego

B (f) = 12\'}\\

7?‘(2"“ . "}(0) —\z\Af(O)\uxz)?,L\ZlA\9,:(7',)
G

Fele? -
k

donde z = z + k*
Sea
~ -\ ".\" -1 '.‘ N -t
Z.‘(f,w) = | flz)wlz) \.-,tA ;\(l/,l;s)d,u(z)

1]
ky

por el miscmo crguawento que para Z,, reemplacando fopor 1‘ ' por
ey, y F, ver F (t')y, 2 (f) es holomorfa en todo 'ﬂ(Gk), por lo
tento, por el teovema 4.1 y sustituyendo §2z por kgz\" con te k¥,
tenemos
20(f,w) = ng’f‘(su)} 20, wiz) F(\2)) d/«(é)
V) cepx
Gk Se lt

. . . x x
como §{ —%'es una biyeccidn e kK sobre k7,

Z;(f’w) =§[

Fa - -
fix = } \ Z\AU;‘(Z)F‘(lZ“.\‘) c},a(z)
Gy

A
=N




&)

por lo tanto

Ly~ 23 = |\z[{(£(0) - £(0)\z1 ) wiz) F izt gy deudd

Gy

es absolutamente convergente para \wl =u, con vy 1,
Escribamos & = @ oY donde ¥ es un caracter de Gk tirvial en

N (cf. corolario 4.2), entonces

A -
2,- 1 =g\ y{f(o) - f(O)w&z&¢u¢z)&§z)yQZ)F”uq)§¢ﬁxd»1n)
‘ A
Gy N

como w4 Se puede pensur como la proyeccidn de GL}N en el fac-—

tor N,

2y= %, =\¥ ot &V( £(0) - £(0) n) n"nsl"gmdv(m
k

pero es fdcil comprober (ver ) |

S“Ff}#«"—'{l siyp=1

Gk 0 si q’% 1

entonces, por el lemn 4,1,

2,- 25 = §,[T(0)Ns - 1) - £(0)Ns)

donde

[l

s = g?’@u.
Gy
Por lo tunto, Z1(f,u) se puede extender anali{ticamente a
una funcidn meromorfa con polos en s = 0y 5 = 1 ( wp y W),
como

C(fyw) = Zo(fyw) + Z.(fv“")

la funcién g (f,w) se puede continuar snalfticamente a una fun—
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cién meromorfa en S\(Gk) con polos simples cn w,y «, , y, ademds,

ROB(Z; o) -2 £(0)
Res( 7, yw,) = p £(0)

U

donde ~ tiene el significado ya explicado,
Pinalmente, supongamos F, como una funcidén continua para
t 5 0 tal que
i) osPt) ¢l sy
i) RQ) = 1/,
iii) PL%) = 0 para $ 2 t, para alguna ticRj.
Sea P(t) =1 - P(t') para 0 ¥ <1, tenemos que, para toda
te N,Ptt) =1 -~ P(t') . Definamos

P(t) =1 -R(tT) vy t, =t

entonces
2i(f,w) = g ?Lz)\z\chz)"P.(\zx‘D duz)

»
ky

ZJ%&MW:S'ﬁzﬂzuuzf&um&QMz)
kA

» -
fla vz wlz) (1 - Fﬁ‘Z‘A))QM(Z3
X
ey

L]

S ?(z)lzaAu<z) E(‘ZVX)§M‘Z\= 23(£,w)
‘X

ka

por lo tanto

5 (£ )

Zb(f’w) + Z((f'h‘)
=7, (f,0) + 20(£) + 8u[F(O) Mo = 1) = £(0)\a)]




T
= Za(Lyw) + Zo(fyuut) + L 1F(0)ME = 1) = £(0) M)

~
reemplszendo £ por f y w nor w,W

A
~

(Lyw ') = 4, (Tyww') + uy (Fye ) 6 [ T(O)ME = 1) =
- (0 e

nor ¢l teorema 3,6

2%

Lx) =j‘<x,g)2‘ng>dg 5(:{:5?(“(1; = Tl-x)

¢

como & eg trivial on kﬁ wi-=1) i, por lo tanto wl(=Xx) = w(x),

luego ~
Zo(fv("l) = Ze(fvw)

Y, entonces
T (fawe) = 2,(f,w) + . (L) + 50 [£(0) Me = 1) =

- (0N ]
pero -}bs -1) = )(1 -8}y -)(a) =) (-s), entonces

li

Lle(0) e - 1) = B0 Ne)] =8, [F(0) -2} - £(0) A - 8]]

hrciendo la sustitucidn u =1 - s

[§

o Lf(0) N - 1) - ’%(O)Nsﬂ
y esto implice

T(fw) = & (F,wu')

L0 -5 - £(0) )

#
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