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IN'.tH( )UCClc•TT 

H ecke demostró que la función Zeta de Dedekind de cualquier 

campo de números al;ebrc4icos tiene una continuación analítica a 

todo el plano coraplejo sr-tiafaciendo una ecuación funcional. El 

generalizó esta función a una :puma de ideales integrales de un 

cierto tipo de cracteres. lecke empleo para esto un complicado 

formulario de funciones theta. Tate generalizó la definición de 

Hocico a una integral sobre el grupo de Ideles de un campo do nd 

meros algebraicos y demostró su continuación analítica y la e-

cuación funcional empleando para ello la Fórmula de Poisson pa-

ra grupos localmente compactos. Por su parte, Iwasawa llegó al 

mismo resultado, pero lo presento poco dospues que Tate. 

El presente trabajo está entonces organizado de la siguien 

te manera: Una primera parte en la que se estudian loe elementos 

básicos del Análisis Armónico relacionados con el grupo dual y 

la transformada de Fourier, se demuestran algunos teoremas fun-
damentales, entre ellos la fórmula de Poisson, necesarios para 

demostrar la ecuación funcional y la continuación analitica de 

la función Zeta. En la segunda parte presentamos, de una manera 

sintetizada, los elementos de la la teoría de números algebrái-

coa para formular la función Zeta y demostramos su ecuación fun 

cional y su continuación analítica. 

Dada la cantidad de elementos que intervienen en el teore-

ma en cuestión, hemos tenido que suponer conocidos los siguien-

tes: La teoría de Algebras de Banach Conmutativas, en particu-

lar lo referente a la transfonnade de Gelfand; esto material se 

encuentra en r6], 	y Çiol . La teoría de integración sobre es 
pacios y grupos localmente compactos, en particular la existen- 
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cia de la medida de Haar, el teorema de Foubini y la inteCr a-

ci6n sobre el grupo cociente; de esto damos un resumen, princi-

palmente para fijar notación, en el capitulo I, para referencia 

véase 121 y 	De análisis y topología quina lo nido relevante 

sea la noción de convergencia uniforme sobre compactos y los 

teoremas de Stone-Weierstraos y Arzela-Ascoli; para esto véase 

111. De la teoría de ndmeros algebraicos bastara tener familia-

ridad con la teoría de valuaciones, Adeles e Ideles; las refe-

rencias para esto son ¶71 y, sobre todo, 1131. Respecto a la no 

tacion, los simbolos a, Q, 11, C, y U representan el anillo de 

loe enteros, el campo de los números racionales, el campo de 

loe reales, el campo de los complejos y el grupo de los comple-

jos de modulo igual a uno respectivamente; si F: es un anillo 

(en este trabajo todos los anillos son con unitario), K¥ deno-

ta el grupo multiplicativo de los elementos invertiblee de K; 

R+ denota el grupo multiplicativo de reales mayores que cero. 

Quiero agradecer la dirección, el apoyo y el estimulo del 





C:T`T^UT e 1 

TT7'P"i►i 1CIfT' 

T n este trabajo todos los espacios topoICiJTiCof3 CO11SidPI;.'c.0:7 

serian Hausdorff y 1oc.lmente comprtcto, nsí mismo, los runos 

ser:Sn siempre conmutativos. Sea X un copacio Tono].ógico y f:X-.0 

una función con vnlorec complejos r1efinit1 en ;', efi;limo el 53-

porte de f, denotado por oopf), como 

sop(f) = xfX I f(x)í0) ={xr:{ 
( 

(f (x1I>o) 
J 

Se dice que unza ftu:ci,in f:X-+C es nula en el 	infinito, o se 

anula en el infinito, si Yc.ra toda 	)0 se tiene que 

={xtX ( tf(x)I>,&\ 

es un conjunto compacto. 

Denotaremos por J(X) a el conjunto de funciones continuas 

con valores complejos definidws en ;K junto con 1..t topolo(;ia de la 

convercencia uniforme sobre compactos, i.e. 1e topología que tie-

ne como sub-beicos u los conjuntos de ].a forma 

donde f1 (X), KcX es compacto y&>0. 

Definiremos ahora los siSuientes subespacios •.le 

(R)= { f 	(X)  f es c-eotada\ 

en este caso, la topología como eubespacio coincide con 1 	&i 

por la norme del supremo: f11= sup I£ (x)I 
xrX 

¥p.(X)= fé ¥(X)  f ase anula :11 infinito} 
1 	
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f E ¥( 	; I f ti.c:te .3U;,I •Z'uC, 0!`I:I Íy-e til 

Di ti G K e 	co'.lp'.'eto 

\i)= ( .r 	'•nr(f) 	i'¥ 

in tienen las Si Dientes inc1ueior es 

	

t'L(x)C «(X) c'o(X)c. 	({)c 	(x). 

Una medidas, sobre X es un j Correíl 1.ine al. 'obre 	(';) donde 

lees restricciones -1e,u +. c¥ d ¥n(";es continua, es decir, p es 

+.in_¥. fonr.a 1.ine¥.7. y con+;in 	en 1<(X )(:{; co:1 ? •:: topol.e.,ía ;e 	
(x) 

 

el v.;.lor de una medida c¥ en f se elei otf , r¥t 

	

(f ) 	il x1 c 	lxl 

Una medida es positivt c i , 	toci.e f>O,/ (f)), 0; toda me- 

di dtl,,tt se puede r' scribir como 

donde/Mi es positiva pira i=1,2,3,:x. 

Definimos la medida de ')irc en xtX como 

Ç(f)=f(::1 	f6 (X) 

Una medida es acotada si es continua en toda 	(x), en este 

ceso, dado que 	(:C) es denso en 	 (i:) una medida escotada se ex- 

tiende, por continuidad, a todo ¥(::1. Al conjunto (le todas ].as 

medidas acot' das, conjtnto rlu—l le ¥ti (x)  i o d..,not °romos por 

y 10 dotarerios de 1r.! :3 irnuicrite norme, 	= :;un I u( f )t 
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;.¥1 	,. i; eueribiL 2r7r. 	i) .•¥. I;o 	f c W'(. , , jç(f )_ j ( f') loti,le f!-f 

tT 	y ti -o en 	-U; Stl Coffip :M' 11 o 'i 	ir. 1L''li 	de torio ? lo , rbi.er - 

?.;os Ti talo.. que/E✓ =O :)e 11:LPi' J' 	C1. tsopDrt0 r?e,+ ,j C (:ij ¿'ernotu 

con jl.nito de todl. .n i: 	irte ? ?liad de '3o j)orte colo: cto • 

r un me.'iü• e3cibre .. y f:.--'F unn 	pii.c..ci $n con`.inur• rle 

soporte compacto defi.ni'L_ en :{ y cota v•lores en un e^p ocio de 13a— 

n ch C, defin.iaios ].z intie„r •1 voetori;:l de Bocllner-13ourb;¥ki 	(f ) 

o 
f (x) 11/4 (X) 

al 	elemento de l; c_¥.r::cteriz' r?r) por el l2ocho dl' r ue,u(f) esta en 

el 'oul)eepncir) cerrarla (le E 	ener.cdo por la imq-en de f y, pt¥ra 

tcd 	E rs 

`.(f)> 	fx) 

par3.¥ u21h. t:2eC?id:.: ,» y un CS', cie de rsanach r definimos el en— 

pa c io 

t 
P J\F (Ktt)- { f:(—.I " 	if(n 

con 1.: tlozfllc¥  

tI f f( = 	¥ f l ') d, 	 1 6 P 	cr¥ 

.Q P 
fitlimos X22 /` ¥¥(1 ) kimn 2'c7 oci.'3n de equiv'.•.lencia ldentifi- 

Ccndo u la funciones que Son 1^llr lC:i c .si rlo!1:1.E' quiera (C. d .) , E).l 

efi 	: e¡o c0c ient . lo Clero G' "et1106 roI• L (X 'p) . 

¥i C=1 e i orce o ,res (X,,44)= 	(X,ft) x í L( i,u)= Ln X u 

nC: ,tC 12I1t l¥C l.1 rl. 	1)r) l ¥2V:.. Ll(11)7'r. .. 	ti.!' 	función eo:ü¿71 e j 

fl -1t11;e raole ,,; i')ro iodo ('t 	reo 1 1 nrttonee.`. 	1. 1c: C].6!1, 

.toll u _t'4 	r 	 . 



	

, 	••. 	; 	1. 	, 	y r' 	J ç 	'';: 	ii 	 1P. 

rtir 'o ,. 	.i.  

cjt 	.t; t;i 	co I 	 y 	c ut L" 'onces 

Y1 X 7 '1'  •.l•- :. 	•.ci 	t 	1 ¿Lcon , u: -'Y eon;iur y,M Z:'( X) 

to(lr. fc 	(1efiiim.,s 

(fi (f.uj f(u(x /  

eonc 	y c 	;y 	1ln.ir 1r im»,cn O/4 or u y se de- 

nota 	U 

.ean,,a y 	cc 'iu1!Us 3obro iQ epcios to nc &: i cos ( y Y 

rr'ectiv-nonte, i. me) iV 	u Y  so bra :(xy tiw' 	tifce, n:.r 

f OE'IÇ( :c) 	c- - 

Çv)(f)/4(f).  () 

existe y e o tini c, 	fc( X , y)  f( 	£. () • en(:> 	,ATA 
hE((X Y), 

	

)(h)= 	(x, y) 	d Y(y) 

ir V:n positivos :' h 	 j;:: :icbre X%Y es 

	

ev_interbie, entonces la fu::ci.n y.* 	 es -inte- 

grable y 

(x,y)  

ste 	el Teoro:u ¿te TobcisUc!-.Foubi!i 

Ji G co un jrupo topo15ico (1oclnontc' compocto) siempre e.- 

::ite uno nic1i1 	:'* es nv raran ppr lo i:erd: , ve decir, 

Sr,(  • 



a tal me=u 	se lo lirm;,' 	ir 	T1 i1 	de 	i:'uir'1r' 	'! ( 	1; 	nu(- 

iiot.r,11 por c1t siniplucento. 	T. mci 	' s An jw ralve 	rol,  

tul fetor co,ijt:tntr • 	rn1 j.1 1ç 	n -ir 1 	jy çj 	r; 

or C!UtC 1;o • 	Coro 	to'is 	lo: 'I.r)W 	rUi C:)':L'1V' ;' 	COfl- 

mu cativos FFI 	la mcd id 	le ir i 	rjui.erC l 	1].' i:rre;1o3 1.eneL.- 

te medida Je ¡Janr, 

,n raeiii;', de 1tartr de mi -ro1'ic-to le :r.poT c 	cl p'ouc o 

tic 1.as mel i 1: 	Hrrr (le caca. r e 	 o.»s,  un er— 

to de G, l' me=a (le H:nr in H o:' 1.« ,  ro 	eein ¡le ir rd jla 

r'Is '!at-r !e Cr n 	U • 31 por el COn'tl'1'' O 	17 	un flbCru:.o cor'n10 

de G y dOr1OttmO3 	se pucIen ertcoLIr lan ae'.i c1r3 de !Tt'r dg, 



C.trTTTT 	TI 

AiiEflfl: 	GWP3. 

un 	;rtipo belir 	fi.'1t(, F( )= 	 el con jUfltO 

re tti- ls fuciow3I3 10 (' e - 4; se nnbo que 	() ':c w,1 

vectorial con lus operociones 1 efini 1u le la 	tu.l •7.( ) 
deviEre en un Alebrn Compie ja Cmut t iv. c'n e]. si i:te nro—

ducto (prolucto eonvoiucin) 

31 

 

pura to1 s G donotmos por 	la funci5n •0 Tir 1 
s y O en otro cso , entonces , pRr borla f E ' ( ' 	se ijre 

en prticu1 ar la funcion 	etu? covó el el nrt; iit.rie 'l 

lebrn. 	G) con el producto C'DrtV0lUCl5fl. 

a aolic:'cj(5n 

5 
3 

es un morfismo de G en el grupo de elementos invertib]cs de F(G. 

Copio par-i toda fEF(G) 

se sigue que 1 irnaen de G btjo 	¿;enera 

Seu 	un aiebrt uiiit,,.-ric y T :rr—*c.Á im morfi 3fl - lr. 

en ion elementos in'¥értibles de c4, entonces U se proion - , le 
moner, ticr ,r. u  morfi smc ile]. o.iebr 	'(G ) en cA 

c4 

ci 



iioc';  

9 C:init: 	1' u:G —'1! 
n .icrrj.rio , el mrfiso co;:o:: ic i&1 U 

u 

U 
ic etje:çie '3r rneflero; t'nic:' 	'n 	ovfjsrno (que 	euj rcnos de— 

do por u) cir 1n.n n1çehr;.n F(G) -.(U )de le sluic!nto forrm: 

Como u(,)= Z 	4t) tT(t) = IT(s 
. 

entonces, para fe?(G) 

enotarorno por &" () r1 ecio do jpc,,funcine eornpiejs 

sobre Gdot 1.s con 19 [diC56n y lr mutip1iecin ordinLrias,c) 

en, entoncs, un lehra Compleju Uniturin. 

Sea u:G—.R uh morfiomo (le rupor, la iplicaci5n 

fe— fu 

es un morfjrno de lCehras 

3e 	Rwr: f' un ru;o 	C i mente COmp oto y coflmu t tivo (rLCc ) 

intentiaremos 	 los obnerve.cione: ¡Interiores, pero, en 

tü c 	o , i1i.e 1:lios i'e trin -Lrro 	al on•cio 	e neçi i1.n acotc1as 

flefInImOS un 'ro'ie t;o rvc1 ilCi ¿i 	 ,r.,. 	P 4f \ 

5 ¿u.e 



ie¿Yl. /.r y v E `'(î .) y f "t(G), conrj:i.i1nre c 	l. 	1'll'Ie¡,(5.,1 

e ri tonces 

y)(f)\1 II£II(I,,u1111 v11 

de donde 
(f) 	il v t1 	i f IIf 

por lo tanto •ñ cis 	urv:,. 	mece i('a acotada  I»1111'1 , 	cleí'iniml>y 

entone's 	ñ = f as x') 	como el ;¥rluc 	c, convol.uani;'n 	de u v Y 	, es 

decir 

= 	f cstPI (.sI c) vst 1 
G rr 

y 
It¥,t f1 ¥ ll ¥ P/u tl l4 V Y 

Podemos allorn e'iuncii'r 7.;+ ^.•i ,Miente 

Pfl PCGSICICTT 2.1. (I,•.¥(i.), % ) es, un A7_eebra cle B¥.nach Conmutí, ti.va 

(A13C) . r. tiB:l'3 j(,) es 'miG''.2'].a con elemento unitario be 

de Dirac en e) . 

Demostración .— Que L(G) es un Al C e:, claro por lo ¡interior, 

por otro lado 

(fl = 	f (st) dALs  a se(t) = 	f t:_) ti (S) =/a (f ) 

G C► 	 G 	 !! 

Si G es finito, se puede i¥3entificar r 	con i'(^r) como 

sigue, para todo f:G--'T Joiai¥u ente continu.n y r.?e soporte com—

Pa.ctó) y acP(G) definimos 



ut 

le 	üi_'?1C r'. 	C111C! ?(G) 	..".( 	1 (:' o f'1 	 ebi ,'i :il ('i 	fl.?n'(;o. 

e:'. cá un _'_ C ni! tri., , :;e ii.enni3 n}1or , ni se t:ierww un niorfis—

rio tT:( .-.-L( c4 ), ion e1.e:rvmt; ¥J invertib].e ; (le c4, ext;(an!1e:r :1 un rror— 

f1f37,1C1 de I(G) en c4 ,l;o siempre en posible, pero pr, r.1. nuestros fi—

nos es :.uficio11te en ^]. cano 1 10 por i niin te 

J!I';i :?.2 	c un o 	eic !Í^ ?n ch i1 un smrf]Srao lo (¥ 

en los Clll 	 CU7t=111143 de G' ( 't (';;j 

tal 	que pL¥.ri -t:odn s e G , U c S) 	:.roo.':: un I±ut i)inni'i '?_.^.r10 l.`1;):'1 t l`l co (le 

G y pr ra tocln jcC in ap) iccacidn 

S,_.._-' iT(f3)'S 

OS CC:n'%111i1c 	Entonces, t)i' rzl It r, ¥r «¿T'(G) , es 	7i icncl.dn es i 
ir_teEC-r: ble (vectori< luonte) . 1i escribas 

entonces LT ,L) k(E) y 	y, por lo tanto, U es un morfiymo de 

].Cehros que extie?1,1c r 7. 	r:`'i ro 1 .do. 
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t •i n 

eoninun y,a 6T '( r) 

i 	(' 	( ) =,,a ( fou) 9  CfltiC 	y) 	'(II ) , po'' 1. 	Lutn u no 

, de o l;  

ya 	

(udafl(fl = II 
	

st 	(t) 

	

= 	u Lt;) /(LO)  d y t) 

O3 iccir, uÁøY) = t 

Para tod,a'Y) ler:Limor lVt invoiuen M" corno 

( fl = ç f, 	11 j1 ,S = f 	(1 	 1 

Vol utiv. 



1s 

en- ;rice:., T(() 	u .i .:nti; ic_. cou u:i ,:ui,e tp c_o c 'rr do ;r, ''t( 	, 

ro 	co nv!c3 nue un : ute p"C: 1O ce. r" Z„ r1 ;_ "'( i , ¡:' u.G1 ].'iC:t]. c- 

( l% C)':. T.i(G). ;fin efecto, o(Cz ¥t L(G) y Ù6fl
,
(G, 

«¥)cfi- 	i(:3t)Tct1(l¥.A( )dL 

GG 

= 	
J 

f t t) t{ (o t) c1/.((:n dt -t 

G Cr 

= 	f lt) 	tFt."' L) d 1 r; 	dL 

G 

por lo t-,'ntto l.a función de ie+loi.'.:¥.] dc, ImT r,rs 	tic.: t;) i[,Uz1 que, 

por el teorenva d Lebeo:ue-coubini, e'ti .iefl'11d'! o.(]. y es in- 

ter ¥b1.e . Todo coto lo enunci'.no^ en 1.r : i-u et:te 

rf(ro ICIC.ii 2.3 L(G) e un irle .l. C:rr (lo ,1e '.4(!=) ,a 	 1' me- 

ciid::. con funci ún de rleri0i(1,jo1 en T( ) 

En 	prl;icttl: r, si f y g son iznter.::, b? es, entnnr.. 

Çf)(t)=  

Si G es discreto, entonces !( t)=((r), en erecto, sea  
entonces » G)<co pero 

scs 	r s 

por 10 tnto,4< T (c'.) . 

.,i G no es liscreto, cr:;tnces 

1;(G) no tiene elemento uult: riu (cf. ,are, _, ie ti .5). 

b , n exi oto un. morf i.sr o .]e (7. en 



iré 
L 	iuio:ite Pro 2oic±n 1W CO;'_CUnei 	' 1a Pro pos i 

2 • 2 	plictd: nl cro p r tíeu1r ''- l:'' 	io 	Cu:i. finejdu lo 'iofl- 

en T(tiy. 

PRCPC3ICIC?, 2.4 3ea 	un cncioi1n flan ch,  

p'ra to1ri s, TJ i) e; un :'u)ç)rfjuo :Lom rico y 1 a p1 icacin 

os continua nart bU 	7s  7ntorices, nria tU 	y 

f 	s—.fcrntng 	es 1flte:rblPy 

fT ( )1 

tJ( f) e.i iioa1, continua y de norma menor o iu;.i. 	i y os 1111 

morfismo de filgebras de r'( 	e 	• 

Re5t.in(iendo la ivVo1uej 	a {() tenmo 

	

(fi fldS)L) = J)f(s3 	C() f(s?ds 

por lo que la involucic1n de nna inedida con fuicicn de 	i41 en 
I() admite, t'mbin, una funci6n 3e deniiI T), 	saber 

por lo que reu1t. nturri lefinir, onn.r: toln. f &L'(r) 



IZ 

c¥o11d¥1 '. o: uu Co.c o lr; 	t; .1 .uo ... .f f 	_Jr. _¥( f ue ) G K; por lo 	r 

tanto la ctpliC :cite os conti lu:- nn 	(G) y, como( } os 3e„o 

en T1 (G ), 1.ci 	pl.ic:xc:idii 	;t c i:ttinu 	en tod 	T1.- 	- (” ) 	 i: 
 

o,' 	ho.r: ¡E r!";) ► por 1c. ;u ¥tio icidn 2.2 os posible exton ?cr 

la J(mrlt:1 lema c_nt rior a ?:'(C), ,?:.cicrcio 1 	TP(G), con lo 7,ue 

se tiene que 
tT 1Á f = 	f o d/I((0)  

Definimos, aa.cienio un--, 11.eve mol i..fic.-cidn r+ Uym) f, 1.:: convo-

lucidn de un:l medida acot,_da/¡ y una rllil('Sdn fE I,P(G), con isp<¥, 

como: 
(¥l1f) = 	f_,(1/ S 

de donde vof E L1'(G ) 

Toi collvoiucidn goza c1e, las ::1 1 cnt.es T+ropi.ed "es: 

(i) La <.!plicc¥cidn es t'itine_-1 y 1)icor,tinun, 	domas 

«fII:I¥ili'ti 

( i. i) tt4s') If = /I,► (v.f ) 

estas dos propiedades son conseeuenci.:. ate la 72'UpOtiioi5n 2.2. 

(iii)/ if es límite, en sentido de á, P(çr), de combin cioneo li—

netllee ele trrtslacioneo (le f*, ele acuerdo a las propie:l;.cice de la 

integral de Boehner—Pourba.ki. 

(iv) SUwf) 	= J flt''s)dtlt) , ele donde, ;;i Ce?4(G), se rocupe— 

re la definición ant,,riór. La clemosttr<,¥cidn de esto no es sencill,-. 

vense C 111, 

i 	E i'(rr), entonces, ');)r(. f e ?n( ̂  ) 

tg«f)( s) = 	f(t''s)G¥t1 1t 	y 

►Ifll.̀., 4¥LU,1tr¥¥t, 
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ij 

(2) 	f( t;  

= 	r(t L 	(t 

d'j 	(f 1 ,d o '1 proiucLç, 	tr1r m L(G) , Como  

continun4nPe 1r s por el 1em1 2.1 y el proriucto intr.rinr cr 

1in'a1 y corJ;inuo, se s:i;uc la it'irinci5n 

P(r:;$ICIO! j  2.5  21 	 1'(') cj te elerv-nto 	si y 

solo si G es Uscrcto 

enostvci5n 	3i 	'1 	i1incr•to, se vid que en 	ices  

por 	lo 	'trLto 	:.'(G) a3,i.te elemento unitorio, 	r& sabor, 6. 

3uponomos que 	(G) 	dmite e1einnto 	utilti rio T Y 	no 	i5— 



m 
1

= J 
tq (ti l 1; 

IltH t < 1/ 
z 

U 

que en unvv contra,iiccirSn. 	 ,r 

Fi?çr¥ IIe 2.5 ,pea r e G y piir , to l; iJ vec.i:ir'.. 	le r yen t¥ 	unn. 
fruición no ne_n+tivt¥., inter,r;:b1c, nu'_n fuer: ;]c t1 y cc>fl in propie—

dad de que 

entonces, para todo f .I,1)(G) con 1 s p< m 

en T,1 (G) 

Siguiendo el filtro dl.e vecinc]ade3 en r. 

Demo3trrcidn ;eco n tal que 1 + ' = 1 . á. . p < m o q -uc> si 
r- 	q 

p = 1, entonces I,q(G) =(L (G) )* ,,e riernoc trr, rz' que, dado F> O, pa—
ra tono g e Lq(G) tal que Il¥lls7. ex9.3te U ve(., innd .:d de r tí l nue. si 



a.o 

- f lcl , L¥¥ t1U¥o1 (ls 
s'6U 

= Sup 
Kfs 

t - f 1 , 

^u.) I 	- fr' t )I¥=IIo 

sup Il rg1 - f r_' 1¥ < >✓ 

r1€+ ncerdo con el lema. 2.1. ¥r r 

i•C :.... -110 2.1 P'ra- I' = Q 	l.f?,^, 'f u ic rw..'n uJ1^ t21 	 ¥1 	:. 1(i¥(1 prox1%.'C¥ 

	

1 	 : 

(le I!(G), es decir, parca to(ler f E '(=,), If(fUtf - fII-'O. 

¥)e mnn.er'{ que, :'Li.n e,,Bn•lo en .Tenerttl. i3( :) no t;7.^ne eimento 
uniti-rio, si tis.!2e uni'l: des c'pro::11?l. filas. 

CORC'L."RIC 2.2 Set 1 1 n<w y f e i'(G) t1,1 que fa 	0 i,ar toda 

entonces f = 0. 

	

Demostraciónen r = o y TUe 	G), enf,once:s fiy,, es gula y 

	

en I'(G) , por el corol-.-?rio .1, de donde f = 0 	,' 
tOFC' )ICT.Gid 77 Tos i'?oa1.e s cerrndo:s 'le 	ex:¥.cte.mlente los 

ubepcio^, vectorirle^ cerr los invr¥.rintes lx jo tr +•,7.aciones. 

ter,tos 	 r 	ci(n 	3i I c. (r) e 	un :i'le^i cerr4,c10 	y si f e T y r 
eatonte:. ¥ U+P c I C ri 	1.<*,,s  c¥orl(, el 	7.. 1) 	)2O1C1.(S 1 t-titerioC, 	esto 
irpii.c que 	*f-+i'T por :.er i cerr: lo. 

' eciprc'cT.can„e, :.i. T es U' :.:u:;nrrp: cio vee ore.,. 1. cerr, do in- 
V .ri..'nte b j('1 trc... _..ció tF. 	7 	7 f, C 1. y 	(i 	¥¥n oner 	f*e c; 

1irr,it;. i ' 	tr!_ «1.' ci'a;:e : ;,, 	; ,, j, ; ,i 	1 ;t (i i. 	• 1. 	col_vo7 ¥tci: n) r 



por lo tantk) f r, E i, 

P':?Crc;sicI(¥;; 2.8 	̂1 L1Cebr;i. 7'(c'r) o 	ir rrTicr l., 1oilrlr,, cl r¥<<1ic 7. 
de un 	]. ebra ee 1ci. i.nter3ecci.dn ele torlor: ion, i ic3n7 es rer'u1. rey 

n ximos, cc ..1ecir, i(1e«1ea I tt¥a.eo r.,.ie 	(" }/I e3 uni.ti+ri.a y !r..i.-
mo3 con ese propied: d. 

Demootraci.ón Pr;rn toda f E '•`(r) '.)efinirnoz ).e :iCiiiente .tplic;zci&n 

o(f) :L?(G) ---T.2('' 

U(f) eo liner i, y como II11(f)CIl2d1f111II jt2, rT(r) es contir.ua, por lo 
tanto, 

en un morfiemo de álCebran y, :idems1':3, i::vol.utivao: 

(U(f')81 jCs) = 	{U(f `)C tics1 CzCe) (ls 

- (Ç 
 fg,(o) C¥ i) dn 

=fJ 
£ (s ) gtt) dt  

$r&t)
J 	

t) r,.(s) ds dt 

— 

= ( ju(f)Cí) 
por lo tanto, U(f r ) =[U(f)J* (donde CU(f)1* es e1. trnn:a{»xe: to de 

r(r) ). 

Si f es tal que U(f) =0, entonces f. = O ,_ 	 c-..` ^,, 

y, por el corol.-rio 2.2, f = 0, 	donde U en monoraorfinmo. 

Sea f,e R,id(T¥(G) ), entonces f* f 	( ¥(*) ) por ^rr este 

ideal. Ademt s, toda forme 7.in¥- 1 po ;i.tivc¥. se nu1:: en e) rf i.e 1. 



(ver \)) . 	Jr:. 	E Ln(::.) , 	r:n:;r.,iloe ., 	f—.(u(f ),? ( e ) 	: 	t;1c: forro: 	:! ineul 
c 	i t iv. 	c_ue 

(ii(f+f)(¥li) 	=IIU(f)II . 
(10 	!. eníl e 

0 	= 	(T1(fif )¥,* pc) 	_ 	('J(fó)U(f0)f Ic) 	_ 

_ 	('r ( 	1(f) 	_ 
= 	IItJ(f)112 

c:,^ 	decir, 	U(fo)s 	= 	O 	pz 	, . 	tod,' 	, 	C-12(G), 	por 	1.o 	tr•.nto U(f0) = 0 y 
en t;o 	impli.c.., 	por :r fi rnonmmorfi ^rno, 	que 	f - 	O. !l 

lofini¥to 	un:' 	'unciún 	cntltin,t.a 	c10 	tipo 	po.;itivc) (PCTP) 	corlo 
un. 	ft.tncx.cin 	C:J`lti.tl;i , 	f 	t1 	que, 	p-.r. 	te_l . 	ft:mi1i.a 	finita c¥,...sn . 
de elementos en G y par;-- 	toda colección c„ . , . 	en (1 e Humeros com— 
piejos, 	so tiene 

Sn_ 	_ 
Í(¥¥ J ¥ >i 	o 

irj=11 
ias si,3Ui-nte.s .non propio 	:'en 	1e 11S funciones 

«) 	f(e>>,o, 	torn' 	e 	n=1, 	=e 	y'c=l 	el' 	LA 	-lefitii.ción. 

b) f(s-') = 	?T 	en 	1.r. 	cie: i;t_i-:].rlud 	sc 	n=2, 	n,=e, s 	=s 	c.i^.tri.uje— 
r, 	c, =1 y cl = 	un núctero conpl ojo 	:..,rhitr:- rio, 	entonces 

f(e) 	+ 	f( s17 + 	PTs'')7{ 	f(0)1 	
z 
,0 ...(+) 

como 	f . e)E 11, 	f( s')' 	t 	fu;) 	Gl 	por ; 	toc1 	C, 	no ñ =1 Primero y 
1uejo ' _) , 	entonces 

f(s) 	+ 	f,-') ,[fu,-'_ f(s)3 
y esto ocurre si y solo ni 	f (r_  

c) Ifcs 	,f(e4, 	si 	fcel 	c%, 	tómese \_ —fcsl, 	si f(e) >0 tóme. 
se ) 	, ,¥ 	r `)- 	—f(") y 	su..Lit_t„ ase 	2 	en 	(.,j 

De 	eestLt-, 	se 	.t¥;u 	que 	E: 	 ,: 	,r i 	i 	e;_ PCTD, 	c it ,ne(.?c 	f 	es a.e 	h, 	dt:3. 	y 

Uf= f(e) 



z.3 
LSG1,. 2. 	.3i f C 3;( ) r L (G ), entonces f irf e , FC TP. 

1)emo itraeidn f`* f en contintu°. 1c, : euer,10 con el Lema 2.?, seta 

cic j(f•f)(¥in ) = 	ciéj 
1
f(t) f(t''nin ¥at 

L cie j C (Lo j¥ f (toll d t 

_ ¥,Icifttsill (it >, o 

Denotaremos por: 

P+(G) -•.J, r.on jurit,o de FCTP, 

P(G) aler.•p.!eio ener¥'cto po Pi (G), 

P1(G) _ ¥(ir)ÍlP( ) y en tn i1.á.ce rifle 111( }) C. ? P(G) para toda p, 

P'(G) es un lizebru '1e convolucidn yr que 

4f+¥c _ (f+¥¥)k(ffL')'— (f — )¥(f''+)(f+le* )f+igt)r — 

y cada término del. . e,undo nmie - ¥ibro es PCTP. 

LA 224 P(G) es denso en :P(G) par: 1)< m. 

Demostración ,:,n efecto, Set :7 f,¿E ` (G), entonces f►U C- i"(C) ya 

que f¥e T:(C.)rl I t(G) y, por tnto, (f'); 	P4 (G) (lema 2 .3). Por 

otro lado, setín 1o+ proposición 2.6, 7..1:; fruiciones de la forme foz; 
son densns en 7 '(G) .  



Sea 
U1 
	 1. el 	10 ion 	1:1.ejo 	11 r'1ulo 

lino 	• 	1. 	 e e i.i . 11 C) 	l.'- 
el c 	(2 (311 U.'' j l. P° 	0: 	co 1c'Y ;rin te (1 i'o c u 	( rn'so'%r1 

Ci U.0 	1'upo CO::Ct(J ) 

Defici: 	('r un 	C, in crc 4 er de G en un :iorf'inpo 

cuiiiuo 	:r-.V, rur ionot»:reon i.1istinun- ;o 	r 	o 
.1 C)) 	 lo tolon br; c;•ructer(-,rr.'o le topol o'a con la 
to(3 -1'U do bu coverrnci u.nifoni.' robre corip:cton (e ' c: P. 1), 

ni cou1jUitO 1 	w'ti coii » operncidr '1 ob rro"'.cto 'lcfi.niri' pun- 

tuulmoute 	(t) 	t) (t) ,Y r;tr W01001  :e be '1J;' el ,ru- 

o -3-ur1i. de G.  

bon 	or.i.rc:Lrn le 	o jt''r.1.o 	ion 

1) G 	. i 	entonco (7>•> = 
	crn C; recipro- 

cnnte 	ni. 	fl , 	co un c 1'ctur 'lo 1'., pr lo 	:no 	 fl, 
2 	j= 	 el toro ¿le r1  si y o].o i 4 ,x>= 

con 116 Z, de r.nor 	'uc 

3 	G 	Z • 	, OntOflCO3 4X(n) = 0' 	ltn1jle 	7 y un 

repro3etente € T' loterurir; uno y ::,nn e rocter de Z, en 

decir Z 

Di 	G. • • 	ron 	CC ''ntonern 

•'fl 	i1oto rL u1. 	ir nl nc ion la cntructur. lel ''mro 

Con ir.r. 	1.r;eir.'n 'le '3' .' ch. 	r' to'a 	y Lod  

1'fjno e' 'i'u ";Le n•.í:uL'r : 

=TIA Ci S 19 

.L1 



'JOflA 3 .1 	: w- 

e n 	ri ';Lj lo 	Je ;'1,ci'r 	' 	c' )  

es un homeomor[ 	'.' 1 	hre 	) ( ¿;rc1;ro 'i 	(G ) 

Demo;trncj(fl 	71 y (lUC .1e l.)'tr y v ''j 	crsr 

A) h 	un c:r'.cter 

n ofect,o,  

= h 

B) plie ciSn r 

Sen 	y 	c'r:c t;oreo 'e 	tL•1e3 Tic, pr ti f' 	) 

h(f) = h(0, entonces  



2(0 
es decir 

C.d. 

como ¥C y 	son continuas, entonces ',s> _ < , s" y, ,por lo tan- 

to, ? = S 

C) La fupliccacidn es sobro. 

Sea de ¥(G) , entonces existe f c L'(G) tal que o,,(f) # 0. De- 

finamos, para toda r c G, 

(r) c(1 r) 
oc(f) 

es claro que (e) = 1. De la propiedad f#.£s= frs f se sigue 
(f 

x(rs) =4 rs) ¥¥rs1 ) 
( 	o(f) 	>,lfk(f) 

r.(f)• (f) 	('(f.<(f) 

"' (f r f - ---------- _  

Sea r G y tomemos ahora las funciones I(U como en la pro- 

posici6n 2.6, entonces, como Ildll 1, se tiene que 

ahora bien 

por continuidad (le N, de donde 



12-4 

y 

r) 	1 

esto implícr que 

por el lema 2 • 1., X ej colt;jin 	r tffl to 	- 

Cai.culenrns ahort• h,,, n r  

= 	= 	(LL.t 	ft)1t) 
(7<(f) J 

existe u-nt funei5n 	) t ,1 ue 

= 	(((s) f) 113  

por tinto 

= 	((s) 	tÍ'.t) -1t lr 
( f) 



z8 

'1) 	l,: f.ynCe¡I', y-, 	r,:, 	r.!;,!¥'. L 	. 

r 	 .11 0rl„ TI(). 	:i' 	 —+ 	1!?.I 	'fl!1e 	t r' 	:ore 	o o Corn— 

	

^Ct. £>n 'r f G 	) a ;:f''1 T }117 eo'a £ficto Ct'l , t..n 	Ue 

f(:J)l c13 c C 

entonces 

I h¥ (f) — h (f) I = 1 [<¥ , s > — 	 , n >7 f( n) cl 9 

J 

¥I 1 ¿(Y •S5 -y<,,S51If(s)V]s + 
K 

G —K 

Sup I< ,s> — <?o,s>I Ilftii + 2E.. 

nor lo tnto, :;i ¥t•--¥¥,ru¥li:fornemeri o sobre comp;-•etos, h?( f)-'h(f) 

piro toda f E ,,(G) 

) '.a ;inlic_1cin es Uicor.Linu- 

Tsn efecto, seq. ae?¥(^.) y sez f t: 1. que o\(f) /0; como<'',f> 

es continua en K, existe un.^ vec-ilnd r1 U de a tzil que, si d eU, 

entonces o((f) J 0, por tnto ?t, e,. 	oei.r,10 ;. oc, es ()o 1.(i for— 

m]
7Jv) = 

c¥ f 

y 	 . e:: t::) „ r. 	t ' c,¥ a i7. 

Cono LC: 	.)lJ C:?.Cl )i1 .`3 - —► Í 	es Con11-iY1us , entonces 

=[ r 



¥.9 

Ú5 un eot.i;, cto y eoo 1.o; ce.r• C';jl'( ; J 	(^) 	r 	,,;,¥ 

entonces, por el `)Peorer.q;' t'•,? 	C 	.1, 	'(C) C: .nV'1'; e i_illl r,I'llt; r?:1- 

te a u((f r, en I?, ne decir, (ir,itc Ç.>7 

sup ('(Tr) - v( 'r) 1 
frI1 

o, (ficha 'ie otro moJ]o 

supk'(fr¥ 
r EI: 

ser, V vecind,: (1 compacta de 	y I: t; '1_ 'uc 1a'(f )I< :? n," r .4v y 	O 

tal que loc'cfl c f) 1),t' , unf,once : 

sup l ¥tr) — ? (r) 1 = .;u„ 	
(f lj 	.l(f r) 

r6 :. 	 r¥ : 1 &f) 	f) 

'_ 

por lo tanto, que a—¥¥ use T`(; 1 imp1.i ec'_ nu( 	izni rc 	 e ionte 

sobre compactos, es decir 	en G, lo cu'I1. implica .",ue 1. 	li- 

c,.!cidn e:= bicontinun.. 

Tolo esto demuestra., pues, queC I,(¡ ) . 	 :r 

COR01, .ZIC 3 .1 s os loc'.lmente compacto y G es compacte Si ¥r ^a-

lo si G es discreto. 

Demostración ie sE:be que T;(►) es localmente cop¥ c to y el. 

espectro de un -,Siyebra es compr-;cto si y solo .:i. el :lEebrt es 

unitaria, por i& proposición 2.5, L(G) es unitaria' psi y ::ol.o i 

G es discreto.  

CO O?,A1IC 3.2 Todo c¥,r,. cter de L4() es Iíer.ii.ti; no. 



3o 

= 	4 	't'7 i 1..1 

ñ 
T i: 	 .tc 3.3 	r ..l' 	}:.'Íi. .. E (i Cu11 . 	Y C, w¥.!.., 1? 	 C ¥r 1.C¥1 	qiln 

f C t/ ir) tal riun r / i• _, t?n'l;onces f'X^ir;te 
1 

	

.110 c f) 	c 	f I, C:'' „() idebí lo ., 	jlln '. 	 1 nti?T. 	', 4(i ) 
J 

r:: .31'1 r lir,s' y, n11 c..:c+ C ..c.) 1.fl ti' fl ' 02"i ' 	 r 	'r G C i11 

	

.` r ¥C' 	¥l? ( 	 ft 

t.1lyf'Cl .1.v: , f. 	;i('C)2' + C;.1 ito ,JíC - 1( 	t.. 1. re 	(:¥) - ví (f) «f= 	f¥af 
¥ 

.,5f 	, 	J. f . .2'[< +:.17i:OfCC:i ) 	oT` lo. 11•ii7q1Ci 	".I, f,& 	0ro, 

y 	eli o lce; cx(f 	= 	(,f0) _ 	, co r: Lr¥ ri i e.i.en la 1.:; c:1ccci sSn de f, 

le Q ,ncle f. 	c po, y 	¥.i) 	̀ 	-)  

C,:i11 : 	 I.r' 3.4 	'¡1 C .'? juito (:. 3.1'S ew^bin,, cione 	1.'__`'1 `a e 	rle cL.-- 

r"cterc^ c ilrs'— o en 	) + r, eJ `'1 1 o. ` Pr o ;:f 	1 	) 	c¥¥a c;r¥ cn- J 

cia _tnifcr:cio sobre c,: t::,,:, ct:;' . 

:r.ci _z 	̂c'. 	t:  l_ ^f 	t):':o, 1' c;. c.,r,pac te. .: Por ,.''. co- 

Ah,. 

 

2'oáa'rio 	3 ¥
1 

,. 	;la'., 	n. t' 	.. Jr 	1,'l ,'. ,.i.cl;Et::t 	Cti?'t;1.r. 	:n 	1_:s., 	c+ 	I::;— 

t 	it0,S, 	por 	t%. 	1 t(.), 	e]. 	teorern.. ii (. 	¥)'Í: (nrl .._ •fo ie:' LI`ri 	inpl i ea 	g1,1e 

e 	eso en (¥ ), 	e 	fue _2;, 	I,r-_i•io, 	esto 	im 	].ice 	1.a. 

fi.rm 	ci.51.  

rJ,,;:i:r.. r:.i 	 n e1. 	,;;l.l,.  t 	1. „r 	;era 	rte 	10 	lo 

amc):tr,^cztSJ_ 	1',>1 t( 	)rc¥tn" 	?.]... 1 



si 

Derlt)t.re'). 	Çctjv ¡i;i0 	1:n Ct'C.I1' 	O Cr, 
es  

1)u 	 (/) 1t 

ji ) T$up. nrrioo que 	, 	• e . ts -(%)Ufli. rç 'nie.çe'' .e' 	obre 

eomj)nc.'to3 , entoc 	: un co-.cte r (7 y 1>0. 	Oi 	Ufl 0Dm- 

pacto 10 	 tni que 	T.T(Y, , ) lo curl n orib10 por sev,  

loc 'intente compl cto • G 1 	.n 	ic. 	te e nunonpr ri.le,  

1)01' tnto, 

- 

	

	 t>  
t} 

lo cu1 imo1.ic 

y esto vale p: rn 	¿, 	r io tnto 

DU 	tt4) - 1(X' 

por 1.0 t'n Lo, 1 	—aÇ 	U ( S - U ') • De rnaner.que u es un 

cr.cter (le 	. 

Afirmamos que i u i ic cin e tnyecti va y con inu • 3upon— 

gcmos que u= u, entonc.1: 	 p.'r 	t.ia 2,:i:, os 1ecir, 

= 	( t) pare tod: 	cÇ ; SCO 	tul (lu , ol 	p e, 

(stj 	1 (cf • coroinrio 3 .3), pero ennces 	(o 	Ct), col-,10 

et:rnos 	W)on lenlo lo contrrrio , ont'rtc •'.' , ti (le 	ri..men 1. , 

es (iCeir, 13 	t , 1)01' 1 	i- '.u•i 1 	pU r'ci3n es iec 

verU'? la 	icc $n CD cint; iim ;' 	r 

VCC1fl1ed. lt 	. G, 	iteo s, 	Le un ro.nac ;o 	en 	y 

t?i 'ue 

J(,E,utia ) cu 



C)' • 

j•-:. VOeil:',  '1 

te 

::up 1 11 

por lr t&nto u ri  j u( , 	c U lo ellas. rp]. j' '11P u e con tinu 

y, 'o 	. 	ri'1 i 	 Je 	, u eí coittiiu. e'i o'10 fl 

A 	te mor 	 .0 1 1 	(il rnor:rirno CRfl Çj 	e ' 

y o]. eorcir 	u 	e 'cn tri 	n (3 .4 	ieLt.rr r,ue e_ 

tc 	orfim flS U i .flür fl.1O rp G sobre 	. 

V!.1n 	r)r 	. .3 o f.ijr 1 	ttt;n fnr'n 	in ?n'j Pi' p r 

funciones iiJ e;rrb1ej , pero 	1;ei recor-. 

( 	'!O5 ol C()CflUtO lO tr !'ror!Í3P. 'It Co1f i1 prrr lí -_ r,  

bi'L'1 do 	;(ní.(h 	fttUttt1vLLs. :1j. 4 es un .\13C y 	e]. 	pectro lo 

¿4 , • c 'if:.:'e 1.t 	ie': 'c1: 

s(- 



ta 

	

1'' •'' 	 '•'' 	' /Lty, ( iCC 

CUT 

	

= 	
(y) 

ra 

c 	í,• 	''j(' 

1 	ri 

j ) Coio  

me'1 j1: 	 Cl' 0:; !o ro' trlcc i.i de : 	 'lo Golfp.nd 



= 

= 	
= 

no coirri. 	p rr 

y) 

	

	 i 	tr1:Jí rr:uj. •e 1"r1 	'3 	io ti. ricL10 

en ufac t o 

	

=Çtt) 	 = 	() 

VI) ç( ÇJ t2 2t:;r,r!..lfl 	:aLLci6: (..lU1 	icac I:1 	un 

cara1e' y ViteVCSa, 02 

3i 



3S 

¥'?2 )('r) = (,rf ) (.•) 

vii) Si,+ es positiva, 	y r son de tipo positivo, aor 

ejemplo, para, aeun XL •• 	¥Cc. G y e1 ,... ,c& C, entonces 

21 	 ) = 5 , cic 

d , (s) 

l ¥., 	c : 1i 	E3i 1 d lPC 9) 5 Q 

por lo tanto, 	y 9¡mane<:n las medidna poáitivns en las fun-

ciones continuas de tipo positivo: 

Restringimos ahora;_ la t rz:nsforn.cde. de Fourier n las medi-

das acotadas con función de densidad en I(G) y lo establecemos 
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Las siguientes propiedades se satisfacen: 

ij 7f es la transformada de Gelfand si se identifica G 

con L'(G). 

ji) Si escribirnos f (s) _= f ('a") , entonces 

¥I f = ¥f = ¥ f)
,, 

en efecto, 

¥fc¥J = f',s'f(o  )ds 

_ 	f( o) ds = 	(;t) 

	

(f))= 	f()= ¥¥.' s¥f s ds = 

iii) Con la notacidn f wn= f#f•...•f n veces, se tiene 

	

1r I, = Ii 	f« = lim fIn¥in 	(lf IIS 
n-am 

lo cual es una de las propiedades de la transformada de Gelfand. 

iv) T y son morfismos involutivos de L(G) en 

v) 7 yff transforman -trtrslacidn en multiplicación por 

un caracter y viceversa, como en la propiedad (iv) anterior. 

vi) Si f es positiva, entonces ',f y 'f son continuas de 

tipo positivo ya que, en este caso, la medida acotada fds es 

ma subdlgebra au_ 

,'•(t:), en efecto, 
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o: he-A(i'.) y f <-- 11(( ) t.-t]. que Y f = h, entonces 

	

hl ) _ Ff(rci = 	fflds 

	

_ 	 C 	,s f cs) ds = 

Cf)( ) 

corno f = f ¥, entonces ,JCf') = h, por lo tonto h Á ($) , es decir, 

¥1(G) 

 

es -.utoad junta. .hora sonn 	y , ¥= G t¥:les que , 	E , en- 

tonces existe f c T'(G) tal que 

<>fcsds f .(r.`;fts)ds 
J 

entonces 9f'? 	` f( j , es decir, +(G) separa puntos de G y, 

por el teorema do Stone-WVeierstrans, :k(C) es denso en 

TEOREMA 3.2 (de Bochner) sea ,a e MkG), h la funci6n sobre G de-

finida por 

hcs) _  

entonces, la aplicación 1r .-. h es una biyecci6n de !í) sobre 

P(G), h es de tipo positivo :_yi y solo :¥i fr es positivo y, en 
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Demostración Para demostrar este teorem<, haremos uso del 

teorema de Bochner-Raikov par ctLgebras de BnnacH 1 C¥.1 l71). 

Consideremos 

: b1'(G )--+'lG ) 

la transformada de Pourier en G, si identificamos a G como un 

subconjunto de G, entonces se tiene que 

ha) _ '(E31 

por lo tanto hc` (G), si¥,~es positiva, por la propiedad (vii) 

de la transformada de medidas, h es FCTP. Como toda medida ee p 

puede escribir como^ 	donde fí¥f¥M+(G), esto implica que 

h P(G). 

Si, es positiva, entonces 

phQ¥ = hke) = <¥(,eed»)= d f(ca) =11,u11 
t 

por otro lado, denotemos por a la aplicación 

o{ :M'(G) —.P(G) 
= h 

por eC' a la restricción do w a Mi (G) y, por último, con 	a la 
aplicación 

P+(G)-- ¥ (L'(G) )+ 

h ti------'¥ C h) _) : L'(G) --' C 
f--.%(f) = hcs)fts)ds 

donde (I2(G))4 denota las formas lineales positivas sobre L'(G), 

como 
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aitiva para toda h e P+(G) . Calculemos, pura »í bí+(G) , 

	

fcs)h(o)do = 	f(a1 {dÁ y)J  de 

= f(a) )d/( d8 

	

_ 	f (s) d o 

por linealidad, la fdrmula vale para toda, MG). 

Consideremos el siguiente diagrama 

M+(G) 	"r l ¥ p+(G) 

lP 
(L'(G))+ 

por el teorema de Bocliner-Raikov, existe 

biyectiva tal que 

0 ¥u) = 	(i1 dr¥a¥ = St.J f(') d¥ucx¥ 

donde f es la transformada de Gelfand de P en G según el iso- 
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U, C1—`1.Lle 3.5 Lr- auociz¥ción de i'+(G) en 	tal qua 	cada 
f c P+(G) le h: ce corresponder 

f--.--. f (s i h (s (1 s 

define una biyeccibn. 

i)emostración Esta correspondencia es la p de la demostr^- 

ción tel teorema. 

CCztWL RJ'k 3.6 Toda función continua de tipo positivo es unifor 

momento continua. 

Demostración Sea h c- P+(G) y f = 0, sea ¥rc pi(G) asociado a h 

según el teorema 3.2 y sea K un compacto de G tal que / (G-K); £, 

como u:Ge---•G es continua, para 

U(3t,,ue) _ ¥s c G ( sup Í <s,x) _ zue.P1<£
J rX ` K 

existe V vecindad abierta de e en G t,¥l que uV e U(K,£,ue), por 

lo tanto, s c V implica V &,s5 -i(. para toda ?<IK, entonces, 

para todas s,t c G tal que st'f- V, 



J. 1 
p1'oi1c 1;u d o 	tu c Liu 	Y Ü3 

3 por al to)rom 3 .Y , entunceL; 

= 	 ' 

= Í 

CO1flOi(4j N( ), el toorem: 3.2 imnhle! que h 

Ante; do ic:notr'r loi 	uienL-e t'cremr:s , (Jemotrarerno 

unos 1.emas 

3.1 C7 mapea (G en !(( ) Y e nuo1e e.coer la medida ,te 

Huar de 	de najorte que, si h1 (G ) , 3 o obtiene 

	

)otr ci5n Con:içierona 1 	)fl ?G) , 	fir;:nmo que 1 

03 	n ¡de 1 d. i(G , ci, efecto, 	f& 1 y 	co 	¿f iT(G) 

ontoflec3 p 	toda s G cite un: vecindad V de 

tul Que 	
r 
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entoneeo gsft` (G)(lL'(),eon en 1;o 1. .:firrn: cá.Gn queda ciemoo—

tr3 dr^. . 

Cano P(i.)C'i (G) entoneer; T''(G) _ 	( ,̂ )('1 ],(': )c-  

por lo tanto P'(G) c 1, corno I1(G) es denso en 1 (G), entonces; I 

ea -'lonco en 

Uefiniraa la ao].ic^cidn 

f-.-- 	 f (et 

corno ^f(frf') = frfle) _ f(t)f te)c]t = If(t)f(L')cit = 	f(tilat>io 

entonces 	es una forma lineal nocítivn sobre 1. .¥cn el teo—

rema de l3ochner, pnra toda f e l"(u) , existe un. única i1Cd.ido a_ 

cotadl,.i. cobre Cr, denotada nor ¥,tl, tal que 
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¥1r(üi"i - 	(f*(,'+,i¥) = 1f(f'w(t;. £)) =/( (€.'f) 

c:or10 	f'\ (G) 	A( 'T ) , por continuid ,.rl, p,--r,.a todc k( c_ 	) 

,I..!.fc( f') -/ ( f ,U¥f) 

con í',fP'(G). 

Uea_ ktc k(cs ), tea; sope y sea u { (G) t l que úc,) 0, 

por eier i{ (G) :censo en T,'(r,) y existir f cT,4(G) tal que f(;xl 	0, 

esto ultimo es -i.emnre nosi.ble. ntoncea ú ui es no negativo y 

como 	es continua, entonces existe unan vecin¥:lnd abierto Vu 



y como oopt oe compacto, existen U,,,... ,u A, c 1{ (C}) tal que 

ta o n << <¥ 
i=S ui 

por lo tanto, si g= ?u  ui+u¡, entonces 	?0 en oopt{, y, dern s, 

r'(r.) 	P(G)(1."(c ) 

de acuerdo con el. lema 1.3. 

3o afirma que el numero )Ut}=- . ( 1 ) es ind :pendiente de g, 

en efecto, sea g' c P G) tnl que 	 ?0 en oopkf, por (" ) 

para toda ¥e 1¥(G) , por lo tanto 

/( 	i) =/Á 	
) 

lo cual implica que 

V es una medida positiva no nula ya que, como g es una FM (cf. 

lema 1.3),/ es positva y no nula. 

Sca htP'(G), por (u) 

= 	
) 	'{} 

por lo tanto .c¿1l= h-Y y, corno/4l l es .:co t i.cln y i continua, h r.c 

V—intograble. Por (') 
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!',Lfirmatcidn: V ©e una medida sic ii <<.:r. f3i,otuirLI con probar 

que V es invariunte bajo tratolaciono;, seuu pZj G,,4 K(a ) y g I,'(G ) 

de tal mnnera que '; >O sobre sopifUopel, . Por la propiedad (vi) 
a 

de la trono ormada de F'ourier na.bemos que 

entonces 

de donde 

( 	
)  

(iÇ 
) 

= 
/

¥r(¥t  
 

¥g / 

por lo tanto 	_ I'trf), es decir, U es invariante bajo trusla— 



= 
	

f S) f'(:7 ) c1 o == f f (e 

pero 

= (e 
= f 

7 

de ;.cuerdo 1. :Lenin 3.1 y 

= 

1,EMA 3.3 	sen IJ,Ve- I](G)f1T;(G), W 	I`(G)("1I',•(G), u,v,w'. las 

restricciones a G de 1, rV y' resnectivcimonte, entonces _.e 

cumple que u, ve IL(G), w - uy G 7'(.^.`f¥ t( c) y 	= W. 

Demostración Cono U,V,_-7 c t¥(G) ¥1?,t(G), el lema 3.2 implica 

que u,v,« c I(G). icl.rnLs wv = uy. 

Por otro lado 

Iwidx 	;uvR1x =<tul, tvl' 

Por el :! emr 	3.1. 	Por 1.o t,!uto ].n medir1n 	lt,I(I x 	= vc3 j' y esto implt 
c. 	que d 	= 	;, riebi:lo a ue ._;lai.s rovif: nen do vi 	ser 1.n 	corres- 



pondencia dado: en el teorema, tic 3oc.':ner. 

Pasaremos ahora a demostrar los teoremas fundamentales de 

la teoría. 

TEÜRr;ri4 3.3 Para toda F'C 	cerrado y toda ¥CdP, existe f Ii(G) 

t¥•1 que Jf ( T= o y 	1<) 	G. 

Demostración Sea V una vecindad compacta simétrica de e c G 

tal que t(x„c G/F. Senn XV,. y 1, las funciones co.racteristicas de 

V, 	y V respectivamente. .'•.firawmos que 	 ¥"XV F L'( ) n I,'(G ), en e- 

fecto 

V 

= medt'Vr)?C- V.) 

por lo tanto ?k. V ` 	con 1 <_ p<,o , en particular `¥r;iC I;(G ) 

Y 	V#7,V C I.i(C.) . :ldetzu's, si ¥ F, ¥d V',a'., entonces 	es decir, 

'Vf1V =, por lo tanto, V±`.;I j¥t.¥= o. Por el lema 3.3 existe 

f e 71(G) tal que -f  

TEOREMA A.4  (de Pontri.:r;in)  

))emostr:zcidn tSabemos que ]i inyeccicSn u:GL•--G es continua. 

Sea V una vecindad de e en G y V' urca vecindnld simetrica de e 

tonmbiEn en G do tal suerte que V'zc.V. ;pea f K(G), f 	0 y 

tal que sop(f)cV . 3ea 	f.*f . ntornces gc u(G), sop(g)cV 

porque sop(-)Laop(f): op(f)c. !' .V 1, ;'dem.'.s, 

g ¥e 	f.wfe) 	fcsf'a ')ds 	I ds>0 
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Por el lema :.1 	G E ;,('G) . :oca I: un ecrnnr e to (le G tal que 

C -K 
sea t= 	 ¥gE¥d¥Y y W = U(K,(,u¥o¥ ), es decir 

4 K 

W ={ t(  <?,t 	1 	, 

entonces, para u(3)EW 

g(n) - g¥e = I f 1 ,3(k d¥1  

+ 2 
J
tTB(;&l dX 

Vil+ £(el• e) 
4 	4 	2 

por lo tanto, I g e) - gie) i 	lo cual implica que g(s' 	0, 

o sea que s a sop(g) , es decir, s c- V y, entonces, W 0 u(G) c u(V) , 

por lo tanto u(V) es vecindad de uce),y esto implica que u es 

un homeomorfismo sobre su imagen. Como G es localmente compac-

to, entonces In" es cerrado en 

Si Im(u) , G, entonces existe t c G-Im¥u) y, por el teorema 

3.3, existe f I (G) tal que 9"f IG = 0 pero rrf (t) 	0, luego 

	

¥flaL3) = II(S) = fzfd 	= 0 

• de acuerdo con el teorema de }3ochner, pero esto im7.ic . que f =0 

y, por 3.o tanto, 	f = 0 contradiciendo lo supuesto, por lo t :n 

to, Im(u) =G, es :.iecir, 

TE(?I3 IItA 3.5 La transformacidn de Fourier 	es un isomorfismo 
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z.lgebr,`ieo do i. tG) sobre r( ) ;Tes es .e tino positivo si y so- 

lo 	si /i es po 3itivs1 y, en ese cL¥ 3o, 	 z 1 b( I. 

Demostr.,.cidn 	or el teoroiu3 de Bochner M(G)"P(G), pero 

T'() 	1',"XG) ?por e7. teore,,;n. de Pont;ri g in. 	 !¥ 

E 	 l:i 3.6 (Teorema ele l,; inversi.dn ¡10 Pourior) La transforma- 

da. de Fourier induce un isomorfismo algebraico de P'(G) sobre 

V(G) que transforma convoluci6n en multiplicacidn y viceversa. 

Se puede encoger la medida de Haar de G de manera que, para to-

da f r- Pk G) , 

fcs) =9f 	=  

I)emostruci6n 31 lema 3.1 muestre! la: igualdad. Si g  

entonces Tg e. ?¥(G) y g = 7 g, por lo tanto g¥' (i(Ú)) , es decir, 

i¥ 	) =3(P'(G)) •  

Cuando se escogen las medidas de Haar en G y G de manera 

que se seetisfssg.,.n la igualdad del teorema, se dice que están 

armonizadas. 

TEOREMA 3.7 (de Plancharel) Supongamos que las medidas de Haar 

de G y d están armonizadas. Entonces la restricción de 9a 

mapea isométricamente L"(G) f L_;(G) en l¥(G) por las 

normas ll•tl¥ y se prolonga isometria de L(C) sobre I(&) (Trans-

formada de Fourier-Plancharel). 

)emostra.ci6n Ira primera parte es el lema 3.2. ,"..dende 

= P( Ĝ) 

y 



so 

Si H c G es un subgrupo cerrado de G, definimos 

H'= 	Hc.ker¥l1 = 	- G I para toda h II, 9,h> = 1¥ 

demostraremos que H-1 es un subgrupo cerrado de G y lo llamare- 

moe el subgrupo ortogonal o asociado por dualidad (.íe H. 

Sean ¿Y,5 ,- H y sea h E 11, entonces 

= < ,h>< ,h> = 1 

por lo tanto XH . Como ol cc racter 	= 1 c Ii1 , H1 es subgru-
po de 1. Como 

H4 =f h'(1) 
htH 

pensando en el isomorfismo de p en G y, por lo tanto a II c G, 

•eitiene que ñr1 es cerrado. 

Afirmamos que H4 Ç, en efecto, sea la aplicaci6n 

para toda $e G/. Sean h', htH tales que h' h`¥ H, entonces h =H' 
y x(h') =q9)(h) =4X(h), pero ;((h')t¥h1)-1 = 7(h'h') = 1, por lo 
tanto 7C(h') _ P((h) y esto implica que f está bien definida. 

Supongamos que T(¿j=' ( ) , es decir, para toda g c G 

entonces 	 ?((g) = 

por lo tanto X = X' . 

Sea ¥(C (G/
H1 y sea g) = Q ( ) para toda g, sea h E q, en 

tonces ?((h) =U) = 1, por lo tanto I-i e ker¥? ,es decir,. Ii-. 
La aplicaci6n es por tanto biyectiva, además 



por lo tEnto (r es un isomorfismo de grupos. 

:pea F; un compc: cta de G/gil y r:G—•G/,í la proyección canó- 

nica, £ (K) es compacto y 

L( (U(w° (K), F , 	= U(K, 	• ¥Q1¥1) 

lo cual implica que 	es continua, mds nín, si. K es un compnc-

to de G 

• il )) = u( 	(¥`-), 	,')) 

es decir, (f es bicontinua y todo esto muestra que (Q es un iso-

morfismo entre ji y rG /11) 

Si H e Ke G y K es un subg;rupo cerrado de G, entonces 

Kl c H' 

como 
Hs c G para toda h' H1, <H',o) = 

entonces H e H`a y por lo anterior, H` C H "" , poro si s E H11 , en- 
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f (Gkh) dh e P'( G/) ) 

donde gkE kIE. 

Tomando las medidas (lo Har+r de G, U, y G/11 de tal suerte 

que se cumpla ].a fdrmula (1) del capitulo 1, tomando la medi—

da de Hnar de H4. armonizada con la de G/Ei y tornando f n.drnisi—

ble, de la fórmula de la inversión de Fourier, obtenemos la 

En efecto, integrando sobre las clases •Ioterales de H la 

función f obtenemos una función definida sobre G/H, escribiendo 

dh la medida de Henar sobre Ii, dk la medida sobre G/H y d?( la 

medida sobre ir' armonizada con dk, tomando en cuenta que  H¥ 
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<gkh) fIgkh)dh dk d¥C 

FG II 
TI 

F!` G 

por la fórmula (1) del capitulo I, por lo tanto 

f(h)dh  =  

H 	H1 

En particular, si H es un subgrupo discreto de G y G/p •s 

compacto (Por ej. R, 2 ), en ese caso, H` es discreto también, 

es fácil ver que las medidas de Haar armonizadas son, sobre H 

la que a cada elemento de 41 le asigna un peso igual a 1, y so-

bre a/H la medida que le .signe a ente grupo una masa total de 

1. En este caso, pues, la formula de Poiseon se transforma en 

f (h) = 
htH 	H 

donde admisible quiere decir, en este caso, que ambas series 

convergen. Todo esto lo enunciamos como un 

TEOREMA 3.8 (Fórmula de Poisson). Sea G un GLCC, 11 un subgru- 

po cerrado de G, tomence lstsamiedidas de Haar sobre G, H, G /H 
de manera que se cumpla (1) del capitulo I y la medida de Haar 

sobre H1 armonizada con la de G/I{; sea f una función admisible 

en G, entonces 

f(h)dh =  
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CUACI(tr FUNCIc:J. 

)E LA ''UIIC_i C-1,1 ZETA DL: 

11 ECKE-I VASA 3A.--T:1 TE 

t;1.-NOTj\CION, DEPflIICIONRS y RESUI,TADOS PREEI,II INARES. 

El proposito del presente capitulo es demostrar la ecua-

ci¥Sn funcional de la función zeta para A-campos usando el meto-

do que did Tate en su trabajo. Sin embargo, como se pretende 

mostrar solamente como interviene la herramienta de análisis 

armónico que se ha desarrollado hasta ahora en este importante 

teorema de la teoría de números algebraicos, todos los resulta- 

dos proeliminares acerca de esta teoría se darán sin demostra- 	1 

ci6n indicando únicamente en que parte del libro de Andró Weil, 

BASIC NUMBER TUEORY, se encuentran dichos resultados. 

En primer lugar, definiremos los siguientes conceptos: 

MODULO DE UN CAMPO LOCAIr.ENTE CCrP::CTO. Sea G un grupo local- 

mente compacto (conmutativo o no) yo( una medida de Haar (iz- 

quierda) en G. Si ?:G-'G es un nutomorfismo de G sobre G, 9, 

transforma la medida de Hanr a en otra medida de Haaar 	me-

dida imagen cf. cap. I), como la medida de Hipar es única salvo 

por un factor constante, %)= cc\ ; a este número c se le llama 

el modulo del automorfismo ñ y se denota mod. ñ) = e. Si K es un 

campo localmente compacto y 4e E, entonces %x) = 4x, con x e K, 

es un automorfismo del Grupo aditivo de P, al modulo de este au 

tomorfismo se le ilnm:i el modulo de a en K, modK(c¥) , y se define 

mod,¥(0) = 0. :e demuestra que el modulo es una función continua 

(Proposiei6n 1, C .J:) . Como e jempl.os de modulos modulo 	tenemos los si 

tientes: si 1'. = Id, mod.&) =101 , si K = C, mod01 =1 t; gi p es 

,SH 
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un primo y K = 	el campo de los núneros p-tl.íicoo, moda) = Is¥P 
la vuluacidn p-$Mica. 

CAMPO LOCIL.- is un campo localmente compacto conmutativo no 

discreto. 

P-CAILPO.- Campo localmente compacto no discreto tal que modi`() 

es menor que uno con p un primo. 

R-CAMPC.- Campo localmente compacto no discreto que es un alge-

bra sobre R. 

A-CAMPO.- Extensión finita de Q o extensión finitamente gene-

rada de un campo finito Pp de grado de trasendancia 1 cobre p 

Haremos la siguiente convención, R = ¥, y modR(x) =lxL= Ix1„ 
En el teorema 5.Cap. T se clasifica a los campos localmente 

compactos no discretos como sigue: 

a) K es de característica p > 1 y, en ese caso 

mod},(m) = 0 	para m = 0 (mod p) 
y 

modk(m) = 1 	para m primo con p. 

b) K es un álgebra de división de dimensión finita ó no-

bre un campo Qv, con 1 -5 v$ce , y, entonces, 

modK(m) = 

Si K es un p-campo definimos: 

4' 	 [xE iç I modK(x)<i\ 

nx 	 1
4' _ kx c K ¥ tuod1¥(x) = 1 

cp =1xC.K modK(x)<11 

en el teorema 6.Cap. I se demuestra que S es el único subani.- 
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llo mdximal abierto y compacto de K, `el grupo de elementos 

invertibles de D y i el único ideal (bilateral) máximo de D ¡ 

así mismo se domuentra que existe -n 	tal que p _ Tt i4 = Azr . A- 

demds, 1/Q es un campo finito de caracteristica p, si q es el 

ndmero do elementos de tal campo, mod¥n) = q' . Cualquier ele- 

Mento Tre ., K tal que (42 =n 	_ N se llamará elemento nri.-io de K 

y a q el modulo de K. Escribiremos L 2 n"O =í¥n" los cuales for-

man un sistema fundamental de vecindades en 0. 

En el teorema 8.CapI se demuestra que todo p-campo de ca-

racteristica p es isomorfo a un campo de series formales de po-

tencias en una indeterminada con coeficientes en un campo fini-

to Pq: Pq(T). 

El teorema 3.Cap. II y su corolario muestran que si K es 

un Campo local, entonces I:= K. 

Sea 1c un A-campo, K un campo local y X:k---•K una iivnersión 

isomorfica de k en K. Si (k) es un subcampo denso de K, (ñ,K) 

se llama una completación de k. Dos completaciónes (X,K) y (,K) 

de k son equivalentes si existe un isomorfismo p :K K tul que 

conmuta el siguiente diagrama 

k ? K 

ate'K¥P 
por un lugar de k se entender& una clase de equivalencia de com 

pletaciones de k. Si K - R o K ^¥C, el lugar se llamará infinito 

y finito en cualquier otro caso. El corolario del teorema 1.Cap 

III afirma que un A-campo tiene a lo ms un numero finito de lu 

gares infinitos, al menos uno si es de carncteristica 0 y nin-

guno en otro caso. Pura cada lugar v de k denotaremos (\,kv) 

una completación representante de v, tenemos entonces que 	=kv 
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y ..ienotaremos i x iv = modk(x) para tod_t x - ̀ . r el teorema 3.C_'n 

III demuestra que si x e k, Ix i v . 1 narra, casi todo lugar v (Be 

hii. identificado k con un subcampo dio 1,v via X ) . 

C2.- PRC:i)IiCT'C. fJIRis'CTí:: a ;S i'¥3Ii¥GI;. . AI,.a i i II)'1.E:i. 

Sea k v\ un con iunt , _ ri n índices y, para cada v, sea G un 

GI,CC, supongamos que para toda v, excepto un número finito, e-

xiste un subgrupo 11v de G que es .abierto y compncto. Denotare-

mos por Pe, al conjunto finito de índices v para los cuales no 

este definido el subgrupo Hv , sea ahora 	un conjunto fini- 

to de índices y escribamos 

G(P) =TT G x 	H 
vcP v v(P v 

este grupo, dotado de la topología del producto, es, por ser 

casi todos los factores compactos y el resto de ellos localmen-

te compactos, localmente compacto. 

El PRODUCTO DIRECTO RESTRINGIDO de los grupos {GV¥ con 

respecto a los subgrupos {Hv1 se define como 

G = U G(P) 
PAF,. 

dotado de la siguiente topología: tomemos como sistema funda-

mental de vecindades de e = (ev) a el sistema fundamental de 

vecindades de e en G(P,,), o sea, tal sistema está formado por 

conjuntos de la forma 

U 
v 

donde Uv es vecindad de e para toda v y, para casi toda Y. 

Uv= Hv. Con esta topología G resulto ser localmente compacto 

y se le dota Cambien de estructura cae grupo de la manera obvia., 
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Así pues, para todo conjunto finito de índices P tal que P,,,c P, 

G(P) es un subgrupo abierto do G y G está contenido en el grupo 

v 
Sea ahora k un A-campo y pare cada lugar v de k, como ha-

biamon acordado, escribamos por k la completación de k en v, 

para cada lugar finito, sea Dv el subanillo compacto maximal. 

y 4DV el ideal me.ximol; sea Pa„ el conjunto de todos los luga-

res infinitos de k. Denotamos por kA al producto directo res-

tringido de Ikvj con respecto a los subgruroo J9vI y lo dota-

moe de la siguiente estructura de nnillo, sean x, y kA y P un 

conjunto finito de lugares que contenga ,a P„ tal que x, yc. 

escribamos x = (xv), y = (yv) y definimos xy de la manera natu-

rol, es decir, xy = (xy). Al anillo kA se lo llama el ANILLO 

DE ADELES del A-campo k. 

Sea J e- k y definimos T!c;) = (x.) tal que xv- 5 para todo lu- 

gar v de k, el teorema 3.Cap I demuestra que 	)EkA, de esta ma 

neta tenemos una inyección, llamada inyección conónica, de k en 

kA y por medio de ella se identifica k con un subgrupo de k1. 

El teorema 2.Cap. IV muestra que k es discreto en k ykA/k es 

compacto. 

El grupo multiplicativo kA de elementos invertibles de kA, 

junto con la topología que hace do la aplicación x —¥(x,x) un 

homeomorfismo de kÁ sobre su imagen en k* x 14 se llama el GRUPO 

DE IDELES de k. 

Para toda z c kÁ definimos fz IA= iT zvl v donde z = (z), el 
v 

corolario de la proposición 2.Cap IV hace ver que Izv ty= 1 p.nrc 

casi todo lugar v de k, con lo queiz1A tiene sentido. El mismo 

corolario muestra que kA es el producto directo restringrido de 
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con respecto a 

El corolario 1 del teorerie i.Cap VII demuestra que kA= kA 

y esto, junto con el teorema 3.C«p IV, muestra tambien que, co-

mo :rubrrupo de k.¥ , k `=> k. 

Por comodidad linremoe un cambio (le not icidn, si G es un 

GI,CC y f c. I, (G) , denotaremos 9f = f . Si f& T¥(k A ) , f = ¥ fy don-

de f es la función inducid.: por f sobre kv y si ds es una me-

dida de Ilair Par. ]tv tal que dev(p v) = 1 para casi toda v, en-

tonces 1l(Inv= ds es una medida rie ¡Iaar para kA(teorema 1.Cap 

VII). si K es un campo local y a una medida de Iiarir en K, el le 

ma 5.Cap VII dice que 

d,4( (x) = mod}{(x) de x) 

define una medida de Haar, en K ; adem's, si K es un p-campo, 

q su modulo y su subanillo maximal compacto, entonces 

Analognmente, si k es un A-cr.mpo y ,uv es una medida de Haar 
x 

en }c, tal que, para casi toda v,¥¥¥(c ) = l, , t = T ¿t, es una medi 

da de Haar para el rrupo de ideales kA de k. 

A continuación demostraremos un teorema que viene a ser 

una interpretación de la farmula de Poisson para Adeles y es, 

de hecho, la forma en que se va a us-r despues esta fórmula. Si 

guiendo la terrninol.ogfta de Tate, lo enunciaremos como 

TEOREMA 4.1 (Teorema de Riemann-Roch para Aleles) Sea f . L'(kA ) 

y continuo, sea z c- k: un idele de k un A-campo, entonces, si 

fax) es admisible an kA , con a c kA y x c- k, se tiene 
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DemostreciGn Para todo lugar v de k y h ];(kv), si z 	Q, 

debido a que el automorfinrno o ---¥Zvs transforma la medida dsv 

en Izv l Vdev (cf. 11) se tiene 

h Nt3) dsv= *hs\dov 

Si definimos g (x I = f czx) , tenemos 

por la fórmula de Poisson ( teorema 3.8) 

BIT gtd) _ 	tris 

por lo tanto 

Sf(Zoa) 	1 	I i ) 
„r=k 	(Z( Ac(k 

3.- CUASICARACTSRES Y FUNCION ZETA. 

Decimos que un grupo localmente compacto conc¥uat:-.ltivo G es 

cuasiconpcto si G = G,x N con G s contacto y N ` R o N 2, un cua 

sicar cter de G as _una representación W:G--•c' , es decir, LLll+ 

funcidn continua y multiplic:¥tiva de G en ¥ X . Un eu3:3ic::r: c t :¥ 
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Cíe G es principal vi u'1,.= 1. ,tefinir: o:. 

Ç_(G) = Conjunto (le cuasicaracteroc; de G 

.fl.,(G) = Conjunto de cuasícaracteros principales deG 

fi(G) forma un grupo con la operación puntual y Ç 1(G) es un sub—

grupo de l'G) 

PROPO ICION 4.1 Sea G un grupo cuasicompacto. Entosices G tiene 

una representación no trivial w', :G---R cuyo kernel es G,.; toda 

representación t.uG---•R+ puede ser escrita en una y solo una ma—

nera como 

j. 	i), 	( c t 
)U.

' 

con o•e R. 

Demostración Sea c,,':G—•R* una representación de G, como G, 

es compacto, entonces w(G,) debe ser un sube ropo compacto de R+ 

y el único posible es ,11, por lo tanto ,(G,) _ 1J. Consideran—

do G = G, X I•; , escribimos cualquier x e G como x = (g,n) con g G, 

y n c li, tenemos entonces lo siguiente: 

donde 	satisface 

q(n + m) _ t-(g, n •i*- nii =  

luego la ,:plic, ción n' 	10 rc¥(n) cumple 

n+ m ---- - l o g( (n) + l o g( ( 

por lo que est;a plícaeión debe ser de la forma 

l o g f (n', = ion 

con . R, es decir, existe l R 	1 que 
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de donde, si a / 0, 	es no trivial y, nor lo tanto, .-' es no tri 

vial. 

Sea a, 0 un número real no nulo y sea ',Ig,n) _ ¢An la re- 

presentaci6n dofinida por 61 cuyo kornol es, obviamente, G, . Si 

(A)es otra representación, entonces 

c-,_(g , n) = , un 
con aER, luago 

	

a 	/Lu'\F„n) = (Q n)1 (u(g,n)) al 

escribiendo s = a/a, es claro que) se escribe, de manera úni-

ca, como 

COROLARIO 4.1 Sean G = G,X N y w, como en la pronosicidn 4.1. En 

tonces el subgrupo f1(G) es isomorfo a C o C' dependiendo si 

N=R o N' Z. Todo cuasicar-.cter principal es de la .forma 

con se- 0; s--u5 es un morfismo de C sobre f' 1(q) cuyo kernel 
es 101 si IZ IR o de la forma &2 si N 2. 

Demostración Si 	1(G), por la proposición 4.1 

con a— 	por lo tanto, W' = v¥;'w es un caracter de G, ya que (J'l =1. 

Como wcST,(G) entonces w' es trivial en G , de donde, si (g,n) G, 

= 4' (n) 

donde p e Ñ, es decir, -,ff es un caructer de N, por lo que 

_ 221-11JTn 

con t c- R. Si I'1 .=II, entonces 'z esta univocomente determinado; :i 
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, 	i)CO: Ct X •- ? 	 r,• un: x 	• 	n 	lId)r cor 

ur = u 1 ( - ,n)4 f (,11) 

2 ti •?: rl 	i 

:'.(21-1 	a, 	') rl 

13 
= 	 = L' 

dOnrio S 	+ 2 fl'"i • 3i 	- - I1 , u'---' 	es clnrE'mcnte un 13o- 

morfi2mo 	i - Z COfl1(l'&OJemitonces 1.o ruiente si esCriI 

b linos 
= 	U ti 

donde U 3= . 
Lks tenernos que 

= utiur. 

	

1  El' p,n ) e, 	(r,n) 

de donde ir nplicacidn u-- •J  es un morfiorao do e sobro f)(G). 

Coni;±Llorernou e'aora 1,1 piieacidn s--'u, se cumple que 

s 	+ 	t 	= u3 	" 9 l' : t= u5u 

y es, p01' tanto, un rnorfisrno del grupo rditivo 	sobre C cuyo 

kernel es  

	

U 5= 1 <) «uu= 	 = 1r21.i.-s 

es decir, u3= l— sc 	con C= 21l/a , por lo tnto, el ker- 

nel de la alic'ci6n si----' 	es •/& 7,  

CORCLARIQ 4.2 f1(c) = .Ç(('r)G donde 

Jemostr: cian Por la demostrciri anterior se puede ver que 

todo cusic: r;icter - c .Í1(G) se pUede escribir, de m-nera mnica, 

como 

con y un  



trivial en G, y '+'1 trivial en :;, entonces 

V' = ( # , ) \"1 

claramente t, j¥: 11C.) y 'r se puedo pensar corno un caracter 'le G. 

Definimos en S'1_ (G) una ent.ructura compl.e jc'. vir. el morfis-

mo ser-' S y trasladamos osa estructura a todo ..fl- (G) en virtud 

del corolario 4.2 

Por el teorema 6.Cap IV, si. k es un :'.-cr.unpo, e:l. ,;rupo 
r 

Gk= 

es un grupo cuaoicompacto, 11,'-niado el grupo de clases de ide-

les de k. Los cuasicnracteres de Gk se pueden pensar como re-

presentaciones de kA en C triviales en lf. La ,,i.ilicí ci.6n z,----'t z I A 

define una representací6n no trivial de k¥, en + trivial en k' , 

por lo tanto determina una representaci.6n no trivial de Gk en 

nx que denotaremos con .(teorema 5.Cap IV) . 

Si 	k os de car acteristicra. 0, el corolario 2 del teorema 5 

Cap. IV demuestra que Gk es el producto directo de un subgrupo 

compacto G¥t y un grupo N isomorfo a í2{ y, en este caso, 	se 

puede pensar como la proyecci6n de G -xTí en el factor i+. Por o-

tro lado, si k es de c racteriotiea p -2 1 en el capitulo VI se 

ve que los valores de Izl son de la forma qn con n c. Z si r¥  es 

el campo de constante: de k; sea Q el rfnimo vr:.ldr mayor que 1 

de entre los valores de IzIA, entonces Gk es el producto direc- 

to de G¥t y un grupo N isomorfo a Ic¥n 	y tambien en este en- 

so ws se puede nenoar como la nroyecci6n de G"AIJ en el factor 11. 

Definiremos ahora las funciones estandar en loa adeles de 

un A-campo. Primero, si E es un espacio vectorial de dimenoi6n 
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finit-_u sobre un p-campo 1, f:-'• C es estandar si f es localment, 

te constante y de soporte counpr:cto ; si 	co un espacio vecto-

rial de dimensión finita sobre á{, f:E -•C es eot'ndar si 

fct)  

c1 ;le p es un polinomio en E y q una forma cuadr:itica real po-

sitva definida; finalmente, si Ic es un A-campo f:k,¥ ¥0^ es es- 

tandr:r si 
f(X) =T f v( xv ) 

v 

donde f es una función estandar en k y, para casi toda v, la 

función caracteristica de cÇ. 

Estamos ahora en condiciones cte definir la función Zeta 

de Iiecke-Iwasawa-i.?.te para A -campo o. 

DEFII;ICIOIi Sea k un A-campo, f una función estandar en kA 

_l(GIc ) . Si i,,,, _ ¥¥¥ con «•> 1, entonces definimos la funci6n Ze- 

ta como 

= 	f(z) u.cz)d.cilz) 
IcA 

Ll pronosito en lo que sigue es demostrar que esta fun-

oión tiene una extensión nna.lítica a una función meromorfa en 

todo el dominio de cuasicaractereo de GIL con (los polos simples, 

uno en 	y otro en << , . Pero -mnte:i demostraremos que la integral 

de la definición converge para los cuasicaracteres t , tales que 

si tuil = tf.', , d71.  En efecto, para cada luí;ar finito v de Ic, sea 

v= iiv( y tara coda 1uG r infinito w le k escot¥amoo una función 

est n;lnr 	en Ic,, tal que {' '. If `v , entonces 1a función estan- 

dar r 	- Í1`) v mayoriza .. I f 1 y, por 1_a t,: rito,, 



liara remos 

I(P) =  

k (P ), 

J (P) _ 	¥¥ wa (/4 

k. k" (P) r' 

donde P tiene el nij nificúo usual, también denotemos 

Iv = 	fv w v `lf¥ v 

1L v d/( v 

y, para cada lugar finito v, 

Iv = 	fv 4¥ v d tc v 

J 0 - 
	"1 v J  
tv 

donde ,41 =1T/. < v es la medida de Hruj.r en kj¥. 

Para casi todo lugar v de k, f es la función caracteria- 

ica dei¿v(¥C¥¥ = 1 y, por el corolario de la proposición 2 

Cap. IV y el lema 2.Cap VII, c¥. v es trivial en ¥¥. Sea entonces 

P, un conjunto finito de 1.umr.res, que contenga a E. , y todo lo 

anterior sea válido para vi P, , entonces, para esos lugares v, 

Jo 	Jv = 1, por lo taa.nto, i.i 1"'JP , tenemos 
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entonces 

iV 

1 

analogamonte, J(P) =••;';)V 

Para soda v ©ea 	una medida de Haar en kv tal que 

df<vkx) _ av xv ÇdK v kx) 

con UL R+ (cf. lema 5.Cap VII), esto implica que 

Y IX{ v= 1, entonces 

Jv 

si vc P, entonces ¥v 

_ mil J p )¥ Í¥1' (_% ¥ •- 	' 
Y 

es (le soporte compacto y localmente cons- 

tanto o, si v e P. , es de la forma p 1t12^q (t), en cualquier caso, 
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y que estro unión es ciisjunta, por lo tanto 

porque,»(  O) = 1, la proposición 1.Cap VII muestra que v J¥ 

es convergente, por lo tanto j (4) =Tr Jv es convergente y esto 

implica que 	fu) ea convergente. 

Antes de demostrar el teorema principal de este capitulo, 

demostraremos el siguiente 

L. MA 4.1 Sea tI = &2+ o B•I = ¥ Qn 4n¥2 y sea F una función medi-

ble definida en N tal que 0; F, 1 y supongamos que existe un 

intervalo compacto t(,, t,.¥c.0 ,i' tal. que F,(n) = 1. si n N y n < t, 

y Pn) = 0 si n > t, . Lntoncn , 7.a intc ral 

(5) 	= 	u5 II,(n) d v(n) 

N 
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donde dynti = ñ'dn si i7 = RV o ti>(1) = 1 en el otro caso, es abs 

olutamente convergente para Re(s)> 0. La función ^.cs3 se puede 

continuar analíticamente en todo el plano complejo como una fun 

ción meromorfa. Si escribirnos 

= s 	si N =R 

0 

`)j 	= 	1.+gis 	si N =IQnjn7, 
2(1 - Q-s) 

entonces la función '-.es una función entera de c. Si P,cni+ 

+ F(n'j = 1 para toda n. N, entonces '\es' + 	= 0. 

Deooetraci6n Sea P1  la función 

1 	si n 0,1 

f(n) = 1/2 si n = 1 

0 	si n>1 

SiN =R+ 	 1 

ñCa) 3 	ne  f,cn) d v(n) = ns 	_ 	ns  'dn = 
ó 	J 

si Re(s)> 0. Si N =1Qn1 

Cs) 	f ns  f4(n) d v(n) _ 	Qns  f,CQn 
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como sop(F. - f, ) 	].,t,1 es comnacto en ri y F, - f, es rentado, 

-),(s) es absolutamente convergente en todo el plano y u- 

niformemente conver¥en-te en todo nuheonlunto comnscto del plano 

por lo tr:.nto )(a) - ¥ (s) es una funci6n entera. 

Supongamos que F^(n) + Fj(n') = 1, como f, lo cumple, sea 

I (n) = F,(n) - f,Ln) 

as decir, 1(s) - \ts) _ -'-s1 + "(-a) , pero ;-s) _ -s` _ 

si N = 	o 
s) _ 1 + QsC 	_ 1 + Q-s

s 2(1 - Qu ) 	2(1 - Q) 
en el otro caso, de manera que se tiene que (s) _ -\(-B 

Así pues, 	sl = fas. + ¥¥¥ ¥) donde f os analítica en todo 

el plano y tenemos que 

hm sf 	7im sO(s) - 	s)) : p 

como lim s¥,(a) = 1 :-i ri = R?, entonce.J, en e ;e ceso 



Res( ¥,0) = 1 

si N = \Qn l n,2 , entonces 

lim si¥j8) = Res(¥¥,0) = 1 +-Q = (lo,'Q)¥ 
f,-► 0 	 2logQ - Q 

por lo tanto 	, 
Ree(),,0) = (logQ)  

Con esto tenemos los elementos suficientes para demostrar 

el teorema fundamental sobre la función Zeta que es e7. siguien-

te 

TEOREMA 4,2 Sea k un A-campo, f una función estandar en kA, 

S (Gj con la propiedad de uqe, si iwui„ entonces a>1. En-

tonces la función Zeta 7,(f,..) se puede continuar analíticamen-

te a una función meromorfa en todo el dominio de cuasicaracte-

res.n-(Gk) satisfaciendo la siguiente ecuación funcional 

(, w 	' ) 

Además. 	(f,i&') tiene solamente polos simples en .&y u' con resi-

duos 
Res(, •w.) = Pf(0) 
Res( , Ll34 ) = lo f(0) 

donde l = 1 si N = iR+ y /a - (logQ)' si N =  

Demostración Tomense dos funciones F0 ,r, E;+ E continuas 

tales que 

i) P ,P, 0 , F„+ F, = 1 
ji) existan t, tc. R* tales que Ft) = 0, 0 { t K t„ 

P(t) =0sit>ti. 
Sea 13 >l, entonces, para toda R con -zB y t> 0 tenemos 

i 	 \i 
1f6 0 

1 
0 

ZI 

4.A 



ci t>t„ y 

ci t < t., por lo tanto, p;.rr toda t i 0 

tA F (t) 	t`'''t R¥ 

scribaiao, pnr.. i ' 0,1, 

Z:i. (f,w) = 	f( 	LZI ) d 

l' 

lo cual es convergente para u, tal que, sí. ;>,í = v/„ , f•'>l. Si ' B 

entonces 

Z, (f,U ,1 )(; 	1 .L1.z 	i' 	'z)l P( i zj ¥1 w,L{ z) 

fez) Iz °h( Izt. d ,(((zl 

d c¥. (z ) 

ya que w(z) = t z i1¥, como 5>1,  Z, (f,w) converge absolutamente, 

por lo tanto Z (f,tyS¥) es absolutamente convergente para toda a 
s c C y uniformemente convergente :obre cuC lc.iuier com-oacto ce 0. 

Como (..i¥,w determina toda la estructura complega de .fl (G k ), Z¥ 
J 

es ho].omorfa en St(Gk ). 

Como se vid, 	z) y 1 z l A son funciones triviales en k" ven 

Bando a este como u sub r xpo discreto, mor lo tonto, podernos 
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kAx A 

c¥i(z + k) 

G lgEkx k 

Por el teorema 4.1 
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par lo tanto 

ZIL - Zé = 	¥zlq(f(0) - f(0)\zI A )w(z)F,(Izl A ,4<(Z) 

G k 

es absolutamente convergente para sw¡ = u; con ¥> 1. 

Escribamos &; = u, ay donde y es un caracter de Gk tirvial en 
N (cf. corolario 4.2), entonces 

Z,- Z 	=Cf(0) - f(0)w,lz1 uW,(z' Z) 	Z)F,) a,,,,xdvtn 
Gk 

 

N 

como 	se puede ponsur como la proyección de GkxN en el fac-

tor N, 

Z- Z; _ ¥¥ a, r. 	(f(0) - f(0) n) ri,n3F(n) dv(n) 

k 

pero es fácil comprobar (ver 

1 

Gk 	0 

entonces, por el lema 4.1, 

z4 - Zó = ¥1 , f(0)'\(s -1) - f(0)\(s) 

donde 

Gk 

Por lo tu.nto, Zt(f,w) se puede extender analíticamente a 

una funcidn meromorfa con polos en s = 0 y s = 1 (w, y t-', ) , 
como 

(f,t ) = Z(f, ) + 

la función 	(f,w) se puede continuar nnaliticamente a une ftn- 
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eión meromorfa en .1(G) con polos simples en w:,, y w. , y, adema, 

Res(2 ,W,,)  

Res( Zt ,W¥) = P f( 0 ) 

donde ' tiene el significado ya explicado. 

kinalmente, supongamos P1 corno una función continua para 

t '>, 0 tal que 
i) 0; Ptt) S L  
ji) F(1) 1/2 
iii) 	Tt) = 0 	para t >, t i para alguna t tc- R. 

Sea P,(tl = 1 - F,(t-') para 0< t c 1, tenemos que, para toda 
t N,P t) - 1 - 	. Definamos 

y t, = t;' 

flz)1 zI Aw(z)' P-C1zt A) d&(z) 

kÁ 

f(z) Izt Atuczl P,((zt 	dt(z) 

k¥ 

kx 

A 

x kA 

Fjt) = 1 - P(t) 

f(z) 1 zI AW(z) ' (1 — P1(l z1 A) )dar z) 

f(z)(ZI ,(z) F(lzl¥')c/Á(z1=  

(f,i`') = z(  f,) + z, (f,c` ) 

= z (f,w) + zo(f,v.) + 3 [' (0) )(a - 1) - 



= Z„(f,u) + L¥(f¥,,¥k,) + ¥.w,tf( 0)l© - 1) - f(U) jis)i 

reemul zrndo f por f y  

(r,,') = ¿(1"' fw,") + :e (f,u ) + 	[f(o)i(a - 1) - 

f(0)'>( s)_) 
-por el teorema 3.6 

fCx) = I< x,5: f(g) dS = 	-x,) ftT d = 

coro e. u co trivial n k", w(-1) = 1, por lo tanto a.( -x) = c„(x) , 

lue f,o 

y, entonces 

= Z 0(f,.') + ?. (f,u,;c ) + L Cf(0) '(s - 1) - 

- f(o» a] 

Pero 	- 1) _ (1 - a) y -ko) _ (-s) , entonces 

Uf(0)¥(s - 1) -'(0)\(©I 	jf(0)Í(-s) - f(0) '(1 - e)¥ 

h¥ .ciendo la suatitucidn u = 1 - o 

Sjf(0)') s - 1) - f(0)¥(s'\ _ ¥¥[f(o)' (u - i) - 
y esto implica: 
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