UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS

LAS FUNDAMENTACIONES DE HILBERT Y
BIRKHOFF PARA LA GEOMETRIA
EUCLIDIANA

Tesis que para optar por el titulo de
Matemitico presenta

GRACIELA NOVELO BERRON




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INDICE GENRBRRAL

Presentactém . . ¢« « ¢ ¢« o ¢ ¢ ¢« ¢ ¢ ¢ 4+ o 1
Agradecimientos . . . . . ¢ o o s o . . . 11
Introduceidm . . . . ¢ . ¢ ¢ ¢ o s o .
BOta® . . ¢ . ¢ ¢ v e 6 s e s 0 s s e e . 25

lhliWil e + o 5 & s 8 0 o s e s e s o« 26
Bavid lbert
ms m L‘ I‘ e e o o o o 3-1-8—130

Dy Birkhoft
U CONUNTO DB POSTULADOS PARA LA GEOMBTRIA PLARA
BASADOS LA REGILA ¥ K. TRANSPORTADOR B-l=B=23




PRESENTACTION

El presente trabajo tiene por objeto poner al alecance
de laos interesados en la geometri{n una versién comple-
ta y en espafiol* de 1a obra de David Hilbert Pundamen-
Xos de la geometria. El tema de esta obra es la discu-
8ién de la fundamentacidén de la geometria. Por su clao-
ridad, rigor y elegmncia es un modelo para la exposi-
cién de un desarrollc matemético; su enfoque excluye,
s8in embargo, la posibilidsad de su utilizacidén en la
engeiianza elemental de la materia.

Con este Wltimo propédmito, George Birkhoff elabora

su trabajo Un conjunto de postulndos para la geometria

plana basados en la regla y el transportador cuya tra-

duccién tambidn se incluye.

Para ayudar a situar al lector en el estudio de am-
bos trabajoe se ha elaborado una breve introdueccién
que ofrece un contexto histérico y una descripcién de
¢ada uno de ellos,

Espero que este material sea de utilidad para los

cursos de geometria que se imparten en la facultad,

¢ Existen dos versiones esgpaficlas: una de P. Cebrién
del Instituto Jorge Juan de MatemAticas., C.S5.1.C., Ma-
drid, 1952, que fue imposible conseguir dado que la e-
dicién estd asgotade; la otra: trad. J. D. Garcia Bacca,
Blemantoe de geometria, UNAM, México, 1944; sélo con-
tTene parclalmente loe capitulos I, II, III y VII, tam-
bidén agotada.
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IBPRODUCCION

La geometria sparece relacionada con la comstruccién,
la egricultura, la navegmeidén y otras actividades fun-
dementalas del homdbre, y se desarrolla junto oon las
primeres civilizaciones. Esta vinculacién a las nsce-
sidades humsnes es la ceura de que en la antighedsd
cldsica se ecneaiiera gran importamncia al estudio de
esta rama del conocimiento, que para entonces habie
adquirido ya el stgtus de clencia; esto a su wes tmvo
pPoxr remsultsdo una smpliscidén y profundizacién de sw
ocontenido. Los matemébticos griegos produjeron las pri-
meras teox{an geométricss propianente dichas y, con
ellas, lana condiciomss para una sintesis glodal de lg
gecastria.

Euo al sigic III a. C., Buclides recopild en Loe
Elemantos tode el conocimiento que hmsts entonoes me
tenia sobre ests clencle. Le obra da Ruslides no es
una simple racapilacidn, &g un dessrrollo aistsmbtico
da la geometria de¢ su tismpo g partir de un reducido
conjunto de principlos, Batos estdn contenidos s lam
dafiniciones, les noclonws comunes y Lo pomtulaedos.
Bn kas primerss se definen loes objstos de lag gewmsic! o
punto, racts, dngule, superficle, sireulc, trléogulo,
ounadrado, parslelas, otc.; en las roclonss comubes sa
agtiablacan algusas reglas gansvales de aperacidos Y00
vag lguales n ung y loe alane aon iguslen  rtee alvw
31w cosas lmuneles ss siladsn otrae iguales . © B

las aon dguales”, “Bl tode ae meyor sue la




"Ios rectes a0 oaircumdan regidn® (1), eto.; y en los
postnlados es donde se formulan las relptricnes geomé-
tricas fundsssatales: “Trager una lines racts desde un
pato cualquiers a otro pumto cualquiera®™, *"Pralongur
por cantinuided en linea xeota uma rwota delimd tadu®,
"Para cada centro y rudilo describir su cirouloe® (2),
«X postuledo 49 lms paralelas, sto.

Les principios tienen un cardctexr de hipdtssis, en
¢l sentida de ser afiymanciones de las cuales se parte,
Y sa valldes se apoyu en la experiencia: son conmidera-
doe como verdsies evidentsn; esta confirmucidm intud ti--
va se extiende a las proposiciones, qus mesdismte una
deduceidn rigorose ee dsmuestran a pariir de éston. Lo
que as laportante para Buclides es que las propasicio-
nes sean oconseeuasdsla légloa de los principios y lus
propoesiclianes emstehlacidas anteriormente. Por ello, al-
gnnxng hachos que 200 iniuitivessnte obvios, tsnto como
los principles, sparecsn coee proposliclomes ¥ ee demues s~
tran. Rel os @l caso da: "BEa ux puemio dedo soastrulr una
recta lgpsl & otrwy recte dads™, “Imdns don reetas desi-
gpales restoyr de Ja mapor wme reotn lgusl oz s msnor®,
“lwwldiy en dos una recta delimiteds dsdse® {3}, ais.

Bn losn Hlessniocs tetwssps ontonven el primsr sisiems

axtomdtice pern la geomeitris, § 1o que en nés relevsn.-
tw, Ja primsee teords nptekfilcs en un ssntlde myy ocer-
oo ad moderws: la Corme ¢0 U8 se astablecss la vinow-
Tocidn entre las dlstintus proposielionss, es declr, su
aytruetura légton, e btembids ordiginal y lao idoua de de-

mogtracidn subyoosnte se snlberemaents sctusl. Su diferan-




3
cia ®on una teoria metemética moderna consiste en su in-

dole descriptiva; su apayo en la realidad circundante,

caei podriamos decir que en la préctica geométrica. En

Los Elementos estaba contenida 1la descripeién del espa-
cia fisico, siendo éste el que garantizaba 1la veracidad
de 1a teoria. Es esta rszén 1la que marco su permanencia
durante tantos sigloas.

Dentro de estos principios en los que se basan Loe
Elansntos hay uno que estid situado de manera muy espe-
cial: el quinto postulado o postulado de las paralelas:
“31i une rects incidente sobre dos rectas, hace éngulos
internoe y' de la aimsne parte memoraes que dose rectas,
prolongadas esas dos rectas al infinito coincidirén en
la parte en que entén los Adngulos menores que dos rec-
tos® (4). Buclides ordema de tal manera las proposicio-
nes qu8 Su uso no es nacesario hastea la proposicién 28
del libro I, el inversao de este postulado aparece como
proposicidm y ademés, este postulado, a diferencia de
los atros, trasciende ls experiencia geoudtrica directa.
Bstas razones hicileron que desde poco tiempo después de
Buclides, loa gedmetras consideraran que este postulado
debis ser consecuenaia légica de los otros y se dieran
a la tares de tratsr de demastrarlo.

Las tentativas infructuosas de demostrarlo fuaron
numerosss, desde Tolomea en el siglo II d. C,, hasta
A. M. Legendre en sl siglo XIX; no obstante, estas in-
veatigecionas produjeron resultados colateramles cuysa
importancia no fus percibidse entoncas pero avr méde Ltar-

de conducirfen sunque indirectmments sl aesclsrecimien-
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to de la naturaleras del quintae postulado y de la geome-
tria mimma.

Loas trabajcs de Gauss, Lobatcheveki y Bolymi aclaran
por primsre ver todos estos resultados ecerea del pos-
tulado de las paralelas. Bn términos muy simples, lo
que ellos haoan es sustituir el quinto postulado, en la
varsién qua dice: "For um punto exterior a una recta
silo es posible trasar una paralela s elle® (5), por la
otra posibilidad alternativa:t es posible trasar més de
uns (&). Conssyvando el resto de los postulados, deea-
rrollan los resul tados de ests nuswo conjunto de postu-
lados y construyen asi une ausws geometris en la gque se

satisfacen todos los postulados exuspto el gquinto. Este

heoclto aparentemente triviel entirefia, sin embargo, un
cambio de anfuoque radieal: el abandono de la represem-
tacidén de lo reel como dnica fusnte de significacién
para las teorias mateméticas., En efecto, o sélc la
aeometria asi econstruida carecia por el momento de in-
terpretaecidn, sino que los propiocs resul tados ersn de
ung naturale=s que no parecis corresponder a la expe-
riencia directn, en forms mucho més drédstica que al
mismmo quinto postulado.

Rsta cirounstencia hiszo que lae difusidén de ests geo-

matria, llamada por Gauss no euelidiana, fuera relati-

venente lentg. Tanto més, cuasnto que el reconocldi{simo
f1iésofo Inmanuel Kant heb{a esracterizado loe postule~
dos euclidianos como nociousa g priori, corsagrando asi
& la geometrisa euvelidiana come 1la Unica representacidn

posible del empacio, come la verdaders gwometris,
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Kl esignificado de la gesometr{a no euclidiana se fue acla-
rando conforma progresaban las investigaciones de sus re-
sul tados. As{ qomo la geometria euclidiana contaba con
el modelo del planoc carteeiasno, Beltrami, en 1868, encon-
tr4 que las relaciones de la nueva geometria se verifi-
caban en la superficie de revolucién generada por una
tractris: la seudoesfera. Posteriormente H. Poincaré,
F. Klein y A. Cayley, entre otros, encontraron nuswvos
modelos. Con esto quedd establecida la coherencias 1d6gi-
cs de la geometris na eualidiana.

Bato tuvo repercusiones para la geametrias suclidie-
na: la independencia del pastulado de las paralelas
quedd definitivamente probada y con ello la neocesidad
de ineluirlo dentro del sistema como postulado, que-
denda de manifiassto la profundided del pensamiento de

ides. Por otro leda, ls existeneia de otras geome-
trias puso en entredicho la exclusividad de la geoms—-
teis euclidians como representacidén del espacio, de
hechon, comensd a modificarse la propia concepecidn del
espacio. Ademds, puseto que sus postulados de jaron de
ser verdades avidentee al comprobarse la posibilidad
16gica de sustituirlas, incluso por postulados contra-
rios, su validez en tmnto que representaoidn se vié
tembién ocuemtionada; loe postulados pasaban a ser en-
tonces supuastos més o0 menos arbitrarios por lo que se
hiso necesaria una revieidén de sus fundamentos al mar—
gen de la intuicidn.

A partir de esto we plantearon dos linee- ¢ inves~

tigacidn. Por un lado, reelaborar 1ls geometris sueli-
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diana sobro bases més modernas, englobédndola an el estu-
dio de las geometrias., Este punto de vista tiene su an-
tecedente an los trabajos de B, Riemann (1854) y en el
Pro mme de Erlangem (1872) de P. Klein, que forman la
base de la codificacién de las geometrias, y en é1 se
inscriben los estudiocs de M., Pieri de 1899, Por otro
lado, respesando toda la teoria revisar cuidedosamente
sus principios con el propésito de darles una consis=
tencia ldgica como sustituto de la intuiecién. Dentro de
esta corriente se eumarcen los trabajos de . Pasch
(1882) y G. Peano (1899), perc la obra méds importante
es 1a de D, Hilbert agen der Geame trie (Pundemen-
tos de la geametris) publicada en 1899, Esta se ocon-
vierte en el ojmmplo a seguir de la axiomAtica moderna.

Lo que alguns ves Hilbert dijo, refiriéndose a ls
geometria: "Ba lugar de puntos, lineas y planos, debe
por siampre posible hablar de tarros de cervesa, sillas
y mesas® (7), contiene en germen lo que més tarde fue
su concepcién de una teoris matemAtica. Reta abetreo-
cién del contenido conereto de una teoria y su estudio
como une astructura de relaciones entre términos no de-
finidos conformdé tods una escuela en torno a Hilbert,
que despuéds recibié el naombre de Pormmelista.

Los Pundamentos de la geometria es el primer trabajo

de Hilbert en estms dirececidén. Se trata de ",.,.. un nuevo
intenta de establecer, para la geometria, un conjunto

de axiomas completo y ten simple como pea posible, y de~

ducir de éste los teoremas geomdtricose mds °~ ortantes,

de tal manera qus el significado de Loe distintos gru-




Pos de axiamas, as{ eumc la isportancis d¢ lgs ecmsle-~

sionss qus puweden extr de cada uno de les axt
considersdo indivi te, aparescan cobh al 1dad®(8).
ta extrafie que eata introdussién hart oo
senciens la susstidn de la ol dad to
de axiomas: qus no ss pusds dedusir @ partir de elles
dos as contradistorics, siendo ésta @l requisite
16gico prineipal de ung teorfs y uns de sus pesio~
nes fundementales. Al hahl de esl el o eade
de los distintos grupos de axiones e refiese s la i
vestigneidn do la tus do estes 8
o6 dpeir, al hechs de qus umos RO do
los etros. Por dlt , la propieded d¢ eer
signifies que todos 1os yesul tados de 1l wis pue-

deriverse de le® axt
trabajo nc 8 un tratado doade s0 expenes to-
dos los resultedos d¢ la ge¢ trie porque no estudis

el ois oB tanto gque dessripeiéa. ° i-
sa agquellas %80 0 aspeatos de la tris quo ro-
vealah cerac fstices ia tes de la estrusturs de)

sistesa axiomético. Quisés 1o mds import to os ls fer-
®a on que son tratades las tres cusstiones anteriores,
y odmo son discutidos la imporsancis de los
fundementales de la geometria y los ariterios pers las
construccionss con r e y eomphs.

K} aédtodo de Hilbert pars explorss las conasscusacias
de loe distintos grupos de axiosas consiste ean ecnstruir
ua modelo ico (en el sentido del conjunto de afir-

maciones concresas qus resulta de la interpretscidn de




les tdeminos no definidos, relascionss entre T Y
este eano), tal que, al interpretar los exi de la
geams tris en términocs de este modelo, =e e exclu-
sl nte ol ® axiomas, aientras qus ¢l axiocma bajo
estudio te ser falso. Altarnativ te, ®0 modifi-
ls definicién de los el tos do la gecmetris de
forma que @l eoajunto de relasionse triess qus re-
ta satisfage bién ciertos pos tarainados
de axi J & grupc en eusstibn no se le. .-
ta  al =i t1 qQue o9 estadbless la indepen-
a do les distintes s G oxi » 80 caraste-
riss & de s partsiculares de axicmes
distintes a8 7 oo exhibe do ¢ alers las re-
lasionss eatye éstan.
And, eonviewrts en 64040 las idees que Rie-
y entre y utilis ls demoe-
tresidn do le a de) quinto postuledo sucli-
diens, y 1o aplice sis 1 nte e todos axi
ls trie suclidiana. Kl resul tado de esto oo

b S el espitulo prsssmta 1os axiamas. les cle-
ies en eineo s de nasursless diferen y en uB
ordan natural de jerarguia: incideneia, orden, congrusn-
cls, perulales y contimuided., Cade uno de estos grupos,
dies, express heeahios Wisieos para nusstra intuticién. los
axi contienen tres términos primitivos o no defini-
dos: ®"punto®, ®"recta” y "planc®; y tres relacionss: "es-




t4%, "entre” y "congrusnte®., Kl significado satemétioco
de estos téyminos y ralaciones es establecido por los
Propios axiomas.

Las propiededes ds las relasiones y los ® no
definidos formulados en los axiomas estén emtonces su~
goxidas por elementos y relaciones concretas; pero son
loe axiomsas 1908 que, ds hesho, las definsn. Cen eeto,

és de que e evits ¢l prodlema de la verdad do la
teoris eomo repressmtecién, se adre la posidilided de
que le »ia caresterige una sultiplieidad do siste-
es distintes. ,
A esontinugsién de ewdis po de¢ axiomes |

los as atos y formule algunas definiecienss.
loe tres primsros grupos de axiocses y 62 p iouler

del dad ce or deduse la oxt ]

de una resta paralels s otrs resta dede. R &ru-

po ds sxicmes conti sdle @l exi de las alelas.
emples ung farealesidn que edlo of ls umi-
cided do s pereleals s una ¥ests deds por pusto ez~
Justifies 1lg introduseién do este axi por-
que lifies la fund tasién 4o le wrfa y fo-
cilita su desmrrolle® (9), es dssir, su inslusi es
ume exigsncies de 1s tsorfs, no se wrata @ up heeho
K ¥ de exiomas se de ieuler ispor-
tenaia puss en 41 oo defing la naturaless de lea rests.
Bilbert opta Por carscterisar la continuidad de la reo-
ta medignte dos axiomas: el de Arquimedes y un axi
de completez que postula la imposibilidad de extender

el conjunto de puntos de una reeta, sin alt.sar lg ve-
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lides des l08 axi anteriores. A partir del azioma de
letes pusde sstablecerss la existencia de una corte-
dure de y el teorema de sano~-Ueleatrasse,
quadendo asi{ identificads la geometyias qua cumple 108
axicnas I-V eon la g8 (ria ecartesisns; pero este axio-
ryeoquiere & su ves del) axioma arquisediano ocamo coadi-
eién nesseswis. For otro ledo, le ssparecién de la com-
tinuided en dos axiomas le permite presciadir del axio-
de aompletes para el resto de las investigasiones.
el sagpitalc quedsn entoness asentadas les
prepesicionse ddsicas ds ls twris ad tal y en
los os dadies prepi te a 1s 8-
ded =8 axindtieo.

‘8o el capitulo saguado demsstrando ls eoasis-
tansia do les axi o es twates 49 le strasidn
s qQue e la definisién do cete
sties ds efosto, 1» stre-
«d 4dsls | 1O R de dewi , & pertir & oon-
amte do oxt » Goo soatredistorios es prée-
*«. te ble pars eualquier sis saficiente-
smte eomplejs, puss le ided & derivebles
os eoasidershle y o difiell de cuéndo ss ba
tarndnado. K} oriterde que utilisa, y que de
s utilise en le préctiocs, ss el siguiente: ei en
o, al imterpre los términos no definidos
en: los axi ab us 60 to de af iones
vardaderas, ls teuries es consistamnte,
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Para la demostrseién, parte de considerar un ommpo de
ndmeros algebraicos L Y caracteriza laos elementos
del capitule I (los puntos, rectas y planos) como re-
leciones entre ndmeros de L que en {1 satiafecen
todos los axiomas excepto el de eompletes, con lo cual
ausstra de paso la independenecia de este axioma. La
deonetria qus resulta de considerar al campo de los
niseros reales en lugar de {1 es la geometria carte-
sisneg que prusbs, asatisface ¢l axioma Vv, 2, Con
ello establese qus la geametria cartesiane

todos les sxiamas. Pero ésta no es sino un coajunto
de relasionss entre los ndmeros reales, ocon lo cual
el problema de la consistencia s traslade a éstos,
o8 decir, "Tode contradiccién en las consscusncigs de

los axiomas I-V deberia por consiguiente, ser deteo~
table en la ari tieca de los ros reasles® (10),
Al fingl dal eapitulo I, se msncions la posibili-
ded de demostrer la identidad entre la geometria que
satisface 108 0inco grupos de axiamas y la geometria
cartesiana; por otro lado, ls demostracién de que la
seamatris cartesiana catisface el axioma V, 2, 1a me-
fiala ocomo la dnicas geometria que cumple todos 108 a~
xiomas. Con esto, la completes es resmplacada por la
ricid : un sistema de axiomas es categérico si
todos 1a8 modelos para éste son isomorfos.
Una ves as{ resusltos los problemas de la asonsis-
tencia y la completes, Hilbert procede a investigmr

la independencis de loe distintos grupos de axiomas.
Los grupos I, II, III, 1-4 definen las relaciones y
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los elementos primitivos de la geometria y en este sen-
tido, su independencia es considerads evidente. En pri-
mer término se ocupa del axioma IV, an reconocimiento a
su importancia histérica. Para demostrar su iadependem-
cia construye como modelo una geometria del espacio con
elementoe de 1la geometria cartesiana cuya interpreta-
cién dentro del modelo satisface todos los axiomas ex~
cspto el de las paralelas. Como anteriormente probé la
existencia de la geometri{a cartesiana, la existencia
de esta nueva geometria no euclidiana queda estabdbleci-
da y con ella 1ls independencia del axiomsa IV.

Damusstra después los dos teoremas de Legendre que
e ¢ len independientemente del axioma de las parale-
las. Estos son, precisaments, 1as resul tados més cerce-
nos a la "demostracién® del V postulado euclidiano, y
constituyen loe cimientos del desarrollo de las geome-
trias no euclidianas.

Pares demostrwr la independencia del axi a III, 5 de
congrusncia se vale de una geometria cartesiana del es-

pacio en donde redefins la distsancis y obtiene as{ uns

geomstria en la cual se len todos los axiomas excep-
to el III, 5., FPara el plsnoc sugiere un modelo que con-
serva las caracteristicas de la geometria cartssiana
exgepto 1la de la longitud de un segmento, que redefine
como la langitud de su proyeccidén sobre un plano que
forma un dngulo agudo con el plano en cuestidm,.

El modelo que exmhibe la independencia del axioma de
Arquimedes as un campo de funciones algebre’ as S—l(t)

isomorfo al campa ﬂque uedé pars la consistencia. Con-
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siderando los valores de .(1(t) para t suficientemente
&ende, define un po de “nimeros”. Introduce un or-
den entre estos nimeros y construye con sllos una geo-
metr{a como 10 hiso con el campo L1l . En esta geome-
tria ¢l axioma V, 1 no se cumple y recibe el nombre de
geosstria no arquimediana.

3. K capitulo III prineipia con una sececién en la
que se define un conjunto 4 axiomas pars los ndmeros
lajos, al cual postariccments se haoe refsrencia
continng. Kl tema de este capitulo es el desarrollo
de la %woria de la propareién en el plano sodbre la be-
ss del teorema de Pascal. Pars la demostracién de este
e0 {ilbert utiliss los grupos de axiomes I, 1-3,
I1-IV en l0os cuales queds fundaeds, por lo tanto, la
tecria 4 la proporeiés em el planc. Por medio del
teorems de¢ Pascal define una aritaétics de segmentos
con todas las propiededes de la ari ética de los re-
cionales pasitivos, y oon la syuda de dsta demusstra
los teoremas de senejsnsa. Introduce después los seg-
mentos negativos y define un sist coordenado a par-
tir del cual se puede dessrrollsr toda la geometria oon
loe aétodos de 1la gaometria snalitica. A continuaciém
discute, incorporando el axioma arquimedianc, la posi-
bilided de asigner un némero real s cada pumto de una
recta en el espacio. i'inmliza con el problema inverso:
asigner e cadae real un punto sobre la recta, para lo

cual se requiere el axiomu de compleimz o bien, la ex-
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tensidn del conjunto de puntos con elementos irraciona-

les, Esta geometria extendida resulta ser, naturalmente,
la geonetria cartesiana en la cual se cumple el axioma

de completecz,

4. Kl capitulo IV estd dedicado a 1la teoria del é4res
Plana. Esta 1la desarrolla de dos manarags: utilizgando
el azxiocan de Arquimedes y las nociones de equicomple-
mentabilidad y equidescomponibilidad, o sin este axio-
ma y desarrollando el concepto de Area signads como u-
na medids. Redondea la teoria del érea estebleciendo
la equivaleneia entre frea y equicoaplementabilided.
Pinalisa el cap{tulo comentando los problemas para es-
tablecer una teoria del volumen en el espacio, qus re-
sume en el problema: "...encontrar dos tetrasdros con
éreas iguales en la base y alturas iguales que no pu-
dieran ser descompusstos de ninguna forma en tetrae-
dros congruentes y los cuales, mediante la unién de
tetrasdros congrusntes, na pudieran ser expandidos a
poliedroe que pudieran a su ves ser descompusstos en

tatrasedros congruentes® (1l).

5« BEn el capitulao V examina la relacién entre el teo-
rena de Desargues y las axiomase de incidencia del es-
pacio, a través del estudio del problema de cudhles son
las condiciones para que una geometria plana pusda ser
inmersa en una geometrizs del espacio. Como '~ . mayor

parte de lags investigaciones las lleva a cabo sin uti-




13

lisar loe axiomas de congruencia, comienza por reformu-
lar el axioma de las paralelas, que en su forma original
postulaba 610 1la unicided de las paralelas quedando la
exietencia garantisada por un teorema deriwado de loe
axiomas de congruencis. Kl axioma modificado I¥® pide
entonces mabos requisitos.

En usa pri=ssrs parte muestra qus el teoresa de Desar-
guss es una eondieidén nseesaria del prodbleme. Odbserva

s forms usual de demostrar este teorema emples 8dlo
loe grupos de axi I, II, IV®, por 10 cual si une
seemstris plans ha de¢ poderse congiderar como parte de
uRa geometris del espasio en ls sual se lan estos
sismos grupos, es necesarioc que el teorsms de Desarzues
[ a. Dmmuestra a continuacién qus es posible sus-
tituir los axiomms de incidencia del espacio por laos de
congrusncia, es decir, el tearema de Desargues es tam-
bién consesusncia de los axiomss I, 1-3, II-IV. Pers
eotn dltimo se wale d¢ eonstruir una geomstrias del es-
pacic en la qus se cumplen los grupos I, 1-3, II-IV, y
recupera la geametrie plans hssciendo cero una coordena-
da. Bnsaguida demsusstra que entre los sxiomas de con-
srueacis es el III, 5 el necesaric para el teorema de
Dasarguss. Con este fin caonstruye uns geametria en la
que se ecumplen los axioass I, 1-3, II, III, 1-4, IV®,
partienda de la geometria cartesiana y redefiniendo
las rectas y la medida angular, Bsta geometria plana no
desarguiane no pusde ser inmersa en una gesometria del

espacio.

En une segundas parte, prueba que juntoc con los axio-
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mas I, 1-3, II, IV'. la validez del teorema de Mesargues
en una geanetria plana es una condicién suficiente pars
quas pusda considerarse como parte de una geometria del
espacio en la cual se cumplen los® axiomas I, II, IV®
(teorema 56). La demostrasidn es constructiva: introduce
primero, par msdioc del teoreme de Desarguses, una aritaé-
tica de tos en la gecmetries plana antarior, que no
depende de 108 axiomas de congrusncia. lLa suma y el pro-
duecto de ntos definidoe plen las reglas ds ope-
recién de un , x00pto la conmutativided del pro-
ducto. Sobre la bams de ests aritaética consetruye la re-
presentecidén anglitica de una recta. Define despudés um
orden entre 1los segaentos y llmma al conjunto de ndmerce
resul tante un conjuato de ndmaros desarguisno D. A par-
tir de este canjunto construye uns geoastria del espacio
en la cual se satisfecen loe a:iomes de ingcidencia, or-
denn y paralelas modifieado. Considerando en esta geome-
tri{ia del espaecioc los puntos cuya tercera coordensds es
nula, se obtiens una geoaetria plana en la cual el ocon-
Junto de nimeros D forma los elementos de una aritaética
de segmentos en que no se cumplen los axiomas de con-
gruencia y en la cusl se satisface el teorema de Desar-

gues. Y concluys asi su demostracién.

6. Rl capftule VI lo dedica en una primera parte a in-
vestigar la relacidn del teorema de Pascal con los axio-

mas de inoidencia del espacio. Bn aste caso, lsg posibi-

lidad de reemplazar las axiommas de congrueucis por los
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de incidencia del espacio en la demostracién del teoremsa
de Pascal, depende esencialmente de la inclusiédn del a=-
xioma de Arquimedes.

Como nuevamente va a prescindir de los axiomas de con-
gruencia, modifica el axioma arquimediano ¥, 1, sustitu~-

yondo el concepto de congruencia implicito en el axiome

por el de igualdad en el sentido de la aritmética de seg-

mentos que defins en el capitulo V. Después demuestra

qus 81 a las propiedades de esta aritmética afiadimos el

axioma arquimedianc entonces la commutatividad de la
multiplicacién ee una conmsecuencia necesaria de las res-
tantes reglas de operaeidn, mientras que si no se imeloe
ye estes axioma, no lo es. lLa primera demostracidn la e-
teotda directamente; para la segunda construye un con-
Junto desarguiasno de nimeros .Q_(u, t), que depende de
dos parémetros racionsles e y t, de la forma S =§o g™ Ty
donde 2, =§,o r; t" n, m enteros racionales, En’él defi-
ne la multiplicacién mediante la ecuacidén te = 2 st, vé-
lida para los parémetros sy t, e introduce un orden,

El teorema de Paseal resulta ser la interpretacidén
geométrica de la ley conmutativa de la multiplicacién en
la aritmética de segmentos con el axioma de Arquimedes.
Puesto que an el conjunto Q. (B, t) no se cumple la ley
conmutativa, el teorema de Pascal tampoco se cumple y
obtiene ags{ una geometria no paascaliana. Con asto queda
establecido que el teorema de Pascal puede demosirarse
sugtituyendo los axiomas de congruencia por los de inci~
dencias del espacio si y sélo sl se incluye el axiomsg de

continuidad Vv, 1°.
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Ba la ssgunda parte de astm capitulo establece un aéto-
do pars la demostracién de tecremas de pnto puro de in-
terseccién sobre lIa base del teorema de Pascal. Un teo-
rema de pumto purc de interseccidén es "... un teorema
que contieme una afirsacidén acercsa 4al lugar geanétrico
comdn de puntos y rectas y del paralelismo de rectas
ain el uso de otras relaciones tales como la congrush-
cia ¥y 1la perpeadioulerideds® (12).

Demusstra primswrc que @l tsorema de Desargues e pue-
de probar a partir del tsorema de Pascal ein el usc de
los axiomas III y V; considera después una geomstria
Plana en la que se cumplen los grupos I, 1-3, II, IV y
el taarema de Pascal; identifice las operacionss de la
writsética de sagmentos eun esta tria con cambine~
clones de oconfigurasionss psscalianas. Camo las teore-
mas de punte puro de imterseccidén quedan expresados es
tiwminos de relaciones aritaéticas, es posihls entam-
oss trensformarios en combineciomes de configuraciones
Pascalianas, ocon lo cual se siene un método gmométrico
de resclucién de estoe problemas.

7. Ba el capitulo VII Hilbert concluye los Pundssenios

8e la geonetiris eon un exsmen de las constiruccionss geo-
métxricas pasibles sobre la base de los grupos de axiomas
I.IV. Primerc plsntes cingo probleamas bésicos, en el‘

sentido da que tode problesa de construccidn que suponga
s8dlo loa axiomes I-IV pusde reducirse a ellos, y demues-

tra directmente su construceidén con regla y escala.




19

Daspuée formula un criterio anslitico que permita deter-
minar si una construccidén geondtrica puede raesolverse
con &l uso exxlusivo de la regla y la asanlg. Par dlti-
mo, aestablece en un tsorema cudles condiciones de la so-
Iucién enalitica da un problema de construcceidn con re-
&a y compés, hacon poaible su construccidn con regla y
aescala. Con esstas condiciones se puade reducir el pro-—
blemsa de la exiracclidn de rafices cuadradas en gemneral
(operacién qua puede hwmcerse s6lo con el coampés), a la
extraceién de rafices cusdradas de la suma de dos cuadra-
dos (qua pusde hmcearse a partir del teoremsa de Pitégoras,
Para 3o cual bastan la regla y la escala). Menciona a
loe poliigonoe regulares que se pusden construir con re-
gia ¥ compée como un ejmwplo de la aplicucidén de este
critserio.

Kl capitulo ¥YII termina con un comentario de carécter
gmaral. En ésta, Bilhert sa refisre sl método de inves-
tigecidn que sigue en los Pundssentoes de 1ls gecastria.

ona dos cusstiones: la regla fundsmental consisten-
t® en ", ..dissutir todos los problemas de forma que, al
niamo tiempo, ®se sncuentre si pusden ser resueltos de u-
na sunera espscifica oon ciertos medios limitados.” (13),
regia ésta que asocia con la ®puress®” en los métodos de
demostracién; y la importancia de concluir una investi-
gueién con la demostrecidn riguroea de un teorema o0 la
solucién caspleta de un problema, ¢ bien, con el seiiala~

miento de las causas que hacen inevitable el fracaso.
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Bsta primera incursién de Hilbert en el tema de los fun-
damentas de .as mateméAticas contiene ya un esbozo de su
concepcidn filosbfica que a lo larga de su vida desarro-
llarfie ininterrumpidamenta. Bs importante notar su con-
clencim respecto o la metodoloegia y a 1a forma particu-
lar de desarrollo de las ideas matemAtliecas. Ratas dos

caracteri{isticas se resumsen en la importancia que adquie-
ren para él1 slguncs problemas especificos de las matemé~

ticas. En su intervencidén en el Segundo Congresoc de Mate-

méticos, realizado en Puris un afic despuéds de ls publica-

cién de Pundsmentoe de la geomstria, plantea los que con-

sideraba serian loe problemas cuya solucidén ocuparis la

actividad matemédtica del sigloc que empezaba. Bntre sus

hoy famosos veintitrée Problemus Moteméticos se encuen-
tran tres relacionados directmmente con los Pundamentos

de la geanstrias Kl seguado: una demostracién de consise-
tancia parae loe axiomae de la aritmétice; como se vid en
el resumen del ocapitulo II, la comsistencia definitiva
de las axiomas de la geametria requiere de la soclucién
de este probleme. El tercero (véase p. 14). ¥ el cuarto:
construir y describir sistemdticamente la geometria que
resulta al eliminar los axiomas que comprenden el con-
cepto de éngulc y sustituirlios por la desigualded del
tridngulo,

Estos tres problemss hmn sido resueltos, es decir, su
salucidn he sido encontrads o ha sido demostrads la ine-
xistencia de une solucidn.

Resulta dificil compersy el trabaje de Hilbert con el

de Birikhoff, Un conjunto de pastulados paras la geocmstria
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Plana basados en 1a regla y el transportador (14), por-

que estédn motivados por propésitos distintos., Bn los
Pundamentas, como ya hemas visto, Hilbert lleva a cabo
un anéAlisis detallado de la estructura de la teoria que
interrelaciona los hachos matemAticos que constituyen
la geometiria euclidiana. Birkhoff, por su parte, sélo
se ocupa de adecuar el tratamiemto formal de la geome-
tr{as euclidiana 8 loes fines didécticas que justifican
su inclusién como materis del curriculum preuniversita-
rio: servir de introduccién al raronamiento matemético
y desarrollar la intutelién geométrica. Sin embargo, por
6l hecho de sar ambos trabajos, entre otras cosas, con-
juntoa de axiomas para la geometria euclidiana, caben
algunos comsntarios,

A pepar de eptar interesado en el aspacto formal de
la gecometria auclidiana, y no en el representativo o
deseriptivo, Hilbert formula sus axiomas con este Wlti-
mo criterio: "expresan hechoe bésicos para nuestra in-
tuicidén" (geométrica) (15) dice, y conserva, en este
sentido, el espirisu euclidisno. En su investigacién,
no obssante, recurre al 4lgedbra sisteméticemente para
esclarecer cuestiones dificiles de tratar con la ayuda
exclusiva de argumentos gaomdétricos. Su propdsito no es
inicamente poner al descubierto las relaciones estruc-
tursles entre los grupos de axiomas, sino también ssl-
var ciertas dificultades 16glcas inherentes a los méto-
dos exclusivamente geométricos; dificultades que hacen

de Los Elementos una abrs poco accasible, a resar de

que su contenido es matemiticamente rirole,




Birikhoff, ea su artfcula canjunto con R, Beatley ®A

Bew Approach to Elementary Geametry™ (16), oconsidera

estas diftcul tedes l4gicas de la exposiciin euclidiana
como verdaderos obstéculos a su funcién diddctica. Ade-
méds de la confusidén que origina la arbisrariedad em 1la
eleccidn de lo intuitivamente obvio, en el sentido de
que otras cosas igualmente ocbvias tengan que demostrar-
se, la formacidén escolar de 1os alummos es muscho nds sé-
1lida en el 4rea del 4lgebra qus en la de la légica. Bsto
4l timo hace ilnneeesaric y artifietial el presciadir de
Jos ndmevcs en el desafyallo de la gecastris euclidiane.

Ea el mismo artioculo, Birkhoff y Beatley disocutsn o-
tra pasibilidad de axiomatizacién elgborada par Riemann,
qus cimienta toda 1la construccién en las ndmeros; parte,
puss, de la geometria anelitica, con los conceptos de
distancia y lugar geamétrico (como comjunto de parejas),
oomo conceptitos primariocs, y de alli desarrolla la geome-
tris euclidiane. La desventajs de esta otrs al ternstiva
es 1a de no recurrir en ghsoluto s la intuicién y ls com-
Plicseién de algunos deserrvollos algebraicos que pusdea
estar por encima del nivel de un estudiante preuniversi-
tario. Pero desde un punto de vista 16gico es més conve-
niente, Primere porque loe objetos geométricos ocomperten
el modo de existencia de los mimeros, y nuestras conclu-
siones son tan consistentes como la son las reglas para
calcular con nimeros. En segundo lugar porque ee intro-
ducen, al miemo tiempo, las ldeas de la geometria anali-
tica.

El trasbajo de Rixichoff insorpora estas consideracio-
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nes y ea é1 me farmulas un conjunto mixto de axicmes, en
el sentido de insluir conceptcs aecmétricos purcs y con-
ceptos mmnbricoa. Conserva, sin embargo, los tédrminos
no defimidos ¥ la arbitrariedad en la eleccidén de los
postalados por comsidersr ambas caracteristicas como de-
finitorias de uma teoris matemética.

Globaimsnte, en su trabajo Birkhoff mse limita a mos-
trer qus el modelo que resulta de sus axiomas coincide
con la semetria cartssiana, es decir, demusstra que su
eomjunto de postulados es categdrioco.

o despremde del titulo, em este trabajc los ele-
mentos y relaciomses no defindidos asi como los postule~
dos, estim 1doe por los hechos geométricos inoor-
porsdos ea la s greduads y ¢l transportad . K1 de-

® do este sistema »e limita al planc. Los olemen-
mo definidos som “puate”™ y "reeta"™; ¥ las relacionss

®distansia tre dos pwatoa®™ ¥y o formado por tres
pumtes®,
n o postulada afirma la posibilided de pomer ea

correspendencia btiunfvoca los puntos de ums recta con
los némeraos reales, de tal maners que la distancia entye
dos puntos Ay B es igusl al valor absoluto de la dife-
rencia de loe reales correspondientes. Este postulado
nc es en mado alguno evidents, de hecho, contiene impli-
cltmmente los axiomas de ocrdenm y congruencia de la recta
Yy’ los de contimuidad de Eilbext; y presupons obvigmente
la existancis de L& reote de los nimeros reales, de la




24

cual abtiens lap propiadades que de otro modo habria
que postular explicitemente.

Kl segundo postulado equivale a laos dos primeros axio-
mas de incidencia de Hilbert,

Bn el tercer postulado se aestablecs lg medida anguler
madiante una correspandencia biunivooa entre las asmi-
rrectas que pasan por cualquier puntc O y los ndmeros
reales a(mod 2M). Rste postulado comparte clarsmente las
carscteristicas del primeroc.

K cuarto y dltimo postuladoc es uno de los teoremas
de seme s En ¢l articulo antes citado, Birkhoff ex-
plica la rasén de incluir este postulado en lugar del
postulado de las paralelast ®... en nusstras demostracio-
nas hacenocs refsrencis principalaente a la jense, ¥y
con menos frecusnocia s aquellos aspectos del paraleli
que no estén comp dos en la semejanza®™ (17). esta
forma evita la utilisecién dedl postulado de las parale-
las, que ocamo zés de dos mil afics de histories 1o atesti-
guan, tiens ciertas ocamplicasionss.

Daspués de formular los postuladoe, se ocupa de pro-
bar ques son suficientes para ceracterisar el plano eucli-
disno., Pars ssto demuestra una serie de teoremes que le

permite dafiniy un sistema coordenado y desarrollar a

partir de este loe conceptos elementales de la geometris
carteeiana: la ecuacidn de la recta y la formula para la
distancia entre dos puntos.

Bl art{iculo finaligza con la demostracién de la equiva-
lencia entre la definicidén de dngulo conteni  en el pos-
tulado III y el éngulo euclidiano.
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As{, todo conocimiento
humano se inicia con
intuiciones, pasa de
dstas a los conceptoe
y tormina en las ideas,

Kang, I, Critica de 1a
Razén Pura, "locirina
Prascendental de los
elamentos®,

INTRODUCCTION

La geometria, al igual que la aritmética, requiere
86lo de unos cuantos principiose simples para su desa-
rrollo 1égico. Estas principios son llamados loe axio-
mas de la geometria, El establecimiento de los axiomnas
de la geometria y la investignocidén de sus relaciones,
es un problema que ha sido tratado en muchms obras eg-
celentes de la literatura matemdtica desde los tiempos
de Euclides. Este praoblemm es equivalente al andlisis
1égico de nuestra porcepcién del espacio,

La presente investigmcidén es un nuevo intento de es-
tablecer, vara la geometria, un conjunto de axiomas
completo y tan simple como sea posible, y deducir de
é4ste los teoremas geométricos mAs importantes, de tal
manera que el significado de loe distintos grupos de
axiomas, asf como la importancia de las conclusiones
que pued@gn extraerse de cada uno de los axiomas consie
derado individualmente, aparezcan con claridad,

* La treduccidn se tomé de Kant, I. Critica de la Ra-

z48n Pura. Trad. tedro Kibas, wliciones AlfTarunra S.A.
Madrid, 1975. 0.566 (... del "T.),




CAPITULO I
I0S CINCO GRUPOS DB ALIQMAS

1, Los glementos de la geometr{a y los cinco
grupos de axiomas

OBPINICION. Consideremos tres conjuntos distintos de obe
Jetos. llamemos puntos a los objetos del orimer conjunto
y denotémoslos por A, B, C,...; a los oij?Sg_Eel seundo
conjunto los llamaremos rectas y a ellos corresponde la
notacién a, b, cy...; llamaremos planos a los objetos del
tercer conjunto y los denotaremos por o, 8, ¥,... . LOS8
puntos son también llamados elementos de la geometria de
da recta; los puntos y las rectas elementos de la geome-
tria plana; y los puntos, las rectans y los planos elemen-
los de 1la geometria del esvacio o elementos del esnacio.

Se considera que entre los puntos, rectas y planos
existen cilertas relaciones y estas relaciones se denotan
con palabras como "esté", "entre", “congruente". La des-
cripcidn precisa y E;?;héticamento comﬁiéta d; estas re-
laciones se deduce de los axiomas de la geometrl .

Los axiomas de la geomez;TE-S;éagh dividirse en cinco
grupos, Cada uno de estos grupos exoresa hechos relacio-
nados, bésicos segin nuestra intuicién, Estos gruvos de
axiomas serén llamados como sigue:

I, 1-8 Axiomas de Incidencia,
II, 1-4 Axiomas de Orden,

IT1I, 1-5 Axiomas de Qongruencia,
Iv, Axioma de las Paralelas,
v, 1-2 Axiomas de Continuidad.

Grupo I de axiomas: axiomue de incidencia

Los axiomas de aste grujp:o establecen una relacisn de
incidencia entre los objetos nsreviomente definidos (run-
tos, rectas y wvlanos), y afiraan lo siguiente:




I, 1. Para todo par de puntos A y B existe una recta a
qua los contiene,

I, 2. Para todo par de puntos A y B exlete a lo mis u-
na recta que los contiene.

Aqu{ y en lo sucesivo dos, tres,... puntos, rectas o
planos serdn entendidos como puntos, rectas o ovlanos dis-
tintos.

Adenmds de "contiene" se emplearédn también otras expre-

——— )
siones tales como "a pasa nor A Y por B, a une A < B S
une A son B, A estd en a, A 88 un punto de A, exiete un
—— 3 ]

m Ao on a", etc. S1 A esté en n la recta a y también en

otra recta b, las expresiones empleadas serin m rec-
L

tas a y b Be intersectan en A, tienen el punto A en co-

mdn®, etc.

I, 3. Existen al menos dos puntos en una recta. Exis-
ten al menos tres puntos gue no estdn en una
recta.

I, 4. Para cualesquierm trés puntos A, B, C gque no es-
t4n en 1s mimma recta, existe un plano o gque
los contiens, Para todo plano existe un punto
gontenido en 41,

Se empleardn también las expresiones "A estd en ot ;
A e8 un punto de « ", etc.

I, 5. Para cualesquiera ires puntos A, B, C que no es-
tén en una y la miama recta existe un dnieco pla-
no o gque los contiene.

I, 6. Si dos puntos A, B de una recta a estdn en un
plano ot , entonces todo punto de s estd en el
plano o .
En este caso se dice que la recta o esti en el olano
a4, etc,

I, 7. Si dos plenos o, (3 tienen un punto A en comin,
entonces tienen sl menos un punto més, B, en co-
min.

I, 8, Existen al menos cuatro puntos gque no estén en
un plano,
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El axioms I, 7 express el hecno le cue 2l 2s sacio no tie-
ne més de tres dimensioners, mientrre que el nxioma I, 3
exvres: el hecho de que ¢l espicio no tiene menos de tres
dimensionss.

Los axiomas I, 1-3 nueden ser llemador loc axiomas del
plano del grupo I, para distinguirlos de los sxiomas (4-8)
del espacio del grupo I.

De los teoremas que resultan de los axiomas I, 1-3 sé-
lo mencionaremos los dos sizuientes:

TEBORFIMA 1. Dos rectas en un plano tienen un nunto en
comén 0 no tienen ninguno. Dos vlanocs no tienen ningdn
punto en comin, o tienen una recta y ningdn otro punto
en comin. Un plano y una recta no contenida en 41 tiee
nen un punto en comin o no tienen ninguno,

TEOREMA 2. Siempre existe uno y asélo un plano que con-
tiene una recta y un punto que no esti en ella, o bien
dos rectas distintas con un punto en comin.

3. Grupo II de axiomas: axiomas de orden®

Los axiomes de este grupo definen el concepto de "gg—
:;gﬁ. Y por medio de este concepto se hace posible el
ordenamiento de los puntos en una recta, en un plano y
en el eapacio,

DEFINICION. Los puntos de una recta estin en una cier-
ta relacién, para cuya descripcidn se usaréd esvecifi-
camente la vpalabra “entre'.

II, 1. S5i un punto B esth entre un ounto A y un punto

C entonces los puntos A, B, C
A 8 c

Bon tres puntos distintos de una recta, y B
también esté entre C y A.

IT, 2, Para dos puntos A y C, siempre existe sl menos
un punto B en le recta AC tal que C esté entire
Ay B.

A c 8

-,




I1II, 3. De entre cualesquiera tres puntos em una recta,

no exiate més gque un punto gue estéd entre los
otros dos.

Ademfs de estos axiomns de orden de la recta, es ne-
cesario un axioma de orden del plano.

NDRPINICION. Consideremos dos puntos Ay B en la rec-
ta a. Kl conjunto de los dos puntos A y B es llamado
un segmento, y serd denotado por AB o por BA. los
puntos entre A y B son 1lamados puntos del segmento
AB, o bien e dice que eiLt&n dentro del segmento AB,
Los puntos A, B son llamados extremos del segmento
AB., Do los deméds puntos de 1la recta a se dice que
entédu fuera del segmento AB,

II, 4. Segn A, B, C tres puntos que-no estin en una
rectsa, y sea s una recta en el plano ABC gue
no contiene a ninguno de los puntos A, B, C.
S1 la recte a pasa por un punto del segmento
AB, también pasa por un punto del segmento
AC, o del segmento BC. e
RBxpresado intuitivamente:
sl una recta entra al inte-
rior de un tridngulo también
sale de é1. El hecho de que A 8
los segmentos, AC y BC no son
ambos intersectados por la recta a puede demostrarse,

4. Consecuencias de 1los axiomas de orden e incidencias

Los siguientes teoremas son consecuencia de los exio-~
mas I y II:

TEQREMA 3. Pars dos puntos A y C siempre existe en la
recta AC al menos un punto D que estd entre A y C.

STRACION. Por el axioma F
I, 3 existe un punto E fuera de
la recta AC, y por el axioma II,
2 existe, en AE, un P tal que E

es un punto del segmento AF. Por A D
este micmo axioma, y por el axio-
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me II, 3, existe en FC un nunto G, cue no estd en el seg-

mento PC, Por el exiome II, 4 1= rects EG debe entonces
intersectar el segmonto AC en un punto D,

IBORBXA 4. De cualesquiers tres puntos A, B, C en una
recte siempre hay uno que esté entre loas otros dos.

DEIOSTRACION?’Supongamoe que A no esté entre By C ni
C estd8 entra A y B. Unamos un punto D, que no esté en la
recta AC, con B y escojamos, por el axiouws II, 2, un vun-
to G en la rectn gque los une tsl cue D esté entre B y G.
Por una aplicacién del axio-
ma II, 4 al tridngulo BCG y
a la recta AD, se obtiene
que las rectas AD y CG se
intersectan en un punto B F £
que e8tf entre C y G. De la
misma aanera, las rectas CD
y AG ee intersectan en un A 8 c
nunto P que estd entre A y G.

S1 se aplica ahora el axioma II, 4 al triAngulo AEG
Y a la recta CP, resulta evidente que D estd entre A y
E, ¥y ror una aplicacién del mismo axioma al tridngulo
AEC y a la recta BG, nos damos cuenta de gue B ecté cn-
tre A y C.

« Dados cuatro puntos cualesquiera en una
recta, siempre es posible identificarlos con les le-
tras A, B, C, D de tal manera que el vunto B esté
entre A y C, y también entre A y D, y ademids que el
punto C esté entre Ay D, y tambidn entre By Dﬁm

DEMOSTRACION, Sean A, B, C, D cuatro nuntos en unsa
recta g. Se demostrard lo siguiente:

l, Si B estd en el segmento AC y C esté en el segmen-
to BD, entonces los puntos By C también cstin el seg-
mento AD. Por logc axiomas I, 3 y Il, 2 esco:semos un pun—
to E que no esté en g, y un nunto # tal que £ esté entre
Cy P De la aplicacién renetida de los axiomas II, 3y
IT, 4 obtenemos oue los sesmentos AE y BF se intersectan
en un n~unto G, y adends que 1~ recta C? int..sectn al
sexxnento GD en un punto H, Ya cue H estd entorces en el




segmento GD y como sin em-
bargo, por el axioma II, 3,
B no aat4 en el segmenta

AG, 1la rectan EH, por el a-
xioma II, 4 intersecta al E
segmento AD, i,e., C esté

G
en ol segmento AD. De la p
misma manera se muestra
que B estd en este segmen- A 8 C D

to.

2. 31 B esthA en el pegmento AC y C estA an el segmen-
to AD, entances C y B tambidn estén en los segmentos BD
y AD respectivemente.

Bscojamos un punto G gue no esté en ‘g. y otro punto P
tal que G eaté en el ssgaento BP, Por los axiomas I, 2 y
II, 3, 1a recta CP no intersecta al sscmento AD ni al
segaento ¥y por lo tanto, por el axiomas II, 4 nuevamen-
te, no intersecta al segmento AG. Pero ya que C esté en
ol ento AD, 1la reota CP intersecta entonces al seg-
sento GD en un punto R, Ahora, por el axioams II, 3 y II,
4 de Dusvo la rscta FE intersecta al segmento HD. Por
consiguiente, C esté en el segmento BD., Kl resto de nues-
tra afirwaocién 2 . obtiene de 1,

. Anors.consideremos cuatro puntos dedes cualesquiers
en una recta. Tomemos tres de los puntos, 11 s Q 8
aquel qué por el teorema 4 y ol axioms II, 3 seté entre
loe otros dos, y llamemos a los otros dos P y R. Pinal-
mente, llamemos S al dltimo de los puntos, Utilizando
otra vez el axioma II, 3 y el teorema 4 existen las »#i-
guientes cinco ponibilidades distintas para la posicién
de 3:

R estd entre P y S,
e P e8td entre Ry 3,

0 3 estd entre Py R a la vez que Q estd
entre P y S,

o0 S estd entre Py Q,
o P ensth entre Q y S,

Las primeras cuatro posibilidades satisfacen las hi-
pbtesis de 2 y la dltima satisface las de 1. El1 teorema
5 queda as{ demostrado.




THOREMA 6. (Generalizacién del teorema 5). Dado cualquier

nimero finito de puntos en una recta, siempre es posible

identificarlos con las letraes A, B, C, D, Eyese.py K de

tal manera que el punto B esté entre Ay C, D, Eyeuee,y K}

el punto C esté entre A, By D, B,..., K; D esté entre

A, B, Cy Byoee, K; otc. Adomés de este orden de identi-
A__8c » ¢ «

A e

ficacién 8dlo el orden inverso tiene la misma propiedad.

T R A . Entre dos puntos cualesquiern de una recta
existe un nimero infinito de puntos.

2 8. Toda recta a 6o un plano o separa 108 pun-
tos que no esatén en la recta a en dos regiones con la
siguiente propieded: Todo punto A de una regién deter-
na, Junto con cualquier punto B de la otra regidn, un

enta AB en el cual estéd un punto de la rescta e, y
cualquier par de puntos Ay A' de una y 1la ot re-
siém, determina un segmento AA' que no contiens nin-
gln punto de a.

DEPINICION. Se dice que o

los puntos A, A' estén en

ol © o, &0 wAO y 6l
isdo de la Fegta a;

y lo® puntos A, D astén ‘j!

&) o) plang o, 8§ lgdos

diferentes de la recta s. .}

g!!IlICIOI. Sean A, A', O, B cuatro pyntos 46 la reo-

ts a, dispuestos de forma que O esté entre Ay B pe-

ro No antre Ay A'. Se dice entonces que los puntos A

y A' eotén en 1la recta a, en uno y el #Mismo lado del

punto O; y los nuntos A, B est4n en la recta a, en la-

dos diferentes del punto O, La totalidad de los puntos
A A’ o 8

red A

de la recta a que estén en uno y el mismo lado de O es
llamada un rayo que parte de O. Luego, todo puntc de
una recta divide a éstas en dos rayos.
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DEFINICION, Un conjunto de segmentos AB, BC, CD,..., KL
es llamado un segmento poligonal que conecta los puntos
Ay L. El eegmento poligonal scré tembidr denotado abre-
viadamente: ABCD...KL. Si los puntos dentro de los seg-
mentos AB, BC, CD,..., KL as{ como los puntos A, B, C,
Dyeseey K, L estdn en un plano, y el punto A coincide con
el punto L, entonces al segmento poligonal se le llama
poligono y se denota como el poligono ABCD...L. A los
segnentos AB, BC, CD,..., KA se les llama también lados
del poligono. Los puntos A, B, C, D,..., K son los vér-
tices del poligono. Los poli{gonos de 3, 4,..., n vérti-
cee son llamados tridngulos, cuadriléteros,..., n-4go-
nos,

DEPINICION. Si los vértices de un pdligono son todos
distintos, ninguno de ellos estd en uno de los lados
y ningdn par de ladose no adyacentes tiene un punto en
comdn, entonces el poligono ee llamado eimple.

Con la ayuda del teorega 8 pueden obtenerse los si-
guientes teoremaust

TEOREMA 9. Un poligono en un plano o separa 1los pun-
tos del plano « que no estdn en el segmento poligo-
nal del poligono en dos regiones, el interior y el
exterior, con la siguiente propiedad: Si A es un
punto del interior (un Eunto'interior). Yy B es uno
del exterior (un gunto exterior) entonces todo seg-
mento poligonal que esté

enof y une A con B tiene )
al menos un punto en co-

min con el poligono. Por

otro lado, 81 A, A' sOn

dos puntos del interior

y B, B' son dos puntos

del exterior, entonces

existen segmentos poligonzles en & que unen A con A!
Yy otros que unen B con B', ninguno de los cugles tie-
ne algdn punto en comdn con el poligono., Identifican-
do adecuadamente las dos reziones, existen rectas en-
o , que estén enteramente en el exterior del poligono.
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5in embargo, no hay rectess aue estdn onternente en ci
interior del noligono.

TEOREMA 10, Todo plano o sewvara los demAs "untos el
espacio en dos regiones con 1o gicuiente -roniedod:
Todo punto A de una regidn determinn con cunlquier
punto B de 1la otra residn un semmento AB en el curnl
estd un nunto de o , mientras que doc ountos Ay A’
de una y la misma regidn siempre detsrminan un seg-
mento AA' que no contiene puntos de o,

DEFINICION, Bn la notacidén del teorema 10 se dice

que los puntos A, A' estin en el espncio, en uno y el
miamo lado del plano « ; y que los puntos A, B estdn
en diferentes lados del plano o,

El teorema 10 expresa los hechos mis imoortantes acer-
ca del ordenamiento de los elementos del espacio. Estos
hechos son entonces consecuencias de los E;T;E:; consi-
derados hastan ahora, y por lo tanto no es necesario un
nuevo axioma para el espacio en el grupo Il.

5. Grupo III de axiomas: axiomas de congruencis

Los axiomas de este grupo definen el conceoto de con-
gruencia y con éste, tambidn el de desplazamiento.

DEPINICIQON. Los segmentos guardan entre s{ cierta re-
lacidn, vara cuya descripcidén serdn usadas las pala-

bras "congruente" o "igual".

I11, 1. Si A, B son dos puntos en una rects a, y
A' es un punto en la misma o en otra rec-
ta a', entonces siempre es posible encon-
trer un punto B', en un lado dado de la

recta a' que oamsa por A', tal que el seg-
mento AB seag congruente o igual al segmnen-
to A'B'. En simbolos

AB = A'B"'.,

Este axioma ecstablece la nogibilidad de construir

o

segmentos, Su unicidad serdt demostrada mas  Lelante,
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Un segmento (ue definido simplemente como un conjunto ‘e
dos puntos A, B y denotndo vor AB o BA., &r la definicidn
no fue esnecificado ¢l orden de los puntos. Por lo tanto

las férmulss:
AB A'B?', AB
BA A'B?Y, BA
tienen el mismo significado.

B'AY,
B'A!

ot
oyl

III, 2. S5i un segmento A'B' y un segmento A"3" son
congruentes nl mismo segmento AB, entonces
el segmento A'B' es tambidn congruente al
segmento A"B"; brevemente, si dos segmen-
tos som congruentes a un tercero, son con-
gruentes entre si.

Ya que la congruencia o igualdad es introducida en la
geome tria sélo por estos axiomas, no es de ninguna mane-—
ra obvio que _2_2_2.‘" eegonto Sea congruente g;lg miamo.
Sin embargo, este hecho se deduce de los dos primeros g-
xiomns de congruencia si el segmento AB es congtruido en
un rayo de forma que sea congruente, digamos, a A'B', ¥y

el axioma IIl1, 2 es aplicado a las congruencias AB = A'B',
AB = A'B'.

Sobre esta base, 1la simetria y la transitividad de la
congruencia de segmentos nueden establecerse por una a-

plicacién del axioma III, 23 i.e., la validez de los si~
guientes teoremas:

Si AB = A'B!',
entonces A'B'= AB;

Si AB = A'B!
y A== A"U",
entonces AB = A"B",

Debido a la aimetria de la congruencia de segmentos,
podriasmos usar la exrresidn: "Dos seguenios
tes entre gi".

L0 CONZTUC-

ITI, 3. Sean AB y BC doo segmentos en l1a rects A

Jue excento sor P ono tienen niipgdn nto 2n
comin. En 1o ocaiiun 0 onh otre o oseon
ATRY y BUIY Lo cornert g D Lo o BY

o ——- e

s




A B & a

A’ 8’ o’ a’

tampoco tienen ningin punto en comin, En ese caso,

8l AB = A'B' y BC = B'C!?
entonces AC = A'CY.

Este axioma expresa el requerimiento de la aditividad
de los scgmentos.

La construccidén de Angulos se trata exactamente de la
misma forma que la construccidédn de sesmentos. Ademés de
la goaibilidud de construir angulos, es absolutemente ne-
cesario reguerir también la unicidad axiomédticamente. Sin
embargo, la transitividad y 1a aditividad pueden ser Qde-
mostradas.

IRPINICION. Sea of un plano y h, k dos rayos distintos
cualesquiera, que parten de Q on < y estdn en rectas
distintas. Al par de rayos h, k se le llama un Angulo
y es denotado por 4.(h,i k) o por X(k, h).

Los rayos h, k son llamados lados del Angulo y el pun-
to O es llamado vértice del &ngulo.

ILos dngulos degenerados y obtusos quedan exclufdos en
esta definicidén,.

Supongamos que el rayo h e@sté en la recta h y el rayo
k en 1la recta k. Los rayos k y h, Jjunto con el punto O,
dividen los puntos del plano en dos regiones. Todos los
puntos que estAn en el mismo lado de k en el que esté h,
y que también estén on el mismo lado de h en el que estd
k, decimos que estdn en el interior del ¥ (h, k). Todos
los demés puntos decimos que estén en el aexterior de, o
fuera de, este Angulo.

Es fécil ver que, por los axiomas I y II, ambas regio-
nes contienen puntos; y que un segmento que conecta dos
ountoe dentro del Angulo estd totalmente en el interior,
Los siguientes hochos son igunlmente {4ciles de demos~
trar: Si un punto H estd en h y un ovunto ¥ esté en k,
entonces ¢l segmento HK estd totalments en el interior,

Un rayo que parte de 0 estd, o totalmente dentro, o to-
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talmente {ueras del ‘4rnizalo, Un rayo que estf ¢a ¢l inte—

rior intersecta al segmento HK. 31 A en an sunto de wi:
regidn y B es un punto de lez otr- rezidn, entonces todo
segmento poligonal que conceta Ay B, o tosa nor Q, o

tiene sl menos un punto en comin con h 5 con k. 3in em—
bargo, si Ay A' son ountos de la misma regién, entonces
siempre existe un segmento noligonal que conecta A con A’

y no pasa por QO ni por ningin onunto de los rayos h, k.

DEPINICION., Los fingulos guardan entre sf{ cierta rela-
cidn para cuya descripcidn serén usadas las palabras
"congruente" o "igual".

I1I, 4. Sean J(h, k) un fngulo en un plano o, a'
una recta en el plano «' y supongamos dado
uno de los lados de a' en of'. Sea h' un
rayo eun la rects a' gque parte del punto O,
Entonces existe an el plano o' uno y sélo
un rayo k' tal que el 4ngulo ¥(h, k) es
congruente o igual al Angulo & (h', k'),

J 8 la veg todos 108 puntes interiores del
fngulo ¥(h', k') estdn en el mimmo lado
dado de a'.
Simbélicamente
3, ) = An’, k).
Todo Angulo es congruente a s{ miamo, i.e.,
¥(h, k) = X(h, k)
es sieampre véAlido.

Se dice también, brevemente, que todo Angulo en un pla-
no dado puede ser oconstrufdo en un lado dado de un rayo
dado de una manera Unicamente determinada.

Bn la definicidén de un Angulo, prestaremos temn poca a-
tencién a su orientacidén como lo hemos hecho con el senti-
do de un segmento, En consecuencia, las notaciones
¥(h, k) y ¥(k, h) tendrén el miamo significado.

DEPINICION. Un Angulo con un vértice B en uno de cuyos
lados estd un punto A y en el otro lado estd un punto
C, serd también denotado nor & ABC, o br~ :mente, o2or
4. B. Los éngulos tambidn serén denctsdos or letras

griegas mindsculas.
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III, 5. Si pars dos trifnzulos®Anc y A'B'C' las
congruenciag
AB = A'B’, AC = A'C' y &BAC = £B'a'C!
se cumplen, entonces la congruencia
FABC = ¥A'B'C’
también se cumple.

El concepte do triéngulo estd definido en la p. H=9,
Bejo 1la hipétesis del axioma resulta, vor un cambio de

notacidén, que .1_21_3 W
FABC = X A'B'C' y 3ACB = &A'C'B!
se satisfacern.

Los axiomas III, 1-3 Bon postulados acerca de la con-
gruencia de los segmentos. Serédn por lo tanto llamados
los axiomas de la recta del grupe III, Rl axioma III, 4
contiene postulados acerca de la congruencia de los 4n-
gulos, Kl axioma III, S5 relaciona los conceptos de con-
grusncia da segmentos con los de la congruencia de Angu-
los. los axiomas III, 4 y III, 5 ocontienen postulados a-
cerca de los elementos de la geoastria plana y pusden
por consiguiente ser llamedos los axiomas del plano del
grupo III.

La unigcidad de la conetruccién de un segmento se de-
duce de la unicidad de la construccién de un dngulo, con
la ayude del axioma III, 5:

Supongamos que el segmen- A 8
to AB eaté construfdo de dos
maneras en un rayo que parte
de A' a B' y a B". Escogien-
do un punto C' gque no esté
en la recta A'B', se obtie-
nen las congruencias
A'B'= A'B", A'C* == A'C', . 8 B8
¥XB'A'C' = ¥XB"A'C’

y por lo tanto, por el axioma III, 5

4AIC'BO :E ;_ADCCBM
en contradicecién a la unicidad de 1la construccién de un
dngulo postulnda en el axioma III, 4.

C‘

’




H-15
6. Consecuencias de los axiomas de congruencia

DEPINICION, Dos Angules que tiencn un vértice y un la-
do en comin y cuyos lados restontes fcrman una recta
son llamados éngulos suplementarios. Dos dngulos con
un vértice comén cuyos lados forman dos rectas son
llamnados &ngulos verticales, Un éngulo que es congru-
ente a uno de sus Angulos suplementarios es llamado un

é_xgulo recto.

Demostraramos shora los siguientes teoremass

TEQREMA 11, Bn un tridngulo, los Angulos opuestos a
dos lados congruentes son congruentes; brevemente:
las Angulos de la base de un tridngulo isdsceles son
iguales, .

Bste teorema se deduce del axioma III, 5 y de la dl-
tima parte del axioma III, 4.

DBPINICION. Se dice que un tridngulo ABC es congruen-
te a un tridngulo A'B'C' 3i se satisfacen las sigui-
entes congruemncias:

AB = A'B', AC = A'C, BC = B'C'
A= ¥A', BE 4B, c = ¥c°,
pd ¢ 12, (Primer teorema do coqgruencia de trién—

&) Un triéngulo ABC esn oongruente a un trié.ngu—
lo A'B'C' siempre gque se cumplan lase siguientes con-
gruencias:
AB = A'B', AC = A'CH, A = ¥A'
C .
DI

A 5 A' 81
DEBMOSTRACION, Por el axioma III, 5 las congruencias

¥B = ¥ y ¥C = x¢!
se satisfacen y por lo tanto s8élo es necesario demostrar
la velidez de la congruencias BC = B'C'., Si sunonemos lo

contrario: gue 3C no os congruente a B'C', y se determi~
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mina un punto D' en I'.' de form- ! e

H

g 2l boN-
ces el axioma III, b nnlicado a amba.  rifnaulos ABC y
A'B'D' nos indicaré que ¥ BAC = Xi'Ai')'. 31 asf fuern,
¥ BAC serfias congruente a1 X I'A'D' y t-mbidn n Z3'A'CY,
sto es imvosible ya acue, nor el ~xionn ILI[, 4 todo %n-
gulo puede ser congtrufdo en un lado dado de un rayo dn-
do en una Ynica forma. Ha sido »nor lo tanto demostrado
que el triédnrulo ABC es congruonte nl trifdngulo A'2'C’,
Es igualmente fAcil demostrar el simguiente:

e

@oe). Un tridngulo ABC es congruente g otro trifn-

gulo A'B'C' siempre que se cumplan les sigulente con-
gruencias:

AB 3 A'B', &A= ¥A', 3B =¥B'.
TEOREMA 14. Si un Angulo ¥ ABC es congruente a otro
fngulo ¥ A'B'C', entonces el Adngulo suplementario del
primero.z;CBD, es congruente gl Angulo suplementario
4 C'B'D' del segundo.
(64 e’

A D A’ ’ ‘
DEMOSTRACION. Escogemos los nuntos A', C', D' en los
lados que pasan por B' de tal manera que
AB = A'B!', CB =c(C'B!', DB = D'B"'.
Se sigue entonces del teorema 12 que el trifngulo ABC

es congruente al triidngulo A'B'C', i.e., las congruen-
clias

AC = A'C! Yy ¥BAC = &B'A'C!
se cumblen.,

Como ademés, por el axioma III, 3 el segmento AD es
congruente al segmento A'D', resultaris, de nuevo por el
teorema 12, que el tridngulo CAD es conugruente ol trifn-
gulo C'A'D', i,e., las congruenciac

cp=C¢'p! y ZADC = A0S
se cumplen y nor lo tanto, considermnido los srifneilos
BCD y B*'C*o' tenemos, mor el ~xiom Lil, % nue
L£CBH = g onr
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Un corolario inmediato del teorema 14 es el teorema de
co&uancia Lara m verticales. —

La existencia d-o ng rectos también es conse-
cuencia de este teorema (véase p. H-15):

S1 los 4ngulos construidos en ambos lndos de un rayo
OA que parte de O, y los dos lados no comunes de los én-
gulos, se hacen igunles, 0B = 0C, entonces el segmen to
BC intersecta la recta OA en un punto D. Si D coincide
con O entonces ¥COA y
% BOA son Angulos su~ 8 4
plementarios iguales
y por consiguiente,
son éngulos rectos. O A
Si D esté en el rayo
OA entonces, por cons-
truccién ¥ OB = ¥ IOC. c c
51 D estéd en el otro rayo entonces la cengruencia se
desprende del teoreme 14. Por el axioma III, 2, todo
segmento es congruente a &f mismo: 0D = 0D. Luego, por
el axioma III, 5 concluimoe que ¥ODB = &40DC,

l1. Sean h, k, 1 y h*, k', 1' rayos que par-
ten de O y O' en 108 planos o y &', respectivamen-
te. Supongamos que h, k y h', k' estdn ambos en el
miemo lado, o en lados diferentes de 1 y 1°', respec-
tivements., Si las congruencias

‘-(ho 1) = ;(h.l 1') vy 4(11' 1) = ;(k.' 1Y)
se satisfacen, entonces también se cumple la congruen-
cia

¥(h, k) = ¥(h', k*).

La demostracidén se hari para el caso en el que h y k
estdn en el mismo lado de 1 y también, por le hipdtesis,
h' y k' eatén en el
mismo lado de 1'. El K K’
segundo caso seri re-
ducido al primero por k ]
una aplicpeidn del /
teorema 14. De una &
consecuencia de la 0 L L o’ v
definicidén en ov. H-=12
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es que, 0 h estd en J(k, 1) o k esath en ¥ (h, 1),
Asignamos ahora las letras de forma que h estd en ¥(k, 1).
Bacogemos puntos K, K', L, L' en los lados k, k*, 1, 1°
tales que OK = O'K' y OL = O'L', Por un teorema enunciado
en la p, H-13, h intersecta al segmento KL en un punto H,

Determinamoe H' en h' de manera que OH = Q0'H', Por el
teorema 12, lae congruenciae

¥0l1d = 30'L'R', ¥ OlK = ¥O'L'K’
1B = L'H', XK = L'
y también

X O0KL = ¥O'K'L’

se obtienen en los triAngulos OLH y O'L'H* 6 OlK y O'L'K',
¥Ya que por el axioma III, 4, todo #Angulo puede ser
construido en un lado dado, de un ra.yobdado en el plano,
en forma Unica y como por hipétesis h' y k' estdn en el
mismo lado de 1', les dos primeras congruencias de Angu-

los mencionadas muestran que H' estd en L'K°’.

De aquf, las dos congrienciae de segmentos muestran
fécilmente, por el axioma III, 3, y por la unicidad de
la construccién del segmento, que HKE = H'K'. La asercién
se Adeduce ghora, por el axioma III, 5, de las congruen-
cias: OK= O'K*, HK = H'K' ¥y ¥OKIL = ¥ 0'K'L".

Kl siguiente resultado se obtiene de manera eimilart

TEOR A 16. Sea el Angulo ¥ ¢h, k) en el plano «,
congruente con el éngulo X4 (h', k') en el plano &',
Y sea 1 un rayo en el plano o« que parte del vérti-
ce del Angulo & (h, k) y que estd en el interior de
este Angulo. Bntonces siempre existe uno y sélo un
rayo 1' en el plano &' que parte del vértice de
¥(h', k') y que estd en el interior de este Angulo
de tal manera que

¥(h, 1) = J(h'y, 1') y J(k, 1) = &(k*, 1').

Con el obJjeto de obtener el tercer teoremn de con-
gruencia y la nropiedad de simetria de la congruencia
de Angulos, se deduce el siguiente teorema a partir del
teorema 15%




H-19
TEQREMA 17. Si dos puntos 2, y Z, son colocados en dis-
tintos lados de un segmento KY, y =i lna congruencics
K, € K23 y Y44, = Y2, se cunplen, entunces el An~ulo
¥ {YZ, es congruente al #ngulo ¥(YZ,.

IMMOSTRACION. Por el teorema 11 & 42,2, = .;cz,z‘ N
¥Y2,2, = ¥YZy2,. Da aquf, la congruencin X AZ,Y = ¥(Z,Y
se cumple por el teoreme 15, LOos casos esneciales cuando

X X'o Y estan en 2,2, nueden
ser resueltos en uns forma
2, 2, adn mAs simple., De 1la $ltime
congruencia y de las congru-
encias sunuestas:
X2, EXZ%e ¥y Y2, YZ,,
Y el teorema ¥ XYZ2, S ¥XXYZ,
se obtiene del axioma III, 5,

TEOREMA 18, (Percer teorema de co_ggg_uencia de trién-
e el e —— - ———— )

ﬂo_s). Si en dos triénguloe ABC y A'B'C', cada par
de lados correspondientes es congruente entonces los

tridngulos son congruentes.

DEMOSTRACION. Bn virtud de la simetr{ia de la congru-
encia de segmentos probada en la p. H-11, es suficiente
demostrar que el trifngulo AEC es congruente al trifngu-
lo A'B'C', Construimos el ¥ BAC en A' en ambos ledos del

rayo A'C'. Bscozemos

ladi el punto B, e@ el la-
8’ S~ao 8 do que estd en el mis-
8¢ \\> mo lado de A'C' que
N // B!, de forma que
N s
AN s A'Bo= AB. En el otro
. 7

1ado escogemos B" de
A A’ tal menera que
A'B" = AB. Por el teorema 12, BC = B,C' y BC = B"C'. Es-
tas congruencias, Junto con las hipédtecis, nos dan -or

resultnado, vor el axioma ITII, 2 lag cousruencias

A'B" = A'Eu' BtC! = BQC',
¥y correespondientemente:

A'B"E A'B', B = pegr,
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Loe tridngulos A'B"C' y A'B,C', asi{ como los tridngulos
A'B"C' y A'B'C*® satisfacen las hipStesis del teorema 17,
i.e., el 4ngulo X B"A'C' es congruente al &S B,A'C', asi
como tambidn al éngulo ¥ B'A'C'. Pero como por el axioma
III, 4, todo éngulo puede ser construfdo en un lado dado,
de un rayo dado en un plano, de una sgola menera, el rayo
A'By coincide con el rayo A'B‘, ;LQ,T—;I dngulo que es
congruente a X BAC, construf{do en el lado dado de A'C',
es el 4Angulo ¥ B'A'C'., La afirmacién se deeprende final-
mente, por el teorema 12, de la congruencia

XBAC = 4B'A'C' y de las congruencias de segmentos su-
puestag.

TBOREMA 19. Si doe 4&ngulos ¥ (h', k') y &(h", k")
son congruentes a un tercero & (h, k), entonces al
Bngulo{(h', k') es también congruente al é&ngulo
#(n", k)%

Bete teorema, que corresponde al axioma III, 2, pue-
de también formularee de la siguiente menera: Si dos
dngulos son congruentes a'un tercero, son congruentes
entre s{i.

OSPTRACIQB. Sean O', O" y O los vértices de los
tres éngulos dados. En un lado de cada 4ngulo escogemos
los tres puntos A', A" y A de tal manera que O'A'=0A ¥
0"A" = OA. Andlogamente, en los otros lados escogemos
los puntos B!, B" y B tales que QO'B!' = QB y 0"B* = 0B,

a8’ a° a

] ”'I ”

(8] oY o
Estas congruencias, junto con la suposicién
$(h', k') = %(h, k) y 4(h", k") = 5(h, k),
dan por resultado, por el teorema 12, lrs congruencias
A'DB' = AB Ng A"B" = ARB.
Por el axioma IlI, 2, los tridngulos A'B'O' y A"B'QO"
coinciden en sus tree lados y por conciguicnte, vor el

teorema 18

X(h'y, k') = ¥(h", k"),
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La proviedad de simetria de le congruencinp de #ngulos se
deduce del teorema 19, de ln misms menera que se hace
vara los segmentos con el axioma ITI, 2, i.e.,, si ¥« ':-‘.§/5
entonces ¥oa y ¥(3 son congrueontes entre si{. En particu-
lar, los tcoremas 12-14 pueden asi ser ex;;esodos en for-
ma simétrica.

La comparacién cusntitativa de Angulos pucde estable-
cerse aghora.

TEOREMA 20. Sean dos adngulos cualesquiera dados

;(h, k) y §(h', 1'). Si 1la construccién de X (h, k)

en h' en el lado 1' nos da un rayoe interior k', en-
3

tonces la construccién de & (h', 1') en h en el lado

de k nos da un rayo exterior 1 y reciprocamentse,

‘ ll :
A A’

OSTR CION. Supongamos que 1 esti en el interior de
4(h, k). Ya que X(h, k) = x(h’, k'), por el teorema 16
existe para el rayo interior 1 wm rayo 1" en el interior
de ¥(h', k') para el cual se cumple la congruencia
4(h, 1)= &(h', 1"). Por hipbtesis y en virtud de la
gimetrfa de la congruencia de los éngulos % (h, 1) =
¥X(h', 1*), donde 1 y 1* son necesariamente distintos,
Beto contradice la unicidad de la construccién de un én-
gulo III, 4. El1 inverso es probado de manera similar.

& Z

+

A A

Si la construccién de % (h, k), descrita en el teore-
ma 20, nos da un rayo interior k' en &4 (h', 1') se dice
que ¥ (h, k) es menor gue ¥(h', 1'); y se usa le nota-
cién ¥.(h, k) < (h', 1'). 351 nos da un rayo exterior
se dice que ¥.(h, k) es mayor gue X¥(h', 1'); y escribi-
mos 4-(h, k) > (h', 1Y).

Debemos notar oue »ara dos £ngulos A y (3 , uno y

s6lo uno de los tres casos puede ocurrir:

Povimts  Saremctmroy




A< By Prd, az= B, &3Py B<x,

La como nreciédn cuantitative de “ngulos 2g¢ transitiva,
i,e., nore cnda uno de los tres supuestos

La?>B, 37%: 2ea>f3, B=%; 3.x=3,H7%
se sigue
x D> ¥
Lo gcomparacidn cuantitativa de segmentos con ruc nro-
piedndes correspondientes se obtiene inme:diat-mente de
loz axiomas II y III, 1-3 as{ como 1n unicidad de la
construcciédn de un segmnento (véase p. H-14),

Sobre 1a bace de la compraresciédn de é4nculos, es poei-
ble obtener una demostracién nara el sencillo teorema
siguiente que, subjetivamente hablendo, Euclides inclu=-
y6 injustificndemente entre los axiomas:

TEOREMA 21. Todos los Angulos rectos son congruentes
entre si.

DHOSTRACION.OPor definicién, un Angulo recto es a-
quel que es congruente con su fngulo comolementario.
Sean los éngulos o 6 Z(h, 1) y A6 3(k, 1) 4ngulos
suplementarios, y seen a' y /3' también sunlementarios.
Sea o 2 /5y o'z [:l‘. Supongamos aue o' no es congruente
con o4 , contrario esto a la hipbétesis del teorema 21.
Entonces 1la construccién del éngulo «'en h, en el lado
en el que estd 1, nos da por resultado un rayo 1" que
es distinto de 1. 1" esti entonces o en el interior de
of 0 en el interior de [3

oo L

A B Y o' B

Si 1" estd en el interior de « entonces

¥(h, 1)L Xy = 5, [P X0, 1").

Por 1z trensitividad de 10 comsnrecidn cuanntitetive

de fngulos esto imolic: oue F(h, 1) < & 1%}, Por
otro lado, nor nindteeis, y nor oo o0 - 14

¥(n, 1) = £, "= B, A=y, 2,

H-22
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Y por lo tanto resulta que

¥(h, 1*) = X(k, 1")
lo cual contradice la relacién X (h, 1") ‘I &£ (k, 1").

Si 1" esth en el interior de (3, se obtlene una contra-

diccién completamente andloga y el teoremn 21 queda as{
demostrado.

INICIOE. Un Angulo obtuso es aquel que es mayor que

su 4ngulo suplementario. Un éngulo agudo es aquel que
es menor que su Angulo suplementario,.

Un teorema fundamental que ya para Buclides Jugaba un
papel principal, y del cual ®e obtienen una serie de re-
sul tedos importantes es el teorema del Angulo exterior.

THICION. Los éngulos ¥ABC, §BCA y XCAB del tri-
dngulo ABC son llamados fngulos interiores del triAn-

eulo. Sus dngulos suplementarios son llamados 4ngulos
exteriores del triéngulo.

22. (Teorema del énﬂx_lo exterior). El é4ngulo
exterior de un tridngulo es mayor que cualquier Angu-
lo interior no adyacente a é1,

OSTRACION. Sea 4 CAD un éngulo exterior del trifn-
gulo ABC, Bscojamos D tal que AD = CB.
Demostraremos que X CAD $ Z ACBs Si se cumple que
¥ CAD = 3 ACB, entonces se cumplird X ACD = XCAB por
| la congruencia AC=CA
C y por el axioma III,
5. Se concluiréd enton-
ces de los teoremas 14
y 19, que ¥ ACD es
congruente al #éngulo
suplementario de ¥ ACB.
Por el axioma IXI, 4, D resultarfia estar en el segmento
CB, contradiciendo el axioma I, 2, Debe entonces ocurrir
que

D A B

Jcap E 4 Ach.

Ee también imposible gue X CAD < X ACB ya cue en tal
caso la comstruccidén del Angulo exterior ¥ CAD sobre CA
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en C, en el lado donde estdi B, nos darfa un lado que esté
en el interior del Angulo & ACB, y por consiguiente in-
tersectnr{a al segmento AB en el punto B'. El Angulo ex-
terior & CAD seria entonces congruente al Angulo & ACB!
en el tri4ngulo AB'C. Sin embargo esto es imposible como
se demostrd arriba. La Unica posibilidad aue nos queda
es entonces ¥ CAD > XACB.

Exactamente de la mis- c
ma forma obtenemos el he-
cho de que el Angulo ver-
tical del 4ngulo ¥ CAD es
mayor que el Angulo X ABC, D A 8 8
Y la congruencia de Angu-
los verticales y la tran-
sitividad de la comparacién cuantitativa de la magmnitud
de los éngulos implican que

FCAD D> LAEC.

La afirmacién estd por lo tanto completomente demos-—
trada.

Los corolarios imnortantes de este teorema son los si-
gulentes teoremas:

TEOREMA 23. Bn todo tridngulo, al mayor 4ngulo se opo-
ne el mayor lado.

DEMOSTRACION. Bn el tridngulo dado construyamos el me-
nor de dos lados que tienen extremos comunes en el lado
mayor. La afirmacidn se deduce entonces de los teoremas
11 y 12, en virtud de la transitividad de la comparacidn
cuantitativa de la magnitud de los Angulos.

TEOREMA 24. Un tridngulo con dos Anculos iguales es
isébsceles,

Este recioroco del teo-
rema 1l es ung consecuencin C
inmedigta del teorema 23.

Ademés, dol toorema 22 -
se obtiene, de una manersa “ /
simple, una extensidén del Z..Sw - %‘
sesundo teoremn de congruaen-- A &
cis de triAngulos:
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TEORFMA 25. Dos trifngulos ABC y A'E'C' son congruentes
si @8 cumplen las siguientes congruencias

AB = A'B! 3A = &A y xC = yct.
TEOREMA 26. Todo segmento puede mer bisectado,

DEMOSTRACION. En diferentes lados del segmento dado
AB construyamos el mismo Angulo o en los extremos y
tracemos segmentos iguales en el lado de los énzulos de
forma que AC = BD, Ya que C y D estén en diferentes la-
dos de AB, el sezmento CD intersecta a AB en un punto E,

La suposicién de que B coincide con A o con B as una
contradiccidén inmediata del teorema 22. Supongamos en-
tonces que B estd entre Ay E. Por el teorema 22 tendre-
mos entonces que

JABD D XBED ) JBAC,

O ')
lo que contradice la construccién., La suposicién de que
A estd entre By B nos lleva a la misna contradiccidn.
Por el teorema 4, B estA entonces en el segmento AB.
Luego XAEC y ¥BED, como éngulos verticales, son con-
gruentes. De aqui, el teorema 25 es aplicable a los
triédngulos AEC y BED y nos da

AE = EB.
Una consecuencia inmediata de los teoremas 11 y 26

es el hecho de aue todo Angulo puede ser bisectodo.

El concepto de congruencia puede ger extendido a cunl-
quier figura.

DEFINICION, 3i A, B, C, D,..., K, L y A", B', C?,
D'yeuouoy K'y L' son dos sucesiones de puntos en ny ot
reapectivamente, tzles gque las sarejus de szegmentos
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AB y A'B', AC y A'C', BCy B'C'ye.., KL y K'L' son con-~
gruentes, se dice que las dog sucesiones Jde ountos son
congruentes, Ay A', By B',.voey 1L y L' gon llamandos los
nuntos correspondientes de las gucesiones congruentes de

-puntos.

TEOREMA 27. Si la primera de dos sucesiones de nuntos
congruentes A, B,..., K, L ¥y A', B'30e., K', L' ea-
t4 ordenada de tal manera que B estA entre Ay C, D,
.+.y K, L;j C esth entre A, By D,..., K, L, etc.; en-
tonces los puntos A', B',..., K', L' estAn ordenados
de la misma manera, i.e., B' estd entre A' y C', D',

LB 2 ) K." L'; C' Gsté entre A" B' b’ D"cto' K'. L',
etc.

DEPINICION. A un nimero finito de puntos se le llamg

figura. Si todos los puntos de una figure estén en un
plano, se llama figura vlana.

Se dice que dos figuras son congruentes si sus puntos
pueden ser ordenados por onares, de manera que losg

segmentos y los fnguwlos aue quedan as{ ordensdos sean
todos congruentes,

Como es evidente de los teoremas 14 y 27, las figuras
congruentes tienen las siguientes propiedasdes:

Si tres puntos de una figura son colineales entonces
los nuntos correspondientes en cualquier figura congru-
ente tambidn son colineeles. El1 orden de los nuntos en
planos correspondientes, resnecto a rectns correspondien-
tes, es el mizno en figuras congruentes. Lo mismo se cum-
ple pars sucesiones de puntos corresvondientes en rectas
correspondientes.

Bl teoremn de congruencis més general pars el olano y
el espacio es formulado n continuccidn:

TEOREMA 28. Si (A, B, C,e.., L) 7 (A", B', C',uu., LY

son figurss olanes consruentes, y P lenots un nmanto en

el plano de la orimers figur<a, antoucs <+ »ofible on-
contrar wl nunto P! &n el »lano de 1 ceomuands Sdgara
tal que (A, B, Cyevu, I, P) v (a7, L
son de nuevo [lgur-s consracnt g, “are (A, B

Cyovny L) contiene ol wmoenos tre. wrta o o)
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entonces la consgtruccidn de P' e »ocible dn unae sole pre
neras.

TEOREMA 29, SL (A, B, Cyeeey L) v (A", By C'euu, L)
son fisuras congruentes, y @ os canlceaicr unto, on-
tonces siemnre eg nosible encontrar an mante Y ot-l
aue las Ciguras (A, 2, Cyevey, L, P} ¥y (A", By C'uus,
L', P') son congruentec, i 1o fi-urn (A, By, Cyeeey L)
contiene al menos ovuntors no conrl-n:ro: cntonces 1~
construccidénr de P' es nocible de unn cole manern,

Teniendo nresentes los grunog de ~xiomrs I y II, el
teorema 29 exdreca ecte importnnte resultedo: Todas las
propiedades de congruenclia del esnacio, y vor lo tanto
las propniedades de desplpozaniento en el e¢snacio, son cone
csecuencian de los cinco axiomgs de conegruencia de la recta
y del plano formulados arriba,

7. Gruvog IV de axiomas: axiomno de lns parnlelas

Sean & un plano cualqguiern, a una rectn cualquiera
en & , y A un punto en o aque no estd ern a., Si traza-
mos una recta ¢ en of , aue nase Dor A e intersecte o« a}
Yy otra recta b en o , qgue nase oor A de formo cue la
recta ¢ intersecte a las rectns a, b en los mismos Angu-
-los, entonces se deduce fAiclilmente del teoremn del bngu-
lo exterior, teorema 22, cue lrg rectns 2, b no tienen
ningin punto en comdn, i.e,, en un 2lono & sienore es
vosible trezsr una reciz, nor uan ~unto A Meres de 1a
rects a, y que no intorsects a a.

DERINICIOH., de dice aue don rectrs con  «rslelns aoi

estan en el mimmo »lrno v no se intersectrn.
El axiomn de lag parclelr-s naede abiors enuneiarese co-
mo sgigue:

Iv., (Axioms de Buclides), Jea -~ cusloaicr rects v A

an cunto fuerp o LI, sntn oo SIS BT
win racto ano ool oo, oot \ A
pac sor A vono AR N .

[ CVERSRIUEIEVA RO puvne O PR SR S A
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A pertir de lo expuesto anteriormente, y en bome al axio-
ma de las paralelas, puede verse cue cxiste exactamonte
una haralela a una recta, que nasa por un nunto fuern -de
ella,

El axioma de las paranlelas IV ecc equivalente a ln si-
guiente condicién:

51 dos rectas a, b en un plano no intersecten a una
tercera recta ¢ en el mismo plano, entonces 1ns rectas no
gse intersectan,

De hecho, si a, b tuvieran un punto A en comin, estas
dos rectos pasarian por A en el mismo plano sin inter-
gsectar a ¢, Esta situacidédn contradiri{a ol axiomn de las
paralelas IV, Reciprocamente, el axioma de las paralelas
tambidén se obtiene fAcilmente a wartir de esta condicidne

Bl axioma de las parslelas os un axioma del vlano.

La introduccidn del axioma de las paralelas gimplifi-
ca la fundementacidén de 1la geometria y facilita su desa-
rrollo en un grado considserable.

Aunando a los axiomas de congruencia, el axioma de
las paralelas, obtenemos el conocido hecho siguientet

TEQOREMA 30. Si dos paralelas son lntersectadas por
una tercera recta, entonces los #ngulos correspon-
dientes y los 4ngulos alternos son congruentes, y
reciprocamente, la congruencia de los Angulos corres—
pondientes o de los 4ngulos alternos, inplioa que las
raectas son paralelas.

TEQREMA 31. La suma de los Angulos de un tridngulo es
dos rectos.?

DEFINICIOR., S1i M es cumlaquier runto en un plano o , n
la coleccidén de todos los puntos A en <& ~nra los cun—
les los segmentos MA son congruentes se le llana
circulo. ¥ es llamado el centro del cireculo.

En base a asts definiecidn, los teoremno conocidos n-
ceren del cflrculo se obtienen ffeilmnents cuon 1o ayuda e
los gruvnos ie nxiomns T11-IV; en seatic iy, la nosrbhi-
lidad de construir un circuldo @ or o lesonr T 1
tos no coline-des, -=of cono 1 teorens TN ‘o

fmenlon inser. tas sobre T ouwleue woes rool tacrete ia




los Angulos en un cuadrilitero inscrito.

8. Grupo V de axiomas: axiomas de continuidad

¥, 1. (Axioma de 1n medida o axioma de Arguimedos).
————— —o—— — TN T, TEITSTERE

—— T RTINS

S1 AB y CD son dos segmentos cualeaquiera, an-

tonces existe un ndmero n tal gue n segmentos
CD, construfdos contiguamente a partir de A,
sobre el rayo de A que pasa por B, sobrenasarén
el punto B,

¥, 2. (Axioma de completez de la recta). Una exten-

—— m—— e - R S —

8i6n de un conjunto de puntos en una recta con
susg relaciones de orden y congruencia, gue pre-

servara las relaciones existentes entre los e-
lementos originnles, asi como las propledades
fundamentales de orden y conzrucncia de la rec-
18 que resulten de los axiomas I-III y V, 1,

es imposible.

Por propiedades fundnmentaléa, ge entienden las vro-
pledades de orden formuladas en los axiomas II, 1-3 y en

el teorema 5, asl como tembién las propiedades de con-
gruencia formuladas en los axiomas III, 1-3, junto con
la unicidad de 1a construccién de un eegmanto.O Se en-
tiende ademfs que al extender el conjunto de puntos, las
relaciones de orden y congruencia se preservan en la re—
gidén extendida de puntos.

Debe notarse que el axioma I, 3 se preserva en toda
extenslén so ipso, y que la validez del tecorema 3 en ta-
les extensiones es una consecuencin de la permanencia
del axioma de Arquimedes V, 1.

El axioma de completez depende esenciulmente del he-
cho de que contiene el axioma de Arquimedes antre los

axiomas cuya validez r requieras. " TDe hecho, nuede demos-

trarsp que a un conjunto de puntos en uns recis, que sS6-

tiaface los nxiomns enumernsdos previanente y los teore-
3

mas de orden y congrucencls, ev slempre -ovible aindir

otros puntos tolen oue estos axiomos Zoan L ooabidén vAli-

dos en el conjunto extendido resultante; L.e., un 4xio-
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me de completez que requiere s6lo la validez de astos a~
xiomas pero no el de Arquimedes, o uno equivalente a 41,
conduciria a una contradiccién.

Anbos axiomas de continuidad son axiomas da la rectg.
El siguiente hecho se obtiene esencinlmente del axio-
na 9___3' completez de la racta.

TEOREMA 32. (Teorema de comgletezf? Loe elementos
(i.e., los puntas, las rectas y los planos) de la
geometria forman un sistema que no puede ser exten-
dido por puntos, rectas y planos, debido a la perma~-
nencis de los axiomas de incidencia, orden, congruen-

cia y Arquimedes, es decir, sélo por la permanencia
de todos los axiomas.

DEMOSTRACION. Sean los elementos originales aquellos
que existen antes de la extensidén, y aquellos que se for-
man por la exteneidén loe nuevos elementos., la euposicidn
de nuevos elementos nos lleva inmediatamente a la suposi-
clén de un nuevo punto N,

Por el axioma I, 8, existen cuatro opuntos originales
no coplanares A, B, C, D. Las letras pueden ser escugi-
das de tal manera que A, B, N no sean colineales. Los dos
planoe diferentes ABN y ACD, por el axloma I, 7, tienen
ademds de A, otro punto en comin B. E no est4 en la rec-
ta AB porque de lo contrario B estaria en el plano ACD,
Si E es un punto nuevo, entonces hay un punto nuevo en
el plano originagl ACD, Por el otro lado, si E es un pun-
to original, entonces el punto nuevo N estd en un plano
origingl, a saber, en el plano ABE. Bn cualquier caso un
punto nuevo estd en un plano originsal.

Existe un trifngulo original FGH en un plano original
¥ en el segmento PG y un punto originel I. $1 se une un

#H punto original L con I
I entoncasz, por el axiomsa
AN 11, 4, las rectas IL y

K
) _;K;\ FH o las rectas IL y GH

~

/ g A $e intersectan en un nun-
™.,
Z:mmmmwxf/Mn wmﬂuﬂ_gba to K. 3i 1 es nuevo, ohe
~ z & A v
tonces an vunto nuevy K

eptd on unn recta origle
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nal M o GH, Si, por el otro lado, K es originzl, entons
ces un punto nuevo L esth en la recta original IX, Todas
estas suposiciones contradicen entonces el axioma de coa-
pletez de 1la recta. La suposicidn de un punto nuevo en
un nlano original debe en consecuencia ser descartada y
por ende la suposiciédn de elementos nuevos,

Las hipétesia del teorema de completez pueden ain de-
bilitarse. No es necesario requerir incondicionalmente
la permanencia de algunos de los axiomas mencionados na-
ra su validez, Sin embargo es esencial para su validez
que ol axioma I, 7, esté contenido entre los axiomas cu-
ya permanencia se requiere. De hecho, puede ser demos-
trado que a un conjunto de elementos que esatisfacen los
axionas I-V, siempre es posible ailadir puntos, rectas y
planos, de manera que estos mismos axiomas, con la excep-
cién del axioma I, 7, se cumplan en el conjunto que re-
sulta de 1la unién, i.e., un teorema de completes en el
cual no esté contenido el axioma I, 7, 0 uno que sea 6-
quivalente a 41, entraiarfa una cqntradiccién.

-E_l. axioman de completez no es usna consecuencia 2_0_1' a
xiomg‘gg gggulmodos. De hecho, para demostrar, con la
ayuda de los axiomas I-IV, que esta geometria se idénti-
ca a la geometria anali{tica "Cartesianae", el axioma de
Arquimedes por s{ solo es insuficiente (véanse las se0-
ciones 9 y 12). Sin embargo, recurriendo al axioma de
completsg, aunque no contiene una afirmacién directa a-
cerca del concepto de convergencia, es posible demostrar
la existencia de un limite que corresponde a una corte-
dura de Dedekind, as{ como el teorema de Bolzano-Weiers-
trass sobre la existencia de puntos de acumulacidn, conm
1o cual esta geometrin aparece idéntica a la geometria
cartesiana.

Con o1 tratamiento anterior, la necesidand de la con-
tinuidad ha gido separada en dos partes esencielmente
distintas, a saber, en el axioma de Arquimedes, cuyo
vapel es vreparar el requisito de la continuidad, y en
el axioma de completez, oue constituye la ;;”Ara aNngue-
lar de todo el conjunto gg axiomas," T




Las invesatigaciones subsecuentes degcuansan esencislmente
en el axioma de Arquimedes y en generrl, no se suvone el
axioma de completez,
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CAPITULO 11

LA CONSISTENCIA Y LA INDEPENDENCIA
BUTUA DR LOS AXIOMAS

Se La consistencia de los axiomas

Batre los axiomas formulados en los cinco grupos del Ca=-
pitulo I, no existen contradicciones, i.e., a partir de
los axiofias es imposible deducir, por inferencia légica,
un resul tado que sea contradictorio con alguno de ellos,
Para mostrar esto construiremos un conjunto de objetos,

a partir de los nimeros reales, en el que todos los axio-
mas de los cinco grupos se satisfacen.

Consideremos el campo L1 de todos 10s ndmeros alge-
braicos que se obtienen del nimero 1 y de la aplicacién,
un n ero finito de veces de las cuatro operaciones a=
ritadticass suma, resta, multiplicacidén, divisién y una
quinta oporacién' 1l + w®], donde w denota un n ro que
resul ta de estas cinco operaciones.

Consideremos un par de nimeros (x, y) del campo LL
CORO Ul punto y las razones (u : v : w) entre tres ni-
meros cualesquiera de £\ como una recta, siempre que
U, v No sean ambos cero. Ademés la existencia de 1la e-
cuacién

UXx 4+ Vy 4+ w = 0

significard que el punto (x, y) estd en la recta

(u s vi w), Asf, como es fAcil ver, los axiomas I, 1~}
¥y IV se satisfacen inmediatamente. lLos nimeros del cam-
PO L son realens; teniendo en cuenta que estos pueden
ser ordenados segdn sus magnitudes, es facil encontrar
interpretaciones para estos vuntoe de acuerdo a las
cuales todos los axiomas de orden son también vAlidoe,
Ds hecho, si (x,, ¥,), (x,, ¥,), (xy, ¥4)yes. BOD pun-
tos cualesquiere en una recta, este arreglo seré el or-
den de sucesidén en la recta cuando los nimeros Xgo Xgy
Xygeoe 6 y,, Y29 Ygee.. ©n 6l arreglo sean mondtonaméen-
te crecientes o decrecientes. Para satisfacer también el
el axioma II, 4, basta establecer que todos los puntos
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(x, ¥), para los cuales
uxX 4+ Vy + W es menor o ma-
yor que O, estéAn en un la- (,.,‘,y')
do o en el otro de la rec-
ta (us v s w), respecti- Cta, )
vamente. Bs ficil conven- (%)
cerse de que esta inter-
pretacidn es compatible
con la anterior que deter-
minaba la sucesiédn de los
puntos en una recta,

Para la construccién de Angulos y segmentoes se em-~
plean los métodos de 1a geometrfa analftica. Una trans-
formacién de la forma

' = x ¢

y' =y + 0
efectia una traslacién paralela de segmentos y Angulosg
y una transformacién de la forma

0/(o,0) € 40

' =x

3=y
efectda una reflexién sobre la recta y = 0. Ademés, si
denotamos los puntos (0, Q) por 0, (1, O) por By un
ounto arbitrario (a, d) por C, entonces, mediante una
rotacidn por el Angulo ¥ COEB alrededar del punto fije O,
el punto (x, y) se coavierte en (x', y') donde hay que
hacer las sustituciones

a b

¢ y
Vat + b° at + b ’

x'z

w02 4 a .
e Y~ o= =
o el ndmero

Var + bt e b'dl (%)

resul ta estar en el campo f)L, los axiomas III, 1-4 tam-
bién se cumplen para estas intervretnciones y claramente
los axiomas III, 5 de congruencia de trifnsulos, asi co-
;mo el exiomn de Arquimedes V¥V, 1 también se satisfacen,
El axioma de completez V, 2 no se cumple,
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Toda contradiccién en las consecuenciaes de los axiomas
I-1Iv, V, 1 debfa ser, por lo tanto, detectable en la a-
ritaética del campo 1L .

S{ en el desarrollo anterior se escoge el campo de los
ndmeros reales en lugar del campo {L, se obtiene la geo~
metr{a cartesiana plana ordinaria., El hecho de que en es-
ta geametria (ademés de los axiomas I, 1-3, II, III, IV,
y V, 1) ol axiama de completez también se cumple, puede
sar visto de la siguiente manera:

Bn la geometr{a cartesiana se deduce, sobre la base
de las definiciones de orden y congruencia de segmentos,
que todo segmento puede ser dividido en un ndmero dado n
de partes congruentes, y si un segmento AB es menor que
un segmento AC entaonces la m-ésima parte de AB es tan-
bién menor que la de AC. '

Supongamos shora que existe una recte g & la cual,
contradiciendo el axioma de completez, es posible aila-
dir puntoe en la geometr{a dada sin afectar 1la validez
de los axiomas II, 1-3, III, 3}~3, V, 1, €1l teoreaa 5 o
la unicided de la construccidn de un segmento (p. B-14).
Sea N uno de los puntos aiindidos. Rete divide la recta g
en dos rayos cada uno de los cuales contiene, por el o=
xioma de Arquimedes, puntos que existi{an antes de la ex-
tensién, Llanemos a és8tos los puntos originales. BEnton-
ces N givide los puntos originales de £ en dos rayos,
Considerando g representada en la forma paramdtrica

x =mt +n, Yy =pt +gq

en la cugl todos los valores que toma el parémetro t an-
tes de la extensién por N son reales, entonces la parti-
cidn inducide por B da por resultedo una cortadure de
Dedekind para estos valores. Coma es bien sabido, para
tal cortadura solamente se cumple unsg de las dos condi-
ciones sigulentes: 0 la vrimern clase determinada por
ésta tiene un dltimo elemento, 0 la segunda clase tiene
un primer elemento. Sea A el punto que corresponde a u-
no de estos elementos, Entonces ningin punto original
estd entre A y I,

3in embargo, existe un punto originsl B tal que N es-
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tA entre A y B. Por el axioma de Arquimedes exiete un nd-
mero, digamos, B ~ 1 de puntos distintos C;, Cgyeeey Ch-2
D tales que 108 n segmentos AN, NC4, C;C3,..., Cn.3D son
congruentes entre s{ y tal que B estA entre A y D. Divi-
dimos ahora el segmento AB en n partes congruentes. To-

A ww () Ca &8 2
9 - - + > bty

das los puntoe que determinen la divisidn son puntos ori-
&inales. Sea ¥ el punto mAs cercano a A. Do las condicio-
nes de arden en la recta y congruencias introducidas al
principio de esta demostracidn, resulta que el segmento
AF o8 menor que AN, mientras que AB es menor que AD. El
punto original # estéd entonces entre A y R, lLa suposi-
cién de que un punto podia ser afladido a la recta g sin
qus afectara la validez de los axiomas de la recta, nos
ha llevado a una contradicciédn,

Bn la geometr{a cartesisna se cumplen entonces todos
los axiomas del plano y la recta,

Rl tmatamiento correspoAdiente para la geonmetria del
‘ospacio no presenta dificul tad,

Toda contradiccién en las consecuencias de loe axio-
mas I-¥ debaria por oonsiguiente, ser datectable en la
aritaética de los nimeros reales.

' Camo pusde verse, existe un nimero infinito de geome~
triae que satisfacen los axiomas I-IV, ¥, 1. Sin embargo,
existe s8élo una, la geometria cartesiana, en la cuel se
cunple, eimulténeamente, el axioma de completez.

10. La independencia del axioma de las paralelas
(Geometria gg‘euclidiane)ib

Despuéds de haber visto la consistencia de los axiomas
88 interesante investigar sl son todos independientes u-
no de otro. De hecho, puede probarse que no hsy parte e-
sencial de ninguno de estos grupos de axiomas que pueda
ser deducida de los otros por inferencia légica.

Por 1o que respecto g los axiomas de los grupos I, II
Yy III es fécil demostrar que los axiomas de uno y el mis-
mo grupo son esencialmente independientes entre si,

L
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B la presente exposicidn los axiomas de 1los grupaos I y
I1 son bAsicos para los otros axiomas, por lo tanto, sé-
lo es necesario probar la independencia de cada uno de
los grupos III, IV y V con relacidn a los otros.

Bl axioma de las parslelas IV es independiente de los
otros axiomas. La forma mée simple y conocida de demos-
trar esto es la siguiente: Bascojmmos aquellos puntos,
rectas y planos de la geometria ordinaria (cartesiana)
construfda en la seccidn 9 que estén en una esfera f1ija,
como los’elementos de una geometr{a del espacio y rees~
placemos las congruencias de esta geometr{a por transe
formaciones lineales de la geometria ordinaria que ma-
pean la esfern fila en s{ misma. Mediante interpretacio-
nes adecuadas pusde verse que en esta geometria "no su-
clidiang® todos lom axiomas excepto el axioma IV de Bu-
clides son vdlidos y, ye que la existencia de la geome-
tria ordinaria ha sido demostrada en la seccién 9, se
oconcluye ahora la existencia de la geometr{a no eucli-
diana. .

Son de especial interés los teoremas que se cumplen
independientesante del axioma de las paralelas, i,e.,
aquellos que se cumplen tanto en las geometr{as eucli-
dianas como en las no euclidianas. Como los ejemplos
sds importantes vereszos dos de los teoremas de Legendre.
Kl primero requiere para su demostracién, ademés de los
axiomas I hasta III, el axioma do &rquimedes ¥, 1. Pri-
mero se demostrardn slgunos teoremas preparatorios:

TEORMMA 33. Considérese dedo un triéngulo OPZ con un

dngulo recto en P, Bn el segmento PZ seman X, Y tales

que

¥Xxoy = ¥Y02
entonces Z
x¥ < xz.

Para la demostracién cons- y
truyamos el segmento OX' sobre
0Z tal que X

0X = 0x¢.

Por loe teoremas 22 y 23, X'
estéd en el segmento 0Z, y com Fo) P

ayuda del teorema 22 y el
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axioma III, 5 obtenemos

—

$X'2Y € JOYX = ¥0YX' £ ¥Y('Z,

Por los teoremas 12 y 23, de la relacidn ¥ X'2¥ < §YX'Z
se obtiene la afirmacidn.

TBOREMA 34. Pare cualesquiera dos éngulos o y &
silempre es posible encontrar un ndmero natural r tal

que of
av £ €.
Aqui 2L Genota el dngulo que resulta de la bisece

a"
cién de &« , r veces.

OSTRACION, Sean o« y & dos Angulos dados. Por los
axiom@s supuestos, la bisecoidén de los énguloe es posi-
ble (vésse p. H-25). Consideremos el 4ngulo agudo i— .
St %gi. la asercién del teorema 34 es verdadera para

r=2, 31 %76,-ontonoo-_ desde un punto C en un lado del
Angulo i‘. se traza una perpendicular al otro lado que

intereecta a éste ®en un punt'o B. Denotamos el vértioe de

!2'- por A. Si & ee construido en el lado AB en el inte-

rior del 4ngulo ¥ BAC -.:-2— entonces por la desigzusldad su-

puesta, el tercer lado ilntersacta el segmento BC en el
punto D (véase p. H~13). Kl axioma de Arquimedes V, 1
permite afirmar que existe un ndimero natural n tal que

n e+ BD D BC.

Construyamos shora el Angulo € en el tercer lado re=-
sultante, hacia afuera n veces.

Puede haber un caso en el que en la Ultima n-ésima
construccién, el tercer lado resultante no interesecte el
rayo BC, y digamos que, la m-ésima construccién es la
primera en la que egto ocurre. Ya que el tercer lado an-
terior adn intersectn el lado de este rayo, el éngulo
(m - 1)& es sgudo.

Por lo tanto, se concluye fAcilmente que el interior
del #ngzulo m veces construfdo, m€ , esti en el semiplano
de AB que contiene a C, y ademfs que el rayc ! estd en
el interior del fngulo mé¢, i.e.,

m-& >3 -
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3 En el otro caso, todo éngulo ¢
obtenido en la construccién
0 repetida n veces define um

gegmento en el rayo BC que
por el tecorema 33 es mayor
o igual a BD, Sea E el punto
en el que el n-ésimo tercer

D lado intersecta a BC. la su-
ma BE de los n segmentos de-
A i 8 terminados en BC es mayor

que n +*» BD y entonces a for-
tiori es mayor que BC. Por consiguiente conclufmos que
n-€>»%-
Para m 6 n sea r un nimero natural tal que m < 27'¢
n (2"'. respectivamente. Denotemos el Angulo mé¢ 6 n€
por M . Loe éngulos 2‘% y i—; pueden construirse. De la

posibilidad de comparar Angulos se infiere fAcilmente
que la desigunldad 27'>m es consecuencia de la desigual-

dad 1—';":;—(-;—:— =& 1a desigualdad A 7‘7: . Por lo tanto,

de la transitividad de la comparacién cuantitative (p.
H-21) se concluye que o
= < E.

2

Kl primer teorema de Legendre pusde ser mostredo con

la ayuda del teorema 34.

TEOREMA 35. (Primer teorema i—-ﬁ Legendre). La suma de
los éngulos de un tridngulo es menor o igual a doe
dngulos rectoe.

OSTRACION. Denétese cualquiera de los tres 4ngulos
de un triéngulo por ¥A =aof,
¥ los otros dos por B =03,
¥C = ¥ de tal maners que '3
BA§ ¥ . Por el teorema 26, C
el segmento BC tiene un
punto medio D. Prolongamos o
AD més allé de D, por une
centidad igual a é1, hasta
E. Por la congruencia de A 8
fngulos verticales, el acio-
me III, 5 puede ser aplicado
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a los trifngulos ADC y BUD, Definiendo 12 swrn de los “4n-
Aulos sobre 1ls base del teorema 15, en a- ienera obvia,
obtenemos para los 4ngulos a(',ﬂ',?" del tridngulo ABE la
relacién
'+ =a, B+ =

La suma de los 4ngulos del tridngulo ABE as por lo
tanto, igual =2 1a del triAngulo ABC,

De 1a desigunldad O§¥ se concluye fAcilmente, por los
teoremas 23 y 12, que

P!
o’ £ ¥ ¥y luogo entonces d‘§1" .

Ds aquf que, a todo triAngulo ABC Y nara cualquiera
de sus fngulos d , siempre es posible asignar un triéngu-
lo ocon igual swma de 4ngulos, en el cual un Angulo es me-
nor o igual =a ‘Z" ¥ por consiguiente, dado un ndnero na-
tural r, es posible asignarle un tridngulo con una suma
de 4dngulos igual, en el que uno de los 4ngulos es menor

ot

o igual s 27 ° :

Supongamos ahora, contradiciendo la afirmacién del
primer teoremn de legendre, que la suma de los 4Angulos
de un trifdngulo dado es mayor que dos Angulos rectos,

Se infiere, del teorema 22, que la suma de los éngu-
los de un triéngulo es menor oue dos Angulos rectos.
Luego, de acuerdo con la suposicién, la suma de los fn-
gulos de un trif#ngulo dado puede ser representada de la
forma

c(+/5+3‘=2,o+_6

donde & denota cunmlquier #Angulo y A denota un #ngulo

recto., Por el teorema 34, es posible determinar un ni-

mero real r tal que - cE.
2'

Construimos nshora, de la manersa seiialadr, un triingu-

lo con fngulos at®, (5', ¥* que cetisfacen lns relaciones

e ¥ 2P 46, a("S-‘—E—(-,:<£.

~
En este trijnzulo
(3. + X‘ s > 2/0 Y
lo que contredice el teoremn 22, .uecdr i demoatrodo el
vrimer teorema de legendre,
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THOREMA e S1 el cuadrilétero ABCD tiene Angulos rectos
en Ay B, y sl ademés sus lados opuestos AD y BC son con-
gruentes, entonces los éngulos ¥Cy 3D también son con-
gruentes entre s{. Ademéds, la perpendioulur al segmento
AB trezada en el punto medio M, intersecta el lado opues-
to CD en un punto B de tal manera que los cuadrilédteros
AMBD y HMNC san congruentes,

DEMOSTRACION. Ds los teoremas 21 y 22 resulta que la
porpcndigular a AB, levantada en M, estd en el interior
del 4ngulo ¥ C y, por uno de los teoremes mencionados
en la p, =13, ésta intersecta al segmento CD en el pun-
to N. Se concluye de los teoremas 12, 21 y 15 que los
tridngulos y RBC, y por consiguiente.también los
tridngulos y MCN son congrusntes. Con la ayuda del
teoremsa 15 se obtiene de estas oongrusncias que

XBCN = ¥ .

Por lo tanto, 108 cuadriléteroe AMND y HBMNC son congru-
entes,

32. 84 el cuadrildtero ABCD tiene cuatro 4n-
gulos rectos entonces toda perpendiculer EP trazada
desde un punto E en la recta CD al 1lado opuesto AB
es también perpendicular a CD,

ACION. Ki concepto de una refleccién sobre una
recta a se introduce como sigue:
31 se traca una perpendi- o 4
cular desde cualquier pune
to P 8 cualquier recta a y
se extiende unas cantidad
igual mae alléd del pie has-

ta P', entonces el punto P! y) ~ 8

es la imagen de P, £ D & &,
Refle jemos el seg-

mento EF sobre AD

Yy BC. Las imégenes

B, P, y E,F;, segin £ [ £ 8 5,

ooncluimos de la

segunda parte del teorema 36, son congruentes al segmento
EF. Los puntos E, y E, , al igual que E, estéAn en CD; los




puntoe P, y F,, al igusl que F, estén en AB. Las hipéte-
8ls de la primera parte del teorema 36 son satisfechas
por los cuadriléteroe EPP,B,, EFPP,E, y E F,P,E, v de a-
qui obtenemos la igualdad de los cuatro Angulos en los
puntos B, B;, E; . Por lo tanto, en uno de estos cuatro
puntos dos Angulos suplementarios son iguales (en E, en

la figura), i.e., l0s cuatro éngulos iguales son Angulos
rectos..

TEBOREMA 38, Si todos los éngulos en un cuadrilétero
son Angulos rectos entonces en todo cuadrildtero com

tres Angulos rectos, el cuarto éngulo es tambidn rec-
to.

OSTRACION. Sea A'B'C'D' un cuadrilfitero con cuatro
Angulos sectos y ABCD camlquier cuadrilitero con tres
fingulos rectos en A, B, D. Construyamos el ouadrilétero
AB,C, D, que o8 congruents a A'B'C'D' y cuyo Angulo rec-
to en A coincide con el del cuadrilétero ABCD.

81 B coincide con B, o D coincide con D, entonces lo
que se afirma ooincide con el teorema 37. Si B esté en-
tre Ay B, y D, osth entre A y D emntonces, al igual que
en la demostracién del teorema 36, del teoremm del éngu-
lo exterior resulta que los segmentos BC y C,D, se in-
terseotan en un punto P. El teorema 37 muestira entonces
D - que el Angulo en P, y por

lo tanto tambidém en C, es
5 £_C un Angulo recto.

Los casos restantes para
el posible orden de los
puntos A, B, B, ¥y A, D, Dy
se obtienen de una manera

A (] anélogas

Con la oyuda del teorema 38 pusde demostrarse el se-
gundo teorema de Legendre.

TEOREMA 39. (Segundo teorema de Legendre). S5i en al-
gin trifngulo, la suma de loéjﬁwmlos es igual a dos
dngulos rectos, entonces la suma de los éngulos an
todo tridngulec es igual a dos éngulos re: ‘e

DELOSTRACION,. A todo tridngulo ABC, la suma da cuyos
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fngulos es 2w, es posible
asociar un cuadrildtero con

tres Angulos rectos cuyo
cuarto Angul.o sea igual a

F € G w. Para hacerlo unamos los
puntos medios D y E de los
lados AC y BC y desde A, B
y C, tracemos las rpendi-
A K 8 ’ perp

culares AF, BG y CH a loms
segmentos unidos, De la congruencia de los tridngulos APD
y CHD, as{ como de la oongruencia de los triéngulos BGE y
CHB, tenemos que
AP = BG,
X PAB + ¥GBA » 2w,
sin importar e1 uno de los 4ngulos A y XB de los tri-
éngulos dados es obtuso o no.

Trazando la perpendicular JK a PG en su punto medio,
resulta de la segunda parte del teorema 36 que los cua-
driléteros AKJP y HKJG son congruentes. Cada uno de es-
tos cuadrilAteros tiene tres Angulos rectos y los cuar—
toe Angulose son igusales, i.e.,

X PAB = X GBA.
Por consiguiente obtenemos

¥PAB = w,
¥y ol cuadriléitero AKJP estd por lo tanto, asociado al
triéngulo dado, como queriamos.

Ahora sean dadoe un tridngulo D, en el cual la suma
de los éngulos es igual a dos Angulos rectos y otro tri-
édngulo D,. Consideremos los cuadrilédteros meociados V  y
V. ¥V, @8 un cuadrilétero con cuatro 4ngulos rectos y Vg
88 uno con tres éngulos rectos. Por el teorema 38 el cuar-
to dngulo en ¥, es también un angulo recto. Queda asi de-
mostrado el segundo teorema de lLegendre.

11. La independencia de los axiomes de congruencia

De los resultados que son consecuencin de la indepen-
dencia de los axiomas de congruencia demostraremos el gi-
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Zuiente, que es particularmente importante: El axiomn
III, 5 no puede ser deducido de los otros axiomas I, II,
II1I, 1-4, IV, V por inferencia légica.

Bscojamos los puntos, rectas y planos de le gzeometria
‘ordinaria como los elementos de la nueva geometria del
egpacio y definamos la construceiédn de un dngulo como en
le geometr{ia ordinaria, digamos que en la forma estable-
cida en la seccidn 9., Sin embargo, definemos la construc-
cién de segmentos de una manera diferente: Supongamos que
los puntos A; y Az tienen coordenades xg, y,, 254 ¥ X,,
Y0 22 €nla geometria ordineria. Denotemos la longitud
del segmento A A, por el valor positivo de

2

y digamos que dos segmentos cualesquiera A;Ag ¥y Ay Al
son congruentes slempre que tengan la misma lomgitud en
el sentido anterior.

Bs inmediatameﬁte claro que en la geometria del esva-
cio conastrui{da de esta forma, los axiomas T, II, III,
1-2, 4, IV, V (as{ como los teoremas 14, 15, 16, 19, 21
que fueron deducidos con la syuda del axiome III, 5), sge
cumplen,

Para demostrar que el axioma III, 3 también se cumple
escojamos cualquier recta a y tres puntos A;, Ay, Ag en
ella tales que A, esté entre A, y Ay Definense los
puntos x, y, 2z en la recta a por medio de las ecuacio-
nes

x =2t + 4,
¥y o=pt o+ @,
z=ut + VU,
donde t es un parémetro y A, 3, u, p\ ¢, denotan
ciertas constantes. 51 t;, ta(<ty), t;(< t,) son valo-
res peramétricos que corresponden a los puntos Ay, A, Ajx
entonces las longitudes de los tres segmentos Ay Ag, Ashs
y AjAy serén
(ty = t) WA s F T +0T],
(ty — t3)W7rs )84 uT 707,
(tp = tWiars wyzq pu*svtl,
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Yy la suma de los segmen%os AgAg ¥ AzAy e8 por lo tanto
igual a 1o longitud del segmento Ay A;. Luego, se conclu=-
ve la validez del axiome III, 3.

El axioma III, 5 no sicmpre se satisf{nce en estn geo-
metr{a., Como ejemplo consideremos los cuétro nuntos

0 con las coordenadas x =0 , y = Q,
A con las coordenadas x =1, y = Q,
B con las coordenadas x = -1, y = Q,
C con las coordenadas x =Q , y :éi

en el plano z = O,
La longitud de los segmentos OA, OB y OC es 1. Para
C(Ol.”f) loe triéngulos rectén-
g1los AOC y COB 1las
congruencine

¥A0C = ¥COB
OA = 0OC
0C = OB
se cumplen,

Contrario al axioma III, 5 los &ngulos £ OAC y &§OCB
no son congruentes. Al mismo tiempo, la primera congru-
encia en este ejemplo no se cumple ya que la longitud de
AC oaVZ— & ¥y 1a de BC es 2 + . El teorema

8¢)0) (s 0 A01,0)

- 11 no es vAlido para ninguno de 108 triéngulos AOC 6 COB,

Un ejemplo de una geometria glnna en la cual todos los
axiomas excepto el axioma III, 5 se cumplen, es el sigui-
entes Definamoe todos los concentos que aparecen en el a-
xioma, con excepcidédn de "segmento congruente", de la ma-
nera usual en un plano « , Sin embargo, tomamos la longie-
tud de su proyeccién, definida de la maners usuel en un
plano (3 que esté inclinado respecto a « en algin Angu-
lo sgudo (no cero).

12, La independencia del axioms V de continuided
(Geometrias no arquimediana)

Con el objeto de demostrar la2 independencis del oxlio-
ma V, 1 de Arquimedes es necesario constiruir ann geone-
tr{a en la cual se cumpl-n todos los =xiomnas con 1n ex-
cepcidén del axiome v,®
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Para este fin, construyomos un camoo fQ(t) de todas las
funciones algebraicne de t que resultrn de t v lac cinco
operaciones: swan, rerte, multiplicecidn, divicidn y la
opermcidn‘\fihx_af'. Donde w denota cuslauier funcidn
gue se obticne por ostns cinco operaciones. &1 conjunto
de clementos LL(t) es, al igunl cue el conjunto de los
elementos de {3, en 1~ secciédn 9, numer=ble. Lae cinco
operaciones esthn bien definidas y cus resultados son
reales, Por lo tanto el campo fl(t) contiene sélo fun-
ciones de t realecs y bien definidans,

Sea ¢ cualguier funcién del campo SLL(t). Ya cue ¢ es
une funcidén algebraica de t, sélo puede anularse para un
nimero finito de valores de t; y pars valores positivose
suficientemente grandes de ¢, la funcién serd por consi-
guiente, siempre pogitiva o siempre negativa. .

Veamos nhora las funciones del campo fL(t) como una
especie de némeros complejos eu el sentido de la seccidn
13 que sigue a égta. Claramente, en los nimeros conole-
jos definidos de eata forma son véAlidas todes las reglas
ordinarias de operacién. Més ain, si a, b son dos nine-
ros distintoe cualesquiera de este conjunto de nimerds
complejos, sea el niuwero a mayor o menor que b, en sfim-
bolos ab 64 b¢a, ssgdn ei la resta c = a - b, como
funcidn de t, es siempre positiva o negative vparas valo-
res de t suficientemente grandes, Con esta convencidn es
posible ordenar los nimeros de este conjunto de ndneros
complejoa de acuerdo a su magnitud, en una forme anfAloga
a la de los nimeros reales. Vemos fécilmente aue los teo-
remos seguin los cusles las desigualdedes siguen siendo
vAlidas cuando el mismo ndmero es sumado a ambos lados o
cuando ambos lados son multiplicados por el micmo némero
positivo, también se cumplen nara estos nimeros couaple-
jos.

51 0 denoty cirlauler entero racionsl nositivo, enton-
cec la desicrualdad nd t ciertomente =e cunnle ars los
dos ndiseros ny t del camno l?.(t) nara velores de t git-
ficientemente grandes, ya ae¢ lua diferencin n - t, con-
siderads cono unr Daneidn de 1, es ouviammer o ciomore Lo-

rativa, Booe resaltedo oae le exsrocsree ¢o o Croned Jos




H-47

dos ndmeros 1 y t del canpo .fl(t), aoue son mhiyores cue
cero, tienen la nroniedad de aue cualcaier miltiplo del
orimerco es siempre menor que el segundo,

Construyamos aninor: uns geometr{a » rartir de estos nd-
meraos complejos del campo _(L(t) de 1ln nism~ mosners aue
lo hicimos pare la seccién 9, bnsnds entonces en el can-
po Iu.de los numeros algebralcos. Considaremos un con-
Junto (x, y, 2z) de tres ndémeros del caapo _(L(t) como un
punto, y las razones (u : v : w ¢ r) entre cuntro ndaeros
cualesquierns del campo i?.(t), donde u, v, w no son cero,
como un plono. Ademéds la existencin de 1l ecuscién

ux + vy + wz + r = Q

expresarf el hecho de que el punto (x, y, 2z) esthd en el
plano (u : v : @ : r) y definamos una rectn como la toe
talidad de los puntos en dos planos diferentes u : v : w.
Haciendo entonces convenciones anropiadas acerca del or-
den de los elementos y la construccidn de segmentos y
4ngulos como en la seccidn 9, se obtiene una reometrfa
"no grquimediana" en la cual, como las vropiedades de
los nimeros complejos -(l(t) discutidos arriba lo mues-
tran, todos los axiomas con la excepcidn del axioma de
continuidad se cumplen, De hecho, el segmento 1 puede
ser construifdo contiguamente en el semuento t un nimero
arbitrario de veces sin sobrepasar el extremo del seg-
mento t. Esto contradice lo vostulado por el axiomn de
Arguinedes.

La primers geometria construfda en la seccidn 9 muec—

tra que el axioma de completez V, 2 es tembién indeven-
diente de todos los axiomas ovrecedentes I-I¥, V, 1, ya
que en ells el axiomn de Arquimedes ce cunnle.

Ambas geometr{ias la no arcuimedinns y 1s no euclidia-
na son de fundemental importancin, y en neriicular el
pavel que juegn el axiomn de Aroulme:eg en 1l demostra-
cidén de los teoremas de legendre es de -ren interés,

Las investigaciones enmorendidns obre est- cuestidn por
M. Dehnei a sugerencis mia, hon conducido : uns coanle-
ta nelnracidn de este oroble o, Lno invesii = clianer de

¥. Dehn son bAcicrs noro lor - 2iommg 7-T11. Jos oulonrs




de orden IT vaeron Jormal: ine o5, 0 1 1o I I
de Denn, on uane foran 1o caer oo 1erenie Q-
ora e ior eavida o 1e eoretrf{e rooasnray o (elfnci-
¢a). sstos  acden Tornalorre, o aloue fo, oo tivan
Cuatro muntos A, 2, ¢, D en ana rechte we on eer
siemore descompucstos en dos vrares A, C oy o, ), le tornq
aue A, Cy B, D est’. "gebnradiog" e invercorente, Jinco

cmantog en une rects —ueden ser sieanve nombrodos 4, 2,

Cy Dy E de tnpl mnuners aue A, C ectdn searados oor 3, 1

y B, E, que A, D estén secnarpdos vor 4, By ¢, E, etc,

sobre 1le brrce de estos nxiomas 1-II1 v vor lo tanto
sin el uso de la continuided, M. Dehn demuestra de una
forme extendida del segundo teorem: de lLesendre, teore-
ma 39.

51 en un tridngulo cuslauiera la sumn de los Mg?aos

es or, igual o menor aue dos ér uloa rectos, entonces
’
p————————— - ¢4

—— —

sucede lo miamo en todo trifneulo,!

En este mismo trabnjo se demuestrs la siguiente ex-
tensién del primer teoremn de Legendre, el teorema 35,

Sl Se omite el axiomn de Arguimedes, de la su2031016u

de oue un ndmero infinito de parmlelas pasan por un-—
- — S ——————— ‘

1o no resulta gue la suma de los fngulos de un trifngulo
sea menor aue dos fnrulos rectos. Ademés, existe ung

I

goometris (la geometr{a no legendriana) en ils cual es

posible trazar nor un punto un némcxo 1nf1n1to de para-

lelas g una recta, L 5in emb-r'o se cwanlen los teoremns

E——

de %g geome tris (el{gtlca) riemanniana. Por atro lado,
hay una geometrfa (lo -eometrfn semnieuclidinna) en 1n

cual exicten un ndmero iufinito de parslelas y en la oue

|

e siguen cumpliendo log teoremns de le weonetri{a cucli-
disna.

———

De la suvosicidn de cue no existen s rolal-ey sie. re
resulta cue 1o canw de los ‘o doc en un trifnoculo en

mayor cue Jog 5 ‘nimlos rector

Finslmente, nue o obrervarse e iore recare al e

. —o— —

xioma de Arculmed~e, ol ~avione : . oLelrr i
cer reemnlaonado el rac o il . crne ode 1

Adasulos en . adfLcalo o L - P,

H—L; ]




CAP TP I LU I11
TEORIA Dk LA PRUPLURCIVN

13, Con untos de ndmeroc convlejos

Comenzaremos este capitulo con una breve discusién acer=-
ca de los andmeros complejos que resultard narticularmen-
te 4til mAs adelante para aclarar la exvosicién,

Los nimeros reales como un todo forman un conjunto de
objetos con las siguienten nroviedades:

TEOREMAS D& COMPOSICION (1-6):

1. El ndmero a y el ndmero b generan al "sumarse" un
E ]
nimero definido c. En simbolos

a+b=_c é c =48+ b,

2, S1 a y b son ndmeros dsdos, siemvre existe uno y
8610 un ndimero x, y también uno y sélo un ndmero
y tales que
a+x=0>L y Yy +a=0"b,
3. Bxiste un ndmero definido, denotado por 0, tal ocue
para toda a
a+0Q=n N O + a=n

4, El ndmero a y el ndmero b Teneran de otra manera:

al "multiglicnrse", un numero definido c¢. En sim-
bolos
ab=_c¢ é ¢c =ab,

S Si a y b son curlesquiers ndmeros dados, y a no es
0, siempnre existe uno y sélo un némero x, y tom-
bién uno y sélo un n&mero y, tales cue

ax=> y y a = b,

6, Existe un ndmero definido, denotzdo nor 1, t~l -~ue
para todn &

gl = 0 y lea = a,




REGLAS DE QPERACION (7-12):

51 m, b, ¢ son tres nidmeros cuanlesquiern, se cunnplen

las sigulentos reglas de oneracidn:

7. a+(b+c)=(a+Db)+c
8. a+hb=>b+a

9. a(bc) =(ab)ec

10, a{(b+c) =ab +ac
11, (a+b) cmac+bdec
12. ab = ba

TBOREMAS DE ORDEN (13-16):

13, 81 a, b son dos ndmeros cualesquiera distintos,
uno y 8610 uno de ellos (digamos a) es siempre
mayor que el otro, Este dltimo es llamado el nd-
mero menor. En sfmbolos

ad>b y b < a.
a ) a no se cumple para ningin ndmero a.
l4. S1 ad>Db y b >c entonces a Vc.
15. Si a> b, entonces' a+cdP>b + c.

16. Si ad>b y c¢Y0, entonces ac )b c.
R CONTINUIDAD (17-18):
17. (mg Arquimedes). 51 a >0 y b O son

dos nimeros cualesquiera, siempre es posible sumar
a a 8f nimmo un nimero suficiente de veces de tal
forma que la suma que resulta es mayor que b, En
simbolos

a+ 8+ .00 +8)Db,

18. (Teorema de Completez). Bs imposible afiadir al
i
conjunto de los ndmeros otro conjunto de objetos,
como némeros, de tsl forma que los teoremas 1-17
también se satisfagan en el conjunto que resulta
de la unién cusndo las relaciones entre los nime-
ros se preservan; o brevemente, los nimeros forman

un conjunto de objetos en el cnal, si se preservan
todas las relaciones y los teoremas foramlados, no
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es »nogible una extensidn,

Llamemocs n un conjunto de objetors, cue tiencn sdlo nl-
gunac de las nropiedades 1-18, un conjunto de ndmneros
complejog. Un conjunto de nimeros conplejos seré arouine-
diano o no arcuimediano segin saticfagn o no la propledad
17.

Algunas de las propiedades 1-18 formuladas, SON CONSG=
cuem___e__i:_g_i otras. El problema ahora es investigrr la
dependencin 1l6gica de estas propiedades. A causa de su
importancia geométrica, en el capf{tulo VI, secciones 32 y
33, serén resueltas dos cuestiones de naturaleza similar,
Por ahora s8é6lo demostraremos que la oropiedad 17 no es
en modo alguno una consecuencia légica de las anteriores
ya que por ejemplo, el conjunto de los nimeros complejos
L1(t) considerado en 1la seccién 12 tiene todas las pro-
piedades 1-16 pero no satisfmce la 17.

Por 1o demés, las observaciones correspondientes he-

chas en la seccién 8 acerca de los axiomas geométricos
de continuided, son vAlidas para los teoremas de conti-
nuidad (17-18).

14, Demostracién del teorema de Pascal

En este capitulo y en el siguiente, suvonemos para la
investigacidn, los axiomas del glano de todos los grupos,
con la excepcién del axioma de continuidad, i.e., los a-
xiomas I, 1-3 y II-IV, En el presente capitulo se preten-
de establecer la teoris de la proporcién de Euclides por
medio de estos esxiomas, i.e., en el plano e independien-
temente del axioma arguimediano.

Para este propdsito se demostrard a continuacién un
resul tado que es un caso especial del bien conocido teo-

rema de Pascal en la teorin de secciones cénicas,
Este teorema, sl cusl nos referiremos de aquif on ade-
lante como el teorema de Pascal, afirma lo siguiente:

PEOREMA 40.9(Teoremn de Pnpcal). Sean A, B, C y A',
B*, C' dos conjuntos Eg'puntos en dos rectas gue se
intersectan y que son distintos del punto de inter-
seccibén de las dog rectas. Si CB' es paralela a BC'
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N4 CA' es narzalela ~ AC! antonce.s GA' e tamuidn oo aleln

a AB',

Par<s 1a d mostrncidn de ente teoremns introducinos la
siguiente notocidn: En

c

8 el cateto a cstd Mnica-

un trifngulo rectingulo

mente deterninado nor la
' hipotenusa ¢ y el Angulo
de la base o entre ay
Ce
Dicho brevemente

a = & C,

luego el simbolo & ¢

siempre denota un seguen-

to definido, cusndo c esn
cualquier segmsnto dado y of es cualquier #éngulo agudo
dado. De la misme mnnera, un segmento ¢ esté dnicamente
determinando por algin segmento dado a y por cuelquier 4an-
gulo agudo K , a través de la ecuacidén

a=x= of ¢,

Sean shora ¢ cualquier segmento y « , 3 dos &ngulos
agudos cualesquiera. Se observari que la congruencia de

segmentos aﬂc = ﬁdc

siemore se cumple y por lo tanto, los simbolos o, /5
pueden ser siempre intercambindos,
Para demostrar esta congruencia, construyanos ¢ = AB,
con A como vértice, el fngulo ™
en un lado y cl Angulo (3 en el b
otro lado. Tracemos desde B las
pervendiculares BC y BD a los
otros lados de estos Angsulos,
unamos C con D y finelmente bao-
Jemos de A la vernendiculnr AR
a Ch, A
Ya que los #éngulos & ACB y ¥ ADB son fng .us rectos,
los cuatro puntos A, B, C, D estén en .un circulo, y por
consiguiente, los dos “ngulos FACE y ZADD, como 4nsulos
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insecritos sobre la mismo cuerds AD, son congruentes, Aho-
ra, & ACD sumado a XCAE, y & ABD sunado a JBAD consti-
tuyen 4ngulos rectos, y congecuentemente los 4ngulos

S CAE.y & BAD son tmmbién congruentes, i.e.,

¥CAE = 3
y de aqui
XDAE =« .,
Las congruencias de segmentos
pe = AD' ac = AC,

(3¢ Zo((AD) = AE, Bac = AIAC) = AE,
se obtienen inmediatamente y de ellos se desprende la va-
lidez de 1la congruencia antes mencionada,

Volviendo ahora a la figura del teorema de Pascal, de-
notemos por O el punto de interseccidn de las dos rectas
y los segmentos OA, OB, OC, OA*, OB', 0OC', CB*', BC', AC',
CA'y BA', AB' por a, b, ¢, a*, b*, ¢', 1, 1°, m, m® n,
n®, respectivamente. Daespuds tracemos perpendiculares de
' 0 al, n% n. Denotemos
por A* y A 1los #fngulos
agudos formados por las

‘ perpendiculares a 1 y los
m segmentos OA y OA', res-
pectivamente; y sean /L,
/U.' y U ,U' los dngulos
formados por éstos a m® y
= n, respectivamente, Ex-
presando ghora estas tres perpendiculares, en la manera
indicada erriba, en términos de las hipotenusaze y los
éngulos de 1la base de los trifngulos rectfngulos forma-
dos, en dos maneras, obtenemos las tres congruencias

siguientes:
(1) Ab' = e,
(2) ma' = pe,
(3) Ua' = U'b,

Como por hipétesis 1 es naralela a 1% y m es pumralela
a m', las perpendiculares de O a 1® y a m deben coincidir
con agquellss o 1l y m® regnectivomente, y de este hecho
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obtenemos

(4) Ac! E,\'b,
(5) Mct = pa.
51 se anlica el simbolo Aut a los ladogs iuzruierdo y
derecho de la congruencia (3), y recordanos que, de ncuer-

do a 1o que =e ha demostrado antes, estos sinbolos son
intercambianbles, encontramos que

v Npa' = SuA'o.
Bn esto congruencia sustituimos le congruencia (2) en

el lado izquierdo y la congruencia (4) on el derecho. En-
tonces

S e Uyl/l c!
Su'Xe ?.-(/'A}t cr.

Sustituyendo aquf 1la congruecia (1) en el lado izqui-
erdo y la (5) en el derecho

CuAb' = ' Ap'a

Mo = Au'ds,

Sobre la bese de las vropiedades de 1los simbolos do-
dos en la p. H-52, concluimos inmediatamente de la Wlti-
ma congruenciz aue

#'ue = 4ly'a
Y, por consiguiente
(6) vb' = Ja.

Considerando ahora la verpendicular a n trazada desde
Ay B', 1la congruencia (6) muestra que el n»nie de las dos
dltimas pervendiculares coincide, i.e., la recta n® = AB
es perpendicular a la nerpendicular a n y es entonces
paralela a n. lLa demostracién del teorewz cuedn 281 com-—
bleta,.

Con el objeto de estrblecer la teorf{a de 1la pronorcién
serf utilizado el caso esnecinl del teorenz de Pnscol en
el cual la congruencina

GUC = UA!
¥y por lo tento tombién
CA = uu!
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se cunplen, y en el cual log puntos A, B, C estin on el
mismo rayo que perte de O. En este caso eanecial, la de-
mostracidén es particularmente fécil, a saber:

Desde O tracemos el segmento
0B, en OA', hasta D' de tal
forma que la rects que conecta
BD' es paralela a CA' y AC'. En
vista de la congruencia de los

U

triAngulos OC'B y OAD® o
(1L #) ¥QC'B = ZO0AD'. D
Y ya que vor hipétesis CB' y A

BC' son paralelos
(2 #) ¥o0C'B = £0B'C;

de (1 #) y (2 #) deducimos
JOAD'= X OB'C;

o ;) A

Puesto que, por una propiedad de los circulos, ACD'B!
es un cuadrilédtero inscrito, la congruencia

(3 #) Jon'c = Z0AB'

resulta de un conocido teorema amoerca de los Angulos de
un cuadrilétero inscrito. Por otro lado, debido a la con-
gruencia de los triéngulos OD'C y OBA'

(4 #) ZOD'C = ZOBA'.
De (3 #) y (4 #) deducimos que
¥ 0AB' = Z0BA’

y esta congruencia muestra nue AB' y BA' son paralelas,
como lo requiere el teorema de Pascal.
Dada ung recta cualguiera, un punto fuera de ella y
cualcuier éngulo, es clarmmente posible encontrar unsa
recta aque pasa nor el

Q- D punto dado e interscecta

/é NN \\ la recte dada en el nis-
/ \\\\ \ mo Angulo, congiruyendo
%d N ; eate Angulo y trazando
! A / una vervendicular, Por

4 esta razén, es vosible
o - A ugar pare ln denostracidn
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del teoremn de Pascnl mde renarnl el rencillo nrmusento
oiguiente, cuyo conocimienio debo » otre fuente,

Por B trncemos una rect- que intersecte OA' en el nun-
to D' formando el dnrulo ¥ OCA', de tnl menern que se |
cumpla la congruencia

(1) B0CA' = XO0D'B
luego, por un conocido teoremn de circulos, CBD'A' eu un

cuadrilfdtero inscrito, y del teoremn de congruencia de
dngulos inscritos en la misma cuerda se desprende la cone

gruencia
(&) ¥ O0BA' = ¥O0D'C.

Como por hipédtesis CA' y AC' son paralelas
(3°) XOCA' = ZOAC',

Pe (1 ®) y (3%®) deducimos la congruencia
¥ 0D'B = X0AC’,

Pero BAD'C' es también un cuadrilétero inscrito, y por
el teorema de los Angulos de un cuadriléteroc la congru-
encin

“"* ¥OAD' = %0C'B

se cumple, Ademés, por hivdtesis CB' es paralela a BC
por lo que tenemos trmbién

(s *) ¥ 0B'C = ¥0C'B.
De (4%) y (5 ®) deducimos la congruencia
JOAD' = X03'C.

Esta 1tima muestra finalmente que CAD'B' es un cuadri-
l4tero inscrito y por lo tanto la congruencia

(6%) FOAB' = Zobre

también se cumvle,
De (2®) y (6 %) se sigue
FOBA' = &Z-0AB',

y esta congruencia muestra cue BA' y AB! son r-vnlelns,
segin lo vedils el teorema de Pascal,
51 D' coincide con alguno de log »antoc A', 3', C', o
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si el orden de los puntos A, B, C es diferente, es nocce-
sario introducir un cambio en este argumento, como eg fA-
cil ver,!®

15, La aritmética de los segmentos besada
en el teorema de Pascal

El teoremn de Pascal demostrado en los parrafos ante-
riores prepara el terreno pars la introduccién, en la
geometria, de unn aritmética de los segmentos en la cusal
todas las reglas de operacién de los nimeros reales se
cumplen sin ninguna modificacién,

En la aritmética de los segmontos, la palabra "igual"
seréd usada en vez de "congruente" y el signo " = " en
lugar de "= ",

Si A, B, C pon tres puntos distintos en una recta y
sl B estd entre A y C, la suma de loe dos segmentos

A= ABy b = BC se de-
Q——va b » nota por ¢ = AC y se

00 atbh expresa como
c=a+ b,

Se dice que los seg-
mentos a y b son menores que c. Bn simbolos

a<lc, b £ e,
Yy se dice que ¢ es mayor que a y bh. En simbolos
c ) a, c Db,

De las congruencias III, 1-3 es fécil inferir que pa~
ra la suma de segmentos as{ definida la ley asociativa

a+ (b +ce) =(a+b)+c

asl como la ley conmutativa a + b = b + a, son smbas
vAlidas.
Con el objeto de definir geométricamente el producto

de un segmento a pPor un seg-
a_b mento b, se usard la siguien-
te construccidn: Escojamos
a cualguier segmento que per-
manezca fijo durante toda
0 4 b la discusién y denotémoslo
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por l. Tracemos ahora los semaentos 1 y b, desde el vér-
tice 0, en un lado de wun trifneulo rectangulo, Despuds
tracemos el segmento a en el otro lado., Unanos los oun—
tos finales de los segmentos 1 y a con una recta, y por
el punto final del segmento b tracemos una vornlela n es—
ta recta, Bsta paralsla deteruninard un segmento ¢ en el
otro lado. Este segmento es llamado el producto del seg-
mento a por el segmento b y se denota por

¢c = a b,

Primero se demostraréd gue la multiplicacidn de seg-
mentos as! definida cumple la ley conmutativa

abs=>bag.

Para esto construyamos de la forma antes descrita el
gegmento ab. Tracemos despuds el segmento a en el vri-
mer lado del Angulo recto y el segmento b en el otro la-
do, unamos con una recta el extremo del segmento 1 con
el extremo del segmento b en el otro lado y dibujemos
una paralela a esta recta por el extremo de a en el ori-
mer lado, Esta Ul time deteraina en el otro lado el seg-
mento ba. Por el teorema de

Pascal (teorema 4Q), como I8

congsecuencia del paralelis- \\

mo de las rectas punteadas \

guxiliares que se muestran ab \\

en la figura, el segmento \\

ba coincide con el sgegmento a \\
previamente construido ab. \\
E inversamente: se despren- 0o a | b

de también, de la validez de la ley conmutative en la a-
ritmética de segmentos, como es apsrente, que el caso
especial del teorema de Pascal referido en la p, H=51
se cumple tembién para figursas on las cunles los raoyos
OA y OA' forman un Angulo recto.

Con el fin de demostrar la ley asociativn

a(be) =(ab)ec

nars la multiplicacidn de semmento:r, constru;..uwos, desde
el vértice O, los seguentos 1 y b en un lado del Anrulo
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recto, y también desde 0O, los segmentos a y ¢ en el otro
lado. Construimos después los segnentos d = ab y e = cb,
y desde O trazanos estos gegmentos en el nrimer lado,
Construyendo a continuaciédn ae y cd, resultn nuevamente
por el teorema de Pascal, como se ve en la figura, aue
los extremog de estos

esch segnentos coinciden,
S i.e.,

I ne = cd 8 a(cb) = c(ab)
ae:cd N y por consiguiente, se
d-ab \‘\ tiene también, con 1la

c \\\ ayuda de la ley conmu-
a N Q tativa, que
N a(b ¢) = (a b)c,'
o i d b e Como vuede verse, en

las damostraciones an-
teriores de la ley conmutativa y la léy asocietiva de 1la
multiplicacidn, 86lo fue utilizado el caso especiml del
teorema de Pascal cuya demostracién, hecha en las pdgi-
nas H-55 y H-56 (seccién 14), puede llevarse a cabo de
una manera particularmente sencilla haciendo uso reneti-
das veces del teorema del cuadrildtero inecrito,

Combinando estos desarrollos, llegamos al sizuiente
método para %é multiplicacidén de segmentos gue entre o

dos los métodos encontrados parece ser el més sencillo,

Tracemos el segmento
a=0Ay b = 0B, a partir
del vértice 0, en uno de
los lados de un éngulo

recto y sobre el otro b
lado el segmento unitario
1l = 0C, Sea D el punto en J

el que el circulo que uva-

¢——oab=ba —

sa por los puntos A, B, C
intersecta al ltimo lado, —a 8
El punto D vuede obtenerse A R
fAcilmente sélo por el a—~

xioma de congruencia, y
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8in el uso del compés, trazando desde el centro del cir-
culo una perpendicular a 0C y reflejando respecto a édsta
el vunto C. De la iguamldad de los Angulos ¥ O0CA y & OBD,
se desvrende de la definicién del producto de dos sezmen-
tos (p. H=58) que

0D = ab,

y por la igualdad de los dngulos ¥ ODA y ¥ OBC reculta
de 1la misma definicién que

OD = ba.

Por la observacién en la p. H~58, la ley conmutativa de
la multiplicacién
ab=>ba

que se obtiene de lo anterior, muestra ahora que el caso
especial del teorema de Pascal referido en la p. B=568
se cumple para loe lados de un éngulo recto, y de aqui a
su vez, por la p. H=59, se desprende la ley asociativa
de la multiplicacidn

a(bec) = (abd) c.

Por d1timo, también la ley distributiva

af{b+c)=8b + ac

88 cumple en esta aritmética de segmentos,
Con el fin de demostrar esto, construysmos los seg-
mentos gb, acy a(b + c¢),
Y, por los extremos del
segmento ¢ (véase figura)n(“c)
tracemos una paralela al

otro lsdo del Angulo rec- ac

to. La congruencia de los @

dos éngulose rectos, los

tridngulos sombreados en o N e ve

la figura, y una aplica-
cidn del teoremp sobre la igualdad de los lados opuestos
en un paralelogramo nos da por resultado la demostracién
depeada,

Si b y ¢ son dos segmentos cualesquiera, siempre exis-
te un segmento a tal que c¢ = ab., El segmento a serf de-




notado por -%— y llrmndo el cociente de ¢ y b,

16. Teoremas de proporcién y semejanza

Con ayuda de la aritmética de sesmentos establecida
puede desarrollarse satisfactoriamente la teorfa de la
proporcidn de Buclides sin el axiomn de Arouimedes de la
siguiente mnnera:

DEFPINICION, Si a, b, a', b' son cuatro segmentos cugm
lesquiera la proporcidén
atb=a": b
denotard Unicamente la ecuacidn de segmentos
ab'=bat,

DEPINICION, Se dice gue dos triédngulos son seme antes
si sus Angulos correspondientes son congruentes,

TEOREMA 41. Si my, by o', b' son los lados correspon-
dientes de dos tridngulos semejantes, entonces la pro-
porcidn

se cumple.

DEMOSTRACIUN, Consideremos el caso esvecial en el que
los 4ngulos, en ambos trisngulos, incluidos por las rec-
tas @, b, y a', b' son Angulos rectos; y supongamos que
embos tridngulos estdn inscritos en uno y el mismo édngu-
lo recto, Tracemos entonces a partir del vértice el seg-
mento 1 en un lado y oor el extremo de este segmento di-
bujemos una paralela a wmambas hivotenusgas. Sea e el seg-
mento que determnina ostn paralela en el otro lado. En-
tonces, vor la definicidn de 1la multivlicacidédn de seg—
mentos

b =e n, b' = e a';

y por lo tanto, obtenemos

ab'="ba',

i.e.'




Volviendo al caso general, construyamos en cade uno de
los tridngulos semejantes los puntos de intersecciédn de
las bisectrices de los Angulos S y 8', cuya existencia
es fAcil deducir del teorema 25, y de ellas tracemos las
perpendiculares r y r' a los lados de los friénguloa.

b' & a'c
b
e Q
b Y
(o] 4 a a’ Ca »

Denotemos los segmentos determinados de esta forma por

Byr B¢y Doy bay Cqv ¢

8"' a.c' b.c' b." c.a’ c'b.

El caso especisl de este teorema demostrado antes nos
da por resultado las proporciones

apt r=a'p ¢t n' bet r=">b'% :r'
gt r=al's ¢t r' bat r =>4y : r'

de lae cuales, con la ayuds de la ley distributiva, de-
ducimos

atr=2a':r, Bb:r="=n':r'
Yy de aqui
b'! g ' =b' r a', a'brt=1a"rbd',

Recurriendo a la ley conmutativa de la multiplica-
cidén, estas acusciones nos dan por resul tado

a st h=a': bt,

Del teorema 41 deducimos fAcilmente el teorema funda-
mental de la teoria de la proporcién, que se formula de
la manera siguiente:

TEOREMA 42. Si dos paralelas determinan en los lados
de cualquier éngulo los segmentos a, b y a', b' en-
tonces se cumple la proporcién

atb=a': Db’
Reciprocemente: si cuatro segmentos a, b, a', b' sa-
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tisfacen esta provorcidn y a, a' y b, b' gon construldas
por pares en los lados de cuamlouier Ancsulo, las rectas
gque unen los exiremos de a, b y a', b' son paralelas.

17. Las ecuaciones de rectas y planos

Al conjunto de segmentos hasta aquil considerado aiia-
damos otro conjunto de sogmentos. Por los axiomas de or-
den es fAcil distinguir en una recta una direccién "po-~
sitiva™ y una "negativa". Un segmento AB que ha sido has-
ta ahors denotado por a, seguiré siendo denotado por a
s6lo si B estd en la direccién positiva de A; en el caso
contrario por =-a. Un punto se denotarf como el segmento
O. Se dice que el segmento a es "positivo" o mayor que O,
en simbolos a)0; =me dice entonces que el segmento -a es
"negativo" o menor que 0, en simbolos -a{0Q.

Bn esta aritmética de segmentos extendida son vélidas
todas las reglas de operacién 1-16 dadas en la seccidn
13. Haremos énfasie en los siguientes resultados espe-
ciales:

a*l=1la=g8 y a*0=0sa=20

slempre se cumplen, S1 a b =0, a=08 b =0, Si1 ad»bd

Yy ¢ >0 entonces siempre sucede que a c>b c. Ademéhs

8l A,, Agy Ayyeery Apyy Ay sOn n puntos cuanlesguiera en
una recta, la suma de 108 segmentos AjA;, AjA3zs...y A Ag,
ApAy es igual a cero.

En un plano o congideremos dos rectas mutuamente per-
pendiculares por el punto O como ojes coordensdos fijos y
tracemos desde O dos segmentos cunlesquiera x, y en las
dos rectas. Levantamos después nernendiculares a estas
rectas por los extremos de los segmentos X v y, y deter-
minsmos su punto de in~ N
terseccidén P. Los seg- y/
mentos x, y son llama-
dos las coordenadas del }
punto P. Todo nunto en y P v
el plano & estd Gnica- b //
mente determninado por — T e X
sus coordenadas x, Y,
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que pueden ser segmentos positivos, nezativos § 0.

Sea 1 cualquier recta en el plano ok que pasa onor los
puntoas O y C con coordenadas a, b. S1 x, v son las coor-
danadas de cualquier punto en 1, es fAcil encontrar, por
el teoraema 42, que

athb=x1:y;
0 que
b x—~ay =20

es la ecuacidén de la recta 1. Si 1' &s una recta parale-—

la a 1 que determina el segmento ¢ en el eje x, la ccusa~-

cién de la recta 1' puede obtenerse sustltuyendo el seg-

mento x - ¢ por el segmento x, en la ecuacién de la rec-
ta 1. La ecuaciédn deseada es entonces

bx-a8ay-bc=20,

De este desarrollo es sencillo concluir, en forma in-
dependiente del axioma arquimediano, que toda recta en
un plano puede ser representada por medio de una ecua~
¢ién lineal en las coordenadas x, y; e inversamente:
toda ecuacién linesal, en la cual los coeficientes son
segmentos en la geometria dada, representa una recta.

Los resultados correspondientes on 1ln geometria del
espacio pueden ser demostrados con igual facilidad.

El desarrollo posterior de 1la geometria puede hacer-
ée de aqu{ en adelante por los métodos ordinarios que
g8 emplean en la geometria analitica,

Hasta este punto el axioma arquimediano no ha sido
utilizado en este capitulo. Si shore se supone su vali-
dez, es posible asignaer nmeros reales a los puntos de
cualquier recta en el espacio de 1la siguiente manera:

Bsco Jamos dos puntos cualesquiers en una recta y
asignémosles los ndmeros O y 1. Bisectemos después el
segmento A1 determinado por ellos y denotemos el punto

I

medio resultante por 5 - Denotemos entonces el punto

medio del segmento 05: por # , ete. Despuéds de repetir

n veces este procedimiento aslcanzamos un punto que de-
signaremos per el nudmero éa . Tracemos entonces el seg-

mento()ih contiguamente m veces desde el punto O hacia
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el punto 1 asil como oL otro lodo y -.ionomos o 1o untos
resultantes logs nGmeros —g% ‘\-{%% resnectivanente, So-

bre 12 bace de esta asignacidn ouede deducirse {dcilmente
por el axioma araguimedizsno que a cualguier nunto en unn
rectn puede rmsigndirsele un ndmero real de une wenern Wni-
camente determinada, y por sunuesto, aue esta asignacidn
tiene la siguiente nroviedad: Si A, B, C son treg nuntos
cualesquiera en una recta o, 3,¥ soun sus némeros rea-
les correspondientes, y B estd entre A y C, estos nume~
ros siempre satisfacen las desigunldndes

L< P <Y 6 o> 2¥,

De los desarrollos en la seccién 9 del capfitulo II, es
evidente que para todo nimero del camno algebraico L do-
be existir un punto en la recta sl cual nuede ser ansigna-
do, Si a cualguier otro ntémero resl corresponde un punto
depende de si el axioma de comvletez V, 2 se cumnple en la
gaeometri{a dada,

Sin embargo, si en una geometria se supone s88lo la va-
lidez del axioma arquimediano, es posible extender el
conjunto de puntos, rectas y planos con elementos "irra-
cionagles", de tml forma que en toda recta de la gedazz;ia
?SEEEEEEte, a todo conjunto de tres nimeros reales que
satisfacen su ecuacidn le corresponde un punto, sin ex-
cepcidén, Por intervretaciones apropisdes es voszible in-
ferir, al mismo tiempo, que todos los axiomas I-V son vé&-
lidos en la geometria extendIEET-Esta geometria extendi-
da (con la unién de elementos irracionales) no es otra
que la geometria del nlano cartesiano ordinario, en el
cual el axioms de completez V, 2 tambiédn se cumpleSZD




AL s u L 17
JECHTA DEl AREA  PLANA

13, Zouidescomvonibilidnd 4 ecuaicon lenentaobil ided

de poli~onos

Para las investigaciones de esie canitul, cuponuremos
los mismos exiomas que fueron consider -dos nars el ter-
cer capftulo, es decir, los nxiomas qde todos los :rrunos
de la recte y el nlano con la excenciédn del axioma de
continuidad, i,e., los axiomas I, 1-3, y II-1IV,

La teorfa de la proporcién discutide en el canfitulo
IIT y 1a aritmética de segmentos ah{ introducida hacen
posible desarrollar la teor{a del éren de Euclides, con
ayuda de los axiomas antes mencionados, i,e., desarro-
llarla en el plano indenendientemente del axioma de con-
tinuidad.

Puesto que, segin el desarrollo del canitulo III, la
teoria de la proporcién descansa esencialmente en el
teorema de Pascal (teorema 40), lo mismo ne cumple nara
la teoria del 4rea. Este desarrollo de la teorf{a del 4-
reg aparece como una de las avlicaciones més notables
del teorema de Pascal en la geometria elemental.

DEFINICION. Si dos puntos de un voligono sianle P es—
tén unidos por algin semmento polisonrl contenido to-
talmente en el interior del »oligono y cue no tiene
ningdn punto doble, se forman dos nuevoe noligonos
simples P, y P; cuyos puntos interiores estdn en el
interior de P. Se dice entonces que P se descomnone

en Py P, o que P esth descompuesto en Py y P, o que

P, y P, componen na P.

DEPINICION. Se dice nue dos pnoligonos simnles eon
eguidescomnonibles ©i sueden ger descomtuestos en un

ndmero finito de triénrsulos cue gon con ruentes oor
pares,

DERINICION. Se dice aque doo policsonos siwolies Py §
son eguicomplementables si1 es nosible anirles w. ni-
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mero finito de
pares de poli-
gonos equides-
componibles
~ Pl’ Ql; _p"’ Ql!;
JR— — eesj PMVO O Qran
tales que los
paoligonos P + P' + P" + ... + P'"'"' vy @G+ Q" + Q" + ... +
Q''' seun equidescomponibles entre si,

De estas definicliones se desprende inmediastamente que
de 1a combinacidén de poligonos equidescomponibles resul-
tan nuevamente poligonos eguideseomgonibles; y 8i poli-
gonos aquidescomponibles son sustrafdoe de poligonce e-
quideecomponiblee los poligonos que quedan son equicom-
plementables.

Ademés se cumplen los siguientes teoremas:

TEOREMA 43. St dos polfgonos Py y P, son ecuidescom-

v 5

-
-
-
-

/-”//‘
'/wl‘ »

nibles con un tercer po-
li{igono Ps, entonces son
equidescomponibles entre
s{. Si dos poligonos son
equicomplementablaes con
un tercero, entonces son

equicomplementables entre
Bic

DEMOSTRACION. Por hipdtesis es posible para P, una
descomposicidn en tridngulos, y lo mismo ocurre pars P,,
de tal manera que a cada una de estas dos descomposicio-
nes le corresponde una descomposicién de Py "=z trihngu-

los congruentes. Si se consideran simul tAneamente ambas
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descomposiclones de P4 , todo triéngulio de una descompo-
sicién generalmente estard descompuesto en poligonos, por
pegnentos de la otra descomposicidén., Ailedamos ahora un
némero suficiente de segmentos de tal forma que cada uno
da estos poligonoe se divida en tridngulos y apliquemos
las dos descomposiciones resultantes en triéngulos a P,
y P;. Bvidentemente los dos pol{gonos P, y P, se dividen
en un numerc igual de tridngulos congruentes por pares y
son entoncese por definicidén, equidescomponibles entre si.
La segunda afirmacidén del teorema 43 se obtiene ahora
sin dificultad. Los conceptoe de rectédngulo, base y sltu-
ra de un paralelogramo, base y altura de un iridngulo es-
tarfn definidos de ls manera usual.

19. Pgralelogramos y triéngulos con bases y alturas
igusies

El conocido argumento de Euolides, ilustrado en las
figuras siguientes, proporcioma el siguiente teorema:

4. Dos paralelogramoe con las miemas bases y
las mismas alturas son equicomplementablee entre si.

——— -

Ademés, se cumple el conocido resultado sigulente:

TEOREMA 45. Podo tridngulo ABC es equidescomponible
con un paralelogramo de igual base y la mitad de su
altura.

DEMOSTRACION. Blsectando AC en D y BC en E, y despuds
c extendiendo DE una canti-

dad igual hasta P, los
triAngulos resultantes

D F DCE y PBE son congruentes,

y consecuentemente el tri-

éngulo ABC y el paralslo-

gramo ABPD son equidescom-

ponibles,




——
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De los teoremas 44 y 45 y con la ayuda del teorema 43, se
desprende inmediantamente que:

TEOREMA 46. Dos triAngulos con bases y alturas iguales
son equicomplementables.

Comao es bien sabido, es fé4cil demostrar, como lo mues-
tra la figura, que dos paralelogramos, y por los teaoremas
43 y 45 también dos tridngulos, con bases y alturas igua-
les son equidescomponibles. Sin embargo, debe notarse que
la demostracién de esto es imposible sin el uso del axio-
ma arquimedianoe, De hecho, en toda geometria no arquime-
diane, (védase la seccidén 12
del capitulo II para un e-

Jjemplo), es posible especi-
ficar dos triéAngulos con

bases y alturae iguales que
son entonces, Begin el teo-

rema 46, equicomplementables

y e2in embargo no son equi-
deecalgoniblee.

Bn un rayo en una geometria no arquimediana trazamoe
dos segmentos AP = @ y AD = a para los cuales ningdn en-~
tero n satisface la relacidn

n-e % a.

PTracemos las perpendioculares AC y DC' de longitud e
en los puntos finales del segmento AD. Por el teorema

d €’ 46 los tridngulos ABC y
ABC' son equicomplemen-
e e tables. Del teoremm 23

resulta que la suma de
los dos lados de un
A @ D tribdngulo es magyor que
. a el tercer lagdo, donde
la suma de los dos lados es entendida en el sentido de
la aritmdética de segmentos introducida en el capitulo
III.
Se obtiene por lo tanto, que BC { e + e = 26, Ademés
es8 posible demostrar el siguiente teorema sin el uso de
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la continuidad: Un segmento que estd totnlmente en el in-
terior de un trifAngulo es menor que el mayor de sus lados,
Conmsecuentemente todo segmento en el interior del trisn-
gulo ABC es también menor que 2e.

Supongamos shora dadns las descomposiciones de los
trifngulos ABC y ABC' en un numero finito, digamos k, de
tridnguloes congruentes por paregs. Todo lado de un tridn-
gulo parcial usado en la descomposicidén del triéngulo
ABC esth o dentro del tridngulo ABC o en uno de sus la-
dos, 1.6., ©8 menor que 2e. El perimetro de todo trian-
gulo parcial es por lo tanto menor que 6e. Consecuente-
mente, las suma de todos estos perimetros es menor que
Gk » 8, La descomposicidn de los triéngulos ABC y ABC'
debe dar por resultado la misma suma para los perimetros,
de aquf que, la suma de los perimetros usada en la des~-
composicién de ABC' debe ser tambidn menor que 6k e. En
esta summa, 61 lado AC' es un sumando, i.e., AC'{ Gk .e
¥y luego entonces, por el teorema 23, a fortiori ad{6k- e.
Beto contradice 1a hipdtesis acercas de los segmentos e
y 8. La suposicién de 1la posibilidad de descomponer los
tridngulos ABC y ABC' en triéngulos parciales congruen-
tes por pares nos ha llevado a una contradiceidn.

Los teoremas importantes de la geometria elemental so-
bre la equicomplementabilidad de poligonos, en particular
el teorema de Pitégoras, son sencillos corolarios de los
teoremas anteriores. Mencionaremos el siguiente teorema:

TEOREMA 47. Para todo tridngulo y por consiguiente pa-
ra todoApoligono gimple siempre es posible construir
un triéngulo recténgulo, uno de cuyos catetos es uni-
tario, y que es eguicomplementable con el tridngulo o
con el poligono.

Bn el caso de los trifngulos la afirmacidn se despren-
de fhcilmente de los teoremas 43 y 46; en el caso de los
poligonos se obtiene cowo sigue: Descompongamos el poli-
gono simple dado en trifligulos y determinemos los tridén-
gulos recténgulos equicomplementables, cada uno de ellos
con un cateto unitario. Como los catetos de iongitud uni-
taria forman las alturas de estos triéngulos, una compo-




H-T1

sictén (p. H~-65) sobre la base de los tecremas 43 y 46
nos lleva @ la conclusidn buscada.

Al continuar desarrollando la teoris ¢¢l Area se en-
cuentra una dificultad esoncial, En particular, las in-
vestigaciones anteriores no despejan la dude de que qui-
zhs no todos los poligonos son equicomplementables. Si
este fuera el caso, todos los teoremas establecidos an-
teriormente resultarfan cuestionables y desprovistos de
pantido., Relacionada con esto estd la pregunta de sl en
dos recténgulos equicomplementables con un lado comin
los otros lados son necesariamente igualeas,

Un examen més detenido nos muestra que con el objeto

de responder esta pregunta necesitamos el inverso del
teorema 46 que es:

TROREMA 48. Si dos tridngulos equicomplementables tie-
nen las mismas bases entonces tienen también las misp-
mae al turas.

Bste teorema fundmmental lo encontramos en el primer
librc de los elementos de Buclides como el teorema 39,
Buclides recurre en su demostracién al teorems general
de megnitudes Kal Yo OGAo¥ ToU utpous /u.igo'u £ovus”
(R todo es mayor que cualquiera de las partea), un mé-
todo que es equivalente a la introduccién de un nuevo
axioma geométrico de equicomplementabilidad,

Sin embargo, es posible establecer ol teorema 48 y

e ——— i — &

—-—-————-———————-——-—.-—-——--—-——

con la ayuda de los axiamas del plano eolamonte X sin
el uso del axioma arquimediano. Con el objeto de ver es-
to necesitamos el concepto de frea.

20. Lee fress de triéngulos y poligonos

DEPINICION. Unn recta AB separa los puntos de una geo-
metria plana que no estén en ella, en dos regiones de
puntos. Se dice que una de estas regiones esté a la
derecha del rayo AB, que parte de A, o del "segumento
dirigido AB"; y a la izquierda del rayo BA, que parte
de B, o del "segmento dirigido BA"., Se dice que la




otra regibén estd a la izquierdn del royc AB ¥y a la dere-
cha del rayo BA. Se dice que la misma regidén estéd a la
derecha de dos segmentos dirigidos AB y AC 81 By C es-
tén en el miamo rayo que parte de A (e inversamente),
Ona vez definida la regzidn derecha de un rayo g que par-
te de O, y si un rayo h que parte de O esth en esta re-
gién entonces, con yespecto a h, la regidn que contiene
a g estd a la izquierda de h, Es evidente que de esta
forma, empezando con un rayo definido AB, los lados de-
recho e izquierdo en una geometria plana estén "nicamen-
te determinados con respecto a todo rayo o todo segmento
dirigido,.

Los puntos en el interior (p. H~9) de un triAngulo
ABC eetén o a la izquierda de los lados AB, BC, CA o a
la izquierda de CB, BA, AC. En el primer caso se dice
que ABC (o BCA, o CAB) es la orientacién positiva y CBA
(o BAC, o ACB) 1a orientacién negativa. En el otro caso
se dice que CBA es la orientacién positiva y ABC es la
orientacién negativa del triéngulo.

DEPINICION., Si me construyen dos alturas hg, = ADy
hy, = BE en un triéngulo ABC con lados a, b, ¢ la
proporcién

at hp=Db1 h,,
i.e.,

o

aha=b hy ;

se desprende, por el teorema 41, de la semejanza de
los triéngulos BCE y ACD. Por lo tanto, en todo tri-
dngulo el producto de ung base por su altura corres-—
pandiente es independiente del lado del triéngulo que
se escojs camo base., La mi-

tad del producto de la base

por la altura es entonces

un segmento a' que es carac- b

teristico del triéngulo ABC. £ a

Sea la orientmcién del tri-

dngulo ABC positiva., El seg-

mento positivo a' (de acuer- 4 c a
do con la definicién en la
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pe H=63) serd llamado «=wiora el dres del Lridnzuio vositi-
vamente orientado ABC y serd denotado por [ABC). El seg-
mento negativo ~a' serd llamndo el dres del trihAngulo ne-
gativamente orientado ABC y denotndo poxr [CBA].

El sencillo teorema siguiente se cumple:

TEOREMA 49. S1i un punto O esté fuern de un trifngulo
ABC la relacidn

(ac] = (0AB) + foBcl + [0CA]
pe cumple para el 4rea del triéngulo.

DEMOSTRACION. Supongamos que los segmentos AO y BC se
C ®) intersectan en un punto D,
Con la ayuda de las leyes
distributivas de la arit-
mética de segmentos obta-
nemos de la definicién de
A A Area las relaciones

(oaB) = (onB) + {DaB),
(oBC] = -(0cB) = —({ocp} - (ODE],
{oca) = [ocD) + (canp],

La suma de los segmentos en estas ecuaciones, con la a-
yuda de un teoramsa establecido en la p. H=-63, nos da por
resul tado

{oaB) + [oBC) + (0CA) = ([DAB] + ([cap] ,
¥ luega, de nuevo por la ley distributiva

{oAB] + [0BC) + (0CA) = (aBC] .

Las posibles pupogiclones restantes respecto a la po-
sicién de O nos llevan de una manera similar a la afir-
macién del teoremm 49,

TEOREMA 50. Si se descompone un trifdngulo ABC en un
ndmero finito de tridngulos [w, el Area del tridn-
gulo positivamente orientado ABC es igual a la sumn
de lase Areas de todos los trihngulos Ak s08itivanen-
te orientados,

DEMOSTRACION. Sea ABC y sea DE un zegmento en el inte-
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rior del trifngulo ABC en el cual los dos triéngulos DEP
y DEG tienen un lado comén en la descomposicién, Sea DEP
la orientacién positiva del triédngulo DEF. GED es enton-~
ces la orientacidn positiva del tridngulo DEG., Escojamos
ahora un punto O fuera del triéngulo ABC, las relaciones:

(DEP) = (0DE] + [QEF] + (0oPD],

(GED] = (oGE]} + (OEDl + [0DG],
= (0GR} -~ [0DE]} + (oD3)
se cumplen por el teoremsn c (@)
49, Sumanda estas dos @— B /",“
cuaciones de segmentaos ' ’l;//:‘\
noe resulta el Area [ODE) /,’// 1
del lado derecho. AR
!
I

Expresamnos las Areas
de todos loe triéngulose !
Aw de eeta manera, de
acuerdo con el teorema
49, y sumamos todas las C, 8
ecuaciones de segmentos
as{ generadas. Bntonces
para gi_g segmento IB en el interior del triéngulo ABC
resulta el é&rea (ODE) del lado derecho. Denotando, de a~
cuerdo con su orden, los puntos usados pa®mm la descompo-
8icién del triAngulo ABC que estén en sus lados, por la
sucesidn A, Ajyecey Afy By Byyesey By Cy Cayeeey Cn
y denotando por brevedad 2 para la suma de todos los
trifngulos Awp positivamente orientados, la sume de todas
las ecuaciones de segmentos nos da, como es fécil ver,

Z LO“‘] +eoeot [OA'_B]
(OBB3) +e..+ (0BLC]
(0cCy) +e..+ [OCpA)
{oaB] + [oBC) + [oca].
Por lo tento, por el teorema 49

2 = [ABC].

DEPINICION. Definemoe el firea [P] de un poligono sim-
ple positivamente orientado como la suma de las Areas

A A by B

n

N o+ o+
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de todos los triédngulos positivemente orientalos en los
cuales el poligono queda dividido en alguns descomposi-
cidén particular. Por un arzumento similar al usado en 1la
seccidn 18 para la demostracidn del teorema 43, resulta
evidente, por el teorema 50, que el Aren [P] es indepen-
diente de l1la descomposicidén en triéngulos y por lo tanto,
esth Unicamente determinadn por el poligono.

Con la ayuda del teorema 50 deducimos que égg Poligo-
nos equidescomponibles gégpon épggg iggales. (Aquil y en
lo sucesivo, el frea serA interpretada como aquella de
orientacién poeitiva).

Ademés, 81 P y Q son poligonos equicomplementables,
por definicién, existen nocesariamente poligonos P', Q';
eees P", Q" tales que el poligono P + P' +,..+ P", com-
puesto de P, P',,.., P" @8 equidescomponible con el po-
1fgono Q + Q' +...+ Q", compuesto de Q, Q'yee., Q". De
las ecuaciones

(P + 'P' +tooet P"]

(pr]
()

(Q+ Q' +.0.+ Q]
CR

(@)

I coe |f

es fAcll concluir que
(] = (el
i.e.y los poligonos equicomplementobles tienen Areas

1‘%. B8e

it

2, Bquicomplementabilidad y 4rea

Bn la seccién 20 encontramos que los poli{gonos equi-~
complementables tienen Areas igusles. De este resultado
se desprende inmediatamente la demostracién del teorema
48: Denotando las bases iguales de los dos triéngulos
por g, las slturas correcspondientes por h y h' conclui-
mos de la supuesta equicomplemsentabilidad de los dos
tridngulos que deben tener tambidn 4reas iguales, i.e.,
se sigue que

oe h = g h'




H-76
¥y por conaiguiente, despuds de dividir entre lhg
h = hn!

Bsta es 1la afirmacién del teoroma 48,

Ahora es posible tambidn invertir la afirmacién hecha
al final de la seccidén 20, Sean P y Q dos poligonos con
freas iguales. Por el teorema 47 construyamos dos trifn-
gulos recténgulos AN y B de 1a siguiente clase: Hagamos
que ambos trifngulos tengan un lado unitario y sea el
tridngulo A equicomplementable con el polfgono P y el
trifngulo B equicomplementable con el poligono Q. Kesul-
ta entonces, del teorema demostrado al final de la sec-
cién 20, que D y P, as{ como también E y Q tlienen éreas
iguales. Bn vista de la igualdad de las Areas de P y Q,
A y E tienen tambidn éreas iguales. Puesto que los dos
triéngulos rectingulos coinciden en sus lados unitarios,
necesariamente coinciden en sus otros lados, i.e., los
tridngulos san congruentes. Por lo tanto, por el teorema
43, los dos polfgonos P y Q son equicomplementables.

Los dos resultados deducidos en el pArrafo anterior
se combinan en el siguiente teorema:

TEOREMA 51. Dos polfgonos equicomplementables tienen

Areas igualee y dos poligonos con #reas iguales son
equicomplementables.

Bn particulasr, dos recténgulos equicomplementables
con un lado en comdn debsn coincidir también en sus o-
troa lados. Bl siguiente teorems también se cumple:

TEOREMA 52, Si se descompone un raecténgulo en varios

tridngulos por medio de rectas y se omite uno de es-—

tos tridngulos, es imposible llenar el recténgulo con
los trifngulos restantes.

Bste teorema fue tomado como un axioma por De Zol 2'y

0. Stolz? y fue demostrado por P. Schufiﬁy #. Killing ¢
con la ayuda del axioma arquimediano. En la discusién an-
terior ha sido probado que es completamente independien-
le del axioma arquimadiano.—_ T -
Bn esencis, para demostrar los teoremas 48, 50 y 51
fue usada la aritmdética de segmentos introducida en la
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seccidn 15 del capitulo III, y ya que éstos descansan en
el teorema de Pascal (teoremn 40) o mejor dicho en un ce-
80 especial de éste (p. H-54), el teorema de Pascal se
destaca como el elemento més importante en la construc-
cién de la tecoria del Area.

Bs fécil ver que, inversamente, el teorema de Pascal
puede ser deducido de los teoremas 46 y 48, De hecho, del
paralelismo de l1las rectas CB' y C'B se deaprende por el

teorema 48, la equicome
plementabilidad de los
tridngulos OBB' y 0OCC°',
' También la equicomple~
mentabilidad de loms

' tridngulos OAA' y OCC!

raesulta del paralelis-

mo de las rectas CA' y
0 ¢ 8 A AC'. Ya que de acuerdo
con esto, los triAngulos OAA' y OBB' son también equi-
complementables, el teorema 48 nos muestra que BA' y AB'
deben también ser paralelas.

Ademéis, o8 fhcll ver que el Area de un poligono que
estld totalmente en el interior de otro poligono es menor
que la de este Ultimo; y por lo tanto, por el teorema 51,
no puede ser equicomplementable con él. Este resul tado
contiene al teoremas 52 como un caso particular,

De ests manera han quedado establecidos los teoremas
esenciales de la teoria del é4rea plans,

Gauss habf{a llamedo ya la atencidén de los mateméticos
sobre el mismo problema en el espacio. He expresado unsa
conjetura respecto a la imposibilidad de un desarrollo
andlogo de la teorim del volumen en el espacio y he pro-
puesto el problema especificoayde encontrar dos tetrae-
dros con Areas iguales en la base y alturas igusles que
no pudieran ser descompuestos de ninguns forma en tetrae
edros congruentes y los cuesles, mediante la unién de to-
trasdros congruentes, no pudieran ser expandidos a polie-
droes que pudieran a su vez ser descompucetr 2n tetrae-
dros congruentes.,

’
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M. Dehﬂgbha demostrado, de hecho, esta conjetura., Al mis-
mo tiempo demostrd rigurosamente la imposibilidad de de-
sarrollar la teorfa del volumen de la mi:ma manera que se
desarrolld en loes pArrafos anteriores la teoria de las A-
reas planag,

De aquf en adelante, con el objeto de tratar problemas
anflogos en el espacio, tendremos gue recurrir a otros
medios, tales como el prinoipio de Cavza_lieri.ajJ

W. Stuse?® ha desarrollando en este sentido la teoria
del volumen en 8l espaclio. El llama a dos tetrasdros de
elturas iguales y squicomplementables, iguales en el sen-
tido de Cavalieri. Llama también e dos poliedros equides-
componibles en el sentido de Cavalieri, si pueden ser
deaéompuestos en un nimero finito de tetraedros que sean
iguales en el sentido de Cavalieri. Pinalmente, a dos
poliedros que pueden ser representados como diferencias
de poliedros que son equidescomponibles en el sentido de
Cavalieri, los lloma equicomplementables en el sentido
de Cavalieri. Es posible demostrar, sin el uso del axio-
ma de continuidad, que la igunldad de &reas y la equi-
complementabilidad en el sentido de Cavalieri son concep-
tos equivalentes, mientras que la equidescomponibilidad,
en el sentido de Cavalieri, en poliedros de igual volumen
puede ser demostrada solamgnte con la ayuda del axioma
arquimediano,

Coma un resul tado reciente obtenido vnor J. P. Sydler -
ge menciona el sigulente: El1 teorema del plano, deducido
en la p. H-69 (despuds del teorema 46), de que dos polfi-
gonos equicomplementables son también equidescomponibles,
puede ser extendido a poliedros en el espacio suponiendo
el axioma arquimediano. De este resultado deduoimos, por
otra parte, gque las clases de eqguivalencia de los polie-
dros con respecto a la equidescomponibilidad tienen 1la
cardinalidad del continuo.




CAPITOLU ¥
EL TEOREMA DE DESGARGUES
22, El teoreman de Desargues y cu demostrncién en

el plano con la ayuda de los axiomas de con-
gruencia

Entre los axiomas formuledos en el capfitulo f, los gru-
paos II-V son en parte axiomas de lp recta y en parte a-
xiomas del plano. Los axiomas 4-8 del grupo I son los
inicos axiomas del espacio. Con 8l objeto de comprender
claranente el significado de los axiomas del espacio,
supongamos glguna geometria plana y estudiemos las con-
diciones zenerales bajo las cunles esta geomstria puede
ser inmersa en una geometria del espacio, en la cual =se
satisfagan los axiomas formulados pars la zeomnetria pla-
na, y también loe axiomss I, 4-8 de incidencia en el es-
pacio.

Gensralmente, en este capf{tulo y en los siguientes,
no recurriremos a los axiomas de congruencia. Consecuen-
temente el axioma IV de las paralelass (p. H-27) debe
formularss con mayor precisién,

IVY. (Axiomn de las paralelss en forma precisa). Sea
a uns recta y A un punto fuera de ella. Existe,
en el plano detorminado por a y A, una y sélo u-

nag recta que pasa por A y no intersecta a a.

Es bien sebido aque el llamado teorema de Desargues
puede ser demostrado sobre la base de los grupos de a-
xiomas I-II, IVY. El teorema de Desargues es un teorema
de interseccién en el plano. Le recta en la cual estén
los puntos de interseccidn de los lados correspondientes
de dos trié&ngulos, es particularmente imnortante, y es
usualmente denominada "la recta al infinito'", E1 teorema
y el inverso que resulta en este caso, serén llamados el
teorema de Desargues. Este teorema afirme lo siguiente:

TEOREMA 53. (Teorema de Desargues). 3$i trifngulos
esthn en un planc de tal manera que los pares de 1o
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dos correenaniante  con oy elos, oo e ~“ne unen

lo vértices corrausnondicntes v o d>r ., ol mismno
punto o son »aralelng,

Inversunente, =i doo trifozulos estAn an an rlano de
tal formn que las rectns que unen vérticer correspondien~
tes vas=n por un vunto o son onnrelelas, v <l ademés dos
pares de lados corresnondientes de los tridAnrtulos son pae

o

ralelos, antonces el tercer nsar egs tmanidn rarnlelo,

Como ya fue seralado, ¢l teorema $3 ec uns consecuens
cia de los axiomms 1, 11, IV® De acuerdo n este resul-
tedo, 1ln validez dol tcoremn de Desarcues cn une geome-

trin plann es nor 1o
menos une condicidn

P 7 necesgria vorn que eo-—
s tn seometr{n sea in-
‘ mersible en una geo-
‘ P metria del esoncio en
PR ) Lo cuanl log .srupos de

naxiomas I, II, IV® se

Como en los capftulos III y IV, susongmunos una geome-
tr{a plana en la cuasl se cumplen los axiomos 1, 1-3 y
S ———

II-IV y sunongamos que se introduce unz aritmédtica de
segmentosa como en la seccidn 1%, Siendo asi, 20m0 se
demostré en 1ln seccidn 17, es nocible asiznar o todo
punto del »lano un par de segmentos (%, y) y n tods
recta una razén de trec segmontos (u : v : w) en la que
u, v no son ambos cero, de tal meners cue leo ecuncidn
linenl

ux + vV o+ w = Q

representa la condicidn unra 1= =osicidn comin del pun-
to y 1la rectn. De ncuerdo a la seccidn 17, o1 conjunto
de todes las rectos en esta geonetr{- Torua un canpo nu-
mérico vare el cunl se cuanlen las nropicd. les 1-16 enu-
meradas en la geccidn 13, Por 1o tsnto, como fue hecho
en la scccidn 9 y en 1a 12 vor nedio de los conjuntos de
ndmeros L y L (1), respectivamente, eg - ble cong-

truir ane geometria del esuvncio. Par. hacer ¢eho, acor-
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demos que un conjunto de tres segmenos (x, y, z) reore-
senta un punto, las razones de cuntro setnentos (u : v
w : r) en los cuales u, v, W no se anulen simultlneanen-
te, representan un olano; y las rectas ostan definidas
como las intersecciones de pares de plrnos, De esta ma-
nera, le ecuacién lineal

UuX + Vy + w2z + 1r = Q

expresa el hecho de que el punto (x, y, 2) estd en el
plano (u : v : w : 1), Pinalmente, respecto gl orden de
los puntos en una recta, o de los puntos en un plano res-
pecto a una recta en 81, o al orden de los puntos en el
espacio con respecto a un plano, estos pueden estnblecer-
se mediante las desigualdades entre los sesmentos de ma-
nera andlogn a la hecha para el plano en la seccidén g,

Ya que la geometrian plana originel puede ser recobra-
da haciendo z = 0, resulta evidente que esta zeometria
plana puede ser vista como partie de una geometria del
espaclo., Para esto, de acuerdo con las discusiones ante-
riores, la validez del teorema de Desargues es una con-

dicidén necesaria, y se concluye por consiguiente que el
teorema de Desargsues debe cunplirse tsmbién en la reome-
tria plana supuesta. Es entonces una consecuencia de los
axiomas I, 1-3, II-1V,

Nétese que el resultado obtenido puede también obte-
‘nerse sin dificultad directsmente del teorema 42 en la
teoris de la proporcién o del teorema 61.

23. Lea imposibilidad de demostirar el teorema de
Desargues sin la agyude de los axiomas de con-

gruencia

En el estudio del problema de si es vosible demostrar
el teoreman de Desargues en la geometris plasna sin los a-
xiomas de congruencia, llegemos al sizulente resultado:

TEOREMA 54, Existe una geometris plana en la cual los
axiomas I, 1-3, II, III, 1-4, IV®, i.e., todos los o~
xiomas de la recta y el plono con lo excepeidn del a—

ol vt Uiy
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xioma III, 5 de congruencin se cumple pero en le cuzl no
Be cumple el teorams de Desargues (teorema 53). Por lo
tanto, el teorema de Desargues no puede ser deducido so0-
lamente de los axiomes antes mencionndos. Para 23‘33503-
tracién son necesarios o los axiomeg del esvpacio 0 el a-
xioma III, 5 de congruencia de trifngulos.

DEMOSTRACIONﬁE)En la geometria plana ordineris carte-
siana, cuya existencia ha sido demostrada en 1lan seccidn
9, cambiamos lss definiclones de rectas y Angulos de la
siguiente manera: Escojamos cualquiler recta en la geomne-~
tria cartesiana como un eje e introduzcemos las direccio-
nes positiva y negativa, as{ como los semiplanos positi-
vo y negativo con respecto a este eje,

Como rectas en esta nueva geometri{a tomemos este eje

y toda recta en la geometria cartesiana que sea parale-
la a é1, toda recte en la geometria cartesisna ouya par-
te en el semiplano positivo forme un édngulo agudo o rec-
to con direccidn positive del eje, y finalmente, todo
par de rayos h, k con la propiedad de cue el vértice co-
mdn h y k estd en el eje. Supongamos gue el rayo h que
est4 en el semiplano forma, con la direccién positiva
del eje, un fingulo agudo «, y surongamos que la exten-
sién k' del rayo k, que estd en el semiplano negativo,
forma con la direccién positiva un éﬁéulo A, de tal
mgnera que en la geometria cértesiana ge cumpla la rela-
cidn

wan P,

tan « i

El orden de los puntos y lns longitudes de los seg-
mentos serén definidos de la manera usual incluso en las
rectas que en la geometria cartesians son representadas
como pares de rayos. Puede verse fécilmente que en la
geometria definida de esta forma son vAlidos los axio-
mas I, 1-3, II, III, 1-3, IV*. Es inmediato, por ejem-
plo que las rectas aque pasan nor un nunto cubren el pla-
no de uns manera simple., Ademés, los nxiomas V son tem-
bidn vélidos. '
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Todos los 4ngulos, que

no tengen al menos un positivo &
lado que parta del eje !
hacia el semiplano po- /
sitivo y forme un An- / A
gulo agudo con la di- '

reccién positiva del

eje, Be miden como es
usual en la geometria
cartesiana. Sin embar-
gao, 81 al menos un la-
do de un Angulo W es
un rayo h con las propiedades mencionadas, entonces el
valor del Angulo w en la nueva geometria se define como
el valor del éngulo W' en la geometris cartesiaena que en
lugar de h tiene el rayo k' correspondiente (véase la pé-
gina anterior) como un lado. La

figura de la izquierda ilustra /
este método de definicidén para /
dos pares de Angulos suplemen-
tarios,

£

7Ne _7“ /I' vO

|
|
/ I 4
|
|

wy / ) /

Sabre la base de esta definicidén el axioma III, 4 es tam-
bién vélido. En particular, para todo Angulo ¥(1, m)

9’-(19 m) = 4(“9 1).

Sin embargo, como nos muesira ia figura de la derecha
Yy como puede comprobarse, g;hteorema de De sargues no se
cumple en esta nueva geometria plana. “Es igunlmente fhe

cil dibuaar una figura que muestre aue tnmpoco se cumple
el teoremn de Pascal.
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La geometria plana "no desarguiasna" dada aqui sirve al
mismo tiempo como ejemnlo do una geometria plana en la
cual los axiomas I, 1-3, II, III, 1-4, IV¥ son vAlidos
Y que sin embargo no puede ser inmersa en una geometria
del espacio, T

24. Introduccién de una aritmética de segmentos
basada en el teorema de Desargues coun la a-
yuda de los axiomas de congruencia @

Con el objeto de apreciar plenamente la importancia
del teorema de Desargues (teorema 53) construiremos una
geometria plana en la cual los axiomas I, 1-3, II, IV®}
i,e.y todos los exiomas de la recta y el plano, excepto
los axiomas de congruencia y continuidad, son validos.
Bn esta geometr{a serd introducida una nueva aritmética
de segmentos, independiente de los axiomas de congruen-
g;g: de la siguilente manera:—— T

Tomemos dos rectas fijas en el plano que se intersec-
tan en el punto O y consideremos sélo los segmentos cuyo
punto iniciel es 0 y cuyo punto final estd en cualquier
parte de estas dos rectas fijas. Denotemos el punto 0
como el segmento O, En simbolos

00 = O é O = 00

Sean E y E' dos puntos fi-
jos, uno en cada una de lss - 1, £
rectas fijas por 0. Denotamos

los dos segmentosa OE y QE' co- ’
mo el segmento 1., * simbolos

@) A 8 ¢C
5 OE = OE' = 1 a i b a+b

1l =0E = OE'.

Llememos a la recta EBE', la recta unitaria para abreviar.
Ademés, si Ay A' son puntos en las rectas OE y OE' res-
pectivamente, y si la recta que une AA' es paralels a

EE' conglderaremos los segmentos UA y OA' iguales. En
simbolos
0OA = QA" 4 OA' = OQA.
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Paran definir la suma de loc so mentos n = UA y b = OB en
OB, construyamos AA' paralele = 1o rect= unitarins EE' y
dibujemos una prnralela a 0 por A', y vor B uns naralela
a OE's Estas dos parslelas se intersectmn en un punto
AA". Pinalmente dibujemos una parnlela a 1a recta unite-
ria EE' por A". Esta intersecta a las rectas fijns OB y
OE' en los puntos C y C', respectivamente. Bntonces llao-
memos a). segmento ¢ = 0C = O0C' 1ln suma del segmento

a = QA y el segmento b = OB, En s{mbolos

c=a+b é a+ b = c,

Supongamos que dando por hecho la validez del teoreme
de Desargues (teorema 53), puede obtenerse generalmente
le suma de dos segmentos. El wunto C determinsedo por la
suna a + b, en la rectan en la cual estén Ay B, es en-
tonces independiente de la recta unitaris EE' adoptads,
i.e., el punto C puede obtenerse tmambidn por la siguien-
te construccidn:

Escojamos cualquier pun- / -
to A' en la recta OA' y tra-
cemos una paralela a OA' por
By la parslela s OB vor A'.
Estas dos paralelas se inter-
sectan en un punto A". La pa-
ralela n AA' trazada shora o A 8 &

- Qa. b ard
por A" intersecta la recta OA
en el punto C que determina lz suma a + b,

Para la demostracidn, supondremos que los puntas A' y
A" asi{ como los puntos A' y K", se obtienen de la manera
antes mencionada, y que el punto C estl determinado en
OA de tal forma que CA" es paralela n AA'. Entonces es
necesario demostrar que CA" es también paralela a AA'.
Los trifingulos AA'A' y CA"A" estdn situados de tel modo
que las rectas vue unen vértices corresnondientes son
paralelas y consecuentemente los dos pares de lados co-
rrespondientes, llamémosles A'A' y A"A" nasi como AA' ¥
CA", son paralelos. De hacho, por la sezuns firnacidn
del teorema de lesarsues log terceros lados AA' y CA"
también son parclelos.




H-36

Con el objeto de definir el producto de dos segmentos
= 0A y b = OB seré utilizadn la micma construccién des-
crita en la seccién 15, excepto que shors los lados del
fngulo recto serén
reemplazados por las
dos rectns fijse OE y
1, OE'. La construccidn
es consecuentemente
aQ,A' la siguiente: Deter-
minemos el punto A’
o A £ 8 en QE' de tal forma
a 4 b que AA' sea paraleln
a la recta unitariag EE'. Unamos E con A' y por B dibuje-
mos una paralela a EA'. Esta parslelas intersecta a la
recta fija OE' en el punto C', Llamemos al segumento
¢ = 0C' el producto del segmento a = OA y el segmento
b = 0B. BEn eimbolos

c=ab é ab = c.

25. las leyes asociativae y conmutativa de la suma

en la nueva aritmética de segmentos

Como es fAcil ver, todos los teoremas de composicién
formulados en la seccidén 13 son vAlidos vara esta nueva
aritmética de segmentos. Investigaremos ahora cuéles de
las reglas de la aritmética formuladas son vélidas en
esta aritmética de segmentos, cuando se parte de una geo-
metria plasna en la cual se satisfacen los axiomas I, 1-~3,
I, IV®, y tambidn 8e cumple el teorema de Desargues.

Se demostraré primero que ‘se cumple la ley conmutati-

va de la suma de segmentos
a+b=>b4+a
definida en la seccidn 24, Sean
B.=OA==0A',
b =0B = 0B',
por lo cual, de acuerdo a la definicidn empleada, AA' y
BB' son paralelas a2 la recta unitaria. Construyamos el
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punto A" y B" trazando J'A" ~of como o't o asrqlelar oo ua,
y también AB" y BA" parslelns a OA'. (omo ~uede in .c.ir: -
zente verse, la ~firancit. A L

es oreclela o AAY.
Basta afirmacidén se veri-
fica usando el teorema

de Desargues (teorems N

53) como sigue: Denote- 6,8 _ _ *\MB_"_,- )
mos nor P el punto de -7,
punto de interseccidn de a, ' -

AB" con A'A", ¥ el nunto

de interseccién de BA" o A C

con B'B" por D. As{ los a b arb=bta
lados correspondientes de los triéngulos AA'P y BB'D =on
paralelos. Concluimoe entonces, por el teoremn de Desar-
fues, que los tres puntos 0, F, D gon colinenles. En es-
te caso, los dos trifngulos OAA' y DB"A" estén situados
de tol forma que las rectus que unen vértices correspon-
dientes pasan por ol mismo punto I; y ya que ademés dos
pares de lados correspondientes llamémosles OA y DB", a-
s{ como OA' y DA" son paralelos, el tercer par AA' y B"A'
también es paralelo por la sezundan afirmacién del teore-
ma de Desargues.

Al mismo tiempo se concluye de ente demostrncién cue
no importa en cuél de las dos rectas fijns se orincionia
le construccién de 1la suna de dos segmentos.

También se cumple la ley asociative de le¢ suma

a+(b+¢c)=(a+b) +c,
Consideremos los segmentos
a=0A, b =03, ¢ = 0C
en la rectn OE., Sobre la base de las reitlas genersles de
la suma, dadas en la seccidén anterior, las sumes

a + b = 0G, b + ¢ = 0B, (o + b)) + ¢ = QG

pueden construirse como =sigue: EBacojamos arbiitrasrismente
un punto D en ls rects OB' y unénoslo con 4 4 La nae-
‘alela a OA por D intersectsrd o l.u 108 taraplelos s OO

por By por C en los nuntos  y D' rasectivomente.




Las paralelas a AD y BD trazadas por P y D' intersectan
ahora a la recta OA en los nuntos antes mencionados G y
B', respectivamente; y la varalela a GD dibujada por D!
intersecta a la recta OA en el puntoc G' tambidn mencio-
nado. La suma a + (b + c) ge obtendrA finamlmente trazan—
do la paraleln a 0D por B', gue es intersectsda por las
rectas DD' en un punto F', y trazando una paralela a AD
por P', S6lo fal-
ta demostrar que
D F ‘ ! G'F' es paralela
a AD. Denotemos
por H el punto de
interseccién de
la recta BF con
GD, y por H!' el
o a b ab ?: bvac‘ {ag)'ac: punto de inter-
at(bvc) seccibn de la
recta B'F' con G'D'; concluimos que los lrdos corres-
pondientes de los triAngulos BDH y B'D'H' son parale-
los. AdemAs, como las dos rectas BB' y DD' son parale-
las, por el teoreman de Desargues la recta HH' es tam-
bién paralels & estas dos rectas., Es posible entonces
aplicar la segunda afirmncién del teorema de Desargues
a los triéngulos GFH y P'P'H' y por consiguiente dar-
nos cuents de que G'F' es paralela a GF y, de hecho,
os paralela también a AD,

26, La ley msociativa y las dos leyes distributivas
de la multiplicacién en la nueva pritmética de

seggentos

Con las suposiciones hechas, tambidn se cumple 1la ley
asociativa de segmentos

a (bec) = (ab) c.
Consideremos locs segmentos
1 = 0A, b = QC, c = 0A'

en una de las dos rectas fijas por O, y los segmentos
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a=0G yb=05%enla
otra. Con el objeto e
construir los segmen-

tos Q(bc)f-(llb)c)b'
be = OB' y be = 00!
ab = 0D éc’a‘

ab)e = 0D'

(ab) abp

de acuerdo con la sec- b B N

cién 24, dibujemos @,q

A'B' paralela a AB,

B*'C!' parnlelas a BC,

CD paralela a AG A c A c’
P o o 4 b ¢ be

A'D' peralela a AD.
Puede verse que la afirmacién es eouivalente a decir
que CD lebe tambidn ser parslelan a C'D', Denotundo por
P el vnunto de interseccidén de 1» rectn A')I' con B'C?,
los lados correspondientes de los trifngulos AB® y A'B'P!
son paralelos, Por congiguiente, por el tnoremg de Dosar-
gues los tres puntos 0, &, #' son colinecles, En viste de
esta situacién, la segunda afirmacién del teorema de De-
sargues puede ser aplicada a los trié&ngulos CDP y C'D'P!
y entonces puede verse que CD erc de hecho narslela a
C'De,

Pinglmente, las dos leyes distributivas

a (b + ¢) = ab + ac
y (b + ¢) a=ba + ca

serin demostradas por ¢l teorema de Desargucs.,
Para la demostracién de la vrimera ley distributiva

a (b + c¢c) =ab + ac
sunongamos que los segmentos
1l = OR, b = 0B, ¢ = OC

estdn dados en la »rimern de 1~¢ Aos rect-s fijas v el
segmento
a = 0A
en la segunda.
Lae rectas varnlelas o BA Lrazadas vor B y O intersec-




tan a 1la recta OA en los puntos D y F respectivamente,
Por la regla de multiplicacidn de la seccidén 24

0D = ab, OF = ac.

De acuerdo con la regla generalizadn de la suna de la
seccidn 24 obtenemos la suma

OH =D + ¢
trazando las paralelas a OD por Cy a OC por D y también
trazando por el pun-

to de intersecciédn G
de estas dos rectas

a (b4¢)= aby ac,k

acr la paralela a BD que
ab,d G intersecta OC en el
unto H antes mencio-
a,A p

nado, y a OD en un
punto K. Como
o ¥ 2 c bﬂk OH =Db + ¢, por la
regla de lao multiplicacién

OK = g (b + ¢).

De acuerdo con la regla generaliznda de 1la suma y de
la intercambiambilidad de las rectme fijas OE, OE' en 1la
construccién de una suma, demostrada en la p. H-87, 1a
suma ac + ab puede ser finalmente construlda de 1la si-
&uiente manera: Por cualquier punto de OE, digamos por C,
trazemos la paralela CG a 0D, la paralela DG a QC por D y
la paralela GK a CF por G.

Entonces

OK = gac + gb

¥y por lo tanto conclufmos, con la syude de la ley conmu-
tativa de la suma, la primera ley distributiva.

Para demostrar lé sezgunda ley distributiva, suponga-
mos gue los segmentos -

1 = OB, a = 0A

estén dados en la primera de las dos rectas fijes y los
gsegmenton
b = 0B, ¢ = OC

en la segunda., Los segmentos
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OB' = ba, 0C' = ca

esthn determinados por las varalelas AB' a KB y AC' a EC
respectivamente,

Construyamos los segmentos
OF =Db + ¢, OF' = ba + ca

nuevamente en la recta
fija OB por la regla (btcla=datca, F
generalizada de la su-
ma, como sigue: Trace-
mos las paralelas a OF

por C y a OC por E. ca,C' ’
Por el punto D en el

cual se intersectan, 6¢ﬁ¢£?

tracemos la paralela a ’

EB que es intersectada e,C

por QA en el punto P 6,8

antes mencionado, De

la miegma manera trace-

mos las paralelas a 0C' © 4 éi

por Ay a OA por C'. Por el punto D' en el que se inter-
sectan tracemos la paraslela a AB', que se intersecta con
OA en el punto P' antes mencionado,

Por la regla de la multiplicacidén, la segunds ley dis-
tributivae queda demostrada tan pronto como probemos que
AF' es paralela a EP,

Los ladoe correspondientes de los triAngulos ECD y
AC'D' son paraslelos. Por el teorems de Desargues loa
puntos O, D, D' eon colineales, Por lo tanto es posible
aplicar la segunda afirmacién del teorema de Desargues a
los triéngulos EDP y AD'P' y darse cuenta de que en efec-
to, AP' es paralela a EP.

27. La ecuscidn de una recta basada en la nueva
aritmética de segmentos

En las secciones 24-26 fue introducids una aritmética
de segmentos por medio de los nxiomas formulados en la
geccidén 24 y bajo la hipbtesis de la validez del teorema
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de Desargues en el nlano. &n enta ~ristadtic, ndendc le
los teoremas e composicién formulndo.. en la seccidn 13,
se cumplen la ley conmutativa de la suna, les leyes nso-
ciativas de 1a suma y do la multiplicecidn, ns{ comno am-
bas leyes distributivas. Gue la ley conmutativa de la
multiplicacién no necesarinmente persista resultaréd evi-
dente en la seccidén 33. En ests seccidén veremos de qué
menera es posible una representacién snmlitics parns los
puntos y rectas del plnano, besada en eatn aritmétics de
segmentos,

DEFINICION. Llémese a las dos rectas fijas vor O en
el pleno, el eje X y el eje Y. Consideremos cualquier
punto P en el plano determinado nor los segmentos x,
Y, obtenidos sobre el eje X y el eje Y, respectiva=-
mente, traozando paralelas a estos ejes por P. Estos

segmentos x, y son llamndos las coordenadas del oun-
to P.

Por el teorema de Desargues y la nueva aritmética de
sogmentos, llegamos al sigulente resul tado:

TEOREMA 55. Las coordenadas x, y de los puntos en

cualguier recta satisfacen una ecuacidén gg gegmento
de la forma

ax + by + ¢ = Q.

Bun esta ecuacidn, 1os segmentos a, b deben estar 8
%g izquierda de las coordenndas x, y. Los segmentos
a, b nunca son cero y ¢ es cuelauler eegmento.

Inversamente, toda ecuacidén de un segmento de la
forma descrits revresenta una recta en la geometria
plana adoptada.

DEMOSTRACION, La abecisa x de cuslquier nunto P en el
eje ¥ o sobre una rects parslela a ells es indevendien-
te de como escogemos el nrunto P en la recta deseadn,

i.e,, tal rects puede ser representnds en la forma

Pars ¢ existe un segmento ¢ tal cue

y por lo tento,




he . »

X 4+ ¢ = 0,

Esta ecuacién es de 1~ formo desarin,

Ahora, sen 1 una rectn -uc iatersectn . aje ¢ en
ounto S, Por cunlcuier nunto M en egtn recs: traceno' i-
na paralela al eje Y que el
eje £ intersecta en el run- N
to (. Bl sesmento O¢ = x eg 4
la abcign de P, lLa oarnleln
2 1 por Q determine un ceg- 4
mento UK en ¢l eje Y y vor
la definicidn de ls multi-
plicaoidn, concluimos que ax, £ Vi

OR = gx @

donde a es un segmento que o - —-» X
depende solamente de la po- x

sicién de 1, pero no de como hayamos escozido 1 P en 1,
Sea y la ordenada de P. Por la dofinicidn extendida lo

una sumna descrita en las védginas H-84=87 y vor 1a voei~
bilided de congtruir una sume em»ezando con el eje T,

como ya se vid en la vdging H-87, el sesmento 0S nos da
ghora la sume ax + y, OS5 = C es un segnento determinado
s6lo por la posicidén de 1., De la ecuacién

c

I

ax + y

se sigue que

ax +y + ¢ 0

donde ¢ es nuevamente el se~mento deturminsdo nor 1la e-
cuacidén © + ¢ = Q. La Wltima ecuscién es de 1la foramn
deseada.

Es facil ver que las coordensdes de i Hunto aue no
estd en 1 no satisface osts ecuncidn,

Es igunl de facil demostrrr 1o validev ¢v 19 serunde
afirmacibén del teoremn %%. 9acn uno ecus=cidn ne cermento

a'x + bty + ¢t =0

en la cuzl «' v b' ne son ameo. coro, al bt - O, multi-
plicamos 12 ecuncibn de 1~ irquierdn nor >, mento A

determinado =or la relacidn an' = 1 v -1 Yoy 1o omale
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tiplicamos por el segmento b deierminnic por lo relncién
bb*' = 1, Luego, con las reqslae de 1o aritméticn, obtene-
mos ung ecuacidén de una rocts cono 1» aue Aderivanos =n-
tes y es féhcil construir en 1la geometri~ adostala una
recta que sntisfaga esta ecuacidn.

Conviene hacer explicito que banjo lan supocicidn hechn,
unn ecuacidn de segmento de la formn

xa + yb+ ¢ =0

en la cual los segmentos a, b estén a la derecha de las
coordenadas x, y no repregenta zeneralmente una recta,
En la seccién 30 se ver& uns aplicacién imvortente

del teorema 55.

28. La totalidad de los segmentos considerndos
como ndmeros gomplejos

Ya hemos dicho que en la nueva aritmética de segmen-
tos expuesta en la seccidn 24, los teoremas 1-6 de la
secciédn 13 son vélidos.

También hemos demostrado en las secciones 25 y 26,
con la ayuda del teorema de Desargues, que en esta arit-
mética de segmentos las reglas de operacién 7-13 de la
seccidén 13 son vAlidas. Por lo tanto, se cumplen todos
los teoremas de composicién y las reglas de oneracién,
con la excepcidén de la conmutatividad de la multivlica-
cién,

Fineglmente, con el objeto de ordenar los sezmentos,
adoptaremos la siguiente convencién: Sean A, B dos pun-
tos distintos en la recta OE. Arreglemos los cuatro pun-
tos O, E, A, B, de ecuerdo con el teoremas 5, en una su-
cesién en la cuszl E esté despuéds de O, 3i en esta suce-
sién B estA también despuds de A, entonces decimos cue
el segmento a = OA e menor que el =zegmento b = 0B,

Bn simbolos

a < b,
5in embargo, si en euts sucesidn A estd dey de B,
decimos que el segmento a = UA er my of Glle o, semmento

b = 0B, En simbolon
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Es fAcil ver que en estn aritmética las regles de opera-
cién 13-16 son véAlidns ahora por el axioma II. Por consi-
guiente, la totalidad de todos los diferentes segmentos
forman un conjunto de némeros complejos que tiene las
propiedades 1-11, 13-16 de la seccién 13, i.e., son ;2—
lidms todas las reglas excegto ln lgx conmutativa gg %é
multiglicacién P lOB axiomas de contlnuidnd En adelan-
te, tal conjunto de nﬁmeros seré 1llamado un conjunto de-~
sarguisno de ndmeros.

29. La construccidén de una geometria del espacio
con la agyuda de un conjunto desarguiano de
nimeros

Sea shora D un conjunto desarguiano de nudmeros, ggg
seré posible construir una geometrin del espacio en
cual se satisfegan los axiomas I, IT, Ive,

. b e g

Para ver esto, consideremos cunlquier conjunto desar-
guiano de némeros D como un punto, y cualquier conjunto
de cuatro ndmeros de D en el cual los tres primeros ni-
meros no son simul téneamente cero, como un plano. Los
conjuntos (u : v : w : r) y (au : av : aw : ar) donde a
es algin ndmero distinto de 0, representarén, sin embar-
g0 el mismo plano. La existencia de la ecuacidén

5 e

ux + vy + wz + r =0

expresar& el hecho de que el punto (x, y, z) estd en el
plano (u ¢ v : w : r), Finslmente, se deline una recta
con 1la ayuda de un conjunto de dos planos (u' : v' : w!
sr') y (ur ¢ v" ¢ w' : r") cuando es posible encontrar
en D un ndmero s distinto de cero tsl aue

aul - ull’ w' - v"' aw' P w"

simulténeamente. Se diré que un punto (x, y, 2) estd en
la recta

{ﬁu' t vt rowt osort), (u" s vt o owY o r"i]
si es comin g los olanos (u' : v' ¢ w' : r') y (u* : v
:w" : r")., Dos rectas que contenzan los misnos nuntos

no serén considerndas dlstintao.
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Aplicando las reglac de operacidn 1-11 de 1la =seccidn 13,
aue por hipdtesis son vAlidns en D, es fécil llegar - la
conclusién de aque los axiomas I y IV® se cumpnlen en la
geometria del espacio conatrufda,
Para que tnmbién ne satisfrgan los axiomas de orden
IT, se ndoptarén las siguientes convenciones: Sean

(x19 VY zs)v (xgv Ya 22), (x5, Taoy Za)
tres puntos cunlesquiera en la raecta
(u s vt 2w 2 '), (u v w' o), .

Diremos que el punto (xz, Yoo % 3) estd entre los otros
si el menos uno de los seis paras de desigualdades:

(1) X & Xy < x5, Xy X3 2Xy,
(2) i< ¥ <Yy Vi) Y27 Vs
(3) 5,< 2, <2y, Zy 72,7 %y,

se satisface. Ahora, sl una de las dos desigualdades do-
bles (1) se cumple, entonces es facil inferir que 6

Yy =¥, =¥3; 6 una de las desigualdades dobles (2) debe
cumplirse y tembién que z; = 2z, = z,, 6 una de las desi-
gualdades dobles (3) debe cumplirse. De hecho, multipli-
cando las ecuaciones

[ . .
u'x; + vlye + w'z; + r’ 0,

vix; + v'y¢ + W'z, + r" = Q,

(L=12, 2, 3)
por la izquierds, por niumeros adecuados de D que sean
distintos de cero y sumando despuéds las ecuaciones resul-
tantes obtenemos un conjunto de ecuaciones de la forma

(4) u" x; + vy, + ™ =0
(L=1, 2, 3).

Aqui el coeficiente v'" es ciertamente distinto de O
porque de otra manera concluiriamos le igualdad de los
tres ndmeros x,, x,, Xx3z. Si u''= 0 entonces obtenemos

Yy = Yo = Y3
Sin embargo, si u" # 0 entonces inferimos de

L <
Lo X3 9 X,
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1n doble desigunldad

i < W < W

y por lo tsnto, por (4)

u™ .Y‘ + ML oy :{2' + l‘"'% v +

?

de donde
whog, § vt Y. S VY s,
y como v'" no es cero
Yi$ V2%V,
Bn cada una de estas desigualdades doblecs debe conside-
rarse el signo superior o inferior en toda la derivacién,

Las discusiones mnteriores demuestran oue en esta geo-
metris se cwnplen los nxiomas IT, 1-3 de orden de la rec-
ta, Paltn demostrar que el axioma del plrno [I, 4 es vé-
lido,

Para esto, consideremos un plano (u : v : w 3 r) y una
recta en 41 [(u Vi w o), (U v o oW r'ﬂ . Sue
pongamos que todos los vuntos (x, y, 2) que estén en el
plano (u ¢ v : w : r) esatdn en uno o el otro lado de la
recta segin sen la exprecidn u'x + v'y + w'z 4+ r menor o
mayor que O. Entonces es necesprio demostrar cue estr de-
finicidn es fnica y gue concuerda con la de 1o o. H=8, 1lo
cual es fAcil de hacer.

Hemos visto as! que todos los nxiomas I, II, IV® se
patisfacen en esta geome trin del espacio construida de
la forma antes descrita, = pertir de un conjunto desar-
guiano de nudmeros D.

Como el teorema de Desargues es una consecuencia de
los axiomns I, 1-8, II, IV® es evidente lo siguiente:

A partir de un conjunto desarguiano de niémeroes D e=s
nosible construir en le forma descrita =znteriormente una
geometrfia del plano en la cunl los ndmeros del conjunto

D conetitgxenvlos elementoc de unr nritmética de regmen—

tos como 1la introducida en la secuidn 24, v en 1a cual

los axiomas I, 1-3, II, 1v® se gatistacen, En tel zeoue-
tria plene el teoremn de lesorguey siemore 0 cumnio,

Este es el inverso del reocaltsdo <l cusl Lle. 08 en
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la seccibn 28 y que puede ser formulado como sifue:

En unas geometrfa plann en la cuol, ademfAs de los axio-
mas I, 1-3, II, IV®, se cumple ol teorema de Desargues es
posible introducir uns aritmética me'ﬁoe como se
hizo en la seccidn 24, Con uns definicién apropiada del
orden, los elementos de estn aritmética de segmemtos for-
men entonces un conjunto desarguisno de ndémeros,

30. La importancia del teorema de Desargues

Si los axiomas I, 1-3, II, IV® se satisfacen en una
geometria plana, en la cual también se cumple el teorema
de Desargues, entoncee, por el &ltimo teorema, siempre
es posible introducir en esta geometrin una aritmética
de segmentos para la cual valen las reglas l-11, 13-16
de 1la seccién 13. Considéreee nuevemente 1la totalidad de
estos segmentos como un conjunto de ndmeros complejos, ¥y
constrdyase a partir de ellos un espacio zeométrico de
acuerdo al desarrollo de la seccién 29, en el cual los
axiomas I, 11, IV® gsean vélidos,

Coneiderando en esta geometris del espacio solamente
los puntos (x, y, O) ¥y las rectas en las cuales estén
estos puntos, obtenemos una geometria plana. Tomando en
cuenta el teorema 55, deducido en la seccifn 27, es cla-
ro que esta geometria plana debe coincidir con la geome-
tria plana supuesta ol principio, i.e,, los elementos de
ambas geometrias pueden hacerse corresponder de una ma-
nera inyectiva y euprayectiva, y pueden por lo tanto
preservarse sus operaciones y su orden. De aquf obtene-
mos el siguiente teorema que debe eer visto como el ob-
Jetivo final de todoe los deearrollos de este capitulo:

TEOREMA 56. Supongamos gque los axiomas I, 1-3, II, IV®
Be satisfacen en una geometria plana., La validez del
teorema de Desargues ee entoncss una condicidn nece-
saria y suficiente para gue esta geometrin plsna pue-
de ser vista como parte de una geometri{s del espacio
en la ousl se cumplen los axiomas I, II, .7°,

Bl teorema de Desargues puede, por consiguiente, ser
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caracterizado para la geometria plana como, por msi de-
cirlo, el resultado de eliminar los axiomas del espacio,

Los resultados obtenidos nos colocan también en la
posicién de darnos cuenta de que toda geometria del es-
pacio en la cusl los axiomas I, II, IV? se satisfacen,
puede ser siempre considerada como una parte de una "geo-
metria de cuamlquier ndmero de dimensiones", Por una geo-
metria de cuslquier némero de dimensiones se entenderi
una coleccién de puntos, rectas, planos y otros elemels
tos para la cual los axiomas extendidos correspondientes
de incidencia y orden, asf como el axioma de las parale-
las, 80 satisfacen,




CAPITUL WL VI
EL. TEOREMA DE PASCAL

31, Dos teorcmas acerca de la demnogtracién del
teorema de Pascal

Como ya hemos observado, el teorema de Desargues puede
ser demostrado partiendo de los axiomas I, II, IV,
i.e., usando osencialmente los axiomas del espacio pero
sin recurrir a los axiomas de congruencia. En la seccién
23 he probado que su demostracidén, sin el uso del grupo
I de axiomas del espacio y sin los axiomas III de con-
guencia, es imposible, alin si usamos el axioma de con-
tinuidad,

El teorema de Pascal (teorema 40), en la seccién 14,
y tembidén el teoreme de Desargues, en la seccién 22,
fueron deducidos de los axiomas I, 1-3, II-1IV, es decir,
sin los axiomas del eapacioc y usando esencislmente los
axiamas de congruencia. Surge el problems de 3& Enodo
también demostrarse g teorema gg Pascal s_ig au_aod-o
;gs Eié°“°” gg cogﬁ:uencia pero recurriendo a los axio-
mas de incidencia del espacio. Las investigaciones mos-
trarén que en este respecto, el teoremas de Pascsl es
completanente diferente del teorema de Desargues, en
tanto que ég}admisidn 0 exclusidn ggé axioma gg Argui-

medes en lp demostracién del teorema de Pascal tiene un
ofecto decisivo en su vselidez. Como generalmente no su-
pondremos los axiomas de congruencip en este capitulo,
es necepario formular el axioma arquimediano de la si-
guiente manera:?

vV, 1*. (Axioma arquimedianoc de la aritmética de seg-
m“
mentos), Supongamos dados un segmento a y dos
puntos A y B en una rects g, Entonces eg posi-
ble definir un ndmero de puntos Ay, Az,e..,

Aq.yr Ap tales que B osté entre Ay A,, y los

SeﬂgentOS AA‘, AL Az' ceo oy An-‘ An I _j;aua.}.es
gl sesmento a en el sentido de la aritmética

S ——— e et —— ————r —— et e sttt et Strstenirnt
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de segmentos la cual, de mcuerdo con la seccidn 24, pue-

de ser introducida en ls recta g gcbre la base de los a-
xiomas I, II, IV* y el teorema de Desarguss,

Los resultados esenciasles de estas inveetigaciones
pueden ser combinados en los siguientes dos teoremas:

TBOREMA 57. El teorema de Pascal (teorema 40) puede
ser demostrado con los axiomas I, II, IV*®, Vv, 1} i.e.,

sin los sxiomes de congruencia pero con la ayuda del
axionn de Arquimedes.

TBOREMA 58, El teorema de Pascal (teorema 40) no pue-
de ser demostrado con los axiomss I, II, IV’, i.e.,

sin loe axiomas de congruencia ni el axioma arquime-
diang.

Bn la formulacién de estos teoremas es posible tame
bién, por el teorema general 56, reemplazar los axiomas
del espacio I, 4-8 por la condicién de geometris plana
de que el teorema de Desargues (teorema 53) se cumpla.

32, la ley conmutativa de la multiplicacidén en el
conjunto arquimediano de ndmeros

las demostraciones de los teoremas 57 y 58 descansan
esencialmente en ciertss relaciones mutuas que existen
para las reglas de operacién y las propiedades fundamen~
tales de la aritmética ordinaria, y cuyo conocimiento
parece también interesante por ef mismo. Pormularemos a-
hora los dos siguientes teoremas:

TEOREMA 59. La ley conmutativa de la multiplicacién
en un conjunto arquimediano de ndmeros es una conse-
cuencia necesaria de las otras reglas de operaciénm,
i.e., si un conjunté de ndmeros tiene las propiedades
1-11, 13-17 enumeradas en la seccién 13 entonces se
concluye necesariamente que satisface tembidn la fdér-
oula 12,

DEMOSTRACION., Nétese primero que si a es cualquier ni-
mero del conjunto de ndmeros y

n=1+11+...+1




es un numero entero positivo racional, se cumple la ley
conmutativa de la multiplicacién para a y n. En efecto,

8}1=8(l+l+...+ 1) =a'l +a'1 4o 00t 8.-1
= 8 4+ 8 $eost 8
v

na = (1L + 1 4e0e+ 1) B8 =18 + 1°8 40..4+ 1-a

i}

8 + 8 +eest 8o

Ahora, contradiciendo la hipdtesis, sean a y b dos
nimeros del conjunto de nimeros paran los cuales no se
cumple la ley conmutativa de la multiplicacidédn. Es cla-
ro que estf permitido suponer que

a>0| b>0| 8b-b8>0.

Por la condicidén & de la seccién 13 existe un ndmero c¢
(>0) tal que

(a+b+1) ¢c = ab - ba.

Plnalmente escojamos un ndmero d que smtisfaga las de-
sigunldades

a o, a <1, d e

simul t4neamente, y denotemos por m y n dos némeros en-
teros racionales no negativoe para los curles

md <{a & (m+1)a
¥

nd(bé(n-ﬁl) dl

respactivamente. la existencia de loas nimeros m y n es
une consecuencia directa del axioma arquimediano (teo-
rema 17 de la seccidn 13). Refiriéndonos a la observa-
¢ién hecha nl principio de ests demostracién, obtenemos
multiplicando las dos Wltimas desigualdades

ab ¢ mnd*+ (m + n + 1) 43
ba 7 mndf

¥ luego restando
ab = ba £ (m + n + 1) a

Ahora
md < a, nd<h' d < 1
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Yy por lo tsnto

(m +n+ 1) d¢ a+ v+ 1,
i.8.,

ab - ba € (a + b+ 1) 4
Yy como d £ ¢

ab - ba £ (a + b + 1) c.

BEsta desigualdnd contradice el valor determinsdo »aras al
nimero ¢ y de esta forma se completa la demostracién lel
teorema 59,

33. La ley conmutative de la multiplicacién en un
con unto no arquimedinno de ndmeros

TEOREMA 60. Em un conjunto no arquimediano de nimeros
la ley conmutativa de la multiplicecidn no es unae con-
gsecuencia necesaria de las otras reglas EE operacidn,
i.e., existe un conjunto de numeros gque tiene las pro-
piedades 1-11, 13-16 enumeradas en la seccién 13, un
conjunto desarguisnoc de numeros segun la seccién 28,

que no tiene la ley conmutstiva de la multiplicaciém
(12),

DEMOSTRACION. Sean t un parémetro y T una expresién
en un ndmero finito o infinito de términos de 1la forma

T =Tt + 2, t" 4 1, t" 4yt 4.,

donde r, (¥ 0), r,, r;,... son nimeros racionales cueles-
quiera y n es cualquier némero entero racional. Ailddase
el O a estas expresiones de T, Dos expresiones de la for-
ma de T serén iguales si todos los ndmeros n, ro, r,, T,
coinciden por pares, Ademés, sean s otro perémetro y S
cuaslquier expresién en un nimero finito o infinito de
términos de la forma

S = SmTo + gmtt TL + sz Tg_' teoe

donde To(# 0), T,, Tsy... sOn expresiones cuzlesquiera
de la forma T, y sea m un nuevo nimero entero racional.
Consideremos como un conjunto de ntémeros )/ , t) a la
totalidad de las expresiones de la forma 3, al cual =se
afinde el ndmero O y en el que se adoptan las siguientes
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reglas de operacién:

Operemos sobre los pardmetros s y t segin las reglas
7-11 de la seccién 13, mientras que en lugar de la regla
12 usaremos la férmula:

(1) te = 2st,

Es fécil convencernos de que esta definicién no es con-
tradictoria.
54 8', S" son dos expresiones de la forma

S! = Bm‘ r", + BmluT"_ + B'"""T',, +oes
S = gm ™", + sm"u'ruL + 8™ 4., ,

es claro que sumando término a término es posible formar
una nueva expresién S' + 8", dnicamente determinada, de
la forma S. Bsta expresién 3' + S™ es llamada la suna de
los nfmeros representados por S' y S".

La multiplicacidén formal y usual término a término de
las dos expresiones S*', 8" da por resultado una expresién
de la forma

SIS* = g™ By ™I 4 (8™ P!, 8™ PN, 4 g™TL g™ TY)
+ (8™ Py 8™UITN, 4+ 8™HTI g™t PR 4 gme3 DY
g™ TY) 4... .

Con el uso de la férmule (1) es claro que esta expresidn
80 convierte en una expresidén dnicamente determinada de
la forma S. Esta es llamada el producto de los ndmeros
representados por 5' y S".

En este método de operacién la validez de las reglas
de operacién 1-4 y 6-11 de la seccién 13 es evidente. lLa
validez de la regla 5 de la seccidn 13 tampoco es difi-
cil de establecer. Para hacerlo, supongamos que

S* = 8™ Ty + ™R 4 82T 4.,

y

SR L S - LAl FULIETN-LUBLEE, Ji L S

son dos expregiones de la forma S, y supongamos cque Dpor
definicién el primer coeficiente r', de T} es diferente
de 0, Igumlendo las potencias de s en ambos ledos de lsa
ecuacién

(2) S'S" - SNN
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encontromos on formap dnicemente determiaads nriners un
ndmero entero m" como exvonente y desouds un- ucesidn
de expresiones

T"o ’ T"L , T"z_ yo oo
tales que usando la férmula (1) ls exnresidn
G = g™ ™, + am'+i T"L + g™m"2 T, 4eas

satisface la ecuacién (2). Un recultando corresnondiente
se cumple para la ecuacidn

Sl" S. - Snn
Por consiguiente la demostracidn estéd completn,

Pinalmente, para poder ordenar los nineros del conjun-
to de ndmeros (L(s, t) hagzamoes las siguientes definicio-
nes: Un némero de un conjunto serd mayor o menor que O
gsegdn sea 6l primer coeficiente ro de T,, en ls expresién
S que lo represente, mayor o menor que O. Dados dos nime-
ros cualesquiera a y b del conjunto de numeros, a { b §
a»b sl a~-bd0déda~br>0, respectivamente. Es inme-
diatamente claro que de acuerdo a estas definiciones las
reglas 13-16 de 1la seccién 13 son tembién vAlidas, i.e.,
L (s, t) es un conjunto desarguiano de nimeros (véase
seccidén 28).

Como muestra la férmula (1), la regla 12 de la seccién
13 no es vé&lida para el conjunto de nimeros {l(s, t). La
validez del teorema 60 queda as{ completamente estableci-
da.

De acuerdo con el teoremg 59, el teorema arquimedieno
(teorema 17 de la seccidn 13) no se cunple en el conjunto
de ndmeros f)l(s, t) construido ontes.

34. Demostracién de los dos teoremas acerca
del teorema de Pascal
(Geometria no pascaliena)

Si en una geometris del eswacio se cumplen los oxiomas
I, II, IV* el teorema de Desargues (teorema 53) también
se cumple., Por lo tanto, por el Wltimo teo? de lu sec-
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cién 28, es posible introducir en todo par de rectas que
se intersectan de dicha geometria, una aritmética de seg-
mentos en la que se cumplen las reglas 1-11, 13-16 de la
geccidn 13. Si en estn geometria se supone el axioma ar-
N quimediano Vv, 1° es en-

tonces claro que el teo-
rema arquimediasno (teo-
rema 17 de la seccién
13) se cumplird para la
aritméticn de segmentos
Y por consiguiente, vor
el teorcma 59, se obten-
dr4 también la ley con-
mutativae de la multipli-
cacién., BEn la figura puede verse que la ley conmutativa
de la maltiplicacién no es otra que el teorema de Pascal
para los dos ejes. La validez del teorema 57 queda as{i
astablecida.

Para demostrar el teorema 58 consideremos el conjunto
desarguiano de ndmeros () (s, t) formulado en la seccién
33 y con su gyuda construyamos, de la forma descrita en
la seccién 29, una geometria del espacio en la cuel los
axiomas I, II, IV® se satisfagan. Sin embargo en esta
geometria el teorema de Pascal no se cumple, porque em
el conjunto desarguiano de ndmeros 17.(8, t) no se cume=
ple la ley conmutativa de la multiplicacién, Necesaria-
mente, la geometria "no pascaliang" construida de esta
forma es al miamo tiempo, de acuerdo con el teorema 57
antes demostrado una geometri{a "no arquimediana".

Es claro que con las suposiciones hechas es imposible
demostrar el teorema de Pascal, adn si la geometria del
espacio es vista como parte de una geometria de cualquier
ndmero de dimensiones en la cual ademés de los puntos,
rectas y planos, existen también otros elementos, y para

ab=pta

b

£

0o 4 a b

la cual suponemos un conjunto de axiomas de incidencia
Yy de orden correspondientes, asf como el axioma de las
paralelas.
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35. Demostracidn del toorems de cunlauier nunto de

interseccidén por medio el teorems de Pnscnl

A continuacién se demostrars el imvortante recultado:

TEOREMA 61. El teorema de Desmrgues (teorem:s 53) pue-
de sger demostrado n purtir del teorema de Pnscnl (teo-
rema 40) con la eyuda de los axiomns I, 1-3, II, IV®
solomente, y por lo taonto sin ol uso de los nxiomas
de continuidad.

DEMOSTRACION.?* £8 claro que afirmaciones del teorema
53 se desprenden directamente una de la otra. Basta en-
tonces probar, por ejemplo, la segunda afirmacién del
teorema 53, Lg demostracidn se haréd con hipdtesis auxi-
liares, Coléquense dos triéngulos ABC y A'B'C' de tal
forma que las rectas que unen vértices corresnondientes
pasen por el punto O,
AB sea paralela a A'B'
Yy AC sea paralela a L

A'C', Supongamos ade-~ “7
més gue las rectas OB!' - A
y A'C' son paoralelas . /
0 las rectas OC' y = A
A'B' son paralelas, [ ‘
Tracemos la paralela roo

a OB' por A que es in-~ ' -
tersectada por la rec- ! \ 7

ta A'C!' en el punto L Q M c c

Yy por la recta OC*' en un punto M., Ademés, suponsmmos que
la recta LB' es paralela a OA 0 a OC, Las rectas AB y LB!
no son paralalas, i.e., se intersecton en un nunto N, U-
namos este punto con M y O.

Por la construcciédn, el teorema de Pascel puede ser
aplicado a la configuracidén ONALA'B' y vuede verse aue
"ON es paralela a A'L y es por consiguiente, tambidn pa-
rglela a CA. Ademés, el teoremn de Pzscal puede tanbidén
ser aplicado a la configuracidn OHMACB y ONMT 1B v de-
mostrarse que MN es paraleln n CB asf coxo a L'BY, Por

lo tanto, los lndos CB y C'3' son pareclelos,




Las hipétesis auxillares hechas para est: demostracién
pueden ahora omitirse una a una., Ln demostracidén de es-
tas posibilidades no se haré aqui.

Consideremos nhora una geometria plana en la cual,
adem&s de los axiomas I, 1-3, II, IV" age cumple también
el teorema de Pascal. El teorema 61 nos muestra que el
teoreman de Desargues también gse cumplo en esta geomotria.
Por lo tanto, es posible introducir en dsta une aritmé-
tica do segmentos do acuerdo con la secciédn 24. Por 1la
seccidn 34 el teorema de Pascal y la ley conmutativa de
la multiplicacién se cumplen en esta aritmé&tica de seg-
mentos, i,e., son vdlidas todas las rezlus de operacién
1-12 de la sacciédn 13.

Denotando una figura que satisfagn el teorema de Pas-
cal o el de Desargues como una configuraciédn pascaliana
0 desarguiana, respectivamente, es posible combinar los
resul tados de las secciones 24-26 y 36 como sigue: Toda
aplicacién de las reglas de opermcién (teorema 1-12 de
la seccién 13) en esta aritmética de sezmentos resulta
ger una combinacidén de un némero finito de configuracio-
nes pascalianas o desarguianas. Como, por la demostra-
cidn del teorema 61, las configuraciones desarguianas
pueden ser representadas como una combinacidn de confi-
guraciones pascalianas construyendo puntos y rectas au-
xiliares apropiados, toda aplicacién de estas reglas de
operacién en esta aritmética de segmentos es una combi-
nacién de un némero finito de configuraciones pascalia-
nas,

Por la seccién 27 y con la ley conmutativa de la mul-
tiplicacidén-es posible representar un punto en esta g-
ritmética de segmentos por un par de numeros reales
(x, ¥) y una recte mediante una razén de tres ntmeros
reales (u : v : w) en la cual los dos primeros no se a~
nulan simulténeamente. El lugar seométrico comin de un
punto y una recta estd caracterizado por la ecuacién:

ux + vy + w = 0

Yy el paralelismo de dos rectas (u : v : w) y
(u' : v' : w') por la oroporcidn;

v =ut ; v,
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mancera un teoremn oo de. nunto e interseccidn, Un teo-
rema puro de punto de interceccidn se entendarsd woul co-
mno un teorems aque contiene wunn ofirmacidén ~coercr del lu-
gor gseométirico comin de muntos y rectnas y del -nrnlelis-
mo de rectas gin el uso de otres relnciones t-les cono
1a congruencin ¥y 1a vernendiculanridad, Todo teorems puro
de interseccidén en unn geometrin nlsana nuede ser nuecto
de lap siguiente mnnera:

Becojamos un conjunto arbitrario de un n'uero finito
de puntos y rectas, Despuéds tracemos de uns mnaners ores-
critn narslelas a algunas de estns rectna., Escojamnos
puntos en alguna do 1lns rectns y tracemos rectas nor al-
gunos de estos puntos, bkntonces, si se construyen rectas
de unidn, puntos de interseccidn y psrelelss por los bun-
tos determinados en el nrocedimiento ~nterior ase obtiene
finalmente un conjunto definido de un némero finito de
rectas, acerca de las cunles el teoremn afirma que o pa-
san por el mismo punto o son parnlelas,

Consideremos nhora legs coordenadas de puntos y rectas
escogidos arbitrariamente, como par&metros p,,...y Pne
Algunas de las coordenadas de los puntos y rectas escogi-
dos menos arbitrariamente pueden ser consideradas como
parfmetros adicionales p,,,ye++y P,.. Estos elementos es-
t4n entonces representados por los varfmetros Pygesey Dro
Las coordenadas de todas las rectuas de unién, puntos de
interseccidn y parnlelas que pueden ser shora construidos
se convierten entonces en exnresiones A(pL,..., pr) quae
dependen racionalmente de estos parfmetros, y la afirmna-
cibén del teorema del punto de interseccidn nropuesto es—
t4 representada por le afirmaciédn de que nl-unas expre-
siones del tipo darén »or resul tado valores iguales para
valores iguaeles de los parfmetros, i,e., el teorema del
punto de interseccidn estableceréd aque ciertas exwresio-
nes R(p,,...,pPr), aue dependen racionalmente de ciertos
ParAmetros D,,se0, P, se onulan tan pronto como algunos
elementos de 1= sritmdtica de segnentos int- ueldu en
la geometrin vrovuests son sugtitufdr. nor estos oorfme-

tros, Como el dominio de estor elewentos asg insinito
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concluimos nor un conocido teorcam. ce ‘1 obr e las o oi-

presiones R(P, ye..y Py) deven anulurse idénticmacnte so-

bre la bace de los reglas de operaocidn 1-12 de la seccidn
13. Sin emha;go, nara prob;; que lags expresiones
R(Pyyessy Dy) se enulan idénticamente en la -ritrética de
pegmentos es suficiente ahora, como ya ge ha demostrado
por la aplicacién de las reglas de oneracién, anlicar el

teorema de Pascal y resultz entonces lo siguiente:

TEQOR+« A 62. Todo teorems puro del pumto de intersec-
cidén gue se cumpla en una geometria plana en la cual
son yélidos los axiomas I, 1-3, II, IV® y el teorema
de Pascal toma, después de la construccidn de puntos
Y rectas puxiliares apropiados, la forma de una com-
binacidn de un ndmero finito de configuraciones pas-
calianas.

Para demostrar el teorcma puro de un punto de inter-
secciédn con la ayuda del teorema de Pascnl no es enton-
ces neceegario recurrir a los axiomas de continuidaed y
congruencia,




CAPITULGCG V1l

CONSTRUCCIONES GREOMETAICAS 34AADAS
ZN LOS ALIOMAL  I-1V

36. Construcciones geonétricas con regla y conpés

Consideremos una geometria del espacio en 1l curl se
cumplan los axiomas I-IV, Pare simplificar le exposi-
cién se trataré en este capfitulo con una geonetria
plena que esté contenide en la geometria del espacio.
Se investigard cufiles problemas elementeles de cons-
truccién (disponiendo de &tiles adecuados) pueden ne-
cesariamente ser resueltos en esta geomnetria.

Los problemas siguientes siempre tienen solucidn
sobre la base de los axiomas I, II, IV:

PROBLEMA 1., Unir dos puntos por una rectn y encon-
trar el punto de interseccidén de dos rectas en ca-
so de que no sean paralelas.

La construccién de segmentos y Angulos es posible
por los axiomas III de congruencia, i.e., los proble~
mas siguientes pueden ser resueltos en lz geometria
dadas

o

cién, construir un segmento determinado.

PROBLEMA 3. Dedos una recta, un punto y un lsado,
construir un éngulo determinado o construir unag
recta que intersecte una recta dada en un sunto y
un &ngulo dados.

PROBLEMA 2, Dados una recte, un punto y una direc-

Puede verse que suponiendo los axiomes I-IV sélo se
pueden resolver aquellos problemas de construccidn gue
puednn ser reducidos a los pnroblemas 1-3.

Aifiadiremos los dos problemns siguientes » los nro-
blemas fundementales 1-3:

PROBLEMA 4. Trazar una pornlels s unas recta por un
punto dado.
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TROILECA 5. Coa sralr uay IS AT U ' g!
Pucde verse innedicrtoments oue - wboe cwroolenm-e "uelon
resolverae de varias menercs  or aedio de 1o yoblonns
1-3.
Pars llevrr n ¢2bo 1: construccidn el wroblons 1 ne-
cesitnaos unn regla., Pars regolver logs sroblenns P-5 es

suficiente, como se demostrard dessud:, acsr -leabde 1o

<

la regla uns 2scala: an instrumento con el cusl trezar
un segmento fijo?®’, como el sesmento unitario. !or 1o sn-
terior, vodemos llegar ~1 =sizuiente resul tndo:

TEOREMA 63. Aquellos oroblemss de construceidén geomé-
trica gue tienen sgolucidn sobre lr base de los nxio-

mas I-IV pueden neceocarinmente ser resueltos con una
regla y una escala.

D DENOSTRACION., Pare hacer

la construccién del nro-

blema 4, unsmos el punto

dado P con cualcuier pun-
to A de 1la rects dande a y

P F tracemos con les escala
dos veces contiguns el
segmento unitario en a,

4

digmmos hesta B y Ce AhO-
ra, sea D cunlauier nunto
sobre P, diferente de A y P, nsra el cual £D no es para-
lela a PC. Entonces CF y 3D =e intersectan en un ~unto B
y AE y €D se intersecton en un anto &, De 2cuerdo con
Steiner PPF es la paralela descada.

— L~y | —>

El problema 5 se resuelve
de la siguiente forma: S5en A
cualouier nunto en 12 recta
dada, Tracemos con 1lc escela
en mnbog lados de A 1os ses- //
mentos unitarios AR y AC ¥
despuée determinemos, sobre
dos rectas cuslesouier: nor

A, losg nuntos E y D talec

quc los segmentos AD y AL
csoon tombién iules o1
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seguento unitnrio, Lae rect-u 3D y CE se intercect-n en
un punto [y, las rectac BE y <D se intersectsn en un ~une
to Hy Fli es 1a perpendicul~r deserdn, Do hecho, los An-
gulos &£ BDC y JBEC, como Angulos inscritos en un semi-
cifrculo cuyo didmetro es BC, son Angulos roctos; luego
por el teorema de punto de interseccidén de las alturas
de un triéngulo aplicado sl trifngulo BCF, FH es también
perpendicular a BC.

Sobre la base de los problemans 4 y 5 sieunre es posi-
ble trazar una pervendicular a une rects dada e por un
punto D que no est4 en le recta, o levantar en &sta unsa
perpendicular en un punto A en ella,

Es fécil shora resolver el problemns 3 con sélo regla
Y oescala, Adoptemos el si-
guiente método en el cual
sélo se necesita trnzer D
paralelas y perpendicula-
res: Sea [> el 4Angulo por 8
construir y A su vértice,

Tracemos por A la recta 1

parslela a la recta dada,

sobre 1z cual el 4ngulo

serd construido. Desde

cuelquier punto B en un A ¢

lado de [} bajemos perpendiculeres al otro lado del &n-
gulo 3 y a 1, Sean D y C los pies de estas perpendicula-
res, Dy C son distintoe y A no esté en CD., Por lo tanto,
e8 posible bajar una perpendicular de A a CD. Sea E el
pie de ésta. Segin la demostracién dada en la phgina
H-53 X CAE = (3. S1 B se escoge en el otro lado del 4n-
gulo dado entonces E estd del otro lado de 1. Trecemos
ahora una paralela a AE por el punto dado en la rects
dada, El problema 3 queda as{ resuelto.

Pinelmente, para la construccién del problema 2 usa-
remos el sencillo método siguiento debido a J. KUrschdk:
Sea AB el segmento a construir y P el vunto on le recta
dada 1. Tracemos laz parrlels a AB por P, y en el lado
de AP donde esté B, el segmento unitario desde el nunto
P haste, digamos, C. Construynmos ademds el sermento u-
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nitario en 1 desde P a
;5// D en el 1ado dado. Sea
e \\ Q el punto donde la
D”” oaralela a AP por B
b intersecta a PC y B
N e. . .. - donde la paralela a
CD, trozada por O, in-
tersecta a 1. Entonces
— . - PE = AB. En caso do
A 8 que 1 coincida con P9
¥ Q no esté en el lado dado, 1la construccidén nuedo se-
guirse de una menern sencilla,.
Se ha demostrado que todos los onroblemese 1-5 tienen
solucién con regla y escala y en consecuencia hemos
completado la demostracidén del teoremes 63,

37. Criterio para la posibilidad de construcciones

con regla y compés

Aparte de los vproblemas geométricos elementoles tra-
tados en la seccién 36, existe una large serie de pro-
blemas cuya solucién requiere sélo el trazo de rectas y
la construcciédn de segmentos. Para explorar el dominio
de todos los problemas que pueden ser resueltos de esta
manera, en la siguiente discusién introduciremos un sis-
tema coordenado ortogonal y las coordenadas de los pun-
tos serén consideradas de la forma usual como ndmeros
reales o funciones de algunos verémetros srbitrerios.
Para responder a la cuestiédn acerca de la totalided de
los puntos construibles adoptaremos el siguiente enfo-
que:

Consideremos un conjunto de puntos fijos., Las coor-
denades de estos puntos forman un dominio racional R,
que contiene nlgunos ndneros reesles y pvarimetros arbi-
trarios p. Consideremos shora 1ln coleccién de todos los
puntos que pueden ser construfdos a partir del conjunto
de puntos dado trazando rectas y construyendo segmentos,
Denotemos el dominio formado nor las coordenades de es-




tos nuantos  or .Cl(:.,. sobe 2ontr e tuos uh oo v -

les y funcionue +ic lor w~rfsetrour ~raitirerior 3

Las dilvcasioaed i 1- seceid:. 17 maceosi-rn o al tyo—
20 de rectso y nrelelrs es nnclf{ticonmoente caouivelente -
las operaciones de sunz, reste, nalti-licocidn y divieidn
de segmentos., Adem#s, 1la conocidr fSraulas nar- ane roto-
¢ién, dads en 1l seccidén 9, muestrr rue parn 17 construc-
cidén de segmentog on cuocleouier rectrs bagta 1n ozerrcidn
analitica de extrrccidn le rafcen casdradra de 1a swuo le
dos cuzdredoc cuyers bases hen sido yr conetruldes, Inver-
sanente, la raiz cundrnds de lr suma de los cusdrados le
dos segmentos 2uede siembdre ser trazada construyendo seg-
mentos sobre ls base del teorema de Pltésoras y con la
ayuda de un triédngzulo rectéuguio,.

Concluimos de estas discusiones que el dominio () (R)
contiene aguellos y 86lo 2gaellos ndimeros reclas y fun-
clones de los prrémetros 95 que resulten de un ndmero fi-
nito de aplicaciones de lns cinco operanciones n los nid-
meros y onrfmetros en R, a saber, las cuantro oneraciones
aritméticas elementnles y una quinta operacién, l= ex-
traccibén de la rafz cuadrada de la sume de dos cuedra-
dos, Bl resultado lo expresamos cono sigue:

TEQRE«A 64, Un problemn de construccidn geoadtrica
puede resolverse trazando rectas y construyendo sege
mentos, i.e., con regla y escela si y sélo si en el
tratamiento analftico del problema las coordensdes
del nunto deseado son funciones de las coordenadas

de los puntos dedos, cuya formescidn recniere sélo de
operaciones racioneles y la odneraciédn de extracciédn
de ralces cuadrndnrs de la suna de dos cuadredos, ¥y
requiere lg pplicncidn de estes cinco oneraciones sé-
lo un nduero finito ‘e vecos.

Bs inmediatmnente obvio, a partir de ecste teorens,
que no todo problems nae ovuede resolverse coa couphe
puede también resolverse conh resla y escals solame:nte,
Para demosirar esto consldercmos 1o zeonetria nue fue
construfda en 1la soceidén 9 con 1o ryudn iel .-ano de ..~
meros nlgebraicos L)L . tn eut. weonetrf exicten sslo
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ver, loo ge aentos ¢ T e R A Y- B . e ca.-
oY) ﬂ-

Ahora, i v as curl viir L&iero oo L¥ uc o vorae, G
portir de les definicidn del coavo LU, cue tuct  aero

conjusado de w debe csier tmabids en LL, fa ~i: es ¢lo—
ro cue todog los miuneros dae LU cou reniog, o8 c-.ociaye
que conticne sélo ntueros cuyos conjuzedos con temoién
reples, i.c., todos los nkicros del comapo Lk con ren-
lac,

Considoremos el »robleme de construir un tridngulo

recthngulo con hipotenusn 1 y un cateto /i2 /- le E1

nimero algebraico /2 NZYl - 2, que exoresn el valor
numérico del otro cateto, no esti en ¢l campo L1 oorque

su conjusndo /-2 //5-'/ -? en imaginerio.

Por lo tento, el nroblema no tiene solucidén en la
geometria suvuesta y entonces no nuede ser rosuelto nun—
ca con regla y escala, aunque la construccién suede ha=-
cerse lnmediatamente con un compés.

Este anAlisis es tanbién reversible, i.e., se cumple
lo siguiente: Todo ndmero real obtenido de némeros ra-
cionales por rafces cuadradas reples, estd en el campo
.f\.. Luego, todo segmento determinado nor tel nimero es
construible con regls y cscala. La demostracidn de este
teorema se obtendré as=rtiendo de considerncionics nés Se-

nerales, [Ls nosible, en efecto, encontrar un criterio |
para la solucidn con regle y comnas de un ~roblemnn de

congtruccidn geométricn aue nos nernita deterniner inme-

diatamente, de la neturalezs onegliticn del wnroblemn y sa

solucidn, si la construcciédn es tonbiédn nozible con re-

gle y escnln golamonte, Hste criterio cstd dado 211 el si-

suiente teoremsa:

TEOREMA 65, Considercrios an »robleme de conctrucciédn

reométrica en cuyo tretamiento enelftico lno coorde-

nades de los =untos desendos nueden encontrorse, per-

tiendo de las coordenadas de los nuntos d-~dom, re-

dirnte oweracionee racionnles y 1lp extraceidn de roi-

——
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ces cuadradas udnicemente., Sea n el menor ninero de raf-

ces cuadradas suficiente para calculer lus coordenados
de los puntos. Si el problema de construccidn dedo nue-
de tambidn resolverse trazsndo rectas y construyendo
gegmentos solanente, entonces, incluyendo el punto al
infinito, es necesario y suficiente gue el oroblema
geométrico tenga exactamente 2™ goluciones reales para
todas las posioiones de los puntog dados, i.e., para
todos los valores de los parémetros arbitrarios que a-
parecen en las coordenades de los puntos dados.

Sobre 1a base de las coneideraciones hechae al prin-
cipio de esta seccién, 1la necesidad del criterio formu-
lado ee inmediata. La afirmacidn de que este criterio
es también suficiente, es equivalente al siguiente teo-
reme aritmético:

TEOREMA 66. Sea f(p,s+¢.yPn) una funcién formada a
partir de los paré&metros D ,..., Pp por operaciones
racionales y extracciones de rafces cuadradas., Si
Rara todo conjunto de valores reales de los paréme-
tros, ésta representa un ndmero real, entonces esté
en el campo () (R) gue se obtiene por las operacio-
nes sritméticas elementales y la extraccibén de raf-
ces cuadredas de la suma de dos cuedrados, vnartien-
4o d8 1, Dyyerss Ppe o

Obsérvese que puede prescindirse de la restriccién a
suma de cuadrados de dog sumgndos en la definicidn de
L) (R). De hecho, las férmulas

Var + b2+ c2 -\/aﬁl 3 Di)* + of,

Vat + bZ + ct 4+ av =\/&ﬁ‘+ BT+ c3)? + 42,

[ . » L . . L] L] L L ] [ ] L] [ ] L] L] 1)

muestran que la extraccién de rafces cuadredas de una
suma de cuamlguier nimero de cuadrados puede ser siemore
reducida a la extraccidén revetida de rafces cuedrodas
de la suma de dos cuadrados.

Segin esto, considerando los campos racionnles que
resul tan de ls adjuncidn, una por unas, de lae raices




H-118

cuadradas més internas en la construccidén de la funcidén
f(P,yeesy P,), Dasta probar que el radicando puede re-
fresentarse ean el campo racional anterior como una susa
de cuadrados. Bsta demostracidn estard basada en el si-
duiente teorema algedbraioo:

6 » Toda funcién racional P(p,,..., p,) con
coeficientes racionales gue nunca toma valores negs-
tivos para valores reales de los parémetros puede ser
repressntady como uma sma de cuadrados de funciones
rysiongles de 1gs variables p,,..., b, con coefiocien-
les reciocnales ¢

Se daré a este teorema la siguiente forma:

6S. E» el cempo racional generado por
1y, Pyseesy Pn toda fumoiln que mo tome valores nege-
tivoe para conjuntc de valares resles de las
variables es wng sums de cuadrados.

Sea f(Pyyeeey P,) uma fumeidn con las propiedaden da-
das en el taocrems 66. Extendamos la Ul tima afirmacién a
108 campos qua resultan de la adjumeién una por una de
estas rafices cuadradas que se requieren para la construc-
cién de 1la funciin f. Bn essos campos, 6o cierto que todas
funcién no magative, junto con todoe sus conjugados, pus-
de ser repressutada como una suma de cuadrados de funcio-
nes del campo bajo consideracién.

La demostracién se hard por inducecidén. Consideremos
primero un campo que se forma de R con la adjuncién de
una de las rafces cuadradas més internas de la funcidn.
Rl radicando de ssta rais cuadrada es una funeién racio-

£,(P,secey Pn)e Sea £,(P yec., P,) una funcién del
campo (R, /T,) que se formam de le adjuncidn, que junto
con todos sus canjugados, manca toma valores negativos,
y asimi o nunca ese anula idénticements. Tiene la forma
a+ /2, dnde a, b y £, son funciones racionales. De
la hipStesis hachs sobre f; ss concluye que le suma Y,
y el producto 4 , de las fumciones a + b /f;, n - b /Ty
punca toman valores negantivos. Las funcione

Y = 2a, W = a - p¥
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som por lo tanto racionmles, y por el toorema 68 pueden
ser representadnas como sumas de cuadrsdos de funciones
de R. Ademds, Y no se puede anular idénticamente,

De la ecuancidén

£~ P+ ¥ =0

que satisface f,, obtenemos

Segun las descripciones de Y y 3y1, f, puede ser re-
presentnda como una suma de cusadradog de funciones del
campo (R, /?7). Por consiguiente, el resultado obtenido
para el campo (R, /?;) corresponde al teorema 68, que
se cumple en el campo R. Repitiendo el vrocedimiento an-
terior param otras uniones llegamos finmlmente al resul-
tado de que en todos los campos obtenidos por la cons-
truccién de 1a funcidén £, toda funcién no negativae jun-
to con todoe sus conjugados, es una suma de cuadradose
de funciones del campa bajo consideracién. Consideremos
cualquier rafz cuamdrada em f. Bsta, junto con sus con-
jugadas, es siempre real. De aqui, su radicando, junto
con todos sus conjugados, es una funciédn no negativa en
el campo en el que puede ser representado, y en conse-
cuenoin pueden ser representados en ese campo como una
suna de cuadrados. Asf queda demostrado el teorema 65.
Bl criterio dado en el teorema 65 es entonces suficien-
te.

Los poligonce regulares que son construfbles con un
compés pueden ser tomados como un ejemplo de la aplica-
c¢ién del teorema 65. En este ceso no aparece un parfme-
tro arbitraerio p. lLas expresiones a ser construfdas es-
tén en este caso representadas por los ndmeros algebrai-
cos. Es fhcil ver que el criterio del teorema 65 se sa-
tisfac% de donde se desprende que todo poligono regular
puede ser construfdo trazando solamente lineas rectes y
construyendo segmentos; resultado que puede tambidn ser
deducido directamente de la teoria de 1la ciclotomia.

Por 1o que respecta a problemas conocidos de la geo-
metri{ia elementsl, sdlo se mencionard aqui gque el vro-
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(DI

blema do ¥alfatti ¢e ~uede rorolver cdlo con resln
ca.ln@f per‘g no el problema de cont-cto de Anolonio.




CONCL IS IUN

El presente escrito es una investigaciédn crftica deo los
principios de la geometria, En esta inveutigneién lua re-
gla fundamental fue discutir todos los problemas de for-
me que, gl mismo tiempo, se encontrara si vodfan ser re-
sueltos de una manera especifica con ciertos medios 1li-
mitados, Esta regla fundamental me narece que contiene
un lineamiento general y natursl. De hecho, si en el
curso de la investigacién matemftica se encuentra un
problema o se conjetura un teorema, el deseo de conoci-
miento se satisfoce entonces sélo si se tiene éxito enm
1la solucién completa del problema y la demostracidén ri-
gurosa del teorema, o s8i s0 ve claramente la razén de
fondo para la imposibllidad del éxito y pvor consiguien-
te 1la inevitabilidad del fracaso,

La imgoaibilidad de ciertas soluciones y problemas
desempefia, por 1o tanto, un importante papel en las ma~-
temAticas modernas, y el esfuerzo por resolver cuastio-
nes de este tipo fue algunas veces la causa de los des-
cubrimientos de nuevas y fructiferas Arems de investi-
gacidn, Recordemos solamente la demostracién de Abel de
la imposibilidad de resolver la ecuacién de quinto gra-
do por radicales, la comprensién de la imposibilidad de
demostrar el axioma de las paralelas, y ol teorema de
Hermite y Lendemann sobre la imposibilidad de construir
algebraicamente los nimerces € y 9,

La regla fundamental segin la cuel debian discutirse
los principios de la poeibilidad de una demostracién es-
t4 Intimemente relacionada con el requisito de "pureza
en los métodos de demostraciédn que ha sido propugnado
con gran énfasis por muchos matemAticos. BAsicamente,
este requisito no es sino una forma subjetiva de la re-
gla fundamental seguida aqui. De hecho, la presente in-

vestigacién busca descubrir qué axiomas, hipétesis o a-
poyos son necesarios para la demostracidn de un hacho
en la geometria elemental, y en cada decisién vermanece
abierta la cuestidén de cuhl método de demostracidn es
preferible desde el punto de vista sdoptado,




® Bstos axionns fucron e.tadiados en detnlle por k.
Pasch en su Vorlesugen Uber neuere Geometrie (leipzig,
1882). En particular, el i:xioma II, 4 se debe esencial-
mente a €1,

@ Estn domostrnacidén se deve n A. Nald.

@ Este teorema, que aparece en la orimera ediciédn como
un axioma fue reconocido por E, H. Noore, Trans. Am.
iath. Soc., 1902, como una consecuenciz de los axionmas
de orden e incidencia del plano formulados anteriormen-
te., Véanse también los trabajoe subsecuentes a date de
Veblen, Trans. Am, liiath. Soc., 1904, y Schweitzer, Ame-
rican Journal 1909, En E. V. Huntington, "A New Set of
Postulates for Betweenness with Proof of Complete Inde-
pendence", Trans. Am, Math. Soc., 1924, se encuentra un
estudio exheustivo de los conjuntos indevendientes de
axioanas de orden pars le recta. Véase también Trans. Aum.
Math. Soc., 1917.

@ De aqui en adelante se supondréd que los vértices de
un tridngulo no estén en la misna recta,

® Estn demostracién del teorema 19, que apareci{a como
axiomna en la primera edicién es de A, Rosenthal. Véase
Math, Ann,.,, Vol, 71,
También se deben a 61 las modificaciones de los axiow-
mas I, 3y I, 4, véase Math. Ann,, Vol. 69.

@ Ye en la obra de Proclo, comentando los clementos de
Buclides, aparece la idea de este demostrncibn. En lu~
ger del teorema 14, Proclo utiliza 1a hi-Stesis de que
en la construccidn de un dngulo recto se ontiene siem-
ore otro &ngulo recto, i.e., un Angulo isunl 2 su sunle-
mentorio,

dne troaduccidn franceca de los comentarios de ‘roclo
con introduccidn y notes de I's Ver Eocke tue publicsda
en Collection de trovaux de 1'Acad. iuanerunst., d'nistoire

des seiences, .2. 1, "Proclus de Lycie", (E. wrze, 1943),
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7 Con respecto n la cuestidn de hostn dénde sued: este
teorema recmplazar nl recirroco del axioma de las pora-

lelas, vdéanse las obsorvaciones en 1ln seccidn 12, al {i-
nal del canftulo II.

@ Una clasificaciédn vrecisa de las coadiciones que o
requieren pquil pnre el orden y la conygruencia de lo rec-
ta fue hecha por F. Dachrann y fue incorvorada en la
formulacién del axioma V, 2 de la séptina edicién.

@ La observacién de que el axloma de completez de la
recta o3 suficiente se debe a P, Bernays.

+ Bsta afirmacién era consideradn, en 1lno ediciones
previas, como un axioma de oompletez.

1 Compédrense también lps observaciones al final de la
secoidn 17, as{ acomo mi conferencia sobre el concepto
de nimero, "Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereis
nigung, 1900*, La investigacién del tearema aceroca de
la igualdad de los dos Angulos de la base de un trién-
gulo isdsceles conduoirisa a otros dos axiomas de conti-
nuidad. Véase mi articulo "Uber den 3atz von der Glei-
chheit der Bamsiswinkel im gleichschenkligen Dmreieck”,
Proceedings of the ILondon Mathematical Society, Vol.
35 (1903).

Mencionaremos las siguientes investiganciones sobre
los axiomas de continuidad: R., Baldus, "Zur Axiomatik
der Geometrie", I-III, I en Math. Ann., (1928), 100,
321-33; II en Atti d. Conge. int. d. Mat. (Bologna,
1928), IV (1931); III en Stigber. d. Heidelberger
Akad. WNiss.,, 1930, Fifth Proceedings. A. G5chmidt,

"Die Stetigkeit in der absoluten Geometrie", Ibid.,
1931, Pifth Proceedings. P. Bernays, "Botrachtungen
tber das Vollstandigkeitsaxiom und verwandte Axiome",
Math., Zeitschr. 63 (1955), 219-~92,

» Respecto e la cuestidn de la consistoncia de los
axionas de la aritmética, comndrense ais conferencies
sobre el corncento de ndmero "Berichte der Do itschen
Mathematiker-vVereinigung", 1900, nsf{ cono twmabién




"Mathematische Probleme” dndas en el Congreso Internn-

cional de Matemdticas de 1900, GBttingzer Nachrichten,
en particular el problema 2.

OIncidentalmente puede sor demnostrado que en una ~Zeo-
metrfa on que los axiomas I-IJI y el axioma de Arquime-
des V, 1 son vélidos, la afirmncién del axloma de lap
paralelas no es satisfecha por ningin par: una recta a
Yy un punto A no en a; o por todo pnar. Véase R. Baldus,
Nichteuklidiache Geometrie (Berlin, 1927).

¢ G. Veronese ha hecho también un intento pare cons-
truir una geometrias que es independiente del axioma de
Arquimedes, en su profundo 1libro, Pondamenti di Geome-
tria (Padua, 1891). Traduccién al alemén por A. Schepp,
Grundzlge der Geometrie, (Leipzig, 1894).

@®*Die legendreasche SHtze Uber die Winkelsumme im
Dreieck”, Math. Ann., Vol 53 (1900).

! Una demostracidén de este teorema fue también produ-
cida después por P. Schur, Math. Ann., Vol. 55 y nueva-
mente por Hjelmslev, Math., Ann., Vol. 64. Bn el dltimo
@88 notable el argumento extremadamente corto que se da
para la demoetracién de la mitad de este teorema. Véa-
@e también P. Schur, Grundlagen der Geometrie (Leipzig
y Berlin, 19093), Seccidédn 6.

@ P, Schur ha publicado en Math. Amn., Vol 51 una in-
teresante demostracién del teorema de Pascal basada en
lo8 axiomas I-III del plano y del espacio. También lo
ha hecho Kehn en Math. Ann., Vol. 53, Més terde, J.
Hjelmelev, uesando los resultados de G. llessenberg
(Math., Ann., Vol. 61) logrd demostrar el teorema de
Pascal sobre la base de los axiomns del plano I-III
("Neue Begrundung der obenen Geometrie", Math. Ann,,
¥ol. 64).

¢+ Resulta tembién interesante el uso que puede hacer-
se del teorema sobre el punto de interseccién de las
al turas de un triéngulo en la demostracidén del teoreme
de Pascal, o en la teorfa de la proporciédn. Acerca de
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esto véase P, Hchur, ..ath, Aan., vol. 57, y J. xmolle-

rup, Studier over dan plane feometris Akszioamer (Conen-—
hague, 1903).

@@ CompArense con ésto, también, los métodos emvleados
en el desarrollo de la teorfs de 1lun prownorcidn que han
trabajado ol mismo tiompo A. Kneser, Archiv fur Math.
und Phys., Jeries IIT, Vol. 2, y Wollerup, .ath. Ann.,
Vol. 563 nsi como también Studier over den plene Zxeomne-
tris Aksiomer (Copenhgrue, 1903), en sl cupl se supone
la ecuacién de proporcidédn. En "Zur trooortionenlehre,
P, Schur comenta que Kuofor (Sitzungzsber der naturfor-
schergesellschaft zu Dorpat, 1393), he demostrado co-
rrectamente la ley conmutativa do la multiplicacién,
Sin embargo, el resto del desnrrollo de Kupffer de lea
teoria de la proporcidn deberism verse como inadecuado.

oVéanse las observaciones al final de la seccidn 8,

2 Principii della equeglianza di poligono nreceduti
da amlcuni citici sulla teoria dellsa ecuivalonca .Zeome-
trica (Milano, Briola, 1881). Vdéase también Principii
dells equeglionza di ooliedri ¢ di poligoni sferici
(Milano, Briola, 1883),.

G» Monatshefte fur Math, und Phys., Jehrgang 5 (1894).

@» Sitzungsberichte der Dorpater Haturf. Ges., 1d92.

a Grundla-en der Geometrie, Vol. 2, Parte 5, Seccidn
5 (1898).

G» Véase mi conferencia "Mathematiache Probleme”, No. 3.

@9 "Uber raumgleiche Polyeder", GWttinger Wachrichten,
1900, asi coma también “Uber den Rauminhal t*, Math.
Ann., Vol. S57.

@ Sélo 1o primers parte del teorcma 51, as{ como de
los teoremas 48 y 52, se cuwnvlen anfloganeute en el es—
pacio. Vdase Schatunowsky, "Uber den Neuninholt der to-
lyeder", liath. Ann., Vol. 57. En la exnosicién "iJber
den Inhalt svherischer Dreiecke”, ath, Ann fol. 6CQ,
M., Dehn ha demostrado que con 1n ayul. de los teorenns
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de congruencia es nosible desarrollar la teori{a iel #Area
plana sin el axioma de 1lns parrlelas. Véance ademAs PFin-
zel, "Die Lehre vom FlAcheninhalt in der allgemeinen
Geometrie", Math. Ann., Vol. 72.

@ "Begrindung der Lehre vom Polyederinhnalt", Math. Ann,,
Vol. 82.

@9 "Sur la décomposition des nolyédres'", Comm, Helv,,
Vol. 16 (1943/44), 266-73,

@+ 1lugar de la primern geomotrfe '"no dessrguiana" in-
troducida en este nunto en las edlciocnes previas de este
libro, seré ilustrada en lo sucecsivo una geometria no
desarguiana més simple que se debe a Moulton, "A Simple
non-Desarguesion Plane Geometry", Trans, Ann, Math. Soc.,
1902,

@ H, Mohrmann da mds ejemplos interesantes de sistemas
de rectas no desarguianos en Pestschrift David Hilbert
(Berlin, 1922), p. 181.

@ G. Hessenberg en su articulo "Uber einen geometris-
chen KalkWl", Acte Math., Vol. 29, 1904, efectdsa la de-
rivacién de una aritmdtica de segmentos relacionada con
el desarrollo de las ideas de topologia. Algunas partes
de la derivacién se obtienen més fAcilmente si se desa-
rrolla la suma de vectores sobre la base del teorema de
Desargues. Véase H¥lder, Streckenrechnung und srojekti-
ve Geometrie (Leipzig y Berlin, 1911).

@ Mediante una forma proyectiva del teorema de Desar-
guesg puede introducirse una nueva aritmética de segmen-
tos, ain ¢in el axioma de las paralelas IV?

G9El teorema 61 fue demostredo por G. Hessenberg ('Be-
welp des Desarguesschen BSatzes aus dem Pascalschen"”,
Math. Ann., Vol. 61), en la forma mostrada a continuan-
cién.

5 J., KUrschdk ha observado que la condicién de cons-
truir un segmento es suficiente., Véase su nota "Das
Streckenabtragen", Math. Ann. 55 (1902).
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@ Este 'roblemn fue 'rinero tratnio nor m! narn una va-
riable donde #. L:nd-ua dewostrd connletnmente el teoremna
para wia variable cor ¢l uso de herranientas simples y
clenentales. Lo demogtraocidn counoleta ha sido dada re-

cientemente nor Artin, Hauburger Abhanilungen, Vol. §

(1927).

@ Pare otres construcciones geondtricas con regle y eo-
cala, véese . Peldblun, Uber elementmr~eometrische Koiu—

truk tionen, Insugural 2Zicsertation (GYttingen, 1599),
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Un COLJUNTO DB POSTULA LG rARA T A e SITA
FLAVA BASAMS £l LA duoal AV sl DHA 3. .U.‘A;\'ZQO

Introduccidn, ilace slounos aaos, bhierndo resonter log
hechos geomdétricos mAs voncillos en ana Corme ~orlar e
df cucnta de e¢ébémo 1. geometria 1l 0!fa ror desarro-
1lada facilmente a vartir de los elementos y relaciones
incorporedas en la regla graduada y ol trqncportndorqa
El propésito de este articulo es iresentar el conjun-
to correspondiente de postulados en una forma matemdtica
rigurosa. Desde el punto de vista puramente matemftico,
estos postulados difficilmente nueden coumpararse con otros
conjuntos entre 1los cuales, s86lo en este pails, podemos
nombrar los de Veblen, Veblen y Young, Schweitzer y Hun-
tington. Sin embargo, a causa de su inmediatez y posible
utilidad, el nuevo conjunto posee un interds obvio.

1., Blementos y relaciones supuestas. Los elementos
supuestos son: (a) los puntos, designados por A, B, ...,
¥y (b) ciertas cleses de puntos llanadas lineas (rectas),
designadas por 1, my, ... .

Las relaciones supuestas son: (c¢) la distancia entre
dos puntos cualesquiera A, B

desizgneda por d(A, B): un ni- . diA. 8) o
mero real no negativo con A fig., 1 8
d(A, B) = d(B, A) y (d) el
fngulo formado por tres pun- a
tos ordenados A, O, B
(A £0, B¥ OQ designado £ A0Q3
por <£AOB: un numero real
(mod 2m). : 0 A
filg., 2

El punto O es llamado el
vértice del Angulo.

2, El Boetulgdo de 1la medida eobre unse rectz, £1 pos-
tulado de 1la medida sobre una rectas se foraule como si-
guet




POSTULADO I. Los puntos A, B,... de cualquier recta l
pueden ser puestos en correspondencia (1, 1) con los ni-
meros reales x de tal manora gue |xg - x,| = d(A, B)
para todos los puntos A, B.

. - - o
Evidontemente la escala %h—~é~—~w——JL——%

0 regla graduada incorpora
este postulado.

fig. 3

Las conclusiones siguientes son inmediatas:
(a) d(A, B) = 0 si y 8blo si A = B,

(b) Si tres puntos cualesquiera A, B, C de una rec-
ta estén ordenados correctamente, la ecuacién:

d(A, C) = d(A, B) + d(B, C)

se cumple, pero solamente en este orden A, B, C
o en el orden inverso C, B, A.

(e) 8Si x' denota cualquier segundo sistema de nume-
racién en la recta 1, para todos los puntos A en
1 y para alguna constante d, § x9% =x, +d §

()
bien, x'y, = -x, + d.

Claramente (c) afirma que la numeracidén en la escala
est4 determinada por el origen marcado con el O y la di-
reccién tomada como positiva.

Podemos ahora definir: Un punto B estd entre Ay C
(A # C) si se cumple la relacién (b). Los puntos A y C,
jJunto con todos los nuntos B entre A y C forman el seg-
mento AC; en otras palabras, el segmento AC es el con-

junto de puntos P talée que &::i :: 2 ’;:} segin ocu-
x X

rra que ‘.324( Xﬂ

Asimiamno, una semirrecta 1' con extremo 0 quedas defi-
nida por dos puntos O, A en una recta 1 (A ¥ 0) como la
clase de todos los puntos A' de 1 tales gue O no esté
entre Ay A'; en otras nalabras si O se toma cono el ori-
gen del sistema de nuneracidn y A se toma en el lado po-
sitivo, i,e.y Xxo2 O, la semirrecta OA consiste nrecisa-
mente de los puntos P para los cuales xp), O, La recta
dada 1 consiste de dos de estas semirrectas con el extre~




mo camdn dado 0, === —~ = ==—=-~ eyt

31 A, B, C son tres puntos distiitos, =e uice que los
tres segmentos AB, BC, CA forman un triéAneulo QAABC,
con lados AB, BC, CA y vértices A, B, C. Si A, B, C ee~-
t4n en 1la misma linea recta, se tice que [ AUC ec degie~-
nerado, en caso contrario es no degzenerado,

3. Bl postulado del punto-recta. bste segundo nostu-
lado se formula de la siguiente manera:

POSTULADO II. Una y sélo una linea recta 1 contiene
dos puntos dados P, Q (P 4§ Q).

Camo consecuencia de II, dos rectas distintas cuales-
quiera 1, m s6lo pueden tener un punto en comdn o no te-
ner ninguno. En el primer caso se dice que son parale-
Lg_gp; una recta 1 saiempre se considera comno paralela a
of miema.

El postulado II establece el hecho de que puede tra-
zarse una dnice recta por dos puntos, de manera que si
dos rectas se intersectuan, esto ocurre en un punto de-
terminado.

Todas las construcciones geométricas dependen de es-
te hecho,

4., El postulado de la medida angular. El tercer vos-
tulado, de la medida anguwlar, »uede formularse como si-
gue !

POSTULADO III. Las semirrec- ”

tas 1, m,ss» POF oual-

guier punto O pueden ser 8

nuestas en correspondencia

(1, 1) ocon los nimeros rea-

les a(mod 2f) de tal forma 0 A £
que 81 A O y B# O son fig. 5

puntos de 1 y = respectiva-
mente, la diferencia am- 8 , (mod 2W _; LAOB.®
Ademés, si el punto B en m varfa continuanente gobre




B-4
una recte r gue no contiene el vértice 0, el numero n,,.
var{a también continuamente ®

377

Segin este postulado, es J7
evidente que cualesquiera 7
dos semirrectas 1, m con
extremo comin 0 definen un a3 /g
,10m, a saber ZAOB, don- e
de A#Q y BZO estén en / .
1l y m respectivanente, )

Evidentemente el trans-
portador materializa este
postulado. ™

Veremos que el Angulo
£10m es, segun esta con-~ o
cepcidn, el 4ngulo dirigi- o fig. 6
do de la semirrecta 1l a la
gemirrecta m gue determina la posicidén de m relativa a8 1.
Bl dngulo usual <£10m estd entonces dado por el valor nu-
mérico del menor residuc de a, - ag (mod 2%1). El 4ngulo
signado usual se obtiene tomando alguna diferencia alge-
braica a,,~- ag que e@ considerada como representativa
del 4dngulo generado por la rotacidn continua de una semi-
rreota desde 1 a m.

Las siguientes conclusiones se desprenden de inmedia~
tot
(a) ¢210m=0 si y 86lo Bi 1 = m.

(b) Si 1, m, n son tres rectas cualesquiera por O,
entonces
210m + <4mOn = £10n,

(c) Si a' denota cumlquier segundo sistema de nume-
racién, para todas las semirrectas 1 por O y pa—
ra alguna constante d, a'y = a,+ d o blen
a'g = -ap + d.

Se dice que dos semirreotas 1, m por O forman un an-

gulo llano si
Llom = 1T,




£s8 claro, wvor estn “erinicidn, e sl L1Un eo oan aydlo

1lano entonces tnubidn lo ecs  £m0Ol.
Se dice que dos seanirrect .c 1, n vor o lora.n uw 4nsu-
lo recto si

10m == 2:

Es tambidén claro aue gi £10m co un “ngulo recto en-
tonces lo es /ZmOl, En este caso deciios tambidn cue m gs
perpendicular a 1 y escribimos ml 1., SBe coneluye gue hay
dos semirrectas m_, my L =& una semirrecta dada 1 en su
extremo 0, a sabor, aquellas tales que:

(10m, = .‘{_, (10my = -

»[R

Evidentemente m, y m, forman un fngulo llano.

5. El postulado de semejanza. El cuarto y @ltimo nos-
tulado, de semejanza, os el siguientes

POSTULADO IV, Si en dos tridngulos AABC, AA'B'C! ¥
para alguna constante k>0, d(A*', B') = k d(A, B),
d(A*, C') = k d(A, C) y ademéds LB'A'C' =% £BAC, enton-
ces ocurre tambidn gue d4(B*, C') = k d(B, C),
LC'B'A* =L/LCBA, [A'C'B' =¥ /ACB.
g’ En otras palsoras,
i dofinimosg dos tri-

8 fngulos como semejen-
tes en el caso de que
los lados correspon-
dientes sesn Trovore
cionales, y los é&nzgu-
los correspondientes

A C A ¢’ cean todos isuales o
fig, 7a fig, Tb bien sean los fngulos

de w0 ne 2 tivos de

los dngulog correspondientes en el otro, este cortalndo

esteblecs gue =i DAPC y AOA'3'2Y ticnedn dovw L .uf Tro-

sorcionvles vy el ‘“ngmulo inelufuo corres .ondicnte izucl,

entonces won seunejantes,

Una lineca ruegbradn A B 2 ... nn 1 con L2 e unn co-

leccidn de serzentos AZ, 80, +.., K1  nae  ueden o no in-
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tersectarse en ciertos puntos., Los puntos A, B,..., L
son log vértices de la 1l{nea quebradaz. S1 el onunto ini-
cinl A y el punto final L coinciden, la ..inea quebrnada
s llamada un poligono.

Se dice que dos lineas quebradas o dos poligonos son
seme Jantes si loes lados correspondientes estin en provor-
cién y los énzulos corregvondientes son todos iguales o
los dngulos de uno son todos nozativos de los correcoon-
dientes en el otro, Se concluye innediatamente del pos-
tulado IV que si sélo A'B',...,K'L' y AB,...,KL respec-
tivamente estin en la misma provorcidén, mientras que
LA'B'C'yens, LI'K'L' y (LABC,..., £JKL respectivamente,
son iguales o unos gon los negntivos de los otros, en-

tonces las lineas quebradas o poligonos deben ser seme-
jantes,

En general, cualesquiera dos fisuras goomdtricas pue-
den ser llamadas semagantes 8l existe una corresgsvonden-
cia de puntos tal que todas las distancimss corresvondien- |
tes estén en la misma proporcidn y los édngulos correspon-
dientes sean todos iguales 0 unos sean todos los negati-
vos de los otros.,

De una menera anéloga, dos lineas quebradas, o triAn-
gulos, o voligonos, o figuras serén llamadas conesruentes
8l son semejantes con razdén de proporcionalidad k = 1
para las distancias, de forma que las distancias corres-
pondientes son igunles.

Hacemos notar que el postulado IV se aplica en el ca-
so degenerado, cuando los puntos A, B, C 6 A', B', C!
estAn en una linea recta, ya que ABC, A'B'C' en ese caso
también formaran tridngulos (degenersdos), de acuerdo a
la definicidn.

Evidentemente, este Ultimo postulado es esencialmente
una formulacién del hecho de que cualquier figura geomé-
trica puede ser gumentada o disminuf{de en una razén ar-
bitraria k con una‘orientacién prescrita arbitreria en
el plano.

Al demostrar cémo estos postulados son suficientes co-
mo base pers la geometria plana, probaremos algunos de
los teoremas més sencillos y fundamentales, I-X, de los




cuales se counecluy=2 1o r st 14> ool ST PR RY W o BN s
nogtulaton caracteriz:qn ont ~dric-... e L. T
diano. :sor suraesito, Wy ver  oaca oot S L

ie la geometri se contindo enn 1o JVorun o oans,

G, BY teoranp sobre log 4u-uwlog-: lisnos g rriner -
——

consecuencin de los nostulodos I-T. o ol risdl oo "ao-
remas

I

HOREMA I. i1 dogulo 10m gs un Suguio ilaeno o1 o 5670

:_i_._ 1 y mson las dos semirrectas de ann tols raectae
que tienen 0 como extremo comxi.nc,77

i

DEMOSTHACION., Suvonzmaos nrimero nsue n ar ung rectn

con un ncunto O y las semirrectns correcoondientes 1 - m,
Demostreremos aue £10m = Y.
Escogemos A en 1 y 3 en o __’?“ _9 A Y’
de tal forma que GA = 0D = 1
(postulado I). fic. 3
En los trisngulos degenersidos OHU3A ¥y AvVA. tencucs
LUBAZ ¢« LCA3 =0

y también

a3, 0) = da(a, 0), a(B, A) = d(A, B)
vor lo tanto QUCZA y AUAS zon congruentes, i,e,, senc-
jantes con k = L1j vor el n»ostulado IV los #4:msulos co-
rrespondientes restonte. son i;;uales

LBOA 2 LA03 E -LB0A

¢tic donde
2 LBGA

wm

e

De aqul ZiCA = 0§ (V. Pero la rosibilicnd £ A
debe ser exclufda ya cue VA ., U2 son sesirrecins distii-
tas (nostulado III), De lo cual inferimor aue £ i 1T,
cono querianos,

it

Sua0N0s Ahors aue las cemirreactes Loy 0 se later-
secten en U y forman wi uigule 1inno W. 1La otra semi-
rrectn 1' en lo misas rects aue 1 con extrexo v formn
tambidn an Anczato 1lano M con I -or lo on’ Lo, de wo-
do que

Zive = TV, L1'wl = 1.




Luezo entonces
£1'0m = £1'01 + Z10m = O,

i,e., m debe coincidir con 1°,

m' Je los teoremas unte—
m :
riores es innediato nue

1’- YL dos lineas rectas ilimi-

tadas 1 y m son soronis-
damente llamadas vernren-
m" diculares, 1lm, si se

figs 9 intorsoctan en un nunto

0O con genirrectas per-
pendiculares 1°*, 1" y m', m".

7. Los tres teoremas del trifnzulo. Probemos =2 con-
tinuacién el conocido teorema siguiente:

TEOREMA Il. Dos tridngulos AABC y AA'3'C' son se-
]antes 8i doa pares de fnzulos corresnondientes son
iguales o necativos unos de los otros,

DEMOSTRACION. Surnongnnos vnor ejemplo LABC = LA'B'C?

y &LCAB =(C'A'B’', Definimos k::—'-g. y sea C" el

punto en la semirrecta A'C' tal que también %:-g-": k.

Clarczmente, por el oostulado IV, AA'3'C" es sexejante é

AABC con fngulces igunles. Por lo tunto ZA'B'C"= ZABC
S{A'B'C'. Por el nostuledo 1II, 3'C' de ester entonces
en 1z misma senirrecta cue B'C", De aquf gque C" esta

Bl
8

A C ! c* ¢’ 4
Fig. 10a fig, 1CDH
en 1n lines B'C' v t:abidn en A'C'. Resulta obvio ,ue
AA'3'C' es necnari-zente sennj nute 1 AABC geslu a-
firma el teoreac,
gn segudo luser “robeinog:




TEORAMA T1I. si d(A, 2) = 4, 2) ¢ AA=U, 2utona
LCAR = -LUBA, e inversemsnte,

DEMOSTRACION. Jom)nresos C
los trifnsulos S4B ¥ AUBA
en log cunles
d(eC, A) = d(u, 3),

a(c, B) = da(c, A),

LACB = «Z3CA., Bstos trifne
zulos son congruentes (pos-
tulado IV con k = 1),

LCAB T - LCEA,

Para orober el inverso, sunoncmos £ A = -LJ 3A Yy
combaranos de nuevo log tri‘n wlos AJAL v CHA en los
cuales tambidn

7z
fig, 11

LBCA =-LACll,
Por lo tanto, por el teoreme [T, lor~ tri‘n-uwluc son seme-
jentes con k = 1, Regults entoncea e (4, ) = d(3, C),
coao se efirma.
Un trifngulo con dos lados igundes 5 1lumeio un tri-
fngulo isdsceles.
En tercer lugar uvrooemos:

TEOREMA 1V. Dos iridfngulos AA3C y AA'B'C' son seme-
,‘jantes si sus lados gorresnondizntes son rronorciona=-
laes,

DEMOSTRACION. Construyemos AA'B'C' semejante 8 AABC
y tal que L C"A'B' sen de signoO opuesto o ZC'A'3!
(postulado IV). Esto es siemnre posible & menos gae
LC'A'BY 4 (JCAB=0 6 9T, Por el momento excluimos
tales casos, de manera gue C' y C" son distintos, Obvia-
mente, bastarAi probar que AA'S8'C' y AA'3'C" son se-
mejantes; es claro que =sus lados corresuondientes son
igusales,

C
Pero or el teoreas III

avlicado = los tridnsulos
isésceles AC'A'C" y
DC'3'CY, temanos
8 LawrerZ-garcren,
figz, 128 LCIChRY ==L NG DY,
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el de donde al sunar
‘Alc IB!E‘A!C"BO.
De aqui que, los 4n-
gulog en AA'B'C' y
DA'B'C" con vérti-
A’ ! ces en C' y C"* son
nesativos uno del o=
tro, y estos trifn-
Zulos son seme jan-
c” tes,
fig. 12b Evidentemente, 1la
misma demostracidén
se aplica siempre y cuando podamos tomar C" ¥ C', Pero
tal posicién de C" ocurrird a menos que tengamos
LCABE LC'A'B' =0 6 YT, En este caso, el teorema es-
tablecido es obviamente verdadero por el postulado 1V.
El postulado IV y los tcoremas II-IV forman las ba-
ges usunles para los teoremas de congruencia y semnejan-
za, que no necesitamos desarrollar més,

8, Bl teorema de la suma de énﬁulos. Ahora puede ser
inmediatamente establecido el sigulente teorema:

TEOREMA V. Bn cualguier tridngulo AABC:
LABC + (BCA + 4CAB = . Ademés, 81 AABC no es

degenerado los tres os pueden ser tomados del
mismo signo entre O y 1V,

DHMOSTRACION. Para demostrar la primera afirmacién
sean K, L, M los puntos medios de BC, CA, AB respectiva-
mente, Observemos primero que, de acuerdo con el postu-
lado IV, AAML, AMBKX, ALKC son semejantes a AABC con
k =g y Angulos iguales. Tenemos entonces que
a(L, M) =fga(B, C), da(M, K) = %2 da(c, A),

a(K, L) ='2d(A, B), Por lo tanto, el AKIM es congruen-
te a cada uno de los tri&ngulos pequerios nor el teorema
IV. Si ahora escribimos

LABC = @ , (BCA = ¥, (LCAB

"

]

A,
tenemos
LKL T4+a, (KM 248, LMK =t Y,
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donde el sgsigno + 6 -~ sliem»re ser4 el wnismo.
Ahora, el dngulo

CAMB = JAML + JIMK + ¢
{KNMB
= B + LL¥K +
« . L K

es un Angulo 1lla-

no., Obtenemos en-

tonces la rela-

cién deseada si A M 8
el signo es + . fig. 13
Sin embargo,

en caso de que el signo sea - , tendremos
IW=z3-¥ 44 e igualmente max¥-4+f3
Mzu-A+Y

=T A 43+ VY
(como antes) as{ que de las ecuaciones anteriores
24228z 2Y¥ =0,
L0 M, Az0T, ¥=0 7.
Por lo cual el signo es + en éste y en todos los demés
casos,
Para establecer la segunda parte orocedanos como si-

gue ! A

de donde, al sumar

Y por lo tanto,

ILa segunda varte se
cumple para cualquier
AABC rectdngulo con édngu-
lo recto en B, De hecho,
podemos ordenar A, B, C
de tal forma que LABCE%
fig. 14 8 Hagamos tender shora C
hacia B por la 1linea BC. [/ CAB varfa continuamente (pos-
tulado III, varte 2), y nunca toma el valor O 6
(mod 2f) ya que C nunca estd en le lf{nea AB y ademés
LBCA# O (usamos el teorema V, varte 1). Luego, el
menor residuo & de LCAB debe ser numéricanente menor
que ’f « De la misna manera, el wenor residuo ¥ ae
{ BCA es numéricamente menor que % . Ahora teriemos
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«+ TP =TW 6 d*T:‘:—:%-
Esto 86lo puede ocurrir si estos menores residuos son po-
sitivos. De aquf que, la segunda parte d¢l teorema se
cumple para cualquier tridngulo recténgulo.

Un razonamiento semejante valdréd para cualquier AABC
no recténgulo a menos que al hacer tender hacia C, por
ejemplo, LCAB se convierta en un &4ngulo recto en D. De
hecho, 8i esto no sucede para algun caso, deberfiamos
concluir que los menores residuos &, 3, ¥ de L CAB,
LABC, (BCA son nunéricamente menores que 5{- . Pero en-
tonces tendriamos también

«+ P+¥ =W
de tal forma que loas menores residuos son todos hecesa=-

riamente del mismo signo (+ 6 =), y la conclusién es la
miaema que antes.

Pero sl existe tal punto D, vemos de inmediato, a par-

tir del tridngulo rectangulo AADB, que ZBAD y (DBA
pueden ser tomados como <E numéricancnte, y del miamo

- 2
signo que (ZADB = ti' , con
LBAD + (DBA = ¢ %

De la miasma forma, del tridngulo A CDA obtenemos

LACD + JDAC = 4CDA = + 12"-

Sin embargo, ya que tenemos

LADB + (JCDA = (CDB = 1V

aparece el mismo signo ¥ en ambos casos., Entonces al su-

mar
LBAC + LACB + (LCBA = *+¢r

r——

donde los menores residuos en el miembro de la {zquierda
son del mismo signo ¥ y numéricamente menores que T,

Por supuesto sélo un residuo puede exce:der Jg .

9. Una propiedad del bisector pernendicular, El biseo-
tor perpendicular de un segmento AB es la recta L AB en
el punto medio D de AB, ji,e., el punto D para el cual
d(A, D) = d(D, B). Tal punto existe vor el postulado I.
El bisector perpvendicular tiene la siguiente importante
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oropiedad de "lugar geoadtrico:
TEOREMA VI, Todos los puntos t eonddist - ntes de Ay B
(A 2 B) Y 86lo estos, ost'n eu el virectur -orienuicu-
lar de la linea AB. p

D+ JOSTRACION, Dados A, B
y un punto P tal que
d(P, A) = da(P, B), sea M el
punto medio de AB y unamos
P con M. Los dos triéngulos
OANP y ABYP son entonces
congruentes por el teorema A M 8
IV, ya que fig. 15
d(‘o P) = d(Bo P)o (A, M) = a(B, M), d(M, P) = d(M, P).
Luego L MPB = $LMPA. Pero debe tounnrse el signo = ya que
Ay B son distintos, Por lo tento, también

LINP = <« AMP = ZPMA.

Y de aqui
LALB = LAMP + LPMB = 24ANP
é
W= 2¢omp
En consecuencia
o = v
LAVP = 2 -2':

i.e., @1 punto P estd en el bisector -ernendiculer de
AB.

Mé&s ain, sunongamos que P es cuelquier punto en el
bisector »erpendicular, entonces eon los tridnzulos
AANIP, ARIP

L MP =-£8P, d(aA, M) = da(m, B), da(&, P) = da(M, P).

Luego por el ooztulado IV, los tridngulos son congruan-
tes, y vor ende d(A, P) = d(B, P). Esto com:leta la de-
mostracidn,

10, La existencia Jde una Wiica »erendicular de un

==y

punto s una recte. Probaremnos ~hore el siguiente teore-
mas
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TEOREMA VII. Existe una y 86lo une recta vervendicu-
lar a la recta 1 Y que contiene un sunto dado P.

DEMOSTRACION, Para P en 1 la ofirmecidn es obvianen-
te verdadera, Para P no en 1 procedeios de le siguiente
manera$ Sean A, B dos puntos distintos de 1. Construya-
mos AAP'B, congruente n AAPB con P' distinto de P; es-
lo hacemos escogiendo un rayo AP' de tal forma que
LP'AB = -LPAB y tomando P' tal que d(A, P) = d(a, P'),

P determinando as{ A AP'B,

Aqu{ por supuesto P #§ P!,

Pero Ay B estén a 1la
y) miana distancia de P y

P' y por consiguiente

estin en el bisector

perpendicular de PP°,

Por 1o tanto la recta

p' PP' y 1la recta AB son
fig. 16 1, y obtenemos as! una
perpendicular a AB por P. Si hubiera una segunda perven-
. dicular a AB por P, tendrfamos un tridngulo APMM' donde
P y PM' son las perpendiculares en cuestién, con M y M*
en 1, Pero, por el teorema V,

W= (ME'P + (M'PM + LPUM?

W4Ty Lurms —‘21
de donde

LU =0 6 T

i.e., M'P y MP serian la misma linea recta, contrerio a
la hipéteais,

1ll. El teorema de Pitgorae. Podemos ahora demostrar

el tsorema de PitAgorass

TEOREMA VIII. En cualquier MABC recténgulo con
cacB =+ B, a(a, B* = a(a, ©)* + a(c, B 8
e = at + M,

DEMOSTRACION. Si agrandamos este tridngulo en la
proporcién de b a & (postulado IV), se transforma en

n




At Ui ol txethn-ila

con i ol taLu, b, be
semejate 2L winero, con
c b k = o 7 el amizno jngulo
L AC3 en el nuevo tridne
agulo A2 -5l onteni-

0.
8 Qa C Je2 1l micme monera,
fig, 17 un trifn-ulo AHATBCY
con k = . tiene lados

a , ab, ac respectivamente y JCA"C"B" = LACB. 3i eatos
tridngulos fueran "acomodados juntos" (véusme iz, 18)
de tal forma que B', C' y A", C" resnectivamente sean
los extremos de un segmento dado, es cluro aue

.

L

LA'C'B" = [LA'C'B' + LB'C'B" Et% 3%

Por lo tanto, C' est& en la recta A'D" cutre A' y BW,
Ademds

LBIIB‘AO E LB"B'C' + LO'Bra

= (BaC + LCRA = 3%, or 21 teorema V.
Resulta entonces gue A=8'
A A'B"B' es semejante a
AABC con 4ngulos de sig- ac be
no contrario.
Pero por otro lado es
claro que el fasctor de 8" a pe_c P
escala k, es k = ¢, ya i, 18
que las distancias
a(A, ¢), d(C, B) se convierten en bc y -c¢ o.. el nuevo

tridngulo. El tercer lado es entonces c¢2. Couwr:rando ano-
ra: c? = a% + b2 (postulado I).

12, Paralelas, Redes Rectengulares. Unn roie.ad fun-
damental de las rectas oaralelas en 21 51 -..) &1 o} cigui-
ante:

TEOREMA IXL. Una y s6lo une rectn _=1leln o uane restn
dada contiene un ounto dedo P,




DEMOSTRACION, Si P
estd en 1, este he- m P
cho es obvio!: 1 es T

paralela a sf mie- ) T —— -
M8 e Q

Si P no esaté en
1, consideremos la
Ynica recta PD 11,
Y la rectam l,PD
en P.

fig. 19
Esta recta m no

puede intersectar a 1, ya que de otra forma habrfa doe
perpendiculares desde el punto de interseccién a PD, in-
tersectdndola en P y D, lo cual contradice el teorema
VII.

Por lo tanto la rectam es 4| a 1. Palta demostrar
que ésta es la dnica parsalela por P,

Si hubiera otra recta n, escojnmos un punto Q £ P en
n, y desde Q construyemos la perpendicular a PD que in-
tersacta a 4sta ‘ltima en R, Pracemos, en la semirrecta
DB de 1 tal que (QRP = LEDP ;'5-2': , una distancia DS tal
que

3D . QR

PD - PR
El APDS es entonces semejante a APRQ con éngulcs igua-
lgg (postulado IV). Por consiguiente, la memirrecta PS
coincide con PQy la rectan no es |l a 1, ya que inter-
secta a 1l en 8. Bsto contredice la suposicién,

Es inmediato del teorema IX que si 1, m, n son tres
rectas cualesquiera tales que 1l m y m Il n entonces
también 1 1§ n, Porque si 1 intersecta a n habria dos pa-
ralelas a m por su punto de interseccién,

Bl conjunto de rectas paramlelas a una recta dada 1, y
en consecuencia entre s{ mismas, es llamado un sistema
de paralelas, y estd determinado per cualquiera de sus
rectas. Una y 88lo una recta de cualquier eietema pasa
por cuslquier punto del plano. '

Cualquier recta que no esté ~n el sistema es llamada

B-16
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ung transversal del slstema ; nor suvuecto intersecta a

todaas lae rectnc del sistemua de norwslelas,

Eg inmediato que una recta rer:endicular n unge recta
de tal sistemr 8a nervendicular a todas, y que cunles-
quiera dos perpendiculares son ellac mismas paralelas,
Por lo tanto obtenemos una red rectangular formads por
dos sgistemas de paralelas mutuamente perpendiculaires en
la cual una y s86éla une recta de cala sistema vas:s nor
cualquier »unto, Clar=mente, t»1 red catd dnicamente de-
finida por cunlauiler recta 1 de cuzlouier sistemn,

Dos pares de rectas de cadn sistema 1, 1lg ¥
se intersgectan en cuatro puntos distintos:

My, My

14y, my enb; 1, my en 3; 1,, m, en Q; 1l,, my en R.

QR . 41. R El voligono de cua-
- tro lados PQRS es un
m, ‘\\ my, recténgulo por defi-

\ nicidén, ya que los

cuatro fngulos en P,
P 1 ) Q, R, S son 4ngulos
fig. 20 rectos,

- TEOREMA K. En cualquier recténgulo FQRS los dos pares
de lados opuestos PQ, RS y PS, RQ son iguales, y los
cuatro 4ngulos [PCR, <&QRS, <&RSP, &£ SPQ son todos
congruentes a % $ n -%~

DEMOSTRACION. La verdad de la nrimera narte del teo-
rema es una consecuencias inmediata de 1la aplicacién del
postulado IV a un puar de tri4ngulos tanles comno ASPQ,

D QRP : como estos trisnrulos son evidentemente tridn-
gulos rectingulos congruentes, PS = QR.

La segunda parte del teorema suede demostrarse como
sigue:

Por ¢l teoreme V de la suma de dnsulos, anlicado a
los triAngulos ASPY, A WP, tenemos aue la suna de los
custro #Zngulos rectos es = 2W. Ademés, -~or el mismo
teoremn, LR3Qy &SQR son numéricamente (-7 y del mis-
mo signo que el fngulo recto L GR3; de ln misms manera
L USSPy LPQS son numéricanente (% Yy ¢ . nigmo signo




que el “ngulo recto (3P ., Paro tenchos

(RS + Lysp = 2 —g

de tal forma gyue los menores residuos 1o LARu, ¥y st
deben tener el mismo signo. Consecucntonente, 10s meno-
res recsiduos de todos los Angulors escritos tienen el
mismo signo ¥, y los cuatro fdngulos rectos el rectin-
gulo son todos congruentes +-g 6 a —g.

De este teoremn ge degprende (12 sodenos Lublar de n
sontide o direccidn pogitiva en las rectess de un agistena
de paralelas, a saber, el aue se obtiene asignando los
mismos nineros Xq al punto

R en 1 que a los puntos co- -
que & los p ' 8 2 X X3 = Xg S
rrespondientes S de intoer-
seccidn con otra recta cual-
aquiera m del sistems, i.e., i e d]

XS=XR.
Bn general, cuando ha-

[aes}

ig. 21
blamos de un slistema de na-

ralelas nos referimos a w1 sistem- dirigido de este ti-

po. De la misma manera, pensamog en wuna red rectangular
como dirigidm, 1.68,, de cadn uno de sus sistemss comno-
nentes como dirigido.

Resulta entonces del teorema onnterior gae en uns red
rectangular dirigida, lasg rectns dirigidas 1 de un sic-

tema forman con las rectas dirigidas m Jdel ortro sistena

orecisamente el mimmo édngulo ¥ 6 _W en todes los ca-
2 2

808,

Aqui pueden demostrarse de inmediato los teoremas u-
suales relacionados con rectass »naraslelas, ~or ejemrplo
el hecho de que ung transversel dirigide n de un siste-
ma de paralelas dirigidas, las intersecta en el mismo
énggl . En general, los teoremas ordinarios de la geome-
tris euclidiana que ain no hen sido deducidos, se des~

prenden como ejercicios fAciles de log resultados hastn
shora obtenidos y no es nececario rosesuir en estn di-
reccién,
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13, Coordenadas rectnangulares. Estmznos ahora nreparasdos
narna definir un sistema coordenado rectungular (x, y),
teniendo por ejes lasc rectas verpendicul -wes .iiri:idas
Ox, Oy que se intersectan en el origen 0.

Escojamos un gistema de numeracidén n lo largo de Ox,

Qy tal que O esté marcado O en ambas rectas, y los nime-
ros crezcan algebraicamente en la direccidn nositivna,
Traconog 1lng pervendiculares dnicas de P a Ox y Qy res-

Y pectivunente, intersec-
@ fol tando n estas rectas en
Yp Py vy Py . Las coorde-

nadas rectangulares de

Xp Y ¥p asignados a

Py ¥ PS regspectiva~
bl mente. Evidentemente

0 fig. 22 g estos nimeros estin G-

nicamente determinados.
Puede aheora demostrarse, sobre la base de loe teore-
mas antes establecidos, que la "ecuacién de cualquier
linea recta" tiene la forma

AX + By + C = O

donde A y B no son ambos 0, y que inversamente, cual-
quler ecuacidén de esta forma repregsents una linea rec-
ta.

Ademés el teorema de Pitdgoras muestra que

d(P. Q) ‘:V(Ip - !Q)z + (yp - yq)r

14, Angulo euclidiano. Con el objeto de mostrar que
el conjunto anterior de postulados es categérico, falta
indicar brevemente porquéd nuestro Angulo sunuesto debe
coincidir con el 4ngulo euclidiano (mod 2f).

Para este fin observamos que el circulo esté& defini-
do de la manera usual, como el lugar geomédtrico de to-
dos los puntos P a una diétancia fija r (el radio) de
un punto fijo O (el centro). Evidentemente, si 0 es to-
mado como el origen de un sistema de coordenadas rec-




tangulares, la ecuscidn del circulo es

x3 + yd3= 12
Sobr: la bnse de los
L teoremas anteriores, la
longitud de arco eucli-
diano puede ser defini-
Q da de la manera usual y
el 4ngulo POQ (P, Q en
el circulo) serd defi-
0 nida como el arco PQ
fig, 23 sobre el circulo unita-
rio (r = 1). Ademés, no
es dif{e¢il demostrar, por el postulado III parte 2, que
L POQ varia continuamente con variaciones continuas de P
6 Q.
Consideremos shora la razén ZPOQ para una posicidn
arc PQ
fija de P y para Q variable. Es fAcil demostrar que si el
arc PQ es multiplicado por cualquier razén entera o : 1
entonces tambidn ZPOQ es multiplicado en la misma razdén
m : l. Por ejemplo, sl la longitud de arco ase duplicsa,
de tal maners que arc PQ = arc QR, entonces
a(P, Q) = d(Q, R), por supuesto, de tal forma que
LPOQ = LQR y LPORZLPOQ + LQOR 2 2 /POQ. Por lo
tanto el resultado estableoido se cumple para m = 2

LZPOR _ 4. POQ
arc PR T are PQ

El mismo tipo de demostracién puede ser extendido obvia-
mente para m = 3, 4,... o

Inversamente tenemos que si arc PQ es dividido en 1la
razén 1 : n también £ POQ es diwidido en ssta razén.
Consecuentemente, si le razén tiene un valor k para
arc PQ = 8, tiene el mimmo valor para sarc PQ_m 8

' " n

donde m y n son cualesquiera enteros positivos, En vir-
tud de la segunda parte del postulado III resulta, sin

embargo, que la razén es una funcidn continua de s, de

o !
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tal manera que Z POQ es ung congtunte k Hara toda
arc PQ

Q # P. Pero si arc PQ = ', tenemos tambidn aue £ POy =TT,

luego esta razén es 1., Por lo tento, el “nsulo  LPOQ

(orientado) ooincide con 1la longitud de arco PL (orienta-

do) subtendida en el circulo unitario.

En conclusién los postulados I-IV forman un sistema

categdérico.
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NOTAS
® Recibido el 8 do Azosto de 1931,

. e —ov———————— T ————  Soa———"  t——tgm—

vidad, Macmillan (1926), Capf{tulo II, La naturaleza del
egpacio y el tiempo., Védase también un articulo que cvscri-
bimos mi colega el profesor Haloh Beatley y yo, "Un nuevo
onfoquse de la geometria elemental', Yearbook of the Na-
tional Association of Mathematics Teachers, 1929,

»Il.e., ANno es O, y Bno es O,

@Bs, por supuesto, verdadero sélo para la geometria
pl anae.

®Ds acuerdo con la notacién matemdtica usual el simbo-
lo &(mod 2f1), léase d médulo 21, representa el conjunto
infinito 4 + 2kfr, ¥ =0, 1, 2,... que tiene el miamo
residuo que d cuando es dividido por 2#. Rl menor de es-
tos no excede Tl en valor absoluto y eés llamado el menor
residua.

® De manera més precisa, 1im a,= a; si 1im d(B, A) =0
BaA

para puntos B, A de la recta m (véase fig. 6). Es la se-
gunda parte del postulado III la ques excluye las posibi-
lidades no arquimedianas: desde un punto de vieta elemen-
tal, esta segunda parte puede muy bien omitirse en un
primer estudio de la geometria.

@ Desde el punto de vista elemental el teorema I puede
1) 4 presentado como un postulado independiente, compleT
mentario al postulado III.

®Bsto es, los menores residuos, mod 2T, son de signo
opuesto.

N

®La segunda parte de este teorema puede considerarse
avidente desde el punto de vista elemental.




IBRDICE

mmmchQN' [ 4 L 4 . L) L ] . . * [ ] . L] L] [ ] L] . . .

1.
2.
3.
4.
5.
6.
Te
8.
9.
10,

12.
13.
14.

Elementos y relaciones supusstas . . . . .
El postulado de la medida sobre una racta.
Kl postulado del punto recta . . . . . . .
El postulado de 1a medida angular . . . .
El postulado de msemejanza . . . . « . . .
El taorema sobre laoe éngulos llancs . . .
los tres teoremas del triéngulo . . . . .
El teorema de la suma de dnguloe . . . . .
Una propiedad del bisector perpendicular .
la existencia de una uUnica perpendicular

de un. punto a una recta . . . . o . . .
El teorema d¢ PigéAgoras . . . . . . . . .
Paralelas. Redes rectangulares . . . . . .
Coordenadas rectangulsres . . . . . . . .
Angulo euclidiamo , . . . . ¢ ¢ ¢ o . .

B-1
B-1
B-1
B-3
B-3
B-S
B-7
B-8
B-10
B=12

B-13
B-14
B-15
B-19
B-19
B-22




	Portada
	Índice General
	Presentación
	Agradecimientos
	Introducción
	Notas
	Bibliografía

