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P R E S f3 N T A C 1 0 N 

El prei3ente trabajo tiene por objeto :.correr al alcance 

de loe interesados en la geometría una versión comple- 
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1hTIkOt11CCION 

La gysonatria aperad relacionada con la conatrucción, 

lea agricultura, la naroegecidn y otrae aatividadee £un_ 

d¥nentalei del hombre, y se desarrolla junto con las 

Primas 	iLtr.aciQnae. zata vincxul ación, a lae naoe-- 

nidade.e humanas aa la sauna de que en la antigtiad&d 

alécica ee eoncadiera gran importancia al estudio de 

mata rana del oonociaiento, que para entonos habla 

adquirido ya *1 otp►tuo de ciencia; esto a eu vez turro 
por remaltaro una empiiaci6n y protundizaci&. de e. 
aant*ttidn. Loe ztu&ticoe g,ri ego e produjeron laa pri-
aerae •á ror3as g raait rioaa propi inente dichas y, coas 
ellas, las catzeUciox e perra uni eintmeio gio al de la 
gaav.trí a. 

Bzi el oio T I I a. C., &l 4. deº e reco p 1.16 en 10. 

b l.emantoa tbds el aonocb iien.to que hxwta 	ee 

tenia eobre esta ciencia. La obra cia ulidee n es 

una aianple rec ptlaoi6n, Ae un. deeroll.a oiete átioo 

d la , 	a l 	u •tiº ,.pa a partir de un °oducido 

conjunto da p n.nipio 	ent:án nt ideo en las 

dnfiniciojaeky, 1ca nociu. 	co cunee y ].o poilsoi. 

13U 1 	 dLIJL I.o.í tib:4¥top t? 	t r aufe :'.L. 

punto, 	 ul 	u > 	3. : o., 	rt. u . 	} x gz x.a:,. 

ouadrado,, p u ]. ! stxp al w a f en in .cioncu3 cn.Em 

tsztablaoon f.1. ;uuaa rEYri 	 de 	 O- 

nata .gualúse a 1xclTy .1;it, 	;. llrt. Yun ir¥I.zC?(§í:':  

C-3t3F."tí 	 `3+s 	o-, 4 .rxr .` 	1 Y."t:3.E.Y  

las 	clon. i„ 8¡Z.>a1 h. 	Ll to.ic 	 ..1.45 1  
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'los matas -o airauar3$u regidn" (1) , etc.; y en los 

poatulsdoa se donde se fozaulan lea r ml wíon a geor¥ó-

tr'iaul tuudaa¥steleties "Tragar wn.a linee recta desde un 

punto oawlquierra a otro pateo cualquiera», "Pralo~ 

por continuidad su unas arsct unu rsota deliaitada", 

"Para arda c .tro y radio dasaribir su circulo" (2), 

el mikado da las paralelae, etc. 

Lee pxdnalpios tienen un. cariater de hipdtssis, en 

el sa .tila de rara a ímucionee de las malee e• para, 

y? su valides ese epo<pa an la earperiencias son aonsidera- 

ctae ca~ 	d ras evid:trn; seta confi asola iutuiti- 

as ~Onda a las prop» .lcionse, que ri*dl.mts una 

deducuiáa r+irosa cm dssi tran a partir de éstoo. Lo 

que ea ixportants para u.clidse es qun las prapoerioio--

nse sean aouaecua.cia l(gi.oa de loe pprincipios yy lar 

pxrczposicion,e establecidas anteriariaente+. Por ello, al- 

	

5 haoiioø que son i_Lttuit,i 	te ob'rios, tanto0000 

las pa .nczipir+¥s, aproc.n a~. pro peal c i.cuu+ J ►se daauee.-

trzL. Tal. gas e7. crin da: "inuu punto dado construir  una 

. t i ta 1 S1. r o 4z1F : 	t s ri ,. arl, 	id.ae do s r ta.a deai. 

r-t ; d 11 r,i:c.r ur 	+ts :icua. 1 a 1.a menor'° 

c 	d e U z. avenía dj.jrj tedt'. 	. 3) , 	.rso 

	

u j.u% 	 ontonze el. v,- ..c aa 	i. ; 	. 

1 i 	, t ,jtii a. " lo que r* í-v r4.0 	I 	an 

un. cntic ; un ; o rM.. 

atto. r 1. ¡2od.o 	1. a Crioo L s i.1 	 x os tab 	Lnouu- 

1 ción, aíra 1.n 	. í; xa<. z: 	 xo i c3.uzxaa , oz.= dec:tI: , t 

	

¥u.ctux- 	!.6&i,c:rr3. oi¥ 	1,7..} 	c¥. ¥á 	. ¥ 	y' .: 	¥c¥1)11 cié► de- 



3 
Ola vos una teoría matemática moderna constate en ea ia-
dole descriptiva; su apoya en la realidad circundante, 
casi podría;naa decir que en la práctica geomítrica. &i 

Los &lamentos estaba contenida la descripción del espa,-
cio. físico, siendo éste el que garantizaba la veracidad 

de la teoría. Es esta razón la que marco eu permanencia 
durante tantos siglos. 

Dentro de estos principios en los que se basan  Loe 
Slenen.toe hoy uno que está situado de manera muy espe-

cial: el quinto postulado a postulado de las paralelas: 
'Si una recta incidente sobre dos rectas, hace émulos 
inter'noe y,• de la aisme► parte memores que dos rectos, 
prolongadas esas dos rectas al infinito coincidirán en 
la parte en. que estén loe ángulos menores que dos roc-
tos* (4) . Euclidee ordena de tal manara lee proposicio-
nee que su upo no ea necesario hasta la proposición 28 

del libro I, el inverso: de este postulado aparece aojo 

proposición y además, este postulado, a diferencia de 
loes otros, trasciende la esrperiencia geamátrica directa. 
Betas razones hicierou. que desde poco tiewpo después de 
Euclidee, los geómetras conmideraran que este postulado 

debla ser consecuencia lógica de los otros y se dieran 

a la tarea de tratar de demostrarlo. 

Las tentativas inÍrixtuosaa de demostrarlo fueron 

num erocas, desde alomeo en el. siglo II d. C. , h.asta 

A. M.. Legendre en el siglo XII; no obstante, estas in,  

voatigacionae produjeron resultados col atera].or3 cuya 

Importancia no fue p  r . ibide ent once a pero r11r-  rn 	t;ar-

de conducir{an aunque ind_irectamen.te. al oac.'3 'recimierx-- 
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to de la naturaleza del quinto, postulado de la geomo-

tría misma. 

los trab.Ju. de óecues, Lobatcheveici y Bolyui aclaran 

por priaa:'a 't todos estos resultados acarea del pos-

talado da lea paralelas. En téreinoa sinj sic plee, lo 

que ellos haosn: sa sustituir e1 quinto postulado, en la 

va rsión que dice t •Por - us punto exterior a una recta 

sólo se posible trazar una paralela a ella (5), por la 

otra posibilidad alternativas *a posible trazar más de 

uas (6). Cana¥rws do sl resto da loe postulados, desa-

rrollan los resultados de •eta nuevo conjunto de postu- 

lados y construyen así una numm 	tría en la que se 

satisfaasn todos las postulados excepto el quinto. late 

1ao apar tssste; trivial entrada, sin embargo, un 

e¥tbio de en~ágna radical: el abandono de la repr esa-

taaiáa de lo real asao dniaa fuente de significación 

para las teorías matuaátisss. Nn eructo, so sólo la 

g~etria así Oau.rstCUída areola por sl moaento de in-

tarpretaoián, sino que loa propios resultados eran de 

u aa nativanlfaa que no parecía corresponder a la expo-

riencia dir.otn, s forma mucho más drástica que al 

iaieso quinto postulada, 

Ls- te airrounataneia hizo que la difusión do seta geo-

metría, llamada por Gauaa na euclidiana, fuera relati-

vemcnte- lenta. 1 ato mita, cuanto que el roconoaidísimo 

filósofo Inmanual Hant. habla earaeter.izado loe poetulm 

dos euolidian.00 como nocianen a riori, conoagrando sei 

a la geometría euclidiana como la nica xrepresentacidn 

posible del espacio, cornc la verdadera uometrf.a. 
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El significado de la yoormetría no euclidiana es fue acla-

rendo conforsa progresaban las investigaciones de sus re-

sultados. Así como la geometría euclidiana contaba con 

el modelo del plano cartesiano, Beltratni, en 1868, enoon-

tr6 que lasa relacione, de la nueva geoaetria es ve¥rifi-

aaban en la superficie de resolución generada por una 

tróctrist la seudoesfera. Posteriormente H. Poinoard, 

P. tloin y A. Cerley, entra otros, encontreoiron nuevos 

modelos. Con seto quedó establecida la coohersnoia l6gi-

aa de la geometría na euclidiana. 

sato tuvo repercusiones para la geometría euolidia-

na: la indppendenaia del postulado de las paralelas 

quedó dsfinitiv ante probada y con ello la naoetüdad 

de incluirlo dentro del sistema como postulado, que-

dsado, de manifiesto la profundidad del pensetiento de 

lualid^ Por ostra lada, la e_ ..etencia de otras gsome-

trias puso en entaadioho la ezalusividad de la geotr►- 
la euclidiana aojo representación del espacio, de 

htshn, coronó a modificares la propia oonospoi6n del 

espacio. Además, puesto que sus postulados dejaron de 

mar verdades evidentes al comprobares la posibilidad 

lógica de. sustituirlas, incluso por postulados contra-

rios, su vel.idea en tanto que r.preeentnoidn es • crió 

también cuestionada; loe postulados pasaban a ser en-

tonces supuestos más o menos arbitrarios por lo que es 

higo necesaria una revisión do oue fundamentos al mar-

gen de la intuición. 

A partir de esto ese plantearon dos linea,- e ín-es—

tiganión. Por un lado, reelaborar la geometría eucl.i-- 
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diana sobro bases más modernas, englobándola en el estu-

dio de las geometrías. Este punto de viste tiene su an-

tecedente en loe trabajos de H. Riemann (1854) y en el 

mata de Rrlangefn (1872) de P. Klein, que forman la 

base de la codificación de las geometrías, y en é1 se 

inscriben loe estudios do M. Pieri de 1899. Por otro 

lado, respetando toda la teoría revisar cuidadosoaente 

sus principios con el propósito de darlos una consis-

tencia lógica oo sustituto de la intuición. Dentro de 

esta corriente ee mascasen loe trabajos de r. Paeoi 

(1882) y a. Peen (1899), pero la obra c4 ieportante 

es la de D. Rilbert *ruadls¥n dar Ciametri• (Puadsaen-

toe de la ge estría) publicada en 1899. gata se con-

vierte en erl e jiaplo a seguir de la ax1onática moderna. 

Lo que alguna vas Hilbert dijo., refiriéndose a la 

geoaetria: "k lugar de punto., lineas y planos, debe 

ser sietpre posible hablar de tarros de oerveaa, sillas 

y meeae' (7), contiene en germen lo que más tarde fue 

su concepción de una teoría matemática. Beta abstrao-

aión del contenido concreto de una teoría y su estudio 

coso una a etruatur a de relaciones entre tórmino e no de-

finidos conformó toda una escuela en torno a H1lbert, 

que después recibió el nombre de formalista. 

Loe Pundementos de la geometría es el primer trabajo 

de Hilbert en esta dirección. Se trata de 0... un nuevo 

intento de establecer, para la geometría, un conjunto 

de axiomas completa y tan simple como sea posible, y de-

ducir de date los teoremas geométricos mee ' ortantee, 

de tal manera que el significado de loes distintos gru. 
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pon de asiow, sal soso la iapoatouola d• los eoiala* 

dones qua pu edsn. sstrs 	de asila mo da loa asir 
oonsidaeado indivtd$s1 ts, aperen soo a1ari4•(A). 
. &lte sstroll• que so esta iatrodoasida @Ub t r 
uaetor la ensstldn de la 000daraoia del se,*rto 
de donas que no r pueda daduetr a parto de ellas 
dos torras sontradiatortos, sisado data ti requisito 
ldsi.o priaodpal de iaa tsoria y una de sus pahewpaoio-
,*M tuodssatalN. II lklcr de asLU ' el simulando 
da lo• distintos Grupos da aaiow • rati~ a la fa 

vestipsids Ot la taaaa sdqpsLa sus d♦ astas 0~a, 
es dlsis, el hea de que unas no pusd dsrirar da 
loa otros. Por ditir, la psapisdM da e¥ 
oipLtfiss que todos los rswtiitados do la Matria por-
dan doriswao da las asi'v. 

O tr~* no N 1m tratado ea dotas M .sha ts 
don los rr¥ultadoa ds la gsortria porque so aattitia 
al siott¥a sa tanto que din ipsida. s1Nrt aílo rali-
sa aquello. tsorraa o aapasto@ ds la @*~tría qy s¥-
saloa oaraotgriatiw iapoetmtsa de la sama del 
siotaaa asiaaátioo. QiiML. ls  W ¡sportesta oo la ter- 
as .n que son tratadas leo tles oYptionos ritltosss, 
aáso son diasutidos la iiportioia d• la♦ taor~ 

tuodrontale• dq la osstrfsy los aritorio• para lao 
oonstruooioas con regla y aospd. 

il adtoda ds Hilboart para saplorae las oonaro w is 
de loa distintos &rupoa de asioav sooatete as aonatrnir 
un sodelo, nadrioo (su el mentido del conjunto ds atir-
aaoione• concretas que rseulta ds la interpretasidn de 
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las ositos no ddiaidos, rasabais entra aro. w 
osM *Yo), tal qua, al iaiuysstae los asioaso da la 
parirla su tátadnoo do Yt modelo, r @~piso •solu- 
slvsonto o3iio• si',—e, al 	ss que al asiria bajo 
Ntudio resulta 	raleo. Altasaati..nta, « .odiri- 
as la ddiniaida de lo• olsutntoa do la partsia da 
lo¥aa que el toa junto do rel sal onss ~tripa qua ra-
]ita satis t¥bida siorto• apoa $ sds iaadoo 
da encamo y el aupd su susstida no M Wpla. Ib se- 

te .so 's• al al~o tica que M •atables la tadspsu-
sosia da las distintas meos d• ~~", m ssras 

siga s tiagtaos da 1fpoi paatlalalw.s do asiss 
distiitY as'  i.. y r chiba da tolla olla las ro- 
is:ds. sa1ie datas. 

Mi, 8111!! loadse su método las Idas. que !ie- 
ma y Muní, entra oltoa, utilia¥eoa su la dao- 
1e+¥ióa da la lodapasroata del quinto postulado auoli.. 
dina, y la apila sis 4tl nts a tonos sus asio~Y 
*!s la wa■ateia ouolidiota. Q resultado d, esto si 

1. 	al palas sapL iio prs¥sta los asiamar. los ola- 
altiaa su sisas 	s da natusaissa diliue1a y su m 
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té', "eatrs"' y *Congruente'. Yl signIfiaado sst~átloo 
de estos tíx.inos y rsiacionse •s •stebl.oido por los 
propio• asumas. 

Lss psapisdsdss dt las ralssionss y los tiestnos oo 
dsfloidos fb~ados •n los aziaw estío sstonoss su-

idas por elosso¥ss y relacionas aonorstasp pero son 

los .iIY lq. que, d• do, le. dláia. 0~ Nto, 

adsb do qe., ss wi ts si roblssa de 1 a .ordst 4.1. 
tiene Caso rsprssaatsoidn, 	abss la posibilidad de 
qns la taonis oarsstrsiN une sultiplisidad ds sis/s-
sss distintos. 

♦ smtiansoiM de ~e cupo. do sosas 	strs 
los tsssras iardistos y fossnis almass 4stiaiaos.s. 
It los tras primeros lapos ds saunas y *a psei♦oular 
del tosa del L* A, sstieior dsdnso ls •sis 	is 
ds naa visto psralsls a otra resta dada. 11 vedo 
pa ds ~¡meas soatio *Óls el silms ds les pwslslas. 
Eibse$ rpiss usa lee¥riaoidn qtr sólo sosas la ~1-
o1+si d. la ps 'dele a una swts dada por r Mato si- 
iseiae. avtillss 1s istro4saida de o asiae por-
qns slalitiss le tusdssntssión M la pstrís y ?s 
oilita m d sw'rello• (9), es loir, su inalvir •• 
1p saipasis de la tooris, da w trate Y m hecho : 

. la crespo y ds ssiosa@ •s do p 'tisular ispo, 
tsaoia pues es. L1 m dsflnt la oaturslosa ds la ro.ts. 
®Llbost opta por osrsat nissr la oontisuidad do la mo-
tssodiants dos azio ase el de Arquis.dis y un sslaas 

do aosplstez que postula la isposibilidad de extender 
si aonjunto de puntos de una recta, sin alt.acsr la ve 



114.s da loa azloaan saterioros. • partir del azioaa da 
aasp1otos pu~ sstabloosrst la ssiatoaois 4. una aorta-

'a ám diad y 1 toorma do lsaw-1sisstrass, 
queda 4. ssi iásntitioada la @agria que oiplo los 
as i' e I-Y esa la soos tía 	'tasis¥s; peso este silo.. 
s. raquis a su ns dol asiass orquiaodiaoo oosoo coodi-
clín maaas¥ta. Pos otro ls¥o, la sspsraoido 40 1• oos¥ 
iiaaldad sa doa asia¥aa lo permito psossiadir del ssio-

ss da plotss pece al rato da las iovostipaiora. 
*n al p 4, sspits¥lo qw4 sutstte asestadas las 

prspsstst s bsiw de la .*enría alsratai y su 
los ass4aff s ss Jadio puspi`nto a tes~ la ss- 
ifnrto 's ¿si stsrt 	sa Mtiao. 

L 	a al sapitalo 	d slrsnda la wais- 
lsaala ds los asiera. io os Unte d• la d_ostrasión 
4 as' tst s qw ssq tisis la Mtiat.ia ds asts 
¥ea¥lrriasisa 

 
4.. 1 fa. i► aha, la y■oate¥-

cada 
 

da la 14osibL1i0 4e d iv, a luir M ms 000- 
r aslastir• dos mas saatrsf istorios •s país' 

$•j 	te imposible paca ruaiquio sis' 	satioiaate` 

eral» , —i lyp, pues la ooti4 Os /aor¥as 4_iVMlos 
os enadd s la A M dttiail doiradyr ouío~s w ha 
1s¥asr4o. 21 orillada que 1Mrt stilisa, y qoa de 
L¥s¥r 

 
os utilisa sa- la prdstios, •s a2 sigatasts s •i sa 



Para la desostraeidn, parte de considerar un ampo de 
adaeros algebraicos -a y caracteriza loe elementos 
del capitules I (los puntos, reatar y planos) como rs-
laaiones entra mimaras de .f1. que ea .fl. satisfacen 
todos los esiosas excepto el de completes, con lo cual 
muestra de paso la independencia de este axioma. La 
gsoaetria que resulta de considerar al aspo de los 

náseros real~ en lugar de .iZ es la geometría oarte-
sisas que ase prueba, satisface al asuma 7, 2. Con 
silo Ntmblsoss qua la gscaetría eartemiena 	ld 

todos los aziaw. Poro dote no ea sino un conjunto 

da reís ionsm entre los n ros reales, con lo cual 
el problema de. la consistsnais r traslada a istos, 

es decir, rlbda sontradiooión en las oonseousnelas de 

los sala s I-7 deberla por consiguiente, ser deteo,-

tabla en la eciUítiea de los fieros reales• (10). 
Al final del capitulo I, es menciona la posibili-

dad de demostrar la identidad entre la geometría que 
satistaos los oinoo grupos de axiomas y la geometría 

esrtesians{ par otro lado, 1s demostración de que la 
gestria cartesiana satisface el axioma Y, 2, la se-

ñata aao la dnias gsosetria que cumple todos los a•-
ziamas. Con esto, la completos se reemplazada por la 

osti íricilong  ud sistra de axiomas es categórico si 

todos las modelos para late son isomorfos. 
Una v'ss así resueltos los problemas de la oonsie.. 

tsncla y la complete$, Hilbert procede a investigar 

la independencia de loe distintos grupos de axiomas. 

Los grupos I, II, II I, 1-4 definen las relaciones y 

11 



loe elementos primitivos do la geometría y en sato sen-

tido, su independencia ea considerada evidente. Bn pri-

mer ormino es ocupa del axioma IV, en reconocimiento a 

su importancia histórica. Para demostrar su iadependea,.. 

ola construye como modelo una geometría del espacio con 

elementos de la geometría cartesiana cuya interpreta-

alón dentro del modelo satisface todos los asiomas ex-

o.pto el de las paralelas. Como anteriormente probó la 

azistenoia de la geometría cartesiana, la asistencia 

de esta nueva gsoaetria no euclidiana queda estableci-

da y con ella la independencia del asíos IT. 

asstra después los dos taoramas de Legendre que 

as ci lea independientemente del axioma de las parale-
las. Estos son, preaiseiaents, loe resultados mía cerca-

nos a la "deoostraoidn" del Y postulado euelldlano, y 

oonatit yen los cimientos del desarrollo de las deoa.-

iarise no suclidianea. 

Pera demostrar la independencia del asiaea III, 5 de 

oong cuando as vale de una geometría cartesiana del es-
pacio aa donde redefine.la distancia y obtiene sal una 

geometría en la cual se ct plen todos los axiomas excep-

to el III, 5. Para el plano sugiere un modelo que con.. 

sesea las características de la geometría cartesiana 

excepto la de la longitud de un segmento, que redefina 

coso la longitud de su proyección sobre un plano que 

forma un ángulo agudo con el plano en cuestión. 

El modelo que exhibe la independencia del axioma de 

Arquímedes es un campo de funciones algebre as .i'.(t) 

isomorfo al campo ,Ç'i que usó para la coneiatencia. Con-. 
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aiderando loa valores de fl (t) para t suficientemente 

granda, define un eaepo de "násaros". Introduce un or-

den entre sotos ndaeros y construye con ellos una geo-

metria coso lo hiso con el ompo .a . En ente geome-

tria el axioma •, 1 no es ausple y recibe el nombre de 

geoastría no arquimsdiana. 

3. EL capítulo III principia con una sección en la 

que se defina ua ooaJunto ds asioaas para loe números 

oo¥plejos, al cual poatarior ante se baos retrenoia 

aontinna. Zl lisas de pte capitulo es el desarrollo 

de la isoria dais propaaoibn en el plano sobre la ba.. 

se. del teorema de Pasoal. Para la demostraoidn de ente 

bsorrs, a lbart utilisa los g 'u o. de axiomas I, 1-3, 

IL.I► oa los oualos queda fundada, por lo tanto, la 

¥soria d• la proporeida ea el plano. Por indio del 

teorra de Pasoal define una aritaftiee de sa¥entos 

opon todas las propiedades de la ariddtica de los ra-

aionales positivos, y con la ayuda de dote demuestra 

los teoreaae de seoe.jansa. Introduce después los sg. 

montos negativos y defina un sisteaa 000rdenado a par-

tir del cual se puede de.iorrollar toda la asoaetria con 

loe métodos de la geometría analitiea. 1 continuación 

discute, incorporando el azioma erquimediano, la posi-

bilidai de asignar un. námero real a cada puto de una 

resta en el espacio. í7inalisa con el problema inverso: 

asignar a cada real un punto sobre la recta, para lo 

cual se requiere el axioma de oCos¥letez o bien, la ex- 
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tensión del conjunto de puntos con elementos irraoiona-
lee. Esta geometría entendida resulta ser, naturalmente, 

la geometría cartesiana en la cual se cumple el arioaa 
de completes. 

4. sl capítulo IV está dedicado a la teoría del área 
plana. Esta la desarrolla de dos manaras: utilizando 

el axioma de Lrqu.taedes y las nociones de equiooiaple►-

mentabilidad y •quidesoomponibilidad, o sin este sito-
aa y desarrollando el concepto de Arca sida @~o u-

na medida. Redondea la teoría del área estabiaoiendo 
la equivalencia entre área y equiaosplementabil¡dad. 
Pinalisa el capitulo comentando los problemas para es-
tableser une teoría del volumen en el espacio#  que re-

sume en el problemas "...encontrar dos tetraedros con 

Arcas iguales en la base y alturas iguales que no pu-

dieran ser descompuestos de ninguna forma en tetra►. 
dros congruentes y los cualsa, sediento la unión de 

tetraedros congruentes, a+o: pudieran ser expandidos a 
poliedro, que pudieran a su ves ser descompuestos en 

tetraedros congruentes m (11). 

5. *a el capítulo Y examina la relación entre el teo-

rema de Desargues y los axiomas de incidencia del es-

pacio, a través del estudio del problema de cuáles son 

las condiciones para que una geometría plana pueda oer 

inversa en una geometría del espacio. Como ' .. mayor 

parte de las investigaciones las lleva a cabo sin uti- 
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sas I, 1-3, II, IYe, la ♦alidew del teorema de Deearguee 
en una goaetria plana ss una condición suficiente pare, 

qua pueda conaideraree coso parte de una geometría del 

espacio en la cual se ouaplen los axiomas I, II, IDO 

(toor.  . 56). La demostrasión se oonetructivas introduce 

primero, por euadio del toor¥a de Dseergues, una arita4-

tiaa de @*~tos en la gsooetria plena entsrior, que no 

depende de loo axiomas de oonirwuoia. La mea y si pro-

dueto de lentos definidos o¥plen las r*lae de opo-

recióa de un campo, excepto la oansutatividad del pro.. 

dueto. Sobre la baos de meto aritmética conetrwe la re, 

prarntaoidn enalitioa de una recta. Dsflae despuí• u¥ 

sedan. entro los ea¥snto• y lima al conjunto de adaeroe 

reeulteate un con ato de ndorros deaersuiaeo D. ♦ par-

tir de ente conjunto, eonstrw,e una geometría del espacio 

en la uual es satistc'an los a_- ioaas de inoidenoia, or-

den y paralelas modificado. Considerando ea esta geome-

tría del espacio lo* punto. cuya tsarosrs coordenada es 

nula, se obtiene una geonetria plena en la cual el ooa-

3unto de núesroa D forma loe elementos de una aritadtica 

de ea¥entoe en que no es cumplen los axiomas de coo- 

gruencia y en la cual se eatiefaas el teorraa de Desar-

gues. Y concluye así su demostración. 

6. Bl capítulo VI la dedica en una primera parte a in. 

vestí~ la relación del teorema de Pascal con loe axio-

mee de incidencia del espacio. Bn este cano, la p< eibi- 

lidad de reemplazar loa axiomas do 	ue icia por los 
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de incidencia del espacio en la demoetraci6n del teorema 

de Pascal, depende esencialmente de la inclusión del a-

xioma de 1rqulmedee. 

Como nuevamente va a prescindir de loe axiomas de con-
gruencia, modifica el axioma arquimediano Y. 1, euetitu-
yendo el concepto de congruencia implícito en el azioaa 
por el de igualdad en el sentido de la aritmética de seg-
mentos que define en el capitulo Y. Después demuestra 
qua si a las propiedades de esta aritmética afiadimos el 

axioma arquirdiano eatoaaes la comutatividad de la 

multiplicación es una consecuencia necesaria de las rea-

ti®tes reglas de opersnibn, mientras que si no me iyiar• 

ya este axioma, no lo es. La primera demostración la e-
featda direatemente; para la segunda construye un con-
junto deearguiano de números a (s, t), que depende de 
dos parámetros racionales s y t, de la forma 3 =f e•'i 

¡Lo 

donde Ti = I r. t' n, a enteros racionales. En él defi-
ne la multiplicación mediante la ecuación te 2 st, v4 
lida para loe parémetroe s y t, e introduce un orden. 

El teorema de Pascal resulta ser la interpretación 

geométrica de la lean. conmutativa de la multiplicación en 

la arítadtica de segmentos con el axioma de Arquímedes. 
Puesto que en el conjunto .O_ (o, t) no me cumple la ley 

conmutativa, el teorema de Pascal -tampoco se cumple y 

obtiene así una geometría no paecaliana. Con esto queda 

establecido que el teorema de Paeca]. puede demostrarse 

sustituyendo los axiomas de congruencia por los de inci-

dencia del espacio si y sólo si se incluye el axioma de 

continuidad Y, l°. 
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&L la ss uada parte de este capítulo •stableos un. Áto-
do poza la deaostra d ón de tsoraaas do presto paro de ia-
taresecibn soba la baos de]. toorsa de Paacal. 9n tao- 
rja de puito pura de intersección es '... ua teorema 

que aontiie una afirsaci6n, acerca Jal luger osítrioo 
caadn de puntos y r•ctaa y del. paralelisso de rectas 

sin el una de otras rel ami one e tales coso la aongsvwsa- 
ada y: la psvpssdiaularidad• (12). 

Ds■ii* atra paria^ que si toorma di Desargues se pus-
de probar a parrtir del taore .a de Pasoal sin el uso de 
loo misas III y •; considera dospuia una geosatria 

plana en la que es osatplen loa grupos 1, 1-3, II, IV r y 
el toaor~ de Pasoal; identifiss las operaciones de la 
arii■itiaa de s~*atos esta @~tría con oaabina- 
oiona. de oostiussaionas pascalianas. Como las teore-

esa de puesto puro de i ta'saooi6n queden expresados esa 

bI. sinos de relacionas aritaitieae, es posible entoa- 
oea tran~oe 1a. 	abinaaioese de conti~*aiones 
pasoalianas, opon la cual se tiaoa un método @soabtrico 
de resolución de estos proble¥ss. 

7. la el capítulo RII Hilberi oonclupte loa Ptmd snto• 
de 	 con un examen. de las construcciones geo-
aitrices posibles sobre la base de las grupos de axiomas 
1-. 1W.. Primera planta cinco problemas básico e, en el 
sentido, de que Vado problema de construcción que suponga 

sólo. las a amas I-tV puede rc ducir~ a ellos, demues-
tra diroctemente u ronaetruccián con regla y escala. 
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.Ddapuée foraula un. ar1 ten io analítico que psi-mi te deter-

minar si una conutrucción geométrica puede reeolver©e 

mon. el sa ezarlua i" de la regla y la e-ejlzal a. Por iil tá-
sa, establece en ua teorraa cuáles condiciones de la ao-

luai6n analítica da un. prob1oni de c*netruaoi6n con re-

gla y coapás, hacen posible ea aonatruccidn con regla y 

escala. Con ostáas condicionas ea puede reducir el pro•-

bleoza de la ex.tsaouidn de raíces cuadradas en general 

(aperi6n que puede haceres sólo con el compila) , a la 

extracción día relamo cuadradafl de la cuma de dos cuadre- 

os (que pu~ ha eae a partir del teorema de Pitágoran, 

para lo comal bastan la regla y la escala). élsnaiona a 

los pohlígonoe angulares que se pueden construir con ro-

49 y, compás coma, un e jpoap_l.o de la aplicación de este 

criterio. 

EL capitula VII teraina oca un coznentario de carácter 

,enarel. i dote, IBilbort ea refiere al método de inveee-

tigaci6n que sigue en los lundesentoe de la g22%stría. 

¥naiona dos au stionss: la regla fundamental consisten- 

Ni, • di esutir todas los problemas de forma que, el 

mismo, tipo, se encuentre si pueden ser rsswltos de .i-

as maneara eepecifias con ciertos medios limitados." (13), 

regla ésta que asoma con la 'puress" en loa métodos de 

droatraoidn; y la I portancia de concluir una inveeti-

asión con la demostración rigurosa de un teorema o la 

solucidn. cosplata de un problema, o bien, con el se'ela-

ai.nto de las causas que hacen inevitable el fracaso. 
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Rata primera incurs16n de H. lbert en el toma de loe fun-

dementos de _.an aaatezn ticas contiene ya un esbozo de su 

concepción filosófica que a lo largo de at vida desarro-

llaría ininterrumpidauLen_tc,. Ea importante notar su con-

ciencia respecto a la metodología y a la forma pertícu-. 

lar de desarrollo de las Ideas matemáticas. Estas dos 

características se reeumei en la importancia que adquie-

ran. para él algunos problmas específicos de las matemá-

ticas. Bn su iwterv.nción. en el  Segundo Congreso  de  Mato-
Qétiooa,  realizado en Paria un aZc después de la publica-

ción de  Pundamentoe  de la  geometría,  plantea los que con-

sideraba serían los probleaae cuWa solución ocuparía la 

actividad matemática del siglo que empezaba. Entre sus 
hoy famosos veintitrés Problemas Matemáticos se encuen-

tren tres relacionados directeaen:te con loe tundeaentoe 

de la  daecmtrías  11 seguado: una demostración de consie-
tA icia para los axiomas de la aritmética; cargo es vib en 

el reeamen del capítulo II, la eomaietencia definitiva 

de las aiic as de la ge~tria requiere de la eoluai6n 

de este problema. El teraero (véase p, 14). 76 el cuartos 

construir y describir• sisteaáticemente la geometría que 

resulta al eliai.nar loes axiomas que comprenden el con-

cepto de bngulo y sustituirlos por la desigualdad del 

tri Lngulo. 

Estos tres problemas han. sido resueltos, es decir, su 

solución ha sido encontrada o ha sido demostrada la ine.-

zistencia de una eoluni6si,. 

Resulta difíil =parar el trabajo de llilber•t con el 

de HirkhofP, Ún cona^unta: dal ontulado,! £ a Ir somatris 
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plana baadoee en la regla y el transportador (14), por-

que están motivados por propósitos distintos. &i los 

Y Imontcs, como ya hemos visto, Hilbert lleva a cabo 

un: análisis detallado de la estructura de la teoría que 

tnterrelaciona loe hechos matemáticos que constituyen 

la geometría euclidiana. Birkh.off, por su parte, sólo 

ee ocupa de adecuar el tratemieato formal de la gome-

tria euclidiana a lo• fines didácticos que justifican 

su inalueiba coma materia del curriculum prsuniversita-

rios servir de introducción al razonamiento matmático 

y d¥sarroll ar la intuición geomó tr i aa. Sin embargo, por 

el hecho de serambos trabajos, entre otras sosas, con.-

jimtos de axiomne para la geometría euclidiana, caben 

algunos comentario e. 

A pesar de estar interesado en el aspecto formal de 

la geovtría euclidiana, y no en el representativo o 

descriptiva, Milbert- fórmula sus axiomas con este d1ti-

mo criterio: "expresan hechoe básicos para nuestra ia-

tulaidn" (geométrica) (15) dice, y, conserva, en este 

sentido, el espíritu euclidiano. F.a su investigación, 

no obstante, recurre al álgebra sistemáticamente para 

esclarecer cuestiones difíciles de tratar con la ayuda 

exclusive de argumentos geométricos. Su propósito no es 

únic®ente poner al descubierto las relaciones estruc-

turales entro los grupos de axiomas, sino también sal-

var ciertas dificultades lógicas inherentes a los rnéto-

dos exclusivamente geom4tricos; dificultades que hacen 

de Los Elementos una cabra poco accesible, a ppe¥ier de 

que su contenido en rnatetnáticsmente  
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Di~ ff, ea su artíaula conjunto con R. Rratley "A 

3~ lpproeah to Eleaentary Ge~try"'(16), oonsidera 

estas dilfcultades lógicas de la ezposicit;n euclidiana 
aovo verdaderos obstáculos a su función didáctica. lde-

aLs de la contusión que origina la arbitrariedad en la 

eloocidn de lo intuitivsente obvio, en el sentido de 

qua otras cosas igualmente obvias tengan que detostrar-
ss, la formación escolar de los alisos es aua'o sis s6-

lida en el área dal ál¥bra que ea la de la lógica. Esto 
ditiso Mas innoeosario y artificial el preooiadir de 

3a. ad r'voo an el 4.a  110 de la g.oa.tria euclidiana. 
m: el al o articulo, Birthof f y He atlegr discutan o-

tra posibilidad de aríamatisaci6n elaborada par lieaeaa, 
qua- odsienta toda la conetruaci6n en loe aáasros; parte, 
pues, de la yaostría analítica, con los conceptos de 

distancia y lugar gsasiriao (oaso eoajunto de parejas) , 
oa■ e ooaasptos prisarioo, y de allí desszrolla la geoas►- 
Irla uelidiaos. La d 	nztaJa de esta otra alternativa 
es la de no rsaurrir M a►soluto a la iatuiaidn y la coa-

pliaa.idn de algunos deoari'ollos algebraicos que pnedea 
estar por enana del nivel de un estudiante prsuniversi-
taario. Perro desde une punto de, vista lógico es más con~ 
niente. Primero porque los objetos geoaitricos comparten 

e'l modo de existencia de loe negros, y nuestras conclu-
sionee son ten consistentes como lo son las reglas para 
calcular con náiaero s. En segundo lugar porque se intro-
ducea, al mismo tiempo, las ideas de la geometría analí-

tica. 
El trabajo da. Bi.rkhoff incorpora eotas conaideracio- 
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ass y epa é1 es faraula un conjunto auto de aziosas, en 

si watido de tnaltiir conceptos gooaitriooe puros y cao-

ooptos arme i000. Con erra, sin sabario, loe timadnos 

no dsfiaidoa y la arbitrariedad en la eleccidn de loe 

postulados por coasid ~ ~bao oaracterístiaas como de-

finitorias da,  uaa teoría aat'sdtica. 

Globaiaen te, en su trabajo Bir hof f sis l iai ta a aos-

trsr qns sil. ao'del o que rs ulta de w azi osas ooiac i da 

coa la gaoar 'fa e tasisna, se decir, desuaatsa qua su 

aeaj.narto de postulados es oaioo. 

9s 	d-- 	del título, es ata trabado loa al.. 

atoa y ralaaloate no defiatdos así coso loa postula-

d~, aatát -yr"idoa por loa haahoo gsoaitrioo• iaoor-

porados sa la sha adn la y el tesaaportadaor. II de-

ealla d• a~ •isla,» as l iat ta al pl aao. Los .Fu- 

tos so detiaid+oa — 	y mata"'; ; las rolaaionsa 

'diatansia ta1S coa putea y •Io slo fundo por 1e• 

El pairo postiüsIo afirma la posibilidad do penar ea 

sorraapedenoia biunivoaa loa puntos de uta reata con 

las n' -iro• raaleea, di tal manera que la distancia sabe 

doce puactos L y D se tnal al ' alor absoluto de la difa-

r recia da lose reales correspondientes. Bets postulado 

aa os erre aedo orno ..rid.ztrte, de heoiu , contiene iapl i-

citea*nrte loa asiosae de orden y congruencia de la recta 

y,' loa de contiraa.idad de Mi1b t; y presupone obviamente 

la exist.ncria de lt recia de • lee fdmeros reales, de la 
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Cual oitisne las propiedades que de otro modo habría 

que postular explicitaaente. 

21 saguado postulada equivale a los dos primeros axio-

mas de incidencia de Mabort. 

lea el tercer postulada es establece la medida angular 

sedienta un aorrespoud~a biusivooa entro las neQi-

rrectas que pesan por cualquier punto O y los meros 

reales a(sod 21». Bate postulado c parte clarmeate les 

c!aotsaísticaa dei primero. 
M cuarto y últiao postulado es uno de los teoreaas 

8a sr'»asa. lb el articulo antes citado, 	uff ez 

plus la rosón de iaa3ulr •nte postulado en losar del 

postulado de las psrelelass •... ea nuestras daaostrroio-

nss haosaos reZsrseala principalmente a la semejansa, 

coa asnos frecuencia a aquellos aspectos del paraleliow 

que no están aospr¥dldos en la sseeJsosa (17). Db esta 

tomos r►ita la utilisacidn del postulado de las paral*. 
las, qua oa¥o más da des mil a cs de historia lo atrsti-
gusa, tiene alertas oaapliosaiones. 

ntspu a de foraular los postulado., se ocupa de pro-

bar que son suficientes para caracterizar el plano euoli-

diaao. Para esto demuestra una serie de teoresss que l• 

permite definir un sistema coordenado y desarrollar a 

partir de este loe conceptos elementales de la asoaotría 

cartesiana: la ecuación de la recta y la formula para la 

distancia entre dos puntos. 

El artículo finaliza con. la deaaetraci6n de la equiva- 

lencia entro la definición de ángulo conton:á 	en el poe--

tulado III y el ángulo euclidiano. 
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Así, todo conocimiento 
humano se inicia con 
intuiciones, pasa de 
éstas a los conceptos • 
y t©rnina en las ideas. 

Kant, I. Critica de la 
Razón Pura, uIcctrina 
Trascendental de los 
elementos». 

1 N T R 0 D U C C 1 0 N 

La geometría, al igual que la aritmética, requiere 
sólo de unos cuantos principios simples para su dese 
rrollo lógico. Estos principios son llamados loe  nito-
mas 

 
de la geometría. El establecimiento de loe axi mo as 

de la geornetria y la investigación do sus relaciones, 
es un problema que ha sido tratado en muchas obras ex-
celentes de la literatura matemática desde los tiempos 
de Euclides. Este problema es equivalente al análisis 
lógico de nuestra porcepcidn del espacio. 

La presente inveetigaci6n es un nuevo intento de es-

tablecer, para la geometría, un conjunto de axiomas 
completo y tan simple como esa posible,  y deducir de 
éste los teoremas geométricos más importantes, de tal 
manera que el significado de los distintos grupos de 
axiomas, así como la importancia de las conclusiones 
que pueden extraerse de cada uno de los axiomas consi-
derado individualmente, aparezcan con claridad. 



CAPITULO 	I 

LOS CIRCO GRUPOS DB A.tIUfdAS 

1. Los elementos de la geometria  Y  los cinco 
grupos de axiomas 

IZPINICION. Consideremos tres conjuntos distintos de ob-

jetos. Llamemos puntos a los objetos del primer  conjunto 
y denotémoslos por A, B, C,...; a los objetos del  se__ 
conjunto los llamaremos rectas y a ellos corresponde la 
notación a, b, c, ... ; llamaremos pianos a los objetos del 
tercer conjunto y los denotaremos por .l, O, r,... . Loa 
puntos son también llamados elementos de la 	me tría de 
la recta; los puntos y las rectas elementos de la ueome-

tríe lana; y los puntos, las rectas y los planos elemen-

tos de la geometría del espacio o elementos del es a 
Se considera que entre los puntos, rectas y planos 

existen ciertas relaciones y estas relaciones se denotan 
con palabras como "e_", "entró", "cogwruente".  La des-
cripción precisa y matemáticamente completa de estas re-
laciones se deduce de los axiomas de la  geometría.  

Los axiomas de la geometría pueden dividirse en cinco 
grupos. Cada uno de estos grupos expresa hechos relacio-
nados#  básicos según nuestra intuición. Estos grupos de 
axiomas serán llamados como sigue: 

I,  1-8 Axiomas de Incidencia, 

II,  1-4 Axiomas de Orden, 

1II, 1-5 Axiomas de Congruencia, 

IV,  Axioma de las Paralelas, 

V,  1-2 Axiomas de Continuidad. 

2. Grupo I de axiomas: axiomas de incidencia 

Los axiomas de este grupo establecen una reiaci5n de 

incidencia entre los objetos )rev.i.-7.1ente defliii.ios (un-
tos, rectas rectas y planos), y afir!non losiguiente: 

■ 
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I, 1. Para todo 	de pntoe A y B existe una recta a 

qua los contiene. 

1, 2. Para todo par de dos A y B ex Late a lo más u-
na recta que los contiene. 

Aquí y en lo sucesivo dos, tres,... puntos, rectas o 
planos serán entendidos como puntos, rectas o elanos dis-
tintos. 

Además de "contiene" se emplearán también otras exPre-
siones tales como "e pasa oor A y ¿or B, a no A ¥ B o 
une A con B, A está en a, A es un punto de a, existe un 
punto A en a", etc. Si A está en la recta a y también en 
otra recta b, las expresiones empleadas serán "1 e reo-

tae 
 

ay b se interseeten en A, tienen ee] 	to A en 

R, etc. 

I, 3. Existen al manos dos puntos en una recta. Exis-
ten al menoe tres Puntos que no están en una 
resta. 

I, 4. Para cualesquiera tres 2toe A, B, C que no ea-
en la mies recta, existe un plano at Que 

los contiene. Para todo plano existe  un punto 
contenido en él. 

3e coplearán también las expresiones "A está en ct ; 
A es un punto de cx ", etc. 

I, 5. Para cualesquiera tres puntos A, B, C c- ue no es-
tán en una Y la misma recta existe un único le- 
no 	que loe contiene. 

I, 6.. Si dos puntos A, B de una recta a están en un 
plano d , entonces todo punto de a está en el 

plano °'k . 
En este caso se dice que la recta a está en el Llano 

o(, etc. 

1, 7. Si dos planos a(, (3 tienen un punto A en común, 
entonces tienen al menos un punto más, B, en co-

mún. 

8, Existen al menos cuatro)urntos .jue no están en 
un plano. 
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El axioma I, 7 ex?re:j.: el bocho c?e que el is =vicio no tie-
ne más de tres dimensioae:-., mientras que el axioma I, 3 
exores. el hecho de que el es;:cio no tiene manos do tres 
dimensiones. 

Los axiomas I, 1-3 pueden ser llamados los axiomas del 
plano delgrupoI, para distinguirlos de los  _,xiomns  (4-8) 
del espacio del gru2o  I. 

De los teoremas que resultan de los axiomas 1, 1-3 s6-
lo mencionaremos los dos siguientes: 

TBOH} A 1. Dos rectas en un plano tienen un punto en 
coman o no tienen ninguno. Dos planos no tienen ningiin 
punto en comiin, o tienen una recta y ningdn otro punto 
en comán. Un plano y una recta no contenida en él tie-
nen un punto en comdn o no tienen ninguno. 

TEOR. A 2. Siempre existe uno y sólo un plano que con-
tiene una recta y un punto que no está en ella, o bien 
dos rectas distintas con un punto en comiin. 

3.  Grujo  II de axiomas: axioma de orden 

• Loe axiomas de ente grupo definen el concepto de "en-
tre", y por medio de este concepto se hace posible el 
ordenamiento  de los puchos en una recta, on un plano y 
en el espacio. 

DBPINICION. Los puntos de una recta están en una cier-
ta relación, para cuya descripción se usará específi-
camente la palabra "entre". 

II, 1. Si un  punto B está entre un punto A un owito 
C entonces loe puntos A, B, C 

A8 	e 

son tres puntos distintos de una recta, 	B 
también está entre C yr A. 

II, 2. Para dos puntos  A y C, siembre existe al menos 
un ounto B en 1e recta  AC tel cq C está entre 
AB. 

A 	c 	g 



III, 3. 1 entre cualesquiera tres puntos en una recta, 
no exiate mAs que un punto que o st A entre loe 
otros dos. 

Además de estos axiomas de orden de la recta, es ne-
cesario un axioma do orden del plano. 

t PINICION. Consideremos dos puntos A y B en la rec-
te a. 81 conjunto de loa dos puntos A y B es llamado 
un segm`e_to, y ser t denotado por AB o por 8A. Los 
puntos entre A y B son llamados puntos del segmento 
AB, o bien se dice que es:tAn dentro del segmento AB. 

puntos pus s A, B son llamados extremos del segmento 
AD. De los demás puntos de la recta a se dice que 
estén fuera del segmento AB. 

II, 4. Sea A, B, C tres puntos gua' n_ están en una 
re_ ctI, = sea a una recta en el plano ABC que 
no contiene a ninguno d• loe punto. A, B, C. 
Si la recta a pasa por un punto del segmento 
AB, t_ pasa Por un punto del segmento 
♦C, o del segmento C.  

H-5 

£apresado intuitivamente: 
si una recta entra al inte-
rior de un triángulo también 
sale de él. El hecho de que 	A 
los ssCaentos, AC y BC no son 
albos interoectados por la recta a puede 

0 

demostrarse. 

4. Consecuencias de los axiomas de orden e incidencia 

Loe siguientes teoremas son consecuencia de los axio-
mas I y I I : 

TROREMA 3. Para dos puntos A y C siempre existe en la 
recta AC al menos un punto D que está entre A y C. 

¥OSTRACION. Por el axioma 
I, 3 existe un punto E fuera de 
la recta AC, y por el axioma I1, 
2 existe, en A.E, un P tal que E 
es un punto del segmento AP. Por 	Á 
este :ni:.rro axioma, y por el axio- 
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ma II, 3, existe en L?C un punto G, que no está en el seg-
mento PC. Por el axioma II, 4 la rectr EG debe entonces 
intersectar el segmento AC en un yunto D. 

TORA 4. De cuale:aquiere tres puntos A, B, C en una 
recta siempre kiay uno que está entre los otros dos. 

Db1LOSTRAC1ONd 3upongunoe que A no está entre B y C ni 
C está entra A y B. Unamos un punto D, que no esté en la 
recta AC, con B y escojamos, por el axioua II, 2, un Apun-
to G en la recta que los uno te]. que D esté entre B y G. 
Por una aplicación del axio- 
ma II, 4 al triángulo BCG y 
a la recta AD, se obtiene 
que las rectas Al) y CG se  
intersectan en un punto E 	f 
que está entre C y G. De la 
misma manera, las rectas CD 
y AG ea intersectan en un 	B 
punto P que está entre A y G. 

Si se aplica ahora el axioma I1, 4 al triángulo AEG 
y a la recta CP, resulta evidente que D está entre A y 
E, y por una aplicación del mino axio:na al triángulo 
AEC y a la recta BG, nos damos cuenta de que. D ectr rr:-
tre A y C. 

Dados cuatro puntos cualesquiera en una 
recta, siempre es posible identificarlos con las l. 
trae A, B, C, D de tal manera que el punto B esté 
entre A y C, y también entre A y D, y además que el 
punto C está entre A y D, y también entre B y D.®  

DEMOSTRACION. Sean A, B, C, D cuatro puntos en una 
recta g. Se demostrará lo siguiente: 

1. Si B está en el segmento AC y C está en el se¿puen-
to BD, entonces los puntos B y C también estf..n el seg-
mento AD. Por loe axiomas I, 3 Y II, 2 esco::emos un ;un-
to E que no esté en g, y un nunto F tal que E esté entre 
C y T. De la aplicación repetida de los axiomas II, 3 y 
II, 4 obtenemos que los se;nentoc AE y !3' se intersectan 
en un nunto G, y adení.s que 1 -i rectri C? int ..'sectn al 
se: nento GD en un punto H. YH nue H está entor.ce:- en el 
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segmento GD y como sin em-
bargo, por el axioma II, 3, 
B no está en el segmento 
AG, la recta Fli, por el a-
xioma II, 4 intersecta al 
segmento AD, b., C está 
en el segmento AD. De la 
misa manera es muestra 
que B está en ente segmen-
to. 

F 

2. 31 B está en el segmento AC y C está en el segmen-
to LD, entonces C y B también están en loe se¥aentos BD 
y &D respectivamente. 

laaojelos un punto G que no esté en g, y otro punto P 
tal que a esté en el s gssnto HP. Por los asio•as 1, 2y 
II, 3, la resta CP no interseota al segmento V ni el 
s.gsento PI por lo tanto, por el azioam II, 4 nueveiaen-
te, no iat rseeta al se@mento W. Pero- ya que C está en 
el sa¥aento LD, la reota CP intereeota entonces el seg-
meato GD *a un punto B. Ahora, por el asioaa II, 3 y II, 
4 de nuevo la reota 10 interseota al segmento HD. Por 
oonetguient•, C •até en el segmento M al resto de nuee- 
tra atirmeoión 2 	obtiene de 1. 

Ahora.00natdersos austro puntos dMe• euaisequiera 
se una recta. tomemos tres de los puntos, 11 	ss Q e 
aquel qub por el teorema 4 y el asiou II, 3 está entre 
los otros dos, y llamemos a los otros dos P y R. Pinal-
mente, llamemos S al 1ltimo de los puntos. Utilizando 
otra vez el axioma II, 3 y el teorsaa 4 existan las si-
guientee cinco posibilidades distintas pera la posición 
de 3: 

R está entre P y S, 
• P está entre R y 8, 
o 3 está entre P y R a la vez que Q está 
entre P y 3, 
o 3 está entre P y Q, 
o Pestáentre Qy S. 

Las primeras cuatro posibilidades satisfacen las hi-
pótesis de 2 y la ultima satisface las do 1. El teorema 
5 queda así demostrado. 
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T(*Hfr2 A 6. (Generalización del teorema 5). Dado cualquier 
número finito de puntos en una recta, siempre es posible 
identificarlos con las letras A, D, C, D, E,.... K de 
tal manera que el punto B esté entre A y C, D, E,..., K; 
el punto C esté entre A, B ,y D, B, ... , K; D está entre 
A, B, C y 5, ... , K; oto. Además de este orden de identi- 

A 6C d E 	 de 

ficacidn a610 el orden inverso tiene la misma propiedad. 

TWRM. A 7. Entre dos puntos cualesquiera de una recta 
asiste un número infinito de puntos. 

T§RM 8.  Toda recta a en un plano al separa los pun-
tos que no están en la recta a en dos regiones con la 
siguiente propiedad; todo punto ♦ de una redi4n deter-
nao  junto con cualquier punto B de la otra región, un 
mento £8 en el cual está un punto de la rota e, y 
cualquier par de puntos A y A' de una y la sisea re-
gids, determina un segmento N' que no contiene nin-
SU punto de e. 

1)IPIN IC IOB. Se dice que 
los puntos •, d' están en 
e » PWoat ,  
i 	;.ado 1 ¿ 	a; 

y las puntos a, lo están 
ea1}p,  s 9  er. al • 
dates de la  £E.  a. 

A' 

0 

IdZIIYICIOA.  asan A, A', 0, B cuatro puntos de la reo-
ta a, dispuestos de forma que 0 esté entre A y B pe-
ro no entro A y ♦'. Se dice entonces que los puntos A 
y ♦' estén en la recta a,  en  uno y el diseno lado  del 
Punto 0; y los Puntos A, B están en la recta a, en la-
dos diferentes del punto  0. La totalidad de los puntos 

A A' 	p  

de la recta a que están en uno y el mismo lado de 0 es 
llamada un rayo que parte de 0. Luego, todo punto de 
una recta divide a ésta en dos rayos. 



DE[?INICION. Un conjunto de segmentos AB, BC, CD,..., KL 
es llamado un segmento poligonal que conecta los puntos 
A y L. El segmento poligonal será tambiéc denotado abre-
viademente: ABCD...KL. Si los puntos dentro de los seg-
rnentos AB, BC, CD,..., KL así como los puntos A, B, C, 
D,..., 1, L están en un plano, y el punto A coincide con 
el punto L, entonces al segmento poligonal se lo llama 
polígono  y se denota como el polígono ABCD...L. A los 
segmentos AB, BC, CD,..., KA se les llama también lados 
del polígono. Loe puntos A. B, C, D,..., K son los vér-
tices del  polígono. Los polígonos de 3, 4,..., n vérti-
ces son llamados triángulos, cuadriláteros,..., n- o- 

DBPINICION. Si los vértices de un polígono son todos 
distintos, ninguno de ellos está en uno de los lados 
y ningún par de lados no adyacentes tiene un punto en 
común, entonces ol polígono es llamado simple. 

Con la ayuda del teoreTa 8 pueden obtenerse los si-
guientes teoremas: 

?ORA 9. Un polígono en un plano d separa los pun-
tos del plano cc que no están en el segmento poligo-
nal del polígono en dos regiones, el interior y el 
exterior, con la siguiente propiedad: Si A es un 
punto del interior (un punto'interior), y B es uno 
del exterior (un punto exterior) entonces todo eeg-
cnento poligonal que está  
en o( y uno A con B tiene 	 e. 
al menos un punto en co- 
mitin con el polígono. Por 	 A¥ 
otro lado, si A, A' son 
dos puntos del interior  
y B, B' son dos puntos 
del exterior, entonces 
existen segmentos poligon.Jl.es en q que unen A con A' 
y otros que unen B con B', ninguno de los cuales tie- 
ne algún punto en camón con el polígono. Identifican- 
do adecuadamente las dos re:¥iones, existen rectas en.  
ot , que están enteramente en el exterior del polígono. 
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Sin embargo, no hay roe tris nua e _ +,éc 	ter ;czr:te en el 
interior del polígono. 

TEUHII¥1A 10. Todo plano a se 9Firr1 10 demf;s nnun to ^ cicl 
espacio en dos regiones con ln ::i;;uicntc ro2iedcd: 
Todo Punto A de una región dotorn L:ia con e:.irilquiei• 
punto B de la otra región un :ce¥;+nen to AB en el cual 
está un ')unto de « , mientras que dos- puntos A y A' 
de una y la misma región siempre do terni:,tui un seg-
mento AA' que no contiene ;]untos de « . 

DEFINICION. En la notnei6n del teorema 10 se dice 
que los puntos A, A están en el espacio, en ruco ;L el 
¡sismo  lado del plano ae ; y que los puntos A, B están 
en diferentes lados del plano c.. 

El teorema 10 expresa los hechos más imoortantes acer-
ca del ordenamiento de loe elementos del espacio. Estos 
hechos son entonces consecuencias de los axiomas consi-
derados hasta ahora, y por lo tanto no es necesario un 
nuevo axioma para el espacio en el grupo II. 

5. Grupo III de axiomas: axiomas de congruencia 

Los axiomas de este grupo definen el concento de con-
gruencia y con éste, también el de desplazamiento. 

DEPINICI0N. Loe segmentos guardan entre sí cierta re-
laoión, para cuya descripción serán usadas las pala-
bras "congruente" o "igual". 

III, 1. Si A, B son dos puntos en una recta a, 
A' os un punto en la misma o en otra reo-
ta a', entonces siempre es posible encon-
trar unt unto B', en un lado dado de la 
recta a' que pasa por A', tal que el se--
mento AB sea con 3ruente o igual nl se nen-
to A'B'. En símbolos 

AB _ A' 13' . 

Este axioma establece la a:aosibilidari do construir 
segmentos. Su unicidad ser; rlu:nostrs±da mar gel=.:ate. 
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Un segmento fue definido ::ii.mplr.:neute co:ao un conjunto de 
dos puntos A, B y denotr do oor AB o BA. ir_ In definición 
no fue esneeificado el orden do los puntos. Por lo tanto 
las fórmul,js: 

AB = A'B', 	AB  
BA - A'B', 	BA _ B' A' 

tienen el mismo significado. 

III, 2. Si un segmento A'B' £ un segmento A"B" son 

congruentes al minoro segmento AB, entonces 
el so rento A'13' es tnmbién congruente al 
segmento A"B"; brevemente, si do 	men-

to_ son congruentes a un tercero, son con-
ruentes entre sí. 

Ya que la congruencia o igualdad es introducida en la 

geometría sólo por estos axiomas, no es de ninguna mane-
ra obvio que todo eeenttoo sea congruente a st mismoo. 
Sin embargo, este hecho se deduce de los dos primeros a-

xiomas de congruencia si el segmento AB es construido en 

un royo de forma que sea congruente, digamos, a A'➢', y 

el axioma III, 2 es aplicado a las congruencias AB = A'B', 
AB = A'B'. 

Sobre esta base, la simetría y la transitividad de la 
congruencia de segmentos pueden establecerse por una a-

plicación del axioma III, 2; i.e., la validez de los ei-
guientes teoremas: 

Si 	AH = A'B', 

entonces 	A'B' _ AB; 
Si 	A}3 	Y, A' B ' 
y 	 A 1 P ' 	Alln"¥ 
entonces 	AB 	A"13". 

Debido a la oimetria de la con^ruerici ti de segmentos, 
podríamos usar 1i 0x "i er i.án: "Dos seg"lon to:; ::,on corzir ci-
tes entre si". 

III, 3. 3e'in AB 	1C do: .:c ¥r 	tu e; en l 	ieel1 -I 
oro excl'• t> tu 	Ji P !O ti O en 1 	1 to en 

co_n n. 4Il 	 t 

A 	R' y 	el 1 J 	L) 	 1: 	 i. 	'L¥ 1 	Lo 	.)Y' B 
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e 
A' 	8' 	0' 	a] 

tampoco tienen ningdn punto en comin. En ese caso, 

el 	AB .= A'B' y DC = B'C' 
entonces 	AC ; A' C' . 

Este axioma expresa el requerimiento de la aditividad 
de los segmentos. 

La construcción de ángulos se trata exactamente de la 
misma forma que la construcción de segmentos. Además de 
la posibilidad de construir ángulos, es absolutamente ne-
cesario requerir también la unicidad axiomáticamente. Sin 
embargo, la traneitividad y la aditividad pueden ser de-
mostradas. 

DRPIN.ICION. Sea d un plano y h, k dos rayos distintos 
cualesquiera, que parten de 0 en * y están en retes 
distintas. Al par de rayos h, k se le llama un ángulo 
y es denotado por 4.,(h,t 	k) o por 	4.(k, h). 

Loa rayos h, k son llamados lados del angulo y el pun-
to O ea llamado vértice del ángulo. 

Los ángulos degenerados y obtusos quedan excluidos en 
esta definición. 

Supongamos que el rayo h está en la recta h y el rayo 
k en la recta k. Los rayos k y h, junto con el punto 0, 
dividen los puntos del plano en dos regiones. Todos los 
puntos que están en el mismo lado de k en el que está h, 
y que también están en el mismo lado de h en el que está 
k, decimos que están en el interior del 4'(h, k). Todos 
los demás puntos decimos que están en el exterior de,, o 
fuera de, este ángulo. 

Es fácil ver que, por los axiomas I y II, ambas regio-
nes contienen puntos; y que un segmento que conecte dos 
puntos dentro del ángulo está totalmente en el interior. 
Los siguientes hechos son igunl.inente f ,.ci.lee de demos-
trar: Si un punto H. está en h : un Punto K está en k, 
entonces el set7notito FIK estatotaimec¥ t. en el interior. 
Un rayo nue parte de O est;Ó, o totr:;l non t.e dentro, o te- 
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• talmente L uer -.:, del !ri].o. Un rayo que esth n e1. inte-
rior .inter secta al sesrneri to HK. Si A erg an í;ur: to de W v: 

• región y 13 es un punto (le lo ot.r, re. ió:i, entonces todo 
segmento poligonal que conecta A y B, o :;ceso por 0, o 
tiene el menos un punto en común con h o con k. Sin em-
bargo, si A y A' son ountos do la misma región, entonces 
siempre existe un segmento po:li;orlal que conecta A con A' 
y no pasa por 0 ni por ningún mato de los rayos h, k. 

I]iPINICION. Los ¿ángulos guardan entre sí cierta rela-
ción para cuya descripción serán usadas las palabras 

es siempre válido. 

Se dice también, brevemente, que todo ángulo en un pla- 
no dado puede ser  construído en un lado dado de un rayo 
dado de una manera dnicamente determinada. 

Bn la definición de un ángulo, prestaremos tan poca a-
tención a su orientación como lo hemos hecho con el sentí- 

• do de un segmento. En consecuencia, las notaciones 
• Y.(h, k) y 	..(k, h) tendrán el mismo significado. 

DkFINICION. Un ángulo con un vértice n en uno de cuyos 
lados está un punto A y en el otro lado está un punto 
C, será. taiab:Lón denotado nor .?$. ABC, o bi- - ;nente, ;por 
413. Los ángulos también orón den i; ,L o 	or le tras 
griegas mináscu].as. 
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III, 5. Si n,-ira dos tri ;n;zulo:s ¥ AL",C £ A' B' C' las 
congruencias 
AB 	A'B', 	AC = A'C' 	4-BAC 	B'A'C' 
se cumplen, entonces la con.¥ruencin 

. ABC  
también oe cumple. 

El conce[)to de triángulo está definido en la p. 11-9. 
Bajo la hipótesis del axioma resulta, por un cambio de 
notación, que las congruencias 

4ABC = 4 A'B'C' y 4ACB = 4.A'C'B' 
se satisfacen. 

Loe axiomas III, 1-3 son postulados acerca de la con-
gruencia de los segmentos. Serán por lo tanto llamados 
loe axiomas de la recta del grupo III. .91 aziosa III, 4 
oontiene postulados acerca de la oongruencia de loe án-
guloa. ]. axioma III, 5 relaciona loe conceptos de con-
gruencia de segmentos con loe de la congruencia de ángu-
los. Loe axiomas III, 4 y III, 5 contienen postulados a-
cerca de los elementos de la geomatria plena y pueden 
por consiguiente ser llamados los axiomas del plano del 
grupo III. 

La unicidad de la construcción de un ee soto se de-
duce de la unicidad de la construcción de un ngulo, con 
la eluda del axioma III, 5: 

3itpong amo e que el segmen- A 	 B 
to LB está construido de dos 	C, 
maneras en un rayo que parte 
de A' a B' y a B". Eecogien-
do un punto C' que no esté 
en la recta A'B', se obtie-
nen las congruencias 
A'B' = A'B", 	A'C' = A'C', 

y por lo tanto, por el axioma III, 5 
A'C '13' = IC IBn 

en contradicción a la unicidad de la construcción de un 
ángulo postulada en el axioma III,, 4. 



Ei-15 
6. Consecuencias de los axiomas de congruencia 

DBFINICION. Dos fingulos que tienen un vórtice y un la-
do en comdn y cuyos lados restantes Pcrcnan una recta 
son llamados ángulos  suplementarios. Dos ángulos con 
un vértice común cuyos lados forman dos rectas son 
llamados ángulos  verticales.  Un ángulo que es congru-
ente a uno de Sus ángulos suplementarios es llamado un 
ánuio recto. 

Ilemostraremos ahora los siguientes teoremas: 

TF.ORMA 11. En un triángulo, los ángulos opuestos a 
dos lados congruentes son congruentes; brevemente: 
loe ángulos de la base de un triángulo is6eceles son 
iguales. 

Este teorema se deduce del axioma III, 5 y de la d1-
tima parte del axioma III, 4. 

DBPINICION. Se dice que un triángulo ABC es congruen-
te a un triángulo A'B',C' si se satisfacen las sigui-
entes congruencias: 

AB - A'B', 	AC _ A'C', 	BC . B'C' 

TIQRMA 12. (Primer teorema de congruencia de trián-
os). Un triángulo ABC es congruente a un triángu-

lo A'B'C' siempre que se cumplan las siguientes con-
gruenciae: 

AB = LE', 	AC _ A'C', 	4A 

A 	8 A' 	N8. 

DBMOSTRACION. Por el axioma III, 5 las congruencias 

21B . -A' 	y 	C 	4C' 
se satisfacen y por lo tanto sólo es necesario demostrar 
la validez de la eoiiruencin BC = B'C'. Si suponemos lo 
contrario: que FiC; no os congruente a 13'C', y se determi- 
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minri un punto D' en L'J' de t'oi:n 	c 	= 	:', •.L- 
ces el axioma III, 5 nrl loado a r::ni.:.,• 	riirrilo:: A¥ 	:rr 
A'I3'D' nos indicsrb que I BAC 5 	i,' A' r' . Si osf i'uern, 
4..BAC serie congruente n 4I?'A'D' y t-mbión a! 	2'A'C'• 
1 sto es imposible ya oue, por el xio:a,: LI [, 4 todo n-
aul.o puede ver construido en un indo dado do un rajo dri-
do en una dniea forma. Iía sido por lo tanto demostrado 
que el tri6n;ulo ABC es cong+;ruonte nl triAngulo A'i'C'. 

Es igualmente fácil demostrar el si;;uiente: 

T1 ORA 13. (Segundo teorema de congruencia de trián-
oe). Un triángulo ABC es congruente a otro trirn-

gul.o A'B'C' siempre que se cumplan les siguiente con-
gruencias: 

AB = A'B', <A c FA', 4B 

TEOREMA 14. Si un ángulo 21 ABC es congruente a otro 
ángulo .A'B'C', entonces el ángulo suplementario del 
primero, 4 CBD, es congruente al ángulo suplementario 
4 C'B'D' del segundo. 

C 	C' 

A 	D 	q+ 	A 

DEMOSTRACIO . Escogemos los Puntos A', C', D' en loe 
lados que pasan por B' de tal manera que 

AB _ A'B', 	CB E C'B', 	DB E D'B'. 
Se sigue entonces del teorema 12 que el triángulo ABC 
es congruente n.1 triángulo A' B'C' , i.e., las congruen-
cias 

AC = A'C' 	y 	f.BAC E. 	BIA'C' 
se cumplen. 

Como además, por el axioma ITI, 3 el segmento AD es 
congruente al segmento A'?)', resultaría, de nuevo por el 
teorema 12, que el triángulo CAD ec cori;ruent;e ni tri n-
gul.o C'A'D', i.e., las congruencias 

CD _ C'D' 	y 	2 ADC E 4. A' 3'2' 
se cumplen y or lo tanto, con sicier; ri c, 10$ ri' 	l O S  

BCD y B'C' _)' tenemos, Por el 	:ion: 1 ;::L, 5 ma 
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Uh corolario inmediato del teorema 14 es el teorema de 
congruencia ira 4nguloa verticales. 

	

La existencia de los 	os rectos también es conse- 
cuencia de este teorema (véase p. R-15): 

Si los ángulos construidos en ambos indos de un rayo 
OA que parte de 0, y los dos lados no comunes de los án-
gu.los, se hacen iguales, OB = OC, entonces el segmento 
BC íntersecta la recta OA en un punto D. Si D coincide 
con 0 entonces ¡COA y 	 A 
4 BOA son ángel o s su- 	 B 
plementarios iguales 
y por consiguiente, 
son ángulos rectos. 0 	 A 
Si D está en el rayo 
O♦ entonces, por cone- 
trucción DDB 	DDC. 	 C 	- 
Si D está en el otro rayo entonces la con ?uenoia se 
desprende del teorema 14. Por el axioma III, 2, todo 
segmento es congruente a el mistan: OD = OD. Luego, por 
el axioma III, 5 concluimos que V ODB - 4.ODC. 

1^ 15. Sean h, k, 1 y h', k', 1' rayos que par-
tea de 0 y O' en loe planos oc y .t', respectivamen-
te. Supongamos que h, k y h', k' están emboa en el 
minao lado, o en lados diferentes de 1 y 1', respeo-
tivemente. Si las congruencias 

f (h• 1) E 4(h', 1') y 4(k• 1) = *(1¥'' l') 
se satisfacen, entonces también se cumple la congruen-
cia 

V, (h, k) = 41(h'• k'). 
La demostraci6n se hará para el caso en el que h y k 

están en el mismo lado de 1 y también, por la hipótesis, 
h' y k' están en el 
mismo lado de 1'. El 	K 	 K' 
segundo caso será re- 
ducido al primero por 
una aplicación del 
teorema 14. Do una 
consecuencia de la 	C 
definición en u. H-12 

r 

k' 	N 
h¥ r' 

L 	L' O 	t 
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ea que, 0 h está en §(k, 1) o k est/ on 4 (h, 1). 
Asignamos ahora las letras de forme que h está en 4(k, 1). 
Escogemos puntos K. K', L, L' en loe lados k, k', 1, 1' 
tales que OK 3 0'K' y OLE- 0'L'. Por un teorema enunciado 
en la p. 11-13, h intersecta al segmento KL en un punto 11. 

Determinamos H' en h' de manera que OH E 0'H'. Por el 
teorema 12, las congruencias 

40111 = 	0'L'II', 	OLK = 
LH E L'I1', 	L[ E. L'K' 

y también 
4 OKL 	O'K'L' 

se obtienen en loe triángulos OLH y 0'L'H' 6 OL[ y 0'L'K' . 
Ta que por el axioma III, 4, todo ángulo puede ser 

construido en un lado dado, de un rayo dado en el plano, 
en forma dulce y como por hipótesis h' y k' estén en el 
mismo lado de 1', las dos primeras congruencias de ángu-
los mencionadas muestran que H' está en L'K'. 

De aquí, las dos congríenciae de segmentos muestran 
fácilmente, por el axioma III, 3, y por la unicidad de 
la aonetrucción del segmento, que 11K = I1'K'. La aserción 
es deduce ahora, por el axioma III, 5, de las congruen-
cias; 0= = 0'1', HK = H'K' y 401L = x 0'K'L'. 

L. siguiente resultado se obtiene de manera similar: 

TORA 16.  Sea el ángulo 1(k, k) en el plano d , 
congruente con el ángulo 4(h', k') en el plano at' , 
y sea 1 un rayo en el plano øc que parte del v6rti-
ce del ángulo 4 (h, k) y que está en el interior de 
este ángulo. Entonces siempre existe uno y sólo un 
rayo 1' en el plano aC  que parte del vórtice de 
4(h', k') y que está en el interior de este ángulo 
de tal manera que 

4(h, 1) _ 4(h', 1') y 4(k, 1) = ;(k', 1') • 
Con el objeto de obtener el tercer teorema do con-

gruencia y la propiedad de simetría de la. conruericia 
de ángulos, so deduce el siguiente teorema a partir *del 
teorema 15: 
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TEOR.2 A 17. Si dos puntos Z,. y Z. :ion colocado:' en difi-
tintos lados de un seginento KY, y ::i lr•s congruenci s 

iCZ 2 y YZ1, - YZ, se cumplen, entunces el !`zn,,;u10 
4 {YZ1 es congruente al bngl.o 21C.CYZ:. 

EM03TRACIOA. Por el teorema 11 * U, Z, = 4.CZ 3 ZI y 
*YL jZ= 	 aquí, la congruencia i%J(Z,Y = )C.{Z=Y 
se cumple por el teorema 15. Los enso es,uecia].es cuando 

X 	 X'o Y estrui en ZZ2 pueden 
ser resueltos en uno forma 

Zi 	 Z¿ 	aán más sim:1e. De la dltima 
congruencia y de las congru-
encias supuestas¡ 

xz% y YZ, YZa• 
el teorema  

se obtiene del axioma III, 5. 

TEORAIA 18. (Terce teorema de congruencia de trión- 
os). Si en dos triángulos ABC y A'B'C', cada par 

de lados correspondientes es congruente entonces loe 
triÁngulos son congruentes. 

1 Q3TRACI05. i virtud de la simetría de la congru-
encia de segmentos probada en la p. H-ll, es suficiente 
demostrar que el triángulo ABC es congruente al triL'n 
lo A'B'C'. Construimos el Y BAC en A' en ambos lados del 

rayo A'C'. ascogemos 
e 	e 	el punto Bo e¥ el la- 

e 	do que está en el mis- 
mo   lado de A'C' que 

... 	B', de forma que 

	

\\ 	' 	A' 130 E AB. En el otro 
lado escogemos B" de 

A 	A 
	

tal manera que 
A'B" = AB. Por el teorema 12, BC _ BQC' y BC _ B"C'. Es—
tas congruencias, junto con las h.i;p6tef2is, nos dan ^or 
resultado, por el axioma III, 2 las coruenci s 

	

E A'Be, 	.i3"C' E 
y correspondientemente: 

	

A':3" E A'IB', 	B"C' E 
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Loe triángulos A'B"C' y A'B,,C', así como los tri¥n¿;ulos 
A'B'C' y A'B'C' satisfacen las hipótesis del teorema 17, 
i.e., el ángulo 4 B"A'C' es congruente al 4 B,,A'C', así 
como también al ángulo 4. B' A'C' . Pero cou.o por el axioma 
1II, 4, todo [ángulo puede ser construido en un lado dado, 
de un rayo dado en un plano, de una sola manera, el rayo 
A'Bo coincide con el rayo A'B', i.o., el ángulo que es 
congruente a 4.BAC, construido en el lado dado de A'C', 
es el ángulo 4 B'A'C'. La afirmación se desprende final-
mente, por el teorema 12, de la congruencia 
V.BAC _ 4.B'A'C' y de las congruencias de segmentos su-
puestas. 

TORA 19. Si dos ángulos 4.(h', k') y 	.(h", h") 
son congruentes a un tercero 4. (h, }c) , entonces el 
l¥ngulo4(h', k') es también congruente al ángulo 
4(h", k"). 

Ente teorema, que corresponde el axioma III, 2, pue-
de también formularse de la siguiente manera: Si dos 
ángulos son congruentes aun tercero, son congruentes 
entre si. 

MOSTRACIOi. Sean 0', 0" y 0 los vértices de loe 
tres ángulos dados. En un lado de cada ángulo escogemos 
los tres puntos A', A" y A de tal manera que 0'A' = 0& y 

0*. Análogamente, en los otros lados escogemos 
loe puntos B', B" y B tales que 0'B' = OB y 0"B" = OH. 

¥ 	 a• 	g 

	

O' 	 O #/ 
Estas congruencias, junto con la suposición 

4-(h', k') _ 4.(h, k) y 	4(h', k") _. 41h, k) , 
dan por resultado, por el teorema 12, 12s congruencias 

	

A'13' = AB 	y 	A"B" = AB. 
Por el axioma 111, 2, los tribrigul.os A'I3'O' y A"B"0" 

coinciden en sus tres lados y por consiguiente, por el 
teorema 16 

(h', kk') `_ . 	(h", k'') 
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La propiedad de simetría de le con7ruenci.n de fin.-u1os se 
deduce del teorema 19, de la misma manera que se hace 
para los senentos con el axioma ITI, 2, i.e., si j•l 
entonces -Va y 5.(3 son congruentes entre si. En particu-
lar, los teoremas 12-14 pueden así ser expresados en for-
ma simétrica. 

La comparación cuantitativa de L 	os puede estable- 

cerse ahora. 

TEOREMA 20. Sean dos &igulos cualesquiera dados 
. (h, k) y 4(h', 1'). Si la construcción de 	(h, k) 
en h' en el lado 1' nos da un rayo interior k', en- 
tonces la construcción de 4 (h', 1') en 	 n el lado 
de k nos da un rayo exterior 1 y recíprocamente. 

M09TRiCIUN. Supon¥moe que 1 está en el interior de 
4(h, k). Ya que *(h, k) !4(h', k'), por el teorema 16 
existe para el rayo interior 1 ti n rayo 1" en el interior 
de 4.(h', k') para el cual se cumple la congruencia 
4(h, 1)(h', 1"). Por hipótesis y en virtud de la 
simetría de la congruencia de los ángulos *(h, 1) 
(h', 1'), donde 1 y 1 son necesariamente distintos. 

Esto contradice la unicidad de la construcción de un Qn-
gulo III, 4. El inverso es probado de manera similar. 

Si la construcción de 	(h, k), descrita en el teore- 
ma 20, nos da un rayo interior k' en 4(h', 1') se dice 
que 2j.(h, k) es menor que 4.(h', 1'); y se usa la nota- 
ción 4.(h, k) < 	(h', 1'). Si nos da un rayo exterior 
se dice oue 	(h, k) es mayor que(h', 1'); y escribi-
mos 4-(h, k) ) 4(h', 1'). 

Debemos notar que cara dos aci ,ul.os 	y (3 , uno 
sólo uño de los tres casos puede ocurrir: 
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y 	(1 7 a 	d = (3 , 	, (3  y  

L;-i con -)rireci6n cuantitetiv de `.2 	o 3.,  tren; itiva, 
i.e., :err ende uno de los tres supuestos 

1. o(7(3, O 7if i 2.ai 7 	, 	(3- ?iA  i 3 

so sigue 

Le comparación cuantitativa de se;raentos con uc ?ro- 
- 	 )1 	------ 

4 



H-23 
y por lo tanto resulta que 

(h, 1") = 4(k, 111 ) 
lo cual contradice la relación 4h, 1") ( 4- (k, 1") . 
Si 1" está en el interior de (3 , se obtiene una contra—
dicción completamente análoga y el teorema 21 queda así 
demostrado. 

I¥?IIIICIOB. Un ángulo obtuso es aquel que es mayor que 
eu ét ulo suplementario. Un ánimo agudo es aquel que 
es menor que su E.ngulo suplementario. 

Cb teorema fundamental que ya para Buclides jugaba un 
papel principal, y del cual se obtienen una serie de re—
eultadoe Importantes es el teorema del ángulo exterior. 

PINIC ION. Lo• énguloa 3 LBC, 4 DC1 y 4. CAB del tri—
Angulo ABC son llamados Angulos interiores del trián—
gulo. Sus 4ngulos suplementarios son llamados 4.nguloe 
estearioree del triAngulo. 

TEQR¥J 22. (?so 	del 4n 10 extterrioorr). El ángulo 
exterior de un triángulo es mayor que cualquier ángu—
lo interior no adyacente a él. 

1M03TRACIO/. Sea 4CLD un ángulo exterior del trián—
gulo ABC. Recojamos D tal que LD = CB. 
. 	Demostraremos que 4.CAD * 4 ACB& Si se cumple que 
4 CAD E 4LCB, entonces se cumplirá 4 ACD 4CAB por 

la congruencia AC CA 
C 

	

	 y por el axioma III, 
5. Se concluirá enton—
ces de los teoremas 14 
y 19, que f ACD es 

g 	congruente al ángulo 
O 

A  
suplementario de 4ACB. 

Por el axioma III, 4, D resultaría estar en el segmento 
CB, contradiciendo el axioma I, 2. Debe entonces ocurrir 
que 

4 CAD 	4ACB. 

Es también imposible que -Y CkD < 4 AC!3 ya cue en tal 
caso la construcción del ángulo exterior 	CAL) sobre CA 
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en C, en el lado donde esta B, nos ciaría un lado que está 
en el interior del 6n ul o 4 ACD, y por consiguiente in-
terseetnría nl se rento LB en el punto D'. El ángulo ex-
terior 4 CAD sería entonces congruente -.1 5nRulo J AC13 1 
en el triángulo AB'C. Sin embargo esto es imposible como 
se demostró arriba. La única posibilidrid nua nos 'pueda 
es entonces X CAD > 3 .ÁCB. 

Exactamente de la mie,. 	 C 
ma forma obtenemos el he- 

cho de que el ángulo ver- 
tic al del ángulo 4. CAD es  
mayor que el ángulo 4 ADC, 	D 	A 	a• B 
y la congruencia de ángu- 
los verticales y la tren.- 
sítividad de la comparación cuantitativa de la magnitud 
de los ángulos implican que 

2í CAD ) 4 ABC. 

La afirmación está por lo tanto cornple talmente demos-
trada. 

Los corolarios importantes de este teorema son los si-
guientes teoremas: 

TEOREMA 23. En todo triángulo, al mayor ángulo se opo-
ne el mayor lado. 

DE¥IUSTRACION. En el triángulo dado construyamos el me-
nor de dos lados que tienen extremos comunes en el lado 

mayor. La afirmación se deduce entonces de los teoremas 

11 y 12, en virtud de la transitividad de la comparación 

cuantitativa de la magnitud de los ellos. 

TEOREMA 24. Un triángulo con dos ángulos iguales es 
isósceles. 

Este reciproco del teo-

rema 11 es win consecuencia 

inmediata del teorema 23. 

Además, del teorema 2 

se obtiene, de una manera 

simple, una extensión del 
cet;.uido teorema de congrLIen- 
ci; de tri4nts;ta.7.o:3: 
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TiXRI A 25.  Dos tri tn idos ABC y A'B'C' son congruentes 
si as cumplen las siguientes congruencias 

LB 	A'B' 	4A ^ 4-A' 	y 	KC = C'. 

TEOREMA 26. Todo segmento puede sor bisectado. 

DF. OSTBACION. En diferentes lados del segmento dado 
AB construyamos el mismo emulo a( en los extremos y 
tracemos segmentos iguales en el indo de los tnguioe de 
forma que AC = BD. Ya que C y D están en diferentes la-
dos de AB, el segmento CD intersecta a AB en un punto E. 

La suposición de que E coincide con A o con B es una 
contradicción inmediata del teorema 22. Supongamos en-
tonce© que B está entre A y E. Por el teorema 22 tendre-
mve entonces que 

4ABD 7 JIBED > 4BAC, 

 

C 

lo que contradice la construcción. La suposición de que 
A está. entre B y B nos lleva a la misma contradicción. 

Por el teorema 4, E está entonces en el segmento AB. 
Luego 4AEC y 4BED, como ángulos verticales, son con-
gruentes. De aquí, el teorema 25 es aplicable a los 
triángulos LEO y BED y nos da 

A.E = EB. 

Una consecuencia inmediata de los teoremas 11 y 26 
es el hecho de que todo ángulo puede ser bisectodo. 

El concepto de congruencia puede ser extendido a cual-
quier figura. 

DEFINICION. Si A, E, C, D,..., K, L y A', B', C', 
D', ... , i, L 	son dos sucesiones de puntos en uy a' 
2°es;aectivrpmente, ti l.eF3 nue l 	dt. 	e',;?ll nt 0 
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AB y A'B', AC y A'C', BC y !3'O',..., KI, y K'L' son con- 
gruentes, se dice que las dos sucosionen de puntos son 

congruentes. Ay A', B y B', ... , I. y L' son llamados los 
puntos correspondientes de las sucesiones congruentes do 
puzi t.  

TEORF¥IA 27. Si la primera de dos sucesiones de :)untos 
congruentes A, B,..., K, L y A', A',..., K', L' es-
tá ordenada de tal manera que B está entre A y C, D, 
... , K, L; C está entre A, D y D,..., K, L, etc.; en-
tonces los puntos A', 13',..., K', L' están ordenados 
de la misma manera, i.e., B' está entre A' y C', D', 
..., K ' , L'; C' está entre A', .13' y D',..., K', L', 
etc. 

DlPINICION. A un nilmero .finito de puntos se lo llama 
figura. Si todos los puntos de una figure están en un 
plano, se llama figura plana. 
So dice que dos figuras son congruentes si sus puntos 
pueden ser ordenados por )ares, de manera que los 

segmentos y los zngulos que quedan así ordenados sean 

todos congruentes. 

Como es evidente de los teoremas 14 y 27, las figuras 

congruentes tienen las siguientes propiedades: 

Si tres puntos de una figura son colineales entonces 

los puntos correspondientes en cualquier figura congru-

ente también son colineales. El orden de los puntos en 

planos correspondientes, respecto n rectas corresrrondien-
tes, es el mismo en figuras congruentes. Lo mismo se cum-
ple para sucesiones de puntos correspondientes en rectas 
correspondientes. 

El teorema (le con -ruenci' mf:_ general para el pl ano y 
el espacio es formulado a continuación: 

TEOREMA 28. Si 	(A, B, 	C,... , 	L) 	,y (A', 	r', C',..., 	L') 
s.on figuras :3 ,)unas con 'r2'U(?11 te s, 	y P 	Seno t'' un ^un to en 
el 	plano de la 	,)I _L!ue f''l•r[u'' , 	G't1l:once o .;: bie 	(>n— 
con'trar un aun'to 	1?' en 	el 	i:.'no 	'3e .1'• 	+`c'(''U'1(.7``i r7¡'i.l"•Z 
tal que 	(A, 13, 	U, ... , 	I:, 	1') 	v 	(A', ' 	. .. 	, 	P') 
con de nuevo i 1j;Ur ,_, 	JIl, 	l 	.It 	a'; 	::.. i I:I''.: 	(A, 	}`i, 
O,. 	1-) 	C 11: ti ajio 1'!.l 	!l: i.?I10:, 	t]' 	.. un L: 	'i. 1. 
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entonces la construcción de P' o: -)oc.ible ,10 una 901i- 
nora, 

TE¥OH 24A 29. Si (A, 8, C,... , i.) y (A', 13', 0',..., i ' ) 
son fi?urns conruerl tes, y 	c.:1 1 r ;.l : er un to, en-
tonces ciemi)re ec nonible encon t, l' irl ')Wl Lo P' t'1 
que las Íiguras (A, 13, C,..., 1L, P) y (A', fue', L',..•, 
L', P') son congruentes. 	i is f.i'-:u - (A, 8, o,..., 1) 
contiene al menos r)u11tO i no con,1—1 n' r: CO toflee 1 
construcción: de P' en ;>o::ible de una roir m.a.ner¥l. 

Teniendo :¥recontes los ,.grupos de !.:.io;ans 1 	II, el 
teorema 29 exprecn arte inrnort:!nte resriLtF''o: Todas las 
propiedades de conruencio del esoacio, :f por lo tanto 
las propiedades de deeplaza.'n:i.ento en el espacio, son con-
secuencia de los cinco oxiomes do corlr'ru.encia de la recta 
y del plano formulados arribe.. 

7. Gro T.V de axiomas: axioma de la > E.arnl.elas 

Sean oí un plano eualc,aie."e, a una recta cualquiera 
en d , y A uii n1uito en oC nue no esta. er. a. Si traza-
mos una recta c en o4 , cue ense por A e intersecte a a; 
y otra recta b en ok , que nace c?or A de forme cue la. 
recta c intersecte ti las recto:;s a, b en los :ni;¥-nos ngu- 
los, entonces se deduce f6cii.'ne:zte del teore:n del n?u-
lo exterior, teorema 22, cue ion rectas n, b no tienen 

ninglín punto en común, i.e, , en tul p1.-no oc -:io,2 )re es 
osible trozar una recta, por '.un "Unto A ? 1e 'c D.de Za 

recta a, y que no l Ilt;'!`:: F C t?? n a. 

UEf INICIu i'i. Je dice e:j 	CdOS I'CtC'vt"'.S 5011 	a2'%'f.C'lF1 E' ci 

están en el Ri.l:? io 7J.C'::o '¡ no se Li1ta ::oat? - rl 

El axioma de 1. l:: r12`: 1 t?.1.. ._ 	no iF` C1hOI' 	.trl'niejar` e co— 

no si ue : 

IV. (kxiorni 	le Lild.C:3 ]. ie ) 	il i 	c:!.i' ? 	lI. ]` Ál? i' 	A 

12.I 	itrl't., 	Í tl31'r' 	3 	1.! 	:1 	 J íJ 

'  
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A partir de lo expuesto cinteriormente, y en br.,ae al axio-
ma de las paralelas, puede verse nue existe exactamente 
una paralela a una recta, que pasa por un punto fuera de 
ella. 

El axioma de las paralelas IV es equivalente a la si-
íuiente condición: 

Si dos rectas r3, b en un plano no intorsectan a una 
tercera recta o en el inis.'no plano, <yntonce.nn las rectas no 
se intersectan. 

De hecho, si a, b tuvieran un punto A en común, estas 
dos rectas pasarían por A en el mnirmo plano sin inter-
sectar a c. Esta situación contradiría el axioma de las 
paralelas IV. Recíprocamente, el axioma de las paralelas 
tnmbión se obtiene fácilmente a partir de esta condición. 

El axioma de las paralelas es un axioma del plano. 
La introducción del axioma de las paralelas simplifi-

ca la fundementación de la geometría y facilita su desa-
rrollo en un grado considerable. 

Aunando a los axiomas de congruencia, el axioma de 

las paralelas, obtenemos el conocido hecho siguientes 

TEOR-MA 30. Si dos paralelas son intorsectadas por 
una tercera recta, entonces los ngulos correspon-

dientes y los ángulos alternos son congruentes, y 
recíprocamente, la congruencia de los :.n*ulos corres-
pondientes o de los fngulos alternos, implica que las 
rectas son paralelas. 

TEOREMA 31. La sauna de los hnguloo de un tri in3ulo es 
dos rectos.® 

DEr'INICION. Si M es cualquier ;,unto en un plano o{ , a 
la colección de todos los pinitos A en 	nra los cua-
les los segmentos MA Son congruentes se le llana 
círculo. M es llamado el centro del círculo. 

En base a esta def inición, _I os teare n¥ _ conocidos 
curen del círculo se 	obtienen 'ci. 	ezi tc 	c..3 1: 	ayuda 	:e 
los 	rrizno :?e 	xlonar Jii-IV; eri 	irLic 	r, 1 u 
l.zdacl de 	con::iz o:ir' 'un 	et.x 	ao ', or 	;.a 	:Ie 	i.r,t;  
toas no i.o:L 	rc 	a <.... ; ;f 	eoo 	oi l: 	o_ :.e de 

(I'li.l..o,_, 	1.1.)Cr ..t,). 	üCJ1"'i: 	.A 	 el 	el:i' 	•¥. 	2,.¥ 
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loe ingulos en un cuadrilátero inscrito. 

8.  Grupo  Y de  axiomas: axiomas de continuidad 

Y, 1. (Axioma de la medida o axioma de Ar u 	) 	. 
Si AB y CD son dos segmentos cualesquiera, en-

tonces existe un adinero n tal que n segmentos 

CD, construidos contiguamente a partir de A, 
sobre el  rayo de Ace  pasa por .B,  sobrepasarán 
el  punto  B. 

Q, 2. (Axioma  de completen de la  recta). Una exten-
sión  de un conjunto de puntos en una recta con 
sus relaciones  de  orden  t  congruencia, que nre-
servera las relaciones existentes entre los e-

lementos originales, así como las roiedades 

fundamentales do orden y  congruencia de la  rec-
ta que resultan de los axiomas I-III y V, 1, 
es imposible. 

Por propiedades fundamentales, so entienden las pro.-
piedades de orden formuladas en los axiomas II, 1-3 y en 
el teorema 5, así como tcmbi6n las propiedades do con-
gruancia formuladas en los axiomas III, 1-3, junto con 
la unicidad de la construcción de un segmonto.9  Se en-
tiende además que al extender el conjunto de puntos, las 
relaciones de orden y congruencia se preservan en la re-
gión extendida de puntos. 

Debe notarse que el axioma I, 3 se rreerva en toda 
extensión so ipso, y que la validez del teorema 3 en ta-

les extensiones es una consecuencia de 1-e permanencia 
del axioma de Arquímedes V, 1. 

El axioma de eompletez dopende esencialmente del he-
cho de que contiene el axioma de Arquímedes entre los 
axiomas 	validez r u.iere. De hecho, uuede demos- 
trarse que a un conjunto de mantos en w recta, quesa-
tisface i0.; axioans eTa,_ullt;.r, do„ ; revé a:uel. t;o y los teore- 
Inas de orden }'' CoTl¡:rry'ienc a. e 	;3. erIp2 e ;Ci::'1.f:1_l_i: L if3Ci Cl' 
otros su.ntos t`? _ce sur:, estos a iom.. _ scan ! d,;j u V21.- 

dos en el sojuntu {'.:Kto id do :'(?aul tau te; j.c. , un ,''fiO- 
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me de completez que requiere sólo la validez da estos e--
xiomas pero no el de Arquímedes, o uno equivalente a él, 
conduciría a una contradicción. 

Ambos axiomas de continuidad son axiomas de la recta. 
El siguiente hecho se obtiene esencialmente del axio-

ma de completez de la recta. 

TEOREMA 32. (Teorema die com Aletea)! Loe elementos 
(i.e., los puntos, las rectas y los planos) de la 
geometría forman un sistema que no puede ser exten-
dido por puntos, rectas y planos, debido a la perma-
nencia de loe axiomas de incidencia, orden, congruen-
cia y Arquímedes, ea decir, sólo por la permanencia 
de todos los axiomasp 

Dk QSTRRACION. Sean loe elementos originales  aquellos 
que existen antes de la extensión, y aquellos que se for-
man por la extensión loe nuevos  elementos. La suposición 
de nuevos elementos nos lleva inmediatamente a la suposi-
ción de un nuevo punto N. 

Por el axioma 1, 8, existen cuatro puntos originales 
no coplanares`A, B, C, D Las letras pueden ser escogi-
das de tal manera que A, B, N no sean colineales. Los dos 
planos diferentes ABPN y ACD, por el axioma I, 7, tienen 
ademán de A, otro punto en común E. E no está en la rec-
ta AB porque de lo contrario B estaría en el plano ACD. 
Si E es un punto nuevo, entonces hay tul punto nuevo en 
el plano original ACD.. Por el otro lado, si E es un pun-
to original, entonces el punto nuevo N está en un plano 
original, a saber, en el plano AAE. &i cualquier caso un 
punto nuevo está en un plano original. 

Existe un triángulo original E?G.H en un plano original 
y en el segmento Pf: y un punto original I. Si se une un 

punto oriirial L con I 
entonces, por el axioma 
1I, 4, inc. 	rectas IL y 
101 o Stan rectas 11 y GH 
so ir te i :ioe ron en taxi clun-
to iÇ Ç. .S.2. l es nuevo, c,ni-• 
t oncet3 n_n surto nueve }K 
esst4 en unn recto orI l•- 
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nal F'U o Gil. Si, por el otro lado, K es original, entoar 
ces un punto nuevo L está en la recta original IK. Todas 
estas suposiciones contradicen entonces el axioma de com-
pletez de la recta. La suposición de un punto nuevo en 
un plano original debe en consecuencia ser descartada y 
por ende la suposición de elementos nuevos. 

Las hipótesis del teorema de completez pueden aún de-
bilitarse. No es necesario requerir incondicionalmente 
la permanencia de algunos de loa axiomas mencionados pa-
ra su validez. Sin embargo es esencial para su validez 
que el axioma I, 7, esté contenido entre los axiomas cu-
ya permanencia se requiere. De hecho, puede ser demos-
trado que a un conjunto de elementos que satisfacen loe 
axiomas I-V, siempre es posible anadir puntos, rectas V 
planos, de manera que estos mismos axiomas, con la excep-
ción del axioma I, 7, se cumplan en el conjunto que re-
sulte de la unión, i.e., un teorema de completes en el 
cual no esté contenido el axioma I, 7, o uno que sea e-
quivalente a él, entrañaría una contradicción. 

II axioma  do completez no mes una consecuencia del s 
xi'¥ = drauímedes. De hecho, para demostrar, con la 
ayuda de los axiomas I-1Y, que esta geometría es idénti-
ca a la geometría analítica "Cartesiana", el axioma de 
Arquímedes por sí solo es insuficiente (véanse las seo-
cionee 9 y 12). Sin embargo, recurriendo al axioma de 
completen, aunque no contiene una afirmación directa a-
cerca del concepto de convergencia, es posible demostrar 
la existencia de un limite que corresponde a una corte-
dura de Iledekind, set como el teorema de Bolzano-Heisre-
traes sobre la existencia de puntos de acumulación, con 
lo cual esta geometría aparece idéntica a la geometría 
cartesiana. 

Con el tratamiento anterior, la necesidad de la con-
tinuidad ha sido separada en dos partes esenoielmnente 
distintas, a saber, en el axioma de Arquímedes, cuyo 
papel es preparar el requisito de le continuidad, y en 
el axio:na de completez, cue constituye la aira 
lar de todo cal con junto do axiom¥¥s." 
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Les investigaciones subsecuentes descansan esencialmente 
en el axioma de Arquímedes y en genernl, no se supone el 
axioma de completen. 



CAPITULO 	II 

LA CONSISTENCIA Y LA INDFP NDF;NCIA 
MUTUA Dl 108 AXIOMAS 

9. La  consistencia de loe axiomas 

mitre loe axiomas formulados en los cinco grupos del Ca-
pitulo 1, no existen contradicciones, i.e., a partir de 
los azioáas es imposible deducir, por inferencia lógica, 
un resultado que sea contradictorio con alguno de ellos. 
Para mostrar esto construiremos un conjunto de objetos, 
a partir de los números reales, en el que todos loe axio-
ass de los cinco grupos se satisfacen. 

Consideremos el campo ii de todos los n& roe alga.. 
bruces que es obtienen del nlmero 1 y de la aplicación, 
un ndaero finito de vocee de las cuatro operaciones a-
ritaítioass sane, resta, multiplicación, división y una 
quinta operación 1 + • , donde w denota un nú ero que 
rewulta de estas cinco operaciones. 

Consideramos un par de números (z, y) del ocupo 
coso un punto y las razones (u : ♦ : w) entre tres nd-
moros cualesquiera de .A, como una recta, siempre que 
u, ♦ no sean cabos cero. Además la existencia de la e-
ouacidn 

u x + v y +•• O 

significar& que el punto (z, y) está en la recta 
(u t y s w). Así, como ea fácil ver, los axiomas I, 1-3 
y IV se satisfacen inmediatamente. Los ndmeroa del cam-
po li. son reales¡ teniendo en cuenta que estos pueden 
ser ordenados eegdn sus magnitudes, es fácil encontrar 
interpretaciones para estos puntos de acuerdo a las 
cuales todos los axiomas de orden son también válidos. 

hecho, si (z, Y%.) , (zi, y2 ) , (13. y5 ) , ... son pun-
tos cualesquiera en una recta, este arreglo será el or-
den de sucesión en la recta cuando los ndmeros zi, xs, 
za,... 6 y1 , y2, y5,... en el arreglo sean monótonamén-
te crecientes o decrecientes. Para satisfacer también el 
el axioma II, 4, basta establecer que todos los puntos 
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(x, y), para los cuales 
ux+vy+ees menor oma- 

	

yor que 0, estAn en un la- 	 (X',y)) 
do o en el otro de la rec- 
ta (u $ y s w), respecti- 
vamente. Es fácil conven- 
cerse de que esta inter- 
pretacida es compatible 
con la anterior que deter- p(o,o) 	EJ,D 
minaba la sucesión de los 
puntos en una recta. 

Para la construcción de Eángulos y segmentos se ea- 
plesa los métodos de la geometría analítica. Una trans- 
foraación de la forma 

1 • Z + a 
7' aT+b 

efectda una traslación paralela de segmentos y ángulos 
y una transformación de la forms 

II = á 

T' •_T 
efectúa una reflexión sobre la recta y • 0. Adraás, el 
dsnotenos los puntos (O, 0) por O, (1, 0) por 9 y un 
punto srbi"ario (a, b) por C, entonces, mediante une 
rotación por el ángulo *OOB alrededor del punto fijo O, 
el punto (z, y) se convierte en (s', r*) da~ hay quo 
hacer las suititucionss 

---d s -- b 7 r 

	

as + b• 	a + b 

b 	g 	7 • as + b + 
Oaao •l nómsro 

¥aT+ bT • blfr +() 

resulta estar en el campo 1%, loe axiomas III, 1-4 tea-
bién se ati=plen para estas interpretaciones y claramente 
los axiomas III, 5 de congruencia de trit.n 7,vaos, así co-
mo el axioma de Arquímedes Y, 1 trunbitn se satisfacen. 
El axioma de conipletez V, 2 no ;e cít=ele. 
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Toda contradicción en las consecuencias de los asiomas 
I-IV, Y, 1 debía ser, por lo tanto, detectable en la a--
rltn¥tica del campo 11 .i2 

Si en el desarrollo anterior se escoge el campo de loe 
ndlaeroe reales en lugar del campo .iL , se obtiene la geo•-
metrla cartesiana plana ordinaria. El hecho de que en es-
ta geometría (además de los axiomas 1, 1-3, II, II1, IV, 
y V, 1) el axioma de completez también se cimple, puede 
ser visto de la siguiente maneras 

Ma la geometría cartesiana se deduce, sobre la base 
de las definiciones de orden y congruencia de segmentos, 
que todo segmento puede ser dividido en un ndaero dado n 
de partes congruentes, y si un segmento LB es menor que 
un segmento &C entonces la &sial, parte de LB es tam-
bl4n menor que la de LC. 

$tpongamoe ahora que existe una recta S a la cual, 
contradiciendo el axiomá de- completez, es posible acla-
dir puntos en la geometría dada sin afectar la validez 
de los .axiomas II, 1-3, III, 3-3, 1, 1, el teorema 5 o 
la unicidad de la construcción de un segmento (p. a-14). 
asa Y uno de los puntos añadidos. ¿eta divide la recta g 
en dos rayos cada uno de los cuales contiene, por el o- 
xioma de Arquímedes, puntos que existían antes de la ex-
tensión. Llamemos a datos los puntos originales. toA-
cee N divide los puntos originales de g en dos rayos. 
Considerando g representada en la forma parmaétrica 

xm.t+n, 	y=pt+q 

en la cual todos los valores que toma el parámetro t aa-
tes de la extensión por N. son reales, entonces la parti-
ción inducida por N da por resultado una cortadura de 
Dedekind para estos valores. Como es bien sabido, para 
tal cortadura solamente se cumple una de las dos condi-
ciones siguientes: 0 la primera clase determinada por 
ésta tiene un áltimo elemento, o la segunda clase tiene 
un primer elemento. Sea A el punto que corresponde a u-
no de estos elementos. Entonces ningún punto ori ;innl 
está entre A y 1. 

Sin embargo, existe un punto original B tal que N es-- 
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tA entre A y B. Por el axioma de Arquímedes existe un niS-
mero, digamos, a - 1 de puntos distintos C1, Ca,..., C,., 
D tales que loe n segmentos AN, NC1, C¥ Ca, ... , 	son 
congruentes entre al y tal que B está entre A y D. Divi-
dimos ahora el segmento AB su n partes congruentes. Ta- 

A wN  

dos los puntos que determinan la división son puntos ori-
ginalee. Bea ff el punto más cercano a A. De las condicio-
nes de orden en la recta y congruencia introducidas el 
principio de esta demostración, resulta que el segmento 
Al •s menor que AN, mientras que AB es menor que AD. El 
punto original g está entonces entre A y N. La supoai- . . 
*ida de que ua punto podía ser añadido a la reate g sin 
que afectara la validez de loe axiomas de la recta, nos 
ha llevado a una contradicción. 

£a la gsasetría cartesiana *es cumplen entonces todos  
los axiomas del plano y la recta. 

El tsatemiento eorrespotidiente para la geometría del 
espacio no presenta dificultad. 

Toda contradicción en las consecuencias de los axio-
mas I-r debería por ooneiguiente, ser detectable en la 
aritmética de los ndmeroe reales. 

Como puede verse, existe un námero infinito de geome-
trías que satisfacen los axiomas I-1V, Y, 1. Sin embargo, 
existe sólo una, la geometría cartesiana, en la cual se 
cumple, simultáneamente, el axioma de completez. 

IQ. La independencia del axioma de las paralelas 
((isometría no euclidiana) 

Después de haber visto la consistencia de los axiomas 
es interesante investigar el son todos independientes u-
no de otro. De hecho, puede probarse que no hay parte e-
sencial de ninguno de estos grupos de axiomas que pueda 
ser deducida de los otros por inferencia lógica. 

Por lo que respecta a los axiomas de los grupos I, II 
y III es fácil demostrar que los axiomas de uno y el mis-
mo grupo son esencialmente independientes entro sí. 
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*i la presente exposición los axiomas de los grupos 1 y 
II son básicos para los otros axiomas, por lo tanto, e6-
lo es necesario probar la independencia de cada uno de 
loe grupos III, IV y Y con relación a loe, otros. 

El axioma de las paralelas IV es independiente de loe 
otros axiomas. La forma más simple y conocida de demos-
trar esto es la siguiente: Encojamos aquellos puntos, 
rectas y planos de 1.a geometría ordinaria (cartesiana) 
construida en le sección 9 que están en una esfera fija, 
como loelelementoe de una geometría del espacio y ree. 
placemos las congruencias de esta geometría por trana-
formaciones lineales de la geometría ordinaria que ma-
psan la esfera fija en si mismo. Mediante interpretacio-
nes adecuadas puede verse que en esta &sometria "no •ur-
oli_ dis_s• todos los axiomas excepto el axioma Ii d• La-
elides son válidos y  ye que la existencia de la gsome-
tría ordinaria ha sido demostrada en la eeaci6n 9, es 
concluye ahora la existencia de la geometría no eucli-
diana. 

Son de especial interé¿ loa teoremas que es cumplen 
indipendlenteesnte del axioma de las paralelas, 
aquellos que se oumplen.tanto en lee geometrías eucli-
dianas como en las no euclidianas. Como loe e jémplos 
mía importantes veremos dos de los teoremas de Legendre. 
II primero requiere para su demostración, además de loe 
axiomas I hasta III, el axioma de Arquímedes Y, 1. Pri-
mero se demostrarán algunos teoremas preparatorios: 

TBORaIA 33. Considérese dado un triángulo OPZ con un 
l ngulo recto en P. In el segmento PZ sean £C, Y tales 
que 

; YOZ 
entonces 

1 < Iz. 

Para le demostración, cona-
truyemos el segmento OL' sobre 
OZ tal que 

OK _.OK'. 
Por los teoremas 22 y 23, X' 
está en el segmento OZ, y con 
ayuda del teorema 22 y el 

z 

y 

X. 
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axioma 1II, 5 obtenemos 

• 'ZY ( yOn _ 4OYK' < 4Y'C'Z. 

Por loe teoremas 12 y 23, de la relación Y X'ZY < KYX'Z 
se obtiene la afirmación. 

TORA 34. Para cualesquiera dos ángulos e¿ y L 
siempre es posible encontrar un número natural r tal 

que  2 
Aqu1 	denota el Angulo que resulta de ls bisec-

ción de d , r veces. 

0 08TRACION. Sean a? y E dos ángulos dados. Por los 
axiomas supuestos, la bisecoión de los ángulos es posi-
ble (víase p. 1L-.25). Consideremos el ángulo agudo Z . 

Si 	E, la aseroión del teorema 34 es verdadera para 

r - 2. Si  jf, entonces desde un punto C en un lado del 

ángulo 	se trasa una perpendicular al otro lado que 

intersecta a dote en un punto B. Denotamos el vértioe de 

2 por A. Si E ea construido en el lado AB en el inte- 

rior del ángulo SIC _  entonces por la desigualdad su- 

puesta, el tercer lado intereecta el segmento BC en el 
punto D (véase p. 11-13). Dl axioma de Arquímedes V, 1 
permite afirmar que existe un ndmero natural n tal que 

n • BD > BC. 

Construyamos ahora el !ángulo E en el tercer lado re-
sultante, hacia afuera n veces. 

Puede haber un caso en el que en la última n-ésima 
construcción, el teroer lado resultante no intersecte el 
rayo BC, y digamos que, la m-ésima construcción es la 
primera en la que esto ocurre. Ya que el tercer lado an-
terior a¥1n intersectn el lado de este rayo, el ángulo 
(m - 1) 	es agudo. 

Por lo tanto, se concluye fácilmente que el interior 
del ángulo m veces construído, m E. , está en el setnipinno 
de AB que contiene a C, y además que el raye • está en 

el interior del ángulo m E , 
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E 	Fan el otro ceso, todo Ángulo t 
obtenido en la construcción 
repetida n voces define un 
segmento en el rayo BC que 
por el teorema 33 es mayor 
o igual a BD. Sea E el punto 
en el que el n-6simo tercer 
lado intersecta a BC. la su-
ma BE de loa n segmentos de- 

- 8 	terminados en BC es mayor 
que n • BD y entonces a for- 

tiori es mayor que BC. Por consiguiente concluimos que 
n•E > t 

Para m 6 n esa r un número natural tal que v (2V16 
a (Z', respectivamente. Denotemos el ángulo ■E 6 n£ 
por 	. Loe ángulos 	y 	pueden construirse. De la 

posibilidad de comparar ángulos se infiere fácilmente 
que la desigualdad 2'>m es consecuencia de la desigual- 
dad 	T< 	= t la desigualdad 1M. ) . Por lo tanto, 

de la traneitividad de la comparación cuantitativa (p. 
H-21) se concluye que 

Z1 primer teorema de Legendre puede ser mostrado con 
la ayuda del teorema 34. 

TEORB¥IA 35. (Primer teorema de Legendre). La suma de 
los ángulos de un triángulo ea menor igual a dos 
ángulos rectos. 

D¥108TRACION. Dendtese cualquiera de los tres ángulos 
de un triángulo por *A -at , 
y los otros dos por * B =(3, 
Y. C Y de tal manera que 	 E 
(!¥ 	Por el teorema 26, 	C 	r, 
el segmento BC tiene un 	Y 
punto medio D. Prolongamos  
AD más allá de D, por una 
cantidad igual a él, hasta  
E. Por la congruencia de 	,Q 	B 
ángulos verticales, el a.tiio- 
m^ III, 5 puede ser aplicado 
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a los tri ;ulos ADC y L JD. Definiendo le ou.rn do loE 'n- 
gulos sobre ln base del teorema 15, en si 	l9nora obvia, 
obtenemos ' prsra los ?in¥¥.¥7_o;c .(, p3',  r riel triángulo Ai3E la 
rel ación 
• + ¥ ¥ = 	, 	+ 	= (3'. 

La suma de los .nulos del tri +ngulo &BE os por lo 
tanto, igual a la del triángulo ABC. 

De la desigualdad P¥' se concluye fácilmente, por los 
teoremas 23 y 12, que 

d' 	y luego entonces ¥(' < 	• 

De aquí que, a todo tri!lc Bulo ABC y orira cualquiera 
de suo hngulos 4 , siempre es posible asignar un triángu- 
lo oon igual ema de ángulos, en el cual un Fingido es me- 
nor o igual a 	y por consiguiente, dado un número na- 
tural r, ea posible asignarle un tri?ngulo con una suma 
de Ángulos igual, en el que uno de los ángulos es menor 
o igual a Z¥ 

Supongamos ahora, contradiciendo la afirmación del 
primer teorema de Legendre, que la suma de los ángulos 
de un triángulo dado es mayor que dos ángulos rectos. 

Se infiere, del teorema 22, que la suma de los An;u-
loe de un triángulo se menor eue dos -1ngulos rectos. 
Luego, de acuerdo oon la suposición, la suma de los 6n-
gulos de un trifngulo dado puede ser representada de la 
forma 

+ ¡3 + 	=2,o+  E 
donde £ denota cualquier ángulo y P denota un ángulo 
recto. Por el teorema 34, es posible determinar un nú-
mero real r tal que 

z, CE- 

Construimos ahora, de la manera eeiialadr¥, iui tri!.ngu-
lo con ángulos , , (, W' cue szptisi='ceni 1.ps relacior.eE 

d•+ (*+ k¥ = 219+E , d 4< 2r <E 

E:n este tri ¥Snulo 

3'+ ¥• >zp, 
lo que contradice el teorem 22. uodr .. í iemoatr ido el 
primer teorema de 1 ogondre. 
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T*)REMA 36. Si el cuadrilátero AACD tiene ángulos rectos 
en A y B, y el además sus lados opuestos Al) y BC son con-
gruentes, entonces los ángulos 4C y 4D también son con-
gruentes entre A1. Además, la perpendiou ar al segmento 
AB trazada en el punto medio U. interseota el lado opuee-
to CD en un punto 9 de tal manera que loe cuadriláteros 
&UD y 114C son congruentes. 

DUOSTRACIOB. De loa teoremas 21 y 22 resulta que la 
perpendicular a AB, levantada en M, está en el interior 
del ángulo 4 DDC y, por uno de loe teoremas mencionados 
en la p. 11-13, ésta intereecta al segmento CD en el pun-
to 5.. Se concluye de loe teoremas 12, 21. y 15 que los 
triángulos r.&D y kBC, y por consiguiente. tambi4n los 
triángulos 9= y YCp son congruentes. Con la ayuda del 
tsore¥a 15 se obtiene de estas congruencias que 

3tBCN = 4AIS. 

Por lo tanto, los cuadriláteros AUND y HIAC son congru- 
entes. 

210^ 37. Si el cuadrilátero ABCD tiene cuatro án-
«ulos rectos entonces toda perpendicular EP trazada 
desde un punto E en la recta CD el lado opuesto AB 
es ts¥bión perpendicular a CD. 

• 08TRACIOU.. Yi concepto de una refleool6n sobre una 
recta e es introduce como sigue: 
Si se traza una perpendi- 
cular desde cualquier punce 
to P a cualquier recta a y 
es extiende una cantidad 
igual mas allá del pie has- 
te P', entonces el punto P' 	¥q 	d 
es la imagen de P. 	F 	D 	E l' 	 - . 
Reflejemos el seg- 
mento Bg sobre AD 
y BC. Las imágenes 
B F 	E P s s y 1 ' según 	F 	A 	F 6  
concluimos de la 
segunda parte del teorema 36, son congruentes al segmento 
EP. Los puntos El y E x , al igual que E, estfin en CD; loe 
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puntos P¥, y F2 , al igual que F, están en AB. Las hipóte-
sis de la primera parte del teorema 36 son satisfechas 
por los cuadriláteros BPP1Et , EPLºE y E yi PaEa y de a-• 
qui obtenemos la igualdad de los cuatro ángulos en los 
puntos B, B¥, hs . Por lo tanto, en uno de estos cuatro 
puntos dos ángulos suplementarios son iguales (en E en 
la figura) , i.e., loa cuatro ángulos iguales son ftngu.los 
reo tos.• 

TORA 38. Si todos los ángulos en un cuadrilátero 
son ángulos rectos entonces en todo cuadrilátero con 
tres ángulos rectos, el cuarto ángulo es también rec-
to. 

MOSTRACION. Sea ♦'B'C'D' un cuadrilátero con cuatro 
ángulos rectos y AD cra1goier cuadrilátero oon tres 
ángulos rectos en A, 3, D. Construyamos el cuadrilátero 
AB1CDi que es congruente a A'B'C'D' y cuyo ángulo rec-
to en A coincide con el del cuadrilátero ABCD. 

31 H coincide con Bi o D coincide con Di entonces lo 
que es afirma ooincide con el teorema 37. Si B está en-
trs 1 y B1 y D i está entre A y D entonces, al igual que 
en la demostración del teorema 36, del teorema del ángu-
lo exterior resulta que los segmentos BC y CL DL se in-
terseotan en un punto P. El teorema 37 muestra entonces 

¡¥ 	 C 	que el ángulo en P, y por 
lo tanto también en C, es 

F 	un ángulo recto. 
Los casos restantes para 

el posible orden de los 
puntos A, B, B.L y A, D, Dl 
se obtienen de una manera 

A 	 S 	anál ogat 
Con la ayuda del teorema 38 puede demostrarse el se- 

gundo teorema de Legendre. 

TEOR.1A 39. (Segundo teorema de Legendre). Si en el-
gt n tripulo, la suma de los ánguloe es igual a doa 
ángulos rectos, entonces la suma de los ángulos 011 
todo triángulo es 9.gual a dos ángulos rer 	,. 

DEL OSPRM2R)b„ A todo triángulo ABC, 1.11 suma de cuyos 
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ángulos es 2w, es posible 
asociar un cuadri1%tero con 
tres ángulos rectos cuyo 
cuarto ángulo sea igual a 

F d N T E 	G 	w. Para hacerlo unamos los 
puntos medios D y E de los 
lados AC y BC y desde A, B 

A 	K 	B 	y C. tracemos las perpendi- 
cularos AP, BG y CH a loe 

segmentot unidos. De la congruencia de los triángulos APD 
y CHD, así como de la congruencia de loe triángulos BGE y 
CHE, tenemos que 

4 PA.B + 4. CHA a 2w, 

sin importar el uno de loe ángulos 4.A y 413 de los tri-
ángulos dados es obtuso o no. 

Trazando la perpendicular JY a PG en su punto medio, 
resulta de la segunda parte del teorema 36 que loe cua-
driláteros AKJP y BKJG sor, congruentes. Cada uno de es-
tos cuadriláteros tiene tres ángulos rectos y los cuar-
tos ángulos con iguales, i.e., 

?AB = 1. GBA. 
Por consiguiente obtenemos 

y el cuadrilátero AUP está por lo tanto, asociado al 
triángulo dado, como queríamos. 

Ahora sean dados un triángulo Dl en el cual la cuma 
de loe ángulos es igual a dos ángulos rectos y otro tri-
ángulo D. Consideramos los cuadriláteros asociados Y1 y 
P¥. Yt es un cuadrilátero con cuatro ángulos rectos y Y` 
es uno con tres ángulos rectos. Por el teorema 38 el cuar- 
to ángulo en 	es también un ángulo recto. Queda así de-
mostrado el segundo teorema de Legendre. 

11. La independencia de los axiomas de congruencia 

De los resultados que son consecuenc i.n de la indepen-
dencia de los axiomas de congruencia demostraremos el si.- 
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guiente, que es particularmente importante: El axio:nn 
III, 5 no puede ser deducido de los otros axioma© I, II, 
III, 1-4, P/, Y por inferencia lógica. 

Escojamos los puntos, rectas y planos de le geometría 
ordinaria como los elementos de la nueva geometría del 
espacio y definamos la construcción de un emulo como en 
la geometría ordinaria, digamos que en la forma estable- 
cida en la sección 9. Sin embargo, definamos la construc- 
ción de segmentos de una manera diferente: Supongamos que 
los puntos Al  y AZ  tienen coordenadas xi, y1 , zl  y X L , 

y1, z 1, en la geometría ordinaria. Denotemos la longitud 
del segmento A3 At  por el valor positivo de 

Íx, - X + yL  - y2 )2  + ( Y, - Y )2  (z1  - z=)1  

y digamos que dos segmentos cualesquiera A,A&  y Ai At 
son congruentes siempre que tengan la misma lt itud en 
el sentido anterior. 

Bs inmediatamente claro que en la geometría del espa-
cio construida de esta forma, los axiomas I, II, III, 
1-2, 4, IV, Y (así como los teoremas 14, 15, 16, 19, 21 

• que fueron deducidos con la ayuda del axioma IÍI, 5), se 
Cumplen, 

Para demostrar que el axioma III, 3 también se cumple 
escojamos cualquier recta a y tres puntos A„ Al, A. en 
ella tales que Al  esté entre A, y A 3  . Defínanse los 
puntos x, y, z en la recta a por medio de las ecuacio-
nes 

x=)►t + 
1 

y =µt + , 

z 	tlt + J,  , 

donde t es un parámetro y X, ? `, fc , p', 6, J' denotan 
ciertas constantes. Si ti, t 2  ( G ti), t3 ( z t2 ) son valo-
res paramétricos que corresponden a los puntos Al , A2, A 3  
entonces las longitudes de los tres segmentos A1  A2, A2A3 

y A1Ag ser&i 

(t1 - t2)I 	. 
(t 2  — t3) k,u 	1, 
(tl  — t3) < ( 	)z , 	 Z o I, 
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y la cuma de loa segmentos ALAI  y ASAS es por lo tanto 
igual e le longitud del segmento Aj  A1. Luego, se conclu-
ye la validez del axioma III, 3. 

El axioma III, 5 no siempre se sa tisf nc,: en este ;;eo-
metría. Como ejemplo consideremos los cuatro puntos 

0 	con las coordenadas 	x = 0 	, y = 0, 
A 	con las coordenadas 	x = 1 	, y = 0, 
B 	con las coordenadas 	x = -1, y = 0, 
C 	con las coordenadas 	x = 0 	, y = 

en el plano z = O. 
la longitud de loe segmentos OA, OB y OC es 1. Para 

C(O, ) 	 loe triángulos rectón- 

	

A\ 	gulos AOC y COB las 
congruencias 

j 	 4 AOC = 4 COB 

7 i 	1 	OA OC 

se cumplen. 
Contrario al axioma III. 5 los ángulos 4.OAC y ;OCB 

no son congruentes. Al mismo tiempo, la primera congru-
eaoia en este ejemplo no se cumple ya que la longitud de 
£C ee ,2 — 4 y la de BC es Z ♦, . Sl teorema 

11. no es válido para ninguno de loe triángulos AOC 6 COB. 
Un ejemplo de una geometría  plana  en la cual todos los 

axiomas excepto el axioma III, 5 se cumplen, es el sigui-
entes Definamos todos los conceptos que aparecen en el a-
xioma, con excepción de "segmento congruente", de la ma-
nera usual en un plano d . Sin embargo, tomamos la longi-
tud de su proyección, definida de la manero usual en un 
plano (3 que esta inclinado respecto a al en algún r n u-
lo agudo (no cero). 

12. La independencia del axioma V de continuidad 
(Geometría  no  arguimedicuna)  

Con el objeto de demostrar la independencia del axio-
ma V, 1 de Arquírnedes es necesario construir win geo:ne-
tría en le. cual se cu:nnl: n todos los xio:rins con J.n e:: 
cepción del axioma. V.o 
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Para este fin, construyamos un campo 11(t) de todns las 
funciones al.gebraicns de t que resulten de t y las cinco 
o,rper-icionec: cu:ne, recta, multiplicación, división y 1n 
ooer ación 	1 + w= ¡. Donde w denote cusl euier Cunci.óu 
que se obtiene s or ostns cinco operaciones. 1 conjunto 
de elementos .n(t) es, al igual cue el conjunto de los 
elementos de .S, en in sección 9, numer',ble. Las cinco 
operaciones: están bien definidas y sus resultados son 
reales. Por lo tanto el campo 12(t) contiene sólo fun-
ciones de t reales y bien definidas 

Sea c cualquier función del campo .fl( t) . Ya que o es 
una función algebraica do t, sólo puede anularse para un 
número finito de valores d• t; y para valores posittvoe 
suficientemente grandes de t, la función será por consi-
guiente, siempre positiva o siempre negativa. 

Peamos ahora las funciones del campo £•(t) como una 
especie de ná+aeros complejos en el sentido de la sección 
13 que sigue a ésta. Claramente, en los nimeros co'nple-
jos definidos de esta forma son válidas todas les reglas 
ordinarias de operación. Mis aun, si a, b son dos ni1.ie-
ros distintos cualesquiera de este conjunto de nirOe 
complejos, sea el numero a mayor o menor que b, su sím- 
bolos a> b 6 b < a, 	in si la resta a - a - b, como 
función de t, es siempre positiva o negativa para valo-
res de t suficientemente grandes. Con esta convención es 

posible ordenar los nuueros de este conjunto de núrneros 
complejos de acuerdo a su ma¿nitud, en una forme nn{tl.oga 
a la de los números reales. Vemos f!¥cil_mente nue los teo-
remas segun loe cuales las desigualdades siguen siendo 
v611clas cuando el mismo ndrnero es sumado a ambos lados o 
cuando ambos lados son multiplicados por el mismo námero 

• positivo, también se cumplen para estos nIneros coapl.e- 
jos. 

.i n denotuu e ir1nuier entero racional positivo, enton- 
ces 1<' de: ir ual dd n< t ciertnlnan te 	cuinnl.e rr!, los 
dos ziu ceros n y t del e; .n- o 11 (t) vu q v^lores de t s 
fieienten:elite ';rr,ude:., ;, 	-ie i :..Lujeroncin n - t, con- 
"1del 	i G. G 1111;. i ;.i_I:CtC51: .i f? t 	e 	OuVÍ P.'.:0t. 	:. 3^' ?r F1 	:C— 

?tiv '. Lit. _G' 10:' 1..i t' .o nuo IP r X nC _.'.":`.0 C,7 ll 	L ' l lt i J.l) 
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dos níúneros 1 v t del campo .f. (t) , nue son m'i,,'oies o:.ie 
coro, tienen la nronieda.d do nue eunlc .zirrr law tiplo del 
orimero es siempre menor que el cor ando. 

Construyamos iii-ior,n, un 	,eot:tetríri .. : nrtir de oto:; nd- 
meros complejos del crnpo f. (t) de in 'i'rnr 	nerr: nue 
lo hicimos pare le sección 9, brinde entonces en el c%n-
po .0. de los nárneros algebraicos. Considerer:lor• un con-
junto (x, y, z) de tres ritínieros del crunpo _CTL. (t) como un 
punto, y las razones (u : v : w : r) entre cuatro nú:neros 
cualesquiera del campo Si (t) , donde u, v, w no son cero, 
como un plano. Además la existencia de la ecuación 

ux + vy + wz + r = 0 

expresará el hech% de que el punto (x, y, z) est{r en el 
plano (u s v : 	: r) y definamos una recta como la to- 
talidad de los puntos en dos planos diferentes u : v : w, 
haciendo entonces convenciones soropiadns acerca del or-
den de los elementos y la construcción de segmentos y 
ángulos como en la sección 9, se obtiene una geometría 
~_ arguimediana" en la cual, como las propiedades de 
los námeros complejos -n (t) discutidos arriba lo mues-
tren, todos los axiomas con la excepción del axioma de 
continuidad se cumplen. De hecho, el segmento 1 puede 
ser construido contiguamente en el se ;_lento t un número 
arbitrario de veces sin sobreocear el extremo del seg-
mento t. Esto contradice lo postulado por el axioma do 
Arquímedes. 

La primera geometría construídn en la sección 9 rnues-
trrr que el axioma de cornprletez V, 2 es también i.ndeoen-
diente de todos los axiomas orrecedentes I-IV, V, 1, ya 
que en ella el axioma de Arquímedes e cu.nale. 

Ambas geometrías la no areuimediona. y 1.p no euclidia-
na son de tundrmentnl. importancia, y en nnrti.cula• el 
papel que jue ;a el axiornn de Ar. ouicne.ie:: en 1 	3e mor tra- 
cidn de los teoremns de I.n;rendre es de -r;.n Lntcrés. 
Las investigracione:- e z c .•ii.d 	orrl e e: t c .ie;.1. ón por 
M. 	Delira® a sugerenc.it ,nfa, 	r,n conduc1Jo r-: ur:. co ..i 1e- 
ta aclnx ición Cle t:-;te r.,rool(? . . 1.11:; irwe: ;, i 	c i.one. de 
!:. Dehn son t)í: .c,":` p!.1 ' 	lO:-  ..dio'.. 	i i.1.. 1 On  
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de 	ordcr .11 i.oron 	'orn 	 t 	tt i 	l '- 3.. 
de Jehn, en jU' O-

Dr!-:.('t.i- 

ce)  

	

Cus tro nuri Lo:-  A, 3, J,  .1) en iu' i'cc Y. 	rer 

siem nro doscornpuo tos en dos nve- A, O :j , J, e tore 
'.iue A, 0 y B, U es L 	"setrWftiO' e 	 L 	2 .flCO 

7untoc cu un,-4 roo Lr tiedexi ser ie' nre obr'dor A, 	, 
(3, 	D, E do tel ínnner:' nm A, C e stór. so 	'dos nor , 
y 13, E, que A, D están eeprundos no.r 1J, 1 y C, b, etc. 

sobre lu br.co de estos uxiomes .1-111 y uor lo tanto 
sin el uso de la cozitinuided, M. Dehn demuestra de una 
forme extendida del segundo teorern de Le!rendro, teore- 
ma 39. 

Si en un tri/'ngu.lo cualnuiorn le sume de los ngulos 
es mnyor, ígun1 o menor nue dosulo rectos,entonces 
sucede lo mio en todo 	 ulo,GP  

En este mismo trabujo se demuestre le siíuient:e ex-
tensión del primer teoremn de Legendre, el teorema 35. 

Si se omite el axioma de Arguedes, de la suposición = = 
de oue un nó.xnero infinito de oaralelas pasan por un un- = 
to no resulta £L le sume de los flngulos de un trinulo 
sea menor que dos ngulos rectos. Además, existe una 
geometría (la geometría no leenc1riana) en le oua]. es 
posible trazir nor un ounto un ninero infinito de p•a'a- 
lelas a una recte, 	sin eiiib -ro se cumplen los teoremas 
de la geometría (e11-,tic) riemenniaa. Por otro lso, 

una jeometrín (le :eometrín se:nieuclidinne) en 1!-. 
cual existen un ntnero infinito de 21'Jelas 	en le nue 
se liguen cumpliendo los teoremes de ir- -eo:etr1.a cueli-
diana. 

De la cu;osici6l do cnie no exist:i nrc] __i•s :ic..re 
resulta vue le 	i- do los Auu :: en un trinrJ.o es 
mayor rue doe (r'silos recto:. 

?iii:lmento , nue o ob 5C?'\' nI'5e - lO 53. 50  

Íiá 

rer roo:nnl:.;:- co 	O O: I'5 LI i 	 1 	is. 	- 1 
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TEOR.IA U LA i- iuI'UWIu1 

13. Conjuntos de nUeroc co.i nle jos 

Comenzaremos este capítulo con una breve discusión acer-
ca de los nó.neros complejos que resultar narticularmen-
te dtil más adelante para aclarar la exposición. 

Los números reales como un todo forman un conjunto de 
objetos con las siguientes propiedades: 

TROH4S LY COÜPI)SICIOi (1-6) : 

1.  El número a y el número b generan al "etarce" un 
náraero definido c. En símbolos 

a+ b 	c 	6 	c= e+ b. 
2.  Si a y b son números dados, 	siempre existe uno y 

sólo un número x, y también uno y sólo un número 
y tales que 

+x a 	 Y 	Y + a - _ b 	b 

3.  existe un número definido, denotado por 0, tal que 
para toda a 

a+ 0= a 	y 	0+ a= a. 

4.  1 número a y el número b 	enernn de otra manera: 
al "multiplicarse", un número definido e. rn sim- 
bolos 

a b= c 	6 	c= a b. 
5.  Si a y b son cualesquier 	números dados, :' a no es 

0, siempre existe uno y sólo un número x, y 	tc¥.n- 
bién uno y sólo un número y, tales nue 

a x = b 	y 	y a=b. 

6.  i xiste 	un 	número 	cle.tin:ido, 	denot^d.o 	nor 1., trL_1. 	.•1.ie 
?ara to.i r 	<l 

aa ,1 	= 	n 	y 	l•:! 	= 	r . 
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REGLAS DE 0PERACIO1 (7-12) : 

Si a, b, c son tres nt meros cunlesquiera, se cu.urnrilen 
las siguientes reglas de operación: 

7. a + (b + c) _ (a + b) + e 

8. a + h = b + a 

9. a (b c) = (a b) c 

10. 

 

a(b+c) = ab + ac 

11• 	(a + b) c- a e + b o 

12. ababa 

T,_¥OAS DB ORDEN (13-16)s 

13. Si a, b son dos números cualesquiera distintos, 
uno y sólo uno de ellos (digamos a) es siempre 
mayor que el otro. Este último en llamado el nd-
mero menor. En símbolos 

a >b 	y 	b< a. 

a ) a no se cumple para ningún número a. 

14. 3i a) b y b> c entonces a 7 c. 

15. Si a) b, entonces e + c) b + o. 

16. Si a> b y o )0, entonces a c) b o. 

T A 	S 	CONTINUIDAD (17-18), 

17. ($  de Arga1medes). Si a) 0 y b) 0 son 
dos ndeeros cualesquiera, siempre es posible sumar 
a a sí mismo un número suficiente de veces de tal 
forma que la suma que resulta es mayor que b. En 
símbolos 

a+a+... + a)b. 

18. (Teorema   de Com spletez) . Es imposible su adir al 
conjunto de los números otro conjunto de objetos, 
como námeros, de tel. forma que loo teoremas 1-17 
también se satisfagan en el conjunto que resulta 
de la unión cuando las relaciones entre los núme-
ros se preservan; o brevemente, los números forman 

un conjunto de objetos en el cual, si se preservan 
todas las relaciones y los teoremas formulados, no 
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es : osible una extensión. 

Llamemos n un conjunto de objeto, SUD tienen sólo al-
gu.nas de las propiedades i-18, un conjunto de números 

complejos. Un conjunto de números co•ncs]ejos seró araui:no-
diano o no arnuimediario según satisfaga o no la propiedad 

17. 
Algunas de las propiedades 1-18 formuladas, son conse-

eueneiia de las otras. El problema ahora es investigar la 
dependencia 16gica de estas propiedades. A causa de su 
importancia geométrica, en el capítulo VI, secciones 32 y 

33, serán resueltas dos cuestiones de naturaleza similar. 
Por ahora sólo demostraremos que la propiedad 17 no es 
en modo alguno una consecuencia lógica de las anteriores 
ya que por ejemplo, el conjunto de los números complejos 
1¿(t) considerado en in sección 12 tiene todas las pro-
piedades 1-16 pero no satisface la 17. 

Por lo demás, las observaciones correspondientes he-
chas en la sección 8 acerca de los axiomas geométricos 
de continuidad, son válidas para los teoremas do conti-
nuidad (17-18) . 

14. Demostración del teorema de Pascal 

En este capítulo y en el siguiente, suponemos para la 
investigación, los axiomas del plano de todos los grupos, 
con la excepción del axioma de continuidad, i.e., los a-
iiomas I, 1-3 y II-1V. En el presente capítulo se preten-
de establecer la teoría de la proporción de Euclides por 
medio de estos axiomas, i.e., ,en el plano e ind¥i_ 
teniente del axioma arguimediano. 

Para este propósito se demostraré a continuación un 
resultado que es un caso especial del bien conocido teo-
rema de Pascal en la teoría de secciones cónicas. 

Este teorema, al cual nos referiremos de aquí en ade-
lante corno el teorema de Pascal, afirma lo siguiente: 

TEOREMA 4U ©('Peorema de Pascal) . Sean A, 13, C Y A', 
B', C' dos conunt os de puntos en dos rectas que -see 

intersectan y, que son distintos del puxito de inter-
sección de las dos rectas. Si CB' os paralela a BC' 



construyamos e = AB, 

H-52 

Z CA' es  oonrelel n  n AL 	oru-toc:ce: 	;A' e 	t ,.:ro itSri ) : -¡1r I ri 

n A;3'. 

Par' 1 t d nos tr-ncióll de este teore,n-, in troduc i•no: la 

siguiente notr,cidn: En 
un triÑngulo recthngulo 
el cateto n está dnica-

mente cleter:ninado •)or la 
hi reo tenuse e y el ángulo 

de le base e< entre a y 
c. 
Dicho brevemente 

luego el símbolo .< c 

at 
siempre denota un segunen- 

ct  
to definido, cuando e es 

cualquier segmento dado y o( es cualquier cíngulo agudo 
dado. De le misma manera, un segmento c está dnicemente 

determinado por algún segmento dado a y por cualquier án-

gulo agudo ol , a través de la ecuocibn 

a = d e. 

Sea ahora e cualquier segmento y o( , (3 dos átgulos 
agudos cualesquiera. So observará que la congruencia de 
segmentos 

siempre se cumple y por lo tanto, los símbolos ø(  , 
pueden ser siempre intercambiados. 

Para demostrar esta congruencia, 

con A como vértice, el 4ngu10 ce 
en un lado y el !ngulo (3 en el 
otro lado. Tracemos desde B las 

perpendiculares BC y BD n los 
otros lados de estos gnt;ul.os, 

unamos C con D y finalmente ba-

jemos de A la ier endicular A 
a CD.  

Ya que los (ángulo: -4 ACI3 y 	ADB son in¿ 	)s rectos, 
los cuatro Montos A, I3, C, D estr.n en un circulo, y por 
consiguiente, los dos ;iifnil.oti ? ACCD y Z A,;I,, co:i:o firir ,.a7.o 
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inscritos sobre la misma cuerd AD, ;con coriruerit;e::;. Aho- 
ra, .ACD sumado a• ICAE, ,y 4.ABD sumado a 	BA[) consti- 
tuyen ángulos rectos, y consecuentemente la:, fingulos 
4 CAE.y 4 BAD son también congruentes, i.e., 

cAE 
y de aquí 

2S DAE  

Las congruencias de sot9nentos 
AD, 	 ce 

c(f3C _ at ( AD) _ A5, 	( ¥t c = ( Ac) ELE, 
se obtienen inmediatamente y de ellos se desprende la ve-
lidez de la congruencia antes mencionada. 

Volviendo ahora a la figura del teorema de Pascal, de-
notemos por 0 el punto de intersecci6n de las dos rectas 
y los segmentos OA, OB, OC, OA', OH', OC', CB', BC', AC', 
CA', BA', AB' por a, b, e, a', b', c', 1, 1`, ni, m*, n, 
u', respectivamente. Después tracemos perpendiculares de 

0 a 1, m & n. Denotemos 
por )► ' y i1 los {ángulos 
agudos formados por las 

8' 	perpendiculares a 1 y los 
rrt 	segmentos OA y OA', res- 

A. 	t 	• 	 pectivamente; y sean 
y tr , IP, los rngii1os 

formados por éstos a 	y 
O 	 n, respectivamente. Ex-

presando ahora estas tres perpendiculares, en la aranera 
indicada arriba, en términos de las hipotenusa. y los 
ángulos de la base de los tri6.ngul.os rectángulos forma-
dos, en dos maneras, obtenemos las tres congruencias 
siguientes: 

(1) %b ' 
(2) ,tta' 	JA'c, 
(3) Lía' E Wb. 

Como por hipótesis 1 es paralela a 1 y m es paralela 
a m¥, las perpendiculares de 0 a 1'a y a m deben coincidir 
con aquellas n 1 y m• respectivemonte, y de este hecho 
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ob tenerno s 

(4) ,) c' = Á'b, 
(5) ,ILc' — fin. 

'i se uolica el símbolo )'̀4. a los ledo: iz Ii.iur(lo ,y 
derecho de la con *ruenci.n (3) , y recordarnos que, de cuer-
do a lo que Ee ha demostrado antes, estos símbolo:~ son 
intercambiables, encontramos que 

L > L' = tÍ;aA'b. 
rn esta congruencia sustituimos la congruencia (2) en 

el lado izquierdo y la congruencia (4) en el derecho. rn-
tonce e 

J i¥ 4j 0 = t/lL 	e' 
E 

tr,il X c = t/'A,IL c ' . 
Sustituyendo aquí la congruecia (1) en el lado izqui-

erdo y la (5) en el derecho 

(T,,l.¥¥ b' c 
O 

),dt1 b' _ .k,1 ' J'a. 
Sobre la base de las propiedades de los símbolos da-

dos en la p. H-52, concluimos inmediatamente de la últi-
ma congruencia: que 

Jil tI b' 	 jc¥tl 'a 
y, por consiguiente 

(6) ¿rb' E. J'e. 
Considerando ahora la Perpendicular a n trazada desde 

A y B', la congruencia (6) muestra que el '>ie de lar. dos 
ii.timas peroendicularres coincide, i.e., la recta n• = AB 
es perpendicular a la perpendicular o n y es entonces 
paralela a n. La demostración del teore'Qa nuedri así com-
pleta. 

Con el objeto 1e ent•-nblecer la teoría de la curo¥iorción 
será utilizado el caso esnecinl del ;:eore,nu do Pnsc•¥1 en 
el cual la congraencin 

OC 	uA' 
y por lo tonto tpprnbi&n 

GA E iC ' 
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se cwnplen, y en el cual los puntos A, :3, C est'tn en al 
.mismo rayo que parte de 0. En este caso enDDeciril., la de- 
moetración es psrticu.srnento fácil, a saber: 

Desde O tracemos el segmento 
OB, en OA', hasta D' de tal 

forma nue la recto que conecta C, 
DD' es paralela a CA' y AC'. En 
vista de la congruencia de loe 

tris ngulos OC'FI y OAD' 	e' 

(1 %) 	OC'B = lf OAD'. 	¥ 

Y ya que por hipótesis CB' y 
BC' son paralelos 

(2 r) 	J OC'B = 4.OB'C; 

de (1 N) y (2 #) deducimos 

OAD' 	OB' C; 

Puesto que, por una propiedad de los círculos, ACO'B' 

es un cuadrilátero inscrito, la congruencia 

(3 0) 	4. OD'C = 40AB' 

resulta de un conocido teorema acerca de los ingulos de 
un cuadrilátero inscrito. Por otro lado, debido a la con-
gruencia de los tri ngulos OD'C y OBA' 

(4 N) 	OD'C _ ¿OBA'. 

De (3 0) y (4 N) deducimos que 

V.OLB' =. *0BA', 

y esta congruencia muestra nue LB' y 13A' son paralelas, 
como lo requiere el •teorema de Pascal. 

Dada una recta cualquiera, un punto fuero cíe ella y 
cualcuier ángulo, es claramente posible encontrar una 
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del teorema de !'ascrn.1. nys Tenor 1 al : oncilLo nr-,i:,cr.to 
siguiente, ciWo conoci ii te i ;.o debo ,, o trn fuente. 

Por B trncemon una rece.:: cine intersecte (JA' en el ni.lr:-
to D' formando el in«ulo 2f-OCA', de tnl :aan.ern que So 
cumpla la congruencia 

(1') 	*OCA' - 3P 0D' B 

luego, por un conocido teorema do círculos, CBD' A' os un 
cuadrilátero inscrito, y del teorema de cons.çruencia de 
ángulos inscritos en la miran cuerda ce desprende la con-
gruencia 

(2 0 ) 	V.OBA' 	-0D'C. 
Como por hipótesis CA' y AC' son paralelas 

(3 ¥) 	*OCA' E. 40AC'. 
De (1 •) y. (3 *) deducimos la congruencia 

0D'.13 = 4-UAC'. 

Pero BAD'C' es también un cuadrilátero inscrito, y por 

el teorema do los ingulos de un cuadrilátero la congru-
encia  

(4 r) 	•¥OAD' _ 4OC'B 

se cumple, Además, por hipótesis CD' es paralela a BC 
por lo que tenemos tcmbión 

(5 *) 	5OB'C 	OC'B. 
De (4 r) y (5 9) deducimos la congruencia 

50AD' _ 0B'C. 

Esta ltima muestra finalmente que CAD' B' os un cuadri-
látero inscrito y por lo twnto la congruencia 

(6 ¥) 	.0A13' = 4oi'C 
también se cumule. 
De (2 •) y (6 •) se sigue 

OBA' _ 2J-0AD', 

y esta congruencia muestra csue !3A' y Asa' son _ r'1e1ns, 
según lo pedía el teorema de Pnscnl. 

Si D' coincide con u]. ¥wlo de 1oc, ato A', D', C', o 
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si el orden de los puntos A, B, 0 es diferente, es noce-
sorio introducir un cambio en este nr,çtu,ierito, como eci f t-
cil ver.1B 

15. Ida arita6tica de los se nnontos basada 
en el -teorema de Pasea]. 

El teorema do Pascal demostrado en los párrelos ante•-
riores prepara el terreno para la introducción, en la 
geometría, de una aritmética de los segmentos en 1 cual 
todas las reglas de operación de los ndmeros reales se 
cumplen sin ninguna modificación. 

En. la aritmética de los segmontos, la palabra "igual" 
será usada en vez de "congruente" y el signo " _ " en 
lugar de " = ". 

Si ♦, H, C son tres puntos distintos en una recta y 
si H está entre A y C, la suma de loe dos segmentos 

a = AB y b - BC se de- 
--- Q 	b 	nota por e = AC y se 

--•--e L a, t b 	 expresa como 
c= a+b. 

Se dice que los seg- 
mentos a y b son menores que o. En símbolos 

a<c# 	b¥o, 

y se dice que c es mayor que a y b. En símbolos 

c ) a, 	c > b. 

De las congruencias III, 1-3 es fácil inferir que pa-
ra la suma de segmentos así definida la ley asociativa 

a + (b + e) _ (a + b) + e 

así como la ley conmutativa a + b = b + a, son ambas 
vólidae. 

Con el objeto de definir geométricamente el producto 
de un segmento a por un seg- 

	

a.b 	 mento b, se usaré le siguien- 
te construcción: Escojamos 

	

a. 	 cualquier segmento que per- 

manezca fijo durante toda 
O 	t 	4 	la discusión y denotémoslo 
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por 1. Tracemos ahora los selmnentou 1 y b, desde e1. v6r-
tice 0, en un indio de Buz tri!n nul.o rectal rulo. Depuó s 
tracemos el segmento n en el otro lado, Una.-no s lo:; pun-

tos finales de los segmentos 1. y a con una recta, y por 

el punto final del segmento b tracemos una paralela ci es-

ta recta. asta paralela determinará un segmento c en el 

otro lado. Este segmento es llamado el  producto  del seg-
mento a por el segmento b y so denotn por 

c - a b. 

Primero se demostrará que la multiplicación de seg-
mentos así definida cumple la ley conmutativa 

a b = b a. 

Para esto construyamos de la forma antes descrita el 
segmento ab. Tracemos después el segmento a en el ori-

mer lado del hngulo recto y el segmento b en el otro la-

do, unamos con una recta el extremo del segmento 1 con 
el extremo del segmento b en el otro lado y dibujemos 

una paralela a esta recta por el extremo de a en el pri-
mer lado. Esta tíl.time' determina en al otro lado el seg-
mento be. Por el teorema de 

Pascal (teorema 40), como  

consecuencia del paralelis- 
mo de las rectas punteadas 
auxiliares que se muestran 	Qb  
en la figura, el segmento 

ba coincide con el segmento 	a  

previamente construido ab. 

E inversamente: se despren- 	O & 1 	b 

de también, de la validez de la ley conmutativo en la a- 
ritanética de segmentos, como es aparente, nue el caso 
especial del teorema de Pascal referido en la p. H-51 

se cumple también para figura on la ̂ cueles los rayos 
OA y OA' forman un !ngul,o recto. 

Con el fin de demostrar la ley asociativo 

a (b e) _ (a b) e 

pare la multiplicación de seí aten to.: , constru, , :<os, desde 

el vértice 0, los segmentos 1 y b en un lado del ^:.ulo 
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recto, y también desde 0, los segmentos a y c en el otro 
lado. Construimos después los segmentos d = ab y e = cb, 
y desde 0 trozamos estos oetgnen r:os en el nrirner lado. 
Construyendo a continuación no y cd, resulto nuevemento 
por el teorema de Pescal, cono se ve en la figura, que 

los extremos (le estos 
t : e¥ 	 ce r.fnen to s coinciden, 

i.e., 
no = ed 6 a(cb) = c(ab) 

cd 	 y por consiguiente, se 
aL 	`¥ 	 tiene también, con la 

C 	 '  	 ayuda de la ley conmu- 
_ 	 tativa, nue 

a(b c) = (a b)c.í 
Como puede verse, en 

las dcimostraciones an-
teriores de la ley conmutativa y la ley asociativa de la 
multiplicación, sólo fue utilizado el caso especial del 
teorema de Pascal cuya demostración, hecha en las pági-
na3 H-55 y H-56 (aecci6n 14), puede llevarse a cabo de 
una manera particularmente sencilla haciendo uso reneti-
das veces del teorema del cuadrilátero inscrito. 

Combinando estos 	llegamos al sixuiente 
mé====do para la multiplicación de segmentos cae entre 
=i los métodos encontrados encontrados parece ser el más sencillo. 

Tracemos el segmento 
a = OA y b = 0B, a partir 
del vértice 0, en uno de 
los lados de un ángulo 
recto y sobre el otro 	T 
lado el segmento unitario 
1 = OC. Sea D el punto en 	-D ¥C 
el que el círculo que o.oa- 
sa por los puntos A, 13, C 	1 1 
intersecta el óltimo lado. 
El punto D puede ob tenerse  

fácilmente sólo por el a- 
xioma de congruencia, y 
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sin el uso del compás, trazando desde el centro del cír-

culo una perpendicular a OC Zr reflejando respecto a ésta 
el punto C. De la igualdad de los ángulos OCA y 4.OBD, 
se desprende de la definición del producto de dos semen-
t08 (p. H-58) que 

OD = ab, 

y por la igualdad de los ángulos SUDA y f 0BC resulta 
de la misma definición que 

OD - ba. 

Por la observación en la p. H-58, la ley conmutativa de 
la multiplicación 

ab = b a 

que es obtiene de lo anterior, muestraa ahora que el caso 
especial del teorema de Pescal referido en la p. 9-58 
se cumple para loe lados de un (ingulo recto, y de aquí a 
su vez, por la p. H-59, Be desprende la ley asociativa 
de la multiplicación 

a (b o) - (a b) c. 

Por ultimó, también la ley  distributiva  

a (b + o) - a b + ac 

se cumple en esta aritmética de segmentos. 
Con el fin de demostrar esto, construyamos los seg- 

mentos ab, ac y a(b + c), 

y, por los extremos del 
segmento c (véase figura)() 
tracemos una paralela al 
otro lado del ángulo rec- 
to. La congruencia de los °1  ab 
dos ángulos rectos, los 
triángulos sombreados en 	1 	C 	*t 
la figura, y una aplica- 
ción del teorema sobre la igualdad de los lados opuestos 
en un paralelogramo nos da por resultado la demostración 
deseada. 

Si b y c son dos segmentos cualesquiera, siempre exis-
te un segmento a tal que e ab. El segmento a será de- 
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notado por - 	y llrymndo e]_ cociente de o y b. 

16. Teoremas de proporción y semejanza 

Con ayuda de la aritmética de senaentos establecida 

puede desarrollarse satisfactoriamente la. -teoría de la 
proporción de Suciides sin el axioinn de Arouímedes de la 
siguiente manera: 

DEE'INICION. Si a, b, a', b' son cuatro sea_nentos cua.. 
lesquiera la proporción 

a : b = a' : b' 

denotará únicamente la ecuación do segmentos 

a b' = b a'. 

DEPINICION. Se dice que dos triángulos son  semejantes  
si sus ángulo© correspondientes son congruentes. 

TEOREMA 41. Si a, b y a', b' son los lados correspon- 
dientes de dos triángulos semejantes, entonces la pro- 
porción 

a : b = a' • b' 
se cumple. 

DEMOSTRACION. Consideremos el caso especial en el que 
los ángulos, en ambos triángulos, incluidos por las rec-

tas a, b, y a', b' son ángulos rectos; y supongamos que 
ambos triángulos están inscritos en uno y el mismo (ingu-
lo recto. Tracemos entonces a partir del vértice el se -
mento 1 en un lado y por el extremo de este sef mento di-
bujemos una paralela a arabas hiiotenusas. Sea e el seg-
mento que determina. o s n paralela en el otro lado. En-
tonces, por lo definición de la multiylicnción de seg-
mentos 

b = e a, 	b' = e a'; 

y por lo t!nto, obtenemos 

a b' = b a', 

a : b = a' : b'. 
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Volviendo al caso general, construyamos en cada uno de 

los triángulos semejantes los puntos de intersección de 

las bisectrices de los ángulos S y S', cuya existencia 

es fácil deducir del teorema 25, y de ellas tracemos las 
perpendiculares r y r' a los lados de los triángulos. 

Qc 

r 

v 	i K 	 Co. 	Lb 
Denotemos los segmentos determinados de esta forma por 

à , ac  , be, bQ, c&, cb  

Y' 
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tisfacen esta proporción  y a, a' y b, b'  son con trui,3a:, 
or seres en los lados de cualquier  rn i .o, las rec tn-,s 

gue  unen los extremos  de a, b 	a', b'  son nnrnlelfne. 

17. Las ecuaciones de rectas 	pianos 

Al conjunto de segmentos hasta aquí considerado aiia-
darnos otro conjunto de segmentos. Por los axiomas de or-
den es fácil distinguir en una recta tuna dirección 
altiva"  y urna "negativa".  Un segmento LB que ha sido has--
ta ahora denotado por a, seguir€r siendo denotado por a 
sólo si B está en la dirección positiva de A; en el caso 
contrario por -a. Un punto se denotará corno el segmento 
O. Se dice que el segmento a es "positivo"  o mayor que 0, 
en símbolos a) O; se dice entonces que el segmento -a es 
"negativo".  o menor que 0, en símbolos -a<0. 

En seta aritmética de segmentos extendida son válidas 
todas las reglas de operación 1-16 dadas en la sección 
13. Haremos énfasis en loa siguientes resultados espe-
ciales: 

a 1=1 a= a 	y 	a•O = O. a 0 

siempre se cumplen. Si a b - 0, a = 0 6 b - 0. Si a) b 
y c) 0 entonces siempre sucede que a c > b c. Además 
si Al, A=, A3,..., A,,.j, A. son n puntos cualesquiera en 
una recta, la suma de los segmentos A,AZ, A.A 3 , ... , A, A )  
A.A l. es igual a cero. 

En un plano d consideremos dos rectas mutuamente per-
pendiculares por el punto 0 corno ejes coordenados fijos y 
tracemos desde 0 dos segmentos cualesquiera x, y en las 
dos rectas. Levantarnos después oernendiculares a estas 
rectas por los extremos de los ae¿nnentos x y y, y deter.- 
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que pueden ser segmentos positivos, rLentiVon 6 0. 
Sea 1 cualquier recta en el plano d que pasa por los 

puntos 0 y C con coordenadas a, b. Si x, y son las coor-
denadas de cualquier punto en 1., es fficil encontrar, por 
el teorema 42, que 

a r b - x : y; 
o que 

b x- ay R 0 

es la ecuación de la recta 1. Si 1' es una recta parale-
la a 1 que determina el segmento c en el eje x, la ecua-
ción de la recta 1' puede obtenerse sustituyendo el seg-
mento z - c por el segmento x, en la ecuación de la rec-
ta 1. La ecuación deseada es entonces 

b x - a y - b e= O. 
De este desarrollo es sencillo concluir, en forma in-

dependiente del axioma arquimediano, que toda recta en 
un plano puede ser representada por medio de una ecua-
oi6n lineal en las coordenadas x, y; e inversamente: 
toda ecuación lineal, en la cual loe coeficientes son 
segmentos en la geometría dada, representa una recta. 

Loe resultados correspondientes en le geometría del 
espacio pueden' ser demostrados con igual facilidad. 

El desarrollo posterior de la geometría puede hacer-
se de aquí en adelante por los métodos ordinarios que 
se emplean en la geometria analítica. 

Hasta este punto el axioma arquimediano no ha sido 
utilizado en este capítulo. Si. ahora se supone su vali-
dez, es posible asignar números reales a los puntos de 
cualquier recta en el espacio de la siguiente manera: 

Escojamos dos puntos cualesquiera en una recta y 
asignémosles los números O y 1. Bis©ctemos después el 
segmento (1l determinado por ellos y denotemos el punto 
medio resultante por 1 . Denotemos entonces el punto 

medio del segmento Oi por 	, etc. Después de repetir 

n veces este procedimiento alcanzamos un punto que de- 
signaremos 

 
signaremos por el número Z . Tracemos entonces el seg-

mento O¥n contiguamente tu veces desde el santo 0 hacia 



el 	punto 1 as.í CO:Ao ; L o tro 1 '(10 / 	 ii(?:AC) 1 '1 .1 oS' 	-'!'111 to , 
m re:¥ultr.¥nt;es los númc Y'o:, z¥ y - 	res()ectiv='lirle!;te. So- 

bre la base de esta asignacidri ouefle (iedi..i.;zrse f c:i.lrnente 
por el axioma arquimedinno que ,3 cunlq.iier punto en una 
recta puede n:Jign&sele un número real de une=. ri nern íni-
ctunente determinada, y por sut)uesto, (iue esta sneiF;noc:ióri 
tiene la siguiente rol¥:iedud: Si A, B, C son 'tres r)tUitos 
cualesquiera en una recta at , (3, 	son sus números rea- 
les correspondientes, y B está entre A y C, estos núme-
ros siempre satisfacen las desigualdades 

6 

De los desarrollos en la sección 9 del capítulo II, es 
evidente que para todo número del campo algebraico £)- de-
be existir un punto en la recta al cual puede ser asigna-
do. Si a cualquier otro número real corresponde un punto 
depende de si el axioma de comnletez V, 2 se cumple en la 

geometría dada. 
Sin embargo, si en una geometría se supone sólo la va-

lidez del axioma arquimedie.no, es posible extender el 
conjunto de puntos, rectas y planos con elementos "ice 
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Para lais luye t 1acione" de este c:i tu_l supon:irernos 
los rni. nos exiontas que fueron eonsider -dos r.)arc• el ter- 
cer capítulo, es decir, los axiomas de todos 10 	ru pos 
de la recta y el alrno con la excepción del axioma de 
continuidad, i.e., los axiomas I, 1-3, y II-Pi. 

La teoría de la proporción discutida en el capítulo 

III y la aritmética de ser nentos ahí introducida hacen 
posible desarrollar la teoría del Arco de Euclides, con 

ayuda de los axiomas antes mencionados, i.e., desarro-
llarla en el plano inde:Dendientemente del axioma de con-
tinuidad. 

Puesto que, según el desarrollo del carltulo III, la 
teoría de la proporción descansa esencialmente en el 

teorema de Pascal (teorema 40) , lo mismo se cumple para 
la teoría del área. Este desarrollo de la teoría del i-
rea aparece corno una de las aplicaciones m.s notab.le_ 
del teorema de Pascal en la geometría elemental. 

DEFINICIOI¥. Si dos puntos de un polígono simple P es-
t{¥n unidos por algún set nento Polinorir.l contenido to-
talmente en el interior del polígono y aue no tiene 
ningún punto doble, se forman dos nuevos ieolígonos 
simples Pl y P2 cuyos puntos interiores están en el. 
interior de P. Se dice entonces que P se descompone 
en PI y P2 o que P esta descomoueeto en Py y P. o que 
PL y PL componen n P. 

DI FIIlICI0I4. Se dice nue dos oo 1. ícono s i; i oio s son 
eauidoscomnonib]es si .)ueden ser descom,luestos en un 
número rinito de tr•:in ulot; eue son con ..cuente:., por 
o are s. 

DE?INICIOI;. Se dice nue dos polígonos si:.les 1-1 y 4 
son eouicom.pleinentables si es posible unirlos u. nií- 
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moro finito do 
pares de polí-
gonos equides-
componibles 

p @ , Q1 ; P", QlI ; 
...; P111, Q''' 

tales que los 
polígonos P + P' + P" + ... + P' ' 1 y C + q' + Q" + ... + 
Q'''  sean equidescomponibles entre sí. 

De estas definiciones se desprende inmediatamente que 
de la combinación de polígonos equideecomponibles resul-
tan nuevamente polígonos eguidescomponibles; y si polí-
gonos equidescomponibles son sustraídos de polígonos e-
quidescomponibles loa polígonos que quedan son eguicom-
plementables. 

Además, es cumplen los siguientes teoremas: 

TROR 111AA 43. Si dos polígonos Pi y P. son ecuideeco>s- 

/I\ 
	

¥¥r12 1g 	PZ 

lf. 
15 

1 t ú 

nibles con un tercer po-
lígono P3, entonces son 
equidescounponibles entre 
sí. Si dos polígonos son 
equicomplementablee con 
un tercero, entonces son 
oquicomplementables entre 

¥- 	í. 

D MOSTRACION. Por hipótesis es posible para P, una 
descomposición en triángulos, y lo mismo ocurre para P2 , 
de tal manera que a cada una de estas dos descomposicio- 
nes le corresponde una descomposición de P3 	trib..ngu-
los congruentes. Si se consideran simultáneamente ambas 
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descomposiciones de P3  , todo triángulo d© una desoompo--
aici6n generalmente estará descompuesto on polígonos, por 

segnentos de la otra descomposición. Afiadoinos ahora un 
námero suficiente de segmentos de tal forma que cada uno 
de estos polígonos se divida en triángulos y apliquemos 
las dos descomposiciones resultantes en triángulos a Ps  

y P.  Evidentemente los dos polígonos P1  y P=  se dividen 

en, un numero igual de triángulos congruentes por pares y 
son entonces por definición, equidescomponibles entre al. 

La segunda afirmación del teorema 43 se obtiene ahora 
sin dificultad. Los conceptos de  rectángulo, base y alti-
ya de un paralelogramo, base y  altura de un  triángulo  ee-
tarán definidos de la manera usual. 

19. paralelogramos ¿ triángulos con bases y alturas 

iguale e 

S1 conocido argumento de Euclides, ilustrado en las 
figuras siguientes, proporciona el siguiente teorema: 

A 44.  Dae paralelogramos con las misias bases y 
las misma alturas son equicoznplementablee entre si. 

Además, se cumple el conocido resultado siguiente: 

¶gDRNt(A 45.  Todo triángulo ABC es equideecomponibie 
con un paralelogramo de igual base y la mitad do su 
altura. 

AC en D y BC en E, y después 
extendiendo DE una canti-
dad igual hasta P, los 
triángulos resultantes 

DCE y ?BE son congruentes, 
y consecuentemente el tri-

ángulo ABC y el paralelo-

gramo ABPD son equide©com-

poniblee. 
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De loe teoremas 44 Y 45 y con la ayuda del teorema 43, se 
desprendo inmediatamente que: 

TEORIZA 46. lbs triánguloo con bases y alturas iguales 
son eguicomplementables. 

Como es bien sabido, es fácil demostrar, cono lo mues-
tra la figura, que dos paralelogramos, y por los teoremas 
43 y 45 también dos triángulos, con bases y alturas igua-
lee son eguidescomponibles. Sin embargo, debe notaree que 
la demostración de esto es imposible sin el uso del axio-
ma arguimediano. De hecho, en toda geometría no arquime-
diana, (véase la sección 12 
del capitulo II para un e- 	1 
jemplo), es posible especi- 	2 	2' 

finar dos triángulos con  
bases y alturas iguales que  
son entonces, según el teo- 	\ S  
rema 46, eguiicomplemen  tablee 	-- 	 -- 
y sin embargo no son eq- 	1 ¥ 	_--__---_- 1'1/ 
deecatponibles. 

Bn un rayo en una geometría no arquimediana trazarnos 
dos segmentos AB = e y AD - a para loe cuales ningún en-
tero n satisface la relaoión 

n• e 7y a. 

s i os y 
ABC' son equicomplemen- 

	

e 	tablee. Del teorema 23 
resulta que la suma de 
los dos lados de un 

	

o 	triángulo es mayor que 
el tercer lado, donde 

la suma de los dos lados es entendida en el sentido de 
la aritmética de segmentos introducida en el capítulo 
III. 

Se obtiene por lo tanto, que BC < e + e - 2e. Además 
es posible demostrar el siguiente teorema sin el uso de 

Tracemos las perpendiculares AC y DC' de longitud e 
en loe puntos finales del segmento AD. Por el teorema 

e- 	 C1 46 10 tr ' ángul ABC 

E 
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la continuidad: Un se monto que está to tnlmento en el in- 
terior de un triángulo es menor que el mayor de sus lados. 
Consecuentemente todo segmento en el interior del. tri¥,n-
gulo ABC es también menor que 2e. 

Supongamos ahora dadas las descomposiciones de los 
triángulos ABC y ABC' en un número finito, digsrnos k, de 
triángulos congruentes por pares. Todo lado de un trián-
gulo parcial usado en la descomposición del triángulo 
ABC está o dentro del triángulo ABC o en uno de sus la-
dos,  i.©., es menor que 2e. El perímetro de todo trián-
gulo parcial es por lo tanto menor que 6e. Consecuente-
mente, la suma de todos estos perímetros es menor que 
6k • e. La descompoeici6n de los triángulos ABC y ABC' 
debe dar por resultado la misma suma para los perímetros, 
de aquí que, la suma de los perímetros usada en la des-
composición de ABC' debe ser trunbién menor que 6k• e. En 
esta suma, el lado AC' es un sumando, i.e., AC' < 6k • e 
y luego entonces, por el teorema 23, a fortiori a< 6k • e. 
Esto contradice la hipótesis acerca de los segmentos e 
y a. La suposición de la posibilidad de descomponer los 
triángulos ABC y ABC' en triángulos parciales eongruea-
tea por pares nos ha llevado a una contradicción. 

Los teoremas importantes de la geometría elemental so-
bre la equicomplementabilidad de polígonos, en particular 
el teorema de Pitágoras, con sencillos corolarios de los 
teoremas anteriores. Mencionaremos el siguiente teorema: 

TEORB2 A 47. Para todo triángulo y por consiguiente pa-
ra todo polígono simple siempre es posible construir 
un triángulo rectángulo, uno de cuyos catetos es uni-
tario, y que es equicomplementable con el triángulo o 
con el polígono. 

En el caso de los triángulos la afirmación se despren-
de fácilmente de loe teoremas 43 y 46; en el caso de los 
polígonos se obtiene como sigue: Descompongamos el polí-
gono simple dado en triángulos y determinemos los trián-
gulos rectángulos equicomplemeritnbles, cada uno de ellos 
con un cateto unitario. Cono los catetos de longitud uni-

taria forman las alturas de estos triángulos, una compo- 
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cicián (p. FE-66 sobra la barco do 10;:. teoremas 43 y 46 
nos lleva ti lo concluooión. buacoclric 

Al continuar dooarrollando la teoriir3 c'al &rea se en.-
cuentra una dificultad esencial. En particular, las in-
vestigaciones anteriores no despejan la duda de que qui- 

no todos los polígonos pon equicornplementables. Si 
este fuera el caso, todos los teoremas establecidos an-
teriormente resultarían cuestionables y desprovistos de 
sentido. Relacionada cori esto está la pregunta de si en 
dos rectángulos equicomplementables con un lado común 
los otros lados son necesariamente iguales. 

Un examen más detenido nos ¡nuestra que con el objeto 
de responder esta pregunta necesitamos el inverso del 
teorema 46 que e s : 

T& R. A 48. Si dos triángulos eguicornplementabless tie-
nen las munas bases entonces tienen también las mie--
mae alturas. 

Este teorema fundamental lo encontramos en el primer 
libro de los elementos de Buclides como el teorema 39. 
&ialides recurre en su demostración al teorema general 
de magnitudes 'KáI ) Xoi TOv ,LL OUs5 fcLi¥OL Éo'1'uf" 
(82 todo es mayor que cualquiera de las partes), un raé-
todo que es equivalente a la introducción de un nuevo 
axioma geométrico de equicomplementabilidad. 

Sin eme, ea iosible establecer el teorema 48 z. 
también la teoría dei brea en la forma propuesta,   i.e., 
con la ajuda de loe azImas del plano solamente £ Rin 
el uso del axioma argui.mediano. Con el objeto de ver es-
to neoesitamoe el concepto de área. 

20. Las árese de triángulos p011gonoa 

DDEFINICION. Una recta LB separa los puntos de una geo-
metría plana que no están en ella, en dos regiones de 
puntos. Se dice que una de estas regiones está a la 
derecha del rayo AB, que parte de A, o del "segmento 
dirigido AB"; y a la izquierda del rayo BA, que parte 
de B, o del '! segmento dirigido DA". Se dice que la 
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otra región está a la izquierda del rayo JJ y a la dere-
cha del rayo DA. Se dice que la misznn región está a la 
derecha de dos segmentos dirigidos AB y AC si B y C es-
tén en el mismo rayo que parte de A (o inveranmente). 
tia vez definida la región derecha de un rayo g que par-
te de 0, y si un rayo h que parte de 0 está en esta re-
gión entonces, con respecto a h, la región que contiene 
a g esta a la izquierda de ti. Be evidente que de esta 
forma, empezando con un rayo definido AB, los lados de-
recho e izquierdo en una geometría plana están Cnicamen-
te determinados con respecto a todo rayo o todo segmento 
dirigido. 

Los puntos en el interior (p. &-9) de un triAngulo 
ABC están o a la izquierda de los lados AD, DO, CA o a 
la izquierda de CB, BA, AC. En el primer caso se dice 
que ABC (o BCA, o CAB) es la orientación positiva  y CBA 
(o BAC, o ACB) la orientación negativa.  En el otro caso 
se dice que CBA es la orientación positiva y ABC es la 
orientación negativa del triángulo. 

DPIN IC IOL. Si se construyen dos alturas h a  = AD y 
hb - BE en un triángulo ABC con lados a, b, c la 
proporción 

a s hb b e ha r 

aha,=b h1, 

se desprende, por el teorema 41, de la semejanza de 
los triángulos BCE y ACD. Por lo tanto, en todo tri-
éngulo el producto de una base por su altura corres-
pendiente es independiente del lado del triángulo que 

se escoja como base. La mi-  

tad del producto de la base 
por la altura es entonces 	D  

un segmento a' que es carac- 
terístico del triángulo ABC. 	E 	a 

Sea la orientación del tri-  

éngulo ABC positiva. El seg- 
mento positivo a' (de acuer- q 	e. 	B 

do con la definición en la 
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p. H-63) será llamado 1uiorrs o] ;re;; ,_Ice. I,rifiri;, .io 	:Lti._ 
vamente orientado ABC y ser cierto trufo por 	I3C j. El sog- 
mento negativo -a' será llamado el (tren del tr:ifin¥ui.o no- 
gativnmente orientado ABC y denotado por [CBA.] .  

El sencillo teorema siguiente se cumple: 

TEOREMA 49. Si un punto 0 está fuera de un tris ng 10 
ABC la relación 

(Anc] = [oAiO + [oBc] + [OCA] 

se cumple para el Crea del trilinguio. 

D OSTRACION. Supongamos que los segmentos AO y BC se 
IO 	intersectan en un punto D. 

Con la ayuda de las leyes 
distributivas de la arit- 

O 	 mética de segmentos obte- 
nemos de la definición de 

A 	 B 	área Zas relaciones 

COAB) 	(ODBi) + [DAB1, 
[oBC] = - [OCB] a - [oCij 
[OCA] 	[OCD] + [CAD. 

la sorna de los segmentos en estad ecuaciones, 
yuda de un teorema establecido en la p. Fi-63, 
resultado 

(OAB 1 + I OBC] + [OCA] = [DAB] + ICAD] 

y luego, de nuevo por la ley distributiva 

[OAB] + LOBC] + [OCA] - [ABc1 

con la a— 
nos 

 
da por 

Las posibles suposiciones restantes respecto a la po-
sición de O nos llevan de una manera similar a la afir-
mación del teorema 49. 

TEORMA 50. Si se descompone un triángulo ALC en un 
número finito de triángulos j,, el área del trián-
gulo positivamente orientado A3C es igual a la suma 
de las Áreas do todos los trihngulos Ok .jositivarnen-
te orientados. 

DEMOSTRACION. Sea ABC y sea DE un 3eg ento en el irite- 

- [ODB], 
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rior del triángulo ABC en el cual los dos triángulos DE? 
y DEG tienen un lado comdn en la descomposición. Sea DEP 
la orientación positiva del triángulo DE&. GED es enton- 
ces la orientación positiva del triángulo DEG. Escojamos 
ahora un punto 0 fuera del triángulo ABC, las relaciones: 

(DE?) _ (ODE] + [OEF] + CO?!)], 
[GEDJ _ COGE,) + [OEDl + CODG], 

= Co) - (0D] + [0DG] 
se cumplen por el teorema 	C 	D 
49. Sumando estas doa e-  
cuaciones de segmentos 	' r 

nos resulta el área (ODB)  
del lado derecho. 	 t "¥ 

Expresamos las áreas  
de todos loe triángulos  ¥ E 
¿h de esta manera, de 	 G 

acuerdo con el teorema 	 ' 
49, y meamos todas las 	C„ 	 aj 
ecuaciones de segmentos  
asi generadas. Entonces 
pera todo segmento DE en el interior del triángulo ABC 
resulta el área [ODE] del lado derecho. Denotando, de a.-
cuerdo con su orden, los puntos usados para la descompo-
sición del triángulo ABC que están en sus lados, por la 
sucesión A, AS ,..., Al, B , Bj,,..., B,, C, C1,..., Cn ¡ 
y denotando por brevedad 	para la suma de todos los 
triángulos Ab positivamente orientados, la suma de todas 
las ecuaciones de segmentos nos da, como es fácil ver, 

LOAAi] +...+ [OALB) 
+ (013B,1 +...+ C0BmC) 
+ [OCC¥] +...+ [OC,A] 

Cona] + [oBc7 + COCA). 
Por lo tanto, por el teorema 49 

ABC . 

DEPINICION. Definamos el (Lrea [P] de un polígono sim-- 
ple positivamente orientado como la suma de las áreas 
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de todos los triángulos poli tivsimente orien ta..:os en los 
cuales el polígono queda dividido en a1gunn descompo:-i-
ción particular. Por un r-zrrcumento similar al usado en la 
sección 18 para la demostración del teorema 43, resulta 
evidente, por el teorema 50, que el {aren [P] ea indepen-
diente de la descomposición en triángulos y por lo tanto, 
está dnicamente determinada por el polígono. 

Con la ayuda del teorema 50 deducimos que lospol¥i oo-
nos eguideecomponibles tienen áreas iguales. (Aquí y en 
lo sucesivo, el área será interpretada como aquella de 
orientación positiva). 

£demás, al P y Q son polígonos. equicompiementables, 
por definición, existen necesariamente polígonos P', Q'; 
...; P", Q" tales que el polígono P + P' +...+ P", coia-
puesto de P, P',..., P" es equideacomponible con el po-
lígono Q + Q' +...+ Q", compuesto de Q, Q',..., Q". De 
las ecuaciones 

P + P' +...+ p") = :Q + Q' +...+ QI')  

Cp'1 = 

(P"1 
es fácil concluir que 

CP) 	= C Ql. 
i.e. # los polígonos eguicomplementables tienen áreas 
i 	• e. 

21. Bguicomplementabilidnd área 

Tn la sección 20 encontramos que los polígonos equi-
complementable s tienen áreas iguales. De este resultado 
se desprende inmediatamente la demostración del teorema 
48: Denotando las bases iguales de los dos tri6ngulos 
por g, las alturas correspondientes por h y h' concluí-
mos de la supuesta equicomplementabilidad de los dos 
triángulos que deben tener también áreas iguales, 
se sigue que 

¥¥ia h = ¥¥2g h' 
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y por consiguiente, despuóe de dividir entre Il2g 

h = h , 

Esta es la afirmación del teorema 48. 

Ahora os posible tambión invertir la afirmación hecha 
al final de la sección 20. Sean P y Q dos polígonos con 
áreas iguales. Por el teorema 47 construyamos dos trián-
gulos rectángulos Q y E de la siguiente clase: Hagamos 
que ambos trillos tengan un lado unitario y sea el 
triángulo 1. equicompiemantab:le con el polígono P y el 
triángulo g equicomplementable con el polígono Q. Resul-
ta entonces, del teorema demostrado al final de la sec-
ción 20-, que l> y P, así como también E y Q tienen áreas 
iguales. En vista de la igualdad de las áreas de P y Q, 

y E tienen también áreas iguales. Puesto que los dos 
triángulos rectángulos coinciden en sus lados unitarios, 
necesariamente coinciden en sus otros lados, i.e., los 
triángulos son congruentes. Por lo tanto, por el teorema 
43, los dos polígonos P y Q son equicomplementabies. 

Loe dos resultados deducidos en el párrafo anterior 
Be combinan en el siguiente teorema: 

T&ORJ Á 51. Dos polígonos equicomplementables tienen 
áreas iguales y dos polígonos con áreas iguales son 
eguicomplementablee. 

¥i particular, dos rectángulos equicomplementabl.es 
con un lado en comdn deben coincidir también en sus o-
tros lados. ffi. siguiente teorema también se cumple: 

T&)RE" 52. Si se descompone un rectángulo en varios 
triángulos por medio de rectas y se omite uno de es-
tos triángulos, es imposible llenar el rectángulo con 
los triángulos restantes. 

Este teorema fue tomado corno un axioma por i Zol 21 y 
0. Stolz© y fue demostrado por P. Schur y N. Killing¥ 
con la ayuda del axioma arquimediano. En la discusión an-
terior ha sido probado que es completamente independien- 
te del axioma arguimediano.` 

Za esencia, para demostrar los teoremas 48, 50 y 51 
fue usada la aritmética de segmentos introducida en la 
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sección 15 del capítulo III, y ya que éstos descansan en 
el teorema de P[iscal. (teorema 40) o mejor dicho en t ca-
so especial de date (p. H-54), el teorems de Pascal se 
destaca como el elemento más importante en la construc-
ción de la teoría del área. 

Se fácil ver que, inversamente, el teorema do Pascal 
puede ser deducido de los teoremas 46 y 48. De hecho, del 
paralelismo de las rectas CB' y C'B se desprende por el 

teorema 48, la equico¥s- 
e' plementabilidad de loe 

triángulos OBB' y OCC'. 
También la equicomple.. 
meritabilidad de loe 

A' 	 triángulos OLA' y 0 C C ' _ r 
resulta del paralelie- 

` 	 ¥'- 	 ¡no de las rectas CA' y 
D 	C 	B 	 A 	 AC'. Ya que de acuerdo 
con esto, los triángulos OLA' y OBB' son también equi-
complementables, el teorema 48 nos muestra que BA' y AB' 
deben también ser paralelas. 

Además, es fácil ver que el área de un polígono que 
está totalmente en el interior de otro polígono es menor 
que la de este último; y por lo tanto, por el teorema 51, 
no puede ser equicomplementable con él. Este resultado 
contiene al teorema 52 corno un caso sarticular. 

De esta manera han quedado establecidos los teoremas 
esenciales de la teoría del área plana. 

Gauss había llamado ya la atención de los matemáticos 
sobre el mismo problema en el espacio. He expresado una 
conjetura respecto a la imposibilidad de un desarrollo 
análogo de la teoría del volumen en el espacio y he pro-
puesto el problema específicoade encontrar dos tetrae-
dros con {meas iguales en la base y alturas iguales que 
no pudieran ser descompuestos de ninguna forma en tetra-
edros congruentes y los cuales, mediante la unión de to-
tzeedroe congruentes, no pudieran per expendidos a polie- 
dros que pudieran ci su vez s©r descocnpues,tr 	n tetrae-
dros congruentes. 
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U. Dehn¥ha demostrado, de hecho, esta conjetura. Al mis-
mo tiempo demostr6 rigurosamente la imposibilidad de de-

sarrollar la teoría del volumen de la miEma manera que se 
desarrolló en loa párrafos anteriores la teoría de las fs-
reas planas. 

De aquí en adelante, con el objeto de tratar problemas 
análogos en el espacio, tendremos que recurrir a otros 

medios, tales como el principio de Cevalieri.¥-'-¥ 
W. Sties 78 ha desarrollado en este sentido la teoría 

del volumen en el espacio. El llama a dos tetraedros de 

alturas iguales y equicomplementables, iguales en el sen- 
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EL TEORE21A DE DE:iARGUES 

22. El teorema de Desarguos 	su demostración en 
el plano con la ayuda de los axiomas de con-
gruencia 

Entre los axiomas formul.adoc en el capítulo f, los t,ru-
pos II-Y son en parte axiomas de la recta y en harte a-
xiomas del plano. Los axiomas 4-8 del. grupo 1 son los 
dnicos axiomas del espacio. Con el objeto de comprender 
claramente el significado de los axiomas del espacio, 

supongamos alguna geometría plana y estudiemos las con-

diciones generales bajo las cuales esta geometría puede 

ser inmersa en una geometría del espacio, en la cual se 
satisfagan los axiomas formulados pera la geometría pla-
na, y también loe axiomas I, 4-8 de incidencia en el en-

pacio. 

Generalmente, en este capitulo y en los siguientes, 

no recurriremos a los axiomas de congruencia. Consecuen-

temente el axioma IV de las paralelas (p. H-27) debe 
formularse con mayor precisión. 

IV*. (Axioma de las paralelas en forma precisa). Sea 
a una recta y A un punto fuera de ella. Existe, 

en el plano determinado por a y A, una y sólo u-
na recta c ue pasa  por A no intersec ts a a. 

Es bien sabido que el llamado teorema de Desargues 
puede ser demostrado sobre la base de los grupos de a-
xiomas 1-II, IV*.E]. teorema de De saxrue s es un teorema 
de intersección en el plano. La recta en la cual, están 
los puntos de intersección de los lados correspondientes 

de dos triángulos, os particularmente irnnortante, y es 
usualmente denominada "la recta al infinito". El teorema 
y el inverso que resulta en este cnso, serf¥n llamados el 
teorema de Desargues. Este teorema afirme lo alguien t;e 

T.EOR.OdA 53. (Teorema de Desargues) . 31 triángulos 
están en un plano de tal manera sao los pares de la-- 
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dos eorrr r, ¥a i.•na re 	itt 	x 11.0 loe, i •.. 	''te unen 
lo::] 'i r tices orr uoon iinrtteu 	. r: 35 	+ , 1 ;nlsno 
punto o son 	tr,lea r:::. 

Inverstunente, si dos tri(.:r„idos e;,;; tn en 'trt olfato de 
taJl. forma que inc .r'ectos ouo unen vórtice;' ;:.)r•respondien-
tes -;arnxt por un surto o con nrrrr eln::, y si. además dos 
pares de lados corresnond.iienten de los tri ir:.fnaos son p¥ 
ralelos, entonces el tercer ser cc tr+int)ión rer lelo. 

Corno ya fue ceíl lodo, el teoro:ne 5.3 es une consecuen-
cia de los axiornr,s 1, 11, IV *. Do acuerdo e ente resul-
tado, ln. valido ; del teorema do Desrir: ue^ en une eorne- 

trie pi ann es gor lo 
menor; un- condición 

/' 	 !1@ces''I.1 3 pero que es— 
te ;reo.me tríe sea in-
:nersible en !uta geo-
ae t,i íe riel 0570010 en 
L'; c.x-',1 los :;rudos de 

- 	 .zio'rlr2 1, I1, .N' se 
eumn' sri. 

Como en las capítulos III y IV, ,,u*,oti;I•noe +.wa geome-
tría siena en la cual se cumt>lert los exiomtis 1, 1-3 y 
II-IV y sunortf,nnos que se introduce una arittré tien de 
segmentos cono en la sección 15. :;tenlo nr.i, eo•:.o se 
demostró en le sección 17, es so::i_ble asurar a todo 
punto del plano un par de segmentos (x, y) ;r n toda 
recto une razón de tres cor no noc (u : v : w) en la que 
u, v no son atisbos cero, de tal nano; ! cue le ecuación 
lineal 

u x + V y + w =0 

representa la condición c a.r•a l< :osie1óri co:;t+.¥tt del pun-
to y la rec te. De ;►caer io e la sección 17, el conjunto 
do todas las recuas en este neo,rtetrin f'or_tta un crntnpo nu-
rnérico para el cual se cumrilen ln.s oropicui es 1-16 enu-
meradas en la sección 13. Por lo tinto, corno fue hecho 
en la sección 9 y en le l::' :por nc,+l.io de los conjuntos ole 
nLSmeros Si. y C. (t) , resc)oe tivainett te, es 	ble coria— 
truir une ,?eo.ue tríe de.i e a. e.io. PF.'T '! }r; et3I' e u",0, acor— 
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demos que un conjunto de tres segmeaos (x, y, z) reore-
senta un punto, las razones de cuatro seTnentos (u : v 
w : r) en los cuales u, v, w rio se anulen simul.tánenrnen-
te, representan un piano; y las rectas ost&n def..inidas 
como las intersecciones de pares de pi -'nos, De esta ma-
nera, la ecuación lineal 

u x + v y + w z + r= 0 

expresa el hecho de que el punto (x, y, z) está en el 
plano (u : v : w : r). Pinalmente, respecto al orden de 
los puntos en una recta, o de los puntos en un plano res-
pecto a una recta en 61, o el orden de los puntos en el 
espacio con respecto a un plano, estos pueden establecer-
se mediante les desigualdades entre los segmentos de ma-
nera análoga a la hecha para el plano en la sección 9. 

Ya que la geometría plana origina, puede ser recobra-
da haciendo z = 0, resulta evidente que esta geometría 
plana puede ser vista como parte de una geometría de]. 
espacio. Para esto, de acuerdo con las discusiones ante-
riores, la validez del teorema de Desargues es una con-
dición necesaria, y se concluye por consiguiente que el 
teorema de Desargues debe cumplirse tambi4n en la geome-
tría plana supuesta. Es entonces una consecuencia de los 
axiomas I, 1-3, II-Tv. 

Nótese que el resultado obtenido puede también obte-
nerse sin dificultad directamente del teorema 42 en la 
teoría de la proporción o del teorema 61. 

23. La imposibilidad de demostrar el teorema de 
Desargues sin la yuda de los axiomaa de con-
gruencia 

En el estudio del problema de si es posible demostrar 
el teorema de Desargues en la eometría plana sin los a-
xiomas de congruencia, llegamos al si,uiente resultado: 

TEOREMA 54. Existe una geome tría plana en la cual los 
axiomas 1, 1-3, II, TII, 1-4, IV*, i.e., todos los  a 
xiomas de la recta y el jano con 10 excepción del a 
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xioma IIi, 5 de congruencia se cumple  ufo en la cusl  no 
se cumple el teorema de Desargues (teorema 53). Por lo 
t_, el  teorema de Desarguos no puede ser deducido so-
lamente de los axiomae antes mencionados. Para su demo9-- — 
tracción  son necesarios o los axiomas del es`ncio o el a-
zioma III, 5 de  congruencia  de tri6ngulos. 

DEMOSTRACION 	En la geometría plcuin ordinaria c-3rte-
siana, cuya existencia ha sido demostrada en lit sección 

9, cambiamos las definiciones de rectas y hngulos de la 
siguiente manera: Escojamos cualquier recta en la geome-
tría cartesiana como un eje o introduzcamos lag direccio-
nes positiva y negativa, así como los semiplanos nositi-
vo y negativo con respecto a este eje. 

Como rectas en esta nueva geometría tomemos este eje 
y toda recta en la geometría cartesiana que sea parale-
la a él, toda recta en la geometría cartesiana ouyn par-

te en el semiplano positivo forme un ángulo agudo o rec-
to con dirección positiva del eje, y finalmente, todo 
par de rayos h, k con la propiedad de que el vértice co-
mdn h y k está en el eje. Supongamos que el rayo h que 
está en el semiplano forma, con la dirección positiva 

del eje, un ángulo agudo a(, y supongamos que la exten-
sión k' del rayo k, que está en el semiplano negativo, 
forma con la dirección positiva un ónrulo 	, de tal 

manera que en la geometría cartesiana se cumpla la rela- 

ción 
tan  f :2. 
tan 

El orden de los puntos y lna longitudes de los seg-

mentos serán definidos de la manera ueua1 incluso en las 
rectas que en la geometría cartesiana son representadas 
como pares de rayos. Puede verse fácilmente que en la 
geometría definida de esta forma son válidos los axio-
mas I, 1-3, II, I1I, 1-3, IV'. Es inmediato, por ejem-
plo que las rectas que pasan por un nnuu«ito cubren el pla-
no de una manera simple. Adem, los axiomas V son tam-

bién validos. 
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Todos los €ángulos, que 
no tengan al menos un 	pos¥'livo 	 k , 
lado que parta del eje  
hacia el semiplano po- 
altivo y forme un din- 	 ir 
gulo agudo con la di-  
rección positiva del 	E 	K 
eje, se miden como es 
usual en la geometría 
cartesiana. Sin embar- 
go, el al menos un la- n¥9a,;vo 	k 
do de un nngul o u.) e e 
un raya h con las propiedades mencionadas, entonces el 
valor del E4ngulo tD en la nueva geometría se define como 
el valor del ángulo uf en la geometría cartesiana que en 
lugar de h tiene el rayo k' correspondiente (véase la pá- 
gina anterior) como un lado. La 
figura de la izquierda ilustra 
este método de definición para 
dos pares ds ángulos supleinen- 	X Eie.  
tarios. 	 1  

Sobre la base de esta definición el axioma III, 4 es tam--
bién válido. En particular, para todo ángulo 4(1, a) 

(l, ¡it) = 4(m, 1)• 

Sin embargo, como nos muestra la figura de la derecha 
y como puede comprobarse, el teorema. de Desargues no se 
cumple en esta nueva geometría plana. Es igunimente fá-
cil dibujar una figura que muestre que tnmpoco se cumple 
el teorema de Pascal. 
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La geometría plana "no desarguiana" dada aquí sirve al 
mismo tiempo como ejemplo de una geometría plana en la 
cual los axiomas I, 1-3, II, III, 1-4, iV * son válidos 
y que sin embargo no puede ser inmersa en una geometría 
del espacio.a 

24. Introducción de una aritmética de segmentos 
basada en el teorema de Desargues con la a-
yuda de los axiomas de congruencia  12) 

Con el objeto de apreciar plenamente la importancia 
del teorema de Desargues (teorema 53) construiremos una 
geometría plana en la cual los axiomas 1, 1-3, I1, IVeP 
i.e., todos loe axiomas de la recta y el plano, excepto 
los axiomas de congruencia y continuidad, son válidos. 
Su esta geometría será introducida una nueva aritmética 
de segmentos, independiente de los axiomas de conéruen- 
c 	de la siguiente manera: 

Tomemos dos rectas fijas en el pleno que se intersec-
tan en el punto 0 y consideremos sólo loa segmentos cuyo 
punto inicial es 0 y cuyo punto final está en cualquier 
parte de estas dos rectas fijas. Denotemos el punto 0 

como el segmento 0. En símbolos 

00 = 0 	6 	0=00 

Sean E y E' dos puntos fi- 
jos, uno en cada una de los 
rectas fijas por 0. Denotamos 
los dos segmentos OE y OE' co- a 
mo el segmento 1. En símbolos 

C 
OE = OE' = 1 

6 	1 = OE = OE' . 
a 	s b atb 

Llamemos a la recta EE', la recta unitaria para abreviar. 
Además, si A y A' son puntos en las rectas OE y OE' res-
pectivamente, y si la recta que une AA' es paralelo a 
EE' consideraremos los segmentos OA y OA' iguales. En 
símbolos 

OA = OA' 	6 	OA' = OA. 
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Para definir la suma Je lo 	,entro^ .3 _. (u y h = OB en 
OE, construyamos AA' paralelar 1 rect• uni taari!k E;E y 
dibujemos una paralela n üi, por A', y :por B unrr r,frrFilola 
a OE'. Estas dos paralelas se intersectan en un uunto 
AA". Finalmente dibujemos una paralela n lr+ recta unita-
ria &E' poi• Al'. Esta intersecta a las rectas fijes OE y 
OE' en los puntos C y C', respectivamente. Entonces lla-
memos al segrnento e = OC = OC' la suma del sefgmnernto 
a = OA y el segmento b = OB. En símbolos 

e= a+ b 	6 	a+ b 	c. 

Supongamos que dando por hecho la validez del teorema 
de Desargues (teorema 53) , Puede obtenerse generalmente 
la suma de dos segmentos. El punto C determinado por la 
suma a + b, en la recta en la cual. estki A y D, es en-
tonces independiente de la recta unitaria EE' adoptada, 
i.e., el punto C puede obtenerse también por la siguien-
te construcción: 

Escojamos cualquier pun-
to A' en la recta OA' y tra-
cemos una paralela a OÁ' por 
B y la paralela e OB por A'. 
Estas dos paralelas se inter-
sectan en un punto Á". La pa-

ralela a AÁ' trazada ahora 
por A" intersecta la recta OA 	a 	b 	Q*b 

en el punto C que determina la suma a + b. 
Para la demostración, supondremos que los puntas A' y 

A" así como los puntos Á' y A", se obtienen de la manera 

antes mencionada, y que el ptuito C esta determinado en 
OA de tal forma que CA" es paralela a AA'. Entonces es 
necesario demostrar que &J" es también paralela a AÁ'. 
Los tri!n ufos AA'' y CA"" ectAn situados de tal modo 
que las rectas que unen vértices correspond_íentea son 
paralelas y consecuentemente los dos pares de lados co-
rrespondientes, l.lainó:no .les A'¥1' y A"¥" así como AA' y 
CA", son pex'alelos. De hecho, por la seLuz< 	_fixmnación 
del teorema de 1)esar.,-ues lo S tercero c©1 o .Laos AÁ' y CA" 
también son n arr lelos. 
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Con el objeto do definir e..]. producto de dos segmentos 

a = OA y b OB ser{ utilizada la ini=a construcción des-

crita en la sección 15, excepto que ahora los lados del 

ángulo recto serán 

reemplazados por las 
a4c1 	 don rectas fijas 0B y 
-, 	 Oi '. La construcción 

es consecuentemente 

la siguiente: Deter-

minemos el punto A' 

en OB' de tal forma 
a 	1 	 b 	que AA' sea paralela 

a la recta unitaria BE'. Unamos E con A' y por B dibuje- 

• ¡nos una paralela a EA'. Esta paralela interaecta a la 

recta fija OE' en el punto C'. Llamarnos al segmento 

c = OC' el producto del segmento a OA y el segmento 
b = OB. En símbolos 

c 	a b 	6 	a b = e. 

25.  Zas  leyes asociativa conmutativa de la suma 

en la nueva aritmética de segmentos 

Como es fácil ver, todos los teoremas de composición 

formulados en la sección 13 son validos para esta nueva 
aritmética de segmentos. Investigaremos ahora cuáles de 

las reglas de la aritmética formuladas son válidas en 
.esta aritmética de segmentos, cuando se parte de una geo-

metría plana en la cual se satisfacen los axiomas I, 1-3, 

II, IY*, y también se cumple el teorema de Deeargues. 

Se demostrará primero que se cumple la ley conmutati-
va de la suma de segmentos 

a + b = b + a 

definida en la sección 24. Sean 

a=OA= OA', 
b = OB - 013', 

por lo. cual, 	de acuerdo a la definición empleada, 	AA' y 

BB' son paralelas n la recta unitaria. Construyamos el 

T 

C 
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punto A" y B" trazando ','A" 	,.1 co:ao ..,' _i;' 	;7 ;lc,lrcc ... .;A, 
y también AB" y 13A" pruralel.n:, a CA'. Como nuode in..; ii .`  
..;on'te '7er e, 1(i .`fir..P.!?C l .`.. r 	C' 	1  

es 	r^] e.l.a c AA'. 
Esta afirmación so veri- 
fica usando el teorema 	c' 

de Desargues (teorema 
53) como sigue: Denote- 
mos 

 
por P el punto de  

punto de intersección de 	a,f1/ 	F -- 
AB" con A'A", y el punto 	, 
de intersección de I3A" 	8 
con B'13" por D. Así los 	 a- 	b 	a+b= bsa. 
lados correspondientes de los tri!cngulos AA'? y AB'D son 
paralelos. Concluimos entonces, por cal teorema de Desar-
gues, que los tres puntos O, F, D son colineales. En es-
te caso, los dos triángulos OAA' y DB"A" estón situados 
de tsl forma que las rectas que tusen vórtices correspon-
dientes pasan por el mino punto 1k; y ya que ndemás dos 
pares de lados correspondientes llaménosles OA y DB", o- 
sí como OA' y DA" son paralelos, el tercer par AA' y B"A' 
también es paralelo por la segunda afirmación del teore-
ma de Desargues. 

Al mismo tiempo se concluye de esta demostración rue 
no importa en cual de las dos rectas fijas se uricicipia 
le. construcción de la suma de dos segmentos. 

También se cumple la ley s:sociativca de la suma. 

a + (b + e) _ (a + b) + e. 

Consideremos los segmentos 

a = OA, b = 013, e = OC 

en la recta OE. Sobre la base de las re lss ¿?ener .les de 
la suma, dada, en la sección interior, 1 n:a sumas 

a + b = OG, 	b + c = OB', 	(o + b) + e = CG' 

pueden construirse como r.iru.e: tsco j :no> rirbi tren i s;,ente 
un punto D en l9 rect-.e O1 ' y .ui odo con A 	. Lr+. 1)n-
rabia a. CA por 1) rotor eetr.r S n l. ,j ¥s •ralias n UTA 
loor 13 y non C en :los ¡)untos r' y D' raetivmente. 
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Las paralelas a Al) y BD trazadas por F y D' :intersectan 
ahora a la recta OA en los puntos antes mencionados G y 
B', respectivamente; y la paralela a GD dibujada por D' 
intersecta a la recta OA en el punto G' también mencio-
nado. La suma a + (b + e) so obtendr?& finalmente trazan-
do la paralela n CD por B', aue es intersectada por las 
rectas DL)' en un punto F', y trazando una paralela a AD 

por F'. S610 fal- 
ta demostrar que 

F 	DY 	F' 	G'F' es paralela 
a AD. Denotemos 
por H el punto de 

N 	 N' 	intersección de 
-^- -"` 	la recta BF con 

GD, y por H' el 

	

C 	8' G' 	punto de inter- 

	

a b alb c 	b (6)c. 
a#(,1c) sección de la 

recta B'F' con G'D'; concluimos que los lados corres-
pondientes de los trihngulos BDH y r3'D'H' son parale-
los. AdemÁs, como las dos rectas BE' y Dl)' son parale-
las, por el teorema de Desargues la recta HH' es tam-
bién paralela e estas dos rectas. Es posible entonces 
aplicar la segunda afirmación del teorema de Desargues 
a los triángulos GFü y F'F'H' y por consiguiente dar-
nos cuenta de que G'F' es paralela a GF y, de hecho, 
es paralela también a Al). 

26. La 	asociativa yr  las dos leyes distributivas 
de la  multiplicación en la nueva aritmética de 
segmentos 

Con las suposiciones hechas, también se cumple la ley 
asociativa  de segmentos 

a (b e) _ (a b) c. 

Consideremos los segmentos 

1 = 0A, 	b = OC, 	c = OA' 

en una de las dos rectas fijas por 0, y los segmentos 



y 
C 

y 

a = UU y b = ú5 en ir. 
otra. Con el objeto 1le 
construir los ;ejrnen-
tos 

bc = OB' y bc - OC' 
eb = úO 

(ab)c = UD' 

a. (6•)= CLzb)c D 

a6, 
 e acuerdo con la sec- 	b p 	\ \\ 

ión 24, dibujemos 	 '¥¥ 	F  
'B paralela a AB,  
'C' paralela a BC,  
D paralela a AC y 	 Iq 	C A' 	C' 

b 	bc 
'D' paralela a AD. 
cede verse que la afirmación os equivalente a decir 
ue CD ;cebe también ser oqrnleln a, C'D'. Denotando por 
el punto de intersección de i r rec tn A')' con B' C', 

os lados correspondientes de los tri¥Sn ;ufos AB:' y A'B'?' 
on paralelos. Por consiguiente, por el teorema de Dos^x-
ues los tres puntos 0, ?, 21 son colineuJes. En viste de 

eta situación, la set, uridii afirmación del teorema de De-
argues puede ser aplicada n los triángulos CD? y C'D'?' 
entonces puede verse que Cl) er de hecho er;relelu s 
D'. 

Finalmente, Finalmente, las dos leyes distributivas 

a (b + e) = ab + se 

(b+e) a=ba+ca 

serán demostradas por el teorema de Desar,g;ues. 
Para la demostración de la primera 	distributiva 

a (b + c) =ab + nc 

supongamos caue los segmentos 

1 =OE, 	b =08, 	c =OC 

están dados en la nrimeri de ¡ r Dios roct— s ('ija: y el 
segmento 

a=OA 

en la segunda. 
Las rectas c)arr_ilel a:, a EA c aza n:. por !3 y t; interscc- 
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tan a la recta OA en los puntos D y H' resoectivernente. 
Por la regla de multiplicación de la sección 24 

OD = ab, 	O 	ac. 

De acuerdo con la regla generalizada de la suma de la 
sección 24 obtenemos la suma 

OH = b + c 

trazando las paralelas a OD por C y 

11 

regla de la multiplicación 

OK a a (b + o).  

a OC por D y también 

trazando por el pun-

to de intersección G 

de estas dos rectas 

la paralela a BD que 
intersecta OC en el 
punto FI antes mencio-
nado, y a OD en un 

punto K. Como 

OH = b + c, por la 

De acuerdo con la regla generalizada de la suma y de 
la intercambiabilidad de las rectas fijas OE, OE' en la 
construcción de una suma, demostrada en la pé 9-87, la 
suma ac + ab puede ser finalmente construida de la si-
guiente manera: Por cualquier punto de OE, digamos por C, 

trazamos la paralela CG a OD, la paralela DG a OC por D y 
la paralela GK a CF por G. 

Entonces 

OK 	ac + ab 

y por lo tanto concluimos, con la ayuda de la ley conmu-

tativa de la suma, la primera ley distributiva. 

Para demostrar la segunda ley distributiva, suponga-
mos que los segmentos 

1=01?., 	a=OA 

están dados en la primera de las dos rectas fijas y los 
segmentos 

b = OB, 	c = OC 

en la segunda. Los segmentos 
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OD' = ba, 	OC' = ca 

están determinados por las naralelals AB' a h:H y AC' a EC 
respectivamente. 

Construyamos los segmentos 

OF = b + c, 	OF' = ba + ca 

nuevamente en la recta 
fija OB por la regla 	(b 
generalizada de la su-
me, como sigue: Trace-
mos las paralelas a OE 
por C y a OC por E. 	CQ, e,  
Por el punto D en el  
cual se intersectan,  

b, F 
tracemos la paralela a  
EH que es intersectada 	eC  
por QA en el punto F  
antes mencionado. De 
la misma manera trace-  
mos las paralelas a OC'  
por A y a OA por C'. Por el punto D' en el que se inter-
sectan tracemos la paralela a AB', que se intersecta con 
0L en el punto P' antes mencionado. 

Por la regla de la multiplicación, la segunda ley dis-
tributiva queda demostrada tan pronto como probemos que 
A?' es paralela a EP. 

Loe lados correspondientes de los triángulos ECD y 
AC'D' son paralelos. Por el teorema de Desargues los 
puntos 0, D, D' son colineales. Por lo tanto es posible 
aplicar la segunda afirmación del teorema de Desargues a 
los tri .ngulos EDA y AD'?' y darse cuenta de que en efec-
to, AP' es paralela a EF. 

27.  La ecuación de una recta basada en la nueva 
aritmética de segmentos 

&. las secciones 24-26 fue introducida una aritmética 
de segmentos por medio de los axiomas formulados en la 
sección 24 y bajo la hipótesis de la validez del teorema 

0 



de J)esnr ues en el plano. En esta :rit;-1c`tic, +, n.1r 	3e 

los teoremas ;?e composición for-mulrndo : en la sección 13, 

se cumplen la ley cotunutativn do lri suma, las leyes aso-
ciativas de la suma y do le multiplicación, así co:no srs-
bao leyes distributivas. C ue la ley conmutativa de la 
multiplicación no necesariamente persisto resultaré evi-

dente en la sección 33. En esta sección veremos de qué 

manera es posible una representación analítica pars; los 

puntos y rectas del ,plano, bnsadn en esta nritmét;ica de 
segmen tos. 

DEPINICION. Llámese a las dos rectas fijas por 0 en 
el plano, el eje X y el eje Y. Consideremos cualquier 

punto P en el plano determinado por los segmentos x, 

y, obtenidos sobre el eje X y el eje Y, respectiva-
mente, trazando paralelas a estos ejes por P. Estos 
segmentos x, y son llamados la coordenadas del aun-

to P. 

Por el teorema de Desargues y la nueva aritmética de 

segtnentos, llegamos el siguiente resultado: 

TEORIDIA 55. Las coordenadas x, y do los puntos en 

cualquier recta satisfacen tuna ecuación de segmento 
de la forma 

a x + b y + e = O. 

Jan  esta ecuación, loe segmentos a, b deben estar a 
la izquierda  de las coordenadas x, y. Los segmentos 

a, b nunca son cero e es cualquier segmento. 

Inversamente, toda ecuación  de un  segmento de la 
forma descrita representa una recta  en la geometría 

plana adoptada. 

DEMOSTRACION. La abolsa x de cualquier punto P en el 
eje Y o sobre una recta paralela a ella efe irideoendien-

te de como escogemos el punto 1' en lo recta deseada, 
i.e., tal recta puede ser representada en le forma 

x = c. 

Para c existe un septnerito e tn] nue 

c + e = O 
y por lo tsnto, 

J 



x 

x + c = U. 

Esta ecuación es de ir forro de-n-:!-. 
Ahora, sea 1 una reetri 	c intcrsect,r. 	,j( °{ t.=r► 

punto S. Por cualcuier punto r, en esta vec :: tr•-¥ce .0 ~ :-
na paralela n1 ojo Y que el 
eje 	in teruec tn en el !'un- 
to (j. El tJe¥zimen to 0 (,: = x, es 
la nbeisn de P. 1,a ;avn el 
e 1 por :, deterrinp un :.erT-
rnento OR en el eje Y y por 

la definición de le rnulti- 
pliceoibn, concluimos que 	a• 

OR= ax 

donde a es un segmento que 
0 

depende solamente de la c;o-
sición de 1, pero no de cono hoyeraoc ecco ;ido i P en 1. 
Sea y la ordenado de P. Por ley (iofinición extendida e 
una suma descrita en las pi in:: fi-84-87 y oor 1.a noei-
bilidnd de construir unza suena e;naaezendo con el eje Y, 
cono ya se vió en la pógina H-t37, el se.;¥rnerito Ja nos del 
ehora la suma fax + Y. OS = c es un segmento determinado 
sólo por la posición de 1.. De la ecuación 

ax + y = c 

se sigue que 
ax + y + c = O 

donde c es nuevamente el seh,men to de ter•:niueulo ~por la e-
cuación c + c = O. La ltitnn ecuación es de 1rc tor;nc3 
deseada. 

Es fácil ver oue loa coardonados de in unto a,.:e no 
está en 1 no satisface esto ecuación. 

	

Es igual de fácil demostrar Ira vnl:ide 	1n s ,und^ 
afirrnación del teorema 55. :i : 	:u: ectt :c i. 5t: ae ae.-¥tetlto 

a'x + b' y + e' - O 

en la cual aa' ;' b 	no -on trtc O,: ,ci o, ,i b' - ii 	lla_1 t1 - 
pl.icsmos 1a ecu1ació21 le 1. r l:',<¿'11('!' ,.f s )or ¡? 	".:1ar to a 

determinado ,or la relación s,u' _- ' y¥ 	' 	.1 _ 1. 	:i 	U 1 c 	t ;¥ .. 
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tiplicamos por el segmento b Jo Le; m irv io por 1i re1. nci6n 
bb' 	1. Luego, con las regles de 7.n -ritnótic.-, obtene-
mos una ecuación de una roctn co:no 1^ nue derty^.nos an- 
tes y es f¥icil construir en 1 	eo:ne tría ndo:taJn una 
recta que srtisf'aía esta ecuación. 

Conviene hacer explícito que bojo la suposición hecha., 
una ecuación de segmento de la .forma 

xa + yb + e = 0 
en la cual los segmentos a, b están a la derecha de las 
coordenadas x, y no representa generalmente una recta. 

bn la sección 30 se verá tuna aplicación im:)ortrinte 
del teorema 55. 

28. La totalidad de los segmentos considerntioe 

como ní¥mero e oornple j o s 

Ya hemos dicho que en la nueva aritmética de segmen-
tos expuesta en la sección 24, los teoremas 1-6 de la 
sección 13 son v€il.idos. 

También hemos demostrado en las secciones 25 y 26, 

con la ayuda del teorema de Desargues, que en esta arit-
mética de segmentos las reglas de operación 7-13 de la 

sección 13 son válidas. Por lo tanto, se cumplen todos 
los teoremas de composición y las reglas de operación, 

con la excepción de la conmutatividad de la multiplica-
ción. 

Finalmente, con el objeto de ordenar los segmentos, 

adoptaremos la siguiente convención: Sean A, B dos pun-

tos distintos en la recta OE. Arreglemos los cuatro pun-
tos 0, E, A, B, de acuerdo con el teorema 5, en ruga su-
cesi6n en la cual E est{i después de 0. Si en esta suce-

sión B está también después de A, entonces deci:nos nue 
el segmento a = OA es menor que el segmento b = OB. 
En símbolos 

n < b. 

Sin embargo, si en e 	suces-iói A estáie: 	:ic, 
decimos que el segmento a = OA e— ;wf 11* , ." nue  

b = OB. En símbolos 

a > 1-;. 
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Es fácil ver que en esta aritmética les reglas do opera-
ción 13-16 son vblidas ahora por el axioma II. Por consi-
guiente, la totalidad de todos los diferentes segmentos 

forman un conjunto de números complejos que tiene las 
propiedades 1-11, 13-16 de la sección 13,  i.e., 
lides todas las reglas excepto la y conmutativa de la 
multiplicación  y  loe axiomas de continuidad. En adelan-
te, tal conjunto de números será llamado un conjunto de-
earguiano  do  námeros. 

29. La construcción de una geometría del espacio 

con  la  ayuda  de un conjunto  desarguiano  de 
números 

Sea ahora D un conjunto desarguiano de cdmeroe. Con 
61 será pon1b1e construir una geometría del espacio en 
la  cual  se satisfagan los axiomas  I, II, IV'. 

Para ver esto, consideremos cualquier conjunto desar-
guiano de números D como un punto, y cualquier conjunto 

de cuatro números de D en el cual los tres primeros nti-
meros no son simultáneamente cero, como un plano. Los 
conjuntos (u : v : w : r) y (au : ay : aw : ar) donde a 

es algún niímero distinto de 0, representarán, sin embar-

go el mismo plano. La existencia de la ecuación 

ux + vy + w z + r = 0 

expresará el hecho de que el punto (x, y, z) está en el 
plano (u s v : w : r). Finalmente, se define una recta 
con la ayuda de un conjunto de dos plRnos (u' : v' : w' 

r') y (u" : v" : w" : r") cuando es posible encontrar 

en D un número a distinto de cero tal oue 

au 4 = u1 	av  1 = v." 	aw  1 = w" 

simultáneamente. Se dirá. que un punto (x, y, z) estr`s en 

la recta 

v' : w' : r'} (u" : v" : w" : r" 

si es comn5n a los pianos (u' . v' : w' . r') y (u'►  : V" 

: w" : r"). Dos rectas que contengan los mismos untos 

no serAn oorisiderndr,.s die tintan. 
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Aplicando las re,,lr::; rJe oper:rc:i.cSn 1-ii de i 	sección 13, 
que por hipótesis son v':.líds en O, es fl.:ci:1 llcg .r ^ la 
conclusión de oue los r:.xioma I y IV' se cumrPlen en la 
geometría del espacio construida. 

Para que trunbión se satisfagan los axiomas de orden 
II, se adoptarán las siguientes convenciones: Sean 

(xlt Yj, zi) , (x2, Y1, z2), (X.,, Y39 zj) 

tres puntos cualesquiera en la recta 

(u 	: v' : w' : 	 : r') t (uu : y" - w i, 	r" ) • 

Diremos que el punto (x2 , ,y2 , z z) está entro los otros 
si al menos uno de los seis pares de desigualdades: 
(1) 

 
x L . XZ x3 , 

(2) Ysl Yl<Yi , 	Yi¥Y2>Yj , 

(3) zi< z2 <z¥, 	zi 7 z27 z3, 

se satisface. Ahora, si una de las dos desigualdades do-
bles (1) se cumple, entonces es Bici]. inferir que 6 
yi = y2 	y3 6 una de las desigualdades dobles (2) debe 
cumplirse y también que z, = z2 	z3 , 6 una do las desi- 
gualdades dobles (3) debe cumplirse. De hecho, multipli-
cando las ecuaciones 

u'x¿ + v'y¿ + w'z L + r' = 0, 

+ v"y,; + w"zc + r" = 0, 

(l = 1, 2, 3) 

por la izquierda, por números adecuados de D que sean 

distintos de cero y sumando después las ecuaciones resul-

tantes obtenemos un conjunto de ecuaciones de la forma 

(4) uMx + v"ry• + r1' = 0 

(L= 1, 2, 3). 

Aquí el coeficiente v"' es ciertamente distinto de O 

porque de otra manera concluiríamos le 1 unidad de los 

tres números xi , x2 , x3. Si u"= O entonces obtenemos 

yI = y2. = y3. 

Sin embargo, si u" 0 entonces inferimos do 

x1 > x2 7 x.3 



lo dob1C :íe al/llf'dd::id 
u f¥i x < u 'tl x z 7 

< u"1 x 
i >  

y por lo t,,nto, por (4) 
U" yi + r '" < v"1 .¥L F 2' '" 	v r" y' + r r,1 

de donde 
W"' 	v ,u y 	r¥¥ y , ¥¥¥ y¥7 
	i 7 v 	j 

y como v " no es cero 

yt7 ya7y-S' 
En cada una de estas desigualdades dobles; debe consicle-
raree el signo superior o inferior en toda la derivación. 

Las discusiones anteriores demuestren que en esta geo-
metria se cumplen los n.xiom ar IT, 1-3 de orden de la rec-
ta. Faltn demostrar que el. axioma del pir:no f.I, 4 es vá-
lido. 

Para esto, consideremos un plano (u : y : w : r) y una 
recta en 61 [ (u. : v : w : r) , (u' : v' : w' : r')]. Su-
poniamos que todos los puntos (x, y, z) que estt¥n en el 
plano (u : v : w : r) están en uno o el otro lado de la 
recta según sea la expresión u'x + v'y + w'z + r menor o 
mayor que O. Entonces es necesario demostrar cue esta de-
finici6n es dnica y que concuerda con la do la D. 11-8, lo 
cual es fácil de hacer. 

Hemos visto así que todos los axiomas I, II, IVO se 
oatisfacen en esta geometría del espacio construida de 
la forma antes descrito, a partir de un conjunto desar-
guiano de números D. 

Como el teorema de Desargues es una consecuencia de 
los axiomas I, 1-8, II, IVA es evidente lo siguiente: 

A partir de un conjunto deser&uiano de números D es 
Posible construir en la forma descritn snteriorrnente una 
geometría del olario en la cual los n-lmeros del conjunto 
D constituyen los elementos de un ,,ritnié tics de ,,•e . nen- 
tos como la introducida, en la seeuión 24, 	en 1n cual 
loe axiomas 1, 1-3, II, IV• se satisfacen. En te ?eo^ne- 
tría lsiici el teorema de Do r :uo 	i.em r 	 __ e. 

Rc—ta nc- nl 	1 rtvnrr,n ri' 1 	)•n , •,i 1 1 ,.¥r, ., 	n i i 	1 n,-!. 	'ls ¥n 

7 
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la sección 28 y que puede sor formulcdo corno :-;i.,Jue: 
En una eometría 2ianct en le cul, ndom¥w de lo© IzXio-

m„as 1, 1-3, II, IY$, se cumple el teorema de Desarguen es 
Posible introducir un n aritmética de segmentos como es 
hizo en la sección 24. Con une definición apropiada del 
orden, loe elementos de esta aritmética de segmentos   for-
man 

 
entonces un con unto desnrguiano de ndmeros. 

30. La importcincia del teorema de Deaarguee 

Si los axiomas I, 1-3, II, IV • se satisfacen en una 
geometría plana, en la cual también se cumple el teorema 
de Deeargues, entonces, por el áltimo teorema, siempre 
ea posible introducir en esta geometría una aritmética 
de segmentos para la cual valen las reglas 1-11, 13-16 
de la sección 13. Considérese nuevamente la totalidad de 
estos segmentos como un conjunto de ndmeros complejos, y 
constr4y ase a partir de ellos un espacio geométrico de 
acuerdo al desarrollo de la sección 29, en el cual loe 
axiomas I, II, IV e sean válidos. 

Considerando en esta geometría del espacio solamente 
los puntos (x, y, O) y las rectas en las cueles están 
estos puntos, obtenemos una geometría plena. ?ornando en 
cuenta el teorema 55, deducido en la sección 27, es ele'. 
ro que esta geometría plana debe coincidir con la geome- 
tría plana supuesta al principio, i.e., los elementos de 
ambas geometrías pueden hacerse corresponder de una ■% 
nora invectiva y suprayectiva, y pueden por lo tanto 
preservarse sus operaciones y su orden. De aquí obten*-
mos el siguiente teorema que debe ser visto corno el ob-
jetivo final de todos los desarrollos de este capítulo: 

TOR A 56. Supongamos c ue los axiomas I, 1-3, II, IV• 
es satisfacen en una geometría platee. La validez del 
teorema de Desergues es entonces una condición nece-
saria y suficiente para gue esta geometrín nlrnna 2ue-
de ser vista como parte de una geometría del espacio 
en la cual es cumplen los axiomas I, II, _ r . 

51 teorema de Desarf,ues puedo, por consiguiente, ser 
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caracterizado para la geometría plana como, por así de-
cirlo, el resultado de eliminar loa axiomas del espacio. 

Loa resultados obtenidos nos colocan también en la 
posición de darnos cuenta de que toda geometría del ea-
pacio en la cual los axiomas I, II, 1Y se satisfacen, 
puede ser siempre considerada como una parte de una "geo-
metria de cualquier ndaero de dimensiones". Por una geo-
metrie de cualquier ndmero de dimensiones ©e entenderá 
una colección de puntos, rectas, planos y otros elemen-
tos pera la cual los axiomas extendidos correspondientes 



JAf`1TUI u 	VI 

El TWR&'NIA DE PASCAI. 

31. Dos teoremas acerca de la de,nostrRci6n del 
teorema de Pascal 

Como ya hemos observado, el teorema de Desar„gues puede 
ser demostrado partiendo de los axiomas I, II, IV, 
i.e., usando esencialmente los axiomas del espacio pero 
sin recurrir e los axiomas de congruencia. En la sección 
23 he probado que su demostración, sin el uso del grupo 
I de axiomas del espacio y sin los axiomas III de con-
guencia, es imposible, aún si usamos el axioma de con-
tinuided. 

El teorema de Pascal (teorema 40), en la sección 14, 
y también el teorema de Denargues, en la sección 22, 
fueron deducidos de los axiomas I, 1-3, II-IY, es decir, 
sin loa axiomas del espacio y usando esencialmente los 
axiomas de congruencia. Surge el problema de ¥ssiade 
t®bita demostrarse el teorema de Pascal sin el uso de 
l 	omae de congruencla pero recurriendo a loe ario-
mas de incidencia del espacio. Las investigaciones mos-
trerfin que en esto respecto, el teorema de Pascal es 
completamente diferente del teorema de .Desargues, en 
tanto que la admui6n o exclusión del axioma de ¥- 
medes en la demostración del teorema de Pascal tiene un 
efecto decisivo en su validez. Como generalmente no su-
pondremos los axiomas de congruencia en este capítulo, 
es necesario formular el axioma arquimediano de la si-
guiente manera: 

Y, 1o. (Axioma arguimediano de la aritmética de seg-
mentos). Supongamos dados un segmento a y dos 
puntos A £ B en una rectr g. Entonces es posi-
ble definir un ndrnero de puntos Al , Aa,..., 
A, An tales que B ost€t entre A y A, ;L los 
segmentos AA %., AL A2 , ... , An_, A.  u. iguales 
el segmento a en el sentido de la :aritmética 
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de segmentos la cual, de acuerdo con .1 ee cocción 24, ¥ue-
de ser introducida en le recta g sobre le base de los a- 
xiomas I, II, IV" 	el teorema de Dostu•LTu )s. 

Loe resultados esenciales de estas investigaciones 
pueden ser combinados en los siguientes dos teoremas: 

TEOR1 Á 57. Hl teorema de Paecal (teorema 40)up ede 
ser demostrado con los axiomas I, II, IV', V, 1; i.e,, 
sin los axiomas de congruencia pero con la e.Vuda del 
axioma de Arquímedes. 

TBOH L 58. El teorema de Pascal (teorema 40) no ve-
de ser demostrado con lo© axiomas I, II, IV', i.e., 
sin loe axiomas de congruencia ni el axioma arquime-
diano. 

Bn la formulación de estos teoremas es posible tams-
bién, por el teorema general 56, reemplazar los axiomas 
del espacio I, 4-8 por la condición de geometría. plana 
de que el teorema de Desargues (teorema 53) se cumpla. 

32. La leL conmutativa de la multiplicación en el 
coa unto arguimediano de ndmeroe 

Las demostraciones de los teoremas 57 y 58 descansan 
esencialmente en ciertas relaciones mutuas que existen 
para las reglas de operación y las propiedades fundamen-
tales de la aritmética ordinaria, y cuyo conocimiento 
parece también interesante por si mismo. Formularemos a-
hora los dos siguientes teoremas: 

TEORb1tt 59. La ley conmutativa de la multiplicación 
en•un con unto arguimediano de números es una conse-
cuencia necesaria de las otras reglas de operación, 
i.e., si un. conjuntó de ndmeros tiene las Propiedades 
1-11, 13-17 enumeradas en la sección 13 entonces se 
concluye necesariamente que satisface temblón la.fór-

mula 12. 

DFl►i10STRACI0N. Nótese primero que si a es cualquier nú-
mero del conjunto de números y 

n=1 +1+...+1 
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es un número entero positivo racional, se cumplo la ley 
conmutativa de la multiplicación para a y n. En efecto, 

an = a (1 + 1 +...+ 1) 	a•1 + a•1 +...•f a•1 
= a + a +...+ a 

y 
na - (1 + 1 +...+ 1) a = 1•a + la +...+ 1•a 

= a + a +,..+ a. 

Ahora, contradiciendo la hipótesis, sean a y b dos 
niímeros del conjunto de números para loe cuales no se 
cumple la ley conmutativa de la multiplicación. Es cla- 
ro que está permitido suponer que 

a>0, 	b) O, 	ab - ba>0. 

Por la condición 5 de la sección 13 existe un número c 
(>0) tal que 

(a + b + 1) c 	ab- be. 

Finalmente escojamos un número d que satisfaga las de- 
sigualdada s 

d > O, 	d1, 	do 

simultáneamente, y denotemos por m y n dos números en- 
teros racionales no negativos para los cuales 

id < a 	(a + 1) d 
y 

nd<b 	(n+1) d, 

respectivamente. La existencia de los números in y n es 
una consecuencia directa del axioma arquimediano (teo- 
rema 17 de la sección 13). Refiriéndonos a la observa- 
ción hecha al principio de esta demostración, obtenemos 
multiplicando las dos ultimas desigualdades 

ab i nd2+ (m + n + 1) d, m  

be 7 mnd, 

y luego restando 

ab - ba <. (ni +n+l) d. 

Ahora 
md < a, 	nd < b„ 	d< 1 



y por lo t> rito 

(m + n + 1) d( ri + o + 1, 

ab - ba<(a+b +1) d 
y coma die 

ab - ba< (a + b + 1) e. 

Esta desigualdad contradice el valor de tertninfac:3o )ar,; el 
número e y de esta forma se co:nple t'.i 1n demostración •1e1 
teorema 59. 

33. La 1 	conmutativo de la multiplicación en un 
conjunto no erguimediruio do números 	w M 

TEORR¥IIA 60. En un con unto no arguimediano de números   
la l conmutativa de la multiplicación no es una con-
secuencia necesaria de las otras reglas de operación, 
i.e., existe un conjunto de números que tiene las 2-
piedades 1-11, 13-16 enumeradas en la sección 13, un 
coa unto desarguiano do números según la sección 28, 
Que o tiene  la 1 conmutativa de la multiplicación 
(12) • 
DUOSTRACION. Sean t un parémetro y T una expresión 

en un número finito o infinito de términos de la forma 

T=To t" +rt ,̂.'+rL t^«2 +r3,+,.3 +... 

donde r,, (# 0) , r, , r2 ,... son números racionales cuales-
quiera y n es cualquier número entero racional. Añádase 
el 0 a estas expresiones de T. Dos expresiones de la for-
ma de T serán iguales si todos los números n, ra, r1 , rz, 
coinciden por pares. Además, sean s otro per&netro y 3 
cualquier expresión en un número finito o infinito de 
términos de la forma 

SS = sTTo + sm1s T + ©n*.º T +... 

donde To(í 0), T1, TZ,... son expresiones cualesquiera 
de la forma T, y sea in un nuevo número entero racional. 
Consideremos como un conjunto de números l ' , t) a la 
totalidad de las expresiones de la forma S, ;91 cual se 
añade el número 0 y en el que se adoptan lris sit;uierites 
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reglas de operación: 

Operemos sobre loa parfimetros o y t según loo reglas 
7-11 de la sección 13, mientras que en lugar de la regla 
12 usaremos la fórmula: 

(1) te - 2st. 

Es fácil convencernos do que esta definición no es con- 
tradictoria. 

Si S', S" son dos expresiones de la forma 
$ 	s 8.n' f, + Bm'.¥ 21 	+, em'¥¥ T't 4... 

S" -- e"" Tn0 + em"3 '` + am,. T$ +... 

es claro que sumando término a término os posible formar 
una nueva expresión S' + S", dnicamente determinada, de 
la forma S. Esta expresión S' + S" es llamada la suma de 
los números representados por S' y S". 

La multiplicación formal y usual término a término de 
las dos expresiones S', 3" da por resultado una expresión 
de la forma 

SIS" - y" ? 	e'T,°" r"0 + (e„' T', o"' T" + e '+l T i a" To) 
+ (em' ?. 	8r,"+3T" + sm'¥¥T# Qr¥¥¥. t ?" + 8M'+¥ T1 

0 	 2 	i 	i 	 2 
m" N 	To) + 

Con el uso de la fórmula (1) es claro que esta expresión 
se convierte en una expresión únicamente determinada de 
la forma S. Esta es llamada el producto de los ndzneroe 
representados por S' y S". 

En este método de operación la validez de las reglas 
de operación 1-4 y 6-11 de la sección 13 es evidente. La 
validéz de la regla 5 de la sección 13 tampoco es difi- 
cil de establecer. Para hacerlo, supongamos que 

S * = a m' T 'a + 5m L T'i + am'-, 2 T'2 +... 

y 
Sl#el = gmi##1 r,Iiii 	+ era"+1 T 1111 + 9M.ui-42 T ¥1i1 + 

O 	1 	2 	••• 

son dos expresiones de la forma S, y supongamos aue por 
definición el primer coeficiente r'0 de T, es diferente 
de 0. Igualando las potencias de s en ambos lados de le 

ecuación 

(2) S Se¡ = S" 
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eneontrernot) en forma inic•1nl¥nte iotorm :11 iF, 1 1.:nr. I , un 
número entero m" cono e:c?¥onont,e .y ie¥, u; un 	_tce:,.ión 
de expresiones 

Tia 	Tn 	Tn p • 	► r 	2 , 

tales que usando la fórmula (1) le exc,rosión 
S" 	= sr4" Tilo + sM"t1 T"L + 0m'*?; L'"2 4... 

satisface la ecuación (2). Un recultrido correspondiente 
se cumple para la ecuación 

S.$ 5' = S '1¥#. 

Por consiguiente la demostración está completa. 

Finalmente, para poder ordenar los nú;noros del conjun-

to de números fl.(s, t) hw¥amos las _siguientes definicio-
nes: Un námero de un conjunto será mayor o menor que 0 

eegdn sea el primer coeficiente re de Te , en la expresión 
S que lo represente, mayor o menor que 0. Dados dos núme-
roe cualesquiera a y b del conjunto de nú:ner•os, a C b 6 
a> b si a - b< 0 6 a - b >0, respectivamente. Es inme-
diatamente claro que do acuerdo a estas definiciones las 
reglas 13-16 de la sección 13 son también válidas, i.e., 
£L (e, t) es un conjunto desarguiano de números (véase 
sección 28). 

Como muestra la fórmula (1), la regla 12 de la sección 
13 no es válida para el conjunto de números fl(s, t). La 

validez del teorema 60 queda así completamente estableci-

da. 
De acuerdo con el teorema 59, el teorema arquimediano 

(teorema 17 de la sección 13) no se cu.-nple en el conjunto 
de números ul(s, t) construido antes. 

34. Demostración de los dos teoremas acerca 
del teorema de Paseal 

(Geometría no pnnscnlianna) 

Si en una reometria del esof7,cio se cumplen los axiomas 
I, II, IV', el teorema de DeJargues (teorema 53) también 
se cumple. Por lo tanto, por el dl.timo teoi 	de lt:3 sec- 
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ción 28, es posible introducir en todo per do rectas que 
se intersectan de dicha geometría, una eri tmétice de seg-
mentos en la que se cumplan las reglas 1-11, 13-16 de la 
sección 13. Si en esta geometría se supone el axioma ar- 

quimediano V, 1* es en-
tonces claro que el teo-
rema arquimediano (teo-
rema 17 de la sección 

13) se cumplirá para la 
aritmética de segmentos 

Q y por consiguiente, por 
el teorema 59, se obten- 

x 	drá también la ley con- 
0 	1 	c 	b 	 mutativa de la multipli- 
cación. En la figura puedo verse que la ley conmutativa 
de la multiplicación no es otra que el teorema de Pascal 
para los dos ejes. La validez del teorema 57 queda así 
establecida. 

Para demostrar el teorema 58 consideremos el conjunto 
desarguiano de ndmeroe -a (s, t) formulado en la sección 
33 y con su ayuda construyamos, de la forma descrita en 
la sección 29, una geometría del espacio en la cual loe 
axiomas I, II, 1V se satisfagan. Sin embargo en esta 
geometría el teorema de Pascal no se cumple, porque en 
el conjunto desarguiano de números n (e, t) no se cum-
ple la ley conmutativa de la multiplicación. Necesaria-
mente, la geometría "no paec¥" construida de esta 
forma es al mismo tiempo, de acuerdo con el teorema 57 
antes demostrado una geometría "no arguimediana". 

Be claro que con las suposiciones hechas es imposible 
demostrar el teorema de Pascal, aún si la geometría del 
espacio es vista como parte de una geometría de cualquier 
número de dimensiones en la cual adem€w de los puntos, 
rectas y planos, existen también otros elementos, y para 
la cual suponemos un conjunto de axiomas de incidencia 
y de orden correspondientes, así como el axioma de las 
paralelas. 
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35. Demostración del teoremci 'le cu;,1.n .i i ez ni. i te le 
interssocción ,:or medio clel teorerna+ de Pasea]. 

A continuación so demostrair!i el imrPortauite rercul.tado: 

TEOI EMA 61. El teorema de Dessu, ;ues (teorema 53) pue-
de ser demostrado rr partir del teorema de Pnscl (teo-
rema 40) con la eyuda do los axiomas 1, 1-3, IT, IV' 
solamente, y por lo tanto sin el uso de los axiomas 
do continuidad. 

DEh10STRACI0N. 3a Es claro que afirmaciones del teorema 
53 se desprenden directamente una de la otra. Basta en-
tonces probar, por ejemplo, la segunda a.firrnFic:i6ti del 
teorema 53. La demostración se hará con hipótesis auxi-
liares. Colóquense dos tri¥ingulos ABC y A'B'C' cíe tal 
forma que las rectas que unen vértices corrossl)ondientes 
pasen por el punto 0, 
AI3 sea paralela a A'B' 
y AC sea paralela a  
A' C ' . Supongamos ade-  
más que las rectas CE' 	 ,' 
y A'C' son paralelas  
o las rectas OC' y  
A' B' son paralelas. 	! \  
Tracemos la paralela 	rr " 
a OB' por A que es in- 	/  
tersectada por la roe- 	h` '  
ta AC' en el punto L  

y por la recta OC' en un punto M. Además, supon-eiios que 
la recta LB' es paralela a OA u a OC. Las rectas AB y I.E' 
no son paralelas, i¡e. , so intersecton en un punto N. U-
namos este punto con M y 0. 

Por la construcción, el teorema de Pascal puede ser 
aplicado a la configuración ONALA'B' y puede verse (ale 
ON es paralela a A'L y es por consiguiente, también pa-
ralela a CA. Aderuf+s, el teorema (le Pascal puede también 
ser aplicado n la configuración OUfr1ACI3 y ON'B' ,,, de-
mostrarse que MN es paralela -9 Cil así co_r.o a C' I3' . Por 
lo tanto, los lados C?3 y :;'.3' son psi lelos. 
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Las hipótesis auxiliareis hechas para estii demostración 
pueden ahora omitirse una a una. La demostración de es-
ttss posibilidades no se hará aquí. 

Consideremos ahora una geometría plann en la cual, 
además de los axiomas 1, 1-3, II, IV, se cumple también 
el teorema de Pascal. El teorema 61 nos muestra que el 
teorema de Desargues también se cumplo en esta geornetrla. 
Por lo tanto, es posible introducir en ésta una aritmé-
tica de segmentos de acuerdo con la sección 24. Por la 
sección 34 el teorema de Pascal y la ley conmutativa de 
la multiplicación se cumplen en esta aritmética de seg-
mentos,  i.e.,  son válidas todas las re, tus de operación 
1-12 de la sección 13. 

Denotando una figura que satisfaga el teorema de Pas..-
cal o el de Desargues como una configuración pnacaliana 
o desarguiana, respectivamente, es posible combinar loe 
resultados de las secciones 24-26 y 36 como sigue: Toda 
aplicación de las reglas de operación (teorema 1-12 de 
la sección 13) en esta aritmética de segmentos resulta 
ser una combinación de un número finito de configuracio-
nes pascalianas o desarguianas. Como, por la demostra-
ción del teorema 61, las configuraciones desarguianas 
pueden ser representadas como una combinación de confi-
guraciones pascalianas construyendo puntos y rectas au-
xiliares apropiados, toda aplicación de estas reglas de 
operación en esta aritmética de segmentos es una combi-
nación de un número finito de configuraciones pascalia-
nas. 

Por la sección 27 y con la ley conmutativa de la mul-
tiplicación-es posible representar un punto en esta a-
ritmética de segmentos por un par de números reales 
(x, y) y una recta mediante una razón de tres números 
reales (u : v : w) en la cual los dos primeros no se a-
nulan simultáneamente. El 1 u sr • eométrleo común de un 
punto y una recta está caracterizado por la ecuación: 

ux+vy+w=O 

y e], paralelismo de dos rectas (u : v : w) y 
(u' : v' : w') por la proporción: 

u: v=u' :v'. 



Fropor1F¥:o . 	t ) r•r e 	1' 	T(?jneI;T't 	C ' f Cli ic+ 1n 	e c: 

rnnnern un teoremn :;tn•o .le unto ,1e intor¥sección. Un t:eo- 
reinn puro de punto de intersecci5n se ente n ler : 	nuí co- 
mo un teorems que contiene unti n.t':irm-ici6n .r-cer-cn del lu- 
gnr íeométrico comt¥.n de nunton y rect--.s y del 	nrnl.e.l"is-
ino de rectas sin el uno de otrns r©lncione t les como 
in con, ruencin y in nernnendicu.lrrridnd. Todo teoremn puro 
de intersección en unn geouotría plan, ruede ser nuo to 
de la si?uiente manera: 

Escojamos un conjunto rzrbi erario de un nt¥'nero finito 
de puntos y rectas. Después tracemos de unn manera are;
crita paralelas a algunas de estas rectas. Escojamos 
puntos en alguna do las rectas y trncernos reetes nor al-
,,iunos de e 3tos puntos. Entonces, si se construyen rectas 
de unión, puntos de intersección y perelelns por los pun--
tos determinados en el nrocedirniento ^nterior se obtiene 
finalmente un conjunto definido de un nárnero finito de 

rectas, acerca de las cuales el teorewn asieran que o pa-
sen por el mismo punto o son parnleles. 

• Consideremos ahora les coordenadas de puntos y rectas 
escogidos arbitrariamente, como parbí-netros p,,.,,, pn. 
Algunas de las coordenadas de los puntos y rectas escogi-
dos menos arbitrariamente pueden ser consideradas como 

parfunetros adicionales p n, r , ... , p.,.. Estos elementos es-
tán entonces representados nor los eearéunetros P,,,.,, P,. 
Las coordenadas de todas las rectas de unión, puntos de 

intersección y paralelas que pueden ser ahora construidos 
se convierten entonces en expresiones A( pi , . • . , p,-) que 
dependen racionalmente de estos parfunetros, y la afirma-
ción del teorema del punto de intersección propuesto es--
tá representada por lr afirmación de que nlr-unas expre-
siones del tipo darán -por resultado valores iguales para 
valores iguales de los p'-+r!metros, i.e., el teorema del 
punto de intersección est¥tblecer6a oue ciertas ex>reeio-

ries R( pi , ... , p,) , nue dependen rr.+ciorrr lrnente de ciertos 
psr. cetros n L ,..., P¥ se anulan tun pronto como s+1. ,urios 
elementos de 	rurit:acíticcr de segmentos i.nt.- 	+.zci:i•i un 
ley geometría oro ?au.eet t son sustituíctr,.. por esto:; , r•f le- 
tros. Como el dominio de etc. 	1.F nen tos es :in:';t 1 te 
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presiones R(p1 ,..., p, ) deben ru►ul r:,e iclnticrnente so—
bre la base de los re¥1as dl© oreraci5ri 1-12 cle in cecci6n 
13. Sin embargo, pare probar que l.nc expresiones 
R(pi ,..., oY ) se anulan id6nticgente en la u•it;: tica de 
segmentos es suficiente atior-r, cono ya .se ha Jernostrado 
por la aplicación de las reglas de operación, ir 1icar el 
teorema de Pascal y resulta entonces lo siguiente: 

TEORI24A 62. Todo teorema Puro del yunto de intersec—
ción que se cumpla en una geometría nlnna en la cual 
son válidos los axiomas I, 1-3, II, IV • Y el teorema 
dÇ 	Pn r n1 tmmfl_ riaVnuAP rip l a nnnq runni tSn (ln nuntna 
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C. JfSl'f3(JCC IONE;::i GaUfL 	ICAJ :i;A )".:i 
¥i'1 LOS AXIO1AS T-IV 

36. Construcciones eonótriea con rej ¥t y compito 

Consideremos gana geometría del espacio en 1-z cual se 
cumplan los exiomes I-IV. Para simplificar la exposi-
ción se tratara en este capítulo con una geometría 
plana que está contenida en la geometría del espacio. 
Se investigará cuáles problemas olementeles de cons-
trucción (disponiendo de Atiles adecuados) pueden ne-
cesariamente ser resueltos en esta geometría. 

Los problemas siguientes siempre tienen solución 
sobre la base de los axiomas I, II, IV: 

PROBLEMA 1. Unir dos puntos por una recta y encon-
trar el punto de intersección de dos rectas en ca-
so de que no sean paralelas. 

La construcción de segmentos y ángulos es posible 
por los axiomas III de congruencia, i.e., los proble-
mas siguientes pueden ser resuel tos en la geo:ne tría 
dada: 

PROBLEMA 2. Dados una recta, un punto y una direc-
ción, construir un segmento determinado. 

PROBLEMA 3. Dedos una recta, un punto y un lado, 
construir un ángulo determinado o construir une 
recta que intersecte una recta dada en un punto y 
un ángulo dados. 

Puede verse que suponiendo los nxiomf:s I-1V sólo se 
pueden resolver aquellos problemas de construcción cue 
pueden ser reducidos a los problemas 1-3. 

Madiremos los dos problemas siguiente:, =. los nro-
blemae fundamentales 1-3: 

PROBLEMA 4. Trazar una parnle1n f; una recta por un 
punto dado. 
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Puedo vco:r.,e i:, neclin t :rente 	 r ..,lc::  
resolver::e ele v•1riis 	nor.: 	or :,c i1. 	lo l .>  
1-3. 

Para llevrr r: C» )O 1'. con ::truç ci3n :iel 	i oi l 	r: 1 ne- 
cesit;Laos unr; re¥.la. Pare resolver lo. roble:l^: 2-5 e-- 
suficiente, correo se deinostrnrfi ::iea uc': , rc 	_in( e reo 
la regla un^ escala: un instrumento con el cui—.1 trszer 
un segmento fijo'; corno el sercrneento zenit^rá.o. i'or lo r:ri-
terior, podemos ller;ar r'1 c.iuiente r¥ ul todo: 

TEOREMA 63. Aquellos  problemas de construcci6n &eomé-
trica aue tienen  solución sobre ln base de los nxio-
mas I-IVu¥ eden necesariamente ser resueltos con una 
regla y una escala. 

DP:r,05TRACIOii. Pare. hacer 
la construcción del nro-

blema 4, unamos el rento 
dado P con cualcuier pun-

te A de le rectn duda a y 
tracemos con le escala 
dos veces contiguas el 

segmento unitario en a, 

digamos hasta B y C. Aho-
ra, sea D curinuier )unto 

sobre :P, diferente cica A y P, ?ara el cuya í•D no es rara-
lela a PC. Entonces CP y 3D se intersectan en un +:unto E 
y AE y CD se intersectan en un +unto F. De ,_acuerdo con 
Steiuer PF es la paralela deseada. 

El problema 5 se resuelvo 

de la siguiente forma: Sea A 

cualquier punto en l^ recto 

dada. Tracemos- con l,- escala 
en ambos lados de A los ee,T- 
mentos unitarios X1:3 y f y 	 ' 
después determinemos, sobre 	N 
dos rectas cur>ler;c.iier : por 
A, los ,)unto; E y D tr:.lc ti 	 --'" 

nue los segmentos A:) y fu 	e 	A 	¥V 

mr. oan también iu »los al 
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segmento uni t¥3rio. Las rec t•..> :3D y CE; se intercect'- n en 
un punto C, las rectas B ; y JD se ititer: octr:n en un uui-
to H y FEi es la pernendiculr,r• desanda. De hecho, los n-
gulos 1.BDC y 4 BEC, como fin,, ulos inscritos en Fui semi-
circulo cuyo diámetro es BC, son ángulos rectos; luego 
por el teorema de punto de .intersección de las alturas 
de un triángulo aplicado al tri(tngulo BC[", ?1i es también 
perpendicular a BC. 

Sobre la base de los problomns 4 y 5 sio•::nre es posi-
ble trazar una perpendicular a una recta dada a Por un 
punto D que no está en la recta, o levantar en ésta una 
perpendicular en un punto A en ella. 

Es fácil ahora resolver el problema, 3 con sólo regla 
y escala. Adoptemos el si- 
guiente método en el cual 
sólo se necesita trazar 	D 
paralelas y perpendicula- 
res: Sea P el ángulo por 	 8 
construir y A su vértice. 
Tracemos por A la recta 1 	C 
paralela a la recta dada, 	¥9 
sobre la cual el Ángulo 
será cónstruído. Desde 
cualquier punto B en un 	A 	C 
lado de p bajemos perpendiculares al otro lado del án-
gulo (3 y a 1. Sean D y C los pies de estas perpendicula-
res. D y C son distintos y A no está en CD. Por lo tanto, 
es posible bajar una perpendicular de A a CD. Sea E el 
pie de ésta. Según la demostración dada en la página 
H-53 4 CAE =(. Si B se escoge en el otro lado del án-
gulo dado entonces E está del otro lado de 1. Tracemos 
ahora una paralela a AE por el punto dado en la recta 
dada. El problema 3 queda así resuelto. 

Pinalmente, para la construcción del problema 2 usa-
remos el sencillo método siguiente debido a J. KUrschák: 
Sea AB el segmento a construir y P el punto en la recta 
dada. 1. Tracemos la parnlele. a AB por P, y en el lado 
de AP donde está B, el segmento unitario desde el punto 
P hasta, digamos, C. Construyamos zademrs el se,, ;mento u- 
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nitazrio en 1 desde P a 
D en el lado dndo. Sea 
Q el punto donde la 
pc¥ralel ^ n AP por B 
iutersecta a PC y E 
donde la paralela a 
CD, trazada por 0, in- 

/ tersectn a 1. Entonces 
_ _—_----- ---- 	 PE = AB. En caso do 

que 1 coincida con PQ 
y Q no esté en el lado dado, la construcción puedo se-
guirse de una manera sencilla. 

Se ha demostrado que todos los Problemas 1-5 tienen 
solución con regla y escala y en consecuencia hemos 
completado la demostración del teorema 63. 

37. Criterio para la posibilidad de construcciones 
con r 	y c ompá s 

Aparte de los problemas geométricos elementales tra-
tados en la sección 36, existe una larga serie de pro-
blernas cuya solución requiere sólo el trazo de rectas y 
la construcción de segmentos. Para explorar el dominio 
de todos los problemas que pueden ser resueltos de esta 
manera, en la siguiente discusión introduciremos un sis-
tema coordenado ortogonal y las coordenadas de los pun-
tos serán consideradas de la forma usual corno ndmeros 
reales o funciones de algunos parámetros arbitrarios. 
Para responder e la cuestión acerca de la totalidad de 
los puntos construibles adoptaremos el siguiente enfo-
que: 

Consideremos un conjunto de puntos fijos. Las coor-
denadas de estos puntos forman un dominio racional R, 
que contiene algunos ni peros reales y par S.rnetros arbi-
trarios  p. Consideremos ahora la colección de todos los 
puntos que pueden ser construidos a partir del conjunto 
de puntos dado trazando rectas y construyendo segmentos. 
Denotemos el dominio formado rjor las coordenadas de es- 
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O (10 rcto y ')rlc1 rs es 	iI tiiorito onuivlentc 
la—s operncions de su:a, I'osLa, :nu]. ti :.l1c:Cióti y divisin 
de segmentos. Además, in conocidt' f5r:nuln rlr'. me rotri-
ción, dada en le sección 9, muestre rue p'rn 1 r coustruc-
cióri de segmentos en cualeuler recto hasta le oerrci6e 
analítica le extracción 1' rr'fcer cadi:dr•s de l ruJaa Je 
dos euadrndoc cuyes barios hn sido yr conruídas. lnver-
sanente, la raíz cuadredE) de le surn'i de los cudrndos le 
dos segmentos uede siemPre ser trazada construyendo seg-
mentos sobre le base niel teorema de Pitigoras y con la 
ayuda de un tringulo rect.iigu1o. 

Concluímos de estas discusiones que el doninio fl(R) 
contiene aquellos y sólo namellos nóineros re,-.les y fun-
ciones de los parámetros p que resii.ltnn de un número fi-
nito de aplicaciones do las cinco operaciones n los nd-
meros y pnrjnetros en R, a saber, las cuatro operaciones 
aritméticas elementales y una quinta operación, la ex-
tracción de la raíz cuadrada de la suma de dos cuadra-
dos. El resultado lo expresarnos cono sigue: 

TEORSijA  64. Un problema de construcción geon5trlca 
puede resolverse trazando rectas y construyendo seg-
mentos, i.e., con regla y escala si y sólo si en el 
tratamiento analítico del problema las coordenadas 
del punto deseado son funciones de las coordenadas 
de los puntos dedos, cuya formación reoiiioro sólo de 
operaciones racionales y le operación le extracción 
de raíces cuadrrdnrt de la suint de dos cuadrE'dos, y 
requiere le aplicación de estes cinco operaciones s6- 
lo un número finito de veces. 

Es lriedinttiente obvio, a partir de este teorema, 
nue no todo problema rme :uedo resolverse con coapfis 
puede tambión resolverse con re Í12 y escnlenol9rnonte. 
Para demostrar esto consideremos la :eone tríe cake fue 
construida en la cocción 9 con l ryudo del 	npo de .- 
meros algebraicos f_ . En et 	eo:etr. e:d ten s,510 



•loieno: 	.e 	o: 
ter, io:' £!e. .1tH tO 	.t. 	 pi 	 . 	(' 	ca- 
po -.0.. 
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corijundo de vi debe cscr'x' t;ambi6. en .CL. 	n 't os cia- 
ro cue todos los n&cros de fl. oi rcn].r:s, s 
nue contiene sólo fltt1erOs CU)5 conjurdos-son t')ién 
reales, j.c., todos los fl&;ror (le] Cipo 	r 

la s, 
Considoreinos el rrob1orir de construir un tringuio 

recténgulo con hipotenusa 1 y  un cateto /f/- 3. El 

rnmero algebraico 	/f'/ - 2, que ex)resn el valor 
numérico del otro cateto, no está en el canpo .). porque 

su conjuindo ¡-2 //T'/ - 	00 irnejincrio. 

Por lo tanto, el problema no tiene solución en la 
geometría supuesta y entonces no puede ser resuelto nun-
ca con regla y escala, aunque la construcción puede ha-
caree inmediatamente con un compás. 

Este análisis es también reversible, i.e., se cumple 
lo siguiente: Todo número real obtenido de números ra-
cionales por raíces cuadradas reales, está en el campo 
.ÇL. Luego, todo segmento deterriinndo sor tel número es 
construible con regla y oscala. La dernostrci6n de este 
teorema se obtendrá )rtiondo de consideracionec 	s c- 
nerales. Es posible, en efecto, ericontrer un criterio 
pera la solución con regio y conots de un - roblera do 
construcción geotnótric aue nostiernita deter:ninnr inxro-
cliatamente, de la ncturalezi anelíticn del rrobio,in j su 
solución, si la construcción en taión ioibie con re-
gle y osc:'la soismnte. Este criterio est (i(1O cn ci si-
guiente teorema: 

TEORFiA 65.Considcroaos un nrob1erzu de conetrucción 
é -tríca en otro trotorniento rnUltico lr.n coorde- 

nades de los —untos deendos nueden exicontrr.rse, 	- 
tiendo de lEan coordeuadr-is 'le 10 ru.nto 
dionte ooracionec rocionalco y ii extrceión do rol- 
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ces cuadredasúliicaninente. Sea n el menor námero de rnt-
ces cuadradas suficiente ara crlculer las coordenadas 

de los un tos, Si el pro blema de construcción dedo rue-
de también resolverse trazando recten y cons truyondo 
segmentos solamente, entonces, incluyendo el unto al 
infinito, es necesario y suficiente que el problema 

geométrico tez 	exactamente 2^ soluciones reales para 

todas las posiciones de los puntos dados, i.e., 	 ra 
todos los valores de los par7imetros arbitrarios que a-
parecen en las coordenadas de los puntos dados. 

Sobre la base de las consideraciones hechas al prin-
cipio de esta sección, la necesidad del criterio formu-
lado es inmediata. La afirmación de que este criterio 
es también suficiente, es equivalente al siguiente teo- 
reaa aritmético: 

TEOR¥LA 66. Sea f(pl ,...,po) una función formada a 
partir de los Parámetros pi,..., p,1 por operaciones 

racionales y extracciones de raíces cuadradas. Si 
para todo con unto de valores reales de los `arbme-
troe, ésta representa un número real, entonces está 
en el campo r% (R) ue se obtiene por las operacio-
ces aritméticas elementales Y la extracción de raí-
ces cuadradas de la suma de dos cuadrados, ppartien- 

do de 1, p1 ,..., p,¥. 
Obsérvese que puede prescindirse de la restricción a 

suma de cuadrados de ,@ sumandos en la definición de 
Ç(R). De hecho, las fórmulas 

al + bs + cl 
gi + bx + cL + d 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

muestran que la extracción de raíces cuadradas de tuna 
suma de cualquier número de cuadrados puede ser siempre 
reducida a la extracción remetida de raíces euedrndos 
de la suma de dos cuadrados. 

Segdn esto, considerando los campos racionales que 

ruitan de la adjunción, una por una, de las raíces 
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cuadradas más internas en la conetruccl6n de la función 
f(pi,..., pn)• basta probar que ol radicando puede re-
presentares en el a po racional anterior como una suma 
de cuadrados. Esta demostración estará basada en el si-
guiente teorema algobraioG: 

T¥R*Á 67.  bdo función racional p (p, , ... , p„) con 
oa•tietentes racionales ,fuá nunca toma Valores 
tivos era islosse reales de loe perstros Puede ser 
ressasantada ea~o isa as a de cuadrados de fuooionas 
ratioaale• da 	variables p1,..., p„ can coefioiea. 
tes raaioealas.¥ 
Se daré a este tsoresa la siguiente forma: 

M^ 68. b el 2 raoil generado 2oor. 
1, p1,..., pan tes: f a_iáa 1w arD toste valores 
tiros Para at 	aoajianto de vela., reales de las 
variables 

 
se _~ m~ de cuadrados. 

Sea f(pl ,..., pn) use tLsaión con las propiedades da-
das en el taoreaa 66. Extendemoe la última afirmación a 
los a®pos que. resultan de la ad j¥usaibn una por una de 
estas raíces cuadradas que se requieren para la eonstruc-• 
oidn de la función, f. 	estos ampo., es cierto que toda 
función no 	ativa, junto con todos sus conjugados, pue- 
de ser representada aman una ras de cuadrados de funcio-
nos del *sapo bajo consideración. 

La demostración m hará por inducción. Consideremos 
primero un c®po que es forma de M coa la adfunción de 
una de las raíces cuadradas aás interesas de la función. 
Kl radicando. de esta raíz cuadrada es una función racio- 

tj(p,•••, p,¥). Sea tz(pl,..., pn) una función del. 
ampo (O, ¡) qua se torera d• ley adjuaaibn, que junto 
coa todos sus a 4ugadoa, manea toma valores negativos, 
y asialemo sanea m anula idintioaaeate. Tiene la forma 
a. b: íE, donde a, b, y, fs son funciones racionales. 1* 
la hipdtssis hacha sobre ta se concluye que la sosa y, 
y el producto 	, de lee funcionas a + b f, a - b / 
musca toman valores negativos. Las funoion* 

= 2a, 	 n al - bL f1 
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son por lo tanto racionales, y por ©l teorema 68 pueden 
ser representadas como simias de cuadrados de funciones 
de R. Además, 1) no se puede anular idénticamente. 

De la ecuación 

	

f2 -• j 	+ 	-o 

que satisface PZ , obtenemos 

	

a 	 - fs. c¥ f y4y 

Según las descripciones de 	y 	, fz puede ser re- 
presentada como una suma de cuadrados de funciones del 
campo (R, j). Por consiguiente, el resultado obtenido 
para el campo (R, j) corresponde al teorema 68, que 
se cumple en el campo R. Repitiendo el procedimiento en-
terior para otras uniones llegamos finalmente al resul-
tado de que en todos los campos obtenidos por la cona-
trueeión de la función f, toda función no negativa jun-
to con todos sus conjugados, es una suma de cuadrados 
de funciones del campo bajo consideración. Consideremos 
cualquier raíz cuadrada en f. seta, junto con sus con-
jugadas, es siempre real. De aquí, su radicando, junto 
con todos sus conjugados, es una función no negativa en 
el campo en el que puede ser representado, y en conse-
cuencia pueden ser representados en ese campo como una 
suma de cuadrados. Aei queda demostrado el teorema 65. 
El criterio dado en el teorema 65 es entonces suficien- 
te. 

Los polígonos regulares que son construíbles con un 
compás pueden ser tomados como un ejemplo de la aplica-
ción del teorema 65. En este caso no aparece un paráme-
tro arbitrario p. Las expresiones a ser construidas es-
tán en este ceso representadas por los números algebrai-
cos. Es fácil ver que el criterio del teorema 65 se sa-
tisface, de donde se desprende que todo polígono regular 
puede ser construido trazando solamente líneas rectas y 
construyendo segmentos; resultado que puede también ser 
deducido directamente de la teoría de la ciclotomía.. 

Por lo que respecta a problemas conocidos de la geo-
metría elemental, sólo se mencionarfi aquí que el pro- 
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blerna do ir;ni atti ,e ruede re r-oJ.ve r :,6.Lo crin r e .=_l;ri c 
cal 	poro no el prob)ernr3 do cont-'cto (le Al,oiorzio. 



C O N C L U S I u it 

El presente escrito es una investigación crítica do loe 
principios de la geometría. En esta inveutigzici6n la re-
gla fundamental fue discutir todos los problemas do for-
me que, al mismo tiempo, se encontrara si podían ser re-
sueltos de una manera específica con ciertos medios li-
mitados. Esta regla fundamental me n rece que contiene 
un lineamiento general y natural. De hecho, si en el 
curso de la investigación matemática se encuentra un 
problema o se conjetura un teorema, el deseo de conoci-
miento se satisface entonces sólo si se tiene éxito en 
la solución completa del problema y la demostración ri-
gurosa del teorema, o si se ve clarrunento la razón de 
fondo para la imposibilidad del éxito y por consiguien-
te la inevitabilidad del fracaso. 

La imposibilidad de ciertas soluciones y problemas 
desempeña, por lo tanto, un importante papel en las ma-
temáticas modernas, y el esfuerzo por resolver cuestio-
nes de ente tipo fue algunas veces la causa de los des-
cubrimientos de nuevas y fructíferas áreas de investi-
gación. Recordemos solamente la demostración de Abel de 
la imposibilidad de resolver la ecuación de quinto gra- 
do por radicales, la comprensión de la imposibilidad de 
demostrar el axioma de las paralelas, y el teorema de 
Hermite y Lendemann sobre la imposibilidad de construir 
algebraicamente los números e y 11 . 

La regla fundamental según la cual debían discutirse 
los principios de la posibilidad de una demostración os-
tttt íntimamente relacionada con el requisito de "pureza" 
en los métodos de demostración que ha sido propugnado 
con gran énfasis por muchos ivatem€¥ticos. Básicamente, 
este requisito no es sino una forma subjetiva de la re-
gla fundamental seguida aquí. De hecho, la presente in-
vestigación busca descubrir qué axiomas, hipótesis o a-

poyos son necesarios para la demostración de un hecho 
en la geometría elemental, y en cada decisión permanece 
abierta la cuestión de cufsl. método de demostración es 
preferible desde el punto de vista adoptado. 
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estos axio:nc'e fuoron e- tadiados en de talle por LU.. 
Pasch en su Vorleu&en Uber neuere ;eomotrie (Leipzig, 

1882). En particular, el ;:x -ioma II, 4 se debe esencial-
mente a él. 

© Esta domostrr;ci6n se doi e n A. Huid. 

©Esto teorema, que npp,troce en la pri:aera edición como 
un axio,na fue reconocido por E. U. :¥.00i•e, Prans. Am. 
Math. Soc., 1902, como una consecuencia de los axiomas 

de orden e incidencia del plano formulados anteriormen-
te. Véanse también los trabajos subsecuentos a dote de 
Veblen, Trans. Am. Math. Soc., 1904, y Sch eitzer, A_e-
rican Journol, 1909. En E. V. Huntíngton, "A New Set of 
Postulates for Betweenness with Proof of Complete Inde- 
pendence", Trans. Am. Yath. Soc., 1924, se encuentra un 
estudio exhaustivo de los conjuntos independientes de 
axio.aae de orden pare le recta. Véase también Trane. Am. 
Math. So:., 1917. 

U De aquí en adelante se supondrá que los vértices de 
un triángulo no están en la misma recta. 

® Esta demostración del teorema 19, que aparecía como 

axioma en la primera edición es de A. Rosenthal. Véase 
Ivinth. Am., Vol. 71. 

También se deben a 41 las modificaciones de los axio-

mes 1, 3 y I, 4, véase Math.  Aaa. , Vol. 69. 

Ya en la obra de Proclo, comentando los eI.e:ientos de 
Euclides, aparece la idea de este decnoetr--ici6n. En lu-
,.;ar riel teorema 14, Proclo utiliza la hi •6te:21is de que 
en 1n construcción de un ángulo recto se ootiene siem-

pre otro ?ungulo recto, i.e., un {ngulo i;unl a su sunle-
nentan o. 

:n. tr'iduccibn francesa de los co:nent.'inios de =rocío 
con introducción y notas de F. Ver Eocke t'ue : ublic da 
en Collction íle trevaax de 1'Aced. i:ii;e :t. d'histoire 
des ocie..cez, _, J. 1, ": oclus de I;ycie". (L a," -e, 1948). 



1-123 
®Con respecto ci la cuetión de hgcta dónde oued-! este 

teorema reemplazar el recirroco dol axioma de las para-
lelas, vóanse las observaciones en la sección 12, al fi-
nal del capitulo II. 

C9 Una clasificación precisa de las coci,.iicionee que so 
requieren aquí para el orden y la coiL,n•'iencia de la rec-
ta fue hecha por P. Bachmauin y fue incorporada en la 
formulación del axioma V, 2 de la sépti:,m edición. 

® La observación de quo el axioma de completez de la 
recta eo suficiente so debe a P. Bernays. 

O Esta afirmación era considerada, en las ediciones 
previas, cocho un axioma de oompletez. 

0Compárenos también las observaciones al final de la 
sección 17, así como mi conferencia cobre el concepto 
de número, •Berichte der Deuteahen Mathemattksr-Verei. 
nig uig, 1900. La investigación del teorema aooroa de 
la igualdad de los dos ángulos de la base de un trién-
gulo isósceles conduciría a otros dos axiomas de conti-
nuidad. Véase mi artículo "tibor den Satz von dar Glel-
chheit der Basiewinkel im gleichechenkligen Droieck", 
Prooeedings of the London Mathematical Socio , Vol. 
35 (190.3). 

Menoionaremos las siguientes investigaciones sobre 
loe axiomas de continuidad: R. Baldus, "Zur Axiomatik 
der Geometrie", I-III, I en Math. Ann., (1928), 100, 
321-33; II en Atti d. Con. int. d. blut. (Bologna, 
1928), IV (1931); III en Sti`ber. d. Heidelber¿¥er 
Akad. Nisa., 1930, Fifth Proceedings. A. Sch:nidt, 
".Die Stetigkeit in dar absoluten Geometrie", Ibid., 
1931, Fifth Proceedin, s. P. Bernays, "Botrnchtuiigen 
tibor das Vollstbxidigkeitsaxiom und verwnndte Axioma", 
Math. Zeitschr. 63 (1955), 219-92. 

QRespecto a la cuestión de la consistoncia do los 
axiomas do lo ai'itmática, compprirenso mis eonfez•eneir'.s 
sobre el concepto de número "!3erichte dar 	tschen 
Mathe!natiker-Veireinig;ung", 1900, n.si co,:io tmmnbién 
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"Mathematische Problema" dudas en el Congreso Interna-
eional de Matemáticas de 1900, G!f ttin¿er 1Jachrichten, 

en particular el problema 2. 

©lncidonta_lmente puede sor demostrado que en una !,leo-
metria en que los axiocnze I-III y el axioma de Arquíme-
dee V, 1 son vAlidos, la afirmación del axioma de las 
paralelas no es satisfecha por ningún par: una recta a 
y un punto A no en a; o por todo par. Véase R. Baldus, 

Nichteuklidische Geometrio  (Berlín, 1927). 

G'. Veronese ha hecho también un intento para cons-
truir una geometría que es independiente del axioma de 
Arquímedes, en su profundo libro,  Pondamenti di Ge_ 
ttrria (Padua, 1891). Traduoci6n al alemán por A. Schepp, 
GrundzUBe dar Geometrie, (Leipzig, 1894). 

W"Die Legendreeche Slitze tibor die Minkeleumms un 
Ireieck", Yath. Ami., Vol 53 (1900) . 

0 Una demostración de este teorema fue también produ-
cida después por F. Schur, Math. un., Vol. 55 y nueva.- 
mente por ii jelmalev, Math. Ami., Vol. 64. Mi el dltimo 
es notable el argumento extremadamente corto que se de 
para la dernostraoi6n de la mitad de este teorema. Va-
se también F. Schur, Grundln&en dar Geometrie (Leipzig 
y Herlin, 1909), Sección 6. 

6)?.  Schur ha publicado en  Math. Ami.,  Vol 51 una in-
teresante demostración del teorema de Pascal basada en 
loe axiomas I-III del plano y del espacio. También lo 
ha hecho Kehn en Math. Ana., Vol. 53. M s tarde, J. 
Hjelmelev, usando los resultados de G. llessenberg 
(Math.  Ann.  , Vol. 61) logró demostrar el teorema de 
Paecal sobre la base de loe axiomas del plano I-III 
("N•ue Begrtlndung dar obenen Geometrie",  Math. Ami., 
Vol. 64). 

@NReeulta también interesante el uso que puede hacer-

se del teorema sobre el punto de intersección de las 
alturas de un triángulo en la demostración del teorema 

de Pascal, o en la teoría de la proporción. Acerca de 
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Boto véase P. ::ic}►Lzzr, :,. th, Ana. , Vol. 57, y J. iolle-
rup, Studier over don 1 - no jeorietrio Ak ::io.ner (Copen-
hegue, 1903). 

Ca Compó.renne con ésto, to.nbióri, los ;rani -todos ooleadoc 
en el desarrollo do la teoría (le 1a proaorción que han 
trabajado al mismo tiempo A. Kno cr, Archiv fUr Math. 
und Phys. , ferien III, Vol. 2, y ol lorun, 'Math. Ann., 
Vol. 56; así couuo te^mb.ióri Studier ovar den nlnno r.;oome-
tris Aksiomer (Copen.ha;ue, 1903), nn el cual se supone 
la ecuación de proporción. En "Zar 1-7•oi.,ortionenl.ehre", 
F. Schur comenta que Kuppfoxr (Sitzun&sber dar i¥aturfor-
seherre sell schaf t zu Dorpat, 1393),  h demostrado co-
rrectamente la ley conmutativo de la multiplicación. 
Sin embargo, el resto del desarrollo de Kupffer de la 
teoría de la proporción deberia verse corno inadecuado. 

()Véanse las observaciones al final d© la sección 8. 

a¥ Principii della egur 1iranzn di poligono £receduti 
da alcuni citici Bulla teoria delta ecuivol.onza .3eome-
trica (Milano, Briola, 1881) . Vónse también Principi.i 
della equeglinnaa di ooliedri e di poligoni eferici 
(Milano, Briola, 1883). 

Q) Monatshefte ftir Math. uncí Phys. , JPahirGa 	5 (1894) . 

Sitzungsberichte dei' Dorpater Haturf. Ges., 1892. 

Grundlnen dar Geometrio, Vol. 2, Parte 5, Sección 

5 (1898). 
Os Véase mi conferencia "Mathe:natische r?robleme", No. 3. 

"tibor raumgleiche Polyeder", Gtittinger ivachrichten, 
1900, así como tambión " Ubor den Rauurinhtílt", Math. 
Ana. , Vol. 57. 
)Sólo la primeros parte del teoro:;in 51, arsi como de 

los teoremas 48 y 52, se czunpplon nn 10 arozitr en el es-
pacio. Vétzse chattuno'.sk,y, "Uber ien ';euniniiry.lt éter t'o-
lyedor.", ath. Ann. , Vol. 57. En lt-- ex: ooición "Tibor 
den Inhalt 	iez i:scher i)reiecke", ath. Aun 	Tel. 60, 
M. Dehrr ha demostrado que coi l c.yuc'.,:. c:e los teorci.as 
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de congruencia es r,ocible desarrollar la teoría del !i.rea 
plana sin el axioma de las pa.rc?lelas. Véate además Fin-
zel, "Die Lehre vom Fl¥cheninhslt in der aligemoirion 
Geometrie", i1lath. A.nn. , Vol. 72. 

® "Bet rtindung der Lehre vorn Polyederinhalt", Math. Ann. 
Vol. 82. 

® "Sur la décompooition des nolye"dr.os", Comm. Fíele., 
Vol. 16 (1943/44), 266-73. 

®En lugar do la Primera geometría "no decarguianal' in-
troducida en este punto en las ediciones previas de este 
libro, sera ilustrada en lo sucesivo una geometría no 
desarguíana más simple que se debe a bioulton, "A Simple 
non-Do sargue sien Plane Geomotry", Trans. Ann. Math. Soc. , 
1902. 

® H. Mohrmann da más ejemplos interesantes de sistemas 
de rectas no descurguianos en Festschrift David Hilbort 
(Berlín, 1922), p. 181. 

g G. Heesenberg en su artículo "Uber einen geometria-
chen. Kalktll", Acta Math., Vol. 29, 1904, efectúa la de-
rivación de una aritmética de segmentos relacionada con 
el desarrollo de las ideas de topología. Algunas partos 
de la derivación se obtienen más fácilmente si se desa-
rrolla la suma de vectores sobre la base del teorema de 
Desargues. Véase Hdlder, Streckenrechnung und oro ekti-
ve Geometrie (Leipzig y Berlín, 1911). 

® Mediante una forma proyectiva del teorema de Des3r-
gues puedo introducirse una nueva aritmética de segrnen-
tos, aán sin el axioma de las paralelas IV; 

¥393El teorema 61 fue demostrado por G. I-Iessenberg ("Be-
'Heie des Desarguesechen Satzes sus dem Pascalschen", 
Math. Ann., Vol. 61), en la forma mostrada a continua-
ción. 

J. KUrsohák ha observado que la condición de cons-
truir un se rento es suficiente. Vese su nota "Das 
Streckenebtragen", Math. Ann. 55 (1902). 



H-127 

l ste roble: 	fue ri: ero t.r ;tr: io ror mf r•ern una va- 
riable donde 	Lr nci :u do t r 3 co : i 1 el;,7mente el teore:na 
pozo una variable co c: e7. ;.izo de herre;nientas simples y 



0 -128 

I N D I C E 

INTRODUCC ION  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

CAPITULO I. LOS CINCO GRUPOS  DE  AXIOMAS  . ,. . . . ií-2 
1. Los elementos de la geome trin y los cinco 

grupos de axiomas . . . . . . . . . . . . . H-2 
2. Grupo I de axiomas: axiomas de incidencia . F1-2 
3. Grupo II de axiomas: axiomas de orden . . . 11-4 
4. Consecuencias de los axiomas de orden e 
incidencia . . . . . 	. . . . . . . . . 11-5 

5. Grupo III de axiomas: axiomas de congruen-
cia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H-10 

6. Consecuencias de los axiomas de congruen-

cia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H-15 

7. Grupo IV de axiomas: axioma de las parale-
las . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H-27 

8. Grupo V de axiomas: axiomas de continuidad H-29 

CAPITULO II.  LA  CONSISTENCIA Y LA  INDEPENDENCIA 
MUTUA  DE  LOS AXIOMAS  . . . . . . . . H-33 

9. La consistencia de los axiomas . . . . . . i1-33 
10. La independencia del axioma de las parale-

lae (Geometría no euclidiana) . . . . . . . I1-36 

11. La independencia de los axiomas de con- 

gruencia . . . . . . . . . . . . . . . . . 	1I-43 
12. La independencia del axioma V de conti- 

nuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	¡1-45 

'CAPITULO III. TEORIA  DE LA  PROPORCION  . . . . . . H-49 
13. Conjuntos de námeros complejos . . . . . . H-49 

14. Demostración del teorema de Pascal . . . . H-51 
15. La aritmética de los segmentos basada en 

el teorema de Pascal . . . . . . . . . . . 11-57 
16. Teoremas do proporción y semejanza . . . . H-61 
17. Las ecuaciones de rectas y planos . . . . I1-63 



1-129 
CAPITULO 	IV. 	TF O1IA 	ULi. 	A.A 	- LAU+A 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. X66 

18.  Equidescomponibilir1nd y onuicornpplemontbili- 
dad de polígonos 11-66 

19.  Paralelog:r ¥L^lo s y tri ni u1o:3 con h cos j/ ri?- 
turao 	iguales 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 11-68 

• 20. Las t'eae do tri!ingulos y polígonos . 	. 	. 	. 11-71 
21. Equicornplemontribilidad y 	res 11-75 

• CAPITULO V. EL TEOH1 A D 	DESARCUES 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. H-79 
22.  El teorema de Desargues y su demostración 

en el plano cori la ayuda de los axiomas de 
• congruencia . 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 11-79 

23.  La imposibilidad do demostrar el teorema 
• de Deearues sin la ayuda de los axiomas 

do 	continuidad 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. H-81 
24.  Introducción de una nritm6ticn de segmentos 

basada en el teorema de .D©snri-ueo con la 
• ayuda de los axiomas de congruencia . 	. 	. 	. 11-84 

25.  Las leyes asociativa y conmutativa de la 
suma en la nueva aritmética de segmentos 	. 1-86 

26.  La ley asociativa y las dos leyes distri- 
butivas de la multiplicación en lLi nueva 
aritmética de segmentos . 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 11-88 

ecuación de una recta basada en la nue-
aritrnética de segmentos . . . . . . . . H-91 
totalidad de los segmentos considerados 
no ndmeroe complejos 	11-94 
construcción de una geo:no tris del espa- 

o con la ayuda de un conjunto desnr ;uie- 
de números 	 H-95 
Lnportencia del teorema de Decr.r'nzes , . H-98 

VI. EL T'EORE1-iA DE PAdIJAL . . . . . . . . . '1-100 

s teoremas acerca de 1-? ;3e:noetr ¥ci6ci del 
orerna. de Pnscal . . . . . . . . . . . . . 	11-100 
ley conmutativa de la multiplica `rr en 
conjunto arqui;aediano de :.eneros . . . . H-101 



33. La ley conmutativa de l. multiplicación en 
un conjunto no orquirnodiuno de números . . . 11-103 

34. Demostración de los dos teoremas 'corea del 
teorema de Pascnl. (Geometría no ppescc l.ipna) 11-105 

35. Demostreci6n del teorema de cualquier Rento 
de intersección por medio del -teorema de 
Pasea]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H-107 



LA:;A iASADO3 . I A 	1t! 	¥I.A 	Y 	-3 T9ANSPORtADOR¥ 

• I o trúduoci6n se 	tom.6 do 	:?i.rlcitoi f, Scv, +-o 	•). 	"A set 
of 	'ostu1tes for al 	ne ,cO. tr-; 	c . rcnie nnd - pro 	• 

tractoru, 	A;,nr1. of 	t'.c 1; 	t,ic,c 	Vol. .',. = 	, 	PP. 329- 
315. 



U.' (U;,JUIi'1'U iE IU.iI';.il.A &jJ rAt3A 1 A 	'tt 1 A 
I'LA:•A iiA:iAik i r:!ti LA ¡;l A Y  

Intro 1ucci6n. il¥.icc algunos aa,o 	b 	 : ;u z tn.F:i:t r ].os 
hechos eomátrices m -is .-orici] los eti 'me t'ur nt "o.nul•3r 
dí cuenta de cómo l.: geometría J.II 	o  e ser'  de +nx•r•o- 
llada fácilmente a ,eertir• de los elo:nentos y relacione; 
incorporadas en la regla graduada y el tr Lr >urt idor¥P 

El propósito de este artículo es :.resents.r el conjun-
to correspondiente de postulados en quia forras matemática 
rigurosa. Desde el punto de vista puramente matomáztieo, 
estos postulados difícilmente pueden compararse con otros 
conjuntos entre los cuales, sólo en este país, podemos 
nombrar los de Veblen, Veblen y Young, Schweitzer y Hun-
tington. Sin embargo, a causa de su inmediatoz y posible 
utilidad, el nuevo conjunto posee un interés obvio. 

1. Elementos y relaciones supuestas. Los elementos 
supuestos son: (a) los puntos, designados por A, B, ..., 
y (b) ciertas clases de puntos llamadas líneas (rectas), 
designadas por 1, m, ... . 

Las relaciones supuestas son: (c) la distancia entre 
doe oun_ cualesquiera A, B 
designada por d( A, B) s un nú- 	• 	d ¡A' 
mero real no negativo con 	A 	fig. 1 	e 
d(A, B) - d(B, A) y (a) el 

ulo formado 	tres nun-  
tos ordenados A, 0, B 
(A 	0, B # 0* designado 	 LAOQ 
por LAOB: un número real 
(rnod 2#) . 	 0 	A 

El punto 0 es llamado el 	 fig. 

vértice del ángulo. 

2. El postulQdo de la medida sobre une recta. El nos-
tulado de la medida sobre una recto se formnu].a como si-
gue: 



POSTULAD I. Los `untos A, .B,... do cualquier recta 1 
pueden ser puestos en correspondencia (1, 1) con los m- 
mo_ s reales x de tal manera que 1 xB - xA ( • d(A, B) 
ara todos los Puntos A, H. 

Cvidontemente la escala  

o regla graduada incorpora 	fig. 3 
este postulado. 

Las conclusiones siguientes son inine(liotas: 

(a) d(A, B) = 0 si y sólo si A = B. 

(b) Si tres puntos cualesquiera A, B, C de una rec-
ta están ordenados correctamente, la ecuación: 

d(A, C) = d(A, B) + d(B, C) 

se cumple, pero solamente en este orden A, B, C 
o en el orden inverso C, B, A. 

(o) Si x' denota cualquier segundo sistema de nume-
ración en la recta 1, para todos los puntos A en 
1 y para alguna constante d, 6 x ^ = xA + d 6 
bien, x' = -xA ♦ d. 

• Claramente (e) afirma que la numeración en la escala 
• está determinada por el origen marcado con el 0 y la di- 
• recc_ tomada como positiva. 

Podemos ahora definir: Un punto B está entre A y C 
(Ajá C) si se cumple la relación (b). Los puntos A y C, 
junto con todos los puntos B entre A y C forman el se -
mento AC; en otras palabras, el segmento AC es el con- 

junto de puntos P tales que 	 A' x p x 	según ocu- 

rra que 2c ¥ xw¥¥ 

Asimismo, una semirrecta 1' con extremo 0 queda defi-
nida por dos puntos 0, A en una recta 1 (A 0) corno la 
clase de todos los puntos A' de 1 tales que 0 .no está 
entre A y A'; en otros palabras si 0 se torna cono el ori-
gen del sistema de numeración y A se toma en el lado po-
sitivo, je., x.) 0, la semirrecta OA c- insiste precisa- 

• mente de los puntos P para los cuales xp>y O. La recta 
dada 1 consiste de dos de estas se¥nirrect as con el extre- 
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0 A' ,q 

reo corníSn dado 0. 	------- 
fi ¥. 4 

S1 A, n, C e0n tres puntos dinti:itos, ce úiee que los 
tres segmentos AB, 13C, CA forman un tri i.nk-ulo QAj3C, 
con lados AB, AC, CA y vértices A, B, C. Si A, 13, C ee-
tán en 1.a misma linea recta, se :ice que Q A`3C es (O O-
nerado, en caso contrario e,; no <ie enertdo. 

3. 81 postulado del punto-rocta. Este se un¥io rnoctu-
lado se formula de la siguiente manera: 

POSTULA M II. Una j sólo una línea recta 1 contiene 
dos puntos dados P, Q (P Q). 

Cerro consecuencia de II, dos rectas distintas cuales. 
quiera 1, a sólo pueden tener un punto en coman o no te-

ner ninguno. 1n o1 primer caso se dice que son parale-
e¥ , una recta 1 siempre se considera cono paralela a 

el mierra. 
El postulado II establece el hecho de que puede tra-

zaree una ónica recta por dos puntos, de manera que si 
dos rectas se intersectcul, esto ocurre en un punto de- 
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una roctFi r que no contiene el vértice 0, el nú.iiero n„, 
varía también continuamente  © 	 y  

Según este postulado, es 
evidente que cualesquiera 
dos semirrectas 1, rn con 
extremo común 0 definen un 
¿lan, a saber G AOB, don-
de A y 0 y B# O están en 
1 y m respectivamente. 

Evidentemente el trana-. 
portador materializa este 
postulado. 

Veremos que el ángulo 
L lOm es, según esta con- 
cepción, el ángulo dirigi- 	0 	fig. 6 
do de la semirrecta 1 a la 
semirrecta m que determina la posición de la relativa a 1. 
El ángulo usual L l0m está entonces dado por el valor nu-
mérico del menor residuo de a.- aa (mod 211). El ángulo 
signado  usual se obtiene tomando alguna diferencia alge-
braica a,,- ag que sa considerada corno representativa 
del ángulo generado por le rotación continua de una eemi-
rreota desde 1 a m. 

Las siguientes conclusiones se desprenden de inmedia-
to 

(a) ¿ lOm 12 0 si y sólo si 1 = m. 

(b) Si 1, m, n son tres rectas cualesquiera por 0, 
entonces 

L lOm + ¿aún = ¿ion. 
(o) Si a' derrota cualquier segundo sistema de nuine-

ración, para todas las semirrectas 1 por 0 y pa-
ra alguna constante d, a = a,+ d o bien 

a',t = -a t  + d. 

Se dice que dos semirreotas 1, m por 0 forman un án-
ulo llano si 



fig. 7a fig. 7b 

Es claro, :,or estr :e:i:,tei.5r., 	,;: ;;i L.IU;. c•: _i  
llano entonces t:nbiún lo es G nül.. 

Se dice que dos sernirreo ts 1, .n 'por u t'or:a'::n ui r:ru- 
lo recto si 

lOrn _ 2 

Es tambión claro nue si L10,n oi un •`ii:7ulo recto en-
tonces lo es ¿mOl. En este caso deci.os tanbién c,ue m es 
perpendicular a 1 y e: cribi:;ios :ni. 1. ie, concluyo suo hay 
dos sernirrectas ml , mz j a urca se;riirrocta dada 1 en su 
extremo 0, a sabor, aquollas tales que: 

L10n1= 	¿1 3m 	51... 

Evidentemente m i y MZ forman un nng;u10 llano. 

5. El Postulado de semejanza. El cuarto to y &l timo pos-
tulado, de semejanza, os el sigui.eritet 

POSTULA.IJ) IV. 	Si en dos t_ritn¥ru.lcs 	AABC, 	áA'B'C' 
para alguna constante k > 0, 	d(A', 	B') = k d(A, 8), 
d(A', 	C') 	= k 	d(A, C) y además L,i3' A'C' = 	L BAC, enton- 
ces ocurro también d(13', 	C') 	= 	k d(B, 	C), 
LC'B'A' = tLCBA, LA'C'B' = ±LACB. 

AZ' E otr s 	 a 	 rae n 	a 	Eslab  
si dofinirnos dos tri-

ángulos como semejan-
tes en el caso de que 

loe lados correspon-

dientes sean propor-
cionales, y los ángu-
los correspondientes 
sean todos iguales o 
bien sean los fnulos 
de _upo r,e,..tivos de 

los ángulos correspondientes en e1_ otro, este ,o_ tal-ic:o 
establece que si. 	A;'.0 y L1 A' 3' ¥' ti: ri :: io:_ 1 o: ro-
oorcioriulec y e]. n.'ulo incluíuo coT'r :oiiiionte 1u1, 

entonces .ion se:u j,uites. 
Una línoa uebradn A B 	... r; 1. con 	.e ':10 ui1ti co- 

locci6n Ue s(.._ cato; A¥?, 	:i. 5t.1O '.leael. o 00 111- 



tersectcurse en ciertos puntos. Los puntos A, B,..., L 
son los vórtices de la línea quebrada. Si el punto ini-
cial A y el punto final L coinciden, la :.ínea quebrado 
es llamada un `ol ígono. 

Se dice que dos lineas quebradas o dos polígonos son 
semejantes si lo© lados correspondientes est,.n en propor-
ción y los brigulos correspondientes son todos iguales o 
los ángulos de uno son todos ue;ativos de los corrc^non-
dientes en el otro. Se concluye inmediatamente del pos-
tulado IV que si sólo A'B',...,K'L' y AB,...,KI. respec-
tivainente están en la misma proporción, mientras que 
LA'B'C',..., ¿J'K'L' y ¿ABC,..., LJKL respectivamente, 
son iguales o unos son los negativos de los otros, en-
tonces las líneas quebradas o polígonos deben ser seme-
jantes. 

En general, cualesquiera dos fip.iras geométricos oue-
den ser llamadas semejantes si existe una corresponden-
cia de puntos tal. que todas las distancias correspondien-
tes están en la misma proporción y los ángulos correspon-
dientes sean todos iguales o unos sean todos los negati-
vos de los otros. 

De una manera análoga, dos líneas quebradas, o trittn-
gul.os, o polígonos, o figuras serán llamadas congruentes 
si son semejantes con razón de proporcionalidad k = 1 
para las distancias, de forma que las distancias corres-
pondientes son iguales. 

Hacemos notar que el postulado 1V se aplica en el ca-
so degenerado, cuando los puntos A, B, C 6 A', B', C' 
están en una línea recta, ya que ABC, A'B'C' en ese caso 
también formarán triángulos (degenerados) , de acuerdo a 
la definición. 

Evidentemente, este Lil timo postulado es esencialmente 
una formulación del hecho de que cualquier figura geomé-
trica puede ser aumentada o dirininuida en una rd2ón ir-
bitraria k con una orientación prescrita arbitraria en 
el plano. 

Al demostrar cómo estos postulados son suficientes co-
mo base para la geometría plano, probaremos algunos de 
los teoremas más sencillos y fundamentales, I-;{, de los 



Cundes so concl u ye Li. r.j',t; .. $ 	 :.'O t 
noE t 1g ion c.i.f .c: t.eri^ n 	c.. fr  
11sno• ror ,3ui'..ie itc) 	uui,f l+'(". 	C'C.` 1  

de ."a ¿e0aletZ•í'd :áe eorxLl::a? en 1'..  

6. 	El teorwtn abre io 	:'n .do; 1 1 •non 	!!.i'1 '..'7.'l'r;[¥2 

consecuencitl :3e lo 	os rL^,iu . 1:- I. c. -- i 	i: u 	'- 
roma: 

 

TLORa A I. :.1 6..I •uüo lOm es un 	ilono i 	_ó o 
si 1 y n son las dos suruirrectns ele .u,_ :ole rect'.}. .., 
nue tienen 0 cono extremo coml¥n;¥ 

D.E OST1{ACIO . Suoon .:los r!ri.rnero nue u en uilc+ roc t 
con un -)urito O y las sernirrectns corre::. oi:dieil%rs .l r n. 
Demostraremos nne LlUm _ í¡. 

Escogemos A en 1 y 3 en ln 	6 	0 	A 
de tal forman.  quo OA = 0ü = 1 
( postulado 1). 	i • 

En los tricintrtllos de ,enern _ios Au lA y 	teru :ics 
L03A . LUA3 	U 

y tm-mmbién 
d(:B, 0) = d(A, O) , 	d(}3, A) = d(A, B) 

oor lo tanto AU'!:A y AtJA son coi.¡;,p'uentes, i.e. , seme-
jantes con k = 1; por el ' ostua f::do IV loa <:: ,u1 oei co-
rrespolldientes rest^nte:_ son i.;uales 

¿BOA . L Ao E 
de donde 

2 L? CA 

De aquí ¿CA _ C` 5 fr. i'úro 3 	. )siill.í.l(!r,d L 	A 
debe ser exel.uida ,yn nue uA :rU3 	oIi .;e!:i.rri c .r.!4 <3i:, t i. 
t;;is (postulado III) . De lo c 1 i1 irrl:eri.::o:. anuo L •.A E'(1'. 
cono quería'nos. 

¿u. otlr,mu ios ahor . cu 	m.`_ 5t?:fil.2IcI tr. L ;f' at i 	i. t.. r - 
Sect(?Il en. U y t'or'al) l,Um '!I.". ,ulo L1':'1io IT. In otr;"t 	Eli- 
rrec ta 1' en 1 	lis.mic reo tn pite 1 con exti•e:.:o U C:¥rrne 
también un fu1.1.1.0 llano ir con 1 'oi' lo orl' 	_Jr, 	i- 
do que 

Llar. 	IÍ, 	L1'ül _ IÍ. 
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i". 	1.0 U 

Lue.,o entonces 
L,1'Om = ¿1 '01  + ¿ 1.0mn ^ 0, 

i.e., m debe caincidir con 1'. 
3e los teorema: unte-

riores es in:nedinto que 
do o lineas rectas ilimi-
tadas 1 y m son Ltnrooie-
damente llamadas c¥ernen-
diculares, hm, si se 
intorsocten en un punto 
0 con se.nirrectns per- 

pendiculares 1', 1" y tn', ra". 

7. Los tres teoremas fiel tri4nj3ulo. Probemos e con-
tinuación el conocido teorema siguiente: 

TEORF CA 11. Dos tri 	os MBC y bA'3,C' son _e-
antes si do pares de ángulos eorresoondientes son 

iguales o negativos unos de los otros. 

DF.MOSTRACI0U. Supongu nos :por ejemplo LABC  

y 	LCAB =LC'A'B'. Definio : k 	y sea C" el 

punto en la senirrecta A'C' tal que también A  ¥, k. 
l 

Claramente, por el ostu1ido IV, Q A' 3' J" es semejante a 
DABC con t'tngulus iguales. Por lo tanto LA'B'C" LABC 

¥[A'B'C'. Por el postulado XII, 3'C'• de estar entonces 
en le misma se:nirrecta cue B'C". De aquí que C" está 



fi g. 12a 

Em 

Ti ui ¥.9A I1I. ji ú (A, „) -. ., ( _:, 	J) 	Q :i .;;, 	:: tor^ 
¿CAP = -LOBA, e inyo : F::'1311 te. 

ilr?10;'i't¥ACTU;v. Co:a >r.re.::on 	 C 
los trir`n?ulos 	Aii y ACU 
en lov crznile 
II,,  C9 	A) = 	d ( ", :j) , 
d(C, 13) = d(C, A) , 
¿A(:B -L:%CA. Ests tri:`n- 
i;ulos son conruentoc (pos- / 
tulndo IV con k 	1), y 

LCA)3 _ -LCLA. 	 f13. 11 

Paro. "rob:,r el inverso, :7u ¥onor,ro: L A. _ -LJJA y 
comoaranos de nuevo loa tz i'n ,aloe A A s y AJIÍA t r: los 
cuales tarnbihri 

¿'BOA  -LAt:=' 
Por lo tanto, por el toorc;a 	II, lar tt ;. `i: ¥uilu son senre- 
jantes con k 	l.. Re:u1 t cntonee lue rJ(A, C) - d( , C), 
co:ao se afirma. 

Un 	tri ri ;ulo con do 1 rado:; if;ur.7 e:. :- _; .I1 ,n io un tri- 
¥ngulo isósceles. 

En tercer lugar urobemos: 

TEOREMA 1V. Dos trinulos áAi; 	QA'1?'C' con serie-
antes si sus lados corres rond1 ntes son cr000rciona-

les. 

D¥OSTRACION. Construyamos AA'B'C' semejante a AABC 
y tal que LC"A'B' sea de signo® opuesto a ¿C'A'B' 
(postulado IV). Esto es siernnre posible El 1!reuos q;ie 
LC'A'I3' 6 ¿CAB = 0 6 1Í. Por el momento exeluirnoe 
tales casos, de manera que C' y C" son distintos. Obvia- 
mente, bastar% probar que AA' B'C' y 	4' ri'C" son se-
mejantes; es claro que sus lti'ios correspondientes son 
iguales. 

Pero or el teorea III 
LV)licrcio 9 los tr•i rrulos 
isósceles OC'A'C° y 
OC'B'C", tentamos 
LA'o"o' --LA'C'C", 
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de donde al sumar 
L A'C'3' E  LA'C'B'. 

De aquí que, los ¿n-
ul os en 4 A'B'C' y 
QA'B'C" con vérti- 

3' 	ces en C' y C" son 
nentivos uno del o-
tro, y estos trirSn-
-;ufos son semejan-
te s. 

Evidentemente, la 
misma demos`trcacidn 

se aplica siempre y cuando podamos tomar C" # C'. Pero 
tal posición de C" ocurrirá a menos quo tengamos 
¿CAB = LC'A'ti' = 0 6 r, En este caso, el teorema es-
tablecido es obviamente verdadero por el postulado IV. 

El postulado IV y los teoremas II-IV forman las ba-
ses usuales para los teoremas de congruencia y semejan-
za, que no necesitarnos desarrollar rnas. 

8.  81 teorema de la suma de ángulos. Ahora puede ser 
inmediatamente establecido el siguiente teorema: 

TEOREMA Y. Sn  cualquier triángulo áABC: 
¿ABC + ¿BOA + ¿CAD . Í1'. Además, si  ALBO  no es 
degenerado llos tres nguloe Lueden  ser tomados  del 
mimo signo entre 0 

DMIOSTRACION. Para demostrar la primera afirmación 
sean K, L•  Y loe puntos medios de BC, CA, AB respectiva-
mente. Observemos primero que, de acuerdo con el postu-
lado IV, AA(L, AMBK, ALKC son semejantes a QABC con 
k = '/L y ángulos iguales. Tenemos entonces que 

d(L•  M) _ SILd(B• C), d(M• K) _ '/2 d(C,  A). 
d K 	L) = ' ('(A, B). Por lo tirito el 0 KIM es congruen-
te a cada uno de los triángulos pequeños por el teorema 
IV. Si ahora escribimos 

L ABC E.f3 , ¿BOA = Y , ¿CAB  
tenemos 



e 

+ 

donde el signo + 6 — siecn-)re ert el mismo. 
Ahora, el Ctn„ulo 

4 AMB 

	

	
¿ AMI + ¿ L@1K + 
CKMB 

p + ¿L,MK 
d . 

es un ángulo lla-
no.  Obtenemos en-
tonces la rela-
ción deseada si 
ol signo es + . 

Sin embargo, 
en caso de que el signo sea — , tendremos 
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6 
Esto sólo puede ocurrir si estos menores residuos son po-
sitivos. De aquí que, la segunda parte de:1 teorema se 
cumple para cualquier triángulo rectángulo. 

Un razonamiento semejante valdrá para cualquier QABC 
no rectángulo a menos que al hacer tender hacia C, por 
ejemplo, LCAB se convierta en un ángulo recto en I). De 
hecho, si esto no sucede para algún caso, deberíamos 
concluir que los menores residuos ., (3, *t 	de LCAB, 
I.ABC, ¿BCA son numéricamente menores que 	. Pero en-
tonces tendríamos también 

oc+  
de tal forma que los menores residuos son todos necesa-
riamente del mismo signo (+ 6 -), y la conclusión es la 
misma que antes. 

Pero si existe tal punto D, vemos de inmediato, a par-
tir del triángulo rectángulo AADB, que IBA!) y ¿DBA 
pueden ser tomados como < 	numéricamente, y del mismo 
signo que ¿ADB = +  

¿DAD + LEA = ♦ ¥¥ 

De la misma forma, del triángulo QCDA obtenemos 

LACD + LDAC 4CDA _ +_ 

Sin embargo, ya que tenemos 

¿ADB + ¿CDA 	¿CDB = IÍ 

aparece el mismo signo ± en ambos casos. Entonces al su- 
mar 

LBAC + ¿ACB + ¿CBA = ± T 

donde los menores residuos en el miembro de la izquierda 
epa del mismo signo ; y numéricamente menores que ¥. 

Por supuesto sólo un residuo puede exce:.ier 

9. Una propiedad del bisector perpendicular. El bi 
tor erpendicular de un segmento AB es la recta .LAB en 
el punto medio D de AB, i.e,, el punto D para el cual 
d(A, D) = d(D, 8). Tal punto existe mor el postulado I. 
El bisector perpendicular tiene la siguiente importante 



DLSOSTRACION. Dados A, B 
y un punto P tal que 
d(P, A) = d(P, B) , sera t, el 
punto medio de AB y uriwnos 
P con U. Los dos tri!tng;ulos 
QAMP y á P son entonces 
congruentes por el teorema 

B-13 
propiedad do "lugar „eo ié t;r iCo¥¥¥ 

TEOREUA VI. Todos los .)urito¥ t eri¥ii ii.at ntc :: ie A 	B 
(A >* B) ¿ sólo estos, ost•'n ec, el úi: ect:¥r •¡or oenutcü.-.
lar de la línea AB. 
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TEOREMA VII. Existe una Y sólo ut1e recta oerondicu- 
lar a la recta 1 ¥r .luce contiene un punto dado P. 

DN3¥90STRACION. 	Pare. P en 1 	la r:lir¥ntici-Sn 	os 	obviaa.::aen- 
te verdadera. Para P no en 1 	proceJenos de la si.,¥uiente 
manera: Sean A, B dos puertos distintos de 1. 	Construya- 
mos 	&AP'D, congruente a AAPB con P' distinto de P; 	es-. 
lo hacemos escogiendo un rayo AP' de tal forma que 
L P' AB = -LPA.B y tomando P' 	tal 	que 	d(A, 	P) 	= d(A, 	P') , 

de tertn.in ando así Q AP' B. 
Aquí por supuesto P 	P'. 
Pero A y B están a la 
misma distancia de P y 
P' y por consiguiente 

A I B 	están en el bisector 
perpendicular de PP'. 
Por lo tanto la recta 

P' PP 	y la recta AB son 
fig. 16 1, y obtenemos así una 

perpendicular a AB por P. Si hubiera una segunda perpen-
dicular a LB por P, tendríamos un triángulo A PEMM' donde 
} y PY' con las perpendiculares en cuestión, con Y y M' 
en 1. Pero, por el teorema Y, 

IT _ ¿Mi/'P + ¿M'PV + ¿1M' 
6 

de donde 

¿M' P 	O ó IT 

i e., M'P y MP serían la misma línea recta, contrario a 
la hipdtesis. 

11. E.l teorema de Pit4goras. Podemos ahora demostrar 
el teorema de Pitágoraes 
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,tJ1 	1• i ' :,'• L. oo 	: — _ t:f¥:1 - 7.10 

coro ir.:.) ¥ ::l; t) 	be 
s( r ej ,. *r r¥ 1 	'2 ;. " i. o, 0)11 

 k = 0 1 el :ai:.¥io i::z1gulo 
L AC' c3 en el nuevo trián-
t;u-1.0 A'r+';;' •-:::,G O')teni-
lo. 

B 	CL 	C 	 Je 1 •t ^t i. ;:ron ¥t Mere, 

fig. 17 	 Un t;2' i ¥.: ?t.L1 t) A A" 3"C"
con k = 	t:.icne lados 

a , ab, so respectivamente y LA"C"B" = ¿ACB. ái estos 
triángulos fueran "acomodados juntos" (v3uuee fi,•;. 18) 

tal f 	' 	' 	.. 	09 de 	oima que D, C y A , C re , ¥ectzv 	n wente sea 
los extremos de un se., rento dado, es cl.<ti•o ede 

¿A'C'B' + LB'C'B" _ -± 

tá entro 
2 2 

Por lo tanto, C' es 	en la recta A' J" ee¥¥ tro Al y B". 
Ademas 

LB'B'A' 	¿13"13'C' + ¿C'.B'A' 

L BAC 	+ LCPA = ! 2 , or al teorema Y. 

Resulta entonces que 	 ,4"¥ Q' 
es semejante a 

QABC con ángulos de sig- 	Qc 	bc 
no contrario.  

Pero por otro lado es 
claro que el factor de 	J, a 
escala k, es k = c, ya 'i.-. ld 
que las distancias 

d(A, C) , d(C, B) se convierten en be y -c ::: e] nuevo 
triángulo. Fl tercer lado es entonces c2. Co¥tIl:.rarido aho- 
ra: ca 	a 	+ bz (postulado I). 
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DkMQS`1'RACION.  Si P 
está en 1, este he-
cho es obvio: 1 es 
paralela a al mis-
ma. 

Si P no está en 
1, consideremos la 
troica recta PD .11, 	L  	S 
y la recta m 1.. PD 
en P. 	 fig. 19 

Esta recta m no 
puede intersectar a 1, ya que de otra forma habría dos 
perpendiculares desde el punto de intersección a PD, in-
tersectándola en P y D, lo cual contradice el teorema 
VII. 

Por lo tanto la recta m es JI a 1. Palta demostrar 
que ésta es la única paralela por P. 

Si hubiera otra recta n, escojamos un punto Q # P en 
n, y desde Q construyamos la perpendicular a PD que in-
terseota a ésta última en R. Tracemos, en la aemirrecta 
IE de 1 tal que LQRP = LEDP *  , una distancia DS tal 

que 
SD — QR 
PD 	PR 

El QPDS es entonces semejante a QPRQ con ángulos  igua-
los (postulado IV). Por consiguiente, la nemirrecta PS 
coincide coa PQ y la recta n no os I1 a 1, ya que inter-

secta a 1 en S. Esto contradice la suposición. 
Es inmediato del teorema IX que si 1, m, n son tres 

rectas cualesquiera tales que 1 11 m y m 11 n entonces 
también 1 1I n. Porque si 1 intersects a n habría dos pa-
ralelas a m por su punto de intersección. 

El conjunto de rectas paralelas a una recta dada 1, y 
en consecuencia entre el mismas, es llamado un sistema 
de paralelas,  y está determinado por cualquiera de sus 

rectas. Una y sólo una recta de cualquier sistema pasa 
por cualquier punto del plano. 

Cualquier recta que no esté 'ln el sistema es llamada 
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urrt transversal del sistema ,, 'or r:•ui'ue::to .intersecta a 
todas las rectur del sistorn t de ,r4:1e1 :e. 

Es inmediato que una recta (:er ;end.icu.la.r a quin recta 
de tal sistem ±. es r¥erpendioular a tod. s, ,y que cuales-
quiera dos perpendiculares son ellas rnir.umurs paralelas. 
Por lo tanto obtenemos runa red rectangular formndr; por 
dos sistemas de paralelas mutuamente pernendiculat es en 
la 	cual una y sólo una recta do ca,l'1 F ¡s,tems ?;'s :)or 
cualquier :-:culto. Clac nen t e, teel red o: t{ iicameate de-
finida por cualquier recta 1 de cu:,louier. sistemi3. 

Dos pares de rectas de cada sistema ll, 1s y mi, ms 
se interoecten en cuatro puntos distintos: 
li , mL en P; 1 , m 2 en 3; 12, m L en Q; lz , M 1 en R. 

0 
	

R 	El polígono de cua~ 

tro lados PQRS es un 
rectángulo por defi-

nición, ya que loe 

cuatro !uigulos en P, 
Q, R, S son M..lulos 

fig. 20 	 rectos. 

•TEOREMA X. En cualquier rectángulo P QRS los dos pares 
de lados opuestos PQ, RS Y PS, RQ son iguales, Y loe 
cuatro ángulos ¿PCH, LQQRS, LRSP, Z SPQ son todos 
congruentes a 	6 n -  

DEMOSTRACI0N. La verdad de la primera larte del teo-
rema es una consecuencia inmediata de la aplicación del 

postulado IV a un par de triftngulos tales cono OSPQ, 
Q QRP : como estos trii3nr-ulos son evidentemente trián-
gulos rectángulos congruentes, PS = QR. 

La segunda parte del teorema puede demostrarse como 
sigue: 

Por el teorer:ip V de la suma de óT1-,silos, aplicado a 
los triángulos áSPQ, AQRP, tenemos que la suma de los 
cu ).tro ángulos rectos es = 21V. Ademf:s,o TMel mismo 
teorema, LR:3Q y LS4R son numéricu,aen te z y del mis-
::o signo q:.io el ángulo recto L QRS; de la misma manera 
L SP y LPQS son xium ri.c.uiente <- 	y f 	nis:no signo 
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que el ',nt;ulo recto ¿.P . P'.) tc: O:_. 

LRS:¿ + L1:i1 = _' f 
de tal forma que los menores r•o;;.i¥iuo._ i.; ¿ ¥. y ¿.. Jí' 
doben terror el mismo si,;no. Consecucr: totlente, los meno-
res residuos de todos los ímgu.loc escc•i top-• ttc nen el 
mismo signo ; , y los cuatro (i.ngulos rec toc; le]. rc,c 
gulo son todos congruentes .: + Z 6 ra - Z . 

De este teorema se clesi¥re:cde 	o o:le- 	b.lrr (?e in 
sentido o dirección positiva en ir rect.¥¥; do un niste:na 
de paralelas, a sabe]', el (iue ser obt.ieni asignando los 
mismos niá:neros x R al puclto 
R en 1 que ft los puntos co- 	5 XR s 
rrespondientes S de intor- 

sección con otra recta cual- 
nuiera in del sistema, i.e. , 
xs = XR . 

5n general, cuando ha- 	 f t . 21 
bianros do un sistema de pa- 
rabias nos referimos a tui sistema: dirip;i ]o de este ti-
po. De la misma manera, pensamos en una red rectangular 
cono dirigida, 3. e,, de cada uno de sus sistemas compo-

nentes como dirigido. 

Resulta entonces del teoro:na anterior que en una red 
rectangular dirigida, las rectas diri i:? _is 1 de un sic-
tema forman con las rectas diri&idas m del otro sistema 
recia amen te el muno ngu1 o u 6 _IT en todos loe ca- Z Z 

Aquí pueden demostrt.rse de inmediato las teoremas u-
suales relacionados con rectas )aralelas, •;or ejemplo 
el hecho de que una transversal dirigida n de un siste-
ma de paralelas dirigidas, las intorsecta en el mismo 
ángulo. rri general, los teoremas ordinarios de la geon;o-
tría euclidiana que aún no hPn sido deducidos, se des-
prenden como ejercicios .frciles de los i-e:sLilt-rdos líast_¥ 
ahora obtenidos y no es nece.:riri.o ro:e;uir en esta di- 
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13. Coordenadas rect,nngula.ros. Estamos ¶ahora rrepardos 
para definir un sistema coordenado rectarigular (x, y), 
teniendo sor ejes las rectas >erpendicul•tres .uiri pidas 
Ox, Oy que se intercoetan en el origen 0. 

Escojamos un sistema de numeración u lo i r, o do Ox, 

Oy tal quo 0 esté marcado 0 en ambas rectas, y los nú.ae-
ros crezcan algebraicamente en la dirección r,ositivn. 

Traco: os las perpendiculares únicas de P a Ox y Oy res- 

pectivi.unento, i.ntersec- 

2 	 p 	tando ,t estas rectas en 
Vp 	 P x  y Py . Las coorde- 

nadas reetangu_l.ares de 

xp y yp  asignados  a 
Px  y Py respectiva 

 
- 

O 	P 	$ mente. Evidentemente 

Vi g. 22 	estos nómeros están d- 
nicamente determinados. 

Puede ahora demostrarse, sobre la base de loe teore-

mas antes establecidos, que la "ecuación de cualquier 

línea recta" tiene la forma 

A x + By + 0 	0 

donde A y B no son ambos 0, y que inversamente, cual-

quier ecuación de esta forma representa una línea rec- 
ta. 

Además el teorema de PitQgoras muestra que 

d(P, Q) _ (xp - Xq)a  + (yp  - w  yá 

14. Anulo euclidiano.  Con el objeto de mostrar que 
el conjunto anterior de postulados es categórico, falta 
indicar brevemente porqué nuestro ángulo supuesto debe 

coincidir con el ángulo euclidiano (mod 2tn. 
Para este fin observarnos que el círculo está defini- 



ato 
tangulares, la ecuación del círculo es 

x2  + y3  = rZ. 
Sobre la base de los 

teoremas anteriores, la 
lor7itud de arco euc11- 
diario puede ser defini- 
da de la manera usual y 
el ángulo POQ (P, Q en 
el círculo) será defi-
nida como el arco PQ 

23 	sobre el círculo unita- 
rio (r = 1). Además, no 

ee difícil demostrar, por el postulado III parte 2, que 
¿POQ varía continuamente con variaciones continuas de P 
6 Q. 

Consideremos ahorca la razón  ¿POQ 	para una posición 
are PQ 

fija de P y para Q variable. Es fácil demostrar que si el 
aro PQ es multiplicado por cualquier razón entera 	: 1 
entonces también ¿POQ es multiplicado en la misma razón 
m : 1. Por ejemplo, si la longitud de arco so duplica, 
de tal manera que aro . PQ - aro QR, entonces 
d(P, Q) = d(Q, R), por supuesto, de tal forma que 
¿POQ 	LQOR y ¿POR ` LPOQ + ¿QOR _ 2 LPOQ. Por lo 
tanto el resultado establecido se cumple para m = 2 

	

¿POR 	L POQ 

	

aro PR 	aro PQ 

E]. mismo tipo de demostración puede ser extendido obvia-
mente para m = 3, 4,... 

Inversamente tenemos que si aro PQ es dividido en la 
rsz6n 1 s n también LPOQ es dividido en esta razón. 
Consecuentemente, si la razón tiene un valor k para 

fig 
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N 0 T A á 

CJ Recibido el 8 do Agoeto de 1931. 

c i origen, la naturaleza 	la influencia do la. rolati-
vidad, Macmillau (1926), Capitulo II, La naturaleza del 
espacio y el tiempo. Véase también un articulo que úecri-
bimor mi colega el profesor Riúí)h i3eatley y yo, "Un nuevo 
enfoque de la geometrin elernentnl", Yearbook of the Na- 
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