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(1) Este articulo se cncucntra en ea volumen 1 de Choebyshow, Oouvres -

(4]

Lo que agqui se presenta os Sundamontalmonto ol razenamiento seguldo
por. &l en la demestracidn de ocsta proposieidn, Animisme, con el fin
de lograr una mayor Glaridad en su woode por sioelara e
mis de resalbtar uicrtos'aspcctoﬁ interesantes gque se presentan on G-
ta, "hemos atndido algunos. comentarios onture gueeidn v osecaion.

posicidn, ado

Por. lo demils, cierton pasos que ol no efdc

DAY ue puedon presantar

dificultadey, los homos hecho al calee dn Las paginag.
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colebre plomed e o, B e et
SN S T s .
lov dol ocrvor, I

En esta soccidn del artfcule Chelr chov narimiza ¢l ovalorp
de Py, que es la probabilidod de gue | oocurra al menos m veces.

1 A

en y experimentos, «con rospaecto a las diferentes probabilidades
de £ para cada experimento, mantenicndo fija la suma de las pro
babilidades que cs 8. Demuestra gue el valor mids grande gue -

puede tomar P, corvesponde a py 0, py s @, 'NW::G' pwmr: 1, .

5-0
]' 3 e

) S L
’Lp+u+1 U-g-u ' iy

. lp¢+a para algunos ¢ y .o

donde S =pitpat . +p, es fija.,

Esta maximizacidn la hace a pavtir del desarrollo del producto
Xplt;kl =Py o ARyt - pa) e (put4‘! - ), para evitarse el -
problema de gue al aumentar o disminuic o) valor de Pieoel o de

T - py disminuya: ¢ cumente ol mismo Licwmpo, a) maximizar asf ten
jriamos que £ijarco . a 1 factor estd multiplicando p. v, «
driamos que. £1ia a que factor estl Luiplicando pryoy

que factor estd mulbtiplicando | - Py lo ocual complicaria innecesa
riamente el proceso de maximizar . En lugar de esto Chebyshev

- Py, lo gue le pernite manejar gna soela cantidad Py
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en lLugar de manciar Lac doo cantodade s LI

Sean Py, v P By Coprab oL Tl ade ! . e~
toun consecuiive . i I v TS

M veoes on oo, o Cnie .

Neowva Thepgar. rooL DT [ ot RERTI

dol produarto:

(prtd 1= p) (pot+ 1 =pe) e (Pl =gV

considerando las patoncias io L E Lt Coruma e Lo coael i

. m )
gientes de t7, . ,tx

ahi resultan cvidenteronte cotas o propichaien de B

[

1) Tota coant s l.o n: ST ERTTI TR T & ,p‘)_ AN aue el fosg
H
Y
; s )
gradon uo S periog es P

(2} Considoromos log coentos sijulentes:

‘:\m". 1

R

ad

10 B acirre onowl o i-0 dme caperinento; v 1, Lok

C, B ocurrye al senos m veces en 1os bbb expo inentos distintosn del

i-ésimo, v

D, B ocurve al monos M=-1 veocs:
del “i-é

ccurve al menos Nveces e Los o experinenton:

critos distintos

"

3 oen Lon -t oeape
sima,
Entonces: Pyl (A,) =P (A B U ) =0 (Anf 8 )40 (0,713
" : C 7 iy gl © o .
=POBOAR (OB ), ya aue OB=AGBE Y DBy OB
=P (C)P(Bi(' )‘i-P(D)P(BJ-), LOrgUe S0n .iAlu.‘it}[_ﬂ‘;fnf‘iiOI‘l(:ij

=D (C) (1-p; ) 4P (D) p==p; (P (D) =P (C) +P (C)

En el primer sumando aparece como Lactor 7, una sola vez, e¢n el segun
do ninguna,
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virtud de la priner oopr oo Dadan Py Grees U !

ran

nea U+Vpl +V1p:+ W o Jonte U, V, VW

ni o,
En virtud de ¢ e Lo e iedad VoW

slpgue gque Pa tormt oo Laoe s U+ V(ip: + pPo) o+

froe N dap
tie dyoants e BRSNS
(3) Sean Am u Bn aowe  aparocen eno o)y e onames lon o ddaguicnton avaentos:

F, B ocurre al menes -2 veoos en low crimentos. idstintes des
1,3

G, E ocurre al monos -1 veces 6n oo Wel Sxperinentos distintes de
P

H, B ocurre al ménes I veces su les p-d coxporimontos distintos de

i,
Pyl () =P (A B0 ) +P (A, 8,8 )

P ( ;\mnjg iB5) +p (A, L‘ 3. J" )

=p‘(}3\’1}31("\]3‘,) PG k2 HIS ) IP((J l2 })
+P N 3{' o't j’ )

=D (FY D31 (134) (G P (B PR ;‘7 )
PGP P W)+ B 2B ) PE])

=P (B) -+, (P(G) - (H) ‘-*-pi (P (G)-pL11))
41,05 (1) ~2P{GYYP 3

v en esta Gltima iqgualdad s observa g S EINES pj eetdn multiplicando

al mismo factor.

(4) Z\-].te[‘l\at;i.v;axnexwtg se sigue a partirv de

(3 va gue lm-Uinl IAVESNEE L0

o

Pe P2’ t
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TEOREMA | S pyy, P2 ot oot it ‘ H T SRS
se puede, mantenic: o vijon Lairs 755 e ;1)V e ey
Pe aumentar el de Py b Tensds pyo® W0, p=0 iWs0
Prtpa sl

Pr=1 81 W0 v py tpa>1 donde U, V,W ¢ 0 tales gue

pmzzu*'V(P14‘Pz)4'wapn v UV, W Lo contimmen o F

L8

Py 1 ¢ P .
Demostraciodn,
Vimos aae Li expreniin dr Py Ceote arma Uk
o . . . : . L
AV (py b pr) FWpyp, et ULy 7 . s lont. Pasoopa.
daciends  lasg R o b i

U * R VX c o
‘ 1 = Py et 5L W 0
By=0, Dr=py bpy o1 W0 v pyobpee L
Py = Pa=py Fpa=1 L0 WSOy pydpe>

resulia gue Pyt pr=EH +Pa, U pormaness: Loaly, Goorue mul it
cando al misme factur Py 4+ pr v ool Ond actar que cambia egoel
que. estd multiplicande a W, de Coodrdente maner i

2

o

(5)

Si pi4=pj, sedemos suponer gque 1= 1y j=

. por (3) qu
cambiar el orden do los p;'s.

() :

Ho es necesario pedir gue Py, Pz ¢10,1] v Chobyshev
de hecho lo que se quiere es oble:
¢ idgualar lon restantes; sin dismin.

A
an nGmerc wdximo

ool valor de Pm-

e nos permdte

haos,

Lo pero
de coros Yy ounos
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En efecio i By 0 it .oa . i ateD

do al teprvoema preago o o, haver Py Condu EEI

s Aa

haceiendo 1l

= I va Lendo B s T {
YU+ 1 TN R B SR ST o !

Paro esto g conipar o oo L YT croloma by,

Ty JT dd cr v low miAL prande Pyobaf da condded daole oguel

Iy Hilg s e 'f"ilp = 8§ el otro oiro es eontrarae a4 lasuuposicidny |
de que (e todos 19s sietemas gue Lienen cota oo tedad byl |

. ,ﬁ‘, es aquel que viene ¢l ndworw mu o v ande o valeresn ipua

Tes 'a uno’ o a cara, por sansi
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Una pregunta gque sruge doe forma natural cs: shaisbe un mifbodo

Finito de aleanzar ol wixine gue  anroes oo gegun

de asta seccidn, usands veopobidas voeeee o tmare SR NUES

. s

puesta es que noo existe.  Para bhacoer o cabo congtdarons el
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ejemplo siguiente; sca SRR 1o wolocodidn do ooquivalencias de.

finida como sigue ¥ ~yes> =y, tenenos 4 1 e[ 0,1] - pyd 0;
a pael 0,1 =yepa k0 =pyr a pyel 0,1 o3py o Ty que cumpla -

ademds la propicdad de gque ningGn nfinmero de los que resul tan de

sumar o dividir entre dos a cualguiara dos de

ellos, cudalguier

nﬁméro de veces, sea racional, es decir, gue los nGneros gue re

P

sultan de aplicar ¢l teoroma un ntmero fanite de veces, si ng

5.0 Unes, sean Lrracionalas,

-

500 Cero

¢

Para lagrar osto basta -

con que scleccionamos. o P, deomanera. e

i rilo M e N Y ome e  my v 2 )
esto-a su ver lo asegurimos ol

w
TR,

I
== {Gepy gL gy, Qo .

0

similarmente, sea py, o (0,1} .-~

Py - o (Q)P;ﬁf‘ (AR

i 31]3"5): Grsrtgs, v (:) s '

asi-sucesivamente para s, Ps, ctc.

Entonces escogiends o Lad probabilidades p, 'y Go esta S e a
. b M “ AL oA A g

1e$ultakque, POI mas . que apliguemnos ste teoroma sloempre con-

dremos probabilidades lrracionales, | oomo @) wdximo 1o L loanza




con probabilidades racionaltes, nunca 1o alecanzaremos,

III.~ En esta scccidn lo que hace Chebyschev es seguir mayori

zando, pero de una forma completamcnte diferente a 1o gue so -
vi6é en la seccidn anterior, acguf mayor:sa usando simpl.os Urucos

albegraicos.

LTS ST SRS R S R EREY B T o

Lo ! N
co Poocarvesponls o o poo- 0 L e ) Il I
P . g-v R
e S R 2 VA TR R
e 15 . 4
ficdenten de 7, .. a0l 11 ol t
Pl
s-g ¥ o
'—-‘m It [ SV DA T | S

. m-a
120« (J-p=-0) (520

pomey  §e0
1.2 (m=0)Y 12 (=mey) Wl -l

R Y e

P=m~ S~0 SRl L e G- o " L -1 1

m=-J4 1“'7. H=5=~¢ m-=Q-42 “fs -3 XD ;x'—- S~ e

S0

i =B

He agul 1o expréesidn gue, oome con. o o SECERS YRR IIT B S SRR AT CY
te, para oilievtaos o o 5 enteras Voo i U ST
supaer Loy de Lodon o e be P b NS S |

Observandoe. que el v o e DTy




-m-p o 5-0 Lo T =il 1
w1 J= &y INEE U I ) om0 i

. .
CSman DaqUenG guaa o

. Y
i G-0. T

m- =5

M-m=@ S0 (Momed
m=0 Py -0

que es el desareoll s de

fl=m =y}

- ( H=m—yg 5=-U
m~u V=5 =2

1 ~ Ut Rl 6t
’ mei R

xn-(h) R L et A
me3 =45 -0 |

TEOREMA - _I‘-‘a;ni Coaor R R (RN A% YO AT AR

lor de la eoxpresi n

N R S TR oy G- m-0 TIPS Ll Ut
2o ~ ( ) (s

Te2ce v (m=0) 1.2 o0 (H=~m=-p Tx‘::f:-()w ui«up <o




PH-m=yt]
1 - (“w"mww 50 )‘ \

.
m -~ =5y

sobrepasa al valor P,ode 0

tos el evento B, teniocnls N S N
i
rra al menos oy ce ., Pabpob s 4 py

NOtese que para ¢ y o fijos esta oota para P Yoo es aleonzabile pon -

niguna combinacifin de wvaloves de py, ...

IV = Agui Chebyschev vuelve o mayov:<.o ol valor de P, esta
vez demestrando que
” m s N R
120 (J-9-0) ( )’ (Bosoy )" oy -0
1-2--‘(mFO)-1‘3°-~(h~m~W) =y =0 =g =0 m-5

aumenta si disminuimos cl valor de v o

de ¢, para esto tloene -

gque suponexr gue m> S+ 1, esto lo lleva a que P'y es menor que

m
‘]")...“ 4

i AR
1+ 2« ome Y2 {pp=m) ( 1 ) (

que corresponde a ¢ =0 =0.

Detenpimenos en 2l tago o

Qltimd teorema fonen:
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Ahora bien,
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¥y ousto sobrepas s Y oaaida

grande S+1, m-8-1

aue
H

m-~u - 1

R R N N N R R

de Py's que son dgualus a 1oy
v haciende la divisidn nos guada

(S-u+1)2 V- N S T S L (g -ty e
SGraG BOnN vait v RN ot ne- o . -
S5-0 41 v 5~-011 . AU E - - u o+
: v . &-0 ( R
atro ‘I'-l() Jdo T:»‘E:T . R IR ! : \ EEE T
(ver. T1), ceria o ' : LUt .
Hos hamos convens il 4o o ‘ . o oy
de la expres;

‘ -t [E R IR NAR S
Vo2 s o (=g =0) ( 5 -0 ) ( jreg-p AR )
12 (M=0) - 12200 - (U-m=p) =0 ~0 Vi~ =0 m-5
4 .

aumenta, Yo mismo cucode Con Celponio Y
7) Ademds de ser m=StL positive, S=0+1 tambicn 1o ed porgue 00 os ol ninero.

e s . —5=1
por clo tanto R G, ani rosults - A2ee Zee 20()
H-0U+1

FOeS5L0 @5 MAYODU U uno

m-u - S~0 41

w/a

=51

Gque closedundds mienbro s positive

1

(8)

(s—m—x)“" (oot
de donde

m-~U 1

P em e e s e

1 =1

(5-041)"" (it

me-0 i

(Qug 1) ib N
(S§~0+1) (lJ%’—‘J'H)n

N (5-o41y0 77
; 200y por convigulente @ ‘ )

(Ji=p-041) P70
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Concluimss d - rgut . : m’- 5 o o Apro
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Vo2 o (JimP () ( xwﬂ‘)
o2 (m=0) 12 {(j1-m~y) Yom=8

Vv 20 o4 "_(
T2 v ema 120 o {i-m)
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baee

or consipaiente podumen Jeduode de ta desio
I H R

el

P < IR RN (,ﬁm) ( Aid A
it Tl eme T2 - () P ¥ w23

donde se supona

La forma de demostrar gue con la disninucidn do ¢ el valor deo
la expresion
L m-u
. 1020 (M=p-0) (220
1.2 0{m=0) 1.2 (U=-m=¢) \ ERCAT

aumenta, es la sigquiente:
Dividimos el valor gue Ssta toma cuando canbilamos ¢, ontre su
valor oviginal v nos gueda
el | LAl b
M e L) =S )

W-0-ygHl  fp-S-pil) (=0 =gy’
w1

(“~5_¢5me«w+) (p—0-¢+l)uﬂu—¢+”

que es igual a:
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ERE!
[ER HES RS )

fiechanl

y que siendo puesto en la forma

1 X : 1
- T e -7 1[7 I —— e e wn s e 3] () -2 Fols - e 6 e
. (i=m=y 4 1) Log (1 R ) FG-o =1y Log (1 o AT

m-5

TE S

se reduce a

3 w;_( [Pemmgrd ] 1
T (p-8-pgi1) i Son~-1
L nl i ’y‘v) (-0 -4 1)
mes -

W=B-g

si nos fijamos Gnicamente on

Jﬁﬂ:ﬁil

1i
arer o - ¢4 (=1} TR
H-S-pt] e i oy Ugmgegiy)

m-S n-5 w8
- - e —— B e s A — ity it St 1 . ..—.,‘—'——-—--«,«—-..-.
H=8=p+1 N=8=-P-+] NIRRT |
m-S ‘ I ( _a‘.m:.:(_’._._._) + Ll ( Lo m=5 " KN

=] 4 2 i M-8 -y ] BN S

m-=135

)l“fﬁ“\,ofl

vemos que es mayor que uno porgue el seqgundo sumando es positi

vo, yresto a. su vez es debido a que la serie on el nlmeradaor =

es’ alternante, con el primer término positivo ((.e.




n Pk
1 Vo m-~& . ) ,
i \ BREEIED ) - (iky) s ( j ey ) Lot

Ahcra nos resta fijarnos en

A ( . A SO, ‘ b}
n {(pp=5-pi+y)n ) . n-1c
¢ {(Vi~0 2el)

-14§

y debemos demostrar gue

PE=nv=s e b ! .

T -Gege g , I
VT L (M=U=2 el

para esto hay gue hacer ver que

~ e U==g ) 1 A
Va2 (H»i‘;;-c;.w.} ) - LI 0.
‘ k T R R 1

Para n=1 esto no ¢y cierto, pero si lo es para n=2, porqgue

W=0-+]l | p-S-¢tl
=5 -k W=

N et 5, 1

(u=S-p+1)¥ T T0LERT Y por consiguonte -
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Y a partir de esto se demuestra gue también cs cierto para toda

ne> 2, ya gue

1 1

. R n-2
(GIERA N (-0 =241}

v maltiplicando respectivamente a cada milembro de (V) alabenmos

,

SR STt AL S T !
e 83 g2 ) 0 . n- 2
b ) (=8 £F1)

et R ( =yt ] ~ i .

Iy (N =-9-9 1) 10 ) -1
pon C (imseg ) (j=u-gi1) " >
”

que es-lo que necesitdbamos.

i . N ~
a cota que Chebyshev encuentra en esta scocidn para P L2215

ya no es alcanzable por ninguna combinacidn de valares de pyoo.
PPy Y aguil ya no es necesaria la restriceidén de gue ¢ vy od
estén fijas (puesbto qgue las guitames), como lo ful en el co-

mentario de la scccibn anterior.

V.- En esta parte Chebyschev hace des cosas: primero aplica la
Formula de De Molvre~Stirling en la cota guae ha cencortrado pa
ra Pp [2), y simpl. ica haciendo uso de ana clerta mayoricacion

muy concreta; despues muy ingeniosamente, acota o Q.: la proba

bilidad deé obtener a lo mis n &éxitos en 1 ensayos, basandose en.
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