UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FacuiLtap pe CIENCIAS

SRTRSIOND NACTONAT G Ry

=

LA LOGICA MATEMATICA APLICADA A LOS ALGORITMOS
Y TECNICAS DEL CALCULO PROGRAMADO

T & 8 | 3
QUE PARA OBTENER EL TITULO  OE:
M ATEMATI CO
P R € S E N T &

ANTONIO LABASTIDA MORALES

Mexico. D. F.




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



TESIS CON FALLA DE ORIGEN



UniversipAD NACIONAL
AUTONOMA D
MExico

CHUDAD UHIVERSTTARLEA

FACULTAD DE CIENCIAS
Division de Estudios
profesionales
Exp. Num. 55

0of HNum. 8- 1827
ING. FERNASAG ZIEDA MUERTO

Jefe del Departamente de

Expedicibfn de Documentos

Coordinacifn '+ la Administracitn Escelar

Universidasd Nacional Autdnoma e México

Poroe oo tow

En virtud de que el sednor Antonic Labastiva Moraies

, pasante de Ja Carrero de
MATEMATICO ha cunplido todos los requisitos
para presentar su examen profesional, a continuacion comunj
co a usted el Jurado respectivo;

[ Xadl

MAT . JOSE ALFREDO AMOR MONTARG

Presidente
MAT . LOURDES GUERREKC ZARCO Vocal
MAT. LEOBAKDC FLATA PEREZ Secretario
MAT, RAFPAEL KOJAS BARBACHANC Suplente
MAT . MAKIA GUADALUPE ELENA 1IBARGUENGCITLA GUHZALEZ  Suplente

£l trabajo aprobado como tesis profesional es:

LA LOGICA MATEMATICAH AFLICADA A LOS ALGORITMUS Y TECNICAS
DEL CALCULO PROGRAMADO".

Reitero a usted las seguridades de mi consideracidn mas dis
tinguida.

Y
Atent 8% ) ¢ de septiembre de 1982
xic D.F.,
5S> “ETARIA LA

DIVIS}ON DE ESTUDIOS PROFESIONALES
. > . B

N e N
 ‘aeen L2 SRS T Soea
DRA. %YL&]‘&“DEMET URBINA

o+ iy -

SNUtavg.




PROLOGO - - - ~ -

CaP, 11. PRELIM1

1.
2.
3.
q.
5.
6.
7.

1.
2.

CaP. I. INTRODUCCION HISTORICA., - - - =~ - -

MARES- - = = = = = = - = e

a) Conjuntos, Relaciones y Mapeos- - = = = = = = =

1. introduccidn y notacidn - = - = == = = = = = ~ - = -

2. algunos conjuntos especiales - = - ~ = = = - - - - -

3. combinacién de conjuntos. - - - = = = = = = = = = -

4. &lgebra de conjuntos. - = — = = = = - = = - - =~ = -

5. productos, relaciones y mapeos- - = = = = ~ = = == -

6. la relacidn subconjunto. ~ = == - = = = - = - - = -

b) Algebras Booleanas = = = - = = = = = = = = = = - - - -
1. definicién y comentarios~ = = = = = = = = =~ =~ =~ =

2. dualidad y otras propiedades=- = = = = = = = - = = -=

3. funciones booleanas - ==~ = =~ = = = = = - - = « ~ -

4. de los conjuntos a la 18gica = = - = = « = - - = - -

S. aplicacién hooleana a circuitos- - - ~ - - - = - - -

6. diseno 13g9ico de un circuito sumador - - = - - - - -

CAP.111. LOGICA MATEMATICA, =~ = = = m = = = = = = = = =« = o = = = =

a) E) Calculo Propesicional - = = = = = = = = = = —~ - = -

1. conceptos bdsicos = - - - - - - - e e m - e . - -

2. fdrmrulas bien formadas = = = = ~ = = = = = = = = = -

3. tablas de verdad » = = = = = = = = = = = = « - - - -

4. argumentacifn y evaluacidn - - = = = = =« = - - = ~ -

5. equivalencia ldgica y consecuencia 16gica - - - - - -

6., fOrmas NOrMAlEes — = ~ = = = = = = = = = w = = = = -

7. notacifén polaca y el &rbol de una fOrmula - - ~ - -

8, conjuntos minimales de conectivos = = = - = - = = ==

9. un enfoque axiomdtico = = = = = = = = = = « - - - -

b) Vectores Binarios - = = = =~ = = = = = = = = = = - = - -

1. CONJUNEOE = = = = = =~ = = =~ = = = = = = = = = - ~ -

2. 16gica = = = = = - = - = - - - - e - e e .- - -

3. NUMELOE = = = = = = = = = = = « = = = = « = = = = -

CAP. IV, LA LOGICA MATEMATICA EN LA CIENCIA DE LA COMPUTACION -~ - - =

a) Computabilidad Efectiva (Tesis de Church) - - - - - - -
b) Algoritmos y Miquinas Computadoras = = = = = = = = - =

algoritmos: métodos de resolucidn de problemas - -
caracteristicas y descripciones de algoritmos - - -
algoritmos de Markov = = = = = = = = = = = = = = « -
maquinas de Turing - = - « ~ = = =~ = = = = = - = ~ -
los problemas del castor laborioso y la parada - - -
computadoras digitales - - - = = - - = - - - - - - -
lenguajes de programacidn - - = =~ = = = = = = = = -

¢) Lenguajes Formales = = = = = = = = = =« =« = = =« = = ~ -

lenguajes de Post = = - = = = - = = = = = - = - - --
avances recientes en los lenguajes formales - - - -

CAPITULO V. CONCLUSIONES = = = = = = = = = = = = = = = « = = = = « =
BIBLIOGRAFIA., = = = = = = = = = = = o = ¢ 0 o = = = = = = = =« = = «

13

15
16
20
22
27
30

33

35
37
44
48
50
55

79
83

85
89
92
93
95
100
109
124
127

137

139
141
144

151

155
161

163
172
191

207
223
226
240

265
267
276




LA LOGICA MATEMATICA APLICADA A 1,OS ALGORITMOS Y

TECHICAS DEL CALCULO PROGRAMADO




N

Al tratar «i tema de la L&égica, tema tan vasto como su desavro-
1lo misme al través de los siglos, uno puede agrupar dicho tena,

segln el contexto que se d¢, en tres categorfas fundamentales:

lo. La L8gyica tratada por fil&sofos, tendente a2 enfatizar
el uso vy significado de la misma en la converszacidn -
cotidiana.

2.  La L&gica Matemdtica, que prescinde de las interpreta
ciones del qrupo anterior y se concentra en un enfo--

que formal algehraico,.

Jo. El tema dencminado Algebra Booleana, tratada ¢n su ~-—
aplicacibn a la Ingenieria en la teorfa de los circui
tos,

En el presente trabajo, he tratado de encerrar el tema de la L6
gica dentro del contexto de su aplicacifn a la ciencia de la co
municacidn, acorde a los modernos dispositivos fisicos existen-
tes en la actualidad para el tratamiento automético de la infor
macibn; me refiero a las computadoras. Asf, dado que el tema -
que trato es el de la comunicacibn - entre personas o entre per
sonas y computadoras = el presente trabajo sienta su base en la
muy importante idea de ALGORITMO.

Los temas desarrollados entonces toman su substancia del 2o0. y-
Jer. grupo esencialmente de nuestra clasificaci8n anterior. -
Abarco el aspecto histérico del primer grupo en el Capftulo I -
con una breve resena del desarrollo de la 16gica hasta nuestros
dfas, comparando su desarrollo con el de la invencibn en occi--

dente de "m&quinas de calcular" hasta las computadoras actuales.




CAPITULO T

INTRODUCCTON HISTORICA

La e¢volucibn de la LOgica comienza en la Grecia anticua, prin-
cipalmente con el fil&sofo AristbBteles (384-322 A.C.Y) y otros-
griegos de la antigliedad.

Como en la Geometria de Euclides v otros campos, las ideas - -
griegas sobre la 16gica dominaron por completo el campe duran-
te 2,000 anos. Luego, alrededor de 1666, Leibniz (1646-1716)-
propuso en varios trabajos lo que llamd el "c8lculo racional"-
o "Logfstica". Aunque Leibniz nunca desarrolld estas ideas --
con gran extensidn, sus escritos contienen el germen de gran -

parte de lo que hoy conocemos como Lbgica Matemdtica.

Como dato curioso, vale nctar que, anSlogo a la Geometria de -
Euclides y la L&gica de Aristbteles, el C8lculo Diferencial --
avanza simultfneamente y luego, como la légica, duerme larga--
mente hasta el Siglo XIX.

En 1642 Blaise Pascal (1623-1662) construye la primera méquina
de sumar. En 1671 Leibniz construye una m8quina que podla -~
también multiplicar. Incidentalmente, Leibniz introdujo tam--
bién en la terminologia matemdtica la palabra "funcibn", y fue
el primero en occidente en reconocer la importancia del siste-
ma numérico binario.

El siquiente acontecimiento importante en nuestra historia se-
da en 1812, cuando el inventor inglé&s Charles Babbage (1792- -
1871) disefna una "m&quina de diferencias" cuyo propfsito era -
ayudar a la construccibdn de tablas matemiticas, El gobierno -




britinicc subvenciond el proyecto; pero luego de varios anos -
de inGtiles esfuerzos en la construccidn del aparato, lo aban-
don6. En 1830 Babbage nuevamente propuso una "miauina analfti
ca" que tenia un almacenaje mecénico para losg datos e instruc-
ciones andlogas al almacenaje clectrdnico de las computadoras-
de hoy en dfa. La falla en esta miguina, como la de la "migui
na de diferencias", se debi® no a crrores en su concepcidn, 81
no a gque las herramientas v la tecnologia de entonces no cran-
adecuadas para propoercionar los componentes de precisibn reque
ridos.

Aungue el campe de la computaciln race inmfvil durante la si--
guiente centuria, el trabajo en LEgica avanza rapidamente. En
1847, Augusto De Morgan (1806-1871) pﬁblica un tratado: FORMAL
LOGIC. Al ano siguiente, George Boole (1B815-1864) escribif --
THE MATHEMATICAL ANALYSIS OF LOGIC, obra a la que siguib, en -
1854, AN INVESTIGATION OF THE LAWS OF TUOUAHT. Aungue ningunc
de estos trabajos contenia todos los elementos b&sicos de la -
l6gica tal como la entendemos hoy (Boole, por ejemplo, conside
raba solamente el uso de "o" como disyuncibn exclusiva al desa
rrollar su sistema algebraico), en los siguientes 50 afios un -
gran ntmero de excelentes l8gices expandi® csta base hasta que
Gottlob Frege la presenta esencialmente en su forma actual. Es
te perfodo en el desarrolleo de la L&gica culmin® en 1910-1913-
con la publicacibn de los PRINCIPIA MATHEMATICA de Alfred North
Whitehead (1861-1947) y Bertrand Russell (1872-1970). Fue este
un intento monumental de completar un programa gue Leibniz ha-
bfa sugerido: el de proporcionar una base l&gica para todas -
las mateméticas. El trabajo incluye Teorfa de Conjuntos en la
forma en que la habfan desarrollado George Cantor (1845-1918)-
y otros, y algunas partes de la Geometria; pero nunca se llevd
més lejos.

Por el tiempo de Whitehead y Russell, la L6gica Matem&tica ha-
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bfa alcanzade una saludable adolescencia y crecia rdpidamente-

en madurez, Desde ese tiempo el estudio de la Légica se ha de
sarrollado en diferentes direcciones, siendo la vque trataré en
este trabhajo la que nos lleva al concepto de algoriutme v a las
computadoras. Pero a@in hay mis; durante la Gltima mitad del -
siglo XIX los matemdticos habifan estado explotando v extendien
do el "método axiomitico" — el de enunciar axiomas vy lucgo de-
rivar teoremas formalmente de ellos —.

Auncue gran parte de este trabajo se habfa hecho en la Teorfa-
de Conjuntos, la Geometria y la LOgica, a fines de siglo pare-
cia completamente razonable a muchos mateméticos gue, ¢on el -
tiempo, todas las distintas partes de las matemf8ticas podrian-
axiomatizarse. La posicibn extremista en esta cuestibn era --
que no s6lo las distintas partes podrian axiomatizarse, sino -
que las matemfticas en su conjunto podrfan realmente axiomati-
zarse de un modo consistente y completo relativamente sencillo.
El matem&tico alemén David Hilbert (1862-1943) tenfa precisa--
mente esos puntos de vista. En 1900, Hilbert propuso una lis-
ta de 23 problemas cuyva soluci®n consideraba esencial para el-
avance de las matematicas. Muchos de estos problemas ya se --
han resuelto, muchos han dade lugar a otros problemas profun--
dos; algunos siguen ain sin solucibn. Se ha demostrado que --
unos pocos de ellos dependen fuertemente de conceptos 16gicos -
y por elleo, han influido en el desarrollo de la l8gica.

El programa que Hilbert tenfa en mente era el desarrollo de un
sistema L6gico-matemético dentro del cual estuvierdan inmersas-
todas las matem8ticas y que fuera demostrable su consistencia,
en el sentido de que seria posible probar gque de los axiomas -
de este sistema nunca se podria llegar a probar una contradic-
cifn como teorema. Fero en 1931, para decepcifn de los matemd
ticos como Hilbert, este programa recibi® un golpe mortal. Un
joven austriaco, Kurt Goédel (1906-1978) publicé un artfculo --




conteniendo ol siguiente resultado:

Cualauicr sistema formal que sea suficientemente ge-
neral para contener completamente ia toorfa clomen--
tal de los nlmeros, debe también contener férmulas -
que no se pueden ni probar o refutar dentro del sis

toema.

Lo que Gddel mostrs fue gue no import~ cufin fusrts sca un §is-
tema formal gue se invente, de ser consistente siempre habréi--
problemas que podrdn ser formulados dentro del sistema, pero -
que no podrdin resolversce dentro de &1, o sca, serd incompleta.
Esto quicre decir que, en nuestre contexto matemdtico, hay pro
blemas de las matemdticas que, forzosamente, nunca podrin re--
solverse, no simplemente porque no se haya descubierto cébmo re
solverlos, sino porque el hombre parece que es inherentemente-

incapaz de encontrarles una solucidn.

Esto pone al matemdtico en una situaci6bn desesperante v algo -
divertida, "como el gato que persigue su ccla". Tal parece que
es propio de la condicidn humana el llegar a situaciones absur
das y perseverar en las mismas,

Como Post ha escrito: ".... como las pruebas clédsicas de inso-

lubilidad, estas pruebas son de insolubilidad por medio de ins

trumentos dados. Lo que es nuevo, es que.... estos instrumen-
tos, en realidad, parece gue son los Ginicos instrumentos de --
que el hombre dispone".

Pero no todo fue decepcién y derrumbe, si bien el trabajo de -
Godel destruyé el programa de Hilbert, condujo en cambio al r§
pido desarrollo de un campo descuidado de las matem&ticas: el-

de determinar qué métodos son v&lidos en la resolucién de pro-

blemas. Las cuestiones bisicas aquf son exactamente lo que se

quiere decir cuando afirmamos que tenemos un algoritmo para re




solver un problema, que podemos "calcular efectivamente" una -
i ¢ 4 I

funcibn o que podemos "enumerar efectivamente” un conjunto.

En los afos treintas, un cierto ntimero de excelentes matem8ti-
cos y l6gicos se hicieron estas preguntas, con el resultado de
que fueron varios los conceptos que se propusieron como res- -
puestas satisfactorias. Entre los mds importantes de estos -
conceptos — s8lo por mencionarlos — est8n los de las funcjones
recursivas — introducidas por G8del -, A - definibilidad —
debido a Church — y computabilidad tal como lo postulan Turing
e, independientemente, Post, Mientras que estos conceptos son
superficialmente diferentes por completo, el hecho de que fue-
ran equivalentes era cosa sospechada por quienes los habfan --
creado o los maneijaban, y demostrada efectivamente por primera
vez en dos articulos de Kleene y Turing.

Después de esta explosifn de actividad, el trabajo en el campo
de la computabilidad se hizo gradualmente mds ligado a los con
ceptos méds finos de la teorfa. En tanto, el mundo de las com~-
putadoras naclfa lentamente. Mientras que las computadoras ana
l6gicas habfan sido ya discutidas y construidas desde hacfa va
rios afios (las m8quinas analbgicas son sistemas fisicos que se
comportan de modo semejante a otros sistemas ffsicos abatrac--
tos; miden y representan los nGmeros con magnitudes ffsicas ta
les como presifn, temperatura, voltaje y corriente. Por ejem-
plo, una regla de cflculo es un mecanismo analbgico en el que-
la longitud sirve de an8logo del logaritmo de los nQmeros) y -
la tarjeta perforada habfa sido inventada por Herman Hollerith
nada menos que en 1886, las computadoras digitales no aparecen
sino hasta 1940 (las m8qguinas digitales son sistemas ffsicos -
que cuentan utilizando series de dfgitos para representar un -
n@mero. Por ejemplo, una calculadora mec8nica de escritorio es
una m8quina digital con ruedas dentadas que sirven de dfgitos).
A partir de esta fecha el mundo de las computadoras crece ace-




leradamente, dando direccibn e fmpetu a estudios en lingufsti-

ca, teorfa de algoritmos y l6gica. El desarrollo de la teorta
de los autfbmatas ha sido motivada a menudo por un deseo de ~ -
construir modelos matem8ticos de computadoras digitales, y los
trabajos recientes cen este campo toman en cuenta cada vez mis-
las caracteristicas estructurales de estas m8quinas.

En los capitulos siguientes prepararé el terreno para mostrar-
al final el tipo de trabajos hechos en Lingiifstica, en Teorfa-
de algoritmos (Trabajo de Markov), la versifn de Turing y el -
uso de las computadoras en la construccifn de algoritmos para-
la demostracibn de algunos tecoremas de la Légica Matem&tica.




CAPITULO IT

NOCIONES PRELIMINARES

a) Conjuntos, relaciones y mapeos

b} Algebras Booleanas
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INTRODUCCION AL CAPITULG LI

El punto de partida de tceda estructura matemdtica supone .a ne
cesidad de razornar en forma vélida acerca de cosas trascenden=-
tes y singularmente importantes. Esto implica que ha de exis-
tir absoluta claridad y distincifn en todo lo concernlente al-
razonamiento deductive v&lido, esto es: significade de los tér
minos usuales, uso de proposiciones, definiciones, tecoremas, -
eliminaci6bn de las complicaciones y contingencias relativas a-
la vida cotidiana, reconocimiento y abandono de las falacias y
ambigdedades, etc, Todo ello obliga a una gran simplificacibn
y a la introduccibn de un simbolismo adecuado e :inequivoco, --
que permita razonar vilidamente mediante reglas fijadas con --
claridad, aunque sean arbitrarias.

Dos temas entrafablementc unidos gue dan este paso son: la L6-

gica Simbdlica (o Matem&tica) v la Teorfa de Conjuntos.

En este capitulo desarrollaré los conceptecs e ideas bisicos de
la Teorfa de Conjuntos desde el concepto indefinible de cornjun
to hasta las 8lgebras Booleanas. La idea de conjunto forma un
concepto unificante en la matem8tica moderna y es la base del-
tema de este trabajo. As! pues, en la primera parte (a) se cu
bren los conceptos b&sicos de esta teorfa que utiljzar?® des- -
pués, en la segunda parte (b) se discuten las Algebras Boolea-
nas. Estas constituyen una simple abstraccibn de las 8lgebras
de conjuntos y son importantes por dos aspectos:

En su aplicacibn: Se utilizan en el disefio de las computado--
ras digitales; vy

En su concepto: Proporcionan un nexo entre la Teorfa de Con
juntos y la Lbgica elemental.



a) CONJUNTOS, RELACIONES Y MAPEOS.

1. Introduccibn y notacibn.

2. Algunos conjuntos especiales,
3. Combinacidn de conjuntos,

4. Algebra de conjuntos.

5. Productos, relgbiones y mapeos.

6. La relacibn subconjunto.




1.~ INTRODUCCION Y HOTACION

Un punto en el que muchas discusiones formales o informales de
cualquier t&pico pueden terminar, es la cuestibdn de la defini-
cibn de los términos b&sicos; y nuestro tema no es la excep- -
cifn, Ast pues, partiremos de ciertos "indefinibles" para, a-
partir de ahf, desarrollar el tema.

Nuestros términos indefinidos ser8n las palabras: "conjunto" y

"elemento" y la frase "es un elemento de".

Podemos pues discutir estas palabras y decir informalmente lo-
que queremos que signifiquen, pero no las definiremos,

Por un conjunto A entendemos una coleccién de objetos, a los -
que llamaremos los elementos de A, (NOtese que no nos ayuda de
finir un conjunto como "una coleccibn de objetos", pues luego-
deberfamos decir qué es lo que entendemos por la expresibn "co
leccibn de objetos"), Estos objetos pueden ser cosas cuales--
guiera: conceptos, simbolos, conjuntos, etc,

Supondremos gue siempre que escribimos: "X es un elemento de -
A" podemos también escribir “"x es un elemento” y "A es un con-
junto". La Gnica restriccidn gue establecemos es gue tenga --
sentido preguntar "¢es x un elemento de A?", y que para cada Xx

y cada A la pregunta pueda de algGn modo ser contestada por --
"si“ o llnool.

Es bien conocido gue una teorfa formal de conjuntos construida
sobre este amplio marco lleva a situaciones paradb6jicas. Si -
uno desea construir una teorfa de conjuntos debe evitar que co
sas tales como "la coleccibn de todos los conjuntos”" sea un =--
conjunto. Como nuestro interés primario no va en esta direc--

cibn, no nos meteremos en las complejidades a las que, cuando-




estas paradojas se quieren evitar, hay yque enfrentarse; pero -

supondremos que los conjuntos en nuestro contexto se comportan

bien,
n _
Respecto a la notacibn adoptaremos la usual,

A los conjuntos los representaremos por letras mayGsculas

A, B, Cyerveenn
- A los elementos por letras cursivas minGsculas a, b, c,..
- La frase "es un elemento de" por €
- Y la frase "no es un elemento de" por ¢

2.~ ALGUNOS CONJUNTOS ESPECIALES

Como los elementos que pueden estar (o no estar) en un conjun-
to pueden ser de cualquier tipo concebible, resulta deseable -
la introduccibn de un conjunto universal.

Por ejemplo, si consideramos A = { x l2x =586 x = 0} , es cla
ro que A debe ser un conjunto de n@meros.

Pero el simbolo {x l2x =5 6 x = 0} no nos dice que x sea un
nimero: en este plan detallista, es entonces concebible buscar
X que satisfacieran 2x = 5 entre cosas tales como tri8ngulos,-
bocas de riego y pinturas abstractas, sin atendera si. esta bds
queda tiene algQn sentido. Es desde lueqo permisible escribir
A = { x| x es un nimero y 2x = 5 8 x = 0} , Mas si se van a ma
nejar muchos conjuntos de n@meros, esto nos obliga a una repe-
ticiBn tediosa. Lo que hacemos entonces es enunciar que "el--
conjunto universal U es el conjunto de nGmeros", y ya, t8cita-
mente, se supone gue cualquier elemento al que nos refiramos -
tiene la propiedad de gque es un elemento del conjunto particu-
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lar prescrito como conjunto universal.

As{ pues, un conjunto universal no contiene todo, sino que es,
m8s bien, el universo del discurso en un momento determinado,

Hay también otra raz6n para insistir en la especificacién de -
un conjunto universal, a saber, la de que los elementos de un-
conjunto dependen del conjunto universal,

Por ejemplo, A = l x |2x = 5 6 x = 0}

Si U es el conjunto de los nfimeros reales, resulta

ao={o 2.5}

pero s8i U es el conjunto de todos los enteros, entonces

A ={o}.

Sin embargo, si U eB el conjunto de todos los enteros impares,
entonces A no tiene elemento alguno. Esto nos muestra la nece
sidad de otro conjunto especial ¢, llamado el conjunto vaclo,-
que es el conjunto gque no tiene elemento alguno, Puede carace
terizarse como {xl x % x} .

Es frecuente gue estemos intersados en s8l1o0 ciertos elementos-
de un conjunto determinado, esto nos lleva a la siguiente defi
nicibn.

Definicibn 2.1

Decimos que A es un subconjunto de B, lo que escribimos -
A €£B, si y sblo si todo elemento de A es también un ele-
mento de B; i.e. 5i siempre que x€A, entonces también XEB
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Observamos, cn particular, que un conjunto A es siempre un sub
conjunto de &l mismo, ya que gicempre que X€A, entonces X€A, -
El conjunto vacio ¢ e¢s tambi&n subconjunto de cualquier conjun
to dado A, ya que la condicidn de la definicibn se satisface -
por vacuidad.

Definicibn 2.2

Dos conjuntos A y B son iguales, A = B, si y sblo si -
A¢ByBcA (Es decir, si y s8lo si todo elecmento ‘de A-
es un elemento de B y viceversa), o bien, si y s6lo si A-
y B tienen los mismos elementos,

Ejemplo.- Si U es el conjunto de nGmeros reales y A = ¢ y B =

{ x | x2 + 1 = O} entonces A = B
Definicién 2,3
A es un subconjunto propio de B, ASB, siAC B yv B # A.
Ejemplo.- Si U es el conjunto de los nmeros complejos y A =
.} 2 _ .
&l y B = { x‘ ®*x + 1 =0 entonces AEB.
Definicifn 2.4

Sea U el conjunto universal y A un conjunto cualquiera. =
El complemento de A, A, est8 definido como{ x| x ¢ A}

Si A y B son conjuntos, el complemento relativo de A res-
pectoaBesB\A={xlx€By x{}\]

fl

Ejemplo,~ Si U

{0,1,2,3,4,5,6,7,8}

{1,4,6,7]

i

A
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B = 1,‘,4,5,7}
c = 2,5}
entonces
A = {0,2,3,5,8}
B = {0,3,6,8}
c® = {0,1,3,4,6,7,3}

y el complemento relativo « N\ @ est& dado por la siguiente tabla:

<\ B A B c
A ¢ {6} A
B C ] {1,4,7}
c c g g




T
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3.~ COMBINACION DE CONJUNTOS

Partiendo de conjuntos dados, construiremos nuevos conjuntos,-
Nuestro objetivo es llegar a un &lgebra de conjuntos.

Definicibn 3.1
Sean A y B conjuntos cualesquiera.

Launibnde Ay Bes AWB ={x|x€ A 6 x€&Bo ambas -
Cosas},

La diferencia simétrica de Ay Bes AAB = {x ' XEA B
X € B pero no ambas},

La intersecci®n de A y B es AflB = (x'xéh Yy xéBI.

Ejemplo « =

En la siguiente tabla, se muestra la unibn, la diferencia
simétrica, la interseccifn y el complemento relativo de -
dos conjuntos dado un conjunto universal. Enseguida se -
dibujan los llamados diagramas_de Venn para visualizar me

jor estas relaciones.
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conjunto regibn conjunto regibn
19 1,2,3,4 AUB 2,3,4
A 2,3 AAB 2,4
B 3,4 Al 3
AS 1,4 A\B 2
B® 1,2 B\A 4

Aunque los diagramas de Venn son ayudas (tiles para entender -
las operaciones b8sicas entre conjuntos, su uso es limitado, -
pues para cuatro o cinco conjuntos son muy complicados, y para
nmeros mayores se convierten en un maremaghum sin esperanza -
de aclaracién, Afortunadamente en nuestro caso, no hay ningu-
na necesidad de considerar mis de tres conjuntos a la vez para
entender lo fundamental,
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4.- ALGEBRA DE CONJUNTOS,

A medida que trabajamos con las operaciones de conjuntos, se -

van haciendo claras varias propiedades de estas operaciones.
U,A vy N son conmutativas. Es decir:

Por ejemplo,

aUs
AAB

INAE:!

BUA
BAA
sNa

Por otra parte, en general, AN\B $ B\A.

Algunas otras propiedades podemos verlas en la siguiente tabla:

aUu = v AAu = &S Afllu = a
alUa = a Adn = ¢ Afa = A
AUa® = v AAA® = U AN = ¢
aUg = a ADg = A Allg = ¢
AUs = aamUmale = (aAp) A (als)
aAB = (aUs) \ (AN B)

(aUB) ¢ = a8

(aflB)€ = A°UBS

Al Uc = a0s U e
AUaNc = (AU N Vo)

(A%)°¢ = A




Vamos a sistematizar nuestro conocimiento de estas propiedades

en forma de un 8lgebra de conjuntos.

ftay agquf un paralelo con el dlgebra habitual de los nGmeros =--

reales: aunque veremos (ue la analogfa es imperfecta. Cuando -

tratamos con nGmeros, las dos operaciones bdsicas son + ye y -

satisfacen las siqguientes propicdades:

Si a, b, ¢ son nGmeros cualesquiera (reales)

14

Cierre:

Asociatividad:

Identidad:

Inverso:

Conmutatividad:

Distributividad:

Al

M1

A2

M2

A3

M3

Ad

M4

D1

D2

a + b es un ndmero

d @b es un ndmero

(a + b)) + ¢ a + (b + <)

i

(a2 e b) ec = a e (b ec)

t

Hay un Gnico ndmero 0 tal gue para cual--
quier ndmero a, a + 0 = 0 + a = a

Hay un Gnico nfmero 1, tal que para cual
quier nGmero a, ael = le@ia = a

Para cada nGmero a, hay un nGmero Gnico
— a, tal que a + (-a) = (-a) + a =0

Para cada nOmero a ¢ 0, hay un nlmero Gni

co a”t tal que a@al = alea = 1

a® (b +c) = aeb + aec

(a +b) @ac=aec+bec



La analogfa entre &lgebra ordinaria y &lgebra de conjuntos es-
casl completa, si usamos:

Z& en lugar de +

Y

1\ en lugar dec e

Todas las propiedades excepto la M4 se verifican.

El "ndmero dnico 0" se hace entonces "el Ginico conjunto ¢g*, el
"n@mero 6nico - a™ es el mismo “conjunto A" que se trate, el -

*“nGimero Gnico !"se convierte en "el Bnico conjunto U".

Una diferencia fundamental entrec el 8lgebra de conjuntos y el-
8lgebra ordinaria es que mientras gue hay infinitos nGmeros, -
puede ser que haya tan solo un nfimero finito de conjuntos en -
un 8lgebra de conjuntos.

Ejemplo. -
Sea U = {a, b, c}

Los subconjuntos de U son entonces ocho, a saber:

g D = {a, b}
A = { a} E = { a, c}
R T B (9
C ={c] U

Las siguientes tablas muestran cudl es el &lgebra de conjuntos
basada en este conjunto U.
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En este cjemplo estamos haclendo ugo de un rvesultado que proba

.

remos enseqguida, a saber, La determinaci@n del nfimero de obije

tos en un dlgebra de conjuntos.

Como estos objetos son los subconjuntos de un conjunto univer-
sal dado, lo que realmente estamos determinando es el nGmero -
de subconjuntos de un conjunto universal dado. Para cl objeti

vo de este trabajo nos restringiremos solamente al caso finito,
si A = {xl,...... X, f ¢s un conjunto de n elementos y B A,
entonces todo elemento xié A estd en B o no estd en B, Si defl
nimos

1 si xié B

0 si xif B

Entonces el conjunto B estd caracterizado por una sucesidn par

preceee Yn

ticular finita de ceros y unos Y

El nGmero de subconjuntos B gue pueden formarse es pues exacta
mente el nmero de tales sucesiones. Como hay dos posibilida-
des para cada Yi y hay n Yi - s, el nGmero de tales sucesiones
es el nlmero de ordenaciones con repeticibn de dos elementos -
tomados de n en n, 2". De donde tenemos cl siguiénte resulta-
do.

Teorema 4.1

Un conjunto de exactamente n clementos tiene exactamente-
N .
2! subconjuntos.

Ejemplo. -

Sea A = -{a, b, c,; y supongamos la correspondencia
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La ciguiente tablo muestra lus sucasiones vy los correspondien-
tes subconjuntos de A.

Yl Y2 Y3 subconjunto

0 0 0 g

0 0 1 (]}

0 1 0 ﬁb}

0 1 1 {b, c}

(af

1 0 0 12

1 0 1 (a, ¢}

1 1 0 {a, bf

1 1 1 A

5.- PRODUCTO, RELACIONES Y MAPEOS

Pefinicibn 5.1

Sean A y B dos conjuntos.

El conjunto producto A x B se define por A x B = {(a, b)l
a€& A y bE BI .
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El sfmbolo <a, b> se denomina par ordenado, donde el --
término "ordenado® implica que distinguimos entre el pri-
mero y el segundo elemento.

M&s generalmente:

Si Al, Az,......., An son conjuntos, entonces el conjunto -

producto cst8 definido como

Ay XAy X oo XA = {(al,az,...,an> l aj€ A, a,€R,y,...a €N
El sfmbolo (al, Aypeceny an> se llama n-ada ordenada.

Debe notarse que la operacibn producto no es conmutativa. Es -
decir, en general A x B ¢ B x A.

Analicemos ahora los subconjuntos de un conjunto producto, o -
sea las relaciones,

Definicibn 5.2
Una relacibn es un subconjunto de un conjunto producto.

En particular, una relacibn n-aria es un Subconjunto de -

un conjunto producto de n conjuntos Al' Az,...., An.

Ejemplo.
Sea A = { 1, 2, 3} . Entonces A x A tiene 9 elementos.

La relacifn (binaria) menor gue es entonces el subconjunto

M= {(102> ' <1l3> ’ (2'3>}0
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La relacién (binaria) igual que es el subconjunto

T (IR PRI CEY

Centraremos nuestra atencidn en las relaciones de orden 2; o -
sea en las relaciones binarias ya que de ahf surge el importan
te concepto de funcibn,

Definicién 5.3

Una relacifn binaria R es una funcibn o mapec si siempre-
que {a,b) € Ry (a,c)(R, entonces b = ¢,

Sin perder de vista el papel jugado por la relacién de orden 2
en la definicibn anterior, podemos definir lo que es una fun--
cibn si nuestra relacibn es n-aria, de la siguiente manera:

Una relacibn n-aria Rn es una funcifn o mapeo si siempre-

que (al, Aypeneny an_l,lb> ¢ Rn Y

<a1, Bypaneey an_l,<:> € R, entonces b = c.

En particular, si R E?Al X A2 X t.ooae X An-l x An es unh mapeo,

es un mapeo de A; X A, X ... x A en A .,

1 2 n-1 n

Diremos que €l mapeo R ¢s sobre, si para cada b € A existen ~

elementos a, € A, i =1,...., n-1, tales que (ai,...,a

b> € R.

n-1"*

M&s adelante tendremos necesidad de mapeos en el conjunto de -
los enteros positivos (longitud de palabras, n@mero de parénte
sis, etc.), en el conjunto {V,F‘} (interpretadas como verdade-
ro y falso) y también en un conjunto de gr&ficas (el "Srbol" -
de una f6rmula),
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Definicittn 5.4

Si RCA x B es una relacibdn binaria, entonces su rela- -
. N -1 L -
cibn inversa es R c B x A, definida por <a,b> & R 1

si y s6lo si <b,a) € R,

r

Notese que la inversa de una funcién no necesariamente ¢s una-

funcién. Nbtese también que (R~_1)"l R,

pefinicibn 5.5

; -1 . -
S1 Ry R resultan ser ambas funciones, entonces R y R 1

se dice que son funciones inyectivas g uno-uno.

El término uno-uno nace del hecho de que un mapeo tal envia -
dos elementos distintos en dos elementos distintos. Tales ma-
peos los utilizaremos mis adelante, por ejemplo en la recupera
cién de informacibn. Si hemos asignado nGmeros a expedientes-
en un banco de datos, (es decir, si hemos definido un mapeo =
del conjunto de expedientes en el conjunto de nGmeros), enton-
ces para poder localizar los expedientes usando los ndmeros, -
tendrfamos que haber asignado nfimeros distintos a expedientes-
distintos, o sea,el mapeo habrfa de ser uno-uno.

6 .- LA RELACION SUBCONJUNTO.

Examinamos ahora con mis detalle la dnica relacién que hemos -
usado entre conjunteos, la de subconjunto. En el sentido defi-

nido en la seccién anterior, esta relacibn es la siguiente:

Si U es nuestro conjunto universal y V el conjunto de todos --
los subconjuntos de U, entonces AC B es una relacibn en V x V,

Esta relacibn tiene las siguientes propiedades en com@in con la
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relacidn "menor o iqual gue" S } definida para nGmeros,
ndmeros conjuntos
Reflexiva: ngn ACA
Antisimitrica singm y m<gn s1L AEB y BEA
entonces n = m entonces A = B
Transitiva: si ngmymgp Si A¢B vy B&C
entonces xx$;) entonces AC C

Toda relacién con estas propiedades se denomina un orden par--
cial.

Ast pues, la relacibdn subconjunto es un orden parcial sobre el
conjunto de todos los subconjuntos de U,

Sin embargo, una diferencia notable entre las relaciones

C es que:
vy Cesg
Dados dos nlmeros cualesquiera m y n, se tiene m{n 6 ng<m,

Pero dados, por ejemplo, los conjuntos A = {1,2} y B ={ 2,3}
ninguno es subconjunto del otro.

Las relaciones subconjunto existentes en un conjunto universal
dado podemos expresarlas mediante un dibujo llamado reticulado
de subconjuntos 6 diagrama de Hasse. En un tal diagrama, AC B

si y s6lo si A se encuentra debajo de B y est8 conectado con B
por un segmento o segmentos en direccifn ascendente,
Ejemplo.

El siqguiente diagrama muestra el reticulado de los subcon
juntos del conjunto {1,2,3} .
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Disefo 16gico de un circuito sumador
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l.- DEFINICION Y COMENTARIOS

Definicién 1.1

Un 8lgebra booleana es un sistema algebraico constituido-

por un conjunto S junto con dos operaciones # (como adi--
cibn) y ¢ (como multiplicacién) definidas sobre S, tales-
que:

1) Se verifican las reglas:

1Y Dy

(ver el apartado a), seccibn 4),

2) Todo elemento es un idempotente, es decir, si a€ S, -
entonces aea = a,

Resulta claro ahora, dada esta definicifn, que toda 8lgebra de
conjunto es un &lgebra booleana, con 4 como adicibn y N\ como -
multiplicacién. Sin embargo, en el caso recfproco, hacemos no
tar gque toda 8lgebra booleana, si es finita, no es m&s que el-
S&lgebra de todos los subconjuntos de alg@n cierto conjunto uni
versal dado, pero no asf en caso de ser infinita, pues algunas
de ellas forman 8lgebras de conjuntos mfs complejas.
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Hemos cevitado deliberadamente usar " + " caome el simbolo de la
adicibn porque por lo general sc¢ asocia con la operaciédn unién
(U) de las 4dlgebras de conjuntos,

Definimos ahora en términos de + y ® las dlgebras booleanas. -

Esta y la anterior definicibn son equivalentoes.

Definicién 1.2

Un 4dlgebra booleana es un sistema algebraico consistente-
en un conjunto 5 junto con dos operaciones + y @ defini--
das sobre S, tales que para cualesquiera elementos - - -=
a, b, ¢ € 8§, se verifican las siquientes propiedades o -
axiomas:

Al. a +b €5

MlL. a eb € s

A2, a + (b +c¢c) = (a +b) +c

M2 ae(bec) = (aeb) ec

A3. Jloes yVaes:a+0=0+a=a

Mi. d/1es)Vaes: ael

]
o
@
1]

W
o

A5. a + b =Db + a

M5. a @¢b=Db @ a

Dl1. a @e(b +c) =aeb+agc

D2. (a +b) ec=a @c +b gc

D3. a + (b @ec) = (a +b) @ (a t c)
D4. (a e b) +c = (a +c) @ (b + c)

ci.Vaes ;! a'e S y a+ a' =1 yaega'=090

Donde en la notacién anterior:
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J 4 miiere dncir "hay un fAnian®

v " " ll})ara todoll
). " " "ral que "
: " " "se cumple lo siquiente”

2.- DUALIDAD Y OTRAS PROPLEDADES,

Trabajaremos con la seqgunda definicifn de las que dimos para -
&lgebras booleanas,

Notemos que todos los axiomas dados, con excepcidn de A3, M3 y
Cl, se presentan en pares, con la propiedad de que, si se in--
tercambian la adiciébn y la multiplicacién, el 8nico efecto es-
el de intercambiar los miembros del par, —no se crean nuevas-
f&é&rmulas,

D1 se convierte en D3 y viceversa; lo mismo D2 con D4,

En cambio, si intercambiamos las operaciones en A3, M3 y Cl si
se originan nuevas f8rmulas. Sin embargo, si el intercambio -
lo hacemos tambi&n con el 0 y el 1, A3 se convierte en M3 vy vi
ceversa y en Cl se intercamblan sus dos f6rmulas, Tenemos - -
pues una importante dualidad en las 8lgebras booleanas,

PRINCIPIO DE DUALIDAD

Si una férmula dada es deducible de los axiomas de un 81~
gebra booleana, entonces la f&6rmula obtenida al intercam-
biar + y @ y los elementos 0 y 1 en la fdrmula dada, es =-
tambié&n deducible,

Este principio se sigue de los comentarios hechos antes sobre-
la dualidad de los axiomas, y del hecho de que cada prueba o -
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deduccibn consiste cn una sucesibdn de fOHrmulas que son axiomas

o son derivadas de los axiomas.

A continuacifn veremos unas pocas propiedades

con pruebas in--

formales aplicando el principio anterjior y que utilizaremos --

despubs.

Suponemos que B = <£3. +, ‘> es un 8lgebra
todos los elementos que aparecen son miembros

Teorema 2.1

\fa € S: a + a

]
o
L<
o
®
©

Prueba,

&
+
o
1l

(a+a) (l) e & 0 s 2 e

(a+a) (a+ a')

a +(a @ Mt iiiirenniennnnn

a + 0..---.-.-...---.--.---

aoo.co.t.ulolu'l'qtbo!.....

booleana y que -
de S.

M3
Cl
D3
Cl

A3
Q.E.D.

La prueba para a @ a = a se obtiene automiticamente por duali-

dad,

a® a=aea+0 ..0000e0

(a @ al+(a @ @a'seeeeerruenss
==a(a*a').................

= a .1.-0-0-.;--..0-00-0.0-.

Ay o s o vevrenvssosonsonsnssoeen

A3

Ccl

Dl

c1

M3




Teorema 2.2

Vaes:a+l=1yaed=0

Prueba,

n

a+ 1 1 (a4 1)oueurroennsnecanss M3

i

(a.‘-a.) (a+ l)..l.l.l...‘. Cl

fl

El"'(a'.l).....--...-..... D3

a + a'

L I R R I Y R I I A N B Y M3

#

l.-uo-ocoo.o-...-o---oo--oo Cl'

Q.E.D,
La prueba para a @ 0 = 0 se sigue de §&ésta por dualidad.

Tecorema 2.3 LEYES DE ABSORCION

Va,béS:a+(ab)=aya0(a+b)=a

Prueba,
at+tlabl={aell+la @ebleveseree,.. M3
=a{l +b)..eiiiiecresesss D1

a ® l.,....00ci000tteeseas A5, Teo 2.2

Fe T O M3

Q-E.D.

La prueba para a ( a + b ) = a se sigue de

39

ésta por dualidad.
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Teorema 2.4 LEYLRS DI DIIMORGAN

Va,bé.S: (a @ L)' a' 4 B v (a + b)' - a' ¢ b!

Prueba,
Por Cl sabemos que (a @ bl)(a @ b)' - 0 vy (a e b) +
(a @ b)' -1y gque para a e b, (a @ b)' es el Gnico clemen

to para el gue estas afirmaciones son vilidas.

Entonces, si podemos mostrar que a' + b' en el lugar de (a.b)"!
satisface estas mismas ecuaciones, tenemos la primera f6rmula-
del Teorema. La segunda se siqgue por dualidad. FExaminamos --
pues (a @ b) (a' + b') y(a e bl+(a' + b')

it

(a @ b) (a* + b") ae be a' +a ¢ b e b'..... D1, M2

= 0 @b + aed ...,..... veeee. M2, M5, CL
= 0+ 0. iiniiiens . .. Teo 2.2
Z 0t vnnan O %

(a@bl+{a' + b= (a+a' +b") b+a'+b")..ueeen... DA

i

(L +Db")(1 +a').......00vveve.. A2,A5,C1

it

1@l it i i et it it e, TEO 2.2

S AP

Por tanto, tenemos que (a e b)' = a' + b!
Q.E.D.




Teorcma 2.5

0' =1 ¢y 1' =20
Prueba,

Sabemos por el Teo. 2,2 que 'l + 0 ~ 1 v 1 @0 = 0, pero -

éstas son las ecuaciones de Cl, y por la unicidad allf -
postulada, 1' = 0 y 0' =1

Q.E.D.
Teorema 2.6

Si un 8lgebra booleana contiene al menos dos elementos -~
distintos, entonces 01,

Prueba,
Supongamos que 4 B = {S, +, @) &lgebra booleana con al-

menos dos elementus distintos ¢n la que 0 = 1, = 3
a €& § y a # 0.

Por un lado tenemos, por M3: a = a ¢ 1

Por otro, 1

]

0 3 ael =ae0yaeo

1]

0 por Tece. 2.2

L. a=0 V De donde 0 ¢4 1,
o

El sfmbolo Y denota "contradiccibn".

Corolario 1.

Ningtin 8lgebra booleana tiene exactamente tres elementos.
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Prueba.

Supongamos que hay tres elementos distintos en un 8lgebra
booleana, a saber, 0, 1 y a. (Sabemos que 0 y 1 est&n am-
bos presentes y son distintos por el Teo. 2.6).

Consideremos a', De la ecuacibn a t+ a' =1 y a @a' = 0
se sique que a' no puede ser ninguno de los elementos 0,-
a 6 1, De donde debe existir, seglGn Cl, un cuarto elemen
to.
Q.E.D.
Lema.- (a')' = a V’a €s . (por la unicidad postulada en C1
pues a'é S).

Corolario 2,

NingGn dlgebra booleana finita con m8s de un elemento tie
ne un nfdmero impar de elementos,

Prueba.
De las ccuaciones a + a' = 1l y a e a' = 0 y de 10s Teos.-
2,6 y 2.1 se sigue que para cada a, a' es distinta de a.-
También se sigue que si a ¢b entonces a'$ b', pues si -
a' = b' = c entonces ¢' = (a')' y ¢! = (b')"' luego - - -
a= (a')'" = (b'")' = b. Por tanto los elementos de un &1-
gebra booleana con m8s de un elemento deben ocurrir en pa
res distintos (0,1), (a,a'), (b,b'),.... cuya existencia

se desprende de Cl,
Q.E.D.

Como toda 8lgebra de conjuntos es un &lgebra booleana, el orden
parcial que es la relaci®n subconjunto debe tener validez, al -
menos para algunas &lgebras booleanas. Veremos que en realidad
es v8lido para todas ellas.




Definicibn 2.1

Scan x y y elementos de un 8lgebra booleana. Decimos que-
X es menor o igual que y (xgy) si y sflo si x + vy = vy,

Teorema 2.7

¢ es un orden parcial.

Prueba.

s~ Por el Teo. 2.1 x + X = X . x € x

— Si x{y entonces x + y = Yy
y si y¢x entonces y + x = X
perox + y = y + x .. x =y

e S1 XgY Yy y¢z entonces x + y =Yy y Y+ 2z2=2
de donde x + 2z = X + (y + 2) = (x +y) + 2 =
y + 2= 2 S X9

Q.E.D.
Teorema 2,8

Sean x, y, 2 elementos de un 8lgebra booleana.

Entonces el orden parcial tiene las siguientes propieda-
des;:

i) 8i x(vy y x { z, entonces x { y® 2
ii) si xg{y, entonces x{y + gz para cualquier z.
ii1) Si x¢y, entonces x 2 y para cualquier z.

iv) x¢y & Y'S x'
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El sfmbolo " ¢»" significa "si GhOlo s,

Pruebas.

i) x +y -y y X+ 22 . luego por D) 2 vy oz o=
(x + v} (X + 2) ~yz. . = « v 2.

i1) 8i x + v = vy, entonces x + (v + o) {x+ty) t2 - %+ 2

1ii) Por las leyes de absorcifin (Teo. 2.3) x z + x - x.

Luego X z £ X vy como 2Ly, por transitividad x 2z £ y.

iv) Supongamas XL y. Entonces xo4ow v, de donde v*' =
(x + y)'. Luego v' + x' = (x + y)' + x' =
- !
= L(x YY) e x j - x' por las leves de absorci®bn.
El reciproco se sique del Lema (x') x dado antes.
Q.E.D,

3.- FUNCIONES BOOLEAMNAS

Definicidn 3.1

Sean Kyvewouns X variables cuyos valores se encuentran -
en un 8dlgebra booleana. Un mapeo £ del &lgebra booleana-
en si misma:

f: B= S, +, ) — B




es una funcidn booleana de n variables, si puede cons- -

truirse de acuerdo con las siguientes cinco reglas:

1.

o0

s}
.

Para valores cualesquiera de Xireoros xn, £ (xl....,

xn) = a, donde a¢ S es f{ija, entonces { es una fun- -

cibn boolcana, Esta es la funcifn constante.

Si para valores cualesquicra de Kyseeoe xn, f(xl,..,

xn) = X, para algtn i = 1,...., n, entonces { es una-

funci6n booleana. Esta es una funcifn proyeccibn,

81 £ es una funcibn booleanra, entupces g, definida
)

O0r G{X, sevr., X - Xy, ee0., X para cuales--

E ]( .1.’ [ n) ( ( ll ’ l\)) pare < S

quiera xl,... X , es una funcidn boolcana.
1

n

Si £y g son funciones bocleanas, entonces h y k defi

nidas por:
h (XL”"’ x ) f(xl,...., xn) + q(xl....,xn)
k (xl,..., ¥ ) = f(xl,...., xn) ® g (xl,...,xn)

para X, ..., xn cualesquiera, son funciones booleanas.

Cualquier funcidn gue pueda construirse por un nlmero
finito de aplicaciones de las reglas anteriores, y sb

lo funciones de tal tipo, es una funcibHn booleana,

En resumen, vemos que una funcidn booleana es cualgquier funcibn

que puede construirse partiendo de las funciones constantes y -

las funciones proyecci®n mediante un nGmero finito de usos de -~

'yt y e




A causa de las relaciones existentes entre las operaciones, es-

posible que una funcifn booleana tome diversas formas.
Ejemplo:
S f (x, y) = x' ¢!
y g (x, yl = (x + y)' entonces por De Morgan sabemos que-
f vy g son la misma funci®n,
Para determinar mejor si dos expresiones representan o no la -
misma funcibn booleana cs deseable tener una forma est&ndar pa-

ra representar las funciones. En el teorema gue sigue se pre--
senta tal forma esténdar llamada forma can®nica.

Teorema 3,1

Si £ es una funcibn booleana de una variable, entonces pa
ra todos los valores de x, £ (x) = £ (1) @ x + £(0) ¢ x'.

Este es el caso de una sola variable x. De manera anfloga tene
mos que:

Si f es una funcibn booleana de dos variables, entonces -
Para todos los valores de x y de y, f (x,y) = £(1,1)e X0y

+ £ (1,0) ex @y' + £ (0,1) @ x' @y + f (0,0) @ X oY,

Y en general,

Si f es una funcidn booleana de n variables, entonces pa-

ra todos los valores de xl,....., xn,

e

e
F(Xgreaey X ) = § . . 1 €2 . %
1 n f (cl""' Ln) X)L %, cee Ny
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donde las e; toman los valores 0 8 1 y

[+
x
1]
e
®
#
-

i
(=]

' .
. 81 €,
)(1 1 i

Nétese que la sumatoria desarrolla 2" t&rminos.

Esta forma canfnina se conoce como una SUMA DE PRODUCTOS 6 for-
ma normal disyuntiva o FORMA NORMAL MINTERM. En formal dual, -
hay un PRODUCTO DE SUMAS o forma normal conjuntiva o FORMA MNOR-
MAL MAXTERM, que discutiremos en el capftulo siguiente.

En un 8lgebra booleana con 4 elementos 0, 1, a, a', consi
deremos las funciones f(x) = x + x®ea y g(x,y) = x' y +

x y' + y'. Observando la siguiente tégla podemos trans--
formar £ y g a su forma canbnica, considerando los valo--
res que toman en 0 y 1,

-~
x f (x) x ¥ 0 1 a a'

{ o a
1 1 g(x,y)
::- a a 1 at' at 1l
;T* 1 al 1 a 1 a

Forma normal Minterm:

f(x) = £(1) @ x + £(0) . x'
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g (%,vy) 0 ® vx + 1@ xy' 4. x'y + L @ x'y

De la forma normal disyvuntiva se desprende, de modo evidente, -
que para cualquier dlgebra booleana las valores de cualquier -
funcidbn booleana  de n variables estin completamente determi-

nados por sus valores en los puntos <3i,...,x donde cada -

n- '
una de las X tiene el valor 0 6 el 1, MNos proporciona esto -

una bella interpretacibn geométrica de las funciones booleanas,

4.~ DE LOS CONJUNTOS A LA LOGICA

Veremos en forma breve el nexo gue mencionamos entre la teoria
de conjuntos y la L&gica, que nos proporciona el dlgebra boo--
leana.

A un extremo tenemos un dlgebra de conjuntos de dos elementos-
basada, digamos, en el conjunto A = [a] con sus dos subconjun
tos § y A. Las tres tablas de operaciones para ella aparecen-
en la Tabla 4.1,

< A g o< U é’ ;x r\ﬁ

¢ A ___B A c\\?] g A
g A "] g A g ") s
A A ¥ A A A A g A

Tabla 4.1, Operaciones en &lgebra de--

conjuntos de dos elementos.

Interpretando ésta como un 8lgebra booleana, encontramos que -
los dos eclementos § v A deben corresponder al 0 y 1 aue estln-

presentes en toda adlgebra booleana.

¥ corresponde al 0 y A corresponde al 1. Las operaciones para
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un dlgebra booleana abstracta sobre dos elementos estdn dadas-
en la Tabla 4.2

.M f oL 4 f o®Q
N ..
PRI 1 2l 0 1 > o 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 0 1

Tabla 4.2. Operaciones en 8lgebra boo-

leana de dos clementos.

La Logica mis a menudo estudiada es una 16gica de dos valores,
(es la m8s estudiada por razones que su aplicacibn justifica).

Una proposicifn puede ser verdadera (V) o falsa (F),
més.

pero nada
L.os simbolos operatorios se corresponden de la manera si-
guiente:

dlgebra Logica
booleana
b
b oV

o - N\

Las tablas operatorias se dan en la tabla 4.3




. ~

u\(il F v =N r Ll Py
Pl P v Pl P v ¢ | oF F
v I v F viv v v F v

Tabla 4.3 Operaciones en el cflculo propo
sicional.

En la serie de tablas anteriores estoy tomando:
En conjuntos.- ot A B = {x ' x €& 5§ x€@ pero no ambas}
En 8lgebra bolleana.- o # ¢ 7 («'®@) + (x0 ')

En L6gica.- o« § @ = (oLV(i ) N\~ (0"-/\{3)

donde los conectivos V, /\, ~~ los discutiremos en el capftulo-
siguiente.

La correspondencia total entre sfmbolos es entonces:

conjuntos dlgebra Lbgica
booleana
A —_— ¢ ——) 4
U —— — 5V
N —_— L — A\

5.- APLICACION BOQLEANA A CIRCUITOS

Como una aplicacidn fisica inmediata del &lgebra booleana con-
sideraremos el disefio de circuitos de distribucién,
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Podemos asociar a cada variable con un interruptor o v&lvula =
en una lfnea por la que puede pasar electricidad, agqua, infor-
macifn o cualquier otra magnitud. Fisicamente, este interrup-
tor puede ser una vdlvula en un sistema de conduccibn de aguas,
un interruptor eléctrico, un transistor, un diodo, un despacha
dor de un almacén, o cualquier otro mecanismo o persona capaz-
de permitir o prohibir el paso de alguna magnitud.

Por ejemplo en la figura 5.1 a), si hay una entrada en el pun-
to a, entonces hay una salida en el punto b 8i y 86lo 8i la -=
v8lvula x est8 cerrada.

. A

x b

Fig. 5.1 a) x'

Podemos entonces representar varias funciones l6gicas en térm£
nos de tales vilvulas.

- Una variable "no complementada®” la asociamos a una val
vula que est8 normalmente abierta.

- Una variable "complementada"™ la asociamos a una v8lvu-
la que est8 normalmente cerrada.

De modo due:

- Habr8 una salida, si la variable es pasiva (v8lvula iz
quierda cerrada).

- No habr8 salida, si la variable es activa (vBlvula - -
abierta).

Asf, en la figura S.1lb), si hay una entrada en el punto a, ha-
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brd entonces una salida on el punto b, o1 v s6lo si amhas vil-
vulas x,v, cstin cerradas. Luego osto representa el término -

Xy.

A mrmem e X e ey L L,

Piag., S5.1h) Yoy

a ~— el R e

- et ()

b e T

Fig. 5.¢) X 4+ v

Para que haya una salida en el punte ¢, dado Gue haya entradas
en los puntos a v b, o la vilvula x o la vilvula Y. o ambas, de
ben estar cerradas. Do donde esta configuracibn representa la
expresibn x + v,

Con esto tenemos los circuitos blisicos de distribucitn que re-

bPresentan las operacicnes bésicas de un dlgebra booleana: - -

'I.I+‘

Vayamos ahovya a expresiones mis complejas mediante ejenplos --
sencillos,

Ejemplo 5.1

Determinemos qué funcién booleana representa ol circuito-

de la fiqura 5.0.




iy

- e m e e s et

Ve
pee e ety e
s Ve -~
s I - 4
S QS S L e 2
‘ ///
[ - [

Fig. 5.2

(Recuérdese que la vllvula x estd normalmente abierta vy la x'-
normalmente cerrada).

La linea superior on el circuito representa la expresibn-

x'y.

La segunda linea, e¢n la porcidn .zauierda, tenemas el ti-
po de la figura 5.1 ¢), y por cnde representa x' + xy, --
Luego, la linea en su totalidad, corresponde a la oxpre--
si6n {(x' + xv) =z.

- Andlogamente, la linea inferior se corresponde con la ex-
presion x (v + y' 2zt z),

El circuito total es de nuevo del tipo mostrade en la figqg. -

5.1 ¢), de donde representa la expresién booleana:
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X'y + (x' + xy) 2+ x (y+y' 2+ 2)
Ejemplo 5.2
Analicemos el siguiente caso.

La expresifn w' x' 2 + w xz' + Xy se corresponde con la -
figura 5.3

A

X

< /,
g
A

Fig., 5.3

N&6tese que dos de las vllvulas tienen como denominaci®n x.

Podemos combinar estas dos v8lvulas obteniendo el circuito de-
la Fig. 5.4, que tiene una v8lvula menos y es equivalente al -
circuito de la Fig., 5.3. Esto corresponde a la factorizacién-

de x.
A 4 e

i

Fig. 5.4 Circuito equivalente al 5,3
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A causa de la correspondencia entre las funciones booleanas y-
los circuitos sencillos de distribucibn, es posible aplicar =--
técnicas de minimizacibn del flgebra booleana — grfficas, tabu
lares o algebraicas = al problema de simplificar un circuito -
de distribucién dado,

Asi, nuestra expresifn del ejemplo 5.1, x'y + (x' + xXy) 3 + X
(y + y' 2z + 2) la reducimos rfpidamente en forma algebraica a -
la expresibn y + (x + 1) 2, que implica el siguiente circuito-
de distribucifn mucho mis simple, que es entonces equivalentee
de la fiqura 5.2

/

b 4

I A

Circuito Equivalente al 5.2

6.- DISERO LOGICO DE UN CIRCUITO SUMADOR

Veremos ahora un trabajo de aplicacién de la matemftica al di
sefio de un circuito sumador similar a los usados en las calcu=~
ladoras electrbnicas. Se enfatiza la importancia de la 18gica
matem8tica y la aritmética, asf como la forma en que ambas se-
combinan para lograr el artefacto en cuestifn,

Empezaremos por observar la manera en gue el simbolismo més -=-
elemental de la 1l8gica matemitica, ideado y desarrollado para-
estudiar la estructura de los lenguajes natural y matemftico,-
se presta a una reinterpretacifn que desempefia una funcién de-
terminante en el proceso de aplicaci®n, Luego compararemos =
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brevemente algunos sistemas de representacién de nmeros natu-
rales, intentando poner en claro que la forma en que hacemos -
operaciones aritméticas en el sistema decimal se puede exten--
der a otras notaciones posicionales y, por Gltimo, explicare--
mos la forma en que se integran los conceptos l6gicos y aritmé
ticos para el logro del circuito digital antes mencionado.

De los conceptos L&gicos, s&lo utilizamos los mi&s elementales-
del c8lculo proposicional y los presentaremos no rigurosamente,
sino por medio de algunos usos que se les da y lo haremos en =
la Tabla 6.0, organizada as{:

La columna central est8 dedicada al simbolismo correspondiente
a los conceptos mencionados y tiene prioridad en la Tabla. En-
la primera columna se dan ejemplos de construcciones, pertene-
cientes al espafiol y a la matemitica, similares a las que ori-
ginaron el uso del simbolismo légico. Con el transcurso del -
tiempo la L8gica matemdtica se ha desarrollado y los puntos de
vista han cambiado: en la actualidad en vez de considerar a --
los sfmbolos l8gicos como meras abreviaturas de cilertas cons--
trucciones de otros lenguajes, conviene tratar a &stas como in
terpretaciones de aquellos, entre muchas otras posibles. Preci
samente en la tercera columna se presenta otra interpretacibn,
una en la que a los sfmbolos l8gicos se les asocian objetos de
los com@nmente llamados "materiales”, en contraste con las in-
terpretaciones anteriores en que los objetos asociados son sim
b&licos. Esto no tiene nada de raro, tan solo ilustra que la-
L6gica Matemftica se puede aplicar a la matemftica misma o al-
"mundo real™, conviene notar que en este caso la aplicacibn --

"pr8ctica” fue posterior y en mucho se debe a la aplicacifn --
"tebrica”,




TABLA 6.0,

INTERPRETACIONES ALGUNOS SIMBOLOS USADOS INTERPRETACION DE INTERES
USUALES EN LOGICA MATEMATICA PARA NUESTRO TRABAJO
up Sl : :
Guadalajara es bella 0 \\\\5\\\
2 +1 =3

R Q

(Ejemplos de proposicio-

nes; dos pertenecen al -
lenguaje matemdtico y la

(Simbolos conocidos como letras

proposicionales; originalmente-

e pensaron para representar --

(a las letras proposiciona
les les corresponden alam-
bres conductores de elec--

otra al espafnol). proposiciones tricidad, que en el papel-
representamos con rayas).
FALSO 0 0——————9 No conduce corrien
te
VERDADERO 1 1 NI

(Usados para clasificar-
proposiciones en verda--

(Se les conoce como valores de-
verdad)

ras y falsas)

Conduce corriente

(Cuando no conduce corrien
te un alambre se dice que-
est8 en estado 0, en caso-
contrario se dice que est8
en estado 1)




INTERPRETACIONES ALGUNOS SIMBOLOS USADOS INTERPRETACION DE INTERES
USUALES EN LOGICA MATEMATICA PARA NUESTRO TRABAJO
o ~ =]
Y A
[~
0 \

(Se combinan con proposi
ciones para dar lugar a-
proposiciones compuestas)

(Llamados operadores 186gicos).
Se combinan con letras proposi
cionales para construir f8&rmu-
las proposicionales, Se llaman
negaci8n, conjuncibn y disyun-

ciébn, respectivamente).

] v
(A los operadores les co--~
rresponden unos artefactos
cuyo comportamiento descri
bimos m&s adelante. Se co-
nectan con alambres para -
construir circuitos).

2 +1#% 5
(abrevia: no 2+ 1 =5)

1{345
(abrevia: 13 y 345)

2£3
(abrevia: 2{3 6 2 = 3)

(son ejemplos de proposi
ciones compuestas).

p N g p\ q
/\/
PV q P a
N

(Ejemplos de F6rmulas Proposi--

cionales escritas en forma - -
usual y en forma de &rbol),

p

=

~p
P g P g
A
pAg Vg

(Ejemplos de circuitos de
los mds sencillos).

(%]
@



INTERPRETACIONES

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS

INTERPRETACION DE INTERES

USUALES DE LOGICA MATEMATICA PARA NUESTRO TRABAJO
Cuando una proposicién - A ~ A 0 1
es falsa, su negacifn es 0 1 E:%Z] ~
verdadera y viceversa.
1 0 1 0]

La conjuncién de dos pro A B AN B 00 01 10 11
posiciones es verdera, - ! I l I l l
s6lo cuando ambas son -- 0 0 0 . S
verdaderas, en otro caso 0 1 0 A A A N
es falsa. ! 0 0 l ] I

1 1 1 0] 0] 0 1
La disyuncién de dos pro A_ B (AVaHS 00 01 10 11
posiciones es falsa sb6lo 0 0 0 ] ] ] l I ] |J
en el caso que ambas son o 1 1 N, | l v Y, %
falsas, en caso contra--— 1 0 1 ] l ] [
rio es verdadera.

1 ! 0 1 1 1

(Las anteriores son con-~-
venciones que se acostum
bran en la matemftica y-
también en el razonamien
to usual),

(Las anteriores son las tablas)
de verdad para la negacibn, la-
conjuncién y la disyuncién. Se-
toman como punto de partida, es
decir, son definiciones, para -
construir tablas a férmulas pro

posicionales cualesguiera).

(Los artefactos [Z] , A

Y I v se construyen para
que sus estados posjibles -

sean los representados en-

la figura,

Al final de la

6S

tabla describimos una for-
ma sencilla para construir

los).
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INTERPRETACIONES ALGUNOS SIMBOLOS USADOS INTERPRETACHON DE INTERES
USUALES DE LOGICA MATEMATICA PARA NUESTRO TRABAJO
¢Como se construye la tabla de- ¢COHMo se comporta el cir-
verdad de una f8rmula proposi-- cuito asociado a una f6r-
cional cualquiera?, Veamos un - mula proposicional cual--
ejemplo. quiera? Veamos un ejem--
plo.
E J E M P L O E J E M P L. O
A8 O C I A D O
Consideremos la fb6rmula siguien El siguiente es el circui
te (que aparece escrita primero to asociado a la f6rmula-
en la forma usual y despubs en- de la columna central, --
la forma de &rbol), (Compdrese con la férmula
escrita en forma de &rbol)
a £3 a= 2 PV q A { ~ 1)
P 8 r
abreviatura de: P q r ' :
s
(a3 6 a=3)y \ / l v [~ .
v . i L=
(no a = 2) \ / \‘T....A...A-;'
/ Al
—
A eV A (~r)

Cuando a es 2 la proposi-
cibn es:
(2¢3 86 2 = 3) y nof2 = 2)

cCOmo sabemos si es verda-
dera o falsa?. Asfi:

{COmMo obtenemos el valor de ver
dad de la f6rmula cuando, por -
ejemplo, el de p es 1, el de a-
es 0 vy el de r es 17?

iCull es el estado del --
alambre de salida cuando,
el del
bre pes 1, el de g s 0-

por ejemplo, alam-




INTERPRETACIONES
USUALES

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS
DE LOGICA MATEMATICA

INTERPRETACION DE INTERES
PARA NUESTRO TRABAJO

(243 02 =3) vy

(no 2 = 2)
v ot
e

vy —E M

VERDADERA FALSA
—

FALSA

vemos que la proposi--
ci1én 2L 3 es verdadera,
2 = 3 es falsa y 2 = 2
es verdadera, y guia--
dos por la estructura-
de la proposicibn com-
puesta, analizamos las
proposiciones interme-
dias hasta que, al fi-
nal, nos damos cuenta-
que la proposicibén es-

falsa.

(pVa A (~r)
-
.0 —
Lo\ 0

0

asiynamos los valores de ver
dad a las letras proposicio-
nales vy, guiados por la es--
tructura de la fé6rmula, va-
mos obteniendo valores de --
f6rmulas intermedias y por -
iltimo el que nos interesa -
(0 en nuestro caso). Se - -
acostumbra decir que el pro-
cedimiento de evaluacibn an-
terior es "de adentro hacia-
afuera", queriendo dar a en-
tender que se inicila en las-
partes mAs internas de la --
férmula (las letras) y se --
termina en la parte externa,

En la forma de &rbol el pro-

y ¢l de r es 172,

Para averiguarlo basta que

a partir de los alambres

de entrada, imitemos el --
flujo seqguido por la co- -
rriente y obtengamos asi -
los estados de los alam- -
bres intermedios y por 4l

timo el que nos interesa

{0 en nuestro caso).

NStese que sobre el diagra
ma el proceso anterior es-

"de arriba-hacia abajo” y-

completamente anfilogo al --

proceso de evaluacién de -
la férmula proposicional -
asociada cuando est8 escri

ta en forma de Arbol.

19




Al A

INTERPRETACIONES
_USUALES

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS
DE LOGICA MATEMATICA

INTERPRETACION DE INTERES
PARA NUESTRO TRABAJO.

La situacién anterior co-
rresponde al sexto ren- -
glén de la Tabla de ver--
dad que aparece en la cor
lumna central.

ceso de evaluagibn viene a -~
ser entonces "de arriba hacia
abajo".

P q r

\\\\;// ~
N

Ya hemos construido el sexto-
renglén de la Tabla de verdad,
los otros se obtienen analoga

mente,

0

PV a A (~1)

29



INTERPRETACIONES
USUALES

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS
DE LOGICA MATEMATICA

INTERPRETACION DE INTERES
PARA NUESTRO TRABAJO.

P q Y (E\lq)/\ (~1x)
0 0 0 0
0 0 1 ]
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Nétese que tenemos aqul -

una forma fisica para cons

truir la Tabla de verdad-
de una férmula proposicio
nal. El estado represen-
tado es el correspondien-
te al sexto renglén de la
Tabla de verdad. El cir-
cuito sb8lo presentar8 los
ocho estados representa-~--
dos en la Tabla.

£9




Vamos a ver ahora una forma sencilla para construir los arte-

factos

s casi sequro ouc auien esté leyendo esto tenga al alcance -
de la vista un interruptor para corriente eléctrica Yy mas se-
guro es gue cuando menos una vez lo haya accionado para "en--
cender” o "apagar" un foco de lnz. Lo aue agui nos interesa-
de tales apavratos es su aptitud para presentar cualquicra de-

los dos estados estables representados a continuacidng

~

, o

\ g TS
Estado 1. Fl interruptor per BEstado 0. El interrup-~
mite el paso de corriente - - tor impide el paso de -~
eléctrica (el foquito cs auxi corriente eléctrica.

liar en el dibujo),

Otro tipo de aparato muy simple aunque no tan conocido es el
electroimin. Los mis sencillos se construyen enrollando alam
bre conductor (y si &sto se hace en un carrete de hierro se -
obtienen ciertas ventajas). También presentan dos estados es
tables:

.-
i

Estado 1. Circula co- Estado 0. No circula co

rriente por el alambre. rriente por el alambre.




Es bicn interesante notar que los estados anteriores se dig--
tinguen no s8lo porque circule o no corriente, o porque cl fo
quito s¢ encienda o no, sino poraue en el estado 1 se agenera-
un campo magnético. Fste campo magnético se puede aprovechar
para accionar un interruptor (construido con los materiales vy
en la forma adecuados),

Por ejemplc, veamos cHmo se construye un aparato que s com--

porte como el que representanos con M357) ; los dos estados es

[OSRNIN §

tables que presenta son:

Or“" Cuando no fluye corriente -
en el alambre de entrada, -
. /"”"”"_"r_““" i ¢l clectroimin no genera --
{::”4‘ ;1 l campo maqnético y el inte--
\.\\‘ —e—e- I rruptor deja pasar la co--
e rriente {gue se alimenta --
i]' / por otro lado a la linea -~
E](3',~ del interruptor.
/; \ . -
1 ey
Cuando fluve corricente en f \
el alambre de entrada, se v e
genera un campo magnético
gue mantiene al interrup- —r
tor en el estado que impl R ]
de el paso de corriente - 0

al alambre de salida.

Y usando dos electroimanes y dos interruptores se pucden cons

truir aparatos L_A Yy L)LJ ; veamos los cuatro estados esta

bles de cada uno de ellos:
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3

———

=
—

1
5
|

] . __._}_Q N

Esta es una forma sencilla bastante "palpable” de poder cons-

truir y ver "realizados" nuestros operadores.

Vayamos ahora adelante con el objetivo de esta seccibn. Las-
notaciones numéricas posicionales -entre las que ostén la bi-
naria, la octal y la decimal- tienen ciertas propiedades comu
nes que resaltaremos con el siguiente ejemplo.

Supongamos que en un auditoric hay tantas mujeres como dfas -
tiene el afio (no bisiesto) y tantos hombres come kilbmetros -
(por carretera) separan a Guadalajara de Monterrey, ¢culintas-
perscnas se encuentran reunidas?.

La manera usual de resoclver este problema es come la siguien-
te:

.} Se representa el nGmero de mujeres en notacibn decimal:

365

..) En la misma notacién se representa el nfimero de hombres:

758




...} Se recurre a un método para obtener la representacidn

decimal 4el nlmero de personas reunidas, a partir gg-

las representaciones anteriores. (En otras palabras:

aplicamos un algoritmo para sumar):

H

111 &— (acarveo)
365
Y158
11 2 3 ¢ {ropresentacibén decimal

del nimero de personas
reunidas) .

Pero la anterior no es la Gnica manera de resolverloc. Es no-
torio que usando cualquiera otra notacifén posicional se puede
proceder en forma muy parecida. Veamos cbdmo se hace usando -
el sistema binario.

I) Se representa el namero de mujeres en notacién bina-
ria:

101101101
I1) Se representa luego el nfimero de hombres:
1011110110

III) Se recurre a un método para obtener la representa- -

cidn binaria del total de personas reunidas.

-
[y
—
—

111 0 0 & (acarreo)
101101101
+ 10111101110

10001100011 ¢&— (representa
cién bina-
ria del nG
mero de =--
personas -
reunidas.
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Como se puede observar, la forma le sumar construvendo el re-

sultado de derccha a itzaulerda, llevando el acarreo, no es ox

clusiva del sistema decimal, - una propiedad de las notacio-
nes posicionales,  Para facilita: ol trocesos de o sumar podenos
tener al lado una tabla de SUmAr en la noetacidn que s estd -
usande. Por ¢jemplo, una tabla fAara surar en sistema hinario

es la sigulente:

e b v el
9 0 9] O
0 1 9] 1
] 0 0 1
1 H 0

Conviene ampliarla a una con tres sumandos, pues de hecho - -

siempre manejamos tres cantidadoes

[l

1 sumar: el primer sumando,

4

la asociatividad de la -

[»]

el sequndo ¥ ¢l acarreo. Fn vista ¢

suma podemos escribir sin ambiquedad aue:

a b (& a+ b+ c
f) 0 0 8] 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0] 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 ]

Fsta tabla cubre todos los casos que se van presentando en ca

da paso del método de sumar que estamos usando.

33
s

L/
hoy:
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NOTA IMPORTANTE: Notemos el parecido de las tablas de sumar-

en binario con las tablas de verdad en que los simbolos 0 y )

denotan falso y verdadero, respectivamente.
¢Se puede aprovechar este parecido de alcuna mancra?.

8i: a continuacidén veremos como el doble uso de los simbolos-
mencionados permite una combhinacién de la aritmética v la L&~

gica Matemética aplicabkle en el diseno de un circuito sumador,

similar a los usados jpor las computadoras electrdnicas,

Empecemos partiendo en dos nuestra Qltima tabla de sumar -a -
la cual vya le hablamos notado cierto parecido con las tablas-

de verdad- en la forma ilustrada a continuacidn:

b C at+t b+
0 0 0 ¢
1 0 1

0 1 0 0 1

G 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 1 1

—
"acarreo" de J

a_b ¢ a+ b +c ¢ Lg a_ b ¢
0 0 0 o 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 1
1 U 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
6.1) Tabla para deter- 6.2) Tabla para ir cons
minar el acarreo de a+b+c yendo el resultado de =

una suma.




Dstas dos Gltimas tabklas de sumar v "acarrec” ol gque se pare-
cen a las Yablas de verdad: no lo son poraue acul los simbo--
los 0 ¢ 1 lenotan nGmercs, aue no son waleres de verdad.  Ade
mas a, b y ¢ no son letras proposicionales.  S1i aqueremos ver-
las como Tablas de verdad, tan sdlo cambiemos la interpreta--
ciobn a los simbolos 0 v 1 que aparecen en ellas. Pensémoslos
entonces como valores e verdad de letras proprosicionales p, -
qy r de fé6rmulas proposicionales construrdas en términos de

dichas letras:

32 & r ? &) 1 L
0 0 0 0 0 ¢ 0 0
0 1 0 ¢ 0 1

¢ 0} 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 Y 1 0
1 1 o 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

6.3) Corresp. a la 6.1 6.4) Corresp. a la 6.2

Pero... ¢de qué f6brmulas proposiciocnales?.

Sabemos construir la Tabla de verdad cuando nos dan una f6rmu
la, ahora se nos presenta el problema inverso: conocemos la =
Tabla y queremos una férmula.

Por fortuna la L6gica Matemitica resuelve el problema pues de
sarrolla métodos para construir férmulas con la propiedad de-
seada; ilustraremos uno de tales métodos generando una f6rmu-

la a la Tabla 6.3. (ver el cap. III, parte a), secc. 6).

La idea es reducir el problema al de construir f6rmulas a ta-
blas mis simples, como lo son aacuéllas con un sblo 1. En el-
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ejemplo nos servirdn las que corresponden a las columnas (cl),

(c2), (c3) y (c4). (hay una tabla por cada 1 de la tabla ori
ginall
o] q r ? ? ? ? ?
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1
{cl) (c2) {(c3) (c4)

A estas tablas ya es m&s ffcil construirles férmulas, fij&ndg

nos en la tabla del operador "A",

vale 1 cuando todos los valores también lo son.

cuya propiedad es que s8lo

P _ g r 2l (~p)AgAr PA(~qg) Ar pAgA~r pAghAr
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1

La disyuncién de las f6rmulas obtenidas,

(6.5)... (~pAqAr)V (pAr~qgAr) V pAgqAn~r) V (pAgAr)
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es una férmula que tiene la tabla dada., (ver el cap. ITI, par
te a), secc. 6).

Usando el mismo método se construye la siguiente férmula para
la tabla 6.4:

(6.6) ... (...p/\-qA r) V(i~pAgqA~r) V (p/\~q/\~r) V (pAgArn).

Hagamos un recuento de lo que hemos hecho., La tabla de sumar
original la hemos partido en dos nuecvas tablas (la de "aca- -
rreo” y la de "resultado"), las cuales hemos reinterpretado -
como Tablas de verdad y les hemos construido férmulas.

Cabe preguntar, ¢para qué se esti haciendo esto?. La respues
ta es simple: €sto da un camino para construlr circuitos que-
generen fisicamente las tablas 6.3 y 6.4 y, por lo tanto, las
Tablas 6.1 y 6.2; juntando luego dichos circuitos se tendr§ -~
uno que genere la tabla de sumar. Sigamos ese camino.

Primero construyamos un circuito para la férmula 6.5. Para -
ello conviene escribir la férmula en forma de 8&rbol, con lo -
que inmediatamente se tiene la forma del circuito; pero antes
es Gtil pasar la f6rmula a otro equivalente (que tenga la --
misma Tabla de verdad) mis simple (ver el cap. III, parte a),
secc. 6). Por ejemplo, la f6rmula (pPAQ)V ( (PYVaO A ©)...
6.7. Tiene la misma tabla de verdad que la 6.5 y es mucho =--

mds simple. Construimos su circuito, pq
L
p q v} .
Pqg

p\/q \ /
" /

Forma de Arbol de 6.7 Circuito para 6.7.
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Para no tener demasiados alambres de entrada, interconectamos
aquellos que presenten estados iguales, es decir, aquellos --
que corresponden a la misma letra proposicional:

TR
L LA]

Llamaremos ACARREQ a cualquier circuito como el anterior (o -~

cualquier otro que se comporte igual que €l) y lo representa-
remos asi:

ACARREO

Similarmente se puede construir un circuito para la f6rmula -
6.6 (0 cualquiera otra que tenga la misma Tabla de verdad). -
Para recordar que un circuito tal se comporta como lo descri-

be la tabla 6.2 lo llamaremos RESULTADO PARCIAL y lo represen
taremos asi:

[ RES. PAR.

Ahora juntamos circuitos de los anteriores en la forma indica
da a continuacibn:




74

ACARREO | [mgﬁs. PAR.

formando de esta manera artefactos que representaremos asi:

]

+

Y que se comportan tal como lo describe la tabla de sumar que
obtuvimos en un principio. Es decir, sus ocho estados posi-
bles son los representados a continuacién:

000 001 010 011 100 101 110 111}
[l 14 A
+ + rLi + +
T 1 T

00 01 0 10 01 10 10 11

Para terminar veamos cémo se interconectan circuitos del tipo
anterior para construir el anunciado circuito sumador. Antes
de hacerlo conviene mencionar que hay maneras de almacenar re
presentaciones binarias de ndmeros y de que esa informacibn, -
automticamente, se alimente a los alambres de entrada con la
consiguiente determinacién de los estados de los alambres de
salida.
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La interconexifn la mostramos por el siguiente diagrama que-
ilustra, por ejemplo, el estado del circuito asociado a la su
ma 27 + 19 = 46, pero en binario; es decir, de la suma:

1 0 0 1 1 0 &——— (acarreo)
1 1l

0
1 0 0 1 1
1 1 0 ¢—— (resultado)

Se recomienda sequir el diagrama a la manera de la suma ante-
rior: de derecha a izquierda.

Fijémonos que el artefacto | + I que hemos construido, -
con sus ocho estados posibles, es el que nos resuelve en -
realidad la suma. Resolvamos la suma que tuvimos como ejem--
plo en un principio. En decimal es:

365 mujeres

* 758 hombres

1123 personas

En binario tenemos:
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11 1 1 1 1 1 1 0 0 é-————(acarreo)
6 1 0o 1t 1 ¢ 1 1 0 1

10 1 1 1 1 ¢ 1 1 0O

1 0 0 0 1! 1 0 0 0 1 1 ¢&—(resultado

Entonces el estado del circuito asociado a esta suma cstd re-
presentado por el siguiente diagrama:

0 1 1 0 1 1 0 1
+ll l,LTllll—]“l;ﬁj[ﬂ 1*1 Ll’! frl""
EEEE

1 0 0 1 1

Debemos confesar que la gran mayorfa de los artefactos
‘ ~ ] ’ | A l ’ v
| )

y similares, usados en la construccién de las computadoras -

electrSnicas modernas, no se fakrican en la forma descrita --
aqul, debido a que serfan muy ineficientes tanto en rapidez -
para cambiar de estado como en ahorro de energfa y espacio, -
Mas no por esto se deben despreciar, pues son usadisimos en -
otros terrenos apropiados a ellos, por ejemplo en la construc
cibn de circuitos l6gicos para controlar multitud de procesos
industriales. Por medio de este modelo fisico, m4is sencillo-
en su representacién sobre el papel, hemos tratado de dar - -

idea en esta seccifn de las formas en que se construyen di- -




chos artefactos en la realidad combinando transistores v resis

tencias en vez de interruptores y electroimancs.

Creo «que cjemplos como ¢l agui presentado ayudan a qgquitar el -
velo de misterio que rodea a las computadoras v proporcionan -
atractivas puertas de entrada al estudio de los sistemas de no
tacifin y la ldoica matem@tica, tan importantes on la compren=—-

s1i0n due la maternit e,




CAPITULO I11

a)

L)

LOGICA MATEMATICA

£l cllculo propasicional,

Vectores binarios.
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COMENTARIO AL CAPITULO III.

Desarrollaré en este capftulo tan sflo la parte de la Légica-
Matematica qgue utilizaré posteriormente, el c&lculo proposi--
cional. Otros temas mas desarrollados de la L&gica, tal como
el c8lculo de predicados de primer orden, tienen tambié: inti
ma conexidn con el tema de las computadoras, sobre todo en la
parte de “Prueba Lbgica"; sin embargo, lo dejo fuera del con-
texto de este trabajo a fin de concentrar el andlisis en los-
métodos de cllculo con proposiciones o sentencias preparando-

un "puente” para el encuentro con los algoritmos.

Asi pues, seré breve y concisc en la exposicién de leos concep
tos badsicos del célculo proposicional, introduciéndolo mis co
mo un arma futura que como tema de discusidn. La exposicibn-
serd no-axiomética, reservando la seccibn a)8. para un enfo
que axiomdtico. En la parte b) se examina una estructura muy
particular, la de vectores binarios; aunque no es parte de la
l6gica matem8tica, la estudio en este capftulo desde el punto
de vista de conjuntos, nlmeros vy del cdlculo proposicional. -
Dicha estructura nos introduce al lenguaje binario de las com
putadoras.
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a) . CALCULO PROPOSICIONAL.

1. Conceptos blsicos.

2. Pérmulas bien formadas.

3. Tablas de verdad.

4. Argumentacién y evaluacidn.

5. Equivalencia légica y consecuencia l6gica.
6. TFormas normales.

7. HNotacibn polaca y el drbol de una férmula.

8. Conijuntos minimales de conectivos,

w

Un enfogue axiondtico.




1. CONCEPTOS BASICOS.

Nos ocuparemos aqui de proposiciones declarativas que ser&n -
"ciertas" (denotado "V") o "falsas" (denotado "F"), vy con -
métodos de combinarlas para deducir de ellas nuevas proposi--
ciones,

Definiciébn 1.1

Sea p una proposicién. La negacién de p, denotada ~ B,
€5 otra proposicibn, definida por la siguiente tabla:

p ,Aup
A F
F A

Tabla 1.1 negacién.

Definici6n 1.2

Sean p y g proposiciones. La conjuncibén de p y q, deno-
tada pAq, es otra pProposicién, definida por la tabla:

p q PAQ
\ \ \
\ F F
F \ F
F F F

Tabla 1.2 conjuncidn.
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Definicién 1.3

Sean p y q proposiciones. La disyuncién inclusiva o dis

yuncibn de p y q, denotada p Vq, es otra proposicién, de
finida por la tabla:

p Vq

kel
£

mm g
m g g
M << g

Tabla 1.3 disyuncién,

Definicién 1.4.

Sean p y q proposiciones. La disyuncifn exclusiva o ine

quivalencia de p y q, denotada p } g, es otra proposi--
cibn, definida segdn la tabla:

P q P4q
vV Vv F
vV F v
F Vv \
F F F

Tabla 1.4 inequivalencia.

Las cuatro operaciones que hemos definido nos proporcionan el
enlace necesario con las 8lgebras booleanas del capftulo ante
rior. Negacibn, conjuncién, disyuncién e inequivalencia se -

corresponden, respectivamente con las operaciones looleanas de




complementacidn, multiplicacién, y las dos adiciones + y #,

cédlculo dlgebra
prop. boolecana.
~ e '
FA N S— .

£

j

Si pensamos en p y ¢ no como represcentando oraciones, sino <o
no variables que toman los valores V v }', entonces A , por --

ejemplo, es un mapeo de T x 3 en¥, dende T - { v, F}.

Hay cuatro elementos on T X J , a saber: <\h V> , <V, F> ' -
{F, vY> v <r, F> . Cuualquicr mapeo deJ x 7T enJ debe asig
nar un valor - o V o F - a cada uno de estos pares ordenhados.
Como cada uno de estos cuatro elementos puede tomar uno de --
los dos valores independientemente, hay 2 x 2 x 2 x 2 = 16 po
sibles mapeos de § x § en) . Los mapeos que hemos dado y --
llamado disyuncibén, conjuncién e inequivalencia, son solamen-
te tres de é&stos. En la tabla 1.5 se enumeran todos los ma--

| l

peos posibles.

L

T V € p D a~FE AN F o~ P & ~VY
p g} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Vv Vi Vv v \Y \Y \Y v VvV VvV FF F F ¥ F F F
v Fl Vv \Y \Y \Y F F F F Vv V v F F F F
F v V v F P \Y v F F Vv Vv F F VvV V F F
F F|] V F \Y F \Y F F VvV F v FF V F VvV F

Tabla 1.5 Mapeos de T x ¥ T
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Examinando e:xta tabla encontramos las operaciones o conectivos

que ya definimos:

- la disyuncidn V esta en la columna 2.
- la conjuncién /\ estd en la columna 8,

- la inequivalencia estd en la columna 10.

También encontramos que:

- p estd represcentado en la columna 4.

- ~ peaen la columna 13.

- q en la columna 6.

- ~q en la columna 11}.

- la columna 1 es "universalmente cierto” (tautologfa).
la columna 16 es "universalmente falso". (contradicecidn).
el conectivo "D" en la %, que luego definiremos, y-
su reciproco "<" en la 3.

Una observacién importante en la tabla 1.5 es que:

La columna n es la negacibén de la columna 17-n,
1< n416; en el mismo sentido que ~p es la-
negacidén de p.

asfi,

- como la columna 2 representa la disyunci6n p V q, la -

columna 17-2 = 15 representa la antidisyuncién o ni --

(no o): "no es cierto gue p o gqo ambos". Se denota -
por la flecha de Pierce: 3 J . (ni ni ¢g) {(negacibn
k =8 sezelg HE raercl v 4 P acion

conjunta).

- Andlogamente, la columna 9 - 17 - 8 representa la nega
cibén de la conjuncién y se conoce como la anticonjun--
ci@Loxﬁgg (de: not and). Se denota por el trazo de --
Sheffer: plg. (no p o no q) (negacibn alterna) o bien,

p incompatible con q.
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~ La negacién de la columna 10 - 17 - 7 (inequivalencia)

es la bilcondicional o equivalencia. Se denota por --

psqg, (p 1y s6lo s1 q).,

Definici6n 1.9

Sean p y ¢ proposiciones. La condicional si p entonces-

q o implicacibén (matcerial) es la proposicidn definida --
por la columna 5 de la tabla 1.5 A p se lc llama antece
dente y a q el consecuente de la condicional. Se denota

P q.

La operaci®Gn en la columna 3 es la misma con los papeles de p

Y q intercambiados. Se le suele llamar implicacibén reciproca

y se escribe p & q.

2. FORMULAS BIEN FORMADAS.

En la tabla 1.5 de la seccidn anterior, dos cosas se hacen
evidentes.

La primera es que sus 16 columnas representan todas las asig-
naciones posibles de valores de verdad dependientes de tan sf
lo dos argumentos p y ¢, luego no importa culn compleja pueda
ser una proposicién construida, partiendo de dos proposicio--
nes bisicas, silempre serdi en cierto sentido equivalente a una
de éstas 16.

La otra es que podriamos construir tablas andlogas para 3 o -
mis variables. Pero tales tablas aumentan el n@mero de colum
nas considerablemente. Por ejemplo, para tres variables ha--
bria 223 = 256 columnas y para cuatro habria 224 = 65, 536 co-

lumnas.

Afortunadamente no hay necesidad alguna de construir tales ta

blas; en la seccibn 6,vercmos que todas esas funciones - -
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pueden expresarse en términos de las que hemos construido,

Para tal cfecto, comenzaremos por definir quf son las fSrmu--
las bien formadas (f.b.f.), Gstas son, intuitivamente, cade--
nas de simbolos que ! lenen gramaticalmente sentido, segn -~ -
nuestra "gramdtica" gue construiremos. El sistema de puntua-

cién basico que usarcmos consiste en paréntesis,

Estamos desarrollando un lenguaje netamento simbdlico. Neco-
sitaremos hacer proposiciones dentro de cste lenguaje y tam--
bién proposiciones acerca del lenguaje; tendremos teoremas -
dentro del lenguaje y teoremas acerca del lenquaje, trabajare
mos, pues, en dos niveles distintos de discurso, el llamado -
“"lenguaje” o "teoria" y el "metalenguaje® o "metateorfa. Usa
remos el Metalenguaje para definir en forma precisa los modos
de expresitn dentro del lenguaje; pero no introducir® un meta
metalenguaje para discutir el metalenguaje. Las nociones de-
proposicifn y prueba dentro del metalenguaje las daré en una-

forma menos precisa vy bastante intuitiva.,.
7

En la teoria, tenemos los siguientes simbolos:

conectivos l1égicos:~, N\ ,V ,* i) ,l ,i , &,C ,i>,4:
paréntesis: .

variables proposicionales: p, q, r, Pl: Gpr Typenn

En el metalenguaje, para denotar f6rmulas bien formadas usare
mos las letras A, B, C, A

L

Por ejemplo, "(A 2 B)" no es una expresién en la teorfa, si-
no en la metateoria que denota cualquier miembro deseado, den
tro de la clase de férmulas de la teoria, que se obtienen al-
poner expresiones de la teorfa en el lugar de las letras A y-
B.
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pefinicibn 2.1

Una férmula bien formada (f.b.f.) del cdlculo proposicio
nal, se define por la siguiente recursibn:
1. Una variable proposicional aislada es una f.b.f.
2. 8i A es una f£.,b.f., entonces (~A) es una f.b.f.
3. Si Ay B son f.b.f., entonces las siguientes son
f.b.f.:
(AAB), (AVB), (AD®B), (ASB), (A€B),
(App),  (AdB), kB, alp)y (alw) .
4. Una cadena de simbolos es una f.bh.f., si y s6lo si

el serlo se sigue de un ndmero finito de aplicacio
nes de las reglas 1, 2 y 3.

Como las f6rmulas que se trabajan en este tema son, cierta-
mente, para "consumo humano", es conveniente entonces hacer
la £6rmula lo m&s legible posible. As{, tenemos varias con
venciones con respecto a la notacidn:

- Convenimos en gue si A es una f.b.f. que no sea varia-

ble proposicional, suprimimos los paréntesis externos.

- Convenio de jerarquia u orden de precedencia.

Para captarlo mejor, veamos un ejemplo:

En aritmética la expresiédn 3 x 4 + 5 es ambigua, pero=-
tendemos a interpretarla como (3 x 4) + 5 y no como =--
3 x (4 + 5), dando asi precedencia a la multiplicacién
respecto a la adicién.

En C8lculo Proposicional, convenimos la precedencia de
los conectivos como sigue: ~ A \/,K6 D,

i

en el orden usual, (los otros conectivos no los inclu-
yo pues casi son inusuales).
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Asi,~ p> q significa (~p)D>dq, y no ~ (p>Yg).

- Convenimos en que para dos ocurrencias (o m&s) consecuti
vas de un mismo conectivo, el de m8s a la izquiecrda toma
precedencia sobre el m&s a la derecha, en ese orden:

asf, po2g>DrDOs es ((pd>qg)dr)> s,

3. TABLAS DE VERDAD.

Una tabla de verdad es un arreglo tabular que muestra el valor
de verdad de una f.b.f. para cada asignacibébn de valores de ver
dad a sus proposiciones componentes.

Por ejemplo, la tabla 3.1 es la tabla de verdad para la f.b.f.
(P2(pPDP))DP.

( O >
\Y \Y Vv
F \Y Vv
Tabla 3.1

Definicifn 3.1

~ Si para toda asignacién de valores a sus variables una -
f.b.f. A tiene el valor V, entonces se llama una tautolo

gfa.
. Se denota por k A.

— Si siempre tiene el valor F, entonces se llama una con--
tradiccién.

~ Una f.b.f. que no es tautologfa ni contradiccién se lla-
ma contingente.
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Por ejemplo, la tabla 3.2 nos muestra que la f£.b.f.- -~
(pAqQ) @ (pV~r) es una tautologia.

p q r pAgq o  pVN ~
v v \Y v \Y \Y
\Y \Y F F \Y v
v F \Y F Y \Y
v F F F \Y \Y
F v \Y F \Y F
F v F F \Y v
F F \Y F v F
F F F F \Y \Y

Tabla 3.2

Nétese que como la columna final o principal de la tabla de -
valores de una tautologfa consiste solamente en V, y la de =--
una contradiccién, solamente en F, entonces resulta claro que:

Una f£f.b.f. A es una tautologfa
si y s6lo si

su negacién ~ A es una contradiccibn.

4. ARGUMENTACION Y EVALUACION.

El problema b&sico, en el c8lculo de las funciones de verdad-

como arte aplicado, es el de representar y evaluar las propo-
siciones y argumentos de la vida cotidiana.

Consideremos, por ejemplo, la proposicifn siguiente:

Iremos a la reunién, si y s8lo si hay fondos disponibles
y si la reunién no interfiere con nuestro trabajoohay -
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una sesidén con la reunidn que estd directamente relaciona
da con nuestro trabajo.

Un andlisis l6gico adecuado de esta proposicidén pucde comen=--
zar con ¢l simbolismo:

we FA (~mCV s

donde las letras denotan las siguientes proposiciones:

W : iremos a la reunibdn.

F : hay fondos disponibles.

C : la reunibn interfiere con ¢l trabajo.
S : hay una sesibn relacionada.

La cuestibn bdsica que nos preguntamos es bajo qué condicio--
nes es cierta esta proposicién. El valor de verdad de esta -
expresibn depende claramentc de los de W, F, C y S; la expre~
$i6n representa una funcibn de verdad que va de J x ¥ x T x ¥
en Y'. Tenemos cuatro variables proposicionales y a cada una
podemos asignarle el valor V o F, independientemente, hay en-
tonces 2% = 16 filas en la tabla de verdad de la funci6n.

Analizando dicha tabla 4.1 vemos que la proposicibén es cierta
solamente bajo las siguientes condiciones:

1) Wy F son ambas ciertas, vy o C es falsa o S es cier-
ta.

ii) Tanto W como F son falsas,

1il)W ¥y S son falsas, F y C son ciertas.

De esta forma sabemos cuando la proposicién se cumple.
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=
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0
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<< < <1< gy

o]

Tabla 4.1

5. EQUIVALENCIA LOGICA Y CONSECUENCIA LOGICA.

Definicidén 5.1

Dos proposiciones A y B son L6gicamente Equivalentes
(A eq B), si y sb6lo se tienen la misma Tabla de ver-
dad.

Notemos que esto no implica que A y B "signifiquen” la misma-
cosa. Por ejemplo, las proposiciones:

"Si X es un entero entonces 2x es un entero",

"Si x es primo distinto de 2, entonces x es impar?
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ambas tienen la misma forma 16gica (pD¢q) y son l6gicamente-
equivalentes,

En la definicién dada va implicita la idea de que las varia-=-
bles que aparecen en A son las mismas que las gue aparecen en
B, pues si los valores de A dependen de los valores, digamos,
de r, pero B no contiene a r como variable, entonces, general
mente A y B no serdn l6gicamente equivalentes.

Teorema 5.1

A eqg B si y s6lo si FAa@ B

Prueba.
Supongamos que PAs B.

Independientemente de la asignacién de valores de verdad
a las variables en AE B, esta f6rmula tiene el valor V.-
Entonces, para cada asignacién particular de valores de-
verdad a estas variables, o A tiene ¢l valor V y por tan
to B también, o ambas tienen el valor F. Luego A y B -=-
tienen la misma tabla de verdad y, por ende, A eq B.

Supongamos que A eq B,

Consideremos cualquier asignacibn de valores de verdad a
las variables en A y B. Si para tal asignacifbn A tiene-
el valor V, entonces B también tiene el valor V y, por -
tanto, AZ B tiene el valor V. Si A tiene el valor F, co
mo A eq B, entonces B tiene el valor F y, por tanto, --
A EB tiene el valor V. Por tanto AZB tiene siempre el-
valor V ., FAZ B.
Q.E.D,.

Ya vimos el concepto de "equivalencia 16gica": tener la misma

tabla de verdad. (FAZ B). Veamos ahora el concepto de "conse
cuencia lbgica",.
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Definiciébn 5.2

B es una consecuencia l6gica de A (A k B) si para toda -

asignacibn de valores de verdad a las variables de A (y
B) tal que A toma el valor V, entonces B también toma el
valor V.

Intuitivamente, lo que nos dice esto es que: "siempre que A -

sea clerto, entonces B debe ser necesariamente cierto,

Teorema 5.2

AlFB si y s68lo si kEAOB
La prueba es anfloga a la del Teorema 5.1.

La generalizacién para la definicifn 5.2 la tenemos de la Bi=-
guiente manera:

Definicibn 5.2 (Generalizada).
Alyeeny AnkB, si y s8lo si siempre que
Al,..., An son todas ciertas, entonces B también es cierta.

Para el teorema 5.2 tenemos la siguiente generalizacifén:

Teorema 5.2 (Generalizado).
Al""‘ A FB si y sélo siFA13(...D(AnDB)...)
Lema

AD (..(ADB)...) eqg AA... A ADB

Corolario 1

Ays..., AFB siy sblo si FAI/\... A A DB
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Corolario 2

si A, B I C ecntonces B, A = c

Corolario 2 (Generalizado)

Si Al, Az,..., An EF B entonces Alll Alz,..., Ain = B

donde il, 12,...in es una permutaciédn cualquiera de los ente
ros 1, 2,..., n.

En estas partes generalizadas, las pruebas las omito intencio
nadamente para pasar a ver las consecuencias de la equivalen-
cia y consecuencia l6gicas mediante dos ejemplos. En primer-
lugar, nos permiten movernos, hasta cierta medida, entre las-
ideas de consecuencia l6gica y tautologfa. En particular, se
pueden establecer tautologfas y usarlas para generar reglas -
de inferencia informales. Este método tiene la ventaja pric-

tica de que gran parte de la comprobacibn de la tabla de ver-
dad puede eliminarse.

Ejemplo 5.1

Desarrollemos la regla de inferencia conocida como modus
ponens.

El primer paso es establecer |= AA(ADB) D B por la ta-

bla 5.1
A B alA (A B) DB
\Y v \Y v \Y
v F F F \Y
F \Y F Y \Y
P # F Y \Y/
Tabla 5.1




Usando luego

1, podemos asegurar gue, A,
Es decir, en la hipdtesis de las fdrmulas A

conclulr b

{(NGOterse que

dad) .-

Ejemplo 5.2
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la falta
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mendigos
Usaré el sigu
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corolario
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AD RE B,

podemos -

el

#n particular, si A v EA DB, entonces = B,
sta es la primera fila de nuestra vabla de ver
trar ¢! andlisys de un argumonto, examinemos
¢ probleomas
son caballos con tal de que los caballoo ne
olar. Les mendigos no cabalgavan con tal de que
os no son caballes.  §i ne puede davse el caso

la vez los mendigos cabalquen y que 103
equinos, entonces los caballos pueden vola
de capacidad de los coballos para ¢l vuel
crar de los nendigos no pueden ponerse como
vilidas, envonces los mendigos no sigmpre

yor las mendigos cabalgan. Preguntas: S50n

ricos?.

tente sictolismo:

deseos son caballos 9]
caballos pueden volar 5
mendigos cabalgan M
mendigos siempre son ricos R
se hace entonces como sigue:
~ E DD
~D D ~M
~(MA ~D) DF
~{(~EV~M) D ~R
M
R (?) (conclusidn) .

ooy
alt
son

los

doseos—-

51
el

(':Z.;
ri
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Se quiere yue Géste sea un arqumento de la forma A],...A‘J: n.-
)

Debemos pucs examinar las condiciones bajo las cuales
A

Al""
5 son eiertas., Usaré la notacién M=y P, donde (f va a ser-

V o F, para indicar que a A se le da el valor de verdad V.

1.- Ag t— V si y s61lo 51 M y—> V

2.- Por 1, Ay —-3V 51 vy s56l0 si D +—>V

3.- Porly2Az+-—3 V s5i y 86lo si E 2 V

4.- Por 1 vy 3, A4l~—» V si y s6lo si ~ R v—>V

o sea: 31y s68lo si R r—>F
5.- De 4 resulta que Al""' ASF B si y s6lo si R v~ F
0 sea ~ R — V; por tanto la respuesta a la pregun

ta final del problema es que: los mendigos no siem-

pre son ricos.

Pasemos ahora al siguiente tema que trata sobre la representa

cibn de las funciones lbgicas.

6. FORMAS NORMALES.

Veremos una té&cnica para representar funciones l6gicas de m&s

de dos variables usando solamente las funciones binarias.

Hasta el momento contamos ya con 10 conectivos binarios més -
la negacifin; con tal cuenta, si A y B son f6rmulas complejas-
de muchas variables y diversos conectivos, la tarea de esta--
blecer si son l&gicamente eguivalentes o no puede ser tediosa
y dificil de realizar en una computadora. Para simplificar -

la tarea seria conveniente desarrollar una forma estdndar de-

representaci®n para las funciones; teSricamente seria posible-
transformar f&cilmente A y B en formas est&ndar A' y B' tales
que A eq B fuera de comprobacidén o rechazo rdpido por examen-

de A' y B'. Esto es posible, aungue lo de "fécilmente" no --
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puede considerarse una palabra apropiada, Otra razbn a fa--
vor de la forma cesténdar, cos la de que dada una [.b.f. A, €8
conveniente seleccionar una f{.b.t. B con BeogA, que sea en ==

cierto sentido minima.

Por ejemplo, {nvA<q):)(anV (1 \rv(g)ﬂ + Ev[>:)(( qCp) l Auqﬂ
debe simplificarse a una de las 16 formas de la tabla 1.5 ya
que envuelve solamente dos variables (de hecho, es equivalen
te a plq) .

Las formas estdndar proporcionan un camino sistemftico de en
contrar las formas minimas, las que veremos se relacionan --
con las formas normales introducidas en la parte de &lgcebras
booleanas, (secciébn 3 del Cap. II b)). En real idad, como la
16gica que desarrollamos constituye un conjunto de funciones
booleanas, todas las técnicas discutidas en tales 4lgebras -
pueden usarse en el cdlculo proposicional. PReciprocamente,-
la discusién que aqui hacemos puede aplicarse "mutatis mutan
dis" a las funciones bhooleanas, correspondiendo:

+ la suma booleana a la disyuncifn \

¢ el producto booleano a la conjuncibn /\

De las varias formas estdndar (a canbénicas o normales) consi

deraremos cuatro.

Suponemos que las variables proposicionales estdn dadas en al

gin orden, al que llamaremos orden alfabético, digamos p, 4,

pl' qll 1.'1!"‘

Definicibn 6.1

A) Una f6rmula es una conjuncibn elemental, si es de -
la forma A, AN A, Ao A A, donde:

1. Toda Aj es O una variable proposicional o la ne

gqacién de una variable proposicional;
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A4d)

Entonces:

2. Minquna variable proposicicnal aparece on mds

una Aj;

de

3. Aquellas variables proposicionales gue aparecen-

estdn on orden altfabético, cs decir, si 1< 3

tonces la variable proposicional gue apareco

N

i -

Ay precede a la que estd en A en el alfabeto.

Una férmula estd en forma normal disyuntiva (FND), -

si es de la forma B, Vi, Vu.. V B+ donde:

1. Cada Bi es una conijuncifin elemental.,

. No hay dos B wue scan iquales.
30081 By = Ay A Ay A .../\Ain

1
2

BJ:A.jl/\AJ.Z/\. A A

Jn
y
Aiyr T A4y
Ajx = A]2
M M
Y

Rix 4 Pyx

1 {3 si y s6lo si se verifica alguna de las
gulentes alternativas:

si~-




a) Aik no existe (i. e. k=1 - ny)

b) Aik Py Ajk - ~p para alguna variable -

proposicional p.
¢) La variable proposicional que aparece en Agy
precede a la que aparece en Ajy.

YWY Una f.b.f. estd en forma normal disyuntiva plena =~

(FNDP) si esti en PND y toda variable proposicional
que aparece en una cualguiera de las conjunciones -
celementales aparcce en todas las conjunciones ele--
mentales.

Definicibn 6.2
Los términos.

4 ) disyuncidn elemental

A A) forma norrmal conjuntiva (FNC)

Y
A A4) forma normal conjuntiva plena (FNCP)

Se definen andlogamente a (6.1), con la disyuncién y la
conjuncidn intercambiadas.

N6tese que la expresién mis simple para una tautologfa, PV~p,
es una FND, pero no una FNC ya que p ¥y ~ p no pueden ambas =--
presentarse en la misma disyuncién elemental,

En general:

una tautologia no tiene una FNC

Y una contradiccifén no tiene ninguna FND.

Podemos resumir lo dicho en el siguiente esquema:
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FND

(Pl A Cll AN

FNC

)V(pzf\qu-n)v

ANopy Vu, Voo AL

no hay con
tradiccio-
nes con es
ta forma.

no hay tau
tologias =
con esta -
forma.

Hay dos formas de determinar una forma normal correspondien-

te a una férmula dada.

sobre-
6.1

Una es efectuar una serijie de transformaciones basadas

equivalencias l6gicas, tal como son dadas en la tabla

‘pPA P
&pv p
PAgYr)
( PV (@A)
~

f(p V q)

~ (P A Q)

‘P AV Q)
( p\V (p Aq)

eq P \

eq  p

eq (PAG) V (PAD) N\
eq (pVa)y A (pV r)
eq P '
eq  ~p A~al

eq ~ P \" ~'q‘;

eq P\

eq p




(continfa tabla 6.1)

P g

P < 4

pla
P
PPy
D3

p ¢q

e
e
eq

eq

eq
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~p Vg
(PAGD V (~p N ~a)
p Vg
~pVY ~q

& ——1

~pAN~q

p A\~ q

(mpVe~a N (0 V) |-
~p A q

Tabla 6.1 Equivalencias 16gicas bdsicas.

Ejemplo 6.1

~ (pANg) D ~pV (pl ~ q)

eq. ~ ~(p A qg) \/ [.'\/ pV (~p V~~q)]

eq. ( pAQO V (~pV ~pV aq)

eq. ( pAY) V ~ P Vq ... FND. Tres conjunciones

eq. ~p V q

elementales.
FND, dos conjunciones elementales

6 FNC, una disyuncibn elemental.

El otro método para obtener formas normales para una férmula,

consiste en el examen de la tabla de verdad. Es (itil este -

método si no conocemos la férmula sino sflo su tabla de ver-

dad. Primeramente se obtiene la FNDP y luego se usa ésta pa




106

ra generar las otras formas normales.  Asft,

supongamoes que A es una {.b.f. y que sabemos que, para -
una asignacidén particular de valorves e verdad a sus va-
riables, A toma cl valcr verdadeore. Entonces, esa asisg
nacién debe corresponder a una u otra de las filas de la
tabla de verdad de A para las que A tiene ¢l valor V, y-
cualgquiera fila que sea, todas las variables deben tener
las asignaciones en esa fila. Y esto nos lleva a la --
FNDP.

Ejemplo 6.2.

Supongamos que tanemos la siguiente tabla de verdad y --

queremos determinar una férmula que nes represente tal -

tabla. 581lo conocemes la funcidn por sus valores,
J2) 8 r f (p, 9y, 1)
\ \ v F
\ F P
3a.[V_F ¥ V)] e
v ¥ F F ] indicadas para obte-
5a.] F v Y V] ¢ ner una FNDP de f
6a.JF VvV _F Vo (p,a,r).
F F \ F
g8a.|F __F ) v ]

Fij&ndonos s6lo en las filas que tienen V como valor de la -

funcibén, representamos répidamente la funcién por una férmula

en FNDP. Para la funcidn dada, esa foérmula es:

P A ~wag Ay V (~p AalAo) V (NPA(}A"‘[)\/(NP A~gl~r

S J e - d [ U E————— L —

Ja. fila 5a. fila 6a. fila 8a. fila
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Por el uso de transformaciones apropiadas pueden derivarse dI

ferentes formas para la funcién, como por ejemplo:

(~pANxoa) V o AN ~alA o

(~a A pzrn VYV (~p /N o.

Un detalle casi trivial pero importante es que ya teniendo la
FNDP de una f6rmula, e¢s sencillo obtener la FNCP, de la si- -

guiente manera:

PROCESO FNDP —————) FNCP
Sea A una {.b.f.

Notemos que ~ A tiene el valor vV, si y s6lo si A tiene -
el valor F. De donde la FNDP para ~ A se obtiene de la-~
tabla de verdad para A, en la misma forma que la FNDP pa
ra A, excepto que son las filas con valores F las que se
usan.

De esta forma podemos obtener la FNCP para A, usando las si--
gulentes Leyes:

bDe Morgan

Leyes de ~(A/A B) eq ~A YV ~B
~{(A V B) eq ~A A ~B

Ley de la
Doble Negacibn ~ ~ A eq A,

As{, si la FNDP para ~ A es Bl\/' Bgv--' \/Bn,

entonces Aeq ~ ~ A
eq ~(Blv82v...\/an)
eq NBlA ~BZ/\.../\~BH.
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Pero una tipica B, uvs Cjq /\(ij/\ .../\ Pin, de forma que -
~Byoeq ~CH YV ~Cip Ve VY ~Cing
uso cuidadoso de la Ley de doble neqgacién, obtenemos la desea
da FNCP para A.

y asi, mediante un --

Ejemplo 6.3

Conslideremos la férmula (~ pd r ) /\ (q = p) = A.

La siguiente tabla muestra los valores de verdad para es
ta f.b.f.

p q r (~p 2r) A {(q = p) .
Y A" Vv \% v A"

\ v F \% Vv

Vv F A" Vv F F

A" F F Vv F F

F v A" - \ F F

F A" F F F P

F F Vv Vv Vv A"

F F F F F A"

Coma el valor es V para la la., la 2a. y la Ja. filas de esta
tabla, la FNDP es la disyuncién de las conjunciones clementa-
les que representan estas filas.

wAaNey \V wAa A~ V (~p A ~q Ar) = Aen FNDP
e e N .. ~ “

™ R "\r -
la. fila 2a. fila 7a. fila

La FNDP para ~ A se obtiene con las filas restantes:

PA~a A Ve Aca ANcry ViepAqAn Y

( ~ p/\q AN r)v (~p /\ ~ A ~r) = e A .en FNDP
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>
o}
-

pues, A e -~~~ ("~ A)

e ~~ “) A ~ (] A X’) /\ ~ (P A ~ q /\ ~ r) A
:\J(/vp/\qA r) /\ N(NPACI ANr)A
~t ( i ¢] /\ ~s (I A [ad r)

eq (~mpVaVe~r A(~rpVaVnAmpY~qV~r
,A(P’V ~qWVry A pVY qVr).

Invirtiendo el orden de estas disyunciones elementales obtene
mos la deseada FNCP de A.

Aunque estas dos formas candnicas sc¢ emplean para determinar-
s8i dos férmulas son l6gicamente cquivalentes o no, un uso més
frecuente es el de encontrar una fSrmula mids sencilla, l6gica
mente equivalente a la dada. Pero, para nuestros propésitos,
el hecho més importante e¢s que estas formas normales nos pro
porcionan un medio de generar una f.b.f. de un nGmero arbitra
rio de variables, que tenga una tabla de verdad prescrita. He
mos dado, en efecto, un procedimiento por el que las operacio
nes de conjuncibn, disyuncibn y neqgacifn son suficientes para
describir cualquier tabla de verdad. La f6rmula que se obtie
ne por este procedimiento puede ser innecesariamente larga, -
pero tiene las propicdades deseadas y, en gencral, se puede -
simplificar.

7. NOTACION POLACA Y EL ARBOL DE UNA FORMULA.

En el sistema notacional usual, nos vemos limitados por la ne
cesidad del uso de paréntesis y orden de precedencia, para --
preservar la claridad en la sintaxis de nuestras proposicio--
nes., Esto es debido a que nuestra notacién para las operacie
nes binarias es intercalada: cuando escribimos A D> B, A + B §
AA B, debemos saber hasta dénde se extiende A a la izquierda
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del operador y hasta dbénde se exticende B 4 la derecha dol ope
rador. Al analizar el proceso de entender la sintaxis de una-
expresidn, como debemos hacer para programar que una computa-
dora "entienda" la expresi®tn, es evidente gue, para una expre
s16n moderadamente compleja, esta comprensién contiene un ni-
mero de bisquedas hacia adelante vy hacia atrds en la oRpra- -
sibn.

En 1951, el 1légico polaco Jan Lukasiewicz sugirid gque podfa -
usarse una notacidn prefijada para todas las operaciones, de-
forma que podfamos escribir DA R, + A B 6 A A B; un uso con
sistente de una tal notacién elimina toda necesidad do puntua
cibn (uso de paréntesis). En esta seccidn examinamos esa no-
tacidén y su relacibén con una cierta gr&fica, a la que llama--
mos el "&rbol” de una férmula.

Aunque el contexto particular gue usaremos e¢s el cdlculo pro-
posicional, la notacién es aplicahble, siempre gue nos encon--

tramos o pueden definirse ecuaciones de n variables (n 2 1),
Usaremos el siguiente simbolismo.

Las proposiciones las denotaremos por letras minGisculas-

cursivas: p, g, r, S,...

- Los operadores y los conectivos por las siguientes le- -
tras mayQsculas:

N negacidn

C implicacién
A disyuncibn

K conjuncién

E equivalencia.

la tabla 7.1 muestra nuestros prop&sitos.
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Polaca Est&ndar
Np ~ P
Cpq PD>q
Apq PV q
Kpq PAaq
Epq P&Qq

Tabla 7.1. Relacifn entre las notaciones polaca Y
estandar.

- Usaremos también letras griegas minfisculas para represen
tar a las f8rmulas bien formadas (que debemos definir de
nuevo, puesto que estamos usando un nuevo simbolismo).

Definicién 7.1

Una fOrmula bien formada (del c8lculo proposicional y se
gGn la notacién polaca) es una férmula que puede obtener
se mediante un nGmero finito de aplicaciones de las re--
glas siguientes:

1. Una variable proposicional aislada es una f.b.f.
2. S5i ot es una f.b.f., entonces N&X es una £.b.f.

3. 8i o« Yy son f.b.f., entonces co§, Aup , K“?
Yy Ex@ son f.b.f.

Ejemplo 7.1

a) (~p>or) /\ (g 2 p) en la notacifin polaca es
KCNprEgp

b) (~g A (p & r) \/(~ p A q) se convierte en
AKNQEprKNpg
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Ll punto de vista o gue estanos Pasando nuestra discu.s 100 es
el de considerar los conectivos 17 icos cone 1 fueran exacta
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ro ¢, come wn Cpg, o K, comn an Kpg, conccta estas dos partes
v forma una Sola ucoesifn unificada.  Este nes proporciona la
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A
TR S gt by
Sl
EU T B B HELES B
Entonces S es una f.b.f. si y s&lo si:
(1) toda iﬂj es positiva ( > 1), 1 - 1,.0.,0.
Y -t
(2) by = 1
Ejemplo 7.2.
(a)
Sucesidn K ¢C N p r F q p
Ranqgos -1 -1 0 1 1 -1 1 1
sumas 12 3 3 2 1 21
.
Aqui, por ejemplo, }_h = 3 lo aue indica es que, en este pun

to, tenemos tres partes no conectadas de la f6rmula, a saber,

p, r y Egp. La f&rmula estd bien formada.

(b)
Sucesibén A K N P C T q K P K N q
Rangoes -1 -1 0 1 -1 1 1 -1 1 -1 0 1
Sumas 1 2 3 3 2 3 2 1 2 1 2 2

Como se verifican las condiciones (1) y (2) del alqgoritmo, es
en efecto una f.b.f. en notaci6bn polaca esta sucesidn de sim-

bolos.
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(c)
Sucesibn P K N q r
Rangos 1 -1 0 1 1
Sumas 2 1 2 2 1
Esta no es una f.b.f. (no se cumple (2)); tiene dos partes -
1
sin conectar, p y KNqr. Fs lo que indica 1= 2.
(d)
Sucesibn K P N C A P q
Rangos -1 1 0 -1 -1 1 1
Sumas 0 1 0 0 1 2 1
Esta no es una f.b.f. (falla (2)). Falta un segundo "operan-
do"™ para C. Escrita con la notacién estandar, tiene la forma

P A~( (PY aQ)D ).

Es evidente la ventaja que hay de la notacién polaca con la -
estandar para comprobar f6rmulas bien formadas, d&ndonos un -

algoritmo que puede ser mis fAcilmente manejable por una com-
putadora.

Es obvio que una f.b.f. en la notaci®dn estandar va a ser - =
f.b.£f. al traducirla a la notacibn polaca, y reciprocamente, -
asi que la notacibn polaca podemos utilizarla como un puente-
de comunicacibn entre el cdlculo proposicional en notacién es
tandar y una computadora; asi como, por ejemplo, en sistemas-
numéricos, el sistema octal puede usarse como puente de con--
versibn entre los sistemas Linario y decimal, agilizando el -
flujo de comunicacién entre las bases 2 y 10.
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Notacién
Polaca
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&

LOGICA MAT. Computadora
Notacién
Estandar

Pasamos ahora a discutir lo que es el 4rbol de una f6rmula. -

antes introducimos algunos conceptos de la teorfa de gréficas.

Definicibn 7.2.

Una grdfica es un par (P, IJ> , donde:

- P es un conjunto de puntos, llamados “vértices".

- L es un conjunto de segmentos, llamados *lados",

tales que:

cada segmento de L tiene asociados con 81 a exacta-

mente 2 puntos de P, que son sus vértices.

Si a y b son vértices de una gr&fica, entonces una-

cadena de a a b es un conjunto C = g Pqr pl,...pn}
¢ P de vértices tales que:
~a = po
b = pn
Y )
~ para cada 1 = 1,...,n, hay un lado cié L cuyos -~

vértices son p, 4 ¥ py-

Una gréfica es conexa si hay una cadena de uno cual
guiera de sus vértices a cualquier otro.
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v Un eiclo o una cadena R onxy 1, -
tal que ) N son droLtintos v oy T,
al quey oy re I I

\ Una grafica conexa que na tienc ningdn ciclo se lla

ma un arbol.

Ejemplo 7.3

La figura 7.l representa una gréfica cuyos vértices son-

a, b, ¢, d, e, £y g vy cuyos lados son ab, ac, bc, bda, -

s b\ .‘;1
// r \\
// 0-wibmu~~m«m—_W)rm
a
/

cf, de y ef.

4
/

//

dO/« e s e e e i e --—-‘e

C

Fig. 7.1

Hay una cadena de a a f, por ejemplo { a, b, ¢, £ }, o]
[a, c, f} 6 {a, b, d, e, 4, b, c, f}.

La grdfica no es conexa, pero lo serfa si prescindiera
del punto g. Contiene varios ciclos, como {a, b, c, a],
{b, d, e, £, u, b} Y {a, b, 4, e, £, c, a} .

Definicifn 7.3

5i « es una f.b.f. (en notacibn polaca), entonces el ar
bol de ol es la grdfica definida por el siquiente proce-
so.

1. 5i o es una sola variable proposicional, entonces el
drbol de «« es la gr8fica con vértice « y sin lado -
alguno,




) D - 14 vaeo KD SR L2 TS B PR Ry
! :

. ‘ i
- . - ¥ { . N
USRI KO 291 PPEF IR S S R R EET \ cvortooes de pf,~
v ocuyos lados son los lados de @ junto con un ladeo -~
que une Moy o1 concetivo principal de f (o el vértice

do ﬁ , il ﬁ no tiene mis gque un vértice) .

3. 51 & es de la forma % QH , donde ¥ es une de los co-
neetivos O, A, £ L, entounces ol drbol de o¢ es la -
grafica cuyos vértices son { %] U {vértices de gy V
{vérticcs ch:y} » Y cuyos lados son los lados de g y-
de )1 junto con un lado que une ¥ y el conectivo prin
cipal de f#, y un lado més que une X y el conectivo -
principal dOJu

Simbdlicamente, podemos usar la representacién que aparece en
la figura 7.2, donde T (@) vy T (&1) representan leos &rboles-
de @ Y p + respectivamente,

SN

N

T (@) T (P) TP

{a) (b)
Fig. 7.2

(a) el &rbol de N @
(b) el 8rbol de X@ﬁ

Ejemplo 7.4,

Damos dos representaciones gré&ficas con las figuras 7.3-
y 7.4.
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C E

N r q p

Fig, 7.3 Arbol de KCNprEgp

- A S~
_ -
/ \~-,
/ \,
K. K
/ \ p yd
N e p K
2N / \\
N\ /
/ \ /N
r N d
/
/

Fig. 7.4 Arhol de AKNpCrgKpKNqr.

Tres comentarios nos parecen oportunos.

lo. Los &rboles que estamos usando son, en realidad, &r-
boles "rotulados". Por ejemplo, la gréfica de la fi
gura 7.5 puede ser el drbol de muchas fdrmulas.

/'/A\
/

[

Fig. 7.5.
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Cuando se rotulan los vértices, como en la Fig. 7.3,

se convierte en el &rbol de una f6rmula particular.

20. Como se tiene el hecho de que po>q (Cpg) no es equi
valente a g>p (Cgp), el orden de izquierda a dere
cha de los vértices es importante para nuestros pro
pbsitos,

30. El &rbol de una f6rmula podria haberse desarrollado
perfectamente bien partiendo de la notacibén estdn--
dar de intercalaciones. El presente desarrollo se

escogib a causa de la facilidad de construccién del
drbol.

Si conocemos los sfimbolos que se presentan en cada nivel y -

el orden en que aparecen, es facil construir el drbol.
Por ejemplo,

- Si el primer nivel contiene el simbolo K.
- El segundo los simbolos C, E.

- El tercero Nr gq p

- El cuarto el simbolo p.

Podemos entonces construir el 4rbol de la figura 7.3.

Esta informacibn se puede obtener fAcilmente de la notacibn -
polaca para una f6rmula proposicional, por medio del siguien-

te algoritmo "del &rbol", qgue es una continuacifén del algorit
mo para f.b.f. polaca dado antes.

ALGORITMO "DEL ARBOL" POLACO.

1. F6rmese la sucesitn de sumasil,..., L, como anteriormente-

en el algoritmo para f.b.f. Si la férmula estd bien forma

da, continfiese con el paso siguiente.




2. Comenzando con ¢l extremo izquierdo, fArmense las dos suce

siones L ‘e t ;) C ‘e c como sigue:
= 3] 1; ’ n Y ]l ’ ”r tRAS|

(a) tl =1, ¢, =0

(b) para i =1,..., n-1

Si [iﬂ > {i, hdgase t =t +1, ¢,y =0

Sx.fi+1 = Xi' hagase ti+1 = ti + 1, Ciy1 1

Si Ei+l < Ei' determinese la Gltima K (£ i) tal que

Cr=o’ hdganse entonces ti+1 = tk‘

C . =l, ck=1.

3. si la férmula dada estd bien formada y el procedimiento an
terior se ha sequido apropiadamente, entonces, al final --
c = 0, éi =1 (i=2,...,n) vy ti es el nivel del {-&simo-
simbolo en el drbol, seqgiin su orden de aparicién.

Ejemplo 7.5.

Ilustramos la aplicacién de este algoritmo con las f6rmu--
las del ejemplo 7.4, KCNprEqp y AKNpCrgKpKNgr, figuras 7.3
y 7.4 respectivamente.

(a) Férmula K C N P r E q P
Rangos -1 -1 0 1 1 -1 1l 1
¥, 1 2 3 3 2 1 2 1
t 1 2 3 4 3 2 3 3
c 0 0 0 1 1 1 0 1
1 1 1




Entonces,

segldn nuestro algoritmo, tenemos:

en el primer nivel: K

en el scgundo nivel: C, F en ese orden,

en el tercer nivel: N, r, q, p en ese orden.
en el cuarto nivel: p

Hacemos la observaci®n que, tal como estamos disponiendo el

dibujo de nuestros 4rboles, el orden de aparicibén es el si-
guiente:
de los

niveles:

de arriba-abajo lo.

de las letras:

Asf, repitiendo la figura 7.

Fig..

20,
3o0.

de izquierda a derecha ———)

3, tenemos:

5 ler. nivel

- — — 2 20. nivel

_)3er. nivel

> 40. nivel

7.3. (bis)
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(b) Fdérmula A K N p C r q K p K N q
Rangos -1 -1 0 ! -1 1 1 -1 1 =1 0

= 1 2 3 3 2 3 2 1 2 1 2 2

t 1z 3 4 3 4 4 2 3 3 4 5

c o 0 o 1 1 0 1 1 0 1 0 1

Con esto tenemos la distribucifn de la siguiente manera:

ler. nivel: A

20. nivel: K, K

Jer. nivel: N, C, p, K
40. nivel: P, ', 9, N, T

50. nivel: a

Con lo cual reproducimos réipidamente la figura 7.4, arbol de-
la f6rmula dada.

3 ler. nivel
ff/__ Ko L -y 20. nivel
\\ Jer. nivel

4o. nivel
i B S ¢ ve

-3 50. nivel

Fig., 7.4. (bis)
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Povicando la anterior Jdioccousnifo, vemos gue on realidad el r-
bol de uwna férmula en notacién polaca no es mis que otra mane
ra de escribir la f6rmula misma, es una forma geom8trica bas-
tante bella, que al dibujarla se ponce de manificsto el signi-
ficado de la aparentemente abistrusa notacién polaca,  Hemos -
dado un algoritmo para dibujar el arbol de una fé6rmula dada,-
es bastante obvio que el proceso reciproco no ofrece dificul-
tades técenicas, o sca: dado un &rbol, escribir la férmula co-
rrespondiente; es un proceso trivial que consiste mis o menos
en desarmar nuestro 8rbol por las ramas, juntar los troncos -

en un manojo ¥y echar todo en un cesto,

Para finalizar osta secciébn, manifestamos tres hechos claros-
del tema tratado:

lo. La notacidn polaca para una fé6rmula estd muy Intimamente-
relacionada con la estructura de 4rbol. FEn realidad, si-
examinamos las letras cen sucesibdn, comenzando al extremo-
izquierdo de la f6rmula, lo que en realidad estamos ha- -
ciendo exactamente es trazar el drbol de la f6rmula, esco
giendo en cada paso la rama no trazada que estd m8s a la-
izquierda.

0. La utilidad de la notacifén polaca para el trabajo computa
cional es evidente: si procedemos de derecha a izquierda-
de una f6rmula, entonces no encontramos ningiin operador -
ni conectivo antes de que conozcamos su operando. No ne-

cesitamos por ello retrasar un célculo porque no tengamos
todavia los datos,.

Comp8rese, por ejemplo, el cilculo de:

(3+4)/ (5- (2x (1+43))) x (2= (4x5)) / (3+ (1x2)-4) +2
{partiendo de cualquiera de los extremos) con el de:

AMDA34S5M2AL13DS2M4 55A3M1242

(desde el extremo derecho), donde A, S, M v D denotan la-
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adicibn, la sustraccidn, la multiplicacién vy la divisién,

regpectivamente.

3o. La falta de puntuacién (paréntesis) depende de tener sim-
bolos distintos. Siempre que vemos "13" dehemos saber si

éste denota el nmero trece o los dos nbmeres | y 3. Si-
los simbolos no son precisos, cntonces debemos reintrodu-
cir la puntuacibn, al menos hasta ¢l punto de tener algQn

delimitador (quizd un blanco) para separar simbolos.

8. CONJUNTOS MINIMALES DE CONECTIVOS.

El problema de que vamos a ocuparnos en esta seccibn es el de
culintos conectivos necesitamos especificar realmente para de-
sarrollar nuestra l6gica. Aunque osto es de interés tedrico,
la contestacibn a cste problema tienc también implicaciones -
practicas, pues si estamos disefRando una miquina ldaica, nos-
gustarfa estandarizar los elementos bfsicos de la miguina. Pa

rece que no seria conveniente usar diez tipos de elementos ba

sicos, si fueran suficientes tan sélo dos o tres.

Por otra parte, hay una cierta pérdida al usar menos elemen--
tos: las expresiones légicas y, por tanto, los circuitos, que
representan funciones particulares, pueden hacerse més compli
cados. Asi pues, en los problemas de disefio préctico debemos
balancear cuidadosamente el nGmero de tipos diferentes de ele
mentos bdsicos y los circuitos necesarios para usar estos ele
mentos. Con e¢sto vemos que, en la prictica, lo minimo no - -

siempre es lo mejor, al igual que tampoco lo méximo,

Como cualquier funcibn pucde representarse por una expresidn-
en FND, es claro que, cuando muche, los conectivos que necosi

tamos son la conjuncién, la disyuncién y la negaci6n.




Por otra parte, las Leyes de DeMorgan nos permiten conjugar-
tales conectivos,

(PVq) eq. ~(~p N ~q)

(PAG) eq. ~(~p\l ~q)

luego, lo que necesitamos realmente tcner a nuestra disposi--
cibn es la negacién y: 0 la conjuncién o la disyuncién. Bue-
no, ¢{se podrfa hacer atn mejor?, veamos:

Trabajemos con 1la disyuncién y la negacién.

- Como la negacién es una operacifén que involucra solamente
un operando, no podemos eliminar la disyuncibn: de otro -
modo, no tendrfamos manera de expresar funciones do mas -
de una variable.

- Su pudiéscemos representar la negacidn por una expresiébn -
disyuntiva, esa expresion incluirfa 5610 a una variable -
proposicional, puesto que 1la negacién es una funciébn sin-
gular, de una sola variablo. Asf, ~ p tendria que ser -
expresado por pyp, (BVP) v P, (pPVp) V {(pVp), o alguna - -~
otra expresién de ese tipo. Pero podemos ver ridpidamente
que una expresidn semejante es l6gicamente equivalente a-
p:; de donde se deduce que no hay expresién disyuntiva al-
guna que represente a ~ p, Y, Por lo tanto, tenemos que-~
retener la-~.

Luego, la funcién 16gica puede expresarse en términos de-
disyuncién y negacidén, y hay funciones que no pueden ex-

presarse usande solamente una de ellas.

Decimos entonces que la negacién y la disyuncién, {"*, \/} R
forman UN CONJUNTO MINIMAIL DF CONECTIVOS para el cllculo pro
posicional.
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Andlogamente, la negacidn o la oo, anaiGn, '\} , forman -

también un conjunto minimal de conectivos.

Es posible seleccionar tambidén stros con-untos minimales de -
conectivos. Por ejemplo, ¢l traco de Sheffer, |, constituye,
81l solo, un conjunto minimal de concctivos, lo mismo que la -
flecha de Pierce i.

Para mostrar que ol trazo constituye un conjunto minimal nece
sitamos simplemente probar que tanto la neqacidn (o la conjun
cibn, pues ya sabemos quczih»,v} Yy {AJ ,A.} son minimales) -
son expresables en términos del trazo, puesto que, entonces, -
por lo diche, cualquier funcifén serd tambiln expresable. Por
inspeccifn de las tablas se verifica ficilmente que:

~ P eq p|p
Vg eq (p|p) | (a]w

También pAq eq  (p|g) | (p]q)
lo cual prueba que {]} es minimal.

De manera andloga:

~ P eq Pl P
Vg eq (plg) | (plq)
o bien pAg eq (plp)J{(qlq)

prueba que gi’}es minimal.

También, para concluir con uno més,

~ P eq~p

W4 eq ~pdq

o bien pAgq eq ~(p D ~q)
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UN ENFOQUE ANTOMATICO.

-
PSS

el cllculo proposicional os una for

Hasta el momento nuestros-

respecto han limitadeo a los de tablas de ver--

S
Ahora plantea=-

y mostrar cdmo pueden -

nuevas exproasiones partiendo de otras dadas. El en

v nos da un procedimiento para la formacién-

sucesiones de cadenas de simbolos, partiendo de su-

dadas. Por ol momento, =l concepto de verdad no an-
cuadro; aungue mis tarde veremos que las suce-
darivamos de nucestras axiomas son, on realidad, --

tautologias.




to

- Las sucesionoys e 1 bolo, o e LA Pl -
das por Jas vartar les prop caraionties, Core T LvGn Yy -
log pardntesis, como hoemes cs ado baciondo, naly . o0 ho=-
cho d¢ aue sC¢lo cons deraremos come conectivos "iegiti- -

mos" la negacidn vy la condiciornal.  Las veEpresiones ¢n o—--

que aparezcan utros conectivos tan sOleo las usarvomoes oome

abreviaturas de cxpresiones on ootos dos conoctivos,

Salve por lo dicho, las reglas para definiy formualas bien

formadas son las dadas on la seceién 2.

El proceso de la generaciédn de sucesiones comicpesa con la - =
eleccidn de un conjunto no vacio de .1, f, 3l que lamames el
conjunto de los axiomas, y constituyen la base para la genera
cifn: las sucesiones que generamos se construyen wartiendo de
los axiomas. Asi, la eleccidn del conjunto de »iomas afecta
materialmente al conjunto de sucesiones que &¢ generan.  La -
eleccidn puede ser muy personal. IO0sot ros escoaomos el &= -

guiente conjunto de tres axiomas:

AXTOMAS
Axioma 1. P oo tg >p)
Ax ioma 2 (P> (gm»r)) a2ax(p>a) »(p >»r))
Axioma 3. (~pPp 2 ~a) D (-~ p 3 q) Dp)

Una vez escogido un conjunto de axiomas, el sigulente paso -
consiste en especificar un conijunto d¢ realas mediante lag --
cuales vamos a generar las nuevas suces:ones. Nosotros esco-

genos las dos silguientes:
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dodus Ponens.

Substatucd

Dadas las Saoa lones o Ao, estd permitido-

gencrar la oaccaidn b

Dada la sucewsi@n ¢, Pt ors b,y ouna varias-
ble proposicional, digams D, nstd permitido -
gencrar una sucesidn O, cabstituvendo por B aa

Jda o apariorSn de toen Al

Comentario:

En algunas presentaciones, ¢l uso de la Rerrla de Substi-
tucibn se evita por la elecci6én de un conjunto infinito-

de axiomas que estdn representados por un ¢

axiomas.

Por ejemplo, en lugar de nuestro Axiama 1 tendriamos el-

esqgquema de axioma 1: A ~ (1t DAY, donde A vy B denotan - -

- ?

f.h.f.; este escquema de axiomas denotarfa entonces ol --
conjunto do todas aguellas fdvmulas que constituirfan un

subconjunte del conjunto de axiomas.

I

En nuestra presentacién, las fdrmulas, en este conjunto,

deben generarse por substitucién en el axioma dado.

Definicifn 9.1,

tma f.bh.f. A e
ta de f.b.f. A

$ un tegrema, 51 existe una sucesidn fini-

1 Az,...,hn tales que:

{l) cada Al es: o un axioma, ¢ estd derivada de formulas
precedentes de la lista por una de las reglas de in-

ferencia. vy

{2y Aan es la f.bh.£.A.




Hocas:

- Una suce 090 tai o Plama T b, o, farty ey g prue

bha de /A,

- AsT e, A L teoroma s DA urer pruacha de A
Eno partboalar, un Axiond o ooun "caoroma, Vet U0 N1 L

una prucha de &1, a sabor, ol L amo avioma.

- La notacidn que asaremos o. b= 4 PAra lrelicar que A ns -

toeordma,

- NGtese que osra definicidn nos da una formulacldn prec-

v 5
Sl

oo

los conceptes de "teorema® v “prueba” dentro de la

teoria.
Llustramos ol proceso de la gencracidn de sucesiones Pro
bando an toeoroma.

Teoremna Y.1.

B (g D)) 2 ((pohg) m» (pDr))

Prueba.
(1) (D g2y D (p 'y 9) D (pDdr)Y Ax. 2
(2) P olyDp) Ax.l
(3) (p D {g2Dr)) ™D ((pHa) ™ (2 Dr)))
DU Do) D DDy ™ ((poqg) ™

(™ r)y)) Sust. (2}
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(4) (gDr) o ((pD(g>r))
DpDgryDp D)) M.Po (LY, (3)

(5) (4 Dr) D (p Dy Dr)) Sust, 2

(6) ((gDr) D ((pDgDr))

D(Lpog) D (pD>ri)))
D(lg D) D (pD (g Dr)))
D D>r) D ({pD gl

Dp Dr)))) sust. (1)

(7) ((aDdr) D (p D gD r)))
D((qg >r) D ((pD ]
S (p Dr))) M.P., (4), (6).

(8) ((g Dr))y D ((p>d>g) o2 (p3ry) H.P. (5, (7)

Donde "Ax", significa Axioma, "M.P.", Modus Ponens y "Sust".,
substitucién.

paefinicidbn 9.2

- Decimos gue una f.b.f. Wj depende inmediatamente de Wi -

si Wj se deriva de Wi por substitucién;
y que: '

- Wk depende inmediatamente de Wi y Wj si W, se deriva de
Wi,y Wj por Modus Ponens.

© Decimos que Wk depende de- Wi £i hay una sucesiébn de f.b.
f.;‘wii=~w1,..., win = W, ,-tal cque cada Wj- en 1la suce-
5i6n depende inmediatamente de las f6rmulas precedentes
en la sucesibn.

Podemos representar graficamente una prueba como un &rhbol en-
gque se muestran las relaciones de dependencia entre las f£6r
mulas en la prueba. Las "hojas" del &rbol son ocurrencias de

los axiomas, y la "raiz" es el Teorema..
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Ejemplo 9.1

Hacemos un diagrama de la prueba del teorema 9.1 como un
8rbol en donde cada nodo estf marcado con el nimero del-
renglén correspondiente en la prueba, lo que se muestra-
en la figura 9.1

®) -
™ ~
(3) h (7)
N
(2) (4) (6)
/ N\ !
/N ;
1
() 3) (1)
(2)
Figura 9.1

Veamos ahora las relaciones del sistema que estamos estudiando
con las funciones de verdad. Desde el punto de vista axiom8-
tico, serfa agradablemente "perfecto®™ que todo lo que se pue-
de probar es cierto y viceversa. Para el c8lculo proposicio=-
nal éste es ciertamente el caso.

- Checando r8pidamente por tablas de verdad, vemos que to-
dos nuestros axiomas son tautologlas;

- Por el ejemplo 5.1, el Modos Ponens preserva las tautolo
gfas. Es decir, siFA Yy FADB, entonces también kB,
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2

Ademds, como cualgquier substitucidn o ireoen todas las

apariciones de una variable proposicional, las tavtolo--

gfas se prescesovan también bajo esta reqgla de inferencia.

Por tanto, cualquier teorema es una tautologia.

La afirmacién reciproca - cualquier tautologfa es un teorema-

es también cierta y se conoce como el "tecrema de Completez'-
del Cilculo Proposicional. Omito la prueba. FEsta puede ver-
se en Introduction to Mathematical Logic - E. Mendelson - pda.
37 Bdit. Van Nostrand - 1979-.

pDefinicién 9.3

Sea {Al, Az,..., An,B} un conjunto finito de f.b.f.

Decimos que B es una consecuencia de, o que es deducible de, ~

Al, Az,...,An (lo que escribimos como Al, AZ,...,An}—B), si -
existe una sucesi6bn finita de f.b.f., Pl, Poreees Pk’ tales =
que:

(1) cada Pi es:

- 0 un axioma,
-~ o una de las hipbtesis Al,...,An
- o se deriva de las f&rmulas precedentes en la sucesifn

por una de las reglas de inferencia.

(2} ninguna férmula Pi se deriva por substitucibébn de una va-
riable que aparece en una férmula de la aue .depende Pj
Y

(3) Pk es la f.b.f. B,
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NOTAS :
a la sucesidn, PyreesPyose 1o 1lama una deduceidn de B
a partir de las hipdteusis Ll,...,An.

- Si B es un teerema, os consecucncia del conjunto vacio -
de hipdtesis, vy escribimos ontonces: R,

- De hecho, una prueba de un teorema, es una deduccién del

teorema a partir de ninguna hipétesis.,

Vemos ahora el objetive para lo cual dimos la definicién ante
rior.

EL TEOREMA DE LA DEDUCCILION.
Sea [ﬁ un conjunto de f£.b.f., y sean

Ay B f.b.(.

I"'l

i , A B, entonces [‘h AR,

En particular: Si A |—B, entonces - A D B.

Este teorema fué probado por primera vez por Herbrand en 1930.
Aqui omito la prueba, pero la idea de la misma es la siguiente:
"buscar una decduccidn de B partiendo de[ﬁ, A y reemplazar cada
Pi de la deduccién por A D P;." Lo que resulta ya no es una -
deduccibn, pero, por la interpolacién de férmulas adicionales-
adecuadas, se convierte en una deduccifn de ADB partiendo de-
la hipbtesis .

El Teorema de la deduccién es un instrumento inapreciable, - -
pues nos permite escribir rédpidamente pruebas de teoremas que,

de otra forma, resultarfan muy complicadas.

Como ejemplo de su aplicacién, veamos como se simplifica la -
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pruegha de nuestro teorema 9.1.

Ejemplo 9.2,

Volvemos a probar el Teo. 9.1 tomando como hipbtesis:

q >r, ij‘/[}.

(1) p Hip.
(2) poyg Hip.
(3) q M.P, (1), (2)

(4) gD r Hip.

(5) r M.P o, (3), (4).

Tenemos pues una deduccién q 2 r, pD g, p kr. Aplicando-

¢l Teo. de la Deduccidén tres veces, obtenemos sucesivamento:

gDr, PO - poOr
12D r — (p2g) 7 (p>r)

=g ) D UpoHag) D (pD )

Lo que ahora tenemos no es una prucha del teo. 9.1 de acuerdo
a4 como hemos definido "prueba" dentro de nuestra teoria. Pe-
ro las técnicas usadas e¢n probar el Teo. de la Deduccifn son-
constructivas y, mediante su uso, podemos transformar la de-
duccibn que hemos escrito en una prueba formal del teorema. -
Es inusual hacerlo, salvo en el adiestramiento escolar, pero-

no pasa de ser un proceso va mecinico.

Asi pues, tenemos aquil la contrapartida de la relacién entre-

consecuencia ldgica y tautologia que mencionamos en la sec- -

cién 5. Esta correspondencia y la correspondencia entre tau-

tologlas y teoremas hace trivial una gran parte del trabajo -~
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en cl

cdlculo prupusicional.

(Es una f.b,.f. un teorema?. Para encontrar la respuesta
g6lo necesitamos ver su tabla de verdad -un proceso mecd

nico.

Si es un teorema, Jqgqud hay de su prueba?,. Reemplazamos-
primero el problema por el de encontrar una deduccidn --
adecuada. Ya encontrada, otro proceso mecdnico transfor

ma la deduccidn en la prueba deseada.

La dnica parte diffcil que resta es la de encontrar una-
deduccibn adecuada; para esta tarea, pocas son las gufas
conocidas que se encuentran entre el trahajo mecfnico en
un extremo y la intuicidén altamente desarrcllada en el -~
otro.




b)

VECTORES BINARIOS.

1. Conjuntos.
2. L&gica.
3. NGmercs.

i
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COMENTARIO,

Ante una computadora, uno como principiante puede sentir ex--
traneza porque la computadora, supuestamente un dispositivo -
numérico, pueda "leer" caracteres alfabéticos. FEn esta parte
del capitulo se trata de sefalar la naturaleza abstracta de -
las representaciones simbdlicas internas de una computadora, -
examinando varias interpretaciones posibles de un vector bina
rio, dando lugar tales interpretaciones a un sistema logico -
relacionado con nuestra légica bdsica que hasta ahora hemos -

desarrollado.

Queremos examinar una estructura particular y ver cémo puede-
interpretarse de varios modos. sta estructura s un vector-
o n-tuple ordenado de cercs y unos, Consideraremos los cua--
tro vectores siguientes, en todeo lo gue a continuvacién dire--

mos, como nuestros ejemplos:

v, = {0, 1, 1, 0,1, 0> o 09 1 1 0 1 O
v, = {1, 0, 1, 1, 0, 1) o 1 0 1 1 0 1
vyo= (1, 0,0, 1, 1, 0 o 1 0 0 1 1 D
v, = <0, 1, 1, 0, 0, 17 o 0 1 1 0 0 1

1. Conjuntos.

Es posible usar vectores para representar conjuntos, convi--
niendo en que cada componente del vector denote un elemento-
particular de nuestro universo. Usamos un "1" para indicar-
el hecho de que el elemento representado por una componente-
dada est8 en el conjunto considerado, y un "Q" para indicar-
gque no est8. Este vector puede pensarse como la funcifn ca-

racteristica del conjunto, para casos finitos.

Por ejemplo, si nuestro universo es U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

y convenimos que la i-&sima componente represente al elemen-
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to 1, entonces nuestros vectores representarn en forma res-—-

pectiva a los sigquientes conjuntos:

v, A A Y2, 3,05

v, o« B B IS PR 6
N3 A C 1, 4, 5

v, a D 2,03, 6.

Bajo este “"trucn” de representacidn, las distintas operacio--
nes de conjuntos se efecttan mds f{dcilmente, comparando las -
representaciones del vector por la prescencia o ausencia de -~
unos.  Asi, digamos, la unién de conjuntos requiere la  pre--
sencia de un 1 en una posici6n dada en cualquiera de los vec-
tores, mientras que la interseccibén de conjuntos exige la pre

sencia de un 1 en una posici6tn dada en anbhos vectores

Ejemplo 1.1

AUB: 1 11111 (LenAoenB; aNVB=uU

ANB: 001000 (1 tanto en A como en B); AR

"

L3}
AAB: 110111 (1l en s6lo uno de los dos); AAD = 11,2,4,5,
|8

A€: 1 001 01 (se intercambian 0 y 1).

Notese que esta representacidén c¢s aplicable en caso de ser fi
nitos los conjuntos. Qué tan finitos, no importa mucho, pues
para efecto de tamano, lo que se requiere es memoria (en la -
computadora) pero el algoritmo de las operaciones sigque sien-
do el mismo, y la complejidad de las mismas se rvesuelve de --

una manera auvtomdtica (por la mdauina) al especificar cull es
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nuestra "convencidn" para la representacidn (codificacidng .,

2. LOG 1 CA,

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de obijetos codifica-
dos de acuerdo con la presencia o ausencia de cierto nimero -
de propiedades -scis en nuestros ejemplos-. Podemos usar en-
nuestro c6digo un "1" para indicar la presencia de una rropie

dad, y un "0" para indicar la ausencia de eclla.

En otras palabras, el 1 y el 0 toman akora ¢l lunar de las le
tras V y F, respectivamente, para la sentencia: "Este objeto-
tiene la propiedad P;".

Por ejemplo, en problemas de catalogacién o clasificacidn, --
los objetos pueden ser personas, y las propiedades, el entre-
namiento para el manejo de ciertas mdquinas, la posibilidad -
de estar disponibles a ciertos tiempos, la voluntad de traba-
jo, etc. En trabajos de recuperacién de informacidn, al apli
carse a un documento, el 1 v el O podrian indicar la presen--
cia o ausencia de ciertas palaboras claves en el documento; --
aplicado a una peticiétn, los mismos 1 o 0 indicarian un inte-

rés o una falta de interés en esas palabras clave.

Podemos entonces determinar varias combinaciones de estas pro

piedades, aplicéndolas a las operaciones lbégicas.

Ejemplo 2.1
Los objetos: son personas

Las propiedades: son los tiempos en aue estin disponibles,

cCuando pueden encontrarse N2 Yy WB?‘

llacemos el analisis:




Nz :

Wa

Wz A N3 :

R A T "o
! 0 1 1 f 1
1 0 o 1 1 0
1 0 0 1 5 0

asi pues, WV, v WV pueden encnontrarse on cualauicra de los-
&

3

perfodos L, © ty

1

Ejemplo 2.2

Los objetos: son empleados de vigilancia.

Las propiedades:

son tilempos on gque estdn de quardia.

(Culindo estd al menos uno de los dos vigilantes wl o V

de guardia?.

Wy AV v,

En todo momento, salvo
los afectados.

¢Qué combinaciones

completo todo el

Observando Wl, Nz, \Y

digamos, de parejas de

¢ 0 i 1 0 1 0
¢ 1 0 0 1 L 0
1 1 1 1 1 0

[

en el lapso t. estd de guardia uno de-

de vigilantes cubrirfan por

tiempo?

3 Y Nq, formamos las combinaciones, -

vigilantes, vemos que:

3




1 B :
',/1 \/ \1" 1 1 1
vy \/ Ve ot « i 1 ] )
v, VvV, 1 g 1 ! !
v, Vv, i ! ! 0 !
xi \V Vi o : i 3 ! 1 1
Asi pues, sOlo las parejas vy V2 v ‘-/3 - Yy cuhririan

por completo todo el tiempo.

Ejemplo 2.3
Los obijetos: son documentos.

Las propledades: palabras clave,

Supongamos que estamos buscando documentos en los que se en=
cuentren las palabras clave Pl Yy Pq. s decir, necesitamos
un 1 en las pesiciones primera Yy cuarta del vector, pero no
nos preocupa qué es lo gue aparezca €n las otras posiciones.
Esto puede comprobarse usando el condicional, de la manera s
guliente:

(o)

si

Férmese el vector con la propiedad P = 1 00 1 0 0y comprué
hese:
P : 100100 P 1 00100
Vl : 011010 v, : 101101
PD Vl : 011011 ) LI -.\/2 : 1t 11111
P : 1 1 00 P o 001 0
V3 : 0 1 0 V4 : 0 1 0 1
P'DV3 : 111111 POV, 110 1
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1 vemos que los documentos descados »on oaauéllos oue tienen

unos en ambay posiciones, en este caso M? VAR

Suponganos ahora gue los gque necesitamos son acquellos documen

tos ceon las palabras claves P, y P, pero no b,
1 t

4 6
Formamos &l vector con propiedad Q 1 11110 y comparamos
con V., y V., usando de nuevo la condicional:
vV, ot 101101 V3 : 10011
0 : 111110 Q : 11111
v,20 : 111 11a0 w3d0 : 11111

tenemos pues gue w3 es ¢l documento que estibamos buscando.

N6tese la manera sencilla en que se resolvié el problema, con
s6lo cambiar el orden del condicional poniendo una propiedad-

adecuada y utilizando el resultado anterior.

3. NUMEROS.

La notacibn numérica ordinaria en uso corriente es una nota--

cién posicional o vectorial con una base de 10. Asi, por - -
. . 3 2

ejemplo, 1, 473 denota el nGmero 1 x 10° + 4 x 10° + 7 x 100+

3 x 10°.

Como un resultado del andlisis matemitico tenemos que podemos
usar el mismo tipo de notacidén con cualauier entero positivo-
r como base, usando solamente los "difgitos" ¢, L,..., r=1., --
Por ejemplo, en el sistema octal (base 8), 1,473 representa--
ria al nimero 1 x 83 + 4 x 82 + 7 x 8l + 3 x 8B° que es 848 en

el sistema decimal.

En particular, estamos interesados en el uso de la base 2. En




asta caso, los Gnicos digitos usados son 0y 1. Asy, por - -
ejemplo, viendo nuestros cuatro vectores de antes como numera
les binarios, teondrian la siguiente eaquivalencia en ¢l siste-

ma decimal:

\Vlz 01 101 0(2) '2(.5“.0)
\‘/2: 1 01 10 1(2) 45(10)
\V3: 1 0011 ()("\' - 38(10)
qu 601100 ‘(2) 25(10)

donde el subindice indica la base del numeral,

Nétese que estamos usando la convencidn que permite a los nu-
merales binarios comenzar con un cero, de forma gue podemos -
escribir, digamos el tres, como 11 (=1 x 2' + 1 x 2°) o como
011 (= O x 22 + L = 21 +1 % 2%). FEsto nos permite usar vecto
res de longitud fija, y es un convenio en uso corriente entre

los usuarios de computadoras.

ARTTMETICA RINARIA.

La aritmética en el sistema de base dos es bastante sencilla.

Como ya sabemos, tenemos dos simbolos (0 y 1) y dos operado--
res, + y X, cuyas reglas estdn dadas por las tablas 3.1 v 3.2

respectivamente,

. . -
PR 1 ’ ' X 0 | !
e S = i = RS S T,
o | o 1 0 0 0

T | - 2
14 10| 1 0 1

Tabla 3.1} Tabla 3.2
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Fn la tabla 3.1 nétese gque 1 + 1 - 2 decimal, 5 <ea 10 en bi-

nario. -

Ejemplo 3.1

vV, + 0O 11010 26
1 +
Y.+ 101101 Yo
2 SR U R 71
Vi +V, s 10001 11
v, 0L 1010
v, 011001
01 010
01101
011010 )
Vi XV, :1 010001010 (26Xx 25 = 650)

Esta aritmética estd también intimamente conectada con nues--
tro sistema 18gico, como puede verse al examinar la adiciédn -
con m8s detalle. Cuando ahadimos dos digitos, obtenemos un -
resultado de dos digitos, que envuelve la suma y el transpor-
te de dos digitos, como se muestra en la tabla 3.1.

_a b Transporte Suma
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Tabla 3.1. Suma y Transporte de digitos
en la adicidn binaria.
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Fij&monos en las siguientes Tablas de Verdad.

p q =g p kg p A q
v \‘I \V4 1 \J"
v r i v r
! v r W »
F r v : E

Ahora bien, siguiendo nuestra discusién de la tabla 3.1, vea-

mos que pensando el 0 vy el 1 como F vy V respectivamente:
b3

0 =—F

1 - OV

entonces el digito que se transporta en a + b viene dadoe por-
af\by el digito suma por a % b,

"

Es decir:

transporte —» a A b

suma -——— —> a § b
La adicién puede, por tanto, efectuarse usando las operacio--
nes légicas de conjuncién y no-equivalencia junto con una ope

racién de transporte que mueve el digito transportado sobre -
la posicién siguiente del vector. (de derecha a izquierda).

Ejemplo 3.2

Damos el esquema de la suma de Nl Yy vV
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Sumal : T 01 b waruntel: 00! 0 00

Transpdrtese ol sobrante una posicidn (010000) y simese de -~
nuevo:

Sumal: A S VI T S|

(transportado)

SobrnnteI:O 1 0000

Suma.,: I 00 1 1 1 Sobrante 010000

2!

Se repite hasta que no haya sobrante alqguno, transportando

siempre el sobrante en cada vez:

Suma,: 10011 1

Sobrantczzl 6 00O0O0

Suma3: 000111 Sobrante3: 1 00000
Suma3: 000111

Sobrante3:l 0 00O0O0OQC

Suma4: 1000111 Sobrante4:0 000C0O00O

Esta Suma4 es 2l resultado deseado.

An&logamente, las otras operaciones aritméticas pueden rela--

cionarse con nuestra légica bdsica. Por ejemplo, la multipli

porte y el digito_producto, con la contradiccién (conjuncién-

y negacidn) y la conjuncidn, respectivamente, seg(n muestra -
la Tabla 3.2.




»
AR

o .
' VAnsc
¢ . Transpoe

Ja ot

U}
1 0 0 §]

! 1 {

1

0 “ sy ” |
» |

|

|

Tahla 3.2 Suma y transporte de dicrtoes on ia mulvtipli-
) . .
cacidn winaria.

Transporte - -y 0 N a

Progdgucte -~~~ a A b

Vemos asf que podemos tomar una sencilla notacidn vectorial -
de muy distintas maneras, ¥ que, en realidad, sea cual sea la
interpretacitn que escojamos, las operaciones biisicas estln -
relacionadas muy estrechamente. De aoui que se pueda cons- -
truir un disefo, utilizando estas operaciones bisicas (por --
ejemplo, negacidén o complementacaln, conjuncibn, y un "corri-
miento"), permitiendo al usuaric en petencia gue interprete -
los resultados de cualquier c8licule en la forma mis acorde a-
sus necesidades. Este es un modeloe de una ¥8guina Lbgica bag
tante sencilla.
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CAPITULO TV

LA LOGICA MATEMATICA EN LA CIENCIA DE LA
COMPUTACION.

a) Computabilidad Efectiva (Tesis de Church).
by  Algoritmos y Miguinas Computadoras.

¢) Lenguajes Formales.




,4
&
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INTRODUCCION AL CAPITULO IV.

Al fipalizar el capitule anterior se descii' LY una "miquina"-
l6gica extremadamente sencilla, donde ibamos . interpretar ~--
los resultados seg@n nuestras necesidades. Ahara toca pregun
tarnos, ¢qué clase de problemas sc pueden resclver zon una ma
quina como la descrita?. Para expresarlc de otra forma, caué
es lo que se necesita pedir al problema v a 13 nduyuina para -
que podamos describir el problema a la mdguina, al igual que-
un método para resolverle v esperar que la mquina resuelva -
el problema?.

En la parte b) discutiremos estas cuestiones y describiremos-
con més detalle algunos métodos de resolucién de problemas y-
sus limitaciones. La LSgica que hemos desarrollado nos servi
r8 tanto directamente para los ejomplos, como indlrectamente,
para base de discusifn, Esta parte del capituic se basa ini-
cialmente en los trabajos de Turina vy Markov, pues, a mi pare
cer, estos dos enfogues son los guco ponen de manifiesto mis -
claramente les conceptos involucrados. Sin embarco, como las
miquinas de Turing ¥ los algoritmos de Markov son en_la préc-
tica herramientas de cdlculo muy pobres, he presentado también
ejemplos de algoritmes escritos en las lenguajes usados en -~-
computacién: diagramas de flujo, un lenguaje de ensamble rudi

mentario, vy el lenguaje BASIC,

P

Ya la parte ¢) es una continuacidn al estudio de los lengua--
jes formales en relacidn con los lenguajes de las computado--
ras y los problemas de la traduccién mecénica de las lenguas-
naturales.

En la parte a) damos el antecedente histérico que pone de ma-
nifiesto el ambiente y el orden en que se empezaron a tratar-
los conceptos y trabajos aguf mencionados.




aj

COMPUTABILIAD

LVECTIVA

Tesis do

Church) .

e




Consideremos la siguiente funcidén real de una variable real:

~ b : v s - 1 i P " ) ] . {
su dominio es Df = &(); L/ \x € I o > 0}

Lo . 4/ . . ! X .
su contradominio Imf U R {x £ R X 3 U} ) k}(—l,u)
v su grafica: i a *

of .

Nuestro interés por esta simple funcibn no es técnico, sino -

meramente histdérico. La situacién en 1935 era que cilerta cla

se exactamente definida de funciones numérico-tedricas consi-

deradas por Alonzo Church vy Stephen Kleene, durante 1932-35,
llamadas "funciones A—definibles", se encontrd que tenifan pro
piedades que sugerian fucrtemente que tal clase podria abar--
car a todas las funciones que pudieran ser vistas como compu-
tables bajo nuestra vaga nocién intuitiva. Este resultado ~-
fue un tanto inesperado, ya que inicialmente no estaba claro-
si la clase contenia aGn a la funcibn particular computable -
a ® 1 descrita arriba,y una prueba en 1932 (publicada en -~ -
1935) de que asi era fue hecha por 8. C. Kleene como su pri--

mer trabajo de investigacién matemitica. Otra clase de fun--
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ciones computables 1lamadas Tas "tanet aes generaloes recursi-
vas", definidas por Gidel on 1934 basdndase en una sugestidn-
de Herbrand, tenfa propiedades camilares.  Pue probade por --
Chnreh en 1936 v Kleene (tambké&n on 1936) e las doys clases-
son la misma. 1.0, cada Yuncidn | —derintible es general  ro--
cursiva y viceversa., Ps evidente qgue toda Sfuncidn general re

cursiva (o d=definibileg oo 0w poament ¢ putabla,

Bajo estas circunstancias Chureh jropuso la tesis (publicada-
en 1936) de que TODAS LAS PUNCIONES QUE INTUITIVAMENTE PODF--
MOS8 CONSTIDERAR COMO COMPUTABLES, o con sus propias palabras -
"EFECTTIVAMENTYE CALCULABLES”, son L\ -DEFINIBLES, o equivalente
mente GENERALES RECURSIVAS.

Esto es5 una tesis mis cdue un teorema, en tanto propone identi
ficar un concepto intuitivo algo vago con un concepto descri-
to en términos matemdticos exactos, ¥ por tanto no €5 suyscen-
tible de prueba. Mas Church adujo una evidencia muy fuerte, -

Y subsecuentemente otros, en favor de la tesis.

Un poco mds tarde, pero independientemente, en el trabajo de-
Turing de 1936-7, fue introducida otra clase exactamente defi
nida o intuitivamente computable de funciones, las cuales llg
maremos "funciones computables de Turing", y la misma proposi
cibn se hizo para esta clase; esta proposicién la llamamos TE
SIS DE TURING. En 1937 Turing demostrd en forma breve que --
sus funciones computables son las mismas que las funciones --
X —definibles, y por tanto las mismas que las funciones gene-
rales recursivas. Asi, las tesis de Turing y de Church son -
equivalentes. Usualmente uno se refiere a ambas como LA TE--
SIS DE CHURCH, o en conexién con alguna de sus tres versio--
nes que trata sobre "midquinas de Turing", como la TESIS DE --
CHURCH-TURING., Por el mismo tiempo, en 1936, Post publicé in

dependientemente de Turing, una formulacidn m&s breve que fun

damentalmente es la misma que la de Turing. Y en 1943 publi-




cé una cuarta formulacidn caquivalente, usando 1doar e un tra

bajo infdito suyo de 1920-77. Atn otra formulacidn equivalen
te es proporcicauda por la Teoria de Algoritmos do Markov on-
1951. En los apartados gue siguen de este capitalo, damos a-

conocer estos trabajos en una version elemental. Fn el apar-

tado b), las mpdquinas de Turing v los Algoritmos de Markov, ¥
en el apartado o) los Lenguajes de Post.,




b) ALGORITMOS Y MAQUINAS COMPUTADORAS.

1. Algoritmos: métodos de resolucibn de
problemas.

2. Caracteristicas y descripciones de -
algoritmos.

3. Algoritmos de Markov.
4., Migquinas de Turing,

5. Los problemas del castor laborioso ¥
la parada.

6. Computadoras digitales.

7. Lenguajes de programacidn.




1. ALGORITMOS: Métodos dv rosolucidn o sroblenas.

Comenzamos con cliertas gencralizaclones que -noaplicables tan

to al hombre como ¢ la micquina,

En primer lugar, si no se conoce un mérodo para resclver an -
problema dado, debe entonces haber una comprensidn mis o me-
nos completa del problema para que podamos llegar a una solu-

cidn. De donde, supondremos en nuestro tratla;

Lads

G UE CONGCORNGS

un método para_resolver un problema dado.

En segundo lugar, si se conoce un "buen" método para resolver
un problema, entonces el problema no es necesaric due se en--
tienda en.absoluto. Por ejemplo, un empleado purde llevar --
los libros de cuentas de una pequena firma comercial sin en--
tender las finanzas de la firma, con tal de que sepa aritméti
ca, se le expligue exactamente lo que debe hacer y haga exac-
tamente lo gue se le ha dicho. En una situaciédn tal, debenos
especificar exacta y completamente el método de solucidn en -
un_lenguaje que ¢l dispositivo que empleemos pueda interpre--
tar.

Tercero: los problemas los podemos agrupar en conjuntes de --

problemas que son semejantes en algin sentide, En general, -

Y por @iltimo, Cuarto: hay criterios para determinar cudn - -~
"buena" es una solucidn, distintos del de ver si trabaja o no,
o hasta 4ué& punto es general la aplicabilidad del m&étodo. Es
tos criterios envuelven cosas tales como eficiencia, elegan--
cia, velocidad, ... pero lo mls frecuente es que estén muy --
mal definidos.
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Tratemos de definir mds exactamente lo ¢ue entendemo$s por un-

método de solucidén de un problema.
Si se nos da un problema,

- puede ser que exista una solucidn (enculntrese una x -
tal que 2x = 6).

- o puede ser que no exista (encufntrese una » tal que -
O0.x = b).

- en algunos casos, es posible que no sca nada claro que
el problema tenga solucién o no. Por ejemplo en dreas
tales como las de¢ las ciencias socilales es dificil, a-
menudo, consequlr que la gente se ponga de acuerdo en-

lo gue constituve una solucién.

Nosotros insistiremos en que cuando un problema tenga una so-
lucién bien definida, nuestro "método de solucién” la encuen-
tre; pero en caso de que no exista una solucibn, nuestro "mé-
todo de solucibn” puede reconocer este hecho, pero también --
puede no reconocerlo.

El m&todo de solucidn debe, desde luego ser compatible con el
dispositivo usado para resolver el problema. Es decir, debe-
ser enunciado en un lenguaje que el dispositivo pueda compren
der, y debe ser un procedimiento que el dispositivo sea capaz
de ejecutar.

Ejemplo 1.1

Consideremos el problema de nuestra infancia de ex-

traer dulces de una miquina expendedora de dulces.

el dispositivo: es la miquina expendedora de dulces.
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el lenguaje: es muy sencillo. Consiste en una moneda y un em

pujén a la palanca de la miquina.

La miquina entonces "entiende" que una moneda como esda, segul-
da de un empuijdn a la palanca quiere decir "emite un dulce", y
reaccliona de acuerdo con tal orden.

Por otra parte, podriamos considerar que el dispositivo consis
te en el tendero de la esquina, detrls de un mostrador Gue ex-
hike los dulees; en cuyo caso el lenguaje se torna nmuchio mis -
complejo. Y la solucién al problema puede describirse verbal-

mente a este "dispositivo" en un espanol ordinario.

Vemos pues, que para describir m8s completamente lo gue enten-
demos por un método de solucidn, debemos tener alguna caracte-
rizacidn del dispositivo que vamos a usar. En general, pode--

mos suponer que el dispositivo opera por pasos discretos, que-

tienen un comienzo y un fin bien definidos. La operacibdn den-
tro de un paso puede ser continua © no; no importa para nues--
tros propdsitos. Ademds, los pasos pueden efectuarse uno tras
otro o paralelamente, la distincién no es importante para las-

partes iniclales de nuestra discusién,.

Es necesario también suponer qgue el dispositivo puede comuni--
carse con el mundo exterior a través de algQn lenguaje; debe -
decirsele qué problema se va a resolver y cdmo se va a resol--
ver, Y debe dar los resultados al usuarilo.

Supongamos pues un dispositivo M que satisface los antedichos-
requerimientos generales, y un problema P,

Pefinicibn 1.1

- Un método de solucibén para el problema P sobre el disposi
tivo M es una descripciébn en un lenguaje comprensible pa-
ra M de pasos discretos que M puede efectuar y de una or-

denacibn de estos pasos, de modo que, dados los datos -~ -
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aproplados, <1 M efectla los pasos preseritos en ¢l or-
den prescrito, tendremos una solucidn del problema P, -

s1 es que tal solucidn existe,

- Un método de solucidn se llamard un semialgoritmo para-

P sobre M, si la solucibn a P si es gue existe, aparece

después de la ejecucidHn do un nldmero finito de pasos,

- Un semialgoritmo se llamard un algoritmo si, ademds, =~
siempre que ¢l problema no tenga solucifn, el dispositi
vo lo determina despufs de un nGmero finito de pasos ¥

se para,

En otras palabras, cuando se usa un semialgoritmo, el dispo-
sitivo intenta (casi ciegamente) resolver un problema y lo -~
logra después de un ndmero finito de pasos, si el problema -
es soluble., Pero cuande no existe solucibn alguna, un semi-
algoritmo puede hacer que el dispositivo usado contin@Ge en -
busca de una solucién por siempre de mancra infructuosa.

Un algoritmo, en cambio, resuelve también (inicialmente o al
mismo tiempo) el problema asociado: ¢Tiene solucidbn el pro--
blema dado?.

Cabe senalar que "el nmero finito de pasos" puede, en reali

dad, ser un nGmero finito muy grande, y cada paso puede ser-

bastante largo y complicado, seqgdn cual sea el dispositivo -
P ’ =

usado.

Ejemplo 1.2

Problema: Encuéntrese una x tal que 2 + x =

[$23

Algoritmo: Imprimase "3".
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Ejemplo 1.3

Problema: Lados a y b como datos, enculntrese una x tal

que a + x - b,

Para detallar el algoritmo, debemos hacer algunas hipbtesis -
especificas acerca del dispositivo que va a usarse para rescl
ver el problema, a fin de poder presentar la solucibdn apropia
damento.

En este ejemplo, suponemos que el dispositivo:
puede leer los datos o imprimir la respuesta.

- es capaz de hacer comparaciones y de actuar de acuerdo -
con el resultado de esas comparaciones.

- tiene algGn método de almacenar los datos y los resulta-
dos intermedios.

- reconoce los enteros no negativos 0, 1, 2, 3...

Ahora bien, si el dispositivo puede efectuar restas, la solu-
cidn al problema es muy sencilla; pero supongamos que el dis-
positivo sflo puede efectuar adiciones. Debemos entonces for
mar a, a+l, a+2, a+3,..., y comparar cada uno de estos resul-
tados con b. Podemos entonces tener el siguiente método de -
solucidbn (para ser escrito en un lenguaje que el dispositivo-
pueda leer):

(1) Lednse los datos a y b.
(2) H&Egase el valor de x igual a 0.
(3) FOrmese a + x.

(4) S8i a + x = b, imprimase el valor de x y parese; dc
otra forma, continGese.




les

(5) Auméntese el valor de x on 1.

(6) Vuélvase al paso 3.

Notese que éste es un semialgoritmo: si hay una x no negativa
tal que a 4 % = b, este procedimiento la encontrard en un ng-
mero finito de pasos. Pero, si no hay una tal x (por ejemplo
en 4 + X - 3} entonces el mBtodo de solucidn repite por siem-
pre el ciclo.

Podemos transformar esto en un algoritmo, evitando esta repe-
ticién indefinida del ciclo. 8i la maquina puede percibir la
relacibon "mayor dque", entonces basta con anadir el sigulente-
paso 3.5 entre los pasos 3 y 4,

3.5 81 a4 + »x es mayor que b, imprimese "no hay contesta-

cibén" y pérese; en caso contrario, contindese.

Si el dispositivo puede solamente comprobar la igualdad, aQn-
podemos desarrollar un algoritmo, con tal de que a y b sean -
siempre enteros no negativos (para este problema) ;

(1) Le&@nse los datos a y b.
(2) Hagase el valor de x igual a 0.
(3) FbOrmese a + x.

(4) Si a + x =b, imprimase el valor de x y pirese; en-
otro caso contindese.

(5) Fbrmese b + x.

(6) Si b + x = a, imprimase "no hay contestacién" y p&-
rése; en otro caso, contindese,

(7) Auméntese el valor de x en una unidad.

(8) Vuélvase al paso 3.

A fin de familiarizarnos més con lo que ¢s un algoritmo, daré
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todavia 3 ejemplos mds.

Ejemplo 1.4

Supongamos que tenemos un dispositivo ¢ue puede sumar, -
restar, multiplicar, dividir, extraer la railz cuadrada -

(positiva) y reconocer el cero o negativo. Queremos re-

solver la ecuacidn cuadrética ax2 + b'x + ¢ = 0 para x,

donde a, b y ¢ son niwmeros enteros y a 7 0.

El siguiente es un algoritmo que nos la resuelve.

(1) Calclilese b2 - 4ac.

(2) Si b2 - 4ac c¢s negativo, vidyase al paso 7; en caso-
contrario contindese,

(3) calcllese biw:~;;; y ll&mese d al resultado.
(4) Calclilese (-b +d)/2a: &sta es la respuesta 1

(S) Calclilese (-b - d)/2a: ésta es la respuesta 2.
(6) P&lsese al paso 13.

(7) Multipliquese b? - dac por - 1.

(8) Calcﬁlese\ftYEEMT-;;;? y ll8mese e al resultado.
(9) Calcllese -b/2a.

(10) Calcllese e/2a.

(11) F6rmese (jno calclilese!) ~b/2a + ie/2a: esta es la
respuesta 1.

(12) F6rmese -b/2a - i e/2a: 6sta es la respuesta 2.

(13) Imprimanse respuesta 1 y respuesta 2, y higase un-
alto.

Nétese que en los pasos (11) y (12) decimos fbdrmese y no cal-

cQlese, pues nuestro dispositivo neo entiende de cllculos en -




Ejemplo 1.5

Tenemos un dispositivo et opead Loy,
plicar. Bl osiguiente aluoritme DA

te 3 w3 cuvas entradas (oo om0 ey, Cal -
cula:
/“11 H12 i)
ot | S S a A, . o a. 1
det | oa N a \ L Ze 53 L 23 31 13 721
D T :3;‘
i
b a A, a., —d Vo0 - ! - - :
Vi3t e Tasg, T . 1oty o T
Sean “ij' con 1, 3} Y, 2, D¢ wud oo landda oo . dOh arron ot -
El calcule de subindices es ¢omo sigue: Mt o1 = 3, cambiese de
Jj oa 1; G otro case, aumdnturo oon 1,
El cdloulo dao los detorm i o N
{1) Péngase SUM igual a 9.
{2) PBngase 3, I Iq Jap g s
(2) Calcilese a, 3, a,l 1 S
1 R AR
24 R B N N R o ALY
(5) &1 I 07 3, vivase al paso §; on otro caso, continde-
s¢.

F
Al

{6) Calcllese nueves valores de
)

a come dijimos arrviba).

{(7) Vayase al paso 1.
(8) Hagase j, = 2, 'j.3 1.

{9) Caledlese p

restar

- -
L i

multy--

terminan

j3. (de acuerdo-




(1a) REstese P ode 04,

it

{11y 81 jl - 2, wmprinmase SUR vy fcase un alto; en otro

case contindas.e,
{12) CalcGlense nuevos valores de 3

(13) P&sese al pasoc Y.

Notese que en @l paso B no peoasliones LGbaoes ),
Gste tiene ese valor. Dshe ejremplo ilustra la « i
independiente de una subtarca o subrating cue se usa frecuon-
temente en la solucidn de un problema; en este caso el cdlou-
1o de subindices.

Los ejemplos hasta agui dados, son (excopto ol .1) eiemplos-
numéricos, Havy, .lesde lueqge, muchos problemas rno numdricos -
para los gque 5e pueden eneontrar a.doritmos rezolutiveos, como

ensedu 1¢ia G0 muentra.

Ejemplo 1.0

Supongamnos

-

e gqueremos atravesar un laber.ato sunple, -
ol ecua’ no riene curvas rerradas (gue vuelvan al punto -
do partidal, Fodenos efectuar esito, simplemente, esco-

siendo una direccidn ospceifica que soguiremos siempre.

1. Siempre ue encontremes una rama del laberinto, esco-
o

ooenoaontr mis oy 1 davecha,

28]

. Siempre aue encontremos un punto sin salida, daremes-
™

edia vuelta y continuaremos.

Para ciertos dispositivos particulares (tales como,

por ejem
plo, leos seres humanes), se puede bhasar un método de solu- -

cidn eon estas dos reglas.

He inclulde este Oltimo ejemplo porque los laberintos sin cur
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vas cerradas son drboles sencillos, en el sentido de la teorla
de las grédficas, y uno se encucntra con que éstos aparecen fre
cuentemente en problemas de investigaciédn, desde buscar un nd-
mero de telé&fono hasta sequir el rastro de una oscura referen-
cia técnica. Desde luego, como personas, usamos técenicas de -
investigacién mds refinadas: uno de los mayores problemas al
instruir un dispositivo mecdnico en la resolucién de un proble
ma es el de caracterizar estas técnicas mds refinadas de tal

forma que el dispositivo pueda utilizarlas,

A continuacién veremos cbmo podemos clasificar los algorit- -
mos.

2. CARACTERISTICAS Y DESCRIPCIONES DE ALGORITMOS.

Hemos estipulado que un algoritmo permite a un dispositivo re-
solver un problema en un nmerco finito de pasos.

Ahora bien, podemos clasificar los algoritmos segin sea la in-
formacién que tenemos acerca de este nimero finito de pasos.
La clasificacidén la hacemos en tres clases, tal como muestra-
la tabla 2.1.
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— — e e
CLASE I,- nlmero de pasos fijo, - ciclicos (hay contador)

o «on maximo fijo. - no ciclicos. ‘

/

CLASE Il1.- el nGmero miximo de pasos depende de los da- \
tos, y puede ser calculado "a priori". l

/

CLASE IIl.~el nGmero mdximo de pasos depende de los -

datos, pero no sc puecde predecir.

TABLA 2.1. Clasificacidtn de los Algoritmos.

- En la Clase I estin los algoritmos para los que el ndmero -

de pasos es fijo o tienen un mdximo fijo.

Por ejemplo, si cada paso de un algoritmo para -jugar al gato-

es una jugada, entonces hay cuando mis nueve pasos.

Y al jugar al bridge hay cuando mds 319 posturas en =--
una mano y las cartas jugadas son exactamente 52. Cual
quier algoritmo para jugar al bridge estaria acotado
por estos nmeros,

Los algoritmos en esta clase I pueden ser o no ser de natura-
leza ciclica o 1iterativa (las otras dos clases de algoritmos

son generalmente iterativas).

Si los algoritmos son ciclicos o iterativos, hay entonces,-
al menos implicitamente, un contador gue va tomando en cuenta

el nimero de pasos que han tenido lugar.

- En la clase II el nidmero miximo de pasos est8 relacionado
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con los datos, de tal forma que puede ser calculado "a prio
ri”.

por ejemplo, el procesamicnto de los cheques para el pago de
una némina necesita cuando mis de n % % pasos, donde n
es ¢l nimero de empleados vy k el miximo ndmero de pa-

sos por cheque.

En el ejemplo 1.3 de nuestra seccifn anterior, ol semialgorat

mo envuelve exactamente 4 (b - atl) pasos, si hay solucidn.

- BEn la clase I1T ¢l ndmero de pasos estd también relacionado
con los datos; pero en tal forma que no podemos prodocic el

nmero de pasos involucrado.

Tales algoritmos estdn a menudo relacionades con investigacio

nes sobre conjuntos Infinlitos o con pProcesos convergentes,

Por ejemplo, si sabemos que un nimero enterao tiene clertas --
propiedades, podenos aptoncees hacel una investigacidn-
sobre todos los enteros, para encontrarvle. Pero puede
gque no estemos en capacidad de prodeclr cudnto nos lle

vard encontrar ese nlmero particular.

Andlogamente, en los procesos convergentes, tenemos un test -
que debe satisfacer cualquier resultado aceptable, 7 podemos-~
saber que el proceso terminar8 por producir (en un nGmero fi-
nito de pasos) un resultado que satisfard cl test. Pero, a-
pesar de ello, puede ser también que no sepamos predecir el -
nmero de pasos necesarios para producir ese resultado satis-
factorio.

Hasta aqui nuestra clasificacibén de algoritmos.

Obsérvese que siempre podemos transformar un semialgoritmo en

un algoritmo de la primera o segunda clase, anadiendo simple-
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mente un contadoil. Pero, generalmente, esto transforma el -
problema de: "Encufntrese una solucidn de..., si as que exis

et

3

en: "Encuéntrese una solucidn de ..., en un nmero-

de pasos menor cue n, si es que existe".

Este cambio es ilmportante, pues existe un gran nGmero de pro-
blemas para los que hay semialgoritmos; pero para los que no
hay algoritmos excepto en el sentido restringido de "solucie-

nes en menos de n pasos”.

Llegamos ahora a lo que pudiéramos llamav La realizacidn de -
los algoritmes, al porgué de su estudio. Pare zomenzar trate

mos de responder la siguientes pregunta:

fqué problemas pueden resclverse por

algoritmos?.

Pe una manera intuitiva, la respuesta ws:

Cualquier problema para ¢l gue podamos especi-

ficar exactamente un métode finite de solucién.

A menudo, la forma més conveniente de especificar un algorit-

mo es por medio de una carta (o diagrama) de flujo.

Un diagrama de flujo consiste en una representacibédn grifica -
de la solucién a un problema donde les varios pasos para re-
solverlo estdn indicados por cajas con instrucciones escritas
en ellas, y el orden en gue estas instrucciones han de ejecu-
tarse se indica por flechas.

La notacildn que usaremos para las cartas de flujo, sc muestra
en la tabla 2.2.
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T T ~
/ .
COMILNZ0O . .

\ OMIENZ ) Simbolo de comienzo del proceso
\
\/

( FINAL ) Simbole de final de proceso

Nt e e

- = - e - - e - - - - -
Stmbolos conectores (es decir, los
dos circulos representan el mismo-

- )
< punto
> A - !

b — e ma e e e e e e e e —- -
Simbolos conectores fuera de pagi-
na (cuando la otra parte siqgue en-
otra pdgina).

Una caja de instrucci6n: hdgase lo
—> — que estd escrito en la caija.

pre et e mm me e s ek e e he et e e v e e e e et e e e e e - o
Una caja de decisidn: las salidas-
estin rotuladas, y se toma la apro

— —> piada, de acuerdo con la contesta-
cibén a la pregunta de la caja.

TABLA 2.2. Notacién bdsica en una carta de flujo.



Termino de ilustrar el tema de esta seccidn del loenguaje de -

diagramas de fluio, para tratar y cescribir alguritmos, con -

unos ejemplos.  La notacidn gue usard para lar cartas de flu-

jo serd la do La Tabla 2.2, on todos log edemplos,
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Ljemplo o 1

Problema: Dados 4y b como datos, encufintrese una x tal que
“a X ki

Damos a continuacidn en la figura 2.1 ¢l diagrama de flujo-

correspondicnte al (Qltimo algouritmo dado en el ejoemplo 1.3

para la =olucidn de cste probloma,

COMIENZO

comanto )
B

Lea a,b

- / NG S —
§ €& a + ¥ Pt tE——h 4 x-}' LES T b? IMPRIMA X
—_— N

no
¢ = 2 SL| IMPRIMA
S a.;> "no hay
w respuesta"
no
yl “
Xe—— % + 1 & FIN F<
[P —

Fig. 2.1. Carta de Flujo para la resolucién de a + » = b,
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Ejenmplo 2.2

Problema: Determinese Li1ouna formula l1dHglica en notacidn pola-

ca estd bien formada.

Llamemos a las apariciones de los sfmbolas en la férmula s, ...
13 1 '
Sp! numerados particendo de la izquiecrda, Y supohgamos cque n es

t4 dado como parte de los datos.

Una carta de flujo para ¢l alyoritmo discutido en la seccidn 7

del capftulo IIT se da a cont inuacién en la figura 2.2,
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[ COMIENZO )

Lea n

L 4 H
sucesidn dej
simbolos |

R A
{

- f YA
<8 "N - L »( AD )
~ - ~e

P - ’
O E e
no
~ ™
\..'\ . t ] rw... .
(AR . . 1 .
1 n (AD) > I:n t 1 o L AE/}
i .
~ e i+ s ot oo e e hd

Vo
Tt —
- on 8L Sy
N
~
no

Fig. 2.2 cCarta de Flujo para comprobar fdrmulas bien
formadas en la notacifin polaca.
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7/
v

e

-
,// o Si\ /
< 1 - >

\‘\\\ P
// no

-1

L—x))
@ ==

e WL
ALMACENE

i

TMPRIMA
- "no os e ————
t.bh. "
N/
’/""‘“‘"‘""‘"_ o
{ FIN
A
B N
//‘ ~. THPRIMA
st - N o "ay una
(AF) { 1/'_‘ f.5..4,
-
no
/

I €&— 1i-1

AA

Fig. 2.2

(continuacidén) .
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Ejemplo 2.3

Problema: Desarr&llese la estructura de Srbol do una fé&rmula

en notacidn polaca.

El Algoritmo del Arbol Polaco que para esto dimos en ¢l Capf-
tulo I11 depende de tener la sucesidn @ desarrollada, para --
comprobar que se trata de una f6rmula bien formada. Supondre
mos enptonces gue ya tenemos el algoritmo para eso (como en —--
realidad es, en la carta de flujo del ejemplo 2.2)., N&tese -
que hemos incluido explicitamente, en tal carta de flujo, 1la
instruccién "ALMACENESE i:i". Esto nos asequra que podemos -
disponer de la sucesifn I_ para desarrollar la estructura de
drbol. (El que tal instruccién de ALMACENAJE s¢ necesite de-
pende de cudl sea el dispositivo usado para efectuar el algo
ritmo).

Como el Algoritmo del Arbol Polaco e¢s continuacién del Algo--
ritmo para comprobar f.b.f. (seglin vimos en el Cap. III), en-
tonces necesitamos hacer un pequetio cambio en la carta de flu
jo del Ejemplo 2.2. El cambio es simple: en la Fig. 2.2 (con
tinuacién) reemplazamos el FIN a la salida de la f.b.f. (i
pero no a la otra salida!)por un conector, digamos [3i] Es~
decir:

IMPRIMA

no es

IMPRIMA

————— "es una *————~€4\::J
f.b.f." '




Entonces la carta de flujo para la estructura de drbol se con

tinGa luego en la fig. 2.3, iniciando en la 2.2

‘ Ele— 1 1
Sl

\

PR IMPRIMA -
Ve Sy e akd
\\\i‘“ n L-sucesién ;< FIN )

Figura 2.3 Carta de Flujo para la construccifn del arhol
Polaco.




184

Fig. 2.3.

Cl & 0

—— e

(continuacidn).




Ejemplo 2.4

Problema: Resuélivanse para » y ¥ las ecuaciones sirmultdneas;
Y 1

f ax + by

L odx + ey

Sequiré el algoritmo "por determinantes", detallado en la Fig.
2.4 por su correspondiente tarta de flujo, de acuerdo a la ke

gla de Cramer.

ST
COMIENZO

a,b,c,d,e, £t

e emtnes e

’___;/

IMPRIMA

X, ¥

Figura 2.4. Carta de Flujo para resolver ecuaciones
simulténeas dos por dos.
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./~
Le
!/
| \/
'L b/ ‘
|
M - c/f]
\j
AN C T
/ S ‘ ITMPRIMA
T no.__~4 "no hay
O ‘1 solucidn”
\\\ . -
s1
/
IMPRIMA \
"hay infi- N >
nitas solu ><;. FIN
—— B ST

___ciones"

Fig. 2.4 (continuacién)

OBSERVACIONES :

1. El cuadro en realidad son tres cuadros

del tipo , s6lo que por economizar espacio-

cuando tracemos cartas de flujo, convenimos en resumirlos co-
mo se hizo, siempre y cuando no haya lugar a confusién respec

to al orden de efectuar las operaciones.
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2, Notemos que en los cnuncilados que se manejan en los diagra-
mas de flujo, sc¢ utilizan dos niveles de lenguaje (Lenguaje
y Metalenguaje ) marcando la diferencia unas sencillas co-

millas " ".

Asi, el cuadro TMPRIMA quiere decir que se Impriman -

X, Y

| o e e

IMPRIMA ‘
los_valores finales de x y de y . En cambio "ho hay | ==
- solucidbn” |

quiere decir imprimir la frase: NO HAY SOLUCION.

Estas observaciones valen para tedo este lenguaje tan descrip-

tivo de los diagramas de flujo.

Ejemplo 2.5

Problema: Determinense todos los factores de un entero n.

Por entero vamos a entender aqui un niimero natural mayor que-
cero.

En la fig. 2.5 se detalla un algoritmo para su solucién.
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( comimnzo
N

o/

LEA
n

SR SR

2

IMPRIN } R e s Y 4 ~ - N
rmi.'r S ,w m”l T A 1 ov o AR pry }
wyw 3 .. - [ !

i e e .. -

~ioa 7
\ L
v

o divide . ne ~ ’
S R e + 1
.

s

v e el i e

1
|
IMPRLAMA
i

i

I ¢— I/i

.
!
i
i

s1 T TN,
no I = L> ___._.3/ FIN )

Fig. 2.5. Carta de Flujo para determinar los factores
de un entero positivo.




Como Gltuno ejemplo de esta seccidn, veamds un tipico proble-
ma de ordenamiento de datos, a menudo llamado "SORT", o sor--

teo,

Ejemplo 2.6.

Problema: Determinese el orden alfab&tizo eén un conjunto de n

palabras,

Sean wl,...,wl las palabras del conjunto y n el nidmero de - -

1
ellas. El diagrama 2.6 nos detalla el algoritmo.

e m——

.
COMIENZO )

Nt e

/
—_—N
LEA n

!
v las palabras;
l W oW :

1’ n
L
2

e ]

\_v’

-
op |

N

Fig. 2.6 Carta de Flujo para ordenar alfab&ticamente
un conjunhto de n palabras.
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- Precede:

e ~
N - . P
W. da W
!" ) /l/

L

INTERCAMBIESE

no

r

e sy

W, w
Ll

e e

Pa—
( FIN )

Fig. 2.6 (continuacién).
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incluso para tareas relativamente sencillas.  Aunque el prin-
cipio usado aqui nuede aplicarse a la solucién de cualquier -
tarea, debemos darnos cuenta de que, para tarveas complejas— -
problemas de clasificacidn, de informacidn, de mercadceo — la
carta de flujo y el algoritmo para resolver el problema sobre
un dispositivo particular serdn mis complicadas vy, ademés, de
ben ser completamente explicitos. En particular, en tareas -
que requieren juzgar uha situacién, muy Iintuitivamente o por
un complicado andlisis estadistico, el criterio de juicio de-
be reducirse a criterios bien definidos de "si o no" (estado-
binario), antes de que pueda formularse un algoritmo gue re--
suelva el problema.

3. ALGORI'TMOS DE MARKQV.

En la historia de la civilizacién, observamos que el hombre -
ha resuelto problemas basdndose tan s6lo en juicios intuiti--
vos, ¥y que, €l proceso migico de la creatividad, del descubri
miento, de la "genialidad", no consiste en el aparente "sacar
formas de la nada", sino, més bien, en obtener un ordenamien-
to del caos, del caos de informacidén, del caos de datos, del
caos de nuestra existencia. Y obtencer precisamente un ordena
miento "feliz", que funcione para nuestras necesidades, que -
nos resuelva tal o cual problema y gque nos sugiera un algorit
mo para el futuro. Aqui reside el valor heuristico del algo-
ritmo; mds adelante, sustituye por completo al proceso de - -
"buscar" cdémo resolver tal o cual problema y nos lo resuelve-
automdticamente. M&s aln, ya en auestro caso y por la manera
en que queremos resolver los problemas (con computadora), el

algoritmo se convierte en una necesidad.

Sobre el campo que nos interesa, se han propuesto muchos y —-

muy diferentes enfoques para la resolucién de problemas, pero




tados aquellos cn los gque se prescinde <de ba "adivinacidn® sc
han mostrado cquivalentes (como dijilmon an o capitulo ) en
el sentido de que Lratan cexactamente ol mismo conjunto de pro
blemas. En &sta v la préxima secctlSn, « Xaning romos dos de es

tos enfoques: Markov y Turing,

A, Markov, matemdtico ruso, en 952 DrOnone gne Lo acodimionto-
para abordar la resolucidn de problemas, mediante algoritimos-
que €1 1llama ALGORITMOD NOBMALLS . (NOaoLros oo Viamaremos AL
GORITMOS DE MARKOV) .

El tipo general de problema gue Markew atacd 5 el de la -
Transformacidn de cadoenas finita T B

"Dada la sucesidn A, ~ransformarla
.

on la sucesidn B de uan omodo nhesand

oL

Este problema es una abstracceitn b wmuchos de nuestros broblo

mas mAas comunes.

Por ejemplo:

- El problema de sumar dos nidmeros a vy b puede consido-

rarse como el problema de transformar la sucesidn - -

[} il

a + b" en una sucesidén "c" jque represente la suma de

a y b,

- El problema de adquisicidn de informacién puede pen-~-
sarse como el problema de transformar sucesiones que-
representen lo requerido y el conjunto de documentos,
en suceslones que representen los documentos que sa--
tisfacen lo requerido.

Al transformar una sucesién no necesitaremas, en general, ope
rar sobre toda la sucesién (que puede ser avbitrariamente lar
ga) de una vez, sino sdlo sobre una pequena parte contiqua de

ella. Supondremos que el dispositiva que tienen que utilizar
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estos algoritmos es capaz de reconacer las apariciones de una-~
subsucesién dada dentro de una sucesiédn dada. Estas aparicio
nes pueden ser varias y, en rcalidad, puede scr que incluso -
se traslapen. Si deseamos distingulr una aparicidn particu--

lar de una subsucesidn OALmMOSs marcarla ¢on asteriscos.
1

Ejenplo 3.1.

La palabra raTaTaTTa®l contiene tres apariclones de 1a suce- -~
s16n TaTl, a saber:

raTa*TaT*T aTT

De estas apariciones, las dos primeras tienen un traslape de-
una letra.

Consideraremos estas apariciones como si estuvieran numeradas
vy nos referiremos a la aparicifén mds a la izquierda de una su

cesién A en una sucesién B como a la primera aparicifn de A -

en B, y as{ sucesivamente en el orden usual.

Debemos llamar la atencién sobre una sucesidén muy particular,

a saber, la sucesién vacia, que no contiene simbolo alguno. -

La denotamos A, &sta juega un papel anflogo al del conjunto
vacio en el respectivo contexto. Asi:

Si una sucesidn dada A contiene n
simbolos, entonces se considera -
que la sucesién vacia A tiene --

n + 1 apariciones en A, a saber:

antes del primer simbolo (la pri-

mera aparicién de A ), después --
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del dltimo simbolo (la dltima apari
cibn de /\) , 7 entre cada dos simbg

los adyacentes.,

Las transformaciones de que so compone un algoritmo de Markov
son las que reemplazan la primera aparici16n de una sucesidn A
especificada en la sucesibn dada por otra sucesidn especifica
da B. Un algoritmo de Markov consiste, entonces, en una suce
s516n de tales transformaciones, que se manipulan de una forma

que mis adelante daremos explicitamente.

En este momento, parece que un algoritmo de Markov podrla muy
bien continuar aplicando por siempre estas transformaciones o
bien, puede hacer un alto porque ninguna de las transformacio
nes puede aplicarse a la sucesién que estamos considerando. A
este respecto, descamos ser capaces de especificar expllcita-
mente que el proceso del algoritmo se para en un momento de-—-
terminado.

Tenemos entonces los dos tipos de transformaciones que a con-
tinuacién definimos:

Definicién 3.}

Scan sucesiones finitas de simbolos de un conjunto fini-

to de simbolos, llamado cl alfabeto. Suponemos que el al
"

fabeto no contienc los simbolos "—— y "¢"

~ Una producciin simple (de Markov) es una sucesitn A—9y B,

donde A y B son succesiones en el alfabeto.

- Una produccién conclusiva (de Markov) uvs una sucesidn

Ao el, donde Ay B son sucesiones en el alfabeto.

- h las producciones A —-> 13y A-—ll, el antecedente es

Ay ol conscrvacnte es B,
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befinicidn 3.2,
Sca nJun alfabeto.
sea A =B (O A —) eB3) una produccidHn de Markov, con Ay B

sucesiones en el alfabeto w%.
Sea $ una sucesidn (o cadena) finita de simbolos en . J

Decimos que la produccibdn es aplicable a S, si hay al me

nos una aparicién de A en S. En otro caso, se dice que-

la produccidn no es aplicable a 8.

NOTA: Si la produccibn A—-> B (6 A --—> @¢B) ¢s aplicable a § vy

la primera aparicidn de A en 8 es P * A * 0, entonces -
el resultado de aplicar la produccién indicada a S es
la sucesidn PBQ.

Ejemplo 3.2.
Supongamos que:

Nuestro alfabeto w& es: el alfabeto espanol.

La sucesibn S: abactababrstc

- La produccibn A —-—> B : act -— bbb
esta produccibébn es aplicable a S y el resultado de apli

carla es la sucesidn $': abbbababrstc.

- Al aplicar la produccibn ba —e one,a 5 obtenemos §':
aonectababrstc.

- Aplicando la produccidén tab — pL,a S , obtenemos S';

abacabrstc

Aplicando /&~~w—>x,a 5 obtenemos S': xabactababrstc
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la produccidn abe - % rst, no es aplieable a o, pues no-

aparece la sucesidn abe on 4.

pefinicidn 3.3.

Un algoritmo de Markov es una sucesidn finita Pl,...,Pn-
de producciones (de Markov) que soe aplican o cadenas doe-
simbolos en un alfabeto dado, de acuerdo con las siguien
tes reglas:

® Sea S una sucesidn dada. (a veces lamada CALENAY .

1ot

Rl. Inspecclonamos la sucosidn para encontrar la prime-

ra produccién Pi cuyo antecedente aparece en 5.

R2. a) 8i no existe tal produceidn, la produccidn del -
algoritmo se pasa sin que § quede nedificado -

(produccidn ident idad) .

R2. D) Si hay una producci1in en ¢l algeritmo cuyo ante-
cedente aparece en S, la primera de tales pro

ducciones se aplica a S .

R3. - Si esta produccidn es conclusiva, la operacién -
del algoritmo termina sin ningin otro cambio en-
s .

- Si es una producciédn simple, hacemos una nueva -
inspeccién sobre la produccidn S' en que ha que-
dado transformada la §.

R4, Si la operacién del algoritmo terwmina por fin --
con una sucesién S* , decimos ace S* es el resul

tado de aplicar el algoritmn 1 S.
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Ejemplo 3.3.

S2a nuestro a‘fabetocA»= { a, b, ¢, d %.
7/

-

Damos ‘abajo el algoritmo que vamos a conslderar, con las pro-

ducciones numeradas para referencia.

1.- ad — edc
2.- ba — N
3.- a -~ be

4.- bc —> bba

5.- A —a

- Ahora bien, sea § = dcb y apliguemos €l algoritmo.

NOTACION: Voy a usar la flecha dobkle "--§>" para indicar -
n

la transformacién efectuada.

conenzamos:;

decb ==> adcb por (5)

dcchb por (1)

como (1) es una produccién conclusiva, el algoritmo llega a -
un alto con el resultado S* : dceb

- Apliguemos ahora el alyoritmo a la sucesibén S :dbc

dbe ——=>>dbba (4)
=== db (2)
::.‘.‘:;‘;.\adkk (5)

—=>dch (1)
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De nuevo (l) es conclusivo, de forma que el resultado de apli

car el algoritmo a S: dbc ¢s la sucesidn (o cadena) S*: tade
dcb

- Como tercera sucesifn usemos S: bidc y apliquemos el algo-

ritmo:

bdc =—> abdc (5)

—=—> bchde (3)

===>> bbabdc (4)

—~—— bbdc (2)

=== abbdc (5)

———>> bebbde (3)

==—=> bbabbdc (4)

= bbbdc (2)

> abbbdc (5)

(]
(]
t

la operacibtn del algoritmo no ha terminado en este punto, y -
es casi evidente que el algoritmo aplicado a bdc operar8 siem
pre, produciendo sucesiones m8s y m8s largas de la forma

b...Hc.
El algoritmo usado en este ejemplo no tiene ningin otro propd

sito que su uso en el ejemplo. Pero es importante observar -
que si el concepto de un algoritmo de Markov ha de ser 4til,-
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debemos poder efectuar tareas con significadeo con estos algo-
ritmos.

Ejemplo 3.4

Sea Lf%un alfabeto vy sea A una sucesidn (cadena)
fija de este alfabeto.

(Notemos que A la tenemos fija).

Deseamos transformar una sucesidén arbitraria S en
la sucesidn AS.

Esto se consigue ficilmente con un algoritmo consistente en -

una sola produccidn, a saber:
A ——re A

Pero ahora supongamos que descamos transformar S en SA.

- No podemos usar el algoritmo dado, pues aplicaciones -
sucesivas de &stce nos darfan las sucesiones AS, AAS, -
AAAS, --- (la primera aparicién de A est8 al comienzo -
de cada palabra).

- Ni podemos escribir el algoritmo como § — .SA, pues-
se necesitaria que hubiera un nimero infinito de pro--
ducciones, una para cada S, sin ninguna primera produc
cién, ya que se pide que la sucesidén S sea arbitraria.
Es decir, que el algoritmo opere para cualquier S.

En realidad, como las producciones son siempre aplicadas
a la primera aparicién de A en B, hay dificultades siem=-

pre gque queramos operar con la segunda, tercera o Gltima
aparicidn.
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Vencemos esta diflcultad moedionte ot uso de sianbolos marcado-

res especiales, gque no son parte del o qlfaboto dado,

Hablaremon entonces de un ALCORITMO SOBRE UN ALFABETO, que- -
riendo indicar con estn gue sus produacolcnes oontienen simbo-
los del alfabeto v otros ciertos Limbolos especificados, La--
les como simbolos marcadores, Soroel o usc de estos, podemosn -

marcar cualquier punte particular en uana sucesidn o, luego, -

operar on ese punto.

Esto nos reosuelve el problema de transformar § on SA, como se
1]

detalla en ¢l siguiente cjemplo.
Ejempla 3.5
Sea c,?‘f‘ el alfabeto dado on el ejemplo 3.4,

A la misma sucesisn {ija.

Sea o un marcador (o f,:ff“ )

Q9

51 5§ es una sucesion on c:'“‘}" . entoncees el resultado de -

aplicar el sigulente algoritmo a 5 cs la sucesién SA.

1o o § o T (T e
2.~ A3 g A

3.- N —— =
- Como § no contiene inicialmente a X (pues c’/‘ﬁ[' ), -
la tercera produccidn se usa para obtener 8.

- La primera produccidén sc usa entonces para mover «x a

la posicién detrds de los simbolos de S.

- 81 S contiene n ocurrencias de simbolos, entonces des

pués de n pasos obtenemos la sucesién S« .




- Al lleyar al n=Ssmo - ase, 1o prumer o oty 7

~, § o .. -y N > B o N . vy N - R o
se aplica, v ola o cdoona pr JduCe SAy o o est gy rodag

¢cidn es nnclusiva, Y osucesi®n 534 @5 ontonces o] roe-

sul tade.

ORSERVACIONES :

En el ejemplo nteracor Lt rodaoring., and caevda notacian, -

a saber: en la primera roduccidn hemos uado La Varia-=-
ble cque recorre todos los simbolos de %, Luego  la
—————. - ¥

prinera linea no es realmente una (v ducoidn, sino mds-
bien un ESQUEMA DE PRODUCCION, que denota tadas las pro-
ducciones gue pueden cbtonerse, sustituyendo simbolos de

ﬁﬁ en lugar de f .

- A causa de la forma en vue se

fs

san los algoritmos de Mar
kov, el orden en que se escriben las producciones es vi-
tal.

Por ejemplo:

Si las primeras dos lineas del esouena de algoritmos en-
el ejemplo 3.5 se intercambiaran, el resultads seria - -
transformar § en AS en luvar de en SAiA, v las produccio-

nes representadas por X3 —> "X nunca se usarian.

- Observando cada linea como un esquema del esqguema de al-
goritmos propuesto, o sea, observando en si los propios-
esquemas de produccién {(las lineas) vemos gue represen--
tan cada uno secciones del algoritmo en gue el arden de
cada una de las producciones individuales no es critico,
va que, a lo mis, una de las producciones representadas-
es la que se aplica y todas ellas hacen la misma cosa on
contextos diferentes,

El tema de los algoritmos de Markov va mucho mis lejos que lo

expuesto en esta seccidn. Lo que aqul se presenta no es Mas
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que una pequeia introducceidn al tema, pero suficiente para -

nuestros propdsitos.

El trabajo de Markov inaugura una etapa de "formalidad"” en el
desarrollo de la teoria de los algoritmos y, como veremos por
dleimo, facilita la resolucidn de problemas al tratarlos de-

una manera formal y explicita, en particular:

"Cualguier tarea que puede realizarse por el uso
de algoritmos, en ¢l sentido mds amplio (de la -
seccidn 1), puede también realizarse por el uso-

de algoritmos de Markov.,"

Esto resulta muy interesarte y favorecedor para dichos algo--
ritmos, que muestra la capacidad nada restringida de los mis-
mos.

Concluimos esta seccidn con varios ejemplos de tareas que pue

den realizarse fidcilmente con algoritmos de Markov.

En los ejemplos, el alfabeto d+ no se especifica, pero se sa-
be que no contiene ninguno de los marcadores ni simbolos espe

ciales que explicitamente se enuncian.

Ejemplo 3.6,

Este algoritmo transforma toda sucesidn en la sucesién -
vacia.

T s A\ Te k)
En operacién, este algoritmo va quitando las letras de -
una sucesibn, comenzando con las apariciones de la iz- -
quierda, claro, siguiendo los pasos de lo que es un Algo
ritmo de Markov,

Ejemplo 3.7.

Este algoritmo deja sin cambio alguno a la sucesién va--
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cia, pero guita la primera letra de cualquier sucesidn -

no vacla y luego se detiene.

Marcador: O,

. T—eN ( Teot
X e /\

/&‘_n__§ =

Ejemplo 3.8

A menudo, es (til conocer el ntmero de simbolos que tie-
ne una sucesién.

Realizamos sencillamente esta tarea en una notacién de -

marcas, reemplazando cada simbolo por una marca.

Simbolo especial: 1

T 1 (K'c-m‘i )

Como "1" no es un elemento de 04 , la operacidén cesa - -

cuando todos los simbolos han sido transformados.

Ejemplo 3.9.

En casi todo problema llega un momento en que debe tomar
se una decisi6én gue depende de culles sean los resulta--
dos del cdlculo efectuado hasta ese punto.

Presentamos un algoritmo de Markov para hacer una deci--
sién de tal tipo,

- Se examina una sucesién arbitraria en el alfabeto dado -
para determinar si es una sucesifn especificada A.

+ 8i lo es, toda la sucesién se reemplaza por la sucesibn-
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B ooen otro caso, toda la suce. 17 goe oreemrslyza vor la

sucesion C.

Marcador: ««

F IS G { (. !)
> T -
w § = = A { N
. \I o —— . (‘
- l/)’ )
AT — Lo
S A s L -

- §1 la sucesidn dada, digamcs P, no sontiene una aou- -
rrencia de la sucesidn A, la Gltima produceidn introdu
ce un o Yy entonces los esquemas de produccidn segundo

y tercero borran P v lo reemplazan por C.

- 81 P contiene una ocurrencia de A, pero no es A, el es
quenma de produccidn cuarto o el quinto son los que en-
tran en juego para introducir X ; el primer esquema --
mueve la s al extremo izquierdo de P y, entonces, el-
segundo y el tercero operan como antes.

- Finalmente, si la sucesidn P e¢s realmente A, la produc

cidn sexta se aplica r P ose transforma en B,
1]

NOtese que las producciones se refieren directamente a -
la sucesibn A, que puede ser verdaderamente larga. Como

A se conoce a priori, esto eos admisible: podrfamos reem-




plazar siempre »oa reforcet. o ueo b

. A ~
i potes deLXan

Ejemplo 2.10.

A veces, degsea uno descartar una ;oo cidn o de Caoent”
!

; PEAISY 1
de simbclos coms se derart.on N RRESEEE R U FER

caleouladn ja resnuest o

El siguiente alyoritmo descarns todo

a la izguierda del simbolo especiral e

p-

T e e A)

Ejemplo 3.11.

Otro procedimients gue @s muy comdn es el de doblar o dy
plicar una sucesidn. A menwdo, descgames electuar trans-
formaciones que destruven ana sucesifn, vers que s&ia --

son de naturaleza tentativa: en un cierte momento, pode-

mosg decidir gue las tva

.
3
L:
™
O
”~
=3
&
-~
1

1mnes eran equivoecadas v

desear comenzar de nueva. Debemos, pues, poder salvar -
una copia (backeff) de la sucesién original a la gue po-

damos volver.

Ppada una sucesidn P, los sigquientes algoritmos producen-
8 !

la sucesién PP antes de¢ cue lleguen a un alto.
1 3

Marcadores: « , @ ,%1.

Lo :S—}Lr"“""':}\{;;” (j.",‘»\ G::"‘;")

. ol E—- i 5 Tﬁ T ( Te c_-"/‘ )

-y

3 — ‘}-1
J1 —— f‘l_
2.7 A A

N
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Fara observar cfmo opera

moslo a la

Facire
01 o

Ejemplo 3.12,

sucesion,

01 o
oglp 1
0 1 01 ot
0 Ja1 }1 0100
éb 31 lo
0l1ja 01>
AR

0101wt

A e

0101
Ayt W
PP

este esruemn

digamos P

de alauritmos, apligqué-

/
Nt con Y "\'O: 1, 20"

{2)
(1)
{3)
(3)

(4)

(4)

(5)

Como ejemplc final, damos un algoritmo de proyeccibn.

Estamos tratando con sucesiones de la forma A1\< Az«;...

o A+ donde < es un simbolo especial.

La tarea es aislar de esta sucesién la subsucesién Ai' -
donde 1§ n y ambos son conocidos.

Se consilgue esto,

borrando A

1’ AZ""'Ai-l’ pasando so--
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bre hi y lueqo, borrando la porcién restante de la suce-

sién.

Marcadores: 4\, ..., 'y |1

N 2
Gy ey T (FC )
Bl e 2
Al

2oy e T2 (5ot
3 b 4 25

V

]
LI e B ( Tc—.fr/')
1711 po1=1
[3i~rx—~~? 1
noo —
S I S (e o)
S

4, MAQUINAS DE TURING.

Pasamos ahora de nuevo a un enfoque mids clisico del problema-

de resolucidn de problemas.

En 1936, Alan Turing, matemftico inglés, escribid un articulo

en el que desarroltaba un método mecinico para la solucidn de

problemas que, desde entonces, se ha conocido como una mégui-
na de Turing.




Varios
Turing

te uno

aremos

wodelos, i rerntoe s o o ;oS uinas de-
s¢eohan prosae AR ! oot rome oy bamen

de ellos,

,-
-

primervo na detin e oy on sroy descripecidn

inturtiva de la operacidn doe ote oo deo o ninas Turing y -

* H
varios ejemplos de su uso,
Definiceidn 4.1,
Sean los siguiontes conjantos cantto e sos nonbrosg o --

respectivos que se cndicans

o~
N

)
i(k“ ‘1,-~-'qnj contunto Lot vdoy,
& N T corqunto fmbolos
i o' ¢ ' Qm_[ Tl H v 3,
y
$ »
R, L} Coanunte e mevimientos.,

Una expresion os une suces:0n Dinita do cignes, todos-

-r
loyg cuales, excepts una, son simbolos tes docir, ele--

mentos de £), sa2ondo el signo excepcional un cstado --
(es decir, elemoento de Q).

Un guintuple ¢s una sucesidn de cince elementos (qi, -

' Hk, m, a.) en el que 4, y o, son estados, s} Y o8
~ ) -

1=

B
simbolos, y m  un movimiento.

Una Maguina de¢ Turing es un conjunto finito de gquintu-

ples, entre los gque ne hay dog gue tengan el mismo par

de elementos iniciales 4, ¥ S,

Una maquina de Turing transforma expresiones an otras RXpre--

siones,

de acuerdo con las siguientes reglas:

Supongamos yue Py  son sucesiones arbitrarias de simbo




¥ %)
- W

log (en § ), posiblemente vaclas, | -ea ' & &,
Coensideren .3 a s. cone un stmhalo especial, 1L 'ue 112

marenos un blanco, v al gue lenctaremos usualmente yrfC:

[8

CASO L. ouintuples de la forma ﬁ, AN
. X .
- L R I T e . T oo Ve . » + .
ern exvresicnes Ps, o, 30
| AN
o Expresiones a Yerma ovoa s bransforman an oa -
* bt
presiones ps, ., U,
o Crras expresiones ne se tvansforman,
CrReN D MmNt enlne o ta f orrea v g '
TRSN . mrintaentos LA 4 : L
L ) KT o«
® Expreslone: Pa'y s 2 se transtorman en exprasiones-
17
Pr.s'y G
: L4
° Expresiones 1 s 0 Se transtorman en oxpresiones - -
s L

e O
Gyl s
[ Otras expresicnes x S transtforman

Esto es la definicidn v las Reqlas de Transformacidn de una -

Maguina de Turing. Veamos ahcora un poco mds protundamente.

cuando una Miquina de Turing se aplica a una expresidn, se --
permite gue opere hasta gue aicanza un par de simbolos de es-
tado qisj para los yue no estd definido ningln quintuple. E!
resultadb, en cge momenbto, puede considerarse come el resulta

'

do de aplicar la MAaguina de Tur:ing a la expresidn inicial, -

aungue, mis cominmente, se considera come resultado a la suce
516n de simboios on tal memento, @g decir, se ignora el —cta-

do final.
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veamos ¢l siguiente ejemplo de una M8quina de Turing.

Ejemplo 4.1

4o 0O 0. “Iq 4y ¢ ¢ R q, Ua d 4 L Ay
to.— 9o @ A Rqp do.— q dec L a5 Ug O b R qe
lo.—™ 9 b b R e 50, q, a d L a4 Qg a a L ,
2o.——)qo ¢ CR S q, a a L dg qg b b L 9,

9, d dR Uy A4 OO R aq 9g ¢ © L 9,

9, O []I,q3 e a a L q, aq d 4 L a,

q, a aR aQ 94 bb L 94 9 a ¢ L 96

4, b b R g, qq € C L 94 96 b b L q4

Esta miquina de Turing opera sobre el conjunto de simbolos -

{C], a, b, ¢, d} (o cualquier conjunto gque contenga a éste -
como subconjunto) .

Notemos, cn esta Miquina Turing, que:

-~ Hay referencias entre los quintuples a un estado 9, =
pero ninguno de los quintuples comienza con 9q. Luego
q, es, en realidad, un estado de "parada".

- Notemos también que hay ciertos pares de simbolos de -
estado, por ejemplo qzb. con los cuales no comien:ah -
ninguno de los qufntuples gue aparecen en la lista. =--
Luego, aunque q, no es siempre un estado de parada, la
m8quina parar8 si, cuando el estado es q,. se encuen--
tra el simbolo b.

Para ilustrar la operacifén de esta m8quina, consideremos la -
expresidn qobcadc.




La m8quina transformard esto, sucesivamente, en:

lo. bqocadc

20. bcqoadc

—>
4
30, ——— bcaqldc
40, — bcqzacc
—

50. bq7Cch

y en este momento se parard.

As! pues, la miquina ha transformado la sucesién de simbolos-
bcade en la sucesidn bedce. En el cuadro de quintuples que -
constituyen la miquina Turing, se senalan con flechas los - -

quintuples que intervinieron en cada paso de la transforma- -
cién.

Esto corresponde a la produccién de Markov.
ad —> .dc

Evidentemente, en este caso resulta mucho mds simple la tarea
siguiendo el método de Markov que el de Turing. Una conven--
cién que es Gitil al trabajar con miquinas Turing es la de una
representacién tabular, de la siguiente manera:

El quintuple q; sj S, ™ g estd representado por la entrada -

de la tabla S, m g, con coordenadas q; ¥ 53‘

En esta forma, la mdquina Turing de nuestro ejemplo 4.1 apare
ce en la tabla 4.1.




to
—
ro

o a | " o
'10 ) L'vl‘l 4y bl g L;an
(0 fegy \er.gl b LN 1 '
1) R

‘25 4
(s, ar o : g

“ by 3 U | X

; SRR ti o1,

g & . 4
' T I A ey,

6 i A

Tabla 1.1 Migaina T L RHE SR T N

Hemas visto ya 1o aue os Jorma conte aa. »douina o Puriag oo
un ejempele concreno oo N e eyt 3o -
sucesiones, Vimos tambidn ., 007 de cder ronresentar en-
forma de tabla vnon sdguina de urgro. Yeoomes abora O e in

tuitivamente podemos entondeor de o ctas mianitas,

INTERPRETACION INTUITIVA DE UNA MAQUINA DB

TURI G .

Consideremnos una midgquina consistente on upd caida negria con una
cabeza lectora ¢ inscriptora discnada para sxaminar ana cinta
que esta dividida en cuadrados, (véase la fig. 1.1). La cin
ta puede considerarse o infinita o arbitrariamente extensible
en ambas direcciones. Dentro de la caje negra, o) dispositi-
v puede tomar una entre un clierto ndmer.o de conficaraciones-
o estados internos. Estos proveen a la miquina de una clerta

cantidad de memoria limitada. En operacidn, la cabeza lecto-
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ra-inscriptora examina un cuadradn de la cinta, Dependiendo-
de cufl sea su estade interno v el simbolo ue encuentre en -

la cinta, imprims oHtro imbolo sobre ese cuadrado, s maeve -

un cuadrado a la daerecha o o v Lzyuierda, © cambiar su estado.
- - - 1 {1]|o 1 1Jo 1| e |1 - - -
Z e~ cabeza lectora~-inscriplore

Fig. 4.1 Miaquina de Turing bisica.

La hip6tesis formal de que una expresién es finita en longi--
tud se corresponde con la hipGtesis informal de que en todo -
momento la cinta estd en blanco, excepto por un nGmero finito
de simbolos en ella inscritos.

Con esta misma interpretacifn de la miquina, veamos los res--
tantes elementos de una maguina (contador, sumador, reconoce-
dor de nGmeros) mediante ejemplos.

Ejemplo 4.2. UN CONTADOR.

Suponemos qgue sobre la cinta hay una sucesién de ceros y
unos acotados a la izquierda y a la derecha por el sfmbo
lo "$". Se desea contar el nmero de unos en esta suce-
si6n e imprimir a la izquierda del "$" que est8 m8s a la
izquierda el nfimeral decimal que representa este nfimero-
de unos.

Se desea también dejar la sucesién original sin ningGn -
cambio, suponiendo que tenemos un sfmbolo "a" que no apa

rece y que, por lo tanto, podemos usar como marcador.

8i suponemos que inicialmente la méduina de turing esti-
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on el o stado I, ¥ estd examinando ol sTmbuolo """ situa-
do mis o le 1zquierda ooentonces, la migquinag U 56 mues-
tra ¢n ia Tabla 1.2 ofcctida la tarea de seada,
5 0 12 3 4 5 6 7 8 9 a 1]
i [ S i i T 3 T ] T T””*
‘ l ] ! | | ’ |
lo SRy i ' H
o - I ' |
141 gqu; ey ’ al -;:,' I | i
P l | !
, ' |
q SLy, \”n% ‘1{qJ i ‘
i : ! | ;
(;3 H~‘.q‘1 . .!Rq4 .11«.;4 3 qu ‘Jl<q4 (n%q" i Iriqd qud E *.)qu‘ ()an 11 Rq4
N T D | ! .
(;4 ,»kqs \)qu ) i
! f |
4y !,‘_)R(:;s l' !R«.;S{ g ; 1Rq'
i .
S S ) U S SN i SOV

Tabla 4.2 Un contador.

Esta miquina efect@a la tarea buscando a la derecha para en--
contrar un "1" gue reemplaza por "a". Vuelve entonces a la -
izquierda y anade uno a la cuenta que estd formando. Después
de esto, la miquina localiza la "a", la reemplaza por un "1"-
Yy prosigue la blsqueda. La localizacién del "$" situado mas-
a la derecha, para el proceso.

Para verla funcionar, apliquémosla a la sucesidn $0110S.

SUCESION QUINTUPLES DE
PASOS TRANSFORMADA REFERENCIA

4501105 \\
lo. —— /;> QOSSqu

"/'
Sq 01108 O

> qlooqu




Jo.

40.

50.

6Q.

70.

Bo.

90,

100.

1lo.

130.

ld4o.

ot

Y

——

>

SUCESTON
TRANSTORMADA

7
$0g, 1108  ~7
1 ~.
>
~
B
§ o, 0ul05 7
\\\
t/"'
q,502108 -7

//’
q3Ej$0aL0$<</

~

>

o
o~

e

L $0a108 <
4

~
2>
-~

1q,$01a0$% >(

.

q51501a08 w7~

.

OUINTUPLES
CREFERENCIA

3 lLﬂn;;B

14 P Ryg
q50ORq5
qsalnql
qllan2
qzlqu2
q200Lq2

q2$$Lq3

quZRq4

o
i




PASOS

15 - v
1o, = o
1700 sy
1Bo. ——mme -

190, ——-

EJEMPLO 4.5 UN

SLCES TN

TRANSFORUADA

250]10q15

$01108%9

L)

Se para el

SUMADOR,

Nuestro conjunto de sfmholos consta

simbolos, un "0

‘."

(l]ll.

Deseamos transformar la sucesidn:

en la sucesidn:

1---1

Ny L

0 1---1

S ey

5 5
™, ~alRo
v
o’
> qIOOqu
~

'}ISSYM16

Pt oazesn .,

ahora de exactamente

dos-




to
—
~1

l===1 0 1===1 0 l=-=1

-~ ? s s e

m n m+n

Es decir, considerando la sucesidn orviginal como una represen
tacién por marcas de un par de nimerces entercs positivos, que
remos formar la suma de estos nmeros, a la par que conservar
los nimeros originales. L[n la tabla 4.3 se muestra una migui
na Turing que realiza esta tarea. Suponemos Jue estd inicial

mente en el estado Ay ¥ examina el 1" situvado mis a la iz- -

quierda.
9 ORS]7 Oéql
a, 0Rq2 qul
U5 ORq3 IRq3
4 1i.,q4 1Rq3
qy OLq5 l‘L.,q4
g OLqg 6 1Lqg 5
g 1RqO 1Lq6
4y 0qu2 0Rq8
g Ong qu8
q9 qulO qu9
910 Oqul qulo
91 1Rq, 1Layy

Tabla 4.3. Un sumador.
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lo.

20,

3o0.

4o0.

60.

70.

8o.

90.

100.

Para ver funcicnar

V5 08

e ...:,

——

e )

e

T

——)

——

esta miquina,

SUCESION

TRANSFORMADA

qOIOl

Oqul

00q21

001g,0

0010q,0

001q,01

004101

OqsﬂlOl

q600101

1q,0101

10q7101

apligquémosla a la sucesibn:-

QUINTUPLES
DE REFERENCIA

qolonql

q]OOqu

qzlqu2

q200Rq3

q301Lq4

qQOOLq5

qgllLqg

qSOOqu

qGOquO

qOOORq7




120.

130.

14o0.

150.

160.

170.

180,

o
5

e )

ey

o

s 3

———

SUCESTON
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QUINTUPLLS

TRANSFORMADA DE__ REFERENCIA
~
\\\\
> q./.l,OR(ys
100 00 <7
B (:‘iaf)OR(gq
// ’/
1000¢ 91 \\\\
\:,» gyl 1Ry 9
//’

1000 1640 .<'

10006, (11 5¢

100q
1

011 <7
O Y

S . )
//> g 0l quo
//
™~
o s
- 1 Ol 11 \11 0
o R0l
e

10q, 0011 \(;

101u7011
1010

12

Se para

\, q, {01Rq,

>

aq,N0Rq, ,
- 7 12

11

la miguina.
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Obsérvese rue la mdquina del cgeralo 4.3 realiva o1 tarea sin
necesidad de emplear marcadores. Do soeho s puedoen usae, te
ro no es abligado; l16gicamento, al introduc:r marcagnres, la
solucidn del problema puede hacerse usando una miquina con --
menos estados.  En general, hay cierta compensacidn entre es-
tados y simbolos: si no se usa un marcador para localizar un
punto especifico, entunces, deboen usarse estados adicionales-
para conservar la pista de la situacifn de la caberza lectora-
inscriptora respecto a ecse punto. Pero no podemos reducir el

nimero de simbolos por debajo de dos.

Ejemplo 4.4 UN RECONOCEDOR DE NUMEROS.

Este es un fragmento de una mdquina de Turing disenada
para terminar su operacién cn uno de cien estados dife
rentes, dependientes de culil de los almeros 00, 01, 02
«+ovy 99 estd impreso sobre la cinta. La miquina se --
muestra en la Tabla 4.4. FPstd inicialmentc en el esta

do g  examinando el digito situado mids a la izquierda-
1y g I

del par.
0 1 2 - - == - -9
Ay URqO qul 2Rq2 - - - - = 9Rq9
a9 OquO qull Zquz— - - - - 9Rq19
4, ORq20 quzl 2Rq22— - - - 9Rq29
] o, e e ek ek e e e e e e e e =
g Ongo qugl 2Rq92 - - - - -9Rq99

Tabla 4.4. Un reconocedor de nidmeros.




Para ver funcionar la miquina, tomemos un numneral decimal do-

dos digitos, o gamos el 25, vy apligquémosle ol mecanismo.

PASOS SUCESION OUIRTY

PLES DE
REFERENCIA,

STS I
\\
1o, ~-w—y \\\ aq 22Pq
e Io P
P
e
2a.5
) \\
) \ g
L0 c——— ‘-) //) q‘s 22 R\{‘g *y

Como resulta evidente por este Glrimo ¢jenmplo, podemos descri
bir una maguina de Turing aue distinguird entre un nimero fi-
nitoc arbitrario de numerales u otras sucesiones de simbolos, -
Y actuar8 en consccuencia.

Luego, una vez que fijemos un conjunto de simbolos Y un méto-
do exacto de escribir descripciones de problemas, podemos - -
construlr una miquina de Turina que distinguird entre proble-
mas y reaccionaré en consecuencia, es decir, intentar§ resol-
ver el problema descrito.

En particular, tenemos un método exacto para describir méqui-
nas de Turing y los datos sobre los que operan.

Asi pues, se puede construir una méqguina de Turing M que acep
tard como datos la descripcién de una mdquina de Turing arbi-
traria T y algunos otros datos, y efectuard sobre estos Glti-
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mos datos los mismos cllculos que los que habria hecho T,

Una tal migquina M se conoce como una MAQUINA EHIVHRSAL QE -
TURING.

Lo anterior no significa rue se puedan resolver todes los pro

blemas con méquinas de Turang. Veanos porqué:

1.~ Una mé&quina de Turing universal acepta come entrada-

la descripcifn de una miqgquina de Turing.

t

- Esto nos lleva a pensar on lo que sucederia si usa--
mos la descripelidén de una maquina de Turing como en-

trada para una mdqguina de Turing arbitraria.

J.- En wparticular, si alimentamos con una descripcidn de
una miquina T a la misma miquina T, tendremos difi--
cultades. En realidad, se¢ puede mostrar adin mds, --
que ninguna miquina de Turing puede decidir si una -
méquina de Turing arbitraria puede desarrollar o no-
un cllculo cuando los datos que se le suministran --

son los de su propia descripcidn.

Un problema insoluble que podemos visualizar mls facilmente -
es el "problema de la parada" que discutiremos en la siguien-
seccidn.

[ad
o

COMENTARIO:

Para finalizar esta seccibdn cabe mencionar el siguiente deta-
lle importante gue nos muestra una rama de la génesis de la -
computacidn: aparte de otros modelos de miquinas de Turing, -~
varios especialistas han propuesto y estudiado un nGmero con-
siderable de "m8guinas" muy diferentes. Estos dispositivos -
se conocen, en general, con el nombre de AUTOMATAS y, muy a -

menudo, tienen capacidades menores gue las de la miquina de -
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Turing. Sin embargo, ¢l estudio de estos dispositivos propor
ciona una visidn penetrante sobre las complejidades relativas

de diferentes clases de problemas.

5.- LOS PROBLEMAS DLL CASTOR LABORIOSO Y LA PARADA.

Las magquinas de Turing estdin construidas para efectuar tareas-
especificas como, por ejemplo, 1o adicifn o la multiplicacién.
Parte de la construccidn es la admisidn tdcita Jdo.oun formato-

estdndar para la sucesiOn con gque se le va a alimentar. Tal-

como se especificd en los ejemplos 4.2 y 4.3,

Pues bien, es muy natural ahora prequntarse sobre cull serfa-

el comportamiento de la miguina si la sucesidn de entrada no-

fuera estdndar. FEs decir, 2qul sucederia si, por ejemplo, el

contador gue hemos discnade encontrase simbolos 4 tintos de-
>

0, 1 y a entre los signos de posos $

6, cqué sucederia si el sicno 3 de la derecha faltase?.
! 3 I

Esto es precisamente el "Problema de la parada" (halting pro-

blem), que podemos redactarlo asi:

“dada una macuina de Turinag y una cinta arbitra
ria, determinar si la midguina hard eventualmon
te un alto o no en el usu de la cinta dada co-

mo alimentacidn de entrada”.

Pues este y el problema con &l relacionado del Castor Laborio
so se ha demostrado que ne se pueden resolver por ninguna mé-
quina (o algoritmo) de Turing, Bs decir, no es posible dise-

nar un algoritmo que resuelva este problema.

La palabra esencial aaul es "eventualmente".
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Far

Es f8cil determinar si una determinada mfquina se va a parar-
dentro de 1,479,645 o cualquier otro nGmero determinado de pa
sos: simplemente, se intenta oue la m8cuina funcione durante-
(1,479,645) + 1 pasos. Pero con el "eventualmente" no tene--
mos limite sobre el nfmero posible de pasos que pueden ocu- -

rrir.
Vayamos con el problema relacionado del Castor Laborioso.

Como una mdquina de Turing se construye partiendo s6lo de con
juntos finitos (conjuntos de simbolos, estados, movimientos,
quintuples) es claro entonces cue hay solamente un nGmero fi-
nito de miquinas de Turing de un tamanro dado (es decir, de un
nfmero dado de estados y simbolos).

Por ejemplo, si tenemos:

- n estados, Gos veesey qn 1 (sin contar con el es-

tado de parada qn).
- dos movimientos, R, L
Y
- dos simbolcs, 0 y 1,

entonces, cada blogue en la tabla gue describe una m8gquina -
puede llenarse en 2°2° (n + 1) = 4 (n + 1) formas (el 1 extra
es por el estado de parada qn).

En general puede llenarse dem * 2 +« (n+l) formas, donde m son
los sfmbolos, 2 los movimientos y n+l los estados,




L
1197
(&)

a
(]

9.-1 &loun

q

Como hay 2n bloques en la tabla, si reguerimos que cada blo--
2

que se llene, hav entonces exactamente N = [4 {(n + 1)] “D na-

quinas de Turing de n-estados v 2 simbolos.

Pues bien, el "Problema del Castor Laborioso” de clase (n,2)
es el de determinar cudl de estas miquinas terminard con el -
m&ximo nGmero de unos inscritos en su cinta suponiendo que al
comenzar la cinta est8 en blanco.

Vemos pues que éste es un problema de parada especializado y-
el Prof. T. Rado (E.E,U.U,) demostr®d en 1962 cue es también -

insoluble. Finalizamos aquf la discusibn sobre las miquinas-
de Turing.

Con esto, vistas las rafces del drbol "Lbégico" de las computa
doras (algoritmos de Markov y M&aguinas de Turing), estamos --

preparados para dar un paso mds hacia el presente "algoritmi-
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co" de nuestro mundo computarizado.

6. COMPUTADORAS DIGITALES.

Tanto los algoritmos de Markov como las mdguinas de Turing -
son muy satisfactorios tedricamente. Se maneijan en ellos - -
principios fdcilmente inteligibles, se puede mostrar que son-
uncs equivalentes a las otras y que sus relaciones con los --
sistemas de cdlculo son las que se habfan propuesto. Sin em-
bargo, su propia sencillez los hace inadecuados para la mayor
parte de las necesidades de cdlculo, como, por e¢jemnplo, el --
trabajo que se necesitarta para efectuar el simple producto -

de dos enteros por cualquiera de estos dispositivos.

Queremos ahora examinar un artificio muy préximo a las moder-
nas computadoras digitales y ver cbémo resolverfamos los pro--
blemas con su uso.

Se hace la advertencia de que muchas consideraciones tales ole]
mo las limitaciones de tamafio de los registros, problemas de-
regulacitn de tiempo, dispositivos para la alimentacién y la-
emisién de resultados, etc., se omiten, aunque son vitales pa
ra la obtencibén de una computadora. Nuestro propésito es el-
de examinar la lSgica cue respalda el método de solucibén y no
el de entrar en los detalles utilizados para consequir que -~
las miquinas funcionen.

La "computadora" que discutiremos es una abstraccién extrema-
damente simplificada de las computadoras digitales corrientes,
Las computadoras reales tienen a menudo 100 cb6digos de opera-
cibn, varios registros de fndices para ayudar a la direccibn,
diferentes tipos de almacenamiento, y muchas complicaciones -
més.
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Mosotros, en cambio, supondremos una sola unidad de almacena-
miento a la que nos podemos dirigir simb6licamente, Es decir,
nos poderos referivr a una cantidad x almacenada como "x": no=-

necesitamos conocer su colocacidn exacta en ¢l almacén.

Dos registros especiales, el acumulador v el MO (multiplica--
dor-cociente), se usardn para todas las operaciones. FEstas -

no se consideran parte del almacenamiento.

Asi pues, tenemos supuesto:

- una unidad de almacenamiento

LY
- ¢} acumulador

-~ dos registros especiales

- el MO

!

Tambifn supondremos 12 instrucciones oude tienen una sola di--

reccibn y caen dentro de tres categorias: -

a) 4 instrucciones de transferencia

b) 4 instrucciones aritnméticas

r

c) 4 instrucciones de control

NOTA:

Por "de una sola direccibn", queremos decir que una ins-
truccidn se refiere solamente a una colocacibn del alma-

cén. Digamos aue es instruccidn l-aria.




Entonces, por cjemplo, en una sola instruccidn no pode~--

mos sumar dos nGmeros, va que no podemos referirnos a am

bos dentro de una misma instrucceidn,

a) Instrucciones de Transferencia.

Tratan de la transferencia de informacion entre el almacén Y-
los dos registros especiales, y se usan para mover informa- -

cifn; su formato es ol siguiente:

del almacén del acumulador

CLA: Gel acumulador TO% del almacan

("aclare y afiada") ("quarde del acumulador"
-store the accumlator-)

. del almacén ey, 21 MO
10Q: al MQ STQ: al almacén
("cargue -Load- el MQ") ("quarde del MO")

Es decir, el siquiente dibujo nos ilustra la transferen-
cia:

ACUMULADOR




Se considera gque estas instrucciones son no

decir,

destructivas, es-

si la cantidad X se encuentra en ¢l almacén, entonces la

ejecucidn de la instruccidtn CLAX produce una copia de

en el acumulador, pero retiene a X en ol

(%4

Y si Y se encuentra en el MQ, entonces STQ Y

[

R4

almacén.

produce una

copia de Y en el almacén, aparte de la copia de ¥ dejada

en ¢l MQ.

Anflogamente STO y LDQ.

b} Instrucciones Aritméticas.

Corresponden a la SUMA, RESTA, MULTIPLICACION
formato respective vy:

RADD

suB

MDY

DIV

v DIVISION. Su-

Como estas son instrucciones de una sola direccibfn y las ope-

raciones aritméticas envuelven dos operandos, es necesario te

ner previamente uno de los operandos situado ya en el acumula

dor, o para la multiplicacibn en el MQ,

Esta no es una restriccidbn considerable en la programacibn, -

a que, muchas veces, estas operaciones se usan sucesionalmen
que, E n




te, v uno de los aperandos se encucentran ya en ¢l acumulador-

0 el MQ por la ocperaciébn anterior.

Las sucesiones bdsicas para producir sumas, diferencias, pro-
ductos y cocientes, y colocarlos en el almacén, son las si- -

quientes:

Y £ Y = % : CLAX, ADDY , STOZ (s6lo se usa el acumulador)

Y - Y - 2

o

CLAX, SuBY, STOZ

X X ¥ = 2 : LDOX, MPY Y, STGZ (6 sT0Z2) (FE) multiplicador se-
mantiene en el registro MQ. E] producto se expan
de a dos veces la longitud de un registro de alma
cenamiento normal — por ejemplo, 76 x 24 = 1824 -
Y se mantiene tanto en el MQ como en el acumula--
dor).

X 2 ¥ = % + CLAX, DIVY, STQZ, (en la divisibn, el cociente se
deja en el MQ con el residuo en el acumulador. E1
residuo, por tanto, también se tiene a mano, si -

5¢ necesita

OBSERVACTION:

En la programacién para una computadora real, los proce-
S0s aritméticos se complican por el hecho de que el pro-
gramador debe tener presentes las posibilidades de rebo-
samiento (overflow), divisién por cero, y muchas otras.-
Sin embargo, las instrucciones basicas son las que hemos

dado.
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c¢) Instrucciones de Control

Transferencia
TRA

incondicional ("Transfiérase a....,")
. p e

Transferencias { TRZ ("Ptransfiera en cero")

condicionales TRP ("Transfiera en positivo")

Instruccibn
de alto {m,r {("alto™ — "halt")

TRAX no hace nada aritmético, pero es causa de gue la instruc
cibn siguiente se ejecute sobre la cantidad rotulada "X".
La sucesidtn continGa luego automidticamente, desde cse --

punto, sin volver a la sucesién primitiva,

TRZ causa la Transferencia de control siempre que ¢l conteni-

do del acumulador es cero.

TRP causa la Transferencia de control siempre que el conteni

do del acumulador es positivo.

HLT ‘hace que la computadora coese de funcionar. No reguiere-

ningGn operando.

NOTA:
Supondremos que nes podemes dirigir al acumulador y al -

MQ por los nombres "ACC" vy "MQ", respectivamente.

Por ejemplo:

LDQ ACC causarfa que el contenido del acumulador pasase
al MQ.




232

Pero no se permite transferir control ni al acumulador ni al-
MQ.

Aunque una computadora real tiene un repertorio mucho mis - -
grande de instrucciones vy es por ello capaz de efectuar los -
cllculos de un modo comparativamente més scfisticado, veremos
unos ejemplos sobre nuestra elemental "computadora® que ilus-
tran el modo en que uno realizarfa alqoritmos sobre una com-

putadora digital,

Ejemplo 6.1

El problema es el de resolver el sistema de dos ecuacio-

nes lineales en x y y:

ax+by=c

dx +ey=f ; ae - bd ¥o

Suponemos que los coeficientes est&n almacenados como A, B, -
C, D, Ey F, y que los resultados se llamardn X y Y en la com
putadora. En la pr8ctica real, necesitarfamos leer los coefi
cientes en el almacén e imprimir los resultados; pero aqui ig
noramos la necesidad de estos pasos.

La solucifn de estas ecuaciones estd dada por las ecuaciones:

ce - bf
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Fn el programa abajoe dado hemos supuesto que los coeficientes

son tales que las partes significativas de los productos apa-

recen en

MO,

Los comentarios aue aparecen a la derecha de alounas lineas -

del programa no forman parte del mismo, son s$dlo explicacio~-

nes al procedimiento.

i
LDOQ

MPY
STQ
LbQ
MPY

CLA

l suB

5T0O
LDQ
MPY

STQ

LDQ
MPY
CLA
suB
DIV

sSTQ

A
I
TEMP
B
D

TEMP

MO

DENOM

c
E

TEMP

B

F
TEMP

MQ
DENOM

X

almacénese el producto ae y llimesele TEMP.

En este momento bd estd en el M) y ae en el-

acumulador.

El denominador ae-bd ha sido calculado,

con esto comienza el cdlculo para x.

TEMP contiene ahora el producto ce.

esto calcula el numerador para x.
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LDQ A con esto comienza el cdlculoc de vy.
MPY F

57TQ  TLMP

LbO C

MPY D

CLA TEMP
sUB MO el numerador para y.
DIV DENOM

STQ y

HLT se para el proceso,

Como puede observarse, el programa consta de tres partes, -
que son casi iguales, excepto por los datos usados. Siempre-

que el cdlculo en varias partes del programa es el mismo, pe-

ro aplicado a datos diferentes, es conveniente hacer gue la -
computadora repita un ciclo y no tener que escribirlo de nue-
vo gastando espacio de almacenaje para varias copias del mis-

mno.

En el ejemplo siguiente programamos el algoritmo para determi.
nar si una férmula polaca estd o no bien formada, usando la -
capacidad del computador para repetir un ciclo varias veces.,-
La carta de flujo para este algoritmo se dio en la figura - -
2.3

Ejemplo 6.2

Suponemos que tenemos en el almacén los datos: NUM, S(1),
S(2),..., S(WUM), vy las constantes: C, A, K, E y N.




Nétese quc los datos, en este caso, son alfabéticos. Sin
embargo, en la computadora ostln representados en la mis-
ma forma qgue si fueran datos numéricos (e instrucciones),
y de aqui aue podemos efectuar operaciones numiricas so-
bre ellos.,

Necesitamos también en el almacén la constante numérica-
1.

Las letras que aparecen a la izquierda de algunas lineas, son

etiquetas de identificacién a dichas lineas, vy si forman par-

1

te del programa.

AA

CLA NUM

sTO0 1

CLA S(I)

suB N

TRZ AB Transfiérase a instruccién AB, si S(I) = N

ADD N

sug C

TRZ AC Transfifrase a la instruccidn AC, si S(I)=
C.

ADD C

sSuUB A

TRZ AC Transfiérase, si S(I) = A.

ADD A

suB K

TRZ AC Transfiérase, si S(I) = K.

ADD K
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AE

AH

AB

suB

TRYZ

CLA
SUB

TRY

CLA
ADD
STO
CLA
ADD
STO
CLA
suB
TRZ
CLA

TRP

HLT

CLA
suB
TRZ
CLA

ADD

N

AC Ninguna Transferencia, si S(I) os una va—-
riable proposicional.

I

NUM

AD Transfiérase a AD, st | ~ NUM (condicitdn -
inicial),

1

ONE ONE es la locacifn de la constante "1".
J

SuM (J)

ONE

suM (1)

ONE

1

AP Transfiérase al final del proceso.

SUM(I)

AG Transfiérase, si la suma parcial es acepta
ble.
este es el final si la férmula no est$ -
bien formada.

1 meta esta instruccién, si (S(I) = N.

NUM

AH Transfiérase, si el Gltimo sfmbolo es N.

I

ONE




AC

AD

AF

AG

ATl

TRA

CLA

sSuB

TRZ

CLA

ADD

STO

CLA

suB

TRA

CLA

TRA

CLA

SuB

TRZ

TRA

CLA

suB

STO

TRA

HLT

J
SUMLT)

AE Vayase a AE

) meta esta instruccidn, si S(1)

E.
NUM
All Transfiérase,

K &6 L.

ONE

Jd

SUM ()

ONE

AE Transfiérase a AE.
ONE

AE Transfiérase a AL,
SUM(ONE) se termina el proceso
ONE

Al

Al

ONE

AR

esto es el fin, si la fBrmula estd

es C,h,K G-

si el Gltimo simbelo es C,A,

bien formada.
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En este programa,por el uso de subindices como en SUM (1) -
(&1 en la carta de flujo) hemos supuesto que la computadora-
tenfa la capacidad de localizar informacién d&ndnle ese tipo-
de direccitn. Podria haberse mejorado el programa, si hubié-
semos incluido algunas otras instrucciones, tales como una --
transferencia sobre negativos y una transferencia sobre no ce
ro. Tambi&n se necesitaba haber puesto instrucciones para ob

tener los mensajes que aparecen en la carta de flujo.

Ejemplo 6.3

El problema consiste en arreglar en orden alfab&tico una

serie de N palabras.,

El convenio es que la palabra X precede a la palabra Y -
si v sOlo si como nimeros en la computadora X es m&s pe-
quero que Y.

El proceso de ordenacibédn usado es un intercambio. La -
primera palabra se compara con todas las otras. Siempre
que se encuentra una palabra que la precede se hace un -
intercambio, y la investigacién continfa con la nueva --
primera palabra. De esta forma la primera palabra, en -
el orden alfab&tico, se convierte en la primera palabra-
de la serie., El procedimiento se sigue aplicando luego-
a la sequnda palabra, a la tercera, etc....

Las palabras se encuentran en los lugares: W(l) a W(N), -
y N est8 almacenado, como también lo est8 la constante -

ONE.
CLA ONE
STO 1

AF ADD ONE

ST0 J




AA

AD

AB

AC

AE

CLA
suB

TRP

CLA
ADD

STO

TRA
CLA
LDQ

3TO

45}
-3
le}

TRA
CLA
ADD
o]
suB
TRP
CLA
TRA

HLT

w(r)
W{J)

AB

J

ONE

AC

AA
Wi(3)
W(I)
w(I)
W{T)
AD

I

ONE

AE

AF
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Transfifrase para intercambiar las palabras

WT) y W(T)

Trangfidrase, si W(I) ha sido comparada con

todas las otras palabras.
Vayase a AA.

intercambiense W(I) y W{J)

Transfiérase a AD.

Transfifrase al final.

Transfiérase a AF.

Termina el proceso.
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7. LENGUAJES DL PROGRAMACION

Esta seccidn complementa lo visto en las proecedentes con un -

corto comentario del

existon lenquajes de programacion,
poniende de manifiesto su ventaja = utilidad en contriaste con
el aparente "aumento de trabajo” al anadiv con estas un prere
guisito o traba més para ¢l trato con la ecomputadora,  Alu- -
diendo a los vjercicios Gltimos, vercmos gue de hecho tales -
prerequisitos, lejos de sor una traba, son un puente hacia la

computadora qgue nos libra de un rfo de confusidn y errores.

En la secci®n anterior dimes tres ejemplos de algoritmos o --
programas escritos para una camputadora digital muy primitiva,
Pueden escribirse miquinas de Turing o algoritmos de Markov -~
aue realicen las mismas tarcas, pero se llevarfan muchas pagl
nas y lo mds seguro es gue la persona que los escribiese come
terfa muchos errores antes de que hiciera la versidn correcta.
No hay nada més fécil en la Teorfa de algorvitmos gque eaquivo--
carse. Incluso el lenguaije de la computadora cue usamos en -
la Gltima seccifbn es lo suficientemente primitive para gue --

sea muy ficil cometer errorves al escribir un programa largo.

En un esfuerzo para disminuir vl nfimere de errores y poder ha
cer programas dque se puedan entender mis ripidamente por - -
quien los examine, han surgido un cierto nimero de lenguajes-
de programacibn, y con ellos traductores o algoritmos (llama-

dos compiladores), que hacen que el computador pueda "leer" -

los lenquajes.

Cada uno de estos tlene sus propias reglas gramaticales de -
construccibn y estdn disefados para desarrollar diferentes ti
pos de labores. Nuestro propdsito no es ahorita tomar un de-
terminado lenguaje y emplear otro capitulo en su estudio, si-~
no poner de relieve lo l6gico y necesario de su aparicibén en-

la evolucidén de las miquinas digitales,




y también

FORTRAN

ALGOL

MAD

IOVIAL

PASCAL

COoBOL

BASIC EXT.

COMIT
SNOBOL
RPG
LISP

IPL-V

3

|
t

-

)

o

Entre los lenguajes mis conocidos estén:

destinados primariamente para

cllculos cientificos,

para cdlculos en los negocios,

para el procesamiento de listas

de informacidn;

y mis recientemente, el PL/I, que tiene algunas de las carac-
terfsticas de cada uno de los anteriores.

Aunque no es nuestro prop6sito aqui la programacibn, es Gtil-

con fines de comparacifn, ver ejemplos de algoritmos escritos

en un lenguaje de programacibn.

Para estos ejemplos se ha escogido como lenguaje el BASIC.

Los ejemplos son los mismos que los usados en la seccibn pre-
via, y los programas son f&cilmente legibles, pues se usa un-

BASIC muy simplificado.
sofisticadas,

(Hay otras versicnes de BASIC ya muy-
desarrolladas sobre todo por la Cromemco Inc,,-
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Mountain View, California).

Ejemplo 7.1

La solucifn de dos ecuaciones lineales (véase el Fjemplo
6.1).

Ejemplo 7.2

F6rmulas Bien Formadas. (Véase el ejemplo 6.2)

Observacibn al ejemplo 7.2:

En las lineas de comentarios REM, las etiquetas AA, AB -
AC, AD, AE y AH son las que estd&n como referencias en el
ejemplo 6.2 y en la Carta de Flujo 2.3.

Ejemplo 7.3

Una sencilla ordenacifn. (vVéase el ejemplo 6.3)

En las pdginas siquientes se dan los listados Yy "corridas" --
respectivas de los programas. En los ejemplos 7.1 y 7.3 s8lo
se da una corrida por cada ejemplo; Y en el 7.2 se dan varias
que ilustran la alternativa de ser o no ser f.b.f.
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#

1.

100 RIZM NVER CL DOEmMPt e 7,7
200 PRIMT O oRT

ZOo0 DI WOTED)

400 READ M

SO0 RITM MY L. ENTORD,

HOO  TFOR 1=1 TO N

700 RICAD WOl
300 NFXT 1
200 l. T2
1000 LET =10
1100 17 W)Y <r
1200 LET Azw(
12300 LET W(I)=
1400 LET w(J)-
1500 T d=t TH
1&‘,!0() lf'f MR
1700 G0 TQ 1100

12300 IF I=N-1 THEN 2200

) THER 1500

1200 LET 1=1+¢}

ZOOD GO T 1000

2100 DATA 7,114,158, 14,2.7,79,22
22O PR 1= T? N

2200 PRUINT WOl
2400  NIZXT 1

2500 PRINT "SY DESEA ORDCNAR OTRA - SCCUCNCIA®
2400 FRINT "MODIFIQUE LA LINEA 100"

3700 fEND

]
*
.
RSFILE FILEY(PRINTERD
BRUNNING ASO9
SORT

2

7

2

11

14

1a

23
51 DESEA ORDCNAR OTRA  SECUCNCIA
MODIFIQUE LA LINEA 2100
SET=14£.8 PT=0.2 10=0,9




C) LENGUAJES FORMALES.

1. Lenauajes de Post.

2. Avances recientes en
los lenguajes forma-
les.,
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1.- LENGUAJES DE POST

virtualwente, toda la actividad asociada con los conceptos

discutidos en el capitulo, es de un carfcter general:

la actividad del cambio formal de sucesiones de-
simbolos por otras sucesiones de simbolos maedian

te la aplicnciﬁn de ciertas reglas prescritas,

Una de las primeras personas en reconocer esto fue el logico-

americano Emil Post.

En esta scccifn examinaremos la teorfa que &l desarrolld vy
did a conocer en 1943 y que se conoce actualmente como la -

"reorfa de los Lenguajes de Post',

Nos vamos a ocupar de operaciones sobre "un conjunto fi-
nito no vacio de simbolos", llamado "el alfabeto". Es--
tos simbolos se corresponden con el conjunto de varia- -
bles y conectivos en el cllculo proposicional (junto con
los paréntesis) o con el alfabeto del espanol habitual.

Hay "un conjunto finito de reglas" que se aplican a es--
tos simbolos y que especifican como combinar sucesiones-
de simbolos en palabras o sentencias (las f.b.f. de la -

lbgica o las palabras del castellano). A estas reglas -

se les llama "producciones",

Gencralmente tenemos también un conjunto de sucesiones,-~
que llamamos "AXIOMAS" a las que podemos aplicar inicial
mente las producciones.

pasamos ahora a definir formalmente todos estos términos,
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Definicidn 1.1
- Sead4 un conjunto finito no vacio llamado el ALFABEIO,

- Sea Vel conjunto de todas las sucesiones finitas de-
simbolos de e , conjunto al gue llamaremos el VOCABU-
LARIO.

-~ Supongamos que los simbolos O 1, &2, 3,

e e s e 0y

no est&n en\) . (informalmente, usaremas:fY;ﬂJn....)

* Un ESQUEMA SUCESIONAL es una sucesibn finita:
Dqu,sl oLi2 Soerenen a(in_l Sn-lc*in

- cada s; ©s un elemento de v
Y

- al menos una de las < aparece realmente (una o mis

pueden ser nulas o no presentarse).
® Una PRODUCCION es una sucesibn:

Syv Spueeeey Sp ——3 T, donde

- m es un entero positivo,

= Sy Spaeee-es SOY T son esquemas sucesionales.

Y

— . v o I: » L4 -
si T < 1 Pl o, EZ...... O(n—l tn_ltx_n, enton

ces al menos una de las T; no es la sucesibn nula-
y cada una de las o ; Que ocurre realmente en 7,-
tambié&n ocurre al menos en una de las Sj' i=1,..

e, M.




<00

El uso de las producciones es andlogo al de las producciones-
de Markov, pero sin la orientacidén de izquierda a derecha. Un

scquema sucesional se piensa como representando el conjunto -
de todas las sucesiones gue pueden obtenerse mediante la subs

titucidn de lOSoL(h:v-)Or sucesiones arbitrarias. Tales su-
¥

———

i
cesiones puede decirse que satisfacen el esquema.

Si entonces tenemos en un conjunto dado de sucesio-

nes algunas sucesiones que satisfacen s

N
1’ T m!

donde tenemos una produccibn Spsece 8B —_— T, po
demos anadir al conjunto la sucesidn que satisface-
a T, que se obtiene substituyendo a laso< de T por-
las sucesiones aue corresponden a egtas mismas o« en
las s,y..0ySp. (Suponemos aquil gque si una de las -

o< aparece en dos o mis de las Sj se recnplazard -

en todas sus ocurrencias por la misma sucesibn).
Ejemplo 1,1

Supongamos que tenemos dos producciones:

o a P b aw

b a § b, b % a { ——> x§ bb $

y que el conjunto dado de sucesiones se compone de la so
la sucesiébn a. BEs decir U = { a_}

- Como ésta es una sucesi6n que satisface X a (con &< -
reemplazada por la sucesi6én nula) podemos usar la pri
mera produccibén para afiadir al conjunto la sucesibn -
ba.

- Esta nueva sucesidbn satisface b X a g , pero no tene-
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NOTA:

mos sucesidn alguna que satisfaga bhoa d b, de modo

que aln no podemos usar la sequnda produccidn.

- Pero ba satisface <~ a {con b comn -~ ) de forma aue
[ -

podemos usar la primera producceidn para afadir al con

junto otra sucesifn, la bab,

- Esta sucesidn yva no satisface a wa, pero satisface

tanto a h a §b (con b ccmo b,

' 4 nula) come a

AY
b
b~xa g (con ™ nula v b como {3 ). Lucgo podemos -~

producir la sucesidn bbb,

- Podemos también usar bab para satisfacer d;a é b,

Yy

ba para satisfacer b a # + produciendo la sucesidn-

bb.

- Como no hay mis formas de satisfacer los esquemas de-

sucesiores, el conjunto final de palabras e¢s - - -
{a, ba, bb, bab, bbb § .

Aunque el conjunto generado en el ejemplo es finito, no-

es éste siempre el caso; en realidad, en las situaciones

més interesantes, el conjunto generado tiene infinitos
miembros,

Definicién 1.2

Un LENGUAJE CANONICO DE POST, consiste en:

- un alfabeto finito

- un conjunto finito de produccicnes, y

~ un subconjunto finito del vocabulario, llama

do el conjunto de AXIOMAS.

—




NOTA CURIOSA:

Como el alfabeto mismo es un subconjunto finito del voca

bulario, puede entonces usarse como conjunto de axiomas,

El ejemplo que sigue nos proporciona un ejemplo bonito ¢ im--
portante de lo gque es un Lenguaje Candnico de Post, a saber:
El cllculo proposicional, usando la notacidn polaca.

Ejemplo 1.2

El cdlculo proposicional (en notacibédn polaca) visto como
un lenguaje canbnico de Post,

- Debemos tener simbolos para las variables proposicio-
nales y los conectivos, y varios simbolos de clase pa
ra distinguir las variables proposicionales, las - --

f.b.f. y los teoremas,

~ Como deseamos tener un nfmero ilimitado de variables-
proposicionales, mientras que el alfabeto ha de ser -
forzosamente finito, debemos generar las variables --
proposicionales,

* Tomamos comoQ alfabeto{}h C, A, kK, E, p, 3, ¥+, W, L}
los Gltimos tres sfmbolos de la lista designar8n:
- la clase de los teoremas,
W la clase de las férmulas bien formadas (f,b,f,)

L. la clase de las variables proposicionales (le-
tras) .

® vVamos a tener solamente un axioma: L p

Y




Con el

Catorce producaiones:

oW a ey WON e

oW o WO S W C Y N
S0 W CN i ==t W A <
b WAMT -S> WCNa,
7o W NC -« N{t ~—3 W K a,5

B, W HKa{# ==, WHNC N it

9, WNHNCC a (3 NCH a — WE~J
10, w E«ﬁ — WYH CCa ¢ P a
IL.W s, WE ey e oo Ol ~

t

le, W ¢ @ 1w S T =Gl FpCC a3 CNv
4

13, W~ , W b ——> - CC Nl N g CCN o {}x

14 b, P CXE > =

axioma dade, las producciones esreciflican:

La 1. que las variables provosicionales son todas-
¢ 4

sucesiones de la forma: p, pl, nli, pLL, . ...,

Las 2., 3, v 4., son las reqlas para la construccibn

de f£&rmulas bien formadas.




11,
12.
13.

14,

- de la ., o la 10,, definen A, ¥ y F en términos de-

las 11,, 12. y 13., son los "axiomas" del cdlculo -

proposicional en el sentido del capitulo 111, a).

- la 1l4. es la que nes proporciona ¢l Modus Ponens.,

pefinicidén 1.3

El conjunto de TEOREMAS de un lenguaje candnico de Post.-
consiste en los axiomas del lenguaje junte con todas las
sucesiones generadas, partiendo de los axiomas por las -

producciones del lenguaje.

Definicidn 1.4

7
Dado un lenguaje (canénico de Fost),z , Se dice que un -

/
lenguaje l? es una EXTENSTOH ael‘f si:

i) el alfabeto de l' actd contenido en el alfabeto -
/
de‘f

Ar
r

1i) cada teorema dc<1

[
w

gt
un teorema de i .

COMENTARIO:

Podemos extender un lenguaje anadiéndole mds simbolos, -
producciones y axiomas, pero no es necesario qgue la ex--

tensidn se haga de esta manera. De hecho, una extensidn




de un lenguaje dado puede derivarse de un modo muy dis--
tinto, incluso hasta el punto de que sea diffcil recono-
cer el hecho de que es una extensién del lenguaije.

DefinicibdHn 1.5

21
Una extensibn 1 de un lenguaje J( se dice que es CONSER
/
VATIVA, si todo teorema de [ gue es una sucesibn en el-
alfabeto de l?, es también un teorema de.f .

Es decir, una extensibn conservativa de un lenguaje es una -
en que no se aumenta el nGmero de teoremas que pueden enun- -
ciarse en el alfabeto del lenguaje original; cualesquiera nue
vos teoremas contienen simbolos gque no estdn en el alfabeto -

original.

Definicién 1.6
Un lenquaje canbnico de Post se llama NORMAL si:

i) Tiene solamente un axioma

y

1i} Todas las producciones son de la forma Sfx —-N:s2

donde Sy Y S, soOn sucesiones especificadas.

Post mismo establecib el importante resultado de que:

"Todo lenguaje canfnico tiene una extensidn

normal conservativa".

La prueba, que es muy larga, envuelve la construccibn de una-
serie de lenguajes, cada uno de los cuales se muestra ser una
extensibn conservativa del anterior, y el Gltimo de los cud=--
les es normal,




Bste resultado praporciona entonces una forma estandar

mal para et estudio de los lenguajes de Post.  Se hace

aclaracibn que, como ¢s ol caso eon los sistemas 16gicos, no-

es ésta la Onica forma estindar posible.
Vemos un ejemplo {inal,
Ejemplo 1.3

Consideremos el siquiente Lenguaje:
3 G

Alfabeto: a, b, ¢, d
Axiomas: .- a
IT.- bc

Producciones: 1, - — a ——» bra e
L—Jux{b,bxag > o bb
J.->Xagb ——3 s by
4.- X¢ —3 daw b

S.= b — dr = a

Pruébese que las siguicntes sucesioncs s0n teoremas de este -

lenguaje:

i) dcbba

ii) badcbha

i} Prueba:
1. a - - - nx, 1
2, ba =~~~ 1 con Prod., 1l.,~ vacio.

3. bab --~- 2 con Prod. 1, o = b
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4, bbb ~--- 3 con Prod. 2,.v yv % vacfos, , Iy =Db
I
5, debba --- 4 con Prod. %, v = bb,
QO.L.D.
Nota:
Las abreviaturas Ax. y Prod. significan: Axioma y Produc

cidn, respectivamente,

11) Prueba:

1, a ——==-- Ax. 1

2, ba ~===~ 1 con Prod. 1, < vacio,
3. bab ===~ 2 con Prod. 1, ¥ = b

4, dcbaa -~~~ 3 con Prod. 5, o« = ba
5. badcba -- 4 con Prod. 1, = dcba.

Q.E.D.

Como se sugirid al principio del Capftulo, los varios tépicos
que hemos discutido son expresables en lenguajes de Post. Por
ello, serfa l6gico esperar encontrarse con problemas insolu--
bles en los lenguajes de Post, exactamente como el problema -
del alto en las m&quinas de Tuning y otros problemas que apa-
recieron en nuestras discusiones. Estos toman la forma de --
problemas de decisibn sobre teoremas: decidir si una expre- -
sib6n dada es o no un teorema en un lenguaje dado.

2.- AVANCES RECIENTES EN LOS LENGUAJES FORMALES,

Con la llegada de las grandes computadoras digitales, se ace-
leraron enormemente los estudios de lenguajes formales como -




o
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cefecto de los desarrollos en dos distintas dreas:

5.

Por un lado, lus intentos de producir alqoritmos de tra-
ducciftn meclnica eficientes mostraron que los estudios -
lingiisticos tradicionales de las lenguas naturvales des-
cribfan estas lenguas de un modo inadecuado para cstos -
prop6ésitos, IHubo pues, necesidad de formalizar las pro-
piedades de varias lenguas naturales qgue fueran adecua--

das para la construccibn de tales algoritmos,

Por otra parte, los sofisticados lenquajes de programa--
cién que se han ido desarrollande al mismo tiempo que --
las computadoras, son, en si mismos, formales en natura-
leza. A medida que estos lenguajes se han hecho mds fle
xibles, los traductores nccesariog para producir progra-
mas para la mlquina en estos lenguajes se han hecho mis-
complejos. Para describir estos nuevos lenguajes adecua
damente y para construir traductores que produzcan répi-
damente programas eficientes, se ha hecho necesario estu

diar las caracteristicas de los lenguajes formales,

En la descripcibn de lenguajes formales el més importante de-

sarrollo actual ha sido la Forma Normal Backus, Consiste és-

ta en una formalizaci®tn de una porcidn de metalenguajes que -

permite una descripcidn concisa y precisa del lenguaje formal,

La simbologfa de la Forma Normal Backus es la siguiente:

las clases de conjuntos de sucesiones de sfmbolos se re-
presentan mediante el uso de paréntesis angulares,

Todo lo que aparezca enh el interior de tales paréntesis-
es el nombre para una clase de sucesiones de simbolos.

el sfmbolo ::= se usa como el simbolo definitorio: la=-

clase cuyo nombre aparece a la izquierda de este simbolo




CONSILGLe vl riue b o L LCes e i I o GUe aparecoen

enumerados o Ya boerecha.

Un pegqueno segiientao vertical, seousa como o carador -
1 ot [] i

en las definiciones, v la concatenacior on undg pProposi--

cifn definicronal donot. concabton e fn dentr: del lenqua

je formal,

Fjemplo 2.1

Las f.b.f. del calculo proposicional pucden describirse-~
con las definjiciones siguientes de la Forma Normal Ba-— -
ckus, suponiendo solamente cuatro variables proposiciona

les.

<{ stmbol c.‘.>

pa'c;i rl & ,:7 ’fv" (‘)

[N

{variable) ::-. p ‘q Ir‘ 5

~ot

.

.
i
g

e
< oonectivo)

<febor.Yy

<variable>|-((f.b.f.> YL (CFE.b.f.D>) D
(fobof.>)

la primera de cstas expresiones &%irma aque hay ocho sim-

bolos que incluven los paréntesis (,).
la sequnda dofine la clase de las variables.
la tercera define la clase de los conectivos.

la proposicidn final atirma que una f.b.f. es: o cual- -
quler variable; o lous sfmbolos ~ { sequidos, on ese or--
den, por cualaquier t.b.f., seauida del paréntesis); o el
simbolo (, seguido de cualqguier f.b.f., sequida por la-
secuencia de simbolos) D (, seguida por cualguier - -

£.b.f., sequida por ).




Ejemplo 2.2

Estas expresiocnes definen la construcciédn de los nGmeros

decimales.

{simbolo) 11= Oi ll 2 |3 |4 5 6% 7 ’8 |9' .
atgitos > i o'1|2l3]4 s|e| 7|89
{entero) 1= {digitd> ‘ {digito)d <entero)
(n&unockmhmﬂ)::J {enteroy (entero> .] <entero> .

{entero

- la primera y seqgunda expresiones no requieren explica- -
cibn.

- la tercera define un entero como un dfgito, o un digito~-
sequido por un entero previamente definido. Es decir, -~

un entero se define como una sucesidn finita de digitos.

- la cuarta proposicién introduce el punto decimal. N&tese
gue sucesiones tales como 0 y 000 297 son enteros comple
tamente legftimos, de modo que 0.000297 es un ndmerc de-
cimal, Sin embargo, .000297 no es un ndmero decimal de-
acuerdo con estas definiciones.

La direccibn en aque han progresado los estudios de los lengua
jes formales ha sido determinada en gran parte por el trabajo
de Noam Chomsky y otros, que comenzd alrededor del afo 1955 o
1957,

De importancia clave en estos estudios ha sido el reconoci- -
miento de la importancia de la estructura de la frase y el --
contexto en la comprensibn del significado.
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Definicidn 2.1

= Una GRAMATICA DI LA LSTRUCTURA DE ! RASES os un conjun
to finito de producciones de Fost due contienen exao~
tamente un sfmbolo & que aparecoe selamente a la iz- -~
fquierda de " -———3 ", © yp conjunte no vacio o simbo

los que aparccen solamente a la derecha de M M

= Un LENGUAJE DI ESTRUCTURA DE FRASE es un lenguaje ca-
nonico de Post cuvas producciones constituyen una gra
mdtica de la estructura de frases, Yy cuyo solo axioma
es el simbolo £, que aparece solamente al lado iz- -

quierdo de las producciones.

Esta definicién estd motivada por la descripcibn de las for--

mas en qgque se puede construir una frase.

Podemos pensar gue el simbolo S significa "sentencia", y que-
las producciones describen las formas en que podemos cong- -
truir las sentencias. Los simbolos que aparecen solamente al
lado derecho de las producciones, conccidos coma SIMBOLOS TFER
MINALES, desempefan entonces el papel de las palabras de que-
S¢ compone una sentencia.

Ejemplo 2.3

Alfabeto: §, Np, vp, AP, N, VvV, Adj, Adv, Art. Pred, un,-
una, pelota, incoloro, incolora, furiosamente, verde, -
ideas, es, juan, viejo, juega, tranauilamente, duermen, -
duerme, cuadrado, cuadrada, el, la.

Axioma: S

Producciones: G —> NP VP AP —> Adj N
NP e ¢ VP \Y
NP —— Art AP VP =) V NP
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NP > Adg AP VP — V Pred

L »  Adj AV Pred ——> Adv

H +  poelota Adj —>» verde

N »  1deas Adj — viejo

N -v Juan Adj ~—3 cuadrado

Y ~) b Adv — furiosamante

Voo~ Y jucga Adv -—3> tranquila-
mente

vV —— duermen Art ——3 un

\Y -y duerme Art —= una

Ad)y - incoloro Art — el

Adj -~—  {ncolora Art —) 1la

NOtese gque este tenguaje 3 dfa haberue descrito en forma m&s-
1 pé .
compacta, urerace la Forma 0 rmal Backuos

5.,

Una construccitn tipica ("prueba") en este lenquaje es la su-

cesibn siguiente de sucesiones de simbolos: §, UP, VP, N VP,-

NV NP, N VN, Juan V N, Juan juega M, Juan jueyga pelota.

Otras sentencias qgue pueden construirse en este lenguaje son,
por ejomplo:

"Juan duerme tranguilamente"

"El viejo Juan es cuadrado"
Pero es clarc wgue este lenguaje ne: es utilizable para una con
versacién en espanol, va que ¢n €1 serian permisibles expre--
siones tales coma:

"la pelota cuadrada jucga ideas™.

"una idea duerme la pelota®

"la idea verde duerme furiosamente" (esta Gltima expre--
si6n se la debemns a Chomshky),
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Uno de los problemas primarics en el diseno de cualqguier algo
ritmo de traduccibn meclnica es el del manejo de referencias-
contextuales. FEn los distintos lenqguajes naturales el signi-
ficado de una determinada palabra depende a menudo del contex
to en el que se¢ presenta; este contexto puede extenderse in--
cluso més alld de los limites de la frase particular en gue -
la palabra se presenta.

Por ejemplo:

la palabra "medida" tiene significados muy distintos en-
la expresidn "una reaccibn medida' seglin gue el tema de-
que se est@ hablando pertenezea a la quimica o a la polf
tica internacional.

Esto ha motivado un estudio y clasificaciébn de los lenguajes-

formales que se¢ basa en varias condiciones contextuales,
Por ejemplo:

un LENGUAJE INDEPENDIENTE DEL CONTEXTO es un lenguaje en
que todas las producciones tienen la forma s —) e
donde s es un simbolo especificado.

Es decir, la produccibn depende solamente de simbolos es
pecificos, y no del contexto en que aparecen. Asf, el -

lenguaje del ejemplo 2.3 es independiente del contexto.

Hemos dicho anteriormente que las m&gquinas de Turing, los al-
goritmos de Markov y otros dispositivos an8logos son descrip-
tibles en términos de lenguajes formales,

Lo mismo es cierto para los distintos tipos de autbmata gue -
hemos estudiado.

Reciprocamente, se ha demostrado que para varias lenguas se -

pueden construir autématas de diferentes tipos que reconoce--
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r&n o aceptarfn aquellas y s6lo aquellas sucesiones gue sean-
proposiciones en el lenguaje. Ademds, estos autdmatas tienen
una clasificacién natural que es paralela a la de los lengua-

jes formales.
Como ejemplo final de la seccibn damos la descripeidn del len

guaje del ejemplo 2.3, usando proposiciones en Forma Normal -
Backus.

Ejemplo 2.3 (bis)

Descripcibn en ¥Forma Normal Backus.

{Art) ::=un |una [el |la
{Ad) ::= incoloro |incolora | verde |viejo
cuadrado [cuadrada
(ra) = pelota | ideas !juan
! {
{v h 1= es ‘juega ‘duermen duerme

(Adv) 1= furiosamente | tranguilamente

#

CAP >  ::= (Aadjy <nd i(ndj) {Ap)

{NP > i:={art) {ap? ‘CAdj) {npp ‘<N>
{ndv)

1<2; l(v) {pread |(v> <{np}
{npp <vp)

{ Pred) ::

il

.

{vpY
{s)




CAPITULO V

C ONC

L

u

5

1

0

N

£

S.




287

Se han examinado en este trabajo algunas de las ideas bisicas
gue se encuentran detras de las formas con gue hoy en dfa la-
genteu con los medios de cue dispone, resucive problemas. El
marco es matemdtico por dos razones -— que s¢ han comprendide
muy bien los procesos resolutives cuandoe los problemas eran -
los de las matemdticas cllsicas, y aue las matemfticas moder-
nas expanden sus aplicaciones en freas de las cilencias - las-
humanidades que tradicionalmente se han consideradce no matemd

ticas y de naturaleza cualitativa,.

Ha habido continuos comentarios, tanto en la prensa popular -
como en la cientifica, sobre el impacto de las computadoras -
en nuestra sociedad, que han cubierto la gama desde la automa
tizacibn hasta la inteligencia artificial., Esta situacién re
fleja lo gue ha realizado el hombre en su antigua preocupa- -
ci6n por la l6gica, los algoritmos y les lenhguajes, aunque es
te interés no ha sido siempre matemdtico. Por ejemplo, la ne
cesidad de traducir lenguas surge por vez primera cuando dos-
grupos sociales con idiomas diferentes entran en contacto., --
Sin embargo, hasta tiempos muy recientes la traduccifn de una
lengua a otra y, en general, los estudios linglisticos habfan
seguido un curso completamente ajeno a las matemfticas.

La importancia de tener algoritmos o métodos de cllculo era -
ya conocida por los egipcios y los griegos de la antiguedad.-
El mismo nombre de "algoritmo" se deriva de Al-Khova-razmi, -
el nombre de un matemitico frabe (780 al 850) que escribib un
tratado de 8lgebra aproximadamente en el aho 830, El uso del
término para denotar cllculos finitos en general (como opues-
to a los c8lculos con numerales ar8bicos), como aquf lo hemos
usado, es relativamente reciente, El proceso tecnol8gico de~
solucién de un problema, por complejo que sea, se compone de-
una multitud de operaciones sencillas, de pasos elementales -




senuvillon.

Actualmente, con los notables progresos de la computacidn como
rama matemdtica, la palabra "algoritee’ ha adouirido un senti
do extraordinariamente amplio. Es una indicacién oxacta So—-
bre el orden de solucidn de toda clase de problemas complejos
mediante una serie de operaciones sencillas. En otras pala--
bras, ¢l algoritmo es una gufa de accidn para la solucidn de-~
los problemas. Se le puede incluso presentar en forma de bre
ves Ordenes, que es necesario cjecutar exactamente Yy sin obje
ciones. Entonces ol algaritmo sirve como un "Lazarillo" con-
cienzudo, muestra el camino por ¢l cual se va a la solucién--

del problema.

La importancia de estos "gufas” es tal qgue resulta que las ma
temdticas no pueden pasarv sin ellos Y, en nuestro caso, se --
puede incluso schalar que lo principal en la matemitica de --
cOmputo es la determinacidn de los algoritmos. Los especia-~-
listas dicen gque, en la actualidad, cuando la matemdtica meca
nizada se desarrolla répidamente v las computadoras clectrdni
cas se convierten en un instrumento comén v corriente, apare-
ce, cada vez con mayor frecuencia, la necesidad de encontrar-
el algoritmo que permita resolver tal o cual problema, o - -
serie de problemas. Si estd encontrado el algoritmo, es posi
ble elaborar un programa, en cuya base la mquina resolver§ -
cualquier problema de la serie. Dado que la miquina calcula-
rdpidamente y lo hard con mayor rapidez atn, el encontrar un-
algoritmo para la soluci6n de un grupo determinado de proble-
mas tiene una jmportancia maxima. Asf aue ES MAS VENTAJOSO -
ENCONTRAR UN METODO GENERAL DE SOLUCION PARA UN GRAN NUMERO -
DE PROBLEMAS SIMILARES Y ENCOMENDAR EL. PROPIO PROCESO DE SOLU
CION A LA MAQUINA, QUL BUSCAR PARA CADA PROBLEMA SU METODO Y,
LUEGO, RESOLVERLO CON LA AYUDA DE LA MAQUINA O SIN ELLA.

También se tratd en este trabajo el papel cue ha jugado la 16
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gica matemdtica en su aplicacidtdn al c&lculo (programado) ho--
cho por computadoras desde la construcceién de circuitos con -
interruptores come aplicacidn directa del dlgebra Booleana, -
Aunque seria absurdo en la realidad introducir en las miqui--
nas electrfnicas de accibn rapida circuitos cléctricos con in
terruptores, estos nos ilustran claramente la manera en que -
"fisicamente” se interpretan los abstractos conectivos 18gi--
cos de la Logica Matemdtica. DPara poder concluir nuestro ob-
jetivo final, veamos el siguiente cjemplo de vdlvulas electrd
nicas. Hacemos notar que, fuera del ejemplo, en nuestro ca--
so, actlan dispositivos electrdonicos que reproducen e¢sas mis-

mas operaciones l6gicas, pero a enormes velocidades.

Nuestro ejemplo consiste de tres circuitos de vdlvulas elec--
trénicas:

- el primero, HNO;
- el scgundo, Y;

- el tercero, 0.

Para explicar su funclionamiento hagamos una analogfa entre la

corriente eléctrica y la corriente de aqua.

- Si es NO, entonces se corre ¢l pasador y desciende el ni-

vel del agua en el recipiente,

- Si se corren los pasadores Y primero, Y segundo, el nivel

del aguéhpn el recipiente desciende.

Si se corren los pasadores O primero, 0 segundo, el nivel

del agua desciende,
Esto se muestra en la figura v,1,

Ahora bien, en los tubos electr6nicos ocurre, aproximadamente,

lo mismo. S6lo que lo ague fluye no es agua sino corriente --
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eléctrica y en lugar del nivel doel agua tenemos las magnibu--

19

des de tensiones on Lo salida,  Los circultes se dirigen no ~
por pasadores sino por impulsos de corrionte,

De ¢sta manera sc .ogravon los clrcuitos materialazadeos en la
electrdnica, ¢(ue rolizan tres opuecacicones dgicas fundamenta
les: ¥, O, NO. Son ellos los cue ayudan o ta rdauina a "razo

nar" durante el func ionapionto:

sorounir,
0 o selecoranar,

NGO o tegar .

Recordando las asiynacione, del urno "L y ¢l cero "0O", 6stas-
parecen decir "si" o "ng", entonces o ve olaramente que el "ien
guaje" de las miguinan, . ,c.av de toda su sencillez, sormite
codificar tados !os nGmeros v palebraes y realizar razonamien-
tos 18gicos,

La aplicacibn del cZiculo de log erunciados en los autSmatas-
y en los circuitos alceatrénices « v 1o oue une la Lbgica Mate-
matica con la cibernstica, obliga « esta oiencia "exclusiva -
de gabinete”, ciencia abstracta,a aportar resultados visibles
en la préctica, ya que i1a UWalca maiendtica activa en todas -
partes donde hay computadoras ¢lecirénican ¥n efecto, cada-
problema se resuclvae en las midguinas conforme a sus leyes in-
mutables. Ademis, los propies circulitos J- las miguinas cal-
culadoras y sus redes vlectedrnicas se analizan v elaboran con

la ayuda de la Lfgica Matemdtica.

De esta forma, la L&ygica Matemdtica, con el desarrolle de las
miquinas calculadoras, esti estrechamente vinculada con la ma
temfitica de cllculc y con todo lu referente a la construccidn
Yy programaciédn de computadoras electrénicas. Habiendo comen-
zado todo esto, claro, en el momento en gue el homhre vi6 la-
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posibilidad de construir circuitos eléctricos a base de la L&
gica Matemltica, Esto se llevé a cabo v ahora circuitos elec
trénicos de mbltiples formas son la base do las miguinas cal-
culadoras. HNotemos cue el inicio de todo esto nacid en la ra
ma qgue llamamos Algebra Booleana. Pues bien, aparte del uso-
de &sta en el diseno de las computadoras, v de los conceptos-
l6gicos en el desarrollo de los algoritmos, la légica misma -
ha entrado en dos vias de desarrolle en la computacidn. Aun-
gue no hay ning8n algoritmo gue determine si una f6rmula da--

da, digamos, del cdlculo de predicados de primer orden (tema-

que ya no tratamos en este trabajo, pero sirve el comentario-
para los ﬁniciados) es 0 no un teorema, existen, sin embargo,
algoritmos para decidir esta cuestifn para clases limitadas -
de tales f&rmulas. Recientemente se han estado usando computa
doras en el desarrollo de estos algoritmos y también en el de
sarrollo de semialgoritmos eficientes para otras clases de --

férmulas, De mayor significacidn en la evclucifn de las com-
putadoras es, probablemente, el campo de la demostracibdn de -
Teoremas. Para ello, usualmente, se le proporcionan a la com
putadora una axiomatizacibdn del cllculo proposicional o de la
geometria, algunas reglas de inferencia, y algunas gufas més-
o menos intuitivas, aparte de un programa adecuado. Con esta
base, se supone que la computadora prueba teoremas. Los ensa
yos en este aspecto han sido alentadores, pero no espectacula
res. Sin embargo, estos intentos se han combinado en una de-
las fuentes del campo de la inteligencia artificial — el es-

fuerzo por hacer que la computadora "piense" como una persona.

Para finalizar, la evolucibn de las computadoras ha sido tan-
rfpida que es tonto arriesgar una opinién sobre su evolucibn-
dentro de los prbximos diez o veinte afos. Pero los proble--
mas de comunicacién con la computadora y con otras personas =
(en parte a través de una computadora) seguirfn con nosotros,
Si estos y otros problemas han de resolverse con la ayuda de-
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una computadora, parece que la Gnica herramienta b8sica que -
tenemos a nuestra disposicidn es la logica matemitica y la --

teorfa de los algoritmos, en cualquiera de sus varias formas,.
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