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p R o L .. c 0 

Al trabar 	tema de  la 1:áqLoa, tema tan vasto C'.?mo su (:Q'Si1I:Yo- 

l lo misnnoo a.l travl?s3 de los sigios, uno puede clt:jr1 par dicho tema, 

según el contexto que se do, en tres categorías f:LIfC7i3C!ent_ Les 

lo. La Lóq.ica tratada por filósofos, tendente a enfati:.ar 
i.l uso y significado de la misma en la conversación -

Cotidiana. 

2o. La Lógica Matemática, que prescinde de las interpreta 
clones del grupo anterior y se concentra en un enfo-

que formal algehrai.co. 

3o. El terna denominado Algebra i3ooleana, tratada cris su --

aplicac.i6n a la 1ngeniería en la teoría de los círcui 
tos. 

En el presente trabajo, he tratado de encerrar el tema de la L6 

gira dentro del contexto de su aplicación a la ciencia de la co 

municacibn, acorde a los modernos dispositivos físicos existen-

tes en la actualidad para el tratamiento automático de la infor 

marión; me refiero a las computadoras. Así, dado que el tema - 

que trato es el de la comunicación — entre personas o entre per 

sonas y computadoras — el presente trabajo sienta su base en la 

muy importante idea de ALGORITMO. 

Los temas desarrollados entonces toman su substancia del 20. y- 

3er. grupo esencialmente de nuestra clasificación anterior. 	- 

Abarco el aspecto histórico del primer grupo en el Capítulo I -

con una breve reseña del desarrollo de la lógica hasta nuestros 

días, comparando su desarrollo con el de la invención en occi--

dente de "máquinas de calcular" hasta las computadoras actuales. 



CAPITULO 1 

IN RODUCCTOfl filS`I'OI:IG1 

La evolución de la Lógica comienza en la Grecia ant.P.ua, prin-

cipalmente con el. fil6noto Aristóteles (384-322 A.C.) y otros-

griegos de la antigüedad. 

Como en la Geometría de Euclides y otros campos, las ideas - -

griegas sobre la 16gica dominaron por completo el camfpo duran-

te 2,000 años. Luego, alrededor de 1666, Leibniz (1646-1716)-

propuso en varios trabajos lo que llamó el "cálculo racional"-

o "Logística". Aunque Leibniz nunca desarrolló estas ideas --

con gran extensión, sus escritos contienen el germen de gran -

parte de lo que hoy conocemos como Lógica Matemática. 

Como dato curioso, vale notar que, análogo a la Geometría de -

Euclides y la Lógica de Aristóteles, el. Cálculo Diferencial --

avanza simultáneamente y luego, como la 16gica, duerme larga--

mente hasta el Siglo XIX. 

En 1642 Blaise Pascal (1623-1662) construye la primera máquina 

de sumar. En 1671 Leibniz construye una máquina que podía --

también multiplicar. Incidentalmente, Leibniz introdujo tam-

bién en la terminología matemática la palabra "función", y fue 

el primero en occidente en reconocer la importancia del siste-
ma numérico binario. 

El siguiente acontecimiento importante en nuestra historia se-

da en 1812, cuando el inventor inglés Charles Babbage (1792- -
1871) diseña una máquina de diferenciase cuyo propósito era -

ayudar a la construcción de tablas matemáticas. El gobierno - 



4 

britani.co subvencionó el pro, f ctor puro luego de varios años - 

de inCtiles esfuerzos en la con:;truccs6n del aparato, lo aban-

donb. En 1830 F3a-lbbage nuevamente propuso una "m`iruina anal ti 

ca" que tenia un almacenaje mec nico parca los datos e instruc- 

ciones analogas al almacenaje ol 	rt",nace.; de las computadoras- 

de hoy en día. La falla en esta m`i:luiria, como la de la "máqui 

na de diferencias", se debi i no a errores en su concepción, si 

no a que las herramientas y lo te C nolog1a de entonces no eran-

adecuadas para proporcionar los componentes de precisión roque 

ridos. 

Aunque el campo de la computr:ºci.` yace ir:m'.i1 durante la si--

gui.ente centuria, el trabajo en Lógica avanza rápidamente. En 

1847, Augusto De Morgan (1806-1871) publica un tratado: FORMAL 

LOGIC. Al año siguiente, George L3oole (1815-1864) escribió --

THE MATHEMATICAL ANALYSIS OF LOGIC, obra a la que siguió, en -

1854 , AN INVESTIGA' ION OF TIIIE LAWS OF TIIOUflUT. Aunque ninguno 

de estos trabajos contenía todos los elementos básicos de la -

16gica tal como la entendemos hoy (Boole, por ejemplo, conside 

raba solamente el uso de "o" corro disyunción exclusiva al doma 

rrollar su sistema algebraico), en los siguientes 50 años un -

gran nómero de e:;ce Batel: lógicos c:;2_ancii6 esta base hasta que 

Gottlob Frege la presenta esencialmente en su forma actual. Es 

te período en el desarrollo de la Lógica culminó en 1910-1913-

con la, publicación de los PRINCIPIA MATIIEMATICA de Alfred North 

Whitehead (1861-1947) y Bertrand Russell. (1872-1970). Fue este 

un intento monumental de completar un programa que Leibni.z ha-

bía sugerido: el de proporcionar una base lógica para todas -

las matemáticas. El trabajo incluye Teoría de Conjuntos en la 

forma en que la hablan desarrollado George Cantor (1845-1918)-

y otros, y algunas partes de la Geometría; pero nunca se llevó 

más lejos. 

Por el tiempo de Whitehead y Russell, la Lógica Matemática ha- 
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bis alcanzado una saludable adolescencia y crecía s 31.idatnc nte-
en madurez. Desde ese tiempo el estudio de la Lógica se ha de 

sarrollado en diferentes direcciones, siendo la tlue trataré en 
este trabajo la que nos lleva al concepto de algoritmo y a las 

computadoras. Pero aCn hay más; durante la última mitad del - 
siglo XIX los matem`iticc.:; habían estado explotando y extend.ien 
do el "método axiom¥ít.ico" —el de enunciar axiomas y luego de-

rivar teoremas formalmente de e l los —. 

Aunque gran parte de este trabajo se había hecho en la Teoría-

de Conjuntos, la Geometría y la IL6gi.ca, a finos cie siglo pare-
cía completamente razonable a muchos maten ticos quo, con el - 
tiempo, todas las distintas partes de las matemáticas podrían-

axiomatizarse. La posición extremista en esta cuestión era --

que no sólo las distintas partes podrían axiomat.izarse, sino -

que las matemáticas en su conjunto podrían realmente axiomati-

zarse de un ¡nodo consistente y completo relativamente sencillo. 

El matemático alemán David Hilbert (1862-1943) tenia precisa- 

mente esos puntos de vista. En 1900,. 	Hilbert propuso una lis- 

ta de 23 problemas cuya solución consideraba esencial para el-

avance de las matemáticas. Muchos de estos problemas ya se --

han resuelto, muchos han dado lugar a otros problemas profun-

dos; algunos siguen acn sin solución. Se ha demostrado que --

unos pocos de ellos dependen fuertemente de conceptos lógicos -

y por ello, han influido en el desarrollo de la lógica. 

El programa que Hilbert tenla en mente era el desarrollo de un 

sistema Lógico-matemático dentro del cual estuvieran inmersas-

todas las matemáticas y que fuera demostrable su consistencia, 

en el sentido de que sería posible probar que de los axiomas - 

de este sistema nunca se podría llegar a probar una contradic-

ción como teorema. Pero en 1931, para decepción de los matemá_ 

ticos como Hilbert, este programa recibió un golpe mortal. Un 

joven austriaco, Kurt Gódel (1906-1978) publicó un artículo -- 
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conten.it ndc, e 1 s iqui ente resu 1 Lado : 

Cua.lc,uí.r_er sistema formal que sea suf ic_ientemeente qe- 

nora1 para contener Comp1etamente' l t Li:or1a e Ieinen-
tal de los námeros, debe también contener. fórmulas -

que no se pueden ni. probar r.. refutar dentro del si.s 
toma. 

Lo que G3dei mostró fue que no iml,orr :. cu. r Uuorte sea en s¥-

tema formal que se invente, de ser consistente siempre habr--
probl.emas que podrán ser formulados dentro del sistema, pero - 

que no podrán resolverse dentro de 61, o sea, será incompleto. 
Esto quiere decir que, en nuestro contextn matemático, hay pro 
blemas de las matemáticas que, forzosamente, nunca podrán re--
solverse, no simplemente porque no se haya descubierto cómo re 

solverlos, sino porque el hombre parece que es inherentemente-

incapaz de encontrarles una solución. 

Esto pone al matemático en una situación desesperante y algo -

di.vertida, "como el gato que persigue su ce.I.a". Tal parece que 

es propio de la condición humana el llegar a situaciones absur 

das y perseverar en las mismas. 

Como Post ha escrito: ".... como las pruebas clásicas de inso-

lubilidad, estas pruebas son de insolubilidad por medio de ins 

trumentos dados. Lo que es nuevo, es que.... estos instrumen-

tos, en realidad, parece que son los únicos instrumentos de --

que el hombre dispone". 

Pero no todo fue decepción y derrumbe, si bien el trabajo de -

G¥del destruyó el programa de Flilbert, condujo en cambio al rá_ 

pido desarrollo de un campo descuidado de las matemáticas: el-

de determinar qué métodos son válidos en la resolución de pro-

blemas. Las cuestiones básicas aquí son exactamente lo que se 

quiere decir cuando afirmamos que tenemos un al oritmo ara r 
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sulvur un prublurna, que pude os "e ilcular efuctivatr¥ente" una - 

funci6n o que podemos "enumerar efectivamente" un conjunto. 

En los años treintas, un cierto nCmero de excelentes matemáti-

cos y lógicos se hicieron estas preguntas, con el resultado de 

que fueron varios los conceptos que se propusieron como res- -

puestas satisfactorias. Entre los más importantes de estos -

conceptos — sólo por mencionarlos - están los de las funciones 

recursivas — introducidas por GÓdel — , 	- definibilidad — 

debido a Church -- y computabilidad tal como lo postulan Turing 

e, independientemente, Post. Mientras que estos conceptos son 

superficialmente diferentes por completo, el hecho de que fue-

ran equivalentes era cosa sospechada por quienes los habían --

creado o los manejaban, y demostrada efectivamente por primera 

vez en dos artículos de Kleene y Turing. 

Después de esta explosión de actividad, el trabajo en el campo 

de la computabilidad se hizo gradualmente más ligado a los con 

ceptos más finos de la teoría. En tanto, el mundo de las com-

putadoras nacía lentamente. Mientras que las computadoras ana 

lógicas habían sido ya discutidas y construidas desde hacía va 

ríos años (las máquinas analógicas son sistemas físicos que se 

comportan de modo semejante a otros sistemas físicos abatrac--

tos; miden y representan los números con magnitudes físicas ta 

les como presión, temperatura, voltaje y corriente. Por ejem-

plo, una regla de cálculo es un mecanismo analógico en el que-

la longitud sirve de análogo del logaritmo de los números) y - 

la tarjeta perforada había sido inventada por Herman Hollerith 

nada menos que en 1886, las computadoras digitales no aparecen 

sino hasta 1940 (las máquinas digitales son sistemas físicos - 

que cuentan utilizando series de dígitos para representar un - 

nómero. Por ejemplo, una calculadora mecánica de escritorio ea 

una máquina digital con ruedas dentadas que sirven de dígitos). 

A partir de esta fecha el mundo de las computadoras crece ace- 

4 



8 

leradamente, dando dirección e Smpetu a estudios en linguisti-

ca, teoría de algoritmos y 16gica. El desarrollo de la teoría 

de los autómatas ha sido motivada a menudo por un deseo de - - 

construir modelos matemáticos de computadoras digitales, y los 

trabajos recientes en este campo toman en cuenta cada vez más-

las características estructurales de estas maquinas. 

En los capítulos siguientes prepararé el terreno para mostrar-

al final el tipo de trabajos hechos en Lingüística, en Teoria-
de algoritmos (Trabajo de Markov), la versión de Turing y el - 

uso de las computadoras en la construcción de algoritmos para-
la demostración de algunos teoremas de la Lógica Matemática. 
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INTY?GDUCCIO:J ;I, CAPITUI,c.) 11 

El punto de partida de toda estructura matemltic,i supone la ne 

cesidad de razonar en forma válida acerca de cosas trascenden-

tens y singularmente: importantes. Esto implica que ha de exis-

tir absoluta claridad y distinción en todo lo concerniente al-

razonamiento deductivo válido, esto es: significado de los t6r 

minos usuales, uso de proposiciones, definiciones, teoremas, - 

eliminación de las complicaciones y contingencias relativas a-

la vida cotidiana, reconocimiento y abandono de las falacias y 

ambigüedades, etc. Todo ello obliga a una gran simplificación 

y a la introducción de un simbolismo adecuado e inequívoco, --

que permita razonar válidamente mediante regla_, fijadas con - 

claridad, aunque sean arbitrarias. 

Dos temas entrañablemente unidos que dar: este paso sor.: la Ló-

gica Simbólica (o Matemática) y la Teoría de Conjuntos. 

En este capítulo desarrollar( los conceptos e ideas básicos de 

la Teoría de Conjuntos desde el concepto indefinible de cor.jun 

to hasta las úlgebras Booleanas. La idea de conjunto forma un 

concepto unificante en la matemática moderna y es la base del-

tema de este trabajo. As t pues, en la primera parte (a) se cu 

bren los conceptos básicos de esta teoría que uti.li.zartt des- -

pués, en la segunda parte (b) se discuten las Algebras Boolea-

nas. Estas constituyen una simple abstracción de las álgebras 

de conjuntos y son importantes por dos aspectos: 

En su aplicación: Se utilizan en el diseño de las computado--

ras digitales; y 

En su concepto: 	Proporcionan un nexo entre la Teoría de Con 

juntos y la Lógica elemental. 

11 
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1.- INTRODUCCION Y NOTACION 

Un punto en el que muchas discusiones formales o informales de 

cualquier tópico pueden terminar, es la cuestión de la defini-

ción de los términos básicos; y nuestro tema no es la excep- -
cibn. Así pues, partiremos de ciertos "indefinibles" para, a- 
partir de ahí, desarrollar el tema. 

Nuestros términos indefinidos serán las palabras: "conjunto" y 

"elemento" y la frase "es un elemento de". 

Podemos pues discutir estas palabras y decir informalmente lo-

que queremos que signifiquen, pero no las definiremos. 

Por un conjunto A entendemos una colección de objetos, a los - 

que llamaremos los elementos de A, (Nótese que no nos ayuda de 

finir un conjunto como "una colección de objetos", pues luego-

deberíamos decir qué es lo que entendemos por la expresión "co 

lección de objetos"). Estos objetos pueden ser cosas cuales--

quiera: conceptos, símbolos, conjuntos, etc. 

Supondremos que siempre que escribimos: "x es un elemento de - 

A" podemos también escribir "x es un elemento" y "A es un con-
junto". La única restricción que establecemos es que tenga --

sentido preguntar "¿es x un elemento de A?", y que para cada x 

y cada A la pregunta pueda de algUn modo ser contestada por --

"si" o "no". 

Es bien conocido que una teoría formal de conjuntos construida 

sobre este amplio marco lleva a situaciones paradójicas. Si - 

uno desea construir una teoría de conjuntos debe evitar que co 

sas tales como "la colección de todos los conjuntos" sea un --

conjunto. Como nuestro interés primario no va en esta direc--

cibn, no nos meteremos en las complejidades a las que, cuando- 
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estas paradojas se quieren evitar, hay que enfrentarse; pero - 

supondremos que los conjuntos en nuestro contexto se comportan 

bien. 

Respecto a la notación adoptaremos la usual. 

- 	A los conjuntos los representaremos por letras mayúsculas 

A, B, C,...... 

- 	A los elementos por letras cursivas minúsculas a, b, c,.. 

- 	La frase "es un elemento de" por E 

- 	Y la frase "no es un elemento de" por 

2.- ALGUNOS CONJUNTOS ESPECIALES 

Como los elementos que pueden estar (o no estar) en un conjun-

to pueden ser de cualquier tipo concebible, resulta deseable - 

la introducción de un conjunto universal. 

Por ejemplo, si consideramos A = 1 x I2x = 5 6 x = 03 , es cla 
ro que A debe ser un conjunto de números. 

Pero el símbolo Ex  12x = 5 6 x = 0} no nos dice que x sea un 
número: en este plan detallista, es entonces concebible buscar 

x que satisfacieran 2x = 5 entre cosas tales como triángulos,-

bocas de riego y pinturas abstractas, sin atender a si. esta bds 

queda tiene algún sentido. Es desde luego permisible escribir 

A = { x I x es un número y 2x = 5 6 x = 0 3 , mas si se van a ma 
nejar muchos conjuntos de números, esto nos obliga a una repe-

tici6n tediosa. Lo que hacemos entonces es enunciar que "el--

conjunto universal U es el conjunto de números", y ya, tácita-

mente, se supone que cualquier elemento al que nos refiramos - 

tiene la propiedad de que es un elemento del conjunto particu- 
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lar prescrito como conjunto universal. 

Ast pues, un conjunto universal no contiene todo, sino que es, 

más bien, el universo del discurso en un momento determinado. 

Hay también otra razón para insistir en la especificación de - 

un conjunto universal, a saber, la de que los elementos de un-

conjunto dependen del conjunto universal. 

Por ejemplo, A= t x I 2x = 5 6 x = Q  
Si U es el conjunto de los nómeros reales, resulta 

A = { 0, 2.5} 

pero si U es el conjunto de todos los enteros, entonces 

A = t 0; . 

Sin embargo, si U es el conjunto de todos los enteros impares, 

entonces A no tiene elemento alguno. Esto nos muestra la nece 

sidad de otro conjunto especial 0, llamado el conjunto vacio,-
que es el conjunto que no tiene elemento alguno. Puede carac-

terizarse como 1 x I x # x} . 
Es frecuente que estemos intersados en sólo ciertos elementos-

de un conjunto determinado, esto nos lleva a la siguiente defi 

nici6n. 

Definición 2.1 

Decimos que A es un subconjunto de B, lo que escribimos - 

A C B, si y sólo si todo elemento de A es también un ele-
mento de B; i.e. si siempre que x€A, entonces también XEB. 
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Observamos, en particular, que un conjunto A en siem¡ere un sub 

conjunto de él mismo, ya que siempre que X€A, entonces XEN. - 

El conjunto vacío y4 es tambi6n subconjunto de cualquier conjun 

to dado A, ya que la condición de la definición se satisface - 

por vacuidad. 

Definición 2.2 

Dos conjuntos A y B son iguales, A = B, si y sólo si 	- 

A C B y B e A (Es decir, si y sólo sí todo elemento de A- 
es un elemento de B y viceversa), o bien, si y sólo si A-

y B tienen los mismos elementos. 

Ejemplo.- Si U es el conjunto de números reales y A = yl y B = 

tx I x2  + 1 = 0 3 entonces A 	13 

Definición 2.3 

A es un subconjunto propio de E3, AB, si A C. B y B * A. 

Ejemplo.- Si U es el conjunto de los números complejos y A 

L iJ 	y B = 	x x2  + 1 = 0 } entonces ACU. 

Definición 2.4 

Sea U el conjunto universal y A un conjunto cualquiera. - 

El complemento de A, Ac, está definido como x x ' A¡ 

Si A y B son conjuntos, el complemento relativo de A res-

pecto a B es B\ A ={ x I x E B y x f( A] 
Ejemplo.- Si U = 0,1,2,3,4,5,6,7,8} 

A = {1,4,6,71 

1  



entonces 

13 	[l,2,457] 

G =12,53 

Ac 	0,2,3,5,8 J 
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3.- COMI3INACION DE CONJUNTOS 

Partiendo de conjuntos dados, construiremos nuevos conjuntos.-

Nuestro objetivo es llegar a un álgebra de conjuntos. 

Definición 3.1 

Sean A y B conjuntos cualesquiera. 

La unión de A y B es AVB ={ x I x E A 6 x E B o ambas -
cosas}, 

La diferencia simétrica de A y B es AA 13 = I x 1 x A 6 
x E B pero no ambas}. 

La intersección de A y B es A /Í B= t x 1 x E A y x E Ei 3, 

Ejemplo.- 

En la siguiente tabla, se muestra la unión, la diferencia 
simétrica, la intersección y el complemento relativo de - 

dos conjuntos dado un conjunto universal. Enseguida se - 

dibujan los llamados diagramas de Venn para visualizar me 
jor estas relaciones. 
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conjunto región conjunto región 

U 1,2,3,4 AVIS 2,3,4 

A 2,3 AAB 2,4 

F3 3,4 A(I3 3 

A\B 2 

Bc  1,2 D\A 4 
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4.- ALGEBRA DE CONJUNTOS. 

A medida que trabajamos con las operaciones de conjuntos, se - 

van haciendo claras varias propiedades de estas operaciones. - 

Por ejemplo, U , Q y 	son conmutativas. Es decir: 

AUB = 	BUA 

AMA = 	Bt A 

An B = 	Bn A 

Por otra parte, en general, A\ B 4 B \A. 

Algunas otras propiedades podemos verlas en la siguiente tabla: 

AVU 	= 	Ti AI U 	= 	Ac  A (1 U 	= 	A 

AUA 	= 	A ALA 	= 	Q' A(ÍA 	= 	A 

AUAC = 	U AAAc  = 	U A(iAc  = 	17 

A(J 	= 	A AA 9 	= 	A A fl 	= 	Of 

Alfa = (A[,B) U (A11B) = (AAB) U (Ah B) 

AB = (AUB) \(A11D) 

(A(.JB)c  = Ac nBC  

(A(IB)c  = AcUBC  
Afl (BUC) _ (AÍ1 B) U (A(ÍC) 

A U (B (C) _ (AU B) (Í (AU C) 

(Ac ) c  = A 
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Vamos a sistematizar nuestro conocimiento de estas propiedades 

en forma de un álgebra de conjuntos. 

Hay aquí un paralelo con el álgebra habitual de los números --

reales: aunque veremos que la analogía es imperfecta. Cuando -

tratamos con números, las dos operaciones básicas son + y• y -

satisfacen las siguientes propiedades: 

Si a, b, c son números cualesquiera (reales) 

Cierre: 	Al a + b es un número 

M1 a • b es un número 

Asociatividad: 	A2 (a + b) + c = a + (b 4 c) 

M2 	(a • b) 	• c = a • (b • c) 

Identidad: 	A3 Hay un único ndmero0 tal que para cual--

qu.ier número a, a + 0 = 0 + a = a 

M3 Hay un único número 1, tal que para cual 

qu.ier número a, a•1 = 1•a = a 

Inverso: 	A4 Para cada número a, hay un número único 

— a, tal que a + (-a) = (-a) + a = 0 

M4 Para cada número a 0, hay un número fini 

co a-1  tal que a•a-1  = a-1•a = 1 

Conmutatividad: 	A5 a + b = b + a 

M5 a • b = b • a 

Di.stributividad: D1 a• (b + c) = a • b + a • c 

D2 (a + b) • c = a • c + b • c 
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La analogía entre 5igebra ordinaria y álgebra de conjuntos es-

casi completa, s.i usamos: 

en lugar de + 

y 

(1 en lugar de • 

Todas las propiedades excepto la M4 se verifican. 

El "ndmero dnico 0" se hace entonces "el Gnico conjunto p", el. 
"numero dnico - a" es el mismo "conjunto A" que se trate, el -

"nGmero dnicO1"se convierte en "el dnico conjunto U". 

Una diferencia fundamental entre el álgebra de conjuntos y el-

dlgebra ordinaria es que mientras que hay infinitos números, - 

puede ser que haya tan solo un número finito de conjuntos en - 

un álgebra de conjuntos. 

Ejemplo. - 

Sea U = 	a, b, c3 

Los subconjuntos de U son entonces ocho, a saber: 

or 	 D -  

A =a 	
E  = l a, cJ 

B = { bj 	F = 1b, c} 

= { e l 	t, 

Las siguientes tablas muestran cuál es el álgebra de conjuntos 

basada en este conjunto U. 
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cL. t 

o¿ a A B C D E F U 

a a A B C D E F U 

A A a D E B C U F 

B B D v F A U C E 

C C E F a U A B D 

D D B A U a F E C 

E E C U A F a D B 

F F U C B E D a A 

U U F E D C 8 A 0 

¥nr 
Ø A B C D E F U 

a a a a a a a a v 

A a A a a A A a A 

B a v B a B v e B 

c a a a c a C C C 

D Q A B a D A B D 

E a A a C A E C E 

F a a B C B c F F 

U a A B C D E F U 
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En este ejemplo c.Ht rrnc>: hrreienci : uso de un resultado que proba 

remos ensequ ida , a saber, 	La 	de: nbmero de 01) je 
tos en un álgebra de conjuntos. 

Como estos objetos son los subeon jr.intc,s; de un conjunto univer-
sal dado, lo que realmente estarnos determinando, es el. namero - 
de subconjuntos de un conjunto un►vers 1 dacio. Para el objeti 

va de este trabajo nos restringiremos solamente al caso finito. 

Si A = {x1,...... xn  J es un conjunto de n elementos y üG A, 

entonces todo elemento x. E A está en 11 o no estáen 13. Si defi 

nimos 

í 
Yi  

	

]. 	s  

0 si  

Entonces el conjunto 13 está  caracterizado por una suces.i6n par 
ticular finita  de ceros y unos Y1....., Y 

El numero de subconjuntos 13 que pueden formarse es pues exacta 
mente el número de tales sucesiones. Como hay dos posibilida-
des para cada Yi  y hay n i'1  - s, el numero de tales sucesiones 
es el numero de ordenaciones con repet.ic.i6n de dos elementos -
tomados de n en n, 2°. De donde tenemos el siguiente resulta-

do. 

Teorema 4.1 

Un conjunto de exactamente n elementos tiene exactamente-

2n subconjuntos. 

Ejemplo.- 

Sea A = 	a, b, c, 	y supongamos la correspondencia 
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a 

b 

c -- -) Y] 

?,:1 	lt:;l]UIItf [: lI: 1.: tCl11t ;i1 1 1 	.S ;iLt 1 LOROS '7' los correspondien- 

tes subconjuntos de A. 

Y1 	Yz 	y3 	subconjunto 

0 	0 	0 

0 	0 	1  

o 1 	o 	4 b} 
o 1 	1 	[ b, c} 

1 	0 	o 	1 a¥ 

1 	0 	1 	c } 

1 	1 	0 	a, b i 
1 	1 	1 	A 

5.- PRODUCTO, RELACIONES Y MAPEOS 

Definición 5.1 

Sean A y B dos conjuntos. 

El conjunto producto A x S se define por A x B= [(a, bi 

a C A y bE Bj . 
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El símbolo <a, b> se denomina ar ordenado, donde el -- 

término "ordenado" implica que distinguimos entre el pri-

mero y el segundo elemento. 

Más generalmente: 

Si Al, A2,......., An  son conjuntos, entonces el 	conjunto - 

Producto está definido como 
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La relación (binaria) igual algo es el subconjunto 

I = {(1,1), <2,2>, <3,3>J 
Centraremos nuestra atención en las relaciones de orden 2; o - 

sea en las relaciones binarias ya que de ahí surge el importan 

te concepto de función. 

Definición 5.3 

Una relación binaria R es una función o mapeo si siempre-

que <a,b> E R y < a,c'ER, entonces b = e. 

Sin perder de vista el papel jugado por la relación de orden 2 

en la definición anterior, podemos definir lo que es una fun--

ci6n si nuestra relación es n-aria, de la siguiente manera: 

Una relación n-aria Rn  es una función o mapeo si siempre- 

que 	<al, a2,...., an-1, b  > 	Rn y 

<al, a2'" " ► an-1' c> E R, entonces b = c. 

En particular, si R C Al  x A2  x ..... x An-1  x An  es un mapeo, 

	

es un mapeo de Al  x A2  x ... x A 	en An. 

Diremos que el mapeo R es sobre, si para cada b ¿ A existen -

elementos ai 1 Ai, i = 1,...., n-1, tales que  

b> E R. 

Más adelante tendremos necesidad de mapeos en el conjunto de -

los enteros positivos (longitud de palabras, numero de parénte_ 

sis, etc.), en el conjunto t V,F 1 (interpretadas como verdade-
ro y falso) y también en un conjunto de gráficas (el "árbol" -

de una fórmula). 
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Defxnic.i0n 5  

Si R C A x 13 es una relaci.6n binaria, entonces su reta- - 

cien inversa L 13 x A, definida por 	<a,b> E R-1, 

si y sólo si. \h,a> e' R. 

Nótese que la inversa de una función no necesariamente es una-

función. Nótese también que (R-1) - 1 - R. 

Definición 5.5 

Si R y R-1  resultan ser ambas funciones, entonces R y R-1  

se dice que son funciones inyectivas  o  uno-uno. 

El término uno-uno nace del hecho de que un mapeo tal envía - 

dos elementos distintos en dos elementos distintos. Tales ma-

peos los utilizaremos más adelante, por ejemplo en la recupera 

ci6n de información. Si hemos asignado números a expedientes-

en un banco de datos, (es decir, si hemos definido un mapeo - 

del conjunto de expedientes en el conjunto de números), enton-

ces para poder localizar los expedientes usando los ndmeros, - 

tendríamos que haber asignado números distintos a expedientes-

distintos, o sea ,el mapeo habría de ser uno-uno. 

6.- LA RELACION SUBCONJUNTO. 

Examinamos ahora con más detalle la única relación que hemos - 

usado entre conjuntos, la de subconjunto. En el sentido defi-

nido en la sección anterior, esta relación es la siguiente: 

Si U es nuestro conjunto universal y V el conjunto de todos --

los subconjuntos de U, entonces AB es una relación en V x V. 

Esta relación tiene las siguientes propiedades en común con la 
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relación "menor o icqua). que" ( 	) definida para números. 

nQmeros 	conjuntos 

Reflexiva: 	n < n 	A 	A 

Anti;:,.imi trica 	si n <m y m 	s.i. A E3 y UCA 

entonces n = m 	entonces A = I3 

Transitiva: 	si 	n<in y m<,p Si AB y ilcC 

entonces n<,  p entonces A 	C 

Toda relación con estas propiedades se denomina un orden ear--

cial. 

Así pues, la relación subconjunto es un orden parcial sobre el 
conjunto de todos los subconjuntos de U. 

Sin embargo, una diferencia notable entre las relaciones 
y C es que: 

Dados dos nümeros cualesquiera m y n, se tiene m,< n 6 n f m. 

Pero dados, por ejemplo, los conjuntos A =l,2) y A  

ninguno es subconjunto del otro. 

Las relaciones subconjunto existentes en un conjunto universal 

dado podemos expresarlas mediante un dibujo llamado reticulado 

de subconjuntos 6 diagrama de Uasse. En un tal diagrama, AB 

si y sólo si A se encuentra debajo de D y está conectado con D 

por un segmento o segmentos en dirección ascendente. 

Ejemplo. 

El siguiente diagrama muestra el reticulado de los subcon 

juntos del conjunto [1,2,3} 



t 1,2,3 j 
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1.- DFFINICION Y COMENTARIOS 

Definición 1.1 

Un álgebra booleana es un sistema algebraico constituido-

por un conjunto S junto con dos operaciones N (como adi--

cibn) y • (como multiplicación) definidas sobre S, tales-
que: 

1) Se verifican las reglas: 

Al  a A5  

M1  a M3  

M5  

D1 y D2 

(ver el apartado a), sección 4). 

y 

2) Todo elemento es un idempotente, es decir, si a E S , -

entonces asa = a. 

Resulta claro ahora, dada esta definición, que toda álgebra de 

conjunto es un álgebra booleana, con 4 como adición y como - 
multiplicaci6n. Sin embargo, en el caso recíproco, hacemos no 

tar que toda álgebra booleana, si es finita, no es más que el-

álgebra de todos los subconjuntos de algún cierto conjunto uni 

versal dado, pero no asi en caso de ser infinita, pues algunas 

de ellas forman álgebras de conjuntos más complejas. 

35 
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Hemos evitado deliberadamente usar ° f 	como el s.LIRbo o de la 
adición porque por lo general se asocia con la operación unión 

(U) de las ál.gebras de conjuntos. 

Definimos ahora en tfrm.inos de + y • las 5igebras booleanas. - 

Esta y la anterior definición son equivalentes. 

Definición 1.2 

Un álgebra booieana es un sistema algebraico consistente-

en un conjunto S junto con dos operaciones + y • defini-

das sobre S, tales que para cualesquiera elementos - - --

a, b, c E S, se verifican las siguientes propiedades o -

axiomas 

Al. a + b E S 

Ml. a •bé S 

A2. a + (b + c) = (a + b) + c 

M2 a • (b • c) _ (a • b) • c 

A3. aES: a + 0 = 0 + a = a 

M3. 	1 1 E S) V a 6 S: a• 1= 1• a = a 

A5. a + b = b + a 

M5. a • b = b • a 

Dl. a • (b + c) = a • b + a • c 

D2. (a + b) •c = a 0c + b •c 

D3. a + (b • c) _ (a + b) • (a + c) 

D4. (a e b) + c = (a + c) • (b + c) 

C1. V a E s! a'6 S y a+ a' = 1 y a• a' = 0 

Donde en la notación anterior: 
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gninrí' 	ei r "hay un Ini(SI 

	

V " 	"para todo" 
) 	" 	" 	"ta I. que" 

	

" 	" 	"se cumple lo siguiente" 

2 . - DUALIDAD Y OTRAS PROPIE )ADLS 

Trabajaremos con la segunda definición de las que dimos para -

álgebras booleanas. 

Notemos que todos los axiomas dados, con excepción de A3, M3 y 

C1, se presentan en pares, con la propiedad de que, si se in--

tercambian la adición y la mult:iplicac.i6n, el único efecto es-

el de intercambiar los miembros del par, --no se crean nuevas-

fórmulas. 

D1 se convierte en D3 y viceversa; lo mismo D2 con D4. 

En cambio, si intercambiamos las operaciones en A3, M3 y Cl si 

se originan nuevas fórmulas. Sin embargo, si el. intercambio - 

lo hacemos también con el 0 y el 1, A3 se convierte en M3 y vi 

ceversa y en Cl se intercambian sus dos fórmulas. Tenemos - -

pues una importante dualidad en las álgebras booleanas. 

PRINCIPIO DE DUALIDAD 

Si una fórmula dada es deducible de los axiomas de un ál-

gebra booleana, entonces la fórmula obtenida al intercam-

biar + y 0 y los elementos 0 y 1 en la fórmula dada, es - 

tambión deducible. 

Este principio se sigue de los comentarios hechos antes sobre-

la dualidad de los axiomas, y del hecho de que cada prueba o - 
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deducción consiste en una sucesión de fórmulas que son axiomas 

o son derivadas de los axiomas. 

A continuación veremos unas pocas propiedades con pruebas in--

formales aplicando el principio anterior y que utilizaremos --

después. 

Suponemos que 13 = < 	 +, C¥ es un álgebra booleana y que - 

todos los elementos que aparecen son miembros de S. 

Teorema 2.1 

Va E S: 	a+ a = a 	y 	a• a = a 

Prueba. 

a + a = 	( a 	+ 	a 	) 	( 	1 	) 	........... M3 

_ 	( a 	+ 	a 	) 	( 	a 	+ 	a' 	) 	...... Ci 

= a +(a 	o 	a') ................. D3 

= a + 	0 ........... 	.......... C1 

= a .......................... A3 

Q.E.D. 
La prueba para a • a = a se obtiene automáticamente por duali- 

dad. 

a• a= a• a+ 	0 	................. A3 

=(a • a)i(a 	• 	a') ............. C1 

= a (a 	+ 	a') .................Dl 

= a • 1 ...................... C1 

= a .......................... M3 
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'Teorema 2.2 

V a E S: a+  1 = 1  y a• 0 = 0 

Prueba. 

a } 1 = 1 (a + 1) .................. M3 

_ (a + a') (a+ 1)............ Ci 

= a +(a' • 11 ................ D3 

= a + a' .....................M3 

= 1 .......................... C1. 

Q.E.D. 
La prueba para a • 0 = 0 se sigue de esta por dualidad. 

Teorema 2.3 LEYES DE ABSORCION 

a, b E S:  a + (a b) =  a y a • (a + b) = a 

Prueba. 

a 4(a b)=(a • 1.)+(a • b)........... M3 

= a (1 + b) ................ Dl 

= a • 1 ....................A5, Teo 2.2 

= 	a ........................ M3 

Q.E.D. 

La prueba para a ( a + b ) = a se sigue de asta por dualidad. 
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Teorema 2. 4 LEYES r n {)L:MORG; N 

V a, b e. S: (a • b) ' - a' i b' y (a +b)' - a' • b' 

Prueba. 

Por Cl sabemos que (a • b) (a • b)' = 0 y (a • b) + 

(a • b)' = 1 y que para a • b, (a • b)' es el único ciernen 

to para el que estas afirmaciones son válidas. 

Entonces, si podemos mostrar que a' + b' en el lugar de (a.b)' 

satisface estas mismas ecuaciones, tenemos la primera fórmula-

del Teorema. La segunda se síyue por dualidad. Examinamos --
pues (a • b) (a' ± b') y (a • b) ►- (a' a b'). 

(a • b) (a' + b') = a• b• a' + a • b • b'..... D1, M2 

= 0 • b + a•0 ............... M2, MS, CI. 

= 0 + 0 .......................'Feo 2.2 

0 .......................... 	A3 

(a • b)+(a' + b9= (a + a' + b') (b + a' +b' )........... b4 

(1 + b')(l + a') ................ A2,A5,C1 

1.1 ............................. Teo 2.2 
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Teorema 2 . 5 

0' = 1 y 1' = 0 

Prueba. 

Sabemos por cal. Teo. 2.2  que .1 -1 0 	1. y .1. • 0 = O, pero - 

astas son las ecuaciones cíe C1, y por la unicidad allí - 

postulada, 1' 	0 y 0' 	1 

Q.E.D. 

Teorema 2.6 

Si un álgebra bool.eana contiene al menos dos elementos --

distintos, entonces 0 1. 

Prueba. 

Supongamos que 	tB = <S, +, •) álgebra booleana con al- 

menos dos elementos distintos en la que 0 = 1. => 	3 
a E S 	a j. 0. 
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Prueba. 

Supongamos que hay tres elementos distintos en un álcjobra 

booleana, a saber, 0, 1 y a. (Sabemos que 0 y 1 están am-

bos presentes y son distintos por el. Teo. 2.6), 

Consideremos a'. De la ecuación a i a' = 1 y a • a' = 0 

se sigue que a' no puede ser ninguno de los elementos 0,-

a 6 1. De donde debe existir, según C1, un cuarto ciernen 
to. 

Q.E.Q. 

	

Lema.- (a')' = a Va E S . (por la unicidad postulada en Cl 	- 

pues a'e.S). 

Corolario 2. 

NingQn álgebra booleana finita con más de un elemento tie 

ne un numero impar de elementos. 

Prueba. 

De las ecuaciones a + a' = 1 y a • a' = 0 y de los Teos.-

2.6 y 2.1 se sigue que para cada a, a' es distinta de a.- 

	

También se sigue que si a lb entonces a'' b', pues si 	- 

a' = b' = c entonces c' - (a')' y c' = (b')' luego - - -

a = (a')' = (b')' = b. Por tanto los elementos de un S1-

gebra booleana con más de un elemento deben ocurrir en paa 

res distintos (0,1), (a,a'), (b,b'),.... cuya existencia 

se desprende de C1. 
Q.E.D. 
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Definición 2.1 

Sean x y y elementos de un álgebra booleana. Decimos que- 

x es menor o igual que y (x<y) si y sólo si. x + y = y. 

Teorema 2.7 

<_ es un orden parcial. 

Prueba. 

e- Por el Teo. 2.1 x + x = x 	.. x ( x 

r Si x< y entonces x + y = y 

y si y ,( x entonces y + x = x 

pero x + y = y + x .. x = y 

Si x y 	y y< z entonces x + y = y y Y+ z= z 

de donde x + z = x + (y + z) = (x + y) + z = 

y + x= z • 	x 	Z. 
L.E.D. 

Teorema 2.8 

Sean x, y, z elementos de un álgebra booleana. 

Entonces el orden parcial 	tiene las siguientes propieda- 

des: 

i)  Si x y 	y 	x 	z, entonces x 	y• z 

ii)  Si x< y, entonces x < y 	+ 	z para cualquier z. 

iii)  Si x < y, entonces x 	z< y para cualquier z. 

i_v) x(y y' 	x' 
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El símbolo C-=% 	" s 	i f LCa 	"S  

Pruebas. 

i) x+ y = y 	y 	x+ 	r, 	... z 	:,ur q 

(x 	► 	1) (x 	+ 	z) 	yz . 	. 	:< 	! 

ji) Si 	x 	f y y, 	w t.uC)CE!:3 	:C 	f 	(+, t 	.::) 	N .'') 	t 	z 	= 	x 	i 	z 

' 	x < y .t. 	z 

iii) Por las leyes 	c1 	aL);orci6rl 	(T o 	.'..3) 	x 	z 	+ 	; 	= 	x. 

Luec3o r z ! 	:: 	y 	corno 	x 	,' 	¥-,or transi tiviciad x 	z C y. 

iv) Suponga r.L :; 	x< 	y. 	f>rz!-nn 	x 	t v 	_. 	,.*. 	de 	donde 	y' 

(x + 	y) . 	Luego y ' 	+ 	x' 	(x f- 	y)' 	+ 	x' 

[ x 	+  ) 	• 	x 1 	_.. 	xf 	or 	.I; dc: 	abs 'rción. 

El recíproco sea 	sique del. 	Lema 	(x' )' = 	x dado antes. 

Q.E.D. 

3.- FUNCIONES BOOLEANAS 

Definición 3.1 

Sean x1 ,....., xrl variables cuyos valores se encuentran - 

en un álgebra booleana. 	Un mapeo f deL álgebra booleana- 

en sí misma: 

E 	13 = 	<S, 	+, •> ----) 03 
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es una función booleana den Variables, ni E,uede cons-
truirse de acuerdo con las siguientes cinco regias: 

1.- Para valores cualesquiera de x1,...., xn, : (x1...., 

x n ) _ a, donde a E S es f.i_ja, entonces f es una (un- - 

ción boolcana. Esta es la función constante. 

2.- S1 para valores cualesquiera de x 1 ,... , x t,l , f (x l , . •, 

x) = X i para algón i .. 1, .... , rl, entonces f es una-

función bonleana. Esta es una función Er0 ,ecci6n. 

3.- Si !; es una ..Euncifri t7f:oieana, entonces 9, definida - 

por q (xl , ... , xn ) 	(f (xl , .... , xti )) 	para cuales-- 
quiera x1 ,... / xrl , es una función booleana. 

4.- Si f y 9 son funciones boc.leanas, entonces h y k defi 

vidas por: 

h (x1 ,..., xn) ' L(}:t ,...., xt1) + q(x1....,x11 ) 

k (x1 ,..., xr¥) -• f(xl....., xn) lo y (x1 ,...,xn) 

para x1 ,..., x cualesquiera, son funciones booleanas. 

5.- Cualqui.i-r función que pueda construirse por un numero 

finito de aplicaciones de las reglas anteriores, y sb 

lo funciones de tal tipo, es una función booleana. 

En resumen, vemos que una función booleana es cualquier función 

que puede construirse partiendo de las funciones constantes y -

las funciones proyección mediante un número finito de usos de - 
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A causa de las relaciones existentes entre las operaciones, es-

posible que una función booleana tome diversas formas. 

Ejemplo: 

Si 	f ( x, y) = x' y' 

y g (x, y) = (x + y)' entonces por De Morgan sabemos que-

f y g son la misma función. 

Para determinar mejor si dos expresiones representan o no la - 

misma función booleana es deseable tener una forma estándar pa-

ra representar las funciones. En el teorema que sigue se pre--
senta tal forma estándar llamada forma canónica. 

Teorema 3.1 

Si f es una función booleana de una variable, entonces pa 

ra todos los valores de x, f (x) = f (1) • x + f(0) • x'. 

Este es el caso de una sola variable x. De manera análoga tene 

mos que: 

Si f es una función booleana de dos variables, entonces -

para todos los valores de x y de y, f (x,y) = f(1,1)• xi y 

+ f (1,0) • x • y' + f (0,1) • x' • y + f (0,0) • x' • y'. 

Y en general, 

Si f es una función booleana de ti variables, entonces pa-

ra todos los valores de x1......, xn, 

f(x11..., xn) _ 	f (e 	el 	e2. 	en  1,... en) x1 • x2 	..XII 
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donde las el  toman los valores 0 6 1 y 

e¡ xi  si el  =l 

x! si e. 	= 0 
1 1 

Nótese que la sumatoria desarrolla 2n  términos. 

Esta forma canónina se conoce como una SUMA DE PRODUCTOS 6 for-

ma normal disyuntiva o FORMA NORMAI. MINTERM. En formal dual, - 

hay un PRODUCTO DE SUMAS o forma normal conjuntiva o FORMA NOR-

MAL MAXTERM, que discutiremos en el capitulo siguiente. 

Ejemplo. - 

En un álgebra booleana con 4 elementos 0, 1, a, a', consi 
deremos las funciones f(x) = x + x'* a y g(x,y) = x' y + 
x y' + y'. Observando la siguiente tabla podemos trana--

formar f y g a su forma canónica, considerando los valo--

res que toman en 0 y 1. 

x 	f (x) 	x Y 0 1 a a' 

0 	a 	0 1 1 1 1 

(l 	1 	1 	 1 	1 0 a' a 	g (x, y) 

a 	a 	a 	1 a' a' 1 
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g (r.,Y) - 0 • vx -+ 1.• xy' 4-.1. 	y + 1 • x' y' 

De la forma normal <i.isVu11tiva se desprende, de modo evidente,-
que para eua.icluier álgebra booleana los valores ele cualquier - 

funci6n booleana f de n variables estfin completamente determi-

nados por sus valores en los puntos « , ... ,xn , , donde cada - 

una de las x tiene el valor 0 6 el 1. Nos proporciona esto - 

una bella .interpret-_aci.ón goorn(2tr.icai de las funciones; boo.leanas. 

4.-  DE LOS CONJUNTOS A LA LOG ICA 

Veremos en forma breve el nexo que mencionamos entre la teoría 

de conjuntos y la Lógica, que nos proporciona el álgebra boo-- 

leana. 

A un extremo tenemos un álgebra de conjuntos de dos elementos-

basada, digamos, en el conjunto A = (al con sus dos subconjun 

tos q y A. Las tres tablas de operaciones para ella aparecen-

en la Tabla 4.1. 

P 	 R 
>4 A ¥. 	 A  A_ 	_ 

A 	9' 	9' 	A 	9' 	9' 	v' 
A 	A 	9' 	A 	A 	A 	A 	9' 	A 

Tabla 4.1. Operaciones en álgebra de--

conjuntos de dos elementos. 

Interpretando ésta como un álgebra booleana, encontramos que -

los dos elementos Q' y A deben corresponder al 0 y 1 oue est.n-

presentes en toda álgebra boo.leana. 

p corresponde al 0 y A corresponde a1. 1.. Las operaciones para 



un lgobra booleana abstracta sobre dos C.1C.mt nLos están dadas-

en la Tabla 4.2 

9  Í 

0 	1. 
	 ti 	o 	.1  

0 	0 
	

U 	0 	1 
	

0 	0 	0 

1 	1. 	0 	 .1 	0 	1 

Tabla 4.2. Operaciones en álgebra boo- 

leana de dos elementos. 

La Lógica más a menudo estudiada es una lógica de dos valores, 

(es la más estudiada por razones que su aplicación justifica). 

Una proposición puede ser verdadera (V) o falsa (F), pero nada 

mis. Los símbolos operatorios se corresponden de la manera si-

guiente: 

Las tablas operatorias se dan en la tabla 4.3 
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CAP 

F V 	o¥c F V 	oc` F V 
P 	F 	V 	F' 	F 	V 	i' 	F 	F 
V V F 	V V V 	V F V 

Tabla 4.3 Operaciones en el cálculo propo 
sicional. 

En la serie de tablas anteriores estoy tomando: 

En conjuntos.- ot.á ? _ { x 	x E w1 6 x E?, pero no ambas} 

En álgebra bolleana.- 	0 	.. (¥'• ) + (d• í?') 

En L6gica.- 	f " .-. (a .V ) A ^' (-LA P ) 

donde los conectivos V, A A. N los discutiremos en el capitulo-
siguiente. 

La correspondencia total entre símbolos es entonces: 

conjuntos 	álgebra 	Lógica 
booleana 

----¥ # 	> $ 
-- + __ V 

5.- APLICACION BOOLEANA A CIRCUITOS 

Como una aplicación física inmediata del álgebra booleana con-

sideraremos el diseño de circuitos de distribución. 
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Podemos asociar a cada variable con un interruptor o válvula - 

en una linea por la que puede pasar electricidad, agua, infor-

maci6n o cualquier otra magnitud. Físicamente, este interrup-

tor puede ser una válvula en un sistema de conducción de aguas, 
un interruptor eléctrico, un transistor, un diodo, un despacha 

dor de un almacén, o cualquier otro mecanismo o persona capaz-

de permitir o prohibir el paso de alguna magnitud. 

Por ejemplo en la figura 5.1 a), si hay una entrada en el pun-
to a, entonces hay una salida en el punto b si y sólo si la --
válvula x esta cerrada. 

a 	J x 	E. 

Fig. 5.1 a) 	xe 

Podemos entonces representar varias funciones lógicas en térini 
nos de tales válvulas. 

- Una variable "no complementada" la asociamos a una vál 
vula aue está normalmente abierta. 

- Una variable "complementada" la asociamos a una válvu-

la que está normalmente cerrada. 

De modo que: 

- Habrá una salida, si la variable esap siva (válvula iz 
quierda cerrada). 

- No habrá salida, si la variable es activa (válvula - -

abierta). 

Así, en la figura 5.lb), si hay una entrada en el punto a, ha- 
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br 	entone(? unr:i - i 1 ida en e urlt:o b, :.i y sf,lc> si ambas vt.l- 
vulas x,y, es;tn cerrr¥cias. 	Luego esto re¡,rc>:.;erla el t6rmirv) -
xy. 

1'icx. 5. 1b) 	..y 

Vamos, por último, a l.a figura 5.1 c) 

:IITIIi-- 
Fiq.5 , r. } 	x 4- y 

Para aue haya una salida en cal punto r., dado que haya entradas 

en los puntos a y b, o la válvula x o la v<51vula y, o ambas, de 

ben estar cerradas. De donde esta conf1Quración representa la 
expresión x + v, 

Con esto tenemos los circuitos básicos de d.ist:ribucibn que re-

presentan las operaC 1G17f'S básicas de un Cll.Cjebra beoleana I - 

Vayamos ahora a expresiones mis complejas mediante ejemplos - 
sencillos. 

Ejemplo 5.1 



Fig. 5. 2 

m 

(Recuérdese que la válvula x está c7corn oralmente abierta y la x' -

normalmente cerrada). 

- 	La línea superior en el circuí to representa la expresibn- 

x'y. 

- 	La segunda línea, en la p.porc.i úii , ziiuier(7,i, tenemos el ti- 
po de la figura 5.1 c) , y por ende representa x' + xy. --
Luego, la linea en su totalidad, corresponde a la expre--
siGn (x' + xv) Z. 

- 	Antlogamente, la línea inferior se corresponde con la ex- 
presión x (y +- y' z+ z) . 

El circuito total. es de nuevo del tipo mostrado en 1a fig. 	- 

5.1 c), de donde representa la expresión booleana: 

53 
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x' y + (x' + xy) z + x (y + y' z+ z) 

Ejemplo 5.2 

Analicemos el siguiente caso. 

La expresi6n w' x' z + w xz' + xy se corresponde con la - 
figura 5.3 

Podemos combinar estas dos válvulas obteniendo el circuito de-

la Fig. 5.4, que tiene una válvula menos y es equivalente al - 
circuito de la Fig. 5.3. Esto corresponde a la factorizaci6n-

de x. 
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A causa de la correspondencia entre las funciones booleanas y-
los circuitos sencillos de distribución, es posible aplicar --
técnicas de minimización del álgebra booleana — gráficas, tabu 
lares o algebraicas — al problema de simplificar un circuito - 
de distribución dado. 

Asi, nuestra expresi8n del ejemplo 5.1, x'y + (x' + xy) s + x 
(y + y' z + z) la reducimos rápidamente en forma algebraica a - 
la expresi8n y + (x + 1) z, que implica el siguiente circuito-
de distribución mucho más simple, que es entonces equivalente-
de la figura 5.2 

y 

Circuito Equivalente al 5.2 

6.- DISEÑO LOGICO DE UN CIRCUITO SUMADOR 

Veremos ahora un trabajo de aplicación de la matemática al di 
seño de un circuito sumador similar a los usados en las calcu-
ladoras électrónicas. Se enfatiza la importancia de la lógica 
matemática y la aritmética, así como la forma en que ambas se-
combinan para lograr el artefacto en cuestión. 

Empezaremos por observar la manera en que el simbolismo mía --
elemental de la 16gica matemática, ideado y desarrollado para-
estudiar la estructura de los lenguajes natural y matemático,-
se presta a una reinterpretación que desempeña una función de-
terminante en el proceso de aplicación. Luego compararemos - 
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brevemente algunos sistemas de representación de números natu-

rales, intentando poner en claro que la forma en que hacemos -

operaciones aritméticas en el sistema decimal se puede exten--

der a otras notaciones posicionales y, por ultimo, explicare--

mos la forma en que se integran los conceptos lógicos y aritmé 

ticos para el logro del circuito digital antes mencionado. 

De los conceptos Lógicos, sólo utilizamos los más elementales-

del cálculo proposicional y los presentaremos no rigurosamente, 

sino por medio de algunos usos que se les da y lo haremos en - 

la Tabla 6.0, organizada así: 

La columna central esta dedicada al. simbolismo correspondiente 

a los conceptos mencionados y tiene prioridad en la Tabla. En-

la primera columna se dan ejemplos de construcciones, pertene-

cientes al español y a la matemática, similares a las que ori-

ginaron el uso del simbolismo lógico. Con el transcurso del - 

tiempo la Lógica matemática se ha desarrollado y los puntos de 

vista han cambiado: en la actualidad en vez de considerar a --

los símbolos lógicos como meras abreviaturas de ciertas cons-

trucciones de otros lenguajes, conviene tratar a éstas como in 

terpretaciones de aquellos, entre muchas otras posibles. Preci 

sarente en la tercera columna se presenta otra interpretación, 

una en la que a los símbolos lógicos se les asocian objetos de 

los comOnmente llamados "materiales", en contraste con las in-

terpretaciones anteriores en que los objetos asociados son sim 

bélicos. Esto no tiene nada de raro, tan solo ilustra que la-

Lógica Matemática se puede aplicar a la matemática misma o al-

"mundo real", conviene notar que en este caso la aplicación --

"práctica" fue posterior y en mucho se debe a la aplicación --
"teórica". 



TABLA 6.0. 
INTERPRETACIONES ALGUNOS SIMBOLOS USADOS INTERPRETACION DE INTERES 
USUALES EN LOGICA MATEMATICA PARA NUESTRO TRABAJO 

Lim 	f(x) 	- 	f(xo)  

) 	x - xo P P 	¥- 

Guadalajara es bella 

2 	1 + 	= 3 
Q 

\\ 

R Q 

(Ejemplos de proposicio- (Símbolos conocidos como letras (a las letras proposiciona_ 
nes; dos pertenecen al - proposicionales; originalmente- les les corresponden alam- 
lenguaje.matemStico y la se pensaron para representar - brea conductores de elec-- 

• otra al español). proposiciones tricidad, que en el papel- 

representamos con rayas). 

0 FALSO 0 	No conduce eorrien_ 
te 

VERDADERO 1 ' 1 	.. 

(Usados para clasificar- (Se les conoce como valores de- Conduce corriente 
proposiciones en verda-- verdad) 

(Cuando no conduce corriera 
ras y falsas) 

te un alambre se dice que- 

esta en estado 0, en caso- 

contrario se dice que está 

en estado 1) 	¥„ 



INTERPRETACIONES 

USUALES 

NO 

Y 

0 

(Se combinan con proposi 

clones para dar lugar a-

proposiciones compuestas) 

2 + 1 + 5 

(abrevia: no 2 + 1 = 5) 

1<3¿5 

(abrevia: 1<3 y 3<5) 

2{3 

(abrevia: 2<3  6 2= 3) 

(Son ejemplos derp oposi 

clones compuestas). 

(A los operadores les co--

rresponden unos artefactos 

cuyo comportamiento descri 

bimos más adelante. Se co-

nectan con alambres para - 

construir circuitos). 

p q 	p 9 

I A l 	V 

6 9̂ 	pVq 

(Ejemplos de circuitos de 

los más sencillos). 	ceo 

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS 	1 INTERPRETACION DE INTERES 
EN LOGICA MATEMATICA 	PARA NUESTRO TRABAJO 

A 	
LH 

V 
(Llamados operadores 16gicos). 

Se combinan con letras proposi 

cionales para construir f6rmu-

las proposicionales. Se llaman 

negación, conjunción y dis un-

ci6n, respectivamente). 

r , p 	 p 

ti 

p A  q 	p 	q 
^l 

p V q 	p % 

(Ejemplos de Fórmulas Proposi--

cionales, escritas en forma - -

usual y en forma de árbol). 
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INTERPRETACIONES 	ALGUNOS SIMBOLOS USADOS 	INTERPRETACION DE INTERES 

USUALES 	DE LOGICA MATEMATICA 	PARA NUESTRO TRABAJO 

Cuando una proposición - 	A 	A 	 0 	1 

es falsa, su  ne ac i 6 n es 	0 	1rLi 	 1 r--1— 
verdadera y viceversa. 	 L—,—.1 

1 	0 	 1 	0 

La conjunción de dos pro 	A 	13 	A A B 	 0 0 	0 1 	1 0 	1 1 
posiciones es verdera, - 

sólo cuando ambas son -- 	0 	0 	0 

verdaderas, en otro caso 	0 1 	0 	 n 	A 	n 
es falsa. 

	

1 0 	0 

	

1 	1 	0 	0 	0 	1 

La disyunción de dos pro 	A E3 	A V B 	 0 0 	0 1 	1 0 	1 1 
posiciones es falsa sólo 	0 	0 	0 
en el caso que ambas son 	0 1 	1 	V 	VJ 	1 [ V 
falsas, en caso contra-- 	1 	0 	1 
rio es verdadera. 	1 	1 	1 0 	1 	1 	1 

(Las anteriores son con- 	(Las anteriores son las tablas) 	(Los artefactos 
venciones que se acostum de verdad para la negación, la- y My se construyen para 

bran en la matemática y- conjunción y la disyunción. Se- 	que sus estados posibles - 
también en el razonamien toman como punto de partida, es sean los representados en- 
to usual). 	decir, son definiciones, para - 	la figura. Al final de la 

construir tablas a fórmulas pro tabla describimos una for- 

posicionales cualesquiera). 	ma sencilla para construir 
los). 



ALGUNOS SIMBOLOS USADOS 

DE LOGICA MATEMATICA 

¿Cómo se construye la tabla de-

verdad de una fórmula proposi--

cional cualquiera?, Veamos un - 

ejemplo. 

E J E bl P L 0 

Consideremos la fórmula siguien 

te (que aparece escrita primero 

en la forma usual y despuós en-

la forma de árbol), 

(p V ci) 	A 	( ,•, r) 

p q 	r 

V 	^¥ 

¿Cómo obtenemos el valor de ver 

dad de la fórmula cuando, por - 

ejemplo, el de p es 1, el de tr-
es 0 y el de r es 1? 

0 

INTERPRETACtON DE INTERES 

PARA NUESTRO TRABAJO 

¿Cómo se comporta el cir-

cuito asociado a una fór-

mula proposicional cual--

quiera? Veamos un ejem--

pl. 

E J E M P I. 0 

ASOCIADO 

El siguiente es el circui 

to asociado a la fórmula-
de la columna central. --

(Comp¥irese con la fórmula 

escrita en forma de árbol) 

p 	ci 	 r 

Lv 

(pVq) A (-r) 
¿Cuál es el estado del -- 

alambre de salida cuando, 

por ejemplo, el del alam-

bre p es 1, el de q es 0- 



ALGUNOS SIME?OIOS USADOS 	INTERPRETACION DE INTERFS 

DE LOGICA MATEMATICA 	PARA NUESTRO TRABAJO 

INTERPRETACIONES 

USUALES 

(2 <3 o 2 = 3) y 

(no 2 = 2) 

VERDADERA FALSA 

FALSA 

vemos que la proposi--

ción 2< 3 es verdadera, 

2= 3 es falsa y 2= 2 

es ve rdadora, y quia--- 

dos p or la estructura-

proposici6n com-

., analizamos las 

iiciones i.nterme-

¡asta que, al fi-

¡os damos cuenta- 

proposición es- 

(p V q) /` ( ^' r) 

w.l.....-- 	 p 
0 

asignamos los valores de ve_r 

dad a las letras proposicio-

nales y, guiados por la es--

truct:ura de la fórmula, va-

mos obteniendo valores de --

fórmulas intermedias y por - 

último el que nos interesa -

(0 en nuestro caso). Se - -

acostumbra decir que el pro-

cedimiento de evaluación an-

terior es "de adentro hacia-

afuera", queriendo dar a en-

tender que se inicia en las-

partes más internas de la --

fórmula (las letras) y se --

termina en la parte externa. 

En la forma de árbol el pro- 

y el do r es 1?. 

Para averiguarlo basta que 

a partir de los alambres -

de entrada, imitemos el --
flujo seguido por La co- -

rri.ente y obtengamos así -

los estados de los alam- -

br.es intermedios y por úl.-

timo el que nos interesa -

(0 en nuestro caso). 

Nótese ceno sobre el diaara 
ma el proceso anterior os-

'de arriba-hacia abajo" y-

completamente análogo al --

proceso de eva luación de -

la fórmula proposicional -

asociada cuando está escri 

ta en forma de árbol. 

rn 
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INTERPRETACION DE INTERES 

PARA NUESTRO TRABAJO. 

ALGUNOS SIMBOLOS USADOS 

DE LOGICA MATEMATICA 

ceso de evaluación viene a --

ser entonces "de arriba hacia 

abajo". 

1 
La situación anterior co-

rresponde al sexto ren - 
gl6n de la Tabla de ver--

dad que aparece en la co'-

lumna central. 

V¥
1 

(p V 9) A ( •¥. r) 

Ya hemos construido el sexto- 

renglón de la Tabla de verdad, 
los otros se obtienen análoga 
mente. 



INTERPRETACIONES 	ALGUNOS SIMBOLOS USADOS 

USUALES 	DE LOGICA MATEMATICA 

p 	cí 	r 1 ( 	c ) %` 

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 1 

0 1 .1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 .1 ' 

INTERPRETACION DE INTERES 

PARA NUESTRO TRABAJO. 

ti r) 	Nótese que tenemos aquí - 

una forma física para cona 
truir la Tabla de verdad-
de una fórmula proposicio 

nal. El estado represen-

tado es el correspondien-

te al sexto renglón de la 
Tabla de verdad. El cir-
cuito sólo presentará los 

ocho estados representa-

dos en la Tabla. 
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Vamos a ver ahora una forma -senc.i1 J,a })ara ctmst.ruir los arte- 

factos .--1 
	 Y 

- 

rs casi seguro une quien es tI  1oyendo esto tenga a.i alcanco - 
de 	la vista un .inte.rrul tor. para corriente u i'ctrica y mis se- 
cjuro es oue cuando menos una Vt''!. lo haya accionario rara "en--
cender" o "apagar un foco de 111'x'.. Lo que aquí nos interesa- 

de tales aparatos es su aptitud para presentar cualquiera de-

los dos estados estables representados a continuación: 

Estado 1. E.1 interruptor por 
mito el paso de corriente - - 
elóctrica (e1. foquito ces at.lxi 
liar en el dibujo) . 

Estado 0. El interrup-
tor impide el paso de -
corriente eléctrica. 

Otro tifo de aparato muy simple aunque no tan conocido es el 

electroimán. Los más sencillos se construyen enrollando alam_ 

bre conductor (y si ésto se hace en un carrete de hierro se - 

obtienen ciertas vent.ajas) . '1'ambi.c.n presentan dos estados es 

tables: 

Estado 1. Circula co-
rriente por el alambre. 

Estado 0. No circula co 
rriente por el alambre.` 
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Es bien interesante notar quc:r los estados an ter iorc se din--

tinquen no sólo porque circule o no corriente, o porque el fo 

c{uito se encienda o no, sino E:oraua en el estado 1 se cuOnera-

un cainpo magnét:ico. Este campo mactníntico se puede aprovechar 

para accionar un interruptor. (const:ruuido con los materiales y 
en la forma adecuados). 

Por ejemplo, veamos cómo se con t ru, e un aparato que se com--
porte como el que representamos con f —j ; los dos estados es 
tahlos que presenta son: 	•¥- 

or i 

1 

Cuando fluye corriente en 

el alambre de entrada, se 

genera un campo magnético 

que mantiene al interrup-

tor en el estado que impi 

de el paso de corriente - 

al alambre de salida. 

Cuando no fluye corriente - 

en el alambre de entrada, -
e.l electroimán no genera --

campo !nannético y el inte--

rruptor deja pasar la co--

rrient•e (que se alimenta --

por otro lado a la línea --

del interruptor. 
i 

1p 

f 	' 

0 

Y usando dos electroimanes y dos interruptores se pueden cons 

truir aparatos m y 	veamos los cuatro estados esta 

teles de cada uno de ellos: 
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0 	0 

o 
0 	0 

Ces . 
0 

1 	0 

0 

Esta es una forma sencilla bastante "palpable" de poder cons-

truir y ver "realizados" nuestros operadores. 

Vayamos ahora adelante con el objetivo de esta sección. Las-

notaciones numéricas posicionales -entre las que están la bi-

naria, la octal y la decimal- tienen ciertas propiedades comu 

nes que resaltaremos con el siguiente ejemplo. 

Supongamos que en un auditorio hay tantas mujeres como días - 

tiene el año (no bisiesto) y tantos hombres como kilómetros - 

(por carretera) separan a Guadalajara de Monterrey, ¿cuántas-

personas se encuentran reunidas?. 

La manera usual de resolver este problema es como la siguien- 

Se representa el número de mujeres en notación decimal: 

365 

En la misma notación se representa el número de hombres: 

758 



^,.) 	Se recurre a un c todo ynra*bcen¥¥ lo  ¥¥  
decimal lel número de personas reunidas, a partir de- 

las rejL9sentactorLos anteriores. 	(En otras polubray¥ 

aplicamos un ul;oritmn para sumar)' 

l l l +---(acnrrco) 
]65 

+ 	7S8 
1 l 2 3 +— (representación decimal 

del número de personas 
reunidaa). 

Pero la anterior no es la única manera de cesolvezlo. Es no-
torio que usando cualquiera otra notación posicional se puede 
Proceder en forma muy parcoida' Veamos cómo se hace usando - 

el sistema binario. 

1) Se representa el número do mujeres en flotación bina-

ria: 

101101101  

II) Se reasonta 	luego el número ile hum:re; 

1 	0 	1 	1 1 	1 0 	1 0 

III) Se recurre a un método para obtener la representa- - 

oiÓn binaria del 	total de personas reunidas. 

1 	1 	1 	1 1 	1 1 	l 	0 0 +— (acarreo)  
l 	0 l 	1 0 	1 	1 0 1 

+ 	l 	0 l 	l l 	l 0 	l 	l U 

1 	0 0 0 1 	1 0 	0 	0 1 1 *-- (representa 
oión bina- 
ria del nO 
mero de -- 
personas - 
reunidas. 
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Cono se :-'d e observar, 1,1 ÍÇ. rrTra (P3  Suma r con st ru' rndo 	1 re 
sui Lado de derochi a L 	 11'ario el acarreo, no es 
cisiva del 	dreímal, osoa lr:)l:odad do las flotar o- 

nospos.c iona los. Para faci1i as ei oroc c,: do Sumar pridOmos 

tener al lacio una tabla de 	mar en la 	:tac6n que se 	- 

usando . Por ej emlii o, una t,11--da Lara sur'r r en si 5 tena Id na r o 
es La sieuíentc: 

1.' 	e 	e 

0 	1 	0 	1 

1 	1 	1 	0 

Conviene ampl.larla a una con tres urin o , pues dc 1,.cey10 - - 
siompc'amo? ttc' cantidades al umu el primer Sun air'o, 

ci sequndo y el acarreo. Fn ' i 'a e la 	ociit iiidad de la - 
uma podemosescribir sin att) iq oaJ u'. c 

a 	h 	e 1 	a + b -i- (_- 

0 	o o o o 
0 	0 1 0 	1 

0 	1 0 0 	1. 

0 	1 1 1 	0 

1 	0 0 0 	1 

1 	0 1 1 	0 

1 	1 0 1 	0 

1 	1 1 1 	1 

Fsta tabla cubre todos los esos que se van presentando en ca 

da paso del método de sumar nue estamos usando. 



a b c 

0 0 0 0 

0 0 1 1 

o 1 0 1 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

1 U 1 U 
1 1 0 0 

1 1 1 1 

6.2) Tabla para ir cons 
yendo el resultado de - 
una suma. 
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NOTA IMPORTANTE: Notemos el parecido de las tab'as de sumar-
en binario con las tablas de verdad en que los imho1os 0 y 1 

denotan falso y vei .ladero, respectivamente. 

¿Se puede aprovechar este parecido de aluna r aner1' 

Sí: a cont inuaci5n veremos cómo el doble uso de los smt:o1os-
mencionados permite una combinación de la aI"1 t1r.C:t ica ;' la L6-
gica Matemática aplicable en el diseño de un circuito sumador, 

similar a los usados por las computadoras electrónicas. 

Empecemos partiendo en dos nuestra últi.rna tabla do. sumar -a - 
la cual ya le hablamos notado cierto parecido con las tablas-

de verdad- en la forma ilustrada a continuación: 

a tN c a+ b+ C 

0 0 0 0 O 

0 0 1 0 1 

0 1. 0 0 1 

0 1 1 1 0 

1 0 0 0 1 

1 U 1 1 0 

1 1 0 1 0 

1 1 1. 1 1 

"acarreo" de 
L v _ 

a b 	c a+ b+ c F L¥ 
0 0 	0 0 

0 0 	1 0 

0 1 	0 0 

0 1 	1 1 

1 U 	0 0 
1 0 	1 1 

1 1 	U 1 
1 1 	1 1 

6.1) Tabla para deter- 
minar el acarreo de a+b+c 

0 
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Estas dos últimas ca¥4as de surja  y ^acar reo" s que se jare- 
cen a las Tablas de verdad ; no lo son poroso 	s1 los s1mbo-- 

lox U 7 l ÜenoLan números, oso no son ro1»res de verdad. ¡ide 

mis a, b y c no son letras yroposic¥unaloy. Si cueremos ver-
las como 'rabias de verdad, tan s6lo caobiemms la interpreta--

ciún a los símbolos 0 y 1. que aparecen en cllas. Pena¥mopioo 

entonces como valores eje verdad de letras 	 es p. - 

g y r de fórmulas proyonjciooalco construidas en t@cmi000 de 
d1ch1s letras: 

'; r 1 ? 

0 0 O O 

0 O l O 

U l 0 0 

U ] 1 1 

l 0 9 0 

l O l l 
1 1 0 1 
l 1 1 	\ 1 

6,3) Correop' a la 6'l  

¥ 

U O O O 

U 0 1 1 

0 1 0 1 
O l 1 0 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

l l 0 0 

l l l 	> l 
6.4) Corresp. a la 6.2 

Pero. .. ¿de gué fórmulas proposicionales?. 

Sabemos construir la Tabla de verdad cuando nos dan una f8rmu 

la, ahora se nos presenta el problema inverso: conocemos la - 

Tabla y queremos una fórmula. 

^ 	
¥ bl Por fortuna la Lógica Matemática resuelve el problema pues de 

sarrolla métodos para construir fórmulas con la propiedad de-

seada;  ilustraremoa uno de tales métodos qenerando una fórmu-

la a la Tabla 6.3' (ver el cap. III, parte a)^ seco, 6>, 

' 	- 	La idea es reducir el problema al de construir fórmulas a ta- 
blas  más simples, como lo son aqoóllao con un sólo 1. En el- 
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ejemplo nos servirán las que corresponden a las columnas (cl), 
(c2), (c3) y (c4). 	(hay una tabla por cada 1 de la tabla ori 
g final). 

cI r ? ? ? ? ? 

0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 0 0 
1 1 0 1 0 0 1 0 
1 1 1 1 0 0 0 1 

(cl) 	(c2) 	(c3) 	(c4) 

A estas tablas ya es más fóci.l construirles fórmulas, fijando_ 

nos en la tabla del operador "A", cuya propiedad es que sólo 
vale 1 cuando todos los valores también lo son. 

p 	g 	r j ?1 ( .. p )A qAr 	pA(Ng) Ar p A q A~r 	pngAr 
0 	0 0 0 0 0 0 0 
0 	0 1 0 0 0 0 0 
0 	1 0 0 0 0 0 0 
0 	1 1 1 1 0 0 0 
1 	0 • O 0 0 0 0 0 
1 	0 1 1 0 1 0 0 
1 	1 0 1 0 0 1 0 
1 	1 1 1 0 0 0 1 

La disyunción de las fórmulas obtenidas, 

(6.5)... (^¥pAq%r) V (pA¥gAr) V (pngAtir) V (pAgAr) 



p 	c3 

V\/

p q / 

Circuito 

1 
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es una fórmula que tiene la talla dada. (ver el cap. III, par 

te a), secc. 6). 

Usando el mismo método se construye la siguiente fórmula para 

la tabla 6.4: 

(6.6)... 	(....p/ =4A r) V (--•pAg 	r) V (pA tigA -r) V (pngAr). 

Hagamos un recuento de lo que hemos hecho. La tabla de sumar 

original la hemos partido en dos nuevas tablas (la de "aca- - 

rreo" y la de "resultado"), las cuales hemos reinterpretado - 

como Tablas de verdad y les hemos construido fórmulas. 

Cabe preguntar, ¿para quó se está haciendo esto?. La respues 

ta es simple: esto da un camino para construir circuitos que-

generen físicamente las tablas 6.3 y 6.4 y, por lo tanto, las 

Tablas 6.1 y 6.2; juntando luego dichos circuitos se tendrá -

uno que genere la tabla de sumar. Sigamos ese camino. 

Primero construyamos un circuito para la fórmula 6.5. Para - 

ello conviene escribir la fórmula en forma de árbol, con lo - 

que inmediatamente se tiene la forma del circuito; pero antes 

es útil pasar la fórmula a otro equivalente (que tenga la --
misma Tabla de verdad) más simple (ver el cap. III, parte a), 

secc. 6) . Por ejemplo, la fórmula (pA q) V ( (p V q) /\ r) 
6.7. Tiene la misma tabla de verdad que la 6.5 y es mucho --  

más simple. Construimos su circuito, 	p Q 



73 

Para no tener demasiados alambres de entrada, interconectamos 

aquellos que presenten estados iguales, es decir, aquellos --

que corresponden a la misma letra proposicional: 

Llamaremos ACARREO a cualquier circuito como el anterior (o - 

cualquier otro que se comporte igual que él) y lo representa-

remos así: 

1 	1 
ACARREO 

Similarmente se puede construir un circuito para la fórmula -

6.6 (o cualquiera otra que tenga la misma Tabla de verdad). - 

Para recordar que un circuito tal se comporta como lo descri-

be la tabla 6.2 lo llamaremos RESULTADO PARCIAL y lo represen 

taremos así: 

Ahora juntamos circuitos de los anteriores en la forma indica 

da a continuación: 

0 
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formando de esta manera artefactos que representaremos así: 

L '  1 

y que se comportan tal como lo describe la tabla de sumar que 

obtuvimos en un principio. Es decir, sus ocho estados posi-

bles son los representados a continuación: 

000 	001 	010 	01 1 	100 	1 01 	1 1 0 	1 1 1 

+ 	 1 1 + 	+ 	+ 	+ 	+ 	+ 
m 	T 

i00 	01 	0 	10 	01 	10 	10 	11 

Para terminar veamos cómo se interconectan circuitos del tipo 

anterior para construir el anunciado circuito sumador. Antes 

de hacerlo conviene mencionar que hay maneras de almacenar re 

presentaciones binarias de números y de que esa información,-

automáticamente, se alimente a los alambres de entrada con la 

consiguiente determinación de los estados de los alambres de 

salida. 



75 

La interconexión la mostramos por el siguiente diagrama que-

ilustra, por ejemplo, el estado del circuito asociado a la su 

ma 27 + 19 = 46, pero en binario; es decir, de la suma: 

1 	0 0 	1 	1 	0  E---  (acarreo) 

1 1 0 1 1 

1 0 0 1 1 
1 	0 1 	1 	1 	0 E-- (resultado) 

Se recomienda seguir el diagrama a la manera de la suma ante-

rior: de derecha a izquierda. 

1 	1 	I 	1 	 1 	 1  

1 	0 	1 	1 	1 	0 

iii 
Fijémonos que el artefacto 	+ 	que hemos construido, - 

con sus ocho estados posibles, 	es el que nos resuelve en - 

realidad la suma. Resolvamos la suma que tuvimos como ejem--

plo en- un principio. En decimal es: 

365 mujeres 

+  758  hombres 
1123 personas 

En binario tenemos: 
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1 1 1 1 1 1 1 1 0 0(--  —(acarreo) 

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 

1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 

1 0 0 0 .1 1 0 0 0 1 .1 E---(resultado 

Entonces el estado del circuito asociado a esta suma este re-

presentado por el siguiente diagrama: 

Debemos confesar que la gran mayoría de los artefactos 

ti 	, 	^ 	1   

y similares, usados en la construcción de las computadoras -

electrónicas modernas, no se fabrican en la forma descrita --
agui, debido a que serian muy ineficientes tanto en rapidez - 

para cambiar de estado como en ahorro de energía y espacio. - 

Mas no por esto se deben despreciar, pues son usadlsimos en -

otros terrenos apropiados a ellos, por ejemplo en la construc 

ci6n de circuitos lógicos para controlar multitud de procesos 

industriales. Por medio de este modelo físico, más sencillo-

en su representación sobre el papel, hemos tratado de dar - -

idea en esta sección de las formas en que se construyen di- - 



77 

chos artefactos en la realidad combinando t rir itres y resis 

tencias en vez de interruptores y el octroirari;s - 

Creo que e jempos como el aquí presentado ayudan a quitar el - 

vela de misterio que roc-fta a las co putarlct; y prulorcionan - 

atractivas puertas do í=trarla al estudio de los u ;temas de no 

taclEn Y la J~ Ca matemática, tan importa n tes er. la comeren --
5 ii dt: la m ty:. t 



CAPITULO 11I 
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Co,',ILN'!'F;IIIO AL, CAPITULO 1II. 

Uesarro1lar.0 en este cap Luio tan sClo la par-tc ele la Lbica-

Matematica que utilizaré posteriormente, el cálculo pr.oposi--

eional. Otros temas más desarrollados de la LC,ai.ca, tal como 

el cálculo de predicados de primer orden, tienen también inti 

ma conexi6n con el terna de las computadoras, sobre todo en la 

parte de "Prueba Lógica"; sin embargo, lo dejo fuera del con-

texto de este trabajo a fin de concentrar el análisis en los-

m6t.odos de cálculo con proposiciones o sentencias preparando-

un "puente" para el encuentro con los algoritmos. 

Asi pues, seré breve y conciso en la exposición de los concep 

tos básicos del calculo proposicional., introduci.t:ndolo más co 

¡no un arma futura que como tema de discusión. La exposición- 

será no-axiomática, reservando la sección a)8. 	para un enfo 

que axiomático. En l.a parte b) se examina una estructura muy 

particular, la de vectores binarios; aunque no es parte de la 

lógica matemática, la estudio en este capítulo desde el punto 

de vista de conjuntos, números y del cálculo proposicional. - 

Dicha estructura nos introduce al lenguaje binario de las com 

putadoras. 

81 



a) II. CALCULO PROPOSi.CIONAL. 

1. Conceptos básicos. 

2. Fórmulas bien formadas. 

3. Tablas de verdad. 

4. Argumentación y eva1l.jaYción. 

5. Equivalencia lógica y consecuencia lógica. 

6. Formas normales. 

7. Notación polaca y el árbol de una fórmula. 

8. Conjuntos minimaies de conectivos. 
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J.. CONCEPTOS L3ASICOS. 

Nos ocuparemos aquí de proposiciones declarativas que serán - 

	

"ciertas" (denotado "V IS 	"falsas" n n o 	(denotada F ) , y con - 
métodos de combinarlas para deducir de ellas nuevas proposi-
ciones. 

Definición 1.1 

ouu p una proposición. La negación de P. denotada 	p, 
es otra proposición, definida por la siguiente tabla: 

p '-ap 

	

V 	F 

	

F 	V 

Tabla 1.1 negación. 

Definición 1.2 

Sean p y q proposiciones. La conjunción de p y q, deno- 
tada 

 
p A q, es otra proposición, definida por la tabla: 

P q 

V 

F 

F 

F 

Tabla 1.2 	conjunción. 

PA  
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Definición 1.3 
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comhlementación, mult.ip1icacibn, y las dos ad:i.cionus +- y 4. 

cálculo 	 519ehra 
prop. 	 x)00.) eand 

Si pensamos en p y q no como representando oraciones, sino co 

mo variables que toman los valores V , F, entonces n , por -- 

ejemplo, es un mapeo de 	x 	en 3, donde Y - { V, F J. 

Hay cuatro elementos en Y x 1 , a saber: <V, V> , <V, F> ,- 
F, V> y (F, I" . Cualquier mapeo de T x T en T debe asi2 
nar un valor - o V o F - a cada uno de estos pares ordenados. 

Como cada uno de estos cuatro elementos puede tomar uno de --

los dos valores independientemente, hay 2 x 2 x 2 x 2= 16 po 

sibles mapeos de Y x Y en j . Los mapeos que hemos dado y --

llamado disyunción, conjunción e inequivalencia, son solamen-

te tres de éstos. En la tabla 1.5 se enumeran todos los ma--

peos posibles. 

T 	V 	C 	P 	a q 	) A ^'(/¥l 	^ (V) ¥7 

p q, 1 	2 	3 	4 	5 	6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

F 	F F F F 	F 

V 	V F F F 	F 

F 	F V V F 	F 

V 	F V F V 	F 

V V V V V V 	V V V V F F 

V F V V V V 	F F F F V V 

F V V V F F 	V V F F V V 
F F v F v F 	v F v F v F 

,., Tabla 1.5 Mapeos de 1" 	x ►---) 
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Examina rido e:; La tal) 1a ncont: itmos 1 a op. racione ; o conec1tvos 
que ya de=. fin irno s: 

- la disyunción V está en la columna 2. 
- 	la conjunción A es 	en la e (,-> 1. ti in n a 8 
- la inequivalc nu í.a n::;t; en la columna 10. 

I, 	'1'ambi6n encontramos 

- 	p esté repre crntadc:, en La columna 4 
- ' p en la columna 13. 
- 	cq en Ja columna 6. 
- .— q en la columna lA 
- 	la columna 1 es "universalmente e cierto" (tautología) 
- 	la columna .16 es "universalmente falso". (contradicción) 
- 	el conectivo "_¥" en la 5, que luego definiremos, y-

su reciproco "G" en la 3. 

Una observación importante en la tabla 1.5 es que: 

La columna n es la negación de la columna 17-n, 
1. '< ti 2 16; en el mismo sentido que 	p cs la-
negación de p. 

así, 

- como la columna 2 representa la disyunción p V q, la -
columna 17-2 = 1.5 representa la antidisyunc.ión o ni --
(no o) : "no es cierto que p o q o ambos" . Se denota -
por la flecha de l'ierce: p q. (ni p ni q) (negación 
conjunta). 

- An il.ogamente, la columna 9 - 1.7 - 8 representa la nega 
ción de la conjunción y se conoce como la anticon'tain-- 

ci6no nand (de: not and) . Se denota por el trazo de -- 
Shef:fer: p q. 	(no p o no cl) (negación alterna) o bien, 
p incotapa t..ibl. e con q 
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- La negación de: la co.lunina .10 	1.7 - 7 (inecjuivalencia) 

es la biconclic.ional o equivalencia. Se denota por. --
p 11 q, (1p  r i y sólo si CO 

Definición 1.5 

Sean p y q propos:icione.s. La condicional si p entonces-

q o impl.icaci6n (material) es la proposición definida --

por la columna 5 de la tabla 11.5. A p se .1e llama anteco 

dente y a cq el consecuente de la condicional. Se denota 

p a q . 

La operación en la columna 3 es la misma con los papeles de p 

y q intercambiados. Se le suele llamar impl.icaci6n recíproca 

y se escribe p G q. 

2. FORMULAS BIEN FORMADAS. 

En la tabla 1.5 de la sección anterior, dos cosas se hacen -

evidentes. 

La primera es que sus 16 columnas representan todas las asig-

naciones posibles de valores de verdad dependientes de tan s6 

lo dos argumentos p y ci, luego no importa cuán compleja pueda 

ser una proposición construida, partiendo de dos proposicio--

nes básicas, siempre será en cierto sentido equivalente a una 

de éstas 1.6. 

La otra es que podríamos construir tablas análogas para 3 o -

más variables. Pero tales tablas aumentan el número de colum 

nas considerablemente. Por ejemplo, para tres variables ha--

bría 223  = 256 columnas y para cuatro habría 22i4  = 65,536 co- 
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pueden expresarse un tF.rrminos de las que hemos corist.u.  LOO , -
Para tal. r; l:ec t_c., Comenzaremos; por: definir c:Iu(• !:;c:,n las f rm,r--
las bien f.rxm rda:; (f. b.f.) , ¥!stas son, int.u.i.ti.vamente, (de--

nos de sS.rnbolos que tienen g ramal. ir.alrnont.e :;r nt:.ido, seq(in - - 
nuestra "g rama tic 	que con :i;tru.1 remos . El sistema de puntua -
ción hCisico que Usaremos consiste en paréntesis. 

Estamos desarrollando un lenquaa je nc tatnc:ntc! si nb iico. 
sitaremo_, hacer proposiciones dentro de este. :lenguaje y tarn--
bión proposiciones acerca del lenguaje; tendremos teoremas - 
dentro del lenguaje, y teoremas ,acerca del lenguaje, trabajare 

mos, pues, en dos niveles distintos de discurso, el llamado - 
"lenguaje" o "teoría" y el "metalenquaje" o "metateorí.a". Usa 
reinos el Metalenguaje para definir en forma precisa los modos 

de expresir•,n dentro del .lenguaje; í ,oro no introduciré un meta_ 
metalenguaje para discutir el meta lenguaje. Iras nociones de-

proposición y prueba dentro del tnetalr-_nguajo las daré en una-

forma menos precisa ,, bastante intuitiva. 

En la teoría, tenemos los siguientes si.tnbolos: 

conectivos lógicos:r—, A ,V , 	,D ,  	, 	, c, 	, 

paréntesis:  

variables proposicionales: p, q, r, pi, q1, r1,... 

En el metalenguaje, para denotar fórmulas bien formadas usare 
mos las letras A, B, C, A1,... 

Por ejemplo, "(A Z) F3)" no es una expresión en la teoría, si-

no en la metateoría que denota cualquier miembro deseado, den 

tro de la clase de fórmulas de la teoría, que se obtienen al-

poner expresiones de la teoría en el lugar de las letras A y-
B. 
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Definición 2.1 

Una fórmula bien formada (f.b.f.) del cálculo proposicio 

nal, se define por la siguiente recursión: 

1. Una variable proposicional aislada es una f.b.f. 

2. Si A es una f.b.f., entonces (— A) es una f.b.f. 

3. Sí A y 13 son f.b.f.,  entonces las siguientes son 

f.b.f.: 

(A A F3) , 	(AVB) . 	(A¥ B) ► 	(AB), 	(AcB) , 

(A13) ► 	(A413) , 	(A 1 B) . 	(Al B) y (AlB) 

4. Una cadena de símbolos es una f.b.f., si y sólo si 

el serlo se sigue de un numero finito de aplicacio 

nes de las reglas 1, 2 y 3. 

Como las fórmulas que se trabajan en este tema son, cierta-

mente, para "consumo humano", es conveniente entonces hacer 

la fórmula lo más legible posible. Así, tenemos varias con 

venciones con respecto a la notación: 

Convenimos en que si A es una f.b.f. que no sea varia- 

ble proposicional, suprimimos los paréntesis externos. 

- 	Convenio de jerarquía u orden de precedencia. 

Para captarlo mejor, veamos un ejemplo: 

En aritmética la expresión 3 x 4 + 5 es ambigua, pero-

tendemos a interpretarla como (3 x 4) + 5 y no como --

3 x (4 + 5), dando así precedencia a la multiplicación 

respecto a la adición. 

En Cálculo Proposicional, convenimos la precedencia de 

los conectivos como sigue: ,¥. ► n v 	► 
en el orden usual, (los otros conectivos no los inclu- 

yo pues casi son inusuales). 
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As,' pa q significa (N P) z q, y no ^' (p q) • 

- 	Convenimos en que para dos ocurrencias (o más) consecuti 

vas de un mismo conectivo, el de más a la izquierda toma 

precedencia sobre el más a la derecha, en ese orden: 

así, p.D q D rD s 	es 	( (pes q) 	r) s. 

3. TABLAS DE VERDAD. 

Una tabla de verdad es un arreglo tabular que muestra el valor 

de verdad de una f.b.f. para cada asignación de valores de ver 

dad a sus proposiciones componentes. 

Por ejemplo, la tabla 3.1 es la tabla de verdad para la f.b.f. 

(p¥(pDp))Dp• 

(p.DP) 

v v v v 
F V V F 

Tabla 3.1 

Definición 3.1 

Si para toda asignación de valores a sus variables una - 

f.b.f. A tiene el valor V, entonces se llama una tautolo 

Se denota por r A. 

,— Si siempre tiene el valor F, entonces se llama una con--

tradicción. 

,Una f.b.f. que no es tautología ni contradicción se lla-

ma contingente. 
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Por ejemplo, la Labia 3.2 nos muestra que la f.b.f.- - 

(pAq) 	(p V»-'r) es una tautología. 

p 	q 	r 	pA q 	Ii 	p V "' r 

V V V V V V 

V V F F V V 

V F V F V V 

V F F F V V 

F V V F V F 

F V F F V V 

F F V F V F 

F F F F V V 

Tabla 3.2 

Nótese que como la columna final o principal de la tabla de -
valores de una tautología consiste solamente en V, y la de --

una contradicción, solamente en F, entonces resulta claro que: 

Una f.b.f. A es una tautología 

si y sólo si 

su negación 	A es una contradicción. 

4. ARGUMENTACION Y EVALUACION. 
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una sesión en la reunión que está d_i r.eetament e relaciona_ 
da con nuestro trabajo. 

Un análisis lógico adecuado de esta proposición puede comen--

zar con el simbolismo: 

W= FA (,•¥ C V S) 

donde las letras denotan las siguientes proposiciones: 

W 	iremos a la reunión. 
F 	hay fondos disponibles. 

C 	la reunión interfiere con el trabajo. 

S 	hay una sesión relacionada. 

La cuestión básica que nos preguntamos es bajo qué condicio--

nes es cierta esta proposición. El valor de verdad de esta - 

expresi6n depende claramente de los de W, I', C y S; la expre-

sión representa una función de verdad que va de 3 x T x T x 3 

en ; . Tenemos cuatro variables proposicionales y a cada una 

podemos asignarle el valor V o F, independientemente, hay en-

tonces 2 = 16 filas en la tabla de verdad de la función. 

Analizando dicha tabla 4.1 vemos que la proposición es cierta 

solamente bajo las siguientes condiciones: 

i) W y F son ambas ciertas, y o C es falsa o S es cier-

ta. 

ii) Tanto W como F son falsas. 

iii)W y S son falsas, F y C son ciertas. 

De esta forma sabemos cuando la proposición se cumple 
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W 	F 	C 	S F J\ (' C V S ) 0e 

V 	V 	V 	V V V V 
V 	V 	V 	F F F F 
v 	v 	F 	v v v v 
V 	V 	F 	F V V V 
V 	I` 	V 	V F V F 
V 	F 	V 	F F F F 
V 	F 	F 	V F V F 
V 	F 	F 	F F V F 
F 	V 	V 	V V V F 
F 	V 	V 	F F F V 
F 	V 	F 	V V V F 
F 	V 	F 	F V V F 
F 	F 	V 	V F V V 
F 	F 	V 	F F F V 
F 	F 	F 	V p V V 
F 	F 	F 	F F V V 

Tabla 4.1 

• 5. EQUIVALENCIA LOGICA Y CONSECUENCIA LOGICA. 

Definición 5.1 

Dos proposiciones A y B son Lógicamente_ Equivalentes 

(A eco B), si y sólo se tienen la misma Tabla de ver-

dad. 
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ambas tienen la misma forma lógica (j)-j q) y son lógicamente-

equivalentes. 

En la definición dada va implícita la idea de que las varia--

bles que aparecen en A son las mismas que las que aparecen en 

B, pues si los valores de A dependen de los valores, digamos, 

de r, pero B no contiene a r como variable, entonces, general 

mente A y B no serán lógicamente equivalentes. 

Teorema 5.1 

A eq B si y sólo si A i B 

Prueba. 

Supongamos que frA a- 13. 

Independientemente de la asignación de valores de verdad 

a las variables en A = B, esta fórmula tiene el valor V.-

Entonces, para cada asignación particular de valores de-

verdad a estas variables, o A tiene cl valor V y por tan 

to B también, o ambas tienen el valor F. Luego A y B --

tienen la misma tabla de verdad y, por ende, A eq B. 

Supongamos que A eq B. 

Consideremos cualquier asignación de valores de verdad a 

las variables en A y B. Si para tal asignación A tiene-

el valor V, entonces B también tiene el valor V y, por -

tanto, AE B tiene el valor V. Si A tiene el valor F, co 

mo A eq B, entonces B tiene el valor F y, por tanto, --

A - B tiene el valor V. Por tanto A = B tiene siempre el-

valor V .• kA B. 
Q.E.D. 

Ya vimos el concepto de "equivalencia lógica": tener la misma 

tabla de verdad. (¥A _ B). Veamos ahora el concepto de "conse_ 

cuencia lógica". 
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Definición 5.2 

13 es una consecuencia 169ica de A (A k B) si para toda -

asignaci6n de valores de verdad a las variables de A (y 

B) tal que A toma el valor V, entonces B también toma el 

valor V. 

Intuitivamente, lo que nos dice esto es que: "siempre que A -

sea cierto, entonces B debe ser necesariamente cierto. 

Teorema 5.2 

AJ=B si y sólo si CAD B 

La prueba es análoga a la del Teorema 5.1. 

La generalización para la definición 5.2 la tenemos de la si-
guiente manera: 

Definición 5.2 (Generalizada). 

A1,..., A11 =B, si y sólo si siempre que 

A1,..., An  son todas ciertas, entonces B también es cierta. 

Para el teorema 5.2 tenemos la siguiente generalización: 

Teorema 5.2 (.Generalizado). 

Al*  ... , A kB si y sólo si PA17 ( ... 	(A 	B) ... ) 
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Corolario 2 

Si A, 13 1 C entonces 13, A j- C 

Corolario 2 (Generalizado) 

Si A1 , A2 , ... , A 	13 entonces Ai ,
z 

Ai , ... , A 	Din ¥- 
i  

donde i1, '2' ..i 	es una permutación cualquiera de los ente 

ros 1, 2,..., n. 

En estas partes generalizadas, las pruebas las omito intencio 

nadamente para pasar a ver las consecuencias de la equivalen-

cia y consecuencia lógicas mediante dos ejemplos. En primer-

lugar, nos permiten movernos, hasta cierta medida, entre las-

ideas de consecuencia lógica y tautología. En particular, se 

pueden establecer tautologías y usarlas para generar reglas -

de inferencia informales. Este método tiene la ventaja prác-

tica de que gran parte de la comprobación de la tabla de ver-

dad puede eliminarse. 

Ejemplo 5.1 

Desarrollemos la regla de inferencia conocida como modus 

oe nens . 

El primer paso es establecer = AA (A D) D 13 por la ta-

bla 5.1 

13 	AA 	(AB) 

V 	V 	V 

F 	F 	F 

v 	F 	v 

p 	F 	V 

Tabla 5.1 
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Usando luego el corolario .l, poderlas asegurar que, A, A=) B'F B. 

Es decir, en la }z i.pr;tes.i.::. de las frmu.1 as 1, 	t, 13, podemos  

concluir B. 	En C;articu1ar, si. F= t; •.' ¥=A 	F3, c.nt:,nces res B. 	- 

N(Ut.k'.SC' que t.!  ;ta es lí! ( runt-1':1 f la de ilut-?! }f.r a t abla de ver--

dad) 

y 	Cll1 E.l 1. i7 5.2 

¡ira 	 l_:ta:lr e_.: :r1 i:, is de un ar,;¥cte:lík.:, examinemos el 

](.mente lirobiema 

Los deseos son caballos con ta de que los cabal lo : no - 

puedan vc}lar . 	Los lncnc? i.cic]s no ca ha  l.ra c n í.•c;a tal de que 

los deseos no son c'ía}>íll los . 	51 n:_` puedo }Llano el caso - 

de que'_ a la vez los mendigos cabal gnon y que los deseos - 

no sean equinos, entonces los ca lba1Los pueden i"1 Vela.. Si 

la falta de capacidad de los r.<'lh tl l«::, paro el vuelo -¥ l    	y l... 

no ca ha 1 ca  dC, le a !I t 17d iqos n pueden pone rs e como alter 
nativas Vtl]G 15.i, ( f1lvC)I ces 1c:>;i :ilf?ndigos no u1E1P.1[]re son rl 

cos. 	N, Y- 	1os Rl(:1pd.1cos cabalgan , 	ht"!7.<_unto 	¿Son los -- 

mendigos ricos?. 

Usare el siguiente si o1.ismo 

los deseos son cabal los 	 17 

los caballos _lueden volar 	E 

los mendigos cabalgan 	 ^S 

los mendigos siempre son ricos 	R 

El argumento se- hace entonces como sigue: 
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Se quiere que éste sea un arqumentr:o de la forma A1 ,...A5V- [1.-

Debemos pues examinar las condiclonos bajo las cuales A1, . . . 

A5  son ciertas. usaré la notación %\i--% (e, donde (p va a ser-
V o F, para indicar que a A se i.e dux el valor de verdad V. 

1.- A f---9 V s1 y sólo si M V--) V 
a 

2 . - Por .1, Al  r--> V si y sólo si D e--) V 
3.- Por 1 y 2, A 3' -•---3 V si y sólo si E '----) V 

4.- Por 1 y 3, A4  ---> V si y s610 si ti R Y—> V 

o sea: si y sólo si R ►----) F 

5.- De 4 resulta que Al.  ... , AS  V- 13 si y sólo si R 1--i F 

o sea — Ri—>V; por tanto la respuesta a la pregun 

ta final del problema es que: los mendigos no siem-

pre son ricos. 

Pasemos ahora al siguiente tema que, trata sobre la representa 

cibn de las funciones lógicas. 

6. FORMAS NORMALES. 

Veremos una técnica para representar funciones i6gicas de más 

de dos variables usando solamente las funciones binarias. 

Hasta el momento contamos ya con 10 conectivos binarios más - 

la negación; con tal cuenta, si A y 13 son fórmulas complejas- 

• de muchas variables y diversos conectivos, la tarea de esta--

blecer si son lógicamente equivalentes o no puede ser tediosa 

y dificil de realizar en una computadora. Para simplificar - 

la tarea seria conveniente desarrollar una forma esténdar de-

representación para las funciones; teóricamente sería posible-

transformar fácilmente A y 13 en formas estándar A' y 13' tales 

que A eq 13 fuera de comprobación o rechazo rápido por. examen-

de A' y 13' . Esto es posible, aunque lo de "fácilmente" no -- 
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ruede 	considerarse 	urja 	, alccbra 	a) r(:)pd<l. 	Otra razón a 	f.a-- 

vor de 	la 	forma 	est 	radar, 	ces la de que dada una f . b. f . A, 	es 

conveniente 	sol e.ecci.ortar una f . U. 1:. 	I3 	con 	L cciA, c.lue 	sea en -- 

cierto 	sentido min.ima. 

Por 	ejerraplo, 	¥(1PAcl) 	(^' PV (p 	c)  	((  E>)  

debe simpl.if.icarse a una de las 	16 	formas dr. la  tabla .1.5 	ya 

que envuelvo solamente das variables (de hecho, es equivalen 

te a p¥,y) 

Las formas estándar Proporcionan un camino si.temático de en 

contrar las formas mínimas , las Crue veremos se relacionan --

con las formas normales introducidas en la parte de á1.genras 

booleanas, (sección 3 del Cap. 11 U)) . En realidad, como la 
lógica que desarrollamos constituye un conjunto de funciones 

booleanas, todas las técnicas discutidas en tales álgebras -

pueden usarse can el calculo proposicional. Fec5procamente, -

la discusión que aquí hacemos puede aplicarse "mutatis mutan 

dis" a las funciones booleanas, correspondiendo: 

+ la suma booleana a 111 disyunción V 

0 el producto booleano a la conjunción 

De las varias formas estándar Íc. canónicas o normales) Consi 

doraremos cuatro. 

Suponemos que las variables proposicionales están dadas en al 

gún orden, al que llamaremos orden alfabético, digamos P, q, 

r, p1, q1, r1, .. . 

Definición 6.1 

£) Una fórmula es una con'unci6n elemental, si es de - 

la forma Al n A2 A ... A At1 , donde: 

1. Toda Ai es o una variable proposicional o la ne 

gación de una variable  pr.'opos1Cicana1 
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2. Ninquni viri.ib1 	[ra)oicion1 1 a pa r'.ce en 	í; di' 
wria psi- ;  

3. Aquellas vr i}dr; 	ropc;i,cionJ 	que 

(Stfl cm naden •i1 fdhC't.iCO, 	decir, si. 	i,< 
tOnCCS la viriaL'•iu pimpusicional cliv aparece en-

A1  precedo a l.a que es t5 en A j en el al fahet.o 

£ £ ) Una fórmula está en forma no nna 1 disyuntiva (FN!)) , - 

si es de la forma 131 V 13  2 V 	V 13 , donde: 

1. Cada 131 es una conunción e.lernenta.l 

2. No hay dos B j. 	sean .iquai.es 
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a) 2'k no existe 	(i.. e. )-1 - ni) 

b) 7, ik : p y Aj}: - ^¥ p para alguna vari::il;le - 

proposicional p. 

c) La variable proposicional que aparece, e:' Aik 
precede a la que aparece en Aj}:. 

LA A) Una f..b.f. está en forma normal dis unt.iva p1ena - 
(FNDP) si está en FND y toda variable pr.oposi.cional 
que aparece en una cualquiera de las conjunciones - 

elementales aparece en todas las conjunciones ele--

mentales. 

Definición 6.2 

tos tórmí.nos . 

j,) 	d .sunci 6n elemental 

A A ) forma normal c:onjunti.va 	(FNC) 

y 
♦ ♦) forma normal con untiva plena (FNCP) 

Se definen análogamente a (6.1), con la disyunción y la 
conjunción intercambiadas. 

Nótese que la expresión más simple para una tautología, PVNp, 

es una FND, pero no una FNC ya que p y ~ p no pueden ambas --

presentarse en la misma disyunción elemental. 

En general: 

una tautología no tiene una FNC 

y una contradicción no tiene ninguna FND. 

Podemos resumir lo dicho en el siguiente esquema: 



['NI) (( L 	q 	/¥ 	...) 	V ((>1 	¥A 	c l 	n 	...) 	1/ no hay con 
trad iccio- 
nes con es 
ta 	forma. 

FNC (p i 	V 	y l 	...) /`. (p; 	\/ 	gil. V...) 	¡\ 	... no hay tau 
tologías - 
con esta - 
forina 

Hay dos formas de determinar una 	forma normal correspondien- 
te a una 	f'5rmula dada. 

Una es efectuar una serio do transformaciones basadas sobre- 

equivalencias 	16gi.cas, tal como son dadas en la 	tabla 	6.1 

p 	1) eq 

p V f) ey F¥ 

P A (qV r ) eq (E¥Ací) 	V 	(p/\r) 	\. 

E) \! (q A r) eq (pV q) A 	(p V r) 

^'..1) ey p 

. .. (p V y) e y .. P n «q 

.. (p A 	) cy ^. Ep 	V 	-' q 

P A (P V c,) ;,(j 12 	"\ 

P U 	(Fa A 	l) ec! P 
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(cc¥ntitiúa7 t.:ztb1 a 6. 1. ) 

p ._7 q 	e 	• - 1) V ci 

p c ci 	Gil 	ta V - 

P (l 	01  

p I <q 	e cl 	p 	cl 

1) ¢ ci 	c g 	A 	q 

I  j cl 	e<I 	(—P V 	ci) A (p V c1 ) 

p 4-cj 	0(1 	¥~ n A ¥ 

Tabla 6.1 Equivalencias lógicas básicas. 

Ejemplo 6.1 

ti (P A q) D ' 13 V (p 	"-a  q ) 

eq. 	(p A q) V 	V (v p  

eq . ( E: A q) V (., p V ., p 1¡ ci 

ed. ( pAq) V . p Vq 	... FND. Tres conjunciones 
elementales. 

eq. 	•• p V c1 ... FND, dos conjunciones elementales 

6 FNC, una disyunción elemental. 

El otro método para obtener formas normales para una fórmula, 

consiste en el examen de la tabla de verdad. Es útil este -

método si no conocemos la fórmula sino sólo su tabla de ver-

ciad. Primeramente se obtiene la FNDP y luego se usa insta pa 
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ra generar las otras formas normales. Asf, 

supongamos que A es una 1' . l). f . y que sabemos que, para - 
una ds].Und; .10)11 particular de valores do verdad a sus va - 

ri 	.¥les, A to(tla el val; r verd:adcrCoo. 	En 	, esa a:: £; 
nación debe corresponder a sna u otra che las filas cle la 
tabla de verdad de A para las que, A tiene el valor.- V, :.- 
cualquiera fi la que sea, todas las variables deben t:nner 

las asignlcl.()nos en esa fila . Y esto nos lleva a la --
FNDP. 

Ejemplo 6.2. 

Supongamos que tenemos la siguiente tabla de verdad y --

queremos determinar una fórmula que nos represente tal - 
tabla . 	S61.o conocernos la func ión por sus valore:; 

r v 	v 	v 
v v 	r• r 

3a. 	V r 	V V 
r' 

-•-- 
1 	indicadas para obte- V 	r 	F 

5a 	F v 	V V 1 F--- 	ner una FNDP de f 
6a. 	r V 	F V 	i 

F 
<— 	(rp,q,r) 

F 	F 	V 

8a. 	F F 	F V 

Fijándonos sólo en las filas que tienen V como valor de la - 

función, representamos rápidamente la función por una fórmula 

en FNDP. Para la función dada, esa fórmula es: 

(p A -'q A r) V (^ P/` q A r) V (^. p A q A 	r)\/ V' p A •., q A  

3a. fila 	5a. fila 	6a. fila 	8a. fila 
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Por el uso de transformaciones apropiadas pueden derivarse di 
ferentes formas para la función, como por ejemplo: 

( -p n (r j I)) v (P / \ , q A r) 
6 

q A (p 	r )) \/ (^'F, /\ c)) 

Un detalle casi trivial pero importante es que ya teniendo la 

FNDP de una fórmula, es sencillo obtener la FNCP, de la si- - 

guiente manera: 

PROCESO FNDP 	) FNCP 

Sea A una f.. b. f . 

Notemos que 	A tiene el valor V, s.i y sólo si A tiene - 
el valor F. De donde la FNDP para — A se obtiene de la-

tabla de verdad para A, en la misma forma que la FNDP pa 

ra A, excepto que son las filas con valores F las que se 

usan. 

De esta forma podemos obtener la FNCP para A, usando las si--

guientes Leyes: 

• Leyes de 	(A A t¥) eq — A V —B 
De Morgan 	,.. (A V B) eq —A A —'13 

Ley de la 

Doble Negación 	A eq A. 

Así, si la FNDP para 	A es BlV n2'... V13 

entonces 	A eq ' ~ A 

eq 	N(131 V B 2 V... \/fan ) 

eq  
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Pero una t.ípic i es Cil A Ci2 A 	• A f'i 	de forma que 
•v Bi eq 	C.i 1 V --C 2 'y'... \j .-..C' i 	y asf, mediante un --
uso cuidadoso de .la Ley de dolAc n•:'c{ac .ión, obtenemos la desea 
da FNCP para A.  

Ejemplo 6.3 

Consideremos la fórmula ( 	p a r ) A (q = p) ;. A. 

I,a siguiente tabla muestra los valores de verdad para es 
ta f.b.f.  

y r (^- p 	r) A (q = 	p) 

V 	V V V V V 
V 	V F V V V 
V 	F V V F F 
V 	F F V F F 
F 	V V _ 	V F F 
F 	V F F F F 
F 	F V V V V 
F 	F F F F V 

Como el valor es V para la la., la 2a. y la 7a. filas de esta 

tabla, la FNDP es la disyunción de las conjunciones elementa-

les que representan estas filas. 

(p %` q A r) V (p /\ q % -r) \/ («-E7 A ^¥q A r) = A en FNDP 

la. 	fila 2a. fila 7a. 	fila 

La FNDP para A se obtiene con las filas restantes: 

(E¥A -«q A r) 	V (p A 	q A "'r) V (^' P A q A r) 	V 

(^' p A q A '- r) `Í (¥ p n 	•--q n 	'--'r) 	- 	ti 	A en FNDP 
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Así 	p i.i e s , A e c.] 	( "-' A) 

A ^' cl A r A 	Ip A 	i n ^' r) A 

r. /` cí n r) n n, (^' p A cl A '" r) A 
¥. (.¥p n .,q/, ,., Y) 

	

ecl 	(¥• P V cl V ^¥ r.) A (ti I) V g ¥/ r) n (p V ^' cl Y ^-' r ) 

A(p Y —ci V r) A (P V ct V r). 

invirtiendo el orden de estas disyunciones elementales obtene 

mos la deseada I NCP de A. 

Aunque estas dos formas canónicas se emplean para determinar-
si dos fórmulas son lógicamente equivalentes o no, un uso m1s 

frecuente es el de encontrar una fórmula más sencilla, lógica 

mente equivalente a la dada. Pero, para nuestros propósitos, 

el hecho más importante es que estas formas normales nos pro 

porcionan un medio de generar una f.b.f. de un número arbitra 

río de variables, que tenga una tabla de verdad prescrita. !le 

mos dado, en efecto, un procedimiento por el que las operacio 

nes de conjunción, disyunción y negación son suficientes para 

describir cualquier tabla de verdad. La fórmula que se obtie 

ne por este procedimiento puede ser innecesariamente larga, - 

pero tiene las propiedades deseadas y, en general, se puede -

simplificar. 

7. NO'I'ACION POLACA Y EL AR13OL DE UNA FORMULA. 

En el sistema notaci.onal usual, nos venlos limitados por la ne 

cesidad del uso de paréntesis y orden de precedencia, para --

preservar la claridad en la sintaxis de nuestras proposicio--

nes. Esto es debido a que nuestra notación para las operaci.Q 

nes binarias es intercalada: cuando escribimos A D 13, A + A 6 

A A 13 , debemos saber hasta dónde se e tiende A a la izquierda 
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del operador t' hasta dónde se exticncio F3 a la derecha del ope 

radar. Al analizar el proceso de entender la sintaxis de una-

expresión, como debemos hacer para lpprogr.amar clUe una computa-

dora "entienda" la expresión, es evidente que, liara una expre 

sisan moderadamente compleja, esta comprensión contiene un nú-

mero de búsquedas }lacia aC2F3.1.a1'lt e! j hacia at.rjis en la oxpre- -

si6n. 

En 1951, el lógico polaco Jan Lukasicwicz suq ir.ió que podía 

usarse una notación prefijada para todas las operaciones, de-

forma que podíamos escribir D A E3 , + A E3 6 [1 A B; un uso con 
sistente de una tal notación elimina toda necesidad de puntua 

ci6n (uso de paróntesis) . En esta sección examinamos esa no-

tación y su relación con una cierta gr fi.ca, a la que llama--

mas el "árbol" de una fórmula. 

Aunque el contexto particular que usaremos es el cálculo pro-

posicional., la notación es api icab.le, siempre que nos encon-- 

tramos o pueden definirse ecuaciones de n variables (n 	1). 

Usaremos el siguiente simbolismo. 

- 	Las proposiciones las denotaremos por letras minúsculas-

cursivas: p, q, r, s,... 

- 	Los operadores y los conectivos por las siguientes le- -

tras mayúsculas: 

N 	negación 

C 	implicación 

A 	disyunción 

K 	conjunción 

E 	equivalencia. 

la tabla 7.1 muestra nuestros propósitos. 



y Eº¿P 	son f.b.f. 

Ejemplo 7.1 

111 

Polaca 	Estándar 

Np  

Cpq 	p¥9 

Apq 	P V 9 

Kpq 	p q 

Epq 	p a 9 

Tabla 7.1. Relación entre las notaciones polaca y 
estándar. 

- 	Usaremos también letras griegas minúsculas para represen 

tar a las fórmulas bien formadas (que debemos definir de 

nuevo, puesto que estamos usando un nuevo simbolismo). 

Definición 7.1 

Una fórmula bien formada (del cálculo proposicional y se 

gGn la notación polaca) es una fórmula que puede obtener 

se mediante un número finito de aplicaciones de las re--

glas siguientes: 

1. Una variable proposicional aislada es una f.b.f. 

2. Si oc es una f.b.f., entonces Noc es una f.b.f. 

3. Si ot y P son f.b.f., entonces C DL P, A ac p, 
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-.':.-- 

Jt;i  

1 t 

u • -..' :-..i- i 	1 r - - 

E). 	;uflt O )o V 	 1uu 	1:O( 	 ' 1 	111fl (S 

de 

	

	 U.-; conc.ct i va 	1 di i nos umt: - i fucran exacta 

'C)I nrnLcc:,-(por sirven j= ac.;L.-tr1r  

dO S flbo.1.u- 	C' 

 

	

p / u 	:Or; r:;;:, EriI'u 	no rol acio- 

y 	la 	ucc 	('n pu cori tt 	u •1u. pt r ': o 	J i i t: n t: ; , como- 

dos araciunas un inparadas pc r ; ju no :ie pur t. :ic 	a iquno . Pu 

ro C como cm Cpu u K, como co Kpq  coiu:c t.. ust 	dos partes 

y forma uno o Lo cc; 	n un L f 	do . 	E; t.c non ProPC)t Lona la 

• base para nmstm i qOT i 'mu para 	 bien formadas.  

ArTO P1kA 1.1 3,11.F. E. Pír /CA 

UOO 	 041 ui 	•I) U:1Cd 	I  

o 1 re do  

Ccrmcn,ondo En :1 cxt l:emu d'rvrhr co la 	-rroj lo, t'r;nOr1nc 

sumas orca Lun: 

n--1 	O -]. 	n 



Sucesión A K N Ea C r q K p K N q r 

Rangos -1 -1 0 1. -1 1 1 -1 1 -1 0 1 1 

Sumas 1 2 3 3 2 3 2 1 2 1 2 2 1 

r 2 •l- ... + r1 + r 

= i l ' r2 -E ... 4- r n-.1 + L n 

Entonces S es una f .b. f . si y s<)lo si: 

	

(1) toda —. 	es poSitiva ( ; .1) , i = 1, ...,n. 

y 

= 1 

Ejemplo 7.2. 

(a) 
Sucesión K C N p r F q I7 

	

Rangos 	-1 -1 0 1 1 -1. 1 1 

	

Sumas 	1 2 3 3 2 1 2 1 

Aquí, por ejemplo, 	¥ = 3 lo que indica es que, en este pun 

to, tenemos tres partes reo conectadas de la fórmula, a saber, 

p, r y Eqp. La fórmula este bien formada. 



Sucesión 	p 	K 	N 	q 	r 

Rangos 	1 	-.1 	0 	1 
	

1 

Sumas 
	

2 	1 	2 	2 
	

1 

Esta no es una f.b.f. (no se cumple (2)); tiene dos partes - 

sin conectar, p y KNqr. 	Es lo que indica ,1  = 2. 

(d) 

Sucesión 	K 	p 	N 	C 	A 	p 	q 

Rangos -1 1 0 -1 -1 1 1 

Sumas 	0 	1 	0 	0 	1 	2 	1 

Esta no es una f.b.f. (falla (2)). Falta un segundo "operan-

do" para C. Escrita con la notación estandar, tiene la forma 

P 

 

A..( (pV q)D ). 

Es evidente la ventaja que hay de la notación polaca con la -
estandar para comprobar fórmulas bien formadas, dándonos un -

algoritmo que puede ser más fácilmente manejable por una com-
putadora. 

Es obvio que una f.b.f. en la notación estandar va a ser - -

f.b.f. al traducirla a la notación polaca, y recíprocamente,-

así que la notación polaca podemos utilizarla como un puente-

de comunicación entre el cálculo proposicional en notación es 

tandar y una computadora; así como, por ejemplo, en sistemas-

num6ricos, el sistema octal puede usarse como puente de con--

versión entre los sistemas 1,inario y decimal, agilizando el -

flujo de comunicación entre las bases 2 y 10. 
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Notaci6n 
Polaca 

LOGICA MAT. 	 Computadora 
Notaci6n 
Estandar 

Pasamos ahora a discutir lo que es el árbol de una fórmula. - 

Antes introducimos algunos conceptos de la teoría de gráficas. 

Definición 7.2. 

I 	Una gráfica es un par <P, L> , donde: 

- P es un conjunto de puntos, llamados "vértices". 

- L es un conjunto de segmentos, llamados "lados", 

tales que: 

cada segmento de L tiene asociados con 61 a exacta- 

mente 2 puntos de P, que son sus vértices. 

II 	Si a y b son vértices de una gráfica, entonces una- 

cadena de a a b es un conjunto C = 	P0. 

c P de vértices tales que:  

a = Lo 

b = Pn  

y 
r Fiara cada i. = 1,...,n, hay un lado e.¿ L cuyos -

vértices son I> i-1 y  

III Una grafica es conexa si hay una cadena de uno cual 

quiera de sus vértices a cualquier otro. 



T.V 	Un c1C'lrl [::l un - 	(:,U f:.n t 	t 	• 	 >' 1, - 
ta.l 	cl1.lt 	E , 	F; 1 , .. , 	la-1 	;I a 	 . i rtt.ca:; 	;: ¥¥ 11 	== p. 

V 	Una gr.SUica conexa clac+ n t. lene ninqün ciclo Se 1 l 
ma un c¡rhol. 

Ejemplo 7.3 

La figura 7.1 representa una qri fica cuyos vórtices son- 

a, b, c, d, e, f y q y cuyos lados son ab, ac, bc, bd, - 
cf, de y ef.  . 

b 

f 

e 

Fiq. 7.1 

Hay una cadena de a a f, por ejemplo 	a, b, c, f 3-, o 
(a, c, f) 6 ta, b, d, e, d, b, c, f 

La gráfica no es conexa, pero lo serla si prescindiera 

del punto g. Contiene varios ciclos, como ta, b, c, aJ, 

b, d, e , f , e, b} y {a, b, d, e, f, c, a j 

Definición 7.3 

Si aC es una f.b.f. (en notación polaca), entonces el ár 

bol de oC es la gráfica definida por el siguiente proce-

so. 
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a ,.i ¥¥1 •II ].C,i i.¥...yu , s.C.'1ltC'L. 	.»l1 	`!'¥'.l i..UU'¥, i:le  

f Cuy : ; 1 t'1( , ,.en los l idrs de (1 junto con un lado -- 

que !..no P"1 ¡' ('1 conectivo OS'1I1!:'lj. ;al. C,le 	(o el vértice 

(1e 	5' , :: í íl no tiene r, ir; que un vér tice) 

3. Si Ix es de la forma .. (;Jt , donde X es uno ele los co-
C, A, i' ', I:r 011t.t:iI ces el <t2'1)o.l de oz es la - 

gr¥f.ica cuyos vértices son i):S U tvbrtices de 	U 
{ vértices de J f , r cuyos lados son los Lados de (, y-
de J1 junto con un lado que une X y el conectivo prin 

ci.pal. (lo p , y un lado mis que une X y el conectivo - 

principal de Ji. 

Simbólicamente, podemos usar la representación que aparece en 

la figura 7.21 donde 'r ( (3 ) ;' T (4i) representan los árboles-
de f y J , respectivamente. 

	

N 
	

x 

T (¥ ) 	 'r (P) 	T (++) 

	

(a) 
	

(b) 
rice. 7.2 

(a) el árbol de N p 
(b) el árbol de X ¥¥ 

Ejemplo 7.4. 

Damos dos representaciones gráficas con las figuras 7.3-

y 7.4. 



Arbol de KCNppprE(Ip 

p 

Fig . 7.4  Arbol de AKNppCrc;KpKNgr.  . 

Tres comentarios nos parecen oportunos. 

lo. Los árboles que estamos usando son, en realidad, ár- 

boles "rotulados". Por ejemplo, la gráfica de la fi 

gura 7.5 puede ser el árbol de muchas fórmulas. 
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Cuando se rotulan los vértices, como en la Fig. 7.3, 

se convierte en el árbol de una fórmula particular. 

20. Como se tiene el hecho de que p ri q (Cpq) no es equi 

valente a q p (Cqp), el orden de izquierda a dore 

cha de los vértices es importante, para nuestros pro 

pósitos. 

3o. El árbol de una fórmula podría haberse desarrollado 

perfectamente bien partiendo de la notación están--

dar de intercalaciones. El presente desarrollo se 

escogió a causa de la facilidad de construcción del 

árbol. 

Si conocemos los símbolos que se presentan en cada nivel y - 

el orden en que aparecen, es fácil construir el árbol. 

Por ejemplo, 

- Si el primer nivel contiene el símbolo K. 

- El segundo los símbolos C, E. 

- El tercero Nr q p 

- El cuarto el símbolo p. 

Podemos entonces construir el árbol de la figura 7.3. 

Esta información se puede obtener fácilmente de la notación -

polaca para una fórmula proposicional, por medio del siguien-

te algoritmo "del árbol", que es una continuación del algorit 

mo para f.b.f.o¥ laca dado antes. 

ALGORITMO "DEL ARBOL" POLACO. 

1. Fórmese la sucesión de sumasY1,..., n como anteriormente-

en el algoritmo para f.b.f. Si la fórmula está bien forma 

da, continúese con el paso siguiente. 
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2 . Comenzando con e l c xt remo i zclr.r ie.rdo, Cf,rm¥ nst las dossuce 
Siones t 1 , ..., t11 y c1 , ... , crr , corno ;;.igue: 

(a) t1 = 1, c1 ¥ 0 

(b) para 	i = 1, ... , n-1 

Si 	> Ei, hágase ti+l 	ti + 1, ci+l = 0 

Si 	i+1 = Ei, hípase t i+1 - t i + .1, c i+l = 1 

Si i+l ( Ei, determínese la ltima K (<i) tal que 

ck=0; Mganse entonces ti+1 	tk, 

ci+l = 1, 	Ck 	1. 

3. 	Si la 	fórmula dada está bien formada y el procedimiento an 

tenor se ha seguido apropiadamente, entonces, al 	final -- 

rl = 0, 	ci = 1 	(i 	= 2,...,n) y t 	es el nivel del .i-ésimo- 
simbolo en el árbol, según su orden de aparición. 

Ejemplo 7.5. 

Ilustramos la aplicación de este algoritmo con las fbrmu-- 

las del ejemplo 7.4, KCNprEgp y AKNpCrqKpKNqr, 	figuras 7.3 

y 7.4 	respectivamente. 

(a) 	Fórmula K C 	N p 	r E 	q 	p 

Rangos -1 -1 	0 1 	1 -1 	1 	1 

1 2 	3 3 	2 1 	2 	1 

t 1 2 	3 4 	3 2 	3 	3 

c 0 0 	0 1 	1 1 	0 	1 

1 	1 1 
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Lntonce_s, suyún nu tro alq<: i.tmo, C(MIC:Inu13: 

en el primer nivel: 	K 

en el segundo nivel: C, E en ese orden. 

en el tercer nivel: 	N, r, q, p en ese orden. 

en el cuarto nivel: 	rp 

Hacemos la observación que, tal como estamos disponiendo el - 

dibujo de nuestros árboles, el orden de aparición es el si- - 

guiente: 

de los niveles: 	de arriba-abajo 	lo. 

1 

 20. 
30. 

de las letras: 	de izquierda a derecha ---j' 

Así, repitiendo la figura 7.3, tenemos: 

K 	_ 	> ler. nivel 

	

/ \ 	.2o. nivel 
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(b) Fórmula 	A 	K 	N 	p 	C 	r 	q 	'r: 	p 	k 	N 	q 	r 

Rangos -1 -1 0 1 -1. 1 1 -1 1. -1 0 1 1 

1 	2 	3 	3 	2 	3 	2 	1 	2 	1. 	2 	2 	.1 

t 	1 	2 	3 	4 	3 	4 	4 	2 	3 	3 	4 	5 	4 

c 	U 	0 	0 	1 	1 	0 	1 	1 	0 	1 	0 	1 	1 

1 	1 	1 	1 	1 

Con esto tenemos la distribución de i.a siguiente manera: 

ler. nivel: 	A 

2o. nivel: 	K, K 

3er. nivel: 	N, C, p, K 

4o. nivel: 	p, r, q, N, r 

So. nivel: a 

Con lo cual reproducimos rápidamente la figura 7.4, trbo1 de- 
la f6rmula dada. 

A\
_ _. ._ _. 	ler. nivel 

_ 	2o. nivel 

¥
- -- 	

_3 

- / 	/ 	` 	3er. nivel N- 	C- -¥ - --K - - 

/ 	/  \ 	/  ` 	4o. nivel 
r 	q _ 	-N - - r - 	- 

5o. nivel 
q _ _ .- _ - - - - 4 
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T'C:'J'Í :':i: o 1 a anLer ior (!::u ;i , fi, V¥+nlo:; que t.'n Y,eaL i.dad el Sr-

bol de una fórmula en not.aici_fn polaca no es m S que otra mane 

ra d(:', escribir la fórmula misma, es una forma geomótrira bas-
tante bella, que al dibujarla se pone de manífi.c sto el signi-

f.icado de la aparentemente abstrusa tictaci6n polaca. liemos -

dacto un algoritmo para dibujar el árbol de una f6rmu.la dada,-

es bastante obvio que el I)rocusn_ recíproco no ofrece dificul-

tades t6cn..icas, o sea: dado un córbnl, escribir 1.1 fórmula co-
rrespondient:e; es un proceso trivial que consiste ;nás o menos 

en desarmar nuestro árbol por las ramas, juntar los troncos - 

en un manojo y echar todo en un cesto. 

Para finalizar esta sección, manifestamos tres hechos claros-

del terna tratado: 

lo. La notación polaca para una fórmula estámuy íntimamente-

relacionada con la estructura de árbol. En realidad, si-

examinamos las letras en sucesión, comenzando al extremo-

izquierdo de la fórmula, lo que en realidad estamos ha- - 

ciendo exactamente es trazar el árbol de la fórmula, esco 

giendo en cada paso la rama no trazada que esta más a la-

izquierda. 

2o. La utilidad de la notación polaca para el trabajo computa 

cional es evidente: si procedemos de derecha a izquierda-

de una fórmula, entonces no encontramos ningún operador - 

ni conectivo antes de que conozcamos su operando. No ne-

cesitamos por ello retrasar un cálculo porque no tengamos 

todavía los datos. 

Compárese, por ejemplo, el cálculo de: 

(3+4)/ (5- (2x (1+3))) x (2- (4x5)) / (3+ (1x2) -4) +2 
(partiendo de cualquiera de los extremos) con el de: 

A4DA34S5M2Al3DS2M4 5SA3M1.242 

(desde el extremo derecho), donde A, S, M y 1) denotan la- 
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adición, la sustracción, la mul t iplicación y la división, 

respectivamente. 

30. 	La falta de puntuación (¡:,arónt: es ir; ) dep ncic de tener sim- 

bolos distintos . 	iiempre que yernos.; ".1 3 ° debemos saber si 

óste denota e.l número trece o los dos níuneros 1. y 3. Si-

los símbolos no son precisos, entonces debemos reintrodu-

cir la puntuación, al menos hasta el punto de tener algún 

delimitador (quizá un blanco) para separar símbolos. 

8. CONJUNTOS MINIMALES DE CONECTIVOS. 

El problema de que vamos a ocuparnos en esta sección es el de 

cuántos conectivos necesitarnos especificar realmente para de-

sarrollar nuestra lógica. Aunque Esto es de interc_ s teórico, 

la contestación a este problema tiene tambión implicaciones -

prácticas, pues si estamos diseñando una máquina 1Curica, nos-

gustaría estandarizar los elementos bC 'cico de la m5c,uina. 1'a 

rece que no sería conveniente usar diez tipos de el.ementos b5 

sicos, si fueran suficientes tan sólo dos o tres. 

Por otra parte, hay una cierta pt r da al usar :n ro i lo:n 1- 

tos: las expresiones lógicas y, por tanto, los circuitos, que 

representan funciones particulares, pueden hacerse más compli 

cados. Así pues, en los problemas de diseño práctico debemos 

balancear cuidadosamente el número de tipos diferentes de ele- 

montos básicos y los circuitos necesarios para usar estos ele 

montos. Con esto vemos que, en la práctica, lo mínimo no - -

siempre es lo mejor, al igual que tampoco lo máximo. 

Como cualquier función puede representarse por una expresión-

en FND, es claro que, cuando mucho, los conectivos que necesi 

tamos son la conjunción, la di :};.•unción y la negación.  
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Por otra parte, las Leyes de DeMorgan nos pr_rmit.en conjugar-
tales conectivos, 

(PV<1) ecl . 	^- ('- p f\ '-s- q ) 

(PAC1) eq. 	— (—e \/ ^-9) 

luego, lo que necesitamos realmente tener a nuestra disposi-- 

ción es la negación y: o la conjunción o la disyunción. F3ue-

no, ¿se podría hacer aún mejor?, veamos: 

Trabajemos con la disyunción y 1.a negación. 

- 	Como la negación es una operación que involucra solamente 

un operando, no podemos eliminar la disyunción: de otro - 

modo, no tendríamos manera de expresar funciones de más - 
de una variable. 

Su pudiésemos representar la negación por una expresión - 

disyuntiva, esa expresión incluiría sólo a una variable - 

proposicional, puesto que la negación es una función sin- 

gular, de una sola variable. Así, 	p tendría que ser - 
expresado por pVp, (I) V p, (p p) V (pVp) , o alguna - -
otra expresión de ese tipo. Pero podemos ver ripidamente 

que una expresión semejante es lógicamente equivalente a-

p; de donde se deduce que no hay expresión disyuntiva al- 
guna que represente a 	p, Y, por lo tanto, tenemos que-
retener la .. . 

` 	Luego, la función lógica puede expresarse en términos de- 

disyunción y negación, y hay funciones que no pueden ex-

presarse usando solamente una de ellas. 

Decimos entonces que la negación y la disyunción,  r'  , VI , -. 
forman UN CONJUNTO !4 NIMAL DF CONECTIVOS para el e lcula pro 
POSicional. 
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1 	 c;rr ;un:: c .;t;, 	\ } , forman - An.`r loc ¥1rnc:tc¥ 	! n nc¥c rc LtSrr ¥ 	1 ¥7 
tarnbi6n un conjunto nini.ma1 (le cnc ctivc ;. 

Es posible seleccionar tambi6n litros con ntus minimales de - 
conectivos . 	Por ejemplo, el t:r aro de Slruf fiar, + , constituye, 
61 solo, un conjunto min.irnal de conectiv_):;, lo mismo que la - 
flecha de Pierce 

Para mostrar que el trazo con::ititl.Iye un conjunto minimal necee 
sitamos simplemente probar que tanto 1,z negación (o la conjun 
ción, pues ya sabemos que H , v I 	y t.,. , A } son minimales) - 
son expresables en términos del trazo, puesto que, entonces, - 

por lo dicho, cualquier función será también expresable. Por 
inspección de las tablas se verifica fácilmente que: 

,.. p eq pl p 

pVq 	eq 	(plp) 	(q Ice) 

También pAq eq (p¥q) 	(p¡q) 

lo cual prueba que 	} es ininimal. 

De manera análoga: 

^-p eq pJ p 

pVq eco (p,jq) 1 (p,,q) 

o bien pAq eq (pp) j (qj,q) 

prueba que 4¥ } es minimal. 

También, para concluir con uno más, 

^  p eq ^' p 

pVq eq NpDq 

o bien pAq eq ^' (p 	q) 



prueba  

ROiu.irfl)S lo 	btcriido en la Labia R .1 que 	ie 	ra a ijuncs eon 

:iun0S in¡¡ ima los de conect:. ¡vos para el 	1uIo çro.")5 icionri 1 

i'bJ a b .1 

9. UN ENFOQU!: AXIOMTcTI CO 

Corno ya comentamos ante,;, e1 cálculo propos ie iona.l es una for 

ma de calcular con jopos tc iones . hasta el !nomentc) nUest: ros-

cálculos al respc cte se han limitado a los de tablas de ver--

dad y propOs icioncs 1 a i ciolerttio equ iva lent.es . Ahora plantea - 

mes la cuestión bajo un nuevo en foque y mostrar chino pueden - 

derivarse nuevas expresiones partiendo de otras dadas. El en 

foque es formal, y nos da un procedimiento para la forrnac in- 

JO nueva 	O 1 	de 	de 	i 1! 01 ( 	partiendo 1.e su- 

cesiones dadas . Por el memento, el. concepto de verdad no en-

tra en n ues t: ro cuadro a uneuo más tarde veremos que las suce - 



- 	La:.. .il. 	!.,{, 	1 	1:, ,. 	.. 	1 •.., 	.. 	.;1 	,ill 	i 	... 	. 	¥, 	.,¥<1 	-- 

das j:,r 	l,l: 	..:Iri:i:lL ., 	,,.! 	¡: 	tl: 	';/,.. 1. 	¡ 	:r,r 	'_L'') :, 	- 
los paL .: nt. 	- .1. 	, ( ( "t) 	¡l. rnl.., 	1.. 	... 1. 	1(.i(.1 ii¥l t.. 	. 1!.i 	l, 	al \' 	1 i 

c110 c.1e 	que 	5( 	lo eo11sl.dí e 	ef^,()t„ r.tOJ 	c'i'•rleet.1Yc);; 	1 	1e; 	if. i - 	^ 

mas" .La 	negación y 	1.1 	c:iundLeion.11. ¡.,,i5 	e>:pr"i`:;1ano 	un 	-- 

due aparezcan a ros 	Ci)11::et.iv i!i; t: (l ti 	Siil(l 	las 	usart 	Ic, E, 	, 'mo 

al)r o?viatura:< 	C)Q l 	r:¡::rCS I<"'IIIE!f; 	e1'1 artes 	lo:; 	ecnat 	vC1.`  

- 	Salvo por lo dicho, las reglas; para gil ii.nil fr?m_t17:; bien 

formadas son las dada:.; en la .,cr. ción 2. 

El proceso de la (.)EIIE'I"c1C'ión de sucet: iones Cornil t: .a con la - - 

elección de un conjunto no vicie.' d!., `.h. f . ._¡l que l lamla:nos el 

conjunto de los axiomas, y constituyere la base para la 1_aenera 

ción: las sucesiones que genOramoss sce constr..:yen partiendo de 

los axiomas. 	Aol, la elección del conjunto (::c 	;;i ;r,a::; afecta 
materialmente al conjunto de sucesiones que sc (;erraran. La - 
elección puede ser muy personal . 	Nosot ros escar,r:tr,E,;c el s i- - 

guiente conjunto de tres oxir.ma-;: 

A\ TOl•1AS 

Axioma l.. 	p : (q .::. p) 

Axioma 2 	(p 	(q _ r)) o( (p 	q) 	(p 	r 

Axioma 3. 	( - l 	D '-q) ) ( (-••. p 	CO -) p) 

Una vez escogido un conjunto de axiomas, el siguiente paso -

consiste en especificar un coniunto de r.e(rlas mediante_, las --

cuales vamos a generar las nuevas slrco:,zrincs. Nosotros esco-

gemos las dos siguientes: 
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PEGIAS id, NL 

Pri vis 
i5 S':lC 	A 	A •) r, 	pernt_id:;- 

ctnorar  

)a 	- t. it, u'. •1.L)fl . , 	 - 
aria varia-- 

bici nroposlclonai., diqar.osp, 	stt 	 - 

generar una 	iccen.ón C, subse: t'uyendo por E ca 

da apariciíin de 	en A. 

Comentar jo: 

En algunas presentaciones, el uso de la Reqla de Substi-

tución se evita por la e1,ccL6n de un con tulLO mf ini Lo-

do axiomas que es tn ::eprosent ,'ido:; por un orouema rio - - 

axiomas. 

Por ejemplo, en lugar de nuestro Ax Lema 1 tendríamos el - 

	

esquema de axioma 1: A 	(ti ")A) , donde A y B denotan - - 

f .1). f. ¡ este esquema de axiomas denotaría entonces el --

conjunto de todas auuellas fórmulas que constituirían un 

subconjunto del conjunto de ¿ix i ornas 

En nuestra presentación, las fórmulas, en este conjun te, 

deben generarse por subst ituc lón en el axioma dado. 

Definición 9.1. 

Una E .b. E. A es un teorema, si existe una sucesión fin¡-

ta de f.b.E. A1, A2 ,••,h 
ti 
tales que: 

1) cada A es: o un ¿ix jonia, o está derivada le fórmulas 
1 

precedentes de la lista por una de las reglas de in-

ferencia. y 

(2) 	Am es la f. ID. f.A. 
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¡Ji 

- 	Unl 	1 d T 	• 	II 1 	 ruL 
).l Jt 

t . 	r rn1 	int; 1.1 	tW'i 1 A 

- 	Lli 	t 1 ti 	 1211 A:: 1 (:d 	UI 	':( 1.Llki 	'»t 	11O 	1 

n:t 	.x ii..Li12 1 	:i L.r 	1:. 	»: ¡orna 

- 	La 1ota c,  i'2t quo 	 (.i 	A iari Ifli Lcr 	o A os - 

- 	N6t1c, jue C:a (if in1r1fl IOs da Ut1 	íOrI:u 	 [rec i- 

	

ce! l ce de ' teeroin;i 	y 'rueba" dei ro de la 
11. 

11 u ; L ramu s el proceso,  rIo .1 ¿i 120210 r ac £21 (le 1311(20 	ories pro 
ba ncio 111 t. col.  

1'oorei1a 9 .1 



131 

(4) (cf 7 r) 	( (p , (c j r) 

((E"> 	q) 	(p 	r))) 	M.P. 	(1) , 	(3) 

(5) (c! 7 r) 	(f) D (ti D r.')) 	Sust. 2 

( 6 ) 	((9 -) r) -3 (()) -1 (9 2) r)) 

(( pj q ) 	(p2) r) )) ) 
7 (((y 	r) 	 ) (1) D (q 	r)) 

( (q 	r) 7 ((E7 7 ql) 
¥ (p 2) r)) 1) 	Sust. (1) 

(7) ((¥.f2)r) ) (p -D ( 	) r) 

7 i (q 	r) 	(( 	q) 

(p D r:'))) 	M.P. (4), (6). 

(8) ((ri 	r)) 	2) ((p 7 q) 	(p 2) r) ) 	M.P. (5) , (7) 

Donde "Ax", significa Axioma, "M. y. ", Modus Ponens y "Sus t" •, 

substitución. 

Definición 9.2 

- 	Decimos que una f.b.f. Vj dependo inmediatamente de Wi - 

sí Wj se deriva de Wi por substitución; 

y que: 

Wk depende inmediatamente de. Wi 	)j si Wk se deriva de 
Wi,y Wj por Modus Ponens. 

Decimos que'Wk depende de t•7i si hay una sucesión de f:b. 

f .i,.; Wi1 =• Vri , ... , Win 	Wk, . tal que cada: Wj .,. en la , suce-
sión depende inmediatamente de las fórmulas precedentes 

en la sucesión. 

Podemos representar gráficamente una prueba, como un árbol en-
que se muestran las relaciones de dependencia entre las fór 

" tnli:las en la prueba. Las "hojas" del árbol son ocurrencias de 

los' a óm¥ s, y la "raíz" es él 'Teorema... 



132 

Ejemplo 9.1 

tiacemos un diagrama de la prueba del teorema 9.1 como un 
árbol en donde cada nodo está marcado con el número del-

renglón correspondiente en la prueba, lo que se muestra-
en la figura 9.1 

(8) 

(5) 	(7) 

¡ 	
// \\\ 

(2) 	(4) 	(6) 

(1) 	(3)  
(1) 

(2) 

Vemos ahora las relaciones del sistema que estamos estudiando 

con las funciones de verdad. Desde el punto de vista axiomá-

tico, serla agradablemente "perfecto" que todo lo que se pue-
de probar es cierto y viceversa. Para el cálculo proposicio-

nal date es ciertamente el caso. 

- 	Checando rápidamente por tablas de verdad, vemos que to-

dos nuestros axiomas son tautologías= 

- 	Por el ejemplo 5.1, el Modos Ponens preserva las tautolo 
gías . Es decir, si = A y A D n, entonces también JW B . 
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- 	he:n.eis, 	cono 	c.t;alcluicr. rr :¥suk;r;t 	it¥.::i.,r¥ s>, 	,:,a ,¥.¥; t r: i <1 í 	̀. ¥ r. 	¥` 	las 

apariciones de una 	variable 	k ropr)sLr.ior.a1, las 	tautolo-- 

gias 	se pre.s.i:vcin 	también 	l vio esta rcgala ie 	inferencia. 

Por tanto, cualquier teorema es una t.iutologla. 

La afirma►cifn reeclproca - cualquier tautología es un teorema-
es también cierta y se conoce corno el "teorema de Complete 

del Cálculo Proposicional. Omito la prueba. Esta puede ver-

se en :rntroduction to Mathernatical Logic - E. Mendelson - p¥íc. 

37 Edit. Van Nostrand - 1979-. 

Definición 9.3 

Sea 1Al, A21..., An ,11 un conjunto finito de f.b.f. 

Decimos que II es una consecuencia de, o que es deducible de,-

A1, A21 ...1 An (lo que escribimos corno A1, A2t ...,An!-B)1 si - 

existe una sucesión finita de f.h.f., P1, P2,..., Pk' tales - 

que: 

(1) cada Pi es: 

- o un axioma, 

- o una de las hipótesis  

- o se deriva de las fórmulas precedentes en la sucesión 

por una de las reglas de inferencia. 

(2) ninguna fórmula Pi se deriva por substitución de una va-

riable que aparece en una fórmula de la Que .depende Pi 

Y 

(3) Pk es la f.b.f. B. 
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NOTAS: 

- 	.1 la aucí.si6n . 	I' , ... , 	se l r 1 Uama una cic ucc i6n de Fi 
a partir de las ;-iip6tc:;i.s 1:...,A . 

 
Si 13 es un teorema, e::; con ecuc:ncia rae.1 conjunto vacío - 
de lii pótes .i:>, y e.cri.bi.mos entonces: 	H13. 

- 	De hecho, tina prueba de un teorema, es una deducción del 
teorema a partir de ninguna hi.p6tesis.  

Vemos ahora el objetivo para lo cual. dimos la definición .ante 
rior. 

EL TIOREMA DE LA DEDUCCION. 

Sea 1 un conjunto de f.b.f. y sean 

A y B f.b.f. 

Si 11, A F- B, entonces 	 t- A8. 

En particular: Si A ¡-B, entonces 1- A D B. 

Este teorema fui probado por primera vez por lierbrand en 1930. 

Aquí omito la prueba, pero la idea de la misma es la siguiente: 

"buscar una deducción de B partiendo de r, A y reemplazar cada 
Pi de la deducción por A D Pi." Lo que resulta ya no es una - 

deducción, pero, por la interpolación de fórmulas adicionales-

adecuadas, se convierte en una deducción de A-)B partiendo de-
la hipótesis 

El Teorema de la deducción es un instrumento inapreciable, - -

pues nos permite escribir rápidamente pruebas de teoremas que, 

de otra forma, resultarían muy complicadas. 

Como ejemplo de su aplicación, veamos ccímo se simplifica la - 

■ 



prueba (le nuestro teorema 1). 1 

Ejemplo 9.2. 

Volvemos a probar. el 'I'ero. 9.1. tornando corno hi.p6tesi>: 

q D r , 	) - c! y P. 

(1) 1) 	Hip. 

(2) p T) q 	Hi[). 

(3) q 	M.P. (1), (2) 

(4) cI :) r 	tlip. 

(5) r 	rt.P (3), (4). 

Tenernos pues una deducción q "7 r, p 7 q, p 1— r. Apl icando-
e.l. Teo. de la Deducción tres veces, obtenemos sucesivamente: 

<I `) r, 1) 	(j i- 1) .7 r 

rI "D r 	f-- (p 7 q) 7 	(p 	r) 

H (q ":) r) •7 (( 1' 7 ci) 2) 	(p J r)) 

Lo que ahora tenerlos no es una prueba del teo. 9.1 de acuerdo 
a corno tiernos definido "prueba" dentro de nuestra teoría. Pe-
ro las técnicas usadas en probar el Teo. de la Deducción son-
constructivas y, mediante su uso, podemos transformar la de-
ducción que hemos escrito en una prueba formal del teorema. -
Es inusual hacerlo, salvo en el adiestramiento escolar, pero-
no pasa de ser un proceso ya mecánico. 

Así pues, tenemos aquí la contrapartida de la relación entre-
consecuencia lógica y tautología que mencionamos en la sec- -
ción 5. Esta correspondencia y la correspondencia entre tau-
tologías y teoremas hace trivial una gran parte del trabajo - 
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en el cáleulo !¥t uI: ¥:c ic 

- 	¿Es una f.17.f. un tF¥orema?. 	Par,i '?ncüntrar la respuesta 

sólo necosltanlos Ver su t lhiü de verdad -un preces) POCty 
nico. 

- 	Si es un teorema, ¿quá hay de su pruebas?. Reemp1dzrtrnos-

primero el problema por el (.le enc ortr tr una deduce ifin --

adecuada. Ya encontrada, otro proceso mecánico transfor 

ma la deducción en la prueba deseada. 

La única parte difícil que resta es la de encontrar una-

deducción adecuada; para esta tarea, pocas son las gulas 

conocidas que se encuentran entre el trabajo mecánico en 

un extremo y la intuición altamente desarrollada en el - 

otro. 



b) VECTORES 13INARIOS . 

1. Conjuntos. 

2. L6gica . 
"i. 	Nrmprc _ 



COMEN•'ARIO. 

I'.nte una computauoca, uno Como ('I" inc i¡. i a n t ( puede sentirex --

trañeza porque la computadora, su pues; t.am..r;te un dispositivo -

numéri.co, pueda "leer' caracteres al fa b(t.lS. En esta parte 
del capítulo se trata de señalar la naturaleza abstracta de - 

las representaciones :•,ir^}bl Le ,1 s; internas cica untt Computadora, -

examinando varias interpretaciones posibles de un vector bina 
rio, ciando lugar tales interpretaciones a un si. st.ema lógico - 

relacionado con nuestra 1óc)tea b5s.ica que ha; La ahora hemos - 

desarrollado. 

Queremos examinar una estructura particular y ver cómo puede-

interpretarse de variosrnodos. Esta estructura es un vector-

o n-tuple ordenado de ceros y unos. Consideraremos los cua--

tro vectores siguientes, en todo lo que a continuación dire-

mos, como nuestros ejemplos: 

\V1 	= (0, 1, 1, 0, 1., 0 > 	o 	0 	1 	1 	0 	.1 	0 

\V 2 = <1, 0, 1, 1, 0, 1> 	o 	1 0 1 1, 0 1 

\V3 - (1, 0, 0, 1, 1, 0> 	o 	1 0 0 1 1 0 

¥V 4 = (0, 1, 1, 0, 0, 1¡ 	o 	0 1 1 0 0 1 

1. Conjuntos. 

Es posible usar vectores para representar conjuntos, convi--

niendo en que cada componente del vector denote un elemento-

particular de nuestro universo. Usamos un "1" para indicar-

el hecho de que el elemento representado por una componente-

dada está en el conjunto considerado, y un "0" para indicar-

que no está. Este vector puede pensarse como la función ca-

racterística del conjunto, para casos finitos. 

Por ejemplo, si nuestro universo es U = ¥1, 2, 3, 4, 5, 6 

y convenimos que la i-ésima componente represente al elemen- 
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tu i , cnt.c;ncr:.; nue:;trr.)s vcctore:; rO E;rc. s(. ntar`n en forma res--
hect iva a los siqui.entes cori j ritr,s;: 

1v¥ a A 2 , 3 , 5 

111 .7 13 1, 3 , 4, 6 

1V 3 a C _` 	1.. 	, 4 , 5 

sv 4 a 1) 2, "l, t, 

Bajo este "t. ruco" do 1(:'.j!1'C sent letón, las d.l st:.lntas operacio-- 
nos de conjuntos se efe t:. t. an mil ; i ác ilmente, comparando las -
representaciones del vector por la presencia o ausencia de --

unos. As2, d:igamos, la uni_6n de conjuntos requjere la pro--

sencia de un 1. en una posición darla en cualquiera de los vec-

tores, mientras que la intersección de conjuntos exige la pre 
sencia de un 1. en una posición riada en ambos vectores. 

Ejemplo 1.1 

A: 0 1 1 0 1 0 

B: 1 0 .1 1 0 1 

A U 13: 	1 1 1 .1 1 1 	(1. en A o un 13) ; 	A v 13 	t) 

11 (1 13: 	0 0 1 0 0 0 	(1 tanto en A como en 13) ; A (i ¡ 	l 3 

A Q 13: 	1. 1 0 1 1 1 	(1 en sólo uno (3e los dos) ; ANB = 11,2,4,5, 

	

Ad : 1 0 0 1 0 1 	(se intercambian 0 y 1) 

Nótese que esta representación es aplicable en caso de ser fi 

nitos los conjuntos. Qué tan finitos, no importa mucho, pues 

para efecto de tamaño, lo que se requiere es memoria (en la -

computador.a) pero e] algoritmo de las operaciones sigue sien-
do el mismo, y la complejidad de las mismas se resuelve de --

una manera automt(ti.ca (por la mfciuína) al especificar cual es 
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nuestra "convención" para la roprosentac ión (codif icación) . 

2. L O G 1 C A. 

Supongamos ahora que tenernos un conjunto de objetos cadif ica-
dos de acuerdo con la presencia o ausencia de cierto número - 

de propiedades -seis en nuestros ejemplos-. Podernos usar en-
nuestro código un "1 " para indicar la presencia de una r_ropie 
dad, y un "O" para :indicar. la ausencia de ella. 

En otras palabras, el 1. }y el 0 toman ahora e.l 1ugar de las le_ 

tras; V y F, respectivamente, para la sentencia: "Este ob 'to-
tiene la ¥rC) )ieci d P ' . 

Por ejemplo, en problemas de catalogación o clasificación, -- 
los QlJjet2s pueden ser personas, y las 	)iodades, el entre-
namiento para el manejo de ciertas máquinas, la posibilidad - 
de estar disponibles a ciertos tiempos, la voluntad de traba-

jo, etc. En trabajos de recuperación de información, al apli 
carse a un documento, el 1 y el 0 podrían indicar la pr.esen--

cia o ausencia de ciertas palabras claves en el documento; --

aplicado a una petición, los mismos .1 o 0 indicarían un inte-

rós o una falta de interós en esas palabras clave. 

Podemos entonces determinar varias combinaciones de estas pro 

piedades, aplicándolas a las operaciones Lógicas. 

Ejemplo 2.1 

Los objetos: son personas 

Las propiedades: son los tiempos en ctue estan disponibles. 

¿Cuándo pueden encontrarse \V2 y 

Hacemos el análisi.s: 
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1 	2 	 t 6 



\ \/ Y 	¥ 2 
i i l ¥  l ' 

I \/ x 	¥ l 
1 ¥ ¥ ¥ 0  ¥ 

y  
u 4 	̀

 ¥ /  l l n \ 

V 2 
\j y 3  3 `l S ¥ l l 	l 

Y 2 \/ V « ` 	l l l l n 	l 

s ] \/ V. : 	\ l l 1 l 	l 

As1 pues, sólo las parejas V 1 _ V
2 y v ] 	

cuhr1ron-

por completo todo al tiem2.o. 

Ejemplo 2,3 

Loa objetos; son documentos.   

Las propiedades: pa labras clavo. 

Supongamos que estamos buscando documentos en los que se en--

oucntcen las palabras clave P \ y P1
, Es decir, occesit.amoo - 

un 1 en las pnsicionea primera y cuarta del vector, pero no - 

nos preocupa qué es lo que aparezca en las otras punioiOnes.
-

Cato puede comprobarse usando el condicional, de la manera si 

guiente: 

Fórmese el vector con la propiedad P = 1 0 0 1 0 0 y compru¥ 

bese: 
 

¥ 	: l 0 	0 l 	0 0 p 	: 100100  

m 	: 
l 

O l 	l 	U 	l O ¥¥ 2 	; 101101 ^ 	̀  
^ 

9 	: 0 l 	l 	0 	1 l p ¥) y 2 
	

; \ l l l 1 \ 

9 	: 100100 P; 100100 
 

y 3 : 100110 011001  

1 
] 

l 1 	1 	l 	l l PD«/4 
	

; 0 l 1 0 1 
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As 1 vemos que Lc)s (jc>CCumentc)s cic :,i ¥í(I 	+( n t ti.1 1 lo:, enuie tienen 

unos en ztrnLr.);: posiciones 	en es te (SO \V 2 	`I.1 

supongamos di1ora que los que I7C'C'es t_amos son d tLlt.'11.os clocumen 

tos con las; palabras claves 12 1 y 1¥ 1 pero no 

Formamos el vector con propiedad Q- 1 1 1 1. 1 0 y comparamos 

con kv 2 y V.,, usando de nuevo la condicional.: 

1 	0 	1 .1 0 	1 W3 : 1 	0 	0 	1 1 	0 \V 2 

Q 1 	.1. 	1 	1 1. 	0 Q 1 	1 	.1 	1 1 	0 

\V 1 	Q 1 	1. 	1. 	1 .1 	0 '/ 3 )O 1 	1 	1. 	.1 1 	1. 

tenemos pues que \V 3 es el documento que estábamos buscando. 

Nótese la manera sencilla en que se resolvió el problema, con 

sólo cambiar el orden del condicional poniendo una propiedad- 

adecuada y utilizando el resultado anterior. 

3. NUMEROS. 

La notación numérica ordinaria en uso corriente es una nota--

ción posicional o vectorial con una base do 1.0. Así, por - - 

ejemplo, .1, 473 denota el número 1 x 10 + 4 x 102 + 7 x 101 + 

3 x 10°. 

Como un resultado del análisis matemático tenemos que podemos 

usar el mismo tipo de notación con cualquier entero positivo-

r como base, usando solamente los "dígitos" 0, 1,..., r-1. --

Por ejemplo, en el sistema octal (base 8) , 1,473 representa--

rta al número 1. x 8 + 4 x 82 + 7 x 81 4. 3 x 8° que es 849 en 

el sistema decimal. 

En particular, estamos interesados en el uso de la base 2. En 
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este ca io, los ún1  .co s díg1te 	.i id: s son l) y 1.. 	ASÍ, j¥or" - - 

e jemplo, viend) nuestros cuatro t'CCt:cares de ZI11ttes, copio numera 

les binarios, t'fl:jrl.alrl la siguiente equivalerlcl.a en el slst:e- 

ma decimal : 

\V 	: 	0 .1 1 0 1 0 • 	 2 6 
1 	 (:.) 	 (LO) 

v51 	1 0 1 1 0 .1 (2) 	j5 (1 0) 

\V 	1 0 0 1 1 0 	 3 £3 3 	 (?) 	 (l0) 

t) 1 1 0 0 1 (2) 	25 (10) 

donde el subíndice indica la base del numeral . 

Nótese que estamos usando la convencién que pei-mit:e a los nu-
merales binarios comenzar con un cero, de forma que.. podemos - 

escribir, digamos el tres, corno 1.1 (= 1. x 2' + 1 x 2°) o como 

011. (= b x 2 + 1 x 2 41 x 2") . Esto nos permite usar vecto 
res de longitud fija, y es un convenio en uso corriente entre 

los usuarios de computadoras. 

La aritmética en el sistema (le, pase dos es bastante sencilla. 

Como ya sabemos, tenemos dos símbolos (0 y 1) y dos operado--

res, + y X, cuyas reglas están dadas por las tablas 3.1 y 3.2 

respectivamente. 
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En 	la 	tabla 	3 . 1 nótc:;e que 	1 	+ 	1 	- 	2 	cic c i.ma :..:a 10 en bi- 

nario. 

Ejemplo 	3.1. 

v 1  r.) 1 	1 0 1 0 	6 

v. 1 1) 	1 1 	0 	1 
_- _ _ 	. _.-.. 	_.., 	 71  

: 	10 0 	0 1 	1 	1 

v 1  0 1 	1 0 	1. 	0 

0 1 	1. 0 	0 	1. 

0 1 	1 0 1 	0 

0 1 1 	0 1 	0 

0 1 	1 0 	1. 0 

w1 	X \V4:1 	0 	1 0 0 0 1 0 	1 	0 	(26 X 	25 	650) 

Esta aritmética este también S.ntitnamente conectada con mies-- 

tro sistema lógico, como puede verse al. examinar la adición - 

con más detalle. Cuando añadimos dos dígitos, obtenemos un - 

resultado de dos dígitos, que envuelve la suma y el transpor- 

te de dos dígitos, como se muestra en la tabla 3.1. i 	r  

a b 	Transporte 	Suma 

0 0 0 0 

0 1 0 1 

1 0 0 1 

1 1 1 0 

Tabla .3.1.. Suma y Transporte de dígitos 
en la adición binaria. 
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FiiÚmonna en las siqoienies Tablas de Verdad. 

pÁq p 	q q 	p 

Y 	V V r v 

r 

F 	Y F r 

r 	p y F F 

Ahora bien, siguiendo nuestra d1snusiÓu de la tabla ],l, vea-

mos que pensando el O y cl 1 como F ; V ccopecrivumentc, 

O -->r 

l ' }¥ 

entonces el díSLito que se transporta en a + b viene dado por- 	(7¥~ 

aA b y el d1oitzsuma por 
 

Es decir:  

transporte —. a A b 
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V 	0 l_ l 0 1 0 

1 0 1 1 U 1 

Surna 1 	1 	1 0 1 	1 1 5,)br,:rnte1 : 0 0 1 0 0 0 

'i'ransp rtese el :,r,l}r.ante tina l¥o:;icic.,r (Q1(1t)Or)) y :;,:mese de -
nuevo: 

Suma t : 	1 1 0 1 1 1. 

(transportado) 

Sohrante1 :0 1 0 0 0 0 

Suma,,: 	1. 0 0 1 1 1. Sobrante2: 0 1 0 0 0 0 

Se repite hasta que no haya sobrante alguno, transportando -

siempre el sobrante en cada vez: 

Suma2: 	1. 0 0 1 1. 1 

Sobrante2:1 0 0 0 0 0 

Suma3: 	0 0 0 .1 1 1 Sobrante3: 1 0 0 0 0 0 

Suma 3 : 	0 0 0 0 1. 1 1. 

Sobraznte3:1 0 0 0 0 0 0 

Stima 4 : 	1 0 0 0 1 1 1. Sobrante4 :0 0 0 0 0 0 0 

Esta Suma¥1 es el resultado deseado. 

Análogamente, las otras operaciones aritméticas pueden reía--

cionarse con nuestra lógica basica. Por ejemplo, la multipli 

cación la relacionamos, seqún el dígito de corrimiento o trans 

porte y el dicg_ito_producto, con la contradicción (conjunción-

y negación) y la conjunción, respectivamente, según muestra -

l.a Tabla 3.2. 
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0 

1 	p 	O 	 r1 

1. 	l 	 íi 

'.I'a1.11 a 3 . 1 	Suma y tritn iorte d 	;:I 1¥CI1 i.C)`.c: +i:':'! .la rik.] 1 t i [.i t i 
ración 2 lIli ria. 

tran'spor t'_s --) 	rl A ,-- a 

Producto 	__-._-> I n b 

Vemos as i que podemos tomar una sencilla not.acibn vectorial - 
de muy distintas maneras, 1 que, en realidad, sea cual sea la 
interpretación que escojamos, las operaciones básicas están - 
relacionadas muy c nt:recham rtte . De arju. que se pueda cons- - 
truir un diseño, util.i7.i.indo estas oncracionu b!7icas (por. -- 
ejemplo, negación o CC)I'.lji1.G'!nentc?C1ón, conjunción, y un "corri-

miento') , pernil tiendo al u uarte en potencia cine interprete_ -
l.os resultados de cualquier cálculo en la forma mis acorde a-
sus necesidades. Este es un modelo de una 4¥5r;uina I..fgica bar; 
tanto sencilla. 
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INTRODVCCION AL CAP.ITU1,c1 IV. 

Al. finaliza): el capitule anterior s&: k1(:sc 1 1.) 1:na '• máquina °- 
16q.ica extremadamente :+( ncilla, di nde 1}Jc1lrra 	::1 l:li:C Sirotar -¥ 
los resultados según nuestras necesidades, Abora toca pregun 
tarnos, ¿noé clase de problemas se pueden resolver con una má 
quina como la descrita?. Para e?apresarlo de otra forma, ¿cau 
es lo que se necesita pedir al iroi::lr?I'tc7 	:i la ;ruina para - 
que podamos describir el problema a la ¡nuina, al iqual que-
un método para resolverlo y esperar que la máquina resuelva - 
el problema?. 

En la parte b) discutiremos estas cue t: iones y describiremos-
con más detalle algunos métodos de resolución de problemas  y-
sus limitaciones. La Lógica que }temor desarro] lado nos servi 
rá tanto directamente para los ejemplo:, 	cono indirectamente, 
para base de discusión:. Esta parte del capItuic se basa ini-
cialmente en los trabajes de Tt:r ;;c; y i:ar;:v`., pues, a mi pare 
cer, estos dos enfoques, so:; los que ponen de ma nif iesto más - 
cl aramente los concentos i i:v(a1 ucr 7<_os. Sin cm};c7 roo, como las 
máquinas de Turing , los alc;oritmc,s de larkov son en_la crác- 
tica herramientas de cálculo muy• pobres, he presentado también 
ejemplos de algoritmos escritos en los lenguajes usados en --
computación: diagramas de flujo, un lenguaje de ensamble rudi 

mentario, y el. lenguaje BASIC. 

Ya la parte c) es una continuación al estudio de los lengua-

jes formales en relación con los lenguajes de las computado--

ras y los problemas de la traducción mecánica de las lenguas-
naturales. 



a) COMPUTI\131rIr)7, I) urF, c,rivík lTesis d(,  Chrch) . 

1 
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Consideremos la siguiente f,.,nci( ,̀r, real de un:, v,:,i.iabl.c real 

	

.-1 	si 	a 7 i1 
a 	1 =¥ 	

_ ü ;í a O 

su dominio es Df .- 	0 	tJ k.x 	x > t ¥ 

	

su cont:radominio tmf =  	o) ) U (-1,G) 

y su uráf 1ca 

Nuestro interés por esta s.i.rnple función rus es t:C'cnico, sí no -
meramente 11istórico. La situación en 1.935 era que cierta cla 
se exactamente definida de funciones numérico-teóri.cas consi-
deradas por Alonzo Church y St.ephen Kletene, durante 1932-35, 

llamadas "funciones )—def inl.l?les", se encontró que tenían pro 

piedades que sugerían fuertemente que tal clase podría abar—

car a todas las funciones que pudieran ser vistas como compu-

tables bajo nuestra vaga noción intuitiva. Este resultado --

fue un tanto inesperado, ya que .inicialmente no estaba claro-

si la clase contenía aún a la función particular computable -

a 1 1 descrita arriba,y una prueba en 1932 (publicada en - -

1935) de que así era fue hecha por S. C. Fleenc como su pr.i--
mer trabajo de investigación matemática. otra clase de fun-- 
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ciones r:c;ml;ut cli;le:; 1 l lrn,ltl(l5, 1a:; "! n c: i n. ; (;cna tale; recursi-
vas", definida; por (ir;idel. r-`[) ', `).i4 1)¥1.'-; (lnCi l';e? 'u una St1Cjest-1611- 

rae Ilerbranrl, t_r'nfa propiedades 	1ar 1. 	I'uc: Iar'C1})¥1(,C; nor -- 

CIlurch en 1936 y Klc <ne (1ar.,} ir`r'1 r [l 1') t ) :nue las (les cl, sess- 

Son la misma. i.e. cada IUricián •¥ -C't't Inik. 1c es j'.rit:1"a1 	re-- 

cursiva y viceversa. 	I'. L'.V1<.lr`[It, 	(1j 	!.C'i+.7,'1 función c;r,n.rr 11 rr.. 

Cur::ilva 	(l) i1. -de Fl[11.} l l ) 	r•(: 	1 	• 	i;ar;ont .: C'C;G'.ji!it:il}" 1 

iJ ao estas C.I L"CIIn ;t:.1nC.'.La;; Church ¡''CtiI7.IS(:) la tesis (publicada -

en .1936) de que TODA;; l,A;, F'UiJCIOf7I;E; ;'iti}' r. NTIJ.IT  VAMENTfl 1'UDF'--
NOS CONSIDERAR COMO COMPUTADLES , o con stis pro -u.; pa labras -
"EFECTIVAt•1L.N'I'E Cr1L,CUI.P,I,LI:S", son . -DE1'INIRLES, o equivalente 
mente GENERALES RECURS.IVAS. 

Esto es una tesis n.ls cene un teorema, en tanto propone identi 

ficar un concepto intuitivo algo vago con un concepto ciescri- 
to en términos 1natem(`1t'ticos exactos, y por tanto no os `iuce: 

tibie de prueba. Mas Church adujo una evidencia muy fuerte, -
y subsecuentemente otros, en favor de la tesis. 

Un poco más tarde, pero independientemente, en el trabajo de-
Turing de 1936-7, fue introducida otra clase exactamente defi 
nida o íntui.tivancunt:e computable de funciones, las cuales ll.a 
oraremos "funciones computables cae, Turing", y la misma proposi 

ción se hizo liara esta clase; esta l;roposición la llamamos T!' 

SIS DE TURING. En 1937 Turing demostró en forma breve que --

sus funciones computables son las mismas que las funciones --

1 —definíbles, y por tanto las mismas que las funciones gene-

rales recursivas. Así, las tesis de Turing y de Church son - 

equivalentes. Usualmente uno se refiere a ambas como LA TE-

SIS DE CEIURCII, o en conexión con alguna de sus tres versio--

nes que trata sobre "máquinas de Turiny", como la TESIS DE --

CHURCFI-TURING . Por el mismo tiempo, en 1936, Post publicó in 
dependienternente de Turing, una formulación más breve que fun 

damentalmente es la misma que la de Turinq. Y en 1943 publi- 
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cb una cuarta 	 cqoivn1eot*, usando 1s du un tra 

jo inéÚ1t.o suyo de |v2V-2:. 	ún otra tonmul^ui¥n equivalen 

te es pcoporn 	por l' 'looría de Algorit:moo u nrkov cn- 

1951, En los apartados que siquen de este rapítv\o, damos a-
conocer estos tcahajoa en una versión cicment;al. Fn cl apar- 

tado b>, las nÓqoino5 d^ 7urinq ¡' loo A1norit,os '\e 	rkov, y 

en el n par Lado r) los LenuuaJes de Post:. 



b) ALGORITMOS Y MAQUINAS COMPUTADORAS. 

1. Algoritmos: métodos de resolución de 
. problemas. 

2. Características y descripciones de 
algoritmos. 

161 
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1 . 	ALGORITMOS . Métodos do re a 1 ur_ tf n _:.. pro;., 

Comenzamos con ciertas genera 1 .1;¥r:tC.li. nt_;-; ¥1_¡r. _.C;n t pl 	P1 es tan 

Lo al hombre como a la nruincr. 

En 	rimer lugar, 51 no se conoce un mi todo p,Ira re solve1r un - 

problema dado, debe entonces haber un] com rens1.él1 m  o mRe -

nos completa del problema para eue podamos lli:;ar a una sol.0 - 
ci6n. De donde, suEondremos en nuestro trai_ { Ji: U1.le conCiccmos 

un método para resolver un problema dacio. 

En segundo lugar, si se conoce un 'buen" método para resolver 

un problema, entonces el problema no es ner_e ;ario que se en--
tienda en absoluto. Por ejemplo, un empleado pude llevar --
los libros de cuentas de una pequeña firma comerr_.r.al sin en--

tender las finanzas de la firma, con tal de que sepa aritm ti 

ca, se le explique exactamente lo que debe, hacer ; haga exac-

tamente lo que se le ha dicho. En una situación tal, debemos 

especificar exactay completamenteF:11 métodode solución en -
un_lenguaje cjue 1_disjos.itivo¥  que Templeemos _pueda i.inter.rc--
tar. 

Tercero: los problemas los podemos agrupar en conjuntos de --

problemas que son semejantes en algún sentido. En general, -

un método para resolver todos los problemas de_un conjunto da 

dò se considera superior_a¥un método para resolver solamente-

un problema del conjunto. 

Y por último, Cuarto: hay criterios para determinar cuán - -

"buena" es una solución, distintos del de ver si trabaja o no, 

o hasta qué punto es general la aplicabilidad del método. Es 

tos criterios envuelven cosas tales como eficiencia, elegan--

cia, velocidad, ... pero lo más frecuente es que estén muy --

mal definidos. 
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Tratemos de definir más exactamente, lo que entendemos por un-

método de sol.uc ión de un problema. 

Si se nos da un problema, 

- puede ser que exista una solución (encuóntr.ese una x -

tal. que 2x = 6) . 

- o puede ser quia no exista (encuóntreso una x tal que -

O.x 

- en algunos casos, es posible que no sea nada claro que 

el problema tenga solución o no. Por ejemplo en áreas 

tales como las de las ciencias sociales es dificil, a-

menudo, conseguir que la gente se ponga de acuerdo en-

lo que constituye una solución. 

Nosotros insistiremos en que cuando un problema tenga una so-

lución bien definida, nuestro "mttodo de solución" la encuen-

tre; pero en caso de que no exista una solución, nuestro "mé-

todo de solución" puede reconocer este hecho, pero también --

puede no reconocerlo. 

El método de solución debe, desde luego ser compatible con el 

dispositivo usado para resolver el problema. Es decir, debe-

ser enunciado en un lenguaje que el dispositivo pueda compren 

der, y debe ser un procedimiento que el dispositivo sea capaz 

de ejecutar. 

Ejemplo 1.1 

Consideremos el problema de nuestra infancia de ex- 

traer dulces de una máquina expendedora de dulces. 

el dispositivo: es la máquina expendedora de dulces. 
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el lenguaje: es muy sencillo. Consiste en una moneda y un cm 

pujón a la palanca de la máquina. 

La máquina entonces "entiende" que una moneda como esa, segui-

da de un empujón a la palanca quiero decir. "emite un dulce", y 

reacciona de acuerdo con tal orden. 

Por otra parte, podríamos considerar que el dispositivo ronsis 

te en el tendero de la esquina, detrás de un rnostr.ador que ex-

hibe los dulces; en cuyo caso el lenguaje se torna mucho más - 

complejo. Y la solución al problema puede describirse verbal-

mente a este "dispositivo" en un español ordinario. 

Vemos pues, que para describir más completamente lo que enten-

demos por un método de solución, debemos tener alguna caracte-

rización del dispositivo que vamos a usar. ion general, pode--

mos suponer que el dispositivo opera por pasos discretos, que-

tienen un comienzo y un fin bien definidos. La operación den-

tro de un paso puede ser continua o no; no importa para nues--

tros propósitos. Además, los pasos pueden efectuarse uno tras 

otro o paralelamente, la distinción no es importante para las-

partes iniciales de nuestra discusión. 

Es necesario también suponer que el dispositivo puede comuni--

carse con el mundo exterior a través de alg(n lenguaje; debe -

decirsele qué problema se va a resolver y cómo se va a resol--

ver, y debe dar los resultados al usuario. 

Supongamos pues un dispositivo M que satisface los antedichos-

requerimientos generales, y un problema P. 

Definición 1.1 

Un método de solución para el problema P sobre el disposi 

tivo M es una descripción en un lenguaje comprensible pa-

ra M de pasos discretos que M puede efectuar y de una or-

denación de estos pasos, de modo que, dados los datos - - 
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aprolpiado:s, :> i M e  ectúa lo:; paso; pres:>critos en el or -

den pre:_,cri.t e, t:oridremos una sol uc.ibn del problema P, - 
si es que tal solución existe. 

- 	Un mLtodr.7 da c:<:luc.ri.0}n se 1Latnar un scr,rialqor.i.tmo para-

P sobre M, Si la so.luc.i.6rr a 1' si es que existe, aparece 
despuós de la ejecución de un número f inito de pasos. 

- 	Un semialgori t.rtso se 11arnar4 un al.,rc itmo si, además, 

siempre que el problema no tenga sulucibn, el dispositi 
vo lo determina después de un número finito de pasos y 

se para. 

En otras palabras, cuando se usa un semialgori.tmo, el dispo-

sitivo intenta (casi ciegamente) resolver un problema y lo -

logra despufs de un número finito de pasos, si el problema -
es soluble. Pero cuando no existe solución alguna, un serni-
algoritmo puede hacer que el dispositivo usado continúe en -
busca de una solución por siempre de manera infructuosa. 

Un algoritmo, en cambio, resuelve también (inicialmente o al 

mismo tiempo) el problema asociado: ¿Tiene solución el pro--

blema dado?. 

Cabe señalar que "el nfunero finito de pasos" puede, en reali 

dad, ser un nGmero finito muy grande, y cada paso puede ser-

bastante largo y complicado, según cual sea el dispositivo -
usado. 

Ejemplo 1.2 

Problema: 	Encuéntrese una x tal que 2 + x = 5 

Algoritmo : Imprímase "3" 



Ejemplo 1 . 3 

Problema 	lados a y 1) como cdatos, encuCntrese una x tal. 

que a + x 	b. 

Para detallar el algoritmo, debemos hacer algunas hipCiteai. -

específicas acerca del dispositivo que va a usarse para rc:,.?l 

ver el problema, a fi.n de poder presentar la solución apropia 

damente. 

En este ejemplo, suponemos que el dispositivo: 

- 	puede leer los datos e imprimir la respuesta. 

- 	es capaz de hacer comparaciones y de actuar de acuerdo -

con el resultado de esas comparaciones. 

- 	tiene algún mótodo de almacenar los datos y los resulta-

dos intermedios. 

- 	reconoce los enteros no negativos 0, 1, 2, 3... 

Ahora bien, si el dispositivo puede efectuar restas, la solu-

ción al problema es muy sencilla; pero supongamos que el dis-

positivo sólo puede efectuar adiciones. Debemos entonces for 

mar a, a+1, a+2, a+3,..., y comparar cada uno de estos resul-

tados con b. Podemos entonces tener el siguiente mCtodo de -

soluci6n (para ser escrito en un lenguaje que el. dispositivo-

pueda leer): 

(1) Leánse los datos a y b. 
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(5) Auméntese el valor de x en 1.. 

(6) Vuélvase al paso 3. 

Nótese que éste es un semi alqo_ Ltmr.;: si. hay una x no noq.;ativa 
tal clue a4 x = b, este procedimiento la enc,c.,nt.r<:Ir.a en un nü-
mero finito de pasos. Pero, si no hay una tal x (por ejemplo 

4 	- en 	+ ¿. - 3) et,Lonces el merocio CO sol.uci6n rO[)1te por siem-
pre el ciclo. 

Podemos transformar esto en un algoritmo, evitando esta repe-

tición indefinida del ciclo. Si la máquina puede percibir la 

relación "mayor que", entonces basta con añadir el siguiente-

paso 3.5 entre los pasos 3 y 4. 

3.5 Si a + x es mayor que b, iriprím,Ise "no hay contesta-
ci6n" y pcirese; en caso contrario, cont.indese. 

Si el dispositivo puede solamente comprobar la igualdad, aún-

podemos desarrollar un algoritmo, con tal de que a y b sean -
siempre enteros no negativos (para este problema); 

(1) Leánse los datos a y b. 

(2) Hágase el valor de x igual a 0. 

(3) Fórmese a + x. 

(4) Si a + x = b, imprimase el valor de x y párese; en-

otro caso continúese. 

(5) Fórmese b + x. 

(6) Si b + x = a, imprímase "no hay contestación" y pá-
r6se; en otro caso, continúese. 

(7) Auméntese el valor de x en una unidad. 

(8) Vuélvase al paso 3. 

A fin de familiarizarnos más con lo que es un algoritmo, daré 

1 
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todavía 3 ejemplos más. 

Ejemplo 1.4 

Supongamos que tenemos un dispositivo que puede sumar, - 

restar, multiplicar, dividir, extraer la raíz cuadrada - 

(positiva) y reconocer el cero o negativo. Queremos re-

solver la ecuación cuadrática ax2  + b. x + c - 0 para x, 

donde a, b y c son números enteros y a / 0. 

El siguiente es un algoritmo que nos .La resuelve. 

(1) Calcúlese h2  - 4ac. 

(2) Si b2  - 4ac es negativo, váyase al pas,. 7; en caso-

contrario continúese. 

(3) Calcúlese b- 4ac y llámese d a1. resultado. 

(4) Calcúlese (-b +d)/2a: ésta es la respuesta 1 

(5) Calcúlese (-b - d)/2a: ésta es la respuesta 2. 

(6) Pásese al paso 1.3. 

(7) Multiplíquese b2  - 4ac por - 1. 

(8) Calcúlese 	b2  --4ac) y llámese e al resultado. 

(9) Calcúlese -b/2a. 

(10) CalcGlese e/2a. 



los 	tr.:s (.Cn 

Ej~U 1 

un 	i-  ;tn;t 	L'/) , r.'st.ir 	1 	ou.i. t. 1-- 

plicar. El 	s i q u i e n t e 	ulc.ri 

te 	.3 	x 	.3 cuyas entrados son entarm. ¡u .:ic .1 	, 	ira 	cal - 

cula : 

(011 '12 	'1.3\ 

'23 	31 	 13 	 21 	32 
dOt 	J21 

'22 	02 

31 a32 	 L3 ' *11j L2 	° 

Sean 013 	COfl i,  

El cálculo de subíndices es como Lque:.t 3, 	ms' 	do 

j 	a 	.1; 	t.fl 	otro COSO, 	iU 	L00 

El cálculo de loo 	.i.0 	. ui.- . 

(1) 	r'óngase SUM 	O O. 

(2)  Póngase 	j. 1, 	J2 	2, 

(3)  Calcúlese p 	a 

'1 •'z; . 

(5)  Si 	1 	3 váyase al paso 2; 	en otro 	caso, 	eont. 	nde- 

so 

(6)  Calcúbese nuevos valores de , 	,, 	. 	(do acuerdo- 

a corno dij irnos 	arriba) 

(7)  V'ase 	al lOor) 	1 

(8)  Hágase 	, 2, 	j 	1 

(9)  Ca  e Cl 1eso p 	u,i1 . 	u2)2 



I.u; 	iSti.'SfJ [ 10 SíJl. 

(11) Si 	2, irnrnase SW1 y 	!ist un al-t(D; un otro 

Ca 	cotí núes'.: 

(12) Cticle'e imevas 	 J if 	2' 33 

(13) Pásese al paso 9 

Nóte&: qUe  

5tO tiene ese valor. 17stit€ornpi.o ilustra la us:c1 ficac - 
independ lente de una sui:ar 	o 	brut.nr1 uuf: se usa recuon- 

tomento en la soluci6n de un problca en toste caso el cálcu-

lo de suhtnd ices 

Los e3elrt!:1.os has ta aquí çhidos, son (excepto el 	.1) olempios- 

numCricos . Hay, desde luego, muchos o roL lemas no numéricas - 

para los que su puu:ien encontra r a 1 ori tmos re:o1 ut ivos , como 

enseguida Si? muestra 

Ejem":) 1 .6  

Suponqamos que ouuremos ati- avesa z: un 1 aher uro s imple, 
no 	 -"j a ':or radas (que vuelvan al punto 

c. uatid i) 	Fodemos ot çtU1 L )LO .lI)lenc.nrL, esco- giendo 

una diré&..c iér í 	 (C segu iremos  

	

S iempre! que t. ncont r'c¥ -. 	r ama de l Labru. Y0 	( '' ' 

• 2 . Siempre c:uu encontremos un punto sin salida, da romos-

media vuelta y continuaremos 

Para ciertos dispositivos particulares (tales como, por ejem 

pio, los seres humanos), se puede basar un método de solu- - 

ción en estas dos reglas. 

líe incluido esto último  ejemplo porque los la Peri ntos sin ctir 
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vas cerradas son árboles sencillos, en el sentido de la teoría 

de las gráficas, y uno se encuentra con que éstos aparecen fre 

cuentemente en problemas de investigación, desde buscar un nú-

mero de teléfono hasta seguir el rastro de una oscura referen-

cia técnica. Desde luego, corno personas, usamos técnicas de - 

investigaci6n más refinadas: uno de los mayores problemas al 

instruir un dispositivo mecánico en la resolución de un proble 

ma es el de caracterizar estas técnicas más refinadas de tal 

forma que el dispositivo pueda utilizarlas. 

A continuación veremos c6rno podemos clasificar los algorit- -

mos. 

2. CARACTERISTICAS Y DESCRIPCIONES DE ALGORITMOS. 

fiemos estipulado que un algoritmo permite a un dispositivo re-

solver un problema en un número finito de pasos. 

Ahora bien, podemos clasificar los algoritmos según sea la in-

formación que tenemos acerca de este número finito de pasos. 

La clasificación la hacemos en tres clases, tal como muestra-

la tabla 2.1. 
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CLASE 1.- número de pasos fi. jo, - cíclicos (hay contador) 

o un máximo fijo. 	- no cíclicos. 

CLASE II.- el número máximo de pasos depende de los da-

tos, y puede ser calculado "a priori'. 

CLASE II1.-el número máximo de pasos depende de los -

datos, pero no se puede predecir. 

TABLA 2.1. Clasificación de los Algoritmos. 

- En la Clase I están los algoritmos para los que el número - 

de pasos es fijo o tienen un máximo fijo. 

Por ejemplo, si cada paso de un algoritmo para jugar al gato-

es una jucgada, entonces hay cuando más nueve pasos. 

Y al jugar al bridge hay cuando más 319 posturas en --

una mano y las cartas jugadas son exactamente 52. Cual 

quier algoritmo para jugar al bridge estarla acotado 

por estos números. 

Los algoritmos en esta clase .I pueden ser o no ser de natura-

leza cíclica o iterativa (las otras dos clases de algoritmos 

son generalmente iterativas). 

Si los algoritmos son cf.clicos o iterativos, hay entonces,-

al menos implícitamente, un contador que va tomando en cuenta 

el número de pasos que han tenido lugar. 

En la clase II el número máximo de pasos está relacionado 
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con los datos, de tal forma que puede ser. calculado "a prio 

r. i. " . 

Por ejemplo, el procesamiento de los cheques para el pago de 

una nómina necesita cuando) más de n x k pasos, donde n 

es el número, de empleados y k el m.5:finlo número de pa-

sos por cheque. 

En el ejemplo 1. .3 de Iluest.rn sccc-ifin anterior, el sçriialyorit 

mo envuelve exactamente, 4 (b - af1) pasos, si hay solución. 

- En la clase 111 el, número de pasos C_;t también relacionado 

con los datos ; pero en ta 1 forma que no podemos E: r : c:c•:1?: c 1. 

número de pasos involucrado. 

Tales algoritmo:, están a .menxiCit.) rol Z1t:'It:+'.1:1dC .' cC)n .1.nvest2Qi1C.lo 

nes sobre conjuntos infinitos o con procesos convergentes. 

Por ejemplo, si sabenios que 1,11 número cnteI'C) tiene ciertas -- 

propiedades, podemos ti'ntonc':'; 1 	um l 1;1VC ;►'.2<¡;1C ti)Il- 

sobre todos los enteros, [jara encontrarle. Pero puede 

que no estemos en capacidad do pr:.rdecic cumnt.0 nos ile 

varó encontrar ese número particular. 

Análogamente, en los procesos convergentes, tenemos un test - 

que debe satisfacer cualquier resultado aceptable, y podemos-

saber que el proceso terminará por producir (en un número fi-

nito de pasos) un resultado que satisfará el test. Pero, a-
pesar de ello, puede ser también que no sepamos predecir el - 

número de pasos necesarios para producir ese resultado satis-

factorio. 

Hasta aquí nuestra clasificación ác, algoritmos. 

Obsérvese que siempre podemos transformar un semialgoritmo en 

un algoritmo de la primera o segunda clase, añadiendo simple- 
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mente un contado::. Pero, generalmer..ta, esto transforma el -

problem.a de: "E,icuómtre-se una Solución de..., si es que exis 

e". 

en: "Encuéntrese una solución de . . . , un un número-

de pasos menor que o, si es que existe". 

Este cambio es importante, frues existe un gran número do pro-

blemas para los que hay semialgoritmos; pero para los que no 

hay algoritmos excOpto en el sentido restrinnido de "solucío 

nes en menos de n pasos". 

Llegamos ahora a lo que pudiéramos lla:rar 1,:+ real íración de -

los algoritmos, al porqué re su r:St'UCIIO. Para comenzar trato 

mos de responder la siguientes l:,Irecunta: 

¿qu& problemas pueden r.esciverse por 

algoritmos?. 

De una manera intuitiva, la respuesta es: 

Cualquier problema para c;l que podamos especi-

ficar exactamente un mtr.odc finito de solución. 

A menudo, la forma más conveniente de especificar un algorit-

mo es por medio de una carta (o diagrama) de fluio. 

Un diagrama de fluio consiste en una representación gráfica - 

de la solución a un problema donde los varios pasos para re-

solverlo están indicados por cajas c:on instrucciones escritas 

en ellas, y el orden en que estas instrucciones han de ejecu-

tarse se indica por flechas. 

La notación que usaremos para las cartas de flujo, se muestra 

en la tabla 2.2. 



	

COMIENZO ) 	Sírni o1n cic c'cartii(rizc) de 1. ()rOcE O 

FINAL 	) 	Símbolo de 1: i.na l de (proceso 

Símbolos conectores (es decir, los 

dos círculos representan el m.ismo- 

¥O 	r l punto) 

S 	 L 	Símbolos conectores fuera de pági- 

na (cuando la otra parte sigue en-
otra página) . 

Una caja de instrucción: hágase lo 

J
> 	que está escrito en la caja. 

Una caja de decisión: las salidas-

están rotuladas, y se toma la agro_ 

piada, de acuerdo con la contesta-

ción a la pregunta de la caja. 

TABLA 2.2. Notación básica en una carta de flujo. 
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Termino 	iIC 	1 t1;trar ecm 1 	1 	(iti (.CC)5rl el 	 1 	.1nJu.:1  

dc f1uo, 	ar a 	t::jLar y 	co;cribir 1i;uritrros, 	c:n 	- 
tjfl()S 	c 	 111  Lt 	CtiC.1(Ii 	&( ISIL( 	)3I1 11 	tti s 1 

or5 	1i 	de ii 	'1'a kjId 	.2, tOUO - 	Lot; 
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Ejemplo 1. 1 

	

Problema: Dados 	yb como da o:; , encubnirese una x t:a 1 que 

a 	x 

Damos a Con t. inuac ?fl en la f tqu ra 2 . 1 t. 1 :1 ia.J rama de flujo - 

correspond i ente a 1 último  a 1 qor 1 tmo dado en el e em[. 10 1.3-

para la soluc.L6n de este Urobiema 

Fig. 

.iXj 
¿s 

= 

K- 

no 

sí  

no 

%4 
 

resolución b. 

''no 
respuesta" 

hay 
IMPRIMA 

+ x de 

FIN 

a 2.1. Carta de Flujo para la 



179 

Ejemplo 2,2 

ycublama 	DeLormín,ae o/ una {0rm,la 16qica co nt. Laci¥n po\a- 

oa e 	bicn [vrmaJa, 

Llamemos a 1 a aDariciones de loo u 1m1)olos co la fórmula o,,.., 

s o , numerados pacLiundu tic la izquierda , y supongamos que o es  

L 	dado como par Le do los datos  
,¥- 

Una carta de [lujo para el aLYuriLmo diucutIdo un la sección 7 

del Capítulo III se da a cont inuaci0n en \a figura 2.Z^ 



D) 	 1 HAEj 

~ 

130  ----' 	- 
( 	COMIENZO 	) / 

T -- 

LLJ 	n 
cai¥u de 

iyImbolos 
'--- 	¥ 

` 



' 	 TMPRIMA 
i ~ 	 ^n  op 
' 	// 	f.b,[," 

no 

Fig. 2.2 (continuación). 

18.1 
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Ejemplo 2.3 

Problema: Gcosarró•l leso 	la estructura cica .¥rbo1 de una fórmula 
en notación polaca. 

El Algoritmo del Arbol Polaco que para esto dimos en e.l. Capí- 

tulo 11I depende de tener la sucesión 	desarrol lada, para -- 
comprobar que Ser trata de una fórmula bien formada. Supondre 
mas entonces que ya tenemos el algoritmo para eso (como en --

realidad es, en la carta de flujo del ejemplo 2.2) . Nótese -
que hemos incluido explícitamente, en tal carta de flujo, la 

instrucción "AM CENESE ¥". Esto nos asegura que podemos - 
disponer de la sucesión E para desarrollar la estructura de 

árbol. (El que tal. instrucción de ALMACENAJE se necesite de-

pende de cuál sea el dispositivo usado para efectuar el algo 

ritmo). 

Como el Algoritmo del Arbol Polaco es continuación del Algo--

ritmo para comprobar f.b.f. (según vimos en el Cap. III), en-

tonces necesitamos hacer un pequeño cambio en la carta de flu 

jo del Ejemplo 2.2. E:1 cambio es simple: en la Fig. 2.2 (con 

tinuación) reemplazamos el 	FIN a la salida de la f.b.f. (E Y 
pero no a la otra salida:) Ex¥r un conector, digamos LF j. Es-
decir: 

IMPRIMA 

i.b.f.•' 

FAN 

IMPRIMA 
-----  
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Entonces La cucLa Jo fiujn ara )u t.cuxu/ra do rbol so conL 

tinca luego en ]a fig. 2.3, iniciando en lo 2.2 
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L 
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Ejemplo 2.4 

Problema 	Resuélvanse para Y y y las ectiac.ione.s simu1t aseas: 

ax + by = c 
con d, c_, f 	0 

Seguiré el algoritmo "por determinantes", detallado en la Fiq. 

2.4 por su ccrtespondiur;r_e .,arta de flujo, cié, acur rdo a la Re.  
gla de Cramer. 

COIMIEbiZO 1 

LEA 	_ 

I: °i 

y 1 	E/D 

IMPRIMA I_ 	FIN 

carta de Flujo para resolver ecuaciones 
simultáneas dos por dos. 

1 
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M 	c. 

l-MPRIh1A 
l_ 	nr¥ 1 "no hay ¥ so1 .1 c 

st 

1MPR1MA 
"hay 	itlf.'i.-  
nitas solo  FIN 
ciones" 

Fiy. 2,4 {con.ti.nuac.i.án) 

OBSERVACIONES: 

1. El cuadro en realidad son tres cuadros 

del tipo 

r 

, sólo que por economizar espacio-

cuando tracemos cartas de flujo, convenimos en resumirlos co-

mo se hizo, siempre y cuando no haya lugar a conEusi6n respec 

to al orden de efectuar las c>peraci.nes. 
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2. Notemos que en los enunciados que se manejan en los diayra-

mas de flujo, so utilizan dos niveles clec lenguaje (Lenguaje 

y Metalenguaje 	marcando la diferencia unas sencillas co- 

millas 	". 

Así, el cuadro 
	IMPRIMA 	c.jui.ere. d cci r que sea impriman — 

x, y 



- 	 ` 

1

I+--n  ¥- — 	`/ l 	¥ ¥I¥ / +-._- ¥ ` 	 • 
'~ 	 __~' 

/x¥ 	 U 

üi:iJ  
I( )_.__¥¥ L -- 	+ li 

| _---__-_^  

l88 

LEA 

IJtPRIA 
II 	II 
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Como último ejemplo de esta sc:ccif,n, veamos un tIl_).ico proble-
ma de ordenamiento de datos, a menudo llamado 'SOR` ", o sor -

teo. 

Ejemplo 2.6. 

Problema: Determínese e.l orden alfabC.t.ico en +.+n conjunto cíe r+ 

palabras. 

Sean w1, ...,w1 ¥ las palabras del conjunto y n el número de - -

ellas. El diagrama 2.6 nos detalla el algoritmo. 

c¥o¥ttF•:IC j 

LEA n 
i
l 

las palabrasi 

rl ' 
¥l- 

Fig. 2.6 Carta de Flujo para ordenar alfabéticamente 
un conjunto de n palabras, 
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.v. 

,T (._ 1 f 1 

Pro cede 
¥¥ 	no 

a 	

1 

sf 	I 



Los ejemplos que he dado, ilu: t:.ratt el det,il_le de alcor.itmo, - 
incluso Ladra tareas rol .at..lvamellte sencillas. 	Aunque el prin- 
cipio usado aquí puede aplicarse a lit sol ución de r_t.talclt.tic r - 
tarea, debemos darnos cuenta de que, para Caread comL).1.e as -  
problemas de e.! ats1fi cae ic'án, de .inCotmar..iótl, cíe mercadeo — la 

carta de flujo y el algoritmo para resolver el. I. robl.em i sobre 

un dispositivo particular serán rn`is complicadas y, aden s, do  
ben ser completamente expilc.i Los . En particular, en tareas - 

que requieren juzgar una situación, muy intuít..ivamont..e o por 

un complicado análisis estadístico, el cri tcrío ele juicio de-
be reducirse a criterios bien definidos de "si o no,,  (estado-
binario) , antes de que pueda formularse un al.gor itmo chic re--
suelva el problema. 

3. ALGORITMOS DE MARKOV. 

En la historia de la civil i.zac.ión, observamos que el. hombre - 
ha resuelto problemas basándose tan sólo en juicios intuiti--

vos, y que, el proceso mágico de la creatividad, del descubri 

miento, de la "genialidad", no consiste en el aparente 'sacar 
formas de la nada", sino, más ¡.)¡en, en obtener un ordenamien-

to del caos, del caos de información, del caos de datos, del 

caos de nuestra existencia. Y obtener precisamente un ordena 

miento "feliz", que funcione para nuestras necesidades, que - 
nos resuelva tal o cual problema y que nos sugiera un algorit 

mo para el futuro. Aquí reside (31 valor heurístico de.1 algo-

ritmo; más adelante, sustituye por completo al proceso de - - 

"buscar" cómo resolver tal o cual problema y nos lo resuelve-

automáticamente. Más aún, ya en nuestro caso y por la manera 

en que queremos resolver los problemas (con computadora) , el 
algoritmo se convierte en una necesidad. 

Sobre el campo que nos interesa, se han propuesto muchos y --
muy diferentes enfoques para la resolución de problemas, pero 
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todos aquu1lu, ',, les guo se ¡,rs/.l:x 	1e ].' "i Lviouc16n" sL 
han mostrado eq,jv,LanLcs (como d 11m*a un ^I ca[/¥Lu!u I) 	en 
el sentido de que t.catan ezact. ornen Lu cl mism" con junt:o de pro 

blcnss, En óuta y la ycGxima secucón, ,::aminaromos dos de o 
tos enfoques: Mucknv y TurinY. 

A. Markov, mat.umÓLinu ruso, en ¡,'Z ;r"rooc oo ''`~dinicnt-
para abordar La cesoiucico da yrokL ama ̀ , moÜlooto ulgocLt mes -
que l llano 8lORl1'Mo: KoId¡,'.LC , ( ;^;nc.s L.,s 1lamareau AL 
Q0IIr10s DE 4A8KOV). 

8l tipo general do problema iu* ,ackv ::ac( c; el do La - - 
¥canafocmani0o de cuJo`a f 	 i¥s¥ 

"Duda 1^ succsión x, !.ron¥(vrm,tcla 
rn la sucesión x de ui modo m,cr:/ 

Cato pcoLlema es una ^hyicacoi(n 'k 'ouci`o, de rLst.cpa !.rob10 
mas filas comunes. 

 

Por ejemplo; 

- Cl problema desumard 	¥ 	 ¥ dos n mucos a ¥ / puede cunsido-
rarse como el problema de transformar la sucesión. - - 

"u + b" en una sucesión "c" que represente la suma de 
a y b. 

! 	- Cl problema de adquisición de información puede yen-- 

aarse corno el problema da transformar sucesiones que-
representen lo requerido y el conjunto de documentos, 
en sucesiones que representen los documentos que sa--
tinfaoeu Lo reguecidn, 

Al transformar una sucesión no neceaitacomos, en qoncral, ope 

zar sobre toda la sucesión (que puede ser arbitrariamente lar 

ga) de una vez, sino sólo sobre una pequeña parte contigua d 

ella. Supondremos que el dispositivo que tienen que utilizar 
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estos algoritmos es capaz de reconocer la apariciones de una-

subsucesión dada dentro de una sucesión dada. l.sL.i: app.:lricio 

nes pueden ser varias y, en realidad, puede sur que incluso -

se trasladen. Si deseamos distinguir urca aj..aric.i.ón particu--

lar de una subsucesián, podomos ¡tancrir1.1 con asteriscos. 

Ljemp.1.o 3.1. 

La 	palabra ra'l'a'I'aTTa'l' contiene tres rl[.;ariciones c 	a7 suca — - 

sión TaT, a saber : 

r a t  '1 a . ` a T T a I 

r a T a 	T a T •  `I' a T 

r a T a 'I' a T * T a T 

De estas apar..ciones, las dos primeras tienen un traslape de-

una letra. 

Consideraremos estas apariciones como si estuvieran numeradas 

}' nos referiremos a la aparición más a la izquierda de una su 

cesión A en una sucesión B como a la ,primera aparición de A - 

en B, y así sucesivamente en el orden usual. 

Debemos llamar la atención sobre una sucesión muy particular, 

a saber, la sucesión vacía, que no contiene símbolo alguno. - 

La denotamos f., ésta juega un papel análogo al del conjunto 
vacío en el respectivo contexto. Así: 

Si una sucesión dada A contiene n 

símbolos, entonces se considera - 

que la sucesión vacía A tiene --
n + 1 apariciones en A, a saber: 
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del ú1Limo simt,o1c (la últirna apari 
ei6n de A. 1 , 7 entre tarja dos stinbo 

.los adyacentes. 

Las transformaciones de que se compone un algor itmo de Markov 
son las que reemplazan la primera apar.icifin de una sucesión A 
especificada en la sucesión dada por otra SUCOS ión especifica 
da E3. Un algoritmo de Markov consiste, entonces, en una sute_ 

si6n de tales transformaciones, que se manipulan de una forma 

que más adelante daremos exp1.Scitamente. 

En este momento, parece que un algoritmo de Markov podría muy 

bien continuar aplicando por siempre estas transformaciones o 

bien, puede hacer un alto porque ninguna de las transformacio 

nes puede aplicarse a la sucesión que estamos considerando. A 

este respecto, deseamos ser capaces de especificar explicita-

mente que el proceso del algoritmo se para en un momento de--

terminado. 

Tenemos entonces los dos tipos de transformaciones que a con-

tinuación definimos: 

Definición 3.1 

Sean sucesiones finitas de sixnbolos de un conjunto fini- 

to de símbolos, llamado el alfabeto. Suponemos que el al 
r¥  

fabeto no contiene los símbolos 	y a. 

- Una 	udllccit)li si►npie (de Markov) es una sucesión A---9 13, 
donde. A y t3 son sucesiones en el alfabeto. 

- 	tina t)I'i¥i1111 ci6n conclusiva (de Markov) os una sucesión -
A ---) • 13, donde A y 13 son sucesiones en el. alfabeto. 

- 	l;r; ],1ti 1;A oduc 	. 	ii;i,r_ 	 ; A _ -? t3 	y A--fati, 	el antecedente es 
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DeC.inición 3.2. 

Sea z4 un al fab t:.o 

Sea A ---> B (6 A -__> •U) una producción de : arkrw, con A y D 
sucesiones en el alfabeto 

Sea S una sucesión (o cadena) finita cie sImbolos en 'j. 

- 	Decimos que la producción es j iicabl.e a S, si hay al me 
nos una aparición de A en S. En otro caso, se dice que-

la producción no es aplicable a S 

NOTA: Si la producción A----> F3 (6 A -->.13) es aplicable a S y 
la primera aparición de A en S es P * A * Q, entonces - 

el resultado de aplicar la producción ind,-cada a S es 
la sucesión PBQ. 

Ejemplo 3.2. 

Supongamos que: 

Nuestro alfabeto w¥ es: el alfabeto español. 

La sucesión S: 	abactababrstc 

- 	La producción A --- B : act:. --> bbb 
esta producción es aplicable a S y el resultado de ap.li 

carla es la sucesión S' : abbbababrstc. 

- 	Al aplicar la producción ba ---¥• one,a S obtenemos S' 
aonectababrstc. 

- 	Aplicando la producción tab —> A, a S , obtenemos S' 
abacabrstc 
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- 	la pzoducciÓ, abc --+ ruL, 	al 	hLc a j, pvo ou- 
ayorune la uuccsi& tL*  

Definición 3.3, 

Un algoritmo de 8arxov es una °uccyi¥p [ini¥a P .,..,y  ¥------ --------' 	n 	/ 
de produce iones (de 3orkov) uc st upLt000 .' cadeua:3  

símbolos en un aLfabcto ciado, de acuerdo con las siqoien 
Les reglas:  

• Sea S una sucesión dada. (a recea lt:'adu CurNf:  

R3 . - Si esta producción os conclusiva, la operación - 

del algoritmo termina sin nmnqcn otro cambio en-
S. 

- Si es una producción simple, hacrrc. una nueva - 

inspección sobre la producción S' en que ha que -

dado transformada la S. 

con una sucesión S , decimos ciie S e el resol 

Lado de aplicar el algoritwo 	5. 
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Ejemplo 3.3. 

Sea nuestro alfabeto 	{ a, b, c, d 

Damos abajo el algoritmo que vamos a considerar, con las pro-

ducciones numeradas Fiara referencia. 

1.- ad ----¥ • d c 
2.- tia --3 A 
3.- a ----- bc 

4 . - bc ^--) bba 

5.-  A -----¥ a 

- Ahora bien, sea S = dcb y apliquemos el algoritmo. 

, 	u sar
¥¥ 

NOTACION: 40;:• C. 	la flecha lecha c.¥.¥'tl¥_ 	 ¥ para indicar - 

la transformación efectuada. 

Comenzamos: 

dcb ___ 	adcb 	por (5) 

	

> dccb 	por (1) 

como (1) es una producción conclusiva, el algoritmo llega a - 

un alto con el resultado S* : dccb 

- Apliquemos ahora el aljoritmo a la sucesión S : dbc 
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De nuevo (1) es conclusivo, de forma que el resultado de apli 

car el algoritmo a S: dbc 	es la sucesión (o cadena) 5*: --

dcb 

- Como tercera sucesión usemos S: bdc y apliquemos el algo-

ritmo: 

bdc 	abdc 	 (5) 

'  bcbdc 	 (3) 

bbabdc 	(4) 

bbdc 	(2) 

abbdc 	(5) 

-> bcbbdc 	(3) 

bbabbdc 	(4) 

> bbbdc 	(2) 

abbbdc 	(5) 

la operación del algoritmo no ha terminado en este punto, y -

es casi evidente que el algoritmo aplicado a bdc operará siem 

pre, produciendo sucesiones más y más largas de la forma 

b...bdc. 

El algoritmo usado en este ejemplo no tiene ningün otro propb 

sito que su uso en el ejemplo. Pero es importante observar - 

que si el concepto de un algoritmo de Markov ha de ser útil,- 
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debernos poder efectuar Larca s con significado con estos algo-

ritmos. 

Ejemplo 3.4 

Sea 	un alfabeto y sea A una sucesión (cadena) 

fija de este alfabeto. 

(Notemos que A la tenernos fija). 

Deseamos transformar una sucesión arbitraria S en 

la sucesión S. 

Esto se consigue fácilmente con un algoritmo consistente en -

una sola producción, a saber: 

A --->• A 

Pero ahora supongamos que deseamos transformar S en SA. 

- No podemos usar el algoritmo dado, pues aplicaciones -

sucesivas de óste nos darían las sucesiones AS, AAS, -

AAAS, --- (la primera aparición de A está al comienzo -

de cada palabra) 

- Ni podemos escribir el algoritmo como S —1 .SA, pues-

se necesitaría que hubiera un número infinito de pro--

ducciones, una para cada S, sin ninguna primera produc 
ción, ya que se pide que la sucesión S sea arbitraria. 

Es decir, que el algoritmo opere para cualquier S. 

En realidad, como las producciones son siempre aplicadas 

a la  primera aparición de A en B, hay dificultades siem-
pre que queramos operar con la segunda, tercera o última 
aparición. 



200 

Vencemos Ubt_J ( j L1'ic;uj t ¥ ,-i (i vi t.d lfl 	el nt:n (J r_, s í:-nUcLos marcado- 
LC5 	tSj)lJc_ ,1,1l5, 	q ii 	11 	si t 	 re nl'], 	'ji tabetu (íije. 

¡jfli)J arn1l1ne 	Lorces 	de un 	 S(.lPl; lJ 	L',III;1C,f 1 

rerdu dieur 	c()fl 	Ct,() (11 	 jja 	v CI (11 1 e e 	u 11 e 	'flct. 	I'"fl 	SífllL;Ç) .. 

deL I.Labetu 	y 	ot.re.; cnLe; 	;izn; i.ficados, 
les 	Cuino siiiLOLo:;".iarcador- en . 	 ?or 	1:'] 	USe de 	tos, 	I)edeios 
marcar cualquier 	!unt:o particular 	en 	ura Suce:4in 	', 	luc±qo, 	-- 

c ra 1. On ese punto 

Est:o nos resuel.ve eJ problema de transformar S en SA, corno se 
de tal La en el. s icj u lente ej 

Ej ernplo 3 . 5 

Sea 	el a L fa be te da do os el ej ompio 3 . 4 

A la misma sucesVs i 'ja. 

Sea c( un marcador ( c. 

Si 	S es una sucos Lón en 	, entonces el resultado de - 

aplicar el siguiente algoritmo a S es la sucesión SA. 

—4 	(T 

2.- --s A 

3.- A--.-- 

- Como S no contiene inicialmente a c (pues o 	) , - 

la tercera producción se usa para obtener CK S. 

- La primera producción se usa entonces para mover • a 
la posición detrás de los símbolos de S. 

- Si S contiene n ocurrencias de símbolos, entonces des 

pués de n pasos obtenemos la sucesión S'. 



- Al 	.1 Le. : r 	a 1 	i- i - i..¡7 	_ ..su, 	1: 	 'I ..-iiiI.... 1 ',. 	a 	¥. . 

ú C_' 	1 1. ... a-1 , 	.!i. e.i 	..¥ ._ . 	.. 	,a 	j , j'_' fa :i l_r í, r_ 	.¥ rti J 	. - _... 	) 	_ . i: a  

	

ción es ".' )r'C:1t1511!,1, 	li 	:; c.eS1.Úf? :ir, 	.:.es 	..':tf:::es c: 1. 	:'e - - 

.`".i u .1. t a l o. 

OBSERVACIONES: : 

En el e'jc)m t )l.0 ,..C1i;t.:1 .i). 	,..LC¥(.1!.lC11rt ,- , ..,,,i ,.araVQi 1.,...,.li.::'}:1- 

a saber: en la :r Linera 	rc;úuccit':, ..e:rcr.<r usado la v.ar.i, __ 
ble 	T que recorre todos 1 os sílnIDo los de i . Lue.<;o L a 
pririera .lInea no es rea im :'te una 12 c::ducí;1!•11, L 11"tG 	ili ls- 

bien un ESQUEMA DE PP()Dt?Cc'ION, que denota todas .las pro- 
ducciones que puede 	bt: ner so, sus 	11'e11í:ÍC) Sutil > .os :i¥Ii 

en lugar de ( 

- 	A causa de la forma en ;ue se usan los algo r  1. C I10:i 	 M.ar 

kov, el orden en que so escriben las pro lecciones es v 1-

tal. 

Por ejemplo: 

Si las primeras dos 1 ínas del esouema do a1Uoritmos en-

el ejemplo 3.5 se intercambiaran, i?i resultad:seria - - 
trans£ormar S en AS en lunar de en SA, 	las l:roducci.o- 
nes representadas por 	3 ---a i :x nunca se usarlas. 

- 	Observando cada linea como un esquema del esquema de al-

goritmos propuesto, o sea, observando en si los propios-

esquemas de producción (las líneas) vemos que represen--

tan cada uno secciones del algoritmo en que el orden de 

cada una de las producciones individuales no es critico, 

ya que, a lo más, una de las producciones representadas-

es la que se aplica y todas ellas hacen la misma cosa en 

contextos diferentes. 

El tema de los algoritmos de Markov va mucho mas lejos que lo 

expuesto en esta sección. Lo que aquí se presenta no es mis 
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que una pequeña introducción al tema, pero suEiciente para -

nuestros propios itos . 

El trabajo de Markov inaugura una etapa de "formalidad" en el 

desarrollo de la teoría de .los algoritmos y, como veremos por 
iltimo, facilita la resolución de problemas al tratarlos de-
una manera formal y explícita, en particular: 

"Cualquier tarea que puede rea]l.1zarse por el uso 
de algoritmos, en el sentid(:) más amplio (de la - 
secci6n 1), puede también realizarse por e.l uso-

de algoritmos de Markov." 

Esto resulta muy .interesante y favorecedor para dichos algo--

ritmos, que muestra la capacidad nada restringida de los mis-

mos. 

Concluimos esta sección con varios ejemplos de tareas que pue 

den realizarse fácilmente con algoritmos de Markov. 

En los ejemplos, el alfabeto u.-¥ no se especifica, pero se sa-

be que no contiene ninguno de los marcadores ni símbolos espe 

cíales que explícitamente se enuncian. 

Ejemplo 3.6. 

Este algoritmo transforma toda sucesión en la sucesión -

vacía. 
3 	 > n. c 

En operación, este algoritmo va quitando las letras de - 

una sucesión, comenzando con las apariciones de la iz- - 

quierda, claro, siguiendo los pasos de lo que es un Algo 

ritmo de Markov. 

Ejemplo 3.7. 

Este algoritmo deja sin cambio alguno a la sucesión va-- 
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cía, pera quita la primera letra de cualquier. sucesL6n - 
no vacía y luego se detiene. 

Marcador: X. 

c%L T --•/\ ( 

Ejemplo 3.8 



otro ca;c, toc1i I;.t 	cO.2r -a-• remF11?.t 	or 	t 	- 

SUCOS.i6fl C. 

Marcador 

.--.--.-. (' 

A 

A - 	e 
A 	13 

----- 	: 

- Si 	1 i SUC u s 1 6 n dada,  U a n. P, n . n e n e u n a (.Dcu- 

rrencia de la SUCC 5! 6!! A, 1 a GItima 	introdu 

CC UlI -C j Ofl LDnC es 105  esquemas  de t)rí,>ducc.i,óti segundo 
y tercero borran P y lo reemplazan por C.  

- Si P contiene una ocurrencia de A, pero no es A, el es 
quema de producción cuarto o el quinto son los que en-

tran en juego para introducir zX. ; el primer esquema --

mueve la v, a] extremo i zqu terdo de P y, entonces, el-

segundo y el. tercero operan como antes. 

- Finalmente, si la sucesit5n 1' es realmente A, la produc 

c.i6n sexta se apI lea, y ¡) se transforma €.n B. 

N6tesque 1 as produce iones se rof i eren Ui rctanient:e a - 

la sucesión A, que puede sor verdaderamente 1 aroa . Corno 

A se Conoce a priori, esto es adini i 11o: pod tamos reen- 
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lazar: sL(.n1ju:E't;•: rctCrc:L 	1::. 

£- 

Ejompla 21-10- 

A veces, desea uno  

de 	5 ÍrT1)C 1. C;.-i CCT') 1ji  

(d3OUlOd?) Ja r 

El siquicnt:e a 	docrt:.j t.  

a la izquierda 1o1 sPm)/.10 es ecial 

EjemPlo 3.11. 

Otro procedimiento que es mu comOn es el, de doblar o du 

pl iccir una suc es 6n . í menudo, ílesuomos e ctu.t r 

formaciones que destruyen una sucesin , pero que  

son de naturaleza tentativa: en un o jerto momento, pode-
nos decidir oua las tranu formac iens eran eu.ivocad:isv 

desear comenzar de nuevo. Debemos, pues, poder salvar 

una copia (backoff) de. la sucesión original, a la que po-

damos volver. 

Dada una sucesión P, los siguientes algoritmos rc.ducon-

la sucesión PP antes de que lleguen a un alto. 

Marcadores:  

2.- 

3.- 

4.- 

6.- , 

( 	E: 
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Para observar r6mo o['eru este 	ueía Je u|Y"r tmos, npii1u¥- 
moolo a 1^ 	ccxiÓn, digamos P' nl rn/' ''. ~ <O, l, 2 

p 

01 	.> o( 01 	 (6) 

=-=—. 0¥ 0°¥ l 	 (2) 

- O¥ 1¥Ul DL <1> 

• 
 

----"- ^ O]a 	l¥ 	O1¥¥ (3)  

====> 0 	¥ 	l 	 \1 Dl`¥' (3)  

- - 0l ' ¥¥ 	Ol'^ 
¥ 

(4)  

' Ol¥1^¥¥ (4) 

' 	' ^ 
' 0101 (5)  

- '.  

g p  

¥ 

Ejemplo 3.12.  

Como ejemplo final, damos un algoritmo de proyección. 

Estamos tra'Eando con sucesiones de la forma  1- 2 
8_, donde c< es un símbolo especial. 

La tarea es aislar de esta sucesión la eubnuoeoiÓu ¥ , ~ 
¥ 	. 

donde i /¥ n y ambos son conocidos. 

8e consigue esto, borrando A l ,¥¥2 '^``' 8 	pasando so-- 
¥' 
	 i-l" 



' 	l — --/ ' 	I 

l 	---- 

3 ) 

¥lT-' 	+  
¥ 1-1 

i-I---' ' 

— ¥ 	-- 

c_ ---+ ^ h 
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bre A i y lupYo, boccundo lu p°coi:n rus; Luoto de lo suco-
si8n, 

Maccadoceo: 	,.,,,!| , h / l  

a- ---+ \\ 

---, . 

-- 

4. MAQUINAS DE TURING. 

Pasamos ahora de nuevo a un enfoque más clbsico del probiema-
de resolución de problemas. 



NUMO 

varios 1rcc1tl);,  

t'ii ri 1I( 	se Iwin 	Y 

te uno ie  

Dr:ornos pt'iiniro 	uo dt,t 	i. i 	 1 	 )t1 iescr: 

intuitiva de la )i&1ic.jul de 	 1n:I 	'uri.nq y - 

varios e :i  enip los de su uso.  

Dof i u ir uii 4 . 1. 

Sc:lri los :];u jouLes 	JUnes; 1 1:1 t.: ::L' !os nombres -- 

r.}ect vas 1lie so 	ud 

Q ' ' 	' Li 1 

y 

~3unc ,  es, :. mho los 

R, 	Ll 	en U t) 1: 0 	r.Lti tos 

Una eX;L.iri.(n es uno sucesinn rinita ra signea todos- 
los cualen, exceptaj t, ami 	 Jt.:•'ir, oie-- 

men LOS de S), sundo el z tuno excepr ioun 1 un stado --

(es dec]r, elemento do (J) 

- Un quíntuple es una sucestn de cinco elementos  

Sil Sk t m, 	ej en el que Li. Y q 1  son estados, 	y s 

stnibolos, ' :n un movimiento. 

- Una Mj1i!ia de Tur.-j-n(L es un conjunto finito de Ljl.11fltU-

pies, entre los qu9 no hay dos que tengan el. mismo par 
de e1 ement:os inicial 	

1. y 

Una meuiva de Tun re.j transforma exu Oi ;i)uS .1n otras exjre--

siones , do acuerdo con las sidu ion LOS reglas:  

Supoiiyanios ueP y Q son Sucos iones aI'b trir las do s mbo 



los 	(en S ) r [) slhL ement. 	V;S 1C1 i r 	:E?2.1 .ü' 	S. 

aos idereis s a s 	con .r; 	n slm.bolo esnecia1r :¥! .'.if> 	1._a 

ma rcr:OS Un Í)1C11C(5, 	Ul .1if :eootarerros usualmente nor 

CASO 1 	Quíntlll:).les de la f.^:. 	s u,1. . 

r. 

f;`: _.ores 1'...ii t> 	P.nf 	S (i 	
_ 

• Expresiones i:i Er 	A.::A 	,. .:>:. 	:: 	qs 	1?!'; t ..-.i;l.`i 	 f:':ii::n 	.,I. E., 

• ¿:tras is x _I"esi.cr' s :y: se tr<it'! eran. 

- 	 '1'3 k .i 

• Expresiones r. 'i1 .S 	so t :::C:SZ. rISlc9i! en E'.:Cros..illf_'S- 
` 

• Expresiones .. s 	se ti;?(1Gi{]Y:?l,•;r1 en • 	re,slC3nes - - 

u fl 5, 1. 

• otras e>:4 rl s1t::I7( s .... se tr3(Istorman 

Esto es la dei' inic in • las Req Las de Trcansformacifln de una - 

Máquina de `Luring. Veamos ahora un poco más profundamente. 

Cuando una McSr Máquina de 'i.i2l'1nCj SC. 3S'1loa a una eXpl'f.'52?!lr se --

permite que opere hasta que alcanza un par de simbo1os de es-

tado cl is é para los que no está definida ningún ?uSntuple. E  

resultado, en ese momento, puede considerarse como el resulta 

do de aplicar la tS3.,L(1:'. de Turinq a la cX(?res1i5n .inicial , --

aunque, más comimunte, se considera como resultado a la suco 

si6n de s5mhoios en t_1l ncmonro, es dec ir, se ignora el esta-

do final. 
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Veamos el siguiente ejemplo de una Máquina de Turinq. 

Ejemplo 4.1 

c 

	

D 11L 94 	q1  c c R q0 	o 	d d L 4 	14 

	

a 	a R cj 1 	4o.—) el, d c L 2 	
(i5 O b R q 6  

	

lo.—) q0  b b R q0 	 q 2 a d L q7 	q5  a a L q4  

	

2o.-4q0  c e R q0 	 C13  a a L 95 	b b L q4  

	

q0  d dRC10 	q 4  DDq-, 	q 5  c c L q4  

	

q1 Cl O 1, q3 	94  a a L 94 	q 5  d d L q4  

q1  a a R q 	q4  b b L q 4 	q 6  a c L q6  

q1 	b b % 	94 CC L q 4 	q6  b b L q7 

Esta máquina de Turing opera sobre el conjunto de símbolos - 

D a, b, c, dj (o cualquier conjunto que contenga a éste - 

como subconjunto).  

Notemos, en esta Máquina Turing, que: 

• - Hay referencias entre los quintuples a un estado q7, - 
pero ninguno de los quíntuples comienza con q7. Luego 

q7  es, en realidad, un estado de "parada". 

- Notemos también que hay ciertos pares de símbolos de - 

estado, por ejemplo q2  b, con los cuales no comienzan - 

ninguno de los qufntuples que aparecen en la lista. - 

Luego, aunque q2  no es siempre un estado de parada. la  

máquina parará si, cuando el estado es q2. se  encuen—

tra el símbolo b. 

• Para ilustrar la operación de esta máquina, consideremos la - 

• expresión q0bcadc. 
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La máquina transformará esto, sucesivamente, en: 

lo. 	> bgocadc 

2o. 	i bcgaadc 

30. 	
----) bc a g 1  d c 

40. ---> b cq 2  a c c 

50. 	----3 bq 7  c d c c 

y en este momento se parará. 

As t pues, la máquina ha transformado la sucesión de simbolos-

bcadc en la sucesión bcdcc. En el cuadro de quintuples que -

constituyen la máquina 'ruring, se señalan con flechas los - -

quintuples que intervinieron en cada paso de la transforma- -

ci6n. 

Esto corresponde a la producción de Markov. 

ad 	—=  .dc 

Evidentemente, en este caso resulta mucho más simple la tarea 

siguiendo el método de Markov que el de Turing. Una conven--

ción que es útil al trabajar con máquinas Turing es la de una 

representación tabular, de la siguiente manera: 

El quíntuple qi  sj  sk  m q l  está representado por la entrada -

de la tabla sk  m ql  con coordenadas qi  y sj. 

En esta forma, la máquina Turing de nuestro ejemplo 4.1 apare 

ce en la tabla 4.1. 
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ra {} C rl 

fl Lr{ j .tl 1 i_,i% 	, •(Z 	_t 'I,t 

t1 
1 

tiltr 
` 

1 	. i, 	t 	.  

Tabla 	1 . 1. 	!15t, 	 i l.. 	'!'  !r , i 	. 	1 

1{i:n 	5 	VJ.í t: t7 	't'a ltr: 	CitUE:.: 	í1:. :¥i;l'^.:'t :a•.:i:  .¥:. 	i;tl'1.1?.'i ,. 	`i'!.li"ir; 	y 

un 	ejem ¡.Lo 	ncrt.r;: 	c>n .;:.;1 .. t  

suceslones 	V:.?fla>S 	i".üf?:t)iiI Í.. !¥... cl+.. 	i"-'..?i:E.'_ rt` 	•1.'(':'.f.1;.1r 	en- 

LO1'ma 	Ciu 	Lal).l.,i1 	un. t 	;?la':rt.l i.na 	(:!i ?. i 	 ; h. 	r:  

tu i tivament 	c)r3e?;<): 	„t..tida;: tiE 	c 	;t' cl s. 	a::s 

:.iJ`LIr2L:i.'At: ION i NTU 1'1' 1 V ¡TE UNA IA'. U 1 N DI' 

1,I.: 1 

Consideremos una P,liitlu inZ ennsistente i-n una tra_ 1 negra con una 

cabeza lectora e i;iscr 1j t:oC.a Ci1soñada ¡.!irci examinar tina cinta 

que esta dividida en ct;adr,lci s. 	(verso I,1 f it; . Q . l.) . 	La cin 

ta puede considerarse n infinita o ar'bit'1'ill'lamento extensible 

en ambas di rece 1. nes. 	Den t. ro de 1-I cata netar;i, o1 di;posi.ti.- 

V 	pue c t.r)mar 	una t¥ntre 	un 	ciur tt) numc'r.t 	clE-. 	¥. ,f. 1.1 ut ZCVC - 

o estados int:E rn o.s. Estos proveen a 	la maquina de una cierta 

cantidad de memoria linlitacia. 	En c¡cera•::lón, 	la cabeza 1ecto- 

r 
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ra-inscriptora examina un cuadr i o de la cint...-. Dependiendo-

de cuál sea su estado interno y el símbolo que encuentre en - 

la cinta , imprime: ,.)tra :-ímbul0 Sil l'1? ese Ct.t7i r•;1CO 3  se mueve - 

un cuadrado a l a derecha u a 1 1 izquierda, 	C•:7111b.ia. :;u estado. 

0 1 
IiDIFT1±IIiI 

 - - - 

cabeza lectora-inscri¡iLar.a 

Pig. 4.1 Máquina de Turing básica. 

La hipótesis formal de que una expresión es finita en longi--

tud se corresponde con la hipótesis informal de que en todo - 

momento la cinta está en blanco, excepto por un número finito 

de símbolos en ella inscritos. 

Con esta misma interpretación de la máquina, veamos los res--

tantes elementos de una máquina (contador, sumador, reconoce-

dor de números) mediante ejemplos. 

Ejemplo 4.2. UN CONTADOR. 

Suponemos que sobre la cinta hay una sucesión de ceros y 

unos acotados a .1a izquierda y a la derecha por el slmbo 

lo "$". Se desea contar el número de unos en esta suce-
si6n e imprimir a la izquierda del "$" que está más a la 

izquierda el ndmeral decimal que representa este nGmero-

de unos. 

Se desea también dejar la sucesión original sin ningún -

cambio, suponiendo que tenemos un símbolo "a" que no ala 

rece y que, por lo tanto, podemos usar como marcador. 

Si suponemos que inicialmente la máquina de turinq está- 
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Cfl t1. 	t. 	 , 1, 	 hl 	:l 	;' 	u:-;t 	(.¥'•::a tn' n,. l r;;:¥ u 	e1. c SÍ 	liac;;u 	"$' Situi.l- 
(1 O ¥ f'l a; 	a 	lu 	1!({U1c 	da, 	erit:r:1":ti , 	la 	f1iJC 	U11'iíl 	1JU Se 	fIIUe- 
t,rCl cr1 	(a 	Tabla 	4.2 	t:fee tia 	la 	t('11'E.1,_I deseada .  

$ 0 	1 	2 	3 	4 	7 	6 7 	H 9 	a 
c ¥ 

¥ r i l k 	•,¥ i y 1 i 	¥ 

a t 

q2 ¥:.ci. OL:k. 
 

+ 

1 E.:y 	: fic¥ 
t ; 	n ]kq ¥n 412y i 5Eiq n 6Pq i 7Rc i 	;,3 8i c 	¥N ¥¥ 	9 = 

t 

QL 3 i 	(¥Ftan 

t ln .'kcl ;lk 	i 	I 

tf 

L
ü t 11uq► L 

Tabla 4.2 	Un 	nt:ador. 

Esta máquina e.ectua la tarea buscando a la derecha para en--

contrar. un "l" que reemplaza por "a". Vuelve entonces a la - 

izquierda y añade uno a la cuenta que está formando. Después 

de esto, la máqu.ina localiza la "a", la reemplaza por un "1"- 

Y Prosigue la bi squeda. La localización del "$" situado más-
a la derecha, para ei. proceso. 

Para verla t'.unci.orlar, apliquémosla a la sucesión $0110s. 

SUCESION 
P A S O S 	TRANSFORMADA 

uo$O11 OS 

$g1011.0$ 

OUTNTUPLES DE 
REFERENCIA 

go$$E4
1 

(-]1 QORQ1 
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15 UCE;TON 	yIJ NTUP LES D}: 
P A S O S 
	

tN ['C)rlAf)f 	i1: E'JIENCi A 

$ Oq 110$ < 

30. -----> 
1 ( 

0$ 

50. ------ 2 	3 

¡ 3  Li 5 O i 1 0$ 

6o . 1 Ri 4  3 

;Oil0$ 

70. 1i 	9r • J - 
i• 	010$ 5 .( N 

80. 1_> C1 500 R(1 5  

'-- 	- 1 

90. —.—.-4 
 q

5 a1Rc 1  

101:iiiOS 

10 o. •------ _> q11Lq2 

1$;)110$ 

lbo . -----------3 > q2llLq2 

1 $ 	200$ <. 

12o. u 2 00 Le¡ 7  

1q 2 $OlaO$ 

13o. •---) $$I.c .3 

q 3 1$OlaO$ 

140. 
.7 

ej.3 .1 2 

7 



liC1 	' 1 C  
F' A S U 5 i 	l'F:ikLi 	:i¥ 

4 
1 	 ► i 	i, 	, 

2$q -01 

16ta. 	_ 	.._, c¡ 	f10' 	r 

2501c, 	aO:; 

2;0.114;1 0;, 	-  

19o. --•  > q1 0 0 P c11 

2$0110c.r 1$ 	.i 

20o. 	-------) , 11 5$F?g 6 

Se 	p.:ira 	c1 	ni :: esc,. 

r.JEMPLo 	4. 	UN 	SU11TD` R. 

Nuestro conjunto de Golc>s consta 	hura de exactl-.mente dos- 
sínbolos, 	un 	"0" 	y un 	".1 

Deseamos transformar la sucesi.Gri : 

1---1. 0 	1---1 

m n 

en 	la 	sucesión: 



1 
0rq 

l¥q 

lRg 

l¥q 

lLq 4 

1 L 

1t.g 6 
ORq 8 

1 Rq D 

lR; 9 

1Lq 1O 
1Lq ll 

Z17 

l---1 O l---1 U 1---1 
' 

m 	o 	Ifl~n 

Ca decir, considerando la sucesión mriq jata l cono una represen¥ 
t:aoi8n I;nr mareas de un par de números onterrs pos ici vos , 
remos tormar la suma de estos números, a la par que conservar 

los números originales, t.o la tabla 4.] se muestra una mÓqui 
tia Tucing que realiza esta tarca. Suponemos que osti inicial 
mente en el estado q~ y examina el "l" situado m¥s a la iz- - 

quiurda. 

¥ 	
v 

-/ 

¥.' 
.4 

¥ ¥`.. 	 ` 

, OLq 6 

q " 

'-17 ORc112 

q9 lLq 0 

¥ 	¥ 	. 	 Tabla 4,3, Un sumador. 
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Para ver Eurc inr esta máquina , 	1 iurno la cl la sucesi6n - 
101. 

SUCESJON QUINTUPLEs 
P A S C) 	S TRANSFORMADA DE REFERENCIA 

101 

1 	• > q 10 Rq1  

0q101 

2o. 141  00 	2 
00q 21 

30. 

001q 2 0 

4o. (1200Rq3  

0010q 3 0 

So. el 	01 L 

001q 4 01 

6o. - q 4 00Lq 5  

00q5 1.01 

70. -------- q 5IlLq5  

Oq 0101 5 
80. --------) q 500Lq 6  

q 6 00101 -' 

9o. q 601Rq0  

1q00101 
.< 

100. q000Rq7  

lOq7101 
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SUC 1' ; 1 OM i)UJ .I t1`f1 	1' L1.:S 

P A S 0 S Di: RF1"1-P1:UC1A 

1 10 . ------ i 

1OOcg8 01. .'¥ 

12o. (OORcs r) 

1000ocl1 

1 :30 . __ .._...j ¥ q 	1 .1R' 1 t) 

1.0001(¡ 	0 

1.4o. > ro 9 01 Lci10 

1000) 1()n >\ 

1.5o . ----) q.1 Ly 1.01 	10 
L 0 0 c-I1 	(:11 0 

16o. -__> q1 000 

I 0 c111ü Ú 11. 

 

17o. --- (1 10112x17 

101c:7(.)1 1 

180. --j I> cl 700 Rc.I12 

1 01.O (! 	11. 

So 	I,rri 1¥.a 	mácju.ina. 
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Ol.1:;É.rveseque la ;'I lu lna úni i''í al i c' 44 . i re:! ..ia 1,1 t. lr:. a sin 
necesidad Cl emplear marcadores. De hecho se t.; 

ro no es oIdLcjado; lógicamente, al intr'oduc:1r ni roo CV) res , 	la 
sol.uc16n del problema puedo haeerse:e usando urna 0 ícíc: ino con -- 
menos estados . 	En ycnera l , ha} c:ic'r:'t a compensación entre es- 

tados y símbolos; si nr) ie usa un marcador para 1.oca11zar' un 
punto especifico, entonces, deben usarse estados acíici.onales -
para conservar la pista do la sit:uacibn de lo cabeza lectora-
inscriptora respecto a ese punto. Pero, no podemos reducir el 
número de símbolos por debajo de dos. 

Ejemplo 4 . 4 UN RECONOCEDOR UI., NUMEROS. . 
Este es un fragmento de una máquina de Tttr.inq diseñada 
para terminar su oper.1r_.i6n co uno de cien OS todos di fe 
rentes, dependientes de cu 1 de los números os 00, 01, 02, 
... , 99 está impreso sobre la cinta . 	La m Squ ina se -- 
muestra en la Tal)]a 4.4. 	Está in.1C:7.1lnionke en el esta 
do qo  examinando el d1cjite situado miss a la izquierda-
del par. 

0 1 2 	- 	- 	- - 	- - 	9 

0Rq 1,Rcl1  2Rg 2 	- - - - 	- 9Rg 9  

ORg10 1Rg11 2Rg12- - - - 	- 	9Rq.19 
0Rg20  1Ru 2 , 2Rg22- - - - 	- 	9Rcl z9  

0Rg 90 1Rc19.1 2Rg92 	- - - - -9Rg 99  

Tabla 4.4. Un reconocedor de números. 
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Para ver funcionar la f?t5cjl11.1"]E1, tomarnos un numeral decimal de- 
dos dlg.tos, 	'gamos el 2S, j' aI711c:wmoslc? 1 mecanismo. 

PASOS 	 SUC_SION 	 (t.`1ET"C'PLI::: U! 

lo. 	_ — 	 ¥q 22F ,  O 

2ut.' 

2o.  

25(-1 
2 O 

PARA. 

Como resulta evidente por este f:ltiiuo ejemplo, podemos descri 
bir una máquina de Turing que distinguir entre un níunero fi-

nito arbitrario de numerales u otras sucesiones de símbolos, -
y actuará en consecuencia. 

Luego, una vez que fijemos un conjunto de símbolos y un méto-

do exacto de escribir descripciones de problemas, podemos - -

construir una máquina de Turino que dístinguirá entre proble-

mas y reaccionará en consecuencia, es decir, intentará resol-
ver el problema descrito. 

En particular, tenemos un método exacto para describir máqui-

nas de Turing y los datos sobre los que operan. 

Así pues, se puede construir una máquina de Turing M que acep 
taró como datos la descripción de una máquina de Turing arbi- 
traria T y algunos otros datos, y efectuará sobre estas Glti- 
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mas datos los mismos cálculos que los clue iiabra ¡ti- r 	 tic:cl ca 'í'. 

Unza ta m icluinra M sc, conoce como una MAQUINA UNIVERSAL DE -
TUftING . 

Lo anterior no s iqn i. f ica que se i}r; e, '.; n resolver todos los pro 
blcarias con rr1í<iu mas de Tur íno . Veamos porqu( 

1.- Una máquina cie Turing universal acepta como entrada-
la descr.r.c ión de una máquina de Turing 

2, 	Esto nos 11 eva a pensar en lo que sucedería si usa— 

mos la descrínción de una máquina de Turinq como en- 
trada para una máquina cien Turi.nq arbitraria. 

.3.- En particular, si alimentamos con una descripción de 

una máquina T a la misma máquina T, tendremos difi--

cu.itades. En realidad, se puede mostrar aún más, --

que ninguna máquina de Turing puede decidir si una -

rnáquina de Turing arbitraria puede desarrollar o no-

un cálculo cuando los datos que se le suministran --

son los de su propia descripción. 

Un problema insoluble que podemos visualizar. más fácilmente - 

es e 1. "problema de .la parada" que discutiremos en la siguien-

te sección. 

COMENTARIO 

Para finalizar esta sección cabe mencionar el siguiente deta-

lle importante que nos muestra una rama de la génesis de la -
computación: aparte de otros modelos de máquinas de Turing,-
varios especialistas han propuesto y estudiado un número con-
siderable de "máquinas" muy diferentes. Estos dispositivos - 

se conocen, en general, con eL nombre de AUTOMATAS y, muy a -

mentido, tienen capacidades menores que las de la máquina de - 



Turi.ng. 	Sin ernl:]aargo, eL estudio de ec:;tos ciispc,;;itivos Lprop:,or 

ciona una visión penetrante sobre las cumple j idacles relativas 
de diferentes, clase; de roblemas. 

S.- LOS PRo13r.u21i\s DEL CASTOR L.AiOR1OSU 'i 1J1 PARA1)i,. 

Las mdC}U1n.7L;de TU1:1nC) están C0I1St:1-U.Idas para efectuar tCtreas-

específicas como, por ejemplo, la adición ca :1a multip.licación. 
Parte de la constrl.lcc1óIl es la admisión tic.l.Y_a t1,.. un forma te- 

estc¥lndar para la sucesión con que se le va a al, imantar. Tal-

como se especificó en los ejemplos 4.2 y '1.3. 

Pues bien, es muy natural ohoi: a preguntarse sobre cuál sería-

el comportamiento de la máquina si. la sucesión de entrada no- 
fuera estándar. 	l:s decir, ,?quó sucederla si., por ejemplo, el 

contador C1ue hemos diseñado encontrase ;;ín117t)Los <.:.-t:intos de-

0, 1 }, a entre los signos de pesos $ ?. 

6, ¿Qué sucedería si el s.iono „ de la derecha faltase?. 

Esto es precisamente el. "Problema de La tarada" (ihaltmnc, pro-
blem) , cojo -podemos redactar lo 1i 

"dada una nl5c;uiita de Tun nc V una cinta arbitra 
rl.a, dotermni.nar si la mfíquína harf' oven tuilmon 

te un al te o nc en el. uso de la ei.nta dadla co-

mo al imantación de entrada". 

Pues este y el problema con €1 relacionado del Castor Laborío 

so se ha demostrado que no se pueden resolver por u 1 nquna In-

quina (o algoritmo) de Turing. Es decir, no es posible dise-

ñar un algoritmo c}ue resuolva este oroblerla 

La palabra esencia afluí es "eveentuallment.e'l. 
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Es fácil determinar si una determinada máquina se va a parar-

dentro de 1,479,645 o cualquier otro námero determinado de pa_ 

sos: simplemente, se intenta vue la mác:uina funcione durante-

(1,479,645) + 1 pasos. Pero con el "eventualmente" no tene-

mos limite sobre el nQmero posible de pasos ctue pueden ocu- - 
rrir. 

Vayamos con el problema relacionado del Castor Laborioso. 

Como una máquina de Turing se construye partiendo sólo de con 

juntos finitos (conjuntos de símbolos, estados, movimientos, 

quintuples) es claro entonces que hay solamente un numero fi-

nito de máquinas de Turing de un tamaño dado (es decir, de un 
nimero dado de estados y símbolos). 

Por ejemplo, si tenemos: 

- n estados, .o, ....., c;n-1  (sin contar con el es-

tado de parada qn). 

- dos movimientos, R, L 

y 

- dos símbolos, 0 y 1, 

entonces, cada bloque en la tabla que describe una máquina - 
puede llenarse en 2.2• (n + 1) = 4 (n + 1) formas (el 1 extra 
es por el estado de parada q 

n
). 

En general puede llenarse de m • 2 • (n+1) formas, donde m son 
los símbolos, 2 los movimientos y n+l los estados. 



0 	1 

2 25 

q1¥_1 	l oque¥ 

q n 

Como hay 2n bloques en la tabla, si requerimos que cada blo--

que se llene, has' entonces exactamente N = C4 (n + 1)] `n 
quinas de Turing de n-estados v 2 símbolos. 

Pues bien, el "Problema del Castor. Laborioso" de clase (n,2) 

es el de determinar cuál de estas máquinas terminará con el -

máximo numero de unos inscritos en su cinta suponiendo que al 

comenzar la cinta está en blanco. 

Vemos pues que éste es un problema de parada especializado y-

el Prof. T. Rado (E.E.U.U.) demostró en 1962 aue es también - 

insoluble. Finalizamos aquí la discusión sobre las máquinas-

de Turing. 

Con esto, vistas las raíces del árbol "Lógico" de las computa 

doras (algoritmos de Markov y Máquinas de Turing), estamos --

preparados para dar un paso más hacia el presente "algoritmi- 



226 

co" de nuestro mundo computarizado. 

6. COMPUTADORAS DIGITALES. 

Tanto los algoritmos de Markov corno las maquinas de Tur.inq -

son muy satisfactorios teóricamente. Se manejan en ellos - -

principios fácilmente inteligibles, se puede mostrar que son-

unos equivalentes a las otras y que sus relaciones con los --

sistemas de cálculo son las que se hablan propuesto. Sin em-

bargo, su propia senc.illuz los hace inadecuados para la mayor 

parte de las necesidades de cálculo, como, por ejemplo, el --

trabajo que se necesitarte para efectuar el simple producto -

de dos enteros por cualquiera de estos dispositivos. 

Queremos ahora examinar un artificio muy próximo a las moder-

nas computadoras digitales y ver cómo resolveríamos los pro--

blemas con su uso. 

Se hace la advertencia de que muchas consideraciones tales co 

mo las limitaciones de tamaño de los registros, problemas de-

regulación de tiempo, dispositivos para la alimentación y la-

emisión de resultados, etc., se omiten, aunque son vitales pa 

ra la obtención de una computadora. Nuestro propósito es el-

de examinar la lógica que respalda el método (le solución y no 

el de entrar en los detalles utilizados para conseguir que --

las maquinas funcionen. 

La "computadora" ciue discutiremos es una abstracción extrema-

damente simplificada de las computadoras digitales corrientes. 

Las computadoras reales tienen a menudo 100 códigos de opera-

ción, varios registros de Indices para ayudar a la dirección, 

diferentes tipos de almacenamiento, y muchas complicaciones -

m3s. 
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Nosotros, 	en cambia, :>ul)onclremas 	una sola 	uniciad 	ck! 	almacena- 

miento a la que nos podemos d.i.rigir simbólicamente. 	Es dccir, 

nos podemos r.efer.i.r a 	una 	cantidad 	:: almacenada 	come, 	"x" : 	no- 
necesitamos conocer su colocación exacta en 	el. 	almacón. 

Dos registros especiales, el acumulador y el 61Q (mu.ltipl ica-- 

dor-cociente) , se usar ln para todas las operaciones. Estas - 

no se consideran parte del almacenamiento. 

As 1 pues, tenemos supuesto: 

- una unidad de almacenamiento 

c 1 acumulador 

L - dos reyi.str.os especiales 

1. - cal MC1 

Tambi6n supondremos 12 instrucciones cue tienen una sola cli.-- 

rección y caen dentro (le tres Cí7if.'•i1or as: 

a) 4 instrucciones de transferencia 

b) 4 instrucciones aI: itmSti.cas 

c) 4 ,instrucciones de control 

NOTA: 
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Entonco ;, por Cjeinpl o, en unir noi a i nstruec ién no podo-- 
mos sumar dos números r ya que no podemos refrirnos a am 
bos dentro de una m11sr11a1 nsL ruco i ón. 

a) Instrucciones de Transferencia. 

Tratan de la transferencia de i')foI:macil)n entre el almacén 
los dos registros especiales , 

	y- los 	;7 so usan paramover informa- - 
cifan; su formato es el. siguiente: 

CLA: del almacén 
del acumulador 

("aclare y añada") 

del almac€n 
al t4 

STO: del acumulador 
del almacén 

("guarde del acumulador" 
-store the acc¥zmllator-) 

91,Q: del MSQ 
al almacén 

1 	 ("cargue -load- el MÇV") 	("guarde del MQ") 

Es decir, el siguiente dibujo nos ilustra la transferen-
cia: 

¥ ALMACÉN 
Lp 

Q 

ACUMULADOR 
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Se considera que estas lnstr.uccLonas son no destructivas, es-

decir, 

si. 1.a cant:idad X se encuentra en el almacén, entonces la 

ejecución de la instrucción Cld\X produce una copia de .,-

en el. acumulador. , pero ret ione a X en el al macón 

Y si Y se encuentra en el MO, entonces STQ Y produce una 

copia de Y en el. almacén, aparte de la copia do Y dejada 

en el i1Q. 

Análogamente STO y LDQ. 

b) instrucciones 1lritri ticas. 

Corresponden a la SUMA, RESTA, MULTIIPLTCACION y DIVISION. Su-

formato respectivo es: 

.U)D 

Como estas son instrucciones de una sola dirección y las ope-

raciones aritméticas envuelven dos operandos, es necesario te 

ner previamente uno de los operandos situado ya en el acumula 

dor, o para la multiplicación en el DMQ. 

Esta no es una restricción considerable en la programación, - 
ya que, muchas veces, 	estas operaciones se usan sucesionalmen 
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te, y. uno cae los 	c:ri.3ndos sea e:nc:uc¥ntr¿ir: ya en el acumulador- 
o el MQ por la ocerac.ióin anterior 

Las sucesiones básicas 	 r sumas producir para C 	diferencias, pro- 
ductos y cociente, y colocarlos en cal almac6n, son las si- -
guientes: 

Y + Y 	Z : CLAX, ADDY , STQZ (sólo se usa el acumulador) 

Y - Y = 2 : CC,áv<, SUf3Y, STOZ 

X x Y 	1 : I,DQX, MPY Y, STQZ (h STOZ) (El. multiplicador se- 
mantiene en el registro MQ. El producto se exilan 

de a dos veces la longitud de un registro de alma 

cenam.iento normal --- por ejemplo, 76 x 24 = 1824 — 
y se mantiene tanto en el MQ como en el acumula--
dor). 

X - Y == 2 t CLAX, DIVY, STQZ, (en la división, el cociente se 
deja en el MQ con el residuo en el acumulador. El 

residuo, por tanto, también se tiene a mano, si - 
se necesita 

OBSERVACIO14: 

En la programación para una computadora real, los proce-

sos aritmdticos se complican por el hecho de que el pro-

gramador debe tener presentes las posibilidades de rebo-

samiento (overflow), división por cero, y muchas otras.- 

Sin embargo, las instrucciones básicas son las que hemos 
dado. 
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c) Instrucciones de Cc:ontro1. 

Transferencia 	 , 

incondicional 
(l •PRA (¥¥,Tr ansf i.(6rz ,e a , ") 

Transferencias ` ) 'I'RZ ( "Transfiera cr, cero' 

condicionales 	l 'I'R[' ("I'ransfiera en pos i.1Ivo") 

instrucción 	r 
"alta" -- "hnl t") de alto  

TRAX no hace nada aritmético, pero es causa de (que la instruc 

cibn siguiente se ejecute sobre la cantidad rotulada "X". 

La sucesión contin11a luego autemati.camonte, desde (:.Se -- 
punto, sin volver a la sucesión primitiva. 

TRZ 	causa la Transferencia (3e control. siempre que el conteni- 

do del acumulador es cero. 

TRP causa la Transferencia de control. siempre que el conteni 

do del acumulador es positivo. 

HLT hace que la computadora cesc de funcionar. No requiere- 
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Pero no se permite transferir control. ni  al acurnulador ni ai.-
MMQ. 

Aunque una computadora real tiene un repertorio mucho mis - - 

grande de instrucciones y es por ello capaz de efectuar los -

ciculos de un modo comparativamente más sofisticado, veremos 

unos ejemplos sobre nuestra elemental "computadora" que ilus-
tran el modo en aue uno realizaría algoritmos sobre una com-
putadora digital. 

Ejemplo 6.1 

El problema es el de resolver el sistema de dos ecuacio-

nes lineales en x y y 

a x + b j 	c 

d x + e y 	f ; :e - bd /0 

Suponemos que los coeficientes están almacenados como A, B, -
C, D, E y F, y que los resultados se llamarán X y Y en la com_ 

putadora. En la práctica real, necesitaríamos leer los coefi 

cientes en el almacén e imprimir los resultados; pero aquí iq 

noramos la necesidad de estos pasos. 

La solución de estas ecuaciones está dada por las ecuaciones: 

x  _ ce - bf 
ae -bd 

- af - cd y ae - Sd 
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En el 	I>rcogr.arna 	abajo dacio hemos, supuesto que los coef.. cientes 

son tales que las partes 	signif.icativas de 	los productos apa- 
recen en MO. 

Los comentarios aue aparecer. a 	la derecha de alr,unas líneas - 
del. programa no forman parte del mismo, 	son sólo explicacio-- 

nes al 	procedimiento. 

LDO 	1, 

MPY 	I; 

• STQ 	TEME' al.mac(nese el 	producto ae y llámesele TEMP. 

• i 	LDQ 	F¥ 

• MPY 	D 

• CLA TEME' En este momento bd esta er, el %IQ y ae en el- 
• s acumulador. 

SUD 	m j 

S'I'n 	DENOM rl cic>nomi.naciOz 	ae-bd ha 	sido calculado. 

• LDQ 	C r con esto comienza el cálculo para x. 

• MPY 	E 

• STQ TEMP TEMP contiene ahora el producto ce. 

LDQ 	B 

• MPY 	F 

• CLA 'PENE' 

SUB 	MQ esto calcula el numerador para x. 

DIV DE'JOM 
• 

STQ 	X 
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LDQ A 	cm esto comienza el c¥Jculo do y. 

MPY I' 

STO TCMI, 

LUQ C 

MPY D 

CIA TI MP 

SUU Mp 	el numerador para y. 

UIV tENOM 

STQ y 

IiL'I' 	se Jara el proceso. 

Como puede observarse, el programa consta de tres partes, 	- 
que son casi iguales, excepto por 1.os datos usados. Siempre-

que e.l cálculo en varias partes del programa es el mismo, pe-

ro aplicado a datos diferentes, es conveniente hacer oue la - 

computadora repita un ciclo y no tener que escribirlo de nue-

vo gastando espacio de almacenaje para varias copias del mis-

mo. 

En el ejemplo siguiente programamos el algoritmo para determi 

nar si una ffrmula polaca está o no bien formada, usando la -

capacidad del computador para repetir un ciclo varias veces.-

La carta de flujo para este algoritmo se dio en la figura - -

2.3 

Ejemplo 6.2 

Suponemos que tenemos en el almacsn los datos: NUM, S(1), 

S(2),..., S(NUM), y las constantes: C, A, K, E y N. 
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Nótese que los datos, 	en este caso, 	son alfabéticos. 	Sin 

embargo, en la computadora están representados en 	la mis- 

ma forma que si 	fueran datos numéricos 	(e 	instrucciones), 

y de aquí oue podemos efectuar operaciones numéricas so- 
bre ellos. 

Necesitarnos tambi6n en el 	almacén la constante numérica- 

1. 

Las letras oue aparecen a la 	izquierda de alqunas 	lineas, 	son 

etiquetas de identificación a dichas 1.Inens, 	! 	st 	forman 	par- 

te del programa. 

CLA NUI.1 

STO 1. 

AA 	CLA S(I) 

SUB I. 

TRZ AB 	Transfiérase a 	instrucción AB, 	si. S(I) 

ADD N 

SUB C 

TRZ AC 	Tr.ansfii rase a 	la 	.instrucción AC, 	si 	S(I)= 

C. 

ADD C 

SUB A 

TRZ AC 	Transfiérase, 	si S(I) 	- A. 
ADD A 

SUB K 

TRZ AC 	Transfiérase, 	si S(1) 	= K. 

AB!) 

• 

K 
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SUI3 E 

I'I2Z AC Ninguna 	'i r. 	ferc;nci..a, 	;; i 	S (I) 	es 	una 	va-- 
r.i.abl.c 	propvsi.eíanal 

CLA T 

SUB NUt.1 

'1'Itl AD Transfiérase a AD, 	si. 	1 	NUtd 	(condición 	- 
inicial). 

CI.F1 1 

ADD ONE ONE es 	la 	locación do la constante 	".1". 

STO J 

CLA SUM (J ) 
ADD ONE 

AE 	STO SUB! (1) 

CLA ONE 

SUi3 1 

TRZ AF Trans f i.6rase al final del proceso. 

CLA SUM (.1) 

TRP AG T'ransfi6rase, 	si la suma parcial es acepta 

ble. 

AH 	HLZ' este es el. final si la fórmula no está 	- 

bien formada. 

AB 	CLA 1 meta esta 	instrucción, 	si 	(S(i) 	= N. 

SUB NUM 

TRZ Ai-i Transfiérase, 	si e]. Gltimo símbolo es N. 

CLA 1 

ADD ONE 
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Si'( 	J 

CLA S,U^1;.7) 

'I'RA AE 	Váyase a AI 

AC 	CLA 	1 	meta esta 1nst.rucci6n, si 5(1) es C,A,K 6- 

E. 

SUI3 NUM 

TRZ AL! 	Transfi6rase, si el. último :;.frnbol.n es C,A, 

F: 6 E. 

CLA 1 

ADD ONE 

STO J 

CI,A SUM (,.1) 

SUL3 ONE 

TR\ AE 	Transfiérase a Al. 

AD 	CLA ONE 

TRA AE 	Transfiérase a AU. 

AF 	CLA SUM(ONE) 	se termina el. proceso 

SUB ONE 

TRZ-  Al 

TRA Al¡ 

AG 

	

CLA 1 

SUB ONE 

STO I 

TRA AA 
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En este programa ,por el uso de subíndices como en SUM (I) 	- 

(¥ i en la carta de flujo) hemos supuesto que la computadora-

tenia la capacidad de localizar información dándole ese tipo-

de dirección. Podría haberse mejorado el programa, si hubié-

semos incluido algunas otras instrucciones, tales como una --

transferencia sobre negativos y una transferencia sobre no ce 

ro. También se necesitaba haber puesto instrucciones para ob 

tener los mensajes que aparecen en la carta de flujo. 

Ejemplo 6.:3 

El problema consiste en arreglar en orden alfabético una 

serie de N palabras. 

El convenio es que la palabra X precede a la palabra Y - 

si y sólo s.i como números en la computadora X es más pe-

queño que Y. 

El proceso de ordenación usado es un intercambio. La - 

primera palabra se compara con todas las otras. Siempre 

que se encuentra una palabra que la precede se hace un -

intercambio, y la investigación continua con la nueva --

primera palabra. De esta forma la primera palabra, en -

el orden alfabético, se convierte en la primera palabra-

de la serie. E. procedimiento se sigue aplicando luego-

a la segunda palabra, a la tercera, etc.... 

Las palabras se encuentran en los lugares: W(l) a W(N),-

y N está almacenado, corno también lo está la constante -

ONE. 

CLA ONE 

STO 1 

ADD ONE 

STO J 
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AA CLA W9(I) 

SUB W(J) 

'I'i2P 	AB 

AD 	CGA j 

ADD ONE 

STO .7 

SUI3 N 

'TRP AC 

TRA AA 

Ala 	CLA W(J) 

LDQ W(I) 

STO w (:[ ) 

STQ 11(,r) 

TRA AD 

AC 	CLA I 

ADO ONE 

STO 1 

SUI3 N 

T.rans;fl.fCaso parí intercambiar las palabras 

W(T) y w(,7) 

Transfiérase, si W(I) ha sido comparada con 

todas las otras Iza labras. 

Váyase a AA. 

inLerclímbiensc: W(I) y W(J) 

'I'r.ansfí_ rase a Al). 
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7., 	111:r;UA,fi.:.; f)l: 1'I ("i('Ir\hC [t)t! 

Esta sección Complementa 10 vi Sto en la:; prececi r;te:; Con un  

corto comentario del 1'OR(UC c :i srr:r, lc rivajes de l;roclramación, 

poniendo de manifiesto su venta 1c1 	ut i 1 idad en contraste con 

el aparente "aumento do trabajo X11 ar,:c..lr Con este,:-; un pro re 

quisito C7 traba IndS para el t.rc]tU can la cC)ITIIUtadC7r.7. 	AlU- - 
dtundo a los ejercicios flltimo , veremos (.p10 de hecho tales -

prerequisitos, lejns de ser una traba, son un puente hacia la 

computadora que nos labra de un ro de con fusi.6n y errores. 

En la seccifin anterior dimos tres e 0Ifl.) 105 de algoritmos o --

programas escritos para una computadora digital muy primitiva. 

Pueden escribirse m5gUinas de Tur1nq o algoritmos de Marl:ov -
crue realicen las mismas tareas, pero se llevarían muchas p5gi 
nas y lo más seguro es que la persona que los escribiese come 

tería muchos errores antes de que hiciera la versión correcta. 

No hay nada más f5ci1 en .la Teorf.a de algorítmos que equivo-
carse. Incluso el lenguaie de. 1a computadora cue usamos en - 
la Última sección es lo suficientemente primit:i.vo para que --

sea muy fácil cometer errores al escribir un programa largo. 

En un esfuerzo para disminuir el nfimero de. errores y pr)cier ha 

cer programas que se puedan entender más rápidamente por - - 

quien los examine, han surgido un cierto número de lenquajes-

de programación, y con ellos traductores o algoritmos (llama-

dos compiladores), que hacen que el computador. pueda "leer" - 

los lenguajes. 

Cada uno de estos tiene sus propias reglas gramaticales de - 

construcción y están diseñados para desarrollar diferentes ti 

pos de labores. Nuestro propósito no es ahorita tomar un de-

terminado lenguaje y emplear otro capítulo en su estudio, si-
no poner de relieve lo lógico y necesario de su aparición en-

la evolución de las máquinas digitales. 
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Entre los lenguajes mas conocidos están: 

FORTRAN 

ALGOL 

BASIC 

MAD 

I0VIAL 

PASCAL 

COBOL 

y tambirn 	BASIC EXT. 

destinados primariamente para 

cálculos cientificos, 

para cálculos en los negocios, 

COMIT 

SNOF3OL 

RPG 
para el procesamiento de listas 

de información; 
LISP 

IPL-V j 

y más recientemente, el PL/I, que tiene algunas de las carac-

teristicas de cada uno de los anteriores. 

Aunque no es nuestro propósito aquí la programación, es útil-

con fines de comparación, ver ejemplos de algoritmos escritos 

en un lenguaje de programación. 

Para estos ejemplos se ha escogido como lenguaje el BASIC. 
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Diountain View, California) . 

Ejemplo 7..1 

La solución de dos ecuaciones; lineales (véase el Ejemplo 
6.1). 

Ejemplo 7.2 

Fórmulas Bien Formadas. (Véase el ejemplo 6.2) 

Observación al ejemplo 7.2: 

En las lineas de comentarios REM, las etiquetas 1A, AB -

AC, AD, AE y AN son las que están como referencias en el 
ejemplo 6.2 y en la Carta de Flujo 2.3. 

Ejemplo 7.3 

Una sencilla ordenación. (Véase el ejemplo 6.3) 

En las páginas siguientes se dan los listados y "corridas" --

respectivas de los programas. En los ejemplos 7.1 y 7.3 sólo 
se da una corrida por cada ejemplo; y en el 7.2 se dan varias 

que ilustran la alternativa de ser o no ser f.b.f. 
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1.- LENGUAJES DE POST 

Vir.tuali ente, toda la actividad asociada con los conceptos -
discdt.i.dos en el capitulo, es de un carácter cien?ra t : 

la actividad del cambio formal. do sucesiones do-
símbolos por otras sucesiones de símbolos median 
te la ap1].caci¥ n dP ciertas reglas prescritas. 

una de las primeras personas en reconocer esto fue el lógico-

americano Emil Post. 

En esta sección examinaremos la teorí i que 1. 1 desarro.11ó y - 
dió a conocer. en 1943 1 que se conoce actualmente como la 	- 

"Teoría de los Lenguajes de Post".  

- 	Nos vamos a ocupar de operaciones sobre "un conjunto fi-

nito no vacío de símbolos", llamado "el alfabeto". Es--

tos símbolos se corresponden con el conjunto de varia- -

bles y conectivos en el cálculo proposicional (junto con 

los paréntesis) o con el alfabeto del español habitual. 

- 	Hay "un conjunto finito de reglas" que se aplican a es--

tos símbolos y que especifican cómo combinar sucesiones-

de símbolos en palabras o sentencias (las f.b.f. de la -

lbgica o las palabras del castellano). A estas reglas -

se les llama "producciones". 

- 	Generalmente tenemos también un conjunto de sucesiones,-

que llamamos "AXIOMAS" a las que podemos aplicar inicial 

mente las producciones. 

Pasamos ahora a definir formalmente todos estos términos. 
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Definición 1.1 

- Sea4 un conjunto finito no vacío llamado el ALFABEDO. 

- 	Sea 1r el conjunto de todas las sucesiones finitas de- 

símbolos de 	, conjunto al aue llamaremos el VOCAI3U-
LAR.TO. 

- Supongamos que los 	mbolos 	.1, 	2, "3 	......., 

no están en\9 . (informalmente, usaremos:  

• Un ESQUEMA SUCESIONAL es una sucesión finita: 

SI & il .,1 ot .i ) s 2 ...... oC in-1 sn-1. (xin 

- cada s es un elemento de 1Y 

y 

- al menos una de las C aparece realmente (una o más 

pueden ser nulas o no presentarse). 

• Una PRODUCCION es una sucesión: 

s1, s2,....., sm 	----? T, donde 

- m es un entero positivo. 

si, 	S2,....., sm y T son esquemas sucesionales. 

y 

- 	si 	1' 	_ ¥u 1 T1 c¥ 2 	T2 ...... oc n-1 enton- tn-1 x n 

ces al menos una de las Ti no es la sucesión nula- 

y cada una de las oC 	que i ocurre realmente en T.- 

también ocurre al menos en una de las 	sj, 	j 	= 	1,.. 

., 	m. 



F.1 uso cie 1.1s producciones es an¥zlogo al. de .las pr.oducc:ioncs-
de Markov, pero sin la orientación de .izquierda a derecha. Un 
esquema sucesional se piensa como representando el conjunto - 
de todas las sucesiones que pueden obtenerse mediante la subs 
tituci6n de los <x. de V por sucesiones arbitrarias. Tales su-
cesiones puede decirse que satisfacen el. esquema. 

Si entonces tenemos en un conjunto dado de suces,io-
nos algunas sucesiones que satisfacen s1' ' ' ' ' ' srn' 
donde tenemos una Eprociucci6ns l , .... ,sm 	- T, po 
demos añadir al conjunto la sucesión que satisface-

a T, que se obtiene substituyendo a 1.as. de T por-

las sucesiones oue corresponden a estas mismas aC en 

las si#....,s.. (Suponemos aquí que si una de las - 

aparece en dos o más de las sj se reemplazará - 

en todas sus ocurrencias por la misma sucesión). 

Ejemplo 1.1 

Supongamos que tenemos dos producciones: 

o¿ a - --* ba n[ 

a 	9 	b, b x a (+ -----a :_x 1¥ b b c6 

y que el conjunto dado de sucesiones se compone de la so 

la sucesión a. Es decir U- = -( a 3 

- Como ésta es una sucesión que satisface oC a (con 	- 
reemplazada por 1.a sucesión nula) podemos usar la pri. 

mera producción para añadir al conjunto la sucesión - 

ba. 

- Esta nueva sucesión satisface b 6c a 	, pero no tene- 
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reos sucesión alguna fue sat is fac3a ,jc a eti b, de modo -
que aún no (rodemos usar- la segunda producción. 

- 	Pero ba :; rti.sfrtir_o x ,¥ (con b como -" ) , de forma c ue 
podemos usar la ¡,r.irnor.ci  r,roduc_c:ibn para añaclá.r al con 
junto otra sucesiln, la bah. 

- Esta SUCesión Va 00 Satl.sfaco a t'=::1, pero satisface  
tarito a Ji a 19 b (con 1) como,}i , y ;S nula) como a 	- 
b o a (3 	(con •Y' nula y i como {f ) . Luego podemos 
producir la sucesión bbab. 

- Podemos tambión usar hab para satisfacer dt y-
ba para satisfacer b Y a y , produciendo la sucesión-

bb. 

- Como no hay más formas de satisfacer los esquemas de-

sucesiones, el conjunto final de palabras es - - - 

-[a,   ba , bb, bab, bbb } 

NOTA: 

Aunque el conjunto generado en el ejemplo es finito, no-

es éste siempre el caso; en realidad, en las situaciones 

más interesantes, el conjunto generado tiene infinitos - 

miembros. 

Definición 1.2 

Un LENGUAJE CANONICO DE POST, consiste en: 

- un alfabeto finito 

- un conjunto finito de producciones, y 

- un subconjunto finito del vocabulario, llama 
do el conjunto de AXIOMAS. 



271 

NOTA CURIOSA: 

Como el alabeto mismo es un subconjunto finito del voca 

bulario, puede entonces usarse como conjunto de axiomas. 

El ejemplo que sigue nos proporciona un ejemplo bonito e i.m--
portante de lo que es un Lenguaje Canónico de Post, a saber: 

El cálculo proposicional, usando la notación polaca. 

Ejemplo 1.2 

El cálculo proposicional (en notación polaca) visto como 

un lenguaje canónico de Post. 

- Debemos tener símbolos para las variables proposicio-
nales y los conectivos, y varios símbolos de clase pa 

ra distinguir las variables proposicionales, las - --
f..b.f. y los teoremas. 

- Como deseamos tener un numero ilimitado de variables-
proposicionales, mientras que el alfabeto ha de ser -

forzosamente finito, debemos generar las variables --

proposicionales. 

• Tomamos como alfabeto 1 N, C, A, k, E, p, 1, F--, si, ü.,] 

los ltimos tres símbolos de la lista designarán: 

1- la clase de los teoremas, 

*i la clase de las fórmulas bien formadas (f,b,f,) 

L la clase de las variables proposicionales (le-
tras) 

• Vamos a tener solamente un axioma: 	Q. p 

Y 
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Ut.crc. 	1dI1Lir; 

2.  

3 . 	• 	---> ¡W U 

fv<UN ... 	W A 

G. W A 	.----- M C N 

7.  

8 . 	Fa 	.---.-----;. W U C 	U R 

10. 'W E 	- iW U e C.i. u e 	a 

CC. U ¿ CC . 	C " 
13. 	 C C 11 	N i CCN 

14 . 

Con el axioma dado, las producciones eSflCc.j fican: 

1. 	- 	La 1 . , que las Variables protos iciona les son todas-
doo la corma  

3. - 	Las 2. , 3., y 4 , son las ron las nara la construcción 
de formulas bien formadas 
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G. 

7 . 	- de la 	S. , 	.í 	la 	10 . , definen n, 	h y 	E en t.í rmi nos de- 
8.  C: 	y N . 
9.  

10.  

11.  
12. - las 11. , 	1.2. 	y 	13. , son 	los 	"axiomas" del 	cálculo 	- 

proposicional en el 13. 

 

sentido del. 	capítulo 	1.1 I , 	a) . 

14. - la 14. 	es 	la que nos proporciona el Modus Ponens. 

Definición 1.3 

El conjunto de TEOREMAS de un lenguaje canónico de Post.--

consiste en los axiomas del lenguaje junto con todas las 

sucesiones generadas, partiendo de los axiomas por. las - 

producciones del lenguaje. 

Definición 1.4 

Dado un lenguaje (canónico de Post) , , se dice que un -
/ 

lenguaje ; 	es una I,XT I:t+S ION dei 	si : 

i) el alfabeto de j 	;;t.i contenido en el alfabeto - 

d e 

y 

ii) cada teorema de lt es un teorema de L 

COMENTARIO: 

Podemos extender un lenguaje añadiéndole más símbolos, - 

producciones y axiomas, pero no es necesario que la ex--

tensión se llaga de esta manera. De hecho, una extensión 
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de un lenguaje dado puede derivarse de un modo muy dis--

tir.to, incluso hasta el punto de que sea difícil recono- 

cer el hecho de que es una extensión del lenguaje. 

De: iti.i ci6n 1.5 

Una extensión . de un lenguaje 1. se dice que es CONSER 
VATIVA, si todo teorema de ;Í c 	es una sucesión en el- 

alfabeto de ,j.' , es también un teorema de ,L'  

Es decir, una extensión conservativa de un lenguaje es una - 

en que no se aumenta el numero de teoremas que pueden enun- -

ciar.se en el alfabeto del lenguaje original; cualesquiera nue 

vos teoremas contienen símbolos que no están en el alfabeto -

original. 

Definición 1.6 

Un lenguaje canónico de Post se llama NORATAL si: 

i) Tiene solamente un axioma 

y 
i.i) Todas las producciones son de la forma sl  —x s2  

donde s1  y s2  son sucesiones especificadas. 

Post mismo estableció el importante resultado de que: 

"Todo lenguaje canónico tiene una extensión 

normal conservativa". 

La prueba, que es muy larga, envuelve la construcción de una-
serie de lenguajes, cada uno de los cuales se muestra ser una 
extensión conservativa del anterior, y el último de los cua--
les es normal. 



Es te conulLadn pzoyoroioou /.nt_uoous una 1orma esc.iodor o nor-
mal para el estudio de los lcuquajuu do Poxt. Sc hace la - 
aclaración que, corno cs el caso con los nixtemas lógicos, no-
eaésta la Única fTocma estinúar pusibLe. 

Vemos un 4jemplo [inal, 

Ejemplo l,] 

Conyidcrumun el siquiente Lcnquajc; 

Alfabeto: 	a, b, c, d 

1..- a 
II.- bc 

.¥` 
Producciones : ).- =~a --- 	baoc 

2'- v ¥ a [ b, b* a ¥ --_¥^/¥¥bb - 	 ` 	- 

3. - ¥* a b --3 cb Ç 

---. da o^ b 

5 .- =-- b ----¥ üc °' a 

Pruébese que las siguicntem uu¥euioxc¥ :uo teoremas de este - 
lenguaje, 

i) dcbba 

ji) badcba 
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4. bbb --- 3 con Prod. 2, i.' y i vacíos, . _ !¥ 	b 

5. dcbba --- 4 con Prod. 5, x_ = bb. 

Q. L . D. 

Nota : 
Las abreviaturas Ax. y Prod. significan: Axioma y Produc 
c.ión, respectivamente. 

ji) Prueba: 

1. a ------ Ax. 	I 

2. ba -----1 con Prod. 1, ,z vacío. 

3. bab ---- 2 con Prod. 1, ,` = 	b 

4. dcbaa --- 3 con Prod. 5, 	% 	ba 

5. badcba -- 4 	con Prod. 1, .x = 	dcba. 

Q.E.D. 

Como se sugirió al principio del Capítulo, los varios tópicos 

que hemos discutido son expresables en lenguajes de Post. Por 

ello, sería lógico esperar encontrarse con problemas insolu--

bles en los lenguajes de Post, exactamente como el problema - 

del alto en las máquinas de Tuning y otros problemas que apa-

recieron en nuestras discusiones. Estos toman la forma de --

problemas de decisión sobre teoremas: decidir si una expre- -

si6n dada es o no un teorema en un lenguaje dado. 

2.- AVANCES RECIENTES EN LOS LENGUAJES FORMALES. 

Con la llegada de las grandes computadoras digitales, se ace-

leraron enormemente los estudios de lenguajes formales como - 
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efecto de los desarrollos en dos distintas treas: 

- 	Por un lado, tus intentos de producir. algor.itmos (lo tra-
riucción mecánica r fi.cient:e> mostraron que los estudios -
linyÚisticos tradicionales de las lengua::, naturales des-

criban estas lenguas de un modo inadecuado para estos -
prop6sitos. Hubo pues, necesidad de formalizar las pro-

piedades de varias lenguas naturales que fueran adecua--

das para la construcción de tales algoritmos. 

- 	Por otra parte, los sofisticados Lenguajes de programa--

ción ,que se han ido desarrollando al mismo tiempo que --
las computadoras, son, en st mismos, formales en natura-

leza. A medida que estos lenguajes se han hecho más fle 

xibles, los traductores necesarios para producir progra-

mas para la máquina en estos lenguajes se han hecho más-

complejos. Para describir estos nuevos lenguajes adecua 

damente y para construir traductores que produzcan rápi-

damente programas eficientes, se ha hecho necesario estu 

diar las características de los lenguajes formales. 

En la descripción de lenguajes formales el más importante de-

sarrollo actual tia sido la Forma Normal Aackus. Consiste s-
ta en una formalización de una porción de metalenguajes que - 

permite una descripción concisa y precisa del lenguaje formal. 

La simbología de la Forma Normal Backus es la siguiente: 

- 	las clases de conjuntos de sucesiones de símbolos se re-

presentan mediante el uso de paréntesis angulares, 

Todo lo que aparezca en el interior de tales paréntesis-

es el nombre para una clase de sucesiones de símbolos. 

- 	el símbolo 	se usa como el símbolo definitorio: la- 

clase cuyo nombre aparece a la izquierda de este símbolo 



c^ouisu' .'x '^¥«^'}'.., :`c,/¥io: 	J` ¥ 	.¡or ^|'urpoeo 
enumwcac1ou Ti l^  

- 	Un pequeno se9nvto v.`r,iuol, 	, 	uaa c'mvj xe¡'arador - 
en las ci.,[iuicx`o,¥ y la Con,utc,a:i 	n on^ prnposi-- 
ci8n dcyin{c/ona 	1ut 	, 	ton 	( 	,ncr. d l lcnqua 
Ju formn}' 

 

Ejemplo : .1 

Lao f.b.[. do .1 ,'ilrulo pcopoo1cionol pueden dcscribirso-
cnn las de fin 1ciones :1gulentes de la Ferina Normal 8a- - 
ckue, sunouicndn sn|anent:r cuatro variables propuuicimna 
les. 

 

¥azmoo¥o, ;;= 	p 	/q | | 	z 	| 	« 	/¥) 	| 	 ¥~ 	
( 	( 	/ 

// vaciabl  ¥ | ;¥= 	¥ ¥ 	| ¥ r 	o  

«' conectivo>  . 
` 	| 

^' 

Kvaciablc) |~~(( f,b,t.> 	) 	| 	( 	'f,b.[.^» 	) 
 

( < f. b, f . >  

- 	la primera de c 	tas expresiones x,icmu que hay ocho srm-  
Lmloo que inclu?eo 1os pac¥utaaio  

- 	la segunda dolinc la clase de 	las 	variables. 	'¡. 

la tercera dofioe la clase de los conectivos. 

la proposición 1ival atirma que una [.b,f. es: o cual- -  

quiec variable; o los Símbolos 	segoidos, en ese or-- 
 

&ou, por cualguier f.b.1', ocguido del paréntesis) o el 
símbolo (, 	seguido de cualquier U.b.f., seguida por la- 
secuencia de símbolos) 	<, seguida por coalnuioc - 	- 

*¥¥¥ 	{.b,f,, seguida por  



Estas expresiones definen la construcción de los nGmeros 
decimales, 

<símbolo> 	 0 .1 2 3  4 5 6 7 8  9 

<dígitos> 	:: 	0 	1 	2 3 1 4 	5  6  7 	8  9 

<entero> 	.. 	<dígito> < digito> <entero> 

<nt5►ruro deci.nti-il> :. - <entero> J<enterc) . J <entero> 

<entero> 

- 	la primera y segunda expresiones no requieren explica- -
cilín. 

- 	la tercera define un entero como un dígito, o un dígito-
seguido por un entero previamente definido. Es decir, -
un entero se define como una sucesión finita de dígitos. 

- 	la cuarta proposición introduce el punto decimal. Nótese 
que sucesiones tales como 0 y 000 297 son enteros comple 
tamente legítimos, de modo que 0.000297 es un número de-
cimal. Sin embargo, .000297 no es un número decimal de-
acuerdo con estas definiciones. 

La dirección en aue han progresado los estudios de los lengua 
jes formales ha sido determinada en gran parte por el trabajo 
de Noam Chomsky y otros, que comenzó alrededor del año 1955 o 
1957. 

De importancia clave en estos estudios ha sido el reconoci- -
miento de la importancia de la estructura de la frase y el --
contexto en la comprensión del significado. 
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Def i n i.cifirl 	. 1 

- 	Una (RAMAT [CA r)I. I,A 1:;;7'RUCI'Ulti, l)1: E'Ri¥:;i:':; c:; u." c..onjun 
t 	f 10 i Lo cíe produce 1 c>nes do I c.;st: t¡ui, cont: iet;(ro rxac- 
t.c3mente un sfrnb )1() :i que aparece solamente a la iz- - 
cerda de 	a 	, 	un con i Intr: no vacía de sfmbo 
tos que aparece o so lamente a l.a derecha de "--  

- Un LE•'NMAJE DL f:S'I'IWUCI'URA DE, FIJSI> es un lenquajo ca-
n6n.i.co de Post cuyas producciones constituyen una gra 

mática de la estructura de fl-asCS, y cuyo solo axioma 
es e.l símbolo S, que aparece solamente al lado iz- - 
quierdo de las producciones. 

Esta definición esta motivada por la descripción de .las for-

mas en que se puede construir una frase. 

Podemos pensar que el simboio S significa "sentencia", y que-
las producciones describen las formas en que podemos cons- -
tr.u.ir. las sentencias. Los símbolos que aparecen solamente al 
lado derecho de las producciones, conociq.lns romo SIMBOLOS TER 
MINALES, desempeñan entonces el papel de las palabras (lo. que-
se compone una sentencia. 

Ejemplo 2.3 

Alfabeto: S, NP, VP, AP, N, y, Adj, Adv, Art. Pred, un,-
una, pelota, incoloro, incolora, furiosamente, verde, -

i.deas, es, juan, viejo, juega, tranclui.lamente, duermen,-
duerme, cuadrado, cuadrada, el, la. 

Axioma: S 

Producciones: S --i NI' VP 
1411 ) II 
NP-9 Ar. t AP 



1dl' ---> Adj Al,  

•> Adj Al' 

ti 	_. ..4 	1 c   1 n C ¿i 
ti _..i ideas 

IJ 	Juau 

V 	..... 	juc'q -i  

V ---> duermen 

V .- duerme 

Ad ----> inco1oro 

¡el .--4 'incolora  

81 

VP ---i V P r e d 

Pred --> Adv 

Adj ----1 verde 

A d j ---i viejo 
Adj ---4 cuadrado 
Adv —4 furiosa ente 
Adv —> tranquila- 

mente 

Art —3 un 

A r t ---- u n a 

Art —9 el 

Art '--4 la 

IJ6tc-sr ;ue e t . ' er:qua je 	:Sa haber:.e descrito en forma más- 

compacta , u,- .... 	1 a P'nrmn 	;rural I+acb.!: 

Una construcción típica ("prueba") 	en este lenguaje es 	la su- 

cesi6n siguiente de succ:',i.c+ner.. de símbolos: S, 	UP, 	VP, 	N VY,- 

N V NI', 	N V N, 	Juan V N, Juan 	jueya 	t-7, 	Juan juega pelota. 

Otras sentenc 1:; que pueden c c,nst.:'ui r e en este lenguaje son, 

por ejemplo: 

°.auari duerine tranqu.i 1cunente" 

"I,1 viejo) Juan es cuadrado" 

Pero es claro C.lue este lenqu a je no es utilizable para una con 
versac li,n en [?:'ij" <ai o 1. , va c`ue en lr 1 serían permisibles expre-- 
siones tales como: 
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Uno de los problemas prima rl o-i en el diseño de cualquier algo_ 

ritmo de traducción mecánica es el del manejo de referencias-

contextuales . En los distintos lenguajes naturales el signi-
ficado de una determinada palabra depende a menudo del contex 
to en el que se presenta; est'.e contexto puede extenderse ] n--
cluso más allá de los límite; de la frase particular en que - 

la palabra se presenta. 

Por ejemplo: 

la palabra "medida" tiene significados muy distintos en-

la expresión "una r.eaccibn medida" según que el tema de-

que se esta hablando pertenezca a la química o a la polí 

tica internacional. 

Esto ha motivado un estudio y clasificación de los lenguajes-

formales que se basa en varias condiciones contextuales. 

Por ejemplo: 

un LENGUAJE INDEPENDIENTE DEI, CONTEXTO es un lenguaje en 

que todas las producciones tienen la forma s -- 	...,- 

donde s es un símbolo especificado. 

Es decir, la producción depende solamente de símbolos es 

pecíficos, y no del contexto en que aparecen. Así, el -

lenguaje del ejemplo 2.3 es independiente del contexto. 

liemos dicho anteriormente que las máquinas de Turing, los al-

goritmos de Markov y otros dispositivos análogos son descrip-

tibles en términos de lenguajes formales. 

Lo mismo es cierto para los distintos tipos de autómata que - 

hemos estudiado. 

Recíprocamente, se ha demostrado que para varias lenguas se -

pueden construir autómatas de diferentes tipos que reconoce-- 
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Se han examinado cn este trabajo algunas de las ideas básicas 

que se encuentran detrás de las formas con ue hoy en dta la-

gente, con los medios de cuc dispone, resuelvo problemas. El. 

marco es matemático por dos razones — que se han comprendido 

muy bien los procesos resolutivos cuando los problemas eran - 

los de las matem'iticas clásicas, y que las matemtticas m<zdor-

nas expanden sus aplicaciones en áreas de las ciencias . las-

humanidades que tradicionalmente se han considerado no matem,`i 

ticas y de naturaleza cualitativa. 

Ha habido continuos comentarios, tanto en la prensa popular - 

como en la científica, sobre el impacto de las computadoras - 

en nuestra sociedad, que han cubierto la gama desde la automa 

tizacibn hasta la inteligencia artificial.. Esta situación re 

floja lo que ha realizado el hombre en su antigua preocupa- -

ción por la lógica, los algoritmos y .1.os lenguajes, aunque es 

te interés no ha sido siempre matemático. Por ejemplo, la ne 

cesidad de traducir lenguas surge por vez primera cuando dos-

grupos sociales con idiomas diferentes entran en contacto. --

Sin embargo, hasta tiempos muy recientes la traducción de una 

lengua a otra y, en general, los estudios lingüísticos habían 

seguido un curso completamente ajeno a las matemáticas. 

La importancia de tener algoritmos o métodos de cálculo era - 

ya conocida por los egipcios y los griegos de la antiguedad.-

El mismo nombre de "algoritmo" se deriva de Al-Khova-razmi, -

el nombre de un matemático árabe (780 al 850) que escribió un 

tratado de álgebra aproximadamente en el año 830. El uso del 

termino para denotar cálculos finitos en general (como opues-

to a los cálculos con numerales arábicos), como aquí lo hemos 

usado, es relativamente reciente. El proceso tecnológico de- 
1 	d 	bl 	1 	o e - soluc. n e un pro ema, por come eJo duo sea, se c mpon 	e 

una multitud de operaciones sencillas, de pasos elementales - 



i 1 lia; 

ActualmenLC, t.:oti it:.)s 	t::1¥1C':> }'ro jlt.ttit)3; de 1!: C'C ü5(:l1 	 como 
rama illi3te111'Ít:lca, 	la I>íll.élli['t 	'al .c1(1'1tl`(1" 11F1 dt:IC71J11':ido un sont1 
do extraorCllili'trialtic•nLe <ailll)l.li). 	j':; una iil(t1C7í1C71ó11 exacta so-- 
1.) ro e.1 orden <te sol uc i 6u (:le toda c i ase <le Iarc;h.b. mat; complejos 

• metiiíinte una sorie de upe r.aciones seno i.l las. 	En otras pala-- 
brías, el al.gorittno es una quia de accci6n para la solución de-

los problemas. S(! :le puede incluso presentar en forma de bre 
VOS C71:CIenes, (qUe `s necesaraü ejecutar exactamente y sin obje 

ci.ones. Entonces el algoritmo sirve como un Lazan 1 lo" con-
cienzudo, muestra (:e1 camino por C!1 cual se Va a .1a soluc.l.ón--
de.l problema. 

La importancia de estos "ill:ías" es tal, que resulta que las ma 
telliaticas no pueden pasar ;7.11 el los y, en nuestro caso, se -- 

puede inc 1Uso señal ;1r que 1C> principal en la m<l tomó tica de --
cómputo es la Cdüterriillléiciótl de los algoritmos. Los especia--

listas dicen que, en la actualidad, cuando la matemática meca 

nizada se desarrolla rápidamente y las computadoras e.lectr.óni 

cas se convierten en un instrumento común y corriente, apare-
ce, cada vez con mayor frecuencia, la necesidad de encontrar-
el algoritmo que permita resolver tal o cual problema, o - -
serie de problemas. Si está encontrado el algoritmo, es posi 
ble elaborar un })rograma, en cuya base .la máquina resolverá -

cua.l.quier problema de la serie. Dado (auc la móqui.na calcula-
rapídamente y lo Ilarii con mayor rapidez aran, el encontrar un-

algoritmo para la solución de un grupo determinado de proble-

mas tiene una importancia máxima. Así ciue ES MAS VENTAJOSO - 

ENCONTRAR UN ME'1'ODO GENERAL RAL DE SOLUCION PARA UN GRAN NUMERO - 
nr PPOEiLFMAS S 1M 

	

I ARE S Y IN 	 FNDA EL RL 	 h1 •• R 	IUP1U E RCK'IU [)N, SOLO_ 
CLON A LA MAQUINA, QUE BUSCAR PARA CADA PROBLEMA SU ME'i'ODO Y, 
LUEGO, RESOLVERLO RLO CON L,A AYUDA 1)E LA MAQUINA O SIN ELLA. 
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gica matemática en su aplicacibr, al cálculo (proyramado) he-

cho por computadoras desde la construcción de circuitos con -

inter:ruptores como aplicación directa del. 5igebra liooleana. -

ñunque sería absurdo en la realidad introducir en las miqui--

nas electrónicas de acción rápida circuitos eléctricos con in 

terruptores, estos nos ilustran claramente la manera en que - 

"físicamente" se interpretan los; abstractos Conectivos lóCgi--

cos de la Lógica Matemática. Para poder concluir nuestro ob-

jetivo final., veamos el siguiente ejemplo de válvulas electr6 

picas. Hacemos notar que, fuera del ejemplo, en nuestro ca--

so, actúan dispositivos electrónicos que reproducen esas mis-

mas operaciones lógicas, pero a enormes velocidades. 

Nuestro ejemplo consiste de tres circuitos de válvulas elrc--

trónicas: 

- el primero, t10; 

- el segundo, Y; 

- el tercero, 0. 

Para explicar su funcionamiento hagamos una analogía entre la 

corriente eléctrica y la corriente de agua. 

- 	Si. es NO, entonces se corre e). pasador y desciende el ni-

vel del agua en el recipiente. 

- 	Si se corren los pasadores Y primero, Y segundo, el nivel 

del agua. en el recipiente desciende. 

- 	Si. se corren los pasadores O primero, 0 segundo, el nivel 

del agua desciende. 

Esto se muestra en la figura V.1. 

Ahora bien, en los tubos electrónicos ocurre, aproximadamente, 

lo mismo. Sólo que lo cue fluye no es agua sino corriente -- 



2J')0 



el.óctri.ca  y en Migar. Col rliví::.i del iqu<: tf.¥nemos 1w; magnit u-- 
c1 e' de tensiones en ..l.t .'i .l 1 da , 	1 o ; ;' ]. '('U 1. L(.:!S SO d L L" 1 :¡E'.Il no - 
por pasadores siní) pol 1m¡:;;:1 son de col r i,: nti 

De esta manera se 	ejaUen .I; 	 :11 :i Lí1(::os en la 
el.e..ctrón.ica, quo 1"oal 1r.an 1re.`.i Cij.:. aC.l:i:i?"s 1(11j1eas 1u ndalilenta 

les: Y, 0, 110. 	Sü;n e 1 los los CTUC ily!li;i3n a l iT I.l(illl.liíl a "rno 
nar" durante el fui '.:i ;nasni rt  

-1 	O'.': i T¥ , 

14u a rlr_yiil 

Recordando las as 1!{ff.loi oriC; 	el uno " I" y (.:.L e(-ro '0", E`stas- 
parecen decir "sí" C) "no" ( entonces ces ., ve el arülnt?11t:e que el "!en 

guaje" de las mdouina:?, e ¡>(`::C:L' (:E' f('(3."1 su `encil liez, permite 

codificar todo:.i los riirieros y pa .1 3t1T'<'1:; y teializar razonaruic11-
tos lógicos. 

La aplicación del cticu1c de 1(::s e:,u,:::iados en los a.Tut6matas- 

y en los circuit; o::? í!1G.f:tróni con es le que unir la ibg.i.ca  Mate- 
mc¥3tica con la Cib('if':( tica, •>t11i. jif .. esta r1C?ncia "exclusiva - 

de gabinete", ciencia abstracta, a é3{'Ortíil' 2:'i sulLados visibles 

en la práctica, ya C7L1e i-::i ta!?'11C:r`! mattoriL1C' activa en todas -- 
partes donde hay computadoras ,1 ,.1:> el c;_ró¡:i can 	!gin electo, cada- 
problema ' `, leyes  se resuelva en 1¥:,¥, .n<Lc¥uin:;:¥ Conforme a sus 	in- 
mutables. 	Aclem,s, los l: t'ej':iC1?; circuitos di:' 'Las Iu iquinas cal- 

culadoras y sus redes :: iact:rónLoas re analizan y elaboran con 

la ayuda de la Lógica Matemática. 

De esta forma, la L,ó,:ri< <.1 Matemática, con el desrir rol 	de las 

máquinas calculadoras, está estrechamente vinculada con la ma 

temática de cálculo y con todo lo referente a la construcción 

y programación de computadoras electrónicas. Habiendo comen-

zado todo esto, claro, en el mO:ncnt.c, en que el hombre vió la- 
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posibilidad de construir circuitos eléctricos a base de la 1,ó_ 

gica Matemática. Esto se llevó a cabo y ahora circuitos clec 

tr.ónicos de múltiples formas son la base de las máquinas cal-

culadoras. Notemos uue el inicio de todo esto nació en la ra 

ma que 1. lamamos Algebra BooJ.eana. Pues bien, aparte del uso-

de ósta en el diseño de las computadoras, y de los cor,ce;.t< s 

lógicos en el desarrollo de los algoritmos, la lógica misma - 

ha entrado en dos vías de. desarrollo en la Cí)fRnutaci17n. Aun-

aue no hay n.i.ncj n algoritmo que determine si una fórmula da--

da, digamos, del cálculo de predicados de primer orden (tema-

que ya no tratamos en este trabajo, pero sirve el comentario-

para los ;iniciados) es o no un teorema, existen, sin embargo, 

algoritmos para decidir esta cuestión para clases limitadas - 

de tales fórmulas. Recientemente sepan estado usando computa 

doras en ei desarrollo de estos algoritmos y también en el de 

sarrollo de sem.ialgori.tmos eficientes para otras clases de --

fórmulas. De mayor significación en la evolución de las com-

putadoras es, probablemente, el campo de la demostración de - 

Teoremas. Para ello, usualmente, se le proporcionan a la com_ 

putadora una axiomatización del cálculo proposicional o de la 

geometría, algunas reglas de inferencia, y algunas guías más-

o menos intuitivas, aparte de un programa adecuado. Con esta 

base, se supone que la computadora prueba teoremas. Los cosa 

yos en este aspecto han sido alentadores, pero no espectacula 

res. Sin embargo, estos intentos se han combinado en una de-

las fuentes del campo de la inteligencia artificial -- el es-

fuerzo por hacer que la computadora "piense" como una persona. 

Para finalizar, la evolución de las computadoras ha sido tan-

rápida que es tonto arriesgar una opinión sobre su evolución-

dentro de los próximos diez o veinte años. Pero los proble-

mas de comunicación con la computadora y con otras personas - 

(en parte a través de una computadora) seguirán con nosotros. 

Si estos y otros problemas han de resolverse con la ayuda de- 
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una computadora, parece que la única herramienta básica que -

tenemos a nuestra disposición es la Lógica matemática y la --

teoría de los algoritmos, en cualquiera de sus varias formas. 
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