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INTRODUCCION. 

En esto trabajo s:;e desarrollan io ; principales inva-

riantes aplicables a los nudos cl,7nicon. 

En el primer capítulo se establecen condiciones 

nicas respecto a la colocación de un nudo que permtLen calcu 

lar una presentación finita del grupo fundamental de su com-

plemento en el cap Stul o I.I. En el car)i tul o lii se estudian 

invariantes para distinguir presentaciones finitas de qru- 

anos utilizando el Cálculo Libre de Fox, OuO al ser. par ticU- 

larizalos a grupos de nudo dan lugar a la Matriz y al Po1i- 

nomio de Alexander. 

El capítulo .IV ilustra la construcción dada por 

Seifert de una superficie compacta orientable M cuya fron-

tera es un nudo a partir de una proyección regular de éste. 

Además re define la matriz asociada a M inducida por el nc-

mero de enlace y los generadores de II (M) . Esto es utili-

zado en el capítulo v para caracterizar al Polinomio de 

Alexander. 	 i 

En el capítulo siguiente se da la construcción explí-

cita de los espacios cubrientes cíclicos de S` - K. Final- 

mente, en el capitulo VII se estudia la homología de estos 

espacios y se muestra que la Matriz de Alexander es una ma-

triz de presentación de cierto módulo sobre c1 anillo del 

grupo del nudo. 

1 
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Este trabajo no pretende ser original; simplemente 

es una interpretación personal de resultados bien estable-

cidos que puede facilitar. su estudio y comprensión. 



1. 	AL G¥{ti':i (.ENL't+ALIíitDE 	;i()t?r>l NfiD 

1.1 DEFINICION: 

U:, subespac.iu KG R' es n:r, „.u:: si existe un humnomort'is- 

Topo].ógic<ar'nte tocaos lo,; nadas son iqua len : ctrcunf ,,.. 

	

j 	 t , v'< :-cncias encajadas en R 	Sin emt>ar¥ o estos encajes 	ir ,zn 

enormemente y son el factor que los distingue. En otras ti-

los problemas en teoría de nudos sen uroblemas ele Co 

locación que pertenecen al estudio de las variedades t.ridi-

mensionales. 

Intuitivamente dos nudos son equiva lentes si podemos 

llevar a uno en el otro mediante movimientos continuos que 

excluyen cortar el nudo y volverlo a penar. 

Esto se formaliza de la sic:uiente manera: 

1,2 DEFINICION 

Diremos que dos nulos K ; , K. en R son equivalentes 

si existe un horeomorfismo de parejas. 

W . 	(k' , 1,1 ) ----> 	(R ' , KI) . 



2. 

Evidentemente. esto define fina relación de F,nuiv¥.ilc ncia. ni-

remos que dos nudos son ilel mismo tipo si purt.enreen a la 

misma clase de equivalencia. 

Sea K c R un nudo que con ;ta de la unión ele un núm,r- 

ro finito de segmentos de recta (aristas) unidos mecliantre 

un número finito de puntos (vértices). A un nudo de esta 

forma lo llamaremos un nudo_poi ono. Por un nudo polic¥onal 

entendcrem_-s un nudo que es del mismo tipo que un nudo-polf- 

gono. La teoría que desarrollaremos será aplicable exclusi- 

vamente a nudos poligonales. 

Para estudiar ur, nudo, partimos de una proyección :o-

bre un plano. Es decir, consideramos su ir.:acrcr bajo una 

proyección lineal 1' : R'---) R'sobre el plano ortogonal que 

pasa por el origen. Si p P1K), definimos la multiplicidad 

de p como la cardinalidad de P-1(p)(l K. A un punto de 

multiplicidad dos lo llamaremos punto doble, 

1 . 	DIPIN1CrON: 

Una proveed./ 	P . 12 '-- .. f' de un S iud . 	1 f , -_ 	auno K es ¥  

llamada regular si. cumpl" 1n siguiente: 

(.t.) la multiplicidad de cualquier p P K) es 1 i 2 y sólo hay 

un número fin Lo de punt es Wlen. 

(ii.) nfngún punto cable e_, la ima ;er de a1ijún '/ártico de K 

Obtenemos el siguiente 



1 ,t mr.noc•un. 

Todo nudo po1 irionn.l e; e {uivalc ntí a un nu1.7-t n1 fc',unn 

que posee una pro} cree Lófl rí. ctu.l:r r 

)emostraci6n: (ver [C-F'] 

Podernos suponer sin pf rc3 ida de guncra 1 idad que K es 

un nudo-polígono. Dos recta ; para telas determinan la misma 

proyección lineal en R'. Sea i 	el plano proyectivo al in-

finito. Entonces rectas paralelas dotorminan el nusr.:c pun-

to de ic•ersección en ttc= . Por lo tanto esto establece una 

biyeeci6n entre las familias de rectas paralelas y ¡P' , y ca-

da familia corresponde a unr, proyección 1ineal. 

Sea T, el conjunto de rectas que pasan por un vórtice 

de K y una arista de K. Bajo la biyección corresponden a 

un número finito de seclrnentos en PP=. Sea f. el conjunto de 

' rectas en R - 	Si 	-'P ;  entonces la proyeccion inducida  

P y, cumple la condición (.ii) de la definición 1.3 y sólo pue-

de poseer un número finito de puntos múltiples (con multipli-

cidad finita) . Además, .si dos aristas de i: pertenecen a rec-

tas paralelas no pueden dar lugar a puntos dc, multiplicidad 

tres (considerando otra arista) bajo P., 

Consideremos ahora tres aristas contenidas en rectas 

mutuamente oblicuas. El conjunto de rectas en • R que cortan 

a las tres constituye una cuádrica reglada que intersecta 

a RP' en una cónica. Sea T ;  la unión de estas colecciones 



de 	rectas correspondiente;; a las 	ternas de aristas mutua- 

mente oblicuas. 	La 	imagen de Ti 	bajo 	la bi yeccióin es una 

unión finita de cónicas. 	Evidentemente U 	no se +-'urde 	ex- 

presar como la unión finita de src,mentos y cónicas, por 	lo 

cual 	forzosamente 	- (T; J T,) / 	0. 	Si pertenece a este 

conjunto, 	P 	es una proyección k. regular 	de 	K. 

Sea K un nudo-polígono no trivial * en posición regular. 

Podemos escoger un punto p K que no sea doble y que cumpla 

con la siguiente propiedad: se encuentra entre dos puntos 

p t y pf en K tal que a.l ser proyectados caen sobre o!. ;punteo 

inferior y superior respectivamente que corre ponden a puntos 

dobles en la proyección. 

Es evidente que esto si^re puede i.ograr_e. Ahora recorre-

mos K en el. sentido pp2hasta aproximarnos a un cruce por do- 

El nudo trivial es la circunferencia desanudada. 
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bajo del nudo. Al arco así ul,Le:11d0 lo llamaremos un faso 

su2ríor. 	Análogamente rc:rorr¥;:c,:: F en el vurit.i(10 pp, has-

ta aproximarnos a un cruce por encima del uncir,: a est.e ar - 

co lo 1 lamo remos un pasc:> interi.,r. 

Con este procedimiento podernos euarir a K con clon fa- 

-.ilias ajenas de arcos do la m nrnr:r cardinal idead : que se al- 

teman al recorrer el nudo. Este hecho será usado para cal-

cular el grupo fundaricntal ele R' - K en el capítulo 11.. 

Es evidente que podernos tomar una curva suave en lugar 

de un polígono sin alterar la proyección regular de éste, 

por lo cual las figuras connideraclosr serán siempre 1isas. 

Ejemplos: 

(i) Nudo trivial. 

(ii) Nudo del 8 (iv) Nudo cuadrado 



(v) 

Un invariante de tino de nudo es una función entre las 

clases de equivalencia de nudos y ciertos objetos mate^¥5ticos 

17 
Clase de equivalencia -----) Gr ufos, 
de nudos 	

matrices 
polinomios 
etc. 

i. 	Si Ø( 	K] ) 	'í';( [K', ). e^ orees 	C .:'] 	y 

i; / K'. 

Por lo tanto, cotos invar antes nu p:r.r.,iten distinguir 

tipos de nudo. 	Por ejemrolco 	; (12 - K) es un invariante, ya 

que si Y 	K' , entonces R - K _ !? - K' por lo cual 

(R -K) 	t(1'.' -K') 

En .los siguientes cantuLon desarrollaremos los prin-

cipales invariantes de tipo de nudo aplicables a nudos poli-

gonales. 



11. LA pi ESE•:NTACioN SUPERIOR D1 1, (1?!'1`r  

Dadc:, un pude i)nl1ctoncr1 en k 	h,.mu:; vi:,tc, 	e:. (" jui- 

vale•nte a un nudo polirlonal }C en z,,,r;icic n r qul,ir. 	 .o. i at'• 

te un plano en R' tal que l,3 pr<:yr c: c tón d Y. 5011 F '¡1 cumlp.le 

lo siguiente: 

(i) Cada punta lile la proyncci6n ;r:ovianc de a lo más dos 

punto en K. 

(i.i) Posee un número finito de estc,:s puntos cint>les 

(Si¡) Ningún punto doble proviene de un v« rt: ice dar K. 

L i1izando una proyccc icí:, de e;tc tipo, calcularemos el 

grupo fundamental del complemante cic K en R' . Nuestra herra- 

mienta principal será el Taorama de Sc .i fert-Van Ksr.ip.,n (ver 

apéndice) . A continuación demos tra renos clon consecuencias 

de este? teorema que necesitaremos. 

2.1 LEMA: 

Sean t!, V abiertos arco-coní.ct tb1.es  tales que :. = U V V 

y t1 (\ V es arco-contestable. Sea iy , j •  los i:on.orfismon indu- 

cidos por las ir.clusicr.<s: 

5uponcamos que V es nim;.t rcnte conexo. 

Entonces i,, es un cal>ir!orfi>>.;; 	su k.ernel es el mínimo 

subrupo normal que con t ia,ne a i rm. 

La suprayect.ividud de -.,• es mirad i:.rt. i 	Sil fc rt-`:san Kas.ryen. 

Por otro lado es ciare qi.:e ir. j 	- :r>t 

I.:i i<i sea K el. mínimo sulx.Irupo normal ele 'r. 1t:1 cur> 



8. 

que contiene a .im j. Entonces esta bien definido el epi- 

morf.ismo inducido 

ni (u) /1< -- 	;, (:;) 	i, (x) 	is: 

Tenemos además el diagrama conmutativo 

'1Cu¥¥_¥ 
n,(unv) 	1 	j¥r,luz/K 

1 y 	(v)—j' 
Por Seifert-Van Kampen, existe un homomorfismo 

h: sr, (X) -• ." I (U)/K 	Uil que 'r,,,1 	= I) 

entonces 	hol (x) = h.i,(x) = f: 

Por lo tanto ii es un isomorfismo, de donde ;e sigue. 

que 

K = ker ii 

Q.E.D. 

Podemos considerar a la 3-esfera S' como la compacti- 

ficacifin unipuntual do P' 

J ' 

El si ;u rLo lema muestra que podemu tomar el co:;nle 

mento del nudo en R' 6 • 	sin afectar su urimer grumo de 

homotopía 

2.2 LEMA: 

Sea K G R' un nudo poligonal. Entonces existe un 

isomorfismo: 



- K) 	_ 	, (R 	- Kl 

Demostración: 

Sea ii una bola cerrada t.a l que K C 1!. 

Tomemos 	U 	-• K, 	V - (It ' - II) U 

entonces 

S; - K 	U V V, 	U (1 V - R' - !F 

Ahora es claro que V. U r% V son simplemente conexos. 

Aplicando el lama anterior, obtenemos el isomorfismo 

n 	, 

 

(E' 	- R) 	: 3 (ti 	- h) 
Q.E.P. 

Consideremos una proyección regular de un nudo poligonal 

K C R. 

Orientemos el nudo. 

En el capítulo ante- 

rior observamos que 

podemos dividir al nu 

do en dos familias 

ajenas de : i'r;:¥.eate5. 

(a) Los pasos superio-

res. 

(b) Los pasos inferio-

res. 
A3 

Denotemos por A ,...,A a los pasos superiores y por 
n 

m 



\o. 

.,o a los pasos inferiores de la proyección. Sin por o  

dar generalidad podemos suponer que los pasos inferiores 

yacen completamente sobre nuestra plano de proyección 

P = < (x'v,x> | z = O } 

Poso superior 	 Poso superior 
/\¡ 	 /\¡+/ 

Pose inferior 	¥^ 

Tomaremos como punto base a un punto p sobre P unido 

al plano mediante un segmento 	que no corta a K. Sea 

ü > O tal que en el. plano P' 	(x'y'z).8` |z = ¿/ no yazcan 

lns pasos superiores. Podemos tocar 	n¥ulns cerrados so- 

be cada pa o inferior 	por debajo dc cada paso superior 

do la siguj,o  

flTIk\\\\\ / k\flF 
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Es claro que podemos lograr que los ciLscos correspon-

dientes a cada tipo de arco sean di:; juntos entre si. 

Denotemos por D i , ... , D rr a los discos corret,;I.>nd il ntes a 

los pasos superiores y por E r , ... , F a los rpasos inferiores 

Sea: 	u = {(x,y,z)FR' z.,o} - K 

V = 	{(x,Y,z)rR';z<ó} -'a 	 J 1/ 
(1'' vecindad tubular del') 

Claramente U, V son abiertos arco-conectables al igual que 

U r1 V. Ahora es evidente que V es simplemente conexo por 

lo que podemos aplicar el lema 2.1, ya que R' - K 	U' V. 

ir!(U,p) 	¥t(R 3 -K,p) 
la 

es un epimorfismo y su kernel es el mínimo subgrupo normal 

que contiene a im j,r ; j, : n (U i\ V) •> :r, (U) . 

Procederemos a calcular n 1 (U) y r r (U (1 V) 

Colocamos una flecha por debajo de cada A. tal que lo 

corte de izquierda a derecha, y lo completamos para formar 

un lazo con base en p. 

---1 P 	 Llaramos x. al lazo así 
i 

obtenido. Es claro que 

podemos lograr que sean 

disjuntos. 

Engrosamos cada Di para obtener un abierto y le unimos una 



vecindad tubular abierta del lazo) x I  , ro_;ul Canr.Fc, así• n 

abiertos disjuntos 1%'1,...,W 
n 	n 

Sea II = U - ` F.) . , (; - •J W F 	t 	I 	t 

Lntonce5 HI, c., It \ G son ah ir rtus; zarco-c tanoctables 

Lales que U •- II V G, y ademó:. II, 13 i1 : :;un :;implementr_ co-

nexos. 

Aplicando el lema 2.1, 	(U) 	((;) 

Ahora C; tiene el mismo tipo de horot.u[í.) que una cuña de 

n circunferencias, por lo que r (G) es el grupo libre so- 

bre los •i generadores: [x,] , Lx ;] , ... , I x1 	Como el iso-

morfismo  estádado por la incl.usic`>n, entonces lo mismo es 

cierto para r, r  (U) 

Por otro lado 	Url V tiene el tipo de homo t.^r,fa 

de un plano con n hoyos, x)r lo oue ::; (t? ,, V) es ,.u) grut-o libre en n 

generadores, cada uno de los cuales tiene como representan-

te a un lazo yi  orientado contra las manecillas del reloj 

alrededor del paso inferior B y unido a p mediante un seg- 

mento. 
p 

A i 	 A i ti 

L1] 

Entonces por el primer teorema de isomorfismo, pode-

mos obtener una presentación de ; t (P)  - K) con generadores 
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... , [xn\ y como relaciones las imác(enes dety i'] , . , . y,11 

bajo i;. 

Pero es claro que obtenemos 
E.. 	 t . 

i(y.
J 
	' ) ti(xi ) ' ...(x. ) lk 

k 
donde los x. que aparecen son los que pasan por arriba del 

lazo y1  ; el orden está determinado por la orientación de 

y. y el exponente c 	es +1 si cruza a A. de izquierda a J 	l k 	k 

derecha, y -1 en el otro caso. Icor lo tanto 

i*[yjJ = `x i1 	... EX.] Ik 

Además observamos que i. [yj] es de la forma 

x̀.1 u  (x1+11 -E  
u  

donde a es un producto de [xkl 's. 

Por lo tanto si llamamos r. a .i. ([y.] ) entonces 

obtenemos la presentación finita 

( [x(] 	, 	..., E .h 	
rt,..., r 	d- 	' 1 (R'-  1<,p) . 

2.3 PROPOSICION: 

r es redundante. n 

1 

Demostración: 



Sea 	Ur = U v { •.} 	, 	U. = U, ki 	- 1< 

n-1 
V r = V -U E. - M V {=i 

1 

donde M es un rectángulo con tapas en P y P respectiva- 

mente, que rodea al paso inferior U11 y que no corta a K 

en ningtn otro lado. 

Entonces S' - K = U;U V`. Es claro que si aplicamos 

Seifert Van Kampen a U¡ y V', obtenemos lo mismo, sólo que 

con relaciones r 1 ,...,rn-1. Pero al unir M - K 

obtenemos: 

(M - K) (t (U,L) V') 	- L 	L un segmento 

Ahora, tanto M - K como S' - L ,son simplemente conexos, 

por lo que aplicando el lema 2.1 

nr (Sl - K) = ( [x1¥ ,...,[xr¥ : 	 ti-t ) 

Aplicando el lema 2.2, obtenemos una presentación de 

ir,(R 3 - K) con n generadores y n-1 relaciones. 

Q.E.D. 
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2.4 PROPOSICION: 

La abelianizaci6n del grupo fundamental del comple-

mento de un nudo nolironal K en R 3  es el grupo cíclico infi-

nito. 

Por lo anterior hay una presentación finita de 

1T1(R 3  - K), dada por 

(x,,..., x ti: r.1,...r 	) 1 

E. 	-E. 	_t 
cada r. dice 	x i  a  

Al abelianizar obtenemos las relaciones 

Por lo que una presentación de ':, (R' - 	(P.' -K) , r, (R'- K)] 

es 	(t 	) 	i.e. es cíclico infinito 

Q.E.U. 

2.i EJEMPLOS 

1) 	 NUDO TRIVIAL 

En este caso la presentación es (x 	) i.e. n,(R - K) 



es cíclico infinito 

2) 	 TRE[30t. 

Generadores x, ¥j z 

Relacione:; 
-1 -1 

xzy z = 

x `y 77 _ 1 

De la sequnda rclacióin 

obtenemos x = ! 'zy; 

sustituyendo en la pri-

mera obtenemos: 
r! 

y-'zyzy-'z-'= 1 	i.c. 

zyz - yzy 

La presentacion es (y,z : zyz = yzy) 

Definimos 	: r l (R' - K) 	s , mediante 

(y) = 	(12) , 	; (z) _ (13) 

Es claro que (12) (13) (1 ) : (13) (12) (13) y además !i2), 

(13) generan a 5, )por lo que 	establece .:n e;¥itr,orfisr;o de 

T (R' -K) en S 	un grupo no abcl.iane. Por lo tanta 

(R - K) L.5 no 7bc;'.11.dtl0, por lo QUE; el :«"t:.:Ci ao Cti un 

nudo trivial i.e . no pertenece a la clase del círculo. 

I 
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(3) 
	

EL NUDO DEL 8 

Generadores : x, y, z , w 

Relacione ;: 

x-1y-'zy  _ 1 	(1) 

x•r.-iw-'z - 1 	(2) 

1 	(3) 

Usando (2) , (3) podernos 

eliminar a x, r , susti 

tuir en (1) 

x 	w 	I  w'!„ 	y  

obtenemos la relación 

z'r w-1z w- -_- 1 wzw-iza.• = 1 

i.e. wzw-rzw zwz-I wz 

La presentación del grupo n, (R -K) es 

(w, z 	: 'azw 1 7w - zwz ''n'? 

z 
TV 



Gener(adlores: x, y, z, w, u, •! 

Relaciones: 	x-'uvu`' 

y- 1 	 - 1 

x-c x¡x-' 

w-1yy- ¥ 

u-'vwv-' 

i.e. obtenemos 	 Eliminamos u,w,z 

x = uvu-' 
	

y nos quedan cicas rcla- 

y 	77.•X2 ' 	 ciones: 

L = xyx-' 

w = YZY- 	(1) 	x = vyxfx-'y-,vyxy' :{-cy-lv 

U = vwv-' 	(2) 	y = xyx",xxy-'x-'= xyxy"ix-i 

De (2) obtenemos yxy - xyx 	sustituyendo en (1) 

x = vxyxx-ly-'vy>x-'j-'X- v'' 

X = VXVX V-t 

xvx = vxv 

una presentación c'c, este nudo es 

(X,y,v : xyx 	x y , xvx = vx.) 



y 	= x.- ' uvu-  ` x 

19. 

[§u 
	

X 
(5) 

Y 

Generadores: 

Relaciones: 

x, y, z,u,v 

tivu-' x 

 

i.e. obtenemos 

y = x-'uvu-'x 

x = z-' yz 

x  = yzy-' 

z = v-`uv 

Eliminamos u,x y los sustituimos: 

z = y_'z_'yzy 

(2) se reduce rI 

zyz = zvzvz-  v ..-' y:• 

(1 ) zyz •. yzy 

(2) 	 - ,r, 7.v7.'...-,v-  z yz 

1 - 	vz w., 	V 

y tenemos la eroscntacíón (y,z,v 	¡r.y,r.v 	vzv) por 

lo cual tienen grupos funci iru nta.l 	.I. o::o "FOs:, lo:; nudos (4 

& (5) . Sin embargo, no son equivalentes, pero para c3istin-

quirlos se necesitan t.Gcnicas más avanzadas (Vez.  [E'] . ) 



Observación: 

El siguiente teorema e s una consecuencia del Lena 

de Dehn: 

2.6 Teorema: 

( Ver 	It' 

Sea Kr R' un nudo; entonces i,IR` - é:) = Z si y sólo 

si K es el nudo trivial. 

En otras palabras, el único nudo tal que cl grupo fun- 

damental de su complemento es libre. es  la circunferencia 

desanudada en R ', 

20. 



III LA MA'T'RIZ Y EL POLINOMIO DE ALF;XANDEP 

Hemos descrita un m todo  pdra Cd1cu1dr ni a 	I,re- 

sentación del grupo fundamental de R' 	- 	K, 	donde K es un 

nudo 	pol.igonal. La presentación re>uiL' 	ser de tipo 	fi- 

n Lo; sin embargo, es difícil decidir cuando dos presen-

taciones de grupo presentan grupos .isomorfos. El objeti - 

vo de esta sección es l de desarrollar una herramienta 

sencilla de calcular para ci.istin¥tuir tipos de presentación 

•te grupos. Esta se simplifica especialmente. en el caso de 

los grupos de nudo. (Ver [C - 

3.1 DEFINICION: 

Sea G un grupo y ZG el anillo sobre G. Sea 

t 	ZG------+:: la única extensión del homomorfismo 

g 	a ZG, llamado el tr.iviaiizador. Una derivada 

en 	ZG es cualquier función D: ZG -----y ''G que satisface 

(1) D(h 1 1h.) = D(l) ) f !)(h; 

(II) D(h 1 lt ) 	D(h 1 )t(h )+ !i 1 D(h, 

h 1 , h: i ?,G. 

La existencia es inmediata de la e::tensión del 

mapeo G ----4 .G dado por q- y - 1 



Definimos al elemento 

O 
n-I 

c 	n 	t ) 

	

- 1 	 i=o 

u 
ion 

Sea F un grupo libre sobre (x 1 ,x;,.... 

El siguiente teorema nos caractori:a a las deriva- 

das en ZF. 

3.2 TEoiii:r•IA : 

A cada generador libres x ) , le correspóndi, una Crnica 

derivada 

i 	x¥ 
	 en Z I., 

llamada la derivada respecto a x, con la propiedad de que 

)x. 
_ 

x. — 	t.l 
J 

Demostración: 

Sea M un conjunto 'de olenentos 	, ri: , ... en correr; 

pondencia biyectiva con la base de F, bajo la función 

V (rll) = xi. 

2 
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Tomamos el semigrupo S(11) sobre el alfabeto M cons- 

tituicio por palabras sin cancelación; entonces ¡, se ex- 

tiende a un mapeo que preserva productos de S (M) en F tal 

que palabras equivalentes en S(M) son enviadas al mismo 

elemento en F. 

Ahora definimos C 3 : S (M)---, 'ZF' como sigue: 

1'. (1) 	O 
3 

rr 
x• - 1 V.

¥ i -x¡ - 	r) 

r. (.n 	- F. (r;rl) + x¥l 1 (r i) 

Como no hay cancelación en S(M), esto define bien a 

cumpliendo lo siguiente 

(a) r.(rw) = i (q) + 	('.);'.(•) 

(b) Si do:-. ;..:,1L:ra., so:: r,':ui'i lente, ent. n, c :; su:: i

nes bajo r, son i.rluai :c. 

Entonces definimos 	-) 	 F --_._ 'L: co:) 
x. 

aX¥  

Nhora esta función está bien definida nor la stiprayect.ivi- 

dad de ,; y (b) ; además es obvio que 	'¡ 
1X j _ 
	

¡ 



Por otra partí: 

7 	) 

J 	J 

J 

Por lo tanto su Unica cxtensi6n a ZF cumple 105 re-

quisitos, ya que la unicidad se seque del hecho de que e¥;-

tá definido sobre una base de F 

Q. E. U. 

3.3. PROPOSICION: 

Un elemento de ZF está determinado por sus derivadas 

parciales y el valor del trivializador- en di. 

DemostraciGn: 

Sea Q 	Zi' ; como — 	= O s.i , x, no aparece en Q, d}I, 

entoncc:: 

DQ - `:3X. 

	

J 	J 	 , 

define una derivada en ZF. 

Aplicándole D a x. , obtenemos 
J 
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Ahora sea 	a 	G--.----=.1/ Ç,C,(; 1 .-. I1 la ab 1 ianiza- 

cien. Entonces Zil es un anillo conmutativo con 1 

3.4 DEFINICTON 

Llamamos a la matriz derivada del Homomorfismo Js 

con entradas 

3r. 
(a le ) = l tG¥x '1 

la matriz de Alexander A de la presentación. 

A continuación de[iniremos una relaciFn de equivalen 

cia entre matrices sobre A, un anillo conmutativo con 1 

tal que presentaciones equivalente; poseen matrices de 

Alexander equivalentes. 

3.5 DEFINICION 

Sean A, A' matrices sobre í'., 1), un anillo conmuta- 

ti':• con 1. 	Decimos; que A, A' son equivalentes, A 	A', 

3i podemos obtener A' d. A api icando las .. iquient .r_. opera- 

¥iones Ca sus i nversos: 

(i) Permutar renglones v columna:,. 

(ji) Adjuntar un nuevo renrjl in de caros. 

(.iii) Sumar a un rengln una comt,inacihn l inea1 d otras 

renglones. 

(iv) Sumar a una columna una comhioación lineal de otras 

Columnas. 



w 

Por lo tanto cua I .tt; icr cl ri v da f) ti 4)uc '.(x ) 	rj. ; s 

de la forma Uta _ 	Y q 
J 	l 

En particular fl 	- t(-) defi.nc urca cierivacla tal tu¡, 

x.f 	.>. - 1 	Por lo tanta 

	

Q - tQ - :: 	(x j - 1) 

	

j 	) 

Q? f:. u . 

Esta es Llamada la Fórmula I'undamunt il del Cálculo 

Libre. 

Sea (x 1 , x,, ... , x r¥ . r ; 8 ... , r) una presentación de 

de un grupo G i.e. G = F'/R, donde P yes cl grupo libre 

sobre x 1 , ... , :+n y E la consecuencia' cie r . , ... , r 	. Denote 

mos por C> 	F 	F/R a la provccc i(n canónica y por y a 

un 	homomorfismo 	Ca 	 I1. En Lances obt ncmos la si- 

gui ante sucesión de homomorfismos de anillos: 

?.L' --- i  

Sea A,j la matriz sobre 7.Ii con entradas (m. Í) 	( 	 i:: 

Llamamos a 11,E la matri derivada del homomorf ismo 

* El mit¥imo sulbgrunc.o normal que cont.iunc r , ... r 
m ' 

07 
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(v) Adjuntar un nuevo renrjlón a una nueva columna tal. que 

la entrada de interna eci6n sea 1 y todos los demás 

nulos 

A O 
A ----s 

0 1 

Es sencillo verificar que define una relación de 

equivalencia. Obtenemos la siguiente preposición: 

3.6 PROPOSIC'IuN: 

Presentaciones finitas de grupo equivalentes definen 

matrices de Alexander equivalentes. 

Demostración 

Basta demostrarlo rara las equivalencias fundamenta-

les de Tietze, ya que por el Teorema de Tietz e` toda equiva-

lencia de presentaciones finitas se dejenmpone en una cum- 

posicic,r, finita donan aparecen . atas doy. y sus _:versos. 

Consideremos los dos casas: 

a) La equivalencia en de la forme, 

.¥ 
x 
	r 	,• 	, 	

r, ) 
	___¥`,l ,. 	.`'Il I_ ,.. 

	,r 1 ,$) 

donde s esta en R, la consecuencia de r . , .. , r 	y j es la 

identidad en el grupo libre :' (>: 	...x11 ) . Calcula remos e l 

0 Ver apc(ndice. 



renglón adicional en la syuncia m.¥t ri: <.1. Alt :anc!s r. 

Como s , R, en ton cea 

S: t PJk r iuWk ; 

1¥= 1 

3S 	" w 1 rw 1 	{'; _ 	v.ri w 

	

¥,¥r i w 	
_.w

¥ 	
._. _ vx 

	 r 	 .. 
j 	.1  

i c{l w r Uk w - , ¥ wgriyw '1l. 
h l k l k kx¥ 

como ;,t'(r.) = 1 

3 S 	'¥ 	) w r
i 
^w¥ _   

1 	k1 	i x. 

Además tenemos que 

aw r. wk 	k - ' 	a.. 	r t k - 1 	i r.  

	

k rk 	. 	tk 	k _ ¥x a- .o k (— 	) 	x - wk r ikwk ' ¥x . 

	

ex. 	J 	r ik- 1 	 ) 	 J 

{i k r. , .l 
como c:. (- ik 	- k entonces 

ik 

Jl O( 	w
k r.w_') = i' 	. k 	'L'(wk 

) 
3x1 	r k k 	¥.. i 

Sea 	Ck = f:k (uk ) ; efltoncc23 
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q 	r. 
ckLiO 

j 	h,l 	1 

i.e. el renglón adicional es combinación lineal de los demás, 

por lo que se sigue el resultado.  

(b) En este caso la equivalencia es de la forma 

J 
(X 1 , ...,x : r l , . ..,rm ) ---Zj(x1, ...,x11 , y: r,,.. . , r m , iz• -1 ) 

donde z e F(x i ,...,.... , la identidad en F(xi,...,x) 

Claramente 
r. 

ay r - O 
1 - 1,..., m 

ayz-¥ 

TY— 1 
Y 

Por lo tanto la matriz de Alexander es de la forma 

	

A O 	¡ A O 
1 	 A 

	

V 1 	\\ O l 

Donde A es la matriz de Alexander de la presentación origi- 

nal, de donde obtenemos `l resultado deseado. 

Q.E.D. 

Como consecuencia de lo anterior, tenemos un inva-

riante del tipo de nudo, que es la matriz de Alexander. 



Sin 	embargo, aun su di f. icu l t.a cl c:t.c -minar s i c1C,s nat.r L(:5 

pertenecen o no a la misma clase de e luiva1 ncrn. Para 

ello haremos, uso cle Los idea Les r lem nt.alr ;• 

3.7 DEFTNICION: 

Sea A una matriz :;, X 1u sobre 	, 1).:,r a tocic, ): 	, () cie- 

f.ini.mos el k-Gs.im.o ideal elemental de A como sigue: 

Si O<n - t: ; rn 	E:k (A) ce:; c'1 ideal generado I,c>>4 

leo; cielo minan tos de la:, sul:m,aIric:::: de r: - k x n - 'r: de A. 

Si tt - k 	, entonces Eh (A) 	o 

Si n - k•,O, entonces 	E k (A) - (1 ) 

Debido al hecho de que parlemos <9esarr;_ llar los de-

terminantes por cofactores de los ele ot::os do cualquier 

renglón 6 columna, tenemos que los ideales < i,rrnta.l¥ s de 

constituyen una cadena ascendente 

E (A)c: E, (A) _ ... 1;11 (A) " Ent1 )A) -... 	. 

3.8 PROPOSIC:ION: 

Matrices eciui.valr>ntee>s definen la misma cadena de  

ideales elementales. 



3.1. 

Demostración: 

Es una consecuencia de las propiedades de 1 u de- 

terminantes. 

Q. E. E). 

Por lo tanto si dos matrices poseen aluún ideal 

elemental diferente, entonces no son equivalentes. Dada 

una presentación finita llamamos al K-císirio ideal domen-

tal de su matriz de Alexander sim: le!nc.•nt:e el K-ósit^o ideal 

elemental de la presentación. 

Hasta ahora hemos construido los siguientes inva-

riantes: 

Matriz di' 	ide.alen 
Alexander 	elerentales 

Cada vez obtenernos invari n:tes r s débiles, pero 

in1 	calculables y de hecho sor bastante efect.: iv.:s ea  

1istinquir Lir 	de nudo. 

El 	siguiente pan) 	ar ti.dular iza: esta h rra- 

mienta al caso del muno de nudo. 

Sea }; C R' un nudo pol i cona 1 y sea G = 	. (E? • - 

Entonces H = G/ l G, GJos t2n grupo cid l tco infinito. 

Estudiemos el anillo de este grupo. 



Sea li = 	t. , entonces todo r 1ernentu ir • Zii se nUeele 

escrihir de la forma 

h = 	'r; 	h t: n 

donde casi todos lo:; h son nu 1u:> 

Las 	siquientes I:.rc,piedades cié.- Zü :,un f ic.i 1 es de ver  - 
ficar: 

(i) Zil es un dominio de mhaimo <:om(in divisor. 

(ji) Zil posee Sólo unidades trivr.rle s i.c. + t u  

3.9 DEIrINTCIe::: 

Definimos al generador del ro•,inimo ideal principal 

que contiene a ! k  (í,) , donde A es la matriz de A1t,xinder de 

un grupo do nudo como el k-ós imo polinomio del nudo 

Observamos que= como Zil es un dominio o. c.d. , rnton-

ces Ak  es el máximo común divisor de los elementos que ge-

neran a L•'k  (A) descritos en la definición de este ideal. 

3.10 PROPOSrC'lON: 

Ek(A) c 	Ek+1  (A) L 

Por lo 'que 
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(Ak) (''k#1 ) 	Y 	"k1-1 	k 

Q.F:.D. 

Es 	una consecuencia irnec1i. iLa de la propo<;i(;.i6n ^3.8 

que presentaciones equivalentes poseen .los mismos polinomios 

de nudo, ya que tienen los mismo: ideales elementales. Por 

lo tanto, los Polinomios de nudo son invariante:i del tipa 

del nudo. 

En el capítulo anterior obtuvimos una presentaciún 

de n,(R' - k) de deficiencia 1: (x.,...,x tr : r1 ,...,r¥._ 1 ): 

por lo tanto E.= (0) y ;,a - 0 

3.11 PROPOSICION: 

Sea K C R 3 un ruda; entonces :;u primer ideal ele- 

mental es principal. 

Demostración: 

Tomemos la presentación (x ,.•.,x 	r.,..., r 
' 	 t¥ - 1 

dr, :.l ! (R 	-- K) . 	Por la fórzul i 1 uride:;ta1 a);t memos 

" 

r. - 1 = 	( 	- 1) 

Pero 	.1 (xk) = t 	j -- 1,..., n 

J' ! 	) 



w 

Como ?1-f es un dominio ent. •;:o (ti 	C 	l. aí ),an: 

zaeibn de n i (Ft' - K) ) entonces: 

n 	1r. 
0 

J ) 	J 

Por lo tanto la suma de los vectores columna de la 

matriz de Alexander A es nula, por lo que A - A' donde A' 

se obtiene de A sustituyendo ceros en cualquier columna. 

Esto implica que A' sólo posee una submatriz 

n- 1 x n- 1 

no nula, cuyo determinante forzosamente genera a E l (A') = E; (A) 

i.e. Et(A) = (G,) 

3.12 DEFINICION: 

Llamamos al primer ideal element:a.1 E;(A) el ideal de 

Alexander del nudo y a su generado- A l  el polinomio de 

Alexander. 

3.13 EJEMPLOS 

1) Nudo trivial 

n r (R 3  - K) _ Z, por lo que su presentación es 

(t: 



A _ (0), E 1  (A) - 	(1), :7, 	- 1 

2) Trébol 

Tiene una presentación (z,y : r.yz  

i.e. r = zyzy-1z- l y-1 

ar 	azyzy-1 z - ' y- ` 
7z - 5z 

Como a0(z) = ¿,0(Y) = 1 

Lk0( r = 1 + tz  - t 

Por simetría 	ar  = - ar 
ay 	az 

A = (1 - t + t 2  

= 1 • 	y ( 	) 

= 1 + zy(1 .{z 	y z-l y-

I

)  
Jz 

= 1. f zy(l .Fzy,-1(-r. 1)) 

= 1 .t zy  - zyzy-1 ¿-: )  

- 1 + t - t 2 ) 

El (A) _ (1 - t + t 2 ), 	= t' - t +- 1 

3) Nudo del 8 

Tiene una presentación 

(w,z : wzw-'2wz-'w-Izw-1z-1) 



Í t. ta calcular una entrada para c:t,t. n& r el poi inomia 

3rs_  3r + 	
)S r _ Jr  _ 	Jt 

ów 	ów 	r  2w - 	Jw 	r  úw 

sea r = wzw zw, 	s = zwz wz 

_ 
Dr = 1 + wz  3áwt zw  = 1+ wz(-w-t + 

aw= z  aaz  wWz  = z(1 + wz ) 

C ( aw) = 1 + t(-t'  + 1) = 1 - t + t' 

aO (áw) = t(1+1) = 2t 

E t  = (1 - t + t 7  - 2t) _ (t' - 3t •4- 1) 

i.e. 	A = t - 3t + 1 

Por lo tanto el trébol y el S no son ni triviales 

ni equivalentes entre si. 



(4) Nudo Cuadrado. 

La presentación obtenida en ('1 c<ipíl.ulo I pira 

ambos es; 

(x, y, v 	. xyx - yxy, 	xvx =- vxv) 

Usando el resultado del trébol, obti¥neemos la ma-

triz de Alexander siguiente: 

t 2 - t + 1 	- t 2 + t - 1 	O 

t` -+ 1 	O 	-t 7 

A, (+) _ (t` - t + 1) 2 = t` - 2t' + 3t 2 - 2t ¥ 1 

i7. 
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SUPERFICIES 1E SEII'I;R'I'. 

4.1 DEI'INICION: 

Sea E C S 	un nudo 1,o1 iclon,,1 . 	t'na : ul- t. rtici'. di' 

Seifert para K e- una up:'rf icie cuml) wta crirnt:.al;le M tal 

que )M = K. 

Dado un nudo poligonai K, surge la siguiente interro-

gante: ¿existe una superficie de Seifert para K? 

La construcción que proporcionircmo_: enseguida resuelve es-

te problema. 

Consideremos una proyección reqular de E y ori.entemos 

al nudo 

(i) Escogemos un punto p. K que no sea doble. 

(ii) Recorremos el nudo siguiendo .. orientación hasta 

llegar al primer punto doble. 

liii) Descendemos ó ascendemos mediante un segmento do rec 



ta al otro punto que :,c l)rc:,y4ct.1 suhre el doble, 

(iv) Volvemos a recorrer el nudo sicluic:rndo su orientación 

y repetirnos lo anterior. 

Es claro que al llevar a crin este nr.c,ced.imiento 

regresamos al punto original , y hahrcn os descrito 

una curva cerrada simple 	. altern t 	yoen toS de 

recta con arcos del nudo. 

(v) Repetimos (i)-(iv) hasta cuhr:r los arcre; del nudo 

con n curvas cerradas simples que se inter ectan 

sólo por parejas.; sobre los segmentos de recta. De 

Nacho en cada 	,, :mento inciden exactamente dos de 

estas curvas. 

(vi) Sean Kr,...,E estas curvas con la orientación induci-

da por E. Extendemos un disco cerrado :-i  en cada Ki  

de tal forma que resulten ajenos (levantándolos si re 

sultan anidados) excepto por las intersecciones de 

las curvas. Estos discos heredan una orientación a 

partir de su frontera, 



m 

(vii.) Sea m = ti 	i al uinr estuH di;cos i.{r.'•;;apariTce¡,, 
t=1 

los segmentos de recta, por )u qur M e  

ficie coripicta tal que ;;:•1 - K 

4.1 PROPOSTCTON: 

M es orientable 

Demostración: 

En la construcción anterior obtuvimos n curvas cerra-

das simples orientadas, que inducen orientaciones sobre los 

discos extendidos en ellas. De esta forma obtenemos n dis-

cos orientados con la propiedad de que poseen orientaciones 

opuestas sobre el segmento de recta usado para pegarlos 2 

a 2: 

Esta coherencia permite extender la orient.ación de 

los discos en forma compatible a todo M. Además, si a ca-

da disco le asociamos un collar doble (es decir, dotamos a 

sus lados con signos contrarios), entonces podemos extender 

uno a todo M. 
Q.E.D. 

1 



Cada proyección regid ir de K da lu.jar a una 

ficic de  

4.3 E jempllos 

Trébol: 

Pegamos las dos 2-células 

con tres bandas volteadas. 
cr 2 

4.4  NUDC DEL i. 

r, 
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En este ca:.;o hay tres -c:•c_lulas, enn 	por en<_ ima (le 

Las superficies r_ompacia:> con frontera e:;: in bion 

clasificadas por el siguiente teorema 

4.5 TEOREMA (Véase 	T a 1 ) 
Dos super£icios compactas con frontera sor 	,:.; : 

si y sólo si tienen el mismo nlh:r..ro de componentun de fron- 

tera, ambas son orientab.lcs o no-orientables; 	si posean la 

misma característica de Euler. 

Ahora tenemos la siguiente proposición: 

4.6 PROPOSICION 

Cualquier superficie compacta orientable con una com-

ponente de frontera es homeomorfa a un disco en R' con pa-

rejas de bandas ajenas adheridas a él. 

Demostración: 

Sea M una superficie compacta con una componente de 

frontera, y sea X(M) - m. 

Sea D un disco en R'; es claro que X(D) = 2. Ahora 

X(M) se calcula extendiendo un disco sobre la frontera y 

calculando la característica de la superficie resultante, 

que por ser orientable es una suma conexa de_ '1'uROS. Por 

lo tanto, si g es el gfnero de esta superficie, entonces 

L 



	

g >. o 	<= 	2- X(M) > 0 

<= m = X(M) < 2 

Peguemos una banda al disco D; sea D, el resultante; 

entonces es fácil verificar que 

X(Di) = X(D) - 1 = 1 

Por lo tanto, al pegarle una pareja de bandas, la ca- 

racterística resultante baja en 2. Sea m 	-2K con k j O 

(en el caso X(M) = 2 no necesitamos usar bandas) 

m = 2 - 2(k + 1) = X(D) - 2(k + 1) 

Esto lo podemos lograr pegando k + 1 parejas de ban-

das a D, de tal suerte que se traslapen para que el resultan 

te M' tenga una componente cie frontera 

Claramente M•1' es orientable 

K + 1 	/ 	y X(M') = X (M) 

parejas 	 M es homeomorfo a M 1  y se 

ajenas 	sigue el resultado. 

Q.E.D. 

Es importante notar que se necesitan tantas parejas 

como el género de M. 

En la construcción de la Superficie de Seifert, obte-

nemos una descomposición de ella en términos de 2-células. 

43. 
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Sea 	a = no. de puntos doblo 

b = no. de células 

Tomamos los arcos del nudo y los sec;ment.os de recta 

como aristas y los puntos que corresponden a uno doble como 

vértices. Extendemos un disco, en la frontera para obtener 

una superficie T. Obtenemos así una estructura como 2-com 

plejo a partir de la cual podemos calcular su característica. 

X(T) = Vértices - Aristas + Caras 

X(T) 	(2a) -(3a) + (b '+- 1) = b - a + 1 

Pero X (M) = X (T) , por lo que X(M) = b - a + 1 

g (M) = g (T) = 2 - X(T)/2  = 2 - (b - a + 1) /2 

g(M) - a - b + 1 2 

Por lo tanto M es homeomorfo a un disco con a - b + 1 

cintas pegadas a ól de la forma descrita anteriormente. 

Sea K un nudo poligonal y M una superficie de Seifert 

construida con una proyección. Entonces tenemos un homeo- 

morfismo abstracto de M en una superficie con frontera de 

la forma c.nteri.or. Usando esto se puede construir una iso-

topía de S 6 R 3  en si mismo que envíe a M en un disco con 

parejas de bandas enredadas adheridas a él. 

En general, como Al es orientable, cada banda posee un 

número par de torceduras; podemos considerar a la superfi 



cie aplanada si hacemos .las sust! rus icnt  

1 

Ejemplo: 	TREBOL: 

Es más sencillo utilizar la proveccifir; siquientc': 



(iii) 	MATRICES DE St.Ií'L:RT 

4.7 DEFINICION 

Sean K1 , K; dos nudos pol igunales dis_juntos orienta-

dos en R 6 S' ; consideremos una proyección regular de 

K ti J K 2 . Sea m la suma algebrá.ica de las veces que K. pasa 

por encima de KI de izquierda a derecha siguiendo su orien-

tación. Definimos m como *:l nramero de enlace de K 1 con res-

pecto a K? , y lo denotamos por m = lk(K 1 ,K?) 

Sea K c S3 cualquier nudo poligonal orientado y sea 

M una superficie de Seifert para K. Consideremos un lazo 

w sobre M. Como M poseo dos lados bien definidos, podemos 

levantar a w sobre M en una dirección normal positiva y en 

una negativa para obtener w y w respectivamente. 

En cada banda de M podemos escoger un lazo orientado 

a favor de las manecillas del reloj. Estos lazos orienta-

dos a,,... a,„ constituyen una base de la homología II, (M) 

de M, donde g es el gt¥nero de M y a2 ¥._ 1 a,ti corresponden 

a la pare, 	-&sima de bandas 

4.8 DEFINICION: 

Sea vi) 	lk(a,, a.). 	T, la matriz v = (v..) la ha- 

maremos la matriz de Seifert de M. 

46. 



Es .importante hacer la oh:;ervación de que '':;ta .matriz: 

no es un invar tan te del tipo clr,l nudo y que depende de la 

superficie de Se.t fc1rt ut ji izada. 

EJ EMP [.0 

Trébol 

Observando la f.icjura ejn l;i p5eliri.a `I , olht.cnemco:; 

Sean a 1 ,...a2; los lazos sobre las bandas de M y su- 

pongamos que a. , a no corresponden a una misma pareja i . e L 	j 

i t 21-1 	1. 	g. Entorice:, podernos suponer que a•. y i r 	l 

no se intersectan 

\k J» 

\I 	¡
l 
I a2f +

II 
 

0 2p2 k¥ `¥.¥I 



4. 

Entonces por la simetria del nümcro do (,nlacc. obt_c•-

nemos: 

lk( a"i , a ) ) -= 1k(a i , a.) :. 1k(a 1 , a.) 	1k(a 	a l ) 

Ahora sumongamos que i - 2. - 1, j 	2. 	1 , 

Entonces podemos suponer que a , a se centran e¥n un solo i  

punto. Si levantamos a 	localmente esi este punto a .á 

obtenemos 

1k(a i , a.) _ lk(á., a.) =lk(a., éi.) 	lk(;i}, a.) - 1 
1 	1 	J 	] 	1 	J  

De esta manera obtenemos 

4.9 PROPOSICION: 

Sea V una matriz de Seifert. de 2c: x 2¥: 

Entonces cumple lo siguiente 

fi 	O 
V - 	! 	- 	 q vt cc s, 

O 	H 

donde 11 =
(O 1" 
I1 O¥ 

Usando argumentos análogos a los 1ntc>ri()res, se puede, 

demostrar que 

(1k(ai.a.)) = (lk(ai,a)) - VI 



4 '1 . 

Estas propíodados serán funcbunenta1 	para la ca- 

ractcrización del nolinornio dc ALexander que 1 va remo; 

a cabo en cl siguiente cap tulo. 



V CARACTERIZACION DEL POLINOMIO DE ALEXANDEE 

Considerorno: una su¡:¥cerf iciic de Se i fert nnra un nudo 

K, la cual podemos tomar de 1  ::ic¡mento forma: 

Enumeramos las g  

de 17anuas que aparecen. 

Calcularemos a partir de 

esta proye cciún una t>re-

sentac ibn d: 
L 	¥ 

2 

--' 	2 a2 
2 

w 

w 
x Ii w 	 /w Bit 

21 /¥ 

As i obt ne:os lo; ..)l em(nt;o ;. 

En cada }::raja tomarnos 

los generadores que Sc, 

indican a la i c.7u.7ierrcia. 

Al recorrer las bandas 

raciones según las abs- 

t ruc.c ionc, i de 1 a5; ban- 

das. 



w 	w 
X 11 ,...,x

l 

W 	w 

Asimismo si (Iinot¥.tmo:, cr,n x k a l« c)cr.i r¥c! ,r¥rs que 
i 

COrl csDGnc.IBn il los ordi'S adyacentes , obt:l.ntna:4: 

}t al .. , K2 	w .. .1.. ,i¡ 

Es claro que estas elementos gencran a 	, tlt' - Kl 

nbtene' 1 s; siguiente:, relacione::: 	. 

w 	 l , _ 1 
1 kil= l (lpy ) X i'g1 '1 hlk `(aI'y)_l 

` 	

X 

xw. 	= (,r) \ 1'1 yw' 
(
\

)X 
1¥ ! 

1 	k+l 	l 	p,! 	pq j 	1 k l 	pul 	piJ 

w 	1 	..,; 	k 	1,..., 	; 	- 

Análoganu::nLe para la 	cruncla banda en cacle pareja obtenemos: 

2 k+l 	t 	r;t 	"2k [ 	,st] 

2 k+t - llx 	) 1 	1 
 i; 	I 	ti 	(\ 	). c 	L 21 	 t 	 , 

w = 1,.. ,4 	k 	I,.. 



Además obtenemos 

	

w' 	w X 11 - ;{ Jl 

	

} W1 	
I í 

w 
w 

` 1 4J 

	

xw 
l 	

_ yw+l 
1 

Esto determina una presentocion cuadrada del grupo 

del nudo, de donde podemos eliminar la última reiaci6n pa- 

ra que sea de deficiencia uno.' 

Procedemos a introducir los siguientes gencradore:; 

acompañados de relaciones: 

	

u lk 	_. (:{Ik-I ;1 I: 

	

(i1, 	. 1"2k1 -1 

• 1 	 l, 	 ¥1 	_ I w 

	

1 	l,q 	1k 	1' 	1k11 

	

,w 	1 	li 	!i l 	w 

	

t ? 	l c t 21; t st 	U k+1 

w -  

k 	_ 	1,...i. 1 

k 	_  

k 	1,..., i 	— 
t. 

k 	= 	1..... j 	" 

Denotados nor Jk a J con lea última re) ación suprimida 
b'. 



W 

;i 3 

Las relaciones originales en t6rrninos de la U';: son: 

Ur.1 XW u
lil _ Xw 	'iA pq 	1k pq 	lk }1 

U1',.1 Kw, U1, =1 = Nw 9 

pq 	1k pq 	1 k+1 

Ustl >2k Ust¥ 	 2k+1 } 	13 
	w = 1, .. ,<t 

X'1 w' ¼rlw' _ 
Ust X2k ¥ist 	X2k+1 

k -  

Es sencillo verificar que podemos obtener el sequndo 

y cuarto bloque de estas relaciones .a partir cíe' las otras 

que involucran a la : U' s . Por lo tanto son redundantes 

Ahora para w = 1,...,g, k ¢ .1,i 	-/ 1, j 

Xw ¥ 

	

=x 	(U'1' 	 X", - 
 

Ik 	lk 	1k 	t 

y para estas k, _ respectivamente no vuelven a aparecer 

w' 	w' X lk, X. por lo cual pueden ser. eliminadas. 

Considerando las relaciones A, 13 es claro que susti- 

tuyendo repetidamente se reducen a las relaciones 

Rw 	Kw 	.w .,w 	(;.c.¥-1 
1 	li w 	 1 	11 	1 

w = 1,...,y 

R 	XW 	= 	X w 1 
(3 w)-1 



5.1 . 

donde Sta es el producto de las U's que aparecen :;ucosiva- 
i 

mente al recorrer la banda i¥-fsima de la parea w-rósi.ria. 

Además podemos eliminar a 

X1,,..., Xi 	_ 1 w 
w 

w 	w 

Ahora podemos sustituir las relaciones 

ww' —1 	w 	 v 	c ' — 	,• y 
U21 - (X,1, 	X21 	U11 • 1'11 	"11 

w=i,.. ,q 

U. 	 (' w' ) -1 	w X 	 U. 
I lw 	.

¥1¥,.. 	1]. w 

en Jw y elimi.nari.as  junto con las X 's 

;{W I = yi1 1iJÍ 1 )
1 

X
w - ..,w+1 
11 	2.1•,, 



Por lo tanto nuies1ra ;.)rer taa<cicr,n t real ,,y ele la si- 

guienie forma: 

GENERADORES: 
	 RRI,AC1eE ; 

i 	 Rti' 	R 
w • 

X¥Ir X;. 	 U; , u' 

U1 i 	 1 	 w -- 1,...c)-1 
u' 

U2l'...' 2 	 Jq 

Considertr.:ccs 	registra las veces _iue las otras - 

bandas cruzan a la i-*,sima banda de la pareja y. Para de-- 

rivar estas relaciones con resp cte a alquna U, podemos hacer 

todas las demás triviales, ya aue bajo la ibeiiar:.i:aci.Cin co- 

rresponden al 1. Entonces si 	es la suma alyobr.aica de 

los exponentes de U en 

3Rw 	 w w 	w -1 	 w• JU "X 
i 	i 	i l 	i  

Ahora si sumamos los • correspondientes a las deriva-

as de todas las U's de la batida j-csir x de la pareja 

entónces obtenemos la suma algebraica de las veces que esta 



5(). 

banda pasa por encima de lalvida i -és i ma de la pareja w.  

i.e. es igual a 'k (a'' , a 

Por lo tanto la matriz de 29 x 2q con entradas estas sumas 

al tomar las U's y R' ' s ordenadas apropiadamente no es más 

que V =1V1)la matriz de Seifort de M. 

Procederemos a calcular la matriz de A1e<ander de 

esta presentaci6n. Ordenamos a los generadores y relaciones 

como sigue: 

1
,

ti 	2 

• • CU 2  lo . . 	• • - U ti,''"U 

1 	1 	1 	1 	 * 
R1  , R2  , . . •R  , 	,R 	UI  U 2  , . • 	S U 1  S U:, l  ' ...... 

Sea P la matriz diagonal: 

-i 	 .: h 1 iqu. 

o 

O 
> 

Para cada w 	1,. •.,q sea FI 	la siquient.e n.-itrj?. de ( i ,4i -2)>: 



1 	0 

)w  

-1 0 O 

1-1 	0 

. • (? 	1 	-1 

i. 

57. 

Sea L la matriz 

-1 0 1 0 

0 -1 1 O 

0 1 0 -1 

1 0 0 -1 

y L* 1.a misma matriz pero sin el rangl6n inferior 

Sea Kw  la matriz 

t 	0 •  O 

0 O 	t -t  O 

O O 	t 

0•  O 

iw 	 iw 



58. 

Finalmente sea E la matriz obtenida de derivar a los 

Ri respecto a las U's con e.1 orden dadu cae los gonr. radcros. 

Por lo tanto, nuestra matriz dar AMoxander resulta ser: 

r 
P 	 I: 

O 	o 	o 	 o 

() 	K 

Multiplicando y sumando adc>cuadar,unt,r, podemos usar 

los ©k  para sumar todo en columnas a intervalos i,, , j,,, res 

pectivamente. 



1.e. E se convierte en )s' ; 

v110. . . 	O v12 . . . 

V21 	V22 

Vg1 O . . . O vg1 . . . 

i'7 	 Ir; 

v l ;—I ra 	r, 	v
1 }; 

c¥ . 	. 	. o 

V 	O. .
. 

O V O 	o 

(1-t) 

Las k en diagonal se transformen en K' 
V 	 u 

i 	j w 	w 

t O 	O 	O 

t O 	 O -t O 	 O 

o. . . .0 t O 	O 

O 	 G 

t 
es decir (-t ) baja sobre la diagonal a distancia de iw., jw 
alternadamente, como en lo anterior 

ri'). 
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A % 

L 

o 

ti 

Podernos utilizar las columnas 2,3 de L,L• para eliminar 

las •. en loa K W; arriba aparece •t sobre la diagonal 



Ignorando 1as columnas de cero i n tintercaladas i:eda 

como: 

	

O 	1 

	

(1-t) V + 1 -1 	0 	0 

.01 

	

O 	-1 0 	2gx2g 

Ahora usando operaciones que no afectan a otras 

partes de la matriz, podemos reducir su lado izquierdo 

a 

0100 

0010 
O 

0000 

O O O 1 

• O 1 0 0 

L*' 	- O O 1 O 

O O O 1 
L*' 

Sumando renglones sucesivamente y multiplicando por -1, 

podemos reducir 13 a 
w 



Reordenando apropiadamente: 

0 
0 l 

	

(l-t) V+ t -7 '-1 0 	0 
ka1 

0 	1 	!d 

0 

	

Haciendo la reducción (¥ i) 	M sucesivamente: 

A ti O 	(l-t)V + t 	u 1 

A ti 



En el. capítulo '[V vimos ctu¥¥ 

V - V I' _ t 	o 1 
k= 1 (" 	u 

A '\• (0 (1-t) V ¥ t (y-y' )) - I , .?"t.v'1 

Por lo tanto obtenemos el s 	icnt.e tv!c)rt_,rma 

5.1 TEOREMA 

Sea K C 5 un nido poligonal, M una superficie de 

Seifert para K y V su matriz. Entonces salvo equivalencia 

(O V-tVT) 

es la matriz de Alexander de K, y salve unidades el polinomio 

de Alexander de K es: 

A(t) = det (V - tV1) 

Ll 

Esta forma de la matriz de Alexander nos conduce a 

caracterizar el polinomio de Alexander de un nudo. 

c 	fl mofas'+.. n _ 

Para cualquier nudo poligonal K C S3 el polinomio de 

Alexander de K, A(t) , satisface lo siguiente : 



(i) 1n(1)1 = 1 

(ji) existe un entero <ar tal que 

(t) = t'1 () 

Demostración 

Basta hacerlo para un asociado. C:onstritimos una 

superficie de Scifert: para K, digjamo: M, y Cam<Ycn 	V su 

matriz asociada, de 2c1 x 2g. 

Entonces por el teorema 5.1, salvo ;ociado: 

!1(t) = det (V - tV1 ) 

Id(1)1 = Idet (v - vT)¥ 

det u  l  
k=1 

Por otra parte 

	

det (V - L v'l) = det 	(-1) (V t - IV) 

= (-i) Z '' det lVl - tV¥ 

	

= (-) 	det 	(V1 

= t- '̀ ` det l v - tV.1 ) 

_ t-1ti.f.(t:) 



Por. lo tanto ::e 	ique ¥tue 

A(t) = tl A(t) 

Q.G.D. 

Ejemplo 

El Tróbol: 

En el capítulo IV vimos que el trft,ol t. en' ¿_i ),i .>i- 

guiente superficie como Superficie de Seifert: 

1 	o 	 ,-t' 	r -1 _  
V 	( 1 -1 	 O 1 

A(t) = det (V -tvT) 

	

-1+t 	-t 

1 	-1+t 	t`- 2t: + 1 + t - t' - t + 1 



66. 

Sea E = (L•:.. ) una matriz, clr 2h x 2h a%nn critr.acLu; en 
►.1 

los enteros. 

A partir de el. la  podemos obtener e 	í, en  i cju ent e deter.mi- 

nante: 

E1 	(1.-t.) 	E1 	(1-t)+t . 	. 	. r1. 2h - 1 (1-t) 	E'1 	,).¥ 11-t) 

E12 (1-t.) -1 	E,, 4, (.1-t) 	. 	. 	. L, 	,h _ l (1-r) 	r 	 . 	(1-t) 

n= 

r 21, E 2h 1 (1-t.) 	[:.,):-12,, (1-1)+t 

2hx2h 	E1 2h 	E. (1-t) 	E. 	(1-t) 	E2h 1 2) (1-t)-1 EM 	(1-t) - 	1 	 i 2h 

Sea W
h 
el determinante do 2h x 2h obtenido del anterior ha-

ciendo 

E14 , E36, . . .1 1 2h-3 '3)i 	¥y 	E 22 iguales a 1 

E13 , E35 , . . ., E !6-3, 21¥-Z 	x 	E, 	sin determinar y los 

demás nulos 

W 1 	•- 

1. 1 l (1 - t) 	t 

-1 	 1 - 



E
1   (l-t.) 
	t 	i 13(1-t) 	1-t 

-1 	1 - t 	0 	o 

	

W_ _ 	E) 3  (1-t.) 	0 	0 	1 

1-t 	0 	-1 	0 

Sea W t̀  el subdeterminante obtenido al suprimir la 

penúltima columna y el penúltimo renglón de 51 

0 

	

W lt 	 Wtt-1  

0 
lot 

O-  ... O 1-t O 	0 

_ - (1-t) 2wi,-1 

Como W' = (l-t), entonces 
1 

W' = (-1) I'-1  (1-t)'h-1. 
h 

Por otra parte 
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n 	 O 

Wh-1  

	

a 	o 

1 

	

O 	O 

0....0 E 11-3 2h-1 (1-t) G 	O 	t 

O....0 	1 - t 	0 	-1 	O 

(t-1) 

-t 

o 

o 

	

1 	• 

	

O.. .0 L2h-3 2h-l(1-t)0 	O 

O...O 	1 - t 	0 	-1 

O 

wh-1 

O 

E2h-3 211-1 (1-t:1 
o 

	

G...O 1 - t O 	-1 



	

0...0 E2h-3 2h-1(1-t) 	0 

-E2h-3 2h-1 (1-t)t 	\ \ 	+ tWIi-1 

0...0 1-t 0 

=(-E2h-3 2h-1(t-1) 	+ E2h-3 2h-1(t-1)t)W1 ¥-1 	+ t wh-1 

-(1-t) E2h-3 2h-1 wh-1 +  

= -[1-t) 3E 2h-3 2h-1 J (1-t) 
2h3 (-1)h 2 + t Wh-1 

Wh - (-1)h-1 E2h-3 2h-1 (1-t)`h + t Wh-1 

Utilizando esto, nos proponemos demostrar que hay dos pro-

piedades que caracterizan al polinomio de Alexander 

F,', . 

5.3 LEMA 
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Sea p(t) un polinomio normalizado que cumple la:; 

siguientes condiciones: 

(i) Existe un entero n tal que 

p(t) = tznp(k) 

(ii) Ip(1)¡ = 1 

Entonces podemos escoger coeficientes (E..) tal que W = p(t) 

Demostración 

Lo demostraremos por inducción sobre n. 

Para n = 1 

p(t) = C, + (1-2C„)t + Cot' 

Sea E11  = C, 

E11(1-t) 	t 
W1  = 

	

	 = C0(1-t) + t = C,- 2C0t + C0 t 2  + t 
1-t 

= C0+ (1-2C0 )t + Co t' = p(t) 

Supongamoslo cierto para n-1 i.e. podemos lograr cualquier 

polinomio simétrico de grado 2n-2 que valga 1 evaluando en 1 

usando Wn-1' 
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q(t) 	n(t) - C'o(1-L)''n /t 

Es un polinomio, ,a quo el cOe fi cien L cena L.,r,t, d.• la rr;t 

es nulo. Además, por la simet.t l,r de p (t) , el exponente. mayor 

de g(t) es 2n-2. 	Es f,5cil verificar que c1(t) cumple (i), (ii). 

Por la hipótesis de .inducción podemos escoger coeficientes ta 

les que W 	= q(t) 

Por * tenemos: 

W n = (-l)'¥-1 E2n-3 2n-1 (1-t) n + t P11 n-1 

Sea 	E2n-3 2n-1 = (-i)n_1 C. ; por lo tanto 

Wn = C,(l.-t)2n + t q(t) 

= C, (1-t) 2n + p(t) - Co (1-t) 2n = p(t) 

Q.E.D. 

Sea V = (V..) una matriz de Seifert. Las igualdades 

V.. - tVji = Vi1(1-t) + t 	i = 2£-1 

V3i - tV. 	= Vid (1.-t) - 1 	 j = 2:. 

V.. = v.. 	i ¢ 2r-1 	e.5 	j 

muestran que si tomamos (Ei .) _ (V..) en el determinante D, 

entonces 
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E:videntement:c v Puede ser la matriz de Seifer.t de una 

infinidad de- nudos, por lo cual el lema 55.3 nos conduce al 

siguiente teorema: 

Ç A mc'nnt',. 

Cualquier polinomio n (t ) que cumpla con las Pronieda- 

des (i), (ji) del loma 5.3 es el polinomio de Alexander de 

un nudo. 

Por lo tanto los teoremas 5.2, 5.4 caracterizan al 

Polinomio de Alexander. 
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VI ESPACIOS CU[3RIENTES DE. S' - K 

Dado un nudo po].igona1 K C. S' cnnstrui.tr¥es una superficie 

compacta orientable M tal que .),N = K. En este capít:itlo 

construiremos espacios cubr.ientes de S ' - K a partir de M. 

Por ser una 3-variedad, S' os trioncjulable . posee una 

estructura de complejo simplicial finito donde ti figura come, 

un subcomplejo b.idimensional f K como un s,ubcomnlr.jo uni-

dimensional. 

Sea C, una colección de 3-simulejos disjuntos en co-

rrespondencia taun1v a con los de la trianoulación anterior 

de S'. 

Unimos dos de ellos sobre un 2-simplejo cerrado si 

los correspondientes en S están unidos mediante una c:,ira 

que no está en M, De este espacio resultante eliminamos 

los 1-simplejos que corresponden a K y así obtenemos un 

comolejo X y i:n mapeo natural. j : :1---> S' - K que hace 

corresponder dos 2-simolejos en .. a un 2 sim:¥ie jo yen M. 

A este espacio lo 1.I:1C1í31"(_.•os $ - Y uat't ido sobe 

Sea C; _ 	:. 	i Z 	una coi.<_'Clt n d251LltttI 	t]!'iora151c dL 

copias de • . Cada 	noset:^ dos COpiaS de 1, que denotare- 1 
} 

ataos por Mi , M;. 

Ahora formamos cl : i.cult.ntc espacio _e ic3e nt:ificación: 

unimos X con X. í <ic r:t i f i.cancio M 	con '•1 . en forma natu-

ral . De esta manera obtenemos un comtilei jo X y un mapeo 

• X—j S' - K 



,.. ,iucido por las 0.. i 

X i-1 ¥'% 	X i 	% 	xi+► 

M*1 MF M+ M1 M+¥I 

Como M es orientable y de hecho posee un collar doble 

podemos considerar al espacio de icie.ntificactón obtenido "Í 

como el resultado de negar los ?;i uti lizandc) copias de !•t i.e. 

pegamos X sobre un lado de M y Xi+l sobre el otro. 

6.1 PROPOSICION 

	

(?(,p) es un espacio cubriente de .. 	- F. 

Demostración: 

-N, 
Es evidente que X es un espacio arco ccnrr_t b] y 

que p es una función supravecli.va y cona i ri ia. 

Si x i/ M, es claro que al rededor de x existe una ve- 

cindad lo suf icientemento ruecxueña V tal que las arco cor- 

ponentes 	de su imagen inversa se mapeen homeomorfatnento 

Ti . 



1 ) . 

sobre ella; 	ya que esta imagen irvr rs..t c:; 1.a w OO7n a jo.nat de• 

vecindades id6nticas a V en cada X.. 

Ahora sea x 	M y 13 una bol a a I rededor de x r.a l {ui 

yazca totaltnent.e sobre M - K. El col .1 a 	club l. c:. '; inc'luc e  

una división ele E3 en dos 	mi-F:,c,1.Gt:, 13 	fi cuya 1 ront ra co- 

min es un disco sobre M. 

En cada Xi  ira; una copia 

fi 	,sobro 13 y una co!) ja 

Tenemos las siguientes igualdades: : 

p-1 (B
+ ) = 11 B  

p(  B) = 11B 

1. 	Entonces 

p-1  (i3) _ ( UE3) V (llE3i) 

= U.(13i 
U Bi ) 

Donde 13. U fl. es  un abierto en X y es claro que so napr_a 

	

1 	1 

homeomorfamen-e sobre I3. 



El siguiente diagrama mm-sí,  r,i lo antes ior: 

B } I 	Bi 	bi 	61+I 

Por lo tanto todo punto de S - K raosee una vecindad bien 

cubierta, por lo que (X, p) es un espacio cubriente dr. S'-K. 

El espacio S' - K es una 3-variedad no compacta, por 

lo que obtenernos el siguiente corolario: 

COROLARIO: 

X es una 3-variedad no compacta. 

0 

Es un resultado conocido nue los espacios cubr.ientes de 

X se corresponden biunivocamento con las clases de conjugación 

de subgrupos de -r l (X). Mostraremos ahora une X' es de hecho un 

espacio cubriente regular i.e. 

y que de hecho p* 	(X) = 	̂  i  (X) , 	(X) 	, e]. su)ac3ruoo conmu- 

tador de Ti , ( Xl 

7 



77. 

6.2 PROPOSICION: 

Sea (Y,q) un espacio cubriente dee i: = S' - K donde 

i< es un nudo po.ligona1. Entonces; las sigiiientes afirmaciones 

son equivalentes: 

(i) Un lazo w en S - K se levanta a un lazo en Y s.i y sólo 

si ➢.K(w,K) = O 

(ii) gei t (Y) es el subqrupo conmutador de 	(X). 

Demostración: 

El entero ;K(w,K) es la suma aigebráica de las veces 

que w pasa por debajo de K de izquierda a derecha. Podemos 

considerar a [w] como un elemento de ,t (X) . Entonces 

se puede expresar a 	Ew, como un producto de generadores 

en la presentación superior de este grupo. Es evidente que 

aparece un generador cada vez que w pasa por debajo de K 

y el signo está determinado según si es de .izquierda a de-

recha o al revés. 

k 

1 ¥ • 
k; 

k 
Pero entonces IK(w,K) 	= O 

Sea 	iX :', (X) ----'j U1 (X) el ahelianizador; 	coma ¿¥(X. ) _= t, 



*n t.onces 	;` ¥w] ) 	- 1 

Inversarnoute es claro yac la sana de 1c,s xp nn¥ nt' 	dcr un 

elemento del conmutador e,;, nulo 11&.. donde obte n r^o:; 

(1) 	Qk(w,K) = O 	-_ 	¥w_¥ 	¥¥' (x), ' (X), 

Ahora (i) es equivalente a 

[w] 	i y, .: i (Y) 	'=> 	Z.k (w, K) - O 

y (ji) es equivalente a 

(Y) 	-_' 	 w¥ 	 ¥t (Y) , t (•`:)] 

por lo cual el resultado se desprende inmediatamente de (1) 

Q.E.D. 

6.3 PROPOSICION; 

Sea (¥,p) la cubierta cíclica infinita de S3 - K 

Entonces, si a es un lazo en S' - K, 

Demostración 

=) 	Sea a : I ---) S - K con punta Liase X. Y sea x 1 r p (x o ) . 



7(4. 

Domemos n el único k:vantamiento dn -t con 1->unt:.o inicial x 

La condición 4.:<(n,K)-0.implica que ,t corta a la super- 

ficie de Seifert M de K d,:, 4 a - i qua 1 número de Vt?Ces uue de 

- a +. Lo mismo sor ít cierto de la trayectoria « con respecto 

a la copia involucrada de M. 

Esto itt;pl ica que forzosa-

mente :i debe terminar en su 

punto inicial, ya que debe 

cruzar a bli por cada lado 

el mismo número de veces. 

Entonces a induce la permutación trivial sobre la fibra 

p^1 (xo) y claramente 	1a] . P. 	() 

<) 	S.i 	¥n] f p*:r, (;{) , entonces se levanta a un lazo de 

donde se desprende que 

9K(a,K) = O 

Q.E.D. 

Como consecuencia inmediata de 6.2 y 6.3, obtenemos el teore-

ma siguiente: 

6.4 TEOREMA: 

Sea K C S' Luí nudo wligonal y sea ('<, p) su cubierta 

cíclica infinita. Entonces: 



D 

6.5 COROLARIO 

es un espacio cubriente rcqular dv K _= S - K 

y Aut (X,p) -. 7.. 

Se sigue del hecho de que 	` 1 (X), .r ; (X1, 4 :, (x 

y Aut 	(X,p) _ , (X) ! ! 	({) 	F.. 

Q.E.D. 

Es evidente que Aut (X,p) está generado por una traslación 

xi 	> x ice( 

Xi-1 	Xi 	Xi+l 

6.6 PROPOSICION 

Sea (?¥,p) un espacio cubriente regular de X -- S'.- K 

Entonces Aut (;C,p) 	Z si y sólo si X e:; isomorfo a la cu-

bierta cíclica infinita de X. 

Demostración: 



Basta mostrar que p' ( ) 	n (X), 

Tenemos la sucesión exacta 

1 	ir t (X) 	-y ¥7 t (X) ---y A u t (X, P) . —_ 	1 

como n r (X) / o, , (á) _ Aut(X,p) 	Z, entonces 

Irr t (x), : t (X)1 c 	p r : (:f) . 	Por lo tanto está bien de- 

finido el epimorfismo inducido: 

n t (X)/ 	(X), (X)] --) Aut (X, P) --) 1 

Como todo epimorfísmo en Z es isomorfismo, entonces kerncl 

P 	(X) / 	., t (X), 	t (X)] 	= 1 

i.e. 	p*.r( ) _ terr(X),';t(X)¥ 

Q.E.U. 

Se verifica además que la cubierta cíclica infinita cubre a 

cualquier otro espacio cubriente regular de S' - K cuyo grupo 

de automorfismos es abelíano. Por lo tanto (X,u) es llamada 

la cubierta abeliana universal de S - K, ya que esta pro- 

piedad caracteriza a X salvo isomorfismo. 

Dado un entero n, es claro que podemos construir un 

espacio cubriente de S' - K con n copias <Ir_ S' - K partido 

sobre la superficie de Seifert M de K. Simplemente pegamos .las 

n-copias como en el caso anterior y los txtremos i.o. pegamos 

8 1 



- j 	con Xn  usando una copia cl !±. 

 

M 2  

 

rN ; 7 

M4  
M7  

X. = S 3  - K partido sobre M. 

De nuevo obtenemos un espacio cubriente de S 3  - K que 

denotaremos por ( Y 
n
,p ) 

6.7 PROPOSTCION 

(1n'pn)e` un espacio cubriente regular do S' - K 

que corresponde al kernel del. mapeo 



H:i. 

nr (X)--r_'r (X)/ 1", (X),'', lx)i_ 	̂ Z,/ (n) 

Demostración: 

Sea cc un lazo en S - K basado en :, 

Si el 'levantamiento ' con nunt:o inicial x• n- 	(:.,) 
es un lazo, es evidente que lo mismo ocurre en cada punto ,.le 

la fibra. Tgualmente s.i no ocurre en x, no uetrrre en ningún 

punto de la fibra. Por .lo tanto ( >:, 0 1 es un t sp,ic.io cu- 

briente regular de S' - K. 

Ahora cualquier automorfir:e 	de (X 	t:) debe llevar 
a ? homeomorfamentr, en si mismo tal nue el diagrama t;iquien-

te conmute: 

p, 

	

n 	 n 

	

p ro 	 "n 
x 

Por lo tanto es claro que Aut (;¥ ,p ) está generado por la 
n n 

rotación de X. —' Xi+l 	de orden n. i.e. 

Aut (kn ,Pn ) - Z/(n) . 

Por lo tanto obtenemos la sucesión exacta: 

• n* 
1 	---i 	(X u1 	—> 	'¿1  (n) 	 1 

como Z/ (n) es abo l fano, 	, (::) , ' (X)] 	c 	(:.} nt¥ 



i o r lo que o 1; t 	h 10 fl ch' Ui o t Jo c., 	P mo I f 

71 (X) / [:t (N) , 	(X) ---- 

con kcrn1 
 

kernel debe ser nZ, el kernel de 1 oroy'cc(r1 oinón1c -t. 

n 

P11*  
i 	) es el kernel del rniipco d.c1o. 

Q. E. D. 



VII LOS INVARIANTES AIEr,IANOS. 

(i) A primera vista, lo:. i.nvari;int.r;, ii. liar, :: mi; impor.•tanton 

de un espacio son sut-, grupos d horno 1ogía ¡ cohoología y sus 

	

grupos superiores de 	homotcir.11a. 	Sin ombargo, c,n el caso cl.. 

un nudo polidonal en S no son rc l,:vantc::c. 

7.1 TEOREMA 

Sea K un nudo pol.igonal, entonces 

	

'L 	i - 0, 1 
(i) 11.(S' - K) - 

	

0 	otra caso 

	

( z 	i = 0,1,2 
(ji) 11i  (R' -K -) 	

t° 

	

0 	otro caso 

Demostración: 

S 3  - K y R' - K son 3-variedades no compactas por- lo 

jue H1  (S 1  - K) = 11 (R 3  - K) 	0 	i ? 3 

Ahora sea V una vecindad tubular de K 	5' l sea U 

:1 complemento cae una vecindad tubular V' de radio menor 

	

que V. entonces U° v 	V 	S' - K y U tiene el tipo de hr.,- 

motopía de S - K y U (1 V la de un toro. Aplicando 'layer-

Viaetoris obtenemos la siguiente sucesión exacta: 

?15 . 

D —., 113 (S i) 	" )I (U (1 V) ---y }I (U) Q) II, (V) __--. O 



Por u| Lcnrcmo d, úuoltJu 'k  

obtenemos un isor.ocfiumo 

D (0) = U. (S' - V'> = U/<s' -v'''<s' 

n 	(S ` - 'i''  , 	1' ' ) 

donde T' es un toro. Pero por otra parto 

U`(3` -v', T') 	Ust(|i,(3` - Y',1''),x>i) |mm ()I,(n`-Y',7'},x> 

Pero como H0(S / - VI ,T') es libre ubc1iann, 	tonc' 	.i 

primer sumando se anula 

i.e. H'(U) 	Hom (U / (S` - V''T')':) 

Por (*) , U'<D> 6 es nulo o es isomorfo a al`:ú: %.'(x/ 	pero el 

segundo caso es imposible por el inuonc¥ismn aut,rlur 

112(U) = Uz(S/ - 1<) = o 

Por la pr^posicion Z.4, sabemos qu, 	- K} ~ z. 

de donde obtenemos (x), 

	

J 	i~o,l 
H<G/-x)= 1 	 } 0 	otro caso 



Ahora 

0 

Por excisiór 

desprende dt 

Por el lema 

(ji) 	El i (R' 

7.2 COROLAR: 

H* (S 

Demostraci6t 

Es col 

11n  (X) 



7.3 TEOREMA D[: IVI'A}:1'E IA}:(:)f'Ol1LOU 	(Vtt  

Si : _- S i - h res el corp! Irnto t3," un ni.i¥it¥ •¥i: 	, 

entonces 	(X) - 0 	i >- 2. 

Demostración: 

Supongamos que 	(X) { o; el teorema de 1,1 e:;fer.r ast,,-

gur.a la existencia de una esfera H c;ue no es cc:nt.r.rii,lt:• .•n X. 

:1 teorema de Schbnf].ies implica chute las c.c rr adur.rls de ,ir. eos 

lados de S - li son 3-bolas. Como F !'S con t??:U, y ice en 31Cüno 

de cs :^'7 lados; la esfera se contrae a un punto en el. Otro la-

do y por lo tanto en X, lo cual e:; una CC)ni'.r 7C:j.Cc ón, de 'ion- 

de 	(X•) = O. 

Sea U la cubierta universal de S' - h; entonces es una 

3 variedad no cornnacta nor lo uue II. (U) = O i 1 3. Como U es 

simplemente conexo, entonces por el Teorema de 1sc 1.c>rf'.smo de  

Hurewicz, se tiene que U (U) _ !;(U) 	;(h) 	O. 	Por lo tan 

to U. (U) = O i >. 1 . Aul icando este teorema :;uce:>iv<zrr;ctntn, ob- 

ter 'mos £se:norfismos 

¥•.n (U) _ H (U) - O n 	n 

De donde se sigue e.1. resultado. 

Observación: 

Este resultado ño es cierto para R` - K. 



construidos en VT es un .invariante re 1at ivamenr.c, r;r nc il lü 

de calcular que distinciue muchos t.ipos de n:,rt:cs, 

Sea (}:,p) la cubierta cíclica infinita c:, •. • :3 - r, 
donde K  s un nudo poligonal . Sea 	X —, X 	autúnor- 

filmo generador de Aut: (S,o 

Sea t 	E! *  (.ti) ----, H t  (:{) el isc;lorfismc i nduc 1 du por 

7.4 TEOREMA: 	(Ver `ti) 

t - 1 	H.(:{) 	j U. () es, un .:;c>;rrtrfisrr,j 	t. 	i 	O 

y el homomorfismo trivial para i =- O. 

Demostración: 

Tomemos la siguiente' Sucesión exacta: 

t-1  

.r:; Locar a Ja ii ;uie..... >licesj .:.. 112'' a de te 

(1 .._--- 	i! (.:i 	- — -) ü  i 

En nuestro caso H *  (X) -- N *  tS') , pos- lo cual oLcnemo:;: 

1-1 
O 	lii( ) •---------, ü(i').—_ --,t) 	1 	2 



lo que queda oc: .la suceniun 

-1 
O 	jHt (X) 	j (í, (X) ---5 fi, (::) 	-, 110 ( X) •_ .. ,, V1, t}:) --` 	f1, (:) Y.. 	ü 

como todo epímorfismo en Z c s un isomcrfismo, r :¡to se con-

vierte en 

t-1. 	O 	 O 
O> ti, tal 	> )i, ()->II () _ II ( ) --n(: 	it r\) > o 

De donde obtenemos el isomorfismo 

t-1 
O --¥ lt , (k) -->p II , (X) ----j O 

y el homomorfisino trivial 

t-1=O 

	

Ho () 	 'jo ($$) 

Q.E.D. 

Sea K C S3 un nudo y sea 	su cubierta abeliana universal. 

Mediante una sucesión de ttayer-Viaetoris calcularemos la 

homología singular de 

Por el teorema 6.1, X es una 3-variedad no compacta, 

por lo que H i ( ) = 0 	i ? 3 

Construimos X a partir de copias X de S' - K partido 

sobre M, (una superficie de Seifert t:¥ara K) y pegadas usando 

las dos copias distintas de M que posee, digamos bt+, m 
i 	1 

■ 



)I. 

Sean Ui , Ui vecindades abiertas sebr¥: M , Mi ros)x.¥ctiv,;irn' n- 

te en X . Sea U. una vecindad al rededar de cada copia de '1 

en X tal que ti i - M - U'# u U 

Sea U = (U U 	U 1 , con r un segmento para unir las pie a;; 

Ui 	ui+l 	Vi+-2 
/ P- • - %TT -- - Ttl' 

F 

ur U)* 	ui¥l Vi+I u,+2 

Sea Vi = int Xi, y sea V = ( U V) v t' 

Evidentemente Á= U V V y además tenemos U :'1 V 

= U (U* V U) V U. Aplicando Mater-Viatoris, obtenemos 

la sucesión exacta: 

(i,,-j¥.)  
Hn (U '1 V) —?j )I n (U)4H u (V) _____ 	I111 (X) 	-__j 11 	(U '1 V) —> 

Cada Ui tiene el tipo de homotojía de M, 	que a >u vez tiene 

el 	tipo de homotonfa 	de una gr 	fica. Por 	lo 	tanto 	U?,(U) 	- 	O 

Cada Vi tiene el tipo de homotcir.ría de S' 	- 	M; 	haciendo un 

cálculo parecido al del teorema 	7. 1 se puede ver que 1 a hoino- 



ic„ría del complemento de una cJrfif r.ca ('u ;,' s•0' c,nut.) e:•n di- 

mensión 2 por lo que U. (S'- M) -- +? y por lc, trinco 

11 2 (V) = 0 

Ui y U. tienen el tipo de hor^utor)ía de M, por lo que 

i12(U(1 V) = O 

Consideremos la copia U,,; ti a 0O' es Un orul)a libre 

abeliano con base a, , ... , a, donde y es el nfi:r,c r.0 de ban-

das de M y los generadores corresponden a ciclos sobre ellas. 

Es claro entonces que 

tia,, ..., tl Ila 	 j c Z 
F 

Son una base para Fi, (UU) 

Tomemos ahora V„ es una copia de S' - M, por lo cual 

ti, (V„) posee una base con 2g generadores: 

al 
La ba.;e ,gis .........o 

Por lo tanto t:¥u,,...,t-o Z 	jt,Z constituye una base t; 
para li l (V) 

Finalmente consideremos UJó ; U,(U+) tiene una base 

x¡,..., 49 que corresponde a la de 11 (M) levantado en for- 

ma normal positiva; análogamente x T ,...,x, 	es una base para 

11 1 (U:). Por lo tanto t -J x;...,t .i x¥  
¥R 	-F 



es una base para II (U f V) , 

Obtenemos la sucesión •exacia r lucida: 

O 	11, (:l) —7 II (U 	V) •> II (t.l)'j)1í ;  (.r) 	1. ( ) 	_ 7  o 

Afirmamos que 3 = p 

Sea y y O , y E im 	11 (U l V) ; nor lo tanto tiene una ex- 

presión única en términos dei su base, que dcnotarerros I or 

{t3ei) j k Z, 1 •= 1,...49. 

m n 
y = ?: 	): C ij  t3ei  j=k i=s. 

donde k es la mínima j con al,jún C. . f O y ;r, la máxima 

Sea M un entero positivo cualierar por la proposición 7.4, 

(t-1)' 	Hz (X) 	7 112 (X) 	es suprayectiva, y existe u}1 2  (X) 
tal que 

y = 3 	(t-i)Piu l = tt-1)N3u* 

donde podemos expresar Du corno 

r 	1 
>. 	Y, d. .te. 
j=S i=2 r.] 

con S ]a mínima j tal que algún d.. I 0 y r la máxima. 
r.l 

Esto implica que 

* i: conmuta con inclusiones y £rontr.,-n;. 

'1 3 

r 

1 



m = S + ti 

K = r 

Por lo tanto in - k = S i ti - r = ,.1 + (:a - r 

para todo M entero positivo, lo ctrat t; una eontrcc3rr:cibn. 

Deducimos que Fi = O 

Ahora 13; (.) _ .im J , por lo cue II ; (X) 	O 
y obtenemos ii i (?:) _ Cokcr, c;oncie 

'L = 	(it , - j,,.) 	: 11, (U ( 	v) 	11, (U) B}! (V) 

Por lo tanto obtenemos lo siguiente presentación in-

finita de lis(X)como grupo abeliano: 

GENERADORES: 	ta., tjni 	j r Z, i  

RELACIONES: 

i•(tjxi) = tj+l cal = j.(txi) 	i = 1,...,2g 

1  

i(txi) = ti 	al = j*(tIx ) 

Por lo tanto podemos eliminar a los grnc ra lcrc¥s tia. y ob- 

tener la siguiente ¡.presentación: 

( tJ al 	tJ J*(x) - LJ 1 7.(xi) 	j c Z, i = 1,.. .2g) 



Consideremos ahora la cubirrt:a cíclica finita ak ¥le 
S 3 - K. Como X cubre a h, obtenemos la siqu ion t,:• ;:uc sibr 

exacta de cadenas: 

t k -1 
O ---o C (X) 	> C (X) _ 

Induce la sucesión larga de homología: 

tk-1 
... --i F{i (X) ---> U. (X) ---y Ei (,) 	 (n) 1 	h 	i-1 	"> 	 I 

como 

Fiz (X) '= 0 	y H. (}.) = C) 	i >, 3 	obtenernos 

r k-1 

-> jn 

Por la inyectividad de tk-1, H (Xk ) _ o 

Reduciendo mod im tk-1 obtenemos: 

0 	Co k e r t k - 1 	--¥ li (r ) ----> Z 

Como Z es proyectivo, se escinde esta sucesión, por lo que 

k U(  >k) _ 	¥j Cok:r (t-1113 Z. 



obtenernos la nir1u.i¥:ri1. r>rc;,c: t;irión 1 insta d., 1I, ('; 

t7,(x) 	:: t_¥'1 	i ... 	1, . 	. 2 	J  

(iii) ll; (X) visto como Z 	t,tJ 	- módulo 

Sea i 	X ---> X el generador canónico de AuL (:,p) cis- 

terminado por una orientación de A: y de S. 

Sea t = ; 	II ; (:{) 	II 	(:{) 

5 
Tomemos un elemento p(t) _ ?: C k t 	ftt,t] 

k.r 

y sea xc 11 (;) . i)efinimos 

S 	R 	S 	k 
p(t)x r 	F e k r¥i - 	!. 	c k t x 	H1 (S) 

k=r 	k=r 

Este producto le otorga a H: ;\) una estructura de 

ZI t,t-1 ]- módulo. 

A continuación mostraremos que esta estructura da 

lugar a invariantes del nudo qua son r,ane ,zblc s y relaciona- 

dos a los invariantes algebraicos del capítulo II1. 

7.5 PROPOSICION: 

Hr($)es un ^ - T, l t,t-1 ] - módulo finitamente pre- 

sentado y de torsión; H0 (X) es un i:-'tódu1u í lico de orden t-1 

Demostración: 

En el anillo A, t•1 es una unidad por lo cual la presos 

tación infinita de, 11; (X) copio grupo alxrltauno se convierte en 



la siguiente presentación finita: 

Generadores: 	"
i 	i = 1,...,2u 

Relaciones: j(x. +• ) -- t)(;: ) 1 	 i 
i 	1,.,.,2q 

Para ver que es de torsión observamos que t - 1: Ji; (>)—. U ; (;;} 

es un epimorfistno por 7. •t . Entonces pad: mo: escribir para 

el 	con junto de generadores ¥,  ...  

2 ga 
a. 	(C-1) 	s., 	C 

1 	¥.1 	1J 	1 

i.e. 

2g 
,1: 1 C' 	

- 0 	 donde- 	C'. _ (t-1) C i 

=- C -1 C. 

Ahora sea • = det ( C'
i 

. ); entonces 

Gai = 0 	i - 1, ... ¥'¥j¥ por 10 crin 	y = p 

V yc:lir (X). 	Ahora sea t ; ",-¥Z el trivializa<ior: 

t ( C, . .) = 
13 	Ii 

por lo que tU.) = + 1 y por lo tonto ,'. J O. 

Esto demuestra que l¡, (X) es do torsión. 

Ahora como grupo abc li.ano, tl o (::)= Z, por lo que es 

evidentemente cíclico corno A-rn6dulo. Adonis en la demos- 

97. 



cin dc' 7.4, obtuvimos quu b. rnr-t 	ii 	:i 	•-•------ 	(:<) 

es el mor fi. smo coro se sique (:o:r) con :eCU nc 1 di 	t o 

Q.!.D. 

7.6 UN EJEMPLO 

El nudo del 8 : 	(a) 11) (. 

PROYECCION 
	

SUPERFICIE DL SElI'ERI' 

Podemos deformar esta superficie para obtener la 

siguiente: 



Para 	li t  (X ) y 

si tamos 1a; rolac OI.WL 

+ 

jb 

4uost 	rosontación para 

11 1  (X) 	2S 

- 	t( 	,  

Podemos eliminar ti, t, rara obtener 

- 	2t  

(o, 	: 	= 0 

Por lo tanto ll) 	Z €) Z/ (5 ) 

(b) el A-im5dulo 11 (X) 



La presentación está dada por 

(U. 	t3 	. a - t ('.i — N) , cr + «=1V) t(,) 

(2 	. ti - i.-= t (t: - 2!-) i 

L (t; 	(t` - 3t + 1) ) : ,/(t• •-3t + 1) 

observemos que t' - 3t + 1 es el polinomio de Alexander del 

nudo dei 8 . 

(i:•) 	La relación entre U, (X) y la matriz de Alexander. 

En esta secci5n uniremos los r''sultados de este ca-

pítulo con los del capítulo 111 utilizando para ello la 

forma de la matriz de Alexander obtenida a partir de las 

superficies de Seifert. 

Sea KG S 3 un nudo, M una superficie de Siefert para 

K y V = (V) _ (¥.k (a 	a.) su matriz asociada, donde los 

al son ciclos que corresponden a cada banda. Consideremos 

la presentación de Ji: (X): 

t * (x) 	i = 1,...,2q 

i Para 	ner j (x ) , basta levantar a en dirección i. 	 í 
normal posa .r,ra, y ver su expresión en términos de la base 

a l de ;, - ., ; 	ant.logamente para 1,. (x i ) . 	Podemos expre- 

sar (en forma única) 	. 

t¥ 



lol 

2ti 
ir (x) =  

Pero yij  no es más que  la suma alrrobrótea de la; veces 

que la banda j-ánima pasa encima de n de izquierda a de-

recha 

i.e. 	q.
3 
 = V. 	= í:h(a ' `

a,1  13 	1 

2 r, 
Análogamente si j(x) _ Y qp  a 1 , entonces 

j»l 

a.) 

Por lo tanto las relaciones j.(x ) = tj„;> i 	se 

expresan en la siguiente matriz de presentación: 

(q1•;) = t(cli  ) 

('. F' (ai 	6 i)) 	-- t ( 	r (a 	, 	a  ) 1 
i 

pero (K(ai , a)) 	(Ha 	a7) 	(Vez-  cap. TV) 

Por lo tanto, nuestra matriz de presentación es 

C V - tV1 ) 



] 02 . 

Recordando la equivalencia de matrices. definida en 

el capitulo III, se puede verificar que matrices '!quiva- 

lentes presentan A-m6dulos isomorfos y v.i ce-versa , donde el 

anillo en este caso es A - Z ( t., t 1  ] 

En el capítulo V vimos que la rnatr z de „lex.indcr de K, 

salvo equivalencia, es (O 	V - tV"r), por lo que conclui-

mos lo siguiente: . 

7.7 TEOTIEMA: 

I,a matriz de Alexander es una mat:rit. de presentación 

del A-m6dul.o rliefi 1  (¡), donde ,1 es la cubierta cíclica infi-

nita de S' - h y r, = Z 1 t  , t  -1' 



APÉNDICE 

(Al) TEOREMA DE SEIFER'1'-VAN KAMPEN (ver 	' a7 

Sean U,V . X tales que X = U U V y U,V, t: ( V son 

abiertos arco-conectables. Sea G cualquier gruuo , h; , 

h 3 homomorfismos tales que conriuta el siquieentc diagrama 

(U,:„) 

V" h_N 1  
ri (U r1 V,xa)  

(y, >: 

Vi l , ¥,,, inducidos por las inclusiones. 

Entonces existe un (mico homomorfismo ,. : :• 1 (x,x o ) ) G 

tal que conmutan los siguientes diagramas: 

.103. 

t l (U,}:o ) 

NG 

inducidos por las inclusiones. 



(A2) DEFINICION: (Ver 	C-F] ) 

Una LLrresi:ntaci6n de grupo (X : r) es un objeto que 

consta de un conjunto X de generares 	un subconjunto r 

del grupo libre F(X) generado por ::, Los elcmcnta_; de X 

son los 9ener.adores y los de r los relatores de l;a ure- 

s¥ntac.ión. El grupo definido por esta 1>resent.ación es 

IX : r = F(X)/R donde R es el mínimo sub rUpe normal. que 

contiene a r. 

A. 3 DEFINIC'ION: 

(i) Un mapeo de or.esentaciones 	f : (X : r) 	(Y : s) 

consiste de un homomorfismo  o grupos f : F(X) 	--¥ Ny) 

tal que f (r) está contenido., 	el mínimo subgrupo normal 

que contiene a s i.e. 	f(r) 	S. 

(ji) f 1 . f. : (X:r)--- (Y:r-s) son homotooicos si rara todo 

xcX, 	f r (x) f. (x 1) E S. 

(iii) Dos presentaciones (X : r), (Y : s) son equivalentes 

si existen rnapeos (X : r) 	(Y : s) tales que 

g1 - i, 1, f 	1. 	 'i 

(A4) DEFIN1 

Uefir 	las siguientes equivalencias elementales de 

'1'ietze : 

1 

(X 	: r) 	
' (X : r u r i) 	r R 



c = id, 	I' .= id. 

xx 

(X : r) f 	---- > (X ) r: r u z `.- l ) 	z,. 	,( F'(X) 

Ix (x) = x ; 	II' (x) - x, 	II' (z) - 

(A5) TEOREMA DE TIETZE 
f 

Supongamos que (X :r)  
9 - 

s) es una equivalencia 

de presentaciones y las presentaciones son ambas finitas 

(i.e. finitamente generad;s y relatada). Entonces existe 

una sucesión finita T i , T¡ ...... Ti,* TF de equivalencias 

de Tietze tales que f = T 1 ... T 	y g  

105. 



BIBLIOC RAE' IA. 

[ C ] 	- 11.H. 	Crowe.1 1 , 	"'I ui; DEN ¡VE)) b!ODU LE OF A 1IOMOMO P11 HM -- 
Advances 	in Mathemat 	6, 	pp.210-238 	(1971) 

[C-fi'] 	- R.U. 	Crowel1 	& 	R. 	Fcx, 	"AN 	.1NTRODUC'I'ION TO KNOT TIiEONV 
Spr.i nger-Verlag GTM. 	1977. 

F 	i 	- R. 	Fox, 	"A QUICK TRIP THROUGH KNOT TIIEOM 
Topology of 	3-Manifolda S 	rLlated Topic:.. 
(Proc. 	Univ. 	of 	Georgia 	Lnst., 	1961) 
Prenticc-Uall 	1962, 	pp. 	120-167 

F, 2 	- R. 	Fox, 	"QN TIIE COMPLLi•1LN'I'i1RY 	DOMltINS OF A 	PAI1' 
OF INEQUIVALENT KNOTS". 
Ned. 	Akad. 	Weknsch. 	Ind3q. 	Math. 	14 	(1952) 
pp. 	37-40. 

 

G] 	- C. 	Mc A. 	Gordon, 	"SOME ASPEC'I'S OF CLIISSICAL KUOT 
TIIEORV " 
Knot theory, 	Proceedings Plans-sur-Rex. 	Switz 	1977 
Lecture Notes 	in Mathematics, 	Spr.inger.-Verlaq 
pp. 	1-60 

t L' 	- J. 	Lev ino , 	"KNUT' MGDU LES 1" 
Tr". 	Am. 	M.S., 	Vol. 	229, 	1977. 

I'1a] 	- W. Nassey,  , 	"11LGEBRAIC TOPOLOGY: 	AN 	INTRODI)CTION" 
Sprínge:r-Verlag GRM, 	1977. 

Mi] 	- J. 	Milnor, 	"INFI7I'I'E CYCLIC COVERINGS" 
Conference on the Topology of Manifolds, 
Pr.indle,Webcr 	& 	Schmidt, 	1968 	pp. 	115-133. 

N] 	- 1.. 	'.Cut.'irth, 	"KNOT GROIJPS" 
¥! 	.. 

	
of Math. 	Studies 	56, 	Princeton University 	Press. 

:eton 	N.J. 	1965. 

S 1 	- . 	Scifert, 	"OREN DAS GESCHLEC1IT VON KNOTEN" 
¥. 	Ann. 	110 	(1934) 	po. 	571-592. 

R] 	- Rolfsen, 	"KNOTS & LINKS" 
.._ thematics Lecture 	Series 	7, 
I'ublish 	or 	Perish 	Inc., 	1976. 

L T] i 	- O. Torres, 	"SOBRE LAS SUPERFICIES EXTENSIBLES EN 
NUDOS" 
Boletín de la Sociedad Matc}nftica Mexicana 
Vol, 	8, 	pp. 	1-14, 	1951. 

1.06. 



107. 

¥T], 	- 	C. Torres. "ON TIIE ALEXANDGR POLYNOM[AL" 
Ann of Math., Vol. 57, pp. 57-8'). 1953. 

tV' 	- 	J. Vick, "HOMOI.,O(Y 'CIIE:ORY ., 
Academic Press, 1973. 


	Portada
	Índice
	Introducción 

	I. Algunas Generalidades sobre Nudos
	II.  La Presentación Superior del Grupo del Nudo 

	III. La Matriz y el Polinomio de Alexander  
	IV. Superficies de  Seifert 

	V. Caracterización del Polinomio de Alexander 

	VI. Espacios Cubrientes de S' - K 

	VII. Los Invariantes Abelianos  
	Apéndice
	Bibliografía 


