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INTRODUCCION. .

En este trabajo sce desarrollan los principales inva-
riantes aplicables a los nudos clasicos.

En el primer capftulo se establecen condiciones téo-
nicas respecto a la colocacidn de un nudo gue permiten caleu
lar una presentacidn finita del grupo fundamental de su com-
plemento en el capftulo [f. En el capftulo 11l se estudian
invariantes para distinguir presentaciones finitas doe gru-
nos utilizando el Calculo Libre de Fox, que al ser partiecu-
larizados a grupos de nudo dan lugar a la Matriz v al Poli-
nomip de Alexander,

El capitulo IV ilustra la construccién dada por
Seifert de una superficie compacta orientable M cuya fron-
tera es un nudo a partir de una proyeccién reqgular de éste,
Ademds se define la matriz asociada a M inducida por el nG-
mero de enlace y los generadores de H, (M). Esto es utili-
zado en el capitulo V para caracterizar al Peolinomio de
Alexander. ‘

En ¢l capitulo siguiente se da la-construccidn expli-
cita de los cspacios cubrientes ciclicos de § - K. Final-
mente, en el capitulo VIT se estudia la homologla de estos
espacios y s¢ muestra gue la Matriz de Alexander es una ma-
triz de presentacién de cierto médulo sebre el anillo del

grupo del nudo.




(i1)

Este trabajo no pretende ser original; simplemente

es una interpretaci®n personal de resultados bien estable-

cidos que puede facilitar su estudio y comprensidn.




1. _ALGMAS CENLRALIDADED SOBEE HUDOS

1.1 DEFINICION:

’

Uy subespacio K& R ¢ o nd s1oexiste

Topoldgicamente todos los nudos son fquales

rencias encajadas en R’

enormemente vy son el factor que los distingue.

nomoomorfis

sreunfoe-

Sin embarno, estos encajes varfan

orras pa-

labras, los problemas en teoria de nudos scn oroblemas de <o

locacién que pertenecen al estudio de las variedades tridi-

mensionales.

Intuitivamente dos nudeos son eguivalentes si podemos

llevar a uno en ¢l otro mediante movimiontos continuos que

excluyen cortar el nudo y volverlo a pegar.

Esto se formaliza de la siguionte manera:

1.2 DEFINICION

Diremos que dos nudas K, K, en R' son equivalentes

si existe un homeormorfismo de parejas.




Evidentemente esto define una relacién de equivalencia, Di-
remos que dos nudns son del mismo tipo st pertenecen a la
misma clase de équivalnncia.

Sea K € R’ un nudo que consta de la uni6n de un ndroe-
ro finito de scgmentos de recta (aristas) unidas mediante
un nlmero finito de puntos (vértices). A un nudo de esta
forma lo llamaremos un nudo-polfgono. Por un nudo poligonal
entenderemss un nudo que es del mismo tipo que un nudo-polf-
gono. La teorfa que desarrollaremes serd aplicabile exclusi-
vamente a nudos poligonales.

Para estudiar un nudo, partimos de una proyeccidn so-
bre un plano. Es decir, considerames su i1maaen bajo una
proyeccién lineal P : R'—3) R'sobre el plano ortogonal que
pasa por el origen. Si puP{K), definimos la multiplicidad
de p como la cardinalidad de P-l(p)r\ K. A un punto de

multiplicidad dos lo llamaremos punto doble.

1 ? DELIKICION:
Una proveccidn P @ R'—3 ' de un nudo-poalfguno £ es

llamada regular si1 cumpls lo siguiente:

(1) la multiplicidad do cualguier p 2K} s 1 6 2 ¢y sélo hay

un nGmero finito de puntos dobles,

(11) ningin punto doble es la imagen de alqgin virtice de K.

Obtenemos el siguiente




1.4 TEOREMA:

Todo nudo poligonal ous cquivalente a un nuda-peligono

que posee una proyeccidn roegular,

Demostracién: (ver [C-F] )

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que K oes

un nudo-poligono, Dos rectas paralelas determinan la misma
provecci6n lineal en R'. Seca K+ ol plane proyective al in-
finito. Entonces rectas paralelas determinan el misme pun-
to de 1otersecciébn en RIY . Por lo tanto esto establece una
biveccifn entre las familias de rectas paralelas ¢y RP7, y ca-
da familia corresponde a una proyeccién lincal.

Sea T, el conjunto de rectas «ue pasan por un vértice
de K y una arista de K. Bajo la biyeccidn corresponden a
un nGmero finito de segmentos en RP‘.  Sea x_ el conjunto de
rectas en R?' . Si /. XV—T,, cntonces la proyeccion inducida

P, cumple la condicidn (ii) de la definicién 1.3 y s68lo pue-

!
de posecer un nlmerc finito do puntos mGltiples (con multipli-
cidad finita). Ademds, si dos aristas de K pertenecen a rec-
tas paralelas no pueden dar lugar a puntos de multiplicidad
tres (considerando otra arista) bajo P .

Consideremos ahora tres aristas contenidas en rectas

mutuamente oblicuas. El conjunte de rectas en,R’ que cortan

a las tres constituye una cuddrica reaglada que intersecta

a RP? en una cénica. Sea T; la unifn de estas colecciones




de rectas correspondientes a las ternas de aristas mutua-
mente oblicuas. La imager. de T, bajo la biyeccitn es una
unibén finita de cHnicas. Evidentemente RPY no se Puede ox-
presar como la unién finita de segmentos v cbnicas, par lo
cual forzosamente 1.-(T‘U T £ B, St ¢ perteneco a este

conjunto, PQ es una proyeccidn reqgular de ¥.

Sca K un nudo-poligono no trivial®* en posicién reqgular.
Paodemos escoger un punto p: K que no sea doble v que cumpla
con la siguiente propiedad: se encuentra entre dos puntos
P: Y p: en K tal que al ser proyectados caen sobre el punto
inferior y superior respectivamente gue correspondon a puntos

dobles en la proyeccibn,

Es evidente gue esto siempre puede lograrse.  Ahora recorre-

mos K en el sentido pp.hasta aproximarneos a un cruce por de-

* El nudo trivial es la circunferencia desanudada,




bajo del nudo. Al arco asf obtenido lo llamavemos un paso
superior Andlogamente recorremos K oon el sentido ppy has-
ta aproximarnos a un crucce par encima iel nudo: a este ar-

co lo llamaremos un paso infe

Con este procedimieonto podemos cubrir a K con dos fa-
nilias ajenas de arcos de la misma cardinalidad y que se al-
ternan al recorrer el nudo. Bste hecho serd usado para cal-
cular el grupo fundamental de R' - K en ¢l capitulo 11.

Es evidente que podemos tomar una curva suave on lugar
de un poligono sin alterar la proyvecci1dn reqular de éste,

por lo cual las fiqgquras consideradas scerdn siempre lisas,

Ejemplos:

(i} Nudo trivial {ii) Trébol

N\

=

/ |
/
(ii) Nudo del 8 (iv) Nudo cuadrado

Co O

~

-




6.

(v)

QG

Un invariante de tivo de nudo es una funcidn entre las

clases de equivalencia de nudos y ciertos objetos matemdticos

£

Clase de equivalencia ——P
de nudos

Grupos,
matrices
polinomios
[s2 WM

oo st g(TRTY £ e[k ], envences (k] ¥ U] v
S
Por lo tanto cstos 1nvar:antes nos permiten distinguir

tipos de nudo, Por cjemplo (R’ - K) os an invariante, ya

Py
a2

que si ¥ ~ K', entonces R - K 2 R' - K' por lo cual
By (R =K) o T (RT =K'

En los siguientes canitulos desarrollaremos los prin-
cipales invariantes de tipo de nudo aplicables a nudos poli-

gonales.




I1I. LA PRESENTACTON SUPERIOR DUL _GRUPG DLL %UDO,

Dado un nudn poligonal en R, hemos victo qque os ogqul -
valente a un nndo poligonal K on uosicidn reqalar. a, e, eRLL
te un plano #n R’ tal que la provecoidn de ¥ osobre 41 cunple
lo siguiente:

(i) Cada punte de la proyeccién vrovience de a lo mis dos

punto en K.

(i1} Posec un nlmero finito dv estos puntos dobles,

{ii1i) NingGn punto doble oroviene de un vértice de K.
titilizando una proyeccidn de oste tipo, calcularemos el

grupo fundamental del complementa de K on R, Nuestra buerra-

mienta nrincipal serd ¢l Teorema di Seldfert-Van gampen(ver

apéndice). A continuacibn demostrarenos dos consecuencias

de este teorema quoe necesitarenos.

2.1 LEMA

Sean U, V abiertes arco-conectables tales que X - UV V
v UM V es arco-~contectable. Sca 1., 3, los romorfismcs indu-
cidos por las inclusioncs:
i, ¢ J(U) ey (N v, 2 TNV e——y )
Suponcamos que V oes sinplomente conexe.

Entonpces 1, es un epinorfisme - su kornel es el minimo
subruwo normal que conticone a im 3, .
Demastracion:

La suprayectividad de -, ¢s inrediaty o Seiferc-VYan Kampen.

Por otro lado es clure gue im j, = wer Ly

Lhara sea K el minimo subgrupo normal de 1 (U) gue




que contiene a im j,. Entonces estd bien definido el epi-

morfismo inducido

1y (U) /K e oK 1, (X) = 1,.n

Tenemos ademis el diagrama conmutativo
Ja 1“(“3 e

T, (unv) : > T W)/ K
TS o)1

Por Seifert-vVan Kampen, existe un homomorfismo

he 7 (X)) » = (U)/K tal que hoi, -~ p
entonces  hei (x) = hi,(x) = X

Por lo tanto 1, es un isomorfisma, de donde se sigue
que

K = ker i,
Q.E.D.

Podemos considerar a la 3-c¢sfera J° comc la compacti-

ficacitn unipuntual de R :

5 = R'W
Ei siqgu  te loma muestra que podemes tormar el comple
mento del nudo en R4 sin afecctar su nrimer grupa de

homotopia.

2.2 LEMA:
Sea K < R’ un nudo poligonal. Entonces existe un

isomorfismo:




(g’ = K) = L (R' - K)

Demostracién:

Sca H ouna bola cerrada tal que K C H,
Tomemos U - R' - K, V - (R =~ 1) M o
Entonces
s’ - K= UV V, un v .- r' - H
Ahora c¢s claro que V, U NV son simplemente conexos,

Aplicando el lema anterior, obtenemoes ¢l iscnorfismo

Q.E.D.

Consideremos una proveccidn regular de un nudo poligonal
KCR'.
A Orientemos el nudo.

! En ¢l capftuloc anto-
rior observamcs gue
podemos dividir al nu
do en dos familias
ajenas de seagrontos,
(a) Los pasos superio-
res.

— (b} Los pasos inferio-

A res.

Denotemos por A;,...,An a los pasos superiores y por




B,,...Bn a los pasos inferiores de la proyeccibn. Sin per
der generalidad podemos suponer gque los pasos inferioros
yacen complctamente sobre nuestro plano de proyeccisn

P = {(x,v,2)} 2 - 01}

Posu superior Paso superior
Ai Ajs

Paso inferior

Tomaremos como punto base a un punto p sobre P unido
al plano mediante un segmento [ que no corta a K. Sea
& > 0 tal que en el plano P' = {(x v, 2})xR' 2 = :' no yazcan
los pasos superijores.  Podemos temar roctdngulos cerrados so-
bre cada paso inferior ; por lebajo de cade paso {uperior

de la sigui-n : forma:

4

N




1.

Es claro que podemos lograr que los discos correspon-
dientes a cada tipo de arco sean disjuntos entre si.

Denotemos por D,,...,D" a los discos corresnandicntes a
los pasos superiores y por E,,...,E”n los pasos inferiores

Sea: u

{(x,y,2)sR}z >0} - K
n

{(x,y,z)eRY] 28} - U B T
1

1

v
(I'* vecindad tubular del)
Claramente U, V son abiertos arco-conectables al igual que
UM V. Ahora es evidente que V es simplemente conexo por

lo que podemos aplicar el lema 2.1, yva que R’ - K = UV V.

wy {U, p) e “l(R] ’K;P)

i,
es un epimorfismo y su kernel es el minimo subgrupo normal
que contiene a im j, ;5 j, ¢ " (U V) oo om, (U).
Procederemos a calcular n,(U) y 7, (UN V)

Colocamos una flecha por debajo de cada Ai tal que lo
corte de izquierda a derecha, y lo completamos para formar
un lazo con base en p.

P Llaramos X5 al lazo ast
,4”’ obtenido. Es claro que
podemos lograr que sean

disjuntos.

Engrosamos cada Di para obtener un abierto y le unimos una




vecindad tubular abiterta del lazo L rosul tande ast  n

abiertos disjuntos W|n--Aﬂ“

n n
Sea l - U~ D, G J oW
1 1 \ i

Entonces H, G, H/V G son abicrtos arco-conectables
tales que U - I U G, v ademds H, /M 7 son simplemente co-
nexos.

Aplicando el lema 2.1, ', (U) _ -, (G)

Ahora G tienc el mismo tipo de homotonTa gque una cufa de
n circunferencias, por lo que ", (G} os el grupo libre so-
bre los " generadores: [xJ , ix,],...,[xn] Como ¢l iso-
morfismo estd dado por la inclusidn, cntonces lo mismo os
cierto para "; (U)

Por otro lado Yy v tiene el tipo de homotorfa
de un plano con n hoyos, wor laauwe ~ (17 V) es un gruro libre en n
generadores, cada uno de los cuales tiene como representan-
te a un lazo Yy orientado contra las manecillas del reloj
alrededor del paso inferior Bl y unido a p mediante un seg-

mento.

Entonces por ¢l primer teorema de isomorfismo, pode-~

mos obtener una presentaci6n de (R’ - K) con generadores




13,
[xx\,...,[XA\ y como relaciones las im&qgenes deiy{],...[y&]
bajo i,.
Pero es claro que obtenemos
ko, L,
. . i, i
1(yj) %(Ai!) ERNL ) k

k
donde los xj que aparecen son los que pasan por arriba del

lazo yj ; el orden estd determinado por la orientacién de

yj y el exponente €, es +1 si cruza a Ai de izquierda a
k k

derecha, y -1 en el otro caso. Por lo tanto

1, 1

= k
i.[yjq [xiJ ...[xi;]
Ademds observamos que 1, [yj] es de la forma

€ 1 |

£75 RECIN Wy R

donde a es un producto de [x{] 's.
Por lo tanto si llamamos rI a 1, | [yj] ) entonces

obtenemos la presentacién finita

[ €'Y I [x“] L r e, rn) de ", (R~ K,p).

2.3 PROPOSICION:

rn es redundante.

Demostracifn:




donde M es un recténgulo con tapas en P y P' respectiva-
mente, que rodea al paso inferior Un Y yue no corta a K
en ninglGn otro lado.

Entonces §8' -~ K = U,Uu V', Es claro gque si aplicamos
Seifert Van Kampen a U, y V!, obtenecmocs lo mismo, s6lo que

con relaciones TireeosX o Pero al unir M - K

obtenemo.:
(M - K} Y (Lyuv) = g -1, L un segmento
Ahora, tanto M - K come S’ - L ,son simplemente conexos,

por lo que aplicande el lema 2.1

7, (8} - K) = { [x{l,...,[x&] R STRREYE N

Aplicando el lema 2.2, obtenemos una presentacién de

1, (R - K) con n generadores y n-1 relaciones,

Q.E.D.




Iy,

2.4 PROPOSICION:

La abelianizacién del grupo fundamental del comple-
mento de un nuds molinonal K en R es el grupo cfclico infi-

nito.

Demostracién:

Por lo anterior hay una presentacién finita de

1, (R - K), dada por |

(X1yo0ey X2 Tyseosr

X1 = X2 = (e = X“
Por lo que una presentacibn de “ (R’ - 1/ (R =K), 7, (R'= K)]
es (t ) i.e. es ciclico infinito
Q.E.D.
2.5 EJEMPLOS
1) NUDO TRIVIAL -

En este caso la presentacién es (x : ) 1.e. m,(R' - K)




es cfclico infinito

2) TREBOL
Generadores X, ;2
Relaciones:
-t -1

Y X xzy =z =1

x iy tay =
) De la sequnda relacidn
) obtenemos x  y tay;

\::EE:/// sustituyendo on la pri-

mera obtenemos:

vy layzy~lzol= 1 i.

¥}

Zys = yzy

La presentacion es (y,2 : z2yz = yzy)

Definimos 1w : 7 (R’ - K} $, mediante

, () (12), iz o= (13
Es claro que (12)(13) (12 - (13)(12) (13 v ademds '12),

3 *nperan a S . . .
(13) generan ¢ > pPoOr 1o que establece un epirorfismo de

R
71 (RY =K) en §
i ) en ®}, un grupo ne abelianc. Por lo tanto

T (R' = K) es no abeliano, por lo que el trébel uo s un

nudo trivial 1.¢., no pertenece a la clase del circulo.




(3)

EL NUDO DEL 8

GCencradores:s x, vy, 2, w

V] 3
X Relaciones:
Y xTlyTlay - 1 (1)
xe 'wTle = 1 (2)
yw e T w o= 1 (3)
Usando (2), {3) podemos
eliminar a x, y vy susti
tuir en (1l):
W -1 -1
X = 2 'wz, ¥y T oW zw
obtenemos la relacidén
-1, -1 o R D -
27wz wreT wawT Tew = L

La presentacién del grupo =, (R’ -K) s




Generadores: X, vy, 4, w, u, v
Relaciones: x~ 'uvu™!
v lexeT?
27 Tyx™!
wolyay ™!
u” lywyT!
i.e. obtencemos Eliminamos
x = uvu™' y nos quedan
y = 7xz”! ciones:
2 = xyx™! "
w o= yzy™' (1) X - vyryxly
u = vwy! (2) y = xyx~laxy
De (2) obtenemos yxy = xyx ; sustituvendo on

una

(X,y,v 2

VYRR TPy T ruyxxT iy T g T
vRvx” !

= vrv

oresentacién de cste nudo es

XYy¥ — YNy, vy}

Twyxy T ixT

-1l =1

u,w,?

dos rola-

X" '= xyxyT'x

(1}




(5)

Generadorces:

Relaciones:

i.e. obtenemos
e =l -1,
y = x7'uvuT 'x
=1
x = 27 'yz
x = yzy~!
2 = vTluv

Eliminamos u,x y los

y~lz-lyzy

y - 27 yTrzvayT wve®
se reduce a

zyz =

y tenemos la

lc cual tienen grupos fundamentales Isomorfos los nudos

& (5). Sin embarqo,

zvevz v 27 lya

presentacidn

ne son eguivalentes,

X, Ye2,0,V

y 'xTruvuTix

sustituimos:

(1) aye = yzy
27 ya (2y - wTryT!
L+ wvave™ - ¢

Ve -

VeV

Hi

(Y,2,v 3 2yZ& VAR

PRI

zyzve v

vev) por

(4)

pero para distin-

guirlos se necesitan técnicas mids avanzadas (Ver [F] 2)




20,

Observacidn:
El siquiente teorema es una consccuencia del Lema

de Dehn:

2.6 Teorema:
{ Ver [R 1
Sea K¢ R' un nudo; entonces 1, (R - Kl = 2 s1 y sdlo
si K es el nudo trivial,
En otras palabras, el Gnico nudo tal qgue ol grupo fun-

damental de su complemento es libre.es la circunferencia

desanudada  epn R,




ITI LA MATRIZ Y EL POLINOMIO DE ALEXANDED

Hemos descrito un método para calecular una pre-
sentacién del grupo fundamental de R - K, donde K oes un
nudo poligonal. La presentacidn resultd ser de tapo fi-
riLto; sin embargo, es dificil decidir cuando dos proson-
taciones de grupo presentan grupos i(somorfos. El objeti-
vo de esta seccidn es el de desarrollar una herramienta
sencilla de calcular para distinguiv tipos de presentacién
1o grupos. Estc se simplifica especialmente en el caso de

los grupos de nudo. (Ver [C - r7)

3.1 DEFINICION:
Sea G un grupo y 4G el anillo sohre . Sea
t 26 ——= . la Gnica extensidén del homomorfismo

ghe——n1 a 2G, llamado el trivializador. Una derivada

en 242G es cualquier funcién D: 26 — "G que satisface
(1) D(hyi+h,) = D(hy) + D{h)
(I1) D(hxh;z) = D(hx)t(ll;)*' !\)D(h )

hy, h, + ZG.

La existencia es  inmediata de la extensién del

mapeo G—- .G dado por ¢r——— g ~ 1




Definimos al elemento
O
! -1
gh =1L _ P og
g - 1 -0
-1
\’ -1 q1
i=n

Sea F un grupo libre sobre

El siguiente teorema nos
das en  4F.

3.2 TEOREMA:

A cada generador libre X,

derivada

llamada la derivada respecto

Ix,
1

X,
J

Demostracidn:

Sea M

caractaeriza a

a x
3

un conjunto de elamentos - , n.,...

n Q
n Y]
n o0

{ A

VML AR e

las deriva-

le correspénde una fnica

en 2F

con la propicedad de que

cnocorres

pondencia biyectiva con la base de F, bajo la funcidén

w(ni) = X .




23.

Tomamos el semigrupo $(M) sobre cl alfabeto M cons-
tituido por palabras sin cancelacién; entonces |, Sse¢ ¢x-
tiende a un mapeo que prescrva productos de S(M) en F tal
que palabras equivalentes e¢n S(M) son enviadas al mismo
clemento en F.

Ahora definimos IJ t 8§ (M) 2F como siguc:

r.(1y = o
J
n
F n - i -1 &
_)ni a P T ij
- n - 0 n,.
lj(nin) Fin)) o+ xi.J(n)
Come no ‘hay cancelacién en §{M), esto define bien a .. ,

cumpliendo lo siguiente

ta) T.{nw) = ', (n) + ()7 (w)
3 J

(b) 81 dos ;  abras sorn equivalentes, entences sus ndge-
nes bajo YJ son iguales.

Entonces definimos 5 P oy 280 OO

Ahora esta funcién estd bien definida por la suprdyectivi-

ax

dad de v y (b); ademds es obvio que "7, X
- axi - .l‘]




Por otra parte

y Lab) i(ub‘:

s (a) ,(d)n (L
] }

Por lo tanto su Gnica extensidn a 4F cunmple los ro-~
del hecho de que os-

quisitos, ya que la unicidad se sigue

td definido sebre una base de o
Q.E. D,

PROPOSICION:

3.3.

Un elemento de 4F estd determinado por sus derivadas
parciales y el valor del trivializador eon &1,
Demostracidn:

o A0 .
Sea Q ZF ; como Feriii $1 X, nc anarece en Q,
LP s
Y
entoncess

BT q.+ LF

DO - “%&_ 1 1 F
)
J )

define una derivada en 2F.

Aplicéndole D a xj , obtenemos




Ahora seca W Goomy i/ [G,Gl - Hola abeliantza-

cién. Entonces ZH e¢s un anillo conmutativo con 1

3.4 DEFINICION

Llamamos a la matriz derivada del homomorfismo A

caon entradas

PR
(a..) = (\ng—f

la matriz de Alexander A dc la prescntacién.,
A continuacibén definiremos una relacién de equivalen

cia entre matrices sobre 4, un anillo conmutativo con 1}

tal que presentaciones cquivalentes posecn matrices de

Alexander equivalentes

3.5 DEFINICION

Sean A, A' matrices sobre 7, 11, un anillo connuta-

Liva con 1. Decimos que A, A' son ogquivalentes, A A,
31 podemos obtener A' e A aplicando la. sigurentor
siones & sus inverson:
(i) Permutar renglones & columnas.

(1i) Adjuntar un nucvo renglon doe ceros.

(iii) Sumar a un rengldn una combinacidn lineal do otros

renglones.

{iv) Sumar a una columna una combihacidn lincal de otras

Columnas.




g0,
D(x.) = q
J J
Por lo tanto cualquier derivada b tal aue g;(xl) ql o
: - LN 0D
de la forma DO T ql
P UEy

En particular Q,.— 0O - t0O define una derivada tal que

xi, a,)‘.j -1 Por le tuanto
e
) -« ¢t A4 : -
D tQ TN (h) 1)
i
Q.E.D.
Esta es llamada la Férmula PFundamental del Calculo
Libre.

Sea (X, Xi,..., Xy F Paeee., 1) ouna presentacidn de

de un grupo ¢ i.e. G = F/R, donde ' es el grupe libre

sobre Xpeeweea® ¥y R la consccuencia™de Tiveeeal Denote

mos por ¢ : F-——F/R 3 la proyeccidn canénica y por . A

un  homomorfismo . : G-

*H. Entonces obtencemos la si-
guiante sucesidn de homomorfismos de anillos:
Ix v
i AT e 4G B Y21

Sea AW la matriz sobre 4l con entradas (rii) - {0

Llamamos a 1\1x la matrirz derivada del homomorfismo ,

* El mipimo subgruno normal que contiene LRSI




(v) Adjuntar un nuevo renglén a una nueva columna tal que

la entrada de interscecién sca 1y todos los demds

nulos

Es sencillo verificar que define

equivalencia.

3.6 PROPOSICIUN:

Presentaciones finitas de grupo equivalentes definen

matrices de Alexander equivalentes,

Demostracibn

Basta demostrarlo para las equivalencias fundamenta-
les de Tietze, ya que por el Teorema de Tietze®toda equiva-
lencia de presentaciones {initas <o doscompone en una com-

posicién finita donde aparccoen « 3L.as dos Yy osus LLversos.

Considercmos los Jdog casos:

a) La equivalensia es de la forma

(Xypeeey X 01,000, ¥}

cuencia de

donde s est§ on R, la cons

identidad en el grupo libre L R N

* Ver apéndice.

una relaciédn do

Obtencmos.la siguicnte proposicidn:

~5(xl,...,x‘:x P .

sl v 3 es 1la

i

Calcularemos el




-
W
o oL,
; Iw
w L_' Mo k
. hruie
k"ik k4%,
I
ar.
¢ l}i)
aN.
1

renglén adicional en la seqgunda matris do
Como 5 «+ R, ontonces
q (
o e g ok,
S ] wkl lk’qk
h -1
£, - ‘ B
3s ¢ W W, ‘b - SW . X
= e b W T W, e
IX ., P U S R
J }
> W 4. ,-1
q-! LJk N Dhq iqwq
LW r Twp e FETa—
h=1 = k ]
coma A Wr’) -1
2
- L -y
- q 3 wkr'kw'
o) -8 e (e
®y ko=l Tox
Ademds tenemos que
B &
k - k
' . r,,~- 1 3dr
W E e M, kD T T
oxX 3X Tk r -1 J 3
J ) ik
(}
r,t =1
como O (LX) = § ontonces
=1
1k
¢
) Bl k )
- - = W )
A Q(axi WYL W ) Yy A k)
Sea C, - f, X :(u )} ; entonces

Alexander .

) e

NI




- ar.
95 ¢ : ik
Olg7) = b G AOCy3)
j h=1

i.e. el renglbén adicional es combinacién lincal de los demds,
por lo que se sigue el resultado. .

(b) En este caso la equivalencia es de la forma .

3
(XppovesX t Erpeonsl V(X 0oy X , ¥ Typeee,b_,y2"")
n m 4 m

donde =z ¢ F(xl,...,xn), la identidad en F(xl,...,xn)

Claramente
Bri

3y
i=1,..., m

A O ( A O
i
v 1 \ o) 1
Donde A es la matriz de Alexander de la presentacibén origi-

nal, de donde obtenemos el resultado descado.
0.E.D.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos un inva-

riante del tipo de nudo, que es la matriz de Alexander.




sin embargo, atGn se dificulta determinar 5y dos matrices
pertenecen o no a la misma clase de equivalencia.  Para

ello haremos uso de los ideales elomentales,

3.7 DEFINICION:

Sea A una matriz w xnsobre ' para toadoe B, O de-
finimos el k=¢simo ideal clemental de A como sigue:

o

Si O~n - kK  m 1:k(m ¢s el wdeal genoerado por

los determinantes de las submatrices de n - k 2 n - kK de A

Sin -k , entonces E (AY - O

5i n - k-, entonces ER(A' (n

Debido al hecho de que podemos desarvellar los de-
terminantes por cofactores de los elementoss de cualugutier
renglén & columna, tenemos que los ideales clorentales de A

constituyen una cadena ascendente

0 : R N 1 - S PR O . =
E,(AVC B (Al 2... B {A) = E (A -..

3.8 PROPOSICION:

Matrices equivalentes definen la misma cadena de

ideales elementales.



3l.

Es ura conseccuencia de las propiedades de los de-

terminantes.

-~
~
o]
o
=)

Por lo tanto si dos matrices poseen alain ijdeal
elemental diferente, entonces no son equivalentes. Dada
~
una presentacidn finita llamamos al K-dsimo ideal elemen-
tal de su matriz de Alexander simblemente el K-ésimo ideal
elemental de la presentacién.
Hasta ahora hemos construido los siguientes inva-

riantes:

R = B —— " (R' =K M- > B (5)
Matriz de ideales
Alexander elepentales

Cada vez ohtenemos invariantes mis débiles, pero
n¢  calculables v de necho son bastante efecuiv. = paica
distinguir ti: . de nudo.

El siguiente paso oo uartidularizar esta herra-
mienta al caso del grupo de nudo,

Sea K ¢ R un nudo poligonat y sea ¢ - {

Ry
1
L

Entonces H = G/ [ G, Gjes un grupo ciclico infinico.

Estudiemos el anillo de este grupo.




Seca H - <t , entonces todo olemento h ZH o

escribir de la forma

na—

donde casi todos log h” son nulos.

Las siguientes propicedades de @i son f4dciles
ficar:
(i) 421 es un dominio de miaximo coman divisor.,

{ii) 2B posce s6lo unidades triviales i.e.

3.9 DEIFINTCINU:

¢ nuede

do

vers-

Definimos al generador del minimo ideal principal

que contiene a Eklﬂ), donde A es la matriz de Alexander de

un grupo de nudo como el k-&simo polinomio del nudo,

Observamos que como 2H e¢s un dominio m.c.d.,

k

onton-

ces 4, es el miximo comin divisor de los elementos que ge-

neran a Ek(A) descritos en la definicidn de este ideal.

3.10 PROPOSTCION:

Ak+l ‘ k
Demostraci EJD
Ek(A) < Ek+}(A) o | k+l)

Por lo ‘que




3.

S T P

Q.E.D.

Es una consccuencia inmediata de la proposicidn 3,8
que presentaciones equivalentes poseen los mismos polinomios
de nudo, ya que ticnen los mismos i{deales eloementales.  Por
lo tanto, los polinomios de nudo son invariantes del tipo
del nudo.

En el capftulo anterior obtuvimos una presentacidn
de 7, (R’ - k) de deficicncia 1: (R peeeu® 00 e, )
por lo tanto E = (0) y i+ O

1=

3.11 PROPOSICION:

Sea K € R’ un nudo; entonces su primer ideal ele-
mental es principal.

Demostracifn:

Tomemos la presentacibn (x,,...,%x : r

S X Caeee, T

! n' i n-l

de 1, (R’ - K). Por la formula fundamental obtonemos

n [}
r. - 1~ (0 = 1)
i je J
Poro d.;(xk) < b 9 - l,..., n
1 Gr
0 - Ao(r, - 1) - e s 5»\“ Cefp = 1)




n I)ri 1
o= (-1 A0 Gt |
i-1 x

Como 7H es un dominio ente:ro (U L, la abeliam
zacibn de 7, (R’ - K)) entoncos:
n Bri
.L V\O(WT) = 0
j=1 J

Por lo tanto la suma de los vectores columna de la
matriz de Alexander A es nula, por lo que A * A' donde A’
se obtiene de A sustituyendo ceros en cualquier columna.

Esto implica que A' sélo posce una submatriz

n-1xn-1

no nula, cuyo determinante forzosamente gerera a E, (A') = E, (A)

i.e. E1(A) = (4,)

3.12 DEFINICION:
Llamamos al primer ideal elemental E,{A) el ideal de

Alexander del nudo y a su generador A, ¢l polinomio de

Alexander.

3.13 EJEMPLOS

1) nudo trivial

T, (R’ - R) = 2, por lo aque su presentacidn es




A= (0), E\(A) = (1), &, -1

2) Trébol

Tiene una presentacifn 2oyt uyz - yuy)

=1

i.e. r = zyzyTiz Tty

-~

LTV T
dz

e
Niry
i

=1 + 2\/(1 4y 3% v v y

=1 w2yl v ouy” ' (=271,

=1 v zy - ayzy 'zTh)

Como A0(z) = L O(y) = 1

Uw(% =1 4 t2 - ¢

. r _ _ ar
Por simetrfa Iy 37
A= (1 -t + t° =1+t -7
Ev(d) = (1 - £+ t?), 4, = ¢? = ¢+ 1

3) Nudo del 8

Tiene una presentacién




Basta calcular una entrada para cbtener el polinomo

drs ' dr . ds ' sr o 9r
oW ow ow T 0w oW
Leors b L dr. w08
Ae(z™0 ) = Bolg) CHER)
-1 .
S5Ca ¥ = WZW iw, g = 2ZW2Z ‘WZ
ir _ dw 'zw _ - -
T = 1 + wz——5§-~ = 1+ w2z (-w + w 'z)
9S IWZ Wz !
T z 5w z(l + wz )
l@(g-é) =1+t (=t7 +1) =1t ¢t
5 (88 . _
DO (52) = £(1+l) = 2t
Elz(l—t+t?-2t)=(!::~3tll)
i.e. A = t7 -3t +1

Por lo tanto el trébol y el 8 no son ni triviales

ni equivalentes entre sfi.




37.

(4) Nudo Cuadrado.
La presentacidén obtenida on el capfruleo I para

ambos es:

(X,¥Y,vV : Ryx = yxy, XV - vxv)

Usando el resultado del tréhol, obtenemos la ma-

triz de Alexander siqguiente:




V. SUPERFICIES DE SEIFEKT.

4.1 DEFINICION:

4

Sea K€ §' un nudo poligonel. tna ouperdicie de
Seifert para K ¢s una suncrficic compacta orientalb.le M tal

gue oM = K.

Dado un nudo poligonal K, surge la siguiente interro-
gante: <¢existe una superficie de Seifert para K?
La construccién gue propercionarcmes ensequida rosuclve es-
te problemnma.

Consideremos una proveccidn reqgular de K oy orientoemos

al nudo

(i) Escogemos un punto pK que ne sea doble.
(ii) Recorremos el nudo siguicnds s orientacidn bhasta
llegar al primer vunto doble.

(i1i) Descendemos 6 ascendemos mediante un segmento de rec



ta al otro punta quoe se proyecta sobre el doble,

(iv) Volvemos a recorrer ol nudo siguiendo su orientacidn

y repetimos lo anterior.
Es claro rque al llevar a cabo este procedimicento
regresamos al punto original, y habremos descrito
una curva cerrada simole que alterns scegmentos do
recta con arcos del nudo.

(v) Repetimos (i)-(iv) hasta cubrirv los arcos del nudo
con n curvas cerradas simples que se intersectan
s6lo por parejas sobre los segmentos de racta. De
hecho en cada ..oaqmento 1nciden exactamente dos de

estas curvas.

(vi) Sean Ki,...,K estas curvas con la orientacibén induci-
da por K. Extendemos un disco cerrado s, en cada Ki
de tal forma que resulten ajenos (levantdndolos si re
sultan anidados) oaxcepto por las intersccciones de

las curvas. Estos discos heredan una orientaci6tn a

partir de su frontera,




dan.

(vii) Sca M = U » ; al unir ecstos discos desanpacecon
i=1 :

los secgmentos de recta, por 1o que Moo owna super-

ficie compacta tal que X K

4.1 PROPOSTCTION:

M es orientable

Demostracidn:

En la construccién anterior obtuvimos n curvas corra-
das simples orientadas, que inducen orientaciones sobre los
discos extendidos en ellas. De esta forma obtenemos n dis-
cos orientados con la propiedad de que poscen oricentacicnes
opuestas sobre el segmento de recta usado para pegarlos 2

a 2:

///’

/

—

Esta coherencia permite extender la orientacién @n
los discos en forma compatible a todo M. Ademds, si a ca-
da disco le asociamos un collar doble (es decir, dotamos a
sus lados con signos contrarios), entonces podemas extonder

uno a todo M.
Q.E.D.




Cada proycccidn regular de K oda lugar a una super-

ficice de Seifert.

4.3 Ejemplos

Trébol:

7

Pegamos las dos 2~células

con tres bandas volteadas.

4.4 NUDC DEL 8.




En este caso hay tres 2-cdlulas, can pOr endimy de
Las superficies compactas con frontoera o:tdn bion

clasificadas por ¢l siguiente teorema

4.5 TEOREMA (Véase  [Mal)

bos superficics compactas con frontera s5on omeomor® s
si y s8lo si tienen el mismo nGmiro de componentes de fron-
tera, ambas son orientables o ne-orientables v 51 posecn la
misma caracteristica de Euler.

Ahora tencmos la siquicnte proposicitn:

4.6 PROPOSICION

Cualquier superficie compacta orientable con una com-
ponente de frontera es homeomorfa a un disco cn R’ con pa-

rejas de bandas ajenas adheridas a ¢1.

Demostracidén;

Sea M una superficie compacta c¢on una componente de
frontera, y sca X{M) - m,

Sea D un disco en R'; e¢s claro que X(D) - 2. Ahora
X (M) se calcula extendiendo un disco sobre la frontera vy
calculando la caracteristica de la superficic resultante,

gue por ser orientable es una suma concxa de TOROS.  Por

lo tanto, si g es el género de esta superficie, ontonces




g > o o= 2 - X(M) ;0

<= m = X(M) ¢« 2

Peguemos una banda al disco D; sea D, el resultante;

entonces es flcil verificar que
X(Dy) = X(D) - 1 =1

Por lo tanto, al pegarle una pareja de bandas, la ca-

racteristica resultante baja en 2. Sea m = -2K con k > 0
(en el caso X(M) = 2 no necesitamos usar bandas)
m=2- 2(k + 1) = X(D) - 2(k + 1)

Esto lo podemos lograr pegando k + 1 parejas de ban-
das a D, de tal suerte gue se traslapen para que el resultan
te ' tenga una componente de frontera

Claramente M' e¢s orientable
—

_
K+ 1 / y XM o= x()

parejas M es homeomorfo a M' y se

ajenas \\ £§§ ) sigue 2l resultado.
S~
\) Q.E.D.

Es importante notar que se necesitan tantas parejas
como el género de M.
En la construccibén de la Superficie de Seifert, obte-

nemos una descomposicién de ella en términos de 2-células.




i

Sea a

b =

Tomamos los arcos del nudo vy los segmentos de recta

no. de puntos doblos

no. de células

como aristas y los puntos que corrvesponden a uno doble como
vértices, Extendemos un disce en la frontera para obtener
una superficie T, Obtenemos asf una estructura como 2-com

plejo a partir de la cual podemos calcular su caracteristica.

i

XA(T) Vértices - Aristas + Caras

X(T)

it

(2a) -(3a) + (b + 1) b - a+1

Pero X (M) = X(T), por lo que X(M)

i

b -a+1

W
le]
=
i

g(T) = 2 - X(T)/2 =2 - (b - a + 1)/2

[Te
=
S

W

Por lo tanto M es homeomorfo a un disco con a - b + 1
cintas pegadas a 81 de la forma descrita anteriormente.

Sea K un nudo poligonal y M una supcrficile de Seifert
construida con una proyeccidn. Entonces tenemos un homeo-
morfismo abstracto de M en una superficie con frontera de
la forma wnterior. Usando esto se puede construir una iso-
topia de 5’ 6 R? en si mismc que cnvie a M en un disco con
parejas de bandas enredadas adheridas a &1l.

En general, como M es orientable, cada banda posee un

nfimero par de torceduras; podemos considerar a la superfi




4
cie aplanada si hacemos las sustituciones:
fy N ,
\ AN o ‘<§£2>
/\\/ ’
X — OX.
Ejemplo: TREBOL:

Es més sencillo utilizar la proyeccidn siguiente:

D




(iii) MATRICES DE SEIFERT

4.7 DEFINICION

Sean Ki, K; dos nudes poligonales disjuntos orienta-
dos en R' 6 58' ; consideremos una proyeccifén regular de
Ky v Kz. Sea m la suma algebrdica de las veces que K. pasa
por encima de K; de izquierda a derecha siguiendo su orien-
tacién. Definimos m como ¢l nGmero de enlace de K, con res-

pecto a K;, y lo denotamos por m = 1lk{K,;,K;)

Sea K ¢ S' cualquier nudo poligonal orientado y sea
M una superficie de Seifert para K. Consideremos un lazo
w sobre M, Como M posee dos lados bien definidos, podemos
levantar a w sobre M en una direccidn normal positiva y en
. + - .
una negativa para obtener w y w respectivamente.

En cada banda de M podemos escoger un lazo orientado

a favor de las manecillas del reloj. Estos lazos orienta-
dos a;,... a, .  constituyen una base de la homologia H; (M)
de M, donde g es el género de M vy Ayp.1 Ay corresponden

) -

a la parey1r '-6sima de bandas .

4.8 DEFINICION:

Sea v,, = lk(af, a.). A la matviz v - (v..) la lla-
j i J 1]

maremos la matriz de Seifert de M.




Es importante hacer la observacidn de que esta matris
no es un invarfante del tipo del nudo vy que depande de la

superficic de Seifert utilizada.

EJEMPLO
Tréhol

Observando la figura en la pigina 45, ohtenemos

-1 0
VvV =
1 -1
Sean al,...azr los lazos sobre las bandas de M y su-

pongamos que a., a, no corresponden a una misma parcja t.o.

i # 25s=-1 1., :1g. Entonces podemns suponer que ay n)

no se intersectan




Entonces por la simetria del ndmero de enlace obto-

nemos e

lk(a, ,a) 1lk(a, a) 1k(a, 4 - lka', an
t R i ] I 1 i i

Ahora supongamos que 1 - 2. - 1, . 2 1 v L g

. ~

Entonces podemos suponer qgue a; . aJ $¢ centran en un solo

punto. Si levantamos a  localmente en este punto a d‘
obtenemos

k(a.t, a) = 1k(3 , a)  Ikfa, 2 ) - 1kia', a ) -1
i B 1 J 1 1 ) 1

De c¢sta manera obtencmos

4.9 PROPOSICION:

Sea V una matriz de Seifert de 2¢ x 2«

Entonces cumple lo siqguiente

Vv -V - g veces

donde H =(

Usando argumentos andlogos a los anteriores, se puede
demostrar que

(lkfaj,a.)) = (lk(a:,a'))w =y !




Estas propicdades ser@n fundamentales para la ca-
racterizaciédn del polinomio de Alexander que llevaremos

a cabo en cl siguiente capftulo.




.

50,

V CARACTERIZACION DEL POLINOMIU DE ALEXANDER

Consideremos una superficie de Seifert nara un  nudo

K, la cual podemos tomar de la siguiente forma:

o,
- -~
-~ ~
\\ \
(V4
]
S~
ll\\\\__//
o |
N
__1 \\
2
\\ \0| ’
\ |
)
/
“~o—
xR
2
xW .
&) it -
\\\
1}
-1
xw &/://\\\
h C:::'ﬂv\m
w
= x¥

Asi obtenemos los clementos,

Enumeramos las g parejas
de bandas cue aparecen.
Calcularemos a vartir de
esta proyeccidn una vre-
sentacidén doe

AR - K}

En cada parceja tomanos
los generadores que se
indican a ia 1zguierda.
Al recorver las bandasg
a partic «de osu 1nicio,
obtonaiuss nuewos jenes
radores seqgin las obs-
t rucciaones de las ban-

das.




ble xY
|38 AR B
w
w 1, .Q
xw xw
21Ty
Asimismo si depotamos con x' a loas generadores (e

Pk

corresncnden a los hordeés adyacentes, obtenemos:

L) + »
. R LW _ "
Xy CerRyLy x“,...,x“ w l.. ’ 5
W W

Es clare gque estos olementos generan a L {R' - K) .
Obtenemc: las siguientes relacionvs:
, W - A =107 toLw PRV SV 1
'\l k+l [(:\pq) '\p(] "1k \_(qu} '\pq]
w' N [ BN B ]‘I R S A S DV B & |
Xl k+1 (‘\pq) ‘\pq :\lk [('\;m ¢ pq]

w o= 1 DT Y k = 1 . N lw 1

Andlogamante para la segunda banda on cada vareija obtenemo

oW I SPPUR IR B oW Cewd'y—1 o0 38
Braen” UL N0y Lo LNy

v Tred'y =1 2 LoLw' 7t - 7 ¥
¥ = {0 X % X b
T2 k1 t(\st) }st] 2k \_(\,‘il) .HL'J

5¢




Ademds obtoenemos

. wW
}\ll - ‘(.’l
w' 1
XEI ) xl)
w
Jw w=1,...,9
w ~
xli >"1
12
w LWk
o %y,

Esto determina una presentacion cuadrada del gruno

del nudo, de donde podemos eliminar la Gltima relaci6n pa-

ra que sea de deficiencia uno.*

Procedemos a introducir los siguientes

acompanados de relaciones:

gqeneradores

ww' b
Ul - GV XY woolieeg
kK L, oo -1
oW oW ! - | e v
[)2; (I\Zk) .'.:k 1 l",‘l\\\—‘
Y Ul w 71 N W s :
1 i § L]’q 1k UXH" A ¥ ot 1 W | SN N
ko l...., i -1
W
R BT e RS AN : -
by UV Uy by Vo Rt

* Denotamos wnor JY a0 con la Gltima relacién

§ by

suprimida.




Las relaciones originales en términos de la U's son:

Ugél XYk Uggl = X VA w ol
e e
ot 3 Ul = W kel

Es sencillo verificar gue podemes obtenor ol seqgundo
y cuarto blogue de estas relaciones a partir de las otras
gque involucran a las U's, Por lo tanto son redundantes.

Ahora para w = 1,...,g9, k # 1,1~ © # 1, ),

W' W w o, -1 W W w o -1
Xl = ¥ U Xpo = X))

y para estas k, ! respectivamente no vuelven a aparecey

' W ]

w 5 f .
X, KXo, yor lo cual pueden ser eliminadas.
1k 2%

Considerando las relaciones A,B es claro gue susti-

tuyendo repetidamente so roducen a las relaciones

W W LW wy 1
Ry X1 RIS
w
W 1,....,9
rY XY= Y oxY ()7




donde Q: es el producto de las U's que
mente al recorrer la banda i-&sima do

Ademds podemos eliminav a

Y w
hlz,..., Xl iy - 1
w:
W W
hzz,...,hz je - 1

Ahora podemos sustituir las relaciones
u¥ = ‘xw')~1 %™ u*
21 21 21 I
w PP "N w
Uriw = 85 14, Yo
en J,, y eliminarlas junto con las X''sg
w w w o1
: - X {
/ <21 ll‘Ull)
W . | Y W -
%a1 Vo ci !
J‘\
w w W !
ot = X, (1 )
tiy 2h T
Y Swtl
1 "2 i,
IN -

aparecen

la pareja

1,...,9

sucesiva-

w=sina.




Por lo tanto nuestra prosentacidn fainal es deo la sa-

guiente forma:

GENERADORES ¢ RELACTORES:

W W w W W

11! )‘11 R B !\:

w < l,00.,0
w w w W
Rare %o Ui Y
W
v u¥ J w 1 c}hl
.ll,..., 1i “ [BCECEERY
W
w v .
UZI""'Uij Jg

Considerenaos S registra las veces gue las otras
bandas cruzan a la 1-ési1ma banda de la pareja w. Para de-
rivar estas relaciones con respecto a alguna U, poademos hacoer
todas las demds triviales, ya aue bajo la abelianizacidn co-
rresponden al 1. Entonces si ¢ es la suma alycbraica de

.

los exponentes de U en oyt

aRY Bu¥xY (oY T W
S W W
3U 50

Ahora si sumamos los « correspondientes a las deriva-
das de todas las U's de la banda j-6sima de la pareja

entdnces obtenemos la suma algebralca de las veces que esta

-




banda pasa por encima de la banda t-&sima de |}

Fopare)a w.

. . w U
i.e. es igual a {k (al , at)

Por lo tanto la matriz de 2g x 2g con entradas estas sumas
al tomar las U's vy R? 's ordenadas apropiadamento no es mds
que V =(Vij)la matriz de Seifert de M.

Procederemos a calcular la matviz de Alexander de

esta presentacidn. Ordenamos a los generadores y relaciones

como sique:

Wl ol ! 1 B
i Tt T Xai Rt oty
1 ! ! t . .
ul],...Ulil,U21,. Uy, ,...U”,...uhy,uu,...bzl
"
1 1 @ . 1 l o K. *
R‘, RZ,...,Rl, RZ' U‘ L¥2,...,bl,U2,ql,.. 'J}',""JH
Sea P la matriz diagonal:
r SE— —_—
o -1 0 G ¢ Plogues
L l
i
0 . [y}
! -1 O )
3] 0 1 1
2 08 b4y

Para cada w = 1, ...,q sea B la siquiente matriz de (i +4 -2)
G W W

Tutiy):




0

Q

L

Sea L la matriz

¢}
0

1

-1
1

0

1

Ll o 1 o

0

0 ~1

0

-1

-

0]
0
r =1 Q
w
1 -1 0
0 1 -1 1
e e e
I -1 4] 0
Q 1 -1 4] Q0
!
Q0 1 -1 QO
O Q 1 -1
inferior

y L* la misma matriz pers sin el renglon

Sea Kw la matriz

T

o © o0

0 . . 0
t -t 0 0
. . . o t
. . . 0
-— - g
Aw Ty
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Finalmente sea E la matriz obtenida de derivar a los
w
Ri respecto a las U's con el orden dadu de los generadcres.

Por lo tanto, nucgstra matriz de Alexander resulta ser:

r 3
i
1] »
P E |
————n L - — p—
j B r
| .
0 0 . Y
O B
Y
L N Kl o}
0 . ) Q . 4]
L g1
Ie Lr () K
8
J

Multiplicando y sumando adecuadamente, podemos usar
los B, para sumar todo en columnas a intervalos iy, jy res

pectivamente.




i.e. E se convierte en L':

! les

g
e ot s e e ST W
Ve .
. . .. .0 [ I
Vi, © oV, n,~_-x) ) vl“ o}
Vi Vi
(1-t)
vV 0. . .0V . .. Y O. ...0 Vv @ 0
gl #2 el By

Las kw en diagonal se¢ transforman on H;

1 w J w
f’—_——&_—__“\ ~ o e -
o . . o . . .

.

o . . . 0 -t O . .

c o o ©°

t
t
o . . . . 0 t o
o]

t
es decir (—t) baja sobre la diagonal a distancia de Lo Juw

alternadamente, como en lo anterior




Podemos utilizar las columnas 2,3 de L,L* para eliminar

las -. en los Kw: arriba aparece*t sobre la diagonal




Ignorando las columnas de cero intercaladas queda

como :
0 1
(1-t) v + ¢ |- 0O O
. 0 1
LO -1 O 2gx2g

Ahora usando operaciones que no afectan a otras

partes de la matriz, podemos reducir su lado izquierdo

a

[0 1 o0 O
0o 0 1 0o

) L' =
' 0O 0 0 O
v o 0o o 1
) (0 1 o0 o]
) L*''= {0 0o 1 o
s 0 0 o0 1

Sumando renglones sucesivamente y multiplicando por -1,

podemos reducir Bw a




9] .
0 l) M sucesivameonte:

Haciendo la reduccién (%

A m(o (1-0)V + ¢ - (_‘]’ (‘)))

k=l /




En ¢l capitulo 1V vimos aue

A~ (o (1-t)v + t(v—vT)) {m v-LvT}

Por lo tanto obtenemos ¢l siguivnte teoovoma

S.1 TEOREMA
Sea K< 5' un nudo voligonal, M una superficie de

Seifert para K y V su matriz., Entonces salve equivalencia

© v-tvh)

es la matriz de Alexander de K, y salve unidades el polinomio

de Alexander de K es:

Alt) = det (V - tv])

PR}

Esta forma de la matriz de Alexander nos conduce a

caracterizar el polinomio de Alexander de un nudo.

5.2 TEOREMA:

Para cualquier nudo poligonal K ¢ §' el polinemio de

Alexander de K, A{t), satisface lo siquiente s




(1) |a(l)y| =

64,

1

(ii) existe un entero nar tal que

Ae) =

Demostracidn
st rdcion

L"A(i)

Basta hacerlo para un asociado. Construimos

superficie de Scifert para K, digamos M, y tomamos

matriz asociada, de 29 x 2gq.

Entonces por el teorema 5.1, salvo asociado:

Alt) =

fa(1)]

det (v - tvh)

= |det (v - vT)|

Por otra parte

det (V

q
= Jdet Z (0 D -1
k=1
- Lyt 2 oger 21y (ot -
T V) o= der (-1)(v £v)
2 .
= (=) det (vl - wv)
= =120 ger (v oau!
- -2 . T
=t det (Vv - tv')
= 74 ()

una

v

Rt




Por lo tanto se sigue que

Ejemplo
El Trébol:
En el capitulo IV vimos que el trébol tiene a la si-

guiente superficie como Superficie de Seifert:

_ {-1 o S T
V"(l-l) vie e )

Alt) = det (V -tvT)

|
-l -t

=| 1 -1+t




Sea B = (Eij) una matrie

los enteros.

A partir de ella podemos
nante:

-t 0 -ty +
Ell(l t) 112(1 t)+t

E12(1~t)-l E22(l-t)

2hx2h (1-t)

El 2h

Sea W
h

ciendo

el determinante de 2h

Eyur Eggr - = o0 Byyg gy, b4

Eygr Eygr o o vv Bopg gy Y
dem&s nulos
E (1 -t
W=
-1

de 2h x 2h

obtener ol
' hl 2
- By -
BQh«l

“2h -1

EZZ igua
hll s1in

Ho,

con aentradas on

srguiente devermi-

_l(l-t) El n
(-t E, o
TR LT
2h (1-t)-1 E?h 2h

x 2h obtenido del anterior ha-

les a1

determinar y los

1(1—L)+t

(l-t)




B, (1-t) {
-1 1 -t

W, = .

3 E 4 (1-t) o
1-t o

Sea w* el subdcterminante

penfiltima columna y el penGltimo

’ =
wh wh—l
0 ... 01l-t O
i
- - - 2 ]
= - (l-t) wh_1
Como W' = (l-t), entonces
1
- T7h -
weo= (-nP e !

Por otra parte

(PN

HlJ(l*t) -t
o0 O
Q L
-1 0

obtenido al suprimir la

renglén de W

te o Be e i per v et - e e e




(t=-1)

i
| 0
]
|
|
|
wh—l !
|
|
| 0
T T
- - - e — L ! 0
Ouevt0 By q gy (178D O 0
0....0 1 -t 0 -1
]
| Q
i
]
|
|
]
|
W
h-1
) : o
S N N NN D ]\,\\\ N
Q
P-— e Ee.  mae wm w wm e e W e e e -.
0.0 0 By g 5. (17810 o
0...0 1 -t 0 -1
|
| 0
|
|
[}
|
P |
l .
i
0]
i -t
IEL’h—i 2he| (-t
' 0
I, L . 4= . ‘
s T N T N N L N R s NN
0...01L - ¢t 0O -1

68,

¢}

1-t




€',

l wh"l ’
i
= - (t-1) |
’ ~ N Nov N 3
lo...o N S
{
wh-l
-E (1-t) ¢t + tw
2h-3 2h-1 = < h-1
0...0 1-t O
- - - 2 - 3 1 .
=By oo (8717 # By g o (BRI TR e W
- - - 3 "
= =(1=t)"Ey 3 ap-1 Wpop * Ot W
2h~3

= 3y - _yyh=2
= -[1-6)°E 5,3 5. ] 05O D" s e W

- 2
W, o= (-p)P-1! (1-0°" 4 v w

h Ean-3 2n-1 h=-1

Utilizando esto, nos proponemos demostrar aque hay dos pro-

piedades que caracterizan al polinomio de Alexander

5.3 LEMA
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Sea p(t) un polinomio normalizado que cumple las

siguientes condiciones:

(1) Existe un entero n tal que

pl(t) = t2"p(%)

{(i1) |p(1)) =1
Entonces podemos escoger coeficientes (Eii) tal que w" = plt)
Demostracién

Lo demostraremos por induccién sobre n.

Para n = 1

pl{t) = C, + (1-2C,)t + C.t?

x
]
I

= Co(l=t)? 4+ t = Co- 2C,t + C,t? + ¢t

il

Co+ (1-2C,)t + C,t7 = p(t)

Supongamoslo cierto para n-l1 i.e. podemos lograr cualquier
polinomio simétrico de grado 2n-2 que valga 1 evaluando en 1

usando W .
n-1




qlt) =  pit) = C,(l-t)?" /b

Es un polinomio, ya que el cocficiente constanto de la rosta

es nulo. Ademis, por la simetria de p{t), ¢l exponente mavor
de q(t) es 2n-2. Es fécil verificar que qlt) cumple (i), (ii).
Por la hip6tesis de induccién podemos escoger cooficientes ta

les que wn - q(t)

-1

Por * tenemos:

= (13-t sy 2D K
W, = (- Esno3 2p-p H1-8) ew
= (=101 o~ . . .
Sea EZn-J n-1 = (-1 C, ; por lo tanto
2n
Wn = Col(l-t) + t qlt)
= Cofl-t) 2" 4+ plt) - Co(1-t1°" — (o)
Q.E.D.
Sea V = (Vij) una matriz de Seifert. Las igualdades
- = -t i = 2{-=
Vij thi Vij(l t) + t i 24-1
- = -t ~ = 2.
Vji tvij Vij(l t) 1 1 2
Vij = Vi i ¢ 28-) & j # 25
muestran que si tomamos (Eii) = (Vij) en el determinante D,
entonces




~
o

Evidentemente V puede ser la matriz de Seifert de ung
infinidad de nudos, por lo cual el lema 5.3 nos conduco al

siguiente teorema:

5.4 TEOREMA
Cualquier polinomio p{t) gue cumpla con las propieda-~

des (i), (ii) del Jema 5.3 es el polinomic d¢ Alexander de

un nudo,

5.2, 5.4 caracterizan al

Por lo tanto los teoremas

Polinomio de Alexander.




“I ESPACIOS CUBRIENTES DE 58' - K

Dado un nudo poligonal K< 8°' construimos una superficie
compacta oricentable M tal que 5M = K. En cvste capftulo
construiremos espacios cubrientes de §° - K a partir de M,

Por ser una 3-variedad, §' c¢s triangulable y posee una
estructura de complejo simplicial finito donde M figura como
un subcomplejo bidimensional y K come un subcomplejo uni-
dimensional.

Sea C, una coleccién de 3-simplejos disjuntos en co-
rrespondencia biuunivoca con los de la triangulaciédn anterior
de 8°.

Unimos dos de ellos sobre un 2-simplejo cerrade si
los correspondientes en $' estdn unidos mediante una cara
que no esti en M, De este espacio resultante eliminamos
los l-simplejos que corresponden a K y asi obtenemas un
comolejo X y un mapeo natural ¢ : x-—> 5' - K gue hace
corresponder dos 2-simplejos en & a un 2 simplejo an M.

A este espacio lo llamarerios § = K wpartide sobre M.

Sea <, = L v 4 wuna coleecidn disyunta Lumerable de
copias de . Cada El vosee dos copras de M, gue denotare-
mos por M., M.

. i )
Ahora formamos ¢l siguiente espacio de identificacidn:
uninos X, con xi+l identificando M: con w: en forma natu-
ral. De esta mancra obtenoncs un comunle jo i Y¥oun mapeo

i

5t H—>3S' - K




triucido por las ﬂl.

et AN

: o 7
., T 0 //'».
. . P .

. . . x /-."
ok AR N

., . 2

— e s

M

Como M es orientable y de hecho poseo un coltlar doble

-

podemos considerar al espacio de identificacidn obtenido ¥

como el resultado de pegar los Xi utilizando copias de M i1.e.

pegamos Xi sobre un lado de M y xi+] sobre el otro.

6.1 PROPOSICION

"
{X,p) es un espacio cubriente de 3° - ¥,

Demostracién:

Es evidente que k s un espacio arco-cenectable vy
que p es una funcibdn suprayectiva y continua.

Si x v/ M, es claro que alrededor de x existo una ve-
cindad lo suficientemente vequena V tal que las arco-con-

vonentes de su imagen inversa se mapeen homeonrorfamente




sobre ella;: vya que esta imagen inversa o la unidn ajena de
vecindades idénticas a V en cada xl

Ahora sea % + M y B una bhola alrededor de x tal que
yazca totalmente sobre M - K. El collar doble & ' induce
una divisién de B en dos semi-bolas B‘, B cuya frontera co-

mGn es un disco sobre M.
B'O'
-+ En cada :-:L iay una copia
¢ - .
M B ,sobre B vy una copia
- B” sohre ':3’.
B
Tenemos las siquientes igualdades:
-1 + 4
p (B)) =8,
p Lig™) = U B
i
Entonces

p (B)

i}

.{. -
tisjyv Us)

+ -
U(Blu B.)

+ - )
Donde Bi J Bi es un abierto en ¥ ¢ eys claro gue se mapea

homeomor famente sobre B.




El siguicnte diagrama mucstra lo anterior:

Xy X, X4
+ - + —
Bl-l Bi B, Bis
Por lo tanto todo punto de § - K posee una vecindad bien

A\
cubierta, por lo que (X, p) es un espacio cubriente de §'-K.
El espacio §' - K es una 3-variedad no compacta, por

lo que obtenemos el siguiente corolario:

COROLARIO:

" ]
X es una 3-variedad no compacta.

(w

Es un resultado conocido aue los espacios cubrientes de
X se corresponden biunivocamente con las clases de conjugacidn
. ¥
de subgrupos de 7, {X). Mostraremos ahora aue ¥ es de hecho un

espacio cubriente regular i1.e.

pri (X) @ (X ¥ o.osto- K
y que de hecho psu;(k) = [n,(X)," ol , el subgruno conmu-

tador de 71, (X).




6.2 PROPOSICION:

Sea (Y,q) un espacio cubriente de % = 8' - R donde

K es un nudo poligonal. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) Un lazo w en 8' - K se levanta a un lazo en Y si v s6lo
si 2K(w,K) = O

(11) geay (Y) es el subgrupo conmutador de -+, (X) .

Demostracidn:

El entero iK(w,K) es la suma algebr&ica de las veces
gue W pasa por debajo de K de izquierda a derecha. Podemos
considerar a [‘4] como un elemento de ¢ (X). Entonces
se puede expresar a (wl como un producto de generadores
en la presentacién superior de este grupo. Es evidente gue
aparece un generador cada vez gue W pasa por debajo de K
y el signo estd determinado seqgin s: es de izguierda a de-

recha o al revés.

Pero entonces §K(w,K) - [, 0

Sea U7 (X) —> H,;(X) el abelianizador:; come NEX ) =
|




74,

rntonces 0~K(w]) =1
Inversamente es claro que la sura de los exponentes de un
elemento del conmutador os nulo de donde obtenemos
(1) k(W,K) - 0 «= (W) RELD lm]
Ahora (i) es equivalente a
[w] t g, Yy o=> Lk(w,K) = O
y (ii) es equivalente a

Lo} caunin <= (W] o (=i, 7, 0]

por lo cual el resultado se desprende inmediatamente de (1)

Q.E.D,

6.3 PROPOS1CION:

Sea (%,p) la cubilerta cfclica infinita de §' ~ K
Entonces, si a es un lazo en S' - K,

- 1

LR{a,k) = O <= \':v.]s DLt (R
Demostracidn
=) Sea a:I —> S8' - K con puto base x. Y sea X p—l(xo)‘

.




79.

Tomemos n el Gnico kevantamiento de « con punto inicial ;i'

La condici6n 2K(a,K)=0.implica que « corta a4 la supoer-
ficie de Seifert M de K do v a - igual ntGmero de veces gue de
- a +, Lo mismo serd cierto de la trayectoria (Ccon respecto
a la copia involucrada de M,

M Mi+

— —— c—— .

— Esto implica que forzosa-
mente debe torminar en su
punto i1nicial, ya que debe
cruzar a Mi por c¢ada lado

¢l mismo ndmero de veces.

Entonces o induce la permutacidn trivial sobre la fibra
pnl(Xa)y claramente [a]a p_‘:(&).
<=) 8i [u]F p,7; (%), entonces se levanta a un lazo de
donde se desprends que

LK (a,K) = O

Q.E.D,

Como consecuencia inmediata de 6.2 y 6.3, obtenemos el teore-

ma siguiente:

6.4 TEOREMA:

a8
D

. i , . . e
Sea K 8§ un nudo {’1311'(;0!1?11 Y sea (.‘\, [.)) s cubierta

cfclica infinita. Entonces:




"6y,
L
P, (X) Crrxy, )]
]
6.5 COROLARIQ
(&,p) es un espacio cubricente rogultar de X - 8' - K

v Aut (&,p) RN

Demostracién:

Se sigue del hecho de que Kﬂl(xh W;(Kq 4 (%)

y Aut (%.p) L (XY / p_”;(%)

2
4o

"

Q.E.D.

Es evidente que Aut (ﬁ,p) estd generado por una traslacién

T
Xj ——> X

( Xiot X Xiai

6.6 PROPOSICION

Seca (§,p) un espacio cubriente regular de X - - K
Entonces Aut (ﬁ,p) 2 siy sblo si X es isomorfo a la cu-

bierta ciclica infinita de X.

Demostracién;




N
Basta mostrar que p,", (X) - [u,(x),‘,(?)l
Tenemos la sucesidn oxacta

Pe

1 — vx&) ey Ty (X)) ey AUL (X, P) e ]

como w1, (X) / p,';(k) Z o Aut(x,p) %, entonces

[n,(x),'x(xﬂ < p,n;(ﬁ). Por lo tanto c¢std bien de-

finido el epimorfismo inducido:

T (X)/ [n;(x):n;(xﬂ ———— Aut (X,p) ——> 1

Como todo epimorfismo on 2 es isomorfismo, entonces kernel |

= pei(X) / [0, %)) =1

feer pyti () = [0, 0]
Q.E.D.
Se verifica ademds que la cubierta cfclica infinita cubre a

cualquier otro espacio cubriente regular de S°

- K cuyo grupo
de automorfismos es abeliano. Por lo tanto (&,p) es llamada
la cubierta abeliana universal de S' - K, ya que esta pro-
piedad caracteriza a ¥ salvo isoworfismo.

Dado un entero n, es claro que podemos construir un
espacio cubriente de S’ - K con n copias de $' - K partido
sobre la superficie de Seifert M de K. Simplemente peqgamos las

n-copias como en el caso anterior y los extremos 1.e. pegames




%, con xn usando una copia de M,

M2
n=7
M M,
M
M?
Ms Mg
X; = S’ - K partido sobre M.
De nuevo obtenemos un espacio cubriente de S' - K que

denotaremos por ( %n.pn)

6.7 PROPOSTICION

(*n,pn)es un espacio cubriente regqular de S' - K

que corresponde al kernel del mapeo




i,

M AR ey )/ [ 00, 0] ey s ()

Demostracién:

Sea «w un lazo en §' - K basado on x .

g

. . ; : - -1
Si el levantamiento ( con punto  inicial o (ay)

es un lazo, es cvidente gque lo mismo ocurre on cada punto Jde
la fibra. 7JTgualmente si no ocurre en X, no ocurre en ningQn
punto de la fibra., Por lo tanto ( % , p“) 05 un espacio cu-
briente reqular de 8' - K.

Ahora cualquier automorfismo , de (Kn, p) debe llevar

.
a X homeomorfamente en si mismo tal aque el diagrama siguien-

te conmute:

Y
n n
y
pn ! n
X

Por lo tanto es claro que Aut (Rn,pn) estd generado por la

rotacién de Xi xi+l de orden n. 1.e.

Aut (Xn,pn) g 2/(ny.
Por lo tanto obtenemos ia sucesidn exacta:

n
nk

Loy (R ) ey () ey 2/(0) e oy 1

fome 2/(n) es abeliano, [, (X), , (%)) P, ()




Fer 1o que estd biren dofinido (] epimorfismo inducido
2= 0/ (), () ey 2/(1) s, )

N
con kernel P*n'x(ﬂ”)/ L .o, (. Pero forzosamente cste

kernel debe ser nZ, ¢l kernel de la vreyecceian candnica.

A
=> pn*ﬂ;(x“) es el kernel del mapeo dado.
Q.E.D,




5.,

VII LOS INVARIANTES ABELIAMOS,

(i} A primera vista, los invariantes bolianos mis importantoes
de un espacio son sus grupos de homologfa vy cohomologia v sus
grupos superiores de homotopia. Sin ombargo, on ¢l caso doe

un nudo poligonal en S$' no son relevantes.

7.1 TEOREMA

Sea K un nudo poligonal, entonces
(1) ni(s’ - K} =

Z i=0,1,2
(ii) H_ (R? -K) =
b
\ (0] otro caso

Demostracibn:

8 - Ky R' - K son 3-variedades no compactas por lo
Jue ni(s3 - K) = ni(R’ - K) =0 12 3

Ahora sea V una vecindad tubular de K S y seca U
21l complemento de una vecindad tubular V' de radio menor
gue V. entonces U® g VY° = 8' - K y U tiene el tipo de ho-
motopia de 8’ - K y UN V la de un toro. Aplicando Mayer-

Viaetoris obtenemos la siguiente sucesifn exacta:

D>, H3(8)) — H (UN V) ——y H (U) & 11, (V) ~—==> O




Q— 7z — . 7 Ho(U) - 50 s

Por ¢l teorema de dualidad de Poincard

-
v
y

obtenemos un isomorfismo

Ha(U) = 1. (S’ = V') - H'(s' -Vv',i{s" - v'))

= H' (8 - v', T")
donde T' es un toro. Pero por otra parte

BH'(S? -v', ') = Ext(H, (S’ - V', P'),2)® Hom (Hy (S'-v',T'),2)
Pero como H(S' - V', T') es libre abeliano, entonces ]

primer sumando s¢ anula
i.e. Hy(U)z Hom (1, (S* - v',T'),2)

Por (*), H, (U} 6 es nulo o es isomorfu a alain 2/ (k): pero el

segundo caso es imposible por ¢l iscomoriismo antevior

Ha (U) = H2(8' - K) - ©

Por la proposicion 2.4, sabemos que H 5% - K) @
de donde obtenemos (1):

Z 1 - 0,1
H. (s’ - K) =
1 0 otro Caso




Ahora consideremos las sucesiones

«

exacta

parejas:

O=——2>1,(S") -— H (§',85 =~ K) )
11e
0 ———= H{R",R' -~ K) S H AR = H) = =5 0
Por excisidén i, (R',R' - K) _ H.(8 , $' - #), de donde se
desprende del diagrama anterior que H, (R' - K) 4.
Por el lema 2.2, H, (R' - K) = H, (58 - RK), de donde obtenenos
2 i=0,1,2.
(1i) Hl(R' - K) =
O otro caso
7.2 COROLARIO:
H* (8 - K) = H, (S' - K) W O(R' - K) - H, (K = E)
Demostracidn:
Es consecuencia del isomor{iamo
HY(X) o Ext(d__ (X),2) @ Hom (4 (X, %)




7.3 TEOREMA DE PAPAKYRIAKOPOULOS (Ver (R] )

Si ¥ - 8" = K s el complemonto deoun nwio en 8

.

entonces v, (R) O 122

Demcstracidn:

Supongamos que . (X) ¥ 0; el teorema de la esfera ase-
gura la existencia de una esfera H gque no es contrafble en X.
%1 teorema de Schéonflies implica gue las corraduras de ampos
lados de 87 - i son 3-bolas. Como K us conexo, vace on alouno
de esees lados: la esfera se contrac a un punto en el otro la-
do y vor lo tanto en ¥, lo cual vs una contradiccidn, de don-
de 7, (&) = O.

Sea U la cubierta universal de 8' - K; entonces o¢s una
3 variedad no compacta por lo gue Ho(4) -0 12 3. Comu U es
simplemente conemxo, entonces por el Teorema de lsororfismo de
Hurewicz, se tienc que H; (U} _  (U) - > (%) - 0. Por lo tan
to Hi(U) = 0 12 1. Aplicando este tecrsma sucesivamente, ob-

- . o
teq:mos Lsenorfismos

n (L) - H_ () 0
n n

De donde se siguce @l resultado.

o
22}
<

Observacidn:

Este resultado no es cierto para R' - K.




(ii) La homologia de los espacios cubrientes Je 5’ - K,
construidos en VI es un invariante relativamente sencillo
de calcular que distingue muchos tipos de nudo.

Sea (k,p) la cubierta ciclica infinita de ¥ 5 - K,
donde K os un nudo poligonal. Sea T i X o ool autonor -
fismo generador de Aut (¥, o).

.

Sea t ¢ H,(K) ~—— H, (X)) o] isomorfisme inducide por

7.4 TEOREMA: (Ver (Mi] )

t - 1 Hi(k) ) HI(R ¢S un isomorfiumo by O

Y el homomorfismo trivial para 1 O.

Demostracidn:

Tomemos la siqguiente sucesién exacta:

~, -1 P
o} c, )

Ja lugar a Ya <cigquicnt. gucesicn Larga de ' - logf

En nuestro caso H, (X) H, (8, por le cual obtencmos:




lo que queda es la sucesion

n tl . D a LR "
0 s Hy (R) > M AX) = 11 ()« cp H (R) me e H () o mm H {5) = i O

como todo epimorfismo eon 4 ¢s un isomerfismo, esto se con-

vierte en

. t=1 . 0 , .0 .
O3 i, (X) > Hy (XD Hy (X)) 2 (M) ~—a 0, () _ (X)) ~—> 0

De donde obtenemos el isomorfismo

LAY t-l kL)
O % H{(X) —> H,(X) — ©

y el homomorfismo trivial

t-1=0

Ho (X) N Hg (W)

Q.E.D.

Sea K ¢ S* un nudo y sea X su cubierta abeliana universal.
Mediante una sucesibn de Mayer-viactoris calcularemos la
homologfa singular de X.

Por el teorema 6.1, X es una 3-variedad no compacta,
por lo que ”1(§) = 0 i3

Construimos X a partir de copias X] de 8' - K partido
sobre M, (una superficie de Seifert para K) y pegadas usando

. . . +
las dos copias distintas de M gque posee, digamos Ml, Mi ,
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+ - ) . ¢
Sean Ui’ U1 vecindades abiertas sebre Ml, Ml rospectivamen-

te en X.. Sea Ui una vecindad alrededor de cada copia de

i
" “ -
: - M -
en X tal que ”i M Uj_lL) UL.
Sea U = (\J Uj\ Vo1, cen ' un segmento para unir las picocas.
Ui Uis Uiz
B— T o
~ Zgii
s
Xy Xi Kiel ;752? Iﬂ
=
=z
—_— o
- - 4 -
Ut U Uiet  Uisi Uivez

= 3 sea Vo= ;
Sea V. = int X, y sea \ (U Vv

Bvidentemente X = C U Vv y ademds topemos UMV =
+ - !
= \J(Ui V Ui) UV I, Aplicando Mayer-Viactoris, obtenemos

la sucesién exacta:

(i‘l_j..) it‘ju )

cee —y Hy (UA V) "

Cada Ui tiene el tipo de homotonfa de M, que a su vez tiene
el tipo de homotonfa de una grédfica. Por lo tanto H, (U = ©
Al

Cada Vi tiene el tipo de homotonfa de 8' - M: haciendo un

cdlculo parecido al del teorema 7.1 se puede ver que la homo-

— g UIOH (V) o 1 () e (U V)




tegfa del complemento de una grdifica en &
mensién 2 por lo gque H (S~ M) Oy opar
Ha{V) = O

U; y U; tienen el tipo de homotonia
H,(UN V) = 0O

Consideremos la copia Ug; H (Ugl es
abeliano con base a,,..., a2y donde g es
das de M y los gencradores corresponden a

Es claro entonces que

Son una base para H, (U)

Tomemos ahora V,, es una copia de §'

Hy (Vo) posee una base con 2g gencradores:
o
La base
a;
At m e ——"

Por lo tanto tla,,...,t'a je2 const

2p
para Hy (V).

.
’

. . + +
Finalmente consideremos U, 1, {U,)
+ +
X],...,X.zu

que corresponde a la de 0, (M)

ma normal positiva; anflogamente Xj,..., %,
- P4 + -
Hy(U,). Por lo tanto t]Xl...,th“g )

L'x

cooanula oen di-
o tanto
de M, poar lo que

un grupo libre

¢l nGmero e ban-~

cicios

- M

por lo cual

’

oS oW i

ituye una base

tiene una lbase
levantado en for-

" es una base para

th

.
-8

9 e ey

sobre ellas.
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es una hase para H, (UM V),
Obtenemos la sucesidn oxacta roducida:

, a i "
O —— M2 (X)) ey 1, (U V) ey 1, (U1 (V) -~ ey § () ey O

Afirmamos qgque ) = 0O
Sea y # O, yvim o € (U N\ V); por lo tanto Liene una ex-

presibén Gnica en términos de su base, que denotaremos por

(tjci) Jjoe 2, 1= 1,...4q.

m n i
y = I L C.. t’e
j=k i=¢ 13

donde k es la minima j con algtn ij £ 0y u la mixima
Sea M un entero positivo cualiera; por la proposici6n 7.4,

(e-1)": Hy (%) H2 (X) es suprayectiva, y existe Ué“)(%)
tal que

y =23 L (=%} = t-1)" e

i

donde podemos expresar iU como

r L .
R di.tjo.
j=s i=2 1 F

con S la minima ) tal qgue algan dii # 0Oy r la mixima,
Esto implica que

* i conmuta con inclusiones y fronteras.




G

m=35 + M

Por lo tanto m - k = § + M - ¢ = M ¢+ (4§ - r1>
para todo M entcro positivo, lo cual ¢a una contradiccién.
Deducimos que a = 0

Ahora “((k)_ im 9 , por lo cue “3(*) - 0N
y obtenemos Hl(%): Cokery, wonde

o= iy, - 3,.) ¢ Hpun v

> Hy (U) B (V)

Por lo tanto obtenemos la siguiente presentacién in-

il
finita de H,(X)como grupo abeliana:

GENERADORES:  tla_, tda, joo oz, i -1,...,2q

RELACIONES:

AR

it
[ag

. i+ , i+
1.(t1xi) a, = 3,(t3xi) 1= 1,...,2q

i,(th:) Gooap = gt

Por lo tanto podemos eliminar a los genervadores t’ai v ob-

tener la siguiente presentacién:

( tla,: tjj*(xt) = 4! 3 tx]) 10z, 1= 1,...2g)

1




1
Consideremos ahora 1la cubierta ciclica finita % de
3 . Y Y . . s
S° - K. Como X cubre a Xk' obtencmos la siquiente sucesidn
exacta de cadenas:

Lk -1

0 — C,(X) > C (X)) ey ¢ (2

B e 0

Induce la sucesidn larga de homolagiag

k

£t .
’\I . A . o o
R T G.{ QR Hp ) s it 00
como
i A
Ha(X) = 0 y ”i(}%) = Q 12 3 ebtenemos
tk-l

0 — Ha (X)) —— 1, (>‘<‘)—-—~—=,,u,(:{)~—-> He X)) —> 2 50

k

Por la inyectividad de t"-3, H.(xk) = Q

Reduciendo mod im tk-l obtenemos:

S 3
O —2 Coker t© - 1 ey H K)oy 2 50

Como 2 es proyectivo, se escinde esta sucesidn, por lo que

Hy (%) . Coker(t®-1e z.




O,

 obtenemos la siguicnte presentacion finyta de “1(KP)=

. . N . -
(v, LJul : L’j,(xi) git! APREN - 1,.. o k)

.
dié

(iii) 1, (X) visto como 2 . t,t-ll - mbdulo

n,

Sea t 3 K e—n X el generador candénico de Aut(X,p) do-

terminado por una orientacién de K y de S

Sea t = 1, & I, (X ~ 1 (%)
3 ' -
Tomemos un elemento p(t) = L € 7 e, v77)
k=r
2 .
y sea xtHi(X). Definimos
5 . s
pl{t)x = ) C LT, C L x ¢« H_(X)
k * k 1
k=r kar

N

Este producto le otorga a H,!X) una estructura de
z { e,e7t - médulo.
A continuacidn mostraremos que esta estructura da
lugar a invariantes del nude gue son manc-ables y relaciona-

dos a los invariantes algebraicos del capfitulo III.

7.5 PROPOSICION:

n - o
Hy (X)es un A = 2 { Lot 1] - méduleo finitamente pre-

sentado y de torsidn; Ho(i) es un A-médulo cfclicode orden t-1.

Demostracidbn:

En el anillo A, tJ es una unidad por lo cual la prescn

tacién infinita de 1, (X) como grupo alvliano se convierte en




la siguiente presentacién finita:

Generadores: o

3 tx

l,....,2qa

Ly, (x))

+
) - N

1

Relaciones:

i - 1,...,2q

Para ver que es de torsidn observamos que Lo~ 1: H (R)—~4§

es un epimorfismo por 7.4. Entonces podemos cscribir para

el conjunto de generadoros SRR
£
2y
a, = (t-1) €
i i=1 i
i.e.
2g
¥y oCYoa, =0 donde C' o= (t-1) C. .
il ij ] i3 ij
C! - - [
HBY (t-1) i1
Ahora sea A = det ( C'ij): entonces
Aui = 0 i = 1,...,2, por lo aue y = O
V ya"x(ﬁ). Ahora sca Uy L — 2 ¢l trivialjizador:
t (. C ) = -5
1] 1)
por lo que t() = + 1 v por lo tanto ' # O,

Esto demuestra que i, (X) es de torsién.

Ahora como grupoe abeliano, I, (X)) 2, por lo que es

avidentemente ciclico como A-m&dulo. Ademds on la demos-

H, (F)




T i
cién de 7.4, obtuvimos que le morfismo I (%) ceemesy 11 ()

2s el morfismo Ceroy s5C SLquUe COomd CORseCuenaia Jdie osto oo

Ho(X)  A/(L-1)

Q.E.D.
7.6 UN EJEMPLO

El nudo del 8 : (a) Hy (X))

e~
\\\\
\____/’ ] \\
e
- _
PROYECCION SUPERFICIE DE SEIFERT

Podemos deformar esta superficie para obtener la

siguiente:




G,

Para obtener H, (X ) v
H. (X)), simplements nece-
sitamos las relaciones

. + . -

Ja Yt

ok -
J«boo=ogb

3.0 = - G

jubT - -
Nuestra presentacidn para

”l(x;} ns

(a, B, tua, ti, t o = U{u=s), atiE=th
L N 't , o= v lar))
Podemos eliminar t., t&, para obtener
(a, B, ¢ ¢ 270 ¢+ iy, bow 2u)
{a, : 50 = 0

Por lo tanto H_ (X;) . 2 @& 2/(3)

(b) el A-médulo 0, (%)




1,

La presentacidn e¢std dada por

(a, B Lo = B), « LE)

v (8 st - e (el - 20))

¢
—~
w

.
—
-
.

!

3t + 1Y) AL =30+ 1)

observemos que t° - 3t + 1 es el polinomio de alexander del

nudo del 8

(iv) La relacién entre HX(Q) y la matriz de Alexander.,

En esta seccidn uniremos los resultados de este ca-
pitulo con los del capftulo IT1 utilizando para ello la
forma de la matriz de Alexander obtenida a partir de las
superficies de Scifert.

Sea K< S$* un nudo, M una superficic de Siefert para
Ky V= (vij) = (ik(a:’ aj) su matriz asociada, donde los
a; son ciclos gue corresnonden a cada banda. Consideremos

la presentacitn de H.(X)

f -
(o Jaln b= tj*(xl) 1= 1,...,29

. 4 ! ,
Para Mo jk(x]), basta levantar a, en direccidn
normal pos .va, y ver su expresidén en términos de la base
a, de 5' - v ; anflogamente para i, (x ). Podemos expro-
i 1

sar (en forma Gnica) H
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2y
+ B ¥
j.(xi) = i:) ‘qtjuj

Pero qij no es mis que la suma algebriica de las veces

que la banda j-ésima pasa encima deo A de izguierda a do-

recha
+ +
f.e. q.. = V.. = JKla, a_)
1) 1] 1 bl
- y
AnS8logamente si j,(xl) = ¥ 4,5 . entonces
jer
qi] = A.K(al ’ a )
Por lo tanto las relaciones j,(x;) - tj,{x:) se

expresan en la siguiente matriz de presentacién:

(qij) = t(qij)
(’ T{a s U )) L( f\(d FEERY ! ))
pero (iK(a; ' aj)) - | x: ;o ))1 (Ver cap. 1V)

Por lo tanto, nuestra matriz de presentacidn es

\v - ')
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Recordando la equivalencia de matraices definida on
el capftulo III, se puede verificar que matrices equiva-
lentes presentan A-mbdulos isomorfos Yy vice=versa, donde el

: . o -1
anillo en este caso es A = 2 (t, t 1.
En ¢l capftulo V vimos que la matriz de Alexander de K,
. . T .

salvo equivalencia, e¢s (G V - tV'), por lo que conclui-

mos lo siguiente:

7.7 TEOREMA:
La matriz de Alexander e¢s una matriz de presentacién
del A-mbdulo A®H, (¥), donde X es la cubierta cfclica infi-

nita de S - Ky A =2 ¢, 1]




APENDICE

(Al) TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN (ver

Sean U,V < X tales que X

abliertos arco-concectables.

hy homomorfismos tales que conmuta el siguionte diagrama:

U, 2,)

U AV, K, —D - (R, x,)
©o h;
1,{V,x,)

$1. ¢2 inducidos por las inclusiones.
Entonces existe un nico hormomorfismo

tal que conmutan los siguientes diagramas:

inducidos por las inclusicnes.

Y1 Way

[a)
=UuUVyu,yv,

Sea G cualquier grupo v h,, h,,

U Vx| T

103,

)

U v son

"1 (XI:(Q)'—'-—7 G

LN, R)

G




(A2) DEFINICION: (Ver (C-F] )

Una presentacibn de grupc (X ¢ r} es un objoeto que

consta de un conjunto X de generadores youn subconjunto r
del grupo libre F(X) generado por ¥. los clemontos de X
son los gencradores y los de r los relatores de la pre-
szntacidbn. Lkl grupo definido por esta presentacidn es

[X : r| = F(X) /R donde R es el minimo subrupo normal que

contiene a r.

A3 DEFINICION:

(i) Un mapeo de presentaciones f: (X ¢ r)——3 (Y : 5)

consiste de un homomortismo de grupos f : F(X) -2 Fy)

tal que f{r) estd contenida 1 ¢l minimo subgrupo normal
que contiene a s 1.c. {(r) < §.

(ii) g, . £, ¢ (X:ir)—> (Y:3) son homotownices si para todo

xeX, fl(x)f:(x-l) ¢S,

(iii) Dos presentaciones (X : r), (Y : s) son ecgquivalentes
t

T (Y os) tales que

<

gt 1, f T, J

si existen mapcos (X : r)

(Ad) DEFIND

Definrn- :: las siguientes equivalencias elementales de

Tietze:

s r J on) ne R
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{ = id, I' - id.
11
(¢ : r) ¢ (% , 2t T uz f'l) 2 /% UMD
r
IT (%) = x ;3 II'(x) = %, 11' (2) = %
(AS) TEOREMA DE TIETZE
£
Supongamos que (X :r)’ (Y + s) es una cquivalencia
g

de presentaciones y las prescntaciones son ambas finitas
(i.e. finitamente generada y relatada). Entonces existe

una sucesién finita Ty, T! ;... T,, T! de equivalencias
i L 1

de Tietze tales que £ = T... T. y ¢ = T]...T;

A
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