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PROLOGO

Una de las razones que proplicliarcn la elaboracién de es-
te trabajo es la de recopiiar resuitados sobre propiedades to
polSgicas invariantes bajo diversas clases de funciones conti
nuas, ya que estos resultados se encusntran dispersos en loo

diferentes textos.

E} contenldo del trabs)o se clasifics de acuerdo a las
diversas clases de funciones consideradas, empezando por la
clase de las funcliones continuas, después, Vs clase de las i-
dentificaciones, luego, la de las Identificaciones ablertas,
posteriormente, |a clo;e de las ldentificaciones cerradas, en
feguida, la de las (dentificaciones perfectas, a continuacién,
las identificaciones que son cerradas y ablertas y por Gitimo,

las funcliones uniformemente continuas y uniformemente abiertes.

Las propledades Invarlantes, o que se preservan,bajo unas
clase de funcliones y que s¢ estudian, son las propledades mis
vsuales como las relativas & 1os axiomas de separaclién: ser
Fréchet, Hausdorff, regular, normal, completamente regular,

perfectamente normal, y completamente normal,

Propiedades de numerabiiidad: ser 1°contable y 2°conteble,

separable, Lindeldf, hereditariamente Lindel8f, hereditarionen
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te separeble y ser espacio de Baire.

Tamblén se consideran las propiedades de compacidad, nu-
merablemente compacto, c-compacto, compacidad loca!, K-espe-

cio, paracompacto y hereditariaments paracompacto.

Adem§s, las propiedades de conexidad, conexidad por tra-
yectorlas, conexidad local y conexidad local por trayectorias.
Por otra parte, las propiedades que se refieren a espe-

cios metrizables y métricos completos.

Se recuerdan en cadas caso las definiciones de los propls
dad‘s topotbgicas, pues algunos autores difieren, sobre todo,

al requerir o no la propledad f' en ltas definiciones.

Le mayor parte de los resultados son conoclidos y se esty

dian en I Ibros como el General Yopology de Stephen Willard o

de John L. Kelley y el de Topology de James Dugund)!.

Sin embargo la demostracién del teorems de Ernest MNicheel,
que afirma, que 1a imagen continua bajo una funcibn cerrade
de un paracompacto sobre un espaclo de Heusdorff es paracom-
pacto, s81o se esboze en (V| plgine 148 y se encuentre demos-

tredo en |M].



Los resultados de! capftulo quinto, referentes a funclo-
nes perfectas (funciones cerradas y con fibras compactes) son
vl idos aln para funciones cerradas con fronteras de las fli-
bras compactas, ver |F|. En este capftulo se agregé al finel,
sligunas propledades topolégicas que se reflejan bajo identif]
caclones perfectas, Esto es, propledades que tiene el dominio

de una ldentificacién perfects coda vez que le tiene 1o Imagen.

€1 resyltado de) capftulo sexto, que aflirms la Invarioan-
cle de 1a regularidad completa bajo identificaciones ebiertes
y cerrodas 2 la vez, e¢8 como una generalizacién del lema de
Urysohn, cuya demostracién se debe al doctor Adalberto Garcfle
NEynez & qulen se le agradece mucho sus vallosas indicaciones

y su Interés en el deserrollo de este tradajo.

Finalmente, en el capftulo séptimo, se prueba Vo invarian
cl> de la completez en espaclos métricos, bajo funcliones uni-
formemente continuas y uniformemente ablertas; este resultado
sparece en forma més general en IKI. plgins 202, pero no es

clerto para espaclos uniformes, véase también |V|, pégine 265.

Por Gitimo, qulero agradecer o lo doctora Silvia de Ney-

met su vallosa y paclente orlenteci8n, asf como su gren empe-

Ao en 1a revisién de este trabasjo.




GENERALIDADES

Uno de los propésitos de este trabajo es estudiar propies
dades topolbgicas Invariantes bajo ciertas clases de funclo-
nes en las que, sl P es unae propledad topolbgica y F una cla-
se de funcliones, se dice quse P es Invarlante bajo 1a clase F
sl| para todo espacio topolbgico X que tiene la propledsd P y
cada funcién f:X 4 Y que pertenece a la clase F entonces f(X)
tiene la propledad P. .

Debido a que 1a imagen de f es quien debe tener la propie
dad P, se consideran en general funciones suprayectivess.

Un resultado general que se aplica en varlios cesos es el
que se reflere & propledades P-hereditarias (HP), es decir,un
espatio X tiene la propledad HP 3! todo subespacio (no vaclo)
de X tiene 1a propledad P,

LEMA.- Sea F una clase de funciones continuas suprayectivas
que satisface: para toda f:X 4 Y que pertenece a F y paras todo
BC Y, la funclén fu:f '(8) 4 8 definlida por f, pertenece s F.
Entonces si P es una propiedad topoléglica invariante bajo F,le
propiedad HP es invariante bajo F.

Sea X un espacio que tiene la propledad HP, f:X o Y une
funclén continua y suprayectiva que pertenece & F, por demos-
trar que Y tiene la propledad HP.

Para B Cc Y no vaclo, como '.:f'l(l) *+ B pertenece o F y
"'(l) tiene la propledad P, se concluye que 8 tiene la propig
dad P,




Ejemplos de estas clases de funclones F, que satisfecen
1o hipbtesis de! lema son: 1a clase de todas las funclones
continuas, 1a clase de todas las funclono; continuas y abler-
tas, v la clase de todas las funclones continuas y cerradas,
todas ellas suprayectlivas,

En efecto, sl f:i * Y es continua, suprayectiva y ablere
ta (o cerrada) entonces para todo B C vV, f’:f.'(l) * 8 es con
tinua, suprayectiva y ablerta (o cerrada), pues para G abler-
to (o cerrado) de £ '(8) existe E ablerto (o cerrado) en X
tal que G = E N 7' (8) de aht que f(G) = f(E N f.'(l)) o f(€)
N8, pero f(E) es ablerto (o cerrado) de Y luego (G) es abler

to (o cerrado) en 8,




! INVARIANTES BAJO FUNCIONES CONTINUAS

1.1 COMPACIDAD

1.1.1 Definicién.- Un espaclio topoléglico X es compacto si tode

- cyblerta ablerts de X tiene una subcublerctas finlita.

1.1.2 Proposicibn.- La compacidad es Invariante bajo una fun-
clén continuas.

Sea f:X > Y une funcién suprayectiva y continuas, U une
cublerta ablerts de Y. La familia v o {f ' (u) | VE U} es
una cublerta abilerta de X. Entonces exlisten U‘....,U" € U ¢
tes que X m £ (u) U ... v 7 (U) de donde ¥ = f(x) = £r7!
(D‘) U...uU ff"(un) = Uy u...vU , Por lo tanto Y es com-
pacto.

1.1.3 Definlclén.~ Un espacio X es de Linde!Bf 3| tods cubler

ta sblerta de X tiene una subcublerta contable.

1.,9.4 Proposicién.- De igusl forme que en 1.1.2 se sigue que

el ser LindelBf es Invariante bajo une funclién continve.
De esta proposiclén y del lems de generalldades se sligue:

2.1.5 Corolarlo.- Ser hereditariamente Linde!IBf es Invariante

bajJo funclones continuas.




1.1.6 Definicibn.- Un espacio X es numerablemente compacto sl
cada cublerts asbierta contable de X tiene una subcubierts fi-
nite.

Es claro que un espacio X es compacto sl y solo si es ny

merablemente compacto y de Lindeldf,

1.1.7 Proposicibn.> SI f:X + Y es continua de X numerebliemente
compacto sobre Y entonces Y es numerablemente compacto,

Sea U una cubierta ablerta contable de Y, considérese V
- (f"(u) | VE U} es una cublerta ablerta contable de X, asf
que tiene una subcublerta finita, os decir, X =» f-'(U,) v ...

-1

VET(u) luego Y =y V... VU,
1.1.8 Definlicién.- Un espaclio X es o-compacto si y solo si as

unién contable de subconjuntos compactos.
Obsérvese que todo espacio o-compacto es Lindelof,

1.1.9 Proposicién.- La imagen continua de un espaclo o-compac
to es O-compacto.
Sea f:X =+ Y continua y suprayective con X o-compacto, X

- '5 Ky con K, compacto paras todo |, de acuerdo 2 1.1.2
s)

f(K;) es compacto para todo | = 1,2,..., ast que f(x) = v = &

. ieo])

f(K') de donde Y es O-compacto,




1.2 CONEXIDAD

1.2.) Definlcién.~- Un espacio X es coneno si la Gnica separa-
cién de X es la trivial, entendiéndose por una separacibn de
un espaclo X la coleccliédn de dos conjuntos ablertos ajenos cu-
ya unién es el espacio; la separacibn se dice que o3 trivial

s! alguno de los dos conjuntos es vaclo.

1.2.2 Proposiciébn.~- La imagen continua de un espacio conexno es
conexa.

Sea f:X = Y continua y suprayectiva, con X conexo. Si
{u ,V) es una separaciébn de Y, X » f"(u) v l-'(v) que por ser
conexo se tliene f-'(u) - ¢ 9 f"(V) = ¢. Y como f es supra-
yectiva, ff ' (U) = U= 8 FF (V) =V ey, de aht que 1a Gnl
ca separaci8n que admite Y es la trivial, por lo tanto Y es

conexo.

1.3 CONEXIDAD POR TRAYECTORIAS

1.3.1 Definicién.~- Un espaclo X es conexo por trayectorlas sl
cuslquier par de puntos de X estén conectados por uns trayec-
toria en X, es decir, s| hay una funcién continua w:l oX ta)

que w(0) vy w(1] es e) par dc puntos en cuestién.




1.3.2 Proposici8n.= Lo Imagen contlinuas de un aspaclo coneno
por trayectorias es conexo por trayectorlas.

Sea f:X + Y continua y suprayectivae, con X conexo por tra
yectorlas, Pars y,y'€ Y, sean x Gf.'(v‘. n'€ f"(y'); wyl o X
una trayectorla en X que conecta x con x', entonces fwil <« Vv

es una trayectorlia en Y que conecta y con y'.

1.4 SEPARABILIDAD

1.4,1 Definlci8n.» Un espaclo X es separable si contiene un

conjunto contable y denso,

1.4.2 Proposiclibn.» La (magen continua de un espacio separabdle
es separable,

Considérese f:X + Y continua de X separable sobre Vv, sea
D un conjunto denso contable de X{ f(D) es un conjunto contable
de Y y es denso en Y pues ?TFT > ¢t (B) por ser f continua y co-
mo b =X y f es suprayectiva FIDJ DY 1o que Implice ¥ = TTOY

De este resultado y del lema del capftulo de generalids-

des se sligue:

1.4.3, Corolario,« Ser heredlitariamente separable es invarian-

te bajo funcliones ceontinuas,
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2 INVARIANTES BAJO IDENTIFICACIONES
2,1 CONEXIDAD LOCAL

2.1.) Definicién.- Un espacio es localmente conexo s! cualquler
vecindad de cada punto del espacio contiene una vecindad cone-

xa del punto.

2.1.2 Lema.- Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) X es localmente conexo

b) Cada componente de cualquier iubospaclo ablerto de 1

es eblerta

c) X tiene una base de conjuntos conexos.
a) =% b) Sea X localmente c;nexo. U un subespaclio ablerto de
Xy CU una componente de U. Si x € cu » U es una vecindad de »n
luego hay una vecindad N de x en X que es conexa y contenlides
en U, entonces NC Cu de aht que cu es ablerta.
b) => c) Supbngase que X satisface b), sea ¢ el conjunto de
todos los abiertos conexos de X, por demostrar que es una base
de X. Sea U un abierto de X, x € U, sl C,lx) es la componente
de U que contiene a x, por b) cu(xl €EC Yy como x g Cu(l)c v,
C es una base de X.
c) »» a) Sea N cuslquler vecindad de x € X, existe C ablerto

Yy conexo tnl‘quc 2 g CCN 'uego X es loce!mente conexo.
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2.1.3 Definitciébn.- Una Identificacién es una funcién suprayec-
tiva f:X « Y de un espacio X sobre un espacio Y que tiene la
topologfa Induc!da por f, es decir UC Y es ablerto de Vv si vy

solo sl f°'(0) es ablerto en X,

2.1.h Proposiclén.- La conexidad local es invariante bajo Iden
tificaclones,

Sea f:X & Y una identlificaclifn, con X locaslmente conexo.
Aplicando el lema anterior, pars demostrar que Y es localmente
conexo, hay que probar que cade componente Cu de U un ablerto
de Y es ablerta en Y.

Por 1a topologfa de VY, Cu es sblerta en Y si y solo si
f-'(cu) es ablerto en X, Sea x € f"(cu) ( f-'(Ul. como r"(u)
es ablerto en X la componente’c'-‘(u,(n) de £ V) que con-
tiene & x es abierta; por 1,2, f(C'-.(u,(x)) es conexo en Y y
estd contenldo en U;.|uego f(C'-.(u,(:)) ( Cu por ser cu X'
componente de U que contlene & f(x) entonces x & t'-g(u)(l)c
f"(cu) lo que implica que x es un punto [nterlor de f"(C")
de ahf que f-'(ju} sea ablerto en X,

2,2 CbNEllDAD LOCAL POR TRAYECTORIAS

2.2.) Definlcién.- Un espacio ss localmente conexo por trayec-

torlas - sl cada vecindad de cads punto del espacio contiens une




vecindad conexa por trayectorias del punto.

2.2.2 Lema.- Las propledades sigulientes son equivalentes:
a) X es Yocalmente conexo por trayectorlias
b) Las componentes por trayectorias de cada subespaclo
ablerto de X son conjuntos ablertos
c) Los conjuntos abliertos y conexos por trayectorias de
X forman una base de X
8) => b) Sean U subespacio abierto de X localmente conexo por
trayectorlias, ¢y Una componente por triyoctorlos de U. Pars
x € ‘v U es vecindad de x luego hay una vecindad conexa por
trayectorias N de x en X, contenida en U, de donde N C c, por
lo tanto cy e ablerte.
b) =3 c) Sea ¢ el conjunto de todos los ablertos conexos por
trayectorias de X que satisface b). Sea U ablerto de X, n € U;
sl cu(u) es la compdnente por trayectorias de U que contiene o
x, cu(x) es ablerta y de aht cu(x) € C Yy como x ¢ cu(l) cu, ¢
es una base de X.
c) => a) Sea N cualquier vecindad de x € X, por c) existe ce(

[ ]
tel que x ¢ c ¢ N, luego X es localmente conexo por trayecto-

rias.

2.2.3 Proposicibn.- La conexidad local por trayectorias es in-
variante bo]d identificacliores.

Conslidérese f:X + Y una Identificacién en donde X os lo-




calmente conexo por trayectorias. Para demostrar que Y es lo-
calmente conexo por trayectorlias se probaré, en virtud de! le-
ma, que las componentes por trayectorias de cada subespaclo
ablerto de Y son ablertas.

Sea €y una conponente por trayectorlias de U ablerto en V.
Por 1a topologfa de Vv, ¢y ©s ablerta sl y solo sl f"(cu) es
abierto en X. Sea x € f"(cu).C f"(u), como f"(u) es ablerto
en X, la componente °f"(u)(') de f"(U) que contiene & x es
ablerta y por 1,3 f(cf-l(u)(x)) es conexo por trayectorias en
Y v estd contenido en U, luego f(cf-l(us(x)) = €y tntonces
X € c'-l£u)\x) o f"(cu) por lo tanto x es un punto interior

de f"(cu) de donde f"(cu) es ablerto en X,

2.3 K=ESPACIO

2.3.1 Definicién.~- Un espacio X es un K-espaclo (compactamente
generado) s{ su topologfa es coherente con ia familia de todos
sus subespacios compactos, es declir, U es abierto en X si y so

lo si U N K es abierto en K para todo K compacto de X,

2.3.2 Lema.- Un espacio X es K-espaclio sl y solo si es el espa

clo de identificacién de algdn espacio localmente conpccto(".

(1) VEase la definicibn de espacio locaimente compacto en 3.3.1
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Sea X un K-espacio, K -'luultxe A} Va familia de todos
los subespacios compactos de X. Considérese el espacio sums to

poléglca Z = F K! con K! ={a)x K, , ses hy: K4 * K, el homeo-

morflismo definido por ( a, x) » x pare cada = eua. Entonces
la funclién h:Z + X definida por th& ® h, es continua. Pars
U c X tal que h-'(u) es ablerto en Z se tliene qgue h"(U) n l&‘
h;‘(u g} Ku) es ablerto en K& para cada a €A(puesto que 2 es lo
suma topol8glica de ios K&); como cada hu s un homeomorfismo,
vn K, es ablerto en K_para cada a, como X es un K-espaclo se
sigue que U es abierto en X, Por lo tanto h es una Identiflca-
cibn y X es el espacio de identificaciédn de I que es locaimen-
te compacto, En efecto, si x e 2 = & K& entonces x € K pars
un solo a, pero K& es veclndad ablerts y compacta de x puesto
que es homeomorfo a K&. .

Ahora, sean h:2Z * X una i(dentificaci6bn donde 2 es local-
mente compacto, U € X tal que U n K es ablerto en K para cada

K compacto de X. Para 2 ¢ h"(u) Y K! una vecindead compactas de

z en I, como h(Kz) es compacta en X, se tlene gque U n htkz) es
abierto en h(Kz) de donde existe V ablerto en X tal que U n
MK =V noh(K,) tuego h™'(U) nk, = h" (V) n & es abierto
en Kz' m&s aln es una vecindad de 2 en Z contenlids en h.'(u),
por 1o que z es un punto Interlor de h"(U)Oes abierto y como

h es uns identificaciébn,U es abierto en X, Con €so se comprue-

bo que X es un K-espacio
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2.3.3 Proposiciébn.- Ser K-espacio es Invariante baj)o ldentifi-

cacliones.

SI X os un K-espaclo y f1X > V g8 und Identiflicaclién en-
tonces hay que prober que Y es un K-gspacio. Por e! lema ante-
rior exliste g:Z = X une ldentificecién con T un espacio loca)
mente compacto, Entonces 18 funclén fo9 o8 una ldentificecién

di Z sobre Y y por el mismo leme 2.3.2 se tiene que Y es un

K-sspoeclo,




3 INVARIANTES BAJO IDENTIFICACIONES ABIERTAS
3.1 CUMPACIDAD LOCAL

3.1.1 Definlcibn.= Un espacio es localmente compacto sl! todo

punto del espaclo tiene a) menos una veclindad compacts.

3.1.2 Proposlici8n.- La imagen de un espaclo localmente compac-
to baJo una Identificaci6n abierta es localmente compacta.

Sean f:X + Y una identificacién o‘torto. vye Y, xe '.'(y)
y N una vecindad compacta da x, como f es ablerts f(n) es ve-
cindad ablerta de fix) » y, Adem#s por 1.1 f(N) es compacta,

por lo tanto Y es localmente compacto.

3,2 1°' CONTABLE

3.2.1 Definiclién.- Un espacio es 1°contable (o satisfece el pri
mer axioma de contabilided) sl tiene una base local contable

en cads uno de sus puntos.

3:.2.2 Proposiciébn.- Sea f:X + Y una ldentificacién abierca, ol
X es 1°contable entonces Y también lo es.

Sea y €& }, ne f"(yl Y 6. una base local contable de =,

n
por sar f ablerta, Bgo = {F(V) | V& B.) o3 uns famitio do vg




cindades de f(x) = y contable. Considérese V una vecindad de v
£"1 (V) es uns vecindad de x de shf que existe U € B tal ave
x €Uc t7TW) 1o que Impiica y € F(U) c e V) eV y F(U) €
8;“). por lo tanto 8;(‘) es una base local de v, de donde ¥

es 1°contable,

3.5 2°CONTABLE

3,3,1 Definicién.- Un espaclio es 2°contable si tiene una base

contable.

3.3.2 Proposicién,> Sea f:X =+ Y una Identificacién ablerta, sl
i es' 2°contable entonces Y l; es.

Sean U una base contable de X, y € U un ablerto de Y, con
slidérese gi» {f(V) I'V € B8) es una famtita contable de ablertos
en Y, pues f es abierta. Sea x € f"(y) c f“(u) ablerto en X
entonces existe Vg B tal que x € ¥ C f"(U) de donde vy € f(
V) ¢ ff-,(U) = U, por lo tanto B'es una base de Y contable, -

luego Y es 2°contable,
3.4 ESPACIO DE BAIRE

J.4.1 Definicién.- Un espaclo X es de Balire cuando todas suce-

st8n de ablertos densos D, ,D

XS IEER en X es tal que su Intersec-




n
clén ".'D"

-
FyoFay.+. de cerrados con Interlior vacfo tiene un'én U F_ con
172 ney N

¢s denso en X {equivalentemente, s! toda sucesién

Interior vaclo).

3.4,2 Proposicién.~ Ser espacio de Balre se preserva bajo iden
tiflcaclones ablertss,

Sea-f:X > Y una Identiflicaci8bn ablerta con X espacio de
falire; sea D,,lz.... una sucesiédn de ablertos densos en Y, con-
sidérese Ap f.‘(ln) con n e 1,2,,,.,, son ablertos y ademis
A, N U ¢ ¢ pars todo U ablerto no vacfo ;n X puesto que f(A ~
U) = f(f"(an) nul = 8. n f(U) pero como f es ablerta f(U) es
ablerto y por la densidad de B en Y, s, N f(U) ¢ ¢ de donde
fF(A, N V) ¢ . Por lo anterfor A, ,A,,... es una sucesién de a-
blertos densos en X luegonﬁjhﬂ es denso en X, Como la Imagen
continuas de un denso es denso (ver llb) se tiene que f(nﬁ'hn) "
f(hﬁlf-'(sﬂ’ - ff"(‘z 8. ) = "5)0" es denso en Y, bor lo tanto

nm) N
Y es un espaclio de Baire.




b INVARIANTES BAJO IDENTIFICACIONES CERRADAS
LR )

4,1.) Definiclén.- Un espacio X es de Fréchet o T‘ si para co-
par de puntos distintos de X hay una vecindad de cads uno que

no contiene al otro punto.

4.1.2 Lema,~ X es de Fréchet si y solo si {x] es cerrado en X
para todo x € X,

Sea x € X espaclo de Fréchet, para cada x' € R = {x)
existe un abierto. U en X tal que x' € U X «{x) por lo tanto
{x} es cerrado,

Sean x,,x, € X dlstlnt&s, entonces X - {x,) y X - ‘lz)
son ablertos que contienen » X, ¥ 8 X%, respectivaments pero no

contienen a X, ¥ o'xz. de ahl que X es un espaclio de Fréchet.

4,1.3 Proposicién.- Ser d; Fréchet es Invariante bajo identifi
caclones cerradas.

Sea f:X = Y una identificaci8n cerrada con X de Fréchet y
sea y € Y, x € f.‘(v). {x) es cerrado de X luego {y) = {fixn))

es cerrado de Y, se sigue por el lema que Y es de Fréchet,

Observacién,- En ta demostracién anterior no se us8 que f fyue-

re continue, asf que ser de Fréchet es invariante ba)o funcio-




nes suprayectivas cerradas.
4.2 NORMAL IDAD

L.2.1 Definicién.- Un espaclio X es normal sl todo par de con-
Juntos cerrados ajenos en X tienen vecindades (ablertas) ajeo-

b.2.2 Lema.- SI f:X + Y es una funcién cerrada y suprayective
y U es un ablerto en X tal que f"(y) é U para alguna y,enton
ces VeoUVY - f(X=-0U) es ablerto en Y, que contiene a vy, conte
nido en f(U).

Es claro que V es ablergo puesto que f o3 ccrrodo.f"(y)
C VU Implica que X - f-‘(y) DX = U luego f-'(Y - {y})) 2x -u
de donde Y - {y} O f(X - U) y por lo tanto y € V. Por otras par
te: £7T(v) = x - FT(F(X - U)) CX - (X - U)) @ U de oh! que
vV C fu).

4.2.3 Proposliciébn.- Sea f:X «+ Y una identificacién cerrade,si
X es normal entonces Y es normal.

Sean F, vy F, cerrados ajenos en VY, f"(F‘) Yy f-'(Fz) son
cerrados ajenos de X asi que exlisten U,V ablertos ajenocs tales
Que f.'(F') Cuy f°'(Fz) CV; sean V' o ¥ = f(X = VU) y V' @ ¥
- f(Xx - V) qdc por el lema anterior son ablertos y tales que

F' CuU'y Fz CV'. También son sjenos pues U' N V' e [V - F(R
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~WINlY - X -V)) ey «lfiX-U)uU (X -V)) =V . 2
=~ yY) V(X -V)] oY -"f(x)=¢, por 1o tanto Y es normal.

4.2.4 Corolario.- Ser T, se preserva bajo identificaciones ce
rradas.

Es consecuencla de que Y“ es por definicién normal y 1'.

4.3 PERFECTAMENTE NORMAL

4.3.1 Definiclén.~ Considérese el conjunto de raclionales dif-

dicos D= {k/2" | k= 1,...,2"«1; n = 1,2,...}).

4.3.2 Lema.- D es denso en | el intervalo unitarlo.
Por demostrar que dados to.t, tales que 0 < t° < t' < 1

exlste d € D tal que to 4 d et Como t, = t. >0 existe n ¢

'l
N tal que 0 < 172" < t, - ‘o lo que Implica 2"(!, - to) > 1

luego e! intervalo (z":o.z":,) tiene longitud mayor que { en-
tonces existe k € N tal que Z"to < k < 2"t| de donde ty € k2"
<t,. Adamés ty <) implice k < Z"t‘ < 2" o3 decir k = doeenn

2“-!. por lo tento k/2" € .

§.3.3 Lema.- Sea U -'(U‘ | d € D} una familia de abiertos de X
tel que sl d < d'; ﬁﬁ C Uji. Entonces existe una funcién cont|

nue f:X + | tel que f(‘gou‘l -0 vy f(dgotl - U‘ll -1,




1)

Definase f:X +» Y como sigue:
1 sl x € ud para todo d € D
f(n) =
int {d€ D | x €U,;} en caso contrario

€s claro que '(den ud) =0 y f( den(' - u‘)) ® 1; e

mis, £7'(0) = v,

Obsérvese que si x ¢ Ud,. f(x) = inf {r | x € U') 2 e
y six€ Uy, , f(x) < d".

Para probar la continuidad de f, se conslderq a G uns ve
cindad de f(x), si f(x) = 1 existe por.h.j.z un d raclonal
difdico tal que [d,1] C G por lo tanto x € (X - U‘) abivrto
de Xy fiX - ﬁd) C[d,1) € G. SI fin) = 0 existe d € D ta) que
[0,d] c Gy x € Uy ablerto y'f(Ud) cf{o,d} c G.

"Finaimente, st 0 < f(x) < ) existen d,d' dibdicos tales
que f(x) € [(d,d') G, por lo anterior, x € U,, - U‘ abierto
en Xy U, - T, c(d,d] ¢e.

b.3.4 Lema de Urysohn.- Un espacio X es normal si y solo si
para cada A y 8 cerrados ajenos en X, existe una funclén con-
tinua f:X + [0,1] con FLA) = 0 y f(B) = 1,

SupSngase que X es normal, A y B cerrados ajenos en X,por
la normalidad, existe un abierto que podemos |lamar U',z te!
que A C U,,zly U',z N8 =¢. Considérese A, X - U, , cerrados
ajJenos, de nuevo existen u,7~. ullh ablertos tales que:A C “IIO

Ullh C Uy qi “ll! c USIU Y ﬁ,/~ N 8 = ¢. Este proceso pue-




de continuarse al paso n+l debido a la normalidad, por induce
clén, se tiene que para cada racionas) difdico d » k/2" eniste
Ud abierto con las siguientes propiedades:

11 ACU, vy Uy ne ey

2) D’dc Uy 81 d<d

Se tiene con 1o anterior una feamilia U = (U‘ | 4 € D)
que satisface las condiciones de) lema 4.3.3 Y por 10 tanto
existe f:X +| tal que "deoud’ =0 y f( 0 (X - Ugl) = 1

ded

‘°"'°“cdeoud y acx-Udcx-ud entonces f(A) » 0 y

fLe) = 1.

4.3.5 Definicién.- Un espacio T', X es perfectamente normal
sl y solo si para cads par de conjuntos cerrados ajencs A y B
hay dna funcién continua f:X « | tal que f"(o) * A y "'

(1) » 8.

b.3.6 Definicién.- Un conjunto 66 es un espacio topolégico,
es uns interseccién contable de ablertos y un conjunto 'o es

unién contable de cerrados.

4.3.7 Proposicibn.- Un espaclo X es perfectamente normal si Y
solo si es normal y cade conjunto cerrado en X es un s (equi
valentemente, si cada conjunto ablerto es un FO).

Suplngase que X es perfectamente normal, es inmediato

del lema de Urysohn que X es normal, Sea F un conjunto cerre-




doen Xy f:X » | wuna funclén continua tal que f.'(O) - F,
Se defline Gn - f-,((o,l[n)) que es un ablerto de X y F C 6”

para todo n, luego F C an 6". Ademlls si x € nal G” se tiene
fix) = 0, pues si f(x) ¢ O existe m entero ta)l que 0 < 1/m ¢
[ 4

f(x) asf que x ¢ G,» POr lo tanto anGn c F.

Ahora s! X es normal y cada conjunto cerrado en X e un
G,» sean Ay B cerrados sjenos luego A = nﬁl G, v 8= "5'6;

'
con Gn'cn ablertos. Por el lema de Urysohn existen '”:l - |
continuas tales que f (A}l = 0 y fn( nﬁl(x - G")) * ) pars co
ds n, anflogamente existen gax - | tales que gnll) 0 vy
( & )

9l B, X =601 = 1.

Se define f,(x) =g f (x)s2" y g, =1 g (x)/2".

La funcibn f(x) = 'A(f)l (Fa(x) ¢ f (x)} o3 continue
de X en | y ta) que: £ '10) » A, £'(1) = B, por lo tanto X
es perfectamente normal.

Tomando complémentos se obtiene: X es perfectamente nor-

mal s|l y solo s| es normal y cada conjunto ablerto es un 'o'

4.3.8 Proposlicibn.~ Ser perfectamente normal es Invariante be
)o tdent!ificacliones cerradas,

Sea f:X =+ Y una ldentificaclén cerrades de X perfectemen-
te normal. Como X es normal, Y es normal por 4.2.3, Supbngase
que U es un abierto en Y entonces f-'(u) es abierto en X, de
donde 7! (v) -"g,cn cada C_  es cerrado en X, luego U o rer?
(v)) » f( ”g‘cnl - ngl'(cn) es un 'o en VY, pues cada f(Cnl

®s cerrado en Y, por lo tanto Y es perfectemente normal.
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4. b PARACOMPACIDAD

b.4.,) Definicibn.- Una familia de conjuntos de un espacio I e
11ama punto finita sl cads x € X pertenece & o m8s & un nime

ro finito de elementos de la familie.

b.4.2 Definlcibn.- Una famiiia de conjuntos de un espacio X e
locsimente finita si cada punto de X tiene una vecindad que ir

tersecta a 1o mis & un nimero finlto de slementos de la familia.
Yoda familia localimente finita es punto finita.

b.4.3 Proposiciébn.- S! F es una famiila localmente finita de
un espaclo X, entonces, F'= ([ | € € Fles una familia locas!-
mente finits y ¢ [ 0 (EF!’

Ses X €E X como F es locaimente fiInits existe una vecindad

N, que se puede suponer abierts sin perder generaslidad, ta)
que N N E = ¢ para todo £ € F salvo € € F' con F! subfamiliae
finits de F. Se tiene entonces que E C N© (complementc de V'
para tode € € F - F'pero N® es cerrado luego E ¢ NC de donde
EnNo ¢, 10 que pruebs que F es localmente finita.

Para demostrar que .\, te ;E;~f obsérvese que siempre
se tiene (EF[ C Egr € pues t C [EF € implice € ¢ ng € implice
eV | S c¥r €. Por otro lado; t c implicagy, £ C ¢y €, oo
que iy € C if | 4] e¥F ¥ es cerrado, es decir, si (els T e



es sbierto y ésto se cumple por lo siguiente:

Ses x € A, de nuevo existe una vecindad abierta N de »
tal que NN E » ¢ para todo E € F ~ f', pero tgrf es cerrado
para Fifinlta y como xn € tgff)c sntonces V o N N (tgF't’c
es una vecindad de x gontenida en A, pues, VN EC NN T =
pars toda E € F - F' v sl E€ F "'”f'“‘”‘;!pn‘ n
Ee (NN te?,f‘) NEegyes declr VN (g" = ¢ Yo que implica

que V C ngfc » A de ah! que A es abierto.

&.4.4 Definicién.- Un espacio de Hausdorff X es paracompacto
sl ceda cublerta abierta de X tiene un refinemiento sbierto

locelmente finito.

&.4.5 Proposiclién.- Todo espaclio peracompscto @s 7~.

Se demostrerd primero que s! un espacio es parscompacto
entonces es regular (véase lp definiclén §$.2.1, es incluso Y’
~regular vy 7,).

Sea X un espacio paracompacto, F un con)unto cerrado y
€ X - F., Como X es Hausdorff pares cada y € F existe una ve-
cindad abiertas v, tal que n ¢ Uv'

Lo familia Yy = (X - F, Uv | vy € F} es una cubierta sbier
ts de X a3l que tiene un refinamiento abierto loca'mente fini
to ¥y tal que FcC U [VE Yy | VNF ¥ $le 8 que por la pro-
posicibn & .&.) se tiena: B o v (Vi VEVY v VO F o)y

como x ¢ U; pera toda y € F entonces x ¢ § por ser v refing




miento de U, con 1o anterior se tiene que B° y D son vecinds-
des ablertas ajenas de x Y F respectivamente, de donde X es
regular,

Considérese ahora X un espaclo paracompacto regular y
dos conjuntos cerrados ajenos F' Y Fz en X. Pars cads x € ".
por la regularidad de X existe u' vecindad abierta de x tal
e U, n Fye 9. La cublerta y = (X - Fyo Uy | 2 € F L) de X
tiene antonces un refinamliento ablerto v localmente finito.
Sea B = U(V e vy | vn F, ¥ ¢d)entonces B es ablerto y contie
ne o F, Como U, n Fy = ¢ para toda x E‘F, entonces F, g §
(por ser y refinamlento de y) Y por la proposicién 4.4.3, § o
v (V | Vev yvVvn F' ¥ ¢)de ahf que B8 y B ¢on vecindades
ajenas de F’ Y Fz resbectlvoqento.

b.b.6 Definiclén.- En un espaclo, una familia F se Jlama g-
localmente finita, il puede descomponerse en una c~rlaccién con

table de familias localmente finltas.

Es evidente que toda famiiia localmente finita es g-lo-

calmente finita,

6. 4.7 Probostcldn.- Pars un espaclto X, T’. las cuatrQ propia-~
dedes sigulentes son equivalentes:
1) X es paracompacto -

2) Cada cublerta ablerta de X tiene un refinamiento o-
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bierto o-locaimente finlito,
3) Cada cublerta ablerta de X tiene un refinamiento local
mente finito no necesariamente abierto (ni cerrado).
&) Cada cublerta abierta de X tiene un refinamiento cerra

do localmente finito

Que 1) Implica 2) es inmediato.
2) » 3) Sea U una cublerta ablerta de X y ¥ un refinamiento
sblierto g-localmente finito de U, es declr y -ng,v" donde cade
v" es una familia localmente finita de conjuntos ablertos. Si
v ® (vﬂ.a

ves) @8 claro que w es una cublerta ablerta de X. Considérese

| ae A} se define w = aaVn, Y ¥ o {v,,¥,,

Co ™ Yo = (YY) como €, C ¥ entonces C = (€, | n€ N} es un

refinamiento de W; es una cublerts localmente finita ya que:

‘e
si x € X, sea n el menor fndice tal que x € ¥ entonces x € ‘n
CV luego ¥ N C_ = ¢ para toda m > n. La familia “n n
vn.o | a €A , N € N} claramente e¢s un refinamiento local-

mente finito de ¥ y por tanto de Uu.

3) » &) Sea U una cublerta eblierte de X. $e¢ demostrord que U
tiene un refinamiento cerrado localmente finito. Para coda & €
X ses U‘ un elemento de U que lo contiene. Como X &s regular
existe un ablerto V_ tal que x €V C V; CU,. Lo familia ¥ »
(V' | 2 € X} es un refinamiento ablerto da U. Sea ¥ un refing

miento localmente finito de V. Por ta proposicién &.4,3 se
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tiene que " = (V | W€ w) es localmente flinlta y VW ¢ v, P2
re algldn x. Luego Wc V_ c U, esto es w* es un reftnamiento

cerrado localmente fintto de |,

Finalmente &) = 1) Sea U una cublerta ablerts de X; Q
un refinamiento cerrado localmente finito de Y, Entonces cada
a2 € X tiene una vecindad abierta Vx que intersecta a s8lo un
nidmero finito de elementos de ¢, De ahl que y -(Vl | = € X)
es una cubierta ablierta de X, Sea p un refinamiento cerrado
localmente finlto de y..Para cada C € ¢ sea W(C) » X - UfD
€D | DN C = ¢) por 1a proposicién 4.4.3, W(C) es abierto y
we= {¥(C) | C€ ) es una familla en X localmente finita pues
sl n € X hay una vecindad N de x que intersecta a un nimero
finito de D € D , supbngase que a D,,....Dn. Por le definicién
de W(C) se tiene que N N W(C) # ¢ P D . NC#y para alguna
k = 1,2,...,n pero cada D € D intersecta » s6lo un nimero f}
nito de elementos de C y por tanto N [ntersecta a sélo un ni-
mero finito de elementos de ¢ y de ahl, a $6lo un nimero fini
to de eclementos de (. ‘

Como C @3 un refinamiento de U pare cada C € C sea U(C)
un elemento de U tal que C c U(C)., La familia {U(C) n W(C) |
Ce C) es un reflnamiento ablerto localmente finito de u,
puesto que ( vy C son localmente finictas y C c U(C). Ahora s}

X € X, existen Ce ¢ y De D que contienen a x luego € N D

¢ ¢ Implica x € W(C) y como C c U(C) entonces x € U(C) n W(C)
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con 1o que {U(C) N w(C) | C € C) es una cublerta de X,

b.4.Y Definicidn.~ Una famllla F de subconjuntos de un cléoctv
topoléglico preserva cerradura sl aara toda subfamtlia F* C F
la unidn de ccrradurasvos la cqrradura de 1a unién, es de-~
clr, IF | FeF') «OTFTTETYTY

En particular,F una familia de cerrados de un os}aclo pre
serva cerradura sl y solo sl cualquier unién de slenentos de F

e cerrada,

Es claro, por la proposlcldn.ﬁ.h.;, que toda familia lo-

calmente finita preserva cerradura,

4.4.9 Lema.~ S una cublerta U -‘(uq | @ € A) de un espacio X
tiene un refinamienta cerrado que ﬁroscrva cerradura entonces
U tiene un refinamiento cerrado C = {C, | a €A) que preserve
cerradura y para cada a € A, cq c Ua.

Sea h un refinamiento cerrado de U que preserva cerrady
ro. Para coda a € A sea ca eVU{CEC | CC ua) entonces la
familia C'» (Cq | a € A) es un refinamlento cerrado de U que
preserva cerradura, pues cu es cerrado por ser unién de ele-
mentos de C que preserva cerradura (algin C, Pueds ser vacflo)
y C' preserva cerradura ya que la unidn de slementos de C' as

unién de elementos de C,.
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4.4.10 Proposicibn.= Un espaclo X de Fréchet es paracompacto
sl y solo si| toda cublerta ablerta tiene un refinamiento ce*
rrado que preserva cerradura,

SI X es paracompacto, por la proposicién h.4.7, cada cu-
blerta ablerta de X tiene un refinamiento cerrado locaimente
finito, de ahf que este refinamiento preserve cerradura.

Supdngase que X es de Fréchet y que satisface 1a segundes
condliclién de la proposiciédn, Usando la proposicién 4.4.7 se
demuestra que X es paracompacto probando que cuaiquler cubler
ta ablerta tliene un refinamiento o-localmente finito. Primero
se probarf que X es normal, sean F, Y '2 cerrados ajJenos de X.
La coleccldédn {X - Foo X - Fz) es una cublerta ablerta do X,
por 1a condlcli8n y por el lema 4. 4.9, se tiene un refinamien~
to cerrado (c,,cz) tal que c, cCX - F, y cz cC X - Fz as de-
clr, F, cCX e C, Y Fz‘c X - C2 con X - C' y X - cz abler
tos tales que (X - C,) n (x - cz) =X - (C,uC,) =X-Xsoy,
os dcclr..x es normal.

Sea -'(Ua | a € A} una cublerta abierta de X donde A
es un conjunto blén ordenado. Por demostrar que tlene un refi
namiento ablerto o-localmente finlto.

Como primer paso se construlrf para cada | € N una foemli?
1la c, - {c“" | @ € A} de subconjuntos de X que satisfacen
para toda | las sigulientes condiciones:

1) C( es una cublerta cerrada que preserva cerradure

de X y cq.' C Uq para tode a € A
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2) cm“' N c"l = ¢ pore tods g » §

Ls construcclén se hace por Inducclién en 1. Pars | = 1 se
pusde encontrar por el lems b.4.9 ¢, = {C , | a € A)qu; sotls
faga 1).

Se supone, como hipStesis de (nduccién, que las cublertes
¢, = {ca., la € A} han sldo construldas de manera que satisfa

cen las condliclones 1) y 2) para ¢t = 1,...,n. Se construlré

Cnet ° (cq.nol I“ € A).
Sea Uy 4y " U, - (Bzu Ca,n) P3ra tods a € A . Los copn
Juntos Ua.n" son abiertos ya que c, ® (co.n la € A) por 1)

preservan cerradura; ademés cubren a X porque sl x € X enton-

ces x e VU para el primer a para el cual x € Uu. Como x

a,nt+l

¢ IJﬁ para toda < a por lo tanto x ¢ Ca.n es declr x ¢ X » Ce.n

lo que Impllca x € U, n (x - ). Por hipStesis y por el

)
g<a'* ° Cg,n
tlems 4.4.9 se tienes una‘'cublerta cerrada que preserva cerrady

ra Cpey ® 1€, ney la € A} ta) que Ca,ne1 © Yy, ney Pare tode

@ € Ai en consecuencia la condicién 1) se cumple pues uo.n*l

c Ua. Ahora bién, por la definiclién de los conjuntos uo.ﬂfl
y del hecho de que ca.n’, C Uq'n+' pare® toda a € A sl 8 < g
ca.ﬂ*l n CB.n c Ua.nol N ce.n = § entonces cn’,.sotlsfaco 2).
Con lo que se compieta 1a construccidén de 1as cublertos Cn.

Ahora, para cada a y cada |, sea: Vq.| - X - (Bva CB.l,'
se demostrar§ que:

3) W .‘(va [ | a € A, | & N} es una cubierts ablerts de

Xy Va.| Cc Uq para toda o y toda |.




§) V&., N VB-' ¢ siave
Para probar lo anterior, nétese que V“ | o8 ablerto pues
[
to que {Cé.' |a € A} preserva cerradura. Como (Ca.l | a € A)
es una cublerta de X se tiens que va.‘ c cu., C U° y por la

definicién de Va también se tiene que: Vq § N v s (X =
.

o | 8.1
vWa Cypi? n (X - e Sy) T X T At XX e slade.
Para probar que v cubre a X, sea x € X, se esncontraré Va i que
L]
lo contenga. Usando el buen orden de A, sea a; ® min{q € A |
xe€C ) para l € N flja en virtud de 1) y sea a, ® mln(q' |
[ W .

| € N) entonces x € Ca x Pero x ¢ Cu.k" parﬁ a? apesi ada,

k.
se sigue de 2) que Ci kel 0 ch,k ® ¢ luego x € Vak.kol -Xx-

La¥s cBok“)'

Por la condicién de la proposicién, V tiene un refinamien
to cerrado que preserva cerradura y por el lema 4.4.,9 se tiene
/] -'(oa., | a €A, | € N} un refinamiento cerrado que preser-
va cerradura de V tal que Da.‘ C Va.l para toda q y toda (.Por
le normallgad de X existe para cada q, |, Ua.l abierto tal que

0,1 € Va't c ¥, .ic v y la familia W = {Uq,l | a €A, !

Qo|
€ N} es tal que cada w, = {Uq | la €A} con l.€ N fijo, es

[
localmente finita ya que si x € X, x tiene una veeindad que
Intersecta a una sola Ua.l puesto que Va.‘ N VB.‘ ) si a ¥ 8.
Por lo tanto W es o-localmente finita y por 3) refina a U. Co

mo D cubre a X entonces W también cubre a X,
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b.4.11 Proposicién.- Teorema de chhacl(‘).- La imagen de un
espaclo paracompacto bajo una I(dentificacién cerrada es para-
compacta.

Sea X un espacio paracompacto y f:X -+ Y una identiflice~-
clén cerrada. Como Y es un espaclo Y' entonces por la propo-
slcién 4.4.10 es suficiente demostrar que toda cubierta abler
ta U de Y tiene un refinamiento cerrado que preserva cerradura.

Sea = (f"(u) lue u); como f es continua,W es una co-
lecciSn de abliertos que cubre a X. Entonces por la paracompa~-
cldad de X se tlene que W tiene un refinamiento cerrado F que
preserva cerradura. Conslidérese v = {(f(F) |F € F}, como f es
cerrada, ¥ es una coleccién de cerrados y puesto que F cubre
@ X y f es suprayectiva entonces V cubre a Y, Sea V' C vy, V!
= {(f(F) | F € F', F' € F) cualquier subfamlilla de V, pero
U{f(F) | Fe F} = f( U(F | F € F'}) = A es un cerrado pues F
preserva cerradura y f es cerrada; por lo tanto V es el refi~»
namiento gerrado que preserva cerradura de U ya que sl V € vy
entonces existe U € U tal que f"(V) c f.,(u), lo que Implica

ff-'(v) c ff"(U) de donde V C U por ser f suprayectiva.

(1) {M| A note on paracompact spaces, Proc. Amer. Math,

$oc. volumen B, phgina 823,
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b.5 COMPLETAMENTE NORMAL

4.5.1 Definlciébn.- X es completamente normal si todo par de
conjuntos F ,F, de X teles que f, NF,=F N fz » ¢ tienen

vecindades-ajenas.

4.5.2 Proposicién.- X es completamente normal si y solo sl
X es herediteriamente normal.

SI X es completamente normal, sea B un subespacio de X,
Fy1Fy cerredos ajenos en E. Como F' NEs=Cl(F)=F, (i =
1,2) se tiene que F' N fé ; F' N '2 = ¢ luego existen u,.uz
ebiertos ajenos en X tales que F‘ C u' por lo que F' CEN U'
- U; , los U; son abiertos y ajenos en £ por lo tento £ es
normel y en consecuencla X es hereditariamente normal.

Ahora supéngase que X es hereditariamente normel, sean
F

F,CX tales que F, 0 FZ . F' NF,= 9. Sea £ = X = (F, n

1'72
Fz) subespacio de X donde F, C E ya que S B Fj (i 8 J).
Por otra parte, como E es un subespaclio normal de X, existen
ablertos Uy Uy en E, ajenos tales que Fl NE=Cl, F, Cu.
Pero como E es ablierto en X, U'.U2 son vecindades abiertes en

X de F‘ y Fz. por lo tanto X es completamente normal,

Del lema del cepftulo de generel (dades se sigus el coro-

larlo:
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4.5.5 Corolario.- Ser completamente normal y ser hereditariac-

mente paracompacto son invariantes bajo ldentificacliones ce~

rradas.




S INVARIANTES BAJO (DENTIFICACIONES PERFECTAS
5.1 T

5.3.1 Definiclon.- Un espaclo es de Hausdorff o 72 sl cada

par de buntos distintos tienen vecindades ajenas.

5.1.2 Lema.~ SI X es un espacio de Hausdorff, K un conjunto
compacto de X entonces para cada x € X - K existen U,V abler~
tos ajenos tales que K C U, x € V.

Sea x € X » K, para cada y € K existen UV'VY abiertos a-
Jenos tales que y € uv, x € vy, por ser X espacio de Hausdorff
La !amllla'{uy | v € K} es una cubierta abierta de K que es
compa:to, tuego K C uy, U .,.,. U an ®» U es abigrto, obviamente
XE€ N VY‘ ® V es ablerto y adem§s UnNn V = ¢
5.1.3 Lema.- En un espacio de Hausdorff cualquier par de cone
Juntos compactos ajenos tlenen vecindades ajenas,

Sea X un espacio de Hausdorff,.Kl.K2 compactos ajenos.
Por el lema anterior, para cada x € X, existen Ux. Vx abler-

.tos ajenos tales que xe U, K, c V . La familia u = {u |

x'

X € K,)'es una cublierta abierta de K' que es compacto, luego

tiene una subcubierta flnlta'(u’ preUy b, como antes se tig

n n n

ne qQue U » U Ve v son vecindades ablertas aje
9 ¥ x, y Jup X, ¢ Je

nas de K, v K, rcséectlvnmente.
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5.1.4 Definicibn.- Una funcisn p de X sobre Y sa llama b.r'.g
ta sl es continua, cerrada y p"(y) es compacto ﬁoro cada y €

Y.

5.1.5 Proposicién.~ Bajo una (dentificacién perfacta ss pre-
serva el ser Hausdorff,

Sean piX + Y una identificacidn perfecta, X un espaclo
de Hausdorff, Y 1Yy € Y distintos, p.'(y,). p-'(vz) son com-
pactos ajenos de X, de ah? que por 5.1.3 existen U' Y U2 a-
biertos ajenos tales que p-'lyl) C U,. p"(yz) C Uz. Sean V'

=¥ -p(X-U) y V, =Y - p(X -uU,] son ablertos, ajenos
| 2

2

y tales que v, € v', Y, €V, (ver lema 4.2.2 y la demostra-
ciébn de la proposicidn 4.2.3). Con lo angerior se ha probado

que Y es Hausdorff,

5.2 REGULAR

5.2.1 Deflnicidn.- Un espacio X es regular sl para x e X y F
cerrado en X que no contliene a x, exlsten U,V vecindades ajeo~

nas de x y F respectivamente.,

5.2.2 Lema.- Si X es un espaclqo regular, K un compacto de X
entonces para cada F cerrado en X ajeno a K existen .U y V a-

biertos ajenos tales que K c U y F c V.




M

Como X es regular para cada x € K exnisten U V’ abler~
tos ajenos tales que x € Ux y FC V‘; la familia “J,l | » €
K} es una cublerta ablerta de K luego existen L TLERRE € K
tales que K C U U...UuUu = Uablierto y ademés FC V N,

* *n *
vo N V‘ o V agbierto. Entonces U y V son los ablertos ajenos

n
que satisfacen 'a condiclén de) lema.

§.2.3 Proposiciébn.- La imagen de un espacio regular bajo una
identiflicaclibédn perfecta es un espacio regular.

Sea p:X * Y una ldentificacibn ﬁcrfccta con X espacio
regular; sean y € Y, F cerrado en Y que no contiene a y. Los
conjuntos p.'(y) compacto y p-'(F) cerrado son ajenos en X
Juego existen U' Y U2 abiergos ajenos tales que p-'(y) C U' Yy
p~ {F) € U, Los conjuntos ¥, = ¥ = p(X - U vy V= ¥ - pl
X - Uz) son abiertos ajenos y tales que Y€ V, y FC Vz

(véase 4.2.2 y h.zl;). por lo tanto Y es regular.

5.3 2°CONTABLE Y COMPACIDAD LOCAL

5.3.1 Proposicibn.- Si p:X - Y es una ldentificacién perfects
y X es 2%°contable entonces Y es 2°contable.

Sea B una base contable de X y B la familla de todas las
unlones flnitos de elementos de 8., Es claro que B es contable.

Los conjuntos Y - p(X - B) para cada B € B son abiertos ya que




p os una funclén cerrada.

La famitia U ="(Y = p(X = 8) |g' € B) es contable y ade-
més una base de Y puesto que sl y ¢ U abilerto de v, p"(v) c
-p.'(u) es abierto, pero p"(v) es compacto en X, por lo que
existen V,.....Vn elementos de 8 tales que p"(y) C V, VU oseel
Vo= B cC p"(u) asf{ que B ¢ 8 y por el lema 4.2.2, vy VY =
p(X - B) c U, por lo tanto Y es 2°contable con U una base con

table de V.

5.3.2 Proposicién.~ SI p:X + Y es una ldentificaclén perfecta
y X es localmente compacto entonces Y es localmente compacto.
Para y e ¥, sea Ku una vecindad compacta de x ¢ p.,(y)

en X, la coleccldn'{Kx | x € p"(y)) cubre a p"(y) compacto

. Q [ ]
y por 1o tanto tliene una subcubierta flnlta'{K‘ berea Ky }. si
° : n
Ve 'g, Kx"K = Y Kx', U es ablerto de X y K Eompacto. De
p-'(y) c Uc K se tiene que v ¢ (Y = p(X = U)] cplU) c p(K)
por el lema 4.2.2. Luego p(K) es una vecindad compacta de vy,

por lo tanto Y es localmente compacto.

5.4 METRIZABLE

5.4.1 Definlclén.- Sea y una cublerta de X, A c X, |a estrella

de A respecto a U es el conjunto St(A,y) = JfUeg y| Apnuew
¢}
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§.4.2 Definlcién.- Sean U Yy V dos cublertas de X, V es un re-
finamiento estrella de U st pars cada VeE V existe UE U

tal que St(V,V) c vu.

Notaclidn.- En un espaclo métrico (X,d) se consldera la nota-
clén V (x) para la €-vecindad de x, es decir Veln) = {y € x|
dix,y) < €)..

5.4.3 Proposicién.- Un espacio de Fréchet X es metrlzable sl
y solo sl tiene una sucesién de cublertas asblertas ")v“z"°'

tal que:

1) Para toda n 2 ) la cublerta U es refinamiento

n+)
estrella de Un
2) Para cada x € X, '{St(x.un) I.n = 1,2...) es una ba
se de vecindades de x en X,
Supéngase que X es metrizable, sea d una métrica en X
cuya topologfla Ty e la topoiogfa de X. Se define para o) ene
tero n 2 1, U, como {V, 4n (x) | x € X}. La sucestén do cu-

(

blcrtcs'){un | n = 1,2,...) satisface 1) Y 2) pues: sl z €

St(v‘/3n (x), n#l’ entonces exliste 9 € X tal que z € V,,,nol
(y) vy V,13n+l (x) n Vy/3nt! (v) # ¢ as? que para w en esa
interseccién se tiene: d(z,x) < dlz,y) + d(y,w) + d(w,x) «

'/Jn+l n+)

+ 173" 4 1/3™ 2 1/3"  de donde z € Vy/s" (x) 1o que

implica St(V‘/3n0l (x), ntl) C V,/Jn (x) vy por lo tanto Unes

es refinamiento estreiia de U, para toda n > 1. Para probar

(1) abiertas




(1)

2) obsdrvese que x e Visantt () c St(u.u"*') C St(V,,,nOl (n)
.U".‘) [ V‘I’n (x). De 1a primera contencién se tliene que Sti
u.un) es vecindad de x y de la Gltima quo'(St(u.un) | n =1,2,.
..} es una base de vecindades de x pues (V,,,n (x) | neo 1,2,
+++.) @s una base de vecindades de x en X,
$I ahora se tlene una sucesién (Unl ne13,2,...}) de cue
blnrtas.dc X que satisface las condiciones 1) y 2) se demostra
réf que X es metrizable,
Obsérvese primero:
a) {x,y) c U para algin U ¢ U, si y solo sl yge St(x,
Up) 5 Stix,U ) C Sttx,un) para cada n; y€ Stixn,
U, 1 para toda n sl y solo si x = y
La primera afirmacién se slgue de 1p deflnicién de St(x,
un). La segunda se sigue de la primera y de la hlpéteslf 1),
La tercera resulta de la hipStesis 2) y de ser X un espacio T,
Lidmese u, = {x}. Para x ¥ y sea n(x,y) » max in | y€
St(x,un)}. nix,y) = ‘/zn(x,y) y nix,x) =0
B stoalx,y) < 1/2" , ye stix,l_, )i adembs nlx,y) =
0 sy solo si x = y ‘
Ahora se construlird una métrica que defina a la topologfla

orlginal de X,

Sea § el conjunto de todas las sucesiones finitas de pun
tos de X con més de un término, SI s = (x'....,xn) se pone

n
L(s) = '§2

término es x y el ditimo y} y d(x,y) = inf {L(s) | ‘e‘stj.v))

n(x'_‘,x(); se define S(x'y) » {sc S| el primer

S —————

® ablertas




L1

Se tiene que d(x,y) >0, d(x,x) = 0 y por ser  simétrie
ca, d(n,y) = d(y,x). Ahora, sl s ® (x,...,2) € S(l",. s' ®
(z,...,v) ¢ s(z.y) entonces $3' ® (x,...,2,2,...,Y) € s("')
-y L(ss') @ L(s) ¢ L(s') por lo tanto d(x,y) < L(s) + L(s') Vo
que Implica d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Finalmente, la prople-
dad: d(x,y) = 0 Implica x = y es consecuencla de la propledad
sligulente, que se probar3 mis adelante.

¢) Si dlx,y) < 1/2" entonces y € ste(x,u,)

La propledad c) es a su vez consecuencia de:

d) L(x|....,nk) < 172" implica x, € St(n,.un)

Se prueba d) por Induccién en k,

Sl s = (x,.xz). L(s) = n(x,.xz) y por a) y b) x, €
st(x,,u,).

Ahora se supone que se ha probado la propledad para toda
sucesién con menos de k-términos, k » 2; sea s una sucesién
de k-términos tal que L(s) < 1/2",

k 3

De. ‘az q(x'_,.x‘) - n(x,.xz) + }23 n(x,_‘.x') sl n(x'.xz)

n+l n+}

y como n(x'.xz) < 1/2", por

k

b) se tiene x, € St(x'.un;') y por Induccién x, € St(xz.un’|)

luego por a) exlisten U,U'e Uney tales que'{x'.xz} c u y'(xz.uk)
. *

Cc U' de donde'[x'.xk} c Vv U ¢ St(u.un’l) C U. para algun U

€ U,,» nuevamente por a) x, € St(xl.un). Considérese ahora el

ne+l

caso njx,.x2)41/2 » sea J el mayor entero en {2,...,k) tal

J n+l

que [ q(u'_'.x') g 1/2 , si J = k por iInduccién X, st
{=2
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Kyoliney) v x € Stlx, U 5y) luego como antes x, € Selx,,

ihd nel k
Up). S1 ) < k entonces L n(x,.,.x,l 2 1/2 { como £ nt
=2 : j=2
n k ne+l
“l-l"l) < 1/2" se tlene que £ n(x‘.,,x‘) < 31/2 luego
Imje)

) € St(x,,un,') por hipStesis de Inducci&n y para el fndice
n+l, pero xj" € St(xJ,Un+,) pues n(xj,xJ.') < 172" aplican-
do b) y x, € St(xj",un*') también por hipStesis de Induccién,
por a) existen U,U',U'" € Uysey tales que tx‘,xj) c v, ('J'xJ*l)
c u, {xjol'xk} C U luego {x‘,xk} C Vu Ut vyt c St(U‘.Un,|)
¢ " para alguna = U, por lo tanto x, € s:(x,,un).

Con lo anterior se ha demostrado que d es una métrica en

Para demostrar que la topologla deflnida por d en X es
la topologfa original de X basta probar que: para cada x € X,
{V‘Izn (x) | n» 1,2,...) respecto a esta métrica d, es una
base de vecindades ablertas de x en X. Esto resulta de V'/zn
(x) St(x;un) por ¢) y de s:(x.un,,) C v|/2" (x) pues si

ned

y € St(x,un+‘). nix,y) £ 1/2 < !}2", por lo tanto dix,y)

< 1/2", Entonces basta probar que cada V‘lzn (x) es ablerto

de X, en efecto sl x' € V . ,,n (x) existe m entero tal que

1/2
Yys2™ (x') n V172" (x) luegag 'a vecindad ablerta St(x'.Um,|)

de x' estd contenida en v|}2" (x),

5.4.4 Teorema de Frink,- Un espaclo de Fréchet X es metriza-

ble sl y solo s tiene una base de vecindades {U (x) | n € N}
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para cada x @ X tal que

1y, (x) > VUyey %) pars tods ne W

2) Para cada n € N existe un entero m(n) » n tal que
si Um‘")(y) n Um(n)(x) 4 ¢ entonces ua(n)"’ [
Uy oy 0 () g upty)
S| X es un espacio de Fréchet y metrizable, sea d una né
trica que define la topologfa de X; & 'a vecindad V,,zn (n) »
{y ¢ x| d(x,y) < 1/2™) de x en X 1l8mesele U"(n). Entonces
(Un(x) | n € N} satisface la condicibn 1) y es una base de
vecindades de x en X.
Cumple con la condlcién 2) puesto que para n sntero pos}
tivo seam = n + 2. SI weV, ,miy)n V2™ (x) vy 2 6
Vy/2™ (v) se tiene que dlz,x) < dlz,y) ¢+ d(y,w) ¢ d(w,x) <
172 + 172" + 172" = 3/2™ < 472™ = 172", Por lo tante 2 €
Vy /20 (x) Juego V,,.m (y) ¢ V /2" (x). Anélogamente se cum-
ple V, .m (x) ¢ Vy/2" (y).
Ahora supSngase que se tiene una base de vecindades (U"(
x) | n € N} para cada x en X, que ;atlsface 1) vy 2).
Sea n, = m(1), n, = m(n'),...,nr0' - m(nr). es claro que

n

[ ]
re1 > n,>r. Deffnase Vr(x) - Unr(x) para toda r € N. Las

"cublertas ablertas Ve = {V {x}) | x € X} satisfacen las condi-

clones de la proposicibn 5.4.3 Para demostrar St(Vr’,(x).V"’)
c vr(x) basta probar que si vr*,(y) n er,(x) ¢ ¢ entonces
[ J [ ]
V .. ly) ¢V (x) pero si ¢ U (y) nV (x) c v (v)
r+l r ¢ Mot Mred m(n')




1]

"n(nr)‘“) 1o que implica, por 2) ﬁm(nr) c ﬁnr(.,, de donde

Voo (v) € v (x),

Por otra parte St(u.vr’,) c Se(v Vrol) c v'(u) c vt

r+1°’

" Vr"(y) < vr‘

'x) y como StV (x),v_.,) =
r+l rel Voo VIOV L ix)de

x) de ahf que (St(u.vr) | r=1,2,...) es una base de ve-

cindades de x. Con lo anterior se concluye que X es metriza-

-

ble.

5.4.5 Proposiclén,.~- Sea p:X - Y wuna Identificacién perfecta.
SI X es metrizable entonces Y lo es.

Sea d una métrica en X que induce su topologfa. Para ca-
da Yy €Y y n entero positivo sea U“(p-'(y)) s {x €ex |
d(x,p"(y)) < 1/n}) , es una vecindad abierta de la flbra p.'(
y); de ah! que Vn(v) =Y - p(X - Un(p"(y))) es una vecine
dad abierta de y contenida en p(Un(p.'(y))).

La famllia {Vn(y) | n= 1,2,...) es una base de veclinda-
des de y pues si N es cualquler veclﬂdad de y, el cerrado X -
p-'(N) es ajeno al compacto p-‘(y) {o cual Iimplice d(X - p"(
N),p"(y)) =& > 0, sl nes tal que 0 < 1/n < & , u"(p"(

'\N) Je donde Vn(y) C p(U"(p"(y))) CN. Yes T,

y)) cp’
pues X lo es y p es cerrada, ver 4.1.

Finalmente se probard que {Vn(y) | n eN} satisface 1)
y 2) del teorema 5.4.4,

La condiclén 1) se cumple pues Un’,(p-'(y)) C Un(p.'(y)l




> 0. Sty e:vm(y') N vm(y) para algin y' € v, p"(y“) cC p

3

para toda n € N,

Para demostrar 2) de dlicho teorema sean n € N, y € Y
dados, t6mese m > 2n,2r donde r = (X - P.'(Vznkv)). p~y))
-3
(v, (y')) n p-‘(vm(y)) c Um(p"(v‘)) n Um(p"(y)) por defini-
ciédn de vn(y), entonces para cada x" € p°‘(y“) la distancia
d(x".um(p"(y')) < I/m y d(x“,um(p',(y)) < 1/m luego dlt
9"(1).9"(v')) < d(p"ty).x“) + dkx“.p"(y')) < 2/m pero co
mo p"(y') es compacto existe x' € p.‘(y‘) tal que dix',
p"(v)) < 2/m; por 1a eleccién de m d(x',p-,(y)) < r luego
x' € p-'(vzn(y)) por l1a seleccibén de r, de ahf que y' € V,
ty), es decir, para todo x' ¢ p-‘(y') la d(x'.p"ly)) <
1/2n. ‘

Por otra parte si y e v, (vy'), p  (v") p"(vm(y')) c
Um(y‘) luego para cada x' e p"(y.), d(x.,b"(y‘)) < 1/m,
Sea x! € p"(y') tal que d(x..xé) < 1/m entonces d(x.,
p"(y)) < d(x*.xa) + d(xé.p"(y)) < 1/m + 1/2n < 2/2n = 1/n
de ahf que e Un(?"(y)) y €sto para toda 2" e p"(y.)
lo que implica 5-‘(y*) c un(p"ty)f. pero p-‘(y‘) c p"(vn(

vl) ¢ Un(p"(y)). en consecuencia y* € Vn(y) es declir Vm(

vy') ¢ Vn(y), con ésto queda demostrado que se cumple la condl

cién 2) y por lo tanto Y es metrizable,




30

5.5 PROPIEDADES QUE REFLEJAN LAS IDENTIFICACIQNES
PERFECTAS

5.5.1 Proposici8n.~ Sea p:X + Y una [(dentificacién perfectas.
S| Y es compacto entonces X lo es.
SI Y es compacto, p:X + Y es una ldentificacién perfece

ta y U una cublerta abierta de X, para cada y € Y sean Uy ’
1

...,uy ( elementos de U que cubren a p"(y) que es compac~
niyl
n(y)
to en X. Sea V(y) = Y - p(X - 'U Uy ) es un ablerto que
(3] ]

contiene a y, véase el lema 4,2,2, entonces V = {v(y) | y
€ Y) es una cublerta ablerta de Y due es compacto asft que,

Ye 3 V(yj). La familia (U | Jat,..om im0,

J= "yl
n{y;)} es una subcublerts de U, bues sl x € X, plx) m y €Y,
nly,
existe Vy‘ € V tal que y € Vy’ =Y e pix - ‘2' UyJ.‘)
-9 -1 "(yj, ﬂ(yl)
luego x e€ep (V. ) » X =-p "piX +« v v ) e vl
YJ jay Yjvl ie) YJ,'

Por lo tanto X es compacto.

5.5.2 Proposicién.~ SI piX + ¥ es una ldentiflicacién perfec~
ta Y Y es de Lindeldf entonces X es de Lindeldf.

La demostracién es lgual a la de 5.5.1 s6io se reemplazs

m @™
Yo v V(v]) por Y = u v(y,).

J=1 Jj=1 ]




§.5.3 Proposicién.- $I piX » Y es una ldentiflcaclén perfece
te con Y un espaclo paracompacto entonces X es paracompacto.
Para U una cublerta ablerta de X se construye la cubler-
teo ablerta V como en 5.5.1 y tlene un refinamliento W ablerto
localmente finito pues Y es paracompacto. Sea W(y) » U{W €
W | WCVly))] se tiene entonces (W' = th N N p.'(U(v)) |
| = l....,n(yl). Yy € Y} es claramente un refinamiento abiler~
to de U Va cublerta dada en X. Ademds W' es localmente finl-
ta, si x € X, como W es localmente finita existe N vecindad
de y = p(x) que intersecta a s&lo un nGmero finito de W por
consigulente Intersecta a s8lo un nimero finito de wiy); P.‘
(N) es veclndad de x que intersecta a un nimero finito de

p"(U(r)l y de ahf a un ndmero finito de elementos de W'. Por

lo tanto X es paracompacto.

5.5.4 Proposicién.~ SI piX = Y es una ldentificacién perfec
ta con Y localmente compacto entonces X tamblén es localimente
compacto.

Para cada x e X y K vecindad compacta de p(x) en Y, p(x)
€ Uc K con U ablerto en ¥, luego x € p-‘(U) C p"(K) donde
q.'(ul es ablerto vy p.’(K) es compacto en X por 5.5.1 y por

ser pIp"(K) una ldentiflcacién perfecta sobre p(K), de aht

que X es localmente compacto.




6 INVARIANTES BAJO IDENTLFICACIONES ABIERTAS v CERRADAS
6.1 COMPLETAMENTE REGULAR

6.1.1 Definiclébn.> Un espacio X es completamente regular sl pa
ré cads x € X, FC X cerrado que no contlene » x existe una

funcién continua f:X + | ta) que f(x) » 0 y f(F) « 1,

6.1.2 Proposicibn.~ La propiedad de ser completamente regular
es invarliante bajo Identificaciones ablertas y cerradays.

Sea f:X + Y wuna identlficacién ablerta y cerrada con X
completamente regular y un punto Y, € Y - F con F cerrado de
Y; para X, € f-'(yo) Yy f°,(F) cerrado‘en X existe Z:X = |}
continua tal que C(xo) -0, C(f',(F)) .1

Considérese el conjunto D de los racionales difdicos (ver
b.3.1), se define Uy = f( (',(IO.I)))para toda d € D, ey a-
bierto por serlo f; como f también es cerrada, ﬁd c Ud. si 4
< d', luego la familia y = (Ud | d € D} satisface las con-
diciones de lema 4.3.3, por lo que la funcién V:Y + |  dada
por: 1 sl y @ ud para toda d € D

vly) =
inf {debDd |y € Ud} en caso contrarlo
38 continua,

Obsérvese que y € Ud sl y solo si existe x € f.'(v) tal

que f(x) < d; como §(x ) = 0 <4 para toda d €D plygl =




———————_————————[
$)

0. Ademéls g(f"(r)) = ) implica yiF) = 3 pues pare todo vy
€EF, v ¢ Uy Para todo d € D, luego la funcibn y:Y « | mande
Yo en 0 Y F en 1, 1o que prueba que Y es completamen

. te regular.
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7 INVARIANTES BAJU IDENTIFICACIONES UNIFORMEMEANTE
CONTINUAS Y UNIFORMEMENTE ABIERTAS

7.1 ESPACIO COMPLETO

7.1.) Definicibébn.- Una sucesién (xn) en un espaclo méerico
(X,d) es de Cauchy si para cada €c » 0 exlste un entero N »

0 tal que d(xm.xn) < ¢ siempre que n,m > N

7.1.2 Definicién.- Un espacio métrico (X,d) se dice que es
completo si y solo si cada sucesiSn de Cauchy en X converge

en X,

La recta real B con la métrica vsual es un espacio com

pleto.

7.1.3 Definiciones,.~ Para (X,d), (X',d') esbaclos métricos y
f:X » X' una funcién:

1) f es uniformemente contlnﬁa st dado ¢ » 0 existe
& > 0 tal que sl d(xl,xz) < & entonces d'(f(xl).f(xz)) < ¢
para todos los Xy1Xy € X.

2) f es uniformemente abierta si dado n > 0 existe y
> 0 ta) que f(Vn(x)) o] V& (f(x)) para toda xe X

3) f es una isometrfa si para todos los Xy1Xy € X

d‘(f(xl).f(xz)) - d(x,,xz)




Es flcl) comprobar que tods funclén unlformemente contl~
nus es continua; toda funcién uniformemente ablerta es ablere
te; toda isometrfa es Inyectiva(|D| plgina 285) y uniformemen
- te continue, sl la Isometrfa es suprayectivas entonces ademfs
es uniformemente ablerta, por lo tanto es un homeomorfismo.VTg

da lsometrfa es una Inmersién,

7.1.4 Definlcién.- Una completacibn de (X,d) un espacio métrl
co, es un espaclo métrico completo (X..d.) y una lsometrta

(x,d) ~» (X..d.) tal que la Imagen de X es densa en x*.

7.1.5 Proposici8n.- Todo espacio métrico tiene una completar
cién.

Dedo (Y,d) un espaclto métrico sea S el conjunto de suce~
siones de Cauchy en (Y,d). Se define la relacién ~ entre dos
sucesliones s = (y"). s! » (y;) de S como sigue: s v s' gl y
solo sl ;l: d(yn.y;) = 0 (n es una relacién de equivalene

cla).

En el conjunto v' - S/nv deftnese 1a slgulente méerica:

a*((s),05'1) = Lim dly evp) para (y ) €(s] vy (y)) €s'],
R

.d. esth bién definida porque (d(yn.y;)) es una sucesidn de
Cauchy en B con la métrica usua! por lo tanto exliste I|im d(
yn.y;), es un nimero real no negativo y no depende de ?;: ree
presentantes que se tomen de [s], [8'].

Se prueba que d. es una métrica: d.(lll,(s'l) 0 siy




solo si, por definicidén de ~, (3] = (s'] ; d.(lsl.ls‘l) ®

a"tst i) v d"UsL) @ dimoaly,, vt £ Vimfdly .v)) ¢
a a Nre n+e

diypevp)l = 4 (ls),Is']) + d ([s'].(s"]),

Para cada y € Y sea I(y) = [syl e v donde ‘y ® (YoVoeooe)s
b:(yv,d) ~ (Y*.d.) es una lsometrla, pues: d.(l(y).l(y')) -
d.((sy].lsy.]) = 1lm dly,y') = dly.y'). Luego | s un homeg
morflsmo de Y sob:o i(Y) subespaclo de! espacio métrico (V..
a").

Dados ¢ > 0, s = (y") € S hay que demostrar que existe
y € Y tal que [s,1 € V:(sl para conclulir que I(Y) es denso en
Y*. Como s € S hay un entero positivo N tal que d(y".ym) < c/2
para toda n,m > N, Sea y = Yy entonces ll: d(yn.y) < € o8 de
clr, d'u s],[syl) < €.

Ahora se probar§ que Y. es completo, sea s" - (Y:) € §
tal que ((sml)m_'.z....es una sucesién de Cauchy en Y'. Pars
cada m, por ser sm de Cauchy, dado € > 0 exlste N(c) entero
positivo tal que d(yT.yT) < € para toda 1,J > N(c). Parac =
1/m se toma la subsucesién de sm, 17.- Y:(l/m)¢l con | = 1,2,
... 88 claro que (xT) €Sy (x?) nvos™,

Por otro lado, como ([sml) es de Cauchy en Y., dado € ?
. 0 existe M(e) tal que 1im d(xD,xf) = a*([s"L,1s™) < e/3
para toda n,m > M(e) Iue::mteste k tal que d(xz.x:) < ¢/)3,
s| ademds n,m > 3/¢ se tiene que d(x:.xz) < d(x:.xz) + d(x:.

x:) + d(x:.x:) < 1/n +e/2 ¢+ 1/m £ ¢ lo cual prueba que la sy

*
cesibn s = (x") es de Cauchy,

n“n=),2,...




t 2

» .
Se probard finatmente que (lo.l) converge a | ) en ¥V ,
Para € » 0 dado, cons!cfrese M(c/2) como antes, sl n,m 2 "

(e/2) vy n,m > 6/¢ se tiene que d(-:.-:) s d(n:.u:) s d

(aP, ") < 1/mos e/2 < /30 2 < ast que a ("1 080T)
® |im d(n:.::) < ¢ para m > M(e/2) v m > 6/¢.

nee

7.1.6 Proposici8n.- Sea f:(X,d) - (Y,d') una funcién supra-
yectiva, uniformemente continua y uniformemente abierta eontre
espaclos métricos. Si (X,d) es completo entonces (Y,d’) e
completo.

Sea 1:(v,d') - (v',d.) unad completacién de (v,d'). Para
r >0, como f es uniformemente abierta existe ¢(r) > 0 tal
que f(v (n)) D Vo( f(x) para toda = ¢t X, por otro lado

" ®
como I1(Y) es denso en Y y Vd‘r)(if(-)) N i(y) e .(vo(,,

(f(x))) entonces TI(V é(')(!( x)] o (')!i?! x)) luego
TF{V ( YY o va(r)("(x,) para toda x€X ., . . . .. .00

Ahora para r > 0, e > 0, x € X y v € if(V'lATT fijos

se construlrd por inducclén en n unad sucesidn (u")n.,.z....

de puntos en X tales que Velzm’l (lm) n Velzm ('m-|) ¢ ¢
me}

.
y Vv € ‘V(V./Z Tx ,} para toda m, Sea ™ e/l y .o .
Vr(x). como v € if!koi existe x, € A tal que l'(n') €

"
Vé(ro)(v). Sup6ngase que se han construldo Ryare ol oy Y ‘k
- Vrk(xk) ko= 1,2,...,n-1 de manera que A n A ¢
y vE€ if(Ak’. Sea x € A tal que If(x )e V‘(' iv) lue

¢

go Vv € V;(rn)\lf(n")) c |T(Vrn(nn)! .- TTTT:T por 1),
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en X e3 de Cauchy pues dado
ne}

Le sucesidn (ln)".g,z,...

€ >»0 eaiste n, @ntero positivo te! que r © /2 < ¢
m-n-|
para toda n 2n ;i s! m>n> n, . d('n"m) < ‘;Qd(l".‘.
L AL R men-1
Bpotor? < L vy = @2V T r a2t e 2es2™ 0 - 072N
i=0 leQ
< ¢/2" < ar2™*V ¢ ¢ .
Por otra parte, como X es completo (x_) conver

n n-l.l..--
ge, supdngase que & u, entonces para e/2 sea m, entero po

sitivo tal que d(ax .u) < ¢/2 para toda m 2 m, i luego

dix,u) < dlx.n,) o dlx,,x ) ¢ dilx_,u) < r ¢ e/2 ¢ ¢a/2 = ¢ ¢ e
Ahora, dado ¢ > 0 existe n' te! que 6(r"') <c , c9

mo v @ v;(r“)tl'(-n)) pars toda n, d(if(n).v) < G(r") < ¢

si n > n., luego (lf(u")) converge 4 v vy como corn

ne} ,2,...
verge & if(u) en v" se tiene que v = ifly) € lf(vr..(:))‘
Se ha probado pere r.,e,x fljos, que cada v € T7TV:T§TT
esth en if(V _ (x)) luego TTTV:TTTT c (v , . (»)) pars ca
do x @ X. . . .. .. L. s sy T
Para r > 0 daday e = r existe &(r) > 0 que por (1!
y (2) es tal que if(vzr(-))a v;(r)(tf(x)) para toda x € X.
Finalmente para v' € v o TTTET existe xe x ta)
que If(x) € V;(r)(y.) por.lo tanto y. € v;(r)(lf(-)) c if

(VZr(x)) C if(x) de ahf que If es suprayectiva, l'o que im-

pltlca i(Y) » v’ de donde (Y,d') es completo.
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