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PROLOGO 

Una de las razones que propiciaron la elaboracl6n de es-

te trabajo es la de recopilar resultados sobre propiedades to 

pol6gicas Inverlantes bajo diversas clases de funciones conti 

nuas, ya que estos resultados se encuentran dispersos en los 

diferentes textos. 

El contenido del trabajo se clasifica de acuerdo a las 

diversas clases de funciones consideradas, empezando por la 

clase de las funciones continuas, después, la clase de las 1-

dentlficaciones, luego, la de las Identificaciones abiertas, 

posteriormente, la clase de las Identificaciones cerradas, en 

seguida, la de las Identificaciones perfectas, a continuación. 

las Identificaciones que son cerradas y abiertas y por último. 

las funciones uniformemente continuas y uniformemente abiertas. 

Las propiedades invarlántes, o que se preservan,bajo una 

clase de funciones y que se estudian, son las propiedades mis 

usuales como las relativas a los axiomas de separación: ser 

frichet, Hausdorff, regular, normal, completamente regular. 

perfectamente normal, y completamente normal. 

Propiedades de,nuoerabilided: ser 1'contable y 2'contable, 

separable, Lindelóf, hereditariamente Llndelóf, heredltarlamel 
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te separable y ser espacio de §aire. 

También se consideran las propiedades de compacidad, nu• 

merablemente compacto, o•compacto, compacidad local, K-aspa• 

clo, paracompacto y hereditariamente paracompacto. 

Además, las propiedades de conexldad, conexldad por tra• 

yectorlas, conexldad local y conexldad local por trayectorias. 

Por otra parte, las propiedades que se refieren a aspa-

dios metritables y métricos completos. 

• Se recuerdan en cada caso las definiciones de las propio 

dadas topol6glcas, pues algunos autores difieren, sobre todo, 

al requerir o no la propiedad T 1  en las definiciones. 

La mayor parte de los resultados son conocidos y se esta 

dian en libros como el General Topology de Stephen Willard o 

de John L. Kelley y el de Topolo9y de James Dugundji. 

Sin embargo la demostración del teorema de Ernest Nichael, 

que afirma que la Imagen continua bajo una función cerrada 

de un paracompacto sobre un espacio de.Nausdorff es parado.• 

pacto, sdlo se esboza en IWI pagina 148 y se encuentra demos-
trado en Ini. 



f 

Los resultados del capitulo quinto, referentes a funclo• 

nes perfectas (funciones cerradas y con fibras compactes) son 

válidos aún para funciones cerradas con fronteras de las fi. 

bras compactas, ver 1Ff. En este capitulo se agregó el final, 
algunas propiedades topol6gicas que se reflejan bajo Identlfl 

ciclones perfectas, ésto es, propiedades que tiene el dominio 

de una Identificación perfecta cada vez que la tiene le Imagen. 

El resultado del capitulo sexto, qae afirma la Invarian-

cla de la regularidad completa bajo Identificaclonos abiertas 

y cerradas a la ver, es como una generalización del lema de 

Urysohn, cuya demostración se debe al doctor Adalberto García 

Miynet a quien se le agradece mucho sus valiosas Indicaciones 

y su Interés en el desarrollo de este trabajo. 

Finalmente, en el capitulo séptimo, se prueba la invarlan 

cir de la completen en espacios métricos, bajo funciones uni-

formemente continuas y uniformemente abiertas= este resultado 

aparece en forma mis general en IKi,  página 202, pero no es 

cierto para espacios uniformes, véase también ¡V(. página ll5. 

Por último, quiero agradecer a le doctora Silvia de Rey• 

oet su valiosa y paciente orientación, asf como su gran empe• 

Ao en la revisión de este trabajo. 



6ENEAAL IDA DES 

Uno de los prop6sltos de este trabajo es estudiar prop0e 

dadas topológicas Inverientes bajo ciertas clases de funcio-

nes en las que, si P es una propiedad topol6gica y F una cla-

se de funciones, se dice que P es invariante bajo le clase 

si para todo espacio topol6glco X que tiene la propiedad P y 

cada función f:X 	Y que pertenece a la clase F entonces f(*) 

tiene la propiedad P. 	• 

Debido a que la Imagen de f es quien debe tener la propia 

dad P, se consideran en general funciones suprayeetivas. 

Un resultado general que se aplica en varios casos es el 

que se refiere a propiedades P-heredltarlas (HP), es decir,un 

espacio X tiene la propiedad HP sl todo subespecio (no vacío) 

de X tiene la propiedad P. 

LEMA.- Sea F una clase de funciones continuas supriyectivas 

que satisface: para toda f:X ♦ Y que pertenece a F y para todo 

B c Y. la funci6n fa f_ 1 (8) . B definida por f, pertenece a P. 

Entonces si P es una propiedad topológica Invariante bajo F,$& 

propiedad HP es invarlante bajo F. 

Sea X un espacio que tiene la propiedad HP, f:* • Y una 

funci6n continua y supreyectiva que pertenece a F. por demos-

trar que Y tiene la propiedad HP. 

Para 1 c Y no vacío, como fa:f-1 (/) + B pertenece a F y 

f(I) thena la propiedad P, se concluye que • tiene la propl! 

dad P. 
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Ejemplos de estas clases de funciones F, que satisfacen 

la hlpdtesis del lema son; la clase de todas las funcionas 

continuas, la clase de todos las funciones continuas y abur -
tac, y la clase de todas las funciones continuas y cerradas, 

todas ellas suprayectivas. 

En efecto, si faX 1 Y es continua, suprayectiva y abier-

ta (o cerrado) entonces para todo 5 C Y, ?5 f 1 (S) + lo es con 

tlnua, suprayectiva y abierta (o cerrada), pues para G abier-

to (o cerrado) de f'l(8) existe E abierto (o cerrado) en X 

tal que G • E n f-l(9) de ahf que f(G) • f(E n f'I (S)) • f(E) 

n 5, pero f(E) es abierto (o cerrado) de Y luego f(G) es abler 

to (o cerrado) en s. 
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1 	INVARIANTES BAJO FUNCIONES CONTINUAS 

1.1 COMPACIDAD 

1.1.1 Definicl6n.- Un espacio topológico X es compacto si toda 

cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita. 

1.1.2 Proposicl6n.- La compacidad es Invarlante bajo una fun-

clón cóntlnua. 

Sea f:X ♦ Y una funcl6n suprayectiva y continua. U un• 

cubierta abierta de Y. La familia V •' (f-1  (U) 1  U E U) es 

una cubierta abierta de X. Entonces existen U1 ....,Un  E U te 

les que X m f-1(U1 ) u ... u /,1 (Un) de donde y • f(X) • ff 

(U1 ) u ... u ff-l(Un) • U1  u ... u Un. Por lo. tanto Y es cow-
pacto 

1.1.3 Deflnicldn.• Un espacio X es de Lindelef si toda cubier 

t, ablerta*de X tiene una subcublerte contable. 

1.1.4 Proposición.- De Igual forma que en 1.1.2 se sigue que 

el ser LlndelSf es Invarlanta bajo una funci6n continua. 

De esta proposición y del lema de generalidades se sigue: 

2,1.5 Corolario.- Ser hereditariamente Lindelóf es Inveriente 

bajo funciones continuas. 
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1.1.6 Definición.- Un espacio X es numerablemente compacto si 

cada cubierta abierta contable de X tiene una subcublerta fl-

mita. 

Es claro que un espacio X es compacto si y solo si es nu 

merablemente compacto y de LlndelSf. 

1.1.7 Propos1c16n.- S1 f:X ♦ Y es continua de X no"erablemente 

compacto sobre Y entonces Y es numerablemente compacto. 

Sea U una cubierta abierta contable de Y, considérese V 

• (f-1(U) ( U E U) es una cubierta abierta contable de X, asf 

que tiene una subcubierta finita, es decir, X • f 1(U1 ) u ... 
u  f-1(Un) 	luego Y - U1  u ... u Un. 

1.1.8 Definición.- Un espacio X es a-compacto si y solo si es 

unión contable de subconjuntos compactos. 

Obsérvese que todo espacio o-compacto es Lindelóf. 

1.1.9 Proposición.- La imagen continua de un espacio a-compac 

to es o-compacto. 

Sea f:X + Y continua y suprayectiva con X o-compacto, X 

• ú K I  con K I  compacto para todo 1, de acuerdo a 1.1.2 
i•1 

f(K 1 ) es compacto para todo 1 • 1,2,.. x , as! que f(X) • Y • 
leo 

f(K 1 ) de donde Y es o-compacto. 
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1.2 CONEXIDAD 

1.2.1 Definición.- Un espacio X es conexo si la única separa-

ci6n de X es la trivial, entendiéndose por una separación de 

un espacio X la colección de dos conjuntos abiertos ajenos cu• 

ya - unlón es el espacio; la separacl6n se dice que es trivial 

si alguno de los dos conjuntos es vacfo. 

1.2.2 Proposición.- La Imagen continua de un espacio conexo es 

conexa. 

. 	Sea f:X + Y continua y suprayectiva, con X conexo. Si 

(U .V) es una separación de Y, X • f -1 (U) V f-1 (Y) que por ser 

conexo se tiene f-1 (U) e 	6 f_ l(V) • $. Y como f es supra-

yectIva, ff(U) • U • 0 6 ff 1 (Y) • Y •.$, de ahf que la 6n1 

ca separact6n que admite Y es la trivial, por lo tanto Y es 

conexo. 

1.3 CONEXIDAD POR TRAYECTORIAS 

1.3.1 DefInlcl6n.- Un espacio X es conexo por trayectorias sl 

cualquier par de puntos de X están conectados por una treyec-

torta en X, es decir, al hay una función continua w:l •X tal 

que w(0) y w(1) es el par de puntos en cuestión. 
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1.3.2 Proposlcien.. La Imagen continua de un espacio conexa 

por trayectorias es conexo por trayectorias. 

Sea t?X ♦ Y continua y suprayectiva, con X conexo por tra 

yectorlas. Para y,yIE Y, sean x Ef'1(y),  x'E f•1 (y'); wi1 • X 

una trayectoria en X que conecta x con x', entonces fwsl • Y 

es una trayectoria en Y que conecta y con y'. 

1,4 SEPARABILIDAD 

1.4.1 Definición.' Un espacio X es separable sl contiene un 

conjunto contable y denso, 

1.4.2 Proposicl6n.• La Imagen continua de un espacio separable 

es separable. 

Considérese f;X + Y continua de X separable sobre Y, sea 

D un conjunto denso contable de X, /(D) es un conjunto contable 

de Y y es denso en Y pues f(D) D f('E)-  por ser f continua y co-

mo b • X y f es suprayectiva fDT :'Y lo que Implica Y • V'T5T 

De este resultado y dei lema del capitulo de generallda-

des se sigue: 

1.4.3. Corolario.,  Ser beredlte►Ismente separable es Invarlan• 

te bajo funciones continuas, 
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2 INVARIANTES BAJO IDENTIi1CACIONtS 

2,1 CONEXIDAD LOCAL 

2.1.1 Definicl8n.- Un espacio es localmente conexo si cualquier 

vecindad de cada punto del espacio contiene una vecindad cone-

xa del punto. 

2.1.2 Lema.- Las siguientes propiedades son equivalentes, 

a) X es localmente conexo 

b) Cada componente de cualquier subespaclo abierto de X 

es abierta 

c) X tiene una base de conjuntos conexos. 

a) •> b) Sea X localmente conexo, U un subespecio abierto de 

X y CU  una 'componente de U. Si x E CU  , U es una vecindad de x 

luego hay una vecindad N de x en X que es conexa y contenida 

en U, entonces Nc C de aht que C es abierta. 

b) •> c) Supóngase que X satisface b), sea e el conjunto de 

todos los abiertos conexos de X, por demostrar que es una base 

de X. Sea U un abierto de X, x E U, si Cu(n) es la componente 

de U que contiene a x, por b) Cu (x) E C 	y como x E Cu(a)c U#  

C es una base de X. 

c) o> a) Sea N cualquier vecindad de x E X, existo C abierto 
y conexo tal que x E C C N !uego X es localmente conexo. 
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2.1.3 Definicl6n.- Una Idsntlticacl6n es una funcldn suprayec• 

tova ?;X + Y de un espacio X sobre un espacio Y que tiene la 

topología Inducida por f, es decir U C Y es abierto de Y si y 

solo si f 1 (U) es abierto en X. 

2.1.•4 Proposición.- La conexidad local es Invarlente bajo Iden 

tlflcaciones. 

Sea f:X + Y una Identlficaci6n, con X localmente conexo. 

Aplicando el lema anterior, para demostrar que Y es localmente 

conexo, hay que probar que cada componente C de U un abierto 

de Y es abierta en Y. 

Por la topología de Y, C es abierta en'Y si y solo sl 

f-1 (Cu) es abierto en X. Sea x E f"1 (Cu) c f-1 (U). como f•1 (U) 

es abierto en X la componente Cf -i(U)(x) de f 1 (U) que con-

tiene a x es abierta; por 1,2, t(Cf -i(U,(x)) es conexo en Y y 

esté contenido en Up luego f(.Cf -I(Uj(x)) C CU por ser CU la 

componente de U que contiene a ?(x) entonces x E Cf -a (U)(x) C 

f I (CU) lo que Implica que x es un punto interior de  

de ahí que. f-1 (_C U) sea abierto en X. 

2¥2 CONEXIDAD LOCAL POR TRAYECTOWIAS 

2.2.1 De?tnlclón.- Un espacio es localmente conexo por trayoc-

tortas -st cada vecindad de cada punto del espacio cont lees un@ 
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vecindad conexa por trayectorias del punto. 

2.2.2 Lema.- Las propiedades siguientes son equivalentes: 

a) X es localmente conexo por trayectorias 

b) Las componentes por trayectorias de cada subespaclo 

abierto de X son conjuntos abiertos 

c) Los conjuntos abiertos y conexos por trayectorias de 

X forman una base de X 

a) •> b) Sean U subespaclo abierto de X localmente conexo por 

trayectorias, cU  una componente por trayectorias de U. Para 

x E cU  ,U es vecindad de x luego hay una vecindad conexa por 

trayectorias N de x en X, contenida en U, de donde N C cU  por 

lo tanto cU  es abierta. 

b) •> c) Sea e el conjunto de todos los abiertos conexos por 
trayectorias de X que satisface b1. Sea U abierto de X, a E U; 

SI culx) es la componente por trayectorias de U que contiene a 

x, Cu(x) es abierta y de ahf cu(x) e e y como x E eU(a) C U. C 

es una base de X. 

c) •> a). Sea N cualquier vecindad de x E X, por c) existe cEC 

tal que x E c C N, luego X es localmente conexo por trayecto• 

rías. 

2.2.3 Proposl,cl6n.• La conexidad local por trayectorias es In• 

variante bajo Identificaciones. 

Considérese f:X ♦ Y una Identlflcacl6n en donde X es lo- 
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talmente conexo por trayectorias. Para demostrar que Y es lo-

calmente conexo por trayectorias se probar&, en virtud del le• 

ma, que las componentes por trayectorias de cada subespaclo 

abierto de Y son abiertas. 

Sea c una conponente por trayectorias de U abierto en Y. 

Por' la topología de Y, cU es abierta si y solo si f(c) es 

abierto en X. Sea x E f -1 Ccu) c f -1 (U), como f•1 (U) es abierto 

en X, la componente cf -1 (U)(x) de f-1 (U) que contiene a a es 

abierta y por 1,3 f(cf -1 (U)(x)) es conexo por trayectorias en 

y y está contenido en U, luego f(cf -1 (U)(x)) C c11 tntonces 

x e cf-I LU)(*) C f-I Icu¥ por lo tanto x es un punto Interior 

de f•1 (cu) de donde f 1 (c) es abierto. en X. 

2.3 	K'-ESPAC 10 

2.3.1 Definición.- Un espacio X es un K-espacio (compectamente 

generado) st su topología es coherente con la familia de todos 

sus subespeclos compactos, es decir, U es abierto en X si y so 

lo si U n K es abierto en K para todo K compacto de X. 

2.3.2 Lema.- Un espacio X es K-espacio sl y solo si es el cepa 

do de Identificación de algún espacio localmente compacto, 

(1) Véase la definición de espacio localmente compacto en 3.1.1 
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Sea X un K-espacio, K -* (Ka1 a e- A) la familia de todos 

los subespacios compactos de X. Considérese el espacio suma te 

pol6gica Z - 	K¥ con Ká -(a)x Ka , sea ha: KQ + Ka el homeo-

morfismo definido por ( a, x) + x pera cada a E KQ. Entonces 

la función h:Z • X definida por 	ha es continua. Pare 

U C.X tal que h-1 (U) es abierto en Z se tiene que h-1 (U) n KQ+ 

ha1 (U n K) es abierto en Ká para cada a EA(puesto que Z es la 

suma topol6gica de los Ká); como cada ha es un homeomorfismo. 

U n Ka es abierto en Ka para cada a, como X es un K-espacio se 

sigue que U es abierto en X, Por lo tanto h es una identifica. 

c16n y X es el espacio de identificaci6n de Z que es localmen- 

te compacto, En efecto, si x E Z • 	Ká entonces x E KQ para 

un solo a, pero Ká es vecindad abierta y compacte de a puesto 

que es homeomorfo a K. 

Ahora, sean hsZ • X una 1,dentlficeci6n donde Z es local-

mente compacto, U C'X tal que U rs K es abierto en K para cada 

K compacto de X. Para z e h-1 (U) y K= una vecindad compacta de 

z en Z, como h(Kz ) es compacta en X, se tiene que U n h(K1 ) es 

abierto en h(,Kz ) de donde existe Y abierto en X tal que U n 

h(K) 	Y n h(K) luego h 1 (U) n K= • h-1 (.V) n Ka es abierto 

en Ks, mas aún es una vecindad de t en Z contenida en  

por lo que z es un punto Interior de h 1 (U)es abierto y como 

h es una Identificaclón.0 es abierto en X, Con Eso se comprue-

ba que X es un K-espacio 
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2.3.3 Proposicl6n.• Ser K-espacio •s Invarlant• bajo Idantifi• 

cac Iones. 

Si X •s un K-.spaclo y fIX ♦ Y as una identificación an• 

toncas hay qu• probar qua Y •s un K-espacio. Por •l tamo anta• 

rlor exista g Z ♦ X una Identificación con i un espacio local 

monte compacto. Entonces la función f.9 as una Identificación 

do t sobre Y y por al mismo lama 2.3.2 s• tiene que Y •s un 

K-espacio, 
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3 INVANIANTES BAJO IDENTIFICACIONES ANIEATAS 

3.1 CUMPACIDAD LOCAL 

3.1.1 Definición.- Un espacio es localmente compacto si todo 

punto del espacio tiene al menos una vecindad compacte. 

3.1.2 Proposición.- Le Imagen de un espacio localmente compac-

to bajo una Identificación abierta es localmente compacta. 

Sean f>X -1 Y una Identificación abterte, y e Y. o e 1-1 (r) 

y N una vecindad compacta de x, como f es abierta f(N) es ve-

c1ndad abierta de f(x) • y. Además por 1.1 /(N) es compacte, 

por lo tanto Y es localmente compacto. 

3,2 1• CONTABLE 

3.2.1 Definición.- Un espacio es 1'contable (o satisface el prl 

Mor axioma de contabilidad) si tiene una base local contable 

en cada uno de sus puntos. 

3,2.2 Propostclón.- Sea f:X ♦ Y una Identificación abierta, si 

X es 1'conteble entonces Y también lo es. 

Se• y e *r, x e f I (y) Y Bx  una base local contable de n o  
por ser f abierta, 8f(x)• lf('V) 1  y e S} es un• familia de vo 
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cindades de f(x) • y contable. Considérese V una vecindad de y 

f-1 (Y) es una vecindad de x de ahí que existe U N 8 tal que 

x 05 U C f'1 1V) lo que Implica y E f(U) C ff -1 (V) • Y y f(UI E 

OfIX),  Por lo tanto e 	es una base local de y, de donde Y 

es 1'contable, 

3,3 ?'CONTABLE 

3,3,1 Definición.- Un espacio es 2'contable si tiene una base 

contable. 

3.3.2 Proposicl6n.- Sea f:X • Y una Identiflcacl6n abierta, se 

X es'2'contable entonces Y lo es. 

Sean B una base contable de X. y 6 U un abierto de Y. CO 

sidérese 8i• íf(V 	Y e 8} es una familia contable de abiertos 

en Y, pues f es abierta. Sea x e f-1 (y) C f,1 (U) abierto en x 

entonces existe Y 6 8 tal que x 	V C f -1 (U) de donde y e f( 

V) C ff-1 UU) • U, por lo tanto B'es una base de Y contable. - 

luego Y es 2'contable. 

3.4 ESPACIO DE BAIRE 

3.4.1 Definici6n.- Un espacio X es de §aire cuando todo suce-

sfdn de abiertos densos D1 ,D2,... en X es tal que su Intersec- 
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m 
c16nn Dn es denso en X tequlvalentemente, si todo sucesión n  

i ,i ,.,. de cerrados con Interior vacío tiene unt6n u i con 
1 2 	 n.l 

interior vatio). 

3..2 Proposlcf6n.- Ser espacio de Bair• se preserva bajo #den 

titicaciones abiertas. 

Sea-f!X • Y una Identificación abierta con X espacio de 

§aire¡ sea B,,B2,.., una sucesión de abiertos densos en Y, con• 

síddrese An • f-1 (Bn) con n e 1,2,..., son abiertos y además 

An n U ¿ • para todo U abierto no vacío en X puesto que f(An 0 

U) • f (f 1 (B.) n U). - Bn n f tU) pero como f es abierta f (U1 es 

abierto y por la densidad de Bn en Y, Bn n 1(U) 4 e de donde 

f(An n U) 4 0, Por lo anterior Al,A2,.,, es una sucesión de a-

blertós densos en X luego ( A es denso en X. Como la Imagen 
n•.1 

continua de un denso es denso (ver 1.4) se tiene que fl ñ A ) • 
no1 n 

f(_n f¥ l(B ) • ff¥ l t n B i • ñ B es denso en Y, por lo tanto 
nla) 	n 	fiel n 	n..t n 

Y et un espacio de. Ba lre. 
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4 INVARIANTES BAJO IDENTIFICACIONES CERRADAS 

4,1 	T 1  

4,1.3 Definición.- Un espacio X es de Fréchet o T 1  si para co-

par de puntos distintos de X hay una vecindad de cada uno que 

no contiene al otro punto. 

4.1.2 Lema,- X es de Fréchet si y solo si (x} es cerrado en X 

para todo x E X. 

Sea x E X espacio de Frlchet, para cada x$ E l • fa) 

existe un abierto.0 en X tal que x' E U X •ix) por lo tanto 

{x} es cerrado, 

• Sean x,,x2  E X distintos, entonces X - {x 1 ) y X - (*2 ) 

son abiertos que contienen a xZ  y a x 1  respectivamente pero no 

contienen a x 1  y a .a2, de ahf que X es un espacio de Frdchet. 

4.1.3 Proposición.- Ser de Fréchet es invariante bajo identifi 

cationes cerradas. 

Sea f:X ♦ Y una Identificación cerrada con X de Fréchet y 

sea y E Y, x E f (y). (x) es cerrado de X luego (y) • (Vta)} 

es cerrado de Y, se sigue por el lema que Y es de Fríchet. 

Observación,- En la demostración anterior no se usó que f fue-

ra continua, asf que ser de Fréchet es Invariante bajo funcio- 

L- 
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nes suprayectivas cerradas. 

4.2 	NORMALIDAD 

4.2.1 Deflniclón.- Un espacio X es normal si todo per de con• 

Juntos cerrados ajenos en X tienen vecindades (abiertas) aje-

nas. 

4.2.2 Lema.- Si f:X -• Y es una función cerrada y suproyectiva 

y U es un abierto en X tal que f 1(y) C U para alguno y.enton 

ces V • Y - f(X - U) es abierto en Y, que contiene a y. coste 

nido en f(U). 

Es claro que V es abierto puesto que f es cerrada,f-1(y) 

C U Implica que X - f -1 (y) D X - U luego f -1 (Y - (y)) D X - u 

de donde Y - (y) D f(X - U) y por lo tanto y e Y. Por otra par 

te: f-1(V) • X - 	- U)) C X - (X - U)) • U de ahí que 

y c f(U). 

4.2.3 Proposición.- Sea f:X + Y una Identificación cerrada.sl 

X es normal entonces Y es normal. 

Sean F1 y F2 cerrados ajenos en Y, f-10 1 ) y f-1(F¥ son 

cerrados ajenos de X así que existen U,V abiertos ajenos tales 

que f-1(F1 ) C u y f-1(F2) C V; sean U' • y - f(X - U) y V' • y 

• f(X • Y) que por el lema anterior son abiertos y tales gua 

F1 c U' y F2 C Y'. También son ajenos pues U' n y • (V - /(N 
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- u)) n 1 r - f kx - v)) • r - 1 t tx - u) u f lx -y)) • r 
- u) U (X - Y)) • Y - /(X) • m, por lo tanto T es normal. 

4.2.4 Corolario.- Ser T4  se preserve bajo ldentl/lcaclones ce 

rradas. 

Es consecuencia de que T4  es por defInicldn normal y T1. 

4.3 	PERFECTAMENTE NORMAL 

4.3.1 DefInicl6n.- Considérese el conjunto de racionales dli- 

dlcos 	D • (k/2" J  k • 1,...,2"-1; n • 1,2,...). 

4.3.3 Lema.- D es denso en 	1 el Intervalo unitario. 

Por demostrar que dados to,t1  tales que 0 < to  < t 1  < 1 

existe d E D tal que to  .c d 	t 1 . Como t1  - to  > 0 existe n E 

N tal que 0 < 1 /2" < t1  - to  lo que #aplica 2"(t 1  - to) > 1 

luego el Intervalo (2"t012mt 1 ) tiene longitud mayor que 1 en-

tonces existe k E N tal que 2"t0  < k < 2"t 1  de donde te  < k/tn  

< t 1. Ademis e 1  < 1 Implica k < 2"t1  < 2" es decir k • 1...., 

por lo tanto k/2" E D. 

4.3.3 Leone.- lea U •'(Ud 	d E D) una familia de abiertos de « 

tal que si d < d'; Ud  c Uds. Entonces existe un• funclbn contl 

nue 	?:X • 1 tal que f(dÉDUd) • 0 T f(d  fD (x - Ud)1 • 1. 

L 
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Definase f:X -• y como sigue: 

1 Si x E Ud para todo d E D 

f (x) • 

int Id E D ( x E Ud) en caso contrarío 

Es claro que f(dr¥D Ud) • 0 y f( dgD(X - Ud)) • 1; es 

más., f(0j . d2DUd' 

Obsérvese que si x 	Ud., f(x) • Inf (r ( x E Ur) 

y 	si x E lid„ , f(x) < d". 

Para probar la continuidad de f, se considera a G una ve 

cindad de f(x), si f(x) • 1 existe por 4.3.2 un d racional 

dlidlco tal que Id,11 c G por lo tanto x E (X - Ud) ablbrto 

,de X y f(X - Ud) c (d,1) c G. SI f(x) • 0 existe d E D tal que 

(O,d) c G y x E Ud abierto y f lUd) C (O.dJ C G. 

Finalmente, si 0 < fi*) < 1 existen d,d' dlidlcos tales 

que f(x) E (d,d') 	G, por lo anterior, x E Ud, 	Ud abierto 

en X y f(Ud, - Ud) c ( d,d'1 C G. 

4.3.4 Lema de Urysohn.- Un espacio X es normal si y solo si 

para cada A y S cerrados ajenos en X, existe una funcidn con- 

tlnua. ?:X • 0,1) con ftA) • 0 y 	f(e) • 1. 

Supóngase que X es normal, A y e cerrados ajenos en X,por 

la normalidad, existe un abierto que podemos llamar U1,2 tal 

que A C U112 y U11,a n • • $. Considérese A, X - U1,,2 cerrados 

ajenos, de nuevo existen U1 " , U31, abiertos tales que:A c Ulf+ 

1111` c U112; U2 c 151E y U31,, n D • •. Este proceso pue- 
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de continuarse el paso n+l debido a la normalidad, por induce 

clon, se tiene que para cada racional di dlco d • k/=" existe 

Ud abierto con las siguientes propiedades: 

1) A C Ud y Ud n 0. 
2) rld c Ud, si 	d < d* 

Se tiene con lo anterior una familia U ■ (Ud 	d E D) 

que satisface las condiciones del lema 4.3.3 y por lo tanto 

existe f:X +i tal que ftd¥OUd' • 0 y f(dn ix • Ud)) • 11 

como A CdEDUd y 0 c x- IId c X- Ud entonces f(A) • 0 y 

f I) • 1. 

4.3.5 Deflnici6n.- Un espacio T1 , X es perfectamente normal 

si y solo si para cada par de conjuntos cerrados ajenos A y S 

	

hay pina función continua f:X + 1 	tal que f'1 (0) • A y /•1 

(1) • s. 

4.3.6 Deflnlcl6n.- Un conjunto c6 es un espacio topológico, 

es una intersección contable de abiertos y un conjunto Fo es 

unión contable de cerrados. 

4.3.7 Proposición.- Un espacio X es perfectamente normal si y 

solo s1 es normal y cada conjunto cerrado en X es un 6 (equt 

velentemente, si cada conjunto abierto es un Fo) 

Supóngase que X es perfectamente normal, es Inmediato 

del lema de Urysohn que X es normal. Sea F un conjunto cerro- 
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do en X y f:X .► 1 	una funcIAn continua tal que f-l(0) • f. 

Se define Gn • f 1 ((O,1Ln)) que es un abierto de X y F C Gn 

para todo n, luego F C n.t Gn. Además si x e n
.
l Gn se tiene 

f(a). • O. pues si f(x) 0 0 existe m entero tal que 0 < 1/m < 

f(x) ast que x Q Gm' por lo tanto n¥I C C i. 

Ahora si X es normal y cada conjunto cerrado en x es un 

Ga y sean A y B cerrados ajenos luego A - n
ñ1 Gn y B • n;IGn 

con Gn¥G. abiertos. Por el lema de Urysohn existen f:X . 1 

continuas tales que fn(A) • 0 y fn( nl x - G
e)1 • 1 para ca 

de n, análogamente existen gAX .► 1 tales que gil) • 0 y 

n( nllX - G,)I • 1. 

Se define fA(x) • 1 f(x)/2' 	y 9d • E 9nlx)/2n. 

Le función f(x) • fA(x)/ (fA(x) + fa(x)f 	es continua 

de X en 1 	y tal que: f(0) • A, f'(1) • B. por lo tanto X 

es perfectamente normal.. 

Tomando complementos se obtiene: X es perfectamente nor- 

mal si y solo si es normal y cada conjunto abierto es un Fa. 

4.3.8 Proposicl6n.- Ser perfectamente normal es Inveriente ba 

Jo Identificaciones cerradas, 

Sea f:X -► Y una Identificación cerrada de X perfectamen• 

te normal. Como X es normal, Y es normal por 4.2.3. Supóngase 

que U es un abierto en Y entonces f 1 (U) es abierto en X, de 

donde f•1 (U1 •n®I Cn cada Cn es cerrado en 2, luego U • flf•1 

(U)) e f( n¥71 tn ) • n01 f (cn ) es un F en Y, pues cada f (c ) 

es cerrado en Y, por lo tanto Y es perfectamente normal. 
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q.4 	PANACONPACIDAD 

4.4.1 Definición.- Una familia de conjuntos de un espacio 1 1e 

llama punto finita si cada x E X pertenece a lo mis a un núme 

ro finito de elementos de la familia. 

4.4.2 Definlci6n.- Una familia de conjuntos de un espacio X es 

localmente finita si cada punto de X tiene una vecindad que ir 

tersecte a lo más a un número finito de elementos de la familia. 

Toda familia localmente finita es punto finita. 

4.4.3 Proposición.- 51 F es una familia localmente finita de 

un sipaclo X, entonces, F. jI 1 E E F}es una familia local- 

mente finita y Ew € • EWF¥ 

Sea x E X como F es localmente finita existe una vecindad 

N, que se puede suponer abierta sin perder generalidad, tal 

que N n E • , para todo E E F salvo £ E F , con F' subfamilia 

finita de p. Se tiene entonces que E C Nc (complemento de W, 

para toda E E F - 7' pero Nc es cerrado luego € c Nc de donde 

n N • •, lo que prueba que F es localmente finita. 

Para demostrar que EÉF € . E¥F É obsérvese que siempre 

se tiene EÉFE c 	
E pues E c ¥ E Implica € c EF+ 	implica 

EVF 1 C EWF E. Por otro lado; E c É ImpllcaLWF E C EWF 
€, atf 

queEWF E C EMF € si EWF Ir es cerrado, es decir, si IEwF irle • A 
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es abierto y Esto se cumple por lo siguiente: 

Sea x E A, de nuevo existe una vecindad abierta N de s 

tal que N n É • m para todo E E F - ('. pero 	FE es cerrado 

para F'finita y como x E 
( Eu 	

c  entonces V • N n (EEF U 	)c 

es una vecindad de x contenida en A, pues, Y n E c N n 1 • • 

para toda E E F 	F' y si E E F,  , V n É• (N n (EWF,t)c  n 

É • (N n 4,P) n É • • es decir Y n twr  • • lo que implica 
que V c Cerl • A de ahf que A es abierto. 

4.4.tt Definición.- Un espacio de Hausdorff X es peracompacto 

si cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto 

localmente finito. 

4.4.5 Proposicl6n.- Todo espacio paracowpacto es 'V r . 
Se demostrará primero que sl un espacio es paracompacto 

entonces es regular (véase la definición 5.2.1, es incluso t3  

-regular y T 1 ). 

Sea X un espacio parecompacto, F un conjunto cerrado y 

x E X - F. Como X es Hausdorff para cada y E F existe una ve- 

cindad abierta U►  tal que x • Ú. 

La familia u • ( X - F, Uy 	E f) es una cubierta abier 

ta de X est que tiene un refinamiento abierto localmente fini 

to V tal que F c u (Y E V f  Y n F 0 •). • que por la pro- 

posicidn 4.4.3 se tiene: i 	u (Y j Y E V y Y r F 0 #} y 

como a o Q para toda y E 1 entonces x t 1 por ser V refina 



Miento de U. Con 'lo anterior se tiene que r y g son vecinda• 

dss abiertas ajenas de x y F respectivamente de donde X Si 

regular. 

Considérese ahora X un espacio paracompacto regular y 

dos conjuntos cerrados ajenos F, y F2 en X. Para cada x E F1, 

por la regularidad de X existe U vecindad abierta de x tal 

que . n F2 . •. La cubierta U • (X - F1 , Ux 	x E FI ) de X 

tiene entonces un refinamiento abierto y localmente finito. 

Sea e• u(y E y 	Y n fl 0 •)entonces e es abierto y contie_ 

ne a FI Como llx n F2 • , para toda x E FI entonces F2 a 1 

(por ser V refinamiento de U) y por la proposición y.6.j¥  

U (V 	V E y y Y n FI 0•}de ahf que S y 	son vecindades 

ajenas de. F, y P3 respectivamente. 

4.4.6 Deffnlctón.- En un espacio, una familia F se •lama p• 

localmente finita, si puede descomponerse en una r^Iscci6n con_ 

tabla de familias localmente finitas. 

Es ey(dente que toda familia localmente finita es p•10-

calmente finita. 

4.4.7 Proposfcl6n.- Para un espacio X, Tj# las cuatrq propia' 
dadse stgufentes son equiyalentas; 

1) X es paracompacto 

2) Cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento a• 
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blerto o-localmente finito. 

3) Cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento local 

mente finito no necesariamente abierto (ni cerrado). 

4) Cada cubierta abierta de x tiene un refinamiento cera 

do localmente finito 

Que 1) Implica 2) es Inmediato. 

2) » 3) Sea U una cubierta abierta de X y y un refinamiento 

abierto •localmente finito de U. es decir y •n¥¥Vn donde cada 

yn es una familia localmente finita de conjuntos abiertos. Si 

V • (V a 	a t A ) 	se define Wn • OwAVn 	Y W • íN1 .¥2. 

...) es claro que W es una cubierta.ablerta•de X. Considérese 

Co • Yo • ICoYI como Cn C Yn entonces C • (Cn 	n E N) es un 

refinamiento de W; es una cubierta localmente finita ya que: 

si a E X, sea n el menor indice tal que a £ Wn entonces a E Co 

C Vn luego Wn n Cm • Q pare toda w > n. La familia £Cn n 

E A 	, n E N) claramente es un refinamiento local- 

mente finito de y y por tanto de u. 

3) 4) fea U una cubierta abierta de X. :e demostrará que 11 

tiene un refinamiento cerrado localmente finito. Para cada a E 

X sea Ux un elemento de U que lo contiene. Como X es regular 

existe un abierto Vx tal que x E Vx C Yx C Ux. La familia y e 

(V 	x E X) es un refinamiento abierto de U. Sea W un refln& 

miento localmente finito de y. Por la proposición 4.4.3 so 
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tiene que W' m ( 1 W e w) e.: localmente tIntta y w G Yx p¥, 

re algún X. Luego G C ¥I C U. esto es We es un refinamiento 

cerrado localmente finito de U. 

finalmente 4) . 1) 	$ea U una cubierta abl,erta de X¡ C 

un refinamiento cerrado localmente finito de U, Entonces cado 

x E X tiene una vecindad abierta Vx que intersecta a sello un 

número finito de elementos de C, De ahf que y •ÍY, 	x E X) 

es una cubierta abierta de X, Sea p un refinamiento cerrado 

localmente finito de V..Para cada C E C sea W(C) • X - VID 

E D 1 D n C ■ g) por la proposici6n 4.4.3, W(C) es abierto y 

W • (w(.C) 	C E C) es una familia en .X localmente finita pues 

si x e X hay una vecindad N de x que intersecta a un número 

finito de DE p . sup6ngase que a D11 ....Dn. Por la deflnl;l6n 

de WtC) se tiene que N n W(C) 0 , st Dk n C 6 0 para alguno 

k • 1,2,...,n pero cada D E fl intersecta a s6Io un número fi 

nito de elementos de C y por tanto N Cntersecta a sólo un nú-

mero finito de elementos de C y de aht`, a sólo un número f Ini 

te de elementos de W. 

Como C es un refinamiento de U para cada C e C sea U(C) 

un elemento de U tal que C c U(C), La familia (U(C) n W(C) 

C E C} es un refinamiento abierto localmente finito de u, 

puesto que W y C son localmente ftnttas y C c U(C). Ahora si 

x E X, existen C e e y D E V que contienen a x luego C n 0 

0 0 (opl Ica x E W(C) y como C c U(C) entonces x E U(C) r, W(C) 
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con lo que tu(C) n V(C) 	C E C) es un* cubierta de X, 

4.4.b De?Infcidn.- Una familia F de subconjuntos de un @ap#ct'0 

topol6plco preserva cerradura si para toda sub/amll(a F' *C F 

la un16ñ 	de cerraduras es la cerradura de la unf6n, es de- 

clr. Ú( 	Fe F') 	•u(F 	F eFj 

En particular,F una familia de cerrados de un espacio pr. 

torva cerradura si y solo si cualquier unl-dn de elementos de p 

es cerrada, 

Es claro, por la proposlcldn.M.4.3, que toda familia lo• 

talmente finita preserva cerradura. 

4.4.9 Lema.' Sf una cubierta U ■' ua 	a E A) de un especie x 

tiene un refinamiento cerrado que preserve cerradura entonces 

U tiene un refinamiento cerrado C •'(C 	a E A) que preserva 

cerradura y para cada a e A, Ca  c U. 

Sea C un refinamiento cerrado de U que preserva carrada 

re. Para cada a e A sea Ca  ■ U(C e C 1 C C U) entonces la 

familia C'• (Ca  1 a E A) es un re/Inamisnto cerrado de U que 

preserva cerradura, pues Ca  es cerrado por ser unión de ele-

mentos de C que preserva cerradura (a19ún Ca  puede ser vatio) 

y C' preserva cerradura ya que 1* unl4n de elementos de C,  es 

unidn de. e1smentof de C. 
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4.4.10 Proposición.• Un espacio X de Frichet es paracompacto 

si y solo si toda cubierta abierta tiene un refinamiento c.• 

rrado que preserva cerradura. 

51 X es paracompacto, por la proposici6n 4.4.7, cada cu-

blerta abierta de X tiene un refinamiento cerrado localmente 

finito, de ahf que este refinamiento preserve cerradura. 

Supóngase que X es de Fréchet y que satisface la segunda 

condlcldn de la proposici6n. Usando la proposición 4.4.7 se 

demuestra que X es paracompacto probando que cualquier cub[er 

ta abierta tiene un refinamiento o-localmente finito. Primero 

se probar& que X es normal, sean F3 y F2 cerrados ajenos de X. 

La colección' {X - Flo X - 
	

es una cubierta abierta de JI. 

por la condicl6n y por el lema 4.4.9, se tiene un refinamien-

to cerrado (C1 ,C2) tal que C1 c X - FI y C2 C X - F2 ds de' 

cir¥ F1 c X • C1 y F 2 c X - C 2 con X - C1 y X • CZ abier 

tos tales que (X - C1 ) n (x - cz) • x - (c1 u C2) • X • X • 4. 

es decir, X es normal. 

Sea u •(U ( a E #} una cubierta abierta de X donde A 

es un conjunto bién ordenado. Por demostrar que tiene un refl 

namiento abierto o-localmente finito. 

Como primer paso se construirá para cada 1 e N una faml+ 

1la C1 • (Ca l 	a e A) de subconjuntos de X que satisfacen 

para toda 1 las siguientes condiciones: 

1) 	e¥ [ es una cubierta cerrada que preserva cerradura 

de X y Ca! 1 c Ua para toda q E A 



tl 	Ca. f♦1 n Ce.1 • 0 pa►• toda q I> d 

La construcción se hace por Inducción •n 1. Para t • 1 se 

puede encontrar por el lema 4.4.9 C1 • {C ,, 1 	e A)que satis 

falta 1) . 

Se supone, como hlpdtesls de Induccldn, que las cubiertas 

CI (C 	la e A) han sido construidas de manera que satisfa 

cen las condiciones 1) y 2) para j • 1,...,n. Se construirá 

Cn+1 ' {Ca.n+l la E A). 

Sea U
Q,n+i • U

a - t v C en) para toda o E 	. Los con 
Boa 

Juntos Ua,n+ 1  son abiertos ya que Co • (CO3n (a E A) por 1) 

preservan cerradura; ademas cubren a X porque si x e X entone 

ces x E Ua,n+1 para el primer a para el cual x E Ua. Como x 

¢ U para toda y•t a por lo tanto x 11 CO3n es decir x E X • CO3n 

lo que implica x E Ua n S¥a(X - CB ¥ n)• Por hipdtesls y por el 

lema 4.4.9 se tiene une cubierta cerrada que preserva cerrado 

ra Cn+1 • 1C 1,n +1 la E A) tal que Ca.n+l C Ua,n+l para todo 

a E A; en consecuencia la condición 1) se cumple pues Ua.n+l 

C U. Ahora bién, por la definición de los conjuntos 
 

y del hecho de que Ca e n+l C U
q,n+l para toda a E A.  

Ca,n+l n Co,n C Ua.n+1 n CC.n • $ entonces Cn+i satisface 2). 

Con lo que se completa la construcci6n de las cubiertas Cn. 

Ahora, para cada a y cada 1, sea; Val • X - 6 ( 	), 	ia  CO. l 
se demostrará que: 

3) 	V •'{Va l ( a E A, 1 EN) es una cubierta abierta de 

X y Va l c Ua para toda q y toda 1. 
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4) 	%.1 n y§.1 •• s1 a 0 8 
Para probar lo anterior, nótese que Y 	es abierto. pues 

a¥l 

to que (C
a, 
	la E A) preserva cerradura. Como '{Ca.l 	o E A} 

es una cubierta de X se tiene que VaOi c C
a, 

l c U y por la 

definición de Va l también se tiene que: V 	n % 1 • (x 

YVa CY, I ) n (x - YVb t,, - 1 ) • x • 'A Cy. 1 • x • x •* si 
Para probar que y cubre a X, sea x E X, se encontrará Va,l que 

lo contenga. Usando el buen orden de A, sea a l • minfa E A 

x E C,1) para 1 E N fija en virtud de 1) y sea ak • min(a
l 

1 E N) entonces x E Cak0k pero x ¢ Caektl para a / ak.sl a>ok 

se 	sigue..de 2) que Ca ¥ k+1 n Ca k • $ luego x EVa 
k
.k+l • X 

k  
Cb, k+1) . 
Por la condición de la proposición, V tiene un refinamien 

to cerrado que preserva cerradura y por el lema 4.4.9 se tiene 

0 • (D,1 	a E A. 1 E N) un refinamiento cerrado que preser- 

ve cerradura de V tal que D
a, 

l c Yael para toda a y toda I.Por 

la normalidad de X. existe para cada a, 1, W 	abierto tal que 

Da#1 c Ma9l c Wae1 c Va l 	y la familia W• (Wa ¥ i ( a E A, 1 

E N) es tal que cada w 1 • JWa.i !a E A) con 1.E'N fijo, es 

localmente finita ya que si x E X, x tiene una vecindad que 

Intersecta a una sola Wael puesto que Vaej n VRI a si a 0 0. 

Por lo tanto W es o-localmente finita y por 3) refina a U. Co 

mo D cubre a X entonces W también cubre a X. 
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4.4.11 Proposlcl6n.• Teorema de Mlchaci(1).• La Imagen de un 

espacio paracomp•cto bajo una Identificación cerrada es,para-

compacta. 

Sea X un espacio paracompacto y f:X -► Y una identifica-

ci6n cerrada. Como Y es un espacio T 1  entonces por la propo,  

siclón 4.4.10 es suficiente demostrar que toda cubierta abier 

ta U de Y tiene un refinamiento cerrado que preserva cerradura. 

Sea W - (f'1 (U) (U'E U), como f es continua.W es una co-

lección de abiertos que cubre a X. Entonces por la paracompa-

cidad de X se tiene que (&i tiene un refinamiento cerrado F que 

preserva cerradura. Considérese V ■ (f(F) JF E F), como f es 

cerrada, V es una colección de cerrados y puesto que F cubre 

• X y f es suprayect(va entonces V cubre a Y. Sea V' C V. V' 

(f(F) 1 F E F', F' C F) cualquier subfamilla de V, pero 

u(f(F) , F E F') • ft u(F 	f E F')) • A es un cerrado pues F 

preserva cerradura y f es cerrada; por lo tanto V es el refi-

namiento cerrado que preserva cerradura de U ya que si V E V 

entonces existe U E U tal que f w1  (V) C f,l  (U) , lo que Implica 

ff 1 (V) C ff " (U) de donde V C U por ser f sup.rayectiva. 

CI) 	M 	I1 note on paracompact spaces, Proc. Amer. Math. 

Soc. volumen 8, pig tna 823. 
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4.5 	COMPLETAMENTE NORMAL 

4.5.1 Definición.• X es completamente normal si todo par de 

conjuntos F1,F2 de X tales que Y1 n F2 • F1 n IF2 • • tienen 

vecindades -ajenas. 

4.5.2 Proposición.- X es completamente normal si y solo si 

X es hereditariamente normal. 

Si X es completamente normal, sea 1 un subespaclo de X, 

F1,F2 cerrados ajenos en E. Como ¥ n E • ClE(F 1 ) • FI 	(1 • 

1,2) se tiene que F1 n ¥2 . ¥1 n F • m luego existen U1,U2 

abiertos ajenos en X tales que F i C U i por lo que F i C E n U1 

• U . los U son abiertos y ajenos en E por lo tanto E es 

normal y en consecuencia X es hereditariamente normal. 

Ahora supóngase que X es hereditariamente normal, sean 

FI,F2CX táles que F 1 n Ir2 • 7,1 n F2 • 0. Sea E • X - (Y1 n 

Y2) subespacio de X donde F i C E ya que F C X - Fi 	(1 / j). 

Por otra parte, como E es un subespacio normal de X, existen 

abiertos U1,U2 en E, ajenos tales que F I n E • CI E F 1 C U1. 

Pero como E es abierto en X, U1,U2 son vecindades abiertas en 

X de F1 y FZ, por lo tanto X es completamente normal. 

Del lema del capítulo de generalidades se sigue el coro• 

lar lo: 
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4.5.5 Corolario.- Ser completamente normal y ser hereditaria• 

mente paracoopacto son tnvarlante• bajo identificaciones ce-

rradas. 



3 

5 INVARIANTES BAJO IDENTIFICACIONES PERFECTA$ 

5.1 	12 

5.1.1 Definición.- Un espacio es de Hausdorff o 12 si cada 

par de puntos distintos tienen vecindades ajenas. 

5.1.2 Lema s' Si X es un espacio de Hausdorff, K un conjunto 

compacto de X entonces para cada x e X - K existen U,V abler-

tos ajenos tales que K C U, x E V. 

Sea x E X 	K, para cada y E K existen Uy,Vy abiertos a• 

jenos tales que y E Uy, x E Vy, por ser X espacio de Hausdorff 

La familia , {Uy 1 y E K) es una cubierta abierta de K que es 

compacto, luego K C U 	u .. u U 	• U es abierto, obviamente 
n 	y1 	yn 

x ra n Vy • V es abierto y además U n V• 
i 

5,1.3 Lema,- En un espacio de Hausdorff cualquier par de con-

juntos compactos ajenos tienen vecindades ajenas. 

Sea X un espacio de Hausdorff, KI ,K2 compactos ajenos. 

Por el lema anterior, para cada x E X, existen Ux, Vx abier- 

tos 	ajenos tales que x E Ux, K2 C Vx. La familia U 	{Un 

x E K} es una cubierta abierta de K que es compacto, luego 

tiene una subcublerta finita'{Ux ,.,.,Ux }, como antes se t.Ie 
n 	 1 	n 

nc que U ■ IulUxl y Y m ,¥I Vx 	son vecin4ades abiertas aj! 

nas de KI y KZ respectivamente 
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5.1.4 Deflnlción.- Una /unción p de X sobre Y se llama perfec 

ta si es continua, cerrada y p't (y) es compacto para cada y E 

Y . 

5.1.5 Proposición.- Bajo una identificación perfecto se pre• 

sirva el ser Hausdorff. 

Sean p;X •. Y una Identificación perfecta, X un espacio 

de Hausdorff, y 1 ,y2  E Y distintos, p-1 (y 1 ), p-1 (y2) son com-

pactos ajenos de X, de aht que por 5.1.3 existen U1  y U2  a-

blertos ajenos tales que p-1 (y 1 ) C U1 , p'1 (y2 ) C U2, Sean YI  

o Y - p(X - U1 ) 	y V2  ■ Y - p(X - U2) son abiertos, ajenos 

y tales que y l  E V 1 , y2  E V2 	(ver lema 4.2.2 y la demostra- 

ción de la proposición 4,2.3). Con lo anterior se ha probado 

que Y es Hausdorff. 

5.2 	REGULAR 

5.2.1 Definición.- Un espacio X es regular si para x E X y F 

cerrado en X que no contiene a x, existen U,V vecindades eje-

,nas de x y F respectivamente. 

5.2.2 Lema..- Si X es un espactp regular, K un compacto de X. 

entonces para cada F cerrado en X ajeno a K existen .0 y Y a-

biertos ajenos tales que K c U y F c Y. 
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Como X es regular para cada x E K existen Ux, Vx abler• 

tos ajenos tales que x E Ux y F C Vx ; la familia (U1 	x E 

K) es una cubierta abierta de K luego existen xl,...¥x E K 

tales que K C U 	U ... U U 	• U abierto y además F C V 	n. 
x¥ 	xn 	 xl 

n Vx • V abierto. Entonces U y V son los abiertos ajenos 
n 

qué satisfacen la condicl6n del lema. 

5.2.3 Proposlci6n.- La imagen de un espacio regular bajo una 

ldentiflcacl6n perfecta es un espacio regular. 

Sea p:X + Y 	una identificacl6n perfecta con X espacio 

regular; sean y E Y, F cerrado en Y que no contiene a y. Los 

conjuntos p(y) compacto y p-1 (F) cerrado son ajenos en X 

luego existen U, y U2 abiertos ajenos tales que p-1 (y) C U1 y 

p 1 (F) C U2. Los conjuntos Y 1 • Y - p(X - U1 ) y V= • Y • p( 

X - UZ ) son abiertos ajenos y tales que y E Y1 y F C Y2 

(véase 4.2.2 y 4.2.3), por lo tanto Y es regular. 

5.3 	2'CONT ABLE Y COMPACIDAD LOCAL 

5.3.1 Proposicl6n.- Si p:X -+ Y es una Identificacl6n perfecta 

y X es 2'contable entonces Y es 2'contable. 

Sea 8 una base contable de X y 6 la familia de todas las 

uniones finitas de elementos de 8. Es claro que 6 es contable. 

Los conjuntos Y - p(X - e) para cada 8 e g son abiertos ya que 
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p es una funcldn cerrada. 

La familia U •'(Y - p(X - t) ¥0•e 6) es contable y ade• 

mis una base de Y puesto que si y E U abierto de Y, p•1 (y) C 

p(U) es abierto, pero p 1 (y) es compacto en X, por lo que 

existen V I,...,Vn elementos de g tales que p'3 (y) e V1 u •••u 

Vn ■ e C p-1 (U) asf que B E B y por el. lema 4.2.2, y 	Y 

p(X • D) C U, por lo tanto Y es 2'contable con U una base con 

tabla de Y. 

5.3.2 Proposici6n.- Si p;X -..Y es una (dentlficacl6n perfecta 

y X es localmente compacto entonces.Y es localmente compacto. 

Para y e Y, sea Kx una vecindad compacta de x E p-I (y) 

en X, la coleccl6n'(Kx.) x e p 1 (y)) cubre a p-1 (y) compacto 

y por lo tanto tiene una subcubierta finita'íKx ,...,Kx }. SI 
• ! 	n 

U • ¡Vl Kxt,K • 1 V1 Kx , U es abierto de X y K compacto. De 

p"1 (y) c U c K se tiene que YE ¡Y - p(X - U)¡ c p(U) c p(K) 

por el lema 4.2.2. Luego p(K) es una vecindad compacta de y, 

por lo tanto Y es localmente compacto. 

5.4 	METRIZABLE 

5.4.1 Deftnlc(6n.- Sea U una cubierta de X, A c X, lo estrella 

de A respecto a U es el conjunto St(A,U) • ufU C U 1 A n U/ 

1 



5.'.2 Definlcldn.- Sean U y V dos cubiertas de.X, V es un reo 

finaalento estrella de U sl para cada V e V existe U É U 

tal que St(V,V) c U. 

Notacidn.- En un espacio métrico (X,d) se considera la nota- 

ción V(x) para la e-vecindad de x, es decir VE(x) • (y E X¥ 

d(x,y) < e).. 

5.4.3 Proposición.- Un espacio de Fréchet X es metrfzable si 

y solo si tiene una sucesl6n de cubiertas abiertas  

tal que: 

1) Para toda n > 1 la cubierta Un+1 es refinamiento 

estrella de Un. 

2) para cada x E X, 	(St(X,Un) 	n • 1,2...) es una ba 

se de vecindades de x en X. 

Supóngase que X es metrizable, sea d una métrica en X 

cuya topologra rd es la topología de X. Se define para el en- 

tero n > 1, -Un como (V113n (x) 1 x e x}. La sucest6n de cu-

blertas(1)(yn 1 n • 1,2,...) satisface 1) y 2) pues: si z e 

St(V113
n (x), n+1) entonces existe y E X tal que z E V1/3n+1 

(y) y V-113n+1 (x) n y113n+1 (y) / , asf que para w en esa 

Interseccldn se tiene: d(z,x) < d(z,y) + d(y.w) + d(w,x) < 

113n+1 + 113n+1 + 113
n+1 • 113n de donde z E V1/3n (x) lo que 

Implica St(V113n+1 (x), n+1 ) c V113n (x) 	y por lo tanto Un'1 

es refinamiento estrella de Un para toda n > 1. Para probar 

(1) abiertas 



21 obsérvese que x e V113n♦1 (x) c St(x
,Un+l) 

 c St(V1/3ns1 (x) 

e un*1 ) C V113n (x). De la primera contencl6n se tiene que $t( 

x,Un) es vecindad de x y de la última que (St(x,u ) 	n •1,2,. 

..} es una base de vecindades de x pues 	(V1/3n (x) 	n • 1,2, 

...) es una base de vecindades de x en X. 

Si ahora se tiene una sucesión (Uni n • 1,2,...} de eu• • 
biertas de X que satisface las condiciones 11 y 2) se demostró 

ré que X es metrizable. 

Obsérvese primero; 

a) (x,y) c ,U para algún U E  Un  si y solo si y E  

Un ) ; Stlx,Un*1 ) C Stlx,Un) 	para cada n; y E St(x, 

Un ) para toda n si y solo si x • y 

La primera afirmación se sigue de lea definición de St(x, 

Un ). La segunda se sigue de la primera y de la hipótesis 1). 

La tercera resulta de la hipótesis 2) y de ser X un espacio T 1  

Llámese U.  • (X}. Para x 0 y sea n(x,y) • max in 1 y E 

St(x,Un )}, n(x,Y) . 112n(x,y) 	n(.x,x) • 0 

b) St n(x,y) < 1/2n  , y 	Stt'x,Un+i  ); además n(x,y) • 

0 si,' y solo si x • y 

Ahora se construirá una mltrica que defina a la topología 

original de X. 

Sea S el conjunto de todas las sucesiones finitas de pun 

tos de X con más de un término, Si s • txl,...,an) se pene 
n 

L(s) • i  2 n(x1.1,x1); se define S tx.y)  • ( SE SI  el primer 

término es x y el último y} 	y d(x,y) • (nf (((s) 1 SE • 5 

• abiertas 
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Se tiene que d(x,y) > 0, d(x,x) • 0 y por ser q sIm trl- 

Ca, d(x,y) • d(y.x). Ahora, si s • (x,...,$) E S 	, 	s' • 
(s) 

entonces ss'  

y L(ss') • L(s) + L(s') por lo tanto d(x,y) < L(s) ♦ L(s') lo 

que Implica d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Finalmente, la propie-

dad; d(x,y) • 0 Implica x • y es consecuencia de la propiedad 

siguiente, que se probará más adelante. 

c) Si 	d(x,y) t l/2' entonces y E St(x,Un) 

La propiedad c) es a su vez consecuencia de: 

d) L(xl,....,xk) < 1/2n 	implica 	xk  E 
St(x1,Un) 

Se prueba d) por Inducción en k. 

S1 $ • (*,,x2), L(s) • n(x1 ,x2) y por a) y b) x2  E 

St(x1 #Un)• 

Ahora se supone que se ha probado la propiedad para toda 

sucesión con menos de k-términos, k > 2; sea s una sucesl6n 

de k-términos tal que L(s) < 1/2n. 

k 	 k 
De.

1 

	

Z2  R(x1-1,x1) - n(xl,x2) ♦ •E 	n(xi-t,xi) si R(xl.x2) 

k 
1/2^+1, 	

q(x
1 -1 ,x 1 ) < 1 /2n♦1  y como n(x l , xa ) 	1/2n. por 

1.3 

b) se tiene x2  E St( x1,Un+1) y por Inducción xk  E St(x2,Un+1) 

luego por e) existen U,U'E Un+l  tales que•{x1 ,x2) c U y•ixZ,xk) 

C U' de donde (x ,x} c u u U' C St(U.Un+t) c U*  para algún U 

E Un, nuevamente por a) xk  E St(x1 ,Un). Considérese ahora el 

caso q_(xl,x2)<l/2n+1, sea J el mayor entero en •{2,...,k) tal 

que r f(x1-1 ,x,) ,t 1/2n+1, si J • k por induccl6n xk-1 	St( 
1.2 
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x 1 .Une1) Y xk E St(xk,1,Un+1) luego como antes xk E St(xlp 

Un). Si J < k entonces I E2 n(x 1-1,x 1 1 s 1 /2n *li como 	E nt 
12 

k 
x l-1'x 1 ) < 1/2n se tiene que 	E 	n(x 1-11x l) < 1/2nf1 luego 

-J+1 
xJ E St(x 1 ,Un,1 ) por hip6tesis de Inducción y para el Indice 

n+l, pero x¥.l e St(x¥.Un+l ) pues n(x j -x j ,1 ) < 1/2n aplican- 
do b) y xk E St(xj+1iUn+l) también por hlp6tesis de induecl6n. 

por a) existen U.U',U" E Un+l tales que tx l,x¥) C U, (x j .xJ ,I ) 
C U', (x J+)P xk } C U" 	luego {x l,xk } C U u U' u U" C St(U',Un+1 ) 
C Ue para alguna U* E Un por lo tanto xk E St(x1 ,Un ). 

Con lo anterior se ha demostrado que d es una métrica en 

X. 

Para demostrar que la topología definida por d en X es 

la topología original de X basta probar que: para cada x 6 X, 

{V112n (x) 1 n a 1,2,...) respecto a esta métrica d, es una 

base de vecindades abiertas de x en X. Esto resulta de V1/2n 

(x) C St(x¡Un ) por c) 	y de 	St(x,Un+t ) C V1/2n (x) 	pues s1 

y E St(x,Un+,), 	n(x,y) < 112n+1 < 112n 	por lo tanto dtx.y) 

< 1/2n, Entonces basta probar que cada VI/2n (x) es abierto 

de X, en efecto si- x' E V 1/2n (.x) 	existe m entero tal que 

V1/2m (x') fl J1/2n (x) lúegq la vecindad abierta  
de x' está contenida en V 1 12n (x}. 

5.4.4 Teorema de Frink.- Un espacio de Fréchet X es metriza- 

ble si y solo si tiene una base de vecindades (Un(x) 	n E N) 
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para cada x e X tal que# 

1) Un(x) n Unoltx) para toda n E N 

2) Para cada n e N existe un entero ni(n) > n tal que 

si Umin)(Y) n Um(n)(x) 0 0 entonces Um(n)(Y) C 

Un(x)  Y 	Um(n) (x)  G UO ty )  

Si X. es un espacio de Fríchet y metrizable, sea d una ml 

frica que define la topología de X; a la vecindad V1/2n tal • 

(y E X 1 d(x,y) e l/2n) de x en X llámesele U0(a). Entonces 

(Un(x) 	n E N) satisface la condición 1) y es una base de 

Vecindades de x en X. 

Cumple con la condición 2) puesto que para n entero post 

tivo sea m e n + 2. Si w E V1/2m (Y) n V1/2m (x) y 	a l 

V1/2m (y) 	se tiene que d(z.x) 	d(z,y). + d(y,w) + d(w.x) s 

112m  + 
	

+ 1/2m  e 312m  < 4 /2m  • 1/2n. Por lo tanto 	s E 

V112n (x) 	luego Vi12m (y) C V 1/2n (x). Anilogamente se cum- 

ple V1/2m (x) C VI/2n (V). 

Ahora supóngase que se tiene una base de vecindades (Un( 

x) 	n e N) para cada x en X, que satisface 1) y 2). 

Sea n1  ■ m(l), n2  e m(n l ),...,nr+l  • m(nr), 	es claro que 

nr+1  > nr  > r. Definase Vr(x) - Un  (x) para toda r E N. Las 
r 

cubiertas abiertas yr  • { Vrjx) 	x e X) satisfacen las condi-

ciones de la proposición 5.4.3 Para demostrar St(V 1(x),V
r♦ 

 ,) 

basta probar que 

 

     



48 

Um (n ) (x) lo que Implica. por 2) Um(n ) C Un (x). de donde 
r 	r 

Vr*% (v) C V,(*). 

Por otra parte St(xpVr+1) C St(Vr♦1. V r+, ) C V, (x) C Url 
x) Y como St(Yr+1(x).Vr+1) 

	Vr♦1(Y)nV1(x)/O Vrii1(Y) C Y
rl 

x) de aht que (St(x,Vr) 	r • 1.2....) es una base de ve- 

cindades de x. Con lo anterior se concluye que X es metrisa-

ble. 

5.4.5 Proposición.- Sea p:X + Y una Identificación perfecta. 

S1 X es metrisable entonces Y lo es. 

Sea d una métrica en X que Induce su topología. Para ca-

da y € Y y n entero positivo sea Un(p-1 (y)) • (x E X 

d(x,p-1 (y)) < 1/n) , es una vecindad abierta de la fibra p-1 ( 

y); de ahf que Vn(y) • Y - p(X - Un(p-1 (y))) es una vecin-

dad abierta de y contenida en p(Un(p-lly)))• 

La familia {V(y) 1 n • 1,2....) es una base de vecinda-

des de y pues si N es cualquier vecindad de y, el cerrado X -

p-1 (N) es ajeno al compacto p-1 (y) lo cual implica d(X - p-i( 

N).P-ily» • 6 > 0, si n es tal que 0 < 1/n < 6 
 

.y) ) C p,1 tN) 	de donde Vn (Y) C P(un (P,1 (Y))) C N. Y es T1 

pues X lo es y p es cerrada, ver 4.1. 

Finalmente se probará que {v() 1 n E N} satisface 1.) 

y 2) del teorema 5.4.4. 

La condición 1) se cumple pues Un¥1 tp-1 (y)) C Un(p-1(y)) 



para toda n E N. 

Para demostrar 2) de dicho teorema sean n E N, y E Y 

dados, tómese m > 2n.2r donde r • d(X - 	 '(V2 &)). p 3(y)) 

> 0. SI y" E.Vm(Y') n Vm(Y) para algún y' E Y. p-3 (y") c p,a  

(Vm(y')) n  p
-1

(Vm(y1) C Um(p
-1
(Y')) n Um(P-1(Y)) 	por de/inl- 

ci6n de V(Y), entonces para cada x" E p- 1 (y") 	la distancia 

d(x",Um(P-1(Y')) < 1/m y d(x"pUm(p-1(y)) < 1/m luego dl 

p-1(•Y),P-1(Y')) < d(P 1 (Y),x") + d(x",p 1 (y')) < 2/m pero co 
mo p-1(y') 	es compacto existe x' E p(y') 	tal que dlx'. 

p-1(y)) 5 2/m; por ha elección de m 	dlx',p-1(y)) < r 	luego 

1 
x' E p (V2n(y)) por la selección de r, de ahr que y' E V2n 
(y), es decir, para todo x' E p- 1 (y') 	la d(x',p 1(y)) 	< 

1/2n. 

Por otra parte si 	y E Vm(.y'), p'1(Y *) C p- 1 (Vm(y')) C 

Um(.y§) 	luego para cada x *  E p'1 (y*), 	d(xe,p 1(y')) < 1m. 

Sea 	xó E p -1  (y') 	tal que d(x',x¿) < 1/m entonces dlxe, 

P-1(Y1) < d(x*,xó) + d(xó,p'1 (y)1 < 1/m + 1/2n < 2/2n ■ 1/II 

de ah( que x E Un(p.1(y)) y ésto para toda x*  E p I (ya) 

lo que implica p(ye)  C  Un(p-1 ty)), pero p 1 (y5 ) C  

y)) C Un(p (y)), en consecuencia y e V(y) 	es decir VT ( 

y') C Vn(y), con ésto queda demostrado que se cumple la eondi 

ei6n 2) y por lo tanto Y es metrísable. 
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5.5 	PROPIEDADES QUE REFLEJAN LAS IDENTIFICACIQ$L 

PERFECTAS 

5.5.1 Proposición.- Sea p;X + Y una (denti?Icacl6n perfecta. 

Si Y es compacto entonces X lo es. 

SI Y es compacto, p:X + Y es una Identificación perfec- 

ta y U una cubierta abierta de X, para cada y E Y sean U 0 
YI 

...,U 	elementos de U que cubren a p•1 (y) que es compac 
Yn (.Y l 

n(y) 
to so X. Sea V(y) • Y 	p(X - 	u 	U ) es un abierto que 

1-1 	Y1 

contiene a y, séase el lema 4.2.2, entonces V ■ (V(y) 1 y 

E Y) es una cubierta abierta de Y que es compacto asf que, 
m 

Y • 	,U' V(y ). La familia *{Uy,,) (J ' 1,...,m 	t • 1,..., 

n(y l)} es una subcublerte de U, pues st x E X, p(x) 	y E Y, 

existe Y 	E V tal que y E V 	• Y e p(X •n( u1 ) U 	) Y j 	 Yj 	 i.1 	Y j .1 

	

n(Y 1 	ntY ) 
luego x E p•1 (V ) • X • p¥1 p(.X 	u¥ 	U 	) C 	u¥ U 

Y j 	 '1'l 	Y j i 	1•1 Y1.1 
Por lo tanto X es compacto. 

5.5.2 Proposlct6n.- Si p;X -+ Y es una Identificación perfec- 

te 	y Y es de Llndeldf entonces X es de Lindes f. 

La demostración es Igual a la de 5.5.1 sólo se reemplaza 

Y a 	m Vty. 1 	por 	Y a u V(y 
1-1 	j 	1s1 
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5.5.3 ►roposlcl6n.- SI psX ♦ Y es una Identlflcación psr?.c• 
te con Y un espacio paracompacto entonces X es paracompacto. 

Para U una cubierta abierta de X se construye la cubisr• 

te abierta V como en 5.5.1 y tiene un refinamiento W abierto 

localmente finito pues Y es paracompacto. Sea W(y) • u(V E 

(y 	W C V(y)} 	se tiene entonces W' • 	tuy • i. n p-1 1W(y)) 1 
1 

■ 1,...,n(y 1 ), y E Y) es claramente un refinamiento abier-

to de U la cubierta dada en X. Además W' es localmente flni-

ta, si x E X, como W es localmente finita existe N vecindad 

de y • p(x) que intersecta a sólo un número finito de W por 

consiguiente intersecta a sólo un número finito de M(y); p'1

(N), es -vecindad de x que intersecta a un número finito de 

y de ahf a un número finito de elementos de W'. Por 

lo tanto X es paracompacto. 

5.5.x+ Proposición.' SI 	p;X + Y es una identificación perfec 

te con Y localmente compacto entonces X también es localmente 

compacto. 

Para cada x E X y K vecindad compacta de p(,x) en Y, p(x) 

E U c K con U abierto en Y, luego x E p- 1 (U) C p,1 (K) donde 

'1 	•1 
 es abierto y p.1  p 	(K) es compacto en X por 5.5.1 y por 

ser pip'1 (K) una identiflcacl6n perfecta sobre p(K), de ahf 

que X es localmente compacto. 
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6 INVARIANTES /AJO IDENTIFICACIONES ASIEIITA% y CE11*ADA$ 

6.1 	COMPLETAMENTE REGULAR 

6.1.1 Deflnlci6n.• Un espacio X es completamente regular si pa 

re cada x F X, F C X cerrado que no contiene a x existe una 

tuncl6n continua f:X * 1 	tal que f(x) • 0 y f(F) • 1. 

6.1.2 Proposición.' La propiedad de ser completamente regular 

es Invarlente bajo Identificaciones abiertas y cerradas. 

Sea f;X -+ Y una identlficaclón abierta y cerrada con X 

completamente regular y un punto yo E Y - F con F cerrado de 

Y; para x E f-1 (yo) y 	f'1 (F) 	cerrado en X existe C:X + 1 

continua tal que ç(x) • 0, 	C(.f'1 (F)) q 1 0 

Considérese el conjunto D de los racionales dIádIcos (ver 

4.3.1), se define 	Ud 	f(. t'([0,1)))para toda d E D, eS a- 

bierto por serlo f; como f también es cerrada, Ud C U 	si d 
d¥ 

< d', luego la familia y 	(Ud ( d'E D) satisface las con- 

diciones de lema 4.3.3, por lo que la función 	,:Y + 1 dada 

por; 	 1 	si y q Ud 	para toda d E D 

(,  
inf {d e D 	y E Ud) en caso contrario 

#s continua. 

Obsérvese que y E Ud s1 y solo s1 existe x E f'1 (y) tal 

que 	f (.x) < d; como 4(x0). m 0 < d 	para toda d E D 	(y01 m 



'3 
O. Además t(¥'1 ¥F)) - 1 Implica *(F) • 1 pues para todo y 

E F, y 9 Ud para todo d E D, luego la luncl6n g►:Y • 1 manda 

yo 	en o 	y 
	

F en 1, lo que prueba que Y es completamen 

te regular. 
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7 INVARIANTES §AJO IDENTIFICACIONES UNIFORMENE.ITE 

CONTINUAS Y UNIFORMEMENTE ABIERTAS 

7.1 	ESPACIO COMPLETO 

7.1.1 Definición.- Una sucesión 	(xn) en un espacio métrico 

(X,d) es de Cauchy si para cada 	e > 0 existe un entero N > 

0 tal que d(xm,xn) < e 	siempre que n,m 	N 

7.1.2 Definición.- Un espacio métrico (X.d) se dice que es 

completo si y solo si cada sucesión de Cauchy en X converge 

en X. 

La recta real N con la métrica usual es un espacio com 

plato. 

7.1.3 Definiciones. Para (.X,d), (X 4 ,d') espacios métricos y 

f:X • X' 	una función: 

1) f es uniformemente continua st.dado e > 0 existe 

> 0 tal que si d(x 1 ,x2) t 6 	entonces d'(f(x1 ),f(x2)) < e 

.para todos los x 1 ,x2  E X. 

2) f es uniformemente abierta si dado n > 0 existe y 
> 0 	tal que f(Vn(x)) D Vú (f(x)) 	para toda x E X 

3) f es una isometría si para todos los x 1,*2  E X 

d'(f(x1 ),f(x2)) • d(x11x2) 
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Es fácil comprobar que todo función uniformemente contl• 

nua es continua; toda función uniformemente abierta es doblar-

te; toda Isomstrfa es Inyectiva(ID) página 285) y uniformemen 

te continua, si la Isometria es supraysctiva entonces además 

es uniformemente abierta, por lo tanto es un homeomorfismo.Tº 

da Isomstrta es una Inmersión. 

7.1.4 Deflnlcl•6n.- Una completaclón de (X,d) un espacio mitrl 

co, es un espacio métrico completo (X 
A 
,d

A 
 ) y una Isometría 

(X,d) -1 (XA d*) tal que la Imagen de X es densa en X. 

7.1.5 Proposición.- Todo espacio métrico tiene una completa 

ci6n. 

Dado (y,d) un espacio métrico sea S el conjunto de sute

siones de Cauchy en (y,d). Se define la relacl6n ti entro dos 

sucesiones s • (yn), s' • (yn) de S cono s1que: s ti s' 	si y 
solo si 	11m d(yn ,yn) • 0 (ti es una relación de equivalen' n♦o 
cia). 

En el conjunto Y *  • 51% definase la siguiente métrica: 

dA (( sl,[ s')) • hm d(yn ,yn) 	para 	(yn ) E 1 s) 	y 	(y,') E t s'1,. 
•dA  esté blén definida porque (d(yn,y,)) es una suces4*n de 

Cauchy en R con la métrica usual por lo tanto existe Ilie d( 
n4 

yn ,yn), es un número real no negativo y no depende de los rs• 
presentantes que se tomen de (si,  I s') . 

Se 
	* 	 A 
prueba que d es una métrica: d Q tl J si) oa 0 el y 
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solo si, por definición de %, (si • tso) : 	da((s).ts'1) • 

da(( s') •( sl ) y d*tt sl ,f s.'j ) • Hm d(y,y) < 1 IR t d(yn.y,) + 

a 	 # d(y¥.y")l • d (t s1 .t s')) + d(( s' 	n -.. 
1 .1 s1, 3 ). 

 

Para cada y e Y sea I(y) • (sy1 E Y* donde sy • 

1:(y.d) -► (Y*,da) es una isometría, pues: d*(I(y),l(yI)) • 

- hm d(y,y') • d(y,y'). Luego 	1 es un horneo 
n-~ 	 a morfismo de Y sobre 1(V) subespecio del espacio mftrlco (Y 

d*). 

Dados e > 0, s - (yn) E S hay que demostrar que existe 

a 
y E Y tal que t syl .E Ve( s) para concluir que ¡(Y) es denso en 

Ye. Como s E S hay un entero positivo N tal que d(yn,ym) < c/2 

para toda n,m > N. Sea y - yN entonces lim d(y,y) < e es d. 
* 	 n¥a+ 

e r, d (( '1 .1 syl) < 	e. 

Ahora se probará que Y es completo, sea sm - (ym) E S 

tal que ((sm1)m•1*2*...es una sucesión de Cauchy en 
Y. 

Para 

cada m, por ser sm de Cauchy, dado e > 0 existe N(c) entero 

positivo tal que d(y1. ) < e para toda I,J > N(c). Para e • 

1/m se toma la subsucesi6n de sm, x1 - yN(1/m)+i con 1 • 1 2 

. 0 9 es claro que (x 1) E S y tx1) ti sm. 

Por otro lado, como (1 sm1) es de Cauchy en Y, dado e 

0 existe M(e) tal que I Im d(xk,xk) • d*(( sn1 ,( sml) < c/3 

para toda n,m > M(e) luego existe k tal que d(xk,x k) < £13, 

si además n,m > 3/e se tiene que d(xn,xm) < d(xne xk) + d(xk,-

xm) + d(xm,xm) < 1/n + e/2 + 1/m < e lo cual prueba que la su 

* cesión s • (xn)n-1,21..E es de Cauchy. 
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Se probar& finalmente que (Es*1) converge a Is*1 en Y. 

Para 	c > O dado, consld(►ese M(c/2) como antes, sl n,m t M 

(c/2) 	y n,m > 6/c 	se tiene que d( 	.s 	< dlr
a
,a) 	• d n n — n m 

T 	0 (am, en) < 1/m • c/2 < c/3 • c/2 < . 	esf que d (I+ 1.1s 1) 

• hm d(x
m
.a

ii
) < e 	para m > M(c/2) 	y m > 6/c. 

n~ 

7.1.6 Proposición.- Sea f:(X,d) + (Y,d') una función supra-

yectiva, uniformemente continua y uniformemente abierta entre 

espacios métricos. SI (M,d) es completo entonces (V,d') es 

completo. 

Sea I:(Y,d') .• (Y *,d* ) una compietaci6n de (V,d'). Para 

r > 0, como f es uniformemente abierta caíste ',(r) > 0 tal 

que f(Vr(x)) D V6(r)f(x) 	para toda a t. X. por otro lado 

como 	I(Y) 	es denso en t * y 	V6(r)(ifl+I)) n 1(y) •  

(f(x))) entonces V¥ (r) ,¥ 	 V ; Ti7( 	luego 

Ff(Vr(*))V,(r)(if(x)) 	para toda 	x E X 	. . . . . . .(1) 

Ahora para r > 0, e > 0, a E X y v E if(Yr iATT fijos 

se construirá por inducción en n una sucesión 
 

de puntos en X tales que Ve /2m+1 (cm) n Ve/Zm ( cm _1 ) 

y 	v E 	m Txm 1 para toda m, Sea r • e/2m•I y Ao • 

como v E if,A0 	existe 	a l E Aa 	tal que 	1f(a 1 ) 	E 

VQ(r )(v). Supóngase que se han construido *i, ....a, 	y 	Ak 
0 

• Vr (ak ) 	k • 1,2,...,n-1 	de manera que 	Ak n Ak-1 	0 	0 

k 
y 	v E i (Ak ) . Sea x n E A 	i 	tal que 	if (xn ) E V, (► J (v1 lue 

go VE V6(r 1 t(*)) C 	r xn 	TT A 	por 	11). 

n 	 n 



se 

La sucesión (x n )12 
	en X es de Cauchy pues dado n•..... 

c > 0 	existe n 	entero positivo tal que r • e/2"♦1 < C 

m-n-1 
para toda n > n 	si 	n > ne• 	d(e^ ,xT ) 	díe"•i . 

.0 
m•n-1 	M-n-1 

xn♦fell< i:0 r 	"• n•1 • e/2 	El/2 	"• • 2s/2 	1 1 • 1/2¥¥n( 
1.0 

< a/2 < e/2n 1 < e 

Por otra parte, como X es completo (xn)n•1 2,,,. conver 

ge, supóngase que a U. entonces para e/2 sea me entero po 

sitivo tal que d(xm,u) < e/2 para toda m > m; luego 

d(x.u) c d(a.a 1 ) • dixl x) ♦ d(xm.u) < r • e/2 • e/2 • r ♦ e 

Ahora, dado c s 0 existe n 	tal que 6(r"*) < < . co 

:01 

v e V6(r )(l?(an)) 	para toda n, 	d(1/(xn).v) 4 d(r") < t 

n 	n, luego (l?(* )) •3 	converge a v y cono co n n•1,2,... 	 — 

verg, a 	il(u) 	en 1► a se tiene que v • iflu) E if(wree(x)). 

Si ha probado para r,e,x fijos, que cada v E 	r a , 

esta en IflVr•e(x)) 	luego Myr x 	C if(Vr♦e(a» para c& 

da x E X. 	 (2, 

Para r ) 0 dada y e • r existe 6(r) > 0 que por (1; 

y (2) 	es tal que 	if(V2r(x))D V'(r)(tf(x)) 	para toda x e X. 

A 	A 
Finalmente para 	y E Y 	• 	if X) 	existe a E * 	tal 

que 	if(x) E V3(r)(y•) 	ponlo tanto ys E Ve(r)(if(x)) C 	I/ 

(V2r(x)) C if(X) de aht que 	if es suprayectiva, lo que Im- 

plica i(Y) + Y * de donde (Y,d') es completo. 

L 
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