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PROLOGO

Este trabajo consiste en una presentacion matematica del modelo de
Insumo-Producto de Leontief. 'Dicho modelo estd integrado por dos

modelos que son el modelo cerrado y el modelo abierto. El modelo
cerrado se resuelve basicamente demostrando el teorema de Perron-
Frobenius, este teorema puede demostrarse de varias maneras. La
mayoria de las versiones que vimos usaban herramienta mis o me--
nos complicada por lo cual el mérito de este trabajo es el de presen
tar de una manefa accesible los modelos mencionados. La resolu- ! -
ciéon del modelo abierto consiste en determinar la existencia de (I-C-) '
tal que _(I-C)- = 0 para la cual se dan dos caracterizaciones y 'algu-
nas condiciones suficientes. Los puntos maés importaﬁtes del modelo

cerrado se apoyan en (()) ) y () ), los del modelo abierto en --

((|) ), sin embargo no nos concretamos a seguir los lineamientos -

de estos articulos sino que hemos modificado algunas demostraciones __

e inclus;o hemos dado en varios casos demostraciones diferentes con
herramien;a més sencilla, utilizando basicamente resultados conven-
cionales de algebra lineal y solamente en la resoluciéon del modelo ce
rrado se utilizan unos cuantos resultados de andlisis matematico. En

el trabajo se dividen las matrices en reducibles e irreducibles, estos

dos tipos de matrices juegan un papel importante en la resolucitn de
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los dos modelos. Cabe aclarar que existen varias definiciones de ma
triz reducible e irreducible y que con tan sélo variar la definiciéon de
estas matrices la presentacion del modelo cambia radicalmente. Otras

definiciones se pueden encontrar en ((4) ).

Es importante mencionar, que este trabajo nace de la inquietud por
encontrar ejemplos de motivaciéon o aplicacién de las mateméiticas en
conexion con otras disciplinas. Y creemos que el trabajo resultante
puede servir en economia matemadtica como motivacién y en algebra
lineal para introducir y ver la aplicacién de conceptos tales como ope

raciones con matrices o valores y vectores propios.

Nosotros no analizamos el modelo bajo el punto de vista econémico, -
en ocasiones tan so6lo nos limitamos a interpretar ciertos resultados

con el fin de aclarar algunos conceptos mateméticos. Tampoco estu-
diamos sus implicaciones politicas pero es importante notar que la --
elaboracion de una matriz de insumo-producto (de la cual dependen -
los resultados), no consiste sblo en vaciar datos, por lo que estamos
conscientes que la aplicacion de dicho modelo requiere de anélisis --

econdmico y politico.

———
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Finalmente una aclaracidn sobre la notacidén: a través del trabajo se
usan las letras A, B, C, I para matrices, las demas letras mayiscu

las denotan vectores.
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CAPITULO 1

ALGUNOS EJEMPLOS DE LOS MODELOS CERRADO!
Y ABIERTO

1. Introduccidn:

El objetivo de este trabajo es explicar y resolver los dos casos
del Modelo de Insumo - Producto de Leontief que se conocen como -

el Modelo Cerrado de Leontief y el Modelo Abierto de Leontief.

En el primero se tienen varias industrias que comercian entre -
si, consumiendo entre ellas mismas el total de su produccidn, en -

este caso no se considera la demanda externa.

En el segundo modelo las industrias comercian entre si pero -

también consideran la demanda externa y -tratan de satisfacerla,

En este capitulo nos dedicaremos a plantear algunos ejemplos -
de ambos modelos, los cuales nos dardn elementos para abordar -

el problema de su resolucidn general,

2, El Modelo Cerrado., Ejemplos.

Ejemplo 1. Tres inquilinos duefios de sus casas, un carpintero,




}

un electricista y un plomero deciden trabajar dicz dias cada uno y
hacer las reparaciones necesarias de las tres casas. Ninguno de -
ellos quiere que los otros obtengan ventajas., por lo que establecen
que la cantidad total pagada por cada uno de ellos sea igual a la -

cantidad total recibida por cada uno. Supongamos que también se-

pagara un salario razonable atn por el trabajo efectuado en sus -
propias casas. EIl plan de trabajo se encuentra descrito en la si--

guiente tabla:

trabajo efectuado por el

carpintero| electricista|plomero
dias de trabajo en casa del carpintero 2 1 6
dias de trabajo en casa del electricista 4 8 1
dias de trabajo en casa del plomero 4 4 3

Después de efectuar el trabajo se preguntan jcudl es el salario

que se deben pagar tomando en cuenta que ninguno de ellos obtendra

ventajas sobre los otros?

7

]
3
Como se quiere que el total de gastos sea igual al total de in- ;
gresos; la situacibn anterior se puede plantear como sigue: '
Si p; = salario diario del carpintero e
’ ;
pa = salario diario del electricista

pg = salario diario del plomero

o il IR oy O D, S
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2p, + Pyt 6Py = 10P,

4P, + 5 Pq + P g = 10P,
4 p, * 4 Py * 3 Py = lOp8
Donde interesa encontrar los valores Pi» P2 ¥ pg . EI sis-

tema de ecuaciones anterior se puede reescribir como:

8p; - Py - 6p3 =0
- 4p; + Spy - p3 =0

]
o

- 4p; - 4py t+  7pg

Seria deseable encontrar Py » Py s Pg positivas satisfaciendo
el sistema. EI vector (31, 32, 36 )T lo satisface. En el capi-
tulo II haremos algunas observaciones sobre el caracter de las solu

ciones de este sistema de ecuaciones.

Ejemplo 2. Pensemos a~hora en los cinco continentes y en su -
produccidn total en un afio, Dicha produccién es en parte coﬁsumi-
da por si mismos y la otra parte vendida a los otros continentes. -
Supongamos que queremos saber cuil es el precio de la produccidn

total de cada continente, sujeto a total de gastos igual a total de in

gresos.

Fijemos la siguiente correspondencia:

América -1 , Africa -2, Europa -3, Asia -4 , Oceanfa -5.

Sy
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. Supongamos que tenemos la siguiente tabla,

tética.)

(La cual es hipo-

1 2 3 1 4 | S
1 .50 .10 | .50 .05 | .03
2 .10 .20 | .12 .07 | .09
3 .20 .30 | .07 .11 ] .30
4 .15 .25 | .06 .63 [ .28
S .05 15 1 .25 .14 1 .25

La elaboracidén real de dicha tabla es bastante complicada, ' sin
embargo, ya hecha es bastante facil interpretarla. Cada columna -
leida de arriba hacia abajo, indica la fraccidn de la produccidn que
los diferentes continentes consumen del total de la produccidon de -
determinado continente. Por ejemplo, en la primera columna y el
primer renglon (se numeran de izquierda a derecha y de arriba ha-
cia abajo) se encuentra .50 , lo cual indica qué el continente 1, -
es decir América, consume la mitad de su produccibén total. En -
la primera columna y el segundo renglon se encuentra . 10, lo cual
indica que el continente 2 , es decir Africa, consume la decima -
parte de la produccidn total del continente americano. Cada rengldn
indica las fraccio;les de la produccidon total que un determinado con-

tinente consume de la produccion de los otros continentes. Por ejem
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plo, en el tercer rengldn se tienen las fracciones de la produccibn
total que el continente europeo consume de la produccion de ivs -

otros continentes y de su produccion, ¥

Queremos saber cuél es el precio de la produccion total de ca
da continente sujeto a la condicidon total de pagos = total de ingre-

sos, La situacidn anterior se puede plantear como sigue:

Si p; = precio de la produccidon total de América.
po = precio de la produccidn total de Africa.
pg = precio de la produccion total de Europa.
py, = precio de la produccion total de Asia, )
Pg = precio de la produccidon total de Oceanfa.
.50p1 +.10p2 + ,50p3+ ,05 Py + ,03 Ps =P
. 10p; + 20p, + 12ps + .07 py + ,09p5 = P,
. 20p, + .30p, + .07p3+ Al p, + .30pg = pg
.15p; + 25p; + .06pg+ .63py + .28ps =.p4
.05p; + Ay + 25pgt 14 py + .25 Pps5 = Ps
Seria deseabiz encontrar p; , Py » P3 » P4 Y Ps PO~

sitivas que satisfagan el sistema de ecuaciones, veremos en el ca

pitulo II por medio de un criterio sencillo que tal solucidon existe.

Ejemplo 3. Consideremos siete industrias donde cada industria

tiene una cierta produccién de bienes o servicios, que en su totali-

L 06 e B MR -} 2 [ . hr buw e e -umcwo-’n -
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dad es utilizada por las industrias, de acuerdo con la siguiente ta-

bla;
[] 12 13 14 Is5 16 I7 |
I .2 1o |.3 [ o0ofo o K
Iy 0 2 | 0 0, 0] o0 |[.5 |
I3 0 2 |.5 o .9 100
I4 0 0| O 0 0 |.4 | O
Is 0 0 |.5 o |.1 |0 |.2
I .8 0| o0 | .7 0.6 [0
I o |.5 |0 0 o|o].3

Esta tabla también nos indica la fraccién de la produccidbn to-
tal que consume cada industria de las otras; cada columna indica -
cébmo se distribuye la produccidn total de una determinada industria
y cada renglon indica las fracciones de la produccidn total que una
determinada industria consume de la produccién de las otras indus

trias y de si misma.,

Queremos saber el precio de la produccidn total de cada indus
tria de tal manera que la economia esté en equilibrio, es decir que

para cada industria el total de gastos sea igual al total de ingresos.

Siv Pl ’ P2 ) P3 ’ D4 ’ ps ’ 96 Yy p7 son res-
pectivamente los precios de la produccidn total de las siete indus--

trias; el sistema de ecuaciones que nos interesa resolver es:

’

Mh

Sy o
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+
Op1+ .2p2 +.593 Op4 +.9p5 +0p6 + 0p7. = pj
+.

op;+ 0Opy, * Opg Opy = py4

+ + o+
o
e
'
+
o
o
w
W
e
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0p1+ 0p2 +.5p3 0p4 +,lp5 +0p6 +-2P7 = ps

+
G
g
'
+
o
o
o
+
o
g
o
+
=
o
~d

=p6
op, + .sp, + opg +0p, + Opg +0pg +.3p; =py

También seria deseable encontrar Py» Pys» P3gs Pys» Ps 3
Pg ¥ P, positivas, pero en éste caz0 no es tan sencillo aségurag_

lo, como se vera mas adelante,

Observaciones

1. En todos los casos la suma de los coeficientes de cada columna
de la tabla es uno o se puede replantear el sistema de ecuaciones -

de tal manera que asi sea.

2. Los elementos de las tablas no pueden ser negativos, ya que si

son negativos no tienen sentido econdmico,

3. Entonces el objetivo del problema es encontrar precios o sala--

rios satisfaciendo las dos condiciones anteriores y la.de equilibrio.

3. El Modelo abierto. Ejemplos,

Ejemplo 1. Una ciudad tiene tres industrias, una mina de car-




bbn, una planta generadora de energia eléctrica y un ferrocarril lo-

cal.

Para producir $1.00 de carbdn la min.a necesita $0.25 de- ener-
gia eléctrica y $0.25 de tranporte para embarque. Para producir -
$1.00 de energia eléctrica la planta necesita $0.65 de carbdn, $0.05
de su propia energia y $0.05 de transporte. EIl ferrocarril para -
proporcionar $1.00 de transporte requiere de $0.55 de carbon y -
$0.10 de energia eléctrica. En una semana, la mina recibe pedidos
por $50,000.00 provenientes. de consumidores externos, la planta re
cibe pedidos del exterior por $25,000.00. EIl ferrocarril es la Gni-
ca industria que no tiene demanda externa. (Cuil debe ser el valor
monetario de la produccidon de las tres industrias, en esa semana, -

para satisfacer exactamente la demanda interna .y externa?

El consumo viene dado por la siguiente tabla.

mina  planta ferrocarril

mina 0 .65 .55
planta .25 .05 .10 = C
ferrocarril .25 .05 0

Donde cada columna indica las necesidades de una determinada -
industria con respecto a ella misma y a las otras industrias en va-
lor monetario, Por ejemplo, la primera columna indica que la mi-

na para producir $1.00 de carbdn necesita $0.25 de energfa eléctri-



cay $0.25 de transporte. Cada rengldén indica, en valor monetario,
lo que se necesita de una determinada industria. Por ejemplo, el -
primer rengloén indica que para producir $1.00 de cada una de las -
industrias, la planta necesita $0.65 de carbdn y el ferrocarril - -

$0.55 también de carbdn.

Si X es un vector donde cada coordenada indica el valor mone-

tario de la produccidon total de cada industria, las cantidades

OX1 + .65X2 + .SSX3
.25X1 + .OSXZ + .10X3

25X, + 05X, +  0Xg

representan los consumos de carbdn, electricidad y transporte, - -
que las industrias requieren para producir Xl' , X2 y X3 , res-
pectivamente., Entonces considerando la tabla de consumo como una

matriz C, tenemos que CX es el consumo interno y por lo tanto po

demos escribir

X:CX= Produccion total-Consumo lnterno

= Excedente.

En este caso se tiene una demanda externa y la pregunta es: =
LCuil debe ser el valor monetario de la produccibn para satisfacer

exactamente la demanda interna y externa?

%_
’



El vector de demanda externa es D=(50,000.00, 25,000.00,0) T y
buscamos X tal que X-CX=D es decir (I‘-C)X=D parece claro que -

si (I-C) tiene inversa esti resuelto el problema.

Veamos
| S0 .65 .55\\
C= ;{_.zs .05 .10
\.25 05 0
(1-C)X = ,/1.00 -.65 -.55\\ ’,'x1 \ /'50,000,00
- .25 .95 -.10 ,-' Xy ' = / 25, 000. 00 |
-.25 -.05 1 \\XS./ [\ 0 '///
/ 756 542 470 \.\ ’;’".so, 000. 00
x=(1-0)"' D=gx5z | 220 6% 190 i' 25, 000. 00
200 170 630 0
/102,087.00 ",
X = 56, 163.00 '
28, 330. 00 /,.’

Ejemplo 2. Tres ingenieros, un civil, (c), un electricista, (e),
y un mecanico, (M), tienen cada uno, un despacho de asesorias que
abarca varias disciplinas; por lo que cada uno tiene que utilizar los
servicios de los otros. Por cada $1.00 de asesoria que presta C, -

paga $0,1C de asesorfa a E y $0.30 a M, Por cada $1.00 de aseso

[}
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rfa que presta E, paga $0.20 a C y $0.40 a M. Por Gltimo por ca
da $1.00 de asesoria que presta M, paga $0.30 a C y $0.40 a E. -
En una determinada semana, C recibe sotlicitudes de asesoria exter
na por $500.00, E por $700.00 y M por $600,00, ¢Cuanto debe -
producir en valor monetario C,E y M por los servicios de asgsoria
de esa semana, de forma tal que se satisfgga exactamente la deman

da interna y externa?

En este caso,

0 .20 .30\ [ 500. 00
t

C=/).10 0 .40 ! D= 700,00 |
. .30 .40 o’/ Kéoo.oo/
1 -.20 -.30
I-C = -.10 1 -.40
-.30 -.40 1
..]_ .
(I-C) existe y
// 1.21 .0529  ,5476 500.00)
[
X =101 D= 317 1.3112  .6196 700.00

|

\ .4899 6628 1.4121 / | 600.00
uno tiene que utilizar los scrvicios de los demis, por cada $1.00 -
de asesorfa que presta C, paga $0.10 de asesoria a E y $0.30 a M,

Por cada $1.00 de asesorfa que presta E, paga $0.20 a C y $0.40

[y p—— P T —p— p—
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a M, por Gltimo por cada $1.00 de asesoria que presta M, paga -
$0.30 a C y $0.40 a E. En una determinada semana, C recibe SO
licitudes de asesoria externa por $500.00, E por $700.00 y M por
$600.00:. (Cuél debe ser el valor monetario por los servicios de -
asesoria de C,E y M de esa semana, de tal manera que se satisfa-

ga exactamente la demanda interna y la externa?

En este caso,

0 .20 .30\ 1 =20 -.30
C= .10 0 .40 ; I-C= =10 1 -.40
\+30 .40 0, \-+30 -.40 1,

D = (500, 700, 60C; T

(I--C)“1 existe y entonces

/l

/1.21 0529 5476 0
X =@a-corlp = .317 1.3112 ,6196 700
\ 4899  .6628  1.4121 600

Observaciones

l.~ Los elementos de C no pueden ser negativos.

2.~ Si la suma de los elementos de la columna j es menor que

la unidad eso indica que la industria j puede tener utilidades.,:




3.- Por la observacidn anterior, la suma de los elementos de -
cada columna es a lo mas uno, pues dicha suma representa la inver

siobn que una determinada industria hace para producir $1.00 de su -

bien.

4.- Las cantidades de C no siempre representan valores mone-
tarios, puede representar la cantidad que una determinada industria
necesita consumir de otra para poder producir una unidad de su pro

ducto. Para mayor claridad escogimos manejar valor monetario.

5.- El objetivo del problema es fijar cuil debe ser el valor mo
netario de la produccidbn para satisfacer exactamente la demanda in-

terna y externa en una periodo fijo y cudndo ésto es posible.

6.- En general se espera que X, el vector buscado sea no nega

tivo, ya que de no ser asi, no tendrfa sentido econdémico.

7.- Por lo anterior no es suficiente que (I-C) tenga inversa si-

no que se requiere que sus elementos sean no negativos,

4. Comentarios

Si bien los ejemplos planteados estin muy simplificados, los -

modelos respectivos son bastante utilizados en problemas reales,

Citemos a Leontief: "La aplicacion del método input-output a la

investigacibn empirica viene condicionado por la informacion estadis

- . v . .
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tica basica. En el afio 1963 se elaboraron tablas input-output para
unos 40 paises. Sus principales aplicaciones econdmicas, distintas
de las que puede tener en el campo de la ingenieria o en el de la -
gestidbn empresarial, se realizaron en el terreno de la proyeccidon -
econdmica de la demanda output, empleo e inversidon expresada en -
términos de los sectores individuales para el caso de paises o re--
giones econdmicas méas pequefias (por ejemplo, adreas metropolitanas);
en el del estudio de los cambios tecnoldgicos y de. sus efectos sobre
la productividad; en el del analisis de los efectos que los cambios -
en los salarios, beneficios e impuestos tienen soﬁre los precios; en
el del estudio de las relaciones econdmicas intefnacionale's e interre
gionales; en el de la utilizacidon de recursos naturales; y en el de -

la planificacidén para el desarrollo.

Algunas de estas aplicaciones acostumbran récjuerir la construc
cibn de modelos input-oﬁtput para este propbsitq especial, Para el
caso del analisis de las relaciones interregionales y para resolver --
los problemas que plantea la planificacibn para el desarrollo se uti-
liia una extensa variedad de modelos especiales". (-1-). Un ejem
plo de estos modelos especiales -es el descrito en ( —8_ ) que

es un estudio de la economia mundial a futuro.

5. Planteamiento General de los Modelos




Planteamiento General dcl Modelo Cerrado

Consideremos un sistema econdmico con un niimero finito de in

dustrias I1 ) Iz yessy Iy un periodo fijo de tiempo, ,digamos un

n

ano,

Cada industria tiene cierta produccidén de bienes o servicios, la
cual en su totalidad la; consideraremos como una unidad, dicha pro-
duccidn es utilizada por completo por las n industrias, de acuerdo
a una forma predeterminada, la cual se puede presentar en una ma-
triz de dimensidn n x n en donde la j - ésima columna indica las -
fracciones que las diferentes industrias consumen del total de la pro
duccidén de 'Ij y el i“- ésimo rengldn indica las fracciones que I; -
consume de la produccidn total de las otras industrias y de ella -

misma.

Dicha matriz se llama de Intercambio y tiene la siguiente for-

ma.

nn

es la fraccion de la produccién total de Ij que -

e e ———



. daad

consume Ii .

Si fijamos P = ( py. P2 ee« Pp )T como el vector dc pre--
? 14

cios, donde pi es el precio de la produccion total de I; , entonces

nuestro objetivo es determinar los precios de los n productos de -

tal manera que el total de gastos sea igual al total de ingresos.

Debido a la definicidn de aj; ¥ pj tenemos las siguientes condi-

ciones:

1" pj= O i =1,2, ..., n yaaque no tiene sentido -
econdbmico tener precios negativos. Que el precio de un bien sea -
cero es algo sorprendente; en economia a dichos bienes se les lla-

ma bienes libres y uno de ellos es el aire que respiramos.

2~ 0 £ ajj £ 1 , para toda i, j, por ser fracciones de la -
unidad

3" a1j+ a2j+°'°+anj = 1 .j=1. »++» I por lo que
el total de la produccion de las industrias es consumida completa-

mente por ellas mismas.

En resumen dada A, matriz de intercambio, es decir, - -~
' n

0Za. = 1y % ;5 = 1 para j=1,2,...n, buscamos
i=1

un vector P que cumpla con las siguientes propiedades

.- AP=7P 6 ((I-A)P=0

2,- P, 2 0 para toda i

!




n
3.~ 2 n. » 0 (pues es claro, que no nos interesa el caso
1:

en que toda p; sea igual a cCero).
Planteamiento General del Modeio Abierto

Consideremos un sistema econdmico con un nimero finito de in
dustrias identificadas por 1; , I3 , ..., I; que producen n bienes
identificados por Gy , ..., G , ; respectivamente, en un periodo fi

jo de tiempo.

Cada industria para poder producir necesita consumir determi- -
nada parte de los bienes de las otras industrias. Dichas cantidades
se pueden expresar en unidades, porcentajes o valor monetario; he

mos dicho antes que escogimos manejar valor monetario,

Las necesidades de las n industrias pueden ser resumidas en
una matriz que llamaremos de consumo, en donde Cij es el valor
monetario que I; necesita de Gj (bien que produce I j ) | para -
producir $1.00 de G; , notemos que Cij 2 0 paratodai, j Yy

que C;; puede ser positiva.

El vector columna i, indica los valores monetarios de los diver

sos bienes que se necesitan para producir una unidad en valor mone

taxio ($1.00) de G, .

Cada renglén indica los valores monctarios que se¢ necesita de -

"

LR



un determinado bien, para que cada una de las industrias pucda -

producir una unidad en valor monetario de sus respectivos bienes.

Una matriz de consumo tiene. la siguiente forma:

Cnl L} Cnn/

T ‘ !
Sea X = ( X3, ... x5) el vector cuya coordenada x;, repre
senta el valor monetario de la produccion total de G;, entonces -

Xi 2’ O i= 1, ¢ 0 0 In.

El vector CX representa el consumo interno entre las industrias
I » .., Ij para que éstas produzcan X. Por lo tanto el vec

tor X-CX representa el excedente de la produccibén en valor moneta

“

rio,

Sea D = (dl' oo d el vector de demanda externa, esto es,

n)

d;j es el valor monetario de G; que es solicitado en el exterior (por

supuesto d;j =2 O y d; =0 cuando la demanda externa de G;
n

-es nula, Pero pediremos que ::: d > 0.)
i=1

Nuestro problema es: Dadas C y D tales como se definen an-

teriormente, encontrar X tal que satisfaga exactamente la demanda

interna y externa, En otras palabras, Si C = (Cij )» Cij =2 0

J




n

y D =(d}, ..., d ) T, d 20, s d >0, lapregunta es -
i=1
- T - .
(ExistitA X = (x3, ... x; ) talque X - CX =Do (I-C) X=D

con Xj =20 vy xi > 0?

[y
ML M=

En caso afirmativo g,Cémo encontrar tal X?

La diferencia esencial entre el Modelo Cerrado y el Abierto es
que en el Modelo Cerrado la produccidon es fija y se trata de deter
minar los precios de dicha produccién para que el sistema esté en
equilibrio y en el Modelo Abierto los precios estan fijos y se trata
de determiﬁar cuil debe ser la produccion, en valor monetario, pa

ra satisfacer la demanda interna y externa sin excedentes.,

-
— . - — ——. ¥ - e —————
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CAPITULO 1II

UNA SOLUCION PARCIAL AL MODELO
CERRADO

1. Introduccidn:

En este capitulo veremos que el modelo cerrado siempre tiene
soluciones no triviales. Luego, suponiendo la existencia de la so-
lucidn del modelo con las caracteristicas deseadas -existencia que
serd probada en el capitulo III- se vera la forma de las solucio-
nes distinguiendo .dos casos: aquel en que la matriz es irreducible
y el otro, donde la matriz es reducible.” También se vera que una
matriz reducible puede adquirir dos formas, triangulér'o normal, -
éstas formas seran ltiles para ver la forma de las soluciones y -

mas adelante para probar la existencia de éstas.

2. Un Ejemplo Tipico

En el Ejenplo 1, del capitulo I tenfamos el siguiente sistema -~ ---

de ecuaciones:

2p1 + pgy + 6p3 = 10p,
4p1 +5p2+ pg = lOpZ




Dividiendo entre diez y poniendolo en forma matricial se tiene:

2 1 .6 Py Py
4 4 .3 p3/ Pg

Cuya solucidn es:

Py 31
p3 ! 361'

Donde k es una constante arbitraria,

Las soluciones que tienen sentido econdmico son aquellas donde
k 0 y por lo tanto hay una infinidad de ellas, por lo que surge -
la pregunta JCuil de ellas es la mejor? Antes de contestar notemos

que:

Py = Py =k Pg = g
31 32 36
Py - Py - Pg .

Es decir, que lo importante es la existencia de una relacion en
tre los salarios. El valor adecuado de k depende de la situacidbn -

econbmica del lugar donde se desarrolla, Por ejemplo si los sala-




rios se encuentran entre 60 y 80 unidades monetarias k = 2 , -

p; = 62, p, = 64 y pg =72,

Si se encuentran entre 3 100 y 3 700 unidades monetarias -~ -~

'\.
k = 101, p; = 3131, py =3 232 yp3=3636. \

El planteamiento matematico es independiente de la situacidn - ‘\c'\)

econdmica, a nosotros nos interesa encontrar alguna solucidn que -

satisfaga las condiciones del Modelo Cerrado. En este ejemplo he- Vo

mos encontrado una solucidn particular pg = (31,32,36)T cuyas coor
denadas son positivas, y cualquier otra solucion del sistema de ecua
ciones es un mfitiplo escalar de p,. Veremos mas adelante que és
to no siempre sucede, Pero antes de ello vamos a demoétrar que -
el Modelo Cerrado tiene soluciones diferentes de la tri\.rial, es dec{r,

diferentes del vector nulo.

3. Existencia de Soluciones no Triviales

En el Modelo Cerxrado se busca P tal que AP = P . {.0 cual se
puede reescribir como (I-A) P. =0, Por ser un sistema homogéneo -
tiene al menos una solucidn que es la trivial, pero nos interesan -

aquellas soluciones que sean diferentes de ésta,

Un sistema de n ecuaciones con n incognitas tiene soluciones di
ferentes de la trivial si logramos reducirlo a un sistema de n- 1

ecuaciones con n incognitas,

JER—




Veamos si esto es posible.

lLa matriz del sistema es:

/l-~a11 | \'

"812 s o0 -aln ‘

1‘322 | : \\ \b

I-A

|

e pe - — .

-aln 1‘-ann

Sumando los primeros n-1l renglones al Gltimo tenemos:

, N

rl-an " 812 fin \'\
!‘! n n n - A4
. o "
1"2311 1“2312 1 - Laj,
i=1 i=1 j=1  /

Consicll{arando que en el Modelo Cerrado

Z aij =1 j=12,...,n tenemos:
i=1 -
4” § \
1 -a); -aj "a1n \\
1-a32 \

—— et e 0

an-1,1 “p-1 n |
\\ 0 0 O ) O /




entonces hemos logrado reducir el sistema original a uno con n-1 -

ecuaciones y n incobgnitas.

Otra forma de demostrar lo anterior es viendo que el determi-
nante del sistema es cero; la forma de hacerlo es transformando el
determinante en otro cuyo Gltimo rengldn es cero, de manera analo

ga al caso de matrices,

Flemos demostrado que un sistema de la forma (I-A) P=0 con -

n
o_é.aij <1y X a;j = 1 j=1,... n tiene soluciones no tri-
i=1
viales, que pueden ser calculadas por los métodos usuales. Sin em
h A3
bargo nada nos garantiza que = P, > 0 . Sobre este problema -
' i=1

volveremos mas adelante.

4. Otros tipos de Economias

El ejemplo tipico, que tratamos-en el inciso 2 de este capitulo,
es Lm caso donde al considerar al carpintero, al plomero y al elec-
tricista como industrias, cada una de las industrias consume de to-
dos los bienes que producen las otras, Sin embargo existen otro -
tipo de situaciones que tiecnen las propiedades del Modelo Cerrado.,

Veamos algunos ejemplos,




Caso 1

1 1
4+ 0 —o— 0
o T 0
A=
1 1
3 0 5 0

1 1
La solucidn de (I-A) P = 0 es:

T 3 T T
(Ply’Pz: ps: P4) = ("'[1' , 0, 1, 0) P3+(0a2o0;1) Py

sa + tb

Podemos observar que las soluciones son combinaciones lineales
de dos soluciones basicas a=(%—, 0,1,0) Ty b=(0, 2, 0, I)T . FPa-
ra pg, pg Ppositivos, la solucidn es positiva y cumple con las -
condiciones del Modelo Cerrado; si una de ellas es cero tendremos

una solucidn con al menos una coordenada cero pero que sigue sa--

tisfaciendo las condiciones del Modelo Cerrado.




Caso II

/ \
1 1 1 1
2 4 2 4
\
1 1 |
0 4 0 - \
A = !
1 1 1 1 |
2 4 2 8 .
| %
| 1 1
\0 4 0 2, {
/ \
L.a solucion de (I-A) P =0 es:
. (P1» P2» P3» p4)T= (p3-—7— Pg » - 2 P4 » P3 p‘;:)T 1
: . 12 12 )
- T .7 .2 T
(1,0,1,0) b3 T ( 13 °* 13’ 0,1) P4 x \\\

Wt
sa + tb '

En éste caso podemos hacer las mismas observaciones con res-

pecto a la forma de las soluciones.

Comparemos las matrices y las soluciones,




CASO [ CASO 1I

L I Ig I, L I I3 1
1 1 1 1 1 1 1\ .
L /3 0 2 0 1 2 4 2 4\
I 3 L 1 1 \%
2 0 3 0 2 12 0 4 0 8 |
A= i 2 1 | A= 1 1 1 1 ‘\
3.3 0 2 0 | 3 |27 7 7 % [V
]
1 1., 1 1 ¢
/3 Ps\\ P3 - 7 py 3
17 " 12 '
| | \
' 2p -2 p \
P = 4 P = 12 4 \\
! \
© Py Pg
..\ |
\‘\ [)4 ./-" p4

De A, en el Caso I, observamos que 12 ’ I4 no consumen na

da de la producciébn de [, I3 y viceversa. De las soluciones -

podemos ver que los precios de las producciones de Il ’ 13 son -

independientes de los precios de las producciones de 12 A | g Y "

viceversa,

Al analizar A en el Caso II observamos que I [, no consu

2’ 4
men de la produccidon de I1 ) 13 pero I1 ’ 13 si consumen de la

produccion de 12 y I 4 + Lo anterior se refleja en los precios, ya




| que los precios de las producciones de 12, 14 son independientes -
de los precios de las producciones de I3, I4 . Sin embargo los

de I;, [4 dependen de los otros, en particular Pp = P3g - Z Py -

Lo anterior establece una diferencia entre los dos casos. A los
subconjuntos con las caracteristicas del Caso I, esto es los subcon_
juntos (I3 , Ig3) , (I3, I4) los llamaremos subconjuntos autdno-

‘'mos y al del Caso II: (I}, I3 ), los llamaremos subconjunto parisito.

Es decir, los subconjuntos que comercian exclusivamente entre -
st los llamaremos autbnomos. A aquellos que comercian entre si -
pero ademas consumen bienes de otros subconjuntos los llamaremos

parésitos.

Ambas casos tienen en comiin que sus soluciones son combinacio

nes lineales de dos soluciones basicas,

Hemos encontrado una semejanza entre las soluciones en ambos
ejemplos y es natural preguntar si existe alguna semejanza entre las

respectivas matrices.

La observacidn méas obvia es que en ambos casos existen varios
ceros en las matrices, Podemos rearreglar los indices de las indus

trias y tratar de agrupar los ceros,




I, I3 2 g I, 13 I, I,
11 1 1 1 1
I1 [ 2 0 0 L [5 7 7 3
2 1 1 1 1 1
y B3i3 2 0 0 L Isl 2 2 4 8
A= ] als |
| 3 1 11
121‘ 0 0 4 2 Ioi 0 0 =% 8
} |
\ 1 1 T 1/
4 0 0 4 2/ 4\ 0 0 4 2/

En ambos casos encontramos al menos un bloque de ceros.

Si trataramos de encontrar un bloque de ceros en el ejemplo -
del inciso 2 veriamos que ésto no es posible por lo que es impor-

tante diferenciar ese ejemplo de los casos I y II. -

S. Matrices Reducibles e Irreducibles

El reordenamiento de los indices de las industrias, corresponde

por un lado a intercambio de renglones y columnas correspondien— .

tes y por otro lado a permutacidn de indices, por lo que el inter---

cambio de renglones y columnas lo podemos ver como permutacidn

simultinea de renglones y columnas.

Definicidn: Una matriz cuadrada A = (aij ) es llamada reduci-
ble si existe una permutacién de columnas y de sus renglones co--

rrespondientes tales que la matriz resultante tiene la siguiente for




ma

\'
By Ba i
\

Al=

— T T

O (n-r)xr BB ;

\

donde (rxr), rx (n-r), (n-r) x(n-r), (n-r)xr son las dimensiones de

los bloques B1 » Bo, Bg y O respectivamente,

Una matriz cuadrada A=(aij ) es llamada irreducible si no exis-
te una permutacidén de columnas y de sus renglones correspondientes,

tales que la matriz resultantetenga la forma anteriormente descrita.

Al aplicarle una permutacidn simultanea a una matriz, la infor
macién que se tiene sobre las industrias en ambas matrices (la ma |
triz original y aquella resultante después de aplicarle la permutacibn
simultinea) es la misma, pefo realmente las matrices son diferen-
tes. Sin embargo existe una relacion matricial entre ellas que es:

PAP- 1 Al donde P es una permutacidn matricial y P-lsu inversa.

Tomando en cuenta lo anterior diremos que la matriz Al se ob

—— -— e . m———— e

tiene de la matriz A, por medio de permutaciones simultaneas.

Veamos algunos ejemplos de matrices reducibles, IL.as matri-
ces estan formadas por elementos positivos y ceros, a los prime-
ros los denotarecmos por X, ya que por el momento no nos intercsa

el valor nGmerico de éstos, sino rcordenar los indices y llegar a -

la forma que nos indica que la matriz es reducible,




L —— \.\«\\\wﬂ .'.’f‘\\l
¥ O P o ~<
o % o X O
N o = o <
~ < o ~< o
~.
//"“\\‘\\
— o on < 1.;
o,
1 <
[a ¥
i
— — y
N - N o — N o
m x KX O O
o~ o 3_4 o —
— X X o o
—~ - © N o g
N - tn.l!i«!\\
|II'|‘(I.||II\I\a\\.
- on N
<3
— o~ 32
[}
- ] r—i
o < <

1 00 O
0-01 0
01 00
0 0 0 1

donde




n X X X X X
P RN n © X X o X
¥ O O O % % N X X% % o o
N O o o X X N X X X X
. KX O O
4 o
o X X X o o 4 % % O o - X X X ©O ©
— x X X O O N T /{i\\\\\
e — ¥ N W
S B - N N
It
i i lA
i
— <
<
e —— _ w X XXX
o TS X o X . kX9 X X o o o
~N
o X o X o
N ™ X o X o " o X O % X
X O - o X
> < N XX X X W X x © X o
a © X o X o XXOXO
() —i
% o x o % lx, < O SOl S
IIIIII IllOl\\.\\l!\ - 12345
o o ¥
i
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b)
c
d)




1 2 3 2 1 3
1 /X 0 X\ 2 X X x\

A= 2 [ X X x\ al= 1 |0 x X
3\ X 0 x' 3 \0 X X/

Es importante observar que una matriz puede ser irreducible y
tener algunos elementos CE€ros, €5 decir, el hecho de que una matrxiz

tenga ceros no implica que sea reducible. Por ejemplo las matrices

/o x x\ /0 X X X\
A=‘X 0o x| A= | x x 0o X
i ) .
\X X 0/ X 0 X x}

X X X 0

En el apéndice se estudian Otros criterios para determinar si -

una matriz es reducible o irreducible.

La Forma Triangular de una Matriz Reducible

- e R e

Si A es upna matriz reducible no negativa, por medio de permu
taciones simultaneas podemos reescribirla como:

\\
\

Al=
O D

!

donde B y D son matrices cuadradas. Si una dec las matrices ante-

riores es reducible, el proceso se continua y A puede ser llevada a




la forma:

K H F
..]_ ‘
PAP = | O L G '\
: !
O O M \

donde K, L, M son matrices cuadradas., Como A es de dimensibn

finita, el proceso en algiin momento se detiene y se obtiene una ma

triz triangular

/'/
‘!'All Alz o e A lr\

donde la diagonal estd formada por bloques irreducibles o matrices

“de 1X1
Ejemplos \
a) /2 .1 0 .3 0 0 o \\ )
/ 0 .2 0 0 0 0 .5 i
0 .22 .5 0 .9 0 0 ,
.4 r
A = 0 O 0O 0 O 0 |
0 o .5 0 .1 0 .2 .
J
.8 0 o .7 0 .6 O (’
0 .5 O 0O 0 O .3/

"y

R 3 S




1 2 .3 0 .1 0 0 0 i
4 0 o .4 0 0 0 O }
i ' |
6 ; 8 7 6 0 0 0 0 : 1
Al=" 2 | 0o 0 0o .2 .5 0 0 \
t |
7 i 0 0 o .5 .3 0 0 s
3 Lo 0o 0 .2 0 .5.9 !
5 0 0 0 0 2 .5 .1 &
\ )
)
donde
2 .3 o\ 1 0 0 o\
!
B= | 0 0 .4} c={0 0 0o o0 | .
A\
8 .7 .6 0 0 0 o/ \
\
1\
2 .5 0 o\
5 .3 0 0 |
D = |
2 0 .5 .9 |
0 .2 .5 L/

B es irreducible pero D no lo es por lo que aplicando a A1 las

permutaciones simultineas necesarias para que D obtenga la forma -

que caracteriza a una matriz reducible tenemos.




o

donde la diagonal formada por:

consiste de bloques irreducibles por lo que hemos llegado a la for-

ma’ triangulaxr de A,

b)

(@ 2k3 o o
— oy
/l"
————
- n




6 /11 1 o L o
2 3 3 6
\
1 2 1 ]
2 2 3 3 0 0 %
1 1 | ‘
Al= 3 0 0 3 0 0 0
5 o 0 o0 1 ; —&
C o1
4 O 0 0 0 g 3 ¢
L1/
1 0 0 0O 0 -7 T/
donde
AN
[T 3 . |
Aut Az = (3-)  Agg= (1)
Kz 3
_%_._1_
3
A 44
1 1
6 3

En este caso la diagonal en la forma triangular esti formada -

por matrices irreducibles y matrices de dimensién 1X1,

Ciertos bloques de la diagonal merecen especial mencién. Un
bloque diagonal A, (1% 1i £1r) lo llamaremos aislado si A =0

k= lpzpo-op i"l,i‘*" 1,.,1’.

)



En particular podemos, por medio de permutaciones simultineas,
poner los bloques aislados en los primeros lugares de la diagonal y

los demas al final., El Gltimo ejemplo dueda:

11

1 1 1 1
6 2 3 0 3 7§ \
1 2 1 1
2 2 3 0 3 0 -7 \
1 1
S 0 O i 0 =73 - °
palpl- ! ‘
3 0 0O O 0 0o
l,
1 1
4 0 O 0 0 73 73
1 1
1 0 O 0 0. =% 7
y los bloques aislados son: 1 __1_\
2 3
A, .= ) A22 = (1)

1 1
\‘2‘ 3/

[

LLa Forma Normal de una Matriz Reducible

En general, después de obtener la forma triangular de una ma-
triz reducible, podemos fijarnos en los bloques aislados y por medio
de permutaciones simultineas ponerlos en los primeros lugares de -

ia diagonal y los demas al final,

En la forma triangular al menos existe un bloque aislado - -




(el Ay;) por lo tanto A toma la siguiente forma

/ 0 A \

/ Al .Al,g,-%-l... 1s |

/" O | Az, er1  A2s \'
A Aji

| O .. . .0 Ay Ag oy

\\ Agtl, g+l

"\ 0 0 0 Ass |

donde Ajj,...» Agg son bloques irreducibles o bloques de dimen--

siobn 1x1 y en cada columna Aj7 , Ag7 , ... Ag7 - -

’

Y =g+1, ...,s al menos un bloque diferente del diagonal es di
ferente de cero. A ésta forma la llamaremos forma normal de la -
matriz reducible, y esti determinada de forma Gnica salvo permuta-

ciones simultaneas. ( T §3 )

. Si
Al © Ay e A
A 97 Agsg
A= i
. O A g Ag+17
Aoil, gl
b !
‘0 0 o) A



podemos reescribirla como:

/Au j \
A= . B ’
\ Agg
|
donde
/ ls
+1, g+1
B = Ag+l, g
SS
Ejemplos
a) ,
Ja1ir 212 O arg a1 0 ap a14\
A O a3 O ay R - 0 aggagy agy
! O agy agg ag, ‘ O O ay, ag,
Aj=  (a31 ) Agp =(ag3) ./312 d37 899 249

B =i
\314 agq 824 Aa44

- et mr g T . > ¢ SRS S S A § ——




b) ' o
/auO O aMO\ a a'MO O O
z @) a5 O O O ’ O a44 O a49 @)
— 1 —
@) a49 O a44O j O O @) ag, O
O O O (@) 355/' O O O O agg
! .
/311 O O ‘ aj4 O \ /“11 o | |
! i
{ O a330 O ag Ago L :
! ' !
|0 0 © 844 49 ‘ |
\. | /] o |
\\ O O O ' O azz /'

6. Sobre la Existencia de Soluciones del Modelo Cerrado

Enunciaremos algunos resultados importantes que probaremos en
el Capftulo III. Preferimos en éste momento enunciarlos y ver sus .
aplicaciones, porque la demostracién de estos requiere de herramien

tas' mas sofisticadas.

En dicho capftulo se prueban los siguientes resultados:

1.- Dada A matriz de intercambio irreducible, existe X que sa-

tisface AX=X, con X; > 0 para toda i. (A una X tal la denotaremos

como X>0,) .

2,- Dada A matriz dc intercambio reducible, existe X que satis ‘

face AX=X con X;> 0 para toda i, 2 X;> O. (A una X tal la de @

~ i=1




notaremos como X = 0, X f 0 .)

3.- Dada A matriz de intercambio irreducible y X una solucidn

no negativa de AX = X, entonces esa solucidon es la trivial o todos -

sus elementos son positivos.

7. Forma de las Soluciones. Caso Irreducible

Sea A una matriz de intercambio irreducible y supongamos que

P, Plson soluciones de A que cumplen con las propiedades deseadas

que son:

l1.- AP =P o (I-A) P=20O
2.- P.2 0 para toda i
>

n
3.- Z P

.2 0
i=1 !
ro\ ,,'/ 1
i/ Py \\ /B \
P = L oR= |
P .
FOR TS
n n
1 1,
Sea k = min ( P{ / p. Supongamos que k = Pl/'Pl , -
1
tomando en cuenta que A es irreducible, P> O 'y P1 » O yen
consecuencia k> O. Ademas Pj' I/P. > k , para toda j . En-
J
tonces v
1 T AL NS
: - . >
PJ k Pj = O
para toda j.

11 1 11 11
Sea P =P - k P entonces (I-A) P =0, Es decir, P €8 una




solucidn que cumple las dos primeras propiedades.

P11 = P1 -kP == O para toda i, por lo tanto P11 tiene dos al--
ternativas
11 . 1 : ,
a) P = O es decir, kP =P~ y en tal caso todas las soluciones de

A son de la forma kP donde k es una constante positiva,

b) PU#O . Por ser A irreducible y Pl solucion de A entonces -
Pli1 > 0 para toda i , pero P{l = P{ -(Pl1 /p1 ) Pp = O, es-

11 N .
toes, P; =0 que contradice p; -~ O para toda i.
Realmente hemos demostrado el siguiente teorema,

Teorema

n

Si a es una matriz de intercambio ( 0 & aij £ 1, Z aij = 1
j=1, 2, ﬁ..,n), irreducible, toda P tal ciue Ap =P, 1191120 para -
toda i, El P > 0 es de la forma kPl, donde %k es una constan
te positiva y P1 una solucibn particular posit'iva'.

LLa soluciébn particular se puede encontrar por cualquiera de los

métodos usuales.,

En el Ejemplo 1. del Capitulo [ tenemos:

2 .1 .6

-
e v e b cev— = —am—




3

P Pi > O para k> 0.

AP = P, pi},O para toda i, <
1=

En el Ejemplo 2, del Capitulo I (continentes) la matriz es:

B R | .9 .05 .03
.ll .2 .12 .07 .09
. A= .2 .3 .07 ,1l1 .3
15 .25 .06 .63 .28
05 .15 .25 .14 .25

A es una matriz Ireducible por lo tanto por el teorema  anterior
existe una solucidn cuyos elementos son todos positivos. Ademas -
todas sus soluciones son de la forma kP, donde k es una constan-

te positiva y P una solucidn particular positiva de A,

8. Forma de las Soluciones. Caso Reducible

Si A de orden n x n, se puede reescribir por medio de per-

mutaciones simultidneas como

o
g - "'—/

| T
\ /
con All' A22 irreducibles, la situacidon es muy sencilla pues exis
ten X, Xg tales que

All x1 = X1 , Xx1>0

ApXp =X , %320




X] es orden 1r] x1, si Aj] es de orden rix r;} . Podemos -
definir X;* cuyo vector de orden nxl, cuyas primeras r, coorde-

badas coinciden con las de X1y las demas son ceros. Esto es

T
X r
X* _ 1 1
17 +
[e) n-ry
L
Ademias se tiene

1 ?
A X 1 E = X 1 * ?

De la misma manera podemos definir

-— T
o I |
% =
%2 O + .
i-z / n‘rl
/ L :
también se tiene 1
Al ‘ X2 * = xz * )
es decir que xi‘ ) X'z * son soluciones de A1 y kyjx1* +

kg xq * también es solucion de Al  con kl,k2 no negativas y
al menos una diferente de cero, De ésta manera hemos encontrado - g‘

un método para encontrar soluciones de A1 a partir de dos solucio

nes particulares x; * , x,* . Veremos ahora que toda solucidon

de A1 X = x es de esa farma.

\
1]




Si X es solucion de Alx = X

1
X1 r \
A i
X n-r Ko) X
2 ) / 2,
1

>
il

Al sustituir en X X tenemos:
/
/Xl /All Xl\‘ .' (@ \

‘\2 K"G )\ A2

Por lo tanto

Aj1 X3 = X, A2 Xg = X3

Esto es, toda solucion de A1 X = X es una combinacion lineal

de x1* , X2 * soluciones particulares positivas de Al, obtenidas ca

da una de ellas de X] , X2 soluciones particulares positivas de -

AHX = X, A22 X = X , respectivamente.

En general, si A de orden n x n se puede reescribir por medio

de permutaciones simultineas como:

e ———



1 H
solucidn de Al x = x se puede escribir de la forma

de la misma manera se pueden encontrar X «os _)?g y cualquier

X =kXp* o+ ky Xp* + otk XX

donde Kk i =12, ...g son reales no negativos, EIl vector X.
satisface Al X =X » Xij= 0 para toda i, para cumplir - - -
n .

> Xi > 0 al menos una ki tiene que ser diferente de cero, =
i=1
Estos ejemplos se refieren a una situacidn donde cada bloque corres’

ponde a un subconjunto autdbnomo,

[Los ejemplos anteriores son casos muy particulares de matrices
reducibles pero en general sabemos que toda matriz reducible puede

ser llevada a su.forma normal,

A l l . [ . . O ‘\
0 .
. A . !
1 . . | ‘
- ) ' B i
A Agg ]
0 '

T‘n—mﬁ’T" =

o - c—

)
|

«
- . 3.




Cada bloque aislado Ay » de orden r; x r , representa un -

conjunto autdbnomo y al menos existe un bloque aislado, Aj;. A -

partir c?e _fl y X9, .. Xg soluciones positivas de A1 X1 = Xy,

Agz X =Xg, wons Ay Xp =Xg,

construir los siguientes vectores de orden nx1 .

\ T /I__ 'T f .\
X;\ 1 j o\ r [T ;
' l | + \
. . ‘

l

respectivamente, podemos

‘n-rg

X*" n . X*"{ T r2 . ’X*"
=\ ; Xg = < Xt
\ '6/ n-r, . X2 + B
L . .

. J— -L

donde Xi es de orden ri xl si Aii es de orxden rix ri .

Dichos vectores son soluciones que satisfacen las propiedades -
deseadas para el modelo cerrado. Con éstas soluciones se pueden
construir otras que también cumplan con las propiedades deseadas.

A saber, X = kle‘ + k. X, con ki > O y alguna k; =0,

g8

Sin embargo, nada nos garantiza que esas sean todas las solu-

ciones,

Veamos un ejemplo sencillo,

RS ——

. —————— i - =




O a O a
Ao 22 24 | |
, O ag 933 434
\\ /
O ay O ay
;311 O app ayy \ ;41 0 diz dig
/ \ !
Wl 10 ®233%2%4 0O dyp dy dy
- =
QO 0 amyyay ;0 0 0 dgydg,
1 ’/ \
\O 0 agay WO 0 dyg dyy
/dyz  dig
., _ i dgg  dyy4
| 933 934
dys . dygy
Supongamos Alx = X, que éste caso significa
S 7/ \ \\
A0 dig dig X dpgx T X3y Xy

3

R O dap dny3 doy xp  daaxp +dp3 x3 +dyg X4

O O dg3 dgy X3 d3z x 3+ d3q x4

O O dyz dyy X4, dgg X3 +dgy x4




\ /
O  Ggg X9 S dyg "3 toody, %y,
= | + , + |
\ O O / . d33 Xg + d3zg Xg4
' X ]_.\ /Q
1 ! \: ! \f / \
= A 0 + Al I Xp|  + B Xz,
' T
0 o |/ \ X
\ , :
O /
/"Xl\ /0 /o \ 0
o X O O
= { ; + 2 + .\ = Xl* + X2* +
SRR s
\ 0/ O, \ X4 ‘,’ X4
y como, ‘Alx = X s€ necesita / X3 / @) . Veamos qué ‘8ig
\X4/
nifica como sistema de ecuaciones
dijg X3 * djyx,

dgz x3 *+ dzgxg4 = X3

. 5. LI
. 0

dgg- X3+ dygXy = X4
Supongamos que Xq270 y Xy = O entonces d]3 = d23= dyg = O

y d33resultarfa un bloque aislado lo que contradice que d33esté en B



en la forma normal de A.

Supongamos que X3>O y X4 >0 entonces d13 = d23 =Qy

d14 = d:24 = O, en tal caso el siguiente bloque seria aislado.

\
dgg dgy -

d43 Y44 /}

contradiciendo nuevamente el hecho de que esté en B en la forma nor
mal de A. Podemos concluir X3 = X4 =0 vy las soluciones de Al

‘ — * *
son de la forma X = kj X1, + ko X9
El ejemplo anterior sugiere el siguiente resultado:

Teorema:

Si A (nxn) es una matriz de intercambio reducible y Al represen
ta la. forma normal de A

Ay o

ii
A1= @) A

gg

\ o 0

entonces las soluciones de A1 son de la forma
g -

-
X = L ki Xi
=1

te




SIS ChirAt s

Nis eeey Xg son s ones positivas de AN = X,

(\gg —)_(-g = Xg R Aii es « rden ri X rj
N\ - | T
/ A ry ‘ ri
* ’ | ¥ o * _ O
X =. ’ , » °) -
l | , .2 ) X2 r2 &
L L. L
O n-rj " O n~(rj+rg)
| Xg

a0 0

L

kl ’ kz y eeey kg son reales no negativas y al menos uno diferente

de cero.

Demostracion

En general si Al es una matriz de intercambio. en la forma nor

mal y X una solucién de Al X = X se tiene




donde Xi es de orden rj xl si Aii es de orden riX v; entonces -

X 1\-..

* i, o

o\
0 1)
// “\ // \
: ' \ [ ]
TA o e eal
,f X2 !
| 0 \ O
/l‘o N \
O [
+/A2 X2 + ...+ .
| o A X
‘ 0] / ~0g 8
0] ’ ' 0
\
‘0 \ /o /o
+| X, + . .+{ _C_) +|! O
".‘ Xg o)

<

+ B -
g

* * * "




g g
v % . * < * "
X = . X, + B X - « X, = B
=1 ! y i=1 y
g
1 _ 1 *
(I-A") X =0 (I - A7) _Xi =0
i=1

entonces B;, también satisface la ecuacibn y tenemos

. o
B
Ly
Como A" es una matriz reducible X--O con alguna Xi,;{—o
entonces y tiene dos alternativas

g
a) Y =0 ental caso X = X
T i=l

*

‘\

y como las soluciones de matrices irreducibles .son de la forma k p

donde k es una constante positiva entonces X se puede expresar co-
mo:

donde 3(} es una solucibn particular positiva de A Xj

. - 1
es una solucidbn particular positiva de A ' x = X

b) y ;é O. Entonces existe una yj % 0.

Supongamos que ladimensibnde B es sx4 y




< <
W N

—
£<

cony1>O, Yo = Yg = ys = O

tenemos que B-)-, = y*
bj; yp + bjay2 + bigyzs + big y4 =0
by, 1¥1 t T boygayy =0
b,y + bgvy + by y3 * by Y4 =V
= yz = O

bsy ¥y + bsa¥y + bgg Y3 * bgy ¥y T Yy

Las primeras r-1 ecuaciones y las correspondientes a y2, Y3,
Y4 sOn iguales a cero, A1 es no negativa por lo que cada suman-
do es'igual a cero, como y;»0  entonces bj; =.0 para i=1...,
r-1 r+1, -...s b1 #o (porque A1 es una matriz de intercam
bio y la suma de las coordenadas de cada columna es 1) pero entonces
byies un bloque aislado (1x1), lo cual contradice que A1 es la forma

normal de A.

Supongamos que existen Y , y; mayores que cero y las restan-




1

tes ceros, por medio de permutaciones podemos hacer que Y =¥
1 1 T
Yy = Y2 ¥V T (Y1 » Yo Y3 ¥5)

De la misma manera que lo hicimos para el caso de Y1 :{" 0 po |

demos concluir que el siguiente bloque es aislado,

/ by b \

i
1 1 !
\br+1,1 br+1,2
Donde bilj son las coordenadas de B después de aplicarle las -
permutaciones simultineas necesarias para que y; = y]i yj = y; ,

si dicho bloque es irreducible se tiene una contradiccidon. Si no por
ser reducible se puede poner en forma triangular con bloques irre-

ducibles en la diagonal y por lo menos el primero {(en la forma trian

gular) es irreducible y aislado llegindose a ser una contradiccion.

En general Si_f = { j I i > 0} por medio de permutacio

nes simultineas podemos hacer que las primeras coordenadas-de ¥y

sean las Yj donde '-S,j , entonces B tendra un bloque aislado, di
cho bloque es irreducible o en &l se puede encontrar un bloque irre

ducible y aislado que contradice que Al es la forma normal de A,

Por lo tanto ¥ = 0, lo que implica que si X es solucidn de -

n
Alx = X entontes X = E k.xi*.

i
i=1

|

VB Prerers™ 2 3 SN O

- e SR et T
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Ahora podemos resolver facilmente el ejemplo 3 del primer ca

pitulo .cuya matriz de intercambio es:

o /0. o
= o O
o —/. o
5. o o
o O w

D -
LV M
wn i
e
] -

Il

i

P

- ———
(I 6.




—~ 2
A= v |
2 . | 2
2
= S *
X 4’ kl xl
i=1
70,15 /!
0.4 0 t
B | o |
. 0 18
0 S |
0o \ 0
|
i \
o

= - T
x - (0. 15 kl, 004 kl’ kl ’ 1'8 k2 » kz ’" 0' 0)

. Si se hacen las permutacicnes simultdneas necesarias para que

Al obtenga su forma original entonces las soluciones de Ax=x son:

_ T
(0015 klp 0. l.8 k2, 004 kl’. k2’ kl, 0)




CAPITULO 1II

EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS Y LA
RESOLUCION DEL MODELO CERRADO

1. Introduccidn

En este capitulo se prueba el Teorema de Perron-Frobenius pa-
ra matrices no-negativas basandonos en un articulo de Debreu y -
Herstein (T4/) ) y en una presentaciébn posterior de Erwin Klein.
(L6]), los cuales a su vez se basan en el teorema de punto fijo -
de Brouwer. EIl Teorema de Perron-Frobenius nos asegura la exis
tencia de un vector P tal que AP= A*P con \* 20O, pj=0 para to

i

da i, Z pj > 0, para matrices no-negativas.
i=1

Tomando en cuenta las caracteristicas del Modelo Cerrado se-
prueba que en tal caso N\* = 1 y como las matrices de intercam-

bio son no negativas queda resuelto el problema del Modelo Cerra-

do de Leontief,

2. Reformulacion dél Modelo Cerrado

En el modelo cerrado de Leontief se tiene el siguiente sistema

de ecuaciones:

AP =P

3

Donde A es una matriz no negativa, (esto es, aij?’/’ 0 para to




da i, j) de intercambio y P un vector.

Realmente se trata de un caso particular de vectores propios. -

Buscamos un vector propio positivo correspondiente al valor propio

Dicho sistema tiene una infinidad de soluciones como vimos en
el capitulo II, pero lo que nos interesa es probar la existencia de P

n
tal que AP=P, p;= O para toda i, 2 p;> 0.

i=1
Por otro lado, si tenemos que AP=P entonces A puede pensarse

como una transformacién que manda a P en si mismo, es decir P -

es un punto fijo de A,

Estas dos ideas son la clave para resolver el problema del mg}
delo cerrado. Por otro lado como las matrices de intercambio son
no negativas, lo que vamos a hacer es abordar el problema mas en
general, es decir, para cualquier matriz no negativa. Por lo tanto

nos interesa demostrar.
Teorema

Dada A, una matriz no negativa y diferente de cero, existen -

n
N\20 y P tales que AP= \P, p,=>0 paratodap , = p;>0.
- i=1

Este resultado es conocido como el Teorema de Perron-Il"robenius.,




Teniendo &sto, bastard con demostrar que X =1 es el miximo -
valor propio de una matriz de intercambio para tener resuelto el mo

delo cerrado.

3. Aritmética de Matrices No-Negativas y Positivas.

Como trabajaremos con matrices no negativas y positivas es con

veniente establecer la siguiente notacidn:

Una matriz cuyos elementos son no-negativos, es decir, g; 2 0

para toda i, j la denotaremos por

A=20

Si todos los elenentos de A son positivos diremos que A es -
una matriz positiva y la denotaremos por

A>0

Si todos los elementos de A son no negativos y existe alguno di

'ferente de cero, la denotaremos por

A=>0 AF O

Si todos los elementos de A son-ceros la denotaremos por

A =0

La misma notacién se usarid para vectores, considerandolos co-

mo matrices de orden nxl.




Algunas Propiedades

1.- Si X=0, A =0, k un real no negativo entonces kx= 0, -

kA= 0

2.- Si X,Y>20 A,B=0 entonces X+Y=0 XY=20 - =--

A+B=0 AB20 AX=0.

3.- Si X,Y son dos vectores entonces X-Y>0, X - Y =0, -
X -y -75 0, implican X > Y , X2Y, X -ﬁ Y respectivamente

y lo mismo para dos matrices A y B.
4.- Si X=2Y, A>0 entonces AX = AY
5-Si AX2> 0 patatodo X = 0 setiene A = 0
6.- Si AX > 0 patatodo X220, X# O setiene A>0
7.-S1X>Y A 0 entonces AX.> AY
8.-Si X220 y B = A entonces B, 2 A,

9.- Si O“{‘X 4 Y entonces existe &, 0 4&<<41 tal que -

0 £ X LAY
Veamos la demostracion de algunas propiedades.

4, Si X=2Y, A2 0 entonces AX=AY




Demostracion:

Se tiene xj?_ yj para toda j vy aij_,Q para toda i,j,=1,2,...,n

En particular

aj] X1 = a11y¥1 ; a12X2 = a]2 Y2 i +.+; @]n Xp = a1 Yn
entonces
n n
x> S 'y
2 Ay 522 ayy;
j=1 j=1

andlogamente se muestra que:

n n
2 aij X; > Z RS para toda i
j=1 j=1

Tomando en cuenta que

\
a;1 X1 + 239 Xy + ...t a1, Xp )

AX =
an1x1+ anzx2 -l-...+annxn
a + a + ... .+a
1171 7 %12 Y 1n 'n
AY =
anly1 +- anzy2 +'°'°+annyn

Podemos concluir AX = AY

6.- Si AX) O para toda X}. o, X#—O entonces A 0 .

Demostracidbn:

Como AX> 0 paratoda X20, X#0




en particular

1 a, + 0 + + (\ 311\\
0 a21 + 0 <+ . T .D a21
0 :
A . = = > 0

0/ \anl + 0 + ...+ 0 VA
Es decir; aj;»>0 i=L,2, ...,n |

Anidlogamente se muestra que los elementos de todas las colum-

. nas de A son positivas, por lo tanto A - O

9.-Si 04 X & Y entonces existe &, 0 4<°~4& 1 qal -

que 0 £ X & XY
Demostracion:

. Por hipdtesis tenemos: 0 < Xj < Yi: por lo que existen -

L' s eeerely Que cumplen con: 0 < -»<-i -~ 1, x4 J\«A.i Y
Sea 4= max {""i} i=1,2, ..., n
Xi L L5 VYVi LAY

Es decir, Xx; 4 -yj paratoda i, O L X LAY,




(eorema

Si A es una matriz no negativa, en el caso general de vecto-

res y ‘valores propios tenemos:

AP=AP

Si )\51‘-' O entonces

VS

En tal caso, P es punto fijo de <_l>_\ A} .

Intentaremos demostirar el teorema de Perron-Frobenius, mos-

trando primero que bajo ciertas condiciones para A 2 0, existe

)\>0 tal que (l)_\ A> tiene un punto fijo P 2 0.

Hay varios teoremas de punto fijo, uno de ellos es el de -

Brouwer que dice:

§ b e

Sea Sc Rnun conjuiito cerrado, acotado y convexo, si E,p es

una funcibn continua de S en S entonces existe al menos un pun-

to Xe S tal que ¥ (X) = X, es decir, X es punto fijo bajo Y .

Por lo tanto necesitanios un conjunto cerrado, acotado y conve

xo0 y una funcidbn continua del conjunto en si mismo.

Como se quiere que p; = 0 para toda i, el conjunto buscado ¢s

un subconjunto del primer cuadrante,



En muchos problemas de anialisis el circulo unitario facilita la -
comprensidbn de lo que sucede en el plang, sin embargo, al restrin-
girnos al primer cuadrante vemos que dicho conjunto es cerrado, -

acotado pero no convexo.

0, 1) 0, 1

(0 0) .

Un conjunto similar es:

|\

S = {/x}xeRz x.20 §_xi=17f-

S es cerrado, acotado y. convexo,

Veamos cbmo definir 4
Tomemos A 2 0, A ?‘: O , al aplicar A a un elemento
de _S, A lo transforma en algln vector del primer cuadrante. (no -

necesariamente en S )

0 1)

/ Ax




1
Es decir, A (S) 75 S , pero basta multiplicar Ax por m (x) ,
en donde m (x) es Lin escalar adecuado, para que AX sea un
m (x)
elemento de 8.

S5i Ax = 0 es imposible transformar Ax en un elemento de S por

lo tanto tomemos como hipétesis adicional que Ax% 0, ya que,
A20, A # 0, xe€S noimplican que Ax -TJ: 0, ejemplo,

0 1 1 0
0 0 0 0

Si Ax 20 y Ax #£0 entonces

n

m(x) = > |

i=

donde




como Ax # 0 entonces a +b+c¢c >0

m(x) =a+b+c >0

a
X a+b+c X1
1 Ax = 1 b | = b -
m (x a+b+c c a+b+c -x2
t C 1‘
a+b+c %3
3 .
> X, = 1 Xx € S
i=1
Sea Lp (x) = 1 _ Ax
m (X)
t_.{ es una funcién de S en S, es continua por ser la composi
cién de dos funciones continuas.

Por ser S un conjunto cerrado acotado y convexo Yy ‘;f una fun-

P —

ciébn continua de S en S . El teorema de Brouwer nos asegura =
que ‘f tiene al menos un punto fijo. Sea x* un punto fijo de if.
x* = ¥ (x*), ademas Y (x*) = 1 Ax*
m (x°)

por lo tanto tenemos:

x* = 1 Ax* m (x*) x* = Ax*
m (x*)

——___ S e -

es decir m(x*) > 0 es valor propio de A, |



Sea AN * =m (x*) entonces Ax* = Z\*x*, N\ >0

El Teorema de Brouwer nos ayudd a encontrar un punto fijo de

gfx* i x*20, x f: 0 que resulta ser el vector buscado.

Pero recordemos que tenemos una hipdtesis adicional. (Ax.—,& 0),

veamos qué significa ésta hipOtesis adicional,
Para esto, veamos cuindo Ax = 0.

Tenemos A1 X no negativos y diferentes de cero,

Como X 20, X #0 podemos hacer un reacomodo de sus ele-
mentos de tal manera que X= ( ')'('1 , _)?2 )T X120, Xg9 = 0.
Dicho reacomodo determina permutaciones en A; (seguiremos lla-

mandole A a la matriz después de las permutaciones.)

La particion de X determina una particién en A y se tiene:

Ay A (Xi = 0
A A X2
All Xl +- Alz X2 = 0

]
o

Agy X3 t+ Ajy Xg

Tomando en cuenta que X5 = 0 tenemos:




Veamos qué sucede cuando se tiene
BY =0 Y>O0
Si Y>0 yBY.=0entonces B =0

Demostracidn:

N\
by, ¥, + Dby ¥p +eeet by /o

BY = / = o
\bnl y; + by yy +...t by 0/
n
Esto es, ¢ bij yj = (0 para toda j.
i=1l

como y; > 0 vy bij > 0 para toda j, cada término de la su
ma es cero, es decir bij Yj = 0 para toda i,j ; considerando que

Yj > 0 concluimos que bij = 0 para toda i,j y por lo tanto B = O,

Tenfamos que A,, X; =0 con X; >0 por lo tanto A =0
. 21 ~1 1 21

y A es una matriz reducible.

En resumen tenemos que si Ax = 0 entonces A es una matriz -

reducible,

De lo contrario (Ax % 0), tendremos,.,ciuétA' es una matriz irre
ducible y entonces la hipbtesis adicional equivale a pedir que A sea

irreducible,




S. El Caso Irreducible

Por todo lo anterior podemos establecer el siguiente teorema.,
Teorema I

Si A es una matriz no negativa e irreducible, existen ,* > 0,

| n
X* , tales que AX* = WK X* X% 2 0 para toda i, > x*> 0.
i=1

Hasta el momento hemos resuelto el problema del Modelo Cerra

do para el caso de matrices Irreducibles, Veremos que, en este ca

s0 podemos probar X* > 0
Teorema Il

Si A es una matriz no negativa, irreducible y, \* > 0, x *>0,

son tales que Ax* = \* x* entonces x* > 0.
Demostracion

Supongamos que podemos hacer un reacomodo de los elementos
de x* de tal manera que x*= (3—(-1 , ?(2 )T aon _5(-1 > 0, 322 = 0,
haciendo las permutaciones simultineas y la particion de A tenemos:

SN _
Ay A Xy X1
A.. A = M\ %
21 22 2 2

x|



‘

como X1 > 0 entonces A21 = 0 lo cual contradice que A sea irre

".ducible, por lo tanto X9 > 0 y X> 0,

Propiedadesde \* para A No Negativa e Irreducible

Veremos que \* es el maximo de los valores propios de A.

Sea AT la matriz transpuesta de A, por ser la segunda irredu-
‘cible y no negativa, la primera tiene las mismas propiedades y por

lo tanto existen )\° >0 y X°>0 tales que
AT xo = )\O XO

'SeaB=(bij) >0 0 £ B <A

bij
con valor caracteristico k y vector caracteristico asociado Y, enton

ces kY =BY es decir: |

Kyn bnlyl + bn2¥2 + ce0 *+ bnnyn,

’




n n
k y; = 2 bij Yj v eee s ky, = E bnj Y
=1 n =1
que en general se expresa k y; = 2 bij y-i
i, j=1 ‘
n
< = .
i, j=1
" Por la desigualdad del tridngulo tenemos:
n n
S |py v = 2 byly
i,j=1 i, =1
como B = (bij ) - bij 2 0
n n
S Iby vyl =z byl
i, j=1 i, j=1 .
Por lo tanto noo
L
[kl Jvi] = _21 by vy}
i,j=

Si Y = ( Iyll J ’yzj RERE 'Ynl ) =( yl P oo yn) 4

considerando que B < A

n n
K7 & 2 by oy & 2 ey oy
i, j=1 i, j=1

k] Y &£ B Y £AY




‘kl (xo)T ? < B (Xo)T Yy < A(XO)T Y = )\o (Xo)T -\','

Como X°>0, (X9 T> 0 ademas Y.,-’: 0 por ser valor -

propio de B, por lo tanto (X°)T--f> 0 (X°)T Y € R

entonces

Haciendo B= A, )= k se tiene ,)\‘ < \° yen particu

lar A* < \°

Por otro lado

Sea 0 <B :S-_AT Ax =}\"‘ X
entonces
k| xT v £ B xTy£caT xT ¥ =) xTY"

como XT> o, Y ;i; 0 entonces x 1 Y>>0 vy \kl < X"

Haciendo B = ATl se tiene )\° & )\*

por lo tanto

I T PRV

Hemos demostrado que cualquier )\ , valor propio de A es me-
nor o igual que )\*, ademas de que. el valor de >\* aumenta al -

auméntar cualquier coordenada de A ya que




Si 0<% A % Al entonces N* = >\1 donde >\1 es el -

maximo valor propio de Al

[L.as propiedades de >\* las podemos resumir en:

1. Para cualquier ) , valor caracteristico de A se tiene

NESY |

2. El valor de )\ * aumenta al aumentar cualquier elemento de
A,

6. EIl Caso Reducible

Seria deseable que para A, una matriz reducible encontraramos
rZ\}_O y X tales que Ax = \ X,

zxi >0
i=1

x{ = 0 para toda i, -

Veamos, por ser A reducible, por medio de permutaciones si--

multineas podemos reescribirla en su forma triangular,

/Au
1r

A
22
Al =

——

ii

Arr

donde los bloques de la diagonal son irreducibles.

-




Llamemos AR a la submatriz de la diagonal de maximo va
lor propio '\R’ como A R &S irreducible existe XR > 0 -
tal que

AR XgR = Npg Xy

Dicho valor propio resulta ser también valor propio de Al ya

que

|&" -2} - ) - NI

Por ser Al una matriz triangular

[ab-NT] = ey - N Jaz XTI e AT l

y los valores propios de las submatrices pero ‘también valores pro-
pios de A , en particular )\ g, haciendo \p= \ * tenemos que
' )\ *  eg el maximo valor propio de A y 'su valor no decrece al

aumentar cualquier elemento de A; la demostracion es analoga a la

del caso irreducible.

Un caso extremo es cuando la diagonal estd formada por bloques
de orden 'xl ; >\’“ es el maximo de los valores de la diago-

nal, sl éste es positivo se sigue el procedimiento antes descrito y




se tiene >\* > 0 ; pero puede darse el caso extremo de que los

bloques de la diagonal sean todos ceros

-0 0

entonces )\* = )\ R = 0.

1 C s . X .

A" con estas condiciones tiene como vector propio asociado a
T

)\*, X* =(r, 0,0, ...0) , re =( R - (o} )y -

en particular para r=1 , x*€ S,

Por lo anterior, hemos encontrado un valor caracteristico o

| >\'" =20 de Al.

Las propiedades de )\ * son:,

1. Para cualquier )\ , valor caracteristico de Al se tiene -
2, EIl valor de \}\ * no decrece al aumentar cualquier ele-

mento de A1

Se demuestran de manera aniloga al caso irreducible.

Nos falta encontrar X* tal que x; = O para toda i, -

T AT

Lkl SR -

g P

P




n

P X; > 0 para tener resuelto el problema de matrices no -
i=1

negativas en el caso reducible.

Podemos construir una sucesidn de matrices positivas - - =
{At\ t e N} que converjan a la matriz A, donde cada ele—

mento de dicha sucesidon es una matriz irreducible,

Aplicando el teorema [ de este capitulo a cada una de ellas sa '

bemos que existen )\: >0 vy X: € S donde - - -
n .
S = {xeR"\xi},o.}'_ xi>0}..
i=1 AN
. . Cwx = .
satisfaciendo At Xt >\ c Xt

S es un conjunto cerrado y acotado y por lo tanto compacto -
por lo que, {X’;l} contiene una subsucesibn, {X:l \ L e N}
> . -
que converge a X 20 X# 0 {)\tl} debe converger
puesto que también )\"E 1 X;“l converge. Sea )\ * el limite

: : : 1 1 1
de esta sucesidn entonces se tiene, N .X"‘tl =At" x*t'y

“en el limite }\* X* = A X* .

Por lo anterior podemos establecer el siguiente teorema

Teorema III
[ X

Si A es una matriz no negativa reducible existen }\"‘ =0y

X* > 0 tales que AX* = >\* xX* , xi.}_,o para toda i, =~ -

—

n
2> %20
i=1




7. Aplicacidon al Modelo Cerrado

Al principio de este capitulo dijimos‘que en el caso cerrado de
Leontieﬁ buscabamos un vector propio positivo correspondiente al va
lor propio )\ = 1. Lo que en términos de los Teoremas [ y Il -
equivale a decir que )\ * = 1 en un sistema de ecuaciones con -
las caracterfisticas del modelo cerrado. Veamos, sean X* =0y -

X* &€ S tales que Ax = \* x.

Ax = )\’“ X representa el siguiente sistema:

ag1 Xy * Az Xyt o+ oAy x = \* X,
a, X} t a5 X9 +... + a_  x = X“ X

Sumando todas las ecuaciones tenemos:
n n

2 ajp x3+ S ajpg X9 *+ ... = z aj, Xp = >\*
i=1 i=1 i=1l

(X] + X9 +.0+x, )

n
Tomando en cuenta que E-l a4 = 1 para toda j.
: i=

= . % .
X, T x2+...+xn >\ (xl+ 32+...+ X )




n
Pero x € S entonces 2 x. =1y 1= )\* .

i=1
Es decir, hemos encontrado P tal que AP= P con p, > 0 para
n
todai, %= pj > 0 con lo cual queda resuelto el problema - -
i=1l

planteado para el modelo cerrado,




CAPITULO IV

RESOLUCION DEL MODELO ABIERTO

1. Introduccidn

En este capitulo se observa que la resolucidn del problema del
Modelo Abierto depende de la existencia de (I-C)'1 con (I-C)’l?. 0;
se define como matrices productivas a aquellas matrices que cum-
plan con las propiedades anteriores y se dan dos caracterizaciones
de estas; una que depende de la existencia de un vector X == 0 - -
X f 0 tal que X L CX vy la otra relacionada con el méaximo valor -
propio de C. Tanbién se da una forma de encontrar (I-C)'1 , Y se
estudian algunas condiciones suficientes para asegurar que C es pro
ductiva en términos de los elementos de C y dos resultados impor-

tantes de matrices irreducibles.

En conclusidon se resuelve el problema planteado para el-Modelo

Abierto y se dan criterios para saber si la solucidn existe,

2., Matrices Productivas

El Modelo Abierto plantea el siguiente problema:

Dadas C y D donde C es una matriz de consumo (Cij = 0 para

toda i,j) y D=0 el vector cuyas coordenadas representan la de--




manda externa e interna. Es decir,
n

(Existitd X con x;= 0, S x; > 0 tal que (I-C) X =D? Y
i=1

en caso de que exista jcomo encontrarlo?

Si (I-C) tiene inversa X = (I-C)'l D, pero para que X sea un
vector con las caracteristicas anteriores se necesita que sus coorde
nadas sean no negativas, por lo que, no basta con encontrar un vec-
t;)r solucion del sistema (I-C) X = D para tener resuelto el proble-
ma, Es decir X = (I-C)'1 D no necesariamente es el vector busca
do, ya que, si (I-C)'l tiene elementos negativos (I-C)'1 D no nece

sariamente es no negativa,

Ejemplo D = (], O)T

C = (I-C)-1=

ool wo od =

Para asegurar X = 0 , tomando en cuenta D= 0 , se necesita

(1-c)°1 > o.

Si C es una matriz de consumo ('I-C)“1 existe y (1-0)"1;_;0 dire
mos que C es una matriz productiva y al vector X=0 tal que - -

X = (I-C)"1 D lo llamaremos vector produccibn.

Con matrices productivas se puede satisfacer cualquier demanda

externa por lo que serfa conveniente tener alguna caracterizacibn de




dichas matrices.

3. Una Caracterizacidn de Matrices Productivas

Teorema |

Una matriz de consumo C est!productiva si y sblo si existe un -

vector de produccién X =0 X # 0 tal que X > CX .

Demostracion:

Si C es productiva, existe (I—C)'l_;_ O y para cualquier vector 4d_e_

manda D, existe X= 0 tal que (I-C)"1 D = X,

Sea D >0, como (I~C)-1.-}_ O entonces X = (I-C)m:l D=0
y X #—’ 0o . Por otro lado,
(I-C) X = D >0

esto es,

X > CX .
Antes de ver el reciproco veamos un Lema., -
Lema:

Si C ‘es una matriz de consumo y existe un vector X = 0 tal que

CX 4 X entonces X > 0,




Supongamos que no se cumple X > 0 y que X; = 0 entonces
Ci X3 T CipXy +...+C X LX;=0

Por ser C de consumo Cl1j >/O j=1,2,...,n sz o - -
j=12,...,n por hipdtesis entonces
n
ya -
=1
Lo cual es una contradiccidn, por lo tanto X1> 0 yX_>0.

Veamos el reciproco.,

Tenemos que CX £ X , por el inciso q de aritmética de Matri-
ces No negativas y positivas sabemos que -existe N, 02 >\ <1, -
tal que

cx < N X

Si denotamos C° =1, CC =Cz, C32(3=C3 y seey, = = =

ch-l c=cn y (Cl-<- ) = CK tenemos que es facil probar que'
1
ck x <« AkKx.

Es decir

0 £ CfX; + Cpf Xy + ... +CpFx, & NEXx;

)

0 < K ck x K %
. 0 — Cn1 x1 + Cn2 X2 oot nn ‘n <L )\ n
{




Como ck x. >
1) J

. k k

k=-»coQ
. k .
lim. Cll Xl + lim C12 X2+
k- ot k-
k

lim C11 X1= 0,

k<ot

0

y A< 1

k

k

lim C 12 X2

k-& ot

k _
lim Ci' =0 paraj =1,2,...,n

J

k-e ot

Analogamente lim ck =0

ij

k=eoc

. Kk _
.+Clan)-0

. k _
oco+ llm Cln x "0

A

koo

- - ky _
-0,..., llm Cln&]—o

i,j = 1,2,-00,“

Lo cual denotaremos por Gk <+ o4& cuando k —» o

En el ¢aso de los reales se tiene

Si Xe R y |x| < 1 entonces

(l_x)-l (l_x)n"l

como |X| < 1

n
> xK
k=1

(1-x)"1 =

.\‘,“5‘/,



Analogamente se prueba por induccibdn

(1-C) 4+c+c? + ...+ c¥ly =1 ¢k

Como Ck —g> 0 cuando k —» ot ‘

(€ o]
(I-c) S ck =] :

k=0
A
ot = T ck
k=0

Es decir, (I-C)'1 existe, parz que C sea productiva falta checar

que

o t>o
pero
2 k S
Cij e_ 0 'y Cij ~>__ O P o0 e Cij 0

entonces

=~ Kk

S Cc° =20

=0

Por lo tanto, si existe un vector de produccidbn X = 0 tal que

CX < X entonces C es productiva,

El teorema I queda probado y se tiene una caracterizaciin de ma
trices productivas en términos de encontrar un vector X de produccidn

tal que CX £ X. Este teorema tiene dos corolarios.



Corolario 1

Si cada una de las sumas de los renglones de C son menores -

que la unidad entonces C es productiva,

Demostracion:
n
Si
2 Cij 1 i=1,2,...n
=1
entonces para X = (lL,1,..., 1)
n
Ci1 X1 + GCja Xy + ... +Cip Xp = 2 Cij<1=xi
=1

Es decir CX < X y C es productiva,
Corolario 1II

Si la suma de cada columna es menor que la unidad entonces C

es productiva,
Demostracidn:

Si en C la suma de cada columna es menor que la unidad enton

ces en C1 la suma de cada rengldén es menor que la unidad y por -

el corolario anterior CT es productiva, es decir (I-CT ) existe y -

€8 no negativa.



Tomando en cuenta que [ = cT = (I—C)T y que - - - -

(A T )-1 = (A'1 )T para cualquier matriz cuya inversa exista, en

a-cTyl = (=0T )= (o) T > o

por lo tanto (I-C)'1 existe, es no negativa y por lo tanto C es pro-

tonces

ductiva.

Estos corolarios nos dan algunas condiciones suficientes para que
C sea productiva que dependen solo de C, veremos otra caracteriza

cidbn en términos de valores propios.

4, Otra Caracterizacion de Matrices Productivas

Teorema Il

Sea C una matriz de consumo. C es productiva si y sOlo si -

N<& 1 donde X es el maximo valor propio de C.

Demostracion:

Como C = 0 entonces cTz_o y por los teoremas [ y Il sa-
bemos que existen A= 0y Y* tales que

cT y*= \*Y* Y20 Y*'#0
Sea X> 0, X#£ 0 tal que CX £ X.

Multiplicando csta desigualdad por (Y"‘)T tenemos:

9T cox <« v9T X




Tomando en cuenta que si cT v = )\*Y entonces - - - =
(YT c= W*@HT, vemos que N\ (YT x=(y»T x, -
pero(YT)*X>O pues X >0 yYBO,Y-,'I:‘-O.Porlotanto

AN <1

En el reciproco se tiene, >\* 4.1 ; por sexr C=2 0 existe --

X >0 Xz 0tal que CX= ANX vy tenemos CX = \X <X .
Por lo tanto C es productiva.

Con ésta caracterizacion basta con calcular )\* , Si >\* L1

)

entonces (I-A)'1 = 2 Ak y X = (I‘-A)'1 D , en caso contrario
k=0

- se sabe que no hay solucion.

Recapitulacibn.

Si C es una matriz de consumo las siguientes proposiciones son

equivalentes.
1. Existe (I—C)'1 tal que (I-C)'l_}_ 0
2. Existe X= 0 X# 0 tal que CX< X

3. N« 1 donde N\ es el maximo valor propio de C.

Por el momento se tienen dos caracterizaciones de matrices pro

ductivas pero seria convenicnte tener condiciones suficientes para po

der afirmar si una matriz es productiva o no en términos de los ele

. e e ——— -



mentos de ésta.

5. Condiciones Suficientes

1. Los corolarios [ y II nos dan condiciones suficientes para -
afirmar si una matriz es productiva con tan solo checar que la su-

ma de todos los renglones (columnas) es menor que la unidad.

2. Una industria en desventaja. Supongamos que solo una indus
tria no puede tener utilidades, esto es, la suma de una columna es
la unidad y las sumas de todas las demas son menores que la uni-

dad., ¢Es C productiva?

Por ser C no negativa existen A=>0y X = 0 tales que - -
. n ' *
CX= ANXy S x; > 0 . Representando el sistema en forma -

i=l
explicita y sumando todas las ecuaciones tenemos:

Cll X1 + C12 Xg + ... +C1n Xnp = >\X1

Cnlxl + ‘an X2 + .00t Cnn‘Xn

i
>
>

=

n n n
i=l i=l

)\(x1 t o+ X )
Supongumos que la primera columna es la que suma uno y que

n
k = 2 Xi entonces
i=l




n n

x1+z CiyXy + vt 2 Ciy X, = Nk
i=1 i=1

Si toda Xﬁi: 0 , el lado izquierdo de la igualdad es menor que

k , ya que n
z Cij < 1 i=2,3,...,n
=1
por lo tanto
n n ,
Kk > X + 2 Cpp Xg+ .o+ 2 Gy X = Nk
i=1 i=l
Es decir k > Nk .

Como k > 0 entonces 1 > N\ vy aplicado el Teorema II de

este capitulo tenemos que C es productiva.

3. Una industria en ventaja. Supongamos que solo una industria
puede tener utilidades, esto es, la suma de una columna es menor -
que la unidad y la suma de todas las demas columnas es la unidad. -

(Es C productiva?

Supongamos que la suma de la Gltima columna es menor que la

unidad, entonces si X;j # O para toda i tenemos:

. n
k > X, + Xy +o0+X, ] + S G X = N k
i=1




Como k > 0 entonces 1 > N vy por lo tanto C es produc-

tiva,

En las condiciones 2 y 3 pedimos que X; =r"- O para toda i ya
que no es suficiente con pedir que la suma de alguna columna sea -

menor que la unidad para poder concluir que C es productiva.

Ejemplo:
1 1
5 0 5 0
C = 2 I-C = 2
0O 1 0 0

El sistema que se tiene es:

; X1 = N X
X, = N X,
Ixi+ X3 = NXp+Xg) |

2

. En la demostracidon pediamos Xj :,E O para toda i, veamos qué

sucede en este sistema.

Los valores propios son , 1 y tenemos como vecCtor pro-

N —

pio X = (o, 1)T correspondiente a X\ =1, por lo tanto X, = Oy-

. Ny ’,;."‘ 1 o ,'e{.':‘.'". LI
k = X; +%, ’$. 5 X+ Xg 0.0 e 8 -
1

Para asegurar que Xi :/:- 0 paré toda i es suficiente con pedir -




que C sea irreducible por que de esta manera por el teorema I del
capitulo III, sabemos que X; >0 para toda i , por lo que las condi-

ciones 2 y 3 quedan expresadas como:

Teorema III

Si C es una matriz irreducibley si la suma de todas las colum-
nas es la unidad o menor que la unidad, con al menos la suma de.

una columna menor que la unidad, entonces C es productiva.

6. Dos Resultados sobre el Caso Irreducible

1. Si C es una matriz productiva e irreducible entonces X > 0

Haciendo X = ('5(-1 , X2 )Tdonde X1 > 0 vy .X2 = 0 tenemos

I-C13 -C12 \ [ X;
a-ol x = : =D >

-Ca1 I-Cgy Xy

Como X; > O entonces Cy; =0 lo que contradice que C sea -

irreducible. .

2, Si C es una matriz productiva.e irreducible entonces - =~ -



(1-0)" 1> o
Sea D; =(1,0,0, ..., O) por el resultado anterior.

(I-C) X; =D, X, =(-¢)"! D;>o0
Es decir, que los elementos de la primera columna de (I-C) ~1 -
son positivos., 1
Tomando 1
D, =(0,10, ...,0), Dy =(0,0,1,0,...0) ...
se muestra que los elementos de (I-CJ)°1 son todos positivos, por lo -
tanto

ac)’l>o
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