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INTRODUCCION 

El objetivo del presente trabajo es presentar en forma mls o me 
nos directa y detallada uno de los fenomenos más interesantes que -
exhibe la estructura de órbitas de un difeomorfismo: la existencia 
de puntos homoclínicos. 

Hasta donde se, el primero en considerar esta situación fue Poin 
caré (quien le di6 nombre a dichos puntos), al estudiar el problema 
restringido de loe 3 cuerpos 	El hizo ver la complicación de las 
órbitas a consecuencia de la presencia de puntos homoclínicos, de tal 
manera que ni siquiera pretendió indicar graficamente el comportamien 
to del difeomorfismo. G.D. Birkhoff en sus trabajos acerca de difeo-
morfismos de superficies, estudió puntos homoclínicos y noto en la 
la relación entre ellos y el corrimiento (llamado de Bernoulli) que 

11› 	Hadamard habia usado para estudiar flujos geodésicos en variedades bi 
dimensionales de curvatura constante negativa. Sme.le estableció en 
forma más clara esta relación, basandose en su estudio del mapeo co-
nocido como "herradura". El mismo comentó que había llegado a la he-
rradura al tratar de obtener una imagen geométrica para una variante 
de la ecuación de vander Pol considerada por Levinson en su artículo 
El fi . Las ideas de Smale fueron explotadas ampliamente por Alekseev 
en Bi], poniendose de manifiesto la importancia y riqueza del tema. 

Las exposicioneá acerca de puntos homoclínicos son en general 
poco accesibles debido en gran medida a que se incluye mucha infor-
mación que resulta gratuita en el estudio de este tema. Además, ca- 
si no aparecdn exposiciones más o menos detalladas de ejemplos don- 

' 	
de ocurra el fenómeno hamoclínico. Este trabajo pretende eliminar e-
sos inconvenientes y considero que puede comprenderlo ca-abalmente 
cualquiera que conozca los aspectos básicos de la teoría cualitativa 
de E.D.O. La exposición se ha organizado ''de la siguiente manera. 

El capítulo 1 comienza indicando la manera en que la dinámica 
de difeomorfismos entra en el estudio cualitativo de flujos de cam-
pos vectoriales. A continuación se consideran los puntos periódicos 
hiperbólicos y sus variedades asintóticas (estables e inestables), 
presentandose después un ejemplo que motiva la' definición de punto 
homoclínico. Puesto que todos los puntos periódicos en este ejemplo 
son inestables, es muy sencillo exhibir aquí las diversas situacio.4 
nos que acompafian a los puntos homoclínicos en el caso general. Des-
pués de dar la definición se discute en forma intuitiva, como la pre 
sencia de puntos homoclínicos obliga a las variedades asintóticas a 



tener cierto comportamiento. 

En el capitulo 2 se expone un ejemplo en el cual a diferencia 
del dado en el capitulo 1 hay al menos un punto periódico. La demos 
tración de la existencia de órbitas homoclínicas es dificil y requie 
re de numerosos cálculos que se presentan en 2 apéndices al final -
del capítulo. 

El capítulo 3 es una exposición del mencionado teorema de Smale, 
que da una buena información del comportamiento de un difeomorfismo 
en la presencia de puntos homoclínicos. Para finalizar el capítulo 
demostraremos una de las consecuencias del teorema: no existen inte-
grales. 

Hemos relegado para un apéndice un resultado cuya demostración 
es demasiado larga e intrincada para presentarla con detalle en un 

111 	capítulo de este trabajo. Nos concretamos simplemente a bosquejar 
la demostración de este resultado que se refiere a la existencia de 
puntos hamocínicos para difeomorfismos analíticos que preservan área 
y estan definidos en la vecindad de un punto fijo elíptico en el pla 
no. Se comentan tambien, aspectos muy interesantes -acerca de dichos 
difeomorfismos. 
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CAPITULO UNO : DEFI. NICION'ES 

Consideremos el flujo Itdefinido sobre una variedad diferencia 
ble M por un campo vectorial X. Supongamos que kposee una órbita 
periódicarCM. Sean 	y S una subvariedad de codimensión 1 tales 

que St111:10 y S es transversal a p l  a sea que X(p)ITr(S). Por los 
teoremas sobre la dependencia respecto de las condiciones iniciales 
podemos encontra una vecindad VCS de p y un difeomorfismo (llamado 
umapeo de' Poincaré") P:V--->S tal que si qeV entonces q.y P(q) son 
cortes consecutivos de una misma órbita con S. Varios problemas a-
cerca del comportamiento cualitativo deI en una vecindad de P pue 
den resolverse mediante el estudio del mapeo de Poincaré. Por ejem 

plo, para determinar la existencia de órbitas periódicas hay que 
buscar puntos qtV tales que P12(q) = q para algun ne thi (tales puntos 
se llaman periódicos y escribimos qeper(P,n)) 

Introduciremos algunos conceptos importantes en el estudio de 
la dinámica de difeomorfismos, omitiendo otros no menos importantes 
pero que no serán usados eilllesta monografía. 

1.- PUNTOS PERIODICOS HIPERBOLICOS 
Consideremos un automorfismo lineal A:E--->E de un espacio vec-

torial de dimension finita. Si todos los eigenvalores'Ide A satisfa 
cen INIt1, diremos que A es hiperbólico.  En particular A es una con 
tracción si rJrll<1 y A es una expansión si Ild>1 , para toda i. se 
tiene entonces que el inverso de una expansión es una contracción y 
viceversa. 

Notemos que si A:E-->E es hiperbólico, hay una descomposición 
canónica E = VIODEiw donde E+  es el espacio invariante correspondien-
te a los eigenvalores con módulo menor que 1 y E" el espacio inva--
riante para los otros eigenvalores. De esta manera AIEt es una con-
tracción y A1E" es una expansión y nosotros podemos representar es4 
quematicamente las órbitas bajo A en la forma 



Cada órbita íAn(p)IneZ1 está contenida propiamente en una de 

las variedades invariantes dibujadas. 

Consideraremos ahora un difeomorfismo f:M.---IPM de una variedad 

diferenciable, con un punto fijo peM. Diremos que p es un punto fi  

jo hiperbólico  si df :Tr  (M)-VT (M) es hiperbólico. 
Extendiendo la definición llamaremos a qeper(fln) hiperbólico 

si es un punto fijo hiperbólico de fn. 

Traslademos ahora estos conceptos al caso de flujos. Conser-
vando la notación utilizada al principio del capítulo, supongamos 

que r es tu-periódica. En tal caso X(p) es un vector fijo del au-

tomorfismo (d1 4,)p:Tp(M)-->Tp(M) y así, 1 es un eigenvalor de 

(d§tA3)pe Se puede escoger una sección transversal S atra;rés de p 
de tal forma que el mapeo de Poincard P correspondiente, tiene 
parte lineal dP = dítulTp(S) 

DEFINICION. Sean 	 los eigenvalores de (dIlu)n, enton-
ces diremos que la orbita periodica P es hiperbólica si 1'1\51* 
para j=2,...,n. Esta définición no depende 'del pur4to per, porque 
si q= s(p) para algún s R, entonces 

(d/c„) =d§,)
p
e (dIto) o (d§ ap1 

q
2.- Conjugación  

Es apenas necesario mencionar la importancia de poder obtener 
información fiebre la dinámica de un difeomorfismo, a partir del co-
nocimiento de ella para otro difeomorfismo. Por eso los conceptos 
que introducimos en esta sección no resultan extraños. 

Diremos que dos difeomorfismos f:1\1--IPM 	g:N—IPN son semiconjú 

gados si hay una función continua h:M--1>N tal que el siguiente dia-

grama conmuta 

hl 	lh 
N 

En tal caso tendremos que hfn=gnh para cualquier entero n. Por lo 
tanto h mapea puntos periódicos en puntos periódicos; auemás, si 

lim fkn(p) =q entonces también lin' gkn(h(p)) = h(q), y así, diversas 
tmo 	 n4o 
propiedades de la estructura de órbitas de f se trasladan a glh(M). 

1..b el caso en que h es un homeomorfismo decimos que f y g son 
topologicurnente conjugados o equivalentes. 



3.- VARIEDADES A:',TMTOTICA53 
De acuerdo al teorema de Hartman (ver (11) , en una vecindad de 

un punto fijo hiperbólicopj un difeomorfismo.1 estopolozicamente equi 

valente a su parte lineal. Consecuentemente huy dos variedades in-

variantes (por lo pronto 0°) Wtec(p), Wí",,c(p) en las cuales f es una 
contracción, expansión respectivamente. Estas variedades pueden con 

tinuarse tomando.  

V4+01' U f"Moc(.11 ) 	hr(?)=.U •1"
(

-loc  CP)) 
R40 

En forma precisa y completa tenemos el siguiente 

TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE(T.WE.)PARA DIFEOMORFISMOS 
Supongamos que peM es un punto fijo hiperbólico de un difeomorfism 

f:M-->M y que T?  (M) = E+  0E es la descomposición correspondientes 

bajo clip . Entonces existen, una variedad W+(p), una contracción 

g:10-(p)--IPW+(p) con punto fijo q y una inmersión inyectiva J:Wt(p) 
-1rM tales que J(q) = p, diTil:T01-1-(1)))~-90T(M)  es un isomorfismo 

sobre E+  y Jg = fJ° Más aún, J10(p)) puede caracterizarse como el 

conjunto de las xEM con la propiedad de que lim f(x) = p. 
Nosotros identificaremos puntos bajo J, si bien J no es en ge 

neral un homeordorfisma (como veremos en el ejemplo de abajo) y por 

lo tanto W+(p) y J(W+(p)) puedén tener distintas topologias. Por 
otra parte esto es lo único en que difieren y ambas son llamadas 

la variedad estable de f a través de p. 
La variedad inestable W(p) de, f a través de p, se define como 

la variedad estable de f a través de p. Con.. la 'notación del teore 
ma, W(p) pasa por p y es tangente a E-. 

Para un.punto qeper(f,m) hiperbólico, se definen las varieda-

des estable e inestable W+(q),W-(q) como las variedades correspon 

dientes para q como punto fijo de fm. 

Ahora consideraremos un teorema análogo para flujos. Antes 
que nada daremos una definición: sea M una variedad diferenciable 

y sea PC. M una órbita periodica del flujo §t  definido en M. Di- 
remos que It,(>0-41 	cuando t-peo (t-w-00) si It(x) esta definido 

para todo t positivo (negativo) y para cada U vecindad abierta de 

e hay un T) O (T<O) tal que It(x)E. U para t )T (t <T). 

Definimos la variedad estable de r como 

stsi+ (r) 	xe m 	t(y.) 	p (.00,Aa. 	00 

y similarmente la variedad inestable de 	como 

\NI" 	XE, M 1 £t  (y.) 	cualndo t 	-co 



T.V.E. PAILA OR3ITAU Pj.RIOJICA3 DE FLUJO2 
Sea X un campo vectorial diferenciable definido sobre una variedad 
diferenciable M compacta (para aseurar que 	sea completo). Si 
es una órbita periódica hiperbólica para X, entonces w+(r) y w(r) 
son subvariedades diferenciadles inmersas de m. 

Como ocurre usualmente, primJTo hay que demostrar una versión 
local, la cual aepende de una buena elección de coordenadas. Para 
referencia posterior, mencionaremos algo sobre esta elección en el 
caso en que M es orientable. (VerW) 

Llamaremos seudocarta para r a una pareja (h,U) donde U es una 
vecindad de r en M y h:RXR13----, U es un mapeo sobre U tal que »  
(i) h es un difeomorfismo local 	(ii) h(RX501) = r 
Si además h(e;x) es co-periódica en O diremos que (h,U) es periódica 

Se demuestra que hay una seudocarta periódica (h,U) para r, 
tal que en esta seudocarta, el representante local de X, que deno 
taremos Xh  = (X1,X2) con XI:1131Rn —> R, X2:RxRn---11Rn, 

tiene la forma 

(1) X18,x) = 1+ Q(e,x) 
xl(e,x) = B(e) x + R(e,x) 

donde 13(e)ell(Rn,Rn), cl(e,o) = o, R(e,o) = o, D1R(e,0) = O para to- 
da ecl y B,Q,R son wl-periódicas en e 

El flujo del campo vectorial (l,B(e)x) tiene la forma 
lt,(9,x)= (e+t ► vt(e)x) 

donde 'Pt (e) E GL(Rn) 
Hay un ACL(Rn,Rn) tal que teu(o) = exp(2u1A) y se demuestra 

que P(&) = exp(eAdTe(0).11  es 2w-periódica 
Mediante el cambio de coordenadas 	(8,P(9)x), (1) es' 

llevada a la forma 

(2) X4(8,x) = 1 + Q(e,x) 
Xl(e,x) = Ax + R(e,x) 

donde Q y R satisfacen las mismas condiciones que en (1) excepto 
que ahora son 2w-periódicas. Mas aúnI r es una órbita periódica 
hiperbólica si y solo si A no tiene eigen-valores en el eje imagi 
nario. 
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4.— UN EJEMPLO 
Cómo ilustración del posible comportamiento de las variedades 

asintóticas consideraremos ahora un difeomorfismo en el toro T2. Re 
cordemos Que una manera de describir T2 es identificando parejas de 
puntos en R-  que difieran por elementos de Z2, es decir tomar T2 

9 

En tal caso, laproyección canónica 	2 nos servirá para dar 
coordenadas locales. 

Un mapeo T2--IT2  puede definirse a través de otro mapeo F:R14,R2  
(llamado su levantamiento) mediante la igualdad fOr(z))= r(r(z)) 
siempre y cuando para toda zER2pmEZ2 se tenga que F(z+m)-F(z)E_Z2. 
En tal caso, F nos servira como representante local de f. Si F es 
un difeomorfismo, f también lo será si es inyectivo, o sea, si 
F(z)-F(y)===> z-yeZ2. Resumiendo, un difeomorfismo F:R2-"PR2 induce 
un difeomorfismo T22 si para cada zER2 

(1) 	p(z+m)-F(z) e z2<---=> mEZ2 
Sea L un automorfismo lineal de R2, cuya matriz en la base u- 

sual tiene las siguientes propiedades 
(a) Entradas enteras 
(b) Determinante ±1 
(e) Ningún eigenvalor con módulo 1 

Es fácil verificar que L satisface la condición (1) y que por lo 
tanto define un difeomorfismo f: T 2 el cual tiene a p=ff(0) cd 
mo punto fijo. 

Si Xyp,son los eigenvalores de L entonces >1=detl= ±1. Esto 
junto con (c) implica que »t son reales y, digamos1001~.0. Sean 
117  y 19A, las rectas invariante correspondientes a >tyit respectivamen- 
te, entonces f(V(RN)) =7T(L(RN)) =7T(R1) y analogamente para ft.. Por 
otra parte, para cualquier q€Rm se tiene que lim Ln(q) = 0, y así 
fn (ir (q))  = ff(Ln(q)) 	 two 

p cuando ri-mo. Analogamente si sqeR›  entonces 
lim f-n(ff(q)) = p. 
vv->co 

Tenemos así que -ff(Rj y T(R>) son las curvas estable e. inesta-.  
ble correspondientes al punto fijo p. 



Si R A tuviera pendiente racional, 
se tendría que7r(R) es una 

curva cerrada. Como L expande uniformemente a R›, f también expande 

ría cualquier segmento ue la curva invarianter(R) y ass, no po-

dría ser inyectivao Por lo tanto Rx  debe tener pendiente irracional 

y en consecuencia W»>) es densa en T
2. Un razonamiento analogo (a-

plicado q in-1) prueba lo mismo para 7T(R ). 

Consideremos otros puntos periódicos (demostraremos que hay mu 

chos). Tr(x)eper(f,n) si y solo si Ln(X)- x E Z
2. En tal casor(x+R ) /4  

y 77.(x+R) son las curvas estable e inestable para el punto periódi-

co T(x)o En efecto, sea m = In(x) - x; si y=x+z con zeR" entonces 

Ln(y) = Ln(x) + Ln(z) = x+m+ Ln(z), y asi, fn(ff(y)) = 7f(Ln(y)) = 

= 11.(x+Ln(z)), de donde, 7r(x+Rim) es invariente bajo fn. En general, 

tendremos que fil.n(71.(y)) = n
x+Lkn(z))  y asi lim'fkn(ff(y))=Wr(x)a 1.4.0 

Analogamente si yex+RN, 111110f 	(a y))k 	= n(x) 
Observemos que ya que una curva estable y una inestable corres 

ponden a rectas con diferente pendiente, las primeras siempre se in 
tersectan. Si las curvas corresponden al mismo punto periódico'n(x) 
nosotros sabemos que este punto es trivialmente un punto de inter—. 
sección; lo interesante es que ya que 77(x+R1.) = 7r(x+m+110,) con meZt‘01 

se tiene que la curva estable 7t(x+R,14) intersecta a la curva inesta 

ble r(x+RN) en un punto r(r) jL  71'(x) (si r-x estuviera en Z
2, RN 

tendría pendiente racional). Este punto jr(r) es lo que se conoce co 

mo punto homoclínicoo 

x+R A  
K-1m4R.P* 

X+ Rµ  

Como apunto Poincar6, y elbor6 más tarde Birkhoff tales pun 
tos homoclínicos complican considerablemente la estructura de ér 

• bitas del difeomorfismo. Por el momento, demostraremos que nues-.  
tro ejemplo tiene el siguiente comportamiento: 

TEOHEMA. -El conjunto de puntos periódicos de f es denso en T2 

Dem. Sea A = 1(2 1)1 p,q.e,Z 	0 Por (a), An  es invariante bajo f. n' n 
Como r (An  ) = ff(An  1,0,11 2 ), colulta de n2 termipos• Si Zelr(An) en-
tonces.14 órbita de Z esta contenida en iff(Aft ) y asi, z debe ser un 

iáLAL"_._,_mit!' 	 tirárs 	+. + 	#; 	 r% 	 v 	 n  7r, "2. 	r‘vt 'sisa rw4 ñ ri4 owe 



Observese que si 7(r)4 es un punto de intersección de brow 
y 7/(R›) entonces todos los puntos de 7r(r+Q2 ) son homoclínicos y asi 
el conjunto de puntos homoclínicos es denso en T2  
5.- PUNTOS HOMOCLINICOS 
DEFINICION. Sea f:111-1,111 un difeomorfismo. Sean p y q puntos perió-
dicos hiperbólicos en una misma orbita. Un punto h es llamado homo-
clínico, si h W+(p)n, W-(q)-11),qf 

Si la intersección es transversal, 0(p)(\ W-(q), el punto h 
se llama transversal.  

La definición de h homoclínico es equivalente a que sea doble- 
mente asintó±ico, es decir existen enteros m y k tales-:Ique 

lim flan  f-k(h) = lim f-lan(h) 
co 

donde p,qeper(f,m) y p=f(q) 
• Se sigue de esta propiedad que la órbita de un punto homoclínico 

consta de puntos homoclínicos. 
A manera de ilustración consideremos 3 puntos periódicos hiper 

bólicos p (i=1,2,3,), que pertenecen a una órbita donde las corres 

pondientes variedades estables e inestables se intersectan tranever 
salmente. El hecho de que la órbita de un punto homoclínico (como 
por ejemplo, hCW-(pf ) W+(p2,)) consiste de puntos homoclínicos obli 
ga a Vr(p4 ) a oscilar hacia pa  y ya que h es un punto de intersec- 
ción transversal, lir(pi ) es presionada junto con su tangente, hacia 
W-  (p1)y consecuentemente intersecta W+(p1 ) y W+(p3) transversalmen 

te; entonces oscila hacia p1  y p3. Debido a que W'(111 ) es una sub- 
variedad inmersa, no puede autointersectarse y está forzada por lo 

• 
tanto a doblarse y a apilarse sobre si misma oscilando más y más - 
hasta que finalmente lo hace hacia todos los puntos periódicos hi- 
perbólicos de la órbita. Una situación similar tiene lugar para 
0(p1 ), W-(p:)• , W+(pz), 	Asi obtenemos una infinidad de puntos 
homoclínicos con órbitas distintas, una especie de malla de puntos 
homoclínicos. 



e 
A primera vista, es dirícil analizar situaciones en las que apa 

recen puntos homoclínicos. No obstante, como demostró Dirkhoff 18] 
el comportamiento de un difeomorfismo cerca de un punto homoclínico 
puede describirse mediante la dinámica simbólico.. 	U] obtuvo 
este resultado observando que una iterada del difeomorfismo es un ma 
peo geométrico que él estudió en forma sistemática. En el capítulo 
tres presentamos este teorema en el caso de un difeomorfismo del pla 
no. 

Consideremos ahora el concepto de órbita homoclínica de un flujo. 
Sea 11  una órbita periódica hiperbólica del flujot definido en una 
variedad diferenciable M. Si 10.((') y w-(r) se intersectan en el punto 
peM, entonces la órbita it(p)1 teR1 está contenida en le((')(1W (̂r) 
y se llama órbita homoclínicao 

Supongamos que M es una región de R3. Para obtener una idea del 
comportamiento . de las superficies asintóticas W+(r) y w-(r) es util 

• observar que su intersección con cada plano 
Np que intersecta perpen- 

dicularmente aren la consiste de las curvas asintóticas W+(p) y W-(p) 
para el mapeo de Poinearé en Np. Así, las superficies W+(11), w-(p) se 
obtienen pegando suavemente las curvas W+(p), W"(p) cuando p recorre 
la curva 



CAPITULODOS: UN SISTEMA HAMILTONIANO 

El ejemplo toral considerado anteriormente es de un tipo muy es 

pecial, ya que todos los puntos periódicos son hiperbólicos además 

de que la topología del toro obliga a las curvas asintóticas a inter 

sectarse. En este capítulo consideraremos un sistema hamiltoniano a-

nalítico que posee tanto una órbita periódica hiperbólica como una 

elíptica y demostraremos la existencia de órbitas homoclínicas. 

lv- DESCRIPCION DEL EJEMPLO 
Como es conocido, las oscilaciones del péndulo se describen me-

diante la ecuación x"= g senx (con g>0 cte.), o equivalentemente me-

diante el sistema 
1 9t1 x = 

90 
Y =-551 
espacio fase 

5 

Fig. 1 

las trayectorias asintóticas al punto de equilibrio A: xE0(mod 21T), 

x'=0, están dadas por la ecuación x'= 2g1  

Identificando S3)101 con un disco agujerado D a través de un di-

feomorfismo el retrato fase quedaría 

Fig. 2 

teniendo como 

S1= [x]mod 21fixeR1 
con el retrato fase 

1 con H = 2  y2+ g cosx 

apropiado al cilindro S1XR, donde 



El ejemplo consiste en cambiar la constante g por una función 
que pertenece a una familia 2-paramétrica de funciones periódicas 
pares positivas definida en (8b) abajo. Para no salirnos del marco 
de sistemas autónomos, consideraremos el sistema 
(1) 0':= 1 	)(u = g(0) sen x 	donde 

(2) O <g*.  ‘g( e ) g* 	= g(e) = g(0+4K) 

El espacio fase apropiado es SI  Y: D (el .cual es difeomorfo a T2X R) 
con 	S/  =. S  [e] (mod 4K) ¡ ee R 

Si queremos conservar la forma de sistema hamiltoniano hay qi. 
considerar 

(3) 
211 	, 	911 	= xf = ay y =-57  up. be 
1 con 	H = 2 y2  + g(e) cos x + p 

pero ya que podemos parametrizar las variedades de energía constan 
te con las coordenadas e,x,x' y estas evolucionan de acuerdo al 
sistema autocontenido (1), nos olvidaremos de la variable p. 

Hay dos órbitas periódicaá (al menos) U: xa°(mod 2W), x'= O, 
= t, y S: xalr (Mód 2 ), x'= o, e = t. 

En el caso degenerado, cuando g es una constante, la figura 2 
puede considerarse como la representación del mapeo de Poince.ré pa-
ra la sección transversal 9a0(mod 4K), teniendose entonces que U es 
una órbita hiperbólica cuyas superficies estable e inestable coin-
ciden y S es una órbita elíptica. 

Para la función g(e) que consideraremos, las órbitas periódi-
cas U y S continuan siendo hiperbólica y elíptica respectivamente, 
y además W4-(U) y W-(U) se intersectan sin coincidir. Nuestro propci 
sito en este capítulo es demostrar estas afirmaciones. 
2.- 

Para demostrar la hiperbolicidad de. U, comencemos observando 
que las coordenadas e,x,x' nos dan una seudocarta periódica para U 
en la cual el sistema tiene la forma 

(4) e'= 1 	x" = g(e)x + R(e,x) 
donde Ii(e,o) = o, t121/(e,o) = o y R(e,x) es 4K-periódica en e. 
De ácuerdo con 3 cap.01  nos interesa el flujo //..t  del sistema 

e•= 1 	x'= y 	y'= g(e)x 
Observemos oue x os una solución (que no se anula) de x"=g(t)x 

' si y solo si f = x - es una solución (le 

,117-  una única solución de (5) que satisfacen (g t) < f(t)< (0) . En 
efecto , es única porque pura cualesquiera 2 soluciones fltfl  de (5) 

(5) f' = g(t) 	f2 



se tiene que fi - fl + (fi  - 
fi  -fa  = C 	+f2) 

f2)(f1 + f2) = O , lo cual implica que 
(C constante) 

Si f1 y f2 exceden una cota positiva p para t 
entonces 

i fl f21  lele2P(t"t)  
por lo tanto O = O, o sea fi  = f2  

Para demostrar la existencia tomemos 	 21C 
(f.21: e) como coordenadas 

' 
po-

lares en el plano, el sistema dado en estas coordenadas por e' = 1, 
f' = g(0) - f2 satisface fl > O para f < 4)1/2' y f' < O para f>(g*)1/2  

3e sigue de ].a teoria de Poinicaré-Bendixsom que hay una órbita perió 

dita e = t , f = f(t) 

Fi#5 , 3 

Así f(I) es la única solución periódica de (5) y la represen-
Pordsimplicidad supondremos que g(t) alcanza 

vez en cada periodo. En un plano t-z, la cur 
p 

lineas z = (g1 )4/2 1(g*)14  ,tiene máximo: y 
los tramos descendentes y áscendentes de g'(t) 

Sotfer)at 	6W= 	Qncr  (-2.kvetl cur  

ax (4K. 
entonces la pareja u(t) = expy(t) 	v(t) = b(t)u(t) es una base pa 

ra las soluciones de x" = g(t)x. Si definimos 	• 

B(t) = 
	

L

u(t) v(t) 
1(t) v'(t) 

entonces son la unotación de 3 capad, tenemos que 

Tt(0) = B(t) B(0).1  

Como f es 4K-periódica, se tiene que 

exp P(4K) b(4K) exp (1)(4K) 

y así la Así, hay matriz Q(t) = B(t) exp(-tC) es 4K-periódica. Se tiene en- 
una matriz O con eigenvalores ciuL tal que cb(onsetio=m0Kc) 

o 	exp ( - Y( 4K) ) 

tonceu que 	Tt(b) = p(t) exp(tA) 
donde P(t) es uno. matriz 4K-periodina y A = B(0) O B(0)-1  tiene los 

mismos eip:envalores que O y así, 'por 3 cap.1, U es hiperbólica. 

taremos graficamente. 

sus extremos solo una 
va z = f(t) entre las 
mínimos, cuando cruza 

respectivamente 
Definamos 

B(0)-.1  B(4K) = 



t 

Fig. 4 

30— g(t) Y FUNCIONES RELACIONADAS 
La función f(t) ya definida, es la clave para los cálculos que 

desarrollaremos, y es conveniente tener una fórmula explícita para 
ella, consistente con la paridad de g(t). Para este propósito usare 
mos funciones elípticas de Jacobi. Escribiremos s, c, d para sn(t,k), 
cn(t,k), dn(t,k), respectivamente (0<4<1); para lo que siguej unica-
mente se requeriran las propiedades algebraicas, diferenciales y des 
criptivas elementales de estas funciones. Escribiremos Kn(1-fi 
para el módulo complementario, el cual se considera como un parámetro 
Para f(t) escogemos una función involucrando un segundo parámetro  pº 
sitivo. 

(8) f..  flt)= Ahd2(d-qtc)— 4/2  k S 4 )t + 41. CY.  I  !%, 4z. 
De acuerdo con (5) 
(8b) g 	Al K-4  (4- kcVs+ 4/4 	s2  i/y itc ol 7t2 (a4étcyb2+ 4  ht sz«- 	c 
la cual como es deseado, es par en t; alcanza sus extremos a t=0,2K 
y son 	go= XI  (14.• 12.)-  VI.  #2. 	e= 712/1"4  (1+4Z)2÷ 14:4 	Y así, 
g*) O (para 0<k<1) si:0)2 

El mínimo f*  de f ocurre para un valor t*  en (0,K). Para >7311k, 
fs= O y sn(tw )=(14-42?)"15, y. cuando 71 crece f*  crece(fe~N1Hl1para 7~) 
y t* decrece a 0. Para conveniencia posterior, impondremos la restric 
ción »11 y entonces, para cualquier ke(0,1) 
(9) 5C f4 	f(t) 	f*  < 2 NK-2  % 
Paraltev O, f(t) tiene picos altos separados por valles comparativa- 
mente hlanos; por ejemplo a t=K,3K toma los valores 70("1 - 4/2.k. 
7i1r1  4A2, k 	, que aunque grandes, son pequeños comparados con su 
valor 71K-1 (442.) 	para t= 2K. 

Necesitaremos también lu solución periódica h(t) de 
(10) h'+ 4hf(t) = 4f1h) 
cuya existencia y unicidad se sigue de los argumentos dados para (5), 
Los extlemos de h ocurren cuando h=f, y así 

(11) f ft h(t) < f * 
y las funcioneH gil,f,h están relacionados corno muestra la Fig. 5 

12. 



Fig. 5 

Los extremos de h-f ocurren cuando h'= f' 
1 h-  f I mcoc t 4/4  1 +1/4  1 Inevc 

donde por (8) 
(5  4/2,  c  a (ct+ itc) /a),  

(12) 	414 4  1- 1/2. ms (d+itc) la 

así por (10) 

La cota burda ift/fk W+ 1/2.1 	se obtiene inmediatamente, y una esti 
mación más cuidadosa muestra que para »11 la cota puede tomarse me- 

• nor que 1.1. De la expresión (12) para f'/f 	se encuentra una expre- 
sión similar, incluyendo más factores, para su derivada, y así se ob 
tiene una cota para ella; y de la cota para 1(f'/f)'1 se sigue una 

. 
para Ihl-fil l  con un argumento como el dado arriba. De esta manera 
encontramos que para 1111 y‘0<11.<11  
(13 a,b) 	Ih-fh< a= 0.275 	Ih'-fl 40.9 
(13 c,d) 	IP/fl < 1.1 	l(f1/f)1 1 < 1.2 
Si escribimos 	11:= 1 fe (h-f) 4. 

1
f" 11 f , un argumento sencillo 

muestra que la solución periódica de (10) satisface 

hf-f2+ ti- f 1 = j 1  l'el tpt (t) egtr et Ipe)- 4 vw ) zr / 	...4n 
El valor absoluto de la. integral es menor que i

ih
L

1
y (12) nos pro 

porciones una cota para esto. Así encontramos que 

• 
(11) h = f -dll.fl/f + 0.23 I/f 	con 	II I< 1 1 
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4. LA SUPERFICIE INESTABLE 
Obtendremos primero una información preliminar a cerca de la super-
ficie inestable W-(j). Consideraremos por lo tanto las soluciones x 
de (1) para las cuales lim x(t) = O 

t -4 4. CO 

Cada una de estas soluciones tiene la forma 
e .t x=w+O(w2) 	Iwi suficientemente pequeha j donde 
w es una solución de la ecuación lineal x" = g(t)x, que es la pri- 
mera variación de la ecuación (lb) x" = g(t) uen x 
Por lo tanto 	w(t) = 1  u(t) 

4.  02 v(t) 	Cl, 02 61  
y se requiere que lim w(t) = O, lo cual es posible unicamente cuan 
do 02  = O. 

Centraremos nuestra atención en la rama de la superficie ines-
table generada al tomar Cl  Y0. Recordando que u(t) = exp 9)(t), ob-
servaremos que todas las soluciones de esta rama quedan cubiertas 
tomando 1 = e"/ con « variando en el intervalo 10,4k]. En resumen, 
esta rama de la superficie inestable es generada por la familia de 
soluciones que para 1w1 suficientemente pequeña tienen la forma G=t 

x = exp (09k+ ir(t)) + 0(w2) 
de aqui obtenemos que x>0 pata tm-o. También, ya que f(t) esta aco- 
tada 	x' = f(t) x + 0(w2) = f(t) xJ+:6(x2 ) 
y asi x',>0 para 'ha; -co , ya que f(t) tiene un mínimo positivo. 
Además ‘x ot  = larixt  =1)Lx + 0(x2) 

x' =.9-12 = f(t),Lx + 0(x2) 
y por lo tanto xl, 	> O para t'u-0o 

Pueuto que g(t) y sen x son funciones analíticas y acotadas 
cualquier solución de (1 b) puedeconfinvarse a -todo (R . Por (16) 

y en virtud de 
para O <x< 11: z 
concluímos que para cualquier solución dela familia, x' y x cre-

En vista de las condiciones obtenidas para tfv-00 

cen hasta que, para algun valor de t, x alcanza el valorir; xjt , 
deben crecer por lo menos hasta que x =IE. 

Las soluciones de la familia generan una parte de la super-
ficie inestable W-(U), la cual queda especificada dando x,x 1 ,(3 
como funciones de las coordenadas (t,0 )enX[P,4K]. Variando 
en el intervalo [0,4K], la;.; soluciones de la familia forman una 
cinta que JO extiende continuamente cuando t crece, hasta que es- 

301 

x" 94  = aa g(t) cos x 

(2) obtenemos que x"> O si O<X<1T y Kill/xx  ° 



w-Cul 

te. se pega analíticamente con la parte de la superficie ya gene-
rada, y por lo tanto los puntos correspondientes a: (t,oz) y 
(t-4K, ole{- 4.K) deben coincidir. ( F15. ) 

Ademas hemos mostrado que xoc  permanece positiva mientras xg4 

así la ecuación x = x(t,o) puede resolverse en forma única 
para obtener c<= (x,t) y de esta manera x' resulta una función de 
x y t, la cual debe ser periódica en t. Así la parte de la super- 

ficie inestable para la cual 04 xlV,  tiene la representación 

(16) x' = G(x,e) 	 G(x,e+4K) = G(x,e) 
Para la g(e) particular que hemos definido, esta conclusión .se ex- 

tenderá para x<IT 
Obtengamos más información de las soluciones de la familia. 

De (1 b) tenmeos 
x12  - g(t)(1-cosx) 	= :-g' (t)(1-cosx) 

e integrando 
x' 2 	g(t)(1-cosx) 	= - S g' (rC ) (1 - cos x(t) ) dt ..00  

La integral converge ya que x' y 1-cosx 	O cuando t 	Puesto 

que x(t) crece con' mientras x '411, lo mismo ocurre con 1-cosx(r) 
y así por el segundo teorema del valor medio hay tuvaG C-05 )-15\ tal ye 

S t  g' (T) (1 - cos x(t)) dt = 1 - cos x(t)) (g(t) - g(t)) 
-co 

Es claro que F(t) = g /2,(T) es una función analítica para la cual 

(17) x'(t) = 2F(t) Lien bc(t) 	y 

(17a) 	(g 4c ) 4 < F(t) < (g*) yzpara O x( t) 1 1T 

sustituyendo (17) en (.1b), tenemos 

(18) . F' (t) = (g(t) 	F2 (t)) costx(t) 
la cual junto con (17) nos dá un sistema simultaneo para x,F. Por 
supuesto F( t) aepenue de la solución particular de (lb) que se es-
te considerando. 

La ecuación (18) sugiere una comparación con la solución pe-
riódica f(t) de la ecuación (5))y el conocimiento,-  de la forma de 

G(x,e) en (16) depende de la estimación de la diferencia F-f para 

una -solución arbitraria che (lb). 
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Los cálculos necesarios son tediosos y los hemos postergado al 
apendice A al final del capítulo. Resumiremos el resultado do di-
chos cálculos en la siguiente: 
PROPOSICION  Cualquier solución x que decrece a O a través de valo- 
res positivos cuando t-:›-m, satisface la relación 

(19) 	2 sin lx 	2(1: — f) tan2 	sine ix tan2  1.1:(8 + 3.2 logl 
1 

donde if < 1 
Observemos que diferentes soluciones dan correspondencias dis- 

tintas entre x y la fase de las funciones periódicas f,h. Esta co- 
rrespondencia esta implícita en (19) y resulta explícita cuando la 
integramos para obtener x en tperminos de t y una cte. de integra. 
ojón«. En principio, la mejor aproximación a la superficie inesta-
ble se obtiene integrando (19), sustituyendo entonces el resultado 
en (19) para obtener x' en función da t,Icx y eliminando luego« pa-
ra llegar a una relación entre x', x y t, la cual debe ser periódi 
ca en t. Sin embargo este procedimiento es superfluo pues rempla- 
zando simplemente f(t),h(t) en (19) por f(e),h(e), la superficie - 
debe quedar dada en la forma (16). Así 
(19a) 

4.  I sen211x tan2lx(8+3.2 losa f) G(x,(11).= 2seníxlf(e)-1- 2(h(e)-f(9))tan2lx 

donde III< 1. 
Podría suceder que si x es grande, la dependencia de x' sobre e 

sea multivaluada (un hecho que de estar presente debe aparecer en el 
residuo) pero hemos demostrado en la sección que esto no ocurre 

cuando x01  y demostraremos que tampoco ocurre cuando 3 ‘x0T, pa 
ra las funciones g,f que hemos venido usando. Es suficiente probar 
que a lo largo de cada solución, x cl  , la cual es positiva hasta 
x=— 2  , continua siendo positiva hasta x=77.. Esto lo haremos en el - 
apendice B. 
5.- LA ORBITA HOMOCLINICA. 

Para Ox‘rr, la superficie inestable W-(U) esta dada en la - 
forma 

= G(x,(51) 
Para determinar la forma de la superficie estable para x 

observemos que x(t) es una solución a (1 b) yal que 1.Nx(t) = 27r 

si y solo si y(t) = 2,7T- x(-t) es una solución a (lb) 
tal que lim y(t) = O. Por lo tanto la ecuación do 111.1 (U) se obtiene 



substituyendo x, e, x' por 27T-x, -O, x', o sea 
x' = G(27T-x,-0) 

De aqui se ve facilmente que para (x,0) = (]T, 0) w-  y 0 se in 
tersectan. En efecto 
x' = G(271--77-,-o) = G(w,o) =x' 

Lo mismo ocurre para (x,0) = (7T,2K), ya que como G es 4K- peri6dica 
en e se tiene que 

x' = G(2Y-77.,-2K) = G(17-,210 = x' 
En general para x=7" tenemos que 

( 20) 	x' 	xt = 2(f(0)-f(-O)) 	4(h(e) - h(-e)) + R 

donde 8 + 3.2 lolob;f(e) + 8 + 3.2 loz f(Q13)  
f(e) 	f(-0) 

y el segundo miembro 	(20) debe ser una función impar y periódi 
ca de e. Por (8), (VI), (12) esto es lo mismo que 

2 (21) x, 	x, = 2ksi÷  1- 4/4 kccl(d+kc)2/2,1  1 	0.12 I ------- 0.1 I
+  1- 1/4  12Y st (a+ kc)» /hl 	+ (e; 	i( e) 

donde Ill< 
El término principal en21) se anula unicamente para e =:0, 2K 
(mod 4K) y para e = K, 3K (mod 4K) domina sobre el término restan 
te si k no es demasiado pequeña y >I es suficienmteniente grande, 
De hecho, sillWA y 	max(42(1- k)91# , 11) tenemos que 

x+- x1 )0 	para e =K 

por lo tanto las superficies asint6ticas no pueden coincidir. 

• 



18 APENDICE A. Demostración de la proposición 
FORMULAS DE COMPARACION. ,Consideraremos una solución 

arbitraria pero fija de la superficie inestable, de tal manera que 
x,F y H (abajo) también como f, h son funcioneu determinadas de t. 

De (5) y (la) encontramos que 
F' 	f' 	(p2 ) 	cosíx = 2(f2 •-g) sen2Lx = -2f' uen2  Lx 4 	 4 
El factor integrante para esta ecuación, tratada como una ecuación .  
lineal para F - f, es 

exp 
 f

• (F(T) f(T)) cos lix(r) dr = exp 0(0, digamos, 

donde to  es cualquier constante cerca de ~0:> ; y mientras x<lr, es una 
función creciente de t, ya que por (19A.) y (9) el integrando es posi4 
tivo. También por (pa,) y (9) F 	permanece acotada cuando t--> -•0 , Y 
la única solución con esta propiedad es 

F(t) f(t) = -2 f 1'(r) sen }x(r) exp (0(r) — 0(t)) dr. 

El coeficiente de f' (t)) en el integrando es una función creciente J 
det , y asi por el segundo teorema del valor medio.  
(22) F(t) = f(t)-2(f(t)-f(T;)) sen2fx(t) 	-o) < --E < t 

= f(t) costx(t) + 2H(t) sen2ix(t) 
4 

donde hemos escrito f("i) = H(t); entonces por (9) 

(23) f. 5 HM 4 f*  
Se sigue de (18) 	,(5) y (22) que 
(24) xs = f sen x + 4H senix sen24x, y 
(25) H1 + 2 (H-f) (H sen$x senlx + 2f cosix. cos2ix) = 0.,  2. 
Vara x = 0, (25) se reduce a la forma. de (10) , de tal manera• que es 

sugerida una comparación de H con la función periódica h. Encontra- 

• 
rpos que 

(26) H'-h' + (H-h)lf(1+ 3 cosh) + 2(H+h-2f) senix senl. x} 
-6f(f-h) sen2ix - 2(f-h)2  senix sen 3  x. 4 	 4 

Aquí el hecho notable es que el coeficiente de f en 	permanece 
positivo para 0< x 41r, de tal forma que el desarrollo de la fórmula,: 
de comparación puede pararse aquí. 

ESTIMACIONES PARA SOLUCIONES ASINTOTICAS EN O < x 	ir 
1.21. Usaremos primero (26) para mejorar la cota IR-1« 2f*, la cual 
se sigue de (11) y (23). Pongamos 

(27) (t)= f(1+ 3 cosix)+ 4(h-f) uenix sen3/4X 	2(H-h)sen:lix senyx 
4 

0(0 = f OH dr 

para alguna conutante ta  cerca de to . De las estimaciones (9) , (13) 
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(11)y.(23), 0 tiene una cota inferior positiva para x suficientemen 

te pequeho, y asl para t en algar rango extendiendode desde -co. La 

única solución de (26) con la propiedad de estar acotada para valo-

ie dé t en este rango, es 

11(1) h(t) = — 6 ff(r)(f(r) — h(r)) sin2  lx(r) exp(0(r) — 0(0) dr ..  

( 28 ) 	
— 2 f (f(r) — h(r))2  sin jx(r) sin 2x(r) exp(0(r) — 45(t)) dr. 

Por continuación analítica, esta fórmula debe seguir valiendo para 

aquellas t para las cuales x41r; entonces 

(29) 
H(t) h(0 (< 6 I f(r)(f(r) — h(r)) sin2 ¡x(r)  

0(r) 
+ 2  i (f(r) — h(r))2  sin ¡x(r) sin ¡x(r)  

56(T) 

los máximos se calculan para -Do er‘t 
Se sigue de (11) y (23) que para cualquier constante positiva 

hay una cota positiva tal que 

(30) .2 I 11(t)•- k (di 'sexi x(t)  seri
4 
 x(t) < C 

siempre que x este superada por dicha cota. Así, por un argumento 
de continuación, (30)' permanecerá valiendo en cualquier rango abier 
to de x en el cual, (30) implique via (29) una desigualdad más fuer 
te. Así, cuando x esta en el rango propuesto y es siempre 41T, pode 
mos inferir de (27) que 

> f — la c f * — la c, 

donde como en (13),a, es la cota superior de f-h 
mo de Osen x_ 8,1144x. Por lo tanto, siempre que f*  

o < 	<  f  f — 	— c f — — c 

9/4 es el máxi-
> a.+C 

y la inserción de esta estimación en (29) nos dei 

11 — h 	6af * 	fx + tal sin lx sin ¡x  C  3af 	la2  1 < 
f — la — c 	f*  — qa — c 

aqui t es el argumento de todas las funciones, y en el término de en 

medio hemos usado el factor 9/4 en lugar de 2 como coeficiente de 

son x/4 sen 3x/4 ya que cuando x esta cerca.  de este producto es 

menor que su valor máximo 9/16, por un factor de 8/9. 

roa= 

M'u 



Esta estimación para I 11-hi es un mejoramiento de (3p) para )4•Tr, 2*()  
siempre que 
(31) 	9/$ CS a-1* + 	(1.1) 	C (4 e3/4- 	) 
y así, siempre que c)27 0/8 y 

f* 	(91/4i al  + 4/4 aC+ c.f 2% 
Para c positivo la expresión en el lado derecho torna el valor míni- 
mo 18a en c=63a/8, así la desigualdad se cumple si 
(3,3 a, b) 	fx  > 18 a 	e = 636./8 
De la sección 3 vemos que la condición (33a) se satisface cuando »11 
ya que entonces f,)5 y 18k= 4.95. 

Concluimos que si »11, ( 30) y ( 31) son válidas para_xoT , con 
el valor escogido para c ; usando ( 32) y (3 3) , obtenemos de (31) que 

(34 )
24  1H-h. 1 	a(48 sen zx + senlx sen34x) 	O < x 4 -1T 

Si restringimos x a un rango que no incluya 11.1  una desigualdad 
con constantes más pequeñas se puede obtener; por ejemplo si x 41't 
tenemos que 1 + 3 cosix 	, y por repetición de C34) encontramos que 

(35 )5  111-h < 	(18 sen2ix + 9 senix sen34x) 4 	3 	4 	 O < x 	Ir 
(ii)  De la estimación fundamental (34) se sigue de (24.) que 
x'= 2f seníx + 4 senLx sen2ix1h-f + a, I senix(48 senix + sen34x)/ 4 	4 
aquí y abajo, 1 I 1 < 1; y así, ya que 	1f-hila y x41r, 
(36)6' 	x'/2 senix = f + 16 alsen i2 x 2,  
Para la integración de esta ecuación, observaremos que, usando (36) 

se  e o. 	sent4 	cbc y (33 	: a) 	14 a, I ser12± xer! ett 
SisAX)(  (.1 +11 ca, sevit  *1/4  x ) 

• 	x 	
shAt94 x dX 

xo st."44% 	zent •1/4 x7" 
la integral converge cuando x 0--> 0 6 t e  4-00. Asi la integración dá 

log tan }x(t) = ip(t) + + 45 log 10 + 8 cos ¡x(t)  
(38) 9 + 9 cos 4x(t) 

0(1) f f(r) dr = AK-2  (arctan — arctan+ I log 
o 	 d 	1 + k 

p es una constante (el límite de log tan x( t) - ( t) el cual exis 

)te en virtud de la convergencia de C37) ) que caracteriza la solu-
ción considerada. Para xN O el término restante es <XXL ) y asi (38 ) 
es equivalente a (15 ); identificando tenemos que 

(39)  hubc4/K, 	iscx = 	log 4, 

donde debe notarse que para el ^) O ,K^/ log(11/ps ) y entonces itt es grande 
Ya que (1)( t) se incrementa en 21TIK14en cada ciclo (t1-4X., t1  ) , ve 

mos que si 75 K°2- es drande , entonces x e s exponencialmente pequerio un 
tiempo 4K antes de que x alcance ir, y a fortiori esto el-J válido pa-
ra la infinidad de ciclos precedentes. Sin ninguna restricción sobre 

donde 	e 	 d + kc 



?stri, x se incrementa de 'xo  a x1  en un intervalo (t ol t i  ), dado por 	21 
( 40) ( 	te)) f(T) = log(tanlxf  col-D(0  ) + 41 log(12  ) 9 
observemos que en el lado derecho el primer tJrmino es el dominante 
si xo  es pequeño, y el intervalo es corto si f es grande a.través de 
él y xo  no es demasiado pequeno. 

(ni) Ahora procederemos a mejorar las estimaciones para los valores 
de H-h y x' que corresponden a un valor finito, x“1.  , de la solución 
considerada. suponiendo que 1014  es grande podemos en primera ins- 
tancia limitar nuestra atención al caso en el que f (t) toma valores 

grandes a lo largo de la solución, y así las estimaciones serán a-
sintóticas respecto a f. 

Volviendo a (28) dividiremos el rango (-co l t) en to  y llamaremos 

£m al mínimo de f(e ) para to 4t1t, y pondremos xo = x(t o ).Una elecCión 
conveniente de to está dada por 

(41) 	 tanix - Af %  tanlx o rft  
• donde A es una constante cercana a 1. En (to ,t) usaremos F = x(V) como 

la variable. Por (13) y (34), (27) dá 	= f(1 + 3 coslx)íl + 	)i 

y usando (36), 

jt 	ett 	r 1+3 cos aX  51  4. uz)1  se Givy, 

m% 1 

o bo Yo( taA4V,i x 	I  

	

SemnIX .1-0m 4/4X  ÷ 	(fiy-11  Ái09 f».) 
Su" X tamii4 x 

	

el último paso es una consecuencia de (41), siempre que x0 4 	La 

contribución de ( t o  , t) para la primera integral en (28)7bes, cambian-

do la variable a y volviendo a apelar a (36), 

• ({(t) - ce)) sevx"4n scyhtin 	%  51 1 + O (f); 10111,)  .40 	2se,,,,v..g 	 vol 
y en virtud de (13b), (40) y (41) 
f(t)—h(t) = f(t.)—h(t) + 0(t-t) = f(t)- h(t) + (")(fij lag  fm ). 

El factor en F tiene la integral 4/3sen6 ln , y asi la contribución es 
(f 	11) (5c14414$ sev‘14/4  )(o) 11+ O (4;41 	+ sem` x O (f y.;' lot ft")  

sei.N3  V2.Y. +AM 44)( 

y aquí el termino sen6A  -x
° 
 es relativamente 

y puede ser omitido. 
La segunda integral en (28) es 0(f ril  ) veces la primera, y así 

su contribución en el rango (te  ,t) es despreciable. 

Para la contribución de ambas integrales en el rango (-co,t o ) te 

nemas la estimación (34) o (35)- (con xo  en lugar de x) multiplicada 

Por exp(I(to ) 	/(t)), siendo este factor 0(f,,,,-1/5) en virtud de (41) y 

(42) 

(43)- 

0(±',";; ) en virtud de (41) , 



22 
(42); asi la contribución es()(f -%senr2ixo  ), la cual por (41) es In 	I   
elkf m . senix). Por lo tanto esta contribución se puede absorber en , 4 

4 
el residuo de (43). 

Finalmente, la variación de f'len el intervalo (to ,t) es 
(t-to)(1"/f2), y por (40),(41) y (130. esto es 0(f,!, log fm ). 
tanto podemos remplazar fm  por f, el valor correspondiente a x, en 
el residuo de (43) de tal manera que 

H - h = -tanzlxlf - h +0(f-1 log 

donde todas las funciones tienen a t como argumento. 
Una examinación detallada de los residuos en este argumento, mues 

_y 
tra una elección adecuada de A en (41) 'es 6 , asi ya que f)5, Afrn l< 

5(1, 	14 
30 {3-  ; y asi en todos los cabos xo<t1T. De esta manera podemos u-
sar siempre (35) para estimar la integral en el intervalo (-co,t0), y 
si 7'  11, se encuentra que 

• (44)
2. H 	h = -tan J.xif h + I(3 + 1.2 log )1)1 fm  

donde III< 1 y 
1 j  1.3 	log fm  / 1.3 log  f 

(45) 1,„' f 	 fi., ‘ 	f 
y la inserción de (44), (45) en (24) ,para x$Tr, da 

(46) x'= 2senix f+2(h-f) tan2tx  + I sen tx tan2lx(81-3.2 log f)1 i  ' 2 	 4 	 f  
¡Ii <1 

Por lo 
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APENDICE B. Demostraremos que al x es una solución de (lb) que decre 
ce a O cuando 	-co,entonces xa  > O para 11/2,  

Sabemos que xx  ,x14  son positivas para x=1. Si xl permanece po- 
sitiva hasta x=71-, entonces xoc  no decrece nunca. 

Asi el único caso que hay que examinar es aquel en el que 	se vuel-
ve negativa, y si ponemos 

(48) Y = - 
lo que hay que probar es que mientras x crece desde un valor mayor que 
I/ hasta T1 , y no puede crecer desde O hasta+0. 
2. 

Usando (48) la ecuación diferencial (1c) se transforma en 
_ g(t)cos(it - x) + y2 ;  

a x' 
Poniendo ahora Y = y/f(t) y usando (5) tenemos, 

dY 	(1 + f',/f1  )cos(lr-x) + y2- Yf' /f1  
xs/f 

Por (3.6) y (33a), x' 7 2±' senix(1 	sen2 a. 'x)• y por 4  

dY y 1.22 cos(lf - x) + 0.22Y + Y2 
dx 	2 sentx(1 - lksenaix) 

(49)  
(Y + 0.11)2  + 1.22 coser- x) - 0.0121  

2 sentx(1 -%sen3-1 x) 
Sea xo  el valor dado por cos (1T - xo  ) = 0.0121/1.22. Si Y, que es 

negativa para x = 71  , resulta positivo para x4 xo, entonces Y alcanza- 
rá

2  
un valor Yo  a xe  tal que 

Yo  
dY 	 dx  

	

o (Y + 0.11) < 572 senlx(1 - 	seni4x) 
de donde Yo  < 0.00011 
Para x o  < x crr; (49) da 

dY <  (y + o11)2  + 1.22  
dx 	2 seri z x(1 -144senif 

asi cuando x llega a 7T , y alcanza un valor Y.1 tal que 
(Y4 

(Y + oo
dY
n)a+ 1.22 	 g 2 senloa  x(1

dx  
- %ser-124x) < 1.228 2, 

el caso eh que Y resulta positivo para un valor de x mayor que xe  que 
da cubierto poniendo Yo= O. La última desigualdad da' 

+ 0.11  arctan 	< arctanYo7 -4- 0 °11  + 1.36 < 1.4.6 	aretan 9.0 (1.22)P ki.22)V1   
y así Y1  <10. 

Por lo tanto 	permanece menor que 10 y xd  permanece positiva, 
mientras x$ 1T • 

para toda solución; así 
9)y(139), <o.22 

  

< 0.0083 



CAPITULO TRES 
En este capítulo, presentaremos la manera en que el corrimien 

to de Bernoulli de la dinámica simbólica sirve para modelar el com 
portamiento en cierto subconjunto Je una vecindad de un punto homo 

clínico. El primer paso consiste en relacionar el corrimiento con 

un mapeo geométrico (la: llamada "herradura"). El resultado se obtie 
ne notando que la restricción de una iterada del difeomorfismo a 

un cierto cuadrilátero es esencialmente este mapeo geométrico: Fi-
nalmente consideraremos el problema de la existencia de integrales. 

1.- EL CORRIMIENTO DE BERNOULLI 
Sea A un conjunto finito 	, el cual supondremos que • 

está provisto con la topologia discreta. Llamaremos S al conjunto 
de funciones de Z en A, provisto con la topología producto; se si-
gue del teorema de Tychonoff que S es compacto, y de hecho es un 
conjunto de cantor. Si s 1.51  denotaremos el valor de s en m€ Z por 

sm  y entonces podemos pensar a s como una sucesión infinita doble 

de elementos de A con un punto decimal entre so  y sl; así 
S = ( • • o S.1 . So  o S i 	 Z  ... )$  

La topologia sobre S puede metrizarse y de hecho dos métricas 
ocurren naturalmente, una es 

d (s,s*) =  N+1 
donde N=supSnl 	= s1:1  para toda .111 la otra es 

d. (s, s*) = 	2_1"' 	(54 Sji) ht.00 
donde S es la métrica discreta sobre A. 
El corrimiento de Bernoulli e;S--YS está definido por 

(1(s) )k = sk-1 
obviamente <I.  es un homeomorfismo. 

Notemos que (r n( 	s so 	sz ... ) = 	s_n  os_n4,1 ... ) y así 

s es un punto de periodo n si y solo si 
S=S y S — S 1.....nywySn= SO,  eeoySk  o -n 	 8k-n 

odicho de otra forma, la sucesión es simplemente la repetición de 

un bloque de n simbolos. 
PROPOJICION. El conjunto de puntos periódicos de (r  es denso en S 
Dem. Sea s =(401  ) cualquier punto de S. Definamos s1/1/ =(s1) reite-

rando simplemente el k-bloque inicial de s , o sea, 
= 	= si*  para 	k j€,Z 

4 
Con la primera de las métricas :introducidas ,tenemos que d(s",s4 

11.1‹ 
Q.E.D. 



Consideremos ahora un punto periódico s=(um), digamos que 
s .=sk  para toda kIZ. Para cualquier punto s*=(u*) 	s pero que 
satisface s=sm  cuando imt>N, se tiene que 

k
l
-vo
ímo kn*) = lím 0.--kn(s," ) = s k-bco 

2.- LA HERRADU7:cA 
Consideremos un cuadrado Q del plano, el cual sera el dominio 

de un mapeo f.Este mapeo uera descrito intuitivamente de la siguien 
te manera: alarguemos Q en la dirección horizontal y comprimamoslo 
en la dirección vertical hasta obtener una "tiramdelgada; doblemos 
esta tira y coloquemosla sobre Q de manera que lo intersecte en dos 
bandas horizontales. 

a) Para definir el mapeo en forma precisa, comenzaremos introducien 
do algunos conceptos. 

Dado 09/,< 1 llamaremos a la curva y=u(x) "horizontal" si u(x)' 
1.[o g il para toda xl,[0,1] y lu(x1)-u(x2)1 illxi-x21 si x1,x2E[0,1] 
Observese aue esto implica que u es continua. 

Si ul(x)y u2(x) son dos curvas horizontales y además ul(x)11 

u2(x), entonces al conjunto U= 1(x,y)lx401 i) 1.11(x) 	u2(x)1 lo 

e 	llamaremos banda horizontal. El número d(U) = max (u2  (x)-u1  (x)) 
se llamará diámetro de U 	 to,

. 

d t,(11  
kle

-  

En forma analoga x=v(y) se llamara "curva vertical" si 
v(y) 11M para ár [011) y tv(y1)-v(y2)1 ijkly.i-y21 si y1,y2C1,0,1] 

Una banda vertical estara definida a travéd de dos curvas verticaltm 
El número 0<1.4,<1 purmaneeerá. fijo en lo que sigue 

5Z5 
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b) A continuación estableceremos algunos hechos elementales que nos 
serán 
LEMA 1. Si U1DU2:)... es una sucesión anidada de bandas horizontales 
(Uk )keN  , y si d(Uk)-)0 cuando k-›4», entonces 

7i Uk  define una curva horizontal tcn  
Dem. Si Uk  está definida por las curvas uk(x), uk(x), entonces 

ti.k(x)‘ ti.k+i(x)<uk+i(x) uk(x) 

La sucesión k(x))keN es creciente y acotada superiormente, por lo 
tanto converge a, digamos, u(x)o Ya que (d(Uk)) keN  converge a cero, 
también (uk(x))keN  converge a u(x)o 
Sean xi,xae[0,1 

COMO 	1 Uk.(X1) - Uk(X2)kpkIX1  - X2I 	para toda k=1,2,... 

al tomar límite cuando k-léko, tenemos 
u(x1) - u(x2)I pdx1  - x2  

Si (x1Y)Eilli Uk  entonces ük(x)4uk(x) (k=1,21...), así u(x) 	1u(x) 

Oviamente una afirmación similar es válida para sucesiones anida 
das de bandas verticales. 
LEMA 2. Una curva horizontal y=u(x) y una curva vertical x=v(y) se in 
tersectan exactamente en un punto. 
Dem. Un punto (x,y) está en la intersección de ambas curvas si y solo 
si es un cero de x-v(u(x)) e y=u(x)o De acuerdo a las definiciones de 
curva horizontal y vertical tenemos que si OS< xi< x241, entonces 
Iv(u(x2)) - v(u(x1))k; pulu(x2 ) - u(x1)14 

así, x2- v(u(x2 ))-x1+ v(u(x1))  (x2-x1)-942(x2-xi) = (1-/A,2) (x2-x1) 

• Comoktehla función x-v(u(x)) es estrictamente creciente, y como ade- 
mas es 	para x=0 y >/0 para x=1, tiene precisamente un cero. Con es 
to queda probado el lema. 

De esta forma podemos establecer un mapeo del' espacio de parejas 
de curvas (una horizontal y otra vertical) en Q, asociando al par 
(u,v) su punto de intersección, digamos z=(x,y). Este mapeo es Lip- 
schitz en la; normas 	+ va = 11.c..olu( x )1 + max 

U
jv( y ) I 

WPI 
171 = 1X1 	15r1 

De hecho, si z.3(j=1 	
3 3

,2) corresponden a (u.,v.)(j=1,2) se tiene que 
x3  = If

3
.(y .) y así, 

1 x2-11114 Iv2(372)-v1(Y2)1 	I vi(Y2 )-vibil Uv2-vil 	Y2-5r1 1 
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similarmente podemos obtener 1 Y 2 - 11 Lt u2 	+ I«. t  x2-xil 
entonces 	(x2-x11 	(1_11k)-1 (11112-ui  II + 11v2-7111 

e) Pasemos ahora a definir el mapeo 
Sea A= 1,2,..., N y supongamos que 	St Val ae.A1 son colee 

ciones de bandas horizontales y verticales respectivamente disjuntas 
en Q. El mapeo f:Q-,R2 es un homeomorfismo sobre su imagen que satis 

face las siguientes propiedades 

(1) f(Q)fIQ =1J
A 	a Ua y f(Va) =UY para toda aeA de tal manera que las 1t.  

fronteras verticales de Va son mapeadas sobre las fronteras vertica- 

les de Ua y similarmente para las frbnteras horizontales 

2) Si V es una banda vertical en U V
a 
 entonces Va=f1V)(1Va es una auk  

banda vertical para cualquier alA y similarmente si U es una banda 

horizontal en CJ ua  , a=f(U)IUa es una banda horizontal. Finalmente, ak,A  
• supondremos que hay un O<V<1 fijo tal que, con la notación de antes 

d(Va)S9 d(V), d(fla • )<9 d(U).Obviamente la última condición expresa el 
hecho de que f realiza una expánsión.en la dirección horizontal Y una 

contracción en la dirección vertical.,  
d) En seguida describiremos la manera en la que el mapeo f esta rela 

cionado al corrimiento de Bernoullio 
Primero notemos que l ya que f(QWQ, las iteradas fk del mapeo f 

no estan definidas en todo c De esta manera si nosotros estamos in-
teresados en laworbitas bajo f debemos considerar solo aquellos pun 

afA am  a para kW: tos peQ tales que f (p) (1L) V,
°9- 
 para kk7,0 y f (P)CU U 

Por otra parte, para poder seguirle la pista a tales órbitas, 
debemos tener alguna manera dediscernir que puntos van cayendo en de 
terminadas regiones bajo las distintas iteradas de f. Asi por ejem-
ploj si definimos 

N=2 
Continuando con esta idea definimos inductivamente, para cada 

5E.S 
V 	 ) S..1  • • 	13,,,, h  

Se puede demostrar facilmente por inducción que 

VSo Filo • a • i.3.rt = kpeClIf/(P)€,V1,311  (k=0,l,...,n) 

V80 S. i = V 	 2( s(1f
-1(Vs.1 ) = SpE.Q1f°(p)Eys tf

1(p)EyS  
lisI S 2. 	

Ua  () f(Us  ') = ligcQlf°(p)eusl Iri(p)eus13 
1 	l 

estamos etiquetando a traves de las tetradas (s.1,so,si,s2), los con-
juntos que mediante las primeras iteradas ae f van a caer a regiones 
predeterminadas, (En la figura representamos estos conjuntos cuando 
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• 
p Por lo tanto tendremos que VS0  S.,1  o • o S.n 	V so  S.4  • o • S..n+a 

Usando la propiedad (2) verificamos también por inducción que 
V 	es una banda vertical y que ;1.1. diametro: SO S..4 • • • S .. bit  

d(VS9  S.,i  • • o 1L4 s-4. 	s .0_ ) d(V 
_.1  

Asi por el lema 1 
- 

= 11 PeQlf 
k 
 (P)EV ,k0/ 

define una curva vertical, la cual depende de la mitad izquierda de 
la sucesión s. 

Similarmente definimos inductivamente para •I>1  2 
uSiesoS Os =Us nf 

-4i. • • Spt  

las cuales ror la propiedad (2) son bandas horizontales anidadas cu-
yos diametros estan acota.dos por V I". Así, ya que f(V, ) = U, 

K 

U(s)= ni  u, ..., lp(Qlf1-k(p)eus kll/ =.-13eQlf kp)Ev,),,  k>/11 -k, 

nzi 	$1  
es una curva horizontal que depende de la mitad uerecha de s. 

Por el lema 2 
U(s)(1V(s) =ipeQ f-k(p)E.V, keY4 define precisamente un punto • 

De esta manera, podemod definir un mapeo t: S-->q! asidnando a s€S 
el único punto en U(W1V(s). 

Observemos que si T(s)=p entonceu f(f(p))E.V„ 	puru toda kez 
Por lo tanto ft =''Clr y así C= 	es un conjunto de Cantor*invariante 
bajo f. 

*Obwerveuo que euto so obtiene en roma millu natural por la ponotruoeisán 
do O. 

Vh 	) <N)v1)  tiende a O cuando n-4 Oh 

OCh 

V(s) :=1) v n.o 	• • O 



TEOREMA 1. 1C:G--.2>C es un homeomorfismo 
Dem. Como S e0 compacto, solo es necesario demostrar que et es conti 
nua e inyectiva. 
Continuidad. Si sl s'ES satisfacen que 131  = sk para 	n, entonces 

V(s),V(s' )C V 	y U(s),U(s' )C U 
So  S.1* • eL n  

La distancia entre las curvas V(s), V(s') está 

d(Vs 

	

	)  s ...s 
y aquella entre U(s),U(s') lo esta por 

d(U,0 	) “"-4  .. ,j 

De acuerdo a la discusión siguiendo al lema 2 
It(s) 	(v)1 	(Vn+ Vn-4) 

donde, la continuidad se sigue facilmente 
Inyectividad. El hecho se que las bandas verticales 

implica que para las curvas horizontales U(s),U(s') 
sibilidades; o bien U(s) = U(s') en el caso en que sK= sj para toda 

o bien U(s)(1U(s') = p. Analogamente, las curvas verticales V(s), 
V(s') o bien coinciden, en el caso en que sil =s1 para toda k‘0, o bien 
nunca se intersectan. De estas observaciones se sigue la inyectividad. 

Como conclusión de la discusión anterior tenemos que fIC es to-
pologicamente equivalente al corrimiento U Asil ambos mapeos tienen 
la misma estructura de órbitas. 

e) Como puede observarse, verificar la condición (2) 	en un caso 
concreto es una tarea dificil. Por lo tanto es conveniente cambiarla 
por otra condición, y esto lo haremos dandole a la condición (2) una 
forma infinitesimal en el caso en que f es continuamente diferencia-
ble y las fronteras de las bandas UalVa  son diferenciables. 

Denotaremos por z1  a la imagen del punto zo: z1= f(zo) 

Si (10,00)CT
oo 
 (Q) usaremos la notación 	( '1̂   111) = df (''0Z0 110  

Para 091/4.(1 llamaremos sector horizontal a 

4.(z) 	01.)E-Tz(Q) I Pl.i‘ /AMI 

r(z) = (y IroeTz (Q) ru 
condición es la siguiente: 

(3) df preserva el haz de sectores horizontales, es decir: 
df(S4.(z0))C_S+(zi) para toda zoEUV 

*A a 
MLIG aún, si (t,,rto) E s+ (Lo) k3ntonces 1.1.11>/r4  
Similarmente, df-1  preserva el haz de sectore3 verticales, es decir 

. df (u (z ))Gs-(zo) para toda ziekjUu  1 ach 
(14 1 111) e S Ni) en4onces lb I ›/ V» 1 4Í  

29- 

acotada por 

de 

Va sean disjuntas 
solo hay dos po- 

y sector vertical a 

La nueva 
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TEOREA 2. Jupongamos que f es continuamente aiferenciable y que las 

fronteras de las bandas Ua  ,Va  (aEA) son curvas diferenciables .Si f 
satisface las condiciones (1) y (3) para 0<m<1/2 entonces la condi-
ción (2) es vlida con V=LL(1-iu.)-1  para bandas con fronteras diferncia 
bles (observemos que esto es suficiente para demostrar lo estableci-
do en d)). 

Dem. :Sea y una curva vertical diferenciable en la banda V.0(beA). Por 
lo tanto n.  intersecta toda curva horizontal y en particular, las fron 
teras de Ua. Así f=ynua conecta las fronteras horizontales de Ua, y 
por lo tanto f-1(1) es una curva diferenciable conectando las fronte-
ras horizontales de f 1(Ua) = Va 

V 	Va,  

Supongamos que Y esta dada por x=v(y) con Iv'(y)1‘itk 
1 Sea pi= (ai,bi)lEf (r) (i=1,2), entonces f(pi) = (v(yi),yi)eUá(i=1,2) 

Sea q(y) = (v(y),y) 	Yl‘Y < Y2 
y definamos p (y) = r1(9. (y )) 

así 	132-131  = S11  W(Y) dY 
vt 

como (v' ,1) r(q(y)), entonces 

y ya que df-1 es un isomorfismo, (3 no cambia de signo. Así, 

Pe(y) = 
( 
df-.1(q(y))JlY' 

- 
- 

p(Y) 
cl(Y) 	con 1 1(1) I fitA- 1111 I  

91 	(91 	 1-42  

94 
po)d, I p,1(3(911dy >11

42
10<e-01 ck) 	1) °U.9) c19 94  

Esto muestra que f(1) = f.- a-u-mya es la gráfica de una funéión 
x=w(y) aefinic:a para 0451. 41 satisfaciendo 

lw(b2)-w(b1) <p. Ib2-bA 

3i aplicamos este hecho a las fronteras de VCV b podemos concluir 
que la preimaaen de V = Vf)Ua y así f

-1(V)r1Va es una banda vertical 
En seguida verificaremos el enunciado rebpecto al diametro, pura 

O< (l/2  y V: IL < 4 
Sean pl,p2  dos puntos sobre las fronteras verticales de f-1(1) tales 

d(f-1()) = que uus cordenadas-5, son iguales 
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Definamos p(t) = (1-t)pl+tp2 	Olt 1 

asi p'ES-1-(p(t)) y por lo tanto la curva imagen z(t) = f(p(t)) 
.+ 

tiene tangente z' =1f)p' e 	(z(t)) 

Así, po.aemoz, extender z(t) a una curva horizontal. De esta manera los 

puntos z(0), z(1) e.-3-tán Jobre una mima curva horizontal y dos curvas 

verticales a una distancia d(). Por lo tanto 

lz(0)-z(1)1 <(1-1.0-1  d(V) 

Finalmente, escribiendo z(t) = (x(t),y(t)) tenemos por la segun:  

da hipótesis en (3) ..que 	>/j,Cl ip'1)0. Así x' no cambia de signo y 

I N- p2, 	r at 	/kit 3,, I )0 	&t- itx I x(1)- x(0,1 	lit z (1)- vo 	 ot (i ). 
Para cada seS hemos construido en d) una curva horizontal U(s) 

una vertical V(s), las cuales están determinadas por la parte derecha 

.0 izquierda de s respectivamente. Bn el siguiente teorema daremos más 

• información sobre estas curvas. 

TEOREMA 3. Supongamos que f es continuamente diferenciabley pongamos 
J = det(df). Si f satisface las condiciones (1)y(3) para 

(4) 	O 	min( I J114, )Jr)k 
entonces las curvas U(s),V(s) son continuamente diferenciables. 

Dem. Basta probar esto para las curvas horizontales U(s). Recordando 
que dos de estas curvas, distintas, no se intersectan, definamos 

'U.. = U U(s) 
Notemos que 2L es invariante bajo df-1  En efecto, de la defini- 

así, aplicandof' 

f--- 1  ( U( s ) ) = Vs1( U(0( s ) ) C U(rsts ) ) 

A cada pc2tle asociaremos una colección de rectas M
P 
 en la si-

guiente forma. Supongamos que p=(R,Y)C. U(s), con U(s) dada en la for 
ma y=u(x). Consideremos ahora las parejas de sucesiones xn n  conver 

gentes a X para las que 
= lím  u(xn)-u(x19 

p n-400 	xn  x' n • 
existe; Mp  será la colección de. rectas II= 11;5 con olio variando en el con 
junto de limites mencionados. De la definición de curva horizontal te 
nemos que ickf», y el conjunto de los otf, es cerrado (p fijo). 

Sea c›-)(rdp) = max ote - minUf 21.4. 
Asi,(0(M )= O implica que y=u(x) tiene tangente en p. Puesto que para 
calcular los 04? hemos permitidos sucesiones arbitrarias, que U(s) sea 
continuamente diferenciable es equivalente a que tv(15) =O para todo 

ción de U(s) tenemos que 
U(s) = Us4 n f(uo-ls») • 



11 ) 	(c"P = (1 1) 
en m4(1)o Su imagen 'bajo df es 

En lo que sigue denotaremos .1  f (P) 	c 
Consideremos cualquier recta fvol n  

la línea /11= ot* ;4 
donde 	,c-fd °¿,  

La desigualdad IV Z,A+19-41.11 es equivalente a Ick+bez17/1(4-1.Si pl define una 
segunda recta en M4-s(p) y /3*  su imagen, entonces 

tul  
‘kk2  'J1 lot — pl < 21"— pt 

0.4-19c,(1 I 44-bis! 
Por otra parte, para el haz M=(111

P 
 ) pEu, tenemos que MCdf(M). En 

efecto, si 111 = oto`, es una recta en Mp entonces, con la notación ante-
rior, hay un par de sucesiones xn  7-4 X

n 
 convergentes a SE tales que 

oel= 1m u(xn)-u(x/i )  
n-)00 

n n 
Definamos ( okn, (bn)= f_4 (xn,u(xn) ) y analogamente para xn' . Ya hemos de-
mostrado que r l  (p) (c<n, pn) (ii;‘,11) pertenecen a la curva U(T-1( s) ) . Utili-
zando el teorema del valor medio obtenemos que 

Di 	.1,(A&A 	 151: 	 + OT M it  

V1400 c1 	44 10 	 0. t T, 01:1  

_ y por lo tanto Pi = oCeo  es una recta en 1M' f I(p) o Despejando cet 

oet 	c+ cit« 
a. 4-6 0( 

lo que demuestra que la recta tl1=ot*V4  es la imagen de la recta vto  
De esta manera tenemos que 

co (Me  ) 	co( df.111np)) 	Lo(Mf-o(P) )  

sup co(M ) 	sup co(M ) 
Pe 	P 	PE 	P 
sup c1 /41(M ) = O 

• Pe P  

30— el_ TEOREMA DE stiALE 

En esta sección consideraremos un difeomorfismo) f de un dominio, 
plano y demostraremos 
TEOREMA 4. Si f e 0 2  poseé un punto homoclínico r, en el cual las cur 
vas W+(p),W-(p) de un punto fijo hiperbólico p se intersectan trans-
versalmente, entonces alguna iterada f de f poseé un subconjunto in 
variante C tal que, 	fra le es topologicamente equivalente al co-
rrimiento de 13ernoulli. 

Comenzaremo3 con un estudio local del ciifeomorfismo f cerca del 

punto fijo hiperbólico p. Supongamos que los eigenvaioreu de df son 
,s/ tt donde 	b<tA, < 1 < 

*(3i esto no es cierto para f, lo es pura f2) 

por lo tanto 

y así 



Podemos introducir coordenadas locales, tales que p corresponde 
a x=y=0, y las curvas asintóticas a los ejes coordenauos. Sin perder 
generalidad, supondremos que el punto homoclínico r esta, en la inter 
sección de las ramas de las curvas e$taole e inestable, que son las 
prolongaciónes de los segmentos positivos de los ejes coordenados. 

  

Denotando la imagen de (x,y) bajo f por (x1 yy1  ) tenemos, en una 
vecindad del origen, que 

xf =4)(x,y) 

Yf rz:(P(x1Y) 
donde+. ,(1) son continuamente diferenciables y 

4)(0,y) =9(x,0) = O 
04(0,0) = A Wo,o) =it  

Restringiremos nuestra atención a un pequeño cuadrado Q=10,1 2  
donde a>0 tiene que ser elegida .En lo que sigue denotáremos la ima- 
gen de (xo,y0) bajo fk mediante (xklyk) 

Asociado a f tenemos el mapeo lineal df dado por 

(Py (1)y dio 

= x Vit) kPl,o 
La imagen bajo dfk sera denotada por (Vioilic) 
LEMA. Si a>0 es suficientemente pequeño y la sucesión de iteradas 
(xklyk) (k=0,1,...,n) está en el interior de Q, la desigualdad 

(9°A(0)14  t o1 	implica 

1 r1K I 	eliVx„ )ift  !ti 	Vgicl 	9K / ,4  Irli(.1 1 

Dem. Introduzcamos las coordenadas u,v mediante x=u2,y=v2. Asi nues-
tro mapeo toma la forma 

Además 

u1 = F(u,v) 
v1 = G(u,v) 

F(O,v) = G(u,0) = O 
Fu(o,o) =jw 	Gv(o,o) 

para O u., v ral 

 

y F,G son continuamente diferenciables si ¡E. C%  

Para el mapeo lineal tenemos 

(F

u v) (Po) 
G G q u v o ni  



Si suponemos que le101 1pol, entonces 

IP11>, (\Fut-111v!) 11301 = (4v -0(a)) 11) 01 

(t Gu 1+1GvI )  IP 1 = 552+ 0( a)) IP01 
así, si a es suficientemente pecueho tenemos 

1 13.11 )/ 'Poi 	' 	1111 	1 1311 
Por aplicación repetida, concluimos que 

lqick lipic 
	

I P k 1 >, I P k_ I 
	

(k=1,2,...,n) 

siempre y cuando 1q01 	\pc)  y los puntos (uklvk)(k=0,11...,n) perma 

nezcan en )1 12  

Diferenciando x=u21  y=v2 tenemos que esto es aplicable a 

hItc  
Pk 113-Q ' - 2JT57,1  

con lo que el lema queda probado. 

Lo que este lema afirma, es que en un cuadrado Q suficientemen- 

te pequeño el haz de sectores horizontales 

1111 	ghc 	l*g I 

se preserva 

verticales 

bajo df. Similarmente se demustra que el haz de sectores 

es preservado por df-1  siempre que los puntos base permanezcan en Q 

También, utilizando las ecuaciones (5)yel teorema del valor medio, 

se obtiene que si a O es suficientemente pequeño, entonces para 

(xo pyo )eQ 	x4  )/ )51  xo  y 9 y  a yo 
Para demostrar el teorema 4 utilizaremos el teorema 2, y por lo 

tanto tenemos que construir los conjuntos de bandas horizontales y 

verticales que satisfagan las condiciones (1) y (3)0 

Si realizamos la construcción en la vecindad dé alguna iterada 

f-k(r), la situación en esa vecindad se puede conjugar con aquella 

al-rededor de r mediante fk 

Denotemos por J e I las intersecciónes con el cuadrado Q de los 
ejes x e y respectivamente. Orientando el se¿mento I en el sentido 
de las y's decrecientes, obtenemos una orientación de Y 

0f-n(I) (la 
h 

orientación natural). Analosumente, orientando J en el sontido ue 
las x's crecientes, obtenemos la orientación natural de la rama 

Ufn(j) de la curva estable. 
"o 

Para kEN Juricientemente grande tenemos que f(r)EJ. Como las 
curvas asintóticua 	intersectan transversalmente, un vector. T tan-
2;enúe u W+(p) en f-1(r) y compatible con la orientación, tiene com- 



ponente-y no nula, pongamos por caso que es positiva. 

Como el segmento S mf.11114kr) rk(r) de la curva estable es compasa 
to y las curvas asintóticas se intersectan transveTsalmente, solo pue 
de haber un número finito de puntos de intersección de S con el seg- 
mento tr("11(r),f-k(r)C J. Escojamos q de tal manera que 

q f-k(r) 	191f-k(r)} 

Como la componente-y de T no es nula, hay 2 segmentos suficiente 
mente pequeños de la curva 'inestable, que contienen a q y f- (r) res- 
pectivamente, los cuales pueden expresarse en la forma xmhi(y) con 
h1 de clase C1.  

Escojamos 1 0 de tal manera que f1-1(r) este en I, en ese caso 
fl+k(q) y f1(r) pertenecen al interior de I. Ya que f preserva la o- 
rientación, un vector tangente a W'-(p) en f1(r) tiene componente-x ne 

3-5 

4 
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gativa, o equivalentemente, si denotamos dfr= 

entonces A(f-lc (r))< 0. Similarmente A(q) > 0. 
Con 9. y k fijos realizaremos la siuiente construcción, que de-

pende de un paráffietro 0<5< a, el cual tiene que elegirse. Sean b1 ,b2 , 
ci I c z € 304 tales que q=(b4 ,0), f-k(r)=(bz ,0), f lfrk(q) =(0,c1  ), 
f L  (r) = (O, 	) Así, bi < bz.  y el  >cz  

Para b suficientemente pea -lie/1a la recta y= 5 intersecta las curvas 
x= h1  (y) en dos puntos q4  ,qa. Consideremos el cuadrilátero R limitado 
por las rectas y=0,5 y las curvas de la forma x=hi  (y). 

di 	es suficientemente pequeña, hay un rectángulo R*40 ,11X Etip-] 
(con 0<C< S 9  C2/2Z.0Z <C2.4,›C1  < < a) y un número 1 >0, tales que A( z )1 
para toda zEr<sw(±.11+1-(R)nRs ) o En particular f ml(R)(1 R* = 
donde Wi(i=1,2) es una banda limitada por curvas de la forma y= h2  (x) 

• 
con htecl , y las rectas x=0, f o 

Ya que para (x0,y0 )€„ Q se tiene que xi  ii 71i x0 , y4 1)4,1  yo; si m es 
suficientemente grande, la imagen bajo fm  de cada curva y=h2(x) inter 
secta [0,a3)([0,13 en una curva continuamente ciiferenciable que conec- 
ta 	 una banda (horizontal, 
como probaremos) . Para obtener información acerca de los vectores tan 
gentes a las curvas frontera de Ui(i=l,2) , aplicaremos el lema a di-
chos vectores. En el conjunto de estos vectores tangentes (5.0 , no), la 
cantidad IN 01 permanece acotada y así, si tomamos S suficientemente 
pequeña se satisfaca la desigualdad 

(6) 	1'101 a 1101 
Ya que en y Wi  tenemos que 04 xo‘ 	yo, la desigualdad (6)* im- 

• plica que 
(7) 	1 11./n 1 	\It

1 	
1nfr.i 

para la imagen bajo dfr.a. Por lo tanto.  las curvas frontera de Ui(i=1,2) 
son de la forma y-= h(x) con th' 	541  

Consideraciones f  análogas muestran que .= -m(Ui) es una banda ver 
t 	iical en . ( =1,2) para la cual las derivadas dx de las curvas fronte 

, rueden controlarse. Pór lo tanto 	 dy  
Vi = f 

-144) 
 (vi) = m

1
u.) 

es un banda vertical en R. 

Denotemos por 55,U ,13 los máximos de 113(z1 , IC(z)I ,ID(z)1 en R. 
Si S es suficientemente pequefio, tenemos que 	> A/ 

	

E+.615 3 	 14 (2 
	 < 	I  

A - 	ávo 

(A( z ) 13(z) 
C(z) D(z) 

1=1,2 



Por lo tanto, denotando por (101  110) a la imagen je (n8z1Q)r)  bajo 
dfritt tenemos que si el punto base esta en VV.?.  y Ilw¿. 	u.wl 

entonces 1101 	--1\I*1 y (1vt, ) o D .sati 

mol que (7) es válida y 
 >‹, 

'4 

Pace (6). Así, por el lema tene- 

De esta manera tenemos que si S es suficiJntemente pequeña y tomamos 

= 111)71": W" S̀ 	• 
entonces dfKi-t+frrt satisface los requerimientos de (3) para el haz de 
sectores horizontales en Vil.nirz . Argumentos similares muestran que 

-(is+ts-m) 
df 	satisface los requerimientos pura el haz de sectores vertica- 

les U.IIJUi  . Así por los teoremas 2 y 1 hay un conjunto CcR invariante 

bajo ?FI"' y tal que f""/"IC es topologicmente equivalente al corri- 
miento T con N=20 

K+1.4-wt 
De acuerdo al lema y laobservación final en la sección 1, f 

• y así f, posee una infinidad de puntos periódicos y puntos homoclíni 

cos. 
4.- NO EXLSTEPCIA BE INTEGRALES 

• Desde un punto ae vista histórico la cuestión de la existencia 

de integrales para el problema de los 3 cuerpos, y más generalmente 
para un sistema Hamiltoniano, ha sido de gran interés. De acuerdo a 

un resultado de Brun, cualquier integral del problema de los 3 cuer-
pos, dependiendo algebraicamente de las variables del espacio fase, 

es necesariamente una función de las diez integrales conocidas. Este 

notable teorema es, sin embargo, de poco valor para la descripción 

dinamica del flujo, ya que pueden existir integrales Ce  o aún integra 

les reales analíticas que no sean algebraicas. En lo que sigue, mos; 

• 
-traremos que no existe una integral analítica cerca de una orbita ho 

moclinica. 

Para un difeomorfismo f en un dominio plano D, diremos que una 

función real I uefinida en D es una integral de f, si I no es constan 

te e I(f(p)) = I(p) para todo peD. 

TEOREMA 5. Cualquier difeomorfismo f aue saLisface las hipótesis del 

teorema 3, no posee una integral real analítica en Q. 

Dem. ue sigue de la sección 2, que hay un conjunto C invariante bajo 

f y tal que fIC es equivalente al corrimiento Cr • Más aún, los puntos 
de C aparecen como las interseccioneJ de las curvas horizontales y 
verticales U(s), V(s), las cuales son continuamente diferenciubles. 

Para cada natural k, el conjunto ue k-bloques de elementos de A 
erg decir Ak , eu finito. Así, podemos construir una s^ES que contenga 
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todos los bloques finitos posibi 	y entonces la órbita kv,  (9c) v‘ez1 

es densa en S. Escribamos p*= 

bupon,rpmos que I es una función real, continua en C y Gati,:ifucien 

do I(f(p)) = I(p) r:J.ra toro peC. En particular tenemos que I(fn(p*))= 

I(p*) para toda nEZ. 

Como la orbita Ifn(140) 	I neZ1 e3 densa en C y por la continui- 

dad de I tenemos que 1(p) = I(p*) para toda peC. 

o sea, I es constante en C. 

Ahora supongamos que DEC4(Q) es una integral ue f. Sea p=t(s) 

cualnuier punto en C, entonces p está en la curva horizontal U(s) y 

en la curva vertical V(s). Modificando la mitad izquierda de la su-

cesión s, obtenemos una sucesión de puntos qlf,U(s)IrIC, qn  T p que con 

verge a p. Así, si parametrizamos U(s) por x y qn=(xn,yn), entonces 

para la derivada uireccional Dl I a lo largo del vector tangente a 

U(s) en el punto p=(x,y) tenemos que 

D4f = lim I(eln)  - 1(p) 	 O 

naco  X n 	X  

ya que i(qn) = I(p) 

Por el mismo argumento, la derivada direccional DO a lo largo 

del vector tangente a V(s) en p se anula. Ya que esas direcciones son 

linealmente independientes, concluimos que 

919I = 	= 0 	sobre C ,x py 

Si IE.C.1)(01  repetimos este argumento y deducimos que todas las 
derivadas de I se anulan en C. Así, si I es analítica, es identicamen 

te igual a una c.onstante. 

• El teorema 5 implica nue si f es un difeomorfismo que posee un 

punto homoclínico, entonces alguna iterada ±-11  no posee una integral 

real analítica. Pero si I fuera una integral para f, también lo sería 

para fin, y por lo tanto f tampoco posee tal integral. 
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APENDICE: PUNTOS HOMOCLINICOS CERCA DE PUNTOS FIJOS ELIPTICOS 
Presentamos aqui una exposición somera del contenido del artículo 
de E. Zehender acerca de puntos homoclínicos para difeomorfismos 
analíticos que preservan área. Estos difeomorfismos aparecen al con 
siderar el mapeo de Poincará para órbitas periódicas de sistemas - 
hamiltonianos analíticos (ver D1). Zehender estudia el comporta-
miento de dichos difeomorfísmos en la vecindad de un punto fijo elí2 
tico, el cual corresponde a una órbita periódica estable del sistema 
hamiltoníano. Un primer paso en este estudio consiste en llevar el 
mapeo analítico que preserva área f a la forma normal de Birkhoff: 

Sea O el punto fijo eliptico de f, y sean 
los eigenvalores de dfo, si satisface 
(1) 	?\'" g 1 	para 1 n a +2 
entonces hay una carta analítica que preserva área en la cual el ma 

• peo tiene la siguiente forma normal (en notación compleja 5:: 54-Lvk ) 
(2) 	(5 ,  = t eikALCvstz) + Pt (

51 7;- ) 
donde lk es el polinomio %vi, (11n11  ) = Vo -i- Iitnit+•••+Irtn"  
y loe números reales TL son llamados constantes de. Birkhoff. Todos 
los términos de la función analítica PI son de grado al menos 29+2. 

Si l'51 es pequeña, esta forma normal podría describir posible-
mente, una aproximación de f mediante un difeomorfismo integrable 
T: 1 .1 =neLv't 	T es un mapeo de torsión (twist) analítico que pre- 
serva área (ver [41) el cual deja inveriantes todas las circunferen 
cias 	= cte. centradas en el punto fijo O. Esto podría crear la 
impresión de que las iteradas del mapeo se comportan de manera pre 
decible; sin embargo, el comportamiento interesante está contenido 

• en el término restante P Con la adición de este término, la ma-
yoría de las circunferencias invariantes bajo T sobreviven como cur 
vas invariantes bajo f. Este hecho es un resultado importante de 
Jürgen Moser, que dice que si 	O y 13, a4  ,i 1, entonces hay un 
conjunto D de curvas invariantes analíticas cercanas a esas circun 
ferencias al rededor del punto fijo. La restricción de f a esas cur 
vas invariantes es analíticamente equivalente a una rotación con 
número rotacional fuertemente irracional. Más aún, la unión de las 
curvas en D,tiene medida positiva en toda vecindad del punto fijo. 

Por otra parte, Birkhoff demostro que en cada vecindad del pun 
to fijo elíptico hay puntos periódicos de periodos arbitrariamente 
grandes (ver (3] para una demostración). Si tomamos un microscopio 
y.enfocamos la región entre 2 curvas de D (la llamada zona de ince 
tabilidad) esperaremos encontrar, en general, 



órbitas de puntos periódicos hiperbólicos 
y elípticos (esto es el contenido del teorema 2) 

Fig. 1 
Alrededor de los puntos periódicos elípticos, generalmente en-

contraremos otra vez curvas invariantes bajo una iterada superior de 
f; entre esas islas estables hay curvas estables e inestables de los 

puntos hiperbólicos. Si el sistema fuera integrable esas curvas em-
palmarían (como se indica en la Fig. 1 por las líneas punteadas). En 
este apendice veremós " 	que por el contrario, esas curvas se in-
tersectan"In general" y de hecho transversalmente, es decir, hay pun 
tos homoclinicos transversales. 

NOTACION Y ENUNCIADO DEL RESULTADO 
a) Cartas de funciones generatrices. Denotara= porAo  el conjunto de 
mapeos locales analíticos que preservan area, los cuales están defi-
nidos en alguna vecindad del origen en R2, y que tienen al origen co 
mo punto fijo elíptico. Sea feáo, entonces f=dfoC donde C es un ma-
peo analítico de la forma 

(3) 	 y 	x f • • • 

y que preserva area. En 	pe demuestra- 

que para los mapeos con estas propiedades hay una funcionP, lla 
mada función generatriz de C y escrita C=E(r), tal que 

I= r  (x,It ) 

9= ex (>41'1,1 
La función f es analítica en una vecindad del origen y tiene la forma 

+ 
L+117,5 

(1) 



Denotemos por Go  el conjunto ue eras tuncion,:s generatrices. Ya que 

toda transformación lineal elíptica que preserva area T es similar 

bajo una transformación que pre,Derva area A a una rotación R.4, 

T=A2,,A-1  , nos restringimol.„ unicam.ante a tales partes lineales, y des 

cribiDemos el conjunto de difeomorfismos f=1-LorE(r)e..b.0, R.,=dfo, por la 

siguiente carta: 

f= Roc E(r)---)(M)E. S1-1 -1 0(G.o 
donde = e

t, 
(areal), es el eigenvalor de R=dfo . Frecuentemente 

'Para que una vecindad del origen en R
2 quede contenida en el Gb 

dominio de definición de todas las funciones generatrices locales 
en consideración, introduciremos para K00 el subconjunto G0  C Go' 
definido como 
(5) 

•

112E. 	IN, < x.kkt 	5 7(  

Así, si DK  es el disco abierto de radio (20 toda* r€G0K  es una fun 
ción analítica en D K' 
b) Topologia. Definiremos las seminormas 	en Go mediante los coe 

ficientes de la expansión de Taylor en O: 

( r 	Í rke, I 	ft+. 	3 
La (E)-bola abierta centrada en f) se define por 

B CP, (11) = f re Ca o 	hze.  er- 	< 	42,4k, 
donde (E) = (eta), k+M ,Ekt50. En GoK  definimos la topología in-
ducida por esas bolas abiertas (o sea que conjuntos A,biertos y unio 
nes de bolas abiertas son la misma cosa). Esta topologia es muy fi-
na. Es más fina que la topologia de la convergencia de sus coeficien 
tes. Mas aún, las inyecciones  

(DX) 
en los espacios de Banach Cn(DK) son continuas para toda neN y r>0. 

En S41 Gintroducimos la topologia producto. Para darle sentido a oT 
la definición de generioidad necesitaremos el siguiente lema, que no 
es sino una adaptación uel teorema de categoría de Baire a la topo-
logía definida arriba. 

W,MA lo El espacio 1347.zGoTc  de mapeos locales análíticos que preservan 

arca, con la topología definida arriba, es un espacio 	de Daire l  
o sea, cualquier conjunto residual (intersección contable de abier-
tos densos) es denso. 

Diremos que una propiedad es genérica, si es válida para un con 
junto que contiene un conjunto residual. Mencionaremos aquí que una . 
tendencia importante en el estudio de sistemas dinámicos es hacia 

abreviaremos escribiendo f-_-to, r ) 
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el punto de vista genérico. Este enfoque consiste, a grandes rasgos 
en determinar y clasificar las propiedades genéricas de difeomorfis 
mos y flujos, considerandose ejemplosuraros" aquellos difeomorfis-
mos y flujos que no tienen esas propiedades. Obeervese que aquí in-
fluye mucho la topología escogida y que muchos ejemplos importantes 
pueden considerarse como raros. 
c) El resultado principal. Nuestro propósito es bosquejar la demos 
tración del siguiente teorema. 

TE0-2.- 	1. Sea .K>O, y sea M= M(K) = fE(N,P) f es real analítica, 
preserva area, tiene a O como punto fijo elíptico y pilt (f).< K/1, 
k+t 31. con la topologia definida arriba. 

Sea
HCM el subconjunto de aciuellos difeomorfismos que poseen 

puntos homoclínicos en toda vecindad del punto fijo elíptico O. 
0 

Entonces M
H es residual, o sea, M11 = n Mn  

donde .MnCM es el conjunto abierto y denso de aquellos difeomorfismos 
que tienen al menos un punto homoclínico en el disco D

n centrado en 
O y de radio menor que (n+1)

. 
 

Se sigue de nuestras observaciones en 5.capítulo 1 que si feM
H, para cada vecindad de O hay una iterada fk con una representación 

como la ilustrada en la siguiente figura. 
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El teorema 1 el-.1 un teorema ae existencia y su aemostración es 
constructiva. La estrategia para esta demoutrción eu como siue. 
1.- Primero hay que conJtruir órbitas de puntos periódicos hiperbóli 
cos y elipticos en toda vecindad del origen, las cuales puedan con-
trolarse. Esto se hace por aproximación usando la técnica de la for-, 

ma normal de Birkhoff. 
2.- El punto importante com,i,,te en continuar lau curvas asintóticas 

locales de los puntos periódicos hiperbólicos y probar que la curva 
estable y la inestable de dos puntos hiperbólicos resultan cercanas. 

Esto se logra estimando las soluciones de ciertas ecuaciones funcio-
nales. 

3.- Entonces se demuestra, ,usando la propiedad de preservar área de 
los mareos en cuestión, que las curvas asintóticas realmente se in-

tersectan aunque no necesariamente transversalmente. 

• 4.- Usando una teoría de perturbaciones de los encajes de dos curvas 

asintóticas, se encuentra un difeomorfismo que estZ. suficientemente 
cercano pero cue posee puntos homoclínic.os transversales. 

2.- 0.15IT:,S DE PUNTOS P:‘RIODICOS ELIPTICOS E HIPERBOLICOS. 

Sea f=(ell,f) M y sea B=B(f,E,(ekL)) culquier bola con centro en f. 

Veremos oue, dada cualquier vecindad U del punto fijo elíptico, 
hay un difeomorlismo g€B que tiene una orbita de puntos elípticos y 
una de puntos hiperbólicos dentro de U. 

El primer paso para obtener este resultado es el siguiente lema 
LEMA 2. Sea f=( e ,p)EM y sea B=B( f 1  E , (Em  ) ) cualquier bola abierta • 
centrada en f. Sean p,q€N con q,/6, (p, q ) =1 tales que I 2,T1 	<1/4  
Entonces hay una familia (ft  ) 	de aifeomorfismos ft= (€1(211P/11"- V9  ól ) / 
tal que ( frc  ) (1 B, y una familia (Cr() de transformaciones analíticas 
de coordenadas con Ct(0)=0 y que depende analíticamente de C, tal IkX 

(6) C-ts  fet(n) = 	elw11/11 +. R1( 	c> o ) donde 

(7) w(1511) = 2ffp/q - T21-1511.3....4./L IsI1t 
siendo c y 11.¿ funciones analíticas der. 

Para determinar los puntos fijos de fl para las ft  dadas por el 

lema 2, se introducen coordenadas (r,(1)(mod 270) en la forma normal 
mediante 

(8) r 
Con este cambio do variables y utilizando el teorema de la l'un— 

oión implícita se obtiene: 



LEMA 3. :Jea (ft) la familia de maoeos analíticos dada por el lella 2 
Entonces para toda 8> O exi.Jte T(11))0 tal que di O <*t <Z(6) fq tiene rt 
2q puntos fijos aislados (.N(t) en IT)<5 m=1,21...1 2q. Ellos ectan 
dados por 

( 9 ) 	32w1 	z 	(T- e,"" 4)"4  et)  
donde las funciones r

m  y (1)m  son analíticas y 
rm(0) = 1 	1)m(0) =11,/q(m- 1/2) 

A continuación se comprueba que loe q puntos fijos (eii ) con m im 
par forman una órbita, lo mismo que los q puntos fijos (hm) con mpar. 

Para estudiar el comportamiento del difeomorfismo fl cerca de 
esos puntos fijos, dilataremos un anillo conteniendo esos puntos fi-
jos mediante una transformación de escala apropiada. Sea...(rm(%),(1),,(%)) 
cualquiera de estos puntos fijos de fq, introduciremos entonces nue-
vas coordenadas (',x) definidas por 
(10) (I) 	+ 

100 -I,  r = rmet ) 	
qi x 

y restringiremos esas nuevas coordenadas al anillo A definido por 
(11) A = (4,x)1 0“2T1, lx 2r, 1- = V 2c/q 
LEMA 4. El difeomorfismo fl tiene la siguiente forma en el anillo A 

q = 	+ trif7. • 	t w2:1-1 hi( ft,t.v , x 
(l2) q  = 	p revz senqy + x + ¿112:+ 1  h2(rt,9',x) 

oI = 2q 	= cci 
Lasfuncioneshi(i=1,2) son analíticas en E,x y 2T-periódicas en (1) o 

hi  Másaún.(`r,010) =0 y para iti<to , 11>0, se tiene que  

)1clw 4 constante 
Con esta representación obtenemos, con la notación introducida 

después del lema 3. 
• LEMA 5. Le órbita (em)c:per(ft ,q) consiste de puntos elípticos y la 

órbita (b)C:per(ft,q) consiste de puntos hiperbólicos. 

Los resultados anteriores nos llevan al siguiente teorema de exis 
tencia. 

TEOREMA 2. Sea M el conjunto definido en el teorema 1 y sea M
oc:M el 

subconjunto de aquellos difeomorfismos que poseen un órbita de puntos 

periódicos elípticos y una de puntos periódicos hiperbólicos en to-
da vecindad del punto fijo elíptico O. Entonces Mo  es residual, o 

M = o n un h:,, 
donde el conjunto abierto y denso Un  consta de aquellos difeomorfis-
mos que tienen al menos una órbita. ue puntos periódicos elípticos y 

una de puntos periódicos hiperbólicos en el dil;co abierto D centra-
do en el orijen y pie radio (n+1)

.1  

sea, 
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A partir de la ecuación funcional se define un mapeo en un espacio 
de funciones, tal que la solución de la ecuación funcional corrospon 
de a un punto fijo del mapeo. Este mapeo és de contracción si el es-
pacio de funciones so escoge adecuadamente, en realidad, el espacio 
consiste de aquellas funciones Lipschitz continuas u(C, ) (0<rt<zD) 
que satisfacen b(r, )11 	t , L(u(%,  ))< 2  T • ' u(t,0) = O 

donde T0,511-52  son constantes positivas y L(u) denota la constante 

de Lipschitz de u. 
De manera similar determinamos la curva estable local W1,,, co-

mo
.1  la curva inestable del difeomorfismo inverso f en el anillo A. 

En seguida se construyen las curvas asintóticas locales de los 
otros puntos periódicos hiperbólicos en la órbita. Los puntos fijos 
de fl en el anillo A están determinados por la condición 

c(x+ hi(t,y,x) = O 
G 	senqy + h2(`t l y,x) = O 

siendo hh2 analíticas en fi'. Así, por el teorema de la función im- 
plícita, en A la órbita de puntos periódicos elípticos (em) de ft

*  

tiene la foima em = (xm(T),Ym(t)) = (0(T),r(2m-1)+0(%)) m=1, ...,q 
Por otra parte, en A la órbita de puntos periódicos hiperbólicos está 
dada por 	hm = (xm(c),Ym(r)) = (0(T),11m4-0(t)) m=0,1,...,q-1 

Observemos que si tomamos las nuevas coordenadas (x',1)9, defi-

nidas por x=xv('t) + x' y (1)=4v ecHlE , entonces la forma del difeomor-
fismo fl es exactamente la misma aue en el lema 4 con las misma cons 
tantes cl y p . Así, las Curvas asintóticas al punto hiperbólico hv  
se construyen exactamente de la misma manera que para = O. Regresan- 

110 	
do a las coordenadas originales (xliy) en el anillo, llegarnos al resul 
tado final de la sección: 

PROPOdiCION 1. Sean (hm('r)) y (em(r)) las órbitas de puntos periódicos 
hiperbólicos y elipticos de f en el anillo A. Denotemos por ni  y Will; 
las curvas inestable y estable del punto fijo hiperbólico hm  de fl. 

Entonces existen c1,c2 ,01,>o taleu que para O <T<To  las curvas asinto- 
ticas locales tienen la forma 

sirsi toco,= graf(gI) 

con las funciones 7r± (T,Y) definiaas en lo u Intervalos 
mediante 	

,±('r,4)) = ; y Jen(q11/2) + u±(t,9) 
Tías funciones u±(t,y) sati3facun lu- V  Cite  L(umit) < C/C y u-ó-(r,O) = O 

Diii=k
plIq' 

 2 
931  



Dem. La denáidad cle Un  en M es, conuecuendia del lema 3 
sea Vn el conjunto ue dií'eomorfismos locales f.r0.,f)CC4, con 

Pec2(DK), teniendo al menos una órbita de puntos periódicos elipid.cos. 
y una de puntos periódicos hiperbólicos. Por el teorema de'la función 
implícita, Vn es abierto en la topología C2 en C2(D). Como la inyec-. 
ción 2:C -.C2 (DK ) es continua, el conjunto Un=Vn(1M es abierto en M. 10K 

3.— CONJTRUCCION DE LAS CUNAS ASIWTOTICAS LOC LES EN EL ANILLO A 
Para demostrar que las curvas asintóticas se intersectan, es ne 

cesario conocer cual es la forma de estas Curvas. Para esto, utilizara 
remos la representación de flIA dada en el lema 4 e introduciremos 
la notación fti = f = (fil f2 ) mediante 

(13) 11)1171 (IP/ 	p+ oveik x + tw2.+4 k 4  et i kp,x) 
(q) 1).1) r-• e 	et.44- seiA 	 hz.  (T.)kPl x) 

Nuestro propósito es representar las curvas asintóticas como grá 
ficas de funciones x=g(9) y mostrar que tal representación es válida • 
a lo largo de un intervalo de longitud 3.1172q. Como es usual, comenza-
remos can la: construcción de la curva inestable local WTic...1 Si W:, es 
la gráfica de 	entonces la condición de invariancia bajo f'1  es. 

f(graf(g)) graf(g) 
.y así, g tiene que satisfacer la siguiente ecuación funcional 

(14) g(fl(Ylg(9)))  = f2(If'g(Y))  
o equivalentemente, g tiene que ser un punto fijó de la transforma-

f20(id,v)0 [fa.  (id, v) ción 

en un espacio de funciones apropiado* Sin embargo, esta transformación 
de 'gráficas no es muy útil debido a que la atracción del difeomorfis- 

. 
mo f es hacia la curva inestable local y no'hacia el eje o Para en-
contrar una transformación adecuada es necesario tener al menos una 
idea ié la forma de la curva inestable, y para uarnos esta idea supri 
miremos los términosO(T1441 ) en (13). En ese caso la, ecuación funcio 

(14) resultaría 
gl+otti4g(y)) = rtlksen(qtp) 	g(T) 

aplicando .1a fórmula de Taylor al miembro izquierdo-y suprimiendo los 
términos 0(T.,4/14  1  ) tenemos que 

« g' (4)) g(IV) = pisen qy 
Integrando esta ecuación diferencial obtenemos 

F 
 IrTj C  g(Y) = r den OPY2 	con 	rz 2,  

De esta manera, se busca la función g-  2n la forma g=/1,(u), donde 
(15) g-(T,T) = tt(u)(T 9 W) = ó sen(q//2) 	

u('t,')

y .só determina una ecuación funcional para li(rpky) con u(t,0) 



En la región /5 
ponuientes curvas 

den T en norma Lipschitz, 

L 0,  

-.DninDra+  
locales estable 

es 
g71 

(±1 	) m+i 

entre 

decir 
h 	2Ci  

dos puntos hiperbólicos, las corres 
e inestable resultan cercanas de or 

Mas alla de la región A perdemos control sobre la forma de las curvas 

asintóticas. :gis importante notar que si hubiéramos uespreciado los re` 
siduos en e •)- (en particular c=0) todo el ejeT, que corresponde a 
una circunferencia cercana a r=1 alrededor del punto fijo original, 
deberia consistir Le puntos fijos parabólicos de fq. Debido a que cíO 

esta ciréunferencia se rompe en 2q puntos fijos aislados, q de ellos 

formando una órbita hiperbólica y los otros q formando una órbita e-

líptica. 

1.- LA InrsasEccior JE LAS CURVAS ASINTOTICÁS LOCALES 
Ahora demostraremos que las curvas asintóticas descritas en la 

proposición 1, no solo resultan ceccanas sino que realmente se inter-

sectan. La demostración, que es una copia de la que dió Poincar6 cuan 

do estableció por primera vez la exisitencia de puntos homoclínicos, 

depende de una manera esencialde los hechos de que f preserva' area 

y los puntos periódicos hiperbólicos constituyen una órbita bajo f . 

• 
Sea Co 

la curva que en las coordenadas (4J,x) esta constituida por 

(i) el segmento de la curva inestable W-0  desde ho hasta el punto P con 

cordenadaY=1 	(ii) el segmento rectilináo desde p hasta el punto 
Q de la curva estable v/:, con coordenada, 11)=1T. 	(iii) el segmento de la 
curva estable wI desde Q hasta hl. 

2.4 



Lefinalilos la curva C por 

C = Ú fs,c(C0) 
5:o 

Pueto que los (hM) foro an una órbita bajo .f• C es una curva de Jor 

dan cerrada simple conectando los puntos periódicos hiperbólicos por 
tramos de las curvas asintóticas con puentes entre ella;. Sea G el 
conjunto compacto encrrado por. C = gG 

Nos interesa el conjunto fl(G), cuya frontera es 
11-  

(fq(G)) = fq(9 	
,1 

G) = 	fsrr(f,9-(C )) 

	

s=o 	O 

Ya que las curvas asintóticas W; y W4-1  son invariantes bajo 4, 

la curva fq(C o) está constituida por: (i) el segmento de la curva 
inestable V/ desde ho  hasta fq(P) (ii) el segmento fq(e) y (iii) el 
segmento de la curva =estable W-11.  desde fl(Q) hasta hl . De la siguien- 
te estimación para fcit én el rectángulo R= SiCkPi X) l)1-n/11411 IX-11141r 

q 
válida para ¶ suficientemente pequeña, 

2-1 T.14/2- > fi(Y,x) — 	>•6 vz 4 
concluimos que la curva fq(e) esta estrictamente a la derecha. de 

Supongamos que las, curvas Wjw, y Ifft ue  no se intersectan. Enton-
ces existe un conjunto V tal que, 1ependiendo de la posición relati- 

va de las curvas 	y W;f we  , o bien fl(G)=G-V o bien fl(G)=GUV con 
vncloi. Ya que líO. se  tiene que m(V)00 y por lo tanto 

,o m(t -(G)) = m(G) + m(V) 
contradice el hecho de que fl preserva area. Así W: y Vlif se intersec 
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tan y analogamente se completa la oemostración ae 
PROPOSICIOB 2. Las curvas asintóticas locales Wi 	(m=0,11...,q-l) wooc, 
de los puntos periódicos hiperbólicos (hm ) se intersectan: 

wzIoc, n 	toe  
Sin embargo, la intersección no 	necesariamente transversal. 

Con are;umuntos como los dados para demostrar la proposición 2 pode-
mos ver gu-J bajo una perturbación que preserva arua, las curvas uuin 
tóticas locales se interuectan, y LIGi nuestra tura ea rualiuur per 
turbaciono3 que prei:Jervun urea cae tul manero. que la intersección ueu 

trunuversul. 
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5.- TOIJA DE 
a) Jea 4 un difeomorfismo de clase en, n2.2, definido en un abierto 
del plano y que posee 2 puntos fijo,..3 hiperbólicos hl  y h2. ;.Supondre 

mos que una curva inestable local Wroc(hi) y una curva estable local 
,+ Wtoc (h2) reGultan cercanab en el sentido Cl. Nos enfrentamos al pro- 

blema de del3cribir el comportamiento de esas do curvas en la re5;i6n 

donde resultan cercan a3, cuzinao perturbamo el diTeomorrismo, 	El 

objetivo es lograr controlar a:iuellas)perturbacioncs cuyas curvas 

asintóticas 2e intersectan transverdalmente. 
b) Perturbaciones de la curvas asintóticas. La curva inestable local 
ne de hl  es compacta, permanece invariable bajo 4), y es de clase C

n 

si 0 lo es. Es posible encontrar una vecindad tubular N de Wioc <DR2 

y coordenadas locales (x,y) dadas por un difeomorfismo Cn  definido 
en N, tales que: 

) = (x,0)1x€I 	y hl  = (0,0) 

-1 1, esas coordenadas el difeomorfismo 4 esta representado por 2 fun, 
ciones en  

=(111'/2)  
invariable bajo + , tenemos que (1) 2(x,0) = O para todo 

Ya  que Wioc es  
xEI. Usando técnicas de punto fijo para resolver ecuaciones funciona 
les como en la sección 4, es posible demostrar que hay una vecindad 

- 
On(01) del difeomorfismo + en el espacio de Banach B

n  =0n m(-  'u2  ), tal 

que si TCOn(t) la correspondiente curva local esta dada como 
- 	 . % Wioc  = graf(4) donde u Y €0n  kI. Mis aún: 

PROPOSICION 3. El mapeo V:02(+) ---2,0°  (I)>C0(I) definido por 

(1,  ) = (u-tp ,Dxu11  ) 
es Prechet diferenciable 
Si para la perturbación fe B2  denotamos (v-or) = dflf ( ), entonces 
el desplazamiento infinitesimal de la curva inestable en el punto 
P"loc se construye a partir de las perturbaciones f(r(p)) en loe 

- 
puntos de la sucesión W'(p)11.1" que converge a hl. 

• Todo lo dicho hasta ahora para la curva inestable Wioc  de h 

es válido analogamente para la curva estable Wioc  de h2. 



c) Perturbaciones para mapeos que preservan urea. Consideremos aho-
ra el caso en el que, tanto el mapeo (5 como la carta definida en la 
vecindad N , preservan orea. Definiremos el subconjunto abierto Ee 

Ee = 51seC3(N )1 1s134(e} 

Para sCEe  definiremos f(s)(x,y) = xy + s(x,y) y consideraremos 
las perturbaciones de 4) de la forma (10E(r(s)) (recordemos que r  es 
la función generatriz de E(f)). Si 8 es suficientemente pequeña te-; 
remos que 4*E(f(s))6 02((h) para toda seE

eo Puede verse que el mapeo 
)(.:E8---) 02 (4') definido por 2((s)=4)*E(19(s)), es diferenciable si (I) es 
C3, y la diferencial 0.0está dada por 

(17) dxo  = di) (D2s,-Dis) 
A las funciones cuyas gráficas representan las curvas asintóti 

cas perturbadas de (1)r- 40 E(r(s) ) , las denotaremos por u-  . Los mareos 

• rae--)C°(I) X C°  (I) 	definidos por 

(8) = (u-,D u-S N X ) 
son diferenciables. 

d) Relación entre las perturbaciones de ambas curvas asintóticas. 
Consideremos las vecindades tubulares N+  y r de 40-Wc (h2) y Wwc  (h1) 
respectivamente. Supongamos que N4- 11 N-  =117-40yque Wt(h2)C1U y 
W-Lec- (h1 	 h 

) son Cl-cercanas, de tal manera que W+t  (h2  )C1 U = graf(4), 
donde u+  es una función definida en W-  (h1  ) (I U. Definamos N= le-  N- mc  

Consideraremos perturbaciones $•E(r(s)) de. 1 para sed5(14) sufi 
cientemente peaueña.h.ra describir la relación Cl entre las curvas 
asintóticas perturbadas en una vecindad de un punto peW;(h1)(1U, 
definiremos el mapeo 

a :03(N) 	R2  
(18)  

PROPOJICION 4. La restricción de (d.121)0(11,(C3(N),R2) al conjunto 
C. (N) de funciones Cc°  con soporte compacto, es sobre. 

de C3(N ) mediante 

lys) = (us  - u: D 	(u-  - u+)) x s s p 

De acuerdo con c) .110  es Cl en una vecindad de s=0 en C3(N) y además 
tenemos que 



SI 

donde la función generatriz ue C4 y consideraremos las perturbacio-
nes del) de la forma dIvE(u+v) donde v€C3 

Supongamos que los puntos hi,h2 e. per (95,q) son hiperbólicos y 
que las curvas asintóticas de esos puntos fijos de (Pq satisfacen las 
suposiciones que preceden a la proposición  4. 	En una vecindad 
C3  de v = O se puede definir un mapeo C1: vh-v.a(v)603,, tal que la u 
perturbación de +q tiene la forma 

[dtpo-E(u+v)]q =00E(f(aq(v))) u ^ 
Definamos ahora el mapeo 	=11peal donde-Clp se obtiene de (18) 
remplazando 4) por cp q; asi, utilizando la notación s=al(v) tenemos que 

-11p(v) = (u - e  , Dx a  (u-  - u.1)) 

PROPOSICION 5. Hay una vecindad V de las curvas asintóticas tal que 
O V y. la restricción de (d .11)0  al conjunto Cc(V), de funciones C.D  con 
soporte compacto contenido en V, es sobre. 

6.- DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1 • 

a) Mn  es denso en M. Supongamos que fo= (et's",r0)€M y sea 

B = B(fo 1 6,(§14)) cualquier bola abierta centrada en fo. Por demos- 
trar que Bniln  p. 

En virtud del leMa 3 y las proposiciones 1 y 2, existe un di- 
feomorfismo f 5 (e411"419  f) E.B1 = B(fo' , 1 (t4.11 )) que posee una ór .  
bita de q puntos periódicos hiperbólicos (hm), de tal manera que 
las curvas asintóticas locales estable e inestable respectivamente, 
de estos puntos periódicos están contenidas en un disco de radio 

1 menor que 7(n+1) y se intersectan, aunque quiza no lo hagan trans 
versalmente. La densidad de Mn es consecuencia del siguiente lema. 

LEMA 6 '; ;yes f = (ettlir" ) • el difeomorfismo de arriba. Sea 

B2 = B(f ' ft / (91))CB. Sea U<7.1/1  cualquier vecindad de las curvas dt 
locales asintóticas Vitoc(hm ) y Wuc(hm). 

Veamos ahora como se aplican los resultados anteriores al caso 
en quo 44) es un difeomorfiomo local C3 que pi serva área definido en 
una vecindad del origen en R2 , el cual es un punto fijo elíptico. 
Escribiremos (1) = d(too  • E(u) 



Entonces hay un ñ (3)0 (que depende ue 132  y U) y una familia de difeo 
eL(2,110+-tz) morfismos (fh lIZI.00) , 

f 
'› 	 ,u+v7,), f7,= f si A = 0, tules 

que (1'2%) CD2, y todo difeomorfidmo fh , 29,4 0,. tiene una órbita de q 
puntos periódicos hiperbólicos cuyas curvas asintóticas estan conté_ 
nidas en U y se intersectan transversalmente. 
Dem. Consideremos los puntos fijos hiperbólicos hl, h2  de fq. De 
acuerdo con la proposición 2, W;c(h1)(1W-1.  (h2  ) ¡ p. Debido a la for 'toc.  
ma particular de estas curvas asintóticas, ellas tienen vecindades 
tubulares b"")  N+  que pueden parametizarse mediante cartas que preT, 

serv c an area. Así, podemos hacer uso de los resultados de la sección 
5 o), d). 

Consideraremos las perturbaciones (df) sE(e+v) de f=(df) .E(f) 

donde vtC'1 
	 o 
y M5  es suficientemente pequeña. Sea p£Wwc(h2"c(h2) 

y supongamos que la intersección no es transversal. Esto significa 

que si definimos 

p(y) =s  - 1s  1-  , Dxs  (u-  - u +)) s 	p 9 	s = 	au(v) 

si 6 es suficientemente pe-

tenemos que la restricción 
sobre. Por lo tanto, existen 

Pl 

entonces tenemos que Ap(0) = (0,0) 
El mapeoilP. Ee  cG3(DK)--> R2  es 

Cl 

queña, y en virtud de la proposición 

de (d40(1D(C3(Dic),R2) a C2(DK-0) es 

v11  v2  ed22(D K  -0) tales que 

(da)ov1 = (1,0) y (2. )o  v2   = (0,1) 

Ya que (d.a. )o  es 'continuo, podemos encontrar dos polinomios p  

y P2  que se anulan en el origen junto con sus derivadas hasta de se 

gundo orden y'tales oue los vectores 

Q1 = 	)oP1 ' e2 = (d2:1))oP2 

son linealmente independientes. Definamos ahora la función F:A--9>1? 

donde A es una vecindad suficientemente pequeña de origen en R3, me 
diante 

F(Cds) =Jr/p(c1131+c2P2) - (0,25) 
	
° = (cl'e2)  

Tenemos que F es Cl, F(0,010) = O y 

(DCF)(o,o,o) = [14  h.] no es singular 

Por el teorema de la función implícita, hay dos únicas funciones Cl 

fl(M, f2(71) tales que fl(0) = f2(0) = O y F(f1(2)1f2(A),X) = 0. 
Definamos los polinomios vN  por 

v = f (2 ) P + f (7) P Pi 	1 	1 	2 	P2 



entonces _O_ (v ) = (0,71), o sea que, pa,ra.75;ZO tenemos intersección 

transversal. 
Los mapeos It  :E CC3(DK (I-1), que asocian a cada veEe las 

funciones u± cuyas graficas representan respectivamente la curva 
estable y la inestable para el difeomorfismo perturbado (c)q)

o
imp-bv) 

son de clase 	 1. Por lo tanto, si las funciones u± representan las 
curvas etable e inestable rara el difeomorfismo imperturbadol  el 

teorema del valor medio nos da 

luk  -u- I 	+ 	Ai." IVA ) 	3 (19) 
V 0 C(1- ) 	C- (DK ) 

Ya que. fi (Z)I C171 (i=1,2), para 7s suficientemente pequeda 

tenemos que f A  = (etuTTIAritt) ,f+vA ) B2 . Además, en virtud de (19), 

si 'A es suficientemente pequeña, entonces las curvas asintóticas 

locales perturbadas del difeomorfismo fA  están contenidas en U. 

b) Mn es abierto. El siguiente lema nos será útil (una demostración 

de una afirmación más fuerte puede encontrarse en [1-1-5.] Cap. 16) 

LEMA .7, o Sea WcRn una vecindad de O. Supongamos que f:W--> Rn es C11  
i•k_ f(0) = O y dfo  es invertible. Entonces hay una vecindad C1 u- de f 

tal que para cualquier gelY hay un xeW tal que g(x)=0 y dgx  es in-

vertible. 

Sea 4= (e /:54)11.Mn  con la propiedad de que O tiene dos 

puntos fijos hiperbólicos hl, h2  tales que Viioc(h1),Wifoc(h2)clU y se 

intersectan transversalmente. Hay una vecindad V=J-XV1  de 4), donde 
J es un intervalo abierto al cual pertenece «o y Vi  es una vecindad 

de r. en C2(DK ' ) tal que si YeV entonces 4r tiene dos puntos fijos 
+ hiperbólicos .en U. Denotemos por u-- ec1  (1—+  ) las funciones cuyas grá 

ficas representan las correspondientes curvas asintóticas,en una 
vecindad de las curvas iniperturbadas locales. Definamos la función 

fqi(x) = (1/4"
Y 
 - u) (x) para x en algún intervalo Icrl-nr, entonces 

la condición para la intersección transversal en algún punto p es 
f,, (p) = O, Dxfq(p) 	O. Puesto que los mapeos U}  :V -.5)C

1(1) defini- 
dos2or VI NO = u± son continuos si V es suficientemente pequeña; 
se sigue del lema 7 que si V es suficientemente pequeria, entonces 

para cualquier difeomorfismo 9)€V las curvas asintóticas correspon-
dientes se intersectan. si escogemos una bola abierta B(f2 ,(E))cGoIC 
tal que BcVientonces JXBc:Mn  y así, Mn  es abierto. 
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COMENTARIOS FINALES: 

En este trabajo, hemos considerado el fenómeno homoclínico en 
relación a puntos periódicos de difeomorfismos y órbitas periódicas 
de flujos. Obtuvimos una descripción de un difeomorfismo en cierto 
subconjunto invariante, lo que nos permitió demostrar la no existen 
cia de integrales. 

Pasando al mapeo de PoiCar6, este resultado se puede extender 
al caso en que haya kobitas homoclínicas a órbitas periódicas de flu 

j 0113• 

Para nada consideramos la posibilidad de que hubiera órbitas - 
homoclínicas para puntos singulares de campos vectoriales. Este com 
portamiento es dificil que se presente en un sistema arbitrario ya 
que la suma de las dimenciones de las variedades asintóticas es a 
lo más la dimensión del espacio total y en caso de que dichas varíe 
dades se intersecten deben hacerlo a lo largo de una órbita comple-
ta. En el caso de un sistema hamiltoniano, ya que las variedades -
asintóticas deben permanecer en la superficie de energía constante 
en la que se encuentra el punto de equilibrio y dicha superficie tie 
ne codiménsíówl, no hay impedimento fuerte para que las variedades 
se intersecten. Resulta que enlál caso, no siempre se pueden exten-
der nuestros resultados, e incluso se han dado ejemplos de sistemas 
completamente integrables en los cuales hay órbitas homoclínicas pa 
ra puntos de equilibrio. 

El tema se extendió aún' más, al considerarse órbitas homoclí-
nicas a diversos conjuntos invariantes (esferas, toros, ...). 

• 
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