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INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo es presentar en forma mds o me
nos directa y detallada uno de los fenomenos més interesantes que -~
exhibe la estructura de orbitas de un difeomorfismo: la existencia
de puntos homoclinicos. ,

Hasta donde se, el primero en considerar esta situacién fue Poin
caré (quien le dié nombre a dichos puntos), al estudiar el problema
restringido de los 3 cuerpos Eil. E1l nizo ver la complicacién de las
érbitas a consecuencia de la presencia de puntos homoclinicos, de tal
manersa que ni siquiera pretendid indicar graficamente el comportamien
to del difeomorfismo. Go.D. Birkhoff en sus trabajos acerca de difeo-
morfismos de superficies, estudi§ puntos homoclinicos y noto en [e]
la relacién entre ellos y el corrimiento (llamado de Bernoulli) que
Hadamard habia usado para estudiar flujos geodésicos en variedades bi
dimencionales de curvatura constante negativa. Smele establecié en
forma més clara esta relacién, basandose en su estudio del mapeo co-
nocido como “herradura". El mismo comenté que habia llegado a la he-
rradura al tratar de obtener una imagen geométrica para une variante
de la ecuacién de vander Pol considerada por Levinson en su articulo
Bﬂ » Las ideas de Smale fueron explotadas ampliamente por Alekseevw
en BZ], poniendose de manifiesto la importancia y riqueza del tema.

Las expoéiciones acerca de puntos homoclinicos son en general
poco accesibles debido en gran medida a que se incluye mucha infor-
macién que resulta gratuita en el estudio de este tema. Ademds, ca-
81 no aparecén exposiciones méds o menos detalladas de ejemplos done
de ocurra el fendémeno homoclinico. Este trabajo pretende-eliminar e-
sos inconvenientes y considero gue puede comprenderlo ca-balmente -~
cualquiera que conozca los aspectos bdsicos de la teoria cualitativa
de E.D.0S Ia exposicién se ha organizado de la siguiente manera.

El capitulo 1 comienza indicando la manera en que la dindmica
de difeomorfismos entra en el estudio cualitativo de flujos de cam-
pos vectoriales. A continuacién se consideran los puntos peribédicos
hiperbélicos y sue variedades asintéticas (estables e inestables),
presentandose después un ejemplo que motiva 1a’' definicién de punto
homoclinico. Puesto que todos los puntos periddicos en este e jemplo
son inestables, es muy sencillo exhibir aqui las diversas situacio-
nes que acompafian a los puntos homoclinicos en el caso general. Des-
pués de dar la definicién se discute en forma intuitiva, como la pre
sencis de puntos homoclinicos oblige a las variedades asintiticas a




tener cierto comportamiento.

En el capitulo 2 se expone un ejemplo en el cual a diferencia
del dado en el capitulo 1 hay al menos un punto periédico. La demos
tracifén de la existencia de Sérbitas homoclinicas es dificil y requie
re de numerosos cdlculos que se presentan en 2 apéhdices al final -
del capitulo. '

El capftulo 3 es una exposicién del mencionado teorema de Smale,
que da una buena informacién del comportamiento de un difeomorfismo
en la presencia de puntos homoclinicos. Para finalizar el capitulo
demostraremos una de las consecuencias del teorema: no existen inte-

grales.

Hemos relegado para un apéndice un resultado cuya demostracién
es demasiado larga e intrincada para presentarla con detalle en un
capitulo de este trabajo. Nos concretamos simplemente a bosquejar
la demostracién de este resultado que se refiere a la existencig de
puntos homocinicos para difeomorfismos analiticos que preservan édrea
Yy estan definidos en la vecindad de un punto fijo eliptico en el pla
no. Se comentan tambien, aspectos muy interesantes ~acerca de dichos
difeomorfismos.

¥ Es w*men'\‘e com los libeos
[H-S] Hiesch— Senale D:ﬁcrenhal equotions, dynamical systems ;and 1. a.
Vv.1. Arnold. Ordinacy o\lﬁe vewtiol equo.ﬁovss




CAPITULO UNO : DEFINICIONES

Consideremos el flujo«@tdefinido sobre una variedad diferencia
ble M por un campo vectorial X. Supongamoscpuaikposee una. édrbita
periddica PC M. Sean pel y S ura subvariedad de codimensidn 1 tales
que SNAP=¢} y S es transversal a [', o sea que X(p)q%:'l‘r,(s)o Por los
teoremas sobre la dependencia respecto de las condiciones iniciales
podemos encontra una vecindad VCS de p y un difeomorfismo (llamado

“mapeo de Poincaré®) P:V—>S tal que si qeV entonces q.y Pktq) son

cortes consecutivos de una misma drbita con S. Varios problemas a-
cerca del comportamiento cualitativo de i&en.una vecindad de [ pue
den resolverse mediante el estudio del mapeo de Poincaré. Por ejem
plo, para determinar la existencia de drbitas periddicas hay que
buscar puntos qeV tales que Pn(q) = q para algun neé N (tales puntos
se llaman periddicos y escribimos qgeper(P,n)) |

—— e

Introduciremos algunos conceptos importantes en el estudio de
la dindmica de difeomorfismos, omitiendo otros no menos importantes
pero que no serén usados e ﬁ§sta monografia.

1.~ PUNTOS PERIODICOS HIPERBOLICOS

Consideremos un automorfismo lineal AtE-2>E de un espacio vec-
torial de dimension finita. Si todos los eigenvalores X de A satisfa
cen |N|#1, diremos que A es hiperbélico. En particular A es una con
traccibn si [M]|41 y A es una expansién sillﬂ>4, para toda i. Se

tiene entonces que el inverso de una expansidn es una contraccién y
viceversa.

Notemos que si A:E—>E es hiperbdlico, hay una descomposicién
canénica E = ET@ E" donde gt
te a los eigenvalores con médulo menor que 1 y E* el espacio inva--

es el espacio invariante correspondien-—

riante para los otros eigenvalores. De esta manera A]E* es una con-
traccidn y A‘E“ es una expansién y nosotros podemos representar ese
quematicemente las Oorbitas bajo A en la forma




Cada orbita iAn(p)lneZ} estd contenida propiamente en una de
las variedades invariantes dibujadase.

Consideraremos ahora un difeomorfismo f:M->M de una variedad
diferenciable, con un punto fijo péM. Diremos que p es un punto fi
jo hiperbdlico si d:f‘P Tf(M)—ﬁT (M) es hiperbdlico.

Extendiendo la definicidén llamaremos a q€per(f,n) hiperbdlico

si es uvn punto fijo hiperbdélico de £1

Traslademoe ahora estos conceptos al caso de flujos. Conser-
vando la notacién utilizada al principio del capitulo, supongamos

que ' es w-periddica. En tal caso X(p) es un vector fijo del au-
tomorfismo (d @w)pzmp(m)—amp(m) y asf{, 1 es un eigenvalor de

(d&w) . Se puede escoger una seccién transversal S atraw'rés de p
de tal forma que el mapeo de Poincaré P correspondiente, tiene

parte lineal dP, = dﬁw\Tp(S)

DEFINICION. Sean 1,Pz,.«¢,?n los eigenvalores de (d9.)_, enton-
ces diremos que la orbita periodica [' es hiperbélica si \7\5\#:1
para j=2,...,n. Esta définicién no depende del purto pe[', porque
8l q= (p) para algin s R, entonces

(a8s,)y = (a% ) 0 (aBuw), e (ad )7t

2.~ Conjugacidn

Es apenas necesario mencionar la importancia de poder obtene:r
informacidn debre la dindmica de un difeomorfismo, a partir del co-
nocimiento de ella para otro difeomorfismo. Por eso los conceptos
gue introducimos en esta seccidn no resultan extrafios.

Diremos que dos difeomorfismos f:N—>»NM , g:N—>» N son semiconju
gados si hay una funcién continua h:M~—» N tal que el siguiente dia-

grama conmuta

£y

{n

n

Ne—rfp N

En tal caso tendremos que hfn=gnh para cualquier entero n. Por lo

tanto h mapea puntos periddicos en puntos periddicos; agem-s, si

&1m iln(p)._q entonces también Jlm an(n(p)) h(g), ¥y as{, diversas

propiedudess de la estructlbura de orbltuu de £ se trasludan a lh(M)
in el caso en que h es un homeomorfiemo decimos que £ y g son

topologicamente conjupgados o equivulenteu.




3= VARIEDADES ASTNTOTICAS

De acuerdo al teorema de Hartman (ver'bﬁ), en una vecindad de
un punto fijo hiperbélicop,un difeomorfismof es topologicamente equi
valente a su parte lineal. Consecucntzmente hay dos variedades in-
variantes (por lo proato ¢©) Wgc(p), Wiee (P) en las cuales f es una
contraccidn, expansidn respectivamente. Estas variedades pueden con
tinuarse tomdndo.
wip= U £ (Wi () W)= U (WD @)

LYY ny 0 °

En forma precisa y completa tenemos el siguiente
TEOREMA JE LA VARIZDAD ESTABLE (T.V.E.)PARA DIFEOMORFISMOS
Supongamos gque peM es un punto fijo hiperbdlico ue un difeomorfismo
f:N—>M y que TP(M) = EY + E es la descomposicidn correspondientes
bajo dibo Entonces existen, una variedad WY (p), una contraccidn
g:WH(p)—> WY (p) con punto fijo q y una inmersidn inyectiva J:wh(p)
—>» M tales que J(q) = p, qu:Tg(W+(p))—-9T (M) es un isomorfismo
sobre E¥ y Jg = £J. Mds atn, J(W (p)) puede caracterizarse como el
conjunto de las x€M con la propiedad de que %&Eafm(x) = P

Nosotros identificaremos puntos bajo J, si bien J no es en ge
neral un homeomorfismo. (como veremos en el ejemplo de abajo) y por
lo tanto WY(p) y J(WwH(p)) pueden tener distintas topologias. Por

otra parte esto es lo unico en que difieren y ambas son llamadas
la variedad estable de f a través de po

La variedad inestable W (p) de £ a través de p, se define como
la variedad estable de f a través de p. Con. la anotacidén del teore
ma, W (p) pasa por p y es tangente a E .

Para un.punto geper(f,m) hiperbdlico, se definen las varieda-
des estable e inestable W+(q),_W—(q) como las variedades correspon
dientes para q como punto fijo de 2,

Ahora consideraremos un teorema andlogo para flujos. Antes
que nada daremos una definicién: sea M una variedad diferenciable
y sea MC M una érbita periodica del flujo 9§, definido en M. Di-
remos que @i(x)—ﬂ‘ cuando t—>© (t-y-« ) i @t(x) esta definido
para todo t positivo (negativo) y para cada U vecindad abierta de
[ hay un T)0 (T<0) tal que P.(x)€ U para t 7T (£ <T).
Definimos la variedad estable de [' como

WH(M) = {xem| 8,00 > ' coands t—> oo}
y similarmente la variecdad inestable de como
W (1) = xe M| L (X)=> 1" cvonde ’c—-*z-'m}
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T.V.E. PAUA ORBITAS PrRIOVICAS »e FLUJOS

wea X un campo vectorial diferenciable definido sobre una variedad
diferenciable M compuacta (para asegurar‘Qﬂuth sea completo). si It
es una Orbita pericdica hiperodlica para X, entonces WH(P) y w (P)
son subvariédades diferenciables inmersas de M.

Como ocurre usualmente, primero hay que demostrar una versidn
local, la cual aepende de una buena eleccidn de coordenadas. Para
referencia posterior, mencionaremos algo sobre esta eleccidén en el
caso en que M es orientable. (Ver [2])

Llamaremos seudocarta para fa ﬁna pareja (h,U) donde U es una
vecindad de I' en M y h:RXR>—» U es un mapeo sobre U tal que
(1) h es un difeomorfismo local T (ii) h(rx%e})

Si ademéds h(©®,x) es w-periddica en O diremos que (h,U) es periddica

Se demuestra que hay una seudocarta periédica (h,U) para |',

tal que en esta seudocarta, el representante local de X, que deno
taremos X, = (xl,xz) con XlszR — R, xz.RxR —» R,
tiene la forma
(1) X‘(Q,X) = 1+ Q(8,x)
' Xa,(gyx) = B(8) x + R(8,x) _ :
dende B(e)eL(r%,r™), Q(8,0) = O, R(®,0) = 0, D,R(8,0) = O para to-
da 6€R y B,Q,R son w~periddicas en O
El flujo del campo vectorial (1,B(8)x) tiene la forma
Qe (0.%) = (01t , @, (0) %)
donde ¥, (8)€ GL(E")

Hay un A € L(R%,R™) td.l que ¥,,(0) = exp(2wA) y se demuestra
que P(9) = exp(GA)[ﬁb(O) es 2w-periddica

Mediante el cambio de coordenadas (€,x)=% (6,P(9)x), (1) es
llevada a la forma
(2) ).¢ (8,x) = 1 + Q(8,x)

X,(@,x) = AX + R(9,x)
donde Q y R satisfacen las mismas condiciones que en (1) excepto
que ahora son 2w-periddicas. Mas a&n,P es una Jdrbita periddica
hiperbdlica si y solo si A no tiene eigen-valores en el eje imagi
narioo. ’




4.~ UN EJ+ PLO

Como ilustracién del posible comportamiento de las variedades
asintdticas consideraremos ahora un difeomorfismo en el toro T2. Re
cordemos gue una manera de describir T2 es ldentificando parejas de
puntos en R2 gque difieran por elementos de Z2, es decir tomar T2=
En tal caso, la proyecciédn candbnica H:Rz—aTz, nos servird para dar
coordenadas locales.

Un mapeo T%—aTz puede definirse a través de otro mapeo F:Rg——x’R2
(Llamado su levantamiento) mediante la igualdad (T (z))= JF(F(z))
2 se tenga que F(z+m)—F(z)€_Zz.
En tal caso, F nos servira como representante local de f. Si F es

4

siempre y cuando para toda z€R2,m€Z

un difeomorfismo, £ también lo serd si es inyectivo, o sea, si

F(z)-F(y)-—j»z—yezzo Resumiendo, un difeomorfismo F:R2—9R2 induce

un difeomorfismo T2—9T2 si para cada z€R2

(1) F(z+m)-F(z) € 2°—) n€z”
Sea L un automorfismo lineal de Rz, cuya matriz en la base u—~
gsual tiene las siguientes propiedades

(a) Entradas enteras

(b) Determinante 1

(c¢) Ningén eigenvalor con médulo 1
Es fdcil verificar que 1 satisface la condicidn (1) y que por lo
tanto define un difeomorfismo f:T2~9T2, el cual tiene a p=J(0) co
mo punto fijo. )

Si %yﬂ.son los eigenvalores de I entonces Au=det];= 1. Esto
junto con (c) implica que Ny M son reales y, digamos,{>1>|u>0. Sean
Ry ¥ Rﬁ,las rectas invariante correspondientes a.)yftrespectivamen-
te, entonces f£(T(R,))=T(L(Rx))=T(R,) ¥ analogamente para M. Por
otra parte, para cualquier g€Ru se tiene que %ﬁm 1%(q) = 0, y asi
(n'(q)) m? (q))-,p cuando n-». Analogamente si geR, entonces
llm £ (M (a)) =

Tenemos asi que'ﬁ(ﬁp) y'ﬁ(Rl) son las curvas estable e inesta-
ble correspondientes al punto fijo po

Ra

Ry

.“-
—_>



Si R, tuviera pendiente racional, se tendria que TI'(RA) es une
curva cerrada. Como L expande uniformemente a Ry, f también expande
ria cualquier segmento ue la curva invariante JI(R,) ¥ asf, no po-
dria ser inyectiva. Por lo tanto R, debe tener penaiente irracional
y en consecuenciu J[(Ra) es densa en ’l‘2° Un razonamic¢nto analogo (a-

plicado & 7)) prueba lo mismo para ﬂK%P)

Con51ueremou otros puntos perloulcos (uemootraremOb que hay mu
chos). J(x) € per(f,n) si y solo si L (x)- x €7%. En tal caso 7]'(X+R,.,)
y‘ﬂKx+R3) son las curvas estable e inestable para el punto periddi-
co TM(x). En efecto, sea m = L (x) - x3 si y_x+z con zeRu entonces
12(y) = I*(x) + IP(2) = x+m+ L%(2), ¥y asi, (M) = WTH¥)) =

= T(x+1™(z)), de donde, ﬂKx+R ) es invariente bago . En general,
tendremos que f% (My)) = ﬂYx+L Nz)) y asi 11m £ (ﬂ(y)) =J(x)s

. Analogamente si YyEX+Ra, k%ﬁof (ﬂKy)) = T(x

Observemos que ya que una_curva estable y une inestable corres

ponden a rectas con diferente pendiente, las primeras siempre se in

tersectan. Si las curvas corresponden al mismo punto periddico T[(x)
nosotros sabemos que este punto es trivialmente un punto de inter=-
seccién; lo interesante es que ya que JI(x+Ru) = ﬂXx+m+gw) con mﬁZ-%ﬂ
se tiene gue la curva estable ﬂKx+3ﬁ) intersecta a la curvg inesta
ble W(x+R,) en un punto M(xr) # W(x) (si r-x estuviera en Z , Ry
tendria pendiente racional). Este punto M(r) es lo que se conoce co

¢

mo punto homoclinicoo.

X"'RA
K*M+EP

A+ Rp

Como apunto Poincaré, y elbor$ mds tarde Birkhoff tales pun
tos homocli{nicos complican considerablemente la estructura de 6xr
bitas del difeomorfismo. Por el momento, demostraremos que nuesg-
tro ejemplo tiene el siguiente comportamiento:

TEQOREMA.- E1 conjunto de puntos periddicos de f es denso en T2

Dem. Sea A, = {(% %)\ p%qez.} » Por (a), A, es invariante wajo fo
como M(A,) = JJ(A, N1O,1]17), consta de n° terminos. 5i %€ M(Ap) en-
tonces 1la érbita de z eutu contenida en TT(Ay) y asi, z debe ser un

_‘..ufkin.’\-&t;mﬂl R T Y F S WU WV W T WA

M i eamawidrmon A T AN Comnr s ved A AL e



Observese que si /| (r)#p es un punto de interseccién de ﬁr(gu)
y’ﬂ%R}) entonces todos los puntos de ﬂ?r+Q2) son homoclinicos y asi
el conjunto de puntos homoclinicos es denso en T
5e¢= PUNTOS HOMOCLINICOS :

DEFIRICION. Sea f:M—> M un difeomorfismo. Sean p y q puntos perié-
dicos hiperbdlicos en una misma orbita. Un punto h es llamado homo-
clinico, si h W*(p){yw“(q)-{p,q} |

Si la interseccién es transversal, W*(p)(h W (q), el punto h
se llama transversal.

ILa definicién de h homoclinico es equivalente a que sea doble-
mente asintético, es decir existen enteros m y k talesjgue

lim 0 £75(n) = lin £7™%(n)

h—=>e n-y o

donde p,qeper(f,m) y p=£(q)
Se sigue de esta propiedad que la érbita de un punto homoclinico
consta de puntos homoclinicos.

A manera de ilustracién consideremos 3 puntos peribdicos hiperxr
bb6licos p (i=1,2,3,), que pertenecen a una érbita donde las corres
pondientes variedades estables e inestables se intersectan transver
salmente. E1 hecho de que la érbita de un punto homoclinico (como
por ejemplo, heW (p,) W' (p,)) consiste de puntos homoclinicos obli
ga a W (p,) a oscilar hacia p, y ya que h es un punto de intersec-
cién transversal, w‘(p1) es presionada junto con su tangente, hacia
W (p,) y consecuentemente intersecta w*(p‘) y W+(p3) transversalmen
te; entonces oscila hacia p, ¥y p, . Debido a que W (p, ) es una sub-
variedad inmersa, no puede autointersectarse y estd forzada por lo
tanto a doblarse y a apilarse sobre si misma oscilando mds y mds -
hasta que finalmente lo hace hacia todos los puntos peribédicos hi-
perbdlicos de la érvita. Una situacién similar tiene lugar para
W*(p,), W’(p{), W*(pi), i72. ABi obtenemos una infinidad de puntos
homoclinicos con Srbitas distintas, una especie de malla de puntos
homoclinicos.

W(P)
W(m)




A primera vista, es dit'fcil analizur situuciones en las que apa
recen puntos homoclinicos. No obstante, como demostrd Birikhoff [ﬁ]
el comportamiento de un diteomorfismo cerca de un punto homoclinico
puede describirse mediante la dindmicua simbdlica. umule [7] obtuvo
este resultado observando que una iterada del difeomorfismo es un ma
peo geomé€trico que €1 estudid en forma sistemnitica. Ln el capitulo
tres presentamos este teorema en el caso de un difeomorfismo del p'lg
no.

Consideremos ahora el concepto de §rbita homoclinica de un flujo.
Seap una érbita periddica hiperbSlica del flujo it definido en una
variedad diferenciable M. Si W'(P') y W (') se intersectan en el punto
P& M, entonces la Srbita {Qt(p) | teR} estd contenida en WY ()N W™ ([)
Y se llama 6rbita homoclinica.

Supongamos que M es una regién de R3. Para obtener una idea del
comportamiento de las superficies asintéticas WY ([') y W (') es util
observar que su interseccién con cada plano Np que intersecta perpen-
dicularmente a['en p consiste de las curvas asintéticas wH(p) y W (p)
para el mapeo de Poinecaré en Np. Asi, las superficies WH(I'), W (') se
obtienen pegando suavemente las curvas W¥(p), W™ (p) cuando p recorre
la curva .

(r)

Srbito )
homoclinico




CAPITULO DOS ¢ U N SISTEMA HAMILTODNTIANDO

Bl ejemplo toral considerado anteriormente es de un tipo muy es
pecial, ya que todos los puntos periddicos son hiperbdlicos adends
de que la topologfa del toro obliga a las curvas asintfticas a inter
sectarse. In este capfitulo consideraremos un sistema hamil toniano a-
nalf{tico que posee tanto una Srbita periddica hiperbdlica como una
elf{ptica y demostraremos la existencia de Srbitas homoclinicas.

lv- DESCRIPCION DEL EJEMPLO

| Como es conocido, las oscilaciones del péndulo se describen me-
diante la ecuacién x"= g senx (con g»0 cte.), o0 equivalentemente me-
diante el sistema

X'= ik

za con H = % y2+ & CcOsX
1 an

A T 1

teniendo como espacio fase apropiado al cilindro $ XR, donde

s'= {xJmod 2| xeRr]

con el retrato fase

Fig. 1 M~ _
las trayectorias asintéticas al punto de equilibrio A: x=0(mod 2T),
x'=0, estdn dadas por la ecuacibén x's= Qg"" sen%xo

Identificando S%(R con un disco agujerado D a través de un di-
feomorfismo el retrato fase quedaria

Pig. 2




El ejenmplo consiste en cambiar la constante g por una funcidn
gue pertenece a une familia 2-paramétrica de funciones periddicas
pares positivas definida en (8b) abajo. Para no salirnos del marco
de sistemas autdénomos, consideraremos el sistema

(1) 08'= 1 x" = g(9) sen x , donde
(2) O0<g, <(0) L g* g(-8) = g(8) = g(8+4K)
El espacio fase apropiado es S'X D (el . cual es difeomorfo a T2X.R)
con s' =- {[e] (mod 4K) | 6€R}

Si queremos conservar la forma de sistema hamiltoniano hay quwe
considerar '

?H 2H 2H 2H
1 - 2o 1 - L 5 =

(3) X-yy gxe )pp'be
con H = % y2+ g(8) cos x + p

pero ya que podemos parametrizar las variedades de energia constan
te con las coordenadas 0,x,x' y estas evolucionan de acuerdo al
sistema autocontenido (1), nos olvidaremos de la variable p.

Hay dos érbitas periddicas (al menos) U: x=0(mod 2T), x'= O,
©=%t, y S: x&aT (mo6d 2 ), x'= 0, O = to _

En el caso degenerado, cuando g es una constante, la figura 2
puede considerarse como la representacidn del mapeo de Poincaré pa-—
ra la seccidén transversal 920(mod 4K), teniendose entonces que U es
una 6rbita hiperbdlica cuyas superficies estable e inestable coin-
siden y 3 es una &rbita eliptica.

Para la funcidén g(®) que consideraremos, las Srbitas periddi-
cas Uy S continuan siendo hiperbdlice y elirtica respectivamente,
y ademds WT(U) y W (U) se intersectan sin coiseidir. Nuestro propd—
sito en este capitulo es demostrar estas afirmaciones. '
20~

Para demostrar la hiperbolicidad de U, comencemos observando
que las coordenadas O,x,x' nos dan una seudocarta periddica para U
en la cual el sistema tiene la forma
(4) 8'=1 x" = g(@)x + R(8,x)
donde R(®,0) = O, D,R(8,0) = O y TR(8,x) es 4K-peribdica en O.

De acuerdo con 3 cap.0, nos interesa el flujo §t del sistema
0'= 1 X'=y y'= g(8)x

Observemos c¢ue x ¢s una solucidén (que no se anula) de x"—g(t)x
si y solo si f = E‘ es una solucidn de
(5) £1 = g(t) - £° "

Hry una unlca solucidén de (5) que satiufacen (g‘;& f(t)<:(g‘) En
efecto , esn unica porque pura cualesgulera 2 soluciones fy9L, de (5)




1
se tiene que fj - f3 + (fl - f2)(f1 + f2) = 0 , lo cual implica que
-f2 = C exp‘ﬂf(fl +f2) i (C constante)

Si fl Yy f2 exceden una cota positiva p para t ~ - ) entonces ‘
|2, - £, @ lcle?plte-t]

por lo tanto C = O, o sea fl = f2
Para demostrar la existencia tomemos (f,ggia) como coordenadas po-
lares en el plano, el sistema dado en estas coordenadas por o' = 1,
f' = g(8) - £° satisface 'Y O para f <(g*)%' y £'< 0 para f)i(g*)vl
se sigue de la teoria de Polncaré-fendixsom que hay una drbita perid
dica & = t 4, £ = £(t)

Fig, 3 ’7
Asi f(1) es la Unica solucidn periddica de (5) y la represen-
taremos graficamente. P.r simplicidad supondremos que g(t) alcanza
sus extremos solo una vez en cada periocdo. En un plano t-z, la cur {
va z = £(t) entre las lineas z = (g*)vz ,(g*)v"' , tiene mAximos ¥y
minimos, cuando cruza los tramos descendentes y ascendentes de g (%)
respectivamente 1

t
Definamos Yi) = Sof(":) dt bit) = S: wp (-2 () dt
A
h= gx Y@x)
entonces la vareja u(t) = expy(t) , v(t) = b(t)u(t) es una base pa
ra las soluciones de x" = g(t)x. Si definimos °

B(t) = u(t) v(t)
u'(t) v'(t)
entonces son la +notacidén de 3 capsl, tenemos que
¢, (0) = B(t) B(0)™"
Como f es 4K-peribdica, se tiene que

B(O)m1 B(4K) = exp Y(4K) ©B(4K) exp P(4K

0 exp(-Y(4K)) .
Asi, hay una matriz C con eigenvalores M- tal que B(O) B(4K)= “p(4KC)
y asi la matriz Q(t) = B(t) exp(-tC) es 4K—periédica. Se tiene en-—
tonceu que ‘Pt(o) - P(t) Cxp(tA)

donde P(t) es unu matriz 4K-periodira y A = B(0) C B(OY4 tiene los
mismos eipenvalores que C y asi, ‘por 3 cap.l, U es hiperbdlica.




Fig. 4

3o— g(t) Y FUNCIONES RELACIONADAS

La funcidén f(t) ya definida, es la clave para los cdlculos que
desarrollaremos, Yy es conveniente tener una fdérmula erplicita para
ella, consistente con la paridad de g(t). Para este propésito usare
mos funciones elipticas de Jacobi. Escribiremos s, ¢, d& para sn(t,k),
cn(t,k), dn(t,k), respectivamente (OSR<1l); para lo que sigue, unica-
mente se requeriran las propiedades algebraicas, diferenciales y des
criptivas elementales de estas funciones. Escribiremosls=(1~h})”b
para el mddulo complementario, el cual se considera como un pardmetro
Para f(t) escogemos una funcién involucrando un segundo pardmetro po
gsitivoo
(8)  f= fle)= Ak*(d-kc) - Y ks = A(d+he) ™ H ks
De acuerdo con (5)
(8b) g s MK (4= ke)2+ Y3 k152~ Y hed= 7\2(,0\*&12\.2-!' Yahts*~ Y ked
la cual como es deseado, es par en t; alcanza sus extremos a t=0,2X
y son  g= X (k- h g'=A'kt (1R 4k, ¥ asi,
gg? O (para 0<k<1) si B2

El minimo fy de f ocurre para un valor tg en (0,K). Para XA
fg= 0 ¥ sn(t,)=(1+h_'-)"&, ¥y cuando A crece fy crece(f,“?\(uh)"para A~ )
Y tg decrece a O. Para conveniencia posterior, impondremos la restric
cién A) 11 y entonces, para cualquier R€(O,1)
(9) 5<% f4 S £(t) S £y < 2AK1 %,
ParaKn~ O, f(t) tiene picos altos separados por valles comparativa-
mente planos; por ejemplo a t=K,3K toma los valores Ak}~ 4k ,

'%K“-Fih,k y que aunque grandes, spn'pequeﬁos comparados con su
valor 7\1("(1{-12_) para t= 2K.

Necesitaremos también la solucibén periddica h(t) de
(10) h'+ 4hf(t) = 41¥t)

cuya existencia y unicidad se sigue de los argumentos dados para (5)
Los extiemos de h ocurren cuando h=f, y as{

(11) feS h(t)<EY

Y las funciones g¥%,f,h e-tin relucionados como muestra la Fig. &

12



Fig. 5
Los extremos de h-f ocurren cuando h'= f! y ¥ asi por (10)
}
In-2lmax § % | £/ | max

‘Fl/ - Q(s" 4/2.Cd(d+h'c'\/2\\

(12) t = 1-1% ks (dtec) /n

La cota burda |f*/fl< M{/a.4 se obtiene inmediatamente, y una esti
macidén mds cuidadosa muestra que para AP 1l la cota puede tomarse me—
nor que l.l. De la expresidén (12) para f'/f se encuentra una expre-
sién similar, incluyendo méds factores; para su derivada, y asf{ se ob
tiene una cota para ella; y de la cota para l(f'/f)'l se sigue una
para Ih'-f'], con un argumento como el dado arriba. De esta manera
encontramos que para A1l y O<k<1, .

(13 a,b) |h-£]€ o= 0.275 Ih'-f1] < 0.9

(13 c,d) [£1/f] < 1.1 (£ /8)] < 1.2

Si escribimos ¢ = {f'(h—f) + %.. f"}/ f , un argumento sencillo
muestra que la solucidn periddica de (10) satisface

ne-£24ds's | : B(1) yi(v) mp (40~ 4¥(8) dr
El valor absoluto de la integral es menor que %lé&mug,y (12) nos pro
porciona una cota para esto. As{ encontramos que
(14) h = f = ﬂif'/f + 0.23 I/f con [I]< 1

donde por (8)

T
e e
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4. LA SUPERFICIE INESTABLE
Obtendremos primero una informacidén preliminar a cerca de la super-
ficie inestable W (U). Consideraremos por lo tanto las soluciones x
de (1) para las cuales lim x(t) = O

£ Y e00

Cada una de estas soluciones tiene la forma
=t x=wa4+0 (wz) |w| suficientemente pequefia, donde
W es una solucién de la ecuacién lineal x" = g(t)x, que es la pri-
mera variacién de la ecuacién (1b) x" = g(t) sen x '
Por lo tanto w(t) = C; u(s) + C, v(t) ©C;, C, €R

Y se requiere que lim w(t) = 0, lo cual es posible unicamente cuan
do C, = O. by

Centraremos nuestra atencién en la rama de la superficie inesg-
table generada al tomer C, >:0. Recordando que w(t) = exp Y(t), ob-
servaremos que todas las soluciones de esta rama quedan cubiertas
tomando .Cl = ¢*" con « variando en el intervalo [_O,4k]. En resumen,
esta rama de la superficie inestable es generada por la familia de
soluciones que para |w| suficientemente pequefia tienen la forma 0=t

x = exp (xf+ Y(t)) + O(w°)

de aqui obtenemos que x)0 pata t~-w. También, ya que £(t) esta aco-

tada x' = £(t) x + O(w?) = £($) x:+0(x°)

y asi x'>0 para tew -w, yazque £(t) tiene un minimo positivo.
= X _

Ademds x, = 23 ,A.x + 0(x%)

Ax! - 2
X, =T 0= £(¥) wx + 0(x7)
Yy por lo tanto x,, x4\ 20 para te-~oo

Puesto que g(t) y sen x son funciones analiticas Yy acotadas
cualquier solucidn de (1L b) pue'decon{-inmrae a todo R . Por (1b)

UC) %%" = %%—: g(t) cos x

y en virtud de (2) obtenemos que x"y 0 si OKX<T ¥y x“"/x,‘ 20
para O <x<]i[ « En vista de las condiciones obtenidas para tov-wo
concluimos que para cualquier solucidn dela familia, x' y x cre-
cen hasta que, para algun valor de 4, x alcunza el valorT ; Xer Xy
deben crecer por lo menos hasta que x "-‘-]i['o

Las solucionus de la femilia generan una parte de la super-
ficie inestable W (U), la cual queda especiiicada dendo x,x',8
como func.ones de las coordenadus (t,o) e[[’ex,CO,Ll-K]. Variando «
en el intervalo [0,41{], lau solucionew de la lumilia forman una
cinta gque se extiende continuamente cuundo t crece, hasta que es—




@) (£ 4K, 8 44K)

w(U) |

m——
A a—

ta se pegé analiticamente con la parte de la supcrficie ya gene-
rada, y por lo tanto los puntos correspondientes a (t,X) y -
(t-4K, o/t 4X) deben coincidir.(Fiy. &)

Ademas hemos mostrado que X, permanece positiva mientras x§
W, , asi la ecuacidén x = x(t,%) puede resolverse en forma unica
para obtener 6= a(x,t) y de esta manera x' resulta una funcidn de
xy t, la cual debe ser periddica en t. Asi{ la parte de la super-

ficie inestable para la cual O xsg tiene la representacidn
(L6) x' = G(x,8) ’ G(x,0+4K) = G(x,9)
Para la g(®) particular que hemos definido, esta conclusidén se ex-
tenderd para xgT

Obtengamos méds informacidn de las soluciones de la familia.
De (1 b) tenmeos /

[%’x'z - g(t)(l—cosx)l = -g'(t)(1l-cosx)
e integrando | ~ t

%x'2 - g(t)(1l~-cosx) = - S.w g'(t) (1L - cos x(t)) a7t
Ia integral converge ya que x' y l-cosx —» O cuando t -»-®. Puesto
que x(T) crece conT mientras x$N, lo mismo ocurre con l-cosx(V)
y asi por el segundo teorema del valor medio hay umte Ceo ) b) Tl {ue

- 5% &' () (1 - cos x(¥)) ar = 1 - cos x(#)) (&(F) - &(*))

Es claro que F(t) = g% (T) es una funcidén analitica para la cual
(A7) x'(%) = 2P(%) sen 7 x(t) y

(17a) (g¢) 2$F(1) § (g¥) % pare 0§ x(t)§ W
sustituyendo (17) en (1lb) tenemos

(18) F'(t) = (a() = P°(%)) cosdx(%)

la cual junto con (17) nous dd un sistema simultaneo para x,F. Por
supuesto 1'(t) depende de la solucidén particuler de (1lb) que se es-—
te considerando.

La ecuacién (18) sugiere una comparacidén con la solucidn pe-
riédica f(t) de la ecuacibén (5),y el conocimiento: de la forma de
G(x,8) en (1L6) depende de la cstimacidn de la dif'erencis P~ pura
una golucidn arbitraria de (1b).




T

Los cédlculos necesarios son tediosos y los hemos postergado al
apendice A al final del capitulo. Resumiremos el resultado de di-
chos cdlculos en la siguiente:

PROPOSICION Cualquier solucidén x que decrece a 0 a través de valo-
res positivos cuando t->-«, satisface la relaciébn

(19) *' = 2sin §x }f + 2(h — f) tan? . 4. Z8i0% v tan® i;‘(S + 3.2 logf))

donde |s|<1

Observemos que diferentes soluciones dan correspondencias dis-
tintas entre x y la fase de las funciones periédicas f,h. Esta co=-
rrespondencia esta implicita en (19) y resulta explicita cuando la
integramos para obtener x en tperminos de t y una cte. de integra~
ciénod . En principio, la mejor aproximacién a la superficie inesta-
ble se obtiene integrando (19), sustituyendo entonces el resultado
en (19) para obtener x' en funcién dé t,% y eliminando luego « pa~
ra llegar a una relacién entre x', xy t, la cual debe ser perifdi
ca en t. Sin embargo este procedimiento es superfluo pues rempla-
zando simplemente f£(t),h(t) en (19) por £(©®),h(6), la superficie -
debe quedar dada en la forma (16). Asi

(19a) 24 L2
G(x,08)= 2sen§x{f(e)+2(h(6)—f(e))tanzgx + 1 sen»}x tan ?x(8+;02 log fY%

donde |I|< 1.
Podfia suceder que si x es grande, la dependencia de x' sobre ©

sea multivaluada (un hecho gque de estar presente debe aparecer en el
residuo) pero hemos demostrado en la seccidn gque esto no ocurre

cuando x<II , ¥ demostraremos que tampoco ocurre cuando '—’I $xg<T, pa
ra las funciones £,f que hemos venido usando. Es suficiente probar
que a lo largo de cada solucién, x4 , la cual es positiva hasta
x=% , continua siendo positiva hasta x=]l. Esto lo haremos en el -
apendice B.

5e-~ LA ORBITA HOMOCLINICA.

Para O< x&§TT, la superficie inestable W (U) esta dada en la -
forma

x! = G(x,0)

Para determirer la forma de la superficie estable para x
observemos que x(t) es una solucién a (1 b) yal que 1%3 x(t) = 2T
sl y solo 8l y(t) = 27~ x(~t) es una solucién a (1b) :
tal quet;im y(t) = O. Por lo tanto la ecuacién de w' (U) Be obtiene




substituyendo x, 0, x* por 2/-x, -6, x', 0 sea
x) = G(2/--x,~8)
De aqui se ve facilmente que para (x,0) = (7,0) W~ y W' =e in
tersectan. En efecto
x! = G(2]-7,-0) = G6(T,0) = x'

+
Lo mismo ocurre para (x,0) = (T,2K), ya que como G es 4K- periébdica

en 0 se tiene que

x} = 6(2]-T,-2K) = G(T,2K) = x!

En general para x=7 tenemos que )
(20) x} - x! = 2(£(0)-£(-0)) ~ 4(h(8) - h(-€)) + R

donde . Ir|< &= 3°§(é§g £(8) , 8 « 3°§(}8§ £(08)

¥y el segundo miembro ~e (20) debe ser una funcidn impar y periddi

ca de 8. Por (8 ), (14), (12) esto es lo mismo que
A 2
(21) X' - %' = 2’(8{1—}- A- /4h-0d(d+k(') /a2 }'I' 0.92 L + 0,92 I
+ = 1= V4 ks (d+kc) /xn

e | fee T

donde |Xl< 1

El t€rmino principal en:{21) se anula unicamente para © =.p, 2K

(mod 4K) y para 6 = K, 3K (mod 4K) domina sobre el término restan

te si R no es demasiado peguefia y A es suficienmtemente grandeo.

De hecho, si k),‘/q y Ay max(42(1l- k)‘/" , 11) tenemos gue
x_;—x_'_)O para 6 = K

por lo tanto las superficies asintéticas no pueden coincidir.




APENDICE A. Demostracidédn de la proposicién

FORMULAS DE COMPARACION. Consideraremos una solucidn
arbitraria pero fija de la superficie inestable, de tal manera que
x,F y H (abajo) también como f, h son funciones determinadas de t.

Pe (5) ¥y (18) encontramos que

Fr - £ 4 (F2 - f2) cos%x = 2(f2 - g) senzﬁx = ~2f! sénzix
El factor integrante para esta ecuacidn, tratada como un; ecuacién
lineal para F - f, es

exp | : (F(x) +f(r)) cos bx(r) dr = exp B(t), digamos, .

donde t,es cualquier constante cerca de e ; y mientras x<MT, es una
funcidén creciente de t, ya que por (12a) y (9) el integrando es posia
tivo. También por (f3a) y (9) F —f permanece acotada cuando t-» =e, y
la unica solucidn con esta propiedad es

F(t) —f(t) = —2 f '_”f'(r) sent }x(r) exp ((r) — D(t)) dr.

El coeficiente de f'(T)) en el integrando es una funcidn creciente 3
del , y asi por el segundo teorema del valor medio '
(22) P(t) = £(t)-2(£(t)~£(F)) senz%x(t) ~0<T<t

= £(%) cosfx(t) + 2H(b) sen®dx(t)
donde hemos escrito f(T) = H(t); entonces por (9)

(23) fe SH(t) § £*
Se sigue de (18 ), (13), (5) y (22) que
(2%) x' = f sen x + 4H benix sen’dx, y

(26) H'+ 2(H~f)(H senz.x sen%.x + 2f cos%x cos‘?ix) = 0
Para x = 0, (25) se reduce a la forma de (10), de tal manera que es
sugerida una-comparacidén de H con la funcidén peridbddica h. Encontra-
|os gque '
(26) H'-h' + (H—h){f(l+ 3 cos{x) + 2(H+h—2f) senix sen 3, x}
= -6f(f-h) oen2£-x - 2(fFf- h) sen%x sen%xo

Aqui el hecho notable es que el coeficiente de f ens-u} pexrmanece
positivo para O x§T, we tal forma que el desarrollo de la fdrmulac:
de comparacidén puede pararse aqui.

ESTIMACIONLES PARA SOLUCIONES ASINTOTICAS.EN 0K x T
Lll Usaremos primero (26) para mejorar la cota 1H—hl§ Zf*
se sigue de (11) y (23 ). Pongamos

(27) f(t): f(1+ 3 cosix)+ 4 (h-£) uen:.x sen%x--'—.Z(H-h)sen%x sen%x

la cual

l" P(t) = f: $(r) dr

para alguna constante t, cerca de -~ . De las estimaciones (9), (13)

18
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(11)y (23), ¢ tiene una cota inferior positiva para x suficientemen
te pequefio, y asi para t en alginr rango extendiendose desde =-®. Ia
Unica solucidn de (26) con la propiedad de estar acotada para valo-

rés dé t en este rango, es

A~ ht) = — 6 [ _J()(f(x) — h(r))sin® §a(r) exp(@(r) — P(1)) dr |

(28) '
-2 f - h())? sin {x(7) sin 3x(7) exp(P(r) — P(2)) dr.

Por continuacién analitica, esta férmule debe seguir valiendo para
aquellas t para las cualees xS ; entonces

| H(t)— h(t)| <6 l f)(f() —-‘;EE';)) sin® }x(7)
U0 b0 i
é(r)

nax

(29)

los méximos se calculan para -0 <T$tl
Se sigue de (11) y (23) que para cualquier constante positiva ¢
hay una cota positiva tal que

1
|
’
max 1
|
|

(30) 2 lH(t)-h(t)I'seri;;-x('u send x(®) < C

siempre que x este supérada por diché cota. As{, por un argumento
de contlnua016n, (30) permanecerd valiendo en cualquier rango abier
to de x en el cual, (30) implique via (29) una desigualdad méds fuer

te. Asi, cuando x esta en el rango propuesto y es siempre £, pode
mos inferir de (27) que

$>f—ta—c>fi—ta—c

donde como en (13),a.es la cota superior de f—h y 9/4 es el méxi-
mo de 4sen¢x senéﬁxo Por lo tanto, siempre que f* >’%Q¢L+C

f f f
0 < < -
<¢<f—2a-—c fe — %2 —¢°

y la insercién de esta estimacién en (29) nos d4

31 H —h 6af, sin? }x 4 §a? sin fxsin Jx laf, + Ya?
(31) | | < < S § Ay rard

aqui t es el argumento de todas las funciones, y en el término de en
medio hemos usado el factor 9/4 en lugar de 2 como coeficiente de
‘sen x/4 sen 3x/4 ya que cuando x esta cerca de eate producto es
menor que su valor méximo 9/16, por un factor de 8/9.




Esta estimacién para |H-h| es un mejoramiento de (30) para xsT, 20
siempre que
(32) Ug (Bafy +%a*) & C (f5-%a-c)
y asf{, siempre que c¢)270/8 y

fo 7 (Mha ot + % actc) (e 27%40)

Para ¢ positivo la expresién en el lado derecho toma el valoxr mini-
mo 18a en c=63%/8, as{ la desigualdad se cumple si
(33 a,b) fy » 180 c = 636/8
De la seccidn 3 vemos que la condicién (33a) se satisface cuando Wil
ya que entonces f,75 y 18a= 4.95.

Concluimos que si A21ll, (30)y (31) son védlidas paraxgT, con
el valor escogido para c; usando (32) y (33), obtenemos de (31) que

(34) |B-nl$%a(48 Sen2%x + sen%x sen¥ x) O<x T
Si restringimos x a un rango gque no incluya T, una desigualdad

con constantes mds pequeiias se puede obtener; por ejemplo si x\<?'-“

tenemos que 1 4 3 cos%x),%, y por repeticidn de (3%) encontramos c:;ue
(35)5 |H-h]X %(18 senZ%.x + % sen%-x sen¥j x) 0<x 3

(ii) De la estimacidén fundamental (34) se sigue de (2&4) que

x'= 2f sen’-'zx + 4 seniix senQix{h-f +%~a.I sen%-x(48 sen%-x + sen-’/q,x)

aqui y abajo, | I1<1; y asi, ya que |f-hlg¢a ¥y x£T0,
(36) x'/2 senﬂix = f + 16 o.IsenZ%x
Para la integracién de esta ecuacibén, observaremos que, usando (36)

- t %
y (33 a) LM ol Sen‘% X! dt = 5 & o I sen’s x dx
(37 o Sm%x (£+16aLsen VaX)

- .
- Soatds, x dx
= 81 A T4

: xo Sn%x (18-163ent*¥x]

la integral converge cuando Xe=» 0 6§ to-¥Y~w. Asi la integracidén 44

10 4 8 cos $x(t)
9 + 9 cos §x(¢) '

. 1
(38) log tan }x(t) = y(¢) + B + 4.5 log

- donde d + ke

¢
Y(t) = fof(r) dr = Ax-? (arctan%—arctan-ﬁ-)—*-&logm,
p es una constante (el limite de log tan%x(f) -V (t), el cual exis
te en virtud de la convergencia de (37) ) gue caracteriza la solu-
cién considerada. Para x~O0 el término restante es O(x*), y asi (38)

es equivalente a (15 ); identificando tenemos que
(39) p = imAYK,  pa=f + log 4,

donde debe notarse que pura ®*~V0,K~log(4/ ) y entonces M es grande

Ya que W(t) se incrementa en 2WAK?*en cada ciclo t,~4K, t; ), ve
mos que si AKZes pgrande, entonces x es exponencialmente pequeflio un
tiempo 4K antes de que x alcance M, y a fortiori esto es vdlido pa-
ra la infinidad de ciclos precedentes. Pin ninguna restriccidn sobre



AK?Y x se incrementa de x,a X,en un intervalo (toytq), dado por

(40) (t,-t,) £(F) = log(tan%x,cot%x,) + 471 log(% )

observemos que en el lado derecho el primer término es el dominante
81 X, es pequerio, y el intervalo es corto si f es grande através de
€l y X, no es demasiado pequerio.

iii) Ahora procedercmos a mejorar las estimaciones para los valores
de H-h y x' que corresponden a un valor finito, xgT, de la‘solucién

considerada. vsuponiendo gue AK? es grande, podemos en primera ins-—
tancia limitar nuestra atencidn al caso en el que f (t) toma valores
grandes a lo largo de la solucidn, y asi las estimaciones serdin a-
sint6ticas respecto a f.

Volviendo a (28) dividiremos el rango (-wo,t) en t,y llamaremos
fwm 2l minimo de £(T) para t,$Tst, y pondremos x,= x(t,).Una eleccidn
conveniente de to estd dada por
(41) ~ tan%xo= Af;% tan%x

donde A es una constante cercana a l. En (t,,t) usaremosE = x(?) como
. ) S
la variable. Por (13) y (34), (27) dd ¢= £(1 + 3 cos,-‘:x)il + O(£m )}
y usando (36), .
' : 4 t * cos Ya X -
)-8 =~ f ¢ =-) L2 P+ 01N} dr
g

2 Sem g X

(LO% S Yo% am ¥ ) %1:' O (.'f.:\')} (42)

Sud Yax tam Y x

lotz ST oam Wt 1 O(fn;l 1«09{...)

S, X tam Ay x :
el dltimo paso es una consecuencia de (41), siempre que X, $ E £x. La
contribucidén de (to,t) para la primera integral en (28)&55, cambian-
do la variable a § y volviendo a apelar a (36),

* ) -n @) sent? SeWHE tam e -\
‘2., . zsw/zz) A5 sz‘i Tan V4x 11+ Ol Lo%'h‘)} 4%
y en virtud de (13b), (40) y (41)
£(T)—h(e) = £(t)—h(t) + O(t-T) = £(t)- h(t) + O(fu log fm)-.
El factor en € tiene la integral ?gsen %E y ¥ asi la contribucidn es
_ 8(f-h) (sen*Hx - sen e xo) 144 O (f' logfn) b + 54 x O (fur'hog fin) (43).
sen® 1o X Famiyx

y agul el termino sen6€-xo es relativamente O(fm ) en virtud de (41),

y puede ser omitidoo.

La segunda integral en (28) es (Q(fn ) veces la primera, y asi
su contribucidén en el rango (te,t) ey despreciable.

Para la contribucidn de ambas integrales en el rango (-0, to) te
nemos la estimacidén (34) o (3%) (con x, en lugar de x) multiplicada
por exp(@(t,) - ;‘g(t)), siendo este tuctor O(i’,',',v") en virtud de (41) y
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(42); asi la contribucién es(?(f;M>sen%$x¢), la cual por (41l) es

O(f;f~sen21x)o Por lo tanto esta contrioucidn se puede absorber en
el residuo de (43).

Finalmente, la variacidén de f£™'en el intervalo (to,t) es
(t-to ) (T /TZ), y por (40),(41) ¥ (13c).esto es O(f;, log fm)e Por lo
tanto podemos remplazar fm por f, el valor correspondiente a x, en
el residuo de (43)ide tal manera gque '

H- h = —’canzj,‘x{f - h +QO(£ " 1log f)?

donde todas las funciones tienen a t como argumento.

Una examinacién detallada de los residuos en este argumento, mues
tra una eleceidén adecuada de A en (4l)yg5 64z, asi ya que £,,55, Af;%H(
BOJ‘(34%; Yy asi en todos los casos x¢<%TTo De esta manera podemos u-
sar siempre (3%) para estimar la integral en el intervalo (-o,to), ¥
si A2 11, se encuentra que '

.
(44) H-h-= —tan?%xif _n4 L3 1°i Log ﬁn)}’
donde |I|<1 y

y la insercidén de (44), (45) en (24),para xgT, da

2
(46) x'= 2sen%xif+2(h-f)tan?%x g sen24x tan ix(8+§:2 log f)},

11} <1
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APENDICE B. Demostraremos que si x es una solucién de (1b) que decre
ce a 0 cuando t—-w, entonces x4 O parn Wz\<x\<17.

Sabemos que X, ,X' son positivas para x=% . Si x) permanece po-
sitiva hasta x=T, entonces x4 no decrece nunca.

Asi el tnico caso gque hay que examiner es aquel en el que X! se vuel-

ve negativa, y si ponemos
/
Xt

(48) y = - 5

lo que hay que probar es que mientras x crece desde un valor mayor que
'121' hastaTl, ¥ no puede crecexr desde O hasta+®.
Usando (48) la ecuacidn diferencial (A¢ ) se transforma en

%l _ g(t)cos(M - x) + y2
==

xl

Poniendo ahora Y = y/f(t) y usando (5) tenemos,

ay (1 + £'/fY)cos(-x) + Yo YE'/f?
dx ~ ' x'/T °

Por (36) y (332), x' 7 2f sen%x(l -%sen2%x); y por (9)y(13c;), l%‘(O.ZZ.

para toda solucidén; asi

ay <l.22 cos(M = x) + 0.22Y + Y
dx 2 sen#x(l - %sena.“;x)

2

(49) >
(Y 4+ 0611)° 4+ 1.22 cos(TM—- x) — 0.0121
- P seng-’x(l ~%y sen*4 x)

Sea X, el valor dado por cos(T= X,) = 0.0121/1.22. Si Y, que es

negativa para x =32-:r , resulta positivo para x< xo, entonces Y alcanza-
r4 un valor Yo a X, tal que

S’ ar Yo _dx

0 (Y + 0.11) /2'2 senix(l ~ %/ SEN'Y X)
de donde Y, < 0.00011

Para xo § xT; (49) dd

ay < (Y +- 0011)2 + 1.22
dx 2 sengx(l —O/Qsen*‘xT

agi cgando X llega a7T, Y alcanza un valor Y4 tal que
.
~dY — < . ’dx y < 10228 ;
° (Y + Oolm + 1.22 %2 Sen.yz X—(l —qlgseerX)
el caso enh que Y resulta positivo para un valor de X mayor gque X, que

< 0.0083

da cubierto poniendo Y,= O. La Ultima desigualdad da’

arctan Y’(Igzj)‘,:,l‘ (arctanndogé%é + 1.36 { 1.46 £ arctan 9.0

y asi ¥, < 10.

Por lo tanto ¥ permanece menor que 10y xa permanece positiva,
mientras x&T.




CAPITULO TRES

En este capitulo, presentaremos la manera en que el corrimien
to de Bernoulli de la dindmica simbdlica sirve para modelar el com
portamiento en cierto subconjunto de una vecindad de un punto homo
clinico. Bl primer paso consiste en relacionar el corrimiento con
un mapeo geométrico (la llamace "herradura"). El resultado se obtie
ne notando que la restriccidn de una iterada del difeomorfismo a
un cierto cuadrildtero es ecencialmente este mapeo geométrico. Fi-
nalmente consideraremos el provlema de la existencia de integrales.
lo.— EL CORRIMIENTO DE BERNUULLI

Sea A un conjunto finito . y €1 cual supondremos que
estd provisto con la topologia discreta. Llamaremos S al conjunto
de funciones de Z en A, provisto con la topologia producto; se si-
gue del teorema de Tychonoff que S es compacto, y de hecho es un
conjunto de cantor. Si s €S, denotaremos el valor de s en m€ Z por
Sm ¥ entonces podemos pensar a s como una sucesién infinita doble
de elementos de A con un punto decimal entre s, y s,; asi

S = (++0S.).8g05q Sy ese)

Ia topologia sobre S puede metrizarse y de hecho dos métricas

ocurren naturalmente, una es

¥y _ 1
d (s,s%) = Nal
donde stup%nﬂ Sy = sf para toda,wwisn} la otra es

d (SsS*) = “zj;z-(n\ z(,svusﬂ‘)
donde ® es la métrica discreta sobre A.
El corrimiento de Bernoulli €:S-»3 estd definido por

O(ed)y = 33

obviamente ¥ es un homeomorfismo.
n -} fein) — . L4
NOtGmOb que G’ (oooS-q boobi Szooo) = (ooos.““ Sﬂhos?‘\*1...) y asili
s es un punto de periodo n si y solo si

sb:s_n, S1= Sy _prercaS,F S g8 = Sy o

odicho de otra forma, la sucesién es simplemente la repeticidn de
un bloque de n simbolos.

PROPOSICION. E1 conjunto de puntos periddicos de ¥ es denso en §
Dem. Cea g =(s:‘) cualquier punto de S. Definamos s("):(so,::) reite~
rando simplemente el k-bloque inicial de s , o uea,

séﬂ; = 5?‘: sf para |i] € k, j€Z )

Con la primera de las métricas introducidas tenemos gque d(d”,wﬁS;ﬁz

QE.D.
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digamos que

Consideremos ahora un punto periddico s=(us ),
’ .
¥ "m) # S pero que

Sy n=5k para toda k€Z. Para cualquier punto s 5
satisface s&:s cuando Im|>N, se tiene que

m
¢ 1€n 3 ’ bl kn _
1im < = 1im ¢ 5*) = 8
bawq ( ) ko ( )

2.~ LA HERRADUGA

Consideremos un cuadrado Q del plano, el cual sera el dominio
de un mapeo f.Este mapeo sera descrito intuitivamente de la siguien
te manera: alarguemos Q en la uireccidén horizontal y comprimamoslo
en la direccidn vertical hasta obtener una "tira"delgada; doblemos
esta tira y cologquemosla sobre Q de manera que lo intersecte en dos
bandas horizontales.

K

{(x)

a) Para definir el mapeo en forma precisa, comenzaremos introducia
do algunos conceptos.

Dado O<M< 1l llamaremos a la curva y=u(x) "horizontal" si u(x)’
c0,1] para toda xQ[O,l] ¥ Iu(xl)—u(x2)| S'g(xl-le si xl,x2€[0,l]
Observese que esto implica que u es continua.

Si ul(x) v u2(x) son dos curvas horizontales y ademéds ul(x)<

u2(x), entonces al conjunto U= ;(x,y)lxe[o,ll ul(x)< ¥y £ uE(X)} lo

llamaremos banda horizontal. El ndmero d(U) = max (uz(x)—ul(x))
’ ’ - X {
se llamara diametro de U, cter]

N

d(w)
_i,/”ﬂ—"—“

En forma analoga x=v(y) se llamara "“curva vertical" si
v(y) €[0,1) pare ye [0,1] y \V(r)=v(y) | Splyq-vy st y,1v,€[0,1]

Une banda vertical estura definida a través de dos curvas verticalsa
El nimero O<m<l purmanecera fijo en lo que sigue
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b) A continuacidén estableceremos algunos hechos elementales que nos
serdn Gtiles.

LEMA 1. S5i Ul:>U2:>o.. es una sucesidn anidada de bandas horizontales
(Uk)kEN , ¥ si d(Uk)—>O°fuando k-» o, entonces

£3 Uk define una curva horizontal
Dem. Si Uy estd definida por las curvas ﬁk(x), uk(x), entonces

Uy (x)€ Ty 5 (%) <y 4 () Sy (%)

La sucesidn (ﬁk(x))keN es creciente y acotada superiormente, por lo
tanto converge a, digamos, u(x). Ya que (d(Uk))keN converge a Cero,
también (uk(x))keN converge a u(x).
Sean xl,xze[o,l] |
como | w(xy) - uk(x2)"sﬁklxl - %, | para toda k=1,2,...
al tomar limite cuando k-+w~, tenemos
o | u0x) = ux) Sz - x|

si (x,y)€]Q=‘|Uk entonces ﬁk(x)\<3guk(x) (k=1,2,¢0.), asi u(g)sxjsu(x)

Oviamente una afirmacidén similar es vdlida para sucesiones anida
das de bandas wverticales.
LEMA 2. Una curva horigontal y=u(x) y una curva vertical x=v(y) se in
tersectan exactamente en un punto.
Dem. Un punto (x,y) estd en la interseccidén de ambas curvas si y solo

si es un cero de x~v(u(x)) e y=u(x). De acuerdo a las definiciones de
curva horigontal y vertical tenemos que si 0% xl< x2( 1, entonces

[v(u(x3)) = vluxg )€ plulxy) = ulxp)|g w(xp-x7)

asi, xy= v(u(xy))-x+ v(u(x;)) 7 (x5-% )=~ M(x,-%7) = (1- p2) (x5-x) )
Como n<1,1la funcién x-v(u(x)) es estrictamente creciente, y como ade-
mas es £ 0 para x=0 y »0 pare x=1, tiene precisamente un cero. Con €s
to queda probado el lema.

De esta forma podemos estavblecer un mapeo del'espacio de parejas
de curvas (una horizontal y otra vertical) en Q, asociando al par
(u,v) su punto de interseccidén, dig-mos z=(x,y). Este mapeo es Lip-
schitz en laas normas Nul +llvll = max ju(x)| + mux}v(y)l

]Z] _ lxl N ]y| KEW, Yelp,l
De hecho, si %2.(j=1,2) corresponden o (uj,vj)(j=l,2) se tiene que

xj = va(ya) y asi,

| %,-x)| |"2(5’2)‘V1(3’2)\ + \Vl(yz)"vl(yl)K “Vz""ln"*' | v,-v1 |
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similarmente pouemos obtensr \y2—yly$ Huz"u1“+}k‘x2"x1'

entonces |x,=%4| +|¥,-¥;] € (1-PJ*1 (“uz“uln_ﬁ'“Vz‘Yln )
c) Pasemos ahora a definir el mapeo ‘

Sea A= 1,2,..., N ¥y supongamos que {UalaeA}, XVélacA} son colec
ciones de bandas horizontales y verticales respectivamente disjuntas
en Q- E1 mapeo f:Q—?R2
face las siguientes propiedades
(1) f(QX]Q::k&I%Ly'f(Va) =U_, para toda aeA de tal manera que las
fronteras verticales de Va son mapeadas sobre las fronteras vertica-

es un homeomorfismo sobre su imagen que satis

les de Ua y similarmente para las fronteras horizontales

2) Si V es una banda vertical en &&yé entonces Vé:f‘%V)ﬂVa es una
banda wvertical para cualquier a{A ¥ similarmente si U es una banda
horizontal en.&é\Ua, ﬁ;=f(UM1Ua es una banda horizontal. Finalmente,

supondremos que hay un 04V<1l fijo tal que, con la notacidén de antes
d(Va)gﬁvd(V), d(ﬁa)$\Jd(U)oObviamente la dltima condicidn expresa el
hecho de que f realiza una expansién.en la direccién horizontal y una

contracecién en la direccién vertical.
d) En seguida describiremos la manera en la que el mapeo f esta rela

)

cionado el corrimiento de Bernoulli.

Primero notemos que'ya que £(Q)#Q, las iteradas fk

del mapeo £
no estan definidas en todo Q. De esta manera si nosotros estamos in-
teresados en law orbitas bajo f debemos considerar solo aquellos pun

tos peQ tales gque f5(p)e\UV. para k30 y £5(p)e U U. para k$0.
- aEA & - aea 2

Por otra parte, para poder seguirle la pista a tales 6rbitas,
debemos tener alguna manera dediscernir que puntos van cayendo en de
terminadas regiones bajo las distintas iteradas de f. Asi por ejem-
 plo,si definimos

= -1 _ o 1
Vo s, = VeNE (Vg ) = {pealf(plevy »f(pleVy
' Y oWy -4
Us, s, Us,M T(Ug) = {pe]®(plev, £ (PleUy

estamos etiquetando a traves de las tetradas (Sﬂ’so’81’82)’ los con-
juntos que mediante las primecras iteradas ae f van a caer a regiones
predeterminsdas, (En la figura representamos estos conjuntos cuando
N=2)

Continuando con esta idea definimos inductivumente, para cada
. -
o8 Vsosﬂ...sq‘= Vsof\f l(v ) -
3e puede demostrar facilmente por induccidn que

VB S‘oaoﬁi “= chQli‘”(p)evﬂ.k (k:':ogl,ooo,n)}
0 - -

e}

U.,. [ N S'h




T | I Uy,
—pe—te et U“
— Uy
- —— 2 1’
U,
2?2
Vi, Vi Vs ;
\"' v ~ \w
N1 Vv
: 2
r lo tanto tendremos gue g
Po (0] mo aq v 0 .1°'°“)"\ SeS.q o o0 Sondiq
Usando la vropiedad (2) verificamos también por induccidn que
V8 & S es una banda vertical y vue su diame tro:
0 Oaqe v * DLy
vh "
d(Vs S- o5, ) Sy d(VSq. o5, )\ d(vs.,\) V1, tiende a O cuzndo n-> o

Asi por el lema 1 o

- . - -k
V(s) -Qo Ve, 6ye e sim -& peQ)f (p)evs",kso}

define una curva vertical , la cual depende cée la mitad izguisrda de
la sucesidn s.

Similarmente definimos inductivamente para ny 2
U =Us‘ﬂ f(Uu )

S‘ooosn %"..S“
las cuales por la propiedad (2) son bandas horizontales anidadas cu-

yos dlametros estan acotados por V™', Asi, ya que £f(V_ ) = U
K

U(s)= nu c..s, ={peQr T mIer, 11} ={peq]tM(plev, w1

es una curva horizontal que depende de la mitad uerechu de s.

0]

)

Por el lema 2
U(s)NV(s) ={peq I"'k(p)evSK kez} define precisamente un punto .

De esta manera, podemo:s definir un mapeo 7:S—+Q asignando a seS
el Unico punto en U(s)NV(s) |

Observemos que si T (s8)=p entonces £~ (1(p))<iV , baru toda keZ
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Por lo tanto fT =7%C y asi C= T(H) es un conjunto de ”intor*LanLlintL

blljo f.

#Obiiervene que euto wue obtiene en torma mds naturul por lu conﬂtrucoién

Je C. o,




TEOREMA 1. T :0—>C es un homeomorfismo
Dem. Como S es compicto, solo e€s necesario demostrar que T es conti
nua e inyectiva.

Continuidad. 31 s,s'€dS saticlacen que g, = s

« para |k|< n, entonces
V(s),V(s')C VvV y U(s),U(s')CU.
° SH

8_40 [ S_n
La distancia entre las curvas V(s), V(s') estd acotada por
< "
d(vs S o0ee8 ) SV
y aquella entre U(s),U(s') lo esta por
-4
d(US .s ) L

De acuerdo a la discusidén siguiendo al lema 2
1Tey = el s (-n)t (V4 vnY)
de donde, la continuidad se sigue facilmente .

...S"

Inyectividad. E1 hecho de que las bandas verticales Va sean disjuntas

implica que para las curvas horizontales U(s),U(s') solo hay dos po-
sibilidades; o bien U(s) = U(s') en el caso en que sq= s para toda
kyl, o bien U(s)NU(s') = @. Analogamente, las curvas verticales V(s),
V(s') o bien coinciden,en el caso en que s =s! para toda kL0, o bien
nunca se intersectan. De estas observaciones se sigue la inyectividad.

Como conclusién de la discusidén anterior tenemos que f£|C es to-
pologicamente equivalente al corrimiento I . Asi, ambos mapeos tienen
la misma estructura de Orbitas.

e) Como puede observarse, verificar la condicidn (2) en un caso
concreto es una tarea dificil. Por lo tanto es conveniente cambiarla
por otra condicidén, y esto lo haremos dandole z la condicidn §2) una,
forma infinitesimal en el caso en que f es continuamente diferencia-
ble y las fronteras de las bandes Ua’va gson diferenciables.
Denotaremos por z, & la imagen del punto 248 2= f(zo)

Si'(io,ﬂy)Gszo(Q) usaremos la notacidn  (%,,N,) = af(%e,n,)

Para O<f&(l llamaremos sector horigontal a

5*(2) = § (X,0er, (@) | g il
57(2) = §(2,)er, (@) ] 151 spiut

La nueva condicidn es la siguiente;

y sector vertical a

(3) 4f preserva el haz de sectores horizontales, es decir:
df(S+(zo))C;S+(zl) para toda zoek)Va
)

€A
(4 " - —.4
Mis atn, si (§,,1) € st (2o) entonce- lf«\)/‘*‘ \"g.,l
Similarmente, df ~ preserva el haz de useclore.s verticales, es decir

dfq(u'(z1))ClS'(zo) para toda zﬁeﬁLUa
Ysi (54,N4) e 8" (%1) entonces |0, | > }U‘ \'U\

Lo
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TEORENA 2. supongamos que f es continuumente diferenciable y que las
fronteras de lasg bandcas Ua’va (a€A) son curves diferenciables .Si T
satisface lzs condiciones (1) y (3) para O(rk(l/2 entonces la condi-
cidn (2) es vilida con‘v=p(MAY1para vandas con fronteras daiferencia
bles (observemos que esto es suficiente para demostrar lo estableci-
do en d)).

Dem. sea Y una curva vertical diferenciable en la banda V, (beA) Por
lo tanto ¥ 1ntpruﬂcta toda curva horizontal y en partlcular, las fron
teras de U A51 {= ¥YNU, conecta las fronteras horizontales de U y
por lo tanto il (9) es una curva diferenciable conectando las Ironte—

ras horizontales de £~ (Ua) =
V.,, Va,

¥

>y

Supongamos que ¥ esta dada por x=v(y) con |v'(y)|l {pm
Sea p;= (a,,b, )Gf"l(r) (i=1,2), entonces f(p;) = (v(y;),y;)e€ U;3(i=1,2)

Sea q(y) = (v(y),y) SRR A RS
y definamos p(y) = £ (a(y))
asi Py-Ppy = S:‘ p'(y) dy
\

como (v',1)€ S (a(y)), entonces

p'(y) = (df:.l(qm))[‘l"] [;gg:g] con  la(y)] & pu]pW)]

1 es un isomorfismo, § no cambia de signo. Asf,

y ya que d4df
Y, ¥, v, Y
pllaeb=pe |8, By = ngq(sml dy 3§, 1l dy ]S9“«c~s> iy |- oo

Esto muestra que f (?) = f“l(F)f]Va es la grdfica de una func¢idn
x=w(y) aefinica para 0&€y <1l satisfaciendo
\w(b,)—w(bl)\§fLP,~bﬂ
o1 aplicamos eate hecho a lawg frontezds de Vc:Vb podemos concluir

que la preimagen de V VNU, y as (V)f]v es una bunda vertical
En seguida verificaremos el enunciado respecto al diametro, para

o< pll/2 y = M

p — <1
Sean P11Dy dos puntos gsobre lasg fronterus verticales de f—l(V) tales
que sus cordenadas-y son iguales y d(r-1(V)) = ,p{-pzl
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Definamos p(t) = (1- t)pl+tp2 Ostg 1
asi p'est(p(t)) y por lo tanto la curva imagen z(t) = £(p(t))
tiene tangente z! ~(}f)p'e.t,'*(z(t))
As{, poaemos extendcr z(t) a una curvi horizontal. De esta manera los |
.puntos z(0), z(1l) estin sobre una misma curva horizontal y dos curvas
verticales a una distancia d(v). Por lo tanto .
|2(0)-2(1)| § (1-p) " a(V) |

Pinalmente, escribiendo z(t) = (x(t),y(t)) tenemos por la segun

da hipbétesis en (3)..que lx']z}{Wp'|>O. Asi x' no cambia de signo y

| Pa- P | = S: 1Pl dt & pM 5: ') dt = | X -xE@ | ¢ p1200- 200 | s(f*/q_m d(¥),

Para cade seS hemos construfdo en d) una curva horizontal U(s) ¥

una vertical V(s), las cuales estdn determinadas por la parte derecha
.0 izquierda de s respectivamente. En el siguiente teorema daremos més
informacién sobre estas curvas.

TEOREMA 3. Supongamos que f es continuamente diferenciabley pongamos
J = det(df). Ssi satlsface las condiciones (1)y(3) para
(4) o<p<z min(lal*% )Jr*')

entonces las curvas U(s),V(s) son continuamente diferenciables.

Dem. BRasta probar esto para las curvas horizontales U(s). Recordando
que dos de estas curvas, distintas, no sé intersectan, definamos
Y =Y u(s) “

Notemos que WU es 1nvar1an+e bajo df v En efecto, de la defini-

cién de U(s) tenemos que
U(s) = Uy, F) £(UE(s)))
asi, aplleando{ W
£21(u(e)) = v, NUE(s))CUEe))

A cada pe le a8001aremos una coleccién de rectas M_ en la si-
guiente forma. Supongamos que p=(X,y)€ U(s), con U(s) dada en la for
ma y=u(x). Consideremos ahora las parejas de sucesiones xn#xﬁ conver

gentes a X para las que
— f
Ay = 1m Wxg)-ulxp)

a0 — ]
n-» Xn Xn

existe; Mp serd la colecciébdn de rectas'1=d(§ con & variando en el con

junto de limites mencionados. De la definicidén de curva horizontal te |
nemos queld?qu y el conjunto de los dFes cerrado (p fijo).

Sea w(l‘ﬂp) = max & — minedp & ol“'
ASLCU(M )= 0 implica que y=u(x) tiene tangente en p. Puesto que para
ealcular los d? hemos permitidos sucepiones arbitrarivs, que U(s) sea
continuamente diferenciable es equivalente a quecu(Mp)==o para todo
reU(e).

N



En lo que sigue denotarcmos d‘f{"(P) - (4’ Z> (d{-’i)P = (? ;)

Consideremos cualquier recta rL=o<“§ en M_;-.(,)o Su imagen bajo df es
_ ¥
la. 1linea = & 34

donde - ctd ¥
' a+bx

La desigualdad ]gq|>M-4'g[Ps equivalente a \0\+lootl?\‘ul1 Si p define una

segunda recta en M{"(P) Yy /3 su imagen, entonces

131
|-t S arom (CA S MT Al <5 l=-pl

Por otra parte, para el haz M":(Mp)pe'bt’ tenemos que McC af(M).
efecto, sil=«%}, es una recta en Mp entonces, con la notacidén ante-~

rior, hay un par de sucesiones x # x} convergentes a X tales que

b= 1fm W(xp)-ulxy)
n -
> TR T
Definamos ( %a, pn)= f (xn,u(x )) y analogamente para X, - Ya hemos de-

mostrado que £ 1(1:)) (%ny A0 y (*n,8n) pertenecen a la curva U@E(s)). Utili-
zando el teorema del valor medio obtenemos que
oE Ll Bu-p - C+d

NA0 dn —atin o+ *
Y por lo tanto N =X, €s una recta en N.[f‘(P)o Despejando o*
ot - c+0\°l
= bbe

lo que demuestra que la recta 'l1=<>{"";'4 es. la imagen de la recta Vlo““?o
De esta manera tenemos que
W (Mp) & W(AEN 1) $3 5 W( Mgy )

por lo tanto 1

SUD 0o M, )& &5 sup w(M )
Pe k. ( PEW

y asi sup m(M ) =0

Pewm

3.- EL TEOREMA DE SMALE

En esta seccidn consideraremos un difeomorfismo; £ de un dominio
plano y demostraremos
TEOREMA 4. Si fe % poseé un punto homoclinico r, en el cual las cuxr
vas WH(p),W (p) de un punto fijo hiperbdlico p se intersectan trans—
versalmente, entonces alsuna iterada fT de f poseé un subconjunto in
variante C tal que, fmlc es topologicamente equivalente al co-
rrimiento de Bernoulli,

Comenzaremo:. con un estudio local del aifebmorfismo T cerca del
punto fijo hiperbélico P. Supongamos que los eigenvalores de dfp son

,'\ donde /q<4<7\

(31 esto no cs cierto para £, lo es pura £° )
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Podemos introducir coordenadas locales, tales que p corresponde
a x=y=0, y las curvas asintéticas a los ejes coordenados. Sin perder
generalidad, suponaremos que el punto homoclinico r estd en la inter
seccién de las ramas de las curvas estaovle e inestable, que son las

- prolongacidénes de los segmentos positivos de los ejes coordenados.

Denotando la imagen de (x,y) bajo f por (x4,y, ) tenemos, en una
vecindad del origen, que

x1=¢(XaY)
y‘ﬁlP(X,Y)
dondeq>,? son continuamente diferenciables y
(5) P(0,y) = ¢P(x,0) = 0

¢X(O,O) = A %(O’O) =M
Restringiremos nuestra atencidn a un peguefio cuadrado Q=[O,é]2
donde a0 tiene que ser elegida .En lo que sigue denotaremos la ima-
gen de (xo,yo) bajo ¥ mediante (xk,yk)
Asociado a f tenemos el mapeo lineal df dado por

(n) _ (9« d»q)(so)
N4 Yx ¥y /\no
La imagen bajo af¥ sera denotada por (B, ,Nk)

LEMA. Si a0 es suficientemente pequerio y la sucesibén de iteradas
(xk,yk) (k=0,1,.0.0.,n) este en el interior de Q, la desigualdad

Il € va&o):% \Eol implica 1
|'1.«l N\ (U,"/X«\ ’ l’gu‘ lzx\ 2 Q(K/"K) . ,'EK" l (k=1,2, e yn)

. - 2 2 :
Dem. Introduzcamos las coordenadas u,v mediante x=u",y=v-. Asi nues-
tro mapeo toma la forma

wy= F(u,v)
vy= G(u,v) para 0§ u,v ¢ ya!
Ademds F(O,v) = G(u,0) = O

Fu(0,0) =ﬁ GV(O,O) =s/;l

oo . 2
y F,G son continuamente diferenciables gi {EZC
Para el mapeo linecal tenemos

( 1)1) — Fu FV p 0
q1 Gu GV 4 0
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Si suponemos que |qo\$ lpo\, entonces

21 B []) [5o] = (R-0() [ng]
|4,) < LGy +18)) |Bo] = (()+0(a)) |Po |

asi{, si a es suficientemente pequerio tenemos

|24 7 IPo) 13, ¢ |2,
Por aplicacidn repetida, concluimos que
|l ¢ [P 1P| % | Py-1 | (k=1,2,c..,n) |

siempre y cuando ‘qo\ S\po\ y los puntos (uk,vk)(k=0,l,..o,n) perma
nezcan en {p,&&]zr -
Diferenciando x=u—, y:vd tenemos que esto es aplicable a
P = g = e
2 X2 k 20yl

con lo que el lema queda probado.

Lo que este lemg afirma, es gque en un cuadrado Q suficientemen-
te pequerro el haz de sectores horizontales

s [Y 151

se preserva bajo df. Similarmente se demustra que el haz de sectores

verticales \Zl < J%?TIWJ

es preservado por a1 siempre que los puntos base permanezcan en Q
También, utilizando las ecuaciones (5)yel teorema del valor medio,
se obtiene que si a O es suficientemente pequerio, entonces para

p'e € 4 A
( O’yo) Q xq»)\ﬁxo,. y\<}4l,/2 yo

Para demostrar el teorema 4 utilizaremos el teorema 2, y por lo
tanto tenemos que construir los conjuntos de bandas horizontales y
verticales que satisfagan las condiciones (1) ¥ (3)o.

Si realizamos la construccidn en la vecindad dé alguna iterada
f_k(r), la situacidn en esa vecindad se puede conjugar con aquella
al-rededor de r mediante fko

Denotemos por J e I las interseccibnes con el cuadrado Q de los
ejes x e y respectivamente. Orientando el segmento I en el sentido
sl (1) (le
orientacidén natural). Analogumente, orientando J en el wuentido ue

de las y's decrecientes, obtenemos una orientacidén de

las x's crecaicntes, obtenemos la orientacidn natural de la rama
&Jiﬁ%J) de lu curva cstable.

"0 pura keN sulicientemente grande tenemou que f-k(r)eJ. Como las
curvas asintdticas e intersectan transversalmente, un vecvor T tan-

sente o WY (p) en £ %(r) y compatible con la orientucién, tienec com-



ponente-y no nula, pongamos por caso que eg positiva,

e e——————

t)
/’._____.______._-.

£¥%(q)
Y&
7
PRI B
s
© £ 49 £7%(6)

‘Como el segmento S -fﬂhﬂkr) f'k(r) de la curva estable es compae
to y las curvas asintéticas se intersectan transversalmente, solo pué
de haber un nimero finito de puntos de interseccién de S con el seg-
mento tf*"“(r) f-i(r)1C:J. Escojamos q de tal manera que

q @) [a @] - fa, @)

Como la componente-y de T no es nula, hay 2 segmentos suficiente
mente pequenios de la curva ‘inestable, que contienen a q y £="(r) res-
pectlvamente, los cuales pueden expresarse en la forma x-hq(y) con
h de clase C
Escoaamos 1 O de tal manera que £1-1 (r) este en I, en ese caso
(@) ¥ fl(r) pertenecen al interior de I. Ya que f preserva la o-
rientacibén, un vector tangente a W (p) en fl(r) tiene componente-x ne

f1+k

g e s ey e el



36

gativa, o equivalentemente, si denotamos-dfé“‘z A(z) B(ij
C(z) D(z)

entonces A(f-k(r) )< 0. Zimilurmente A(q) ) O

Con | y k fijos realizarcmos la siguiente construcciédn, que de-
pende de un pardmetro 0<§< a, el cual tiene que elegirse. Sean by ,b,,
¢y cy € 10,a[ tales que g=(b4,0), £75(x) = (v,,0), £*%q) =(0,¢ ),
f"(r)::(O,cz)° Asi, b<h ¥ cy>cy.

Para & suficientemente pecueria la recta y=9% intersecta las curvas
x=h4 (y) en dos puntos Q4 1Q,- Consideremos el cuadrildtero R limitado
por las rectas y=0,% y las curvas de la forma X=hg(y)o

51 $ es suficientemente pequetia, hay un rectdngulo R‘:[p,f]X{Biél
(con O(fsg 5 Caf LR L Cu &Cy & P < a) y un ndmero A >0, tales que | A(z)N\ 2%
para toda zef (¥ (R)NR*). En particular £*(Rr)N &= w,uw,
donde Wi(i=1,2) es una banda limitada por curvas de la forma y= h, (x),
con h,eC!, y las rectas x=0,f .

Ya que para (xo,yo)e Q@ se tiene que x, >/7\V’xo, NS P‘szo; si m es
suficientemente grande, la imagen bajo f' de cada curva y=h,(x) inter
secta [O,a]X[O,?] en una curva continuamente diferenciable gque conec-
ta x=0 y x=a. Por lo tanto fm(Wi)f\R = U; es una banda (horizontal,
como probaremos). Para obtener informacidn acerca de los vectores tan
gentes a las curvas frontera de Ui(i=1,2), aplicaremos el lema a 4i-
chos vectores. En el conjunto de estos vectores tangentes (%o, o), la
cantidad \“%;ol permanece acotada y asf, si tomamos & suficientemente ‘
pequeifla se satisfaca la desigualdad

(6) Mol ¢ @ 5. |

Ya que en W,VW, tenemos que 0€ x &9 ,(”'<3r, la desigualdad (6) im-
B 0 2 \“Yo!

plica que (7 lylm‘\(\}g:g IE’m] N \I—% \Eml

para la imagen bajo df™. Por lo tanto las curvas frontera de Ui(i=1,2)
son de la forma y=h(x) con |n'| & S/ba

Consideraciones andlogas muestran que Vi=f"m(Ui) es una banda wver
tical en Wi(i=1,2) para la cual las derivadas dx de las curvas fronte
rapueden controlarse. Pdr lo tanto - 4y

=-(K¢L ) S (Kb 14 ,
v, = £ (vi) = f "tUi) i=1,2

es un banda vertical en R,

oo

Denotemos por B,C,D los méximos de |B(z)|,|c(z)|,|DP(2)] en R.
Si $ es suficientemente pequerio, tenemos que?Aaqﬁa)jv
. b 2

E‘\‘T) S A
9 T_———J-/"’ < i.gzl
-'EWI@L: 2.9



Por lo tunto, denotanio por ($o51,) 2 la imagen de (¥, x) bajo
K‘- o ut > s
af tenemeos que si el punto base esta en VU Yy \'K*\g !/bal \?*\

entonces l§olz-§ Zx\ Y (8, N0) wutioface (6). Asi, por el lema tene—

mos que (7) es vélida y \Zm\z \I% lg’°l ? %\{’%—1\2*\

De esta manera tenemos gue =i & es sulicivntemente pequerna y tomamos

,M.’—'- \I.S;;‘] W\A.X("l%)'

Lt
Ktltm Sapisface los requerimientos de (3) para el haz de

entonces af
sectores horizontales en V\JV Argumentou similares muestran que

df mﬂ*waatluface los requerlmlentos pura el hez de sectores vertica-
les U,UU, . Asi por los teoremas 2 y 1 hay un ccnjunto CcR inveriante

KELEm

bajo t y tal que £**™|c es topologicamente equivalente al corri-

miento ¢ con N=2.

De acuerdo al lema y'lggbservacién final en la seccidn 1, fm¢+m
y asi f, posee una infinidad de puntos periddicos y puntos homoclini
COS.

4.- NO EXISTENCIA DE INTEGRALES

Desde un punto ae vista histdrico la cuestidn de la existencia
de integrales para el problema de los 3 cuerpos, y més generalmente
para un sistema Hamiltoniano, ha sido de gran interés. De acuerdo a
un resultado de Brun, cualquier integral del problema ae los 3 cuer-
pos, dependiendo algebraicamente de las wvariables del espacio fase,
es necesariamente una funcidn de las diez integrales conocidas. Este
notable teorema es, sin embargo, de poco valor para la descripcidn
dinamica del flujo, ya que pueuen existir integrales c? o aln integra
les reales analiticas que no sean algebraicas. En lo gque sigue, mosw
-traremos que no existe una integral analitica cerca de una orbita ho
moclinica.

Para un difeomorfismo f en un dominio plano D, diremos gue una
funcidén real I uvefinida en D es una integral de f, si I no es constan
te e I(f(p)) = I(p) para todo peD.

TEOREMA 5. Cualquier difeomorfismo f que selisface las hipdtesis del
teorema 3, no posee una integral real anulitica en Q.

Dem. e sigue de la veccidn 2, gue hay un conjunto C invariante bajo
f y tal que f'C es equivalente al corrimiento ¢ . M4s aun, los puntos
de C aparecen como las interseccioneus de lus curvas horizontules y
verticales U(s), V(s8), las cu-les son continuumente diferenciubles.

Para cada natural k, el conjunto ue k-bloques de clementos de A
e decir AkJ es rinito. Asi, podemos conutruir una *€S que contengs
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todos los blogques r'initos posibl -, y entonces la drbita iq“(gq\vuazz
es densa en S. mscribamos p¥= T(..*)o

suponsamos que I es una funcidn real, continua en C y satisfacien
do I(f(p)) = I(p) yura touo peC. Ln purticular tenemos que I(fn(p*))=
I(p*) para toda ne€Z.

Como la orbita ifn(p') l neZ} e3 densa en C y por la continui-

dad de I tenemos que I(p) = I(p*) para toda peC.

o sea, I es constante en C.
Ahora supongamos que IEC?(Q) es una integral de f. Sea p=7(s)
cualauier punto en C, entonces p estd en la curva horizontal U(s) y

en la curva vertical V(s). Modificando la mitad dizquiecrda de la su-
cesién s, obtenemos una sucesidn de puntoyu qﬁgU(s)ﬂC, a, # P que con
verge a p. Asi, si parametrizamos U(s) por x vy qn=(xn,yn), entonces
para la derivadaa uireccionzl D, I & lo largo del vector tangente a
U(s) en el punto p=(x,y) tenemos que

p,f = 1im 1(dp) - I(@) o \

1
() -
N+ Xn X

ya que I(q, ) = I(p)

Por el mismo argumento, la derivada direccioral D,I a lo largo
del wvector tangente a V(s) en p se anula. Ya gque esas direcciones son |
linealmente independientes, concluimos qgue

oI _ 91 _
x Ty 0 _
Si Iec*®(Q), repetimos este argumento y deducimos que todas las

sobre C

derivadas de I se anulan en C. Asi, si I es analitica, es identicamen
te igual a una constante.

E1l teorema 5 imnlica oue si f es un difeomorfismo que posee un
punto homoclinico, entonces alguna iterada % no posee una integral
real analitica. Pero si I fuera una integral pura f, también lo seria
para fm, y por lo tunto f tampoco posee tal integral.
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APENDICE: PUNTOS HOMOCLINICOS CERCA DE PUNTOS FIJOS ELIPTICOS
Presentamos aqui una exposicién somera del contenido del artf{culo
de E. Zehender acerca de puntos homoclinicos para difeomorfismos
analiticos que preservan 4rea. Estos difeomorfismos aparecen al con
siderar el mapeo de Poincaré para 6rbitas periddicas de sistemas -
hemiltonianos analiticos (ver [3]). Zehender estudia el comporta-
miento de dichos difeomorfismos en la vecindad de un punto fijo elip
tico, el cual corresponde a una érbita periédica estable del sistema
hamiltoniano. Un primer paso en este estudio consiste en llefar el
mapeo analfitico que preserva 4rea f a la forma normal de Birkhoff:

Sea 0 el punto fijo eliptico de £, y sean
los eigenvalores de dfo, si satisface
(1) N #1 para 1<n <2042
entonces hay una carta analitica que prescrva 4rea en la cual el ma
peo tiene la siguiente forma normal (en notacién compleja $=F+in )
(2) (g‘ =T eLWLU"ﬂz) ¥ Pt (s-"ﬁ)
donde W, es el polimomio w, (I51* ) = Yot Y, \'§|?'+---+\'z\'§'u
y los nimeros reales ¥, son llamados constantes de. Birkhoff. Todos
los términos de la funcién analitica P, son de grado al menos 2L +2.

Si \?] es pequefia, esta forma normal podria describir posible-
mente, una aproximacién de f mediante un difeomorfismo integrable
T: 31::§e;w° « T es un mapeo de torsién (twist) analitico que pre-
serva 4rea (ver[{]) el cual deja inveriantes todas las circunferen
cias r5l= cte. centradas en el puntoc fijo O. Esto podria crear la
impreeién de que las iteradas del mapeo se comportan de manera pre
desible; sin embargo, el comportamiento interesante estd contenido
en el término restante P . Con la adicibén de este término, la ma-
yorfia de las circunferencias invariantes bajo T sobreviven como cur
vas invariantes bajo f. Este hecho es un resultado importante de
Jirgen Moser, que dice que si %N # O ¥y %3, )ﬁ # 1, entonces hay un
conjunto D de curvas invariantes analiticas cercanas a esas circun
ferencias al rededor del punto fijo. La restriccién de £ a esas cuxr
vas invariantes es analiticamente equivalente a una rotacién con
ndmero rotacional fuertemente irracional. Mds alin, la unién de las
curvas en D,tiene medida positiva en toda vecindad del punto fijo.

Por otra parte, Birkhoff demostro que en cada vecindad del pun
to fijo eliptico hay puntos periédicos de periodos arbitrariamente
grandes (ver [jlpara wna demostracién). Si tomamos un microscopio
y-enfocamos la regién entre 2 curvas de D (la llamada zona de ineg
tabilidad) esperaremos encontrar, en general,



érvitas de puntos peribdicos hiperbélicos

vy elipticos (esto es el contenido del teorema 2)

Pig. 1

Alrededor de los puntos periddicos elipticos, generalmente en-
contraremos otra vez curvas invariantes bajo una iterada superior de
f; entre esas islas estables hay curvas estables e inestables de los
puntos hiperbdlicos, Si el sistema fuera integrable esas curvas em—
palmarfan (como se indica en la Fig. 1 por las lineas punteadas). En
este apendice veremos que por el contrario, esas curvas se in-
tersectan '¢n general" y de hecho transversalmente, es decir, hay pun
tos homoclinicos transversales.

l.- NOTACION Y ENUNCIADO DEL RESULTADO
a) Cartas de funciones generatrices. Denotaremos por Ao el conjunto de
mapeos locales analfticos que preservan area, los cuales estdn defi-
ridos en alguna vecindad del origen en R2, Yy que tienen al origen co
mo punto fijo eliptico. Sea f€A, entonces f::dfOC donde C es un ma-
peo anali{tico de la formg
() 5= Xt
n = 9+
¥y que preserva area. En 3].99 demueatra1 _
que para los mapeos con estas propiedades hay una funcionf , 1lla
mada funcién generatriz de C y escrita C=E(P), tal que
1) 5= fu Oun)
Y= Ffx (%)

La funcidén fp es analftice en una vecindad del origen y tiene la forma

pland= X+ 2 f xiye

RT%)



Denotemos por GO el conjunto de esas funcioncis generatrices. Ya que
toda transformacidn lineal eliptica que preserva area T es similar
biajo una transformacidn que preserva area A a una rotacidn R,
T=ARQA—1, nos restringimo. unicamente a tales partes lineales, y des
cribiremos el conjunto Jde difeomorfismos f=LgZ(f)elD,, R,=df,, por la
siguiente carta:

£= RE(P)—> (Ap)€ 51 X e,

donde )::QLK (% real ), es el eigenvalor de Rx=dfo° Frecuentemente
abreviaremos escribiendo f=(A, [ )

*Para que una vecindad del origen en R2 quede contenida en el @
dominio de definicidén de todas las funciones generatrices locales
en consideracidn, introduciremos para K)O el subconjunto GoKt: Go’

e p

d(si)‘lnldo como Gog = {feﬁol ”)u' < K“H‘ u.u»%?(
Asi, si Dy es el disco abierto de radio (2KY4 todaﬁfeGoK es una fun
cién analitica en Dy
b) Topologia. Definiremos las seminormas L, en Go mediante los coe
ficientes de la expansidén de Taylor en O:

P (£) = | frel k33
La (& )-bola abierta centrada en f se define por
B(P @) =1T€ Go | Pyy (T-P) < Eug  R42331
donde (E) = (Epe)s K+123 5 €, >0 En.GoK definimos la topologia in-
ducida por esas bolas abiertas (o sea que conjuntos cabiertos y unio
nes de bolas abiertas son la misma cosa). Esta topologia es m j fi-
na. Es méds fina que la fopologia de la convergencia de sus coeficien

tes. Mas atin, las inyecciones

tn i Gox —> C" (Dx)

en los espacios de Banach Cn(DK) son continuas para toda nelN y K»O.

En S%(Gow introducimos la topologia producto. Para darle sentido a

- la definicidn de genericidad necesitaremos el siguiente lema, que no
es sino una adaptacidn wel teorema de categoria de Baire a la topo-

logia definida arriba.

LEMA l. EL espacio S‘KGOI de mapeos locales andli{ticos gue preservan
area, con la topologia definida arriba, es un espacio de DBaire,
o sea, cualquier conjunto residual (interseccidén contulle de abier-

tos densos) es densos

Diremos que una propiedad es genérica, si es vdlida para un con
junto que contiene un conjunto residual. Mencionaremos aquf gque una
tendencia importante en el estudio de sistemus dindmicos es hacia
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el punto de vista genérico. Este enfoque consiste, a grandes rasgos
en determinar y clasificar las propiedades genéricas de difeomorfis
mos y flujos, considerandose ejemplos'"raros" aquellos difeomorfis-
mos y flujos que no tienen esas propiedades. Observese que aqui in-
fluye mucho la topologia escogida y que muchos ejemplos importantes
rueden considerarse como raros.
¢) E1l resultado principal. Nuestro propésito es bosque jar la demos
tracién del siguiente teorema. .
TEOZLEA 1. Sea K>0, y sea N= H(K) ={'f5(%,F)‘f es real analitica,
preserva area, tiene a O como punto fijo eliptico v pul(f)< K&“,
k+12'3} con la topologia definida arriba.
Sea MHCZM el subconjunto de ajuellos difeomorfismos que poseen
puntos homoclinicos en toda vecindad del punto fijo eliptico O.

o0
Entonces MH és resicual, o sea, MH = ﬁl Mn

donde Mnc:M es el conjunto abierto y denso de aquellos difeomorfismos

que tienen al menos wn punto homoclinico en el disco Dn centrado en
O y de radio menor gue (n+l)'1°

Se sigue de nuestras observaciones en 5.capitulo 1 gque si feM
gu a H,

para cada vecindad de O hay una iterada fk con una representacidn
como la ilustrada en la siguiente figura.
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Bl teorema 1 es un teorema de e€xistencia y su iemostracidn es
constructiva. ILa estrategia para esta demootrucidn es como sigue.
l.- Primero hay que construir drbitas de puntos periddicos hiperbdli
cos y elipticos en toda vecindad del origen, luas cuales puedan con-
trolarse. Esto se hace por aproximacidén usando la técnica de la forw
ma normal de Birkhoff.
2.~ E1 punto importante conwuiote en continuar las curvas asintdticas
locales de los puntos periddicos hiperbdlicos y probar gue la curva
estable v la inestable de dos puntos hiperbdlicos resultan cercanaso
Esto se logra estimando las soluciones de ciertas ecuaciones funcio-
naleso. ‘
3.- Entonces se demuestra,.usando la propiedau de preservar drea de
los mapeos en cusstidn, gue las curvas asintdticas realmente se in-
tersectan aunque no necesariamente transversalmente.
4.~ Usando uné teoria de perturbaciones ue los encajes de dos curvas
asintéticus, se encuentra un difeomorfismo gue estd suficicntemsnte
cercano puro cue posee puntos homoclinicos transversaless
2o=~ OR®ITLS DE PUNTOS P-RICDICOS ELIPTICOS ¥ HIPEREBOLICOS.

Sea f=(é“,ﬁ) M y sea B=B(f,€,(€xy)) culquier bola con centro en f.

Veremos cue, dada cualjuier vecindad U del punto fijo eliptico,
hay un difeomorfismo geB que tiene una orbita de puntos elipticos y
una de puntos hiperbdlicos dentro de Us

|

El primer paso para obtener este resultado es el siguiente lema
LEMA 2. Sea f=(e”‘,f)€£M y sea B=B(f,€,(f,)) cualguier bola abierta -
centrada en f. Sean p,qeN con q36, (p,q) =1 tales que \ZUW4-ctL<€q
Entonces hay una familia (fy) \"C[(‘_% de ditfeomorfismos :f’.t—.:(e't(lnp/f'i") ’P‘)
tal que (fy)C B, y una familia (Cq) de transformaciones analiticas’
de coordenadas con CT(O)=O y que depende analiticamente de T, tal que

(6) C;l f,cC,c('S) - %- e}w(lrl’-)“\‘cebm?/‘,‘, Fg‘%“*. P%(S‘:g) )C>o , donde

(1) w(lsl*) = 2Tp/q = T*+ 1514 4 ¥, |51t
siendo ¢ y ¥, funciones analiticas de T .

Para determinar los puntos fijos de f% para las fo dadas por el
lema 2, se introducen coordenadas (r, ¢ (mod 2T)) en la forma normal
mediante )

(8) vz 7 ret?

Con este cambio de variables y utilizando el teorema de la fun-

cién implicita se obtiene:




LIEMA 3. sea (f%) la familia de mapeos analiticos dada por el leny 2
Entonces para toda 8> 0 existe ¥ (§)Y0 tal que si 0<T<T(8), f% tiene
2q puntos fijos aislados @k(t) &n jTLd m=1,2,:00,2q. Ellos estan
dados por

Ly, (T)
(9) T (T) = T L (1) 04
donde las funcionecs r, y(bm son unaliticas y
r (0) = 1 $y(0) =Va(n- 172)

A continuacién se comprueba que los q puntos fijos (eﬂ).oon.m im
rar forman una érbita, lo mismo que los g puntos fijos (hm) con m par.
Para estudiuar el comportamisnto del difeomorfismo fq cerca de

esos puntos fijos, dilataremos un @anillo conteniendo esos puntos fi-
Jos mediante una transformacidn de escala apropiada. sea. (5, (T), §.(T))
cualquiera ue estos puntos fijos de fq, introduciremos entonces nue-
vas coordenadas (V,x) definidas por

(10) ¢ = waw
r ('C) +”C/7'2‘ X
y rebtrlnglremos esas nuevas coordenadas al anillo A definido por
(11) & =Y (v,0los¥s2n, ixg2r, ¥= {20/q | :

LEVMA 4. Eimdifeomorfl Smo fq tlene la siguiente forma en el anillo A
—\V+'t%'x+‘t%~“h("f‘l’>:) \
= (- l)mPT% sengy + x + T¥2H n,(v,¢,x)
o = 2q P= ca
Las funciones hi(i=l,2) son analiticas en.ﬁ?,x vy 2T-peridbdicas en Y.,
il4s aun hi(T,0,0) =0 y para |Y[<To , BDO, se tiene que
lhi(t, )lC‘GQ { constante

(12) Xq

Con esta representacién obtenemos, con la notacién introducida
despuées del lema 3.
LEMA 5. La 6rbita (em)c:per(ft,q) consiste de puntos elipticos y la
érbita (hm)C:per(ff,q) consiste de puntos hiperbblicos.
Los resultados anteriores nos llevan al siguiente teorema de exis
tencia.
TEOREMA 2. Sea M el conjunto definido en el teorema 1 y sea M <M el
subconjunto de aguellos difeomorfismos que poseen un orblt& de puntos

e e o e —ar— -

periddicos elipticos y una de puntos periddicos hiperbdlicos en to-

da vecindad del punto fijo elf{ptico O. Entonces Mo es residual, o
(L4
My =

sea
' U
nzA n

donde el conjunto abierto y denso Un consta de aqguellos difeomorfisa
mos que tienen al menos una Srbita de puntos periduicos elipticos y
una Jde puntos periddicos hpoIbéllCOd en el diuco eabierto D, ecentra-
do en el origen y de rudio (n+1)""




A partir de la ecuaciédn funcional se define un mapeo en un espacio
de funciones, tal que la solucién de la ecuacién funcional correspon
de a un punto fijo del mapeo. Este mapeo és de contraccién si el es-
pacio de funciones sc¢ escoge adecuadamente, en realidad, el espacio
consiste de aquellas funciones Lipschitz continuas u(tT, ) (0<T<%)
que satisfacen “u(‘t, M€ € T » I(u(¥, ))ISCC,T 4, uw(zy0) =0

donde T,,C,,C, son constantes positivas y L(u) denota la constante

de Lipschitz de u.
De manera similar determinamos la curva estable local W}, co-
mo la curva inestable del difeomorfismo inverso £ | en el anillo 4.
En seguida se comnstruyen las curvas asintdticas locales de los
otros puntos peridaicos hiperbdlicos en la brbita. Los puntos fijos
de f% en el anillo A estdn determinados por la condicién
« X+ hl('f,\P,X) =0
- P senay + hz(t,w,x) =0
siendo h,,h, analiticas en J"O Asi, por el teorema de la funcidn im-~

(16)

pliecita, en A la 4rbita de puntos periddicos elipticos (em).de f%
tiene la forma

: ep = (x5(T),¥ (1)) = (0(%),L(2m-1)+0(%)) m=1,000,q
Por otra parte, en A la bdrbita de puntos periddicos hiperbdlicos estéd

dada por hy = (o (0),¥(0) = (0(),Em0(e)) m=0,1,...,0-1

Observemos que si tomamos las nuevas coordenadas (x',y'), defi-
nidas por x=x,(T) + x' yY=4,&)+y" , entonces la forma del difeomor-
fismo f% es exactamente la misma gue en el lema 4 con las mismas cons
tantes d;yp » Asi, las curvas asintdéticas al punto hiperbdlico h,
se construyen exactamente de la misma manera gue para ¥y= 0. Regresan-
do a las coordenadas originales (x,.Y) en el anillo, llegamos al resul
tado final de la seccién:

PROPOSLCION 1. Sean (b (7)) y (e (7)) laus Srbitas de puntos periédicos
hiperbdlicos y elipticos de f en el anillo A. Denotemos por W_ y Wg
las curvas inestable y estable del punto fijo hiperbdlico h, de fY.

Intonces existen 01,02,%ﬁ>0 talew que para 0 <TLT las curvas asinto-
ticas locales tienen la forme

+ i .
Wi = eraf(gr)

con lus {unciones g% (t,¥) definicus en los intervalos Dm=§qH\W-%%B\s§ai

mediante

g-i("c,q)) =+ ¥ uen(q“’/kﬁ) + u;(Tr‘P)

“m 1

- Al 4 + $0 40" o1 ) _i. (" 4. i -
Las funciones u-(T,¥) sutisfacen |u-|<C, L(Q£)$ c,T vy uz(%,0) =0




DR Al

X uon,

Dem. La densidad de U, en M es. consecuencia del lema 3.

sea Vel conaunto de difeomorfismos locules f=(N, f)ﬁC, con
FQC (DK), tenlendo al menos una 4rbita de puntos periddicos elipticos.
Yy una de puntos periddicos hinerbdlicos. Por el teorema de la funcidn
impl{cita, Vn es abierto en la topologia 02 en CQ(DK) Como la inyec-.
cidn iy 2 G, ?C? (D ) es continua, el conjunto U a=V NN es abierto en Mo

3o~ CONJTRUCCION DE LAS CURVAS ASINTOTICAS LOCALES EN ET, ANILLO A
Fara demostrar que las curvas asintdéticas se intersectan, es ne
cesario conocer cual es la forma de estas curvas. Para esto, utilizam .

remos la repres enta016n de fqlA dada en el lema 4 e introduciremos
la notaciédn f% = f = (fl’fg) mediante

3) Ve £ (WX = g xTVaxy T, (T¥,%)

X¢ = £ (@, x)= N LT s qy + x ¢ ¥V by (1,9, X)

Nuestro propésito es representar las curvas asintdticas como gpé’
ficas de funciones x=g(Vy) y mostrar que tal fepresentacién es valida -
a lo largo de un intervalo de longitud 3W/2q. Como es usual, comenza-
remos con la construccidén de la curva inestable local W;da Si ch es
la gréfica de g , entonces la condicién de invariancia bajo f™! es-

| f(graf(g )) eraf(g)

.y asi, g tiene que satisfacer la siguiente ecuacién funcional

(14) g(f,(¥,e(¥))) = £,(Y,a(y))

o equivalentemente, g tiene que ser un punto fijo de la transformu-

_ -4
cidén v —> f2o(-id,v)o [fl (id,v)]

en un espacio de funciones apropiado. Sin embargo, esta transformacidh
de "gridficas no es muy dtil debido a que la atraccién del difeomorfis-—
mo f es hacia la curva inestable local y no hacia el eje . Para en-

~contrar una truansformacidn adecuada es necesario tener al menos una

idea je la forma de la curva inestable, y para uarnos esta idea supri

. miremos los términOb(D(T@@+1) en (13). In ese caso la ecua01on funcio
'nal (14) resultaria

Y

g(‘|’+ot'c*’ﬁg(q1)) = pT™sen(qy) + g(Y)
aplicando la férmula de Taylor al miembro izquierdo-y suprimiendo los
términos O(TY2*1) tenemos que

£ g' () g(¥) = psen qy
Integrando esta ecuacidén diferencial obtpnemos 2¢

g(¥) = ¥ ven g¥/2 con J i
De este maneru, se busca la funcibén g on la forma g =MW (u), donde
(15) g (T,W) = fL(u)(Tg‘V) = ¥ cen(a¥/2) + u(t,¥)

y .86 determina wuna ecuucidén funcionul puru u(t,¥Y) con u(r,0) = 0.
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En la regién¢3=Dman+ entre dos puntos hiperbdlicos, las corres
ponuientes curvas locaules estable e inestable resultan cercanas ae or
den U en norma Lipschitz, es decir

| &5 = Sanla$201 T

L(% — g§1+l)a\<zc2 T
Mas allu de la regibn A perdemos control sobre la Iforma de las curvas
asintéticqso Ls importante notar que si hubieramos despreciado los rg
siduos en‘(n)'(en particular c=0) todo el ejeV, que correspondie a
una circunferencia cercana a r=1 al . rededor del punto fijo original,
deberia consistir de puntos fijos parabdlicos de f£i. Debido a que c#0
esta cirdunferéncia se rompe en 2q puntos fijos aislados, g de ellos
formando une 4rbita hiperbdlica y los otros g formando una OSrbita e-
lipticas.
ﬁ.- LA INTORSECCION JUE LAS CURVAS ASINTOTICAS LOCALES

Ahora demostraremos que las curvas asintdticaw descrités en la
proposicién 1, no solo resultan cercanas sino gue realmente se inter-
sectan. TLa demostracidn, que es una copia de la que did Poincaré cuan
do establecid por primera vez la exisitencia de puntos homoclinicos,
depende de una manera esencialde los hechos de que f preserva area
y los puntos periddicos hiperbdlicos constituyen una dérbita bajo £ .
Sea C, la curva que en las coordenadas (Y,x) esta constituida por
(i) el segmento ae la curva inestable W; desde ho hasta el punto P con
cordenadaq)=n: , (ii) el segmento rectilinco ! desde P hasta el punto

Q de la curva estable JF con coordenada“’:ll , (iii) el segmento ue la
curva estuble Wf desde Q hasta h,, *




Lefinumos la curva C pouw 48
¢ = U £3(c.) !
- 3z0 o

Puesto que los (hm) formun una érbita bajo f,, C es una curva de Jor
dan cerrada simple conectando los puntos periduicos hiperbdlicos por
tramo: de las curvas asintdticas con puentes entre c¢llas. Sea G el

conjunto compacto encerrado por C = 9G

Nos interesa el conjunto f%(G); cuya frontera es
4-1
V(£2(e)) = £906) = U #3(£1(c,))

Ya que las curvas asintdticas w“ Yy L* son invariantes bajo fq
la curva fq(c ) estd constituida por: (i) el segmento de la curva
inestable W desde h  hasta fq(P), (ii) el segmento fq(Q) v (iii) el
segmento de la curva:- estable W+ desde fq(Q) hasta hy - De la s1vu1en—
te estimacidén para f% en el rectidngulo R_ﬂ(MnX)llw U%, ¢ IX-¥ ¢ 1
vdlida para T suficientemente pequeria,

2% "C%~>f (W,x) - ¥ O« Yy 3 T T2

concluimos que la curva fq(Q) esta es trlctam—nte a la derecha.de f .

Supongamos que las curvas W we Y W4um no se intersectan. Enton-
ceés existe un conjunto V tal que, dependiendo de la posicidn relati-
va de las curvas V. ¥ W , O bien fq(G) =G—V o bien f3 +(G)=GUV con
an_ﬁ Ya que V#Q. se tlene que m(V)#Z0 y por lo tanto

m(f (G)) = m(G) + m(V)
contraaice el hecho de que 11 preserva area. Asi Vg ¥y Wr Le intersec
tan y analogamente se cowpleta la vemostrucidn de
PROPOSICION 2. Las curvas asintéticas locule:s "’;\tm (m=0,1,4+4,9-1)
de los puntos periddicos hiperbdlicos (hm) se intersectun:

mto M Wiag e # 9

Sin embargo, la interseccidn no eo necesariamente transvecsal.
Con argumentos como los dados paru dumoustrar la proposicién 2 pode—
mos ver qu:z bajo unu perturbacidn gue preserva arca, las CUrvi wisin
téticas locnles se intersectan, y avi nuestbra lurca es realisur per
turbuciones que prescervan area uve tul mimera que la interseceidn seuw

trunsversuloe ’
R A e




5e~ TEOLRTIA DI PubhPURBACTONIS

a) sea ¢ un uiteomorfismo de clase Cn, nré, uerinido en un abierto
del plano y que posece 2 puntos fijos hiperbdlicos hy ¥y h,. Suponare
mos que una curva inestable local W;c(hl) Yy una curva eustaple local
Wﬁn(hz) resultan cercanas en el sentido Cle Nos enfrentumos al pro—

blema de describir el comportemiento de esas dos curvas en la regidn

donde resultan cercanas, cuundo bverturbamos el uireomorrismqsbo &1

objetivo es lograr controlar a- uellaspypérturbacioncs cuyas curvas
asintdtices ce intersectan transversalmente.
B) Perturbaciones de la curvas asintédticas. La curva inestable local
W, de h, es compacta, permanece invariable bajo ¢, y es de clase ch
si ¢ 1o es. Es posible encontrar una vecindad tubular N de wioc CR2
y coordenadas locales (x,y) dadas por un difeomorfismo ¢® definido
en N, tales que:

Wloe(m ) = {(x,0)|xe1} ¥ b, = (0,0)

En esas coordenadas el difeomorfismo <b esta representado por 2 fun-
ciones C"

43 = '(¢1’¢2)

ya que W3 es invariable bajo¢ , tenemos que 4>2(x,0) = 0 para todo

loc
xeI. Usando técnicas de punto fijo para resolver ecuaciones funciong
les como en la seccién 4, es posible demostrar que hay una vecindad
On(?) del difeomorfismo ¢ en el espacio de Banach Bn=cn(N,R2), tal
que si \{)6 On(?) la correspondiente curva local esta dada como

w’idé = graf(ui,) donde u;,ecn(I). Mds adn:

PROPOSICION 3. El mapeo ¥ :02($) —>C°(I) X c°(I) definido por
U (Y) = (uy ,Dpuy )

es TFrechet diferenciable .
Si para la perturbacién f e B denotamos (v ,w ) = dﬂ,p (f), entonces
el desplazamiento infinitesimal de la curva inestable en el punto
pe'ﬂ'ioc se construye a partir de las perturbaciones f(q)'" (p)) en los
puntos de la sucesién '\q)""(p)}n%N que converge a hl'

Todo lo dicho hasta ahors para la curva inestable W

es valido analogamente para la curva estable wioc de hy.

loc de hl’

N

o |




¢) Perturbaciones pard mupeos qu2 preserven ared. Consideremos aho—

ra el caso cn el que, tanto ¢l mapeo ¢ como la carta definida en 1o
vecindad N , preservan area. Definiremos el subconjunto za2bierto Ee
de 03(N ) mediante
— (2 3 «©
B, = {sec? ) |s1 o]

Para s€l, definiremos P(s)(x,¥y) = xy + s(x,y) y consideraremos
las perturcaciones de 41 de la forma ¢°E((’(s)) (recordemos que f es
la funcidén generatriz de E(P)). Si O es suficientemente pequere te-
nemos que Qo E(p(s)) € 02(47) para toda seE,. Puede verse que el mapeo
KiE = 02(¢) definido por X(s):?oE(F(s)), es diferenciable si 4’ es
C”, y la diferencial dX,estd dada por
(17 dxX, = d(P (C,s,~Dys)

A lag funciones cuyas grdficas representan las curvas asintdti
cas perturbadas de 4’5=¢o E(f(s)), las denotaremos por uio Los mapeos

&N .
¥ :E,—>c°(1) % c®(1) aefinidos por

N .
¥ ¥e) = (w005,

son diferenciasbles.

d) Lkelacién entre las perturbaciones de ambas curvas asintdticas.
Consideremos las vecindades tubulares N' y N~ de W;c (h‘2 ) ¥ Wi (hl)
respectivamente. Supongamos que N'AN = U # & y que wE. (h;)NT y
W'(“_(hl) son Cl-cercanas, de tal manera que W:},th)” U = graf(ul),
o €s una funcién definida en Wie (b1 )N Us Definamos N=NTUN-
Consideraremos perturbaciones ¢e E(f(s)) de ¢ para seC(N) sufi
cientemente pequeiia. Para describir la relacidn Cl entrec las curves
asintéticas perturbadas en una vecindad de un punto pe Wiee (hl)ﬂ U,
definiremos el mapeo 0.

donde u

p:03(N) -y R°

(18) fs) = (wg - uwh, D (ug - wh)),

De acuerdo con ¢) ..Q,r es Cl en una vecindad de s=0 en 03(N) y ademds
tenemos que

PROPOSICION 4. La restricecidn de (d.Q.r)o.eL(C3(N),R2) al conjunto
Cf(N) de funciones C® con soporte compacto, es sobre.



S1

Veamos ahora como se aplican los resultados anteriores al caso
en que ¢ es un difeomorficmo local C3 que p1 serva drea definido en
una vecindad del origen en R2, el cual es un punto fijo eliptico.
Escribiremos ¢ = d¢%' E(u)
donde la funcién generatriz u&ic4 Y consideraremos las perturbacio-
nes de ¢ de la forma d@otE(u+v) donde veCs

Supongamos que los puntos hl,hze:per (¢,q) son hiperbblicos y
que las curvas asintdéticas de esos puntos fijos de ¢q satisfacen las
suposiciones que preceden a la proposicién 4. - En una vecindad
c3 de v = 0 se puede definir un mapeo C: vi> 8&(v)€03,, tal que la
perturbacién de 2 tiene la forma N

[_dtp 0 E(u+v)] 2 <{iq"lil(f(ac'l‘(v)))

Definamos ahora el‘mapeo.ﬂ.p Ilpoaq donde{lp se obtiene de (18)
remplazando ¢ porxr ¢ e asi, utllizando la notacién s—aq(v) tenemos que

Llp(v) = (v - ut , D (u] - ul))

PROFOSICION 5. Hay una vecindad V de las curvas asintéticas tal que
O V y la restriceién de (a 3)0 al conjunto dz(v), de funciones C*® con
soporte compacto contenido en V, es sobre.

6o~ DENOSTRACION DEL TEOREMA 1 .
a) M, es denso en M. Supongamos gue £ = (e""",[’o)é.M y sea

B = B(fo,e,(E")) cualquier bola abierta centrada en f_ . Por demos-
trar que BAM, # £

En virtud del lema 3 y las proposiciones 1 y 2, existe un di-
L2 y P) €By = B(fo, % ,(5-!‘2-} )) que posee una 4r
bita de q puntos periddicos hiperbdlicos (hm), de tal manera que

feomorfismo £ = (e

las curvas asintdticas locales estable e inestable respectivamente,
de estos puntos periddicos estdn contenidas en un disco de radio
menor que %(n+l) y e intersectan, aunque quiza no lo hagan trans
versalmente. La densidad de M es consecuencisa del siguiente lema.
LEMA 6 . vea £ = (e g -T) ,f el difeomorfismo de arriba. Sea

B, = B(f,~* (2: ))C. B. Sea UcCR? cualquier vecindad de las curvas
locales aq1ntotlcag Mbc(hm) y Wuc(h ) o



Entoncec hay un A )O (que depende ude BZ y U) y una fanilia de difeo
moriismos (f,!h\(h) y Lo = (etun%}fv)
que (i%) CB,,
puntos peridédicos hiperbdlicos cuyas curvas asintdticas estan conte

yU+V, )y 4= £ si A= 0, tules
y todo diteomorfismo fa, A# O, tiene una Srbita de g

nidas en U y se intersectan transversalmenteo.
Dem. Consideremos los puntos fijos hiperbdlicos hl’ h, de 9, De
acuerdo con la proposicién 2, Wgc(hl)f\wtm(hz) # .+ Debido a la for
ma particular de estas curvas gsintdticas, ellas tienen vecindades
tubulares N" Nt gque pueden parametizarse mediante cartas que prew
servan area. Asi, podemos hacer uso de los resultados de la seccidn
5 0)’ d)

Consideraremos las perturbaciones (df)o°E(f+v) de f=(d4df) *E(f)
3 y lv]y es suficientemente peguefia. 3ea Pew@c(hl)”wwc(hz)
y supongamos que la interseccidén no es transversal. Esto significa

donde veC

que si definimos

_ - _ 4wt -
p(V) = (W= uf s Dy - ug))ys

entonces tenemoo que a (O) (0,0)
El mapeofi :B C:Cs(DK)—-)R2 es Cl si © es suficientemente pe-

5
<

s = au(v)

queria, y en virtud de la prorosicidn tenemos que la restriccidn
N
de (dll) €EL(C3(D ),Rz) a df(DK—O) es sobre. Por lo tanto, existen

Vq 1 VoE€C, (D -O) tales que
(dn ) vo = (1,0) v (a&.) v, = (0,1)
o 1 p‘o 2

Ya que (d.n.p)O es ‘continuo, podemos encontrar dos polinomios Py

y Pé que se anulan en el origen junto con sus derivadas hasta de se
gundo orden y tales aque los vectores

A ~
(da‘p)OPl ’ €2 = (dﬂ. )
son linealmente independientes. Definamos ahora la funcidn TF: A—%»RZ

donde A es una vecindad suficientemente pequeiia de origen en R3 me

diante A

F(C,N) =.Qp(clPl+02P2) - (0, A) C = (cqyc5)
Tenemos que F es Cl, ¥(0,0,0) = Oy

(DCF)(o,o,o\ = [Q4 {z] no es singular

Por el teorema de la funcidén impliocita, hay dos dnicas funciones Cl

fl(x), fz()) tales que fl(O) = fz(O) =0y F(fl(m),fz(%),ﬁ) = 0,

Definamos los polinomios Vs bor

V% = 1.1(%) Pl + f2(?‘) 1321




N
entonceu.ﬂT(va) = (0,A), o sea que, para A#£O tenemos interseccidn
transversalo. )
Los mapeos KI:Eé:Cj(DK)-4>CO(Ii), que asocian a cada VER las

funciones u% cuyas graficas reprecentan respectivamente la curva
estable y la inestable para el difeomorfismo perturbado GH)O-E(r+v)
son de clacse Clo Por lo tanto, si las funciones u% representan las
curvis estable e inestable para el difeomorfismo imperturbado, el

teorema del valor medio nos da

19 Pyt x
( ) yu u I 6(11)~$ A ‘Vﬁ) C3(DK)

Ya que \f (A ¢ clAal (i=1,2), para A suficientemente pegqueiia
tenemos que f, & (etam%'Tq s P+Vy ) By Ademéds, en virtud de (49),

si 7\ es suficientemente pequeria, entonces las curvas asintdticas
locales perturbadas del difeomorfismo f, estdn contenidas en U.

b) M, es abierto. El siguiente lema nos serd Util (una demostracién’

de una afirmacidén més fuerte puede encontrarse en.ﬂ{—S}Cap. 16)
LEMA -7 . Sea weR™ una vecindad de O. Jupongamos que f:W—> R" es Cl,
£(0) = 0 y df_ es invertible. Entonces hay una vecindad ¢t ae £
tal que para cualquier ge ¥ hay un xeW tal que g(x)=0 y dgx es in-
vertibleo ‘

sea ¢ = 1d° s fo )eM con la propiedad de que 431 tiene dos
puntos fijos hlperbolloos hy, h, tales que W, (hy) ch(hz)c;U y se
intersectan transversalmente. Hay una wvecindad V;Jle decp, donde
J €s un 1ntervalo abierto al cual pertenece Lo y V, es una vecindad
de f, en C (DK),
hiperbélicos en U. Denotemos por u- €G- (I—) las funciones cuyas gré

¥
ficas representan las correspondientes curvas a81ntotlcas,en una

tal que s1\PeV'entonoes Y*tiene dos puntos fijos

vecinaad de las curvas imperturbadas locales. Definamos la funcidn
fw(x) = (u$ - u;)(x) para x en algin intervalo IcItNi™, entonces

la condicidn para la interseccidn transgversal en algun punto P e€s
fy(p) = 0, D fw(p) # 0. Puesto que los mapeos ¥1:v >c (1~) defini-
dospor U (y) = uv son continuos si V es suficientemente pequeiia;

se sigue del lema T que si V es suficientemente pequeria, entonces
para cualquier difeomorfismo YEV lus curvas asintdticus correspon-
dientes se intersectan. Si escogemos una bola abierta B(f, ,(E))cG
tal que BV, entonces JXBCM, ¥ asd, M, es abierto.

oK



COMENTARIOS FINALESH

En este trabajo, hemos considerado el fenémeno homoclinico en
relacién a puntos peribddicos de difeomorfismos y 6rbitas periddicas
de flujos. Obtuvimos une descripcién de un difeomorfismo en cierto
subconjunto invariente, lo que nos permitié demostrar la no existen
cia de integrales. '

Pasando al mapeo de Pofkaré, este resultado se puede extender
al caso en que haya fobitas homoclinicas & érbitas periédicas de flu
Jose

Para nada consideramos la posibilidad de que hubiera érbitas -
homoclinicas para puntos singulares de campos vectoriales. Este com
portamiento es dificil que se presente en un sistema arbitrario ya
que la suma de las dimenciones de las variedades asintéticas es a
lo mds la dimensién del espacio total y en caso de que dichas varie
dades se intersecten deben hacerlo a lo largo de una érbita comple-
ta. En el caso de un sistema hamiltoniano, ya que las variedades -
asintéticas deben permanecer en la superficie de energia constante
en la que se encuentra el punto de equilibrio y dicha superficie tie
ne codinmensién.l, no hay impedimento fuerte para que las variedadas
se intersecten. Resulta que en &l caso, no siempre se pueden exten-
der nuestros resultados, e incluso se han dado ejemplos de sisteras
completamente integrables en los cuales hay érbitas homoclinicas pa
ra puntos de equilibrio.

El tema se extendié ain méds, al considerarse Srbites homocli-
nicas a diversos conjuntoe invariantes (esferas, toros, «e.)e
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