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INTRODUCCION




INTRODUCCION

Una gran parte de los problemas de la fisica se plan-

tean en términos de la ecuacibén diferencial

vl\ﬁ(.\,\:{“k':o (1-1)

donde vl es el Laplaciano. Cuando R=0 , la ecuacidn corres-
ponde a campos potenciales est8ticos; cuando R es una constante-
real, tenemos la ecuacién de onda para la dependencia sinusoidal
del tiempo ( Ecuacién de Helmholtz) o la ecuacibn de difusibn para
la dependencia exponencial del tiempo; y cuando k{ es una fun
ciébn de las coordenadas, tenemos la ecuacién de Schroedinger para

una particula con energia constante.

Existe un ndmero infinito de diferentes soluciones pa-

ra una ecuacién del tipo (I-1).

Los diferentes problemas suelen diferir unos de otros en
cuanto a las condiciones en la frontera; ya sea que varfe la forma
de la frontera o gue sea el comportamiento del campo escalar en la

frontera lo gque cambia.

La ecuacién diferencial ordinaria que resulta al aplicar
la técnica de separacién en la ecuacién de Laplace puede escribirse

de la siguiente forma:

j = K_?m“;\‘vg] *-\_‘1(13 + Ave 3} Y=o

(1-2)




A esta ecuacibn se le conoce con el nombre de ecuacidtn -

de Liouville. El parémetro ;\, es la constante de separacién
Cada una de las funciones P, q_ J'Y', son caracteristicas de las
coordenadas utilizadas en la separacién, y en algunos casqQs son --
funciones algebraicas simples de @& con un nQmero finito de --
ceros. En el caso particular de la ecuacibn de Schroedinger, la --
funcién q, es mias complicada, sin embargo QP no tiene singula
ridades en el rango de ¥ (aungue puede tener una singularidad en
uno o en ambos puntos de la frontera). Los puntos donde P(E) se
anula son las singularidades de la ecuacién y el rango de 4 de-
be ir de una singularidad a la siguiente evitando las singularida
des en medio del intervalo. En otras palabras PL&) no cambia de -
signo en el rango de ¢ y por lo tanto puede suponerse positiva.
Resulta también que, en los casos de interés, Y tampoco cambia-

de signo y por ello se asume siempre que es positiva.

El problema de Sturm-Liouville es, esencialmente, el de’
determinar la dependencia del comportamiento general del campo --
escalar \V con respecto al parémetro )L y la dependencia de
de los eigenvalores de con respecto a las condiciones homogé

neas en la frontera impuestas a ﬂ’ .

El estudio del problema de Sturm-Liouville muestra que
existe un eigenvalor minimo )\c y que al ordenar las eigenfun--
ciones en sentido creciente de eigenvalores, las ordena también en
sentido creciente de nGmero de nodos en el rango Q,b..Estas con—-
clusiones dependen de la suposicibébn de que 7y~ es positiva en el
rango Q@ & a(b, que es cierta para la mayorfia de las ecuaciones -
separadas que resultan en los problemas de la ffsica. Estos resul-

tados se desprenden del Primer Teorema de Comparacibn de Sturrm.



Si bien existe un eigenvalor minimo )‘o , NO existe
un eigenvalor miximo, es decir, para cada eigenvalor A\,\ con-
eigenfunciébn \\’“ , existe un eigenvalor A\M\ , tal que
lm‘)k“y la correspondiente eigenfuncién V\“‘ tiene un nodo més
que Y, en Q,b . Por lo tanto la secuencia de eigenvalores es in-

ffnita, extendiendose desde el minimo 7\0 al inffnito.

LY

Una vez que se ha generado una secuencia de eigenfun-
Y )
ciones g.\\l“} que satisfacen (I-2), debido a que dicha se--
w=o . .
cuencia es un conjunto completo, es posible expresar cualquier -
[ J

funcibn continua por pedazos T () , en términos de i\x“l
=0

\'(23: z Q“\Yv\ | (I-3)

Por otra parte, la ecuacién de Sturm-Liouville, puede
se factorizada en operadores diferenciales lineales. Es decir, -

la ecuacibn de Sturm-Liouville

s ] o= o




se transforma en la llamada ecuacién modificada de Sturm-Liouville

f; +[A-vw|E= o

con

9§ = (?v%’q“{ s K= SW dz |

V- (9 3L (27 550 \§) ()]

que tiene la forma de la ecuaciédn unidimensional de Schroedinger

con potencial V .

La idea es factorizar parte de la ecuacifn en el par

de operadores diferenciales

SNFE-“(MA:—: \_M\m&'q = (;—)} Eu(\‘“ \x) (r-4)
= xw"Q\m Fv\(\uﬁ\'&

+
8 E\}\,\M\%)E Xf\w(x\ %@—S& F (w\x) (1-5)
= \W\; G & ,(w1\x)




o0 equivalentemente

' g\l Sw:§ “(\M\x) - (A“-q“‘“)}_'u(w\d

(I-6)
— ot
8 S.E“(\u\x\ = (}\v Q\MXE (N\XB

de tal forma que sean equivalentes a la ecuaci6én modificada de -

‘Sturm-Liouville:

A'l.

U () = I:v-> F (wie) = 1\,‘3“(\*«\0

Sumando y restando las ecuaciones (I-6) (reduciendo W en la pri-

mera a WA -\ ) y comparando con la correspondiente diferencia y

suma para la ecuacibn con Vw tenemos que

dUw
~ G0 — Y = L X (x
Ay C ZV _\3 \J, (%) ,MN«QM 5 \Jm.(\\+\)M )
si consideramos A independiente de WA . Como Q\AA se supone
independiente de X , podemos diferenciar la segunda ecuacién -

y substituir en la primera, obteniendo

Mon () = —_\;_ \_(V‘u-\*‘ \/“‘3/(\) “ Vw)]

(I-7)

(LUA:.¥i(wap\\”Ju;> - /Uk:;




De tal manera que la ecuacién modificada de Sturm-Liouville es, -
efectivamente, equivalente al par de ecuaciones factorizadas (I-6)

con Mw Yy Q\M relacionadas con el potencial \)\“ por las ecuacio-
nes (I-7).

Es claro c¢ue no para cualquier potencial.-\JWA es posi-
ble la factorizaciébn, cuando Vwa permite la factorizacibén, con Qw\
funcién de WA. pero independiente de X , entonces los eigenva-
lores son independientes de wa

a . T
cuando () S0y, X“: Quy, 5 W= "W Wi L

» Wi dy
1&u\&3= SL’-&(’(Z‘\,J;)&;]JIQS N

cuando

Qm\(Q\“ ; X:Q\ ;V\: \N«,\AA-\'W-Z,...

-\ Su“ml,:

T | l
“m\x)= &cxe(.lsu““);x

o

.EV\U\A\L\ = \S:T,:Q:; Kﬁkw(x) - (ﬁ:ﬁl \5%(04-\\ x\




E“ es un conjunto ortonormal.

Los diferentes tipos de funciones V que permiten 1la

factorizacibn se obtienen determinando aquellas funciones U.. que

satisfacen,
3 2, d '
Mwm' MW\* ;';AV«H\ +é‘~xuu= Q\M"Qwur\

para las que OL\M es independierite de A . La correspondiente fun-
cién \V para la ecuacibén original es

2 d - ud 4

El caso trivial es cuando Mwa es independientede X;
entonces Quz ""Ntws by V\M"’o' las eigenfunciones son las funciones
trigonométricas. '

Otras posibilidades son
M= vy & mwle)

donde, para que &w\ sea independiente de X , debemos tener
L 3
que 'y vW - constante; W + W' = cte

"

I i\%u) A wwile)

\
donde se debe tener que \é = cte y wrw = cte.
Cualquier otra eleccién de la dependenciade MA y X no permite

que O~M sea independiente de X .




Resolviendo estas ecuaciones para 'U" w e \6
obtenemos las siguientes formas especfficas para g, (x) Qua
/

y V\M (x)
(A) W= (wasre Yo cot [blap)] + desel blive) ] 5 Qus b (\MH.)?'

= {\;'(w«.)(m PO \).}4".\.7,\,4('..4“ {)c»[_\.w,)]} c.scz‘jo(x-\p)]

gue por medio de transformaci6n de variables y de acuerdo a la
seleccibn de valores de las constantes bl c, d v P

se obtienen las funciones esfericas, armbénicas y otras eigenfun
ciones relacionadas con la funcién hipergeométrica.

( o -
®) uw‘che*..w\_c ; Q= bz(uu-c\
2 2hx
V= ~d

. bx
€ +2bd(wmrcal )e.
gque por transformacién se obtienen las funciones de Laguerre -
y otras eigenfunciones relacionadas con la funcibén hipergeométri
ca confluyente.

\
(© Y = (MbAAK) + S ox ; Q= -2Zom+ b
d \ 12,0
V= — (wmrai(mic+r) (4/xy - ‘q'\’ " x b (u-c).
también llevando a funciones hipergeométricas confluyentes

(D)

W= bxrd ; Quu= ~2bwm
V= ~Coxad Va b (2w )

resultando en una generalizacidn de los polinomios de Hermite.
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B d= waxcd(_b(n@\] £ (% /w5 o 2-—(42/\&4‘): Qu
\}Mz - W (\M *‘)\)7'6 c"‘_\o(ue\]‘ ?_bc‘_w\"_b()u-p)]

relacionado con la funci6n hipergeométrica .

. ¢ 2
®) U = (/) + (3/w) 5 Qwm= = Hw

T
V= —(@4/x) - W (we)/ x
resultando los polinomios de Laguerre .

Cuando 1la forma de \V/ no permite la factorizacifn,
el problema de hallar los eigenvalores y eigenfunciones de la ecua
cién modificada de Sturm-Liouville no es soluble analfticamente de
manera general y se debe recurrir a alguna de las diversas té&cnicas
empleadas en la soluci6n de la ecuacibn de Schroedinger en la Meca-
nica Cufntica si se quiere seguir adelante.

En particular, cuando se desea conocer la energia del -
estado base (i.e. el eigenvalor més pequeno) el método variacional
ha demostrado ser muy poderoso si la eleccién de la funcibn de prue
ba es la adecuada. En principio, como ya se mencion6, tomando un --
conjunto completo de eigenfunciones se puede generar una representa
cibn de "minimos cuadrados" de cualquier funcibén continua por peda-
zos y con ello el problema quedarfa resuelto. Sin embargo, si el --
método va a ser operativo, la funcibn de prueba elegida no debe con-
tener un nGmero infinito de sumandos. Por ello, dependiendo de la -
forma especifica de \/' y las condiciones a la frontera, se puede -
tomar como funciébn de prueba una suma finita de polinomios de alguna
de las familias de polinomios ortogonales con diversos parlmetros -
y, aprovechando las propiedades de éstos, obtener una representacién

aproximada de la soluci6n en términos de un nfrero reducido de fun--




ciones conocidas. Cuando se sigue este procedimiento, el problema
al que uno se enfrenta es el de calcular los llamados "elementos -
de matriz" y el propbSsito de esta tesis es el de tratar de generar
f6rmulas de recurrencia para poder realizar dichos cllculos de for-
ma sistem8tica y relatjivamente simple. Para tal fin, en el siguien-
te capftulo se exponen las propiedades generales de los polinomios
ortogonales incluyendo el proceso de su generacién. Con ellas, en -
el capftulo tres se escriben f6frmulas de recurrencia para ciertas -
integrales (lrs elementos de matriz) y se discuten los casos parti-
culares.

Finalmente, en el capitulo 4, se presenta el esquema -
general del algoritmo para el célculo numérico de dichas integra--
les, un ejemplo de su aplicacibn y las conclusiones generales del-

trabajo.
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PROPIEDADES GENERALES

[ <4
Consideremos el conjunto i_thwwde todos los polinomios de coe-
ficientes y dominio en los (R y definamos el producto interior
para dos elementos de dicho conjunto como :

b
(ph QM) = S w&)?u(:) 9‘“(1). dx (I1-1)
/ w o-

Esta relacién define, en realidad, una familia de productos inte--
riores de acuerdo a las distintas elecciones de la funci6n de peso
W(x) vy los parametros Q& y b .

S1 (?\A )QN\': 8] decimos que ?\A Y P\M son ortogonales.

Fijémonos ahora, en aquellos conjuntos de polinomios que satisfagan .
la siguiente condici6n :

(QV\, ?w\\”: Cu Su,m (II-2)

D6nde CV\ son las constantes de Normalizacibn y S\A,W\
la delta de Kronecker.

o0
Diremos, entonces, que {?u Su:o es una familia de polinomios

ortogonales con respecto a WU,

.0 L~
{%) AR

El conjunto de potencias de x, w0 €S una base de U weo

pero no es una familia ortogonal. Sin embargo a partir de él se

puede, utilizando el proceso de Gram-Schmidt, generar una familia

-




de polinomios ortogonales. Este proceso se ilustra en el siguiente
teorema cuya demostracibn, aunque es estandar, se incluye por razo

nes de autoconsistencia.

Proceso de Gram-Schmidt

Junto con el proceso de Gram-Schmidt, se demuestran algunas prooie-

dades en el siguiente teorema:

Teorema de la ortogonalizacibn

Sea X\:;x13 oo o una secuencia, finita o infinita, de ele--
mentos en un espacio Euclideano \/ y llamémosile L.(X\,...Jxk)

al _espacio generado por los primeros k elementos. Existe, entonces,
una secuencia de elementos \é\J &}13. e « €n \V4 tal, que

para cada k se cumple que :

(a) \é r es ortogonal a cada elemento delsubespacio \-(‘A\J.--,‘é\_\)

(b) El1 subespacio generado por %‘S"‘JSR. es el mismo que el ge-

nerado por Xiy..., Ky
\.(%\,' ‘) %h) - \»(K\,...Jﬂk>

/ /
(c) s1i 3\,‘éz,3.. + €s una secuencia de elementos de \V)
que satisface (a) y (b) entonces, para cada k existe un-

escalar C\\ tal que :

Yo = O By
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Demostracién: la construccién de los elementos ‘5\’ \315 e o o

se hace por induccién,

Hagamos “3\-.- X \ . Supongamos que hemos construfdo los ele--
( tal i .
mentos ‘é\, \5" cory ‘év ales que satisfacen (a) y (b)

Definimos ‘é Y& por la ecuacibn
Y
%‘rﬂ - X“\" lz' Q: Qe (II-3)
=\

donde las Q\,---,Q.r son escalares a determinar. Para J & Y

el producto interior de % 4. con 33 viene dado por

(%"ﬂ, \53X= (Xv“,“és} - ?‘;Qa(‘&i,‘é;}
= (xeny %) = 5 (95,990

st \33 4“ @] ~, hacemos que \é\r-s \ sea ortogonal a
33 tomando

. (Xm,‘és> (II-4)
y (‘5'_,, ‘:53)

si ‘é; =0 ,» entonces \3\'*\ es ortogonal a \é 3 para

cualquier ) y por lo tanto gy*\ es ortogonal a cada elemento

L(‘é\,...,‘é,}

Esto demuestra el punto (a)

del subespacio




Supongamos ahora como hipotesis de induccién que
L(%\'...,Lév\-: \_(X\,...,X‘.)

Entonces tf)\,... ) ‘é\. estdn en \— (x\,---, Xr) Yy por lo tanto
estidn también en L(x.,. c -y X“‘> .Por otro lado “é 4\
es una combinacifn lineal de dos elementos de \‘(*\;---,xrm\)

Por lo tanto,

L(‘é\,---,‘ﬁﬂs>_¢__ \_(X,’. - an\

En la ecuacibn (II-3) se ve que Xv-n es una combinacién li-

neal de los elementos de \_L\Q\J...) ‘5“') y concluimos que

Ly e ) & L LaG o, B

que termina la prueba de (b).

Supongamos que, en el inciso c¢) para k = r se cumple \
SV:CY%Y (el caso k= 1 es trivial). Consideramos el elemento Y4y
(b) nos garantiza que este elemento pertenece a L(%\) - ,\5“\)
y por lo tanto podemos escribir

AL}

\
\S\-u: i_ Y = 2, + Cen Bres

\
donde 2\. & L(%\,-../%y> .En virtud de (a) ‘é L %
CN\ “é Yy son ortogonales a 2 v y por lo tanto su di-

ferencia también lo es.

Es decir Zy- es ortogonal a sf mismo, o equivalentemente y= O

Esto completa la prueba.
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Substituyendo (II-4) en (II-3) obtenemos la siguiente f6rmula re-
cursiva.

W = X,

= Yoo — (R, 80) .
Soa = Xew = 2 TS

Y= \‘Z,..., -\

(I1I-5)

que describe el proceso de Gram-Schmidt.

ob
'
As{ pués, a partir de X \=e + Siguiendo el proceso de Grae:
Schmidt, se construye la familia de polinomios ortogonales QL}
¢

txo
& )

Sea 4 el espacio generado por {?lg.go . Consideremos el
.

polinomio )k?“(y.\ é &Dk*\ . Es claro,por la forma como

se defini6 el producto interior, que

( Cos, €, ) = (%8, 9\4)' (11-6)

En virtud del inciso (a) del teorema anterior

(?w, x9“> = O para \A? WAL\ (11-7)

W+

Como X ?\A () (] @vu \ entonces )(Q\,\ O(\ = z Q'L P‘(})
(=0




p——

NOMBRE STIMBOLO INTERVALO | PESO NORMALIZACION
F = —
(¢ UM g ) T (up 4
JACOBI (, «,p>-) (-\ )| ) (\-x\"(\-rx)? (A ( l)
" (2usarp) WY T (mea g +\>
GEGENBAUER v \ y-1 el (“*z!) o
Cv\ (v) , ¥>-3 (_‘ \) (\=x) wi ()]
/ Y Y =0
nw*
'[ 35 /2 W¥o
2
CHEBYSHEV Ly (%) (~\, ) (1-%) Y Ao
2
LEGENDRE
P (x) (1, 1) \ Lut |
X -X ™ (x4ud1)
. ) o) - X
LAGUERRE L\A(’( , %=1 (°,°°> X € " |
-x? " \)__.
HERMITE Hu\ (x) (‘°°,°°> e 7wl
TABLA II-I Polinomios Ortogonales Cl&sicos
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liaciendo el producto interior con ‘33 en ambos miembros de
la igualdad obtenemos

Wwa\

(X P\/\_,Pj): Z A (Q;) ?5\ = QJ‘ C‘) (11-8)

{=0O

Si hacemos que W D y*\ , es decir, para )= 0,\,...) w-12

y aplicamos el resultado (II-7) en (II-3), se sigue que
(x “/.933 =0

y por lo tanto

;=0
wa\

- x Q=D e P (11-9)

Lz W-)

Desarrollando y agrupando términos, (II-9) se puede expresar -

como

(JW“(X) = (A\A+6“X> Q\A()() +* C“ QA_\()L) (II-10)

Esta relacién es conocida como la primera f6érmula de Christoffr:l

<5V\ Y Qu\

Darboux.Los valores de los parémetros ﬁ)“ )
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dependen, en general, de \/\ Yy se muestran en la tabla II-II.

ad
Sea {P\o\?} wzp una familia de polinomios. Decir que se trata -
de polinomios ortogonales es equivalente a pedir que para WM<{W

(xw‘ P“B = 0O
I WA
ya que Pw\ (3 62,‘ que es generado por {X" .SQ
=0

Es decir para \M LW
(X\M/ 9\/\):‘ @ ¢==> (ev\-\/ 9\43 =0 (II-11)

Veamos ahora la cuestifn de la ortogonalidad a través de la fun-

cibn de peso.

o
Consideremos una familia de polinomios { P n E We o que
cumple con

| \
Ve (X) Pv\ )y = \<V\ i—TA V\(XB (Ir-12)

X

Para alguna funciébn 36‘\)/\ una constante \<v\ y una funcién de
peso o (%) . Entonces,
b
L}
(x® p\ﬂ) = \ K O () wix) dx
~

b

- )

O.

R A7
X ;—;“3“(&\ dx




H W 6 W Cb\ PO P\
- - . _
P(.,P)(x) (o("_p“) (lb\*d*@-\ \) (lu:*(w\))(t(umpu\(zu:;w) _ (M)(W)(ZuuWﬁ) | (%(_s“)x + - {2
" Z(V\ﬂ)(md\-pa\)(hﬁf Q) M) WU 16 + (ut)ute et (eusa +p)
¥ 2(wav) Wawn-) 2 ¥x
C\" &) O —(V-\T— B W+ \ \ C?u‘,:zx
1,00 O ? -\ | X
2 \ W
Q“ by O :\:\ T wa l X
o
ntol+ ) ) W+ _
LVSX) :\'i- \ T owe T oW\ I X & d+ )
H v\(x) O (A - w | X

TABLA II-II

Coeficientes de la primera f6rmula de Christoffel-Darboux

L 6T -
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Integrando por partes b v w-\
-3 W=\ ]
d (MO
o él“ Ax“-\ S o X

o o Axu;‘m n O
b - Am-wx
v (- Sé___ () S G, dx
x\M é W=VA \
oo ¥

Para k':- WA=\ € W\ 1la integral en el segundo miembro de la

ecuacién, se anula y si suponemos ademis gque

-+ A\k\ G Lz\, W
X % (ﬁ) \ - O V=Y &ety
Axu-i e o (II-13)

Entonces tendremos que para R < W

(x“, 9“3 = O
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Y por (17-11)
(Pn/ V\»—O

Por 1lo tanto { e S es una familia de polinomios ortogonales.
“-

Para satisfacer (II-13), 3“ (%) debe tener raices en X = Q
vy ¥X =% de multiplicidad mayor o igual que W

Escojamos 6“(13 como
“
(X“ (%) = W) st‘)l con $(.>q = ¢ (X-Q)(b-x3 (II=14)

Si hacemos W =0 en (II-12)obtenemos

De tal forma gue escogemos \/\Lz\ = W ()

Si hacemos W=\ en (II-12) tenemos

\
W Q) ?. (x) = K\ %1 K_wu\ 5(\1)1 = K\\:M‘mScm wl) S (x;l

W) \
Py = K\K_;;FM xS m‘l

Como ?\(1) es un polinomio de primer grado

W' k) S(x) \-5(\:\ = Ax+\3 (I1-15)
wix)




donde A y E) son constantes y A :# o

|
Despejando W (x) de (II-14) obtenemos

wilx)

w'tx) _ An%-s‘m_ (Ai-'l.c)x«-('s-c,(a-\-bl: t o

wlx) ~ SCx) ¢ (x-aHY(bo-x) *0a -

-—

con - a A+l - oh +Q -
* e(b-a) A ) %= ¢ (o-a) A

Resolviendo para U §) (¥ 3

- ¢
WA = ¥ (o=x) (x-a)
con Y)O, 0(, 3> "i

Cuando Y:: l = b= -a es la funcibn de peso para los po-

oD
linomios de Jacobi {e("o &)
w ()

W=o

Cuando b es infinito, definimos entonces sCx) en(II-14)como

S(x) = 4 (x-a)
Analogamente, se sigue a partir de (II-15) que
w'ey _ Ax+Q-4 - P o
Lo () d (x-a) X -0

\ A +8 \
con (5:&_______1_ ) (¢

. A
d d

Resolviendo para Uubc\



'
X

w (¥ = \J\ (7--0;)0 e'*

\
\ 4 - :
Para QA= O, ol -1 - Y ) W(x) es la funcibn de peso para
los polinomios de Laguerre. '

Cuando OL Yy b son infinitos, se define s(z) para (II-14).

como

Sty = e

Substituyendo en (II-15) y despejando tenemos

\
wW (x) Ax+B " \
= = — <
T916%3) e X+ @

W

A U@
con CX e - M
< /(B‘g

y resolviendo para Lo (%) \
LN 2 \
W) = Y g Te

W
\\ " \
gque para o ='L/ BP=o 4 Y = .L es la funcibén de peso para
los polinomios de Hermite.

La ecuacibn (II-12) se conoce como la f6rmula de Rodrigues y los

coeficientes que involucra se muestran en la tabla II-III.

El desarrollo de la f6rmula de Rodrigues nos permite encontrar las
formas explicitas de los polinomios ortogonales clésicos que se --

muestran en la tabla II-IV.

Por otro lado, como S(“)é GD?-— ) SC"'\ i’;( ?\A (X\ = @\M\
Yy por lo tanto

S = UW4dvx +wxt
M

SCX) %-%P\A () = 2.0y P o) (I1-16)

t=o




NOMBRE SIMBOLO KK w e Sley SIx)
(«,p) (-1} X, 0 .
JACOBI " (%) 24wl (\—X.) (\hﬂ \ =X
3 T (rey) Mluezd) V- L
4 ?
GEGENBAUER CM (x) Pl M2y)rLoett) (\- xt) \- X
— "V -4
CHEBYSHEV l“(x) P (vs-\l, ) <\._ xﬂ L= %3
(1)
LEGENDRE Q\Au) W \ \ - 2
l -X
LAGUERRE L"\: () nl ):( e ‘
, Xt
HERMITE \v\u (,X) (_ \»h e \

TABLA II-III

Coeficientes de la f6rmulo de Rodrigues

_vz-
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NOMBRE FORMA EXPLICITA

—

(¢)8)

JACOBI P 0= Z (Md (MP) (XH) (x- \S

. - w-lt
GEGENBAUER C 0= r(y)i ";2 :.(z:‘tzglx

CHEBYSHEV T E] -1} (w-1-V )l w-e
(X) WU (- h\‘*

'l

Mt

LEGENDRE P (X\“ ( )(m z) )z\.u

n

v L -
\
LAGUERRE x\ E _}\_ (”‘ "")

(-;)\' _ n-1u0
4L (w-20)Y

HERMITE \-J(&x\ ~7

TABLA II-IV Forma explfcita de los polinomios ortogonales

clasicos.
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. \ \
con QL - — ? $? ; la prima denota derivada
C. \ / " |
.
b

( 9;_’ S @\“x - S&?i_tx) Slx) ?'.“Ut) wixy d x

)
j 3.1 (P SeuWey) P09 dx

o.

= PosSw ?,,(!\w(x)\ -
o

v
= - S[_.:—,—M j‘-’;(wmax)} P-L(n{- S(x\é-@)l?mu)wu\ dx

Oo.

para .L LW-\

\
\ 4 (winsun )@ + SRy € GDQ cou R<wm
wle) dx -

Yy por lo tanto la integral se anula

Para i,'-'- W=\

( Q\_\' 39\“8 - - PM'“_‘ Y_{a P“ : (u-\)w] (x“\, P\,\B (II-17)

Asf pués, vara C < W-4 | 1as Q.. en (II-16) son cero y
go‘);}: PV\(")"-" Qu—\ QA}\’Q*Q\Q\“\ + Q\L\»\Quﬁ\(x) (I1-18)

Despejando, ?\\_\ \é ?vu,.\ de la primera f6rmula de Christoffel-
Darboux (II-10) y substituyendo en(II-17)obtenemos

R
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S0 4. Q) = Qu-\\f GO = (Au4Bux) P, 1 u‘l 3 QP04 @ Pt (1,

ax
S48, 0120, R4 40 20 00, | (But )R+ €, Rt | (1-20

Reagrupando llegamos a :

N
% R
[.q“.,, @1 'S(x)%;] Cule) = Y Q&) (11-21)

["‘: "‘(5: + $(x\%{] 9“(2) = Y»P“_\("\ (I1-22)

Haciendo el producto escalar con G{Mﬂ en ambos miembros de
la igualdad (II-20)

(’-’: (e\b\,)‘?m> — (?m,5?:~> = 0O

Utilizando el resultado (II-17) llegamos a :

) . .
(L: (?\»\ y x?v\) - (90..\ ) S P‘u) - @“ (Jw\,‘-t (’s“, ?\3 - 9\ “",&'\"' ‘?\\ 3 (\k- \)W‘l (,*“, ?‘>

\
= ..\;— ?\\ ap (u-\)wj
¥\
A\ e\
- _ ?__“...\. “\S‘X (11-23)
K, Z
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W\

Por otro lado, equiparando los coeficientes de >< en(II-21)

se tiene que

A
B 0 - Wiz Y P

Acoplando (II-23) y (II-24) se llega a :

V1o e (el ww)

P\u\ [

\_ [ ® .
- _é_. ( L (“-\i)s 5 (II-25)
W \

V)

Igualando los coeficientes de )( en (II-21) tenemos
A A y
O(v\ Q\A'“ + C’“ Q‘\,\k-\* WY Yyu - (V\-\Bwpulvb\ = Y“ Pvu\,w

Utilizando (II-24), (II-25) se llega a

A o \
o(“\ F'\U\ ((’\\ \M‘:.B%“ P\A\k-\ S % \)\S (o) (11-26)

20
W\
Analogamente, igualando los coeficientes de 7( en (II-22)
tenemos ) Q
. P“M y ww Yuu =0
b \\
G = —ww = ~lus ‘11-27)
w 2
W\
Igualando ahora los coeficientes de la >< en (II-22)

\S v
()(\4\ g<->\Al\A + (3“ P“/“q SV, (\K"'\\?\(‘“-\ Y VV\P\A‘M = O




Es decir
W=\ W P - ) -
%l_w?\h - VW= _\,$ MM WSy (TI-28)
W = ?u,u P\« W
Ahora tomando el produéto escalar con 9_90 en (II-22) obtene-
mos

Y: ev\—\—"' (5: (P*-\,x‘)\\\ + (?u-\, 39‘“3
= (5» Q\H M=\ (X“" ?w\ - ?\4,\\4 ?“é‘\ *(‘\“3 “J.\ (X“, ?v\)

Y por lo tanto:

Y" = - %"'V\ K_P\‘ ¥ (Zv\-\xwhx

P\A‘“ c“ﬁ\

(&A \\ \ \\
——mema—— —— \- -
‘ + ( -\\5 R (I1-29)

- - O NN
Las expresiones correspondientes de “, P“ ; Tw w / WYy Sw

para los polinomios clisicos se muestran en la tabla II-V.




1 1 t v {
°(u @ Yk O(h ﬁ. YV\
"
I
" WD) ) Rwneei L{nn)(wtdrsn) | w(Mea) Lntet) (ntp)
*- —
é: €3 Lasar b (Quaetop) Qninspr 2) bl Ak Widat+2 | e " v a3
X
C, w o nal) Nt o) N nw- ¥ -\
T, O W n O n W
P, ) O Wt \ W+ ( o n n
o
L, -wn-d- | \ - W=\ -\ o -\ -«
H., 0 2 \ o o (4"

TABLA II-VOperadores ascendentes y descendentes

_OE—




CAPITULO 111

FORMULAS DE RECURRENCIA
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FORMULAS DE RECURRENCIA

Definimos :

&

‘If\\,uk)':-'— g 3(" 1\.\ \s{w dx | (ITI-1)

\

con

Xv\ = Nufu(d (X'Qo\3 W*(A(I'GOBB (III-2)

\Vw‘:‘l N P (‘x> w¥ (Yx> (ITI-3)

Donde Q\l\ Yy P\M pertenecen a alguna de las familias de polinomios

orotogonales cl&sicos. lu"(g) se define como
* \/2.
LW (k) = i_uJ(x\nX
siendo LUW) la funcién de peso. th y'§‘uA se definen como:

Na= 141" Ma= (21"

donde ('u\ Yy Cw\ son los coeficientes de normalizacién. g\ Y
2 Sson tales que (S 8 ) coincida con el intervalo de defini-

cibn de la familia de pollnomlos ortogonales en cuestifbn.

A partir de la primera férmula de Christoffel-Darboux (II-10), ob-

tenemos las siguientes relaciones recursivas :

X (F\v\. %Oy 2 X- Qo\)lw.\- P Q“_ y‘\k— (IT1-4)

\)\M - ﬂﬁ-(ﬂu_\* S %() ‘\)\M"\ + == ™ ze\u-\ \jeu.bz (I11-5)

Wy

\ v
Y yv\ = ;—gv\ ( a3 1“ﬂ* CMU_'%;AY\“_\B A (Qo"‘ %u)lu (11I-6)

Nt
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x\\)‘”‘ - TB \P\M\" e\M — \Qw- = Rw\\\)w) i

“w M,

A\Al 6\'\ y QV\ son los coeficientes de la primera f6rmula de

Christoffel-Darboux (ver Tabla II-II).

|
Las relaciones que a continuacidén se deducen,son el resultado de apli-
caciones de las formulas recien escritas (III-4 a III-7)

S, <,

o= | ade s (Lot 4
é\ é\
\ S
=L (L ey /uy
LACH SéxQ \1 “\m R = Qu “{“_\ Qu Yu )dx

- M
. lq(Q, \_ % M::ﬂ - 0,wH) — Q T(o wWYy-Qu\ (ov\\ (III-8a.)

Analogamente:

$
oL ?
IQ(\"IO\ = SAXQI\,\\YD dv = S X.LAX-\WOAM
\ 6 \ S

75 Yt eu*%.wS%(ao B

L e KT - 0 Tl BT

Nya 3 M-t ea

(111-8Db)
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5. &
Too,m\: S LY dx = N\M“\W«Qw@(x-eox\\\) d«

.9

)

= N\MW\E\T (0W) + %\ (.0 v\\]

Haciendo lt\ en la ecuacién (III-8a) y substituyendo en la ecua-

cién anterior, tenemos :

(}D“\“ N’*xq

Nw_j_(o M) - CV\ I.(O ey —
(o‘\ﬂ} i Q) (o \,\%} (ITI-8c)
&

T () Sm Lo bt 31\(«*@» ) g

_Nay | -
Ny \“L}M,o)t &\ gv\.o)]

Haciendo i:\ en la ecuaci6bn (III-8b)y substituyendo en la ecua-

%u

cibn anterior, tenemos :
T & DTens M T
— "7 Q\ N Nua 0 !

—E\,\> ) *'8\ ‘\«,o\ (III-8d)
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—].[o(“,\“\ = \ \Lv\\\)wéx
As\l
= S ":-'%‘l \(ﬂ\u +By ‘A(x-ao‘))l\\_\ 3 -—-—‘Qu-?{u-z\“{w dx
3

Por otro lado :

Xs “\X\Q\MAX - &im\:\mm T m\ Qu Taa \QM—QM‘QWSXéx
é \

l(u-\ \u&\\ Q My _x_(“ -\ W ‘) ‘E‘&w\,m‘)l

‘0

Por lo tanto:

T o= % (1, BTy s G 1 ) 4
U=t o W™

L MR d \MM A ) -, A V) - B @X
N\MQ)“T w o ©

(II1-9a.
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Analogamente:

62
T(\A,\u\ = \ Y\v.\\)w\éx
© 3,

Y
- g “N*Q\u \*%wﬁ"ku-\ ¥ “M QVA-\ wl‘ué b3
é\

.l("\ W‘\-. pm _l_(“l“‘“) Y QW&-ZX?(\ W = 2)'\“ “ %\u \?S MHX1V\AX

Por otro lado : \

S

8,
& “{\w\ *1\&4)(: X}ub\ 4@, \Jm Uy C\A Ny y\\xb*(q"" 3% BY QXAX
9\

\

4@,“ J_X_(w.\\u\) Cu I(u-\ N-\)X'\‘(Qo \(\'s )

Por lo tanto :

—‘[;S\,WY' — A, \_&_(.V\ w-t) ¥ K\M CW\E W ,W\"l> +

M-
N (VIR LA 1 \-Uw i@m a-)-0, M __l_(u At (%A@k Q\\) \(u =1
HuiBud M 0

(IT1-9b.)
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8'0.

&,
I( & ly‘\l\\\)\méx = SKQJXV*\A\\)\MCL\(

\

S 3 “(W\X_dev\( Muar ““‘ C“%::_\X\A-b Al QQ"- %\\BX\A dx

T(\k \M\ U\Ai W\ \M) C Q&T (w \,\M\‘X (Qo Aw BT(V\ \M\

AG“ UWQ\ Q'\ W-\ Q-\

-\ " (111-10a)
Analogamente
§, N
I(\AM>= S X’“L«V\M dy = &XM X\x\gw\ dx
¢ 3, $\

\S MX“\.W’ '*m\“(‘“*‘ C\M s e = R 5&41

MT(\ \u*\) (0 “w\ \ (\;‘ \“"X —Q“‘\h_:(\&,w;} (III-10b)

TG\N\ ““A&-\ -y W R\

Si pudieramos calcular "\‘o(o’“) para cualquier W , después de WA
aplicaciones sucesivas de (III-9a) tendrfamos:

ey W-W
I(O/ n)— _l_(\)v\-\\ "JOT(")V\'n —v ____;,A__f()\u, ) (ITI-11)
o o o
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Y a partir de _LJ.‘M,\A'\M\ generar, despues de i aplicaciones
sucesivas de (III-10Db)

| _.L‘SW‘,WW-) V_T_\(“‘,“’“‘") —W_L?-(W,WM-?.S —poe -—*_\_&u,u-u— ) (111-12)

De tal forma que si se requiere el cilculo de I (Q,q')
se debe empezar a partir de : (°\A3 con W tal que

W= p+ g4l
Empezando con IOL\\,OB y aplicando las relaciones (III-%b) vy

(ITI-10 a) se llega a lo mismo.

El cflculo de Io(O,V\\ ,O en su caso de IO(V\‘ a) , se hace
para cada polinomio en particular.
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III-A - Polinomios de Jacobi

Para los polinomios de Jacobi N |, Mw\ y W‘(x)quedan:
\IZ
d (2w By nd )
\\)\h: K‘i;wn P(_V\‘\Wl* \) r\ (k*p* \3

Ma = \‘ENM
V2

w¥(x)= (\- ~X) (H—x)

En este caso no se tiene, en general, una solucién analitica

de Ioﬁo,vq Desarrollemosw(gog.qoj\) Yy w*(y,(B en series de
Taylor .

Ve
W¥ (4 x-aa) = (\-d(x-20)) (144 - a.,>>
“ g y LR Wy _

(\-&u-a.))L:Z-(-&(‘{')A(x-a.)‘-.:"oZSW Qh)( )AQ (I11=13)

(vad(x Qo\) Z ("")J (x- q.)’ ii(u) "‘\( ) J 5 ‘\ ™ (III-14)
J=o S=o

bu*(Tx) (\- Tx} (4 m

(\~Yx§l ? (-\\ 411)1\ . (ITI-15)

(-
¢ LI | = ‘
\ 4 \’x) :‘z:o(:‘>}'x (ITI=16)
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En caso de que 4/1, sea entero, las series correspondientes
llegan s6lo hasta /2 ; lo mismo sucede si (5/2_ es entero., En
caso de que o/1 y/o {’/1. no sean enteros, es necesario,para ga-

rantizar la'convergencia en las series que

. s Q.40

\s\ed e v s

—
Si generamos -\.DL%k) podemos, utilizando las fé6rmulas recursivas

desarrolladas anteriormente, generarIk“t““)

S
T(o‘“\: 81 \'V\/u:\x - No M & é (Sx) W (A(x Qo)w(“> AX
0 A\

uﬂ Stk

%} 3 (u-S(wﬂ 21.‘52? e 4

‘ AR b

donde EX: ‘L-V+S-S*k*Q

&
— A Moo &2 wm ﬁt mlwwi-w Expo
- S‘ (__\ G:--\S x
"Loo'“\ a :é oz:-o A=05\:oz—c§:;o§k:ﬂ'o O\‘E—:?o 8

i G CEEKERENEGENE) oo srnctsd

(I11-18)




- 40 -

III-b-Polinomios de Gegenbauer

¥
Para los polinomios de Gegenbauer k)u'f*u\ Y 0 W) (x) quedan
COmo :

L

awt ) eyl \®
Nv\:\-\v\ WA 3‘,( ] / Mw"ﬁ Nw\

XY P (we2y)

XL-VR
w¥e= - x‘g

Al igual que para los polinomios de Jacobi, =2n general no se
tiene una solucifén analitica para IOLO‘\A) .Desarrollando uf(é(x-ao))
Y L(¥%) en series de Taylor tenemos:

}u- Iy
W (4 (-aed) = (\- Aot
U

(m-‘/q) 4 (x- Q:§

o0 1 u_\ - y ti-)
- ._2-: ('h "*>(’“)A Q (III-19)

i.=° 5‘:0

t\/l

= 7Y
= z(.\\)( n ¥ x (ITI-20)
L&
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\
Si Ylt‘ I‘\ es entero, las series correspondientes llegan - ,
hasta X/l-‘/q . En caso contrario,para.garantizar la conver-
gencia de las series es necario gue se satisfaga (III-17).

Consideremos_\_(o‘\‘\ para este caso
o

6&
:I oM = S o\\,v\e.lx = Mo Hu S Qi(\x) W*(‘\(X‘QOB\W* (m dx
° Y 5,

N.p_&»_z.“& Sﬁ(ﬂ) P(Vau-w \-sz Zi'\w cf" \

wo gt wl (v~z ire {=° Weo
-l z‘«)(v,,—‘lq) 2-j4 2k
( g Xs o )N X

&

No“uli' R, (_‘)¢ ek z.. 3 \ Wt/ IunXv, LY (uh-u)w-.wx
e EZ Z‘Lw\)(“ = : Jis

W10 \=e 3—0 Rse 7.(\?“4“)“\‘.\*\

(IT1-21)
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ITII-c - Polinomios Chebyshev

En este caso M%'Hu y Uj(x)quedan:

‘\)261% / Mo"@

Estos polinomios son el caso particular de los polinomios
de Gegenbauer para y=o .Haciendo pues , X'-'O en (III-21)
y substituyendo la expresibén explicita para los polinomios

de Chebyshev obtenemos :

\ % ‘-)‘,"-4*
Igm = X\L Ru dx = ??‘S T80 (\ m.q,s) (\- "

é\
§.
"t wﬂ.q\l 20 3 W-iwm . \ Ex?
. y _\\ ) . N\ f-2
S § S e F L))
W:=o (o =0 Rzo S

con EX": ZC"*“'M3*V\—3+ \ (I11I-22)
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III-d Polinomios de Legendre

En este caso debido a la simplicidad de la funcién de peso
W Y= L , se tiene una solucién analftica de Io(o‘v\‘)

En este caso N\\ Mu son:

\
A(‘Lv\\‘\\ ) ('LW\'NX
A

Ib(o,o\= \ OY&“- No N"S —P(S S \ (I11-23)
& § 5:. r
Io(o.ﬁ-.- g YooY dx = No R\S Txd¢ = {-\-W(g, -5, 3 (III-24)

d, 3,
Se b
T (O\“\: & KlowWL\K = No Hu S“‘x “(TXBAX
\ 8\

W
\ $

e

Utilizando (II- 22) para el caso de Legendre tenemos:

j (O‘V\) ”o“\h 8 (M\Q“.\(‘K\ (\_"1 t)? («r*)B A‘(

3 &

= M \(o‘“ ) - NoNu S(\ rx)? (sx)dx
Tﬂ\k\ s




. 7,1 X
Haciendo M = \= Ty e integrando por partes tenemos:

wyt

£ 2 Y
No M S(\ u‘)? (rdx = V=¥ X "(u\ 4 hou \*QV\(“\A"
(N j 5 "o

\

I\(o,u): ?ﬁ_‘:b;“" \""* x ‘{»‘“\ - %A-_L\(O\w\

I (om) =N \.\-‘:::‘ 10‘\’ \ M“T(o u-.\]

\ Wi ¥ M-y

(III-25)

Haciendo =4 en (III-8a) e igualando en (III-25)

::“_L(O \“\ -L“M I(OM) Q.I(o\u{} e 5 "‘ I’oY‘ —‘L("'““)}

Reagrupando y teniendo en cuenta que A“zo para los polinomios

de Legendre tenemos:

Musn| w¥8u | 1~
Tffu“*‘\‘ “\;‘M | u ‘Y\*—'_-I(OMX} + “:B"o'“-\)]

(ITI-26)




III- E- Polinomios de Laguerre

Para estos pollnomlos M\A Mw, y W (’L) quedan:

ant |2 I ANS]
N \P(«w\m)] / Mw = W N

Wil ""(i

wu\—x

Para ¥=©O tenemos:

€.
-4 [@av)x - dao)
2 (0,0) Si“{,c\x-— Noﬂo\ dx
) 5, g,
O Q‘l
_ 20y 2 \ votowm A= -%\S&&()St'é °
BPYS ¢ . / (III-27)
é
S * ..-I_(Jﬂ’)x-&q,]
T \(om\ 2 S %X “(v\c\x NoMu Sax L("‘ ¢ d
I\ \

Haciendo W = )(\_ (YX.) e integrando por partes :

\_( ))e (Jt‘)l—éﬁog }}
w La
Lom)= No#al 5 &L“(() l“““*"ﬂ X(L(mu

Utilizando (II-22) para:elcaso de Laguerre tenemos:

usﬁt* 4 a;& xk
Wémx -éﬂ\s \Q_ (1) 4 WL - (1) C

\

I(O “\_ 1NoMu \f\""‘q
a4y
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I\(o,v;\.-. i—‘ xY.o‘Y“\ (vm;1 (o w) =w ’“L:—:‘L.(%“'\g} (III-28)

Haciendo 9~= | en (I1I-8a) e igualando con (III-28) tenemos :

‘l

\ﬂ

d “{_’(lo‘fui +(un)k_(o ) - __.._L(_ou ] Y‘“__L go i) — (‘“ “_,L(ou-o) HuT(O v:]

(o M\) M\w‘.‘l_?ﬁv\ if“ \*“ v QM\)X_(O u\ -W —-__\_b \l‘\)} '\'c “]:(o we \\'\'“ _\L(o H\X :

para C* real

O, L
— %, -1 -
Llomyz ¥ oudem Mot | a0 P St gtlérmesaad |
' LY
s,
“l& e W& .
= VoMu (-Hq,f" LZ'_:% (wt )XMZ(" * (xo) (4?) e Ci(“.')‘ei“' AK
‘ :
Y lJQ, w co nui ~L Wity
- No“u(éfq,,\ ‘Z:_o% _T—; \:&:‘\(“u) \ "(Jit\cl
L PETY &2
a . v WEWR 404
NS tdo.zzz() wad Qn)ﬂ. PR
d ) Wz0 0 =o7-‘"\'3‘k \( %) Weiedeied
A}
(ITI-29)

para asegurar la convergencia en (III-29) es necesario que

\Qo\>g-,_'>g\
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III-f-Polinomios de Hermite "
Para estos polinomios Nu/ Mw y W (&\ quedan:

Nz (ﬂ%ﬁxf A" (‘ﬂt (ig—&'«‘\
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Tgo o) = *f: u(‘)(}v% £, - \__ Y& € ] (III-30)

JEREUIQI Q"B

S, §.
""(X-qo\ -—
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Haciendo Q-:. L en (III-8a) e igualando con (III-31) tenemos:
|

\}0\)( r YR V\T(O n- \}\-A Ay (o,v;\ A ’:“\ (omar) — (‘M“v\xgu - F\“T(,‘“i

W-

__L(O \M‘)“ N“‘ 45 {x + ht r\/\\ (o‘u DR d QDI:(O\V\)§ + Q ““ \LO W- \;}

(ITI-32)



CAPITULO 1V

CONCLUSIONES




- 49 -

CONCLUSIONES

A continuacib6n se presenta un algoritmo para el cél-

culo de In_(u,wq

Algoritmo 1

l) Leer N, M, L

2) Para i = 0, N+ M + L calcular utilizando las ecuaciones
(II11-23),(I1I-26), I (o i)

AL, 1) «— T (o)

3) Para i = 0, N+ M + L-1 calcular utilizando la ecuaciédn

(I1I-8c) Io(glc)

A(z, 1)¢— X (4,0)

4) Para i = 2, N hacer

‘Para j = 0, N+ M + L ~ 1 calcular utilizando la ecuacibn

(1r1-9a) X (4,1)
A(iad, 3 «— I _(4,3)

5) Para i = 1, L hacer :

Para j = 0, M + L - i calcular utilizando la ecuacibn

(III-10b) Ic(v\, )
AW 1) « T (1))

6) Fin.

Este algoritmo se prob6 para el caso de los polinomios de Legendre,
realizando un programa en FORTRAN. Se ejecutd para el caso particu-
lar en que d:i/ QO-:O Yy ¥ = _{_ en el que Io(ul\u> se convierte -
en (Pw'Pu‘}u,, resultando F*(*L**B , Como era dec esperarse la ma-
triz idéntica.
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El algoritmo 1 requiere de una matriz de dimensibn W X (u‘*“*QB
y de un arreglo unidimensional de WA¥A localidades. El tiempo de
ejecucién depende, evidentemente, de n, my 1, y para el caso -
particular del programa en FORTRAN que se elabor6 para los poli
nomios de Legendre y que se ejecuté6 en una Cyber 70/71-16, se -
vi6é que para n + m + 1 del orden de decenas se tenfan tiempos -

de ejecucién del orden de décimas de segundo.

Es posible reducir la memoria que se necesi-
ta en el algoritmo anterior, pero con un ligero aumento en el -
tiempo de procesamiento. Como se ve en el punto 5) del algoritmo,
para generar':reﬂuau) se necesita Gnicamente el n-&simo renglén -
de la matriz P((u'uiuil\ y por lo tanto no es necesario almace-
nar la matriz .En el punto 4) del algoritmo 1 se utili-
za la férmula recursiva (III-9a) que es el resultado de dos apli
caciones consecutivas de la primera f6rmula de Christoffel-Dar--
boux. La relacién (III-9a) puede expresarse en la forma simplifi

cada :

Io(u,u\ = RL(w-2) txz(w-)

donde XL contiene los términos correspondientes a Io(-“’l\“")
Yy X2 10s términos correspondientes a I(,(V\"J 3): :,: o)...‘uu-l . De

tal forma que se puede utilizar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 2

l) Lee N, M, L

2) Para i = 0, N+ M + L calcular utilizando las ecuaciones --
(111-23), (III-26) Io(o,i.)

XL (Ceade— '_\_:0(04;-5
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3) Para i = 0, N+ M + L - 1 calcular utilizando 1la ecuacién
(I1I-8c) T.°($,§-3

X2 (in) 4——-1‘0(“-;;-3

4) Para i = 2, N hacer : *

Para j = 0, N+ M+ L - i calcular utilizando la ecuacién

(111-9a) T _(L,3)

X3(in) e— T (4,3)

Para j = 0, N+ M + L -i hacer :
XL (in) €— X2(in)
XT(in) e— X303y

5) Para i = 1, L hacer :

Para j = 0, M + L- i calcular utilizando la ecuacién
‘ (111-1013)13_(\1\, 3)
X3() ¢— T (w,i)

Para'j = 0, M+ L - i hacer:

X2(in) e— X340
6) Fin.

La modificacién consiste en retener Gnicamente los dos renglones

de la matriz ﬂ que se necesitan para genemr el siguiente rengl6n.
Normalmente se requiere que N y M sean del orden de decenas, pero
en algunos casos especiales se precisa que sean del orden de milla-

- res y entonces el algoritmo 2 representa una disminuci6én importante
en la memoria requerida para su ejecucién.




En cuanto a la aplicaci6bn especffica de este tipo de f6rmulas

cabe senalar que, utilizando funciones de Hermite centradas en -
distintos puntos, se han obtenido valores muy precisos para los
eigenvalores de la ecuacibén de Smoluchowski para potenciales bies-
tables con una combinaci6n lineal de solamente ocho funciones (ref 5).
Es de esperarse que el resto de las f6rmulas aqui desarrolladas pa
ra las otras familias puedan ser empleadas con igual éxito en ecua

ciones cuya forma sugiera su uso.

En conclusibén, pues, se han encontrado las expresio-
nes explicitas para ]:éﬁjh) para las diversas familias de polino--
mios ortogonales y, utilizando los algoritmos propuestos, se ha --
demostrado que el c&dlculo numérico de.:I;ﬂ“.“ﬂ\ , ademds de ser -
sencillo, es eficiente en cuanto al tiempo de procesamiento. Esto
abre la posibilidad de encontrar, de forma sistemltica y sencilla,
aproximaciones numéricas a la solucifn de una ecuacién del tipo --
Sturm-Liouville wvia un método variacional sin el inconveniente -
de la gran complejidad operacional que implica el método de dife--

rencias finitas.
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