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CAPITULO 1 

1NTRODUCC ION 



1 

INTRODUCCION 

Una gran parte de los problemas de la física se plan-

tean en términos de la ecuación diferencial 

0 	 (I-1) 

donde T.  es el Laplaciano. Cuando 1«:-. 0 , la ecuación corres-
ponde a campos potenciales estáticos; cuando IQ es una constante-
real, tenemos la ecuación de onda para la dependencia sinusoidal 

del tiempo ( Ecuación de Helmholtz) o la ecuación de difusión para 

la dependencia exponencial del tiempo; y cuando Vi es una fun 

ción de las coordenadas, tenemos la ecuación de Schroedinger para 

una partícula con energía constante. 

Existe un número infinito de diferentes soluciones pa-

ra una ecuación del tipo (I-1). 

Los diferentes problemas suelen diferir unos de otros en 

cuanto a las condiciones en la frontera; ya sea que varíe la forma 

de la frontera o que sea el comportamiento del campo escalar en la 

frontera lo que cambia. 

La ecuación diferencial ordinaria que resulta al aplicar 

la técnica de separación en la ecuación de Laplace puede escribirse 

de la siguiente forma: 

(1- 2 ) 
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A esta ecuación se le conoce con el nombre de ecuación - 

de Liouville. El parámetro 	es la constante de separación. 

Cada una de las funciones p,oy 	Y' , son características de las 
1 

coordenadas utilizadas en la separación, y en algunos casas son 

funciones algebraicas simples de QL 	con un número finito de 

ceros. En el caso particular de la ecuación de Schroedinger, la 

función 	es más complicada, sin embargo Q,. no tiene singula 

ridades en el rango de :a (aunque puede tener una singularidad en 
uno o en ambos puntos de la frontera). Los puntos donde p(a) se 
anula son las singularidades de la ecuación y el rango de 1. de-

be ir de una singularidad a la siguiente evitando las singularida 

des en medio del intervalo. En otras palabras pu') no cambia de -
signo en el rango de 11 y por lo tanto puede suponerse positiva. 

Resulta también que, en los casos de interés, Y tampoco cambia-

de signo y por ello se asume siempre que es positiva. 

El problema de Sturm-Liouville es, esencialmente, el de 

determinar la dependencia del comportamiento general del campo --

escalar V/ 	con respecto al parámetro 	 L y la dependencia de 

de los eigenvalores de )L con respecto a las condiciones homogé 

neas en la frontera impuestas a 

El estudio del problema de Sturm-Liouville muestra que 

existe un eigenvalor mínimo 2L. y que al ordenar las eigenfun--

ciones en sentido creciente de eigenvalores, las ordena también en 

sentido creciente de número de nodos en el rango (li b. Estas con--

clusiones dependen de la suposición de que "yma es positiva en el 

rango & «ID, que es cierta para la mayoría de las ecuaciones -
separadas que resultan en los problemas de la física. Estos resul-

tados se desprenden del Primer Teorema de Comparación de Sturra. 

«NIRO «MB 

▪ .1~ 



Si bien existe un eigenvalor mínimo X O , no existe 
un eigenvalor máximo, es decir, para cada eigenvalor Xv% con-

eigenfunci6n 'V , existe un eigenvalor 441  , tal que 

>1 y la correspondiente eigenfunción M44%  tiene un nodo más 
1%*b 
que 111)%4  en 401,b . Por lo tanto la secuencia de eigenvalores es in-
finita, extendiendose desde el mínimo 2lo  al infinito. 

• 

Una vez que se ha generado una secuencia de eigenfun- 

ciones 	‘113:: que satisfacen (1-2), debido a que dicha se-- 

cuencia es un conjunto completo, es posible expresar cualquier - 

función continua por pedazos 11 (1) , en términos de tkl,  
t4=0 

 

01,41'vt 
c, 

(1-3) 

Por otra parte, la ecuaci6n de Sturm-Liouville, puede 

se factorizada en operadores diferenciales lineales. Es decir, 

la ecuación de Sturm-Liouville : 



se transforma en la llamada ecuación modificada de Sturm-Liouville 

V (1) 	o 

   

con W. á 

que tiene la forma de la ecuación unidimensional de Schroedinger 

con potencial V 

La idea es factorizar parte de la ecuación en el par 

de operadores diferenciales 

-._.141mwy5__Avu4Y-) (1315]:§:1Akmkx) 1m 4x 
(1-4) 

 

(1-4- 
1(.51,4,1)a 

vtA 1,‘ 

4)1/4141_01,,, 

(1-5) 



o equivalentemente 

1101 

b_k(wk,t 	-Qkm).1(1k4x) 

(1-6) 

 

de tal forma que sean equivalentes a la ecuación modificada de - 

*Sturm-Liouville: 

C1-41,,y5:_xpx4\1)  

Sumando y restando las ecuaciones (1-6) (reduciendo W en la pri-

meraaW1 -1 ) y comparando con la correspondiente diferencia y 

suma para la ecuación con \411A tenemos que 

- U1,400%.1 •
)2k.4.44 	 v'.4(x) 

si consideramos %I independiente de UA . 
independiente de X , podemos diferenciar 

y substituir en la primera, obteniendo 

Como Cltm se supone 

la segunda ecuación - 

)vLAck>=-1Vv._,-1-vvkk)/(\),....,- vw,) 
(I -7) 



cuando 
Ir 

3:10 %14, In) 

cuando 

De tal manera que la ecuación modificada de Sturm-Liouville es, -

efectivamente, equivalente al par de ecuaciones factorizadas (1-6) 

con .14.y. y 014,,„ relacionadas con el potencial \JIA4  por las ecuacio-
nes (1-7). 

Es claro que no para cualquier potencial N104 es posi- 

ble la factorizaciów, cuando \J 	permite la factorización, conau,4%  

función de Vtlk. 	pero independiente de X , entonces los eigenva-

lores son independientes de vil . 
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es un conjunto ortonormal . Nifik 

Los diferentes tipos de funciones V que permiten la 

factorización se obtienen determinando aquellas funciones U„, que 

satisfacen 

I Al 	A I 
in,4‘4% i-ZIMA 4% i- 	v., -4  quk.- (kmA4 1 

para las que elLuA es independiente de ›L . La correspondiente fun-

ción V para la ecuación original es 

\),,A(L) utp) ci h 
triouvv4(it) .1- a tm  144 +ul Qui  

dix 1411 

El caso trivial es cuando P w, es independie nte de X ; 

entonces km= - 	V es _ o , las eigenfunciones son las funciones 
trigonométricas. 

Otras posibilidades son - . 

w, 	"V" Un 4. 	Lit) 

donde, para que QUI^ sea independiente de )11 , debemos tener 

que ls' 	tjj 	constante; VI) -Y UJ 	Cit 

kAA 
	— 11011 Wt UJUG) k 

V4.4 o 

1 le donde se debe tener que 	= 	e. 	y bd ♦ w =  

Cualquier otra elección de la dependencia de W11 y X; no permite 
que 0.0v... sea independiente de )11 . 



Resolviendo estas ecuaciones para lrj  UJ e ;5 
obtenemos las siguientes formas especificas para 444400 ek tA" 

V%(x) 

(A) k•kvm=a• (V.Akt.V) COtr)144,51 aiC$C11)(MP)] ; 	( 	c 

1

.1114,4‹.)(« +c4 1)4411•411(•44‘ 4  I,)tp>10(49)1 CSC2.1S,(x4p)] 

que por medio de transformación de variables y de acuerdo a la 

selección de valores de las constantes b J  c 	44 y 	P J 
se obtienen las funciones esfericas, armónicas y otras eigenfun 

ciones relacionadas con la función hipergeométrica. 

(B) utm  --J. á e"— tm — 	1).1  (t4A  

cL2-ethl Vod (144 tc 4-4 

que por transformación se obtienen las funciones de Laguerre ea. 

y otras eigenfunciones relacionadas con la función hipergeométri 

ca confluyente. 

( C ) 
	

(kkA§-c)(i/K) 4- Vox ; 	-211m 

Vkit 	(tAit 4C 	) (1./ XSZI  4 

también llevando a funciones hipergeométricas confluyentes 

( D ) 	
Uki,k 72. 10Y. a • 	 vtik 

— e0x4c1)2  ‘f) (2mi-y 

resultando en una generalización de los polinomios de Hermite. 
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(E)  kiLm- tmo‘cotb3(x4e\j+(c#11« 	bl.(441 —(clzimx)-z (4.1  

Vult= 	(tAkk.%)101(sctlybyel- 2ocvoAkloolvül 
relacionado con la función hipergeométrica . 

(F) I'lk4A (V4IK) (1/t4A 
2.  u.4 	— Nibta 

(2.11>) 	vs). (sk44-1)/ xi 

resultando los polinomios de Laguerre . 

Cuando la forma de \d(  no permite la factorización, 

él problema de hallar los eigenvalores y eigenfunciones de la ecua 

ción modificada de Sturm-Liouville no es soluble analíticamente de 

manera general y se debe recurrir a alguna de las diversas técnicas 

empleadas en la solución de la ecuación de Schroedinger en la Mecá-

nica Cuántica si se quiere seguir adelante. 

En particular, cuando se desea conocer la energía del -

estado base (i.e. el eigenvalor más pequeño) el método variacional 

ha demostrado ser muy poderoso si la elección de la función de prue 

ba es la adecuada. En principio, como ya se mencionó, tomando un --

conjunto completo de eigenfunciones se puede generar una representa 

ci6n 	"mínimos cuadrados" de cualquier función continua por peda-

zos y con ello el problema quedaría resuelto. Sin embargo, si el --

método va a ser operativo, la función de prueba elegida no debe con-

tener un número infinito de sumandos. Por ello, dependiendo de la - 

forma específica de V y las condiciones a la frontera, se puede -

tomar como función de prueba una suma finita de polinomios de alguna 

de las familias de polinomios ortogonales con diversos parámetros - 

y, aprovechando las propiedades de éstos, obtener una representación 

aproximada de la solución en términos de un neir-ero reducido de fun-- 
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ciones conocidas. Cuando se sigue este procedimiento, el problema 

al que uno se enfrenta es el de calcular los llamados "elementos -

de matriz" y el propósito de esta tesis es el de tratar de generar 

fórmulas de recurrencia para poder realizar dichos cálculos de for-

ma sistemática y relativamente simple. Para tal fin, en el siguien-
te capitulo se exponen las propiedades generales de los polinomios 

ortogonales incluyendo el proceso de su generación. Con ellas, en 

el capitulo tres se escriben fórmulas de recurrencia para ciertas 

integrales (lns elementos de matriz) y se discuten los casos parti-

culares. 

Finalmente, en el capitulo 4, se presenta el esquema -
general del algoritmo para el cálculo numérico de dichas integra--
les, un ejemplo de su aplicación y las conclusiones generales del-

trabajo. 



CAPITULO II 

PROPIEDADES GENERALES 



PROPIEDADES GENERALES 

0 

Consideremos el conjunto 	mode todos los polinomios de coe- 

ficientes y dominio en los tp. 	y definamos el producto interior 

para dos elementos de dicho conjunto como : 

9.1 	w009,4 U) ?kg  (315 .43( 

Esta relación define, en realidad, una familia de productos inte-

riores de acuerdo a las distintas elecciones de la función de peso 

(060 y los parametros A. y b 

Sí 	(CIA ,?w)_ O decimos que 
	(t), 	P VIA son ortogonales. 

Fijémonos ahora, en aquellos conjuntos de polinomios que satisfagan 

la siguiente condición : 

(9,41 evo%)
tu 
	et-t sm,w, 	 (II-2) 

Dónde (1.5A son las constantes de Normalización y 

la delta de Kronecker. 

los 
Diremos, entonces, que 	( 9%4  %tri) 
ortogonales con respecto a WW. 

es una familia de polinomios 

Y•115 	9;\ El conjunto de potencias de x, 	es una base de kr. O 	 101 11  

pero no es una familia ortogonal. Sin embargo a partir de él se 

puede, utilizando el proceso de Gram-Schmidt, generar una familia 

• 
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de polinomios ortogonales. Este proceso se ilustra en el siguiente 

teorema cuya demostración, aunque es estandar, se incluye por razo 

nes de autoconsistencia. 

Proceso de Gram-Schmidt 

Junto con el proceso de Gram-Schmidt, se demuestran algunas propie-

dades en el siguiente teorema: 

Teorema de la ortogonalización 

Sea 	X I 3 II .3 . . • 	una secuencia, finita o infinita, de ele-- 

mentos en un espacio Euclideano V y llamémosle L. (X.., • ..J X1) 
al espacio generado por los primeros k elementos. Existe, entonces, 

una secuencia de elementos kis, .3  11. / 3  . . . en 	V 	tal, que 

para cada k se cumple que : 

(a) 1'1 /R 	es ortogonal a cada elemento delsubespacio 

(b) El subespacio generado por Its • .•.3  III  es el mismo que el ge- 
nerado por X‘.. 	XI .. 3  

k. ( kt,, . . • 3  1k) :: \.-(K‘)...3 )( 14) 
I./ , 

(c) Sí 113 ̀ 157.5.. • 	es una secuencia de elementos de V 

que satisface (a) y (b) entonces, para cada k existe un- 

escalar 
	

c 
	

tal que 
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Demostración: la construcción de los elementos 1513 tját. 3 • . 
se hace por inducción. 

Hagamos 
mentos 

1:11T.)1(% 	. Supongamos que hemos construido los ele-- 
tales que satisfacen (a) y (b). 

Definimos 	1.1 `ft 	por la ecuación 

4 (11-3) 

donde las Ithi...j k< son escalares a determinar. Para 34: Y 

el producto interior de 	 11-41 con 	U ..1 	viene dado por 

(144t 3  Iáj::: (?(Y4‘3 55) -- Y 
 

Ó414.(tála /ái) 
hm 

(y„,, ká i) 	bs, ̀SI) 

Si 	VI' e) 	, hacemos que 	‘1.4 	sea ortogonal a 

33 tomando 

e 

(11-4) 

Si liji ::() , entonces 	1/4.j`fr4k 	es ortogonal a 	 15 ..) 	para 

cualquier j y por lo tanto á yo es ortogonal a cada elemento 

del subespacio 

L(ká„... ) kh,) 

Esto demuestra el punto (a) 
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Supongamos ahora como hipotesis de inducción que 

Xt, 

Entonces 95, J., 	.están en 	(g%) •-.)  gr.) y por lo tanto 

están también en L x„ 	.Por otro lado Imá 

es una combinación lineal de dos elementos de 	(›el • . • ) Xv41  

Por lo tanto, 

L eh% )  ---) 1.5y4%) 	(x • • / 	I 

Y 4 En la ecuación (11-3) se ve que 	)1( 	es una combinación li- 
neal de los elementos de L(k(s., •) táro) y concluimos que 

• • •) 	Y*I 

que termina la prueba de (b). 

Supongamos que, en el inciso c) para k = r se cumple 
1.1  

lb.:64.3.1y  (el caso k= 1 es trivial). Consideramos el elemento '31141. 

(b) nos garantiza que este elemehto pertenece a L Cht, 
y por lo tanto podemos escribir : 

Y41 

1.z% 

t 

donde 	Z! v. e L( ,.../ 	) .En virtud de (a) III si"k x 
	

`15 

C k4 1 lá Y 4 \ 	son ortogonales a 	2 .. 	y por lo tanto su di- 

ferencia también lo es. 

Es decir Zy. es ortogonal a si mismo, o equivalentemente -Zt= O 

Esto completa la prueba. 
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Substituyendo (II-4) en (II-3) obtenemos la siguiente fórmula re-

cursiva. 

(#1 luna 
I z 	- 

que describe el proceso de Gram-Schmidt. 
ea 

Así pués, a partir de 	X 	, siguiendo el proceso de Gram- 
Schmidt, se construye la familia de polinomios ortogonales Ç. 

1. rfl  
k/k 

Sea 	el espacio generado por 	{ 	. Consideremos el :o 
polinomio 	>1% II&  ()A E p,,‘ 	. Es claro,por la forma como 

se definió el producto interior, que 

91̂ -k / 1)k4 	(X 914  9, ) 

En virtud del inciso (a) del teorema anterior 

para \ki/ 	(11-7) 

%Ivo 
Como 	x  e, cw.) € Pm  5 	entonces ak),(x):-- 	oti.1).1(y-) 

ZZO 

bao 



NOMBRE SIMBOLO INTERVALO PESO NORMALIZACION 

JACOBI 
(48110) 

r cx) 	c‹ (5 > — \ / (-4 	1 ) (t-  x)6+4
? 

04+1 FI  / 
2, 	v(w+coi) r(tto +I ) 
(twyd9+1) v‘ 1 r (tkid 41 +1) 

GEGENBAUER Y 
v, 	V) —L  C>t) 	, 	1  - (I 	1) / 

Y-1. 
(‘-x%) 

45Y i.-11r (u,k2 y) Y t o 
vo. CwiY)1P(021  

LA 'L 

CHEBYSHEV G1 	1) ) s 	1  ( -x1 
Ir 	 Uk=0 

1 v 	(X) 

LEGENDRE 
2 	(x) ( -I)  1) 1 

2 
zut# 1 

LAGUERRE L.:( (X) 	i 	C1> -.1  kA (oí  c'e) 
q 	-11  x e 

r"  (0(4 Lel 1 

tA 1 

HERMITE 

, 	 ._ 
fli vl 	(x) 

GoD o0) , 
. 

-x -t 
e 

, 
2.`'‘idk I 	IFI--i" 

TABLA II-I Polinomios Ortogonales Clásicos 
en 
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P Haciendo el producto interior con 

la igualdad obtenemos 

IMA 

(1  ()V\  /.93)= 	1 Z• (91/ 111)  
1=0 

en ambos miembros de 

Si hacemos que \A) j4 	, es decir, para 	= 0,11 .../ NA -" 2  
y aplicamos el resultado (II-7) en (II-3), se sigue que 

y por lo tanto 

4.¡ 

.), 	vt" 	(„, 

Desarrollando y agrupando términos, (II-9) se puede expresar - 

COMO : 

Esta relación es conocida como la primera fórmula de Christoffu.4 

Darboux.Los valores de los parámetros 



Es decir para VIA 

= o 
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dependen, en general, de \h" y se muestran en la tabla II-II. 
*O 

Sea 	91:15 101=0  una familia de polinomios. Decir que se trata -

de polinomios ortogonales es equivalente a pedir que para Wt<Vk 

i/S )4
) 	

o R1) 

ya que 	9soli  4 Gah que es generado por 	XI 
ho 

1 

1 
1 

\AA 

1 	Veamos ahora la cuestión de la ortogonalidad a través de la fun- 

ción de peso. 

1 
Consideremos una familia de polinomios 

cumple con 

• C x ) e C 

que 

1 Para alguna función una constante VICIA y una función de 

1 

peso U. (I) . Entonces, 
W 

( XI 941.
‘ ) ...... ..... 	)11 9k.,‘  be) Uit)e) 	x 

Ck. 

á'A a — (›c áx 
d x1/44 

1 
1 

1 



l„ (?(,,, Po  .13, 

Aii,l) 
V 	(x) v, 

(ki-pt) 

2. (191+1)(vm+pi%)(210‹ 

(thrycii  4 1.4 I) 

t 9) 

(tww41+%XtiA4414912bia4 9) (W) NIO (11444 1 942) Chl4i)x + 1- ¿  
2.(101) (Iti-c<t o + 1 ) (ti+ iXtuctostxtiblit 1) 

Y 
Cx) o 26,14Y) . 

lok-v 1 

2Y# I" - 1 
1  

2 Iix 
e, ---. 

1 	tx) 0 2 — 1 1 X 

9,„(x) o 
21.4% t. 	1 

vx 4 ‘ 
v‘ 

1 X -- 	sit+t 

a< L(x) v, 
at,+.(+‘ 1 

--- 	‘.„,, _ 	NA -k• 	 < 
\h-k- k 

1 .... x 4.«+ 1 
v1 + 	l 

(X) vl O 2. — 2\r‘ 1 2X 

TABLA II-II Coeficientes de la primera fórmula de Christoffel-Darboux 



VIL Ir. %AA. k 	\N la integral en el segundo miembro de la 

se anula y si suponemos además que 

Para 

ecuación, 

‘0) á  

á ), 	CSIALY" 

1 

1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

- 2 O - 

Integrando por partes 

lo 	skr1 

xls r'N j (x) 	)(1' 	631Atv.)\ 
xl" 	 á x‘A`‘ 

	 ) J)c 	dIcle'  0. 

	ci 

• 

( 
xv.-14-s 

(u- kv4 

(KV) 	 IVA á 

0. 

Entonces tendremos que para 
	ki• 

• W494  

~lb 

(«n  
-k• 
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y por (M-11) 

9„) ,. o 

E) ,„, /1 7 es una familia de polinomios ortogonales. Por lo tanto 

Para satisfacer (II-13), Su  (X-) debe tener raíces en X 
y X = b de multiplicidad mayor o igual que 1.01 

Escojamos 	(in como 

Cx) 	k4 (y) V.S(x) 
v, 

con Se)c) = e (x-&)C0--x) (11=14) 

Si hacemos Vs .::.0 en (II-12)obtenemos 

tN oL) 	\s, 	C5(1 

De tal forma que escogemos 	lt1 	w ( 

Si hacemos 	SA 	en (II-12) tenernos 

u) un P, cx 	fl.Lobt. 5(< = 
	

Scx)+ LutA (.x;\ 

. 	9, (y.) 	Y( 	c.)) 	ucs 
k tobn 

Como 
	C 	es un polinomio de primer grado 

U3 ex) SC,c «k- cv 
(.4J(K) 
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donde (1 y 55 son constantes y A * 0 

Despejando 	u.) Itx)
de (II-14) obtenemos 

WCY) 

QUI 	Axt'3-  S(x)._  (A te) )1+ G - c(&46)  
tx) 	Scx. 	 c Cx-0.)(yo.K) 

con &1\4(5 
17- 	(b -a) 

b +13 
G (b-a) 

Resolviendo para 

cu Cz) 	\i? (so- x.5(  x- ck, C)j  
con Y>o, oto  (I> 

Cuando y =  A. t= 	es la función de peso para los po- 
linomios de Jacobi 	

11:1'1.))t)r) 
livato 

Cuando b es infinito, definimos entonces 	SCJC) en(II-14)como 

SCX) 	Qt-e) 
Analogamente, se sigue a partir de (II-15) que 

uJtIN 	Po -11, 
(Aitx) 	(x-a.) X —A 

PI
con 	

ch.A 
	 - d 	l 

Reso]viendo para k.J.,)(JL) 
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ly.-0j e"(ix  

Para ct.:: 	•(' 7.1 	I LotgN es la función ,de peso para 
los polinomios de Laguerre. 

Cuando OL y /1 son infinitos, se define Uír) para (II-14). 

COMO 

S tx.) 
	e 

Substituyendo en (II-15) y despejando tenemos 

tu'cx.) 	Ax+VS 
Gu(e) 	e 

1t 	11 -a x (5 

con O( •dm~ A 

 

 

/ 

y resolviendo para tk),(X) 

U 	%1 
que para 0‹ =2 51=0 
los polinomios de Hermite. 

es la función de peso para 

La ecuación (II-12) se conoce como la fórmula de Rodrigues y los 

coeficientes que involucra se muestran en la tabla II-III. 

El desarrollo de la fórmula de Rodrigues nos permite encontrar las 

formas explicitas de los polinomios ortogonales clásicos que se --

muestran en la tabla II-IV. 

Por otro lado, como 

y por lo tanto 

Su cl 	vx ik• w x 

SCx) 	P cy) = 	oki. (x) 
L=0 

á x, 
	cv) 



NOMBRE SIMBOLO ‘,1 	4, LUCX-) SCX) 

, 1 

JACOBI 
r,\WI M 
kjti 	(. X ) 

H1  ?1(  , 	P 
(1-1 X) 	1.bc) l — Xt  

2.14 «VI 1 

GEGENBAUER 
r (1

1,5 (x) 
(4 P(h) r1,4,11#) v_ I. I. 

(I- 0) \ -- Kz 
! rz r(a yp (hm o 

CHEBYSHEV 
Z1 

(1 - xt) 
2 ‘ -- y (4 fff I  

r r 6,41) I 	1 	(X) 
V't 

LEGENDRE 1,16C) 
(-1)11  

\ 
1 

214  V1. 
, 

LAGUERRE
L altA  

I -X e‹ )( e X 

HERMITE 
1A (X) G1)51 

e..  X:  

TABLA II-III Coeficientes de la fórmulo de RodrIgues 



1 
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1 

NOMBRE FORMA EXPLICITA 

. 

JACOBI 

letifi) 	IN 

9a(*)=.'
vv 21' 	1  ir.0 1  . 	

(v4t)L  (x41  

GEGENBAUER 
AY 	211  t (- 'r( 	• 	vi-vs- 

(x).«....... 	,  1). 	bh-1) 	v  

r(Y) .1:• 	111
(t (Vs-ZZ.)1 A  

4 

CHEBYSHEV , 	
uul 	1.  

(1491- .1.-1)1 	 11-2-` 
-T, 	Vt-I 	(14) 

Ift 	lit  i.! (h-2C)kr  
ls e 

LEGENDRE 
1411 	.  

p (X)7..-17., 	(4 CoiNem-ti.) 	vk-U 
In 2. 	: 	i / 	N 	X  

.4.1 

LAGUERRE 1.,(x........ 	Z(.:2I et4.") 
VI - 1. 

....  

11 IN 1=1, 

HERMITE 

h 

‘- (-1) 
1-4  h 	

—2.11111.  1 l. 1. (YA-2¿.) 1. X14-111  
(X) — 

irzo 

TABLA 1I-IV Forma explícita de los polinomios ortogonales 

clásicos. 

1 
e 

e 
e 

1 
1 

1 



con 
C.  

( el S  e 	el(*) SC Ply‘Cit) lA 
a. 

«.111• 
11111% C`. ss% ) ; la prima denota derivada 

VI - 1 , las 	en (11-16) son cero y 

(11-18) 

Christoffel- 
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sz; 1( )0 SU) eithd wa) 
b 

(P. tt) s 	x Ptlx(it ) d ›k 
dx 

Lizix,rc  (A)(450,.)) 	SCA Oiut) 914(i) wUt) r 

para L ‘A"\ 

/1,x(tu(V-15()C1)/t(X) StX)°01.) e o ul X < kik 

y por lo tanto la integral se anula 

Para 	(,= U11.-\ 

qk-ko 	 lux) 

Así pués, para 

S()1)4 9,(3c.)-z. ck„P„?(-) vk l,(1)ylu(\ oc(It#1 9,41ex) 
á x 

Despejando, 91A 	C'Nk k., de la primera fórmula de 
Darboux (II-10) y substituyendo en(II-17)obtenemos 



(11-22) 

1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
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sho¿s),(xNy...r.),09A-(Aveteux)Pvtag -low.94-4uNi-gymkI*41‘  (II-19) 
d x 	ka 

S(X) Llsv, 	1,10 oi.,P,kx) 	 kx)9.(x) e%A9kl-ki(11-2 0 ) 
cht 

Reagrupando llegamos a : 

	

(/) Insj ev1/4(1' 	Itkit(3°  

1 	á  
.0(14% 	(1014  "V S (A Tot 

„ 
ukt $1) 	PIA-4 

Haciendo el producto escalar con (IA.%  en ambos miembros de 
la igualdad (II-20) 

SME» 	CM.1•11 

Utilizando el resultado (II-17) llegamos a : 

sk)- A  14  
ylu ('''4;1 (14  / J 

1-  9 	(U. - 
k 

(11-23) 



\d' mia 

(11,-,24) el:1111‘144% 

2. 
AkA 

ZIA 
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V% 
Por otro lado, equiparando los coeficientes de 	)1( 	en(II-21) 
se tiene que 

Pukx, IL"A 
Acoplando (11-23) y (11-24) se llega a : 

Igualando los coeficientes de 	X 	en (II-21) tenemos 

0? 1,‘ 	 ( 91A 	1,,, \„v 	(11 	P v, 	c) 
\i?‘„, Iyuy^ 

Utilizando (11-24) , (11-25) se llega a 

• 

(11-26) 

Analogamente, igualando los coeficientes de 	)( 	en (11-22) 

(..21  p 
U-kol 	-Ir Uf 	9kk1 tki 	O 

e- k 
V1/4  •-•-• 

Igualando ahora los coeficientes de la 	en (11-22) 

e 
1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

(11-25) 

tenemos 

"II-27) 
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Es decir 

ves_ S 	 ,s'cos W
55$41  yvkiv4 

 

(11-28) 

Ahora tomando el producto escalar con 
	

11 /4.1x) en (11-22) obtene- 
mos 

\A,'• 	(1)„.„A 	(p..„ selt, 

„, ? 	..... 114 *-1\.?”  

	

NIIri 14.1 ( 	VI 11% 

Y por lo tanto: 

~ID 
t,t  U11 

eVel 

(11A4 (1411-11y511  (11-29) 

55k,k 

‘11 &e /  / \1 41  
Las expresiones correspondientes de elk Ovt °U I -‘1" I "4  'I s tA 
para los polinomios clásicos se muestran en la tabla II-V. 



	, 
o¿I if, 1.1' I I,  1 q 1 al vt, 

no  vili-•) t  td2L 	jt+40+% z44( *0 t I tbs+1)(ktettoit) m(1-41t1 
2344avré IN 

'ami() Cm P) 
21.1 fc¿t(1  «49 	1104101tio+ft O zu 4.« 4 O +az 

Y 
ekA  CC) o 1423 V1 -t- Y O n 	- In- 21? - 1 

o 14 tk O ti VI Tv,(x) 

P„ (Y) 
, 

O 1A4 1 vt 1-  t O 
. 

n IA 

1._1,15‘) — VI — ci( — 1 1 — tk — k — h O — VI — e< 

\—L1(1) 
_ 

- 	0 
. 

Z 1 O O 
. 

t VI 

TABLA II-V Operadores ascendentes y desCendentes 



CAPITULO III 

FORMULAS DE RECURRENCIA 



Mes, 
(tkm k Zo4- Y>() kftsk*-1  

4 e  
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FORMULAS DE RECURRENCIA  

Definimos : 

con 

)(1 111 /4.., 	áx 
cs1  

)(vel 	vt gvk 61(X-12A W4(4  (X'OA 	(III-2) 

\L= t'U, el,v1  C5X) W4g  (VX 	(III-3) 

Donde 9tA Ire%m pertenecen a alguna de las familias de polinomios 

orotogonales clásicos. b"(tt) se define como 

41( (X) = 	fl.U..1(›¿N-1.112.  (k.1  

Siendo W(x) la función de peso. blvt y ItUA se definen como: 

M  
tJvk = 1.1131  4 

/ 	VA - 	Z1 g..  ‘--f -11  
donde CA y ellA son los coeficientes de normalización. 	g% y 

giL 	son tales que (s,/  g1  ) coincida con el intervalo de defini-
ción de la familia de polinomios ortogonales en cuestión. 

A partir de la primera fórmula de Christoffel-Darboux (II-10), ob-

tenemos las siguientes relaciones recursivas : 

OIA 	 *Nt _ 	ps y,1‘..144vI•ek (K--#2101,11 	i---y• 	vt-\ 1- u-2. I\  SIC tjvv..1  

,‹ 	v\ = á 15 vt 01A4t 

	
e kA 01-( /1-.1 

	(0.0-11))(1.1 
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¡As 

VZ41... 14441 141.11  

I\LPI) ISLA y (IV\ son los coeficientes de la primera fórmula de 

Christoffel-Darboux (ver Tabla II-II). 

Las relaciones que a continuación se deducen,son el resultado de apli-
caciones de las formulas recien escritas (111-4 a 111-7) 

Qs 

110TkA 	r: S X1%1 )1.0  X \1kA  
á 	 •5 1  

)(q1•0  (111 1kw"-' 	 1‘.%)'1‘x Itt 

Analogamente: 

(SY 

I‘k10\ «11. 	1,‘Y cLY. 

á 

• 

• 
44%  

St  

o 	13114.  tk4k Q)- lj•-tk.-)14)(4-Stt @ko`hy)kkal( 

e ' 	at'av• 014k 3.-` 

s, 
y.'-̀ goáx 

(11I-8b) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

- 33 - 

-T" 	1,\y,11,1v, 	Yk-k(i'l.u.)11(c16t-atA)TtA 
a 

4 % 

+3_yl,xvpk•-7 u 

Haciendo hl en la ecuación (III-8a) y substituyendo en la ecua-

ción anterior, tenemos : 

pu. 	Y:-1'1.1(csCA), /11,,, 	— o h. 1km, ° I 	rikue•k 	° 

(01511 . 	cT co o o 

° 

nokikT(1?„0)t  
o 

Haciendo 1=X en la ecuación (III-8b)y substituyendo en la ecua-

ción anterior, tenemos : 

\. \ (vt  \  	t\)14051, 1  V1/4)111.-Dvo 

--- 	' ' - —R0  4 11‘, htt, o '
o\ 

0 	I  

(143-101N)Tó lf)) 
	

(III -8d) 

1 

 

1\41  
t\)tk-t 	° 

 

(III -8c) 
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blA e ;)41 :VvvA x 
0144. 

(vt,v4t> 
o 

«Lxvv4.ág 
4‘  

4-55‘.01(x-CAY,5A.,1  

01111.1. 

khk-k 	 o 	Yt..z 	o 14.‘  

Por otro lado : 

5k  

1-‘ vÁ k 
	ye,„ 	k4141 

C'uts.4,11.1— 	áx 

z  1 	otws i(5,1_volk) - 
xillut  nv.t4k  o IkvA.% o 	o 

Por lo tanto: 

12_,v1 	sAd1/ 4  (Qt„—Z4Q.)1 	 o  o 

4  vs vAzIls1 á —£ 
K)Vt-1 9)10. 	*44\ 

\... fivAA01., w.4).e Kl.i...4»...., ,Ii.... 1 ,-.D.Iw) 
1V-- 	0 	14.41/4  kli-k  e 

	 o 

(III-9a.) 



11.1e(sA-1,14-AA Ihk-k 0 
• 

u:=Bvt lw.-2.) 
w,..t 	o 

k. e  

- 35 - 
Analogamente: 

T(k),,w.) 

~ay 

TOIRIMINO 

11 

(1111,. A.% .5)()\x 	1m M wm 	1̀4-, 	u44 	 yc 

COI» 
▪ l▪ b 

Por 

111-1—.4  lytt.:1( shivA 	 t 	wAY ti.; lAck 
otro lado : 	 á  

St 

alf‘ X 

	

	 -lckeljkA; Ikk °-t.1)%bkk. ts(Clo Itt yx)Vt4á X 

a, 

‘.15:?el(Váliw4..)... evt 
h".144% o 

Por lo tanto : 

144  
'--7(kAkAA)= —nu414.‘j_LvtlwA 

4 	MVA.4 

\... livA Iwk-11.  li 14 Mykkk wk--evt/tIsx-va-‘5 (qfpleZkNvA-4) 
o nu-k lvtel ij  '4'4' ° 

(III -9b.) 

kilsk..% 0 



Analogamente 

5, 

5.‘4  Lo( tA 
ts, 

-.1"(1444) 
e 

áx 

./.0•11. 
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Tcv,,v.A)  inm 
	 )01.k.1 ,14A 

4\  

Itx  
k-k 	( 

X 	IsmkjelN\ kketk %1  
4% 	 • 

oys  Q1  0 -da) xlkl 

TC‘klu,t) 
k 	Zy, 

12.T 	4 
uvkik 1-‘ 	14_7(1-‘ (QC>.' 

I‘A( 1I-:10a) 

(III-10b) 

GyA.AIkuZ71-` 	- Pm-Z-11-x " 
Si pudieramos calcular -1-1,(5V1) para cualquier 111 , después de W,
aplicaciones sucesivas de-  (III-9a) tendríamos: 

 

• • • j 	 ___.yo ll(kkAi  V1-14) 

o 	o 	o 

 

 

(111-11) 
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Y a partir de IcI,Mik-l44) generar, despues de .11 aplicaciones 
sucesivas de (III-10b) 

(III -12) 

De tal forma que si se requiere el cálculo 

se debe empezar a partir de To(oikn) con 

fok 1-4 

de "np,c4) 
V\ tal que 

Empezandó con ro(94I O) y aplicando las relaciones (III-9b) Y 
(III-10 a) se llega a lo mismo. 

El cálculo de 1I:0(011") f o en su caso de 

para cada polinomio en particular. 
se hace 
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III-A - Polinomios de Jacobi 

1 j Vk  
#.1 

IAL44 y U.) (y) quedan: 
14.  

cli (214 4 0‹ 4 04-k) V‘I r(vvvouro4%) 
.... 

Z o"  r(k4.10(4 1) r (1,40 .% ,) 

wcz \F-fWvA 

En este caso no se tiene, en general, una solución analítica 
de 11000A .Desarrollemos((/(d0(..040)) y (USí  eyx) en series de 
Taylor 

Bit 	 P12. 

Cuiv (ti(K-ao= (‘—áCx-Go)) (14.¿Cx-ao 

(I — elct—G) r: z(..,5 ri) ,4-(,...))4» =E ±. 1  gil 	, 	4 

(.. I
1 Y 

C
‘  

V l \ tal» xt.`. Y 	(III=13) 

irc 	1 	ir.o le:o 	1e  I 	° 
lít ao 	 • ms .; 	. sí.s  

( s 4 ¿ (1-{ti:: E, (1,11cr(1-4.51  = I, 1.(-1 e1st% )(s 1 (1 ) 3  , 	Gko y\ 

Para los polinomios de Jacobi 

(111-14) 
Izo 	ata ste 

1 	VX 

(t ''*  TX) = o (.41\ (11 ) 1  )( 

kro 
Plt  ab 

( t Tg) 	(°tIL) T1)(k 
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En caso de que (OIL sea entero, las series correspondientes 
llegan sólo hasta 02. ; lo mismo sucede si gyz. es  entero. En 
caso de que 	y/o Plt  no sean enteros, es necesario,para ya-
rantizar la.  convergencia en las series que 

 

«..1 	01,4 o 

 

 

(III -17) 

   

5.1 	O 
I 4  

Si generamos rt,(641‘) podemos, utilizando las fórmulas recursivas 

desarrolladas anteriormente, generarik 1̀ 11") 

4t  

W4G1(1-a.>)J(‹K x 
á, 

v
c44)exto )(T ytt .54.7. AUS 

v4to  tft" 	X•e10.4 	X -51  Tacil 	Lx. Ifto _to IsoUte :o  

ao • se 	 ltwfiftbil 

•
-ylarclev)et)exar1)(9 

donde 
	 1-r4 -5-1114k 

" 	 ncat it 
__Ilf,k):7- 12°-1"Z. 	E Z/ ZY- 	c115  vu=04..zo »4-211:1" 14s."* 12  SZo S=o kr° Q=. 

donde 

	

ID_ 	( V" )( 4sit Y 14 	vkitv Pk 

	

"T 	\AA "VtV4 	A.  VI\ 	j\.  ) Ev4vt-t-uAi 

• • 
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III-b-Polinomios de Gegenbauer 

Para los polinomios de Gegenbauer KIW IIXIAN y IAJ k)C. ) quedan 

como: 

v_Lv.,.(\k«0¿)Vuyry 1J14 .= r (kkktv) 

 

Al igual que para los polinomios de Jacobi, an general no se 

tiene una solución analítica para 1.0(Olus.) .Desarrollandolxkekx-4 

y (..jiefx) en series de Taylor tenemos: 

IL-V% 
(\-át(1-kA) 
00 tt (ah

:
i4) ,41(1-c4 

(-.t)  

50 	ti, 	C4.1(111 -114 \ I 1.1 ) ctlI  ná 
‘j/0 

/ 
1=0 1" 

(111-19) 

J(IK) ( ite b1114  
tht  /14 

L 111, 
/t.: o 

(III -20) 
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Si YA' b es entero, las series correspondientes llegan -
hasta »I - Ym . En caso contrario,para. garantizar la conver-
gencia de 1.as series es necario 'que se satisfaga (III-17) . 

Consideremos1
0
(0A para este caso 

IColv%) )(otelx = )3c) 	u.)#»-QtASI  (rvb)  1̀51  
d‘ 	 4% 

11.  
tI) 1•211  t(41  r(Y4W-W:t 

rtlo 	vAlcvnyuy. 1.% it'-co 

e
lifi -314Y lyvh-1/4) 

"t. 	) 	ddX 

as. 

• To kk\JJotitat  
4 . I  ) 

" (3),m1. 	1-.¡=.• Ilvi.114141.11)141.1;13'hfl  	 d a! 
N-amv. t. 	S 

te.41-mi)41:mrs 
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III-c - Polinomios Chebyshev 

En este caso II"/tww4 y LL100quedan: 

wo- 	Mor- Tv 

01,1 . 	Matr- 07- tt• 
_1 

ck, (x) -= (1-xZ)r̀ 

Estos polinomios son el caso particular de los polinomios 

de Gegenbauer para V=0 .Haciendo pues 	17...0 en (III-21) 

y substituyendo la expresión explicita para los polinomios 

de Chebyshev obtenemos : 

áx, 	Tv,(fic) (1 ...dt(x.ac13't(y_ x5c2-5,4 

*-% 	1 00 tz 00 	v44i.4.44% 
1'10:1 TII-Ine"1v5)14)  

vAT-0 140  ¡uy kxo
‘A‘'AVAI, (1-2v4)1 ex,  

"4 "111 

con 	sKe= et-4W-‘m) vk-  S 
	

(111-22) 
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III-d Polinomios de Legendre 

En este caso debido a la simplicidad de la función de peso 
Ujr(s.= j. , se tiene una solución analítica de 1.(01") o 

En este caso Wv. e  Kv. son: 

(2v.4•5) 1. 	t (tv441) 

o 

T (o,,) 

ds 	&i. 
'kotsktr.. No A. .1)(  

á 	 á, 

fikát 	 ( 241. 
0-k 

á, 	 a, 

(111-23) 

SI 
	

(111-24) 

130 	kft 	9v1 er)1 

it  

Tco 
á t  

RIA T(0,v1-1)- u.11% 
TétA:70  

(vilA4,1K) 

Utilizando (11-22) para el caso de Legendre tenemos: 

)441414 1

/ 

<I- raxt) V,„(rioJK 
b i  
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Haciendo pt :_. ‘ - x111  e integrando por partes tenemos: 

g/  

Ido Mot( % _ 11/41) /1,14(u) clx 
6% 	 r%  

= 5 C %  x w 4  zoom% If.IA CIIMx 
kh y t 	° "B" 	 .. s% 	c, 

  

&a  

V I LA 1%.01111 5% 

   

e 
• • 

-1(0,%). 14-1". T (0 1A-.) — 
I ikit-I a 

Co, 2. 1 
% (001) 

.... 
th 

. 	
k 	(. ,\_ h \‘. 'CV y kij  I 1  

% 	j  «- 	11/1 	"n\  sult-, l'kkT( N C o, %A .1:1 
........., 

2. 

(111-25) 

Haciendo tr. i en (III-8a) e igualando en (111-25) 

st  
te., mut, o ) 

1 	111(0 Itk%) -c251110,1-1)-0.1(.01%) =.1-5- L41--  oi+ 511, 101-1 -.114_, o 	o 	01 	f th  mulk Ing-i O 

Reagrupando y teniendo en cuenta que 11,,-: o para los polinomios 
de Legendre tenemos: 

Mos  v141\ :: Rtm ihvel,1 1_,, y  2.1(1. .11  
..,_. lk% 

o 	i 	ot4 in  y -I., 	st v, 11/4ot\ -1-- ..........."(0 v1.4 
& 	S 14u.., o 1 	j  y 

4- ek1 14.1.41041A-1.1 
Mys,1  o 

(111-26) 

S 



• 
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III- E- Polinomios de Laguerre 

Para estos polinomios tJki.) lik km y tjr( X-) quedan: 1 
y 	

: 
V V‘e 

; IkkákA  fr 1 )VV‘.  
11*‘.. 	r(*(4kA4 

o 

«h. Gt  
(A) 	z Y\ -e 

Para cl:::k) tenemos: 
6 

gL   
00g0 P) lo r.• 

o \s

k

lYo áX -. 	
e.4154411.-'¿le 

I (C 	
á -7C 

al  
o t. 

(111-27) 
..»  LOA Ok. 1 = - 1.‘á4 ngt -41 ao-1 

cl k X  0.%  
Si. 	 á 

5, (0
),)- \ apkx„¿.= 0,k, 	

d g L  Iny,) ¿IikeisT)x-cieti] 1  

WS‘ 	

45‘ 

Haciendo K Leht) e integrando por partes : (A- =  

I. 	(14 )11‘) -_-_ 100 
 #Aletyl..... ylvi(fit,).-e:ilkl41)"4144-1 \ 4 (111Y/L) 4. Tia.M e 

á 4 11 	 •St.  11 	
a x. 

(11-22) paran él caso de Laguerre tenemos: 

to. ‘5¿ 	a;Scl, )A-\ 

p5Az. 
	-loo 

1\41' Stl-IS ‘‘") 
¿ 4 I 	 S, 

Utilizando 
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C1  

I 0,14A = 1- )d.
e 
 t # 

1 	áti 	" 41 
t 

Haciendo 91„ 1 en 

111%4 	( (vmSr(ott4) --. vi 	.L.°0 1/11-1 	(111-28) 
....0  - 	µ,t., O 

(III-8a) e igualando con (III-28) tenemos : 

• 

2 r 	t 
J, t  p.(41, it »ttl—so, v1) ... 1,111.11:(.011A.:111.-L 1.1.110ilti)—  ext.-114°,11)-Ajr(-01 141 
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para asegurar la convergencia en (111-29) es necesario que 

y 
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III-f-Polinomios de Hermite 
Para estos polinomios Uvl Pt 0•4 y 

4, 
Uv ( c ) quedan: 

T(oio 
o 

si.  

,, v.„1›, = 90 Ay 
á% 	 S% 

li  
¿ 51.17-:)(%  4 átke x (1), ¿l  o% 

«.-1—*  

Sz t  
4+tt 	á ct 

414.11  e 	) 

4.1a.  
ePri(/'%-  As') a  

e 
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Haciendo Q. 1 en (III-8a) e igualando con (III-31) tenemos: 

\SI  
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-1(0,z4%)= 1110,VIIN 	s, 
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loik  --o  

#AtA4 
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II 
CONCLUSIONES 

culo de 1

.1£Ic(spiWuación se presenta un algoritmo para el cal- 

1 	1  

1 	1) Leer N, M, L 

2) Para i = O, N + M + L 	calcular utilizando las ecuaciones 

(111-23),(111-26). -1001 Z.) 

A(1., Lis 	1.09,z.) 

3) Para i = O, N + M + L-1 calcular utilizando la ecuación 

(III-8c) I (I 1) 

1 	
o / 

A(2) I") 
4) Para i = 2, N hacer : 

Para j = O, N + M + L - i calcular utilizando la ecuación 

(III-9a) °Gi l) 1 
1.0('/S) 

5) Para i = 1, L hacer : 

Para j = O, M + L - i calcular utilizando la ecuación 

(III -10b)3E (IN 5) 

u ) 

6) Fin. 

Este algoritmo se probó para el caso de los polinomios de Legendre, 

111 	
realizando un programa en FOP.TRAN. Se ejecutó para el caso particu-

lar en que álr,i/  Qo  —0 y T-_-... j. en el que ]:o  (4 u.4) se convierte - " i 

en 	( e, o  91,.., ) w  , resultando FV(IJ/0 1.1) , como era de esperarse la ma- 

triz idéntica. 
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• 
El algoritmo 1 requiere de una matriz de dimensión vi X 0.14 vl 
y de un arreglo unidimenáional de V4A4% localidades. El tiempo de 

ejecución depende, evidentemente, de n, m y 1, y para el caso -

particular del programa en FORTRAN que se elaboró para los poli 

nomios de Legendre y que se ejecutó en una Cyber 70/71-16, se - 

vi6 que para n + m + 1 del orden de decenas se tenían tiempos -

de ejecución del orden de décimas de segundo. 

Es posible reducir la memoria que se necesi-

ta en el algoritmo anterior, pero con un ligero aumento en el -

tiempo de procesamiento. Como se ve en el punto 5) del algoritmo, 

para generar Ibtiu4) se necesita únicamente el n-ésimo renglón - 

de la matriz t(v. y por lo tanto no es necesario almace- 

nar la matriz 	hk 	.En el punto 4) del algoritmo 1 se utili- 

za la fórmula recursiva (III-9a) que es el resultado de dos apli 

caciones consecutivas de la primera fórmula de Christoffel-Dar--

boux. La relación (III-9a) puede expresarse en la forma simplifi 

cada : 

donde X.A. contiene los términos correspondientes a IIPPZ1144) 
y XL los términos correspondientes a 10(101%1)  .3) j% 	. De 

tal forma que se puede utilizar el siguiente algoritmo. 

Algoritmo 2  

1) Lee N, M, L 

2) Para i = O, N + M + L calcular utilizando las ecuaciones 

(111-23), (111-26) I20(05L) 

I) 
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3) Para i = O, N + M + L - 1 calcular utilizando la ecuación 
(III-8c) 

o 

)(1- C lt1) 4-10(4il) 

4) Para i = 2, N hacer : 

Para j = 0, N + M + L - i calcular utilizando la ecuación 
(III-9a) Toe.41) 

roe., 
Para j = O, N + M + L -i hacer 

X2.041) 

XZ (.441 	K1 tt) 

5) Para i = 1, L hacer : 

Para j = O, M + L- i calcular utilizando la ecuación 
(III-10b) -Z(V o  i) 

X 3 (i+t) 4-- z(%4, 
Para j = O, M + L - i hacer: 

6) Fin. 

La modificación consiste en retener dnicamente los dos renglones 

de la matriz rk que se necesitan para generar el siguiente renglón. 

Normalmente se requiere que N y M sean del orden de decenas, pero 

en algunos casos especiales se precisa que sean del orden de milla-

res y entonces el algoritmo 2 representa una disminución importante 

en la memoria requerida para su ejecución. 
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En cuanto a la aplicación especifica de este tipo de fórmulas 

cabe señalar que, utilizando funciones de Hermite centradas en 

distintos puntos, se han obtenido valores muy precisos para los 

eigenvalores de la ecuación de Smoluchowski para potenciales bies-

tables con una combinación lineal de solamente ocho funciones(ref 5). 

Es de esperarse que el resto de las f6rmulas aqui desarrolladas pa 

ra las otras familias puedan ser empleadas con igual éxito en ecua 

ciones cuya forma sugiera su uso. 

En conclusión, pues, se han encontrado las expresio-

nes explícitas para Iclopfx) para las diversas familias de polino-

mios ortogonales y, utilizando los algoritmos propuestos, se ha --

demostrado que el cálculo numérico de. IliPhiu") , además de ser -

sencillo, es eficiente en cuanto al tiempo de procesamiento. Esto 

abre la posibilidad de encontrar, de forma sistemática y sencilla, 

aproximaciones numéricas a la solución de una ecuación del tipo --

Sturm.j-Liouville via un método variacional sin el inconveniente 

de la gran complejidad operacional que implica el método de dife-

rencias finitas. 
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