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NOCiONES BASICAS, 

~ ' . ' • ,'j~ 

• ' • • "-;;:; , 1. • .,: ~ ~ ,f¡· ~ ,i;f! 

. w 



de juego de Kuhn; 

do 

jüc:... .. 

-· \ 3-



2) Blancas 

C3A.T) 



~ t ' Aqui no obst&n e que los cies8.rro11os son u.istir1tos, ·nor-

en 

res 

de 

de 

se 



En el par~&T:ai'o. 3 , se establéce la relación natural en-

tre los do~ ;e.~quema.s • 

nes 
:;:;:;;;; 

j :.J.e go • 

• 

tomar una 



a una posición X y puede pasar.· a 

·-

po~iq~o!(Y.sucede inmediatamente a --····.1~ 

mos simbolizar esto como% ---4 Y. 
. .. . 

Una suce siÓn .finita o infinita d~·_pg~ici~nJ.e s ~,X, ,X~, ... 

es una hisforia pcisible~ anar--Bi~~cde:Xo u··o·simplemente ·una his 

toria a partir de Xo si Xi..-;1¡_n3.ra 

Ia~Po~iciónXconduce aJ ( en s{mb::os~;;~~';)si existe 



·~i/X_·.HLY. _ _,_entonces X. 

Axioma 2 Si X.,¿_ y _y_y ~x, entoncesX=Y.c En don 



de la relación "'u está definida corno arriba) • 

Es fácil demo~trar 4,t. la definición9ue }.a J:'~lacibn ".e:.." 

es reflexiva y anti 

-·.-;._,, 

s1me' tri.ca. Por tanto consti teye un orden :p~ci'i~i para P . 

Si X es una posición del jueg9, el f:.?r:~,~nto de las al--

ternative.s correspondientes a esa pOf3iÓi6n se denotará f/? (.Z) 

y se define como 

Nos limi te..remos a.l c:aso en que para toda posición X , el 
. . 

. . . I '· •... ·... · .. : .· 

corijl.mtoÚ¿(.X.)\fí.ene un .núméro fipii;o y meyo:> oue uno de e.lemen 

I 
tos J o es v ~ c. \o. 

' 



Di remos que una posici6n l es final si lf ( c)es vacío. 

Esta condici6n es equivalente a decir que 2 ~ ~ implica,l ~Z 

El conjunto de todas las posiciones finales será de.no\o..t\o con la 

letra 

A las posiciones que no están en 

denotaremos comoD:P-f al conjunto de todas 

a cual de las pos iciories ·del· c-~njunto 0., l'& )pasara el juego. 

·"' ,· . . : . . 

Es to nos condu2Ef a mi'e:st:rb· 

,_- . ~ 

se tiene una distribución de probabilidad posi~i,\l(h 

- 1 o -



j 

1 
1 

en úi(4)__ .. 

Ahora, si:Zé.D·Ro ,X es una. disyuntiva para a.lguno de los-

jug~deres • 

!=Jubconjuntos __ R, , R~ .. J .... u.~~. 

El subconjunto~&. será llama.do el C'Onj\lnto de las disyun.:0 

tivas del jugador i • 

-)-~---'-'.~·- --- --- - '--

. . 

Discutiremos el problema de la información rie i6s jugad2 

res. 

tas X y Y enRi..., 

el jugador ¿ 

, 
ta, pues los datos qué ha recibido clel de::.r.:t'rollo del juer,o -



no se lo permiten. En este caso .escribiremosX '1.J 2' y leeremos-

-- ._ .-,_. -·- ·' 

"¿ confunde la p§~,~·~::t§n&lf6á~3-,le.:;y~j> "• La re laciÓn "1))" ec -

identifica.r .sada alternativs. deC!t(5<) con una al terna ti va de -

Es decir establee~ un::l. correspondencia. entre los ~lemen-

tos de V\(&) y los de CJ\l~). 

eqtlipo • 



Por ·9$-·fe. r;azÓl1 siX y J.. e stár. en R C:. conX :/: J, no puede 
'-" , _, -:,-~~·-,.,_.::-~·,J:> 

.-:· ~'.·:: -~ " . .:,:' -~; ,-

t' oc urr :tr simu.Í"táneamente que.X' ~Y y que Y N y. 

,. 

Todas este.s consideraciones nos conducen a los sigµien--

tes axiomas adiciona.les 

quivalencia.Rt cprrespondiente a ~a relación "~.L.§.~.- t,tene -

µn conjunto I~ '• 

. 
\3 . 

un ~.].emento d~-'·-~-



¡ ¡" 
•:..•, 

Finalmente consideramos la cuestión de los pagos: 

la función de nag_o 
;.•. ·.· ::··:·· 

Pa:re. C<d a y en p , la cqllj~~~~'.~~,' ~sima l'.: (X ) de 1 ye e--

tor{'(X) se llama el pago q~~<::~b,b~be el jugE.dor si c~J&jÚ~,gcL-
-_ _::º·."~'"~~:~~:~:;;:__:~ ~~·,;·~~i~~ 

llega. a la posiciónZ:. · 

Jlll juego Jt1ene una. po$í~ióh i;}{8{~i 1;1riÍp~~.i Si .se e~ 
~- ·-< >·,--·; ' . <~:·':t. ' ' '' ,• -.. ::::·~~.;: .. ~~~~: ~;~~~~-\~:,~l~:;;~;~~:~-~' 

~t~.o-~:-·;:_-~~:~~!~-:;:/~~\~~;-º ,..<.>.':;c.~~--~- -· .. -- · · · 
- . - .. -. ;:.-~,,:-... ;-, .. '.-• .<-~<~- :':·- :<~<~.< ... -:·:-~ ;'>>-;, ;::·: .. :~.\ .:::: :.<~:. __ :\.::~ 
;_,_~:~~s::;: - . . . ., .. -.-- .· . ,. . 2~~é-<'·;·?~<' 

-p1e .. e.1 ·.s1gµiente···.· ai:tórn~'.·"'.~&{¿~~É~:¡iy~~--'!r:~J2:I2~ •·• ~1 ·º'.:L·2~·; .. , 
-~ - : '.' .-,_ ·'--- ',C• :~-<. (;} ~?~{:~~-.:;~: :· :~:~~'~; '~.,- ".°~· • ' ---. --, ·.----::' >- ---.:.- . ·., ;;_· ... ::". -~ .. ;;j' it\• 

. _. · .. "_ -<~ ( - --~<:~:>:-.. =·.:- .. ~.: .. ·::.-~---. "' --- -_· __ ·'.;~·~- > - - .. 

. Á.iioD18..;Z§ 7"1E.fi§.fu., enP t2.l 
- ·-:} . ;._;;:· ... :,:-.,, :.''.\:; /:- ;_/ ~--.'. 

re.mente, es Únic::. Consider;:·remor., juegos e:·. n 11e P =f. { ~ j • 



A las historias desde le. posición inicial las llernare--

mqs simplemente historie.s • 

Una historia 7, es una partida si ~·~· 'ºfi'I~\ ~°'- .9.\-<?'1'c\L\-

, 
De aqui 

- ~-~ '_::,_-- ·' - -. - - - - . ·,. 

de ur:t juego de posi-

cione s supondremos que en é¡ se cumplen los axiomas l - 8 · • 

-1$-



1 

§ 2 - Arboles con raíz • Juegq~de Kuhn 

Sea V un conjunto y U en V, V=/= ~U 1 

, ... 
Definicion l. 2. 1 

Si pare. alguna Ben V-l u j se cumpliera oue r(B): e, ,e nton-..:.. 

1\ 

ces para toda 1'\ se te ndriaf' ( B) = B ·,. 
, 'Por lo o ue tenemos le. 

siguiente · 

-' . ,: --:-.'-. >>~= ~---- ·--<\- ':-_"=~ 

* Es:¿~~~o :oue ia.<definiciÓh . 1 no e.s precisa pues f1 no 
--- --o.·.;~-;_~_,;:'.,_ __ : e-:-__ •,. - _:;· :,; ___ .';:.-,~-,:.::_·.:~=:~:-_' -~---'_o··---,-,"-'··'- .... 

se restricc1.one s de f'1 • 



Proposición 1.2.2 

f'! no tiene Run tos f i j_os 

También es clara la 

Proposición 1.2.3 

n es Único 

Dado A en V-Ju l si 'f\ es .:tal que ,.{A)= U , diremos que A-

está en e 1 piso "" ó 
, , 

pertenece 8. la 'Y\-esima generacion • 

Definición 1.2.4 

A y B contiguos, si f' ( A):B_ó. ri ( B). = A . 
. . - ._,. '- . - ,.,,~·:"'- "' -
-,_;~_~;-,,:i~~:·:~->~·-~;{~' 

con juntosW: \l ( N 



conjuntoslAJ son segmentos de ne.tur::: les y aue lr. longitud dew -

es n y 12 de N es infinita .• 

De finiciÓn 1. 2. 5. 

Una treyectoria. admisible es una funciÓn~de un segmento 

de nature.les en Vaue cumple con las dos co.ndiciones sip:uien -
tes: 

a)ollL-l)~ ol..{<.') son cont.igu.9.~. para toda L ~ 1 

Las trayectorias admisibles aue tienen como dominio a N 

"' _, ,: -
~-;,,_ :~. _·;;,;. - e • 

::~¡~:~~::e Y\:~~:~~s Y\~:~~~~i~~~~~~~J~;J~~~~~~~~'U, 
Consideraremos dos treyffctor~~~ ;;kd.Mi~{'l)i~s' &, y .~.:t tales 

'. .-. :;: \'.\'.:: ~ ::;·:::- ~-<~ ~~:· .. ::: ~/\ ~ ~~- ~'---~---~<; 

·-;O.--,·.·--··"'_, ____ ·--- "·,;·,:;\:F;>/, 

que ~,to)-=<1 Lo); U , decimbs ·oU~~~y;: ~~;~,~~ ª;~~~~~9-4:ien~~si e 1 

~ : r 

l 
1 



, , 
dominio de ~,esta contenido en el de o<.J..y la funciona<a re-

, 
sul ta una restriccion de Ol'l... 

Supongamos que para cada i.en .. el dominio de el.. denotamos a-

ot.{OcomoAi, ent?nces usa.feiiig~'f~.f~·6;:~ehtemente la notación --
·.-.--·e~~ ,-·=.~ - .-

~ A A _, . l P~ fll re fe r ( r n o s a. 
Ol =l OJ • • • .,, • • j 1 

v,l'\°' ~fCA.'{e.c.-\"or\a. °'c\f\"\\s\'b\e.. 
DQ. c\\"'/\o~ <\~e A er;\ ~ <?..~ «'\ s, ex'~ \e R 1 C\\ C\\I\~ o<c. ~) :. A 

Tt¿ore.Mo,. \.2. <e 

Si A y B son dos vértices c1istinto~1 existe una :tE.§~cto...: 

ria admisible « ~ 1 Aa J A'' • · · ~.d __ on_d_e __ ~_l_¿_)_.-A_,_· _.,¡_lfJ:_J:A_._~A_...,.y_. 
«.L") :' A yt :: & , 

Demostracion 

s~~ A?/.2·.~.,;;"'fi~.:~f .• ·.s~~~.:~~f~.:t~~~~s • 
·e:·,;.·:,,. 

k s 
que T'f A):: r ( B) . si k es -



-Je ~ 
el enteró menó'r tal que f' (A)-: f\ (e) para algún ~~O • 

A'- =A . . 
donde '&L c.. =o 

. 
= r'(A) 

. 
¿Á_ A t . i ~f.. S'-

A~ = r~( A) rs l B) 

:. J"' !. - lL .)t..) 
... . ¿ s +.R. . 

At l B) . ~¿_ c. 
fi, c. 

A~t~ ~ ~. 

Teorema l. 2. 7 

Si A y B son dos vértices distintos existe una tr~--

, . 
toria admisible unica o u~_une _!:: ___ .QQ!!_B • 

lema l. 2. 8 

con 



t1ces deo. ti), entonces rCAi) = Ac: ... , uara. toaél. i ma.yor ó i---

gua.1 que 1 • 

Demostración 

y A. sería de una ge ne 

, 
nuestra hi'Pote sis • 

Supongamos oue existe f. 0 mayor Ó igual que 1 y men8l' Ó-

igual que n tal quef'(A¡o)f Ar.o - 1 • Sea mel menor¿con 

la propiedadl!A.,jA,,,.., , como "'.'irnos arribr. YT1>1 por lo nue. -

m-t _..,., t , f" (A ""'·t):: A m uero f'\( A. -' } -= 

lo que A n'\ = A ~ ~-:a..,, absurdo , 



,. . .. . . . . . . . . , 
dominio de «,esta contenido en el· de «1.y la fnncion o<a re-

sul ta una re stricciÓn de Oi1.. 

Supongamos oue para cada i. en .. e 1 dominio de°'- denotamos a-

ottt)comoAi, entonces usarer11os frecuentemente la. notación -

c:x=\Ao, ... A .,., 1 ••• ~ -pa.ro.. referirnos o. 
u"<'o... 'i:(O...'Je.c~or\a. o..c\fr\\s\o\e... 

0"-C\VV\o~ q~e A er;tc( e_"'"\ s, ~x1~1e R °'"-\ C\""~ o((~)-:. A 
T12.or e. mo.. \a .. ~ 

, 
Si A y B ~on dos ver·'.ice s llistintoe1 existe una };raye cto.; 

ria e.dmis i ble ot ~ lA0 J A'' '· · ~ d_o_n_d_e __ C'(.._<.._(.._· _.)_J_,·_-'_l_~J ..... ~A_. • .-..-=A,____,.y_. 

ctL,.,)::- A-n:: & 
, 

Demostracion : 

Ex:l.s·t1n enteros Jr. y 
.k s 

s táles que r'fA):r (B) . Si k es -



Observaciones • ----------
Si A es un vértice distinto que . , tal que J'Y\ (A) =U 

La trayectoria rA tal qúe ci(o)-::: V= rt(A), c1(<' )=rl'·~ALo<(n}:A 

une a U con A.Ji,ua denotamos corno W[A) oPara redondear, 

definamos W (U) = 1 U~ 
Decimos que A antecede a B (y escribimos A < B ) si A f B 

y A pertenece a UJ(O) • El símbolo n¿ " tiene un significado 

obvio. Decirnos que Bes sucesor inmediato deA siA¿,'f> y A y B 

n¿ n i"e~ttJi'~~órden p~:r:cial sobre los v6rtices ae V 

Si f'"'(A)=p decimos que Aes termi11.al • 

- 3 3-



T~{~en V , tal oué A es terminal J • 

Evidentemente' I V"ll ( r) = V - T . 

; 

De ahora en adelante solo consideramos le.s treye etarias-

e.s i'<\fln\~o. o es idu.o_lo.W(I\\ ¡><rnu:~.\ju.via..ATe.-rM11"\Q.\. 

~.\ (Ot\~i..>.n\o ele. ?°'r~ ic\~$ lo c\e."'º~°'(C:Mo~ co~ \ C\. 

T ~ t ·~(;. 't\1. 

/\ \"Jt)..f'~lr ~\~\ <once~\o d'l ~r'oo\ e.oh '('0..\'e, !.e es-\Q, 

b Ieee \<:< d ~ ~ \ 1"1\c 10" e\ '1.. \\"'-l. n de ~"'<;t~o ex. \en s \ vo, 

Po..rCl. es\-Q. <Áefin\c;~,... ''º5 res~r·1!\~\"feMO.'.¡ o..c;r. 
Oo le~ lo.. le:; °' v.e ~\ e o "á .... "'\o r·I ( 1\) Q. s r \ t'\dO ..., 

'N\a.. "/o r t\ '-\~ \..\ f\o ?°' V"O.. e°'~°" vi f 't 'e~ A V\ o l~'fl m\ .. 

"~ \' 
. D ' . I ""I l e ~ , V\, e\ o ~ \. <..i.. O·, 

1 

- 3 l\ -



( 1) Un árbol r' con raíz U . 

( 2) Una narticiÓn de los vértices no termine.les de r -

en n t 1 subcon;iuntos So 1 ,s, J !) .. • • •• , S VI llamados los conjun -
tos de alternativa de cada ~.dor • 

( 3) Para cr-da vértice 
, 

A de S0 , una distribucion de pro 

,, .. 1 , 
babilidad positiva entre los elementos de ( A ) • Si B esta 

en f"·'c A ) denot&.mos como P (BJAl_g_]:a urob:?.bilidad as.Qciada 

a B . 

( 4) Para cada conjunto S l. (¿ ::- l, 2.L-!.-!...!..!J n) , una par-

- ~s-



1: - ' .. ~' 

Observaciones • ----------

Si A es un vértice. diátinto que . , tal que J'Y\ (,!\)::U 

. -. 

une a u con A.&ia denotamos como w {A) o Para redondear' 

definíl.riios W ( (.1 ) :::: { U S 

Decimos que A antecede a B (y escribimos A~ B ) si A f B 

y A pertenece a W (f>) • El símbolo n¿ " 1:;iene un significado 

obvio. Decimos que Bes sucesor· inmediato deA siAt:& y A y B 

contiguos o, lo que es lo mismo si f\:B)=A . Es claro que -

"~ " es un ~:rden)pai-ciaJ.: sobre los v~rtices de\t- ~ 
~-·'='-------:·.<- -~ -

terminal • 

- 3 .s -



.. .¡1 

·} :í ' 
' ' 

tar otro peso • En este ~l timo c~sp. el j~gador 2 pmed~ceptar 

pesos s:bno los pierde. 

El esquema de Kuhn de ese jl1_eeo es : 

- _' -----'-' -,.-_-------'.'--- 7_- ~ 



3 - Los juegos de posiciones 'Y:. los ,juegos de Kuhn • 

•' 

1 

' 
Vamos ahora a relacionar J.os juegos de pos~cione s de 1 

parágrafo l con los j'l,legos de· Kuhn • 

:· ·"- .. 

Se a. J .ün j~ju~gt?)4e ~J)Ó·sé'idion~s. con ;?licio.~ • Se a V e 1-
_. ,-_ --~ -- ~,~,• ,_, -,':.-·.; -... ~ ;,::::~;:.-- --~:~~~~~--~~~,~~~:.-~/:~?. ~~.~~~j.;f#:;=·~ 'e -~--:-~j. .,-;-~~-~~~=-/_.~,:~'.~~~;~:-~ice ~~-:-coi;_: - ~-:' _ ~· ~; 

~ :~; _':• ·- ·- ; "·.,.';~ -~·- -,, . ~·>,_~ :~:--,~,:·:;-';·;--,~-_. '. <~·: -. -. "·' ':; _;" -~·-~:·;·,-.---\.· --~--- ·_· - -- ·~ ;-.--c. ':.-":::·:_..·.-- ...• / ,. :·:(.'.::·:: . . ,,--._.,., 
~--':- .···:··_.'_-~ \~{~;\.~.>)~; •·_:_·,_·., ?, :d·; < .. :~. 1,-_;_·· -~ _- - ,.·,_;:_-·~ . .-:~·=.·_._J,·.~--~> _. - -

con juri.fó_;-~~~ li±i"í6if~~s finitas O.e ;r y eri'J;>áriicu~~; > 

A las historias fini t2.s J RS 
, ' 

llamaremos v:ertice s • 

Si .·A es 
, ' 

un vertice distinto aue U , entonces 

A = ~ °d == x.. -; K, -1X ,. -1 · · · -; X~"""" 
")"'\ ~ ' 

. Definal1los entonces 

, 
es una func ion de 

V-i u 5 ~V 



cada vértice A distinto que U. exi~ 

. ,,h ' { } 
., 1\ tal q_ ue ' ( A ) = \ U ) 

l radicado (f'1 U) , podemos d~fin:tf -

:_ .. ' : .. ,/:.';:~/:~:~:··:_;. ·,,, -
... ~-··::. ':~-<-~~·_ ... _.:-. > 

Si= i A en V tal que A.jM'0 -<.f,-!.Xijoon,X,. en r< .:J 
Se. l. fJ entonces Si y.Sj oon ajenos • 

Ahora bien, 
, ,. ' 

A esta en So ;:i.\: 

A=~~ ==- xo-• z. --t ..• -1 x ..,_J """' 1....., .... ~º y 

JI·• (A) = ~ r:, ""'-V + .. t 'I "' ~: l '!J: &o -1 g, ~ • • · !''" ""'J,.,H 1 
(AV\ X~ +r ~ ~ lK ')"1) l . 

Existe un enea.je naturc.l de Ca (X"M) sobrel"" (A) . Para --

)( m en Ro hay una distribución de probabilidad:positi-
. '-· .... __ , __ :_-·· - ... -

o bv famen ~: ~ Í •e~·t: .• ~~;t~(Í~) -. . . 
va entre los eiementos 



_, 
sobre T1lA)induce una distribuci6n de probabilidad entre los e-

lementos de este. "\Utimo 

Para ijo, se tiene una partici6n det en la 

S1 -: {A""' V To.l,....... A= f ~ =-Xo~ .K ;-t ... KvnJ 
e- ,,X:"' ""' i<. ~ J 

Es claro que siA está. en5~ q_ueda inducida una correspoar--
c.. 

den e ia · · entre 

axioma 



En r las trayectorias o(..son de la forma 

°" lO) = Ao ""'- { ~ = K., 1 
y si 

ol tR ) :: Alt{ =- { '.'.) ::: i 0-t X ~. . . -i X:~ i 
A _rai_X--t~-1 -<~~xk ~ =- ~~\ - l J - -º ..6., . . . ~ +1 J 

entonces 

• Si ahora ~uponemos que en nuestro juego a cada :partida 

l ::: { ~ -x.; J Y,) ... 'X"" ' ... J 

tiene la propiedad de que la seri~(~h)es convergente y 

. o1...- S V= Ao A, ... A"', · · ~J si .- ( J J con 

AlP.. = l-"=.Í.º-1 X,-i ... -4 Ík j 
entonces podemos definir 

Tenemos demostrada la afirmaci6n sigui.ente: 



J l • • ,. o.. l 
s~ J es '-A.V\ ~v..{>¿o qe fOS\ClóVH?S C.o.-, ( Y'l1C 10 J • 

~'""'e.. ~o..""o.. ca.dio.. ?a.y-1\do.. C: ~Óo;···;&M,···J la. 
se. ,,-\e. L (' lK.._) Co "ve-r ~e 1 e"' to"' e.es 1\ '-Id a. i n <Á "- · 

c.i i\.o v.. V\ ·~v.. e~ o e. x. '\ e."' s \ vo de. Ku. h f\. 
'i) e. o..~v..\ C?.\"\ o...~Q..\o..v-:\e. J \-o4o.s los J'-'e~os ele 

.\os cv..0...\es ho..'o\o..reMo~ s~~c{\"\ t\~ \<'-'\.'.-tY). ~or~ltú-.10 
. ;;:":~~~<::>~.\.~e":. e.~~v..e..vv-.a..~ > '" :h.\.4>~oJ..c¿fO!,~CtOna$11"'fc\~~u,.h~ 
~ ~ •. ::-.~ . .i.~ :::.·~\o : 5o .-\ O.o ~ ~"" ~~ ~o re~ <lq_ \ .1. 't ~ \ (. . 

. _.~ó,f"\~\~\~en\t ~e t\ene. \.A.~ ~oW\"\o't1 c\.e. e, t:.er\ \\os. E\ 
.,::~""i°" dor l. 101Vt°'- '-'Y\~ J.oc¡. o ~'('t4:. c:..e.r\ \\~s :se~t.\V\ lo 
. ae.s.e.e. Et"\ se~~'~°'- ~~e~ \o rY\\~""'º ~ \ ~~~a.d.or '2. 

'O e ~ ~-\ °'- V'V\Q.. V\e..ra.. \o s. d.o ~ á "'-~~ao res :!>~ ~ n 1 <.t r. 
V\Q..\'\Q.o \o\~~\Q.. o..~ o.\:~~ los c:t.r\ llo~ 

?ie.ró.e t.\ ~'4\0.~o~ ''"'"e \e.V°'-V\ie. ~\ c.L\t\VV\O c~r-\ \lo-. 

1 3 c. 
i 1. c.. 

7.. ' e 

o c. 
(-\i \) 



> CAPITULO If 
'É:~S JUEGOS FÍNiTOS, 



1 

._·.,¡ 
.. , .. 

' ,'; 

!. /' 

En este capítulo se des21·~olla la Teoría de los Juegos -

Finitos • 

Definimos los conceptos principales como son e 1 de e str§ 

tegia ·.y el de punto de equilibrio y demostramos el Teorema -

Fundamental que es el de la existencia de puntos de eq_uilibr1o. 

La técnica cental oue se use. para tro.bf!.j9l' los puntos de 

equilibrio de un juego es la reducción de·¿ste a su formf:'. -

normal • 

il:_REDUCí'ION DE LOS JUEGOS DE KUHN A SU FORMA NOR!,'./l.J, 

Primero que nada estableceremos una importante definición. 

Definición 2.1.1 

En un juegot"con raizV',una estrátegfe .. nure: pa.:rs. el ju-; 



gador ¡_ es una función fc; con domtnj.o en la fe..riiilia LS ~ J 
de conjuntos de i~formaciÓn de 1 jiJp;ador ¿y contradominio en-

. . 
1 t Tit • /' 1_ r __ . .)_; ) ~ :!! y tal oue uare. <toda J- o i. \. .;)_ , TJ· e s ta e n __....,,,__ .. _ • 
) 

Es decir, una estrategia pu.re. para el jug2.dor \.. es un e-

lemento del producto c~.rtesiano 1\It .. Al conjunto de todas 

J.as estrategias puras para el jug8.clor t. lo denotgmos con la le 

tra '- i., al :producto cartesiano de los conjvntos i_¿ con ~ y 

a los elementos 

t\onde f'~ Q~ 

del con r. ?o J~MO!a ~e F~ fltr a-Cst ):r"c~i) 
\o._, 

, , 
Decimos que un ju.ego es fi.tü to, si e 1 numero de sus ver-

tices es finito. En este expondremos los resultados-
= .'.....-c=·----l ____ , ___ , --·--··-····- .. ,_:,. --~-=-'--

_'. ·. _,_, -: ; ·><:{~:··»:': "'-~~ .. ~>:· /', ~ ... ~ 

- ~ L¡ -



, .J 
Basandonos efn el concepto de estrategia pasarefuosia le. 

forma, normal .del juego, 

aue .a cada elemento 'de 
. - -~-'--- -

dor. EÍprob1ema resulta esen 

en que interviene el azar qt"e en lbs que esto no' ocurre;,. 

- ~~nsideremos primero un juego r. en 
, .. 

-,-'-'-~:--= 

e 1 azar_, vamos a. demostrar qt.-ie si cada es 

trategia 



V f~ L !xisten r naturo..l mayor oue cero y una Jmrtida -

~ '='Í U= Ao , A', .. · A., 1 tal o ue pa.ra toda A menor-

aue r y ma.yor oue ceriÚ_\&._~, ) = ó2 ( s? ) __ en 

dondeAJa..está enS.l. Además r yl(sor. Únicos • 

, . 
I'emostracion : 

Supngr.mos que no existe r con la propiedad deseada, sea -

en dondeA\\está en ~i , A)., no es termina.l, .-entonces cons-

de tal manera a ue si A~, 
, 

esta en 
' 



~ero como esto lo podemos hacer para todal(,,la sucesión 

, 
resulta infinita y tambien el juego, por lo que 2.1.2 queda.-

demostrado. 

Observemos que si ·en un juego r' no interviene e 1 azar, 

cada (de termina una ~~tida y ~1or tan to un p2.go "!Ja.Ta cada ju 

gador, es decir podemos asociar a cada elemento de,1XÍ2.)( .... v& 

un vector de R r\. 

Pero si en f' interviene 

que al escoger 



- -- ---- , ocasiones y que cada jugador <.. usara en todas ellas la e str§; 

tegia Ót. De esta manera o_ueda dei;()rmiriado, para cada jugador, 

.J ·(<': ·;··--._-· 
un: pago medio que recibe a la larga y no en cada ocas:i.on que..:.. 

se re ali za e 1 juego. 

Para entender c-y.a.l es ese :Pago mecl:i.o, observemos que al-

e le girse Ó:: ( Ói, ... J O 'Y'\ ) , e. cada par de vértices A' y B 

con B en r ... (A) , 
se le puede asocia.r un numero 

llamado la nrobabiliúad de B supt~e sto oue se ha llegado a la 

nosiciÓn A y se ha e le gido e 1 sistema (de estrategias puras. 

Definimos este número como s'igu.e: i) Si A está en So, 

entonces • 

1 
1 

' 



. 
. , s' entonces ii) Si A esta en .. ' 

61. ( s ~ ) = E ( B) p ( ~ IA I ó) ::: \ ~ 

P(Blf\Jb)=O ~ 6t.. < ':=>!) -:/=- E(~) 
y 

Finalmente, hacemos 

P(AlA,()=\ 

. , 
· A ~ B sabemos aue existe una treye etaria uni-Ahora, si c... 

ca 
~ A A B) y definimos ----

e( ::: l A ::. Aº J ', • • • ) 'ti\ =- ~ 

P( ~\A,(")= NA-¡ A--') ó) x ... xp(A,1 Au,6) 

En e 1 caso de que A: U escribimos sirr.p le mente? ( B \ () 

en lugp..r de P(~\U, (') • 

Si oe. ~ 'T con ol. = W (B), definimos Ptoc l 6) = P tB \ Ó) • 



, 
Proposicion 2. l. 2 

Si Tes e 1 co~jun to de todos los puntos terminales de f1 , 

~P(A\6")=\ 
e __ n_t~o_n_ce.~s_A~!-1"_,_~~--~~~· 

Es decir 6" induce una distribución de probe.bilidad. so--

bre los puntos terminales de f' . 
• 

, 
Demostracion 

Dado tm vértice arbitrario A , denotamos <..A ')al conjun-

to de pE:'.rtidas que pasan por A f \( A) al conjunto de PU!! 

tos termfuai~s/de,1as partidas ce (A'> • 

- 5 o-



Demostraremos que para c~alquier vérticeA no terminal -
. ~ 

se cumple·: [ P'( B \AJ ó)·;1 
Bt.\(A) 

La demostre,ciÓn será. por indúcción sóbl:'e la longitud <i~ lo. 

... ~ ~ 
.... ~ ~- --

( JJo~ re~e. r~ r-twtO! o. ~so... t~~yec.1or1a. como lQ.. · 91.\.e 1 it>tt 

lo..f~f;<>d'o.d ©\ 
S \ 'T(A) = r·f(~ Y./ h0-'f z CCl.~os '?º s\ b \es 

1-A está en So , ento11c~s 

L P(t:»\A,6)= I P(B/AJ=1 
~E:TCA) , . . . BE. l'l- ' (A) . 

O( 

2- A est~ en algÚn conjunto de información 52· :par~. al--

_, 
i:;illi jugador ". , entonces i.í.n1camente para B en r (A), tf-'.1.c:ue 



- - --

Pare. los demé.'.s elementos de 

-t 
'1 (A) 

f' (l:i \ A,6}0por lo que L: p(BIA., ó)= f f'~ B \A;6): 1 
,ee. 'TC.A) 13l. fl·' (A) 

Supongrunos e.hora aue fo.. t <'O...'f ~e 1o r Í0>. '\""~ -\\e VI e lQ,. pro 

yi.tcÍQ.Ml ~ ieatlongitud menor 0,ue ~ , en to>'ce s se cumple 

¿ P(G\AJÓ)==Í
f:>é!T(A) 

y vea.mas eme ocurre CUE>nclo la :Sr<"o...°! € c::.'tO 'fiC... Co V'\ l-G\. f> rop\eda,c{ Q) 

.-'t\~ "'e \orl-i:,t""'a ~ . 

" ,L p(B\A, 6") = [ 
. Sl.TlA) ce.tf

1

(A) 

= L p(c.\A t) 
-· J C.E..l" (A) 

- 5 L. -

L p(c. IA 
1 
6) P(SI e 1 6")::. 

e~T(') 



l 

1 

1 
1 

L. p(~ \C.)()= 1 

Be.TC<-) 

~ v (~\lle, o) -= L Pee. \f:>.,Ó) == 1 
Bf;\<A) '-E. ·r 'e A) 

5' 1\-::Ü 'ª proposición 2. l. '3. e st& demos trad2. y con ella o ue 



, 
Definicion 2. l. 4 

Definimos e 1 uago medio M (~)por ocasión aue se celebra 

I 
e 1 juego o sinrolemente e 1 pago medio corre snondiente a 1[_,__ 

como 1--\ ( <f J:=ár (o< 1 () í\ l~-----· Y llamaremos -

pago medio :para. e 1 jugador i e. le i-é sima componente Mi lÓ) 

de 1 vector 

Logramos con este concepto de pago medio, asocie.r a cada Ó 

un pago p?..ra cada jugador sin tener que distinguir, desde el-

punto de vista teórico, los juegos en o_ue interv:iene el azar-



distintas, mientras en un juego sin aze.r los jugadores· obtie-

nen el pago medio cada vez que realizan el juego, en los juegos 

, , , 
con aze.r lo obtienen despues de un numero enorme de veces, --

como una " ganancia media " • 

~ . . . . , 
Establecemos ahora una nueva definicion 

, 
Definicion 2. l. 5 Sean D1J ... .• ,D"r\ conjuntos • 

Un juego recta.Ylgular n- ·oersonal en donde el jugador i 

tiene el conjunto ele de cisior.ee p.,¿ es una función 

s1D.) .... J:DY\ son conjuntos finitos, 'f e 8: il°a~aaó).un 



... 

Con ayuda de esta nueva terminol9gÍ~ podemos resumir lo8 

razonamientos anteriores como sigue : . 

go rectangulsr finito • 

donde M está def iniclo en 2 .l. 4. 

El juego H:.L',X .. . X~ n__. R"se llama la. forma norir.a.1 de (1 

La forma normal de un juee;o bipersonal conI.,={1, . .. ,rn J 
y ['t. ::.~ 1 J ••• J f\ J 

n,t~r con una ma.--

- sc:i-

1 
1 
1 
1 

1 



'.' 

§:)._ .. EL PROBIEMA' DEL~ K.AX]Jv10~ :ASEfil.mABlE. EX~Aj;1EGIAS MIXTAS. 

Consideremos un· juego iiiJfr ~-:ersotial f"I * . 

Se a Li et con j)lll.to de e str e te gias puras llera el juga:d ór z' • 

DiI'eIIí<t!3c. gi.¡_e .e 1 re al X es una cantidad e.se gurab~ Hpe.ra 
e'. • /·;>;}.~~-)~>: :;·.: .. :.·.~' ·: .. • 

.. ·.\-; .-.~~".,.: .. ,, 
'-~- ,·· 

. ··.·•·· .. <·.-~::.. """" 

si existe; una estrategia Ót.' e.IV\ ¡:-r.· te.l riue p:?ra todc. ·· ---

rior 

·ót:.. ¿=L..x .... xZ:n 

M ,· ( o \ 6 i ) // X 

Es. clero que 
M i = yno.X µ i ( '{ ) 

~ 

de 

'\ ~ ,, 
'lll: Usqe 1.ios fre cue ntemen te e 1 s~m bolo ( Ó l 6" i ) ,,. •. Ind ic rn, 

clo con e 1, l~, es ~e.te gia ó('u.yn i-e sima r or:none nte es 6 t , c. i.1as 
rigurosamentc·l616i)' es 1::-.. f-..mciÓn c~c L. X L.i --f' L. 0-..~e Y°'\ 

con :: G.~ .. -·. {i .. 6' n ) .ln e:::: tr:':re r.i<'- (Gi .. , (z¡ .. Ó n) 



En ta.rito que ')"r>{:::: 7 Hl (()es obviamente asegurable 

Por lo que existe el número sup~)( l~segurable para i 1-
, . . .. . . ' 

a quien llamaremos 1f ~ • 

Prob::?.remos ~h.ora la siguiente 

. , 
Proposicion 2. 2. 1 

,, 
Demostracion 

, 
HagalJ1oS momentaneamente 

\JJ . ' ~a... )(' 
. (.. =-- fttz1.. 

Se~·,?< ase gurs.ble para (. • 
'·"'. ' 

A 

Entonces existe (i.. en z C.: tal oue !1aI'a toda b en t 
~. 

X~ M (Ctf~·) 



Por lo tanto 

' l).) ~ es una cota superior de las ce.ntidade s ase gura bles 

-
Por otro lado claramente existe (tal aue : 

Por lo que pa;ra toda O en ~ -wl ~ Ht. ( ó ' {, ) 

\ 
y U)¿ es asegurable para L , de lo que se concluye que 

y nuestra propo siciÓn se O.e spre nde de Q) y &l . 

F r..J º"e.es s i e\ ~i.t e ~o vo. a. Ye o. I i z°:r.se. <..tt1~ s~
/o.. va

1 
lo f'llÓ.XiMO q"l.e f'U.eJt o..sei"'-f''lf l. e~ "1.; 



Supongamos que el juego rve. ,.,, realizarse, un gran nÚme-

ro de t:iicas:tone s. Nos pre gtm tamo.s ahora ¿ Habrá forma de 

ampliar nue.stro C()!ljunto de dé.cisiones Íi para obtener como --

J 

promE?dio un máximo asegurable· aÚn mayor que 'Úi? • 

Para contestar a esta cuestión, introducimos e 1 concepto 

de estrategia mixta • 

f(e.c"~de.V"A.os ~~~ ~G.ro.... Q~-\Q. 'o \~ce.-- \~ f'º~ .. 
'rl\ (). '(\0 V- M Q. \ <:\ ~ \ j ~ ! 10 'Z,.l( "tt~S\ VO C. 0 l'\ \¡e\.'?. Y°'0..." 

~O~ '\14(. H '('tl).\\10.. \:>().. 11.n W-tA.\-t\\I.\~ d_ e 
OC. O.. !o i O M. !; I o,. V..o '!'~ q ~-\O.. 'M o '1, ho.. b \a. VI c~o e\ t r 
.: ¿ vv. 0 ""-"' ~ \.\. ~ ~ C> riz. ci; n.. "' i 1A. 1 ~,. '! ~ e¡,. ~ \ ~u.e· 
Ó o '<'"-e:\ o.. V\~\.\. lo... V' e \ C\ v..e. v o.. c.. V'it ~ ci. '\ i,. c. e 
M.u.,~~o..~ y<¿c.~':>. 

. , 



, 
De finicion 2. 2. 2 

ciÓn de prob~.bi]..idad entre las e stra~gias nura_s [~ • I;~ás~= 

. ,, 
gisamente, una estrategia mixta. es una fu.~c~o~ con valores en 

los reales y con do'!!!inio en_&. 

tal aue : 

i) ~· ( (t. \ ~ó ,.:,(. (c. é. ¿ . _ _..L-----~-------~ 

~- K ~ t o<..) = 1 
ii) (¡~" ----

Denotaremos con Jl!ii. el conjU11"to a·e .. las estrategias mixtas 

• 
para e 1 jugador· <..; y definimos 

Una n-ada('V, Xa. . - .. X°"') en ,l{ ser2. denotada 
-; - ) 



1 
A 

y , finalmente, si ){_ é JU/~ 
1 

he. -

Y~). 
1 

cernos 

Dado un sistema de estrategis.s mixt2.s ~ €..,,f}f, .podemos -

. 
su:pon~r :qü.e ce,da jugador \.. tiene :::. i~~ano un· mec8.nism6/de a-

< •• e,,. . ., -

zar ( por ejemplo, una " tómbola." ) q_ue asign8. B. cada e stre.~ 

gis. pur2. (¡_ una probabilidad XL ( ti) 
J,. 

Y que antes de ce le bre.rse el juego, e r 'jü{;a.cior ~;-pone a 

,, 

funcionar secre'tanik!!lte·; e:irmé!cEinismo de azar para escoger la -
' ,'. :>:'.·~-: -.·· . ,, ' . ':;:·:< ; :·: . 

. ·. (,·" ... ' ,, '· /:: 

estrategia purs. con la·qy.é 

. :.·:···,· -_.-,- .. --.- --.. :'. . , . _ _,,'_'_: . , ,,,•: _.· 
pera.cien se repetira;un· 

- ~ - ~ -. . - ~:;~~~~-;---~'.:'i~~~~;j :- ' 

"ffiu.Y-'.-Jir~ntt~T,;~é \Te,c:Ei~(.-:~ -cuál 



j 

1 
1 
1 
1 

Esta se obtiene corno J.~ esperanza mt;i.temé:tica: 
¡: i ( X ) ~: ¿: 'Z , ( ó.) .Z ;¡_, ( ó"-) ... Z n ( Ó n ) Mi ( Ó) = 

(6\,, .. ,, . . •; 6"l'\) E:¿ . 

= ¿ g(ó) Mz.'(ó) 
()é I: 

donde X( 6') ~· Jt (6,) g~ ( ó!l,,) . . . g n ( (' n) 

es clero oue L. Z ( 6) = :1. 
ó€..r: 

L' r"'í7 )- (~ (i.) . r .f-n r¡J) 
En lo que sigue e scr·i biremos &:..... ,o. - ' · "' 

y 11&.Jllaremos a E:- <.:X) el ve c·tor de ganancia esperada. Y. ~ -

Lzt{X) l:=. gn.nanci& espere.d9_ '"or e 1 jugador z' .!.. 

. A 

Una estrc.tec;ia pt·~ra Ó.& t..rt. puede ser identificad.?. con 

""" la estrategia mi:r.tali te.l cue 

A ~ 

Xt·C~·) =1-

Xi ( ói) =o 

r. /' 

Desde e~;te"1nomen1;0, e~cribiremos 61..' en lugRr de 'Xt.' y 

1 



Como hemos dich~j es un subconjunto de '1as funcj_one s -

. ' n 
usuales entr:e las funciones, sin.,,;m~.f.rgo,si Y)) ... , K j 

··- - -·1.'~.(L_"~::.:-~- ·-~·=·'-;" .:_· -· 

e stan en J.lj y o.,, .. ., 1'."' Soii re·~e<;~~ii'.o negativos tales a ue-

Es clero oue X <€'j) es no nego.tivo e.deman • 
Y\ ~ Y\ t.¡, ) 
~ o..\.X\ l(r )= .~ ~ ~(YJ· '~ = 

C.=1 ..J l~ 1 [t E.j 

• 

~ ~~ ( 6j) 
~l~ l 

i 

1 



Por lo quelestá enMj :t iJodemos deC'ir oueX es la 

. ' , 
combine,cion co.nve x:::. de 

y de notr.rla como 

~ropo!,\ et o~ 2.. 2. ~. 

JUL~ <2 ~ co V\ ve x-o 

'Por o\ -ro \o.. d.o pe.:\~ VV\OS. \Ó.eV\-\:\ F ico..r a.. 
e..Nlt ( ~' ¿"- t \ eY\e Y\ ~\e ~e~i os) e OV\ \ ~ 
\'I\'\~'"' s~ec\o'"' e\e.\ ""\~er?\a.V\o <="\\"e\~ R~ Cv....'t'\ 

, ~ " h 

'c.Vwo.. c\o"' es ¿>e~::..\ ¡ ~1 14 '. z"'-1°'-V\1~ !'\e ,... / 
-\ 

R" Por \o~\.\~ es. c.\<xfO qv.e vfllf~ €.'; ~co~<tdo. Ac\efflt:{.S 

~ o s. e o v¡ ·~u.. """\ o S 5 o n c. .Q r ro... d o ~ p o I" 

\ O ~ O.. '/\.' o JVl_ \. ~ ~ VV\ \':) ·, e." V'\ \ o Q S Y i .e ri t M O ~ '. 

?f" oí:>º,. 1 e~_!_:~~-- ~~-¿_~_co v-A.PQ.c\~- \o 
Pr·'J eo 'i>i \c.'º'"' 2~~ ~~~tt[l1~-LL--'-_,~..1vi, ___ g~.-.L9.. .. ~.~.~c:..~~·~~ 



FY\ """-t\.~-\o ce.. \a.. '!»~~1"'a.l'\"10.. de ?c:\.~O i-4?.W"\et\!\O$: 

t'r-o?o.s\~\&cn.~·2'. ; S\ (~Xi+f2>X~
1 

\ os u.ria. estr:::·.tet,ia mixta --

. 
:para(. , entonces 

/\ ,1\1) 
}¿~ex: 1 e~ x.~ + ~xc:' J) ~ «Ei (K 1 XL) +/3.E¿ cr \Xi • 

Es de<.\r \o-. ~1.1r>c\o'n t~: ~ ~ R Q~ \;ne~\ Eh e lQr ~mef\.to ~ . 
. , 

Observacion: 

Para ce.da jugs.dor 
. .· . f 

constTuido un nuevo conjunto -

e 1 antiguo con--

junto de decisione sf~ , y una función de pB.go de tal manera -

que, si todos los jug~dore s hee:en una. de cisión ouede. de termi-

nado un pe.ge ... P13,I'B. ca.da uno de ellos • :Por te.nto, nos encontrg 

~. . . ' . ''. ' --... , . . 

mos con. un. ~~~f~::~juego rectengUieíi;, y~ri2:-~··;1t;.fi#E*?.~·::·~r.e.I-a jus 
- · -- • =·.---~·-,·~=--':' ~ :: .:_-;~;~. ! ·-:.-::o-:,--:.o:;_:.;"./;:· ;K"-'-~~~~~'-c-.~h---~\<'".~_;_~ 

" ' ···~.···· ... ··•· . . • , ' /,; .... ,. . < ; ' ·:;.>. - ';;·~:::.: :"./\· . . : . ·, ·, ~;>·;--_-·_, 

=º- ~::~~-r-·- -· ·,;-,. · -_, ,,::-_.<~==-=--' -~~<~~~-~-;.~~~-~~'¡;·~J)_~,:~::,- .. ,.-é- =~·~~~~::':'.:-_·, · .. -,_\-~ ;::, ·:. 

tif iCaf'. ·J..~-:irit~~früdcJ.~ri": a.e·'. e stq$:. riue;Vos coric~pto${. ll.8:r;oemos· -

ver g::.mancia. ar::e gur2ble" . puede il":ctem13ntarse-



j 

1 
1 
1 
1 

.. ' 

":'• 

~! 

,.,-. 

, 
en estacn_u~Ya situa.cion. Repetiremos entonces, p0ra estrate--

-,--,-

gias mixtasº ls'.S·,cons:i.deracione s cue · hiC!imos al principio de e §l. 

enest~ 

. 
te gias mixtas p 2;r a 'l e~ Jlf¡· tal (l ue 

para todaX en f'r11 Y · · · 

M: = rm~)( f'..>ii ( 6') es una cote. su:rerior de todas las centi-

. 
da.des asegurables en estratee.;j.Ft.B mixtªs para 'Z , pues para t.Q. 

da. X en JV/. 
~z·(E>=I.. ~(ó)Ni(ó)!::L_ 2{.(b') vna.x 

o~E óe l ó 

-



Al mismo tiempo, ~t:-= v-nt"Y\ Mi ~6') es un8. ---
() 

. . ,-_-' -, 

cantidad a.segura ble pera el jug2.dor t. en e strate gia,s m:Lxtr.s, 

.......,, 

}·pues :pp.ra cualquier 2.;, en ,jlf}z' se tiene que, r~a toda. g enM. 

. - ·,· .. 

Entonces existe el supreliio· cl.~'J'.8:s+·bant:i.dád.e s asegurables 

para i en estrategias mixtas' ~a.r C'Ü.P..1< lieraaremos ir;_· . 

l 
1 

1 



s.ea.f une. f1mc1ón continur .. de t)\ xD~ en. R ,con D~~ D~ 

, 
subconjuntos compactos de un espacio metric:o. Entonces la fun 

ciÓn h: D,_, R definide. como h (X): m ,·-n f: (X j Y) 
.Zé{)..,_ 

es continua • 

, 
Demos trae ion: 

Puesto quef(l',J)es continua e11DrxDJ...te.mbién el? uiformemente 

continua ·y dada ~ /0, existe ¡? 0 te.l que si d GZ1.,, °l¿)L J 

Por lo tanto si y Y 8.I'-

. ~· ;"; .-.--=- ,-.--; ·-

b itr 8.t'f ó'~·;:ª¿x~~·éDr~:¿~} ·a. ue 

fci~;~,~~,·~i~,,~'~f cx 1 Y J"-f a~) Y:> 7 l . 



' 
con lo que e 1 lem~ .. rn.:e 

da pl'OU8.dO • 
Po 

1 
\ 

0 
-\-a. 1"14io la. f'" ne i Ón Fe: JtJl, _,, R Jq: in i e\~ c.om o 

F;. <. Xt) = -T ~ ~~'tüll: \ti.) .e· ¡,- c. o-n \ \ Y\ v._o._ 'I .o.\ n'i'.\. lYf e. m 
e: n/J . 

Wiae1 Teorem2. 2.2.7. exisw, y m~.s aún, existe 'it.'en vvrz. 

""" 
tr.l o. ue 

w i· = ~ 1-Yl E i · ( X / Z z. ) 
i ~JI/( 

.Ahora ya, 18. demostr::i.ciÓn de oue 1lí' = W i y one el nÚm~ 

-'! ... ' 

'''···ro ?Ji. 
' •.' 

es asegurf''.ble en estrateeias mix_tas es enteramente""' 

, 1 ·. " analoga a . a o.e 

. ,,. ~. > .•.. ·....... .. . . . , ·. / La siguiente Pl'oposicion resulta. de 'PE't'ti.cu.1~ in te res -

en ¡os 



, 
Proposicion 2.~ 

mostrarla establecemos primero e 1 siguien.:.te lema • 

Iema 

___ ;entonces 

A 

=·wúY\ E.c..(61Xc:.l 
~~~--~-~~!-=-~--~~~~~~--· 

. , 
Demostrac1on 

O bv ieme n te 
/"" 

F~ (X.¿)~ -m•"')o\ 
Cé.¿ 

~ 

Por otro lado, conside:remos Xi. enVf i y K f.,v'\ JVl ar-



E t(6 lit)= Í: 6. ( r. ) ... tí"t.·i ( t¿.J Í.i C ?:<.) CL+1 ('t1. •• ) •• J,..(l .... ) ~'-lt)= 
'lft. 



1 

como aueríamos demostrar • 

La proposición 2~ 2. 8. ec una consecuencia inmediata -

del lema. 

Ahora re su.l ta. claro que 

~ 

en particular para 'Xi • 

A 

parH toda Xi en JVli I 

..A 

(¿ .~ Í:i y 

~i ( b \ Ói) = 712.' . 

• • 



, 
Prouosicl.on 2. 2. q 

A pesar de la proposición anter:Lor no tendría sentido iri-

traducir .eT ?9!lcept_c) .de estrategia. mixj;a si no existieran ca-

Sin emb2rgo, la -

igualdad. En particular en el. juégo del volado, cuya forma. ~-

normal es 

. . ' . 1 . 

se tiene que ú1::. Ú,_, = 



j 

1 
1 

§JPuntos_ue Eauilibrio 

Una de las pregunte.s centrales que sá plantea ia'~eoría 

de juegos es la siguiente : ¿ ctli\1 es la ley de un juego?, di 

. . 

cho de 6tr~·.:f'O~ma ¿tienden los pa..rt(c:(r~n\es a escoger un -

-, - ~·- ·'.. ·: ·(·:-. ~ ~· .. -· . 

tipo áSpec~a:J..A~ e stre."t;egias, lle ¡gando con esto a uná ·si tua-
. ~ -· - ~~-'.{:---;. :_:· . -

ciÓn e Stable del . j~ego? • · Penser11os, por e.jemplo, en e 1 probl~ 

ma del tránsito en la ciudad de r.:éxico. 

Supong2..mos un crucero de e.venida.s importantes en donde-

, , . 

el semaforo esta descom.púe sto. Cada automovilista tiene como-

; __ :;·, . . <.:?;-;:._: .. '··.:· 

objetivo llega;r;.a sdm~ta en el meno!tiempo pO§J~JitW~·:!El.fl~é ca 

da hueco 

. :~L"··· .. :·.e:.· i.•.-:.•·.·.·.· .. •.i.•.·.:;···"···;····· .. · ... ~.·.·.:.·.·.·.•••.·•·.: .•. ·.·.·.·.:;·· .. ·.·.·.• ..•. ~-.•.. >· .• · .• ·;- ···-" .', .,,, -·~·-~-~·,;._¡--?;~~>; -

1~ .:n~~,~i~}~; dos~á.1t~~ri~t+i~~ 
' ,·· > :,;>'.';._ ~·.e-,'-~'.. ' :·~c.;~;~=C--" ;,_-_ ·~ _.::·,;:~~-~:?< 



-------------------- --~----- -_,_ 
aprovecha el hueco aue se abre __ pare. avanzar su. auto o permite 

. _·,·.-- ~-.:: :~'-= ,:- ' .-.-
, .• -_., ' >_-:-·_;. ;-: . ,-·.·,._,-·-.' .,.,_ 
' \_:o•';r.~ 

oue pasen coches por la otra a-.Jenida~"; :'s':üi t'o'd'()s 1os automovi--

listas aue 

- : . -:'.~ ~:(;·-:::\~:: ,_ ., 
·>i.- - .-· 

tino. Sin embé'.rgo, C8.da a.utomovtl:lsta sabe nue si eJ.'i;()rrifi.por· 

su cuenta la decisión de dej0r pasar, él ser~ el único que --

' no ava..'1'120.tQ~s claro oue en este conflicto, el resultado oue se 

puede prever es e 1 dal embotellamiento • 

Un intento de resp~rid~~'á -la. pregurita planteada es el --

concepto de punto de enuilibrio • 



Consiste en una n- ada de estrategias, ( una para cada.:. 

jugt:>.dor) tales ciue si el jugador i c~mbia de estre:tegiámien .... 

, ., . ·- ·. •. -- -- - .. · --
tras oue los de mas continuan con las de e ouilib:riOf entonces-

'· - . ' -:: . 
la maxima ganancia :aue puede o'ut.ener '( es la al.le obtuv.o en el 

punto de equilibrio • 

En los juegos bipersonale8 de sum::i; cero, doride los jug8.-

dores tienen intereses antagónicos pues lo (lUe gana uno lo •-

pierde el otro, el concepto de l1unto de eauilibrio resulte --~ 

mcy satisfactorio. En los puntos< de e ouili brio cada jugador~-

obtiene la máxima gznahcia asegurable oue le carrespol1de, y -

para los jugadores ningún 



, , 
eq_uilibrio, no hay una razon p2.ra se.lir de el • 

, 
Otro argumento para hacer ver como en los juegos biper-

sonale s de suma cero hey una tende-ncia "obje tiva.11 a. caer en -

un punto de equilibrio es el Teorema del "juego ficticio", se 

, 
gun el cual si los jugadores empiezanescogiendo une. de sus -

estrategias puras aJ_ azar y si eri las "juge.das 11 siguientes -

van maximizando su g<-.nancia. suponiendo cada cuie'n oue su con-

trario jugará de acuerdo con la "experiencia", entonces se --

tiende en cierto sentido a -una for:na de jugar de los dos ju--

gador~,s. Esta 1.lll pll!lto de eouilibrio. 



para. cada. jugador es igual a. la máxima ganancia. posible que pueden obtener 

todos loa jugadores juntos, resultan una generaliza.ci6n de loe juegos bi-

personales de suma cero al caso de n jugadores. Aquí, la ley- del juego-

se obtiene en aquellos puntos de equilibrio en los cuales ca.da jugador se 

comporta en forma "paranoica.", es decir, suponiendo que todos los dem~s -

se aliarán contra él. 

Hay otro tipo de conflictos, no exhaustivos, para los cuales tambi~n 

la ley del juego es un punto de equilibrio. 

. - Ejemplificaremos esto con el llamado "dilema del prisionero" • 



Dos hombres. c;ue han cometido uncritnen, son detenidos y, 

en e 1 mo~ii'tl9 f J,~t4~~~~~~~~ju~~fü; 1is~ít~~~~ª'~~i-~}i;;~,\ 
· ;;<';}/,·<'·,·-··· .. ·;:. ,;;:\·_:•··;::;;: ";,:·:~<::.·· >··-~ .··\;.-;"·2T2.::.·, · ·.·.· .. )>-·'· 

. : '; ,., >/; '.:.: . ~' . ' :-·.~/:' ;~·: ·.·.:-_ :,-"'_; __ .· . . !~?:-=)-/~~;~ :,~~~·;' -.. ~·>·~·· ,;- ', .~: :. ,, ·-~.\' ' . . : ~>' ,- :"'¡: ' : ,·_.. ; 
. ..- '.(.·!~>·.:..·.,,- ::: >,_ '· ~::á;·-.-:;'-::· 

:Lo~~~~bieff~~ e.r1 cié.-~da$ 'sepa.J:'~d.a.s y .cada ~-armas 
. •''· ·._,· ... ,.',·· 

uno ci.e 

, , . 
tud de su comp_ice. Cad~. 

, 
ra depende tanto de 

, 
que la tabl8. de sen tenci2.s en ~..:úos de car.ce l es como sigue: 

C. 
C... {5 .. 5) 

~.C.. tio>O) 

Es decir 

~.c. 

(OJ¿o)) 

(\, \)) 

. , 1 la l1ena de 5 años ae caree ; .. si uno 

y-



otro no, el que confiesa recibe la libertad como premio a su 

, , .• ··· • ... · .. · .. •.•·.···.·· .. ··•.·. . . 
de caree 1, por ultimo si ;nirigüx10 de los dos confiesa, no pue-

cada uno por poseer armas 

, 
Situemonos, un momento 

neros al aue llameremos I • 

(I) no pretende perjudiczr a sucdmpli-ce-(II),pero ti~ 

ne que actuar sin saber lo ou.e II 
, 

hara •. Si 

coriffásá, I 

sar · 
,e,'.-,:·,..·/-~,>:"-::', 

ta de iiüficfj'.~·;;2~~'.~y(;~J en·• ra ~·{~éel' !> ~ut6CÍm:pe.fíé:¡:o¡ ···~·~ é11:liargo. 



no tiene ningüna seguridad de nue. II no confesará. y el riesgo 

. . . . 

oue implié:á. .qüe éJ.. no ccihiiese 
:,''<\,:~,-~ ·.;·: ;; ; ,, 

'·. • . -.~( · .. >:;, 
. ·~: :·: ' . ' ' '' '• :.\··, _.. '• .. 

si IL ddrif~;~J' ... é~\:~1 b~nsár 

', ' ',. 
a confesar • Los mismos razonamientos llevara tanibien a II a-

conf:Je sa.r. 

La tendencia objetiva es pues que los dos prisioneros --

confiesen. Este es el punto .de eouilibrio. 

Lo anterior ocurre a pe sc:.r de oue los dos saldr:Íe..n mejor 

de eouiliorio. 



. En cambio en otros J.ue gos no exhaustivos, en los cue.J.e s 

, ,, 
hay m~~s. de 

alguno de estos puntos pu~ 

Varios de los jug~ore s -

de e strate gta. 
juegos se ~aci-. dt' SQ.·rr"Q ((o., .. 

<i o o ho s e o ti e~ f ~e 5 o,d R.,.., o.'s: el e ! el.e f "'-"to el. 4 t<q<A.i • 

\( ~""lo f O.. "l"Q.. f 0 d. tv' o\~(!\"\ r \c.. \e. 'i á.e.t J """e i o. 



3 PUNTOS DE E OUILIBR ro 

. ~ Definicion 2. 3. 1 

e auili br io n2.r8. e 1 juego n-persone.l r. si lJEt!'C'.._ toda,· se tiene 

~ ~ * 
Unél. n-ada Ó : ( (,) . . . ) Ón ) de 2: 

se tiene que~i(6"~ \{¿)~ ~¿((*) p2.ra cualauier (¿de¿¿. 



1 

1 

Proposición 2. 3. 2 

Todo uuntJ d~ouilibrio en e stra:te gias ___ .P . ....:..ur--'a-'-s_e_s_; ~~= 

to de eauilibrio • 

Demostración: 

Consideremos alguna i =. 1) '--' ,1 • • • , n 

Entonces : 

E.1!((1' \li)= L X2(óiJM¿l('\(¿) 
Ót.'éLi 

~ [ XdDi.) Mil(~)=Milf*)=EtC6"*}. 
6ifti 



, . , -
Proposicion~ ;·. 3. 

Entonces pare. tod2 .. -i :=: 1 1 . . • J 'f\ se cumple aue --

- 1 

Entonces 

, 
Como a.ueriamos demostrar • 

los juegos finitos • 

}e o ,.. e ~o.. "l. ~ · "1 ?Q. ro.. c. o.. da. 



j 

1 

2. 3 .'-l . E~ <A. Y'\ COt"O \a. Y',· o 
Te crema 2. 3. 2 

de esuacios euclidianos • 

Sean Hi._~D,~x D,_x ... X Dn con ¿ =:±1 • ·- •J Y'\ __ _ 

, 
continuas v concavas , entonces existe 

i) , .>< D-t.. X ... )( D Y\ 

cual o uie r a -

oue sea la Xi de Di .!. 

Demostraremos primero el te crema cuando n vale 2 • 

Referencia en el apénd:lce 
función cóncava f(.>ix+l.l-.A)y):7,J).(ftx)+(l-Jt.) f (Y)) 



Demostración: 

dada por 

Demostraremos oue existe un pv.nto (X:L.JX.L) VI\ D1 X .D,_ 

tal oue ~c..x !J. t X1) X)..., x," X,__)=¿\ l X,)x.2..¡ x\.J X.1...). cD 
tx.,,.,x,;€ b, xDi..-

Supongamos que no existe, entonces pare. toda (X,,X,_) 

- -
Para cad2 par{X1,iX2,.,), constTuÍmos eJ_ conjunto 

(:, ( '9..,°Xi.) = l (X.)X~ \l'. (X: ,)i..; X1/i..)/ ¿\ l X·J X>; X· ;Xi..)J 



2. 3. '-t . E~ <A. Y\ e o ro \ o..~ ,·o 
Te ore ma 2 • 3 • 2 

continuas y 
, 

concavo.s , entonces existe 

oue sea la Xi de Di .!.. 

-----

cualouiera -

Demostreremos primero e:L f,eoreI!la cuando n vale 2 • 

Referencia en el apénd:Lce 
función cóncava f(.Ax+l.1-.A)Y)~).(ftx)+{l-Jt.) f (Y)) 



Por@, tenemos obviamente oue 

r (., t~ 1 J R,,_) 1 (X .;x).. E b 1 X]).\., J 
forma una cubierta de i), X D;2..., 

- -
Además, cad2. G (X1 J Xl...) es abierto • 

. . 1\ "*\ I -::: : 
Par~ ha9er ver esto' consideremos (X') x:L , en l? (X., X 2.1) . 

. . ·. . . . . ~ 
es continua ya q_ue Íl lo es y , si h2.cemos f:..= ~ (X1J X~) /0 

1 ~ 
en U(X,.J 'X,.) implica 



. -
y, por lo tanto, 6 LXr J X"'-) es abierto. 

Ahora, puesto queD1x.D,_ es compacto, consider~rnos.un9. 

subcubierta fini±a de la f Bmilia 

1fu (X.)(,_) \LX,J'.<l...( b1xb .... J 
r , , r ·l.-"\ G k "'ll\ 

y se a ~~)(,) XD.) \,;) (XJ J x,_Jr. '; (X, I l. A.1.,/. 

I . 
esta cubierta 

finita de D 1 )( j)'L . 

Definamos ahora las funciones 

( j = l., . . ~ .k ) 

Es claro q_ue, pa..ra toda j y toda 

(X,).(,,_)~)), >< 1),,_.., 'e_j (X1 ) K;2,, )~ 0 

Adem;s, de.da cualouier(X';;~)existe e.lguria j 0 tal 01.le 



uara cada ) -r-... D ... lX' .>X.,_ tl..JY' UI X :t._. 

ente: 

cómo T es continua, tiene 
en vir 



o o 
re ro, po~rcc ~ii:t'"º la.do, f i o ( X;) X,...) es e strictc•nien te-

1 

neyor oue cero-,pa:r;S.: alguna io 'ó lo (ll)e es lo mismo para algu-

·· ... c:.t.. ºº o" •• 
na t; se cumple que t1(x.J x .. ; x., 'i .c.) es mayor que A (X·/ X ._¡X~ x,,). 

" ó 
Al mismo tiempó, cuando 'f,~ (X1.J X:i.)=0 , se cumple O').e 

• " o o D " o o r· t.' o • ) 

'e i (X • , X.,_) ,,Ó ( ,( ~ X .... ~ X 1/ ;. o.) = f,: (XI¡ y.._ ) L1( XI/ x;_; X .,xi 

l'or lo oue 
~ o o o 

!J.lX'JXz.J X•)Xi..)¿ 

l'ero en 1 habíamos demostrado 1::. negc.ciÓn de 2. Concluimos 



-
En particular pera cualquier (X1 J X':2..) en D 'x D ,_ 

tenemos 

parci. toda x'J... en b,,_ . 

para toda X, en ]), • 

y nuestro Teorema ha quedado demostrado pera Y\::: l... . 

, . 
La demostracion del Teorema 2. 3. 5 en el caso general -

seria esencialmente la misma • 

= -_ - =o-, _e;--~ - 7 -·-- -.- -- - -

con D:. D, X D2-x ... xDY\ I dada por 

~(X)'i.) = f 1-\i. ( f \XL) . 
l::. ¡ 



, 
De nuevo la demost-racion se reduce a probar la existen--

~ 
punto X en D ts.l ouc cia de un 

~ (.X ; ¡ ) =. ¿\ l~ J ~) "V"\°'-X 
X€.D 

y esto se hace exactamente como 8e hizo pe.ra. el caso Y\=;..... 

El Teorema 2. 3. 4 5. 

pues los conjuntos de.·estr~tégiás de cada jugc.dor 

son subconjuntos compactos y con·,,f!XOS de R.ºy 12.S funcionesfi -

'°'ª(). Q. M~ ~o X\. . . 
son \ineQ.\e5 e., y por lo tanto continuas y cóncavas.·· 



.. 
1 

! 4 JUEGOS EXHAUSTIVOS. JIBGOS BIPERSONAI:RS Dl!i SUMA CERO. 

Se a run juego n-personal • 

n 
Para cada K en iltll consideremos ~ E-t: (:X) •r¡ l.= l 

y hagamos M::.. svf !. E..¿ lZ) 
.nn t.-\ xe. v-{ 

En otras palabras, M es le m?..xima.· ganencia global que --

pueden obtener los n-jugadore s • 

Para cada l = \ ; · · · J Y1 

tal que ?f i. =. "'fY' o.. ')e' 

X-¿ 

Es dec.\V" qtA.e p°'-ra.. cci.Gl<A.. t.:t,···1n -t><.\5 ... 
A ~ 

-l'- z. L ~ "' Jl1l i.. -t Q. \ ~u.e. ,,,., '!:: t. (X \ .&. l 
fO...fO--. ~o.:\o... A '<.I'\ Jlfl; o... \o..s. e~-\ {'O,.-\~ f" 
1 \o.~ :&. ¡, C\ tA..e -\\e V'IQ V\ (¿ ~ a... ~ ro pi e d. o.. e\ l 4..~ 
l \ °"-'IV' Ck y-¡¿ V\/\ o~ e.o V\ se. r t/rA do Y' Q ~ fo.. f °'- L 



, 
Definicion 2. 4. 1 • 

A 

Decimos aue Xi es una estrategia conservas_ora pare. ·,f.. -

A A A 

Es claro ql).e si.Z:::.(K1,, ... ,,&Y\)es unan-adade estra-

tegias cons~pyadoras, entoces,~2.I'a. toda J'\ 

i: ?Ít. ~E.di \.f.¿):-f¿ O?)· 

~ ~t:· 
J?or lo oue L v (... 

i= l 

- CHefaos"demostrado la. siguiente 

, 
Proposicion 2. 4. 2. 

En todo ;¡ue go n-nersonal • 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



Existen dos posibilidades: 

n 
Lvi -

i) i= 1 

ii) f. vl· ¿_ M 
i.= 1 

I' 

]efinicion 2 • .J:.~· 

Si rcurn-ole la condición Li ) )C 

d1remas que res un juego exhaustivo. 

, Mas adelante probaremos ~
1

....i.e: 

Todos los juegos bipersonales de suma cero son exhausti--

vos. 

suma cero es e 1 juego 

'f 



,'. 

, 
Prouosici.Q!! 2. 4. 4. 

~n un juego exhau~tiVO r, una n-ada de estra.tegia.S_.9.2.!!-

servador~s 

/\ A A 

.X -:: ( A.(1 .. • .. ~ Z Y\ ) en ,JJf es nunto ele 
.... - .. ---~- --~---

equilibrio • 

Demostración : 

/\ 

consideremos E. <..o lg \'X¿,) 

Si i. j:. (
0 

~ E. .¿ (f \ X<.· O) 7/ 'lf¿ 

~ L' ·(X lX<-6)-fio (.~ \Xio )==. 
Por lo tanto ?- ~ 

(.:.' 

:: 2: E• {X \X¿º)~ 1= 1.ri =- [ vz·- ?/,·., 
i. 'f- i. 

0 
é..f. io i ~ I 

Y, puesto que . 

M~ r Si ti \X~·o) 
i=1 

Tenemos oue Y\ 

~ - E.z:º (X \Xio)~.I tfi - v,·º =. 
(.: :1 

" (. o l')'J o 

.. 
~o • 



. , .. 

; 

Proposicion 2. 4 •. 5 • 

es un uunto• 
----·,' 

f 

de e auili brio para [!, entonces ?Ji::. f i (l) Y: 't..::: I •... 
• n .) 

, 
Demostracion 

Si pera algúna ~·se die se la des igualdad 'Út · ¿ f i ( X ") 

entonces 

, 
lo que contradice a la def inicien de M 

Observaciones 

• 

' 

Al llevarse a cabo uriap8.rtidade un juego exhaustivo, el 



aceptar~jugar de tal modo que ,su gonancia.ºsea.menor que 2fí:..' ya 

·~~· . - ' -, ',. --=-- ._, -

aue está .. en .. sus ... ·marios ()1J~B~·~5·~±5:c)r;'i·y¡q·;·fü~ri.<:>~· es;§.iq~,n.ticlad. 

Podemos suponer entonces que ji· ~'lfi· :para los jug_e 

dores y 

Pero por otro lado 

por lo que f 
l: J 

. 
3 7.. 

Fim lmente, si j t.' 7 v::_· para alguna l , entonces 
11 n 

"1; º ?: > ?=' v-~· =M 
L-1 ...J ¿;:/ 

De donde re sul ta o ue . 
2. 

y¡. 

- 1 o o -



Este razonamiento "intuitivo", nos ll~Ya~ á º.~.nsiderar--

como una Iey de los juegos exhaustivo.s aue cada. jugador· (.' -

@.fil: precisamente la cantidad 71~;. 

'~· - :·:. -

el vector valor del juego a 7Í= ( ?fr) 'Ú-;_,;_· __ :'.L'.t'JF\'\) _:¡_-

v2,lor del iuego :Qal'a el juga.do:c ~· al número lli..'. Y diremos -

, , 
cion J?aI'a 2 

.. r: gura ganar u .. 

·--'-::-: _: 

'<···, -, ya que eón esta estrategia e 1 jugador t as~ 

'Si,riÚe1IiBaj:.·goJ,;p_-tiá,g~J~~E'.Y~ªºJo1~·j_~~pori;Bl1~> es•. que.·,.un .··.juego-
;~~-' •"' ,:,·. •.'_ .'· ,:, .-·-:. ~-.~ - _,. _____ ,, ___ ,-: .-·,--~ ~;_· · .. ·. 

'-_ -- .-o:-·-:- '·.=:·"'"'~ ~" .::;.ttz~'.{--~:-\·}:;·;~~:~- ;é~~/~:~: ._.,_.-o·-·-!->" <>:: _-__ \.; .. ~=~: .. ~:O-~-~~·_" - ·c._ ·- ·>.· :-." -· ., 

exhaust[t~ PÜe·~¡t/t:er püritos de 9dui1Íbr·:J~J~:··:o ~i~;: 



compuestos por estrategias conserve.el oras pare. cada jugador. 

Consideremos el juego exha.ustivo siguiente 

(

lo' O) 'e,""' )ó)) 
( () , br,) ( O) O ) 

con ~.,,,. y b .,,,1 negativos. 

En este juego VI :::: 71¡, ~ D • 

Si 2:"1 ~ \ ~ l ~ '- l 
y L 2- =!6~ ) 6,,_, l-J , entonces las pare ja.s de e stra-

te gias mi~tas ,X =- ( 6' 
1 

> 

son Puntos de. equilibrio; >Pe:ro-
, . : ···-· _,_. __ .- ..:.:--··. 



.• 

conservadoras para 1 y 2 re s1Jectivamente, no sucede lo mis-

mo con Y pues, por ejemplo [, ~·,{,. ')=°'º"<.O , es decir ··. --
r' r ",_ ) ¡¿, ( º') Q ~ por lo que r: no es conserva.do~-

ra para 1 • 

Consideremos ahorana los j_uegos de suma e~ • 

Definición 2. 4. 6. 

Un juego r n-nersonal es de suma cero, si Pé.r8. cada -

f E _ _[=-_s_e_t_._ie_ne_..__ou_e <..-==".t~(_[) : ()___ · 

Dicho en otras palabras, un jue.go E3~~ ... de suma. cero . si lª 
.. '~ ·/::~:' . 

' 

recl.lrsoSn·tC>ta:Ü{~·; efe <~L'a~·~ftl~gádÓres es la misma an-

tes y 



La siguiente :proposición es clara ·• 

Proposici©n 2. 4. }. 

Un juego r n-nersonal es de suma cero. Si y sÓlo si~~ 

ra cad,Jt en J"l se tiene oue t. E. i (..~") = O • 

Como consect.iencia de lo anterior, es obvio oue en. el .ce.-

. so de los juegos de suma cero M=D. 

, 
Pera el importa.ntisimo caso c1e los juegos biperaonale s--

- \oL¡~ 



1 
1 

TEOREMA 2. 4. 8. (VON NEU!f.ANN ) 

Todo juego r bipers.ona.l de suma. cero es exhaustivo • 

, 
La demostracion es " trivial " si partimos del Teorema -

2. 3. 4. 

- -- , 
Demostra.cion 

Sea punto de eouilibrio parE'. r 
Entonces para toda z' con j =f i , y cualouier %, en Júl, 
E..i (.x* )= -E.j <.& .. ) !: -Ej or * , z.l" )=E.i (z 1 .& n 

De donde concluimos aue (~ {V' ) ~ · 
(, i {)/")::: m;rn E i. (l / X:} '-- 7"\~K )1"1; Y1 E. i /) /) l :: ~ 

X .&~· X 

y por tanto O= E E.i ( & ~) ~ V-, + ~ 
¡r: I 

pero por 2. 4. 2. v-,· + ?!,_ = o • 

- \o 5 -

• 



Al nÚmero 'IF=Ú.=-Yt. se le llama ~l valor del juego • 

, 
Una observacion aue ve.le .la 'Pena h&cer en el caso de los 

"" 
juegos bipe r sone.lé s de s\J¡Ila: , ce ro consiste en o ue , Si Í''Í' is--

tal oue 
,entonces 



Algunas palabras sobre el problema. de computar estrategias 

conserv2.do~. 

, .· . 

En este pa,ragr2.fo definimos e 1 concepto de e strate c;ia con-

servadora para un jugador como aauella oue le permite lograr-

uor lo menos el máximo asegurable • 

Y vimo9 que, en el caso de . los ju~gqs ~:r-ha.us~ivos, uno. -
··.·,T.V .... <:· 

e strate'~:t~. conservadora pa:re. un Jug~d~~· reí'suitá una solución-

una n-ada-

de 



Es n~personal r' a c2.da jugr:i.-

- - -

dor i se le pµe~e asoci¿; un juego bipersonal de sume. cero n· -

de miSIDB.S estrategias pu.ras (Y mu-
' 

..... 
--·,---~ 

tas ) en ,, y en n. y además una estrategié'. Xt. es .s:,onserva-

e.ora 1)8.Té'. l(Ar si y sólo si es soluc:iÓn_J?.ara i enrz· • J?or t·-=-n .... _ 

to, el problema de la c0111putaciÓn de e stre.te e;ias conservado--

:ras se reduce al de computar soluciones para los ;}uegos- bipeE_ 

sonales de suma cer.o y aqui~an desarrollado numerosos méto--

dos, algm1os: a.e· iOs cuáles se be.san<en particularide.des de 1-

juego, pero, aunoue tienen 

( 
aoui. 

, 
Tampoco consicleraremos el i:nportante y sueerente metodo 

( ' l \t 1_ 11 't 
t'XM!A..QO de\ ~""e~o f\C.\\ClO 't ~º'ºex-

?º ne\'<" e. '(V\ o~ e~ M o ~e.. ~e. e\"" c. e n~e ~ 1 f'O pro ble rr,°' 
C\.. U. Y\0 ~.e ~ f O ~ '<' °'- M O.. C. \Q"I'\ l \Y\€. o-..\ 

-) 08 -



l 

1 

Te ore ma 2 • 4 • 10 

Se a r un ~uego binersoriPl de suma ce:ro, numere.mes los -

eleméntos de L, v L 2... ~on 11 ,i.., 1 • • 
r > 

.J m y __ 1, ~, . . . n 

res1:iectivarnente • 

~· En R consideremos e 1 coY1;\u!1to D de 1:-:.s (tn + I) -a.das 

' . .. . Xm )t ue se,tisfa:Jen 12.s restricciones lineales • 

i) 

ii) . ~ Xi =1 
'-= t 

iii) -X_i·~ O_ l::;r;T ... ~··· rn 

L de finamos .fJl=r R como le: f une iÓn lineal f (~X :i.., . · · Xm,Jk ). . 



rn2. si. y 

1 e .. , !_ 

, 
solo si 

, 
Demostr2.cion ,, < ,, 
Sea 

(i ) 

t 
X rn_) ___ eL!:U1:: FoluciÓh ":12}~[!. C=l:--;iu.¡;:-: .. dor --

• 

, 
uné:'.. t;oJ.·.w:Lo:·1 n"·-

ra l e:.-1 (' y Y co1!10 s::er:n.re • 

En to::.1ce r.., 

/ '• '' • • '. • ' ' ' e ; ' '>; -~ 

:({Y,'F .(~{) ~/. c111' • S2.tisf2.ce 

\ 1 (} • 



con X 
------

en R~ tendremos C1Ue .Z cstó. en J?. , y c:Jrrt'mcnte A 

t ., ' bl es unri ce.xi iur..c. c.rn:::t;ur::i, C; • - --

entonces A ·····.e···· if". y, por t2nto ( Á : lT, ) .·•· 

, 
es un<. colucion pé'.r:: el pro;;rc:-111~:: l:Lneal • 
1\ 

' 1 

-> 



rn ¡;, o.. ·::~ 1 i // ). 
=-); .. '] V1. 

"' 
y, por tanto, (X / 'A) 

* ·~ 
Entonces ya ~ue A es a.segi..u.·2.blc, A = 5 uf A 

..-\ o...:>8 _g ...i yQ. b lL 

Entonces~= V y Z *es un::. ~:oluciÓn .par·:::·. 1 en r . 

- \ 1 ¿ -



5- Descomposici6n de un juego 

··.Cók~"fd.~iemos eren¿ , decimos (con Kuhn}' que un vér 
. '.·-e-_:,·'·,_:>:,, '"v ;e ·,i' 

tice B és~()i'i1H.~ para(S'" s\ p(B!l&-)70 y escribi~6s·_que Bes 

tá en pass (tr) ó bien que (j está en P tiempo,-

si ~ ~ pertenece a L(. , diremos que B para t:~ 
si existe (j en ¿ tal que B está ·/~.n.; pOss ( ó' \ 't~ ) . En

este caso escribiremos B está en ·~oss (C¿_) o bien ~les-

tá en Pi.(B)_ 

Propo sic i6n 2 . 5 • 1 . 

Sea B un vértice y consideremos la tray~ctoria ~ 

YJtt!>):.iV:Ao, ... 
1

t\'M=B3,Entonces B está en pass (C~_~_)_ 
si y s61~ si s~a cada Al% :n S ;,,, (con ~ "-11'\se tiene que, si --

Aá esta en ~o J ¿lo La ) -:: ~ ~J°' l ). 

Demostracion: 

Supongamos que para cada A~ ~Y\ S<o (0 \'\ ~ (.. W\) si 

A~ es"'IQ. e. n i;t J t1.V\-\o"' e,Q::. C.:o ( S~ ) -:: d l\~-\1). 

Para toda f\.( en s~ es claro 4uc existe ~ tal 

que si fl.t es tárnSt en-\Dnce~ l ~ .. ( sf.) ::- E.( A~~, ) . 



Consideremos 6" en ¿tal que s, t.1i.() yex\~1t 
At ~ n S \. 

n C> -= e~ ~ --t 
ó'~ Q.'(" ~\-\~~(' \~ I R ~lo ( o.~e\'V\O: ~ n\V\~ ~ \"I A< ~~10: fr\ sil 

Es claro que ? lB \\f \ ~.:,0 \ '7 O y B está en poss (l\a) 

Por otro lado Sl B está en poss cr~t.))existe () en ¿ 
tal que P(B \\f\ Cttl\ '>O y por lo tan to dado Aj en S io con-

~< M_, es claro que ?CA~.\\ \<r \l:\.o) /O '/ Ct. 0 (AJ).:€{Aj-'t\) 
con lo que queda demostrada la proposición. 

Los dos corolarios siguientes se desprenden facilmcnte. 

Proposicion 2.5.2. 

B está en pass (~) si y sólo si para toda que no 

está en So con~<. V'\ se tiene que ,si /\j está en en ton 

Proposición 2.5.3. 

P ( ~ ) = t\ t t3 ) "' '? ~ l ~ ) X . . · X ?~ te, ) . 

Ahora, si B es una vértice cualquiera y W ( ~) .: 
~U"'" A-=~',definimos c6mo Ku..hV'\., :: 1 ... "'t> 7 •• ~) .. , .h 



j 

1 
1 
1 

Con esto podemos establecer una f6rmula para calculBr

la probabilidad de un v~rtice B cuando se tiene una estrategia 

mixta X. 

Proposición 2.5.4. 

Se°" X eV\ J>1. ;i ~ 'f W(~) c:.ÓMo o..V\\~ s, ~~ .. 
-\oh ce~ ?t ~\X.) =. e (16) L A((}) -:: 

6"6 ~(~) 

Demostración: 

? ( ~ l Á \ :: ¿ .& td" ) ~ ( B \ ~ \ :: ~ & C.d' ~ ? ( ~ \ ~ ) = 
~~¿ <ff PCB) 

:: ¿ X.(«'} e(~) ~ c. e~) L &(<r) ~ 
t!6\>t~) q'(: ~e 13 ) 

::. e l \S \ ~ L & '- t <rt ) , 
v:.\ €t,<::. X'tC.~) 



Pasaremos ahora a estudiar el problema de cuando un -

juego se puede descomponer. 

Sea B Por 
\I,, :: Jce V lC ?--~ ~ 

un vértice, denotomos VG / J 

., 'f denotamos por 'J \ S = i e E: V \ e 't ~ S . 

Def inici6n 2. S. S 

• 
Sea B un vértice. Decimos que el jugador ~ recuer 

("'J. • 
da la posicion B si todo conjunto de información ~ de c.. . 
tal que st~ n V'&:; ~ está contenido en Vg. 

Definición 2.5.6 

E.\ ~v..e~o r se descompone 

la posición 'B · 

\ 

en - B >si cada jugador .. <... _ recuerda _ -

En este caso, quedá:inducido un juego cuyos vértices -

son los de VB y cuya rélí~>e-~· B,· la.. \=\.\o/\~,;v-. \
1
\5 ~~ \o.. 'fQ~ 1't\c .. 

c.1º"' d~ ~ <>. V e. - '\ &~ 1 ,1~-:.:~9.':')¡"" \··;, , e\ e r)'"''\o.cÍcr1 los c\e \ V\fM. 
Y'l'\O..C.\c''t'\ I lo.. ~\Av'\C.\011 tl~.~().C~OQ.,, s..e \'t"\G~\..\C.~1'°" ~V' fOrMo._t)(\\~ro.\, 

Para denotar a 'dicho juego se utilizará el símbolo re, . 

. Toda estateg~a <Ti. en ¿\..)Si a los con - -

juntos $~ contenid~s en Ye, induce una estrategia pura G'~f-t"l~,¿ 

?~~o._ "'1' 
- 1 \ (., -



Y toda o~,~ puede inducirse de a1guna ~ e.'('\ 'L¿_ 

Podemos definir en forma natool 

ó's:=(rt>,\J.,. J ªsi~)~"'¿!> 'f Mf ~) ~ L, íl(aq p(at(BJfs ) . 

o< ~<B 7 

Consideremos las estrategias mixtas de re para -

el jugador l,) las denotaremos como K · ~ v (o- ,.. \ 
~'t.. · ;:> \ !.\.B: '°"'31t1 ·· · ¡ °'~'" J 

-t ~V\¿._ 'f'~ ""'º s o.. .... .e 1:13, ~ ( Z ~).:: ~ z: ~, 1 (cr
1311

) ••• ! 13 ,n (lf ~..,l MB¡<~g) 

En el vértice B podemos adjuntar el pago t 8 (g ~ \ 1 
entonces podemos inducir un nuevo juego cuyos vértices serán los 

de VlB cuya raíz es u y PlB es t"1 restringida a Vt'2>-,u_I. 
l'.).e:1\11'\cu~·~s a dicho juego como r \ ~ l& e,) ó si no 

hay ambiguedad, simplemente como \'\ ~ Aquí, como en el caso de 

r~ una e s trate g i a pura <r \ ~ .:_ para PU~ y los símbolos G"'l~; 

Z:\B; t"\ \~(<S' \~ ), X. \B ) ~\~ '( 
E\~(X.\~) adquieren un significado natural si no es necesario 

considerar con que A i ¿e JVl. t:O 

tuación sea distinta, escribiremos 

se juega re cuando la si 
) 

~\~l<r\~1ts~) 

y e\ ~ ex \ -s, K ~ ) 
/ 

penden del pago asociado a 

pues estos son los conceptos que de

B ·. como vértices de r \ ~. 

Es claro igualmente que un par de estrategias puras, -

para \' ~ '{ r \ ~ inducen una n -a~S. 



( 6" l 6,. ) r.-,,,. \. para ~·~ en r ~ ~ ~ J ~ y que un par de estrate-

gias puras, a-& '{ e\ B inducen una n-aq.g (Cf\ S / ("6 ) e"" P. 

Consideremos ahora }.()s.<::ftate~ias mixtas Z B / ~ -t. n J13i. • 

'I & \ii. ~V\ JVl \ ~L para el jugador {. en ros juegos r~ 'f \'\ls. 
Para inducir una estrategia mixta A~ en rJ definimos la proba

bilidad de <rt. ~ ~\. bajo X. L de la . siguiente manera. 

& ;,. l~, \ ::. ( Z. \?.. ¿_ 
/ 

z.P.:., i. \ (<r.:. J de" t<~' B~ \(fil\\} lK, l (G'ac) J. 

C \o.. r °''('(\e V\\ e ? "-- ~°'- -to d.°'- Qt._ e V\ ¿:_¿ 

&t,l(~)~o I o..cleM¿S 

~ Z;. <.~t \ :: 2_ ~ [(!.\ B~) (6'" \ Bt )] [K~1 ¿ (f~" ¿ ')] ~ 
<re~ li:, a'IB~ (}&~ 

- ~ [ & \ \3 ~ \ l(l \~l. \ 1 ~ A~, t. l(f~, ¿ ) -::: 

--

6"t~t. <r13, ¿ 

L ((X \ ~ \. \ ( (f' \ ~ ~)] ~ i . 
cr \ ~. 

l 



Por tanto la fu!l~:i.-ón Z \. : ¿l. _., R 
ni da es una e str~tegJa- mixta para el jugador L . 

y de .X e, C:.. 

gia mixta. 

Def inicion 

así defi-

Supongamos que r se descompone en B . z t. ~Y"\ <M.. L 

se descompone en ias est ra teg ias l. \ ~.:. para r \ & 'I A. ~ J e: 

e.o.'(' O.. \' ~ e V\ J o V\ o\ IZ : 

<__<A.) g \ ~ ( l (l \ ~ \. ~ L XL ( {\""' \ p, e: ) Q~;,. ) . 
(f ~/ (. 

L. Z.(t~\\St; e~)~) 
«:S"l~t,) 

'& 6. fºS.' (\ \~~ 

$ \ ~ V\ D e S \0:. C?.. V\ ~ OS.t;.. (&_.:.) 

& ~}- (('~) ¿, \ ::: ~ z. (. \. <r \~e:.) ("~Je:.) . 
(!\\3· (.. 



~ 

Seo.."' &;: 
, ~t. t'q_~o ~ 

.. ·. '. ·': 

Por lo que 

Al mismo tiempo, dado que si Z. es-\~ e~ (j~ 
"" ~ 

f(~\\& \Xc.\~ C.(~\ ~(&\!l)t'") = 
<r~~l~) 

= el~' ( ¿ & \ (~\) \ 
6\ t ?, ( ~ ) } 

... (~ 'i~ t~t) \ . • .('~ .. .8"lr.,\) j 
6'1.~ \\: l~) j fn(~.,(e,) 

""" 
Entonces tenemos que si ~E. ~oss (~\. \ 

O<.. L:_ 2~ \..~;,) = ¿ 2:_ Í:t (_G' )~\.) G'~,L.. 'J:: 
~l. é \'c_ t ~) O'\i\.. (J~,t. 

Bé ?º;~l~\St) 

~ :::. "i z.\. lú\~-.J. 
(l\'?J \.. ~ 
~ ~ 'f\ ~OS!> (f \'6\.) 

1 
1 

1 



7 ~ ~,l \.,U B;~ ) - L ,oQ. \. \,.. -

<5 l ~\.)\ 
\3t; yoss (~t s~) 

~ 
'\ 

-.: g l (~ ~ J ¿ ) 

. -'-)"~«... l 

L Zt t<f~) 
<i'l~ ?¿C. BJ 

'j ~\ ~ Y\O ~s\~ e f\ ? º s ~ C &t \ . 

--

~ ~ 

= 2_ Z..¿,~<r\~~1 K(.(<ri,~)= 
(l\\)t 

Por lo que concluímos la siguiente 

Proposici6n 2.5.8. 

Sea \1 ~que se descompone en B 
~ 

J/1\ ~ L, y Zt está en J'fl~; ¿ 'f ~\ 

Establecemos ahora el siguiente. 



Teorema 2.5.9 (Kuhn) 

Supongamos que r se descompone en l3, 

Entonces para cada Z en Jll{.J S ( ~ \ B::(X.\'C,1 ••. J'18~j~ 
. . 

y X~-: (a: 1!.,1 /' .. xi!.•")) e_,,_-\ o V\C es E cz ) :: E. 1\1.) ( z \B I .& 51._ 

Demostración: 

\D E (l) :: ¿ Í( (ol.. \ ? (oi. \X. ) -::: 2:_ \\ (~) p (o<\ g ) 
~~~ c:(~<B) 

+ L_ l\t~) ?(O(\Z) 

o<€: <s '> 

@ t\\3~c~\:~T~~) = ~ Tf(oi.) p(o<\{Z.l\5)+ 
D(~<l3) 

·\22.-



\Je...('O ~\ °' ~ ~e,) 

l 

l 
1 

,,. I· .. ·'·. 

~e°"\ z.)-= 2. z., (ú\ \ ... z"' (G'I'\ 1 ? (o< \<f \ = 
<r 

:: L L. x., (ir \I~), /rs.1 \ .. · z"' Có\ 15 .... 1 aG "1 p(O\ l6'113 
(fl~ f e:i ) ) 

::. 2:_ (.L_K1(<í\~,,o~,<.\ .. ·Z,.,((f\&l'\ 1 á~1 nl p(o¡1· 

(J\~ (f~ 

= I (~ \.~J{J<r\~~) <r~ltl) ?(o{\\()\~'= 
() \ ~ L-- \ ~ ~, ~ 

:: °2:_ ( g.\'?> l (tr\~) '? (o1.\\ú \~ l-:::. ?(ot\\X\~ 

()\~ 

Co~v°'-'<'°'-'(\d.o © 'i@ s:¿\o res\o... \'fo· 

'o Ó\:( '\ lA. e. 
~\\Ce(.\ \'l<:J.\2S.):: t_~l~~l ?l~\\R\~) .. 
et~<.~.., 

? e \O ~ ~ ( Z."6) ::. L ? (_ o1,, \\ ~ I g_~) \\(d..' 

~E- "-:e I 

- \l.~-



Entonces, solo necesitamos probar que ?Co< \ .8. \ :: 

pero, por la proposición 2.5.4. 

' (,.:. \ 

y también por 2.5.4 concluímos que 

Entonces hay dos alternativas 

V 'Y t ~ \\ &. \ ~ ~ ::: o 

~ !;/ \? l ~ \\X \ ~ ) ? O 
t ·-_ -~ . : ':-~';>>·,,qC,,-.. c-·~-·o. ., --

En el caso yaado que la ocutr.encia de o{ implica la 

de B ' tenemos que fC~ \X\:: o y lé.t igualdad ® va.. fe.' 



Nuestra demostración está ahora completa. 

Teorema f. 5.10 .. 

Supongamos que \1 se descompone en B y sea X:~ 
punto de equilibrio para r~ 't ~\ \$ punto de equilibrio para 

r \ ~ { &. ~ \ Entonces si &.. "'= (X\ T&: &.,a.'3 ~,I X."' es 

punto de equilibrio para r. 

Demostración: 

Sea Zc: en Ji~arbitrario, entonces 

Et(&~\ &.ü:: E rn.:. ( (¡{* \ \S) \(.&. \ 'S ~ \ I x~'a. \ XP-.)~) 
=. L. ?C~ \\ (&*\~) \ XlSt) Tr~ (el' "e E\?,,~ (2A \i~l)P(6U~ 
~~(B/ 8 

~ L \' C.o< \\ex• \ ~) e & \ ~t \ \ 1Tt. e~) i P(6HX-t\8) \X\~~\ t'8,~ 
eX~ ~ 

:: E\ ~¡_((.X~\~) \~lt3~\, '1!.~) ~ E \B~(At \~, l!: ):: ~ 



-- . º--=-= --0-'0 . 

CAP1TuLo m 
Los JUEGOS iNFiNÍTOS • 



inf ini 

to::: 

--_.:' ;: ·' 

j ue m1 ~ '"·s& f'C>Y ma. 

"'' -. -· 

to <ie 'U\'.~J.'fa~é.{;ia vnre .. parr. lof;rar. i>s~\o'b je j;iv o. ~nieJ 98.so. in 
- -- "--=·_,_:~~"- -----~ --:--roe-~---~-::':-·~-.· ___ _S'.:,:_·~o::·!·--~-~-~i:~'-~ ~j-~-~2f~~~¿ _ it¿ ~-- ~o--,-o·---c 

-, .. ' / ?·>·······.···. .. ·; x·· <··.· .. ··.·•·· 

finito teneuío~> ni.\C· détcrtúiiiar· brl el:.cortjGrl.~o de r1#~~idás "•: ·:'.~<><'_: '1·.i,''>' . , 1•':;;;-.• 
-.~:·-·, ·.: . '-/ .f~~-~¿:1 ,'._;>:-· ·>·-

' ·<·''" ~;,· .. ,,_ .. -.;- _,,. '.>:·.:.· ·};\::·{_:-~~: :~--~_~/>:-~·, 
.... ···' ··.·••::~d.·~ .YC· -~:'ri· · · · · · · · · · · · ·· 

se m iani 110 • t\iie du"cló ~~; #;;~: ;~ida ·~ S~ g_ie~~·!l.·flui:'), f~-~~i'.te. una .·.; > >.· .• _·:_ .. , o•• ;;·.·::.'!,:; .. '.'.;'~.· .,,·;,.~; 
-· -- _- _-_ ·. - :;:'.;_·<~·,_: 

---. --=.::.= - --,--:..--; --- '_ • • _:. ="-'~':;_: .;:,;::.,., 

... . •- : . '• ' ... f~::> . ' . . 
el istrtbuciÓn <To ]:\Fo~:r\~~ff4rA9.~,-g¡r{ ~.éte ':~~}11iah1{10:'~,A·Ade:;ll1~~le's .. ne 

.. ·'. '-~º·""~0,:1-=i·~-.':::,;~'.,~;·,:i),-sc:'-·-F,:~'-":,·,··: . 
\ :;,: -,~,::.,'. 

ei:igir cond~cicifne~1 e. lafUncidn ·de pl~~'.{~;~.~fl?' 

·un -

ce GBl'.'iO 

pare. poder• ·<lef'.i~j.~c ii ~;,~~±~K ~:{-P 1t" 

1 



Couio sucede e•~. juegos finj_ tos no existen siempre 11 ·nun toe 

los 

entonces podemos enca;j8.r 

tos de (oJ 1) . 



los re nolvere r:iOS en el ririmer 

p 

.\t..~· 



de t,)t:'f;O «¡'( ('1Ue son SUfic:i.ente S :or:r::. t:iue 11.n ~uec;o [' 

punto de e r. uili br ici • 

S . 
J. 

<·::..e:-. "uinnÍvoor, nu~:.cr·e.mos 

conAun to 'l' ele de; r 
~ •. 

Si A T>ertenece aS0 nurne:rc.-

, 

~ 

tri:: bien P.. Jos e lcrnc: l: oi::: de {"-'(A) 



ele sde o hast::.• Nt . Ahore. tenemos 0ue pe.:r2 .. A no ter111il1r·.l, 

r-'ll\) e .-tá numer ;<Ío • .~\ °' .v,a: ""o; \ f\Ó: IC~ á~;~;; ~~~<o-Y> (o r ·le A ) 

o.\ ~v.. (V", .e f' o o..5oc \lA, c\Ci o... ~, 

de ocle. o he.s~~E'. nt • 

Siw es finito, definarnos co:no 

Si~ es infinito Q) se trr-.nsforrna en una r·(:rie :Lnfin:L t:::· 

y do{inam<fs tárr1bién 1to..) mediante i:::e.t1?,··expresiÓn,· 
_',. .-_· _: =-··:,::··----~~-_:_·-,_-~< ·.-,~~·--:=-:: 

bemos nrob::r le. cm2verge11r·ir- üe r.s~. ser:le • 

" \ 50 . 



•';'1. 

si W es infinito. 

En nrimer lugar .. 
S :. . ·" e- (Al) ~ 

i ~~t-t1. 
" ">2.,., .J. . 
~ ... \. -,,..,. . ·= 
~-?¿t ~ t 

Supongr:mos c.J1or2 n 1~ Si i<~f U,) se t:Le ne r ~~e 

Entonces 

S~=S~-l-+ 



, 
Por tanto 1 es cota superior· de los numeras 

la i:ierie Q) conve:i:·ge a:.~un número :en el .iht.ervalo [e, l) 

. .. . . .-.. <:e'. .. 

Hemos logrado definir entonces una f'uücion \f de 1' 

en (o 11) • 

Ahora -prob::mos la 

i . , '7. 1 1 
Propos ~-d..!--!-" 

y 

• 

dos particlP.S dis-

tintas y e sc:.rioamoe Ai :. ~,_(i) 

. 
y nue, pri.ra O'-.~E:Wj. 

- l ::- -; -\ _) ¡_ 

,los -

, 
e sü:.-1,11 nume• 

1 



l 
. ... ..,,, 

··,, 

rae.los desde O hasta '?~i. 
. J 

Existen dos posibilidades u.>1 C.. W.¡ 

Entóriqes e~-;·j_ste i. en Wt tal oue A1 ¡,. Bi ,pues, c1e otr·o 

. 
An~logr·r:iente, si Wi C.'-" t , existe J en ......._, t t:::d r1ue 

En cualruier C8.SO, sea k el menor Í~dice cnc.u1n~1t~_i t·ne. 

Au :f. olt 
Supongamos q~Je f (A~) ( ~ t \3~} 1 

i.. 



, 
Ahora bien, de modo annlogo al utilizado pprr_ T)rob..-r 1::1, 

converi:;encic-. de(]) se prueba nue 

De e~ o ne.e 

_.1CTJ_ es un e omuac t..Q_. 

, 
Demost".cacion 

se a G\ e ~ ( 1') 
., 

un con;;tmto irif:i_nito. Entonces \f (~) 

es infinito • 

<At'I (\ f 1(c1) es ir!fin:Lto(l~ .. exiBtencia L'c 

- 1 ~t.¡ -



... 
virtud de nue r f.Aa) e¡. finito). 

~·U!Jong['J:ioS construida le trcye etaria A.) At) · · · Ak · de tal modo 0ue 

(A(? (\ '(1( ~) e s un e onj un to infinito p a:r e. -i. ~ 0 1 l.¡ .. · 1 "- • 

, ' .n~ 
Entonces sea Ak+l un vertice clef'.(Ab.)tal aue <A"+ 1>n 1 (e,) infinito. 

e s un e le men to de 'T' . 

C· '· 1 . <. '· 

. }?Tob2..remos que x~'fl_¿'e 5 un punto de (lOUIDUlG.CiÓn ue (;l• 
:-;, -'~-~; 'i{_~~~~;-)~!~_::' -

!'.lrueba anterior y conside-.remos f >0 • Se:?. t· te.l nue 

y sea @ una 

(hnge.nos, como es 

ce enu.JC\tÍ tal eme A~ f ~~ 

do r; posibilid:--.clen: 

(1) E: (An.) <. ~ \ ~"-) 



:ProbE>,re:~,o;, en el caso (1) eme \~(@)-'f("-) \"E 

En el caso (2) le. pruebe. es pf'.recida. 

Ct:J 

L "'e (e1) -L tJ .. E. (A1) -- t~~~-t s..)·"(J1?~-tt) ( i t:;·t-1.) ... (J.'('/''+ 1) 
~~i~w '\ =-lt l 

¡.,. 

~ L ~ €.( 4e:>i) Sl.E(A\t) 

( :u'f { + i.) • • • \J. "e-¡~ ti) (.~~f-tl) · •· (~1'"2~~L) 
ttsü~ 

-, __ _ 

--

y como 

~ ~~ ( 'bri) 
L --c-~-~-~-Ti-)~.-.. ~c-~~-~-~-T~-)~-

~t~ (i 

- '31D -



tendremos que 

--

por tanto X es 1)Unto de acumulac1Ón de ~ y 'e ( 'T') es compacto :f' 

La función "(: 'T' resulta de gran importanc1A. ·~,:~ru nosotroB J'A c:r.e, 

mcdJ.ante ella, podemos 1dent1ficar a cadapart1da et. ·· éon el real 4(«) 

y, por tanto, podemos identificar a'l' con el comw,cto 'f l'T'}. 

De aquí en adel8.nte, diremos que O(.t,.~ si \f (oi.) "'~(~) , diremos que 

es abierto s1 't(<:t) es abierto en "f('T')y, en general cuando 
'T 

hablemos de las propiedades de 'T' pensarems siempre en las de ~('I") 
. 

-- - - ---·~-'- ----" 

bien conocidas por nosotros. A lA. topología inducida en'l' por la 

topología de 't('T'), la denotareffPS c~mo 't' y 
~ cf-N. e t8> 
Si 1::1. partida ""- es tal que €.Íol.(:i)) "Doo 

., - • ·-,, < 

par,a·~·tb'c1~:ci• eh el 
• - - :o--~ -- -- ·- -

dominio de °'- , llamaremos . Observ.emOs además que todo 

- -- .... · ···-

conjunto .<:i de~e"Stl!.. 0#<i6t~~~ t'.'llto sUperl.o;rme?lfo cqinC> fofei'iormente 

Y podemos hablar de inf de () y 11.ü fnl!.1 de <::t · . Denotemos oOtOOi · ~ 

-\~").-



a1·",il~p 'l' . Claramente ó : 1nf 'r 
~' .. ' 

G8.le y Stew8.rt.;,: proceden de otro modo para introducir una topolop;!a 

en 1' . En primer lu~B-r, parr-l. cada vértice A cons1der1.n t.A) y luego 

prueban que la f~milia ~{A)\ A es urJ vértieef es base para m1a 

,.,..., 1 
topología t de . Nosotros debemos entonces 1:robar que 't: '(''. 

Para· esto establezcamos el lema• 

I:&MA 1.1.3. 

s~~--8.. un, vért1ce de r 
,. 

!?Stán en <.A'> 

... 

• Si A 
.:[ 

es. termirir:ti, el 

-=ü vértice de r"'' CA) 



con índice mayor. 

y A-+ está en ~A) • 

Ahora bien s1 B1..,, 
no es terminal, supongamos que hemos def 1n1do los 

de tal modo que se cumplen• 

no es terminal par~ 
y 

':."'.; 
·'i"- ' 

l i) \3\."'i 

Definamos ahora S~+1J+t. como el vértic~ i.le mayor indice en r~'l'-'~-tA)) • 

... 
. . . Como antes s1 \31..ttJ"'t 

fuera terminal A estaria en <A) y si BL+r.\H. es 

1 

1 
1 
1 
1 

terminal, cumple con 1) y con 11)· 

Consideremos la par~ida @? t~l ,que @ti)::. Q)i 
:.,··: ····-·.'¡·-,··,,/ '<·.·~<:_':· .. ;,::-/ .. :,.>·,.- ... ,,.", 

· · _:_·:·:-:- ·/:'.:~::r:.f{.-_:c ~ '.·.·'--'.1',\:\;:'.: -. . .. ,.·.· ;·,:·,·;: .•. ;-,::·.·, .. :~. ~.·,_· ... -.::.:~···.·:_,· .. ~:.': ... ,.:.:;:=:.·:>':_:.--e;~::'.< 
' - , · ·. ,;:,,.'7'~~r·~ .. :.:}"<·· _ ·· . -

está en <A) y que para cual'lllig¡.,;JfW~;;~~~'~f~~Qt. :. ,-:\.~ ( >· -:_;··. :\e· ,~~~-f~~:<'.·_: .. -,_~. :,-_- .- · 
.. -· -·'··:.~l.~_:}' s''., 

. @ ~ s~'? <A) -; Á~·;; ·~¡~;~;~A) cclmo q~el: {;.:~() s ~ro bar . 
, ,. ;- - _- --: ----~,- - -· ' 

que 

.. · · .,. •.·.· J~ ·.• ... ; : - re - · ··•· 

En forma: anal9ga<se prueba 

, '..; 

-\ 3 ~ -



¡&MA J·J.·4· 

ent.Qnoe.s ft 

-t • 
i) A .l...ltSf{. 

-~---:---.. ~._;..__..;;..,--------

; 'Oh resulta.do análogo rel::d;lvo ·a A n~ obtiene si A no está en Ó 

L).emostrac1Óp& 

Puesto a_ue A no está en ~ , es claro quetE.C y C't~. Además, ya 

q_ue A.JrG. (A) , tenemos que pa.ra. toda. e E. C. , At <C. 
y, por tanto 

" .... 

~ ~ existe un S máximo con S.(..\.. 

'TI~XimO en t'-i (~!.) 

_, l 
Sea. D el vértice en f' B~) 

•. Como A .. no p~rtenece 

haga-

n::i.T~ tod?-. d... en (. , pero 



1 

1 
1 
1 
1 
1 

y la afirmación 1) queda 

' ' 
... ','.~establecida . 

. . 

s1e'>A .. 
\'·;a • 

, entonces~' está en C. por lo que 

. ·-

Estable~camos ahora lo que nos propon!amos como un nuevo 

~OREMA 3 .1 • 5 · 

... Lªs_topolog!as "t y ?:.' para 'T' son 1gwil~s-

.. .. ,,. 
·~. ._, ,,...'' 

·. ~·, 
.. './.,,, ~~ r 

~o.strac!óru. 

Supongamos que A -no está en ~ n1 <~t\ o , ( ~ y o son e 1 sup 'f' 

y el inf 'T' respectivamente) Se:=t ~=sup ~ e E. 'T' 1 e <a\. para toda """ 

y s~~1. ..¡:: inf ~ @t 't' l °" '-@ parn todo o'.. en <A~ t . 
Es claro por el lema ::i.nterior que <A) -= (A1 A+)-.tu,")y por tanto <A~ en i . 

Anñloga.mente se. ?Y"tl\e bo... que <A/ es tm tÜ¿>•n.ento 11.f.1 1~ bi:i.se fS en los otros 



'~;.. ¡ . ' 

Gttsb·s. Entonces ~·e 1:-

Consideremos ahora l.J.t..'../ y sea <I( tal que '-tL.Q('l. V 

AM el m:lximo ele!nento de \Jf\tÍ( • 

Sea ahora 1-):"Yflo..)'.l\ •. ,"-·O .A,., no es termin::\J. pues de otro modo 

~e'(:. \J . Podemos considerar entonces A1.1+t :ir, por tanto iAllJ+1). Entonces 

es fácil ver quec(é. -<\.APJti'l c(l),'.J} De aquí tenemos que C'cti 1 y nuestra 

demostración está ahora completa. 

Los ternas vistos en el subparágrafo anterior como los que veremos 

enseguida son independientes de la estructura de juego dada a un árbol 

\J y sólo dependen de que, para cada 

. . .· ... , . 
vértice no terminal A , se numeren lor. vértices de r (A) . 



';~1~.;: ~ 
'~\" ' 
'' 

.. - ; 

t•.!' 
·{,; . 

Se dJ..OLQU~ se t1~ne )Jll. rwo cy en ..r: .. ' s1 Pfl.:t:ª ºªdR ~vértice A 

. DQ texwinal se tiene u.na cl.1stribucJ.sín de progab1l1.d.ad gu~_sw1gnª a 

de tal mogo aue 

En todo lo que sigue, r es un árbol ordenado en 

.>·~áda disyuntiva. y en el cual se tiene un flujo !(} . En estas cond1o1o-

nes, definimos?~ tü} = ~. 

Por Último, si A es un v~rtice, daf1n1mos '?o¡ ( <A'>J=?-;r CA) 

Ahora bien, es· fácil ver que,· la familia (J¿ ,,.~<.A) { A €. \1 t U 1 'Í / 

es un sem1an1llo con unidad r por lo cual tenemos una función de 



Claramente no negativa y sólo nos resta p!t'obar la ag_i tivida,g de?--¡\ 

para que tengamos una medida no negativa definida en el sernianillo 

TEQ.B$MA '3 ·..l.· 7 · 

es ad,.1t~va. 

~-;_t 

. f~ N 

. ~~~. decir, si <A>= U ~.,: en donde ~i está en Úl, 
i .... o 

IJ 

s1 i +.j entonces ?°I' (<A>)-=¡_?? (qi) .•• © 
i:.o 

Mucií.os de los sumandos de (!) son cero pu.es para toda i Ó <?i=<8)para 

t. ... 

algÚn vértice A Ó~i-::. ~ • Podemos eliminar las (¡i::p y reordenar, entonces 

""' 6) puede escribirse como\? (-<A>):= ~ 'P ~ (<A/>) ..... @ 
J-=-0 

donde (A¡)= 4e i 

Entonces la demostración de 3.1.7. se reduce a probar que si 

¡iJ 

con<At"(A~)-= r/> s1 i+- j , entonces ~°J\ (<A))= ~ 'f1C<A1>) ... g) 
1-:.0 

. \L¡L¡-



... , 

' ' 
~m9stra.c1ón• 

Nuestra demostración es por 1nduc1Ón sobre IJ. 

Si #.J--:..0, no hay nada que probar. 

Supongamos que la fórmula cY vale silJ'- J.ty ··asumamos que <A1 ... ~<A¿ ) ... tjl 
'l. ':.O \¿/ 

• Es cl~ro que Ai :>A para cada i , ade-

m:3.s, como Í.)::>/ C. implica que .(B) c. <e) , es fácil ver que la partición 

de <A> en subconjuntos <Ao) > .... ) <.A~) es un refinamiento 

· · de la partición de ~A) dada por \ <~ll B<.. t' .. (A)f 

Por t8.nto, o bien M=-hA en cu..vo caso la f6rmu1a@vale obviamente 

-· :Pero en el Último caso, existe B <:: l'CA)tal 

al menos Q.om miemb.ros de la familia <Ao) J • • 

eliminamos esos m1embr6s lugar de 

su unión, habremos expresado n <A) como la unión ajena de w.enoa que 



M #. términos en cuyo en.so la fórmula (f)vale por la. hipótesis de 

inducción. Tendremos entonces que 
? (<A'> J ~ ~ ?~ (<Ai)) -/l~ {<f3)) 

t' 'l. t.0.1.e!:. 'uc /\i .(> 13 

nero tambi~n por la h1p6tes1s de induce 1Ón 1' 9' t (\!>)) "- z_ ~ (<A..,) ) , 
1. ta.Le S 

1ve A1 >8 
0 1-Jio 

Combinando estas dos igualdades obtenemos que [ ~ t <A'>) :: ~ 1 ~ ( <Ai'>) 
f-=-o 

y nuestro teorem~ está ahora probado. 

'.r:· '· -

A..~ora establecemos otro importante hecho1 

~ 

Es decir, si ()::. ~ E-ti 
't':..0 

son elementos de Vt 

Demost;rac 1Ó!J.J 

31 todos los ~i excepto un número finito son vacíos, 1~ 1g~ldad 

por probar se reduce a la i~aldad @del teorema anterior .. 

Demostraremos que siempre ocurre que todos los ~ i excepto un 



SupongRmos que existen tales que 

• 
cl:l 

(.A'>-:. U <Ai) ~\ i~ J. 
'2 ... <::> 

Hag~mos primero w (A) s ~ O=C.o J. e, J.··· "C\o ::.Af · 

Del mismo modo que se hizo en el teorema anterior, puede demostrarse 

que la familia ~{Ao'> J <A\':>¡··· l forma un refinamiento de la familia 

-· \ Def inarnos ahora Cr
11 

como ~ vértice de r C..A1 con la propiedad de que 

... 
((~tt) es la unión de una c9leoc~6n infinit~ de conjuntos de la 

forma <.A-1'> . Entonces }l ~A¡~\A1)4+t. f es un refinamiento de la 

Su:nongamos construidos los vértices C,..,q ('11-t J·~·J(vt\?.. de tal 

1nfl.lll ta . \) e f; "<\."'os e .,. \ \\ \\ e o .,.¡o "''''' o "4~-"- T~f Ve' ,.-\ 1 ( q ~ 
de. r' (Cn 'P.) 'º"' \a. ('H'o f i e c\o..d_ c\-t <\¡.,~ {'{'-ti\A. ~) ("' ~ b.~ 1 ~ 

' . 
,. 

X• • :J::: ,JI ' • ¡.• ~~ ' ' • !:# , ;t' ""111 



Consideremos ahora lR. partida 1nf ini ta o{-:.~ Co1'•t <t1 • • • 1 . Fara cada 

Ato, si J.~ (Afo) exisitiría un vértice C..a,, > Aio y entonces lR 

sería obviamente vac!a lo cual es contr~-

rio a la def 1n~c1Ón de los vértices e~ . 

Por t~.nto, para cad~ ,A.¡0 )flo.!lO· está en.(p~)· .Pero, obviamente, o{<é <A>. 

Luego 

i.~uestr2. prueba está ahorq, completa. 

O\,sctY" ve.VV\.o5 <\U..~ ?'}" (1t') = l 
Para cad8. ~, hemos construÍdo entonces una medida no negativa ?~ 

(f-aditiva en el semianillo ÚZ. con unidad 'r . En estas condicio-

.,.,. 

t.\~c\o,, a-~d\t\V". ~· r~ ~-·d:~~e'ora.. BCCt)-{é\e. lo~ bore \\a.~ 
'. 

;. t.larna:remos 1c¡. a la extensión de ?~a?'!(~ 

5;s fácil ver que todos los conjuntos de la forma. ~IQ)f'\ T
1 

cono.1.. b rea-

1es
1 

pertenecen a lR. rri.m1112. e ( 0.) y s1 acr1n1!nrn~ I ~: t 0 ,0-'b 1Z por 



tendremos entonces una función de distribución de probab11dad t!pica, 

, ·es decir, una función real no negativa con dominio en [0,1) que se ,, 

anula en el punto O, vale 1 en el punto 1, es monótona. no decreciente 

y continua por la derecha en cada ~ no nula. Finalmente resulta 

fácil demostrar que si ~':. ~0::Ao 1..A,l· · · ~···1 es una partida 1nf1nitR
1 

" entonces 'o. l G. ~ (67.) # ~ \ ~ ?c ( \d.f) :: 
y vale la formula í 'f (o..J - ~ 

e )-HEDDCCION DE UN_}t.EGQ EXTENSiyo_;~-:IE.RSONAL, INF!NITQA J.lN. 

JUEGQ REQIANGPLA.R 

Remos visto que cuando se tiene un flujo~ en un ~rbol , 9 

automáticamente se obtiene una medida)./~en la ll-álgebra generada 

· por el sem1anillo Út . Ahora bien c::i.da n-ada dé ,estrategias puras 

~-:. l~'i > • • • ) ~)E. Z en un juego extens1 vo í' ·· n-personá?-, determina 



nueva func.ióna 

definida por ¡.,\ t<r\ =- i 1r ( "') d -'f r 
'\' 

Para cacla (f €.Y\ 2_ -:. ~)C ... )C t:°IJ) J..I {~) ser~ J.lamado el vector de ;QF.l.E;O 

ID§§.19 correspondiente a ~y la función M será llamad:i. l:::i. .terma llQ6J.!l?.1 

de.:t'.' Juego r . 

A ·fin e.e estudiar las propiedades de M , tenemos que estud.13:' que 
.!' 

estructura se le puede dar a los conjuntos íi ":I ~ . 

Consideremos ahora un juego extenslvo n-personal y sea 

Si:Aj\ s~ ) sf, ... , s7, .. : l 1a fam11.1a de los conjuntos de informad1Ón para 

el jugador i. "S~ es numerable ya que e1-·;bonjtinto de vértices de í"' 

lo es. A fin de dar R.1 conjunto 2i una estructurn topológica adecua-

dA. a nuestros fines, procccleremos d.e un modo 8.rn\101-~o A. lo hecho ;:·n ·:1. 



caso del conjunto '1' . .i:i;n todo lo que sigue, supondremos que la fam111a 

de conjtmt;os 
... .".- .;· . 

Todos los resultados qúe obtendremos en este subparágrafo, a 

menos de que explícitamente 3e diea lo contrario, serán trivialmente 

vR11dos en el caso de que la familia de conjuntos de 1nformac1Ón 

rnra el jugador i sea finita. 

.. 

Para ·i - .. -. 

o,;::· 

Aquí podemos p:cobar la convere;encin de la serie en el lado derecho 
. ' 

de la igualdad anterior de modo p~rec1do a la prueba de convergenci~ 

de la serie@ en el st1bparágrafo (a). ~(i,~más, siguiendo los pasos ~,e· v 
'.··· ' ,. = ' } ,:t ·l· 

8-quellFt prueba, podemos establecer que o~ ~i (ti) l. i 
: ~ . . 1 

• ~:1 lf';l ~ . 

S1 la 

-~ . . 

fam1.lia o.e conjuntos de informactón para ej. .jugador 1 es 1nfin1 ta y 

que 1 s1 dicha familia es t ~ J s¡1·J ... ) s;'( t , entonces ~i (que .se 



• I 

Las pruebas de las siguientes dos proposiciones son también pa_reci-

d11s ~ las de las proposiciones anR.lo3as en el subparágrafo _(a). 

rrovosicián 3.1.9. 

lÓ. • "' • --4:> \' 11 ·L:4 • ll. es imectiya. 

Eroposición ;.1.10. 

~1(2.1J es nn subconjunto compacto de [0,1). 

&ntonces, como en el subparágrafo (a), podemos 1dent1f1car a cada 

....... 

:·· 

\fi con el real t.((~1.) , al conjunto Li con el compacto lfi (li~ a cada .· 

·,,.,_.\ 

. N 
con un punto del (O, i] y é.1 conjunto Z. 

con un subconjunto compacto de (o, 1);..} • ? oda VV\ Q ~ Co MO Q. t\ (A,) 

\ 1" d v. c.~ r v..'(\ er.. ~ o (}o \o~\ o..; ~"" t ~ p,o r ··M <Z·4 \.o d " \ ~ ta · 
p '7 \o '~{" u.~ v.~\ ia 1\ e.o 1~J:; A e;\ e Ma.' s f 9 de wi os ~-~.\-a. ble· 

'"-t~' ~(l.&~: 

· <.. ~ ( ~ V\ o.. 'o °' s e e. °' \#\. \ v °' \ e t\ te ·- o.. ... ~ ?:. ~ Q, 1 e r- W\ -~-- t\ .ci-' ~ O.::~;· .. \:, . 
',. 

1 
1 



:lo~o-. o.. \os co.,..~v.."'\os <l'>.'7 v..so...dos Q.n '"P / or:\a..' 
'/' t: o.- ,.,,..0,. e\ o__ "?º 'I' co "'~u."\ o s e\ q_ e~~ ro.:\ e rj ti:l. s f>"'- ra. s 

e\ Q.. ¿ ~ q ~ Q.. c. 0 ·\ V'\ c. \ e\ o. Y\ e V\ \ o s t' r \ M .e r o s """' ( 0 n ¿u.. V1 i 

-\o!> áe \1'fOY-VV\O...C.\ó'"' f"'-'l'C<.
1 

Q.\ á\Á~o...dor .:.. 

t ~ c\Qc,\V' GOnS'\ e\ ~'("~'M.O~ s~) ... ) Si: 'i y¡'\.)' .. nt' . 
'f\~W'\e.'(o ~ -\o.. \Q ~ ~ t.A.~ V\'t ~s"'c~ e V\ 1t . Lo~ co" i<.\"'. 

~ 

-\os V(n~ 
1 
... 

1 
1-<'.') "'- 16"¿ E-~.:\ <í'"c ( st):: v-.i ¡,,¿:1,. ··1liJ. 

,.: .. , fo r Mo.." \o.. 'bo..s.e ~e C\. v.. e s ~ h o.. 'e \o'. 

S\ ccV\S\~e.Y"'~W\O~ c.o\ecc.\O"'e~ f\Y\\\q_~ a.rb\, 

\ l" o....'<' ,· o.s e\ e. e o Y'\ ~v... V\\ o ~ d ~ ~ "" f o 1" M o... e \ o 'V'\ p a. r a,. 

\ 
. \ . ('~ \ ..) ,., ( ~ '(' ' . 

Q. ~ ...._ ~ 0... é. O 'I' '- ; :::. ~ 1 ) S L > • • • J • ;:, ¿ ~ V\. v.. VV\ e. !" O S n(' J 

j, ~V- ~ \ ~J. \' .l~ l - ' 
Y'\ L J • • • J Y\ ;. " °"" 12 s. C\ v..e '\\ \, ~ ..\. ~ . o S c. o '{'\~u.. V\• 

·" '; to$ V (Y'\~¿ 
1 

• • • v-.t l ·:{c'- ~ ~~ \ "'- ( c;.t• 'J ::: "'~"" t.- R=it-·'"3 
~ b( W"'C.. Y\ V...'<' O... \o G\. :!> 12. ~'\_\A.'... V O.... \ Q. V\\€ O.... \ ~ O... 'I\ '\e. r ~o.-
') G.,, v...'<- \CA.. VV\ "o\ Q n V\.~ o.. '<' e 'M o ~-

C s.-'t o.. W\ OS .,__'.'\oro.. ~"12.f°' 'f'<1..Ó.os ~o,.v""o.. Q.!>..\;\..\.Ó.1ñ-I" 

\c...,, ~fo ? \e 6 ex. Ae-;. c\.e \o.. fu. V'\ e:_ i. <!l
1
V\ M" ~-¡R...,~"".¡ e' r, 

.,..,..~'l'\05 O.e \o..~ \'rofiec\o...c\Qs el.~ \o,. f"'-nc;~,., \\:'T1-1R>J. 

~ f - (o Y"\-v, Y\ u.:.. i:\o.. d d.e. \<\ fU..'1'1 c.io ~ JV\: ~ -7 RN 

N u.I/. ..,-\'<"O... ~ d'. e c.v..~~ e\ o'"- o.. \\o'!"°'-. C..c l'\ <;\~\e ~V\ '\ ~ ~ 
YI e '<' c. o "' ¿... \ e ;. o v-. ...._ <::. S V-. 'P \ <.. \ .e '/\ -\ ~ S. 



y ::idecuadamente flexibles para la función lf: rr ... ii."' tales que hagan que 

la función M : "l -=t> R....., sea oont1¡J,uR ya que, como veremos más 

adelante, la cont1nu1dad de Mes condición suf1c1ente para que tx~t~n 

puntos de equilibrio parar en estrateg1as mixtas. 

'Cómo ;..\ es una función vectorial poder11os reducirnos a investigar 

condiciones que hagan continuas a su~ componentes. Es~decir veremos 

~lgunas condiciones suf1c1entes para una función f:'l'~i que haga que 

Establezcamos entonces un primer 

. " 1EOREM.b_.3 • 1 • ll.! 

>Jc
.Q.OJlt.\.n.\@ • en ~ 

sea continua 

"' . " 



Puesto que ~ es ac·otada y B -med1 ble, H~ (tt) existe para cad.a ~en !_ . .. 
·11, ... 

·:." Con el objeto de preparannos p2.ra la demostración de nuatro teorema, 
\ 

;.i . 

•.' 

convengamos de aquí en adelante en llamar part~.cióxi ? de 'f1' . a o.que-

llas que son una familia f~nita_ de conjuntos de la forma<A>con A un 

'. · v~rtice. S1 "Pes una partición de 'T' y cf(~))es el diámetro del conjun-

" fg <_A¡_') , diremos que la norma(~) es el máximo de los diámetros de 

· los conjuntos <Ai) • 

Es fácil ~robar que la rel~ci6n ''?"constituye un orden·parc1al 

entre las particiones de 'T' . 

"' \ 

Continuando con las ideas acostumbradas al definir la integral de 

-'s s. 



R1emann-8t1eljes, consideramos~ en bl't') y ?u ~{A,~, .... J.Q\~)1 

.. •' µ 
partición de 'r y escribimos U (?, {14) -::: L J.!;. -1 (<.A{) J J 

'f =-1 

una 

Con ayuda de esto, puede estableaerse que L ( 1'11~111) .!: U ('rz 1 ~,A) 

·.s1·· ? 1 y r2 son partic 1one s de 1' . 
J,'- .• 

AdeMs se prueba ra'cilmente que existe una sucesión Y1 ,?zJ ... )?,,,J .. · 

de ;artic iones de 'f1 tal que 

i) normn. ('r¡\)) ---"' o 
.f' 

ii) 7b-)t, >? para toda JJo:. t, z, · · · 

SeA. \7~1 un~ sucesión de particiones que satisfacen las condiciones 

nrr1ba mnuno1adás~ 



definamo'S Op'· 'l' ... ~ y L IJ : '\'-4Q 

! 

, /:~.~l~l siguiente modo 1 si x está en <() , hacemos ÜJOt'~) =Mi. .. ~ . ..,. ""' . 
.. t .... ~:¡ •' 

s1 M1i :: i ~F ~ Ct') , 
~~A~) 

Entonces, para cada x en 'T1 y para t~oda 14---: 1.1 2.1 ••• 

podemos entonces hacer uc;c) ":.~ u,., {JC.) 
fJ~CO 

' \ . 

obviamente, para cada x· . ---.. -.. ·® 

Como un primer paso para la demostr?.c1Ón, probaremos• 

Sea ~'::>O • Fue sto que ~ es continua en Xi, existe.! '>O tal que 

Se~. Ñ t::i.l que la norma de~ es me~or que. Ó . 

f (1 () .... 

Supongamos que '?t,::: 1 <A~> l • ~· J <A~) l 
i o 

· y que X en (A~) . 

o 

Entonces, si)<. est1 en <A~'>,G)se cumple y, por t::1.nto, 



y por la def1n1c1Ón de lJ ,8 

y de L~ 

y,. haciendo tender E. a cero, tenemos que L l~) = {l.~)-= l> ( t) · . 
~. I' ,, 

Podemos establecer ya como ú.l}timó paso de: 'la demostración qae 

' _(j,..,~_e_s ___ c.._.on: ..... t;:..:1=n.,..y,=a._.._en=----"[~-
• 

Obviamente, para cada natural:::IJ y para.[' en¿ se tiene que 

. ' 

·po~ tanto, en virtud del teorema de la convergencia monótoma de 

y también, por@ para cada cr en L. 

1 

1 

1 



convierte ~"3 J \.) ~..,r" = f t J."fl ~ ~ L J~a-" · .. ·- -· · · · · · ·····©sea ahora . .! ')0 
'1' t "' '\' 1 

?or@ , existe una partición T'~ de nuestra sucesión tal que 

los conjuntos de información de f' con vértices por arribR de los 

- -
t..) Al\J 

vértices A,. 1 •• • J """ 

ularamente una familia finita. 

Hagamos ahora 

es un abierto de Í:. 

Ahor::l bien, s~. f" en C1 ( t) 

Por tanto, sifen ~(/) 

. Estos conjuntos forman 

,,. 
que contiene a ~ 



.. " 
y combinqnclo lo anterior con@, {§)y Ú) , si~ en ~C1( {' ), tenemos que 

J ~ cl,,ir-._ í <. r L;;; á "fí~ = f L.V .1"4rG' ~ f L d."1' 6" 4 f ~ Jtr ~ f_ U d'ft ~ 
'f\. 1' rp J 'r I 'T1 'T' 

~ J'7'üz J1t -:. r'l' U.:; d ~'lr"' <. J,1' ~ .1 ¡•t• + E. , y 

\ ~.e ( \t' ) - \\ t l ; ) \ l.. E. . 

Nuestra prueba está ahora completa. 

, 
Sin embargo, como veremos mas adelante, en muchas stuaciones 

ocurre que se requiere de condiciones suficientes para la continuidad 

de la 1-l ~ del teorema anterior aún cuando ~ no e,s una función acota-

da. Por estR razón establec~remos el siguiente teorema, pero antes de 

enunciarlo y demostrarlo debemos p_repara:r ªlgo de terminología. 

;-.,,",:·.·;:: ... ,,:~-:~,'./>;.::~ ,,>· . ,_ ' ·: 

·. •&Ji6ii~~;~ :0~~ ,i'.~~~~~.yciefi11i-hacemoG 

: ~ .. . ·w . 

' . ' ~ ~ ' ... i • . • 

' . ' 
• .'°"' 1

' :¡,,i: - •• ~ "'"~- ' .,, ' ... - ~. ..,_ .i:.~. "' ~ - "li ' d~ ',~ "- ~ 



Por tanto 1-1 es una función monótomn. no creciente pai·s:t 'f '>!O y 

. ' 
)• 

vo arbitrario. 

; · · Además es conocido que si {l /iz 1)1) y (Y, <B > V ) son dos espacios 

.. 
' ' 

de medida y si A está contenia.o en X~ Y con( J.!® tr)tA) f1ni to y :para 

~ 

y para toda Y en ;[ , 

Ay= \ Xé Z l (1.,1) (;.A 1 , entonces 

( .)t ® e;) CA) ~ J ..A-{ (Ay) J."' -:: J~ e? (A,-) c\..ct • 
y ~< 

Por est::i. razón, s1 na.cernos, para \o )O, ~: ~ (1~1, b) J 

A= ~ l7'1'1) ~ '1' )(í2 ·1 D{, 'I { i(I<) 1 
Ax :: ~ 'f é R \ O ~ 'I ~ °¿ lx ) !, 

entonces, parn o~ '1 ~ \o 

Por tanto, a11lioa.ndo el teorema ::i.nteriormente c1tn.do a los espe..o1os 

-lb\-



1,¡ 

('1\~f() y (J ,'l3ft ,-...) ( eon la medida de Lebesgue}, obtenemos que 

J: ~ {AJC )~;{ ~ 
1' 

¡1; NV1 (A.x) "" NY\ ( ~ 'r'i:,11. / 0 n' ' ~ tJl~) """ 3 ü<) 

la. igualdad.. anterior se transforma. en 

----.. ·~ -.... -· _, 

~ 

Por· tanto, si ~ está ent (.A{), entonce f~ O~ f l ~lJ""'! - (:E.A{ ( 'r) e! 'r' = 
)'1' "o 

ya que ~ es sv.mable y, ·por el 

T t~ o v- e ~ Q.. ~ e \ t\ ( J. 
G'a. continuidad ~bsoluta de la integral, cuando h 4 oo / J,. l .f./ A( ~e> 

E:b 

«> 
de donde deducimos qu.e la integrr.tl 1m\)ropla J. l''"'C (~)J 'T existe y, 

. . . o 
. tt> 

adem~s, J (~\cl~-= J T~l'r)ci'f . ________ .. ~ .... ~ _ ..... <.]) 
1' o 

... 
Estamos preparados para enune1ar el 

'.rEOP.ftMA 3·1·12 



1 

.... 11) Existe un&.YG1ñdádÜ(l)y una fun,ción.I'~.~-~-)_-t>_.....Jf ____ t¡(,)11· _1.....iao..11.Y~.e 

.Entonce~ H~ ·.·~~ 12. daclJ.t_c.omQ_ep_e,l_teo:rema ante.r.t,Q:r. es 

~ 
·"' ,g..Qnt1mua en {\'" 

...:- , 

~: ! .:i-•\ 

es fácil probar 

que si ~ cumple con 1) Y, 11) entonces también ~~Y,- cumplen con estas 

condiciones y, puesto que,. obviamente, H( ~ H{ - H~ - ) no se: 

pierde generalidad si probamos nuestro teorema sólo para funciones {::-,O. 

rrt:> 
Sea E )O • Existe !-l Tal que J,.,, 'I' J/ ( \ -. -. ~ ____ .@ 

, Ka.gamos • Es rc-<.cil probar que h cumple con las 

1 1 '''-~):·condic 1 one s del teorema 3 .1 • 11 • y existe U, (J) tal que 

1 



~ esttt en u,(~) 1mpl1ca que 1 ~k(f)-\~"' {/) l ( ~ · 
... 

·.·· . .' -. 
. :· lJ " 

sea \)(f) = \J(f )n u,t~) 81 (f está en V ( t-) 

1 1-1 l {r)- ~lf l i) l = 1 f,. t.!"<~ - J
1 

t J"'t/' \ = 1 J; r~ tY) el'/ - f :Lt/l'I H 1 = 

=, j .... T~ ()>)d~:....J"':¡""{ .t~)áY-+ r"']!...¡t(~) ¿.,, T J)ACG'· l~l.l~1 ~ 

. 'Ji' 

\o (f o «""" 1--\ 

~ M 1 dJ ) ó "( ( -t l r l'OE < 'r') J 'I ( l.. 
~ ·i'·J . ·1_,tl l~}J~ -J E 1~*(~)d.lf \ -t '\ L1. 1-A(('l't j.t< ~, ... 

··Jo .. 1€° o 

~ 1 s her.) J1r - J 'vil,.,)~~ 1 T :i., (º J:' ( '/) el 'i ( 
r '11 /-{ 

&n. donde la segunda igualdad se establece en virtud de @) y la 
.\ 

segunda. desigualdad se establece como consecuencia de@ y de 11). 

Nuestro teorema est~. a)j.ora probado. 

Lq desigualdad de Ch~bishev establece que, s1 ~>1 O y 'T )0 entonces 

pé\rct todn .>( en H '1') ->'{ CE'I) ~ t J ~ Ji 
1' 

'>: \~aclo o_:y¡e, si nara toclo 1, en b ( T)• J ~ J.~ l.. \2. , entonces} t Y) ~ ~ qz 
'i 



lo 
1 
cual nos da una est1mac16n pa.ra"f (-i)1nd.ependiente de1 • Sin 

. ~ . . 
i 

' ·~ 
i\ 

·~h~Rrgo, es sabido que loe> -q-~¿'I' no converge y por tanto, la hipótesis 
f) 

11) nos dice que requerimos la existencia de una "mayorante" Iu 

"mé.s pequeña''que la que se despre!l.de de la ·desigualdacl de Chebishev. 

· Podrín sospecharse que si aas integmles Í ~ J (' , como fc..\t\C\onec 
. 1 

~ 
de~' están acotadas por algún real~ en 'UJ'\..a vecindad de~ puede 

desprenderse la existencia de una~mayorante~~sufic1entemente pequeña~ 

Examinemos, sin embargo, el siguiente ejeoplos 

o 
.. . . . 

J 

Aquí s6lo intervienen. un jugador .,,. 

vértice termina.± :~¿n:;ios pagos que re.cibe dicho jugador en cada partida 

f1nitn. y los quebrados en las aristas que parten de las"'decisiones"' 



del azar representan l~s probab111dades oond1o1onales obvias. 

~riste·solnmente una partida infinita«, pero, obviamente para toda 
·~ ' \, ,' 

" '·, ; ¡ 
cr· en¿ , 1r ( ~Q(1)-:::. o y, por tanto, s1 ~ está dada por ios pagos 

en oadR part1da, Ji cl'f 'li no depende del pago~~) que se le asigna a 

la única partida 1nf1n1ta y podemos definir ((«)arbitrariamente. 

Entonces se puede ver que, si\!""es una estra'teg1Ja según la C.""\OJe1 

'•, 

tJ 

jUo~dor dec1de abartdbnar el juego en algún momelllo, f ~ J '/ li =- [ i. :ir.-1 . 
'T' 1'. -:. e 

en donde Ñ es el "primer momento'' en el cual el jugador decide abando-

nar el juego. 

ti. 
?or otro lado, si lr es la estrategia según la aual el jugador llQ. 

8-bandona nunca el juego, tendremos que S ~ J 'il:.. O· 
1' 

a:> 

Ahora bien, si hacemos 12. ~ l...i -1<:. • 3.. 
'l":.0 

, tenemos que para toda U" ~n~ 

·~e nuestro teorema 3 .1.12. para toda«'" y, sin embargo, t.\~ es fli~c9ntipua 

* •" 1'."'. estr:i.tei:r,ia \\. 

1 ~ 



¡;)~'1~fª· queda tode.v!ti. una ouest16n por contest~r1 

h'r!N·, . ¡., 
.~ ,, rn~~i:·; ' 

1 ~ .• '.:/;··'~:· Qu~ tanto podemos debilitar nuestras hipótesis aobre 1 en los teore-
,, 

·mas anteriores n fin de que~~ resulte C.OC'.'tíf\.U.Q.1 

:; Una idea de' la res'Puesta. a esta cuestión nos la da n\\etro siju1ente 

:.rE03EMA 3 · l ·J.3 • 

1,f'' '. 
¡·.:, 

r:! .. ·~·,S~g .r yn 1ue,gg en eJ cual ?'IQ 'ntezyiene e¡ nar ( So~ ~ ) y en clonde 

¡ ! i.' 
~ . '• 

~· 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~a<la Q.ouJµnto de j.nfQJ'ma,c1,6n es finll-2,· 

",. .ma.s a.pter1gres. enton.Qes la .apn.tixmidad de Hl en f~'i.. §s egi¿1.va-

J.ente a lije ~ en { tt) • en don,de -ll~) es la patl1da determ.1~. por 

:.:• ·· ~1 s 1stema ~.)._ 

· La cont1nu1da.d de f i~:r11ca lr-i. de H f a 

• 

Sea A un ~rtlce arb1 trar1o de ·Hl) '// sea ~ s~~ s~ ~ J ••• ) s:: 1 ~ "F' 

la familia de conjunto~ ele 1nformR.o1Ón riue internectn.n n. H~)en pu..Yltos 



13.nter1ores a. A . 

para todo s~: en ~ f 
,. -A Ento~ce• (¡"en U lll") implica Uc) est~ en <A)'.! la funcl.Ón {. es conti-

1{t 

nua en ~ · 

"' . Por tanto, ~i es continua en ~ . 

ti i,, , .. , ~~ 

¡¿n~Óriunw,dad de "* illlJlliQ" l~ Q.e ~ 
t Si tllí) es una partid"- f i ni t" no ha'! na<la que pro bar • Supongamos que 

es una partida inf1nita '.! que 1J es una vecindad de H4t[) .. ~[H/l) 
,, i ( ), ch S~"'' ~ 

como h' es continua en Ci. existe una familia finita , s~ 1 )~ , ... ¡ i r ~-.... / \. t ~ 

C·nO'confundirla con la '"'f de la. demostrc.ción de la primera parte) 

en 1' impl1.oa que H~ l~) en "\.:5 

Se~ A un vértice de-l Ll)tal q_ue 

To.~~mos t eY\ <.A). 
;~~ ¡ 

. 
c. l~ 

para toda J'\· 
w.. 



. 
tal que ~ t'?\~ {. Si s~n. (\ WCA) t 95 

t~ 

. 
con s~lt en Ct:' 

'tt. r 

A ( sjk ) ' ( iti \ ·:'.~.entonces, claramente, tr i\t ::. r- si"- 1 

Def inn.mos ahora f del siguiente modo a 

1 , ' 

si s; no est8. en?' o si S{ está. en 'F con 

, si S ~ está en~ y S ~~ (\ W tA) ~ ~ 
. 2 

para todo C.~ll en~ y t{tr')-= t t~) =--t- · 
...i.il¡t.. " 

está en -cJ y { es continua en-tr.f.}1 el 

teorema está probado·. 

Como hemos dicho antes nos' ttitéresa la ,cont1nu1dacl de , lá función 
~ '.. '"· · ... : ·.,:.:. :-·: 

·:,->·- .<· ' ::. :-· "; 
;; .-.:;.;·,:.; ,,,' '>,:.,.}/::~ ~~>'.>. ·.~ :·~ .- .-,: :-,/: 

- · .. -;_ >>: >,~ J···· 

#..-\ pues eri este traba jo de sprcertd~~6.~ la/,:~xiéteñc ~~' cié ~ti1{tio's ;el~ eq ui-
· ... <':><~-· · ',-;,·--.'-::./.: . ::~:~~;' ,,·:. -" ->:. ~~ .. ·_(_.:;-~>". __ ·:; __ ·:.:~-,..< 

, ,' , '.\;::· ''.·/2'.' '!<;-:·.:. ,, .' }(l, \·:~· ~; .. , ,, ,, 

librio de un teorema que eiig~.i~sti~~.6bntihilidad. ti6~~ dfs .:Priméi~os 

teorem~s de este subpar~e;rafo nos ft"O·f o rc::..lO n~ 

función de pago "ff: rr~n!'3 svtlci~ntes p::1.ra que '¡..\ se:l continua, re~o \ver 



~ena~r que s1 queremos resultados aplio~bles a cualquier juego, sea 

'cual sea l~ situación en cuanto 1nform~ción y la participnc1Ón del 

azar, habrá que imponer condiciones máG o menos fuertes a la función 

de· ·p~go 1T a f 1n de que M sea cont1nu.a. 

Por los demás no es necesario que la fu.Ylción M sea::· .. continua para que 

'" 

exi'stan puntos de equ111br1o. Ga.le, Stewart, J'.rlorton D2.v1s y otros 

r.an demostrado la existencia de púntos de equilibrio en algunos tipos 

de juegos extensivos infinitos cuya función ¡..{ no es continua. 

- \ io -



" '1 
·'.':i,. 

'.' · .. 

, 
A parti:r de e.ste.momento.seguimos lo ma.s estrechamente po-

si ble 

demostraciones le.s omttililOR porcn;e rcsuJ.t2.-

. --·-'··-- .---

·'>>'. ::·.-~·--,z.~:~'.·_.; __ :_~c-~-~~:c----.¿.~;~;~;c .-----·•:~ .· 

dos ió~{:·ju~~o~·;:º~ ··¿-c)Fj·~:iclé:r~Yémo_$ ··~-o~e:¿hfi .r.~mción de 
._::·_, ,._· 

dio continua • 

See.11un juego exter.sivo n- personal infinito, podé1po~ de'cir 

' ,· -~ ~;:/i·::,·:.··. 

do~ ~ si existeef; ·en ~i tal oue p~; toda ~e;Bt(;?~ "t~~ne 
·. - - '' '· .':_': ":·:· -~- . . .. ; 

A -- \' ,..;-.¡: . , • 
nuel4i(ól6""~)-?!X en donde el sirnbolo C\€i tiene un stp;nifi-

cado obvio • 



Como los espacios Lj son ·etompactos y la función de 11 pagd 

' .. . 
es continua podemos hablaJ:'.dei ~"" ')( f..\ i ( 6") . .... .· '6"' medio" Mi 

y del~¡"' Mi{í") 
ó 

.. '. ~:: . -> 
··-.-_-;·-. 

'. -.. ··: ·, .. {i~-

respectiva.inente • 

" - . 

· .. ~i es .cota.csupe}:·,:i .. 9Í 
· -'·.e -; e '.--~·o;.,-- , ·_ :.· ,._ '--'o:-.;'¿~-- -,_0::0.7"~ y,_'!_c~;-;c;·;>-

·:: ;.· .. :::·.-·:.~:.~~- - . .' .. ::·_.· .-, .. ,, ;_.;:_~;-:,,:_ .. :·--->-; .•. -,~ .•.. ·.·,·.··.·.· .•. ·· ... ",··,"···· .. ··.·.· " • ; -~- - ;-~-.--. - '-; :;.·-,-·.-e '.-_ ;:'"'''.:. • . • .• , 
·::··-·.·,-_: - . ,. , .. .-_. 
- ;-~-- --;~~-_:·< !:'.·;~;")- .. _~~~/('·t:~:/~;~?~:,~~- :.~:·~:~-_:,-,.,~-:~~- .,.;_ ·,; -.!.~- :~·':.( __ :~·: 

se gur2.ble s y tJ:i es asegur~~ie, ~~n·~~fü.c'~ s 

t-.\ i 
y --

las cantidad.es a-

!12."o lar de 

:,, ·' . . 'lrl el sop\ X \ 'i asegurable en e stra[t,egiRS puras pare. e 1 ju-

, . ¡ 
ge.dor z. j . 

, ' 
El numero W i = T'l""lo...X t'W\&"n 

,.... 
Mi ( ó \ €" 7 • .' ) f;!X.\':.."j co MO riro bo..-

""' 6é.¿i (E.:2: 

'l"li.O~ e. V'\ e.\ \e. M o.. de ~. 2. t-. , la fu.riciÓn ~l'Y\ 
6' t. z. 

E stpble cernos lr. sig\¡ie,n te 

- \ 1 2 . 



' ..,,.-. -
[J l. -

·-·--------- es aee-

. 
gura~]:e en e str2t_i:_g~as p™~é·.T?.-_~_;!.___jgggdo~---. 

, 
JJa demostracion es igual o t~ en 2. 2. 1 

en el 

jue 

:Para esto necesitamos determinar un semianillo, adecuado en ¿_i. 

Consideraremos en e 1 subconjuntos de 

la forma (°"-, b) (\ ~i semiMi 

llo con unidad I:.. 'l.. 

- l t 3 -



de los bore lianas de r;_. Se a I o..:: (o. 1 b) () Z. i . Conside-

~.·r. 

remos una. sucesión de racione.les }'J J nue tiendan crecientemente 

¡_a. Q. • Loe conju.!ltos ( <'j J b) (\ :<:¿ = I;j contienen a I<>. por 

Es decir IG\ es ---

bore liano • 

"Por otro lado sea (a,b)tnJ. intervalo abierto,, '!}Qra todo X en 

existe un ra.cion2~l rx en ( Ó\.¡X} (\ ~ i 

Se a A =- V [ '(" J( J b ) (\ r i 
'f-XL (c....Jb) () E z. 

E s e lar o o t:e (o.. 1 b) (\ 'Z:: i.. es igual a A • Y por lo tl:-.,nto -

, /l,.;c 
·esta en el algebra generada pc°:rv¿q-c•' 

' ' ' '-"' 



. •' , .. 

• ,,. 

't,IA ~ rt'\,.(2:;.J = !"¡ ~ $ cl ec.\r ~~ lA.\'\6i... e\ \\;!t~\_bv~J:<>' b df p r'"ó b°'-: 
\,\ t\·ó.a..e\ So'of'~ \o.~ ~i;\~o..,·\e~\C..S Ov..,C'"l\.S c\.e \. . 

Observ2.cione s 

I:a medida m-iiruede extenderse a u.ne. Ó-álge bra. con unidad Zr .. : 

que contiene a a . 1...;z: t 

con IX •• . -Zt 

, 
Otra observacion 

, sili.iáillb~,¡_;~g;;b:ds r~·stf'j_it~ifem()S<e. tre.bajar 
-.:''.i''.::;,/~2,r·, \-~t_. ~ ~ · ~-.. : <:- .:_;·.~.~~-~;~·_.::-~:~{.:_·S_~;-L·~-- _,· ·~_-, ~;, _-· .-

nuc dos med ide.s mi y }'Y) 2 

- \ ) s -



'•.' 

, es claro oue 

(Q.,b)fl[.=:. '(3 1.n 
Yt:l. 

Como In e In +1 
entonces f'Wl 1 (.In)-o m 1 ~ [Q• b; fl ¿) 

igu2.lme n te 

J?ero :In es cerrado y rf\1 (.I. n) = tw\1. (T n) por lo 

.. que ... 

otra vez denotaremos con J'lli al conjunto de ~as e strate--

. 
: gi~.s mixtas pe.ra. e 1 jugador "l. 

. , ,, /\ ft 
... e 1 simbo lo >rf\ )lY'li tiene e 1 

t.(,.,,.) ~ ~ ~ .... r M. (G") d.... cl,..1 ... d..... . o' ""'~!I 'are.ve. "'e ... ie 

~M ~Nt.-\ E i 



'· · •... f•·. 
•\t- .: .f, ~ ,¡,,\· i 

'( 
_, ~ !, 

1.'I,', 

:;, 

',• 

' ..... 

-c. i c~l ~ I Mi ter) d IW\ • 

l: 

Como antes podemos encajar a ~ • ..QA'\ d'4_ -z:.• 
't 

"""' , ~ 
si ~ · este. en Li definlrnos para. cada I en 

cA~. del modo sigui~nte. 
t 

o:)= o • -"\ . - :\:. 
f'Vll\""' ~ \r:. t->t> 'E !:>ÍA é.,.:) 

(\'( t 

~ ~i c.¡.) :.1 
. ~. E~Á -~ ,, EIJ .l-. 

es u.Yla medid~) . ~-aditiva en. cfl z. 
~ 

• "Oodernos 

. ' , .""\ 
establecer la identifice.cion ()'". -e:> h/\-" " cr'i 

, 
; es f acil ver oue 

para tqde. cr en ~ • 

ahora a e ~d~a.bieéer '8.J.:gu-



,. nn . 
~~,_ ___ e_s __ Y.-9P.:Ye ~o ___ _ 

; , 
Esta proposic ion es valida poi los mismos arp;u;,1entoo que 

2. 2. 

Estudia.remos los conjunt~s de estrn.teg:f;as Hlix·i;as con una -

~: ··:~':º~~-~.' ~- -.!__._~:~:~- _--· 
' . -. - ~ ' 

cierta ~v~;~f'6B'ieclades Coü reªpec.to. a e lle.. 

Co~sidere.f't\cs X un sube spacio e.o ni pQ.c~o ~A Rl"\ 
lt;,\"' • 

consideremos-ef el ser.:innillo de los blocues r)e la 

Si llamamos.JX 2. la faniiHa. Ue A'lbConjtmtos A dé. 1§. to~ 

les oue A-:. 'Bf\ E. ; 

PPl'c>. algun de~ es 



que ~X es un semianillo con U.."lidad g • 

Podemos establecer, .ácleffi~s, como hicimos para el espacio ¿ , 

oue la <r-álgebra generada por ¿$coincide con <2>x: ( <r- ~lgebri:t 

de los bore lianos ) • 

Lle.me.remos i) t"g) al conjuuto de medi~as no negatiV8.S ~ -ndi 

tivas definidas sobre "'(f :r, y tales ql{;!.e:.la medida de 'Z es i 

Como en e 1 espacio ¿ , dos elementos de J>C!)coinciden si -

ce!'rados de • 

defin:i.endo 

es el espacio de fln1ci.ól1es rre·Q..les continuas c.of\ c\om·Í· 

· .. ··e1P•11pv.+o"' de 1r tcY) U'1 "" ... 1~n1e.r.o 11."c··'L· .. ··1 ··0· r <· •.• ~ ,;. ~ '·· ,, ,") V... \,,jlf> ) • ~J _., ~·"·'. L· .'.,.V C 

'f consiüeremos e J. conjunto V-1 \+,,. .. , t='\t 1 E.)-:. 

~V': V'E ou·n, \ Jt._ dv ~ J;.:.d¡ \ (€ ~"''"' hc\a.. (::1,. •.• RJ, 



. •. 
TJa familie. de con~untos que se obtienen ~e.1 variar '2.1 

_, .. 
't 

y E. f arman un~. b;;;.~1e pexa un~·. to 11ologÍa :-· 

le. o ue e.e llame. topologÍ2. 
, 1 ...... * -de 02.!. · • 

con F · en <t. (1:) y ~ po-

, 
si tivo forman una subbase de. le. topología 

·' * -de"Oil 

es un e spa.c io de T~anach con un s ubcon jun. to 

D denso numerable (los 11oliriómios er.. M v:Jriable s con coefieien ... 

\ 
\· 

'~"" 1, -'--" - - ~-- ="-

tes r2.cion2le s) • Ad.'e;nf~.~~~¿~)<{~ 1 pri111ero contc.ble / C0V'l\O \.\a.<"e mtb vtt" 

- \~o ... 



E 8 ele.To e~ V 4 l r,J .... 'fN j f..)-:. V ,A; ( 'ftJ t) (\ "1 (fz ,E) 1\ .. ·rt v...¡ (rM, E..) 
.. 

' ; y que V (-4) es numerable 

contenido en () u.l1 básico a.rb5.i:rario • 

el , . 1 y se 2. c. lm numero r<.>.c:i..onp menor 

. ' 

oue · ¿ ; existe 

• I • - f: v. 1 

si 1 este. en ~ (-t, 1 3í) 



''l'· 

Por lo :tci.ue V-{ t "f, j E.~) C V1° (~ 1 j é.) 

u t~} es primero contable e 

a 4 si y sólo si ) l= J4 R 
g 

j E ;: ..\. 4 'f' ~ r- o.. "\ o á o.. F e V\ ~ (ti J • 

es decir -

converge r. 

~ : ~($;.l. 
Con le. topologÍe.i-débil loe espaciosdLf.lde e~.trategia.s 

> > ·: ••• ·:· ; .. > > , ; , 

mixtas'.('0s1llj;'án metrico.s y compe.ctos, este. afirme.cien en::.üoga a 

la proposiciÓn 2. 2~ 4 se. desprende del siguiente Teorerne. 

- \i1., 



~ 

Demost:r2.cion 

existe .D conte-

nido en d:(x) denso y numere.ble • ronsideremos, e nto:a.ce s, ~'J ~ z 1 •• • 

e le m~ n tos de «(. (.X) ta le s e uc ~ , : 1 }W.T F'. toc1 ~-

-denso en So la esfer2. uni-tariB. de <t...U:) 

alrededor de O • 

Se8. T f' ·' a. una ... une ion e 

, .,..oo ) 
nota.remos como J.. • 

- \is-

, 
definida como 

es claro 0u.e i--c4) 

~·· 

( el conjtmto \\ (...t,i1 
l 

, 
e St<1. 

lo de-



Iio primero oue demostr:?.remos es oue \es un homeomc-rfisrno 

Surongr:mos --'"\ y V en ~<Jt) t:;>.les aue Tl~) -::T(v) ' 

entonces par~. todFi. Y-• l, z1 ••. 

- ..._ 
como ~'"'f, es denso en Se, pe,r2 C'..1.~.louier ~ de So y parr· e. 

positivo existe :"t' 

Entonces 

Se a (. un con junto cerrado de X y se a. 

- 18 ~ -



l 
l 

}?ara toda M, E,.M es e.bi€rto, a<.'.emé.s C. 

, 
esta contenido 

en ~""' y ~Mtt 
está contenido en ')M 

d) 

:por lo (1 ue n G, N\ =- c. 
M1l \ 

Y e son conjuntos cer1~c.dos r.~jenos 

..._ 
por lo oue existe tllla T,.. en S., que vale 1 

. . 
Como pod ia..'llos haber e1!1J?e zp.do por '\/Ce.) 

• 

Y .-r es inyectiva . 

en e y C'J en "'',,. 1 

~ \ cl'I-= v(c1,vt) 
~ ..... 

Supongamos e.hora una suce siÓn ~.<i~\ cllle conve·rge e. "'1 , en-

- \g s-



tonce s S ~Y" d4R 
g 

conver{j9 a j 3"' J4 
X 

par:?. toda. 

'f'":i.l¡ .•. y TC~") converge i:> \C4) es decir T es con-
• \ •.: ..1"' 

ti~ua pues ,bc.i) es primero contable • 

Se a f).\t. 1 une. suce siÓn en :b (g) -1 (...ú·.' tal a'ue 1~ 
• ' -~¡, 

ge a TU·/) es decir J ~rJ4,~ 
X 

--entonces pe.r2. ~ en So . 

+i<J ... L.., -J&: c¡J.4{ l ~ IJx<n.)áA\,1>. \ -'¡ \ Íx l~-1· ).\""\ \-1: 

conver-

+ \ J K ,,. J'{lt - JE~· J.«\ \ ~ .?.. 1 \ i- ~y 1 l -t \ f 1 ~ .. J.4<\1.-fx i¡ .J~ \ -- · CP 



- 1 

P2ra cada. 1 en S0 exist.e \ d'"°k t t~l oue ~ 1N\w. t converge 

e. 'i! ' entonces .at ! s g 1 J"ik-sg '1 J"-{ 1 :: o 

Si q -f.o es1t< t.~ e (X' '- - J_ d 1 I f\ - \\¡\\ 

-
está en So 

y J-{- \ S/<1 .i"", - 5 ll: ~ .t~ \ = 2f \ J.~ 11 ~ 1¡1., J...¡ .. -S r11111 i.. .1 .. 1-= 

= \l~ t11i" [ J11 '- .l4c -)_r ¡,. J-... \ " O. 

}')Or lo tanto ~ 4~t 
, -r 

con\iere:~ a4 o lo nue es lo mismo i es 

~ . 
continua :pues r es nrimero C'Onte.ble • 

Es de e ir T es un home omcrf ismo • 

rtr> es un e s:pac,io;Cil1á;;ric:o y-compacto 
;' .. · ....... ,-

nieomorfismo de ~tE) 

be.,jo \ es cer~:i:·ado 

e oir:p acto • 



'. ·', ·\,· 

Supongt•.mos una auceaiÓn ~-"<11,f de medidas tal oue 114~\-i L<1.,q11···l 

-y sea ~ en S., existe \? .. !)1tal que \11'11!/I - '1 \ converge a cero. 

se dern:.;;a stra. de !!lanera. en~logc. a la desigualdr--.a.@ • 

existe • 

. i :'. Conétruye.mos una función L de e($) en \2. de la maner?. 

-
.: .. sü.guie n te • Si ' 'E.~"'tÁ 'E"'3 Se 1 

. .. 

; 

:"i ~ es une. función efbitraris de({$) J.¡,.\¡..,\~ cl~ce<o 



.• 
·"· , 

y del Teorema de Reisz se desprende que, existe tma medida tm"lca 

~ ~ ~c.x) tal aue L lr) ~ Jz: TJ~ ?°'-'O.. -\ 0~~ F ..e"' 
CCZ") en particular L t1v-)--:.. J ~~ o\4 g 

pero \. (4v \ = JL:.._ J ~.,. J~M = e\.,,. 
Q M-bOO 'E: 

y T (\>cz)) es cerrado y por lo .tr>n.to 0011-

pacto. 
, 

El Teorema esta completamente probado. 

Ahora bien c2.da con j1mto z. 
't. 

es un sube specio comp~.cto 

de '2. y cJVl i es e 1 espacio ~ l1E.t) :~r por lo tanto VV?..i_ es 

mé trice y compacto • 

_úl1.-=JU'l.,~···X cf!!J.-~--'!~ compacto.,_~étric.o y convexo • 

En cuento e, la función E estable cerno;., su continuidad como 

w \ra9-



r,.. ,; 
l t -~ ' '1 

... ·'.' 

_E~) -= lL~ ~~-J ~ _ ·--· __ .. _e_~n~1nua _ _E."!:dfl!l. 

¡, I' 

'i \ ;, n.e. o..\ e\'\ ca. c\o... f ct.c1o r- .d.~ d>lL ~ cAe, x · · · x.dlll.r, .. 
"~ 

'.. 2. 6. , es corol2.rio del TGorema 

Te ore m8_:__1 

Jt'f\ X. =i, )(¿s ... x ... ··· X :K .. ""'-- donde ~ -p ""<:> • t 
- :..L. - - -- -------------------~'i¡.~.::::.._2::__.¡....:..:-;-'Y'' 

· ~-~·n s~:e_ac_io co"•JPact§'·~ae''. v_""'.._. _'i_-_-;.._elitón~e s las f~ricione s 

\. 



l 
1 
1 
1 

. 1 

'• :. ' 

. , 
Demostre.cion: 

, 
Haremos la demostre.cion ps.rfi. M=J. para simplificer la 

, 
notacion. • 

Seo. 1' <iff o. V\ \) (E') 'f V ~ \'i 0 (g z ) Y 

Se a.n "f eM «:. cr,)y d eM e ( i'z) i 

1 
H·\ 

M °'la cote. superior de ljca t.\ v-.) 
&, 

~ )C- ·consideremo~ ·1os conjtmtos 

V4 lr J ~) 2 }(1' ª"' .b13,) 1 \Jg,"F el ..¡'. tc\4 \ Z ~5 

\).,.. ( 'i i -fr) " { v' "" ~.1)($2.) l \ Js;J .l v•1: c\1r \ ~ h ~ 

- \ 9 \. 

y para cad P . 



. , 
Demos trae ion: 

J,as st3uiente s de sigualdE1.de s se cumplen 

.. ·~t:l © \€t-:>cMO~ 

'·n ~ ~ v 1 1 s.r .F ·J :.i• t á""\z~~·-;:, 
8,4 ~, 

. . 

.... 
1 

' .. 

·r 

.. I 

o~~\ j .f ó 1f' \ l J.r GJJ v.'-..)\~ t\'ll(°t~ E"' ·\o~ ces E>s v<=(,\\clo ".'-'.e 
~f. "?.. ~ ·· t ). · L 

Q.'\ 

\ ( j i e\ V' )( j F d_ <t' 1 ~e\'{\+\ ( J ¡: ..\"\) ( ) ~ ~ . V '-1 r:i & V ! < ~ 'f 
.&.,, 8. \ '~ \ g \ :it(. i. ,_ 

IJ ~d. vt j F Ó."'t' - j ~e\v' j Cch t j ~ d'i j ca e\ V'
1
- J ~~j J~~~ \~e 

Kt Z} :g ~ g 
1 

&\ ~ · x. ··\) 
'l. 1 At 

\ Jz.~ e\v' J ~A'\' - J r. e\~ ) ~o\ v- \ < l '( ? 0 r ~ \-'t \\"Y\ o 
.&, & \ &.;_ 

\ .. \,." ) ¡: ~ á V \~\.•1.1 - ~ s i: ~ e\ V c\4 l < é. 
. '"?.. &, &.,_ 

... ·', ,;:· ;;:,\ e\ ( ( t 0 vi \ ._ j r- ~ ,\ (~ ~ "'1 \ 1 < E 
'" .... :,"o;\11:•1 .. I'."· ·4~t · :·}~-~,--·,~:.- '--.. ~~~i~:A:ii;~;~:~r:i,z4;-~~.-;,:::r;1~ ~lf~?i'Y'f~~~~r'~~1~;tf!,~~J~.llih; ~ff · ~:\4) ~~, , 

1;t;!'ftt.~f~~'i¡"'!'1t.r.f}~tr~T§}kY:~ .. $'r-_:lfif:$ · 



Es de e ir 4· • © \r 1 
• 

,. 

J.Bms. 2. 2 

- ' ' 

y f-:.. 'fJl_l_ t!.l-1-1..j' . .• -+ t:~ 'd··~-· • tle.memos ~ ---- -·- ------·· ---~~· -...... -- ... ---

~~, ... 
. r • .. ;1 

.,, . ' 4·/l~,1 
.... ,... 



i:· 1 

Entonces, por e 1 urimer lema ~parg toda i .. 11 Z1 • w • J M 

Bs decir 

lo CT uc implica o ue 
' , 

~ ,• ' • > 

, 
:?8.T2. pasar e. la demos trae ion de 1 'fe orem?. 2 ·observemos 0úc 

a-= { F en~ (6, x'Kz) l F= ~ ~fz -t···t'B.11 C.01-> ft: ~ F-i· 'Jrt: ~ 
'• ·~,q - :".\' 

-, 

~¡ 

, , 
es un alge bra o~ _ se~pa.J:~. _p_tm.j;o_~L y QJJ./:3 _ n_o __ s~ _MD,18. en ningun ri.;m to 

- ' 
y por el Teorema de Stone Vleier'str~ss le/cerradur2. de °' es -

·_ igual a !:. l'X; ;< Fz.) • 

ronsideremos entonces una función F 

y un nt~mero positivo €.. y tr.1. ("11JC 

-, \ f ()( , , x,_ - E -J 



. . ,,., . 
p ~a tda o (X\ / Xi. ) .Q V\ Z \ J( X ~ . 

... 
si F' :- F\ i' .i. F\ ¿?. .i, ••• -\- i:,.. ~ \"\ 

/ 
SE'Q."" ¡' e ,, 

v, (i:'¡ I L \ (\ v,., ( Fl. ) .L ) '(\. . . () v.., ( F"' L ~ 
'MT\ l 'flt'\n l J (Mlll 

'1 V' e Y\ VV' ( (\ \ ) ~ ) n V'(' ( C\ i ) L ) n .. ' f\ V (!\. l. \ 
tJ CP..... (1 CAi'\ V cl~) 'A'"ñ J• 

Por el lema 2 

A.fe© v" está. en V~© v ( f ', t) , :ror lo ruc 

j F' e\ <.1© v) ~ !:.. <. j F' d t4'® v1 
) <. J f' ¿("'(©Y')~~ 

't\x.!2- .3 &,>tói ~,JtA2. 3 
De esta. de Si{;'."1-12.J.dad y 12. l tenemos 

,'. ,;,- •' 

<. ~ f d t "'\@ V-) t é ' p<i:I" \ () cv-1.~ "1~ V' e- V~ ®v) ( ~) n 
X' )C.. 8.~ 

't ~ \ t e 0 ,. e 'N\O. i q v.e. dl\. de. ""'ºs TrG.. do '! 'º" 4.,\" 
;· (\. l"l"\ h \ t f'\ 4. \ 1. 



"'-'odemos ahor2. c~!llo en e 1 c::i.p{ tulo 2 decir C1Ue el re :?.l Y:. es 

• '' l 

"a§egur::.ble en estrategi2.s mixtas pe.rael jugHdd>r ~ 

en JUL~ tal 0 ue P8,:t't. toda. ~ en c..f\SL 

fv\ ~ 0 ue r:e f ini:,:os como ("'(\ ~ '("\ ~ L ( (S°" l ·---
' , 1 9.Se gi..U'.'P.O e en e strate e.;ias 

.. -N\ t. -:.. ""°'~ M l. l ~ \ 
Q' 

tidr .. C.e·$ asegure.bles en 

~ 

mixtas 

.•' 

/"... 
s i e ~is te '("(') \ .. 

e s e lar e.rr'.~.n te 

~or el axioma de ]edekirid,;en t6d.o j~egor· existe ei 

_. __ } ____ ._ 

?..segu:rable en e strategie.s mixtas -rara el 

jugcdo:ri..}P.l cue denotamos como 1Jc· • 

, .. · \. .~ .. ~·, 

A .. "iora tenemos oue probar ouo e 1 nume:rort 

w L - '<'<\°''f.. 
~ \. E.. J\S\;L 

:'2.lie1r.os r ue t. l("()\ es cont:l.nua·y 

,. 



•" 

es continua en ~ "" M ·\... 

. , , 
AdemBs le. f ~~cion 

es continua en j'\l);,. como se de1nostrÓ en el lefua del ~eorcma 2.?.7. 

y :PO!' ta.nto vJ ~ 

... 
'.';-:\''.,;';''> ~eme. :!_b..-1 

1r \. -=- '('<'\O.~ ~("''' ('"\ \::.. \. l.~\ ~ \. \ . 
;·;;-. .... {'-,t ' 

l 
1 
1 
1 
1 

~ \ .. ~ J'\5\ ~ <"<' E-.. S\S\ ----··-·--------- -··- --·- ---- -·--· .... - --·--------------··-··-. - ··-

, 
La demostracion de 0u.e \..)..)\_ -

tal nue "°' ~ _ uc:.. -

se h8.ce como en 2. 2 .1 

en~\. 



'., 

·-·-

en S\lL\.. tal oue para todo '<""(\ en J\S\. 

; 
TI . ' ' - 2 8 . ronof'~n :...!.-..:....!_ 

~ -=. ..-...'("('\ ~ v.. 
\n\_ ~ ...M\.. 

y V-.,: es ase' gurable. 

----· ---·-·------ ----··- ----·-·-· -· -- -· ------·---·- --- -

. " De~nostra.c1ont 

en 2. , tenemos ciue 

lé::\_ l tS- \ ~\. ') ': j ~--- (;- ' 
~ 

:: 5 ~·\. ¿~. \ ~\ ') ¿ &-.\. 
,, ~\. 

~' . ,-;. 

~l ~ ',\ : 

,... . 
t:..<.... 



' 

"'-\;,, l ~ \ o. '('<'I \ • • • o. Á . ... . ' . . ó. '('<"'\ ~ -::.. 

·} . 

= _) ~\. \..<S"~ o'('<'\ e:\ ~\... = 
A A (\\,~;,,\<::.~"''L.. <.! .~t\ ~'L.,.. 'í.;,_ 

" 

=j ( t-\l_ (.\S \~\. \ 6 ~\. 6'<'\ 

<S' E:. "r. 
8- e;_~. 

\. \,, 

G.\_ \.G"\ ~ .... ) Ón\ ~) <.. ~'('\ 

~EL ~~~ 

l 
1 - '("'r\ ' '(\ 

1t:..~ '-..~ \ ~\ ... \ G) 
-

<S" 

1 
1 

- \ C'.t q. 

1 



,'/;~ 
., 

·~./J, -~ ·. , 
· &é,,. desyirende de l?. continuidad(f:: .. cil de esta.blecer) del enea.je 

'"' , ~n conclusion obtenemos oue 

"'"'ero, por ótro lado, se cur:1ple 

y la igualdB.d ror lo tarito CS<:L e:\ (.1). 

, 
y ?..2.8 esta !1robi:,de. • 

(j;'! ' f. tr;-.. --::!..L.-·-·.·- . - - .•... l, ______ ...;·. -

·J.00-



DemoAt"TaciÓn: 

Es clare. le. desigualdad 

De ell~. y de 

· queriamos prob:::!.r • 

t.~~\)\~'-.) ~ T~~ 
~t 

: • 2. 8, se de SJlrende nue 11":· :> ~ ' 
\., - ~ 

,como 

Teniendo los espacios de estrategias m:i.xtas parP.. ;juee;os in.fini.-

tos y 13 función E. ·. J\1\. -") V\ n 
, 

, la definicion 2. ?.·. l, sigue 

, 
siendo ve.lid.?. p?.rr. juegos infinitos. T1r:i. escribimos para ter.er-U-. :ore-

se:: nte • 

es un punto de enuilibrio pe~>· .... ,, ,inego infinito n-personn.l r 'si ----- ........... _ .. -· ... ··-· .... ____ -·-·····-·· ... --· - -- . ··-·- --·-.. -------·-··------ ··-- ... ·--

pare. to<ie. \.. :. \, • • • , ~ se tiene r·ue t.\.. <... ~· \ A~\ ~ E. \.. ~ °'") ----·--··· .. ----....... - _ ..... - - ... -~---·· - --··- -·-- - _ .. -·· _l. ...... - .... __ J -- - .... --- -· 



Es claro ciue podemos definir cor11octn§ 3 de 2 :rm1irto ele af1uili--

b'rio en e st:rate gias purP.,s y ~!A.e V\ Y\ ?t.A. V\ \o d~ e~ (..t..t l ~'o ,....Ló e;, 
e• 

.- ... ! 

, 
Igu:::.ln1ente es v::-i.lido rue: 

, 
:Prouosicion ?-. '7 7. -. -

14'"1.!' :::. toda ~-=.. \ , • • • ) "' 

" r,: • ~· 

·- -

· r· ·~ff•t ;·, 1 '~ 
·:< 

Pe.semos ahora a l:?. existencia de -;Juntos de eruilibrio en jue-

gos infinitos. 

Corr.o hemos dicho en v&r.ias ocasiones el .Te.oremP. f'Ue' establece-

·:·l~· ' 
remos exige la 

-2.Cl~ 

) . 



,1, 

.:~:. 
/»· . 

:• 

Psro. demostrfl.rlo, estableceremos e 1 

Te crema '3. 

-~- • s y..;_ (. '>t '> ••. > ")< <'\) 0. ~$- 2:: 5 ~;_ 1,.1',' •. ·X..,) Q1 

-~'.;, _;;,... ¡ \.!( ... ~ in_____ ·- --·--·---,l¡~·..'.:-15..X..<:\_. -- --

TJa demostración es ca.si iü.énticz. a la de ? • : • 5. 



L 
~ , ~ 

2. uemostre.cion so redi.lce e. rrob:11' , ue existe '("('\ en D tnl 

o~~'. . ~ (. '(""("\ * ) -<T' *°) -=.. ~°'X ~ ( ~ / "'"'° l . 
'('(\ 

('("'\ t ~<L.('~ r¿ \ 9 v-..(\ '°' o O. C2. <LJ:.\'->·:' \ ~ \)c:"" .\a '=:>...,__~e:..~ o . 
St~pongr mos oue ~Ji\: no existe, enmonce s p:_:-i.rr. cadn ~ se puede 

encontrr:r una. ~ tal 0ue ~ ( ~, ~ \ / ~ l ~ l CT\) . 

Y por la compacidad de D existen ~ , ~ .,_, ..• , rnR 

forni:m una. cubierta finita de D 

-Definimos e!rD la función 'f· de ls r.i.nnera signiente, n r· r r. '("'(\ 

en D • 

~ ( ~ '\ =- --=-'-
!t. 
[ m~)t\~\~,~1-
~-:.. \ ~ \~, m) /)) 

~ . - ) -\ ) ~ 
L.~ \~\tt\~, m -~\~,rn 1,c m . 

. 
~-=- \ 

Es claro oue l «\~'l.( ~t\"'I'\~ ! ~) - ~ (.rn 1m)1 ()) 
~ =-\ 

es distinto de cero, y ciu.e \V(.~\ Of.··c/ de nuevo ou n ri1:!C:Jto nüe 

e~ contim1n en D • 



' '·; 

' ..... ·t"'! 

'•{ 
En re sumen hemos constrnÍdo una fun0iÓn '\" : \) --==> \) .. 

continua, donde D es un subespe.cio cornpe.cto, y convexo 

~ue es un e sp8.c ·o real lo-

co.lrnente convexo y e.p1icando 

. . . 
existe ~l'),_punto fijo ele 't' , lo oue ~s?:guiendo los misu108 r~.zonr:"ien-

. - . . . _ ·_ .__ . ~ ~ CI!\ Q Ct ~t' 9ct~f) ~ 
tos oue en 2.-?-.5 y tornando en ct~nta \1Ue ~es /i'tleo..{ ~ no~'. conduce 

t?. une. contradicción • Y ~rnr lo ·:;;·nto e:xir?te ~tal 0ue 

~~ ~ <...~,~~)-=. ~<...~", ~~ ). 
"<Y'\ 

El Teorema -~ .? .4 se desr,r.2nde ele : • 7 .5 1-.ues ~ \, ... , ¡_<\ 

"\ : • ~ \'X. •.. ~ 'C'"" .... ~ Q son sube spacios compactos de P, y las funciones ""\... ¡_ 1-., 

son continuas entonces existe rnt. en \)(.t.'(\') -:: S\5)._ 

tal cue 

éi., (m"*') -=-_) \v\;. \~\ó. '('("\* >- ( !--\\,. lit"\¿ e~·\ ~i..) ~ é.¡_ ( ~\ "((\~ 
¿ Jr,. 

os dec:Lr e::d.s·~e un p11nto de er1·1iiltbrio. 

Re lacionE>11do e.t:to con los resultados· de J. 
, 

nr·T r·rr;r.· :::if o 1 te ue rnos ! 



Teorema ~. 7
• 6 

, 
e·és u .. 11.2, f une ion con ti!f.~:-?~ • 

Cale y Stew:?.rt h~n demostrndo rn~P. ~:i fl es un juego biperson.nl 

infinito d.e 
. . . , 1nf ormpc1on Tierfecta y 

'l.. 
sin a.zar en e 1 ciJ.t=i.l "'t\ ~ '\"....::.'!> ~ 

Y.' adem(s, \\ es continue., e.l'l~onces 

.. ¿ 06. 



:rJe los rieo:remns 11uc hOir!or: o~>tnlilocido : 1 ter i.orrK' 1-t'l.o, r:o de e-

p:cencle (1UC s.i.. e l. juego cons.tden:i.do f~~..:; t.r1l 

. ~ ·n : :e ne ie. u e r ue \ 

:,.'·,..-· 
; . -.·.>''.; ·,-.- ~~ .... 

~Jue cle.n .. ~e. lif!l·.~~K:&::i~1:-~t~~t~:~~~~}}.;--\~,~ 8.i<,dfü:e:11·~·~·~_r;.: _ 
-,: ~-' :{.:'<:>; ·<;:~·-·',;<-:~;'.-'::' 
:-¿;:r·:-' o,:·:·.:-"/."'.• 

'. _,;___~-~ --.,. -~;~:';~~<-:~.:---~~~~~: 

1na.ct6ti·_-per-~.:0J~-t~;;r'.: 

, 
·vert:i.cc - -

se n -t1 o .Lnf o:r 

.r 0~· de --

- ,-:--_-º;_ ' -_·_-'--

su.111p cero y, ~:i rnP.ritencrnos sol:-•mente lr. hin o te nis de. 011e 

es continu~., énton_ce.s ~Jotlprnns e~s0.gn1'8.r 1 ;: c:~~it·: t.cH 

... ·-.·"' ( * ~"" '\ ciE\ de una n-8.da '<Y\ :::~ '("'(\\, •• • / "''\'<"'\ J 

, 
d.:-. VOJ" 

-201· 



dio c.i.e 

, , 
Si la k-e si1r.ri. ge nere,c ion 

• 

En estas cond i.ci0nG s, los conjimton Ge / G \ 
1 

G 2. J • • 'I G ~J ••• 

. , 
e ion he r:ha 

; 

funcion 
.. 

1)112. 8ei.'ie conver-

00 

r;,-ente L ~~ , . ._/'. 
de terminos,.·H() 

,'· .. ·::~;;.'.:~--·;~:.::::~c.~," 

\:).-=-\ 

e sti. en G 't=\ , entonces \P (~\\ ¿_ 

Entoncec, si~ e~ i..ma. 118.r·li.dr. c·on 

d._ "- ~ ~() ) t\, ) ... ) ~ \;:l, 1 ••• ~ J 

"tF f < i¡¡_, ·~ , ;~t.; 1 
·, t 

~ . . 
' 11 ~ • .. 

- .. . . . . 
0 

~ ' K \ j :i 



es ['.bsoluts.me::te converc;entc: y •'oder11os de~':Lni.r \\ ·. C\\' ~ ~'<"\ 

ce 
por medio de \T ( <:k \ ~ L. f> ( P\~) . 

~ -::.C> 

.!\hora bien, r.i cA_ ~ O..<"'I ~ ~ E. ')' o , o...~\~\. Q:.. N 

Entonces 

\~ \d--)-i\ \d-. ~) \ "- \ t p \\\~) - t fl(~~) \ ~ . 
~-:..~ ~-:..~ 

L r \P(J\·~)\\.t\P(~\l\ L l.t "-\~L.(. 
~~N ~~~ ~~~ 

T'or tanto,eri. ese c2.~:o \\ : ~ ~ \'" 

e fi nn nunto lle e,.. u:L li hrio ·de \1 



f 

r~n juego estocástico consta de 

r-. •" ni.e n 

. . . 

le llr:~.p;rc~:os el·con·iunto de estedop, • 
-~--.... ·-- .. ··-·- ____ .,._,. --

2 .- :Oarf:. (:e.da ·.._,-::. \¡ · .. , ~, , n.i.l<?. n-t·.cle. de con :lur.i tos i'in:L i:of.'' 

. ···>\:--o··,:::':---

A b\i;, iff~~(: ;1ófü1áma-

•. remos e : e on j cm to éie P.l.te rn,·.th e c. de l jng~.d or . ,}' :.·c\10.lJ(i.o .se· hC\ re:·.-

liz2.do el er.tado t\, 

Denotemos corno ~ \. O.. 

un re 8.l ? (C.~\ <J..t) de t~.l modo C\ ~Q.. 
tv\ 

. y 2 p(E,,_ lo..t) <. \ 
.i\~\ 

-2 \o-



1 

1 

1 
1 

·•. 

1~. proh::~b1J.ide,d cond1.cion~.l 

de ri ue ee llegue al e st~.do 'C ~ bs.jo le. r?urio:::iic: iÓn üe ,.,uo lor: jugo.do-

re r.: e lir:;ieron el flistcme. Oi.\.. d.a ~\. cuando Ae 'Pnt:i~ por o l e stP.tlo E\. 

, 
4.- Yor Último, par~, ce.c1'1• \,.-:.. \ 1 • • •t'C"C'"\, un:.i. f'mwion 

, 
llamP.de. lr·. funcion de pago corl"eB'Oondiente 

.• , 
al i-e simo estado • 

Introduzcantoe ~o distinto tle c~.dP. '°\.. y f1.efi.nP.~llon, n.ar:"'. c·Pd:-' 

m 

~(tao\°'"" -:. \- t ~ <.~"' \ C:..i.' 
~~\ 

nne es un real ·positivo • 

:Podemos, ?.hora, definir '.ln jneeo e~.··tenBivo \1. o 

ceyas rcgle.s describiremos en :f orm2. gruesa: 

n-p0rsonrJ. 

• l.- El jug!'dor ~ elige ein conocer la~ elecciones de f=lUS oro-

, , . 
nen tes ( y sj..n ri ue e t:tos conozct:1n su l'I'OJÜ~: e le cc:i.on) tir: .e lomcn'Lo -

del ch.1!1 ;junto 

... 2.. \ \ .. 



·' 
. ·: . .i'.,' 

ma de 
., 

• 

• í. • 

• . "\\' \ \..c)' lt""t.; :....' 
2 .- Se pe.ga 8.1 ;,iugr·dor J lFJ, cantidad u '""''-..l l 

y se })One en fu.ncionr!.mic ntri u..~ me 0::1.nic.mo de a?.r>.r tnJ. n ne con pro-

cond noe al fin del ;jnee;o, y con --

:probabilide.d ~ l~ ~ \ °'-L 0 l 

? .- Si el jueco llega a repite e 1 moVilíliento des-

crito en 1 solo ruc, en e5te'..caso, ·~ e Jerncnto ele 

~~ de 1 conjunto ~ ~ '!"l?.l'P. cn:te se de te rrnine 

4 .- .AJ1ora se pagP al 

,';:" 

y n1~1evarnen.te f:'.e ::ione en f tmc:ion:-- •·in~1to nn mE:lct.i1ir:nno (E. r>.7['.:r <·u<? con 

.' ~ 

probabilidad 9 \ <c. o\ O.~ ond ucc 2.J. f .i.r1r'.1 ue 1 
·~ 

;'.uc:{·o •r con Jlrolw.bi-

:· J. e r t · c:t o 1C:. \ • 



" 
'• ift• 

't l'" 
'!.'. 

Estos ciclos ce rcpi ten ind.cfinitla.m011ü1, lori pr:i.r;oe se vr-.n ac:u-

mul8.ndo hai::;ta (1ue el ;juego llegue a su. f.i.n. 

Dejando a ~o 8.sí, sin e str..;.ble.oe~ con i1.rnchr.. p:rec:Ls :.ón, e ~1.al'le-

comus nuestro 1.'.e ore·i1;a s:i.g1~.icn·tc: 

!_e orema. ?'. 3~_J_ 

, 
Demostra.cion: 

Pril' P. cada «:> -:.. o,\> 1.., ":), · • · 1 . se~. t"\' ~ e 1 con ;junto de 

todas las partidr--.P rue t0rminan rrecise.mcntG al fins.lizr.,r el<C:i.clo 

,, ,'' 

número~ y see.t'\' oo e 1 conjunto ele. todª~ ~a.~~, pa."(',·t~~<':t: infin:i.tr.~;. r•o-

rno siempre se a '\1 el con j nnto 

·. , 
ln íuncion 

C' • 
,_)]. ·~-:.. \ J . .. • • ) ("\ J 



~Ó~~~ los nÚ,neros de la forme. \ \\ ~ l O."'\ \ .Y p?x o c~.d" re n.l 

positivo~, sep. '\:. ·~ 1 ~ ::. ~O..~'\'\ ~ ~Jtr i \. d-. 'i/ ~ 

e ül.l •• S menor a ue -

(en doncle. el s{mbolo ()C.] ruh:re clocir ''le. p:::rte entera 

C.el real X'~. Entonces, al fin de 
. 

, e 1 jur,ndor <l , 
h[1.brP. 

re ci bi0.o cxactr.r.1entc te ~d ro ~:10 s 

Por tanto~ si~ ee:tá en E~ ) ~ J entonces 

ó· .Ó\ es infinite. Ó est~en ri.lgÚn~~ con~ Peyor o igu.nl nue 

pUl'8.R T) ::'.J' P. C l J• l\.nt"ll.O ·· \\. rn'Y'n'["•T"' p1;·,,.,· c1'-". ·.·1c:o·I ~,-.-. ~ \ ~t) • . - ' . «.• '·' "' • . " .... 



,< 
I l "": .... ~' 

, 
~ el max1.1110 de toc.ios 

con , 
los numeras ele la f or:·:a 

arbitrario 

<=... - \ 
Entonces 

~.oui se 

ju..>ito finito y el de oue 11..¡_ es f'ir.ito pa;I'P. º'''ª \.. - \ 1 !., · · · ¡ rn 

4(1" <.. ~~ 'i s ~ ~ '!>-\ / 

~·15 \.~toe>\ -:.O 

·~ &' l '\'() \ -=- 14i~ l 1> \ () 

-- \ ~J ••• , 

J?or otro latln., si \\~tiene<'.\)~ como el con;jtlnfo de ~:iúf:, ui~•-

c:ontinu:i.do,des, entonce::; D~ C... 't\100 
y, , nor tanto • 

, 
y se c:m.:plc J_a -pri.11CTe li:i.not.csis ele :.1.1~ . 

- ~ \S -



es como en e 1 rr'eore :::. 

, 
y es facil ver ,...ue 

,¡ 

Por tF..nto, se cumple t8;1tbién l&. segunde. hipÓtesif: ?.1.1~. 

, 
Entonces lP. fnncion 



1 

1 

1 

1 

es continua y \¿()tiene al menos un punto de e0uilibri0 en estrr~.-
·• . 

. .J/. 
' ' ti ~ ' 1 ;_; • 

11~:·'., · te giD.s ruixtr--.s oÓino nuer:Carnos demostre..r. 

··~ . 
. '.•' 

" 

•· . ) 

, .. 

. : 

~ .. , '::, ' 

i.. ;,, .1'4~· 
:1,' 

. .. 
' 

.~., .. l 
.. ,, .. ', 

~'I 

·' '~~ 

., 

' .. 

f , ' 
De nuevo como en el capi tnJ.o II :pe:ragr<>fo 4, podemos hn.blr.r de 

'('\ 

le. máxime. ge.nanc ia glo ba.l ~ o ue e s e 1 '::>U.~ r. 'E. \.. ( 't'C\ \ 
~te.AA c.:: .. \ 

Todas las definic:i.ones ? i1ro-posiciones r-ue est2.bleoi:~iOS !'On 

• lide.s pPXa el caso ir_fini·to, s·;. considerp~os juee;os con i''.111cion 

~ ·. i:_ ~ f\<'\ continua • 

Definic~Ón 3.4.1 

, ... ..,_ 
\',' 

. .A. • 
Decimos oue ("'t"\L_~.s. l-1~1::._ estrate{;1§:_2_on~erv8.~Q!ª ¡10)~f}:..k::CJ.~ nPra 

- '.2 11 -



, 
Proro.~_ie io~. 4. 2 

'1.; . . ("'\ 

. L_ f'lrt. = ~ 
_._~-----·- - .... -

V"\ 

\' e::~ CXhP.USt:i.vo r::i L. ~ -::.. "-.\ . . -----·---- --- -·---· - -\:~·\ ---- -·--·-··- ---- --
. ; 

·-":" ' t> 

·. , · Un2. n-ada ·a.e e stra~e e;ii~-92..1?-se;:vado!'.º::~i·e.sffil.~l~p~ 9:~ _ ~~ui_librio • 

• --------·------·-- - - -·-· 

Poder,1os hacer 12s mtsmas obscrvac.in:<J.es riue pare. 10.s jueBos fi-
.. -· ·,. ·. ' - . ' .· . 

se~ oonse.!Vfadorci._ • 

-]_\&-



j 

1 

l. •:' 

:.nasando a loe juegos de siJ:¡¡:· cero . 

J.• • • , 7. 6 
~e.1. in1cio?1:_"":..!-.4._ 

Un ;juego_ n-pers_pnal .~.~~-~~ _s1~I::.~·-9~_9_,._ si _:p8.!,.§!.__9ad~·---·~--e~· n L . 
n t 

§."_tiene ot~--&\~L ~~2~ ~------· 
Proposición ~~ 4. 1_ 

\'"\ 

__ '<!'l_~!!..s:ill_S! _ _ti~n!'- !!_~J.~:\-~~\~'-~- ª-~ 

En cuanto e; los ju.err.os biperson8lo s de sw;tz. cero, 1R. ~nor['.-

lizE'.ciÓn del Teore1TI0. de Von-~!en~nann nara el CRSO infinito lo pode-

·' . ' 

mes enuncis..r .siguiente : 

· .. T~·óre\í1a·ój·;;t~:~,.:~ ... _···_._ ·· 
·• ,·o;,·-.¡-o-·_o;'.-/o:.: 

E·i \' es i..m ;juego 1Jipe!'f 11iwi rle sume. cero con función c1e ne.~~º -----·-------------·--·--.. ·-------- -------··-, - .•. -..... --.--.-

~ continué'., en-:,oncer-{ \les cxh2.ustivo • 
·----·---------···--------~-- .. ...,.7' -- ·-- .--- -·· 



~· • : • t, 1 

endo los mis111os pasos aue r::..re. desprender el Teorc ,,E', '>.6.7 de ,.... o;· ! 
(."' • .. • r • 

!' . ~ 

considere:".cs 2.hora ·.un 

Yilnor 

ro, e s ele e i!', < }98 j\l~\~_§;~: éstoc"é;sticos l':tpersone.le G e W\ J.os cucJ.c P., -
,~·-·v ;·" ,"- . ·. '; _ 

, 
lP. :f'uncion de pago 

. . 
es ta1 ni_ie \'\ ~ (~·~) ~ \\~ \_Q.\..\ -=-C 

nnra 'todo ~l. en ~\. • 

,: 
Si los este.dos 0ue definen a un ji;.ec,0.eE;_tocasticodel tipo an-

terior son t_\. ) E,_ 1 • • • ) ~'<Y\ ) definan, -

y p a.r a e e.el a \:..-:. \ 
/ 

, • • 1 '("("\ 

. 

'ª cero i; : ~\.Y. ~ ~ -'l V\ "l.. de.do "ºr 

- 2 20 -



r·'' 

.... , 

'«\ I ?(~~\ ~ ... , \_-W ~' ). 
~=-\ . 

A . \.O .l'\ P. r>;rr:i .. el_ ju.gr-· .. dor_l, se p .. 1 .. 1.r..-
S i W '-e s e l v :::i.lor de 1 j 1;.e go \ ""'"" •?. ~ ~ _"' 

de definir la función \ •• ~~~~de.da r.ior 

, 
Entonces,rilnor y. She.pley d.ernuestrc.n. 0tK~ esta func:ion tiene nn 

, , 
tor V!Llor del juego estoct.st:Lco. A p:-:·rtir de esto,es facil probar -

('1\..'.e 

. . ( ..... 
ce.de. solución \.~ ,~ 

. 
lD ,,':, 

o.e suiná cero \ v 

l"'f'.1m~n n cc...r.,,..., ec-·'--.~cteg_i'-"' J~C:·· ... (.:,. e,... .., ... liCJ1 _,::-·~ .. =·''- ~ 

- '2.1 \-

('1t., ,., "t"\,",,. 
, L •. ·. ·"-' ·' 



Ahore. bien, nor lo r-.n ter:i.orme mte e t=t'l:E:ÜJJ.e cid o nor no notros en 

, 
.~,e+acion a los juegos bipersona.lc·s :i.nfini.tos de sumF, cero, en c0.-
:·· ... ....... • 

da· juego 
, 

de un j tie (~·o e fltocc.stico 1J:Lpersonnl de sume. cero 11ue-

de definirse un.. vector bidi:1,ensionaJ. \ 1.) ,'- "'" J ') ) u "t. co•::o e 1 

valor del ;;uego \1. y en \irtud G.el ~orcm?.. O.e Kuhn (.Sl~ rel2.tivo 

e. juegos nue 11ueden de scomoonerse ( ~1p ci1~1e obvia.mente nuede cxU:1n-. 
·, tr·!·~·:" 

derse a jt-egos infinitos' tendremos ""U0 \'lo se des(;ompone en 

cade. vértice &. no W.rm:i.n?.l de sput s t~.Ei e fe ct~.1é'r.2' los pr:.sos 1 y 2 --

, . 

' y corno en e f.tc vertico 

'• '': 

se inici~. de nuevo B.lgim jue ¡;o de lh forma \' ~ ' noé\ernos trt:ncri.r 

. \'Lo en X. y situa.r en X el pago 

-122-



. 
e··~('] ju<:····o r<·c-l"··n°·11l-:-·.r \D '-,º .... ,.. \ .,.,..'1.. "_..1,.c'\) 

• • ' • 1 'l i ' '' • L> ·· ' \ '- V \ ) V I •• • U-1 

. ,· ~ 

conoidGrado por ~Ailnor y ShF1.~1 ley y rior el Teorema de Kuhn ya cita"!'." 

. 
do '7..r: l.. O ::. valor ele 

. ~ . . 

par2. e 1 jugr,:.dor j 

. 
t • .'t) 

~C.".,..' f"),.... 'l .. . • , ~\ «\) . v, ' v, .1 

Por tau-Lo ( 1J"; ' 1 1r; "lJ .
1
11¡ «l)es el punto fijo de la f~~::; 

. "• 

j/. 
::.'Y . 

ciÓn 't"'\' de r.'ilnor y Sha.rle:y y nuestra definici;n de solución q9:Jl~
...... ¿~·· .'.: 

e icie con le. de e sos a.utore s • 

' . 

..... 
·~; 



¡·: T ('. ~·~ 11 



l'.- ~;ir:tcma::: do oonjuntoo • 

L;n J.o nue si.gnc cnteudercm•·s por r:ist.emr.r- de conjnntof.'. c. una fa-

operación dé diferencia simétrica. Se 

y, Por t:-.nto, ·~ l R todo anillo R • 

es unide.d de 6 si-

todo A E. G ) At'\E.=A • 

, 
~Tn anillo de conjuntoi:- i:-on unidad se 112.i!IP. un algebra de con-;..-

,juntos. 

, ' . , 
fe.ci1 r 1rouar 0ue J.r. in terse ce ion de una fe..miliP. ::-i-·ci traria -

··.'.·'·'._·:. 

üe cn111R.s; 2~ ú~ a.ri1110. 

, 
TJn he c110 irn!Jor tE:.nte , n ue t~~mbie n se :nrue br f acilmen te es que 

cunJ.C'l-üer s:Lsternr i10 v: cio de coGjuntos G 



, 
oue lo contiene y ClUe cr~tr. cont.enic.o en c1~al"ti.:i.c~ tY\ ':o ani 

llo 0·1e conteng2. e. 6' • 

R(t:.) se llamn el anillo mínimo sobre el sistema G o ::i.ni11o ge--

ner2.do por G • 

conjuntos A,) ... I An > contenidos;. ell un con-

.. , d A compos.icion finita e , . 

])ecimo's 0ue e 1 sJ.stema de conjuntos G es un sernianillo, si 

-- - --- ---- ---- o- , 

intersecvioncs finii.a~: y ademr .. s -

en A,e xiste m1a , G--- f. - . _, cie -. ouc - · oTrnnn .11.in co 

con A;,2n8. de :=.cor,posici~n finit::1. O.e A . 

En ~n el slstema de lo~: pseudobl~C'~,_ef:~,c:u:; L!.cc:Lr ei' üe Jos con--

- 2. '2.S -



juntos rle l.:i. .formal (X•, xl..., . .. Xn) l r< n 

con i : 11 'l.., • • ·"y O.i ~ 'o i pe.ra tode. i J. 

Es fácil construir e 1 anillo minimal sobre un semianill0 G 
' •;',. :··,, , .. ' :~· .;·-··:· __ ,_' 

'-; "'.·:·-.-"'-

pu.e S EG pued,e prob¡:-;r' cúa: c~i~Óiue p~l! el sisternp, de lfi.S unione 8 -
~··. :-/: .. -.. } "·i··;·. 

f'ini t0.s de conjuntos .dé 

·respectivamente el producto ca.!'tesi8.~o G, X . .. X,G f\ e~ el -

sis te ni:?. de los f3úbCo*jp11tos .del producto oartesio.no ... X·· YZri 
,·· ,· .-

. '-·· ~;\'.:,·:?~' \,::·- :::. '.:. _, 

_que se nue~~-@'~~-~g~~tR~--~:c()~O A' X .. · X An 

El producto c2xtesiB.no de un 
, 

nu:.~ero finito de scmianillos es -

un se rniani llo • 

-~ ~--º - - - - - -

En· té.O!-ia de lP. u;cd:i.da.<et.,.:-±11\Por"t;anfe co11si;cl.ei~c.r anillos ce1Ti'.-

dos bLjo uniones e intersecoionos nu:1iGl':;>bl~ s · ·••·.A Ior. T'r:Lme:i.·nr-: r;c-
-~ -; ,.. ·- -- -- -

les ll2.n2. Ó-Pnillos y 2. los r.·ectmdos r r~,., ·j ] ] O<'• -, ,11 ...... i...") • 



., 

TJn b-a.nil lo e on un<l.d ad e s nn 6 -a.n iJ.lo e on uniclad y i·c e {pro e a-

mente. 

A e s te tipo o.e enillo s se le s l leme. al@ bii>.s e.e llore 1 Ó 12>-~'l.-

Si G es Un ifisteme de <conjuntos e;rbi trario y g = lJ A ,el $:Cs
A~G 

:;.'- -: --- ~,·.-~ ' ;:.- "'.~---~-- -e 

tema de t~d.OS· .. ;1,.ps: s\l'9d.o#·J·tL~&9o -de Z 
, 

es un 0.lge"br8. ele 1::.orc1 nllE~ -

··,·0 ~---,:-:'.· :. '." ;·-· ·- - - - - .·.<·' ~:-
-- --- -~ -~~ -~. ·:~;: :·L· ~~;- t -

contiene a G. Ún 
:Sorel es irreduci"blc :res-ne e to r>. i.m s:i..s 

tos de G. 

J?a.ra ci:P.a sistem& G e st~. 

d uc i ble · s cibf;;. i(OUe . e o!ltie n.c e: G'fY:' e St~ a, sJ.l. :V0 i db'.~{~ ytitl e e n e u el 
,-,--.-: __ ,_. -~··:-~_,_;~. ,~---'::._.:.:: _-_-_.,__,_.,__,_, - ·---'""":>-..o:·'-=""'"=-'--~"°-'- ,_:=:__ :.~~~;·. '.' .--

e __ -'.·;_;:,_;_', ;:- '{~-~.,'.¿".o ;o-~:· ·_ <' .· . -~--,,:~· ·;~:~._::'.7~; ~~-\."': ~.-~ ·:-~ 

r uie r á.ige1~r'?·' _de l38téi 0ue contE) 11[~8. ·a 

. . 

J,o s e o n ;junto'' O e !lo 1·c 1 8 oh l •J $ e le 1nei'l.t 6 ,;< ciC 1 P.lr~' l>r:: <10 norc l.-

-221-



.. 
, 

mi11ima.l, de terminada en un e spe.c io tor.olog:i.co, nor o 1 sii:-:t..e mP. Z 

de los con jtmtos abiertos. 

En R"' con le. top0lot;:{a usual 7- , la P.-álge bre. minirnal de termi 

nada. por l coincide con lo.. de term:in::;i.dQ. por e 1 se mi:.?.nillo de loE 

p se ud. o b lo g ue ::;¡ • 

~ . _, Q_ 
Consicie.remos U.Y!.f'¡ I uno ion. T 

g y n 1J.e 

tornr.:i. val0re s en e 1 conjunto Y , si Ses un sistem2. üe subconj'..1.n-

tos de Z '/ G' v.. V\ s ~~\e M9--_ e\~ '$-1-<.b e o "" ~v.. rd os d. tZ. "l J el es\~ no.. re? ~o~ 

<:. o '/V\ o ? ( G ) D.. \ ~ \, S !\- e W\ o... e\ ~ <:.. o "" ~ v.. V\ \ o s ~\ ~ \ o., 
1 l .. , 

form:-" f(jf) con A en G y como :f ... ( G) c-. los conjm1tos f CB) con B 

) ' en G ; entonces si (;.es un anillo 
, 

tr:-jítbicn lo es, lo mis190 

se cumple si G \ es u.n álgebra Ó nn2. ó'-:.~.lge br2., .tauioie'n 
; 

.sera -

f\ G1
) • 



TJn b-anillo con und.da.d es nn 6-ani11o con unidad y rccÍprocn-

mente. 

A este tipo ele ~:millos se les lla.ma algc bras c!e :Sore l Ó {a.-~'l-

Si Ges un sistema. de conj¡;.ntos 8.Tbitr·c.rto y X= U A ,el ~:i.s
Aé.G 

,. . . , •.. l 

tema de· .. idc1.()s~ ~io_s ~í..1b§qilju.rJ:tc)l:j• de .X·· es nn · áie;e or8. ele ;-:.o:re l nue -

e de ~ore les iI'reducible res.ne e to n nn sis 

. , . 
es la un::;_on de todos lo$ con ju.!:. 

tos de G. 

, ':':' 

P.lgébr a· clo "2oTG l il're -

::;jnirn~.1 (1c'Lor11:ü1ac1n nor G. 

:r,oD c~m;jur:to~: ü· 



. ,.... , ,., ' 
lo m:i..smo p2ra e J. '-al[;e brP. gener2.cla por f (G ) • 

lJ.~Algunos Concentos de 

Un espacio topolÓgicot?,T)es un conjunto Xy un sistema.? de 

subconjuntos de g cerr.?.d o ~)2.jo uniones p,rbi trarias e . in terse e-

' -~ ·, --"--~'='~_ .. º· 

conjú.h_~O~ qt1e\':f$triü en· .i 
·. -: -L;; T~i·-:~~- ~:~~::~~~~:?.-~~ ~~: -/:·'; ·< :·- ",:,-

u.ne. 

E>.biertos se·· i.cf~ "ri~r:. cerr:-:.dos • 

de -

--- - -=o·--,'---=----- ' --- -- _ __:__:· _____ _ 

Si un ele11iet1to o. puntOl(cl.e X e st~. en U..Yl <..'bie.rto 'U decimos o•ie 

11 ·(X .,. ) e S ·de· ·Pt:1n~dor·fr e- i -
- . ·. '··."' . ... . ,, .. ·- . ·--~·--~·"·· ·- J. • l. 

·.- ·. 

cada dos :puntos··•·ti~·né,iJ.';\re.cTn~'¡¿c1es 
.; >·~':. ·,",;·~,.'..,'_':\·'~·::;.:;>:;· ,. 

' . ' . 

punto de· contac~6 de A, si cad~. vecincr::~.d d9 ~ contiene 1nmto~: ce A· 



cimos ('ue un conjunto ~enso en X si todo nunto de X es de con-

tacto de 1). A los puntos ie conté'.cto de X aue tiei:l0n l::' nropiede
1

.J. 

· de oue cada vecind2.d tiene'. ini',:j.ni tos 11untos de X r:ie les llR,mr. pu.Q 

tos de acumúla.ci~n. 

" .,. , A menudo es rnás como~o. -tr~?.baj;:i:r con solo. un::\.p:· rte de los con-.-_ .- ·-o • -

juntos de lé. 

de te rui :i.nan -te se le llr.m a ...:; 
talida.d de 

" •. ·1 

conjuntos s.hier'.t()s,. oue .tienen la pr.opiedsdcT1~1C., cn2.J.0uier al
1

:Lerto 
f<-

- ., ,-,·-·.:-.·.:· 

' '.-'·.·' 

'. ;, ' 

-Par?. ~huG ~~v.n-_ \u ot J de con-
- - , __ -

-es la u.nion de inJ.efobrós de· ~~. 

es necc s:-.rio y .su"'.'" 

juntos 

:ficiente 

. . 

"'._ue J~_r-.r"' .i..o'1 o ni-nto ..;;.•--c-·1-u'e·•-••- pci-•+nn··c'·zc· i::.·· ·.;a ''l1 '.:\
1-c·1r:.r-i-o··,;•/ ;;..,,..¡ • .-'·' ,-· ci. u "' .. :.·'· ¡ "" . _ - v"" •· . '-'• Gi. -' • ,,_..U·,'-' ::-:\1 -•. --i .. Vf: -.v·-'·. ~ 

·, ~ ~ ! 
,;" .. ,¡, ,, . 

- '-~o-



ta un conjunto U.i. de 1 sistema tal nuc x nertene zca a Uee.. y U-. 

esté contenido en 1/ . 

/ ·, .> - . . 

Una fami1f1 e_ibÍti·aria (6 de subconju:r.ttos dé 1 ,es bP.se pro·a 
- '" ~ .- ', 

. :,,,·, ' __ ·_·:-. 
- '"-: __ :;~./ .-,·.·~ 

una to.pologi:?. de 1' si tiene Je. :!lropieda.d de n ue JZIPXF.'. Gr~ .. da x en la 

intersección de dos conjntos arbitrRrios \J °"' y '\.19. perteneci.cg 

,-~ --.~.:~?},,~:~ ___ -:,_~·-- -·- -

tes a @,0xistc un conjunto 't1 t.~.,:ibié'n de S contenido en J.:~'.<iiiifur~:c s:_ 

, ~ 11 
ciona.e v-. Y lJg, Y que • Tia fe.milia ?'(&) consistente 

se e s (B. 'l {8) e s Ún i e a y es 
~ , 
. La mas contiene s. (8 • 

JJos b:,: .. se s $ y ª' de ex, l ) son ~0 l~: .. s topo lor;ias 

oue generan son iguales. Unf'. 

nue~ = l V J V e 1 

=:. su 1 1 Se an e 
V l ) 

, " 
X o u.e 0 s te en 2.~.gtm 

un abierto u• de ~· tal 0ue~e :::~té en u\ , 
y V' e ~~te 

- 23 \-



" AnE'.logs.mente psr::t cad.::i. }:n.mto x' de cualtiu:i.cr r·bierto rn U.e B'. 

J12. intersección de toda.s las tonol<>gÍas de 1 rue conteng::m a nn 

, 
ve i una. topologie. ? (G) y se 

, 
le ll2:r:a 12. to·pologia. generada por G. A G e~ J.e llo:· ::.i. une. sub'o::.,sc-

de l (G) .. 

{(G) consiste de tod2.S intersecciones t;ini t:,,.s O.e e1ementof: ue 

, V 
2-, l:c: 1).:;.:'...cr.cs 2.i''Jitrari2.s ele es2.S interseccione~del ve:cio y de 4. 

v "' es l'"'- e~ o ~ ~ S42-~ ~"' e\ o e.o V\-t o.. 'o \121 S\ ti:~~~ -'""-""9' . . h~s~ V\1.A. ""'1 e f't le le . 
~ - . 

Un esDc..c::.o Y es;:ori1 :ero cont~~.ble ~.L Y\8.r& c~.da únode sns n1.mtos 

h2Y une. familia numergble de.vecinc12t:.1es del p1.fr1t9, t¡les oue pa..r·r .. -

c:::.da 2.b:.crto G ot~ cLntiene .~a1 J;un·fo 
' ' ' ·- ', 

· ~cindrde s -

de Y contenido en$- '· 

. .; 

\o..~ fl.A.-1\C..\OV'\~~ ·?'<'º'fQC~\Ófl'\ So()r-~ 



Tia proyección Poe. es la función eme asocia a CQ..c..la. -t.f~""1~1'o 

c\,e.·~~su componente X.._ , 

, , 
es:unr:i. coleccion de esrn?.cion tonolo-

gicos, 
, ~!l 'X,.; 

la topologi:;-. ci.el producto cartesiano 1 - '41:\ 
ti, 

es lp_ -

que tiene e.orno subbase a los conjuntos : 

con Vi nbierto en 

. . n 
Xi es una be.se del;p:roducto JT

1 
i •t 

Sea.' (Xi 'l ) un espaclo topolÓgico, decimos que ( 2; l )' ) 

¿:,_ 

con Y con-tenido e~ K ·~;es un subespac:Í.o si la topología Zy es ll?. 

inducida por ·.?: e.bierto de "l.y es lR. in terse e ~ 

, 
e ion üc un .miembro 

es continua eü c1 n __ unto Xo de V' c-1· n r t Cl' hi -1. Vr .6 ... .: 8. n ·o o ::': cr co 1' (X o) en -



· . .. / rjna funciÓn de . l i,' / ( Z) enlY,1y) es continua si ~~ 

r ... 

ra cualo'.lier e.bierto V en Y. f (V) es atier.to en & , { es -

·>-1' 

o.ó~\~nua en X 
, 

si y solo si es e 

;• ... 
'.in9. funciÓ11 ~ biyectivr.. de un 

en otro Y cent:},.--:. 

n.ua y "\. Ü O 1.-"C r I de y e n X° e S C Qli; in ue. SC lJ.ar"a. •J.n )1 mne om orf i sm O , 

~\_s~ t.Ol\Se. l'"V~ \:io-~ O 'i\ o W\ C!O M O..- f \S VV10$ 

'_ ... i¡ 

1 .;·iJna función definida en U-'1 int$.rvüo [a.,l>J se 11amr. abso1utamcn-

',, 

posi t:;.vo existe Ó positivo ta.l -

-------·, ,_ 

oue cualnuiera nue se a e 1 sieteme. finito ae intervs.lO.E! [0:.AP,• 



\ 

sea menor aue S ,entonces la sumo. de los vri.lores absolu--

tos de f { b~ ) - ~ (o. -iQ. ) e s menor que e . 
( ~.II-b) 

nna cubierta del conjunto g es un r:.iste~ 'E'. éi.c su'oc:onjuntos d0 

de manera ÓÚEL :punto ele 

. :; ~';;·, \: ~:- ;!-i'.- ~'. S_. --

tos __ d.~±E-~~-~-~~:~;;- J:§.' dttbiert::;. ·se 

ju.YJ.tos 

ce aa 1 de Ci\1108 oue a es una. subcu.bierta • 

un espacio de Hausdorff cd un co1Jlp~cto -üi 

contienec~.una:;~~1fop"u1?te~¿-~@. ·f{1i.~~~ 
-·- ·, ~:=~)~:;~~~~:~-~::· ~~~ ~>>~.~ -_-.. _, -~ ·:_:~-~:.·,_,"~_<;:~~::·~>~·: -~f:i··_·-~::~ .-.> 7-, -. .:_ 

' .--_,, 

Todo !?Ubconjunto> cerre.d.o 1le un comp:::i.cto es compacto 
' - :. . -~.··. 

Le. imagen cón~inua de i..i.n comnacto e$ compacto • 



:.\ 

.··,~1 ,En un espacio corripacto todo subconjunto infinito tiene al rnenof_~ 
·-1"· t:'.0:'" ~ 

, 
un punto de acumulacion • 

Cuendo un 0 spac:Lo tiene la propiedrtd dé que todo súbconjnnto in 

finito 

espacio 

-- -

lf:'. :prop·iedad de oue de CF.d2. ·cubiertc. nt~mere.ble se 1'11cdr extr::>.er unr.~ 

subcubiertc.. finita • 

Los conceutos de compacidé',d y com~1p,cids.d nurnerr·.ble nocoincic1en, 
-- e---· .7- ---- ------"---=-~-----' --·-

en ¡;ene1""~tl, sin embE'.r50 en los e spF.'.C Jos s~'11.A."-docontp.ble s si co:hnci 
·-· 

d.e:r.. • 

E 1 producto ca.rte ciano de una f cmili2. prbi tr~.ri:: d.e -e s11ac :i.os e-

oornpactos 

tTn 

es cen:·2.do • 



En 'R. r>un sube spacio 'es co111pr .. cto si 
, 

y f'O lo oi os cerrc"clo y r.t~otu. 

do • 
.{ 

( Il·C \. 

y con VclOI'ffS 

y cumple .con del trÍ::inQAlo ..• El real d (X 1 Y) 

, 
me ~o i e o e ::: nr i me r o 



) es me tr.iZP.bJ.1:; · .i. 
- --- - ----- ___ , - -- -_- - '- -- , ·':,. 

su tonólogie. e ota indu-· 
" ' . ·;;.:: ( 

-'1)!~~' 

e ida por una métrica ])8Xé1. i . La ;ro11iede.d de· ser metr_iZr>.ble es ---

U.n inv¿;rirorte topologico • · 

,. En un esp:;1.cio métrico Y la distanc:i..2 .. de un punto Í.o a un -

;· ! 

~~b;b~hjunto no :vac:Co A de 'J 
. ~- .r 

':-. 

e :.as de Yo a cadá-ú.no de los 

- ;,_. ' 

a- ce.ele. uunto de un.espo.ciol su. 

, . . 

es· continua. E l. ªi9metro de u..11.supconjunt() deYes el 
--- __ , ·_'.___ '..':c.2~-~,=-~'_:_:-~ ~-._,,:;'.~ '.-: --- ------ - , ·--. --~---=•,-==.---·=----;--ceo------

Un2. 

'7'9rge e Yo de Y~-- si para 

;·' ' 
~: ~ t ' . .' ' 

·:·osi ttvo ~ 

; 

·'.B ~~ t r~. e n r T • 



! 

En un espacio J. pr:lmero contable, en particular én uno me triza-

ble, uiia !unción ·~ 

siÓn 

2. ~ ( Ye) • 

,f 

. ·~ 

~;s .con tinµe. en Y.~:si y t, sólo. ~J. para ca.da suco-
. \ 

converge 

Una>sucesiÓn;·de. p·vntos en un es:pe.cio' mé:tr.ico er: d0 Cauchy .si p_n 
- .. 

- .. \• 

ra cad8. número po~±ti~o 'E ex5.ste un' naturál. N;~·~. tal manera Ot!C -
- - - ~; ;o- --

' 
dos puiltof?_ ~~L:~~~ sucésiÓn con india.es IIH\yo1 es ri_t1e N distan U!enor: auc 

~· 
-·----~---~- ~-

, . . , . . 

En un espacio. metrico c2.d~~ suce.sion conver~r.te es de Cauchy, s:L 

completo•. 

\. .· 

.'. SUb€Sp 8.Ci 0 •. me. ·tr i Z P.b lo C!C Y}.'~ 

, 
Iia. propiedad de ser c01Dpleto es un invE"i.ri::int.0 topoJ.ogi.co • 



·. ,. ' 

un espacio métrico y E. y B son dos subconjuntos de J. 

. ~ . 
El prod.ucto cartesiano de una fa.:1ili2. numer8.lile de espacios es 

si y sólo si c~da f2.ctor lo es1 una ~..firms.ciÓn simile.r es -

c:I,-e:rta }':?..!'ª espacios completos • 
;: ... ·~ 

cn·d .. ) 

X ·e s. un e spac ~o compacto ll~.m8re:!los <t (~) al con~unto de 

• · . .'1f{ .:•' 
.... .. . 1:""·7· 

1~ 13.á· funciones 

··~:51.:~:{'/' : . 
continuas ·aeffrtidas en X y con valor real • 

1 

En (.( l ) consideremos la topología ( induci-da po.r la. métrica 

' 

.:·~;:~/' 
, ~l )ifiguie n te : . 

;(?,:".~!: d. ( f, '3.) ::: &up¡ 1 f. ClC }-·~ ~x) [. >< ~ g J · 

.< ~ 

) la. a.urna, la mul tiplicr·c:ton son funcione i:.1 



... 
continue.s ele cL" ( 'i) X d:.. (E)·. e~· a: (I) y. le. ;nultirlice.cÍon 

¿ 

;. . \. 

ror e s,cale.re s es una función ~onti~u"J.~ de R. X tl (X.) 
1· 

'oajo las opere.cienes ·de 

junto de 

tante con Tus f-i pe-'.rtene._cier!i:B s 
~ ·~'ti . 

-· 

en e ( z '· 

en -

cons-

r a e ~~~:~~X'lj~,~~:. puntc>s ~1'.{~Ji~~~~l~~ºD~.ft~f¡~,~~·~fr}~ ~L;f l!nc iÓn -
:.' ·:··.":·. ~~··.:':-:::. /,'.: .: '.;''", ,· ·- " }::~' :-+:~:~3/<::·:_;:-.. y .. '.:_>:::¿\'~·~-~-<;., :~.<:.: ::·:·;::'.~\~:~. :, '.'._':_'~O:i ·.<"· - : .:_.~: ':.; ... 

~ :~. 
El· r~6~e/Mti.-·~;~ s;~ohe :weirstrasá dicie<nhH" :··~;i/K:~;ir (:QmrP.Cto 'l 

" .. <· .-·: ·:·~;·\-.'. :-~:-'.·· ~-·,/: .~.(;::~;\'.-}.< _," / _· -~\:,>~\f; ~:-.'.-~~~(;~ :,'.-~:\ <=/:: _/~,--~/ . .:~~-' 

( l.L&), l . -~ , contiene sen r~ P. -~un tos y no se -



'¡ ' 

·;'o.¡~~'.:,/"" i ~ 
1 • 

inúla en ningún 'puntb en toncc s ú2 es cleDso en '.d;( g ) • 

~:' 

• : "·1•(' 
·. ~·/ . 

, ,, 
en-~ ) 

~;s .. ;~, ·;>c. ·~ . . . . , , 
:: 1 <:~;~,,ÜA:e spaci°' ~-l6:0<}1Ógic o · (E, (: 

J. --· . ,, 
.•• il" 

) es lineal; si &' 

. , 
e io ve e torial e on re spe e to a. 2.lgun O·e.rnrio de 

• 

• 'i\l 

forma un es:pg. 

... 

·.:>E,,_ un espe.c_;to'. vectorial le. topologÍ~. oi....~da te.talmente deterrninr . .. , ....... . ,";"·.,;. -" 

. -... _::-",' 
'·-·. 

"'· ¡ :t. '..Í:.t}· . 
. ~. {, ,; 

pB;r?S: _.ce.da dos pti,ntos de A, el segmento 

punto 

El e s:pacLo . i[· ( ~) ... e.s lOo~.b:onte .. c'onvexo ta1Hbie'n lo es e 1 
;'•;t._ f• 
. .-: ;,¡, .. 
: .•_Ji~ ~ 
, •• '!'. ,. ... - ' 

de~:"t::,'s funciones line 2.le s continus.s de 
I 

CD YV\O 

--21.;2. -



convexa si - - --
) 

F (-,\·Xr~ ~-~~l ... · rnerl~.r:··~b:--igu~.1· qu~ . . '. -

" 

:A~\x) \-(\-A)it:\_/) 
... 

\ 

real no negativo, si la funciona;l es tal 

... ,; , ' . 
se i1·a.ma concava' • ; 

-- , ~-- -

f ·- ::~ ' :l·~ 

Un e·spa'cio vectori~l 'es normad:~.)h existe. una funcional conve:-:a 

.t... ' ;,:¡': \, 

{a la qúe se J.l~.mtv·18:'noI'm~}:"·~ro ne·g8.~-~~~8, oue.yt1ica~ente -tori·ia el v~ 
___ ; > •• - ;~~.{,(~~~f:.::~- .-·-' - =---~ 1C:i_{,~-~;:;-::.:;:2, ~-,-::_-__ :_ ~-. __ ·;~-;-~·." :_.·~¡_ ··:-' -

lor cero en e 1 ¡l~t~é~~i~~~~il%~{it~t~t~J:R~~~~/~Ji~tJe~]1~~~~~ .al vala 
,,-_ . . - ' . .'-- _,._,, ::i-,.:- ,, ':-. ·. ,~ .,.·,'.\\~'.:-~ .. -{ ._· -~-, ·, 

. , . ; ' . -' . .· "'\ :,_;·· : :-. _:.·· <_~; __ ::!·.•_:' __ ·~.:'.:_ ..•. ;_.::_ .. >;~ -- ... ' ::'. ·".'. ·.' ···' , .. >-' --,. 
.,:-.~-:··"-, ·._ . ~ -._ ; ',, ... 

absoluto de°' por la nor111a de ~ • ' 

pues s:9 ;:n .. -edo de-

lollÍa en e.:. e nnac i.~crlc definir e 1 



...... 

,'..d·Of' sin recurri):- a le. norma • "' es acot'J.tlo si p2.r2. todci. vecindad del 
'j;.' •. .. 

.-~~: .r .. ~ 
' ·, 

. . ...... 

:.i cé:±-o. existe un numero no si ti vo J\) O de tal modo aue nU contiene c. M, 
'.it ·: : :'). 
! 

·-. ·' 

Para.los espac~os vectoriales .e8 esE)ncia,l el Co!lcepto d;e funcio-

nal lineal. En el casó de 
- -". ... , :, ,_· :~. -·; _ ... linea.les este p2.-

. . -, 

·--~=-~= - , ~~~ ~: ... -; _;:_ f:~: '_ - -' .J = -<"¡-_-. _;_:}~''.:.-:~ ~- JJ':~~~:~~~-:.- - -- -, -· . 
'·" ,-<~ __ .... ·_, <-.\:-.-:_.l~:::~~:~x~::.~::->·:·:::;. -Y·;~-~-:- _ _._.-~::;::., .. ,_ 

Si X es un· espacio· :tOpo~¿~#s;~~:~~~~e~~L?~~; d:i.~erlsión :finita, lo.s 
• -; ~ • •".~:·e;>-.--~~~~ -e-.~:; -.. 

"' " 
'=' ' • , 

:1 ::i:.unc ionr: . .:..e s continuas,· !'e.ro esto no es cierto en el caso -
;1·-4:.,' 

")'.i1 ; .. 
'~·ne~e.1 • 
. ~;.·1. / .-!; • 

. I; ',fY". ': 

. ·~,· ~e.re. cu.e ~a ftmcione.~=~ ~ntimm en un espacio ~opolÓc;ico li-
·:\~r: t:/ ... ~· 

, 
neal, basta con q~ sea continua .en tm PU!lto o qi,¡e este e.cotada en-

. ' 

·''..;~ • .=.---·-- -.-~2.' .--"-'- - ·_:_ _.O.·_'.·-·- -~-,~;:_T_ 

ve e lld~*~~~'.'~~·~:·,~~~$.~U§~~~~éJ~;~&· ~g~~~]_~~*·~·L-~:~-~ .. ·f'~c.~o.~e.l 
·.,-'.i-;<,: !.' . - .-" ... '••• «; -. .!;"' ~.-,·;'.- -:.'.;. ~/~_; --.~"::-;• ·' .J .-. 

"-·-¡-,,'~t",:,: ~:~J~:.;. . .-f.~-?~:,;: . .-:r· -.·~. "-': .,::;e;~·~.-;--~·;::: ;¡·::«-,· \---~-'¡«~-, 
1, . ,. '···'~·:· .. ·. :¡<·· .. . '': -': ;-.:' .,, ' 

lineal en--

' ,_"'"( 

onP..leá '1:tnea1es de un espacio t·onolÓolco li-

, tesco. \o..r~s_ 
forro~. un espacio vectorial s•,)bre «l.\ CQ.wi_ ~o ¿e \q;é ~e lls.ma 



\ 
I 

< :.: __ ,. . , . / . 

El Teorema de 'Brouwer dice ciuc cu::i.lauier fUn.cion co11tir1v.o. clcf i-
.: ·:· ,~';' 

-: ·'.:: '.?~:- .'._;:,.·:~.:~-i-¡. ·.;1::-: . >·:-~~ .. · 
•; ,. :,· .·:: • • e - -, - - '~ 

"\" compact~·;;j'Jh~e:o\r con valo-
nida en >un supconjunto Ó de 

bajo ·-~ es de nuevo~. 

, .. 
Shaucler generalizo este ~ie ore.roa :?. cut:>,louic:L' t:-ubconjunto com:pe.c-

to y convexo contenido en tm es-oacio real localrn.e~-ite conve}~o • 

,, 

\,y~ 

,l:J_~· - .... 

·El e oncepto de medido{~\\>..\) de un con junto h.. es uno. ¡;eee>:nli-

. , 
'M'.cion de conceptos 

·_,, ..... . 
e,1:'9D. lte una. f i--

; i' ·, ~ 

_:.• __ · . ,.:·o..:-

_, :·.:".:.:.;. - . 

IA.v'\ O... '!" \ ~ •""-~á!l' d. 4-s • e S f Q, G ~l' 
. "::·: .... ·.-,~->-~ .. <-. :_, · :·· 

y\,;.~&.f 1'Q6X"- M ,.. v- e\~ gurg 

Al construir lr~ med:Ld.a de oonj\1.:.1tos 111?.r10f' se tomP. la rriodidr-. --



, ,. 
1
de:··un rectangulo ( e.l aue le pueden falte.r orillEis) como su e.rea y 

, 
con bc::.se en esta se define e 1 concepto de medida en una clase 

, 
mas -

.. amplia de conjuntos ·(uniones: :riliitas de recta.ngulo~. g_j~;ri?~·,,ªc:);r~. e. -
. ·.-··. :~~:~;~.;-i"'·~~)~:~~:é.: --,, 

:',-.-;: 
,'~ ,._ '" ,, ,~.;::,... . ., 

dos·y después a los conjuntos .ciüe se pueden aproximar 

, 
niones ele rectangülos ) • 

' ··,, 

I10 e senciál en la construqciÓn de 18. medida de qpnjüh~Hrié nlsnos 

. , , ' , , 

no es la e x!)re sion con ere ta de 1 are a de 'U.:."1 re e tangulo. .he--

' ,. -

chos generales • Primero que el c.onjunto\ .. de los recté.ngulos cumple 

con : 

1.- I:2. in terse ccibn de un número finito de re ct2°.ngulos es un re e 

, , . 

tangu lo ( o e.1 
. _ >~_,:____.·~;_._,_·ce.O~- -~~ --=;··_._~.;-.=- ' 

2.- Si tenemos dos rectáng-V.los ~·· y l\, con~\ contenido en~ 

·~~t~ií'ce s existen una e ole cciÓi1 ele re ct~~ng ülo~ ~1 . 

que 12. colección oue· 't~~~ul tr. a{j.rcganclo ~ \ son ~-.. jcn0r. dos n (los 



y la unión de todos es ~ 
, 

• Es decir los roct2ngulos :formn.n un se-

mianillo • 

,. , 
Ademas e1 otro he cho importan te se re f'iere g oue e} are a de un 

que n.soci2 .. q rr. .~e ... -, ,.,...e_ ·\ 

" . 
~:i.c L.'~:;.:;::.·~-;.vo y que el e;ree. c~c ... ··~ 

• ~· - (' 1 
~-·~ ~ -

gules • 

r~c.i~n ~c... lo. ·. un re ri.l -o . 

, 
f_"·Lni·'--o 1~0 reo·t.-.Yl -·- - ¡, . -- - "-'•:_·. 

-· e ~~4c• n !_'\(;e~~:_'~~:~· 

. . .. , 
A la constr:uccion de 1~. de conjuntos_ :plpnos se J.c puede 

r.cner:::i.1. 
, 

Con éllo se e.mplia 

' - ·_,./ ;; ,:':._:·.- .. ·~, ' 

sustancialmente la posibfÍidc.d de E:QlicBx' e stf~s constru.ccione s • 

,.o; .. .,o .. ',-·~ó-~;~-~c--_;;--·~c:- __ o ·- _:_ 

'' e .7( 'l:tr~A.) 

Una ftinciÓn de col1jiJ11to ~ \~\(efir..icl2. ele un serni~i.n:i.llo (~C con-
1 

Es décir si 
1 

\.::. \ 
"'° o e\ o... e\~ S e o ""'~ D ~ \ c. " o~ 



1Jna rr:edj.da es <S"~aditive. si se cum:ple la aditivj.dnd en uniones -

( 
los conjuntos de '21· 

""\·A-f,""i ,_.. ·..; ... ~~· 

inicla en un GGmis.!1iJlo q e:.~:í.:stc u.ng nrolo!! 

,.,.:,:,c~·-~n y sólo una definide~ en el eniJ.J.o t,.-ene!'8.do '1orG. - le. nrolongg 

ció'n <le una medida (\-ad:i.tive.-definida en G, es <!-:.:.d.itivo. -

- . 

. ' . ·i . ·1 + "" (' 'l'1 .• .~ CI d ·X .. o:c. u.r. ..,o.:i .,on u~.J.1..<r-. ...... 
" 

H •:1.,., ~1 ·c·tc' r~ 1 n ·i l' : l!:::i '~ ¡mcl.· - iit "' '' ¡.. ':' .. n l' ·'Lo·,.~ .r: c.;..i.. s.;.o:,. .... ·--, ~ - - e·~··• ~ \.+ < •'··, .......... , '" ~ ... 



,' . 
es e 1 inf ele J.2.s sumr.s de l9,s roed idas de cr.da cu-

F; "'\ 1-o. o " t.c. "".e r ~le {-<:_ 
bierta'fi'; P\ con e le mentes de~. 

L9. medida irf'erior ele un conj'J~to ~ L i es igue.1- a _la.medida 

~.e Z VY\ ~ \l\O 5 \O.. M ee\.,o\.~ 
superior de .A· 

1
• Un conjunto f::i.. (_ ~ 

,. 
ne_c:;un ·T.e be sgue , 

; 

si sus me_didas superior e irrf'erior son igue.le s y a es-t0 vo.lor co!1mn 

Lo~-U\::~<'.)rijuritos · .. ~ de un/ anillo generado !'ºl'.. ~.g_ sem:i.~millo 
> •• ··~,.: • 

en ~~ ~1t~J .~sta_de finida una medida "J , son ned ible s con respecto a -

, 
le. r.rolonge.cion t\ ( (f -aditiva) ~ ~ ( ~ \ • 

Un conjunto ~ ~ G semianilJ.o es medible, si existe ,_,_n 

conjunto~ de"(~} tc.l que la ~dida superior de ··t\· --~---~ 

e.s menor ciue un E. / ~-

Ei ~isterna'fn de todo losconju.ntos riledib1cs ei::1 un ~lccbra de 

:Sore 1 con unid9.d "2:.. 



La función a¡iue asocia a cada. conjunto de 7f) su medida se,gÚn Je-

be sgue es !S'" -aditiva y se llama la pnolongación 1 - de Iebe s 

gue de la medidafefinida en é1 semisnillo o:t.igina.1 al sistema de -

los· e onjuntos medible s • 

Una n:.edida 4"f definida en un semie.ni11o ~ se 11:.:.me. comp1e ta. 
- . -. 

cuando los subconjuntos de conjun'Í;oscd6 medida cero es;~~,:e,~~~iÍ'.7 J 

. . - - ' ;<->:-::": -,~ ~ é,_: ,; ~· -' 

La. prolongación de Ie be sgue de cual<:ilJ.ier medids>es 

Una distribución de probabilida.d,}o .funbion de distrihv.cio11 so--
- ----· ·--- _. ,-'~= -.-=--:.'.__-_ _¡-~~<--_--- ' 

ore · \<. (re lativ2 a un semienillo,;~,';con unidad ~) es ung -tf-tnedi 

1 .. '"'·''· 
<r -adi tiv8. en 5 0ue vale 1 0n K • 

( lll-h ) 

Consic3.e:re11.os dos con;juntos 

\ G., y <"=1 de subconjuntos 



' todo subconjunto ~ de (?¡1 
ect;. en G. 'Sn los es]'laclos to,,ologicos 

y ( 'f ,, , l.~ , las funcione s continuas son C°l "Z. 1 'l j 
, .. ... 

1 
1 
1 
1 

y ' y q son 0~mbos sistem2.s 

rnecli bles • Si 

de c onjµntos bo!:'e li~.nos " lad\1nciono s \~ ¡~) medO.bÍe·;¡ &'é· 1es llr.-

~ . , 
·.::... 1 1nC:1.0~ 

real es 41 :...m,,dible si :fo. ime,ge'1 inversa de e <P-8. conjunto bore lir''º 

de P es 1-medible • 

El lÍJni te de una. suce siÓn convergente pg;rr. ceif.ri. ''!.. '<:;_·%.de fon--/ ) 

. . . , 
~medible. I.a composicion C.e 

ciones 4 -m.edibles 

e iÓn 13-liled~~;;ti~~ ;q __ -me O i ble . e 5 <4 " "'J¿ J.' b le 
J_, ,:'-- ~- ~ 

En 

nel 

. < ;,íiiri~'.~Ff:fi\lt aecw J.rs -runc:tonc'"' 4-meu' 
.. >:. ·};~ ' 

bles ouc to:nan 

, , 2. lo mas un numero n1_i.mer8.ble a8 V8.1orc s • 

- :l.S\-



._.. .. 

!,\. 

Una función con rengo numerable es simple si y sólo si 1[1,S img 

genes inverse.s,de cr>da punto de'i rango son co'nju:qtos 1-medibles • 

Las funciones~-medibles 

nes 

La 

son funciones medibles • El c6'6i~'n;te'.d.e ~dos funciones medibles es -

" , 
tambien medible si e,1 

en un conjunto medí--

ble~, 

'-< >; 
>', .. ,,;:,( 

.- . ' ¡ . "'"··,~:.; 

su~cb11:3t1lito ci~L punijos de 

. . ~ . . 

que ,:~o currtpi6 ln proni~ 
·<:-.:·:> .. -~ -~ ·~: .::··'. ·. -

'·- --~-= ~ "'--;,- .. =;·,·º_,:. __ '._ 

·~' 

•.. •! • 

1 



, 
unci. fu.Y!c ion medible es me di ble • 

-; 

1'¡, . 

Una suce siÓn a.e ~·unciones t' ~')c..)con~rge. a ~ cnsi c1 on6.cc11üe -
:t ~:._ 

~ /,. ' ·, 

. · JI, 1' 

deldond.~ el •i:Cmitó. de ' i _-
dis ~-

r a si él. conjunt~'. qe>_puntos 

tinto de_l vnlór de fi en '/.. 
' es de 1_medid& coro. Si ung 

i-

. , 
~5vcc sio1: -

de funciones medibles conve~:e_;e a~ casi dond.eoui.era, la f1Jnci~n ~ 

. '< .- .. · .. _, _;·.. . .-.~-

es méd'ible !~ 
' -· . . - - ' - ----~·e- 7: • 

( l!!· c.) 

La integral de Iebesgue 

integrablEfs fuera mucho más :.:1.Mplio aue el conjür:to de funcj.one ~'· in-

lo _contTe.--

- - -, - - : - - -

' 10 .('J.' '!'1 "l d"' en· ""' <'.:11-rne 'ora bOJ:-,,; -"' ·! ~Y',.,: f' ()1'• """ .L. 1........ e~ • i...•.ll C'.!·'*t\ e:.,,, . \... .~~ .. 1..~:, • .i.c.# .... • l 

t'.nidad 1. , los con~jtmtos 't\'• C.. Z, 0ue se 



, 
seran 1 -me di blé.s • 

, 
Une. funcion simple con valores d:lot'lntos 

~.s .integrable,· re.sp~o~o·~ 

converge 2.bsolutamente la serie rrodue:to$ J.e c~.da -

tt.110 6.e los 

El 

S\-~~.si·. 
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