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INTRODUCCION.

“EL peopdsito FUNDAMENTAL DE ESTE TRA-
BAIO ES MOSTRAR ALAGUNAS DE LAS PROPIEDADES MAS
IMPORTANTES DE 10S ANILLOS AUTOINYECTIVOS © LAS
CATEGORIAS ESPECTRALES, AS{ COMO LA RELACION
EXASTENTE  ENTRE (UN0S ¥ OTRAS,

CONTRARIAMENTE A 10 QUE EL THTULO
WACE SUPONER, SE EMPIEZA ESTE TRABAJO ESTU-
DIANDD LAS PROPIEDADES BDE LAS CATEGORIAS ESPEC
TRALES DPRIMERO Q@ POSTERIORMENTE St TRATAN
LAS DE 1OS ANILLOS AUTOIMYECTIUOS. LA wa20M
DE - ESTE DROCEDER RADICA EN QUE EL TTULO oRI-
S GINAL UABIA SIDO YA REQISTRADO AMTES DE LA DE-
PACCION DEFINITIVA DE ESTE MANUSCRITO , QUE EM-
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PORQUE LOS RESULTADOS OBTENIDDS EN ESE TEMA
SE APLICAN DESPUES A LA TEORIA DE ANILLOS
AUTOWNY ECTIVDS | |

A CONTINUACION, DESCRIBIRE BREVE-
MENTE EL CONTENIDO DE ESTA TESIS

EN Bl APITOW0 T eMpic20o PoR De-
FIOIR LO GUE €5 ONA CATEGORIA de (QRoTHENDIEK
Q ENUNCIO UN TEOREMA De Yovescu v GAswicy
SOBRE REPRESEMTACION DE CATEGORIAS dE QRO -
THENMEW . DESPUES DE DEFINR @UE SON LAS CATE-
GORIAS ESPECTRALES ¥ ENOMERAR ALEUNOS RESUL-
TADOS ACERCA DE EWAS, DEDICO EL RESTO DEL CA-
PITULO A DEMOSTRAR EL RESULTADO C(ENTRAL : QUE
DADO C(UALQUVIER ANILLO A, PODEMOS ASOCAR A
L CaTecoRiA efldd-A ONA cATEGORIA EsPecTRAL
penoTAdA Por Fpoc-A) nE ONA MANERA NATU-
RAL. \_A COP\)S‘YEUCC‘\.C’)N @QUE S HACE DE %QC-A
ES UM CASO PACTICULAR DE UNA CONSTRUCCION MAS
“TTTGENERAL, DERIDA A Apetiel. LATA TERMiNAR EL
CAPITOLO SE INCLOYEN ALGUNOS EIEMPLOS, QUE COM-
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EL cApiruo T es onAEsPECiE DE “RuRN-
TE DE ENLACE” EMTRE LOS CARFTULOS T ¥ . TN
SE ESTABLECEN ALAQUNOS DESOLTADOS TMTORTANTES
SOBRE REPRESENTACION DE CATEGORIAS ESPECTRA-
LES, @ EN LA PARTE FiNAL SE ENCUENTRA Un -
ESEMPLO DE ANILLO QUE ES AUTOINYECTIVO
DERECHO PERO NO {ZOUTERDO. |

!
i

Por (171M0, EN BL cAdToLO ™ CO-
MIENZO POR ANALIZAR ALAUNAS PROPIEDADES
RELEVANTES DE LOS ANILLOS DeE ENDOMOTFISMOS
DE MEDULOS INYECTIVOS , CON 305 APLICAGGONES
OBVUTAS A LOS ANILLOS Amomecﬁ\xos. Poste-
RIORMENTE SE PRUEBAN ALGUNOS RESULTADOS ACER-
CA DE LA RELACION ENTRE \AS CONDICIONES SOBRE
ANULADORES ¥ ANILLOS AUTOINVECTIVOS. BN LoS
ESEMPLOS AL TERMINOG DEL (APITULO SE APLICA
LA TEOR(A DESARROLADA EN EL.

APRoOvECHO ESTA OPORTUNIDAD PARA
TTTTTEXPRESAR Mi SINCERO AGRADECIMIENTO A TRAN-
cisco Raaal (. QUIEN ADEMAS DE DIRIGIR LA

o
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NOTACTONES 9 COMENCIONES

1) T@bos Los ANiLLOS TiENEN ). A REPRESENTA
EN TO00S LOS CASOS, UN ANILLO.

Z) M, sianirica ouE M s an A-wéduio derecuo.
Todos Los MEDULOS CONSIDERADOS SON DERECHOS.
déo’d—/\ REPRESENTA LA C(ATEAORIA DE MODULO S

DERECLDS SOQRE EL ANILLO A
3) XY 1 o es UM ERIMORTFiSMO DE X N Y (R.12).
4) X=X (A inausion oe X EN S ; O BiEN,
X £s an susmdpus de X (R12).

5) ﬁﬁpQC-A - LA CATEGORIA ESPECTRAL ASOCIADA A
efodd-A  (v.13).
6) Xf;——b\( . X'Es UM SUBMODULO ESENCIAL DE\( ',w\&s

T GENERALMENTE, REPRESENTA MON OMORFiS-

WOoS ESEMNCiALES (PR3,




) % * LA CLASE OF X RESPECTO A ALGONA QEQ-
CION DE E@UNALE}AC'\A (.20,

Y o Ky, ¢ iveawes deL ANtue A ($.26),

XQ) » ,4  DdDeREWO, 12OVIERDO, RESPECTIVAMENTE (P.26).

U) AY\ A(X) EL ANULADOR DERECHO DE X en A - STMI-

LARMENTE | AV\A( X) ES mmuxoon 1 ZQUIER-
vo pex en A (P.23).

12) (%) : eL MdDUO GENERADD PoR % (P23,
12) Y=Y 2 o £5 UM MONOMORFISMO bE K EN T (2.2,

AL) covo

* ®

ABREVIATURA DE CONIUNTO PARCIAL-

MENTE ORDENADO (P.23).

\_53 @\\’ “_ 6) LA CATEGORIA DE %\s‘(EMA‘S DIRECTOS
en G, vope L ES ON comum*o
DIRTGIDO (P, 24),

A6) o(X) ¢ el soao e Y, .., LA SUMA DE TODOS
LOS ORIETOS SIMPLES BN X (P.33).

\.‘}) dex(A.): EL ANILLO MAXAMO DE COCLENTED DE-

RECHO DE A (v.24).

AR) (o:x)=ibeAl b eat. (r2a.

‘\%> C (X) LA CAPSULA INYECTIUA DE X (P.36).

1.0) Z_(A) EL IDEAL SINAUIAR DERECWO DE A POR OE-

riticion, £(A)= {xel\\M\,\me»A‘r (P.40).




CGiAES €8 A 4 (A cATEGORIA DE MOBULOS
DE COCIENTES r?Es§Ec10 A LN TOPOLOGIA
- & , RESPECTIUAMENTE (P.40),

2.7.) QSSHS > LA CATEGORIA DE GRUPOS ABELIANOS (P.42).
2,?)) J(M,o SIMPLEMENTE J * EL RADICAL DE JA(O%—‘
| sod pe A (ess). |

28) oy= An .oy, deony= An,(ot) (o).




CAMTULO 1

)

CATEGORTAS  E4PECTRALES




AT PATEGORIAS ESPELTRALES

LAS CATEGORIAS ESPECTRALES SON CASOS PAR-
TICOLARES DE TEGORIAS Vg GRcTuENb"\ECK, ASY QUE
ES CONVENTENTE APONTAR PRIMERD ALGUNAS PALABRRAS
ACERCA BE LAS CATEGORIAS DE  QROTHENDIECK .

LINA CATEGOR'A ARELIANA COCOMPLETA (3

O]
SE LLAMA UNA cATEGoRiADE GROTHENDIECK <] LOS Li-

MITES DIRECTOS SON EXACTES &N (@ N ADEMAS @
TeNE ON GQENERADOR LAS CATEGORIAS DE M('muu)s
NoS DAN UNA GRAN UARTEDAD DE EJEMPLOS DE CATERD-
Rrs pe Grootuensiecw . AdemAs, estAs caTEaoRiAS
TIENEN UNA GRAN TMPORTANCIA DENTRO DE LA TEORIA
TTTOE ANTLLOS DE COCENTES, DADO QUE SON JUSTAMENTE

LAS QUE APARECEN (OMO (ATEGORIAS DE mOpulds dE CO-
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‘\‘ .
DERIDO A POPESCU ¥ GARRIEL , @QUE PEDUCE WAL MENOS
eN PRINCGPI0 ) LA TEORIA DE CATEGORING DE CIROTHEN —
BlECK AL ESTUDIO DE LAS CATEGORIAS DE MODULOS DE

COCRENTES . LA DEMOSTRACION NO LA INCLUTMOS POR
© QUEDAR FUERA DE NUESTRO TTEMARIO : |

1

|
A TEOREMA (Yovesco v Gredier). Sea G UNA CATEGO-
RIA DE GroTH ENb‘iEc;\« CON UN GENERADOR L\ . ?O NGAMOS
A= \-\om%(u 0) v sea 16—~ Jesd-A  ev
uncvor 1 (CQ)= \-\omg (\.Q). Fnronces

D) T es pLeNo R FEL.

@y T - INDUCE UNA EQURVALENCIA ENTRE %
\ LA CATEGORIA Moéd- (A F), vorve % g5 LA TOPOWD-
cin ve GheRieL MAs Tusrte En R Para LA CUALTO-
M5 LDS MODPULOS DE LA FORMA T(C) <on T CERRADOS. ¥

2 VEFINT Cl(')N UNA ATEGORIA DE GROTUENVIECK ES

CUND (ATEGORIA ESPECTRAL ST TOPA SOCESION EXACTA =
CORTA EN 6 L ESCINDE .

Y OTRAS PALABRAS, BS ESPECTR AL
st TOP0 OBIETO DE ‘6 £S5 INYECTIVO (Le PROYECTINO
\ {AS ESPECTRALES

i
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ESTA RELACTONADA CON LOS ANILLOS REGULARES , COMO
SE MUGSTRA EN LA STGQUIENTE

3 YROYQﬂﬂéN . 3% C ES UN OBIETO DE UNA CATEGO-

RIA EopecTRAL G , ENTONCES EL ANTLLO ¢ \“\omg(c C )
ES REGQULAR. | |
PRUEBA: Sea ote Hom, (C,0), Entonces o -
DUCE o': C—» Imo v s DENOTAMOS LA N CLUSTAN
Tmoes C POR 'L, ES CLARO QUE o(.—-"Loc"_ A\-\ORA —
RIEN O—=Ima>C v C=5Tma—0 son exac-
TAS, ¥ POR SER (O UNA CATEGORIA ESPECTRAL SE ESCIN-
ven,te., 4 gt Ima—=C ¢ p"s C— T Tates que
oop= L v prl= i, . DEFINTMOs AvoRs p= Eop”
Y OBTENEMOS EL STQUTENTE DIAGRAMA CONMUTATIVO *
0
! l POR CONSTGU\ENTES
C —— lmec— ( o X Bt = Lo/p @ (o

e A , ol = o
C |

ve dompe Homg (C0) es reavar. 8

EN EL Steulente cavituto ANALTZAREMOS Con
,;,‘5‘5 DETALLE LA CO L\\EX?(;N QUE EMISTE
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ESPECIRALES V ANTLLOS REGQULARES. MYENTéAS TANTO,
NOS DEDICAREMOS A LA .CONSVQ\A(C"\C')& DE UNA CLASE OE
CATEGOR\AS ESPECTRALES. QF /\ ES UN Av\\‘i\.m CUALQULIE-
RA, ENTORCES PODEMOS ASOCIAR CON LA CATEGBR(A Jécd/—\
UNA CATEGORGA ESPECTRAL | QUE DENOTAREMOS MEDIANTE
&?peC—A . LA CUAL BEscRiBe BN (ERTO SENTIDO EL COM-
PORTAMIENTO DE LOS MODULOS WVECTIVOS EN QHM’)CL[’\.

" SeAn LOS OBIES ME Poec-A Los mismos

QUE LOS DE e}{oo'civA . Pmm V\. N € é«A , DEFINIMOS
Hom&ec-p\ (MN) = |{m \*\omA(V\”N\,

VOMDE £ LiMITE DIRECTO SE TOMA SORREG LA amiiA DIRTGTOA
o susmonolos esenciaes M ve T, Usapemos e sim-
ROLO E— PARA DENOTAR ESENCIALIDAD, 1LE. MM
centeter ave W s seencal st M Nos seeh de cem
UTTLIDAD RECORDAR EL  SIGUIENTE

A LEMA L Ser M, un Mowo oM susMObULeS
KesNcesM v LM | Enones:
| O KeeM siosbog KeaNoy NesM s
) Kol e stgshost KerM oL et
W) KesM™M o7 ¢ oo s M O0+xvwe M




|

f | Mas GENERALMENTE _ TENEMOS

]

5 LEMA, St MewmN ¢ | 2af
MOEF?SMO) ENoNcEs @ (M) e— [
PRUERAS Sea sl con \.'GQS'(M\:—‘Q . Coni-
STDEREMOS EL SURMODULO (sal) (\M ve N 5 ENTON-
CES ES CLARD QuUE @'( @(D AMY=L'n @:‘(N\):O.
Esio SWENTFTcA Qub (%(\i) aM) 0 lm@ =0 , O EQOUY-
VALENTEMENTE | QUt (%(Dﬂlm@ OM =0 y LO @UAL M-
Pch Que pla bnp=0, v como (W) Tmp =
Stae Que a)=0. Y& vome | = Kes (3:(51(0) ..
. (2:‘(?’\). Por TANTO \ =Un (S'W\):Q Y LA Con-

CLUSION SE S5gUE . +|

ES UN YOoMD-~

DEritREMoS AHORA LA COMPOSTCION EN  —
%sDPQC..A st ge Homéo?ec_,\ (LM) esvk revpesenm
b0 Por O(%L’—e»k’\, ¥ oye \'\Gm&e(-z\(v\)m ESTA RERRE-
SENTAYO Por Ao MaN  envonces o (M) ES uN sup-
MOBULO ESENCIAL be |y TAMetEN e L. Dertaimos

VP Como EL MORESMO REPRESENTALD POR Ak’ ENEL
o dheramh (he. siauiente ).

ESTA EFIDA POE
FALTA DEMOSTRAR

Como Es7A composicidn
MEDIO DE REPRESENTANTES MACE —

/
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. ~ k] V\ \ .
B Coa
\ , . !

IV\‘ ( LAS ;;» REPRESENTAN

e T N’* MONOMORFISMOS ESEN-
o —r oo s — - e LE‘-:D' .
L ¢ M ¥ CiA \

c
i
!

<, o= Ol gy
P
)

ES ASOCIATIVA, - ;

sa e

[
Sean ge Pomg, (LW v ye.
Momg (MN) | representatos @ POR Ly==eM™M
¢ LiE>M v v por Mo =N v My
o STGNTEICA OBUSAMENTE , QUE EXTSTEN SUBMO-
suos esenciAtes Ly ve L v M ve W Taes ques
| (t) LORC_ L’LﬂL'l Y &:b(\Lk’: g\\-h
() MQ{CM"U(\MS' N é: %\“\L’:%\V\R‘ .
PARn PROBAR LA “BUENA DEFSNTCION” DE LA COMPOST -
CION BASTA CON DEMOSTRAR QUE 4 LSE—*\__ TAL
que Lo M) nf M) v el = o\, .
(VER MAGRAMA EX he Statiente ), 1LE. , QuE ol v gf
REPRESENTAR AL MIGMO: MORFISMO EN &)ec—-f\. |
o Auoen Tenemos ote X (M) @ <Mela {I‘(V\cﬁ,
Porques e & (M) Tueen que S}us:cxw.\ e My,




Ttewr, fooe My, cooeMy v ve and nuestra

AFTRMACION . SEA AWORA \__c;:Lh (\&.”(M&:) Y deNote-
S ) _ ) '

mos =R . Envonces tamemos got| = qf \,

LO CUAL, JUNTO CON EL WECHO ME QuE | o &=l DE-

MUESTRA QUE LA COMPOCR CION ESTA BIEN DEFINIDA |

A CoNTINUACION VEREMOS QUE Rubsten

COMPOSICION EN é}%@c«/‘\ ES ASOCIATIVA .
)€

DEAN ...
Home  (KL)  welom, (I M)y yelom..
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) y ).
REPRESENTADOS ReseecTiVAMENTE Por K== ,\.&-’M
v WaN | Ciaramente, Y ESTA REPRESENTADO POR

O-Ll(t)gg‘, M . MIENTRAS QUE \’zi{f L0 E%T/( POR .
‘3’—&(M’)~KB‘| N , c,ojv\o SE Mué&'(&l\ BN \:—LEMAQRAMA

|

(1) s (gl (M) -

?A\?A PEMOSTRAR QUE TZ(\Y'LQ) = (}?yr)so, ES &QCESAR?O’
7 DERMOSTRAR QUE LOS REPRESENTANTES DE 1(y@) W gy
SON EQUIVALENTES BN EL Limdte diReCTO. E’S CLARD QUE




-
. .
Y B’ A<t PUES, COMOQWERA QUE SEA Y. PROBAN-
DO LA EQUIVALENCIA ENTRE PV VA" EL ResUL-
TAY SE STQUE . AuoRA SFen, PARA PROBAR ESTo UL
TIMO BASTA (DN ORSERVAR QUE |

(o) () = { e o)) o (awoo) e W)
"-‘-{xeK'l K (y) € @"(M’)};
= ot (@ (M),
De naul sE concLuve A EQUIVALENCIK ENTRE fe0
N RV, CONSECUENTEMENTE, QUE LA Composicion
EN 559@@/5\ ES  ASOCIATIVA .

Con 10 ANTERTOR QuEpA deEMpsTRADS QUE
éopec-A ES UNA caTEcoRr{A . HAY UN FUNCTOR CANONTCO
E< ofood-A— Fpec-A, QUE DEIA LOS MdduLos FiIos ¢
LLEVA CADA MORFSaMO M =N £N au SMAGEN CANGAS -
. [} )

A BN EL lim Hom (M' N) |
ey

6 PROPOSTCION . E wnwon CADA MONOMORTSsH6 E5TNCIAL

BN oMB44-A A i ScomorFisMo EN %ﬁ:e_c-/\,

PRUERA = Sen oz M—=N un MONOMORFISMO EsenNCTaLs
—ewrones Imoe—=N e Tma =M e ponpe 3L

e: tmx—M TaL que ap =1y, pec=1, . hoe-

MKs | E () Es 14 cLasE BE EQUIWALENCIA DE ot EN




\\m Rom (M N) . 5% ¢ \\‘\ N E5 un QREPRESENTAKTE VE
E(o&) ENTONCES LQ OL‘ML SV_A 1{[6 “OTT\% A (N M\ AW
MORFISMO REPRESENTADO PoR (b, T.E., Y =B. E NTONCES:
- |
(\g"(l'mo() W\ \ ;‘
T L W \ . f

\.

\ \—r—-—»w\ﬂ\*

WE(o() ESTA REPRESENTADO POR (5(? \? E(cx)\p’ POR

(5(? A\xom\ S\ xe G‘moc) E.NTO&C\-_:': G‘Q(x)-@o&(x) =X,
Y sl Yep (M ) ENTONGES QRIYI= PRI = LRpW) =Y

Ee veciv, gy ~\ ¢ lwd ¥ Q= &@ (M) , DE DONDE
\&(E(o()r i_ E(om(— &,N Q E(cx) ES UN lSOMOQFtSMD %

DE LA PQO‘PO‘S\C\ON A!\\TEQ\OR Sk ‘:TGME
Que E THENTSETCA CADA MODWO CON SU QA%uLA tNQEC-
VA, EN L0 QUE RESTA D& ESTE CARITULO NOS ENCAR-

| GAREMOS DE BEMOSTRAR LAS PROPIEIADES MAS SMPOR-
o TTANTES DE LV %Jopab
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|

PRUERA: Davo que ef0éd-A & preAvitivA, TENE-
Mos @ue Hom,(MN) es un qroPo AmeLfaNo W LA
composicton ES ®IINEAL. Como Bii= en el \in

—s

(e Mo, MW >, POVEMOS DEFINIR oL+ (3 = o+
Y ENTONCES \%owmg ES TAMBIEN UN GQRUPO ABE-

LSANO BN DONDE LA Cow\po%?dol\\ €3 B\Ltf\\EI\L COMO
PUEDE COMPROBARSE FAGUMENTE . | B

H

!

& LEMA E &S un Tunctor AvTiVO.

PRUEBA = Es evthene @ue B s un FuncroR,
COMO HABIAMOS MENCIONADO Am’EEToQi’MEMTE, Que
E Es AotTivo € =taUE S LA FORMA EN QUE SE’
WA beFtNibo LA suma en Homg  (MN). 1

O LEMA: E  vrestrvA LIMITES DIRECTOS.

PRUERAS Sea (M, oi;) UN STSTEMA NRECTO EN
eféo’ci A' CENTONCES \\m V\ ES UN M(J)DULO V HAY
“UNA FAMILIA 4 At DE HOMOMORES<MOS M \mML
QUE ES COMPATIRLE (\.E_.TAL QUE RSD(;J-:A;B Y

CON LA PROPIEDAD DE QUE ST 4V ES OTRA TAMI-




LIA conﬂﬁeaLE DE Hononom:?smos M LI X , ENTON-
CES 31 ‘,\\mM—»X TA\_QuE YR‘Y

St Ve EN EL DIAGRAMA °

N\‘ Lk \\Y‘ﬂ M’ ;

Ng /|

[< oevio aue (E(HJ, \:(o(;j\j ES UN SISTEMA Dipic-

COMO

To eN 'Efpec—l\ 5 L0 QUE VAMDS A PROBAR ES QUE
\E_Y_ll E(ML) = E( \—\El M\) N LA FAMILIA .COMPA’TTBLE
DE MORFISM0OS EpN %S’;,ec-A ASOCIADA SERA {E()\:B\,
Rue EstA GLTiMA FAMILIA €S OMPATIBLE ES TILARO, M
SOLO WACE FALTA VER QUE ESTE oegr—:r;;o £ (m M)
Junte con LA FAMILGA AE Qo Tiewen LA prosiEum
UNTVERSAL DEL  LimiTe viREcTo ' |

Sea Yo: EM) — X una sAMIGA compaTiBLE bE
MORTISMOS BN @Opec—l\ , ¥ DERJEMOS PRO®BAR QUE 3\°
X‘-EL\M N\;)-—*‘X TAL QUE XE(XQ:X; . DADO
xe Bl Me)= i M, pesemos TeNee x= Xy,
APARL\ ALG UN X: € M-“ ¥ TOMEMOS X)i REPRESENTAN-
TE DE Y: TALQUE Y.(X) ESTA dEVINIDO . POMGA?
Mo Adora s BN M, ) —X lomomorFiamo
en bd-A vavo POR - |

(X))




|
FiNho. M Aaamos AwoRA ¥ = L. Esve MORFS-

MO Y ES EL QUE SIRUE PARA NUESTROS PRrOPEST-

109, Como X ESTA DEFINtbe MEDIASTE DEPRESENTAN-

HES , HAY QUE COMPROBAR QUE
| ) X ESTA BIEN DEFTNIDO,
v xEdo=2x0, ¥ |
T A ES WNTCO.
D) Sea x= AQ=A50%p) , con weeMe wse My
CONMO (N\g;ﬁ(tQ ES SISTEMA DIRECTO A% AL QUE
Sip (XD = Ogpt¥g) , DE DONDE T (zg) K=l ),
N h(ﬁ cOMPATIRLE  tMPLICA XQE W)= Xt
A E X =2 5 5 WIEGD
7 L LD (ACTRI 3= Y @G 0= X509,
9 LA SGOALDAD SE SHCUE TAMBIEN PARA LDS REFRESENTAWTES Y3 .
G) ConNoipEREMOS EL  SIGUTENTE DIAGRAMA S '

J B . ' (\as %\ac\r\ae
ML e M ERE (M) (s vepre—

'X." V(A\ E/ Aj ¢® senkan howmomor-
‘ X {iswmos €0 ofsd-A).
YONLE. lQX‘ REPRESENTA A (Eﬁlz) % ({ A X( . _\—ENEMQ,S

| b} ° ’ .
o burs que e eM; Twpdon auE Atk =xe Vo M
¥ Q= i) por DEFIRTCION, L., @A) =X




W) SuponaaMos GUE Y:E(\L‘U Mi)—=X ge oreo —
MORFTSMO EN gPQC’A TAL QUE ‘qu(i/l;): 1t . ENTERM -
NOS DB REPRESENTANTES, ESTO STaNTFI(A QUE EN AL—
N M; N,
'qf" R',Lzy(z’ A AMORA x;eM’; TMPLS A X: (¥ )=X € ..,
L M; DE  DONDE \{[’ (%) ::({ (X¢) = )('(‘!x) . PoR TAN-

LOS REPRESENTANTES COTNCIDEN, T.E.,

7

—_
TO Y=Y, LO (UAL (ONCLUVE LA VEMOSTRACION . |

{

I

10 \_E_VXA, E preservA MongmMoRESMeS .

PRUERA S Sea. oce Hom, (M N un monomorie-
MO, ¥ SEA Q€ HO"“&WC_A(\*»M> U MOZFSMO TAL QU
E(e{\(p:O COMO SE APRECIA EN EL DIAGRAMA S

L 4 'M E(x)IN

?

B'W) e Dt
b(’\s‘ DEDBE ESTAR EN LA CLASE bEL O D‘E DPONDE

e K e (S" M) AL QUE T 'R" (Y =0 Lo mismo

3

PODEMOS SUOPONER cx’(s"-:Q. sﬁ\bo QUE ":’—OilM‘

7




state aue ©=0 v E@) ES MoNOMORFisSHO. W

11 LEMA Tovn SUCESION EXACTA CORTA EN @Opec—l\
SE ESCINDE . ‘

PRUERAL Sea @: EMY—E(N) un morrromo AR-
aiRARTO EN Pec-A | ¥ SUPONGAMOSLO REPRESENTADD
por un Homomoretamo o s Ml en offdd-A, parn
.r ) M
ALGUN M&—*M SE.A M UN SEUDDCOMPLEMENTO DE
Ker o« en Mo entones Wi KeraeeM ¢ o
ouce oy M+Keru—+N . lomeMos TAMpTEN UN
seupocompLaMaEnTo N oz Tme e N o nos @ueda ex-

TONCES EL SYaUIENTE DIAGRAMA CONMUTATIVO =
s}

M'® Kero € NI A\ S—— |

»

S E(O(”) ENTONCES DIFIERE DE (g) Sé)L() TPOR UN T9SOMOR-—

£ISMO EN éf)pac-/\ (por W Peor. o) ] Abmi\s, o SE DES-

COMPONE COMO T\"@Kﬁm —¥ M” 1W\o0——+ X‘nno(‘Q i\\)




|
ES DECIR, COMD UN Ho'novxo&z\:‘\’sMo' TMWVERTSBLE DERECHO
SELIDO POR UNO TNVERTIBLE 12QUIERDO . |AMRTEN
E(ocf‘) TIENE UNA DESCOMPOSTCT ON CORRES\%D\\\D‘?EME,
OE <T6GUE PUES QUE (= )\X . CON ‘U’?.—. )\A’)«:lﬂw,)

EM==tM) ==EN) -

M [0 ANTERIOR $& CONCLOYE OUE,ST @ ES MONO ©
EPTMORFISMO , ENTONCES SE ESCINDE, Aben&s, A ES
EPIMORFISMO , VA QUE A ES EL CONGCLEG BE U-X D E
EM)—=E(M) 1 £s MoNOMORFTEMO PoR SER EL NO-
CLEO DE (}«)\»\‘—D?EU\\)——*EU\\\, CON LO TUAL QUEDA
PROBADA ADEMAS PARTE DEL. SRGUIENTE LEMA - ¥

12 LEMA, Toro moerismo en fpec-A tiene NGaeo
Q condicteo , Avemhs, Topo morvisma 0 TTENE UNA

FACTORZACTON Q= }»\/1 - CoN l EDTMORETSMD ¥ ]
MONOMORTISMO .

?R\,\EBA\: TENE.N\OS YA DEMOSTRADA LA SEQUNDA PARTE
b LA AFiRMACT ON L Llsanbo LA MIsMA NOTACION QUE EN LA
~ANTERIOR PRUEBA  PODEMOS FACTORIZAR L- LA como uN

EFMMORFISMO (3 SEGVIDO DE UN MONO MORFISMO , DE MD-

)
; L )- =
é‘:@’ ".,. s i %?‘




|
DONDE  ES EL NUCLEO DE A ¥, CONSECURNTEMENTE  VE (.
ANKLO GAMENTE, PObEMOS FACTORTZAR M1 como un eo-
MoRFisMo O stauivo oE oM Mmomret?st{\o f) L\ AS
O=(pp-Dp=1T0p  Loeeo Op=0 v Ogsev co-

NUCLED DE J4 ,POR TANTO LO ES TAMBIEN HE Q. R

o
15 LEMA, &pec A ~tene wn emefémpo&.

PRUERAS Sea {A/or;h EL CONJUNTO DE COCTENTES
No TsoMoRFOS Be A, EN EL PROMIMO LEMA bEmOSTRA-
REMOS Que Topo. M\, ES UNA EXTENSION ESENCAL
e una somn directh @A/or, (Jc 1), Por e momet-
TO, DEMOS POR CIERTO ESTE HECHO S, EN ESE CASO,
E(M)= E(G;A/O(;) =& ECA o) | PORQUE F PRESER-
VA SUMAS DIRECTAS (Cow\o st <f6UE DEL Lemp ‘3), DE —
MANERA QUE LoS ORIETOS E(A/O{E) (tel) Forman
UNA FAMTLEA O qeneradores para dpec-A . O equiva-
Lentemente | BE (Ao es un senErrioR  PARA
LA cavecoR(n Spec-A .

A VEMA . Sea M



!
i

|
|

FAMILIA DE TODOS LOS IDEALES b DE A. Extonces
3Jcl wowe @Al L
| | |
PRUERAS Sea P=dJdc Ll @A/ M1 ie,
% £S LA FAMILIA DE TopoS LoS CONTUNTOS DE (NDTCES J
TALES QUE LA SUMA DIRECTA SOBRE ELLOS ES {SOMORFA
A un supmobuio bE DM DIcHO DE OTRA MANERA,TAL
QUE HAY UN MONOMORFISMO {3 be LA somien M P
ES NO VACIA, PUESTO QUE MV Q#xeM se tlene
Al a2 dxy M PagA STMPUFICAR LA NO-
AN, ponaAnos Bi=Alag v By=8 Ala; = @
(Pova sxwuﬁs’to,h; £S 1o MISMO QUE &i}m) . bEFNAMO”a UN
ORMEN PARCIAL EN P DE LA StaufENTE MANERAT  SF
=N v fe b M son MONOMORFIEMOS , vi-
Redos quE J <K st Y, Es suemopoo be W, v Avends
I(K\\Qs':‘{s- T s orvio QUE DE ESTE MODO HEMOS HECHD
e (P,<) un coro. Awora, sea ( una capenA EN
P v voneanos hr""f‘?g W, = 8. (& 11;). Dertnt-
MOS  AHORA {T: oM o st we lag, entonces
X=¥ +..+X,, <ON Xzéhh , PERO COMO hueC)
o E\TONCES ALGUND DE ELLOS, DiaAMOS Wy, conTiE N A
Topos LoS DEMAS | LUEGO X € %3 Q ENTONCES PONEMOS
= DE. AQui £S5 CLARO QUE J<T N¥Je(




{,E., T ES UNA COTA SUPERIOR PARA C. Suronaamos
QUE gT(x\:Q PARA ALEON xe)\ar'. ENTONCES Xe'\js PA-
RA ALGUN Je C , LUEGD {T<x>:§aa¥>=0 Y ComMmo &
£S MonoMORFISMO st stque @uE x=0 . (oNsecEN -
TEMENTE | Te P Por Lema de %OR\\\, COMO TODA CADE-
NA EN P MenE cothn suveERior en P‘ SABEMOS QUE P
TTENE ON TLEMENTO M/ix?Mo, LLRMéM0§Le\J, T nrod-
CES {w: Mm"" M £ MONOMORFISMO : N VAMOS A
PROBAR QUE ES  ESENCIAL

SuvonaAmos QUE %w NO ES EgENC‘iAL,"\? seA N un
STUDOCOMPLEMENTO DE -Sm\fm EN N Y TOMEMOS O*X
eN. Enronces, cono OO 2 Afknoa =1 como

x hg o NesM £ MONOMORFISHD, PODEMOS DEFNRIR

%w '-hw';hw@h}o*‘“m  Aquf TeNEMOS QuE %m. ES
MO&QOMOQF?&HO)\I\TG? ¢ W\ Y)' CONTRADT ClEN-
DO LA MAXTMALIDAD be W , DB DoNdE %w ES UN MD-
NOMORFISHO ESENCIAL, B

15 TEOREMA.. Shech w5 carcaenin esrec--

—— AL, [ ES UN TUNCTIOR EXACTO QUE PRESERUA —

SUMAS DIRECTAS.




PRUERA @ Para temosTRAR LA NETmACTON 25 NECESA-
Q10 PROBAR L05 SIGUIENTES HECHOS, ALQUNOS DE LOS CUA-

LES VA WAN SIbO COMPROBADOS EN L0S LEMAS ANTERTO-
RES &
(0) @O\DQC:A ES PREADITIVA. (\,EMA_J(\ .|
@ E 5 un runcror airtvo. (Lewa &) A
(W) Efpec—fx TIENE PRODUCTOS FINTTOS.
(V) Topo morFiemd EN SP p@c—f\ TIENE NUCLED
Q contcio | (Lema A7) q
() Tovo moretsmo oo BN pec-A TiENE ONA
FACTORIZACTON o= ¥, coN (b £pIMOR —
Flsmo VY MONOMORTISGMO . Q\_EMA\D 1
W(\TOM QUCESTON EXACTA CORTA SE ESCINDE
EN %)p@c—f\. (Lema 1) |
i) éﬁ@Qc—A £S COCOMPLETA. °
Wiy Los eimiTes viRecios SoN EYACTOS EN Spech.
(1) Fpech Tienz UN GENERADOR (\lemal3) §
W) E 5 UN FUNCTOR EXACTO.
) . PRESERUA SUMAS DIRECTAS.

T ”"“DE""MI\ME\?A QUE BACE TALTA DEMOSTRAR LAS

PROVEDADES (LX), (WW), \\f\lh, () ¥ Wy N contt-
TN P AMOS L AS RESPECTIVAS PRUEBRS

\
g




!
|
|

o

W) - EO\E tl LEMA 9~, E PRESERVA L'\N\\Tes DiREC-
Tos. 91 (E(M;), 05) S UN SisTEMA iRECTo EN
élopec-l\, CONSIDEREMOS REPRESENTANTES DLES DE CADA
G, Y EL SISTEMA DIRECTO (ME ,0(;5) EN \10/‘60'4-/-\ .
Enronces B (m M) = L EM) =1tm EM)
DE DONDE @OIPQC-A ES COCOMPLETA. | - n

(LU TAN\%Y\':_N TOR \;\_ LEMA O, D/\DO QUE LAS SUMAS
MIRECTAS SON CASOS PARTSCULARES BE LIMITES DIRCC-
Tos, . LAS PRESERVA. L

(U St EM,), L. EM)) son opsetos EN éopac—l\,
ENTONCES , COMO EL PRODUCTO { LA SUMA DIRECTA COTNCT-
DEN EN EL CASO TFiNtTO, N TAMBIEN POR EL (X1) DE AR®i-

BA TENEMOS E(-:Q\?l‘\’\ﬂ =& E M) :T‘:‘:\KE(V\O, B

(X)e \POR EL LEMAAQ | E PRESERVA  MONOMORTF{SMOS
DE DONDPE E. PRESERVA NUGLEDS ¥ ES POR TANTO EXAC-
TO TZQUIERDO. ?OE OWRO LADO , €S UN HEWO CONOCIDO
Qo s T 1— % & on oncor , DONDE 1 oesw-
—QUERA Y B TIENE  COoPRODUCTOS ¥ CONVCLEDS, E‘\\Tm CES
litm b = Coker (Q;T\:(S(%) RS 6?‘\:("\35 ,
®L




N Ao —Ld) v 1as ups soN LAS dwveccto-
NES CANONSCAS . \>E MANERA QUE , COMO E_ PRESERVA -
LIMETES biRECTOS (LEMA9), SE SRGUE QUE T PRESERVA
cONUCLEOS N ES, POR TANTO, EXACTO bEREcQO B

(VORY - SABEN\O:’: JA QUE DS LIMITES DIRECTOS SON EXAC-
T0S EN U%o’o’—A- Y QOE E. PRESERVA .L(MTTES DIRECTOS ¥ ES
ExACTO., Mol QUE <X 1 ES un CONJUNTO DIRIGINO, (ONSTDE-
REMOS LA  STGUIENTE SUGESION EXACTA TN @'ﬁv )SFpecA\-
O— L) F=EM)E=EN)—0 (el
ToMANDO REPRESENTANTES OBTENEMOS LA STUTENTE Sy-
CESION EXACTA EN @\v (1, ofbed-A) :
Q""(Q‘ T W LmeyL——-'»Q
\\) CON\O \\W\ ES EXACTO EN (’/66({ A TEND\?EMOS AL APLICARLO
O\ 7ML Yo W22y T —0
S\ APLICAMOS AHORA EL FUNCTOR E
Q—E(l ,\Jj\,t{){‘“( M) = Elemdd (4 i M) ———> SLR E(\\m&m\r -0
Peeo. como E. PRESERVA LIMETES WRECTOS § €S EXAGO,
LA ANTERIOR SUCESION SE CONVIERTE EN:

0 — Lom B8 i M) =2 _mm A0,

TTPORAUE T MANDA MORD MOREISMOS ESEN (SALES EN 1SOMORTIS-
wos ¢ Eughy=1;, Eog=y:. 2

CON EST0 CONCLUNE LA PRUEBA BEL TEOREMAAS. B W B




CON LA ANTERTOR DEMOSTRAc\or\\ HEMOS AL(AN——
A\SO EL OBRJETIVO DE ESTE CAP\‘NLO Eh\ E.STA PARTE

F‘(\\\A\_ ENUMERARE MOS ALGUMos F.i\EMPLos \V\DORTMXTE% VE
CATEGORTAS ESPECTRALES JUNTO CON ALGUNOS \ZE.SULTADOS RE -
LACIONADOS _

i
3

|

EJEMPLOY

() Of /-\ £S UN ANTLLO SeMIstyRLE ENTONCES TOBo A-MG-
poro My ES SEMISIMPLE W TODA SUCESON EXACTA CORTA
SE ESCINDE | |VE&OD e/%o’d’—/rf £S ESVECTRAL..

(«*) GQenerAIZANDO uN POCO EL EIEMPLO ANTERIOR UNA
CATEGORIA ESPECTRAL © SE DICE QUE ES DISCRETA CUAK-
D0 TOdOS SUS OBIETOS JON SEMISTMPLES, ?OR UN TEOREMA
CLASYCO PE ESTRUCTORA, ES SARIDO QVE (’)édd—/\ ES ESPEC
TRAL WoCRETA ot ¥ <010 <8 A B semisimeiz, Avewds,
CLARAMENTE | LA ORICA MANERA Tosime bE Que obid-A
SEA ESPECTRAL ES QUE SEA DISCRETA.

6 ES UNA CATEGORIA ESPECTRAL, DENCTAMOS

o ——Por- @ dis "(QES‘PECT‘\VAME»JTE , “@CO“JJ LA SUBCATEGORIA

PLENA DE “6 CONISTENTE DE TODOS LOS OBIETDS SEMISIM-

D\,E% (“Yobos LOS o&sevos DN SVBOBTIETOS %\MPLES>




. \
Gyr. ES UNA CATEGORIA ESPECTRAL DSCRETA, MENTZAS -

QLE ‘@ cont ES COI\\’\’N\A f.t., No AA\) OBSETOS SIMPLES
EN ﬁCOn*o

| , |
\Y\?D?Oﬁdéﬁ 52 G gs UnA CATEGORIA ESPECTRAL,
ENTONCES HAY UNA EQUIVALENCA ‘@—*{ Cee X Geoak -
PRUERA = Paeh cavh omaevo C oe 6 Tomemos ...
() =eLsocw ve C. EL Foncror C\—*(S(C C/s@
ES, EVIDENTEMENTE, LA EQUIVALENCIA CATADN EN LA ©R0-
POSICRON | 8

o) La eavecorin FpeeZ . EL vuncior ErebédZ-
— &fpoc-7. TOENTIFICA CADA Z-MOOUO CON SU CAPSU-
LA TINVECTTVA, COMO VA NABIAMOS ORSERVADO ANTERIOR —
MENTE . DE MANERA QUE 105 OBSETOS DE Eﬁ;ecl SON
LOS Z‘ MODULOS TNQ‘;Cﬁ\fos DA\)Q QUE Z ES DOMS-
Wo extere , M, BS IQECTIVO §3 9 <010 ST ES DI-
Vestele (R.e. 40#&62 ve M AveM 1AL Que
x=vo ). 5% V\ €S UN @~M0\>\>Lo,\=_moy\\ces COMO
F-wopuo £S Buisters (‘i.e.,"m\eeq‘i\:o) VIR \“\z
e ES RRUISIBLE |, ENTONCES  PODEMOS cg‘mg‘i'bemrz\';o“ COMO
Q- pHBOLO BE LA SHERENTE MANERA = e M\ e R
N V\ .«V‘\*’,‘%‘N—Ew IMPLICA QUE 3 \/EMTALQQE

- o =




Yna:\/b Y ENTONCES DEFINIMOS m%:\/, \ A CLASE
bE LOS Z-MOduULoS SNYECTIVOS COINCIDE CON LA DE LOS

Q—Méb\)m%, DE DONDE PODEMOS AsEcﬂ\)QAQ QVE ...
%QC—Z ES EQUIWALENTE A (’%O’&—@ , ¥ EN ESTE CATD
TENEMOS TAMBIEN QUE H pQC«ZZ ES DISCRETA.

| .

2) EL cASO BEL EJEMPLO ANTERIOR NO ES AlsLADO.
E N EFECTO, EN MUCKOS (ASOS LA cmeeokf(A DE MODULOS
DE COCRENTES ES ESPECTRAL ; POR EIEMPLO, LA CATE-
GORIA (’/léo’o/—@mafx (A-) ES ESPECTRAL %fEMPQE RUE A
ES UN ANTLLO NO SINGULAR. Porz OTRO LADO, EL i
GUIENTE TEOREMA ESTABLECE CONDICIONES NECESA-

RIAS U SUETCIENTES PARA QUE Qﬁ‘fpec A SEA Dfs-
CRETA "

TEQREV\I\ . LAS STGUTENTES PROPIEDADES DE UN —
Ao A son EQUIVALENTES ¢
(a) éﬁoec—ﬂ\ S WSCRETA.
(b) Tomo A-Méb\)w M,\ INVECTIVO ES LA
CAPSOLA INYECTIVA DE ONA SUMA B‘KQECTA
THE INVECTIVOS  INESCINDIBLES.

C)PAQA aon oeAL b ot pe A A veA T
QUE (O(2%) ES IRREDUCIBLE.




b R\,\E%l\ Un mosuto ML ES SNESCIMMIRLE STNO -
PUELE ESCRIBIRSE (OMO SUMA WRECTA DE DOS SUBMO-
soLos proefos. Un susménuio N oe M Es tRREDUCT-
BLE (en M) <T NO PUEDE ESCRIBTIRSE COMO INTERSEC
CION DE DOS SORMODULOS  DE \\'\ QUE CONTENGAN PRO-
PUAMENTE AN CLA\?AM‘(—.M\’E N ES SRREDVGBLE (u\\V )
<tV oo S M/N ES  COIRREDVCIBLE (& MAS FRE -
CUENTEMENTE LUAMABO UNTFORNE ), T.E. | COALESQUITE-
RA <UBMODULOS No cero b W/N T"\E&EN INTERSECCTON
NO CERO, PAQA LA bEMOSWAc\m& USAREMODS EL STEUIENTE

LEMA, QUE ES FACILMENTE COMPROBABLE S
L EMA L X E es 0N MOMIL0 TNRECTIVO, ENTONCES
LAS STEURENTES CORCTONES SON EQUINALENTES S
O B s tescindi»ie.
& CAvA sopmopuLe DE £ ES UNTFORME.
@iy b ES LA cAesULA TRRECTIVA DE UN u\\fh:ovauE
(W) L €9 (A CAPSULA TRRECTIVA DE CADA SUBNOBULD £0.
(u) Chon Usbbeto #0 be B ES esenciaL en b .8
Avoea <t M es un MobOLO TNvECTIVO INESCINDIBLE, EN-

~onces T (M) <eeh STMPLE, DADO QUE TODO SUBMODULO NO
oo DE M S ESENCIAL ¥ B MANDA MONOMORFISMOS —
ESENCIALES BN {1SOMORTISMOS, X.N\)EQSAMY:\\TE S\ E(M)

O_%\M £ Ek\ 6qu¢ A \_NTOI\\CES 0 B\u\\




M £o <TMPLE 0 cADA suaMbduLe o M ES FeENCIAL,

(=N Y’XE% UNTFORME ° ADEMAS | EW\\ E(C W\\)

C (M LA (A‘DS\)LA \N\%ECYNA OE \\’\\ £S m\e\if_cﬁ’\lo INES -
DIRLE , POR EL LEMA ANTERSOR. ]

()= (b)) e @Opec A £s SRaceera sty :\,ox_o 3! TODO OB-
sere (M) € Ipec-A e e L Form E(\"\) ot (9),
con (D) simpie, Peeo EO) &5 SAMPLE, AFCRS TR TR
(o efen C. (S>) ES Tnvectivo TMESCE r\msau—. /\\J\OQA (O~
MO @’E(S) E(®9) La cauiVALENGA SEStauR.,
() ==(c): Sea of tveaL » ve A |9 constperemos gL
Mooowo G (Afot) | aue vor sew INvECTVO DEBE SERDE
LA voemA (g (®F. «), con B INECTIVO fhescinmiaLe.
Oea B, uno dE ES0s SNRECTIVOS TNESCTNDIRLES Fi30 -
como Alo g C(@E, ) - PODEMOS TOMAR UN QixeA/mﬂE .
Auomx Pow EL LEMA AnERioR, (XD = /\//\nA(X ) ES ONi-
TORME, LOEAD AmA X.) ES TRRedUCIBLE. ?Orz OTRO LA-
0, An,(X) Es pPeecisamente EL SoeAL beAlxbeal
Que ror dEEINICION ES TqOAL A (o1° %),
()=o) * Sen M, tvectivo, v Tomenos O#xeM,
Fronces {x» = A/An AlX.) 5 PATA SIMPLIFTCAR LA NOTA-

CION |, ESCRIBAMOS An alx)=o0t. Por: WIPOTESRS | dveh
TAL QUE (0('\7’) ES "\RQEB\)(?BL’&Z AS'{ PLES, TENEMOS QUE
M NES\O QUE \/eA/m

yﬁ_% ‘; S

ALEMA%



!

. ]
(

A/(Ol VW2 e x> M , LIEGO C (<)) CM
HEMOS DEMOSTRADO CON ESTO QUE TODO MODULO TNYECTIVO
CONTIENE ON TNHECTIVO SNESCINDIBLE . PARA COMPLETAR LA
DEMOSTRACION, St Atord  ®={ ScM | S=eF,  con
£, ivecTivo INEscinsiaLe b, Bop o nemestravo ARRTBA,
s M oes tEcivo , T é. EL consunto ¥ pucoe or-
DENARSE POR INCLUSION, ¥ NO &5 DIF(CiL VER QUE TOMA CADENA
EN “Se’ TIENE COTA SUPERioR EN q;, AST QUE POR LEMA
be ZorN F ConTiENE ON ELEMENTO MAAMO, DIGAMOS
30, b ste %o DERE SER ESEMCIAL BN Y’\, PORAVE 1
Se&/ Y\ entonces AKX M seovocomeiemenTo be
Do en M9 mamsién CUK) M o sorvesto s <
SUPONEMOS AHORA QUE Clﬁm 0 SO:‘-\_iQ , LLEGAMOS
aAaoe O+l «CK) LaS,, weao KnS, o ...
KoL #0 ¥ conreadiciento 1 seposicion de que K
ES SEODOCOMPLEMENTO BE 6. EL caso ({(K)n S, =0
TAMBIEN NOS LUEUA A CONTRABICCION, AS{ QUE TENEMOS
QUE Abmirie auE S, ES Esencial en M Lo conl B
NALTZA LA DEMOSTRACIN, "




CAPTTULO

®

REPRESENTALIONES  STANDARY
DE. CATEGORLAG EAPECTRALES.




HE

o o
CAD. T REPRESENTACTONES
STANVARY BE (ATEGORTAS

- ESPECTRALES.

4

HAREMDS EN ESTE (APITULO UN ESTUDlO DE
LAS PROP'\EDI\'DES DE LAS CATEGDRIAS ESPECTRALES, EN TER-
MINOS DE SU REPRESENTACIEN STANDARD COMO UNA SUBCA-
tecorih vE GirAUD DE ONA CATEGORIA DE MODULOS
(TeorEMA dE Poreacu-GasrieL ), TSR DESCRIPCIEN DE
CATEGORIAS ESPECTRALES INUOLUCRA LAS TOPOLOAIAS
CANONTCAS DE ANTLLOS REQULARES N AUTOSNVECTINOS
DERECHO S (UN anflio S AuToINYECTiVOP St £ NVECE

STAVO (OMO MODULD B SOBRE 5% M‘iswﬂ; PARA ©NTRAR
EN MATERTA  EMPEZAMOS CON EL STQUIENTE LEMA®




1 LE W\f-\ .Tov'o kN‘iLLé RE‘G\\)'LAR N es m SINGULAR.

!

PRUEBA: Decimos aue o Ao N £ 1o Stuaour
CUANDO SU DEAL sinaulAR derecno (A=A aehl
L\Y\,\(O\.)&» A} £s O, Para vrosar Qo ZU\\ZQ, N
PONGAMDS QUE Ol ES UN TOEAL B EsENéTAL EN f\ S

loor=0 eaen At beh. Como A esrequar dxeA
TAL QUE bxbo= \o, DE DONDE X\O#O , 9 dce P\ TAL
aue O#x\0C € 01 PoR SER O ESENCIAL. PERO EN-
vonees loc=loxloc e ba=071, contenvideno L
WECWO  DeE QUE X\QC:# O, |

SUPONGANMDS AMORA QUE N £s REQULAR Y
AUTOINYECTIVO W, E RTONES LA TOPOLOGIA DE '('DEP? -
LES DENSOS CORRESPONMRENTE A (A ToT.W, DE HAn-
BEK, COTRCIDE CON LA <ovowaih ve Goipie (dE foea-
LES ESENCIALES ) 8 CON LA TOPOLOAIA CANDNICA EN
A‘; DENOTAMNOS A BSTA TOPOLD GIA POR g S SIeVE
QUE LA CATEGORIA %éé-(A,f) (ONSISTE DE TODODS
TTTTTTIOS T MODULOS 'V\A TNNECTIV0S 9 NO SINGULARES ¥ |
Y €S P0@ TANTO UNN ({\"\‘E@OQ'\A ESPECTIRAL. bADO QLE A

SE £ woecrio saph dhod-(AB)




CONCLUIMOS GUE  ESTA CATEGORIA CONSASTE  PRECISAMEN-
TE DE TODOS LOS SUMANDOS DIRECTOS OE PGTENCIAS DE
A TENEMOS AVORA NUESTRO PRIMER RESULTADD SOBRE
Rgvfzr—.semxc‘ié N D CATEAORIAS ESPECTRALES -

? YRQYGQCXC’)&\\. Sea B unA cm&aoé‘(/x ESPECTRAL,
C UnN O®3ETO bt:“@ Q A:‘- \\omg (C ,C) Emor«c&s'.
(O A £s requLAR ¢ AUTOMWECTIVO Y,
@) St £ AON otro osseTo e b EN-
vonces ev A-ndnuo v Nomg (C)D)
ES NO SINGUULAR E IECTVO.
PRUEBA YA en 5L cApitoro L WASAMOS DEMOSTRA-
DO LA REGULARIDAD DE A (PQGV-BJ_), h EL HECHO
DE QUE /\ ES AUTOWNNECTIVO $ St STQUE DEL CASO MAS

ceneeal (W) vaea un B-ndouio b coALauieeA

Sea o un fuErL B v A s ot &s 1A unidN directA OE -
IOEALES b FINTTAMENTE GENERADOS © ESTOS ESTAN GENE-
.RABOQ POR EL\—.MENTOS ADEMPOTENTES | POR SER I'\ REGL

o

AR S.E€. Ol= nm e b Cunaviee de \\om,\&zf\ o (CYB
—TTES DE LA FORMA @(@)=¢Q , CON LA CONDICION DE QUE

kQ\'X“sz,POQLNE %(032(/5(6(&%)): @ (L-e e).
.‘ T lnlle)

7, ;:




!
PRO&MIEN\OS AWORA QUE \r\o‘m AKQ‘\,\\Q\;%(CD)\ = \'\O\n%KW\Q)D)'.
% ¢e¥\om,\(@f\ ,\\om%(C,b\\ ENTONES DEFINIMOS ...
A'E \—\OW\A(U\ ,\\omc(C D)) — \r\own6 (Tme ,M MEDIANTE

i

) =ge) = Siempee QUE \Q('X—e):Q’a , DADO QUE
C'—‘J_me@.\_m(bd, £©=T70 ES WO MiaMo QUE DAR ONA

&Q)’.X_\’na»b, &Q‘:&Q\lme i \&[ £S MONOMORFISMO , YA QUE
\HSIS):O wsLich @)=0, Leao $ee=gerx=0
Yve N sor TANTO 95::0 ~Avemis, ot Q€ \\Omgﬁme,\ﬂ,
ENTONCES 'LQ@ S \’\O\r\’\'@(c,b> VU ENTONCES EL WOMOMOR -
Wm0 e e A —Yom (D) | perinivo Por b@=ye,
<% MAPEA BATO Y EN (. LuEa0, W ES EFMOREISMO

U (oNSIGUIENTEMENTE | ES 1SOMORFISMO Ve estA
BISCUSION SE SIGUE QUE:

Hom, (o, Ho, (€ ») = Hom,lim el , Romg »)
= \tm Hom, (eh, Homg(C,D))
= | Homyg (Ime, D)
= Hom‘g(\_\f_vplm@,w

= Hom (C, D),

USARDO LA EXACTITUD DE 105 LIMITES BIRECTOs EN q)@b, |
| ’ )
sonve C'=im Tme . Como C' £= SUMARDO DIRECTO DE
(POR SER INQECTIVO) BRSTE UN EFTMORFISMO . . .




|

Y HOW\AKA,\A\O\\\G(QW’:\\OME (C b\—""" \”\OW\G(C’,D\ = .
2 Howm, (o, Homy (D) @ue 5 Woucivo Por LA HANSTON
O(Ce**/\ , PORQUE EL SGUIEMTE  DIAGRAWVA C:\ONN\\)TI\'.

\

Al & = »P\

Hom l \‘\OMA(O(,\'\OMG((,D)) How

| Howm A( ot ,Hoﬁ\@ (¢ ,W “‘j"‘— \"\om,\(’\ Hom c(C DB\)

. : ~
& =
— e

\‘\omc(c’,D)““f Y \’\omfp(c,@)

DADO QUE EL 1SOMORFISMO DE LA TZQRERDA ES NATQRAL

CUSANDO LA EXACTITOY DEL \i_“,l EN S © EL DE LA DERE-
CHA TAMBIEN ES CLARMENTE NKTOZRL, St SfeUE EN-
TONCES QUE ¥\ow\€.(C M es wectivo.

Pach peosar QuE Howm, (CD) esno sin-
QULAR, SUFONGAMOS RUE Ol BS LN IOEAL B ESENCIAL DE
A g ga=0 »aen adn OF ¢ e Homg (D).
e A LA PROVECCICN DE C SOBRE C’. CON\O ol &= Aﬁa-
o5 eAna£0 v Meoe




peo=0 Y CONTRADICTERDD BV WECHO DE QE .-
C'aKerg = Tme nKer =0, Lo cORL TERMINA 1A
DEMOSTRACTON. | ,f q
| ( o
SEA U UN GENERADOR PAQ:L LA CATEGOR{A
ESPECTRAL @, ComoTopo MORETSMo, SE ESCINDE,
Es TAMEDIATO QUE U SERA TAMBIEN UN COGENE-
oavor NgEcTivo PARA B DE AUl QuE Para
caon onseto (o B BXISTE LN CONTUNTO L
TAL QUE U= Cab , 1.E. , TODO ORJETO DE B es
CUMARDD DIRECTe DE UN PRODUCTO DIRECTO DE
cOBIAS BDE U, AHOV.I\ APLY CAQEMOé L.A PROPOSY —
CION ANTERTOR A LA REDQESEMTAC{&N STANDARD DE
8 BETERMINADA Por Ut

2 TEOREMA. (Gobriel y Obersk) Sea € ona
eareconip EapEcTRAL , U UN GENERADOR PARA @
¢ A= \J\OW\@ (W), Enrtoncees -
e (1) A £S5 REGULAR 9 AUTOINY ECTNO &
() € £s EQUIUALENTE A LA CATEGORIA

B C}{Oéé"(A,g> DONDE ﬁ ES EL F?L_”ZO

FERVNeE




|
DE TDEALES ESE\\C.\.A\_E‘:V D [\
G Un A-mosovo M, es G- CERRADO
° ’ ° 1 '
iyt st A=Ma N eaen ALaon
consono L9 résoro N,

P RUE%]\ (V) QUedd PEMOSTRADD BN LA PROPO-
<3cION  ANTERIOR. o

(1) Vovg A-movoo » Hom g (WD), con D o
ow3eio bE G, £5 T CeQRRADC PARA LA TOPOLOGIA
& ve oeALES % CSENCTALES DE ;\, POR LA PROVO —
S3CRON ANTERIOR . € £ LA TOPOLOGIA MAS FUERTE
CON ESTA PROSTEDAD (MAS AUN, ES LA TOPOLOGIA
MAS FOERTE QUE WACE A A eee ve Toxzfﬁéﬂ .
Pop TAWIO, CONCLEIMDS QUE © ES EQUIVALENTE A
H&d-(A &) Por EL TEOREMA DE Yorescu - CAeeiEL,

({5) =) Tovo A-moduLO B E-CERRADO ES DE LA —
roema Hom, (U,C). Coro SENALABAMOS ANTES,
C es SUMANDO DIRECTO DE ALGUNA BOTENCIA ut.

= \'\O’W\@“(U,KP) .
- 2 Howmg (U, Cad Yy
= V\Om@(\l,ﬂ ® Howg (WD),

L ueao, l.\l—:__(l Howm, (G0) =




q:\ Como N es E-ceeeavp, AS{ Lo ES TAMBIEN
ToDo SUMANDD DRRECTO DE !—\ . |

|
Cuano B es eseecTent DISCRETA , -
TODO OBIETO €S SEMISIMPLE W LOS fEMDoMom:'i%
MOS TOMAN UNA TORMA MAS ESPECIARZADA .
E<to £5 10 QUE DICE LA SUGUTENTE:

2 PROYOSTCION, (Roos) Ser © una cxteqo-
RIA E<pECTRAL. UL UN GENERADOR PARA G W
A=Homg (U ). Las sTauientes ASERCIONES SON

EQIVALENTES
() 6 £ ESPECTRAL DISCRETA.

(b) ,\ ES UN PRODUCTO DIRECTO DEANTLLOS
DE ENDOMORFISMDS DE ESPACIOS VECTO-
RIALES SOBRE SEMICAMPOS.

(0) Tovo SpeAL v No Cero te A coniene

W DEAL ¥ w\\mmo

PRUEBA (Ck\:b( 5 1 _Q. lw! Es 8L CON-




SIMPLES DE (0, ENTONES U PUEDE ESCRIBIRSE COMO
B U, vonte Uy DENOTA LA SOMA BRecTA BE OB-
JETOS SMAPLES PERTENECRENTES A LA CLASE W .
Enmonces tenemos A= Hom, (U0 =11 Rom (U Uy,
Paoh we QL sea S, UN 0BIETO SIMPLE DE LA CLASE
W, W seaN Km=¥\o‘mg(5m,5m§, @UE €S ON SE-
micampo v Vi, = Homg (S Uy . on eseacio -
| \ECTORIAL ¥ SOBRE Km, A\\O?_A BIEN, U\w ESTA GE-
NERADD P0R Sy  T.E. EXISTE UN ERIMORFISMO DE O
EN U&Q ParA ALGUN CONSONTO 1 CON%’\DEREMOS 3
T(Uy) =Homye (Se,Uy) =N coM0 espAcio NecTo-
RiaL b sovee K, , DONDE | ES EL TONCTOR MENCIO-
NADO EN EL TeoreMA DE Popesco- Qnpriet. TN -
TONCES SE STGUE DEL HERO BE QUE | ES PLENO 9
weL @oe:  Homg (U Uy) 2 Hom KN(T(UQ\TNQ}
=Hom ., NV, Va).
LuECO, A':“:TA Nowm NNl

(b)Y =>{c): Suroneamos A:W}A; L CON CADA ONA DE

LAS A'L:EY\Q\\Q (\‘1) Y \/( ESPACIO VECTORIAL b SOBRE
“‘K‘ K SemicAmMeo., St ot s on fREAL B ne f\, sea ¢
LA WAGEN be Ol ¥AJo LA PRO\’ECC\C{NA T\-L QOR/RE A’k.
TN ESE A%0 , 0D DA, QR POR TANTO BASTA QUE




consiveReM0s. A= End (V) paea un eseacio -
VECTORIAL » SoBRe N semicampo K. Paea conLaier
zeEnd (V) ivemeorente povemos vomar (NN
COMO LA PROVECCION SOBRE UN SUBESPACID ONFDI—
mensional pe e(N) | ¢ ewonces § A es on -
1DEAL B MINTMD CONTENIDO EN 0_‘\ Q‘A QUE {/\ NO
PUEDE CONTENER OTROS SOEALES b | Q\ AS{ FUERA, ENTON-
CES PODRIAMOS ESCRIBIR { A=‘€IEB¢ iON hﬁft: Q,
Lo corL tmpicARin. Imbnlme=0 N eh ,
cet, vevo como {(V) =K, esto waceaue =0

o t=0. _' .
()=>(a): LA condiciéN (C) AFIRMA QUE EL 000 ®
b A, & es esenciAaL BN D, ToRaue oMo SoeAL )
CONTIENE ON DEAL b MINTMO, LO COAL STGNTFICA QUE
TNTERSECTA AL SOUO0 , V¥ 4 ©S ENTONCES EL IDEALY
tsencial MiNiMo 0E N . Avemie, & B ineal sldTe-
RO DEMPOTENTE 5 EL CONJONTO Tz“’l'\c\ea\b &QA%
k> &} resoa sER OnA TopoLoalh (A LA cATEGORIA

ofbsd- (A F) Se Le DENOTA USUALMENTE POR c/géJ-(A,\é),

¢ EN ESTE CASO ES LO MISMQ .GUE efééc}f(A,?Z), Y CON —

SISTE ‘DE TODOS 105 My TALES @UE EL MAPED CANG-
Nco M —Hom, (M) es 1SOMORFISMO ). LA SN-
CL\)S’\(’N $g—>¥\ CE BACE 1SOMORTISMO EN Q}ééd Ag)
T S



\’ SE QUE ENTONCES @QUE A £S UN GQENERADOR SEMI—
S\MP\_E De Q)()od (A\ $) @OE &S EQONA\J:NTE A ﬁ |

CQRQ\.M\XO \J\% STQUIENTES PRovbeAbEs DE OUN -~

ANILLO A SON EQUIJALENTES: '
(OO 13\ £S REQULAR, AUTOINYECTIVO » ¥ ES

UNA ETENSION ESENCGAL DE SO SOCLO b,
(\03 A ES PRODUCTO DIRECTO DE ANILLOS

DE ENDOMOREISMOS DE ESPACIOS VEC-

TORIALES » SOBRE SEMICAWVDOS. -

Este OLTIMO RESULTADO CONCLOVYE CON LA
PARTE TEORICA DE ESTE CAPITULO, Como ONA P«?\_TC?\'
AN DE ESTE UUTiMO COROLARYD TENEMOS BL STaOied-
TE EIEMPLO:

Sea K un semtcameo, KM=V o es-

PACiO vECTORiaL de dimeasiéd R, v A=Ew (V).
""“"“"”““"'E;"‘NTOME& POR EL ANTERWOR CO R‘OLM'&'\O A ES RE-
GULAR A\)TO\N\QEC\No» V ES UNA EVTENSION ESEMCAL
“%bEW S0 EOC‘—Q,EM \?\2 P\ 0O €S QA\)TO\\\NEC WO ‘W




- PRUERA: Sea Y ¥obaen UNA BASE PARA V9 sem
€. eA LOS ENDOMORFISHMDS KDEMPOTEﬂTEﬁ OE \I DAYOS
POR €, (Xa)= 80(@ X - TOMEMOS‘ T30 UNO DE ES05
ENDOMORFISMOS , DIGAMOS €y . DEFINAMOS ¢ f-\ed—»AzY
MEDIANTE

0.\2.) Lxg) = | Fxv B B=Y
, SV BFY

0. ES LN WOMOMOREISMO, YA QUE A‘{XAL.C.‘)-'—(’L—(Z“),
¢ e @ el (xp= (A-2) (x)=0.
De esTE MoDO TENEMOS ONA FaMmiLIA ot Ae—+Aey
B MOMOMORFISMOS , DEA L?'i® Ae&f—»AeY EL nO-
MOMORFISMO  INDUCDO POR 10S Y ) ENTONCES (§ NO
PUEDE EXTENDERSE A TOdo A, Foraue suronaAfos
OVt @ 3SE EXTIENDE A TO®O A, [ = QUE 3{6/\ AL
QLUE ©(Q)= %ge\, V%EEBA\QMQ LLEGAREMDS A UMA
CONTRADICCION ,

P?'\ME\?.O, NOTAMOS @uE St eV ENTON -
(ES X PUEDE ESCRIWRSE COMO X=F wRi=2_ @ 0,
DONDE LOS ¥; $ON ELEMENTOS BASTS € k. e K .
s
c?-' Al
Py 0= (9((53((_ Qo(.‘(x)):q(\{:‘ %z«_‘m)

v=\

A




2 «pa(;(ge‘di)(xy |
g %.(90(1(60(() (X)

O st ety Ni=i, . m

Il

%\"x'ﬂr" S o(az\’( po«o\a\g{m 1.

|
%\CZY X)= cﬁex(% @leX))'—'-Z;%{@rZ ()

:
O ooty Yi=t..on

\_?OR OgIR0 LAYO,

%(Xr%-ﬂ., S\ &=\ pmao‘xgbn'\,.

DE LAS DOS TGOALDADES ANTERIORES s\‘:: S\GOE QUE

%{2% 5‘*3@9\, DE DORNDE I%:'l Q SEA QUE . . .

e@)=qey ¥ ge@he, . Awoen sen, st
cge@A@, ENTONCES Q=2 ¢, CON %(eA.
Pero ENTONMCES

Q= gey =%

=t Cgi @i ZY
0

St @i ¥ QY ¥ i= L,...om

¢

%LQL Sh Q;‘:‘-‘ QY | PQVQ Ck\%\'kn .
o MENTRAS - QUE | POR OTeO LADO,

o) =@lZ ge) =%

Yy




TR gpen

LAS DOS ULTIMAS EXPRESIONES SON MISTINTAS, PUES

CALCULANDOLAS EN Xy DAN RESULTADOS COMPLETA—
,- g

MENTE ODIFERENTES




CAYITU
ANILLOY

AUTOINYECTIVO.




CAY.TIE ANILLOS AUTOINYECTIVGS

CUAt\\BO A ES UN ANILLO NO SINGULAR SU

ANILLO MAXAMO DE COCIENTES DERECHO SE OVIENE
como  Ap  TaL (OMO MENCIONKBAMDS BN EL CA-
PITULO PRECEDENTE . COMOQ\Y\E\?A, COANDO A ES
UM ANLLLO CON TDEAL SWMGULAR WO CERO, HAY POCOS
RESOLTADOS CONOCIDOS ACERCA DE SU ANILLO  MAXIMO
DE COCIENTES. LA MAR0RIA DE ESTOS RESOLTADOS TRABA-
JAN Con EL CAS0 EN QUe Qmax(A.) ES ON ANILLO AUTO-
INVECTIVO, § DE AW( LA IMPORTANCIA QUE CORRA ESTE -
TEMA DENTRO DE LA TEORWA DE AMILLOS DE (OUENTEDS,
+ AU ADALIZAREMOS ALGUNAS -DE LAS PROPIEDADES MAS

— = IMPORTANTES DE LOS ANTLLO0S AUTOWNECTNOS .




i

i. | Sea A UN ANTLLO, R CONSTDEREMOS EL
FUNCTOR CANONico  F: oJocd- A——’Qﬁ)@ A - - E\TONCES
PARA CADA Moouto My wav un MAPEC INDULCIDO
o Mo Wora, O, M)—Vowg _, EREM)
QUE ES HOMOMOREsMO bE ANILOS . Coands W\ es -
QECTIVO, ESTE MAPEO ES SUPRRAVECTWO, DADO QUE (VAL
QUIER WOMOMORTISMO \V\\'—'V\ oN W&*y\ PUEDE —
BATENDERSE A UN woMoMorFismo YW—M | FLnd-
CLEO DE My, ES ENTONCES U IBEAL , QUE CONMSTE E
TODOS LOS ERNDOMORTISMOS DE \:'\__ QUE S ANUVLAN &N

UN %Q%MODQLO ESENCIAL OE Y\_. C_\)NQQO N\ ES -

INYECTVO, 5TE - DEAL COWNCIdE CON BL  RadICAL -
ve Jacopson:

9

&. VkQ?Q§1ﬂ6N SEAN N\A UN MODULO (NYECTWO,
W=End, (M) 9 N=dae ) Kerooe=MY
Fwonces N=JH),

PRUERAT Por verinicidn, e padicaL de JAcoBSON
“pe W , 3(\\)) ES LA INTERSECCION DE TODOS LOS .

\DEALES  MAXIMOS | UNA CAQAQTERI%F\C((S}\\ DE SU\) £3 LA
DESER-ELADE A '




ELEMENTOS O TALES @0\: ﬁ:’O\_ = INERTIBLE . To-
TA (ARACTERIZACION ES PRECISAMENTE LA QUE V5A-
REMOS EN LA PRUEBA. |
T - !
Privgeo bEMOSTRAREMOS @UE N ES UN
A\IDEM_b bE \\‘. 3% oc,@eN, ENTONCES fmge\ﬁ,\m
aue Yer (o<+g>):>\(evo<n\((er@g»l\’\.; StaeN ©
Ye\%,emomes u\(eﬂ roe@UuE Wexoty = \(“(\(em\),
QUL €S ESENGAL BN M por ELLEMA ALY , ¥ Y« GN
POR QUE KQYYOL D\(QYOUE’"N\, LWEGO N gs on .
€ IDEAL b . AL\OQA, N cxeN ENTON(ES, COMO ...
Ker (A ) Keca=0  se sieue Que Ker (A-a)=0
Q L-ot ES MOROMORFISMO . EOYZ vxmé, Tm (&-0() ES
ON MOOULO (NYECTWO, LUEG €S ON SUHARSO DiReG-
5o e M Yeeo memeien T (A-a) e M\, eoe-
e tmli-a)oKere (oapo @ue «wd=0 iveui-
o @k w=(-o)x ). Covcwotmos @e  tmlA-u)=M
5 moso QUE - s iwvertiee YoueN v N JW).

1

AvempS, COMO ¢ LARAMENTE JH/N =_.

= JOUNY, ¢ WN 2 Homg, (B EM) | eue
ES REGOLAR, TENEMOS QUE eazA cada oe H/N
e WIN AL QUE  ou -0




NO PUEDE SER InvEeTiBLE, YA o O= o- oo = (L-ax)a

e vonoe  JCWINY = Q v JU\) N i

| Con AVUDA DEL ANTERIOR RESOTADG Y
LA PROPOSICION 2. TL LLEGAMOS A LA SIGO\ENTE
constcOeNcia (Qeorsxi, Renau, Roos Urowmi) -

2 TEOREMA. Sea M, tnvectivo @ H=TFad, (W),

FLoaviwo H/JM) es reanar @ ASTOECTIVO b, B

3 CORO\_A\\IO Sea A on anivoe AUTOINYECTINO®.

Enronces .
@ JIN =Z(A

@ A/JA) £ ON AILD REQUIAR ©
AUTOWSECTIVO b

LA sieuiente pa OiRA PROPIEDAD MPOR-

TANTE DE LOs ANILLOS DE  ENDOMOREISMOS DE  MOLY -
LOS WNWWECTWVOS -




!

-

|
4 YROYOﬂUON 5\3\ H=Fund, (M), con W in-
VECTWO. ENTONCES 105 TDEMPOTENTES PUEDEN LENAN-
TARSE mopuo J(H) . |

l
PRUERA: Cuanvo a s on aivercs b A se
DICE QUE PUEDEN LEVANTARSE LOS '\BEMLPOTENTE‘S MO-
wo & st Nde Alor wwereotenre A e e wen-
POTENTE TAL QUE @={ . -

Suronaamas oo el ¢ oo W),
te., et L=Ker(x-o@) e M - A chpPsura iN-
veetwA ve (L) s 0N sumando directo e M\
de poNde o (L)=Twme  vavA ALaON iDEMPOTENTE
cell. St ciaue ExToNcEs QUE EX=ol SOBRE EL
soeMddLLe ESENGAL | de M\ DE DoMdE EX-X €.
SJAED) Y PongaMos ANORA (5:£+so<(i—a3,
Y NOTEMOS QUE

@’:'- (e+ eoi(l—-e))i e e (-¢) +en(i-e)e + (ex(1-€))°
= g4 coc(l-g)+(exe-gxe?) (g -gxe)”
=€ 1 eoc(1-€) 3 (e - Exeoe — xXED+ EXEMWE )




1

QUE R-EX+EX -oX = p-X e J(H) ¢ enonces
EL iDEMPOTENTE © LEVANTARA A &%

_ Sea L=T1m U.——&) —HX(\—)", ENTONCES
Ve Tmll-e) + me =M\, yoeeo @-cx=€-€ae
SE ANULA EN L PUESTO QUE g |, = aoc’\g-m\L,
ES DECR, Yyeoll) &= ax&(x),g ASi QUE |
OBTENEMOS (R-XXE € JWAY , TaL como SE QUERIA DEre

MOSTRAR , S "

5 COROLARTIO. Si A e 0N ANILLO  AUTOINQECTINO

b E)NTONCES LOS TDEMPOTENTES RUEDEN LEVAN-
tarsE  mébue JLA), | @

Pnec,\smu\os AHORA EL SIGN{FICADO DE

ALGONGOS TERMINOS QUE EMPLEAREMOS EN LAS N
GUIENTES PROPOSICIONES:

UN ANILLO SE LLAMA LOCAL St TODOS -

0% ELEMENTOS  NO  INVERTARLES FoRMAN UN IDEAL

\DQOD(B.TODO ALLO LOCAL TieNE UN DEAL MAYi-
£s UNicO. Po& TANTO £ FAGL VER QUE =




6 LEMA.EL anivio A es LOCAL % ¥ 5610

si A/J(A) es on AMiLLO cON DBIVISION. .

|

- MKs aeneraLMENTE, DeCiMOs @ue P g5
UN ANILLO SEMILOCAL CUARDOD P\/ JU»\%\ £S UM ANi-
11O SEMISIMPLE. TODEMOS NOTAR @UE UM ANILD
SEMILOCAL TIERE S0LO UN NUMERD FiNITO DE WEA-
LES P MAYIMOS, V¥ UN ONILLO CONMUTATIVO BS SE-
MILOCAL SiY SOLO i EL WIMERD DE 4 WEALES B MA-
XA\MO0S €S FINITO. {

|

Yor WTAiMO, EL ANILLO A <E dice Qut
ES SEMIPEREECTO A ES  SEMILOCAL V¥ POEDEN
LEVANTARSE iDEMPSTENTES MODULE J U\\.

Dmo QUE UN ANILLD DEGULAR ES SEMI-
SUMPLE STY SOLO St MO (ONTIENE TAMILIAS INFINITAS

DE IDEMPOTENTES ORTOGONALES , OBTENEMDS A PAR-
YA DE LOS COROLARWDDS A Y 5 - B




SEMIDERTECTO <1 YV SO0 St NO TIENE TAWMILIAS —
INFINITAS DE  \DEMPOTENTES ORTOGONALES. |

8_?RQ?051C16N. FL ANILLO DE ENDOMOREIOMOS

DE UN MOBUL® M ES Semiverrecto s 9 sOW0 of
M TilERE RANGO » FINITO.

YR\,\EB;\ LN wdnuio » es DE RANGO FINITO, POR
DEFINICION | ST NO CONTIENE CUALQUIER SUMA DIRECTA

INFINITA DE SUBMODULOS PROPIOS. LS EVIDENTE ENTON-
CES QUE UN MOBULO €S BE RANGO TINITO SN $O-
L0 Si SOANLO DE ENOOMORFISMOS NO CONTiENE FA-

MILAS INFINTTAS DE IDEMPOTENTES ORTOAONALES, DE MA-
NERA QUE POR LA PROPOSICION ATERIR EL RESULTAVO
e sStaue, : u

YARA LA VARTE FiNAL BE ESTE CARTULO ES-

TUDIAMOS ALGUNOS RESULTADOS QUE REWACIGMAN LA PRO-

- PEDAD BE LA AUTOINRECTIIIDAD CON CleRTAS CONDICio-
NES QUE PUEDEN SER  IMPUESTAS SOBRE VOS WEALES




l y_" - |

H

1 M [}
| .

4

9 '?Rﬁyoﬂm_él\\,ﬂmm,“A\(A\&MM LAS SREURENTES

PROVIEDADES DE UN ANiLo A son TAQUNALENTES ¢

(0) \ovo HWOMOMORFISMO oC: c(—»A, DONDE
(X £S UN WEAL D FINITAMENTE GENERADO, TRENE LA FORMA
oloy=ca Phra Aladn ce N .

(b) A SATSFACE: (1) PARA CUALESQUIERA Ol
r DEALES b TINTTAMEMTE GENERADOS, SE TIENE QUE

An, Conls)= Angto0 + A (), v
(UL)AY]A( A“A(O\ ) =Aa Yaeh.

PRUERA: (c)=>(b) (1) Dot ¢ ¥ son como enel

ENUNCTADO . ENTONCEDS ES CLARO QUE ... "

Ana(o) + B, (i) < Ang (Lotalt) . Brea simeiri-

CAR LA NOTACION, PONGAMOS DE AQUT EN ADELANTE

Lo0) vor An, (o) 9 o vor Mnylon). Auora,

SUPONGAMOS aut  ove Llotnt): ropemos peFinir

UN WOMOMORFISMO oLz O(-\—h——"/\. COMO

| %, $1 XEOT

oL (X)= :
Maadx, < X(:.k(,

TDADO AVE ESTAS DOS EXPRES\ONES CO\N\C\D\-N E'\\ mﬂh
Por Lo ue vice @), dcel TaL aue s =cx .




CONSE&\ENTEV\\?_MTE PODEMDS ESCRIBIR Q (c- U+(S.+o«-c)
e Lou+ U, -

(W: ¥oeh tenemos Aact(d(a) i
be L(d(a)) PODEMOS DEFINIR UN WOMOMOREISMO
oA—=bA om0 axbx. De nuevo seain (@)
ESTE HOMOMORETSMO DEBE ESTAR DADO rmu pMOLTIPLT-
CACIOA 1ZQUTERDA coN ALadN CCA AS\ QUE ER MR-
TiwwAr o=ca ¢ beAa. ;ﬁ'

(B)=> ()t SeA ot un ioEAL Y FINTTAMENTE €ENERADO ,
dieamos or= a A+ vanh ¢ sen wio—A | Proce-
DEREMOS POR INDUCCION: EL A0 m=A &3 omvio | 9A
OUE (a\)=wx(a)yx MyeA. Suvommos QUE HAY
ALELUNOS C,C' GA TALES QUE

CO. pPoxa Q€ X'= Q‘A-\-...-\—Q“_\A .
X ()=

c'o POX G QEQ“A.
PARA cxe_on(\o. f\ DEBEMOS TENER Co=C'a , WEGO
(c-cVa=0 . asl que c-c'e tloena M) = tlot) +ila ).
POR (1)° DE ACUERDO A ESTO, YODEMDS ESCRIBIR

—c-C'=b-b’ , con \OOI’:O _—:\Q’Q“ . E.NTOMCES LA MOL-
TIPLICACION T2QUIERDA vor c-b=c-\»' coincipe




KQ PRQPOﬂGQN St £S5 AGTOTHYECTIVO b EATONCES ©

@ tanm =ty + iy Yol ioeaese ve A

(@) \(&(‘m) 3\3 v \C( 41DEAL FUNTAMENTE
GENERADO DE l\ .

PR\XEP) !\ (1) se OSENE UTIWLIEANDO EL MisMo ARGU-
MENTO QUE PARA () =>(b)i) ©e LA PeorosicidN 9.

)= Notemos priMeeo QUE d(i Ao )= h‘ d(Aay).
PArA DEMOSTRAR ESTE WECNO DASTA (OR \U\cem.,(; PARA
w=21 o xed(Aa,+Aa,), exronces...
(¥, 04, 0,) X = Yo x4+ Y,0,x =0 ¥y, v, e A esto
metica aue a,v=0 v ax=0 1e., ve dtay=0d(Aa,)
¢ veday=a(Aa,) & xe d(Aa)ndU\o ). ‘E:s've
ARGUMENTO ES RENERSIDBLE,
/-\HO\ZA, N \';( ES ON 4DeAL FiniTAMEN-
TE GQENERMDO , ESCRIBAMOS W= Au +.% f\a“ Fronces
L(d(h))——l,(d(z ha)) = 'L(ﬂ d(Aay)
-—i (c\(l\a) i Aq- —-h

oR LO DEMOSTRADO EN (1) © N 9 (W)




A\f;o‘\“k?ec*ci\yos ¥ QUE SATISFACEN LA CONDICION
olia) =01 ¥iveaL » ot ne A , PERO ANTES ENUN-
CAAMOS UNA DEFINTCION Y ESTARLECEMOS UN LEMA .

‘DEC'\MO": QUE A ES UN M\\"\L\_O KASC\A b
<\ ND TIENE -\DEALE5§ VENS0S ©ROPIDY. E.'\ esSie
CASO, SE SiaUE QUE St A ES KASCH) ENTONCES A S
RACIONALMENTE commievo, T.e. A= Q4 (N.) |

W LEMA L Las siavientes espomicnades DE ON AN(-
L O A SON  EQUIVALENTES -
(@) N es on ANILL ¥psas s
(b) CL(AY es O coaeneratoe WY ECTIVY
pavh  0}0sd-A. |
() Tovo A-Méb\)LO b SIMPLE €S 1SOMOR-
TO A ON TDEALS MiNIMO e N
(d) HOW\A(C,A) +0 3"LA—N\CS\)\MW cladeo C.

@) ton+0 DEAL ¥ PROPIO O DE I\

ERUEBL\ (C\)?'—DUO)'- Un Deal s Ol s, Doav DEFINI-
CioN, DENSO si 9 sowo st Hom, (Ao CA) = O



|

:

|
| -
Pe movo que sino wAY \DEALES % DENSOS PROPIOS,
ENTONCES  Hom A(C, C.L(A\) +0 ¥ mévolo v claico
C20,ie., C,(A) es un cOcENERADOR NYECTIG.

\
!

(b)=(c): St S, es sineie, extonces 3 oz Sm(A).
Como Aes CL(A), LA MAGEN DE o DEDE ESTAR DERTRO DE

A,Dmo QUE Si Imon A#.&mo(, eronces TmanAc..
clmazQV.

(Q)=>(d): E5 sArivo vA @ue Tovo M, FiNtTAMENTE
GENERADO CONTIENE ON SUBMODULO MAXIMO. (. ENTON-
CES CONTIENE UN <uBmédULo Mo C Lueao
C/C" es on A-MEDULO» SIMPLE 150MORED A UN DEAL
b miniMo e A 9 asi or C— C/C'ca N 2 un
ELEMENTO NO ERD DE Howm, (C A)#0,

) =sle) : Sea C=<x> un A-méou0 b ciciico AL
caue An =0 v osen Oxoe Howm, (CA)

ENTO\&CF_S X DEBE ESTAR DADO EMN EL GENERADOR DE
, C, DIGAMOS N (¥ )=Y , O¢ye A; %E AQUL OBVENEMOS,

Moaeor que O=x(0)= LAY = XK =YO,
Loeao O#ve tw).

’




|
|
| !
(e)y=>(0): SE SiGUE DE LA SIGUIENTE OBSERVACION :
LN iDEAL » OU ES DENSO STV 5010 S (01:6) NO -
TiENE ANOLADORES izQUiERDos Yaeh .
& i 3 0o Mo—GA), EATONCES -—1 O+x..
e C.(A) <aL que xou=0; SEA acl AL QuE ..
Q#xaeP\ Anoea, i ‘06(01 0)  ENTONCES
xao =0, Lueeso Xa(m:a)zg 'S

=) SucoNaAMoS QUE 4 a,b € f\ TAL ®UE b (m:a):O',
TENEMOS ON DIAGRAMA COMMUTATNO

Aloay— A
) j
Aloo == C(A)

donve &Y=, AE)=aC 9 M exXisTE PoR
ser C (A) invectrivo. Pero 61 DENSO iMPLICA

M'-'-Q , LUEGO b=0. |

\2 \?RO?O‘)X(\Q'N. Cuanno Aes UN ANILLO AUTO-

INYECTIVO B, LAS SIQUIENTES CONOIGONES SON EQUI-
- VALENTES Y -

(o) A £s UN ANILLO KAScu b,
(bB f\ ES UM coe\\a\\emmom INYECTIO




@) dlt)=o ¥ ipeAL b O DE N.
PRUEDA: (a)=(0): Es cuavo POR EL LEMA AN-
tewion ¢ voeque A=C (A).

\‘o)=t>(c)'. SUPQMAMOS QUE A(‘L(m))#m. Emoa\-
CeES 3 Q*{'. d(’uot))/m-*ﬁx_ ) Como !-\,\ES INQECTWO |
EL WOMOMDRTISMO COMPUESTO & é(uom—»é(um),/m—-* A
DERE SER DE LA FORMA %La&: bo. pazh ALGUN ‘06 A
Como qay)=0 se sicve aue ba=0,i.5., betw
pero ENTONCES Q=0 Yaed(t) V.

ey => (0): St d(iee)) =01, ENTONCED CIERTAMENTE

o) =%=0 N iDEAL » TROBIO DE f\, Y SEeUN EL LEMA
L)

M A se Kasan s ]

15 YRQYOSXQLSN. Sea A un ANMILLO AUTOINGECTINO
b, SEMIPERFECTO ‘¥ SUPONGAMOS QUE EL SO0 DE
“A s U IDEAL D ESENCIAL &N }\ . ENTONGS N
o un Aninto Kasawy, |




ERUE&I\: Como A es SEMIPERFECTO, POBEMOS ESCRI-
Biz 1 COMO SUMA DE IHEMPOTENTES ORTOGONALES
PRIMITIVOS, DiaAMos A= e,+.. e . Capa e A
ES UN MODULO  INVECTIVO  INESCINDIRLE , ¥ CONTIE-
NE UN DEAL P MINIMO ha UNACO . A\—\QRA, S\ %A
ES UN MODULO SIMOLE , ENTONCES O ES TAMBIEN Sim-
e como A JJIA)-mbouro, Weeo S22 A/J wa-
RA aLaUN T B eamricotar, cavn Bif teme sew
ISOMORFO A CER™ —é,\m l\/ J , CON 7T ONA PeMu-
TAGEN deE 4L, vt povooe Y es simpe. Dave eus
QaA ES UNA CAPSULA INYECTIVA O {t(-k,'sva TENE QULE
Wizh; siesdo s eAze Al De apufl e
EL NOMERO BE iveAEss &;A/J 1o Tsomorros €S
{GUAL AL NUMERO BE W 'S NO iSOMORTOS, BE DOM-
DE CADA MODULD SIMPLE €S TSOMORTO A ALGON TBEALY
miniMo Wi, Esto SATISFACE LA condicib (@) DEL
LEMALL, LoE6o N\ ES oM ANTLLo Kascd b B

Por (17iMO, OFRECEMOS ALGUNOS —
TEIEMPLOS DE LA TEORIA WASTA AQU( DESARROLLA-
DA, CON LO CUAL FINALIZAMOS ESTE TRABAJO.




EJEVPLOS

©) St H=End, (M), voroe Mes un A-mépuo in-
VECTAWO WNESCINDIBLE, ENTONCES H/ 3(\—\\ €3 ON

ANTLLO  CON DIVISION, POR EL LEMA 6, ¥ POROVE T ES
LOCAL = PARA DEMOSTRAR ESIO UL TiMO s'm\ WACER

VER QUE Si o, B e SON WO INERTIRIES ENTONCES
ASU L0 ES Oé—\-@ TAMBIEN S'\ oL O B ES MONOMOR -
FIoM0 , ESCINDE A Y1 COSA QUE NO PUEDE OCURRIR.
Por consiauiewie , ONICAMENTE NECESTTAMOS PROBAR
Qe st Kero# 0 # Ker ® . ENTONCES Kes (o<+@¢ 0.
Pero es70 £S BViDENTE, PoEsTo ave Kerlaag)D...
Kerot 01 Kev@ +0  von ser Y\ (WivoRME. i

(") ANTLLOS AUTOWRECTIVOS NOETHERIANDS . ST A

ES UN ANILLO NOETHERIANO b, ENTONCES A es avvo-

WVECTINO B SUY SO0 s

(L Uo,no) =Uot)4Lm,) PARA COMLES-
QUIERA O, a1, DEALES b De N,

W tddy) =t V(’;( 4IbEAL FINTTAMENTE

ESTE HECHO SE SIGUE WNMEDATAMENTE DE LAS ©ROD-




() Awios Quasi Trosenivs. Un ANTLLO € ARTH-

N‘\t NO» SE DICE ®UE ES UN ANILLO QUAST TROBE-

Nils (O MAS BREVEMENT E,UN ANILLO __Q___E ) St SATISFACE
| dta)=ct ., Udily)=

PAZA TODOS LOS 1DEALES®OU & 4ToeEaEs . APuican-

DO LOS RESULTADOS OBTENIDOS EN LA PATTE FiNAL DE

ESTE  CAPITULO, OBTENEMDS Sinl DIFICOLTAD LA SicuieNTE

PRO PQﬂCXON LN ANILLO €ARTINIANOY S UN ANTLLO

QT <1960 st 18 4 AUTOWIECTINO b

PRUEBALE) Es consecuenciA iNMEDIATA DE LA PROPO-
S1CON 10.

(=b) S\ A ES UN A‘\\\\.\_O Q.‘: ENTONCES LA CONEX‘OM
DE GALois (d,L) DEFINE UN ANTI{SOMORFISMO ENTRE
LAS RERES DE IDEALES 12QUIERDOS ¥ deeecuos . D —
AQL! PODEMOS (ORCLYIT QUE LAS CONDICONES PARA
ANULADORES DE LA PROPOSICION D SE SATISFACEN |
M0 A £s 4ARTINIANO B SE SiGUE Por UN RESOLTA-
DO CLASICO &UE f\ ES TAMBIEN 4 NOETHERIANO b |
LUEGO TODOS 105 TDEALES (46 B) SO FiRiTAMEN-
CTE GENERADOS © A ES 4 AVUTOINYECTIVOY . q

Q@j T M

ESOLTADO DVGND DE MENCION SO®RE ESTE



.

TEMA SE DESPRENDE DIRECIAMENTE DE LA PROPOSI—
CASN A2

!

COROLARTO . Tovo anino QF es ou Ao (Kascy. 1

Los Aniwos QF soseeN muas OTRAS PROVIEDADES
INTERESANTES , ENTRE LAS QUE CABE seNALAR LA DE
QUE LAS CONBIGIORES QUE 10S DEFINEN PUEDEN WA=
CEReE UMLATERALES, O 1RSSO DESILITARSE WASTA
EL GRADO DE PEDIRSE UNICAMENTE EL SER AUTOIN-
GECTiV0 46 (O SV EQUWALENTE EX AULASORES)
onvistacee LA C.AC. EN 1DEALES ANULADORES 4
Sv. No enteanemos A0l EN MAJORES DETALES
SOBRE LA DEMOSTRACION DE ESTAS PROPIEDADES.E

(-} Niagbras ve Tromenius. Oea A un Alee
BZA DE DIMENSIGN FINITA SOBRE UN CAMPO K.
.EQ—(OQCE‘:') P\ £S5 Ul ALGERRA DE ToompeNius St
Ciste UNA Forma K-eiivert @ AxA—X
QUE SEA RO DEGENERADA ¥ ASOGATNA BN EL
SENTIDO DE GUE %o )= (o, o)

Fao el Seaot UN 4I0EAL DEL ALGEGRA DE




|

Tromenius A . Extonces N \o e d(o) OBTEk\éMOS
Pl )=0 (b, 1) =3(01)=0.
Tversamente, st @0, b)=0, enroncs ...
0=19 (Am,b)—‘: @(A,O\‘o) wetica otb=0 | vor e
O NO DEATNERAMA. |ENEMOS TOR (ONSIGUIERTE QUE
d(00={ be [\ \ -(-P(m,\& =0\f , N SVMILARMENTE
W =1acAl Bla, B)=0V eaca on eas Y.
Ll SANDO LAS PROPIEVADES CONDCIDAS DE LAS TORMAS
RILINEALES , ENCONTZAMOS QUE
diwm, oL+ diw Oy =dim A= dim, by +dim, 10,
V TOOEMOS CONCLUWR QUE 'L(c‘s(cl))zm, d(ih), voe-
GO TODA ALGEBRA DE TRopedins ES UM ANILLO

QF. | B




|

SURATG
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