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CAPITULO I

¢ i
INTRODUCCION

El presente trabajo intenta, dentro de las limitacio-
nes del tema, exponer y explicar las ideas de Ludwig Witt-
genstein acreca de las Matemidticas y su fundamentacién, a-
si como resaltar sus afinidades o diferencias con las tres
principales corrientes fundacionistas, a saber, Logicismo,
Formalismo e Intuicionismo.

Matemiticos renombrados se han ocupado también'de este
tema, cuya importancia no puede soslayarse. Muchos de ellos
han dedicade su genio y sus esfuerzos para fundamentar las
Matematicas, empresa cuyo inicio puede situarse a princi-
pios del presente siglo.

Una de las dificultades que se encuentra a lo largo
del estudio de las ideas de Wittgenstein es la dificil for-
ma de expresién que dicho fildsofo utiliza, que es eviden-
te en el Tractatus Logico-Philosophicus, finica obra publi-
cada en vida. El resto de sus obras, incluyendo la fuente
principal de este trabajo; Bemerkungen uber die Grundla-
gen der Mathematik (Remarks on the foundations of Mathe-
matics), son obras péstumas. Alan Ross AndersonS afirma que
las notas y afirmaciones contenidas en dicha obra desafian

el resumen y son en muchos casos secretas, fragmentarias e



incompletas. Michael Dummett14 @ su vez, reconoce que son
imprecisas u obscuras, que algunos pasajes contradicen o-
tros, algunos son poco concluyentes; otros levantan obje-
ciones a ideas que Wittgenstein mantenia o habia manteni-
do, que no estan expresadas claramente en el libro, y
concluye: "Una de las tareas del lector es, por lo tanto,
extraer el oro". Finalmente citaremos a R.L. Goodstein
quien dice que las afirmaciones de Wittgenstein son: "exas-
perantemente misteriosas e incompletas.”" Pero pese a esta
limitacidn, la lectura de sus afirmaciones no deja de ser
una experiencia provechosa. En ellas encontramos una origi-
nal concepcidn de las Matemdticas (no exenta de objeciones)
que nos proporciona una perspectiva distinta de las de las
tres corrientes antes mencionadas. Esta perspectiva es o-
puesta a todas las corrientes fundacionistas, pues Ludwig
Wittgenstein no considera necesaria la fundamentacidn de
las Matemdticas.

Es necesario aclarar que, salvo algunas excepciones,
a 1o largo del Remarks on the Foundations of Mathematics,
Wittgenstein no parece intercsado en proponer soluciones
a los problemas, sino tan solo mencionarlos, hacernos ver
cierto aspecto y llamar nuestra atencidn hacia ellos desde

un punto de vista distinto al tradicional.



Antes de iniciar el estudio de las afirmaciones de
Wittgenstein, proporcionamos una breve descripcidn de las
corrientes fundacionistas asi como de las paradojas, ya
ya que a lo largo de este trabajo se hacen constantes re-
ferencias a dichas corrientes. También es pertinente hacer
algunas aclaraciones con respecto a la forma de este traba-
jo:

La fuente principal de este estudio, Remarks on the
Foundations of Mathematics, es una obra p6stuma en la cual
se hallan recopiladas y numeradas las afirmaciones de
Wittgenstein de acuerdo al criterio de los editores G.H.
von Wright, R. Rhees y G.E.M. Anscombe quienes las numera-
ron y ordenaron en orden cronoldgico. Es por elloc que a-
firmaciones con numeracidn muy distinta se refieran al mis
mo tema ya que Wittgenstein , pasado algln tiempo, volvia
a ocuparse de temas ya abordados por é1,

Los editores mencionados dividieron las afirmaciones
de Wittgenstein en cinco partes numeradas con nimeros ro-
manos y dos apéndices; cada afirmacidn fue numerada con ni-
mero ardbigos. Asi, por ejemplo, la afirmacién II-14 es la

catorceava afirmacidn de la segunda parte. En este trabajo,

cada afirmacidn conserva la numeracién que tiene en el ya

mencionado libro. Las afirmaciones provenientes de algtn



apéndice se indican con la abreviatura Ap. antes del nfime-
TO.

Las citas de Wittgenstein aparecen aqui con caracte-
res mas separados y fueron traducidas por el autor de este
trabajo de la versidn inglesg la cual fue a su vez traduci-
da del texto original en alemidn por G.E.M. Anscombe. En
algunas citas en la que la traduccidn literal es imposible
se introduce entre paréntesis la frase en inglés.

Finalmente se aclara que las llamadas se refieren a
la bibliografia que se incluye al final de este trabajo,

las notas al pie de pdgina se indican con un asterisco.



CAPITULO 1I

LAS CORRIENTES FUNDACIONISTAS

*

La necesidad de fundamentar las MatemAticas surge
con el descubrimiento de las paradojas, especialmente en
la teoria de conjuntos, algunas de las cuales mencionare-
mos brevemente en la siguiente seccidén. Uno de los supues-
tos técitos a lo largo del desarrollo de las Matemdticas
es que en ella no deben poder deducirse contradicciones.
Esto es, dada una proposicidn P, no puede ocurrir que P y
no-P sean ambas verdaderas. Sobre esta base resulta natu-
ral afirmar que si la suposicidn de inexistencia de algin
ente matemdtico lleva a una contradiccidn, entonces ese
ente debe existir; o bien, que si suponer P y no-Q lleva a
una contradiccidn, entonces P implica Q debe ser verdadera,

El descubrimiento de las paradojas, es decir, la posi-
bilidad de deducir contradicciones, perturbd poderosamente
la tranquilidad de los matemiticos. Se 1legé a hablar in-
cluso de la crisis de 1los fundamentos de las Matemdticas.
A la luz de las paradojas, no era posible suponer sin nin-
guna justificacidén ia consistencia de la Teoria de Conjun-

tos y en general, la consistencia de toda teoria matemiti-

ca.
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Ante esta situacidn, muchos matemiticos dirigieron
sus esfuerzos para eliminar las paradojas y, como meta fi-
nal, proporcionar una demostracidén de consistencia de la

aritmética.

A continuacidén exponemos brevemente algunas paradojas.

LAS PARADOJAS

Solo mencionaremos aqui las paradojas de Bertrand

Russell, Georg Cantor y Buralli-Forti.
Sea C el conjunto definido por la proposicidn

x7[x tal que x es un

conjunto. C es entonces el conjunto de todos los conjuntos
que no se contienen a si mismos. Dado cualquier otro con-

junto 'y' , podemos preguntarnos si 'y' pertenece 0 no a
C. Solo puede darse dos casos, a saber, 'y' pertenece a C
o bien, 'y' no pertenece a C. Analogamente, podemos hacer
la misma pregunta con respecto a C, pues es un conjunto.
Pero si C pertenece a C, entonces se contiene a si mismo y
por la definicidén de C no deberia pertenecer a €1, ahora
bien, si C no pertenece a C, por no contenerse a si mismo
deberia pertenccer a C. Conclusidén: C pertenece a C si y

solo si no pertenece a C. A este argumento se 1e conoce

como la paradoja de Russell que puede expresarse tambien



informalmente de la siguiente manera:

En un cierto estado A hay A1, AZ’ e An municipios;
cada uno posee un presidente municipal P1, Pz, ...Pn res-
pectivamente. Resulta que algunos presidentes municipales
no viven en el municipio que presiden, asi que se crea un
lugar especial An+1 en donde deben vivir los presidentes
municipales que se encuentren en esa situacidn. Como son
tantos, An+1 se convierte en un municipio con necesidad de

presidente municipal, pero :dénde debe vivir Pn+1? Si vive
en An+1 esta viviendo en el municipio que preside pero por
definicidn dicho lugar es solo para los presidentes muni-
cipales que no viven en su municipio, por lo tanto, no de-
be vivir ahi. Pero si no vive en An+1 estd en la situacidn
que lo obliga a vivir ahi, a saber, que no esta viviendo en

su municipio.

La paradoja de Cantor, encontrada por €1 mismo en 1899,
esta relacionada con la cardinalidad de los conjuntos y es
como sigue:

Sea A el conjunto de todos los conjuntos. Consideremos
su conjunto potencia P(A), que es el conjunto de todos 1los
subconjuntos de A. Por la definicidén de A y P(A), resulta
que todo elemento de P(A) tambien es elemento de A y, por

lo tanto, P(A) es subconjunto de A. Debido a esta conten-

i < * be 0 v 4 &



cidén y a la definicién de < para nGmeros cardinales, se
debe tener que card(P(A)}«£ card(A) , sin embargo es bien
sabido que el nOmero cardinal de un conjunto no puede ser

mayor que el de su conjunto potencia.

Finalmente, la paradoja de Cesare Buralli-Forti que se
refiere a los nlmeros ordinales:

Consideremos la sucesidn de todos los nlmeros ordina-
les. Esta sucesibn es bien ordenada y por lo tanﬁo debe te-
ner un niimero ordinal que sefa mayor que todos los nfGmeros
ordinales. Pero €ste tambien es un nGmero ordinal y, en
conclusidn, seri mayor que si mismo.

Russell, observando que la definicidn de conjunto da-
da por Gearg Cantor es demasiado permisiva8 (permite 15
consideracidén de conjuntos de conjuntos)}, llegd a l1la con-
clusidn de que restringiendo esta definicidén mediante la
teoria de los tipos, se evitaria la aparicidén de las para-
dojas.

A continuacidén damos una breve descripcidn de cada
una de las tres corrientes fundacionistas que han tratado
de resolver este problema y que en vista de los resultados
de Kurt Gddel, la solucidn propuesta por formalistas y lo-

gicistas no ha sido del todo satisfactoria.



EL LOGICISMO

Esta corriente fue iniciada por Bertrand Russell y
Alfred North Whitehead quienes pensaban que las Matemdticas
pueden reducirse a la Lbgica. Esto es, que haciendo uso so-
lamente de principios 16gicos se puede reconstruir la Mate-
midtica evitando las paradojas. Esta tarea culmind en la o-
bra Principia Mathematica, en la cual basados en la teoria
de tipos desarrollan detalladamente las ideas que Russell
expusiera en The Principles of Mathematics en donde afirma:
"La tesis fundamental de las pAginas siguientes, que las
Matemiticas y la Lbgica son identicas, es una idea que nun-
ca he visto razén para modificar". En Principia Mathematica,

Whitehead y Russell afirman:

Una gran parte de la labor relacionada con la
escritura de la presente obra ha sido dirigida
contra las contradicciones y paradojas que infec-
tan la Légica y la Teoria de Conjuntos... gradual
mente se nos hizo evidente que alguna forma de la
doctrina de los tipos debia ser adoptada si debia
mos evitar contradicciones....Se ha probado (pues
to que afirmamos haberlo probado) que es posible

construir una ldgica matemidtica que no conduce a
contradicciones.

Pero el hecho de que no puedan aparecer las paradojas -
va conocidas (viz. la paradoja de Russell) no asegura que

ne ocurrirdn otro tipo de paradojas, esto es, debe probarse



-10-

la consistencia del sistema formal contenido en Principia
Mathematica.

La teoria de los tipos es utilizada precisamente para
asegurar que cualquier cosa relacionada con todos los miem-
bros de un conjunto no sea también miembro de ese conjunto.
Asi, si los elemento de un conjunto son objetos, las funcio-
nes proposicionales que se aplican a estos objetos son de
tipo 0, si los elementos de un conjunto son a su vez funcio-
nes proposicionales, las funciones proposicionales aplicadas
a estos elementos (funciones proposicionales) son de tipo 1,
etc.

Mencionaremos a continuacidén algunos de los axiomas
utilizados en Principia Mathematica, llamados en dicha o-
bra Proposiciones primitivas (Pp).

1) Todo lo implicado por una premisa verdaderaues Qer-

dadero. (Pp)

2) (pvplDp

i.e. si p o p es verdadera, entonces p es verdadera.

5 aseva)

i.e. si q es verdera, entonces p o q es verdera (Pp)
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Axioma de reducibilidad: para cualquier funcibn pro-
posicional de cualquier tipo existe una equivalente de ti-
po 0. Este axioma ha recibido bastantes objeciones pues

como reconocen Russell y Whitehead: ''tiene una justifica-

cidn puramente pragmitica: nos lleva a los resultados de-

seados y no a otros"‘.‘1

Algunos de los temas desarrollados en esta obra son:
teoria de conjuntos, aritmética, induccidén matemitica, nG-

meros cardinales finitos e infinitos, series y su conver-

gencia o divergencia, derivadas, limites y continuidad de
funciones, series bien ordenadas, nGmeros ordinales, racio

nales y reales, vectores, etc.

Muchas son las objeciones,a la corriente logicista,
las cuales no se mencionaran agqui, pero es importante men-
3
cionar el efecto que sobre el trabajo de Whitehead, Russell

y Hilbert tuvieron los resultados de Kurt Gddel (que vere-

mos en detalle mds adelante). Basta decir por el momento

que Godel demostrd que si el sistema de Russell y White-

head es consistente, entonces en &l es posible construir

una proposicidn indecidible, estoves‘ una proposicién que

no puede deducirse de 1os axloml ‘7En”otra53pa-f

labras, no todas las cuestlones que_pueden plantcarse en

dicho 51stema pueden ser resueltas en él
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EL INTUICIONISMO

Esta corriente iniclada por Kronecker y continuada
por Brower rehusa aceptar ciertos procedimientos mateméti-
cos como vilidos, a saber, las demostraciones que afirman
la existencia de alglin ente matemfAtico pero que no lo cons-
truyen o no proporcionan un método para construirlo en un
nGmero finito de pasos, tambi&n rechazan el principio del
tercero excluido en el contexto de totalidades infinitas.

Brower considera a las Matemiticas como un proceso de
construccidn, sujeto a la obligacidén de notar cuales tesis
son aceptables a la intuicién y cuales no, y que solo en
este proceso de construccidn radica la fundamentacidn de
las Mateméticas‘o. No acepta que deba partirse de princi-
pios 1l6gicos y por ello Herman Weyl, conocido intuicionis-
ta, afirma que de acuerdo al punto de vista de Brower, des-
pues de leer la historia de las Matemdticas se llega a la
conclusidn de que la 1ldgica clasica fue abstraida de las
matemidticas de los conjuntos finitos y sus subconjuntos,
y posteriormente aplicada sin justificacién a las matemi-
ticas de los conjuntos infinitos. "He aqui -afirma Weyl-

la cafda y pecado or1g1na1 de la teorla de conjuntos, por

no0

lo cual se ve, Justamente castlgada por las antinomias

La ex1genc1a medrante;el cual, en un

; o . s e »
Wyl e, ot




«13-

nbmero finito de pasos se puede resolver todo problema ma-
temdtico, implica el abandono de cuestiones tales como la

convergencia de la sucesibn:

1 para toda mxi si 777 aparece en

el i-&simo lugar
de la expansibén de-

S(n)= cimal de 1Y .

si 777 no aparece
en la expansidn de-
cimal de T .

Los conjuntos infinitos son, para los intuicionistas,
potencialmente y no realmente infinitos, coincidiendo asi

con la concepcidn aristotélica del infinito. Las demostra-

ciones de existencia de un objeto mediante el argumcnto de
que la no existencia de dicho objeto lleva a una contradic-
cidn no son aceptadas como tales por el intuicionismo. A

propdsito de estas demostraciones, Herman Weyl afirma que

ellas informan de la existencia de un tesoro sin decirnos

. 49
donde se encuentra.

Asi pues, la manera intuicionista de fundamentar las

Matemiticas es recontruyendolas partiéhdo de los nimeros

naturales atendiendo a procedimientos finitos y construc-
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tivos.

EL FORMALISMO

Iniciada por David Hilbert, esta corriente intenta
dar una base para la aritmética sin usar la teoria de con-
juntos y establecer su-consistencia. Para llevar a cabo
este propdsito, es necesario axiomatizar las Matem&ticas y
en esta tarea el papel de la 16gica es muy importante.

La axiomatizacidn, por su parte, requiere del estable-
cimiento de signos y reglas para operar con ellos pero que
carecen de significado por si mismos. E1 que pueda o no a-
tribuirseles wun significado matemdtico no es parte del de-
sarrollo axiomitico. Asi pues, una teorfia axiomatizada no
es sino un conjunto de signos y reglas para operar con

ellos, es un sistema formal (sin significado) de ahi de-

riva el nombre de esta corriente.

Para ejemplificar la axiomatizacién_SEfféprOduc

continuacidn un breve fragmento de la obréldele bert{lla-

mada Grundlagen der Geometrie:

Definicidén: Consideremos tres conjuntos =~
de objetos. Llamemos a los objetos del pri-
mero puntos, a los del segundo lineas y a
los del tercero planos, denotados respecti-
vamente por mayQisculas, minQsculas y letras
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griegas. Se considera que los puntos,
lineas y planos tienen ciertas rela-
ciones mutuas que denotamos por pala-
bras como "estar entre', '"estar sobre"
y "congruente'". La descripcién preci-
sa y matemdticamente completa de es-
tas relaciones se sigue de los axio-
mas de la geometria.

Algunos de estos axiomas son los siguientes:
I.1 Para cualesquiera dos puntos A y

B, existe una linea que los con-
tiene.

I,4 Para cualesquiera tres puntos A,
By C que no estan en la misma
linea, existe un plano o< que los
contiene. Para todo plano existe

un punto que dicho plano contie-
ne.

1.8 Existen al menos cuatro puntos que
no estan en el mismo plano.

En un sistema tal, una demostracidén es una sucesiodn
finita de férmulas tales que son axiomas o consecuencia de
axiomas mediante la o las reglas de inferencia, y un teo-
rema es la {iltima férmula de una demostracibn,

Si fuera posible construir un sistema axiomdtico que
represente a la aritmética y demostrar su consistencia, la
fundamentaci6én de las Matemdticas estaria resuelta, pero he
aquf que los resultados obtenidos por Godel hechan por
tierra estas aspiraciones'ya"gpg»para demostrar la consis-

tencia de un sistema formal que represente a la aritmética

es necesario construir otra teorfa formal cuya consisten-
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cia esta en tela de juicio. Nagel y Newmanss en su conoci-

da exposicién del teorema de GOdel resumen esta situacidn

asi:

...81 (Godel) demostrd que es imposible establecer
una demostracidén metamatemitica de la consistencia
de un sistema suficiente amplio como para contener
a la aritmética, a menos de que en esta demostracidn
se usen reglas de transformacidn mds poderosas que
las reglas de transformacidén empleadas para derivar
teoremas dentro del sistema.

En suma, un dragdén es eliminado solo para crear
otro.
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CAPITULO III

LA ARITMETICA

Introduccitn

En este capitulo iniciamos el estudio de las afirmaciones de
Ludwig Wittgenstein contenidas en el libro Remarks on the Foundations
of Mathematics. Debe notarse que en muchas de sus afirmaciones, Witt-
genstein parece mantener un dialogo con un interlocutor que jamis es
identificado, a ello se debe la constante aparicidn de comillas y pre-
guntas, lo cual dificulta en cierto modo la lectura. Debido a que
Wittgenstein a sido interpretado de muy diversas maneras y frecuente-
mente incomprendido, se ha evitado en todo momento alterar, en bene-
ficio del estilo, sus afirmaciones,

No hacemos un estudio exhaustivo de todas sus afirmaciones, si-
no solo de aquellas que son mids relevantes para nuestro fines: expo-
ner sus lineas principales de pensamiento con respecto a la fundamen-
tacién vy naturaleza de las Matemiticas asi como hacer resaltar sus a-

finidades y diferencias con las tres corrientes fundacionistas ya

mencionadas.
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LA CONSISTENCIA DE LA ARITMETICA

El matematico, a lo largo del estudio y desarrolle de cualquier
teoria matemitica, requiere un cierto grado de certeza para continuar
tal desarrgllo o estudio, esto es, necesita demostrar las afirmacio-
nes que utiliza para estar seguro de que tanto dichas afirmaciones co-
mo las consecuencias de ellas sean vilidas. Acepta de antemano que el
sistema que le ocupa posee la siguiente propiedad: dada una proposi-
cién P, solo es posible que P o no-P sea verdadera pero no ambas o
equivalentemente, supone que el sistema es consistente.

Hasta ahora, la demostraci6n de la consistencia de la aritmética
es un problema abierto y ello permite hacer las siguientes considera-
ciones:

Si la consistencia de la aritmética fuera demostrada, lo que era
una suposicién (P o no-P es verdadera pero no ambas) se convierte en
una afirmacidn demostrada y exenta de toda duda, no queda entonces na-
da que discutir.

Si se demostrara que la aritmética no es consistente, i.e., si
se encontrara en ella una contradiccidn, el matemidtico estaria tenta-
do a desecharla puesto que poder derivar en ella una contradiccidn
implicaria que todo aquello que se basé en la suposicién de consis-

tencia deja de tener validez.

Tomando una posicién totalmente diferente, Wittgenstein afirma:
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V-28 Quiero decir: si se encontrara ahora una
contradiccidn en la aritmética, eso solo probaria
que una aritmética con tal contradiccidn puede
brindar un muy buen servicio, y seria mejor para
nosotros modificar nuestro concepto de certeza
requerida, que decir que esa no era una aritméti-

ca apropiada.

Hay dos aspectos importantes de esta afirmacién que deben hacer-
se notar.

Primero, que la importancia de la aritmética no radica -segin
Wittgenstein- en la consistencia, sino en que a lo largo de los mile-
nios en que ha sido utilizada por el hombre, no solo no ha ocasiona-
do problemas sino que ha demostrado su gran utilidad. Con respecto a
esto, Wittgenstein afirma que:

1-5 ...Lo que llamamos contar es una parte im-

portante de las actividades de nuestra vida. Con-
tar y calcular no son, por ejemplo, simplemente un
pasatiempo. Contar (y esto significa contar asi)
es una técnica empleada diariamente en las més va-
riadas operaciones de nustra vida. Y es por ello
que aprendemos a contar como lo hacemos: con in-

terminable prédctica, con exactitud inmisericorde:

es por ello que se insiste inexorablemente en que
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d{gamos "dos" despues de "uno", ''tres' despues de

""dos" y asi sucesivamente. -'";Pero contar es solo

un uso? ¢no hay acaso alguna verdad correspondien-

te a esta sucesidn?"”. La verdad es que contar es

Gtil.'(The truth is that counting has proved to

pay). "iEntonces quieres decir que ser verdadero

significa ser Gtil?". No, eso no, sino que no se

puede decir de la serie de los niimeros naturales

-como tampoco del lenguaje- que es verdadera, si-

no que es {itil y sobre todo que es usada.

Se podria objetar que este es un punto de vista pragmitico que

basa la importancia de las Matemdticas en su utilidad pero, en reali-

dad, Wittgenstein hace énfasis en que la utilidad demostrada no solo

de la aritmética sino de amplias ramas de las Matemiticas le impiden
creer que todo su sentido, toda su importancia radica en la demostra-
cidén de su consistencia.

Los matemiticos que bajo el seuddnimo de Nicolés Bourbaki afir-
man que "durante veinticinco siglos los matemdticos han corregido sus
errores y por lo tanto han visto su ciencia enriquecida, no empobre-
cida, eso les da el derecho de ver el futuro con Serenidad”s, no ten-
drian necesidad de hablar de corregir errores o ver el futuro con se-
renidad si pensaran -como Wittgenstein- que la solucidn del problema

de la fundamentacidn de las Matemdticas no reside en garantizar su
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consistencia, sino en la disolucidén del problema. Esto es, que la au-
sencia de dicha demostracidn no sea mds wna dificil carga que llevar
sobre los hombros. Como afirma Wittgenstein en el Tractatus Logico-
Philosophicus:

6.52 Nosotros sentimos que incluso si todas las
posibles cuestiones cientificas puedieran respon-
derse, el problema de nustra vida no habria sido
mis penetrado. Desde luego que no queda ya ningu-
na pregunta, y precisamente ésta es la respuesta.

6.521 La solucién del problema de la vida estd

en la desaparicidn del problema.

La pardfrasis es inmediata:

La solucidn del problema de la fundamentacidn de las Matemdticas

estd en la desaparicién del problema.

El otro aspecto que debe enfatizarse de la afirmacidn V-28 es
que Wittgenstein rccomienda modificar nuestro concepto de certeza re-
querida que decir que la aritmética, en caso de ser inconsistente, no

era la apropiada. Iste concepto de certeza ciertamente se ha modifica-

do debido a los resultados de Kurt Gtsde1 '8 quien ha demostrado que no

puede proporcionarse una demostracidn metamatemitica de la consisten-
cia de la aritmética, a menos que en el sistema empleado se haga uso

de herramientas mis poderosas que las de la aritmética misma y con la
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necesidad ulterior de garantizar tambi&n la consistencia de dicho
sistema. Si bien no se ha encontrado una contradiccidn en la arit-
mética, las esperanzas de encontrar una demostracién de su consis-
tencia se han visto considerablemente reducidas. El matemAtico, sin
haber garantizado que dada una proposicién P, tan solo P es verda-
dera o no-P es verdadera pero no ambas, continfia confiando en la a-
ritmética y en las Matemdticas y en sus métodos de demostracidn.

Esto muestra que ha cambiado su concepto de certeza.
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CAPITULO 1V

LAS MATEMATICAS COMO CREACION HUMANA

En este capitulo se analizan las afirmaciones de Wittgenstein me-
diante las cuales muestra su concepcidn de las MatemAticas como crea-
cifn humana en oposicitn a la consideracidn de que las Matemiticas son
un descubrimiento del hombre.

I-25 ;Qué pasa cuando aseguro que el patrdn de
lineas: ‘
11RE (a)
estd semejantemente numerado con este patrdn de
ingulos

(b)

(he hecho los patrones memorables a propdsito)

correlacionandolos?:

(c)

.Ahora, iqué aseguro cuando veo esta figura?
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I-27 Puedo, sin embargo, concebir la figura (c)
como una demostracidn matemftica. Demos nombres a
las formas de (a) y (b) llamando a (a) una mano M y
a {(b) un pentingulo H. He demostrado que M tiene
tantas lineas como H tiene dngulos.*

I-30 La proposicidén demostrada por {(c) sirve a-
hora como una nueva prescripcidén para asegurar
igualdad numérica: si un conjunto de objetos ha si-
do arreglado en la forma de una mano y otro como
los dngulos de un pentdngulo, decimos que los dos
conjuntos son iguales en nGmero.

I-31 ";,Pero no es esto simplemente porque hemos
correlacionado M y H y visto que tienen el mismo
ntimero de elementos?" -Si, pero si lo tienen en un
caso, scdmo s€ que lo tendridn siempre? 'Pues porque
es la esencia de M y H tener el mismo nfimero de ele
mentos" ;aPero cdmo es posible darse cuenta de ello
por haberlos relacionado? (Yo pensaba que contar o
correlacionar simplemente me decia que esos dos gru-

pos tienen -0 no- el mismo niémero de elementos).

* En  efecto, la manera de demostrar matemdticamente que dos conjun-
tos tienen el mismo nmero de clementos (la misma cardinalidad) es
mediante el establecimiento de una funcién biyectiva (corresponden-
cia biunivoca) de un conjunto en el otro.
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1-32 Podria decir también como resultado de 1la
demostracidn: De ahora en adelante un M y un H tie-
nen el mismo niGmero de elementos.

0: la demostracidén no explora la esencia de las dos
figuras sino que expresa lo que yo estoy contando
como la esencia de las figuras de ahora en adelante.
Yo deposito lo que pertenece a la esencia entre los
paradigmas del lenguaje.

El matemdtico crea la esencia

Der Mathematiker erzeugt Wessen.

He aqui la concepcidn de Wittgenstein de las Matemiticas, radical-
mente opuesta al platonismo, - que afirma la existencia de los entes
matemiticos independientemente de la mente que los piensa.42

Para Wittgenstein, afirmar que hay tantas lineas en M como dngu-
los en H no es algo que se descubra sino que se impone como criterio
de similaridad entre M y H, y en general entre todo conjunto que ten-
ga tantas &, como lineas tienec M.

Puede parecer evidente o inmediata la relacifn entre:

A={é, 6)&} Y
={0,4, Of
para un matemitico o para una persona entrenada a pensar en términos

de conjuntos, y tal vez por ello, sea mis ficil pensar que esa rela-



26~

cién (viz. tener el mismo nfmero de elementos) es,'de hecho, descu-
bierta al observar los conjuntos A y B.

Ahora bien, al hacer la observacién de los conjuntos A y B, no
necesariamente tenemos que referirnos al ''nGmero de elementos'. Asi,
por ejemplo, al observar el conjunto A se puede golpear (ligeramente)
con el dedo sobre cada uno de los simbolos que estan entre los corche-
tes, de tal modo que se escuchara algo como 'Toc, toc, toc'. Si se re-
pite este procedimiento con el conjunto B y se escucha también toc,
toc, toc, podemos concluir que ambos comparten la relacidn Toc, toc,
toc. Aqui se ve que mediante esta técnica (golpear sobre los simbolos)

expreso la relacidn en la cual he centrado mi atencidn, pero ipor qué

llamarla "'relacién esencial” entre A y B? Otra perscna bien pudo ha-
ber dicho que la relacidn que encuentra entre ambos conjuntos es que
contienen elementos 'Semjantes'' respectivamente, esto es, que en A so-
lo aparecen frutas y en B solo figuras geométricas. ;Por qué no 1la-
mar entonces esencia de A y B a tener elementos ''semejantes’'? No lo
hacemos porque lo que nosS interesa de los conjuntos, entre otras co-
sas, es lo que llamamos su nimero cardinal, pero, repetimos, eso es
lo que nos interesa.
Wittgenstein afirma que el que se afirme que 3‘ ‘ lt y
;ﬁ‘r esten semejantemente mumerados (o bien que M tenga

tantas lincas cemo dngulos tiene H) hace de esa relaciodn la esencia

de My Hy no al revés. En otras palabras: no es que sea la esencia
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de M y H estar semejantemente numerados, sino que a estar semejante-
mente numerados le llamamos la esencia de H y M.

No es que A y B tengan tres elementos cada uno lo que los hace
semejantes sino que yo, al observarlos, los hago semejantes afirman-
do que tienen tres elementos. Esta idea , que compartimos firmemente
con Wittgenstein, estid sutilmente expresada en el Tractatus Logico-
Philosophicus:

3.1432 No: "El signo complejo 'aRb' dice que 'a'
esti en relacién con 'b'" sino: Que 'a' estid en una

cierta relacién con 'b' dice que 'aRb'.

Wittgenstein considera al matemitico como un-inventor, no Como
un descubridor. Sin embargo, las Matemiticas no son una invencidén 1i-
bre de 1la mente, sino estimulada en una gran variedad de formas. Al-
gunas veces, necesidades de otras ciencias estimulan el desarrollo de
las Matemiticas; otras, de las mismas Matemiticas surgen problemas y

’

motivaciones para su ulterior desarrollo.

Podemos citar,a manera de ejemplo, los cuatro problemas que enun
cia Morris Kline como principales motivaciones para la invencidn del

cﬁlculo?8 Estos cuatro problemas son:

1.- Dada la férmula para la distancia que:-recorre un cuerpo, co-
mo funcidn del tiempo, encontrar la velocidad y la aceleracidn, y re-

ciprocamente.
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2.- Encontrar la tangente a una curva. El interé&s por este pro-
blema surge de mids de una fuente. E1 disefio de lentes era un interés
directo de Fermat, Huygens, Descartes y Newton. El estudio del paso
de la luz a través de lentes requiere del conocimiento del ingulo de
incidencia para poder aplicar la ley de refraccidn, el adngulo signi-
ficativo es el que se forma entre el rayo de luz y la normal a la
curva.

3.- Encontrar el valor midximo o minimo de uma funcidn. Cuando
una bala de cafidn es disparada, la distancia que recorre horizontal-
mente depende del dngulo en que es disparada. El estudio del movi-
miento de los planetas también incluye problemas de maximos y minimos.

4,- Encontrar la longitud de una curva, por ejemplo, la distan-
cia recorrida por un planeta en un cierto tiempo. Encontrar areas a-
cotadas por curvas, vollmenes acotados por superficies,centros de
gravedad y la atraccidén gravitacional de un cuerpec.

Morris Kline afade que '"el método de agotamiento fue modificado
primero gradualmente y después radicalmente por la invencidn del cil-
culo”.28 (El subrayado es mio)

Wittgenstein afirma al respecto:

I-166 iPero, se necesita una sancidn para esto?

(Se puede ampliar la ved arbitrariamente? Bueno, po-

dria decir que el matemitico esta inventando siempre
nuevas formas de descripcidn. Algunas estimuladas

. por neccsidades précticas, otras por necesidades
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estéticas, y otras estimuladas en una variedad de

formas.

Y concluye:

1-167 El1 matem&tico es un inventor, no un des-

cubridor.
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CAPITULO V

WITIGENSTEIN Y EL TEORRMA DE GODEL

En el apéndice 1 de la primera parte del Remarks on the Founda-

tions of Mathematics, Wittgenstein trata acerca del resultado obteni-

do por Kurt G8del y publicado en 1931.18 En particular,Wittgenstein

discute acerca de la afirmacidén de la existencia de proposiciones in-

decidibles que Gbdel enuncia de la manera siguiente:

Si a los axiomas de Peano afiadimos la 16gica de Principié
Mathematica* (con los nimeros naturales como individuos) jun-
to con el axioma de eleccidn (para todos los tipos), obtene-
mos un sistema formal S para el cual se cumplen los siguien-
tes teoremas:

I.- El sistema S no es completo ((entscheidungsdefinit)});
esto es, contiene proposiciones A (y de hecho podemos exhi-
bir tales proposiciones) para las cuales ni A ni no-A son de-
mostrables, y en particular contiene (afin para propiedades F
decidibles acerca de los nGmeros naturales) problemas indeci-

dibles de la simple estructura (Ex)F(x) donde x varia sobre

los nimeros naturales**,

* Con el axioma de reducibilidad o sin la ramificada teoria de ti-
pos.,

** Ademis S contiene foérmulas del cidlcule funcional restringido,

tales que ni la validez universal ni la existencia de contraejem-
plos es demostrable para ninguna de ellas,
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Debido a que Wittgenstein argumenta acerca de este resultado, no
mencionaremos los demis, sin que ello signifique que se les reste im-
portancia. A continuacidn exponemos la idea general de la demostracién
que estd basada en la explicacidn que el mismo GOdel hace en su arti-
culo, previa a la demostracién formal. Puede consultarse también la
exposicidn de Nagel y Neuman.35 Suponemos que el lector estd familia-
rizado con los sistemas formales, no obstante, en el apéndice A se da

una breve explicacidn de lo que son las férmulas significativas, tam-

bién llamadas f6rmulas bien formadas.

Como ya se dijo anteriormente, las corrientes fundacionistas en
su intento para fundamentar las Matemiticas han tenido necesidad de
precisar y delimitar claramente los conceptos y el lenguaje empleados
en las Matemiticas. Hacia 1931, los sistemas formales mis acabadosvy
amplios (en el sentido de poder desarrollar en ellos gran parte de
las Matemdticas) eran Principia Mathematica y la axiomaticacidn de
la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Podria esperarse que to-

das las cuestiones que pueden plantearse en dichos sistemas puedan

resolverse dentro de ellos pero , precisamente, Godel demostrd que

esto no puede ser.

Esta situacién no es debida a los axiomas empleados, sinc a la
naturaleza misma de los sistemas mencionades, esto ocurre también, en
particular, en todos los sistemas que resulten de ellos mediante la

adicidén de un nfmero finito de axiomas, siempre y cuando no pueda de-
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mostrarse, debido a los axiomas afadidos, una proposicidn falsa en la
cual, ademds de las constantes ldgicas — (no), v (o), (X) (para toda
x) y = (igual), no aparezcan otras nociones distintas de + (adici6n)
y « {miltiplicacién), ambas para niimeros naturales y en la cual los
prefijos (x) solo se apliquen también a nGimeros naturales.

Veamos ahora la idea general de la demostracién del ya citado
teorema.

Las férmulas de Principia Mathematica (abreviado de aqui en ade-
lante PM) son sucesiones finitas de simbolos primitivos tales como
variables, constantes logicas, paréntesis y puntos. De dichas férmu-
las siempre se puede saber si corresponden a férmulas significativas
o no.*

Desde el punto de vista formal, una demostracidén es una sucesién
finita de fdrmulas en la cual solo hay axiomas o consecuencias de
ellos mediante la o las reglas de inferencia. En vista de que para
consideraciones metamatemiticas no importa qué objetos sean escogidos
como simbolos primitivos, Gbdel usa nlmeros naturales como tales. En-
tonces, las férmulas se convierten en sucesiones finitas de n{meros
naturales y las demostraciones, a su vez, en sucesiones finitas de su-
cesiones finitas de nimeros naturales.

Asi, las proposiciones metamatemdticas se convierten en proposi-

ciones acerca de nimeros naturales o de sucesiones de ellos, de modo

* Cf. Apéndice A.
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que pueden expresarse en simbolos de PM.

Puede demostrarse que las nociones 'férmula', 'demostracitn' vy
'férmula demostrable' pueden ser definidas en PM, de tal modo que se
puede construir una férmula, digamos F(v), que puede ser interpretada
como ''v es una férmula demostrable'. Gbdel procede entonces a cons-
truir una proposicién A que es indecidible, i.e. ni A ni no-A son de-
mostrables en S.

Llamamos fo&rmula natural a toda formula de PM con exactamente u-
na variable libre del tipo de los nimeros naturales. Suponemos que di-
chas foérmulas naturales estan ordenadas y que la nocifn 'férmula natu-
ral' asi como la relacidn de orden pueden definirse en PM.

Sea R(n) 1a n-ésima f6rmula natural, sio<¢ es una f&rmula natural,

[ec;n] es la férmula que resulta de remplazar la (mica variable libre

de o< por el signo que denota al nimero natural n.

Se define al conjunto de nimeros naturales K como sigue:

nek= —Bew@(n) ,n:\

donde BewX significa 'X es una fé6rmula demostrable' y la linea ante-
rior significa negacifn. Asi pues, n pertenece a K si y solo si:
—(la férmula que resulta de substituir la variable libre de la n-@si-
ma férmula natural por el signo que denota al nfmero natural n es de-
mostrable).

Las nociones que aparecen cn el definiens pueden definirse en PM,

por lo tanto, el conjunto K puede ser definido también en PM. Esto es,
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hay una formula natural F tal que {F;n) puede ser interpretada como
"el nfmero natural n pertenece a K''. Como F es una férmula natural,
debe ser alguna de las férmulas naturales que supusimos estaban orde-
nadas, o sea F=R(q) péra algln nimero natural q. Pues bien, la fbr-
mila Y_R(q) ',ql es indecidible en PM.

Antes de ver cdmo es que dicha férmula es indecidible, veamos
como debe interpretarse.

[R(q);ﬂ} 0 sea (F;n} debe interpretarse como 'el nitmero natu-
ral n pertenece a K, por lo tanto, [B(q);a debe interpretarse como
"el nimero natural q pertenece a K'. Pero que q pertenezca a K sig-
nifica, por definicidn, que q es el ndmero natural que substituido
por la {inica variable libre de R(q) hace que : —( [B(q);d} es de-
mostrable). En otras palabras, la férmula Q)‘(Q);Ca dice de si misma

que no es demostrable.

Supongamos que El(q);a.‘ fuera demostrable, entonces bajo esta
interpretacién seria verdadera y en ese caso se cumpliria
—Bew R(@)30)
y eso contradice que [R(q);q] sca demostrable.
Si por el contrario, suponemos que la negacidn de @(q);q] es
demostrable, entonces se cumpliria que q no pertenece a Ky, por lo

tanto se ,tendria que

Bew El(q) ;q]

se cumpliria y eso quiere decir que [R (q);q] es demostrable y hemos
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supuesto que su negacién lo era. Por lo tanto, [R(q);d} es indecidi-
ble.
Dado que ‘:R(q);é] es interpretada de tal modo que dice de si

misma que es indemostrable y ya que, en efecto, ni ella ni su nega-

cibn son demostrables, bajo esta interpretacién, la formula {Boq);él

es verdadera.

LAS AFIRMACIONES DE WITTGENSTEIN

Ahora pasamos a la discusidn que hace Wittgenstein de este resul-
tado que, definitivamente, no comprendid del todo y la razdn de esta

incomprensidn es la identificacidn de los conceptos verdad y demostra-

bilidad.

Wittgenstein inicia sus comentarios de la manera siguiente:

Ap. I-5 iHay proposiciones verdaderas en el sis-
tema de Russell que no pueden ser demostradas en
ese sistema? Entonces, ia qué llamamos p?oposicién
verdadera en el sistema de Russell?

Ap. I-6 ¢(qué significa que una proposicidn sea
verdadera? 'p' es verdadera=p. (Esa es la respues-

ta)

Asi que queremos preguntar algo como: ¢(bajo
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qué condiciones afirmamos una proposicién? 0: ;cé-
mo se usa la afirmacidn de una proposicidn en el
juego del lenguaje? Y aqui, "afirmacidén de una pro
posicidn" es contrastado con la expresib6n de una
proposicidén, por ejemplo, como pridctica de la elo-
cucibn o como parte de otra proposicidn.

Si, entonces, nos preguntamos en este sentido:
"Bajo qué circunstancias se afirma una proposicidn
en el sistema de Russell? la respuesta es:

Al final de una demostracién o como una ley funda-
mental. No hay otra manera de emplear proposicio-

nes afirmadas en el sistema de Russell.

Para Wittgenstein, una proposicidn es verdadera en el sistema de
Russell si puede afirmarse, asi que cada vez que se menciona “'proposi-
cién afirmada) debe entenderse 'proposicién verdadera'. Este es funda-
mentalmente el error de Wittgenstein ya que las proposiciones de PM
son formulas sin significado pues es un sistema formal.

Las férmulas de un sistema formal son suceptibles de ser demos-
trables o indemostrables, pero no verdaderas o falsas. Estos valores
de verdad (verdero y falso) se aplican cuando las f&rmulas son 'tradu-

cidas' a una interpretacidn. Alan Ross Anderson lo gnuncia con gran

claridad:
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En el contexto de la 16gica matemitica, 'verdadero' es
un predicado semdntico y ‘''demostrable" es sintdctico. Dadas
(a) una formulacidén sintictica de un sistema en el cual
clertas expresiones son demostrables y (b) una interpreta-
¢idn del sistema en la cual ciertas expresiones son verda-
deras, podriamos preguntarnos si todas las verdades son de-
mostrables. Si es asi, se dice que el sistema es completo

relativamen&e a la interpretacién, si no, se dice que es
inconpleto.

Lo que Godel demostrd, precisamente, es que el sistema de Russell

{si es consistente) es incompleto.

Ap. I1-7";Pero puede haber proposiciones verda-
deras escritas en este simbolismo que no son de-
mostrables en el sistema de Russell?'". 'Proposi-
ciones verdaderas', o sea, proposiciones que son
verdaderas en otro sistema, i.e., que pueden
ser afirmadas en otro sistema. Ciertamente, ipor
qué no habria de haber tales proposiciones o,
aGn mis, por qué no podriamos escribir proposi-
ciones, digamos de la fisica, en el simbolismo
de Russell? La pregunta es bastante analoga a:
ipuede haber proposiciones en el lenguaje de Eu-
clides que no son demostrables en su sistema, pe-
ro queson verdaderas?

iPor qué hay proposiciones que son demostrables

en el sistema de Euclides pero falsas en otro?
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{Los tridngulos pueden ser, en otro sistema,
similares (muy similares) pero que no tengan los
dngulos iguales? '"Pero eso es una broma, porque
en ese caso no son similares en el mismo senti-
do".

Por supuesto que no, y una proposicidén que
no puede demostrarse en el sistema de Russell es
"verdadera'" o '"falsa" en un sentido diferente al

de una proposicidn de Principia Mathematica,

El problema de Wittgemstein se reduce a que estd suponiendo, qui-
z4 inconcientemente, que el sistema de Russell es completo, o sea, es-
td suponiendo que todo lo que es verdadero es demostrable,

Metido en este predicamento, se ve obligado a abandonar la inter-

pretacidn dada a {R(q);&l pues lo lleva a una contradicciodn:

Ap. I-8 Imagino a alguien que me pide consejo
y me dice: '"He construido una proposicidn (la de-
signaré P) en el simbolismo de Russell y median-
te ciertas definiciones y transformaciones, pue-
de ser interpretada de modo que diga: "P no es
demostrable en el sistema de Russell"., ;No debo

acaso decir que esta proposicién es por un lado .
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indemostrable y por otro verdadera? Porque si fue-
ra falsa, entonces es verdad que es demostrable.
Y eso no puede ser. Y si es demostrada, entonces
se demuestra que no es demostrable, asi que solo
puede ser indemostrable".

...81 suponemos que la proposicidn es demostrable
en el sistema de Russell, estc quiere decir que
es verdadera en el sentido de Russell. Y la in-
terpretacidén 'P no es demostrable' debe abando-
narse. Si suponemos que es verdadera en el senti-
do de Russell, lo mismo se sigue. Mids alGn, si la
proposicidén se supone falsa en un sentido distin-
to al de Russell, entonces no se contradice si es
demostrada en el sistema de Russell. (Lo que se
llama '"perder" en ajedrez puede ser ganar en otro

juego).

He aqui los problemas a que Wittgenstein se enfrenta, y que no
esta por demids decirlo, €1 mismo los ha creado.

Este es un desafortunado error que ha servido para atacarlo du-
ramente.® No es nuestro propdsito defenderlo puesto que cvidentemente

estd en un error en este caso, no obstante,este crror no es suficien-

* Cf. Alan Ross Anderson.5
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te como para hacer caso omiso del resto de sus observaciones. Pese a
éste y otros errores que haya podido cometer, es posible rescatar su

filosofia de las matemiticas que es, por cierto, sumamente interesan-

te.
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CAPITULO VI

LA CONTRADICCION

La aparicifn de las contradicciones o paradojas fue interpretada
como un indicio de que las Matemiticas carecian de fundamento y de
ahi el surgimiento de las corrientes fundacionistas.

En este capitulo se presenta la concepcién de Wittgenstein acer-
ca de la contradiccidn que, por cierto, no significa para él un indi-
cio de falta de fundamento de las Matemdticas y por ello sugiere mo-

dificar nuestra actitud con respecto a la contradiccidn.

I1-78 Supongamos que originalwmente se practica-
ran las cuatro operaciones en la forma usual y que
después se llevaran a cabo con expresiones entre
paréntesis como (a-a). La gente notaria que las
multiplicaciones, por ejemplo, comen:zarian a ser
ambiguas. ¢Los llevaria esto a una confusidn? ;Ten
drian que decir: "Ahora la base s6lida de 1la arit-
mética parece tambalearse?".

Y si ahora exigieran una demostracién de consis
tencia, porque de otra manera caerian en mroblemas
a cada paso, iqué estarian exigiendo? Buenc, esta-
rian exigiendo una clase de orden. Pero, .no habia

orden antes? Bueno, estarian exigiendo un orden
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que los apaciguaria ahora. ;Pero son como nifios
pequefios que necesitan una cancidn de cuné para
dormir?

Bueno, las multiplicaciones serian infitiles
en la prédctica debido a su ambigliedad, esto es,
para los propdsitos normales. las predicciones
basadas en las multiplicaciones no serian acer-
tadas. (Si se tratara de predecir la longitud
de una linea de soldados que puede ser formada
por un cuadrado de 50x50 de ellos, ilegarfia a
resultados diferentes cada vez).

(Entonces esta clase de cdlculos es inco-
rrecta? Bueno, es infitil para estos propositos
(quizd Gtil para otros).

Lo que queremos es describir, no explicar.

Hemos caminado dormidos entre abismos. ;Pe-
ro alin si dijeramos: "Ahora estamos despier-
tos", podehos estar seguros de que no vamos a
despertar'otra vez ( y, por lo tanto; decir:
asi que estidbamos dormidos otra vez).

¢(Podemos estar seguros de que no hay abis-
mos que no vemos? Pero supongamos que yo dije-

ra: Los abismos del calculo no estan ahi si no
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los vemos.
;iNo nos estd engafiando un demonio ahora? Bueno,
si es asi no importa.

Ojos que no ven, corazdn que no siente.

Con este argumento, entre otros, Wittgenstein intenta alterar:
nuestra actitud con respecto a la contradiccidn y a las demostracio-
nes de consistencia. No nos recomienda simplemente cerrar nuestros
pjos ante las paradojas, sino modificar nuestro concepto de certeza.

Sabemes que se puede demostrar la consistencia de teorias for-
males bastante simples como, por ejemplo, el cdlculo proposicional.
Pero entonces, nos encontramos en el caso de teorias demasiado sim-
ples. Como afirma José Alfredo Amor:

Si queremos certeza absoluta, entonces tenemos que con-
tentarnos con un sistema muy ''trivial” tal como el cilcu-
1o proposicional con un nimero finito de proposiciones.
Sin embargo, si queremos disfrutar de la riqueza de aven-
turas en el razonamiento que permiten los conceptos de ni-
mero y de teoria de conjuntos, entonces tenemos que acep-
tar alglm elemento de inseguridad y la posibilidad de en-
carar una paradoja que solo mids tarde en un campo de cgn-
tornos (posiblemente) mis inseguros, podemos resolver.

El que hayan aparecido las corivientes fundacionistas muestra que
al menos estas corrientes han considerado a las contradicciones como

algo grave dentro de las Matemiticas, de modo que para cllos es nece-

sario garantizar que, haciendo las debidas correcciones, no aparecerin
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nunca mis. Esto es, se han esforzado en proporcionar una demostracién
de consistencia o bien, como los intuicionistas, en garantizar la no-
contradictoriedad de las Matemiticas por otros métodos. Ante esta ac-

titud Wittgenstein afirma:

I1-82 Quiero preguntar: ;debe una demostra-
cién de consistencia (o de no ahbigﬂbdad) nece-
sariamente darme una mayor certidumbre de la que
tengo sin ella? Y si en realidad ando en pos de
aventuras, (no puedo buscarlas ahi, donde la de-

mostracién no me ofrece ninguna certidumbre?
Y afiade:

Mi meta es alterar la actitud con respecto a
la contradiccidén y a las demostraciones de con-
sistencia (no mostrar que estas demostraciones
prueban algo sin importancia. ;COmo podri; ser

eso?).

Y alterar la actitud con respecto a las demostraciones de consis-
tencia y la contradiccidn implica alterar la actitud con respecto a

las Matemiticas en general.
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’

La concepcidn de las Matemiticas de Wittgenstein es bastante co-
herente, pues su actitud con respecto a la contradiccién y a las de-
mostraciones de consistencia se conjuga con su anti-fundacionismo pa-
ra formar una concepcidn sumamente interesante.

No obstante no haber comprendido el teorema de Godel, Wittgens-
tein pone en tela de juicio la existencia de un cidlculo totalmente

adecuado, esto es, suficientemente amplio y consistente y completo:

11-85 ;Hay algo -puede preguntarse- llamado
el cidlculo 1ldgico correcto, solo que sin las
contradicciones?

(Podria decirse, por ejemplo, que la teoria
de tipos de Russell evita la contradiccidn, aflin
asi, el cdlculo de Russell no es el cdlculo 16-

gico universal, sino wuno quizid artificialmente

restringido y mutilado? ;Podria decirse que el

cadlculo 18gico puro y universal debe adn ser en-

contrado?

Las respuestas afirmativas a estas preguntas, dadas por Godel
indirectamente, estan completamente en favor de Wittgenstein cuya idea
es que la aparicidn de las paradojas no debfa tomarse como una indica-

cibn de que las Matemiticas debieran reconstruirse, ni que tal recons-
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truccitn resolveria el problema de la fundamentacién de las Matemiti-
cas.

Alan Ross Anderson extrapola en exceso al afirmar que 'algunos
argumentos disefiados para cambiar nuestra actitud hacia la contradic-
cién indican que Wittgenstein no comprendid ni el contenido ni la mo-
tivacidn de un nimero de resultados que discute - y afiade - lo que ha-
ré es discutir su tratamiento del teorema de Godel como ilustrativo
de una mala concepcidén de los programas “logicista y formalista“.S

La afirmacidon I1-85 (cuya continuacidn citamos mids adelante) es
suficiente para rebatir la de A.R. Anderson. Es verdad, ccmo ya hemos
visto, que Wittgenstein no comprendié el teorema de Godel ni sus im-
plicaciones, pero de ahi a afirmar que no comprendid ni la motivacidn
ni el contenido de los programas logicista y formalista hay una gran

diferencia.

11-85 (continuacidén)... La formalizacidén d= 1la
16gica no funcioné satisfactoriamente. Pero ;para
qué fue hecho este intento? (ipara qué es fitii?).
(No surgid esta necesidad y la idea de que podia
resolverse satisfactoriamente de una falta de cla-
ridad en otro lado?

La pregunta '"/para qué era § il?" era una pre-

gunta bastante esencial. Porque el cilculo no fue
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inventado para algln propésito pridctico, sino pa-
ra 'dar fundamento a la aritmética'. Pero iquién
dice que la aritmética es 1ldégica o 1o que debe
hacerse con la ldgica para hacerla, en cierto sen
tido, una subestructura para la aritmética? Si hu
bieramos sido dirigidos a intentar esto, por ejem
plo, por consideraciones estéticas, iquién dice
que habria de tener éxito?

La insatisfaccidn filosdfica desaparece cuando
vemos mas... En ciertos lugares el cidlculo me
guia hacia su propia abolicidén. Ahora quiero uno
que excluya esos lugares. (Significa esto, sin em
bargo, que cualquier cdlculo en el que no ocurra
tal exclusidn es incierto? ''Bueno, el descubri-
miento de tales lugares fue una advertencia para

nosotros". Pero: ino comprendieron mal esa adver-

tencia?

El descubrimiento de las contradicciones se toma como una indica-
cidn de que algo no funciona bien y por lo tanto surge la necesidad
de una reconstruccidn para evitar las contradicciones. Wittgenstein se

pregunta /no es esto un error?

Aqui podemos hacer una analogia histérica. Los griegos, al descu-
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brir los segmentos inconmensurables, los consideraron como una indica-
cidén de que era un error asociar nfmeros a Segmentos rectilineos, con
1o cual se privaron de la posibilidad de enriquecer su sistema numéri-
co con la creacién de los nlmeros irracionales. Podemos preguntarnos:
ino fue un error considerar a los segmentos inconmensurables como una
indicacidén para el abandono de la asociacién de niimeros con segmen-
tos? ;no comprendieron mal los griegos el surgimiento de los segmen-
tos incommensurables?

Del mismo modo, Wittgenstein se pregunta si el surgimiento de
las paradojas no ha sido incomprendido.

Pero, si el surgimiento de las paradojas ha sido mal interpreta-
do, al pensarlo como una indicacitén de la necesidad de reconstruir
las Matemdticas evitando las contradicciones, icufl es entonces el

enfoque que debe darse a las paradojas? ;cOmo debe interpretarse la

aparicidn de las paradojas? He aqui wna indicacidn:

I11-87 Veremos a la contradiccidén bajo una luz
muy diferente si vemos Sus ocurrencias v conse-
cuencias antropoldgicamente, que si las vemos con
la exasperacidn del matemitico. Esto es, las vere-
mos diferentemente si simplemente tratamos de des-
cribir cbmo la contradiccién influye en los len-

guajes (language-games) que si la vemos desde el
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punto de vista del que proporciona leyes matemdti-

cas.

(Como debemos considerar a las pardojas entonces? Para dar res-
puesta a esta cuestidn es necesario tener una concepcibn de las Mate-
miticas que no considere que estan sobre una base poco confiable, o
mids bien, que no tienen una base firme.

Creer que la ausencia de una demostracifn plausible de la con-
sistencia de la aritmética la hace poco confiable y, por lo tanto,
que nuestros esfuerzos deben ser dirigidos a la consecucifn de esta
demostracidn para fundamentarla, es la premisa bdsica de las corrien-
tes fundacionistas. Aunque los intuicionistas no pretendan dar una
demostracién de consistencia, sus esfuerzos también se basan e la
consideracién de la falta de fundamento de las Matemdticas.

Si no consideramos que la aritmética no es del todo correcta
por la falta de la demostracidn de su consistencia, noc tendremos ne-
cesidad de buscar esta demostracidn para fundamentarlz. No obstante,
Wittgenstein no propone el abandono del estudiode corceptos tales
como completez, consistencia, etc. sino que considera a4 1a actividad
en este sentido como algo que crea nuevas ramas de lasz Matemiticas,

antes que como una actividad que mejore las Matemdticzs actuales:

V-9 Lo que se hace'no es mejorar las mzlas Ma-



-50-

temdticas, sino crear una nueva parte de las Mate-

maticas.

Ahora volvamos a la pregunta anterior: ;cOmo debemos considerar

a las paradojas? Wittgenstein responde con una pregunta:

111-59 ;Por qué no considerar a la contradiccidn
de Russell como algo supra-proposicional, algo que
estd por encima de las proposiciones y mira en am-

bas direcciones como una cabeza de Janus?

Y, en efecto, el hecho mismo de llamar paradojas a las contradic-
ciones muestra que son consideradas en modo distinto al de las propo-
siciones no contradictorias de las Matemiticas. Las paradojas han sido
llevadas a un nivel diferente al del resto de las proposiciocnes y que-
dan ahi como testimonioc de las dificultades a las que los matemdticos
se han enfrentado para hacer de su ciencia algo valioso. No es pexmi-
tido derivar de ellas ninguna conclusidén pues han sido excluidas del
contenido de las Matemi3ticas.

La posibilidad de encontrar otras paradojas hard, probablemente,
que a las que ya conocemos Se Sumen otras pero, seguramente, no impli-
card el abandono de las teorias en las cuales sean halladas.

Deseamos concluir este capitulo con una pequena fdbula y una sen-
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tencia de Wittgenstein:
En un castillo muy grande y fortificado vivian una arafias que,
cada vez que las fuertes corrientes de aire destruian sus telas, se

apresuraban angustisamente a reconstruirlas pues estaban convencidas

de que eran precisamente sus telas las que mantenian en pie al casti-

1llo.

La falta de satisfaccidn filos&éfica desaparece cuando

vemos mais.
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CAPITULO VII

LA DEMOSTRACION

Las demostraciones han sido, desde los tiempos de Euclides o tal
vez desde antes, objeto de fuertes controversias. Recuérdese el caso
de la proposicién 4 del libro primero de los Elementos.

Actualmente sigue habiendo controversia en cuanto a cuiles pro-
cedimientos son validos en la demostracidn y las distintas corrientes
fundacionistas proporcionan respuestas diferentes.

Las afirmaciones de Wittgenstein no son, en algunos casos, €s-
tvictamente técnicas, sino psicoldgicas y hasta sociolfgicas, pero no
por ello dejain de ser interesantes y algunas de ellas proporcionan la

base para posicilones mis adecuadas que la formalista.

DEMOSTRACION Y COMPRENSION

11-2 Quiero decir: si se tiene el patrdn de una
demostracidn que no puede ser comprendido ¥, me-
diante un cambio de notacidn se convierte en uno
que si puede ser comprendido, entonces, se estéi

creando una demostracién ahi, donde antes no la ha-

bia.

Asi pues, una demostracién debe ser, ante todo, comprensible vy



comprendida. Hay una objeccifén inmediata a la afirmacién anterior, a
saber, que la comprensidn o incomprensifén de una demostracidn es una

cuestidon subjetiva, o como el mismo Wittgenstein observa:

I1I-2 (continuacién)... Imaginemos una demostra-
cibén de una proposicién Russelliana estableciendo
una adicidén como 'at+b=c' que consista de varios
cientos de simbolos. Podrds decir: investigar si
esta demostracidn es correcta o no es una dificul-
tad puramente externa sin interés matemitico (una
persona comprende fdcilmente lo que otra no puede

comprender o lo hace con dificultad, etc.).

Si Wittgenstein estuviera proponiendo la comprensibilidad de una
demostracidén come criterio para aceptarla o rechazarla, la objecitn
que €1 mismo menciona serfa suficiente como para olvidarnos de dicho
criterio, pero Wittgenstein no estd proponiendo ninglin criterio para
la aceptacidn o rechazo de una demostracidn, sino haciendo mencién de
una carcteristica de la demostracidn que es interesante notar.

Un matemidtico acepta una configuracidn de simbolos como una de-
mostracién solo después de convencerse de que es correcta, y para e-
1lo necesita comprenderla. Mientras no pueda justificar cada paso de

la demostracidn, no estard en posicién de afirmar la proposicidn que
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supuestamente ha demostrado.

Recordamos a René Thom, quien se opone al formalismo con lo que

81 1llama una fabula que es como sigue:

Supongamos que para una teoria formalizada (S) hayamos
podido construir una miquina electrdnica (M) capaz de rea-
lizar, a velocidades increibles, todas las operaciones per
mitidas en (S). Queremos veificar una férmuga (F) de 1a
teoria. Luego de un cilculo compuesto de 10~ operaciones
elementales, efectuado en unos cuantos segundos, la miqui-
na (M) nos da una respuesta afirmativa. ;Qué matemitico a-
ceptaria, sin titubear, como vilida una tal 'demostratién'47
estando imposibilitado de verificar paso a paso la prueba?

Esta 'fibula' toca el punto que Wittgenstein ha abordado pero con
tintes mis dristicos. Seguramente el mismo Thom, de verse obligado a
ello, habria respond%do a su pregunta diciendo: ninguno. Wittgenstein,
por su parte, afirma que si el patrén de una demostracidn no se com-
prende, &ste no alcanza el rango de demostracidn hasta ser comprendido.

Ahora bien, el desarrollo de las técnicas de demostracidn permite
la consideraci6n de 'demostraciones extraordinarias' para conjeturas
que no ha sido posible demostrar con los medios tradicionalmente emplea-
dos. Para casos como, por ejemplo, el problema de los cuatro colores
que ha sido resuelto por métodos no convencionales, la aceptacidn de
tal solucidn indica que, excepcionalmente, puede abandonarse la exigen-
cia de comprensibilidad de la demostracidn. Esto no implica que todas

las demostraciones deban 1levarse a cabo por tales métodos pero si que

ahi, donde la demostracidn tradicional ha sido imposible de encontrar,
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nuevos métodos y técnicas de demostracidn sean empleados. Pero si no
nos hallamos frente a una de estas proposiciones, es necesario com-

prender todos y cada uno de los pasos de que consta la demostracién

para convencernos de la validez de tal proposicidn.

No nos atrevemos a afirmar que Wittgenstein hubiera rechazado la
solucidn del problema de los cuatro colores ni a conjeturar sobre 1la
posicidn que habria tomado al respecto, pero no podemos negar que,
fuera de estos casos excepcionales, una demostracién es, ante todo, un
argumento disefiado para convencernos de la walidez de una proposicién

y ello implica, necesariamente, sSer un argumento comprensible.

DEMOSTRACION Y CONVICCION

11-23 ...La demostracidn debe ser un procedi-
miento del cual yo diga: si, asi es como debe
ser, esto debe obtenerse si procedo de acuerdo a
esta regla.

II-40 ... Lo que .nos convence, eso es la de-
mostracifn, una configuracidén que no nos conven-
ce no es una demostracidn, alin cuando pueda e-

jemplificar la proposicidn.

No es difficil estar de'acuerdo con Wittgenstein en cuanto a que
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las demostraciones son convincentes. Una vez aceptada una cierta con-
figuracidn de simbolos como demostracién de, digamos la proposicibn
A, nos dejaria perplejos la afimmacidn de que alguien ha demostrado
no-A*. Seguramente pensariamos que alguna de las dos demostraciones
es incorrecta. Si al revisar la demostracién de A no hallamos ningfin
error, estaremos tentados a asegurar que quien dice haber demostrado
no-A esti equivocado.

No obstante, Michael Dummet afirma que '‘la concepcidn de Witt-
genstein es extremadamente dificil de tragar (sic) ... Se supone que
la demostracidn tiene el efecto de persuadirnos, de inducirnos a con-
tar tales y tales formas de palabras como inobjetabiemente ciertas o
de excluir tales y tales formas de palabras de nuestro lenguaje. Pare-

ce bastante obscuro como la demostracién lleva a cabo tan notable

proe:a".]4

La sarcistica expresidon de Michael Dummet nos hace pensar que no
a leido a Wittgenstein con la objetividad que puede y debe esperarse

de cualquier cientifico.

Probablemente no sea claro cémo es que la demostracidn nos con-

vence, sin embargo, nos convence.
I11-25 La demostraciéninQS'cancnce de algo, pe-
ro lo que nos interesa no'es el estado mental de

* Suponiendo que la teoria en la que se demuestra A es consistente.
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la conviccidn, sino las aplicaciones asociadas

con esa conviccibn.

He aqui la importancia de ser convencidos por la demostracifn.
Nos permite seguir adelante, empleando la proposicitn demostrada para
demostrar otras y enriquecer asi la teoria en cuestitn y finalmente,
a las Matemdticas. O bien, puede tener aplicacidn en otras ciencias
que esperan un resultado para su ulterior desarrollo. Una vez que se
ha demostrado una proposicidn, estamos plenamente convencidos de que
su utilizacidn es valida y por ello nos dedicamos a obtener, con ayu-
da de ella, todos los resultados posibles.

No sabemos qué consecuencias puedan derivarse de la conjetura de
Goldbach, tal vez ninguna de importancia o tal vez muchas muy impor-
tantes, pero no se sabe de ninglin matemitico empefiado en obtener con-
secuencias de ella porque no estamos convencidos de que sea valida,

Estas, son las importantes repercusiones de la conviccidn proporcio-

nada por la demostracidn.

LA DBEMOSTRACION Y .LA CREACION DE CONCEPTOS

I1-31 Cuando dije que la demostracidén introdu-
ce un nuevo concepto, qui decir algo como: 1la

demostracidn pone un nuevo paradigma entre los pa-
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radigmas del lenguaje, como cuando alguien mez-
cla un cierto azul rojizo, de alguna manera es-
tablece la mezcla especial de colores y le da
un nombre, ..

Quisiera decir: la demostracién cambia la
gramitica de nuestro lenguaje, cambia nuestros
conceptos. Hace conexiones y crea el concepto
de esas conexiones. (No establece que estén ahi,
las conexiones no existen sino hasta que la de-

mostracidén las crea).

Esta afirmacidén es muy importante para situar a Wittgenstein co-
mo opuesto al formalismo pues, a diferencia de esta corriente, consi-
dera a la demostracidn como un procedimiento creativo eminentemente y
no simplemente mecinico.

Es claro que la demostracidn establece conexiones, no solo entre
axiomas y teoremas de una teoria formal, sino también entre ramas de
las Matemiticas aparentemente ajenas. Asi, por ejemplo, la demostra-
cidn del teorema de Pitagoras mediante proporciones ecstablece una co-
nexién entre las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados
de cualquier tridngulo rectidngulo y las proporciones; la demostracidn
de la equivalencia del principio del buen orden y ¢l axioma de elec-

cidn establece una conexifn entre el concepto de orden y familias in-
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finitas de conjuntos; las demostraciones algebriicas de teoremas de

la geometria establecen relaciones entre Algebra y geometria, etc.
Pero Wittgenstein afirma algo mds, a saber, que éstas conexiones

no estan ahi sino que las demostraciones las crean y é&sto esti en es-

trecha relacién con lo que Carl Hempel afirma:

Puesto que todas las demostraciones matemdticas se ba-
san exclusivamente en deducciones 16gicas a partir de de-
terminados postulados, se sigue que un teorema matemdtico,
por ejemplo, el teorema de Pitdgoras en geometria, no a-
firma nada que sea objetivamente o teoréticamente nuevo
comparado con los postulados de Jos cuales se deriva, aun-
que su contenido puede perfectamente ser nuevo psicoldgi-
camente, en el sentido de que no nos hubiéramos dado cuen

ta disque estaba implicitamente contenido en los postula-
dos.

La posicitn de Hempel es insostenible a la luz de los resultados
de Kurt G&del y la posicidn de Wittgenstein es mids adscuada y acorde
con dichos resultados. Es suficiente para afirmar lo anterior el hecho
de que existan proposiciones que no pueden ser demostradas a partir de
los axiomas de uma teoria formal, esto es, no todos los posibles re-
sultados estan 'implicitos' en los axiomas. No puede, por lo tanto,
suponerse que la demostracidn solo hace explicito alge que contenian
los axiomas, que descubre algc que se hallaba oculto dentro de los
axiomas ya que hay proposiciones que no pueden ser rolacionadas (dedu-
cidas de) con los axiomas. Solo una demostracifn podrfa relacionarlos

y ésta no existe para el caso de proposiciones indecidibles.
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LA DEMOSTRACION Y EL LENGUAJE

Volvamos ahora a otro aspecto de la afirmacién I1I-31 ;Como es que
la demostracidn cambia la gramitica de nuestro lenguaje? Wittgenstein

afirma que la demostracidn nos sirve para establecer no solo que algo

es, sino que debe ser asi:

II-30... Sigo la demostracidn y digo: "si, esto
es como tiene que ser, debo fijar el uso de mi
lenguaje en esta forma".

Quiero decir que el debe ((ser asf)) correspon-

de a una huella que yo establezco en el lenguaje

Esto es, via la demostracién, establecemos el uso de proposicio-
nes como 'asi es' y 'asi debe ser!

Si demostramos una proposicién A establecemos, gracias a la de-
mostracidn, que tiene sentido afirmar A y todo lo que sea consecuencia
de A, y que no tiene sentido lo que contradiga a A. Convenimos, median-
te la demostracidn, no solo que algo es sino que debe ser {y, por 1lo
tanto, lo que no debe ser). Asi, por ejemplo, una vez que se ha demos-
trado que toda funcidn continua es integrable, dada una funcién conti-
nua, no solo decimos 'es integrable' sino también 'debe ser integra-

ble'. La generalidad con que se demedgran los tcoremas matemiticaos im-
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plica que, para continuar con el ejemplo anterior, independientemente
de que una funcidn sea recién inventada y nadie jamis la haya integra-
do, si es continua debe ser integrable.

La demostracién también nos hace excluir de nuestro iénguaje Yy
del de las Matemiticas expresiones tales como ''tres es par', ''seis es

primo". etc.

LA DEMOSTRACION DE UNA PROPOSICION YA DEMOSTRADA

II-60 ... ¢(Qué se entiende por: "Una demostra-
cidén es una entidad matemitica que no puede ser
remplazada por ningu.a otra"? Seguramente que ca-
da demostracidén tier: una utilidad que ninguna o-
tra posee. Podria decirse que: '"toda demostracibn,
afin la de una proposicidén ya demostrada, es una
contribucidén a las Matemdticas". Pero ipor qué es
una contribucidén si su dnico propésito es demos-
trar la proposicidén? Bueno, puede decirse: ''la
nueva demostracidén muestra (o hace) una nueva co-
nexién'. (Pero en este caso ino existe una propo-
sicidén matemidtica que diga que esa conexidn exis-
te?).

;Qué aprendemos cuando vemos la nueva demostra-



cidén, aparte de la proposicién que ya conociamos?
iAprendemos algo que no puede ser expresado me-

diante una proposicidn matemidtica?

Como ya se ha dicho, la demostracién crea conexiones antes no
existian, entonces es claro que toda nueva demostracifn es una aporta-
cibn a las Matemfiticas ya que ella establece nuevas conexiones. No es
posible dejar de considerar, por ejemplo, que las mfiltiples demostra-
ciones del teorema de Pitdgoras son una aportacidn a las Matemdticas.

Cuando vemos una nueva demostracién de un teorema, aprendemos
que es posible crear o establecer otros enlaces entre el teorema y las
herramientas empleadas en su nueva demostracién, esta nueva demostra-
cidn puede mostrarnos con mayor claridad los alcances del teorema y
esto es algo que no puede expresarse con una proposicién matemdtica,
sino que se muestra del mismo modo que una cierta configuracién de
simbolos mestra que es o no una demostracién. No hay una proposicidn
matemitica que diga: "esta es una demostracidén''.

Esto es completamente andlogo a cOmo las proposiciones del len-
guaje muestran si tienen o no sentido. Asi como la proposicidn del
lenguaje muestra su sentido, la demostracidn muestra que es una de-

mostracidn.®

* Cf. Tractatus Logico-Philosophicus.53
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CAPITULO VIII

EL PRINCIPIO DEL TERCERO EXCLUIDO

El principio del tercero excluido es discutido por Wittgenstein
en estrecha conexidn con expansiones decimales infinitas no peri6di-
cas (como las de los nimeros irracionales y trascendentes) ya que es
en el contexto de conjuntos infinitos dpnde hay controversia con res-
pecto a su validez.

Dada una sucesifn finita obtenida, digamos, de una expansién de-

cimal y un patrén de nimeros P=777, siempre es posible responder a

la pregunta:
(1)  iAparece P en la sucesibn dada?

En este caso, el principio del tercero excluido (expresado como
P aparece o bien no aparece en la sucesidn dada y no hay ninguna ter-
cera posibilidad) es vidlido y su uso no ocasiona ninglin problema, pc-
r0 en el caso de sucesiones infinitas no periddicas como, por ejemplo,
la expansidn decimal de T o de ¥2°, la cuestién cambia radicalmente.
El paso del caso finito al caso infinito entraha ciertas dificultades.
Asi, el que durante la inspeccidn de la expansion decimal dear(hasta
un cierto momento) ne se encontrara el patrén I, ne implica que éste

nunca aparecerd. En este contexto, la pregunta:

(2) t(Aparece P en la sucesién dada?
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Pese a ser sinticticamente identica a la pregunta (1), no es seminti-
camente identica, esto es, no tiene el mismo significado pues la pre-

gunta (1) siempre puede responderse y en cambio, para la pregunta (2)

sucede que, como afirma Wittgenstein:

IV-9 ... Hasta ahora, no hay respuesta a esta

'pregunta. (E1 subrayado es mio)

A diferencia de Brower, quien rechaza el uso del principic del
tercero excluido en relacidn a conjuntos infinitos, Wittgenstein con-
sidera que dicho principio, en el antes mencionado contexto, no tie-
ne sentido. En efecto, no podemos afirmar ni negar que P aparecerd en
la expansidn decimal de T . Por supuesto, el problema no quedaria
resuelto si resultara que P=777 aparece en la expansién de W puesto
que, entonces, podriamos preguntarnos si P'=7777 aparece o no en di-
cha expansién.

Es claro que mientras P no aparezca en la expansidn de W no
podemos garantizar que no aparecerd, pero tampoco podemos afirmar
que si lo hard. Asi pues, ambas afirmaciones (P aparece en la expan-
sién y P no aparece en la expansion) son equivalentes en cuanto a in-
decibilidad. 4Como hemos llegado a esta situacién? Wittgenstein sos-
tiene que los matemiticos han sido guiados por la situacién aniloga

(pero esencialmente distinta) de las sucesiones finitas, de tal modo
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que parece natural extender a sucesiones infinitas la pregunta ;apa-

tece P en la sucesién?, hecha con respecto a sucesiones finitas:

Iv-9 ... La pregunta, quiero decir, cambia su
status cuando se vuelve decidible, porque enton-:
ces se hace una conexidn que antes no estaba ahi.

Quiero decir: parece como si el terreno para
la decisidn estuviera ahi, sin embargo, éste de-
be ser inventado.

¢Seria esto lo mismo que decir: al pensar en
la técnica de expansidn que hemos aprendido usa-
mos una imagen falsa de una expansién completa
(de lo que ordinariamente llamamos 'rengldn') y
esto nos fuerza a hacer preguntas que no podemos

responder?

Ahora podemos preguntarnos jcudndo tiene sentido la pregunta a-

cerca de si P aparece en una sucesidén infinita? Wittgenstein responde:

IV-9... Decir de una sucesién infinita que no
contiene un patrdn particular tiene sentido solo
bajo condiciones bastante especiales. LEsto es, a

., esta proposicidén se le ha dado un sentido para
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ciertos casos. Aproximadamente para aquellos en

que estd en la regla de expansidn no contener al

patrodn.

En este caso, estamos imponiendo la condicidén de que el patrdn

no ocurra. Estamos haciendo algo como:

3.i1i213...in donde in es el n-&simo digito de la
expansion decimal de 1. neN,

S(n)=

si ik=ik+1=ik;2=7 para cierta k, substitdyase ij
por 6.

En este caso, la pregunta (aparece P en la sucesidn S(n)?, pese

a estar en el contexto de una sucesi6én infinita no periddica, es efec-

tivamente decidible.

Dado que nuestros medios para investigar la aparicidn de un cier-
|%

to patrdn de nimeros en una expansidén infinita no periddica son limi-

tados, podemos dar sentido a una pregunta comc la (2) incluyendo en

la regla de la expansidn la 'orden' de que tal patrén no aparezca,

como afirma Wittgenstein:

IV-13 La proposicidn general de que ese patrdn
no ocurre en la expansién dada solorpuédEKéer-hnak7

orden (commandment).
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No obstante, si se trata de expansiones en las cuales no pode-
mos establecer, como ‘orden' que tal o cual patrdn de nfmeros no a-
parezca, como es el caso de la expansidn decimal de T, la pregunta
japarece P en la expansién de ¢ ? no tiene sentido y, por lo tanto,
tampoco tiene sentido el principio del tercero excluido.

Wittgenstein considera que esta situacién no tiene que ser siem-
pre asi, pues tal vez sea posible -seg{in €1- inventar la base matemf-
tica necesaria para dar sentido al principio del tercero excluido en

el contexto de conjuntos infinitos:

-IV-11 ... 8i deseas saber mids acerca de la su-
cesidn, tienes, por asi decirlo, que entrar en
otra dimensidén (algo como pasar de la linea al
plano que la contiene). iPero no hay tal plano
ahi, solo la linea y algo que debe ser explorado
si uno quiere saber los hechos? No, las Matemiti-

cas de esta dimensibén ulterior deben ser inventa-

das, como mucho de las Matemdticas.

Tal vez nos encontramos frente a las sucesiones infinitas como
los habitantes de Flatland1 con respecto a los cuerpos. Ellos, vi-
viendo en un plano, eran incapaces de concebir los cuerpo pues para

ello necesitaban salir de su mundo y desde fuera ver mas. Quiza
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nosotros necesitamos salir de nuestro mmdo de alguna manera y asi

poder crear las Matemiticas necesarias para ver més.
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CAPITULO IX

DBMOSTRACIONES NO CONSTRUCTIVAS DE EXISTENCIA

Las demostraciones que afirman la existencia de un ente matemiti-
co pero que no lo construyen ni proporcionan un método para construr-
lo en un ntmero finito de pasos, son rechazadas por los intuicionistas
ya que ellos solo admiten como vdlidos a los procedimientos construc-
tivos finitos.

La discusidén que hace,yittgenstein acerca de este tipo de demos-
traciones esti basada en la idea de que la comprensién de uma proposi-

cibn, tanto del lenguaje comin como del de las Matemdticas, estd inti-

mamente ligada a su uso.

IV-25 Una demostracidn te convence de que hay
una raiz de una ecuaciodon (sin darte idea de donde)
,Como sabes que entiendes la proposicién de que
hay una raiz?, :.Co6mo sabes que estds convencido de
algo? Puedes estar convencido de que la aplicacidn
de la proposicidn demostrada se descubrird. Pero
no entiendes la proposicién en la medida en gue no
has encontrado la aplicacién.

Todo lo que digo realmente se reduce a esto:
que uno puede conocer una demostracidn detalliada-

mente y seguirla paso a paso y , no obstante, no
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comprender qué es 1o que se ha demostrado.

Y ésto, a su vez, estd en conexidn con el he-
cho de que se puede formar una proposicién en u-
na manera gramaticalmente correcta sin entender
su significado.

Ahora bien, ;cuindo se entiende? Yo creo:
cuando uno puede aplicarla.

Podria, tal vez, decirse: cuando uno tiene u-

na imdgen clara de su aplicacién.

Wittgenstein hace, a lo largo de toda su obra, constantes alusio-
nes al lenguaje y en esta afirmacifn, es muy clara la relaci6én que ha-
ce entre el lenguaje y el lenguaje de las Matemdticas.

En la afirmaci6én que acabamos de citar, Wittgenstein se refiere a
una parte particular del lenguaje de las Matemiticas, a saber, a las
proposiciones que resultan de las demostraciones no constructivas de
existencia.

Para Wittgenstein, una proposicién, no solo matemitica sino tam-
bién del lenguaje comiin, solo pucde comprenderse en la medida en que
puede aplicarse, en la medida en que puede emplearse adecuadamente.
Esta posicién también la expresa claramente en Philosophical Investi-

gations (Sec. 43) en donde afirma:
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Para una gran clase de casos, aunque no para
todos, en los cuales empleamos la palabra 'sig-
nificado' puede ser explicada asi: el signifi-

cado de una palabra es su uso en el lenguaje.

Asi, por ejemplo, el teorema del dlgebra que nos afirma que todo
polinomio de grado positivo n tiene a lo mis n raices, no nos propor-
ciona la manera de encontrar dichas raices. En este caso, Wittgenstein
cuestiona niegra comprensién de, digamos, la afirmacidn 'el polinomio
f(x) de grado 20 tiene a lo mids 20 raices'. Puede decirse que si es
posible aplicar esta afirmacién y decir algo como: 'si a es una raiz
de f(x), entonces f(a)=0 o bien, (x-a) divide a f(x)" pero estas apli-
caciones son limitadas en cuanto a que no nos dan un indicio del valor
numérico de dicha raiz. Si no somos capaces de aplicar una proposicidn
-afirma Wittgenstein- no podemos asegurar que la comprendemos.

A lo largo de nuestra experiencia en la ensefianza, nos hemos lle-
gado a convencer de que, en efecto, no se ha comprendido del todo una
proposicidén (y en particular una proposicidn matemitica) si no puede
utilizarse, si no puede aplicarse correctamente.

En la ensefianza de una lengua extranjera, es una clara manifes-
tacidén de la incomprensidn del significado de una palabra o construc-
cidn gramatical, el uso errdéneo de tal palabra o construccion.

En la ensefianza de las Matemidticas, los alumnos muestran que han
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comprendido tal o cual teorema, en la medida en que son capaces de
resolver problemas que involucren los conceptos contenidos en €l. La
persona que pueda repetir, palabra por palabra, la definicidn de con-
tinuidad, pero que sea incapaz de decidir si, por ejemplo, sen{(x) es
continua o no en x=0, no comprende el concepto de continuidad.

Ahora bien, si el significado estd tan intimamente relacionado
con el uso, podria esperarse que aquellas proposiciones que ademis de
aplicaciones matemiAticas tienen aplicaciones extramatemiticas, tengan
un significado mds rico, mis amplio, que aquellas que solo tienen a-
plicaciones matemiticas. Esto, aunque no lo afirma Wittgenstein, es
una consecuencia natural de su posicidn.

Desde éste punto de vista, resulta también que el significado de
una proposicifn no es algo constante, sino que puede enriquecerse en
1a medida en que se encuentren mis y mds aplicaciones de tal proposi-
¢16n. Esta situacidn es totalmente anidloga a la del lenguaje comin en
donde muchas palabras enriquecen su significado en la medida en que su
uso se amplia. A mayores aplicaciones, mayor riqueza de significado.

Las demostraciones no constructivas de existencia, a diferencia
de Brower, no son rechazadas por Wittgenstein, sino justificadas en
la medida en gue puedan ser aplicadas y consideradas como una innova-
<idn y un notable avance con respecto a los métodos constructivos que

son mds limitados.

Asi, si se demostrara que el patrén P=777 si ocurre en la expan-
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sidn decimal de W , pero sin decirmos dénde, nos daria una perspecti-
va de dicha expansi6n distinta de la que nos ofrecen nuestros medios

actuales para investigarla:

IV-27 Una demostracidn de que 777 ocurre en la
expansidén deTfrsin mostrar dénde, debe contemplar
a ésta expansidn desde un punto de vista totalmen
te nuevo, tal que mostrara, por ejemplo, propieda
des de regiones de la expansidn acerca de las cua
les solo sabiamos que estaban muy lejos. Ante
nuestras mentes solo flota la imdgen de una zona
obscura de longitud indeterminada, muy lejos en
la expansidn de, donde ya no podemos confiar en
nuestras herramientas de cdlculo, y después, aGn

mids alla de esa zona podemos ver, en una forma di-

ferente, algo.

Similarmente, las demostraciones no constructivas de existencia
nos permiten ver mds alla de lo que podemos construir efectivamente.

Nos dan una perspectiva que supera 1as posibilidadeé de los métodos

constructivos.
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CAPITULO X

EL ANTIFUNDACIONISMO DE WITTGENSTEIN

A lo largo de los capitulos antériores, se han expuesto y discu-
tido las ideas de Ludwig Wittgenstein acerca de la fundamentacién de
las Matemdticas, asi como de la naturaleza de las mismas. En éste, se
integra lo anteriormente expuesto para quedar resumido en lo que he-
mos llamado antifundacionismo de Wittgenstein.

Por antifundacionismo entendemos lo siguiente: las Matemdticas
no necesitan ser reconstruidas para ser fundamentadas ya que no care-
cen de fundamento. Una contradiccidn en ellas no las estropea 6 inuti-
liza. En efecto, pese a haberse encontrado varias contradicciones en
la teoria de conjuntos, &sta no ha sido deschada ni abolida, sino mo-
dificada para excluir dichas contradicciones y poder conservarla. El

P

que esto haya ocurrido muestra, indudablemente, que el valor de la
-
teoria de conjuntos no reside en su no contradictoriedad, aunque se-
ria deseable poder demostrar su consistencia no para tener un mayor
grado de certeza sino para aumentar el caudal de conocimientos mate-
maticos. La validez y la importancia de la teoria de conjuntos, como
del resto de las Matemdticas, no puede aprisionarse y reducitse a un
solo concepto: la consistencia.

Desde ésta perspectiva, Wittgenstein no puede ser ubicado en nin-

guna de las tres corrientes fundacionistas pues no comparte con nin-

guna de ellas la esperanza de ver 'fundamentadas' a las Matemdticas ya
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sea reduciéndolas a la 1dgica, considerandolas como un sistema formal
o basdndolas exclusivamente en cons£rucciones efectivas a partir de
los enteros.

Wittgenstein no propone el abandono del estudio de los conceptos
surgidos a 1o largo de los esfuerzos fundacionistas y a la luz de las
paradojas, sino que los considera como la creacidn de nuevas Matemiti-
cas,

Asi pues, por antifundacionismo debe entenderse el rechazo a re-
construir las Matemiticas, pues ello no les proporciona la fundamenta-
cién de la cual, supuestamente, carecen. En este sentido, los resulta-
dos de Kurt G8del estan en favor de la posicifn de Wittgenstein ya que
prueban que no se podrd proporcionar un sistema formal lo suficiente-
mente amplio como para deducir en €1 la aritmética pues serd incomple-

to, esto es, contendrd una proposicifén formalmente indecidible.

IV-53 E1 filésofo debe rodear los problemas ma-
temdticos y no chocar contra uno de ellos, el cual

debe ser resuelto antes de que pueda scguir adelan-

te.

Su labor en filosofia es como si fuera una ocio-
sidad en Matemdticas.

No es que haya que construir un nuevo edificio o

tender un nuevo puente, sino que la geografia, tal
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como es ahora, debe ser juzgada.

Ciertamente vemos partes de conceptos, perc no
vemos claramente los declives mediante los cuales
pasamos de unos a otros.

Es por elloc que no es necesario, en la filoso-
fia de las Matemidticas, reconstruir las demostra-
ciones en nuevas formas. Pese a que hay aqui una
fuerte tentacidn. '

Alin 500 afios antes era posible una filosofia
de las Matemiticas, una filosofia de lo que las

Matemdticas eran entonces.

Precisamente, gran parte de las afirmaciones de Wittgenstein con-
vergen a esta conclusidn, pues solo modificando nuestro concepto de
_}as contradicciones y de las demostraciones de consistencia podemos a-
ceptar que las Matemdticas no estan mal. Andlogamente a sus afirmacio-
nes en el Tractatus Logico-Philosophicus en cuanto a que en el mundo
todo es como es y sucede como sucede, las Matemidticas son como son
y en ellas todo sucede como sucede. Y como son es como deben ser juz-
gadas, o mejor dicho, debe filosofarse acerca de las Matemiticas tal
como son ahora.

Deben, ciertamente, investigarse mis a fondo cuestiones tales co-

mo el criterio de verdad para las proposiciones matemiticas, las re-



=77=-

percusiones de la tendencia axiomatizadora, el uso del principio del

tercero excluido en el contexto de conjuntos infinitos, el significa-
do de las proposiciones matemiticas, etc., va que ello nos propercio-
nard una mejor comprensidn de las Matemiticas pues Wittgenstein pien-

sa que eso es 1o que hace falta y no reconstruirias:

V-13 (Para qué necesitan las Matemiticas una fun-
damentacitn? No necesitan una fundamentacidn, yo
creo, tanto como las proposiciones acerca de objetos
fisicos o de impresiones sensoriales no necesitan un
anilisis. Lo que necesitan las proposiciones matemi-
ticas es una clarificacién de su gramitica, tanto co-
mo otras proposiciones.

Los problemas matemidticos de 1o que se llama fun-

. damentos no son mids fundamentos de las Matemdticas,

para nosotros, de lo que una roca dibujada lo es de

una torre dibujada.

Wittgenstein quiere hacernos ver que el edificio matemitico no
estd en peligro de derrumbarse por falta de cimientos, como una torre
dibujada en un papel no se derrumbari al borrar la piedra que supues-
tamente la sostiene en pie. Tal vez los cimicentos de las Matemiticas

estan ahi y no sabemos verlos pero, independientemente de que los
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veamos o no, las Matemidticas no van a derrumbarse.

La importancia de las Matemiticas y su validez no pueden juzgar-
se desde un solo punto de vista, es necesario poner en la balanza to-
do aquello que ha hecho que se les 1llame "La reina de las ciencias".

Un pufiado de hombres, 1llamense logicistas, formalistas o intui-
cionistas, no es suficiente para poner a las Matemiticas en el banqui-
110 de los acusados y condenarlas o absolverlas, es la historia entera
de la humanidad la que, finalmente, dard su veredicto.

Por otro lado, la necesidad de clarificacidn de la gramitica de
las proposiciones ha surgido a la luz de las contradicciones y de los
problemas planteadbs por la empresa fundacionista. Antes del surgi-
miento de las paradojas no era necesario (aparentemente) tratar a la
teoria de conjuntos axiométicamente,'la dificultad de definir el con-
cepto de conjunto es precisamente hecha patente por las paradojas.
Clarificar la gramitica de las proposiciones matemiticas puede signi-
ficar algo: aclarar la posicién de unas proposiciones con respecto de
otras, como en el caso del quinto postulade de Euclides, ubicado como
independiente del resto de los axiomas de la geometria euclidiana.

Recordamos la pregunta que hace Wittgenstein durante la discusidn

del principio del tercero excluido:

(Al pensar en la técnica de expansibén que hemos
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aprendido usamos una imdgen falsa de una expan-
sidén completa y esto nos fuerza a hacer pregun-

tas que no podemos responder?

-

Y nos vemos forzados a hacer preguntas que no podemos responder
porque la gramitica de las proposiciones matemiticas no ha sido cla-
rificada.

A diferencia de su posicibén en el Tractatus Logico-Philosophicus
en donde al hacer preguntas como ¢qué es el mundo?, ;qué es la rea-
1idad? estamos tratando de trascender los 1limites del lenguaje, y pa-
ra las cuales no hay respuesta, las preguntas que en Matemiticas no
podemos responder (como, por ejemplo, iaparece P=777 en la expansidn
decimal de+vt?) aunque no tienen respuesta ahora, tal vez la tendrin.
Y ello en la medida en que se inventen las Matemidticas que den senti-

do a la pregunta, i. e., cuando se cree la base para responderlas

plausiblemente.

V-13 ... Uno podria imaginar que a un salvaje
se le ha dado la 16gica de Frege como un instru-*¥
mento con el cual derivar proposiciones aritmé-
ticas. Deriva la contradiccidén y después deriva
arbitrariamente proposiciones verdaderas y fal-

sas de ella.
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'Hasta ahora un buen dngel nos ha preservado
de hacer esto'. Bueno, i{qué miAs quieres? Creo
que se podria decir: Un buen 4ngel serd nece-

sario siempre, hagas lo que hagas.

Wittgenstein expresa sutilmente la creencia de que nunca se po-
drd probar la consistencia de la aritmética plausiblemente. Esta
creencia puede parecer exagerada, pero hasta la fecha, no hay eviden-
cia para pensar lo contrario,

6i, como afirma Wittgenstein, un 4ngel bueno nos ha preservado
de derivar toda clase de proposiciones de una contradiccién, tampoco
hay razén para pensar que alglm dia comenzaremos a hacerlo.

La teoria de conjuntos no ha sido destruida por la contradiccién
de Russell (u otras) y en esto, Wittgensetin ve una razdn como para no
<reer que una contradiccién sea suficiente para hacer que el edificio

matemidtico tiemble sobre sus 'débiles fundamentos',
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CAPITULO XI

RECAPITULACION

A lo largo de este trabajo hemos investigado la posicién
de Wittgenstein acerca de la fundamentacién y naturaleza
de las Matemdticas. A manera de recapitulacidn y resumen

veremos como responde Wittgenstein a una serie de pregun-

tas acerca de éstos temas.

1.- ,Qué son las MatemiAticas?

Las Matemidticas son una creaci6n humana, estimulada
por necesidades de muy diversa indole, (prdcticas, teo-
ricas, estéticas, etc.). El matemitico en su actividad
no explora las propiedades de los entes matemiticos, si-

no que crea lo que debe considerarse como esencia de ta-

~ les entes.

2.- (Qué es una demostracidén matemdtica?

La demostracidn es un procesc creativo y no mecénico,
que crea nexos entre la proposicién a demostrar y las he-
rramientas empleadas para demostrarla. La demostraciodn,
atin la de una proposicidn ya demostrada, es una aporta-

cidén a las Matemiticas por la creacidn de nuevas conexio-
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nes. Dentro de las caracteristicas de la demostracién

estan la comprensibilidad y la cualidad de ser convin-

centes,

3.- (Son las proposiciones matemiticas acerca de obje-
tos que existen independientemente de quien los piensa?
En vista de que las Matemiticas son una invencién
del ser humano, los entes matemiticos no existen fuera

de la mente de quien los inventa o los piensa.

4.- ;Son vilidas las demostraciones de existencia que
no construyen o no proporcionan un método para cons-
truir el ente matemitico en cuestidn?

Las demostraciones de existencia que no construyen
el ente del cual garantizan la existencia, son vdlidas
porque son aplicables. Pueden usarse y proporcionan

una manera de ver lo que con técnicas constructivas no

podemos ver.

5.- ;(Es vdlido el principio del tercero excluido en el
contexto de conjuntos infinitos?
La aplicacidén del principio del tercero excluido,

para el caso de conjuntos infinitos, es originada por
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una falsa imidgen surgida del caso de conjuntos finitos.
En el contexto de los conjuntos infinitos, el princi-
pio del tercero excluido no tiene sentido, y las Matema-

ticas necesarias para que lo tenga, estan por ser in-

ventadas.

6.- (Como considera a las paradojas?

Las paradojas o contradicciones pueden ser considera-
das como algo que estd mds alla de las proposiciones ma-
temdticas. Su aparicién no debe considerarse como una
indicacién de la necesidad de reconstruir las Matemdti-

cas, ni como un signo de 'enfermedad' de las Matemati--

cas.

7.~ ¢(Deben reconstruirse las Matemidticas?

Las Matemfticas no necesitan reconstruirse pues no
carecen de fundamento. Tal como son ahora =s como se de-
be filosofar acerca de ellas. Su valor no reside en la
demostracidén de su consistencia la cual, por cierto,

puede no ser encontrada.



Creemos haber rescatado bastante oro de los escritos
de Wittgenstein pero alin queda mucho por rescatar.

No pensamos haber dicho la Gltima palabra sobre &1, y
debido a la falta de claridad en sus escritos, dudamos que
alglin dia pueda decirse.

Deseamos finalizar este trabajo con una frase de Witt-
genstein que.,encierra una gran verdad con respecto al pro-

blema de la fundamentacién de las Matematicas:

Nosotros sentimos que inclusc si todas las posi-
bles cuestiones cientificas pudieran responderse,
el problema de nuestra vida no habria sido mids pe-
netrado. Desde luego que no queda ya ninguna pre-

gunta y precisanente €sta es la respuesta.

La solucidn del problema de la vida estd en 1la

desaparicidn del problema.
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APENDICE A

Russell y Whitehead definen en Principia Mathematica
lo que es una proposicidn significativa, de una manera
larga y complicada. Nos contentamos con dar una breve ex-
plicacién de cémo lo hacen y proporcionar la definicidn
que da Elliot Mendelson en su desarrollo axiomidtico del
calculo proposicional?o

Iniciamos la explicacién de Whitehead y Russell:

Una proposicidn es significativa si es una proposicidn
atbébmica, es decir, si no contiene las nociones 'todos' o
'algunos'. Otra manera de definirlo es la siguiente:

Una proposicién A es atdmica si es de la forma:

R'(x) significando: 'x tiene el predicado R'',

R''(x,y) significando: 'x estd en la relacidén R'' con y'.
R''¥(x, vy, z) significando: 'x, y y 2z estan en la relacidn
R!|||-

También son proposiciones significativas aquellas que
s¢ obtienen mediante la idea primitiva p‘q que es verda-
dera cuando p o q o ambas son falsas.

A partir de las proposiciones atdmicas, se pueden
construir proposiciones moleculares, que también son sig-

nificativas, con el uso de la anterior idea primitiva,
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substituyendo en p y/o q otras proposiciones de la forma
alb donde, a su vez, a ¥y b no son necesariamente at6micas.
Se definen también las funciones de individuos, funciones
de funciones) etc. que son llamdas matrices y también son
férmulas significativas. Asi, si f(x1,xz,...xn) es una ma-
triz, entonces, (xj)f(x1,x2,...xn) y (Exj)f(x1,x2,...xn)
también son férmulas significativas.

Damos a continuacibén la definicidn de f6rmula signi-
ficativa de Mendelson de la teorié formal L del cdlculo
proposicional:

Los simbolos de L son ~ ,=>, ), (Y las letras Ai
con enteros positivos como subindices. Los simbolos ~ y

2 son llamdos conectivos primitivos y las letras A; son

llamadas letras proposicionales.

Son férmulas significativas a) todas las letras pro-

posicionales y b) si Ay B son férmulas significativas,

entonces ~ A Yy A>> B también son férmulas significati-

vas.
Mendelson llama a las fdrmulas significativas f&rmu-

las bien formadas pero esta diferencia es tan solo de no-

tacidn.
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APENDICE B

Afirmar que las Matemiticas son una creacién humana,
implica aceptar que no es posible hablar, por ejemplo, de
ttayectorias parabdlicas o elipticas cuando el hombre no
habfa inventado estos conceptos. Negar la existencia de
tales conceptos antes de su invencidn no es, por cierto,
descabellado pues al afirmar que un cuerpo sigue lo que
llamamos una ‘'trayectoria parabdlica' estamos realmente a-
busando del lenguaje, puesto que lo que estamos haciendo
es idealizar un cierto fendmeno y ver que cierto modelo
matemidtico lo describe con mayor o menor exactitud. Es-
trictamente hablando, ningdn cuerpo sigue una trayectoria
parabdlica.

Una paribola es una abstraccibén tal que ni siquiera
somdgs capaces de imaginarla, aunque lo que dibuiamos con
el nombre de pardbola, sea una buena aproximacidén a la vi-
sualizacidén de tal concepto.

Una pardbola, como todo ente matemdtico, es el fruto
de la actividad intelectual guiada o no por la naturaleza
y la experiencia, y existe solo en el intelectc. No obstan-
te, es cierto que antes de ser inventadas las parfbolas,

los cuerpos lanzados desde la superficie terrestre con un
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cierto dngulo distinto de 90°con respecto a la horizontal,
g P

seguian una cierta trayectoria, la cual puede ser represen-

tada matemdticamente por una paridbola, pero tales trayec-

torias no pueden llamarse 'paribolicas' . Podria decirse
que aqui hay una coincidencia tal que el ser humano ha des-
cubierto que tales trayectorias son pardbolas, no que las
ha inventado; pero interpretar asi la correspondencia entre

las multicitadas trayectorias y las pardbolas no es mids que

una toma de posicidn filosdéfica al respecto, mas no un he-

cho concluyente.
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