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INTRODUCCION.

Cuando los fimicos de principios del siglo xx, la mayor
parte de ellos partidarios del determinismo mecanicista, se
enfrentaron a problemas como el de la radiacion del cuerpo
negro, gque llevaba, con suposiciones clasicas vy el teorema
de l'a equiparticion de 1a energia a resultados totalmente
contradictorios a l1os experimentales, se empezd a vislumbrar
que la fisica hasta entonces conocida no era capaz de pro—
porcionar una explicacién satiasfactoria para este y otros
problemas, comp es €1 caso del atompo de hidrédgeno, en el
cual, aunque el maestro Balmer vy el espectrocopista Rydberg
habian encontrado, en el siglo pasado, formulas empiricas
que predecian cerrectamente las longirudes do onda de sus
lineas espectrales , todo internto para fundamentarlas teéri-—
camente habhia fracasado. Fue precisamente el interés por
explicar la estructura de los Atomos y sus propiedades i-—
sicas una de las causas que did nacimiento a la mecinica
cudntica.

Se puede decir que ésta teoria surge en 1900, cuando
Max»x Planck sugirié, por vez primora, una hipdétesis cudntica.
En 1905, Albert Einstein generalizd la misma para incluir el
efecto fotoeléctricog y en 19213, Niels Bohr la aplica con
éxito al atomo de hidrdégeno, loagrandose asi el primer avance
significativo en la comprensién de la dindmica de las parti-—
cul as atdmicas. Finalmente, en 1926-1927 Werner Heisenberg,
con la mrcdanica matricial y Erwin Schrédinger, con su meci—
nica ondulatoria, formulan de manera diferente (aungue equi-
valente) e independiente ecuaciones matematicas gue conten{-
& e descripeion correcta v adecuada de esta teoria.

A partir de entonces, la mecdnica cudntica ha sufrido
un acelerado desarrollo y se ha utilizado para todo tipo
de cAdlculos. Sin embargo, las matemAticas que rigen la ecua-—
cién de Schridinger estan lejos de aser simbles y molo en
unos cuantos casos aislados se encuentran soluciones exactas
para esta ecuacidn. Esto ha originado que se hayan creado
numerosos métodos aproximados para resolver problemas con-—
cretos, encontrandose entre ellos, principalmente, el método
perturbativo, el método variacional de Raleigh-Ritz, el mé-—
todo autoconsistente de Hartree—Fock, e1 método estadistico
de Thomas—Fermi ¥y, &n casos mis especi{ficos, los métodos de
apantallamiento. Todos éstos seran descritos brevemente en
el siguiente capitulo, enfocados al problema del cdlculo de
la energia total del estado fundamental de los Atomos.



El objetivo del presente trabajo es presentar un modelo
atémico sencillo que permite calcular energias totales
(energia del estado fundamental) con una precisiéen razona—
blemente buena dada la simplicidad del modelo, y que permite
hacer estos calculos incluso mediante papel y lapiz.

El trabajo consta de tres capitulosg en el primoero se
describen brevemente 11los modelos atdmicos mads senciilos y
los métodos aproximados de c&lculo de soluciones a la ecua-—
cidén de Schriddinger; en 21 segundo se exponen algunas ideas
de los modelos de apantallamientoi en el tercero se desarro-—
1la el modelo propuesto basado en un modelo de capas con or-—
bitales electrdnicos de tipo hidrogenpide vy suposiciones
simplificadoras; y, finalmente, las conclusiones del presen—
te trabajo. Se incluyen ademds un par de apéndices con algu—
nas demostraciones auxiliares y un listado del programa en
BASIC con el cual se generaron 10s resultados presentadon en
el capitulo tres.
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CAPITULO 1.
PRIMEROS MODELOS ATOMICUS.

A finales del siglo pasado, yva se habia descubierto el
electrén, asi como la radioactividad y las particulas alfa,
beta y gamma. Durante los primeros 10 afos de nuestro siglo
se empezdé a formar una concepcidén de la estructura atdmica.
Primero se postuld un modelo que consistia en imaginar a los
a los electrones (casi puntuales) inmersos en una distribu-—
cidon uniforme de masa Yy de carga positiva. Este modelo, su-—-

gerido por J. J. Thomson. fue conocido como el modelo del
"Budin con pasas”.

En 19211, Rutherford, al analizar los
dispersidén de particulas alfa por materia, concluydé que los
resultados eran  explicables por fuerzas repulsivas que
fueran como e! inverso del cuadrado de la distancia (fuerzas

—-12

experimentos de

electrogstiticas) para distancias del orden de 10

cm., las
cuales eran

demasiado pequeias comparadas con las dimensio-
-8

nes calculadas de los Atomos, que eran del orden de 10 cMma

l-a consecuencia l16gica de estos resultados fue la crea-
cidn de un modelo atdmico con un nucleo pequeio de carga po-—
sitiva, que contenia la mayor parte de la masa, rodeado de
electrones moviendose alrededor de ¢é1. Sin embargo, ese mo—
delo mostraba algunas iaccnzgizteoncs aar por ejemplo, 108
elettrones clircundantes eran cargas en movimiento acelerado
vs de acuerdo a las leyes de Maxwell, debian radiar energia.
Luego, el electron perderia energia cindtica y eventualmen—
te. caeria al nucleo, con la consecuente destruccion del
Atomo, cosa que desde luego noc sucede.

Estas dificultades fueron abordadas por N. Bohr en
1913, proponiendo un modelo semiclasico del Atomo. Bohr basé
su modele en las sigulientes suposicioness



I.- Un electrén en un Atomo puede moverse entorno al, nu—
cleo en ciertas érbitas circulares (o estados esta-
cionarios), sin emitir radiacién.

II.- Los estados estacionarios permitidos son aqguellos
para los cuales el momento angular orbital del elec—
trénm es igual a un maltiplo entero de M3 es decir
L =mvr = nh, conn = 1, 2. J3,.... ¥ h la constante
de Planck, o bien dentro de 1a formulacion de Som—
merfield

I111.— Cuando un electrdén "brinca®™ de una orbita, caracte—
rizada por una energia Efn), a otra, caracterizada
por una enerqgia E(m), se emite (o absorbe) una can—
tidad de energia hv tal que hv = E{tm)-E(n).

De acuerdo a la mecanica clasica, 5i se supone ol oleso—
trén en una drbita circular de radio r alrededor del nuacleo
del Atomo de hidrégeno, con una velocidad lineal v, éste ex—
perimenta una aceleracién centripeta igual a v2/r, la cual
debe ser igual a la atraccién electrostatica, que en unida-—
des cgs es e2/r2. Por lo tanto se cumple gue:

mvz /r = e?/rz. ) ¢ 1.3

. De agqui se obtienen los siguientes valores para la
energia cinética T = Mmvi = Ye2/r , la energia potencial
V= -p2/r , 1a energia total Em T+ V = -¥e2/r y el momen—
to angular L = mvr = 2J{rme2). En este punto se usa la con—
dicién de cuantizacién de Bohr, mvr = nh/2w, sustituyéndola
en las ecuaciones de la energia total, y despejando el .radio
se obtiene

E=1/n ; € 1.2



donde « e I son dos constantes conocidas como radio de Bohr
y energia de ionizacién del hidrdégeno respectivamente.

Estos resultados permitieron explicer la formula de
Balmer, ya gue un electrdén al pasar de un estado con momento
angular mh /7 2w a otro con m"h / 2w deberia perder una ener—

.gia E® = E (i/m2 - 1/m*"2) como lo predecian estas formulas.

Este modelo fue refinado por el mismo Bohr y Sommerfeld
para incluir drbitas elipticas y efectos relativistas. Sin
embargo, este modelo tenia suposiciones ad hoc para explicar
algunos resultados expprimentales vy se preveia su abandono
cuando surgiese una teoria mas completa.

El adgvenimiento de la ecuacién de Schrédinger propor -
ciond una teoria qeneral que entre otras cosas permitidé cal-
cular otras propiedades del Atomo de hidrégeno. Al tratar de
aplicarla a problemas mas complejos, como Atomos con mas de
un electrén 6 potenciales menos simples, se encontrd que la
ecuacién de Schriédinger no era separable, lo cual l1levd a la
creaci dn de métodos de solucidén aproximados.

Uno de estos métodos es el variacional. En ¢l se calcu—
la el valor promedio del operador hamiltoniano para cierta
funcidén u, (llamada funcion de prueba), y ésta se varia hasta
encontrar valores de u gque hagah estacionario al valor medio
del hamiltoniano, es decir que pequefios cambios en u no hagan
cambiar al valor medio del hamiltonianc cino on cantidades de
segundo’ orden (del orden de (Su)2 ). Este método proporciona,
en tasos sencilios; buenos resul tados y dependiendo del name-—
ro de paranetros sobre los que se haga variar la funcidn de
prueba y de un disefo adecuado de ésta se obtienen resul tados
bastante matisfactorios; por eJemplo{ para el Atomo de helio
se obtienen los siguientes resultados:

Energia de Ionizacidn Un parametro Muchos parametros
{experimental)

0.90372 ua 0.85 ua ‘0. 90359 ua



siendo ua la abreviacidn de unidades atémicas. En el caso de
un parametro, es interesante notar que dicho parametro sea
la carga efectiva que sentirian cada uno de los dos electro-
nes. Es pertinente en este punto aclarar un poco los valores
de las unidades que se utilizan a 1o largo del trabajo. A
esta escala energética las unidades mas comunes son el elec-—
tron—volt (eV), el Rydberg, y los Hartrees o unidades atémi-—
casi el valor de estas unidades es para el eV, 1a energia
que necesita un electrén para vencer un potencial de un
volt; el Rydberg corresponde a la energia total de ioniza—
cién del Atomo de hidrégeno, que tiene un valor de 13.6 2V,
y fue originalmente considerada como la unidad atdémica, de-—
finicidn que se dejo finalmente para los Hartrees los cuales
tienen un valor de 27.2 eV.

Otro de los métodos mads utilizados es el basado en la
teoria de perturbaciones. Este métcdo tiene unk  aplicacién
exitosa en el caso de que el problema planteado se pueda

considerar como una modificacidn pequeifa a un problema cuya
solucidn se conoce.

Supongamos qQue conocemos la solucidén a la ecuacidn de
Schridinger para un problema cuyo Hamiltoniano es Hi consi-
deremos ahora el problema de un nueveo Hamiltoniano H*= H + V
donde e1 potencial V es pequeio en comparacidén cen H vy puede
ser debido a cualquier tipo de interaccidn interna o externa
con el sistema original, (ej. un electrén en un campo magné-—
tico externo de baja intencidad). Si H” se parece mucho a H,
(V pequefio) es razonable esperar gque las soluciones de de H’
se parezcan a las soluciones de H, salvo por algunas peque-
fas correcciones debidas a 1la perturbacidéng esta idea es la
que maneja la teoria de perturbaciones. Ee sencillo demos-—
tirar taungue lahorioso) . desarrollando la funcién perturbada
en serie de un conjunto completo de eigenfunciones del pro—
blema no perturbado, qQue si e considera E § = H § Ta ecua—
cién del problema no perturbado v EE = H*§ la ecuacion del
preblema perturbade; con H* = H + V, entonces E* = E + §E +
SET 4+ ...ay v les valores de §E y 6E2 que se obtienen son
respectivamente (caso no degenerada):

SE = <nt V in> ¢ 1.3 )

SE2 = E Ctn,k)<ni ¥ k>

< 1.4 )
k#n



donde €(n,k) son los coeficientes que se obtienen al desa-—
rrollar la funcidén de onda en términos de las eigenfunciones
del problema no perturbado.

Algunos ejemplos practicos donde se puede trabajar con
éste método y obtener resultados aceptables son el efecto
Stark, el electron en un campo magnético débil, el oscilador
no armonico, etc.

Encontrar la soluciéen exacta de )7 ecuacidén de Schri-
dinger para Atomos con mds de un eloctrdén oo imposible. Sin
embargo, el hecho de que se hallan encontrado soluciones
aproximadas para el Adtomo de helio, 1legandose al grado de
obtener resultados que caen dentro del error experimental,
ha convencide a2 los ficicos de que la ecuacidén de Schridin-
ger para el problema de muchos cuerpos es un buen punto par-
tida para atacar atomos mas complejos; sin embargo, los mé-
todos usados con el helio (método variacional con varios
pardmetros, método perturbative), se vuelven muy complicados
al tratar de aplicarlos en Atomos con mds de dos electrones,
1o cual obliga a buscar soluciones mds simples.

LOS METODOS DE HARTREE Y HARTREE-FOCK.

Uno de los métodos simplificadores es el conocido come
método del campo autoconsistente. En &1 se supone gue cada
electrdn se mueve en un potencial promediado proveniente del
nitleo v los electrones del Atomo: se resuplve la ecuacion
de Schriédinger para un electrén dado moviendose en el poten-—
cial propuesto, 1o cual no es muy dificil dada la simetria
esférica del problema. Se elige la funcién para el ndmero
cudntico deseado (basados en suposiciones externas al modelo -
que pueden ser por ejemplo funciones del tipo Thomas-Fermi,
o bien estimaciones burdas basadas en datos experimentales),
y se busca 1a densidad de carga que preoviene de este elec—
trdény de esta manera se construye la densidad total de carga
del Atomo y se  encuentra el potencial correspondiente por
métodos electrostaAticos. Este nuevo potencial calcul ado debe
coincidir con el que se propuso al resolver la ecuacidn de
Schridinger, en 1 caso gque este fuera el campo autoconsis-—
tente. Hartree, quien propone un procedimiento iterativo
para determinar el campo autoconsistente. Egte se basa en-




proponer funciones de prueba que esperaba fueran parecidas a
las autoconsistentes y a partir de ellas calculaba 1las den-—
sidades de carga y los potenciales asociados. Luego resolvia
la ecuacidon de Schrédinger para estos potenciales vy obtenia
como resultado final funciones de onda que desde_luego no
coincidian con las propuestas originalmente, pero ehcontré
que si repetia sucesivamente &1 proceso tomando cada vez
como funciones iniciales 21 resultado final del anterior ci-—
clo de calculos, entonces esta sucesidén de Ffunciones era
convergente y, de hecho, convergia al campo autoconsiste.

En un campo esférico, la funcidn de onda de un electrén
es muy similar a las funciones hidrogenoides. De hecho la
dependencia angular es la misma y solo difieren en su depen—
dencia radial. Sin embargo, en el esquema que hasta ahora se
ha planteado; tal parcco gue el eleciron ¥Ysiente® { se ve
afectado por) su propia distribucién de carga. Esto llevaria
a resultados contradictorios con los resul tados electrosta-
ticos para e! caso de orbitales electrénicos muy grandes ya
que se predice un potencial que es muy cercano a cero, en
vez de 1a proporcionalidad con ~1/r como predice 1a elec—
trostatica. La manera como Salwva Hartree este inconveniente
en su método es simplemente omitiendo la contribucidn de la
carga del propio electrdn al calcular el potencial efectivo
correspondiente. S8in embargo esto implica el tener que re—
anlver la escuaclén de Schridinger con potenciales diferentes
para cada electré6n, 1o cual complica el calculo. La correc—
cidn a este efecto se conoce como la correccidn de autosner-—
gia.

En otros métodos derivados de édste. Va miema corroccidn
se hace usando otras técnicas; entre esllas mencionamos la
del hoyo de Fermi, sin entrar en mayor detalle ( una breve
discusidén al respecto se puede encontrar en el libro de Sla-
ter citado en la bibliografial). Se puede considerar que
que incluso con estas correcciones ésts método sigue siendo
un modelo de campo central y de particulas independientes,
dado que el potencial se considera estrictamente radial y la
interaccidn interelectrénica o considoara coms una variacion
al potencial radial.

Como resultado final del método autoconsistente se ob—
tiene una funcisén de onda para e1 problema de muchos elec—
trones escrita como el producto de 1os orbitales o funcio-—
nes de estado de todos los ,electrones del Atomo; los reque—
rimientos cuanticos de antisimetria ( principio de exclusion
de Pauli ) demandan que en vez de utilizar simplemente. el



producto de los orbitales se utilice un producto "antisime-—
trizado”, es decir una funcién de tipo determinantal. Las
anteriores suposiciones, aungue en este raso resultan ade-—
cuadas, no tienen por gque llevar a la verdadera funcién de
estado, dado que el modelo no refleja la verdadera estructu-—
ra atdmica. En este punto es factible utilizar el principio
variacional, por ejemplo variando cada uno de los funciona—
les orbitales, de manera que se minimice la  energia total
del sistema y, de hecho, este es el procedimiento que se si-—
gue en la practica y de ¢é1 se derivan en el caso de usar la
funcidn producto de los orbitales, el método de Hartree vy,
en el caso de usar la funcidén determinantail, 21 método de
Hartree—-Fock.

Desde luego aun se pueden encontrar variaciones mas re—
finadas de los métodos anteriormente descritos. Por ejemplo,
una correccién que es importante apuntar es sin duda la co-
rreccion relativista, la cual tiene que ver con el aumento
de l1a masa de lpos e2lectrones de las capas electrénicas mas
internas. Sin embargo, no es el objetivo del presente traba-—
io el presentar un andlisis mas detall ado de estos tépicos.
Para concluir se incluye la tabla 1.1 que muestra, para el
intervalo de Atomos en gue se cuenta con valores confiables
de su energia total y varias columnas que corresponden a los
valores calculados por el modelo de Hartree—~Fock contra los
experimentales, indicando 1la ltamada "energia de correla-—
cidn' Qque nNo es mAs que la diferencia entre el valor experi-—
mental y el valor calculado, junto con algunas otras canti-
dades derivadas de esto que son de interés fisico.



ENERGIA DF

ENERGIA DE ERROR CORRELACION
ATOMOD ENERGIA H-F CORRELACION FRACCIONAL /ELECTRON
1 H ~0.50 0.00 0.00 0.00
2 He —2.861679 —=0.042404 0.01465 0.02102
3 554 —7.432726 ~-0.0453 0.00611 0.0151
4 Be —~14.57302 —0.0944 0. 00650 00,0236
S B —24.32905 —-0. 109 0.00443 0.0218
& 4 -37.68861 ~-0.146 0.00382 0.0243
7 N ~-54. 40091 ~0. 188 0.00345 0.0269
a8 a -74.80936 -0.258 0.00345 0.0323
9 F —99.40929 ~0.324 Q. 00325 0.0360
10 Ne —128.5470 -0.398 0;00310 6.0398
1i Na -161.8588% -0.403 0.00250 0.0366
12 Ma —199. 41441 ~-C.458° 0,002z 00,0375
13 Al —241.87665 ~0.482 0.00200 0. 0371
14 Si- ~288. 85429 —-0.522 0.00181 0.0373
15 —-340.71871 ~0.561 0.00164 ' 0.0374
16 ~X97.50474 ~C« 640 0.00161 0.0400
17 c1 —45%9.48197 ~-0.712 0.00156 0.04319
iB Ar ;526-81743’ -0.791 0.00151

0.0439

TABLA 1.1

( Martrees )




Et. MDDELO DE THOMAS-FEFRMI.

Este método estd basado en 1la teoria de Fermi-Dirac
para un gas de electrones. En el se supone que el potencial
electrostatico V(r) en un atomo tiene una variacién sufi-
cientemente lenta a 1o largo de una distancia correspondien—
te a 1a 1longitud de onda de los electrones coma para gue
pueda haber muchos de ellos dentro de un volumen tal que el
potencial no cambie sensiblemente a lo largo de este volu-—
men ., £n estas condiciones se puede aplicar wn tratamiente
estadistico a los electrones usando precisamente la teoria
de Fermi-Dirac.

La condicién de variacidén lenta del potencial radial
hace que este enfoque no proporcione buenos resultados para
el caso de atomos con pocos electrones, debido a que en
estos casos dicha suposicién se aleja wmucho de la realidad.
Conforme aumentas el numeroc atomico los resultados mejoran
llegando a ser "exactos" en el limite cuando 2 tiende a in-—
finito. :

A temperaturas normales la energia térmica es muy pe—
queia comparada con el potencial, excepto para los electrones
que se encuentran mas alejados del atomo pero, en este caso,
la probabilidad de encontrar un electrén es pequefFa. La ener—
agia potencial de un electrdén en un punto r sera pues —-elV(r).
Se supone B ademds que se tienen  electrones moviendose con
todas las energias cinéticas posibles entre 0 vy eXxVir), lo
cual permite considerar que incluso 1os electrones de mayor
energia cindtica no escapan del atomo.

El método de Thomas—Fermi supone a continuacidén que la
densidad de carga del gas de electrones a una distancia r
del nidcleo estd determinada por la energia cinética maxima
en este punto, 1o que 1leva a una densidad electrénica de
carga en unidades mks que esta dada por

: . z/2
T =-8 % (Bu/3) & ( [2%mke ¥ V(r)3 ) /

TN

. ¢ 1.5 )



. fe Rt

Hay que considerar, ademis, que en el A&tomo la carga
positiva no s2 encuentra uniformemente distribuida, sino que
estd concentrada en el nucleo y tiene un valor igual a Z%xe.

fAhora bien, el potencial electrostdtico queda determi-
pado por la ecuacién de Poissong utilizando la densidad de
carga ¢ 1.5 ) obtenemos

3/2
L2V = —g/€ = -e¥(8n/J)%(L2%mke ¥ Vr)] 'y / €%h ¢ 1.6 )

]

donde L2 es el operador laplaciano. Esta es en realidad 1a
formula fundamental de la ecuacldén de Thomas—Fermi para de-
terminar el potencial V. Esta forma fundamental se puede
=implificar haciendo un cambio de variable y lliegando a las
siguientes expresiones:

1/3
r=( afx / 4 )X( Q%wz / 237 )

‘Ur) = ( Zke / 4ARUNERr ) Vir)js

g = Ulr)s « 1.7

en las cuales Z representa el nimero atémico y oo @8 el radio
de Bohr para el estado fundamental del hidrégeno con 1o cual
1a f6roula ¢ 1.6 ) toma la forma

3I/2 ~1/2
d:g/dxz = § ' x « 1.8

que es 1a forma eastandar de la ecuacién de Thomas—Fermi para
el potencial.

Aungue la ecuacisoén 1.8 no puede ser resuelta analitica-
mente, se encuentran soluciones numéricas. Antes del desa-
rrollo de 1os métodos de campo autoconsistente, este método’



fué ampliamente usado para ciertos cadlculos en los que s
obtenian buenos resultados, a pesar de que se desprecia to-
talmente la estructura electrdénica de capa=z. AuUn despuds del
advenimiento del método da! campo autoconsistente, todavia
encuentra aplicaciones, como por ejemplo para usar esta so—
lucién como funcidén de prueba inicial para el caAlculo del
campo autoconsistente, 1o que proporciona una rapida conver-
gencia a las funciones correctas, y también en el cAlculo de
la correccidén por autoenergia de los electrones, de la cual
s hablé anteriormente.



CAPITULO 2.

MODELOS DE APANTAILAMIENTO.

La suposicioén inicial, en la que estan basados los mo—
delos conocidos como de apantallamiento, consiste en la vi-
sion simplificadora del potencial que afecta a los electro—
nes en un atomo complejo como un potencial central debido al
nuacleo, pero disminuido en una cierta cantidad (Yapantalla-
do"), la cual de alguna manera toma en cuenta el potenci al
de interaccion entre el electrén al gue se estd calcul ando
el potencial vy los demids elettrones del nlbcleo. La mayoria
do las vocoes ooto enfoque ests basado en el modelo atdomico
de capas, tomando generalmente parametros para las funciones
de onda orbitales que son fijadogs semiempiricamente. Las
funciones de onda derivadas de esta manera se atilizan prin-—
cipalmente como una primera estimacioén razonable en muchos
problemas atémicos.

Uno de los modelos que vamos a describir en esta seccidn
s el propuesto por iuller et al. (1973) en el cual los or-—
bitales a partir de los que se construye la funcidn de onda
total se suponen de tipo hidrogenoide, con cargas nucleares
efectivas Z(1), que dependen en ] numero cuantico !, siendo
2¢(1> un parametro variacional.

£1 enfoque tomado es esencialmente el de Raleiah-Rit>
{(variacional), 1o cual hace siempre pesible el mejorar re-—
sultados simplemente  incluyendo mayor nUmero de paramztros
variacienales en la funcién de onda propuesta. La funcién de
onda de prueba gue se propone es el producto de orbitales de
tipo hidrégenn,  con cargas nucleares efectivas diferentes.
Estas cargas, que seran 1o parametros variacionales, se
restringen a priori de manera que se mantenga un conjunto
ortogonal de funciones.

. El principal criterio usado para determinar los parame—
tros variacionales es el de la minimizacidon de la energia
total del a&tomo. La funcidn de prueba se2 toma como un pro-—
ducto antisimetrizado de Z orbitales hidrogenoides distin-
tos, con Ctargas nucleares efectivas diferentes (parametros
variacionales). Por simplicidad se excluyen del calculo las
contribuciones negativas de intercambio electrdn—electrén y



582 supone que, por argumentos de ortogonalidad, las cargas
efectivas son independientes del namero cudntico n. Con ob-—
jeto de poder utilizar simetria esférica en los cAlculos se
toman dichas cargas independientes de ml y ademas por argu—
mentos fisicos y de simetria se las hace independientes de
ms.

Para evaluar el potencial de iteraccién Ve-e se toma
como punto de partida la integral de Slater {1268)

F9(Z,Z*.nl,n’1*) = e? I I R2nl1(Z1,r) % R2N1(Z1°,r")

X ¢ i/rmax ) rz ¥ r*2 dr dr’ < 2.1 )

en donde F° es l1la integral de Slater, r y r* son los radios
electron—-nidclen , RNl (Zl,r) es la funcidén de onda radial hi-—
drogenoide para una carga Z1, Ny 1l son 1los nimeros cudanti-—
cos, y rmaz €1l mayor entre r y r*. Se hace una simplifica-
cion de 2.1 al sustituir el término ¢ t/rmax ) sinplemente
por ( i/r ) 6 ( 1/r" ), utilizando la r 6 r* a la cual co-—
rresponda un conjunto de numeros cuanticos { n,1 > mayor, en
orden creciente de n y, dentro de cada n, en orden creciente
de 1. Esta sustitucidn corresponde al caso de apantallamien—
to externo nulo. Después de varios caAlculos se 1llega a la
sigquiente expresidn para la energia total del atomo:

=1
E £ (e2/a)sl ( 21%(Z1-2Z)%x L (nl)/(2%n2)

1 n=1+1
S .
A Z1% R AR13Z - 0inld 3/ (ZEn2)
n=1+1
[-3 . ;
+ Z1% £ A{R1)XN(PL)/ (n2) ) < 2.2

n=l+l



en la cual s es el valor maximo tomado por n en el Atomo,
Anl) es 41 numero de electrones en la capa nl, Z1 son las
cargas nucleares efectivas, Nnl) es 1 nimero de electrones
que caen en la subcapa nl.

Si se minimiza la energia con respecto & Z1 se obtiene, des-—
pués de derivar 2.2 e igualar a cero, que las ecuaciones
para Z1! son ecuaciocnes separadas, vya que la solucidn de Z1
no depende del valor de Z1". Estos valores estan dados por:

Zimin = Z ~ ( % fi(nl) ¥ [ N(N1) + (1/2) ¥ (nl1)=1/2 I7(n2)

x 174 £ [inix/tn2) ) ¢t 2.3 )
n=1+1

usando los valores de Zimin obtenidos con el procedimiento
anterior se "obtienen los resultados mostrados en la tabla
2.1 para algunos adtomos.



TABLA 2.1
Energia Energia Modelo propuesto Energia
Thomas~ TF
Z Fermi mejorada Configuracidén Energia "exacta”
2 1 5 2
1s 28 2p 3d 114 128.5
2 2 & -
i0 1466 158 1s 2s 2p 113
a8 2 .
3d 4+¢ 611 &74.8
2 & 2
20 334 750 35 p 4s 572
11
4+ S5g 3240 2539
2 & 2 2
40 4210 3760 43 p d Ss 3040
10 14 7
4d ¥ Sag b&h 8550 9284
2 & 10 4
&0 - 10830 9700 48 p do F
2 & 2
S5s p 68 8080
18 2
Sy & £ 7000 18409
2 &6 10 2 ‘
80 21200 192000 Ss p d 68 16100

% Todas las energias en Hartrees.




El hecho de que en la aproximacién se considera la car-
ga efectiva Z1 independiente del namero cuantico n hace que
la descripcidén de los electrones externos sea muy poco pre-
cisa, ya que dos electrones con el mismo valor de 1 son tra-
tados igualmente, aunque uno se encuentre mucho mas cercano
al nécleo que el otro, 1o cual no es muy apreciable en cal-
culos energéticos, ya que la contribucién de estos es peque-
fa comparada con la de los electrones de capas internas.

Otro mcdelo reciente que utiliza el método de apanta-
llamiento es el propuesto por Kregar <1984) . Dicho aucter
considera un Hamiltoniano del tipo

n
H= & P2(i) 7/ ( 2fm¢i) ) +
i=0
n n
E £ qti) % g3 / rdij) < 2.4 )
j>1  i=0

en la cual el primer término corresponde a la energia ciné-
tica, el sequndo término a la energia potencial, indicando
el indice i=0 al nucleo atdémico, vy q(i) es 1la carga de la
‘particula i3 en este caso q(0) = Z, q¢i) = q(i) = —~1. A par-
tir de éste hamiltoniano y mediante argumentaciones basadas
en el teorema del virial obtiene un hamiltoniano que es

0
H= £ CP2i) /7 € 2%m€i) ) — Z(i) /7 rid) ) ( 2.5 )
i=1 -

cuyas soluciones son funciones de onda del tipo hidrogeneoide

i =3 < ri 1 i1 >=RnlCZWEI),ri > x Yim(p,s) ( 2.6 )



en donde %¥i es la funcidn de onda correspondiente a la par-
ticula i, ri es el radio de esta, Rnl (Z¢i), ri) es la parte
radial de las soluciones de la ecuacién de Schriddinger para
el aAtomo hidrogenoide con carga nucleer Z(i), vy finalmente
Yim(p, @) es la parte angular de las mismas. Para estas fun-
ciones, es relativamente facil encontrar l1os valores espera-
dos de las energias cinética, potencial y total para cada
una de las particulas, siendo estas :

Ek(i) = < 1 | P2(i) / (26m¥id) 1 i > = Z22¢i) / (2&n2 (i))

Ep(i) = < & | V@) r@id)) 14 > =< 4 1 ~Z) / r¢dd) 1 >
= =22(i) / ( n2(i) )
Et(i) = Ek(i) + Ep(i). ¢ 2.7 )

Una primera opcidén sencilla que propone Kregar para el
cé&lculo de los valores de Z(i) estd basada en el conocimien—
n
to de los valores esperados de < r > para las funciones del
tipo 2.6 gue estédn citados ampliamente en 1a literatura (Con-
don & Shortley. (1964) >. A partir de ellos daspeja el valor
de Z(i) correspondiente para obtener:

172
T = ([ nzX( Snz+1-3X1 (1415 ) /¢ 2%<r2> 3 1>
ZCG) = ( In2—1(1+1) ) /( 2%< r > )
-1
ZCi) = N2k >
3 -2 172
ZG) = (L n %2 C1+1/2)0%< > D) « 2.8)

- . m

Ahora se pueden tomar 10s valores esperados de < r >
provenientes de ca&lculos Hartree-Focki los resultados que
se obtienen permiten calcular una Z(i), pero los valores
asi{ calculados diferiran entre si, dado que los distintos
momentos amplifican de manera di ferente las partes radiales
‘de la funcion de onda. Sin embargo, es posible usar 1 pro—
medio de los valores asi obtenidos como una estimacién del
valor buscado.



regar presenta ademas una derivacién alternativa e
independiente que no necesita basarse en cdalculos Hartree—
Fock. Este método consiste en dividir el operador de ener—
gia potencial entre dos cuerpos del hamiltoniano 2.4 en una
suma efectiva de operadores de un cuerpo, limitandose a 1a
aproximacién de campo central.

El valor que se propone en este método para el valor
esperado < s@.t | 1/r(a,t) | s,t > es

j [@"s(r(t)) + @ s(r(L)}] dqlt) ¢ 2.9 )

en donde @’s(r(t)) es la parte del potencial correspondiente
a la carga del electron s mas alejada del ndcleo que r(t)
(porcién de la carga del electrén s que se halla mas alejada
del nacleo que r(t)), con valor

Bralr(t)) = .f 1/r¢s) dqis) ¢ 2.10 )
rito .

mientras que @°°sir{ci) es 1a pairie oel potsncial Zekida =z
13 carga del electrén s mas cercana al ndcleo que rit) (por—
cidén de la carga del electron s que se encuentra mas cercana
al nacleo que rit)) con valor

re)

@*relr(t)) = L/r(t) j dg(s) ¢ 2.11 )
[¢]

A partir de estas formulas define ahora unos parémetroé
dé apantallamiento externc e interno como sigues



L+ o«

j dg(t) J (1/r(s)) dg(s) = g(s,t)X<sii/ri(s)is>
o r(t)

@ ©

j dg(s) I (i/r(t)) dgt(t) = (L, s3%R<tit/r )y it>, ¢ 2.12 )
(o] ris)

En el caso consideradoe de las funciones de tipo hidro-—-
-1

gencide se obtiene, usando el valor de < r >
= =
gl(s,t) = ¢ N2 (s)/Z{(s))Xk I dg(t? f (1/r (5)) dqt(s)
¢] r(t)
o o

flt,s) = ¢ N2 (L) /7Z2CEN) % I dgis) I (1 /r (£)) dg(t) < 2.13')
o ris)

en los cuales gis,t) es el parametro de apantallamiento
externo y f{t,s) es el pardmetro de apantallamiento interno.
Después de un poco de &lgebra, utilizando 1l1las ecuaciones
2.4, 2.9 y 2.12, se llega un valor para Z(i) que es

Z¢iy = ~L E qfi) % Qi3> % £Cigi) +

: i<i -
E qQ€i) X (3> % £, 5> 3 . (2.148 )
i>i :

Algunos algoritmﬁs simples para calcular los valores de
gliy3) y f£(i,J) son propuestos en Bessis. N. and Bessis. G.
J., (1981).



Muy recientemente G. W. Farker (19864) ha propuesto otro
modelo que cae dentro de este tipo de cdlculos, en el cual
propone un potencial efectivo que esta dado por

Vir) = — (Z-Mr))/r + LIr)  2.15 )

donde se considera
r

Mir) = .I.‘Intriicr(r) dr ( 2.18 1}
.0

comb la carga de apantallamiento interno, vy

Ltr) = qukrxo(r) dr el ¢ 2.17.)

% - B

come el potencial debido a la densidad de carga externa al
electrén. A continuacidn hace las siguientes aproximaciones

- B O, =243}
o @
j 4uikr2 ko (r) dr‘-l- 1/2 .[thrtr‘ltcr(r)_ dr p=En
O : [v] .
@
oj 4ukr2 %o ({r) dr ) P<n
L




O, P>n
@ @
j 4ukricir) d r T 1/2 I 4uxrxe{r) dr p=n
(¢ . [¢]
o
j Awirko(r) dr p<n
o]
( 2.18 )
en donde p vy n denoctan las capas electrdénicas de los elec—
trones cuyd potonciesl

ge esta calculando. Introduciendo des-—
pués una correccidn para el potencial de intercambio, que no
se va a detallar agui, obtiene resultados que se comparan

favorablemente con 1os resultados obtenidos por el método de
Thomas—~Fermi.

El método en el cual estdn basados los resultados del
presente trabajo es el propuesto por Sucher (1977) cuyo desa—
rrolio se detalla en el préximo capitulo.



CAPITULO 3.
ENERGIA DE ESTADO BASICO DE LOS ATOMOS.

La idea fundamantal que sirve como punto de partida
para nuestro andlisis estd basada en un esquema. simplificado
de Sucher (1977), en el gue se considera el eigenvalor E de
una funcidn de onda ¢ del hamiltoniano no relativista de mu-

chos electrones

< 3.1

en donde el hamiltoniano es H = T+V con T = energia cinédtica
y V = energia potencial. Aplicando el teorema del virial
para este caso ( fuerzas centrales que dependen del radio

-2
como r ) sk encuentra

T = (~1/2)%V 3

H = (172

dividiendo el potenci=zl! UV &0 dos partes Vi electrén_nidcleo )
y V( electrén_electrdon ) se obtiene

N N
V=vVentVe e = § (=Z/rid + E (1/rij) ¢ 3.9
i=1 3<>i

en donde N es el ndmero de electrones, y Z vs el numero até-—
mico. Este potencial depende de los valores <i/rid> y <t/rij>
que representan los valores esperados de los inversos de las
distancias nucleo—electrén y electron—electrdn respectiva—

mente.



Asi pues

E = <381 H 13>

= (1/2)%<B! Ve e 1§>+(1/2)%<3! Ve_n 13>

Ee_e+Ee_n . ) ¢ 3.5)

Denotando con <i/r1> al promedio de los valores <i/ri>
tomado sobre todos 1los electrones y <1/ri2> al promedio
sobre todos los pares de electrones de los valores <1/7i3i>
se obtiene

E = (1/2)KZENX<I/ri> + (1/4) SNK(N-1)<1/rii>. ( 3.6 )

Para calcular los valores de <i/ri1> y <1/ri12> vamos a
hacer aproximaciones tan simples como sea posible. Se consi-—
dera un modelo atdémiro en el cual los electrones se agrupan
en capas,; gque dependen de los numeros n y 13 se supone ade-
mas que las capas estdn ordenadas en orden de n creciente, y
para capas de la misma n el orden es con 1 creciente ( este
no es el orden de llenado de capas que ocurre en realidad,
pero para efectos de nuestra aproximacion serad suficiente) .
Si consideramos que un electrdén en cierta capa “"siente” una
carga electrénica igual a la -del nuicleo atémico astenuada por
12 scuma do las Cargas slsclvdnicas de las capas mas internas
( esto es un apantallamiento total ocasionado por las capas |
internas ) el valor <1/ri12> que se obtiene utilizando la a-
proximacion hidrogenpide para un electrén en la capa % es

<L/rx> = Zx ¥/¢n ) « 3.7

donde Ix es la carga apantallada del nucleo para la capa x
y h'es el nimero cuadntico principal que corresponde a dicha
capa. - . :



Al tratar de encontrar un valor para <1/r1> sumamos 10S
<i/r»> y los dividimos entre el nimero total de electrones.
Asi pues

<1/rid> = £ ¢ (Nx/N) X<L1/rx>) ¢ 3.8 )
X

en donde Nx denota el numero de electrones en la capa x y la
sumatoria se extiende sobre todas las capas x.

tina forma de calcular <i/r12> =s por medio de un deter-—
minante do Slater, en cuyo caso se obtiene

I/r12> = (1/7(NX(N-1)))% [ (Jla,a*31-&Ims,ms’ I¥KLa, a%])
. a,a’
« 3.2

donde £ denota una sumatoria sobre todos los indices a, a’s
Sims, ms’ 3 es la funcidn delta de Dirac sobre los indices ms,
ms® 3 JLa,a’d y Klaya’l son las conocidas integrales directa
y de intercambio respectivamente:

Jfa,a”l = f DA a2} (¥ {i/ir-ri) pta’,a*’)(r") dr dr’ ( 3.10 )

KLa,a™1 = 'j pla,a*)(r)(1/lr-ri) pca,a*)&r*) dr dr* ¢ 3.11 >

En este oodelo, las aproximaciones que haremos para
calecular &1 valor de <1/ri2> son las siguientes:

i) Se supone primero que la distribucidn radial de carga
de 1p0s electrones se aproxima a una funcién §<rx>),
con <rx> = 1/<1/rx> dado per la ecuacién (3.7).



ii) Las interacciones de intercambio (K) entre electrones
de capas con diferente nimero cuantico n se despre-—
cian.

i1i) Las interacciones de intercambio (K) entre electrones
de capas con el mismo ndmero cudntico n se aproximan
por la correspondiente interaccién directa (J).

Las suposiciones anteriores se pueden interpretar fisi-
camente =2n 21 mnodelo propuesto como a) capas electronicas
que estan muy bien definidas espacialmente, y que determinan
la estructura del atomoj v b) 1la interacciéon de intercambio
entre electrones de capas que tienen €1 mismo nimero cuanti-
co es del orden do la interaccidn directa entre ellos, y es
despreciable en caso contrario.

Una wvez aclaradas estas suposiciones, consideremos la
interacci dén entre un par de electrones. Témese una distribu-—
cién unitaria de carga con forma de cascaréon esférico de
densidad de carga superficial constamte, con radio ri, Y un
electrdn a una distancia r2 del centro de esa distribucidn
de carga. Fara calcular el potencial ( el cual tiene que ver
con el valor de 1/rij ) utilizamos la ley de Gauss

J E>%dnd> = 4 ¥ w ¥ I dq (u.a.) ¢ 3.12 )
s v

siendo E> el vector del campo eléctrico, dn> el vector ele-
mento de Area, dg la densidad de carga y la integral del la-
do izquierdo se calcula csobre una superficie cerrada y la
del lado derecho sobre todo €1 volumen que abarca esta su-
perficie.

Al efectuar las integrales se considera para la primera
gue el vector de campo eléctrico E> tiene una magnitud cons-
tante { E |, sobre una esfera de radio r2 y que , en virtud
de la simetria del problema, su direccidén es paralela en to-
do punto al vector elemento de area dn>; en este caso la in-
tegral es muy sencilla y su valor-es 4w % ( r2 32 %x | E | .
ta integral del lado derecho es simplemente 4%n, dado que la
distribucidén de carga se ha considerado unitaria y toda esta



contenida en la esfera de radio r2 si consideramos ri £ r2

»
de donde obtenemos que

VE L =8/ r2) . ( 3.13 )

Debido a gque el potencial U(r) queda determinado par 1la
ecuacion
u

- E>.dr >, encontramos que U = —-1/r2 siempre
y cuando r2

1.

v il

Come 2} argumonis oz raversible sobire los  indices en—
contramos gque el potencial entre dos electrones que estan a
distancias r1 y r2 respectivamente del nucleo atémico gqueda
dado, dentro del marco de las suposiciones hechas, por

V12 = 1/max(ri,r2) ( 3.14 )

siempre que ri1 # r2, ya que en este caso el potencial di-
vergeria. Esto, en un modelo cuantico tradicional queda sal-
vado por la ortogonalidad de las funciones de onda, cosa que
no ocurre en este caso ya que las funciones que estamos uti-—
lizando no lo son. Por el momento trataremos estos potencia-
les de la misma forma y mas adelante afrontaremos este pro-—-
blema para no seguir desviando la linea de razonamientos pa-
.ra calcular <1/ri2>.

Como el potencial entre dos electrones queda determina-
do por 3.14, de acuerdo a nuestras suposiciones, entonces
para calcular el valor promedioc de éste, s6lo resta consi-
derar cuantas veces aparece el radic de cada capa electréni-
ca, valor qgue dependerd de la cantidad de e@lectronoes  quo sce
encuentran en capas mds externas que la que se estd conside-—
rando.

Denotando una capa electrdénica por el subindice x, en-
contramos que <1/ri2> toma un valor de acuerdo a la siquien-
te expresidn: :



<1/r12> = 1/7<¢ N ¥( N-13) ¥ % ( Gx ¥ <1/rx> ) ¢ 3.15 )
x

en la cual encontramos que Gx es un factor de peso que indi-
ca cuantas veces se utiliza el valor de rx proveniente de la
capa », factor que calculamos a continuacion.

El primer término que consideraremos es el que aparece
al tomar en cuenta las interacciones directas entre electro-
nes dentro de una misma capa; por simple conteo es facil ver
que si tenemos hNx elecirones en la capa x, el pumero de in—
teracciones electrén—electron sera igual a (1/72) X (Mx) X{Nx).

Como ademas, las interacciones de intercambio se toman
iguales a las directas y se considera un llenado electrénico
de capas de modo que en todo atomo el momento angul ar total
sea minimo, ( es decir, dentro de cada capa nl el 1llenado se
efectia con electrones de numeros cuanticos ms con signo al-
tarnante)d entonces el namero de interacciones K sera igual
a int ( N®/2 ), que es un medio de la parte entera de Nx vy
la fraccién de Gx correspondiente a la misma capa % es

2
(1/72y% C Nx - t), en donde t toma el wvalor 1 si el namero de
rlectrones en la capa x es impar y 0 en caso contrario, de—
pido a que, por la suposicioén iii, K = J.

A continuacidén consideremos la contribucién por inter-—
acciones con electrones de capas mas internas y con valor
del namero cudntico n diferente. En este caso, por la supo-
sicidn ii, se desprecian las interacciones de intercambio y
se obtiene que el . valor de esta contribucién al calculo de

Gx es
n¥n’

2 X Nx &« z Nx * ( 3.16a )
xX?<x

@ Por simplicidad, va que en realidad el orden de llenado esta
dado por la regla de Hund.



=y

apareciendo el factor 2 por considerar primero la participa—
cién del radio rx como electrén externo al de la capa %X* y
después al considerar la participacién tomando el de la capa
»* como interno al de la capa x.

Finalmente veremos la contribucidn de los electrones
mads internas, pero con el mismo valor de ndmero cuantico n,
que es igual que la anteriormente calculada, salvo porque
ahora si tenemos que considerar las interacciones de inter-—
cambio. Debido a que vamos & suponer.gue ninguna capa se
llena si las capas internas no han sido llenas en su totali-
dad, é¢stas tendrian un nimero par de electrones por capa y la
suma de interacciones K sera& consecuentemente

n
2 X Nz % % (Nx* /72> { 3.16b )

siendo estas todas las participaciones del radio de la capa
electrénica ¥ en el cdleculo de Gy, ya gque los demias electro-
nes seran externos y se considerarad su participacion en el
valor de la 8Bx que le corresponda.

Agrupando los resultados anteriores se tiene que

n*=n
Gx = (1/2)% Wz % ¢ Nx + 2% X Nx* +
XTAR
n7#n
4% L Nx* ) + t/2 { 3.16 )
x?<n

valor que utilizaremos para substituirlo en 3.15.

Ahora.bien, el analisis con que se derivd 3.14 no es
valido en 21 caso en que los electrones pertenecen a la mis—



=3

ma capa. 8in embargo tomar el valor de rx que fue sugerido
proporciona resultados relativamente satisfactorios (Sucher,
1977), ya que la distancia efectiva aparente entre electro-
nes en una misma capa es del orden de magnitud de la distan-
cia electron—nuacleo. Cuanto se desvia realmente éste valor
del valor real, depende fundamentalmente tanto de la carga
del ndcleo atdmico come del conjunto de ndmeros cudnticos a-—
sociados a estos electrones.

La hipétesis simplificadora que se propone agqui es que
en este caso ( electrones en la misma capa ) el potencial e—
lectrénico depende principalmente del namero cuantico 1, ya
que dégte determina la forma geométrica de la distribucidn de
carga en la aproximacién hidrogenoide.

La dependencia do oste poteoncial con @l ntmars cudntico
principal de hecho ha sido considerada al calcular el valor
de la distancia electrdén—nudcleo; asi mismo, la contribucidén
del numero atémico ya fue considerada también al hacer el
cdlculo de esta distancia y al considerar el apantallamiento
de capas internas se toma en cuenta la distribucién de los
electrones en el atomo.

Asi pues se propone que el valor {/rij entre dos elec—
trones en 1a misma capa X, este dado por

1/rij (misma capa) = p(l)¥<i/rx> ( 3.17 )

ecuacion en la cual p(l) es una funcidn o pardmetro que de-
penderd unicamente del numero cudntico 1, es decir de 1la
forma geométrica del orbital hidrogenoide correspondiente.

Desde luego en el caso en que p(l) tome el valor de 1§
para todos los valores de 1, se recobra la suposicién ori-
ginal <1/riji>=<{i/rn>.

- En funcion de esto, encontramos que la correccion a el
término de la energia serd



E = E + dE ( 3.18 )

con

dE = <1/rij> % (1/2) %X E ¢ b X(Nx—1) X(p(1)—1i)). ¢ 3.19 )
®

Esta ecuacidn de correccidn para la energia sdlo consi-
dera las interacciones entre la misma capa vy en la cual el
término —1 es usado porque cada una de estas interacciones
ya fue considerada una vez en el calculo original de 1los
factores de peso Gx.

Con objeto de que este parametro (p{(l1)) no pierda sen-—
tido fisico, dentro de esta visidén de los electrones a cier-
ta distancia del! nucleo rx, se restringe el intervalo de wva-
lores que puede tomar a valores mayores o iguales a .5, ya
que este valor equivaldria a considerar que los electrones
estuvieran entre si a una distancia igual a 22%rx, es decir,
diametralmente ocpuestos en Su capa atdémica.

A continuacidn se prezentan algunos resultados en forma
grafica. La grafica 3.1 muestra el caso en que todos los pa—
rametros son iguales a 1, que corresponde a la idea original
de Sucher, encontrandose en este caso un valor promedio de
las energias, normalizadas a los valores correspondientes de
energias calculadas por Hartree-Fock que se desvia de este
en un 0.764 % vy nresentandoc udila desviacion estandar de
1.4395 % con respecto a éste.
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La grafica 3.2 muestra el caso en el cual p(0) = 1,138,
pP(l) = 1.6, p(2) = 1.3, p(3) = 0.5 y p4) = 0.5 correspon—
diente a considerar los electrones s ( 1=0 ) ligeramente mas

cercanos entre si que del nicleo, los electrones p (1=1) mar-
cadamente mas cercanos entra s8i, los electrones d (1=2) tam—
bién mostrando el mismo efecto, aunque mas atenuado por tener
éstos un mayor momento angular, y finalmente los electrones
con momentos angqulares adn mayores, mostrandolos como lo mas
separado posible entre si. Una posible "explicacioén" de estos
valores, que son los que minimizan la diferencia contra los
valores Hartree—Fock, podria wverse en un efecto lateral al
hecho de no haber considerado ningdn efecto de compresidéon de
1os radios de las capas electrinicas internas debido a 1la
carga electrdnica externa a ellas. Este enfoque da como re-—
sultado un valor promedio de las energias normalizadas a los
valores correspondientes de enerqgias calculadas por Har tree—
fFock gue se desvia de éste en sélo un 0.12 %4 vy lo que es mas
significativo, con una desviacidén estandar con respecto a
eéste de s6lo 0.4477 %
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CONCLUSIONES.

El problema de la determinacidén exacta de las energias
de ionizacién totales es complejo, de los resul tados obteni-—
dos con el modelo simplificado propussto es posible observar
(grafica 3.3) un patrdn oscilatorio repetitivo cuya periodi-
cidad corresponde al llenado de 1las capas electronicas que
se ha propuesto en éste modelo. Tomando en cuenta esta pe-
riodicidad, podria pensarse en una modificacidén subsecuente
del modelo gue, tomando en cuenta o1 mencionado efecto pu-—
diera conducir a una mejora en los resultados obtenidos. &in
embargo, creemos que este comportamiento no refleja ninguna
caracteristica fisica cuya consideracion pudiera ayudar me-—
jorar el modelo., sino gue es5 un  resultadeo latoral inducido
por 1la forma elegida para el llenado de capas y la minimiza-—
cién del funcional utilizado.

El método anteriormente expuesto de cadlculo para las e—
nergias es muy sencillo y de hecho se puede hacer manualmen-—
te aun para los Atomos mAs complejos en 5 o 10 minutos. En
uno de los apéndices se incluye 21 listado de un programa en
BASILC qgue realiza los calculos necesarios para el caso que
Z = N, es decir, aAtomos no ionizados, e imprime los resulta-
dos en forma grafica, cuya versidn compilada se ejecuta en
menos de B minutops en una microcomputadora Apple {( con su
configuracidn basical), para todos los Atomos dentro del in—
tervalo de interes fisico del modelo, y gque corre interacti-
vamenpte con el usuario permitiendo asi efectuar corridas
para valores diferentes de los pardmetros de apantallamien—
tD ®in necesidad de recompilar el programa. ( Vease listado
Apéndice B ).

Es interesante comparar el esfuerzo necesario nara ha-—
cer estos calculos con el empleado en los metodos numéricos
del estilo de Hartree—-Fock, los cuales ademé&s tampoco son
exactos. Consideramos que désta comparacioén justifica, por si
sola, la aplicacién de éste método en contextos en que la
precisieén necesaria de este valor permita el margen de error
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obtenido, tales contextos podrian ser por ejemplo en aplica-
ciones de astrofisica donde muchas veces solo es necesario
una estimacidén del orden d¢ magnitud de los valores de las
energias, o bien una extensidn del método para trabajar con
moleculas en donde no se hayan hecho calculos de Hartree-—
Fock, o dicho caleulo sea demasiado conplejo.




APENDICE A.
EL TEOREMA DEL VIRIAL.

Considerese un sistema general de cuerpos con vectores
de posicién r (i) y fuerzas aplicadas F(i). Usaremos la con-
vencion notacional en este apéndice de que el simbolo ¢ ° )
denota derivacién ° con respecto al tiempo. .Las ecuaciones
fundamentales de movimiento son:s

priid) = F(id. ¢ .a.t )

Definimos la siguiente cantidad, que nos sera de inte-
rés,

G =5 p¢i)y X rdi), . ( a.2 )
N .

donde - 1la sumatoria se extiende sobre todas las partsiculas
del sistema. :

La derivada total con respecto al tiempo de #3ta can-~
tidad ea:

d6/dt = £ r*<id)spi) + T p*lidsdriid. ¢ a.3 )
’ i i

El primer término del lado derecho puede transformarse



3>

E r*(i)kpli)

mid) Xr* (i) ¥r> (i)
i

ft
(o]

= L mdi)kvii)2z

=2 T, ¢ a.4 )

mientras que la siguiente es, en virtud de la ecuacidn a.i,

T p*lidkr¢i) = L F ) xri) ( a.5 )

i i

con 1o cual l1a ecuacidn a.3 se reduce a

d/dt ( X ptid¥xrii) ) = 2 T + L F(i)%r(i). ' ( a.6 )
i i

El promedio temporal de la ecuacidn a.é sobre un inter-—
valo temporal T se obtiene integrando ambos lados de esta

ecuaci don con respocto a t desde 0O hasta T, y dividiendo en-
tre T2

T

r —
177 J dB/09t = dB/dt = 2 T + T F)rxriz) { a.7 )
] i

o bien evaluando la integral

2T + EFGISr(id = (177} L G(T) —~ G(O) 3. ¢ 2.9
1

£i las coordenadas y velocidades de todas las particu~

las se mantienen finitas, de manera que existe una cota su-

" perior para G, escogiendo 7 suficientemente grande se puede

. hacer el lado derecho de la ecuacidén a.8 tan pequeffo como se
desee, en cuyo caso s sigue gque



( a.? )

ésta ecuacion es conocida como el teorema del virial.

En el caso en gue las fuerzas F(i) son derivables de un
potencial el teorema toma la forma

T = €1s2) EQUsrid - ¢ a.10 )
i

FPara una particula moviendose en una fuerza central
a. 10 se reduce a

T = (172) rs V75T, < a.11 )

Cuando el potencial V es una funcidén potencial de r del
tipo V = a ¥ r~“(n+1) ( 1o cual hace que la {fuerza vaya comno

ro ), derivando esta ecuacién y sustituyendo en a.11 llega—
mos a

r X SV/8r = ¢ N+t 1KV

T = ¢ (n+td /2 1% ¥V < 8. 12 )

en el caso especial de fuerzas que van cowmg =1 inverse del
cuadrado de la distancia se tiene n=-2 y el teorema .del vi-
rial toma la conocida: forma

T ~tts2Rv . ¢ a.13 )



APENDICE B.

Listado del programa en BASIC con el cual fuernn
nidos los resultados del capitulo 3.

obte-



3 D3 = CHRS (4>t HCOLOR= 3

4 HGR : FOR 1 = 0 TO 8: HPLOT 0,20 * I TO 200,20 » 13 WEXT I
5 DIM NX(20),2X(203,AX(20) ,GX(20>,N¢20) ,L£20),ED<100) ,EH¢100)
6 X1 = 2:¥Y1 = 100:5DC0) = 1

7 GOSUB 12000: INPUT "ACERC S=";AS: INPUT *ACERC P=";BP: INPUT
*ACERC D=";AD: INPUT *ACERC F=";AF: INPUT "ACERC G="AG

8 INPUT "DESDE?=";DI: INPUT "HASTA CUAL? = ;PY

9 FOR P = DI TO PY

10 GOSUB 9000: REM LECTURA DE DISCO

11 FOR P = DI TO PY

12 BOSUB 2000: REM  DIMENSIONA

15 FLASH : PRINT *TRABAJANDO";P: NORMAL

20 GOSUB 1000: REM ORDEN DE N

27 GOSUB 1100: REM ORDEN DE L

32 GOSUB 3708: REM ORDEN DE SUCHER

40 GOSUB 4000: REM 2 Y ELECTRONES INTERNOS

S0 GOSUB 5000: REM AX“-1 CAPA I LT
40 GOSUB &000: REM FACTORES DE PESO 6

65 G0OSUB 13000: REM DESCUENTO MISMA CAPA

70 GOSUB 7000: REM IJ E IJR

80 O6OSUB 8000: REM CALCULA ENERGIA

85 GOSUB 10000: REM GRAFICACION

87 - NEXT P

100 GOSUB 11000: REM CALCULA SDEV Y PROM
1180 PRINT * ‘ ADIOS"

120 END

1000 REM

ASIGNA ORDEN DE N

1010 FOR LA = 0 TO 19

1020 READ NCLA)

1030 NEXT LA

1040 DATA  1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,4,6,4,4
1050 REM RESTORE

1040 RETURN

1160 REM

ASIGNA EL ORDEN DE L

18 FOR LL =G 7D iF

208 READ L(LL)

1130 - NEXT Li

1140 DATA 0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4
1150 RESTORE -

1140 RETURN

2000 REM

DIMENSIONA LAS VARIABLES NECESARIAS Y LAS INICIALIZA

2020 FOR LB =0 TO 19
2030 NX(LB)Y = 0
2040 2X(LB) = 0
2050 - (LB = 0



-

060 GX<LB) = 0:N(LB>
2076 NEXT LB
2080 2 = 0;D = 0:SAME = QiDFFF = 0:IR = 0:1JR = O
2085 FS = 0:FP = 0:FD = 01FF = 0 :
2090 RETURN
3700 REM

0

CALCULD DE ORDEN DE SUCHER

3710 FOR M3 =0 TO 19

3720 NX(M3) = L(M3) = 4 + 2
3730 NEXT M3

3740 CNT = 0:R = 0:S = @

3750 FOR M4 = 0 70 19

3760 ONT = CNT + NX<M4)

3770 IF CNT < = P THEN R = M4:S = CNT
3780 IF CNT > P THEN NX(M4) = 0
3790 NEXT M4

3800 NXCR + 1) =P -~ S

3810 RETURN

4000 REM

CALCULAR Z Y LOS ELECTRONES MASINTERNQS GUE LA SUBCAPA I

40106 FOR LC =8 TO 19

4820 2 = 2 + NX(LC)

4030 NEXT LC

4040 FOR LD = 0 TO 19

4050 FOR LE =0 TO 19

4060 IF LE < LD THEN 2X(LD) = ZX(LD) + NXCLE)
48780 NEXT LE

4080 ZX(LD) = Z ~ ZX(LD): REM NUMERO DE PROTONES QUE SIENTE EL
ELECTRON -

4090 NEXT LD

4100 RETURN

5000 REM

CALCULA AX%%-1 DE LA CAPA I

5010 FOR LF = 0 TO 19

5020 AXCLF> = 2X(LF) ~/ NCLF> * 2
5030 NEXT LF

5040 RETURN

4000 REM

CALCULA LOS FACTORES DE PESO 8 PARA CADA SUBCAPA

40i0 FOR LG = 0 7O 19

4025 SAME = 0:DFFF = 0

6030 FOR LH = 0 710 LG

4040 IF NCLH) < N(LB)> THEN DFFF = DFFF + NX(LH)

4050 IF NCLH) = NCLB8> AND LH < LG THEN SAME = SAME + NX(LH)



4040
40685
6070
4080
6090
4100
7000

7010
7020
7030
7040
7050
8000

8010
8015
{AF —
8020
8055
8057
8060
000

9010
9015
9020
9030
9035
2038
2040
9050 .

snfan
Aadulv

10050
10040
10070
10074
10075
10080
11000

NEXT
IF ¢
GX{L6
D=20
NEXT
RETY
REM

LH
NXCLGY — 2 ®  INT (NXCLG) / 252 = | THEND = =~ |
Y = D + NX(LG) % (NX(LG) + 2 x SAME + 4 % DFFF) /
LG
RN

CALCULA LA <IRY Y (1JR>

FOR LI = 0 T0 19

IR =
IJR =
NEXT
RETU!
REM

€ =
E=E
1) *

IR + NX(LYI) % ARXCLIY /7 2
1JR + GXCLI) % AX(LIY / (2 % (2 - 1))
LI

RN

CALCULA LA ENERGIA € IMPRIME LOS RESULTADOS

~ 2% 2% IR/ 2+ 2% (2~ 14%)x%1JR/ 4

+ (1JR) # ({AS - 1) * FS + (BP - 1) * FP + (AD -
FF + (AG —- i) * FG» / 2

PRINT "LA ENERGIA DEL ATOMO ES " ;E
PRINT : PRINT * IJR*-1= *;IJR
PRINT FS,FP,FD,FF

RETURN

REM

SUBRUTINA DE CALCULO DE ENERGIAS HARTREE FOCK

PRINT D% ;"OPEN HARTREEFOCK(LIO)Y*;°,L°;§0

FOR HF = DI TO PY
PRINT D% ;"READ HARTREEFOCK(LIO),R” jHF;" ,B0"
INPUT EH®
EHCHE)Y = VAL (EH$)
NEXT HF
PRINT P$3"CLOSE HARTREEFOQCK(L10>*
RETURN
REM
SUBRUTINA DE GRAFICACION
S(P - 1) = - E / EH(P)
VH = 4 (E / EH(P)Y) »* 2000 + 2100

HPLOT X1,¥Y1 TO 2 = P,UH

PRINT ESEHL(PI X1 = 2 # PiYl = UH
PRINT VH

RETURN

REM

DESVIACION ESTANDAR Y PROMED10D

~4
/2
2

1) % FD +



11005 PROM =
11010 FOR J = D! -~ 1 TO PY - 1
11020 PROM = PROM + SDC(J)

11030 NEXT J

11040 PROM = PROM / (PY - DI + 1)

11650 2DEV = 0

11040 FODR J = DI - 1 TOPY - 1

11020 ZDEV = ZDEV + (SD(J) - 1> * 2

11080 NEXT J

11090 2DEV = (ZDEV ~/ (PY - DI)} “ (1 ~» 2)
11100 PRINT "PROMEDID",PRDM

11110 PRINT *“STD.DESV." ,2DEV

11120 RETURN

12000 REM

PONE LOS LETREROS Y LAS MARCAS EN LA PANTALLA DE HGR

12010 FOR 1 =0 TO S

12020 FOR J = 0 TO 10

12030 HPLOT 20 = J,98 + ¥

120490 NEXT J: NEXT 1

12050 FOR J =1 TD S

12060 FOR 1 =1 T0 S5

12070 HPLOT 200 + 3 * J,97 + }

12080 NEXT 1: NEXT J

12090 HPLOT 207,98: HPLOT 208,98: HPLOT 213,98: HPLOT 214,98
12180 HPLOT 207,102: HPLOT 208,102: HPLOT 213,102: HPLOT 214,102
12110 RETURN

13000 REM

cALEULA LOS FACTORES DE PESO POR ELECTRONES DE MISMA CAPA

O3FD = O:FF = ¢

TO 19

0 THEN GOSUB 13100
1 THEN GOSUB 13200
2 THEN 60SUB 13300
3 THEN 60SuB 13400
4 THEN 60SUB 13500

13005 FS = 0:FP
13010 FOR MI =
13020 JF LCMDD
13030 IF LMD
13040 IF L<MD
1305C  IF Lmb)
13055 IF L<MD)
13040 NEXT M1
13070  RETURN
13100 IF NXCM1)> > O THEN FS = FS + NX(MID> # (NX(MI) - 1) / 2
13150 RETURN

13200 IF NX(M1)> > O THEN FP = FP + NX(M1) * (NX(MI) - 1) / 2
13250 RETURN

i3300 YF NXCMID> > O THEN FD = FD + NX<(M1) # (NXCMI) ~ 1) / 2
13350 RETURN

13400 IF NXCME> > O THEN FF = FF + NU(HI) ® (NXC(M1) - 1) / 2
134950 RETURN .

13500 . IF NXCMI) > 0 THEN FG = FG + NXKMI) # (NXCM1) - 1) / 2
13550 RETURN :

Buitnyygon
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