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INTRODUCCION 

El estudio del movimiento de pequeñas partículas a través 

de un fluido viscoso data de mediados del siglo pasado. Comen

zando con el análisis que hiciera Stokes del movimiento trasla

cional de un~ esféra rigida a través de un fluido estacionario 

sin fronteras para nú:rieros de Reynolds pequeños. Desde entonces 

este estudio se ha extendido a diversos tipos de partículas y 

de movimientos, incluyendo tanto campos externos como internos, 

asi como los efectos de la proximidad de paredes en la fuerza 

hidrodinámica de arrastre de la partícula y en su velocidad. 

En general, la imr,ortancia del movimiento browniano en un 

campo de fuerza reside tanto en sus aspectos prácticos como 

teóricos·. Entre los primeros pueden contarse los siguientes: 

sedimentación, electroforesis, coagulación, etc. y entre los 

segundos están: problemas generales como el escape de barreras 

de potencial y la teoría de difusión de reacciones químicas. La 

investigación de este tipo de movimiento es de interés en campos 

como la física de los polímeros, la ciencia de los coloides y 

la reologia (e.g. efectos reoópticos y reoeléctricos) entre 

otros y en al~as aplicaciones como las técnicas de separación 

(hidrodinamica-cromatográfica, fragmentación del campo de flu

jo, etc.). 

Por otro lado, existe una relación bien establecida entre 

las fluctuaciones de un sistema y sus propiedades de trans~or

t e a través ci e las funciones de correlación. Corno estas úl e; imas 

se nueden rneQir directamente, las propiedades de transporte 
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pueden determinarse. Adem~s existe suficiente evidencia experi

mental (l) que muestra que el movimiento de un cuerpo s6lido en 

un fluido viscoso se ve afectado considerablemente por la pre

s ene ia de paredes. En efecto, éstas rnod ifican apreciablemente 

la fuerza de arrastre experimentada por el cuerpo. 

Consecuencias de este hecho se tienen, entre otras, dentro 

de la física de polímeros (e.g. en la formación de agregados); 

y dentro del área biológica en problemas tales como el movimie~ 

to de molécula.s y difusión de proteínas y lípidos en membranas 

biológicas y en procesos fisiológicos de transporte en membra

nas. Sin embc:.rr~o, la influencia de las paredes en las propieda

des de transporte de un sistema apenas si se ha estudiado. Es 

pués de fundamental importancia el estudio del movimiento brow

niano en un campo de fuerza en donde la presencia de pan1des 

tiene efectos relevantes. 

El objetivo principal de este trabajo consiste en investi

gar cómo afecta la presencia de paredes (plano sólido infinito) 

al coeficiente de difusión de una partícula browniana esférica, 

moviéndose a través de un fluido newtoniano viscoso en flujo 

cortante uniforme para números de Reynolds peqllefios. Para esto, 

utilizando la corrección a la fuerza hidrodiná:nica de arrastre 

deducida por Brenner(
2

), construímos la ecuación de IJangevin 

que describe el movimiento de la partícula. Esta ecuación con

tiene la pres ene ia de la pared a través del coeficiente de frie 

ci6n, así co~o la del flujo particular que se estudia. 

De esta ecuación calcularnos explícitaJ1Jente el desnlazan:ien

to cuadrático medio de la partícula y con ~l obtenernos el coefi 

ciente de dif"J.si6n, D, el cual ciertamente, contiene los efectos 
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de la presencia ele la pared y del flujo externo. 

Los resultados rnue[~tr:m que, al comparar los valores de D 

con los del coeficiente de difusión en ausencia de paredes, D~, 

para dista.ne ias pequ8has entre la partícula y la pared, las co

rrecciones son significativas y pueden ser de hasta un 20%. Es

to muestra la influencia que tienen las paredes en una de las 

propiedades de transporte del sistema. 

Finalmente, dentro de las conclusiones se discuten estos 

resultados, se hace una crítica del método y del modelo usados 

y se exhiben sus limitaciones. Además, se menciona la falta de 

resultados experimentales con los cuales pudiéramos comparar 

las predicciones de este modelo. Adicionalmente, se sugieren 

posibles extensiones del trabajo. 

Agradezco a las personas que de una u otra forma intervini~ 

ron en la realización de este trabajo. 
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CAPITULO I 

LA FORf\'1UI.iA DE BRENNER 

. 1 (3,4,5) 1 rt Se ha observado experimenta mente que e compo a-

miento de un cuerpo s6lido moviéndose a través de un fluido 

viscoso, en general, se ve afectado considerablemente debido a 

la presencia de paredes. En particular se ha reportado (l) un 

aumento significativo (20~) en la fuerza hidrodinámica de 

arrastre experimentada por el cuerpo. Dado que se conocen mu

chas aplicaciones de importEmcia práctica, que dependen direc

tamente de la fuerza de arrastre( 5 ,?,B), es evidente la necesi

dad de corregir dicha í~erza por el efecto de paredes. Frecue~ 

temente, es suficiente conocer la magnitud de esta corrección 

para razones relativa~ente pe~ueñas entre las dimensiones carac 

teristicas del cuerpo y la distancia de éste a la pared. 

El prü1ero en deducir una exr1resi6n para la fuerza hidrodi

námica de arrastre de un cuer:)O arl>itrario incluyendo estas co

rreccinDes fué Brenner( 2, 9 ). Fara esto, utilizó una técnica de 

solución conocida como el método de reflexiones(lO) de ia hidro 

dinámica clásica. Este método supone, apoyado er" que las ecua

ciones de movimiento del fluido y las condiciones de frontera 

son lineales, que los campos de velocidad y de ~resión del flui 

do se pueden descomponer en una suma de campos 

- \ .... ti) 
V=~V 

P=[p~i) 
L. 

i= 1, 2, 3, ..• 
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en donde cada término satisface, separadamente, las ecuaciones 

de rnovirnient o. Los crunpos individuales se determinan sucesiva

mente mediante la aplicación de las siguientes condiciones de 

frontera 

- (i) -V = u en P, 

.... et) 
- ( i) s, V = V en 

-C3) - (Z) P, V = V en 

-(4) -(3) s, etc. V = V en 

-Aquí U• es la velocidad con la que se mueve el cuerpo ·P y S es 

la pared. Además, 

v ci)-o cuando r - á>' 

en donde r se mide desde el 'centro' del cuerpo. La fuerza de -arrastre F, ejercida sobre el cuerpo por el fluido, se puede 

obtener sumando las contribuciones a ésta de cada uno de los 
-F < i.>, c~~pos individuales i. e. , 

Si bien es cierto que mediante este método se obtiene una 

exnresi6n analítica que contiene las correcciones a la fuerza 

de arrastre, su deducci6n es lar~a y complicada. Adem~s, por 
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otro lado, el método no es lo sufic ient ement e preciso para de

terminar la validez de la aproximación de la fórmula resultan-
.... 

te para F. Por estas razones, en la literatura se han utilizado 

métodos más poderosos para deducir la misma f6rmula y que al 

mismo tie~po permiten precisar su validez. Así por ejemplo, 

Williarns utiliza las representaciones integrales de las ecuacio 

nes hidrodinámicas correspondientes para deducir la fórmula de 
( 11 ) , 1 b .b 1 . Brenner • En este capitu o es azaremos revernente as ideas 

principales de este método omitiendo los simples pero tediosos 

detalles algebraicos. Estos nueden encontrarse en el artículo 

original y en las referencias allí citadas. 

Inc id entalrnent e, cabe s enaln r que este método fué des arrolla 

d . . . 1 t L. t h 8 O ·- ( 12 ) P t . t f '' o in1c ia men e por oren z ac e anos . os er1ormen e ue 

t d . d o t . t . ( 13 ) . t ex en l o por seen a o ras si ·uac1ones y pernn e, por un 

lado, obtener la fórmula de Brermer de una manera mucho más di

recta y elegante, y por otro, determinar con mayor precisión la -validez de la aproximación parn F. 

A continuación, haremos primeramente una breve descripción 

de las representaciones integrales y, posteriormente, describi

remos someramente la deducción de Williams de la fórmula de 

Brenner. 

Como es sabido, las representaciones . integrales (función de 

Green) son de grtill importru1Cia teórica. Ya que permiten resolver 

una ecuación diferencial lineal con condiciones de frontera 

apropiadas, medi2nte una cuadratura, es decir, transformando la 

ecuac i6n d ife rer.c ial en tilla ecuación intee-rc::.l. Veamos brevemen

te cuál es l~ idea central de este m~todo(lJ '· 
Consideremos una rer:;i6n V del es nacio, ac Oté1da por una super 
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fície cerrada S, para la cual buscamos una solución denotada 

por c\"><r) de la ecuación diferencial no homogénea que escribimos 

corno 

(1..1) 

en donde t._ denota un operador diferencial y ~(r) es una fun

ci6n continua en V. Además, cp(r) debe satisfacer ciertas condi

ciones de frontera dadas. Ahora bien, si existe una solución 

única cp(r) para cada t (r), debe existir un operador inverso 

-;¡:_-I tal que para toda ~ (r), la solución formal de (1.1) sea 

~4 

cp ( r) = t.. ~ ( r). (l. 2) 

Aquí, el operador ~- 1denota la operación inversa a la represen

tada por i, "más" la aplicaci6n de las condiciones de frontera 

asociadas, 

Se sabe que por definici6n(l4 ), la solución de (1.1) cuando 

\.\J(r) = c5(r- r 0 ), es le. función de !}reen G(r,r0 ), para el ope

rador 1.. y las condiciones de frontera dadas. De esta manera, 

la función de Green satisface la ecuación 

(l. 3) 

(l. 4) 
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Valiéndonos de la función delta. de Di rae, podemos escribir (l. 2) 

como 

(l. 5) 

en donde dÑ0 denota el elemento de volurnen que encierra al punto 

r
0 

• Haciendo uso de (1.4) obtenemos finalmente 

(l. 6) 

que es la solución general de la ecuaci6n inhomogénea (1.1). 

Si bien el método es elegante, es poco práctico ya que en

contrar la función de Green correspondiente puede ser sumamente 

difícil y tedioso o simplemente puede no existir. Además, buscar 
...p-1 

el operador inverso c1..., implica resolver un problema de eigenva-

lores. Ilustraremos rápidamente esto. 

Si el operador d ife rene ial es hP.rmi t iano, 'i:.. , podemos espe

rar quP. sus eieenfl.Anciones formen un conjunto completo. Encon

trar estas eigenfunciones 1>. y los eigenvalores A , correspon

dientes, implica resolver el problema de eigenvalores 

(l. 7) 

con las f:'.ismas condiciones de frontera sobre rf>. como sobre 

cp (r). Entonces 

(l. 8) 



si los eigenvalores forman un conjunto continuo; si forman un 

conjunto discreto se sustituye L, en lugar de jd>-. De aquí que 
>. 

(1.4), la función de Sreen para el operador ;f, y las condiciones 

de frontera dadas, sea 

(l. 9) 

siempre que )1 f= O y no exista una sucesión infinita de 'A's que 

tienda a cero como un punto límite. De esta manera, se constru

yen las funciones de ~reen para todos los operadores hermitianos 

~ que no t en-,";an e isenvalores nulos. La expres i6n (l. Sl) se co

noce como la expansión en eigenfunciones para la función ele 

Green. En eeneral, la expresión anterior es dificil de resolver 

aun para operadores herrnitianos que no tengan eigenvalores nulos. 

Por esto, como se mencionó antes, el método es poco práctico. 

A continuación, vamos a utiliz~r el método de las represen

taciones integrales para calcular el efecto de la proximidad de 

una pared en la resistencia de Stokes de un cuerpo arbitrario 

moviéndose en un fluido viscoso. Como veremos esto implica reso-! 

ver un conjunto de ecuaciones integrales de la forma (l. 6 ), 

cuya solución puede ser obtenida completamente siempre y cuan

do se conozca la solución al problema del flujo de Stokes para 

un medio sin fronteras. Para esto, como se mer!cion6 antes, des

cribiremos brevemen~e la deducción hecha por ~illiams. 

Consideremos un fluido ne .. ·;tonümo viscoso e incompresible. 

LR velocidad v y le. nresión p de éste en un flujo st okes iano 

(movimiento reptante, o.ap.2 sec.l), satiafacer. las siguientes 

ecuaciones de movi~iento y de continuidad, resnectivame~te, 

n 
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(l.lüa) 

"7·~=0, (l. lOb) 

en donde ~ es la viscosidad dinámica. 

Sea ahora V un volumen limitado por una superficie cerrada 

s. Supongamos que las ecuaciones (1.10) tienen una solución re 

gular en V. Sea P0 un punto en V para el cual buscamos una so

lución de (1.10). Para obtener el campo producido por una fue~ 

te distribuida en el espacio y descrita por un punto variable 

P, calculamos la contribución de cada punto elemental P en P0 • 

Debido al carácter lineal de (1.10), sumando todas estas con

tribuciones construimos la solución integral de (1.10 ). 

Ji.hora bien, buscamos una solución que dependa de cualquiera 

de los dos puntos P y F0 • Para ello, definiremos las siguien

tes funciones 

- ni .... ... 1 f. .... - 11 . T =11.v Ir - r 0 - 'QL~lr - r 0 , (1.lla) 

(1. llb) 

con "T = T (r,r0 ), en donde 11 es e1 tensor unitario, y r y r0 

son los vectores de posición de P y P
0

, respectivamente. Si 
~ 

imponemos adem~s, la condición adicional T = O sobre s, las 

funciones definidas por (1.11) satisfacen las ecuaciones 

(l.12a) 
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(1.12b) 

Mediante una generalización de la segunda identidad de Green 

podemos obtener una expresión para V(P), la solución de las 

ecuaciones (1.10) para cualquier punto P en la región compren

dida entre dos superficies cerradas s1 y s2 , en donde s1 está 

completamente contenida en :-.;2. y tal que v se anula en Sz. • En-

t . d d 1 d . d .. d d d ,., ( lO) tonces par ien o e a segun a 1 ent1 a e Jreen 

J ( t W 2 q - q V z .f) d v = .C.. ( .f d 5 - j ¿) + J d 5 
Y J J ~ dn ~n ) 

( 1.13) 

..., ~ 

identificaremos a f con v y a g con T, usando (l.ll) y (1.12) 

y después de manipulaciones algebraicas simples se obtiene que 

( 1.14) 

Si ahora usamos la definición integral de la funci6n delta de 

Dirac, el teorema de Gauss y agrupamos apropiadamente, se 

obtiene 

( 1.15 ) 

" en donde P es un punto variable sobre S y n denota la normal 

exterior a S. 
.c..- ...... .... .... _... .... 

~s conveniente escribir T y P como T~+ T~ y p~+ Pz, 
~ ~ ~ ~ 

resnectivamente, en donde T1 .Y r;
1 

satisfacen (1.12) y T2. y p2. 
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satisfacen 

(l.16a) 

{l.16b) 

Ahora, considerando la regi6n V comprendida entre dos supeE 

ficies cerradas S y S , con S contenida en S , tenemos que 

cuando S está en infinito T y p se reemplazan en (1.15) por 

T y p , respectivamente. De las condiciones de frontera 

...... 
V = cte. en S-i , (l.17a) 

- .... v = o en s2. (l.17b) 

de los teoremas de Green y de las ecuaciones (1.12), Williams 

obtiene la expresión 

(1.18) 

en donde 

(1.19) 

..... 
(en el caso eeneral de un2. superficie m6vil, la velocidad v de-

be ser i 1~u a 1 a 1 a velo c id é: d de 1 a supe rf i e i e ::> 1 ) • 

Podemos anlicar la expresi6n (1.18) al problema del movi

miento del fluido generado por un cuerpo ri/;ido ~= 1 r.ioviéndose 

-12-



...... 
con velocidad uniforme U a través de un fluid.o viscoso en la 

región limitada (encerrada) por una superficie rígida s 2 y 

entonces, la VE:locidad del fluido estará clacla por (1.18 ). Ade--más, de la definición del tensor de esfuerzos, 1: , para un flui-

d t 
. (15) 

o new oniano 

(l. 20) 

--se tiene que la fuerza F sobre el cuerpo, queda definida por 

F = ~ ~. ds 
s" 

(l. 21) 

'- ... ( En este caso , "t • d 5 está dad a por l. 19 ) , i.e., la componente 
+. 

normal de l: . 

Sabernos que para cualquier cuerpo en el régimen de Stokes en un 

medio sin fronteras, existe una relación lineal que conecta la 
_. 

fuerza de arrastre F~ experimentada por el cuerpo con la velo-
..... 

cidad U del mismo, dada por 

(l. 22) 

~ 

en donde el tensor simétrico ~00 es el tensor de resistencia de 

Stokes (independiente de la orientación del cuerpo con respecto 

a su direcci6n de movimiento a través del fluido) y c la dimen

s i6n característica de s1 • Las proniedudes de los tensores simé 

tricos nermiten que !)ara to':i<t nartícula 'urbi-craria' en el flujo 

de arrastre se nueda definir un conjunto 6nico de tres ejes m~-

tuamente nerrendiculn.res tales ciue, si el mo'1i:niento dE: la nrJ.r-
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' 1 
1 

tícula a través de un fluido sin fronteras es paralelo a uno de 

éllos, la partícula experimentará una fuerza solo en esa direc

ción. A estos ejes se les conoce como los ejes principales de 
. t . (2,9) resis enc1a • 

Definü;ios ahora el parámetro E. (=c/l) como la razón de la 

dimensión característica de S 1 (denotada por e) a la mínima dis 

tancia entre un punto en S 1 y un punto en 0i (denotada por 1). 

2scogiendo el origen O en al{SÚ.n punto sobre Si y si P y P
0 

s:nbos están en 0 i , entonces 

(1.23) 

............ 
en donde T~= T2 (O, O) y el superindice 11 0" en 'Q indica diferen 

-ciaci6n con respecto a las componentes de r 0 • 

El problema con valor a la frontera para el flujo que reba

sa (pasa) a Si , se reduce entonces a la solución del conjunto 

de ecuaciones integrales 

(1.24) 

con P y P0 a:nbos en S.i. Si en la ecuación anterior reemplaza:::os 
~ ... 

a T2 por T~ (es decir, si desprecirunos las contribuciones del ~ 

segundo y tercer términos del miembro derecho de (l. 23) nue son 

de O( ( 1 ) ), se tiene que 

(1.25) 

,y usando (1.21) se obtiene 



(1.26) 

Esta ecuación es la representación integral para el flujo de 

Stokes cuando S1 se está moviendo en un fluido sin fronteras con 

velocidad constante dada por 

De las ecuaciones (1.22), (1.26) se tiene que 

cuya s oluci6n es 

-- ~ r ¡::1 
f::: - G.fL~c U· L 't'ro 

3 T~ºJ-~ + 4 e 2 

(l. 27) 

(l. 28) 

(1.29) 

Esta expresión para la fuerza de arrastre es precisamente la 

que dedujo Brenner utilizando el complicado método de reflexio

nes antes mencionado. 

En el caso particular en que el movimiento del cuerpo sea 

paralelo a uno de sus ejes principales de resistencia, entonces 

(1.28) se convierte en 

F -
F(j) 

l 
t - K ( F..o/'71t!"lVi) 

(1.30) 

que es la corrección a la Ley de ~tokes de resistencia, donde 

e dimensión carRcterística del cuer:io. 
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1 distancia mínima entre el cuerpo y la pared. 

~ viscosidad del fluido. 

U velocidad del cuerpo. 

k constante adirnensional, independiente de la 

forma del cuerpo. :5olamente depende de la 

naturaleza de las paredes. 

Feo: fuerza de arrastre sobre el cuerpo cuando éste 

se mueve con velocidad u, a través de un fluido 

SIN fronteras. 

F ~ fuerza de arrastre sobre el cuerpo cuando éste 

se mueve con velocidad U, a través de un fluido 

CON fronte ras. 

Resumiendo: la correcci6n a la fuerza de Stokes debida al 

efecto de la proximidad de una pared, para una partícula arbi

traria moviéndose paralelamente a uno de sus ejes principales 

de resistencia, puede ser calculada utilizando solamente la 

fuerza experimentada por la partícula en un fluido sin paredes 

siempre que 

i) se conozca la correcci6n debida a la presencia 

de la pared para una partícula esférica, y 

ii) la partícula sea pequena comparada con su dis-

tancia a la pared (E<< 1 ). 

El valor numérico del parámetro k en la ecuaci6n (l. 30), puede 

obtenerse nara cualouier frontera don el e se conozca el efecto de 

la pared SJbre una partícula esférica mediante 

F i ------- + (1.31) 
i- K(c/i.) 
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El caso de interés en este trabajo, es el de una partícula 

esférica movi~ndose paralelamente a uno de sus ejes de resiste~ 

cia a través de un fluido viscoso, en donde la pared es un pla

no sólido infinito. Para este caso, el tensor sim~trico de re

sistencia, 4>
00

, es un escalar y el valor correspondiente(lJ) pa

ra k es 9/16. Con esto podemos establecer una arialogía entre la 

fuerza de Stokes para lU1 rned io sin fronteras, F 00 , y la corree-
...... 

ci6n a dicha fuerza en presenci& de paredes, F • De la expre-

sión (1.22) tenernos para el caso que nos ocupa 

(1.32) 

con 1 = 6 Tt pe . Entonces, tomando para F la expresión 

F =-- {U (l. 33) 

se 'obtiene de (1.31) que 

( 1. 34 ) 

De esta manera, la relaci6n entre Feo y F está dada por 

F L 
(1.35) :: 

Feo J.. - K C 

La ventaja del resul taclo anterior está en que si k puede ser de

terminada mediante un cálculo directo de F paré. un cuerpo parti

cular, entonces ese valor de k, puede ser usado nara dar F para 

cualquier otro cuerpo, siempre y CUémclo se conozca lr-. fuerz 8 en 
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un fluido sin fronteras. 

En el siguiente capítulo, después de plantear el problema 

y de describir un modelo particular, usaremos la f6rrr.ula de 

Brenner para construír la ecuación lle Langevin que describe el 

movimiento de una partícul2, brovmiana sólido de forrr.a esférica. 

en un flujo que satisface las ecuaciones (1.10). 
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CAPI'fU LO II 

MOVIMIEN1'0 BROWNIANO EN l"IJJJO CORTANTE UNIJ.l1 0R!'.1E 

2.1 EL MODELO 

En esta secci6n nos interesa describir el movimiento de una 

partícula browniéma s6licia de forma esférica a través de un flui 

do viscoso en flujo cortE.nte uniforme y en la vecindad de un 

plano s6lido infinito. 

Co:nencernos por describir el flujo en el que se mueve la PªE 

tícula brovmüma. Consideremos un flui.do newtoniano viscoso com 

prendido entre dos placas planas paralelas, en movimiento rela

tivo nroducicio por la acc i6n de un agente externo al sistema. 

Esto induce un flujo cortante unifonne y laminar de la forma 

v. ( r. , t ) = a. . r · 
L L LJ J 

en donde el ten8or raz6n de corte, a .. , está definido por 
"J 

(2.1) 

(2.2) 

el cual, supondremos también, tiene magnitud constante, esto es, 

112. 
(a .. a .. ) = cte. 

~j ~J 
(2.3) 

:21 término flujo 12;r;inar se err;plea para indicar unH condi

ción de flujo ordenado, en el cual, los elementos de fluido se 



deslizan en capas contiguas sin que haya transfe rene ia de mas a 

entre una capa y otra. ::iolarnente se verifica un j_ntercwnbio de 

impulso entre éllas. El flujo laminar existir8. cuando el núme

ro de Reynolds sea menor a un cierto valor crítico. Por encima 

de éste, el régimen laminar se vuelve inestable y se c;enera 

otro tipo de flujo que puede ser tur~ulento. El valor de este 

número ele Reynolds crítico depende de la geometría del flujo y 

de la longitud y velocidad características del flujo en cues

tión. Este número está definido por 

R = e 
pVo L 

~ 
= 

fuerzas inerciales 
fuerzas viscosas 

( 2. 4) 

en donde L y V0 son la longitud y velocidad características, 

respectivamente, p es la densidad y ~ es la viscosidad del 

fluido. 

De la amplia gama de valores (entre cero y el valor críti-

co) que puede tomar el número de Reynolds, existe un caso de 

interés para este trabajo, en el que aquél tiende a cero. En 

este caso, se pueden ~espreciar completamente las fuerzas iner 

ciales. Esto implica que el movimiento es tan lento que prime-

ro, las acele rae iones conv ect i vas no tienen efectos s i&nifica-

t i vos y, seguncio, las inestabilidades hidrodinámicas asociadas 

con el o los valores crí-:; icos del número de Rcynolcls pueden ser 

despreciadas. A este tipo de movimiento se le conoce como movi

miento reptante (creepin.:: rnotion) y está definido por el siste-

ma de ecuaciones (1.10). r~l flujo cortante uniforTIJe descrito 

líneas arribe. constituyE: un caso particular de este tipo de flujo. 
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Por esto, si bien el tensor razón de corte a .. tiene magnitud 
' . Lj 

constante, su valor, aunque arbitrario, está limitado, en pri!2_ 

cipio, por el valor del número de Reynolds crítico. Así pués, 

la posibilidad de que para un valor crítico de a~j ocurra una 

inestabilidad hidrodinámica en el sistema no se investiga en 

este trabajo. 

Consideremos ahora el movimiento brovmiano de la partícula. 

En general, existen dos formas de describir el movimiento bro 1N 

· (l 6 ) té . d '6 d L . niano : en rrr!lnos e una ecuaci n e angevin o por una 

densidad de probabilidad que satisface una ec~aci6n de Fokker

Planck; ambas ecuaciones con condiciones iniciales y de fronte 

ra dadas. La equivalencia entre estas dos ec'iaciones se puede 

establecer rigurosamente sólo para el caso e~ el que las ecua

ciones anteriores sean 1ineales; en este case>, se puede pasar 

de la ecuación de Fokker-P1.<Jnck a la de Lang-svin y viceversa (l?} 

En la siguiente sección construiremos 12 ecuación de Lane;e

vin para el sistema aquí descrito y deducire=os la ecuación de 

Fokker-Planck correspondiente. 

2.2 ECUACION DE LANGEVIN V.S. ECUACION DE FOKKER-PLANCK 

La suposición básica c¡ue nos permite cor11,;truir una ecua

ción de Langevin para e1 movimiento bro·lmia.r:.o de una partícu

la esférica, es eme la fuerza que determinh el movimiento de 

ésta se puede escribir corno la sur.:2. de: (i) ·ma fuerz2. de a

rrastre sistemática ( J,e,y de ::Jtokes J debida =:. la velocidad de la 

partícula relativa al movimiento del fluido en su vecindad y 
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( ii) una fuerza aleatoria producida corno consecuencia de las co 

. lis iones entre la partícula y las moléculas del fluido. Así, 

para una partícula brovmiana de masa m, sobre la que no actúa 

campo externo alguno, la ecuación de Langevin es 

- ..... 
J:t""' + F 

f a 
( 2. 5) 

Supondremos que la fuerza de fricción, Ff, es proporcional a la 
..... -velocidad relativa U - V, entre la partícula y el fluido, en 

.... , 
donde V esta dada por (2.1). Además, puesto que la partícula se 

mueve en la vecindad de una pared, la expresión que usaremos 

para esta fuerza será, precisa~ente, la fórmula de Brenner dada 

por la ecuación (1.33), la cual incluye las correcciones debi

das a la presencia de la pared. 

De esta manera, la ecuación de Lan5evin que describe, en el 

sistema del laboratorio, el movimiento de una partícula brow

niana sólida de forma esférica a través de un fluid'O viscoso y 

en la vecindad de un plano sólido infinito, tiene la forma 

= u. (t) ' 
l. 

d
dt U. ( t ) = -f íu. ( t ) - a .. R. ( t ~ + f. ( t ) 

i L i i.J J 'J 1 

(2. 6a) 

( 2. 6b) 

en donde R. (t) y U. (t) son la posici6n y la velocidad de la 
l l 

partícula y la constante de fricción por unidad de masa, t 
está dada ror la exrresión (1.34). Además, la f'...¡erza aleatoria 

nor unidad de masa, f. (t), tiene las sisuientes ~ropied2ües es-
1 

tadísticas 
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c(fi(t)) = o , (2.'la) 

< f i (t) fj(t')) = G J .. (t - t' ) 
1J 

( 2. 7b) 

con 

G 
2kBT (\ 

= m 
(2.7c) 

La ecuación (2.7b) implica la existencia de un intervalo de 

tiempo para el cual la fuerza aleatoria, f. ( t), pueda experi-1 . 

mentar muchas fluctuaciones sin que la velocidad o la posición 

de la partícula cambien apreciablemente. De entre las posibles 

condiciones iniciales para este sistema, escogeremos por sim-

plicidad las siguientes 

R. (t 
1 

u. (t 
1 

= O) = 

= o) = 

o ' (2.8a) 

U.(O). 
l 

(2.8b) 

A continuación, construiremos la ecuaci6n de Fokker-Planck 

equivalente a la ecuación de Langevin obtenida antes y rnostra

.rernos que el método estándar para resolver aquélla no es apli-

bl ( 18 ) ' 6 ca e en este caso . Esto, nos llevara a la elecci n de la 

ecuaci6n de Lafü3'evin como la más conveniente para describir a 

nuestro modelo. 

La ecuación de Lang-evin anterior se puede expresar de la 

fo r::i~l 
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Y> 

éi 
1
. = k . e q ) + ¿ g . . f . ( t ) , i== i , 2 , ••• , n. 

1 . lJ J 
J:I 

( 2. y) 

en donde q. denota a las variables del sis terna y k. y g .. son, 
1 1 1J 

en general, funciones de q. Además, las f. (t) representan fun
J 

ciones aleatorias que satisfacen 

(fj(t))= o, (2.lOa) 

( 2. lOb) 

Se puede mostrar(l?,lg) que la ecuación (2.9) es equivalen

te a la siguiente ecuaci6n de Fokker-Planck: 

( 2 .11) 

en donde Kt" y K\"' 11 , el vector de arrastre y el tensor de difu-

sión, respectivamente, están dad os por las expresiones 

K · ( q ) = k · ( q ) + ~ L ( 8 
g1. lc ( q ) ) gJ. k ( q ) ' 

1 1 .2 ~q. 
j ,K J 

(2.12) 

K .. (q) = Lg.k(q)g.k(q). 
lj K 1 J 

(2.13) 

De aquí se sigue que, si se conoce le ecuación (2.9), los coe

ficientes de arrastre .Y difusión se pueden calcul2r de (2.12) y 

(2.13). Inversamente t::i.11bién es cierto que, si se conocl'n ef;tos 

coeficientes de 12 ecun.ci6n ele Fokker.Plm1ct ( 2.11 ), invirtien

do las relaciones (2.12) y (2.lJ) se puecien encontrar(lg) k. y 
J. 

-~ ... lJ 
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~)i la ecuncj.6n de li'okker-Planck (2.11) es lineal en q, es 

decir, si K. (q) es una función lineal en q y si K .. es constan 
l lJ -

te, entone es esta ecuac i6n de Fokker-Jilanck lineal mul ti varia-

da siempre se puede escribir de la siguiente forma (
2

0) 

;; 1 ;/ p 
=-A .. q.P+-

2
B .. 

iJ é}q. J iJ·aq.aq. 
1 l J 

(2.14) 

en donde q. , nuevamente, denota a las variables del sistema y 
l 

los coeficientes de arrastre, A .. q., 
lJ J 

den calcular a partir de la ecuación 

y de difusión, B .. , se pu~ 
lJ 

de Laneevin por el proced~ 

miento descrito anteriormente. Pan'< el caso que nos ocupa, ha

ciendo uso de las ecuaciones (2.6), estos coeficientBs resultan 

ser 

=( @ 

1 

fi. ) (2.15a) A .. 
lJ ~ª - r il 

B .. ( @ 

1 

@ ) (2.15b) ::: 

lJ e jL 

donde 
"4 

es el tensor razón de corte. De manera que la ecua-a 

ción de Fokker-Planck equivalente a la ecuación de Langevin 

(2.6) está dada por (2.14) con los coeficientes (2.15). 

Las condic :iunef:J iniciales ( 2. 8) para la ecua e i6n de Lange

vin son equivalentes a las siguiente~:i condiciones iniciales 

para la ecuación de Pokker-rlanck 

P(R. ,U. ,t=O) = Ó (R.) Ó (U. - U. (O) ) • 
l 1 1 1 1 

(2.16) 

Ahora bien, para encontrar la solución de la ecuación (2.14) 



' • 

( 18) 
con estas condic ion ::.B iniciales, el m8todo efJtándar supone 

que A .. es dia~onalizo.ble. Es decir que existe una matriz C .. 
1J 1J 

tal que 

en donde los 

f cijAjk = >- i º1k ' (2.11) 

eige):valores ).. i son las raíces de la ecuación 

Det ( Aij -f.Óij ) =O. (2.18) 

1 

i 

Sin embargo, la m!atriz A .. dada explícitamente por (2.15a) es 
i J_ J 

singular ( apénd:Lce A ) , lo que implica que no tiene inversa. 

Además, es degem1r2_da con eigenvalores O, -X- y por lo tanto 

no es diagonalizable. 

Así pués, aunoue el i:1cvimiento 'oro\·müu10 en flu,j o cortante 

es un problema lineal en cuatro dimensiones, su soluci6n no es 

trivial debido a que no se puede diagonalizar a la matriz de 

los coeficientes de las ecuaciones deterministicas de movimien 

to ( 21 ). Por est.¡?.s razones, el método usual de soluc i6n ( 18 ) pa~a 
1 

proble~as lineales no es aplicable en este caso. Como consecuen 

cia, en adelante trabétj::::remos con la ecuación de Langevin (2.6) 

que describe a nuestro sistema. En la si,r;uiente sección, reso~ 

viendo esta ecuación encJntrnreffios la posición y la velocidad 

de ur:a nartícu a brown:'..:?.na en rresencia del flu,jo y la pured. 
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2.3 ::JOLUCION JJE L/i ECUACJON DE LAJ~í}JNJN 

Resolviendo las ecuaciones de r.,a.n2.;'evin, en el sis tema del 

laboratorio, dadas por las relaciones (2.6) con las condiciones 

iniciales (2.8), obtenemos las soluciones generales 

u· (o) ( - \4l) l Jt [ -~lt·"t)ll 1 
Q; (t\ = + {- t:. + ~ t> d1 <- ~ d'a.~j QjC't\ t- (l't\ (2.19a) 

Ui:LH'= üi:to)i~-1: + J:cLt e-~lt-t.) Lt~s·Qj·(.-c)++c:li:;)l. ( 2. l 9b) 

Estas soluciones contienen toda la información sobre la evo 

lución dinámica del sisterna :y de éllas pueden obtenerse, en 

nrincipio, todos los momentos de P(R. ,U.,t R~ ,u.0 ,tº ), así 
l 1 1 1 

como las correlaciones resnectivas. 

Antes de calcular exnlicitamente alguna de estas cantidades, 

representaremos convenjentemente a la ecuación de Lan,c;evin (2. 6) 

y a sus ~oluciones (2.1~) en el sistema de referencia de reposo 

instantáneo. Se introduce este sis tema de referencia, bás i carnen 

te con el propósito de exruninar los efectos del flujo cortante 

independientemente de los efectos convectivos. Estos pueden el! 

minarse formalmente tra.nE'formando las ecuaciones de Lan~evin a 

co ordem1das lap;ran,c;;ianas m ed iant e un;:' t n:ns f ormac i6n cuas i-P-;al 2:_ 

leo.na definidé1 de lo sig-Lliente manera 

R~(t) =Á .. (t)H.(t), 
1 l.J J 

(2.20a) 

V! (t) =V. (t) - a .. R.(t) , 
l. l l.J J (2.20b) 
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en donde 

!\ .. (!t) =d .. + ta ..• 
lJ 1 J lJ 

( 2, 20c) 

Obsérvese que esta transformación se hace para cada punto y 
( 22) 

para cada instante de tiempo. Además, puede mostrarse que 

esta transformación corresponde a una transformación no inercial. 

Corno veremos en siguiente capitulo, el cálculo del coeficie~ 

te de difusión se sir:1plificar.é. si además de la transformación 

(2.20), utilizamos adicionalmente una transformación de escala 

definida mediante 

R! (t) , 
1 

C( .(t) = /\ .. (-t)V'.(t). · 
l lJ J 

(2.2la) 

(2.2lb) 

esto nos lleva al sistema de reposo instantáneo escalado. 

Usando estas transformaciones, las ecuaciones de Langevin 

en el sistema del laboratorio (2.6), con las condiciones inicia 

les (2.8 ), se transforman, en el sistema de reposo inst<:1ntáneo 

escalado, en 

(2.22a) 

(2. 22b) 

en donde 
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r.(t) =A .. (-t)f.(t), 
1 1J J 

( 2. 2 2c ) 

/\ .. ( 2t) = Ó . . - 2t a. . • 
1J 1J 1J 

( 2. 2 2d) 

Para las condiciones iniciales dadas por 

~ i (t=O) = O , (2.23a) 

d. . ( t= o ) = e{ . ( o) 
1 1 

(2.23b) 

las soluciones generales son 

(2.24a) 

-IAt 5t -r(t-'t) -
d~lt) = c<~~o) G 0 + 

0 
Jt e t¿ (L.) . (2.24b) 

La ecuación °(2. 24a) se puede escribir como 

en donde 

( 2. 2 5b ) 

con 

(2. 25c) 
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En el si~iente capítulo calcularemos una propiedad de 

transporte del sistema, el coeficiente de difusión de la 

partícula browniana. 
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C API'l1U LO II I 

DIFUSION EN FLUJO CORTANTE UNIE'ORME 

Y EN PRE~3ENCIA DE UNA PARED 

Nuestro interés es calcular las correcciones al coeficiente 

de difusión de una partícula bro'tmiana esférica que se mueve a 

través de un fluido viscoso en flujo cortante uniforme y en la 

vecindad de un plano sólido infinito. 

Aunque de las soluciones generales (2.~), en principio, es 

posible calcular cualquier momento de P(Ri,Ui,t 1 R; ,u; ,tº) y 
cualquier correlación, pura nuestro propósito es necesario cal 

cular solamente el desplazamiento cuadrático medio. Otro[~ mome~ 

tos y correlaciones para este sistema se calculan explíci tarnen

te en el apéndice B. 

En general, el coeficiente de difusión está definido, en el 

sistema de laboratorio, por la siguiente expresi6n 

b - ( 3 .1) 

en donde -< ~R~(t)) , es el desplazamiento cuadrático medio. 
J. 

Los paréntesis angulares <· .. ) representan promedios sobre el 

ensa~ble de condiciones iniciales y las cantidades entre éstos 

representan las fluctuaciones de las variables corresnond.ientes. 
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J.l DESPLAZAMIENTO CUADH.A'l.1IOO L'.EDIO 

Por conveniencia trabajaremos en un sis terna en reposo donde 

la ecuación (3.1) puede escribirse como 

(J. 2) 

donde <8~¿2 
(-t)), el desplazamiento cuadrático medio en el sistema 

en reposo, está definido por 

(3. 3) 

en donde 

(3. 4) 

representa a la correlación de fluctuación en la velocidad. Las 

fluctuaciones 6~ilflY Ód;l+) están definidas por 

<. ~i. tl:) '> , (3.5a) 

(3. 5b) 

en donde a'~l+),y ~(l+) son la velocidad y la posición, respectivamen 

te, de la narticula brovmiana y est6n dadas no Y las ecu.3.ciones 

(2.24). Ahora, pro:r.ediando estas ecuaciones soore el ensamble de 

condiciones iniciales Y utilizando (2.7) obte~e~os 
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con M .. (t) dada por (2.25b), 
lJ 

(3. 6a) 

( 3. 6b) 

De estas ecuaciones y de (2.24b), la expresión (J,5b) queda 

como 

( 3. 7) 

en donde, como antes, f.(t)=A .. (-t)f.(t). Luego, multiplicando 
l lJ J 

la expresión anterior por Ód·lt') y promediando, obtenernos la si-
1 

.c;uiente relación para la correlación de velocidades 

(3. 8) 

Usando las ecuaciones (2.7) y (2.22c) se pueden calcular 

las integrales anteriores obteniéndose que 

( 3. 9) 

en donde 

(recuérdese que la transformac i6n ( 2. 21) depende del tensor ra

zón de corte, a .. ) con 
lJ 



~(o) 
IC.(. = OL'I<. Óte.. (J.lla) 

}.. LI) 
1( (. = ª<'ll, Ói't t cfl'ic. a~t, (J.llb) 

).. (z,\ 
Q l'K Q. i'.t, ~t. = 

) 
(3.llc) 

y en donde las funciones In(t) están definidas por la forma 

estándar 

V\ :: o, ~. 2. • (3.12) 

Después de calcular explícitamente estas integrales y de 

sustituir el valor resultante de rc~,t) en la ecuaci6n (3. 9 ), se 

obtiene una expresi6n para (3.3). CalculéU1do las integrales re

sultantes en esta últim2, obtener:10s que el cleé:;r1_Lazarniento cua

drático medio estú dado por 

Z ;.... [ to) (1) (z) 1 _<; 

¿_ c5 ~i lt)1= 6 ~~L A o l-t) +-~K.t. A 1 lt-) + ~\<..t A'l. l{-) º"t.. (3. lJ) 

En este caso, 

( 3 .14a) 

(3.14b) 

( 3 .14 c) 

Zn la sü:u.iente sección usare;nos la e:rnresión anterior ( 3,13) 
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para calcular explícitamente el coeficiente de difusión, D, para 

la partícula browniana • 

.3. 2 COEFICIEN'rE DE DIFUSION 

Sustituyendo la ecuación (.3.1.3) en (.3.2) se obtiene 

(.3.15) 

Nótese que al tomar el límite indicado en esta ecuación, se ob

tienen términos diver¿:;entes de la forma 

t , (.3.16a) 

rt 
e ' ( .3 .16b) 

te t t (.3.16c) 

1 .r t 
t e , (.3. lód ) 

lo cual sugiere que el coeficiente de difusión no puede ser c::ü 

culada de esta manera. 

Por otro l.qdo, sabemos riue el efecto de disipación de ener-' 

gia '.lU.e tiene lua;ar durante el movimiento de un fluido, se ciebc 
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a la fricci6n interna o viscosidad, la cual induce 'J.n calenta-
. . (23) 

miento del fluido. Puede demostrarse que para nuestro mode-

lo, la variaci6n temporal de la te~peratura del fluido, para 

tiempos largos (a nivel microscópico), está gobernada por la 

siguiente ecuación de calentruniento 

T(t) ==cte. e-~t (3.17) 

Si suponemos que para el fulido en consideración la disipa

ción viscosa es despreciable, podemos eliminar formalmente el 

efecto del calentamiento introduciendo una nueva escala de tiem 

po por medio de la transformación 

1( -tt), t' = t 1 - e ( 3 .18) 

en donde t' _., l/t cuando t _,. co • Claramente, esto nC> impli

ca que el sistema esté en un estado de equilibrio, pués la pre

sencia de a .. , el tensor razón de corte, lleva al sistema a un 
J. J 

estado fuera de equilibrio no estacionario. Limitado Únicamen-

te por las condiciones de las ecuaciones (1.10), es decir, las 

ecu2.ciones de movimiento reptan0e. 

En esta nueva escala temporal y después de tomar el límite, 

el coeficiente de difusión (J.15) queda como 

(3 .19) 

. 
iiótese que e:=:ta exnresión denen:ie exnlícitamente ciel tensor ra-

zón de corte así co~o tambi~n cJntiene los efectos de la prese~ 
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cia de la pared a través del coeficiente de fricción, , dado 

por (l. 34). Para el caso particular de un fluido sin fronteras 

sabemos que el coeficiente de fricción está dado por 

-1 t = 6Tt~cm , (3. 20) 

de manera que el coeficiente de difus i6n, Deo , para una partíc~ 

la browniana esférica moviéndose en un fluido sin fronteras en 

flujo cortante uniforme, es 

(3. 21) 

Para el caso de interés, de la expresión (1.34) se tiene que 

con lo que el coeficiente de difusión, D , resulta ser 

Finalmente, las correcciones al coeficiente de difusión de 

una partícula bro·rmiana esférica moviéndose a través de un flui 

do viscoso en flujo cortante unifonne en la vecindad de un pla

no sólido infinito, son 

(3. 24 ) 



en donde, a.k es el tensor raz6n de corte dado por (2.2) y los 
1 . 

demás parámetros están def].nidos después de la ecuación (l. 30 ). 

Obsérvese la. dependencia de la ecuación anterior con resrJecto a 

los parámetros k y 1, oue rcrirescntan, respectiv2.mcnte, J.a in

fluencia de la pared y la distancia de la partícula a ésta. 

Para obtener la s-ráfica de la expresión anterior vamos a 

utili.zar un tipo particular de flujo cortante uniforme, a saber: 

flujo cortante plano dado por 

(3. 25) 

i/'¿ 
en donde a== ( a.ka. 1 ) es la magnitud del tensor razón de cor 

1 l.K 

te. Escogemos un sistema de referencia en el que las lineas de 

crriente van en la direcci6n del eje x, los ~radientes de veloci 

dad anuntan en la dirección del eje y, y la pared se ecuentra 

naralelamente al pl~no xz, fig. l. Además, debido a que no tenemos 

d8.tos PYrerimentales sobre este traba.jo, usaremos los siguientes 

1 , . (24,25) 1 , v2 ores t1p1cos para os parametros que aparecen en la 

e cuac i6n ( 3. 24 ) ~ 

e = 1 ~m 

1 = de 1 t{m a 200 ~rn 

U ';t 5 O }'\ m/ seg 

f"" = O. 01 gr/cm-seg (solución acuosa a 20° C ( 26
)) 

k= 9/16 (pléino sólido infinito(lj)) 

rn ,.,,, 1 <;r (esferas de nolyvinyl tolueno latex) 

a ~ d " JO -l ( . . . 6 .... ' . d . t b ) e ~ a seg cona1c1 n v1n1ca e micro u o 
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Cabe mencionar que estos 'valores típicos' se utilizan co

rrientemente en una técnica experimental conocida como "la téc-
. (6 25) 

ni ca de micro tubo", técnica usada entre otras cos.as ' , para 

observar los movimientos e interacciones de partículas incli vi

duales y de agragados. La gr~fica correspondiente se muestra 

en la fi c.r;ura 2. 

z 

Fig.l El sistema. 
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D/o re 

o.~o 

o.iO 
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0.10 

+ 

+ t t 
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+ 

º·"º i._ ....... .....-....-~.--.....--..-__._---+---------_,_--1---T---___,..,.,_.. _ ___, 
o 10 10 Jo 40 !lo ~o to loo \to t~O lfO 

Fig.2 ~rifica de las correcciones al coeficiente de 

difusión D/D como función de la seyaración 

entre ls nartícula y la nared. 
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CAPI'l'U LO IV 

DISCUSION y CONc.w:noNES 

Como puede notarse en la gráfica anterior, la presencia de 

la pared afecta significativamente al coeficiente ele difusión 

de una partícula bro·,miana de forma esférica que se mueve a tr~ 

vés de un fluido viscoso en flujo cortante uniforme. Asimismo, 

se aprecia t8.JT1bién, en el com:oortamiento de la ~ráfica en el 

extremo de re cho, que cuando la part ícul:ci se en cu entra muy ale

jada de la pared, el coeficiente de difusi6n de 6sta, D, tiende 

al coeficiente de difusión de dicha pt::.rtícula ::,oviéndose en un 

medio sin paredes, Deo. En el otro extremo, cuando la partícula 

se mueve er~ la vecindad de la nared, se obEJerv2 que para una 

separación de la pared de tan :::>olo cinco vecef; el radio Ci.e la 

partícula, el coeficiente de difusión se ve dü:;ninuído hasta en 

un 20% Cl el valor que tendría en un medio E.~in ·p:'irede~;. Es pués 

notable la importcmcia que tiene la influencia ele léls pétredes 

en el mo~imiento de partículas en un fluido viscoso, sobre todo 

en una de sus propiedades de transporte del sistema (en este ca 

so particular, el coeficiente de difusión). 

Por otro lado, ta.mbién se obi3erv6 que p2"ra variaciones del 

flujo, es decir, nan1. variaciones en Ja maJ:;nit'Jd del te1;~or ra

zón de corte, a.k, la forma de la gráfica 11err::t-meci6 prúctica-
1 • 

mente i.gual. Esto puede deberse por wrn. narte, 2 lé1f-~ restriccio 

nes que se imnusieron sobre este tensor a través de las ecuacio 

nes de movimiento rentnnte del fluido (l.10). Por otra narte, 

es un refle~o de la hin6te:=:ió:. de no calent3.Jtiento introducida 
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en la sección 2.3. Es decir, tanto las ecuaciones (l.10) como 

la hipótesis de que la disipación de energía por viscosidad 

sea despreciable, imrJ.ica.r1 un valor pequeho de a. k. Conriecue::;-
1. 

temente, lR influencia de ªik sobre el comportamiento del sis

tema no debe ser sustanci::ü, alrso que se h<::. visto refle,iado en 

el comportamiento de D c0::10 funci6n de '.l e;.;. • • • 

lK 

El modelo ernnle<1do e:. este trc,b<-:tjo es sencillo, en el sen

tido de que exnlota al m2.ximo la simetría, tanto de la partic~ 

la como de la p&red. Esto nos permite trabajar con ecuaciones 

mucho más sene illas. Ade:::ás, con::; ider<'t W1 régimen de flujo tan 

simple como lo es el fl~~o cortante uniforme. Sin embar~o, nos 

ha permitido obtener resultados significativos y físicamente 

plausibles sobre lUlc nre;;:•iedad de trans11orte de1 sistema, el 

coeficiente de d ifus i6!1. De hecr~o, e1 tratamiento de la influen 

de .la nared sobre el mo·1ir.iiento de la par-i;ícula, es equivalente 

a un problema en ausencia de fronteras modifj.c2do TJOr un coefi

ciente de fricción eqüivalente, que se construye e. nartir de la 
(y) ~ ( 27 ) 

f6rrr~la de Brenner • ~1 método usual parR describir la 

influencia de paredes, nlantea el nroblema en términos de una 

función de distribución de velocidades de la partícula con con

diciones a la fronte re específicas. Este tratamiento considera 

un problema de valores iniciales y transforma la situación ori-

,q;inal en un2. eouivale:--.-:;e nero :::~~s simnle. 

Por otra nurte, de:e~os ~e~cion~r aue estos result~rtos sólo 

son válidos en um1. esc;-~la de tiemno para üi cual, la dL>inaci6n 

viscosR (es aecir, el efecto de calenta~iento en el fluido con-

siderado), sea despre:ioble. ~sto, cons~ituve ror sunues~o unu 

limitación del modele. ::o obstante, existen fluidos crne presen-

-4?-



tan, entre otras, esta caracterí:3tica. 

Desaforturwdwnente no se encüritruron en la literatura, tr~ 

bajos que reporten result&dos exn~rimentales con los cuales se 

puedan comparar los re~:;ultados obt<::nidos en este análü;is. AÚL 

así, las predicciones de este modeLO sencillo sobre el coefi

ciente de difusión, tienen un si,::;r:ificado f'Úiico inrportante: 

la presencia de nareder.i afecta si-:;-:üficativamente a una de las 

proniedades de transporte del sL~-i;<::ma. 

Si bien, por simplicidad, se ~r8baj6 en este modelo con una 

partícula de simetría esfórica, se puede en princioio, realizar 

este mismo an{ü is is -para cual1ui e :r tipo de 1rn.rtícul;;;,. Bó.s ic a.me~ 

te, esto se verá reflejado en la forma matemhtica de la fórmula 

de Brenner, ec. (1.29), y a diferencia de este trnba,jo en el que 

el efecto de la pared y la fon~::~ de 1a nartícula están conteni

dos en un nar:L::íetro esce:.lar, t , se tendrf: -.:mci expresión algo más 

complicada, lo aue nrobablemente haría di~ícil encontrar la so

luc i6n a las ecuaciones de Lans-evin corrt: e> '•oncl ient es. 

Una pre,1;u.n~a interesante nara un~~ futura extensión de este 

trabajo, es la siguiente: ¿cómo se modifica:cía esté:. técnica de 

solución si ai10ra el fiuido fuera no newt;oniano? En principio, 

la fórmula de Brenner ::iarece que ya no tendría anlicación, pue~ 

to 1ue la Ley de Stokes Ya no se verificaría. ~sto nos llevaría 

a bu.scar otr.:: forma de corregir la fuerza de ::>to,·:es o bir:n, una 

fuerza de arra~>tre correspondi=:nte. Por otro lado, lH.s ecuacio

nes del movi::.icnto de:l. fluido :--.o estarían dada~, :'Or las r:cuacio 

nes (l.lJ), 1ue son l~neales, ~o que nr~cisamente se explcta en 

este método. ;;:sto hrlce nensar YJ.e el Tffoblerna sería mucho rnús 

co;·;nlicndO :' riuiz{¡s :"ÍD soluci5n, 
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APENDICE A 

}i ingularidad de la matriz A definida por ( 2 .15a) 

El deter2inante de ~ , 

~ = ( :~ (A. l) 

se puede reescribir como 

(A. 2) 

si usamos el método de 
. l 

expaw31on 
( 28) 

en cofactores que dice que 

para las matrices ~y r arbitrarias 

11 

l Y.. 1 Q 

\= = 1 (A. 3) 

o i 1'. i -

pero (A. 2) es igual a 

\\ :~ ~ni~~ll \\ 
.Q. 

~ ¡ - (A. 4) -
it~ 

en donde la última igualdad se sigue de escoger 
-1 

X=a • l. Pero 

e 0:110 
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(A. 5) 

concluimos que 

Det A = O. (A.6) 

APENDICE B 

MOMENTOS Y CORRELACIONES PARA EIJ SISTEMA(2.6) 

Para el caso particular de flujo cortante plano en donde - ,.. v = aye , las ecuaciones de Langevin (2.6) tienen la forma 
X 

.. 
x. + ~ x = ~o..'1 -t X (B ;;la) 

.. 
~ + y~ = y (B. lb) 

cuyas soluciones son 

(B. 2a) 

(B. 2b) 

-t r t. -'( lt-'t.\ [ 1 XLi-\ = ~to) e,-'( + Jb di:. e 'jlt.)~-+ XtT.) (B. 2c) 
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(B.2d) 

Para este <"1 is terna tenemos los siguientes momentos y correla

ciones. Para la posición 

(B.3a) 

<~lt)>: (B. 3b) 

los momentos ¿ x(t )) y¿ y(t) > se pueden obtener si derivarnos 

con resnecto a t las ecuaciones anteriores, respectivamente. Pa 

ra el desnlazamiento cuadrático rnedio 

¿ xzl+) '> :: :~~ [ z~i ( 1-¿i~t:)-) (t-e-ait-/·] + 

+ o.2. ~:~r. j~ Jt-1 [i~¿~Lt.-~)](t-_z~l-t-t'}1<'jL"t.) ~Lt') >, (B. 4a) 

(B.4b) 

para la correlación en la posición se tiene 

a.K~T{e-~~(i.-t'-t- ! + (i+ l )e~-1:'}+.!--t.+ 
"M~i t ~ ~ 

+e-\<-1:' [ -t- ~-}ez.~-1:' }+i-t'l~i-1)] s~ -l:>i', 

o (B.5a) 
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(B. 5b) 

~ { e-~i\ r tl-l:\-th ~ 1 +¿~q= [ ~u-t')-t31 + 
l'l\~1. L 

+ [ ~lt-H:')+~ l l ~ -~-~(t+t') 11 + 

t a.l ): Ji: 1:,Jt' L ~-¿ ~l-1:-'t)][i-i\il-l'~ 'ti}] ~~L't) ~Lt.')') . \ 
:ÍLt'::>t 1 

o <i>t t ~ i.' . (B. 5c) 

Para las velocidades tenemos las siguientes expresiones 

() (B.6a) 

~ í ~ [ttl'-t')-·(\1i+-0.i)t-t\- !o.z(-t+-t')~l o.ile'r(tH') 
'M'( l ó i~ it + 

a.."-('' _l '3) -~tl:-l') -'r1t' 
+ 2 "t--i-} e + Lt'(u.2:..ti)+ i.s.z.+~1e + 

<~L{.\Xtt'))': + 2.a.Z·-t'- ~l.-}-t-+ [-t(ZAZ-~z.)+40.2._~1e-~{} ~l t~t' 
' 3'- ~ J 

( B, 6b ) 
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o (B. 6c) 

Para las componentes de la posición y las componentes de la 

fuerza aleatoria se tiene 

(B. 7 a) 

2.l<'(l, T [ 1 _ ¿)< L-t-t'\ 1 
W\ 

D (B. 7b) 

r ~L-t-t')1. l l- e { t' > I 

. c::.i (B.7c) 

(B.7d) 
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Las funciones de correlación entre las componentes de la velo

cidad y la fuerza aleatoria son 

o \ 
~l 

() 

o \ 

!id t.~ t' 
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~l 

t > i' 
) 

t> -1:' 
) 

(B.8a) 

(B. 8b) 

(B. 8c) 

(B.8d) 
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