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INTRODUCCION

El estudio del movimiento de pequefias particulas a través
de un fluido viscoso data de mediados del siglo pasado. Comen-
zando con el andlisis cue hiciera Stokes del movimiento trasla-
cional de unz esféra rigida a través de un fluido estacionario
sin fronteras para numeros de Reynolds pequefios. Desde entonces
este estudio se ha extendido a diversos tipos de particulas y
de movimientos, incluyendo tanto campos externos como internos,
as{ como los efectos de la proximidad de paredes en la fuerza
hidrodindmica de arrastre de la particula y en su velocidad.

En generzl, la imvortancia del movimiento browniano en un
campo de fuerza reside tanto en sus aspectos précticos como
tebricos. Entre los primeros pueden contarse los siguientes:
sedimentacién, electroforesis, coagulaciébn, etc. y entre los
segundos estén: problemas génerales como el escape de barreras
de potencial y la teorf{a de difusibn de reacciones quimicas. ILa
investigacibn de este tipo de movimiento es de interés en campos
como la fisica de los polimeros, la ciencia de los coloides y
la reologia (e.g. efectos reobpticos y reoeléctricos) entre
otros y en algunas aplicaciones como las técnicas de separacién
(hidrodinamica-cromatogréfica, fragmentacién del campo de flu-
jo, etc.).

Por otro lado, existe una relacién bien establecida entre
las fluctuaciones de un sistema y sus propiedades de transnor-
te a través de las funciones de correlacién. Como estas Yltimas

se pueden medir directamente, las propiedades de transporte
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pueden determinarse. Ademés existe suficiente evidenéia experi-
mental(l) due muestra que el movimiento de un cuerpo sbélido en
un fluido viscoso se ve afectado considerablemente por la pre-
sencia de paredes. In efecto, éstas modifican apreciablemente
la fuerza de zrrastre experimentada por el cuerpo.

Consecuencias de este hecho se tienen, entre otras, dentro
de la fisica de polimeros (e.g. en la formacibn de agregados);
y dentro del é&rea biolbgica en problemas tales como el movimien
to de moléculas y difusién de proteinas y lipidos en membranas
bioldgicas y en procesos fisiolbgicos de transporte en membra-
nas. Sin embeargo, la influencia de las paredes en las propileda-
des de transporte de un sistema apenas si se ha estudiado. Es
pués de fundamental importancia el estudio del movimiento brow-
niano en un campo de fuerza en donde la presencia de paredes
tiene efectos relevantes.,

El objetivo principal de este trabajo consiste en investi-
gar cbmo afecta la presencia de paredes (plano sélido infinito)
al coeficiente de difusién de una particula browniana esférica,
moviéndose a través de un fluido newtoniano viscoso en flujo
cortante uniforme para nimeros de Reynolds bequeﬁos. Para esto,
utilizando la correccidn a la fuerza hidrodindmica de arrastre
deducida por Brenner(g), construimos la ecuacién de Langevin
que describe el movimiento de la particula. Esta ecuacibn con-
tiene la presencia de la pared a través del coeficiente de fric
cién, asi como la del flujo particular que se estudia.

De esta ecuacidén calculamos explicitamente el desplazamien-
to cuadré&tico medio de la particula y con él obtenemos el coefi

ciente de difusibén, D, el cuzl ciertamente, contiene los efectos



de la presencia de la pared y del flujo externo.

Log resultados muectran que, al comparar los valores de D
con los del coeficiente de difusibn en ausencia de paredes, Dy,
para distancias peaueiias entre la particula y la pared, las co-
rrecciones son significativas y pueden ser de hasta un 20%. Es-—
to muestra la influencia que tienen las paredes en una de las
propiedades de transporte del sistema.

Finalmente, dentro de las conclusiones se discuten estos
resultados, se hace una critica del método y del modelo usados
y se exhiben sus limitaciones. Ademés, se menciona la falta de
resultados experimentales con los cuales pudiéramos comparar
las predicciones de este modelo. Adicionalmente, se sugieren

posibles extensiones del trabajo.

Agradezco a las personas que de una u otra forma intervinie-

ron en la realizacidén de este trabajo.



CAPITULO I
LA FORMULA DE BRENNER

Se ha observado experimentalmente(3'4’5) que el comporta-

miento de un cuerpo sélido moviéndose a través de un fluido
viscoso, en general, se ve afectado considerablemente debido a
la presencia de paredes., En particular se ha reportado(l) un
aumento significativo (20%) en la fuerza hidrodinédmica de
arrastre experimentada por el cuerpo. Dado que se conocen mu—
chas aplicaciones de importancia préctica, que dependen direc-
tamente de la fuerzaz de arrastre(6’7’8), es evidente la necesi-
dad de corregir dicha fuerza por el efecto de paredes. Frecuen
temente, es suficiente conocer la magnitud de esta correccidn
para ragones relativamente pequeflas entre las dimensiones carac
teristicas del cuerpo y la distancia de éste a la pared.

El primero en deducir una expresibn para la fuerza hidrodi-
namica de arrastre de un cuervo arbitrario incluyendo estas co-

(2,9)

rrecciomes fué Brenner . Para esto, utilizbd una técnica de
solucién conocida cdmo el método de reflexiones(lo) de la hidro
dindmica clésica. Este método supone, apoyado ern que las ecua-
ciones de movimiento del fluido y las condiciones de frontera
son lineales, que los campos de velocidad y de presibén del flui

do se pueden descomponer en una suma de campos
V=ZV ’
L
(V) .
D = z:p , i=1,2,3,...
L

-



en donde cada término satisface, separadamente, las ecuaciones
de movimiento. [0s campos individuales se determinan sucesiva-

mente mediante la aplicacién de las siguientes condiciones de

frontera
7 = U en P,
V(l)= - ; (4 en S,
st)z - v en P,

UL L TG gy S, etc.

Aqui ﬁ:es la velocidad con la que se mueve el cuerpo P y S5 es

la pared. Ademés,
== ()
v =0 cuando r — o,

en donde r se mide desde el ‘centro del cuerpo. La fuerza de
arrastre 5} ejercida sobre el cuerpo por el fluido, se puede
obtener sumando las contribuciones a ésta de cada uno de los

campos individuales F'Y, i.e.,

}; :zg(i).
i

Si bien es cierto que mediante este método se obtiene una
exnresién analitica que contiene las correcciones a la fuerza

de arrastre, su deduccidn es larga v complicada. ademés, por
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otro lado, ¢l método no es lo suficientemente preciso para de-
terminar la validez de la aproximacién de la férmula resultan-
te para ﬁ. Por estas razones, en la literatura se han utilizado
métodos més poderosos para deducir la misma férmula y aue al
mismo tiempo permiten precisar su validez. As{ por ejemplo,
#illiams utiliza las representaciones integrales de las ecuacio
nes hidrodindmicas correspondientes para deducir la férmula de
Brenner(ll). En este capitulo esbozaremos brevemente las ideas
principales de este método omitiendo los simples pero tediosos
detalles algebraicos. Estos nueden encontrarse en el articulo
original y en las referencias all{ citadas.

Incidentalmente, cabe sefialar que este método fué desarrolla
do inicialmente por Lorentz hace 80 aﬁos(lQ)

(13)

extendido por Oseen a otras situaciones y permite, por un

. Posteriormente fué

lado, obtener la férmula de Brenner de una manera micho mas di-
recta y elegante, y por otro, determinar con mayor precisibn la
validez de la aproximacidn parn'ﬁ.

A continuacién, haremos primeramente una breve descripciébn
de las representaciones integrales y, posteriormente, describi-
remos someramente la deduccidn de Williams de la férmula de
Brenner.

Como es sabido, las revresentaciones .integrales (funciédn de
Green) son de gran importancia tebrica. Ya que permiten resolver
una ecuacibn diferencial lineal con condiciones de frontcera
apropiadas, mediante una cuadratura, es decir, transformando la
ecuacién diferercial en una ecuacidn integrsl. Veamos brevemen—
te cudl es la idea centrzl de este método(ld).

Consideremos una regidén V del esnacio, acotada por una super

—6—



ficie cerrada S, para la cual buscamos una solucién denotuda

por ¢K?)de la ecuacibn diferencial no homogénea que escribimos

como

L(7F) =9, (1.1)

en donde L denota un operador diferencial y‘y(;) es una fun-
cibn continua en V. Ademés,@)(?) debe satisfacer ciertas condi-
ciones de frontera dadas. Ahora bien, si existe una solucibdn
unica (b(?) para cada qJ( ), debe existir un operador inverso

r),
), la solucién formal de (1.1) sea

3[4 tal que para toda Y (
-4
o) =L Y. (1.2)

, -1 . .
aqui, el operador X denota la operacién inversa a la represen-

tada por £, "mds" 1la aplicacién de las condiciones de frontera

‘asociadas,
. e (14) .
Se sabe que por definicibn , la solucién de (1.1) cuando

PY(T) =8§(¥ - 7, ), es la funcibén de Sreen G(T,T,), para el ope-
rador L y las condiciones de frontera dadas. De esta manera,

la funcidbdn de Green satisface la ecuacidn
LGET)=6(F-71,), (1.3)

con las mismas condiciones de frontera que satisface ¢)(?). De

aqui se sigue que

GEHET) =L $(F- 7). (1.4)



Valiéndonos de la funcidén delta de Dirac, podemos escribir (1.2)

comno
b - [ I8 F-dE) 9 (1.5)

en donde dv,denota el elemento de volumen que encierra al punto

T, . Haciendo uso de (1.4) obtenemos finalmente

R ECESTICRNES (1.6)

gue es la solucibn general de la ecuacibén inhomogénea (1.1).

Si bien el método es elegante, es poco practico ya que en-
contrar la funcidn de Green correspondiente puede ser sumamente
diffcil y tedioso o simplemente puede no existir. Ademés, buscar
el operador inverso Irlimplica resolver un problema de eigenva-~

lores. Ilustraremos rapidamente esto,

Si el operador diferencial es hermitiano, L , podemos espe-
rar que sus eigenfunciones formen un conjunto completo. Encon-
trar estas eigenfunciones'%; y los eigenvalores *» , correspon-

dientes, implica resolver el problema de eigenvalores

LY (F) =X (F) (1.7)

con las mismas condiciones de frontera sobre ’?} como sobre

(# (¥). Entonces

raa s ————

<S (i‘.- -i’"o) =J~d)'(\{") (;) (YJA(FO) (1.8)
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si los eigenvalores forman un conjunto continuo; si forman un

conjunto discreto se sustituye J, en lugartiejdk. De aqui que
x

(1.4), la funcidén de Green para el operador X v las condiciones

de frontera dadas, sea

G(r,r ) = J‘dk “pA(r);pX(FO) ’ (1.9)

siempre que A # O y no exista una sucesién infinita de Xusque
tienda a cero como un punto limite. De esta manera, se constru-
yven las funciones de Green para todos los operadores hermitianos
£ que no tengan eisenvalores nulos. La expresién (1.9) se co-
noce como la expansidn en eigenfunciones para la funcidn de
Green. En general, ls expresidén anterior es diffcil de resolver
aun para operadores hermitianos que no tengan eigenvalores nulos.
Por esto, como se menciond antes, el método es poco practico.

A continuacién, vamos a utilizar el método de las represen-
.taciones integrales mara calcular el efecto de la proximidad de
una pared en la resistencia de Stokes de un cuerpo arbitrario
moviéndose en un fluido viscoso. Como veremos esto implica resol
ver un conjunto de ecuaciones integrales de la forma (1.6), .
cuya solucidn puede ser obtenida completamente siempre y cuan-
do se conozca la solucién al problema del flujo de Stokes para
un medio sin fronteras. Para esto, como se menciond antes, des-
cribiremos brevemente la deduccién hecha por williams.

Consideremos un fluido newtoniano viscoso e incompresible.
La velocidad V v la presién p de éste en un flujo stokesiano
(movimiento reptante, cap.?2 sec.l), satiafacen las siguientes

ecuaciones de moviniento y de continuidad, resvectivamente,



FVZV-\Vp =0, (1.10a)

U.v=0 (1.10b)

en donde Y es la viscosidad diné&mica.

Sea ahora V un volumen limitado por una superficie cerrada
S. Supongamos que las ecuaciones (1.10) tienen una solucibn re
gular en V. Sea Py, un punto en V para el cual buscamos una so-
lucién de (1.10). Para obtener el campo producido por una fuen
te distribuida en el espacio y descrita por un punto variable
P, calculamos la contribucibébn de cada punto elemental P en P, .
Debido a2l cardcter lineal de (1.10), sumando todas estas con-—
tribuciones construimos la solucién integral de (1.10),

fhora bien, buscamos wuna solucibén gque dependa de cualquiera

de los dos puntos P y F,. Para ello, definiremos las siguien-

tes funciones
- LA -~ - -
T =AVIF - - ¢[WIT - ro\] , (1.1la)

B wWE- R . . (1.11b)

= J - -f"

con P =T (¥,7,), en donde fl es el tensor unitario, y T y T,

son los vectores de posicibn de P y Py respectivamente. 351
<>

imponemos ademéas, la condicidn adicional T = O sobre S, las

funciones definidas por (1.11) satisfacen las ecuaciones

rA\Vz"_f -V7p = —8\1,{{]8(? - T, ), (1.12a)
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V.T=0. (1.12b)

Mediante una generalizacién de la segunda identidad de Green
podemos obtener una expresién para V(P), la solucién de las
ecuaciones (1.10) para cualquier punto P en la regidn compren-
dida entre dos superficies cerradas 5; y 35, , en donde 5, esté
completamente contenida en 5, y tal que vV se anula en S5, . En-

(10)

tonces partiendo de la segunda identidad de Green
2 Y=o (123, &f
JV({:W3-3V Flav- 5({6”\ jan)as) (1.13)

identificaremos a £ con ¥ ¥ a g con T, usando (1.11) y (1.12)

y después de manipulaciones algebraicas simples se obtiene que

jv{ -;: {\V (Vﬁ) -V (:FP)]“ V- 18(r- Fo)} AV =

-§ (725 2. F)us 10

Si ahora usamos la definicién integral de la funcién delta de
Dirac, el teorema de Gauss y agrupamos apropiadamente, se
obtiene

VQ?):—E—%F‘ S{(P§g~93).?_7.(P_§_a§)}As, (1.15)

v

en donde P es un punto variable sobre S y n denota la normal

-~

exterior a 5.
zs conveniente escribir T y P como T,+ T, y D,+ p,,
L d -~

respectivamente, en donde T, ¥ ?‘ satisfacen (1.12) ¥y T?. y 7



satisfacen

2“
pVT, -V73, =0, (1.16a)
V-T =o0. (1.160)

phora, considerando la regidn V comprendida entre dos super
ficies cerrades S y 5 , con 3 contenida en S , tenemos que

cuando S estd en infinito T y p se reemplazan en (1.15) por
T yp , respectivamente. De las condiciones de frontera

Y = cte. en S4 (1.17a)

=0 en S, , ' : - (1.17b)

<}

de los teoremas de Green y de las ecuaciones (1.12), Williams

.

obtiene la expresién

- . { - | (1'18
v(P) = gpiL §s T AS/ i l)

en donde
f:r«%-‘ A (1.19)

0 . 13 . bnd
(en el caso genersl de une superficie mévil, la velocidad Vv de-~
be ser isual a la velocidad de la superficie SI)'
Podemos aplicar la expresién (1.18) al problema del movi-

miento del fluido generado por un cuerpo rigido Simoviéndose

~12-



con velocidad uniforme U a través de un fluido viscoso en la
regibn limitada (encerrada) por una superficie rigida S, y
entonces, la velocidad del fluido estard dada por (1.18). Ade-
més, de la definicién del tensor de esfuerzos,ﬁf, para un flui-

(15)

do newtoniano
-y
"C:-.—-Pﬂ‘ +r{W'\7 (1.20)

se tiene que la fuerza ? sobre el cuerpo, queda definida por

F = §> T.dg | (1.21)
Sy

<~ ) )
En este caso, T -d5 esti dada por (1.19), i.e., la componente
4
normal de T .

Sabemos que para cualquier cuerpo en el régimen de Stokes en un
medio sin fronteras, existe una relacidn lineal que conecta la

—»

fuerza de arrastre F experimentada por el cuerpo con la velo-

cidad U del mismo, dada por
— — < )
F, = -6Tpe U-%, (1.22)

L 4
en donde el tensor simétrico Qnes el tensor de resistencia de
Stokes (independiente de la orientacidn del cuerpo con respecto
a su direccidn de movimiento a través del fluido) y ¢ la dimen-
sibn caracteristica de 5, . Las proniedades de los tensores simé
tricos vermiten aque nara toda pnarticula 'urbitraria' en el flujo
de arrastre se pueda definir un conjunto Unico de tres ejes mu-

tuamente nerpendiculares tales aue, si el movimiento de la nar-

13-



ticula a través de un fluido sin fronteras es paralelo a uno de
éllos, la particula experimentarid una fuerza solo en esa direc-—
cidn. A estos ejes se les conoce como 1os ejes principales de

(2,9)

resistencia
Definimos ahora el pardmetro e(=c¢/l) como la razén de la
dimensibén caracteristica de 5 (denotada por ¢) & la minima dis
tancia entre un punto en S, y un punto en 5, (denotada por 1).
Tscogiendo el origen O en alzin punto sobre Si y siP y P,

anbos estén en 54 , entonces

Tl e rloT ). o+ % [9oF) v 0y, (12

—

g
Yo= Y=¥p=

»n

en donde TZz TZ(O,O) vy el superindice "o" en W indica diferen
ciacibn con respecto a las componentes de ?o.
El problema con valor & la frontera para el flujo que reba-

sa (pase) a 5, , se reduce entonces a la soluci6n del conjunto

de ecuaciones integrales

- { —~» “v .
V7 g &Sf-(“r‘uzus, It

con P y P, ambos en S,;. 51 en la ecuacibn anterior reemplazawos
<> o~

a Tz por Tf (es decir, si despreciamos las contribuciones del =

segundo y tercer términos del miembro derecho de (1.23) aue son

de 0(€?) ), se tiene que

an

{(5; LT, A5+§§;54 fag-‘f” (1.25)

y usando (1.21) se obtiene



LA

— ‘ — 0 { o - -
U+8~TLF¢F' . :-—-mig-—ﬂé‘s. (1.25)

Esta ecuacidn es la representacibén integral para el flujo de

Stokes cuando 5, se estd moviendo en un fluido sin fronteras con

velocidad constante dada por

- .1 — Law
—_ —o0
U+Nr« T2 (1.27)
De las ecuaciones (1.22), (1.26) se tiene que
—v — ’_L-_., . hand (l 28)
F=~6lpc U*'XEHF-TZ '4300, )
cuya solucién es
- ~ 4 3 =Zo--4 '
Fz*mrxcUi% +74'CT2] , (1.29)

Esta expresibn para la fuerza de arrastre es precisamente la

que dedujo Brenner utilizando el complicado método de reflexio-

nes antes mencionado.

En el caso particular en que el movimiento del cuerpo ses

paralelo a unc de sus ejes principales de resistencia, entonces

(1,28 ) se convierte en

F - ! + OCe*) - (1.30)
Fo {~x (Fao/onpU))

que es la correccidn a la Ley de Stokes de resistencia, donde
¢ : dimensibn caracteristica del cuerno.

~15-



1 : distancia minima entre el cuerpo y la pared,
p ¢ viscosidad del fluido.

U : velocidad del cuerpc.

k : constante adimensional, independiente de la

forma del cuerpo. Solamente depende de la
naturaleza de las paredes.

P_: fuerza de arrastre sobre el cuerpo cuando éste
se mueve con velocidad U, a través de un fluido
SIN fronteras.

F ¢ fuerza de arrastre sobre el cuerpo cuando éste

se mueve con velocidad U, a travéds de un fluido

CON fronteras.

Resumiendo: la correccibén a la fuerza de Stokes debida al
efecto de la proximidad de una pared, para una particula arbi-
traria moviéndose paralelamente a uno de sus ejes principales
de resistencia, puede ser calculada utilizando solaménte la
fuerza experimentada por la particula en un fluido sin paredes
Siempre que

i) se conozca la correccién debida a la presencia
de la pared para una particula esférica, y
ii) la particula sea pequefla comparada con su dis-
tancia a la vared (e€<<1l).
El valor numérico del parametro k en la ecuacibén (1.30), puede
obtenerse vara cualauier frontera donde se conozca el efecto de

la pared sobre una particula esférica mediante

. ! r OCeY). (1,31)
Gpc U 1~ (/1)

~ 16~



El caso de interés en este trabajo, es el de una particula
esférica moviéndose paralelamente.a uno de sus ejes de resisten
cia a través de un fluido viscoso, en donde la pared es un pla-
no sb6lido infinito. Para este caso, el tensor simétrico de re-
sistencia,aio, es un escalar y el valor correspondiente(l3) pa-
ra k es 9/16. Con esto podemos establecer una analogia entre la
fuerza de Stokes para un medioc sin fronteras, Eu,, vy la correc-
¢ibn a dicha fuerza en presencia de paredes, ¥ . De la expre—

sién (1.22) tenemos para el caso que nos ocupa

Fo= =1 U (1.32)

con n= 6T pc . Entonces, tomando para F la expresiébn

F :_XL‘U (1.33)
se obtiene de (1.31) que
P (--L*)W c - (1.34)

De esta manera, la relacién entre F_ y F esté dada por

F
= = v 0(e?) - (1.35)
(%) L"KC
La ventaja del resultado anterior estd en que si k puede ser de-
terminada mediante un célculo directo de I pars un cuerno parti-
cular, entonces ese valor de k, puede ser usado pars dar F para

cualguier otro cuerpo, siempre y cuando se conozca la fuerzsz en

-17-



un fluido sin fronteras.

En el siguiente cap{tulo, después de plantear el problema
y de describir un modelo particuler, usaremos la férrmula de
Brenner para construir la ecuacidén de Langevin que describe el
movimiento de una particulz browniana sélido de formz esférica

en un flujo que satisface las ecuaciones (1.10).

-~



CAPITULO I
MOVINMIENTO BROWNIANO EN FLUJO CORTANTE UNIFORNE

2.1 EL NMODELO

En esta seccidn nos interesa describir el movimiento de una
part{cula browniana sélica de forma esférica a través de un flui
do viscoso en flujo cortente uniforme y en la vecindad de un
plano sbélido infinito.

Comencemos por describir el flujo en el que se mueve la par
ticuls brownisna. Consideremos un fluido newtoniano viscoso com
prendido entre dos placas planas paralelas, en movimiento rela-
tivo producido por la accidén de un agente externo al sistema.

Esto induce un flujo coriante uniforme y laminar de la forma

vt(rt,t) = aajrj (2.1)

en donde el tensor razdbn de corte, aij’ estd definido por

IV
a;s ’3‘}'{7 H (2.2)

i

—

el cual, supondremos también, tiene magnitud constante, esto es,

173

(a..a,. ) = cte. (2.3)

Ly LJ

Z1 término flujo laminar se emplea pzra indicar una condi-

cibén de flujo ordenado, en el cuzl, los elementos de fluido se

-1z=



deslizan en capas contiguas sin que haya transferencia de masa
entre una capa y otra. Solamente se verifica un intercambio de
impulso entre éllas. El flujo laminar existird cuando el nume-
ro de Reynolds sez menor a un cierto valor critico. Por encima
de éste, el régimen laminar se vuelve inestable y se genera
otro tirno de flujo que puede ser turbulento. El valor de este
ndmero de Reynolds critico depende de la geometria del flujo y
de la longitud y velocidad caracteristicas del flujo en cues-—

tién, Este ndmero estd definido por

_ VoL  fuerzas inerciales (2.4)
e M ~ fuerzas viscosas *

en donde L y Vo son la longitud y velocidad caracteristicas,
respectivamente, p es la densidad y IA es la viscosidad del
fluido.

De la amplia gama de valores (entre cero y el valor criti-
co) que puede tomar el nlmero de Reynolds, existe un caso de
interés para este trabajo, en el que aquél tiende a cero. En
este caso, se pueden despreciar completamente las fuerzas iner
ciales. Esto implica que el movimiento es tan lento que prime-
ro, las aceleraciones cconvectivas no tienen efectos significa-
tivos y, segundo, las inestabilidades hidrodindmicas asociadas
con el o los vzlores criticos del nimero de Reynolds pueden ser
despreciadas. . este tiro de movimiento se le conoce como movi-—
miento reptante (creepin: motion) y esté definido por el siste-
ma de ecuaciones (1.10)., £l flujo cortante uniforme descrito

Yineas arriba constituye un caso particular de este tipo de flujo.
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Por esto, si bien el tensor razdén de corte 2 tiene magnitud
constante, su valor, aunque arbitrario, esti limitado, en prin
cipio, por el valor del ndmero de Reynolds critico. Asi pués,
la posibilidad de que para un valor critico de aLJ ocurra una
inestabilidad hidrodindmica en el sistema no se investiga en
este trabajo.

Consideremos ahora el movimiento browniano de la particula.
En general, existen dos formas de describir el movimiento brow
niano(l6): en términos de una ecuacibén de Lanzevin o por una
densidad de probabilidad que satisface una ecuacidén de Fokker-
Planck; ambas ecuaciones con condiciones iniciales y de fronte
ra dadas. La equivalencia entre estas dos ecuaciones se puede
establecer rigurosamente sb6lo para el caso ern el que las ecua-—
ciones anteriores sean lineales; en este caso, se puede pasar
de la ecuacién de Fokker—Flanck a la de Lanzsvin y viceversa(l7)

En la siguiente seccibn construiremos lz ecuacibn de Lange-

vin para el sistema aqui descrito y deducirezos la ecuaciébn de

Pokker-Planck correspondiente.

2.2 ECUACION DE LANGEVIN V.S5. ECUACION DE FOKKER-PLANCK

La suposicidn bésica que nos permite construir una ecua-
cibn de Langevin para el movimiento brownizsno de una particu-
la esférica, es aue la fuerza que determina el movimiento de
ésta se puede escribir como la sumz de: (i) una fuerzs de a-
rrastre sistemdtica (ley de Stokes) debida = la velocidad de 1la

particula relativa al movimiento del fluidc en su vecindad y



(1ii) una fuerza aleatoria producida como consecuencia de las co
. lisiones entre la particula y las moléculas del fluido. Asf{,
para una particula brovniana de masa m, sobre la que no actua

campo externo alguno, la ecuacidén de Langevin es

d?J. = =
m-—z = F.+ F_ . (2.5)

L

Supondremos que la fuerza de fricciédn, Ff, es proporcional a la
velocidad relativa U — V, entre la particula y el fluido, en
donde V estd dada por (2.1). Ademés, puesto que la particula se
mueve en la vecindad de una pared, la expresién que usaremos
para esta fuerza seri, precisamente, la férmula de Brenner dada
por la ecuacidén (1.33), la cual incluye las correcciones debi-
das a la presencia de la pared.

De esta manera, la ecuacidén de Langevin que describe, en el
sistema del laboratoric, el movimiento de una particula brow-

niana sélida de formz esférica a travéds de un fluido viscoso y

en la vecindad de un plano sélido infinito, tiene la forma

; .
-g-f- U, () = -pfu,(6) - ainj<t)]+ £.(t) , (2.60)

en donde Ri(t) y Ui(t) son la posicibén y la velocidad de la
particula y la constante de friccidn por unidad de masa, P
estd dada por la exnresidén (1.34). ademis, la fuerza aleztoria
vor unidad de masga, fi(t), tiene las siguientes nropiedades es-

tadisticas



LE(6)> =0, | (2.7a)

<fi(t) fj(t')>=GJij(t-— ), (v2.7b)
con
ok _T
G = l—-—-———-——i X‘ . (2-70)

La ecuacién (2.7b) implica la existencia de un intervalo de
tiempo para el cual la fuerza aleatoria, fi(t)’ pueda experi-
mentar muchas fluctuaciones sin que la velocidad o la posicidn
de la particula cambien anreciablemente. De entre las posibles

condiciones iniciales para este sistema, escogeremos pvor sim—

plicidad las siguientes

(2.82)

i
O

Ri(t = 0)

i

Ui(t = 0) Ui(O) . (2.8b)
A continuacidn, construiremos la ecuacidn de Fokker-Planck
equivalente a la ecuacibn de Langevin obtenida antes y mostra-
remos que el método esténdar para resolver azquélla no es apli-
cable en este caso(IB) Esto, nos llevari a la eleccidn de la

ecuacién de Lansevin como la més conveniente para describir a

nuestro modelo.
La ecuacién de Langevin anterior se puede expresar de la

forma



’i=y(q)+2g :tJ (¢), i=1,2,...,n. , (2.9)
J-

en donde q denota a las variables del sistema y Li y gij son,

en general, funciones de q. Ademéas, las fj (t) representan fun-

ciones aleatorias que satisfacen
fj(t)> =0 ,. (2.10a)
t — — 1
{E5(8) £, (¢ >>~<Sjk(t t) . (2.10b)

Se puede mostrar(17’19) que la ecuaciébn (2.9) es equivalen-

te a la siguiente ecuacidén de Fokker-Planck:

P(‘ﬂ % [ ‘ﬂPCa,)] = 39{ { r.v(fnpcf;)l , o (2.11)

en donde Kr‘ y KF“ y €l vector de arrastre y el tensor de difu-

sién, respectivamente, estén dados por las expresiones

Kyla) = k() + 5 7 5%3- NCHEINCOR - (2a2)
Kiy(a) = 285, (0)g; (a) . (2.13)

De aqui se sigue oue, si se conoce la ecuacibén (2.9), los coe=~

ficientes de arrastre y difusidén se pueden calcular de (2.12) y
(2.13). Inversamente también es ciertoc oue, si se conocen estos
coeficientes de la ecuncibn de Fokker.Planck (2.11), invirtien-

(19)

do las relaciones {(2.12) y (Z.13) se rueden encontrar k. y
i

‘Jij L]



51 la ecuacibn de Fokker-Planck (2.11) es lineal en g, es
decir, =i Ki(q) es una funcidbn lineal en q y si Kij es constan
te, entonces esta ecuacibn de PFokker-Planck lineal multivaria-

(20)

da siempre se puede escribir de la siguiente forma

2
s 3 1 o P
L P=-p, ~ZL g P4 =B, —— 2.14
ot ijaay 47T 1J’aqiaqj ? ( )

en donde qi, nuevamente, denota a las variables del sistema y
los coeficientes de arrastre, Aijqj' y de difusién, Bij' se pue
den calcular a partir de la ecuacién de Lansgevin por el procedl
miento descrito anteriormente. Para el caso gue nos ocupa, ha-

ciendo uso de las ecuaciones (2.6), estos coeficientes resultan

ser

M@

1J

B ] ) (
1]

donde 2 es el tensor razén de corte. De manera que la ecua~

1

¥4
® .

H 201b
1 (2.15b)

f’ ’1) , (2.15a)
© |
@ |

cibn de Fokker-Planck eguivalente a la ecuacién de Langevin
(2.6) estd dada por (2.14) con los coeficientes (2.15).

Las condiciones iniciales (2.8) para la ecuacidn de Lange-
vin son equivalentes a las siguientes condiciones iniciales

para la ecuacién de Fokker-Planck
P(R,,U,,%=0) = §(R,) § (U, - U, (0) ). (2.16)

Ahora bien, para encontrar la solucién de la ecuacidén (2.14)



(18)

con estas condicionge iniciales, el método estandar supone
que Ai' es diagonalizeable. Ez decir que existe una matriz Cij

tal que

CijAjk = xicik , (2.17)

en donde los eigenvalores >‘i son las rafces de la ecuacién

Det ( A 5 -Mij ) = 0. (2.18)
I
Sin embargo, la @Etriz Aij dada explicitamente por (2.15a) es
singular ( apéndice 4 ), 10 que implica que no tiene inversa.
Ademés, es degenerada con cigenvalores O, —y y por lo tanto
no es diagonalizable.

Asi pués, auncue el movimiento browniano en flujo cortante
es un problema lineal en cuatro dimensiones, su solucién no es
trivial debido a que no s¢ puede diagonalizar a la matriz dé
los coeficientes de las ecuaciones deterministicas de movimien
to(gl). Por estas razones, el método usual de solucién(IS) para
problemnas lineaies no es aplicable en este caso. Como consecuen
cia, en adelante trabajzremos con la ecuacibn de Langevin (2.6)
que describe a nuestro zistema. En la siguiente seccidn, resog
viendo esta ecuscidn encontraremcs la posicidén y la velocidad

de una narticu}a brownizna en presencia del flujo y la pared.

{
[
|



2.3 SOLUCION DE LA ECUACTON DE LANGEVIN

Resolviendo las ecuaciones de lanzevin, en el sistema del
laboratorio, dadas por las relaciones (2.6) con las condiciones

iniciales (2.8), obtenemos las soluciones generales

gt 3 ¢ e
R; (4)= g%) (ot Hoa"[“ﬁm 1).1{3“1“3‘23('1\ PLw) | (2.192)

Ut = Uito e;“ + S:Ar ¥ [yac,‘ QL)+ £ (). (2:150)

Estas soluciones contienen toda la informacibn sobre la evo
lucién dinédmica del sistema y de éllas pueden obtenerse, en
nrincipio, todos los momentos de P(Ri,Ui,tl R; ,U; ,6%), asi
como las correlaciones resvectivas.

Antes de calcular exnlicitamente alguna de estas cantidades,
representaremos convenientemente a la ecuacidn de Lancevin (2.6)
y a sus soluciones (2.1Y) en el sistema de referencia de reposo
instanténeo., Se introduce este sistema de referencia, bésicameg
te con el propbésito de examinar los efectos del flujo cortante
independientemente de los efectos convectivos. Estos pueden eli
minarse formalmente trunsformando las ecuaciones de Langevin a
coordenadas lagrangsianss mediante une trensiormacidbn cuasi-gali

leans definida de la siguiente manera

R:'.L(t)zf\ij(t)}{j(t) , (2.20a)

Vi(t)zvi(t)" .Rj(t), | | (2.20p)

a,
1]



en donde

+ -
(5)=8,. 7 ta,, . 2,20
/\‘ia(t) Sy 5 ¥ tay, (2.20c)

Obsérvese que esta transformacibn se hace para cada punto y
para cada instante de tiempo. Ademés, puede mOStTaTSG(22) que
esta transformacidn corresponde a una transformacidn no inercial,

Como veremos en siguiente capftulo, el célculo del coeficien
te de difusidn se simplificars si ademés de la transformacién

(2.20), utilizamos sdicionalmente una transformacidén de escala

definida mediante

T
'.}.
t
il

Ri(t) . (2.21a)

o
o
i

i A i (—-t)VS (t) . - (2.21b)

esto nos lleva al sistema de reposo instanténeo escalado.
Usando estas transformaciones, las ecuaciones de Langevin
en el sistema del laboratorio (2.6), con las condiciones inicia

les (2.8), se transforman, en el sistema de reposo instanténeo

escalado, en
d
Gt bilk) = Ay (28) o (1), (2.22a)

ﬁdi&h-k‘d;(fﬂ To(e) , (2.22b)

en donde



£6) =A (=) (8) , (2.22¢)
A, (2t) =<Sij - 2ta,, . (2.224)
Para las condiciones iniciales dadas por
@i(t=0) =0, (2.23a)
d,(4=0) =d_(0) , | (2.23b)

las soluciones generales son

t t T
¥ T g Wt AL
Bilt)= Lhc /\ij (2t)dk; (o) + Lch N (z’c\Lo!r. ¢ ‘Cj )y, (2.242)

St (2.24b)

- t
delt)= ditoy e ¥t L dt f.) .

La ecuacibén (2,24a) se puede escribir como

t -
pilt)= {M;j (o)~ Mi; (’c)]o(J'._(O)'l' LAI{MCJ‘(t)-Mc,' ({ﬂc”ﬂc". (<) , (2.25a)
e EERR N o
RN Bl '
Mo L) =y e N (z(‘;%ﬂ , . (2.25b)
con
Aglalhet)) = 8 -2 (34 ) oy (2.250)

- 24—



En el siguiente capitulo calcularemos una propiedad de
transporte del sistems, ¢l coeficiente de difusién de la

particula brovmiana.
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CAPITULO 111
DIFUSION EN FLUJO CORTANTE UNIFORME
Y EN PRESENCIA DE UNA PARED

Nuestro interés es calcular las correcciones al coeficiente
de difusién de una particula browniana esférica gque se mueve a
través de un fluido viscoso en flujo cortante uniforme y en la
vecindad de un plano sélido infinito.

Aunque de las soluciones gensrales (2.Y), en principio, es
posible calcular cualquier momento de P(Ri,Ui,tI R; ,U; ,6%) v
cualquier correlacidn, para nuestro propésito es necesario cal
cular solamente el desplazamiento cuadritico medio. Otros momen
tos y correlaciones para este sistema se calculan explicitamen-—
te en el apéndice B.

En general, el coeficiente de difusién esté definido, en el

sistema de laboratorio, por la siguiente expresidn

z
| .
o <SRIWGD .
B—. 4 -—~e0 2t ’ (3. )
en donde <(5Rf(t)) , es el desplazamiento cuadratico medio.

Los paréntesis angulares (...> representan promedios sobre el
ensamble de condiciones iniciales y las cantidades entre éstos

representan las fluctuaciones de las variables correspondientes.
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3.1 DESPLAZ AMIENTO CUADRATICO KEDIO

Por conveniencia trabajaremos en un sistema en reposo donde

la ecuacién (3.1) puede escribirse como

1 2
L L83 D ,

donde <5gf%x)), el desplazamiento cuadritico medio en el sistema

en reposo, esté& definido por

t
SIAENE L‘h&bar"<5dit'b)5dil,t')> ) | (3.3)

en donde

<Sd Y Sd (YD - (3.4)

representa a la correlacidn de fluctuacibén en la velocidad. Las

fluctuaciones égjﬂy'&#“)estén definidas por
§Beld) = peld) = < pithy> (3.5a)

SAclH) = o (B) = £ di i) S (3.5b)

3

en donde d;(t}y pil4) son la velocidad y la posicidn, respectivamen
te, de la marticula browniana y estén dadas vwor las ecu=ciones
(2.24). anhora, promediando estas ecuaciones soore el ensamble de

condiciones iniciales y utilizando (2.7) obterzmos



-t 7
Lo k)>= d; (o) € ¢ ' (3.6u)

B > = My (o) - By (0T a0y (3.6b)

con Mij(t) dada por (2.25b).
De estas ecuaciones y de (2.24b), la expresibn (3.5b) queda

como

1)
i () = fAt ST R (3.7)

en donde, como antes, fi(t)=/\ij(—t)fj(t). Luego, multiplicando
la expresibén anterior por Sgﬂy) y promediando, obtenemos la si-

suiente relacidn para la correlacién de velocidades

bt o[t
Loditsditerys €7 LAISOJ ) B Ty > | (3.8)

Usando las ecuaciones (2.7) y (2.22c) se pueden calcular

las integrales anteriores obteniéndose que
. -¥t
<G )ity =G e’ A (a,t)) (3.9)

en donde

- -{; Lo} — ) L)
(recuérdese gue la transformacién (2.21) depende del tensor ra-

zb6n de corte, aii) con

v



(o)

>\Kl. = 60\( 56& ) (3. ll.l:t)
)]

ke = atk&‘( + 4 A, (3.11b)
(#2)

)\KL = a(‘x axn (3.11c)

y en donde las funciones In(t) estédn definidas por la forma

esténdar

t
1nH)= Sb ey nz0 4,2, (3.12)

)

Después de calcular explicitamente estas integrales y de
sustituir el valor resultante de ['(&+) en 1z ecuacidn (3.9), se
obtiene una expresibn para (3.3). Calculando las integrales re-
sultantes en esta Ultimz, obtenemos que el desonlazamiento cua-—

dratico medio estd dado por

¢sgied: 6] dp A0S, mn“’A W6k,  (3:13)

En este caso,

3t
Aw-z&l;[ ({e“‘ 1+3(c -4)]  (3.148)
At - R AARE VLY CL b I N RV
A, LB = — L‘l AAFPLARIL st pt-3)e ~4ﬂ (3.14c)

435

In la sisuiente seccidn usaremos la exvresién znterior (3.13)

-35=



para calcular explicitamente el coeficiente de difusibn, D, para

la particula browniana.

3.2 COEFICIENTE DE DIFUSION

Sustituyendo la ecuzcibn (3.13) en (3.2) se obtiene

G g/ (o) e\% ) [ U-W:-'ﬂc%_ __1__]+
.D:—?:¥: Xk:, 23{: Ke 43;.4{ 2'3‘3

o[ G-ertrz )Vt o224t 8
kg — kl .

Tpit XY (3.15)

Nbétese que al tomar el limite indicado en esta ecuacibn, se ob-

tienen términos divergentes de la forma

t , (3.16a)
e ¥ ’ o (3.16b)
ge ' (3.16c)
HPLA (3.16d)

lo cual sugiere que el coeficiente de difusién no puede ser cal
culado de esta manera,

Por otro lado, sabemos aque el efecto de disipacién de ensr-’

gia ncue tiene luzgar durante el movimiento de un fluido, se debe

—35=



a la friccibn interna o viscosidad, la cual induce un calenta-
miento del fluido. Puede demostrarse(23) que para nuestro mode-
lo, la variacibdn temporal de la temperatura del fluido, para
tiempos largos (a nivel microscépico), estéd gobernada por la

siguiente ecuacibén de calentamiento
-3¢t
T(t) = cte, e 87, (3.17)

Si suponemos que para el fulido en consideracién la disipa-
cibén viscosa es despreciable, podemos eliminar formalmente el
efecto del calentamiento introduciendo una nueva escala de tiem

po por medio de la transformacidn

o=z (1-emET, (3.18)

en donde t'-»1/¢ cuando %t — oo . Claramente, esto no impli-
ca que el sistema esté en un estado de equilibrio, pués la pre-
sencia de a.., el tensor razbn de corte, lleva al sistema a un
estado fuera de equilidbrio no estacionario. Limitado dnicamen-
te por las condiciones de las ecuaciones (1.10), es decir, las
ecuaciones de movimiento reptante.

En esta nueva escala temporzl y después de tomar el limite,

el coeficiente de difusién (3.15) queda como

Ke | 3
D='z'§\f,;z[(?“)aﬂwaw“f»«5w - (3:29)

Nétese que esta exnresidn depende explicitamente del tensor ra-

z6n de corte asi como también contiene los efectos de la presen



cia de la pared a través del coeficiente de friccidn, y dado
por (1.34). Para el caso particular de un fluido sin fronteras

sabemos gque el coeficiente de friccibn estd dado por

31: 6mr4cm~l y (3.20)

de manera que el coeficiente de difusién, Dy s para una particu

la browniana esférica moviéndose en un fluido sin fronteras en
flujo cortante uniforme,

0. = MKg T [( m

- — a\ . - . \ . l
co Z(Mtr\c,\z 2Mpc “) tkdig zamém . (3.21)

es

Para el caso de interés, de la expresibn (1.34) se tiene que

X‘:(T:%Z.) G:Tlt-*Cm“ ) ©(3.22)

con lo que el coeficiente de difusibén, D , resulta ser

_ mKkgT (‘-5_2)2{[_2_(4_*&},] Qg -2, 75 (3.23)
D= Tampeyet ~ 1 el i stedag

Finalmente, las correcciones al coeficiente de difusién de
una particula browniana esférica moviéndose a través de un flui
do viscoso en flujo cortante uniforme en la vecindad de un pla-

no sblido infinito, son

) (3.24)
D

A K C
D (4 KC)z [znr«c({‘ z )"‘] tw A - 205 Oine
— - —— ( —

e {) Qi Bix ~ 200k Sin.



en donde, aik es el tensor razbn de corte dado por (2.2) y los
demés pardmetros est4in definidos después de la ecuacidn (1.30).
Obsérvese le dependencia de la ecuacidén anterior con respecto a
los parametros k y 1, oue renresentan, respectivamente, la in-
fluencia de la pared y la distancia de la particula a ésta.

Para obtener la gréfica de la expresidn anterior vamos a
utilizar un tipo particular de flujo cortante uniforme, a saber:

fiujo cortante plano dado por

Fig T aé‘ix5ky ! (3.25)

{
en donde a = ( a, /2 es la magnitud del tensor razdén de cor

1kaik )
te. Escogemos un sistema de referencia en el que las lineas de
crriente van en la direccién del eje %, los gradientes de veloci
dad apuntan en la direccién del eje y, y la pared se ecuentra
paralelamente al plano xz, fig.l. Ademés, debido a que no tenemos
datos exynerimentales soﬁre este trabsjo, usaremos los siguientes
valores +4picos(24’25) para los parametros gque aparecen en la

v oL

ecuacibn  (3.,24):

I

lpuo
~de 1 pm a 200 pm
¥ 50 um/seg

= 0,01 gr/cm—-seg (solucién acuosa a 20°C
(13))

il

(26))

~ Tx o o

9/16 (plano sélido infinito

il

= 1 zr (esferas de polyvinyl tolueno latex)

3

-1 R ‘ .
de 2 a 30 seg (condicién tivica de microtubo)

R
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Cabe mencionar aque estos 'valores tipicos' se utilizan co-
rrientemente en una técnica experimental conocida como "la téc—
nica de microtubo", técnica usada entre otras 00533(6’25), para
observar los movimientos e interacciones de particulas indivi-

duales y de agragados. La grafica correspondiente se muestra
D D

en la fir-ura 2.

Fig.l ELl sistema,
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Pig.?2 farafica de las correcciones al coeficiente de
difusién D/D como funcidén de la separaciébn

entre la narticula v la nared.
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CAPITULO IV
DISCUSION Y CONCLUSIONES

Como puede notarse en la gréafica anterior, la presencia de
la pared afecta significativamente al coeficiente de difusién
de una particula browniana de forma esférica que se mueve a tra
vés de un fluido viscoso en flujo cortente uniforme. Asimismo,
se aprecia también, en el comnortamiento de la grafica en el
extremo derecho, que cuando la particula se encuentra muy ale-
jada de la pared, el coeficiente de difusién de ésta, D, tiende
al coeficiente de difusiébén de dicha particula moviéndose en un
medio sin varedes, Do . En el otro extremo, cuando la particula
se mueve er: la vecindad de la vared, se observz gue para una
separaciédn de la pared de tan solo cinco veces el radio de la
partfcula, el coeficiente de difusidén se ve diz=minufdo hasta en
un 20% del valor aue tendria en un medio sin pzredes. Es pués
notable la importancia que tiene la influencia de las paredes
en el movimiento de particulas en un fluido viscoso, sobre todo
en una de sus propiedades de transporte del sistema (en este ca
so particular, el coeficiente de difusidn).

For otro ledo, también se observd que para variaciones del
flujo, es decir, mnara variaciones en la macgnitud del tensor ra-
zbn de corte, Ay la forma de la grafica nermanecid orictica-
mente igual. Esto puede deberse por una parte, a las restriccio
nes aue sSe impuslieron sobre este tensor a través de las ecuacio
nes de movimiento revtante del fluido (1.10). For otra narte,

es un refieio de la hinbtesis de no calentariento introducida
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en la seccién 2.3. Es decir, tanto las ecuaciones (1.10) como
la hipltesis de que la disipacibn de energia por viscosidad
sea despreciable, impliczn un valor pequeiic de .y Congecuern—

temente, la influencia de aik sobre el comportamiento del sis-
tema no debe ser sustancizl, alsc ogue se he visto reflejado en
el comportamiento de D como furicidn de aik'

El modelo emnleado ern este trabajo es sencillo, en el sen-
tido de que explota al miximo la simetria, tanto de la particu
la como de la pered. Esto nos nermite trabejsr con ecuaciones

erés, considera un régimen de flujo tan

oY

micho m&s sencillas. 4
simple como lo es el flujo cortante uniforme. S5in embarzo, nos
ha permitido obtener resultados significativos y {sicamente
plausibles sobre une proviedad de transmorte del sistema, el
coeficiente de difusibén. De hecho, el tratamiento de la influen
de la nared sobre el movimiento de la particula, es equivalente
a un problema en ausencia de fronteras modificado nor un coefi-
ciente de friccibn equivalente, aue se construye z vnartir de la

(9) (27)

férmula de Brenner . 31 método usual para describir 1la
influencia de paredes, vplantea el problema en términos de una
funcibn de distribucibdn de velocidudes de la particula con con-
diciones & la frontersz especificas. Este tratamiento considera
un problema de valores iniciales y traznsforma la situaciébén ori-
ginal en una eouivalernte pero més simnle.

Por otra purte, destemos mercionar cue estos resultudos sélo
son validos en une escala de tiemmo pars la cual, la disinacién
viscosa (es decir, el =fecto de calentamiento en el fluido con-
siderado), sea desnrecisble. Zsto, constitUuve TOr sunuesio unu

limitacibn del modelc, Ilo obstante, existen fluidos que presen-
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tan, entre otras, esta caracteristica.
'Desafortunadamente no se encontraron en la literatura, tra
bajos gue reporten resultados exmerimentales con los cuales se
puedan comparar los resultuados obtsnidos en este andlisis. AUrn
asi, las predicciones de este modeio sencillo sobre el coefi~
ciente de difusiédn, tienen un siznificado fisico importante:
la presencia de wnaredes afecta sigaificativamente a una de las
proniedades de transporte del siztena.

Si bien, por simplicidad, se Trabajd en este modelo con una
part{cula de simetrfa esférica, se puede en princinio, realizear
este mismo anélisis para cualquier tipo de wnarticula. Basicamen
te, esto se vera reflejzdo en la forma matematica de la férmula
de Brenner, ec. (1.29), v a diferencia de este trabajo en el qgue
el efecto de la pared ¥y la formz de la narticula estin conteni-
dos en un pardmetro escular, ¥, se tendrd una expresidn algo més
complicada, lo aque probablemente haria diffcil encontrar la so-
lucidn a las ecuaciones de Langevin corre=mondientes,

Una pregunta interesante nara una futura extensidn de este
trabajo, es la siguiente: ;cbmo se modificaria esta téenica de
solucibn si znora el fiuido fuera no newtoniano? #n principio,
la férmula de Brenner varece qus ya no tendria anlicacidn, pues
to tue la Lexr de Stokes ya no se verificaria. usto nos llevaria
a buscar otrz forma de corregir la fuerza de 3toses o bien, una
fuerza de arrastre correspondiznte, Por otro lado, las ecuacio-
nes del moviriento del fluido no estarian dadas vor las ecuacio
nes (1.10), ~ue son lineales, .o que nrecisamente se explcia en
este método. Hsto hace pensar sue el nroblema seria mucho méis

: i -r ; s oA 4
cormlicado 7 nulzdas =in solucidn,
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APENDICE A
singularidad de la matriz A definida por (2.15a)

£l determinante de A ,

o
A = ‘a ‘yk ) ‘ (A.1)

se puede reescribir como

o 4 0 L\ L ox 0 i
= - < (A-Z)
pa i pa -pafl o Afi |les pebEd
. . L Li ) (28) :
si usamos el método de expansion €n cofactores que dice que
para'las matrices X ¥ Y arbitrarias
i1 X L0 A
= - (A.3)
)
0 4 LA
pero (A.2) es igual a
] L 0 4
= ) A.
e gty P (A.4)

en donde la Ultima izualdad se sigue de escoger Z=a .l. Pero

como

44—




0 ! 0 L[ Lx
pe il ([\va ol 00
concluimos que
Det A= 0.
APENDICE B

MOMENTOS Y CORRELACIONES PARA EL SISTENMA(2.6)

4

1

(A.6)

Para el caso particular de flujo cortante plano en donde

- ~ . . .
vV = ayey, las ecuaciones de Langevin (2.6) tienen la forma

X +yx = rad e X,
44 p5=Y

cuyvas soluciones son

. . - % Pt

XU = %’(l-c”)% Sbét[‘“cv "][xmm»f X(;L‘)]r ,
io - t e ,

YU = -5-%;) (&—c“ﬂlr XOAI L1-"% 2T Y )

' t
. . _YL{—T‘\
X = Xy e+ Sb dv e [yygas Xeny
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(B.1b)

(B.2a)
(B.2b)

(B.2¢c)



t

. . - S {t-1t)
Y4 = bmet‘t* Sbch— C‘N‘ v Yt

(B.24d)

Para este sistema tenemos los siguientes momentos y correla-
ciones. Para la posiciédn

LxY> = %—? [ 6#’6 (gte4) + H‘*-”l , (B.3a)

<a(t)d = 3.;) (4—5“\, (B.3b)

los momentos < x(t)S y<y(t)> se ovueden obtener si derivamos

con resvwecto a t las ecuazaciones anteriores, respectivamente. Pa

ra el desplazamiento cuadritico medio

XY S = 5:3—} 2yt (4—6‘2#3*3 ({—C*M)z] o

[T Faw et Pl
(=4 (o]

.*-

]4nﬁdﬁtﬂ)>l(8.4a)

S = 2K g\ (}%—1+cf¢f) | (B.4b)

myt

ﬁarakla correlacién en la posicidn se tiene
QK%T{ AMET L, 3 D\ EET 3
-t = =% -~ 2.
et 16 [24-t 2+ (4 &)c 14244
! b2 wpd ] N . \
XN = te h‘ ¢ 36 £ ]_+ z{'[yin)} sttt
(B.5a)
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Ko T He - \ ,

w:”- [zy’{'”c%{hf%-cﬂ{-tv)] st 4>yt

4\3&\'3(:9\): ~ (B.5b)
0 o tet

KeT | -t -t \
r;z{@ [;«H‘-Jch%}«te [rt-th4s] +

xS = {7 {X‘Uﬁt‘\\“’o][i— e Hf |
+(l7- S:AT’ 5:31‘ [‘_C‘Y‘L{‘I)]B_c-\‘l-{‘_‘(,\)] 4‘3(."’-)“.3{_'(‘,‘)5 N ks {:\’

ot t et - (B.5c)

Para las velocidades tenemos las siguientes expresiones

KeT v LE-t)
B e

~ s¢ tot /
YUy ) e

st o+ ¢t ‘ (B.6a)

<

_{'

;,?’-— Y[Y(’C‘ £)- (y m’)tt aZU:H:) ] ¥ (bt
(‘{_’l 't'—'- 3'(“: {.)

+ Tt (onzyt)+ 2 P4 +y.k€

<Xt =
Xk ka)) \\+ 26t - *Hf‘* [{(242 +%_¥1@ ; SC {b’c‘/

(B.6b)
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QV%T{ 3 *\"UH’t ]e__au_fl)

el -2

. - t[ .
XY §LYD = -~ € ¢ t } st byt

o st kst (B.6c)

Para las componentes de la posicibn y las componentes de la

fuerza aleatoria se tiene

~pLE-th 4
mi""Tng) [w‘“ ]*f;[@w“)—ﬂ s(-@>t‘}

<t YIS = g

o of L -‘—"t\ ‘ - (B.7a)
ZKQT [{ -VL&E\"& o {>{V'
éxec\)( yd= =
z\cg‘r [ |~ “\‘L&--t‘)‘( : st 4yt
<yt YD 2 | |
st 4+ st (B.7c)

<y ! o
JE XS =0 (B.7d)
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Las funciones de correlacién entre las componentes de la velo—

cidad y la fuerza aleatoria son

2Kg,T A -1

el o s¢ tyt
X XY O
0 g¢ tet' | (B.8a)

ZKQ’T o Lt- gl N{{‘)S stdst!)

<ty Y=

(s] siA '(:&.'t\ . (B.8D)
| 2keT  —(4-tY) o \
45&\YLPW: _ . |
0 st t=t' (B.8¢c)
'4\3&\ Xy =0 - (B.8Q)
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