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INTRODUCCION 

Mue-str·a vida &sta rod&ada de maq•J1na.r·ia rotatoria: l;,s 

ruedas del tren o del automovi 1; las turbina=- de loo,¡ .ie-ts y· de 

lo~ barcos: las hél ice-s de> los helicopteros, y además de la 

gr·;¡n importancia que esto repr·esenta par·a el tr·anspor·te,· podemos 

pensar en las turbinas de gas de las plantas termoelectr1cas, 

en 105 rotores de los motores eléctri~os etc. ele •• 

Cuando se opera un rotor desbalanceado aparecen ciertas 

vibraciones transversales al eJe del rotor producida~ por la 

~cc1on c&ntrífuga del d&sbalanceo. Estas vibraciones aumentan 

con la v&locidad del rotor hasta ci&rta velocidad conocida como 

l<t pr1111era velocidad critica. 

El propósito de los primeros cuatro capltulos de este 



tr·aba.10 es anal izar el movimiento de un rotor elástico sujeto a 

la accion centrifuga de su propio desbal anceo. 

El desarrollo de la teorlit del balanceo dinámico ha. 

sido paralelo al de la fabric~c1on de •sas maquinas, A medida 

que se ha presentado la necesidao de maquinas mas rápidas, la 

lat...or del balanceo dina.mico se ha [lecho mas diflci 1. 

En esta tesis consideramos el desarrollo de las teor1as 

rel ac1onadas con el balanceo dinamice hasta el presente y se 

sugieren dos tipos de mlquinas balanceadoras para medir las 

v1br·ac1ones del l'otor desbalanceado y un programa de computa

c1on e11 lengua,ie BASIC pi<ra calculai:- las masas correctivas, y 

sus pos1c1ones angulal'es < respecto a los P.esos de pr·ueba J, de 

acuerdo con el metodo de los mínimos cuadrados, mediante el 

cual se puede balancear cualquier numero de planos s1 se hacen 

las mediciones corl'espondientes con y ~in pesos de prueba. 

Otro propos1to de esta tesis consiste en evaluar los 

diferentes jipos de maquinas balanceadoras y colaborar en la 

~entual fabr1cacion de un analizador de v1brac1ones portati 1 

y con transductores de posicion tipo capacitivo. 



CONCEPTOS OENERALES 

CAPITULO 1 

A> EL BALANCEO ESTATICO 

Cons1derese un rotor rigido que consiste en un disco d~ 

111ui11ento de 1nerc1a 1 con respecto a su eJe de s1metria, con ur1 

pe;o de desbalanceo P que se pone a osc1 lar alrededor de su 

po;1cion de eq•JL 1 ibrio, ejecutando un· movimier1to pendular de 

pequeNa ~npl itud, como se muestra en la figura !. 1. 

La función de Lagrange para este oscilador armoroico es 

e 1 ar a1rten te: 

de donde deducimos la ecuac1on del mov1m1ento: 
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entonces ten~uos que: 

o se~.; 

I e + l f 'f se.ne< ) e ::r. o 

e: _ P(" se.Vlot B 
:r:. 

por· lo cual, la frecuencia angular na.tur3l es: 

.11 0: J Po~"'°" [ I. I ) 

El desb•I anceo estático es una m?gn1tud vectorial con 

dos grados de 1 iber tad; ampl 1 tud y f;i.se. 

La fase del desbalanceo se conoce cuando se determina el 

p•J11to de "'q•Jilibrio del r:otor. La amplitud del desbalanceo se 

puede ·n1edi r en C gr·Xcml si s..- pone et = '!! 
'l. 

ecu~c1cin ( !.D se r·educe a: 

y r=lcm. Entor1ces la. 

de donde podernos despe.ju.r· a P cuyas un1 da des son (grXcml: 

f'= .[l'l. I 
o 

El momento de inercia del rotor se podrá calcular 

sien.pre que se conozca su g!i'ometrfa y densidad mientra.a que 

s•J frecuencia natur·al se puede medir. En principio a.si es como 

se ouede determinar la magnitud del desbalanceo estático. 
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FIGURA l.2 

RELACIONES GEOMETAIC&S ENTRE EL CENTRO OE GRAVEOAO. 
EL DE SIMETRIA Y EL EJE DE LOS BALEROS 

FIGURA 1.3 
CAM!llO CE FUE EN LA V uoctD•D ClllT ICA 



BI U. VELOCIDAD CRITICA 

Los rotores tienden a vibrar violentamente en direccion 

transversal, a ciertas velocidades conocidas como velocidades 

crl tica;; o de resonancia. Este fenómeno resulta del desbal an

ceo del sistema rotacional y se puede demostrar que las veloci

dades criticas coinciden con las frecuencias naturales de 

v1brac16n transversal del rotor. 

Considerese un disco de masa m simetricamente colocado 

entre dos baleros como se muestra en la figura 1.2 1 el cual 

gira con velocidad constante J2. . En la misma figura se muestra 

una v1$ta superior 1nstantanea dei rotor con desplazamientos muy 

exagerados, El centro de gravedad G del disco esta a una 

distancia r·ad1al a de su centro geometrico.S. El centro 

de la 1 inea de los baleros 1nterseca al plano del disco en O, y 

el centro del rotor queda descentrado por una distancia OS=r. 

Despreciando el efecto de la gravedad y la fricción, el 

disco solo esta afectado por la ac~ión de dos fuerzas a saber: 

la fuerza restitutiva del eje dirigida de S a O, y la fuerza 

centrifuga sobre G. Es evidente que para que estén en equi-

1 ibrio estas dos fuerzas deben ser colineales, iguales e~ magni

tud y en dirección opuesta, para el lo los puntos O, S y G deben 

estar alineados. 

La deflexion lateral r del centro del disco se puede 

determinar al igualar simplemente las dos fuerzas involucradas. 

7 



La fuerza resti tutiva del ~je del rotor es -Kr donde K es la 

r'191dez lateral del eJe, y la fuerza centrifuga es igual a 
'l. 

('("ln L r.+ o.\ . 
Equ1l1brándola,s, se obtiene: 

despejando r, se. obtiene: 

'Z. 
Y'l'I .a o. l.C~/ A~ ) o.. 

\- 'ff'lfL" /1<..IJ.ª.,. 
l \ ,'l.) 

•:Jonde.fl'f\=.JkÍm es la frecuencia natural de vibración lateral 

del rotor a velocidad cero. 

La ecuación <1.2) indica que la velocidad critica del 

rotor es igual a la frecuencia natural de vibración lateral 

del eje con su disco. res positiva antes de la velocidad 

crítica y negativa para velocidades mayores que ..íl.n• lo que 

1mpl ica que el sistema gira con el lado pesado 13 hacia afuera de 

s. rnientras que para.Q mayor que .Q"'el lado ligero,·u<opuesto 

a G, queda hacia afuera de S como se muestra en la figura 1.3. 

P«ra velocidades muy grandes A:>~~"'' la amplitud r se hace 

igual a -a y los puntos O y G coinciden: o sea que el disco gira 

alrededor de su centro de masa. 

8 



Cl EL EFECTO DE LA PRICCION 

El análisis anterior es un caso particular de uno más 

9;;.neral q•;e considera la fricción. Las fU!lrzas tales como la 

fricción del aire que se oponen al -movimiento rotacional 1 se 

pueden introducir como una fuerza F aplicada en el eje y un 

momento de fuerza respecto al centro·del eJe, este dlti~o es 

contrarrestado por la torca de tracción del eje debida al 

motor. 

Por simplicidad, .la fuerza. de amortiguamiento F que 

.actua sobre s se puede considerar de naturaleza viscosa y por 

lo tanto pr-oporcional a la velocidad tangencial r..a. la expre-

s1on para F se puede escribir como sigue: 

F~ -c:.('.Q ti.~) 

donde c es el coeficiente de fricción viscosa. 

La presencia de la fuerza de fricción F ~er-mite la 

1ntroducc:ion de una fase rp por la cual la linea a precede a la 

linear c:omo se muestra en la figura 1.4. Las fuerzas indicadas 

en este diagrama tendrán este efecto si se supone que los 

puntos O, S y G permanecen fiJos entr~ si, y la'configurfciOn 

completa gira alrededor de O con velocidad .(l. 

Ahora investigamos 1 as condiciones de e-qui 1 ibrio que 

deben confirmar esta suposición. 

Sumando las fuerzas en dirección de r y perpendiculares 

~ r obtenemos las siguientes ecuaciones de equilibrio1 

- \e:'('+ ,.,., _a'Z. Co!> o( :: O 

e:. 1' .Q. t l"f'\ f).'l. Sll.1"1 o/ :=. C 

9 
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FIGURA 1.4 
INTROOUCCION DE UNA FASE O!:BIOA A LA FRICCION 

e.O. 

FIGU.RA l.!! 

CONSTRUCCION GEOMETRICA DE 1 



por· la 9eoo1etria. de la figura, o< y f estan rela.cionadas como 

!H gue: 
f se.n «. = a. ~"' ~ 

peo!>ol ::=. t"' +o..CJ:>S rf ( !.~) 

Sustituyendo las relaciones e 1,4) en las ecuaciones de 

equilibrio se obtiene1 

-\r:,.+W' .íl.'t t f-t- Q. CO\; ) = o 

-c. r .a. -T Yor- .íl. 't. o. ~~ e) ::. e 
l 1.~} 

y resolviendo simul táneamen~e para p ·1 r (ver figura 1.5>: 

r= 

2 ~ Jl/.a." 

Jék- ..... .n. ... l"'+ lc:.A)'" 

o. ( ..'2./ ..Q" )~ 

La ecuación ( 1.6) indica que .<P es una constante para. 

una velocidad .íl. dada, lo cual confirma la hfp6te·;;1s de que lo,; 

punlos O, S y G permanecen fijos unos respecto a otros y solo 

giran alrededor de O con velocidad angular constante. Tam~ien 

indica que cuando A es mu·,.. pequeNa en comparacion con..íl."'' 

el disco gira con G hacia afuera de s. Cuando Jt•..íl.._ , la 

1 inea de excentricidad a precede a la deflexion lateral r por 

90•. Para velocidades mayores que la velocidad critica, p es 



mayor que 90• y se aproxima a !BOº para veloc1dade5 muy grandes, 

os to es, el 1 ado 1 igero se man tiene hacia afuera de S <ver figu-

ra 1,6), Como se puede ver de la ecuación < 1.7) para veloc1da-

m n7. des muy grandes el término ~ se hace predominante y enton-

ces r se aproxima a a. El punto O coincide con el punto G, y el 

sistema gira alrededor de su centro de gravedad. La figura 1.7 

muestra las gráficas de las ecuaciones (!.6) y (1.7). 

1 



( Q) ( b) 

FIGURA 1.6 

f2=Q n 

(e) 

POSICIONES ~ELATIVAS DE O. S 1 G PARA DIFCRENUS VELOCIOADU 

<'. 
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FIGURA 1.7 

GRAFICAS DE LAS ECUACIONES 1.7 
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DI EL BALANCEO DIUAMICO 

El desb~lanceo que aun persiste después de balancear 

e::táticamente es el desbal anceo dinámico y para su correc1:i6n 

~s necesario agregar pareJas de pesos, para que no se altere la 

corrección lograda_ por el balanceo estático; es decir, para C\-~ 

no se altere la posición del centro de masa, Para detectar este 

tipo de desbalanceo es necesario hacer girar al rotor cerca de 

~u.primera velocidad critica, En la figura 1.8 se muestra un 

caso de desbalanceo tanto dinámico como estático. Supongamos 

'que P y Q son las únicas masas perturbadoras del balanceo. Sin 

embargo, su efecto se puede eliminar aplicando masas correctivas 

en cualquier par de planos transversales a.1_ eJe de giro. 

De este modo el efecto de Pes equivalente a la pareja 

de pesos PCb/l) y P(a/I) sobre los planos 1 y 2 respectivamente 

como se muestra en la figura 1.8; asimismo, Q equivale a la 

pareja de pesos Q(c/1) y Q(d/1). 



FIGURA 1.8 

EL BALANCEO OINAMICO SE PUEDE EFECTUAR EN CUAOUIER PAR OE PLANOS 



LAS FUERZAS DE RESISTENCIA 
AL MOV:IMIENTO 

CAPITULO 2 

A> LA RESISTENCIA INTERNA 

Segdn el profesor Surn1ji Fujii C4l, varios autores han 

confirmado que la amplitud en las vibraciones laterales de un 

rotor, girando a su velocidad critica se pueden reducir si se 

17 

opera el rotor en agua o en aceite, pero en contraste, r.>I profe

sor Kimball* reporta 1 a 1 Jamada fricción interna del material 

del rotor, que puede ~ctuar como una resistencia negativa. Tarn-

bién otros autores han reportado el golpeo del aceite y la 

fricción seca donde la presión del aceite y Ja fricción seca 

pueden actuar como factores excitadores. 
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Tales fuerzas de resistencia se pueden anal izar mediante 

el siguiente procedimiento: 

Supongamos que la fuerza de resistencia es de la forma: 

donde b,l es el coeficiente de resistencia y >\ es la posición 

del punto ~: Xt.i'.'1 , centro repre;entativo del rotor, con res

pecto al sistema móvil de coordenadas. 

Segon el dibujo 2.1 se puede concluir que, con respecto . . 

al sistema fijo de coordenadas, la fuerza tendrá la expresión: 

\'2..\) 

Y como 

derivan do con respecto a t • 
~ • ti i.o.t . ("\ 412.t 
~ = ~\,.. 4-.lJ..C.t ~ 

. ~n.+ ("\J. .:. t'\ e.. +- A. )<., 'C, 

Y despejando ~ 

por 1 o tan to 

Si suponemos que solo ha~· fuerza el ast1ca resti tutiva 

actuando sobre el rotor, entonces la ecuac1on del 

mcr.11m1ento se puede e-scr1bir cc•mo: 

l2..?) 



V 

Y: I (~ ) 
r 

~-:c+..\y 
-·-·-----------;op. V).•~ +J.1&. 

,,,.,. 1\ 
,/ ! \ 

,,11' ' \, ,, ' \ 
,"' . ' ,,'' . \ ,, 1 \ 

, ' \ 
1 ' : '\ 
1 
1 
1 

' ' 

FIGURA 2.t 

ROTACION OEL SISTEMA UV ALREDEDOR OEL SISTEMA XY 
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ahora, para simplificar la ecuación se introducen los siguien-

tes parámetros: 

la frecuencia natural del rotor 

sin amortiguación, 

el coeficiente de resistenci~ 

e_stancla,ri zado, 

el tiempo estandarizado. 

la relación 9eométrica de las 

velocidades angulares. 

Enlc•nces la ecuación (2.2) se convierte en: 

d~A; dl . ) d°i'' +'l. E.;, ( ~ - .l w ~) + ~ ::: o l '2..-; 
StJstittJ'y'endo ~=f¿_A't ,;,n e:.ta cilt1ma ecuac1on se obtiene la 

ecuC<c1on car·acter·ist1ca de 1·2.3>: · 

{ '2., 4) 

supon1¡¡.ndo qtJe €¿, C::<. l , y despreciando term1nos de grado 

superior en é.¡. , lC<s raices de la ecuación característica 

son aproximadamente: 
+ . 

-f.(l+W)-~ .. 
y entonces la solucion general de la ecuacion diferencial del 

1r1ov1m1ento (2,3) serld. igual a: 
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.l! A-e.(1-w)~ ¿~ e-e.(1tw)~e-¿t! s= e. 4 e. + ~ A. 
( 2. • ~ ) 

Donde Av B son constantes arbitrarlas que dependen de las 

e c•r1d1 e 1 on es 1 n i e 1 a 1 es, 

El primer t~rmino de la derecha representa un giro en 

dirección contraria a las manecillas del reloj, mientras que el 

s,..gundo tiilrmino representa una rotaclór1 en e-1 s'?ntido de las 

-f·(l+w)~ 
manecill•s del reloj, y los términos l ~ representan la 

variación de la amplitud respecto al tiempo. 

e.-!.¡lltoY't' = Cuando W • o , en ton ces y <1mbas 

contribuciones a la amplitud de l son factores de amortigua-

miento o disipación. 

Hhor·a supongamos que O ¿, W <. :1, en ton ces aunque ambos 

-e..(ttw)'l! 
t.erminc•s e, 04 son arnortlguantes en el tiempo el amorti-

guamlento del segundo término seria má» rapido. Esto ocasio-

na que el movimiento sea inicialmente en una linea recta.(cuando 

es muy pequerra) pero si W crece, el movimiento cambia a un 

movimiento espiral en dir·ecclón contraria a las manerci 1 las del 

r·eloJ y finalmente se detiene. 

Por ol timo si W> l , solo la vibración' rotac:lort•d ·en 

el ~entldo de las manecillas del reloj se amortigua, mientras 

que la de sentido opuesto se hac:e cada vez mayor pues 

crece con r . Este es el caso de la resistencia negativa. 

Estrictamente las raices de (2.4> se pu<.?den escribir en 

en 1 a forma: 

A~-=- -e.-4'. '! {'ltl~te:--1>'"~ '1 e.4t1..u'+t;..,-il 

~A. ~·11JJ.,_{1e:-1)'"t•ff.! w'-~~tl) 
( '1.. c.) 



SI (,.}O::. f , el segundo término de la par·te real es: 

J1t2l"tF.:-''~"f;~-t E-~ -1> = J Y2 l.fref +1r+e:-0 • 
el valor de este término crece monoton;,.mente con CU;:>O 

tanto podemos concluir que: 

.por lo tanto la parte real de <2.6) es: 

Rl~) ) : : 
l 1 o 

E~ 
por lo 

Aun en el caso en que E..¡, no sea pequeNa, la resistencia 

pierde su efecto amortiguador cuando la velocidad angular del 

22 

sistema de coordenadas excede la frecuencia circular natural del 

rotor. sin amort1guacion. 

Seq(Jn la ecuación (2,ó) las partes imaginarias! .. de }i 

"'s t 3.n dada; por: 

1: ll) = ~ fh {.[fe/- 1 )-i + 'f E.4. tu'" - t.Z- + '} / 2. :¡..) 

donde el signo mas antes del radical indica una v1bracion 

rotacional en· sentido contrario a las manecilla:. del reloj. Si 

ponemos (,J ~ i se obtiene la relac1on: 

y cuando la velocidad angular del sistema coordenado de la 

resistencia coincide con la frecuencia circular natural del 



rotor, la frecuencia de la vibracion i'S exactamente igual a la 

velocidad critica del rotor sin amortiguación, independiente

mente del valor de f¡ 
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Ahora considere el caso f,-., oo. Al sustituir é.-f'OD en 
4 ~ 

(2.7> se puede calcular fácilmente que: 

l 1 ,., l. ( .\) =. (..,) 
e..:-.. -

Esto significa que cuando el coeficiente de resistencia 

es suficiéntemente grande, el movimien·to del centro del rotor 

ca.si está restringido por la rotación del sistema coordenado 

de la resistencia. ]t.{~) crece monótonamente con W¡ por lo 

cual la frecuencia circular de la vibración tiende a crecer 

cuando crece la velocidad angJlar del campo'de la resistencia. 
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Bl EFECTOS COMBINADOS DE LAS RESISTENCIAS INTERNA Y EXTERNA 

ton;1~er¿~e el caso en que do; fuerzas de r·esistencia: 

'I 
,,.ctu~.11 -:..:ibr-: el r·otor·, 1Jna de las cual,.·;; esta r·e:;tr·1n9ideo. a.1 

;;1st.eina. de coorden·adas estd.ciona.no. Llamémosle al coeficiente 

de- ;;,;ta r·e;;1stencia be y a su valor· e;;tandarizado 2Ge y sea Ó.C: 

di toefic1ente de la resistencia que depende del sistema movi l 

rJ¿- •:orJr 0 d<-r1;1d:..;.V,V y 2.f~ a su valor· estandar·izadc•, Entonces 

la ecuac1on de la vibración que corresponde a <2.3> esta dada 

.('Z ,¡) 

'•' :1J¡J'-•í1l o?fldO que eÁ, E.-t. (<. 1., 1 ú6 '/~ 1 e<í·¡¡>S apr":'Á llTlod06 

J -=-f:..-E.·(/+wJ!:.i.. Of'º"' t ,... 

d~ 1 = on ,• - '1!. -

La ceor1dlcion de estabilidad es pues: 

- t t - é;. ( I - e.u ) ¿_ O 

w ¿_ \ + f_ e./ E_ i 
Si E:.t/tr,;.<<:.1 , la vibr·ac1on :e cc•nvi;;r·te en inestable 

despue;. de que el sistema de coordenada: d,.. la r·esi stenc 1 a 

~.,ced.:- 1 a velocidad cr·I tica del rotor~, En contr-aste, si 

f:.J'li.. >> 1. et r-otor- se puede operar· establ en.en te a vel oc i d11des 

m1Jv superior-es al 1 imite del caso anterior. 



ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE UN 
ROTOR ELASTICO DESBALANCEADO 

CAPITULO 3 

Al DEDUCCION DE LAS ECUACIONES 

Consideremos un retor de sección circular uniforme. Si 

este se dobla ligéril.mente, su eje geométrico no se elonga ni 

se c 0:in trae, pues éste es comán a todos 1 os pi anos neutros de 

flexion. Independienteménte de la distribución de masa so~re 

el rotor, esta aseveración se cumple porque el módulo de Young 

lo suponemos constante para el material del rotor. En lo suce-

s1vo nos referiremos a este eJe como 'eJe elastico•. 

Para simplificar consideremos que el rotor tiene masa 

uniforme Ap por unidad de longitud, pero supongamos que los 

25 
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centros de masa de los delgados discos en que nos imaginam~s 

que partimos al rotor no coinciden con el eje elástico, lo que 

produce el desbalanceo. 

Consideremos que los ejes OX, O'r' y OZ de 1 a figura 3.1 

están fijos en el espacio y·que OZ coincide con el eje elás-

tico del rotor antes de flexionarse. Los ejes OU y OV giran 

sobre OZ con la velocidad angular ..íl. del rotor. 

Ahora nos preguntamos cuál es el movimiento de uno de 

estos delgados discos que esta a una distancia za lo largo del 

eje OZ desde O y cuyo es¡:.•esor es O"Z. <ver figura 3. D, 

~1 vector de posición con respecto a las coordenadas 

moviles de la intersección E del eje elastic'o con la:. caras 

pi arras de-1 di seo, 1 o 11 amaremos "\ • Sus coordenadas son u y v, 

y dependen del tie-mpo. El centro de masa C tiene coo,denadas 

u+a y v+b, donde a y b no varían con el tiempo, siendo funcio-

nes de z solamente. 

Considerese el movimiento de este disco bajo la irr

f lueroci a :Je las componenetes 5 1 y ·s'l. de la fuerza cor-tan te. 

El vector OC=<u+a, v+b) referido al :.istema fijo, des

pues de que el si stf:'ma W ha gi radc• un angu 1 o .O.t esr 
·.at 

((l.\to.)+ A.l\f"+'o)] e.~ 

Jer1varrdo dos veces, se obtiene la aceleración del centro de 
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ELEMENTO TRANSVERSAL DEL ROTOR CON ESPESOR MUY DELGADO 

FIGURA :S 1 
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3i las fuer·zas cortantes v1:.t3.s desde el sistema W a 

a 1Jno y otro 1 ado de 1 di seo son 51-r ¡T, '-' ')'l.-rA. T'L, r·efer idas a 1 

s1st~na fiJo, estas son: 

[ {'515-z.J +"- t-r,-í'l..) J e. l.Qt 

Vistas las aceleraciones v fuerzas desde el :.1sterna UV 

r·esu 1 ta, cua.ndo hi:.-t> O : 1.. 

· ~ + ~ ~ = Ae lü.~1.o.V--lu-to.)]0:+:C.Ap [V-+2fl~-(1r-tb)lJ2,_ 
~e ~e ~.J 

L~ rel ac1on entre el memento f lexor v la fuerla cortan-

te en el e.1e U es: 

Si la iner·cia rotacional d,..I elemento alr·ededor· de un 

e.1-? di;,.metr¿o,I se desprecia, este resultado e:. en el limite: 

~o::-~ 
CIC: 

El momento flexor se relaciona con la curvatura del eje 

del rotor en el plano UZ mediante I~ relac1on: 

u::: f:_I ot..u.. 
n ~'?." 

De estos resulta.dos se obtiene: 

?)" -- ~,. f..t (d~l4) ~ -~~==-El W 
ojE- m;,.ner·a que: 

('3.7.) 

;-onente:os llegamos fácilmente .a las ecuaciones del movimiento: 

23 



_ EI oq~ ~ 29 · 4f rí 41 = i.i- l1.1+a).12 - 2n\r 

- g_a""-=- V- - lvtb\.0'2 +'2.QV. 
A(' 6 ~'I 

La ecu.,.c1or1 del movimiento para 1"' u.+..\. \T e-s pues: 

- B.. ~ 't 1\ :: ·~ + >. 2 .íl. ~ - .Q1. (rito<) ( '3, ~) 
- A.f ?n'I i \ 
L.omo 

b . e.~nJ 
e¡: X-t.1.'-\ = Y\ 

entonces, la e-cuac1c•n par·a ~ es 
e 1 o't ~ .,;· "1-z( . b) • ..:nf l -s.'+) 

- - - = ~ - J.' ~t-.A. " .Ap o :z.'t 
Ahora superponemos las fuerzas de resistencia al movi-

es.tud1adas en el capítulo anter·1or: 
. . . Q!; lS2t 

-b .. ~:.-be.(Ylt" .¡.A,.Q~e. ) 

n1 ! i?n to 

.J,~·nd<? bA, Y be. son los coeficientes de r·esistencia inte;na y 

~ .• ierna respectivamente. 

La suma de estas fuerzas es: 

• i.. 1 ;,nt 
-U\l.:.+be.)l'\+.i.""n."' e en el sistema fi.io 

- l( b..: + bo..l ~ t" ).. be_ Q '1. J en e 1 sistema móv i 1 

por lo cual la·s ecuaciones oel movimiento q•Jedan modificadas del 

( ~.~) 



BI SOLUCION DE LAS ECUACIONES 

Para resolver la ecuac1•:in \3.6) ponemos la función de 

e,;centricidad CX(c):q(?)tib{"l) , como una serie 1 ineal "'n las 

funciones características del. rotor. 
eo 

cr l~l-= 2. of"~" (el 
11"1 

13.1) 

donde la parte real representa. a ~('~} v la parte imaginaria re-

pre.;en ta a b('t) • 

v consecuentemente: 

Al~ra consideremos una solucion de la forma 
co 

~ pr1t 1-; ~' "lJ~) f t1l~) 
Como es de esperar se, 1 a so 1 uc i 6n debe r epr es en t ar un a 

v1br·acion, para este efecto suponemos que las funciones ca.rae-

terlsticas del rotor son funciones circulares o hiperb61 lea.; Y 

que a cada modo corresponde una velocidad angular critica. Esto 

impl lea que las funciones caracter!.;t1cas deben satisfacer la 

siguler1te ecuac1on d1ferenc1al: 

_ ~ i' f (i)= w~ </>" lt) 
A I' cli 4 " 

sust1 tu1<endo en 1 a e•:u¿¡c lOn (3.ó! se obtiene 

v1 er· t~ er1: 

(3, 9) 

().lo) 

J l) 



donde 

('3.12.) 

La ecuac1on caracler·!st1ca de <3.IOJ e:.: 

).12. + '2- l( J111-r~ \ w11-t.(.52.]1\ + w:--..a+zi~11 uJ~ l~ .1J) 
Y pc•r· 1 o tanto. 1 a : o 1 u ci 011 genera 1 es: ¿ -,: .., 

u.\- A ~ .. t Q ¿--t + · o,1 e (3.t'-1) 
~~ - e.· +v ../(u.Jti ... /..fl.•-1)''·+-/'l.H,,Wri!A.)11 

~,;.9un le.. ti:-orla del capitulo il.nter1or, •:uandeoU ~<('1, 
lln) n 

las ra1ces de la ecuac1on caracter1st1ca son aproximadamente: 

) . Aqt'º>< :: - (}/"+ lf., )uJ;1-;, .Q tl12'l ~'Z..+2_¡ J<u.1,,,V¡;- w,,, '2. 

por lo cual la condición de est.;,bil1dad e;;: 

u/uJ~' lfl"-rY-., )/f"" l":l.llí) 
Con respect•:> al sistema t1.io de c.;¡ordenadas t'enemos la 

s1ou1ente ecuac1on <3. J6): 

. . • 4. 'L. • n.' ~ (")'l. i.ílf 
~ + '2. "t11~'f )W -r-i.Ql l-+ (W"'-12+ 2",A(~W~ Jrn=' .l(.°"11 e.: 
Tt-. \. f'n 11 " ~" (3,16) 

v su ecuac1on característica es: 
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APLICACION DE LAS ECUACIONES AL 
:BALANCEO DINAMICO DE ROTORES 

CAPITULO 4 

Al EL BALANCEO CONVENCIONAL A BAJA VELOCIDAD 

Este proceso tiene dos objetivos, el primero es asegurar 

que el centro de masa del rotor coincida con la linea de los 

baleros para que no tenga que aplicarse ~I rotor. ninguna f~erza 

para contrarrestar la acción centrifuga. 

Anal[ticamente esto implica que la siguiente relación 

se debe cumplir: 

l lf. 1) 
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3i la ecuac1on 4.1 no se satisface, se deben agregar pequenas 

l113Sas'IY\
1
.y t'Y\t.sobre dos planos~ ... ~.'/ c:i.~, cuyas posiciones 

:o;m r, . s, y r1.' 5-i. para que se satisfagan las siguientes 

r el ac1•:mes: 

J 
L "Z. 'l. _a_ 
o AfO.(~)Q. ct":l:- + ~1 r,.a: 4- ~-i:~.l.l.::: o 

J
0
LAf bl~\(tdl-t wi,s, g_'L-t M.z.~i..Q."l.=t> 

que unpl ican el balanceo estático. 

El segundo proposito del balanceo a baja velocidad es 

<i.segurar· que el eje giratorio no transmita a los baleros un par 

r·.;1tacional <cuyo eje sea perpendicular al eje del rotor> debido 

a la acción centrifuga. 

Para un rotor rigido este sería el caso cuando1 

en general esta condic1on no se c•Jmple y mediante el proce-

dtmiento del balanceo dinámico para rotores rlgidos, las rela-

clones 4.4a y 4.4b se deben hacer cumplir. 

(~.'f.o.) 

(tt.~.b) 

En ausencia de masas balanceadoras, la• contribuciones 

del desbalanceo sobre el n-ésimo modo de vibración estan dadas 

~'fl~ -'/¡ ~~0.(\1:-)~~l~)J~ 
b" ~ f¡ ) ~ b (T) i.{:i-)~ :t" 

(~. S-) 
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donde 

Si se agregan las ma~as balanceadoras de acuerdo con 

4.4a y 4.4b, las expresiones para C4t\>' bV\ quedan modificadas 

la forma que vamos a analizar. 

Sea la posición del eJe de masa (de;;pués de agregar 

· 1 as masas m, y m,.) la func16n: 

oí'-:. a't~)+Áb1 1~) 
I 

De manera que ahora ei( reemplaza a O{ , aqul suponemos que las 

masas se colocaron sobre los plano:. Z 1 y Ct.•Olamente. 

1 
La función t:I{ (~)es en todos 1 a dos la m1 s.rna que e({~ 

en 

excepto sobre cualquier segmo?nto donde se haya aNadido una masa 

de cor-r-ecci6n. Si la masa se agrega sobr·e el intervalo de lon

gitud b~ alrededor· de la secci6r1 i!=~ 1 , entonco?s para c1-~~'C 
.i!.~l:,+~ si la masa por unidad de longitud de eje en ~ ... ~, 

es ~, y i.a masa por unidad de longitud en z::. ~l. es ni. tenemos 

que: 

o<'=-()(+ ;r t<,+is,)+- ¡; lr-i.tA-s"l.) 

La adición de las masas sobre el eje ill'{~ y que nos da c:i(
4(2-} 

es de la forma mostrada en la figura 4.2. 

Si desarrollamos esta modificación del eje en términos 



35 

de las funcion!il's~t\(~) obtendremQ:-, que lo:, coeficientes de orden 

n serán: ~,+-b#?.- . ~+Ó!'/~ 
( ~l:t)ar.+ ~-t.l'f~1;;Sz~ J qtCi:\d~ 
) !it ~/'&- lrf 'íÓ~/1. 
'(\ 1..'b~ml., hag<omos (end'?r Se: a cer•::i 

mientras que m, y r"r'\i,..pe1-manecen constante·;;., la IJI tima ecuacion 

se r·educe a: 

l/VrptJ)[mt<', ~Yll'!,\ +'Mif'l.~~l~-:. 'J 
VlAf ~)[ m.S1 ~tt-1 \t-M1. ~-z. ~ Li--iJ J 

as1 pues: 

°''-:.%.[~~+ W:ff~S,)~tt(T;)+ ~~~~-:-)Át~)) fÁ,(~ (!i.'1-) 
Si durante el proceso del balanceo a baja velocidad se 

¡,.gr·ega ur1i< m<osa sobr·e un nodo del n-ésimo modo, 1 a ecuac1 ón 

4. 7 muestra q•Je esta no tendrá efecto sobre 1 a ampl l tud de las 

vibraciones para este modo. Pero en general la tendencia a 

vibrar en cualquier velocidad critica será modificada para 

aumentar o disminuir. 

Despues de aplicar las masa! de corrección la solucion 

particular 3.11 se convierte en: 

, t~)'rr i.. 
t>< "e 1..¡ ( tw! l.Q." -1 \ ..-li>t" w ¡sz_)" 

El significado de las funciones "'I~) y b 1 t~) se puede 

anal izar por referencia a la ecuación ~.8 que representa a una 

solución particular en la forma de una const:1nte compleja mul

t1pl icada por"'~, la cual se puede representar en series en 

la ecuación 4.8 de 1 a siguiente manera1 
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o 

POSICION OE LA MASA OE CORRECCION EN LOS EJES UV 

FIGURA 4.1 

&'a 'ª -1 1- --i 1-
,_ -

n, r. n2r2 

-;;- Ap 

t • L ' 1 1 

i!I i!2 

AFECTACION DEL EJE DE CENTROS DE MASA PO• DOS MASAS DISc•ETAS 

FIGURA 4. 2 

Jlj 
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1 as cantidades 

reemplazan a las.cantidades correspondientes para o(..,., 

En el sencillo caso de un rotor de sección constante y 

densidad uniforme y cuyas funciones características son: 

podemos analizar el efecto de las correcciones sobre los modos 

1uperiores. Primero notamos que el balanceo estático implica 

(lf. 1 o) 
y que el balanceo dinámico <para rotores rígidos a baJa velo-

cidad)implicaq•Je: L 

5~ A:pq'{~)d~d?:= ()-:::. J/tf b'!-?:}.rt.c. J~ l'I· 11) 
Para anal izar el efecto de las masas sobre cada modo de 

·.nbra•:ión superior, sustituimos a!t-C)'>'' b1tt-)por· la. forma 4.9 y 

c<oncela.mos/tp.{2.'Z. de lai ecuaciones 4.10 ·¡ 4.11. De aqui ·;;e 11.,ga 

~. que de=.p1Jés del balanceo estático tenemo=.: 

(it.lz.) 

doro de 
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Y pa.ra el balanceo dinámico tenemos: 

t't.\l) 

donde 
L 

ih~ J ~ 1ttl=t) d~ 
o 

integrando B por partes obtenemos: 
V\ 

13,,~ L J: ~.l~)~c- J:i i),(~)d'l;} de 
o bién: 

B"'::. L A.'r>¡ - c.. vi. 
donde 

L ~ 

e"'~ r º ~ L, ~~l~ )el~~ ot~ 
por lo tanto el ba.lanc~o a baja velocidad asegura que: 

(~.ll() 

pero cuando 

... 
J 4-.... ~ ~os~ l \\-n::t/,_) cl:c-

y 

por 1 o tan to 



l 0 t; M G..~ ~tlV'" 
A~-=. L/ (ttY\) (CD~~-\) = ) ~ ~\ ~ ~ \IA\f-.1" 

L lt\o\ 

C"'= Lhtim t 1-C6s(nrr1!/L) +~(o)~ d.c-== L/tvm) 
entonces la ecuación 4. 14 se puede reducir despues de cancelar 

factores comunes a cada término de la se1·1e a: 

o( '_..-1d1 1 o1' 
1 'i ) '?>' + s !)t-~ " = 'O l ~ . 1 ~) 
/'2-0( 'J, +- ~ ~ '1 + i oe' 16 +· •' -:. o 

donde la serie impar corresponde _al balanceo estático y la 

serie par corresponde al balanceo dinámico. 

39 
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Bl EL BALANCEO DE ROTORES ELASTICOS DE ALTA VELOCIDAD 

Par;,. '1.lt-3.: veloctda.des cuando _Q crece hacia vJ1 , la 

d1storston en el primer modo de vibrac1on tiende a aumentar. 

!01 .:o.Je elástico se despla.za mas lejos del P.je de los baleros y 

la deformac1on es tal que el "lado pesado" queda hacia afue~a; 

~ato queda ilustrado por la figura 4.4, donde los ejes OU est1n 

"i1os al rotor y coinciden con el plano de excentricidad ini-

c1al en el primer par de modos. La linea punteada muestra la 

tr·¿. . .,.·ectoria de E y unas cuantas posiciones de E y C <cada una 

•:orr.,,.sponde a. un valor di fer en te de Q ) . Las linea;; gener.;.-

•Jas por E°;C1 , ~'Z.' • • • si empre pe-rmanecen p,..ra 1 e-la·; a· DIJ. 

Para cada una de esas lineas se ha dibujado un arco de circun-

ferenda con 

el punto más lejano desde O; este es el punto que- ser• m¡¡rcado 

c.•:•11 •Jn la.piz estacionario que apena.s toque al rotor. 

La figura 4.3 muestra que mientras Sl. se aproxima a W11 

e! 1 apiz estacionario m¡¡.rc.;, un punto sobre el lado del rotor -
donde la excentricidad esE¡1..C.¡: entonces, si se.invler·te <?l 

=·:ntido de la. rotación, se puede marcar un punto en o?I lado 

~puesto y se puede asi determinar la posición de ese vector. 

Sin embargo, esto solo se~~ satisfactorio cuando las dos 

m¡¡rcas asi obtenidas esten su,ficient.;;.mente cercanas entr·e si, 

va que el intervalo correspondiente a la mayor!.a de los puntos 

C:::,
1

, Ei,• ... de la figura 4.3 es relativame"·te pequerro y es 
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FIGURA 4.3 
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UllA PEOUEAA CRUZ INDICA EL PUNTO QUE SERIA MARCADO POR UN LAPIZ ESTACIOllARIO 
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dificil mantenerse establemente a una velocidad cercana a la 

velocidad critica. 

Una manera más práctica para localizar Ja direcciOn 

de la excentricidado<1 cp1 (~). es hacer girar al rotor arriba de le< 

velocidad critica, para que la marca quede sobre el "lado 1 ige-

ro' <la marca ahora precedera ligeramente al vector requerido): 

y después hacer girar en sentido contrario para marcar el otro 

lado del rotor y asi determinar I~ dire~ción de la excentrici-

dad. Una dificultad para este metodo puede ser que un modo supe

rior al primero puede hacerse dominante si ..o.. excede aw, 1 a 

medida qua. -'1. se acerca a W11. pero esto se puede resolver si 

se marca al rotor en el nodo del segundo P'r ~e modos principa

l es y en este caso solo resta pensar en que W!.esté lo sufici

cienternente lejos. 

Cuando se ha determinado la dirección de la excentrici

dado<1_~1(=l:-) , debe arradirse al lado 1 igero del rotor una distri

bución de masas balanceadoras para que hagan mlnimo a o<1 sin 

incrementar a las cantidades o(1 ,0(
1 1 ,,, La naturaleza 

de este requerimiento se puede hacer ver en la figura 4.3, en la 

cual es el vector de excentricidad correspondiente al pri-

rner par de modos. Vector que se supone que se ha encontrado, 

Para que C coincida con E se debe arradir la masa n por unidad 

de longitud de rotor del lado ligero de éste que para una lon

gitud~ de rotor representa una masa igual a1 
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a.si que: 

deonde r· es el r~dio del rotor. En general C\ 1 no se conoce, 

asi que la magnitud de la correcc10n se deberá encontrar por 

ensayo y error, pero su dependencia de~ es de proporcionalidad 

a la función;(~). 

Ahora se puede balancear la segunda componente de la 

excentricidad en la mi&ma forma qüe la anterior y este proceso 

puede continuarse hasta que el rotor quede suficientemente ba-

1 ar1ceadc• para ;¡J propo:;.i to que debe :.ervir. Esto es sin duda 

mas facil d!l.' dec1r· que de hacer. 

En general no es posible distribuir la masa balanceadora 

a lo largo del rotor y en cambio se deben anadir masas d1scre-

t.as en posiciones discretas. 

Supongamos que- e:.te es el caso. El vector de la excen

tr1c1dad ol1f1(l;)en el primer modo se puede encontrar como ante:., 

pM·a el 1min«r· esta. cc•mponente. Esto :e puede hacer de Y3.r1 as 

t-i.:1r1112\::, 1 a me..;. :.1mpl e I?~· usar un solo pi ano de balanceo, di gamos 

.e:: e-, ~ l el E'J t? ou coincide con ;¡> 1 vector de 1 a excen tr 1 ci dad 

') .=e¿., b,:.o), entonces solo es nE-ce-:.ar i o que: 

Como se ve en la ecuación 4.16 el valor de l"'\1debe ser 

encontrado por ensayo y error. Se verá también que para un 

desbalanceo dado ~ 1 , el valor mínimo requerido es ~1 que co-



1 rli'Sponae a el plano donde cp
1
(;c) adquieres.u valor ma~1mo. 

para que su efecto sea tan efectivo como sea pos.1ble. Un arre

glo convenientes.e muestra en la figu~a 4.5~. 

La masa tn, afectara a otros modos superiores (segundo 

o tercero!, s1 no coincide c1;m un nodo de 1 as funciones ~'l.(e\ Y 

'f>-t.-:¿). Por lo tanto, si no se quiere operar al rotor a veloci

dades mas grandes que la segunda velocidad crítica, es sufi

ciente agregar la masa en el nod~del s•gundo modo de v1bracion 

mantenga su magnitud original> si es que 

~ ,W'fetc. estan suficientemente lejos de la velocidad de 

operac1on. 

Despues de eliminar 1a·componente de.Ja excentricidad 

par·a el primer modo, puede ser necesario eliminar la segunda; 
I 

esto es, la componente ~ tp_Jc), más lo.que se haya agregado 

cua.ndo ,;e elimino 1 a primera componente. Supongamos que 

ca1nc1de con el eje OU y que ya se ha encontrado su posicion 

angular. 

En general no es posible el'iminar la componente del se-

9undo modo con una sola masa balanceadora sin destruir el balan-

ceo obtenido en la primera correcion, por eso es loma,; razo-

nable introducir dos masas de correccion. Para esto escogemos 

do;; pi anos de balanceo. por ejemplo, ~ = i=.s . 
Sean las masas balanceadoras Para que el 

~al ~nceo del primer modo no se altere, es necesario que: 

mientras que para balancear el ,;egundo modo es neces.ar10 que: 



1 os p 1 anos '":l. . Z::i. 

q\. + i;~ ~t(~)+~ ~~(:tf):: o 
y 2

1 
se pueden escoger casi al 

(4, IB) 

azar siendo ne-

cesario sólamente que: 

Un a vez e 1 egi dos estos p 1 anos 1 a re 1 ación rri.jm\ queda de t erm!

n ada por la ecuación 4.17. 

Un arreglo efectivo se muestra en la figura 4.4, 

Después se podría necesitar que las componentes de la 

excentricidad para el tercer modo.quedaran el !minadas. Después 

de encontrar la dirección de la excentricidad, haciendo girar 

~1 rotor a una velocidad cercana a su tercera velocidad criti-

ca. Es claro que para esto se necesitan rn~s de una masa balan-

ceadora pues ésta puede causar desbalanceo en el primero o se-

gundo modo. 

Si dos masas deben ser suficientes, es necesario que: 

"''t <f>,lt.,\ +~ 4\ (~) ': o 

Yr'v.t P,.{ ~) i- Ms rp.z.( ts \ -= o 

o.~+-~!:~(?..,\+-~ ~'S(~)=O 
Af \J 1 ~" 

De hecho solo es posiole resolver este sistema si: 

l C(,'Z..\ ~ 
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FIGURA 4.!l 
COt.?CACIO!f ADECUADA DE LAS MASAS DE COARECCION 



Esto no siempre es posible, lo que se puede ver con el 

caso más sencillo; cuando: 

pues: 

implica que: 

o que: 

las soluciones a estas ecuaciones son t'lf""ºY .i!:'S"-::i..L o ~-=~ 

en el segundo caso 1 as ecuaciones 4.20 muestran que (\'l4+Ms--::. O 

Por esto es más razonable ~sar tres masas para balan-

cear el tercer modo. Entonces es necesario q•Je: 

Wll.\ ~q l~\ + Wlc- ~1 lCs-) +- rr!b 1'. (11, \::o 

Yl\'t <'fil ~)-t- 'M'f' fA_ (l)-) r W1¿ ~t 'll".¡,) =-O 

q~+- ;;1~ ~~ l~J+-i;~~l?r)+· ~ ?1(~) ~o 
yen este caso los plilnos~::.~~ .~:::Z.S"y ~.::~,¿pueden elegirse 
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t. o Si al azar, si~ndo solo necesario que: 
48 

~,I~) ~,(ey) ~1 l l"o) 
Á= ~l?'t1I '!t l"es-) ~(~) -f. o 

~ L:a.) ~(~) <{>3 l~) 

('l. '2 . .'?) 

;;.s soluciones a fa; ecuaciones <4.22) son: 

son en general desconocidos solo se conocen las 

: ~·:aciemes geométricas entre las masas y sus mao;¡ni tudes ah;;olu-

t~s se deben encontrar por ensayo y error. 

' . ~ -, 
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METODOS DE CALCULO PARA 
LAS MASAS DE CCJRRECCION 

CAPITULO 5 

A> EL METODO DE THEARLE-LEBLANC 

s.,,. 1Jsa par·a balancear rotores e11 sus condiciones d.,,. •:•p.;:.-

r·ac 1 on. 

En el caso de un di'ico delgadó, se pu~de balanceºar d1-

11am1ca.rnente como s1gu.¡¡.: gir·e-se el disco a cualquier velocidad 

que oc a5i one un.a amp 1 i tud de tec tab.le .•.. 

Entonr.:es el p•mto con la ma~;or amplit1Jd ..-n el movimiento 

d"'I disco es marcado y la amplitud /A
0

\ so& r.:c•mpara con cierta 

E-:>Ca 1 a. 

'jQ 



1 LU5TRACION DEL "ETOOO DE TlfEALE 

FIGURA !! l 

FIGURA ~ 2 

ILUSTR•CION l>EL .. ETODO DE THE•~LE ""'RA ROTORES LAR;os 

•• 



Debido a las fuer·zas de r·es1stenc1a al mov1m1.;;onto el 

p•.111lo estar·a. def;.sado <r·etr·as.ado o adelantado) del punto de:.-

r.:u11c.•c1do, donde se encuentr-a el d.;-~.b•.l.,.ncE:'c· • 

.:ihwr·a un peso de pr·ueba U se cr.:doc11. o?n cualquier 

po11c1~1 y se vuelve a girar a la mi~ha veloc1Jad que cuando ~e 

;111dio la pr-1mer·a an1plitudlA.\ 
-A, r·epre-:.en ta Ú••:.r a. el etec te• 

..- s e 1 ef &et o de V -:.cd o. 

Sea -Wel valur- desconoc1do d.:-J destJala11c..:-o. Hl-1•::ir·a 

:e d!?f?.sa ..-n direcc1or1 c•.J11lr·ar1a a las mar1ec11las del r"'lo.j 

!1~,;ta ur1a fase {> , como ;,e mue,;.tra en la figur·a 5.1, Ent•.:inc.::. 

:u v&ctor d.:¡. desplazamiento sE>"r·a par·alelo '>' opu.:¡.s.to a .. \/V ·1 :,1 

111oc.Jifi~ado pcw la cantidad!A,l/1BI para igualar al d.:-;;balrnce•:i 

cor191nal, este contr·apeso balancear·a al disco. 

En el ca,;.o de •Jn r-otc•r- l ar·go el pr-oceclirrrien to par«< 

b«l¡,,11cear- es una ext.:-ns.i6n del anter-lor-. Llamemos. a un extr-em•:• 

do:/ r·otor· el pi ano de ba.l anceo n=l 'I al otro ex tr·emo el pi ;,,no de 

balanteo n=2 (ver- figur-a 5.2). Pr-1mer-o ~e corre sin carga el 

(ll (1.\ 
1·utc1r· Y lo:- vectc•r·.:-;;. de amplitud maximaA y A se miden. . o o 

Des.pues s.e anade un peso de prueba i:n cualquier-

pos1c1c111 :.obr·e el pr-imer plano de balanceo Cn=D y las ampli-
(ll l1.) 

ludes do? los vectore;;A 1 -..·A, S•H• iihor-a los efecto·~ cornrinado: 
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del de;,balanceo or·iginal en,..¡ plano n=I y el peso de pruii!ba; -W, 
, r·esp.:-ctivamente. 

,,, (1\ fl) (~\ 
las dife-renci;..s vector-1ales~ 1 -A, vA,-4 0 d<?bt-n s;;r e-l 

.-f .:-c. lo deo vi sol o :.o)bí'e 1 os ex lremos 1 y 2 del rotor r·e-;;pec-



,,, r '' 
t 1v;,.nren te • A::. t\,- A,, At,.l_A t-i.l 

y 1 o varían directamente 

pr·opor·c1onales a U, cuando este carrrb1a de mi!.gnitud y posi-

e i cm por 1 o tanto se pued~ es~r1b1r: 

A:i~ 4 :21: o< (A~'~ 11~") ::.- o( A 
donde o< es un operador vectorial que depende de la maquina 

91ratoria y su montaJe. 

Ahora se qui ta el peso de prueba lf, y se pone el peso 

de prueba V,,,, en el otro extremo y se repiten las operaciones 

vectoriales mostradas en la figura 5.2. 

A l•I A(I\ o - (A (ll -A ('1) ) 
"1,-o.:'~D-f3 t. d 

Si 11 amamos "W, v 'Ñ~ a 1 os con tr·apesos d,;¡ corr·eccion 1 

estos se pueden obtener 11tod1f1cando la amplitud y la fase de \J, 
Y '1,, entonces podemos escr·1bir; 

.., (S:.1) 
dond,;¡ e y ~son operadores vectoriales. 

Para lograr el balanceo, los op!?rador,;¡s e y ~ deben 

:-atisfacer· el s1gu1ente sistema de ecuaciones: 

e>(A \ +~(~S): A ;n 
~(or'A)+ ~ l8/-= A ~'L) 

resolviendo para e y par~ ~ : 

e:: ( A~ 1 5 - A!11 lPB )/ ,+8(1-o<~) 
cf> = ( A~~~A-A~'' (i<A)) IAB(t-Of~) 

(~.'2.) 

•jonde ,( v ~ ;e pueden calcular pc•r el siguiente procedimiento: 

o<::lo<A\/A-=- (~/2'-A¿t))/(-1,<'l-At>) 
- 'f - (AM-At11

) /(.4 til _A (t)) ~ - (~ Bi (5 - t. o 1. ó 



81 EL METODO DE LOS MUUMOS CUADRADOS 

Dadas: N pos1c1ones o planos de balanceo, 

M ~ond1c1ones de lectura de v1brac1ones 

~esto esi K diferentes cond1clones de carga 

y velocidad por L diferentes estaciones 

de medici()n) 

Donde: M= KXL 

Para obtener los datos de entrada para el programa de 

calculo de la teoría de los mínimos cuadrados del apendice A, 

:e gira el l"otor sin carga y se miden las amplitudes m;,..nmas en 

~ada estación de medición. Designaremos a estas cantidades con 

los númel"os c:omple.jos Ar , ... ' AM' 
Después hac<.'lllos corridas con un peso de prueba, uno a 

la vez, sobre cada plano de corrección. Estos datos serán de

signados como las cantidades complejas Swín, que corresponden a 

la amplitud y fase de las vibraciones en Ja m-ésima condición 

de medición con el peso u"' sobre el n-ésimo plano de corree-

e.ion. 

Estos datos se alimentan a una computadora q•Je c.alcula 

las masas de corrección segun la siguiente teor!a. 

Primero se calcula la matriz de los coeficientes de 

r·espuesta o<. definidos mE'diante la si9u1ente -=-cuaciOn: 

""'" [A 1 ~ lo< l [-WJ 
ClondE' Wr\E'S un numero compleJO definido como Sigue: 
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amplitud= masa correctiva rrecesitad.;i en el n-es1.mo 

plano de.correccion. 

fase= posi e 1 ón angu 1 ar de la masa de cor rece i ón 

relativa a la posición del peso de prueba. 

Par·a •:alc•Jlar los valor'es de ·1a matriz (-< 1 formamos la 

diferencia '12. - A , en la cual queda eliminada -\IJ,., que es 
.Yf'l\n M 

deseen oc ida: 

~or lo tanto los coeficientes de respuesta son: 

L s.~) 
Cuando Mes igual a N podriamos calcular los Natores 

;e,actos de la matriz ['1-l) que reduzcan a cero la amplitud de la 

-..-1br·ac1ón r·esidual en las M ~;;taciones de medici6n. 

Pero si M > N, solo podemos hacer mlnima la suma de los 

cuadrados de estas amplitudes. 

Sean El"" las vibraciones residuales, o sean los números 

complejos que representan la amplitud y fase de las vibraciones 

en la condición de medición m, después de aplicar las masas 

corree t ivas. 

En tone es 
~ 

ém= A""'+ O(Wl~1 T ... -1" a(V>\IJ \ÑM:: A-,,..-+~ o{"1~" 
"'"' (J ~ea "1 

f.Vl'll:: A IYl>t + ~' l°l'""'"x \N",.. - o<Wl'"1 \J.,.'t ) 
E. ...... 7-= A..,..1 + ~ lolw.'11~ ... ~ +- o{l"-1"" vJ .... y ) 
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Entonces s1 lJ'I, 
~ ~ -.:::" ~ ~ 

s ~ L \E.~\ ... ,?.. {é'"'" +ª""Y ) 
l"l•I !W'CI 

q•Jeoremos encontrar W,,. ;'IÑ,'1 , ... , "vJ,.,>C v iJ"Y que minimicen 

.s s. Esto implica que: óS dS ()$ 
as .. ~ .:. ... , _ = - = 0 ( ~.q l 

.jerlva.ndo S 
•t. as :: 

c. a""f.Ñ 

d-w,. .., . o~. o ~ .. Y 
v dividiendo entre 2: 

¿ 1"' ... º[4 .... + ~l°'tti•. VJft. -af""'f\y ~y)]+ _.,. ft 
-t- o(~ .. yLA"'1+ ~l~~ ... , -w~ t-c<~~ .. \'J.,.1 ¡] ~ 
~ ~ai.ft7 [AIO\,.-t-~{~~w .. 11 -o1'M .. 

7 
'\/J.,.r )]~ 

-T- o1~ .. ,, tA~,.-r~(Oc'..,..) w""' ;-~"""WI· w ... 7, 1 
~·3.ra ca.dan. Pero en not;ic1ón ma.tric1a.l, el s1;;temil. de ecua-

.~:cines <.5.·P corr<?spunde .. la ecuóicion: 

(..c]-r to<) [\NJ +-[o<J-r [A-J.:. D 

"de ~.qui:<? ¡:•u<?de despe¡>.r (WJ. H3.c1endo €':to s.;> obtir;one: 

[wJ= -\[o<J' [o<J r' [o<J.,. rAJ 
jOflde! 

5€ 



57 
Cl EL METODO DE LOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA 

. Cu;,ndo M=N ; o sea el numero de pi anos de corree i6n 

.,,·: 191Jal .. 1 nurn .... ro deo veloc1dc..d.;>;; de balanceo, multiplic¡¡do por 

el numero de estaciones de medición, el valor de las amplitu-

deo;; de las vibraciones está relacionado con los momentos de 

desbalanceo mediante la matriz de los coeficientes de influen-

~1a, a través de la siguiente ecuacion: 

Los coeficientes de influencia quedan definidos mediante 

. \IC.) l f. . t ,;:.ta ecuaCIOJl; O sea, a eos e COe !Cien e que relaciona la 
ln 

defle:<ion produéida en la posición 1, cuando el rotor· gira a la 

·.·.:-l•:icidad ~:,por el momento de desbalanceo de la posici6n·n. 

Para este efecto se escogen K velocidades y L posiciones 

.;J;;o mo:-dicion de tal manera que KXt.=N. Para pod~r resolv~r la 

ecuacion de los coeficientes de influencia para los desbalan-

ceo& e:. no:-cesario invertir la matriz en cuestión. Por lo tanto 

esta matriz debe ser cuadrada y para eso se pueden escoger K, L 

.,. M do;.- tal manera que M=N; por Jo tanto N/L debe ser er1tero. 

Por e.jemplo, si el ntimer·o de 'detectores. en cada·cor-rida 

es L=2, entonces el nómero de velocidades es K~·V2 si N es par 

•; ~:=<Nt l> /2 si N es impar. 

Como !>e menciono en la sección anterior, la matriz de 

los coeficientes de influencia se puede obtener s1 se restan los 

V3lor-es de las vibraciones sin cargas de los valores de las vi-
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llr :.c1011es, corr un contr·apeso a 1 a vez en cada estac1un de ba-

lanceo, por que al restar estas dos matrices se elimina el valor 

de:.conocido de los momentos del desbalarrceo. 

Par·a esto supongamos que el núm ... ro d~ detectores e:. i..=2 

1e miden amplitud y fase de.las vibraciones ocasionadas por el 

de:balarrceo en Ja primera velocidad k=l. Usaremos la notac1on 
(Wl 

con tres indices ~ para denotar Ja amplitud de las vibra-
~ll\ 

c1ones en Ja k-ésirna velocidad, en el 1-ésimo detector y con 

1.n peso de pr·ueba uh"'°" el plan~ de C01"recc1on n, O sir1 1;;;.r9;.. 

~riel caso n=O. 

Se vuelvi:- c. 91r:tr· .:i. l:t mi?"rri:t ._,.-::-li.:.1cj1jaLJ, :..9i-·e9ctn1Ji:,.1 un 

p"'sc1 d.:- prueba U, en -:>I pr·imer pi ;.r10 de ccwr·ecc1ón.- f4h·~w;,. """ 

mi.Jo:-: 

v r>:::.l:..rid1:1 la ecua•:J1.:•n l.5.6> de la. ecuct•:1on \5.5) :.e E:'lin1LnaM. 

que es desconoc1d~ y se pueden calcular los coeficientes de 1n-
(1I (11 

i 1 u "n c 1 a 0,11 .,.. C>ii. 1 , p•J e =· : 

(•l (1' 
t1

' 4,.-A., a.,, -:.. ., 
1..1, 

Er1 9.;.r,.;or.;I, it.gr·egando 1;n p"'so "'lJ,.en li.'I n-es1mo plano de 

ccirr.;occ1eon v r·.;.:.t;.nd•.:. l.i a.mplitud sin carga dli.' la nueva c.mpli-
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tud, se obtiene el correspondiente ~oefic1ente de influencia. 

Para la apllcaci6n de este método s61o es necesario 

invertir una matriz de nómeros comple.jos, como lo indica la 

ecuac1on (5,7>: 

Pero ad~as de tomar los datos con muctio cuidado, tarn-

01en es necesario escoger las velocidades de balanceo Y lo~ 

planos de correccion con el mismo-cuidado, 



INSTUMENTACION EXPERIMENTAL 

CAPITULO ó 

.ll MAQUINAS BALANCEADORAS CONVENCIONALES 

H1v muchos tipos de m~quinas balanceadoras pero el 

pr1nc1p10 bas1co con el que operan e; esencialmente el mismo. 

En la; maq~Jnas de cierto tipo, la pirte del rotor a ser balan

ce.ida se su.Ji'ta en un armazon pivotado :.obre el cual ioe hace 

·.;•rar, como se mue.,;;tra en la figura ó.l. Con este tipo de ma

quina uno de las planos de correcc1on 1 es colocado sobre el 

e1e del pivote P del armazon, asi se elimina el efecto del des

bal·;.nceo •obre el seg•Jndo plano 2. De este modo el armaz6n s61o 

o;.:1lara. alredeodor del pivote. Un mecanismo compensador se en-
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MAOUIHA BA~AllCEAOORA TI PO GISHOLT 

ílGU RA 6.2 
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MAQUINA. BALANCEADORA DE 
A.AMAZON PIVOTEAOO 

FIGURA 6.1 



•;1Jer1tr·a en la r1Jeda C. Esta se a.1usta para reducir las osc1la.

ciories a cO?ro ·.¡la obtención d<!1 esta red1Jccion da una lectura 

sobre el d1sco C que corresponde a la correccion del desbalan

ceo en 2. Si el momento alrededor del plano del pivote es cero, 

entonces ..-1 unico desbalanceo que p1Jede haber tendría O'J'°' 

f.<: 

estar en el plano l. Entonce~ el proceso se repite con los 

extremos del rotor invertidos para que ahora el plano 2 coincida 

con el plano del pivote. Este tipo de maquina tiene un buen 

numero de serias desventaJas, y al ~rin~ipio de todas estA la 

·inercia del armazon la cual r..,duce la oscilac16n detectable 

par1 el armazon con un desbalanceo dado. 

La fio:;¡•Jra 6.2 r"?presenta otro tipo de máquina balancea

dor> ""n la c•Jal la parte rot:o.tiva está soportada sobre dos 

b;..ler·o;; montad•:o:o flexiblemente. Debido a la ba.Ja inercia de lo:> 

;;.·:·~·or·te: del rotor, la ;;.ens1bilidad de E!'ste tipo de maquina es 

cor1:1derable111ente superic•r a la de armazón pivotado. Además 

la funciOn de la maquina de armazón pivotado de separar el 

desbalanceo en dos planos, se puede reproducir con metodos 

e 1 ec t r i c o :i. 

Para describir el modo de operación de este otro tipo 

de maquina supongamos primero que el rotor de la figura 6.2 

;:.slél. balancea.do. 'r' se le anade un peso Q tal que el único 

desbal ar.ceo :obre el rotor se encuentra sobre el pi ano 2 y es 

deto1do a Q, .:i1 gir·ar, el eje del rotor oscilara hacia atras y 

h«c1a adelante enlre las lineas x-x v x'- x'. Como Q esta mas 
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cerca de B que de A, el movimiento del soporte B sera mayor que 

el de f-1, Sin embargo, 1 a rel acion 9eometr1ca entre 1 a arnpl 1 tud 

BY la amplitud de A depende sólo de la posición del plano que 

contiene a Q y es independiente de la magnitud de Q. 

La amplitud de la vibracion en A y B debida al des-

balanceo se conv11?rte en los voltajes ~A Y 'l/g por medio-·d;¡o 

p1d:-ups. Como los vol tajes son en este caso proporcionales a 

1 as amplitudes, ~" es mayor q·ue .YA , A.justando el di vi sor de 

vol taje O, una porci6n de '/~ igu~J y o~uestigual y opuesta a 

\/A. se p•Jede elegir para que el vol taje resultan te V sea cero 

para cualquier desbalanceo en el plano 2. 
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Bl MAQUINA PORTATIL PARA BALANCEO EN EL CAMPO 

Er1 cierto:. ca:.o:. ademas del balanceo de rutina en Ja 

11nea Je produce ion, es necesario balancear el rotor al colo

car· lo:• en su lugar· de operación, y o:asi todos los rotores nece-

51 tan un balanceo de mantenimiento ·después de cierto tiempo de 

opera.e ion. Por esto se hace necesaria una maquina portáti 1 

par·:. el b<1.I anceo en el campo. 

Esta maquina consiste en un analizador de vibraciones 

de tamano reducido Y fácil de montar, el cual sincroniza una 

l1Jz estr·oboscópica con la amplitud máxima o mlnima que el de

tector de posición de tipo capacitivo percibe. Tambien se 

puede sincronizar un circuito de muestra y captura para medir 

d1cha.s amplitudes en un vol timetro, 

En la figura 6.3 se muestra un diseno para un anal iza

dor de vibraciones tipo capacitivo a nivel de amplificadores 

operacionales ideales. 

El éxito en la utilización de este tipo de equipo 

depende del control que se tenga sobre la estabilidad de las 

velocidades de muestreo. 

Una vez que se han tomado lecturas para el rotor sin 

carga. y con pesos de prueba, 1 as 1 ec turas se pueden analizar en 

ur1a computadora para determinar las masas de correcc1on segán 

el programa del apendice A. 
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Cl MAOUINA BALANCEADORA ANALOGICA-DIGITAL 

E:te tipo d.? maquin.i. consiste en •Jna computadora conec

tada cun detectores de proximidad de tipo capacitivo por medio 

.jo;, un voltímetro d1gi tal. 

Estos detectores se estudian en el apendice C y tienen 

la propiedad de tener un voltaje de salida proporcional a la 

1eparaci6n entre las placas de un capacitor. 

El vol tlmetro digital permite a la computadora conocer 

1 a 1eparacion entre las placas del capacitar en un instante 

dado. 

Si se toman lecturas al azar en suficientes cantidades 

~e puede hacer una estadlstica para estimar la amplitud de las 

'/ibrac1ones en cada condición de medición. 

Hecho todo esto, la computadora solo tendrla que calcu-

1 ar las masas correctivas para esas vibraciones según cual

quier~ de los métodos del cap! tul o anterior. 

Mosotros recomendamos el método de los mlnimos ~uadr·a

Jos pu·a el cual se proporciona un programa en lenguaje SASIC en 

el apendice A. 

Para usar solo un vol tlmetro y dos detectores se puede 

us~r un bit de CPU para generar pulsos aleatorios de muestreo 

v otro bit para escoger entre dos detectores como se muestra en 

la figura 6.4. 

En la figura 6.5 se muestra un diagrama de flujo para 
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En el apend1ce 8 se estudian 102 transductores de pos1 

c1on de tipo capacitivo ampliament~ usados en la instrumenta~ 

c1ón electr6n1ca. 

. .. · 
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la obtención de los datos. 

Y para obtener el balanceo basta colocar las masas 

correctivas sob-re el rotor según los resulta.dos obtenidos por 

1 a computadora. 



CONCLUSIONES 

CAPITULO 7 

riu•J1 :>e ha tr·;ditdo el pr-obl ern3. del balanceo dinámi cC> d.;, 

· .. .t,._q·es dt-:de v.arios puncos de vista. L3. teor-!a de las vibra-

-''''"""' ;,•Jpc•r .. : q•Je se conoce la distribución de masa exáct;;.-

· . .:-11le. Esta condicion e: nouv difli 1 de cunopl ir, P.Ues ;;olo se 

~u~de ~alcular- a par-tir de las vibraciones pr-oducidas por el 

~fortunadamente para nosotros, nu es necesario consi-

•J.;r·•r· la teor:ia de. las •.>ibraciones <i'n la pr&ctíca, ~ues el 
....... : 

L.•UJolu de visto. d,;;. una ca.Ja negra es en este ca.so mas efectivo • 

... ~·5 ..:1:oefic1entes de re:puesta sr.m los elemenlos ce la matriz de 



trilr1sferencia. de una. ca.Ja. negra. con n entra.das y rn salidas. 

En este esquema. 1 as n en trada.s se pueden interpretar 

•:omo los planos de corrección y las m salidas, como las con

dio.:iones de medicio11. 
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Par· a de term1 nar 1 os elementos de 1 a matriz de transfe

rencia es necesario medir primero las sal idas sin pesos de 

prueba (lo que corresponde a las salidas de la ca.Ja negra sin 

.o:argas ;i. la entr·ada) Y despues me.dir las salidas con ciertas 

·pesos de prueba. en ca.da una. de las entradas. una a la vez 

que coi responde a las salidas de la ca.Ja. negra. con cargas de 

prueb;i. analogas a Jos pesos de prueba). 

Se escogió la teoría de los mínimos cuadrados para 

o.:3lcu1ar las masas balanceadoras por las razones ya. expuestas 

..,. se- •:onstruyo un progr·ama en le-nguaje BASIC para. calcular 

li<~ 111a:;..: de cor·re•:c:1on a.si como las vibraciones residuales. 

El método preve un proce-so iterativo para uniformar 

las vibraciones residuales, multiplicando el coeficiente de res

puesta. e-n ~a.da. condición de medición por un factor de pondera

c1on proporcional a la vibracion residual en esa condición en 

lii i te1·acion a.nterior. 

Todo este metodo con su programa y la máquina bala.n

ceadcra portatil analiza.da. en el capitulo 6, forman el pano

r·ama del b3.lar1ceo d1nam1co desde <:>l punto de vista practico. 

El detector de pos1cion de tipo capacitivo es un trans

ductor de pos1cion 1 ineal que es ideal para medir vibraciones 



•H i<lllplitud. Pero ;,i :;e desea medir· vibrac1.:rn.:s de ._,,..1ocidi1.d o 

., . . ·' 

•:J<' ~_,;.,Jerac1on. ,,;dste11 otros tipo·:; de detectores que pr•:>t:nble-

me1ite 'e;;ul t:1rían mas convenientes. '3in <:mb;.r90, mediant"' el 

•J se; uc. 0111p 1 i f i ·~ ;idc;r·es •)pE:!r ac ion a. l ..-s di fer e11c i adof' es se p•Jede 

acel eraci c•n. 

Lil. c•..r1:tr·•;.;c1 •:.i11 de l !< rnr.qüina balanceadora por tati 1 

¡:. .. ;:id1·ii1. r·e5ul lar· s-11 un rJli 1 1nstr•Jmenlo de pr·ecisicm qui? no 

:olo lendrla aplacación en el balanceo de rotores, sino 

lamb1e11 pM·,¡. medir· lo.:. vibraciones producida!> por causas. 

.Ji:~11il~s a I;,. distribucion de .l<i. roas« de' un rotor girando 

cerca de alguna de aus velocidades criticas. 



FROt:3RAMA DE CALCULO FARA 
LAS MASAS DE CORRECCION 

APENDICE A 

•- ¡;_ l ·:u l •.J por computadora de las mG1sas de corree e i 011 que r ,;.ducer1 

&I minimo IGI ralz cuadrática media de las vibr•clones r,;.sidua-

les, según lo expuesto en el capitulo~. 

E;ote progr·ama es i ter·at ivo y en cada i ter·acion se 

persigu• uniformar las vibraciones en todas las condic1ones 
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de medición. Para ello se modifica la matriz transpuesta de los 

coeficientes de respuesta, multiplicando cada una de sus colum-

ria: por el fa.ctor· léw.l/4'>· E:d.;, factor le d;. ma•1c•r· import~11cia ~ 

cc•r1diciones de medici..:in ccm v1br·ar.:iones r·es1duales 111á; 
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f '.J""r te,;. 

En el pasado se popularizaron los métodos de los coeft~ 

cJenteE de influencia y de un solo intento, por requerir menor 

capacidad de computación, pi'ro en la actualidad esto va r.u 

re¡:wes,..nta ningc:in problema, debido a los avances de la micro

compu tación. 

El métod•:> de 1 os mínimos c:uadrados, tiene además 1 as 

s1guit:?ntes venta.ias sobre los demás: 

1. Proporciona ur1a apro1dmación de las vibraciones 

residuales. 

2. Los instrumentos de medición usados no necesitan ser 

tan precisos y en caso que no lo sean lo suficiente, se puede 

aumentar el número de condiciones de medición sin var1ar el 

numero de planos de corrección. 

3, El metodo de los coeficientes de influencia es solo 

un ca•o particular del método de los minimos cuadrados. 

A continuación se presenta una corrida de prueba y el 

listado del programa. 



DATOS: 
VIBRACION SIM CARGA: 
Ax< I>= 1 AY( D= O 
Ax ( 2) -=-1 AY ( 2) = 0 
Ax< 3>·= O Ay< 3)= O 

1.;i., ITERACIOM 
coeficientes de 

3.00 o.oo 
0.00 3.00 
5.00 o.oo 
o;oo 5.oo 
5.00 o.oo 
o.oo 5.00 

RESULTADOS: 

respuesta: 
-2.00 o .oo 
º·ºº -2.00 

-2.00 o.oo 
o.oo -2.00 

-3 .00 o .oo 
º·ºº -3.00 

MASAS DE CORRECC 1 ON: 
Wx< D= .809525 Wy( 1)= O 
Wx< 2>= 1.47619 Wy< 2>= O 
VIBRAC!OI~ RESIDUAL: 
Ex ( 1)= .476194 EY< D= O 
Ex < 2>= .0952435 Ev< 2)= O 
Ex ( 3)=-.380947 Ey< 3>= O 
SUMA DE RESIDUOS CUADRADOS= • 380953 

RA!Z MEDIA DE RESIDUOS= .356348 

2a. ITERAC!ON 
coeficientes de respuesta: 

4.01 o.oo -2.67 0.01) 
o.oo 4.01 o.oo -2.67 
1.34 o.oo -0.53 o.oo 
o.oo 1.34 0.00 -0.53 
5.35 o.oo -3.21 o.oo 
o.oc 5.35 o.oo -3.21 

RESULTADOS: 
MASAS DE CORRECCION: 
¡.¡X ( 1) = • 99'?986 1-ly( 1) = 0 
Wx< 2>= 1.79999 WyC 2>= O 
VIBRAC!ON RESIDUAL: 
Ex < D = . 399988 Ey C I> = O 
Ex ( 2>= .39996 EyC 2>= O 
Ex < 3>=-.400026 Ey< 3)= O 
SUMA DE RESIDUOS CUADRADOS= • 4 79979 

RAIZ MEDIA DE RESIDUOS= .399991 
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10 READ M,I~ 

2ú OlH AX\11-ll :0111 A'f(H-lJ 
'JO ü!M AF<Ut1-I ,2t:l·J-1J :0111 AG'2H1-I,UN-1> 
';') OIM E<2fl1-IJ :0111 A<2fü-l,4Hl-1> 
40 0111 l•l<UN-11 :DIM AR<<lm-11 
50 FOR !=OTO 11-1 :READ AX<!) :READ AY(!) :NEXT 
55 IT= 1 
!0 l PR!lff •DATOS:" :LPR!HT 'VI BP.ACICN SIN CARGA:' 
?O FO.< I=OTOl1-l:LPR!Nf "Ad "+STR$(!+ I> +')=' ¡AX<I> :"Ay<"+STRl( l+l>+")=' ;AY<!) 
80 llEXT l 
9Q FOR l =OTO U11- I : FOR J=OTO 2f.N- I: READ AF < ! , J) :NEXT J :NEXTI 
100 FOR l=OT02f.t1-l:FOR J=OTO 2fü-l:AG<l,J)=fo'.<F<I,Jl: MEXr.J:MEXTl 
I liJ G0'3UB70t) 
120 FOR I =OTO UN- 1 : FOR .J=OTO 2iN-1 :A ( ! , J) =O: FOR K=OT02;(H- J 
140 .:.<I.cli=ACl,J)+AG<K,IJf.AF<K,.J) 
150 ~IE".T K :NEY.r .J :ME>:T 1 
: 70 FOR !=OTO 2t:N-1 :FORJ= IT02rn :A< 1 ,2~N-1 tJ) =O: IFJ=I + ITHENLETA< l 12~N- l+J) = 1 
180 ~IE.'<T J :NEXT 1 
201] K=O 
210 FOR l=K+lTO 2Hl-1 
220 IF A\K,Kl=OTHEN LET IS=K:GOSUB 950 
230 B=R(l ,K~IA<K,K> 
2~r) FOR J=KTO 4(N-1:A(1 , J) =A< l , J)-B~A<K 1J) :NEXT J:NEXTl 
250 IF K=2f.N-2THEN 300 . 
~60 K=K+l:GOTO 210 
300 K=O 
310 FOR l=K+ITO 2*N-l 
3¿0 IF A<I,P=OTHEMLET IS=l:GOSUB 950 
330 B=Al.K,IJ1H\l,I) 
340 FOR J=KTO 4lN-l:A(K,J.l=A\K,Jl-B~A<I,J> :MEXT J1NEXTI. 
350 IF V.=2fi'l-.?THEN400 
360 K=K+ 1 :GOTO 310 
400 FOR !=OTO 2;1;fJ-l:B=A\I,ll :D=D*A 
410 FOR J=OTO ·HM-l:A<l,Jl=iHl,Jl/B:NEXT J: NEXT 1 
430 FOR !=OTO N-l:W\2~1>=0:W1211+1)=0:FOR J=OTO H-1 
432 CO=O: C !=O . 
435 FOR K=OTO 2~1~-l:CO=CO+A(2~I.2m+KHAGC2~J,K) 
43.5 Cl=Cl+A<2*1+1,2XMtl<HAG<2~J+l,K> :NEXT K 
440 W<2ll>=IH2fl 1-CO~HX(J> :l>H2U+l>=~'l<2U+ D-CUAY<J> :NEXT J:NEXT 1 
445 LPRINT 'RESULTADOS:" 
450 LPRINT 'h;SAS DE CORRECC!ON:' 
460 FOR !=OTO l~-l:LPRIHT 'W.C';STRHl+l>;'>•';W<2~l>;'Wy<';STR$CHl);'>=';W<2Utl> 
465 NEXTI 
470 FOR !=OT02~11-l:E<ll=O:FOR J=OTO UM-1 
4«30 E(ll=C<!J+AF<I,J1~1>HJl:NEXT J1NEXT 1 
4~·o FOR !=OTO 11-1 :ECUD=E<2~l>+AY. < I> :EC2H+ll=E<2H+ 1> +AY([) :NEXT 
SOO LPR!~IT ''JIBRACICN RESIDUAL:' 
510 FOR l=OTCTl-l:LPRlllT 'E.t <':STRHl+I> ;'l=';EC2.~ll ;'Ey<';STR$Cltl> ¡'J=';E<2H+1> 
515 NEXTI 
520 S=O:FOR !=OTO 2~H-l:S=S+E(l)A2:NEXTI 
530 LPRillT 'SLl1A DF. RE'31DIJtJS CIJADRADOS=' ;S 
5~0 R=SC1R e S..·11• 
550 LPRlllT ' RAIZ MEDIA DE RESIDUOS=' ;R 



'S·!·ll ! 1 IPIJT ' OTRA l TERAC l ON ' ; l $ 

'.i70 i F l t~"no' THE!I STOP 
5:''S fT=lT+I 
5:?1) FOR l=OTO 11-l:F=SQR <E<2XI>'·2+E<2*l+l>'2)/R 
é:n ¡:,·.~ .J,•1JTO t•!l-l:A1)(2"H,JJ=f'.;G!Ul,JHF:AG(2~l+l,Jl=AGC2H+t,J>l:F 

óOO llE t.T J :tlE' :T l ~ 
.s?•1 G0'31JB700 :GOTO 120 
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~1)•i LFPlllTTH8i'IOl :STPHlTlt'a. ITEPACION':LPRINT 'coeficientes de r·espuesta:' 
710 FORl=OT02*M-1 :FORJ=OT02*N-1 
720 LPPINT USIMG' l!lllllt. llll' ;AG< I, J/ ; :llEXT J :LPR Il·IT :NEXTI 
731) FETIJRN 
950 FOR JS=OTO 2Hl-1:IF JS=ISOR A<JS,IS>=OOR(JS<ISAND ACIS,JS)=OHHEtl970 
·~¿o FORf;S=OT02!11-l :AR<KSl=A<JS,KSJ :ACJS,KS>=A< lS,KSl :A!S,KS>=AR<KS> :NEXTKS 
970 liEXT JS 
9:31) ¡; ETIJR!~ 
1000 [>ATA 3,2 
1010 N~Tf4 1,0 
102n DATA -1,0 
1031J DATA 0,0 
10~0 C>HTA 3,0 ,-2,0 
1050 Di:.TA 0,3,0,-2 
10~0 CiATA 5,0 ,-2,0 
1070 C'ATA 0,5,0,-2 
1080 DATA 5,0,-3,0 
1090 DATA 0,5,0,-3 



TRANSDUCTORES DE POSICION 
DE TIPO CAPACITIVO 

APENDICE B 

Si no se cuenta con instrumento de mediciOn alguno, se 

puede 1Jsar el lápiz estacionario para determinar fases sobre el 

rotor y 1 as amplitudes se pueden er1con trar por ensayo y error. 

Después solo serCa necesario encontrar las masas de 

~orrección por alguno de los tres métodos mencionados en el 

•:apltulo cinco. 

Sin embargo, el lápiz estacionario deja de ser efectivo 

para al tas velocidades, Esta dificultad se puede eliminar si se 

intr··::id•Jce un sencillo dispositivo eléctrico <ver figura B.t>. 

Este disposi tlvo sirve como un transductor de posición 

79 



2[1 

de tipo capacitivo, en el cual un amplificador de caracterlsti-

cas cercanas al amplificador ideal hace que el voltaje sea 

directamente proporcional a la distancia entre las placas de 

.rl capac1 tor. 

En realidad la capacidad por si sola no es proporc1ona· 

~la separación entre las placas de un capacitar de placas 

paralelas sino inversamente prop~rcional a esta. Sin embargo, 

esta dificultad queda eliminada conectando el amplificador como 

en 1 a figura B. l. 

En este caso el vol ta.je entre a y b V,,.~ será casi nulo 

pues la impedancia de en•rada del ampl i~icador es infinita y por 

la misma razón la corriente Á,,...,= O 

Entonces las ecuaciones: 

se c:oiwi er ten en 

A.i + .i,. ': A."" 
lle_~ ""l: ""'\, 
\1 - \JC>' "''Io.i, 

~~" -AJ" 
\Je."' "~t. 

\J -- Ve.,. 
por 1 o tan to 

\J -::. '1 c."' = -1 
(' ~xat: 1 

C>< j c.,. 

Vt" Vc.t--:- ¿i ~.lt~t 
Entonces-+a función de transferencia de Yol ta.Jes es: 

(€,.. !.) 



i. ~ 

~" f 
Ca 

v. 

1 r 
DETECTO" LINUL 0€ POSICION Of Tll'Q CA,.CITIVO 

FIGURAD. l 

FIGURA a. 2 
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i.-;•-·1 .,;: i.:. r .;..:.:.¡1 "'" pc.s1bl e "usil.r detec tor·es \ tr·ansdu..: lur·e-: d<.? 

U11a 9r·an v.;;nta.j;,. es la al ta s.-nsib1lidad ~.lcanzabl.:- con 

"ste tipo de detectores pue:.: 

.,. por· l•.;o tan to 

\~F E~~ 
Este valor es proporcional a la sensibilidad y segun se ve. 

'-'=t~. se puede incrementar haciendo mas pequena la separ·acion 

.:11tr·e el detector· y el rotor que en este caso constituyen la.s 

placas paralelas de el capaci tor. 

Uti modelo de este tipo de detector se muestra en la 

f i c¡1Jr· a 8. 2. 

Otra gran ventaja del uso de este tipo de transductores 

p:.ra medir._.¡ tipo de vibr·aciones ocasionadas por el desbalanceo 

..-s el que 1 a fuerza. perturbadora que todo det.¡_>c tor· produc..- ;obr·.-

._.1 sistema. que mide es casi nula. 

Este detector también se pu.¡¡.de calibr.i.r-en las unidades 

q•Je :.e quiera al imentandolo con el vol ta.Je adecuado. 
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