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I N T R o D u e e I o N 

La espectroscopia de la fluorescencia de rayos-X o más 

especificamente, la espectrometría de la energía de Rayos-X 

como herramienta para el análisis elemental, constituye un -

ejemplo más de los muchos logros que ha proporcionado en di! 

tintos ámbitos el desarrollo de la investigación aplicada. -

Dichos logros son los que actualmente sustentan a la era de 

alta tecnología que se vive. 

La técnica de la espectrometría de energía de rayos-X -

(XES), es la base de diversas y numerosas investlgaciones err 

focadas al beneficio de la humanidad como lo son: la medición 

y control de contaminantes en nuestro medio ambiente, análi

sis que ayuden al diagnóstico de enfermedades, análisis de -

materiales para el control de calidad en la industria, así -

como también en servicios profesionales, detección de obras 

artísticas falsificadas, etc. La técnica XES es generalmente 

aplicable en investigaciones encaminadas a determinar la 

constitución elemental (espectro-Química) en muestras de in

terés. 

El análisis por medio de XES ofrece ventajas como: 

- El análisis elemental es simple, debido a la re

lativa simplicidad del espectro de rayos-X. 

- El análisis de rayos-X en general, no es destruc 

tivo 

- El material a analizar, puede estar en diversos 
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estados, os decir, las muestras pueden ser só

lidas, líquidas, de polvo, de suspensión, gaseQ_ 

sas, etc. 

Los requerimientos para la preparaci6n de mues 

tras son frecuentemente mínimos. 

Análisis simultáneo de elementos dentro de un 

amplio rango. 

Amplio rango dinámico, esto es, la concentraci6n 

elemental puede variar desde un 100'!. hasta me 

nos de 1 p.p.m. (partes nor millón). 

En la aplicación práctica del análisis por XES, pueden 

emplearse dos modos diferentes para inducir rayos-X caracte

rísticos, a saber fluorescencia por medio de una fuente pri

maria de radiaci6n electromagnética (tubos de rayos-X o rayos 

X y rayos gamma de materiales radiactivos) o por medio de h~ 

ces de partículas cargadas (electrones, protones, partículas 

alfa, etc.). 

El modo de excitación empleado en esta tesis fue con 

partícula cargada, específicamente protones; esta posibili_

dad ofrece considerables ventajas para el caso de elementos 

con número atómico bajo; la razón para ésto es doble: prime

ro, la sección eficaz de ionización crece rápidamente si "Z" 

disminuye y segundo, la producción de Bremsstrahlung de pro

tones es relativamente baja, comparada con la correspondiente 

a electrones. La fuente de protones energéticos que se utili 

zó, fue el Acelerador Electrostático Van de Graaf tipo Tan -
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dem de 12 MeVs del ININ, localizado en Salazar, Edo. de Méxl 

co. 

Este tipo de Aceleradores ha demostrado buena capacidad 

analítica a nivel de trazas (partes por millón), <lehido a su 

alta resoluci6n en energía, sin embargo presentan el inconve 

niente de un efecto secun<lario, que es el intenso Rremsstrah 

lung de los electrones energéticos secundarios resultantes 

de las colisiones entre las part1culas cargadas aceleradas y 

los &tomos de los elementos constituyentes de las muestras 

irradiadas. Este efecto se puede minimizar íabricando mues 

tras cada vez más delgadas, a costa de complicar la rutina -

de preparación de dichas muestras. 

El objetivo de este trabajo es establecer la técnica de 

espectrometria de la energía de rayos-X inducidos por proto

nes (PIXE) como herramienta analítica en nuestro laboratorio 

y realizar mediante dicha técnica el cilculo de la ahundan_

cia absoluta de algunos metales en el suero sanguíneo humano. 

El problema analitico lo plantearemos en términos de 

tres parámetros fundamentalmente, los cuales mediante la ter 

minologia convencional se pueden formular de la manera si -

guiente: 

a). ESPECIFICIDAD: Determina la certidumbre con que as~ 

ciamos la energía "E" depositada por un Rayo-X en -

el sistema de detección y el elemento "X", del cual 

proviene dicho rayo. 

b). SENSITIVIDAD: Es el cambio que experimenta la linea 

espectral detectada "E", por unidad de cambio en la 

concentración del elemento "X" correspondiente. 
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c). LIMITE DE DETECCION. Generalmente entendido como la 

cantidad mis pequefia o la concentración minima que puede ase 

gurarse con una incertidumbre aceptable. 

La definición que acabamos de dar de los tres parfime_

tros fundamentales de la técnica, muestra concretamente las 

relaciones principales que nos interesa estudiar entre los 

factores intrlnsecos constituyentes de la formulaci6n del 

sistema y su modo de empleo. En los capitulas se discuten 

las relaciones entre los factores intrínsecos, la formulación 

del sistema, el procesamiento de datos, preparación de mues

tras, tiempo de anilisis, modo de excitación y anfilis~s de -

datos. 
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CAPlTlll.C' 

BMISION CARACTEfISTICA 

1. 1. INTRODUCCION. 

El prop6sito de este cap'tulo, es el de presentar los -

conceptos físicos y teóricos 1 ás importantes relacionados 

1 1 '· Id 1 ' , con a estructura e ectron1ca e os atamos, as1 como las 

principales relaciones entre ~llos que permitan explicar e 

interpretar el espectro caractcristico de Rayos-X producido 

por la fluorescencia atómica., La discusión formal del pro

blema cuántico, queda fuera 4cl alcance de esta tesis. 

1.2. NUMEROS CUANTICOS 

Cuando a los átomos de i determinado elemento se les -
1 

excita con radiación electro agnética o con particulas carg~ 

das, producen una "luz" cara :terística, la cual si se le ha-

ce pasar a través de una rej lla de difracción produce ésta 

a su vez un patrón de interf rencia caracter1stico al que 

comúnmente se le denomina su espectro de emisión. También -

cuando a un átomo dado local
1

izado dentro de un campo magné

tico se le somete a un campal electromagnético del orden de -

megahertz (radiofrecuencia), se observa que el átomo es capaz 

de "absorber" la radiación ara solamente determinados valo-

res de la frecuencia, dicho_ valores definen lo que se cono-
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ce como e] espectro de ahsorc ión. La necesidad de explicar -

el origen y las propicLlacles, tanto i.le los espectros de emi -

si6n, como de los i.le absorción del fttomo, ha contrihuido al 

establecimiento de la estructura hiperfina electrónica del! 

tomo, la cual como se verfi posteriormente cxpl ica totalmente 

dichos espectros. 

El planteamiento del problema de la estructura electró

nica del átomo lo proporciona la ecuación de Shr'óedinger, 

que es la ecuación fundamental de la moderna mecánica ondula 

toria, la llamada mectín ica cuántica. 

SchrOedinger postuló que para sistemas que no cambian -

con el tiempo la siguiente ecuación es vfilida 

cuando el radio de Bohr, la masa del electrón y su carga son 

las Ll1 idades empleadas, en este caso la constante de Planck vale 

2'1T. En la ecuación anterior "E" representa la suma de la 

energ1a de movimiento del electrón con su energía potencial 

"V". 1)J es la llamada "función de onda", la cual en general -

es una función compleja que tiene la propiedad de describir 

el comportamiento ondulatorio del sistema que represente, en 

este caso el del electrón. Para una partícula dada, experi_

mentalmente se comprueba que el producto de 1)J con su comple

jo conjugado ~* proporciona el valor de la probabilidad de -

localizar a dicha partícula en la región del espacio para la 
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cual se evalúa dicha funci6n. La interpretaci6n probabilíst.!_ 

ca para la ljJ permite incorporar el principio de incertidum -

bre <le lleisenberg de la vieja teor1a cuántica a la mecánica 

cuántica de una manera natural. 

A la función de onda se le imponen condiciones rcnera_

les como que sea finita en todo el espacio, univaluada y co~ 

tínua, y junto con las condiciones particulares que requiera 

el sistema al que se le aplique la ec. de Schr~edinger, tie

nen como consecuencia que las soluciones de la ce. de Schr~c 

dinger lji 1 , IJ!2, ••• , estón asociadas con valores específicos 

tanto de la energía como del momento anpular; a este resulta 

do se le conoce como la cuantizaci6n de la energía y del mo

mento angular. 

Para el caso del átomo de hidrógeno se puede mostrar 

que en términos de coordenadas polares la función de onda 

puede expresarse como 

ljJ(r,e,~) = R(r) 0 (e)~(~) 

donde R, e y ~ son fllllciones bien conocidas y las coordena

das r, e y ~ están asociadas con los llamados números cuánti 

cos n, 1 y ml, respectivamente. (A tales funciones de onda · 

se les llama comúnmente "órbitas"). A n se le denomina el nú 

mero cuántico principal y es un número entero positivo que -

define a la energía total del electrón "E" como E = · R/n 2 

donde R es una constante. A "l" se le conoce como el número 

cuántico azimutal y toma valores enteros desde "O" hasta 
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n - 1 y define los posibles valores de la magnitud del mamen 

to angular orbital scg(m P0 = /1(1+1) J~1 con h ipual a la 

constante de Planck. /1 ml se le llama el nf1mero cuántico mag 

nético y tiene que ver con la "orientación" de la órhita en 

el sentido <le que especifica las posibles componentes del mo 

mento an?,ular orbital a lo largo de la dirección "7.", la cual 

generalmente se escoge como la dirección del campo mapnético 

de referencia. Dichas componentes quedan expresadas por 

h P = ml (T) donde ml tom;i valores enteros desde -1 hasta l. 8 z _ 11 

Estrictamente hablando, la ecuación de Schroedinper -

independiente <lel tiempo estfi incompleta en el sentido de 

que no toma en cuenta los efectos relativistas, es decir 

los efectos derivados de considerar al tiempo como una cuar-

ta dimensión. Dichos efectos son importantes cuando se consi 

deran velocidades cercanas a la velocidad de la luz, lo cual 

sucede con la velocidad de los electrones en los itomos. Di-

rae fue el primero en incorporar la teor1a de la relatividad 

a la ecuación de Schr5edinger, originando de esta manera la 

aparición de una nueva cantidad, el llamado "espín" electró

nico o momento angular intrínseco del electr6n cuyo valor es 

tá dado por S = /~ (} + 1)' ;TI y cuyas componentes a 10 larro 

del campo magnético de referencia están descritas por W1 cua! 

to número cuántico "ms", el cual solamente puede tomar los -

valores de + f o de - f. Históricamente la necesidad de un -

cuarto número cuántico surgi6 primeramente de la experi•ent~ 

ci6n mis que de la teor1a. El experimento que demuestra la -
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existencia de dicha cant ida1' de la manera más convincente 

fue el desarrollado por Stern & Cerlach. 

Una combinación de valores de los cuatro números culnti 

cos mencionados anteriormente define lo que se acostumbra 

llamar "estado electrónico". Para el átomo de hidrógeno es -

posible que a dos o más estados electrónicos distintos les -

corresponda el mismo valor de la energia, se dice entonces 

que dichos estados están degenerados. En casos mis complica-

dos que el átomo de hidrógeno como el caso de los átomos con 

dos o más electrones o el caso de los átomos inmersos en un 

campo magnético, se t ienc que las degeneraciones en energía 

desaparecen. 

Desafortunadamente la interacción repulsiva entre los -

electrones en un átomo con muchos electrones implica que las 

funciones de onda, soluciones de la ce. de Schrl.iedinger co_

rrespondiente, no se puedan expresar como el producto de fil!!_ 

ciones de solamente una variable. Lo anterior impide a su 

vez, darle una representación exacta en términos de números 

cuánticos a los estados electrónicos de dichos átomos. 

Sin embargo, bajo ciertas aproximaciones como la corre~ 

pondiente a los átomos que se comportan como el hidrógeno 

(átomos hidrogenoides)* o como la llamada aproximación orbi

tal**, se puede finalmente representar los estados electrón! 

cos por medio de valores de números cuánticos. 

* Los átanos hidrogenoides presentan prácticamente el problema de un so 
lo electrón. 

** La aproximación orbital implica escribir la función de onda del áto
mo cano el producto de todos los orbitales o funciones de onda que -
individualmente le corresponden a los electrones. 
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El principio de Pauli da la definici6n completa de la 

estructura electr6nica de los átomos con muchos electrones. 

El enunciado más común de dicho principio es que "el conjun-

to de números cuánticos" que le corresponde a un determinado 

electrón en un átomo es único, en el sentido de que cualquier 

otro electrón dentro del mismo átomo le corresponde un con 

junto de valores de números cuánticos distinto. 

Por otro lado se tiene la propiedad de que cuando en 

un sistema se intercambian una pareja de partículas idénticas 

con espín + (como los electrones), esto ocasiona que cambie 

el signo de la función de onda correspondiente a dicho sis-

tema, a este resultado se le acostumbra llamar "comportamie!!_ 

to antisimétrico". En base a lo anterior se postula entonces 

que "las funciones de onda deben ser antisimétricas respecto 

a intercambios entre parejas de electrones". 

El principio de Pauli corno se mostrará a continuación -

es consecuencia del postulado anterior. Primeramente repre_-

sentemos un determinado estado electrónico con un símbolo 

del tipo ms nl donde por razones históricas los valores de 

;¡, = o, 1 ' 2. 3 y 4 se acostumbran representar con las litera 

les s. p, d, f y ¡!., respectivamente. 

Así para el átomo de helio en su estado de mínima encr-

gía, también llamado estado "base", los valores de los núme

ros cuánticos deben ser n = 1, 1 = O, ml = O y ms = 7 t 
Según la aproximación orbital la función de onda del 

átomo de helio estará dada por el producto de los orbitales 
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considerados o por una combinación lineal de los mismos. En-

tonces Lma posibilidad podriu ser: 

- l. s 2 ( 2) 

donde 1 y 2 representan a los dos electrones del átomo de he 

lio. Debe notarse que ~o no cumple con ser antisirnétrica, ya 

que un intercambio de electrones produce una función distin-

ta a ~ 0 , particularmente se tiene que 

st ( 2) 1 s .l. l.. 
y ( 1) -f - 1 s 2 ( 1) 1 s 2 (2) 

Considérese la siguiente combinación lineal 

1 _J. l. l. 
S2(1) s 2 (2) - 1 52 (2) 1 s 2 (1) 

J_ 

el intercambio de electrones daría 1 S2 (2) 
l. .l. s 2(1) - 1 52(1) 

- .L S 2 (2), lo cual es precisamente -1/JA, por lo tanto la fun 

ci6n de onda ~A es antisimétrica. 

El mismo ~ratamiento se le puede dar a cualquier estado 

excitado, es decir. a cualquier estado distinto al estado ba 

se. Por ejemplo una posibilidad para el estado en que un elec 
1 l. 

trón está en 1s y el otro electrón en 2s es ~B = 1 S2(1) 2 52 
1 .l. 

(2) - 1 S2 (2) 2 5 2 (1), la cual como puede comprobarse es tam 

bién antisimétrica. Tanto en el caso de ~Acamo en el de 1/JB -

se satisface el principio de Pauli. Además también es cierto 
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que siempre que los estados electrónicos difieran en el va -

ior oe por lo menos uno de los nGmeros cuánticos, es posible 

construir una f1mci6n de onda antisim6trica. En cambio si 

los correspondientes nGmeros cu5nticos fueran ipuales, enton 

ces evidentemente Ja func16n de onda valdría cero para cual

quier punto de1 esnacio, lo cual no está permitido. 

El procedimiento empleado para el átomo de helio puede 

repetirse de manera análoga para cualuuier pareja <le electro 

nes de cualquier átomo, dando siempre como resultado la mis

ma conclusión: Siempre que sea posible construir una función 

de onda antisim6trica para el átomo, entonces no existen ~os 

electrones c,ue tengan ip.palC'S sus cuatro nGmcros cuánticos o, 

en otras palabras, que el principio de Pauli es válido. 

1. 3. NIVELES DE ENERGIA DE LOS ATOMOS. 

Para los casos de 5tomos con muchos electrones debe con 

siderarse no solamente las energías y momentos an~ulares que 

les corresponden individualmente a los electrones, sino los 

niveles energéticos y los momentos angulares del átomo con

siderado como un todo. Por lo tanto, uno de los problemas a 

resolver es el de determinar el momento angular total, el 

cual resulta de sumarle el espín al momento angular orbital. 

A este problema se le refiere comúnmente como el "acoplamie!!_ 

to" de momentos angulares. 
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1. 4. ACOPLAMIENTO RUSSRLL & SAUNDF.RS. 

En 5tomos ligeros las diferencias energéticas entre es-

tados atómicos con configuraciones electrónicas distintas, -

aparecen principalmente debido a las diferencias que existen 

entre las energías clcctrost5ticas correspondientes a dichas 

configuraciones. Por otro lado, tamhién se tienen efectos 

magnéticos debido al momento intrínseco Je los ~lectrones y 

a los campos ma~néticos que crean los mismo con su movimiento. 

A pesar de esta situaci6n el acoplamiento Pussell ~ Saunders 

considera a los efectos magnéticos como de segunda importan-

cia, y en primera aproximación los ignora. 

A continuación se describen los acoplamientos, debiendo 

satisfacer las siguientes reglas: 1) Los espines individua -

les de los electrones se combinan de tal manera que la suma 

total queda definida por un número entero de "medios", es de 

ci r: 

rs. = s con s. = ± {para toda 
1 1 

y s n/2 

con n entero positivo o cero. 

2) Los momentos angulares orbitales individuales de los 

electrones se combinan de tal manera que la suma total siem-

pre resulta ser un entero positivo o cero, es decir: 

L con 1 i O, 1 , 2, 3, . . . para toda i 

y 

L = O, 1, 2, 3, ... 

valores que se acostumbrar referir con las literales S, P, n, 
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F, ... respect ivamentc. Debe tenerse siempre presente que la -

unidad para expresar los valores tanto de S como de L es h/2n. 

3) Debido al movimiento <le los electrones en sus 6rbi -

tas, se producen campos mapnét icos que permiten que el mome!!_ 

to angular orbital total L y el espín total S, interaccionen 

magnéticamente dando como resultado un momento anpular total 

"J". Puede mostrarse que dicho mofllento anpular total también 

est5 cuantizado, ya que solamente puede tomar valores ente -

ros o semicnteros. Los posibles valores de J son: 

cas, 

J (L + si , c1. + s - 11, ... , JL - sJ 

Los niveles de energía del 5tomo, por razones históri -

se acostumbran representar con un simbolo del tipo ZS+lL 
J 

donde como ya se sabe S, L, y J representan los valores to-

tales del espín, momento anpular orbital y momento angular, 

respectivamente. Nuevamente habrfi que tener presente que 

los valores de L O, 1, 2, 3, ... se acostumbran represen-

tar con las letras S, P, D, ... respectivamente. 

son: 

Ejemplos de simbolos que frecuentemente se considerarán 

s 
L 

o 
o 

s 
L 

1 
T 
o 

y 

s 
L 

los cuales se leen como singulete "S" nulo, doblete "S" un -

medio y triplete "P" dos, respectivamente. 

Por otro lado, el llamado principio "aufbau" define cla 

ramente el concepto de "capa cerrada". Según dicho principio 
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las estructuras electrónicas de los estados hase de los áto-

mas con muchos electrones, se pueden reprcsC'ntar con una ex-

presión del tipo: 

ei eiJ eJ e~ e5 e" e7 ea e9 c10 et! e12 et 3 
ls 2s ~P 3s ~p 4s 3d 4p Ss 4d Sp 6s 4f .•. 

dontlc los expo11entes "ei" ind.ican e1 númC'ro ele electrones 

que se encuentran en el nivel correspondiente y por lo tanto, 

dehen ser número enteros positivos o cero. Además el valor 

máximo que pueden tener los C'Xponentl's des, p, d, y r son -

2, 6, 1 O y 14, rL~Spcct ivamentc. lle C'sta manrra por ej cmnlo -

las configuraciones electrónicas para el lle, I.i, !1 y Ne son: 

He: 1 s 2 

Li: 1s 2 2s 

como puede notarse, tanto para el caso del lle como nora el 

del Ne se tiene que los últimos exponentes tienen el valor -

máximo permitido, en tales se dice que la estructura electr6 

nica está "cerrada". 

Se puede demostrar que siempre que un átomo tenga una 

configuración electr6nica cerrada, entonces tanto el espín -

total S como el momento angular orbital total L valen cero. 

Primeramente el efecto de esta simplificaci6n, es que -

los estados base de átomos de estructura cerrada quedan to -

dos representados por el simbolo 1So, es decir son dichos es 

tados todos singuletes S nulos. Una sepunda consecuencia, es 

que si la estructura atómica no t'st á cerrarla nora el estado 
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base, entonces los 6nicos electrones que determinarán los v~ 

lores de S y L, son los que quedan "fuera" de la mayor estruc 

tura cerrada que define el átomo. Por ejemplo todos los áto

mos de metales alcalinos se pueden reducir al problema de un 

solo electrón, como puede comprobarse con las siguientes con 

figuraciones electr6nicas. 

Li: , ls~ 2s 

La mayor estructura cerrada 

La representaci6n de los niveles de energía del átomo -

~ b 1 d 1 . 2 S+ l L . d por s1m o os e tipo J' permite que se pue an agrupar 

dichos niveles en forma de series. 

La configuraci6n electr6nica del estado base del átomo 

de Litio es: 1s 2 2s, por lo tanto según lo dicho anteriorme!l 

te, el problema se reduce a un solo electr6n. Para el esta

do base se tiene que: 

L 

s 
J 

o 
1 
2 

.l. 
2 



l'l 

ls 2 3s 

( 1 ) LA FIGURA r.tUESTRA LOS NIVELES 
25 1 DEL ATOMO DE LITIO 

2 

por lo que queda representado dicho estado por el stmholo 2 S . 

Si se consideraran todos los estados excitados <le la Forma 

1s 2 ms con m = 3, 4, ... resultaría que el mismo símholo 2 S 
l. 

representaría a dichos estados. Véase f.ip. 1. 
2 

Por otro lado los estados excitados del Otomo de Litio 

de la forma 1 s 2 mp con m = 2, 3, 4, ... les corresponde que 

L = y S = +. por lo tanto J = t ó :,/2. f:ntonces se tienen 

dos posibles niveles :pt ó 2 r 312 , los cuales en ausencia de 

campo magn6tico, se les considera como niveles <le~enerados, 

ya que las diferencias en encr~Ia son nrftcticamcnte desnrc

ciables, en cambio respecto a los niveles 2 Si no existe de-
2 

generación, es decir que las diferencias en cncr~Ia entre -

t 
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2p 1 3 2011 " 
I'z t•f 

35 ____ 1 

2 

2s ____ , 
T 

(2) LA FicutA MUESTM LOS GRUPOS DI NIV[LES S, P Y 0 DEL ATOMO DI LITIO 

los estados 2 St- y (21'+, 2 r 312 ) son significativas. 

Finalmente para los estados excitados del Litio de la -

forma 1s 2 md con m = 3, 4, ... se tiene que J.= 2, S = 1-Y 

J = 3/2 o 5/2. Entonces los símbolos correspondientes para -

dichos estados son: 

La fiRura 2 muestra ?ráficamcntc los grupos de niveles 

S, P y D del átomo de Litio. 

Las figuras 3, 4, 5 y 6 muestran como ejemplos algunos 

niveles y acoplamientos para el Hi<lr_ógcno y el Helio. 



CONTINUO 

( 3) GRUPOS DE NIVELES PARA EL ATOMO DE HIOROGENO 

1s3s __ 
__ls3s 

Is 2s __ 

-- Is 2s 

ls2 __ 

141 NIVELES 
11 5 11 

PARA EL HELIO 

_§__._h.._ 

6 
L 

J s 
J 

J=2 J=I J=O 

(!I) ACOPlAllllENTO DE l Y S PARA LOS ESTADOS 
3
P DEL HELIO 
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1. S. REGLAS l>E SELECCJON. 

Es un hecho bien conocido que un áto!flo que se encuentra 

en un estado exc i lado es capaz <le radiar la ener¡~ía de exci-

tación por medio de transiciones elect rónicns, regresando de 

esta manera hasta su estado hase. A este proceso se le 1 lama 

fluorescencia y se l Ieva a caho en un t icmro del orden <le 

10-
8 sep. 

Experimentalmente se observa un número 1 imitado ele tran 

siciones <le todas las posibles entre los niveles de energía 

atómicos. Bichas transiciones son pobernadas por 1 as llama -

das replas de selección. A continuación se esboza có1110 apar~ 

cen dichas reglas, desde el punto de vista teórico. 

Si se dispone de una función de onda para un estado 

electrónico en particular, en principio es posible calcular 

propiedades observables para dicho estado. Puede demostrarse 

que la intensidad de una transición entre dos estados elec -

tr6nicos es proporcional a una integral sobre todo el espa_-

cio que involucre a las funciones de onda correspondientes a 

dichos estados, es decir: 

donde R: es el vector de posición y 

~I' ~rr= las funciones de onda de los estados electróni 

cos considerados. 

Se puede demostrar también que la integral anterior es 

una integral del tipo definida con límites simétricos, asi -



pues se tiene que: 

6 

j y dx 
- é 

donde y(- x) 

ó y(- x) 

y(x) (función par) 

-y(x) (función impar) 

El resultado anterior es importante, ya que si para una 

transición determinada se demuestra que el integrando es una 

función impar, entonces el valor de la integral seria cero,-

lo que a su vez implica intensidarl nula y por lo tanto, la -

transición considerada nunca se llevaría a cabo. 

Consideraciones sobre la simetría de las funciones de -

onda dan lugar a las siguientes reglas de selección: 

i) No existen limitaciones para el cambio de valor del 

número cuántico principal. Así por ejemplo, para el 

átomo de hidrógeno, las transiciones 1s - Zp, ls - 3p, 

ls - 4p, etc., son todas permitidas. 

ii) Para el momento angular orbital la repla es: 61 = ± 1 

Así las transiciones como~ - ~ y 2 D - 2 P son permití -

das, pero la transición 3 D - 3S está prohibida, ya que 6L = -2. 

iii) Para el espín la regla es: 6S = O. 

iv) Para el momento angular total la regla es: 6J O ó 

± 1. 

1.6. ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA. 

En el espectro del hidrógeno y de los metales alcalinos, 

se puede observar una separación o "desdoblamiento" (splitting) 
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en los estados 2 P, debido a tm efecto mapnfitico llamado aco

plamiento espin-6rbita. Este efecto se puede explicar pensa~ 

do que al electrón, debido a su espin, se le puede conside -

rar como un pequeño imán que interacciona con el campo mapn~ 

tico creado por su movimiento alrededor del nGclco. 

Para un estado atómico representado con la [unción de -

onda el splitting entre los niveles de cnergia, <lepe~ 

de aproximadamente del valor de la siguiente intcpral: 

1 ~ z ? l~ di: (sobre todo el espacio) 

donde Z es la carga efectiva del núcleo atómico y "r" la <lis 

tancia entre el electrón y el nficleo. Se puede demostrar que 

la distancia promedio entre el electrón y el nficleo, burda -

mente hablando, es inversamente proporcional a la carga efec 

tiva Z; entonces la integral anterior es proporcional a ., 4 ,_ . 
Esta gran dependencia de la separaci6n entre los niveles de 

energía que se da en el acoplamiento espin-órbita con la car 

ga efectiva del núcleo,puede entenderse más fácilmente si se 

tiene presente que la interacción magnética entre una carp.a 

"e" que gira alrededor de una carga "Z" es exactamente equi-

valente a lo contrario, es decir a que la carga "Z" girase -

alrededor de la carga "e". 

El acoplamiento espín-órbita permite que el átomo tenga 

transiciones de estados singuletes a estados tripletes, las 

cuales en principio están prohibidas·por la regla de selec -
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ción ns = O, sin embargo esta situación se presenta, ya que 

el acoplamiento espln-órhita altera la multiplicidad de los 

estados singuletes, d5ndolc caractcristicas de estados tri

pletes. [n este caso en particular L y S no son nfimeros 

cuAnticos que faciliten la descripción de las transiciones 

electrónicas. 

1.7. ACOPLAMIENTO j-j 

En el acoplamiento j-j los efectos magnéticos gobiernan 

las diferencias entre los estados y los efectos electrostáti 

cos juegan un papel de menor importancia, es decir se dan 

precisamente las condiciones contrarias que en el acoplamierr 

to Russell-Saunders. 

Para el acoplamiento j-j, las reglas bAsicas para deter 

minar el momento angular total son: 

i) El momento angular total de un electrón es la suma -

de su espín con su momento angular orbital. 

ii) El mo•ento angular total del átomo, es la suma de 

los momentos angulares totales de todos los electro

nes del átomo. 

Los acoplamientos hasta el momento considerados, estAn 

en extremos opuestos, los casos reales son por lo tanto in -

termedios a dichos extremos. 

En general los Atamos ligeros se describen mejor con el 

acoplamiento Russell-Saunders y los muy pesa¿os con el aco -
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plarniento j-j. 

A continuación se consideran los efectos que producen -

campos rnagn6ticos externos al 5tomo sobre sus niveles de 

energta y el espectro del mismo. 

1.8. EL EFECTO ZEENAN ~ORMAL. 

El efecto Zeeman consiste en el desdoblamiento de los -

niveles de energía del 5tomo, cuando a éste se le coloca en 

medio de un campo magnético externo. 

Se tiene que el momento orbital total del fitomo está da 

do por P = Lh/Zn o más correctamente: 

p = (L(L + 1 ))t h 2Ti 
asociado con P es: \J 

Por otro lado, el momento magnético 

- Pe/2m, entonces según la anterior 

expresión para P, µ = - Lhe/4mn o simplemente µ = - LP, don

de B = he/~m es el magnetón de Bohr. 

Considérese a un átomo en un estado 1 P. En este caso 

S = O y L = 1,de esta manera el momento magnético se origi

na solamente a partir del momento angular orbital. En tales 

condiciones, el momento angular total realiza un movimiento 

de precesión alrededor del campo magnético, conocido como la 

precesión de Larmor. 

La energía de interacción 6E entre el momento magnético 

y el campo magnético está dada por: 

~E = uB B donde uB es la componente del momento magnéti 



L 

27 

co en la dirección de "B". Como anteriormente se vi6 µ = - LB 

entonces pB MJB donde ~lJ = O, ± 1, •.• , ± .J, lo cual impl.!_ 

ca entonces que L'IE = - M.JBR. 

La ecuación anterior pone de manifiesto que el nGmero -

de posibilidades de camhio en la energ1a del átomo cstfi de -

terminado por el valor máximo <le ~lJ y además que la separa_

ción entre los niveles de encrgia es siempre la misma e igual 

a "BB". 

Para el número cuántico MJ se satisface la siguiente -

regla de selección: 

i'IMJ = O, ± 1 

Según la regla anterior, el efecto de un campo magnéti -

co externo al átomo, es el de "desdoblar" en tres componen_

tes cualquier linea espectral correspondiente a la transi -

ción entre estados singuletes en ausencia de campo magnéti-

co. 

Las Figs. 7 y 8 muestran dos ejemplos del efecto Zeeman. 

s n J s -~ 
J L -J 

J=3 Js2 J=I 

(•) ACOPLAHNTO DE l Y S PA"A lOS ESTADOS 
50 DEL HlLIO 
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1. 9. EL EFECTO ZEEMAN ANmli\LO. 

El efecto Zceman an6malo que en realidad es mls comQn -

que el efecto Zceman normal, ocurre cuando se le aplica un -

campo rnagnét ico cxt crno a un iítorno que se cncuent re en un es 

tado con espín totu1 Llist into <le cero, es dcci r en un estado 

que no es singuletc. Para este caso el momento magnético to-

tal estií dado por: 

µ - JgB donde g 3J ( .J + 1 ) + S ( S + 1 ) - L ( L + 1 ) 
2.f(.f+l) 

(Landó p- factor) 

como t.E = - µB B y pB = MJ gB entonces t\E = - MJr. BB 

Nuevamente se tiene que las posihil 1dades para llE, las 

determina el nfimero MJ, pero en este caso la separaci6n en -

tre los niveles de energia no es constante, ya que el valor 

de "g" depende de los valores de S y L s imul táncamente. 

M,, 
, 

// 

'P ..,._ - o 

's---
s1N CArlll'O 

' ' ... -1 

---...... -o 
Cotl CAMPO 

(7) 1n:cTO DEL CAMftO MAGN[TICO EN L.A TRANSICION ~- ·s 
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MJ 

" 2 
" 1 'o 

,, 
o ' .... 

' -1 
'· -2 

1 , 1 
p -----~:--+a-...... ~- o ------1 

(8) EFECTO ZEEMAN MlllA LA TRANSICION 10- 1p 

En la figura 9 se muestra c6mo una línea espectral se -

desdobla en cuatro líneas espectrales que por parejas estSn 

igualmente espaciadas. 

Si el campo magnético que se le aplica al átomo es muy 

intenso entonces el espín y el momento angular orbital se 

"desacoplan", precesando al rededor del campo de manera in de-

pendiente, y por lo tanto se les debe considerar separadame~ 

te. En tales condiciones se cumple que ~S = O, lo que signi

fica claramente que no se dan cambios en el espín y por lo -

tanto, no es posible observar el efecto Zeeman anómalo, sino 

el normal. A esta transición de efecto Zeeman anómalo al nor 

mal, se le conoce como el efecto Paschen-Bach. Véase la Fig. 

10. 
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11 

1 -y 

2
Pi-

2
St (9) EFECTO ZEEMAN ANOMALO PARA LA TRANSICION "2" 

Cuando a un átomo se le aplica un campo eléctrico exter 

no, se presenta un efecto similar al efecto Zeeman, en el 

sentido de que tambi6n se desdoblan los niveles de enerp1a y 

por lo tanto, se multiplican las líneas espectrales. A ~icho 

efecto se le llama efecto Stark. 

El campo el6ctrico induce unn polarización de car~as en 

el átomo, lo que a su vez produce un momento dipolar u
2

, el 

cual es proporcional a la intensidad del campo eléctrico Ez, 

asi debe tenerse que µz = aEz con a irual a la constante de 

polarización (polarizabilidad). 

El momento dipolar precesa alrededor del campo eléctri-

co con componentes cuantizadas cuyos valores están determin~ 

dos por los valores de ~IJ. La enerpía de interacción entre -

el campo y el átomo es proporcional al producto del canpo y 

el momento dipolar inducido, entonces dicha enerR1a es pro_

porcional al cuadrado del campo, es decir: 
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~ 

/ 
2P.! ¿ 
2----~, .... 

\ 

' " 

I 
I 

2s 1 / y----<, 

ESPl'CTRO 

(10) 

AE proporcional a Ezµz 

con uz = MJaEz, entonces 

AE proporcional a MJE~ 

' ' ' 

11 11 11 

La expresi6n anterior indica que los niveles que clific-

ren solamente en el signo de MJ les corresponde la misma 

energía. Además otra característica del efecto Stark, es que 

el desdoblamiento de los niveles de encrgia no es simétrico 

respecto al nivel que se desdobla, es decir, el nivel orir.i 

nal sin campo eléctrico. Finalmente el efecto Stark es más 

notable cuando el campo eléctrico se produce a nivel nolecu 

lar, ya que en ese caso es más intenso que los que común~e~ 

te se pueden producir en el laboratorio. Véase la FiR. 11. 
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(11) !FICTO STAMC PAllA L.AS L.lllUS 0 DEL SODIO 

1. 1 O. PESOS ESTADISTICOS. 

La siguiente figura muestra el e~ecto que produce la v~ 

riaci6n de la intensidad del campo mngn~tico sobre el desdo

blamiento de los niveles de energía en el caso particular 

del átomo de Sodio. 

Como puede observarse en la Fig, 12, cuando el campo 

magnético es diferente de 

les degenerados, mientras 

cero, 2 P3¡2 representa cuatro niv~ 

que 2 P1 y 2 S1 representan cada uno 
T T 

dos niveles degenerados. En general se puede demostrar que -

sin tomar en cuenta los efectos hiperfinos (que son conse 

cuencias de las propiedades del núcleo atómico), el número -

de niveles en que se desdobla el nivel original, es igual 

al número de posibles valores de MJ que es 2J + 1. A dicho -
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número se le conoce como el peso estadístico del estado co -

rrespondiente. 

Lo anterior sugiere que bajo las mismas condiciones a -

los ni ve 1 es pertenecientes a una determinada degenerac i6n se 

les debe considerar apriori igualmente probables. 

Experimentalmente se comprueba la validez de la sugere! 

cia anterior, ya que se obtiene que la intensidad de la tran 

sición 2
P3¡2· 

2 Si 
2 

la transición 2 P 1 
T 

con valores de J, 

resulta ser el doble de la intensidad de · 

- 2 5 1 • En general para dos estados atómicos 
2 

igual a J 1 y Jz respectivamente, las prob! 

bilidades de encontrar al átomo en dichos estados se encuen-

tran en una razón de (2.11 + 1): (2.J2 +1) siempre y cuando 

1as energías correspondientes sean parecidas. 
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Cuando la estructura de lineas espectrales se observa -

bajo una alta resoluci6n, se encuentra que se distinguen más 

líneas de las que pudiera explicar el efecto Zeeman. A dicha 

estructura se le llama "hiperfina" y tiene su origen en alg!;! 

nas propiedades del núcleo más que en las propiedades <le los 

electrones. Las dos propiedades nucleares que dan lugar a la 

estructura hiperfina son: Las diferencias que existen entre 

las masas isot6picas y el espín nuclear. 

Se sabe que para el átomo de hidr6geno las frecuencias 

de sus lineas espectrales están <ladas por: 

hf = R(1/ni - 11nn 

donde f es la frecuencia y R es una constante igual a 

me 4 /Bh 2 c~, siendo Eo la permitividad del vacío. 

Ahora, como en realidad el electr6n no gira alrededor -

del núcleo, sino alrededor del centro de masa del átomo, e~

tonces la masa electrónica "m" se debe sustituir por la masa 

reducida del fitomo para de esta manera tomar en cuenta este 

hecho. 
mM 

µ m+M (masa reducida) 

M masa del núcleo 

Por lo tanto, resulta claro que la frecuencia "f" es 

función de la masa nuclear, y efectivamente haciendo el exp~ 

rimento se encuentran diferencias entre los espectros del hi 

drógeno, (M = 1), deuterio (M = 2) y el tritio (M = 3). 

Para los átomos más complicados el argumento manejado en 

el párrafo anterior no puede ser aplicado cuantitativamente, 
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ya que no existe una expresión analítica que descriha la po

sición de las lineas espectrales con la misma exactitud que 

se tiene para el caso del átomo de hidrógeno. 

Sin embargo, empíricamente en muchos casos de átomos 

más complicados que el de hidrógeno, ha sido posible repre_

sentar los niveles de energía mediante una expresión del ti-

po: 

T(n) R 
(n - á )2 

donde 8 es llamado el "clefecto cuántico" y se manifiesta en 

el hecho de que §tomos como el sodfo con un electrón fuera -

de la estructura cerrada, no experimenta la fuerza total del 

núcleo, ya que los electrones "interiores" anulan parcialme!}_ 

te la acción del núcleo. Esto significa que la constante R -

sigue dependiendo de la masa reducida del átomo y por lo tan 

to, las posiciones de las líneas espectrales dependen del isó 

topo de que se trate. 

El efecto isotópico en átomos ligeros, lo produce prin

cipalmente la movilidad del núcleo y en átomos pesados el 

factor de mayor peso es el aumento del radio nuclear. 

En algunos casos se observa estructura hiperfina, a pe

sar de que se trate con un solo tipo de isótopo, o tambifin -

en otros casos cuando están presentes todos los isótopos, se 

llega a observar que el número de componentes de la estructu 

ra hiperfina es mayor que el número de isótopos. En ambas 

circtDlstancias la estructura hiperfina está afectada por el 
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esp1n nuclear. 

El nficleo at6mico presenta una estructura de capas par~ 

cicla a la estructura de capas electrónica, y se tiene que si 

el nGmero de protones es igual al nfimero de neutrones, ento~ 

ces el espí.n nuclear \'ale cero. Pero si existen diferencias 

entre dichos nGmeros, el espin del nGclco no necesariamente 

vale cero. 

Se puede demostrar que el espin nuclear está dado por 
h l 

z;¡ (o más precisamente por (I(I + 1))2 h/2n), donde I es -

cero o un nGmero entero positivo y también se puede demos_

trar que el momento magn6tico es µ = - gehl/4Mn donde g es 

el factor de Laudé y ~ es la masa nuclear. 

El espin nuclear se acopla con el momento angular total 

electrónico para dar lugnr al momento angular total del áto-

mo "F", es decir J + F. También F resulta estar cuantiza 

do por valores enteros o semienteros de h/Zn. 

El acoplamiento entre "l" y "J" determina la diferencia 

en energía entre estados que tengan los mismos valores de I 

y J, pero con diferente valor para "F". 

La regla de selección para las transiciones permitidas 

es en este caso: 

llF = O, ± 1 

Véase la Fig. 13, el efecto del espín nuclear en la transi 

ción 2 P
3
¡

2
• 

2 5 1 del átomo de hidrógeno. 
T 

Cuando al átomo se le somete a la acción de un campo 

magnético, se produce la cuantización espacial del momento -
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(13) EFECTO DEL ESPIN NUCLEAR EN LA TRANSICION p f- S t DEL ATOMO DE 

HIOROGENO 

angular total "F", es <lecir la dirección Lle "F" tiene sola -

mente determinadas posibilidades. Las componentes de dichas 

posibili<lades estí111 descritas por un número cuántico "M¡:", 

el cual puede tomar los valores enteros des<le F hasta -F. 

El efecto que se produce sobre los niveles de energía, 

es análogo al efecto Zeeman anómalo, ya que cada estado se -

desdobla en zr + 1 componentes igualmente espaciadas. En es

te caso, la regla de selección que vale para "MF" es llMF = O, 

± 1. Además el espaciamiento entre los niveles es mayor en -

tre menor es el valor de F. 

Con la aplicación de un campo magnético intenso se pre

senta el efecto Paschen·Bach, es decir se desacopla I de J,

lográndose una cuantización espacial individual, tanto de 

como de J. Tanilii6n se tiene que relativamente hablando la in 
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tensidad del campo magnético requerida para el desacoplamie~ 

to entre I y J, es menor que la requerida para el desacopla-

miento entre S.y L. Véase la f'ig. 14. 

En general, para el desacoplamiento entre y J, se tic 

ne que cada nivel de energía se desdohla en 21 + 1 componen-

tes, teniéndose ademls que el espaciamiento entre los nive -

les debido al espln nuclear, es pcquefio comparado con el es-

paciamiento entre los niveles con valores de "MJ" diferentes. 

Hasta aquí la descripción de los fundamentos teóricos -

que permiten explicar la estructura del espectro de emisión, 

a continuaci6n se considerarlo aspectos generales de la exci 

tación atómica. 
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1, 11, EXCITACION ATOMICA 

En la aplicaci6n práctica de la espectrometría de rayos 

X (XES) para el análisis de elementos, son empleados dos mo

dos diferentes de excitar al átomo, uno de ellos es inducir 

la fluorescencia mediante una fuente primaria <le radiación 

electromagnética, por ejemplo un tubo <le rayos-X o los rayos 

X y rayos gamma producidos por una fuente radiactiva. El se

gundo modo de lograr la excitación es por medio <le un haz de 

partículas cargadas, por ejemplo electrones, protones, part! 

culas alfa, etc. Se puede demostrar que cada una de las pos! 

bilidades mencionadas posee aspectos inherentes que resultan 

ser ventajosos bajo ciertas condiciones de análisis. La exci 

taci6n con protones monoenergéticos fue el modo empleado de

bido a las ventajas que presenta en problemas de interés co

mo el análisis de trazas de metales en muestras de suero hu-

mano, 

1.12. EXCITACION CON PARTICULAS CARGADAS. 

Además del efecto fotoeléctrico, pueden ser usadas par

tículas cargadas a altas velocidades como ele~trones, proto

nes, particulas alfa y iones pesados, para inducir vacancias 

de electrones en un átomo y por consecuencia, inducir también 

los rayos-X asociados. 

El presente trabajo está basado en la utilización de un 
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acelerador Tandem Van de Graaff como fuente de protones de -

3 MeV de energía para la producc.ión de rayos-\. Cuando se -

utiliza un haz de partículas cargo.das. la producción de \'a -

canelas de electrones en un fitomo se realiza por medio de 

dos procesos diferentes, el primero de ellos es la interac -

ci6n directa de la particula cargada incidente con el elec -

tr6n atómico, la discusión teórica de este modo de ionización 

es relativamente compleja, el lnter~~ en este punto es sola

mente senalar las propiedades generales y la efectividad de 

dicho modo. 

La Fig. 15 muestra la variación de Ja sección efica:c de 

ionización c 1 para la capa k con el nGmero atómico para dis

tintas energías de protones, al fas r gammas. Nótese la tenden 

cia marcada de la secci6n eficaz a aumentar su valor conforme 

el nGmero atómico disminuye y la energía ionizante crece. P~ 

ra efectos de comparación, en la misma figura se tienen tam

bién las gráficas de a 1 para gammas de varias energías. ºr -

para partículas cargadas es considerablemente mayor que la -

correspondiente a la excitación fotoeléctrica en el rango de 

números atómicos bajos. Esta ventaja es reforzada por el he

cho de que el fondo continuo (Bremsstrahlung) asociado con -

partículas cargadas pesadas (protones, alfas y iones pesados) 

es relativamente bajo. La causa fundamental para la produc

ción de dicho fondo es la aceleración efectiva de la partíc~ 

la cargada incidente. El Bremsstrahlung es emitido eventual

mente en todas las posibles energías, ahajo de la energ1a má 
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xima que la partícula incidente puede ceder en la colisión. 

La dependencia funcional de la intensidad del Rrcmsstrah 

lung con la carga del nücleo "Z" y con la C"arga ":" y masa -

"m" de la partícula incidente, viene dada por (zZ/m) 2 , Lo 

cual explica la obtcnci6n de espectros mfis limpios (bajo fo~ 

do) ut.il izantlo protones o iones pesados para producir rayos 

X. 

Otro proceso que puede dar origen a vacancias electr6ni 

cas cuando se irradia con partículas cargadas, es el efecto 

fotoel~ctrico por el fotón del Brcmsstrahlung o por la fluo-

rescenc ia producida en 1 a muestra. Existen procedimientos P!!. 

ra corregir el efecto de aumento que produce la fluorcscen -

cia de la muestra en la misma (producci6n secundaria de Ra_

yos-X) (z &) , sin embargo para el Brcmsstrahlun¡.i: no los hay. -

Lo que puede decirse al respecto es que dentro del rango de 

energía del Rremsstrahlunp los picos· con probabilidad mayor 

de ser afectados serían los de menor energía. Así que para -

un análisis cuantitativo adecuado el bremsstrahlung no debe 

ser significativo. 

La Fig. 16 muestra la relación existente entre la sec -

ci6n eficaz (para el efecto fotoeléctrico), la energía del -

fotón incidente y el número at6mico. Finalmente, la Fig. 2.5 

muestra como contribuyen, relativamente hablando, cada uno -

de los modos de interacci6n entre el fot6n y el electrón at~ 

mico cuando cambian los valores de la energía del fotón y el 

nümero at6mico. 
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La Fig. c-1 muestra esquemiticamente la mayoría de las 

transiciones electrónicas que pueden ocurrir con una prohahl:_ 

lid11d razonahle. La notación que se utilizó para las energías 

de emisión es la convencional. Las líneas gruesas indican las 

emisiones que se miden mñs comúnmente en espcctroscopía de -

emisión, aunque no siempre es posible resolverlas totalmente. 

Las transiciones inducidas por la creación de vacancias 

en las capas más interiores del átomo tienen aspectos impor

tantes, como por ejemplo: 

1) No dependen del estado químico del átomo, debido a -

que los electrones que en este caso participan no pertenecen 

a la handa de valencia. Las transiciones para las capas ex_

ternas pueden tener w1 cambio en la energía de emisión rela 

tivamente grande, debido a los enlaces químicos, sin embargo 

dicho cambio no es lo suficientemente grande como para que -

la resolución de los sistemas de esnectrometria de energía 

de rayos-X lo registre. 

2) El número de transiciones que efectivamente aparecen 

en el espectro de emisión es relativamente bajo, lo que per

mite una interpretación inmediata y un análisis muy simple -

del mismo. 

3) Las energías de emisión son relativamente altas, por 

lo cual su penetración a través de un material tiene una prQ 

habilidad alta, es decir casi sin absorción. Esto elimina 

tener que realizar en general correciones en los resultados 

obtenidos. 

4) La forma del espectro de emisión puede depender lig~ 

ramente del modo de excitación. 
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INSTRUMENTACION 

La discusi6n detallada que se lleva a cabo en este cap! 

tulo, sefiala los compromisos que se tienen con los principa

les parámetros que intervienen en todo el proceso electr6ni

co de los pulsos y además permite tener una guia de los valo 

res más adecuados para dichos parámetros para un problema de 

análisis dado. 

La figura 2. 1. muestra en forma de diagrama de bloques 

la relación funcional entre los componentes del sistema XES 

que se empleó. 

A continuación se discutirá separadamente, la funci6n -

que realiza cada uno de los elementos del sistema mostrados 

en la figura 2.1. 

2.1. EL DETECTOR Si(Li) 

a) Principios de operación y disefto 

La figura 2.2 muestra la descripci6n esquemática del d~ 

tector Si(Li). Por definición un material semiconductor tie

ne una resistividad muy alta, lo que impide una buena condu~ 

ci6n de carga a través de dicho material, sin embargo, a un 

material semiconductor se le puede utilizar como detector de 

radiación electromagnética debido a que la ionización efecti 

va que produce dicha radiación en el material lo convierte -
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momentáneamente en conductor. Debido a la configuraci6n cris 

talina de la mayoría de los semiconductores, a la ionizaci6n 

se le describe como la creación de una pareja "hoyo-clec -

tr6n" en virtud de la transición del electrón a 1a banda de 

conducción (o nivel tic energía que comparten todos los :ítomos 

de 1 c r is ta 1 ) ; y 1 a sub se e 11 en t e ere a e i ó n de e ar¡-: :l. Por 1 o tan 

to, si durante el proceso de detección se le aplicara un po

tencial el~ctrico (BIAS) al cristal se obtcndria una peque~a 

corriente cl~ctrica, debido al carficter semiconductor del 

cristal. La radiación ionizante es capaz de crear un número 

determinado de portadores de carga "libres" que idealmente -

es proporcional a la energía depositada por la partícula que 

incide al detector, la cual se dice entonces que ha sido "ab 

sorbida" por el material. Los electrones en la banda de con

ducci6n son arrastrados por el potencial el6ctrico formando 

así un pulso de carga cuya amplitud es proporcional a la 

carga producida por la ionizaci6n de la partícula absorbida, 

siendo así posible distinguir grupos de partículas con dife

rentes energías. La alta precisión estadística implicada en 

la conversión de energía depositada a carga colectada, perml 

te que los detectores semiconductores posean una alta resol~ 

ci6n en energía, es decir los espectros de energía que se ob 

tienen utilizando dichos detectores están mejor definidos 

que los obtenidos por otro tipo de detectores. Por lo tanto, 

como la energía "Eg" requerida para la creación de una pare

ja "hoyo-electrón" (la cual se denomina energía de conduc -

ci6n del cristal) es pequeña, resulta un número 
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grande de parejas "hoyo-electrón" cuando se deposita una de

terminada cantidad dr cnervia en el cristal, esto nroporcio

na una mejor <le fi ni c ión del pulso <le carga generado. Por otro 

lado 1 a energía de conducción del cristal debe ser lo sufí -

cientemente grande comu para evitar la creaci6n de parejas -

"hoyo-electrón" por simple excitación térmica (conductividad 

intrínseca) del mismo cristal. 

Un importante requisito es la pureza del cristal, ya que 

los átomos de las impure:as al combinarse con los átomos del 

cristal proporcionan porta<lores de cargas "libres" aumentan

do de esta manera la conductivida<l del cristal, originando -

ésto una corriente de "fuga" relativamente alta. También las 

impurezas son capaces de atrapar cargas ocasionando con esto 

una pérdida en la señal y además generando centros de polari_ 

zación los cuales producen un efecto <le creación de un pulso 

"doble", lo que necesariamente lleva consigo información 

errónea o también un empeoramiento de la resolución del de -

tector, ya que como se crea una distribución asimétrica de -

carga, aparece una "cola" del lado de baja energía en el "pi_ 

co" correspondiente del espectro de rayos-X. También se re_

quiere que el tiempo de la recolección de carga en el deteE 

tor sea lo suficientemente corto para evitar el fenómeno de 

la recombinación de los electrones "libres" producidos por -

la ionización con los átomos del cristal, y finalmente tam

bién se requiere que la propiedad de absorción del cristal 

sea alta, o sea que la detección sea muy eficiente. Esto úl-
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timo se lograría simplemente utilizando una "Z" (número ató

mico) mayor en e 1 e r is t a l. S in e 111 bar g o ] o ante r i o r es t fi 1 i mi 

tado por el fenómeno de probabilidad de cscapl' y el e fpcto -

de capa muerta, los cuales se discut i rfrn posteriormente. 

En la práctica solamente dos materiales spmiconductores 

que son el Silicio y el Cermanio satisfacen de nianL'ra global 

todos los requerimientos mencionados en el pfirrafo anterior. 

Se sabe que cantidatles relativamente pequeiias dC' ciertas im

purezas en dichos crist alcs, aumentan la conductividad a] 

grado de que 1 as ¡iropieJades de dctccc ión dosc•1das no 5(' rrs:'. 

sentan. El silicio de ulta pureza, es genC'ralmcnte de tipo -

"P" lo que si¡!ni fica que las impurezas que contiene oripinan 

un exceso de portadores de carga positiva, lo que denominamos 

"hoyos" en el cristal. Para compensar los efectos de las im

purezas primarias, existen técnicas para difundir Litio en -

el Silicio hasta lograr que el cristal semiconductor conduz

ca solamente por excitación térmica, creando así lo que se -

le llama semiconductor intrínseco Si(Li). Como a temperatura 

ambiente los portadores de carga generados térmicamente impi 

den el funcionamiento deseado para el Si(Li), es necesario -

enfriarlo hasta la temperatura del nitrógeno liquido la que 

es de alrededor de 77ºK. Dicha temperatura permite entonces 

realizar espectroscopia de alta resolución para energías ba

jas como las de los rayos-X. Además, el enfriamiento restrin 

ge la mobilidad del Litio (la cual es considerable a temner! 

tura ambiente) para mantener su función de compensación. Por 

otro lado, mediante técnicas apropiadas nueden construirse -
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detectores que son el resultado de la unión de una zona tipo 

P con otra de tipo N con exceso de electrones, a través de 

una zona intermedia que es intrinseca o ''zona central compe~ 

sada". Cuando se les somete a un voltaje inverso, es decir -

un voltaje que no propicie una corriente a trav6s del semi -

conductor se colectan las cargas libres que pudieran existir 

en la zona central denominada volumen activo del detector, y 

finalmente se establece un campo eléctrico intenso en dicha 

zona, lo que le proporciona al detector un alto grado de fu~ 

cionamiento. A fin de preservar la pureza del detector nor -

malmente se encapsula 6ste al vacio con una ventana de Beri

lio muy delgada, para evitar al máximo la absorción en dicha 

ventana. 

b) Resolución del detector. 

Son varios los procesos de excitación que se presentan 

en el cristal, que compiten con el proceso de creación de p~ 

rejas hoyo-electrón por la energía que depositan las partic~ 

las incidentes en el detector; por ejemplo parte de la ener

gía depositada se convierte en calor. Dicha competencia, ori 

gina que a pesar de que la energía de conducción del Si es -

de 1. 1 ev, la energfa promedio e para la creación de una pa

reja hoyo-electrón sea mayor que dicha energía de conducción. 

Se ha calculado la energía promedio de conducción para el Si 

de 3.8 a 3.9 ev para una temperatura de 77ºK. Para el caso -

del Ge se tiene una energía de conducción y promedio de 0.67 
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ev y 2. 98 ev respectivamente, lo que podría sugerir que el · 

Ce tit.'ne una mejor resolución debido a que sus energías son 

menort.'s, sin embargo existen factores adicionales que hacen 

que suceda precisamente lo contrario. 

La resolución de 1111 "pico" de un espectro dado se acos

tumbra medir por el ancho del pico expresado en electrón-volts 

lev) a la mitad de la al tura de su máximo, lo que comúnmente 

se llama f'WllM. 

Experimentalmente se encuentra que (FWllM 2 
- CORF*) 

/E es una razón constante, donde E es la energía <lepas! 

toda en el detector y a dicha razón multiplicada por 1/(2.35) 2 E 

se le denomina factor de Fano (F), donde E se expresa en ev/hoyo 

electrón, de tal manera que F = (FWHM 2 
- COP.F )/2. 35·2 EE . Di-

cho factor incorpora todas las características inherentes al 

detector que definen la resolución total del mismo. Para efec 

tos de comparación con otros detectores, se acostumbra espe

cificar el valor del FWHM a una energía de 5.9 kev cuando se 

prqcesan 1000 pulsos de carga en el detector en un segundo. 

c) Eficiencia de detección 

La eficiencia total del detector es la fracción preces!!_ 

da del número total de partículas que inciden en el mismo. -

Dicha eficiencia depende del área y grueso de la región actl 

va del detector, así como de la delgada capa inactiva del Si 

que se forma en las vecindades de la superficie del detector 

(denominada capa no-activa) y tarbién depende del material 

de contacto oue generalirente es oro. La eficiencia también depende del grosor 

* CORRECCION POR EL FONDO. 



de la ventana Je entrada de Rcrilio. La tahla ~.1 muestra 

los factores <le transmisión del nGrnero de rayos-X para grue-

sos tipicos tanto de 1a capa no-activa como del 01·0 empleado 

como contacto. Sin tomar en cuenta de momento efectos de tipo 

geométrico, la fip,. 2.~ muestra un CCT111portamicntu típico 1le -

la eficiencia(') respecto a la encq~ía de los rayos-X nara -

distintos gruesos éle la ventana de Bcri1 io y tamhi 6n para 

distintos gruesos del detector. (Se supone en este caso que la 

energía que se deposita en el detector es por e~cto fotoelé~ 

trice solamente). Por Ílltimo en la misna fi¡',ura, en el recua-

dro inferior derecho, se muestra t;imbién la variación de la -

eficiencia bajo ln suposición de que la energía se deposita -

totalmente de dos maneras, por efecto fotoeléctrico y por di! 

persión Compton. Las curvas de la fig. 2. 3 deben ser ernpleac1as 

corno una guia, ya que el valor real de la eficiencia siempre 

tiene que determinarse experimentalmente. 

En determinadas condiciones en la parte de baja enerpia 

del espectro de rayos-X correspondiente a una radiación mono 

energética, aparece una distribución continua con una cnida 

característica llamada perfil Cornpton, (véase Fig. 2.4)*. Es 

te efecto, que es fácilmente observable cuando la enerpía de 

un fotón incidente es alta y la Z del átomo dispersor es ba

ja (Véase Fig. 2. 5), es causado por la dispersión Compton y 

la fuga del fotón dispersado en el detector. La probabilidad 

de que la dispersión Compton o inelástica ocurra, se muestra 

en la fig. 2. 5 con lineas interrumpidas. Dicho efecto bajo -

*l:aFig. 2.4 es el espectro de una muestra de =s bajas irradiada con fQ 
tones de 60 KeV (Arn 241), a un ángulo de dispersión de 1 SOº. La Fig. -
2. 5 nn.1estra que a 60 KeV para el carbono (Z baja), domina la dispersió!l 
inelástica a la elástica, entonces de nhí que el titanio en la muestrn 
produzca un pico m.'ls intenso para los inelást icos. La diferencia de 10 
KeV aprox. entre los inelásticos y elásticos de la Fig. 2.·\ lo explica 
la rig. 2. S(a) para un ánpulo de dispersión de 1SOº · 



TABLA 2. 1 FRACClON TRA:-;smnnA llf: RAYOS-X A TRAVES DEL Si )' Au 

ELEMENTO E(Krt),eV 
FRACCJON A TR,\Vf:S FRACCJON A TRAVFS ---FRACCIO~ A TnAVJ'S 1 

DE 0.5 )lffi DE Si ni: o. 1 plll llE Si DE 200 A Ill: Au 
-· 

Sodio 1041 o. 82 o. 96 0.90 -~ (Z = 11) 
-· ·--·--·--

Oxígeno 
52 3 (]. 30 0.79 0.82 ( z = 8) 1 

-
Carbón 282 o. 008 o. 3 7 0.67 (Z = 6) 

1 
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ciertas condiciones del análisis de espectros es necesario -

tomársele en cuenta, por ejemplo cuando el tamano de los pi-

cos del espectro sea del orden del perfil Compton. La carac-

teríst ica "caída" del "escape Compton", obedece a rest ricciQ 

nes para la energia y el momento involucrados en la coli 

si6n del fotón incidente con el electrón del átomo dispersor.C
4
l 

d) El pico de escape 

Existe otro efecto de escape que influye en el valor de 

la eficiencia del detector. Este efecto se presenta cuando -

escapan del detector los rayos-X inducidos del Si, perdiéndQ 

se así una fracción exacta de energía de la total depositada 

por la partícula incidente. Esto se refleja en el espectro -

de rayos-X mediante la aparición de un "pico de escape" con 

energía menor que el pico "padre", que es el pico que origi-

nalmente le corresponde a la deposición total de la energía 

del fotón incidente. Ya que la K del Si es la emisión que -a 

se produce con mayor probabilidad, entonces el corrimiento -

en energía es generalmente de 1.74 Kev, que es la energía de 

dicha emisi6n, sin embargo eventualmente aparecerían más pi-

cos de escape, los correspondientes a las demás emisiones 

del Si. La fig. 2.6 muestra la probabilidad de escape de la 

K del Si como función de la energía depositada en el deteca 

tor. Como puede observarse de dicha curva se deduce que para 

las energías que normalmente se manejan, mayores que - 3 Kev, 

los rayos-X del Si siempre serán absorbidos lo que significa 

finalmente que no habrá pérdidas en la energía inicialmente 
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depositada por concepto <le escapes. 

Por otro lado, de he notarse que el hecho de que no apa

rezcan en el espectro de rayos-X los picos correspondientes 

al Si, es simplemente porque la energta depositada por los -

rayos-X del Si es tan solo una fracción pequeña de la ener -

gía total depositada en el detector. Ahora, el Si podrá ob_

servarse con probabilicl3d muy baja solamente que un fotón 

sea absorbido en la capa inactiva, y posteriormente los ra -

yos-X inducidos del Si en dicha capa escapen hacia la zona -

activa del detector. El hecho de que la probabilidad <le esca 

pe aumente considerablemente a medida que la energia de los 

rayos-X disminuye es entcndible desde el punto de vista de 

que los fotones con poca cnergia la depositan m6s cerca de -

la superficie del detector, aumentando la probabilidad para 

que escapen los rayos-X inducidos en el detector. En general 

la probabilidad de escape no constituye un problema conside

rable en lo que se refiere a la pérdida de eficiencia en el 

pico "padre"; el problema principal con los picos de escape 

es el posible traslape con los picos que interesa considerar. 

Comparando las probabilidades de escape correspondientes al 

Si y al Ge, resulta como puede verse en la fig. 2.6 que la -

del Ge es la mayor, debido a que la Ka del Ge (9.88 kev) es 

mucho más energética que la correspondiente del Si (1.74 Kev). 

También se tiene que la eficiencia de un pico "padre" -

llega a disminuir hasta en un zsi para un detector Ge(Li) de 



5 mm <le grueso cuando la energía del fotón incidente C'S igual 

o ligeramente menor a la energía ,¡e ioni:acién Jcl (;e (K 
1 

= 
ª' 

11.104 kev). Esta disminución es porque p::ir:t dicha energía 

el efecto fotoeléctric:i presenta saltos característicos en la 

sección del t:L~. J:n 1:1 figura 2.~ se muestran con circ11los 

punteado:; estc,s sal t•'s para el caso del ploi::c. Esto const it.11 

ye una desventaja para los detectores Ce(Li} en una importa!!_ 

te reglón <le los rayos-X. 

e) Factores geométricos en la eficiencia. 

Los factores geométricos que influyen en el valor de la 

eficiencia Jel detector, son el §rea efectiva que el <letec -

tor presenta a la raJiación incidente y la distancia a la 

que se encuentra el detector de la fuente de radiación. Di -

chos parámetros determinan el valor del ingulo sólido suhten 

dido por el detector hacia la fuente de radiación. En la fig. 

2.8 se ilustra la definici6n matemfitica de fingulo sólido, d! 

cha cantidad es a<limensional pero se acostunbra expresar en 

esteradianes. Como el fingulo <le detección en todas las posi

bles direcciones es 411 str, la eficiencia geométrica porcen-

tual se define por (íl 100/411) i. La fig. 2. 9 muestra el com_-

portamiento de dicha eficiencia cuando se varian la distancia 

al detector y su firea. De la misma fig. se deduce que la 

eficiencia geométrica mejora su valor, cuando el firea efecti 

va de detección aumenta y la distancia de detección disminu

ye. En la práctica factores como la encapsulación del detec-

tor, el tamaño de ln fuente de irradiación, la colimación de 

la radiación, el blindaje del detector, et::., limitan los va 
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lores tanto del área como de la distancia de detección. 

f) Area del detector y requerimientos de resoluci6n 

El límite de detecci6n de un elemento en un espectro da 

do se estima a través de la razón /t'-!b/~i donde No y Nb son 

el número de cuentas del "pico" en consideración y del fondo, 

respectivamente. Como en la mayorfa de los casos N0 y Nb son 

directamente proporcionales al tiempo de adquisición de da_

tos t, entonces el limite de detección en función del tiempo 

varía como 1//t. Además, N0 y Nb son directamente proporciQ_ 

nal es al área del detector, siempre y cuando el fondo no sea 

causado por el traslape de picos, lo cual implica que el lí

mite de detección debe entonces variar corno 1//7\t', con J\ igual 

al área del detector. Ya que para aumentar la resoluci6n de 

un pico se debe lograr disminuir su dispcrsi6n, entonces al 

limite de detección se le puede considerar directamente pro

porcional a la resoluci6n. Y finalmente teniendo en cuenta -

que la resolución Res inversamente proporcional al área, eª 

tonces el límite de detección queda expresado por R(A)//At . 

Una evaluación empírica del efecto relativo de los parárne_

tros R(A),A, t y el limite de detección demuestra, que la -

"curva de calidad" del detector R(A) /IA decrece cuando el 

área del detector aumenta siempre que se mantengan fijos los 

valores de la energía y tiempo de análisis. Esto último esta 

blece entonces el criterio para mejorar el valor del límite 

de detección. Dicho criterio generalmente no es válido cuan

do como fondo se considera un traslape de picos. 
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g) Co 1 i ma e i ón 

Cuando la fluorescencia es inducida por fotones monoener 

¡~éticos, los fenómenos de dispersión elástica e inelástica -

que ocurren en la rnuest ra, so manifiestan en un gran pareen -

taje corno picos bien tlcfini<los en c1 espectro, sin embargo -

un pcquefio porcentaje de L'S1os fotones clt1sticos e ine1:1st icos producen 

dispersión inelástica en el detector dando el contínuo carac 

terístico Compton que junto con el fenómeno Lle escape en el 

detector producen una forma caractcríst ica 011 la parto haJ a -

de energía. nichos fenómenos altcr:rn la inforri:ición de mane-

ra significativa cuando se anali:an trazas de elementos en -

muestras que tienen nGmeros atómicos bajos, va que la disper 

sión inelástica es domi.n:rnte a Zs bajas (ver fig. 2.5). La -

abundancia relativa entre los fotones elásticos e inel6sti -

cos de la muestra depende fuertemente de la Zs de la muestra. 

A los anteriores efectos se les suma el que se origlnn cuando 

la colecci6n de carga en el detector resulta ser incompleta. 

Dicho efecto origina una distribuci6n de eventos con energía 

menor a la energia total depositada. La explicación a la co

lección incompleta de carga es que la configuración del cam

po eléctrico cerca de la superficie lateral del detector es 

tal que desvía hacia dicha superficie toda la carga producida 

cercana a esa región, lo que origina precisamente que el pul 

so de carga generado en el detector sea mis pequcfto que el -

esperado. Este efecto es más notable en detectores que sean 

pequeftos debido a que la razón entre la superficie del detec 
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tor y el volumen de su región central es mayor. El mismo efec 

to anterior se presenta también de una manera notable cuando 

la energ1a del fotón incidente aumenta a mfis de 15 kev, ya -

que la energía queda Jepos j ta<la en 1m volumen muy grande, 

existiendo por lo tanto, más posibilidades de que parte <le -

la energía quede depos ítada cerca Je la superficie lateral -

del detector. Una forma de resolver el problema que presenta 

el campo eléctrico cerca de la superficie del detector, es -

adaptarle al detector un anillo de "guarda". Este dispositivo 

tiene la propiedad de definir y confinar en la rerión central 

de 1 detector un campo eléctrico con una configuración para_ -

xial. Sin embargo ln solución más simple al problema que pr~ 

senta el campo eléctrico cerca de ln superficie del detector, 

es limitando la zona de detección a la región central por me 

dio de un colimador, por ejemplo de carbono. La fig. 2. 10 

muestra el efecto que produce la variación del Aren efectiva 

del detector en la razón de cuentas del pico de plata a las 

cuentas del fondo del espectro en un determinado intervalo -

de energia. A la curva resultante se le llama "figura de mé

rito"; de inmediato sal ta a la vista que entre mayor sea la 

colimación, el fondo contar5 menos. 

2.2. EL PREAMPLlFICADOR 

Las funciones primordiales del preampl ificador son int!:_ 

grar el pulso de carga producido en el detector y convertir

lo en una señal de voltaje que mantenga proporcionalidad con 
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la energía depositada en el detector. El principal problema 

que dehe resolverse para un buen diseño del preamplificador 

es el de lograr que el ruido electrónico se mantenga en un -

nivel muy bajo que evite posibles interferencias con la se -

ñal. Como se sabe, la manera de lograr prácticamente la e) i-

minaci6n del ruido electrónico es empleando un FET "FIHD EF 

FECT THANSISTOR" enfriado con nitrógeno líquido y colocado 

muy próximo al detectorC 21 . Además, como ta~bién el ruido 

electrónico se presenta en frecuencias que le caracterizan, 

por lo tanto se le puede suprimir por medio de filtros de 

"banda" controlados por tiempos constantes de formación ele~ 

trónica de los pulsos de voltaje. Ahora, el tiempo de forma· 

ción del pulso de voltaje tiene sus limitaciones que deben -

tomarse en cuenta para un análisis adecuado, por ejemplo, si 

el tiempo de formación aumenta, es porque la capacitancia -

del detector de alguna manera ha sido aumentada, llevando 

consigo también un aumento en el ruido electrónico y por lo 

tanto reduciendo la razón de conteo. Este aumento en la cap~ 

citancia del detector por un aumento en su área empobrece la 

resolución; la resolución se ve también afectada por una di~ 

minución en la zona de depleción. Una manera de contrarrestar 

la baja resolución por las razones señaladas en el comenta_

rio anterior es utilizando un FET con transductancia muy al

ta, es decir que ~~g sea muy grande, donde Ig es la corrien 
d·S 

te en el "gate" y Vds el voltaje entre el "drain" y el "sour 

ce". Por otro lado se tiene que el acoplamiento "DC" entre -
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el <letector y el FET impone a este último tener una capaci_

tancia muy baja. 

Bajo estas conuiciones el flujo de corriente <lebe nece

sariamente tener un camino al terno o "by pass", de tal manera 

que no altere las condiciones de operación del FET, lo cual 

se logra utilizando simplemente una resistencia o "feed-back 

resistor". Sin embargo dicha resistencia intro<luce una capa

:itanc ia efectiva adicional además de ruido, el cual se pue

de eliminar si la resistencia es lo suficientemente grande, 

pero ésto ocasionaría a su vez una limitación en la razón de 

conteo. Por lo tanto, los valores de los parámetros menciona 

dos son seleccionados en función del tipo de análisis que se 

desea realizar. 

2.3. EL AMPLIFICADOR 

El amplificador por las funciones que desempeña, se le 

debe considerar como un procesador de pulsos. Su función 

principal es la de amplificar las señales provenientes del -

preamplificador y de acondicionarlas para su registro y alm~ 

cenamiento en un analizador multicanal. Además el amplifica

dor junto con el preamplificador deben de mantener la linea

lidad de la amplitud del pulso con la energía depositada en 

el detector eliminar el ruido electrónico mediante el tiem 

po de formación de pulso, darle estabilidad a la línea de ba 

se para el voltaje (o restablecimiento DC), lograr la recups:. 

ración del sistema después de sobrecargas en el mismo y con

trolar el encimamiento que eventualmente puedan tener los 
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pulsos. En resumen, el requerimiento princip.:il es que el sis

tema mantenga todas las propiedades cuantitativas d0 la se -

ñal, al mismo tiempo que permita una realización óntima <lel 

análisis respecto a la especificidad, sensitividad y límite 

de detección del sis tema. Por ejemplo, respecto a la energía 

de resolución, con el amplificador se <lcbe buscar aumentar -

la razón de señal a ruido, fijando para esto tiempos de for

mación de pulsos grandes, los cuales pr5cticamcnte eliminan

al ruido electrónico. Pero aumentar el tiempo de formación -

tiene sus inconvenientes, porque disminu;·c el intervalo de -

tiempo promedio que separa a dos pulsos consecutivos que se 

formen en el amplificador. Por lo tanto, dicha disminución -

aumenta la prohabilidad de que el último pulso formado se en 

cime con el anterior, la fig. 2.11 ilustra claramente este -

efecto. El encimamiento entre dos o más picos, comúnmente 

llamado "pile-up", altera la información que lleva la señal, 

debido a que los pulsos encimados pueden ser registrados 

como uno solo por la siguiente función de procesamiento, el 

ADC. 

Entonces, ya que la altura de los pulsos resultantes 

del encimamiento generalmente es mayor que las alturas orig! 

nales, entonces el "analog to digital converter" ADC, regis

trará en tal caso eventos "fantasmas" con energía mayor a la 

correspondiente a cualquiera de los pulsos encimados. Por lo 

tanto el pile-up produce efectos como la no linealidad entre 

el número de fotones de la misma ener.!!Ía que inciden en el -
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detector y el área del pico correspondiente, la cual vale me 

nos que la que resulta en ausencia del pile-up. 

Otro efecto debido a encimamientos parciales entre los 

pulsos, es la aparición de un continuo entre los picos "fan

tasmas" y los reales, el cual constituye un fondo efectivo 

que afecta desfavorablemente a la precisión estad{stica y al 

límite de detección de los picos que aparezcan en la zona de 

dicho cont ínuo. Los picos "fantasmas" o picos suma, se ub i -

can en el espectro en posiciones correspondientes a energías 

que son m6ltiplos enteros de la energía original de los foto 

nes, porque dichos picos son el resultado de la coincidencia 

en tiempo de dos o más fotones con la misma energía, de tal 

manera que la suma de las energías depositadas en el detec -

tor se realiza en un tiempo menor al tiempo de detección y -

procesamiento del sistema. El pile-up podría originar confu

siones, ya que algunos picos reales en ocasiones podrían con 

fundirse con picos suma; por ejemplo, el pico suma de la Ku 

del~ con energía de 11.79 kev, se le podría identificar -

erróneamente como el pico real de la Le
1 

del Hg con energía 

de 11.821 kev, como se muestra en la fig. 2. 1Z. 

Por otro lado, una raz6n de conteo muy alta produce un 

cambio efectivo en el nivel base de DC del sistema electróni 

co, lo que origina por lo tanto un aumento de la ganancia 

del amplificador, lo que a su vez ocasiona corrimientos en 

los centroides de los picos y pérdida de resolución en los -

mismos. 
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La fig. 2, l:'i muestra el corril'liento porcentual del máxi 

mo del pico o centrciidc correspondiente a 1a energía de S.!I 

kcv como func i 6n Je 1 a razón de conteo. Como puede observarse, 

es más favorable un tiempo de formación menor debido a que -

el intervalo de invariahilidad es más ¡~rande que los corres

pondientes a tiempos mayores; ademfis en el caso de variacio

nes en el corrimiento del ccntroide, &stas son menores tam -

bién para tiempos menores. 

La fig. 2.1-1 muestra la variación tle la resolución como 

funci6n óel número de cuentas por segundo para distintos va

lores del tiempo de formación de pulsos. Como puede obscrvaI 

se en dicha figura la resolución mejora si el tiempo de for

mación es mayor o si la razón de conteo disminuye. Sin emba!_ 

go la invariabilidad de la resolución que se presenta para -

tiempos pequefios (ej. 4 µseg) en intervalos bien definidos -

de la razón de conteo, resulta ser una ventaja, ya que aunque 

la resolución no es tan buena como la correspondiente a tiem 

pos mayores, se convierte dicha resolución en una cantidad -

independiente de los valores de la razón de conteo. 

2.4. RECHAZAMIENTO DE APILAMIENTOS (pile-up rcjector) 

En caso de presentarse pile-up, es necesario que a los 

pulsos procesados por el amplificador se les elimine de dis

torsiones, antes de ser contados y almacenados por el multi

canal. A esta función del procesamiento electr6nico se le 

llama comúnmente "pulse pile-up rejector" (PPR), la cual bá-
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sicamente consiste en determinar si el encimamiento entre dos 

pulsos consecutivos altera sus alturas, en el caso de que am 

bos pulsos alteren su altura (fig. 2.11 a) ambos son elimina 

dos, sin embargo, si solo uno de ellos es alterado, éste es 

eliminado (fig. 2.11 b). La fig. 2.15 muestra el número <le 

pulsos por segundo a la sal ida <lel Pl'R como función del núme 

ro de pulsos por segundo en su entrada y también como función 

del tiempo de formación del pulso fijado en el amplificador. 

Como puede observarse en la misma fig, el número de cuentas 

a la salida del PPR está limitado por el mfiximo caracteristi 

co de la curva que corresponda al tiempo de formación fijado 

en el amplificador. Además dada una razón de conteo de entr~ 

da en el PPR mayor de 1000, la correspondiente razón de con

teo a la salida es generalmente menor y tal efecto se mani_

fiesta más notoriamente al aumentar el tiempo de formación -

de pulso. La explicaci6n para esto último es que para \ID 

tiempo de formación mayor, aumenta la probabilidad de que se 

encimen pulsos consecutivos lo que originaria el rechazo de 

algunos en el PPR y de esta manera la razón de conteo a la · 

salida del PPR se veria disminuida. 

El tiempo muerto se define como el tiempo que emplea el 

sistema en procesar totalmente un pulso. Durante dicho tiem

po el sis tema no admite pulsos a proceso dado que está "ocu

pado", por lo tanto dada una unidad de tiempo de adquisición 

de datos, el tiempo muerto se puede expresar como un porcen

taje de dicha unidad, el cual es una medida de la probabili-
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dad de> que un pulso no sea contado por el sistema. En la fig. 

2. 15 se indica tambi6n el nivel porcentual de tiempo muerto 

correspondiente a algunas ra:ones de conteo para distintos -

valores llel tiempo de formación. Las curvas que aparecen en 

la fig. 2.15 se pueden utili:ar par;i estimar la 1lisminuci6n 

que sufre la razón de conteo de entrada al sistema para valQ 

res dados de la razón de conteo de entrada y el tiempo de 

formación. l:n la misma figura ¡\ebc· notarse que para valores 

grandes de tiempo muerto la llisminución dl' la razón ¡\e con -

teo correspondiente es muy considerable, en cambio para raz.Q_ 

nes de conteo y tiempo muerto por abajo de 1000 y 1oi respe~ 

tivamente, prfictica~entc no hay disminución en la razón de -

conteo, es decir, se vuelve independiente <lel tiempo de for

mación. 

La importancia del valor del tiempo muerto en el anfili

s is cuantitativo de una muestra dada, reside en el hecho de 

que como los cfilculos de las concentraciones de los elemen

tos que contiene la muestra, se llevan a cabo mediante la -

comparación entre los totales de cuentas acumuladas en un 

tiempo prefijado (o entre razones de conteo) correspondien

tes a un pico "estándar" y el pico de interés en la muestra 

que se analiza, entonces para que dicha comparación sea váli 

da, necesariamente el valor porcentual del tiempo muerto de

be mantenerse constante y fijo durante todo el tiempo de ad

quisición de datos. 
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2.5. ELMllLTICA~:\L 

La función del multicanal es clasificar los pulsos que -

recibe seg(m la altura que tengan, además de contarlos y al-

macenarlos en un mismo "canal" a todos los que se les con si-

dere con la misma altura. Las variaciones que puede sufrir -

la se~al lineal son infinitesimales, entonces en principio -

se cuenta con una resolución casi infinita en energía, esto 

significa tener Ja posibilidad de poder distinguir a un pul-

so de todos los demás pulsos. Sin embargo, Ja resolución to-

tal del sistema es la combinación de la resolución del detec 

tor con la resolución del proceso electrónico (FET, amplific~ 

dar, ADC, etc) )' como se sabe ninguna de las dos es infinita, 

de ahí que la resolución total del sistema tampoco lo sea. -

Para realizar un análisis de alturas, basta que la capacidad 

de almacenamiento del multicanal proporcione una resolución 

que permita obtener un espectro con la mayoría de los picos 

de inter~s todos ellos bien definidos, con por lo menos S ca 

nales en la zona correspondiente al FWHM. La conexión entre 

el sistema lineal de amplificación y el sistema de almacena

miento del mul t icanal, se logra mediante el ADC "analog-to-d.!_ 

gital con verter", cuya función es la de transformar la infor 

mación cuantitativa contenida en la altura de un pulso a una 

forma digital que pueda ser aceptada y almacenada por la me

moria del multicanal. La manera de lograr dicha conversión -

' es empleando al pulso para cargar a un condensador proporci~ 

nalmente a la altura del pulso, dicho condensador al momento 

de empezar a descargarse, con corriente constante, none a 

funcionar un oscilador electrónico que deja de oscilar cuan-
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do el condensador se haya descargado compl ctamente. ne esta 

manera el "evento" qucdn representado por un número determi

nado de oscilaciones que a continuación s<:> le almacena en una 

celda <le memoria o dirección del multicanal. Debe notarse que 

el proceso de digltallzación descrito afecta la resolución -

total del sistema, en el sentido de que en el espectro se oh 

servan pequeñas desviaciones respecto al canal en el cual ap.!!_ 

rece el máximo de oscilaciones, diclws desviaciones son una 

medida de lo que se le Jlama lincG.lidaJ integral. Por último 

a la resolución también le 3fecta pequeñas variaciones en el 

ancho de los canales, que idealmente deher1a ser el mismo pa 

ra todos. Nuevamente dichas variaciones definen la llamada -

1 inealida<l diferencial. Debe buscarse entonces que tonto la 

1 inealidad integral como la diferencial sean lo suficicntemc.!!_ 

te aceptables como para no afectar la resoluci6n desde un pu.!!_ 

to de vista práctico. 

Debe notarse que el tiempo en el que se realiza la digi 

talización de los pulsos en el ADC más el tiempo de almacena 

miento de la información en la memoria del sistema, constitu 

ye una parte considerable del tiempo muerto total del siste

ma y que por lo tanto debe mantenérsele en un nivel porccn_

tual bajo si se quiere mayor exactitud en las consideracio

nes que se realicen sobre los datos guardados en la memoria. 
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2. 6. EL ACELERADOR. 

A un elemento que cst5 presente en una determinada mues 

tra se le puede determinar la concentración en la que aparece 

por medio de su espectro de emisión de rayos-X, por lo tanto, 

una buena técnica de an51isis basada en los espectros de emi

sión de rayos-X, debe de evitar al máximo la interferencia -

entre los espectos de emisión <le los elementos que se anali

zan y debe tambifin lograr un m5ximo en lo que se refiere a -

la producción de fluorescencia y al rendimiento de la misma 

en el proceso de anfilisis electrónico. Precisamente la fun

ción principal del Acelerador consiste en optimizar la pro_

ducción de dicha fluorescencia, lo cual se logra simplemente 

proporcionándole a los protones la energía necesaria para 

que el valor de la sección de producci6n de rayos-X sea mfi

ximo. Además el acelerador debe proporcionar la corriente de 

bombardeo necesaria para que se produzca en el blanco la ca~ 

tidad de rayos-X por segundo que se requiere para la realiza 

ción de un análisis adecuado. En el próximo capítulo se ex -

plicará en detalle cómo se resuelve el problema de la inter

ferencia de espectros de emisión, el cual no logra eliminar

se por completo, sino simplemente reducirse a un nivel en el 

cual ya no tiene significación. Como se ver5 dicha reducci6n 

se logra por medio de las t6cnicas emnleadas, tanto en la pr! 

paración de muestras como en la construcción de los soportes 

de las mismas, así como también por la utilización de un pr~ 

grama de cómputo que elimina el encimamiento entre picos antes 
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del cálculo de las áreas de los mismos. 

m diagrama 2. 16 representa gráficamente los componentes nrin 

cipales del acelerador que fue empleado, cuyo funcionamiento 

de manera escueta consiste en primeramente la producción de 

iones positivos en la fuente de iones, los cuales después de 

intercambiar carga en un "striper" hasta convertirse en iones 

negativos, son inyectados por medio del imán inflector a la 

parte de baja energía del tandem. 

1:1 tandem es un generador de al to volt aj e inmerso en una 

atmósfera de una mezcla de nitrógeno y bióxido de carbono a 

una presión muy al ta. Dicho generador es cargado un me can is 

mo electrostático y el campo elictrico generado queda dis_ 

tribuido por los "platos" aceleradores, de tal manera que ac~ 

leran linealmente a los iones dentro del tanque. Justo a la 

mitad del tandem nuevamente los iones intercambian carga pa

ra convertirse en iones positivos, así es que la car~a del -

generador primeramente atráe a los iones en la parte de baja 

energía y en la parte de alta energía los repele. El sistema 

es capaz de llegar a proporcionar hasta 12 mev de energía a 

los iones. 

El "haz" de iones para evitar su dispersión es "afocado" 

mediante campos eléctricos y magnéticos (einzels y cuadrupo

los) y la energía de los iones se selecciona por medio de 

los campos magnéticos muy intensos del electroimán deflector 

de 90º y del electroimán selector, ya que dichos campos se_

leccionan los iones que tengan la velocidad requerida para -
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continuar en la direcci6n de la línea de conducción. De esa 

~anera se logra entonces que el haz de iones que bombardea -

a los blancos sea monoenergético. 

2. 7 LA CAMARA DE BOMBARDEO. 

La f.ig. 2. 17 muestra las características y componentes 

principales de la cámara de bombardeo que fue utilizada para 

la irradiación con protones de las muestras de suero sanguí

neo humano. Como puede observarse en dicha figura, el haz de 

protones primeramente atraviesa el sistema de colimación que 

es una serie de rejillas de tantalio, las cuales están aline! 

das con el blanco que se quiere bombardear. Ensep,ui<la los pr~ 

tones inciden sobre el blanco produciendo los rayos-X carac

terísticos de los elementos presentes en el blanco. Esta co

lisión dispersa al haz de protones, la mayoría de los cuales 

debido al pequeño grosor de los blancos empleados, se recolec 

tan en la caja de Faraday proporcionando esta integración 

una medida proporcional de la carga que incide en el blanco 

durante el bombardeo. También como se indica en la misma fi

gura, la cámara dispone de una ventana para que visualmente 

se determine la posición correcta de los blancos para su bo~ 

bardeo. Los rayos-X producidos en el blanco son colimados 

por una rejilla de carbón para finalmente después de atrave

sar una ventana de Mylar de la cámara y un absorbedor de ra

yos-X calibrado, incidan en el detector Si(Li) para el ini~ 

cío del proceso, electrónico de la energía que depositen en -

dicho detector. 
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C A P I T U L O 3 

METODO DE CALCULO Y DESARROLLO EXPERIMESTAL 

3.1. METOllO PE Ci\LClJLO nr: CO!llCENTlli\C[(1NES. 

El objetivo de este capitulo es el de explicar el desa

rrollo de un método de cfilculo para determinar concentracio

nes de elementos :1 nivel de trazas. El método a grandes ras

gos, consiste en introducir cantidades conocidas de estfinda

res en los blancos, de esta manera como se demostrarfi poste

riormente, la determinación cuantitativa de los elementos es 

un problema independiente de parfimetros laboriosos de obtener 

experimentalmente, tales como: la eficiencia de detección, -

el ángulo sólido, la corriente de bombardeo y las secciones -

de reacción. El método se ilustrar5 en la parte final del C! 

pitulo mediante su aplicación al c5lculo de la concentración 

en la que aparece el cobre en el suero sanguíneo humano. 

De la discusión llevada a cabo en el primer capitulo 

acerca de la producción de rayos X, puede inferirse que el -

número de rayos X N(E) con una determinada energía acumula

dos en la memoria del multicanal se puede expresar como: 

N (E) ec. 3.1 

donde: 

C es una constante de proporcionalidad. 
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a
2

(Eb) es la probnhilidad de producción de rayos X con 

energía "E" correspondiente al elemento "Z", cuando la 

energía de bombardeo con protones es "Eb". 

n(Z) es la concentración del elemento con n6mero at6mi-

co "Z". 

a es el ángulo sólido de detección 

n(E) es la eficiencia total del sistema para la energía 

"E". 

Q es la carga integrada durante el bombardeo para el 

elemento "Z" presente en el blanco. 

Ab(E) es el factor de absorción promedio para la ener -

gía "E" en e 1 blanco. 

La exactitud del método de análisis de rayos X que se -

desarrollará en esta tesis, dependerá de la validez de supo

siciones como: 

- La composición de los blancos es homogénea. 

- El estado de carga de los protones es constante al -

atravesar los blancos. 

- La excitación debida a la movilidad de algunos átomos 

del mismo blanco a los cuales los protones les hayan 

cedido energia de movimiento, sea despreciable comp~ 

rada con la excitación primaria originada por los 

protones. 

- La pérdida de energía de los protones al atravesar el 

blanco es mínima respecto a la energía de los mismos. 

Esto particularmente implica que a las secciones de -
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producción <le rayos X se les puede considerar como 

constantes. 

Por lo tanto, dados los elementos Z1 y Z2 presentes en 

el blanco bombardeado, la razón de las áreas de los picos e~ 

rrcspon<lientes en el espectro de rayos X se puede expresar -

como: 

donde 

filG]_ 
NTE2J 

K !.l__LLJ_ 
n ( Z 2) ecs. 3.2 

las expresiones anteriores son vili<las debido a que como ya 

se indicó anteriormente siempre se supondr5 que los ciernen-

tos Z1 y Z2 se distribuyen uniformemente en el blanco, de -

lo cual particularmente se deriva entonces que los valores 

tanto del ángulo sólido de detección como de la carga intc-

grada no determinan de ninguna manera el valor de la raz6n 

de las áreas, en otras palabras, ya que íl1 = íl2 y 01 = 02 

entonces se cancelan al tornar la razón. Debe notarse además 

que K debe ser una cantidad constante para una determinada 

energia de bombardeo, ya que tanto los valores de las "sec-

clones" o, corno de las eficiencias n se les supone constan

tes y los valores de los factores de absorción la técnica -

de preparación de blancos en principio debe mantenerlos fi-

jos. 

Definamos una nueva variable "B" corno la razón de con_ 

centracioncs en las que aparecen en el blanco los elementos 

Z1 y Z2 , es decir B = ~f ~!~ , y también definamos una fun -

ción de "B", R(B) como la razón de las áreas corrcspondien-
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tes, es decir R(fn filhl . ITTE2l , entonces por la ec. 3. 2 se t1e-

ne que 

R(B) KB 

Lo cual establece una relaci6n lineal entre R(B) y B 

(véase la Fig. 3. 1). 

Sup6ngase que Z1 representa un elemento de interés cuya 

concentración se desea calcular en la muestra que se esté 

analizando. Dicha concentración Ja representaremos con 

n(Z 1) 0 y se calculará como posteriormente se verá, agregando 

a la muestra concentraciones conocidas tanto del elemento Z1 

como de otro elemento Z 2 al cual llamaremos elemento "patrón". 

Después de haber agregado a la muestra determinadas concentra 

clones conocidas de los elementos Z1 y Z2, que representare_ 

mos con n(Z 1)ag y n(Zz)ag respectivamente, las concentraciQ 

nes totales de Z1 y Z2 en la muestra se pueden expresar como: 

n(Zi) 

n (Zz) 

n(Z1)0 + n(Z1)ag 

n(Z1)0 + n(Z1)ag 
ec. 3. 3 

donde las concentraciones originales y las agregadas claramen 

te tendrán un valor diferente al mezclarse, pero por el méto 

do de preparaci6n de soluciones empleado siem~re se puede c.Q_ 

nacer el factor en el que disminuye la concentración agrega

da, entonces dicho factor se puede utilizar para calcular el 

valor real de la concentración problema n(Z1) o en la muestra 
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bombardeada. 

Por la definición de B se tiene: 

B n Z1 o+ n(Z1 a 
n(Z2 o+ n Z2 ag ec. 3. 4 

de acuerdo con la relación R(B) = KB y la ec. 3. 4, el cálcu-

lo de n(Z 1) 0 requerirla del conocimiento de las probabilida

des de producción de rayos X o, de la eficiencia total del -

procesamiento electrónico de los rayos X n, del efecto de 

matriz de la muestra AB y de la concentración original del -

elemento patrón en la muestra n (Z 2) 0 • Es evidente que dichos 

requerimientos constituyen en principio una dificultad para 

determinar el valor que nos interesa n(Z 1) 0 • A continuación 

se explica una manera de salvar dicho obstáculo. 

Primeramente definamos por una parte una nueva variable 

"a" como la razón de las concentraciones de Z1 y Z2 que son 

agregadas a la muestra y por otra a una constante "y" como -

la razón entre las concentraciones originales en las que ap~ 

recen Z1 y Z2 en la muestra, además definamos también otra -

funci6n "p" de la variable "a" como la raz6n de las áreas C.Q. 

rrespondientes a la B asociada con a. Se tiene entonces: 

a 
n ( Z 1) ag 

- n(Z2)ag 
y p(a) - R(B) ec. 3.5 

y n ('Z 1 ) o 
- n(Zzlo 
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J.:n la Fig. 3. 2. Las ordenadas representan las áreas ca-

mo función de la razón de las concentraciones. La función 

R((~) es lineal, ya que está asocinJa a las concentraciones -

totales, sin embargo la funci6n p(a) no es necesariamente li 

neal, ya que experimentalmente los valorPs Je n(Z 1 Jag y n(Z 2 )ag 

pueden variarse de manera independiente. 

Continuando con la discusión del problema, si n(Z 1 )ag = O 

n(Zi)o 
entonces a= O y B = n(ZiL + n(Zi)ag , si definimos otra va 

riable "Bo" como este último valor entonces: 

E o -
n(Z¡) o 

ecs. 3.6 

y P (O) R( 6 o) • 

(O, p(O)) representa el punto ele inicio de la gráfica de 

p(a), ver Fig. 3.2. Ahora en el caso de que a y, eso signl 

ficaría que n(Zi)ag = Dn(Z 1 ) 0 y que n(Z2)ag D n(Z2) 0 (don-

de "D" es un factor de equivalencia), lo que a su vez impli

ca que B = rn: B ~g:~: y por la definición de y (ecs. 3.5) 

se obtiene B = y y 6 = a, lo que quiere decir que las gráfi

cas de las funciones p(a) y R(B) se intersectan necesariamen 

te por lo menos en el punto (y, R(y)) que es igual al punto 

(y, p(y)). 

A continuación se desarrolla el método para linealizar 

a la funci6n o(a), para que de esa manera se pueda utilizar 

para calcular el valor de n(Z 1 )o. 
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Por definici6n se tiene p(ri) R(S), ahora como R(B) = KB 

entonces p(n) = KB, substitu)'cndo a (3 por su valor se obtiene 

P (a) = K [n ( ::. 1 ~ o + n ( Z 1 ) a g] 
n(Zz o + n(Z2)ag 

Ahora usando ces. 3. 5 y derivando la funci6n p(n) se oh 

tiene: 

K 
[c.m(Z2)0-n(Zi)0Jf, n(Z2)ag + n(Z2)ag[n(Z2)ag+n(Z2)o] 

[n ( Z 2 1 a g + n ( Z 2 ) o J ' 

Una condici6n necesaria y suficiente para que p(a) sea 

una función lineal es que la derivada ~ tenga un valor cons 

tante K'. Entonces si ~~ = K', implicaría que: 

K' (n(Z 2)ag + n(Z2)0] 2- n(Z 2)ag[n(Z2)ag + n(Z2) 0 ]K 

[a11(Z2)0 - n(Zilo]K 

ec. 3. 7 

La ec. 3.7 establece entonces el criterio de como variar 

la cantidad del elemento patrón Z2 que se agrega a la muestra 

para lograr que la funci6n p(a) sea de la forma p(n) = K'n + 

+ p(O), como se muestra en la Pig. 3. 3. 

Debe notarse que el criterio expresado por la ce. 3.7, 

para su aplicaci6n requiere del conocimiento de n(Z 1 ) 0 el 

cual es precisamente lo que se quiere calcular, nor lo tanto 

en principio dicho criterio sería inaplicable. Sin embargo, -

si se escoge un elemento patrón tal que su concentración ori 
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ginal en la muestra sea cero o muy cercana a cero, se verá a 

continuación que es posible aplicar el criterio de linealidad 

de la ec. 3.7. Entonces si n(Z 2 ) 0 :- O, el valor de y se vuel

ve infinito y como el pu11to (y, p(y)) es el punto de intersec 

ción entre las rectas, a las mismas se les debe considerar -

paralelas, es decir K' K. Por lo tanto la ec. 3. 7 se con -

vierte en dd n(Z2) ag = O, es decir que el patrón Z2 debe ser 
(l 

entonces agregado siempre en una cantidad constante a la 

muestra problema, lo cual resulta ser un criterio de lineali 

dad para p(a) muy simple. 

Definamos la constante "ne" como igual a n(Z 2 )ag, por -

lo tanto bajo la misma suposición de que n(Z 2 ) 0 : O se obtie 

ne que Bo = n(Zi)o y como p(a) = K'a + p(O), entonces 
ne 

p(Bo) = K' n(Z1)0 + p(O) 
ne 

Resolviendo para n(Zt)o se obtiene: n(Z 1 ) 0 = 121.Bo~, - p(O~ ne 

además como son paralelas p(B 0 ) - p(O) 

3.4), lo que implica finalmente que 

n(Zi)o p(O)nc 
K' 

p(O) (véase la Fig. 

ce. 3. 8 

La ec. 3.8 establece entonces la manera de calcular el 

valor de n(Z 1 ) 0 a través de la pendiente K' y la intersección 

p(O) de la recta que pudiera ajustarse a los puntos experi-

mentales. 

Por otro lado si a> O entonces K' = .e.J..st) - p(O) valor -
a 

que si se substituye en la ec. 3.8 la transforma en 



n(Zi)o 

1o1 

p(O) ne a 
ri(a)-r(O) ec. 3. 9 

La ec. 3. 9 permite estimar el valor de n (Z 1 ) 0 de una ma 

nera directa, desnués de haber ajustado una línea 

recta a los puntos experimentales. flebe tenerse presente que 

p(O) representa la raz6n entre el firea del pico correspon<lie~ 

te al elemento Z1 para su concentración oriRinal en la mues-

tra y el área del pico del elemento patrón Z2 nara su canee~ 

traci6n original en la muestra más la concentrnci6n agregada 

ne· Por lo tanto dado un valor arbitrario de a > O y su co -

rrespondiente razón de áreas p(11), fijando el valor de ne -

se puede calcular el valor de n(Z 1 ) 0 por medio de la ec. 3.9. 

Es importante notar que el mEtodo de cálculo depende 

unicamente de la validez de que el elemento patrón escogido 

prácticamente, no este originalmente presente en la muestra -

problema, esto es que n(Z 2 ) 0 : O lo cual en general no se nu! 

de asegurar f5cilmente. Dicho problema se resuelve, estable 

ciendo experimentalmente que la linealidad de la función p(a) 

al menos en el intervalo de a O hasta a = y (el cual por -

definición contiene a 8 0 ), es una condici6n también suficien 

te de n(Z2) 0 =O (ver Apéndice A). 

En la práctica se debe entonces obtener una correlación 

lineal muy exigente para los puntos experimentales y además 

lograr que el valor de Bo sea mucho menor que la unidad para 

que las rectas consideradas sean paralelas y por lo tanto 
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sea vAliJo el criterio <le cálculo expresado, ya sea por la -

ec. 3.8 o por la ce. 3.9. f:n el Apéndice 1\ se demuestra la -

necesidad de conocer primeramente el orden Je magnitud <le 

n(Z 1 ) 0 para después poder calcular su valor a través del mé-

todo desarrollado. Sin embargo, en contra de esta 1 imitación 

el método proporciona la compensación de poder real izar anñ-

lisis cuantitativos con exactitud muy aceptable, como se de-

mostrará en el capítulo TV donde se nna 1 izan los resu1 tados 

obtenidos para la conccntraci6n del cohrc en el suero sanRui 

neo humano. 

f:n el caso de desconocer el orden de magnitud de n(Z 1) 0 

y su valor sen muy pequcfto, entonces se dchen probar varios 

valores para el orden de magnitud de n(Z1)0 en orden decrc -

ciente (equivalente a probar distintos valores de ne) hasta 

obtener un resultado preliminar para n(Z1)0 (p(O) >O véase 

ec. 3.8), el cual sería utilizado como ya se indicó para de-

terminar el valor adecuado para n para el c5lculo final de c 

n(Zi) 0 • 

3.2. PRUEBA ESTADISTICA DE CORRELACION LINEAL. 

Para que el método de cálculo discutido en la sección -

anterior funcione, se debe asegurar que Bo sea pequefta, pa

ra lo cual se proponen los siguientes valores de a. 

ªº o 
a 1 1 O B o 

a2 SDBo 
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a.3 = 100Bo 

Valores que implican a su vez 

n(Z1)ago o 

n(Z 1 )ag 1 10 n(Zi)o 

n(Z¡)ag2 50 n(Zi)o 

n(Z1)ag3 100 n(Z1)0 

donde n(Z 1 ) 0 en este caso (como se indica en el Apéndice A), 

es una estimaci6n hurda de la concentraci6n en la que apare-

ce el elemento Z1 en la muestra, o simplemente en el orden -

de magnitud de dicha concentraci6n. 

La prucha cstadistica se debe entonces realizar para -

los puntos [a., p(a.)] con las hip6tesis: 

Ho: r O 

donde r es el coeficiente de correlaci6n. 

El nivel de significaci6n de la prueba es del 1\ y se -

utiliza el estadístico "t" (variable de Gosset) para llevar-

la a cabo. Para esta prueba t vale 

donde V n - 2 

_ [ vr 2 J 1 I 2 
t - 1 - r2 

n = número de puntos experimentales 

(véase estadística aplicada de Texas Instruments) ( 
1 1

). 

Para aceptar una relación lineal en este caso se exige-
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entonces que el valor de la probahil idaJ asociada con el va-

lar que se obtenga 11ara t sea menor que O. 005 o mayor que 

0,995. Finalmente la probabilidad de t, P(t) se calcula por: 

t 

P(t) ¡ f(u)Ju 

-oo 

f(u) 

\) + 1 
(1 + r) --z- l'(v;1) 

ITI°V ! (I) 

donde 

donde r e u) 
( a-1 -B 

- J B e dB ( funci6n gamma) 

CJ. > o 

(véase estadística aplicada de Texas Instruments)(ii). 

3. 3 PREPA!lACION DE BLANCOS A PARTIR DE SUERO SANGUINEO HUMA 
NO. 

El suero sanguineo humano que se utilizó en la prepara-

ci6n de blancos se obtuvo removjendo la parte sólida de la -

sangre entera despu~s de haberla centrifugado hasta obtener 

la separación del suero. Después de realizar varias pruebas, 

la solución de suero que resultó "ideal" para la fabricación 

de blancos, fue la mezcla de trece vol6mcnes de suero con do 
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ce volúmenes de etanol absoluto y un volumen de solución "dQ_ 

pan te". La solución dopan te se preparó con concent rae iones -

conocidas, tanto de cobre como de estroncio. El estroncio se 

escogió como elemento patrón, porque es sabido que la canti

dad en la que se presenta el estroncio en el suero humano es 

tan pequefia, que es posihlc i~nor5rsele en el cálculo de la 

concentración del cohre. Por otro lado, la selección del co

bre como elemento de inter6s obedeció al hecho de que algunos 

investigadores biom6dicos han obtenido resultados que sugie_ 

ren la posibilidad de relacionar niveles relativamente anorma 

les del cobre con la leucemia en la sangre de los humanos. 

Los compuestos que se utilizaron para la preparación -

de las soluciones dopantes fueron el cloruro cúprico bihidrQ_ 

tado CuC1 2 ·2H 20 y el cloruro de estroncio exahidratado 

SrC1 2 ·6H20. Esta selección obedeció a la alta solubilidad de 

dichos compuestos en el suero, además por no contener eleme~ 

tos esenciales del suero no se tuvieron problemas de interfe 

rencia de energías en el espectro de rayos-X. 

Las ventajas que permitió la solución ideal descrita an 

teriormente fueron las siguientes: 

La fabricación de blancos con concentraciones uniformes 

aceptablemente delgados (1 mg/cm 2 aproximadamente), lo que -

reduce apreciablemente el bremsstrahlung y la absorción de -

rayos-X en el blanco. Además se logró que el soporte "form_

var" de los blancos no se destruyera facilmente, ya sea por 

el "PH" de la solución o por los esfuerzos mecánicos que se 



106 

producen cuando se seca la gotn de solución depositada sobre 

el mismo formvar. Los soportes de formvar que se utilizaron 

para los blancos de suero consistieron <lr dos pcllculas por 

soporte. La pcl ícula ele formvar se forma al depositar una -

gota de forrnvar en solución en agua millipore y esperar du

rante ] minutos aproximadamente el endurecimiento Je la capa 

que queda sobre la superficie del <l)',tW. La película de plás

tico ya formada es recogida por medio de un pequeño marco de 

aluminio con un claro circular de un c;;ntimetro de diámetro 

aproximadamente. 

Para preparar un litro de solución de formvar, se deben 

mezclar 21 g. de formvar en polvo (resina fabricada por Mon

santo) con 200 ml de benzoato de metilo, 480 ml de tolueno y 

320 ml de etanol absoluto. Una ventaja que ofrece el formvar 

es que los grosores de las películas son extremadamente del

gados y relativamente muy resistentes. Para películas que 

van de 30 a 5 cm de diámetro los grosores correspondientes -

son de 15 a 50 ~g/cm 2 respectivamente. El formvar no contie

ne elementos con número atómico mayor de 8, lo cual signifi

ca que respecto al soporte de los blancos no existen elemen

tos que pudieran ser considerados como contaminantes. Tam -

bién se eliminó contaminantes metálicos por el lado del a~ua 

millipore, al utilizar agua con una resistencia muy alta, del 

orden de 1 O Míl· cm. 

La masa depositada por cada gota de la solución ideal -

de suero varió entre 10 y 20 mg. La extensión alcanzada en -
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los hlancos por la deposición fue lo suficientemente grande 

como para contener en su totalidad al haz de protones <le apr~ 

ximadamente 5 mm Je diámetro con el que fueron irradiados, -

Una vez depositadas las )'.Dtas, inmediatamente se les somete 

a un vncio de 10- 3 torr., para que de esta manera la rfipida 

evaporación de etanol que contiene la gota origine una depo

sición donde la distribución de concentraciones sea muy uni

forme. 

3, 4 ADQUJSICIO."l DE DATOS y CONJlIClO:-.:Es IJE ROMHARnEn. 

El tiempo promedio de irradiación con protones de 3 MeV 

de energia fue de 5 minutos por blanco para corrientes de 

bombardeo de 100 nA. En general el tiempo de irradiación de

pende de la concentración en la que anarece el elemento de -

interés en la muestra que se analice. Los rayos-X producidos 

por la interacción entre los protones y los átomos de la 

muestra, se colimaron con una rejilla de carbón y de esta ma 

nera se hicieron pasar a través de una ventana de Mylar de -

115 µ, con el fin de filtrar los rayos-X antes de que alcan

zaran el detector, esto ~ermite reducir la intensidad del 

bremsstrahlung y el conteo de rayos-X de baja energía que no 

son de interés para el análisis. Dicho fil troj e, sin menase~ 

bo de la resolución, permite aumentar la corriente de bombar 

deo hasta 150 nA. si se quiere (el único cuidado que debe t~ 

nerse es el de no quemar el blanco), esto reduce considera -

blemente el tiempo de exposición de los blancos al haz de 
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protones. Por lo tanto, se tendr1a que en un tiempo relativa 

mente corto, los picos del espectro quedar1an bien definidos 

sobre el fondo del espectro. 

El detector de rayos-X que se utiliz6 fue un Si(Li) ma~ 

ca Kevex de 10 mm 7 de área sensible, con una ventana de beri 

lio de O. 02 S mm de grueso y con una resolución (FWl!M) de 

230 ev para la energía de 6.043 KeV (Ka
1 

del Fe). El voltaje 

de operación para el detector fue de - 900 V. y el tiempo 

que se fijó en el amplificador para la formación de pulsos -

fue de 4 µs. Para el an5lisis de las alturas de los pulso~ -

se empleó un multicanal Tracor-Northen en el cual la informa 

ci6n se acumuló en 512 canales, siempre a un nivel de tiempo 

muerto de análisis de prácticamente 0%. La razón de conteo -

de los rayos-X se mantuvo siempre muy cercana a las 1000 cps. 

Bajo las condiciones seftaladas anteriormente, no era necesa-

rio el empleo de un "pile-up rejector" como puede comprobar-

se con la Fig. 2.15. La distancia entre el blanco y el detef 

tor fue de aproximadamente 3 cm. , lo que favoreció al valor 

del ángulo sólido de detección. Finalmente, puede decirse 

que según la discusión y las gráficas del Capitulo II, las -

condiciones de adquisición de datos y de bombardeo seleccio-

nadas, fueron las óptimas. 

3.5 DETE~~INACION DE CONCENTRACIONES DE COBRE EN SUERO SAN
GUINEO HUMANO. 

Como ya se demostr6 en la sección 3.1, para calcular la 
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concentración Jel cobre se debe emplear la ec. 3,8 para 

Z1 = Cu, entonces se obtiene: 

n (Cu) o p(O) ne 
K' 

donde p(O) y K' son la intersección y la pendiente respecti

vamente de la recta experimental obtenida del bombardeo de · 

blancos Je suero, a los cuales se les ha agregado concentra-

clones conocidas <le cobre n(Cu)ag y una concentración cons_· 

tanto ne de estroncio. Dichas concentraciones, como ya se º! 

plicó deben cumplir con las condiciones que se mencionan en 

la sec 3-2 (véase la Fig. 3. S). 

En cada espectro tanto el área del cobre N(Cu) como la 

del estroncio N(Sr) se calculan de la manera siguiente: 

Primeramente al pico en consideración se le substrae el 

fondo, el cual principalmente es debido al bremsstrahlung. -

En la rig. 3. 6 Valkovic(3)muestra que la forma general del 

bremsstrahlung se le puede aproximar muy adecuadamente por -

la función B(X) = e(ao + aiX + ª 2 X
2

) en intervalos de ener -

gía de 5 KeV aproximadamente. El cálculo de los coeficientes 

ao, a1 y a 2 lo realiza un programa de cómputo por el método 

de mínimos cuadrados, al ajustarle a los puntos (a X,!3=X 2
, 

y= ln B) donde X es el canal con fondo B(X), una ecuación 

de la forma y = ao + a 1 a + a28. La regresión lineal se reali_ 

za en base a las coordenadas (X,B(X)) de nueve puntos del 

bremsstrahlung cercanos al pico que se analiza. Para la bon-
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daJ del ajuste <lel fondo B(X) a dichos puntos, Sl' calcula 

también a través del programa el valor del coeficiente de co 

rrelaci6n "r" )'se ensaya la hipótesis <le no correlación que 

fue explicada en la sec. 3 . .). 

Si dicho ensayo estadistico resulta positivo, se puede 

determinar entonces el área del fondo que debe rcstúrsele al 

pico para que éste obtenga su forma real. El procedimiento -

descrito se realiza tanto para el cobre como para el estron-

cio. 

Por otro lado se construyen dos blancos, uno donde do-

mine la concentración del cobre y en el otro la del estron -

cio. Dichos blancos deben ser entonces de un solo elemento -

prácticamente donde además la contribución del fondo sea mi-

nima. Por lo tanto, a los picos correspondientes con suficien 

te estatlistica se les puede considerar como estándares del -

cobre y del estroncio. 

Para determinar el área del cobre de la muestra N(Cu), 

se busca una transformada T(X,Y) = (X', Y') que al aplicárse 

le al estándar (X, Y) reproduzca el pico de cobre de la mues 

tra (X~, Y~), es decir T(X,Y) = (X~, Y~) o equivalentemente 

T(X) = X~ , T(Y) = Y~. 
Lo anterior implica particularmente que tanto a "X" co

mo a su transformada T(X), les corresponde la misma energia. 

Por lo tanto se tcndria que N(Cu) = ~T(Y¡) o N(Cu) = EY! pa 
1 i im -

ra el intervalo de energia ~E donde está ubicado el cobre. 

A continuación se propone una expresi6n para la trans_

formación T(X, Y), la cual como se demuestra en el Apéndice 
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8, debe ser necesariamente válida. 

T(X) 

T(Y) 

ex + D = x • 

Y' 

ec. 3. 1 O 

donde C: es la razón entre la energía por canal en el están-

dar y la energía por canal en la muestra. O simplemente el -

nOmcro de canales en la muestra por cada canal en el estftndar. 

O: es el corrimiento que sufre el canal "0" del están-

dar bajo la transformación. 

F./\.: Es el número ele cuentas clcl cobre de la muestra por 

cada cuenta del cobre del est5n<lar. 

y AT(Y): Es el área transformadn (Véuse el Apéndice B). 

Como se dijo anteriormente para una transformación cxac 

ta, se tendrla entonces que Yl 
ec. R.4 nos daría 

Y lm , lo cual iunto con la 

pero como N(Cu) l Y! 
l':.x' 1m 

entonces 

Sin embargo como en la práctica se tienen que estimar -

los valores de C y D (los cuales 
llx~mY'irn 

lordeF.A.como( l: y.) 
1 

a su vez determinan el va -

Entonces la reproducción del pico del Cu de la muestra 

no es exacta, es decir: 

T(X, Y) (X', Y') 2 (X~, Y~) 
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Para determinar la validez de las estimaciones de los -

parámetros (ll, C y F.A.) de la transformada T, se desarrolló 

un programa que en base a los valores de dichos parámetros -

genera el pico (X', Y') y realiza la prueba de la hipótesis 

de que el pico generado (X', Y') es igual al pico de la mues 

tra (X~, Y~). Dicha prueba se lleva a cabo mediante el esta

dístico x2 (chi cuadrada) a un nivel de significación del 

25\. Debido a que este nivel es una condici6n muy exigente, 

el hecho de que la probabilidad que resulte en el ensayo pa

ra x7 sea menor de 0.75 asegura entonces que el pico genera

do y el pico incógnita sean prácticamente igunles. Bajo di_

cha condición entonces el área del pico de la muestra l Y' -
t:i. ' m 

queda estimada por el valor del área del pico generado 
xm 

l Y'. En el caso de que la probabilidad no sea menor que -
t:;x' 
0.75, será necesario repetir el proceso con estimaciones más 

exactas para F.A., e y D. 

3.6 PRUEBA ESTADISTICA DE IGUALDAD DE DISTRIBUCIONES. 

Las hip6tesis que se consideran son: 

H0 : El pico generado (X', Y') es igual al pico de la muestra 

(X' y'). m' m 

H1 : Los picos son diferentes. 

La prueba se realiza con "x 2
" definido por: 

n 

J 
1= 1 

(Y! - y .)2 
1 m1 
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Donde: v¡ es el ndmero <le cuentas <le1 pico generado. para el 

canal "i". 

Y~i es el nGmcro de cuentas del pico de la muestra, -

registrado en el canal "i". 

n es el n6mcro de canales que ocupa el pico de la 

muestra. 

La probabilidad de x2 se calcula por: 

l
x2 

f(u)du 

o 

donde f(u) 
v-2 X:.. Cx 2 J-z- F.xp e- 2 ) 

zv72 "( (.::'.) 
2 

v = n-1 (grados de libertad) 

y es la función gamma. (véase estadística aplicada de 

Texas Instruments). (¡¡) 

Una vez determinados los valores de F. A., e y D, para 

los cuales la probabilidad P(x 2
) es menor o igual que 0.75, 

entonces la transformada T(X, Y) ofrece una ventaja de análl 

sis importante. ya que a todo el espectro que se esté anali

zando se le puede restar todo el espectro de emisión del ele 

mento ya identificado. Lo anterior es posible debido a que -

los valores de F.A., D y C son constantes para el espectro -

de emisión del estándar correspondiente. De esta manera, se 

puede entonces "limpiar" el espectro que se analice, es de -

cir eliminar traslapes entre picos. 

3.7 COMENTARIOS IMPORTA~TES. 

La Fig. 3.7 ilustra gráficamente la substracci6n del -
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bremsstrahlung. La prueba de correlación entre R(X) = eªº+ 
f X + X2 ª 1

- ª 2
' .y el brcmsstrahlung, Jeberá ensayarse nara <listin 

tos grupos de nueve puntos del mismo, hasta que los valores 

<le los coeficientes ao, a 1 y n,, impliquen que la probabili

dad resultante para "t" sea 0.005 .-r·f1.· 0.9!JS, lo que como -

se explicó en la sec. 3.2 corresponde a un nivel de signifi-

caci6n del 1~ para la prueba estadística. Es claro entonces 

que el ajuste del fondo logrado de esta manera scrfi muy bue-

no. 

La calibraci6n del multicanal se llevó a cabo grafican-

do las energías Je picos conocidos como función de la locali 

zaci6n de sus centroides. En nuestro caso se empleó para di-

cha calibración el espectro do rayos-X del neptunio, el cual 

es producido por el decaimiento radiactivo de los nGrleos de 

una fuente de americio 241. 

La Fig. 3.8 muestra la transformación de un pico estln 

dar, para la cual se han estimado incorrectamente los valo -

res de F.A., D y C, ya que el pico generado tiene más área -

que el pico de la muestra, estl mis disperso y su centroid~ 

esti corrido respecto al centroide del pico muestra. Dichan 

diferencias se reflejan en el hecho de que P(x 2 ) > 0.75. 

La Fig. 3. 9 muestra una transformación para la cual 

los valores de F.A., D y C estimados si son adecuados, es de-

cir, el pico transformado se encima prácticamente en el pico 

muestra. A este hecho le corresponde una probabilidad P(x 2 ) 

<O. 75. Este es un ejemplo donde la prueba estádistica es 
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positiva y por lo tanto el área del pico de la muestra queda 

definida por el área del pico generado. 

Por otro lado respecto a la prueba de la hip6tesis H0 : 

los espectros son iguales, el hecho de obtener un valor para 

la probabilidad P(x 2
) menor que 0.75, establece bajo dicha -

condici6n un criterio adicional que permite asegurar si el 

área de un pico para una determinada carga integrada es o no 

es significativa, es decir se define un limite minimo de de-

tecci6n para las condiciones de análisis. 

Además el hecho de que después de ensayar estimaciones 

muy exactas para F.A., C y D no se obtenga una P(x 2
) menor -

que 0.75 puede significar varias cosas, por ejemplo que la -

acumulación de cuentas en el pico de la muestra (cuando la -

estadística sea pobre) no haya sido suficiente o que el pico 

de la muestra sea la superposición de dos o más picos corre~ 

pondientes a distintos elementos con energías tan cercanas -

que la resolución del sistema no puede resolver. Por lo tan

to de esta manera, el valor de P(x 2 ) se convierte en una 

guía para la identificación de picos y análisis de áreas. 

La Fig. 3.10 muestra un problema muy común, que es el -

de traslapes entre picos correspondientes a por ejemplo tres 

elementos 1, 2 y 3. Como se indica en dicha figura, para eli 

minar los traslapes, primeramente con los picos E y Em a 1 a 1 

por un lado y los picos E
83 

y E~ 3 por otro, se pueden deter 

minar los parámetros de las transformaciones T1 y Ti respec

tivamente. Ya que en este caso se supone que los picos E:
1 

y 
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E~ 3 no se traslapan con ning(m otro pico. Por lo tanto es JlQ 

sible restarle al espectro de la muestra los picos transfor-

mados E' a 1 

nalmente el resultado 

rm E' = Fm ' F' = 1' 111 dando f i -= :p,1• ·n '¡¡3) ·:p 'i)J' 

de los nicos Em v E~n 1 ibres de tras -
j ( t 2 • ~' 2 

lapes. Seguido a c·sta eliminación dP tr;.islapcs se puede rea-

lizar, <le considerarse necesario, una última nnwha para com-

pletar la identificación del elemento 2, la cual consistiría 

en tomar la razón de arcas de los 11icos Em 
(_.( 2 

la cual -

se sabe tiene un valor característico parn cada elemento. En 

general dentro del rango <le energías para rayos-X, las idcn-

tificaciones se llevan a cabo con las emisiones Ka y KB o -

bien las L y L. segGn se trate <le un elemento ligero o pesa 
a P 

do, respectivamente. 

Un último comentario es que todos los espectros que se 

manejaron en nuestro caso, ya se tratara de estfin<lares o de 

muestras, se obtuvieron siempre a un nivel <le tiempo muerto 

del sistema de adquisición de datos de prácticamente el oi, 

por lo cual las comparaciones realizadas entre picos fueron 

todas válidas por no requerir ningún tipo de corrección oca

sionado por un porcentaje de tiempo muerto alto. 
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CAPITULO 4 

ANAL! SIS DE RESULTADOS 

I NTRODUCC ION 

l~n este capítulo se considerará el ejemplo del cálculo 

del cobre en suero sanguíneo humano, con la idea principal-

mente de ilustrar las posihilidades del análisis cuantitati 

va de la técnica, más no de proporcionar resultados defini' 

t ivos. 

4. 1. DATOS Y PRUEBAS ESTA!ll ST l CAS. 

La Tabla 4. 1 muestra algunos datos de edad, sexo y pad~ 

cimiento de los pacientes donadores de los sueros sanguíneos 

a los cuales se les calculó la concentración de cobre segGn 

el método de cálculo descrito en el capitulo anterior. 

T A B L A 4. 1 

PACIENTE liDAD SEXO PADECIMIENTO 

1 5 r Faringitis, Epistaxis 

2 49 r Parasitosis 

3 2 1 r Parasitosis, anemia 

4 14 M Parasitosis, anemia 

5 74 r In fecc i6n urinaria 

6 2 

De la ec. 3.8 se tiene la ec. n(Cu)o 
p( O)nc 

en base K' 
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a la cual se llevaron a cabo las estimaciones de la concen -

traci6n del cobre para toJos los pacientes. 

La siguÍL'nte Tabla 4.2 muestra los valores de Jos resul 

tados obten idos para un valor de 200 ¡,g/m] de la concentra 

ción ucl estroncio agregado al sucro I\· 

NUM. JlE BLJ\.,1\/
l'ACTEt\IT COS flCNBi\R -

Dl:AWS 

9 

2 8 

3 9 

.¡ 9 

5 9 

6 8 

T i\ ll L .\ ..¡. 2 

f \'fl:RSFC
l'E".J!Hl:Nl'l: U\lN "Y" 

K' ,)(O) 

7. 5 l 1º 
~o .08 1 72 ~) 

7. 25 ± H . 06 1 21 'o 

7.29±1~, . 05 • 27% 

7.6 ± 3~, .08 

8.1 ± 2% < . o 7 

6. 6 ± 3º -, .11 ± 55% 

COU!rTEN'rn C.ONCTNfRACION 
llE mmr:LA- DE CORRE n (Cu) o 
CIO!\ r EN 11g/ml. 

o. 998 2 84~. 

o. 999 1. 7 1 32 i 

o. 999 1. 4 3Ri 

O. 99R < 2 

0.998 < 2 

0.997 3 ± 68i 

Los valores escogidos para la razón entre las concentra 

cienes del cobre y estroncio agrepados a los sueros nara oh-

tener los resultados de la Tabla 4.2, fueron O, 0.1 y 0.5 

(valores de rx). 

Como ya se explicó en el Capítulo 3, la condición para 

aceptar los valores de la concentración del cobre n(Cu) 0 en-

listados en la tabla anterior, es la validez de la prueba e! 

tadistica de correlación lineal explicada en dicho capitulo. 

(Véase el Apéndice fl para el cálculo de errores nara K', p(O) 

y n(Cu)o). La Tabla 4.3 muestra los resultados de dicha pruc-
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ha cst a<lí st ica para cada uno ele los valores clel coeficiente 

::le correlación que aparecen en la Tabla 4.2. 

TABLA 4.3 

NUM. llE PUNTOS l.RAilOS DE =[-+-J1h PAClENTE EXPERHlí:NTALES LIBERTAD V t p ( t) 
n r -1 

9 7 41. 05 > 0.995 

2 8 6 147.84 " 
3 9 7 167.96 " 
4 9 7 40.75 " 
5 9 7 42.41 " 

6 8 6 34. 26 " 

Como puede observarse en la Tabla 4.3 los valores que -

se obtuvieron para P(t) fueron siempre mayores que 0,995, lo 

que significa que a la hipótesis de la no existencia de co -

rrelaci6n lineal Ho: r = O se le puede rechazar a un nivel -

de significación del 1%, lo que a su vez implica una corre la 

ci6n lineal muy aceptable y que por lo tanto los valores cal 

culadas de la concentración del cobre son válidos. 

Una vez establecida la correlación lineal, como ya se -

explicó en el Capítulo 3, es permitido utilizar las ces. 

n (Cu) o ~f ~~ ne ~ - P (O) 
p(a) - p(O) 

a y K' 
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para obtener estimaciones directas de los valores de n(Cu) 0 

y K' respectivamente. 

Las tablas L-l contienen los resultados para n(Cu) 0 YK' 

de los cálculos directos que se llevaron a cabo para los pa-

cientes <le la Tabla t. 1. 

Debe notarse que el número de valores posibles en cada 

muestra para n(CuJ, o para ~ 1 , según las ces. ante_-

rieres está determinado por el número de combinaciones posi-

bles entre los valores ele las \·arinblcs :_ (0), p(r1) y ~i. 

L3 Tabla 4. 5 resume los pr('lmedios de 1 ¡¡ conccntr:ición -

del cobre y de K' para cada una de las Tnblas 4. 4. 

T A B L A 4. 5 

TABLA No. DE VALOR PROMEDIO \"ALOR PROMEDIO DEL 
(PACIENTE) VALORES DE LA CONCENTRA YIELD 

OBTENIDOS CION DE COBRE K' 
n(Cu) 0 

4. 4. 1 18 1. 3 = 4 5 'I, 8 i 2 5'1, 

4. 4. 2 1 5 1. 1 = 4 3't 7 ± 23% 

4. 4. 3 18 l. o ± 43'!, 7 ± 23'!, 

4. 4. 4 18 0.9 ± 43'!, 7 ± 23'!, 

4. 4. s 18 1. 3 :: 4 3% 8 ± 2 3'!, 

4. 4. 6 12 1. o = 43% 7 ± 2 3'!, 

n (Cu) o : 1 . 1 ± 14% K' 7. 3 ± 6% 

En la Tabla 4.5 se muestra tnmbi6n el valor promedio de 

las pendientes K' el cual es de 7.3 + 6L Ahora se tiene que 



TA B LA 4.4 

! 

i ~. 4. 1 p(O) ... o. 027 G.048 0.078 

C1 ... o. 10 o. 50 o. 1 o o. so o. 10 o. so 

p ( C1) n (Cu) 0 _.) n(Cu) 0 w n(Cu) 0 ul n(Cu) 0 w n (Cu) 0 l•l n(Cu) 0 w 
µ_ 

o. 8 5 0.6 8. 2 1. 2 8 ,() z.o 7. 7 

o. 86 0.6 8.3 1. 2 8 .1 2.0 7.8 

0.87 0.6 8.5 1.2 8.3 2.0 8.Q 

3.6 0.7 7. 2 1. 4 7. 1 2. 2 7. o 
3. 9 0.7 7. 8 1. 2 7.8 2.0 7. 7 
4. o 0.7 8 . o 1. 2 7.9 2 .o 7.9 

1 4. 4. 2 p(O) 0.039 0.039 0.041 

a ... o. 1 o o. 5 o o. 1 o o. 5 o o. 1 o o.so 

p(~) n(Cu) 0 w n(Cu) 0 w n(Cu) 0 w n (Cu) 0 w n(Cu) 0 w n(Cu) 0 w 

0.79 1. o i. 5 1. o 7.5 1.1 7.S 
o.so 1. o 7. 7 1. o 7. 6 1.1 7.6 

0.83 1. o 7.9 1. 00 7.9 1. o 7.9 

3. 7 1 . 1 7.2 1.1 7. 2 1. 1 7. 2 

3. 7 1. 1 7. 3 1.1 7.3 1. 1 7. 3 



TABLA 4.4 (CONTINUA) 

--' 
1 4. 4. 3 p(O)-+ 0.032 o.o:n 0.078 

a -· 0.1 () o.so 0.10 o.so o. 1 o 0.511 
-·--

p ( (l) ¡. n (Cu) 0 w n(Cu) 0 w n(Cu) 0 'º n(Cu) 0 w n(l.u) 0 w n (Cu) 0 u; 

----1-- -- ---·--
o. 7 9 0.9 7. 5 1. o 7. 5 1. o 7. s 
0.79 o. ') 7. (, l. o 7. s 1. o 7. s 
O. RO O.R 7. 6 1 .o 7.6 1. o 7. (i 

3. 6 o,<) 7. 2 1. o 7. 2 l. 1 - 1 

3.7 0.9 7.3 1. o 7.3 l. o 7. 3 

3.7 0.9 7.4 1. o 7. ,¡ l. o 7 .. ¡ 

¡¡. 4. 4. p(O)-+ 0.026 0.032 0.041 

a-+ o. 1 o o. so o. 1 o o. 50 o. 1 o o. 50 

p ( (l) ¡. n(Cu) 0 w n (Cu) 0 w n(Cu) 0 w n(Cu) 0 w n (Cu) 0 w n (Cu) 0 w 

0.73 o. 7 7. 1 0.9 7.0 1 • 2 6.9 

0.76 o. 7 7.3 O.g 7.2 1. 1 7. 1 

o. 7 7 o. 7 7. 4 O.g 7. 4 1. 1 7.3 

3.7 0.7 7. 3 1 o. 9 7. 3 1. 1 ' 7.2 

3.7 0.7 7. 4 1 o. 9 7. 4 1. 1 

1 

7,4 

4. 1 0.6 O. R 8. 1 1. o 8. 1 8. 1 1 
1 



1 4. 4. 5 

1 4. 4. 6 

TABLA 4.4(CONTI~;UA) 

·-
p (o) .. 0.047 (].o 50 (). 052 

.---·--· ------
(l ... o. 1 tl o. 5 (¡ (). 1 o 1 o. )0 n.1 o n. so 

--· --· ---
p ( (l) 1 n (Cu) 0 w n (Cu) 0 w In (Cu) o "' n (Cu) 0 w n (Cu) 0 w n (Cu) 0 w 

--
0.77 1. 3 7. 3 1. 4 7. 2 1. 4 7. 2 

o. 7 8 1. 3 7. 3 1 .. i 7.3 1. 4 7. 2 

o. 7 9 1. 3 7.4 1. 4 7. 4 1 . 4 7 .. 1 

3. 9 1. 2 7.8 1. 3 7.8 1. 3 7, H 

4. o 1. 3 7.g 1 ..... 7.9 

1 

1. 3 7.9 

4. 3 1.1 8.6 1. 2 8. (Í 1. 2 8.6 

p ( 0)-+ 0.035 0.040 

a + o. 1 o o.so o. 1 o o. 50 

P (a)• n(Cu) 0 w n(Cu)a w ~1 (Cu) o w n(Cu) 0 w 

o. 7 9 0.9 7. 6 1. o 7. 5 
1 o. 8 2 0.9 7.9 1. o 7.8 

o. 8 8 0.8 8.4 0.9 8.4 1 

3. 2 1. 1 6.3 1. 2 i 6. 3 
3. 5 1. o 6.9 1. 1 6.9 

1 
3. 5 1.0 6.9 1. 1 1 6. 9 

NOTA: El error calculado para n(a.1)0 fue entre el 39% y 43%, para el yield w entre el 20\ 

y 23% y del 10% para ex, o(cx) y p(O), 

(Véase Apéndice D para el cálculo de errores). 
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por la definici6n Jo la pendiente de la recta ajustada a 

los ¡1untos experimentales K' N(Cu /NfSr~ - N(Cu)/n({.ti) 
es n Cu n Sr - - N(Sfl7iiT'>rT 

(véase la sec. ~.1) es decir, es el número <le Rayos-X pert~ 

necientes al cobre que se producen por ca<la Rayo-X producido 

del estroncio por 1midad Je concentración en ambos elementos. 

Dicha cantidad también es 1 lamada "y ield" (~1) y su valor por 

definición debe ser constante para todas las rectas de la -

Tabla 4.2, siempre)' cuando no se presc•nte el efecto de pro-

ducción secundaria de !<ayos-X tanto en el cobre como el es -

troncio presentes en los sueros. nicho efecto produce un nú-

mero ele Rayos-X adicional al originado por los protones, pero 

como se presenta en condiciones muy improbables, en general 

no es tomado en cuenta en los c&lculos(
26 l. 

Por lo dicho en el párrafo anterior, la dispersión del 

yield w se le debe considerar como una medida del efecto de 

absorción de los Rayos-X tanto del cobre como del estroncio 

en la matriz del blanco del suero, por lo tanto se plantea -

el problema de determinar el significado del 6\ de dispersión 

del yield que aparece en la Tabla 4.5. 

Por otro lado si suponemos que factores contingentes -

como por ejemplo la edad, el sexo o el padecimiento de una -

persona, determinan la concentración del cobre en su suero -

sanguineo, entonces se plantea otro problema, el de determi-

nar para el conjunto de personas de la Tabla 4.1 las cuales 

tienen caracteristicas distintas, si es significativo el va-

lor del 14~ de dispersión del valor promedio de la concentra 
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ción del cobre n (Cu) 0 que aparece en la Tabla 4. S. 

La dispersión del yield como anteriormente se dijo es -

una medida de la nbsorci6n de rayos-X en la matriz del blan-

co. En la Tahln -1. 5 puede observarse que las dispersiones P.'.! 

ra el yielJ Je caJ:1 paciente son relativamente pequeñas, lo 

411e J1(1S llice que respecto a los efectos de matriz se puede -

de c i r q 11 e se e u en t a e o n re p ro d u e i h i l i Ja d en 1 o c1 u e s e re f i e -

re a la fabricaci6n Je blancos. 

También la T:1hla 11.S muestra las dispersiones de la co!!_ 

centración del c•J'ire para cada paciente, las cuales están re 

lncionadas con la distrihuci6n del cobre en los blancos, Ya 

que lns conccntr3cioncs del cobre son del orden <le µg/ml 1 

los valores de las dispersiones indican que el cobre se dis

tribuye con cierta uniformidad en los blancos. 

Una posibilidad para determinar el nivel <le significa_

ción de los procentajes del 14i y 6% correspondientes a los 

valores promedio de la Tabla 4.5, es la de realizar la pru! 

ba estadística tanto para la columna 3 como para la 4, de 

que los valores de la columna son iguales contra que por lo 

menos dos valores son distintos, es decir: 

Ho:ii1 \J2 \Jt 

H1:µ. I µ.para i f. j 
1 J 

El nivel de significación para la prueba se escogió del 

1i, ya que se desea demostrar que las diferencias entre los 

valores son significativas. 

El cstad1stico que se utiliza para efectuar dicha pru~ 

ha estadística fue "F" definido por: 



Donde 

F 

k 
N E 

i= 1 

k el 

k 
µ E 

i= 1 

n· 1 
µi E 

j=l 
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k ni 
E l: (µiJ" - ;12 

ik1 j=1 ~~~- - 1 
~ l,~i - 2 
ú ú ( µ ij - µ i) 

i=1 j=1 

n. 
1 

siendo ni el número 

dos por el paciente 

número de pacientes 

ni \1 ij 
l: 

j = 1 N 

N - k 
K-1 

de valores 

"i". 

obteni-

µ ij 
donde µij es el valor "j" correspondie!!_ n. 

1 

te al paciente "i" 

Puede demostrarse(¡¡) que el estadístico "F" es el rea-

lidad el cociente entre dos estimaciones de la varianza cal-

culadas por métodos diferentes del conjunto de valores µij' 

El valor del denominador de la fracción simple equivalente a 

la ec. para F, es la estimaci6n de la varianza de número to-

tal N de valores µ .. en k grupos distintos (número de pacie~ 
1J 

tes), es decir con N - k grados de libertad. En cambio el nu 

merador de dicha fracción, es el valor de la estimación de -

la varianza de los valores de los promedios µi (promedio de 

cada grupo) respecto al promedio total i con k-1 grados de -

libertad. Por lo tanto "uno" es el valor límite de "F", el -

cual correspondería al caso ideal en que el valor calculado 

de la varianza fuera igual por los dos métodos descritos. 
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La siguiente Tabla 4.6 muestra los valores obtenidos P! 

ra F partiendo de los datos de las Tablas 4.4. 

TA R LA 4.6 

n(Cu) 0 l.ll 

F 7.42 8. '37 

V¡ 5 5 

\12 93 93 

Q(F) 6,8'10-G 1.44·10 
- & 

P(F) 0.9999932 O. 999998St 

donde \1 l k -

V2 N k siendo N y k el número total de 

datos y de grupos, respectivameD_ 

te. 

Q(F) 1 - P( F) 

donde Q(µ) 

J 
f(F)dF probabilidad de obtener un va 

lor mayor que µ. 
\l 

así f(F) 

\I ¡ + \12 \I ¡ v 2 
\11 

y( 2 
)v1y v2y 

F 7"" -

\1 l \12 v¡+v2 
Y(z) y(y) (v1 F + v z) ---,..--

siendo y (n) j"'tn-1 -t 
e dt 

o 

con n > O 

(función gamma) 
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4.2. CONCLUSIONES. 

Como puede observarse en la Tahla 4.6, los valores obte 

nidos para P(F) indican que tanto para la concentración del 

cobre como para el vield, la hipótesis nula H0 no es válida 

a un ni\'el Je significación del H, ya que en ambos casos -

la probabilidad l'(F) fue mayor que O.Y~J. Este resultado indi 

ca que al menos una pareja de valores tanto de n(Cu) 0 como -

de <1i (de los L·nlistados en la Tabla it.S) tiene elementos que 

se les puede considerar distintos, lo cual a su vez sugiere 

la posibilidad de que a todos Jos valores se les pue~a con

siderar J ist intos. Este hecho respecto a los porcentajes del 

14\ y de 6t de la Tabla 4. 5 se traduce en que dichos porcen

tajes son significativos. Este resultado podría ser una evi

dencia de correlación entre la concentración del cobre y fa~ 

tores contingentes (como los mencionados en la Tabla 4.1). 

También dicho resultado establece particularmente que -

desde el punto de vista de la técnica al yield se le debe -

considerar diferente para cada suero. 

4. 3. PF.RSPECTIVAS. 

El anfilisis llevado a cabo en el suero crea posibilida

des para la investigaci6n de la relaci6n que pudiera existir 

entre distintas concentraciones de cobre con algunos padeci

mientos en las personas. Para lograr lo anterior se tendría 
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Juc analizar un número mayor y seleccionado de sueros y pos

!eriormente, en base a una tabla de contingencia de padeci-

Tuientos contra concentración del cohrc, realizar la prueba -

~stadistica con hipótesis nula: 

11 0 : no existe relación entre las columnas y renglones -

de la tabla <le contingencia. 

con 1.'l esta<lfstico -x2 a un nivel de significación exigente, 

por ejemplo del Ji, es <lec ir, en este caso se buscaría acep-

tar 11 o en general para evitar un error importante. 

donde 

donde 

En 

x2 

este caso la x2 se puede 

R c 
¡: l. 

i=l j=1 

(N .. - E .. ) 2 
..:.._u lJ 

Eij 

expresar 

R: es el número de renglones 

comoC 11 ): 

C: el número de intervalos en el que se halla divid! 

do el rango de variación de la concentración del 

E .. 
lJ 

cobre 
NiNj 
n 

Ni: número total de cuentas en el renglón "i" 

Nj: número total de cuentas en la columna "j" 

n: es el producto de R y C. 

y Nij: es el número de cuentas en la celda localizada 

en el renglón "i" de la columna "j". 

Finalmente en esta prueba el número de grados de liber-

tad queda definido por el producto (R-l)(C-1). 



A r E N D I e E A 

Se demostró como condición necesaria que p(<t) es lineal 

si la concentración original del patrón n(Z2)0 es cero y la 

concentración agregada del patrón ne es constante. Para de -

'.""'.OStrar <¡UC la l"O!Hlición l'S suricicntc, Stlfl011f',illl\OS }a fun -

:16n ro(rt) lineal y veamos qué condiciones se deben cumplir. 

Se tiene entonces que 

P (a) K'11 + p(O) por lle f. p (o.) = R(6) 

~> R(B) = K'a + p(O) con p(O) R ( Bo) 

lo cual implica que 

K n(Z1)ag + n(Z1 ) 0 
n + n(Z2)0 e 

=> K n(Z 1 )ag 
ne + n(Z2)0 

K' n(Z1)ag 
ne 

Ahora si So « 1 entonces a las rectas se les puede co!!. 

siderar paralelas, es decir K = K' y por lo tanto se obtiene 

de la última ce. que n(Z2) o :: O • 

Particularmente si Bo << 1 implica que 

n(Z1)0 << 1 n(Z 1 )o «ne ya que n (Z2) 0 

Entonces un resultado adicional es que es necesario co-

o 
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nacer e] orden de magnitud de n(Z1)0 para poder csco~cr cxp~ 

rimentalmentc un valor adecuado de "e' 



Al'ENJJICE H 

Si se considera el mismo intervalo de energía /\E, tanto 

en la muestra como en el est5ndar, se tendría entonces que 

e !ix' 
B. 1 (Véase Fig. B. 1) tx ('C. 

Por otro lado, debe tenerse presente que un "pjco" de -

rayos-X es en realidad una Jistribuci6n discreta, así que d~ 

do el canal X¡, el nGmero de cuentas correspondiente Yi se -

le puede representar por el 5rca de un rectfingulo <le anchura 

igual a la un ida<l y altura Y i. (Véase Fig. P.. 2). 

Ahora dehe notarse q11e el hecho de que T(X¡) Xi no i~ 

plica necesariamente que T(X¡ + 1) = Xj + 1, ya que por cada 

canal la varlaci6n <le energ1a en la muestra y en el estfindar, 

en general no es la misma. 

Asi que a x¡ + se le debe considerar como la transfor 

mada de alguna Xj, es decir que 

X! + 1 = T(X.) = C X j + D 
l. J 

y X! 
l. 

ex. + n 
l 

Combinando las ecs. anteriores se tiene 

ce. B. 2 

ec. B.3 

Si suponemos de momento que P.A. = 1 y C > 1, la Fig. -

B .. 3. muestra como se define el área transformada AT(Y'). 

Entonces de la Fig. R.3 se tiene que 

T (Y i) Y.(X. - X.)= Y
1
! 

1 J 1 



. . + 1 X1=X1 C 

FIG. B-1 

Yi+• ---

Y1----.....1 

XI 

Xj+I 

Xi+I 

FIG. B-2 

Fa= 1 

e>' 

T 

FIG. B- '3 

Xi+2 

x'i 

MUESTRA 

X
1
i+I x'i+2 



T(Y. ) 1+1 

l 38 

La Fig. B.4 muestra un ej. para P.A. = 1 y C ~ 1, asf 

para ese caso se tendria 

T(Y. ) 1+1 Y. 1CX. + 2 - X.) +Y. z(X.+1-(X.+2)) 
l+ 1 J i+ J 1 

La Fig. B.5 corresponde al caso C 1, F.A. <1 

Entonces: 

T(Yi) = AT(Yi) = Yi F. A. = Yl 
T(Yi+l) = AT(Yi+l) = yi+1 F. A. Yi+l 

N6tese que el efecto del factor F.A., consiste en ampli 

ficar (F.A. > 1) o reducir (F.A. < 1) la altura del espectro 

estindar (X, Y). 

Para el cálculo autom5tico de T(Y) = Y' para cualquier 

valor de C > O y F.A., claramente se requirió del <lesarro -

llo de un programa de c6mputo. 

Un resultado inmediato de la discusión llevada a cabo -



Xi Xi+l•X j Xi+2 

e< 1 

T 

Xi+3 

FIG. B-4 

e= 1 

FA ( 1 

T 

FIG. B-5 

x'¡ X
1
itl 
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en este Apéndice es que: 

Be. B.4 

donde a lX y ~X' les corresponde el mismo intervalo de ener-

g1a l\E 



A p E N D I e E e 

TABLAS DE ENERGIA PARA LAS TRANSICIONES CARACTERISTICAS DE 
RAYOS-X 

Las tablas que a continuación se presentan, contienen -

los valores de las energías de cmisi6n correspondientes a 

las transiciones más prominentC's que pueden encontrarse en -

espectroscopía <le rayos-X(:•). La energía de resolución de -

inclusive los mejores sistemas de <letecci6n de rayos-X, no -

resuelve totalmente todas las lineas espectrales de emisión 

y en la mayoría de los casos solamente las emisiones mfis in-

tensas son empleadas para el anfilisis. 

Aproximadamente las razones relativas de intensidad pa-

ra las series K, J. y M para un mi.smo elemento son: 

L 100 % La 1 100 % Mal ,a2: 100 ,, 
.L¡ 

K:t2 so o 
La2 10 % Ms - 60 i o 

K 1 so % 1s1 so q 

'l l ' a2 • o 

Ks1 15-30% 182 20 i 

K8 2 1 -1 oi 183 1-6 % 

Ks3 6-1 si Lsi. 3-5 i 

Ly i : 1 -1 o i 

Ly i :0.5-2'!, 

Ln % 

Ll -3% 
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Los valores para la intensidad rclat.iva deben tomarse 

como una gu'ía del orden de magnitud. !.as probabilidades de -

transición varían dcnt ro de un llctPrminaclo rnngo, ¡}p!J ido ¡¡ -

factores físicos fundamentales. Sin embargo, en medie.iones -

prácticas, los valores observados puP<lcn depender de las con 

c.licioncs experimentales, así. como la energía y modo dP exci

tación, de los efectos <le matriz (absorción y acrecentamien

to) y de la función <le respuesta del detector. 
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MODELO ATOMICO QUE MUESTRA LAS TRANSICIONES 
MAS COMUNES QUE PUEDEN SEGUIR A LAS VACANCIAS DE 

ELECTRONES. LA NOTACION EMPLEADA ES LA CONVENCIONAL, 

FIG. C-1 



APENDICE D 

CALCULO DE ERRORESC 27 l 

1) Para la pendiente "m" y ordenada "b" al origen de la rec-

ta de mfnimos.cuadrados . 

..&- - --- -----·-

sy / n >:xt '~ (l:xi) 2 

Donde Sy 

y n es el n(1mero de pmtos experimentales. 

2) Para una función del tipo z = ab 
e 

como n(Cu)o 

6Z • 10 2 

T 

ncp(O) 
K' 

3) Para una función del tipo Z 

como n (Cu) o ne a 

%M - 1 p o 

(porcentual) 

ab 
e 
d - 1 
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óZ T 102 rLºaª + 6bb + C__J__,) r6 c + ód )] 10 2 (porcentual) 
1 _ ~ e d 

e 

4) Para una función del tipo Z 

como w 
p(ci) - p(O) 

a 

a - b --c 

6Z 10 2 

T [a\ (óa + oh) + ~e] 10 2 (porcentual) 

n 

5) Para una función del tipo Z 
.l 
i= 1 

como n(Cu)o y lr'" 

n 

a. 
1 
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