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INTRODUCCION

Las leyes de la fisica en general, y en particular las le-
yes de la mecénica clésica, se encuentran formuladas en lengua-
je matemético. Las ecuaciones diferenciales juegan un papel
especialmente importante en dicha formulacidn; con lo que la
comprensidn de la naturaleza a través de la fisica va aparejada
a la comprensién de la matemética, asi se impone cada vez més
una mayor profundizacidn de ésta, en particular, de las ecua-
ciones diferenciales gue son las que describen los procesos de

cambio en los sistemas.

En general, las ecuaciones diferenciales, salvo para un
nfimero reducido de ellas, no es posible resolverlas en forma
analitica ni en forma exacta, sin embargo, es posible tener in-
formacibn cualitativa sobre el comportamiento del sistema aun
cuando no se tenga la solucidn exacta de la ecuacién diferen-

cial. Tal informacibén puede consistir, por ejemplo, en saber
si el sistema tiene estados de equilibrio, si dichos estados
de equilibrio son estables o inestables; si tiene soluciones

periddicas, si tiene soluciones acotadas, etcétera.

El escenario natural para el an&lisis de las propiedades
cualitativas de los sistemas, es precisamente el espacio de las
fases. En este trabajo se establecen las bases para su estu-

dio. En el primer capitule se introduce el concepto de espacio



de las fases, asi como las propiedades del retrato fase de un
sistema conservativo, después, a trafes del teorema de
la conservacidn de la energia mec@nica, se traza el retrato fase
de dicho sistema. Ademés se dibujan todos los retratos fase
para un sistema lineal y se termina este primer capitulo con

un estudio detallado del oscilador amortiguado.

En los capitulos IT y III se desarrollan las ideas esta-
blecidas en el capitulo I. En el capitulo II se discute el
concepto de estabilidad en el sentido de Liapunov. En el ca-
pitulo III se define el concepto de bifurcacidn de Poincaré,

y se analiza un sistema particular a través de este concepto.



I. ESPACIO DE LAS FASES

1. ESPACIO DE LAS FASES

El movimiento de una particula en una dimensidn, queda des-

crito, en general, por la siguiente ecuacidn:
(I.1) x :f(f/)ﬁ/x)

En particular si la fuerza no depende del tiempo, la ecuacidn

(I.1) se reduce a:
(I.2) =L (x, %)

Cuando un sistema esté descrito por una ecuacidn del tipd
de la ecuacidn (I.2), se dice que el sistema es autdnomo; con
esto se quiere decir que, el sistema queda descrito o definido
a través de una ecuacidn en la cual sdlo aparecen explicitamen-
te las variables del sistema, X , ﬁi, y no aparece la dependen-
cia con respecto del tiempo. En otras palabras, el sistema
gueda descrito por las variables que definen a dicho sistema y

es autdnomo en el sentido en que autodefine su evolucidn en el

tiempo.
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lLas variables que determinan a tal sistema son la posicidn
x Yy la velocidad in a las cuales se les llama las fases del
sistema y al plano de las variables X y Z se le llama plano de

las fases.

]
En términos de la variable X (velocidad) la ecuacidn (I1.2)
se puede escribir como un sistema de ecuaciones de primer oxden,

como sigue:

R (
;‘,:'\f x i
(I.3) o nP
’\3‘:-?(1,'\)') v LT >V

La ecuacidn (I.2) v el sistema (I.3) son equivalentes. Esto
quiere decir que a partir de cualguier solucibébn de (I.2) se pue-
de construir una solucidn de (I.3), y dada una solucidn de (I1.3)

extraer una solucidn de (I.2).

En efecto, si ?&)es una solucicn . cualquiera de (I.2),

satisface la ecuacidn diferencial, esto es:

haciendo Y =V , la ecuacidn se transforma en:

= Rle V)

gque da el siguiente sistema:t
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b= ¢ v (‘9&)]. T
= - =[ ), '\r(tﬂ
Y B © t N
’{)YZ‘?'(“?, ) v ‘ﬁ(tﬂ’\)’) ) stendo ['U( ) una solucion
En otras palabras, a partir de una solucidn de (I.2) se

obtiene una solucidn de (I.3), tomando a Y como la primera
componente de la solucidn de (I.3) y a la derivada de‘? , esto

es, a VvV, como la segunda componente de la solucibn.

Reciprocamente, dada una solucidn del sistema (I.3)
(‘ﬂf)/’VWt)jT la primera componente de é&sta es una solu-
cidén de la ecuacibn (I.2). En efecto, por ser [ @Lt),’U(i)}T-
una solucidn de (I.3),

-3

p=v

=R (v, )

derivando la primera ecuacibn y sustituyendo en la seqgunda, se

tiene:

De donde %’ es solucidn de (I.2).

Resolver la ecuacién (I.2) desde el punto de vista de en-
contrar una o varias expresiones analiticas que representen
al conjunto de soluciones de dicha ecuacidén, no siempre es po-

sible; en la mayoria de los casos esto no es posible. Pero

N T e . o ket a e

iy B Ry RS



desde el punto de vista cualitativo, el anllisis de las propie-
dades de las soluciones, o sea, del comportamiento del sistema,

lo da el sistema (I.3) del siguiente modo:

Una solucién de (I.3) es un par de funciones X[t) y Ww{t).
Si se toma a T como un parmetro, las funciones Xlt) y vit) re-
presentan la parametrizacidn de una curva en el plano XV (el
plano de las fases del sistema). Dicha curva representa la evo-
lucibn del sistema en el tiempo, esto es, los estados por los
gue el sistema pasa. El sistema (I.3) en lenguaje matricial

gpeda como

r
;L ny

(1.4) © -
i Q(x,v)

El vector velocidad de la curva t—>[xt), V(‘-‘)]Tes Lxet), r\')‘(t)]j
el cual es tangente a dicha curva en el punto [ZPH,Wﬂf)]T al
instante t. Ahora, del sistema (I.4) se tiene que el vector tan-
gente es precisamente [ﬂg g(xpv)}T , de donde se puede asociar a
cada punto [z/VJT del plano de las fases un vector de coordenadas
[, .g(xlq;)]T . De esta forma se ha definido un campo vectorial
en el plano de las fases de la siguiente manera:

(1.5) ["}——é—) [ v }
r ﬁ(x/v)J

T
Esto es, (G es el campo que le asocia a cada punto [=x,V] el

vector [W&-P(x,ﬂr)]W:

(1)



Por lo anterior, el campo vectorial (I.5) es precisamente
un campo que da la velocidad de las curvas solucidn de (I.4),
en el plano de las fases. O sea, que las curvas solucibn en el
espacio de las fases del sistema (I.4) son curvas tangentes al

T

vector [M, ﬁ(ﬂwﬂ733 en el instante f.. Este hecho
permite bosquejar las curvas solucibn en el plano de las fases
del siguiente modo: En cada punto del plano estd definido un
vector, que es exactamente igual al vector velocidad de la cur-
va en el punto. Trazando un nUmero suficiente de estos vecto-
res en el plano, simplemente se trazé una curva tangente a di-
chos vectores y ésta sera una curva solucidn, y al conjunto de

dichas curvas se le llamaréd "retrato fase" o "retrato de las

fases".

Puntos Criticos.

A los puntos del plano x4 en los cuales el campo se anu-

la se les llama puntos criticos. Si

- o
Px,awy |7 | ©
entonces
v=0 Y -f(){,‘\f\:o
De donde los puntos criticos son de la forma [21, O]T don-
de X es tal que -ﬁ(m,a3=:0 . Esto es, los puntos criticos

del sistema (I.3) se encuentran sobre el eje X y representan

estados del sistema. Pero ¢cull es su significado fisico?



Para ver el significado fisico de los puntos criticos o también ;lanados de
equilibrio, se considera la particula del sistema (sistema definido por la
ecuacidn (I.2)), la cual tiene velocidad igual a cero y ademd@s camo

?(x,o) = 0, de la ecuacidn (I.2) se ve que x = 0, esto es, en un punto de
equilibrio tanto la velocidad x cano la aceleracién X son iguales a cero.

Es decir, que en un punto critico la particula se encuentra en reposo.

Para el estudio en el espacio de las fases de un sistema,
es de suma importancia la caracterizacidn de los puntos criti-
cos del sistema. Con dicha caracterizacién se puede conocer
el comportamiento del sistema en la vecindad de los puntos de

equilibrio y eventualmente el comportamiento global del mismo.

2. PROPIEDADES DEL RETRATO DE LAS FASES DE UN SISTEMA
CONSERVADOR

Para un sistema mecénico conservativo, que se encuentra

gobernado por la ecuacidn
ob
(1.4Y) ™M X :F(x)
o por el sistema correspondiente

o
X =

~
o _ F(x)
(1.5 v = T



10

su retrato fase presentard las siguientes caracteristicas,

que se deducen del sistema de ecuaciones:

a) Los puntos de equilibrio estén siempre situados sobre

(-3
el eje X . Esto se deduce porque al igualar a cero * y " en
el sistema (I.§) se tiene V=0 y fﬁx)=0, o sea que los pun-—

tos del plano de la forma ( =, 0 ), donde X es una raiz de la

funcidén FYI), serdn los puntos de equilibrio.

b) Las trayectorias fase cortan al eje V de izquierda a
derecha cuando NV >0 y de derecha a izquierda cuando N'<O0.
Esto se debe a que, como Xz , X serd una funcibén creciente
cuando "V > 0 y seré decreciente cuando "4 0.

. Floy: « _ Flo). . .
Ademds si lM(®=0entonces V =-57 =0y esto quiere decir
que el vector tangente a la curva fase cuando x=0 , es
(X, = (v,0) , que es un vector ortogonal al eje V- . Lo an-

terior indica que en este caso, las curvas cortan al eje VvV or-

togonalmente.

c) Las trayectorias s6lo pueden cruzar el eje X perpen-
dicularmente. Esto se puede hacer ver a partir del sistema

(I.5) y utilizando la regla da la cadena, del siguiente modo:

o Fex
- dt ot F(z)
dx = gdx = g T mwv
dt

y en el limite

o 82— g PR 5 te st Faodo

N ~70 dx S T
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En el caso en que f:Lx)z.O , el punto ( X, 0 ) es un pun-
to critico del sistema y la solucidén que se acerque a €ste lo
hace con cualquier pendiente y ademés tarda un tiempo infinito
(por el teorema de existencia y unicidad). Y en este caso di-

cha solucidn no cruza el eje % .

d) No puede haber trayectorias paralelas al eje v . Por-
que si asi fuera, seria un sistema con una velocidad variable

y gue no cambia de posicibn. Esto es contradictorio.

e) No puede haber trayectorias que recorran el eje X
porque esto significaria que la particula tiene velocidad cero

siempre v va cambiando de posicibén, cosa imposible.

-

f) Las trayectorias son simétricas con respecto al eje X .
Esto se puede ver, porque del teorema de la conservacidn de la

energia mecéanica se deduce que

o= X &%ﬁ (E“V(X)ﬂfz

Esta propiedad se demostrar& méds adelante.

3. DOS EJEMPLOS
1° Particula Libre
La ecuacibén de movimiento de la particula libre de masa

m es:
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el sistema asociado a esta ecuacién es:
[
x = Vv

U =0

Los puntos criticos de este sistema son:

esto es, son los puntos sobre el eje x . Son puntos de la for-
ma (X, ©) y las trayectorias en el plano de las fases son

rectas paralelas al eje X .

v Y

T o, ).-

a4

O C— O=— p——p——0~P=—0 —— O~ O~ Q—— 0 ——0 -———-—-———-bx

AN

e 4, O

Retrate fase da la F—"W)‘—"c"'la libre

N
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2° Cafda libre
El movimiento es el de una particula de masa ™m que se

encuentra gobernado por medio de la segunda ley de Newton.

F=zmx

donde la fuerza estd dada por la ley de la gravitacién univer-

sal de Newton

_~ Mm
F‘@ Y_rz_'
. o o M
Considerando "pequenas" variaciones de T ; ‘3:(3—75 es prac-

ticamente constante, de donde la ecuacidn resultante es:

El sistema asociado es:

Por lo tanto, no tiene puntos criticos.

Las trayectorias en el espacio de las fases estidn dadas

por la ecuacidn

dv
dv __dt _-g
dx - &z =~ v
dt
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Integrando:
ngVﬁ:—j%dZ
| -
—2-'1)‘2 z-gx +C

Que es una familia de par&bolas.

oK

N

%

W\

Retrals Pase de lacaida Iibve.
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4. TEOREMA DE LA CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA.

Bajo la hipbtesis de que la fuerza es conservativa,

esto es, que es deducible de una funcién potencial

) dvix)
iz ax

se demostrard que la energia mecénica total se conserva.

Teorema. Si glx):-%/%)entonces la energia mecéanica total

del sistema se conserva. Demostracibn:

mi% = £ (x)

multiplicando por *

& donde

e integrando

t
| .2 *2 av dx
'5”’3‘":&””“- dedt dt

R




16

L - Lmx, = -

x
. 2 dv - + V(x
(2 ? ! dedx- Vix) (xy)
. EOY

de donde, finalmente

' 2 L v 2
(1.7) —,‘me + Vix)y= 7ma, +Vix,)
La ecuacidn (I.7), ademds de ser una ecuacidén de movimien-

to que es de primer orden, para ciertos sistemas, da un método

geométrico para trazar las curvas en el espacio de las fases.

5. OSCILADOR ARMONICO

Como ejemplo se deduciré el retrato fase del oscilador ar-
ménico. E1l oscilador arménico consta de un objeto de masa M
sujeto a un extremo de un resorte, y el resorte a su vez se en-

cuerttra fijo por el otro extremo (ver figura)

l—v2023 20—

TT T T s i i o A

Considerando cue el resorte cumple la ley de Hooke, 1la

fuerza que actda sobre la masa al ser estirado es 4?1):-tx R
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(K es una constante que depende del resorte). S8in considerar
la friccidn debida al aire, ni la debida a la mesa sobre la que

se desliza la masa, la ecuacién de movimiento que resulta es:

Aplicando el teorema de conservacién de la energia se tiene
0 2
g mit g kx’s E

ecuacidn que representa una familia de elipses, despejando la

velocidad ( ®'= aJ)

Vv = i‘Q%(E” "ékxz)

De esta dltima f6rmula se llega a que las curvas son simétricas

respecto del eje X , como ya se habifia hecho notar anteriormente.

Para trazar las curvas en el plano fase, se consideran dos

planos, el X,%¥ y el X,V .,

: I TR
En el plano X,z , se traza la curva 27 3 kX , que re-
presenta a la energia potencial. Se considera un cierto nivel

2
de energia E=Z . Se toma la diferencia E--_,';_Kx y se
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multiplica por 2/m ; se resuelve la raiz cuadrada, se obtienen

los dos valores correspondientes a V' que se grafican en el

plano x,v , como se muestra en la figura siguiente

——yix)= L L 22

E-Viyz

Forma de trazar las curvas en el plano de las fases.
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De esta forma se ve que las curvas en el espacio de fases

son cerradas y simétricas con resgpecto al eje x y al eje WV (eﬁpseﬂ,

Y claramente, que el dnico punto critico es el origen.

{. SISTEMAS LINEALES
Soluciones Analiticas.

Ahora se analizaran las ecuaciones diferenciales de 2° or-
den, lineales.
»

(1.8) X +ax +bx =0

las cuales representan, en general, a los sitemas oscilantes li-
bres y amortiguados. Escribiendo la ecuacidn (I.1l) como sistema

se tiene:

~ =
.(1.9) v o=-bx-av )

en notacidn matricial

& O \ >
(I.10) v -b v
o sea x= Az,

donde | i o |
7, wela

El sistema (I.10) no es mas que un caso particular del siguiente

sistema
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(r.11)

donde a. O - x
A= =% = "
a'z_\ Q27

Como en lo anterior, su supone que el sistema (I.l1l1l) tiene solu-
ciones y ademds que dada una cierta condicidn inicial la solucidn

es (Gnica.

Para iniciar el estudio de las soluciones de los sistemas

representados por (I.1l1l), se resolveré&n tres casos particulares.

Primer caso.

4t o a(31) 2]
(T.12) '5: Azﬁ ‘x"—Ax donde A:&O ;12 X= 4

La solucidn general es:

At
x["’:): C; Q
Aot \
18({.): Co QQ J
en lenguaje vectorial
at it
Ci @
— =C *‘ C Aqt
. (£) = t ! 2
(1.13) = CQQM o) e

Xtz ¢ X6 Co X lh)
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Q'Mt _ O )
donde :‘i,({;):{ o X, (1) = kat
/

Segundo caso.

° ° a b = - <

% =ax+by Z - AX con A:{:hb a] ‘[g]
(1.14) 9: ‘_bx_}_qg / / /

Para este caso una forma sencilla de resolver el sistema es la
) .

siguiente. Sea Z= :c+/49 , entonces X y 4 son soluciones

si y sblo si

i °

ZzX+iy= ax+by F A [~ ox +ay]

(a-ib]x+ [a-ib] iy
=(a-ib)[x +44)= [aib] 2

1

De donde

-ib
Z(4) = CQ(Q )t

haciendo C= CH-*.CZ , se obtiene

' -iovt t _ut , gt ,
Z)= (4iC) 6 2 (cricg)E & = (Chdcs) € (coo bt stmbt)

Z2(t)= étic\wob‘t +c2mmb’c+£(fzmbt ‘C\/)D/nb‘t)]

Por lo tanto la solucidn de (I.1l4) es

Xlt) = é{' [c wobl + ¢, penbl ]

M)z & l-c, pent +Co conbl ]

e s i = 4 e o i o A e | -
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La solucidn de (I.14) en lenguaje matricial es:

e “t{ It P é‘t{/wbt}
(r.15 ZCe 2
Sy L~ peabt oo bt

Xlt) = ¢ Tk + Cp X,y ()

donde

Tercer caso.
>
(I.16) A = AN 4

En este caso, primero se resuelve la 2a.ecuacibn para obtener
4{t) . A continuacidn se sustituye ésta en la la. ecuacidn

para obtener x(t).

gy = ¢ A

X +) = Ax-‘l-C’,Qﬂt

de donde



~
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Q;E%t - CcT+Ca

+ t
<) = ek +¢, é

Por lo tanto la solucidn del sistema es

t
2 (k) = cﬁcdﬁ FCp @

t
yip)= ¢, &
y en lenguaje vectorial:
t at
2Lk ke ¢ |
(1.17) [ = ¢ at|+Ce
rI89) Q o

FW)z k) + Ca Xg lt)
2t

donde t
e K
DC\H):[{ at y 752('“: 6

<C

Para resolver el sistema general representado por la ecua-

cién (I.11)

-]
—

Xz Ax |

el cual queda completamente caracterizado por la matriz A de or-
den 2, se emplearan las soluciones de las tres formas elemen-

tales anteriores con un cambio de base del siguiente modo:
Sea 52 :;Pé;

(2)
donde P es una matriz de cambio de base , derivando la ecuacibdn

anterior se obtiene

ctle

p

Kio
]!

y sustituyendo en el sistema X=AXx , se tiene que
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Pg= APy
de donde
-'\5:: (P 'AP) %
(1-18) ° —_— ' bl }
;‘—Q:‘ Bka donde B=PAP
Esto es, que el sistema (I.11) se transforma en el sistema
(I.18). Ahora la matriz que caracteriza al sistema es B= P AP,

Dada una matriz A, ésta puede ser transformada, mediante un cam-
bio de base apropiado P , en una de las siguientes tres matri-

ces

ii) iii)

O sea que cualquier matriz A es similar a alguna de las tres ma-
trices anteriores. Con lo que queda resuelto el sistema (I.11)

en general; y esto es precisamente lo que se hace a continuacibn.

Primer caso. Suponiendo que A es diagonalizable, vy escogiendo a

r . ‘ - -~ X
P= {i- . ;CZJ s donde Ax, = MX = A L..S
AXyz AzZ; = )2[ :':;3

entonces
PqAP:[—M o}: B
0 Aq

y la solucidén del sistema
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es:
&
Al :c‘é\‘Jc M 1t) é © ,
, = ¢ + Co| M
410 ¢, Q"\Q{ dalt) o

de donde la solucidn del sistema original es

Z= Py
‘{ ’1\1_{.
ale) ] [ F T o g xuc, @" 4 X (2 @ .
NE t= At &
)] | xe ] o d? 22 CE" + X C2
X, 1%) > 41 ?\‘t C XLey A?_-t
= C Q + (2 =
Zo(t) Lig iz
De donde la solucidn de (I.11), en este caso es
— P{\ft —~ K’Lt

(1.19) x(F)= X, +CrXxp<

Segundo caso. Supdngase que A tiene eigenvalores complejos v .
(3) .
por lo tanto eigenvectores complejos. Sean A‘—’-“‘T"-P sus eigen-

— - ¢ - -~ . .
valores y A= MTLA sus correspondientes eigenvectores. Sea

_‘ _ Ay - Ay
P:{Mf v donde M=) u, VoS,
/

® %
5:(F'AP)5 donde P'RPZ[_P of
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la solucidn de este sistema es

Aj‘“:‘ OL'}; C‘G“Jﬂ‘t’ °({‘ M/bi.
SR I B S N
%) 7o o /°
v la solucidn para el sistema (I.1ll) es

ot
2 ($) M,y &C\ Qx+c,ec(¢'t +Co @ /J/Vi/é{

= ot
Xa2($) Mo e -C, QDH—M/AJ( +C2 @ c,es/-’/b{

(1.20) X 4) at M i .t o4 M .l WV, {
(I. =CQ - 4@15 +C, @ +
Ao lt) | Ma 315{ Vo : Mq OL"/A Uy o

Tercer caso. Cuando A tiene un lnico eigenvalor ;[ , puede ser
llevada a la forma triangular. Sea A el eigenvalor y /1=[M,/M¢3
el eigenvector. Se construye el vector A a partir del siste-~

ma siguiente
M:(A-?\I)’U' V=,
En este caso, la matriz P de cambio de base es
— "__ ALy A,

De la cual se obtiene el sistema

o . Al
EZ{PHP)-‘S donde PAP:—i o Q:X
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y su solucién es

L at -
hit) Lot M ctdt v
=q ) = at
At
“Jz(f) e o G e
De donde la solucidn del sistema original es
Ak at
) [ &, v [ akd +ed
- At
X (£) M Ny Qe
vy haciendo el producto de matrices
f-d&é)V 2y Ay 1 Ay Rt
= q L +c ¢ 2| | €
Xy (4) Me 2
o bien
(I.21)

- -, 2t - 2t -~ at
I = GIOL S +C T d +CAE

Resumiendo, se ha determinado la solucidn de cualquier
sistema lineal de primer orden con dos incdgnitas, mediante la

resolucidn de tres sistemas particulares sencillos.
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- RETRATOS FASE DE LOS SISTEMAS LINEALES

Considérese el sistema autdnomo

(1.22) Zz = AX

o expresado en coordenadas

i' = q”1| +a‘2 12
(1.23)

Xy = G X+ Q11 Xa

Primero se determinan las soluciones constantes o de equi-
° o

librio del sistema (I.23) y para ello se igualan X, y X, a ce-

ro; esto es:

]

.1'., ZC}‘\D(.‘ +ql')_I’t'.‘: O

c24 (] —
(1 ) 2y = Qg Ty + g X2 = O -/

E1 sistema tiene - una solucibén si su determinante es
distinto de cero. En el caso en que su determinante sea nulo
hay un nimero infinito de soluciones de equilibrio del siste-
ma (I.23). Cuando el sistema tiene un nimero infinito de solu-
ciones, éstas pueden estar sobre una linea recta o sobre todo
el plano. A continuacibn se verén los distintos retratos fase
del sistema (I.23) considerando que el sistema tiene una sola
solucidén constante, que es

X)) = 0O

12[{-): 0

La solucidén general del sistema (I.22)
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=A%

Nie

cuando A es diagonalizable, est& dada por la ecuacibn (I.19)

L Ak - .t - -
X(+) = ¢ X, Q" ez & y donde Ax =2

A X,z MaXo

a) Primer caso: >\\ (;1»2 <0

La Gnica solucidén de equilibrio estd representada por el

punto critico (0,0).

Si en la solucién general, hacemos C,= 0y (o # 0, se tie-
ne que — —

2 4)= ¢, Tyt
la cual representa una familia de soluciones que se encuentran
montadas, en el espacio de las fases, sobre la linea recta de-

terminada por el eigenvector 4j.

Ahora, si en la solucién general, Cﬁfi C vy C, =0

<1t)= o % 't

d& donde se deduce un conjunto de soluciones que se encuentran,
en el espacio de las fases, sobre la recta determinada por el
eigenvector X2 , (ver figura 1)

Ademis, como

A XY= (0,0)

+-—>060
Esto es, todas las soluciones tienden a la solucién de equili-

brio conforme T tiende al infinito. Y las soluciones que no
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estén sobre alguna de las rectas se acercan al origen, tangen-
tes a la recta definida per X, . En este caso, al origen se

le llama un nodo.

Fig.1 Retrato fase de un sistema con eigenvalores negativos. A $£A, <0

El origen es un nodo.

b) Segundo caso: Sean 1»3,12 >0
Las curvas en el plano de las fases son las mismas del ca-

so anterior; la diferencia estd en el sentido de recorrido de
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éstas. Estas curvas no tienden al origen conforme 1 tiende
a infinito. En este caso al origen se le llama tambi&n un

nodo. (ver figura 2)

—

X,

Fig.2 Retrato fase de un sistema con eigenvalores positivos. 7\,211 p o

El origen es un nodo.

c) Tercer caso: Sean A, <0 & Aq
En este caso al origen se le conoce como punto silla o
puerto. Existen dos casos particulares de la solucibn gene-

ral. Uno es cuando C;= 0 y Cz% 0 de donde:

- A
X))z G, gt
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que representa a un conjunto de soluciones que se encuentran
sobre la linea recta definida por el eigenvector Za, Y =Xit)
no tiende al origen cuando t tiende al infinito. Otra familia
de soluciones se tiene cuando C;# 0 y Ca= 0. Esta familia se
encuentra sobre la recta definida por el eigenvector X, y X(t)
tiende al origen cuando't tiende al infinito. Por la conti-
nuidad del camvo vectorial, definido por el sistema, se pueden
trazar las dem@s curvas que son como hipérbolas como se mues-

tra en la figura 3. .

Fig.3 Retrato fase de un sistema con un eigenvalor positivo y un eigen-

valor negativo. El origen es un punto silla.

|
|
{
1
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d) Cuarto caso: Cuando s6lo hay un dnico eigenvalor A<O
En este caso la solucidn general estd dada por la ecua-

cidén (I.17%)
, AL A
By (et r e @) + ¢ €

A
2o ()= Mo (¥4, ) U2 0@

t
t

cuando C;= 0,

| t
Z/4)7 Cout, &

At
2y k)= Co e €

de donde

que représenta una familia de curvas solucidn que se encuen-
tran sobre la linea recta que pasa por el origen y de pendien-
te -%é . 2demds como A0, todas las soluciones tienden a
cero cuando t tiende al infinito vy tienden asintéticamente a

la recta de pendiente ;% . En este caso al origen se le llama

nodo impropio. (ver figura 4)

e) Quinto caso. Cuando hav un Gnico eigenvalor A >0
El retrato fase es igual al caso anterior sb6lo que aqui

las curvas ya no tienden al origen. (ver figura 5)

f) Sexto caso. Cuando se tienen dos eigenvalores imaginarios.

si A= TAp, @éiR; las soluciones estd&n dadas por la
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ecuacidbn (I.13b) y é&stas a su vez provienen de la ecuacibdn
(I.13a) mediante la transformacidn lineal P ( o cambio de
base P). Las curvas fase en el plano 9 ¢J, estén dadas por

%) wmpt peapt] [esspt pept e,

> q C
(1) - /;M[b"l Fee

Esta filtima igualdad dice que, dado el vector de condi-

c@opt ) -v%nﬁ% QM%i Co

ciones iniciales (C,jcz]-réste es rotado por la matriz

coppt /»en/&t

gt congt |
de manera continua conforme pasa el tiempo, describiendo una
circunferencia alrededor del origen. Por lo gue el retrato
fase en el plano ";,h, N, son circunferencias con centro en el
origen, que al ser transformadas mediante P (P es una transfor-
macidn lineal) al plano X,,X; se obtienen curvas cerradas alre-

dedor del origen. (ver figura 6). En este caso al origen se

le llama un centro. -

/
g) Septimo caso. Cuando se tienen eigenvalores complejos,
tanto con parte real como con parte imaginaria distinta de ce-
ro, A = dXAP | las soluciones en las variables %, y 9q es-

tén dadas, de nueva cuenta, por la ecuacibn

(4t ak [ conpt " ( m,,,./g‘t
e + R ' v
Lﬁﬁ({) —pcﬂ'ﬂ‘t [ A

que se puede reescribir de la siguiente manera.
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NS

Fig.4 Retrato fase de un sistema con un {inico eigenvalor negativo. A<O.

Al origen se le llama nodo impropio.

t et M e
«t{CM/b N3 \

PASY

w)]) | et eeset ]|

Ahora, como la transformacidn
ott

e _ pbin f“{ m/&’t

representa una rotacidn seguida de una dilatacibn o una con-
traccibédn (por un factor de E—’Kjd;), el vector de condiciones

iniciales [C.,ijTirotaré y se dilatard (cuando &« >0). Esto
es, describen espirales alrededor del origen. Estas espira-

les van a dar bajo P a curvas en el plano X,,Xp; que también

"espiralean" alrededor del origen (ver figuras 7 y 8). Por
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lo que al origen se le conoce como espiral.

=4

i
Fig.5 Retrato fase de un sistema con un Gnico eigenvalor positivo. A>o0

El origen es un nodo impropio.

»J
H
*o

Fig.6 Retrato fase de un sistema con eigenvalores imaginarios puros

En este caso al origen se le llama centro.
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En todos los casos anteriores el finico punteo critico, de
cada uno de los sistemas, es el ofigen. Aparte de estos casos
existen otros dos donde el punto critico no es Gnico. 'En es-
tos casos el nGmero de puntos criticos es infinito y dichos
puntos criticos se encuentran en un espacio vectorial de di-
mensidn uno o de dimensién dos. Esto es, estén sobre una 1li-
nea recta o en todo el planc. Para ver esto supdngase gue uno
de los eigenvalores se anule y el otro no: A, =0, A, # 0

La solucidn estad dada por (I.12).

- —~ At -
)= X, e +C

de donde los puntos criticos estdn sobre la recta definida por

el vector X, , v las curvas fase estaran sobre rectas parale-
las al vector ig. (ver figura 9).
X

NY

Fig. 7 Retrato fase de un sistema con eigenvalores complejos ATARB,

A< 0O . En este caso al origen se le llama una espiral.



38

Fig.8 Retrato fase de un sistema con eigenvalores complejos AzdLAf,

o¢>0 . Al origen se le llama una espiral.

V)

/ /L/ / // / al
: / A

/. / o _1, %
]
/ )_ / , ,,/ . A
l L v'0 v“'
L - 0
. 4 Ll; /o
ra [
/‘/’/
X,

Fig.9 Retrato fase de un sistema con un nimero infinito de puntos criticos

que se encuentran sobre una linea recta.



Cuando los dos eigenvalores se anulan ( 2|= A2= 0) las

soluciones también estdn dadas por
X))z A, +C2 Xy

las cuales representan a todos los puntos del plano, cuando
X, y X, sean linealmente independientes. Esto es todos los

puntos del plano son puntos criticos.

Para resumir los resultados anteriores se toma la matriz
Gun A2
A— Qa2 Qa2
que caracteriza al sistema (I.l11l). El polinomio caracteris-

tico asociado a A es
A -(TrA) 2 + Dt A= O
donde

Tr A

]

A +Aq,

Det A AwGae~ Qe dg

y los eigenvalores son

— .
(I.25) )= ,LTY‘A) T \[(7;/‘\) -4 Det A

A= %z[('ﬂ*A) 'y 1

donde

A= (T\'A)? - 4Det A
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Como se ha visto en lo anterior, los valores caracteris-
ticos de la matriz A determinan completamente el tipo de re-
trato fase del sistema (I.4). A su vez los valores caracte-
risticos de la matriz A, quedan determinados por los valores
del determinante y la traza de A (ecuacibn (I.17). Por 1lo
que los retratos fase quedan determinados por los valores del

determinante y la traza de A.

Para hacerlo en un esquema, se grafica el Det A en el eje
vertical y la Tr A en el eje horizontal de un plano cartesia-
no. De esta forma cada punto en el plano tiene coordenadas
(Tr A, Det A). Con esto se caracteriza el tipo de retrato
fase o punto critico seqgin la regitén del plano donde se en-
cuentre el punto (Tr A, Det A). Para dividir el plano en las
diferentes regiones se empieza por localizar los puntds para

los cuales el discriminante se anula (4 = 0).
2 -
(Tr A)” - 4(Det A) =0

Este conjunto de puntos es una par&bola (ver figura |0). Para

estos puntos se tienen eigenvalores repetidos
-
Az (TeA)

por lo que el origen es un nodo impropio.

Ahora cuando 4 >0-se tiene

(Det A) 4% (tr A)%

Los puntos que satisfacen esta desigualdad, son los que se
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encuentran sobre la pardbola (Det A) = (Tr A) /4. En este
caso ( 4> 0) se tienen dos raices reales v distintas. Si
ademds Det A > 0 se tiene que las raices son del mismo signo.
Esto es, se obtienen nodos propios.

En el caso de que A>0 y (Det A) < 0 se tienen dos rai-
ces reales y de signos opuestos. Estos puntos se localizan
debajo del eje Tr A. Y para estos sistemas el origen es un
punto silla.

Cuando 4>0 y (Det A) = 0 se tiene una raiz cero y otra

distinta de cero. Estos puntos se localizan sobre el eje
Tr A, con lo cual se ve un caso degenerado donde el nimerc

de puntos criticos forma una linea recta.

Si A<Q y Tr A = 0 entonces las raices son imaginarias.
Estos puntos se localizan sobre la parte positiva del eje

Det A. En este caso el origen es un centro.

En el caso en que A<0 y Tr A # 0 las raices son comple-
jas. Estos puntos est&n arriba de la pardbola DetA:n&(rrAf'

Y el retrato fase es una espiral.

Con toda la informacibén anterior se puede trazar el dia-

grama representado en la figura 10.



L>0

\T/

——— O ———)—

/l\

nodo propis.

N&<0 A=0O
DetA
R o
esprral, esplral
Vi <
hq/.—ﬁﬁ centro TE
( nodo tmpvupl'n.
nodo trmpropio
b.z(_
;r"l
e
f . .\“R\ . 0//7/,
nodo propio. ST et k7.0 /3
e .o, ‘\7\\ . e el
PG el
: "YY\ ~ P !

recta de purttey oriticos,

sita,

Fig.10 Diagrama que resume la informacidn sobre los

Una vecia de
pontos oriticos

sistemas lineales.

TrA

(A7



Retratos Fase de los Sistemas Mecénicos.
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No todos los retratos fase de los sistemas lineales anterio-

res corresponden a retratos fase de sistemas mecénicos, por ejem-

plo el retrato fase de la figura 9 no representa la evolucidn de

ningn sistema mecénico.

La forma del sistema de ecuaciones

(I.9) restringe el nmero de posibles retratos fase. A continua-

cidn se representan los posibles retratos fase para sistemas me-

cédnicos gobernados por (I.9)

centro

silla

YA

espiral

A

N\
N

nodo propio

vy

%)

i

i

espiral

nodo impropio



8. RETRATO FASE PARA EL OSCILADOR SOBREAMORTIGUADO.

A una particula de masa m, se le aplican: la fuerza de un
resorte (que cumple con la ley de Hooke) P}=-KI- , Y la fuerza
de friccidén F,z=-bx , donde k>0 y b> 0. Por .la segunda ley

de Newton, la ecuacidon de movimiento es:
mxX = -kx-bx
Reescribiendo esta ecuacién
oo b £ _k: -
(I.26) X tHxtm, X=

O
52+Q(5;‘2+w3:x:o , donde 7-(5:% g W=

Para encontrar su solucidn, se resuelve el polinomio caracte-

ristico asociado a (I.26)
2
r24+2p7 + We = O

cuyas raices son

2_ 1 '
Y= szJfV‘éf Hws :-—f&i:{?ﬁi::;{

2
haciendo (,u;‘ = (32~ Wo
queda Y= “P i wl

En el caso de sobreamortiguamiento
B> woe

con lo cual se tienen dos soluciones reales, ambas negativas
del polinomio caracteristico. De donde las soluciones de 1la

ecuacidn (I.26) son:
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—R 4 U3 (-,-wz)'t'
<) = At L pe

(I.27) xu:)h [A Q‘Qt N B—wz J

y la derivada de las soluciones

~w‘t
(I.28) i(t):—‘dt(r‘ wy) AL +(($+U’Q)R 2}

Ahora se evalfan A B en términos de las condiciones iniciales

Ay

] . o

1‘0)‘;10 ' :(( ) -x
X))z A+B = Xo

() = —(@-\Um)A' (F Fuig) B2 x,

De donde

(@ +U-’7.)20'7‘.£° , B=- {B‘\Uo_)lo +Xe
2wy / 2wy

(I.29) A=

Soluciones Asintdticas y Soluciones Particulares

Dos casos particulares son:

a) Para el caso en que A=0 y B#0, de (I.27) y (I.28) las so-

luciones y sus derivadas son

et .
xit)= B &t “”Jc

L S
xlt)= —(pwuq\BQ e’t

y dividiendo % entre X se obtiene
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UE) T = (o) X ()

Esta filtima relacidn es una linea recta que divide al plano en
dos regiones por lo que se le llama "linea que divide" y que
representa una familia de trayectorias en el plano de las fa-
ses. Las soluciones montadas sobre esta linea recta se diri-
gen a la posicidn de equilibrio directamente.

b) Cuando Aa#0 v B=0 de (I.27) y (I1.28),

t .k
~(t) = AQﬁ .

< (t (R~ ~wyq) /-\\Qc-\ w&t

de donde la relacidn entre X y X es

xlt) = - p~ we) x(t)

esta expresidn representa una familia de trayectorias en el
plano de las fases, sobre una linea recta de pendiente -(p-w3),
a la que se designa como "asintota" (m@s adelante se verd el

por gqué).

En el caso general, cuando A# 0 y B# 0, los primeros tér-
minos en (I.27) y (I.28) son los términos dominantes, esto es,
los segundos términos se van a cero mids r8pidamente que los

primeros. De donde se tiene

wo)t
Xty — AQ”3 »

t —

S) — — (g - 2) AglAwalt

I
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0 sea

_;L_H —_— _.(Fg—UJg‘)DCU:)

Y esta filtima relacidn expresa que, si las condiciones inicia-
les iniciales son tales que satisfacen cue B= 0, entonces el
punto inicial de la trayectoria fase estd sobre la recta
a=-(f-wz) X y toda la trayectoria estad sobre dicha recta.
En caso de que las condiciones iniciales sean tales que A=0
las trayectorias fase estaradn sobre la recta ﬁ-:‘(ﬂ+-wﬁ)5‘ .
En todos los demds casos, cuando la condicidn inicial no esté
sobre ninguna de las rectas, (que "divide" o "asintota"); 1la

L]
trayectoria fase tenderd asintbéticamente a la recta 3¢=-(ﬁ-wﬂ%

Otras Trayectorias Fase

Se divide el plano fase en las regiones la, 1b, lc vy 2,
como se muestra en la figura 11. : Ahora, dependiendo de
la regidn en que empiece la trayectoria se determinara su evo-
lucidn ya gque se tienen cuatro distintos tipos de comporta-

miento, uno para cada regidn.

a) 6i las condiciones iniciales se encuentran en lé la, enton-
ces io es positiva por lo que la masa m avanza hasta alcanzar

la posicidn méxima y en este momento tiene velocidad cero, te-
niendo, a continuacidr, una 'velocidad negativa y finalmente se
dirige haéia el origen y lo hace acercé&ndose asintdticamente a

la recta X =-(p-wa)*.

b) En el caso en que el punto inicial, de la trayectoria en
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el espacio de las fases, esté en 1lb se tiene que la particula
siempre se mueve con velocidad negativa, esto es, hacia el

origen.

¢) Si el punto inicial de la trayectoria se encuentra en la
regidn lc, dicha trayectoria se dirige al origen, aproximéndo-
se asintbéticamente a la recta -i:-(ﬁﬂ»ﬁ X ( que es la recta

llamada asintota).

d) En la regibn 2, el dnico camino, para que la trayectoria
fase pueda tender a laasintota sin cruzar otra trayectoria, es
que oscile, esto es, ‘que cruce la recta X = 0 y entonces se

aproxime al punto de equilibrio.

Aparentemente las soluciones que empiezan en 1lb y 1lc no
tienen una diferencia fundamental. Pero si extrapolamos la
solucidn que empieza en 1lb hacia atrés, esto es, cuando
la solucidn en 1b puede ser vista como la parte final de una
trayectoria que empieza en el segundo cuadrante, esto es, con
condiciones iniciales <0, i.2>0, entonces cruza la recta

X = 0 con velocidad positiva y finalmente se dirige al ori-
gen por el mismo camino que una solucidn en la. Mientras que
las trayectorias en 1c siempve se encuentran en esta regibn,

nunca salen de ella, nunca cruzan los ejes.

En base a todo el andlisis anterior podemos trazar el re-
trato fase del oscilador sobresmortiguado, el cual aparece

en la figura 11 .
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Caso Limite: Amortiguamiento Critico

Es interesante preguntarse qué pasa cuando el amortigua-
miento se reduce, esto es, cuando @'—ﬁ‘uo , 0 equivalente-
mente @220 .| Claramente las pendientes de ambas rectas

—{p-w2) y —(prw2)  se aproximan a -@ . O sea las rec-
tas que acotan la regidn lc se aproximan hasta converger en
una recta de pendiente -£ . Para prdbar lo anterior resolve-
mos analiticamente el caso de amortiguamiento critico. En es-

te caso las soluciones son

: -t
(I.30) x(+) = & (c+nt)

y su derivada

- at
(1.31) )= e [D“/&C'F’Dt}

y los valores de las constantes C y D en términos de las con-

S °
dicjones iniciales Xlo)=%s y XI0)=Xo gon:

C = Xo

v
]

&g'}‘ be

Para el caso particular cuando C#0 y D=0 la solucidn y su

derivada son

x(t)=Ce

- ot
)= ~pC2

(]
Por lo tanto la relacidn entre X y X es

Z(¢)= - XIE)
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Mz = (pdwa)

Fig.11 Retrato fase del oscilador

sobreamortiguado.
1cC.

0s
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Esto es, tenemos una familia de trayectofias fase que se
encuentran sobre la recta ﬁ::—px. . Las demds soluciones y
sus derivadas estén representadas por (I.30) y (I.31), donde
los términos dominantes son Dt<56t y ~FJ7f5ﬂt por lo que

xit) —> Dt c3.(5~t

_at
L) —> 4 ptef

De donde

X4y —> =pxlt)

O sea cue todas la curvas con condiciones iniciales fuera de

-]
la recta X=-AX tienden asintdticamente a dicha recta. Como
se esperaba, se ha obtenido el resultado conocido como el caso

limite del oscilador sobreamortiguado

9. LA INTEGRAL DE BOHLIN Y OTRAS INTEGRALES PARA EL OSCILADOR
AMORTIGUADO

En el apartado (4) se ha visto que, para el caso de sis-

tema conservativo, la integral de movimiento llamada energia.mecénka,

es una funcién de la posicidén y la velocidad y que‘permanece
constante durante el movimiento. En general, en un sistema
mecédnico, existen unas funciones, que dependen de la posicibn,
la velocidad y el tiempo, cuyos valores permanecen constantes
durante el movimiento, dependiendo solamente de las condicio-
nes iniciales. A estas funciones se les conoce como integra-

les de movimiento o constantes de movimiento.
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En esta parte se verén, para el oscilador amortiguado,
algunas integrales de movimiento poco conocidas; una de ellas

es la llamada integral de Bohlin.

La ecuacibén de movimiento para el oscilador amortiguado
ha sido establecida como la ecuacién (I.26)

Ef'_.f.qp'jc -»o.xgx: O

Una forma alternativa de escribirla se tiene al introducir
_ 2
los pardmetros 7, , Ay , tales que AtA=2f y A=W

Y ésta es:

(1.32) £ L (A4r) X+ N X = 0

Es de notar que la ecuacidn de movimiento asi como las rela-
ciones que definen a A, y %, son invariantes bajo el inter-
cambio de A,y A2 . Y en términos de B y Wose definen los

tres tipos siguientes de osciladores
a) Oscilador sobreamortiguado

2 2 .
Cuando f=We >0 |, se tiene

— TR
a':p_*_\, Plﬁwg >22-:: p—-\é PQ"UJO >0

b) Oscilador Criticamente Amortiguado

2 2 .
Cuando @+ wWo = 0 , se tiene

A=A, = p> o
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c) Oscilador Subamortiguado

1 2 .
Cuando £ -Ws <0 |, se tiene

. 2
= F+LUJ , donde °J=W:iiﬁ. & wizwlip

Esta divisidén no es exahustiva. Se puede considerar a
A, Y A2 como cualgquier par de nfimeros complejos, pero sola-
mente para los tres casos anteriores representan el movimien-

to de un oscilador.

Un primer factor de integracidn para la ecuacidn de mo-

26t .
vimiento (I.26) es @ (X+pa) que puede verse del siguiente
desarrollo. Comenzando por la ecuacién (I.26)

° 2 —
% repx twex =0,

- ' 2 2 s
se hace la sustitucidn uﬁ::p +WwW, y se multiplica por el

2t e
factor integrante ¥ (3 +px) ; Obteniendo

5(‘1 (i+/ﬁ1> FZMZP&' + (,(52“*“-*2)3(3 _o-

desarrollando esta Gltima ecuacidn se llega a

t .
&pi(;‘wpx)(&+pi)+péﬂt(é’c+pl)2+ W2 G5 (ex+px2)= 0

la cual puede reescribirse como sigue
+ N ) 241
J‘].{,.A_uﬂ[ép 224 + 22 6% ]z 0

53 . t R 2@
%E*&2 (x1px ) (H+p2 )+ (-px)2f €

S R 2d 2T Aty 2 2d 2 0
'}i{é‘ﬁadT(lw") +(z+px) 3t ¢ ]”’E""Q e JX FXF ¢ )

£ 5[ e ] gt =0
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2at . 2 ’ 2]—3
o "if@&ep [(’”/5") twr y
i dF _
2 at- %
de donde

po 3 [ Grpx) 4t

es una constante de movimiento.

Esta primera integral F es similar a la integral de la
energia mecénica, para un sistema conservativo. ILa relacién se ve fa-
cilmente haciendo =0 . Se tiene un oscilador

; < | 22 o+ Ly uo? o2 .
cuya integral es la energia #mXx® T ™M ®e . Sin embargo,
para (¢#0, F no es la energia mecénica. Ahora, como
y A¥2=2p | la integral F en términos de A y %, toma la
forma siguiente.

Ayt .
Fze' o (Fena)(X42,2)

A continuacidén se considera una integral de movimiento

independiente, la integral de Bohlin.

-] )'
B= ('-I."‘?HX)
(3 4 X )YP2

belbn B2 A (X 4NX) - Nn fim (3 +22X)

Para ver que en realidad es una constante de movimiento deri-

vamos con respecto a U



ob
X

55

) Aa(X +222)

+‘h|x 5‘4'121

24 X (X X) = A (% +22%) (X +2,%)

(£+nx) (L4 x)

(Ao2a) 2[4 (24%)% #2%eX J=0

(%1

Notese que la
sobreamortigua
criticamente a

oscilador suba

Para una
solamente dos
miento. Habié
dientes F y B,
lucién Xlt)

.

vas primeras i

La ecuaci

ra obtenerse

(I.33)

y un factor de

En efecto

e

202) (2 HR22)

integral de Bohlin es real para el oscilador
do, tiene el valor de uno (B=1) para el caso
mortiguédo y compleja con médulo uno para el

mortiguado.

ecuacibébn de movimiento de segundo orden, hay

integrales independientes o constantes de movi-
ndose obtenido dos primeras integrales indepen-
se puede eliminar Y de éstas y obtener la so-
Pero tal tarea seri més fdcil usando dos nue-

ntegrales gue a continuacidén se obtienen.

On de movimiento (I.32) se puede reescribir pa-

X -\-7\.20. +>\2(i+1|x3= o

aqt

integracién es e

T, X + A2 (x .n,.’x)] =0
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o ot
é?it[fz-fﬂ@i} + (?C+%@Z)12‘§l =0

o o __d__ A’-{-
2t A5 ax] +1a a0 e zo

'd"d’E [ Qr’\it (&,m‘x}} =0

Y una primera integral es

t

(I.34) D, = Qﬁz (% +Ax)

Intercambiando los papeles de A, y 22 , se tiene otra primera

integral
M (e, %)
(I.35) Dy = (X2

D, y b, son independientes, excepto para el caso criticamen-

-]

te amortiguado (A, =7\z= @ ), de aqui podemos eliminar =X

0
para obtener X . De (I.35) despejamos X ,

...’h
ot

;C:DQ *7\23[.

sustituyendo en (I.34) y reagrupando se tiene

-ty 2t -t
= () (DG - Dy & ) con A # 27
Para el oscilador subamortiguado, ’l.':’r\?:::—/?:'b"“J D, = D,*

Sustituyendo en la expresibn anterior

~\ ,
, —p-'w)% - riwyt
1Lt):{(s+im-((s-/lw)} {D‘ e( ’ —D?(Q g ]

y desarrollando se tiene



- D\‘D* D|+DI*¢ }
Qﬁ{—-{—- corwt + o~ A/.umw't

X))z :
Haciendo
y “d§
b, =lnié¢! , D, =Inl¢
D-OF_ (5 e8] =D atns
24 A
Y ” -
Dt &7 1009 cons] =10l oo
2 T 2
De donde
X(t) = —E‘T\ éﬁt[/wnz trowl + cond /wm.o"tl
Para el oscilador criticamente amortiguado, como Al o= 12

ot
se tiene D, = D, =D = € (X + px), Ademéds, una integral
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4

independiente puede obtenerse por el siguiente proceso de 1li-

mite. _
Gz o 2l Q“%[x—f(i-rﬁx)}
'A‘—‘)RQZP Al‘.?‘i
En efecto

At
DDy . © (1+2x)~ (X+22X)
21—)2 - o A'-?.Q_

Derivando con respecto a A, y aplicando la regla de L'Hopital

_—Ieazt t glt(f +)p X )
|

De donde finalmente
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L

v ‘-D v [} ® { -t. .
mf(i‘?""“: :;\Q:;::P };?‘QMJC—{ Q“(I’f 'Mx)) =zef-te® (xrpx)

5 ___.ecs{[x_uiﬁsz)]

Rhora eliminando % de D y G se obtiene la solucibén para el

oscilador criticamente amortiguado

Xt = [G\ +1 D} —QQJ(

14

Las constantes F y B se pueden expresar en términos de

D, y Dy como sigue
F =D, Dy B~D‘a(
[ 2 r DJQ

Y para el caso de amortiguamiento critico F y B se expresan

por medio de D y G como sigue.

La interpretacién fisica de una integral de movimiento,
estd directamente relacionada a la utilidad que presta para
la comprensién de la evolucibn de un sistema. En este senti-
do se puede usar la integral de Bchlin para probar fé&cilmente

el siguiente teorema para el oscilador sobreamortiguado.

Un oscilador sobreamortiguado tiene a lo m&s un punto
de retorno (esto es, a lo més existe un tiempo para el cual

i:()).



Demostracibn. Supongamos que existen dos instantes ch, y 12
tales que Xta) = ZI) = 0. Evaluando la integral de Bohlin

para 'bx Y {b , se tiene:

ERA +~a.zt+.a)]“': (2 2
ETREEICN PP

A, N .\;\\
Galt) anx )] - LA xe)
Tals 42X 0] (% 2,12

y de aqui

Y A
L’A\Iq} - I’/\\bex
EEARNTE-N

de donde

Xaq = xb

Ahora, evaluando la constante F en Jtm Yy "{'b , se tiene que

R FTRIPPTIRy ETRETIIR| 2% 31 o) ) 3 dax ()]

y como k)= () =0y Aa=Xp , se tiene

éh‘* 20) ta Q(a. 422ty

-

De donde

{o‘ th

O sea que a lo md&s hay un punto de retorno.

59
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IT. INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA ESTABILIDAD

1. CONCEPTO DE ESTABILIDAD

Para un sistema mecédnico conservativo, que se encuentra

gobernado por la ecuacidn"

X= AT
00
(II.1) rnxX :f(x) 8 o Lix)
f\)’.‘:“";;"

las soluciones de equilibrio representan los estados de equi-
librio de dicho sistema y estos estados de equilibrio quedan
representados por los puntos criticos en el espacio de las

fases. Cuandoﬁ“ﬂ=0, el origen del espacio de las faseé, es
un punto critico, el cual se supone aislado. Considerando el

problema de condiciones iniciales

(I1.2) St: ar _ .
) con 2 (£o0)= Xo y i(‘co)z Xo
m

=
Si Xo y Xo estén cerca del punto critico (0,0) cabe preguntar-
se si la solucidén de (II.2) permanecerd cerca del punto de

equilibrio o se alejar&. Si se considera este problema en el
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intervalo ‘*:cf-t 2£T<® , es el problema de la dependencia
de la solucidn con respecto a las condiciones iniciales. Si
-};Dé't . esto es, t puede tomar valores arbitrariamente

grandes, es de lo que se ocupa precisamente la teoria de la

estabilidad. Este problema es de suma importancia préctica,

si se requiere que el sistema en cuestidn se encuentre en el
estado de equilibrio representado por el punto (0,0), se nece-
sita dar a dicho sistema las condiciones X(te)= 0 y *(te) = 0,
pero en general en un experimento de laboratorio no se pueden
obtener exactamente estas condiciones iniciales y de ahi el
interés por saber qué pasa con las soluciones al tener pequenas
variaciones en los valores iniciales. ¢Las soluciones se aleja-
rén del estado de equilibrio haciendo que el punto critico sea
inestable? ¢permanecerén cerca? asi el punto critico seria es-
table. Si fuera el caso en que no sbélo permanecen cerca, sino
que ademds se acercan, el punto critico seria asintdticamente

estable.

A continuacibén se formalizan los conceptos anteriores.
La solucibn de equilibrio 3?,: (onO) de (II.1l) se dice gue es
estable, si para cada €70 , existe &>0 tal que si
;\I[({-): (xl{)/i{‘t)) es alguna solucifn de (II.1l) que satisface

que nqr({o) ~ XN ¢S , entonces la solucibn '\V({-) existe
para todo T2t y VR - 520”45 para todo t2t,.

La solucidén de equilibrio X, se dice que es asint6tica-

mente estable si es estable y existe un nfimero 9,20 tal que
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K17

si '\»'&) es alguna solucién de (II.1) con |l ¥ {4) -id\é S
entonces :E‘l;’\ '\p‘H—_):xo

w0

La solucidén de equilibrio Xo de (II.1) se dice que es

inestable si no es estable.

En el caso del oscilador arménico, se tiene que el punto
de equilibrio (0,0) es estable. La energia potencial V(Z):-ékxg
tiene un minimo en X=0 y ésta es la razdn por la cual el pun-
to de equilibrio (0,0) es un punto estable. Esto es precisa-

mente lo que establece el teorema de Lagrange.

2. TEOREMA DE LAGRANGE

Teorema: Si la energia potencial es minima en el estado

de equilibrio, entonces dicho estado de equilibrio es estable.

Para ilustrar el teorema anterior, se escribe el sistema

(II.1) en términos de la energia potencial VIx) .

(II.3)

Se observa que los puntos criticos son de la forma (=x ,0),
donde X es un punto critico de la funcidn Viz) . con el
auxilio de la grafica de la energia potencial, se traza el

retrato fase del sistema (II.3), ver {lfgura 12
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Vix) 1t

— e = —— ; >

il Az x, Xy xg x
b n

Fig.12 Por medio de la gréfica de la energia potencial, se puede hozque-

jar el retrato fase de un sistema conservativo.



Se observa que los puntos criticos del potencial X, y Xy ,
son las abscisas de los puntos de equilibrio estable, donde
la energfa potencial es un minimo (centros). Todos los de-
més puntos estacionarios de la funcién V(¥), que podrian ser
puntos méximos y puntos de inflexidn, son puntos de equili-

brio inestable, o sea puntos silla.

Demostracién intuitiva del Teorema de Lagrange.

Supdngase que X = 0 es un minimo de V) y V)= 0, en-
tonces (0,0) es un punto de equilibrio del sistema (II.3).

Por lo anterior Y(x) >0 para una vecindad del origen

( x#0 y \xl<E ). Ya se demostrd *que la energia total
H(XA’7::\hx)'*%%'V2 es una constante a lo largo de las
soluciones (II.3). Si E >» 0, pero suficientemente pequeno,
entonces H(x ,v) = E es una familia de curvas cerradas que

rodean al origen y son simétricas respecto al eje x (ver

figura 13),

Si E<Ey <E, entonces las curvas correspondientes
estarn situadas, como se muestra en la figura 13 , contra-
yéndose al origen conforme E tiende a cero. Ahora si la
solucién (x(t) , or(t)) empieza en el tiempo to con |X.lia)] vy
J (i) pequenos, ésta se mantendr& cerca del origen, por lo
gue el origen es un punto de equilibrio estable. Sin embargo,
el origen no es asint6ticamente estable, ya que cada solucién
distinta de la cero es una curva cerrada que no se acerca al

origen. Para que el origen fuera asintbdticamente estable, la

e SEC.L‘»’ Cap. 1.
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Vix) ]

'3 2

,V‘l\

Fig.13 Demostracién intuitiva del teorema de Lagrange.

energia total deberia decrecer a cero como una funcidn del

tiempo.

Adem&s de la figura 12 puede apreciarse que los puntos
mdximos y de inflexién del potencial Vix) corresponden a pun-
tos de equilibrio inestable en el plano de las fases, y esto
es precisamente lo que afirma el siguiente teorema gue se le

acredita a Liapunov.

Teorema: Si la energia potencial no es un minimo en el

estado de equilibrio, entonces el equilibrio es inestable.
. . *
Para completar las propiedades del espacio de las fases,
se tienen las siguientes tres propiedades:

g) Toda trayectoria cerrada corresponde a una solucién pe-

4 vistas an la seccion 2 de| capitulo T
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ribdica.

1
h) Teorema de Poincaré: En un sistema conservativo, los

puntos criticos interiores a una trayectoria cerrada son si-
llas y centros. Su nfimero total es impar y el nfimero de

centros excede en uno al nGmero de sillas.

i) En medio de dos centros hay un punto silla v en medio de

los puntos silla hay un centro.

3. ESTABILIDAD EN LOS SISTEMAS LINEALES

En la seccidn ¥ del primer capitulo, se trazaron los
diferentes retratos fase para los sistemas lineales y en
la figura 1o se hace una sintesis de &stos. En dicha figura
se aprecia que los sistemas que se encuentran localizados en
el segundo cuadrante del plano Tr A, Det A, incluyendo la
parte positiva del eje Det A y la parte negativa del Eje
Tr A, tienen la caracteristica de cue sus puntos criticos son
estables. Mientras que los sistemas que se localizan fuera
del segundo cuadrante, tienen soluciones de equilibrio ines-

tables.

4. TEOREMAS DE LIAPUNOV

Los teoremas de Liapunov vienen a ser una generalizacidn
del teorema de Lagrange. Para formular estos teoremas se re-

cuerdan las siguientes definiciones.
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La funcidn escalar U(X) se dice que es positiva defini-
da en un conjunto A si y sblo si U= o y UW(X)>0 para to-
do T #0. (U: acR— TR

La funcidn escalar U(X) es negativa definida en el con-

junto A si y sdlo si -U(X) es positiva definida en A.
Considérese el sistema representado por

;Cl:‘g,(xl,x’l)

E

Ro

(11.4) ,
3(-2:“?2(1'11'2)

que es un sistema mids general gue el sistema (II.1). Supo-
niendo que la funcidn escalar ii) tiene primeras derivadas
continuas ( U(X)e C' en A), se define la derivada de U con

respecto al sistema (II.4) como el producto escalar
V() = ci)vad U(x) » ﬁ(i)
= x) f(x) y 2 (.x) fo (2

Se observa que si Pit)= ( Qt) , Y,lt)) es alguna solucidn
de (IT.4) entonces por la regla de la cadena y de la defini-

cién anterior
a%uw(m:%%‘mm Blt)+ 2L (G16)) Pyt

PN L, (1e3) + 2%, fulGiw)

= U*(¢1v))
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Lo anterior indica que a lo largo de una solucién';} la de-
rivada total de (J(@Hﬂ) con respecto a T coincide con 1la

derivada de U con respecto al sistema evaluado en flt) .

Para ilustrar lo anterior considérese el sistema (II.3)

®
x

v 0 sea 5%:?.

R
—

av.
dx

LI
m

donde .,5-(5():(’\5 ~?ln%vi)

y la energia mec&nica de éste: U(x,v) :.!Q:m'\rz—J;-V(x)

La derivada de U con respecto al sistema es

U*(z,v) = %'rad Ulx,v) -i(x,'v):

:(’C%/':‘cﬁ J mv).(m} “—\r?\ d;”;“)

1

dVix) _ dVix) _
V' Tdx vz =°

Como S U ()= U% (5w =0

Esto nos dice que la energia del sistema a lo largo de una
solucidn no varfa, esto es, que dado un estado del sistema

la energia permanece constante.

Para el caso del oscilador amortiguado, representado

por la ecuacidn (I.26), que escrita como sistema es :
Z;C:f\)'

Y 2 2 _
/\r:—-wcx—ip’\f donde Q@'—T—P—; , Wo-—‘-(,,;
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si se considera la energia mecénica del oscilador armbnico

2

2
Ulz,v) = 5 ma™ + B us x , la derivada de U con respecto

al sistema es
U* tz,0) = gradUlox,v) « £ (x,7)
:(mwz x , VYMT)' (v/wa‘x-Qp'\r )
Tmwix T - wWEma v~ 28 o

= ~2pmn?

U ix,v)= -2pv?

de donde

S UG, 4= V(o) g0 ) =-2p g 1] £ ©

y esto indica que la energia U es una funcidn decreciente.

En lo que sigue se considerari que el origen ( X = o )
es un punto de equilibrio aislado del sistema (II.4). E1

teorema siguiente establece la estabilidad del origen.

Teorema. Si existe una funcidn escalar U(X) que sea
positiva definida y para la cual U*Z)40 en alguna regidn
A que contiene al origen, entonces la solucidn de equilibrio

cero de RZ-Q(JZ) es estable.

Para la estabilidad asintdtica del origen, Liapunov es-

tablece el siguiente teorema.
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Teorema! Si existe una funcidn escalar U(Z) que sea
positiva definida y para la cual U*(i)sea negativa defini-
da en alguna regibén A que contiene al origen, entonces la
solucidn de equilibrio cero de fi=£(i)es asintéticamente

estable.

Con este par de teoremas, Liapunov establece las con-
diciones necesarias para la estabilidad de la solucidn de
equilibrio del sistema (II.4). NO6tese que la estabilidad
se puede establecer sin necesidad de conocer las soluciones
del sistema (II.4) explicitamente. Esta es precisamente la
importancia y utilidad de los teoremas de Liapunov. Sin
embargo, para probar la estabilidad de una solucibn de equi-
librio utilizando los teoremas anteriores, se necesita cons-
truir una funcién UIZ) con ciertas propiedades, y no hay un

método general para determinar dicha funcidn.

5. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS TEOREMAS DE LIAPUNOV.

El segundo teorema tiene las hipbtesis siguientes:
UlZ) es una funcién positiva definida y U*(z) es negativa
definida. Sea C una constante positiva, pequeria, entonces
la ecuacidén U(X)= C representa una curva cerrada alrededor
del origen; esto se debe a que UZ) es una funcién positiva
definida. 2Ademés el gradiente de U(X) es un vector normal
a ia curva W)= ¢ que apunta en la direccidn del méximo

crecimiento de la funcidn, por lo gue apunta hacia "afuera"
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(ver figura I4).

gradU(x)
y
E
A
Fig.il4 Interpretacidn geométrica de los teoremas de Liapunov.
. . .o * = et ) vl ‘
Bhora, por definicitn U (@)= graa UE)- £(%) ; y por

hipbtesis U*(%)<o, esto quiere decir gue el Vector ?(i)
apunta hacia "adentro" de la regidn limitada por U= c.
Esto es, ?(i) no puede apuntar hacia el "exterior" de la
regién A, v como la curva solucidn en el espacio de las fa-
ses es tangente a §4i), dicha curva se mantiene dentro de
la regibén A. Esto es, las curvas solucidn que se encuen-
tran dentro de la regidén A no se salen de ésta. Tomando

C suficientemente pequena las soluciones se mantienen cada

vez mls cerca del origen. Por lo gue el origen es un pun-
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to de equilibrio asintb6ticamente estable.

Para el primer teorema no se pide que Lﬁi) sea nega-
tiva definida, sino solamente se requiere gque Lﬁi)so, esto
es, grad U(i)~Eli)£0, con lo que se garantiza que los vec-
tores grad U(X) vy 1&i) formen un 3ngulo mayor a /2 6 a
lo menos de /2, con lo que existe la posibilidad de que
las curvas solucidn no tiendan al origen sino que se man-
tengan sOlamente cerca de éste. Y en este caso el origen

serd un punto de equilibrio estable.

El concepto de estabilidad, que se ha manejado en este
capitulo, se refiere a la estabilidad de las soluciones de
equilib;io del sistema conservativo (II.1l); pero dicho con-
cepto se generaliza en forma natural para cualquier solucidn
de dicho sistema. Al generalizar los conceptos de estabili-
dad para cualquier solucibn, tendria que intentarse, a su
vez, "generalizar" los teoremas de Liapunov; esto es, habria
que establecer los criterios correspondientes para instrumen-

tar dichos conceptos.
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III. BIFURCACION

1. ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA AL VARIAR LOS
PARAMETROS QUE LO CARACTERIZAN

Considérese.que la fuerza F es una funcidn g(i , A)
analitica para todos los valores X y A . El comporta-
miento del sistema, en general, cambia al variar A . Pero
se puede hacer una distincidn entre los posibles tipos de
cambios. Al tomar diferentes valores del parfmetro A el
comportamiento cuantitativo del sistema cambia, sin embar-
go el comportamiento cualitativo puede mantenerse igual o
bien,puéde cambiar. Se denominard Ao a un valor ordina-
rio de A siempre que exista €7 0 tal que para todo R
que satisfaga que }A-2.)¢¢,1la topologia, o sea el comporta-
miento cualitativo de las trayectorias en el espacio de
las fases, es la misma que para Ao . Cuando A0 no es un
punto ordinario se le llama punto de bifurcacidén o de ra-

mificacibn del sistema.

En lo que sigue se considerarad como sistema, al sis-
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tema fisico que se encuentra caracterizado por una ecuacidn

del tipo

(III.1) m¥ = (x,2)

o0 equivalentemente por el sistema

=\

£x,2)

= 7Tm

&% Ho

(I11.2)

Son diversos los sistemas mec@nicos que se caracteri-
zan por la ecuacidén (III.1l). Dicha ecuacidn puede carac-
terizar el movimiento de una particula en una dimensibn, o
también el movimiento de una particula en varias dimensio-
nes pero con un sblo grado de libertad. Un caso, que se
presenta con frecuencia, es el de las rotaciones de una
particula; en este caso X representa un ancgulo, y al obte-
ner la derivada de $ con respecto a X , lo que se deter-
mina es precisamente la torca total aplicada a la particu-
la. Ademds,de que dicha torca puede céntener términos de-

bidos a fuerzas ficticias.

Como se sabe, los puntos de equilibrio'del siste-
ma (III.2) estln dadas por (x:, 0), donde A es una raiz
de la funcibn -?(:;,o ). En general estas raices Xi cam-
bian al cambiar A . para 2, las raices son precisamente

las posiciones de equilibrio X, y Xa . (ver figura 15).

Como Vx(x,?\)=w-?(7<, A) , se sique que VXx(X,R)=—.fz(x,}\)

DondQ_ \Vlll ‘?x' Son ’Cls dQY‘;VQdC\S PMC:Q‘QS dQ V y .g mspa(‘_{:vq h')Q’J"-T‘L\.¢I
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Ny

y de ahi que se pueden caracterizar los puntos de equili-
brio estable e inestable por la funcién de #;(1, A). E1
punto ( x{ , 0 ) serd@ de equilibrio estable cuando g;(xglk)<0

e inestable cuando 1o (x;,A)>0.

El nimero de raices x; y por lo tanto el nimero de
puntos de equilibrio para una 2 dada, puede aumentar o
disminuir en nfimero de dos. = Esto pasa s6lo cuando la
cuxva-?(x.,k ):0en un cierto punto. ( xi, A ) "tiene un valor

médximpo minimo". Precisando: Para que esto suceda es ne-
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cesario que f(x; ,2) = 0, Foeli N30y £ (x,2)#0.

Hay una regla simple debida a Poincaré para determi-
nar répidamente las partes de la curva -?(:x,a, A) = 0 que
corresponden a la estabilidad. En la figura |6 se sombred

la vég?én donde ¥(x, A)>0.

1;&

H\/

Fig.16 E1 punto R corresponde a una posicidén de equilibrio estable,

mientras que el punto S corresponde a una posicidén de equili-
___brio inestable. ) . .

Si un punto (x,, A) estd a la derecha de la regibn som-
breada y a la izquierda de una regidn sin sombrear, como
el punto R, &ste serd un punto de equilibrio estable, ya

gue %(‘x; y A) < 0. En caso contrario, como el punto S,
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el equilibrio es inestable. Los puntos estables serén

centros, ya que sz=*-?x 7 0 y los puntos inestables, pun-

tos sillas, porque V&z=-%z<0. En la figura |6 los puntos
PN e o~
sobre los arcos AR , RDB , DE son estables.
~ o~
Mientras que los puntos sobre los arcos AS , SB ’
FC son inestables. Los puntos A , &. , C
y D , son puntos de bifurcacién. Al ir variando A

hasta cruzar un punto de bifurcacibn sucede que las posi-
ciones de equilibrio cambian su caracter, los equilibrios
estables se transforman en inestables, e inversamente.
Ademds las posiciones de equilibrio aparecen o desaparecen

en pares.

2. UN EJEMPLO

A continuacibn se analizard el equilibrio y estabili-
dad de una cuenta de masa m que se desliza sin friccidén en

un aro circular de radio a.

El aro estd en un plano vertical, el cual es obligado
a rotar alrededor de un eje vertical con velocidad angular

constante {1 . (ver figura |#).

Hay justamente un grado de libertad puesto que la
cuenta sblo puede deslizarse alrededor del anillo. Se es-
coge una sola coordenada 6 que determina el &ngulo forma-
do por el eje vertical y la recta que va desde el punto

sobre el eje. que corresponde al centro del anillo y la



cuenta en movimiento, considerando como €= 0 cuando la

cuenta se encuentra en el punto més bajo del anillo.

Fig.17 El sistema consta de unz masa m que se desliza sin friccidn

én un aro circular de radio a.

La energia cinética del sistema es:

y Lma? 0 amte

\ 2 s
(III.3) T:Emae 9

y la energia potencial

(III.4) V=-mgo ce186

De donde la funcibén de Lagrange est@ dada por

2 <2 2 n? 2 MAd Cos
(II1.5) L:T—V:.‘ima‘e +%ma.(?./wn6+ 9 (4}

78



79
3L _
Como 3¢ — O y
° gl
la cantidad €33 “% es una constante de movimiento

2 Lt 12 avte - acmb=E'
(III.6) +mds*-gmollame-mg

Como se ve, esta constante de movimiento no es la energia
total T + V, dado que el segundo término de la izquierda

no es nulo. E1l llamado potencial efectivo

2 2
(111.7) W (8)= -F maieen'8 - mga s

esté dado por el segundo y tercer términos de la izquierda

en la ecuacidn (III.6). Por lo tanto :

. 1n0% o a
(111.8) L,=T-Ve(o) :-‘imo2~92+ ,l):moa.Q pen"8 + mga. cod

De la ecuacidn (III.7), la torca respecto al centro del

circulo es:

l}':-— a,avg(e): mo:l-(il/.)fn’)G e - m%a. AR B,
2 A2 Q
(I11.9) = ma L (me — _QQ@)M 2]
2 A2
=ma’* (csnb - 2) 2em 8
donde
(ITT.10) A= d

y de aqui se obtiene la ecuacién de movimiento
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> ?
S (md )z mall (w30-2) aeme

2 au) ngl(‘c,eoe*}\)aﬂfﬂs
S MO
(III.11) MaA& gL

~

Y el sistema de ecuaciones que representa al movimiento es

de

JE= =
(III.12)

ibjc’“ﬂ'l(me A) aem B
De donde la ecuacién de las trayectorias en el espacio de

las fases es:

w _ N (8 -2A) am6
(I1I1.13) de ~ oo

e integrando la ecuacidn anterior, se llega a la constante

de movimiento que ya se vio en la ecuacibn (III.6).

Ahora, para trazar el retrato fase, se deducirén las
posiciones de equilibrio. Las soluciones de equilibrio o
puntos criticos del sistema (III.12) son las soluciones
del siguiente sistema:

%%;: =0

(IT1.14)

r_.ﬂ(osoe R)Apme 0



Y de aqui se tiene :

O bien

6=nTl

!
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cenp-~A=0
w =0
e::aﬂhtxm)x
Al €1 para

En el caso de B = arc cos A se necesita que

que exista solucidn, ésto es,

Ao 3

El valor limite, también llamado valor critico €$:

3=

Este valor divide las posibilidades de rotacibn en dos

casos:

\ﬁ
O<\g

rotacibén répida

rotacidn lenta

Regresando a las posiciones de equilibrio, éstas son

e=0
w=0

cuando la rotacidn es lenta.

|

6=T )
w= O
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Y en el caso de rotaciédn répida&L)@Va, ademéds de las po-

cionesde equilibrio anterior, tenemos las siguientes:

6 = arc cos A

w

i
o

El carécter de estas posiciones de equilibrio se determina

a través de la funcidn

(ITI.15) -?(9}))_—: yV\a,Q_Q'Z(CQDG --1)/1%"‘9

que representa la torca total sobre la particula con res-
pecto al centro del circulo y que define la ecuacibén de
movimiento (III.11). La coordenada © de la posicidn de

equilibrio esté dada por

Pl )= m N A (cenB-2) B =0

La gr&fica de esta relacibdn que aparece en la figuralBCOA—
siste de la curva cos 8 =% y de las lineas rectas O = 0,
6=, 6= -T, etc., en donde los puntos negros represen-
tan posiciones estables, los puntos blancos representan
posiciones inestables. En la figura 18 se ve que para A= 1,
if== g/a, se tiene un punto de bifurcacidén. En donde un
punto de equilibrio estable 8 = 0 se ramifica en tres pun-
tos de equilibrio, uno inestable y dos estables; lo ante-
rior ocurre al cruzar la velocidad angular f. de lenta a

( Q.«lg/a) a rapida ( {L>/g/a). Ademds la posicién de

equilibrio O= 0 cambia de cardcter, de ser una posicibn
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estable (para flL<\g/a) pasa a ser inestable (para {L>jg/a).

AT
. t

., f !e
x! 4 )
| MJ~,\L !
0 . . |
\ - o
[ ~

fxpyco ) [N e ! frxpyco [ fax,a) 50
| ; |
b fixayeo ) Plx,y>0 % L
0 ! i l
'0 f [ o
L .i ‘(.]._ﬁ T‘-\ et e anaens t“' >
o 5 2 \ ;’ e
i’ | | i
o = ¢

N !’ i |
| /
2 :

’ l D : \\J//

»——es—0o
—0 om0

1.2 - NI 6 o
Fig.18. Gréfica de la curva Lo, 2y =miLx (cere -2 =

Donde aparecen los puntos que corresponden a posiciones de equi-
librio estable (puntos negros) y los puntos que corresponden a
posiciones de eguilibrio inestable (puntos blancos).

Como A= g/_ﬂﬁl J es positivo en el caso que se esta
analizando. Pero considerando que A también pudfera ser
negativo, en ese caso A= -1 también es un punto de bifur-

cacibn.

Los puntos estables son centros, porque \@e’=~PeJ>O
esto es ahi el potencial efectivo tiene un minimo. Los
puntos inestables son puntos silla porque ahi el potencial

efectivo es méximo.
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RETRATOS FASE

Primer caso. Para -1< A< 0, no tiene significado fisico.

"En este caso tenemos cuatro puntos de equilibrio (el punto

(=T ,0) y el punto (T7,0) es de hecho el mismo). Siendo dos
puntos estables (centros) y dos inestables (sillas).

wh

\\/m"\\ /\*\/
P A e A

oWV

Segundo caso. Para 0 <A1, esto es para.fl;¢g/a. Aqui

se tienen cuatro puntos de equilibrio

AW
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Tercer caso. Para Z):L,o sea para Jl(ﬁ/ . En este caso
se observan dos puntos de equilibrio, unoestable y uno ines-

table.

/_% P %

Cuarto caso. Para A= 1, esto es L ={qg/a. Aqui hay dos

puntos de equilibrio.
' 9=0 ( 6= )
w=0 | =0
estable inestable

Conforme A —1, ~Q-~9¢g7a, desde la izquierda de 1, el
punto de equilibrio inestable (0,0) pasa a ser un punto de

equilibrio estable.

De todo lo anterior se concluye que al variar la ve-
locidad {L (o los valores de A ) un " punto de equilibrio

inestable cambia a estable o viceversa.

Las posiciones de equilibrio se determinan con los
puntos de equilibrio del potencial efectivo, y su caréacter

por el signo de la funcidén £9(6 +A), por lo que éste va a
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epender del valor de A

ELACION DE LA ENERGIA POTENCIAL Y LA ESTABILIDAD.

En la siqguiente figura se observan las gr&ficas de

as funciones V(8) vy \p(8).

mat T “<—V (8)

v

~mg

el

il

Aqui se ve que el potencial del sistema W) es un miniro
1 ©= 0 y sin embargo esta es una posicidn de equilibrio
estable. En O, existe una posicién de equilibrio estable

aqui el potencial V(a) ni es ma&ximo ni es minimo.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se introducen los conceptos de es-
tabilidad y retrato fase y se alcanza el concepto de bifurca-
cidn, con los cuales se tiene una base para abordar una serie
de tbpicos tales como: ciclos limite, atractores extrafhos,
ergodicidad, estabilidad estructural, estabilidad orbital,

teoria de Floquet, etc.

De entre los temas anteriormente mencionados destaca 1la
teoria de la estabilidad estructural debido a que ésta se abo-
ca al problema de gqué tan v&lido es hacer una aproximacién, o
lo que es lo mismo, que tan confiables son las aproximaciones

gue se hacen al modelar un cierto sistema.

El siguiente paso en la continuacidn natural del presente
trabajo seria explorar las ideas en torno a la teoria de la

estabilidad estructural.
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