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P R E F A C 1 O 

Estas notas fueron elaboradas en torno. de un problema no trl 

vial de Mecánica: desde su origen, pasando por la investigaci6n, 

anAlisis y soluci6n te6rica y experimental, hasta la presentaci6n 

didáctica del asunto mediante un programa de video destinado a e~ 

tudiantes que han llevado, al menos, un curso de Física a nivel 

medio superior. 

El problema tratado tiene características especiales: es muy 

simple en primera aproximaci6n, tiene el atractivo de no estar re 

suelto en los libros y es susceptible de abordarse experimental­

mente, con el incentivo adicional de que su explicaci6n -en forma 

elemental y clara- a estudiantes que empiezan a asomarse a la Fí­

sica, constituye un buen desafio. 
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I.- INTRODUCCION 

1 , l, - EL PROBLEMA 

Un cilindro met61ico de radio R y masa M está colocado sobre 

dos rieles horizontales, como se muestra en la figura 11 l. Un hi 

lo enrollado en el cilindro tiene en su extremo una pesa de masa 

m. Inicialmente el cilindro está sujeto. ¿Qué sucede cuando se 

suelta? 

Pig. I. 1. et CitindPo Rodante 

1.2.- EL ORIGEN 

Un buen día mientras daba su clase, el Profesor Daría Moreno 

lanz6 a los alumnos una pregunta inocente: ¿Por qué se mueve un -

autom6vil?. En la discusi6n subsecuente, surgieron algunos culp! 
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bles del movimiento: l'l motor <lel auto, la gaso\ ina, la caja <le 

transmisiones, cte. Para most1·ar <¡UL' t•l meollo Jel asunto l~staba 

en otro la<lo, redujo el coche a un par Je ru('das conet:tada~ me­

Jiante un eje y en lugar de motor o haciendo las veces Je\ mismo, 

coloc6 una pesa en el extremo <le un hilo enrollado al eje y .... 

En 1982, cuando impartí el curso de rbica General a un gru­

po de aspirantes a la carrera <le Biología, algunos de ellos mos-

traron un inter~s particular por las rotaciones, torcas y cosas 

<le esas. Querían enfrentar algón problema que contuviera esos -

elementos. Les sugerí el prohlcma del cilindro" la pesa. Lllns 

lo bautizaron como "El cilin<lro rodante". Trabajaron en el asu!! 

to varias semanas, St' mct.ieron a experimentar al Laboratorio de 

Mecánica, turnaron las primt•ras fotogr:1rí.as y p11dit•ro11 resolver -

algunas interrogantes ... y, por supuesto, surgieron muchas m5s. 

1.3,- EL PLAN DE ACCIÓN 
------~-----

El presente· trabajo es una prcscntaci6n ordenada de los di­

ferentes ángulos en que se abonl6 el problema. A granú(•s rasgos 

son los siguientus: 

La parte tc6rica, donde se recaba informaci6n pertinente, se 

destacan les aspectos relevantes, se anal iza y re:rnclvc el prnbl~ 

ma. 

La parte experimental, donde se Ja cuenta <le los ensayos -­

realizados, los resultados obtenidos y la confrontaci6n -.:on ]:1 

tcoria. 
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La parte didáctica donde se estructura un programa de video 

destinado a presentar y explicar el problema en forma elemental 

y se analizan los objetivos y las estrategias seguidas para la -

presentaci6n a los alumnos. 

Y una parte final destinada a comentarios y conclusiones so 

bre el asunto. 
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11.- LA PARTE TEORICA 

11.1.- SIMILITUDES CON OTROS PROBLEMAS 

Con el prop6sito de obtener informaci6n en torno al asunto -

planteado y que ayudara a comprenderlo, examinamos algunos pro-

blemas semejantes pero más sencillos y cuya soluci6n es, por su· 

puesto, conocida. Se mencionan aquí para abreviar, solamente a· 

quellos problemas que se utilizaron en la parte V (el programa de 

video) y que contribuyeron a dar luz sobre el problema central. 

II.1.1- El Yoyo Sobre la Mesa 

Un yoyo se encuentra sobre una superficie horizontal, como -

se muestra en la figura II.2. Sobre el hilo que forma un ángu-

lo a con la horizontal, se ejerce una fuerza T. Se supone que el 

yoyo rueJa sjn resbalar. Determinar el movimiento resultancJlJ 

Fig. JI. 2. ¿Hacia que 1.ado ae m1w1e eZ yoyo? 
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Del análisis de fuerzas y torcas que actúan sobre el yoyo, -

se llega a la siguiente expresi6n: 

X ~ bT(b co~ a -alt 2 

ZM(lt 1 +ó 2 ) 

en donde X es la distancia recorrida por el yoyo, M su masa; b 

es el radio (se supone un yoyo cilíndrico); a es el radio del eje; 

t, el tiempo y k, el radio de giro que está dado por: 

De acuerdo con la ecuaci6n obtenida, el sentido en que rueda 

el yayo depende del ángulo que forma el hilo con la horizontal: 

¡, el yayo 4ueda hacia ta de4echa 

6i co4 u < ¡, el yayo ~ueda hacia ta izqu¡e4da 

a .. a o' el yoyo no 6e mueve 

Para que el yoyo permanezca en reposo bajo la acci6n de la -

fuerza T, es necesario que la suma de fuerzas y torcas sea cero. 

De acuerdo con Ja figuraJI.3: 

mg 

¡.-¿g. I1. 3. Fuer>zas rJmzcur>r>entett 1wbr>e et yoyo 
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T .6en ex+ N-mg=O 

Tc.o.6cx- 6=0 

-a.T+ób=O 

De (2) y (3) se obtiene: 

( 1) 

12 J 

( 3l 

que, seg6n se establcci6, es la con<lici6n para que el yoyo perma­

nezca en el mismo lugar. 

II.1.2.- El Cilindro Rodante coi Polea 

En este problema, entre el cilindro y la pesa se intercala -

una polca y se obtiene el arreglo mostrado en la figura II.4 La 

masa de la polea es muy pequeña comparada con las masas de la pe­

sa y del cilindro. No se toma e cuenta la fricci6n entre el hi-

lo y la polea. Se supone que cilindro rueda sin deslizar. Se 

desea obtener una expresi6n para la aceleraci6n del cilindrol2). 

Sean M, la masa del cilin ro; R, el radio; ªc.• la acelcraci6n 

del cilindro; f, la fuerza de fricción; T, la tensi6n en el hilo; 

m, la masa de la pesa y ªp• la aceleraci6n de la pesa. 

m 

Fig. II.4 Una Vel'Si• n simpUficada deL eiUndroo 

Mdante. 
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De la suma de fuerzas y torcas sobre el ~ilindro se obtienen 

las siguientes ecuaciones: 

TR-6R .. fo 

1. el momento de inercia del cilindro es: 

1•1MR 2 y ªe 
ª"T , 

de tal manera que al substituir en (Z) se obtiene: 

Sobre la pesa tenemos las siguientes fuerzas: 

mg-T.,ma p 

( 1 ) 

( 2) 

f 31 

(41 

Al caer la pesa, el hilo se desenrolla una longitud Rr,, don 

de a es el ángulo girado por el cilindro. Al mismo tiempo el ci­

lindro avanza una distancia Re (condici6n de rodadura), de manera 

que la altura descendida por la pesa es el doble de la distancia 

recorrida por el cilindro, suponiendo que el hilo es inextensible. 

O sea que: 

y de aquí: 

a •2a p c. ( 5 I 

usando (1), {3), (4) y (5) se llega a 

( 61 
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II.1.3, El Acelerómetro 

Sea un pAndulo de lon~itud l que está sujeto a una acelera-

ci6n constante a hacia la derecha, de tal manera que forma un án­

gulo So con la vertical, como se indica en la figura II,5. (3) 

mg 
/ 

I 

I , ' , I 
' I 

X 

Fig. II.5. Fuerzas sobre el p~ndulo 

Consideremos las fuerzas que actaan sobre la masa m: 

En la direcci6n del eje X 

T heit a " ma 

A lo largo de la vertical 

T COh B - mg = 0 

T cot. B = mg 

Si dividimos (1) éntre (2) 

T hett B 
T CO.b B 

ma 
"-mg 

{1) 

12) 
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El p~ndulo queda en reposo a lo largo de una nueva "vertical", 

formando un ángulo que tiene por tangente el cociente entre la ace 

leraci6n horizontal y la aceleración de la gravedad. 

Por supuesto, si inicialmente el péndulo cuelga verticalmente 

bajo la acción de la gravedad y de pronto gueda sujeto a la acele­

ración a, el p€ndulo se desplaza en sentido contrario a la acelera 

ci6n y comienza a oscilar en torno de la nueva "vertical". Even-

tualmente se amortigua y queda en reposo formando el ángulo 80 con 

la vertical. 

El periodo de este p~ndulo cambia a 

T "' 2rr 

II. l. 4. El P~ndulo Enrollado en un Cilindro Fij 2 

Una pesa de masa m está suspendida de un hilo enrollado en -

un cilindro fijo de radio R. Obtener ln ecuaci6n de movimiento -

cuando la pesa se pone a oscilar. <4> 

Sea f3 el ángulo que el hilo forma con la vertical. y p la lon 

gitud del p~ndulo formado por la pesa, como está indicado en la fig. 

I I. 6. 

El sistema tiene un s6lo grado de libertad: el ángulo a. 

10 



X 

Po 

. 
ó 

Fig. II.6. PdnduZo que oscita eobPe W'1 ciZincb:io. 

Para especificar el signo de los ángulos establecemos la si­

guiente convenci6n: 

El punto de suspensión P del p~ndulo se mueve en una porc16n 

de circunferencia variando su longitud efectiva p. De la figura 

II.6 

p • p 0 ~ RB 

condición de hilo inextensible, 

Derivando con respecto al tiempo: 

l 2 l 
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La resoluci6n del problema es sencilla si recurrimos a la -

formulaci6n de Lagrange. Para ello, calcularemos primero la ener 

gía cinética T de la pesa. 

De la figura II.6 puede verse que: 

derivando respecto del tiempo 

k " - i) 'en s-6 IR .6en f3+p co.6 M 

~ " p C.0.6 8 +f3 (R co.6 8-p 6en 8) 

elevando al cuadrado y sumando 

con la condici6n (2) queda: 

y la energía cinética será 

Sea V la energía potencial de la pesa. De la figura II.6 

usando (S) 

V•-mg 1 y-p ) o 

Vs-mg(p
0 

(co6 a-7l+R(6en 8-8 c.06 B)} 

( 3) 

(41 

151 
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La lagrangiana LrrT-V, óel!.if: 

Aplicando las ecuaciones de Lagrange: 

d a L -- -
dt aé 

obt~nemos: 

Simplificando, llegamos a la ecuación diferencial buscada: 

(p -RBJ ~-R/°32+g óen 13 rrO o 

ll.1.s~ El Yoyo Invertido Oscilante 

Supongamos que el eje del cilindro está conectado a un motor 

que puede comunicarle un movimiento giratorio de la forma Gaf(t), 

como indica l.a figura II. 7. Obtener la ecuac16n de movimiento -

de la pesa cuando el cilindro gira, variando el péndulo su long! 

tud. (S) 

Si llamamos e al ángulo del cilindro y continuamo.s usando la 

notación del problema anterior, la longitud del p~ndulo (p), de! 

cuerdo con la figuraII.7, será: 

p " P -RB+1~6 o 121 

13 



m 

Fig. II.7. Cilindro gir~torio con pSndulo que se alarga. 

Como la variaci6n de 9 es conocida e impuesta al sistema por 

el motor, este problema tiene un sólo grado de libertad; el ángulo 

de oscilaci6n S del p6ndulo formado por la pesa. 

La nueva energía cin~tica de la pesa será: 

y la energía potencial V, estará dada por: 

en donde 

Va-mgly-p l o 

ysp coa BtR aen B 

La lagrangiana del sistema, L=T-V resulta: 

14 



Las ecuaciones de Lagrange, derivando respecto de B y 8 son: 

d n - ~" Jm{2(p -Rs+RoJ7fi+4(p -RB+R0)(Re-RBIB+2RB2 lp -Rs+ReJ)+(p -Ra+Ra)mg.senS=O 
dt as as o o . o o 

Después de simplificar, la ecuaci6n diferencial buscada re-

sulta ser: 

( 3) 

En términos de p y p 

(4) 

Si se hace pasar el hil6 a trav6s de un agujero como se indi 

ca en la figura II.7, la oscilaci6n sobre el cilindro desaparece 

(RS•Ol y la ecuaci6n (4) se simplifica reduciéndose a: 

Fig. 11. B. Al'l'eglo e;r:pei•inzental pal"a eUminal' RB2 

15 
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Ecuaci6n diferencial correspondiente a un péndulo de ldngi­

tud variable p que oscila con un ángulo s. 

II.1.6.-
(6) 

Péndulo que se Alarga con Velocidad Constante 

Si suponemos que el péndulo del problema anterior aumenta su -

longitud con velocidad constante v, o sea qúe p puede expresarse 

como p=p
0 

+v.t y consideramos ángulos pequeños (si 8<<1 radián 

entonces aen B•B). 

La ecuación (5) anterior se reduce a 

dividiendo entre p obtenemos 

{1) 

Ecuaci6n diferencial lineal de segundo orden con coeficien­

tes variables. Vamos a.modificar la forma de 1a ecuaci6n hacien-

do un cambio de variable: 

obtenemos 
p-p 

,t .. __ o 
V con 

Si consideramos ahora a p como variable independiente~ 

dB dB dt • 1 ro·iflcrp·sv • dB 
B•v dP 

16 



.. 
a " V

2 

Sustituyendo en (1) y dividiendo entre v 2 tenemos 

(2) 

La expresi6n (2) corresponde a una ecuaci6n diferencial de 

llessel, como puede probarse comoarando con la siguiente forma ge-

neral: 

( 3) 

que corresponde a la ccuaci6n diferencial de Bessel de orden n. 

En el caso de que n sea entero. la soluci6n general es: 

en donde Jn es la funci6n de Bessel de orden n y Vn es la función 

de Ncumann de orden n 

Si comparamos las ecuaciones t2) y (3), en1 

17 



En resumen, la expresión (2) es una ecuaci6n de Bessel cuya 

solucí6n es: 

en donde A y B son constantes que dependen de las condiciones i-

niciales, mientras que 11 y Y1 son las funciones de Bcssel y de 

Neumann de orden uno, respectivamente. 

18 



11.2 EL CILINDRO RODANTE 

II.2. l.- Obtcnci6n ue las Ecuaciones de ~.lovimiento ~icdiantc la 

Formulaci6n de Lagrange 

Un cilindro de densidad unlforme está colocado sobre dos rie 

les horizontales, segón muestra la figura II.9. Un hllo enrrolla 

do en el cilindro tiene en su extremo una pesa susp~ndida. Supo­

nemos que el cilindro rueda sin resbalar y que la masa del hilo es 

despreciable. Obtener las ecuaciones de movimiento. 

p. la 

í3,· el 

M, la 

R, el 

m, la 

o
0

, la 

m 

Fig. JI. 9 EZ a1:ri111i!'c r>odanlc: notae·¿ón usada 

Sean: 

longitud Jcl péndulo formado por la pesa 

ángulo que el hilo forma con 1a vertical 

masa del ci1 indro 

radio de1 ci 1 i nJ ro 

masa de la pesa 

longitud inicial del péndulo 
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e, el ángulo girado por el cilindro 

X la distancia recorritla por el cilindro e' 

Xp• V p' las coordenadas de la pesa 

El ángulo se considera positivo en el sentido de las mancci-

llas del reloj. 

El sistema tiene dos grados de libertad y las coordenadas &! 

neralizadas que escogimos para describirlo son Xc. y $ 

Si el cilindro ruc-da sin deslizar, entonces: 

X =RS c. 

A partir de la figura II.9: 

(1) 

p=p +-x -R/5 IZJ o c. 

Sea Tp la energla cinética de la pesa. De acuerdo con .la fi 

gura II.10. 

i<c 

Fi9. II.J: Las veZoaidadea del aiZindPo y la pesa. 

20 



Si derivamos (2) con respecto al tiempo, obtenemos 

Desarrollando ]R exprcsi6n (3) y usando (~) y (2), c0nseguimos ex­

prc>sar T p en ténni nos de Xc y B: 

( S) 

Para el cilindro: 

r ·HI x 2 
.. ¡ ré' e e 

[ 6 ¡ 

El momento de inercia del ciltndro respecto desu eje Je sime 

tria es: I = l MR 2 

De la condici6n de rodadura obtenernos xc=Rá 
y la energla cin6tica del cilindro será: 

T = 3/4 M~ 2 
e ··e 

( 7) 

( 8 J 

( 9 l 

Procedercmo5 a calcular la energ(a potencial V Je la pesa. 

Re¿ordemos que el sentido poKitivo <lel eje Y es hacia abajo 

De la figura Il.11 

( 101 
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Fig. II.11. La pesa y su energ!a potencial 

si expresamos y en t~rminos de p y B: 

y•p C06 s + R 6en B ( 11} 

sustituyendo (11) en (10): 

(12) 

La lagrangiana L del sistema será por tanto: 

+ mg{(o +x -RSI co6 B + R 6e11 B ¡.
0

1 o e ( l.J) 

Si aplicamos las ecuaciones de Lagrange <ler i vando con respc~ 

to a ~e y Xc• obtenemos: 

a L • 3 • - = 2x h M+m (1-.\e.11 bl: -mi o
0

+xc-RBJ B col! B ;¡: c. 'f 

c. 

).l 



aL 

Si ahora regtamos (lSJ de (14) y reagrupamos términos, la pr_!: 

mera ecuaci6n de movimiento resulta ser: 

Repitiendo el procedimiento ~on B y A: 

Después de efectuar la resta y :-;impl ificar, la segunda ecua­

ci6n de movimiento es: 

" c.o,6 íl • (11 ·~ -Rt'I c. a e ! 17 1 

Si mezclamos las ecuaciones d1fercnciales ohtcn1<las, !lcgamoM 

a una exprc~i6n más simple para ~e· 



Sustituyendo (17) en (16) y simplificando llegamos a: 

.. ml1 ~6e.nf3) (g c.of. !3+pá 2 l X • -,,-'----'-"--"-"----'-........ ....___ 
c. j M+m {217-6en Bl-c.o~ 2 $} 

1181 

Como puede verse, la expresi6n anterior es bastante más sen· 

cilla que las dos ecuaciones originales: no aparece la acelcraci6n 

angular a, ni la de Coriolis 2xc.á, aunque sí figura la aceleraci6n 

centrípeta pB 2
• 

La aceleraci6n del cilindro en la forma (18) es la base <lcl 

análisis que haremos adelante y nos estaremos refiriendo a ella -

continuamente. 

XI.2.2.- Relación entre las Coordenadas, Velocidades y Acelera­

ciones del Cilindro y la Pesa 

X 

Fig. II.12. Las oooPdenadas dst oilindPo y Za pesa 

Ta.l y como se indica en la fig, II.12. el centro del cilin­

dro tiene como coordenadas (Xc.,O) mientras que a la pesa le co-
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rresponden las coordenadas (Xp,Vp¡' 

. 
Sean Xc la velocidad del cilindro y ~e la acelcrílli6n del -

cilindro, xp r yp l~s velocidades horizontal y vertical de la p~ .. 
sa, Xp y YP las aceleraciones horizontal y vertical de la pesa. 

A partir de la fíg. II.12, las coordenadas de la pesa ex­

presadas en términos de Xc y 6, resultan ser; 

en donde 

p=p "'X ·Rfl o e 

11 l 

Para obtener las velocidades horizontal y vertical de la P! 

sa, derivaMos (1) y (2J respecto del tiempo: 

. . . 
)<'. =x (l-6ett B!-nB C0-6 B ·p C. 

. . . 
'I ~x co6 P.·oP. &e.11 B P e 

141 

( 5) 

Si ahora derivamos (4) y (5) respecto del tiempo, las acele 

raciones vertical y horizontal de la pesa quedan expresadas como: 

(6) 

17} 

Con ayuda de los resultados que hemos obtefiido anteriormen· 
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te, podemos derivar otras expresiones útiles ; 

Si sustituimos la ecuaci6n (17) de lf.2.1 en (6) obtenemos: 

( 81 

La misma ecuaci6n (17) sustituida en (7) nos conduce a: 

(9) 

II.2.3.- Soluciones Anroxímadas 

Para el análisis subsecuente y la presentación y discusi6n 

de algunos resultados, es muy conveniente simplificar las ecuacio 

nes generales, considerando casos particulares sencillos: 

a) Primera aproximad 6n : ángulos pequefíos. 

si 13« 1 Jtad.ián, 

la ecuac i6n I I. 2. 1 8 se reduce a : 

.. m11-si !g+pa 2 1 X "' -----'-"'-'"--'-
e f M+m(l-2:3) 

111 

mientras que las componentes horizontal y vertical de la acelera· 

ci6n de la pes& (ver ecuaciones (8) y (9) de !I.2.2) dan: 

.. .. ' 
Y •x (l-P.}-pP'-+9 13 2 

P e 

( 21 

( 3 I 
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Las ecuaciones anteriores son apiicables a la mayoría de los 

experimentos realizados en donde m es apro~imadamente 10 veces me 

nor que M. 

b) Segunda aproximación; ángulos pequeños y velocidad angu­

lar desprecieble, 

La aceleración del cilindro (de acuerdo con (1)) se reduce 

a: 

X " mi 1-B)g 

e fM+m 11- 2 B) 
( 41 

y las velocidades y aceleraciones de la pesa (ver ecuaciones (4), 

(5), (6) y (7) de II.2.Z) dan: 

X "X ( 1-B 1 p r. 
( 5) 

( 71 

x =x r1-a1 P e 
( 61 

( 8 1 

En esta segunda aproximación, la velocidad y la aceleraci6n 

vertical de la pesa son iguales a la velocidad y aceleración del 

cilindro, resultado que se usa en el programa de video. 

fl .Z.4. - Obte,!lción de las Ecuadones de Movimiento a partir de 

~~J.eyes~ Newton 

Además de los términos que hemos definido anteriormente, es 

necesario agregar: 6, la fricd6n sobre el cilindro y r, la ten­

sión en el hilo, ~egún se indica en la figura II.13. 
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X 
(ll;---.-........ ~~·~~---+ 

f 

Fig. II.13. Las fuerza$ sobre el sistema pesa-cilindro 

En el caso del cilindro, las fuerzas que actúan en dirección 

horizontal, de acuerdo con la 2a ley, nos conducen &: 

( 11 

Tomando en cuenta las torcas sobre el cilindro: 

TR-fiR~Ie ( 21 

Según vimos, 1=~ MR 2 r 31 

y si suponemos que el cilindro rueda sin resbalar xc.=Re y de aquí: 

sustituyendo (3) y (4) en (2) y despejando 6: 
¡ .. 

6=T-2 Mxc. 

sustituyendo en ( 1) : 

141 

( 51 

( 6) 
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Si ahora consideramos las fµerzas que actúan sobre la pesa 

en dirección vertical y horizontal llegamos a ; 

Xc' 

de 

mx =T & en g p 

mY ~mg-T co.6 B 
p 

( 7) 

( 8 l 

Si el ímin:imo!' T a partir de (6), (7) y (8) obtenemos: 

l 9 J 

{ 1 o J 

En el par de ecuaciones anteriores figuran cuatro variables : 
.. 

B, Xp• v 
p Podemos eliminar Xµ y y expresándolas p en términos 

.. a a partir de 1as Xc y relaciones ( 6) V (7) de Ir. 2. 2. 

111 J 

l 12 J 

Sustituyendo (11) en (9) y reagrupando términos: 

3 .. .. • • • .. • 
"Mx &e.11 B-m X (1-Hn '3) 2·mp82 óen Bl7-H11 8)+m(2X)3+pf3-RS2)co4 8(1-óeH E)=O 
' e c. -. 

t 
( 13) 

Sustituyendo (11) y (12) en (10) y simplificando, llegamos 

a: 

-mg=O ( l+J 
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Hagamos ahora lo sigui~nte; 

Si multiplicamos (13) por co~ B, luego (14) por o(!ll B r des 

pués efectuamos la diferencia, obtenemos; 

Simplificando, dividiendo entre m y despejando Xc• ~l resultado 

será : 

.. rx e + e~ e RB ¿ + g H' ll B 

que corresponde a la segunda ecuaci6n diferencial obtenida a tr~ 

r6s de las ecuaciones de Lagrange. (Ver ecuaci6n 17 de ll.2.1.). 

Para la ecuac16n restante, procedamos como se indica a con-

tinuaci6n: 

~tultipliquemos (13J por oett 8, después multipliquemos (14) 

por cea ~ y enseguida sumemos las dos expresiones. Reagrupando 

términos obtendremos : 

Simplificando, el resultado final será; 
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que corresponde a la pr~mera ecuaci6n diferenc~al derivada a par 

tir de la formulaci6n de Lagrange, (Ecuaci6n 16 de II.2.1.). 

II. 2. S. - Análisis Cualitativo del Problema, 

Podemos ahora dar una interpretación dinámica que nos ayude 

al propósito declarado de lograr una presentaci6n clara y simple 

del asunto en el programa de video: 

Fig. II.11. La intel'aaaión ciZind~o-pesa 

Cuando el cilindro está en reposo y la pesa cuelga en direc 

ci6n vertical sin oscilar, la tensi6n en el hilo es igual al peso 

suspendido. En cuanto se suelta el cilindro, la tensi6n disminu 

ye y la pesa empieza a caer. Esta tensión jala al cilindro hacia 

abajo, los rieles impiden que caig~ y la torca producida .lo hace 

girar, La fricci6n evita que patine y hace que el cilindro empi~ 

ce a rodar aceleradamente. 
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Debido a su inercia, la pesa empieza a quedarse atrás, for­

mando el hilo un ~ngulo con la vertical y de este modo se genera 

una componente horizontal de la tensi6n que frena al cilindro y 

acelera a la pesa. Al disminuir la aceleraci6n del ciljndro e 

incrementarse la aceleraci6n horizontal de la pesa, ésta tiende 

entonces a emparejarse con el ci~indro aproximándose a la verti­

cal, pero a medida que lo consigue, el ja16n vertical sobre el 

cilindro aumenta haciendo que éste incremente su aceleraci6n y 

vuelva a adelantarse, comenzando de nuevo él ciclo. El ángulo 

S por tanto, primero aumenta, luego disminuye, vuelve a aumen­

tar y así sucesivamente. 

La pesa se comporta de una manera bastante peculiar: se ase 

meja a un péndulo que oscila al mismo tiempo que aumenta su lon­

gitud aceleradamente, mientras es arrastrado en direcci6n hori­

zontal por el cilindro también en forma acelerada. El punto de 

suspensi6n de este péndulo está oscilando a su vez sobre un arco 

de círculo en el cilindro. 

Como ocurre en el caso del péndulo que se alarga con veloc.!_ 

dad constanteC6), a medida que el tiempo transcurre y la longitud 

aumenta, las fluctuaciones de B son cada vez menores,·<le talma­

nera que el ángulo de oscilaci6n tiende a un valol' límite que es 

justamente el ángulo del aceler6metro, seg6n se discute m6s a<le-

la:nte {II.2.8). 

Por otro lauo, las oscilaciones del ángulc B no son arm6ni-



cas ya que el péndulo formado por la pesa está aumentando su lo.!! 

gitud aceleradamente y los tiempos invertidos en completar una -

oscilaci6n (los cuasiperiodos), van tambien aumentando. 

Para resumir: los ángulos oscilan con el tiempo en una for­

ma muy particular: la amplitud decrece y los cuasiperiodos ere-

cen conforme al tiempo transcurre, como se muestra en la figura 

II.15. ~ 

Fig. II. ló; Variaci6n de S aon si tiempo. 

II.Z.6.- Análisis de las Ecuaciones de Movimiento 

Tomemos como punto de partida la expresi6n correspondiente 

a la accleraci6n del cilindro, en el caso de 4ngulos pequeftos 

(ver II.2.3.1.): . 
,, m17-SJ l9+0S 2 l 

Xc. { M+rit ( 1- 2 SI 
(7) 

¿Cuál es la contribuci6n <le la acéleraci6n centripeta· oS 2 ? 

En los extremos de la oscilaci6n i3 vale cero, en cualquier otro pu_!! 

to p~ 2 es siempre positiva y en nuestras condiciones experiment! 

les (ángulos p&quefios y sin oscilaci6n inicial) pi 2 ccg, de tal 
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manera que en principio el análisis no cambia sustancialmente si 

usamos la relaci6n 

:: ~l.::fil.L Xc. ;> .. -! M+m(7-2BJ 
(2) 

Si no hubiera variaci6n en el ángulo la aceleraci6n del ci-

lindro sería constante. Las fluctuaciones de S determinan que -

la aceleración aumente y disminuya en torno de un cierto valor, 

como lo confirma la soluci6n num6rica de la secci6n III.4. Puede .. 
verse <le la ecuaci6n (2) que Xc es mínima cuando a tiene el máxi-

mo atraso ca max) y tiene un valor máximo cuando el ángulo es me 

nor (0 min), según se ilustra en la fig. II.16. 

"Xc 
r>min 

~max 

~max 

-Fig. II.16. La aaeieraai6n oeaiZante deZ cilindro. 

La velocidad del cilindro aumenta continuamente con el tiem-

~o.pero no de manera uniforme como sería si la pesa no oscilara. 

En nuestro caso la velocidad tambien está fluctuando y la forma -

en que varía puede obtenerse inmediatamente a partir de la gráfica 

de la aceleraci6n en funci6n del tiempo, tomando en cuenta que la 

aceleraci6n alcanza su menor valor en 1\uo: y llega a un máximo 'en 

0 Suponemos que la velocidad inicial del cilindro es cero. • "'mü1' 

La curva de la velocidad fluctúa en torno a una recta que represe~ 

ta el MUA, como lo muestra la figura II.17. 
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t 
Fig. JI.17. La vetooidad del oiZindro en funai6n del tiempo. 

¿C6mo son las velocidades horizontal y vertical de la pesa, 

comparadas con la del cilindro?. Según las ecuaciones (4) y (5) 

de II.2.2, en la aproximaci6n de ángulos pequefios: 

x =x 11-ai-pi p c. { 31 

Y =x ·pea p c. 14) 

Si la pesa está inicialmente en reposo con el hild en direc 

ci6n vertical, para cualquier tiempo distinto de cero el ángulo 

será siempre positivo (13>0), de acuerdo con nuestra convenci6n . 
de signos y la única manera de que V "X como lo indica la ecua . p ('_, . 
ci6n ( 4). es que a sea igual a cero y esto ocurre en los extremos 

de la oscilaci6n. Luego entonces para Bmax y Bmin la velocidad 

vertical de la pesa es igual a la velocidad del cilindro. 

Cuando la pesa se mueve de Smax a Bmin' aproximándose a la 

vertical, se cumple que $<0, de tal manera que p8B<O y, de acuer-

<lo con ( 4): 
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Entre Bmin y Smax' mientras la pesa se aleja de la vertical, 

$ es positiva y 

En el caso de la componente horizontal de la velocidad de -

la pesa, para los ángulos extremos (Bmax y Bmút) la velocidad an 

gular es cero, el producto ice es positivo y de acuerdo con la 

ecuaci6n (3), se tiene que: 

Mientras la pesa via3'a desde o a 8 f3 es positiva, los µtrú.n max' 
productos p8 y XcB tambien son positivos y recurriendo una vez 

mas a (3) se cumple que: 

Cuando la pesa oscila de Bmax a Bm¡n• si se cumple que; 

xcB<ps 

entonces: 

Examinemos ahora las componentes vertical y horiz~ntal co­

rrespondientes a la aceleraci6n de la pesa. Como ya estableci­

mos, las ecuaciones aproximadas son (ecuaciones 8 y 9 de II.2.2.): 

36 



v =x (1-sJ-pa 2 +ga 2 
p c. 

Del examen de las expresiones anteriores se desprende que~ 

Mmax 1 
Xc. e.& mb1.lm11 

.. 
ú Xp e.ó mdx.lma. y .. y 

Xc.> p 

yp e.& m.lni..ma. 

1 

Xc. ea máx-<'.ma. 

.ó ,¿ ª"ªm-in xp e.6 mln.lma. y v >x p c. 

yp e.6 mc!x.lma. 

II.2.7 Gráficas del Movimiento (E ara ángulos Eegueños) 

Con la informaci6n disponible, podemos graficar las diferen 

tes velocidades en funci6n del tiempo y a partir de estas gráfi­

cas y usando el análisis anterior es posible construir las grá(.!_ 

cas de la aceleraci6n en funci6n del tiempo. La fig. II.18 re­

sume la situaci6n. 

Las gráficas de la distancia en funci6n del tiempo son tam­

bien inmediatas si suponemos adicionalmente que tanto la pesa co 

mo el cilindro estaban en reposo inicialmente. Para comparar me 

jor las diferentes curvas entre sf, se trazaron con un origen co 

món, como si la pesa y el cilindro hubieran partido del mismo· --

punto. Los resultados se presentan en la fig. II.19 

II.2.8.- Gráficas del 1-!ovimiento: Caso general 

El caso general y, por supuesto, el mas interesante tiene -
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Fig. II.18. Gráfiaas de laa veZoaidadea Y. aaeZeraaionee del cilindro y la -­
pesa para ~nguZos pequeñoa. 
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Fig. II.19. Gr~fica de tas d8spt.a11amlentos det attíndt'O y Za pesa pCU'a dngutoa 

pequeF!os. 
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lugar cuando a la pesa se l~ ~uhlunica una oscilaci6r Inicial, de 

tal manera que los ángulos fluctúan en un mayor intervalo lle­

gando a tomar valores negativos, es decir que en un momento.dado 
~· 

la pesa adelanta al cilindro. Hay algunas modificaciones que V! 

mos a examinar y parece, en principio, que podemos trabajar con 

las ecuaciones completas sin tener que restringirnos a los áng~ 

los pequeños. 

Un primer cambio cualitativo se infiere de la ccuaci6n gen! 

ral para la velocidad vertical de la pesa3 dada por la ecuaci6n 

( 5) de II.2.2. 

Y =x co~ B-pB ~ene p e 

Según vimos antes, para que Y =X bastaba que B=O. Ahora -p e 

existe una nueva posibilidad: al pasar por la vertical (B•O) tam 

bien Y p=xc. 

La situaci6n se ilustra en la fig. II.20 en donde se compa­

ran la velocidad del cilindro y la velocidad vertical de la pesa 

mientras 6sta viaja de Bmax a Bmln (cuando la pesa se adelanta ~ 

cilindro). Como referencia se agrega la línea punteada que corre! 

pondc al caso anterior (cuando la p~sa no alcanzaba la vertical ·y· 

en consecuencia B siempre era positivo) . 

. 
En t6rminos generales Xc se mantiene variando en la misma -

forüa mientras que Xp y Yp aumentan notablemente su amplitud de­

bido a que e} rango de B es mayor y p~ es ahora comparable o ma-. 
yor que Xc. .. 
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V 

/ 
Xc 

t 
Fig. IJ, 20. La velocidad ve1•tical de ia peaa en S=O 

En la figura II. 21 se resume toda la informaci6n disponible 

sobre las velocidades. A lo largo del eje horizontal se han co­

locado los símbolos M, m y O que representan los tiempos para • 

los cuales el ángulo S toma los valores máximo, mínimo y cero 

respectivamente. 

Se nota en la gráfica que al transcurrir el tiempo llega un 

momento en que la pesa ya no alcanza la vertical (el cero desap! 

rece) y de ahí en adelante las curvas se reducen al caso parti­

cular de los ángulos pequcfios. 

¿Qu6 ocurre con las aceleraciones? Las expresiones comple-

tas son las siguientes (ver ecuaciones 6 y 7 de II, 2 .2.): 
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El análisis que hicimos anteriormente para los ángulos pequ!!. 

ftos sigue siendo válido: máximos, mínimos, puntos de intersecci6n, 

etc. En la nueva situaci6n, sin embargo, la aceleración centrí­

peta pA 2 lo mismo que g ~e» 2 B son determinantes en los valores 
.. .. 

de Xp y Y p' 

En la figura II.22 se muestran esquemáticamente las distin­

tas aceleraciones que contribuyen a Xp y YP. Como era de espe· 

rarse, pS 2 se anula en los extremos de la oscilación, mientras 

que g 6en
2 B alcanza sus máximos precisamente en Smax y s,n,6

1 
y se 

hace cero para S=O. Conforme el tiempo pasa estas aceleracio­

nes disminuyen. Como referencia se trazan la aceleración del ci 

lindro y g, la aceleraci6n de la gravedad. 

á 
g 

• I 
\¡ ,, Xc I 

( \ I 
f' 

m M m t 

Fig. JI. 22. Componentes de la aoeleraoi6n de la pesa. 

El resultado final se condensa en la fig. II.23. Los pun-

tos O,M y m se especifican como referencias p~ra comparar con la 

gráfica de las velocidades. 
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Para completar la serie,en la fig. II.24 se presentan las -

gráficas de las diferentes distancias en funci6n del tiempo. Co­

mo se hizo anteriormente se trazan a partir de un origen común P! 

ra facilitar la comparaci6n de las posiciones relativas. 
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Fig. II. 24. Los desplazanrientos del aiU71dro y la pesa aomo funai6n del tiempo en el caso general 



II.2.9. Línea de oscilaci6n de !.E-~ 

Si examinamos la trayectoria de la pesa notaremos que oscila 

por encima y ror debajo de una línea recta aue forma un ángulo de 

anroxi~adamente 45° con la horizontal (para ángulos nequeftos). 

Esta recta que distribuye los puntos máximos y mínimos de las fluctua 

ciones la denominaremos línea de oscilación de la pesa. (ver fig. II.25). 

E 

Fig. II.25. La osailaoi6n de Za pesa 

La pesa intersecta esta línea en puntos que corresponden a un 

valor bien definido del án?Ulo e. Sabemos por otro lado que las -

oscilaciones de la pesa se amortiguan con el tiempo y en principio 

pare.ce plausible que después de algún tiempo, la pesa tendería a -

moverse a lo largo de la lfnea de óscilaci6n, formando ~l hilo un 

finpulo constante respecto de la vertical. Veamos que nos dicen -

las ecuaciones: 

Las expresiones generales para el Movimiento del sistema fue-
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ron (ver ecuaciones 16 y 17 de ll.2.1) 

X = m(l-M.118) (9 co6 !3+p$2
) 

e J N+m{2(l-6e» B)-co.6 2 B} 

x c.06 s = tp.+x -Rale+2x ~-Ra 2 +9 HJ1 13 c. c. e 

( 1 ) 

(2) 

Sunongamos al sistema inicialmente en reposo con el hilo for 

mando un ánpulo Bo con la vertical y vamos a suponer adicionalme~ 

te oue cdn el sistema en movimiento el ánptilo permanece constante. 

De este modo B=O y B=O. 

Si sustituimos estas condiciones en (2) tenemos que: 

X C06 Bo - 9 6e.n Bo O 

y de aqui 

que es justamente la ecuación del aceler6metro. 

Si $=constante puede verse de (1) que Xc _tampoco cambia y por 

supuesto Xp y Yp también son constantes como puede verse a partir 

de las ecuaciones (8) y (9) de II.2.2. Ahora: ¿Cuál es el valor 

de Be en términos de M y m, las masas del cilindro y de la pesa? 

Sustituyendo xc=g tan B0 en (1) tenemos que: 

g .tan Bo= 111( l-6ett Bol ÍR C0.6 Sol 
Í Al~m{2(1-6ett Sol-co6 2 Bo} 
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haciendo las operaciones indicada$ y simplificando se llega a: 

óe.1t
2 13 0 • (

3 .!:!+ 2) Hit 8 0 +1 "O 2 l'1 
( 3) 

Con ayuda de esta expresión podemos, para un cilindro y una 

pesa dados, calcular el ángulo de atraso inicial para que el sis· 

tema se mueva sin oscilación, con movimiento uniformemente acele· 

rado. 

Para verificar los supuestos anteriores, en la parte III,s, 

a partir del programa elaborado para resolver numéricamente el pr~ 

blema se dan los resultados correspondientes a un caso particular 

y la hipótesis que manejamos se confirma: para un sistema cilindro· 

pesa cualquiera, existe un ángulo de atraso 13otal que el sistema 

se mueve sin oscilar, con aceleración constante. 

JI, 2.10. Un resultado inesperado: ac.>g 

¿Qué sucede si al cilindro le colgamos un piano? Por su-

puesto, en condiciones normales el cilindro patinar!a y el piano 

se haría pedazos después de descender en caída libre (o casi), S~ 

pongamos, por tanto, que entre el cilindro y los rieles existe un 

sistema de engranes que impide el deslizamiento. En estas condi· 

cienes: ¿Qué le ocurre a la aceleración del cilindro'?· 

Sabemos oue al incrementarse la masa del objeto que cuel~a, 

la aceleración aumenta y taMbién el ángulo de atraso. Todo pare· 

ce indicar oue con el piano el ángulo B ya no sería despreciable 

y que la relaci6n aproximada: 
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( 1) 

ya no sería muy confiable. (De hecho, para 8>28.6°, 1-2a se hace 

negativo y Xc. crece y tiende a infinito). 

tante, con las debidas precauciones. 

La usaremos, no obs 

A mayor abundamiento, vamos a simnlificar mas afin, suponien­

do aue la contribución de ~~ 2 es muy pequefia (esto no es cierto, 

pero pS 2 es cero o siempre positiva y en todo caso contribuye a au­

mentar la aceleración del cilindro). En tal suposición tenemos: 

fM+m(l-2$) 

m ( 1-B l q ( 2) 

¿Es posible que x >g? c. . 

De acuerdo con la ecuación aproKimada (2) existe esa posibi­

lidad si: 

m ( 1-8) 
3 ·fM+m (1-2Sl 

> 1 

la desigualdad conduce a: 

( 3) 

Parece en principio, que el cilindro puede superar la acelera 

ci6n de la gravedad con tal que m>>M y se cumpla la desigualdad -

(3). Enfatizemos, no obstante, que el análisis se hizo a partir. de 

una relación válida para ángulos pequeños, En la sección III.6., 

so 



a partir de la soluci6n obtenida por métodos numéricos, se analiza 

un caso particular con las ecuaciones completas, y se confirma la 

predicción. 
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III. SOLUCIONES NUMERICAS 

I II .1 Una Solución General 

Para resumir la situación: Tenemos un par de ecuacion&s di-

ferenciales cuyas soluciones desconocemos. AQn en condiciones 

restringidas (aproximando para ángulos pequefios y simplificando 

para situaciones particulares) las ecuaciones resultantes no co-

rresponden a formas conocidas que permitan proponer alguna solu-

ción analítica. 

Hemos podido extraer una buena cantidad de información del 

análisis de los distintos elementos que componen el problema. Se­

ría deseable no obstante,resolver el problema para poder contra~ 

tar experimentalmente los resultados. En este sentido tenemosuna 

alternativa: resolver las ecua~iones diferenciales empleando mé­

todos numéricos con la ayuda de una computadora. Es un procedi-

miento muy efectivo y tiene la gran ventaja que podemos manejar 

las ecuaciones generales, completas, sin tener que limitarnos co~ 

siderando casos particulares y, aunque los resultados son aproxi-

mados, siempre podemos escoger la aproximación que satisfaga nues­

tros requerimientosC7l, 

III .2.- Método Empleado para el C1ílculo Numérico 

Solucionar el problema significa conocer, para cualquier --

tiempo, las posiciones, velocidades y aceleraciones del cilindro 

y la pesa, a partir de condiciones iniciales conocidas y median-

te las ecuaciones disponibles. 
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Las ecuaciones diferencia¡es que caracterizan nuestro pro­

blema son las siguientes (ecuaciones 17 y lfl de II.2.1.): 

( 1 ) 

( 2) 

Como se ve, tanto Xc como 8 son funciones de Xc• ic' a y A, 
que a su vez son funciones desconocidas del tiempo. No obstante, 

si conocemos las condiciones iniciales Xc(t=O), Xc(O), S(O) y 

é!OJ, nuestro problema empieza a tener soluci6n: para comenzar, 

con los datos iniciales sustituidos en (1) y (2) podemos determi 

nar Xc(OJ y B(O). 

El siguiente paso del procedimiento aproximado consiste en 

calcular las velocidades a la mitad del intervalo inicial. Sean 

Ve la velocidad del cilindro y v6 la velocidad angular a la mitad 

de e, el intervalo de tiempo considerado. (B) 

( 3 J 

V '*) = A!OI +;. S(O) a ' .. 
( 4 ¡ · 

A partir de las ecuaciones anteriores, podemos calcular la· 

posici6n 4e1 cilindro y el ángulo para el tiempo E. 
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( 51 

( 61 

Ademls de las velocidades a medio intervalo, necesitamos la 

velocidad del cilindro· y la velocidad angular al final del inter 

valo s. Para evitar confusiones, designaremos mediante ie y ~ 

estas velocidades al final de e:. 

( 7) 

é!e:) = S(OJ .,. e: $(0) ( 8) 

Ahora, mediante (5), (6). (7) y (8), calculamos las acelera-

ciones para :t=e:. 

x le:l Y $1e:1 e 

RÚniciarnos el proceso encontrando las velocidades en el cen­

tro del siguiente intervalo : 

·y asi sucesivamente.,. 
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JI I. 3. - EL PROGRAMA 

A continuación se detalla en lenguaje Basic el programa ela 
borado para resolver, mediante el m~todo delineado antes, las 
ecuaciones diferenciales del cilindro rodante: 

1J0 REM <CILI~DRO> 

110 REM EL CILINDRO RODA"ITE: SOLUCION NW'ERICA 

120 RE~ DISCO SIEBEN 

1 3 0 RPI C . E . F • 

140 RH! .JUN-J JOSE ESPP.JOSA R. 

1 S0 P ~ " "P~OGRM!A: CILINDRO": H S = "20 SEPT. 1983" 

160 REM TABULAR VALORES CALCULADOS 

170 V S " 
180 u $ + " - .... -........ -- -- - ........ -.. - .. - ......... -- .. -.. ---...... - .. - .. '' 
190 TEXT: HOME: PRü!T P $ : PRINT t-i $: PRINT V $: PRINT V $ 

2 00 V 1 $ = " " : A $ ( 1 ) = "T" : A ~ ( 2) " "BETA": A $ ( 3) = 

ti X (e IL) A $ ( 4) :: "V (e IL)" : A ~ ( 5)" "A (e I L) ; A$ ( 6) .. 

"X(P)"; A~ (7) = ''Y (P)" 

21~ FOR J=l TO 7: SS*= SS~+ AS (J) + VJ$: NEXT 

220 PRINT SS $: PRINT U~ 
23fl nn .. 1000 

24íl REM 

250 REM NOTACIO'.'J USADA: H= INTERVALO DE TifülPO: MP=MASA CIL IN -

ORO: RO= Lmr.rrun INICIAL: G= ACELf:RACION GRAVEDAD 

260 RF.M T=TJHIPO: X=XC : Xl =XC PUNTO: X2=XC nos Pl.NTOS : Y= 

RETA: Y1= BETA PlNTO: YZ=BETA DOS PUNTOS 

270 Rm' DATOS EN UNIDADES MKS 

28fl REM 

29P! M= 

92 

3tft0 !l=.01 

: MP= RO= 

3111! Rf.M CONDICIO~ES DlICIALF.S 

R= 

3211! X= : XJ:: : Y • Yl• 

G•9.8: RR•160/3.1415 

SS 



330 GOSUB-638 : REM CALCULA A CIL PAPA T•0 

340 GOSUB 66'1 : REM BETA DOS PUNTOS PARA T= 0 

350 REM CALCULO INICIAL DE LAS VELOCIDADES PARA T=H/2 • 
360 VX= X1+ '(H/2) * X2: VY=V1+ (H/2)* YZ 

370 GOSUB 5,0~: REM IMPRH!E VALORES 

380 REM CALCULO DF. POSICIONES Y VELOCIDADES PARA T=H 

X=X+H,..VX : 

Xl =X1+H.,.Y.2 

GOSUB 630 
GOSlJB 6ó0 

430 T=T+ H 

Y=Y+ H*VY 

Yl=Yl+H*Y2 

REM CALCULA A CIL PARA T=H 

RH! BETA DOS PUNTOS PARA T=ll 

440 REM CALCULO DE LAS VELOCIDADES PARA T=T+H/2 

450 VX= VX+H,..X2 : VY'-'VY+!l,..Y2 

460 IF T>2 THEN END 
470 GOTO 370 
480 REM ntPRIME \'ALORES DE T, X(CIL), Y BETA REDONDEADOS A MILES! 

HAS 
490 GOTO 520 

S@l' REl-1 

510 B=RR*Y: BE=INT (DD,..B+.S) IDD 

520 RDI CALCULO DE XP Y YP 

530 CI= X+R1<COS(Y) - (RO+X-R,..Y) * SIN (Y) 

540 C2= R1<SIN (Y) + (Ro ... x-R*Y) 11 cos (Y) 

550 Cl= rn (1000 * C1+ .5) /1000: C2= INT (1000.,.c2+.5)/100"' 

560 TT= INT (10Q11T+.S) /1~0 : AA= INT (DD1<X2+.5) /DD: VV=JNT 

(DD+Xl+.S) /DD 

sn RDI IMPRIME VALORES DE XP, YP, V (CIL) y A ( CIL) REDONDEADOS 

58~ :z (1)= TT: ZZ (2)= BE : ZZ (3)= INT (DD11X+.S) /DD: ZZ (4)=VV: 

ZZ (5) =AA: ZZ (6) = C1: ZZ (7)= CZ 

591' FOR LL= 1 TO 7 : rRINT ZZ (LL), SPC (6), ; NEXT LL 

6~~ PRJq: RETUR~ 

61~ RDI 
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62g REM ECUACIONES DIFERENCIALES DEL CILINDRO RODANTE 

63~ XZ= (MP* ( 1- SIN (Y)* (G* COS (Y) + (RO+X-R11Y) * Y1 * Y1)) / 

(3*M/2 + MP* (2* (l·SIN (Y)) - COS (Y) * COS (Y))) 

64Q' RETURN 

65f REM 
66~ Y2= (XZit:COS (Y)· G* SIN (Y)~ 2* X1* Y1 + R* Y1•Y1)/ (RO+X-

R*Y) 

6 70 RETURN 

I I I. ~. - Soluci6n numérica con las condiciones iniciales de 
11

El ~" 

Los valores que a continuación se detallan fueron calculados 

a partir de las condiciones iniciales especificadas en la sección 
IV. 5 que se refieren a la fotografía IV. 11, conocida como "El Ar­

pa". El programa da los valores de la posición (Xc), la velocidad 
(Ve) y la aceleración (Ac) del cilindro, la posición horizontal 

(Xp) y vertical (Yp) de la pesa además del ángulo B,cada centési­
ma de segundo. Se enlistan los resultados correspondientes a los 

primeros 1. 2 segundos que se usaron para comparar con los valores 

experimentales. 

Datos: 
M=l.034 kg. 

Mr-.05 kg. 

R= .03 m. 
Condiciones iniciales: 

o~ = .154 m. 

Xc(o) =O . 
Xc(o) = .084 m/seg. 
S(o) = - 2. 7 rad/seg. 

Las unidades de la tabla· corresponden al sistema M.K.S. 
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' 

.t B Xc. ve. ªc. 
1 xP yp ' 1 

-
o 6. 20 o. .084 .304 • 014 .153 

.01 4.64 • 001 .084 • 304 .018 .154 

'02 3.100 .002 .087 • 314 • 023 ' • 156 

'03 1. 577 • 003 .090 .323 • 028 .157 

• 04 .083 .004 • 093 .332 '033 .158 
.05 -1.374 .005 .097 .339 .038 .159 
. 06 -2.784 • 006 .100 • 346 • 043 .159 

'07 -4. 140 '007 .104 . 351 .048 .160 

• 08 -5.435 • 008 .107 .356 .053 .161 

'09 -6.662 • 009 . 111 . 360 . 058 .162 
. 1 o - 7. 816 .010 . 114 .363 . 063 .163 

' 11 -8.882 '011 '118 .363 . 067 .163 
• 12 -9.886 . 012 . 122 .365 . 072 . 164 
• 13 -10.794 • 014 .125 .367 .076 .165 
. 14 -11.613 • 015 . 729 .368 . 080 .166 
• 15 -12.342 .016 . 133 .368 . 084 .166 
. 16 -12.978 .018 • 136 .269 . 087 .167 
. 17 -13.521 . o 19 • 140 .368 . 091 .168 
. 18 -13.970 . 021 • 144 "368 . 094 .169 
. 19 -14.326 .022 • 147 .367 • 097 .171 

• 20 -14.598 • 024 . 151 .367 • 099 .172 
• 21 -14.760 . 02 5 . 755 .366 .102 .173 
• 22 -14.840 .021 . 158 . 366 • 104 .175 
.23 -14.832 .029 • 162 .365 .106 .176 
• 24 -14.138 • 030 .166 .365 .108 .178 
.25 -14.561 .032 . 169 .365 .11 o .180 

.26 -14.304 .034 .173 .365 .111 .182 

• 21 -13. 969 .035 • 177 ,365 • 112 .184 
.28 -13.561 .037 .180 .365 .113 .186 

.29 -13.083 .039 • 184 .365 .114 • J 88 

.30 -12.540 • 041 .187 ,365 .114 .190 
• 31 -11. 936 .043 .191 .365 .114 .193 
.32 

' 

-11.276 .045 .195 . 365 .114 • J 95 
.33 -10.563 • 047 .198 .364 .114 .197 
.34 -9.804 .049 .202 .263 .114 • 200 

• !-5 -9.002 • 051 .206 .262 .114 '202 . 

.36 -8. 163 .053 .209 • 361 .113 . .205 

.37 - 7' 291 .055 .213 .359 .112 '208 

.3S -6.393 '058 .217 .356 • 111 .210 

.H -5. 472 • 060 .220 .354 .110 ,213 

• .fó -4.535 .062 .224 • 351 . 109 • 215 

'.t l -3.585 '064 .227 .347 '108 ,218 

.H - 2. 6f 8 '067 .231 .343 • 107 .220 

'Ji j -1. 669 .069 .234 .339 .105 '223 
. 4.1 - • 113 • 071 .237 .334 .104 . 225 
A3 -.237 .074 • 241 .329 .103 • 228 

1 
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t 
1 

B 1 Xc. ve. ªe \) yp 

.46 1. 176 . 076 • 244 .324 .102 .230 

.47 2. 100 . 079 . 247 .319 .100 • 233 

.48 3.004 .081 .250 .313 .099 • 235 

.49 3.886 . 084 .254 .308 .098 • 237 

.50 4. 741 . 086 .257 .302 .097 • 240 

. 5 i 5.567 .089 .260 . 296 .096 • 242 

. 52 6.361 .092 .263 . 291 .095 • 244 

.53 7. 719 . 094 . 266 .285 .094 . 246 

.54 7.840 .097 
' 

. 268 .280 .093 . 249 
.55 8.522 . 100 . 271 .275 .092 .251 
• 5ó 9. 163 . 102 .274 .269 .092 .253 
.57 9.767 . 105 . 277 .265 .092 • 256 
. 5& 10.314 . 108 .279 .260 .092 .258 
.59 10.823 .111 . 282 .256 .092 .260 
• 60 11. 286 . 114 .284 .252 .092 . 263 
. 61 11. 702 . 117 . 287 .248 .092 . 265 
.62 12.072 . 120 .290 .245 .093 .268 
.63 12. 396 .122 .292 .242 .094 . 270 
', 12.673 . 125 .294 .240 .095 .273 .a-. 

.65 12.903 . 128 . 297 .238 .096 .275 

.66 13.088 . 131 . 299 .236 .098 • 27 8 

.61 13.228 . 134 .302 .234 .099 . 281 

.66 13.325 . 137 .304 . 2 33 .101 • 284 

.69 13. 37 8 .141 .306 .232 .103 .287 

.70 13.389 . 144 .309 .232 . 106 .290 

. 71 13.360 • 147 . 311 .232 .108 • 293 
1'1 . ',_ 13.292 . 150 .313 .232 .111 • 296 

• 73 13. 187 .153 

1 

. 315 .232 .114 • 299 
.H 13. 045 .156 .318 . 233 .117 . 302 
.75 12.869 .159 1 .3i0 .234 . 120 . 306 
.76 12.660 .163 

1 
.322 . 236 . 124 • 309 

. 77 12.420 .166 . 32 5 .237 . 128 • 313 
• 78 12.510 • 169 • 327 .239 .132 • 316 
.79 11. 855 .173 .330 .241 .136 • 320 
.80 11. 533 .176 • 332 .243 .141 .323 
.81 11. 188 . 17<J .334 .245 .145 • 327 
• 8.2 10.821 .183 . 337 .248 .150 • 331 
.83 10.434 . 186 .339 .250 .155 .334 
.84 10.029 • 189 .342 .253 .160 • 338 
.85 9.608 .193 .344 .256 .165 .342 
.86 9. 17 3 .196 • 347 .259 .171 • 346 
.87 8. 725 .200 • 350 .262 .177 .350 
.SS 8.267 .. 203 .352 .265 .182 .354 
.89 7. 799 .207 .355 .268 . 188 .358 
.90 7. 325 . 211 .357 . 271 .194 .362 

1 
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·-
1 1 

1 
.t B Xc. ve ªc. \, yr.J 

.... 
.97 6.844 .214 .360 .214 . 200 .366 
.92 6.360 . 218 .363 .277 .201 .310 

.93 5.873 • Z21 .366 .280 .213 . 373 

.94 5.384 .225 .368 .283 .220 .377 

.95 ". 897 . 229 .311 .285 . 2'2.6 .381 

.96 4.410 .233 .374 . 288 .233 .385 

.97 3.927 . 236 .377 .291 .240 .389 

.98 3.448 . 240 . 380 .294 .247 . 394 

.99 2.975 • 244 .383 .296 . 2 53 .398 

1.00 2.507 .248 .386 .299 .260 .402 
¡. 01 2.048 . 252 . 389 .301 .267 .406 
; . 02 1. 597 . 256 .392 .303 .214 .410 

J. 03 1. 155 .260 .395 .306 .281 . 414 

1.04 . 724 . 264 .398 .308 .288 . 418 

1. 05 .304 .268 .401 .310 . 296 .422 

1. 06 - . 104 . 272 .404 .312 .303 .426 

1. 07 -.500 .276 .407 
1 

.313 .310 .430 

l. 08 -.883 . 280 . 41 o .315 .317 .434 

1. 09 -1. 2 52 . 284 

1 

.414 

1 

.317 .324 . 438 

1. 1 o -1. 607 .288 .417 .318 .331 .442 

1 • 11 -1. 941 .293 .420 . 319 . 338 .446 
1. ¡?. -2.272 .297 .423 . 321 .345 .450 
1. 13 -2.582 .301 .426 . 322 . 352 . 455 
l.¡ 4 -2. 877 .305 .429 .323 .359 .459 
l.¡ 5 -3. 155 .310 .433 .324 .365 .463 
l.¡ 6 -3.418 .314 .436 1 

.325 . 372 .467 
1. ¡ 7 -3.665 .319 .439 .326 .379 .472 
1. 18 -.~.895 .323 .442 . 327 .385 . 476 

1. 19 -4. 109 .327 .446 .327 .392 .480 

l. 20 -4.307 . 33'2. .449 . 328 . 399 .485 

1 

1 1 1 
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III.5. ~i6n num~rica para el sistema cilindro-pesa sin osci­
laci6n, 

En la secci6n II.2.B. se establecieron las condiciones que d~ 

ben cumplirse para que el conjunto pesa cilindro se mueva con ace-

leraci6n constante. El §ngulo de atraso eo est~ dado por la ecua-

ci611 II.2.8,3,; 

( 1) 

Si usamos los datos del problema anterior: 

M 1. 034 k9 

m • O. 05 kg 

Al sustituir en la ecuaci6n (1), se encuentra que Bo debe va 

ler 1.737 grados. 

El programa se corri6 conservando las restantes condiciones -

iniciales del caso anterior. Los resultados se dan a contínuaci6n, 

en intervalos de 0.1 seg. 

Las unidades corresponden al sistema M.K.S. 

t B lg.1ta.do.6) Xc. 11 c. ªc. xº yl'l 

o 1.737 o .084 .297 .014 • 157 
.10 1.737 • 001 • 021 .297 .027 • 155 
• 20 1.737 '006 .056 .297 .031 • 160 
• 30 1. 737 • 013 .086 .2?7 • 038 .·167 
• 40 1.737 • 024 • 116 .297 • 048 • 17 8 
• 50 1. 737 • 037 .146 .297 • 061 .191 
• 60 1. 731 • 053 • 115 .297 • 071 .207 
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Segün se desprende de la tabla anterior, la aceleraci6n del 

cilindro permanece constante y el ángulo de atraso de la pesa es 

el mismo, o sea que el sistema cilindro-pesa se mueve sfn osci-

lar. 

III. 6. Un caso particular: ,~ 

Vamos a suponer que la masa de la pesa es 10 veces mayor que 

la del cilindro: 

m = 1 O M 

Los valores para Po y R son los mismos de los casos anterio-

res y fijamos las siguientes condiciones iniciales: 

13(0) = o 

Los resultados obtenidos al correr el programa en estas co~ 

diciones se muestran enseguida, en unidades M K.S, cada 5 cent~-

simos de segundo. 

:t. B(gicado-!.) Xc. V c. ªe 

o o o o 8,52 
.05 3.84 • 011 . 35 9. 45 
. 1 o 13. 74 . 047 .88 12. 83 
.15 25. 72 .118 1. 76 16.23 
.20 35.63 .228 2.42 75.73 
.25 41. 90 • 376 3. 14 12.48 

l • 30 45.20 . 554 3. 71 9;95 
.35 46.66 .757 4. 18 8.71 
• 40 47.06 .981 4.60 8. 2'1 
.45 46.86 1.225 5.01 8. 14 
• so 46.33 1. 4'10 s.42 8.24 
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t e (9.1tado6 J X ve a e e ··-
. 55 45.61 1. 776 5.84 8 .41 
.60 44.80 2, 082 6.26 8.61 
.65 43.95 2.411 6.69 8.82 
. 70 43.09 2. 761 7. 14 9.02 
• 75 42.25 3, 134 7.59 9.20 
.80 41.42 3.531 8.06 9.37 
.85 40.62 

1 

3.950 8.53 9.52 
.90 39.86 4,390 9 .1 ¡ 9.69 
.95 39. 11 4.862 9.50 9.78 

1.00 38 .40 
1 

5.354 9.99 9.90 

La soluci6n num~rica asegura que el cilindro puede alcanzar 

aceleraciones mayores que las de la gravedad. 
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IV LA. PARTE EXPERIMENTAL 

IV.1.- exoerimentos Cualitativos 

Las pruebas realizadas se refieren no tan sólo al problema --

central, sino a otros experimentos sencillos que están relaciona-

dos con el cilindro rodante y que se presentan en el programa de -

video. A continuación se describen, uno por uno. 

a) Tubo negro y cilindro de madera. Para destacar la influcn 

cia de la distribución de masa en el movimiento del cilindro, se 

realizó la siguiente prueba: a un tubo ~et51ico y a un cilindro de 

madera, del mismo diámetro y longitud~ de igual masa, segGn mues-

tra la figura IV.1., se les colp,aron pesas iguales para comparar 

los movimientos resultantes. En el video se detalla el experimen-

to y se observa que el cilindro de madera adquiere mayor acelera­

ción. 

Fig, IV. 1 Tubo y CU indro de ig-.a Z tamaño y mas a • 

La explicación se encuentra a partir del momento de inercia: 

mientras que para el cilindro I -= i IH~ 2 , para el tubo 1 = llR 2
• · 
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La soluci6n aproximada para la aceleración del cilindro es -

según Il.2.3,4, con S=o. 

En el caso del tubo, la aceleración correspondientes es 

- mg 
Xc. - r;.f+;ñ 

y por supuesto, si salen iguales, el tubo metálico se queda atrás. 

b) Cilindro con polea. Es muy sugerente comparar los movimie~ 

tos de dos cilindros iguales sobre superficies identicas con ocsas 

iguales, con la diferencia de que, en un caso, la pesa cuel~e direc 

tamente, mientras que en el otro se coloca una polea entre el cilin 

dro y la pesa, como se indica en la figura lV.2. 

l 

Fig, IV.2 Cilindros y pesas iguaies en montajes distintos 

La pregunta es: ¿Ctiál recorre mayor distancia en el misMo 

SegBn se muestra en el programa de video, el cilindro con p~ 
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lea se acelera más, La explicación se detalla en sep,uida: 

Las ecuaciones para las aceleraciones, según se derivaron en 

la primera parte, (ecuaciones II.2.3.4 y II,1.2.6) son: 

mg 
3 z M+m 

mg 
3 M+2m 4 

para el cilindro rodante 

para el cilindro con polea 

Para el caso particular considerado en el video, en donde - -

m<<M, se cumple que: 

t 11 + m > f M + 2m 

y la aceleraci6n del cilindro rodante es menor. 

e) El péndulo que se alarga con velocidad constante. Este -

problema que se puede considerar como un caso muy particular del 

cilindro rodante, cuya descripción te6rica es bien conocida y que 

constituye por si mismo un buen asunto, se aborda en el video como 

una variante del cilindro y se ilustra aquí con un par de fotopra-

fias. 

El montaje experimental consisti6 de una polea insertada encl 

eje de un motor de velocidad angular constante. Se colgó una pesa 

en el extremo de un hilo enrollado en la polea, se le dió a la ne 

sa una oscilaci6n inicial y luego se ech6 a andar el motor. 
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En un caso se obtuvieron fotografías cstrobosc6~icas con una 

frecuencia sufieclentemcnte elevada para mostrar una trayectoria 

casi continua, segfin se Muestra en la fotogrnffa TV.3.a. En otro 

caso se coloc6 un pequefio foco encendido con sus pilas en lupar de 

la nesa y se tom6 le fotoRraffa en un cuarto a oscuras dejando la 

cámara con el obturador abierto, el resultado cstd ilustrado en la 

fotografía IV.3.b. 

IV. 2. Fl cilindro rodar.te; DisE?_~o Experimental 

De acuerdo con el análisis <le la parte teórica, tanto la pesa 

como el cilindro se mueven con accleraci6n variable, El disposit! 

vo experimental debía nermitirnos, en principio, calcular estas a­

celeraciones a partir de posiciones y tiempos obtenidos mediante -

fotografías de destello múltiple. 

Las primeras pruebas tuvieron como prop6sito seleccionar los 

mejores cilindros en función de su comportamiento y de al~unas de 

sus caractcr[sticas: diámetro, longitud, masa, distribuci6n de la 

misma, material de que estaban hechos. Probamos r.on cilindros de 

varios tamaftos, tanto tubos como cilindros sólidos, con volantes 

y carretes, con cilindros metálicos, plásticos y de madera. La r! 

z6p fundamental por la que descartamos a la mayoría de los cilin­

dros fue que sus centros de masas estaban fuera de los correspon­

dientes ejes de simetría, de madera oue los cilindros e5taban "car 

gndos" v su rodadura no era uniforme. 

En relaci6n con la superficie de rodadura, la dificultad pri~ 
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(aJ (b) 

Fig. IV. 3. Fotogi+af!as de un pdndufo que se alarga con ve"locidad aonstm1te1 

a) se t~m6 con lua estrobosa6piaa y bJ manteniendo abier~o 
et obturador. 
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cipal se refería a la horizontalidad de la misma en distancias su­

periores a un metro. Finalmente encontramos un par de gruesas va­

rillas metdlicas d~ un poco más de un metro de longitud. 

Una vez seleccionados los cilindros y las varillas, tuvimos 

que tomar en cuenta otro factor: la fricción entre las partes en 

contacto, que proporciona un límite a la relación entre la masa de 

la pesa y la del cilindro, más allá de la cual el cilindro desliza, 

además de rodar: las máximas aceleraciones que manejamos fueron del 

orden de 0.1 g. 

Por lo que se refiere a la t~cnica de destello, para conseguir 

una iluminaci6n uniforme tuvimos que usar tres lámparas intermite~ 

tes .. en serie-•. Las fotografías con mayor nitjdez y definici6n co­

rrespondieron a frecuencias de 1200 y 1500 destellos por minuto, -

como se muestra en las figuras IV.4 y IV.S. 

Cálculo de la aceleración y dela incertidumbre asociada. 

Por ~edio de las fotografías se obtuvo un registro de las distin­

tas posiciones ocupadas por el ob~eto en intervalos regulares de 

tiempo. Midiendo directamente intervalos de distancia y los co­

rrespondientes tiempos, se calcularon las velocidades medias de -

cada intervalo y de allí las aceleraciones medias. 

1--
t:.x r llx 2 

Sean ll X 1 
y t.xz los intervalos de distancia, c5 (t:.x¡ J y óf/\x 2 1 

las correspondientes incertidumbres y t, y t2 los tiempos de dura 

•[!..tlt:::boóc.opú1 efe.:i;,\ÓIÚC:.O STROSOTAC. Tipo 1531-AB. Genvwl. Radio 
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Fig. IV. 4. CiZindl'o de aZwninió aon pesa Je 200 gP. . .... F'Pecuencia: 1200 deatelZoa 
po.1' minuto. 

Fig. IV.6. Tubo met~Zico aon pesa de 20 gr. FPeauenaia 1500 destellos pop -

mir.u to. 
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ci6n de cada intervalo. Suponemos, además, que las incertidumbres 

relativas en los tiempos son pequefias comparadas con las correspo~ 

dientes incertidumbres en las distancias, En símbolos 

ó.t « llitl T --A-X~ 

Las velocidades medias para cada intervalo estarán dadas por: 

flx 1 
v, =T. 

1 

y las incertidumbres correspondientes serán; 

óltix 1l óf.t 1J ó(tix 71 
--xx,- + --.rJ: 6 X ¡ 

Las incertidumbres absolutas en las velocidades son, por su-

puesto: 

o V¡ = 

La aceleración media es, por definici6n: 

a. "' 

y su incertidumbre absoluta: 

Si los tiempos considerados son iguales, es decir: .t¡=t2•t, -

entonces la incertidumbre relativa de la aceleraci6n estará dada -

por: 
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ºª _,, 
a 

6(tix 1J+o lt1x 21 
flx 2-llx 1 

Mientras mas precisa sea la medici6n de los intervalos de dis 

tancia y mayor sea la diferencia entre los intervalos medidos, me­

nor será la incertidumbre en la aceleraci5n, 

IV.3.- Movimiento Uniformemente Acelerado 

Antes de pasar al caso del cilindro rodante, consideramos ne 

cesaría poner a prueba nuestras condiciones experimentales exami­

nando un movimiento con aceleración constante: el cilindro accio-

nado por la pesa con una polea intermedia, como se muestra en la -

fig. !V.6.-

Fig. IV.6. CitindPo-pesa aon polea 
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En el arreglo experimental usado, se colocó el cilindro azul 

(M=l.034 Kg.) con una pesa de 50 gr. La frecuencia fue de 1500 -

destellos por minuto. La masa de la polea era de 10 gr. 

No fue posible hacer repeticiones del experimento para tomar 

fotografías en las mismas condiciones iniciales, así que el análi­

sis de datos se hizo a partir de una sola transparencia de 35 mm. 

Los datos obtenidos se muestran en la Tabla IV. 1. 

Tabla IV.1. Datos Correspondientes a Cilindro-?esa 

con Polea 

...-- ·-
t t2 Xc. 

Putito 
{6e.g2) (e.mi (6e.g) 

o o o o 
1 • 08 • 0064 . 50+. os 
2 . 16 .026 1.3 +.os 
3 • 24 .058 2.4 +.os 
4 • 32 • 1 o 3. 9 +. 05 
5 .40 . 16 5. 7 +. 05 
6 .48 .25 7. g +. 05 
7 • S6 • 31 10.3 +.os 
8 .64 • 41 13.1:¡.05 
9 • 72 • 52 16.3 :¡.os 

10 .80 • 64 19.7 +.os 
11 .88 • 77 23.:i +.os 
12 • 96 • 92 21.6 +.os 
13 1. 04 1. 08 32. 1 +. 05 
14 1. 12 1.2S 36. 9 +. 05 
15 1. 20 1.44 42.0 +.05 
16 1. 28 1.64 47.5 +.05 

r-n luRar de calcular las aceleraciones a partir de las velo-

cidades Medias, partimos del supuesto de que el movimiento tenla 

aceleración constante y simplemente verificaMos la hip6tesis gra-
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ficando Xc. VS .t 2 • La aceleraci6n la calculamos a partir de la -

pendiente y su incertid~mbre está determinada por la incertidumbre 

de la nendiente. La gráfica se muestra en la fig, IV.7. 

Fn estas condiciones, la aceleración experimental result6 ser: 

La aceleración te6rica está dada por la expresión II.1.2. 6: 

en donde 

a = mg 
~ H+2m 

M" 1O34 k.g. 

m"O. 05 kg. 

El efecto de la polea es pequeño y no altera sustancialmente los cálculos. 

Al sustituir en la ecuaci6n anterior se obtiene: 

Podemos concluir que el movimiento es uniformemente acelerado en 

el inter\'alo que se considera> con una incertidumbre de 6i. 

IV.3.(a). El Acelerómetro 

En la fotografia IY.8 se observan las imágenes de un péndulo 

de 24 cm de longitud. Dicho péndulo está suspendido del eje de 

simetrta del cilindro, como se indica en la fig. IV.9, de tal ma 

nera que el punto de suspensión desliza en el eje y no se enrolla 

74 



Xc 
(cm} 48 

44 

40 

36 

32 

26 

24 

20 

16 

12 

8 

.. 

....¡ .1 
t/1 

.2 .3 ,4 .5 .6 .1 .8 .9 1h 1.1 1.2 t3 

Fig, IV. 7. Gr&fiaa de X
0 

vs t 2 para oZ cilindro pesa aon polea. 

1'.4 1.6· 1.6 1.7 

{(seg') 



?ig. IV.8. EZ aaeler6metro del conjunto cilindro-peaa 

al roda;r -el cilindro. Tiene una masa suficientemente pequefia 

(m<1Jn) para no afectar el movimiento del sistema. Se coloc6 allí 

para usarlo como aceler6metro. 

Fig. IV.9. !Jontaje del ptr.duZo en el eje del cilindro 

Las mediciones efectuadas a partir de la fotografía indican 

que el péndulo oscila entre un ángulo máximo de atraso de 5.2° y 
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uno mínimo de 1,8º, En otras palabras oscila en torno de una nu! 

va vertical con un ángulo 80 que corresponde al promedio de los -

valores extremos: Bo=3,S~ 

De la teoría del aceler6metro, Rc•g tan B0 y ~c·60 cm/6eg 2
, 

valor que se aproxima a la aceleración de 54 cm/6egª que el cilin­

dro tiene. 

Incidentalmente, el período de oscilación de este péndulo es 

de aproximadamente O. 96 seg, que est& en buen acuerdo con el perío­

do correspondiente a un péndulo de 24 cm de longitud, que es de 

0.98 seg. 

IV.4. El Cilindro Rodante con Angules de Oscilación Pequeños 

Con la idea en mente de una presentación didáctica del probl~ 

ma a estudiantes de nivel medio superior, las ecuaciones generales 

debían restringirse al caso particular de ángulos pequeños, mucho 

más fácil de entender y explicar, pero más difícil de discriminar 

experimentalmente. En estas condiciones se esperaban variaciones 

teóricas en las aceleraciones de S a 1Pi aproximadamente y según -

acabamos de mostrar en el caso anterior, la incertidumbre experime~ 

tal es comparable a las variaciones esperadas en la aceleración. En 

otras palabras: el experimento en estas condiciones !!2 nos permite 

detectar las fluctuaciones en la aceleración para ángulos pequeftos. 

Sin embargo, en el programa de video se hace una afirmación: 

aue en el caso de ingulos pequenos la velocidad del cilindro es 

igual a la velocidad vertical de la pesa y diferente a la veloci-
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dad horizontal de la misma pesa, El experimento realizado aquí, 

tenia como propósito calcular y comparar las velocidades medias -

del cilindro y de la pesa, 

La fotografía IV.10 muestra el experimento realizado: un t~ 

bo metálico de 115 gr, de masa y una pesa de 20 gr, La frecuencia 

es de 900 destellos por minuto, En la tabla IV.2 se enlistan los 

valores obtenidos y la incertidumbre asociada. 

Fig. IV.10. Tubo Metálico con pesa de 20 g!': OO!'!'eaponde al aallO de 

ángulos da osaiZaei6n pequeños 
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Tabla IV.2 

Valores experimentales de ángulos y velocidades. 

Tubo metálico con pesa de 20 gr • 

. . 
~ t B Xe Xp 

Punto p 
(Hg) (g.ir.ado./i) (cm/ Hg ) ( c.m / Hg) (.:m/Hg) 

1 3/15 5. 7 1 5 1 3 16 
2 4 / 1 5 7. 3 21 17 21 
3 5/15 7. 5 25 24 24 
4 6/15 6. 7 30 32 30 
5 7 / 1 5 5. 3 35 38 36 
6 8/15 4. o 40 44 41 
7 9/15 3. o 45 48 45 
8 10/15 2. 4 50 51 51 
9 11115 2. 2 55 54 55 

1 o 12/1 5 2. 4 61 59 61 
11 13/15 2. 5 66 63 66 
12 14 / 1 5 2. 9 7Z 68 71 
1 3 15/1 5 3. 3 77 72 77 

1 

14 16 / 1 5 3. 6 82 77 81 
15 17 /15 3. 9 87 82 86 

-

La incertidumbre en los ángulos es: ó~ = 0.2° 

La incertidumbre en las velocidades es: oV = 1 em/./ieg. 

Los resultados confirman la hip6tesis: dentro de la incerti­

dumbre experime~tal la velocidad vertical de la pesa y la veloci­

dad del cilindro son iguales, mientras que la velocidad horizontal 

de la pesa es,en general,diferente. 

IV.5. El Cilindro Rodante: Caso General: 

Con el propósito de obtener mayores variaciones en la ar.ele­

raci6n del cilindro se le di6 a la pesa una oscilnci6n inicial.· -
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De esta manera los ángulos crecieron hasta 15º y las fluctuaciones 

en la aceleraci6n eran ya considerables (aproximadamente 30i),sobre 

todo para las primeras oscilaciones, pues según sabemos,la amplitud 

de las oscilaciones angulares se amortigua rápidamente, Por esta ra 

z6n para el análisis experimental se tomaron en cuenta s6lo los pri 

meros 30 destellos. 

La fotografía IV, 1 l, que llamaremos "El Arpa" corresponde al 

experimento estudiado: el cilindro azul (M=1034 gr) con una pesa -

de SO gr. La frecuencia empleada fufi de 1500 destellos por minuto. 

El radio del cilindro es de 3 cm. El punto marcado con cero se tom6 

como origen y las condiciones iniciales calculadas se refieren a esa 

imagen: 

p 
0 
= 1 5. 4 !__O. 5 c.m · 

Xc. { O) = O 

i (0)=8.4+2 c.m/6eg e -
S(0)=6.2::_.2°=.108~. 003 ttad.lane.6 

B(0)=-2.7:_.2 ttad/ug 

Los datos anteriores se suministraron a la computadora para 

obtener la soluci6n numérica presentada en la sección III .4. 

El análisis de datos se hizo a partir de una sola transparen­

cia de 35 mm., con el microscopio viajero*que permite lecturas di­

rectas hasta de centésimas de milímetro y s6lo se consideran los 

primeros 1.2 segundos del movimiento. 

Para cada uno de los destellos se midieron: la distancia re-

-~laitca EaUng 11 23-0805 
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corrida por el cilindre, las distancias horizontal y vertical cu­

biertas por la pesa y el ángulo entre el hilo y la vertical. Las 

velocidides medias y las aceleraciones se calcularon sólo en el -

caso del cilindro. 

Para ei cálculo de las velocidades y las aceleraciones se con 

sideraron intervalos de tiempo lo suficientemente grandes para que 

la incertidumbre relativa de la distancia fuera lo más peouefia po­

sible, pero tambi6n lo suficientemente pequefios para que no hubi~ 

ra variaciones apreciables en la aceleración. De esta manera se 

escogieron intervalos de tiernpo correspondientes a 3 y 4 destellos 

(tiempos de 0.12 seg y 0.16 seg. respectivamente). 

Todos los valores medidos directamente o calculados a partir 

de las mediciones hechas, se presentan en la tabla IV-3 con sus -

correspondientes incertidumbres. 

Para contrastar los resultados experimentales con los teóri­

cos se procede, en general, de la manera siguiente: 

s~ traza primero la curva teórica construida a partir de la 

solución num€rica (ver secci6n III, 4) y sobre ella se representan 

los valores experimentales correspondientes, con su respectiva i.n­

certidumbre. F.n la figura IV.1 2 se presenta la gráfica de la dis 

tancia en función del tiempo paxa el cilindro. Los puntos experi 

mentales con su incertidumbre apenas si se notan. La curva teóri 

ca se "asemeja'' a una parábola y parece que el movimiento puede -

ser considerado como uniformemente acelerado para la precisión ~a 
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Tabla IV.3 

Valores experimentales correspondientes a "El Arpa" 
Registro de tiempos, ángulos y posiciones de la pesa y el cilindro 
Cálculo de velocidades y aceleraciones del cilindro 

:t 
Vc(6~ ) Xc(cm) s (º) X (cm) Yp(cm) Puttto (-Oe.g) p 

o o o 6. 2+. 2 1. 3+. 1 15. 4+. 1 8. 4i-. 3 
1 . 04 .4+.05 .1+.2 3.2+.1 15. 9+. 1 
2 • 08 . 8+. 05 -5.5T. 2 • 5.4+.1 16. 3+, 1 11. 3+. 6 
3 .12 1. 3+, 05 -10.2+. 3 7. 3-;, 1 16. 5+.1 
4 • 16 1.8+. 05 -13.3+.3 8.8+.1 76. s+.1 13. 8+. 3 
5 . 20 2 .4+. 05 -14.8+. 5 1o.o-;.2 17. 2+. 1 -

6 • 24 3. o+. o5 -15.fi-". 5 1o.9:;:, 2 17.6t. 2 16.9+.3 
7 .28 3. 7t. 05 -13.ti-.. 5 11. 3+, 2 18. t1+. 2 
8 • 32 4. s+. o5 -10. f1--. 5 11. 3+-. 2 19. 3+. 2 19.4+_6 
9 • 36 s. 3+, 05 -s.1+.5 11.3t.2 20.3+.2 

10 .40 6. 1+. 05 -4. 1+. 5 10. 1+. 2 21.4+.2 21.9+.9 
11 .44 1. o+. o5 -1. o+.5 10.5+. 2 22.4+.2 

-

12 .48 8.0+.1 2. 3+,8 9. 7t. 2 23.5+.2 25.6+.3 
13 • 57. 9.o+.05 6. 3t. 5 9. 3+, 2 24.1t.2 
14 . 56 10.2+.05 9,2t. 5 9.2+. 2 2s.2+.2 n. 1+.6 
15 • 60 11. 3+, 05 10.8+. 5 9. 3t. 2 26. 2+. 2 -

16 • 64 12.5t.05 12.1+.5 9. 5t. 2 27.3+.2 30.0+.3 
17 .68 13. 1+. 05 13.5-¡.5 10.0t. 2 28.3t.2 
18 • 72 15. Ot.1 13.3t.5 11. lt.2 29. St. 2 31.9+.6 
19 . 76 16.3+.05 12.2-¡,5 12.5t. 2 30. 8+. 2 

-

20 .80 11.6+.05 11.2+.5 14. lt. 2 32 .1+. 2 33.1+. 3 
21 • 84 19.1+.1 9.s+.5 16.1+.2 33.8+.2 
22 • 88 20.4r·. 05 1. 1+.5 18.3t.2 35,3"+.2 35.6+.3 
23 .92 21. s+. !15 6.1+.s zo.8+.7. 36.4t.2 
24 • 96 23.3+.05 3.9+.5 23.5+.2 36.4+. 2 36. 9+. 9 
25 1. 00 24. s+.1 2.1+.5 26.2t.2 39.9+.2 -
26 1. 04 26.3+.05 .2+.5 29.0+.2 41J+.2 39.4+.9 
27 1.08 27.9t. 10 -1.f+-. 5 37.9+.2 43. 3+, 2 
28 1. 12 29.6t.05 -2.1+.5 34.1+.2 44.9+.2 41. 9+. 9 
29 1. 16 31.3+.05 -3. 1+. 5 37. 5+. 2 46;5+.2 
30 1. 20 3~.1+.1 -4.3+.5 4o.o+. 2 48.3+.2 43.8+.3 -

Clll 
ªe ( 6eg 2-) 

--

35+ 17% 

34+22% 

31+ 19% 

39+20% 

38+19% 

28+18% 

24+25% 

20+26% 

23+ 18% 

24+25% 

251-20% -
31+18% 

26·~20% -



Xc 
(cm) 

32 

28 

24 

20 

18 

12 

8 

.1 .2 

Fig. IV.12. Gráfiaa de ia distanaia e11 funaión del tiempo para el. ailindro. 



nejada, Por esta raz6n, en la tabla IV.4 se calculan los cuadra­

dos de los tiempos y en la fig. IV.13 está representada la gráfica 

de la distancia en función del cuadrado del tiempo, Puede verse 

claramente que el movimiento no es uniformemente acelerado. 

Tabla IV, t¡ 

Punto t(~egl t2 (~eg2 ! Xc. (e.mi 

o o o o 
1 • 04 • 0016 • 4+. 05 
2 • 08 • 0064 . s+. 05 
3 • 12 • o 1 4 1. 3+. 05 
4 • 7 6 • 02 6 1. s+. os 
5 • 2 o • 04 o 2. 4+. 05 
6 • 2 4 • o 5 8 3. o+. o5 ., 

• 2 8 • o 7 & 3. 7+. 05 I 

8 .32 • 1 o 4. 5+. 05 
9 . 36 . 1 3 5. 3+, 05 

7 o • 4 o • 16 6.1+. 05 
11 .44 • 1 g 7.0+.05 
12 .48 • 2 3 8. o+. 1 
13 • 52 • 2 7 9.0f.05 
14 • 56 • 31 1 o. 2+. 05 
15 • 6 o • 36 17.3f.05 
16 • 64 • 41 12. 5+. 05 
17 • 6 8 .46 13. 7+. 05 
18 • 7 2 • 52 ¡ 5. o+.1 
19 • 7 6 • 5 8 16. 3+, 05 
20 • 8 o . 6 4 17. 6f. 05 
21 • 84 • 71 19. IT. 1 
22 .88 • 7 7 20. 4+, 05 
23 • 92 • 8 5 21.8f.05 
24 .96 . 9 2 23. 3+. 05 
25 1. 00 1. o o 24.8:;,05 
26 1.04 1. o 8 26. f;:: 05 
27 1. 08 1 • 1 7 'l 7. 9+, 05 
28 1. 12 1. 2 5 79. 6+. 05 
29 1. 16 1'35 31.3+:05 
30 1. 2 o 1. 44 33. 1"5_ 1 
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Xc 

(cm) 

ªº 

72 

64 

58 

48 

40 

32 

24 

16 

8 

.4 .s Ul 2D 32 

Pig. IV.13. Grdfiaa de XC. V<\ t 2 pal'a el ailindro. Se ve ala1'l1!11ente que 
no es una 'l'eata. 
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Las posiciones horizontal y vertical de la pesa en funci6n -

del tiempo están representadas en las figuras IV. 14 y IV.15, res­

pectivamente. 

La comparación entre los valores experimentales y te6ricos de· 

a se muestra en la figura IV.16. Después de 1,2 seg,, el ángulo 

decrece muy rápidamente. 

En la fig. IV.17. se indican las velocidades experimentales 

del cilindro, correspondientes a la mitad de los puntos. 

Finalmente, en la figura IV.í8 se presentan las aceleraciones 

experimentales contrastadas con la curva te6rica para el caso del 

cilindro. 

Es necesario enfatizar que el excelente acuerdo entre la teo­

ría y el experimento se logr6 s6lo en -prácticamente- el primer 

segundo del movimiento. A partir de allí las discrepancias empie­

zan a ser significativas. 

Los resultados experimentales se usan parcialmente en el pro­

grama de video, aunque sin hacer menci6n explicita de ellos,particu­

larmente la gráfica de la aceleraci6n en funci6n del tiempo para 

el cilindro y las gráficas de las distancias en función del tiempo 

pata la pesa y el cilindro. 
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40 

32 

18 

8 

.oe .1e .rl4 .. 32 "º .48 .se .84 .12 .so .ee .96 1.04 1.12 uo 

t(sev) 

Fi.g. IV.14. El despZazamiento horizontal de la pesa en funoi6n del tiempo. 
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V.- LA PARTE DIDACTICA 

V .1. lPór g_ué un Pros rama de Video? 

El objetivo central de esta parte es presentar en una forma -· 

clara, simple y atractiva el problema del cilindro. Aunque en prin 

cipio existen muchas maneras de conseguirlo, la decisi6n de hacer 

un video estuvo apoyada en las siguientes razones: 

a) La naturaleza del problema: se trata de mostrar experimen· 

tos que involucran sucesos de corta duraci6n, movimientos que es • 

necesario congelar y retardar, detalles que la simple fotografía • 

no basta para ilustrar y que el video suministra con ventaja. 

b) El contenido del problema y el equipo especializado que el 

asunto requiere: cámara fotográfica, lámparas de destello, etc. 0 

hacen inaccesible el problema a los alumnos a los que va dirigido. 

c) La presentaci6n de algunos conceptos y la ilustraci6n de -

resultados se facilitan con los recursos propios de ~ste medio: d! 

bujos animados, sobrcimposiciones, etc. 

d) El auditorio potencial: la prestintaci6n del problema a es· 

tudiantes d~ Mecánica de la Facultad es relativamente simple. Ha· 

cerlo accesible en cambio,a gentes que apenas empiezan a asomarse 

a la Fisica representa un buen desafio y obliga al empleo de todos 

los recursos disponibles. 

e) En los Óltimos tiempos he trabajado en la elaboraci6n de • 



audiovisuales. En este sentido mi interés básico es explorar al­

gunas posibilidades sobre el uso de este medio en la enseñanza de 

la Física. 

V.2.- ~C6mo presentar el Problema? 

Desde el principio se consi<lcr6 la posibilidad de que los e! 

positores fueran estudiantes del mismo nivel que el au<litorio po­

tencial del programa. Había por supuesto algunos inconvenientes, 

pero las posibles ventajas eran sustanciales: proporcionar elemc~ 

tos de identificaci6n no tan s6lo con la edad y conocimientos de 

los presentadores, sino también con la Física involucrada y la he 

rramienta matemática que se maneja. Permite por otro lado una -

estructura atrayente y bastante apegada al desarrollo de los acon 

tecimientos y hace posible ensayar enfoques distintos en este te­

rreno: los audiovisuales en la enseñanza. 

V.3.- Características y Des•rrollo del Programa 

Titulo: El Misterio del Cilindro Rodante 

Auditorio: 

Estudiantes d~ nivel medio supetior que han llevado 

al menos un curso de Física. 

Objetivos: 

Analizar y re~olver cualitativa y experimentalmente 

el problema del cilindro rodante, con los conceptos que se manejan 

en un curso introductorio de Física. 

94 



Argumento: 

Tomando como punto de partida el juego dol yoyo, un equipo 

de tres estudiantes de Biología introducen y plantean ol proble­

ma del cilindro, detallan c6mo se interesaron en el asunto, la -

forma en que abordaren el tema reuniendo informaci6n sobre pro­

blemas parecidos poro m's sencillos, el análisis que hicieron de 

las distintas partes, la interpretaci6n de los resultados cxperi 

mentales y una síntesis y conclusi6n del problema. 
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Programa: 
--~--1-- ------

( 1 l) 

e 2) 

e 1 3) 

Storry Board 

GUION LITERARIO o 
EL MISTERIO DEL CILINDRO RODANTE 

JUGANDO CON EL YOYO 

s.- Aqu! tenemos un yoyo •••• 

..•• este ea su movimiento fundamental. •••• 

•••• y estas son algunas de Zaa posibles com­

binaaionea .••• ¿Quién no ha disfrutado de es-

te entretenimiento? 

YOYO SOBRE LA MESA 
A.- Juguem::is alzora en una forma distinta: 

_Simplemente fo pongo en Za mesa ¡¡ jalo oZ hito hacia 

ar:r1'.ba. E1- :1oyo se mueve hacia este lado •••. 

Si ahora ina'lino eZ hilo y vuelvo a jalea>, el. Y"Yº ae 

muevn en l.a misma direcci6n. 

Un nuevo ensayo; bajando mas el. hilo •••• 

Ahol"a el. yoyo ee movi6 haaia e'l otro lado. 

¿En donde se invirtid el. movimiento? 

Regresemos: parece que _aqu! ea •••• ei yoyo 

(.'Tu 
~ 

_está indeciso •••• no "sabe" si avanzar o retroceder. 

LJ 
¿Por qy€ eZ yoyo se comporta as!? 

8. - l.a respueata es sencil.la y nos ta dá ia F{aica. 

_['.!:!... cuaZc:::.ier libro aobre el tema podemoc encont1>ar> 
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FQc.ul tod 
de 

Ciencias 

PU,NTEAMIEíHO DEL PROBU:MA 

Ir.. - Va,llamou naa ada1.an_!;a: ¿Qu.f ouaede si se;¡ui­

mo.? Vai'i.ando Z.:i: iMZina.cí6n del hilo? 

¿Y r.i do pla:!lO jalamoo hacia ahajo, de eota ~L. . 

c. - HagámooZo de otra fol'llia para: tenor mayol' control: 

on lugaP del.Jit7'JO utilicemos este cilindro sob~e unos 

rieles y en vez de jalar con Zas manos vamos a co?ga,r­

le una pesita. 

L.J 
B. - Ahora tenemos definido nueat:ro problema: ¿({.;! su­

cedo si soltaircs oZ citl_rulro? ~'usetro ob.ietil?O es 

describir y e:::plicar cuaZitativC1171unte los movimientos 
y efeotos reB1J.Ztantes, Loa invitamos a que nos acom-

pañen a resolver este misterio. 

CREDITOS 



,. j l(i,) r 

Deparlame1·do 
cte. 

Fi'li:lCQ (CEF) 

presentan 

EL MISTERIO DEL CILINDRO RODANTE 

... 
ro soy Araoc ti.... y yo Evelio •••• y yo Argelia. 

8. - Som:is estudianteil Ml. p:t>1:mer aemeatre de la Cal'•re­

ra de Biotog!a, tratando de resolver un problema f!si­

oo ¿cú.Jo fud que nos metimoa en esto? 

Bien •••• se los diremos: 

LJ 
C. - A?g¡oia vea, durante el curso, tuvi~s oportunidad 

de observar wi par dll efectos obtenidos con ayuda de . 

Za plata.forma _j_Í'ZVJ.toria. S11rgieron algunas interl'O­

gantes: 

A. - ¿Por qud una bailarina gira mas r6p1'.do cw:mdo 
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c. - ¿Por qui W1 gato cae siempl'e pcmzdc, indspsndiim­

temente ds como se suaZtc? 

A.- Cuando most:ramos interls en estos asuntos4 desou­

brj.moa que aorre11ponden a tema¡¡ que no ¡¡e cubren en 

toa cursos f.ntroduotonos de Ftsioa. 

LJ 
C.- Nos d{.Jsf'On qum in110tuoran conceptos nuevos: 

toraag. l!lQll!gntos de fogrcia y otras aosaa parecidas. 

lPOR QU~ LES GUSTO? LJ 
B. - El pl'Oblema del oiU.ndro contiena muallas de estos 

olementog. Es PWticuZamnte inta1•e8an~~ 
está resuelto en los U~:ros y se puada l'ealiaaP an el 

ZaboNtono. 

LJ 
A.- Y ~e ?a ootuoi6n podrica implica hel'1'alllienta 
maten:4tioa complicada ~ no tenemos, la FCaica q'.!!__ 

conocemos ea suficiente para e;;:pliaapla •••• al menos 

eso oNemos. 
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PRUEBAS INICIALES 

c. - Para comenaar lo hioimoB con iui cilindro 11 wws 

cti.ps •••• 

A.- Probamos con oilindroa y t:uóos do distintos ta­

maños y materiatss •••• met4Ucos, de cartdn, de made-

LJ 
'._[ill ~ ::·~,--,,,,, @-· 

«~ tra del equipo que utilizamos. AquC tenemos l4W .lllUllll.:... 

1 is) 

~-~_;;,;_;_...;..:¡;;,;;;s;.;;._;¡~..:;_;;~~~------

CY ti~-
EL PAPEL DE LA FRICCION 
B.- Encontramos que en general et cilináro 

rueda, pero en ocasiones resbala o Be deeZi-

11a air¡ rodar. 

C.- Esto nos ZZevd·a estudiar wi poco acel'ó'a de la 

[Mccidn, da que factores depende, Ap¡oendimos a de­

tenninar coeficientes de fM,cci4n. 

A. - Quis4 'Lo rrás interesants fue desaubril" que ~ 

idea conntti de que la friccidri es una fuorsa que se 

opone aZ movimiento, no siempre est4 muy clal'a. 

C.- En el caso de un objeto en movimiento, la f'r'icoi4n 

puede_!!_Ctuar hacia ad~lante •.•• 
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c.- ••.• O haa"la at%'4a •••• 

--------·---

C. - , • • • o práotioam1mte rio e:ciotir si 110 mueus 0011 

velooidad oonotante. 

lRUEDA O RESBALA? 
C. - Para tiUeati•o aitir¡dro an partiauZar la 

ftiaaidn aatt1a haaia adeZ.c:nte;~ 

ioo l'isZcs hacia atr¡fs y estou emp11J°an qt oiiim:lro 

IUU1ia s'l frente. 

CJ 
B. - Si la masa si.spendida awnenta, 11l ciUndz.o gira.ni 

oada ues m4s .l'ápido, hasta tZeglll' un momento en que 

en lugll" de rodar, -'ra~11"'b""'a.::..te;;;.;':...:;'-"'-'-' ---------

B. - • , , • Come Ze ogurra a 1m auto.W'vil a~ae Q,pr:;i­

me a fondo et aoelel'ador, oobrs tod9 ot lgs Zlantes 
eot4n U.sao. 

CILINDRO NEGRO Y DE MADERA 
C.· Mientr>ao hac(amoo pruabaa 00•1 difarantoo ciiil'!dZ'~o, 

obtuvlmoo un i•esuz.tado it1tareoante: 

Aqu( tonemos dos oilindroo, uno r.egl"O y el ot~ 

_"!Gdara. Tienen oZ mfomo di<!mat1-o u, oomo indiog. E..; 

batanag,_ la ~iema ma~a. 



..... c.- Vamos a haosr· una prueba con silos: 

A cada uno le oolr;amoe p~~tt...V...los soltamos_ 

sn estos :rielas. 

Listps,,,, tAho:ral 

LJ 
C. - Fua ba4Jtanta claro qua el cilindro de madera 'Lle­

_i!_E.l'imfrro. ¿Cdmo es posible? P(ll'(l e:xpl.ica:r lo ocur?'i­

do, podemos dazttes una pista: el negro ea en Nat.idad 

un tubo mat4Uco, no un cilindro sdlido. 

1 

CILINDRO CON POLEA L_; 

B.- Con eZ prop5aito de simplificar nuestro probZ.ema..1. 

empvagmos a buscar p:roblgmap parecidos. pero más f4-

oi.ZRs ds l'BsoZ.ver. Aqu{ tenemos w1 e.icmpto: Za pesa 

no austga direotcmumt111 11ino a t1•avda de una poZea. 

c.- Este pztobZema tieoo muc1ras aimili~es oon el 

nuestro: Za pesa suspendida, la friocidn. Za torca 

que haog qirar al ~ que tambidn se mueve ho­

riaontalmente. 

A.- Tat parece que los resultados deben aer Zas mis­

mos ¿Por qui no hacemos una prueba? 

Ar;u! tenemos dos oilindros iguales y tea hemos aolgado 

pesas idlnticas. Veamos que oourre si Zoa soltamos .••• 

!Ja¡.,,. Ganfi el cilindro con polea 

¿~I ocUJ'rld en este caso? 



e 

( 

A.· Not1m CZUf Za d'nics dtfe,NnoÚJ 11 21441 la t1notc1n 
sobN 1Z oiUndro oon pot1a aatifa hcl't11onta%m1nte v_ 

m nu11Jt1'0 pl'Obl•ma H v11:rttaat.. AHC d11b11 hattar .. 

Za i1::plioaai4n. 

PENDULO QUE SE ALARGA LJ 
B.- Busoando por ot~oa aami.nos ~noontramo8 otro~ 

blmna par1aído. En asta oaso oZ oiHndi•o no ruada, 

sino qt4B QiN on torno da WI sJa qua paoa por BU Ofil1l• 

. tro. Aq14( tonamos ya dispussto aZ 1".0ntc;fa. La pqsa 

suspendida 10 Zi~l'e da osoita:r. ~ato as en :rsatidad 
1 

'-• 
un yoyo invo:rtido o un pdndulo que ae aZal'll.ª· 

c.- En aZ oaao pa:rtiautc:.zt do q1«1 la longitud aument' 

aon valooidad Gonstanta, Zas eowu:i~ones :rasuttant•!­

.1!® Utl paaa oompliaadaJ. JI la aaluald'n eat4 dada '" 
tlrminoa da jUncíonss d1 Bosset. 

faraoidaa q eatqs qug qetuvimcg u;perim1npq1Nnte. 

• €f to r!C§ da id•a qtJ que l'IUBftJ'O prcblama no BI tlll't 

ssnoítZo,· 

MOVIMIENTO DE LA PESA 
A. - votwnoa al1Qra .a.JlUilUQ probl11ma.Ql!i0'411ai: e®'· 

.....!!JE.!!_EE!' el oil.i11d:ro rueda ho:riaontalmante, perc: ah~: 
¿Qud ouoodo oon Za pcoa? ¿C5mo os ~u movimiont.::?.......... 

103 
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B.- Iuuat qua eZ dsZ. citif'ldl'O, simplemente cae u en 
t<>do momento estard debaJo dat cilindro, como wia 

bomba aottada por un (;l)Wn. 

C,- Yo supongo q?..lO la masg colgante ·~~ 

so" det movimiento del cUindPo, en consecuencia se CZU! 

da atrlro y Ql hilo debe fo= wt cierto ángulo respec 

to de ta vs2•tica1.. 

A. - Estoy de acuerdo en que la masa debsi quedal'se, 

pero no oreo qui] el. ánguZ.o eea fijo. debe estar 

variando. 

C.- Pam salir de dudas, hagamos el expe:r:>imento. 

c. - AZ.Cancl a notar que la pesa se quedaba, pero iw 

fue pooibte distinguir ai el ángulo variaba o no, 

Todo suaedi6 muy rápidamente .••• 

B. - Ser!a aonvenicnte 1•otardat' el movimientc ••• , 

Vedmoolo ••.. 

-cb-=-----------
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B. - Flllln¡ E:clsts "l 4ngulo, p11'0 no sabsmos 1i !!arla. 

Nscssit<rmos dgtflnrrl7lllOiont1s mas pNalsas. 

LAMPARA ESiROBOSCOPICA 
A. - Podemos awri@lo con ta fotoaraf!a (estroboso4-

piCiJ) da dsstdlo rmt?.Upls: "ªta ~al'a a~t11 lu.u a 

int1MJalos Ngul.aNs ds tiempo. Si usamos una o~ 

foto(IÑ[ica con et obturador abierto, Za psUcuta s6lo 

registraM 'f.o qua oCJa'l'a cuando la Zdii:parq utl 1moon~ 

c. - Hemoo di8puesto todo: Za a~ fotoqrdfica, Zas 

Z&iparas do dest11'Llo1 la plumada •••• 

Estamos listos •••• ¡Ahora! 

FOTOGRAF[A DE DESTELLO 
A. - Aqu! tmemos el rsoultado (Za plumada se oolocd 

para ts1111r una vsr>ttoal de refsNiwia para medir 1.cs 

ibtguZ.011). La Umpara tsn!a una jNcu11r1o·la d11 900 dss­

t"ZZ.Os por minuto. 

Piada IJlilztBI que 1Z. _4nB!llO tJa 121111Nntando u lU§JJ.0 ~­

!a q diamimd.zo,.,. ahom vuslvo g O!'f!a•r· Eou H un 

movlmient;Q bastant• p•ouliar: Un p4ncjuto qu11 tnl!Mnta 

su Z.Onszftud IJ qu1 ad1rn4_! 911 aJ'l'Q8trado o algo as!. 

EL MOVIMIENTO DEL CILINDRO 
¿Qu6 aucede aon 01. ailtndl'O? En loa anoa1L9a raaliaa0 

doa, indepc~ulisntalflonte del citindro o da la pesa, 

deopaoio o r.fpidv4 Za poaa ao muevo oaoilando en tor-

na a una lóica <! 450 ~...po.LabMB~lli.zni.D'1-

t;O dol aiLintlro ea paraaitlo al roo11imianto vcNi<'ttl de ta l'"M· 

líóS) 



La. aoluoUJn apro:cimada del problema. suponiendo qu~­

la ~aa osoi.Za can 4ngu'tos pequoFwa, es baatanta aun­

al?T.a. Aqul tenemos Z.Os rosuz.tadoa: la velocidad 

V'¡/.p dsl. alU.ndro y Za vslooidad 1Je:rti.oal dlJ la peaa son 
l!>.11---• 

iguales en p:rimG:ra aprc;d,maoit:fn. I4 1107.oaidad hol'ia::oJ 
1 e i) _M_!.!_f!jj}_otada por ot:ros ttrminos. 

~~~~~~:::;:::I 

~t) 
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GRAFICAS V VS t LJ 
A partir del an!Uaio ds aota fof;oqraf(a,__¡¡.u:a1tnl.J.a.­

l'lm: Za velocidad hol'i:zsontal do ta posa •• •• 

l.a vol.oaidad va:rt:ical de la peua" ••• 

-~~v'--"'la::...:;V.::.;elooidad dsl ai,_,Z;.:;·indit?=~·------

Dentro dst la incel'tidumbre e:;pel'1.nlentat.a confil!!E::_ 

mos QUI el oi.Undro tiene el. misrrt:J mouiniirmto gue_k! 

E'!ªª wrtica.Znumte. 

GRAFICAS a VS t 
E:earrri.IUWIOB cmi auidado Za gr4tica: la volpcidad eqttJ 

varigndo y en c011acou11nqla el mot!lmíento .o..L~r(t 

do. Recordemos~~ gl'4ficr;! ds la.JLl!Ir;.cidacl_ 
! _en f\,mJJi4n dBZ tiempo .. Za tUJBleNCidn en un prmto P 

+-----...:.. 
...J!ltif wrefülntada Por la pewliimíeJtJ la tanaP.>tBUl.u 

la OIU'lla Bn ese punto. 

~( la aceteraci6n dicmlnuye.... oe haao mlnima •••• 

Qlflfjlnta. • • • ll.4¡¡a_a.JDJ~Íll!O ._._._ ... _ empir;;¡1u1 .. di~r" 

-~llÍ.«..Í..l\Ü2~a<111..l'Q!Í.fil!!Q.IL.BWlt;!P.. ... tJJ . ..3ráfi,c_g_dQ_Z~ 
106 ---- } 



LA PESA COMO UN PENDULO QUE SE ALARGA 

En eqte s;iierimmto a.Jsw?.Y.a se la dW una osoi-

t:-:-:;l=~=¡=~l~:=~==_==r==I . .lacridn iniqiat ¡:wa acentuar la c1w1!íW.i.N di la ~ra­
yectorí.a de z.a pesa: se aaemaj_a a una suaea·i6n de eses 

aus O@ alargan. .. 

l A6:::. 2 'l..i 

-z: c. 0 =-2 e 1 

Loa vatios co?'l'esr>onden a loa puntos de mlí.:i:imo 

atraso de la pesa respecto del oiiindro y all{ los 

ángu!o11 son mayoree. Laa arestas indic:an el ~­

adelantamit1nto de l.a pesa y Zoo §nauZos son mínimos. 

LJ 
E.ntre loo puntoa A y C Za pesa ha c~mpletado una 

oaaiZaci6n. Igyal acontece entre C y E 6 entre B y D. 

Reacrdemoa qua entre imágenes sucesivas e í tiempo trans­

currido es ei miomo. Simplemente contando et número ,9,e 

im~genes se puede compr-obar que conforme aumenta ta lon-

LJ 
gitw:f, el. tiempo de ta oecitaai6n tambUn awnenta. 

LJ 
___ /lesuitado m1e estd de f!Qlli!l'_@._QQ!Lgl_QJJJI!P..Ql'j;_am_liri­

to de tas 176ndulQ.~Ze11: s;.Jg_torigitud crece, k 
oscilaci6n se hace mas lenta, 

RELAC l Ofl EtrrRc ªe y e 
Tenemos aquí dos fotografías: _l!n tos do.o caeos 

d cilindre ee el mfpmo., mffi!:!im.~!Lll!!Ll2fil!.@. son_ 
diferenteo. En la fotoarafía ~--~J:..¡:ieeo ea mayor que 

__ an 1 ¡¡ aarrcspatub:s.!1.t.cmanta,. Za_aa11tazo.aci6n._es..ma=--
yo:r det lado tle1•eaho. Como puede vcra.g, a mayo:r ace- 107 
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leraaU11 le col'reaponde may~l' 4ngu'lo de _a_t_ra_a_o_. __ _ 

SINTESIS: LA DINAMICA DEL PROBLEMA 

Hemos reali?.ado el anáUaie de tao diver11aa par-

tea deZ. sistema y te11emos aho1•a etementos para e:r:pt.i­

car lo que o~'Ul're: 

1 

L_j 

AZ: principio Z.a tensión es iguaZ: al peao au11pen-:_ 

dido •••• 

Cuando el cilindro se suelta, Za tensión dismi-

miye brusqam.mte u Za p90a emvie11a a cae..r......~----

••. . esta tensi&n jala al cilindro hacia abajo, 

~ riet11a ~iden QU@ caiga y Za torca producida fQ__ 

hace gil'lll'. • . 

..•• la fricción evita que patine 1( naclJ que el 

..JJiJ,indro empiece a rodar aceleradamente . .• 
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Debido a su insr-oia, t1:1 masg suJ12_mdtda sa e="~ 
at1'4s, formando •Z. hito un dnguZ.o oon Za i1srtioah._~ 

mismo ~ 1ua11d• oon un obJsto ooZ.gado dentro d• '"" 

autmn6víZ. auando lsts tl4'1tsN. 

Como t_g p«Ba tifn• una masq apr11qiab~.....al.~ 

darse atr48 aotita oomo un Zastr• para el ciz.indro, 1:..:­

aiendo qus sa fr9ns y qus disminuya su ve 'loof.dad, •. 

••• 'la pisa tienda entonofJs a smparsjaí'se oon 11 

aitlnd:to aprozimdndoss a Z.a vsrtioaZ. ••• 

LJ 
•••• pe!'O a msdlda qus Z.o oonsigue, sZ jat4n ~•I'-

tioaZ aobre st oitindzto aumenta haai1mda qua sst1 in­

Clf!!ll?!tl su aogtei:aoidn 11 weiva a .aádantar89· CPWl: 

i<in<iQ tút nysvo d qiqtq .• 

GRAFICAS DEL MOVIMIENTO (INTERPRETACION) LJ 
Si ta E'ªª no asaltara, et movimiento del. 

con,fW1to serla uniformf!rnente ao11terado H las u'i'4fi.caa 
dst MOVÍMisnto s11r!an estas, basta~oidas. 

aool.511 mutua..e,eea-oll.indro origina qu'1 Za diotar.cí.a, 

ta velooi.adad, Za aaaZeraaidn u Za [uaraa osailcm so­

bN Zas ourvae orfairnitaa. 

1~~ ------------l -J 
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'f'sro esta8 OBo'Í.ÚlcioniJS son W1 tanto psa1iti.az-es: 

110 son de ta familiar forma oenoidaL..~~uc.... 
se alargan y cambian su amplitud •••• 

Como esta que gmiera la pesa al osci '/:gi'_JJ_aJ:.!!!:g_q;¡:­

ae y que Z'floibe el nombre de funci&n de Beossl. 

'~· 
De tal manera que tas gráficas correspondientes a . 

nuestro problema aer!an lotas. 

¿Qt¡I sucede deepula de mucho tiempo? ••• 

¿Cu47, es la m&:ima aceleraaidn d8 la pesa? ••. 

¿c&ro se mueve el centro de masa? ••• 

Hay JflUchaa mas cosas que se pueden extraer •••. 

hemos mostrado sdlo algunas de ellas ••.• pensamos que 

teníamos un buen asunto entre manos y que val!a la 

pena darlo a conocer. 

LA MOTIVACION BIOLOGl~A 

L 

¡ah! ¿y por qud nosotros, biologoo en wi problema de F!­

oica? 

Uien. en pa~ticuZar el problema nos intercad por to 
siguiente: 



\. 

\. 

) 

OaUJW quo un d!a Taraif?¡, st roy do ta aetya, medio 

dormlda deopu4s de la siaota, 1111 aotgd do una liana º.!!:: 
rollada en un t1-onao apoyado sobro otras dos Uanaa, 

Da aqu! naat'.d 11t probtema y eagún parea11 et grito de 

TARZAN: lata ea la motivaoi6n bioldgiaa. 

F I N 

LJ 
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VI. COMENTARlOS Y CONCLUSIONES 

VI.l Sobre la realizaci6n del programa de video 

No es mi intenci6n hacer un recuento detallado de esta parte, 

sin duda la mas laboriosa y extensa de este trabajo. Algunos pu_!! 

tos, sin embarg~ ~erec~n destacarse: 

El programa se realiz6 ep las instalaciones del Centro Uni· 

versitario para la Producci6n de Recursos Audiovisuales (CUPRA) 

donde, además del lbcal (ver fig. VI.l.), equipo y personal espe· 

cializado proporcionan la asesoría y la asistencia técnica a gen· 

tes que, como yo, desean producir programas partiendo prácticame~ 

te de cero. 
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Durante un par de meses participé en un curso sobre la alabo 

raci6n de programas de televisi6n: los secretos de una buena ilu­

minaci6n, el uso de las lentes, la diversidad de encuadres, la -­

continuidad de las escenas, algunas características del lenguaje 

audiovisual, las técnicas elementales de animaci6n, además de una 

valoraci6n de los recursos disponibles y las limit~ciones existe~ 

tes. 

El material y equipo utilizado en los experimentos tuvo que 

diseñarse en funci6n de los requerimientos del video, desde pintar 

varillas hasta tomar fotografías en color de los experimentos rea 

!izados (ver figura VI.2.). 

Una parte importante del programa se estructur6 a base de 
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gráficas, dibujos, animaciones y sobreimposiciones que pudieron 

lograrse gracias al apoyo de los diseñadores g;áficos de CUPRA. 

Para presentar el problema y explicarlo ~onté con la inapre­

ciable colaboraci6n de tres alumnos míos, estudiantes de Prepara­

toria. Fueron ocho semanas de estudios, ensayos y agotadoras se­

siones de grabaci6n. 

Tal vez un detalle sirva para ilustrar la clase de cosas que 

se hicieron: en el programa se menciona a los gatos que cuando se 

sueltan en el aire regularmente caen parados. Conseguir la gati­

ta (se llama Vanessa), esperar las condiciones propicias (es muy 

temperamental) hasta tener aproximadamente 10 minutos de graba­

ci6n, nos llev6 una semana de tiempo. L& escena correspondiente 

F.C:g. VI. 3. Una. 6o.togJUt6.t4 U.6ada. en el. pllog1tamtt: At cúUndM Ú le di.id un 62_ 
co en. et boJr.de. 1J a. la pe.6a tambú.n he le coloc.6 una 6umte lwn.bioha. 
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en el programa dura 7 segundos. 

VI.Z. Conclusion~s 

Para empezar, un intento por situarme: el problema del ci­

lindro me interes6 porque no estaba resuelto en los libros y Pº! 

que podia atacarse experimentalmente. Sé, por otro lado, que es 

un problema muy particular de escasa importancia por si mismo o -

dentro del marco amplio de la Mecánica. Contiene, sin embargo. 

algunos ingredientes que le confieren atractivo e interés. De e~ta 

manera, P.l audiovisual fue concebido de tai manera que resaltan 

los ángulos novedcsos y que permitiera explicar el problema en -

forma clara y simple a estudiantes del 6ltimo afio del nivel medio 

superior. 

Después de escuchar los comentarios de algunos estudiantes y 

profesores que conocen tanto el video como este material impreso, 

se obtienen en conclusión los siguientes puntos: 

Contienen suficientes elementos de Mecánica para interesar a 

estudiantes de esta asignatura o de Física General, no tan s6lo -

por el problema central, sino tambien por su .evidente conexi6n con 

otros problemas parecidos. 

Plantea algunas situaciones que no están resueltas y q~c po­

dr1an ser el punto de partida de algunos experimentos (la acele­

raci6n del cilindro mayor que &t el movimiento sin oscilaci6n del 

conjunto, la generaci6n de funciones de Bessel, etc.). 

115 



La obtenci6n de las ecuaciones de movimiento por dos m~todos 

distintos permite comparar la contundencia y efectividad de la 

foraulaci6n de Lagrange con el camino largo pero mas accesible de 

las leyes de Newton. 

Contribuye a perderle el miedo a las ecuaciones diferencia­

les complicadas: los programas para resolverlas están al alcance 

de los estudiantes desde los primeros semestres de Facultad. 

No se han realizado evaluaciones con estudiantes de nivel me 

dio superior para determinar en que medida se consigue el objeti­

vo central. 

En el marco general de los audiovisuales destinados a la en­

señanza, es un hecho que estos recu1sos se usan muy poco en la -­

educaci6n y en la ensefianza de la Fisica todo está por hacerse. 

En este sentido el programa de video es s6lo una muestra, una ex­

ploraci6n de las posibilidades que este medio ofrece. 

Mi participaci6n directa en todas y cada una de las fases de 

la realización del video me ha permitido valorar la preparación -

previa y el trabajo de equipo que hay detrls de este tipo de pro­

gramas. Producir material didáctico adecuado a nuestras necesid! 

des es todo un desafío y mas que recursos econ6micos o equipo 

complicado se requiere de ideas y de mucho trabajo 
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