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PREFACTIO

Estas notas fueron elaboradas en torno. de un problema mno tri
vial de Mecénica: desde su origen, pasando por la investigacién,
andlisis y solucidn tebrica y experimental, hasta la presentacibn
diddctica del asunto mediante un programa de video destinado a es
tudiantes que han llevado, al menos, un curso de Fisica a nivel

medio superior,

El problema tratado tiene caracteristicas especiales: es muy
simple en primera aproximacibn, tiene el atractivo de no estar re
suclto en los libros y es susceptible de abordarse experimental-
mente, con el incentivo adicional de que su explicacibn -en forma
elemental y clara- a estudiantes que empiezan'a asomarse a la Fi-

sica, constituye un buen desaffo.



I.- INTRODUCCION

I.1,- EL PROBLEMA

Un cilindro met4lico de radio R y masa M esté colocado sobre
dos rieles horizontales, como se muestra en la figura # 1. Un hi
lo enrollado en el cilindro tiene en su extremo una pesa de masa
m. JInicialmente el cilindro esti sujeto. ¢Qué sucede cuando se

suelta?

Fig. I.1. El Cilindro Rodante

lt20" EL ORIGEN

Un buen dia mientras daba su clase, ¢l Profesor Dario Morcno
lanz6 a los alumnos una pregunta inocente: jPor qué sc mueve un -

automévil?. En la discusibn subsecuente, surgieron algunos culpa



bles del movimiento: ¢l motor del auto, la gasolina, la caja de
transmisiones, ctc. Para mostrar que el meollo del asunto estaba
en otro lado, redujo ¢l coche a un par de ruedas conectadas me-

diante un c¢jec y en lugar de motor o haciendo las veces del aljsmo,

colocd una pesa en ¢l extremo de un hiloenrollado al cjey ....

En 1982, cuando imparti el curso de Fisica General a un gru-
po de aspirantes a la carrera de Biologia, algunos dc ¢llos mos-
traron un interés particular por las rotaciones, torcas y cosas
de esas. Querian enfrentar algiln problema que contuvicra esos -
clementos, [Les sugeri el problema del cilindro v la pesa. Ellos
lo bautizaron como "Ll c¢ilindro rodante". Tlrabajaron cen el asun
to varidas scmanas, se meticron 4 oxperimentar al lLaboratorio de
Meclnica, tomaron las primeras fotogratffus y pudicron resolver -

algunas interrogantes... v, por supuesto, surgieron muchas més.

1.3,- EL PLAN DE AccCION

El presente- trabajo es una presentacibén ordenada de los di-
ferentes 4ngulos cn que se abordd el problema. A grandes rasgos
son los siguientes:

La parte tebrica, donde sc recaba informacidn pertinente, se
destacan los aspectos relevantes, se analiza y resuclve el proble
ma.

La parte experimental, donde se da cuenta de los cnsayos --
realizados, los resultados obtenidos v 1la contfrontacibdn con a

teoria.



La parte didictica donde se estructura un programa de video
destinado a presentar y explicar el problema en forma elemental
y se analizan los objetivos y las estrategias seguidas para la -
presentacién a los alumnos.

Y una parte final destinada a comentarios y conclusiones so

bre el asunto,.



I1.- LA PARTE TEORICA

I1.1,- SIMILITUDES CON OTROS PROBLEMAS

Con el propbésito de obtener informacibén en torno al asunto -
planteado y que ayudara a comprenderlo, examinamos  algunos pro-
blemas semejantes pero mds sencillos y cuya solucibn es, por su-
puesto, conocida. Se mencionan aqui para abreviar, solamente a-
quellos problemas que se utilizaron en la parte V (el programa de

video) y que contribuyeron a dar luz sobre el problema central,

II.1.1- E1 Yoyo Sobre la Mesa

Un yoyo se encuentra sobre una superficie horizontal, como -
se muestra en la figura I1I1.2. 3Sobre el hilo que forma un 4ngu-
lo a con la horizontal, se ejerce una fuerza T. Se supone qgue el

(1)

yoyo rueda sin resbalur. Determinar el movimiento resultante

O

Pig, IL.2. (Hacia que ladc se mueve el yoyo?




Del apAlisis de fuerzas y torcas que act@an sobre el yoyo, -

se llega a la siguiente expresibn:

bT{b cos a -a}it?
IM{R2+62)

X =

en donde X es la distancia recorrida por el yoyo, M su masa; b
es el radio (se supone un yoyo cilindrico); a es el radio del eje;

t, el tiempo y k, el radio de giro que esta dado por:

b SR

De acuerdo con la ecuacibén obtenida, el sentido en que rueda
el yoyo depende del Angulo que forma el hilo con la horizontal:

84 o8 a - %, el goyo rueda hacda La derecha

84 €04 < %, el yoyo nueda hacia La izquierda

44 co4 o = %, el yoyo no se mueve

Para que el yoyo permanezca en reposo bajo la accibén de la -

fuerza T, es necesario que la suma de fuerzas y torcas sea cero.

De acuerdo con la figuralf,3:

beg. 11,3, Fueraas concurrventes sobre el yoyo



T sena+ N-mg=0 {1)
T cosa-| §=0 {2)
-aT+§b=0 (3]

De (2) y (3) se obtiene:
a=b cos fx

que, seglin se establecib, es la |condicibn para que el yoyo pcrma-

nezca en el mismo lugar.

1I.1.2.- El Cilindro Rodante con Polea

En este problema, entre el|cilindro y la pesa sc¢ intercala -
una poiea y se obtiene el arreglo mostrado en la figura I1.4 La
masa de la polea es muy pequefia] comparada con las masas de la pe-
sa y del cilindro. No se toma en cuenta la friccibén entre el hi-
lo y la polea. Se supone que el cilindro rueda sin deslizar, Se

desea obtener una expresibén para la aceleracidn del cilindrou).

Sean M, la masa del cilindro; R, el radio; a,, la aceleracién
del cilindro; f, la fuerza de friccién; T, la tensibn en el hilo;

m, la masa de 1a pesa y a_, la aceleracibn de la pesa.

p)

T

[ﬁm

Fig. II.4 Una versifn stmplificada del c¢ilindro

rpdante.



De la suma de fuerzas y torcas sobre el cilindro se obtienen

las siguientes ecuaciones:

T+6=hiac (1)
TR-§R=1a {2)
1, el momento de inercia del cilindro es:

a
I=4MR® y o= ,

de tal manera gue al substituir en (2) se cbtiene:

T-§=iba, (3)

Sobre la pesa tenemos las siguientes fuerzas:

mg-T=map {4)

Al caer la pesa, el hilo se desenrolla una longitud Re, don
de 6 es el &ngulo girado por el cilindro. Al mismo tiempo el ci-
lindro avanza una distancia Re (condicién devrodadura), de manera
que la altura descendida por la pesa es el doble de la distancia
recorrida por el cilindro, suponiendo que el hilo es inextensible,

0 sea que:

gp=2xc
y de aquf:
ap-Za.c {5)
usande (1), (3), (4) y (5) se llega a
m .
a = _ {6]
¢ 7 M+2m



11.1.3, El Acelerdmetro

Sea un péndulo de longitud £ que estd sujeto a una acelera-

cidén constante a hacia la derecha, de tal manera que forma un &n-
gulo Be con la vertical, como se indica en la figura II.S.(3)

—By

Fig. II.5. Fuerzas sobre el péndulo

Consideremos las fuerzas que act@ian sobre la masa m:

En la direccifn del eje ¥

TsenB = ma n)

A lo largo de la vertical

Tcos 8~-~mg=20

T cos B = mg ‘ (2}

§i dividimos (1) entre (2)

T sen B8 _ ma
T cos B mg



tan B =

win

El péndulo gueda en reposo a lo largo de una nueva "vertical",
formando un &ngulo que tiene por tangente el cociente entre la ace

leracifn horizontal y la aceleracién de la gravedad.

Por supuesto, si inicialmente el pé&ndulo cuelga verticalmente
bajo la accifn de la gravedad y de pronto gueda sujeto a la acele-
racifn a, el péndulo se desplaza en sentido contrario a la acelera
cibén y comienza a oscilar en torno de la nueva "“vertical". Even-
tualmente se amortigua y queda en reposo formando el angulo 8., con

la vertical.

El pericdo de este péndulo cambia a

f = I ~————£—~Tf*
(ngaQ) Z

I¥.1.4. El Pé&ndulo Enrollado en un Cilindro Fijo

Una pesa de masa m est8 suspendida de un hilo enrollado en -
un cilindro fijo de radio R. Obtener la ecuacién de movimiento -

cuando la pesa se pone a oscilar.(q)

Sea B el &ngulo que el hilo forma con la vertical.y p la lon

gitud del péndulo formado por la pesa, como esti indicado en 1a fig,
I1.6.

El sistema tiene un sélo grado de libertad: el 4ngulo 8.

10



v

1%\1

Fig., II.6. Péndulo que oseila sobre un cilindro.
Para especificar el signo de los &ngulos establecemos la si-

guiente convencifn:
_fh(*') p)

El punto de suspensisn P del p&ndulo se mueve en una porcibn

de circunferencia variando su longitud efectiva p. De la figura
II.G

p = p, - RB
condicibn de hilo inextensible,

Derivando con respecto al tiempo:

g =-RE {2}

11



La resolucién del problema es sencilla si recurrimos a la -
formulacién de Lagrange., Para ello, calcularemos primero la ener
gia cinética T de la pesa.

Tedm{X2+y?) {3)

De 1la figura II.6 puede verse que:

X ¢« R cos B-p sen B {4}
Yy = R sen B+p.cod B (5}
derivando respecto del tiempo
% e - p sen B-B (R sen B+p cos Bl
V = pcos B+8 (R cos B-p sen B)
elevando al cuadrado y sumando
K2ey%e p2824(p-RB)2
con la condicién (2) queda:
kz,gchzéz
y la energia cinética seré
T=imp?h?
Sea V la energia potencial de la pesa. De la figura II.6
Ve-mg (y-p, ]

usando (5)

U:-mg(oa {cos B-T1)+R{sen 8- cos B}

12



La lagrangiana [=T-V, seaf :

L=% mp’é2+mg{pa(caa B-1)+R{sen B-B cos }}B

Aplicando las ecuaciones de Lagrange:

obtenemos:
mlp,-RB)? B-2mR(p -RB)A2+mR (o -RB)BZ+mg(p -RB)aen B =0

Simplificando, llegamos a la ecuacién diferencial buscada:
(po-RB)E—Ré2+g senBs=0

I1.1.5.- El Yoyo Invertido Oscilante

Supongamos que el eje del cilindro estf conectado a un motor
que puede comunicarle un movimiento giratorio de la forma 6=£f(t),

como indica la figura II.7. Obtener la ecuacibn de movimiento -

de la pesa cuando el cilindro gira, variando el péndulo su longi
tud.(s)

Si llamamos 8 al d&ngulo del cilindro y continuamos usando la
notacibn del problema anterior, la longitud del p&ndulo (05, de a
cuerdo con la figura II,7, seré:

p = p,-RB+RO (2)

13



\4

Fig. 1I.7. Cilindro girqtorio con p2ndulo que se alarga.

Como la variacién de 8 es conocida e impuesta al sistema por
el motor, este problema tiene un sdélo grado de libertad; el éngulo

de oscilacibn B del péndulo formado por la pesa,
La nueva energia cinética de la pesa seré:
T=im{R2824p202|
y la epergia potencial V, estard dada por:

Ve-mgly-o,]
en donde

y=p cod BtR sen B

La lagrangiana del sistema, L=T-V resulta:

14



L=4m{R?8%+(p -Re+R0) *8%}-mg{p +R sen B-{p -RB+RE)cos B} {2)

Las ecuaciones de Lagrange, derivando respecto de B y B son:

& 3L 3L, (2 (p,-RE+ROI+4 (o, -RB#RO) (RO-RE) B+IRS? (o, -RB+RO] )+ (o, ~RB+RE) ng sen =0
dt 38 3B ‘

™me

Después de simplificar, la ecuacibén diferencial buscada re-

sulta ser:

(p,-RB+RE)B+2ROB-RE2+g sen B = 0 (3)

En términos de p y 5 :
pBIpB+RR%+g sen B =0 0
Si se hace pasar el hilo a través de un agujero como se indi

ca en la figura II.7, la oscilacibn sobre el cilindro desaparece

[RB=0} y la ecuacién (4) se simplifica reduciéndose a:

)

Fig. II.8, Arreglo experimental para eliminar RA?

15



pB+2phtg sen B=0 {5)
Ecuacién diferencial correspondiente a un péndulo de longi-

tud variable p que oscila con un 4ngulo B.

11.1.6.- Péndulo que se Alarga con Velocidad Constante

Si suponemos que el péndulo del problema anterior aumenta su -
longitud con velocidad constante v, o0 sea que p puede expresarse
como p=po+vt y consideramos fngulos pequefios (si B<<l radidn

entonces sen B+B).
La ecuacidn (5) anterior se reduce a
pB+20B+g B=0

dividiendo entre p obtenemos

2

De

‘B."' ﬁ*% g=0 {1

ol

Ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficicen-
tes variables, Vamos a.modificar la forma de la ecuacidn hacien-

do un cambio de variable:

84 p=p,*v  obtenemos Le—s con veete

Si consideramos ahora a p como variable independiente:

4 '.’ A ds
do " df dp " 8% Bev B

16



d’8 _ d (By_1 dB dt_1 = . d2
(3’ N AE I VT 8 B = v? é._ﬁ
Sustituyendo en (1) y dividiende entre v? tenemos

d*B, 2 dB
a‘f*z Tt 5o B0 (2)

La expresién (2) corresponde a una ecuacibn diferencial de

Bessel, como puede probarse comparande con la siguiente forma ge-

neral:

PR A i e A P (3)
que corresponde a la ecuacién diferencial de Bessel de orden n.
En el caso de que n sca entero, la solucibn general es:
yex* (AT, (6x71+8B ¥, (6x") 1
en donde Jn es la funcibén de Bessel de orden n y Vn es la funciébn

de Neumann de orden n

Si comparamos las ecuaciones (2) y (3), ens

a=-§
=i
e
el

17



En resumen, la expresidn (2) es una ecuacibn de Bessel cuya

solucibn es:

l I

en donde A y B son constantes que dependen de las condiciones i-
niciales, mientras que Iy y ¥, son las funciones de Bessel y de

Neumann de orden uno, respectivamente.

18



[I.2 EL CILINDRO RODANTE

11.2.1.- Obtencibn de las Bcuaciones de Movimiento Mediante la

Formulacién de Lagrange

Un cilindro de densidad uniforme esté colocado sobre dos rie
les horizontales, segln muestra la figura [1.9. Un hilo enrrolla
do cn el cilindro tienc en su cxtremo una pesa suspendida.  Supo-
nemos que el cilindro rueda sin resbalar y que la masa del hiloes

despreciable, Obtener las ecuaciones de movimiento.

8 R
/M x,

‘Y

Fig. 11.9 &l eilindre rodéntc: notacidn usada
Sean:
p, la longitud del péndulo formado por la pesa
B, el 4ngulo que el hilo forma con la vertical
M, la masa del cilindro
R, el radio del cilindro
m, la masa de la pesa

oo 18 longitud inicial del péndulo

19



8, el &ngulo girado por el cilindro

Xc’ la distancia recorrida por el cilindro

y las coordenadas de la pesa

Xp; pn

El 4ngulo se considera positivo en el sentido de las maneci-

llas del reloj.

El sistema tienec dos grados de¢ libertad y las coordenadas ge

neralizadas que escogimos para describirlo son Xe ¥ ]

Si el cilindro rucda sin deslizar, entonces:

><(,_=R6 (1
A partir de la figura II.9:

p=po+xc*% (2]

Sea Tp la energia cinética de la pesa. De acuerdo con la fi

gura II1.10,

Fig. II.15 Las velosidades del cilindro ¥ la pesa.



Tprim{LIRBY +0B] + (0] #x 1+ LRI+ 10B) ¢+ (0] 1* )
T =im{[-RE sen B~pf cos B-0 sen Bex,I*HRE cos B-of sen B+0 cos B]7} {3)

5i derivamos (2) con respecto al tiempo, obtcnemos
pex ,-RB (4)

Desarrollando ia expresibén (3) y usando (1) y (2), conseguimos ex-

presar T en términos de x, vy B:

4

Tp=m()'(c(l-4m B) -l #x,-RBIB X, cos 6+ 4 (0, +x,-RBI 2B {5)

Para el cilindro:

c W I A
TC-JM X, i I8 (6]

El momento de inercia del cilindro respecto desu eje de sime

tria es: I=JMR? {7
De 1a condicibn de rodadura obtenemos iC=Eé (§)

y 1la energia cinética del cilindro ser4:
. > 2
T,=3/4 M, (9)

Procederemos a calcular la energf{a potencial V de la pesa.

Recordemos que el sentido positivo del eje ¥ es hacia abajo

De la figura I1,11

Ve-mg ly-c,) {10}

21



v

T ¢
:
/zf’o

v

Pig. II.11. La pesa y su energfa potencial

si expresamos ¢ en términos de p y B:

yeo cos B + R sen B (11}

sustituyendo (11} en (10):
Ve-mgl (o +x,-RB! cos § + R sen B - po} {12)

La lagrangiana [ del sistema ser4 por tanto:
3 . + 2 o * .
L= 3 M xottm {x.* (1-sen B)- (o, +x,-RBIB x, cos 844(po+xc-RBlzé‘) +
+ ng{(oo+xc-R6) cos B+ R sen B - ’o} {13)

Si aplicamos las ecuaciones de lLagrange derivando con respec

toa x, ¥ ic' obtenemos:

3}- = zic{g Mem (1-sen ()s-m{o +x ,-RA)A cos B

2 K3 ¢

22



d 3L "c{gA%Znul-Aen Bl}-(3ic é+(oo+xc-RB)E-Ré2}m cos G+ (00+XC~RB)mé2 sen @ (14}

.._....._‘.....r.‘ X

Xe

a3, mig-7 Fleos b+ m {o) + « -RRI?

E);C

—
-

5i ahora restamos (15) de (14) y reagrupamos términos, la pri

mera ecuacibén de movimiento resulta ser:
%, (3 Me2m(1-sen B))+{-1x BeRB2- (o +x -RB)E-gm cos B-m (1 +,-RBIEZ(I-senB)=0 (16]

Repitiendo cl procedimiento con B y R:

9% =-mly +x -RB) 1. cos;+ m (o +. -RAI?A
W2 ( C ( ¢ (

i 5% =(-too+xc-nn)yc+tzé;c-;c’pm cos B +m [p +y -RE) {;,Cé(mem;:)-znézmug,c-.-vuiz'

%% ¢ (-§c2+2éic}m cosB+ m (pa+xc—Rﬁ)(éic-g) sen 3 -m (pofyc-keléz

NDespués de efectuar la resta y simplificar, la segunda ecua-

cién de movimiento es:

Ko €08 B osly ey RU) + 20 3-RBP 4 g sen § (n

Si mezclamos las ecuaciones diferenciales obtenidas, !lcgamos

a una expresién més simple para TC.
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Sustituyendo (17) en (16) y simplificando llegamos a:

, mlI-senBl (g cos grpf?)

¢ é}wm {2{1-sen B}-cos? B} (1s)

Como puede verse, la expresibn anterior es bastante mis sen-
cilla que las dos ecuaciones originales: no aparece la aceleracidn

angular E, ni la de Coriolis Z&Cé, aunque si figura la aceleracién
centripeta pf?,

La aceleracibn del cilindro en la forma (18) es la base del

v

anilisis que haremos adelante y nos estaremos refiriendo a ella -

continuamente,

I1.2.2,- Relacibn entre las Coordenadsas, Velocidades y Acelera-

ciones del Cilindro y la Pesa

('Xe,o) X
( 5 ~>
N
1 ’

(Xp-Yp)
| Fig. IT.12. Lae coordenadas del oilindro y la pesa

Tal y como se indica en la fig, II.12, el centro del cilin-

dro tiene como coordenadas (XC,O) mientras que a la pesa le co-
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rresponden las coordenadas rxp,vp).

Sean ic la velocidad del cilindro y Rc la aceleracibn del -
cilindro, Xp y &P las velocidades horizontal y vertical de la pe
sa, ip y Vp las aceleraciones horizontal y vertical de la pesa.

A partir de la fig. II.,12, las coordenadas de la pesa

ex-
presadas en términos de Xc y B, resultan ser:

xp=xc+R cos B-p sen B {1}

Vp= R sen B+p cod F i2)
en donde

0=00*XC~RB

Para obtener las velocidades horizontal y vertical de 1a pe

sa, derivamos (1) y (2) respecto del tiempo:

;p=;c(1-6en Bi-pf ces B (4]

;pgic 005 P-pR ben B {5)

Si ahora derivamos {4} y {5) respecto del tiempo, las acele

raciones vertical ¥y horizontal de la pesa quedan expresadas como:

§p=§c(1-aenﬁ)+péz sen B—(Zic B+pb - RR?) cos P {6}

u:n-'z N .... ', . ,
Vp (xc ax®} ecos R szcﬂ RR* + pR} sen B {7}

Con ayuda de los resultados que hemos obtefiido anteriormen-
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te, podemos derivar otras expresiones Gtiles ;

Si sustituimos la ecuacién (17) de I[.2.1 en (6) obtenemos:
e . L]
xp=(9 cos 8y, [1-sen B) + 0B’} sen B (8)

La misma ecuacién (17) sustituida en (7) nos conduce a:

Vp={xcfl—éen 8) - pB2lcos Btg sen? 19)

11.2.3.- Soluciones Aproximadas

Para el andlisis subsecuente y la presentacibn y discusién
de algunos resultados, es muy conveniente simplificar las ecuacio

nes generales, considerando casos particulares sencillos:
a) Primera aproximacién : dngulos pequefios.
. 4
si 8<<! radian, sen B =8, cos B=1

la ecuacién I1.2.78 se reduce a:

h2
ycsﬂﬂ‘;'sl (g*OB ) i
7 Mim(1-23}

mientras que las componentes horizontal y vertical de 1la acelera-

cidén de la pesa (ver ecuaciones (8) v (9) de [I1.2.2) dan:

K, = 1975 L1-8] ¢ o87lE (2}

V ose oY ngE 2
Vp xc(l Rl-phi+g R {3}
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o
Las ecuaciones anteriores son apliicables a la mayoria de los
experimentos realizados en donde m es aproximadamente 10 veces me

nor que M,

h) Segunda aproximaci6n; fngulos pequefios y velocidad angu-

lar desprecisble,

La aceleraci6n del cilindro (de acuerdo con (1)) se reduce

i > m{1-Blg (4)

¢ FMem(1-28)

y las velocidades y aceleraciones de la pesa {ver ecuaciones (4),

(5), (6) ¥y (7) de 11.2.2) dan:

Xy X, (1-8) (5) X,=X (1-81 (4)

p P

;, g. .. 2&-
p=X {7} Vp Xe (8}

En esta segunda aproximacién, la velocidad y 1a aceleracifn
vertical de la pesa son iguales a la velocidad y aceleracifn del

cilindro, resultado que se usa en el programa de video.

[1.2.4.- Obtencidn de las Ecuaciones de Movimiento a partir de

las Leyes de Newton

Ademds de los términos que hemos definido anteriormente, es
necesario agregar: §, la friccibn sobre el ciltindro v T, 1a ten-

sibn en el hilo, seghn se indica en la figura I1.13.
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S~
p

mg 'ir\j

Fig. Il 13, Las fuerzas sobre el sistema pesa-cilindro

En el caso del cilindro, las fuerzas que actfian en direccifn

horizontal, de acuerda con la 2a ley, nos conducen g:
§-T sen p=My, (1)
Tomando en cuenta las torcas sobre el cilindro:
TR- §R=18 (2}
Segln vimos, I=% MR? {3)
y si suponemos que el cilindro rueda sin resbalar Xa*RE y de aquf:

X, RO {4)

sustituyvendo (3} v (4) en (2) y despejando {:

f=T-3 Mx, s
sustituyendo en (1)

% MX,=T(1-sen B) o (8)
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Si ahora consideramos las fperzas que actfian sobre la pesa

en direccibn vertical y horizontal llegamos a;

mxprT sen P (7)
m;ptmg—T cos B [8)

Si climinamos T a partir de (6), (7) y (8) obtenemos:

J My, sen B-m, (1-sen 81e0 (9}
ig M;c+m;p> ¥ B*mtvp-q!=0 {10}

En el par de ecuaciones anteriores fipuran cuatro variables;

;c' 8, ip. V . Podemos eliminar §p y Vp expresdndolas en términos

de ;c y # a partir de las relaciones (6) v (7) de I1.2.2,
XgXo1-600 B)¢oB? sen & - (2x 5 + ob - RE2) cos 8 (1)
Vp’{:c'(’éz) cod 8= l?icé + oé‘ - RA?} sen R (1

Sustituyendo (11) en (9) y reagrupando términos:

gMS{c sen B-m ;Ec.“'“‘” 6}2-mpf§2 senn &{1-sen 6)+rn[z)'<cé+p§-r€é2)cob Rl1-sen g}=0
+
{13)

Sustituyendo (11) y (12} en (10} y simplificando, llegamos

% ch o B+m;’(C cos B{l-sen B]-mpéz cos B{T-sen 5)~m(2§cé+pélké2){c0525+4en g~

~mg={ (14}
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Hagamos ahora lo siguiente ;

Si multiplicames (15) por cos 2, luego (14) por sen A y des

pués efectuamos la diferencia, obtenemos:
mQC{coaell-beu B) + sen B cos B(Z-s2n Bl -mg &sen B
-m( 2 F+o2-RB%| {cos?Bl1-sen B)+sen Bleos Broen Bl}=0

Simplificando, dividiendo entre m y despejando %c’ el resultado

seri:

e cos i oy f o+ cF - RE* + g sen B {15
que corresponde a la segunda ecuacién diferencial obtenida a tra

vés de las ecuaciones de Lagrange. (Ver ecuacibn 17 de [1.,2.1.).

Para la ecuacidn restante, procedamos como se indica a con-

tinuacidn:

Multipliquemos (13) por senm B8, después multipliquemos (14)
por ccs * v enseguida sumemos las dos expresiones. Reagrupando

términos obtendremos :

~afem

M{;;san28+c0428)+m§c(c0526(2—sen g)-sen B{l-sen 8)2}

- 20 0-sent 3} (sen’2+cos® B) - mg cos B

-mil, 2452-RE2) {cos 2lcosirrsen 3)-sen B cos B(I-sen B)}=0

Simplificando, el resultado final ser§ ;
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3 Hx r2m, (1-sen 8)-mi2k brob-RB%+g) cos B-mof? (I-sen 8)=0

que corresponde a la primera ecuacidn diferencial derivada a par

tir de 1a formulacibn de lLagrange. (Ecuacibn 16 de II1.2.1.).

I1.2.5.- Andlisis Cualitativo del Problema,

Podemos ahora dar una interpretacifn dinfmica que nos ayude
al prop6sito declarado de lograr una presentacibén clara y simple

del asunto en el programa de video:

Fig. II,14. La interaceidn eilindro-pesa

Cuando el cilindro esti en reposo y la pesa cuelga en direc
cifén vertical sin oscilar, la tensidén en el hilo es igual al peso
sgspendido. En cuanto se suelta el cilindro, la tensién disminu
ye y la pesa empieza a caer. Esta tensi6n jala al cilindro hacia
abajo, los rieles impiden que caig~ y la torca producida‘lo hace
girar, La friccifn evita que patine y hace que el cilindro empie

ce a rodar aceleradamente.
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Debido a su inercia, la pesa empieza a quedarse atris, for-
mando el hilo un 4ngulo con la vertical y de este modo se genera
una componente horizontal de la tensibn que frena al cilindro y
acelera a la pesa. Al disminuir la aceleracibén del cilindro e
incrementarse la aceleraciédn horizontal de la pesa, ésta tiende
entonces a emparejarse con el cilindro aproximéndose a la verti-
cal, pero a medida que lo consigue, el jaldn vertical sobre el
cilindro aumenta haciendo que éste incremente su aceleracibn y
vuelva a adelantarse, comenzando de nuevo el ciclo., E1 4dngulo
B por tanto, primero aumenta, luego disminuye, vuelve a aumen-

tar y asi sucesivamente.

La pesa se comporta de una manera bastante peculiar: se ase
meja a un péndulo que oscila al mismo tiempo que aumenta su lon-
gitud aceleradamente, mientras es arrastrado en direccién hori-
zontal por el cilindro también en forma acelerada. El punto de
suspensidn de este péndulo estd oscilando a su vez sobre un arco

de circulo en el cilindro.

Como ocurre en el caso del péndulo que se alarga con veloci
dad constante(6L a medida que el tiempo transcurre y la longitud
auéenta, las fluctuaciones de f son cada vez menores, de tal ma-
nera que el fngulo de oscilacidn tiende a un valor limite que es
justamente el Angulo del acelerbmetro, seglin sc¢ discute mis ade-

lante (II.2.8).

Por otro lado, las oscilaciones del &ngulc B no son armbni-



cas ya que el péndulo formado por la pesa estid aumentando su lon
gitud aceleradamente y los tiempos invertidos en completar una -
oscilacibn (los cuasiperiodos), van tambien aumentando.

Para resumir: los 4ngulos oscilan con el tiempo en una for-
ma muy particular: la amplitud decrece y los cuasiperiodos cre-

cen conforme al tiempo transcurre, como se muestra en la figura

I1.15. B 4

T T~
N

v

Fig. iI.15. Variacidn de B con el tiempo.

11.2.6.- Anllisis de las Ecuaciones de Movimiento

Tomemos como punto de partida la expresibn correspondiente
a la aceleracibn del cilindro, en el caso de 4ngulos pequefios

(ver 1I.2.3.1.): .
oo mid-8) lgteB?) (11

X
e -,}rwm (1-28)

:Cufl es 1a contribucibn de la aceleracibn centripeta'oéz?

En los extremos de la oscilacibn B vale cero, en cualquier otro pun
to pR? es siempre positiva y en nuestras condiciones experimenta

les (4ngulos pequefios y sin oscilacibn. inicial) pBi<c<g, de tal
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manera que en principio el anflisis no cambia sustancialmente si

usamos la relacién

e . m{l-Blg
Xp * T 7
¢ 7 Hem(1-28) @

Si no hubiera variacibn en el fngulo la aceleracibn del ci-
lindro seria constante. Las fluctuaciones de B determinan que -
la aceleracidn aumente y disminuya en torno de un éierto valor,
como lo confirma la solucidén numérica de 1a seccién II1.4. Puede
verse de la ecuacibn (2) que %C es minima cuando 8 tiene el méxi-
mo atraso {B max) y tiene un valor miximo cuando el 4Angulo es me

nor (B min), segdn se ilustra en la fig. I1.16,

o A
[+

fmin

‘\‘-~__~+__,_,—'”’"

Ppmax

p max

»
L

t

Fig, II.16. La aceleracién oscilante del oilindro.

La velocidad del cilindro aumenta continﬁamente con el tiem-
po,pero no de manera uniforme como seria si la pesa no oscilara.
En nuestro caso 1a velocidad tambien estf fluctuando y la forma -
en que varia puede obtenerse inmediatamente a partir de la gréfica
de la aceleracién en funcibn del tiempo, tomando en cuenta que la
aceleracibn alcanza su menor valor en Bmax y llega a un miximo 'en

Bmin'
La curva de la velocidad fluctfia en torno a una recta que represen

Suponemos que la velocidad inicial del cilindro es cero. -

ta el MUA, como lo muestra la figura II.17. 34



P max

pmax

e >

t

Fig. II.17, La velocidad del ¢ilindro en funeidn del tiempo.

¢Cémo son las velocidades horizontal y vertical de la pesa,
comparadas con la del cilindro?. Segln las ecuaciones (4) v (5)

de 1I.2.2, en la aproximacién de &ngulos pequefios:

X=X |1-81-08 (3)
VX088 (4)

Si la pesa estd inicialmente en reposo con el hild en direc

cibn vertical, para cualquier tiempo distinto de cero el 4ngulo
serd siempre positivo ($»0), de acuerdo con nuestra convencién
de signos y la f(inica manera de que szic’ como lo indica la ecua
cibén (4}, es que B sea igual a cero y esto ocurre en los extremos

de la oscilacibén., Luego entonces para Bhax ¥ Bmin la velocidad

vertical de la pesa es igual a la velocidad del cilindro.

Cuando la pesa se mueve de smax a B aproximindose a 1a

vertical, se cumple que é<0, de tal manera que p8é<0 y, de acuer-

do con (4)¢
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Vp>xc

Entre Bmin y Bmax’ mientras la pesa se aleja de la vertica;,

.
8 es positiva y

Vp<xc
En el caso de la componente horizontal de la velocidad de -
la pesa, para los Angulos extremos (Bmax mein) ia velocidad an
gular es cero, el producto icB es positivo y de acuerdo con la
ecuacibn (3), se tiene que:
Xp<Xy

i . . s
Mientras la pesa viaja desde Bm&ni‘smax’ B es positiva, los

productos pB y ch tambien son positivos y recurriendo una vez
mas a {3) se cumple que:
XP<X0
Cuando la pesa oscila de Bmax a Bmin’ si se cumple ques
XoB<PB
entonces: . .
Xp>Xo
Examinemos ahora las componentes vertical y horizontal co-

rrespondientes a la aceleracién de la pesa. Como ya estableci-

mos, las ecuaciones aproximadas son (ecuaciones 8 y 9 de II.2.2.):

Xp=[9-%,(1-8)+0B?18
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Vp=5zcu-e)-oé’+gs2

Del examen de¢ las expresiones anteriores se desprende que:

. ic ed

4 B=B 4 K, e
Vp es

kc es

8L BeBy ., o X, €4
Vp es

11.2.7 Gréficas del Movimiento (para

minima
méx ima

minima

méxima
mindima

mdxima

dngulos pequefios)

Y XY

y ¢

p

p

>XC.

Con la informacibn disponible, podemos graficar las diferen

tes velocidades en funcién del tiempo y a partir de estas gr4fi-

cas y usando el anflisis anterior es posible construir las gréfi

cas de la aceleracibn en funcibn del tiempo,

sume la situacién.

La fig.

iI.18 re-

Las grificas de la distancia en funcién del tiempo son tam-

bien inmediatas si suponemos adicionalmente que tanto la pesa
mo el cilindro estaban en reposo inicialmente.
. . ’ .

jor las diferentes curvas entre si, se trazaron con un origen
min, como si la pesa y el cilindro hubieran partido del mismo-

punto. Los resultados se presentan en la fig. II.19

Para comparar

11.2.8.- Gréficas del Movimiento: Casc general

El caso general y, por supuesto, el mas interesante tiene -
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Gréficas de las velocidades y aceleraciones del cilindro y la --

Fig. II18.

pesa para dngulos pequefios.
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Fig. II.18.

Grifica de los desplagamientos del oilindro y la pesa para dnguloe

pequetios.
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lugar cuando a la pesa sc lu vumunica una oscilaciér inicial, de
tal manera que los &ngulos fluctlan en un mayor intervalo lle-
gando a tomar valores negativos, es decir que en un momenfg,dado
la pesa adelanta al cilindro. Hay algunas modificaciones que va
mos a examinar y parece, en princinio, que podemos trabajar con
las ecuaciones completas sin tener que restringirnos a los éngg

los pequefios.

Un primer cambio cualitativo se infiere de la ecuacibn gene
ral para la velocidad vertical de la pesa, dada por la ecuacibn
(5) de II.2.2.

Vp=xc cos B-pB senB

Segln vimos antes, para que y =ﬁc bastaba que B=0. Ahora -

p
existe una nueva posibilidad: al pasar por la vertical (8=0) tam
bien Vp=xc.

La situacién se ilustra en la fig, II.20 en donde se compa-
ran la velocidad del cilindro y la velocidad vertical de la pesa

. q‘."‘ * a2 « . [

mientras Csta viaja de Brax 2 Bmin (cuando la pesa se adelanta al
cilindro). Como referencia se agrega la 1inea punteada que corres
ponde al caso anterior (cuando la pesa no alcanzaba la vertical y

en consecuencia B siempre era positivo).

. * - - 3
En términos generales X, se mantiene variando en la misma -

forma mientras que ip y V_ aumentan notablemente su amplitud de-

p
bido a que el rango de 8 es mayor y pé es ahora comparable o ma-

yor que ic'
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Fig. II,20. La veloctidad vertical de la pesa en (R=0
En la figura II. 21 se resume toda la informacifn disponible
scbre las velocidades. A lo largo del eje horizontal se han co-
locado los simbolos M, my 0 que representan los tiempos para -

los cuales el 4ngulo B toma los valores mlximo, minimo y cero
respectivamente.
Se nota en la grifica que al transcurrir el tiempo llega un

momento en que la pesa ya no alcanza la vertical (el cero desapa

rece) y de ahi en adelante las curvas se reducen al caso parti-

cular de los angulos pequefios.

;Qué ocurre con las aceleraciones? Las expresiones comple-

tasvson las siguientes Cver ecuaciones 6 y 7 de I1I.2.2.):
§p={9 cos S-Q;(!—Aen Bl+pB2) sen 8
y “{X,(1-sen £)-pB2} cos B+g sen?B

p
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Las velocidades del cilindro y la pesa en el caso geveral.

Pig. II.21.



El anélisis que hicimos anteriormente para los 4ngulos peque
fios sigue siendo v4lido: miximos, minimos, puntos de interseccifn,
etc. En la nueva situacibn, sin embargo, la aceleracién centri-

peta pé’ lo mismo que ¢ sen®p son determinantes en los valores
de x V.
Xp ¥ 7p

En la figura II.22 se muestran esquemiticamente las distin-

tas aceleraciones que contribuyen a ip y Vp. Come era de espe-

rarse, pB? se anula en los extremos de la oscilacibn, mientras

que g sen?p alcanza sus miximos precisamente en Bax Y Buen Y S©
hace cero para B=0. Conforme el tiempo pasa estas aceleracio-
nes disminuyen. Como referencia se trazan la aceleracibn del ci

lindro y g, 1a aceleracién de la gravedad.

a A
g
~\ v
' 2
~ P 2
" gp
\ [
//'\' ~, - \ —
V4 ‘Ivl y; - /" \\ c
m M m t

Fig, II.22, Compowentes de la aceleracién de la pesa.

El resultado final se condensa en la fig. II.23. Los pun-
tos 0,M y m se especifican como referencias para comparar con la

grifica de las velocidades,
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Las aceleraciones del cilindro y la pesa en el caso general.

Fig. II.23.



Para completar la serie,en la fig. II.24 se presentan las -
gréficas de las diferentes distancias en funcién del tiempo. Co-
mo se hizo anteriormente sc trazan a partir de un origen com@Gn pa

ra facilitar 1la comparacidén de las posiciones relativas.
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Fig. II.24. Lo desplazamientos del cilindro y la pesa como funeibn del tiempo en el caso general '



11.2.9, Linea de oscilacifn de la pesa

Si examinamos la trayectoria de la pesa notaremos que oscila
por encima y por debajo de una 1inea recta oue forma un dngulo de
avroximadamente 45° con la horizontal (bara Angulos vneauefios) .
Esta recta que distribuye los puntos méximos y minimos de las fluctua

ciones la denominaremos linea de oscilacién de la pesa, (ver fig. II.25).

Fig. II.25. La oscilacién de la pesa
la pesa intersecta esta linea en puntos que corresponden a un
valor bien definido del #Angulo B, Sabemos por otro lado que las -
oscilaciones de la pesa se amortiguan con el tiempo y en principio
parece plausible que después de alglin tiempo, la pesa tenderia a -
moverse a lo largo de la linea de 0scilacién, formando el hilo un
dngulo constante resvecto de la vertical. Veamos que nos dicen -

las ecuaciones:

Las expresiones generales para el movimiento del sistema fue-
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ron (ver ecuaciones 16 vy 17 de II1.2.1)

; . Mm{l-senB) (g cos B+péz) ' (1)
¢ -g-Mfm{Z(l-ben B)-cos? B}

%,C08B = (potx, -RBIB+2X B-RA*+g sen B -

Surongamos al sistema inicialmente en reposo con cl hilo for
mando un dngulo B, con la vertical y vamos a suponer adicionalmen
te aue cdn el sistema en movimiento el dngllo permanece constante,

De este modo B=0 y §=0.

Si sustituimos estas condiciones en (2) tenemos que:

X cos Bo - g sen Bo =

y de aqui
X
tan Bo= _a_c,

que es justamente la ecuacibébn del acelerfmetro.

Si B=constante puede verse de (1) que xc;tampoco cambia y por
v
p
de las ecuaciones (B) v (9) de 11.2.2, Ahora: ;Cufl es el valor

supuesto ip v también son constantes como puede verse a partir

de B, en términos de M y m, las masas del cilindro y de la pesa?

Sustituyendo Xe* 8 tan B, en (1} tenemos que:

g tan Bo= ?("69" Bo) la cos Bo)

7 Mem{2(1-4en Bo)-c082 Bo}
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haciendo las operaciones indicadas y simplificando se llega a:

sen? Bo - (g %-fZ) sen B, +1 = 0 (3)

Con ayuda de esta expresién podemos, para un cilindro y una
pesa dados, calcular el Angulc de atraso inicial para que el sis-
tema se mueva sin oscilacién, con movimiento uniformemente acele-

rado.

Para verificar los supuestos anteriores, en la parte IIL5,
a partir del programa elaborado para resolver numéricamente el pro
blema se dan los resultados correspondientes a un caso particular
y la hipb6tesis que manejamos se confirma; para un sistema cilindro-
pesa cualquiera, existe un fdngulo de atraso Bstal que el sistema

se mueve sin oscilar, con aceleracién constante,

11.2.10, Un resultado inesperado: ap>g

(Qué sucede si al cilindro le colgamos un piano? Por su-
puesto, en condiciones normales el cilindro patinarfa y el piano
se haria pedazos después de descender en cafida libre (o casi). Su
pongamos, por tanto, que entre el cilindro y los rieles existe un
sistema de engranes que impide el deslizamiento. En estas condi-

ciones : ;Qué le ocurre a la aceleracién del cilindro?:

Sabemos aue al incrementarse la masa del objeto aue cuelga,
la aceleracién aumenta y tanmbién el 4ngulo de atraso., Todo pare-
ce indicar aue con el piano el fAngulo R ya no seria despreciable

y que la relacibn aproximada;
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m(1-B) (g+pB?)
¢ % Mem {1-128)

(1)

ya no serfa muy confiable. (De hecho, para B>26.6°, 1-28 se hace
negativo y ic crece y tiende a infinite). La usaremos, no obs

tante, con las debidas precauciones.

A mayor abundamiento, vamos a simplificar mas afin, suponien-
do aue la contribucién de pB? es muy pecuefia (esto no es cierto,
L4 . . . ©
pero pf? es ceroosiempre positiva y en todo caso contribuye a au-

mentar la aceleracién del cilindro). En tal suposicidén tenemos:

. m(1-B)a
X. = = {2)
e g Mem (1-2 8)

¢Es posible que ¥ >g?

De acuerdo con la ecuacibén aproximada (2) existe esa posibi-

lidad si:
mi-8)
; M+m [1-28)

1a desigualdad conduce a:
B>3 n . (3)
Parece en principio, que el cilindro puede superar la acelera
cibén de la gravedad con tal que m>>H y se cumpla la desigualdad -

(3). Enfatizemos, no obstante, que el anflisis se hizo a partir. de

una relacibén vilida para 4ngulos pequefios, En la seccibn III.6,,
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a partir de la solucibn obtenida por métodos numéricos, se analiza
un caso particular con las ecuaciones completas, y se confirma la

prediccibn.
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[IT. SOLUCIONES NUMERICAS

I11.1 Una Soclucidn General

Para resumir la situacién: Tenemos un par de ecuaciones di-
ferenciales cuyas soluciones desconocemos. AGn en condiciones
restringidas (aproximando para fingulos pequefios y simplificando
para situaciones particulares) las ecuaciones resultantes no co-
rresponden a formas conocidas que permitan proponer alguna solu-

c1dn analitica,

Hemos podido extraer una buena cantidaa de informacidn del
andlisis de los distintos elementos que componen el problema, Se-
ria deseable no obstante,resolver el problema para poder contras
tar experimentalmente los resultados. En este sentido tenemos una
alternativa: resolver las ecuaciones diferenciales empleando mé-
todos numéricos con la ayuda de una computadera. ES un procedi-
miento muy efectivo y tiene la gran ventaja que podemos manejar
las ecuaciones generales, completas, sin tener que limitarnos con
siderando casos particulares y, aunque los resultados son aproxi-
mados, siempre podemos escoger la aproximacién.que satisfaga nues-

(7)

tros requerimientos”'’,

TIT.2.- Método Empleado para el Cllculo Numérico

Solucionar el problema significa conocer, para cualquier --
tiempo, las posiciones, velocidades y aceleraciones del cilindro
v la pesa, a partir de condiciones iniciales conocidas y median-

te las ecuaciones disponibles.
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Las ecuaciones diferenciales que caracterizan nuestro pro-

blema son las siguientes (ecuaciones 17 y 18 de I1.2.1.):

=

X :
¢ g Mem {2(1-sen B) - cos?p)

" m“-—éeﬂ B)_(_g €04 6 + Déz, (1)

. X. c0s B-g sen B - 2% B +RA?
i oo he c (2)
Po * Xo = RE

Como se ve, tanto {C cono E son funciones de Xer Xoo By é,
que a su vez son funciones desconocidas del tiempo. No obstante,
si conocemos las condiciones iniciales xc(t=0), iC(O), Bl0O) y
810), nuestro problema empieza a tener solucién: para comenzar,
con los datos iniciales sustituidos en (1) y (2) podemos determi
nar x,(0) y B(0).

El siguiente paso del procedimiento aproximado consiste en

calcular las velocidades a 1a mitad del intervalo inicial. Sean

v, la velocidad del cilindro y VB la velocidad angular a la mitad

de €, ¢l intervalo de tiempo considerado.(m
vl = x tol + 5 X (o) (3)
vthr) - Blo) + 3 Blo) | : (4)

A partir de las ecuaciones anteriores, podemos calcular la

posicifn del cilindro y el &ngulo para el tiempo e,
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X le) = % 10 tev (5 - {5)
B lel = B0 +evgl§l - )

Ademds de las velocidades a medio intervalo, necesitamos la
velocidad del cilindro-y la velocidad angular al final del inter
valo . Para evitar confusiones, designaremos mediante ic y B

estas velocidades al final de ¢.

X (el = X, 000 + € %, (0) (1)
Ble) = Bl0) + e BlO) S (8]

3

Ahora, mediante (5), (6), (7) y (8), calculamosllas acelera-

cicnes para f=¢.
X Lel y Ble)
Reiniciamos el proceso encontrando las velocidades en el cen-
tre del siguiente intervalo ;
e £ £,
Vel 2 ) y.VB( e+ 7

'y asi sucesivamente.,.

54



111, 3.- EL_PROGRAMA

A continuaci6n se detalla en lenguajc Basic el programa ela
borado para resolver, mediante el método delineado antes, las -
ecuaciones diferenciales del cilindro rodante:
1¢¥# REM <CILINDRO>
114 REM EL CILINDRO RODANTE: SOLUCION NUMERICA
120 REM DISCO SIEBEN
138 REM C.E.F.
t4@ REM JUAN JOSE ESPINOSA R.

158 P & = “"PROGRAMA: CILINDRO": H § = "20 SEPT. 1983"

16/ REM TABULAR VALORES CALCULADOS

17 v § =1

LB U & v e "

196 TEXT: HOME: PRINT P § : PRINT 4 $: PRINT V §: PRINT V §

248 vig = v "o AS (1) =T A8 (2) = "BETAM™: A § (3)=

"X (CIL) : A S (4) = "V (CIL)": A § (5)= "A (CIL); AS (6)=

"X(P)'; AS (7)) = Y (P}
21 FOR J=1 TO 7: SS & = SS » + A$ (J) + VJS§: NEXT
22 PRINT SS $&: PRINT U §
239 DD= 104P
249 REM

254 REM NOTACION USADA: H= INTERVALO DE TIEMPO: MP=MASA CILIN-

DRO: RO= LONGITUD INICIAL: G= ACELERACION GRAVEDAD

260 REM T=TIEMPO: X=XC : X1=XC PUNTO: X2=XC DOS PUNTQS : Y=
BETA: Y1= BETA PINTO: Y2=BETA DOS PUNTOS

278 REM DATOS EN UNTDADES MKS

284 REM :

208 M= : MP= : RO= i R= : G=9,8: RR=180/3.1415
92 S ‘

304 H=.01

31# REM CONDICIONES INICIALFES

320 X= t XJ= 'Y = ! Yis
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138
344
350

360

379
380
39¢
H4p
41p
424
43¢
A4p
459
160
479
489

499
sdp
514
524
530
549
554
564

571
589

594
o¥g
614

GOSUB-63¢ : REM CALCULA A CIL PAPA T=§
GOSUB 66¢ : REM BETA DOS PUNTOS PARA T=§
REM CALCULO INICIAL DE LAS VELOCIDADES PARA T=li/2

Ve X1+ “(H/2) & X2: VY=VI+ (H/2)* Y2

GOSUB 5f%: REM IMPRIME VALORES

REM CALCULO DE POSICIONES Y VELOCIDADES PARA T=H
X=X+HxVX  Y=Y+HaVY

X1=X1+Hx¥X2 + Y1=Y1+H#Y2

GOSUB 634 : REM CALCULA A CIL PARA T=H

GOSUB 664 REM BETA DOS PUNTOS PARA T=II

T=T+H

REM CALCULO DE LAS VELOCIDADES PARA T=T+H/2

VX= VX+HxX2 : VY=VY+HxY2Z

IF T>2 THEN END

GOTO 374

REM IMPRIME VALORES DE T, X(CIL), Y BETA REDONDEADOS A MILESI
MAS

GOTO 528

REM

B=RRzY : BE=INT (DDxB+.5) /DD

REM CALCULO DE XP Y YP

CI= X+RxCOS(Y) - (RO+X-RaY) * SIN (Y)

C2= RxSIN (Y} + (ROxX-RaY) * COS (Y) , .

Ci= INT (1¢8P » C1+ .5} /18@P: C2= INT (1000xC2+.5)/1904

TT= INT (10¢aT+.5) /100 : AA= INT (DDxX2+.5) /DD: VV=INT
(bD+X1+.5) /DD

REM IMPRIME VALORES DE XP, YP, V (CIL) Y A ( CIL) REDONDEADOS
22 (M= TT: 22 (2)= BE ; ZZ (3)= INT (DDs&X+.5) /DD: IZ (4)=VV:
22 (5) = AA: ZZ (6) = C1: 22 (7)= C2

FOR LL=1 TO 7 : FRINT ZZ (LL}, SPC (6), : NEXT LL

PRINT : RETURN

REM
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62¢ REM ECUACIONES DIFERENCIALES DEL CILINDRO RODANTE

63¢ X2= (MPx (1- SIN (Y)x (Gx COS (Y) + (RO+X-RaY)& Y1x Y1))/
(3%M/2 + MPx (2« (1-SIN (Y)) - COS (Y) % COS (Y)))

64@ RETURN

65f REM

66¢ Y2= (X2#COS (Y) - Ga SIN (Y) - 24 X1x Y1 + R Y1#Y1)/ (RO+X-
RxY)

67¢ RETURN

1IT.4.- Solucidbn numérica con ias condiciones iniciales de "E1 Arpa"

Los valores que a continuacién se detallan fueron calculados
a partir de las condiciones iniciales especificadas en la seccidn
1V. 5 que se refieren a la fotografia IV, 11, conocida como "E1l Ar-
pa''. El programa da los valores de la posicién (X¢), la velocidad
(Vc) vy la aceleracidén (Ac) del cilindro, la posicién horizontal
(Xp) y vertical (Yp) de la pesa ademis del fngulo B,cada centési-
ma de segundo. Se enlistan 1los resuitados correspondientes a los
primeros 1.2 segundos que se usaron para comparar con los valores

experimentales.

Datos:

M=1.034 kg.

M=.05 kg.

R= .03 m.

Condiciones iniciales:
p, = -154 m.

Xc(o} =0

Xc (o) = .084 ™/seg.
d(o) = - 2.7 T3 )geq,

Las unidades de la tabla corresponden al sistema M.K.S.
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1 B Xc Uc a, Xp Vp
0 6.20 . .084 304 .014 .153
01 4.64 001 .084 .304 018 154
.02 3.100 L0027 .087 314 .023 - 156
.03 1.577 . 003 .090 323 .028 .157
04 083 004 .093 .332 .033 .158
.05 -1.374 005 .097 . 339 .038 .159
.06 -2.784 .006 100 346 .043 .159
.07 -4.140 .007 104 . 351 .048 160
. 08 -5.435 L008 07 .356 .053 61
.09 -6,6617 .009 11 .360 .058 162
10 -7.818 010 114 .363 .063 163
LT -§.882 N L118 .363 .067 163
12 -9.886 012 122 .365 .072 .164
.13 -10.794 014 .125 367 076 165
.14 -11.613 .015 .129 368 .080 166
.15 -12.3412 016 .133 L368 .084 166
.16 -12.9758 L018 L136 .269 .087 167
7 -13,521 L0149 . 140 .368 L0917 168
.18 -13.970 L0210 .144 368 .094 169
.19 -14.32¢6 .022 147 367 .097 71
.20 -14.59¢ .024 151 . 367 .099 171
2 -14.760 .025 155 .366 L102 173
12 ~14.840 L0217 . 158 . 366 . 104 175
.23 -14.832 .029 L1612 .365 106 178
24 -14,738 .030 L1686 365 108 178
5 -14.561 L0312 .169 .365 110 180
.26 -14.304 .034 .173 .365 11 182
W47 -13.969 L0358 77 . 365 112 184
78 -13.561 .037 180 .365 113 186
.29 -13.083 .039 184 .365 14 188
.30 -12.540 L0417 . 187 365 14 190
.31 -11.936 .043 .191 .365 14 193
.32 -11.276 .045 .195 . 365 14 195
.33 -10.563 047 .198 .364 114 197
.34 -9,804 049 202 .263 114 200
.25 -9.002 051 206 L2862 14 202
.38 -8.163 .053 209 .361 13 205
.37 -7.291 055 213 .359 12 208
.38 ~6.393 .058 217 .356 11 210
.39 -5.472 060 .220 .354 10 213
£ -4,535 062 .224 .351 .109 215
3 -3.585 064 .227 .347 108 218
42 -2.6L8 067 .231 .343 107 220
E3 -1.669 069 .234 .339 105 2723
.23 -.713 071 .237 .334 104 .225
.43 -.237 074 241 .329 103 (208

58



t B Xc Vc a, Xp Vp
.46 1.176 076 .244 324 .102 .230
.4 2.100 079 .247 319 100 .233
LAE 3.004 081 250 313 .099 . 235
.49 3.866 .084 254 308 098 .237
.50 4.741 086 .257 .302 .097 .240
.51 5.567 . 089 .260 296 096 .242
.52 6.361 .092 .263 291 .095 244
.53 7.119 .094 .266 285 .094 L2486
.54 7.840 097 268 280 093 .49

55 §.522 .100 271 275 .092 . 251

56 9,163 102 274 .269 .092 . 253

7 9.761 105 277 265 .092 . 256

58 10.314 .108 279 260 .092 .25%
.59 10.623 L1 . 282 256 092 .260
.60 11.286 14 .284 .252 092 . 263
61 11.702 17 287 L2458 .092 .265
.62 12.072 .120 .290 245 .093 .268

63 12.396 122 .292 .242 094 .270
.64 12.673 125 .194 .240 095 .273

&3 12.903 128 297 .238 096 .275
.65 13.0688 131 .299 236 098 L2178
.67 13.228 .134 .302 .234 .099 . 281
.63 13.325 137 .304 .233 101 . 284
.69 13.37§ 141 L306 .232 .103 .287
.70 13.389 144 . 309 232 106 .290
.71 13,360 .147 311 232 108 .293
.72 13.292 150 L313 232 11 .296

7 13.187 153 315 .232 114 .299

74 13.045 156 318 233 17 .302
.75 12. 869 159 . 320 .234 120 .306
.74 12.660 .163 322 236 124 . 309
.77 12.420 166 .325 237 128 313
.78 12.510 .169 .327 .239 132 L316
.79 11.855 173 . 330 241 136 . 320
.80 11.533 176 .332 243 141 - .323
.81 11,188 179 .334 .245 145 .327
.82 10,821 .183 . 337 245 .150 331
.83 10,434 186 . 339 250 155 .334
L84 10.029 189 .542 . 253 160 .338
.85 9.608 193 - 344 256 165 .342
.86 9.173 196 . 347 .259 Jd7 .346
¥ §.775 L200 .350 262 77 .350
.88 §.267 ~203 . 352 265 182 .354
.89 7.799 207 .355 268 .188 .358
.90 7.325 .21 .357 271 194 .362
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z 8 X, Vc a, Xp VP_
.91 6.844 .214 .360 L2714 .200 366
.92 6.360 .218 .363 277 .207 370
.93 5.873 | 366 .280 213 .373
.94 5.384 .225 . 368 283 .220 .377
.95 4.897 .229 371 285 .226 . 381
.96 4.410 .233 .374 .288 .233 . 385
.97 3.927 236 377 .291 .240 .389
.95 3.445 240 . 380 .294 .247 .394
.99 2.975 . 244 383 .296 .253 .39¢
1.00 2.507 .248 386 299 L2690 402
HA| 2.0458 . 252 . 389 .301 .267 408
i.o2 1.597 256 . 392 .303 .274 410
1.03 1.155 .260 .395 .306 .281 .414
1.04 .724 .264 .398 308 .288 418
1.05 .304 268 401 310 296 .42
1.06 -. 104 L2772 .404 .312 .303 426
1.07 -.500 276 .407 313 310 .430
1.08 -.883 . 280 410 315 317 434
1.09 -1.252 .284 .414 317 .324 .438
1.10 -1.607 288 417 318 .331 442
.1 -1.947 .293 420 .319 .338 446
1.1 -2.272 . 297 .423 321 .345 450
1.13 -2.582 301 426 322 .352 .455
IRE: -2.877 . 305 .429 . 323 .359 .459
1,15 -3.155 J310 . 433 . 324 . 365 .463
1.16 -3.418 314 . 436 . 325 .37 467
117 -3.665 .319 . 439 326 379 .47
1.18 -3.895 . 323 441 327 .385 .476
119 -4.109 327 446 . 327 .392 L4580
1.20 -4.307 . 332 .449 328 .399 .485
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III.S5. Solucién numérica para el sistema cilindro-pesa sin osci~-
lacién,

En la seccibn II.2.8. se establecieron las condiciones que de

ben cumplirse para que el conjunto pesa cilindro se mueva con ace-~

leracién constante. El Sngulo de atraso Bo estd dado por la ecua-

Ciéﬂ II-218|3t M
sen? Ba—(g-% +2) sen Bo+l = ¢ {1
Si usamos los datos del problema anterior:

M

1,054 kg

m 0.05 kg

Al sustituir en la ecuacibn (1), se encuentra gue Bo debe va

ler 1.737 grados.

El progxama se corrib conservando las restantes condiciones -~
iniciales del caso anterior. Los resultados se dan a continuacidn,

en intervalcos de 0.1 seq.

Las unidades corresponden al sistema M.K.S.

z 2larrdos ) Xc Vc a, xp Vn
0 1.737 0 084 297 014 157
.10 1.737 001 027 .297 027 . 155
.20 1,737 . 006 .056 , 297 L031 .160
. 30 1.737 013 086 . 297 . 038 . 167
.40 1.737 .024 116 .297 . 048 .178
.50 1.737 . 037 46 .297 . 061 .191
. 60 1.737 . 053 L1175 . 297 L0717 .207
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Segfin se desprende de la tabla anterior, la aceleracién del
¢ilindro permanece constante y el &ngulo de atraso de la pesa es

el mismo, O sea que el sistema cilindro-pesa se mueye sin osci-

lar.

IX1,6, Un caso particular: ac»>g

Vamos a suponer gque la masa de la pesa es 10 veces mayor que

la del cilindro:

m= 10 M

Los valores para po Yy R son los mismos de los casos anterio-

res y fijamos las siguientes condiciones iniciales:
X 0] = v (0) = glo) = gfo) =0

Los resultados obtenidos al correr el programa en estas con
diciones se muestran enseguida, en unidades M K.S, cada 5 centé-

simos de segqundo.

t B{grados) X, V. a,

0 ¢ 0 0 5,52
.05 3.84 .01t .35 9.45
10 13,74 047 .88 12.83
15 25,71 118 1.76 16.23
20 35,63 228 2.41 15.73
.25 £1.90 376 3.14 12,48
.30 $5.20 .554 3.71 9.95
.35 46. 66 157 4.18 8.71
.40 47.06 981 4,60 .29
.45 46,86 1.225 5.01 §.14
.50 46.33 1.490 5.42 8.24
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E4 8 (grados) Xc Uc a,
.55 45.61 1,776 5.84 §. 41
.60 44.80 2,082 &.26 §.61
.65 43,95 2.411 6.69 £.82
70 43,09 2.761 7.14 9.02
.75 42.25 3,134 7.59 g.20
.80 41.42 3.531 §.06 9.37
.85 40,62 3.950 §.53 9.52
W90 39.886 4,39¢ 9.11 9.69
.95 39,11 4,862 q.50 9,78
1,00 38.40 5.354 9.99 .90

La solucifn numérica asegura

que el cilindro puede alcanzar

aceleraciones mayores que las de la gravedad.
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IV LA'PARTE EXPERIMENTAL

IV.1.- Experimentos Cualitativos

Las pruebas realizadas se refieren no tan s6lo al problema --
central, sino a otros experimentos sencillos que estln relaciona-
dos con el cilindro rodante y que se presentan en el programa de -

video, A continuacifn se describen, unc por uno.

a) Tubo negro y cilindro de madera. Para destacar la influen
cia de la distribucién de masa en el movimiento del cilindro, se
realizé la siguiente prueba: a un tubo cetfilico y a un cilindro de
madera, del mismo didmetro y longitud v de igual masa, seglin mues-
tra la figura IV.,1., se les colgaron pesas iguales para comparar
los movimientos resultantes. En el video se detalla el experimen-
to v se observa que el cilindro de madera adquiere mayor acelera-

cién.

Fig, IV.1 Tubo y Cilindro de igual tamaiio y masa.

La explicacién se encuentra a partir del momento de inercia:

mientras que para el cilindro 7 = % MR, para el tubo I = HRZ.,-
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La soluci6n aproximada para la aceleracién del cilindro es -

: segfin 11.2.3,4, con B=0.

v = Mg
X ——
¢ Ziem

Fn el caso del tubo, la aceleraci6n correspondientes es

" mg

Xo = THm

y por supuesto, si salen iguales, el tubo metdlico se queda atris,

b) Cilindro con polea. Es muy sugerente comparar los movimien
tos de dos cilindros iguales sobre superficies idénticas con pesas
iguales, con la diferencia de que, en un caso, la pesa cuelpa direc
tamente, mientras que en el otro se coloca una polea entre el cilin

dro y la pesa, como se indica en la figura IV.2,

Py ¥

) l

Fig. IV.2 (ilindros y pesas igualea en montajes distintos

La pregunta es; ;Cuil recorre mayor distancia en el mismo --

tiemno”

Segfin se muestra en el programa de video, el cilindro con po
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lea se acelera mis, La explicaci6n se detalla en seguida:

Las ecuaciones para las aceleraciones, seglin se derivaron en

la primera parte, (ecuaciones 11.2.3.4 y I1,1,2,6) son:

ic . g_ﬁﬂp_ para el cilindro rodante
7 M+m
Z

X, = —d para el cilindro con polea

e 3

7 M+2m

Para el caso particular considerado en el video, en donde - -

m<<M, se cumple aue:

3 M+ m> 3 M+ Im
7 7

v la aceleraci6n del cilindro rodante es menor.

c) El1 péndulo que se alarga con velocidad constante. Este -
problema que se puede considerar como un caso muy particular del
cilindro rodante, cuya descripcién teérica es bien conocida y aque
constituye por si mismo un buen asunto, se aborda en el video como
una variante del cilindro y se ilustra aqui con un par de fotogra-

fias.

El montaje experimental consisti6 de una polea insertada encl
eie de un motor de volocidad angular constante. Se colgd una pesa
en el extremo de un hilo enrollado en la polea, se le didé a la nc

sa una oscilacién inicial y luego se echd a andar el motor.
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En un caso se obtuvieron fotografias estroboscénicas con una
frecuencia sufiecientemente elevada para mostrar una trayectoria
casi continua, sepin se muestra en la fotograffa 1V.3.a. En otro
caso se coloc6 un pequefio foco encendide con sus pilas en lupar de
la nesa y se tomé la fotograffa en un cuarto a oscuras dejando la
cdmara con el obturador abierto, el resultado estd ilustrado cn la

fotografia IV.3.b.

IV.2. Fl cilindro rodante: Disefio Fxperimental

De acuerdo con ¢l andlisis de la parte tebérica, tanto la pesa
como el cilindro se mueven con aceleracifn variable, E1 dispositi
vo experimental debia permitirnos, en principio, calcular estas a-
celeraciones a partir de posiciones y tiempos obtenidos mediante -

fotografias de destello mGltiple.

Las primeras pruebas tuvieron como propSsito seleccionar los
mejores cilindros en funcibén de su comportamiento y de algunas de
sus caracterfisticas: didmetro, longitud, masa, distribucién de la
misma, material de que estaban hechos., Probamos con cilindros de
varios tamafios, tanto tubos como cilindros s61idos, con volantes
y carretes, con cilindres metdlicos, pldsticos y de madera. La ra
z26n fundamental por la que descartamos a la mayoria de los cilin-
dros fue gue sus centros de masas estaban fuera de los correspon-
dientes ejes de simetrfa, de madera que los cilindros estaban "car

ados" v su rodadura no era uniforme,
g )

En relacién con la superficie de rodadura, la dificultad prin
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(a) - (b)

Fig. IV.3. Fotograffas de un péndulo que sa alarga con veloeidad constante,
a) se tomd con lua astrobosobpica y b) manteniendo abierto
el cbturador. '




cipal se referia a la horizontalidad de la misma en distancias su-
periores a un metro. Finalmente encontramos un par de gruesas va-

rillas metdlicas de un poco mds de un metro de longitud.

Una vez seleccionados los cilindros y las varillas, tu&imos
que tomar en cuenta otro factor: la friccidén entre las partes en
contacto, que proporciona un limite a la relacién entre la masa de
la pesa y la del cilindro, més alld de la cual el cilindro desliza,
ademds de rodar: las miximas aceleraciones aue manejamos fueron del

orden de 0.1 g,

Por lo que se refiere a la técnica de destello, para conseguir
una iluminacién uniforme tuvimos que usar tres limparas intermiten
tes ~en serie-* Las fotografias con mayor nitidez y definicién co-
rrespondieron a frecuencias de 7200 y 1500 destellos por minuto, -

como se muestra en las figuras Iv.d y 1v.,5.

Cdlculo de 1a aceleraci6n y delaincertidumbre asociada.

Por medio de las fotografias se obtuvo un registro de las distin-
tas posiciones eccupadas por el objeto en intervalos regulares de
tiempo. Midiendo directamente intervalos de distancia y los co-
rrespondientes tiempos, se calcularon las velocidades medias de -

cada intervalo y de alli las aceleraciones medias,

Axt ) sz

Sean Ax"y L, los intervalos de distancia, G(AX;) y Gfozl

las correspondientes incertidumbres y £,y t, los tiempos de dura

*‘Cstnoboscopie electrbnice STROBOTAC, Tipo 1531-AB. Genenal Radio
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Fig, IV.4. Cilindro de aluminic con pesa de 200 gr. Frecuencia: 1200 destellos

‘por minuto.

R e e S

Fig. IV.&, Tubo metdlico con pesa de 20 gr. Frecuencia 1500 destellos por -

minuto. .
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cién de cada intervalo. Suponemos, ademds, que las incertidumbres
relativas en los tiempos son pequefias comparadas con las correspon

dientes incertidumbres en las distancias, En simbolos

[ 24 S{Ay)
7-<<T)?L-

Las velocidades medias para cada intervalo estardn dadas por:

. Vo
I 7 t "t

y las incertidumbres correspondientes serfn:

sV, slax,) 6it,) slax,) &V, &(bx,)
22 ST PR 3 T, T TAx,

Las incertidumbres absoclutas en las velocidades son, por su-
|
)

puesto:
§(ax, ! §1ax,)

1

La aceleracibn media es, por definicién:
Y
a:.__z__.
y su incertidumbre absoluta:

oo - z, éle,)n:, G(szl
tyL,t

Si los tiempos considerados son iguales, es decir: Ly=dgst, -

entonces la incertidumbre relativa de la aceleracién estard dada -

por:
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Sa 6(6X;)*5(AX2)

a 8xp-BX,y

Mientras mds precisa sea la medicién de los intervalos de dis
tancia y mayor sea la diferencia entre los intervalos medidos, me-

nor serd la incertidumbre en la aceleracisn,

IV.3.- Movimiento Uniformemente Acelerado

Antes de pasar al caso del cilindroc rodante, consideramos ne
cesario poner a prueba nuestras condiciones experimentales exami-
nando un movimiento con aceleracifn constante; el cilindro accio-

nado por la pesa con una pelea intermedia, como se muestra en la -

fig. IV.6.-

Fig. IV.6. Cilindro-pesa con polea
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En el arreglo experimental usado, se coloc6 el cilindro azul
(M=1.,034 Kg.) con una pesa de 50 gr. La frecuencia fue de 1500 -

destellos por minuto. La masa de la polea era de 10 gr.

No fue posible hacer repeticiones del experimento para tomar
fotografias en las mismas condiciones iniciales, asi que el andli-
sis de datos se hizo a partir de una sola transparencia de 35 mm.

Los datos obtenidos se muestran en la Tabla 1V.71,

Tabla IV.1. Datos Correspondientes a Cilindro-Pesa

con Polea

t £2 X,
Punto

(seg) {seg?) {em)

0 0 0 0
1 .08 . 0064 .50+.05
2 16 026 1,3 %.05
3 .24 .058 2.4 .05
4 .32 .10 3.9 7.05
5 .40 16 5.7 ¥.05
6 .48 .25 7.8 .05
7 L56 .31 10.3 ¥.05
8 .64 .41 13.1 .05
9 72 .57 16,3 ¥.05
10 .80 .64 19.7 +.05
i .88 .77 23.5 ¥.05
12 .96 .92 27.6 .05
13 1.64 1.08 32.1 *.05
14 1.12 1.15 36.9 ¥.05
15 1.20 1.44 42.0 7.05
16 1.28 1.64 47.5 7.05

Fn lugar de calcular las aceleraciones a partir de las velo-

cidades medias, partimos del supuestio de que el movimiento tenfa

aceleracién constante y simplemente verificamos la hipGtesis gra-

73



ficando Xe Vs 12, La aceleracién 1a calculamos a partir de la -
pendiente y su incertidumbre estd determinada por la incertidumbre

de la nendiente. La grdfica se muestra en la fig, IV.,7.

Fn estas condiciones, la aceleracifn experimental resultéd ser:
a = 54t3 em/seg?

L.a aceleracifn tebrica estd dada por la expresibn II.,1.2.6:

a = 24
3 M+ 2m
7

en donde
M=1034 kg.

m=0.,05 kg.
El efecto de la polea es pequefio v no altera sustancialmente los cBlculos.
Al sustituir en la ecuacibdn anterior se obtiene:

= 2
Grobnica - 56 cm/aeg

Podemos concluir que el movimiento es uniformemente acelerado en

el intervalo que se considera, con una incertidumbre de 6%,

IV.3.(a). E1 Acelerbmetro

En la fotografia IV.8 se observan las imdgenes de un pé&ndulo
de 24 cm de longitud, Dicho péndulo estd suspendido del eje de
simetrfa del cilindro, como se indica en la fig. IV.9, de tal ma

nera que el punto de suspensién desliza en el eje ¥y no se enrolila
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Tig. IV.8. EL acelerdmetro del conjunto ctlindro-pesa

al rcdar el cilindro. Tiene una masa suficientemente pequefia - -

(m<lza) para no afectar el movimiento del sistema. Se colocé allf

para usarlo como acelerbmetrec.

m_-—o
/]

L

0

Fig. IV. 9. Ulontaje del péndulo en el eje del ctlindro

Las mediciones efectuadas a partir de la fotografia indican

que el péndulo oscila entre un 4ngulo miximo de atraso de 5.2° y

76



uno minimo de 1,8°, En otras palabras oscila en torno de una nue
va vertical con un &ngulo B, que corresponde al promedic de los -

valores extremos: Bo=3,5%

De la teorfa del acelerfmetro, ¥,-g tan Bo y ¥,=60 en/seg?,
valor que se aproxima a la aceleracibn de 54 cm/seg? ague el cilin-
dro tiene.

Incidentalmente, el periodo de oscilacién de este péndulo es
de aproximadamente 0,96 seg, que estd en buen acuerdo con el perio-
do correspondiente a un péndulo de 24 cm de longitud, que es de

0.98 seg.

IV.4, El Cilindro Rodante con Angulos de Oscilacién Pequefios

Con la idea en mente de una presentacidén diddctica del proble
ma a estudiantes de nivel medio superior, las ecuaciones generales
debian restringirse al caso particular de fngulos pequefios, mucho
mis ficil de entender y explicar, pero méis dificil de discriminar
experimentalmente. En estas condiciones se esperaban variaciones
te6ricas en las aceleraciones de 5 a 104 aproximadamente y segln -
acabamos de mostrar en el caso anterior, la incertidumbre experimen
tal es comparable a las variaciones esperadas en la aceleracifn. En
otras palabras: el experimento en estas condiciones no nos permite

detectar las fluctuaciones en la aceleracibn para &ngulos pequefios.

Sin embargo, en el programa de video se hace una afirmacién:
aue en el caso de Angulos pequefios la velocidad del cilindro es

jigual a la velocidad vertical de la pesa y diferente a la veloci-
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dad horizontal de la misma pesa, El experimento realizado aqui,
tenfa como propdsito calcular y comparar las velocidades medias -

del cilindro y de 1la pesa,

La fotografia IV.10 muestra el experimento realizado: un tu
bo metdlico de 115 gr, de masa y una pesa de 20 gr. lLa frecuencia
es de 900 destellos por minuto, En la tabla IV.2 se enlistan los

valores obtenidos y la incertidumbre asociada.

Fig. IV.13. Tubo Metdlico eon pesa de 20 gr: corresponde al caso de

dngulos de oscilacidn pequedios
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Tabla IV.2

Valores experimentales de dngulos y velocidades.

Tubo metélico con pesa de 20 gr.

t 8 X X ¢
Punto ¢ P p
{seg} {ghados) {em/sea) {em/seg) {em/seg)
1 3/15 5.7 15 13 ié
2 4/15 7.3 21 17 21
3 5/15 7.5 25 24 24
4 6/15 6.7 30 32 30
5 7/15 5.3 35 38 36
6 §/15 4.0 40 44 41
7 9/15 3.0 45 48 45
§ 10/15% 2.4 50 51 51
9 11/15 2.1 55 54 55
10 12/15 2.4 61 59 61
11 13/15 2.5 66 63 66
12 14/15 2.9 72 68 71
13 15/15 3.3 77 72 77
14 16/15 3.6 8?2 77 8!
15 17/15 3.9 &7 82 84

o

La incertidumbre en los &ngulos es; 868 = 0.2°

La incertidumbre en las velocidades es: &V = | cem/seg.

Los resultados confirman la hip6tesis: dentro de la incerti-
dumbre experimental la velocidad vertical de la pesa y la veloci-
dad del cilindro son iguales, mientras que la velocidad horizontal

de la pesa es,en general, diferente,

IV.5. El Cilindro Rodante: Caso General:

Con el prop6sito de obtener mayores variaciones en la acele-

racibn del cilindro se le did a la pesa una oscilacibn inicial. -
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De esta manera los dngulos crecieron hasta 15° y las fluctuaciones

en la aceleracibn eran ya considerables (aproximadamente 30%), sobre
todo para las primeras oscilaciones, pues segln sabemos,la amplitud
de las oscilacicnes angulares se amortigua rdpidamente, Por esta ra
z6n para el andlisis experimental se tomaron en cuenta s6lo los pri

meros 30 destellos.

La fotograffa IV.11, que 1llamaremos "El Arpa" corresponde al
experimento estudiado: el cilindro azul (M=1034 gr)} con una pesa -
de 50 gr. La frecuencia empleada fué de 1500 destellos por minuto.
El radio del cilindro es de 3 cm. El punto marcado con ceroc se tomé
como origen y las condiciones iniciales calculadas se refieren a esa
imagen:

p,=15.4+0.5 em -

xc(0J=0

X {01=8.422 em/seg
BlO)=6.2+,2°=.108+.003 nadianes
B(0)=-2.7+.2 nad/seg

Los datos anteriores se suministraron a la computadora para

obtener la solucifn numérica presentada en la seccidn III.4.

El andlisis de datos se hizo a partir de una sola transparen-
cia de 35 mm., con el mlcroscoplo viajero*que permltelecturas di-
rectas hasta de centésimas de milimetro y s6lo se consideran los
primeros 1.2 segundos del movimiento.

Para cada uno de los destellos se midieron: la distancia re-

*Marca Ealing ¥ 23-0805
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corrida por el cilindre, las distancias horizontal y vertical cu-
biertas por la pesa y el dngulo entre el hilo y la vertical., Las
velocidades medias y las aceleraciones se calcularon sélo .en el -

caso del cilindro,

Para ei cdlculo de las velocidades y las aceleraciones se con
sideraron intervalos de tiempo lo suficientemente grandes para que
la incertidumbre relativa de la distancia fuera lo mis pequefia po-
sible, pero también lo suficientemente pequefios para que no hubie
ra variaciones apreciables en la aceleracidén. De esta manera se
escogieron intervalos de tiempo correspondientes a 3 y» 4 destellos

(tiempos de 0.12 seg y 0.16 seg. re;pectivamente).

Todos los valores medidos directamente o calculados a partir
de las mediciones hechas, se presentan en la tabla IV.3 con sus -

correspondientes incertidumbres,

Para contrastar los resultados experimentales con los tebri-

cos se procede, en general, de la manera siguiente:

Se traza primero la curva tefrica construida a partir de la
solucifn numérica (ver seccidén III,4 ) y sobre ella se representan
los valores experimentales correspondientes, cén su respectiva in-
certidumbre. En la figura IV.12 se presenta la grdfica de la dis
tancia en funcidn del tiempo para el cilindro. Los puntos experi
mentales con su incertidumbre apenas si se notan., La curva teéri
ca se "asemeja" a una pardbola y parece que el movimiento pucde -

ser considerado como uniformemente acelerado para la precisién ma
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Valores experimentales correspondientes a "El Arpa"

Tabla IV.3

Registro de tiempos, &ngulos y posiciones de la pesa y el cilindro

C&lculo de velocidades y aceleraciones del cilindro

‘ X, (em) () X fem) | Y, fom) V, (e (o)

Punto (seg) olem B n cnm p cin ¢'seg Yy

0 0 0 6.2+.7 1.3+.1] 15.4+.1 §.4%.3

! .04 4+, 05 %7 3.2+.1 15.9+.1 B

2 .08 .8%.05 -5.5%.1 c5.4%.1 16.3%.1 11.3+.6

3 .12 1.3%.05 -10.2%.3 7.3+.1 16.5%.1 B

4 .16 1.8%.05 -13.3+.3 8.8%.1 16.8+.1 13.8+.3 354179

5 .20 2.4%.05 -14.8+.5 10.0%.¢ 17.2+.1 - -

6 .24 3.0+.05 -15.2+.5 10.9+.2 17.61.2 16.9+.3 34+22%

7 .28 3.7¢.05 -13.7+.5 11.3%.2 18.4%.2 - B

8 .32 4.5+, 05 -10.7+.5 11.3+.12 19.3+.2 19.4+.6 31+19%

9 . 36 5.3+.05 -8.7%.5 11.3+.2 20.3+.2 B -
10 .40 5.1%.05 -4.1+.5 10.7+.2 71.4+.2 71.9+.9 39+20%
11 .44 7.0%.05 -1.0%.5 10.5%.1 27.4%.2 - B
12 .48 8.0%.1 7.3+.§ 9.7+.2 23.5+.2 25.6+.3 38+19%
13 .57 9.0+.05 6.3+.5 9.3+.7 24.4+.2

14 .56 10.2+.05 9.2%.5 9.2%.2 25.7+.2 28.1+.6 28+18%
15 .60 11.3+.05 10.8+.5 9.3%.2 26.7+.2

16 .64 12.5¢.05 12.7+.5 9.5+.2 77.3+.2 30.0+.3 24+25%
17 .68 13.7+.05 13.5¢.5 10.0¢.2 28.3¢.7

18 .72 15.0+.1 13.3%.5 11.0+.2 29.5+.2 31.9+.6 20+26%
19 .76 16.3+.05 12.2+.5 12.5+.2 30.8+.2

20 .80 17.6+.05 11.2%.5 14.1%.2 32.1%.2 33.1+.3 23+18%
21 . 84 19.1%.1 9.5+.5 16.1%.1 33.8%.2

27 .88 20.4+.05 7.7+.5 18.3+.12 35.3+.2 35.6+.3 24+25%
23 .92 21.8%.95 6.1%.5 20.8+.7 36.4+.27

24 .96 23.3+.05 3.9%.5 23.5+.2 36.4+.2 36.9+.9 25+20%
25 1.00 24.8%.1 2.1%.5 26.7%.1 39.9+.2 -
26 1.04 76.3%.05 215 29.0+.17 41.7+.2 39.4+.9 31+18%
27 1.08 27.9+.10 -1.4+.5 31.9+.17 43.3+.2

28 1.12 29.6+.05 -2.7%.5 34.7%.7 44.9+.2 41.9+.9 26+20%
29 1.16 31.3+.05 -3.7%.5 37.5%.12 46:5+.2 -
30 1.20 32,1+.1 -4.3%.5 40.0%.12 45.3+.2 43.8+.3
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Pig. IV.12. CGrdfica de la distancia en funcién del tiempo para el eilindro.



nejada, Por esta razbn, en la tabla IV.4 se calculan los cuadra-
dos de los tiempos y en la fig. IV.13 estd representada la grédfica
de la distancia en funcifn del cuadrado del tiempo, Puede verse

claramente que el movimiento no es uniformemente acelerado.

Tabla IV.4
Punto | %{seg) 1% (seg?) X, fem)
0 0 0 0
! .04 L0016 44,05
2 .08 L0064 LEF.05
3 12 L0714 1.3.05
4 L16 L026 1.8%.05
5 .20 L0490 2.4%.05
6 .24 L0586 3,0+.05
7 .28 L0756 3,7%.05
H .32 .10 4.5%,05
9 .36 13 5.3%.05
10 40 16 6.1%.05
11 .44 19 7.0+ 05
2 48 23 §.0+1
13 .52 27 9.,0%.05
14 .56 31 10.7+ 05
15 .60 36 11.3%.05
16 .64 41 12,5405
17 .68 46 13.7%05
18 .72 .52 i5.0%1
19 .76 .58 16. 34,05
20 .80 64 17.6%05
21 .84 .71 19,141
22 .88 L7 20, 4% 05
23 .92 85 71, 8%05
24 .96 92 23,3505
25 1,00 1.00 24,8405
26 1.04 1.08 26, 3% 05
27 1.08 1,17 27.9%05
28 1.12 1.25 29. 6405
29 1.16 1,35 31.3+05
30 1.20 1.44 33.1%1
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Fig. IV.13 Grdfica de Xc va tg para el cilindro. Se ve claramente que

no es8 una recta.
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Las posiciones horizontal y vertical de la pesa en funcién -
' del tiempo estén representadas en las figuras IV,14 y IV.15, res-

pectivamente,

La comparacién entre los valores experimentales y tebricos de-
B se muestra en la figura IV,16, Después de 1,2 seg,, el 4ngulo

decrece muy répidamente.

En 1la fig. IV.17. se indican las velocidades experimentales

del cilindro, correspondientes a la mitad de los puntos,

Finalmente, en la figura IV,18 se presentan las aceleraciones
experimentales contrastadas con la curva tefrica para el caso del
cilindro.

Es necesario enfatizar que el excelente acuerdo entre la teo-
ria y el experimento se logré s6lo en -pridcticamente- el primer
segundo del movimiento. A partir de alli las discrepancias empie-
zan a ser significativas.

Los resultados experimentales se usan parcialmente en el pro-
grama de video, aunque sin hacer mencién explicita de ellos,particu-
larmente la grdfica de la aceleracién en funcifn del tiempo para
el cilindro y las grédficas de las distancias en funci6én del tiempo

para la pesa y el cilindro.
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Fig. IV.17. Gréfica de la valoeidad del cilindvo en funcibn del tiempo.
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V.- LA PARTE DIDACTICA

V.1. ;Por qué un Programa de Video?

El objetivo central de esta parte es presentar en una forma --
clara, simple y atractiva el problema del cilindro. Aunque en prin
cipio existen muchas maneras de conseguirlo, 1la decisibn de hacer

un video estuvo apoyada en las siguientes razones:

a) La naturaleza del problema: se trata de mostrar experimen-
tos que involucran sucesos de corta duracién, movimientos que es -
necesario congelar y retardar, detalles que la simple fotograffa -

no basta para ilustrar y que el video suministra con ventaja.

b) El contenido del problema y el equipo especializado que el
asunto requiere: cimara fotogrlfica, lémparas de destells, etc.,

hacen iraccesible el problema a los alumncs a los que va dirigido.

c¢) La presentacibén de algunos conceptos y la ilustracién de -
resultados se facilitan con los recursos propios de este medio: dj

bujos animados, sobreimposiciones, etc.

d) E1 auditorio potencial: la presentacién del problema a es-
tudiantes de Mecinica de la Facultad es relativamente simple. He-
cerlo accesible en cambio,a gentes que apenas empiezan_a asomarse
a la Fisica representa un buen desafio y obliga al empleo de todos

los recursos disponibles.

e) Bn los filtimos tiempos he trabajado en 1la elaboracién de -
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audiovisuales. En este sentido mi interés bésico es explorar al-
gunas posibilidades sobre el uso de este medio en la ensefianza de

ia Fisica,

V.2.- (Cbmo presentar ¢l Problema?

Desde el principio se considerf la posibilidad de que los ex
positores fueran estudiantes del mismo nivel que el auditorio po-
tencial del programa. Habia por supuesto algunos inconvenicntes,
pero las posibles ventajas eran sustanciales: proporcionar elemen
tos de identificacibén no tan sblo con la edad y conocimientos de
los presentadores, sino también con la Fi{sica involucrada y l1a he
rramienta matemdtica que se maneja. Permite por otro lado una -
estructura atrayente y bastante apegada al desarrollo de los acon
tecimientos y hace posible ensayar enfoques distintos en este te-

rreno: los audiovisuales en la ensefianza,

V.3.- Caracteristicas y Desarrollo del Programa

Titulo: El Misterio del Cilindro Rodante

Auditorio:
Estudiantes de nivel medio supetior que han llevado

al menos un curso de Fi{sica.

Objetivos:
Analizar y resolver cualitativa y experimentalmente

el problema del cilindro rodante, con los conceptos que se mancjan

en un curso introductorio de Fisica.
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Argumento:

Tomando como punto de partida el juego del yoyo, un equipo
de tres estudiantes dc Biologia introducen y plantean ¢l proble-
ma del cilindro, detallan cbmo se interesaron en el asunto, la -
forma en quc abordarcen el tema reunicndo informacibn sobre pfo-
blemas parccidos pero mfis sencillos, el anfilisls que hicieron de
las distintas partes, la interpretacibén de los resultados experi

mentales y una sintesis y conclusibn del problema.
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GUION LITERARIO

-

{brograma:

EL MISTERIO DEL CILINDRG RODANTE

)

Yome

)

(11

J

JUGANDO CON EL YOYO

B.~ Aquf tenemos un yoyo....

5

... e8te eg su movimiento fundamental....

y eatas son algunas de las posibles com-

binacionés....

l{Quieén no ha disfrutado de es-

te gntretenimiento?

Y

N

YOYO SOBRE LA MESA

O

A.~ Juguemos ahora en una forma distinta:

_Stmplements lo pongo en la mesa y jalo el hilo hacia

arrtba.

ELl yoyo se mueve hacia este lado...,

81 ahora tnelino el hilo y vuelvo a jalar, el yoyo se

mueva en la miema direccifin.

Un nuavo ensayo, bajando mas el hilo....

)

Ahora el yoyo se movi8 hacia el otro lado.

(B donde se invirtid el movimiento?

Regresemos: pareca que aquf es.... el yoye

a8td_indecigo, ... no "sabe" 8i avansar o _retroceder.

1Por quf el yoyo se compovrta ast?

653

)

B.- La respuesta eg sencilla y nos la dd la Flsica.

_En cualcuier libro sobre el tema podemos encontrar

e selunifrz ents problema
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PLANTEAMIENTS DEL PROBLEMA

k.~ Vayamos mas adelante: (Qué sucede ol segui-
mos variando Lz inslinazoién dal hilo? L
¢Y ni de plano jalamos hecia abafo, de esta manera?

J

C.- Huglmosilo de otra forma para tensr mayor control:

en lugar del youo utilicemos asta cilindro sobre wmos

riales y en vez de jalar con lae manos vamos a colgar-

le una paeita.

_

B.~ Ahora teneros definido nusstro problema: Qué su-

ceds gt so
desoribiy y explicar cualitativamente los movimientos
y efectos resultumtes, Loa imvitmnos a que nos acom-

J

paflen a resolvar este misterto,
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e ‘
Deparlamernlo .
de -
Fisica (CEF)
\. J
{ l |3] a8 Y .
presentan
- .
EL MISTERIO DEL CI{INDRO RODANTE N—
(W )
. /
g 5 ﬁ\ Yo soy 1zi'aaali. «+« Y yo Evelio.... y yo Argelia.
7Y @ x B.~ Scmos estudiantes del primer semestre de la Carre-
\—\ o ( Q ra de Biolegfa, tratando de reeolver un problema ffoi-
/4
. .J 00 (Clmo fuf que nos matimoa en esto?
\Jy/ (Al |/ _Bten.... se los diremos:
s ™

Co~ Alguma ves, durante el curso, tuvimos oportunidad

de_obaervar un par de sfectos obtenidos con ayuda de

la plataforma giratoria.

Surgieron algunag interro-

gantes:

J

IR A
=t 4. = ¢Por qué una batlartna gira mas rdpido cuando
. b4 ~peaa_loe brazos al cuerpo?
)
. J




B.~ gPor qué un trompo no @@ oae ocuando gira?

J

C.~ JPor qué un gato cae slempra parado, indapendien~

—L19]

temente de como se sualtel

(—

___]ﬂ] ( \ A.~- Cucndo moatramos_interfs en estos asuntos, desou=
A ]
L@S

loe cursos introduotorios de Fisica.

J

A R C.- Nos diferon que involuaran conosptos nuevos:

\\‘.' __toreag, momentoa de tnereia y otras cosas paregeidas.

-
————
\_

SRR ET Y 7 N ¢POR Quk LES GUSTO? L-J
/'9 wvelang.) 5 . 5y problema del oflindro contiene muchos de estos

Lemamenid } ,
glementoa, FEg partisularmente intavgesante porque no

Citoreq estd resualto en loe libros y 8g puede realizar an el

laboratorio.

J

\

23

aonocemes ao gufiotente para explicarly.... al menos

€80 creemos.

k J 99

)

\
4= Y anque la eoluoidn tefrica implica herramignta
__matemftioa complicada que no tenemos, la Ffoica que
e T
4@
'




(

PRUEBAS INICIALES

C.~ Para comenzar lo hioimog con un oilindro y unog

elipg....

maflog y materiales....

A.~ Probamos con oilindros v tubos de distintos tg-

metflicos, de cartén, de made-

__L5)

b 20

A.= Hicimon muchos ensgyon.... AQUE fenomos wnma mues-

tra del equipo que utilizamos,

~Tm®

7

EL. PAPEL DE LA FRICCiON

_

~Bs- Encontramog qua an genaral el eotlindro

rueda, pero en ocasiones resbala o se desli-~

aa oin rodar.

C.= Egto nos Zlevd a estudiar wn poco acerca de la

J

fricoidn, de que faotores dependes.

Aprendimos a de-

terminar coaficientes de fricoidn.

18

1L/ o

A~ Quisd lo mis intaresants fue descubrir que la

J

idea comin de que la friceién es una fuersa que se

opone a. movimiento, no siempre eatd muy clara.

J

100

9 fvena C.~ En ¢l caso da un objeto en movimiento, la friceifn
__puede actuar kacia adalante,...
‘rlcc_'nd“ e
.

)



-—-—3-—59]' ” foerza

r—en

J

Com ..., 0 hacta atrds....

T |
\‘Fﬁ"c Cron

ENENE

%

QQ{: cle

Co= oo 0 prdotioamente no existir 8i sa mueve oon

veloaidad constunte.

T

(RUEDA O RESBALA?

‘Zl- Egng nugatre c]'zz'udca an pﬂﬁtz’ﬁ“zﬂn la
\ frigotén gotfia haoia adelemte: el oflindro emowda a..

lca rieleg hacta atrds y estos empujan al eiiindre

~

B

Y

hacia el frenta.

:
-/
p

‘\___.}

B. - St la maga suspendida aumenta, el eilindro givard

cada ves mds rdpido, haata llegar un momento en gue

en_lugay de rodar, resbale....

\_

J

)

B.- .,..Como e ocurre g wn gutomsvil augndo ge opri-

me a fondo el acelerador, sobre tode pi laa Tlantes

estin lisas,

CILINDRO NEGRO Y DE MADERA

)

C. = Mientras hacfamos pruchkas con diferentea eilindzso,

obtuvimos un resultade interesante:

Aquf tenemos doa oilindros, uno regro y el otro de

_madora, Tionen ol miomo didmgtvo u, como tndiea,

£
Sif

balanea, la nisma maca.

101,
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EEED

€.~ Vamos a haser una prueba con ellos:

gn astos rieles.

| _ Ligtog.... [Ahoral

A cada uno le colgamos peeds iguales u los eoltamos .

EED

-

C.- Fug bastante claro que el otlindro de madera 1lle-

gl primgro. J0Bmo es posible? Para explicar lo ocurri-

do, podemos darles una pista: el negro es en realidad

un tubo matdlico, no un cilindro sfiido.

__138]

Sl ED

CILINDRO CON POLEA

_

B.- Con el propfsito de simplificar nusstro problema,

—gmpeagmoa g buscar problemas parectdos. pero min f-

o1les da resolver. Aquf tenemog un ejemplo: la pesa

no cuelga directaments, aine a través de una polea.

C.~ Este problema tiens muchas similitudee con el

J

nuaatro: la pesa suspendida, la friceién, la torca

que haoe girar al oilindro que también se mieye ho-

risontalmente.

SED

A.- Tal parece que los resultados deben aer loo mis-

J

_moa ¢Por qud no hacemos ung prueba?

Qué ocurril en egte caso?

- Agul tenemos dos oilindros iguales y les hemos colgads
) pesas idénticas, Veamos que ocurre oi los soltamos....

t ; Yaj..o. Gand el ailindro oon polea

e “

v-....’ —.___.’
W) Oy }

| )

102
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A.= Noten gue la dni erenola ee gue Lo tensiln

gobre el otlindre oon polea gotda horimontalmente

on nuestro problema ¢8 vertioal., All{ deba hallarse

la explicaoitn,

J

PENDULO QUE SE ALARGA

i

__J_@ r A B.- Buscando per otros oaminog encontramos otro pro-
blema parecido. En eate cabo al atlindro no rueda,
gtno que gira en tormo de un efe que pasa por 8y oer=-
tro. Aqul tenemos ya diepusato el montaje. La peaa

\_ / _suspandida es libve ds omoilar. Esto ¢z en vealidad
H

— ' L

. r~ B

___-[E % un yoyo invertido o un péndulo gue ge alarga.

. J

! 4s) N

48 2d 9B
PP P dp p
\\ S/

C. - En el oago partioular de que la longitud awnente

aon valooidad conetante, las eouasiones ragultantes

a.mzum.ma.mmplinadaa.y.la.mim&du_.amz.dada_m__

tfrmince de funoiones de Besaal.

~Pareeidas g eaten que obiuvimog exparimentqlmente. .,....:

..Eoto noa da 1dea de _que_ nuegtro preblema no ez tar

senoillo,:

MOVIMIENTO DE LA PESA )
Aoz volvamena aliora @ nugatre probleme original: schas

mos que el ailindro rueda horisontalmonte, perc ahermz:

{Qud sugade con la peoa? ¢0fma e& eu movimianto?

103
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KD

B.~_Igual quas el del cilindro, simplemente cde y en _
todo momento estard debajo del cilindro, como una

.

C.~_Yo supongo que la masa colgante "tarda en enterar-
se" del movimiento del etlindro, en consecuencia ge que

da atrfla y el hilo debe formar un cterto dngulo respsc
~ ] to da la vertical.

JJ bomba soltada por un Gvidn.

k
A. - Estoy de acuerdo en que la masa debs quedarse,

pero no creo gue el dngulo gea fijo. debe estar

; varimdo.
e
S

)

ZSJ]

C.= Para galir de dudas, hagamos el ezperimento.

)

[52;

C.~ Alcancé a notar que la pesa se quedaba, pero no

_fue posihle distinguir oi el &ngulo variaeba o no.

e
rPREA
/’_:‘” 3 {fé{-j}\ Todo sucedif muy rdpidamente....

wJ

o2 8.- Serfa_conventente retardar el movimisntc....

Vedmoslo, ...,

\ J 104




B. - [Bldny Existe el dngulo, pero ng eabemos si varfa.
Necssitamos determinaoionea mas precieas.

LAMPARA ESTROBOSCOPICA "—‘—J
A. = Podemog_averiguarlo con la fotegraffa (estrobosad-

prox) de deatallo miltipla: esta lémara emite lus a
intarvalos regulares de tiempo, 81 usamoe una odmara
fotogréfica von el obturador abierto, la pelfoula 8l

registrard To qus oourra cuando la l&mparg geté ¢ammmdiff

(. - Hemoe dispuesto todo: la cfmara fotogrdfica, las
idmparas de destello, la plwnada....

Egtamoa ligtos.... [Ahovral

FOTOGRAFIA DE DESTELLO J
A.= Aquf tenemos el resultade (la plumada se coloed

para tenar wia vertiocal ds referencia para medir los
dngulos), La ldmpara tenia una freouenoia de §00 deg~
telloa por minuto.

J

Pusde verae que ¢l dngulo va awmentando y lusgo emple-

za g disminuir, ... ahora vuelve g areasr. Eots se un
movimiantn bastante pecultar: Un péhdulo que awmanta

su longttud y qus ademds es arrastrado o algo asf.

)

EL MOVIMIENTO DEL CILINDRO

ZQué_ouoeds con el cilindvo? En log anuvaypo realisa-

doo, independiantenonte del eilindro o de la pesa,

despasio o rfpids, la pesa so muava osetlando cn tor-
wHa.a una lfnce o 46° . En.atras palabinas, ol monimion-

to del oilitndro eu parcoido al movimianto vertienal de la peoa.
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__L@ ( | Vc—\ La soluoifn aprozimada del problema, suponiendo que

la pega oseila con &guloe pequeﬁoa, e¢s8 baotante geri-
etlla. Agqul temamos loe reeultados: la velocidad

Viep dal cilindro y la velooided vertical de la pess som

. V'yp . J __tguales en primgra aproximacidn., ILa veloetdad Eﬁzm~

tal e¢s afeotada por otroa términos.

~ GRAFICAS V VS t L___J
A partir del anfligia de esta fotograffa, ee caleulq-

ron; la veloeidsd hortaontal de la pesa....
v»as la veloaidad vertioal de Ila pesa....
esse N la velosidad del eilindro.

J

Dentro dal la {ingertidunbre caperimental, confirma-

mog qus el ailindro tiems el mismo movimiento que la
pesa verticalments.

, » )

GRAFICAS a vs ¢t
Examinemos con cutdade la grdfica: la velooidad estd

partands y en conscouencia el movimiento gs acelera-
do. _Recordemog que_en una ¢qndfica da la velocidad _
an fumoidn del tiempo, la aceleracidn en un punto P

- /' eatd representeds por la perndiente de la tangente a
f
&
v la ourva en age punto.

Aquf la aceleracién dicminuwye.... se hacs minima....

—aunan i na. Hega_ g . midxino., .. empicga_a dicmingir,

> con gata tnformaoidn podemos tvaser. lg grdfica do la
i aceleracidn en funoiln del tiempo. 106
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LA PESA COMO UN PENDULO QUE SE ALARGA

___.LE( ' En aate 6 g.gv rimento @ la pesa ge le did wna osai-
Q -laeidn gnioial para acentuar la ourvaturg de la tra-

_yectoria de la pesa: sg asemeja a una sucesifn de ¢sas
_qug_pe_alargan.
[

J

6"0 O O O O ) Los vallss corresponden a_los puntos de miximo
' l atraso de la peea respecto del eilindro y allf los
—dnguloe gon mayores. Lge crestas indican el méximo
adelantamiento de la pasa y los dngulos son mfnimos.
= ro O O ) \ ntre los puntos A y C la pesa ha completado una

osetlacifn, Iqual acontece entre Cy E & entre B y D.

Reccrdemos qus_entre imdgenes sucesivag el tiempo trans-

A g ourrido gg el mismo, Simplemente contendo el nimerc de
<
N "D) imdgencs se puede comprobar que conforme awmenta la lon-
_ler )
_gitud, el tiempo de la ogoilacién también aumentq.

_ZAB =22
T. =281

\_

J

| 0 ™ .
———_Resultado que esatd de gouerdo con el comportamien-
' L T _to de lna péndulos normglea: ei la longitud orece, la
T=‘er‘r-
\_
d

ogeilacibn 8e hace maa lenta,

J

«J

RELACION ENTRE a, ¥ 8
Tanemos aquf dos fotograffas: en los dos casos

| l?ll

al_atlindrg ge el mismo, mientyag que las pesgs oon _
B 6, diferentes. En la fotograffa 2 al pesa es mayor que

a -an l__y correapondientemente, la_aceleracidn.ea mas= .
\_ ™ a, yor del lado dexecho. Como pusde verse, a mayor ace- 107
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| 1 <
. 'ﬁz > By

a, >q
\_

w Leracidn le corresponde mayor dngulo de atraso.

O

SINTESIS: LA DINAMICA DEL PROBLEMA

Hemos realizado el andlisie de lae diversca par-

tes del sigtema y tenemos ahora elementos para explti-

car lo que ocurre:

- !
Al prinoipio La tensidn es igual al peso suspen-_

dido.. ..

Cuando gl oilindro se suelta, la tensidn diemi-
_nuye bruscgmente y la pesq empiesa g oder, ...

= J
__J_jg ( N \Z ... 88ta tensidn jala al eilindro hacia abajo,
log rieles tnpiden que caiga v la torea producida lo

haee girar...

J

Lessba friceifn evita que patine y hace que el

eilindro empiece g rodar gceleradamente..,




SED(E ) _pebter a_susp a

, a 8u _inereie, la masa suspendida se cueda
atrds, formando el hilo wn dngulo con ig vertieal, lo_
miemo_quae 8ugeds oon us objeto golgado dentro de wn |
autemSil cuando dste acelera.

f

. e Loro_la pesa tiene una mase aprestable, al ques
E daves atrds agtda gomo un lastre para el cilindro, fa-

otendo que ge frene y que disminuya su veloefdad,..

t
j
S

i
.
+ ¢+ la pesa tiends entonces a emparejarse aon =i

oilindre aproximdndoss a la vertical,..

i J
s .. pero a medida qus lo oonaigue, el Jaldn ver-
tioal eobre el atlindro awmenta hasiendo que este in-
<crensnte ou goglexdoidn y vuelva g adelantarge, coren:
Jande. de nueve &l gtalas..

GRAFICAS DEL MOVIMIENTO (INTERPRETACION) L—-—]

r e ”
8Y(a : h i la peea no_ceecilara, el movimiento del
. / A confunto serfa uniformemente agelerado y las grdficas

' del movimiento serfan estas, bastante cgnootdas,
Q]
! \_/
(1 9 )
T la agaién_mutua pasa-gtlindre origina qua la dictercia,
la _velootadad, la analamct’o'n_y la_fuersa ocsoiler so-
bre_las ourvae oripinalas,
|\ k] J 129
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Pero egtas oscilaciones gon un tanto peculiares:

no son de ta femiliar formg penoidal, gino quryas gue.
ge alargan y cambian su amplitud....

(L9

f

)

Como _gata qua gemera la pesa al osoilar y glargar-
ae y que recibe el nombra de fincidn de Beasel.

{

Da tal manera que las grdficas correspondientes a

nueatro problema serfan fatas.

J

{Qué sucede despuls de mucho tiempo? ...
JCubl eg la mdxima aceleracidn de la pesa?, .

2C8mo _se mueve el centro de

maea? ...

J

Hay muchas mag cosag que ge pueden extraer....

hemos _mostrado sdlo alqunas de ellas.... pensamos que

tenfamos un buen asunto entre manog y que valfa la

pena darle a conocer.

LA MOTIVACION BIOLOGICA L_J
jah! gy por qué nogotros, biologes en wi problema de Ff-

ptoa?

.Bien, en particular ol probloma nog interees por lo

atgutente:




Ocurre que un dfa Taraén, el rey de la setva, medio
dormido despule de la siesta, se oolgd da wna liana en-
rollada en un tronco apoyado asobra otras dos lianas, -~

De aquf nacid el problema y eeylin parece el grito de
TARZAN: &sta es la motivacibn bioldgioa.

J

F’IN
- J \
T B el
e
S ) -
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~y i )
)
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V1. COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

VI.1 Sobre la realizacién del programa de video

No es mi intencién hacer un recuento detallado de esta parte,
sin duda la mas laboriosa y extensa de este trabajo. Algunos pun

tos, sin embargo, nerecen destacarse:

El programa se realizd en las instalaciones del Centro Uni-
‘versitario para la Produccién de keéursos Audiovisuales {CUPRA)
donde, ademids del local (ver fig. VI.1.), equipo y personal espe-
cializado propércionan 1la asesorfa y la asistencia técnica a gen-

tes que, como yo, desean producir programas partiendo précticamen

te de cero.

s *

Fig. VI.1. Durante La grabacidn del prograna de video en CUPRA. .
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Purante un par de meses participé en un curso sobre la elabo
racibn de programas de televisién: los secretos de una buena ilu-
minacibn, el uso de las lentes, la diversidad de encuadres, la --
continuidad de las escenas, algunas caracteristicas del lenguaje
audiovisual, las técnicas elementales de animacién, ademés de una
valoracibn de los recursos disponibles y las limitaciones existen

tes.

El material y equipo utilizado en los experimentos tuve que
disefiarse en funcién de los requerimientos del video, desde pintar
varillas hasta tomar fotografias en color de los experimentos rea

lizados (ver figura VI.Z.).

Una parte importante del programa se estructur6 a base de --

R
]
H

ki

e Y

cxl&ndnd en ethEF.

BRI

Fig. V1.2. Aweglos previos ab experimento ded
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gréficas, dibujos, animaciones y sobreimposiciones que pudieron -

lograrse gracias al apoyo de los disefiadores gréificos de CUPRA.

Para presentar el problema y explicarlo conté con la inapre-
ciable colaboracibn de tres alumnos mios, estudiantes de Prepara-
toria, Fueron ocho semanas de estudios, ensayos y agotadoras se-

siones de grabacién.

Tal vez un detalle sirva para ilustrar la clase de cosas que
se hicieron: en el programa se menciona a los gatos que cuando se
sueltan en el aire regularmente caen parados. Conseguir la gati-
ta (se llama Vanessa), esperar las condiciones propicias (es muy
temperamental) hasta tener aproximadamente 10 minutos de graba-

cibn, nos llev§ una semana de tiempo. La escena correspondiente

Fig. VI.3. Una fofogradla usada en ef programa: AL cilindro se Le §if6 un fo
co eh el boade y a La pesa tambien se Le coloel una fuente Luminosa.
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en el programa dura 7 segundos,

VI.2. Conclusiones

Para empezar, un intento por situarme: el problema del ci-
lindro me interesb porque no estaba resuelto en los libros y por
que podia atacarse experimentalmente. Sé, por otro lado, que es
un problema muy particular de escasa importancia por si mismo o -
dentro del marco amplio de la Mecénica. Contiene, sin embargo,
algﬁnos ingredientes que le confieren atractivoe interés. De esta
manera, o1 audiovisual fue concebido de tal manera que resaltan
los 4ngulos novedcsos y que permitiera explicar el problema en -
forma clara y simple a estudiantes del Gltimo afio del nivel medio

superior.

Después de escuchar los comentarios de algunos estudiantes y
profesores que conocen tanto el video como este material impreso,

se obtienen en conclusibn los siguientes puntos:

Contienen suficientes elementos de Mecénica para interesar a
estudiantes de esta asignatura o de Fisica General, no tan sélo -
por el problema central, sino tambien por su evidente conexibn con

otros problemas parecidos.

Plantea algunas situaciones que no estén resueltas y que po-
drian ser el punto de partida de algunos experimentos (la acele-
racibn del cilindro mayor que g, el movimiento sin oscilacién del

conjunto, la generacibn de funciones de Bessel, etc.).
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La obtencibn de las ecuaciones de movimiento por dos métodos
distintos permite comparar la contundencia y efectividad de 1a --
formulacién de Lagrange con el camino largoe pero mas accesible de

las leyes de Newton.

Contribuye a perderle el miedo a las ecuaciones diferencia-
les complicadas: los programas para resolverlas estin al alcance

de los estudiantes desde los primeros semestres de Facultad.

No se han realizado evaluaciones con estudiantes de nivel me
dic superior para determinar en que medida se consigue el objeti-

vo central.

En el marco general de los audiovisuales destinados a la en-
sefianza, es un hecho que estos recursos se usan muy poco en la --
educacibn y en 1la ensefianza de la Fisica todo estd por hacerse.
En este sentido el programa de video es sbélo una muestra, una ex-

ploracibén de las posibilidades que este medio ofrece.

Mi participacibn directa en todas y cada una de las fases de
la realizacibn del video me ha permitido valorar la preparacibn -
previa y el trabajo de equipo que hay detrfs de este tipo de pro-
gramas. Producir material diddctico adecuado a nuestras necesida
des .es todo un desaffo y mas que recursos econdmicos o eduipo --

complicado se requiere de ideas y de mucho trabajo
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