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1,~ Generalidades. (c. ref, [41_3] o

Los fenémenos de propagacidn de ondas en Fisica Clédsica si=-
empre ticnmden a2 estudiarse de manera individual, como tal es el
caso de ondas electromagnéticas, ondas acusticas, ondas s{smicas,
etc. Estos fendmenos de propagacidn pueden ser estudiados de una
menera unificads si las ecuaciones que gobierman a cada fenSmeno
de propagaci#n se puedénjescribir en una Ynica ecuacidn. Esta -—
ecuacibn tier;e que ser ‘'a fortiori' una ecuacidén diferencial par
cial en forma matricisal.

la ecuacidn general que se sugiere para hacer una descrip-——

cidn, y una discusién, de una naners global es
) )2
E“\;’.ﬁ:’ b E.: A ’iil ' (1.1)

Bn esta ecuacién k(xl,xa...o.xn)tir, te¢ R(tieapo), u-u(x,t) es
una matriz columnsa reall) de mxl que describe los estados del -

2,..., An son

medio en la posicién x al tieapo t, ¥ E(x), Al, A
natrices de mxm con las siguientes propiedadess

i) E{x) es real, simétrice, positiva definida y tal que existen

l)En el caso general es a valores complejos, pero en el caso fi-

3ico 88 & valores reales,



constantes ¢ ¢, coh la propiedad de que

1' T2
< <
clI_E(x) _CZI,
donde I es la matriz identidad.

2 n . .
s seey A son reales, simétricas y constantes,

i5) AL, A
La matriz E(x) define una forma cuadrdtica

=uB(x)u, (1.2)

que es interpretzde como la densidad de energfa (energfa por —-

unidad de volumen) en las aplicaciones.Las matrices Aj definen -
las formas cuadrédticas

Z =uahy, (1.3)

que son interpretadas como las componentes del ;ector de Poyn—-—-

ting, que describe el flujo de energf{a (energfa poxr unidad de 4-

rea por unidad de tienpo). Las soluciones de (1.l) satisfacen --

una ley de conservacién de la energim, que en su forna diferenci

al es

s 13

By 2 A 20 (1.4)
st l= 3

La integracidn de (1.4) sobre xdﬁr, 0%t 4T da la ley de conserva-

cién de la energfa en su forma integral (si la integral de super

ficie parar%%-_l'. tiende a cero):
3

5 uted) B U o) dx= S ¥ (4,01 €OV (r,0) I (1.5)
[y o

Las soluciones de la ecuacién (1.1} son deterninadas de ma-



nera Unica por sus valores inicieles:
u(x,0)=£f(x), xtﬁiﬂ ' {(1.6)

Las solucidn u(x,t) del problemz de valores iniciales (1.1),
(1.6) describe la propagacidn de ondas en un medio cuyos estados
son gobermados por (l.l), y cuyos estados iniciales estén descri
tos por £{x}; por lo que el problema de valores iniciales (1.1),
(1.6) es llamado el problema de propagacidén de (1.1).

Si E(x);Eo es una constante, el medio gobermado por (1.1) -~
es homogéneo. En este caso la solucidn del problema de propagaci
dn puede ser construido por el métode de la Transformada de Fou-
rier, el nétodo de ondas planas y otros métodos.( [lg ) |

Si E(x) es no constante, el medio gobernado por (l,1l) es in
homogéneo. Existe una gran literstura concerniente a la existen-
c¢ia, unicided y regularidad de las soluciones del problema de va
lores iniciales que es aplicable en este casoj sin embargo, méto
dos explicitos de la construccidn de la solucidn conparables al
método de la Trensformada de Fourier, para medios homogéneos, no
son aprovechables para medios irhomnogéneos.

Este tésis estd enfocade al problenz de propagacidn para me
dios inhomogéneos que son ‘honocénecs ene', en el sentido de -
que

1im E(x)=E° (1.7)
\xt..w

existe. Si el estado inicial f(x) tiene energla finite, entonces



la intuicién fisica sugiere que la energia tienda atw cuando t#20.
Por consiguiente si (1.7) se cumple,para tiempos grandes muchss
ondas estarén en lsa regién'[xfrﬁ, donde B(x) es cas{ constente.
Esto sugiere que u(x,t) puede tender asintdticamente, cuando i,
8 una onds que se propaga en un medio homogéneo caracterizado por
E% i.e.

u(x,t)~u°(x,t); t--00. (1.8)
Posteriormente daremos una definicién précisa del sentido en que
(1.8) es v4lida.(secciones 6 y 7)

La onda uo(x,t) e8 sclucidn de

o’?u
con velores iniciales
u°(x.0)=f°(x); =i (1.10)

A dicha onda se le llama *solucién asintdtica' del probleans de -
propagacién (1.1), (1.6). ¥ds adelante se discutiréd con detalle
le existencia de soluciones asintéticas. (secciones 6 y T)

Ya que le natriz E{x) es real, sinétrica (entonces Hermitia
ne) y nositiva definida se tiene que f(x)E(x)f(x) es un nidnero =
positivo definido. Cono E(x) es positive definida, la ecuacidn -
E{x)f(x)=Af(x), donde ‘A son los eigenvelores de E(x), conduce s
la ecuacién

0“f(x)E(x)f(x)=F(x)Af(x). (1.11)



Por otro lado, de la propiedad (i) y de EB(x)F(x)=Af(x), se
tiene que
clIf(x).‘.)f(x):& c21f(x),
¥ como esta relecibn es vdlida para cualquier £{x)=u{x,0), se --
concluye gue
¢y e Cye (1.12)
Haciendo coincidir a cl=')' ¥ c2=')' el afnino y el wdxino de los
eigehvalores de E(x) respectivamente, entonces (1.11) y (1.12) -
implicaran que
£ONE(x) ¢ £(x)E(x)E(x)e £(x)Ke(x). (1.13)
5i f(x)eng{f: R R g,f(X)lz dx< a0} xeij, el espacio -
de las funciones medibles de cuadrado integrable con m conmponen-

tea, de (1.13) se tiene que

"S|f(x), 2 ax sSf(x)E(x)f(x) dxs’):yf(x), 2 dxaw.(1.13a)
L Gy &
Lo cual significa que jf(x)E(:x)f(x) dx es equivalente a la nor
ma én If; , dada por ij(f)] zdx. .
La discusién ant“g'ior sugiere definir una norna para los va

lores iniciales f(x) comno

1
ﬁr” =j f(x)E(x)f{x)dx, (1.14)
. R‘

le cual es equivslente, vor (l.13z), a lz norns en L‘g, Entoces,



el espacio de valores iniciales con energfa finita es un espacio
de Hilbert)f con respecto a esta norma. ’,

La correspondencia f—» u(®,t) define una transformacién li-
neal U(t) que es una isometr{a (con respecto a la norama (1.14))
por la ley de conservacién de la energfa (1.5). En efecto, como
se mostrard después, U(t) define un grupo rﬂbnoparamétrico de ope

radores unitarios sobre }(_

De nanera andloga que para E(x), E® define une norma:

[!f"ﬂ: =jf°(x)E°(x)f°(x)dx, _ (1.15)
R’
que en general es diferente de (l.14) pero que es equivalente a
eésta. El espacio de velores iniciales £ con energfa finita es -
un espacio de Hilbert X, con respecto & 1a norme (1.15).
En esta tésis lus formas de energia besadas en E(x) ¥y E® —
son supuestas cono equivalentes:
cEE% & fE(x) g 4 o FEOE, (1.16)
para toda xcn'y Lo donde ¢ y c* son cc;;:istantes positives,
Bajo la hipétesis (1.16), las normas (1.14) y (1L.15) somn -
equivalentes; i.e.
c llefl sld] ¢ u:fu‘ : (1.17)
Entonces ){ y)(. son los mismos especios lineales de valores imici

ales, ¥y son espacios de Hilbert con respecto a dos diferentes, -



pero equivelentes, normas,

Si u(xpst) y uo(x,t) son solucionec con energfa finita de -
(L.1) y (1.9) respectivamente, entonces u(x,t)-uo(x,t) estd en)e,
7 también e M,, por (1.17). Como se mostrarf més adelante, este
diferencia tiende a cero en A (y equivalentenente en ){,) cuendo
t-otes,

lim [fu(.,t)-u’(.,t)] =0, (1.18)
tato

suponiendo que los valores inicisles f y £° estén relacionados -

vor un operador de onda spropiado.




2.~ Pormulacién del Problena de Propagacién de Ondas Sobre Espa-

cios de Hilbert. {(c. ref. E.}] )

En esta seccidén se dard mna formulacidén preciss del probie-

ma de propagacicdn

El,x\%:" :i A“%i‘; N Ktm \ i»o (2.3)
Jnl
u(x,0)=f(x); xe W', (2.2)

ademés serdn discutidas la existencia y propiedadeé' de 1z solu—
cién. Para la construccién de tal formulacién se hard uso de al-
gunos teorenas y definiciones referentes a operadores autoadjun-
toa y unitarios en un espacio de Hilbert.

Sea U(t) un operador sobre un espacio de Hilbert, tal gques
i) para cada t« R, U(t) es uwr operador unitario y U(t+s)=U{t)U(s)

pare cada s,ttﬁ:

ii) 31 g es un elemento del espacio de Hilbert y t—-—-rte,. enton-

ces U(t)g-—-——oU(to)g.

Un operador U(t) que satisface (i) y (ii) define un grupo
amonoparanétrico fuertemente continuo de operadores unitarios so-
bre el espacioc de Hilbexrt.

Si U(t) define un grapo monoparamétrico de operadores unita



rios sobre un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de -
Stone ([?g ) existe un operador sutoadjunto H, definido sobre el
especio de Hilvert, tal que
U(t )=exp(-itH). (2.3)
Inversamente, todo operador autcadjunto H, sobre un espacio de -
Hilbert, genera un grupo monoparamétrico fuertemente continuo de
operadores unitarios sobre el mismo espacio.
Si (2.3) define un operador solucién pera (2.1),(2.2) enton

ces H es formalmente el operador
Cega! 3 AY B
2By 2 A X - (2.4)
3-\ J
La solucidn del problema de propagacién es definida por la
construccidn de una extengién autoadjunta H del operador diferen
cial (2.4), entonces el operador solucidn estard definido por —-
(2.3). La construccidn se daré primero para el caso del medio ho
aogéneo (E(x)=E°).
El sistema de ecuaciones diferenciales parciales
ina®
oy, AagE.
m i J

que describe a un medio honogéneo, puedd ser eserito como

ol S Ut .
%s{?: (£) Z.lﬂargv*“o“ (2.5)

donde " .
. ot l(‘)
Hp= 3B LA % (2.6)
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El factor i= S:E?tiene que ser introducido para hacer a H.o for—-
malmente un operé.dor autoad junto sobre){,;.ya que asf se puede -
trabajar con valores iniciales a valores comple jos up(x,0)=f°(x)
y soluciones u®(x,t). Por supuesto, estas soluciones incluyen to
das las soluciones reales, las cuales corresponden a valores ini
ciales reales, por que Eo y las Aj son reales,

Como se sefialo en la seccidn anterior, la matriz E® es su-—
puesta real y simétrica (por lo tanto Hermitiana) y positiva de-
finida. Si se hace una construccién amfloga a la que se siguio -
para encentrar (L,13); se tiene que si 7€ €= { z:(zl,zzp-..zm)/
Zzg complejo , 2:(21,,,.,Em) es el vector complejo?conjugado de
z 3N ,X son el nds pequefio y el nés gremnde eigenvalores de :°
respectivamente,

‘\'f\m’s 287 ¢ x*itm‘. (2.7)
&

4T

Lea relacién (2.7) implica que

m e w
Y E‘\LM\IA" & £“‘\ £ #"q 115 » Z‘WJ(‘\\Z&X) (2.8)
'y ®" "
para cada vector f(x)=f1(1)+if2(x) Lebesgue medibles Si la ener-

gfa, para medios homogéneos, de tales vectores se define por

ot T b [ Fae”fhiades [ £l € Flina,
R w v



L%

entonces (2.8) implica que f(x) tiene energfa finita si y sélo -
N

gi, para cada &t =1,2,...,m f,eLZ(r\\), el espacio de funciones -

Lebesgue medibles a valores complejos de cuadrado integrable so-

n
bre ‘@.

Entonces la suma directa
_Lz(ﬁf)Q ...@Lz(m?); m sumandos,
es el espacio lineal apropiado de los valores iniciales con ener
gia finita para (2.5)., El espacio linesl LO con el producto in--
ternc
(f,2)= | £(x)E"G(x)ax (2.9)
<] Rﬁ

es un espacio de Hilbert )ﬁ,.

Se mostrard, ahora, que el operador diferencial (2.6) tiene
una extengién, que es autoadjunta, con respecto al producto in-—-
terno (2.9) sobreﬁ&. Para tal construccidén se hace uso de la —

teorfa de Plancherel de la Transforneda de Pourier.( [5] )}

Si ?(x)e L (IR), entonces

\gm Lim 2 »Qm dx
o (29V¢
R

existe en La(f\{) y

AR
Pin = bim L {7 ‘?m&p.
Q-—Dw (2“\"7
[pleR



>

Aquf p=(p1,p2,...,p e, p-x-Zp xl, y l.i.m. significa -
ol

convergencia en L, (ﬁZ). Si¥ y¥ estén en L (WC), entonces satis

facen la férmula de Parseval:

A
J ‘f;m Y dx =f '2(?}6)(?\ AP (2.10)
ﬂ“ o
i.e. le transformada de Pourier define uma transformacidn waita—
ria de L2(Q“) sobre si mismo.
La transformada de Fourier de una funcidén febeo estd defini-~
da por
A . ~ N A
Hp)=(£,(p)yI,{p)secast (p)).

Se sigue de esua definicidn y de (2,10) que

(f,g)0=J £(x)E%(x)ax = Jf<p)n°a(p)ap.—. @,2), (2.13)
(7 n"
para toda f,ge_)fa. Entonces la transformada de Fourier tzabién -
define una tranformacidén unitaria de Q(Qsohre si mismo.

5i f(x) ymestén en L (i'\!‘), se sigue que
(b‘l} 2 .

(-";Q‘ﬁ (?) =-*Yy ‘f(?\

Entonces, si £(x) y(QfL) estdn en 3(5, para cada j=l,2,..e,0} & ~

Sigue gue

e AT pade
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estd en a'(oy tiene como transformada de Fourier

e - » A
(WPl = E°) ‘(%‘Aiﬁﬁm
Este sugiere el siguiente teorema.

Teorema 2.1. El operador Hy sobre}{ocon dominio

LN
D(.‘do)= {f/ :t“/(;) y;‘ﬁ.apjf(p) estdn en Qeo}

¥y rango definido por

. n . .
(Hof)(x)=l.:i..m.(—%§qt o7 (3°)77 wdp_f(p)an (2.12)
R-eaw (2 l '

§2
~

Ipl=R
e un operador autoadjunto con respecto al producto intermo (2.9).
Demostrzcidn. La teor{a de Plancherel implica que {(2.12) define
un vector Hofe Qeopara cade 'fé.D(HO). Si se demuestra que D(Ho) es
denso en )eo, entonces el operador adjunto HB estéd bien definido.

1)

Ya que el espacio de Schwartz™ ' estd contenido en D(HO), se

tiene que D(Ho) es denso en J(a. La demostracidn quedard completa
T s ' ® * : "
8i se muestra que H(,CHO (HO es una extensidn de HO) Y HOCHO, de
donde HO=H*.

Frimeyo provemos que Hocﬂ:. Sea f,geD(H,), entonces por --

(2.11)

1) . . .
El espacio de las funciones continuas de soporte compacto in-
finitamente diferenciables,
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(H, £,8) g=(H T, ) = j(ﬁofup)x"’g‘(p)dp.

Adenisa R
G2 (p)= (2 Zade )T Rei(Z a3 )
21 J=*
entonces J

(,t,8)= |FoIp° (823 (L an, Bimdap=(F, 1 8 1= (0,60 o
" ¥
o = Y \ v (€3 - ¥ $.— s i O ]
- Esto muestra gque si g.gD(HO), entences ch(HO) y Hoguﬂog, 1.u.H(§ZHO.
Probenos,ahora, que H*CH . Sea ggD(H*); Lokle gﬁ)ea ¥y
“‘0 ,2)={f,8}, para ale¥n vestar ¢ €Yy todo feI){E* Yo (2.0 5)
El vector ¢ es, por definicidn, ipgual = Hgg. Las ec:uacn’ ones e
{2.11) ¥ (2.13) implican
T e ¢
J AR
(H,T58) 5= f(n)('zA Py )¢ p)dn‘--) £(p)E 0(:@)dp==(f,0)0,
pf\

m\’\
vara todo ﬂ‘-D(HO), Para D(HO) es denso en }&, de donde
no.
- A
(s°)"HLalp NE)=8(0) € o -

N
o b

Entonces geD(HO) N

) no.
(Hog)(x)=1.i.m.a’ﬁ,‘k ol* (E°)Lz‘1\’;3§(p)dp. en ¥y,
R0 s
TS

Esto demuestra que si gGD(H;), entonces geD(H,) y Hogz-.O=H,o.8§ 1.0,

Hy, € Hp . ¢.E.D.
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Hagaznos una discusidn andloga a la anterior para el problema
de wropagacidn para un aedio inhomogéneo gobernado por (2.1).

El sistema {(2.1) puede ser escrito comno

n o)
((Qa'% . Bt Z A %%3 = -1 Hu , . (2.14)
‘j.‘:\
donde n 2
, N ki
Mo 4 B9 32_}‘ A 2% } (2.15)

Se nostrard que el operador H tiene una extensidn gque es au-
toadjunta con respecto al producto interno
(f,g):Jf{x)E(x)g(x)dx. (2.16)
mﬁ
La relacidn {1.16) nos dice gue las fornas de energia basa--

.0 . . .
das en E{x) y E  son supuestas cono equivalentes; ésto implica -

que

2 2

2 o= i - G~ : ) il
¢ 2Bz % 2E(x)z <c' 28z YV xellly zeC .

Conmbinando este resultado con {(2.7) se tiene

"f'?Jzﬁ PR T e 00T 2] YxeMy ze ™ ;
g AP 1E (2,17)

22
donde Mz c¥) RO
Lema 2.1, 5i E(x) es una natriz real, simétricea y positiva defini
da que satisface (2.17), con constantes positivas{u, Gu'; entonces

g z 4 0 2 "
1 Z"&,& 2l mz < ‘;‘1 212 g ¥ xe R us‘i'c(.m. (2.15)
“l

GI‘

d,&

-

-
-

=



\?

Demostracibn. (2.17) es equivalente = la&'irmécién de que los ~—-
eigenvalores {(reales positivos) de E(x) estdn entre(uy(u';. (2.18)
ge sigue inmediztanente puesto gue los eigenvalorea de E’l(x) son
los reciprocos de los eigenvalores de E{x). Q.E.B.

Si se supone que las comnponentes E’E‘(X) de E(x} son funciones

n
Lebesgue nedibles enm, se sigue de {(2,17) que

(_‘tj L \ 4, N §0a toy ﬁméx‘-&u m\ f.dﬂ\zé«-) (2.19)
R 2 (234

para cada vectcr connlejo medible f(x). Entomces, =i la energis,

para medios inhcaogéneos, de tales vectores estd defiuida por

Z
el =| £(0EG)TGax,
aﬁ}ﬁ
se sigue que f(x) tiene energfa finita si y s6lo si, cono se dijo
i
anteriormente, %GLZ(&);A:;LQ,...,&. Entonces L, es, tanbidn, -
el espacio lineal apropiusde de valores iniciales con enexgia fini

ta para (2.14). El espacio L. con producto inmterno {2.16) es ua -

0
espacio de Hilbert W..
Paras nostrar gque el operador diferencial (2.15) tiene una ex

tensién , que es eutoadjunta con respecto al producto interng —

(2.16) sobre 3‘(, hay que hacer notar que for.ualmente

H - xEm e (e’ ZA Et{f £ Ho .
J.VA
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Teorema 2.2, El operador H sobre :)e con dominio D(H):D(HO) y ran-
go definido por
-1

(BE) (x)=E™ (=B (H,£) (x) (2.20)
es un operzdor autoadjunto con respecto al producto intermo (2.16).
‘Demostracidn. La demostracibn estd dividida en dos partes. La pri
mera parte consiste en mnostrar que (Z2.20) define un mapeo de D(HO)
en?‘e . La segunda parte es mostrar que H es autoadjunto.

Pare mostrar que (2.2C) define w: nopeo de D(HO) en?f, hay
)
que notar que, para cada fED(HO), Hofe){y entonces g=E (Hof)e ¥,
Por otro lado, del Lema 2.1 con
-1 -1
z=g(x), E (x)z=E "(x)g(x)=0(x)
se tiene :
m : hiag 4
L2lgmbc0tme < 1 2 14,00\,
J‘@ as CJL dzt
de donde
\L)

O(x)E(x)G(x)eLe(ﬁl), (2.21)
puesto que f¢ AL e (2.19), reemrlazendo f por O, y de (Z.21) se
tiene que

-1 -1 o
O(x)=E ™ (x)e(x)=E (E (Hyf) (e W,
i.e. H napea D(H)=D(H,) en H.
La demostracidn del teorenz quedard completaz si se demuestra
que HCH® y P.’C.H, de donde H=H". Primero notemos que, si £y g es

tén en?i



(f.e;).—-gf(x)E(x)'g""‘(x')amjf(x)f(f ) E(x)e(x)ax=(1, (E°) Bg)p (2.22)
[y "

En particular, si féD(H), ge}(, entonces de (2.22) se tiene

(HE,&)=Tg, )= (g, (2°) "V EHE) =(&, By D) = (H, £, ), (2.23)

Para probar que HcHY, sean f,ggD(H):D(HO). Entonces, por (2.23) y

debido a que HO es autoad junto,

Entonces geD(H™) y H¥g=Hg; i.e. HeH”,
Para probar que HEH, sea geD(H*);i.e.gd,(Hf,g):(f,'O), para
algin 963y VEeD(H). (2.24)
El vector 9=H”g, por definicidn. Las ecuaciones (2.22) y -—-
{2.23) aplicadas a (2.24) dan
(H.f,g) =(£, (E°) " E) , WfeD(H)=D(H.).
0 *&lg™ 0’ 0

Dado que Hoes auwtoad junto, ésto implica que ch(HK):D(Hb)=

D(H) y
» 0,~-1 Oy =1_ W
H g=Hg=(E") "EO=(E’)  EH g.
Ast
H'E=E'1E°(Hog)=ﬂg:
i.e. H%:H. Con lo cual se concluye que H=H™. Q.E.D.,

El Teorema Espectrasl ( Efg ) implica que los operadores auto-

adjuntos Ho y H tienen resoluciones espectrgles
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o
Hy= r’X&EO(')u), H=§')H1E(’)c):
-0
donde EO(’)‘) y E( %) son las rescluciones de la identidad para HO

¥ H, regpectivamente.

El operador solucién pers el problema de propagacién estd de

finido por

-itg. @
Uo(t)-_:e °=£ e”lt’)'dEo(’) )y (2.25)
S
para medios homogéneos, y por ©
U(t):e—itH=J o apa)y, (2.26)

-0
pars medios inhomogéneos. Asi

u’(x,8)= (U4(6)£°)(x)

u(x,t)= (Ut}£){x)
son interpretadas como las soluciones al problema de propagecidén
para medios homogéneos e inhomogéneos, respectivamente,
Definicidn 2.1. La clase de funciones sobre -@«t&«@ con valores
en)ﬂn J en %que son continuas junto con sus derivadas de orden -
=1,2,+.0,m son denotadas Cm(-w,oo i X)) 6 c“‘(-m,m;aﬂ).

Las siguientes propiedades de lgs soluciones se siguen direc

tamente de (2.25),(2.26) y del Teorema Espectral.
Corolario 2.1. (&) Uo(t) y U(t) definen grupos monoparamétricos
de operadores unitarios fuertemente continuos sobre %oyée. respec
tivamente. En particular, las siguientes leyes de conservacidn de

energia se cumplen:

'Iuo(.,t)U°=U1Pllo N “u(.,t)” = ”f” Vv telR.
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b) u(.,t)c Cl-e0,00;H0 ¥ 4{.st)eC{-0pm; ol); Loe. para cada te R,

&0
c) si £% D(Ho), entonces uO(.,t)éD(Ho) YteM. Ademds, uo(.,t)c

cl("' 0, 136)1 y

Lim [[0°Ce,t+2)-u®(est)][;=0 3 Lim [iu(e ,t42)-u(.,t)|| =0
&0

RUC.H - .1 N, Uo(',{\, para cada tel.
La c0rrespon2-itente afirmacién se cumple para u(.,t).
Demostracién. (a)y(b) se siguen inmediatsmente: puesto que HO y H
son operadores zutoadjuntos en Q(Oy ¥, respectiveamente; entonces -

tha g U(t;):e"ltﬂ generan,

por el teorema de Stone ([33] )y Uo(t:)=e“1
cada uno, un grupo moncparamétrico fuertemente continuc de opera=
dores unitarios sobregﬂ, y,)e, respectivament e,

Para j1a demostracién de (c) se utilizan los siguientes hechos.
Si ¥()) es una funcién continua a valores complejos, definida pa
ra —we¢ke® y E°(X) es la resoluciéu de 1a identidad correspon
diente a HO' entonces \((HO) e: el operador con dominio
nefey) )= {7/ 1Ol s Y <o}
definido por <0

w(uo){ten YeE*(N).
Ademds g
LW z"l\}ﬁ?m WPaE (x5
o - (2.27)
para 1€ D(€(Ho))

En particular,

o0 2
feD(H,) si y sélo si j N2 3l ENEN, <o (2.28)
-0
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(Las integrales anteriores son integrales de Stieltjes).
Ahora
E(% Ju®(.,)=Bo(n Je 1t g0 100 5 )0,
porgue E°(A) conmuta con funciones de Hye Por lo tauto
B (%’ Gt =1 X% (2.29)
dado gque exp(-itHo) es unitario. Las ecuaciones (2.28) y (2.29) -
implican que u°(..t)<n(ﬂo) siy s6lo =i fe D(HO).
Ahora notemos que si £% D(HO) entonces (-itHO)uo(.,t) satis-
face Il (=it )o® (., 642)=(~i8 (.t é’:r\ e-it}‘-l\z'\zdl‘ﬁ.‘o( Mo |2
@ (2.30)
por (2.27). El integrando en (2.30) tiende a cero cuando g .40, ¥
estd acotado por una constante miltiplo de ')3 s, que es integrable
eon respecto a dqu(")()fong. Por lo tanto (2.30) tiende a cero -
con Z , por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue; y se
sigue gue
(-mo)u°(.,t)ec(-m,a§aa&).
La demostracién de (c) quedard completa si mostrancs que ’_O__ﬂ"_(_d’-_\_
existe y es igual a la funcién continua (-iHo)uo(.,t). La relaci?:
(2.27) implica

© -‘t\
BTt prayutt i) - Cieet il (5555 6 ANER e N?
-®
Ademds, el integrando de esta integral es acotzde por un aultiplo

1
de N d\\{"b‘("ﬂ‘; y tiende =z cero cuando g — @@ . Por lo tanto, si
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(-t
ot

el teorema de Lebesgue,

f°¢ D(Ho) entonces existe y es iguel a (-iﬂo)uo(.,t), por -

Un argumento andlogo al anterior se sigue para demostrar la

afirfnacién (C) para u(.’t)e Q . E .D.
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3.- La Pamilia Espectral de Hj.(c. ref. [4] ).
En esta seccién se daréd una derivacidn de las propiedades es

pectrales del operador diferencial

N
. o\-1 D
Koz 1 (€Y 2 R A5 s (3.1)
J:\ !
. O J . .
donde las matrices E, A son (igual que antes) matrices de mxm,
reales,simétricas y constantes; y adends EC es positiva definida.
La derivacifn de tales propiedades va a ser de gran utilidad
ya que, mds adelante, aplicarenos estos resultados al estudio de)
operador H definido en (2.15).

El operador H,, definido de esta manera, es claramente un =-

0

operador que describe al sistema

LTI A YR (3.2)

n P

El sistemna (3.2) tiene soluciones de onda plena; i.e. solu--
ciones de la foraa
ulx,t )=f{at-x-p)c, (3.3)
donde f(g ) es una funcidn a velores reales de Ee iR, , mientras gue

™ "
z‘: ﬁ{g p=(p1'p21-a o'pn)em y c=(Cl,62,...,CJ€R son Conﬁtmtes.
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Si f'(&,)¥ 0, entonces (3.3)'es solucidn de (3.2) si y sdlo si

(E°2+ ZA g\ c= o
d
5i ¢#0, entonces la ecuacidn
0 3 _
Rlp,2) = deb (2B EJ\ p)=o (3.4)

expresa la condicidn para cue el sistema (3.2) tenga una solucién
de onda plana.

La velocidad de propagacidn de la onda plana (3.3) es preci-
sameate la velocidad con que los hiperplanos de fase constante =se
mueven. Fase constante guiere decir, desde luego, que gbt-x-p=cte.
A estos planos los llamaremos ‘hiperpleancs caracteristicos® del -
sistema (3.2). la onda plana €3.3) se propaga en la direccidén del
vector p con una velocidad CJ!p'; donde [p|2=;§pi=l. Entonces, -
las posibles ‘velocidades normales® de la_onda&;lana {3.3), para
el sistema (3.2), estén dadas por las raices de % en (3.4) corresg
pondientes a los vectores unitarios p; i.e. las raices de z:;«ﬂde
(3.4) con ,p[gsl, son las velocidades de propagacidn de la onda -
en la direccién de p. Estas raices son un nimero m, de acuerdo a

su multivlicidad, y todas son reales, de tal maners que la matriz

Ho (py = (€9 i p P (3.5)
~“.‘\.
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es real y sinétrica. Enunerando, en orden decreciente de magnitud,

aquellas gue no son identicamente igual a cero, digamos un total

de rs
ap\7 ... % Bely) (3.6)
Las m-r raices que guedan son raices que son identicamente cero:
2 =.. 2. =0 (3.7)

Denotemos con NJ. el conjunto de puntos p para los cuales 65(9]

se hace cero, ésto es:

Nj = {pe®/ Zjin=ot
Antes de denostrar una propiedad caracteristica del conjunto

N., enunciemos y demnostremos un lema gue va a ser de gran utili--
dad para la misaa.
Lema 3.1. Si un polinomio P(p) no es identicamente cero, entonces
el conjunto de puntos p para losg que se hace cero es de nedida —--
cero.
Demo stracién. Es suficiente demnostrar gue el conjunto

N:{p/ RBin=o.lplemy
donde M es un ninero arbitrario positivo, es de medida cero. De—-
mnost remos ésto vpor induccidn sobre el grado de P. Si P es de gra-
do 1, N es la interseccién de un plano con una esfern, entonces -
de nedida cero.,

Suponganos, ahora, que el grado de P=m»l, ¥ que la proposi-
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cién es verdadera para polinomios de gmado menor que m. Entonces,

se sigue que el conjunto
leiPeN/%$ﬂ=°W$’h4“w“§
J
es de medida cero en \ﬁ pues los polinomiosmgéﬂ son de grado menor
gque m, y no todos son identicamente cero. Por consiguiente, dada
€ >0 podenos definir un conjunto abierto V tal que Nf:V y o{V)ee,
con m(V) la medida de Lebesgue en V.

Notemos, skora, gue todo punto del conjuto N,= &paN/p#V}'es -
un punto regular de la superficie P(p)=0. Esto significa que, da-
do un punto peN, existe una j y una vecindad Np de p dentro de 1n
cualwgé?*o. Lo anterior sugiere introducir un sistema de coordena
das ( [:] pag. 111) en p, de tal manera gque la 1ntexsec01dn de -

I de Np con el lugar geomnétrico P(p)=0 es de medida cero. Puesio

P
que N2 es compacto, se sigue que un ndmero finito de Ip lo cubren,

2

tenenos que m(N)<é& , peroé es arbi--

y cada Ip es de nedida cero, con lo cual N, es de medida cero._?&
nalaoente, puesto que NCVUNZ,
trario, por lo cual m(N)=O0, g.E.D.
Teorema 3.1. 5i szﬁp) es una raiz de (3.4), que no es identica--
mente cero, entonces el conjunto Nj donde se hace cero es de medi
da cero.

Demostracién. El polinomio F{p,z) de (3.4) puede escribirse como

P(P.z)=ZM+P1(p)?.nQL+...+1;_l(p)2+1’m(p), donde los Ix(g) son poling-——
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mios homogéneos de grado j en PyresesP s COD coeficientes reales,
Dado que m-r es el nidnero de raices identicamente cero de (3.4),

tenemos que P (p)io,“.,Pm(p)gO, y Pr(p)#o. Las raices en {3,6)

T+l
son soluciones de la ecuacidn '5'+P.(9\zﬁ...i?ﬁ&ﬂ&ﬂ’,fﬂ. Dado que —-
pr(p)afo, el Lema 3.1 implica que el conjunto {peR“/P(p)%Ok es de
medida cero; y puesto que {‘»c\ */ L:okﬂ»{-‘entonces N; es de medi
da cero. Q.E.D.

Observemos que Ho(p) es una matriz honogénea de grado uno, -

en efecto
o lopy = (€Y 7 ap A= a ey i Pi A e aM, (p),
§2 Je ‘
para todas las 2e® ., Esto implica que si Z(p) es uneigenvalor de
Ho(p), entonces A&(P) es un eigenvalor de Ho(atp). Como una conse
cuencia ae ésto y {(3.6), las raices 'Gi(p) son homogéneas vositi-
vaLs de grado uno:
zju‘,\:‘\zjm, A% o ..J's.-\,...,m. - (3.8)

Se sigue tanbién que ii.m;--- ‘3v(9\kyf{z|(‘ﬂ,-o -,'zrl‘?\\ son el mismo
conjunto de nimeros pera toda p, por lo tanto en vista de (3.6),

&= - Fegn 0 AR (3.9)

Pinalmente notemos gue, las raices que no son identicamente
cerc pueden ser positivas como negativas.

Si estas raices no son nunca cero, entonces el nisero r eg -

siempre par, las primeras r/2 de ellas son estrictamente positivas
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¥ las restentes r/2 son estrictamente negativas.
Por otro ledo, empeCGemos a considerar ei problema de determi

nar la familia espectral del operador H. , definido en (3.1), Para

0
tal efecto, ,cosiderenos el espacio de Hilbert xoy cuya norma es-
t4 definida a partir del jproducto interno (2.9}.

Sea F el operzdoxr tranformads de Fourier en)(o; ice. (Pf)(p)=
?(p); como se vio en la seccidn 2, el operador P es un mapeoc uni-
tario sobre si nismo y cambia la diferenciacidén con respecto a xj
en multiplicacidn por -—ipj s de tal manera que m‘/ggi,____il’_l[bj?(f?] 3
utilizendo este resultado y (3.5) el efecto del operador HO sobre
f estd dado por

H £=F (4, ) Fe]
Divo)= {£GX¢J / Ho(‘) é\e )(0% (3.10)
1

Claramente HO.—.F—

D[uo(.a]=§3¢:,(°/“,(.\3exog (3.11)

y como consecuericia inmediata del Teorema 2.1, se sigue que Ho(.)

H(.)F, donde el dominio de Hy(.) es simplemente

con este dominic es autoadjunta, lo cual nos quiere decir (como -
ya sabiamos) que }ioes aut oad junto,.

Dadc que H_ ¥ Ho(.) son uniteriamente equivalentes bajo ¥, -

0

el problema de determnimar le familia espectral de HO se reduce a

la determinacidn de la familia espectral de HO(.). En efecto, den
A

notando estas familias por iF“ 'l)k y ICE{ '\)\ respectivamente, -

tenemas E'b( % )=F°1§6'). e,
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A
Procedeamos, entonces, a construir ls familia espectral Eo('}u)
del operador HO(.). Esta matriz posee un conjunto ortonormak de -
eigenvectores vl(p),...,vm(p):
H v . =7, V.
o{PIV (p)=2,(p)v,(p).
Los eigenvectores normalizados son elegidos de tal manera que son

funciones medibles de p,., Claramente, para cualquier elemento gcz(o

g(p)=§fgj(p)vj(p) (3.12)

=t
donde g,(p)=(a(p)yv (p)), ¥ si &d[H (L)), .
no<.)g(p)%[zj(p)gj(p)]vJ.(F; (3.13)

Debido a la ortonarmalidad de los va. se tiene gue

M\\z z i j 19;(» 4 P (3.14)
R

Definamos los operzdores EO(')\), Y% R, por

f‘-\o( \)g(p)zi‘!('\— ‘)j(p))gj( p)v,(p), (3.15)
donde Y es la funcidn :ie Heaviside: Y('\ )=l para Azoy Y{ N)=0 P&
ra '\40. Con el fin de estudiar estos operadores se hard necesaris
la utilizecidn de los siguientes dos lemas y algunas definiciones.
Lema 3.2. Sea {(p) cualquier raiz de (3.4), y sea f una funcién -
integrable (segin Lebesgue) no negative. Si establecemos que S(\)s
W@ 2w e v

(%)= {#(n)ap, (3.16)

sy
entonces F( ')) es absolutamente continua en cualquier intervelos -
que excluye el origen Y =0, siendo el intervalo de la forma [a\b].
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Demostracién. La demostraciédn se hard sélo para Qcesb, ya que un
razonamiento similar se sigue en el caso a<b<D. Excluyamos los ca
sos triviales W(Pzo § e(R<o V.

Dada €20, eligimos M?0 tal gue

j Pin &y <&/, (317)

1484,
Sea (ai’bi)' izl,ess,8; el conjunto de ,subintervalos disjuntos de

el intervalo [a,b'], Yy sSesa

%‘: :S“,em“ | a; < 2y &by 5\?"”%

MM
Entonces tenemos, con S =Usi,
jai

2 R -F e\ e ot [ pm dp (319)
Azt SM ‘

Dado que la integral indefinida es absclutamente continua con res

pecto a2 la medida de Lebesgue, existe 3)0 tal que

[tmdpees (3.29)
> i

s6lo a condicidn de que m(SM)L S .
Bscribiendc p=|p{w, donde w @5 un vector unitario y denotan-
do por 1,18 superficie de la esfera unitaria en ﬁl“, entonces en

vista de (3.8) se tiene que pgs‘iﬂ si y sdlo si

8 \ple bi oy lpleM.
Uw) AN
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Puesto que apa tenemos que ¢{(w)ya/M. Entonces obtenemos, usando

coordenadas poleres,

b/ 2l0) .
(=] 40 e e (a7 (0700 e ] i
a %zt

entonces
wml) e _n.n {bM\ Z (L\ -ai)
Por lo tanto, solo tenemos que pedlr que
'y
% (i -aq) & % (_q;\\ (3.20)
e
para que la integral (3.18) sea menor que é/z. Esto significa que
(3.20) implica que'i_\ F(b, )-Fla, )\z.é . Q.E.D.
Lema 3.3« La func:Lén F("\) de el Lema 3.2 es continue por la dere
cha en %zo0. Y también continue por la izquierda (entonces conti--
nua en sentido ordinario) a mengs que Z(p\20. En ecste caso P(0O-)¥
P(0+) 6 £(p)=0 casi donde quiera.
Demostracién. Primero probemos la continuidad por la derecha, y -
también excluyamos los casos triviales T(Psod Z(Qy.-g‘fp. Dado ¢yoeli
janos M0 tal que (3.17) se cumpla. Por el Teorema 3.1 el conjun-
to
N={peR™ | 2(pr=0., lpf &M}
es de medida cero, tanbién existe un conjunto abierto V que con—-
tiene N y es de medida menor queg « En vista de (3.19). entonces

tenenos que
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_f Vip\dp <) (3.20)
N

Puesto que &(p) es una funcidn continua que no se hace cero
en el conjunto compacto {gem'\[\?\ﬁ“\ﬂ-‘q , alcanza un minimo -
’\03’0 en €1, Como una consecuencia, el conjunto V céntiene el con
junto

\J'-_.{?q m“[ 0 Z(ﬂ")o \‘P‘S“%ﬁ

entonces por (3.21)

S tindp <€/, ' (3.22)
v\

Finalmente, ;;ara OL'XL()o » tenemos, a causa de (3.16), (3.17) y
(3.21) que \F('} )—F(O)\Lé » ¥ esto prueba la continuided por la #&
derecha en M=o,
Si zm-*o el razonaniento para establecer la continuidad por
la izgquierda es snflogo al anterior. Sin embargo, si se tiene que
Zly) = 0,¢ cumple que F(O-)4F(0), a menos que f(p)=0 casi donde -
quiera. Q.E.D.
Sea 0 un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert td; y
sea{ﬁm\']_a familia especiral continua por la derecha asociada a -
Q. Cleranente la familia espectral {f,m} determina una medida es—
pectral ( [itl] pag. 518). Si g¢eWy S' es un conjunto de Borel en
N , entonces decimos que g es'absolutaménte continua®’ con respeg

to 8 0 si y sflo si m(S*)=0 implica gue [(S*)g=0. A el conjunto



34

de todos los g€ W gque son absclutamente.continuos con respecto a
0 es denotado por u&c y es llamado el ‘'subespacio de continuidad
absolutz' de O of Elﬂ pag. 518).

#hora estamos en posibilidades de discutir las propiedades -

ey
de los operadores EO( ).
A

Teorema 3.2, Los operadores E( ") definidos en (3.15) constitu-—-
yen lz resolucién de la identidad del operador autoadjunto HO(.).

El espectro de H (.) consiste de todo el eje real, ¥y

0
A
A A ~ ”~
('ﬂo)oc = A, -DloX, . B0y =€ l0y-E, lo-) (3.23)
es el subespacio de continuidad sbsolute de HO(.). Coincide con -
el espacio )f(o a menos que (3.4) tenga raices g(p) que gsean .identi
canente cero; en este caso ")\:O es un eigenvalor con eigenespacio
A A A
¥ lﬂ\b(o = kE {o}-E(o-}¥,dado por
o v .
Rlowl, = 3¢ X/ qtp) ~'J_m‘3s(P\ J (M‘y' (3.24)
A
Demostracidn. De la definicidn (3.15) se sigue que {EO( '\)} es
una familia nonotonamente creciente de proyecciones ortogonales,
Y que
A A
s-lim Eo('\ }=0, s-lim Ej( %)=I.
14-© A0
Por lo tanto, pera probar que 5_80(')\)1( es la resolucidn de la -~
. A
identidad, soclamnente tenemos que mostrar que EO( ™) es continua -~
por la derecha pera todo resl .

Con lz notacidn introducida en (3.12), y en viste de (3.13)

¥y (3.14), tenenos, para cualquier g e}f(o
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1Rommg I - j lg; (1" dp s (3.25)
J $ o
donde $§ (m)-{wﬂ“!t‘msﬁ\ . La ecuacién (3.25) muestra que la —-
funcién P (’X) “5.,033“35 una suna finita de funciones del tipo -
introducido en (3.16). Notemos tamnbién que, dado que S'Eo(')g)‘ es
una femilia creciente,
1 Eag- E (xall* = W E.0ngiT- 1 E (v g W2

siempre gue Yz . Casi todas las afirmaciones del teorema se si-
guen facilmente de las observaciones hechas y de los Lemas 3.2 ¥
3.3. La ¥Wnica afirnscién que requiere una consideracién especial
es la que establece gue la familia ’lﬁo( b )\ea la asociada con el
operador H,(.).

Para probar ésto, denotemos momentazneamente con B el opersador

autcadjunto asociado con la fanilia espectral E ()

S YaB( W),

L) RS
Se quiere mostrar que B-H {.)s Para !sto, primero restrinjames B3
a un operador B0 cuyo dominic D(Bo) es el conjunto de aguellos ==
gedo con soporte compacto. Si mostramos que HO(.) también es une
extensidn de BO. ¥ que Bo eg escencialrente autoadjunto, enftonces
se seguira que B::HO(.).

Sea

c: wex ™o V31| (3.26)
J-l'..."ﬂ M‘.
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Dado un gED(BO) elijamos un R suficientemente grande tal que
g(p)=0 para |p|>R/c (3.27)

Dividamos el intervalo E—R,R] en N partes iguales por los puntos

')h: -R + Qt_z_ ) k:\l,.‘.ﬂ' '\02-9"

¥ formenos la suma de Riemann-Stielt jes
, o A
Suawm= L &, A, L ge) (3.28)
1

en esta expresién los §, son tales que N t§p Y ¥
BB 0= TG)-E00)
En vista de (3.15) tenemos .
b€ J.i:‘ LYO-2m) -Y (0~ 5 ] 0 % () (3.29)
Por otro lado, en vista de (3.14), (3.25) y (3.26), obtenenos
EolR) Mo tnr g0 = 90p 2 €¢, CRY Holngin= o,
tal que " .
“G(ﬂ‘bul ¥ hZ“Ah Eoll) Mo (p %(?\ (3.30)
De (3.28), (3.30) se sigue que
1S4y ~Ho11g I = 2 I 8y €l (61 -5 2 g W,
Sustituyendo (3.29) en Ie:sm expresidn , y haciendo uso de {3.13)

y (3.14), obtenenos

N wm
- . z-.-. . - 2 2
5. -detiaht = 2 ¥ Sh\zm; 617 \g,inl"dp,

5
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k
donde sf;lf“m“/'\u'-%wﬁ '\ﬂ - Puesto que }, ., | =2R/N, obte

nenos finalmente

HSyq - Hotig W e {22 Viig)

que tiende a cero cuando N -pgp -

Lo anterior prueba que HO(.) es una extensidn de BO. Obser—-

vemos ahora que, dads yue, Ho(p) es una matriz real simétrica, —
Ho(p)tiI es invertible, y para cualquier g D(BO) la ecuacién
‘_rio(p )11f]h=g

tiene una solucidn heD(BO). Puesto que D(B_ )} es denso mqag, esto

0

prueba gue el rango de H (.)+iI también es denso en ){., entonces

0

BO es escencialnente autoadjunto. Ahora tal cperador tiene una ex

tensidén Unica autoadjunta y dado que H (.) y B son extensiones -

0
autoad juntas de BO, concluimos que HO(.)=B. Q.E.D.
Nuevamente observemos que HO y HC(') son unitariamente equi-
valentes bajo la transformacién de Fourier, de tal nanerz gque —-—
hay que wusar tal transforumacidn para cbtener las propiedades es—-
vectrales de HO. Tenexos.
Teorema 3.3. El operador EO('))=F"1§6('}),'dondegEo(Q\) esté defi
nido en (3.15), constituye la resolucién de la identidad para el
Opergdor autoadjunto HO de (3.10). EL espectro de HO consiste de

M
todo el eje real, y (3{,) =F_1()(°) . , donde (32,) esta defini
ac ac ac

do en (3.23), es el subespacio de continuidad absoluta de Ho. Eg-
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te coincide con todo el espacioM,, a mencs que (3.4) tenga raices
%(p) que son identicamente cero; en este caso 9 =0 es wn eigen—-

. -l
valor con eigenespacio P(O)&(,,:F 1P(O)b‘eo -
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4.- Medios Homogéneos Uniformnenente Propagativos.(c. ref. E.‘g .

En la seccién 3 se obtuvo la condicién para que el sistema

0 " an®
E‘%tu' :é‘ﬁ" %E (4.1)

tuviera soluciones de onda plana (3.3). Tal condicidn era que
2@,3\:4\& (BE+Z A pi)=0 (4.2)
3 3

Veamos que nos expresa fisf{camente (4.2).
Es bien conocido que existe una natriz no singular T de mxm
tal que
M E°T=1, (4.3)

cor 7' la traspussta de T. Entonces

dbT det (seor L A JebT= deb(Te -3 0dy)
donde " 4 »
Baameady (4.4)
es una natriz real simétrica.
La funcién
Plp,3) =4t (T-Z‘é‘ﬁl ) (4.5)
es un polinomio homogéneo de grado m en la variable (p,jeeesp, :8)-
Bntonces las raices g de (4.5) son funciones algebraicas de  —w—

p:(pl,...,pn). Si las raices g son funciones solanente de lp‘, el
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medio gobernado por (4.1) es llamado isotrépico (las velocidades
noreales son independientes de la direccién de propagacién), Si -
lag raices varfan con la direccién de propagacién el medio es lla
mado anisotrdépico.

La anisotropfa de un medio puede ser visualizada por mnedio -
de La superficie de velocidad normal, cuyos puntcs son los puntos
terminales de los vectores velocidad normales, definidos por

v=(vl,...,vn)=Z(pl..n.pn).
donde B es una rafz de (4.5) y \pl=1l. Dado gue t2=\v[2=vf+...+vi,

la superficie de velocidad nornal tiere la ecuacidn
“w
Rlsiott)= bl - €0 =0 (4.6)
Y

Entonces la superficie de velocidad normal es una superficie alge
brﬁcal) de grado 2m.

La anisotropfa de un medio, también, puedd ser visualizada -
por- medio de su superficie de lentitud 3, que puede ger definida

cono le inagen de la superficie de velocidad normal (4.6) bajo la

transforaacidén
=L, o=l (.7
o\ 3 N\

i,e, inversidn en la esfera unitaria. Dado que los puntos rlsobre

1 o . o .
) Una suverficie algebrficz es una sunerficie que adnite una re-

vresentacidn paranrétrics tal cue lss funciones coordenadas son -—-

funciones algebrdices de los parédnetros.
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5 satisfecen ‘Q\lgkzl y las distancias desde el origen & un punto
de 5 son los reciprocos de las velocidades normales; i.e. la 'len
titud® del sistenz (4.1). Una ecuccidn pare S es

?\rl..l\'-' it lI-:f‘,gqs\:O _ (4.8)

por (4.6) y (4.7). intonces $ es una surerficie algebréica de gra
do no 1ayor que 1.
El rciinomio F(p,2) tiene una factorizzcidn
P(r,8)=q" (£18)0E (018 )8 (0,2, (4.9)
donde lcs factores ¢ .(p,3) son polinomios homogénecs distintos en
(ps28), irreducitles al campo de lce nineros resles. Les factores
Qj(p,a) son Unices, &ozrte de su orden y fuctores constenieSe =w-
T¥(p,2) et de orden m en 3 y ¢l coeficiente de Z" en P(p,2) es l.-
Entonces los factores Qj(p,Z) rueden ser definidos dYnicunente pi=-
diendo que el cceficiente de lz votenciz mayor de & en cada Qj(p,z)
gesa 1. 3ea
WUpr 2=y (0, 2) 0 (ph2)ee o a0y B)y (4.10)
entonces es claro de (4.8) y (4.€) que S puede ser escrita como
el lugar geométrico
Qs 1)=R7(qy 1), (m0d ) e o Ggny 4)=0 (4.11)
Las proviedades geonétricas de la superficie de lentitud S =
juegan una verte decisive en la determinacidén de la estructurs y

rroniedades de lzs ondss robernades por el sistena (4.1). Una clg
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se ce gistenas (4.1) porz los ocue su cormportemiente zeintdtico, -
par: tienres grendes, pueda cer estizalo s:td descrita en 1l si--
guiente definicibn.
Lefinicidn 4.1, Un sistemz (4.1) (y el medio gobernado por él) se
dice vue e 'uniformenente propagative' si

-- La superficie de lentitud 5 es acctada (4.12)

- 'L'VQ.(’L#\ = "L\ Q—JLQ ‘l\ & cuy *’lﬂq—glll—l‘l * (4] (4013)

LU Y )
Mw
dorce qf S
El nombre ¢e 'uniformenente propagstive' es motivadoe por la -

observucién de que lzs velocicdades noracles de talec sisteanss tie

1)

nen multirlicidad constante y constente signo algebrfico,’ inde--
pendientenente de ls direccidn de yproyegscién, cono se vera nés -
edelante,

o] . . s o :
Seea p un vector unitario fijo, ¥ sea ¥{n ) su correspondi-

ente velocidad nornel; i.e., una rafz de

Q") = 2% Q092 . .40 (V2 A (P = 0 (4.14)
Lema 4.1, Faraz medios uniforaemente vropzgatives, =i Z(po)fo, en-
tonces ’VQ(V"z(ﬂ)é $0. For lo tento, las raices distintas de

cero de (4.14) son sinples,

Derostracidn. {(p,%) es hcoogeneco de gredo r er (p,Z). Por lo tan

1)

Un signo algebrdico es un signo pcsitivo o negetivo.
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to por el Tecorema de Eulerl)

P Vajpa)ts 'P__._(.L:-’_). - v G (i)

Tomando p..p ’ 3-;(?‘) €n esta ecuac16n se tiene

P-vaghzaalie &0 Q(I‘I";tﬂ"“ = r (0,2 u,o)‘) =0y (4.15)
por definicidn de 3(?0) . Ahora si rf:;(po)'lpo, entonces

AL, = () Q (pe, 80 =0,

ie€e rL°6 S. Multinlicando (4.15) 1\)()1‘}(1)0)“r ¥y usando la homoge

neidad de las derivadas de , tenenos

T"VQ ('f"")“ %_LQ( [14) =0 .,
Entonces 0%
a a (v, w-)) S 2 PA) L -3lps T VAP, o
x4

por (4.13). Q. E.D.
Lema 4.2, Para medios uniformemente propagstivos, una de las si--
guientes dos alternativas se cumple:

Caso 1. Existe un vector unitario p®, tel que las raices z“"
Zz",...,;;de Q(po,a) gon todas diferentes de cero (y por lo tanto sim
pLes, por el Lema 4.1), &

Caso 2. 3(p°);o es una raiz para toda po, tal que Qr(po)so, y

existe un vector uniterio po tal que las r-l raices de z_lu(po,;)

1)

Teorema de Euler sobre funciones homogéneas: una funcidn homogé
nea de grado m en las variables xl,...,xn, multiplicada por m, es
igual a X veces la derivada parcial de la funcidén con respecto a

X més x, veces la derivada parcial de la funcidén con respecto a

2
xz, etce.



son tades diferentes de cero (y por lo tanto simpies).
BEn particular, existe un vector unitario po tal que Q(po,z)
tiene r raices simples en anbos casos.
Demostracidn. Si el caso 1 no se cumple, entonces Qr(p)lO. Si e
tambidn Qr_l(p)ao, entonces Q(p.‘:)z“zQ'(p,t) tiens factores irre-
ducibles repetidos, contrsrio a la definiciédn de Q(p,%). Emtonces
Qr-—l(po )#0, para slgdn vector unitario pO, y las r-1 raices de —--
ilq(p,;) son todos diferentes de cera pare p=p . Q .E.D.
Ahora fijemos un vector unitario po cono en el Leaa A.23 ¥ sean -
tf‘ ;: yeers 33 el correspondiente conjunto de raices de Q(po,Z).
Estas son raices sizples por el Lema 4.2. Si po;v!(), entonces dado
que
QP 1 2y) =0, Qﬁ‘:.(;%ﬁﬂ $0,

la ecuacién Q(p,&)=0 tiene una sclucidén analftica ge &.pydepinida
en una vecindad de p=p° ¥y que satisface f-ﬂg’):zg (Teorena de la -
funcidén implicita para funciones snalfticasg E?'J pag. 193)e Si -
3;=9, entonces cero es una rafz de (p,@ para toda p, yZ.(ﬂ es
td definida a ser identicamente cero. Hay gque hacer notar gue, en
anbos ¢asos

Tl =S Bulp) ) AP0 (4.16)
tal como se vid en la ecuecibn (3.8). Esta igualdad tanbién se si

gue por la homogeneidad de §(p,2) ¥y la unicidad de la funcibn §JB
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Si Eh(ﬂ-#n, entonces

Q B p, L) e bu i Alp aalw) =,
con lo cual

N % (B pe 8
Se sigue que Vl\‘\hte)\'l y entonces, por (4.16)
Vopiple Wi Gulp)]= 4 (4.17)

Entonces (4.17) es una ecuacidn para una porcién de S, Este hecho
sugiere el siguiente teorema.
Teorema 4.1l. Para medios uniformemente propagativos, las r raices
6\ (182(0Y) -y 64 (P) de Q(p,L)=0,definidas antes, son funciones ana
1fticas de p para todo real p#O.
Demostracién. Cada funcibn &yg) , ¥=1,2,...,r, estd definida por
el teorena de la funcién implicita cerca de p=p° y, entonces, ex-
tendida por continuacién analitica. Un obstaculo para la continug
cién analftica puede ser la aparicidén de un punto rama. Puntos ra
ma pl;lo con raices no cero L,épl) no ocurren, por el Lema 4.l. ~
Si Zh.(pl)=0, entonces %y(p)zo» Si Zk(po);‘o ¥y y{p) —~% 0 cuando
D —y pl, entonces por (4.17), "l\ —e0 cuando p a;’pl ¥ S no es -~
acotada, contrario a la hipotésis. Q. E.D.

El unismo argumento de la demostracién del Teorema 4.1 tanbi-
én prueba el siguiente corolario.
Corolario4.l. Cada ralz z,hm , K=1,2,4..,r, 08 de constante signo
algebrdico. En particular,‘ una rafz puedd tender a cero si es ——

identicamente cero.
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La aparicién de una rafz Lh(ﬂEOeSté asocizda con la existen
cia de soluciones estd&ticas con energfa finita del sistema (4.1);

. . o .o
i.e. soluciones u =u {x) tales gue

A
LAY Lo « lwmEemdy i,
J=1 (‘NS R

4]

En efecto, puede mostrarse por el método de la transformada de -
Fourier que tales soluciones existen para sistenas uniforuenente
propagativos si y sélo si una ralz Gk(p)&o existe. Entonces, el -~
Caso 2(Lema 4,2) es aplicable a sisteras uniformemente propagati-
vos gque tienen soluciones estdticas, Es importante incluir este -
caso en la discugidn porque muchos de los sistemas de ecuaciones
de ondz de Ffsica Cldsica tienen soluciones estdticas (como se ve
ra néds adelante en los ejeaplos),
Corolario 4.2. Si las raices'&%_ {(k=1,2,.04,7) son enumeradas como
Z?? 3;7.7--’? &e , entonces

Tu()? T2 |R)? -2 BelP) para todo p#0 | (4.18)
Demostracidn, (4.18) se cumple para p=p° por hipotésis. S5i cualw—
quiera de eshtas desigusldades no se cumple paras algdn pfO0, enton-
ces por continuidad, habra un pl;lO tal que zj(pl)=zk(pl) con 1&j,
keér y j#k. Si zj(pl);lo, entonces es une rafz doble, contradicien
do &l Lema 4.,1. Supongamas que Zs(pl)=0. Dado que las funciones =
23(?\3' Ea(ﬂ gon distintas, una de ellas no ez identicanente cero Yy

1 e a )
se hace cero para p =p, contraiiciendo sl Corolario 4.1. Entonces

(4.18) se cumple. . E.D.
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De ahora en adelante se supondra que las raices Galp) son enu
meradas como en (4.18). Un polinomio Q(p,d) se dice qus es*estric
tamente hiperbdlico' (con respecto al vector (p,®)=(0,05e0e¢,0,1))
sl para cada vector real fijo p#0, las raices g de Q(p,B)=0 son -
reales, distintas y diferentes de cero. Entonces el Teorema 4.1 -
implica
Corolario 4.3. Para medios uniformemente propagativos, Q(p,2) a8
estrictamente hiperbblico {Caso 1) 4§ Z_lQ(p,z) es estrictamente —
hiperbdélico {Caso 2).

Corolario 4.4. Para medios uniformemente propagativos, las r rai-
ces distintas ct‘.?))"'lz'\'(?) satisfacen
zhl“ﬂz- -‘\«.\“}M’ para k=l,..s,T

y todo p (4.19)
Demostracién. Puesto que Q(—j;:,—;)s(-l)rq(p,z), los ndmeros -gl(p),
’ ...,-;r(p) son raices corresnondientes al vector -p. También por
suposicidn

~% (pY 4= B (P2 4-2p (R)
Entonces se sigue que -’zl(p)=Zr(°P)-’32(P)=Z.r_l(-p),...; ie@y e
(4.19) se cumple, Q.E.D.
Corolario 4.5, Para medics uniformamente propagativos, una de las
siguientes dos eﬂfernativas se cunple:
Caso 1. r=2g ez par y las raices &y(p) satisfacen

Z\(?))‘ 00’ z:(?’)? L D 4 Erua -Zg (:-P\? ,..? ;1g Q)‘ _z‘ t_?) (40 20)
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Caso 2. r=20+1 es impar y las raices &,k(p) satisfacen
202> (12 By, (1150 > by BN 2 8y, (V- 810 P) (4.22)
Demostracién. (4.19) implica que para toda raiz positiva'ék(p) -
existe una rafz negativa.zr_k+1(p), porque las raices tienen sig-
no constente (Corolario 4.1). De la convencién (4.18), zl(p)= -
=—zr(—p)70. Similarmente 22(p)='zr~1('p)7ﬂ’ etc. Si r=2? (Caso 1),
entonces k=@ implica r-k+1=f+1. Entonces Z?(p)=—ﬁk‘@p)70. En =
efecto, z,f(p)w puede implicar que %ﬂ(p)?O)&f(p), por (4.19), con
trario a (4.18), ¥ af(p)=0 puede imnplicar que 6ﬂ(p)=0, contrario
al hecho de que las raices son simples. Si r=2f+l (Caso 2), enton
ces k=f implica r-k+l=0+2 y k={+1 implicae r-k+1=€+1. Entonces -
t!(p)=-‘ljen(_p)70, por el argumento dado en el Qaso L, y ZJ,H(p)= -
—-Z!H(—p)=0, porgue Z?H no canbia de signo. Q. E.D.

Las propiedades de las raices,dadas anteriormente, implicarn
el siguiente teoremsa.
Teorema 4.2. Para medios unifornemente propagativos, la superfi--
cie de lentitud S consiste def:Eﬁ/Z] capas disjuntas ecotadas —
que son superficies analfticas. BEcuacionses para ellas son
Telpdedy k=2, ¢ (4.22)
Demostracidn. (4.22) se sigue dz (4.17) y el hecho de yue zﬁ(p»o,
para k=1,2,...,f . Las capas de S son disjuntas porque las raices

Zh(p) son distintas. La analiticidad de las capas se sigue del --

Teorema 4.1. QG .E.D,.
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Otra ecuacidn para la capa correspondiente a zp’(p) es, por
(4.16) M)z, (p)=1; |p|=1. Esto implica.
Corolario 4.6. Las f capas de S son superficies cerradas que no
ge intersectan y encierran al origen.‘ru zl(p)=1 define la capa --
méds interna, h\gz(p)=l define la siguiente, etc; y"aﬁz- (p)=1 de
fine la capa més exterior.

La discusién anterior muestra que las raices zl(p),.u,zr(p)

gon justamnente las raices distintas de

Qb (E°2 + %&sﬁ\-‘—o (4.23)
Lo fltino puede. ser interpretado como las posibles velocida-
des normales de las ondas planas propagandose en la direccidn del
vector unitario p. Entonces lgs Coxolarios 4,1 y 4.2 implican
Corolario 4.7. Para sistena=s uniformemente propagatives, las m ve
locidades normales &,(p),=1,2,...,m, definidas por (4.23) tie~
nen multiplicidad constente y constante signo algebrdico, indepen
diente de .
Estas son las propiedades gue motivan el téraino ‘uniforme-—

mente propagativo®,
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5.~ Medios Homogéneos Puertemente Provpagstivos., (c. ref. E&J:l e
Antes de empezar a definir los medios homogéneos fuertemente

propagativos consideremos algunos resultados importeantes que nos -

serdn de utilidad posteriormente.
"

Teprema 5.1, La matriz B(p):'jE,BJpj (ver (4.4)) satisface la identi
i

dad

r r-1
Qlp,B(p))=B(p) +Q, (p)B(p)" "+...4Q__; (p)B(p)+e (p)I=0 (5.1)

1) para B(p).

para toda p. Con lo cual Q(p,z) es el polinomio minimal
Demostracidn. El polinomio P(p,;):det(l&-—B(p)hQ?'(p, )...o:’(p,z) -
es el polinomio caracterfstico de B(p). Entonces por el Teoremz de
Hamiltoﬁ-Cayley P(p,B(p))=0. Ahora por definicién se tiene que
G(p, 2=Q; (p+2)Q,(ps &) -« Qulp, &);
entonces, si m1=m2=...=nb=l, 2l resultado obtenido es el mismo que
en (5.1). 5i P(p,5) tiene un factor repetido irreducible; digamos
ml> 1, entonces
P(p,3)=Q%(p,8)R(2,3).

Pars obtener (5.1) en este caso, sean u(p), vi{p) los vectores de m

componentes las cuales dependen de p y escribimos

1)El polinomio minimal de una matriz es el polinomio de ands peque-

flo grado gque es satisfecho por la matriz.
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(u(p),v(p))=u, (p)v; (p)4ecosu (plv (p).
Entonces
0=(P(p,B(p))u(p),V(p))=(Q§(p-B(p))R(p,B(p))u(p),V(p))
=(Q, (p,B(p)IR(p,B(p))u(p),Q; (p,B(p))v(p)).
El Yltimo paso s=e sigue de la simetrfa de B(p). Tomando U(p)= 6, -
una constante, y v{(p)=R{(p,B{p)), tenemos
ilﬁl(p,B(p)m(p,B(p))ﬁ”2=0 para toda & ,
gue implica
Q,(p,B(p))R(p,B(p) )=} (0, B(p)0G5 (p,B(p))...d}p,B(p))=0
Si m1=2, m2=l,...“,m!=1, este resultado es el mismo que en (5.1). -
Si m1>2, etc; el argumento puede ser repetido hasta que cada expo
nente mii sea reducido a 1, lo cual prueba (5.1).

Q(p,2%) es el polinonio minimal para B(p), por (5.1), porque -
cada rafz de F(p,%) ¢s una rafz del polinomio minimal, y las rai-
ces de Q(p, %) son simples y son las raices distintas del polinomio
P{(p,3). Qa2 .D.,

De (4.3) se tiene que E O_ppe . Por otro lado, sea H (p)-(["'} iﬂ fi
¢l afmbolo dei operador H -i(E )~ J‘Z—.A ’”j' De esto Wltimoe es féc:,l
ver que, por induccidn, si A(p)= ?AJ . entonces

B(p)=2* a(p){ (E°) T a(p){ .
Sustituyendo esta dltimz expresidn en (5.1) y notando que Ho(p)=

(Eo)—lA(p), ge tiene que
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r . r—1

Q(p-HO(P)).?HO(p)-le(P)HO (p)+o.o+Qr(p)I'O! (5-2)
lo cual implica que el Teorema 5.1. es vdlido también para (5.2).

Q(p,Ho(p)) puede ser conigidersdo como un polinomio en las va-
riables Py#Ppsceesd, con coeficientes gue son matrices constantes
de mym, El Teoremz 5.1l. nos dice que el polinomio se hace identica
mente cero, entonces sus coeficientes son cero. Se sigue que, si p
es reemplazado por iD=(i% ,. ..,i%) en (p,H (p)) el resultado es

KRy Dha 0
un operador diferencial que se hace identicamente cero. Esto prue-
ba el siguiente corolario.
X - 01 3 . . .
Corolario 5.1. :1 operador HO=1(E ) A Dj satisface la identidad
A=

Q(iD,H, )=H'+Q, (iD)HE Y4, o4+Q (iD)I=0 (5.3)

Hg=herG 0o Tt . .

Notemos que
b 2 Pl
Ho=Llw-eT421T: 2 () (Hema TV a0 24 (5.4)
J=t

SuBtituyendo (5.4) en (5.3) tenenos
Corolario 5.2. E1l operador Ho satisface la identidad
(Hy= ¥)L(iD, )+ () 1=0, (5.5)
donde Q( Z) es un operador diferencial parcial definido por
. \ -\
Q)= Q4D 212 * QDT +...4Q, (1D)T4Q, (i),
¥y
- . 2 .
Liida)= 2 I+a™? (Kot Q GoE)r e T, v uin) Ho¥a(in)x’y
bz e A My k..t @ GDT ] x
€= . .
 {HG 4 QDG v v R DT ]

Demostracién. Es evidente de la sustitucién (5.4) que (5.5) se cum

(5.6)
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ple cuando L(iD, %) es algdn polinomio de grado r-l eng ¥y H,. La -
férmula (5.6) para L(iD,Z) puede ser verificada por induccidén so-
bre r. Alternativamente, (5.5) puede ser verificada directamente -
por la multiplicacién de (5.6) por Hy- y usando {5.3) Q.E.D.

Ahora, hagamos una breve revisidn de las definiciones de elip
ticidad para operadores diferenciales lineales y sistemas de opera
dores con cceficientes constantes, as{ como algunas de las propie-
dades de tales operadores que serdn necesarias mis adelante.

La notacidn usual de multi-indices e3 usada parz polinomios ¥y
operadores diferenciales parciales. Entonces o= {A14...\an) denota -
un aulti-fodiee con componentes no negativos i lal = d, ¢ a,+.. . tay,
es el orden dea , y si peM entonces p“':{;‘l'paz’...p:", iD=(1iy 400 siB )
y (inf' =(inf‘(inf‘...(inf"‘.

Consideremos primero un operador diferencial escalar de orden

arbitrario ! s

=L a,(in} , {5.7)
Wil _
con coeficientes complejos a,. La funcién _
"
Lp)=Z a5, pe R (5.8)
wi=}

es llamada el simbolo de L.
Definicién S.1. Un operador L de la forma (5.7) se dice que es —w—
eliptico si y sélo si L{p)#0, para toda pefU-40Y.

Notemos gue, dado que L(p) es homogéneo es suficiente verifi-—

car que L(p)#0 para p sobre la esfera unitaria _Q,=K?/\p\:1}. Nés -
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adn, \L(p)\ es continua sobre el conjunto compacto L . Estas obser
vaciones implican el siguiente lema.
Lema 5.1. El operador (9.7) es eliptico si y sélo si existe una -
congtante o;no tal que
| Ll = \ Ei.’ld‘f\’/ M \?\o, para toda p &R (5.9)
El siguiente es un resultado bien conocido sobre operadores -
elipticos, el cual admitiremos sin demostracidén(para su demostra--
cién ver [}] peB. 46-47),
Lema 5.2, Sea L un operador eliptico de orden { para toda pcﬁflhﬁ.
Si
i) los coeficientes del sinbolo de L son reales,
Q sji
ii) n%3,
entonces Q €S par,

Ahora consideremos un operador diferencial matricial de primer

orden,

[
L=iZ L_D_, (5.10)
iz 9 9
con coeficientes Lj que son matrices de m'xm sobre el campo de los
n¥meros complejos. Tales operadores actuan sobre funciones u(x), -

cuyos valores son matrices de mx}k, psra producir funciones f(x) --

gue son natrices de m*xl., Entonces la ecuacién
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representa un sistema de m*' ecuaciomes diferenciales parciales de
primer orden para m funciones desconocidas Wrlpyeee U o La fun-—-
cién matriz-valuada
Lip;=énjpj; pa@® (5.12)
e€s llamoda el simbolo de L.
Definicién 5.2. Un operador L de la forma (5.10) se dice gue €5 o=
eliptico si
rankD(p)=m, vara toda peiR - A0Y (5.13)
Notemos que, para m'=m=1, la condicidén (5.13) es equivalente
a L{p)#0, la condicién de elipticidad para operadcres escalares. «
Motemos, también, que una condicién necesaria para la elipticidad
esvm'qm (el nimero de ecuaciones rnio es menor que el nidmero de va-~
Tiables) por que rankL{p)<min(m',m).
Pasemos, ahora, a enunciarila definicién de medios homogéneas
fuertemente propsgativos.

Definicién 5.3. El operador H , vy el medio goberrnado por &1, se di

0’
ce que es fuertemente propagativos si y s6lo si la superficie de -
lentitud
S ={ps@{Ack(e +i AJN\'O'S (5.14)
es acotada.(ver {(4.8)),
Los operadores fuertemente propagativos gobierman muchos, pe-
ro no todos, de los fendaenos de propagacidn de ondas que son cong

cidos en f{sica clésica. Mis adeilante daremos algunos ejenplos de

158 mismos. {(Beccién 8)
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De acuerdo con las factorizaciones (4.9) y (4.10), es claro -

ver que la superficie de lentitud S en (5.14) es equivalente a
S={Pe@"/Q(p,1)=0'§. : (5.15)

(5.14) v (5.15) nos dicen que, el operador HO y €l medio go--—
bernado por €1 es fuertemente propagativo si y sélo si cada veloci
dad de vpropagaciébn Zj(p) es identicamente cero 0 nunca es cero mna=-
ra pef- {ok .

En 1o que sigue derivaremos algunas de las propiedades de los
overadores fuertemente propagativos y su relacifinque tienen éstos
con los overadores elipticos.

Suponganos que H. es un operador fuertemente propagativo con

0
simbolo Ho(p) y eigenvalores repetidos ;l(p},h(p),...,;r(p). Por
suposicidén cada zj(p) es identicansente cero o nunca es cero para -
peﬂ“—{o“ . Denotemos por k el nimero de ;j(p) que son identicanen-
te cero. Entonces, puesto que rankHO(p)mulHO(p):m, es claro que

rankH,(p)=m-k, para todo pef"- {ak (5.16)

Definicidn 5.4. ElL operador H, se dice que tiene un deficit k si y

Q
s8lo si (5.16) se cunple.

La Befinicidn 5.4. nos dice gue, todos los operadores fuerte—
mente propagativos tienen deficit constante. Inversamentessi Ho(p)
tiene deficit constante parsz cada eigenvaler Zs(p) una de las si=z=

guientes tres alternativas se cuaple: z:\(p)70 para toda pem“-)\o", §

;\(p)-‘.:O para toda peﬁl"-ﬁos(, 1 Z‘S(p)w parz toda pgf\').“—{o} . En —-
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n, i -
efecto, sea poem \of{ VY sea Z“\[ﬂ,. . \gcm“’\ los k eigenva

lores que son cero tal que

e P be(p) 707 By 19V - = Sqap(p) Y B ypa - -

Por lo discutido en la seccidn 3, existe una vecindad N(p), en la

W LN -7 B (V20 4 B\ (P77 Tuip) D200 qUC Prim-(Ripr}=mb

se sigue de (5.16) que Bon Y= ... 28, =0 en K{p). Entonces -

T

los conjuntos

%p/z,j(p)w}
son abiertos en {R-40{( . Dado que Q" - )\0% es conexo (ny2
es supuesto), Zj-.-:o en W\n-l,o} para ;§=G‘+\,,.. 'GN-\Q, . Esto prue
ba 1a afirnzcidén puesto que los otros eigenvalores no son cero y
entonces ne pueden canrbiar de signo, por continuidad.

Lo anterior pruebai
Lema 5,3. Un operador H, de la forma Ho:i(Ea)mli\,A‘Wi;:‘c;“\i es fuertg

=t
mente propagative si y s8lo si tiene deficit constante.

Un operador fuerteusente propagativo es eliptico si y sélo si
tiene un deficit consf;ante k=0. La Befinicidn 5.4. de operadores -
con deficit constante es una generalizacidn natural de la Befini--
cién 5.2. de operadores elipticos. Es c¢laro, del Lema 5.3., que un
operador HO deja de tener un deficit constante si y sflo si tiene

una velocidad de propagacidn que se hace cero para cierto p#0, pero

que no es identicanente cero.
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Una coneccidn importante entre los operadores fuertenente pro
pagativos y operadores elipticos estd dada en el siguiente teoreaa,
Teorema 5.2, ((§) es un operador eliptico para cada gé& d:-“oﬁ 81

y sélo si H, es un operador fuertemnente propagativo.

0
Demostracién. Notemos que Qr=(—1)rgl(p);2(p)...zr(p) para toda pe@
El Teorema 5.2. estd dividido en dos casos para su denostrzcidn,

Caso 1. 2 no es factor de ¢(p,g). En este caso Qr(p) no es iden
ticemente cero y entonces (E) es eliptico si y sélo si Qr(p);!o va
ra toda p em"-ﬂo}. Si ¢(€) es eliptico entonces cada ;j(p);!o (pa-
ra j=l,...,T) Con pé¢ ('R“-«\o'(, ¥y por lo tanto para cade 2o(p)#0 (pa
ral=1,...,1) con pgm“-),o\, dado que los conjunios .\zl(p),..., -
zr(p)k y )lal(p),...,zm(p)'} coigciden para cada pe® Entonces HO
es fuertemente propagativo. Inversamente, si HO es fuertenente pro
pagativo entonces, en el presente caso, Ho(.p) no tiene un eigenva-
lor ;j(p)go. Con lo cual, todo Bj(p) (con A=1,¢0.om) ¥ zj(p) (con
j=1,e.+,r) s0n no cero para toda p¢ \11".‘04!. Entonces Qr(p);!o para
p ﬁm."-l,o\ ¥y Q(§) es eliptico,

Caso 2. € es un factor de Q(p,§). En este caso Qr(p)‘_-‘_o pero =w-

{0)#0, porque tiene factores irreducibles simples. Entonces --
«(§) es eliptico si y s6lo 81 Q_,(p)#0 para pe"- oy . supon-

£ganos gque zo(p) Ojcon lzqqr, tal que o in)gﬂ'z . 51 ¢(g) es —~-
2 *q

elipfiéo, entonces, cada gj(p), con j#gq, €S no cero para pémf‘-{o&;

dato es HO es fuertemente pronzgativo., Inversanente, si HO es5 fu-—
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ertemente propagativo, entonces, toda c!(p) que no es identicamen-
n i { —
te cero es no cero para pégn.~5°Yy se sigue que Qr_l(p)fb para
pc(ﬂﬁ.{o?, con lo cuasl (&) es eliptico. Q.E.D.
Larestriccién de gue ©e€C-\op en las hipétesis del Teorema
5.2, es necesaria sélo porque Q(p,0)=0 en el Caso 2,

Corolario 5.3. Sea H_ fuertemente propagativo. Entonces Q(g) es -~

0
eliptico para cada gea,sgo? ¥y G(p,g) tiene una de las siguientes
dos formas:

Casotl. Si H. ea eliptico (k=0) entonces r=2g es par y

0
20-1
Qi e): gTv@ne ¢+ Quplp) (5.17)
Caso 2. Si HO es no eliptico (k»Q) entonces r=¢f+1 es impar y
3
Qleg) = £ v QU ETh 4 B Gy p (5.10)

Demostracidn. Les polinocmios Qr(p), Qrul(p)""' en (4.14) tienen
coeficientes reales, porgue las raices de Q(p,a) con todas reales.-
Bntonces en el Caso l.del Teorema %.2. €l oxrden r del operador w-—
eliptico Qr(iD) es par, por el Lema 5.2., y sinilarmente en e% Ba-
go 2. del Teorema 5.2. el orden de Qr_l(iD) es pare Q< E . D .

Con el siguiente corolaric terminamnos la discusién de los ope-
redores tuertemente pronesgativos.
Corolario 5.4, Sea HO un operador fuertemente propagativo con defji-

-eit k»0. Entonces

?O('D): —‘:-2-3-(3).. " ?e\un~ J\Oﬁ (5.19)

Qi
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es la proyeccidn ortogonal sobre ¢l espacio nulo de Ho(p) en el es
pecio unitario Czo ( el espacio de los vectores columa de m compo
nentes) con el producto interno (2,,!1):@3:’.‘0\1 ( g*denota el adjunto

hermitiano de § ).

Demostrecidn. Por el Corolsrio 5.2., (f—HO(p))_1=L(p,"§)/Q(p,‘f). La
proyeccidn ortogonal de Clgo sobre el espacio nulo de Ho(p) es el -
residuo de (S-Ho(p)fl enf:O ( ELZ‘] Perva 173-183), Pare operado—-
res fuertemenie propag:at'ivos con k20 Q(p.‘j’) tiene un cero simple -
en £=0; por el Corolario 5.3. Caso 2., y el residuo estd dado por

(5.19). C.E.D.
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6.~ Operadores de Onda.(c. ref. [é] ' [ié] )e

La Teorfa de Dispersidn es el estudio de un sistema interqg
tuando sobre una escala de tiempo y/o distancia que es grande -—
comparada con la escala de la interaccidn misma.

El propositeo de esta seccidn es dar una teorfa general de =~
dispersidn que puede ser aplicada, entre otras, a la dispersidn
para ecuaciones de onda; que es el caso gue nos ocupa en esta t§&

§
gis,

En algunos textos se ha desarrollado la Teoxrfa de Dispersi-
én aplicable a 'ecuaciones de Schr&dinger' (v.g. [é]_, Ii%} y

I?E] ). En esta teorfa se consideran dos grupos unitarios Uj(t)
=exp(ith,),~witL, j=1,2, en un espacio de Hilbert ¥ . Estos —
grupos unitarios son utilizados para construir los operadores de
onda

W =s-lim U_(-%t)U.(t)P,, (6.a)
f—tw:w 2 1 1

dondé¢ P, denota la proyeccidén de ?C sobre el subespacio de cunti
nuidad absoluta de Hj‘ Si w+ existe, éste es una isometria parci
al en )e con proyeccidn inicial Pl y proyeccidn finel ﬁ.Pg. W+

se dice 'coapleto' si ka proyeccidén finel es igual a P2. Resulta
dos similares se cumplen para W_. Si w+ existen y son completos,

-

el ‘'operador de dispersién’ s:w:w__es unitario sobre Pl?( (més a=~
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delante se dari la interpretaciém de 5).

Teorfas de dispersidén de diferentes tipos han aparecidoc re-
cientemente. Estas teorias estén rcferidas a ecuaciones de onda,
er el sentido ordinarios as{ como en el sentido generalizado. En
tal ceso, se consideran dos gruros unitarios Uj(t) actuzndo en -
*diferentes espacios de Hilbert g(j‘, j=1,2. Estos espacios son
el mismo espacioc vectorial provisto de dos diferentes productos
internos, de tal forma que los operadores de onda se pueden defi
nir como en (6.a). En casos mé:z generzles, sin embarge, (6.a) no
tiene sentido y tiene gque ser reemplaz:da nor una definiciédn di-
ferente:

W =s-1lim Ue(—t)JUl(t)Pl, (6.1)
~t—p+m

donde JeBOCl,)ez). (Para cualguiera dos espacios de Banach X,Y, ~
denotamos por B{(X,Y) el conjunto de todos los oparadores linea—-
les acotados de X a Y y escribinos B(X) pars B(ZX,X)). Itamamos a
J el ‘*opersdor de identificacidn®, aungue no sienpre sucede que
J sea biyectivo ni inyectivo. A los operadores de onda definidos
vor (6.a) sobre un solo espacio de Hilbert)‘ los llamaremos ‘ope
radores de onda tipo Schrddinger', para distinguirlos de los més
gerierales (6.b) con dos esvacios.

En lo que sigue nos propondremos a estudiar propiedades ge-

nereles de los operadores de onda {6.b), y condiciznes suficien-

tes para su existencia y coanletitud. tn general u+ no es parci-

—
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almente isométrico, a diferencia de los operadores tipo Schxﬂﬁig
ger, pero en muchos casos de interés préctico lo son.

Hay que hacer notar la importancia del operador de identifi
cacidén, A saber, J no estd Unicamente determinado en base a la -
f{sica de problemas espec{ficos. Este hecho ha sido opacado por
la definicidén (6.a), la cual es usada bajo la suposicidén tdeita
de que el operador de identificacidén y el operador identidad co-
inciden.

Pero , una pequefia reflexidn revela que ésto no es as{. Pa-
ra ilustrar este hecho, c¢onsideremos las ecuzciones de Maxwell -
(laé cuales se discuten anpliamente en el ejemplo dos de la sec-
cién 8). Para ésto es suficiente notar que los campos electromag
néticos no perturbados y perturbados estdn descritos por grupos
unitarios U_(%t), mctuando en los espacios de Hilbert){j que son
EE?(ﬂl%EIS, con ciertas matrices de densidad, positivas definidas,
Ej(x), i=1,2; donde El(x)=E1 es conatante. Se supone que Ea(f) -
estd uniformemente acotada inferior y superiormente, tal que)(l
N }ez son el mismo espacio vectorial I, con diferentes métricas,
El elemento u=u{x,t) de Lzes el agregado del campo eléctrico B y
el campo magnético .

De manera natural, se podrfa decir que la identifigacidn es
t4 hecha por la identidad de u{x,t) con un elemento de LtjEsta -

identificacidn nos dice gue los estados de.los canpos no pertursy

bados y perturbados son identificados si ellos tienen los mismos
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-ﬁ‘y'ﬁ' en todo f\é. Pexo, ¢porqué no podemos identificar los dos -
estados vor ﬁ'y'§ (el desplazamiento eléctrico y la induccién --
magnética), nor ejenplo, en lugar de E.y.ﬁb. Estos dos modos de
identificacidn son claramente diferentes, ya que E1#E2(x) inpli-
ca que la constante dieléctrica y la permeabilidad magnética son
diferentes para los dos campos. Por supuesto, existen muchas o--
tras maneras diferentes de identificacién que se pueden exigir -
iguales a alguna de las anteriores.

Es indtil intentar decir que identificacidn es la ‘correcta’,
ya que ésto no es un problema matenitico y quizas no siemwre uno
fisico. Entonces se puede admitir en general que existen muchas
teorfas de dispersidn para un par dado Ul’ Uy, de acuerdo a las
diferentes elecciones del operzdor de identificacién J,

Afortunadanente, sin embargo, existen pocas teorias de dis-
rersidén diferentes para un par de grupos dados Ul' U2, debido a
que la diferencia en J es frecuentemente irrelevante *asintética
mente', y es exactamente el convortemiento asintéticoe del siste-
ma lo que concierne a2 la Teorfa de Dispersién. Matemdticamente,
dos operadores de identificacién J y J son (asintéticamente) —=-
equivalentes si s—lim(J-E)Ul(t)Plzo. In tal caso los operadores
de onda obtenidos usando § ¥y 3 son los nismos, como Se puede ver
facilmente de (6.b). Se puede nostrar en muchos cesos que todas

las identificaciones ra%inables son equivalentes, tal gue tenemos
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esencialmente una dnica teorfa de dispersién. En particular, es~
te es el caso con las ecuaciones de Maxwell, mencionadas anteri-~
oramente. Intuitivamente €sto es debido al hecho de que las ondas

se van al infinito, donde El y Ee(x) gon gupnestos iguales amin.

-h A
tdticamente, y entonces las identificaciones para E y H, y para

PP S
D y B son equivalentes.

Puede parecer, después de todo, que hemos llegado a una con
clusién trivial., Pero existe por lo menos un resultado positivo
de esas consideraciones. Digamos, entre todas las identificacio-
nes equivalentes se puede elegir una J particular, la cual sea -
natendticamente méds conveniente. Por ejemplo, frecuentemente su-
cede gque existe una J ‘*unitaria’ de;{l a xz, entre identificacio
nes equivaientes, En este caso (6.b) dé4

-1 . A
J7W =s-lim Ué(—t)Ul(t)Pl, (6.c)
“ t—p i+

1

A -
donde Uz(t)=J Uz(t)J es un grupo unitario que actda en el mismo

eSpacioj£:l, de 1la misma forma que Ul(t). Entonces hemoé reduci-
do el problema a uno del tipo de los operadores de onda tipn wer
Schrédinger, para los cuales posiblemente existan resultados anli
cables. Esto expllica también porque los operadores de onda son -
parcialmente isométricos en muchos casos.

Si la reduccién (6.c) para el caso del tipo Schrédinger es

vdlida, no necesariamente se sigue que la dispersién para las --

ecuaciones de onda pueda ser nanejada por resultados conocidos,.
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La dificultad es gue la desviacidn de U2 de U, es, algunas veces,

1
m&s grande gque una desviacién encontrada en las ecuaciones ordi-
narias de Schréddinger; sobre todo porque, uno o ambos generado--
res de estos grunos son operadores diferenciales de primer orden
con coeficientes varisbles. Pero €sto no es mds que una dificul-
tad téenica, cue vuede existir en las ecuaciones de Schr§dinger

v si se consideran tipos més generales de ecuaciones.

Para finzlizer esta discusién, veanos cual es el significa-
do del operadér de dispersidn S=W:W_. Fara tol efecto considere-
mos un sistexna fisico en el cual t designa el tieapo.

En ia presencia de la interaccidn, la evolucidn en el tiemw
vo de un vector de estado 8€§(2 estf gobernada vor el grupo Ue(t);
i.e. el vector correspondiente a un tiempo t es Uz(t)g. En una -
situacidn tipica de dispersidn lo que se quiere es aproximar la
evolucidn total, en algin sentido, por la evolucién libre cuando
t-—p+ 0. Esto es nds fdcil de hacer suponiendo que, dado ge}(?
existen dos vectores de estado f&f)(l, tales que f:fPif: Yy Wifif
g (ver ec. (6.b)); i.e. Uzkt)g converge fuertemente a Ul(t)f+ —
cuando tebion 3
1imdUU2(c )e-au, (+)1_ || =0

t b
(6.&)

t&tzﬂ‘Uz(t)g-—JUl(t.)au =0,
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(6.4) nos dice que Ug(t)g es préacticamente indistinguible -
de Ui(t)f_ en un pasado remoto y de Ul(t)f+ en un futuro distan-
te. El requisito de la existencie de los vectores f+, los cuales
satisfacen (6.d), es una restriccidn severa de los grupos Ul(t),
Uz(t) ¥ corresponden esencialmente a 1a,impésic16n de la condi--
cidn asintdtica para el sistemaz de dispersién dado.

En una situacidn prédctica de dispersidn se empieza en tiem-
pos grandes negativamente de un vector de estado dado, cuya evo-
lucidn en el tiempo se supondra gobermada por el grupo (de evolu
cién no perturbado) Ul(t). Esto corresponde a dar un vector de -
estedo f_ en (6.d). Hay que hacer notar que en (6.d4) f_es inter
pretadc como el estado inicial al tiempo gig; i.co 1 estado da~
do en un tiempo negativo-t es Ul(t)f_, f_ es elemento del subes-

pacio de continuidad absoluta de yﬂ « La primera parte de la con

1
dicidn asintética entonces requiere de la existencia de un vec.—
tor gq}(2, tal que la primera ecuacidn en {(6.d) se cumple. La se
gunda parte de la condicidn asintética demands la existencia de

un vector f+, elemento del subespacio de continuidad abseluta de
)Cl’ gue sgtisfaga la segunda condicién en (6.4), donde g es um

vector abtenido a partir de f_. Esto se puede representar grifi-
camente (Fig, 6.1), considerando J=I, donde I es el operador i—

dentidad.

Entonces,el efecto de dispersién en esta gréfica es el de —

asociar con cada vector de estado inicial f_, elemento del subeg
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pacio de continuidad absoluta de )Cl, un vector de estedoc final
f_y; con lo cual la correspondencia I b f+ define un operador
lineal sobre el subespacio de continuidad absoluta de 3(1. Este
operador es llamado el operador de dispersidn S y es el objeto -
matemdtico central de la Teoria de Dispersién. De acuerdo con lo
anterior se tiene jue S=W:W_. La diferencia entre S y el opera--

dor identidad es expresadz mor el efecto de interaccidn, ya que

s8i noeuxigbe interaccidn esta diferencia es cero.

e U)S.

Pigura 6.1. Representacidn grifica de la condicidn asintética.
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6.).. Operadores de Entrelazamiento.

Sean }(’3, j=1,2, dos espacios de Hilbert separables. Usemos
los mismos sfmbolos || || ¥ ( , ) para las normas y los productos
internos en,)('dl y ){2. Para cada j consideremos un grupo unitario
fuertemente continuo UJ.: Uj(t) y —00<t<o0. ﬁenotemos por Hj el -
generador autoadjunto de Uj tal que Uj(t)=exp(-—itﬂj). La familia
espectral asociada con Hj es denotada ‘por{Ej(')\x.

Definicidn 6.1. ’I%B()(“)(l) es llamado un *operador de entrelaza—

3 L A .
miento' para el par U,, 112 { o para el par Hl' Ha) si

1
U,(t)1=10, (%), -oveten . (6.1)
Proposicién 6.1, {6.1) es equivalente a ‘
HzTDTHl, (6.2)
E,(WT=TE (})) -@<k<ea; (6.3)
i.e, (6,1), (6.2) ¥ (6.3\)'son equivalentes,
Demostracidn. Sea f&D(Hl). Por el Teorema de Stone ( E.’SJ ), se
tiene que
Ul(t)f—f
lim S ———— -
t-—»0 t
existe y es igual a -—itﬂlUl(t)f; un argumento andlogo se cumple
para geD(Hz). Dado que TeB(),,¥;) no depende del pardmetro t, se
tiene de (6.1) €oplicando el Teorema de Stone y tomando g=Tf en

el primer miembro de la igualdad)que

H2U2(t )Tf:THllIl( t)f, =t0<t<on.
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Tomando, .en particular, t=0 en esta Ultima igualdad se llega a
H2T3 THl.
Lo cual demuestra la equivalencia de (6.1) con (6.2).
Por otro lado,multiplicando ambos miembros de (6.1) por erﬁs;
In¥>0, e integrando de O< s<¢o(transformacién de Laplace), ene

tonces

(H2-‘§)°lk'l‘(ﬂl—‘_f)'l. (6.1a)

Lo mismo se cumple para Imjao, s0lo necesitamos integrar de -0<8<0
Para toea N para las que Ej(m) es continua, Ej()) puede ser
expresada como una integral de (Hj~§)-1 a 1o largo de cierta cur
va ( ‘Eé] , Lema VI-5,6. pag. 359), Dado que existe & lo més un
ndnero numersble de discontinuidades de EjCl), se sigue de (6.la)
que
B, (M)I=TE, (1), (6:1b)
excepto para las discontinuidades de Ej(ﬁ). Pero, por definicidn,
Ej(l) es continua por la derecha, con lo cual (6.,1b) es vdlida -
parz toda A en la recta real; i.e,
EQ(‘)_)T=TE1('), ), —eNeeo.
Lo cual demuestra que-{6313. zmplEca (6.3). La implfcacidn inver-
sa se sigue inmediatamente de la definicidn de Ejﬁk). Q .E.D.
Para continuar con la discusidn de los operadores de entre-
lazemiento, es neceserio revisar la nocidn de descomposicidén po-

lar de un operador.
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Sea ‘l‘cB(b(|;)fz) un operador densamente definido; i.e. su do-
minio es denso 91’13(.1- Consideremos la forma simétrica h E,v]:(Tu,
Tv); es fdcil ver gue h es no negativa y cerrada, con el opera—
for autoadjunto ascciado Th=O=T”'L‘ ( ELﬂ . P8EZ.326). Sea 0]'/2=G.
El segundo teorema de representacidn ( [.IA_] » Pag.331) nos dice;
(Tu, ™v)=(Gu,Gv), ”'I‘u l| = ”Gu” ; UyveD(T)=D(G). Beto implica gue -
Gu——pTu define un mapeo isométrico V de R(G)(‘.Kl, sobre R(T)c_a{2:
Tu=VGu. Por continuidad, V puede ser extendido a un operazdor isg
métrico de R(G) (la clausura de R(G)) sobre B(T). M4s adn, V pue
de ser extendido a un operador de B(J(,,Xz), al cual denotamos ~—
también por V, tomando Vu=0 para ueR(G)"':N(G) (ndcleo de G). Bn-
tonces V, asi definido, es parcialmente isométrico con conjumto
inicial R(G) y conjunto final R(T), y tenemos:T=VG, D(T)=D(G). =
Esta descomposicién del operador T ee llamada la 'descomposicidﬁ
polar de T'; aqui G es autoadjunto no negativo y V es parcialmen
te isométrico. Si a V se le pide , como antes, tener cnnjuhto -
inicial ﬁm, la descqmposicién polar del operador T es dnica --
( E_ﬂ » P8g.333). Por analogfa con el caso de los mimeros com-—
plejos, G es llamado el ‘valor absoluto de T', y ee denotado porx
[z]-

Tal descomposicién del operador T nos pone en posibilidad
de demostrar un lema referente a los operadores de entrelazamien
to.

Lema 6.1l. Sea T un operador de entrelazamiento para el par U].’Uz'
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Sea T=VlT| la descomposicién polar de T; entonces ‘Tl:(T*T)l/2 -

es autoadjunto no negative en a(l y VeB(Y, ,a(z) es una isometria
parcial con proyeccidn inicial E1=V*V, igual al soportel) de T -

(y tombién de |T|). Entonces ,Tl y E, conmutan con H,, ¥ IT*’ y

1

E2=VVv (proyeccidn final para V) conmnutan con Hye V es también -

un operador de entrelazamiento para el par U, , U,. Las partes de

1 2

Hl ¥y H

te, son unitariamente equivalentes,

5 en los subespacios reducidos EfKZ Yy EQKQ, reSpectiva?en-
2
Demostracién. La ecuacién (6.1) implica que T‘Uz(t)T=,T| Ul(t).
Tomando los adjuntos y reeaplazando t por -t, obtenemos T'Uz(t)T=
Ul(t)leg. Entonces iTIz, y por 1o tanto [T | también , conmuta -
con Hl ( [?ﬂ , PeD. 357-360). Esto implica que El' el soporte

de ITI , también ccnuuta con H,. Puesto gque T¥ es un operador de

1.
entrelazaniento para el par Uy U; ¥ T’:V‘]T'l es su descomposi-
cidn polar candnica, se sigue que [T', y E, conmutan con H,.
Sustituyendo T:V,T, e (6.1) y usando la conmutatividad de
,TI con Ul(t), obteneaos E;JE(t)V-VUl(t] ,‘1‘]:0. Puesto que el ran

go de !T[ tiene clausura Ef‘-l’ se sigue que [f}z(t)V-VUl(t_-;] El=0'

Dado que El connuta con Ul(t) y VEl=V, obtenemnos la relacidn de
entrelazanienteo

U, (£)V=VU, (t), -wetem. (6.4)
1)

El soporte de TéB(QQ,J(Q es el complenento ortogonal en X, de

N(T), el espacio nulo de T, o la proyeccidn asociada.
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(6.4) inmplica que la parte de H, en Eza(.z es unitariamente

2
equivalente a la parte de H) en Ela(,. Q. E.D,
6.2. Operadores de Onda en Dos Espacios de Hilbert.

Sean los grupos unitarios Uj’ j=l,2, dados en 6.1. Denote-—
mos por Pj la proyeccidn de X p sobre el subespacio de continui-
dad absoluta de Hj’ Esto es, ijj es el conjunto de todos los —
(bﬁb(j tal que “EJ.(S)Q)“ =0 cada vez que m(S)=0 (m(S) denota la -
medida de Lebesgue de S): aquf S-——PEJ.(S) es la medida espectral
sobre los conjuntos de Borel S¢cWR construida a partir de-\EJ.(l)& .

Definicidn 6.2. Sea JeB(Y,,¥) . Si

Wfif,ii U, (=190, (£)Pe B(X, , X)) | (652

existe, W+ es llamado el (+)-operador de onda para la tercia Ul'
U,y J ¥ es denotado por \'{+(U2,U]_;J) o algunas veces por w+(!{2,}£1;
J). Similarmente definimos el (-)-operador de onda w_(uz,u 37) —
reemplazando t—-+@ por t—-g —-00,

En lo que sigue sflo se harén considereciones para W+. ya
que las mismas consideraciones se pueden hacer para W_ de una na
nera obvia.

Teorema 6.1, Si w+=w+(U2,Ul;J) existe, éste es un operador de .-

entrelazamiento para el par U].’ ] °

. Sea E1+ YE . los soportes -

2

* ivar
de w+ y w+, respectivanente. Entonces IWJ y El+ conmutan con Hl'

Y lwtt Y E2+ conmutan con H,. Las partes de H, y H, en los subes

pacios reducidos E1+)(| V'E2+K1 , respectivamente, son unitaria-
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mente equivalentes. Y4s aun, tenemos

W=WP=PW; E &P, E, &P, (6.6)

Demostracién. Puesto que Ul(t) y P, conmutan, la propjedad’de en
trelazamiento de W, se sigue directamente de (6.5). W+=W+Pl es -
también una consecuencia directa de (6.5). Las dos desigualdades
en (6.6) son equivalentes a las dos igualdades alli. Entonces to
das las afirmaciones del teorema se siguen del Lema 6.1, excepto
W+=P2W+.

(6.3) para T=W_ implica jue E2(S)W+¢=W+E1(S)¢ para todo con

junto de Borel S ¥y ﬁéé{l. Dado que W+¢=W+P1¢, tenemos

D < =
e (0w glls ||v, | || (28| =0
A _ 5 = .
si m(S)=0. Entonces W+¢&}23C2, para cada ﬂea(l tal que W =P,W
Q.E.D,.
Definicidn 6.3. El operador de onda W+=W+(UZ,U ;d) se dice que -
es semiconpleto si El+=Pl' Se dice que es coupleto si ademnéds E2+=
P2.
En generzl W mapea P.3{, en P 3} _. W es semicoapleto si y
+ 191 292 +
sflo si el mareo es inyectivo y tiene rango denso szcz.
Corolario 6.1. Si W+=w;(U2,U1;J) existe y es semicomnleto, la --
parte absolutamente coatinua de H1 es unitariaaente equivalente
a una vparte de la parte asolutamante continua de H2. Si W+ 8BS ~=
comnleto, las partes abso.utanente continuas de Hl y H2 50N uNi-

tariamente equivalentes,
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Hay que hacer notar gue, si ’.IEB(X.,)(:) es un operador de en

trelazamiento para el par U , U,, entonces w*(U2,Ul;‘I‘) existe y

2
es igual a TPl' En particular, si W+=w+(U2,gl;J) existe, entonces

mismo,

W.t(U2,U1;W+) existe y es igual a W+-_-W+P1

Dados dos grupos unitarios Ul’ u,, se puede en general cons

2
truir muchos operadores de onda por diferentes elecciones del o-
perador de identificacidn JGB(X.,&(;); pero algunos J diferentes
generan el miszo operzdor de onda.

Definicién 6.4. Sean J, 3&3(3{., X,). Decimos que J y J son (Ul,+)

~-equivalentes si

s-lim(JJ)Ul(t )P, =0 (6.7)
1, = D

Teorema 6.2. Sean J, JeB(X,,¥;). Entonces
w+(Ué.U1;g;=w+(U2.Ul;3) (6.8)

si y s6lo si J y J son (Ul,+)-equivalentea. Aqui (6.8) significa

que si uno de los dos miembros existe, entonces el otro también

sxiste y es igual sl primero.

Demostracién. La demostracién es trivial; en efecto, ésta se si-

gue inmediataazente de

v, ()30, (41 8-0,(~4)Tugt ). 8 B | SN " . Q.E.D.
En virtud del Teorema 6.2; w+(U2,U1;J) depende solanente de

la (Ul,+)-cla£e de eguivalencia a 1la que J pertenece. Practica--

mente ésto reduce grondemente el mimero de operadores que pueden

ser construidos para un par dado Ul' Uz.
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Teorema 6.3 (Reglza de la Cadena). Sean_Uj, j=1,2,3, tres grupos
unitarios actuando respectivamente en ecpacios de Hilbertafj.Sea
7€B(3,, X2) v 3°6BQA,, o). Si W =V (U, 139) ¥ W= (03, 3dt) ==
existen y si J"e B(,,dl,) es (Ul,+)-equ1va1entes a J'J, entonces

w: =w+(U U,;d") existe y es8 igual a w;w+.w: el (semi)completo -

1}
si tanto W+ ¥ w; son (semi)completos.
Demostrecidn. Multiplicando las dosg expresiones definidas vor W;g
W;, obtenemos

-‘W;‘+~::iig U (-t)J r JUl(t)Pl,
donde hemos usado la conmutatividad de P2 con Uz(t). Parez probar
la existencia de W: y su identidad con Wlw+, es suficiente mosu=

trar que

s-llm(J'P J= J")U (t)P =0,
t—e00

Puesto que J" es (U1,+)-equivalente e J'J, es suficiente, entone
ces, probar que

s—11m(l~P JJU, P =0.
t—re 1

Pero €sto es equivalente a

4~ 0 2

s-1imU (—t)(l—P )JU (t )P _(l-P ): -limy, (- t)JU (t)P =(1-P )w =0
oo
(vex (6.6)).
W, mepea Pla(‘ en P23(7_ y %! mapea Pga’(z en P3K5 » Si ambos

mapeos son inyectives lo mismo es cierto para w::w;w+. Esto prue

ba la afirnacién de semicomnletes. Si w+ Yy w; son comnrletos, en-
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tonoes W+P13€‘ es denso en P%zy W es denso en P33C3 . Entonces
" —We o "
W+P13{| _W+W"_I’13(l es denso en Pf’(z W es completo. Q . E.D.

Supongamos, ahora, que W+=W+(U2,U J) existe. 5i J es inver

l;
tible con J—lc: B(D(I,J&), podemos considerar el operador de onda
Weo=w (U, U330
+ o+ 1772
¥ suponer gue este operador es el inverso ce W+ en ciexto senti-
do. Cuando J° no existe a veces es imposible definir una dnversa
pars el operador de onda.
Definicidn 6.5. Sea JeB(M,, ¥y y I'«B(,,¥). J' es llamado un
(Ul,+)-asint6tico inverso izquierdo para J si J'J es (Ul,+)-equ_i_._

valente a I ( la identidad en xl); ésto es, si

s—-lim(J'J—-I)Ul(t)Plzo (6.9
1 kD

Teorema 6.4. Sea W+=w+(U2,Ul;J) ¥ suponganos que existe, y sea J!
un (Ul,+)-asint6tico inverso izquierdo para J. Entonces w+ es se

micompleto y

g-lim U, («t)J'U_(t)w =P_, (6.10)
iipiie | 2 NS
8~ 1im(JJ'~I)U,(t)¥ =0. (6.11)
+
t—nw
Demostracidn. Se sigue de la definicidn de W+ que
JUl(t)P.lN Uz(t)w+, t—eo (6.12)

donde ~» significa que la diferencia de l1os dos miembros tiende
a cero fuertemente., Aplicando J' a (6.12) y usando (6.9), obtene

mos

Ul(t)PlN J'Uz(:t)w+. (6.13)
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que implica (6.10). (6.11) se sigue de (6.9) multiplicando por
la izquierda con J y usando (6.12). W _es semicompleto porgue —-
W+¢=O implica Plﬂ=0, por (6.10). Q.E.D,
Teorema 6.5, Supongamos que las hipStesis del Teorema 6.4 se sa-
tisfacen, tal que W+ existe y es semicompleto. W+ es conpleto si
y s6lo si las siguientes dos condiciones se satisfacen: (i) J es
un (U2,+)- asintético inverso izguierdo para J*, ¥y (ii) W:=W+(Ul,
U2;J') existe,cyando estas condicioges se tienen, w; es también
conpleto y

V . = t| ': . .
1‘*w+ P v+w+ P2 (6.14)

l,
Demostrecidn. Supongamos que (i) y (ii) son verdaderas. Se sigue
del Teorena 644, aplicadc a la tercia U2, Ul,J', que W; es semi-
. 'L . T ,. M = .
completo. iMds ain, en vista de que W, PQW*, (6.10) a4 WiW Py
Esto implica que R(W;TDIH?(‘..Pero, dado gue la inclusidn opues
ta tanbién es verdadera, tenemos R(W;):Pla(‘ . Entonces W; eF =
completo. Puesto que existe unz simetrfa coapleta entre w+ ¥y WL,
tenemos también, W W'=P, y W es completo,
+ + 2 +

Inversamente, supongemnos que w+ es coanpleto. Bntonces n(w+)

es denso en PZ)(Z vy tal que (6.10) implica la existencia de W

con W;W+=P Similarmente, (6.11) implica gue s—lim(JJ'-I)UQ(t)P2=

1
0; ésto es, (i) es verdaders. ¢Q.E.D,
Teorena 6,6. Sea w+=w+(U?,U1;J) y supongamoS que existe y ec com

pleto, Sea J' un (Ul,+)-asint6tico inverso izquierdo para J. En-
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tonces, J'eB((,X ) es (02,+)—equivalente a J' si y 86lo si J* es
un (Ul,+)-asint6tico inverso izquierdo para J'.

Demostracidn. Dado que J' es un (Ul,+)~asint6ticn inverso igquie
erdo parae J lo mismo es verdad para J'si y sélo si (J'-?')Ul(t)
P,~v 0, que es equivalente a (J'_E')Uz(t)w+r\40,‘por (6.12). Pe-

ro la dltima relacién implica la (U2.+)¢equivalencia de J* y J',

porque W+W;=P por el Teorema 6.5. Q .E.D.

2
Por varias razones estamos particularmente interesados en -
el caso en el que el operador de onda es parcizlmente isométrico.

Teorema 6.7. Supongamos que w+=w+(02,u J) existe, Para que W+ -

1}
sea une isometria parcial con proyeccién inicial Py, e85 nedesa—
rio y suficiente que

lin [su (6)2 8]l = [|2, 8] . peks (6.15)

1 1 1

1 —o e
Demostracién. Trivial. En efecto, se sigue de una menera obvia de
¥ 9 ||<tin [[o,(-+200 (6 )p, @] =tim ||om )m,0)| . Q@ .E.D.
Teorema 6.8. Supongeamos que W+=w+(02,UH;J) existe. W _es una iso
metria parcial con proyeccién inicial Pl' si existe un operador
unitario J ae ¢{, a b{z que es (Ul,+)—equivalente ad.
Demostracidén. (6.15) se satisface si J es reemplazade por J, lo
cual es permitido poryue J es equivalente =a J. Q.E.D.
Teorema 6.9. Supongemos que W+=W+(U2;UI;J) existe. Supongamos gue
¥ (el adjunto de J) es un (Ul,+)—asint6tico inverso izquierdo -

para J. Entonces w+ es semicompleto y parcielmente isométrico —
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con proyeccidn inicial P.. W+ es completo si y sdlo ei W1=W+(Ul,

1
UZ;J*) existe y J es un (U2,+)~asint6tico inverso izquierde para
I, Si estas condiciones se satisfacen, entonces Wl-:wr.
Demostracidn. La primera afirmacidn se sigue ya que (6.15) se sa
tisface, en efecto

lim ”JUl(t)P1¢“ 2=lim(U1(-t)J"Ul(t)Pl{J,Plﬁ):(Plﬂ,Pljé)

puesto que J"JUl(t)Plv\: Ul(t)Pl. La segunda afirmacidn se sigue
del Teorema 6.5. E1 Teorema 6.5 también nuestra que W+W;=P2. Mul
tiplicendo por la izguierda con w::ﬂatiene que Wi:W:, porgue --
W:W+=P

. Wh_we whp _w
13 le+‘”+' v H+P2..W2. R.E..D.
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7.~ la Existencia del Operador de Onda.(c. ref. [_4] ).
Antes de enpezar nuestra discusidn, hagamos enfasis en algu
nas abservaciones y resultados obtenidos hasfa ahora.
Dado el operador perturbado
Bete() T AT (7.1)
ju J
la matriz E(x) es tal que:
i) existen constantes ¢ y c' tales que
cl< E(x)< c*I; para toda X, (7.a)
¥y ademds supondremos gue
1) (1e]x?) [ B(0)-1]e 1, (7.1)
El operador H, definido en (7.l), puede ser redefinido por
(ver (2.20))
D(.ﬂ):D(HO), y
erE(x)—lEoﬂof; (7.2)
Yy debido al Teorema 2.2 H es autoadjunto.

En términoe de estos operadores, las soluciones al problems

de Cauchy
0w _ S Aj u® 0 o
P - AN s u'(x,0)=£%(x)  (7.3)
ot & }
"
u.S pu s u(x,0)=f(x)
Em’%{-%l\ =

estén dadas (ver (2.25) y (2.26)) por
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0 . o
u =exp(-itH )f® ¥y u=exp(-1tH)§{ ,
respectivamente.
El operador de onda W aparece de manera natural al estudi
ar la iguelded asintdtica de u° ¥ u para velores grandes de t. -

La condicién de &sto es simplemente

Lim [le™Heoge™ s || 2o,
t—»a0 -itH
donde J es la identificacidn de 3{0 en 3( ¢ Jg=g. Dado que "e '“

=1, esta condicidn es equivalente a

1?J|f-e'im.re“it“°f°” =0 (7.4)
"

Dado f°, es natural suponer que, la proyeccidén ortogonal de

fo en el eigenespacio de H_ es cero, ya que tal proyeccisn puede

0
8dlo generar soluciones estdticas de (7.3)., En vista de esta ob-
eervacidn y de (7.4), el operador de onda estd definido por

WeW(H,H ;J)=s-lin A (7.5)
t

(vgr Definicidén 6.2) donde P es ia proyeccién en €l subespacio =
de continuidad absoluta de HO‘ Se sigue que u y u® son asintéti-
canente iguasles pars t —»® gi y s86lo si £%=pf° y f=wC.

De acuerdo con la Definicidén 6.2, (7.5) es el (+)=-operador
de onda para la tercie H, Ho ¥ J. En lo que sigue sdlo se harén
consideraciones para este operxador, ya que las uismes considera-

ciones se pueden hacer para el (-)-operador de onda de une mane~

ra obvia.
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Antes de continuar con nuestra discusién daremos dos definji
ciones relativas & conjuntos.

Para cualquier subconjunto no vacfo SCX (X espacio vectori
al), el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores
de S es llamedo el ‘*conjunto gez?erado por S'. Un subconjunto ScX
se dice *fundementsl' si 1la clausura del conjunto generado porxr §
es todo el especio X; i.e. la clausura del conjunto generasdo por
S es siempre denso.

El siguiente teorems nos expresa wna condicién suficiente -
pare la existencia de operadores de onda. Este teorema y su de-
mostracidn estén basados en el llamado *Método de Cook'. Este md
todo usa como principio: si f es de class ¢ sobre R com ' en

I'l( R), entonces iim £(t) existe, dado que
t~3c0 .

k x
If(t)-f(s)l = Ut" (u)duls_j 'f' (u)dn,-+ 0,
)

S
cuando 8,t se van a 00 (s<t).

Teorema T.1 []:tq '. pag. 535). Sean Hl y 32' dos operadores au-
toadjuntos en un espacio de Hilbert; y sea D un subconjunte fun-
damental del subespacio de continuidsed absoluta de Hl, con 1as8 -

siguientes propiedades: si ueD, existe un reml s tal que e”italu
en(Hl)ﬂn(H2); para tode s %t 2w, (H,- l)e"m‘lu es continue en
t, ¥ “(Hz-ﬂl)e_itHlu“ ¢s integrable sobre (s,00 ). Entonces, si

Pl es la proyeccidn ortogonal en el subespacio de continuided ab
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soluta de H. se sigue que W(Hz,Hl)ua-lim o 1tH2 e-itﬂlPl existe,

1
Denostracifén. Sea W(t)=exp(itH2) exp(-itHl), entoncea W(HZ’H1)=

zﬁlgg W(t)P « Si ueD, tenemos gue
-’ v .
AW(ﬂq A}(\t“a -1“‘. _.\ ‘ltHg (R{HG) éltHI“ .

y esta derivada es continua por hipdtesis. Entonces por integra-
cidn '

W(" Ju=W(t* Ju=t J, em?(uz-nl)e‘““luat.

Puesto que !,eitﬁau =1, tenemos
W

~itHy I
”w(tu)u—W(t' )u”{S “(Hz-Hl)e u , dt.
t‘
Dado que el integrando de la derecha es intagrable sobre (s,m),

el miembro de le derecha tiende a cero cuando t*,t"—pow y s-lim
t-»00

w(t)u existe.
Puesto que 4st0 es cierto para toda ued, que es fundamental
en el subespacio de continuidad ebsolutas de Hl' y dado que W(t)
es uniformemente acotada, se sigue que el mismo limite existe pa
1)

ra toda u del subespacio de continuidad absoluta de Hl « Esto es

equivalente a la existencia de w(Hz,Hl)as-lim eitﬂze'ltulpl.Q.E.D.

S

lﬁEato es8 consecuencia del siguiente lema ( [;é], pag. 151):*aen
Tn uniformemente acotada. Entonces {Tn% converge fuertemente -~
{(a T) si %Tnug converge fuertemente (a Tu) para tode u de wn -

subconjunto fundamental del espacio ¥'. Aquf los operadores per-

tenecen a B(X,Y).
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Ahora estamos en posibilidad de demostrar la existencia del
operador de onda (7.5) bajo las suposiciones (7.a) y (7.b), dadas
enteriormente sobre la metriz E(x).

Teorema 7.2. Bajo las condiciones (7.a) y (7.b) sobre E(x) el ope
rador de onda ¥ definido en (7.5) existe,

Demostracidn. De acuerdo con el Teorema 7.1, es suficiente pro--—

bar que para f en un cierto conjunto denso en el subespacio de —

continuided sbsolute de H,, la expresién |' = “(HJ-JHo)e-iBH°f" ea

integrable en (T,00), T Y0; para que el operador de onda (7.5) -

exista.

En lo que sigue ¢ denota una comstante, no necesariamente la

misma cada vez que aparezca. (bservemos que

llgll’:[ qEqdx ¢ gL, {I(E"'-Yl E(x)g\los cu3u | LE”)‘*ESHO ,
Rﬂ
Entonces (Iq [|¢ Gl {eoyt E(ﬂﬂ“e « De ésto y de (7.2) obtenemos

~isHo

Pz= “ (H]‘I Ho‘ é.“Ho-f “l= “ (Eb‘).l Eo Ho"Ho\ é F“z =
=N (Ew™ e-1)H, el <

<ol (6 £og (B o1, é‘&“o# I; -

ow

AP

= @ (I- (B B, &2 -



Fo

- oMy o - <5
: c‘(w (3- eV Eon Mo € RE°(-(o)  Eon) o € 3

) -1sHo
‘CJ(X (e°Y Em\\r\o (1— (€} Em)\\ e fdy
. ﬁZ“

- cS | oY em-11° N, ém’g \" s, (3.6)
"

n
Usando la notacién de la seccién 3, con ?(p):Z?j(p)vj(p).
se tiene que &
ashe [ Cipr o _is2jp) A
Ho & {,dj L eine (nd
R 4R 1?3 v
y en coordensdas polares,\nc‘w >0

“oe c QJEJ[S ﬁ‘?aaﬁi\ QA w)f (WS (““Q\“JG\]AS"J -
fwlzt

Dado que f es un elemento del subespacio de continuidad absoluta

de Ho, ?j.:o para aquellos j que corresponden a cuelquier raf{z -

zj(p) que es cero. Tales subindices son excluidos en la suna da-
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da en (7.7), Restrinjamos a £ de tal forma que los )f\j((x‘w') son -
supuestos de la forma ?j(q\“y )=‘%(w\¢(_ﬂ, donde el factor # & -
Cg’(o,oo ) ( el conjunto de todas las funciones infinitamente dife
renciables con soporte compecto), ¥y Y es elemento del conjunto
de funciones continuas sobre la esfera unidad y tal que existe -
€ O que satisface la condicién de que y (W) es identicamente

coro 8i 1a distancia de W al conjunto N° es menor que € , donde

J
Ng= { Je @ |y \35-,?:.‘1&):0&. Retomando el Teorema 3.1, se sigue que
las funciones f bajo estas consideraciones formen un conjunto -
denso en el subespacio de continuidad mbeoluta de Ho.

Con ésto podemos ya estimar la expresién (7.7). Estimemos -

prinero la integral de O a 0 gue aparece en tal expresidn, esta

integral es
-«‘&933{\5\ af X "
L=]e e i) io) S 67 4E
o | - d
la cual puede tranaformarse en )
_mz (69
X = gj0) §j(w) F) e
10'(15' X

donde P(G* )=\ ¢ es una funcidn que pertenece a cg‘(o.

00 ). Integrando por pertes se tiene

_ . -1 AT E(w)
e &)Wl G Y.?‘_{Z SQQ Fw A?‘] =

FOYw)
2—3‘73(_0\ e Frevde
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pero P(G )= %\n () 295 ) - (J X) \'\(G‘\ \ ; donde h(T)
= (M@\G‘“ . Entonces

-1&@33(\5\ 1\‘\5 X .
I é:‘-é:l:hg «i\n @423 %W () - ($- XYMO‘\E&Q‘
< G (HM*\N".
s‘zi(us\

En vista de la eleccién de los ‘i’j(\ﬂ y de la continuidad
de '65{\.)'} tenemos que (tomando la integracidén con respecto a f ,

sumando scbre j y sustituyendo en (7.7), ¥y (7.7) en (7.6))1:

- s._J LEY* Eoa- \F (14 )4 W) A,
S‘l

n

Pinalmente, usando la condicién (7.b), concluimos que “5 Q/sz
mostrando as{ que T es integrable en (T,00), con lo cusl el o=

perador de onda (7.5) existe, Q.E.D.



8.~ Algunas Ecuaciones de la P{sica Clésica en Forma Matricial.

El proposito de esta seccién es el de exhibir trea ecuacio-
nes de onda de la Pi{sica Clésica en la forma (1l.1), y hacer una
discusién, con bmse a ésta, de acuerdo a los resultados obteni-—
dos en las secciones anteriores.

En los ejemplos, se hace una derivecidn y una discusién de
las ecuaciones que gobiernan a cads fenémeno de propagacién, En
cada caso se hace énfasis en los siguientes puntos:

i) las ecuaciones que gobiernan a cada fendmeno de propage-
cién pueden ser escritas en 1la forna (1.1);

ii) #i las ecuaciones que gobiernan a cade fenémeno de propa
gacidn Qon de segundc oxden, bajo que condiciones el sistema de
pr{mer orden (1.1) imnlica el sistema de segundo o;den;

iii) si el sisteza de ecuacicnes (1.1), y el medio gobernado
por €1, somn fuertemente o uniformeuente propagativos,

Los ejenplos que se presentan son (en este orden): Las Ecua
ciones de Acistica, Las Ecuaciones de Optica Cristalina y las -

Ecuaciones de Ondas Elfsticas en Cristales,
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8.1. Las Ecuaciones de Acdstica.

Considerenos un elemento de wolumen de un medio fluido, con
respecto al sistena de coordenadas xl, X, ¥ x3. En general, este
elemsnto de volumen se puede mover en cualquier direccién y esu -
desplazaniento es representado por el vector d, que tiene compo-
nentes 5, (L ¥y BA en las direcciones xl, 12 y 13 respectivamente.
El vector velocided corresvondiente a este elemento de volumen -
es q% y § tiene componenteg w%%‘ ’ v=rg%- y w:%)% » Todes es
tas cantidades junto con la presién acdatica p y la condensacidn
8 son funcionee des X Xy 13 ¥y tl).

Suponganos que una onda de sonido atraviesa cada par de pla

nos peralelos del elemen%o de volumen rectangular del medio flul

do, dx dx _dx., cono se muestra en la Pigura 8.1.
X ax8x,

1) El exceso de presidén o presién acdstica, en cuslguier punto,

estd definida por p=P-P.; donds P es la presién instantanes en -
cualquier punto y PO 1a presién en el equilibrio del medio.

La condensacién s estd definida por u(f-‘fo )/fo $ dondof T
la densidad instantanea en cualgquier punto y .Y° la densided en
el equilibrio del medio. Si el fluido es inhomogéneo, en general,
ge tiene que fo es funcién de xl, x2 y x3;ea decirfosfo(ri.xz,

13)‘-:-. 0(x).



al

Al pasar estas ondass, cada unz de las caras es presionsda
de tal forme gque sufren un desplazamiento, por lo que el elemen-

to de volunen se transforana en

A%, dx, A= (H—(‘)g\)(l +@_ﬁ\ (+‘2§3

Correspondientemente, la expresién de la conservacidén de la masa

dentro de este elemento de volumen esn

U*S}(l’r%%\(“%“ +(BK“) i (8.1a)
Lt 'l
22
A, > ¢
dr, L

Fkgsm. 81,
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Suponiendo que, tanto los cambios de densidad as{ cono los
desplazamientos son pequefios, los términos tales como a:%% y =
A3
’Q&@_!L , etc; pueden ser despreciados, y la ecuacidn (8.1la) se
@ty DAz
simplifica a

5=-L@—é- +4, *-@f-B

% X2 (X3

Esta ecuacidn es una forma especial, tridimensional, de la ‘ecua
cidn de continuidad®’ més general de hidrodindmicae. Tsta puede ser

escrita en forma vectorial como

Q= _Y.A (8.1b)
donde V-d= (%%?%‘b%%b\ representa la 'divergencia del

vector desplazemiento d.
La ecuacidén que relaciona la presién acistica y la condensa

cidn ( [:l_q » PBE. 112) es8

P=foc 2 8,

donde ¢ &8 la velocidad de la onda de sonido. Si el fluido es in
homogéneo, esta ecuacién se transforma en

p=f(x)c2(x)s.

o/f(x) =c%(x)s, : (8.1c)
donde f(x)gf()a,xz,x.a) es la densidad en el equilibrio en el pun

to (xl,xz,x3) y c(x)':i.c(xl,xz,xa) es la velocidad local de la on



da de sonido,
De les ecuaciones (8.1b) y (8.1c), eliminendo la condensaci

én 8, se obtiene

.-?%7 = -9 (V-4) (8.14)

Considersndo las diferencias de presidn externa sobre cada

per de planos parelelos del elemento de volumen dzldxzd repre-

X
3
gentado en le Pigura 8.1, se pueden obtener las tres ecuaciones

de la fuerza (una pare cade direccidn):

~lat O -Llap M Lo g
fon, ~ Byt Y ook, @ ! }1(263?5‘ L

Si la primera de estas ecuaciones es diferencisda con res-
pecto & X la segunda con respecto a Xy le tercera con respec-

to a 13, y estas son auﬁadas se cbtiene

T ) 2 ] <55 B )

Esta ecuacién puede ser expresada més simplemente en forma

vectorial como

-¥ (,ﬁQr'n Yi’) =2(¥4) (8.1e)

at®

Finalpente, de ls ecuacién (B8.1d4) se tiene que va = "?&(,qc}(x)

entonces (8.1e) puede ser escrita como
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1% eV Ly
c’(&)% ¥ Lfm ?\ (8.1£)

que es le ecuacién genersl de ondas acdsticas en um fluido inho-

mogéneo en reposo.

La ecuacién (8.1f) puede ser escrita como un sistems de mae

trices de 4x4 como

fy o o o /J_‘h! /o 0 0 D\fLOF
ycﬂ‘b'(( Sed Gy,
o f» o o L2 | /o o® © D lf1np
© o f® o %;- f(u)g;, -| o
} 2% “lo © © P
0 0o o | 9 ax > Jf"‘%“s (©.1e)
—e o D D,b O 0.
Tondce l (;% 1 P2 By t—b%:

que evidentemente es de la forma (con Dieg%-) (1.1). La matriz -
A

E(x) es en este caso

fn ¢ o o

0 gaq 0 o
Ekx) =

o O P O

o © o |\
R{ad el
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,Jnversamente, ses (vl,vz,v3,v4) une solucién del sistema de

primer orden (8.lg). Entonces de éste se derivan las ecuaciones

§; _. 9 .
ﬂ—(—h—t = -(—ifi o 1=‘|z|s‘ (Bolh)

QY aQly,
f&(::z a‘t = :'r.l Q’.i (8.11)

Por otro ladeo definamnos

t
0
con p(x,0) una funcién arbitraria. Entonces las ecuaciones (8.1h)

implican (integrando de O a t)

- - - -Qp(ﬁ _.Q o,
PE00%) - P Ui (x0) = (M? ?(b:%l

finalmente

f U4 ()C,-Q =%i?(xfn + 05 (x,0) ..%iga.o) 5 4:42,3.

De esta Ultimae expresidn se tiene que, la condicidén inicial

subsidiaria pars que (vl,vz,v3,v 4) gea solucidén de la ecuscidn

de segundo orden es que

- z(b .2
§ Vi (o) = 2 gowo) ., A= haa. @1

Ea dicho ceso (8.11i) implica

-3
2 n3 21100,
Ri'z ((%{; ?“' L) ?:rbxt\« S’mg—.\ )

i.e, la ecuacién de segundo orden es vélida.
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Sea, por otro lado, una solucidn estdtica en el caso homogé
neo; i.e. el vector v=(vl,v2,v3,v4) sélo depende de)l vector x, -
En tal situacidn se tiene que (8.1j) es

Yy LR vz
$ an
ésto implice que

rotv=0;

adends de (8.1g), suponiendo una solucidén estdtice se tiene que

fBJQ =0 - ‘:\|Z.3.
2 8
Zg’-“oda _
Ay =0 4 div v=0

32
Entonces, como rotv=0, div v=0 y como veLz, s8 cumple que
v=0. luego, s88lo la solucidn trivizl es compatible con la condi-
cidén subsidiaria. Notemnos adeiids que, en el caso estético se tig

=cte; y comno v ,L,_ se tiene que v,=0, con lo cual p(x,t)

ne que v &5

4 4

=p(x,0).
Consideresndo al caso homogéneo, el polinomio (3.4) es escri

to como

Poan = © 3 o -t zo
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Desarrollando este determinante se obtiene

<
p(o, )= (& §°-p7- pt)2g =0,

en el cual dos raices son identicamente cero y las otras dos rai
ces son &=¢C|p|; estas raices nos dicen que la onda plana se prg

vag:. en la direccidén del vector p con una velocidad
L. - tcC.
ipl
Tomando \p\:l, se tiene que los vectores velocidad normales
gon
v=(v1!v2sv3)"—'1c(Pllpzva)-
Entonces el vector VL definido en (4.7) tiene 1a forma
= (o) = S (Roape )
De acuerdo con (4.8) uma ecuacidén para la superficie de len
titud S es
2 2 -
"L\ t r(x ¥ '15 - é'i )
que representa una esfera de centro en el origem y radio 1l/¢, lm
cual evidentemente es acotada para cualquier valoxr de c¢ distinto
de cero.
Por otro lado Q(rt,l)=0 es igual a
k4 L 2z . -
Rk Ny .L.‘..o,
entonces

LY ALLD =2 (1t Ede 2 (&) 4o

De lo anterior se concluye que (de acuerdo con la Befinicién
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4,1) el sistema (8.1g), y el medio gobernado por é1, es uniforme
mente propagativo,.
La densidad de energfa estd dada por (ver (1.2))

Nz L i(‘?y\” \ (%%YIX\

76 <’

¥ el vector de Poynting es (ver (1.3))

(7. 9. 5% =_2._.L‘Rﬂ_2qif}2fuﬂ_£ .
bro J g ot ax ' ot e at ars
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8.2.~ Las Ecuasciones de Optica Cristalina.

Consideremos dos cargase aisladas Q y Ql moviéndoss en el -~
espacio libre. La carge Q siente cierta fuerza eléctrica debids
2 G- Si § estd en reposo, la fuerza eléctrica sobre ésta es QE.
El vector E es llamado la *intensidad eléctrica‘. Si Q eatd movi
endose con velocidad v, existe una fuerza adicionsl QvAB, doude
A e8s el sfmbolo para el producto vectorial. El vector B es lla-
mado la ‘densidad de flujo megnético'. Otros dos vectores juegan
un papel imnortante en la descripcidén del campo electromesgnético
¥ ellos estén relacionados a las lineas de fuerza que emanan de
cargas y corrientes, El vector D, que es llamado la’densided de
flujo eldécttrico’, mide el ndmero de lineas de fuerza que se ori-
ginan desds una carga. El vector H, gque es llamado la ‘'intenai---
dad magnética‘, es tal gque su valor sobre une cuerva cerrada mi=-
de efectivamente la corriente que pasa a través de la curvae.

Supondremos que los vectores E; B, Dy H son continuot y ==
poageen derivadas continuas en todos los puntos del espamcio (pun~
tas ordinerios). Ahora, postularemos que en puntos ordinarios -

las ecuaciones de Maxwell

g - .
rotEq-m: 0 (B.2a)
rotﬁ-‘}% =J (8.2b)

divD= p (8.2¢)

divB=0 (8.2a)
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se setisfacen, en donde J es la densidad de corriente y j’ la den
sidad de carga.

La justificacidn de este postulado se basa en los hechos de
que, primero, en los casos particulares de electrostdtica y mag-
netostdtica ciertos términos de estas ecuaciones pueden ser des-
preciados y los fenémenos presentados por estas nuevas ecuaciow
nes estdn de acuerdo con el experimento. Segundo, para corrien—--
tes que‘varian repidamente y para propagacidén de perturbaciones,
todos los términos en las ecuaciones son tomados y lo predecido
por &stus estd de acuerdo con el experimento.

Dado gue la divergencia de un rotacional es cero para cual-

quier vector, obtenemos (tomando la divergencia de (8.2b))

dw T = - R - dwy.
14 ot
El intercambio de los operadores div yg% es permitidble porque -

kenos supuesto la continuidesd de D y sus derivedas en puntos or-

dinerios. La sustitucién de (8.2¢c) en estas Witima ecuacidn dé

A\J-J'&f_ég ro (B.2e)
at ’

que es8 llamada la 'ecuacién de continuidad®,
En flujos ‘estacionarios*; i.e. en flujos que son indepen--
dientes del tiempo
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tal que el vector J es solenoidal,
8i tomammos la divergencia de (8.2a) se obtiene
2(aivB)=0. (8.21)
o
De une menera andloga, tomando la divergencia de (8.2b) y usando

(8.2¢), obtenemos
(—b%(divD-f)ﬂ) . (8.2g)

31 suponenos inicialmente que divD:j y divB=0, entonces las ecu
aciones (8.2f) y (8.2g) nos indicen que para cualquier tieupo y
para todos los puntos ordinarios siempre se cumpliri que

divd¢ ,  divB=0.

En las ecuaciones (8.2a)-(8.2d) existen doce cantidades escs
lares desconocidas , si uno supcne que las densidades de carga y
de corriente son dadas, ﬁgra ser determinadas(a lo més) ocho ecu
acicnes escalares. Existen otras relaciones entrs los vectores -
que pueden ser sumadas al sistema de ecuaciones que reduce en —-
gran parte la inconsistencia del nfmero de cantidades desconoci-
das y el nifmero de ecuaciones. Lstas relaciones surgen de eviden
cias experimentales concernientes a la naturaleza del medio matg
rial, Las relaciones toman una forma simple en muchos c¢aso8 que
serdn discutidas brevemente en lo que sigue.

En el espacio libre

D=Q;E, B=6LL°H
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donde ¢, ¥ C‘lo son constantes. Los valores y dinensiones de estas
componentes dependen del sistena de unidades adoptado., En lo que
sigue el sistena racionalizado M.K.S. es eampleado., En este siste
ma

o= 3_:’_“_" 16? Fawl/m " (q,,.- qux‘é? “wvg[w_

Medios isotrdpicos son aguellos en los que las propiedades
fi{sicae en la vecindad de un punto interior son las aisnas en to
das las direcciones, Para medios isotrdépicos (que no son ferro—
magnéticos) tenemos

D=€E, B=aH.
Las razones dimensionales
X= G/50 ' xvu:Cq//lo '

Son independientes de le eleccidén de las unidades y son usualmen
te llamadas las *capacidades especificas inductivas®. Un medio -
homogéneo es aquel en que las pfopiedades fisicas son constantes
de punto a punto, y en este caso )Y es usuaslaente llamada le -—
*constante dieldctrica’, ¥y X la 'permeabilided' (aungue se uw-
san también estos términos si el medio no es homogéneo).

las propiedades de un medio ‘'enisotrdpico’ varfen en menera
diferente a 1o largo de diferentes direcciones en un punto. En -

cuernos tales como un cristal dieléctrico tenenos
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Dx‘ =€, Eg.-\-é.zE,t* €, Exyy

Dy, = €5 46, 8y v 6, By, (8.2h)
Dy = €8yt €5, Fx, Y&y Exy,

donde Dyys Dxys Dx3 son las componentes cartesianas de D, Los co
eficientes eij de lg transformacidn son componentes de un tensor
simétrico E.y (8.2DB) puede mer convenientemente escrita como
D=£:E, (8.24)
La correspondiente relacidn para campos magnéticos es
B=d-H. (8.23)
For §ltimo discutamos mis ampliamente el caso en el que el
medio es anisotrdpico e iﬁhomogéneo. Por simplicidad supongamos

1)

que la conductividad es cero y que el medio es isotrépico con
regpecto a8 las propiedades nagnéticass c,!:élo : i.e. el medio es
giroeléctrico. Como sabemos, la densidad de flujo eldectrico esta
relacionada con la intensidad eléctrica por (8.2 1), donde £ es
un tensor real, 5i suponemos que la densidad de energia es 1/2 De

B y su razén de cambio es D*E, entonces € puede ser simétrico.

Dado que la densidad de energf{s no puede ser negativa; i.e. DegE>0

”La densidad de corriente y el campo aplicado estén conectados

por J=0EB, La cantidad § es llamada la conductivided, y la ecua-

cién J=QE es conocida como la 'Ley de Ohm',



o4

se sigue que la cuédrica

i e‘j'x' %3 Can’i‘o,d’é,

ld:

donde xl, x2 y 13 son las coordenadas, puede ser un elipsoide, Si
elegimos los ejes pr;ncipalea del elipsoide como los ejes coorde
nados, la ecuacidén de la cuddrica es
€N ¥ & 557‘;—:.(.07\5*&3@, .
Con estos ejes tenemos
DxlzelExl . D12=e ZEXZ sy Dy 3=€3Ex 3
donde €10 €, Y 53 gon conocidas como las 'constantes dieldctri-
cas principales del medio anisotropico (o cristal)'. En el caso
particular de un medio isotrépico el elipsoide degenera en una -
esfera y € 52 3
En un amedio snisotrdvico (cristael) las ecuaciones de Maxwell

gon escritas como

@3 —(@l\-‘ - e{b_g_\_

QX2 DYy ot

.ib. = 6%z,

mt\ at

rl*_‘z. Wy - € m

ax, X, at
i _ = - 4. 0th

sz %’fg dqo

Ey _ s 7 - MW
g 3 DX (-b*,



Las cusales, evidentemente pueden ser escritas como

€, 0 oo O
0 € 00 00
0 0 €5 D OO
00 © ‘do 00
©0 0 ° A0

0o oo oAl

donde D =ZL

1 oy

A

; i=1l,4,3,

£

-

EL Lo JN o] (4] D; (v "'D|

33 000'1&}|0

-

Wil e %-p © 0 0

H, -5, © B 0 0 O

H ‘Dg ‘D\

0 0 90O

\

W,

o

que es de la forma (1l.l).

105

(8.2k)

31 suponenos que las soluciones no dependen del tiempo, se

tiene que (B8.2k) sge *rensforma en

0

!

/

H

o 0o 0 -p Dy

0O OO0 by O -

06 0 0D D
6 b, -p, 0 ©
D, 0 D o o
D, b, O 0 O

Desarrollando obtenemos que

Y
0

0
0
O

rotE=0 y rotH=0,

Pero conc tanbién debemos imponer que divH=0=divE, y como Hy B

€L, obtenemos que E=H=0. Lo snterior nos dice que la solucién es-
2

tética desaparece y no estd en el subespacio de solucioneg admi-
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pibles f{sicemente.

El polinomio (3.4) es en este caso

¢¢, 0 o0 o “fs Pz
0O %€, o s © -1
P(p, )=det © O %6 -z it O | =0
© B P2 %0 o
t ©° v 0 o
]2 ¢\ © o 0o &4,
Desarrollando este determinante obtenemos

?(w,): 5 va‘!_q,m 52+f“§’(ﬂ = Oy (8.21)

VIS

Sy = 62 (pvpe ) 02 Loz ) 2847 (ppd )

- AL
Wi = S gy 5pdg P 0T B,
2 -‘ - 2‘
U.i - (d“oe.\) o AZ ‘|z‘3 L'} ? v Y‘z“'yz"‘.?’t .
En este caso tenemos dos raices que son identicamente cero y cug

tro raices que son soluciones de la ecuacién
24-bprzte ptin=o. (8.22)

El diseriminante de esta ecuacidn es

11(?\-= é?z(vq.-tl\Ql?\?z.
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31 elegimos
2 2 2 2 2 2 2 2

un simple céjculo muestra gue para p2=p$+p§+p§=1

x(p)=lo, 2 32 0,2048,),

donde el oroducto es extendido a las cuatro posibles combinacio-

nes de signos. Dado que Al h's A3

puro, los factores de X(p) pueden ser apareados con sus comple-—

son reales, y Aa es8 imaginario -

jos comjugados. Entonces X{p)=2»0. En #fecto, X(p)=0 si y 8sblo si
2-0 y plAl_p3A =0, Entonces las cuatro raices de (8.2m) son resa

les y distintas excepto &i

De acuerdo con (3.9),.1&3 cuatro raices distintes de cero son ta
les que dos de elles son estrictamente poeitivas y doe estricta-
aente negativas,

Resclviendo (8.2n) para 2%, (8.21) se puede escribir como

R (3,5 =5° | o~ (‘“‘”miz-@_ﬂ ‘zﬁ- (.‘."_i"l_é.ﬁ.“-"_’lﬂ 20

De acuerdo con esta dltima expresidén, uma ecumcién para la super

ficie de 1entitud S es (segin (4.8))

B(qa): {1 [ b *zl'i'"‘m \“u- K_@m_‘@i) z 0

2
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o eguivalentemente

cp(.u+ JT)' =2
(8.20)

Q(VL\ - JX(Y‘O =2
(8.20) nos dice gue la superficie de lentitud S estd forma-
da por dos hojas o mantos. Estos mantos se tocan sflo en cuatro

puntos los cuales pertenecen a las rectas (ver (8.2n))

20,2 2y Ayl
N2 3)=v v,
en el planofl;%(Fig.B.l).
Con el fin de visualizar la superficie de lentitud, intersec
temos &sta con los ejes coordenados, La interseccidn con el pla-
no rll:o es un cfrculo y una elipse con custro puntoe de inter-

geccidn:

(LT

& Qs 67 5= L.

Por lo tento, estos puntos de interseccidn son los puntos donde
los mantos se juntan. En los otros dos planos ccordenados las in
terseccionces son, tembién, un c¢f{rculo y una elipse; en este caso
el cfrculo y la elipse no se intersectan, Ea el plano Qlto » teng

mos

Tl .=

9N s8N i=o.,
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plailarmente en el plano qazo tenemos
ani-L =0y Bqt4vrai-i=o.

De ac\?erdo con la discusién anterior y al Teorema 4.2, el -
sistema (8.2k), y el medioc gobernade por €1, no pueden ser unifor
memente propegativos., Sin embargo, cada uno de lcs mentos de la
superficie de lentitud son acotados; por lo que, de la Definicién
5.3, el sistema (8.2k), y el medio gobernado por €1, es fuerte—
mente propagetiva.

Fn tal caso, la densidad de energf{a est4 deda por

Nz 2 et rAlnl,

¥ el vector de Poynting por
(i| gig ? is - :l (Eg“a- E}“j’ Eg“\-E\“'s’E‘H:- “.Ez\ .

4 TL.

. 1
yd.. ‘N’.
oy

10 s U
'liz ° q“: © fh:o

Pig. 8.1. Intersecciones de la superficie de lentitud con los pla

nos coordenados,



En el caso particular en el que

£,= &= €

¢l sistema (8.2k) es uniformemente propegativo, asi como también
lo es el medio gobernado por €1, En efecto, la superficie de len

titud ys no viola al Teorema 4.2, ya que es ung esfera con ecue-

¢idn
R, )= NF +3en2 - L=o,
y ademés Q'VQ('M) 2 Q.Q_%%I? Q—ﬂz'bﬂ(!b%d) + V[;?.Q.‘_‘hﬂ. -:}: O.

@n,
In este caso la densided de energfa es

7
Nze \el® e g, \ Y
¥ el vector de Poynting eigue siendo el mismo que en el caso an-

teriorx.



il

8.3.~Las Ecuaciones de (ndas Eldsticas en Cristales.

Bajo la accién de fuerzas aplicadas, los cue¢rpos sélidos -
exhiben deformaciones para algunaes extensiones; i.e, cambien en
forma y en volunen. La deformacidén de un cuerpo estd descrita —
matendticamente de la siguiente manera. La posicién de cueslquier
punto en el cuerpo estd definida por su radio vector r (con com-

ponentes xlnx, x2=y, x.,s%) en algdn sistema de coordenadas. Cuan

3

do el cuerpo es deformedo, todos los puntos son en general deapla
zados. Consideremos un punto en particular cuyo radio vector an-
tes de la deformacidn es r y después de la deformacién es r*(con
componentes xi). El desplazaniento de este punto debido a la de-
formacién esté dado por el vector rt-r, que denotaremos por wi

S .
wi=xi xi.

Bl vector w es 1llemado &l 'vector desplagamiento®. lLas coordena-

L]
das x1

coordenadas X del punto antes del desplazamiento. El vector dss

plazesiento w, e8, por lo tento, funciém de las coordensdes Xy

Si el vector w estd dado como funcidn de L la deformacidn del

del vector desplazadc son, por supuesto, funciones de las

cuerpo est4 anteramente determineadas,

Cuando un cuerpo es deformnado, la distancias entre sus put—
tos cambia. Consideremos dos puntos extremedemente cercanos. Si
¢l radio vector que los une antes de la deformacidn es dxi, el -~

radio vector que los une en el cuerpo deformedo es diizdxi+dwi.
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2 .2
La distancia entre los puntos es dl:(dsz_+dx2+dx3)1/2 antes de 1a

1 2)L/2

n 2]
deformaecién, .y es dl'=(dx.i°+dxé‘+dx2 después de ella, Usando

la regla general de auma; podemos escrioir dl2=dzi, dl'z=dxi2=

(dx +aw, ) . Sustituyendo aw, =( —)-)dx}c. podemos escribir
WA, Wi dx; axh +u el dx Ay .

Dado que la suma es tomada sobre los BuflJOS 1,k en el segundo -

término de la derecha, podemos poner (qg’-‘i;)dxidxk:(@é’;{')dxidxk.

Fn el tercer término intercambianos los sufijos i,l, Entonces d1'2

tome la forna final

305 M 2wy, I Ak,

donde el tensor W estd definido como

0y
e b (e i 2 (8.30)

‘ “1 mn

Estas expresiones den el canbio en un elemento de jongitud cugne
do el cuerpo es deformado.

El tensor wik es llamado el 'tensor de deformacién’, ‘{e:nosi
de esta definicidn que dste es sinétrico; f.e.

"1™ Ves

En 1a nsyor{s de los cesos w; e8 peguefio para pequeilas defor
maciones , de tal nanerz que podemos desprecinr los dltinos tér-
ninos de la expresién (8.3a), yaque éstos serén deasisdo peque~-
flos, Entonces, pare defornaciones pequefias, el teasor de deforaa

cidn estd dado por
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Wea = X (bU)i .&.(b&h (8:3b)
- 7( T 'm\

Cosideremos la fuerza total en elguna porcién del cuerpo. -
Primero, esta fuerze total es igusl a la suma de tadas las fuer-
zag sobre todos los e¢lementos de volumen en esa porcidn del cuer
po; i.e, puede ser escrita como le integral de volumen (donde P
es la fuerza por unided de volumen y FdV es la fuerza sobre el -
elemento de volumen dV)s

va.

Segundo, las fuerzas que actdan sobre varias partes de la porci-
én considerada tienen un valor determinado, pero cero es la fuer
ga resultante total, dado gue ellas se camcelan por la Texcera -
Ley de Newton. De lo anterioy, estas fuerzas actdan sobre le su-
perficie da esa porcidg;‘y tal que la fuerza resultante pueda --
ser representada como la sume de fuerzas actuando sobre todos —
los elementos de superficie; i.e. como una integral sobre la su-
perficie,

Entonces, para cualquier porciénm del cuerpo, cada une de —
1as tres coaponentes SFidV de la resultante de todas las tensio
nes internas pueden ser transformadas a una integral sobre la su
perficie, Como es bien conocido del anélisis vectorial, la inte-
gral de un escalar sobre un volunen arbitrario puede ser trang-w
fornado en una integral sobre la superficie, si el escalar es la

divergencia de un vector. Fn el presente caso, tenemos la intéww
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la divergencia de un tensor de rango dos; i.e, de la foxrama
p="Bw /)
1 x&

Entonces la fuerza para cuslquier volumen puede ser escrita como

una integral sobhre una superficie cerrada que acotu al volumen:

e - .3c
j?w}\l z ;{{:3\3 : &G‘M Agh. (8.3¢c)

donde dt‘i son las coaponentes del vector normal 4f al elemento -
de superficie, el cual estd dirigido hacie el exterior de la mig
ma. El tensor G‘ih es llanado el 'tensor de tensién'. De la ecua-
cidn (8.3c) se ve que Oikdfk es la i-ésima componente de la fuer
za sobre ¢l elemento de superficie 4df,

Supongamos gue un cuerpo estd en proceso de deformacién, de
tal manera que este proceso ocurre tan lentanente que ¢l .agaili-
brio termodinémico ase establece en el cuerpo en todo imstante, -

de acuerdo a las condiciones extemas. Entonces b\ik puede expre-

sarse como ( F.Q] y Depe 8=9)

33 s
Oy » &’NQT (8.34)

donde B‘:é-’l‘s e8 la energfe libre del cuerpo, con & l1a energfa
interna del mismo, T su temperatura y S su entropfe.
S1 el Ouerpo que estd en proceso de deformacidn es un cris-

tal, el canbio en la energf{a libre en compresiones isotérmicas -
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es, como con cuerpos isotxdpicos, una funcién cuadrética del ten
sor de deformacién, esta funcidn contiene no 8flo dos coeficien-
tes, sino un gran ndnero de elias. La forma general de la enerw—

gfa libre de un cristal deformado es

£= la’\muu);“@m (84 3e)

donde‘liklm es un tensor de rango cuatro, llanado el *tensor @~
14stico'. Puesto que el tensor de deformacién es simétrico, el -
producto W W €s igual cuando los sufijos 1,k § 1,m § i,1 5§ =
k,m son intercambisdos. Entonces el temsor “iklm puede ser de—-
finido de tal maners que cumpla las mismas propiedades siaétri~-
cass
(x‘hlu= ‘\\ﬁlw_”: ')‘ihul = ‘\‘ai\t'

Un simvle cdlculo muesfra que el nduero de componentes diferen—
%es de un tensor de rango ouatro, que cumpla con estas propieda-
des, @8 veintiuno. ’

De acuerdo con las expresiones (8.3d), (8.38), el temsor de
tensién pare un cristel estd dado en térainos del tensor de de-
formacidn por

G\\u % ’)ﬂw. (8.3f)

Si hay movimiento en un cuerpo deformado, su temperatura no

es en genersl constante: varfa en tieapo y e¢spacio. Esto compli-

¢a considerablementeé las ecuaciones exactas de movimiento 3n el
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caso generxral de novimientos arbitrarios.

Usualaente, sfn embevgo, Lo entericr se simplifica ei la -
transferencia de calor de una parte del cuerpo a otra (por sim--
ple conduccién térmica) ocurre muy lentamente. Si el calor inter
cambiado durante este tieapo es del orden de un perifdo del movi
miento oscilatorio del cuerpo, €ste es despreciable, y podemos
considerar gue cualquiexr parte del cuerpo estd térnicamente ais
leda; i,e, ‘el movimiento es mdiabdtico'.

Con el fin de obtener las ecuaciones de aovimiento pars un
™

K
to de la aceleracidn ﬁi Y la masa por unided de volunen del cuer

medio eléstico, igualenos ia tensidn intema a el produc

po; i.e. Bu densidad

994 =% hyy, (8.31)
Eeta es la ecuscidn general de movimiento.

La propsgacién de ondas eldsticas en medios anisotrdpicos;

1.8, en un cristel, es mfs complicada que para el caso de medios
isotrépicos. Para investigar tales ondas fijemonos en la ecuaci-
6n general de movimiento (8.3g), y usemos para § s 18 expresién
general (8,3f).

Sustituyendo Qi o0 las ecuaciones de movimiento, obtenemos

gm"\ = Wllw; m %_q\‘“ﬂ

+ QQN

'ln kfbxw am,

%msuuq—ﬂl- b ﬁ(\muﬂ__& -

AP
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Dadoc que el tenaor‘liklm es simétrico con respecto a los su
fijoz L y m, podemos intercambiar &stos en el primer término, —
Jos cuales smerén identicos a los del segundo término. Batonces -

les ecuaciones de moviuwiento son

ib,‘: 3 UL " W
§ A 1T Xefary
é
" : = G- L . g §
UJ\ £1) T Q-&-‘-?ﬁ‘ 3 c"\“!‘ .:f mi“lﬂ . (803h)

Por simplicidad de notecién, definamos un nuevo tensor de rango
dos:

8,7, Q!(g; (8.31)

S8i definimos al vector u=u(x,t) como
“’(3119 5221 Ei33"’1,2|3230531’v1'v2!v3)

( 1113 1122 S1133 w2z Sniz3 "1131\

€223 S2222 S2233 %2212 %2223 C22m

e (5] ¢

- 3n1 azzz ©3333
™ = ‘

332 3323 33m

1211 1222 ®1233 %212 C1223 Fom

C2312 %2323

3112 ®m23 °n

¢ c

21 S2322 ©2333 2331

(]

\°3111 ®3122 ®n33



AR

entonces las ecuaciones (8.3h) pueden ser escritas como un siste

ma de la foraa (1.1), con

£O

i‘ib' =

i

A
T,
_‘73 {
T
F%l
1&
O
0

0

)

Te T Ty
Te Tou Toy
‘%z “33 TLQ
b b Ty
Lo ‘Lq

T Yo Ty
0 O

0 ©

o 0 0O

6 o 0 O
¢ 0 0 o
0 0 o O
©c 0 0 o
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0 0 0 o
D 0 0 D
0 3 0 Db

Thg, 6 00
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T‘“ooo
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o060 DO
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00 » o b
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donde ?

. i ©°8 ¢l deterainante menor complementario con su signo

- -t
del elemento c. . de la matriz ' , dividido por det( 1 ); ¥

iklm
Df’%’, : i=1,2,3.

Lo anterior nos dice gque, si wi(x,t) es una solucidén de la
2cuacidén de segundo oxden, entonces
u(x,t)= (c“. L RPN v‘m..\ ,c,“ g \Cal«m’ yc:m.. v’ B ;@l(&)
e3 solucidén del gistema de priner orden,

Inversamente, supongaemos que @=(s,v) es solucidn del sistema
de primer orden, donde

8=(8)178,,983308) ,98,398 )

v=(v1,v2,v3).

Entonces, desarrollando el sistema de primer orden obtenemos

(Pshz Didiy Ftazeg 2 (V6= Dulhs nide

20 2

(P) = Dydet Dady ) __(vs\‘ = DU ARG

()—fg% T D‘ 5.+D‘Su"’ DLSs. ; (8.33)
m - Dt Sn“b\st‘:"‘b; 313
at
Qs = D3Syy+ D:Sza + D Sse
a4
Definamoe w. (x,t)=\v.(x,y)dy + w.(x,0), donde los w. (x,0) —

0
son arbitrarios. Bnrtonces
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(T‘S};(Xr‘:\: Dy (k) § (TS); (n0) - D Wi(x,0) ., 124,23,

(D), ixit) = (0,654 D Y0xt) + (T, (x,0) - (D8, +D1ed) (x,0)

() () = (D by Dy} (dd & (Ts) (1.0) = (Datdyd Dywd,) (wo0)

(M), () = (D W4 D) txib) + (T8 (xi0) - (D, + Dy, ) (.0

Si definimnos
g(x,t)=(D1w1,D2w2,D3w3,Dlw2+D2wl,D3w2+D2w3,D3wl+D1w3),
estas Wltimas ecuaciones pueden ser expresadas como
(TSYxy= Exr4 (Pe)(xio) - E(xi01,
con lo cual si

(PsYixior= £ 0)

se cumple que

(Ts) txdy = Ecxit)

=T (i)

y las ecuaciones (8.3j) son equivalentes &

D (k) .. W
_.__1(;*.;.., C1h,[m—-&-ﬁ._..

Esto nos expresa gque las ecuaciones de segundo orden son vé
lides; i.e. el pistema de priner orden imnlica el sistema de se-
gundo orden, si la condicid.a inicizl @(x,0) satisface la ecuaci-

én subsidiaria

(TsY(x,01= €04,0)
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Por otro lado, supongamos una solucidén independiente del ti

enpo del sistema de primer orden, entonces se tiene que

Dlvlznzv 2=D 3v 3.-.0

D2V1+Dlv 2:0

D371+D1V 3.--=O

D1311+D2512+D3s31=0
D2822+D1812+D3823=0
+D.8..+D. 8

D,843+D,8,4+D; 84, =0

Las ecuaciones (B.3k) nos dicen que v,

viéLz entonces vi=0.
Ya que
wi(x,t)=tvi(x)+wi(x,0),

¥y como v,=0, entonces

i .
wi(x,t)sﬁi(x,O)!wi(x).

Esta relacidén y (8.31) nos expresan que

)
G Wm0 _
tw m‘Q’lﬁ
Si tomsmos la Trensformada de Fourier de esta ecuacidén

A
11 1P " (P)=0s
ésta es equivalente s
a‘ A
¢531.aPy (P ¥ (P)+¥(pIRy )=0,

s an®s (210, (1% (2)4% (p)p, )=0,

(8.3k)

(8.31)

=cte; i=1,2,3, pero como -
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finalnente
A ~ A
€310 TP (B)D,+0, 8, (2))(_(0)p, +p_W: (p))=0.
Como suponenos que Ciim
A A
w, (p)p +p, ¥, (p)=0.

es positivo definido, se tiene que

Esta ecuacidp. nos dice gue (por Transformada Inversa de Pourier)
E(x,0)=0,
¥ puesto que (Psy(x,0) = Elx0)=0,
lo cual implice que s(x,0)=0, ye que T! es invertible.
m\conclusidn, ls solucién estética (de priner orden) no sg
tisface la condicidn subsidiaria a menos que ses cero,
Suponiendo que ¢l sistema (8.3h) admite una solucidén de on-
ée plana de la fomal)
wief(;t—x-p)cig i=1,2,3.
(cizvector constente), el polinomio P(p,§) definido por (3.4) to

ma le forma

P(p,g)=det (2! §u -0,y 1P, P, )=0 (8.3a)

len reglidad hay que supcner que es el sistenr de primer oxden
es el gue admiteuna solucidn de onda plana, peroc por simplicidagd
de célculo y notacién se supone para el sistena de segundo orden,
Lo anterior es asdmitido suponiendo que el polinomio FP(p,5) y det
[‘5‘&“—0 1k1mpkp1) son en re:lided la anisaa expresidn algebrdica
representadas en dos fornas diferentes., Esta suposicidn estd fun
damentada en el hecho (el cual sdnitiremos sin denostrecidn) de

que la natrie "Z'Ajpj tiene rango igual a seis.
i
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Este polinomio es una ecuacidn cdbica en &% , la cusl tiene tres
raices que en general son diférentes. Entonces para Py k=1,2,3,
dado existen en general tres valores de Z~ para los que (8.3m) -
se satisface, Denntemos a éstas por
azzz:l(?)“ N=1v203;
donde las funciones zn(p) son etiquetadas de tal forma que
27 22O 7 53 (8.3n)

Las Z’:(p) son nhomogéneas positivas de primer grado (por (3.8)):
%&p):\p{\zn(p). Claramente las ZN(p) son raices caracteristicas
de 1a matriz

Ein (P)=C i3 oPyPy
Si mostramos que esta matriz es positiva definida, se tendra, en
tonces, que sus tres raices caracterfasticas z;(p) son todas posi
tivas. Esto se seguira inmediatamente ai suponemos que la forma
de energf{a libxre, definida en (8.3e¢), es positiva definida. To-—
mando

T Xy Pt P My
en {8.3e), ¥y rearreglando los términos con ayuda de la propieded
de simetrfa del tensor miklm' tenemos

®ix1m*1 P2 >0,
a menos de que todas las X é todas las 12 sean cero. Esto prue-—

ba que Kim(p) es positiva definida, como se guerfa .
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El lugar geométrico (8.3m) consta de tres hojas o mantos, =

donde cada manto estd definido vor
(AERMON

donde N es uno de los valores 1,2,3. 5i dos de las zN(p) coinci
den, entonces los correspondientes mantos concuerden, ya que de
nuestra supcsicidn (8.3n) los nantos no se cortan uno con otro.

Se pueden distinguir dos tipos dz lugares gecmétricos en (8.
), Si los signos de igualdad en (8,3n) nuncs se dan, a P(p,q)
1o llamamos ‘regulsr®, Por otro lado, si los mantos de P(p,T) ——
coihciden en uno § m&s puntos, a P(p,%) Lo llemamos'singular’.

Si tomamos & =1 ¥y pm=rtm\p\, con lq{=1, (8.3m) toma la forma

?(q,1) :Aet‘ﬁ’-\z Xiwfiququ]zo (8.30)

que de amcuerdo a (4.8) es una ecuascidén para la superficie de len
titud del sistema (8,3h) y el medio gobernado por 1.

Como se discutio arriba, esta es una superficie algebrdice
de sexto grado, y acotada ( [?] }o En el caso regular consiste de
tres muntos concéntricos que no se intersectsn, ceda uno de los
cuales es una superficie simple cerrada ( [§] ). En el caso sin-
€ular, las tres superficies tienen puntos comunes, que son puntos
a81ltiples de la superficie de lentitud P(rL,1)=o,

En general cada manto S_ de S, es una superficie simple ce~

N

rrada, endlitica a trozos que no tiene puntos miltiples, dado que
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si un punto miltiple existiera, la linea que une a éste a el ori
gen coincide con los tres mantos en mds que seis puntos. Sin em-
bargo, dos, § todos los tres mentos, pueden cortarse, tal que la
superficie de lentitud como un todo puede tener puntos dobles o
triples.

De acuerdo a esta discusién y al Teorema 4.2, el sistema (8.
Jh), y el medio gobernado por é1, no pueden ser uniformemente —-
propagativos. Sin embarge, cada uno de los mantos de la superfi-
cie de lentitud son acotados; por lo que, de la Definicién 5.3,
el sistema (8.3h), y el medio gobernado por €1, es fuertemente -
propagativo.

La densidad de energ{a para un medio gobernado por {(8.3h) ea
N- i (MY’( %. \Cwm@}"q‘g“
ey : ey x4

jzt ‘Mn el

Consideremos un caso particular de (8.3h), ecumcidn que es
consecuencia directa de (8.3g). Eete caso consiste en considerar
a (8.3g) como un sistema de ecuaciones bidimensionales, y al me-
dio homogéneo e isotrépico. Entonces (9.3g) ea explicitamente eg

erita como
gqg,_ -0 + N
czm Ixe ?

Y?__z_ - ’b@u "b@u
Q‘t Q!

(G\\t ‘@g\\
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A= (o eV (- 508
.SQL-:(}(—.%Cfxggﬁ;k(\(;fidu\{)dz

(8.3p)

Wz - \"o__d__ h)
ox <9 ,3;'i:%§t

En este sistena de ecuaciones, g representza la densidad del me-

QO R TAY
dio, v ~fa| V= "‘ob

(pik s'n las componentes del tensor de tensidn., Los coeficientes,

son las componentes del vector velocidad,

constantes X ¥y 6& » 8¢ llsman 'mddulo de compresibilidad uni--

1)

forme* y 'médulo de desplazaniento', respectivanente,

ElL sistena escrito no es siaétricoe, y por lo tento, resultsa
@

inconodo para nuestros fines, Dividiremos 1la dltina ecuacién en-

tre ‘1 Y escribirenos, en lugar de la tercera y la cuerta, algu

nas coabinaciones linezles de é&stas.

) .
1 El m&dulo de coapresibilidad unifonme & afdulc de compresién -
hidrostdtica (§ simplemente médulo de compresién), estd definido

por la relacidn
-1

K Ve ‘%‘((%% )‘1"
donde V es5 el volumen del cuervo, p es la presién ejercida sobre
éste y T su teaperatura,

El médulo de desplazeaniento § mddulo de rigidez, estd definido

como le razén de la presién ejercida sobre el cuerpo a la defor-

naocién del nisuo.
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Después de tales transformsciones, las ecuaciones de ondas

. elésticas se escriben en la siguiente forms definitivae:

|3 5"~
§EE§%§i%9\G\\ (3“ﬁ§) 1 r)

=0
ot
é};}é‘ _j&ijﬁL
Q[" sk *“(l(sw@) u] Dz . o

ok R

Pode W - War
Qt %, ¥y

Este ya es un sistema sinétrico del tipo (1.1). En efecto, es £4
¢i) comprobarlo si escribicos las mnatrices Eo. A;, A2 cono {(de—-

signando uzu(x,t)=(sll,522,812,v1,v2))

5 0 o v, o

o 0 o 0 D,
= )
1AD'= o o 0 b; bl
(= i

b, o0 D, 06 D
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/_Wwpl —3k- 24 o o o) ‘
4 (3ka) (ki m)

r3k-24 3k + W O O (d)
Qu (3\4@\ A SH@\

) aogo
\o ooag

T
La ecuacién P(p,Z):det(&Eo-rJzAapj):O para este sistema tiene
N

la forma

/;bhi:‘&. -p3k=2t o b O

au skt 4 4 (3ks M)
% E{ﬁﬁ:\ z% o O T |
Yor=dt| o ) 13‘ b Py ‘\!5’-0
P o p oy O
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Desarrollando este deterainante se obtiens

2(‘\"") -i-——-——— 3 w( + ) %e. A( 24 ‘) z0
z n k f t'
fallaln

Como se puede ver de estm expresidn, esta ecuacién tiene una ra-
{2 que es identicamente cero y cuatro raices de las cuales dos -
de ellas son estrictamente positivas y dos estrictanente negati-~
ves,

Considereaqos ahora la superficie de lentitud, cuya ecuacidn

estd dada por '
ORI S T | R B

¥ en la cual se ve que fsta conste de dos mantos, que son en e€s-

te caso eferas cuyes ecuaciones son

'Ll &-Vl ® \(‘_gz‘

1 T
W+ =f/(d
‘Estas esferas (circunferencias) son superficies disjuntas,

una & oira, y acotadas.

El polinomio Q(qf1)=0 tiene por ecuacidn

PYUME X\~ \ Y[, Hl:\)‘l[\ é’(’h‘“{z)] =

é eguivalenteanente

Q) o iy e guaiqs-p1 “L\\'b‘*'lz‘\*"i* =0
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Entonces
qvall = 1 %—Q—-—“l' + 12 ‘ba((br&.(\:

S

m*—«?\Jrﬂc*(r\Mz Yres - w@(‘l"'l*}
¢ty 28 o

k+1
De la discusién anterior se sigue, entonces, que el sistesa
(8.3p), y el medio gobernado por &1, es unifornenente provagati-
VO,

La densidnd de energia vara un medio gobermado por (8.3p) es

IO *3:_‘“_1:‘_ (0048, 2 X 5‘.3[
R 40 B'ﬂe\ Y (W’w‘\t@ g
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9.~ Conclusiones.

El planteaniento de la solucién de un problema de propaga--—
¢ifn de ondas en P{sica encierra una serie de resultados que eon
ducen a nuevas teorfas y enfoques sobre 21 mismo problexna.

En el presente trabajo se da una solucién al problema de pro
pagacién de ondas. Esta solucién no es la méds general del proble
ma, ya que existen una serie de resultados a8s generales que los
expuestos anteriormente. En lo que sigue se mencionaran algunas
de las generalizaciones més innediatas que provee el planteanies
to del problema expuesto en este trabajo.

Una de las suposiciones bdsicas,que eacierra la anterior -
exposicidn, ee la de coneiderar al medio de propagacién eomo aquel
en el cusl no existen fuentes actuando en §1. Esto mse refleja ma
teafticanente en la forna de la ecuacién (l.l). La ecuacién (1.1}

es un caso particular de ( [43 )

a . ]
0% - zjmigs;-.; Brxatqid), (9.1)

en 18 cual lgs natrices A'1 dejan de se¢r constantes, B{(x) es una
matriz caracteristica del medio y g(x,t) es una matriz coluamna
que describe a i1ss fuentes actuando sobre el medio.( [5] , Elq )-

En 40 se planten: la solucién del problema de describir las
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ondas producidas en un unedio por le sccidén de fuentes dadas en el
cezo particular en el que {(9.1) es tal que E, As ¥y B son natrices
constantes y las fuentes tienen una dependencia en el tiempo sinu
Boidal o amdnica, El problema plemteado en Eé]ee.nés general que
el estudisdo ¢n este trabajo.

Existen una clase de medios los cuales no caen dentro de las
clases de los uniforunemente propagaetivos y fuertemente propagati-
vos. Lsta clase de medios no ha sido ain discutida ampliamente y

s8lo ha sido mnencionada implicifamente en la literatura (v.g.
[{] }. Un ejenplo de esta cluase de medios es el gobernado por
las ecuaciones de Magnetogasdinamica,

En la seccién 6, se hace nencidn a la existencia de méa ope~
radores de identificacidn diferentes a la identificacién triviel:
1a identidad. En ES] se dan dos ejenplos de operadores de 1de§_‘
tificacién para medios uniformemente propmgativos, y uno de los
cuales se refiere explicitamente a la ideptifieacidn de los oc8M=—
pos electronagnéticos perturbado y no verturbado en términos de
D y B. Este operador de identificecidn es

35, (0)7 E, .

El segundo ejeaplo es el de considerar una identificacién §

dada por
Sox)=e, 00 26 %),

que o8 el operador 'internedio® entre J y J.



5

7 no es sélo (Ul.-_o_-_)—equivalente aJ y 3 sino que mdemds es
unitario ¥y nos conduce al nisno operador de onda. De acuerdo al
Teorema 6.8, se sigue que los operadores de onda Wi+ ( que son =
identicos para J, J y 3) gon parcialaente isoaetricos 8i ellos -
existen. La unitariedad de J se sigue fécilmente de la siguiente

identidad, en la que se ha escogido q)(x):iﬁ(x)uEz(x)’llei/zf)’(x):

U, = [ven B Yoo - [ ot B B0 €00 "B G dc

= S ¢(ﬂ Enw)a'&_- \\M\.’

La equivalencia de 3 con J ¥y J puede ser probada por medio
de un célculo fécil notando que Ez(x)ll.?.....p E;/Z cuando \xl—»ad
Cono se mencionc al principio de la seeccidn 6, la existencia

de un operador de identificacién unitario h g equivalente a J hacse

posible reducir el probleama a uno del tipo Schridinger de acuerdo

a8 la relacidn
A . A P o~ -
I w t -4 S-\\M ﬂ,(‘t\ U‘ ﬁ\ Q\ b U;&‘ = :Y U‘H’.) I

La reduccidn enterior sumenta la posihilidad de que algunos
de los criterios deducides en la seccidn 6 pare tseles operadoree

de ondas pueden der aplicables. Pero ésto no es tan fdcil, ya que
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el generador cutoadjunto del grupo UQ(t) estd dads por

AL A Y, - R -y Y
O ' A P - R LT 7

gue es una expresidn bestante complicada.

El Teoreme 7.2 pare la existencia del oneradoxr de onda bajo
las suposiciones (7.a) y (7.b) se puede generalizar si (7.b) es
cambiada por ls condicién de gue \E(x)wEol Se comporta como Ixfré
&€>vpo » cuando x| _pem. La generalizacidén del Teoreme 7.2 y su
demostracién estdn dadas en : Avila, G.S.5. y Costa, D.G. Asynp—
totic Properties of Generzl Symnetric Hyperbolic Systems. Journal
of Punctionsl Analysis, 35 (1980) 49-63.

Lo anterior mustra un panorems general de les extenciones y
generalizaciones que se pueden hacer al congiderar los Penonenos

de Propagacidn de Ondas en Ffsica Clésica considerados desde un

punto de vista de ls teorim expuests en este trabajo.
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