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1.,- Genera1idades. (e;. ref. ~~ ). 

Los fen6menos da propagación de ondas en Física Clásica si-

empre tienden a estudiarse de manera individua1, como tal es el 

caso de ondas electromagn~ticas, ondas acústicas, ondas sísmicas, 

etc. Estos fenómenos de propagaci6n pueden ser estudiados de una 

:nanera unificada si las ecuaciones que gobiernan a cada fenómeno 

de propagaciqn se pueden escribir en una única ecuaci&n. Esta --
~ 

ecuación tiene que ser •a fortiori' una ecuaci6n diferencial pa!:_ 

cia1 en forma matricial. 

La ecuación general que se sugiere para nacer una descrip--

ción, y una discusión, de una nanera g1obal es 

(l.l) 

En esta ecuaci6n X=(X¡,x2, •• º,xn)ct(', t1fít(tie1npo), ~u(x,t) es 

una !llatriz co1umna real1 ) de mxl que describe los estados del -

1 6 al ( ) 1 2 An son medio en a posici n x tiempo t, y Ex , A , A, ••• , 

~atrices de m:xm con las sigiri.entes propiedadess 

i) E(x) es real, simétrica, positiva definida y tal que existen 

l)El1 el caso general es a valores conplejos, pero en el caso fí-

sico es a valores reales. 



constantes c1 , c 2 coh la propiedad de que 

c1I~E(x) ~c2I, 

donde I es la matriz identidad. 

ii) A1 , A2, •••r An son reales, sim~tricas y constantes. 

La natriz E(x) define una forma cuadrática 

N=uE(x)u, (1 .. 2) 

que es interpret~da como la densidad de energía (energía por -

unidad de volumen) en las aplicaciones.Las matrices Aj definen -

las for~as cuadráticas 

(l.. 3) 

que son interpretadas como lns componentes del vector de Poyn---

ting, que describe el Uujo de energía (energÍa por unidad de á-

rea por unidad de tie.npo). Las soluciones de (1.1) satisfacen 

una l.ey de conservación de la energía, que en su forna difert1nc! 

al es 

La integración de (1.4) sobre xctir, Olt•T da la ley de conserva-

ci6n de la energía en su fo~na integral lsi la integral de supe!: 

ficie -para 'll.i.. tiende a cero} : ,..._i 

J u l'A ,-l \ t ("#.) \1 c-.-ll ~~ ': J \A l~,o) eb<'l u (it,o) ch (l. 5) 

ft trt' 
Las soluciones de la ecuaci6n (1.1) son deter.ninadas de ma-



nera única por sus valores inici~es: 

u( x,O)=f(x), X4. fil"" (1.6) 

Las solu.ci6n u{x,t) del problema de valores iniciales (1.1), 

(l.6) describe la propagación de ondas en un medio cuyos estados 

son gobernados por (1.1), y cuyos estados iniciales están deacr!_ 

tos por :fl x); por lo que el. proble:na de valores iniciales (1.1), 

(1.6) es llamado el problema de propagación de (1.1). 

Si E(x)=Eº es una constante, el medio gobe?Tlado por {1.1) -

es homogéneo. En este caso la solución del problema de propagaci 

dn puede ser construido por el m~todo de la Transformada de Fou

ríer, el m~todo de ondas planas y otros métodos.( ~~ ) 

Si E(x) es no constante, el medio gobernado por (1.1) es i!!_ 

homogdneo. Existe una gran 1iteratura concerniente a la existen-

cia, unicidad y regularidad de las soluciones del problema de v~ 

lores inic:i.a1es que es aplicable en este caso; sin embargo, métg_ 

dos explicitas de 1a construcci&n de la solución conparables al 

rn6todo de la •rrensformada de Fourier, para .nedios ho;nogtSneos, no 

son aprovechables para medios inho~og~neos. 

Esta t~sis está en:focada al proble:na de propagación para m! 

dios inho:nog6neos que son 'ho.nogéneos enw', en el sentido de 

que 

o 
li'll E(x)=E 

\:x\ .. m 
(1.7) 

exiete. Si el estado inicial f(x) tiene energía finita, entonces 



la intuici6n física sugiere que la energía tienda a tcu cuando MlO· 

Por consiguiente si (1.7} se cumple,para tiempos grandes muchas 

ondas estarán en ia región.lxt~R, donde E(x) ea casi constanteº 

Esto sugiere que u(x,t) puede tender asintóticamente, cuando -.,.,, 

a una onda que se propaga en un rnedio homogéneo caracterizado .por 

Eº . ; 1.e. 

o u(x,t) .... u (x,t); t-q>. <:t .a> 
Posteriormente daremos una definición précisa del sentido en que 

(1.8) es válida.(secciones 6 y 7) 

La onda u 0 {xpt) es solución de 

(1.9) 

con valores iniciales 

(l.10) 

A dicha onda se le llama 'solucicSn asint6tica• del proble.na de -

propagaci&n (1.1), (1.6). Más adelante se discutirá con detal.le 

le existencia de soluciones asint6ticas. (secciones 6 y 7) 

Ya que la ·natriz E(x) es real, si:nétrica (entonces Hermiti!. 

na) y positiva definida se tiene que f(x)E(x)f(x) es un n~nero -

positivo definido. Cono E(x) es positiva definida, la ecuaci6n -

E(x)f(x)=')..f(x), donde i son los eigenvelores de E(x), conduce a 

la ecuaci6n 

O °'f(x)E(x)f(x)=f(x)'lf(x). (1.11) 
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Por otro lado, de la propiedad (i) y de E(x)f(x)=~f(x), se 

tiene que 

c1If(,;).f1 f(x)~ c
2
If(x), 

y co~o esta relaci6n es válida para cualquier f(x)=u(x,O), se --

concluye que 

(1.12) 

Haciendo coincidir a c
1

=>: y c
2
='t ,,el ·a!nino y el ;uáxino de los 

eigenvalores de E(x) respectivamente, entonces (1.11) y (1.12) -

implicaran que 

f(x)>:f(x) ~ f(x)E(x)f(x)~ f(x)X'f(x). (l .13) 

Si f ( x )dL~ = [ f: 11\~ ill"'/ }J#'< x >1 2 
dx < "'I x• ~· el espacio -

de las fW1ciones medibles de cuadrado integrable con m co:nponen-

tes, de (l.13) se tiene que 

tJ ¡re x) 12 
dx / J re x)E(x )f(x) dxi\'.jrcx lJ 2 

•-· (l.l3a) 

«' a' ft' 

Lo cual significa que Jr(x)E(x)f(x) dx es equivalente a la no! 
( « 2 

ma en L~ , dada por JJr<x>J dx. • 

tR" 
La discusi6n anterior sugiere definir una norna para los V,!! 

lores iniciales f(x) cono 

frrfl1 
= J f(x)E(x)f(x)dx 11 

.,.~ 

(1.14) 

1~ cual es equivF.lente, ~or (l.13a), a le norna en L~. Entoces, 
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el espacio de valores iniciales con energía finita es un espacio 

de Hilbert>( con respecto a ei::ta nonna. 

La correspondencia f-" u(•,t) define una transfol'!Ilaci6n li-

neal U(t) que es una isometría (con respecto a la norma {l.14)) 

por la ley de conservaci6n de la energÍa {1.5). En efecto, como 

se mostrará después, U(t) define un grupo monoparamétrico de OP! 

radores unitarios sobre)!.. 

De 1nanera análoga que para E(x), Eº define una norma: 

i1f~1: = j f 0
(x)E

0
(x)f

0
(x)d:x, 

(R" 

(l.15) 

que en general es diferente de (1.14) pero que es equivalente a 

ésta. El espacio de valores iniciales rº c9n energía finita es 

un espacio de :Iilbert )(.con respecto a l.n norma (l..15 ). 

o En esta téeis las formas de energía basadas en E(x) y E ~ 

son supuestas co·no equivalentes: 

c~Eºe 'i iE(x)# 'i c•
2JEº&, (l.J.6) . ~ 

para toda xdt y ft4p_'I, donde e y e• son constantes positivas. 

Bajo la hi~6tesis (l.16), las normas (l.14) y (l.15) son 

equivalentes; i.e. 

e lfr IL~Utfl ~ e' 11 rU. (l.17) 

Entonces)(. y~ son loa :nismos espacios lineales de valores inic!, 

nles, y son espacios de Hilbert con respecto a dos diferentes, -



pero equival.entes. normas. 

Si u( x. t) y u 0 
( x, t) son soluciones con energía fini.ta de 

(1 .. 1) y (l.9) respectivamente, entonces u(x,t)-u0 (x,t) está eni, 

y tanbién en.'1/..., por (l.17). Como se ~ostrará más adelante, esta 

diferencia tiende a cero en i. (y equivalentenente en>(.) cuando 

t~, 

lim [lu(~,t)-u0 (.,t)U =0, 
t .. t., 

(1.18) 

suponiendo que los valores iniciales f y r 0 están relacionados -

nor un operador de onda apropiado. 
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2.- FoZ'Jlul.aci6n del Proble.na de P:ropagaci6n de Ondas Sobre Espa

cios de Hilbert. (c. ref'. ~~ ). 

En esta sección se daráana formulaci6n precisa del proble-

ma de propagación 

" '\ 1'E'\R 1 l>o (2.J;) 

u(x,O )=:f(x); x ~ '\il"' , (2.2) 

además serán discutidas la e~istencia y propiedadea'de la solu--

ci6n. Para la construcci6n de tal for'.nulaci&n se hará uso de al-

gunos teore.nas y definiciones referentes a operadores autoadjun-

tos y uriitarios en un espacio de Hilbe1·t. 

Sea U(t) un operador sobre un es~acio de Hilbert, tal ques 

í) para cada tcfi:l, U(t) ea 1.111. operador unitario y U(t+s}=U(t)U(s) 

para cada s, t,ft; 

ii) si g es Wl elemento de1 espacio de Hilbert y t---..t0 , enton

ces U(t)g-u(t
0

)g .. 

Un operador U(t} que satisface (i) y (ii) define Wl grupo 

mono~ara~étrico fuertenente continuo de operadores unitarios so-

bre eL es~acio de Hilbert~ 

Si U(t) define un grupo ~onoparamétrico de operadores unit!!_ 
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ríos sobre un es-pacio de Hilbert, entonces por el teorema de 

Stone ( [2~ ) existe un operador autoadjunto H, definido sobre el 

espacio de Hilbert, tal que 

U( t )=exp (-itH). (2.J} 

Inversamente, todo operador autoadjunto H, sobre un espacio de -

Hilbert, genera un grupo raonopararnétrico fuertemente continuo de 

o-pero.dores unitarios sobre el rnismo espacio. 

Si (2.3) define un operador aoluci6n para (2.1) 1 (2.2) enton 

cea H ea formalmente el operador 
•• l'I :i ~ ., ; u._, l A tp>C· • e 2.4 > 

j•' J 
La solucidn del problema de propagaci6n es definida por la 

construcci6n de una extensi6n a~toadjunta H del operador difere~ 

cial {2.4), entonces el operador solucidn estará definido por ~ 

(2.3). La conatrucci6n se dará primero para el caso del medio h~ 

~og6neo (E(x)=Eº). 

El siste~a de ecuaciones diferenciales parciales 
• o ~ i~ 

E 'iJI: = ~ A IJX• .. 
,1,t J-i l 

que describe a un •nedio honogéneo, puede ser escrito como 

(2 .5} 

donde 

(2.6) 
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El factor i= .f-i' tiene que ser introducido para hacer a a
0 

for-

malmente un operador autoadjunto sobre ,(,; ya que así se puede -

trabajar con valores iniciales a valores complejos uº(x,O)=fº(x) 

y soluciones u0
(x,t)e Por supuesto, estas soluciones incluyen t~ 

das las soluciones reales, las cuales corresponden a valores i.ni 

ciales reales, por que Eº y las Aj son reales. 

Co~o se señalo en la secci6n anterior, la matriz Eº es su~ 

puesta real y sim~trica (por lo tanto Hermitiana) y positiva de-

finida. Si se hace una construcci6n análoga a la que se siguio -

para encontrar (l.13); se tiene que si zc.fÍ°'= [ Z=(-~1 ,z2 , ••• zm)/ 

z4 complejo} , z=(z
1

,..ºº''zm) es el vector co11plej(l_conjugado de 

z y ')! , '>.'1 
son e1 .nás pequeño y el 11Jás grande eigenvaJ.ores de Eº 

respectivamente, 
'CW\ W1 

'\' l \ ~\'Z ~ ~ {º i !: ').• !. \ i.,¿\~ (2.7) 
-=' , ... 

La relación {2.7) inplica que 

para cada vector f(x)=:t1{x)+if 2 (x) Lebesgue medible6 Si la ener-

g:(a, para medios ho~ogéneos, de tales vectores se define por 

f f t~) t º f C'-) A°' : j t• l1'\ Eº t'"I") el~ ~ f f l-q Eº f I"\ ch, 
J (ll" @.. n «l"" 



.u. 

entonces (2.8) implica que f(x) tiene energ:(a finita ai y s6lo -

si, para ca.da rJ. =l, 2, ••• ,m t;.. t L2 (lit), el espacio de funciones -

Lebesgue medibles a valores complejos de cuadrado integrable so

bre 'IR" • 

Entonces la swna directa 

es el espacio lineal apropiado de los valores iniciales con ener 

gía finita para (2.5)e El espacio lineal L0 con el producto in--

terno 

l o-
(f,g)= f(x)E fi(x)dx 

o \R'ft 
es un espac;.o de Hilbert }(0 • 

(2.9) 

Se mostrará, ahora, que el operador diferencial (2.6) tiene 

una extensi6n, que es autoadjunta, con respecto al. producto in-

terno (2.9) sobre Je,. Para tal construcci6n se hace uso de la -

teor!a de Plancherel de la Transforne.da de Fourier. ( [6] ) 

"' Si f(x)~ L
2

(1R), entoncea 



ñ 

Aqu.{ p={p
1

, 11 2 , • • • ,pn)E IR", p•X;:: :Z. p. x., y l.i.mo signi.fica -
\=, 1 1 

convergencia en L
2 

( fft'). Si f y '\1 están en L
2 

(-ne), entonces sati!!,. 

facen la f6nnula de Parseval: 

J ~ !1\ 'l't-.<1.l" = p(?) ~~' ,\l' (Z.10) 

\íl."' m."f\ 

i. e. la transformada de Fourier define una transformaci6n unita-

ria de L2 (~) sobre si mismo. 

La transfonnada de Fourier de una función fe! df..o está definí-· 

da por 

Se sigue de es~a definición s de (2.10) que 

( f ,g)
0

= J f(x)Eº g(x)dx • J t( p )Eº-i(p)dp= (1,~)0 , ( 2.lil.) 

1Q"' m."' 
para toda f,. ge~. Entonces la transformada de Fourier tambi(Sn -

define una tranformaci6n unitaria de '/.o sobre si mismo. 

Si ~(x) y 'U\.ft'A están en L
2

(\\t'), se sigue que 
'b~j 

~ .A 

t 'i>"hl)l r) = .. '~- 'f lt) \ lb". l l 
• r¡) f (Y.j ,, 

Entonces, s1 f(x) y Q/'I." están en d\o, para cada j=l,2, ••• ,n; se -
l 

sigue que 



está en 4(,y tiene como transformad~ de Fourier 

Esta sugiere el siguiente teorema. 

Teorema 2.1 .. El operador H0 sobre~con dominio 

D(H
0

)= f r/ f0;) y _ZAjp .~) están en~) 
J::I J J 

y rungo definido por 

(2.12) 

es un oµerador autoadjunto con respecto al producto interno (2.9). 

Demostración. La ·~ eoría de Pl.ancherel implica que ( 2 .1.2) define 

un vector H
0
f,dfopara cada fé.D(H

0
). Si se demuestra que D(H

0
) es 

denso en}(0 , entonces el operador adjunto H~ está bien definido. 

Ya que el espacio de Schwartz1 ) está contenido en D(H0 ), se 

tiene que D(H
0

) es denso en Jf.o. La demostraci6n quedará completa 

si se 111Uestra que Hcf H~ (H~ es una exteneión de H0 ) y H~C. H
0

, de 

donde H0=H~. 
~ 

'Frimero provemos que H0c:H
0

• Sea f,[5E.D(H0), entonces por --

( 2.11) 

l) El espacio de las funciones continuas de soporte co~pacto in
finita:nente diferenciables. 



t\ j o -1 
.-:'f\p)( LA p .)(E ) ; 

j:• J 
entonces 

~ t " • ¡.;sto muestra que si g,.D(H
0

), entcmces @:D(H
0

) y H
0

g::H
0

g; i.e.H
0
C H

0
• 

Probenos,ahora, que H6lH
0

• See. &"t:ll(H~); i.•J. gf;io y 

( H
0
f, g ):= { f ,G), para alg1Jn vedor G €.~~;y todo .fi: Ii(I!

0
). ( 2.' ·' J 

El vector Q es, por definición, igual e ~g. LafJ et':i..ic:.c:i 0n~rn 

(2.11) y {2 .. 13) implic::m 

" . 
(Eºfl ~ i R ~{p)dp, en ~o. 

J=' J 

<.,.E.D. 
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Haga.nos una discusi6n análoga a la anterior para el problema 

de propagaci6n para un •nedio inhoinogéneo gobernado por ( 2ol}. 

El siste~a (2.1) puede ser escrito co~o 

. (2.14) 

donde 

(2.15) 

Se nostrará qut; el operador H tiene una extensi6n que es au-

toadjunta c:on re s1)ecto al producto in terno 

(f,g)= f f{x)E(x)g(-;}dx. 
Jm. ... (2.16) 

La relación (l.16) nos dice que las fornas de energía basa-

o 
da.s en B(x) y E son supuestas cono equivalentes¡ ésto implica 

-qu.e 

2 o- - 2 . o- . fi'"' fil e -zE z ~ zE ( x ) z ~e ' :~E z; V- u. { y u: e • 

Conbinando este resultado con {2.7) se tiene 

(2.17) 

Le:na 2.1. Si E(:x) es una natriz real, si:nétrica y positiva defirl!. 

da que satisface (2.17), con constantes positivast, r'; entonces 

(2.16) 
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Demoetraci6n. (2.17) es equivalente a lae.finaaci6n de que loa 

eigenvalores (reales positivos) de E(x) estrui entrefyf';. (2.18) 

Se Sigue in'!IEdiatanente puesto que los eigenvalores de e-1 (x) Son 

los recíprocos de los eigenvalores de E(x). Q • E • D • 

Si se suoone que las co,nponentes E .. ~(x) de E(x) son funciones 

Lebesgue .nedibles en 1't", se sigue dt1 (2.17) q_ue 

¿"' j 1. \ t C"\ \' 1lL ~ J { !><\ Er>'l ~1•1 ~•!,, f't r1,\ f, Ci<i\'J.. ., C 2.19 J 

~~ ~n j~~ 
para cada vector· co:nr:lejo .nedible f(x). En ton.ce st :Si la energía, 

1Jara :nedios inhornogéneost de tales vectores eatl1 dEfiüida µor 

se sigue que f(x) ti.ene energía finita si y s61.o si, cono se dijo 

f\ 

anterior•nente, ±;¡6L2(fR)¡o\.:.:1 1 2, ••• ,cn. Entonces L0 es, ta11bi6n,--: 

ei espacio lineal apropiado de valores inicialea con -0nergía fini 

ta para (2.14). El espncio L0 con producto interno (2.16) es 'Wl -

espacio de Hilbert ')(,,. 

Para .nostrar que el operador diferencial (2.1.5) tiene una ª.! 

tensi6n , que es autoadjunta con respecto al producto interno 

(2.16) sobre';;(., hay que hacer notar que for.naJ.meote 



Teorema 2. 2. El operador H sobre ')f con dominio D(li)=D(H
0

) y ran

go definido por 

-1 o (Hf)(x)=E (x)E (H0f)(x) (2. 20) 

es un operador aut<>adjunto con. respecto al producto j.nterno (2.16). 

Demostraci6n. La de.nostraci6n está dividida en dos partes. La pr;!;_ 

mera parte consiste en ·nostrar que ( 2. 20) define un rnapeo de D(H
0

) 

en~ • La segunda parte es mostrar que H es autoadjunto. 

Parn .nost rar que ( 2. 20) define UL napeo de D( H
0

) en~ , hay 

que notar que, para e ada f€ D ( H
0

) , H
0 
ni{'. y entonces g=Eº ( H

0
f).: :>e. 

Por otro lado, del Lema 2.1 con 

z=g( x), 
-1 -1 E· (x)z=E (x)g(x)=Q(x) 

se tiene 

de donde 

( 2.21) 

' puesto que f~ ";/...~ De (2.19), ree'nolazando f por Q, y de (í:.21) se 

tiene que 

-1 -1 o '{ G{x)=E (x)g(x)=E (x)E (H0f)(x)~ o , 

i.e. H .napea D(H)=D(H
0

) en '){. 

La demostración del teore.na quedorá completa si se demuestra 

que H C. H"' y P.""c.H, de donde H=H.-. Pri:nero notemos que, si f y g ª.!! 

tán en ){. 



UI 

r - J º º -1 º -1 (f,g)=jf(x)E(x)g(x)d:it= r(x)E (E ) E(x)g(x)dX;::{f,(E ) Eg~o(2.22) 

l°l"' fil" 

En particular, si fED(H), ge}(, entonces de (2.22) se tiene 

(2.23) 

Para probar que Hclt', sean f,~D(H)=D(H0 ). Entonces, por (2.23) y 

debido a que H
0 

es autoadjunto, 

(Hf, g)=(H
0
f, g}

0
=< f ,H

0
g) 

0
::(H

0
g, r)

0
=(Hg, f)=(f ,Hg). 

Entonces gtD(Htt) y tt•g:=Hg¡ i.e. He Hl&. 

Para probar que H~H, sea g~D(H*) ;i.e.gd,(Hf ,g)={f,iG), para 

algún f;U)(y Vf~D(H). (2 .. 24) 

El vector G=H~g, por definici6n. Las ecuaciones (2.22) y ---

(2.23) aplicadas a (2.24) dan 

o -1 ...! 
(Hof ,g)o=< f, (E ) EQ >o• y féD(H)=D(Ho). 

Dado que H0es autoadjunto, ~sto implica que gED(H~)=D(H0 )= 
D(H) y 

" o -1 o -1 ,.. H
0

g=Hg=(E ) EO=(E ) EH g. 

As! 

i.e. H"c.H. Con lo cual se concluye que H=H•. Q • E • D • 

El Teorema Espectral ( §~ ) implica que los operadores auto-

adjuntos H
0 

y H tienen resoluciones espectrales 



ªo= [1. et.Eº ( ;. } , 
.:co 

cf) 

H= { '}. dE('}. ); 
-dJ 

donde E
0
(/\) y E()) son las resoluciones de la identidad para H

0 

y H, respectiv8Jnente. 

El operador soluci6n pare el problema de propagaci6n está d!:_ 

finido por 

para medios 

-itHO r -it1' 
u0(t)=e =Je dE

0
('}. ), 

_(/) 
homogéneos, y por 

(1) 

U(t )=e-itH= j e-itidE{ A)' 
-CO 

para medios inhomog~neos. Así 

o o 
u (x,t)= (U

0
(t)f )(x) 

u(x,t)= (U(;t)f){x) 

(2.25) 

(2.26) 

• 

son interpretadas como las soluciones al problema de propagación 

para medios homog~neos e inhomogáneos, respectivamente. 

Definición 2.1. J,a clase de funciones sobre -a"1.t 1..co con valores 

en dli el en X que son continuas junto con sus derivadas de orden -

k=l,2, ••• ,m son den::itadas cf(-CO,CXI ;~ 6 c°1(-o:i,m; ~}. 

Las siguientes propiedades de las soluciones se siguen dire2_ 

ta.mente de (2.25),(2.26) y del ll'eorema Espectral. 

Corolarfo 2.1. (a) u
0
(t) y U(t) definen grupos :nonoparamétricos 

de opera.dores unitarios fuertemente continuos sobre ')foY ;l_, respe~ 

tivamente. En particular, laa siguientes leyes de conservaci6n de 

energía se cumplen: 



b) u0(.,t)cC(-eo,a;,;~ y- u(.,t)~C(-cQ>,Q);ae,); i.e. para cada t,\K 

lim [lu
0
(.,t+t)-u

0 (.,t)/f0=0 y 1im ffu(.,t+¡)-u(.,t)ll =0 
, .. º ~"*º 

e) Si f~D(H0 ), entonces u0
(.,t)eD(H

0
) Vte:(R.. Además, u0 (.,t)~ 

1 e <- f/J, m .~), Y 

para cada tt'iR.. 

La correspondiente afinnaci6n se cumpl.e para u(., t). 

Demostraci6n. (a)y(b) se siguen inmediatamente: puesto que H0 y H 

son operadores autoadjuntos en d(0 y ){, respectivamente; entonces -

G'n ( -itlio -itH por el teorema de Stone ( ~j ), u0 t)=e y U(t)=e generan, 

cada uno, un gn;.po monoparam6trico fue:rte~ente continuo de opera-

dores unitarios sobre~yi._, respectivamente. 

Para ia de~ostraci6n de (e) se utilizan los siguientes hechos~ 

Si 'f( ').) es una funci6n continua a valores complejos, definida p~ 

ra - a>' 1c. '--«> y Eº () ) es la re soluci6:n de l.a identidad correspo!l 

diente a H
0

, 

definido por 

Además 

entonces V(H
0

) es el operador con doninio 
Cl) 

D('f ( H~» >= { rº 1J \f( '>.) l 2 d\IE° C ~ >rºU~ """ \ 
-«> 

'f < "ol=r 'f('). JllEº' '). ) . 
...., 

''f<a0 i t'll~=~~c• > \ 
2 

dlEº < '}dfºQ~ 
=CID 

para ~ D(~ (\-\0 )) 

En particular, 
8) 

f~D{H 0 ) si y s6lo si J \1. l l tºl'>.)fº \\! -' «> · 

-m 

(2.27) 

(2.28) 



(Las integrales anteriores son integrales de Stieltjes). 

Ahora 

porqu.e Eº('}) conmuta con fWlciones de H
0

• Por lo tanto 

i!Eº<i }u
0 (.,t)U0=1Eº<1 )f

0 1l0 (2.29) 

dado que exp(-itH0 ) es unitario. Las ecuaciones (2.28) y (2.29) -

implican que u0 (.,t~D(H0 ) si y s6lo si fi D(H
0

). 

Ahora notemos que si f°E D(H0 ) entonces (-itH
0

)u0 (.,t} satis

face 11 (-itll0 )u
0 
(., t+l )-(-iH0 Juº(., t ~I ~= f"l e -itl._l \ 

2\'a\Eº( '}. )r0 11! 
-(¡) (2.30) 

por (2.27). E1 integrando en (2.30) tiende a cero cuandot;...+o, y 

está. acotado por una constante múltiplo de ~1. , que es integrable 

c:ron respecto a d\{E0(~ )f0(~. Por lo tanto (2.30) tiende a cero -

con -i , por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue; y se 

sigue qu.e 

(-iH
0 

)u o (., t )éC(-m, «>; ato). 

La de.uostracidn de (e) quedará completa si mostra...nos que l()aºht.l 
'lt 

existe y es igual a la funci&n continua (-iH0 }u0 (.,t). La re1aci6n 

( 2. 27) implica 

Además, el integrando de esta integral es acotada por un .nultiplo 

t 
de ~t ~\l Eºb\{°K, y tiende a cero cuando ~ -.w . Por lo tanto, si 

o 



o ~·(. t\ o 
feD(H0 ) entonces (t)t existe y es igua1 a (-iH

0
)u (.,t}, por -

el teoreina de Lebesgue. 

Un argumento análogo al anterior se sigue para demostrar la 

afiI".Ilaci6n (e) para u(.,t). Q.E.D. 



3.- La Familia Espectral de H
0
.,c. ref. [4] ). 

En esta secci611 se dará. una derivaci6n de las 'Propiedades es 

pectrales del operador diferencial 

1-\ o ::. { 3.1) 

donde las matri.ces E
0

, Aj son (igual que antes) matrices de mxrn, 

reales, simétricas y constantes; y ade.nás Eº es -positiva definida. 

La derivaci6n de túles propiedades va a ser de gran utilidad 

ya que, más adelantll, aplicsre .. nos estos resultados al estudio del 

operador H definido en (2.15). 

El operador a0, definido de esta manera, es claramente un -

operador que describe a.l sistema 

Eº~: f AJ'l.!L . 
n t .i-=, ro°"l (3.2) 

El sistena (3,2) tiene soluciones de onda plana; i.e. sol u--

cienes de la forna 

u(x,t)=f(~t-x·p)c, (3.3) 

donde f( ~ ) es una funci6n a valares reales de f & fR. , nientras que 

li'll\ lf"I'"' °'.: ffi.., P=(p1 ,"P2 , •• ••'Pn)e '"Y c=(c1 ,c 2 , ... ,c.J€11~ son confltantes. 



Si f' (~).O, entonces (3.3) es eolu.cicSn de (3.2) si y s6lo si 

o i 
l€~\.~Af~\c:e> 

.! 

Si c~O, entonces la ecuaci6n 

(3.4) 

expresa la condici6n para que el sistema (3.2) tenga una soluci6n 

de onda plana. 

La velocidad de propagación de la onda plana (3.3) es preci-

sameate la velocidad con que Los hiperplanos de fase constante se 

mueven. Fase constan-te quiere decir, desde 1.uego, que ¡o;t-x•p=ete~ 

A estos planos los llamaremos 'hiperpl.anos característicos• del -

sistema (3.2). La onda plana (3-3) se propaga en 1a direcci6n del 

2 " 2 vector p col'l una velocidad ?;.j !:PI ; donde 1 PI = L p. =l. Entonces, -
\::1 1 

las posibles 'velocidades norma.les• de la onda plana (3.3), para 

el sisteiaa (3.2}, están dadas por l.as raicea de ~ en {3.4) corre!!_ 

pondientes a los vectt1res un:itarios p; i.e. las raices de ~s-(f)de 

(3.4) con lpf 2=1, son las ve1ocidades de propagaci6n de la onda -

en la dirección de p. Estas :ra:i.ces son un nt1inero m, de acuerdo a 

su 1nul.tiulicidad, y todas son real.es, de tal manera que la ~atriz 

(3.5) 



es real y si;n~trica. Enu.nerando, en orden decreciente de magnitud, 

aquei1as que no son identicamente igual a cero, digamos un total 

de r: 

(3.6) 

Las m-r raíces que quedan son raíces que son identicamente cero: 

(3. 7) 

Denotemos con N j el conjunto de puntos p para los cuales ~~(\>) 

se hace cero, ésto es: 

Antes de de.nostrar 1ma propiedad característica del conjunto 

N., enunciemos y de:nor:>tremos un lema que va a ser de gran utili-
J 

dad para la mis.na. 

Lema 3 .1. Si un polinomio P( p) no es identica!nente cero, entonces 

el. conjunto de puntos p para los que se hace cero es de .nedida --

cero. 

Demo straci6n. Es suficiente de·nostrur que el conjunto 

donde M es un minero arbitrario positivo, es d.e medida cero. De--

mostremos ésto por inducci6n sobre el grado de P. Si P es de gra-

do l, N es la intersección de un plano con una esfern, entonces -

de nedida cero. 

Suponganos, ahora, que el grado de P=m>l, y que la proposi-



ci6n es verdadera para polinomios de gza.do menor que m. Entonces, 

se sigue que el conjunto 

es de medida cero en~ pues los polinomios.jtktj son de grado menor 

que m, y no todos son identicamente cero. Por consiguiente, dada 

E> o pode nos definir un conjunto abierto V tal que Nf V y m(V )~€, 

con rn(V) la medida de Lebesgue en V. 

Notemos, ar_ora, que todo punto del conjuto N2=\p•N/p~.V ~es -

un punto regular de la superficie P(p)=O. Esto significa que, da-

do un punto pEN
2 

existe una j y una vecindad Np de p dentro de J.h 

cual'h~k~fO. Lo anterior sugiere introducir un siste~a de coorden~ 

das ( ~~ pag. 111) en p, de tal. !llanera que la intersecci<Sn de -

I de N con el lugar geo:nétrico P(p)=O es de medida ceroº Puesto 
p p 

que N
2 

es compacto, se sigue que tul n\1.rnero finito de Ip lo cubren. 

f cada IP es de nedida cero, con lo cual N2 es de nedida cero •. F! 

na.lillente, puesto que NC.VVN
2

, tenenos que m(N )<~ • pero~ ea arbi-··· 

trario, por lo 1:ual 'lt(N )=O. Q • E • D • 

Teorema 3.1. Si~=~(p) es una raiz de (3.4}, que no es identica

m~nte cero, entonces el conjunto Nj donde se hace cero es de medi 

da cero. 

Demostruci6n. El polino~io F(p,z) de (3.4) puede escribirse como 

P(p,,)=7."'+PJ.(p)7."'.1+ ••• +.I' (p)~+l:'W\(p), donde los 1\ {D) son polino--
•·L ~ 



mios homog~neos de grado j en p1 , ••• ,p
0

, eon coeficientes reaJ.es. 

Dado que m-r es el nú.nero de raices identica:nente cero de (3.4), 

tenemos que P 1 (p)=O,* •• ,P (p):O, y P (p)~O. Las raices en {3.6) r+ - m r f 

son soluciones de la ecuaci6n ?; .. +:2,tti)¡~ ... t? lP)~t~1tp). Dado que -.,_, 

Pr( p)~O, el Lema 3.1 implica que el conjunto -\pdt~P(p)::O \ es de 

medida cero; y puesto que t't'\\l"' / ~=o\~entonces Nj es de med!, 

da cero. Q • E • D • 

Observemos que H
0

(p) es una matriz ho~og~nea de gra~o WlO, -

en efecto 

o lc1r)-:. (tºYl. ~ ~ rj PtJ: "' l Eº)-.1 ~ rj Al~ ~ "º lt) ., 
JSI ~C\ . 

para todas las ot~ R. • Esto implica que si Z ( p) es uneigenvalor de 

H0(p), entonces o\~(?) es un eige:nvalor de H0~p). Como \Ula cons! 

cuencia áe ésto y (J.6), las raices loi(p) son homogéneas nositi

vas de grado uno: 

~ j lJ. ¡t\ :: I& ¡ j lth A>¡ O • t j~ t 1···1 ~ • (3.8) 

Se sigae tll!D.bién que t &,(fh··· ,i..,.lt)\ y f('•<·f\¡ .. ·('"'h\' son el mismo 

conjunto de nd..~eros para toda p, por lo tanto en vista de (3.6), 

(3.9) 

Fina1mente notemos que, las raices que no son identicamente 

cero pueden ser positivas co~o negativas. 

Si estas raíces no son nunca cero, entonces el nú.uero r es -

sie~pre par, las primeras r/2 de ellas son estrictamente positivas 



y las restantes r/2 son estrictamente negativasº 

Por otro lado, enpeOenos a considerar ei probiema de determi 

nar la familia espectral del operador H0 , definido en (3.1)~ Para 

tal efecto, ,cosi1ler-e.nos el espacio de Hilbert ~o y cuya norma es-

tá definida a partLr del producto interno {2.9). 

Sea F el oper2dor traoformada de Fourier en~; i .. e. (Ff)( p)= 
-'\, 

f( p) ; como se vio en la secci6n 2, el operador F es un mapeo uní-

tario sobre si :nismo y cambia la diferenciaci6n con respeato a xj 

en multiplicaci6:i -por -ipj, de tal manera que~ihyiF-1[t>/(f~; 

utilizando este resultado y (3.5) el ~fecto del operador H0 sobre 

f está dado por 

Ho:f=F-
1
( Ho(. )Ff] 

~ 

bl\.\«>l ~ {t4~o / ~ol·) ~ E Xo \ (3.10) 

Claramente H0=P-1B0(.)F~ donde el dominio de H0(.) es simplemente 

D[ \.\ol·l] = l~ f.~/ "'~\CjE~o! (3.11) 

y como consecuencia inmediata del ~eoreme 2.1, se sigue que H0 (.) 

con este doininic es autaadjunta, lo cual nos quiere decir (como -

ya sabíamos) que 110es a.ut oa.djunto. 

Dado que H
0 

1 H0(.) son unitariamente equivalentes bajo F, -

el problema de deter:ninar la familia espectral de H0 se reduce a 

la detenninaci6n de la familia espectral de H0 {.). En efecto, de'"' 

notando estas familias por \~')..)\y ~ \) \ respectivamente, 

tenemos ~().. )=F-1E~').. )l'. 



" Procedamos, entonces, a construir la familia espectral E0(~} 

del operador H0(.). Esta matriz posee iin conjunto ortonorma]¡ de -

eigenvectores v
1

(p), ••• ,vm(p): 

H0( p)v j (p)= ~(p)v j(p). 

Los eigenvectores normalizados son elegidos de tal manera que son 

funciones medibles de p. Clara'.llente, para cualquier elemento g '- l(o 

g( p)= f ,gj(p )v j (p) 

donde gj(p)=(g(p),vj(p)). y si grnlH
0
<.5], 

HO( • )g(p)::: f ll. (p)g .(p)1 V.( p) 
j::t J J J 

De~ido a la ortonormalidad de los v. se tiene que 
J 

Definamos loa operadores ~( '\ ), \J\E IR, por 

(3.12) 

{ 3.13) 

{3.14) 

"' \et. E0 ( 1)g(p)=~1Y(~- 'J./p))gj(p}v/p), (3.15) 

donde Y es la funci6n de Heaviside: Y(·~ )=l para 'h·o y Y( ")=0 P.! 

ra 140• Con el fin de estudiar estos operadores se hará necesaria 

la utilización de los siguientes dos lemas y algunas definiciones. 

Lema 3e2. Sea ?(p) cualquier raíz de (3.4), y sea f una funci6n -

integrable (segdn Lebesgue) no negativa. Si estabiecemos que S(').)c 

entonces F( 1>> 
que excluye el 

P( \ )= ~f(p)dp, (J.16) 
S(').) 

es absolutamente continua en cualquier intervalo -

origen'\ =0, siendo el intervalo de la far.na (cl1\,]. 



Demostración. La demostraci6n se hará s6lo para Q¿a.(.b, ya que un 

razonamiento similar se sigue en el caso e.<.bW. Excluyamos los C!!; 

sos triviales t.(V):o 6 H~)!:-O 'llp. 

Dada E:)O, eligimos M'70 tal que 

J i l \)' ª~ ~ é/2 
\f\>M 

(3.17) 

Sea (a. , b. ) , i==l, ••• , s; el conjunto de ,s11bintervalos disjuntos da 
l. l. 

el intervalo la, bl, y sea 

~~ -: 1 fE m." 1 a., " i(\') != bi ~ \\)\ ~ M \ 
M ~ M 

Entonces tenernos, con s ::: \Js., 
;:1 l. 

~. 1 ni.,, -F 10.11 \ L l/, t tit" a~ 
s 

(3.18) 

Dado que la integral indefinida es absolutamente continua con re~ 

pecto a la medida de Lebesgue, existe S">otal que 

(3.l.9) 

e6lo a 

Escribiendo p=\plw, donde w as un vector unitario y denotan

do por .n" la superficie de la esfera unitaria en tR.Y\, entonces en 

vista de (3.8) se tiene que P!.jl: si y s6lo si 
1 

1ti.. L.. \ f \ t.. b' ~ \ i> \ ~ M . 
ic~) ¡t\Al\ 



Puesto que a."ta tenemos que ~{ w))a/M. Entonces obtene:nos, usando 
1 

entonces 
5' 

m l s--') ~ ll"' l ~ \" l. lb, -o.;) 
"\;; o. J \.:• 

Por lo tanto, solo tenemos que pedir que 

( J.20) 

para que la integral ( 3.18) sea menor que é/7.. Esto significa que 
~ 

(3.20) i:nplica que L. \F(b. )-F(a. )\¿.é • Q • E • D • 
\=• l 1 

Lema .¡.3. La funci6n F( '}.) de el Le'lla J.2 es continua por la dere 

cha en '):o. Y tambián continua. por la izq_uierda (entonces conti--

nua en sentido ordinario) a menos que Zl~):o. En este caso F(0-)1 

P(O+) 6 f(p)=O casi donde quiera. 

Demostraci6n. Primero probe~os la continuidad por la derecha, y -

también excluya'llos los casos triviales ?(\'\:ocS Z(\))!:oi>• Dado E>oel.!_ 

janos M10 tal que ( J.17) se cumpla. Por el Teorema 3.1 el conjun-

to 

es de ~edida cero, ta.~bi~n existe un conjunto abierto V que con-

tiene N y es de medida menor que~ • F..n vista de (3.19). entonces 

tene;nos e¡ue 



(3.21) 

Puesto que t(p) em una funcién continua que no se hace cero 

en el conjunto compacto l~filR"/\f\~to\, 't"'' , alcanza un m:!nim.o -

1.0 ">O en él. Como una consecuencia, el conjwito V contiene el co!!_ 

junto 

entonces por (3.21) 

5 ~lt\~\) <.. f:h 
V' 

(3.22) 

:Finalmente, para O'- A¿~o , tene1nos, a cau.sa de (3.16), (3.17) y 

(J.21) que \F(1 )-F(O)\Lé , y esto prueba la continuidad por la ii4 

derecha en ')..,.o. 

Si ~(tllo el razonamiento para establecer la continuidad por 

la izquierda es 8.nálogo al anterior. Sin embargo, si se tiene que 

¡{t) a o,se cwnple que F(O-),¿F(O), a menos que :f(p)=O casi donde -

quiera. Q .. E .• D • 

Sea O un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert N; 'J 

eea{,l\\\la fa:nilia espectral continua por la derecha asociada a -

o. Cle.ranente la familia e spectra1 \~ol) determina una medida ee-

11ectra1 ( ~~ -pag. 518). Si gfN ;y S' ea un conjunto de :Borel en 

ll • entonces decimos que ges' absolutamente continua• con respei 

to a O si y sdlo si m(S')=O implica que ;(s•)g=O. A el conjunto 



de todos los o8E ~ que son absoluta.:nente .continuos con respecto a 

O es denotado por 

absoluta• de O 

~~ y es llamado el •subes~acio de continuidad 
t"'.ac "' 

• ( ~~ pag. 518)º 

Ji.hora esta-nos en posibl.lidades de discutir las propiedades -

A 
de los operadores E

0
( ">.). 

A 
Teorema J.2. Los operadores E

0
( )) definidos en (J.15) constitu--

yen l~ resoluci6n de la identidad del opere.dor autoadjunto H
0
(. ). 

El espectro de Ha(.) consiste de todo el eje real, y 
A -" "°' ,.._ A 

(%)~e : ){o - P lo)).!o., ~(o)-= t 0 lo\~ Eo lo-) (3.23) 

es el subespacio de continuidad absoluta de Ha(.). Coincide con -

el espacio }-(0 a ~enos que (3.4) tenga raices ¡(p) que sean.ident!:, 

canente cero; en este caso ').=O es un eigenvalor con eigenespacio 

~ lo)~0 ~ t E [o)· E lo·~dado por 

Ílo)~o = \~'dto/ ~tt>\ ~ 1 ~j (p\ ÚJ (p) I · 
J:t~\ 

(3.24) 

Demostraci6n. De la definici6n (3.15) se sigue que l~('\}f es 

una familia 1nonotonamtmte creciente de proyecciones ortogonales, 

y que 
~ ~ 

s-lim E
0 

( '\ )=0, s-lim E
0 

( '). )=I~ 
1-t..c> '). .. ao 

:Por lo tanto, para probar que \E
0

( ').)\es la resoluci6n de la -
,.. 

identidad, sola11ente tenemos que mostrar que E
0 

( 1t) es continua -

por la derecha para todo real '). • 

Con la notación introducida en (3.12), y en vista de (3.13) 

y (3.14), tene.nos, para cualquier ge ')f(b 



"~o{'\\~ \l'l = r J \~·ltl\t áp ~ 
j=t ~ 

S¡ O\ 

(3.25) 

donde S.( i>=\t'itf\ji,¡lt)"').t • La ecuaci6n (3~25) 01uestra que la --
J -'\ t 

fmicicSn P g( '),)= ~ ~(1)~\\es una su::na finita de funciones del tipo -

introducido en (3.16). Note:nos ta11bUn que, dado que \~0(~))es 
\Ula fB!llilia creciente, 

u Eo\\\~ - Eo ll')',1\\t i; l\ É.(~\~Ut - \\E. t\'\~ \l\ 
eienpre que 'A~ ')..1 • Casi todas las afir,naciones del teorema se si-

guen facilrnente de las observaciones hechas y de los Lemas 3. 2 y 

). 3. La \Úlica afirnaci6n que requiere una consideraci6n eepecia:l. 

es la que establece que la familia \E
0
())' es la asociada con el 

operador H
0 
(. ) • 

Para probar ~sto, denote~os momentaneamente con Bel opersdor 

A. 
autoadjunto asociado con la fa.nilia espectral E0 ( ').): 

B= Je>I) aE( '\). 
~- .. -;,, 

Se quiere ~ostrar que B=H0(.). Para lato, primero réetrinjamos B 

a un operador B0 cuyo dominio D(B0 ) es el conjunto de aquel1os -

ge.a(., con soporte compacto~ Si mostramos que H0 (.) tambi6n es un.a 

extensi6n ele B
0

, y que a0 es escencialuente au.toadjunto, entonces 

se seguira que B:::H0(.). 

Sea 

e = ~ .. '¡( ""eH. \ i j lw\ \ 
j:•,.., W\ \Y)\:' 

(3.26) 



Dado un gED(B0 ) el.ija11os un R suficientemente grande tal que 

g(p)=O para lPl>R/c (3.27) 

Dividamos el intervalo {-R,R) en N partes iguales por los puntos 

y formemos la SUIJla de Riemann-Stieltjes 

M A 

s ~\t>): l 'L (\\f.'(.('),) ~ ({>) 
... '1;1 .. 

(3.28} 

en eeta expresicSn. los ~k son tales que ~la-t .c. f.k L ').a y• 

A• t 0 l).' = tl~ \- C l \"_,) 
En vista de (3.15) tene~os 

~eoll\~Cf\-= ¡, l Yt1.~,lt''' -Yl\~_, - tiH"11 S)lt)'~·l,, (3.29) 

Por otro lado, en vista de (3.14), (3.25) y (3.26), obteneaos 

lo lR' \\, l~\ ~ (t\: ~ tt' ., ~t. (-\l' "º lt\ ~('\ = o\ 

tal que " "" 

"ºltl~(tl :: '-! Att Ec.ll\ '-'• ltl ~ltl 
a1:.1 

(3.JO) 

De (3.28), (3.30) se sigue que 

l\ SK ~ -\\, l·\, \l~ =- ~ ll A-. l.t·M \~o<:)-i~l. )~ \\ z. 
• • •• 

Sustituyendo (3. 29) en esta expresión , y haciendo uso de (3.13) 

y (3.14), obtene:nos 



donde S~= \ f6 W."' J '\.__,,, 'jlf\ ~ ~~ "\ • Puesto que 1~ -1~_1 =2R/N, obt!:_ 

nenas finalmente 

que tiende a cero cuando N -Ja> • 

Lo anterior prueba que H
0
(.) es una extensi6n de B

0
• Obser-

vemos ahora que, dado ~ue, H
0

(p) es una ~atriz real sim6trica, 

H0(p)!iI es invertible, y para cualquier g D(B
0

) la ecuaci6n 

tHo ( p ):iI)h;::g 

tiene una solución h~D(B0 ). Puesto que D(B
0

) es denso en~' esto 

prueba q_ue el rango de n
0

(. ):,!:iI también es denso en ~ , entonces 

B
0 

es escencial,nente autoadjunto. Ahora tal operador tiene una e_! 

tensión única autoadjunta y dado que n
0
(.) y B son extensiones -

autoadjuntas de B0 , conclui~os que H0(.)=B. Q. E • D. 

Nuevanente observemos que H
0 

y He(.) son unitariamente equi

valentes bajo la transformaci6n de Fourier, de tal :nanera que --

hay que usar tal transfor.naci6n para obtener las propiedades es--

~ectrales de tt0• Tene~os. 

Teorema 3.3. El operador E
0
('\)=P-

1E
0

(')),·donde',E
0

(?\,) está def~ 

nido en (3.15), constituye la resoluci6n de la identidad para el 

operador autoadjunto H
0 

de (3.10). El espectro de 11
0 

. -1 '" ~ 
todo el eje real, y ( ~ei) =F (.}(0 ) - , donde (X 0 ) 

ac ne ac 

consiste de 

esta defin!_ 

do en (J.23), es el subespaci·:> de continuidad absoluta de H
0

• Es-



te coincide con todo el espacio)(0 , a menes que (3.4) tenga raices 

~ ( p) que son identicauente cero; en este caso '). =0 es un eigen-

'' -1"' ~ valor c~n eigenespacio P(O)d\0 =F P(O)G\.O • 



4.- Medios Homogtfoeos Unifor:ne:nente Propagativos.(c. ref. @~ ). 
En la aecci6n 3 se obtuvo la condici6n para qae el siatema 

e:•'hlº .. ~ ~ ~~ - L 1\ ~1h ¡:n .¡ 
(4.1) 

tuviera soluciones de onda plana (3.3). Tal condici6n era que 

(4.2) 

Veamos que nos expresa fisícwnente (4.2). 

Es bien conocido que existe una matriz no singular T de mxm 

tal que 

(4.3) 

con T' la traspuesta de T. Entonces 

l .• 

(4.4) 

es una !Datriz real. simtStrica .. 

La funci6n 

"Pee,&) :ckl (1,-i i 1 b:) C4.s> 
. J•• u 

es un polinomio homog,neo de grado m en la variable (p
1

, ••• ,pn,¡). 

Entonces las raices i de (4.5) son funciones algebraicas de 

p=(J>.1.•••••Pri>· Si las raicesi son fwiciones sola'!lente de lPl• el 



medio gobernado por (4ol) es lla~ado isotr6pico (las velocidades 

norlllales son independientes de la direcci6n de propagaci6n). Si -

las xa.ices varían con la direcci6n de propagacidn el medio es lla 

~ado anisotr6pico. 

La anieotropía de un medio puede ser visualizada por ~edio -

de La superficie de velocidad normal, cuyos puntos son los puntos 

tenainales de los vectores velocidad nornales, definidos por 

-2 2 2 2 
donde 'Ces una ra!z de (4.5) y \pJ=l. Dado que~ =\VI =V + ••• +v, 

1 n 

la superficie de velocidad nor.nal tier.e la ecuacidn 

(4.6) 

Entonces la superficie de ve1ocidad nor:nal es una superficie alg!. 

brüca1 ) de grado 2m. 

La anisotrop!a de un medio, tambi~n, puedé ser visualizada -

por ~edio de su superficie de lentitud S, que puede ser definida 

co;rto J.a i.nagen de la superficie de velocidad norlllal (4.6) bajo la 

transfor.naci6n 

(4.7) 

i,e, inversi6n en la esfera unitaria. Dado que los puntos 't sobre 

l.) Une. SU!Jerficie algebráic8 es una sunerficie que ad.nite una. re-

~resentaci6n paranétrica tai ~ue las funciones coordenadas son --

funciones algebráicas de los par~netros. 
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S satisfe.cer~ ''l \1 ú\:: 1 1 
las distancias desde el origen a un punto 

de '.:i son los reciproco¡; de las velo~idades nol:'.nEiles; i.e. la 'le~ 

titud' del sistena (4.1). Una ecu~ci6n para Ses 
... . 

l> \ tt_, .l' = ~e-\. l I -~ ~ ~, \ : o 
l~· ,¡ 

(408) 

por (4.6) y (4.?}. B;1tonces s es una superficie algebráica de gr! 

do no !laro1· que n. 

El ~oiino~io F(p,~) ti€ne una factorizaci6n 

p ( p, ¡)=~~ ( ¡: ,¡)(r;i ( p,~) ••• '...!:i ( p ,¡), (4.9) 

donde les factores r.._,(p, ') so!l polinomios homogéneos distintos en 

(p,'t), irreducibles aL ca:1po d.e les núneros reales. Los factores 

C. .(p,,) sor. únicos, G'.J8rte de su orden y fectores constc.ntes. -
J 

I•(p,¡) es de orcler- :n en¡ y el coeficiente de r:r' en P(p,~) es 1.-

Entonces los factores ~j(r.,~) pueden ser definidos únicanente pi

d:.e:ndo que el cceficiente de lE- notencia mayor de ~ en cada Q .(p,z) 
J 

sen l. Sea 

( 4.10) 

entonces es claro de (4.8) y (4.9) que S puede ser escrita co:no 

el lugar geométrico 

(4.11) 

Las pronieclodef:; geo nétricas de la superficie de lentitud S -

juegan una pE.rte decisiva er. la determinaci6n de la estructura y 

rronietlades de las ondF.s E:obern&da.s -por el siste.na (4.1). l1na el~ 



se: C.e ~ü;te; nas ( 4.1) pr•ra los o_ue su cJ:nportLJ11iento esint6tico, -

pan. tie·n"!=os grendes, r;uE:dtt ::..:er esti.i;a:lci r:'f;t~ dese:rit1:1 en lF- si--

guiente defifiici6n. 

De¡·.:..nición 4.1. l:n siste:nE- (4.1) (y el :nedio gobernaci.o por ál) se 

d:-ce: (:ue es 'u.'1.ifor:ne:nentE:: propag&.tivo' si 

La superfici~ de lentitud S es acotada (4.12) 

(4.13) 

El nnmbre ce 'unifor.ue.nente prop&.eativo' es no~iva.cio por la -

observl:!ci6n de que le.s velocidadeB nor :u.-.les de tales siste.n2s ti! 

nen rnul ti¡:licidad constante y constante signc; algetir!tico:;) inde--

pendientemente de la direcci6n de proregaci6n, cono se vera ~'s -

e.delar.1.t e. 

Sea p
0 un vector unitario fij;), y sea ~(n°) su correspondí-

ente velocidad norneJ..; i.e., tL"lu i·aíz de 

(4.14) 

o 
Lema 4.1. Far& medios unifor.nernente '9I'O'!'.·agativos, si 1.(p )¡lo, er.-

tonces l'f>Q.(l°,1.lf°l,}(i :f:O· ~orlo tmto, las raíces distintas de 

cero de (4.14) son si:nples. 

De.r.ostraci6n. ~(p,~) e<:. hc.nogeneo de gra.do r er. (p,-i). I'or lo t8!!_ 

1
) Un signo algebráico es ·..u! signo pcsi t i.vo o negr,tivo. 



to por el Teorema de Eul.er1 ) 

f· VGt et'"')" i t'() ~~n-= ~a ct.1, 
Tomando p=pº, Z,:-~(\>') en esta ecuaci6n se tiene 

lº·V~(~º.~ltG\)+~cr'\'C>O.(X'~'ct•)\-: r °'-Oº.~lt°))=o, (4.15) 

por definici6n de 3 ('fº) • Ahora si rtº=¡<p0 )-lpo, entonces 

Ql'\" J J.\ ~ ~ (f> )""'" q_ (tº 1 o (t") \ .: (), t 

i.e. rt_°6 s. Multi'llicando (4.15) por¡,(p0 )-r y usando la homog,2_ 

neidad de las derivadas de ", tene.nos 

\º·V'O..(rf ,J.)+ roq,ttf 1J.) = 0 • 

Entonces 'U¡; 
r¡,°'-(t°,f>Crl):: 'l.(f')~-\~Q.\'\º1.1) -:;-ily•f .. '\º·"'IC\ltt°,l)f o 

(¡)~ 'lJ' 
por ( 4.13). 

Lema 4.2. Para medios uniformemente propagativos, una de las si~ 

guientes dos alternativas se c~~p~e: 

Caso l. Existe un vector unitario p0
, tel. que las raices ~~ J 

it, . ._¡¡; de Q(p
0

, Z,) son todas diferentes de cero (y por lo tanto si!!. 

ples, por el Lema 4.1), 6 

o o ( o Caso 2. ~{p )=0 es una raíz para toda p , tal que Qr p )!O, Y 

existe un vector unitario p
0 

ta1 que las r-i raíces de i-1 ~(p0 ,i) 

l)Teore~a de Euler sobre funciones ho~og~neas: una función homogf 

nea de grado m en las variables ~····•xn' ~ultiplicada por m, ee 

igual a ~ veces la derivada parcial de la funci6n con respecto a 

x1 , más x2 veces la derivada parcial de la funcidn con respecto a 

x
2

, etc. 



son todas diferentes de cero (y por lo tanto simples). 

o o 
En particular, existe un vector unitario p tal que Q(~ ,i,) 

tiene r raices simples en anbos casos. 

Demostraci6n. Sí el caso 1 no se cumpla, entonces ~(p)IO, Si-~ 

también Q 
1

(p)SO, entonces Q(p,'f)::.:: ;.2Q' (p, ;.) tiene factores irre
r-

ducibles repetidos, contrBrio a la definici6n de Q(p 1 ~). Entonces 

Q 1 (p0 )fo, para algdn vector unitario p0
, y las r-1 raicea de -r ... 

-1 ... \ o -i Q{ p, e# son todos diferentes de cero para p=p • Q.E.D. 

Ahora fije'.nos un vector unitario p0 co:no en el Le.na 4.2; y sean -

.. • • , o •a , ¡, ,.. •, 111 y el correspondiente conjunto de raice~ de Q(p0 ,l). 

Estas son raices si~ples por el Lema 4,2. Si p0 ¡o, entonces dad~ 

que 

Q(f 1 "") :zo ' ~ Q.ll°1 ~.:) J. o ) 
~lr ,. 

la ecuaci6n Q{p,la)=O tiene una soluci6n analítica gis 1-IP\de.inida 

en una vecindad de P=P 0 
y que satisface l'.ti.\f):: -Z,: ( Teorem.a de la -

funci.Sn implícita para funciones analíticas, ~~ pag .. l.93). Si -

"&k: o, entonces cero es una raíz de i.. ( p, ~ para toda p. y ia<t) e!. 

tá definida a ser identicrunente cero. Hay que hacer notar que, en 

a11bos casos 

(4.16) 

tal como se vi6 en la ecuaci6n (3.8). Esta igualdad tanbi6n se si 

gue por la ho~ogeneidad de ~(p,,) y la unicidad de la ~unci6nljt). 
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Si ~ (\S) .jo, entonces 

Q. \ O..le\1 ~ • .l.) z: Gtl \tfT o_ l r' ¡11ltl \ =e> · , 

con lo ,cual. 

'1: ~- t~\-\ ti' $ 
Se silJU.e que \rt\' \~((>)r1 

y entonces, por (4.16) 

\'lialtl)\"- \~\ \ i\tlP)\: l (4.17) 

Entonces (4.17) es una ecuaci6n para una porción des, Este hecho 

sugiere el siguiente teorema. 

Teorema 4.1. Para medios uniforme~ente propagativos, las r raices 

'·l~1l>zlt')1···1~"f(f') de Q(p,t,)=0,definidas antes, son funciones ana 

líticas de p para todo real pta. 

Demostraci6n. Cada función i"te) , R=l, 2, ••• ,r, está definida por 

el teore~a de la funci6n implicita cerca de p=pº y, entonces, ex-

tendida por continuaci6n anal:í:tica. Un obstaculo para la continu~ 

ci6n analítica puede ser la aparici6n de un punto rama. Puntos r.! 

ma p
1¡o con raices no cero ~p1 ) no ocurren, por el Lema 4~1. -

Si '5p
1

)::0, entonces 

l 
p _,. p , entonces por (4.17)' \t\ -.tD 

acotada, contrario a la hipotésis. 

l 
cuando p --+P y S no es -

Q • E • D • 

El .nisrno argwnento de la demostración del Teore;na 4.1 ta.nbi-

én prueba el siguiente corolario. 

Corolario4.l. Cada raíz z~\.t), k=l,2, ••• ,r. es de constante signo 

algebráico. En particular, una raíz pueda tender a cero si es -~ 

identicamente cero. 



La aparici6n de una raíz l:ialr\:oestá asoci8da con la existe!_! 

cía de soluciones estáticas con energía finita del sistema (4.1)¡ 

i.e. soluciones u
0 ::u0

(x} tales que 

i tí ('~ 'C o j ~ : º(-t' \:o u.º ('t.) ~"' l. (1J • 

j:.' ra-t.1 ~·· 

En efecto, puede ~ostrarse por el ~étodo de la transformada de -

Fou:rier que tales soluciones existen para sistenas uniforne·nente 

pro-pagativos si y s6lv si una raiz ~k(p)&.O existe. Entonces, el -

Caso 2(Le:na 4.2) es aplicable a sisterr.as unifornemente propagati-

vos que tienen soluciones estáticas. E;s i:nportante incluir este -

caso en la discusi6n porque muchos de los siste~as de ecuaciones 

de onda de Física Clásica tienen soluciones estáticas (co~o se ve 

ra más adelante en los ejenplos). 

Corolario 4.2. Si las raices~(k,,,,1,2, ••• ,r) son enumeradas como 

, entonces 

para todo p¡i!O ( 4.18) 

Demostraci&n. (4.18) se cumple para p=pº por hipotésis. Si cual--

quiera de estas desigualdades no se cumple para nlg¡Sn p#O, enton

ces por continu.idad, habra un p\~o tal que 'Zj(p1 )=~1«l> con l ~j, 

k ! r y #k. Si ~. ('p
1 

)¡JO, entonces es unn raíz doble, contrndicie!}_ 
J 

do al Le.na 4el• Su-pongamos que Z¡(p
1

)=0. Dado que las funciones -

¡~!.f) y ~lp) son distintas, u.na de ellas no Es identicanente cero y 

1 se hace cero para p =p, contradiciendo al Corolario 4.1. Entonces 

(4.13) se cumple. G.E.D. 



De ahora en adelante se supondrá que las raíces '"lt) son en~ 

meradas co~o en (4.18). Un polinonio Q(p,~) se dice que es•estri~ 

tamente hiperb6lico• (con respecto al vector (p,"6)=(0,0, ••• ,0,l)) 

si pa.i:'a cada. vector !'@.A.l fijo p#O. las raices ¡.de Q{p, l.)=0 son -

reales, distin·tas y diferentes de cero. Entonces el Teorema 4.1 -

implica 

Corolario 4.3. Para medios uniformemente propagativos, Q(.p,-¡}~·na 

eatrictaruen-te hiperb61ico (Caso 1) ó "-1 Q(p, ¡) es estrictamente -

hiperbólico (Caso 2). 

Corolario 4.4. Para medios unifor~emente propagativos, las r rai-

ces distintas l;,lf) 1 •• , ''°r(e) satisfacen 

para k=l, ••• ,r 

y todo p (4 .. 19) 

Demostración. Puesto que Q(-p,-r..)=(-l)rQ(p,¡,}, l.os números -z;
1

(p}, 

, ••• ,-¿ (p) son ra:i.ces corresnondientes al vector -p. También por 
r 

suposición 

Entonces se sigue que -~(p)=Zz,(-p),-Z-¿(p)=~-l(-p), ••• ¡ i.e. 

( 4.19) se cumple. Q.E.D. 

Corolario 4.5. Para med:i..os unifor:namente propagativos, una de las 

siguientes dos alteITJ.ativas se cwnple: 

Caso l. r=2f eB par y :Las raices ~._(p) satisfacen 

(4.20) 
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Caso 2. r=2f +l es impar y las raices ¡;.k( 'P) satisfacen 

~.(f\ "···> '.rctP ~:f"'' (fl5o,. "f+i= ·it(i>P···" ~z1.._,le\ = -¡,C·t) (4.21) 

Demostraci6n. (4.19) implica que para toda raíz positivabk(p) --

existe una raíz negativa ir-k+l(p), porque las raíces tienen sig

no constante (Corolario 4.1). De la convenci6n (4.18), ~l (p)= 

=-Zr(-p),O. Similarmente i 2 (p)=-"Zz,_
1

(-p)?O, etc. Si r=2f (Caso 1), 

entonces k=f implica r-k+l=f+l. Entonces Z¡(p)=-,,.,
1
(.p),.O. En 

efecto, ~(p).(0 puede implicar que ;.,,(p)?O,ig(p), por (4.19), con 

trario a (4.18), y 'lif (p)=O puede inplicar que Í.,
1
(p)=O, contrario 

al hecho de que las raíces son sinples. Si r=2f+l (Caso 2), ento~ 

ces k= f i:n-plica r-k-1-l= f+2 y k:::if +l implica r-k+l=~+l. Entonces 

'J{p)=-1H.(_p)'10, por el argumento dado en el {laso 1, y ~'°'(u)== -

Q • E • D 

Las propiedades de las raices,dadas anteriormente, implican 

el siguiente teorema. 

Teorema 4.2. Para 'l!edios unifor.nernente pro'Pagativos, la superfi-

cie de lentitud S consiste de J = &1~ callas disjuntas acotadas 

que son superficies analíticas. Ecuaciones para ellas son 

(4.22) 

Demostraci6n. (4.22) se sigue da (4.17) y el hecho de que lti(p)}O, 

para k=l,2, ••• ,f. Las capas de S son disjuntas porque las raices 

ilil(-p) son distintas. La analiticidad de las ca-pas se sigue del --

Teorema 4.1. Q.E.D. 



Otra ecuaci6n para la capa correspondiente a 'll.(p) es, J>Or 

( 4.16) 11.1 ;:._( p )=l; \Pl =l. Esto implica. 

Corolario 4. 6. Las f capas de S son superficies cerradas que no 

se intersectan y encierran al origen. l'IJ ,
1 

( p )=l define. la capa -

más interna, \it\ ¡ 2(p)=l define la siguiente, etc; Y\'t,\ 1'j {p)=l de 

fine la capa más exterior. 

La discusi6n anterior muestra que las raíces ¡
1

(p),.º••Zr(p) 

son justa.'llente las raices distintas de 

(4.23) 

Lo dlti:no puede. ser interpretado como las posibles velocicla-

des normales de las ondas pl.anas propagandose en la direcci6n del 

vector unitario p. Entonces l~a Corolarios 4ol y 4.2 implican 

Corolario 4. 7. Para siste.nas uniformemente propagativos, las m V!. 

1ocidades normales &~ ( p) , ot =1, 2, ••• ,m, definidas por ( 4. 23). tie-

nen mul.tiplicidad constante y constante signo algebráico, indepe!! 

diente de p. 

Estas son las propiedades que motivan el táriuino 'uniforme~ 

mente propagativo•. 
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5 .- Medios Homog1foeos Fuertemente Fropagativos. (c. re:f. ~~ ) • 

Antes de empezar a definir los medios homogéneos fuertemente 

propagativos consideremos algunos resul.tados importantes que nos -

serán de utilidad posteriormente. 

Teorema 5.1. La ,11atriz B(p)=iBjp. (ver (4.4)) satisface la ident!_ 
j=' J 

dad 

( 
r r-1 Q(p,B(p))=B p) +Q

1
(p)B(p) + ••• +Q 

1
(-p)B(p)+Q (p)I=O 

r- r (5.1) 

para toda p. Con lo cual Q(p,~) es el polinomio minimall) para B(p). 

Demostraci6n. El polinomio P(p,¡)=det(I&-B(p))=~p, ) ••• G;'(p,¡) -

es el polinomio caracter:!stico de B( p). E1rtonces por el Teorema de 

Hamilton-Cayley P{p,B(p))=O. Ahora por definici6n se tiene que 

entonces, si ll\=m2= ... =lllq=l, ~l resultado obtenido es el mismo que 

en (5.1). Si P(p,~) tiene un factor repetido irreducible• digamos 

m
1 
> 1, entonces 

2 
P(p,&)=Cll(p,i)R(p,~). 

Para obtener (5.1) en este caso, sean u(p), v(p) los vectores de m 

componentes las cuales dependen de p y escribimos 

1 )El polinomio mini:nal de una .natriz es el. polinomio de :nás peque-

ño grado que es satisfecho por la matriz. 



Entonces 

2 O=(P(p,E(p))u(p),v(p))=(Q],_(p,B(p))R(p,B{p})u(p),v(p)) 

=(Q1(p,B(p))R(p,B(p))u(p),Q
1

(p,B(p))v{p)). 
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El dltilno paso se sigue de la simetría de B(p). Tomando U{~)=~, -

una con~tante, ~v(p)=R(p,B(p)), tenemos 

11~ 1 (p,B(p})R(p,B(p))'~ll
2=0 para toda & , 

que implica 

m-1 m me Q1{p,B(p))R(p,B(p))=Ql (p,B(p)~Q2 (p,B(p)) ••• Q1 (p,B(p))=O 

Si ~=2 1 m
2
=1, .... 9,me=l, este resulta.do es el mismo que en (5.1), -· 

Si ~ ~ 2, etc; el argu.:nento puede ser repetido hasta que ca.da ex-r::i. 

nente m. sea reducido a 1, lo cual prueba (5.1). 
J 

Q(p,-Z,) es el polinonio minimal para B(p), por (5.1), porque -

cada ra:!z de P (p,"to) es una raíz del polinomio minimal, ~ laa rai·-

ces de Q( p, ~) son simples y son las raicea distintas del poli.u.omio 

Q • E • D ~ 

De (4.3) se tiene que Eº=TT' ~ Por otro lado, sea H0 (p)=lti:i.lf,tfj 
n \~ 

o -1.,.. j'D Úl á el símbolo del. operador n
0
=i(E ) k A%• De esto timo es f ci.l 

'\.:• J 

ver que, por :i.nducci6n, si A(p)=iAjp. entonces 
,~. J 

Bk(p)=T'A(p){CEº)-1A(p)~k-lT. 

Sustituyendo esta Última expresión en (5.1) y notando qae H0(p)= 

o -1 (E ) A(p), se tiene que 



(5.2) 

lo cual implica que el Teore~a 5.1. es válido tambi~n para (5.2). 

Q(p,H0(p)) puede ser considerado como un polinomio en las va-

riables p
1

,p
2

, •••• pn con coeficientes que son matrices constantes 

de l!l7.m. El Teorema 5.1. nos dice que el polinomio se hace identic~ 

mente cero, entonces sus coeficientes son cero. Se sigue que, si p 

es reemplazado por iD=(i~ 1, •• , ,i~l en C;(p,H
0

(p)) el resultado es 

un operador diferencial que se hace identica~ente cero. Esto prue-

ba el siguiente corolario. 

Corolario 5.1. Zl operador H
0
=i(E0

)-
1 !,AjD. satisface la identidad 
~=' J 

Q(iD,H0 )=H~+Q1 (iD)H~-l+ ••• +~(iD)l=O. (5.3) 

Notemos que 

" ~ 11. " l --~ \a. ~ -:t("°-r.I)~ ~I1 = ~ l j )(l-\o-6I\ ¡ . \.?. I. 
J::.1 

(5.4) 

Sutllti tuyendo ( 5. 4) en ( 5. 3) tenemos 

Corolario 5. 2. E1 operador H0 satisface la identidad 

(5.5) 

donde Q( ~) es un operador diferencial parcial definido por 

y 

(5.6) 

De:nostraci6n. EEi evidente de la sustituci6n (5.4) que (5.5) se cum 



ple cuando L(iD,~) es algdn polinomio de grado r-1 en t y H0 • La -

f6:rrnula (5.6) para L(iD,i) puede ser verificada por inducci6n so~ 

bre r. fi·te:rnativanente, (5.5) puede ser verificada directamente -

por la ~ultiplicaci6n de (5.6) por tt0-i:r y usando (5.3). Q.E.D. 

Ahora, haga~os una breve revisión de las definiciones de eliJ2. 

ticidad para operadores diferenciales lineales y sistemas de oper~ 

dores con c0eficientes constantes, as! como algunas de las propie-

dades de tales operadores que serán necesarias :nás adelante. 

La notaci6n usual de ~ulti-indices ea usada para polino~ios y 

operadores diferenciales parciales. Entonces d: {iic,, .•. ,.-., \ denota .,_ 

un multi ... :fudtee con componentes no negativos "l , \oi \ = ol 1 i- .(3 t ... fc:n 

IT"I" .i. .t. Ola ~ • ( • D ) es el orden de«, y si pt.11'1. entonces p =p1p2 ••• pn' iD= i11_t•••t1 ·~ 

y (1nf =(inf'{in)\ ... (infn. 

Consideremos pri:nero un operador diferencial escalar de orden 

arbitrario 1 , 

L= I. ª• (iD) , 
"-1!-l 

con coeficientes complejos l\t• La funci6n 

"' r.""\" L(p)= L a.,.p , p E U<. 
lii\::' 

es 1lamada el símbolo de L. 

{5.7) 

(5.B) 

Definíci6n 5.1. Un operador L de la forma.(5.7) se dice que es-~ 

elíptico si y s61o si L(p)IO, para toda p4tn.,~-~o\. 

Notemos ~ue, dado que L(p) es homog~neo es suficient6 verifi~ 

cnr que L(p),iO para p sobre la esfera wiitaria ..Q. =-~f /\p\=1.\· Más -



aún, \L(p)l es continua sobre el conjunto compacto Jl. Estas obser 

vaciones implican el siguiente lema. 

Lema 5.1. El operador (5.7) es eliptico si y s6lo si existe una 

constante f'~ O tal que 

\ Ll~\\-= \ 'Z. ~(\~ f \y\ O 1 
V.\:l 

para toda p 6 \R". (5.9) 

El siguiente es un resultado bien conocido sobre operadores -

elipticos, el cual admitiremos sin demostraci6n(para su demostra--

ci6n ver [1] P•P. 46-4 7), 

Lema 5. 2. Sea L un operador eli pt ico de orden ~ para toda p E.lít-1>~. 

Si 

i) los coeficientes del sí:nbolo de L son reales, 

O SÍ 

ii)n~3, 

entonces ~ es par& 

Ahora consideremos un operador diferencial matricial de ,primer 

orden, ., 
L=i'ZL.D., (5.10) 

j-:.1 J J 

con coeficientes L. que son matrices de m•xm sobre el campo de los 
J 

números complejos. Tales operadores actuan sobre funciones u(x), -

cuyos valores son t21atrices de nxl., para producir funciones f(x) --

que eon ~atrices de m'xl. Entonces la ecuaci6n 

LU=f (5.11) 



representa un sistema de m• ecuaciones diferenciales parciales de 

primer orden para :n funciones desconocidas ll¡•u2, ••• ,u.m. La fun-

ción matriz-valuada 

-J \. ~ T ._ e 
J.J\ p ':;:.(..u . ~ . ' 

J:.I J J 
(5.12) 

es llamada el sí~bolo de L. 

Definici6n 5.2. Un operador L de la for~a (5.10) se dice que es ~~ 

eJ.iptico si 

rankL(p)=m, '?ara toda pE."2.n->-¡o~ ( 5.13) 

Notemos que, para m'=m=l, la ~ondici6n (5.13) es equivalente 

a Ltp);iO, la condici6n de elipticidad para operadcres escalares. ft 

Notemos, también, que una condici6n necesaria para la elipticidad 

es m'tm (el número de ecuaciones no es menor que el n-dmero de va--

riables) por que rankL(p) ~mi.n(m' ,ra). 

Pasemos, ahora, a enunciar la definici6n de medios ho1nog6neot.¡ 

fuertemente prope.gativos. 

Definici6n 5.3. El operador H0 , y el medio gobernado por él, •Se di 

ce que es fuertemente propagativos si y s6lo si la superficie d~ -

lentitud 

S = 1 t'~ t ~~\.(Eº~ t, #\J!j\ 1: o\ (5.14) 

ea acotada.(ver (4.8))Q 

Los operadores fuertemente propagativos gobiernan :nuchos, pe-

ro no todos, de los fen6:nenos de propagaci6n de ondas que EJon cono 

cidos en f!sica clásica. Más ade1ante daremos algunos eje.nplos de 

los mis:nos. (eecci&n 8) 



De acuerdo con las factorizaciones (4.9) y (4.10), es claro -

ver que la superficie de lentitud S en (5.14) es equivalente a 

S::::\ PE(Ro/Q( p, l )=01· (5 .15) 

(5.14) y (5.15) nos dicen que, el operador H0 y el medio go--

beznado por él es fuertemente propagativo si y s6lo si cada veloc!_ 

dad de propagaci6n ~j(p) es identica~ente cero o nunca es cero ~a

ra p.(.{íl..11-~o\. 

En lo que sigue derivaremos algunas de las propiedades de los 

O!'.'eradores fuerte,nente pro[lagativos y su relncii1nque tienen éstos 

con los oueradores elípticos. 

Suponga:nos que H
0 

_es un operador fuerteinente propagativo con 

símbolo H0(p) y eigenvalores repetidos ~1 (p),~(p), ••• ,'I-(p). Por 

suposición cada~. ( -p) es identica:nente cero o nunca es cero par& -
J 

P6filW\-~O~. Denote1I1os por k el número de t /P) que son identicanen-

te cero. Entonces, puesto que rankH0(p)+nulH0(p)=m, es claro que 

rankH0( -p)=m-k, para todo p E.tíl.f\- ~o\ (5 .16} 

Definici6n 5.4. El operador H
0 

se dice que tiene un d.eficit k si y 

s6lo si (5.16) se cu:nple. 

La ~efinición 5.4. nos dice <.lue, todos los operadores fuerte-

·nen.te propagativos tienen deficit constante. Inversa11ente, si R0 (-p) 

tiene defici t constante par::, cada eigenval.or ¡~( p) Wla de las si.,.., 

guientes tres alternativas se cu.uple: 6tp))O para toda Ptm"-~o\• 6 

~(p):O para toda p&úl"-1io\• ó ¡¡(p)t.O para toda 1l'-iR"-~o1 • En ---



efecto, sea p0 E <U."- \ot. y sea , lº' ., (1'>) 
\ rolf+' '{ J l · · · \ '>f"'\t f" 

los k eigenva-

lores que son cero tal que 

•. •) bdE>)) o: b<S'"°' lf' = ... -:: 6~Hi.lf)) b\T\R\,> ... 

Por lo discutido en la secci6n 3, existe una vecindad N(p), en la 

se sigue de (5.16) que ~h\ lf):: ... =~«'+~::::O 

los conjuntos 

en N{p). Entonces -

i P/6j ( p )::O 1r 
son abiertos en fR."' - Jio\ • Dado que es conexo (n:r12 

es supuesto), ~ j-~o en {il,,'1- ~o~ para j=<l'H 1 ... 1 
ti';.~ • Esto pru~ 

ba la afirnaci6n puesto que los otros eigenvalores no son cez:o y 

entonces no pueden ca-nbiar de signo, por continuidad. 

Lo anterior pruebsJ 

Lema 5.3. Un operador H0 de 

mente propagativo oi y s6lo 

o -1~ j'lt 
la forma H0==i(E ) L.,A r'bi4· 

j;;t l 
si tiene deficit constante. 

es fuerte 

Un operador fuerte~ente propagativo es elíptico ai y s6lo si 

tiene un deficit constante k=O. La Befinici6n 5.4. de operadores -

con deficit constante es una generalizaci6n natural de la Definí--

ción 5.2. de operadores elipticos. Es claro, del Lema 5.3., que un 

operador H
0 

deja de tener un deficit constante si y s6lo si tiene 

una velocidad de pro'!'.lagaci6n que se hace cero para cierto p#O, pero 

que no es identicanente cero. 



Una conecci6n i~portante entre los operadores fuerte~ente pr9-

pagativos y operadores elípticos está dada en el siguiente teorema. 

Teorema 5.2. Q{'~) es un operador elíptico para cadai6 <l-~o~ si 

y s610 si H0 en un opr.rador fuertemente propagativo. 

Demostraci6n. Notemos que (,lr=(-l{r;
1 
(r )~2 (p) ••• ~(p} para toda p,m_!' 

El Teorema 5.2. está dividido en dos casos pare su cte.nostre.ci6n. 

Caso l. ~no es factor de Q(p,,). En este caso Q (p) no es iden 
r 

ticamente cero y entonces ·.i(~) es eliptico si y s6lo si Q (p);IO pa 
r -

ra toda p E. jQr'l_~ºt• Si Q(~) es elíptico entonces cada ¡/p);ÍO (pa

ra j::::l, ••• ,r) con pelQn-J.o~, y por lo tanto para cad&. "bo(p),tO (p,!! 

ra\:::l, ••• ,:a) con psffi."-~o\, dado que los conjuntos\-¡1 (p), ••• , -

?;,r(p)\ Y {'1 (p), •• ••lm(p)1 coi:gciden para cada pe.~ Entonces H0 

es fuerteinente propagativo. Invereamente, si H
0 

es fuerte11ente pr2_ 

pagativo entonces, en el presmte casop tt
0

(.-p) no tiene U."l eigenva

lor ~j(~J:O. Con lo cual, todo ~j(p) (con l=l, ••• ~m) y ~j(p) (con 

j::::l, ••• ,r) son no cero para toda P' '11."~io~. Entonces Qr(p)~O para 

p c. líl."'-~o~ y Q{f_) es elíptico. 

Caso 2. ~es un factor de Q(p,¡). En este caso ~r(p):o pero --

Qr_1 (p)f0, porque tiene factores irreducibles simples. Entonces --

Q(t) es eliptico si y s6lo si Qr-l ( -p);iO para P•~"'- ~() ~ • Su.pon-

ganos qu.e ~ (p) O,con 1'.q<r, tal que Qr-Í p)::lf¡J.(p). Si C¿(6) es ---
q l~~ 

eliptiéó, entonces, cada 6j(p), con j¡tq, es no cero para P6ffi."'-~1; 

ésto es H
0 

es fuertemente pr0"'.'.!8f".ativo. Inversanente, si H
0 

es fu--
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ertemente propagativo, entonces, toda 't(p) qae no es identicamen

te cero es no cero para p 6 ffi."~~11! y se sigue que ~l (p)/O para --

p~ í\l"'· -\o~ , con lo cual ....¿( &) es eliptico. Q • E • D .. 

Larestricci6n de q_ue ~ € t!.· ~o{ en ias hipótesis del Teorema 

5.2. es necesaria s6lo porque Q(p,O);O en el Ca.so 2. 

Corolario 5.3. Sea H0 fuertemente propagativo. Entonces Q{¡) es -

eliptico para cada ~t;!l.-~o'r y Q(p,e) tiene una de las siguientes 

dos for:nas: 

CasoJ.l. Si H0 es e1_iptico (k=O) entonces r:::2f es par y 

Q (f 1 t):: ~z.f + Q,lVl tf·\ · · · "'- Q 2f tt) <5.i 7> 

Caso 2. Si H0 es no eliptico {k>G) entonces r=¿j+l es impar y 

~{pi i\ -: e1.f+\ (;\¡ (\>) ,z.r +- ..... ~ ~1j ly) ( 5 .18) 

Demostración. Los polinonios Qr(p), ~-i(p), ••• , en (4.14) tienen 

coeficientes reales, porque las -raíces de Q(p,C,) son todas reales .. -

Entonces en el Caso l.dcl Teorema $.2. el orden r del operador 

eliptico Qr{iD) es par, por el Lema 5.2., y simi1annente en el 6a-

so 2. del Teorema 5.2. el orden de Q l.(iD) es par. 
r-

Q • E • D • 

Con el sigu:.ente corolario ter.ninanos 1a discusi6n de los ope-

radores ::l:"uertemente proryegativos. 

Corolario 5.4. Sea H
0 

un operador fuertemente propagativo con defk 

cit k)O. Entonces 

-~1-~]_ 
~tlt) 

(5.19) 
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es la proyecci6n ortogonal sobre el especio nulo de H
0

(p) en el es 

m 
pecio unitRrio CEo ( el espacio de los vectores colu:nna de m comp.2., 

nent es) con el producto int ern.o ( ~' 'l_)=(Eº '1. ( ~~denota el adjunto 

her:nitiano de~). 

-1 
Demost~e.ci6n. Por el Corolario 5.2., (~-H0 (p)) =L(p,i)/Q(p,'f). La 

m 
proyecci6n ortogona: de CEo sobre el espacio nulo de tt

0
(p) es el -

residuo de ($-H
0
(p))-l enJ:::o ( @.1 p.r. 173-183)º Pan- operado-

res fuertemente prope.gr:t'ivos con k.>O Q(p,j') tiene un cero simple -

en j::::O¡ por el Corolario 5.3. Cuso 2., y el residuo está dado por 

( 5.19). Q • E • D • 
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6.- Operadores. de Onda.(c. ref. [2] , 11~ ). 
Lu Teoría de Dispersi6n es el estudio de un sistema interac 

tuando sobre una escala de tiempo y/o distancia que es grande -

cornoarada con la escala de la interacci6n misma. 

El proposito de esta secci6n es dar una teoría general de -

dispersión que puede ser aplicada, entre otras, a la dispersi6n 

para ecuaciones de ,onda; que es el caso que nos ocupa en esta té 

sis. 

En algunos textos se ha desarrollado la Teoría de Dispersi

cSn aplicable a •ecuaciones de Schrodinger• (v.g. [2}, [i.~ y 

DiJ ) º Er1 esta teoría se consideran dos grupos unitarios Uj (t) 

=ezp(itH.), .. cxu.t4Q), j=l,2, en un espacio de Hilbert )(,. Estos 
J 

grupos unitarios son utilizados para construir los operadores de 

onda 

{6 .. a) 

dondó P. denota la proyecci6n de~ sobre el subespacio de conti 
J 

nuidad absoluta de H .• Si W existe, ~ste es una isometría pare! 
J + 

al en ;l con proyecci6n inicial P
1 

y proyecci6n final ~ P2 • W 
. + 

se dice •co.npleto' si 1.a proyecci6n final es igual a P2 • Result!!_ 

dos similares se cu.~plen para W • Si W existen y son completos, 
- + 

el •operador de dispersi6n 1 S=waw es unitario sobre P1i.. (más a-
+ -



deiante Be dará la interpretaci6n de S). 

Teorías de dispersi6n de diferentes tipos han aparecido re-

ciente~ente. Estas teorías están referidas a ecuaciones de onda, 

en el sentido ordinarb as:C co:no en el sentido generalizado. En 

tal caso, se consideran dos gru::os unitarios U .(t) actuando en -
J 

'diferentes especios de Hilbert l..', j:::l,2. Estos espacios son 
J 

el mis:no espacio vectorial provisto de dos diferentes productos 

internos, de tal for11a que los operc~dores de ond<:i se pueden defi_ 

nir como en (6.a), En casos :n:b generales, sin embargo, (6.a) no 

tiene sentido y tiene que ser reemplaz~ da ::or una definici6n di-

ferente: 

W+=s-lim u2(-t)JU1 (t)P1 , 
- t -+:t.«> 

(6.b) 

donde JéBúl
1

,l(
2

). (Para cualquiera dos espacios de Banach X,Y, -

denota~os por B(X,Y} el conjunto de todos los o~aradores iinea--

les acotados de X a Y y escribi:nos B(X) para B(X, X)}. Ll.amamos a 

J el. 'oper11dor de identificaci6n•, aunque no sie:npre sucede que 

J sea biyectivo ni inyectivo. A.los operadores de onda definidos 

por (6.a) sobre un solo espacio de Hilbert)( los lla:naremos •op~ 

radores de onda tipo Schródinger•, para distinguirlos de los más 

generales (6.b) con dos espacios. 

En lo que sigue nos propondremos a estudiar propiedades ge-

nereles de los operadores de onda l6.b), y condici~nes suficien-

tes pnra su existencia y c.:; :ipletitud. En general '.'.'+ no es parci-



almente isom6trico, a diferencia de los operadores tipo Schl:'ddi!!, 

ger, pero en muchos casos de interés práctico lo aon. 

Hay que hacer notar la importancia del operador de identifi 

caci6n. A saber, J no está únicamente detenninado en base a la -

física de problemas específicos. Este hecho ha sido opacado por 

la definición (6.a), la cual es usada bajo la suposici6n tácita 

de que el operador- de identificaci6n y el operador identidad co-

inciden. 

Pero , una pequeña reflexi6n revela que ésto no es as!. Pa-

ra ilustrar este hecho, consideremos las ecuaciones de Maxwell -

(las cuales se discuten a11pliamente en el eje:nplo dos de ln sec· ... 

ci6n 8}. Para ésto es suficiente notar que los campos electroma~ 

néticos no perturbados y perturbados estlin descritos por grupos 

unitarios U.(~), actuando en los espacios de HilbertJe. que son 
J J 

pc1R.3] 6 , con ciertas :natrices de densidad, positivas definidas, 

Ej(x), j=l,2; donde E1(x)=E1 es constante. Se supone que E2 (~) -

estQ. uniformemente acotada inferior y superiol'.i'Ilente, tal que >(
1 

y .>{ 
2 

son el :nismo espacio vectorial r, con diferentes m.étri.cas. 

El elemento u:::u(x,t) de L
2

es el agregado del campo el~ctr:i.co "!y 
..a. 

el canpo magnético H. 

De manera natural, se podr!a decir que la identifiuaci6n e!! 

tá hecha por la identidad de u(x,t) con un elemento de L~~sta -

identificaci6n nos dice que los estados de-los canpos no pertur~ 

hados y perturbados son identificados si ellos tienen los mismos 



- .... 3 E y H en todo @;;. Pero, ¿porqu6 no podemos identificar los dos -- ... estados nor D y B (el desplazamiento el~ctrico y la inducci6n --

........ 
:nagnética), nor ejenplo, en lugar de E y H?. Estos dos modos de 

identificación son clara~ente diferentes, ya que E1/.E2(x) i:npli

ca que la constante diel~ctrica y la permeabilidad magn~tica son 

diferentes para los dos ca:apos. Por supuesto, existen muchas o--

tras rnaneras diferentes de identificación que se pueden exigir -

iguales a alguna de las anteriores. 

Es inútil intentar decir que identificaci6n es la •correcta•, 

ya que ésto no es un problema mate.nático y quizas no sie.nrre u."lo 

físico. Entonces se ~uede admitir en general que existen muchas 

teorías de dispersión para un par dado u
1

, u2 , de acuerdo a las 

diferentes elecciones del oper2dor de identificación J. 

AfortWlada:nente, sin embargo, existen pocas teorías de dis-

persi6n diferentes para un par de grupos dados ul, º2• debido a 

que ].a diferencia en J es frecuente1nente irrelevant~ "'asintótic_!!: 

mente', y es exacta:nente el con~orta~iento asint6tico del siste-

ma lo que concierne a l.a Teoría de Dispersi6n. Matemáticamente, 

dos operadores de identificación J y J son (asint6tica~ente) ---

equivalentes si s-lün(J-J)U
1 

(t )P
1

=0. En tal caso los 01 erado res 

de onda obtenidos usando J y ;/ s.::m los nis:nos, como se puede ver 

facilmente de (6.b). Se ~uede nostrar en rnu~hos casos que todas 

las identificaciones rr:Z'.>nables son equivalentes, tal que tenemos 



esencialmente una iinica teoría de dispersi6n. En particular, es-

te es el caso con las ecuaciones de Maxwell, mencionadas anteri-

orinente. Intui tivrunente ésto es debido al hecho de que las ondas 

se van n1 infinito; donde E
1 

.Y E
2

(x) son. supuestos iguales as;..,_ 

..... ...... 
tóticamente, y entonces las identificaciones para E y H, y para 
...... 
D y B s~n equivalentes. 

Puede parecer, después de todo, que hemos llegado a una con 

clusión trivial. Pero existe por lo menos un resultado positivo 

de esas consideraciones. Digamos, entre todas las identificacio-

nes equivalentes se puede elegir una J particular, la cual sea -

ruatem~.ticamente más conveniente. Por ejemplo, frecuentemente su-

cede que existe una J 'unitaria' de l..1 a '//..
2

, entre identificaci2. 

nes equivalentes. En este caso (6.b) dá 

(6.c) 

A -1 
donde u

2
(t)=J u2 (t)J es un grupo µnitario que actda en el mismo 

espacio i.. l' de la misma forma que u]. (t). Entonces hemos reduci-

do el proble:na a uno del tipo de los operadores de onda tipo 

Schrodinger, para los cuales posiblemente existan resultados 

cables. Esto exp.11ca twnbi~n porque 1os operadores de onda son -

parcialmente isom~tricos en ~uchos casos. 

Si la reducción (6.c) para el caso del tipo Schr6dinger es 

válida, no necesari~nente se sigue que la dispersión para las ~ 

ecuaciones de onda pueda ser nanejada por resultados conocidos. 



La dificultad es que la desviación de u2 de rr
1 

es, aJ.gunas veces, 

n¿s grande que una desviación encontrada en las ecuaciones ordi~ 

narias de Sch.rOdinger; sobre todo porque, uno o ambos generado--

res de estos gruuos son operadores diferenciales de primer orden 

co!l coeficientes variebles. :Pero ésto no es :nás que una dificul-

tad técnica, que puede existir en las ecu3ciones de Schrodinger 

y si se consideran tipos nás generales de ecuaciones. 

Para finalizar esta discusión, veanos cual es el significa-

• 
do del operador de disnersi6n S=w'W • Fara tnl efecto considere-. + -

mos tu1 siste:na físico en el cual t drnigna el tiempo. 

En la presencio de la interacción, .la evoluci6n en el tiem-

pode m~ vector de estado g~1Jl2 está gobernada por el grupo u2(t); 

i.e. el vector correspondiente a un tiempo t es u2(t)g. En una -

situación típica de dispersión lo que se quiere es aproximar la 

evolución total, en algún sentido, por la evolución libre cuando 

t--. ±.a> • Esto es más fácil de hacer SU!JOniendo que, dado g~~ 

existen dos vectores de estado f t."1..,
1

, tales que f =P
1

f y 'H f = 
±. :.t ±. !t ±. 

g (ver ec. (6.b)); i.e. u2\t)g converge fuertemente a u1(t)f±. --

cuando t __.. ±. °' : 

(6.d) 
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(6.d) nos dice que u2(t)g es prácticamente indistinguible -

de u1{t)f_ en un pasado remoto y de u1 (t)f+ en un futuro distan

te. El requisito de la existencia de los vectores f , los cual.es 
± 

satisfacen (6.d), es una restricción severa de los grupos u
1
(t), 

u2(t) y corresponden esencialmente a la imposición de la candi~ 

ción asintótica para el sistema de dispersión dado. 

En una situación práctica de dispersión se empieza en tiem-

pos grandes neeativa:nente de un vector de estado dado, cuya evo-

lución en el tiempo se supondra gobernada por el grupo {de evol~. 

ción no perturbado) u1 (t). Esto corresponde a dar un vector de -

estado f en (6.d). Hay que hacer notarcque en (6.d} f __ es inter_ 

pretado cor!lo el estado inicial al tiemEO t":'O; i.e. el estado da-

do en un tiempo negativo tes u
1
(t)f_. f_ es elemento del subes

pacio de continuidatl absoluta de ¡/..
1

• La primera parte de la co~ 

dición asintótica entonces requiere de la existencia de un vec·-

tor gi.)( 2 , tal que la primera ecuación en ( 6.d) se CUJlpl'e. La s~ 

gunda parte de la condición asintótica demanda la existencia de 

un vector f , elemento del subespacio de continuidad absoluta de 
+ 

1(.
1

, que satisfaga la segunda condición en (6.d), donde ges un 

vector abtenido a partir de f_. Esto se puede representar gráfi-

cemente (Fig. 6~1), considerando J=I, donde I es el operador i--

dentidad. 

Entonces,el efecto de dispersi6n en esta gráfica es el de -

asociar con cada vector de estado inicial f _, elemento del subes 



pacio de continuidad absoluta de Jl 
1

, un vector de estado final 

f ¡ con 1o cual la correspondencia f_....__.. f define un operador 
+ + 

lineal sob:re el subespacio de continuidad absoluta de ){ 
1

• Este 

operador es llamado el operador de díspersi6n S y es el objeto -

matemático central de la Teoría de Dispersi6n. De acuerdo con lo 

ariterior se tiene ~ue S=W~W , La difürencia entre S y el opera--
+ -

dor identidad es expresada ~or el efecto de interacción, ya que 

si-.noPwxiste interace~ón esta diferencia es ceroo 

Figura 6.1. Representaci6n grá!ica de la condici6n asint6tica. 



6.1. Operadores de Entrelazamiento. 

Sca:n d('J' j=l,2, dos espacios de Hilbert separables. Usemos 

los mismos símbolos lf JI y ( , ) para las nonnas y los productos 

internos en4 y i_2 • Pa1'a cada j consideremos un grupo unitario 

fuertemente cor..tin110 U.= U.( t) , - CJO ,t.ccio. Denotemos por H. el -
J J J 

generador autoadjunto de U. tal que U.(t)=exp(-itH.). La familia 
J J J 

espectral asociada con Hj es denotada por{Ej ( l ~ 

Definición 6.1. TEB(t.,~,) es llamado un •operador de entrelaza-

miento' para e~ par u1 , u2 ( o para el par lf:tr H2) si 

u
2

(t)T='l'U
1
(t), -cio'tlt:o. 

Proposici6n 6.1. (6.1} es equivalente a 

H2T::>Tl)_, 

E2 ('))T = T~l (1) , -Cl)<. \-' «1 

i.e. (6.1), (6.2) y (6.3) son equivalentes. 

(6.1.) 

(6.2) 

(6.3) 

De111ostraci6n. Sea f6D(H
1

). Por el Teorema de stone ( @~ ) , se 

tiene que 
ºi(t)f-f 

lim --------
t-+ O t 

e:ti.ste y es igual a -i t~ u
1 

( t )f; un argumento análogo se cumpl.e 

para geD(H2). Dado que ~B()(. ,)(1 ) no depende del pa.r&netro t, ee 

tiene de (6.1) (aplicando el Teorema de Stone y tomando g:::Tf en 

el primer miembro de la iguaJ.dad)que 



Tomando, .en particul.ar, t=O en esta última igualdad se llega a 

H
2

T';) TH
1

• 

Lo cual demuestra la equivalencia de (6.1) con (6.2). 

Por otro lado,multiplic,ando ambos miembros de (6.1) por ei1s; 

Im:f>O, e integrando de O<. s<.tO(transforrnación de Laplace), en:.~ 

tone es 

(H -"g )-1'1'.:='l'(H -".f>-1 
2 1 • 

( 6.la} 

Lo mismo se cumple -para rms~o, sol.o necesitamos integrar de -~~S"-0 

Para toda '). para las que E.('}.) es continua, Ej (l) puede ser 
J 

ex'Presada como una integral de (H.-~)-1 a lo largo de cierta cur 
J 

va ( ~~ , Lema VI-5.6. pag. 359 ), Dado que existe a lo más un 

nd.nero nwnerable de discontinuidades de E.(')..), se sigue de (6.la) 
J 

que 

(6 .. lb) 

excepto para las discontinuidades de E.(1). Pero, por definición, 
J 

Ej(').) es continua -por la derecha, con lo cual (6.l.b) es válida -

para toda '). en la recta real.; i..e. 

E
2

().)T=TE
1 

(').} 1 -a:>4'A4Q:I. 

Lo cual demuestra qu.e ·(6ü~. tmpl:i!ca (6.,3>. La impU:cación inver-

sa se sigue inmediatamente de la definici6n de Ej(').). Q • E • D. 

Para continuar con la discusi6n de los operadores de entre-

lazamient9, es necesario revisar la noci6n de descomposición po-

lar de un operador. 



Sea TcB(~,~ )(2) un operador densamente definido; i.e. au do

minio es denso end{.
1

• Consideremos la fonna simétrica h ~·~=(Tu, 

Tv); ea fácil ver que hes no negativa y cerrada, con el. opera--

r: Al 1./2 dor autoadjunto n::::cciado Th:::O:=T 11T ( [L~ , pag.326). Sea O =G. 

El segundo teorema de representaci6n { ~~ , pag. 331} nos dice: 

{'L'u,Tv)=(Gu,Gv), /jTull= /¡Gull; uil'vGD(T)~D{G}. Esto implica que -

Gu--t>Tu define un mapeo isométrico V de R(G)C4{1, sobre R(T)C~ 2 : 

Tu=VGu. Por continuidad, V puede ser extendido a un operador is~ 

métrico de R(G) (la clausura de R(G)) sobre R(T)o Más aún, V pue 

de ser extendido a un operador de B(d(.,J(2), al. cual denotamos -

también por V, tomando Vu.=O para uE.R(Gf =N(G) (núcleo de G). En-

tonces V, as! definido, es parcialmente isométrico con conjunto 

inicial R(G) y conjunto final R(T), y tene1nos:T=VG, D{T)=D{G}. -

Esta descomposici6n del op~rador ~ ee l.lamada la 1 descomposicidn 

polar de T'; aquí Ges autoadjunto no negativo y V es parcial.me!;_ 

te isométrico. Si a V se le pide , como antes, tener Cf.>n~unto -

inicial R(G), la descomposición polar de1 operador Tes d.nica -

( ~~ , pag. 334). Por analog:!a con el caso de los nWieros c.om

ple jos, Ges llamado el •valor absoluto de T', y ee denotado por 

Tal descomposici6n del operador T nos pone en posibi1iclnd 

de demostrar un lema referente a 1os operadores de entrelazamien 

to. 

Lema 6.1. Sea T un operador de entrelazamiento para el par u1 ,u2• 



Sea T=VITI la descomposici6n polar de T; entonces /Tl=C~T)1/2 -

es autoadjunto no negativo en ~l y V~B((!,,~1) es una isometría 

parcial con proyección inicial E
1 

=VwV, igual al soporte1
) de T -

(y también de jTj). Entonces jTI y E1 conmutan con!\• y /T•/ y 

E2=VV~ (proyección final para V) con~utan con tt
2

• V es también -

un operador de entreLaza~iento para el par u
1

, u2• Las partes de 

H1 y H2 en los subespacios reducidos Ef{2 y E2~, respectivamen-

te, son unitariamente equivalentes. 

2 
De:nostraci6n. La ecuaci6n (6.1) Lnplica que TVU

2
(t)T=jTI u

1
(t). 

Tomando los adjuntos y ree3plazando t por -t, obtenemos TWu2(t)T= 

u
1

(t)!Tj
2

• Entonces /T/
2

, y por lo tanto /TI ta'llbién, coninuta -

con H
1 

{ ~~ , p.p. 357-360). Esto implica que E
1

, el soporte 

de jT 1 , también ccn:nuta con H
1

• Puesto que '1.1* es un operador de 

entrelazamiento para el par u2 , u1 y T*=v~ /T'f es su descomposi

ción polar canónica, se sigue que (T~l y E
2 

connutan con H
2

• 

Sustituyendo T=VITI en (6.1} y usando la conmutatividad de 

fTf con u1(t), obtene:nos [u2(t)V-VU
1
(t] fTf=O. Puesto que el ran 

go de jTf tiene clausura E.j..1 , se sigue que (Y2Ct)V-vu1 <t] E
1

=0. 

Dado que E
1 

con.nuta con u
1 

( t) y VE
1 

=V, obtene·nos la relaci6n de 

entrelaza:niento 

(6.4) 

1 
)El soporte de T6B(J{1,.>{J es el co;n(Jle;nento ortogonal en 'ti.., de 

N(T), el espacio nulo de T, o la proyección asociada. 



(604) ini-plica que la parte de H
2 

en E
2
dl2 es unitariamente 

equivalente a la parte de H1 en ~dC,. Q • E • D. 

6.2. Operadoree de Onda en Dos Espacios de Hilbert. 

Sean los gru.pos unitarios U., j=l,2, dados en 6.1. Denote-
J 

mos por P. la proyecci6n de J(. sobre el subespacio de conti.nui-
J J 

dad absoluta de Hj. Esto es, pjJ(j es el conjunto de todos los -

<\> ~ij tal que f jEj( S)~/I =0 cada vez que m(S)=O (m(S) denota la -

medida de Lebesgu.e de S); aquí S_,.E.(S) es la medida espectral 
J 

sobre los conjuntos de Borel S C. '1<. construida a partir de { Ej O.)~ • 

Definici6n 6.2. Sea JeB(.i.,cl('.z). Si 

existe, W+ es llamado el (+)-operador de onda para la tercia u
1

, 

u
2

, J y es denotado por W+(u
2
,u

1
;J) o algunas veces por W+(H2 ,H._¡; 

J). Si.mila.nnen-te definimos el (-)-operador de onda w_Cu2 ,u
1

;J) -

reempl.azando t-+"" por t-.. -co. 

En lo que sigue s6lo se harán c.onsidereciones para. W , ya 
+ 

que las mismas consideraciones se pueden hacer para w_ de una m_!! 

nera obvia. 

Teorema 6.1. Si W+=W+(u2,u
1

;J) existe, ~ste es un operador de~

entrel.aza~iento para el par u
1

• u2• Sea El+ y E2+ los soportes -

de W+ y W!, respectivanente. Entonces jw+I y EL+ conmutan con ~· 

Y j W! f Y E2+ conmutan con H2• Las partes de Hi y H2 en los sube!_ 

pacios reducidos ~+t_I y E2+~ 1 , respectivamente, son unitaria-

• 



mente equivalentes. ~~ás aún, tenemos 

W =W P =P 'N • 
+ + 1 2 +' 

(6.6) 

De~ostraci6n. Puesto que u1(t) y P1 conmutan, la prop~edad-de e~ 

trelazamiento de '11 se sigue directamente de ( 6.5). W =W :P
1 

es -
+ + + 

tambi6n una consecuencia directa de (6.5). Las dos desigualdades 

en (6.6) son equivalentes a las dos igualdades allí. Entonces to 

das las nfir:naciones del teorema se siguen del Lema 6.1, excepto 

W =P
2

W • 
+ + 

( 6. 3) para T=W implica :.¡ue E
2

(S)'N ~=W E
1

(s)ji1 par2. todo con 
+ - + + 

junto de Bor~l S y Y1~4. Dado que W+~W+Pl~' tenemos 

llE2 (S)W+~11~ Jlw+ 1/ "~ (S)P1~/I =0 

si m(S)=O. Entonces W+~GP2 i_ 2 , para cada ~~a(1 tal que W+=P2W+. 

Q • E • D • 

Defi.nici6n 6.3. El operador de onda W+=W+(u2,u
1

;J) se dice que -

es semico~pleto si E1+=-P
1

• Se dice que es co~ple~o si además E2+= 

En general W+ mapea P1){1 en P 
2

)¡{_ 2• W+ es semico111pleto si y 

s6lo si el ·nar-eo es inyectivo y tiene rango denso P~2 • 

Corolario 6.1. Si W+=W+ (u2,u1 ;J) existe y es semicompleto, la --

parte absolutamente continua de H1 es unitariaaente equivalente 

a una parte de la parte asoiutruaentc continua de H2• Si W+ es --

co:nnleto, l<is partes abso •. ut a-nente continuas de F\ y tt
2 

son uni

taria:nente equivalentes. 



Hay que hacer notar que, si ~B~1 ,~z) es un operador de e~ 

trelazamien~o para el par u1 , u2, entonces W+(u2,u1 ;T) existe y 

es igual a TP1 • En particular, si W =W (u2 u1 ;J) existe, entonces 
+ + ,ú 

W±.(u2,u1;w) e:dste y es igual a W+=W+Pl miBlllo. 

Dados dos grupos unitarios u
1

, u
2

, se puede en general con! 

truir ~uchos operadores de onda por diferentes elecciones dei o-

perador de identificación JEBCi1tc(z); pero algunos J diferentes 

generan el mis~o opersdor de onda. 

Definici6n 6.4. Sean J, J6.B(d(., ~2). Decimos que J y J son (U
1

,+) 

-equivalentes si 

s-lim(J-J)U1 (t)P
1

=0 
t-+C.O 

Teorema 6.2. Sean J, J~B(d{., ~z). Entonces 

w+<u2,u1 ;~~=W+(u2 ,u1 ;J) 

(6.7) 

(6.8) 

si y s6lo si J y J son (U1 ,+}-equivalentee. Aqui (6.8) significa 

que si uno de Los dos .niembros exiate • entonces el otro tambi~n 

existe y es igual al pl"'imero. 

Demostraci6n. La de~ostraci6n es trivial; en efecto, ~ata se si-

gue inmediatanente de 

Q.E.D. 

En virtud ael 'l'eorema 6.2; W+ (U2,u
1

;J) depende sola11ente de 

la {U
1

,+)-clase de equivalencia a la que J pertenece. Practica-

mente ~sto reduce grandemente e1 número de operadores que pueden 

ser construidos para un par dado u1 , u2• 



Teorema 6.3 (Regla de la Cadena). Sean U., j=l,2,3 1 tres grupos 
. J 

un.:. tarios actuando respectivamente en ei=:pacios de Hilbert Je .. Sea 
J 

J€B(d(IJJ(1.) y J'6B(d(z.,.)(3). Si W+=Vl+(U2,Ul;J) y w:=w+(U3,U2;J') .,.;_ 

existen y si J"EB(J(11 d{'3) es (U
1

,+)-equivalentes a J'J, entonces 

w: =W+(u2,u1 ;J") existe y es igual a w~w+.w·~ ea (semi)completo -

si tanto Y/ y w• son (semi)completos. 
+ + 

Demostr&.ción. 11lu1tiplicando las dos expresiones definidas por W~ ~ 

W , obtenemos 
+ 

w•w =S-lim U3(-t)J'P2JUl(t)Pl, 
+ + t ...... "' 

donde hemos 'Usado la conmutatividad de P
2 

con u
2
(t). Pare probar 

l.a existencia de W11 y su identidad con W' w , es suficiente rnos.;,...-
+ + + 

trar (lUB 

s-lim(J•p2J-J")U
1

(t)P
1
=0. 

t.-.«J 

Puesto que J" es (u
1

,+)-equivalente e. J'J, es suficiente, entona 

ces, probar que 

e-1im(l-P2 )JU1P1=0. 
t-~ 

Pero ésto es equivalente a 

(ver (6.6)). 

mapeos son inyectivos lo mis:no es cierto para Vl"=W' W • Esto prue 
+ + + -

ba la afirnaci6n de semicomnlet es. Si W y W' son co:npletos, en-
+ + 



tonbee W+P1</..1 es denso en P~2 y W~ es denso en P3~3 • Entonces 

w:P14{1 =w:w+P1~1 es denso en P'f'(z :w; es completo. Q • E • D .. 

Supongamos, ahora, que W+=W+(u2,u1 ;J) existe. ,Si J es inve!: 

ti ble con J-1: B (~1 , #t¡), podemos considerar e1 operador de onda 

w: =W+(u
1

,u
2
;J-l) 

y suponer que este operador es el inverso de W en cierto sentí
+ 

-1 do. Cu.ando J no existe a veces es imposible definir una d.nversa 

par& el operador de onda. 

(U1 ,+)-asiut6tico inverso izquierdo para J si J'J es (u1,+)-equ,h 

valente a I ( la identidad en ~1 ); ésto es 7 si 

s-lim(J'J-I)U1{t)P1=0 
t-.C:O 

(6 .. 9) 

Teorema 6.4. Sea W+=i\(U
2

,u
1
;J) y supongamos que existe, y sea J' 

un (u
1

,+)-asint6tico inverso izquierdo para J. Entonces W+ es se 

micompleto y 

s- 1im(JJ'-l)U2(t)W =0. 
t _.,.O) + 

Demostraci6n. Se sigue de la definición de W que 
+ 

(6.10) 

( 6.11) 

( 6.12) 

donde ,..._, significa que la diferencia de l.os dos miembros tiende 

a cero fuertemente. Aplicando J' a (6.12) y usando (6.9), obtene 

mos 

( 6.13) 
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que implica (6.10). (6.11) se sigue de (6.9) multiplicando por 

la izquie;rda <.:on J y usando (6.12). W es se:nicompleto porque -
+ 

W+~=O implica P1,0=0, por (6.10). Q.E.D. 

Teorema 6,5. Supongamos que las hip.5tesis del Teort::ma 6.ü. se sa-

tisfacen, tal que W existe y es se:nico:npleto. W es co:;ipleto si 
+ + 

y s6lo si las siguientes dos condiciones se satisfacen: (i) J es 

un (u
2
,+)- asint6tico inverso izquierdo para J', y (ii) W'=W (U , 

+ + 1 

u
2
;J') existe,>ci¡ar.do estas condiciolj~s se tienen, w: es también 

co:npleto y 

W'VI =Pl, ... + 
W W-=P • 

+ + 2 
( 6.14) 

De:nostr~ci6n. Supongamos que (i) y (ii) son verdaderas. Se sigu.e 

del Teore;:ia 6114, aplicado a la tercia u2, l\, J', que W~ ___ es semi-

completo. Más aún, en vista de que w =P
2

W , (6.10) dá W'W =P1 • 
+ + + + 

Esto i:nplica que R{W~)::>P1~\ •. Pero, dado q_ue la inclusión opua.~ 

·ta tanbi~n es verdadera, tenemos H(W~)=P1~ 1 • ,Entonces w• es -
+ 

completo. Puesto que existe una simetría co·npleta entre W y VI' 
+ +' 

tenemos también, W W'=P y W es completo. 
+ + 2 + 

Inversamente, supongamos que '·\ es co:!lpleto. Entonces R(W+) 

es denso en P2 J<z. y tal que (6.10) i:1rplica la existencia de w~, 

O; ésto es, (i) es verdadera. Q • E • D , 

Teore:nn 6,6. Sea W =W (u
2
,u

1
;J) y supongamos que existe y ez com 

+ + -

pleto. Sea J' un (u
1

,+)-asint6tico invf.rso izquierdo para J. En-



tonces, J'eB(d(i,l1 ) es (u2,+)-equivalente a oil" si y s61o si J' es 

un (U1 ,+)-asint6tico inverso izquierdo para J'. 

Demostraci6n. Dado que J' es un (u
1

,+)-asint6tic.o inverso iaquiQ 

erdo para J lo mismo es verdad para J'si y s61o si (J•-J•)u
1
(t) 

P1 'V O, que es equivalente a (J'-J' )U2(t)W+ -.10,. por (6.12). Pe

ro la última relaci6n i~plica ia (U2 ,+)~equivalencia de J' y J', 

porque W W'=P2 por el Teorema 6.5. 
+ + 

Q • E • D • 

Por varias razones estarnos particula:nnente interesados en 

el caso en el que el operador de onda es parcialmente isométrico. 

Teorema 6.7. Supongamos que W =W (U
2
,u

1 
;J) existe 9 Para que W -

+ + . + 

sea una isometría parcial con proyecci6n inicial P1 , es nedewa~ 

rio y suficiente que 

(6.15) 

Demostraci6n. Trivial. En.efecto, se sigue de una manera obvia de 

Q.E.D .. 

Teorema 6.8ª Suponga.nos que W =W (o
2
,u

11
;J) existe. W es una is_o 

- + + + 

metría parcial con proyecci6n inicial P1 , si existe un operador 

unitario J de J{1 a M¡ que es (u
1 

,+)-equivalente a J. 

Demostraci6n. (6.15~ se satisface si J es reemplazado por J, lo 

cual es permitido porque J es equivalente a J. Q.E.D .. 

Teorema 6.9. Supongamos que W+=W+(u2;u1 ;J) existe. Supongamos que 

J• (el adjunto de J) es un (U
1

,+)-asintótico inverso izquierdo -

para J. Entonces \'I es semicompleto y parcialmente isométrico -
+ 
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con proyección inicial P
1

• W+ es completo si y s6lo si w:=W+(u
1

, 

u
2
;J*) existe y J es un (u

2
,+)-asint6tico inverso izquierdo para 

J•. Si estas condiciones se satisfacen, entonces W'==W"'. 
+ + 

Demostración. La primera afirnación se sigue ya que (6.15) se sa 

tiaface, en efecto 

lim llJul (t )Pl~ l1 2
=lirn(Ul (-t )J"u1 (t )Pl~'pl~)=(Pl,0,Pl~) 

puesto que Ji.Ju
1 
(t )P

1 
r-v u

1 
(t )P

1
• La segunda afirmación se sigue 

del 'l'eorema 6.5. El Teorema 6.5 tambi~n :nuestra que W W'=P • Mul 
+ + 2 -

tiplicendo por la izqu).erda con wV se tiene que W'=W"lt, porque --
+ + + 

w•w =P • p \V'='N' y w+~P2-=W2)1-. 
+ + l' 1 + +' 

Q • E • D • 



7.- La Existencia del Operador de Onda.(c. ref. [4] ). 
Antes de e·npezar naestra discusi6n. hagamos enfasis en a1S!!, 

nas abeervaciones y resultados obtenidos hasta ahora. 

Dado e1 operador perturbado 

-1"' j~ 
H::iE(x) ! A <i)(. 

jz.1 l 

1a matriz E(x) es tal que: 

i) existen constantes e y e• tales que 

el:!:. E(x)!: c•I; para toda x, 

~ además supondremos que 

11) (l+lx1 2) /CE0
)-

1E(x)-I,e L2• 

(7.l) 

(7.a) 

(7.b) 

El operador H, definido en (7.l), puede ser redefinido por 

(ver (2.20)) 

D(H )=D(B
0

), 1 

-1 o 
Hfc:E(x) E Hof; 

y debido al Teorema 2.2 H es autoadjunto. 

En tdr.ninoe de estos operadores, las soluciones a1 problema 

de Cauchy 

o o u (x,O)=f (x) 

"' . 
tl~)~:: 1 AJ~. 

1 ibl . ~.,e, 
'" r::' J 

u(x,O)=f(x) 

están dadas (ver (2.25) y (2.26)) por 
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re specti vam.ente. 

El operador de onda W aparece de manera natural al estud.!_ 

o ar la igualdad asintótica de 11 y u para valorea grandes de t. -

La condici6n de ésto es sLnpJ.einente 

lim l!e-itHf-Je-itffofo /1 =0, 
t-+C.O 

donde J ea la identificacidn de ?;(0 en de Jg=g. Dado que /le -itH// 

=l. eata condición es equivalente a 

!::J/r-e-itHJe-itHofºfl =O (7.4) 

Dadorº, es natural suponer que, la proyección ortogonal de 

fº en el eigenespacio da H0 es cero, ya que tal proyecci5n puede 

sólo generlll" soluciones estáticas de (7.3). En vista de esta ob-

servaci6n y de {7.4), .el operador de onda está. definido por 

( ) -itH -itffo W=W H,H0;J aa-Linl e Je P, 
t 

(7.5) 

(Ter Definici6n 6.2) donde P es la proyeccidn en el subespacio -

o de continuidad absoluta de H0 • Se sigue que u y u son aaintdti-

cE1J1ente iguales para t _.«> 
o o e si y sólo si f =Pf y f=Wf • 

De acuerdo con la Definición 6.2, {7.5) es el (+)-operador 

de onda para la tercia H, H0 y J. En lo que sigue a6lo se harán 

consideraciones para este operador, ya que las ,nismas considera-

ciones se pueden hacer para el. (-)-operador de onda de una mane-

ra obvia. 



Antes de continuar con nuestra discusj.6n daremos dos defi.Jl! 

ciones relativas a conjuntoB. 

Para cualquier subconjunto no vac!o se. X (X espacio vector!_ 

al), el conjunto de todas las combinaciones linel9.les de vectoree 

de S es 1lemado el •conjunto gen'erado por S'.. Un subconjunto 5CX 

se dice •fundamental• si la clausura del conjunto generado por S 

es todo el esp~cio X; i.e. la clausura del conjunto generado por 

S es siempre denso. 

El sj.gui.ente teorema nos expresa una condici6n suficiente -

para la existencia de operadores de onda. Este teore~a y su de~ 

mostraci6n estoo basados en el llamado • M~todo de C<lok' • Este :nd 

todo usa como principio: si f es de clase c1 sobre fR con f 1 en 

L¡ ( (R), entonces lim f(t) existe, da.do que 
t~ .. t 

1 f(t )-f(:3)1 = ~ f' (u)dul! J /t• (u)duf--+ O, 

s. s 
cuando s, t se ven a CD ( s .t. t ) • 

Teorema 1.1 ( ~~ , pag. 535). Sean H¡ 1 H2, dos operadores au

toadjuntos en -:.in espacio de Hilbert; y sea D un subconjunto ~un-

damental del subeepacio de continuidad absoluta de 11_, con las -

··itH]. siguientes llropiedades: si U6D, existe un real s tal que e u 

ED(f1_)t1D(H2); para toda. s~t<.a'.>, {H2-H
1

)e-itHlu es continua en 

t, y ll<tt
2

-H
1 
)e-itH1l~I es integrable sobre (s,oo ). Entonces, si 

P
1 

es la proyeccicSn ortogonal en el subeepacio de continuidad f1! 
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) -itH2 -itH1 soluta de H1 se sigue que W(H2,H¡ =s-lim e e P1 eXiate. 

Demoatraci6n. Sea W(t)=exp(itH2) exp(-itH1 ), entonces W(H2 ,H¡)= 

Si ~D, tenemos que 

dWCt.)tl:: J (l"ª ¿; l"~) ': i e;tHJ (\.\ª-"')eª \-1, lÁ ") 
Jt. n 

y esta derivada es continua por hip&teais. Entonces por integra-

cicSn t'' 
W(t1t )u-W(t' )U=iJ eitH2 (H 2-~ )e-itH1udt • 

Puesto que [/ eitH2/I =l :

1

tenemos 
t" 

j/w¡\•)u-W(t • >u/l~J /l<u2-"i )• -itH1u // dt, 
t' 

Dado que el integrando de la derecha es intagrable sobre (s,a>), 

el miembro de la derechu tiende a cero cuando t •, t"_,.a> y s-1.im 
t-.«> 

W(t)u existe. 

Puesto que ásto es cierto parú toda U6D, que es fundamental 

en el subespacio de continuidad absoluta de H¡, y dado que W(t) 

es wiiformemente acotada, se sigue que el mismo l!mite existe P! 

ra toda u del subespacio de continuidad absoluta de 8¡1 >. Esto es 

equivalente a la existencia de W(H
2

,8¡)=s-lim eitH2e-itH1p1 .Q.E.D. 
t-+Cb 

1 ) Esto es consecuencia del siguiente lema ( ª~ , pag. 151): 'sea 

lTn\uniformemente acotada. Entonces ~Tn\ converge fuertemente -

(a T) si i_Tnu\ converge fuertemente (a Tu) para toda u de tm -

subconjunto fundamental del espacio X'. Aquí los operadores pe?'

tenecen a B(I,Y). 



Ahora estamos en posibilidad de demostrar la existencia del 

operador de onda (7.5) bajo las suposiciones (7.a) y (7.b), dadas 

anteriormente sobre la matriz E(x). 

Teorema 7.2. Baja lae condiciones (7.a} y (7.b) sobre E(x) el OP! 

rador de onda W definido en (7,5) existe. 

Demostración. De acuerdo con el Teorema 7.1, es euficiento pro~ 

bar que para f en un cierto conjunto denso en el eubespacio de -

continuidad absoluta de H
0

, la expreei6n T1-:: /j!HJ-Jff
0

)e-isHof // es 

integrable en (T,OO)p T">O; para que el operador de onda (7.5) -

exista. 

En lo que sigue C denota una constante, no necesariamente 1a 

misma cada vez que aparezca. Observemos que 

ll ~11': J ~ t ~ d~ i ll~ 11º \l tEº"r1 ECi)9\\ 0 ~ e\\~ ll 11tEºt1 E~l\ 0 
R"' 

Entonces \13 l\~ CU {Eºl-t l:M ~ 1l 0 • ne ~ato 1 de (7.2) obtenernos 



r -1 ~ \ -\~\,\o \z \ = C j l l~º) t:LY-)-1 \ H0 e t a')C ~ 

<Q" 

.'\ W\ A 

Usando la notaci6n de la eecci<Sn 3, con f(p)=.Lf j(p)v j(p)p 

se tiene que 
J !:\ 

-\S \t, r _\ ,.)( ~ -1~ ~j (~\ A 

~.e .f:' <:J111.:; 'f;, bjltH f3C,)<lr 
1 en coordenadas polares 1 r :: <tlAl 'O'> o 

Dado que f ee un elemento del eubes~acio de continuidad absoluta 

de H0 , 1j=0 para aquellos j que corresponden a cualquier raíz -

z.(p) que es cero. Tales subíndices son excluidos en la swua da-
J 



"" da ~ (7.7). Restrinjamos a f de tal forma que loa fj((NJ") son -

A 
supuestos de la for:na f j ( tw )= ~ {IU\ ~ (.G'), donde el factor ft E -

~0,0> ) ( el conjunto de todas las :funciones infinitamente dif',!. 

renciables con soporte compacto), y \\) es elemento del conjunto 

de funciones continuas sobre l.a esfera unidad y tal que existe -

( ') O que satisface la condici6n de que \f ( \S) es identicamente 

cero si la distancia de llf' al conjunto N~ es menor que E , dou.de 

n;= 1 w t. flt': \ 1J \: i •)bj l'-l):or Retomando el Teorema 3. l, se sigue que 

las funciones f bajo estas consideraciones forman un conjunt~ ~ 

denso en el subespacio de continuidad absoluta de a0 • 

Con &ato podemos ya estimar la expresi6n (7 .7)v Estimaos -

pri:l.\ero la integral de O a co que aparece en tal expreei6nf esta 

integral ea 

la cual puede trS11sfo1111arae en 

r
-iS.~~j(lJ\ 

.l: = ~jlli>) Úl(ul) e rl'i'\~G' 
10' <¿,. )( 

donde p((}' )= E\>tO-)G"" Q • es una ~unción que pertenece a ~O, 

oo ) • Integrando por partes se tiene 



;<r-\.lf ·'IC ~ .. • \ ' \ 
pero P"((j'-) .. l 1. hl~h21w·"lCr\lr\-(iJ.x)1hlG') \ 

""~l~)Ci'n • Entonces 

~ .s.__· \ \ + b< \ .\- \ )( \1) . 
s1 Zjll.J\ 

donde h(<i') 

Bn vista de la elecci6n de los ~jlw) y de la continuidad 

de bJ{lal) tenemos que (tomando la integración con respecto a W' , 

ll!Nlllando sobre j 1 sustituyendo en (7.7), y (7.7) en (7.6))t 

T1~-= s....j \( tºY1 
tt"'1-1 \ 

1 
( H· '" l"' \"lt)i. ! ~. 

sea U" . 

11.nalmente, usando la condicicSn (1.b), concluimos que 1'~ ~/S.,_ 

iaostrando así que T1 es integrable en (1',oo ). con lo cual el o-

perado~ de onda (7o5) existe. Q • E • D • 



8.- Algunas Ecuaciones de la Písica Clásica en Po:nna Matricial. 

E1 proposito de esta secci6n es el de exhibir tres ecuacio-

nas de onda de la Pisica Cl!sica en la forma (1.1), y hacer una 

diecusi6n, con base a ~eta, de acuerdo a los resultados obteni~ 

dos en las secciones anteriores. 

En los ejemplos. se hace una derivaci6n y una discusi6n de 

las ecuaciones que gobiernan a cada fen6meno de propagaci6n. En 

cada ceso se hace ~nf'aei:s e11 los siguientes puntos: 

i) las ecuaciones que gobiernen. a cada fen6~eno de propaga-

ci6n pueden ser escritas en la forna (1.1)¡ 

11) si las ecuaciones que gobiernan a cada fen6~eno de prop! 

gacidn son de segundo orden, bajo que condiciones el eiste:ua de 
·::.. 

primer orden (l.l) im~lica el eiate~a de segundo orden¡ 

iii) si el siste~a de ecuaciones (l.l), 1 el medio gobernado 

por ~l, son fuertemente o uniforme~ente propagativos. 

Los eje:nplos que se presentan son (en este orden)s Las E~ 

ciones de Ac~stica, Las Ecuaciones de Optica Cristalina ~ Las 

Ecuaciones de Ondas Elásticas en Cristales. 
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8.1. Las Ecuaciones de Acdstica. 

Consideremos un elemento de volumen de un medio fluido, con 

respecto al siste~a de coordenadas X¡• x2 y x
3

• En general, este 

elemento de volu.nen se puede mover en cual.quier direcci6n y su -

desplazamiento es representado por el vector 4, que tiene compo

nentes ~' 'L y ?/- en las direcciones xi, x2 y x
3 

respectivamente. 

El vector velocidad correspondiente a este elemento de volumen -

es q_(;)J , y tiene co~ponentea U=~ , V=~ y W=qi_ • Todas ea 
""ñ)-t l"'" a~ (i)t -

tas cantidades junto con ln presi6n acdstica p y la condeneacidn 

l) 
• son funcionee de X¡• x2, x3 1 t • 

Suponga.lloe que una onda de sonido atraviesa cada par de pl~ 

nos paralelos del elenen+.o de volwien rectangular del medio fiu!, 

l) Kl exceso de presidn o preeidn acdstica, en cualquier punto, 

ostal definida por p=P-P0 ; donda P es la presión instantanea en -

cualquier punto y P0 la presi6n en el equilibrio del medio. 

La condensaci~n e est&. definida por 11=C.f-J
0 

)/fo f donde f ea 

la densidad instantanea en cualquier punto 7 Jo la densidad en 

el equilibrio del ~edio. Si el fluido es inhomog~neo, en general, 

se tiene que Jo es funci6n de xi, x2 y x3;es docir j o=f 0cxi ,x2, 

ll3>:fo<x). 
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A1 pasar estas ondas, cada una de las caras es presionada 

de tal forma que sufren un desplazamiento, por lo que el elemen-

to de volu.:nen se tra.nsfor.na en 

d'it,A1C~ J"!>-= ( l +-({)i )l1 1ª ... !1. \' \ +<Q'!_' 
Cb l4 a~ ) \ <bJ<?i } • 

Correspondientemente. la expresi6n de 1a conservaci&n de la masa 

dentro de este elemento de volumen es 

(8.1a) 



Suponiendo que, tmito los cambios de densidad as! cono los 

desplazamientos son pequeños, los t6:rminos tal.ea como 

~Q!l , etc; pueden ser despreciados, y la ecuacicSn (8.la) ee 
~, <V-..-z 

simplifica a. 

s = - l<Ei. t~ \-~ \ 
tZ>"t (0")(7 (¡)'(:, ) 

Bata ecuaci6n es una forma especial, tridimensional, de la •ecu!: 

ci6n de continuidad' más general de hidrodinrunica.. ~sta puede ser 

escrita en for,na vectorial ca.no 

(8.lb) 

donde 

S=-°V'•J 

V·d= 1'16. t<1!1. +n.ai \ \czn<, (b~ Cb ~ } 
representa la 'divergencia del 

vector desplazamiento d. 

La ecuaci6n que relaciona le presi6n ac~stica y la condena! 

ci6n ( ~~ , pag. 112) es 

P=foc2a, 

donde e as la velocidad de la onda de sonido. Si el fluido es ~ 

homogéneo, esta ecuaci6n se transfonna en 

2 P=J(x)c (x)a, 

(8 .le) 

donde f<x)S,f(').'x
2

,x
3

) es la densidad en el equilibrio en el pun 

to (~,x2 ,x3 ) y c{x)"S.c(X¡,x2,x
3

) es la velocidad local de la oa 



da de sonido. 

De las ecuaciones (8.lb) y (8.lc), eliminando la condensac!, 

cSn s, se obtiene 

(8.ld) 

Considert'L.do las diferencias de preei6n externa sobre cuda 

par de planos paralelos del elemento de volumen dXi_dx2dx
3 

repre

sentado en 18 Figura 8.1, se pueden obtener las tres ecuaciones 

de la fuerza (una para cada direcci6n): 

-.L CM. _fd'G - l. ')t. :IA1 Vl -.J_ ~ -rti 
_\t~) (l>)ll - -<b\ 1. • \ Jt'"Kl 'bi<t. ~ 'J s(1q 0,(~ - (l)t e • 

Si la priu1era de estas ecuaciones es diferenciada con res-

pecto a 1i' la segunda con respecto a x2, la tercera con respec

to a x
3

, y estas son sullladas se obtiene 

Esta ecuacidn puede ser expresada m4e simplemente en forms. 

vectorial como 

(8.le) 

Pinn1mente, de la ecuaci6n (8.ld) se tiene que V·~= - :r /jct:)Gz(K) 

entonces (8.le) puede ser escrita como 



(8.lf) 

que es la ecuaci6n general de ondas acústicas en UD fluido inho-

mog~neo en reposo. 

La ecuaci6n (8.lf) puede ser escrita como un sistemo de ma-

trices de 4x4 como 

o o o J..~ (° o V }) l J. 'l! 
.fl'J(.l 'b'iC¡ .ft"1 "ie, 

o jCx) o () J..~ 'o o o Dz J. '21? 
fM~Jti 1 ~~ o S(1.1 e> 

-~ 1. <1J. - o () o fJ.l J.. Ci§! (8.lg} 

i.. 
fc'1 C?i>3 .fr~~ 

o o <!!. :D1 'I>z. !>~ o <M 
j(ll)c.t~) (6t ~t 

que evidentenente es de la for~a (con D1='). ) (1.1). La matriz -
CbJ\ 

E(x) es en eete cano 

.ft-t:\ o o o 

o gc.,,1 o o 
tb) -- o o flíl o 

o o D \ -j'c'lll c. tri( 1 



,Inversamente, sea (v
1

,v2,v
3

,v
4

) una solucidn del sistema de 

prilller orden (8.lg). Entonces de éste se derivan las ecuaciones 

(8.lh) 

(8.li) 

Por otro lado defin~nos 

fl~,-;_): J: J~C<.•) .\ s -+ \'{',o) 

con p(x,O) una funci6n arbitraria. Entonces las ecuaciones (8.ih) 

impl.ican (integrando de O a t) 

finalmente 

f V~ ('lCt4.\ :::c?;4tt>cth) t ~Ó.\('lt1Cl) - ~;~lX.o) ., ; :: l,z.~ . 

De esta 111.tima expresi6n se tiene que, la condici6n !m-~ 

subsidiaria para que (v1 ,v 2,v 
3

rv 
4

) sea soluci6n de 1a. ecuaci&n 

de segundo orden es que 

Eü dicho caso (8.li) implica 
!> 

z ~'D\!.1 .1.t ~ fcic.·b) = .t...<bXi _f(111~ ·, 
!C. f1) t' .;.::.1 

i.e. la ecuaci6n de segundo orden es v'1ida. 

(8.1.j) 



Sea, por otro lado, una solución ~stñtica en el caso honogf 

neo; i.e. el vector V=(v1 ,v2,v
3

,v
4

) s6lo depende del vector x. -

En tal situación se tiene que (8.lj) es 

v\ (?l) :: l.~ . , ~.: \1 213 ., 
~ (b"'#.\ 

ésto implica que 

rotv=O; 

ade~ás de (8.lg), suponiendo W1a solución estática se tiene que 

rouq =º·1 l:\,z,~. 
t"bV.1 

~ 'OÚi\ 
L e'bll-\ = O Ó div V=O 
;~. 

Entonces, como rotv=O, div V=O y co1no ve.L2, se cumple quo 

V=O. Luego, s6lo la soluci6n trivi&l es co:npatibl.e con la condi-

ci6n subsidiaria. Note,nos ade¡,ufo que, en el caso estático se tia 

ne que v
4
:cte; y co.no v

4
f!:.L 2 se tiene que v4=0, con lo cual p(x,t) 

=::p(x,O) .. 

Considerando al caso homog~neo, el polinomio (3.4) es esc11;, 

to co:no 

i,p o o -fa 

Ew,~) o 1'f o -f, o :: 

t> o ag -~3 

"11 -,l -f3 - ~ -Je& 
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Desarrollando este determinante se obtiene 

en el cual dos raicee son identicamente cero ~ laa otraa dos re! 

ces son~ ~c lPl ; estas raicee nos dicen qua la onda plana se pro 

pag< en la direcci6n del vector p con una velocidad 

L -:r. :te. 
\f\ 

Tomando \P\=1, se tiene que loe vectores ve1ocidad normales 

son 

V=(v1,v2,v3>=tC(p1,P2•P3>· 

Entonces el vector 'l definido en ( 4. 7) "tiene l.a forma 

vt. ~ ( 'l_p ~ 2 ' ~~) :: ta l f 1 ) ~·, r~ ) . 
De acuerdo con (4.8) una ecuación para la superficie de len 

titud s 83 

que representa una esfera de centro en eL origen ~ radio l/c, la 

cual evidentemente es acotada para cualq.U.er va1or de e distinto 

de cero. 

Por otro lado Q('l,l)=O ea igual. a 

tf ~ tt ~ 'l?.i - ~ = o , 

entonces 

De lo anterior se concluye que (de acuerdo con la J}efinici6n 



4.l) el sistema (8.lg), y el medio gobernado por él, es uniform~ 

mente propagativo. 

La densidad de energía está dada por (ver (1.2)) 

y el vector de Poynting es (ver (1.3)) 



8.2.- Las Ecuaciones de Optica C:rtstal.ina. 

Consideremos dos cargas aisladas Q y Q1 movi~ndoee en el 

espacio libre. La carga Q siente cierta fuerza el~ctrica debida 

a Q
1

• Si Q está en reposo, la fuerza el~ctrica sobre 'ata es QE. 

El vector E es llamado la 'intensidad eléctrica•. Si Q eatá mov! 

endose con velocidad v, existe una fuerza adicional QV/\B, dende 

/\ es el símbolo para el producto vectorial. El vector B ea lla-

mado 1.11 •densidad de fiujo magn~tico • • otros do a v~ctorea juegan 

un papel imnortante en la deacrípci6n del campo electromagnético 

7 ellos están relacionados a 1aa lineas de fuerza que emanan de 

cargas y corrientea. El Vet,!tor D, que es l.lama.do la•denaidad de 

fiujo eléctttco'' mide el nmne1·0 de lineas de fuerza que se ori-

ginan desde una carga. El vector H, que es llruuado la 1 intenai~--

dad magnática' , ea tal que su va1or sobre une cuerva cerrada llli-

de efectivamente la corriente que pnsa a través de la curva. 

Supondremos que loe vectores E, B, D y H son continuo& y 

poseen derivndas continuas en todos los tJUD.toe de1 espacio (pun·· 

tos ordinarios). Ahe>ra, postularemos que en puntoa ordinari.oa -

1as ecuaciones de Miuwell 

rotE+': =0 (8.2a) 

rotH-'* =J (8.21>) 

div~r (8.2c) 

divB=O (6.2d) 
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ee satisfacen, en donde J es la densidad de corriente y J la de!! 

sidad de carga. 

La justificacidn de este postulado se basa en los hechos de 

que, primero, en los casos particulares de ele~trostátice y mag-

netoatática ciertos t6rmtnoe de estas ecuaciones pueden ser des-

preciados y los fen6menos presentados por estas nuevas ecuacio~ 

nee están de e.cuerdo con el experimento. Segundo, para corrien--

tes que. Tar!an rapidamente y para propagación de perturbaciones, 

todos los t~nninos en las ecuaciones son tomados y lo predecido 

por ~stas está de acuerdo con el experimento. 

Dado que la divergencia de un rotacional es cero para cual.-

quier vector, obtenemos (tomando la divergencia de (8.2b)) 

~\~ 'J = - ~\>J ~ : -'E.. ~hl 1) • ra I; ()t 

El. interca.,nbio de los operadores div y'.Q. es permitible porque -
I')\:., 

hemos supuesto la continuidad de D y sus derivadas en puntos or-

di.nerios. La suatituci6n de (6.2c) en esta di.tima ecuaci6n dá 

!\ll'J +'dJ> :z::O, 
<bt 

que es lla.uiada la •ecuaci6n de continuidad•. 

(8.2e) 

En flujos •estacionarios'J 1.e. en flujos que son indepen--

dientes del tiempo 

divJ=O, 
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tal que el vector J es solenoidal. 

Si tomamos la divergencia de (8.2a) se obtiene 

~divB)=O. 
Cbt. 

(8.2f) 

De una manera análoga, tomando la divergencia de (8.2b) y usando 

(8.2e), obtene~oe 

(8.2g) 

Si supone:noa inicialmente que divll:- .:f y divB=O, entonces las ec!! 

aciones (8. 2f) y (8 .2g) nos indican que para cualquier tiernpo y 

para todos los puntos ordinarios siempre se cumplirá que 

div~ diVB=O. 

En las ecuaciones (8.2a)-(8.2d) existen doce cantidades ese!!_ 

lares desconocidas , si uno supone que las densidades de carga y 

de corriente son dudas, par&. ser detenninadas(a l.o más) ocho tlC!! 

aciones escalares. Existen otras rela~iones entre los vectores -

que pueden ser SU!llRdas al eistema ·.de ecuaciones que reduce en --

gran parte l.a inconsistencia del ndinero de cantidades desconoct-

das y el n'1mero de ecuaciones. .l!:stae relaciones surgen de evide!;_ 

cias experimentales concernientes a la naturaleza del medio 111ai;e 

rial. Las relaciones toman una forma simple en muchos caRos que 

serán discutidas brevemente en lo que sigue. 

En el espacio libre 
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donde~ y é'o son constantes. Los valores y di·nensionea de estas 

componentes dependen del siate.na de unidades adoptado. En lo que 

aigue el siste.na racionalizado M.K.s. es elllpleado. En este siet~ 

ma 

Medios isotr6picos son aquellos en los que las propiedades 

f!sicas en la vecindad de un punto interior eon las ,nis~as en t~ 

das las direcciones. Para medios isotr6picos (que no son ferro~ 

magnéticos) tenemos 

D= «E, 

Las razones dime~sionales 

son independientes de la elecci~n de 1as unidades y son uaualme!!_ 

te llamadas las •capacidades especificas inductivas•. Un medio -

ho1uog1foeo es aquel en que las propiedades í:!sicas son constantes 

de punto a punto, y en este caso X es usual.:nente llarllada la -

•constante dieléctrica•, y X.. la 'permeabilidad' (aunque se u-

san también estos t6I'tllinos si el medio no ea honogéneo). 

Las pro'Piedades de ur. medio 'enisotrópico • var!an en menera 

diferente a lo le.rgo de diferentes direcciones en un punto. En -

cuerl'.los tales coino un cristal dieléctrico tene:nos 



(8.2h) 

donde Dx1 , Dx2, Dx
3 

son las componentes cartesianas de D. Loe C2_ 

eficientes €ij de la transf::>rmaci.cSn son. componentes de un tensor 

simétrico .§....y (8.2h) puede ser conveniente:nente escrita. como 

(8.2Ji) 

La correspondiente relaci6n para campos magnéticos es 

I'or til ti1no discutamos más ampliamente el. caso en el que el 

medio es anieotr6pico e inhomogéneo. Por simplicidad supongamos 

que la conductividad1 ) es cero y que e1 medio es isotr6pico con 

respecto a las propiedades !llagnéticass t' :fto ; i.e. el :nedio ea 

giroel~ctrico. Como sabemos, la densidad de flujo eléctrico esta 

relacionada con la intensidad el.4ctrica por (8.2 i), donde~ es 
. -

un tensor real.. Si suponemos que la densidad de energía ea l/2 De 

B y su raz6n de CB.!11bio es D•E, entonces .!. puede ser simétrico. 

Dado que la densidad de energía no puede ser negatlva; i. e. D•B "'º 
l)La densidad de corriente y el campo a~licado están conectados 

por J=C"E. La cantidad G' ea lln;nada la. condu.ctividad, y la ecua

ci6n J:tE ea conocida como la 'Ley de Ohu'. 



se sigue que la cuádrica 

i E¡· 'X· 'll • = conJau.te .. J 1 l J 
1..i:' 

donde X¡• x2 y x
3 

son las coordenadas, puede ser un elipsoide. Si 

elegimos los ejes principales del elipsoide como los ejes coord,!?_ 

nados, la ecuaci6n de la cuádrica es 

é. '"'~ \o ~t 'Yo; t é-l 'l(?:: c.tm~bte. 
Con estos ejes tenemos 

Dx¡=é1Ex1• Dx2=é2Ex2• Dx3=E3Ex3• 

donde ~ 1 , € 2 y é 
3 

son conocidas co.no las 'constantes diell!ctri-

cas principales del medio anieotropico (o cristal)'. En el caso 

particular de un 11edio iaotr6pico el elipsoi.de degenera en una -

esfera y E1=~2=,3 • 

En un ,nedio nnisotró"!)ico (cristal) las ecuaciones de Maxwel1 

son escritas como 

1!!:. - <llh ':; E.>~ 
l'tX, (b" i nrt 

~ -'1L ::::.- j.L_~ 
~'\lz. 'b'lt~ c. "f'l)t 

IOE1 _ ~ :z • Jlbl!"z 
~~ '?>1'' <Ot 



Las cuales, evidentemente pueden ser escritas como 

6, o ºººº -e, D o () cD -J>~ l>z E, 
o ,, o o o o E1. o o o ~ o -.t>, 

() o f..s 000 ~ o o o -~ b, o E~ (6.2k) 

o () O Jlo o O \\, -:: o !)j ·P, o C> o \.\, 

D o ~ "' t'fo 1) Hi -b~ o :Da o o o ~z 

o o o () o ¿lo H ~l -\), o o o () 
"~ 

donde n
1 
= 'Q.. ; i=l,:l,3, que es de la forma (1.1). 
~~\ 

Si supone-nos que las soluciones no dependen del tie!Dpo, se 

tiene que (8.2k) se transfor~a en 

o o o o o -1>~ E\ 

o D o o bs. o lt,, 

o o o o ·-n ~ l>, o t¡ 

o o !>~ ~i\ o () o H1 
o ..¡)?i o D\ ~ Q o Mz 
o Di ·t>\ o o o f) Ha 

Desarrollando obten-anos que 

rotE=O y rotHsO. 

Pero co~o t&'D.bi'n debemos imponer que divH=O=divE, y CO'UO H y E 

éL2 obtenemos que E=H=O. Lo anterior noe dice que la solucidn es

t,tica desaparece y no eatá en el subespacio de soluciones rulmi-
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eibles física.mente. 

b~ polinomio (3.4) es en este caso 

¡{\ o o o -t~ ~' 
o i61 o t3 o -~. 

F(p, )=det o o i6~ -yz ~t o :: o 
~ f!> -vz ~fo o o 

-h o f \ o ~o o 

f z. -~\ o o () 

E"º 
Desarrollando este determinante obtene:noa 

'e <v ,~) = z,t \ rott -~(f) liz t ( l\'({1)1 =o, (8.21) 
u1ú1 d-z 

1 ' '!» 

"'(f)-.: ói ~t. f~ .\- 0:-ú"JT. f l -t- lf,'I. ó,?. f !? ' 

tJ( = ~º';Y'.'~= ,,t,~.' r"~ y,-z+fl+fii. 
En este caso tenemos dos raices que son identicamente cero y e~ 

tro raices que son soluciones de la ecuaci6n 

? ~ - ~C\'l'Z· «+ f" "'i'lTl: o . (8.2n) 

El discriminante de esta ecuaci6n es 



Si elegimos 

donde el producto es extendido a las cuatro posibles co~binacio-

nes de signos. Dado que A
1 

y A
3 

son reales, y A2 es imaginario -

puro, los factores de X(p) pueden ser apareados con sus comple~ 

jos conjugados. Entonces X(p)~O. En efectot X(p)=O si y s6lo si 

P2=0 Y P1 A¡±P
3
A

3
=o. Entonces la.a cuatro raices de (8.2m) son re! 

les y distintas excepto si 

(6.2n) 

De acuerdo con {3.9),'iae cuatro raices distintas de cero eon t~ 

les que dos de e1las son estr1cts.11ente positivas y dos estricta-

~ente neft'ltivaa. 

Beso1viendo {8.2m) para :-', (8.21.) se pUede escribir como 

De acuerdo con esta dltima expresi<Sn, una ecuacicSn para la aupe!: 

ficie de ientitud s es (aegdn (4.8)) 
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o equivalente~ente 

(8.20) 

(8.2o) noe dice que la superficie de lentitud S está forma-

da por dos hojas o mantos. Estos mantos se tocan e6lo en cuatro 

pu."ltoe los cuales pertenecen a las rectas (ver (8.2n)) 

en el plano11_¡'b,(Fig.8.l). 

Con el f!n de visualizar la superficie de lentitud, inters~~ 

temos ~sta con loe ejes coordenados. La. intersecci6n con el pla-

no t'f.z :O es un círculo y una elipse con cuatro puntos de inter

eecci6ns 

~! ~·' -l .s,i '\{:l. 
Por lo tanto, estos puntos dG interseccidn son los JJU11tos donde 

los mentas se juntan. En loe otros dos planos coordenados las i!!, 

terseccionca son, también, un círculo y una elipse; en este caso 

el c:lrcu1o y la elipse no se interoectan. EA el pleno ~1co , ten!. 

mos 



slidilarmente en el plano ~?>~o tenemos 
1 .. 

1 ,~ 4-1 zt - ~& -= o , '3 U). tt_~ + tr.t. ~ ~ -~ = o . 
De acuerdo con la discusi6n anterior y al Teorema 4.2, el -

sistema (8.2k), y el medio gobernado por él, no pueden ser unifor 

memente propagativos. Sin embargo, cada uno de los mantos de la 

superficie de lentitud son acotados; por lo que, de la Definición 

5.3, el sistema (8.2k), y el medio gobernado por él, es fuerte~ 

mente propagativoº 

En tal caso, la densidad de energÍa est~ de.da por 

M; t €' 't~ ~¿toht\\ ., 
~ el vector de Poynting por 

{'1, ''í~, 'Is~:~ lE1Hl-'E)'-'2,~\\,-t,"'§'t'~'- "9E1!). 

Jig. 8.1. I.nteraecciones de la su~erficie de lentitad con los pl,! 

nos coordenados. 



En el caeo particular en el que 

&. - 1: - ¡;._ = &. ...... , - '11. - ~.) - -o\ 

el sistema (8.2k) es uniformemente propagativo, ad como tambim 

lo es el medio gobernado por ~l. En efecto, la superficie de 18!!, 

titud ya no vio1a al Teorema 4.2, ya que ea una esfera con ecua-

ci6n 

y además 

Q lrt,l)-= 'll \. ~Jt '1,~ - ~=o., 
'1.· 'V~Crt 1 t) ~'l.•~ t-Wl.,~l!l,10 + '{~~0.f!t,,\ '=i: o. 

'l>vt' '1>'1.1 Q't.J 
En este caso la densidad de energ1a es 

N = ~ \ t ,~ "~º \ "\: 
y e1 vector de Poynting sigue siendo el ~ismo que en el caso en-

terior. 
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8.J.-Las Ecuaciones de Ondas Elásticas en Cristales. 

Bajo la acci6n de fuerzas aplicadas, los cuerpos s61idos -

exhiben deformaciones para algunas extensiones; i.e. cambien en 

forma y en volUJaen. La defo:rmacidn de un cuerpo está descrita ~ 

matemáticamente de la siguiente manera. La posici6n de cual.quier 

punto en el cuerpo está definida por eu radio vector r (con com-

ponentes XJ_=X, x2=y, x
3
=z) en algdn sistema de coordenadas. cuan 

do el cuerpo ea deformado, todos los puntos son en general deapl!!_ 

zados. Consideremos un punto en particular cuyo radio vector en-

tes de la deformaci6n es r y despu6s de le deformaci6n ea r•(con 

componentes x!). El desplazamiento de 8Bte punto debido a la de-
1 

fonnaci6n está dado por el vector r•-r, que denotaremos por w: 

"1=x:t-x1 • 

El. vector w es llamado el 'vector despl.az0111iento•. Lae coordena-

das x¡ del vector desplazado son, por supuesto, funciones de laa 

coordenadas x1 del punto antes del deep1azamiento. E1 vector 4e!. 

plazami.ento w
1 

es, por lo tanto, funci6n 4e las coordenadae x1 • 

Si el vector w está dado como funcidn de x
1

, la deformacidn del 

cuerpo est& enteramente determinada. 

Cuando un cuerpo es defornado, la distancia entre sus pun-

tos ca~bia. Consideremos dos puntos extremadamente cercanos. Si 

el radio vector que loa une antes de la deformaci6n es dxí, el -

radio vector que los u.ne en el cuerpo deformado es dxi=dxi+dw1 • 



2 2 2 +12 La dietanciia entre loa puntos es dl=(d:it¡ +dx2+dx
3

) antes de la 

,, " 1) l '" defo:nnaci6n,_.y es dl.'=(d"i_ .. ~dx2"+dx2'") , .. despu~s de ella. Usando 

. 2 2 2 2 la regla generai de ewna, podenos escrioir dl =dx1 , dl' =dxi = 
(dx1+d1\}

2
• Sustituyendo dw1=(~~)dXii:, podernos escribir 

~f2= c:\t-z t 2 ')~ Jx1 ª"'w. ~<Ow4 ~ c!x. A",. 
fb'JC lz. (l'¡( lt. C(¡ )(.~ 

Dado que la s\L'lla ea tomada sobre los sufijos i,k en el segundo -

t~:rrnino de la derecha, podemos poner (~.;jdx1d~=(~)d:x.1d~. 
F.n el tercer t~r:ni.no intercrunbi~nos los sufiJOS i,l. Entonces dl'

2 

toma la forna final 

~Q't: ~~1: f 2 W:¡~l~,J.~, 
donde el tensor wik está definido co~o 

(8 .Ja) 

Estas expresiones den el ca::ibio en un elemento da iongitud CUCJnw 

do el cuerpo ea deformado. 

E.l tensor "'ik es llamado el •tensor de defornaci6n•. Vemos 

de esta definici6n q~e 'ste es si~'trico; ~.e. 

"1k"'"k.i. 

En 1a nsyor!a de los casos wi es pequeño pnra pequeñas defo! 

maciones , de tal .nanerr: que podemos despreci r,:r loe úl ti nos t'r-

:ninos de la expresi6n (8. Jo), ynquc ~stos ser&l de :;asindo peque-

f'ios. Entonces, pare; defor:naciones pequeñas, el te11sor de defor.n_! 

cido está dado por 
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t...>.¡.. : .1. ( 'bw4 _.._ ~~ \ 
... '2 -·-, 'b)G2 '"b-.C.; 

(8,,3b) 

Cos:i.deremos la fuerza t.otal en alguna porcicSn del cuerpo. -

Primero, esta fuerza total es igual a la suma de tedas las fuer-

zas sobre todos los elementos de volumen en esa porci6n del cuer 

po; i.e. puede ser escrita como la integral de volumen (donde P 

es la fuerza por unidad de volumen 1 FdV es la fuerza sobre el -

elemento de volUJllen dV)s 

) PdV. 

Segundo, las fuerzas que actdan sobre varias partes de la porci-

dn considerada tienen un valor 0.eterminado, pero cero es la fue_r. 

za resultante total, dado que ellas se cancelan por la Tercera -

Ley de Newton. De io anterior, estas fuerzas acttian sobre la su.-

perficie da esa porcid~;· y tal que la fuerza resultante puede 

ser representada como la lilU!lla de fuerzas actuando sobra todos 

los elementos de superficie; i.e. como una integral sobre la su-

perticie. 

Entonces, para cualquier poroidn del cuerpo, ceda una de -

las tres componentes ~F1dV de la resu1tante de todas las tensi,g_ 

nee internas pueden ser transformada.e a una integra]. sobre la a~ 

perficie. Como es bien conocido del andl.isie vectorial, la inte-

gral de un ascalor sobre un volumen arbitrario puede ser trme-

for.nado en ma integral. sobre la superficie, si el escalar es la 

divergencia de un vector. En el presente caso, tenemos la inte~ 



.1.l~ 

gral de un vector y no de un escaltsr~ &ntoncca, el vg~tor P. es 
1 

la divergencia de un tensor de rango dos; i.e. de ia fo1~a 

F -~\'Lt.. 
i- /fJ~ 

Entonces la fuerza para cualquier vol.u'!len puede ser escrita como 

una integral sobre una superficie cerrada que acota al volumen: 

(8.3c) 

donde dfi son iaa co:11ponentes del vector norma1 df' al elemento -

de superficie, el cual está dirigido hacin el exterior de la mi!!_ 

mo.. E1 tensor G';\t es llanado el •tensor de tensi6n•. De la ecua-

c16n ( 8. 3c) se ve que G' ils: dfk ea la :L-6 sima componente de la fuer 

za sobre e1 elemento de saperficie df. 

SupongBl!los que un cuel'PO est~ en proceso de dcforrnaci6n, de 

tal manera que este proceso ocur1..., tan lentemente qua •l .t[qú:Ui-

brio termodin4mico se establ.ece en el cuerpo en todo instante, -

ele acuerdo a las condiciones extemas. Entonces G'ik puede expre

sarse COlllO ( l:i~ , P•P• 8-9) 

li'¡k ~ ~!¡.\ (8.)d) 

donde E=~ -Ts es la energ:fa. libre del cuerpo, con i la energ!a 

interna del :nismo, T su te:nperatura y S su entropíe. 

Si el Ouerpo que eat' en proceso de deforaiación es un cris-

tal, el cambio en la energía lib-re en co;npresiones isot,micae -



ea, como con cuerpos isotr<Spicos, una :f'uilci6n cuadrática del. tea 

sor de deformaci6n, esta funci6n contiene no s6lo dos coeficien-

"tes, sino un gran minero de ellos. La forma general de la ener--

g!a libre de un cristal deformado es 

(8 .. 3e) 

donde '}.iklm es un tensor de rango cuatro, llaaiado el •tensor e

lástico•. Puesto que el tensor de deformaci6n es eim~trico, el -

producto w
1

kwlJn es igi..ial cuando loa sufijos 1 1k d l,m 6 i,l y -

k.m son intercambiados. Entonces ol. tensor ~iklm puede ser de-·· 

f:inido de tal manera que cu.mpla l.as miS.111as propiedades si.n.Stri-

cesa 

un simnle c41cuio muestra que el ndaiero de CO!llponentes ditereu-

tes de un tensor de rango cuatro, que ownpla con estas propieda-

des, es veintiuno. 

De acuerdo con las expresiones (8.34), (8.)e), el tensor de 

tanei6n para wi cristal está dado en t&ralinos del tensor de de--

formaci6n por 

~'2. :: ~ : ~;w. tJttM 
ct>tJh11. 

(8.Jf) 

Si hay ~ovinúento en un cuerpo deformado, eu temperatura no 

es en general constante: va.ría en tio~po 1 aspacio. Esto compli-

ca considerablemente las ecuaciones exactas de movimiento l!J!1 el 
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caso general. de .novi1nientos arbitrariosº 

Usual.al.ente, aín ernbargo, lo anterior oe simplifica ai la .:.... 

transferencia de calor de una parte del cuerpo a otra (por si.ID-

ple conducci6n t~rmica) ocurre muy lentamente. Si el calor intur 

CS!llbiado durante este tie.npo es del orden de un peri6do del mov! 

miento oscilatorio del cuerpo, éste ea despreciable, y pode~os 

considerar que cualquier parte del cuerpo está tér_nicamente ais 

lada; i.e. 'el movimiento es adiabático•. 

Con el f!n de obtener las ecuaciones de movimiento par&. un 

medio el~stico, iguale11os la tensi6n interna f'Ji';'2 a el produs_ 
l"lX1t. 

to de la aceleración *i y la masa por unidad de volu:nen del cuer 

po; i.e. su densidad J : 
j ~, -:: 'O~\. 1~'1 'lt (8.3g) 

Esta es la ecuación general de :novi~iento. 

La propagacidn de ondas elásticas en ~edios anisotr6picos; 

i.e. en un cristal, es m«e co~plicada que para el caso de medios 

ieotr6picos. Para investigar tales ondas fijenonoe en la ecuaci-

6n general de movimiento (8.3g), y usemos para 6' ik la expresicSn 

general (8.3f). 

Sustituyendo ~ ik en las ecuaciones de moviniento, obtenemos 



Dado que el tensor ~klm es Silluftrico con respecto a los 8!!. 

fijoc l ~ m: pode~oa intercambiar éstos en el primer t4rmino, 

los cuales aer,sn identicos a los del segundo t~r.nino. Entonces -

las ecuaciones de movinieato son 

6 

(8 • .3h} 

Por simplicidad de notaci6n, definamos un nuevo tensor de rango 

doe: 

8 ik,,.0 ildm ~ 
Si defini~os al vector ~u(x,t) OOlJlO 

u.("J..1P 822' 833'ªt2'823'93l'vl,v2,v3) 

(con v1.~ ; i•l,2,3. ), 7 a l.a utriz 1' , da 6z6, 001110 
At 

ºl.lll ºu.22 º1133 °i.112 °u.23 ª1131 

º2211 0 2222 c2233 ~212 0 2223 0 22.31. 

tr\-' 
0 3311 0 33::!~ 0

3333 
0

3312 
0 3323 c3331. --

ºi.211 0 1222 01233 °1212 0 J.223 '1.231. 

0 2311 0 2322 º2333 º2312 º2323 

0
3111 º3122 0

3133 º3112 Q;ll.23 º31 

(8.31) 



entonces las ecuaciones {8.3h) pueden ser escritas como un sist! 

ma de la fonna (1.1), con 

l1. 1'.i 1'.~ l1,'C l',~ 'fl,t.. o ºº 
'1111 Vu .,, 

'{l'l '( 1'z-s, 11,, o o o rz~ 

"\131 ~)t 1'31 l'?lq "~!:! l'!, o o o 

V"' llct ~Cf3 l1qq 11% l''f ti o o o 
tº - '(ti>I ~!U l1~ ~'i'( 1ts:,, n:.6 o o o ~ 

'~' f',?. 'fT,3 rr," 11(¡ 1l 
" D O 0 

o o (j o D () l o o 
() o o l) D DIO 

() o o o o () () t) l 

e t> o o o o b, (J o 
o o o o o o o bs o 
() o o o o o o () 13 
o () o l) o o 1'a :D, O 

.tib-l = () o o o o () o )5 )( ., 
1:' V () o o o o ~ o .b, 

b, o o b¿ o ~ o o f) 

o )¿ o b, .D.s o o o V 

() o ~ o Di :D, o o {) 



donde l ik es ol determinante menor complementario con su signo 

del elemento ciklm de 

D. = l.. ; i=l , 2 , 3. 

-n·' -n·' la matriz ,- , dividido por det( r ); 7 

1 'M., 

Lo anterior nos dice que, si wi(x,t) ee una solución de la 

ecuación de segundo orden, entonces 

u( x, t >=lCiit:~ 1 'zzAw ~~ 'C:~~I# ~tt;z\.-~\ 'na.~!,.,~ •• ~~~~ J 
es solución del sistema. de pri,ner orden. 

Inversa~ente, supongamos que ~=(a,v) es soluci6n del sistema 

de primer orden, donde 

y 

V=(Vl ,V 2 ,v 3) • 

Entonces, desarrollando el sistema de primer orden obtenemos 

'l!&_ : ~. ~. + 1'z. Su ... ?\ ~. 
'* 
~ : ~t. Su -t ~' S,.d J>3 S13 
'bt. 
~-:: J)~C:.n-\- J)¡ Sn. +- t>, s.J., 

:::-Uemoe wi (x,t)= l•i (x,y)<il' + •.<x,OJ, 
o 

son arbitrarios. Entonces 

(8.)~) 

donde los w. (:x,O) -
1 



(1'~)" t~¡l) : (D~w, -t 1\w,)l-i;t\ \- t ll~ )" (K,o)- l 0 1tJ. + I\w,) ('.e ,o) 

(1\s), (x,~\ = (O¡~ -\'i>;Wc)(x..\.\"' ll's\~(l',o) - O>"'W-i+J.)sc..\z)C'lf10) 

Si defininos 

~(x,t)=(D1w1 ,n2w2 ,n3w3 ,n1w2+D2w1 ,n3w2+n2w3 ,D3w1+D1w3 ), 

estas Últimas ecuaciones pueden ser expresadas co~o 

con lo cual si 

l \\s \ ('lC,o\:: /:. lJC1 o) 

se cumple que 

(11s)(,c,-l\ = f(1t,i:\ 
ó 

~::. "·'( (~,t) 
1 las ecuaciones (8.Jj) son equivalentes· a 

"ll~; {]r,\.\~ C;"-l"' <)1.cJ.,_ 
C'&\l· "ll<~ 

Esto nos expresa que las ecuaciones de segundo orden son v' 

lide.s; i.e. el sistema de priner orden imnlica el sistema de se-

gundo orden, ei la condici6.1 inicie.l ~(:x,O) satisface la. ecuaci-

6n subsidiaria 



Por otro lado, supongamos una soluci6n independiente del t!. 

empo del sistema de primer orden, entonces se tiene que 

D1Vl=D2V2=D3V3=0 

D2v1+Dlv2=º 

D3vl +Dlv 3=0 

°iª11+D2612+D38 31=0 

D26 22+1\s12+D39 23=0 

D35 33+D2s23+D19 31=0 

(8.Jk) 

(8.ll) 

Las ecuaciones (8.)k) nos dicen que vi=cte; i=l,2,3, pero como -

v1éL2 entonces v:i=O. 

Ya que 

y como v
1

=0, entonces 

w
1 

(x,t)s:w
1 
(x,O)~w1 {x). 

Esta relaci6n y (8.31.) nos expresan que 

G.t f)" W,..('lf\ e O 
""' ~"'O'i!i! 

Si tomamos la •rransfomada de Pourier de esta ecuacidn 

A 
cilcl.mpkplwm{p)=O, 

~sta es equivalente a 

cS 



tinnlmente 

Como 8U'}lone,nos que c.kl es poeitivo definido, se tiene que 
i m 

,,. ;t. 

wi(p)pk+pkwi(p)sO. 

Esta ecuaci6n nos dice que (por Transformada Inversa de Fourier) 

f(x,0)::0, 

y puesto que ( 1' S\ ()l ,o\ = f:Cx 1o' :: o, 

lo cua1 implice que s(xvO)=O, ye yUe l1 ea invertible. 

En conclusi6n, la solucidn estática (de pri:ner orden) no ª! 
' 

tisface la condici~n subsidiaria a menos que sea cero. 

Suponiendo que el sistema (8.3h) admite una soluci6n de on

da plana de la f'o.rma.1 ) 

w1Ef(&t-x•p)c1 ; 1=1,2,J. 

(c
1

:evector const8llte)J el polinomio P(p,¡) definido por (3.4) t,2_ 

ma la torina 

(8.)m) 

l)En reslidad hoy que auponer que ea el siste~a de pri~er orden 

es ei que e.d.~iteWlEI. aoluc16n de onda plana, pero por simplicidad 

do cálculo y notaci6n se supone para el sistena de segundo orden. 

Lo anterior es admitido auponiendo que el polinomio F(p,l,) y det 

t-."f~-ciklmpkpl) :son en reilidad la ;nis.na expresi6n algebráica 

representada.e en dos fonae diferentes. Esta suposici6n está f~ 

dementada. en el hecho (el cual ad.nitiremos sin de'-tostreci6n) de 

que la natriz ¡:Ajpj tiene rango igual e aeie. 
J 



Eate polinomio es una ecuacic:Sn c'1bica en liz. , la cual tiene tres 

raices que en general son diferentes. Entonces para pk; ~1,2,3, 

dado existen en general tres valores de ~-r. para loa que (8 • .3m) -

se satisface. Deno"Ceinos a datas por 

donde las funciones tN(p) son etiquetadas da tal forma que 

(8.)n) 

'Z. Las 6k(p) son nomog~neas positivas de primer grado (por (3.8)): 

~~p)=~\'bN(p). Claramente las t!N(p) son raices caracter!stico.s 

de la matriz 

Si mostramos que esta matriz es positiva definida, se tendra, ~ 

toncea, que sus tres raices caracter!sticas ~~(p) son todas pos!_ 

tivas. Esto se seguira iúmedio:tamente si eupon6il1os que la. forna 

de energ:!a 1.ib:re, definida en (8. 3e), es positiva definida. To-

mando 

"1kªxipk+P1~ 

en (8.3e), y rearreglondo los tlrminos con eyuda de la propiedad 

de simetría del tensor i).iklmt tenemos 

ciklmxi xm'PitP1 >O' 

a menos de que todas las xm 6 todas las p1 sean cero. Esto prue-

ba que Kim(p) es positiva definida, como se quería • 



tlA 

El lugar geom~trico (8.l~} consta de tres hojas o mantos, -

donde cada .nanto está definido oor 

~z= ~~ ( 9) 1 

donde N es 2Cl de los valores 1,2,3. Si dos de las ~N(p) coinc! 

den, entonces los correspondientes nantas concuerdan, ya que de 

nuestra suposi~i6n (8.)n} los nantas no se cortan uno con otro. 

Se pueden distinguir dos tipos d~ lugares gecm6tricos en (8. 

J.u). Si los signos de igualdad en (8.3n) nuncs se dan, a P(p,~) 

lo lla~anos •regular•. Por otro lado, si los mantos de P(p,~) -

coinciden en uno 6 más puntos, a P(p,b) lo llemamos'singular'. 

Si toma1nos '=l y pm='l_
111
\p\, con \rtl=l, (8.3m) toma la forma 

P('t,,J.):: !el l ti~;"" -c;t¡t"' 'l~~~ 1 =o 
(8. 3o) 

que de acuerdo a (4.8) es una ecue.ci6n pera la superficie de lea_ 

titud del sistema (8.Jh) y el .nedio gobernado por n. 
Como se discutio arriba, esta es una superficie algebráica 

de sexto grado, y acotada e [81 ). En el caoo regular consiste de 

tres me:mtoa conc~ntricoe que no se intersecte.n, ceda uno de los 

cuales es una superficie simple cerrada ( [a] ). En el caso sin

gt.tlar, las tres superficies tienen puz:i.tos comunes, que son pwitos 

~'1ltiples de la superficie de lentitud P('lJl)=O. 

En general cada manto SN de s, es una superficie sinple ce

rrada, análitica a trozos que no tiene pwitos 1nÚltiples, dado que 



si un punto mÚltiple existiera, la linea que une a 4ate a el ori 

gen coincide con los tres mantos en más que eeie puntos. Sin em-

bargo, dos, & todos los tres m8Zltos, pueden cortarse, tal que la 

superficie de lentitud como un todo puede tener puntos d.obles o 

triples. 

De acuerdo a esta discusi6n y al Teorema 4.2, el sistema (8. 

3h), y el medio gobe:rnado por 61 1 no pueden ser uniformemente --

propaiativos. Sin embargo, cada uno de loa mantos de la euperfi-

cie de lentitud son acotados; por lo que, de la Definici6n 5.3, 

el sistema (8.3h), y el medio gobernado por ~l, es fuertemente -

propagativo. 

La densidad de energía para un medio gobernado por (8.)h) es 

Consideremos un caso particu1ar de (8 .. 3h), ecuacidn que ea 

consecuencia directa de (8.Jg}. Eete caso aonsiste en considerar 

a (8.Jg) como un siete~a de ecuaciones bidimensional.es. 7 al me-

dio ho~og&neo e isotr6pico. Entonces (~.3g) es explícitamente ª.! 

crita CO•!lO 



(8.3p) 

En eate siste:nn de ecuaciones, ! representa la densidad del me

dio, v1 =~~ , v 2::: 'O~~ son las co:nponente s del vector velocidad, 

~ilc e •n las co;uponentes del tensor de tensión. Los coeficientes, 

constantes K y f• , se 11arnan • .m6dulo de compresibilidad uni-

for:ne 1 y •módulo de desplaza~iento•, resnectivanente.1 ) 

El siete.na escrito no es si:n~trico, y por lo tento, resulta 
# 

incollodo para nuestros fines. Dividire'!los la últina ecuaci6n en-

tre ¡.l. y escribire:nos, en lugar de la tercera y la cuarta, al~ 

nas co:abínaciones lineeles de ~staa. 

l)El mcSd~o de conpresibilidad unifo:noe 6 :AcSdul.o de co11presi6n -

hidroetática (6 simple~ente ~ddul.o de co~presi6n), está definido 

por la relaci6n 

... ¡ l. 'iY. 
K - T("" }T' 

donde V es el volumen del cuerpo, p es la presi6n ejercida sobre 

tiste 1 T su te.uperatura. 

El. mcSdulo de desplazp:oiento 6 m6dulo de rigidez, est.ii definido 

co~o la raz6n de la presi6n ejercida Bobre el cuerpo a la defor-

~eoi6n del ~ie~o. 



Despuds de tales trnnsfor1nE>ciones, las ecuaci:Jnes de ondas 

elásticas ee escriben en la siguiente forinh definitiva: 

<Ot 

l 2k-'2&' ~ t 3\t.-4-~ @ J 
r.> - ~(~\ \\ ~(3~+-ól) 2~ 

~Se 

L • '"'C>\i\l- _"b 692 _ '!f 1 ::: 0 t;1 'l t -oy:; r11.z 

~úl -~ _ ro\i,i. = 0 
et\:. et>~, lb'Ci 

f~-~-~ :O 
Cl'= '1it, 'O~-z 

_ ')~', =o 
f'll)C, 

1bút - : o 

Este ya ea wi sisteina si.nétrico del tipo (1.1). En efecto, eo f! 

cil co:nprobarlo si escribi nos las natrices Eº, A1 , A
2 

co:no (de-

o o o b, o 
o o o o 1>1 

1. • 

!A4
b- ~ o o o l>,, b, 

j:t J 
~t o 1>a () D 

o )2 b, o o 
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/ ~\<+~ - :.\e:- '2~ o o o 
'\:'4 (?>\(l~) ~(~~~é') 

-°"~\(-Z~ ~k~~ o 
'-\f t3\t•e) ~{'3~~\ 

tº-::: é) l. 
t1 

{) o o 

() o é) s 
t. . 

La ecuaci6n F,p,b)=det(~Eº+!'.AJp.)=0 plU"a este sistema tiene 
J.:1 J 

l.a fo:nna 

¡ ~~ .. '\! - z, iak-2.l"' o ~· :.\ ~l~~+e ~t<~~~¿i) 

:¡, ~-~ ¡ 3\c..~~ • o 
- ~~é'' ~(~if) 1 

1 

~c.)=M o 'lt 1 -o o - f & p, 1-
O' ! 

p, o f 2 ~f o 

o t~ f, o 6J 



Desarrollando este deter.ninante se obtiene 

Gamo se puede ver de esta expresi6n, esta ecuaci6n tiene una ra-

!z que es identica~ent~ cero y cuatro raicea de las cual.es dos -

de ellas son estrictanente positivas y dos eatricte.nente negati-

vas. 

Considere.nos aho1·a la su-perficie de lentitud, cuya eC3.l.aci6n 

está da.da por 

í!(,.'f,, \, _ ~\l.~r )\ tt;·~~11 \ ,_ '1l'l~~q:J1 = º1 

y en la. cu.al ae ve que ésta consta de dos mantos, que son en es-

te caso eferas cuyas ecuaciones son 

'l\t. + 'ht. :: ! lt 
·Estas esferas (circunferencias) son superficies disjuntas. 

una a otra, y acotadas. 

El polinomio ·J(~,l )=0 tiene por ecu.aci6n 

cf equivalente.nente 



lOO 

Entonces 

~ .. VQLfl,l):: 'l' <)Q.twt.1'! + t-z.'Olllrtc'\ :: 
'01_, Cl>'l, -z 

= ?Je [~.· +~7) '"t:-1'l•'r¡}- iy l' ~'-~~f W1J~ V)= 

:: t t rt ~ .. ~ n • 2 L ci ( 'l•t \ ~ ¡~) \-'Z.él 'l•' 'l r- f \' • Cst')L ~·'illl)} 
= e (~.~+~i)- =.r__ t º 

\q.Jcl' 

De la discusi6n anterior se sigue, entonces, que el siate~a 

(8.3p), y el medio gobernado por 41, es unifornenente propagati-

vo. 

La densidad de energía uara un ~edio gobernado por (8.)p) es 



9.- Conclusiones. 

El planteaniento de la solu.ci6n de un problema de propaga-

ci6n de ondas en Física encierra una serie de resul.tadoe que aoa 

ducen a nu.evas teorías y enfoques sobre ~l mis.no proble,ua. 

En el presente trabajo se da una soluci6n al problena de PI"E. 

pagaci6n de ondas. Esta soluc16n no ea la más general del probl~ 

ma, ya que existen una serie de resultados más generales que los 

expuestos anterior~ente. En lo que sigue se ~encionaran algunas 

de lee generalizaciones .náe innediataa que provee el plantea.11ie~ 

to del problena expuesto en este trabajo. 

Una de las suposiciones báaicaa,que encierra la anterior -

exposici6n, es la de cone1.derar al medio de propagacic:Sn 001no aquel. 

en ~l cual no existen fuentes actuando en ~l. Esto se refleja lll! 

te:11,tic8Jlente en la for:na de la ecuaci<Sn {l .l). La ~cuaci6n (1.1} 

es un caso particular de ( ~~ ) 

(C,c\~ = ~ Ajtr.{f!.. ... l>íll.'tCJ.\ ~tsrt). 
j ~J:l 

(9.1) 

en la cual las natricee Aj dejan de ser constante~, B(x) es una 

uatriz caracter!stica del rnedio y g(x,t) es una matriz colu.'llila 

c¡ue describe a las fuentes actuando sobre e1 medio. ( [5 J , ~~ ) . 
En 40 sr. plan~ea1 la soluci6n del problema de deecribir las 



1~2 

ondee producidas en un ~edio por la acci6n de fuentes dadas en el 

caso particular en el que (9.l} ea tal que E, Aj y B son natrices 

constantes y lae fuentes tienen una dependencia en el tie:npo sin,ia 

soidal o arm6nica. El problema planteado en @ojee .nás general que 

el estudiado 6n este trabBjo. 

Existen una clase de 1nedios los cuales no caen dentro de las 

clases de los unifor·ne:nente propagativos y fuerteinente propagati-

vos. E.eta clase de medios no ha sido aún discutida a:nplirunente y 

s6lo ha sido nencion~da i~plicita~ente en la literatura (v.g. 

[4] ) . Un ejenplo de esta clase de !lledios es el gobernado por 

las ecuaciones de Magnetogasdinarnica. 

En la secci6n 6, se hace nenci6n a la existencia de más ope-

radores de identificación diferentes a la identificaci6n trivia1: 

l.a identidad. En ~~ se dan dos eje:nplos de operado:res de ides, 

tifíoación para medios unifor~emente ~ropagativos, 3 uno de los 

cual.ea se refiere expliaitamente a la identificación de 1os e~-

pos electro.nagn~ticos -perturbado y no nerturbado en tlminos de 

D y B. Eete operador de identificaci6n es 

J::E2(x)-ll\• 

El segundo eje.nplo es el de considerar una identificacicSn 1 

dada por 

A -1/2 l/2 
J~(x)=E2(x) E1 ~(x), 

que es el operador 'inter~edio' entre J y j. 



·~ 
.... 
J no ea s6lo (rri•t.)-equivalente a J y J sino que además es 

unitario y nos conduce al nie:no operador de onda. De acuerdo al 

Teorema 6.8, se sieue que los operadores de onda W;t ( que son ~ 

identicos para J, J y J) son parcin1~ente isom~tricoo ai ellos -

A 
existen. La unitariedad de J se BiEUe fác~lmAnte de la siguiente 

.... 
La equivalencia de J con J y J puede ser probada por ~edio 

1./2 _ 1¡2 
de un cálculo fácil notando que E2 (x) ___..,. EJ: cuando \x \-a, flO 

Co~o se nenciono al principio de la sección 6, la existencia 

de un operador de identificaci6n unitario "$ equivalente a J ha.ea 

posible reducir el problefila a uno del tipo Schr6ding~r de acuerdo 

a la re1aci6n 

La reducción enterior au~enta la posibi1idad de que algunos 

de los criterios deducidos en la sección 6 pare tales operadores 

de onda puedan der aplicables. Pero ~ato no es tan fácil, ya que 



I&\ 

el genernáor cutoadjunto del grupo U~(t) está dado por 

"l ": :f-l \.\:J:: t~l/z t~(y;)Yz l1 A\~ )E ,<~)'lz E:12 
R '°" ., 

que ea una expresi6n bestante co:nplicada. 

El Teore:ne. 7.2 para la existencia del onerador de onda bajo 

las suposiciones (7.a) y (7.b) se puede generalizar si (7.b) es 

cambiada por la condici6n de que \E( x)-·Eº l se conrporta como 
-\·E 

f :x \ 

' 
E"">O, cuando \x\-.,m• Li:.. gene1alizaci6n del Teoreme. 7.2 y su 

demostraci6n están do.Mis en : Avila, G.s.s. y Costa. D.G. Asy,np-

totic Propertiea of Gener<--1 SylllJletric IlJ>pf:rbolic S:ystems. Journal 

of Functional l\nalysis, ,,12. (1980) 49-63. 

Lo anterior mustra un panorama general de las e:xtenciones y 

generalizaciones que se pueden hacer al considerar los Fenonenoa 

de Propagación de Ondas en F!sica Cl.ésica considerados desde un 

punto de vista de la teor!a expueat& en este trabajo. 
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