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1. INTRODUCCION



n

'El/eétudio;aé sistemas*inestab;es en mecfnica cufintica comprende
diversos f;hémepos,»entfeilos,cuales se encuentra el del decai-
,miento.,Cuahdéisg—estudia;unLSistema:con un potencial como el que
v{r) i ’ ; 56 muestra en la figura, pweden
presentarse estados ligados con

energias negativas, y un conti-

fomrrm e e

efecto
E e tinel . . .
ny. . N nuo de energias positivas permi-
| ;
e - Tt T tidas. Por efecto tdnel, el sis-
ot . tema puede iraspasar la barrera
1 H ‘

de potencial estando en la regidn

de energias positivas. Es éste el



fendmeno cuéntico conocido como: decaimiento.

El efecto tGnel propérciona una descripecidn cufintica de sistemsas
inestables, que 1o coincide con ninguna prediccidn cléisica sobre
este fenbmeno. Le cantidad fisica que se utiliza para estudiar la
evolucidn del decaimiento es la probabilidad P (t) de que el sis—
temae continfie en un estado inicial arbitrario al cabo de un tiem-
Po ta

Los primeros estudios sobre el decaimiento propusieron un compor-
tamiento exponencial », Experimentalmente se sabia que lg proba-
bilided de cue se traspase la barrera de potencial es mayor para
ciertos intervalos de energis que pueden carecterizarse por la po-
sicidn En >0 y un ancho Ih. Gamow (1928) propuso el estudic de
este fenfmeno por medio de energfas complejas En = En - irn/2 a las
que asocid los llamados estadces resonantes, algunas veces denomina-
dos estados de Gamow,

Sin embargo, estudios posteriores sobre el decaimiento revelaron
la existencia de una desviacidn a le ley exponenciazl. Entre esos
trabajos sc¢ cuentan algunas demostraciones de esta desviacidn con
base en la descripeidn matemBtica del decaimiento®”%, as{ como
otros enfoques que plantean dicha desviamcién como una consecuen-

4

cia de la naturaleza fisica del fendmeno’~ " visualizando la posi-

. 2 . . 8
bilidad.de regeneracifn del sistema inestable .



Recientemente el interés por el estudic de la evolucidn del decai-
miento con énfasis en las desviaciones o la ley exponencial para
diferentes intervalos temporales se ha incrementadol°, como lo
démuestra una gran ceantidad de trebajos recientes sobre el tema
que incluyen diferentes enfoques,

El.ccmportamiento ne exponencial de P(t) para tiemposicortos ha
sido demostrado bajo suposiciones sobre el estado inicial 1

v calculade segfin distintas hipdtesis ffsicas!?,

Para tiempos muy lergos se ha demostrado que esta desviacibn debe
ser mayor gue cuslquier comportamiento exponenciul", ¥y que debe
tener un comporiamiento como potencia inverse del tiempo“;que al-
gunos autores® reportan como t~ 'y otros“SEA3 como t™ .

Entre los diferentes enfoques pars ceracterizar un sistema cufinti-
co inestable, uno de los méAs importantes ¢s el gue incorporsa es-
tos sistemas en el merco de la teorfe de estedos resonantes, que
proporcionan naturalmente una descripecibn del efecto t@inel, como
se ha mencionado. La representacién de estados resonantes, sin em-
bargo, presentaba dificultades en el tratamiento mateméticolh,

por lo cual esta teorié fue desurrolléndose paralelamente y no

se aplicd directamente al problema del decaimiento.

La teoria de estados resonantes se¢ base en considerar eigenfun-
ciones .de.la ecuacidn de Schrddinger cuya amplitud sumenta de

‘manera exponencial en el espacio de configuracidén. Los eigen-
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valores de la energfa asocladcs a estas funciones corresponden

a las energias de resonancia En” Unas meners equivalente de defi-
nir las funciones de estadoe resonantes!s-17 es a través de los
residuos en los polos de la funcién de Green, para lo cual se ha
requerido del estudio de dicha funcién como funcién de una varia-—
ble compleja l8-20

Ultimamente Puna serie de trabajos sobre las propiedades de los
estados resonantes ha contribufdc el desarrollo de esta teoria;
Las propiedades analiticas de la funcién de Green v la situacidn
de sus polos sobre las hotas de Hiemmaﬂ en el plano de energias
han sido ya estoblecidos!%-24 | asf come los criterios de normali
zacibn que cumplen las funciones de estades resonantes 15,17,23,27
Se sabe que para potenciales resles de alcance finito {donde pue-
de distinguirse una regibén interna y otra externa), la funcién de
Green es una funcidén analitica en todo el plano complejo, excep-
to en los polos, ¥y puede expresarse en t€rminos de los mismos, --
VCuando se considera todo el espacio, €l conjunto de estados liga-
dos, estados resonantes pLoplod ¥y un conjunte continuo de so-

luciones & lo largo de una trayectoria.en el plano complejo, cumple

asociados_a aquellos polos . del IV cgadrante en el plano de nﬁ—

mero de onda cuya parte real es mayor que la imaginaria.
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la propiedad de completez. La representacidn anterior puede ser

‘utilizada®® para evaluar la contribucibn no exponencial del
deceimiento para tiempos largos, que proviene precisamente, del
término continuo.

Recientemente>® e ha establecido que, en la regién interna,es
posible obtener un desarrollo discreto de la funcidén de Green en
términos del conjunto completo de estados ligados, antiligados y
resonantes del problema.

El propdsito principal de este trabajo es utilizar estos resul-
tados para eveluar, en el caso en que el estado iniciai esté lo-
calizado en la regidn interne, una representacién discreta del
término continuo mencionndo arriba, De esta manera es posible
obtener una representacidn de la emplitud de probabilidad com-
pletamente discretizada, a partir de la cual podrf darse una
descripcibén completa de la evolucién temporezl del decaimiento

e

que permita el anflisis de la desviacidn & lan ley exponencial
tanto para tiempos cortos, como para tiempos muy largos.

En el CAPITULO II se expone el planteamiento del problema, en lo
que concierne tanto a la cantidad que se pretende evaluér, que es
la amplitud de probabilidad asociade a P(t), como al tipo de -

sistemas cufinticos que serén estudiados, caracterizados por un

potencial.
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El CAPITULO III constituye une revisifn global sobre los resul-
tedos més relevantes de la teorfa de estados resonantes. los re-
sultados de estos capftulos son iﬂtegradbs en el CAPITULO IV, don-
de se evalfia la amplitud de probabilided, asi como sus comporta—
mientos asintbticos.

FEstos resultados se ilustran en el CAPITULO V por medic de un -
ejemplo soluble: el potenciel delta repﬁlsivé. Por ltimo, se’
mencionarén las conclusiones generales del trabajo as{ como

posibles dnvestigaciones motivadas a partir de este estudio.



NOTAS Y REFERENCIAS AL CAPITULO 1.

! 6. Gemow (1928) estudid el deceimiento de partfculas alfa.

2 y.F. Veisskopf, E.T'. Wigner (1030).

® E.J. Helluna (1953).

% L.A. Knalfin (1958).

5 Goldberger, VWetson (196L),

® C.A. Nicolaides, D.E. Beck (1077).

? L.Fonda, G.C. Ghirardi (1972).

® 1,,Fonda, G.C. Ghirardi, A. Rimini (1978).

® Mis referencias rueden encontrarse en el articulo de Fonda
et al.{1978).

'%En el artfculc de Fondn et al.(1978) se expone una reviSi6n
sobre el trabajo realizado referente al tema, reuniendo diver-
sas aportaciones hechas hasta ese momento,

Nponda et al.(1978), M., Hack (1972) demuestran este resultado

o P
basfindose en gue Po) = 0.

'20,B. Chiu, E.C.G. Sudarshan (1976) demuestran el resultado ba-
Jo consideracicnes penersles, E.C.G. Sudershan, C.B. Chiu, -~
V. Gorini (1977) proponen diferentes comportamientos, asumiendo
distintos comportamientos asintéticos del especiro de energias.

YAlzetta (1966).

1% . Garcfa Calderdn v R, Peierls (1976).Estas funciones no se
encuentran en el espacic de Hilbert y por ello no pueden apli-
carse los criterios usuesles de ortogonalidad, normalizacién y
completez.

1% .0arcfa Colderdn, R.E. Peierls {(1976).

1%, Garcfa Calderdn (1976).

Y7, Berggren (1968).

%ussensveig (1962).



1®R.G. Newton (1966).

2UM, Berrondo, G. Garcia Calderén (1977).

2ljussensveig (197L).

22M8s referencies rueden encontrarse en el artScule de G.Garcia
Calderdn (1982). ‘

9B, Zel'dovich (1961).

2N, Hokkyo (1965).

?5°R.E. Peierls (1975).

2%G.carcfa Calderén (1962).

o]
1



II. AMPLITUD DE DECAIMIENTO



1ot

La probabilidad P(t) de que el sistema continfe en un estado .inicial ¥(r,0)

arbitrario, al cabo de un tiempo t estf dade porl:, A
P(e) = {| a(e)||? S (11.)
donde A(t) es la amplitud de probabilidad, que se define con la ecuacibn:

Alt) = £ ¥*(¥,0) ¥ (T,t) a’r ‘ o (11.2)
]

Como hemos mencionado, la cantidad P(t) es la que se utiliza en el estudio
del fenfmenoc de ‘decaimiento. Por esta razdn, &'la. amplitud A(t) le llamare-
mos amplitud de decaimiento, sunque fisicamente se relaciona con la probabi

lided de que el sistema continfie en su estado inicial.

Ahora bien, la funcifn de onda ¥ (r,t) cumple con la ecuscibn de Schddinger



‘dependiente del tiempo:
[

(33 - H)}¥r,t)=0 ; (11.3)
at ‘

donde se toma al tiempo como una varimble positiva 't > 0. La funcidn de -
Green asociade con (II.3) cumple: '
G2 -0 e &, 55 = 166 - FOS(E), 30 (1L
Yy las cozdiciones a le frontera que describen el decaimiento son las condicig
nes de onda saliente?, de manera que:
g{r,r'it) = 0 pafa <0
A partir de las ecuaciones (11.3) v (I1.4) se sigue que la solucién de (II.3}

es:

¥(r,t) = g(F,v';t) ¥(F',0) a’r" , >0
U'

De esta forma, puede cobtenerse larexpresién ypara la ampiitud de decaimiento
como? o 7 :
AGE) = 1 £ ¥*(F,00g(F, 7' 1£)¥(F',0)a’ra’r (11.5)
v ! ’
De est; filtima expresidn se puede ver gue la funcidn de Green‘dependiente

del tiempo contiene toda la informacidn sobre la dependencia tempbral de la

amplitud de decaimiento A(t).



§1. LA AMPLITUD DE DECAIMIENTO PARA UN POTENCIAL CENTRAL.

Cuando se estudia un sistema descrito por un votencial central V(r), puede

‘utilizarse 1la separacidn de variebtles angulares (8,¢) y radiales (r) en

coordenadas esféricas, va Que el hamiltoniano H puede escribirse camo?:

H = 1 o+ L2+ V(r)
T r et r

-~

y por ende, la funecidn ¥(r,0) = ¥(T) independiente del tiempo, cumple:

| HWE) = E¥(E)
L29(F) = o ¥(F)

B ¥(r)

]

y Ly

donde L es el operador de momento angular con componentes Lx, L

La solucién para la funcién ¥(r) por separacifn de varimbles es:

L}

yo(F) = Velx) L
L —_ Y£ (8,9)
m=0, =*1,%2,...,

0,1,2,3...

donde Y(r) es una funcidn de la variable radial y Yz {6,¢) es la funcidn en
las variables angulares, Estas funciones son llammdes aumdnicod esférnicos,
forman una base ortonormal en la esfera unitaria, y son eigenfunciones de
los operadores Zz.y lz con eigenvalores A{L(£+1) = a y m = B respectivamente.
Del método de sepﬁracién de variables puede obtenerse la ecuacifn radial que

cumple Wﬂ(r)ﬁ

{ - %2 + ﬂ(f*l) + V(r) - Eﬂ } W[:(r) =0 (I1.6)

v wﬂ(O) = 0,




2;’\

La ecuacibn (II.6) es una ecuacién de eigenvalores para ceda valor del momento
angular £, que puede escribirse,ccmo :

Bpb(r) = Eghptr)

donde: - ‘ 2: : . S
Bl . VO]t e b

by
De esta fbrma, 1la Tuncién independiente del;tiempo'?(;,o) puede expresarse co-

ma 3

¥7,0 = ¢ B0 n g ¢) | B o
- £ m=-f r L7 e
Asf como puede hallarse la expresién (11.7) para ¥(T) en t&rminos de una fun
cidn radial que depende del potencial V(r), y de los armdnicos esféricos en
la parte anguler, que es independiente del potencial cuando &ste es central,
puede también hallarse una expresién similar pars la funcién’de Green inde-
pendiente del tiempo y dependiente del nimero de onda k, relacionado con la
energfa por medio de la equivelencia:

E = k?

(en—unidédeé}&é h2i="2m =1).

S : Sl e , S
A partir K éién]dlferenclalfque'cumple G—(r,r”;k%”:»

- B E

puede obtenerse la expresidn: *

- +L Splr,r' k)
O (x,risk) = % m:fﬂ —£;T;7——— Y2(9’¢) Yz* (8',0") (11.8)

“(¥Y ver APENDICE A.



Las funciones de Green de onda saliente dependiente e independiente del

tiempo estén relacionadas entre s{ (ver APENDICE B) por medio de:
- 1
glr,r';t) = 5T o (r,r';k)e”

r
de manera que (II.5) juntc con los desarrollos (II.7) v (II.8) de ¥(¥,0)

o ak

y 6*(r,r';k) en términos de YP(8,0) dan una expresibn para A(t):

y*(r) . Gpo(xyrtik) .
L) = “ ——p (8,¢) {:,l—j 7, (8,0) 7, (81 ,9") x
o g’m r £ ot x £lz’m' rr £ £
. wLH (r )J"n
x ?ke dk ] £ Tt gn

(e1,4') adrdir

Recordando ‘que d°r = r2drd} y efectuando ias integrales sobre dQ y

aR', debido a la ortonormalizacibn de los armdnicos esféricos:

e (e,¢)xf_. (6,9)a2 = awé,,,,,.
§

se obtiehe queﬁ

‘ AR ) ' '
A(t) —~§l— JEke'lk t. [l ¥ Z P(r) G o (e k)v (r yarar! dx =
i et
. %’(2£+1)‘“wz(r){2—§i—j (e, )2’ td_k}w (rt)arar!
0 T R




o bien,~reconociendd»la>funcién_de Green dependiente del tiempo asociada con

la funcién g£(r,r’;k) para cada £, obtenemos que:

CA(L) = T oap(t) - : (11.9)
B Sy R

donde: ii

;(eﬂ + 1) f f w (r O)g (r,r! ,t)w*(r',o)ardr (17.10)
: £ £ £

D
donde wz(r t) y gt(r r' t) cumplen 1as ecuac1ones correspond1ente° depen-

dlentes del tlempo asoc1adns a‘ hamllton:ano Hﬂ definido anteriormente.

Como puede verse de la ecuncién {I1.9), el hecho de que el potencial V(r) -
tenga simetria esférica permite eﬁpresar la amplitud de decaimiento como una
suma de términos Ac(t) pare cada velor del momento angular del sistema, don-
de aparecen s6lo funciones radiales y el momento angular { como parfimetro.

A 1o largo del presente tradbajo, se estudiard el ceso particular { = 0, que
posee la virtud de ser matemdAticamente simple aunque conceptualmente es com
pletamente general. En el dltimo capftulo se haréin unas consideraciones pa-
ra el caso de momento anguler arbitrario.

Al hamiltoniano Hp se le denoterd simplemente por H y a la amplitud Aqs{t), -
A(t), suprimiendo también para las demés funciones el Subindicé £ = 0. De es

ts manere, tendremos que : -

Ale) = 7 7 u(r,0)elx r'-t)w*(r' )drdr' o (mman)
donde: i
{ i%; - H }ylr,t) =0

w(0,t) = 0 (11.12)



{ i-g-{ =0 Y e(r.r'it) = i8(r - r")6(t) v, t.>0

o, ‘ ‘ v <0

g (rar'it) (11.13)

g (0,r'st) =0,  _para ‘v < r!

y el hamil_toniano H es simplemente:
a2 : : :
= = .1k
H= -9+ V(r) , . R s S L3
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§2. LA PARTICULA LIBRE.

En esta seccidn serd considerado el caso de la particula libre; es decir,el
sistema caracterizado por un potencial V(;) £ 0 en todo el espacio.

Se considerardn por separadc lm evolucidén en él tiempo de este sistema en -
tres dimensiones y la evolucidn temperal en le varisble radial.

A lo largo de las discusiones que se presentan & continuecidn, se inciuirén
explicitamente las unidades de h ¥y m en los casos que ello proporcione mavor

claridad a los argumentos fisicos expuestos.

A)}. Evolucidén Temporal en Tres Dimensiones.

Es bien conocido que para este problema®, 1as soluciones de-la ecuscidn de
Schrédinger son. de la forma:

i ¥(F,t)

A exp{ i{ KT = k%t)

de manera que || ¥(¥,t) |2 = & ||* es una constante, lo cual corresvonde
a un sistema que tiene la misma probabilidad de encontrarse en cualquier —
punto del eﬁpacio pare todc tiempo. Debido a que estas funciones ne son de
cuadrado integrable, generalmerte se describe el movimiento de la particula
por medio de paquetes de onda, que se construyen como una superposicién de
dichas funciones sobre los posibles valcores del nimero de onda k (donde k -
es una variable continua en tres dimensiones). ‘

Por medio de paquetes de onda puede estudiarse el comportamiento de las fun

ciones de onda tanto en el espacio de configuracidn, ¥(r,t) como en el de -




]

momentos, ¢(;,t), cuyos valores absolutos al cuadrado se interpretan como -
densidades de probvabilidad, y puede demostrarse que se cumple el principie
de incertidumbre de Heissenberg.

Esta representacidén permite tembién esignar una velocidad de grupo al paque
te de ondas, anglizando el movimiento del ceniro del mismo como una particu
la cldsica gue tiene una velocidad constante (en direccidén de £) en todo el
espacio. La forma del paquete de ondas evoluciona con el tiempo, ensanchin-
dose y acortdndose, lo cual nos dice que la mayor probabilidad de encontrar
e la particula esté centrads on un punto espacial que se va alejando del pun
to donde se encontraba inicielmente con velocidad constante, y que el valor
de esta probabilidad ve disminuyendc, Este interypretacidn reflejs el hecho -
de que en este sistema, donde el potencianl es siempre nule, se pierde cada -
vez més informacidn sobre la funcidn de distribucidn a medida que pasa el -
tiempo (ye que AT aumenta), dado que la particula es libre de moverse en to

do el espacio.

A continuacidn se expondrd brevemente un argumento fisico que nos permite en
contrar qué tipo de comportamiento debe espererse para la probabilidad P(t)
a tiempos largos, por medio del estudio del ensanchamiento del paquete de on
das.

El argumento es completamente general, incluyendo {inicamente la suposicién -
de que el paquete de ondas iniciulr(tanto en el espacio de,configuracién co—
mo en el de momentos) son tales que H‘l’(_;,o)l]2 v I1#{5,0))|2 son densidades —
de probabilidad con miximos en ;m ¥ ﬁm respectivemente, y rangos Ar y Ap don

de estas Tunciones no son despreciables. En la FIGURA (II.1l) se muestra la —
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forma de las densidades de probabilided iniciales en dos dimensicnes.

1 ez 0

plano x-y

a). Espacio de configuracién. = ©).Espacio de momentos.
Ar = Axby Ap = bp, bp
' Y
FIGURA (II1.1)
La evolucidn-del ensanchamiento-del paquete, Ar, puede hallarse para cada
una de las direcciones. Asf, tendremos para Ax que, como:
(&x) = <x> - <x>?

(donde <> indica el valor esperado), por la ecuacidn dinfmica :

Ax)?

1]

—i<|(ax)2 B|>

g
et

1
;'{<xpx + px> - 2<x><px>}

donde se ha utilizado el hamiltoniano de la partfcula libre. Para la par-
tfcule libre el valor esperado del momento lineal es constante e igual al
valor en t = O, por lo cuel <px> = <px>° Yy el valor esperado de la posicidn
gs <x> = -J-'- <p >ot + <x>o.

X

La expre516n para. el antlconmutador {x,px} Sxpg + Py X se obtlene utilizando

nuevamente la ecuac16n dindmica, obteniendo que:

2
<:xpX + pxx> = ; <px>o‘t + <xpx + pX:‘>°
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. . . 4 N .
Incluyendo estas expresiones €n la ecuacifn pere T (txj% se obtiene

at
.
2. (bpx)? 2 ¢ mC, 1 (Ax)o 1
(Ax) oy t {1+T—ﬁpx%t+m(Apx)%’€2 }

donde Cy = [.<{x,px}>° - 2‘px>°<#>o }
T 2(A'.3 )% 2 .
Para tlempos largos, cuando T ——;{ 4 Cyt + (Ax)o, el ensanchamiento va como
JERR
Ax o= o (APX)O t
Comoilas exprésiones se. obtienen de manera anfloga para Oy v bz, el ancho
AE,e&bluciona como: AT = Mxbybz = %?(Apx)u(ﬂpy)o(Ap”)ota, para t > t,, sien
do éste un parfmetro temporal & partir del cual los tres ensanchamientos

son lineales en el tiempo.

-

Ahora bien, si el ensanchamiente de lu densidad de probabilidad va como <3,
por conservecid- de probabilidad {1s particula no desaparece ni se crea mayor
probabilidad de encontrarla en toda el espucio), debemos esperar qur le den-

sidad de probabilidad vayve disminuyendo inversamente a +¥; esto es, que:
L , Lo i
2~ 2 parat >t
t 8
De esta forma, se predice que para la particula libre:
= 1
Y(r,t) ~ ) para t > t, : (1I1.15)

El prdblema de la particula libre en tres dimensiones he sido ya estudiado
v es bien conocido®. El andlisis de la funcién de Green libre en tres dimen
sionés‘da como resultado que:
} I p e e =12
go(F,F'5t) = l' 5%%] /%3 elmlr—r'| /2ht para t > 0.
En las expresiones de la funcién de Green para este caso, el subindice

o indica que se refiere a la particula libre.




Utilizando la:rEJacién:

: W(;,t5'= J go(r,r" ¥(rr,0)a’ r' .

v!

puede obtenerse la expresidn para la Tuncidn de onda en tres dimen-

siones.

2 B '2 _2 "
3 mr mr m{ Ar) )
Dad ue, cuando t >> t o = IS e . )
© que, cu ] 5* 2Rt Eﬁﬁ;— Sht ’ l,yen;onces 1la .con

tribucidn de la exponencial serd principalmente:

exp{igééiillF} = exp{lm( ﬁh:r —q;.;')} :’e-im(;f;f)/ﬁt

cuando t + ©, y. el comportamiento de la funcién de onda ?(;,t) ?ara
tiempos largos es:
' w2
¥(F, t) & [’_—f—} ‘,%3 o(5,0)

t —D(D - S - "3 Goue
por lo cual
l¥(E,0)0% = 35 [ne(5,00]2
donde $({p,0) se relacione con¥(¥,0) de la maners usual, con el momen
torélésiéo p = mr/t: ,

B o \ —1p x /ﬁ

¢(p,0) - (e.ﬁ)sj ‘i’(r O)E

u!

que no depende del tlempo.lAnélogamente puede obtenerse que la Droba

bllldad se comporta como la den51dad “W T O)HV;pgra t;empos largos; -

es declr-
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B). Evolucién Temporal para Momento Angular ,E:.o,

Wy
[

En este neccifn se hallari ian expresidén de la amplitud de decpimien-
to torresvondiente 8 momento angular nulo, trabajande con las variae
vles angulares, para lo cunl ce anglizard la funcidn de Green libre
dependiente del tiempo usando las condiciones de onde caliente,

Dadae la relacidn que existe entre las funciones de Green dependiente
e independiente del tiempo, puede efectuarse primero el céleulo de
la funcién de Green libre independiente del tiempo, G;(r,r';k) pare
obtener luego la funcifn ge(r,r'3;z), t > 0.

De acuerdo con el planteamiento del problems radial cuando el poten-

cial es central, tendremos en este caso:
vir) 20 , T >0
s R : TR, b
¥ las ‘ecuaciones gue cumplen la funcidn Gel{r.r' k) 800 -

a® T
F2Gofr,r' k) + K*Go(r,r'ik) = §(r - r")

Go(0,r'3k) =0 paraxr < r!-
Lim Go(r,r'3k) = glrexplikr}  ,r' <x

T -0

donde la Gltima ecuacibn plantea las condiciones de onda saliente,

A partir de estas ecuaciones es inmediato que :

H

GZ(r,r';k) £(r') senkr para r <'r'

G;(r,r‘;k) glr') explikr} para r > r'

Por continuidad de la funcidn de Green en el punto r = r', puede -



obtenerse que:
glr') = £{r")exp{-ikr'}senkr’

Y utilizando la propiedad de la discontinuidad en lae derivada de
1a funcidn de Green en el punto r = r' (obtenida & partir de la -

integracién de la ecuacibn diferencial), se tiene que:

4+ + i
G
1im %93-(r,r';k)i - %iﬁ'(r,rﬁk)‘ 'J =1
e 0 T ‘ fpreg OF 'rt-g ‘

de dondc}

expl{ikr!)

De*esﬁé'manera,f ’ B ' . e
' + iky! i -
: Go(r,r';k) o exg{:k; }senk para. r <»rf,;‘

donde la condlclén de simetria Go(* ,Jrik) = Go(r,r"k) nos: da la

expre516n de esta funcibn cuando r > r', Puede reescr1b1rse la -

funcidn de Green libre comc:

Gol(r,r'sk) = ~§%§ explik(r + r')},f:é#gffigﬁx,fiffi}'}

rara r <y (I1.17)

A partir de (II,17) se puede encontrar ya la funcién de Green 13
bre dependiente del tiempo, gue contiene la informacifn sobre la
dependencia temporal tanto de A(t) como de PY(r,t) (por las rela-

ciones (IT.11), (IT,12) y (I1.13) ).

La obtencidn de golr,r';t) a partir’ de Go(r r! k 'esté dada por'ff"

golr,r's;t) = 5—]7;—1 f Gn(r r' k)2kexp{—1k t]dk

donde el contorno I' debe tomarse. como se muestra en la FIG -

(17.2),




Dado que elfintegrando no contiene ningin polo, podemos efectuar 1la

integracidn cerrando el contorno como se muestra en la FIGURA {I1.3).

PLANO k

FIGURA (I1.2). El contorno de integracién I' debe ser elegido de
manera gque los poles de la funcidn integrando que
den en la regién sombreadas,

' " PLANO k|

c=T+R+ L

FIGURA (II.3). Se cierra el contorno de forma que C.= T + L + R,
donde se hace tender R - =, El contorno L coinei
de con el eje real de -» a +* y sobre el segmento
de circulo R el integrando se anula exponencialmen

te.



‘)
™y

La integral sobre el contorno cerrado C se anula debido a que en su
interior el integrando es una funcién anal{tica de la variable k.
Cuando k se¢ encuentra en el II cuadrante, puede escribirse de la for
ma k = o + if, donde , B >0, Si tommmos el limite cuando k =+ = (a,B

-+ =)} del integrando, tendremos gque:

.

lim  exp{-i{k®t - klr+r'}}} = exp{-i{Kk®t + k(r;r'))},] T

. k+ o :

=  lim exp{-i({a?-B2)t + alr+r'))}exp{-2aBt - B{r+rt)] }“ -
a, e : B A ST

- lim [ expl{-i{{a?-g*)t = alr-r")) Jexp{-2a8t + B(r-r')}-]' 0.
a, B

ya que t > 0 y en la expresidn utilizada en (IT.17), r <. r';y por lo
cual los términos que no oscilan tienden exponencielmente g cero cuan
do (a,R) ~+ =,

De esta manera, las integrales que no se anulan son la integral sobre
,”T‘(cuyorvalpr es go{r,r';t)) ¥y la integral sobre el ej)e real, hecho -

que permite reconocer a go(r,r';t) como una transformada de Fourier:
golr,r';t) = %;—I: exp{-i(k?t+k(r-r'))}dk -
- %;—{: exp{-i(k?t-k{r+r'))ldak
Las integrales pueden évalugrse completando cuadradog en los exponen
tes para utilizar: '

JZeiF{—igzldu:;=- Va7l

obteﬁiendo :iﬁéiméété qﬁé~
g (r,r';t) = E%;?> 7%:A ‘eip{i(r—r')z/ht} — expli(z+r")2/ht} ]
(11.18)



donde 0 < r <r'< e ¥yt >0.

Utilizando esta eXprésién.én (1I71.11), se obticne que:

[L &3+

At) = —7— (t)- ”2[ Hn‘l*(r’O)w(r‘,:f}e

5 w1527
ilr-r) /Ltdrdr' -

oo

B

1 { 4! 21
i ‘) /Ltdr&r‘

que puede,reéscriﬁirse utilizaﬁdo la expresidn para in exponenci-i:
exp{lzz/ht} l ,3_ 1z2/ht)?

obteniendo:

oy

: o
A(t) = —Vﬁ‘(t)-uzllw*(r 0)¢(r' 0 —3~— Zﬁ %}(E%J [.(r—r‘)zé—

—(r+r')sj} } drdr’

donde el término j:O se amila ¥y el término j=1 se he desarrollas~ fue

ra de la sumatoria. Utilizando 1a igualdad:
(a + b)J = % [ j] aj % , donde [‘1} = —~—-————T
. gm0 la N (7-@)

para expresar la diferencia (r-r') JV—_(rfr')LJ, pucde obteners: gue:

]



(r-r')zJ -f(f+z_")2J = (EJ}rZJ—q % (-1 _1)=
; 0

g___ » qQ

- ‘_Eg- [22‘1 J L20-2q+1 _,20-1
2y 12a-1
g=1

1)3 l'2(’0)“‘1 v % -1 [22‘1}I[w*(r 0)r23 2°+l W( Ly O)r'eg ldrdr'
=1l % :

HMS

o bien, definiendo las constantes:

c# = [m;éw(r,o)dr,

A(t) ”c |z % "f{ (1)9-% E C51-29+1 %2q-1 PR
—7_ : l o g=2 v (23) (2(3-q)+1)!(2a- 1)} v

(11. 19)

donde (a)#v=’g:(éel);;‘(éen+l).

La expresidn: (I11.19) es vBlide para tiempos t > O y como puede verse,

apareceh potencias inversas semienteras del tiempo. Para tiempos largos
: : )

el término dominante en la expresidn para A(t) es el de t~ &, de mane

ra que recuperamos el resultado:

-cuando-t .+ o,

Cabe mencionar qué;pararevaluafrésta pfobabilidad,en t = 0, se toma la



expresién dé la . funcidn de Green-libre para t = 0, es decir:

Eo(f;r’39)i=‘§% Jé(eik(rérj) % eik(r+r'))dk = 8(r-r') = &(r+r!)

O

De este formsa,: o

ool

1¢*(r;o)w(r',o)d(r-r')drdr* =‘I‘”¢(r,o)”2d£;=1

A(0) ='1
ya que para r #+r' (la integral se hace sobre r > 0 yr' 30), 8(r+r')Z 0.
Este resultado concuerdea con el hecho de que, por la definicidn de P(t),

P(0) = [la(0)}}? = 1.
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bre. En ambos casos, n diferencia de la presente exposiciéh,

se trata la partfcule libre en une dimensidn.,

Nussensveig (1974} plantea un desarrolle completo de la deri-

"vacifn de le funcidn de Creen lidbre en tres dimensiones.



IIT. TEQORIA DE
ESTADOE RESOHARTES



Como se ha mencionado en el capitulo enterior, la informacidn sobre
la devendencia temporal en la expresidn (I1I.5) est& totalmente con-
tenida en la funcidn de Green dependiente del tiempo.
La relacidn entre las funciones de Green dependiente e independien-
te del tiempo estéd dade por una transformacidn integral (ver APENDI
CE B):
1 + -ik%t
1. = e 3 » ye toe r "

glr,r';t) BT { G {r,r'ik)2ke dk (111.1)

donde el contorno de integracidn debe ser tal que las singularida=~

des del integrando gueden en la parte sombreada del pleno k que. se



(3]
0

muestra en la FIGURA (II1I.1):

i
4‘ i PLANG ¥

: PloerT
B

i
@ e e e e e e e
3
5

FIGURA II1.1. Contornc d¢ integra-
eidn T de I wcuscién

(1171.1).

pebido a esto, deben conocerse las propiedsies analfticas o la fun
. + . . .
cidn de Green G (r,r';k) como funcién del :'mero de onde . vzra co

nocer la situecién de los polos del intepgr-~:do en dicho pli:n:s



81. PROPIEDADES ANALITICAS DE G4(r,r‘;k) EN EL PLAKO k.

Las propiedades. analiticas de la Tuncidn de Green independients del

tiempo como funcién del nimerc de onda k dependen en general del po

tencial V(r) que se analice, ya que aparece en lu ecuscién diferen-
1

s : + - - K .
cial que cumple G (r,r';k) . Fucde democstrarse ° gue si el potenciel

V(r) es un potencial real y de alcance finite; 'es decir, si:

0 : : N, +
entonces la prolongecidn analiticn de la funcién de Green G (r,r';k)

como funcidn de la variatle complela k es anelitice en todo el pla-
e
¥}

P

no k excepto en un nfimerc infinite de polos : .
iH

La distribucién de los polos en el planc complelo k puede ser utili
zada para describir & los estados del sistema, come s€ muestira en la
FIGURA II1.2. Los polos en el eje imaginaric corresponden =z energiés
negatives (donde E = k?) relacionadas con estados ligados (kf = iyc.

Yp > 0) o antiligados (ka 3-iYa s Yo 7 0) . habiendo un nimero fini-

to de dichos polos. Los polos en el tercero y cuerto cuadrante, a los

gque nos referiremos como los polos compledos, son simétricos respecto

“al eje imaginaerioc y & diferencia de los antericres. hay un nitmero in

finito.de ellos,. R e

a_— - N

(¥) En general se pueden considerar come polos simples, pues para
aguellos sistemas en que se presentan polos dobles siempre se
pueden tratar come casos limites.



Como: notacidn, llemaremos a los polos del IV cuadrante kn =a, - iBA
) . g (3

>-0) 'y a los de III cuadrante ¥k _ = -t = iﬁm (daée le sime

(un,vB R " 0l

T
tria que presentaen con los antericres), o bien, k N =-kz . De esta -

manera, los polos de la funciédn de Green puedsn SCpPararsé como:

{x}
n

]

(kpd . (g}, (K3, fx,)  donde:

n 1,2,3,0...

£=1,2,....,1
A= L, 20 ee M
A= 1,2,3 0000

que representan a N estados ligados, M estades antiligados y un nft

mero infinito de polos complejos cue son simfiricos respecte al eje

imaginario.
v(r)
2 . 3
o ReEiyg oo PLANO ¥
estados ligados 3 : e
.
E’L;'.',_, 1 F)L ‘
R .
El..- P * ;
‘@ = //"7f (’
' A ky=oy =18y
¥kg=-iva o : estados resonantes
T estagos antili- {
E —E -iz* energie ) gados i
2 , R
de resonancie H—n'—kh
Eﬂ <0 estados )
ligados

FIGURA III.2. Situamcién de los polos en el plano 'k y su relacién con
las enerpgias asociadas & los ectados del sistema.



Las ecuasciunes que cumple la funcidn de Green de onda zuliente, con—

siderando la condicibn (II1.2) scbre el votencisl, son:

2! s N o
g'r‘29+_(_r,rf;k) + {x2v{r)}6 (r,r':k) {r-r*}(IT1.3,4)

it
o

¢ (0,r'3k) =0 para r < r! , (111.3.8)

Sdit

2 : . + X - L ' R
{0, r k) = ARG (e ik Cpava v ot o (TIT03E0)
dr - e K R '

Clryrsk) = 6 rrge) (111.3.D)

donde las condiciones (III.3.B) y (ITI.3.C) son las ccndiciones s la

frontera correspondientes a la funcidn de onds saliente v (II1.3.D)

es la propiedad de simetrfs gque cumple la funcién de Green.



§2. EIGENFUNCIONES HATURALES.

Se ha mencionade que & cads polo kn de lg funcidn de Green en

no k sé le asocia una cnergfa ¥y un estzdo del sistema. Analizar
a continuzcién las preopiedades que cumplen las funciocnes de oni-
estados, & las gue denominaremos coms Clgenfuncdones naturales,

Hos referiremos o los polos ¥y & las eigenfunciones naturales n-

das a ellos de le misma maners que se indicd en le seccidn ant::”

ya sea diferenciindolos seglin su clecsificacién o en general oo

subindice adecuado en cada caso.

A). Definicién.

Las. eigenfunciones naturales un(r) e definen. en. términos.de 1.
siduos en los polos de la funcidn de Green G+(r,r';k)n En gener
estos residuos son funciones de r ¥ r',

Fara estudiar los residuos on(r,r‘) en los polos kn se hace usc
la expresidn de la funcidn de Green como funcibn de k cerca del
lo kn; es decir:

=;X(r r"k) + EP.E:.I:._)_ (j«r
e AT AT Y - kn s R

donde x(r,f';k) es una funcién entera de K.

Il
i



A partir de la ecuacidn diferenciel (I1II1.3.A) sc¢ pueden obtener les

ecuaciones diferencieles que cumplen 0](r.r') NS xp(r,r') = y(r,r'k_)
‘ Y 1 ‘ n

cuando se toma el limite ¥k - kn Junto con (I11.4}, que son®:

3% » . S :
.g;jpn(,rr,rr‘»)f'{k; = V(r)lp (z,x') = 0 (1T1.5.4)
R E
a2 thr,r') f {k; f‘V(r)]Xh(r,r‘) - 2knpn(r,r'} = §{r-r")

T (I1I,6.4)

De la ecuacidn (II1.3.B) pueden hallurse los condiciones a la fron-

tera en r =0y de {IIT.3.C) en r = am; obteniendo:

bn(o,r')'= 0 para r < r! (111.5.8)
Xpl0sr') =0 pever < (111.6.8).
_3.( ")“_" ( t > l( ’
A PLlrer '— ik o (e,r") v r > II11.5.C)
; o

wlw_ '

: xn(:dr')lz iknxn(a,r') + iDn(a,r‘)‘ ¥ > ' (ITI.6.C)

Las ecuaciones (III.5) que cumplen los residuos en los polos permi-
ten utilizar separacién de variables en r y r'. Las eigenfunciones
naturales un(r)‘que se asocian con:los polos kn se definen a'partir

de la relacidn:



p(r,rt) = £ty (r) o (m

De manera que-las ecueciones que cumplen les eigenfunciones nstura

les un(r), derivadas de las ecuaciones (II11.5) y(117.7) son:

Vggzrun(r) +x{kh—v(r1)ﬁn(r)‘;rb S ‘ (111.8.4)
w(@=0 © (111.8.B)
L q ik u (a) ) (111.8.C)
ar un?,'a*l.nuna : ) LO.0

La determinacién de lp funeién T(r') que aparece en (III.T) se pue

de hacer por medio de las ecuacionés diferencinles (1II1,8.A) vy —--

(IIT1.6.A) ¥ la aplicacidn de la férmulm de Green para integrar, ob

teniendo:
; : ha 8
[ 1 13! [ ' = v [yt
[ xn(r,r )un(r) un(r?xn(r,r )]o~+ 2knf(r ) { un(r)dr hn(r )
Y para calcular el térmihd«entré'paréntésisrse utilizen las condi~
ciones a la frontera (III;G{B);*(IiI;61C), (TI1.8.B), (I111.8.0), de
donde: )

e

flr') = ———— T
2k i (r)dr + iu¥(a)
no - N n



de manera que para los residuos en los polos de la funcibn de Green
) . S + , P
independiente del tiempo G (r,r';k) obienemos por sustitucibn en -

(I11.7) la expresién :

un(r;)\_z ,‘(r' )

po(r,rt) = v - —_ (111.9)
n _ a2 (r)ar e u2(a))
[ unlrar g uite)) |

B). Normalizacidn de las Eigenfunciones Naturales.

Come puede verse de las ecuaciones (III.8) que satisfacen las fun-
ciones de estado, las eigenfuncicnes naturales son &n general com-—
plejas (como sucede cuando k es un polo complejo k, o k-h) y ade-
més , dadas las caracteristicas del potencial, es inmedisto verifi
car gue:

‘un(’rk) = Dne,iknlf o L para T > &

(con“Dn,un?pﬁmerg édmpiéjc)ﬁsapisféqe;;asﬁché#ignes_iIII.8). En el .

casoﬁaé ésfh§65i1ié§d§s,Jaaﬁde”ki:?ri?é;;ﬁt(fj‘soh'fﬁncionés:reéiés"



de cuadrado_integrable. Sin embarge, para los otros tipes de polos
dichas funciones no pertenecen a& un espacio de Hilberi. No obstan-
te, puede introducirse un criteric de normalizancifin que satisfacen
estas funciones, o partir de laes ecunciones gue cumplen.

Partiendo de las ecuaciones (IIX.8) pars funciones un(r) ¥ um(r) -

asociadas a polos kn e km cunlesquiera y utilizando la férmuls de

Green para integrar, se llega a la relecidn:

ug(r)um(r) - u&(r)ué(r)j 7+ (:é-k;)'{ uh(r)um(r)dr =0

y utilizendo las condiciones o la frontera para dichas funeiones:

2.2 : A 3 =
(kn—km){ _un(r)um(l)cr + kn+ku un(a)um(a) 0

o'

Sin#m, kn # km Y por ende la expresidn entre corchetes se anu

la. E1 criterio de normalizacidn gue se propone es:

a . .
un(r)um(r)dr + }_’;—E; un(a)um(a) = Gnm (111.,10)

y puede demostrarse gque cuando km \'s kn corresponden .a polos,felacigv
nados con estados ligados, k£ y:kt}'(iII;iO) se fédﬁéeréirériférid 7

usual de ortonormalizacidn:



gghﬁﬁr)uc,(r)dr = 6{&'

donde, como se recordard, ut(r) ¥ ue,(r) son funcicnes reales.
De esta manera, tomando n = m en la expresibn (III.10) y sustitu-
yvende en {IT11.9),la expresiln paras el residuoon(r,r') de la fun—-

. + : . )
cién de Green G (r,r';k) en el polo kn se reduce & :

un(r)un(r')

e lrirt) = - (r711.11)
n

C). Polos Complejos y Dependencia Temporal de los |

Estados Resonantes.,

El tipo de simetrie gue presentan 1los polos complejes permite eseri

bir:

w
0
"y
R

i

[#al



(donde»qn, B£:> o);,o-bien; k_&= -k;. Las energias asocisdas a los PO

los nomplejos,spﬁyﬁgmbién cantidadés complejas:

el =? 2.0 : k'k:= *2;
‘»En,  k4 ’ Yy _ E-&k k& .

La relacibn entre una. funcién un(r),asbciaQa‘ai polo k, en el IV cua.

drante y la funecidn u_&(r) asociada sl polo simétrico en el III cua-

drante puede obtenerse mediante las ecuaciones (III.8). Conjugando -

las ecuaciones que satisface um(r) ¥ recordando que el potencial V(r)

es reel, se obtiene:

Foud

‘0

2 ) .
g;zuz(r)‘f,{k;?,iv(;))u;(r) =0 (111.12.4)
(111.12.3)
(111.12.C)
(I11.13.)
(I11.13.8).

(111.13.C)




Comparando las ecuanciones {(I171.12) y (III.13) puede identificerse

inmediatamente:
= uy¥(r
u_,(r) = u¥l(r)

(r) asociadas con los polos k_, del

Es decir, que las funciones u_,
111 cuadrante son las complejac conjugadas de las funciones un(r)

asociades con los polos kn simétricos = k_“, en el IV cusdrante.
Veremos ahora cémo las funciones L r,t) dependientes del tiempo
corresponden e funciones de onds- obtenidas por reversibilidad tem-
poral de las funciones w&(r,t) relacionadas con las energias ER= k;.
Es conocido? que el operador de reversibilidad temporal en el caso
de hamiltonianos hermitienos es el cperador de conjugacién, es de-

cir:
PH(r,t) = P(r,-t) {117.1L)

En el caso del hamiltoniano correspondiente & las ecusciones radia
les con momento angular £ = 0 (e.f. ecuscidn (I11.14)), el operador
H efectivémente‘eé un operador nermitianc, ror lo cual es vélida
la ecuaciénk(III.,flh). o

A un polo’kn,cq;yequndejuna:funcién de estado Uh(r.t) dada por:

‘ e a2
Wh(r,t)f='uh(r)e ikt Lt >0



1
oed

de maners que, aplicando ‘el operador de reversibilidad temporal:

- oL %2
¥, (r,-t) = up(z)etti Lt >0
o bien, para tiempbs‘negativos:
L B CLipw?
L w,l(;',t) = u;{(x-)e‘ll'n v Syt >0
z w-n(r,t)

Ahora bien, pare el casc de un polo k1, se tiene que:

iE% _
b, (r,t) = u (r)e” " ~(111.15)

donde Eﬁ representa une energia compleja, dada por:-

P 2 . 2 - : e
E, r(“n . Bh) 2ia, B, o % B0

ya que k, se encuentra en el IV cuadrante, De esta formae, la corrien

n

- te de probabilidad pera las funcicnes de onde w&(r,t) evaluada en la

frontera,

a d S
= «i ¥ - Y ——
jn‘a’t) i {wn(g,t)a;wn(a,t) U,L(a,t)i wn(a,t)} ,
es, utilizando (ITI.15) y la condicisn (IIT.8.C) pare eveluar -~u§r , (8).

la siguiente:
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les t) lu, ()2 B (111.26.8)

Por otro lado, 1ntegrando espaclalmente le ecuaclon de contlnuldad

para-la: corrlente”de probabllxdad desde r =o0 hastn r Qté;

e a
a e ~
-Idr‘Jnﬂr,t)dr +£Egﬂn(r,t)d? =0

donde"pn(r,t)‘es la densidad.de probabilidad fly, (r, 03 , se obtie-
. i M

ne que:

q ~hoy, Byt
(a,t) =~ J “un(r)ﬂze APt ar
0

In

i

ChonBat [Br (aiZar  (111.16.8)
b, 8, Joﬂu&(r)u ar S (1;1516.3)
A parfir de las ecuaciones {III.16) puede hallarse una expresxén pa

ra la parte imaginarie del polo kn, que coincida con la parte 1mag1

naria del peclo simétricO‘k_n, como:

e

B : , :
e Py @t

Cuando la condicién a la frontera no se anula, esta relacidén nos -



da el valor de la-parte imaginaria de los polos complelos en t&rmi-
nos de la condicidn o le fronters (II1.6.C) y lo integral de la den
sidad de probabilided de las funcicnes de estado u&(r) en la regién
interna, de manera que Bn # 0.

En las expresicnes (IT11.16) de 1la corriente de probabilidad puede
verse que Jn(a,t) » 0 y decpe exponencielmente con el tiempo. La in
terpretecidn fisica de este resultode se relnciona con el fendmeno
del decaimiento {ver FIGURA {III.3}). & en lugar de tomar la corrien
te de probabilidad en le fronters asociada con las funciones wﬂ(r,t)
se escoge una funcidn w_n(r,t) relscionada con um pole compleje del
IIT cuadrante, se liega a que, debido & las consideraciones hechas

anteriormente sobre le reversibilidad temporel,

1gmt) =l (ed? *Pat (e, ).

para t < 0 ,

Nuevamente, esta funcidn evaluads en le fronteras es siempre positi
va, Puede demostrarse que si no se toma la condicién t < 0 cuando

se estudia un polo k_,, la corriente de probabilidad en la fronte-

.
u
ra resulta una centidad negative. Dc esto manera, cuando se traba-

ja una descripcién temporal del fenfmeno, vare tiempos positives de

ben tomarse las funciones wn(r,t) asociadas con los polos complejos

del IV cuadrante.

En t&rminos del ‘efecto tinel, en el cual bAsicamente se sabe . que exis
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FIGURA - (III.3). Cuando el sistema se encuentra en un estado corres
NS pondiente a un polo complejo ky, la corriente de -
probabilidad es no negativa, lo cuel indice que exig
te un flujo de probabilidad del interior del sistema
S i hacia el exterior{r > a).

ten intervalos de energia para los cuales el sistema puede atrave-
sar .1a barrera de potencial, la representacién compleja de las ener
gias determina los dos parfmetros importantes, la posicibn E ¥ el

ancho Pn,,como:

de manera que si se interpretan de esta manera las energias asocig
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“n

das con los polos complejos, tendremos las equivalencias:

E, =l - 8 | (I11.17.8)
r, = ba,B, | o (111.17.B)

Estos niveles de energia se encuentran dentro @el continuo de enei
_gias, E&> 0, como se muestra en la FIGURA (IIT.L)}. Agquellas bandss
de energia que no se traslapan son conceidas como niveles de resonan
cia y corresponden a esns energias donde s¢ manifieste el efecto tl-
nei. Por esta razfn, aguellos polos compleles que satisfacen u2>8; 3
tales que | Ek - Entl [ Fn, se denominan polos de resonancia.

. V(r)

(#) traslape de bandas: continuo de
energias. )

ep _iLlht
; En'Ex i

energias de resonancia

FIGURA-(III W), Polos complejos kjy en el cuarto cuadrante que satis
. i facen. que: Ea = Eh.—iFA(Q, con Eﬂ, Pn > 0 se asocian
con log: estados resonantesd



§3, DESARROLLOS ESPECTRALES DE LA FUNCION DE GREEHW.

La funcién de Green del sistems puede cxpresarse en términos de sus
polos‘kn en el planc k ¥y de las eigenfunciones naturales un(r) co -
rrespondientes a elles, obteniendc una expresidn donde aparece en for
ma discreta la contribucidén de €sion. De esta forma se obtiene el dg
sarrollo espectral de dicha funcidn.

En esta seccibn se hallarén las expresioneés correspondientes al ae—
sarrollo espectral de la funcién de Green dependiente del tiempo € -
independiente del tiempo, con bare en las ideés contenidas en traba-

jos realizados anteriormente®*®?®

A).-Desarrollc Espectrel. de glr,r';t).

En el APENDICE B se da la expresidn para la funcién de Green depen

diente del tiempo como:

g(x{,;';t) =§%i— JG+(r,r';k) 2ke-ik2tdk‘ (111.1)
: T . .
donﬁe T éé el ;ééfornorseﬁélado en ls FIGURA ITI.1.
La infeéraéiéh pﬁeﬁe efectiuarse cerrando el contorno de manera’ que
en su interior-el integrando no contenga polos ¥ ahi el valor de la

intezral Fe nnule . Dado que las singularidades del integran-~



1
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do son conocidas, puede llevarse a caboe la integracién. Ahore tien,
dado que la funcién de Green indevendiente del tiempo no es funcidn
de k%, la manera en gque e cierre el centornc depende de la defini-
cién del corte ramal que determina las holas de Riemman en el plano
de energias, como se expeone en el APENDICE B. Usuelmente, cuande el
corte ramal ceincide con &1 ele real pesitive, se cierra el contor
no como ce muestre en lg FIGURA TI1.%. En este casc, sblo los po-
los ligados se encuentran en la primers hoja de Riemman u "hoja I
sica". Sobre el segmento de circulo el integrando se anula exponen
cialmente al hacer F » « , la integral soore I° ez precisemente la
funcidn de CGreen dependiente del tiempe ¥ las integrales sobre los
N ¢irculos Cz alrededer de cada pole lipzdo se calculan por medio

del teorema de los residucs. El residuc b del integrande en cual-

0

quier polo kn estd dado por:

~ik2t
b= 1lim (k ~ % ) {G (r;r';k)2ke }
n n
Kk :
n
que, utilizando (III.h) y(III.1l) es
o (r)u(r,)e "n’ (111.18)

y,cpjncidrléo" l éiér}@ejlarintegfal sobre el;cirqulo,pn; De esta

manera, se obtiene:




K :
glr,r';t) =£Z up(riu,lr') -ikpU
=1 ’

1[0+ -in%t
TS Jc (r,risk)zr TP Cax
-t
Esta expres?én'es la que generalyentg se asocia con el desarrollo es
pectral de la funcidn de Green g(r;r‘gt). En ‘ella, aparece explicita
mente la contribucién de los polos ligedos en un término discreto y
una integral sobre el eje reml gue constituye la contribvucidn del con
tinuo de energisas.
S5i se toma el eje imaginario negetive como el corte ramal en el pla
no de energfas, dado que ghors tanto los polos ligedes como los po-
los del IV cusdrante corresponden a le I hoja de Riemman, puede ob-
tenerse una expresifn donde se discretiza tambifn la contribucidn de
los estados resonantes. En la FIGURA I11.5b se muestra cémo se cie-
rra shora el contornc de integracidn., Es importente cbservar gue en
el plano k el integrando diverge en el III cuadrante cuando se toma
el 1imite R » © | mientrass que para las otras regicnes se anula expe
nencialmente, por lo cual no pueden incluirse los polos del IIT cua
drante al efectuar la intepracidn. Este resultado sugicre que efec
tivamente la dgfinicién de les hojas de Riemman en el plano de ener
gias que resulte de tomar el corte ramel en el eje imeginario nega-
tivo es més conveniente para hallar la expresién del desarrollo es-—
pectral,,extrayéndo,méyor informacidn al discretizar estas contri-

buciones, que la informacidn que contiene la contribuciédn continue.



PLANO K PLARO K

(a) B (b)

FIGURA-III.5 a). El contorno de integracidn cerrado se obtiene hacien
de R + = , de manera que queda compuesto por [' , un
segmento de circulo de radio R+ ® y el elje real -
completo.

b)..En esta caso, el contorno de integracidén cerrado,C
est@ compuesto por la trayectoria ' , los segmentos
de efrculo R de radio R, la 1¥nea a 45° y un nimero
infinito de circulos ¢, aque encierran a cada polo.

cC=T+1 +Zc£ + Zc,l+ R, £=1,2,...N y n=1,2,...

Ademfis, puede verse que si se cambia la veriable t por -t, la re-
gidén donde el integrando se anula cuando R + @ es en la regidn =

que incliuye los polos antiligados y los del III cuadrante; esto.es, .

que cuando se toma la ecuacidn {III.1l) para t > 0 sélo los polos en
el eje imaginario positiveo.y en el.IV cuadrante deben incluirse-al

cerrar el contorne.



De esta manera, dadp gque en el interior del conterno cerrado C el in
tegrando es analitico (sus sinpularidades coinciden con las de la -
funcidn de Green independiente del tiempo), el valor de la integral,
como se fim mendéionade |, se anula sobre C. Asimismo, el valor sobre
los segmentos de cfrculec de rndic R se enula cuande R -+ « . Las con-
trituciones que no se anulan en la integracidn sobre el contorno ce
rredo son la integral sobre I' (cuyo wvalor cs g{r,r';t}), las inte
grales alrededor de cada uno de los polos ligados y camplejos del -

IV cuadrante y la integral sobre L, de manera gue:

2
% 6 (r,rrik)2ke™ ™ Tax -

C‘C

glr,etst) = oo E

o« : S .27
= ) 4 G+(r,ri;k)2ke'1k Tak -

iy,

Le expresién (II1.18) para los residuos en los polos-del integran
do da el valor de las integrales alrededor de los polos, de manera

que 1la expresidn de la funcidn de Green g(r,r';t) es"

N ’ S @ : 2

—ikpt Zik2t
glr,r';t) fzzluz(r)gz(r‘)e iKfe Zl“n(r)gﬂ(ri)e Pl
I G+(r,r‘;k)2ke ax  (II1.19)

~-ik*t
ani E

£ S, T



donde, como se recordari,

T Y : 2004
K3= - B, , B> 0‘ | (111.20.4)

para los estados ligados; Y

VE ey T, 200 (II1.20.B)

La expresidn (111;19) es el desarrolla e:pectral de 1z funcidn de
Green dependiehte del tiempe y de onda ¢>liente, donde la trayec-—
toria L' que se muestra en la FIGURA II3."b se€ obtiens & partir del
método de punto silla de montar, como se wXpone en el *?ENDICE o
Esta expresifn es vélida para 0 < r,r'< ~ d&sdo que 1o resulte-
dos utilizados no imponen ninguna condici\n sobre estot variables,

y pare tiempos positivos, t > C.
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B). Desarrollo Espectral de G (r,r';k).

Ademds de la propiedad de analiticidad de la funcién de Green inde

pendiente del tiempo (excepto en un nlmerc infinito de poles k ),
n

)

5 .
puede demostrarse que cuando el potencial es real y de alcance

finito, V(r) £ O para r > a, se cumple gue:

1im G+(r,r';k) =0 para D <r <r' <2 (111.21)
Esto permite obtener su desarrollo espectral; vAlido para le regién
interna, de manéra anfiloga al desarrollo pnteriormente descrito.

Utilizando la f&rmula integral de Cauchy:

+
ety = 2 6 (k)
G (x") 2ni k- k'oF
¢

(donde sérharsuprimido en la notacidn la dependencia explicita en
r-y r'). El contorno de integracidén C se construye como se muestra
en la FIGURA I1I.6, de manera que en su interior 6' (k) es analfti-
ca y k' se tome de forma que no coincida cen ninguno de los polos

de la funcién de Green, k' # kn para tede n. De esta maners,

+ «© +
4oy ey 1 f6T k) 1 G (k)
¢kt =gy Ik — k- Qwingl' k- xok

R ¢
. . n

La integral sobre R se anula, ya que al tomar el 1imite R+ «= , el



integrando se anula en virtud de (I7I1.21) y el segundo t&rmino
puede identificarse con la sume de los residucs en los polos de

la funcidn integrando’ en cada polo kn.

FIGURA ITI.6. Contornc de integracién C en la férmule integral de
Cauchy. Hay un niimere finito de polos dentre del cir
culo R cuando R es finito, Al hacer R + @ , quedan -
contenidos K polos lipados, kp; M polos antiligados,
kg, ¥ un nlmero infinito de polos complejos ky ¥ k_y.
Los radios de los contornos ¢ z2irededor de cada polo
se toman tan pequefios como se guiera, de manera que -
cualquier valor del nimero de onda k' # k_ se encuepn
tre en el interior de C, B

LLamando*@hjal‘résiduo en’ el poloc kn cuslquiera del integrendo, el

e
valor de G (k') es: .
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Fond

8

6T (k') =

i e

n

+
1 [ 6t
) 2 f -k T Z 2

C
n

n

Para evaluar @n, se utiliza la definicién:

; x(s) + Pn/(k = kp)
ii: (r - L " e Enly

O
"

k. - k!
n

Incluyendo nuevamente la dependencia en r y r' ¥y utilizendo la ex-
presidn. (IIT.11) pare los residuos en loso polos de le funciénrde -
Green,pn(r,r‘), la funcién G'(r,r';k) es®:

Foos fuh(r)uh(r')

G*(r,r';k): Z F (% - %) (117.22)
, “"n n

n=1

51 recordamos -ghora la clasificacién de los polos hecha anterior

mente, el’desarrolla espectral de la funcidn de Green es el siguien

te:
'éfN (r)u (r! ) : B ua(r)ua(r')
,G,(rﬂr_,%? Ezl y ) azl 2Kalk - Fa)
+°Z° (e, (=) u;;(r)u;;(r[)
B S R CIEE I I TS CIEN ) (111.23)

donde se han usado los resultados k_, = ki y u (r) = utlr).

-%



&3
\n

C), Sobrecompletez y Dependencia Lineal de las

Eigenfunciones Naturales.

La éxpresiéh (III 22) puede sustltulrse ahora en la ecuecibn di-
ferenc1a1 que cumple la func:on de Green 1ndepend1ente del tiempo

(111.3.4):

e e PG HC = W (Fu (x1)

Gl emma )+ -"(r” Z W tear)
para r-<:r'-<a.
pof 1o eual:

@ ui (r)u, (r) = u (r)u (x1)

- + (k? = V(x)) :5(:'-1' 0
Vzl 2k (kk_J T Z 2k T k) 4

En virtud de la ecuacién dﬁférénéiél~(1ii.8.A)'due éuﬁﬁleh las éigeg!

funciones naturales:

wy (2) = (&) Nee)

se tiene que:




oy

o

¢ bien:

5?‘%%2?_)“ (r)u (r = §{r-r').

k2 -k?2 .
como —I—iﬂ- k + kn’ se obtiene:
n
: oy (rju (r') o
Loy Lo, ):u (r)“ (r') | s(rorr)

n=1 n ' n=1

Dado gue k es una variable continua y la expresién anterior es

vAlida pars cualquier valor que tome k, se llega a que:

ps '
5 u (rlu (r )- i
n=x % =0 : {(T11.24)

w

%-nzl un(r)un(r') = §(r-r") (111.25)

La ecuacién (II1.2h) indica que el conjunto de las funciones u (r)
es un conjunto linealmente dependiente y (III.ES) expresa una con-

dicidén de cerradura modificada; esto es, que el conjunto de las -

eigenfunciones naturales es un conjunto sobrecompleto.
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TV, DESARFOLLO ESPECTRAL
DISCRETO DE LA :
AMPLITUD DE DECAIMIENTO




La ecuacidn (II.l1ll) de unw expresidn para la umpiitud de decaimien
to en términos de la funcién de Green de onda saliente. Como se es
tudid en el capftulo anterior, tanto 1a funcién de Green de onda -
saliente g(r,r';t) (ecuacibn (IJ1.19)) como la funcidn G+(r,r';k)
{ecuacidén (III.23)) pueden expresarse en funcidn de los polos y las
eigenfunciones naturales asociades & ellos, por medio de sus desa-
rrollos espectrales. La diferencia entre ambos es que el desarrollo
dado por (III.19) es vAlido en todo el intervalo 0 < r < r'< o |

en tanto gue la expresién (III.23) s8lo puede aplicarse en la re--
gidn interna 0 <. r < r' < a, ya que sdlo ahi puede asegurarse la con

vergencia de (TII.21) cuando se efectdia la integracidn de acuerdo -



™0

con lafférmul§=integral de Cauchy.

En'este‘cépitulo se deSArréllaré la expresidén para A(t) en térmi~
noskde;lqé ﬁolps y eigenfunciones naturales, basindonos en los re
sultados previos y tomando en cuenta & la funcidn de onda inicial.
Comorse‘recordaré:

oo

Alt) = M Y*(r,0)g(r,r*;t )P (r',0)drdr’

Y por (I11.18):

. N ikzt o } B - i |
A(t) =} eL I[ w*(r’O)uﬁ(r)uf(r')w(r',ﬂ)drdr' .
.+,L£le-ikit 11 Y (r ,O)un(r)un(r,)w( 1’
[
L S

Para los dos primeros términos que aparecen en (IV.1l) pueden efec
tuarse las integrales por separado sobre r y r'. Si se definen las

constantes:

<, = {mw(r,o)un(r)dr
g = "{*\p#("r,q)uﬁ_{:})dr .

para una eigenfuncidn’natural cualquiera un(r), podemos' reescribir



1

ot

(1v.1) como:

w0

. N . Ly
At) = § oo B 4 ] g e L 1e) (e
Co=L T a=1
donde ‘1a integral{l(t) es
SN TR e "'r; 2, e T ST
1(8) = - g [ae™ M (2,007 ()0 5k0U(r " ,0)arar ! i

L

Para conocer el comportamiento de la amplitud de préhgbilidgd en el
tiempo basta con evaluar la integral I(t), ye que conocemos la de-
pendencia temporsl de loz dos primercs términos de (IV.2),

Ahora bien, en la expresidn para I(t) sparece la funcién ¢(r,0) que
representa al estado inicial del sistema. Consideraremos una situa-
cibén inicial pare Y(r,t) en la regién interna del potencial; es de-
cir, IlW(r,O)H = O,r>a . Esto permitir& evaluar en términcs de las
eigenfunciones naturales el t&rmino I(t}, como se verd a continua-

s 2
cion.
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§1. EVALUACION DE A(t) PARA TODO TIEMPO.

Com se mehcioﬁé anteriormente, el potencial de alcance finito per-
mite distinguir entre el interior vy el exterior del sistema. La -
condicidén matemfitica para la funcidn de onda del estado inicial, -
]]w(r,o)ll = 0 para r < a, representa Tisicamente la preparaci&n del
sistema, a8l que inicialmente se le localiza en la regibn internsa,

r < a, En este caso, las contribuciones de las integrales en (IV.1)

se encuentran en los intervalos r,r' < a. De esta manera:
c_ = /*(r,0)u (r)ar (IV.3.4)
n o . n L

- (1v.3.B)

Loma ‘ S
' I ! ¥*(r,0)67 (r,r ! K)Y(x! ,0)ardr’ dk

i

stén yéi@édas-éﬁ;lg regién interna, por lo cual

puedé}ﬁyil;zn desar: lioygspeqtral,dé la funcidn de Green -

e un(r)un(r')

fan e
B) =) r(exy . Torice.

on=l

donde uh(r)lsoh»lés eigenfunciones naturales correspondientes tan



t0 & estados Yigados come - & antiligados y resonuntes; Evaluando las

integrales sobre r y r', tomando en cuente las definiciones (v.3)

se obtiene:

C(e) = —ﬁ-}‘.—f&)&e'ik‘t{{— ®2n - Jak (Iv.h)
~ S n=1’2ank—kq)

Para efectuar las integrales sobre L., se separa le trayectorias -

; o de integracidén como s¢ muestra en le
PLANC K

)
-< B
8
R

PIGURA IV.l. CQuservandn que sobre la

irayectoria L, la veriable toma los -

- —— - - -y

mismes valores pero de signo contra-

i1
l - rioc que sobre la trayectorias L;,
1
B
+yoo +yo . .
i +y® Y
g F(x)ax = | {F(k) + F{-k)Jax (IV.5)
—Y(D

FIGURA 1V.1. Separacidn e

de la trayectoria L con ~donde la funcidn integrando F(k), que
vy = exp{-in/L}. , ST
no tiene singularidades sobre la tra-

yectoria L, es:
awo T
oo ~ik3t n n
F(k) ='ke ™ e
T : n=1l"n n

De esth’formé3  e

,I(t) fg—éaz'zlllkg [ nnn }( rt k;} o



Dado, que Yf=;exp{finly}jipasando‘al plano de energfas por medio de

ia transformacién’E 2. tendremos que:

o |
on "”e-mt E
‘n E - E

n

donde En =,kn corresponde a las energias asociadas a un pole cual

uniefa kn. Como puede verse, la integracifn se lleva a cabo sobre
el eje imaginario negativo en el plano de energias que corresponde
{ver APENDICE B) al corte ramal. Efectuando la rotacidn z = iE, es

inmediato que:

®n%n ozt /z
( ”e =i
1 Tn
LaVevalﬁééiéhiééAéstésvinﬁeg}éies puede hacerse analfticamente uti
lizando los resulatados de las teblas (ver APENDICE C), donde se -

encuentra que:

)

acndgiu(g;ﬁ;z ~estla funcién

do orden. idéﬁﬁiflcl

L



-3
\¥1}

v = 3/2, Rev > 0

, Repp > 0 ya que t > G

=
I
ct

kK = ~if
y o n
la condicién |argk{ < m implics condiciones sobre la situacidn de

los .polos, como se muestrs en la FIGURA IV.2. La condicidn:

-7 < argk < 1

implica que los valeres En dewen tomarse en la I hoja de Riemman

_5n/z
(c.f. APENDICE B), ya gue -iEq = e lW/LEn v entonces

ol

il
-_— < rd
2 argEn <

por lo cual pueden tomarse sélo los velcres En = k; que aparecen
en el integrando, que se sitllan en 1a I hoja de Riemman; esto es,
aquéllos valores gque corresponden en el plano k g polos del inte

grando en (IV.S5) que cumplan:

W 2 3n
ey < arg/ﬁh < T



PLANO Z

[E 8
v

N
J/

mr”

bl
- < argk <
2 £ty

. es decir, En estd en la

primera hoja de Riemman

< arel < T
FIGURA IV.2. La condicién sobre el parémetro complejo K se traduce
a tomar agquellos valores para las singularidedes del
integrando {F(k) = F(-k)} en el plano complejo k que
.quedan dentro de la zona sombreada, Debido a la trayec
toria tomada, estes singularidades, que pueden deno-
‘tarse como VE_ corrccponccn tantc al conjunto de todos
:los polos k T e la func:on de Green como a sus nega-
- tivos -k . Dado que k? =(-k_)?, todos los valores de
E_cumplen con las colidiciolles necesarias para la in-
tégracibn, y aparecen una sola vez (que equivale a to
“ mar solamente aquéllos ern la primera hoja de Riemman.
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De esta forma.,;,ébmo‘ 1"(3_/2) = '/g_. ;
T(t)z/_ /2{ Z __gﬂ U(1,17/25-ikt) b V.6%.3)

N

n=1 n

La expresidn para iaﬁumplitud de decaimiento (IV.2) queda entonces

_expresada como:

A(t) = Z C£C£e 1k£ Z Cn‘(—)"‘e—ik;it"'
=1
+ —'/—;——t"éz U(l 1/2;-ik%t) (IV.7.4)
n :
o bien:
R
Alt) = Z c.e lkif_t + Z c e -ikjt 4
£=1 £°L 5 n
G2 t""é g 2% u(2 kT‘/Z‘-'—ikzt) + IZd"'casa u(1 i/é‘;ikzt) +
L £=1 kﬂ £ a=1 ¥a SR
I e, c ¥ L '
+ 7 { ;"‘ U(1,1/2;-ik2t) —[ ; "} U(2,1/2;-ikA%t))
n=1 3 3 o

(1v.7.B)
Las expresiones (IV,7) corresponden al desarrollc espectral discreto
de la emplitud de decaimiento pars todo tiempo, expresada en térmi-
ﬁ;s de los parfmetros dependientes del potencial y de la funcién del
eétado inicial; es decir, de los polos kn de la funcidn de Green y
de las constantes ann, donde se encuentra contenida la informacidn

de les eigenfunciones naturales u (r) y de la funcidn erbitraria
n



78

P(r;0) que describe -inicialmente al sistema.

En la expresibn (IV.7.A) para A(t) los términos exponenciales refle
Jen la presencia de estados ligados y resonantes. Los primeros dan
una contribucidn oscilatoria (dado que kz = _EI) ¥ los iltimos dan
origen al decaimiento exponencial, ya que

e_ikit = e‘iEite—rﬂt/g, con T, > 0.

La desviacién al decaimiento exponencieal viene dada por los t&rmi-
nos donde aparece la funcidn hipergeométrica, a la que contribﬁyen
tanto los estados ascociados a los polos complejos (inclufdes II1 vy
IV cuadrantes) como los estados ligedos y antiligados.

El comportamiento de la probabilided, ?(t) 4| A(t)]] *cuando el sis
tema se prepara>de manera que inicislmente se encuentre en la regidn
interna, depende del potencial V(r) y la funcién inicial Y¥(r,0) ya
que €stos determinan la situacién de los polos gque aparecen como ar
gumento de las funcines hipergeométricas confluentes, asi como las
constantes ann. La evsluacidn de la probabilidad P(t) para todo -

tiempo puede llevarse a cabo numéricamente, como se expone més ade

lante en el ejemplo del potencial delta repulsivo.
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§2, COMPORTAMIENTOS ASINTOTICOS DE A(t).

Sin embargo, puede conacersc ansliticamente el compertamiento de l1a
amplitud de probabilidad A(t) para valores muy cortos o muy largos
del tiempo, utilizande las expresiones adecuadas para cada caso de -

la funcidén hivergeom€trica confluente, como se expone a continuacidn.

A). Limite cuando t =+ O.

Por la definicifn de la probabilided P(t), sabemos. que .si .t = 0,:1a
probabilidad de que el sistéma se encuentre en-el estgdofinicial es

la. unidad; es decir,
2
P(0) =:]lato)|l = 1.

Para anslizar el valor de la expresidn (IV.7) cuando t+0, se usan
las definiciones en términos de series de las funéiones'hipergeomé
tricas confluentes (ver APENDICE C). Apartir de ellas, puede obte-

nerse después. de un poco de &lgebra: -

o o e g 2
SRS SN 1 1 _ip2499 ca-¥ vr(-ikit)e "'n
. U(l,l/2,-1knt‘), = 2[ I +q§l ma(, ikZt) R n

(1v.8)



De manera ‘que obtenemos para (IV.T7.4A):

N . . o« 2 L

! — - —in? . Z c —ip2t
A(t) =} ctceeflxﬂt +) cﬂcae it _ % 7 Snfn AT eI
SRR S =1 n=1k; ~ °
. .
el s e
n=1 kp

(-2i)9 Z (k )Eq t‘l"’/z

*Z 'Tr‘“‘oo-l) oyt

(donde (a)1t = (a)(a-2)(a=k)...1 ).

Para simplificar la expresién anteri.or debe notarse que aparecen los

factores de la forma rfk—,z, . Como se vio en la seccifn anterior, los pa
rémetros kn deben estar en 1la I hoja de Riemman. Los polos de la fun-
cién integrando de (IV.5) se muestran en la FIGURA IV.3, donde se han
inclyido tanto los polos de la funcién de Green como los negativos -

—kn. De esta manera, las rafces deben tomarse como:

/I-&‘; = k£ . vE: = -k _, Y2 = k Ng YTKF)? = k;’L.. de donde:

o 1% ik*t _ /i Ted. .- c.c 29 ,q-12
AlL) = EZ * 5T Y Sn°n ¢ 4 Z Q(a)z n n(k 7t
o n=l n=1. kn =1 n=1 k

: (1v.9)
P L ,
donde Q(q) = m

= ) . -
Pare tiempos cortos, el finico t&rmino que no estd acotado es el de t 2,



-k ’ *  polos kn
de G (r,r':k)

¢ neprativos de
los polos —kn

o g e
»

FIGURA IV 3. Polos de - {F(x) + T(—k)} que corresponden a la I hojs de
Riemman bajo la transformacion E = k*.

El térmiho gquée multiplica a 1/%% es:

°°C c o aa . ,
Lo =L %n M w*cr,omn(r)un(:f Jo(x* ,0)arar!
8. i (r)un(r N
=II Y*(r,0) } ; w(r' O)drdr‘
© n=l ’ n ‘ : B e S

de manera que el coeficiente de la potencia inversa en el tiempo que
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puede provocar divergencias en A(t) cuando t + 6 se anula siempre.

. izt . . . .
Para tiempos cortos, e = 1+ izt. Asimismo, el término dominan-
te de las potencias semienteras es el correspondiente a g = 1, obte

niendo con esta aproximacidn que:

8

‘ ,)7 o

Cw ‘

BE i cc 2 V. /i,— -
w31 e, ¢ Ao S ad o T e R s o)
(Iv.11)

I, § u vt Oarart

I‘fiv,*j(r';"o)\s(f'-;v)w(r-;oidr'dr"4 ‘{” o, o)llzdr'

Cuando la-funcién de estado inicial tiene un valor despreciable para

r <a y'corresponde a una densidad de probabilidad normalizada, la in

tegral
(e
Luwanu=l

por lo cual



o3
ta)

e k2t o+ L+ 0(t™)
nnn

{Iv.12)

dodnde m £ H.

De esta manera, para tiempos muy cortos se tigne una desviacién al
decaiﬁienﬁo exponencial, ya que aparecen potencias enteras y semien
teras del tiempo. Como puede verse a2l tomar el lfmite t - O en la -
expresidn (IV.12), se obtiene que A(0) = 1 y-por le tanto

Po) =12 (1v.13)

también,’éomo era de esperarse.’
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B). Limite cuando t + o .,

El comportamiento de la amplitud de probabilided para tiempos largos
fue obtenido anteriormente utilizando el método del punto silla de -
monter (ver APENDICE D). En estn exposicibn desarrollaremos de dos ~
maneras -este comportamiento li{mite,

La preparacidn del sistema de mancra que inicialmente se encuentra en
la regién interna del potencial implica gque podemos utilizar el desa-

rrollo (III.22) en la expresibén de A(t). Retomando le exhresién:

N 12 w 2
Alt) Jc £8£e—lk£t + ¥ c e T 4 ()
£=1 a=L MR

la integral puede escribirse. como:

y puedg‘e?&iy pgr.?tiéqhhsTlaféSS\ﬁtiiiZEQab eirmétodo ﬁencioqg
do., - . : o |
La tfﬁyééfdri@ldé intégfﬁ§i6n‘f éérresponde a la trayectoria para la

cual lérébnfribucién principal para tiempos grandes se encuentra alre
dedor de k = 0, como se expone en el APENDICE ZX, de manera. que pueden

aplicarse los resultados para la evaluacién de 1 (t) cuando t + = por

medioc de una sustitucién sencilla:

+ Ver el articulo de G. Garcia Calderén, R.E. Peierls (1976).



or
N

1 pes Cnéz 1 -3 -5
T(t) = 'WHZ [-},—] =zt 240027y 4, (Iv.1h)
s n=1' "n B

n

De esta maners,

(%) If = ;ikzt ’f O I Ec g 5%
Alt) = )epcpe tle,c et o e nn o+ 0T 4.,
, et a=1t =1 TRY

o]

{1v.15)

Cuando t = = ,- el tCrman dominante de la expresidn nnterior; dhdo que
los términos exponenclales decaer mis récidamente gue los -t&rmincs en -
las potencias inversas del tiempo, es precisumente el términoc que va
como t';ﬁf

Ahora bien, directamente de 1la expresidn (IV.7.A) y utilizando la ex-
presidén de la fuﬁcién hipergeom&trica confluente de sepundo orden que
reproduce ‘sucomportamients asintdtice cuando t 4 @ (e.f. APENDICE C),

se obtiene que:

o S M m
Lin U(1,1/2,-ik? ) (= 1) (3’2% (~ik2e)™ 4 O(t"““l))
s n m_

C SN : 'mjf 3 oe 5’~'>7 B t  ”_7"“’ B
A(E) = JE,Te £ +2c,la‘ ,“‘;J“ L b BB L 06T 4

/1-—1 o e e n:l .

que es exactamente la écﬁaéién (IV.15) obtenida por el método del pur-

to silla de montar,



gé

£i se hace la separacién explfcita de los poloé k...se.obtiene:
L e ’ n

t > o f=1 o
- - U P . : . .
Vi 1:%b g Coe H c_c P Py Rn:n/2~* InEn
s b -foaa+2] 4 T27], (IV.16)
' £=1 "2 a=1 Ya R R NP Ml .
(donde 4 = 37, ¥, = ~i%,. como antes).R @ T, s definen com 1
parte real e imaginaria del cociente 'n°n , respectivamente:
g A o | ‘kn ' .
cﬁEﬁ e
=R + il
»kn R on
V 2 = -._'P
y k= E 1—3—

La expresién (IV.16) describe el comportamiento de la emplitud de
decaimiento para tiempos largos. El tfrmino dominante para t -+ < es
precisamente el que va como t—ﬁhque constituye blsicamente la con
tribucién a la desviacidn del decaimiento exponencial para tiempos

largos.



V', EJEMPLO.POTENCIAL DELTA REPULSIVO
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Los resultados obtenidos a lc largo del presente trabajo serén
ilustrados por medio de un ejemplo numérico que tiene solucidn

exacts pars las eigenfunciones naturales,

s

El potencial delta repulsive se define \(xj)
come 1

A -

V(r) = V(r) = 28(r - g)
Esté determinado por dos parémetros: - ey T
a

el nadioc & > 0 que se relaciona con la
frontera del sistema, y la magndtud X FIGURA V.1. Poten—
que determina qué ten fuerte o débil- cial delta repulsivo,

mente es repulsivo,r > 0,



Los resultados obtenidos-a lo largo del presente trabajo serin
jlustrados por medio de un ejemplo numérico que tiene solucidn

exacta para las eigenfunciones naturales.

El potencial delta repulsivo se define , V(E)
como: i
A -
V(F) = v(r) = A8(r - a)
Esté determinado por dos parémetros: S R
‘ a
el radi{o a > 0 que se relacions con la'
frontera del sistema, y la magnitud A FIGURA V.1. Poten-
que determina qué tan fuerte o débil- cial delta repulsivo.,

mente es repulsivo,A > O.
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La solucién‘numérica,de este problema se abordard hallando pri
méro,‘a=§€f£if.de 1gvfuﬁci6n de Green de onda saliente indepen_
diéhfé dél'tiempo, los ?olos kn y las eigenfunciones naturales
un(r), que gontienen la informacién sobre el potencial.
Posteriormente se incorporaré una funcién de estando inicial
contenida en la regidn interna para evaluar los coeficientes
cc .y por ﬁltimo; hallar la probabilidad P(t).

nn
En cada caso se dard una breve discusién sobre los resultados.




§1. POLOS DE LA FUNCION DE GBI Y EIGENFUNCIONES NATURALES,

A). Funtiéﬁ’défcféen Independi nie del Tiempo.

La ecuagiéﬁ'4e15¢hradingef ins-iendiente del tiempo es:

4% e e ,
) R e — e we) = 0 (v.1)
Si'ée:définenﬂlas'funciones reocalar V(k,r) e irregulayr de hon-

LT e . . . “
da saliente T (k,r) como dos r~iuciones de la ecuacidn de Schré-

dinger coﬁ’las siguientes con: ricnes a la frontera:
p-(x,0) =0

, %—?(k,r) =1
T r:O

S T -
“Hm (k)i e
Crew

entonces la funcibn de Green =.7 :

_ Vi (kart)

e T(x) N
) = 5 | (v.2)’
SR o + ‘ -
: gl e () s
TR '3 r>r!

T Newton (19667 .



y cumple con las ecuaciones (III.3) asociadas al problema, donde

’

JX) denota el wronskiano de las dos soluciones independientes

Ql

‘ +
entre s1,J (k) = W(f ,y) que ¥a no depende de la variable radial.

Las expresiones integrales para la funcién regular e irregular

en términos del potencial estén dadas por :

™

w(k,r)»= isenkr + l-Jsenk(r-z)V(z),\p(k.z)_di
. . ,

oo

elkr %—Jsenk(r—z)v(’z)f.*‘(kr,z),d"r.:v’

f(k r)

¥y debido a la 51mp11c1dad del notencxal para 1ntegrar, en_este

caso puede hallarse 1nmed1atamente que:

; %senkr r <.a
- %senkr + Esenk(r-a)elka >a ‘
Vo etkr ésenk(r-a)elka : r<a
A< k -
T (k,r) = o ot ‘ (v.4)
: e;kt S r'>a ’
A partir de Cyg3l y (v;h)fse.ohﬁiene“q#e*
: J(k) = ; senkaelka (v.5)

Insertando los resultados en la expresién (V.2) para la funcidn

de Green pueden hallarse las expresiones correspondientes a los
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casos ¢ r <r' <a,r <ac<r',ac<r<r'y anflogamente para

r < r', Todas las expresiones gquedan en fﬁncién de ‘los parémetros
del potencial a ¥ A , de manera que pueden anglizarse los cascs
l1imites del potencial:

cuando A + « el potencial corresponde a la barrera infinita y

la funcidn de Green debe reducirse a la expresién correspondiente

a dicho sistema, a saber :

G(r,r';k) = EE;%EE-senkrsenk(r'—n) r<r'<a

Manlpulando la expre51on correspondlente a la regién r < r' < a

se obtlene que. .

: -
As senkrsenk(r'-a) ika _ o dkr senkr)
k(k + Asenka exp{ikal}) )

]

11m G (r r'-k) lim
A->o0 A-co

_ senkrsenk(r’'-n)
- ksenka

que es exactamente la funcidn de Green para la barrera infinita,

Cuando A -+ 0, el potencial se reduce al de la particula llbre

y la funclon de Green debe corresponder a (II 17)




Ke]
w

Tomando ehora el limite en las funciones y(k,r), r+(k,r) v J (k)
se obtiene bara laveCua¢i6n (v.2) que
.ﬁafa r<pty
{1im y(x,r)H1im £ (x,r)}
lim G (r,r k) = bﬂl; 270 L
A0 : ron (1)

que es -efectivemente la funcidn de Green libre de onda saliente.

ikr!
e kr sénkr

B). Evaluacién de los Polos de la Funcibdn de Green.

Dado que las funciones regular ¢ irrepular no tienen polos como
funciones de la variable compleja k { ver expresiones (V.3) y
(v.4)), baste con evaluar los ceras de la funcién 1(k), dada por
(ﬁ,Si, de donde la ecuacidn por resolver es

&

kK + Asenkaelﬂ = 0

Para resolverle, puede dividirse en tres casos:

i). k¢ R que corresponderia & tener estados estacionarios en el

sistema,
ii). kX = iy imaginaria, que corresponderfa a estados ligados, ¥

iii). k = a- 1B,  que se asocia con la presencia de estados resonan-

tes {(con o e R,B > 0,)



ol

i)/ 8i X €R, s partir de’ {V.6) se obtienen las ecusciones corres—
pondientes a la parte real y.la imacinaria, que deben cumnlirse s,
mult&neamente en caso de que haya una sclucidn real de (V.6).

Manipulando ambas ecuaciones, se obtiene el sistema :

2k
A

sen2ka = ~

Y Asen?ka = O

L PR : < nn
para una sola incdgnita. La segunds 58lo se cumple cuando k = TL
I3

con'n '€ N {tomando - A > 0). La primera tiene soclucidn en las in-
tersecciones de las curvas sen2ka y -2k/), como se muestre en la
FIGURA V,2. Para O < XA < ® -, l1as raices no coinciden con nf/a;

por lo tanto, los polos de la funcidn de Green no son reales,

pendiente -2/)

o
\ T k k
el <SRy
k, N Bl T, ~ N Y
N e TN
N e\\‘;

FIGURA V.2. Las rafces de la ecuacién senka = -2k/\ dependen del

valor. de A "y no son de la fTorma n/a.
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ii). 81 k = 1Y, se obtiene la ecuacidn:

cuyas. raices se encuentran en la interseccifn de una curve expo-
nencial decreciente y una recta de péndiente 2/ ) con ordenada-al
origen unitaria, como se muestre en la FIGURA V.3,

El Gnice punto donde intersechan es

L
; ////f;engjintei v = 0, gue corresponde a k = 0 pero
&ste no ¢s un polo de la funcidn de
e_gya Green ya que
\\;\f ' JO) =1+ 22 #0yaque A ya >0,

: por lo tanto. en el potencial delta
. FIGURA V.3 i - ’ )
: repulsivo no hav ~stndos ligados ni

antlllgados.

iii), Tomando ahora la expre51on para los poloa como o - 3B (don

de se sabe que B > O) ‘se obtlenen dos ecuaciones con 1nc6gn1tas

oy BSQuefndquédé ‘Qesacoplarse:

engg; [g@)‘;&}z+ [2_01}’ (V.7.B)



A partir de las ecuaciones (V.7) puede comprobarse que si q es
una solucién, también lo es -a, lo cual corresponde al hecho de
que para cada polo en el IV cuadrante (o > O) existe un polo si
métrico en el III cuadrante. Sabemos que existe un nimero infi-
nito numerable de estos polos, por lo cual sblo se hallarfin las
soluciones para los polos del IV cuadrante, que denotaremos por
kn = a, —iBn con a >0y Bn > 0.
Para calcular los polos a partir de las ecuaciones {v.7) =ze en-
cuentran primerc valores aproximados utilizando el caso limite
A =+ o (para el cual a, = %} y Bn = 0) y se utilizan para hallar
numéricemente los valores gue son solucidn de (V.6) .
Si A »>> 1, entonces o= %} y Bn << . Utilizando est;,aproxi-
macidn en (V.7) se obtiene:
e

= m—
: un' a8 . En

donde g es el facf6r!dé'correéci6n . En (V.7.A) esta expresién

da un4valor.para”25:“'

~2( nn/a + en).
28 =\
n.

por lo qual -

e i . _2an
Yy como. A >>,§n, }‘}>,en, se llega a que tanzeng S



- La aproximacibén al velor de & es:

Y | 1 1 2n7
O Te— o e v iRl N
n 2 o arctan( v ] cuando A > l,Sn << o
De la ecuacibn (V.7.B) y tomando.que Bn << A, g << A, se obtiene
la aproximacidn para Bn:
g = JL-in {“n“}‘b cuando A >> 1, B << n
n" ba > n

Ahora bien, pera el cﬁlculo de 105 pr)meros polos,'cuando A <-nm,
aproxlmando In( 1 + z) 2 Y tan z =z, se obtlene un valor aproxl

made y de calculo numerlcc ’lmp , & saber:

e 2
o - 2} 5 oo}
kn Y [ - Aa] * a[ Ae }

Esta aproximacién.se use para calcular iterativamente nuevos valo

res k;,k;,.o. por medio de métodos numéricos para calcular con u=-
na precisién arbitraris la rafz de una funcidn J(k). En este caso,
se utilizd el método conocido como "Newton-Raphseon" que da el va-
lor de kﬁ (que denotaremos simplemente por ké) en funcidn del va
lor anterior kﬁ-l (que 1lamaremos kn) de la manera siguiente:

-1

o . _d__ .
kn =k - J(kn)[ ko('k)'I'k=k ]



que, a partii"de‘(V.S) es, pure este problema:

p AN
1.

hasta que’ ”k; f‘kn“ <.€

‘né

+ A senkpae

aknexp{lkn&} - senkna

Para valores grandes de X, los polos se encuentran cercanos al ele

real y tienden a nﬁ/a. A medida que A decrece, la parte imaginaria §

de los polos crece de maneras cuadrética, en tanto que la pgrte real

decrece ligeramente.,

FIGURA V.bh. ) o
Situacidn de-los
polos en el IV

cuadrante, & = 1 .
y A= 50, 30, 20, -
10,5 y 3. Los po 5
los se encuentran
més cercanos al K
eje real para 3=50
y se van alejando L

a medida que ) dis

e N U v o

minuye, -~ B.8B0E-Olq 1

0.

3.00E+00
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Por otro lado, a medide que crece el radio &, 1la parte real de
los polos decrece y la parte imaginaria disminuye en varios 6r
denes de magnitud. Estos resultados fueron obtenidos variando

el valor de X para tres velores dea ( a = 1, a = 5y a = 10).

VPéra ilustrar la situacidn de los polos en el potencianl bajo
estudio, se muestran en la FIGURA V.k los tres primeros polos,
obtenidos de la manera expuesta anteriormente con una precisifn

€ =’10"6, para los casos a = 1 y seis valores distintos de A

( 50, 30, 20, 10, 5 ¥y 3).

La grafica corresponde al IV cuadranté del planc k y la parte.
real estd dada en unideades de 7,

Recordando que las energias de resonancia (c.f. CAP. III, seccibn
2.c) estén asociadas a E;, la condicibn de que las bandas de ener-
gia no se traslapen se cumple para los ¢asos en que) > a. Ame
dida que A decrece va aumentando el niimero de niveles que presen-
tan traslape., Pera los casos presentados de ahora en adelante se
tomaron par@metros del potencial que presentan al menos uno o dos
hiveles de resonancia, y fueron calculados los 20 primeros pelos

kn correspondientes.
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c). Célculo:de los Coeficientes de los Estados Resonantes.

Dado que el pdtenciél delta repulsive s8lo preczenta polos comple
“Jjos kn’ él sistema no tiene estndos lipgados ni antiligados. FPa-
ra hallar las eigenfunciones naturales un(r), se obtendrfin las
expresiones pare los estados resonzntes un(r) asociados. 'a los
polos kn del IV cuadrante, ya que los poles simétricos -k; eg—

tén asocindos a funciones u:(r) .

Las ecuaciones que cumple un(r) son:

Lougle) + {62~ 28(r-a)) u(r) = 0 (V.8.8)
w(0)=0 : o (v.em)
& ) =1kn“n<r) R 1. )

rzat .

y las ecuécioﬁestq¢ ¢6ht: uidédféﬁ31d;frpnte:a y;aiébontiﬁﬁidéd

para la derivada que ‘a partir de (V.8.A):

 wem

La solﬁciéh-déilagééﬁaéléﬁZd;:éténcialf(VQB,A),estE dada por:
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Ansenknr : r<a
L Usando la condicién
ulr) = (v.8.B)
n .
Dnélknr r>a
Usando la condicién
(v.8.c)
Por medio de la condicién de continuidad en r = a y la igualded
k, = -Asenknaelkna {(de la ecuacibn (V.6)):
R g 2ikna - (V.9.4)

Puede demostrarse gue la ecuacidn (V.8.D) se cumple para estas
funciones, dado que k cumple (V.6), de manera que para hallar
An (y con ello determinar también Dn)’ se utiliza el criterio

de normelizacibn (IIT.10):

2 oA L20g) =
J un(?)dr Tk f?nggl :
QBT A T

de donde se obtienéfél:vaLorlpafa‘Ab:‘

ok (v.9.B)
kna:f senkna!exp{vakhu]

Las ecuacionesr(V:95‘dan;los coeficientes de los estados resonan
tes en términos tanto de los par&metros del ﬁoﬁéﬁci£1>ébh6'de los

polos correspondientes.



Para el caso limite A ~+ o, kn -+ nﬂ/a, An + V2l vy Dn + 0, re-
cuperando el caso de la barrera infinita, para le cusl los es—
tados estacionarios tienen funciones normalizadas /575'sen%§-r.
Para los caﬁos donde pueden definirse niveles de resonancia

(sin traslape); es decir, potenciales con A > a, es de esperarse
(en virtud del movimiento de los polos « medida que numenta n)
que los coeficientes An estén cercanos al valor v2/a para los
primeros polos, disminuycndo posteriormente su purte real, que
en todos los casos es mucho mayor gue lz parte imaginaria. Pa-

ra esfos potenciales se encontrd también que ”On” << ][Anll.

1acz



§2. EVALUACION DE LA PROBABILIDAD P(t)

Una‘vez éue;fdado un potenciael, se determinan los polos y las

funciones un(r), el cdAlculo de la probabilided reguiere la uti
lgzacién de la funcidn de estado inicial. Como se ha menciona-—
do en el capftulo anterior, se prepararé dicho estado de mane-

ra que inicialmente se encuentre en la regibn interna.

A). Célculo de. los Coeficientes ann.

Para representar el estado inicial del sistema, se trabajd con

la expresidn que corresponde a una gaussiana normalizada:

RO NTEORNC "“expf “‘”’) G

Donde se ajustarqn'l¢§fpar§ﬁétfo?ddy~:ui< é”dé'mdpgra:gue.

: we (ﬁoﬁ)-L||?"=‘||f¢<;a,>_ l=0 — wao

En la expre316n (V 10) los parémetros que determ:nan al eqtado

1n1c1al son’ el valor esperado de r, el del momenta lineal P y

&l ancho.OAincertxdumbre en la posicibn:



" 10u

s Twole)1?

i

<r>.= 1rp .
1 .
AI‘=72—00 . '

.<pr> = kg, en uni-

dades de h = 1: A '

‘7""“"'“64"” » i . T
rg’ g E:

dandos por la expresidn (IV.3) FIGURA V.5. Densidad de proba-

) vilidad inicial ||¢o(x)|]?
cuando se. prepara el estado inicial en la regibn interna, que en

Los coeficientes cn'én estén

este caso se calculan como:

a
c, = J Yo (;—)Ansenknrdr
o
S ,
~ e * =
e, J \pu(,r). Anbenknravr‘ :
] ' X
y utilizando la equivalencia senz = -é—l{ e’ :
_ i Ny ‘
cn = m{ I‘1 Iz}» . . (V.ll.A)
- i Y :
= - .11.B
g 27A3_07‘%{ I~ T} e

donde se 'definen‘:‘ las integrales:
e e Lk
I, .= J e#‘r‘f-",°)~./2% el(ik"""kh)xdr

0 . T B [ ; .



a : .
j e—(r-rn)Z/?Qo efi(ko+kn)rdr

Iz =

8 : S :
: : .\ 2 § > :
z J e~lr-ra) /2dd e-ilkotk dry

—
ow
1

.
[ & st eong st ry,

N ] =

m

Is

Como se puede ver,;Ia‘é'Iﬁ'eVIz”#‘IY,iée.mhnéréfque:

F‘ncn’ — EDVT?‘ I; - Iz” . (V.ll.C)
donde, como se. recordar& A2 es un nfimero complejo en general.
Parsa evaluar las expresiones (V.1l1l) se utilizaron métodos numé -
ricos de integracién donde si N es el niimero de puntos que se -
tomen para la aproximacidén num@rica y Ax = a/N el intervalo en

tre los puntos es constante,

a

J fx)ax = -A?x

{r(yax) + r((3-1)x)}
° 3=1 S

Mt~

Una vez qpe el potenclal es fijo (valores de a y A dados), se ob

tuv1eron valores para los coef1c1enteq cncn varlando 1os paréme—

tros de la gaussiana Oy, ro Yko.

Como .se recordara, a partlr de 1a cond1c10n de sobrecompletez
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que cumplen-las eigenfunciones naturales, ecuscidn (III.25),

en ‘este cas se tiene que:

g

{ cc. +c*c¥ } =1
, nn n°n

o
R~

n
dado que en este gistema s6lc hay polos. complejos. De esta rela-

cidn se obtiene la condicifn que deben cumplir estos coeficientes:
Re J e ¢ =1 o S (vi12.4)

Asimismo, en virtud de la dependencia linesl de las mismas fun

ciones, ecuacién (III.Eh):»
oo . .
mJ % =0 (v.12.B)

Como se ha mencionado en la seccidn anterior, fueroﬁ calculados
los primeros 20 polos de la funcibn de Green pera diferentes po-
tenciales. Variando la preparacién del estado inicial, se obtu-
yieron los coeficientes correspondientes, calculando las sumes
(v.12). En todos los casos, bastaron los primeros 20 términos ps
ra asegurar la convergencie de las series.

La distribucidn de la parte real de los coeficientes ann se es-



tudlo varlando los pnrémetroq Pa, re y Qq con valores fljos de
ay A , como se muestra en la FIGURA V.6, con par&metros a = 1
50 L
Cuando ky se fija como la varte real del prime} pqlo?vku = Re k;
(FIGURAvV.G.A), el peso de Re (c;C¢;) crece a medida que aﬁ@enta
Aro= cD/VE . En estos casos, el valor de y; depende del valor de
Ar ya que se requiere que se cumpla la condicién (V.10), por lo
cual no pueden tomarse valores de g, muy grandes,
En el ceso de la gaussiana més delgada (FIGURA V.6.E) la distri
bucién de la perte real de los coeficientes tiende a presentar
una moda definide a medida que auments k, ( tomando valores k =
Re kn para diferentes valores de n) que coincide con el coefi-
ciente cngn correspondiente al polo donde se centr§ el valor de .

ko. Para ko pequefia, sin embargo, son varies los coeficientes

que ‘pesan en esta distribucidn,

Para la gaussiana ancha (FIGURA V.6.C) la moda de 1la distribucidn.
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coincide con el coeficiente asociado al polo k en el"cual~<e cen‘

tra ky,. A medida que ko aumenta, va dlsmlnuyendo el peso que tle
ne dicho coeficiente.

En todos los casos se da el valor de las sumas (V.12). célculadas

con los primeros 20 polos. Como puede observarse, a medida que dis-

minuye Ar o aumenta k, la convergencia de estas sumas empeora;
es decir, que se necesitan més polos para estudiar el decaimien

to del sistema numéricamente.




(A) - 0-99995
(B) = 0.00064

2 3 L35

(A) = 0.99956
(B) = 0.000T74
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Ye to¥n

(A) = 0.99998
(B) = 0.0007k

FIGURA V,6.A Distribucidn de Re CHE;.

Arriba & la izquierda, para una gau-
ssiana delgada Op = a/20. Arriba a la

derecha, para una gaussiana con

op = a/8. Abajo, para la gaussiana
ancha, Og = a/5. Las tres funciones
de estado inicial est&n centradas
en kg = Rek,. i
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FIGURA V.G B Distribucidn de'necnar
pars una gaussiana delgade, Op = a/20,
« Arriba a la izquierda, centrada en

ko = Rekj. Arriba & la derecha, centra-
da en ky = Reks, Abajo, centrade en
ko = Re}u;
En este figura, la-escala es a 0.5.
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B). C&lculo de la Amplitud de Decaimiento A{t).

Una ﬁez'que‘se han calculado los polos kn, que contienen la in-
formacién sobre el potencial, y los coeficientes cngn’ que con-
tienen ademéis la informacifn sobre la funcibn de estado iniciel,
puede calcularse num@ricamente la amplitud A(t) partiendo de la

expresibn integral:

_ g2 - z .
Ae) = Jle 5 et L A {%ﬁ j eINE as o
n n [} z—-1ik
oo
cnlny* -
_( 1;{ :) J Zt/z— dz] }
n o S
n
(v.13)
Las integrales:
- I(i,K) SVJ e’Zt/;> dz , con ke C
S [} z+K

pueden calcularse utilizando las aproximaciones a la integral de

Laguerre ', definiendo la variable x = 2t para obtener:

o0 L
1 -X T |
I(t,k) = 7 J e f(x,k)ax 7;;2 wif(xi,KX

1} i=1
con T(x,x) = Vx/(x + kt). L es el nfimero de puntos que se uti-

lizan.en-la evaluacidn numérice, X, son los puntos ‘de Laguerre

donde se evalfia la funcién fx,k) y ﬁi los pesos de Laguerre.



‘Tanto xi como v, se encuentran en tablas de métodos numéricos
para diferentes valores de 1. En cste caso, se utilizaron los
correspondientes a L = 12,
Ahora bien, antes de iniciar el cfleulo de la amplitud, se ha
1156 un criterio pera definir tante las unidades temporeles con
venientes como el intervalo en dichas unidades adecuado para ~
observar tiempos largos; es decir, la regifn donde A(t) se conm
porta como t_aY.
Como se¢ ha mencionado, se variaron los valores de los parfme-
tros del potencial, observando que a medida que amumenta X se
incrementa el nfimero de niveles de resonancia. Para los casos
discutidos, siempre el primer polo corresponde a una de estos
niveles resconantes con energia E; y anche T;, centidades bien
definidas. La vida media o unidad temporal que fue tomada es -
‘caracterfstica de cada sistema y se define como
T = <
Ty
en_virﬁud4de qQue .estf asociada con la unidad temporal m§5'gra£:'
de intrinseca del sistema debido a que T3 < Ty < see <~Pn‘
Se desea encontrar una cota inferior del tiempo para el cual
la probabiliﬁad ya se¢ comporta como potencia invefsa del tiem
po, par&metro que denominamos T, ya que con ello puede discér-,
nirse ei intervalo para el cual se evaluard A(t) dada por (V,13)

Para estimar T se tomd la expresidn {IV.16) para tiempos lar-



gos:
) [ - =ikt WA Rnl'pn/2 + 1,E -3
M) = T [ e et i ( Foppl2 f ke o)
: n n n'*

El parfmetro-T debe cumplir que pars todo tiempo t > T, el tér
mino que domina en la provabilidad P(t) = [[A(t)|%sea el de la
potencia. inversa del tiempo. Por ello, basta con'enconfrar T -
tal que si t > T entonces:

~ . -ikFt 1 -3
Hg e 8 el < = Hg T JeT

~ Rulp/2 + 1 ~ cpt
donde Tn = -D-—ﬂ-————zﬂEDEz* 77, = Im ._}15.5.!1 .
. oon n n
Ahora bien, por la desigualdad dé Schwarzs, el valor absoluto
de la surma en el miembro izquierdo es menor que la sums de los

valores absolutos, de manera gue basta con estimar T como €l -

tiémpo para el cual se da la igualdad:

- T . -3
Dl e™™2 =2 jo || o
n n

para asegurar que la contribucién no exponencial a la probabi-
lidad. ser& ya del orden o mayor que el decaimiento exponencial
péra los tiempos més grandes que T. 7 7
La solucién de la ecuacidn para T se encuentra numéricamente,

por el método de Newton-Raphson, y en este casc se usd una con-



vergencia de 10739,

En todos las casos analizados para los cuales la vida media

: e s a . - t
est8 bien definida, se encontrd gue ¢l término c;c;cxpf—zé—}

es el {inico término que contribuye pera la parte exponencial
en los intervalos de tiempo del orden del parfmetro T.

La variecidn de los par@imetros T se muestra en las gréaficas
(v.7), donde =e hs graficade T er unidades de vidas medias,T
redondeado a ntmeros enteros. Bncada grﬁfica ¢l velor del ra
dio a es fijo y se verid el valor de lu mapnitud A, calculan-
do T tanto para une funcidn inicial dads por una gaussiana an
cha {G,A.) como paraz una delgada (G.D.)} con las siguientes ca

racteristicas:

reo ko lwa (0}

Coge(r) t@o’ fwo ()]
G.A. a/B a/2 Rek a0t n10™?
G.D. a/20 a/k Reks | ni0™" N0

Coﬁdtéévpuede observar, a medida que disminuye la. megnitud de la
barrera de potencial, disminuye, el tiempo T QUé deterﬁiﬁarib,QUe>”

para cada sistema significa "tiempos suficientemente largos". Es
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FIGURA V.T. Se muestra la variscibn de T en ‘vidas medias para diferen

tes valores de A, en la misma escala, con los valores indi

cados del radio a; tanto para una gaussiana delgada (G.D.)

como pars una ancha {G.A.)
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te efécto‘también sucede cuando el redio a disminuye. En todos los
casos,:f'résultu‘ser menor para la gausciana mis anchs que corres-
ponde a un estads inicial contenido en la regién interna pero no -
muy localizado Ar grande).
Al .variar k, ce cbtuvo que cuando no ¢ le localiza en Rekn el pa
rémetro T/t decrece ligeramente, siendo mlAs perceptible su varia-
¢ifn cuando se sumenta el encho Ar, dade un potencial.
En términos de les discusiones hechas anteriormente, se tomd el -
potencial con pardmetros s = 1 ¥ A= 50 de manera que hubiera varios
niveles de resonancina sin gue T sea muy grande, ¥ se calculd P(+)
para dos funciones de estadc inicial diferentes:
1: Gaussiana Delgada Centrads en el tercer polo:

Oo= a/20, 1 = a/b, ky = Rek,
2: Gaussiana Ancha Centrada en el primer polo:

Oo= 8/%, ¥, = a/2, X, = Rek,

En el APENDICE E se muestran los valores de los polos kn, de los coe
ficientes ann asi como los programas de cémputo para evaluarlos y -

evaluar P(t) = |[A(t)]?.

lLas graficas (V.8) muestran los resultados para ambos casos, donde
se ha amplificado la regién para tiempos cortos donde hay oscila-
ciones. En la siguiente seccidén se da una breve discusién sobre los

resultados.
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C). Anadlisis y Discusidn de Fesultados,
Para anelizar el comportamiento de la probabilidad P(t) se divi-
aid el intervalc temporal eon cinco regiones diferentes, que se dis-
cutirén por separado. Las tablas correspondientes se muestran en

el APENDICE E.

Regibn I. Tiempos cortos : g <t <

En esta regidén, la amplitud de probabilidad debe camportarse como :

o 2 P 12
Alt) 1+ 77-‘1— Im gcncnkn t

de donde:
’ 1 - - 3
Re Alt) = 1 - —5= In }.cncnkn t 9t (Vo1 A)
n
v Im A(t) = 72— In Je &kt (v.b,B)
n . - .

Para analizar esta regidn se hizo una regresidén lineal ajustando

& una recta los puntos:

)]

¥

Ln{Im A(t)} = Ln{ !

=]
S
o
o1
e
Ayt
+
™
g
o

obteniéndo:
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LS T T DT N SN T TN R " ST S SR N VR S ¥
CALCULD TEORICO DE LOS PARRAMETROS PARA TIENPOS CORTOS *
SIN TERMING EXPONENCIAL : *

L

COEFICIENTE A =- .453964E+40% *
POTENCIH b = 0.5 ®
¥ M s ok ox ok ox MR Y F OE S X E K Y FF E RN &K K 8 &

L I A A I R T R R O 2 T U T N S Y
: #JUSTE DE LOS PUNTOS »

*
L A =~ 4640172+01 *
¥ g = ¢ .50 *
. COEFICIENTE DE CORELACION =.9999959 &
L T B B I 2 2 R T N T SR T S S SR S

3=l ? . ‘= :
donde T1 = 10 T, La aproximacidn a un polo nunca es valida

en estea regidén, debido a que es necesaria la convergencia de

PR ann / k }= 0 para anular el término ™ (e.f. CAPTTULO

IV. seccién 2.A). :

Regién II. Interferencia exponencial: T, <t < T,

Estacregidn Ee caracteriza ﬁor las oscilaciones (amplificadas en

las FIGURAS V.8) que son mAs pronunciadas cuando el estado inicial se
encuentra més localizado.

Se calculan las.cantidades:

'Ax(tj =

|
=B ]
[¢]

=]
0l

1
[t
1
3

y ~A'z‘(t)”“'

It
‘o
-
o
PN
)
§
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obteniendo que A(t) = A1 (t) # A2(t). El término del decaimien-

to no exponencial es despreciable pare esta regidn que se debe ex-

clusivamente a una interferencia de exponenciasles, para la cual
nunca es valida la aproximacidn a un polo.

Se obtuvo que Tz = 0,357

Regidén III. Decaimiento exponencial: Ty < Lt < Tz
En esta regidn, la probabilidad decae exponencialmente, como

puede observarse de inmediato en las FIGURAS (v.8):
P(6) = Jerdy? &1t
Para analizarla, ée hizobuna‘fegresién pafa aJust&r la recta
tebrica: :
In P(t) = 271’4‘nf}|c;‘<_\‘1|‘] S

donde conviene tomar el tiempo-en unidades de vida medias,

obteniendo:

 F ¥ ¥ B R K X K K & K E K E K XK K K ¥
A & & 2 Kk £ R K K ¥ K % e -
TE DE LOS PUNTOS ’

m
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DE CORELACION =0.999555 -
P % Ok kK %
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wttct:“t&t-ttttntttt.tmtmon-
CULD TEORICD DE LOS PARAMETROS EN LA REGION EXPOUNEHCIAL »
APROXIMADO AL PRIMER POLO *
¥
FICIENTE A =-.557295E+00 *
ONENTE B = -1.0 *
*ttt##tttt*.t#.t‘t.ttt‘#tttﬁt
= % # & B & ® ¥ & % ¥ % ¥ * » & * € & %
AJUSTE DE LOS PUNTOS *
*
A =- 557956E+00 .
g = =-1.00 *
COEFICIENTE DE CORELACIDN =1,000000 =
¥ & & ® » ¥ & ¢ %X ¥ & @ ¥ & & ¥ ¥ X =z B

Es decir, que el decaimiento exponencianl estf gobernado solamente

por la contribucidn del primer polo, estimando Ts= 357

Regién IV. Interferencia: T3 <t < Ty

Es la {inica regién donde compite el decaimiento exponencial y el no
exponencial.

Para analizar la contribuciSn dominante delrtérmino no exponencial
se obtuvo la cantidad A 4 (t) aproximasda al primer polo, que re-
produce la amplitud A(t) solamente para el caso de la gaussiana
ancha, Cuando el estado iniciai est& muy localizado, sin embargo,
deben tomarse.todos los polos para el t&rmino no exponencial,

Pera analizar esta regibén se hicieron diagramas complejos de la
amplitud A(t) aproximando a un polo para el caso de la gaussiana
ancha, Los diagramess muestran la amplitud, el decaiminnto expo-
nencial E(t) y:los t&rminos del no exponencial debidos al polc

en el IV cuadraate, NE, (t) y 21 simftrico, KE, (t):

CACt) = E(t) + NE;(t) + NEp(t) =



Y ) ki

Los puntos consecutivos corresponden u ticmpos consecutivos
igualmente espaziados que se interpolan para dar una imagen so-
bre la trayectoria tue sigue la amplitud a travis del tiempo.
Estia trayectoria desuribe una 2spiral cuyo radic disminuve expc-
nencialmente alrededor de un punto en el III cuadrante sobre la
linea o 45° (FIGURA V.9). La contribucidn del t8rmino no expo-
nencial resulta de la combinecidn NE, (t) + NE, (t). Aunque
estos términos son del orden de 10~ ® (FIGURAS V.10.C ¥ V.10.D),
la suma corresponde a puntes en el IIT cuadrante del orden de

10 . . -3
gue se acercan asintbticamente & O como t " . Cuando el

10"
término exponencial es de este orden la traycctoria de la amplitud
ya estf totalmente contenida en el III cuadrante {FIGURAS V.10.A

¥y V.10.B) y el centro de las espirales tiende al origen vpor.la .
l9nea a b5 °, hasta que domina el t&rmino no exponencial, cuando el
radio de dichas espirales es despreciable,

Esta regién es relativamente pequefia, dado que T, = L5T es muy
cercano a T; ,

Los diagremas complejos para A(t) y E(t) se presentan primero con
la interpolacidn entre los puntos consecutivos y a continuacién

sin la interpolacifp, de manera que pueda verse con mayor claridad

el cambic en la trayectoria de A{t) al pasar de la regién IV-'a la V.

32 g 3 ) * .
= ojo e Kt {:—G;-—{ [C’C’J U(1,1/2;-ix3t) - (—c—‘—"—‘-} U(1,1/25-iki*t)}
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38t < t < 427, donde el centro se encuentra
en el III cuadrante,
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Regidn V. Tiempos Largos: T, < t
En esta zona la relacidn (IV.16) debe ser vilida, de manera que:

-3

P(t) r“ilﬂ {9‘“3’ 0E o

La aproximacidén al primer polo sdlo reprodujo el valor de la pro-

babilidad para la gaussiana ancha.

Se ajustaron los puntos en ambos casos a la relacidn tedrica:r -

Ln P(t) = Ln{ L}F” Iann/k;H" } -3Ln.t
-n . -

obteniendo:
x & % %x 3 3 ® *x 2 = % * & ¥ B & Xk M. & * B & W
¥ CaLCULD T EORICO DE LOS PﬂRnHETPOS PaP TIEHPOS LARGOS
* .
* COEFICIENTE A =-,240343E+02 . :
* POTENCIA B -2. 0 : p
tltlnlt.tatl‘ltttlt't".l&tt‘l‘t“
% % * w ow & % . % R R % DI S S
. AJUSTE DE LS PUNTOS »
v »
* A =~ .240310E+02 .
* 8 = -2 90 R .
» COEFICIENTE DE CORELACION =1.000000  »
ox kK X 3 ok ® K Kk W Ok ¥ K & ¥ CRCEORK x4
¥ ¥ * * * % x @ * » % koK * 4 ¥

IR B
EORICO LE LosS PQPHHETPOS PRPR TIEMPOS LARGOS
A

¥ In P(t) = Lofg: feser/id 123-3In ¢

LR X R I X



LR X X X X J

para la gaussiana ancha, que resultd:

Chituto Tiori1to Dl L0% PARAHEIRGS PARA TIEHPOS LARGCDS
:1C0 DE LOS PAR >
catcuto TEDZ%RGXINQDO Al PRINER POLO
COEFICIENTE a =-ﬂ208306E+02
tpgTENEIeE;;zékwttt&.-.caouttatttttt
’tt‘t‘!b*lﬁ"tlt#t‘t"
* aJUSTE DE LOS PUKNTOS :
*
* A =- 208293E+02 7 .
* B = -2,00 *
* COEFICIEHTE DE COURELACION =1.000000- =
'#t#“t#tt'#ﬁ".‘.tt.#

En los dos casos estudiados, como puede verse en las graficas
(v.8), los parémetros Ti son mayores cuando el estade inicial se
encuentrs muy lecalizado.

Del anflisis anterior, se deduce que las regiones I y II nunca
pueden ser reproducidas en la aproximacidn a un polo, mientraé
que el decaimiento exponencial siempre se debe a la contribucién
del polo asociade con Iy (el polo mAs cercanc al eje real).

La aproximacién a un polc es vdlida para las regiones de tiem~
pos largos IV y V sblo cuando se prepara al estado inicial de
manera que el coeficiente cn5n correspondiente se aproxima a la
unidad de manera que el peso de los demds coeficientes es des-
preciable, Por esta razén (c.f. FIGURAS V.6) esta aproximacidn

no es vélida cuando el estado inicial est& muy localizado (gaussia~

na delgada),

E X R 3R B R B 4
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El1l resultado m&s 1mportante del CAPlTULO IV es la posibilidad de

expresar la amplltud A(f) completamente discretizada, dada por
(1v.7). ol

La representééiég aérégigdogwresonﬁﬁtes no sblo pfo?orcioha hnarr
explicéciSn a fenbmenos como el efecto tiinel, que surge natural-
mente con la utilizacidn de energias complejas; ademés, es la que
permite obtener mayor informacién sobre la contribucién del con-
tinuo de energias, como se expone en el CAPITULO III, al escoger
un corte ramal mAs conveniente en el plano de energias, que per-

mite dar la expresidn para la amplltud A(t) donde avarece le con-

tribucibn de cada término:

o



(-]
Ale) =) A (1)
.on
1 24 T W

. .‘ - -ik*t ¥
) = +
donde An(t) %y { 631 nte n

o _3ult
L ul1,i/2; ;knt)’}

5
-
3

Este resﬁltado es posible de acuerdo con las restricciones del
modelo-'es decir, cuando el potencial es de alcance finito (CA-
PITULC'III) y cuando se prepara al estado inicial en la regién in- .-
terna de dicho potencial (CAPITULO IV).

Esta expresién puede ademfs reproducir el decaimiento del siste-
ma pare tiempos muy cortos o tiempos muy largos, Como s¢ eXpuso en
el CAPITULO IV, ademfis de reproducir el decaimiento exponencial
para intervalos temporalces intermedios, comportamiento que ha sido
va estudiado. las desviaciones a este decaimiento quedan deter-
minadas por el comportamiento de la funciédn hipergeométrica con-

" fluente U{1,1/2;z) y contribuyen a &ste todes los polos de la fun-
cidn de Green, mientras que s8lo los polos ligados y resonantes
aparecen en el t&rmino exponencial, provocando éstos el decaimien-
to exponencial.

A partir del comportamiento de A(t) para tiempos cortos, es in-

mediato verificar que:

Esta condici6n de§en&§*fﬁéitémenté deﬁla préparadi6n del'eétado
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inicial, Cuando el estado inicisl es una solucibén de la ecuacidn
de'Schradinger, 1la derivade de la probabilidad en t=0 se anula.
En el modelo, sin embargo, el estado inicial no es solucibn de la
ecuacidn de Schrddinger dado que se encuentra totalmente conte-
nido en la regién interna.

En situaciones reales puede prepararse experimentalmente el es-
tado inicial y generalmente no es una solucifn de dicha ecuacién.
La generalizacidn a funciones de estado inicisl que no se anulen
en la frontera requiere de modificacibén en el tratamiento plan-
teado en el CAPITULCO IV, debido a que la funcidn de Green no cum-

ple con la condicidn (III,21).

A lo largo de la investigacibén realizada se traba)6 siempre con
la amplitud de decaimiento para momento angular £ = 0, como se
expuso-en el CAPITULO II. Para cualquier otro valor del momento
angular, puede demostrarse a partir de la ecuacidn diferencial
que cumple la funcibn de Green, que en (V.2),aparece el factor
kzﬁ; . La integral (IV.6) es entonces proporcional a t-t-lh
para tiempos largos, dadc que la funcidn hipergeomBtrica es in-
versamente proporcional sl tiempo, la contribucién principal al
decaimiento en la expresibn (II1.9) para A(t) es precisamente t_yz,

que corresponde a momento angular £ = 0. La comparacidn entre

las expresiones (II.19) y (IV.15) para tiempos largos sugiere



o)
J 1
L

una evaluacifn de los coeficientes de la potencia inversa, que
Frovoca el mismo tipo de comportamiento para el caso de la parti-
cula libre gque para un potencial V(r). La comparacidn entre es-
tos términos, sin embargo, ne puede llevarse a cabo analiticamen-—
te dado que (IV.15)es una expresidn discretizada sodbre los dife-
rentes polos de la funcién de Green, que no existen para la par—
tfculs libre. Por esta razén serfa interesante evaluar numbrica-
mente ambtios comportamientos para una misma funcidn de estado

‘inicial que permitiera comparar ambas situaciones.

Los resultados méAs importantes del ejemplo expuesfo’se diécuti—
rén a continuacibn. o

La aproximacifn de la emplitud-A{%) a un 8610"térmih6,;a'ﬁehﬁéo'?b
utilizads para estudiar el decaimiento; sblo es valida a‘parti#
del comportamiento exponencial dependiendo del estado inicial
Volr) ¥ nunca puede hacerse pare tiempos cortos. S81lc en los ca-
sos en que el coeficiente ann = 1 (coeficiente que contiene la
infgrmacién sobre el potencial) se reproduce el comportamiento de
A(t) para las regiones III,IV y V por la funcidn An(t)+A_n(t),
donde deben ser inclufdos también los polos simétricos para poder

reproducir la desviacidn al decaimiento exponencial.



Asfmismo, los parametros Tj que dividen las regiones varfan de-

pendiendo de la distribucién de los coeficientes élén; es decir,

¢
de la preparacidn del estado inicial.

La distribucién de Re annsugiere que esta cantidad puede ser una
medida del traslape entre la funcidn iniciel V¥, {r) y la corres-
ppndiente funcidn de estadn resonante un(r). En todos los casos
analizados, la parte imaginaria de estos coeficientes resultd

casi despreciable, por lo que puede resultar interesante llevar

a cabo un estudio para explicar la interpretacién fisica de estos
coeficientes,

En el tratamiento y resultados del ejemplo, aparecen los t&rmi-
nos debidos a los polos resonantes en combinacién con los simé-
tricos. Este hecho sugiere que se explore un tipo de potencial
donée se rompe esta simetrfa para estudiar el efecto de estos tér-
minos por separado, como lo son los potenciales con términos ab-
sortivos, de la forma V(r)=U{(r)-i¥(r), para los cuales k_n # —k:
pero los resultados generales (CAPITULO II1I) en el marco de la
teoria de estados resonantes siguen teniendo validez.

A pesar de que la ecuacidén (IV.T! esvvélida estrictamente en el
marco del modelo presentado, el tratamiento computacional desarro-
1lado para el ejemplo {ver APENDICE E) presenta la ventaja de eva-
luar la probabilidad a partir de dos conjuntos de datos solamente

(polos k¥ coeficientes ang. Esta simplicidad permite introdu-



cir valores experimentules;de 'y E péra,utilizar la aproximacidn

a un polo (suponiendo el coeficiente c;c3 = 1) y evaluar la pro-
babilidaed, obteniendo una estimacidn de los puaréimetros Ti y Ty,
Con éllo, pueden hallarse condiciones experimentales concretas
bajo las cuales este modelo prediga que la desviacidn al decai-
miento exponencial es observable, de manera que pueda ser contras-

tado con el experimento.



APENDICE A.
. Separacibn de Variables Rediales

PO
Yy Angulares para G (r,r';k).
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La ecuacidn diferencial que cumple G (F,r'jk) es:
- Fow - -— -
{#H -~ E} ¢ (F,r'5k) = 8(F - T") (A:1)

donde el hamiltopiano, en el caso de un potencial central V(r) es:

2

-5

R = 2 + zz + V(r)

af Lo
gl

r
Cuando r # r', dado que el segundo miembro de (A.1l) se anulg,tendre-

“mos que, respecto a la variable ¥, la funcidn G+(;,F';k) debe ser ei

"~ genfuncidn tambi&n dc los operadores de momento angular zzy Zz . -Como
. los.afménicos esTéricos YE(G,¢), £=0,1,2,... ym= 0,x1,+2,...,zL

son una base ortonormal en las variables angulares, podemos escribir:



T‘;Z.(r’r' ;k)

"02(3;52',;}{) = — Yp(8,0)r(F") : (a.2)

donde 1dfdepeﬂdendid;apguiar de T = {r,0,0) esth contenida en Y?(B,@)

y la funé;on £(x!) gﬁh5éebe determinarse. Como se cumple:
‘ - - - -
-k} Gz(r,r';k) =0 parar#r

{,L?,L,,.', LL+1)IGH(F,F13k) =0 para F £ F!

Juntd cdh'(Aji) tendremos que, pars cada valor flJO de £. dado gue H
es un potenc1al separable

{ 4z M ACAAN)
Tr

= + Vir) - ;}uz(f;i';‘k)“%‘s’(r'-’-."rv')

Gz(r,r‘;k) = 0 para r < r'
Y ademés, G+(§,§';k) = G+(;',;;k) por lo cual la bropiedéd de sime-
tria también es satisfecha por ia funciéﬁ Qt(r,r';k).
Es decir, que la funcién Gi(r,r';k) es ia fﬁncién de Green en.una di
mensidn asociada a 1a funcién radial wl(r)'y al hemiltoniane Ht;"dog

de;

' (e (s 5
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donde f(T') es funcidn sdlo de (r',8',$'). Utilizando la simetrfa gue
cumple la funcién de Green tendremos. que:
\’ﬂ(r rtik) ) +L! ££r r';k) m!

Y78, ¢) =7 £(F) ————————— Y}(08',0")
Yplesd) = J ] 1(E) - i

sz(r)
£

m=-£

En virtud de que f(T) es sélo funcidn de T y no de r', comparando -

las ecuaciones anteriores se tendré que;

+£ rouy ol
_ % ) s Gplr,r ,k)EéigiEl fF) =
Eomeel e ‘ Tap oy ey
R I M A A

£ m=-f : o r'

donde se ha 1dent1f1cado £=£" Como en 1a sumatorla m debe tomar to-

dos 1os valores entret-£ +L, ‘es fécll 1dent1f1car que, para'cada L:

Par; héllérié;f#éig? qe m’}qqe gpﬁféce'éﬁ éﬁda té¥mino, recordamos =
que'lavfunéién‘dé Cre§n e; uﬁaifunciéh que dépende dé la posicibn re
lativa qﬁe’tiéneh 'y r'y por lo tanto debe ser funcidn tanto de las
magnitudeé‘f y r' como del fngulo que forman ambos vectores; es decir,
debe ser funciénvdel producto (rer'). E1l teorema de adicidn de los -
arménicos -esféricos relaciona los polinomios de Légendre con la base

YZ(8,¢) por medio de la expresidn:



1Lo

: +L
[2£+1] 0 (r'r ) = Z £(9 ¢)Y£*(G‘,¢')

m= -

o bien, fecprdéndo que Yz*(e,¢) = Yzm(9,¢):

+L

o (2£+l] t("'rﬂ) = Z Y£(91¢)Y£ (B' ¢ )

me~-L

La expxeSién'obténida parsa f(?') es compatible con la dependencia de
la funcidn‘de Green ‘en-r;r' ¥y (F+T') cuando se establece m'=-m, De es
ta manera, se obtiene lg relacifn deseada entre la funcidn de Green -

en tres dimensiones y la funcibén de Green radial:

(r,r';k} ]
GT(EE % 2, A ——— Yp(0,0)Yp* (8" ,9")

aque puede exnresarse alternatlvamente en térm1nos de los pollnomlos

de Légendre Pz(r-r)



APENDICE B,

Relacién entre las Funciones
de Green Dependiente e

-Independiente del Tiempo.



1h?

La relacién entre las funciones de Green dependiente e independien
te del tiempo se puede obtener a través del uso de transformaciones
de lLaplace.

Recordemos que las expresiones para la transformada de Laplace de
una funcidn , L{F(t)} = r{s) y su inversa, F(t) = L 1 {r(s)} estén

dadas por:

st

L{F(t)} = {m F(t)e™S"at = r(s) (B.1)
yHio' S SRS
y 7 a(s)) = 21% |t arer 0 ma

Y“1°° .f
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donde el -niimero 'y >  0 debe ser tal que todas las singula:idades
del intégrandovdé‘(B.é) en el plané complejo S deben quedar hacia
la izquierda del contorno de integracibn.

Sin importar cufiles sean los argumentos espaciales de la funcibn
de Green (vectores r, r'o magnitudes r,r' para el caso radial),
que denotaremos por [ y ', las ecuaciones diferenciales que cum

plen las fu:ciones de Green son:

i

{1%{_ _&} E(C’C‘:t) iS(g—c').é(t) » 1 >0 (B.3)

) o-eee) e

: + vz en?él~£§sé de un poten—

> ‘ﬂb,:é”trénsformaﬂa'déng 1a ':dé la ecuscidn

(B.3) obtenemos, 1lamando:

CBlears) = Llglz,gist)) . quer

y L 2] = se(s) = (0D,



1hy

Ahora blen

&0, en general g(C C‘ 0).= 5(C—C },- por

lo cual ia ecuac 6n diferenc1al que cumple g(c C'-s) es:

,?)i+;i§g(§,tiés) = 36(c-§!)“

° blen~"

AT et .
(H - isMig(z,538)) = 6(g-g") , (B.5)
Deflnlfendo ahora la variable E = is por medio de una rotaciébn,

S . .
ig(z,2';~iE) obtenemos la ecuacién

i

as{ como la fUnc1on X(C L'iE)

diferencial:

{H - E}X(5,5"3E) = 8(z-5")

‘a ecuacibn (B.k) se obtiene:

LM E(g,ess) =

FERAT) Stas =

O ki
iy -
= —E;J olz,c;E) Bty

ootiy

donde ahora el contorno de integracidén debe queda por arriva dé

los polos del integrando .(ver FIGURA A1)

Recordando ahora -que-E.=.k%, 1a funclén de Gre ,': f 'c§§h

del nimero de onda ¥ cumple la ecuacién dlfe



{H - kz}G(C g'ik) = 8(z-z')

y por medlo de esta trunsformac:on se obtiene fipalmente la rg

la01on entre las funciones de Green como:

; L . ,
g(c c'-t) l JG(C [ k)e‘1k “okdk {B.6)

donde el contorno de 1ntegrac1on se ovtiene a partir de la trang

formac1on E = k s ‘como lo mue,tra la FIGURA B.1l

e PLANO 8§ ’_‘\\\& ‘ ) } PLANO E
i ' 5= —iE i

1 i

y < I 4 ——
1 : i 'a

T A }5
P o o
hand] E = k2 o

Y . :

FIGURA B.l. Semuestran los con
tornos de integracibn en el pla
no S, el plano de encrgias E y

el plano K de nimero de cnda. La

regidn sombreada debe contener,

en cada caso, las singularidades : S

del integrando.
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Debido a ;é‘frgnﬁfqrmacién E =Lk2’ un semiplanc en la variable com
pleja k‘se'mapeé en todé el plano E y el otro semiplanc vuelve a -
abarcar el plano de energfas. La funcibn de Green independiente del
tiempo G(T,C';k) 50 es en general Tuncidn de kz, eg deciyr, de la --
energia, en vista de lo cusl debe introducirse una maners de traba-
jar en el plano de energias. El concepto de las hejas de Ricmman -

permite distinguir cuf@ll scmiplanc en k se mapea en la padmera hoje

gv]

de Riemman y cufl en la dcaunda. feneralmente (ver FIGURA B.2) se

toma como corte ramal el ele real pesitivo del pluno de energias,

definiendo asi la I y la II hojas de Riemman, que han sido denomi-

nadas como la "hoja §Ladeca”™ y 2a "hola no fisdca" respectivamente,

FIGURA B.2. Al dividir el plano k en mitad superior e inferior, los
puntos cuyo argumentc 0 < 6 < 7 { sombreados en la figu-
ra) abarcan bajo la transformacidn cuadrética, € < o < 27
en el plano de energias. El corte ramal ep el plano E que
separa la hoja fisica de la no fisica es entonces el eje
real positive. Los puntos cuye argumentc o £ [on.bn) ye-
cen sobre la IT hoja de Ricmman u hoja no fisica.



Seglin la distribucifn de los polos en el planc k (c.f. CAPITULO
IiI, FIGURA III.2), al escoger este corte ramul sdlo los polos co
rrespondientes a los estados ligados se encuentran en la hoja fisi
ca del plano de energias.

Otra manera de tomar la primera y le segunde hojes de Riemman ha
sido desarrollada por G. Garcfa Calderén y R. E. Peierls . donde el
corte ramal esté en el ele imaginario negativo, como se muestra en
la. FIGURA B.3.

Cuando el corte ramal se& encuentra cn esta semieje los polos corres
pondientes a los estaéos resonantes (_cn el ITI cusdrante éel planc

k) son incluidos en la primera hoja de Riemman. Esta descripeién es

entonces mhs adecuads en el marco de la teorian de estados resonantes.

.

FIGURA B.3. El semiplano sombreado en k que abarca -m/k < @ < 3n/b
se mapea ghora en la primera hgja de Riemman del plano
de energias, que comprende -1/2 < a < 37/2 bajo la trang

formacién E = k®. Los puntos cuyo argumento a € [JH/Q “n/2)

caen en la segunda hoja de Riemman. El corte ramal estd
_entonces.en el semieje imaginario negativo.




APENDICE C.

Funciones Hipergeométricas Confluentes.



de la forma:

E1 nombre de func16n h:pergeométrlca fue acuﬂado por Wall1s

en 1655, refrrléndose a las serneq cuyo n—é51mo termlno es

ala + Bl(a + 20);.e(a + (n - 1)),

Kummer utilize el término por priméra vez en 1836 dindole su
sentido modernc, que es adoptado también por Euler (Whittaker
y Watson, 1952).

Las funciones hipergeomé&tricas F{a,c;bjz) cumplen la ecuacidn
diferencial de Riemman. Cuzndo se efectfia el 1imite

Lim Fla,cibiz/c)

se obtiene la funcidn hipergeométrica confluente denomlnada -

también degenerada (Gradshteyn y

Ryzhik, 1965) El térm:.‘no



"confluente" se deriva de que la ecuacidn diferencial gue cum~
plen estas funciones se obtiene o partir de la ecuacibn de —-
Riemman ‘por medio de la confluencia de dos de sus singularida-

des, obteniendo la ecuacidn diferencial:

2 d
‘ b= m?
I E EZJ;?_E }=o0 (c.1)

dz? dz

lLas soluciones de (C.1) son expressbles en términcs de la fun-
cién hipergeométrica confluente con parémetros.a = 1/2°%¥ m < k"
=% 2m + 1, que cumple con la ccuacibn aiferencial

zg-f- F —(z-b)gr— aF = 0 {c.2)
. "dz dz . '

que puede obtenerse a partir de (C.l), identificando u = ZVZiue-zF.

Esta ecuacidn, conocida como la ecuacidn de Kummer, tiene una sin~
gularidad regular-en z = 0 y una irregular en z =®,

La funcién hipergeométrica confluente es una de las soiuciones d¢,

(C.2). La otra solucién independiente de la ecunciénvdiferencial‘sé

expresa en términos de le anterior y es llamada funcién hipeigeomé—

trica confluente de segunda clase.

* ‘Notacidn
Existen varias notaciones alternativas para las funciones hipergeo-

métricas confluentes, Algunos autores utilizan la notacidn de Kummer



modificada pof'Barﬁés (Whitteker y Watson, 1952):
iFl(a,b;z) » 2T Fo(e,14absz)
La iayéfia deblos autores, sin embargo, convienen en utilizar la
notacién (Whittaker y Watson, 1952; Gradshteyn y Rizhik, 1965;
Lebedev, 1972; Erdély et.hi., 195k )
¢(a,bjz) , - Y(a,bsz)
En el presente trabajo se ha ndoptade la notacién més sencilla
(Abramowitz, 1972):
Mla,b32) ,7 Wa,byz

para evitar confusidén con otras funciones utilizadas en el tex-

to.

‘Definiciones

La funcién M(a,bjz) puede expresarse comoc una serie de la forme

Im

T fa)y k ' V
Mla,bzz) = 7§ B 5 (c.3)

W

donde (a), = a(a+l)...({a+k-1) =~T(a+k)

k T(ay ,
M(a,b3z) es una de las soluciones de la ecuacién (c.2). Otra so-
lucién de ls ecuacibn diferencial esté dada por
F= zl_b M{l+a-b,2-b3z), de manera que, para expresar la solucibn

general de la ecuacibén (C.2) de la forma F.= AM + BU, donde Ay B

191



son dos cpnétanteé’cualesquiera, g2 introduce la funcidn:

ﬁ Mla,biz) (n—b+l 2-b
Ula,bs z) ':Qenﬂb{ P(b)T(l+a—b) iriz-b)

(c.k)

Representaciones integrales

Ademfis de las representaciones (C.3) y (C.h) para las funcio-
nes hipergeométricas confluentes, pueden darce diferentes fe~
presentaciones integrales, ya sca integrando sobre una varis-
ble real {Gradshteyn vy Byzhik, 1956; Abramowitz y Stegun, 1972;
Lebedev, 1977) o bien por medio de los contornos de integracién
de Barnes, integrando en el plano complejo S {Abramowitz y

Stegin, 1972):

yrie

‘ M) 1 I'(-s)T(ats) s..
‘M(a,b;z r{a) 2W1J T'(b+s (-z)7ds
Y-ie

donde ]arg(fz)i < w/2 y el contorno debe separar los polos de

I'(~s) de los de T(a+s).

.._f_ic,‘J

U(a b; z) —TETTTE:E:E—-Q“I J T(—Q)P(a+s)r(l+a-b+s)z S4s

y-iw

donde{!arg z| < 31/2 y el contorno debe separar loébpolos de



o
n
jvs)

N-s), Nat+s) yT (1+a~b+s).

Progiédades

Existen relaciones de recurrencia que expresan a M(a,bj;z) (U(a,b;z))
. en términos de cualquier par de funciones M{a+m,b+n;z) (o respec-

tivamente U(a+m,b+n%z)), con m y n cualquier entero. Otras de las

relaciones recursivas son:
21=Pu(1+4a-u 2 biz) = 2 7Pe¥M(1-a,2-b3z2)
para M(a,b3z), y: ,
Ula,b;z) = 21 Py(14a-b.2:bsz)
Las défiv§das1de ésas funciones pueden también expresarsé en tér-
‘minéé éé‘ellas mismas.
Lés fuﬁciones hipergeomftricas confluentes han sido estudiadas am-
réliamente—debido a la importancia gque tienen. Estas funciones pue-
den relacionarse con muchas otras funciones especiales de acuerdo
a los valores que tomen sus argumentos., En particular, es inmediato
que, por (C.3):
Mla,azz) = e° {¢.5)
Las funcioées hipergeométrices confluentes pueden relacionarse, en-
tre otfas,fcon las integrales de probabilidad, funciones de Bessel,
polinomios de Hermite y de Laguerre, funciones cilindricas y para-
" bblicas, funciones de Whittaker, integrales exponenciales,'funcio—
nes de error y funcidn gemma incompleta. En particular, para:estas

dos fltimas se tiene que:



. 2 v
W(1/2,3/252 ) = B & Exr (2)

B N . - : »2‘
u(172,1/252 ) = e” Erfe(z)

donde'lagifﬁnciopes,de error. se hon multiplicado por7el féétor
vT/2. En la literatura, pueden encontrarse con este fécipf éé
normalizacidn incorporado (Lebedev, 1977), por lo cual'énvlas‘
expresiones anteriores no aparece“§}2(
La funcidn gamma incompleta puede expresarse en términos de 1m
funcidén hipergeométrica confluente de regunda clase como:
I'(a,z) = z2e"?u(1,1+e;z)
o alternativamente:
Ma,z) = e “U(l-a,1l-a;z) {(c.6)
Los comportamientos asintéticoéﬁde'lés funciones hipergeom&tri-
cas confluentes para 2% Q y z -+ “han sido ya estudiados. Cﬁ;g
do el argumento z-es muy pequefio, usando (C.3) se obtiene que:

Ma,bsa) = 1+ & 2 +0([2]?) e

3
o

En partfcular5féi.0 §fb <fl,:por (c.3), (C.h)kyv(C»S)Q‘se‘ﬁiene‘

que: e

S g ey gy e ey
Ulasbiz) = o Fiva-011(a) [l - Ty ®  teer 2T
el (c.8)



Cuando z ey a partlr de la expresidén integral para U(a,b;z)
puede encontrarse la expre51on (Lebedev, 1977: Abramowitz v
' Stegun, 1972):

L :" ‘n’ ) . .
U(esbsz) = 27| ) Lelelumsbli gy o o)y
k=0 * .

puede'hgliarse en términos de la-funcidn hipergeométrica con-

flueh%e de ‘segunda clase, utilizando la expresidn 3,383(10) de '

Gradshteyn, Ryzhik; o equivalentemente la expresidn 4.3(7) dél

Bateman Manuscnipt Prefect:
v e Ux

30383(10): J ;_B._ Cdw o= B
0 -

IélrgBI <T Rel>0,Rev > 0

VleBin(y)r(1-v,80)

r(v+1)a VePr(_v,ap)

Iarg al < m,Rep > 0 Rev > —1 ‘

que utllizando la ‘ecuacidn (C 6) y sustltuyendo con 1ou vulores

adecuados, da‘



; 1(t) = 7 2r(3/2)u(1,1/2;5Kt) (c.9)

Dado que existe unz relacifn entre U{a,b;z) y Erre{vZ), puede
expresarse el resultado también en términos de la funcidn de
_error.

Tanto las gr&ficas como las tablas reportadas por Abramowitz
(1972) son para MCa,b;z) y no para U{a,bs;z). La dificultad pa-
ra evaluar numéricamente esta Gltima utilizando su expresidn

en series hace que sea mis directo el céleculo de I(t) numéri-

camente por medio de los métodos numbricos para evaluar la in-

tegral de Laguerre:
{1
-X n
j e ¥r(x)ax = J w.r{x.) + R
FELTURE B § n
o - : i=1 .

Los polinomios relacionados con esta expresién son los volino-

mios de Laguerre: las abcisas *g corresponden al i-Esimo cero

del polinomio Ln(xl ¥ los pesos estén dedos por

o (ﬁ!)zx;
i~ (n+l)2{Ln+l(xi)}2

W

Los valores para xi‘y‘wi pueden encontrarse en la tabla 25,9

de Abramowitz.para diferentes valores de n,



APENDICE D,

Método:-del Punto Silla de Montar.



158

Cuando se quiere evaluar»uné integralldel tipo:

L, t >0 (D.1)

donde ¢(z) y’hi(z‘)‘i:‘son‘ funciones analfticas de la variable comple
ja z en la regiéd'dbﬁde se encuentra la trayectorie C, es posible
encontrar un valor aproximado de la integral para valores muy gran

des de t
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El método del punto sills Ae montar se basa en tomar la mayor
contribuciédn a la integral donde lu funcidn Re(¢(3)1>piene un
méximo, para lo cual se debe encontrar la trayectoria C més -
conveniente para la evaluacifn de la integral. Ests trayecto-

ria debe satisfacer las condiciones de Debye, a saber:

a). Im (¢(z))} .= const.

b). 3 75 €C tal que -g—z¢(z) = 0.
: - z=2,

c). Se escoge la trayectoria gue cumpla que Re ($(zq)) sea un

‘méximo local.
Las condiciones de Debye garantizan que no hay oscilaciones de
bidas al término exponencial del integrando, que la trayecto-
ria entonces cumple la ecuacidn Im{¢(z)) = Im(¢{z,)) para z € C
y que la funcién integrando tiene un miximo en z = Zjque se --
vuelve mfAs pronunciadc a medida que t aumenta, de manera que la
contribucidén principél a la integral se encuentra en este valor
de z. La aproximacién es mis exacta mientras mayor sea el vaio}
de la variable t > O,
El punto zg, o punto 8illa de mentar, no es en general unkméxi—l
mo sbsoluto para funciones analfticas. Cerca de zoﬁﬁggdeaeiﬁfg_,

sarse ¢(z) en serie de Taylor como:

o) = 0(zo) + 2 (z20)8m0()|  + ... (p2)

“2=2)
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LLamando ahora:

¢ . g o 2 . . ' .
rele Bz - 200 ¥ g:3¢(z) = Rel¢ tendremos que:
: ' = ZL=Zg
Re ( ¢(;) - ¢(zq) ) = r?Reos(28+¢)
= r2Rgen(20+¢)

CIm Ce(z) = e(zg) )

donde se,ha cortado la serie (D.2) despreciando las potencias

de (z-zp) mayores que 2.
Por la primera condicién,

sen(20+¢) = 0 => @ = -g +n g— {n=0,1,2,...)
{p.3.4)
8

y por la definicidn-.de re1 :

O toma ‘el signo ¥

e
]
!

-2 tome el signo -

(]
M
=]
1]

A ' . ‘ = 1 -+
L i(le/2 + 7/2) n 1 toma el signo
Fire
. S n= 3 toma el signo -

Como ¢ es el argumento de la segunda derivada de $(z) evalua-
‘da’en z = 2y, las ecuaciones anteriores pueden determinarse ob
teniendo dos rectas con la caracterfstica Imp(z} = const. Estas

rectas dividen las vecindades de z;en cuatro regiones donde, al
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ternativeamente:
S * Red(z) > Re¢(z,)
oy ' Red(z) < Red(zg)

Estas:son las caracteristicas de lo que se denomvina'punto silla
de montar, para z4. Parae evaluar I{t), una vez que se escoge la
trayectoria adecuada { que cumpla la tercera condicién de Debye)

se escribe ¢(z) como:

o(z) = o(zq) - 1°
donde la variable T es real {(dado que Imd(z) = Imd(zq)). EL 5ig_
no negativo se debe a que Red(z) tiene un méximo en zycuando 2
estd sobre la trayectoria escogida. Por (D.2).:

A , 42
2 = i (geg. 280
T 5 (z-2o? dzyp(.;l

(despreciando los de;u_nés#érmin’bﬂ N

¢ onde wearg(z-z,).

S



bt

[6)

Como puede verse de inﬁediato, para t muy grande la cbnﬁribu-
cibn dominante proviene de la regidn donde T es muy peéueﬁa -
(que corresponde a las vecindades de ¢(z¢) en ¥(z2)), va que -
pera valores grandes de T el integrando decrece exponencialmen
te. Tomando entonces la regidn T << 1 y efectuando un cambioc -

de variable para integrar sobre el eje real, se obtiene que:

+ca
g4 2 ”
1) = ) Tl 2 ) S an (p.5)

Como T << 1, puede sustituirse. la funcién h{ =z{t) ) g%(t) por

su desarrollo en serie alrededor de 1 = 0O,

(-]

n( a(t) ) $x) = § o " e (0.6)

m=0.™
de'maﬁéré‘quéjéﬁ?(5:5)jéé'6ﬁfiehé:"'

  :‘j A:“;$(:“) @,'f o2 -
I(t) = e R0 Y c, j e~ T (Mar
e ;: T m=0 '

Donde Ias integrales que apsrecen pueden evaluarse:

y estén dadas: por-las expresiones:



YT
To =i
Tomey =0 ¥

_‘“-1-2-3--- "(Zm—i)fv’

om T m Zl’it(&n+l)/‘? Cem > 0 -

De esta fprmé:i

s 5' R 1r3+5ee«(Om-1), (2m+1)/2
CT(t) = F¥(=0) [ e R R TR L i = L }
et ] 7t mZO o 2%

(p.7)

En la integral I(t) que se calcula en el capftulo IV la fun-

cibn del ekponente es:

#(k) = -ik

= 6(r,r';k)2k

y o h(k;'-

Para encontrar las linégique dividen al plano en cuatro regio-

nes con iarpiopféaéafim(;ikz) = Im(=ik3) = 0 se lleva a cabo el



procedimiento-anteriormente descrito, de donde se obtienen las

ecuaciones para-las rectas:

it

3ﬂ/h

= + 1re

Quéiééﬂfﬁéfpén iék aiéé;icbm; sé;ﬁﬁééffa én la FIGURA D.1, Es
inmediatd verific&f éﬁé’la recta que tieﬁe un méximo en k =

para>1a funciéh ¢(k) = -ixkfes la segunda de las dos rectas, y
que para la otra dicho punto es un minimo. De esta manera, la
trayectoria adecuada para la evaluacién de la integral por el

método del .punto silla de montar es exactamente L,

. . g s 5 B
i linea k=iire lBﬂ/

16k

FIGURA D 1, Trayectorias que cumplen Im(~1k2) O'Idonde kn;= Q

“es el punto silla de montar.



APENDICE E,

Programas de Cémputo 'y Tablas:



El programa para calcular la p¥obabiiidad P(t) esié egtructura-

do de manera modular, utilizando programas simples e independien-
tes qué evalfian los polos kn, los coeficientes de las funciones de
estado resonante An Yy Dn’ ¥ otro para los coeficientes ann.

El programa principal utiliza solamente los archivos de polos kn
y de coeficientes ann, que pueden variarse para analizar diver-
sos casos. Se muestra a continucaidn el listado del mismo, donde
las iniegrales de Laguerre se han evaluado para L = 12 puntoq.

Se calcula P(t) para las diferentes regiones temporaies,'asi co=""
mo su logaritmo natural, que puede graficarse contra el tieﬁpéﬂ‘

en unidades de vidas medias.



Para cglcular la amplitud pars tiempos muy cortos, fue necesario
utilizar 1a‘exprésién (Iv.12) dado que.no se cbtenfa la conver-
gencia pumérica con suficiente precisidén para anular el término
Y2,

En la TABLA E.1 se muestran los primeros 20 polos kn para el
potencial delte repulsivo con parfmetros & =1, A = 50, esf

cbmo los coeficientes An N Dn'

En la TABLA E.2 se muestran los ceoeflicientes ann ¥ las sumas
(V.12) para dos casos correspondientes a una gaussisna delgada’.

centrada en el tercer polo y une anchn centrads en el primer

polo, para el mismo potencial, con parfimetros;

)
1)

1. ro = af/h, o = a/20, k¢ = Re k3

2. ro =.8/2, gy = a/5, ko = Re k)

En la TABLA E.3 se muestran los valores para el tiempo (en uni-
dgdééwdérvida media), el logaritmo de la probabilidad, la am-
plitud y el t&rmino no exponencial, dividida por regiones. la

tabla E.3A corresponde al primer caso (FIGURA V.B.A) y la tabla

E.3.B al segunde (FIGURA V.8.B).
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