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I. WTRODUCCIOH 



El estudio de sistemas inestables en mecánica cuántica comprende 

diversos fen6menos, entre los cuales se encuentra el del decai-

miento. Cuando se estudia _un sistema con un potencial como el que 

'" V(r) se muestra en ln figura, pu:den 

presentarse estados ligados con 

energías negativas, y un contí-

nuo de energías positivas pe.rmi-

tidas. Por efecto túnel, el sis-

tema puede traspasar la barrera 

de potencial estando en la región 

de energías positivas. Es éste el 



f'en6meno cuántico conocido como decaimiento. 

El efecto túnel proporciona una descri11ción cuántica de sistemas 

inestables, que no coincide con ninguna predicción clád ca sobre 

este fenómeno. La cantidad física que se utiliza para estudiar la 

evolución del decaimiento es la probabil:idad P (t) de que el sis-

tema continúe en un e:itado inicial arbitrario al cabo de un tiem-

po to 

Los primeros estudio3 sobre el decaimicnt.o propusieron un compor-

tallliento exponencinJ 1 •~. Experimentalmente se sabía que la proba-

bilidad de que se traspase la. barrera de potencial es mayor para 

ciertos intervnlos de energía. que pueden cnrnctcri zar ce por la po-

sición E > O y un ar1cho r . Gamo,,. ( 1928) nronuso el estudio de 
n n · · 

este fenómeno por medio de energías complejas E =E - iT /2 a las 
n n n 

que asoció los lln:ma.dos est.ado5 resonantes, algunas veces denomina-

dos u..tadM de. Gamow. 

Sin embargo, estudio;, posteriores sobre el decaimiento revelaron 

la existencia de una der.viación a la ley exponencial. Entre esos 

trabajos se cuentan algunas demostraciones de esta desviación con 

base en la descripción matemática del d0;:caimiento 3
-" , as'.Í como 

otros enfoques que plantean dicha desviación como una consecuen-

cia de la naturaleza física del fen6meno 7
-" visualizando la posi-

bilidad de regeneracién del sistema inestable
6 
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Recientemente el interés por el estudio de la evoluci6n del decai-

miento con énfasis en lns desviaciones n la. ley exponencial para 

diferentes intervnloc temporal<:s se ha incremento.do 1 0 , como lo 

demuestra una gran crmtidnd de trabajos recientes sobre el tema. 

que incluyen diferen"Les enfoque¡;, 

El comportamiento ne· exponencial de P(t) para tiempos cortos ha 

sido demostrado bajo supod cienes sobre el estado inicial 11 

.y calculado según dfr.tir.tas hip6tesis físicas 12• 

Para tiempos. muy lt~rc.:os se lrn u<!mostrado que esta desviaci6n debe 

ser mayor que cunlr,uicr com:rortruniento exponencial", y que debe 

tener un comporta.'lliento como potencia inverrrn del tiempo"fque al-

gunos autoresL reportan - l como t :.r 
-3 

corr.o t 

Entre los diferentes enfoques pura caracterizar un sistema cu!Ínti-

co inestable, uno de los más importantes es el que incorpora es-

tos sistemas en el marco de la teoría de estados resonantes, que 

proporcionan naturalmente una descripci6n del efecto túnel, como 

se ha mencionado. La representaci6n de estados resonantes, sin cm-

bargo, presentaba d.i ficul tades en el tratruni ento matemático 
1 
", 

por lo cual esta teoría fue der.;;.rrollándose paralelamente y no 

se aplic6 directamente al problema del decaimiento. 

La teorí·a de estados resonantes se basa en considerar eigenfun-

ciones de la ecuación· de Schrodinger cuyo. amplitud aumenta de 

.manera exponencial en el espacio de configuración. Los eigen-



lJ. 

valores de la energía asociados a estas :funciones corresponden 

a las energías de resonancia En. Una manera equivalente de defi

nir las funciones de estados resonantesls-1 7 es a través de los 

residuos en los polos de la función de Green, para lo cual se ha 

requerido del estudio de dicha funci6n como función de una varia

ble compleja 10 -i 0 

Ultimrunente ,Zlunn serie de traba,1os sobre las propiedades de los 

estados resonantes hu contribuído al desarrollo de esta teoría. 

Las propiedades analíticas de ln función de Green y la situación 

de sus polos sobre las hoJas de Híemmnn en el plano de energías 

han sido ya establecic.loc 1 9 -2 1 , así. co¡:¡o los criterios de normali 

zación que cumplen las funciones de estadr;s resonantes i 5 ,1 7,n,.27, 

Se sabe que para potenciales reales de alcance finito (donde pue

de distiuguirse una región interna y c-tra externa), la !'unción de 

Green es una función analítica en todo el plano complejo, excep

to en los polos, y puede expresurse en términos de los mismos. -

Cuando se considera todo el espacio, el conjunto de estados liga-

dos, estados resonantes ¡.·w.op-<.o.~ y un con.Junto continuo de so-

luciones a lo largo de w1u trayectoria en el plano complejo, cumple 

asociados a aquellos polos del IV cuadrante en el plano de nú

mero de onda cuya parte real es mayor que la imaginaria. 



la propiedad de completez. La representación anterior puede ser 

utilizada25 para evaluar la contribución no exponencial del 

decaimiento para ti~npos largos, que proviene precisa.mente, del 

término continuo. 

:Recientemente 2
b se ha establecido que, en la región :interna,es 

posible obtener un desarrollo discreto de la función de Green en 

términos del con,1unt.o completo de estados ligados, antiligados y 

resonantes del proble:na. 

El propósito principal de este trabajo es utilizar estos resul

tados para evaluar, en el caso en que el estado inicial está lo

calizado en la región interna, ui1a representación diocreta del 

término continuo mencionado arriba, De esta ma.nera es posible 

obtener una representación de ln amplitud de probabilidad com

pletamente discretizada, a partir de la cual podrá darse una 

descripción completa de la evolución temporal del decaimiento 

que permita el análisis de la desviación a la ley exponencial 

tanto para tiempos cortos, como para tiempos muy largos. 

En el CAPITULO II se expone el planteamiento del problema, en lo 

que concierne tanto a la cantidad que se pretende evaluar, que es 

la amplitud de probabilidad asociada a P(t), como al tipo de 

sistemas cuánticos que serán estudiados, caracterizados por un 

potencial. 



El CAPITULO III constituye une. revisión globe.l sobre los resul

tados más relevantes de la teoría. de estados resonantes. Los re

sultados de estos capítulos son integre.dos en el CAPI1'ULO IV, don

de se evalúa la amplitud de probabilidad, así como sus comporta

mientos asintóticos. 

Estos resultados se i1ustran en el CAPI'!ULO V por medio de un 

ejen:plo soluble: el potencial delta repulsivo. Por último, se 

mencionarán las conclusiones generales del trabajo así como 

posible$ investigaciones motivadas a pa~tir de este estudio, 
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II. JIJ.WLI'l\JD DE DECAIMIENTO 



e ' 

La probabilidad P(t) de que el sistema continúe en un estado inicial ~(r,O) 

arbitrario, al cabo de un tiempo t está dada por 1 : 

P(t) = 11 A(t) 11 2 (II,l) 

donde A(t) es la amplitud de probabilidad, que se define con la ecuaci6n: 

A(t) = 1 '*(r,o) ' (r,t) a3r 
\/ 

(II.2) 

Como hemos mencionado, la cantidad P(t) es la que se utiliza en el estudio 

del fen6meno de decaimiento. Por esta raz6n, a la amplitud A(t) le llamare-

mos ampt,i;tii.d de deca.ún~en-to, aunque físicamente se relaciona con la probabi_ 

lidad de que el sistema continúe en su estado inicial. 

Ahora bien, la fUnci6n de onda 'l' (r, t) cumple con la e cuaci6n de Scbodinger 



• 
dependiente del tiempo: 

{ia 
(lt 

H J 'l'(r,t) 

18 

o (II.3) 

donde se toma al tiempo como una variable positiva t > O. La función de 

Green asociada con (II.3) cumple: 

{ia -HJg(r,r';t)=ioG-r')ó(t), t>o 
at 

( II. 4) 

y las condiciones a la frontera que describen el decaimiento son las condicis:_ 

nes de onda saliente2
, de manera que: 

g(r,r';t) =o para t<o 

A partir de las ecuaciones (Il.3) y (II.4) se sigue que la solucién de (II.3) 

es: 

'l'G,t) J g(r,r' ;t) 'l'G' ,o) d 3r' 
v' 

, t>O 

De esta forma, puede obtenerse la expresi6n para la amplitud de decaimiento 

como: 

A(t) = J J 'l'*(r,o)g(r,~';t)'l'(r',o)d 3 r'd 3 r 
V V1 

( II. 5) 

De esta Última expresión se puede ver que la funci6n de Green dependiente 

del tiempo contiene toda la información sobre la dependencia temporal de la 

amplitu~ de decaimiento A(t)º 



.J.O 

§l. LA AMPLITUD DE DECAIMIE11TO PARA UN PO'l'ENCIAI. CJ.-:t>TRAL; 

Cuando se estudia un sistema descrito por un potencial central V(r), puede 

utilizarse la separaci6n de vadebles angulares (8,$) y radiales (r) en 

coordenadas es:féricas, ya que el hruniltoniano H puede escribirse como 3 : 

1 a2 ~ 
H=--;pr+ L2 +V(r) 

y por ende, la i'unci6n 'l'(r,O) == 'i'(r) independiente del tiempo, cumple: 

u 'l'(rl = E 'i'(rl 

L.2~,<:r l 

y L 'l'(r) 
z 

ci ~'Crl 

B lf(r) 
~ 

donde L es el operador de momento angular con componentes L,,, L ·y L,. 
" !f -

La soluci6n para la funci6n 'l'(r) por separaci6n de variables es: 

r ~ (8,4>) 
0,1,2,3 ••• 

m o. ±1,±2, ••• , ±e. 

donde ijl(r) es una fur1ci6n de la variable radial y~ (6,<jl) es la función en 

las variables angulares. Estas funciones son llamadas a.J1.m61ilco.6 u6Wco.6, 

forman una base ortonormal en la esfera unitaria, y son eigenfunciones de 

los operadores L 2 .y Lz con eigenvalores .e (.e+1) = Cl y m = B respectiva.":lente. 

Del método de separaci6n de variables puede obtenerse la ecuaci6n radial que 

cumple 'l'.e,(r): 

d 2 .ec.e.+1) { - dr2 + r + V(r) - E.e} ~'.e.(r) o (II.6) 



La ecuaci6n (II.6) es una ecuación de eigenvalores para cada valor del momento 

angular .e., que puede escribirse como : 

donde: 
a2 + l(l+l) 

- - d? -rr- + 
V(r) para cada l. 

De esta fórma, la f\1nci6n independiente del tiempo 'l'(r,O) puede expresarse co-

mo: 

'l'(r ,o> r tl 
l m=-t 

1¡1,.(r) 
"' y'~< e.~) 

r "' 
(II. 7) 

Así como puede hallarse la expresión (II.7} para 'l'(r) en términos de una :fu!!. 

ción radial que depende del pvtencial V(r), y de los armónicos esféricos en 

la parte angular, que es independiente del potencial cuando éste es central, 

puede tambiéin hallarse una expresión similar para la función de Green inde-

pendiente del tiempo y dependiente del número de onda k, relacionado con la 

energía por.medio de la equiv~lencia: 

(en .unidades de n2 1 ) . 

·' .. 

A partir ag;'.i~ e~'lli:í:ci6n dii'erencial que cumple G+ (r 1r' ;k) ~: 

puede obtenerse la expresión: * 

r +f 
.e. m=-l 

(*) ver APEHDICE A. 

(II.8) 



Zl 

Las funciones de Green de onda saliente dependiente e independiente del 

tiempo están relacionadas entre sí (ver APENDICE B) por medio de: 

g(r,r';t) = ~- G+(r,r';k)e- 1 t2kdk 1 f ·k2 
21Ti 

r 
de manera que (II.5) junto con los desarrollos (II.7) ;; (II.8) de 'l'(r,o) 

Recordando que d 3r = r 2drdíl y efectuando ias integrales sobre díl y 

dR', debido a la ortonormalizaci6n de los arm6nicos esféricos: 

se obti~ne que: 

°""' 
A(t) = 2;i J2ke-ikzt [1 I j~~(r) C.e.(r,r' ;k)~•,e(r' )drdr' dk 

r 

"'"' 
= I 'C2.f.+l)utjJ!(r){ 2;i I (~(r,r' ;k)2ke-ik

2

tdk}iJi.f.(r' )drdr' 



22 

o bien, reconociendo la funci6n de Green dependiente del tiempo asociada con 

la función g,e(r,r 1 ;k) para cada .e., obtenemos que: 

A(t) (II.9) 

donde: 

(II.10) 

donde 1/1 .e. (r ,t-L y S..e Cr.,r'; t) cumplen las ecuaciones correspondientes depen

dientes del tiemp0 asociadas al bamiltoniano Il.e definido anteriormente. 

Como puede verse de la ecuaci6n (II.9), el hecho de que el potencial V(r) 

tenga simetría esférica permite expresar la runplitud de decaimiento como unn 

suma de términos Ac.{t) para cada valor del momento angular del sistema, don

de a.parecen sólo funciones re.diales y el momento an¡;ule.r f. corno re.rlÍmetro. 

A lo largo del presente trabaJo, se estudiará el caso particular ! = O, que 

posee la virtud de ser matcmát-icamente simple aunque conceptualmente es com 

pletamente general. En el Último capítulo se hu.rán unas consideraciones pe.-

ra el caso de momento an~ular arbitrario. 

Al hamiltoniano IIo se le deno";;crá simplemente por H y a la amplitud Ao(t), -

.A(t), suprimiendo también para las demás funciones el subíndice l = O. De es 

ta manera, tendremos que 

ACt) = /ce 
o 

donde: 

" { • o 
1 élt - B 

/" 1/l(r,O)g(r,r' ;t)1/l*(r 1 ,O)drd.r' 
o 

} ljJ(r,t) o 

l/J(O,t) =O 

( II.11) 

(II.12) 



y: 

{ i ~t - 11 } g ( r, r ' ; t) 

g (r,r' ;t) o 

g (O,r';t) o 

y el hruniltoniano B es simplemente: 
dz 

H = - d? + V(r) 

i6(r - r' )o(t) t > o 

t < o (II.13) 
para r < r' 

(H.14) 



52. LA PARTICULA LIBRE. 

En esta sección será considerado el caso de la pnrtículll libre; es decir,el 

sistema caracterizado por un potencial V(r) ~ O en todo el espacio. 

Se considerarán por separado lu evolución en el tiempo de este sistema en -

tres dimensiones y la evolución temporal en la varialole rndial. 

A lo largo de las discusiones que se presentan a continuación, se incJ.uirá.11 

explícitamente las unidadt"s de n :r m en los casos que ello proporcione mu:ror 

claridad a los argumentos físicos expuestos. 

A). Evolución Temporal en Tres Dimensiones. 

Es b:i.en conocido que para este problema 5
, las soluCiones de la ecuación de 

Schrodinger son de la forma: 

'l'(r ,t) A exp{ i( k•r - k 2t) 

de manera que 'l'( :r. t > 11
2 

11 A 11 2 es una constante, lo cual corresponde 

a un sistema que tiene la misma probabilidad de encontrarse en cualquier -

punto del espacio para todo tiempo. Debido u que estas funciones no son de 

cuadrado integrable, generalmente se describe el movimiento de la partícula 

por medio de paque..tu de. onda, que se construyen como una superposición de 

dichas fundones sobre los posibles valores del núrnero de onda k (donde k -

es una variable continua en tres dimensiones). 

Por medio de paquetes de onda puede estudiarse el comportamiento de las fun 

ciones de onda tanto en el espacio de configuración, 'l'(r,t) como en el de -



... ) 

momentos, c¡i( p, t), cuyos valores absolutos al cuadrado se interpretan como -

densidades de probabilidad, y puede demostrarse que se cumple el principio 

de incertidumbre de !leissenber¡_;, 

Esta representaciór. permi"l.e también asignar una. velocidad de grupo al paqu~ 

te de ondas, anali;:ando el movimiento del centro del mismo como una pnrtÍc!!_ 

la clásica que tiene una velocidad constante (en dirección de k) en todo el 

espacio. La forma del paquete de ondas evoluciona con el tiempo, ensanchán

dose y acort.Úndose, lo cual nos dice que la mayor probabilidad de encontrar 

a la partícula estú centradú en un punto -:spticÜ\l que se \'a ale,jando del pu.2_ 

to donde se encontraba :inicialmente con velocidad constante, y que el valor 

de esta probabilidad va disminuyendo. fü;ta interrretación refleja el hecho -

de que en este sistema, dondE· el potenc:io.l es siempre nulo, se pierde cada -

vez más información sobre la función de distribución a medida que pasa el -

tiempo (ya que 6r aumenta), dado que la partícula es libre de moverse en to 

do el espacio. 

A continuación se expondrá brevemente un argumento físico que nos permite e.e. 

centrar qué tipo de comportamiento debe esperarse para la probabilidad P(t) 

a tiempos largos, por medio del estudio del ensanchamiento del paquete de o.e. 

das. 

El argumento es completamente general, incluyendo únicamente la suposición -

de que el paquete de ondas inicial (tanto en el espacio de configuración co

mo en el de momentos) son tales que i!'l'(r,0)!! 2 y ll<1>(p,0)1! 2 son densidades -

de probabilidad con máximos en rm y pm respectivamente, y rangos 6r y llp do.e_ 

de estas i'unciones no son despreciables. En la FIGURA (II.l) se muestra la -



:forma de las densidades de probHbilidad iniciales en dos dimensiones. 

a). Espacio de confifíUración. 

& = Axt.y 

FIGURA ( II .1) 

plano x-y 

b).Espacio de momentos. 

llp = t.p lip 
X lj 

La evolución del ensanchamiento del paquete, &, puede hallarse para cada 

una de las direcciones. Así, tendremos para lix que, como: 

(t.x) = <x> - <x> 2 

(donde<> indica el valor esperado), por la ecuación dinámica 

= l {<xp + p x> - 2<x><p >} m X X X 

donde se hn utilizado el hamiltonio.no de la partícula libre. Para la par-

tícula libre el valor esperado del momento lineal es constante e igual al 

valor en t = O, por lo cual <px> = <px> 0 y el valor esperado de la posición 

es <x> = .!. <p >ot + <x>o. m X 

La expresión para el anticonmutador {x,px} : xpx + pxx se obtiene utilizando 

nuevamente la ecuación dinámica, obteniendo que: 



Incluyendo estas 

donde Cx = 

27 

d 
exFres:iones en la ecuación para dt (llx)~ se obtiene 

(llx); 1 } m --..i -;-i 
(6px1ot 

Para tiempos largos, ·cuando t 2 (fi~~)~ m 
>> C t + (llx)~, el ensanchamiento va como 

X 

1 - (frp )o t 
Dl X 

Como las expresiones se obtienen de manera análoga para 6y y tiz, el ancho 

!ir evoluciona como: !ir= llx6y~z = ~(6px)o(6py)o{6pz)ot 3 , para t > th, sie~ 
do €ste un parfunetro temporal a partir del cual los tres ensanchrun:ientos 

son lineales en el tiempo. 

Ahora bien, si el ensanchwniento de la densidad de probabilidad va. como t

3

, 

por conserva.ció- de probabi0lidad (la partícula no desaparece ni se crea mayor 

probabilidad de encontrarla en t:.odo el espacio), debemos enpera.r qur la den-

sidad de probabilidad va:ra disminuyendo inversamente a t
3

; esto es, que: 

1 
tT 

para t > th 

De esta forma, se predice aue para la partícu1a libre: 

'!'(T,t) 1 
"' :¡;312 para t > th (II.15) 

El problema de la partícula libre en tres dimensi.ones ha sido ya estudiado 

Y es bien conocido6 • El análisis de la función de Green libre en tres dimen 

sienes da como resultado que: 

go(r,r' ;t) = (- 2~~] 3,'2 ,k,¡ eimlr-r' \
2
/2ht para t >o. 

En las expresiones de la función de Green para este caso, el subíndice 

o indica que se refiere a la partícula libre. 
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Utilizando la relación: 

'l'(r,tl = J go(r,r' ;t)'l'(r' ,oJd 3r' 

v' 

puede obtenerse la expresión parn la f'unc:i.6n de onda en tres dimen-

siones. 
mr2 

Dado que, cuando t >> t~, 20t m~~)
2 

<< 1, entonces la coE_ 

tribución de la exponencial seré. pr:inc:ipalmente: 

¡- - ¡2 
{imr-r' } 

exp 2nt 

cuando t ~ 00 , y.el comportamiento de la función de onda 'l'(r,t) para 

tiempos largos es: 

'l'G,t) "' ( }L ) "2 l <l>(p,O) f+3 
t -+«> 

1 .... 

por lo cual 

donde <l>(p,O) se relaciona con'l'(r,O) de la manera usual, con el momeE_ 

to clásico p = mr/t: 

<1>(p,o) = (;n) 3 J l!l(r' ,o)e-:ip•r' 10
d 3r' 

·.u' .. 

que no depende del tiempo. Análogamente puede obtenerse que la prob~ 

bilidad se comporta co:mo la densidad l!IJ'(r,o)ll 2 para tiempos largos; -

es decir: 

P( t) o: 
1 
t7 
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B). Evolución 'J'err.poral p~ra Momento Anr:ular .! "' O. 

En. esta f.jección !~e ballarH ln cxprr:::-;jón df: la amplitud de deca.imien-

to corrE:s:;:iondiente a r:iorr.{;'.nt.o aneulnr nuJ.o, tra.-t11.1.Jando coñ las vn.ria-

bles angulares, JJara lo cuul ce anal L:urá la función de Green libre 

dependiente clel tiempo usando lus condicione::; de onda r.aliente. 

Dada la relación que existe entre las funciones de Green dependiente 

e independiente del tiempo, p1 . .iede efec'tuo.rse primero el cálculo de 

la función de Green libr•,, independiente del tié.'ll1po, G~(r,r' ;k) para. 

obtener luego la fUnci6n g 0 (r,r' ;t), t > o. 

De acuerdo con el plantea~iento del problema radial cuando el poten-

cial es central, tendremos en este caso: 

V(r) : O , r > O 

y ias ecuaciones que cumplen la :!'Unción G~(r,r' ;k) son 

G~(O,r' ;k) =O 

lim Go(r,r';k)_ 
r ->«> 

para·r < r' 

g(rl)exp{ikr} 

o(r - r') 

donde la Última ecuación plantea las condiciones de onda saliente, 

A partir de estas ecuaciones es inmediato que : 

G~(r,r' ;k) f(r') senkr para r < r' 

G~(r,r' ;k) g(r') exp{ikr} para r > r' 

For continuidad de la función de Green en el punto r r', puede 



obtenerse que: 

g(r') = f(r')exp{-ikr'}senkr' 

y utilizando la propiedad de la discontinuidad en la derivada de 

la f'unci6n de Green en el punto r = r' (obtenida a pnrtir de la -

integraci6n de la ecuaqi6n diferencial), se tiene que: 

de donde: 

lim ( ~~~· (r,r' ;k)! - ~G~ (r,r';k)! . J 1 
e; .... O ' r ' +t: r 1 r ' -e: 

f(r') 
e.xn{ikr 1 } 

k 

De esta manera, 

G~(r,r' ;k) 
exp{ ikr' }senkr 

k 
para r < r 1 

• + + . . 
donde 1a condici6n de simetrS:a Go(r' ,r;k) = Go(r,r' ;k) nos da la 

expresi6n de esta funci6n cuando r > r'. Puede reescribirse la -

funci6n de Green libre comt•: 

G~(r,r 1 ;k) = 2~k [ exp{ik(r + r•)} -e.xPf-ik(;r - rl)_}·J 

para r < r' (II.17) 

A partir de ÜI.17) se puede encontrar y-a la f'unción de Green li 

bre dependiente. del tiempo, que contiene la información sobre la 

dependencia temporal tanto de A(t) como de tjl(r,t) (por las relá.-

cienes (II.11), Crr.12) y (II.13) ). 

La obtenci6n de go_(;r,r';t) a partir de G~(r,r';k) está dada por: 

1 + . . 2 
go (r,r' ;t) = 

2
7Ti f Go(r,r' ;k)2kexp{-ik t}dk 

r 
donde el contorno r debe tomarse como se muestra en la FIGURA 

(II .2). 



Dado que el integrando no contiene ningÚn polo, podemos efectuar la 

integración cerrando el contorno como se muestrn en la FIGURA (lI.3). 

FIGURA (Il.2). El contorno de integración r debe ser elegido de 
manera que los polos de la función integrando qu~ 
den en la región sombreada • 

• PLANO k 

R 
e r + R + L 

rr 
-- - - -- - _,______,,__ _ __::;,,¡::=~==~t=-· . .,_ .• 

•\_L 

FIGURA (II.3). Se cierra el contorno de forma que C = f + L + R, 
donde se hace tender R ~ 00 • El contorno L coinci 
de con el e,je real de -'° a +co y sobre el segmento 
de círculo R el integrando se anula exponencialme~ 
te. 

:n 



La integral sobre el contorno cerrado C se anUla debido a que en su 

interior el integrando es una función analítica de la variable }; • 

Cuando k se encuentra en t:l II cuadrante, :puede escribirse de la fo:r._ 

ma k a + iB, donde a, B >O. Si tornrunos el límite cuando k -+ 00 (o,B 

... 00 ) del integrando' tendremoz que: 

lim fexp{-i(k 2 t - k(r+r' ))} - exp{-i(k2 t 
k-+ DO 

lim exp{ .• i((a2 -B2 )t + a(r+r•))}exp{-2a8t 
o:,R--

lim ( exp{-i ( ( o:2 -62 )t 
o:,s--

+ k(r-r'))} J 
- B(r+r')} ] 

- o:(r-r'))}exp{-2o:Bt + B(r-r')}] - o. 

ya que t >O y en la expresión utilizada en (II.17), r < r'; por lo 

cual los términos que no oscilan tienden exponencialmente a cero cua;::. 

do (a,e) ... "'· 

De esta manera, las integrales que no se anulan son la integral sobre 

r (cuyo valor es g 0 (r,r' ;t)) y ::.a integral sobre el eje real, hecho -

que permite reconocer a go(r,r';t) como una transformada de Fourier: 

go(r,r' ;t) 
l o:> 2 = --2 ! exp{-i(k t+k(r-r'))}dk -

'1T -"' 
l CD 2 - --2 ! exp{-i(k t-k(r+r•))}dk 

7T -"" 

Las integrales pueden evaluarse completando cuadrados en los expone.!!.. 

tes para utilizar: 

obteniendo finalmente. que:. 

g (r,r';t) = 2)'1Ti lf l exp{i(r-r 1 )
2 /4t} - exp{i(r+r•) 2 /4t}] 

( II.18) 



donde O < r < r'< y t > o. 

Utilizando esta expresión en (II.11), ze obtir:r.e ou(': 

"-'e.o 

OOCQ 

- 1[ tji* (r ,O )tjJ( r' ,G)ei( r+r') 
2 
/!;tdrdr' 

que puede reescribirse utilizando la expresiér: pe.n1 ln. exponenc:· i: 

obteniendo: 

= ~ 1 (iz 2/4t)j L -j! 
j=O 

a>oo 

A(t) 2~1Ti(t)-1/lHljJ*(r,0)1Ji.(r',o){ _jrt+.J2 J:lft-r[ (r-r'l2J_ 

-(r+r• l 2j] } drdr' 

donde el término j:oO se anula y el término j=l se !m desarrollo,,· fu~ 

ra de la sumat~ria. Utilizando la' igualdad: 

(a + b)j = t ( j) aj-qbtj , donde l. ,j). = ·1 ! 
. q=O q . q {.j-q) ! q ! 

para expresar la diferencia (r-r 1 )
2

j ..: (r+r' )2·i, puede obteners-: que: 



(r-r' ) 2 j -(r+r 1 )
2

j = f (2j)r2J-q r'q {(-l)q -1}= 
q=O q 

= _2f ( 2j ] r2j-2q+l r'2q-l 
1 2q-l q= 

ya que los términos de potencias pares en q se anulan. De esta manera: 

<DW 

A ( t) = - ;)lT t- 3/l. [f rl/!* ( r , O) r' ( r 1 , O) drdr' -

"""' 
~ (i)j- 112ct>-j- 112 r i ( 2J )f 'v1*(r,o>r2•1- 2q+l 1jl(r··.o>r• 2q-1drdr' 

- l 7iT'" -- j' 2q-l 1 j=2 q-.i. • 6 

o bien, definiendo las constantes: 

A(t) 

donde (a) 
n 

00 j-lh r c* c 
" { (i) 2,1-2g+l 2g-1 -j-ll.1 

j;2 7iT (2j)jq=l (2(j-q)+l)!(2q-l)l t 

(II.19) 

a•(a-l)•••(a-n+l). 

La expresi6n (II.19) es válida para tiempos t > O y como puede verse, 

aparecen potencias inversas semienteras del tiempo. Para tiempos largos 

el término dominante en la expresión para A(t) es el de t~ 3h, de mane 

ra que recuperamos el resultado: 

P(t) ::: llc1il .. ~··. tl 3 . ·. . '4TI"" cuando t + oo .• 

Cabe mencionar que para evaluar esta probabilidad en t = O, se toma la 



expresi6n dé la :funci6n de Green libre para t o, es decir: 

go(r,r';O) = _..! f<eik(r-r') - eik(r+r'))dk 
211. 

De esta forma, 

oow· 

ó(r-r') - ó(r+r') 

A(O) II l/J*(r,0)1/J(r' ,O)ó(r-r' )drdr' = [~jijl(;,o)jj 2 dr = 1 

ya que para r #•r' (la integral se hace sobre r > O y r' > O), ó(r+r' ):: O. 

Este resultado concuerda con el hecho de que, por la definici6n de ?(t), 

P(O) = llA(O)ll 2 
::: l. 



IWTAS Y REFERENCIAS AL CAPITULO TI , 

M. Goldberger ,K. Watson ( 19611). 
2 R. Newton (1966). 

;La descripci6n general del trata.miento aparece en los l.ibros in-. 

troductorios de l·!ecánica Cuúntica, c. 6· C. Cohen et al.., capí

tulo VII; D.S. Sa.xon, capítulo IX. 

Nussensveig (1974). 
5 DoS .. Sa.xon, capÍ"tulo IY. Puede encontrarse ta.znbién una discusi6n 

en Feyrunan ( 19'(7), vol. III, donde se da la funci6n de Green li

bre. En embos casos, n diferencia de lo presente exposición, 

se trata la partícula libre en una dimensión., 

r, Nussensveig (1971.i) plantea un desarrollo corr:pleto de la deri

. vaci6n de la f'unci6n de Green libre en tres dimensiones. 



III. TEORIA DE 

ESTADOS RESONAN'l'ES 



Como se ha mencionado en el capítulo anterior, la infor~ación sobre 

la dependencia temporal en la expresión (II.5) está totalmente con-

tenida en la funci6n de Green dependiente del tie:mpo. 

La relación entre las funciones de Green dependiente e independien-

te del tiempo está dada por una transfornación integral (ver APEHDI 

CE B): 

g(r ,r' ;t) 
1 + q .. 2t -- f G (r,r' ;k)2ke--' dk. 

2ni r (III.l) 

donde el contorno de integración debe ser tal que las singularida-

des del integrando queden en la parte sombreada del plano k que se 



muestro. en la FIGURA (III.l): 

. ' 
l 1 

PUUIO r'. 

FIGURA IJ: · , 1. Contorno él!: : ::cegr11-

ci6n r de l~ ~cunci6n 

( III.l). 

Debido a esto, deben conocerse lo.s proricclu ;es ano.líticas. "'· la fun 

ción de Green G+(r,r' ;k) como función del : .. :~ero de ondn :· .. :-r,ra co 

nocer la situación de los polos del intep" •:do en dicho r} • : .. : . 
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1 
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1 
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§l. PROPIEDADES All/\LITICAS DE G-+ (r,r' ;!':) El• EL PLANO 1' .• 

Le.s propiedadei; analíticas de la :f'unci6n de Green indep~·ndiente del 

tiempo como función del nfünero de onda k dependen en general del Ps.'.. 

tencial V(r) que se analica, ya que upo.rece en la ecuación diferen-

cial que cumple G+(r,r' ;1'.) , Puede demcn.ru.rse 1 que :d el ¡_·otencial 

V(r) es un potencial real y de alcance. finito¡ es decir, si; 

V( r) - O pe.l"'n r > a (11i .2) 

entonces la prolongación anal~tica de la función de Green G+(r,r' ;k) 

como función de la varia"cle conrple,)a k es umüít:ica en tódo el pla-

no k excepto en un nún:ero i n:f'in :i to 
(*' 

ele roles }: - l 
!i 

La distribuci6n de los polos en el plallC· comple.)o y. puede ser utili 

zada para describir u los est.ados del sir-t-cma, come se mues"tra en la 

FIGURA III .2. Los polos en el e,je ima;;inario corresronden e energías 

negativas (donde E= k 2
) relaciunadas con estados ligados (kf = iyt, 

Y.e_ > O) o ant.iligaclos (ka =-iYa , Ya > O) habienüo un :i(unero fini-

to de dichos polos. Los polo!: en el tercero:: cuarto cuadrante, a los 

que nos referiremos como los polar, ccmple ,)os, son simétricos respecto 

·al eje imaginario y a djfercncifl de los anteriores. lrn:v ·un n(cr,ero in 

finito de ellos. 

(*) En e;eneral se pueden considerar como polos simples, pues para 
aquellos sistemas en que se prescnt::i.n }lolos dobles siempre se 
pued<;:n tratar corno caso~; l:Írni tes. 
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1 
1 
1 
1 

Como notaci6n, lllll!laremos a los polar. dc,l IV cuadrante kit = e\ - iSJt 

(an.• SJt > O) y a los de III cuadrante r._.'l = -t','l - iBJt (<lado. le. sim~ 

tría que presentan con lon anteriores), o 1iicn, }: =-k* • TJe esta -
-!t lt 

manera, los polos de la función de Green pueden separarse cor.io: 

{k } 
n 

{k_ft} donde: 

n = 1,2,3, •... 

l 1,2, ••.• ,N 

a = 1,2 ~"' •• , ,N 

/¡ 1,2,3, .•.. 

que representan a ll es"tados ligados, 1·l estados [ll1tiligados y un nú 

mero infinito de polos complejos quro son sir~6tr:i.cos respecte al e,je 

imaginario. 

V(r) 

E 

El < O 

r 

energía 
de resonancia 

estados 
ligados 

. ¡ 
k.t=J.Y,t i 

estados ligadosj 

"-> ~ 

/-7: 
ka=-i1a / 

estaaos antil:i-
f.ados 

PLA!lO K 

[~ .~ 
k,~.=aJt-J. Sn 

estados resonantes 

FIGURA III.2. Situaci6n de los polos en el plano k y su relación con 
las energías asociadas a los estados del sistema. 



Las ecuaciunes que cumple la función de Gree'n de oncln ::écliC'nte, can-

siderando la condición ( Ill. 2) ::;cbrc el pot,enc in.l, son: 

d2 + ,,_ 
d?G (r,r' ;k) + {k~-V(r) }G (r,r' ;k) ¿(i·-r' )(III.3.A) 

+ G (O,r' ;k) = O para r < r' 

~+(i~r' ;k)I: ikG+(a,r' ;k) parar > r' 

G+(r,r';k) = G+(r~,r;k) 

(III.3.B) 

(III .3.C) 

(III.3.D) 

donde las condiciones (III.3.B) y (III.3.C) son las ccndiciones a la 

frontera correspondientes a la función de anda salim1tf: :; ( I!l. 3 .D) 

es la propiedad de simetría que C\unplc le. f1.!11ci6n de Gi·een. 



§2. EIGENFlJJJCIONES NA'l'URALES. 

Se ha mencionado que a cada polo 1:
11 

de: la f'unción de Green en ·. 1a 

no k se le asociP- una cnerp:ía y ur. e::;"t(tdci del sistema. Anali;.:a:· 

a continuación las propiedades que c:.unplen las funciones de e:; 

estados, a las que denomillarr:mos COf.17' C-igenoWIC.ÍUlle.6 11a..tut1.a.fc.:, 

Nos referiremos n. los polos y a las eigenfunc iones nat:uralez i.: ·· 

das a ellos de la misma mELnera que 5e indicó en le. secc i6n anu . 

ya sea diferenc1á11dolos según ::;u clr;.::ificación o en general e 

subíndice adecuado en cada caso. 

A). Definición. 

Las eigenfunciones naturales u
11 

{ r) se definen en términos de L 

siduos en los polos de la función de Green G + (r ,r' ;k). En gene;· 

estos residuos son f'unciones de r y r'. 

h1ra estudiar loe residuos p (r,r') en los polos k se hace U<c 
n n 

la expresi6n de la f'unci6n de Green como func:i6n ue k cerca dc1 

lo kn; es decir: 

+ 
G (r,r' ;k) 

on{r,r') 
:: x(r,r' ;k) + ----

k - k n 

donde x(r,r';k) es una f'unci6n entera de k. 

(E 



A partir de la ecuación diferencirü (111 .3.A) so:' pueden obtener las 

ecuaciones dif'erenc iales que cumpJ en p:·i ( r .r' ) y X ( r r 1 ) :: )'{ r r' · k ) 
~ \n ' · , ' n 

cuando se toma el límite k-+ k ,~unto con (111.4}, que son": 
11 

o (1II.5.A) 

é(r-r') 
(III.6.A) 

De la ecuación (III.3.B) pueden hallurse lnr condiciones a la fron-

tera en r =O y de (TII.3.C) en r = a¡ obteniendo: 

p (O,r') =O 
n 

o 

pura r < r' 

para r < r' 

a 
- x.Jr.,r' )1 = ik X (n,r') + io (a,r') ar " n n n a 

(III.5.B) 

(III.6.B) 

r > r' · (III.5.C) 

r > r' (III.6.C) 

Las ecuaciones (III.5) que cumplen los residuos en 1.os polos perm:i-

ten utilizar separación de variables en r y r' . Las eigeníunc iones 

naturales u (r) que se asocian con los polos k se definen a partir 
n n 

de la relación: 



p (r ,r' l 
n 

f(r' )u (r) 
11 

(III. 7) 

De manera que las ecuaciones que cumplen J.o.s cig<mfunciones natur_!!. 

les un(r), derivadas de las ecuaciones (IlI .5) y(IIJ .7) son: 

hdr
2 

u (r) + {k -V(r)}u (r) 
n n n 

o ( III.8.A) 

u (O) 
n 

o (III.8,B) 

~ u ( r )1 = ik u (a) 
dr n n n 

a 
( III.8.C) 

La deterrninac i6n de la func i6n f( r 1 ) que aparece en ( III. 7) se pu.!:_ 

de hacer por medio de las ecuaciones diferenciales (III.8.A) y 

(III .6 ~A) y la aplicación- de la f6i-rnulrt de Green para integrar, - o¿¿ 

teniendo: 

[ X'(r,r')u (r)-u'(r)x (r,r')]ª + 2k f(r') ~ u 2 (r)dr =u (r') 
n n n n n on n 

o 

Y para calcular el término entre paréntesis se utilizan las condi-

cienes a la frontera (IIL6.B), (III.6.C), (III.8.B), (III.8.c), de 

donde: 

f(r') 
u (r') 

n 



de manera que para los residuos en los polos de la f'unción de Green 

+ 
independiente del tiempo G (r,r' ;l:) obtenemo::: por :>1;stituci6n en -

(III.7) la expresión : 

u (r)u (r') 
n n 

2k [lu 2 
( r )d!" n o n 

B). Normalización de las Eigenfu11cionec l\aturales. 

( III.9) 

Corno puede verse de las ecuaciones ( III .8) que sati::;facen las :fun-

cienes de estado, las eigen:f'unciones naturales son en general com-

plejas (corno sucede cuaudo kn es un polo co:r:;ple,lo k,~ o k_.1¡) y ade-

m€s • dadas las características del potencial, es irunedieto verifi 

car que: 

u (r) 
n 

para r > a 

(eon D un número complejo)<setisface las ecuaciones JIII.8). En. el 
n 

caso de estados ligados, donde k ,f = iy .e_, u,e (r) son funciones reáles 



de cuadrado integrable. Sin embargo, para los otros ti'pos de polos 

dichas f'unciones no pertenecen a un espacio de HiJbert. No olostan-

te, puede introducirse un critt:::-io de normnli:rnci5n que ::;atisfacen 

estas funciones, a partil· de J.a~o ecuaciones que cumplen. 

Partiendo de las ecuaciones (III.8) para funcione:: u (r) y u (r) -
n m 

asociadas a polos k
11 

y km cunlt!squiera y utilizando la fórmula de 

Green para integrar, se llega a la relación: 

[ 
1 n n 

n'(r)u (r) - u•(r)u (r)J' + (k2 -k 2 ) r u (r)u (r}dr 
n m m n nmon m o 

..., 

y ut::.lizando las condiciones a la frontera para dichas funciones: 

--1-- u {a)u (a)) 
k +k n m 

n m 
o 

Si n f. m , kn :f km y por ende la expresión en-ere corchetes se anu 

la. El criterio de normalización que se propone es: 

I~ (r)u (r)dr + k +1,. u (u)u .(a) n m .,-. n m 
n m 

6 
run 

(III.10) 

y puede demostrarse que cuando km y kn corresponden a polos relaci~ 

nados con estados ligados, k,e y k_f• (III.10') se reduce al criterio 

usual de ortonormalización: 

\.·· .. ' 



donde, como se recordará, u.c_(r) y ue,(r) ::;on :funciones reales. 

De esta manera, tornando n = m en la expresi6n (III.10) y sustjtu-

yendo en (III.9),la expresi6n para el residuop (r,r') de la :f'Un-
n 

" . +( ) cion de Green G r,r';k en el polo k
11 

se reduce a: 

p (r,r') ::: n 

u (r)u (r') 
n n 

2k 
n 

C). Polos Complejos y Dependencia 'l'emporii.l de los · 

Estados Resonantes. 

(!11.11) 

El tipo de simetría que presenten los polos complejos permite escr2_ 

bir: 



(donde oJt., aJt. >O), o bien, k_Jt.= -k~. Las energías asociadas a los P.2. 

los complejos son también cantidades complejas: 

y E k *2 -Jt. = Jt. • 

La relaci6n entre una :función uJt.(r) asociada al polo kJt. en el IV ZU.!!_ 

drantE y la función u_Jt.(r) asociada al polo simétrico en el III cua

drante puede obtenerse mediante las ecuaciones (III.8). Conjugando -

las ecuaciones que satisface u,'!. (r) y recordando que el potencial V( r) 

es real, se obtiene: 

o (III.12.A) 

(III.12.B) 

(III.12~C) 

:.·/~:·: '. 

mientras qu~ las,écuaciones que cumple u_Jt.(r) son: 

(III.13.A) 

(IIL13.B) 

( III.13.C) 



Comparando las ecuaciones (IJI .12) ;.• {III.13) puede identi:'icarse 

inmediatament.e: 

u _lt ( r) 

Es decir, que las :funciones u_lt(r) asociadas con los polos k-.'I del 

III cuadrante son las comple,Jas con,Jugadas de las fUnciones u
11

(r) 

ai;ociadas con los polos k.tt simétricos a k_,
1

, cm <:>l I\' cuadrante. 

Veremos ahora cómo las runc:i oner ~·-.~ ( i-, t l dependientes del tiempo 

corresponden a funciones de ondit obtenidos por r1~yen-.ibilidad tc:n-

por al de las funciones 1/1,~ ( r, t) rel::id onadns con las enerr,ías E 1¡ = k~, 

Es conocido~ que el operador de revcrsibilifüid t0mroral en E'l caso 

de hamiltonianos hermitianos es el operador de con,Jur.nci6n, es de-

cir: 

ljl(r,-t) (III.14) 

En el caso del hruniltoniano correspondiente o las ecuaciones radia 

les con momento angular l =O (c.r. ecuación (II.14)), el operador 

B e:rectivamente es un operador hcrmitinno, por lo cual es válida 

la ecuación (III.14). 

A un polo kit co;rresponde una función de estado 1j1)[ ( r, t) dada por: 

,, ( )- ( ) -ik:t 
~1,'l r,t = ult r e " ' t > o 



5.l 

de manera que, ap;J.icando el orerador ele reversibi1idud tenrrorul: 

o bien, para tiempos negativos: 

.k* 2 t = u*(r )e""1 
·.1¡_ 

lt 

_ ~1-11.(r,t) 

' t > o 

' t > o 

Ahora bien, para el caso de un -¡:•olei l:,'l, se tiene que: 

tj¡lt(r;t) 
-iE t. = uJ:(r)e Jt 

donde Elt representa una energía compleja, dada por: 

(III .15) 

ya que kit se encuentra en el IV cuadrante, De esta forma., la corrie~ 

te de probabilidad para las funciones de onda tj.111.(r,t) evaluada en la 

frontera, 

d es, utilizando (III.15) y la condición (III.8.c) para evaluar a;:ull.(a) 

la siguiente: 



(III.16.A} 

Por otro lado, integrando espacialmente la ecuaci6n de continuidad 

para la corriente de probabilidad desde r = o hasta r "' a, 

a a 

[!i. jJt.(r,t)dr + r~lt(r,t)dr =O 

donde pJt(r,t) es la densidad de probabilidad ll1Ji/t(r,t)lli , se obtie-

ne que: 

(III.16.B) 

A partir de las ecuaciones (III.16) puede hallarse una expresi6n p~ 

rala parte imaginaria del polo kJt, que coincida con la parte imagi 

naria del polo simétrico k-Jt' como: 

Cuando la condici6n a la frontera no se anula, esta relaci6n nos -

52 



da el valor de la parte imaginaria de los polos corr.ple,1os en térmi-

nos de la condici6n a la frontero (II!.5.C) y la integral de la den 

sidad de probabil:ida.ci de las funcicn<?s de estado u. ( r) en la región ,, 
interna, de manera gue Br. 1 O. 

En las expresiones ( III .ló) de la corriente de probabilidad puede 

verse que .1,,¡_(a,t) > O y decae exponencialmente c:on el tiempo. La in. 
terpretación física de e~;te resulto.de se: relaciona con el fenómeno 

del decaimiento {ver FIGURA ( lII .3)), :O:i en lugar de tomar la corrie.!l 

te de probabilidad en la frontera asociad!l con las funciones i¡,. (r, t) ., 

se escoge una función lJ!_,~(r,t) relacionadn con um polo co~ple,jo ciel 

III cuadrante, se llega a que, debido D las consideraciones hechas 

anteriormente sobre la reversibilidad temporal, 

para t < O 

NuevaJDente, esta función evaluada en la frontera es siempre positi_ 

va. Puede demostrarse que si no ~~e t.orna la condición t < O cuando 

se estudia un polo k-.~, la corriente de probabilidad en la fronte-

ra resulta una cantidad negativa. De esta manera, cuando se traba-

ja una descripción temporal del fenómeno, para tiempos positivos d~ 

ben tomarse las funciones w~(r,t) asociadas con los polos complejos 

del IV cuadrante. 

En términos del efecto túnel, en el cual búc.icamente se sabe que ~i.:!_ 



v(r) 

E 
)¡_ 

,J ,~ ( H , t ) > Ü 

~ 

FIGURA (III.3). Cuando el sistema se encuentra en un estado corres 
pendiente a un polo complejo kJi.• la corriente de = 
probabilidad es no negativa, lo cual indica que exis 
te un flujo de probabilidad del interior del sistema 
hacia el e:x.terior(r >a), 

ten intervalos de energía para los cuales el sistema puede atreve-

sar la barrera de potencial, la representaci6n compleja de las ener 

gías determina los dos parámetros importantes, la posición EJi. y el 

ancho r Ji., como: 

de manera que si se interpréta.D de esta manera ias energías asoci~ 
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das con los polos comple,jo:;, tendn:mos las equivalencias: 

( IJ:I.17 .A) 

(III.17.B) 

Estos ni veles de energía se encuen1.ra.'1 dentro del continuo de ene.::_ 

gías, Elt > O, corno se mue:;;tro. en la FIGURA ( III ).¡). Aquellas bandas 

de energía que no se traslapan son conocidas cerno n.ivetu de 1te¿.011a¡¡ 

c..ia y corresponden r~ esas energías donde ne manifiesto. el efecto tú-

nel. Por esta raz6n, aquellos polos ccm;·l e,lc!c" que satisfacen o.: >8 2 y 
.l'l. .'¡. 

tales que 1 Elt - Elt!l 1 > rlt, ¡¡e dr"'ncminan polos de resonancia. 

a 

(*) traslape de bandas: continuo de 
enerc,:íaz. 

E =E -i.I/t 
,~ !t 2 

energías de resonru1cia 

FIGURA (III,4). Polos comple,jos 111r. en el cuarto cuadrante que sati~ 
:facen que: E =E:¡ -ifJr/2, con Elt' rlt >O se asocian 
con los estaaos resonrrn'te!'I~ 



§3. DESARROLLOS ESPECTHALES DE LA FUNCION DE GREEN. 

La funci6n de Green del sintema pu"de expresarse en t6rminos de sus 

nolos k en el plano 1'. y de las eir.enfunciom:'3 naturales u (r} co -
· n n 

rrespondiente¡:: a ellos, obteniendc una exrn:sión donde aparece en far 

ma discreta la contribución <le éetoc,. De esta forma se obtiene el de 

sarrollo espectral de dicha funci6:.. 

En esta secci6n i:;e hallarán las expresionen correspondientes aJ de-

sarrollo espect.ral dE la función <le Green derendiente del tiempo e -

independiente del tiempo, con ba~c en las ideas contenido.s en traba-

jos realizados anteriormente 4
'

5
' 6 • 

A). Desarrollo Espectral de g(r,r' ;t). 

En el APENDICE B se da la expresi6n para la función de Green depe~ 

diente del tiempo cOIDo: 

(III.l) 

donde res el contorno señalado en la FIGURA III.l. 

La integraci6n puede efectuarse cerrando el contorno de manera que 

en su interior el integrando no contenga polos y ·ahí 'el:" V-o.lo!' lle l~ 

intei>;ral_ fie iJ.nule · ..• Dado que las singularidades del integran-



57 

do son conocidas, puede llevarse> a cabo la integración. Aho:ra l.;ien, 

dado que la función de Green independiente del tiempo no es función 

de k 2 ·, la manera ell que s<C cierre el ccl!tornc. depende de la defini-

ción del corte ramal que determina las bojas de Riemmnn en el plano 

de energías, como se expone en el AI'E!iDICE B. Usualmente, cuando el 

corte ramal coincide con <;l eJe real positivo. se c:ierrn el canto!_ 

no como ze muestrn en la F'1GU1{J\. IIl. 5a. En este ce.so,. s61o los po-

los ligados se encuent,ran en la primer11 ho,1n de Hic-ir.nw.n u "ho,1a rf 

nica". Sobre el segmento de c.írcuJo el inte¡:;rando se o.nula expone!!_ 

cialmente al hacer p ... 00 , la intq;;ral nobre r es precisamente la 

función de Green dependiente del t:iempo y las integrales sobre los 

N círculos e.e. alrededor de cada polc lie::.do ne cnlculun por- rr.edio 

del teorema de los residuos. El residuo bn del in~egrnndo en cual-

quier polo kn está dado por: 

b = lim (k 
n k-+k 

-ik2t 
k ) { G ( r , r 1 ; }~ ) 2ke } 

n 
n 

que, utilizando (III.~) y(III.11) es 

b 
n 

-ik 2 t 
u {r)u (r,)e 'n 

n .n 
(III.18) 

y coincid_e ~on elvalor c1e la integral sobre el círc_ulo Cn. De esta 

manera, se obtiene: 



g(r,r' ;t) 
H . "> 

I Uo(r)u,(r') -1ktt 
.C.= 1 .... ·'-

1 Jo.'.¡- . Y. 2 + --
2 

· r; (r,r' ;};)2k -l.· 
0 dk 

ill 

Esta expresi6n es la que genernl:r;iente s7 asocia con el desarrollo es 

pectral de la función de Green g ( r :r' ;t). En elle., e.parece expl'.Ícit~ 

mente la contribución de los polos liga.dos en un término discreto y 

una integral sobre el e,je renl que const:ituye la contriouci6n del co_!! 

tinuo de energías. 

Si se toma el e,je imaginario negativo como el corte rrunal en el pl~ 

no de energías, dado que ahora tanto los polor. 1 igados como los po-

los del IV cuadrante corre.sponden a la I ho,ja de Rierr.:nnn, puede o'b-

tenerse una expresión donde se discretiza tn.'llbién ln contribución de 

los estados resonantes. En la FIGURA III.5b se mue$tra cómo se cie-

rra ahora el contorno de inte¡;ri>.ción. Es impcrtante obscr\'ar que en 

el plano k el integrando diverge en el III cuadrante cuando se toma 

el límite R: -+ 00 , mientras que para las otras regiones se anula exp~ 

nencialmente, por lo cual no pueden incluirse los polos del III cua 

drante al efectunr la ínter.rae ión. Este 1·esul tado sugiere ql1e efeE_ 

tivamente la diÍ!finición de las ho,jas de Riermnan en el plano de eneE_ 

gías que resulta de tomar el corte r!ll!lal en el e:,e irr.a¡;inurio nega-

tivo es más conveniente para hallar la expresión del desarrollo es-

pectral, extrayendo mayor información al discretizar estas contri-

buciones, que la informaci6n que contiene la contrib11ci6n continua. 



FLA!lO K 

r 

( a ) ( b ) 

FIGURA III.5 a). El contorno de integración cerrado se obtiene hacien 
do R + co , de manera que queda compuesto por r , un -
segmento de círculo de rndio R -• ro y el e,Je real -
completo. 

b). En esta cnso, el contorno de integración ccrrado,C 
está compuesto por la trayectoria r , los segmentos 
de círculo R de radio R, la línea a 45º y un número 
infinito de círculos en que encierran a cadn polo. 

e= r + L +rcl + Ec~+ R , l=1,2, ••. N y ~=1,2, .•• 

Además, puede verse que si se cambia la vm·iable t por -t, la re-

gión donde el integrando se anula cuando R + "" es en la región 

que incluye los polos antiligados y los del III cuadrante; esto es, 

que cuando se torna la ecuación (III.l) pará t > O sólo los polos en 

el eje imaginario positivo y en el IV cuadrante deben incluírse al 

cerrar el contorno. 

59 
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De estn manera, dado que en el interior del contorno cerrado C el in 

tegrando es analítico (sus sin~ulnridades coinciden con las de la -

función de Green independiente del tiempo), el valor de la integral, 

como se ·fía J"Ftléio.nadc.i , se anula sobre C. Asimismo. el valor sobre 

los ¡¡egrnentos de círculo de rtid:io !l se anula cu!mdo R co • Las con-

tribuciones que no se anulan en la integración sobre el contorno ce 

rrado son la integral sobre r ( cu;ro valor es g( r ,!'' ; t)) , las intc 

grales alrededor de cada uno de los polos ligados y cor.iplejos del -

IV cuadrante y la integrrü sobre L, de mancrn que: 

g(r,r' ;t) l ll f + -ik2
t = -2"7 I G {r,r';k)2ke dk 

1Tl!=l 
e .t 

_i.. y 
2nilt=l 

l + . -ik2 t 'j' G (r,r' ;k)2ke dk -

c . 
. )L 

1 
2ni 

J G~(r,r;:~)2~e-ik2 tdk 
L 

La expresión (III.18) para los residuos en los polos del integra!!_ 

do da el valor de las integrales alrededor de los polos, de manera 

que la expresión de la fUnción de Green g(r ,r' ;t) es 4 

g(r,r';t) 

(III.19) 



donde, como se recordará, 

(III .20.J,) 

para los estados ligados, y 

E >c.vr.>o 
/l . '" 

(III.20.B) 

para los polOs'-de resonancia. 

La expresi6n (III~l9) es el desarrollo <o:Pcctral de J.r, función de 

Green dependiente del tiempo y de onda ~' liente, dondi: la trayec-

toria L que se muestra en la FIGURA II:."h se obtiene a partir del 

método de punto silla de montar, corno s!: ,,¡¡pone en el ;.?ENDICE r~. 

Esta expresi6n es válida para O < r,r'< ·· dado que l~:· resulta-

dos utilizados no imponen ninguna condic:•ín sobre es t.:; Y: variables, 

Y para tiempos positivos, t > O. 



B). Desarrollo Espectral de G+(r,r'¡k). 

Además de la propiedad de analiticidad de la funci6n de Green inde 

pendiente del tiempo (excepto en un número infinito de polos kn), 

puede demostrarse 5 
'

6 que cuando el potencial es real y de alcance 

finito, V(r) = O para r > a, se cu.~ple que: 

lim G+(r,r' ;k) 
k-+-00 

O para O < r < r' ~ a ( III. 21) 

Esto permite obtener su desarrollo espectral, válido para la región 

interna, de manera análoga al desarrollo anterionnente descrito. 

Utilizando la fórmula integral de Cauchy: 

2;i f 
e 

G+ (k) dk 
k - k' 

(donde se ha suprimido en la notación la dependencia explS:cita en 

r ·y r' ) • El contorno de integrad ón C se construye como se ir.ucstra 

en la FIGURA III.6, de manera que en su interior G+(k) en analíti-

ca y k' se toma de forma que no coincida con nin¡;uno de los polos 

de la función de Green, k' 'f kn para toda n. De esta manera, 

2_ l G (k) dk ro t + 
2¡¡in=l' k - k' 

e 
n 

La integral sobre R se anula, ya que al tomar el 15'.mite R -+ 00 , el 



integrando se anula en vjrtud de (III.21) y el segundo término 

puede identificarse con la suma de lon rcsitluos en los polos de 

la función integrando en cada polo k
11

• 

l 
• '" 

\. R 

FIGURA III.6. Contorno de integración C en J.a fórmula integral de 
Caucby. Hay un número rinito de polos dentro del Cl!:_ 
culo R cuando R es finito, Al hacer R + oo , quedan -
contenidos N polos lisados, kt; M polos untiligudos, 
ka, y un número inf'inito de polos CO!>iplejos kr. :,· lt __ 1 • 
Los radios de los contornos e al:-ededor de cada polo 
se toman tan pequeños como senquiera, de manera que -
cualquier valor del núr:iero de onda k' 1 kn se encuen 
tre en el interior de C. 

LLamando 0n- al residuo en el polo lt
11 

cualquiera del integrando, el 

+ 
valor de G (k') es: 



l ~ Í, G+(k) ,dk 
n=l 2m J k - k 

c 
11 

Para evaluar 0n' se utiliza la definición: 

- ¿ 
n=l 

0 n 

0 n 
lim 
k-+k 

n 

(k _ k ){ x(k} + 0n/(k - k0 )} 
n k - k' 

Incluyendo nuevamente la dependencia en r y r' ~· utilizando ln ex-

presión (III.11) para los residuos en loo palos de la función de -

Green,p (r,r'), la fUnción G+(r,r';k) es~: 
n 

"'-u {r)u (r') l n n 
2k (k - k ) n=l n n 

( II!.22) 

Si recordamos ahora la clasificación de los polos hecha anterior. 

mente, el desarrollo espectral de la función de Green es el siguie~ 

te: 

- e N 
G+(r,r';k) = l 

l=l 

ut(r)ul(r') 

2ke(k - k.e> 
+ 

M 

l 
u (r)u (r') 

a a 

a=l 

\10 ·(u (r)u (r') 
\ J¡ Jt 

+ l . 2k (k - k ) 
Jt=l Jt Jt 

u~(r)u~(r') ) 

- 2k*(k - k*) (III.23) 
IL Jt 

donde se han usado los resultados k_,'t 



C), Sobrecompletez y Dependencia Lineal de las 

Eigenfunciones Naturales. 

E5 

La expresi6n (III.22) puede sustituirse ahora en la ecuaci6n di-

ferencial que cumple la .funci6n de Green independiente del tiempo 

(III.3.A): 

d2 00 u (T}u'(r') (D u (r)u (r') 
d.?{ l - ~k (k~k) ) + (k2-V(r)) ! ~k (k~k) = ó(r-r•) 

n=l· -n n n=l n n 

para r -< r' < a 

por lo cual: 

r 
"" uir (r)u (r') 

n - n (k2 - V(r)) 
2k (k-k ) + 

"' u (r )u (r 1 ) 
'I n n 
l 2k (k-k ) o(r-r') 

n=l n n n=l n n 

En virtud de la ecuaci6n diferencial (III.8.A) que cumplen las eige~ 

fUnciones naturales: 

se tiene que: 

u" (r) 
n 

-(k2 ;.,V(r))u (r) _ n. _ _n 



o bien: 

k2-k2 
como k-kR = k + kn' se obtiene: 

n 

k 
ro u (r)u (r') 

2 l n k n 
n=l n 

+ 

é(r-r') 

1 ';-'u (r)u (r') 
2 l n n = 

n=l 
ó(r-r') 

Dado que k es una variable continua y la expresi6n anterior es 

válida para cualquier valor que tome k, se llega a que: 

~u (r)u (r') 
l n n - O 

n=l k - (III.24) 
n 

~2 I u (r)u (r') 
n=l n n 

o(r-r') ( III .25) 

La ecuaci6n (IIl,24) indica que el conjunto de las funciones u (r) 
n 

es un conjunto linealmente dependiente y (III.25) expresa una con-

dici6n de cerradura modificada; esto es, que el conjunto de las -

eigenfunciones naturales es un conjunto sobrecompleto. 
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IV.DESARROLLO ESPECTRAL 

DISCRETO DE lJ\ 

A!·!PLITUD DE DECAIJ.aENTO 



La ecuación (II.11) da una expresión para la n:rnplitud de decaimien 

to en términos de la funci6n de Green de onda 5nliente. Como se e.§_ 

tudió en el capítulo anterior, tanto ln función de Green de onda -

+ saliente g(r,r';t) (ecunci6n (III.19)) como la función G (r,r';k) 

(ecuación (III.23)) pueden expresarse en función de los polos y las 

eigenfUnciones uaturales asociadas a ello::;, por medio de sus desa-

rrollos espectrales. La diferencia entre runbos es que el desarrollo 

dado por (III.19) es válido en todo el intervalo O< r < r 1 < oo 

en tanto que la expresión (III.23) sólo puede aplicarse en la re--

gión interna O < r < r' :s_ a, ya que sólo ahí puede asegurarse la con 

vergencia de (III.21) cuando se efectGa la integración de acuerdo -
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con la f6rmulli. integral de Cauchy. 

En este capítulo se desarrollará la expresi6n para A(t) en térmi-

nos de los polos y eigenfunciones naturales, basándonos en los r~ 

sultados previos y tomando en cuenta a la función de onda inicial. 

Como se recordará: 

Y por ( III .18) : 

"'"' 
A(t) fI ljJ*(r,O)g(r,r' ;t)~1(r' ,O)drdr' 

"" • 2 [[ + ¿ e-ik,'tt 1JJ*(r,O)u1tCr)u11.(r 1)tjl(r.•;o)drdr 1 -

11.=l 

- 2;i J2ke-ik2t [[ 

L 

1J1*(r,o)G+(r,r' ;k)llJ(r' ;o)drdr' dk 
·----- - -- ---==--:---,- - -----

(IV .1) 

Para los dos primeros ténninos que aparecen en (IV.l) pueden efe.:_ 

tuarse las integrales por separado sobre r y r'. Si se definen las 

constantes: 

c - f
00

1J¡(r,O)u (r)dr 
n o n 

para una eigenfunci6n natural cualquiera u (r), podemos reescribir 
n 
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(IV.l) como; 

(IV.2) 

donde la integral 1(t) es 

o:>o:> 

1 f -ik
2

t II + -I(t) 211i. 2ke ~1*(r,O)G (r,r' ;k)tji(r' ,O)drdr' dk 

L 

Para conocer el comportamiento de la amplitud de probabilidad en el 

tiempo basta con evaluur la integral 1(t), ya que conocemos la de-

pendencia temporal de los dos primeros términos de (IV.2). 

Ahora bien, en la expn:!s:i6n para I(t) upo.rece la función ljJ(r,0) que 

representa al estado inicial del sistema. Consideraremos una. situa-

ción inicial para ~1( r, t) en la región interna del potencial; es de-

cir, 11ljJ(r,O)11 = O,r>n . Esto pe:r.r.itirlí: evaluar en términos de las 

eigenfunciones naturales el término I(t), como se verá a continua-

ción. 
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§1. EVALUACION DE A(t) PARA TODO TIEMPO. 

Com se menciori6 anteriormente, el potencial de alcance finito per-

mite distinguir entre el interior y el exterior del sistema. La -

condici6n matemática para la funci6n de onda del estado inicial, -

11 IJ¡(r, O) 11 = O para r < a, representa f5' e icament.e la preparac i6n del 

sistema, al que inicial.mente se le locali::a en ln regi6n interna, 

r <a. En este caso, las contribuciones de las integrales en (IV.l) 

se encuentran en los intervalos r,r' < o. De esta manera: 

c - ¡B-IJ¡(r,O)u (r)dr 
n o n 

(lV.3.A) 

c :: ¡B-iJ¡*(r,O)u (r)dr 
n . o n 

(IV.3.B) 

ª'ª 
y: 1Ct1 ~'é"~~'c/f ~:C!:t H o•C r ,O)G C (r ,r' ; kJ O( r • , O l;.r<r • "' 

"-''(:~, .... ~. \<<:~ ·.·" ' ' 

Tanto r como'}i.'i,<~stfu.i evaluadas en la región interna, por lo cual '_·, ·.::.·~·:;~~.:.· :,-<·: '; ... 

:puede utiliz~'s~ el; ~~sarrol.lo espectral de la fUnción de Green -,. 

indeperidierite 'd~l ti~po, (III.22), válido en dicha región; es de 

cir: 

"' u (r)u (r') 
i; n n 
l 2k (k-k ) 

n=l n n 
r < r' < a 

donde u (r) son 18.s eigenfunciones naturales correspondientes tan 
n 
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to a estados ligados como u untiligudos y resonantes. Evaluando las 

integrales sobre r y r'. tomando en cuenta las definiciones (!V.3) 

se obtiene: 

(IV.4) 

Para e1'ectuar las integrales cobre L , se separa la trayectoria -

-Y"' PLJJlC' :r: 

1 

+ +y<" 

FIGURA IV .l. Separación 
de la trayectoria L con 
y = ex:p{-i TI /4}. 

yectoria 1 1 es: 

de inte~rací6n corno se muestra en la 

FIGURA IV .l. Observando que sobre la 

trayectoria L 2 lu variable tomo. los -

mismo:; valores pero de signo contra-

rio que sobre la trayectoria L¡, 

+yoo +Y"' 

J F(k)dk = I {F(k) + F(-k)}dk (IV.5) 

-y«> 

donde la función integrando F(k), que 

no tiene singularidades sobre la tra-

F(k) 
·2""CC 

k -J.k t¿ n n e 1-k-(~k---k__,...) 

De esta forma, 

J(t) 

n= n n 

e c n n 
-k-

n 
] ( 
-~) (2kdk) 
k - k n 



Dado que Y = exp{-i11/li}, pasando al plano de energías por medio de 

la transi'ormaci6n E= k2
, tendremos que: 

donde E 
n 

-2 -
kn corresponde a las energías asociadas a un pol~ cuaJ:_ 

quiera kn. Como puede verse, la integraci6n se lleva a cabo sobre 

el eje imaginario negativo en el plano de energías que corresponde 

(ver APENDICE B) al corte ramal. Efectuando la rotaci6n z = i E, es 

irunediato que: 

I(t) 

La evaluaci6n de estas integrales puede hacerse analíticamente uti_ 
. ' 

lizando los resulatados de las tablas (ver APENDIC!: C), donde se -

encuentra que: 

(IV.6,A) 

' ' .,. ' 

donde U(a;b;z) e's"l.~~hcl':Í.6n hipergeométrica: coni'luente de seguE_ 
;--.:_~ ··--e•,:'..:.~~--;~·--· 

do orden. Identii'ic~do i~s ··. p8.rámentr6s: 

74 
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V 3/2 

µ = t 

K = -::iE 
n 

75 

Rev > (l 

Rep > O ya c¡ue t > Q 

la condici6n largKI < n impJ:ica condiciones s<;>bre la situac:i6n de 

los polos, como se muestra en la FIGURA IV. 2. La condic~·ón: 

-11 < argK < 71 

implica que los valores E
0 

del1en tomarse en la I hoja de RiemrJan 

(c.f. APENDICE B), ya que -iE 
!1 

11 E < 311 -2 < arg n 2 

por lo cual pueden t.omari;c sólo lor, valcre<i E = k 2 que aparecen 
n n 

en el integrando, que se s::itúun en la I hoja de Riemman; esto es, 

aquéllos valores que corret1pomlen en el plano k a polos del int.e 

grando en (IV.5) que cumplan: 

7T < arg/k2 < 3n 
4 n 11 



PLANO Z 

-11 < argK <, 1i 

1T < a.rg J;'""j < 3rr -4 .. l"J{;:; 4 

z. = iE 

~ 

11 
-::;- < argE 
~ n 

< 3TT 
2 
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es decir, En está en la 

primera hoja de Riemman 

FIGURA IV.2 •. La condici6n sobre el parfu.ietro complejo K se traduce 
a tomar aquellos valores para las sin¡::uluridades del 
integrando {F(k) = F(-1'.)} en el plano comple,lo k que 

_quedan dentro de la zona sombreada. Debido a la trayec 
toria tornada, estns sin¡;ularidades, que pueden deno.:. -

·tarse corno ,rr;- corresponden tanto al con,iunto de todos 
'los polos k 11 de lP. funci6n de Green co;o a sus nega

. tivos -k • Baao que k 2 =(-k ) 2
, todos los valores de 

E cumul~n con las cofldicioBes necesarias para la in
t~gracÍ6n, y aparecen una sola vez (que equivale a t~ 
mar solamente aquéllos en la primera hoja de Riemman. 



De esta forma, como r(3/2) rn 
2· 
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(IV .6»,B) 

La expresión para la amplitud de decail!liento (IV.2) queda entonces 

expresada como: 

+ ~'11 f"~I c~cn U(l ,1/2;-ik~t) 
n=l n 

(IV. 7 .A) 

o bien: 

(IV.7.B) 

Las expresiones (IV.7) corresponden al desarrollo espectral discreto 

de la amplitud de decaimiento para todo t:iempo, expresada en térmi-

nos de los parámetros depcnd:i entes de1 potencial y de la función del 

estado inicial; es decir, de los polos k de la :función de Green y 
n 

de las constantes c e , donde se encuentra contenida la información 
n n 

de las eigenfunciones naturales u (r) y de la función arbitraria 
n 
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~(r,O) que describe inicialmente al sistema. 

En la expresi6n (IV.7.A) para A(t) los términos exponenciales refl~ 

jan la presencia de estados ligados y :resonantes. Los primeros dan 

una contribuci6n oscjlatoria (dado que kl = -Ei) y los Últimos dan 

origen al decaimiento exponencial, ya que 

e-ik~t -iE2 t -r t/2 r 
'~ = e lt e tt , con "- > O. 

La desviaci6n al decaimiento exponencia.1 viene dada por los térmi-

nos donde aparece la funci6n hipergeométr:ica, a la que contribuyen 

tanto los este.dos a:mc:indos n los poloü cornple,los ( :incluídos III _, 

IV cuadrantes) como los estados ligados y nntiligados. 

El comportamiento de la probabilidad~?(t) 91A(tlll 2 cuando el sis 

tema se prepara de manera que inicialmente se encuentre en la regi6n 

interna, depende del potencial V(r) y la f'unción inicial ~(r,O) ya 

que éstos determinan la situación de los polos que aparecen como a~ 

gumento de las :funcines hipergeométricas confluentes, así como las 

constantes c e . La evaluación de la probabilidad P(t) oara todo -n n -

tiempo puede llevarse a cabo numéricamente, como se expone más ad~ 

lante en el ejemplo del potencial delta repulsivo. 
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§2. COMPORTAMIENTOS ASINTOTICOE DE A(t). 

Sin embargo, puede conocerse analític~~cnte el comportamiento de la 

amplitud de probabilidad A(t) para valores muy cortos o muy lnr1'0S 

del tiempo, utilizando las expresiones adecuadas pura cada caso de -

la función hi:pergeométrica confluente, como se expone a continuación. 

A). Límite cuando t ~O. 

Por la def'inición de la probabilidad P(t), sabemos que si t =O, la 

probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado inicial es 

la unidad; es decir, 

2 

P(O) = l!A(O) 11"' l. 

Para analizar el valor de la expresión (IV. 7) cuando t..,.0, se usan 

las definiciones en términos de series de las funciones hipergeom~ 

trie as conf'luentes (ver APENDICE C). A partir de e1las, puede obte-

nerse después de un poco de álgebra: 

(IV,8) 



1 
ec 

De manera que obtenemos para (IV.7.A): 

A(t) 

+ ~ l.f (-2i)q ~ e e (k )2q tq->12 
l 27il ('.'J l)" l ._E_!!. q=l 11 c.q- • • n=l k

11 
n 

(donde (a)!!= (a)(a-2)(a-4) .•• l ). 

Para simplificar la exp:re:oión anterior debe notarL;e que aparecen los 

fe.et ores de la forma /k¡\ • Como se vio en la secc i6n anterior, los P!!_ 

rámetros kn deben estar en la J ho,la de Riemman. Los polos de la fUn

ción integrando de (IV.5) se muestrru1 en la FIGURA IV.3, donde se han 

incluído tanto los polos de la función de Green como los negativos 

-k
11

• De esta manera, las raíces deben tomarse como: 

A(t) 

donde Q(q) 

1 '; - -ik 2 t l.f '; c e 2 l c c e + 2/ir L ...E_!!. 
· n=l n 11 n=l kn 

( i) liz-q 2q 

2117!( 2q-l) ! ! 

y ~ = k~, de donde: 

(IV.9) 

Para tiempos cortos, el único término que no está acotado es el de t-lh.. 



' polos kn 
de (j (r,r' :k) 

G ne¡:ativos de 

los polos -kn 

FIGURA IV.3. Polos de {F(k) + F(-k)} que corresponden a la I hoja de 
Riemman ba,jo la transformación E = k 2

• 

El término que multiplica a l/•'t es: 

"" e e 
l 

n=l 
..l.L!!. 

kn 

na 

I 1 II ~*(r,O)un(r)un(r')~(r' ,O)drdr' 
n=l kn 

ar. 

=II 
«>u (r)u (r') 

~*(r,O) l n k n 
n=l n 

~(r' ,O)drdr' 

Debido a los resultados acerca de la dependencia lineal de las eigen

funciones naturales u ( r) ," ecuaci6n ( III.2li), obtenemos que: 
n 

ce c e 
e-~- Dk n. - Q 

l = , 
n=l n 

(IV~lO) 

de manera que el coeficiente de la potencia inversa en el tiempo que 
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puede provocar divergencias en A(t) cuando t ~ 0 se anula siempre. 

izt 
Para tiempos cortos, e ~ 1 + izt. Asimismo, el té:nnino dominan-

te de las potencias semienteras es el correspondiente a q = 1, obte 

niendo con esta aproximaci6n que: 

A(t) 

a¡ 

1 ~ -- ¿ e e 
2n=l n n 

(IV .11) 

ªª . 
= ff ljl*(r,O)o(r;_r' )ljl(r' ,O)drdr' = fii ljl(r,O) ll2 dr' 

Cuando la funci6n de estado inicial tiene un valor despreciable para 

r < a y corresponde a una densidad de probabilidad normalizada, la in 

te gr al 

r i! 1Ji(r,O) 1i2dr = 1 
o 

por lo cual 



A(t) 
t-+O 

dodnde m e: Ji. 

(IV.12) 

De esta manera, para tiempos muy cortos se tiene unn desviaci6n al 

decaimiento exponencial, ya que aparecen potencias enteras y semie~ 

teras del tiempo. Como puede verse al ~ornar el límite t ~ O en la -

expresión (IV.12), se obtiene que A(O)::: l y por lo tanto 

P(O) = l (IV.13} 

también, como era de esperarse. 

83 
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B). Límite cuando t + oo. 

El comportamiento de la a~plitud de probabilidad para tiempos largos 

fue obtenido anteriormente utilizando el método del punto silla de -

montar (ver APENDICE ~).En esta exposici6n desarrollaremos de dos -

maneras este comportamiento límite, 

La preparación del sistema de manera que inicialmente se encuentra en 

la región interna del potencial implica que podemos utilizar el desa-

rrollo (III.22) en la expresión de A(t). Reto~ando la expresi6n: 

la integral puede escribirse como: 

l(:tt - - 2!i I _c_~_-c_n +f k-_-__ k_k_e~ik2tdk --
n=1 n J.-_ n 

-ye" 

y puede evaluarse_ para tiempos largos utilizando el método mencion~ 

do. 

La trayectoria de integración t corresponde a la trayectoria para la 

cual la contribución principal para tiempos grandes se encuentra alr~ 

dedor de k = O, como se expone en el APENDICE ~. de manera que pueden 

aplicarse los resultados para la evaluación de 1 (t) cuando t +°'por 

medio de una sustitución sencilla: 

t Ver el artículo de G. García Calderón, R.E. Peierls (1976). 



"' re e I(t) ~ - 1 . l __!!__.!!. 
t-""" 4 l111n=l 1· kn 

1 -3/2 0( -512 7 t + t ) + ••• 
n 

(IV.lL) 

De esta manera, 

(IV.15) 

Cuando t ~ co , el término dominante de la expresión anterior; d.ado que 

los términos exponenciales decaen más ráoidamente que los términos en -

las potencias inversas del tiempo, es procisurnente el término que va 

Ahora bien, directamente de la expresión (IV. 7 ,/¡) y utilizando la ex-

presión de la función hipergeométrica confluente de segundo orden que 

reproduce su e comportamiento asintótico cuando t + °' (e. f. APEllDICE C), 

se obtiene que: 

lim 
t+«> 

con lo cual, en (Iy.T.A), _se recupera la expresión: 

~ + O(t-!h) + ... 
. n 

que es exactamente la ecuación (rv;15) obtenida por el método del pun-

to silla de montar. 
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Si se hace la separaci6n explícita de los polos k se obtiene: 
n 

(donde k,e = iy¡ , ka.= -iYa.' como antes).R n e T
0 

se definen como la 

parte.~eai'e~:G'll~ginaria del cociente cncn , respectivamente: 
-k-

n 

cncn = R + i1 
k n n 

n 

y 

La expresi6n (IV.16) describe el comportamiento de la amplitud de 

decaimiento para tiempos largos. El término dominante para t ~ ~ es 

precisamente el que va como t--'l/ique constituye básicamente la con 

tribuci6n a la desviación del decaimiento exponencial para tiempos 

largos. 



V.EJEMPLO.POTENCIAL DELTA REPULSIVO 
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Los resultados obtenidos a lo largo del presente trabajo serán 

ilustrados por medio de un ejemplo numérjco que tiene solución 

exacta para las e:igenfunc:iones naturales. 

El potencial delta repulsivo se define 

como: 

V(r) V(r) A<S(r - a) 

Está determinado por dos parámetros: 

el had.i.o a ·y O que se relaciona con ln 

frontera del sistema, y la magn,Uud A 

que determina qué tan fuerte o débil-

mente es repulsivo, A> O, 

V(r) 

. ··-··-···. ---·--·-·· > r 
a 

FIGURA V,l. Poten

cial delta repulsivo. 
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Los resultados obtenidos a lo largo del presente traba,jo serán 

ilustrados por medio de un ejemplo numérico que tiene solución 

exacta paro.·las eigen:funcione!' naturales. 

El potencial delta repulsivo se define 
V(r) 

como: 

v(i=) = V(r) AÓ(r - a) 

Está determinado por dos parámetros: ·--·-····· ------ -- . ) r 
a 

el 1tad.i.o a ·:.- O que se relaciona con la 

frontera del sistema., y la magnE.tud A FIGURA V.l. Poten-

que determina qué tan fuerte o débil- cial delta repulsivo. 

mente es repulsivo,A > O. 



1 
1 
1 
1 La soluci6n numérica de este problema se abordará hallando pri 

mero, a'partir de la funci6n de Green de onda sal:iente indepen_ 

diente del tiempo, los polos kn Y las eigenfunciones naturales 

u (r), que contienen la in:formaci6n sobre el potencial. 
n 

Posteriormente se incorporará una función de estado inicial 

contenida en la región interna para evaluar los coefidentes 

ce y por Último, hallar la probabil:idad P(t), 
n n 

En cada caso se dará una breve discusi6n sobre los resultados. 



§1. POLOS DE LA Fl.JNCION DE GH!: Y EIGENFllNCIO!lES NATURALES. 

A). Función de Green Independ:'. ;,;,,e d<:l Tiempo. 

La ecuación dé' Schrodinger inó· '<.<ndiente del tiempo e:i: 

(V.l) 

Si se definen las funciones re· ·.:lar ·ljl(k,r) e ir:regulo1· de hon

da saliente -f+(k,r) como do" .~ ;-.Jcioner de la ecuación de Schro-

dinger con las sigui entes cor." 'i one~' a la front,ern: 

1fl (k ,O) = O 

~r 'P(k ,r} 1 = 
r=O 

Hm r-+-(.k,r) : T' 

r+ co 

entonces la fun~i6n de Green ~'·, ·7 

r < r 1 

(V .2). 

•nt~· ··' )"'+(k ) .:t...!.:-:..,. ..1 ,r 
J(k) r > r' 

t 
Newton (1966). 

ºº 
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y cumple con las ecuaciones (III.3) asociadas al probl~'Illa, donde 

J(k) denota el -wronskiano de las dos soluciones independientes 

+ entre sí, J (k) : W( :f , ") que ya no depende de la variable radial. 

Las expresiones integrales para la función regular e irregular 

en términos del potencial están dadas por : 

i¡i(k,r) tsenkr + f Jsenk(r-z}V( zl '!'(k,z)dz 
o 

Oo 

f'+(k,r) = eikr - ~ Jsenk(r-z)V(z)f+(k,z)dz 

y debido a la silnplicidad del potencial para integrar, en este 

caso puede hallarse inmediatamente que: 

j' k5enkr r < a 
1jl(k,r) 

= ~erikr >. ·· ·· ·· .·. · ika 
+ k5enk(r-a)e 

f'' >. ( ) ika 
f'+(k,r) 

k5enk r-a e 

ikr 
> a e . r 

A partir de (V.3) y (V,4). se obtiene quer 

J(k) = 1 + l senkaeiJta 
k 

(V.3) 
r 2'._ a 

r .::_ a 

(V.4) 

(V.5) 

Insertando los resultados en la expre¡;iÓn CY.2). para la func:i.6n 

de Green pueden hallarse las expresiones correspondientes a los 



casos : r < r' <a, r <a< r', a< r < r' y análogamente para 

r < r'. Todas las expresiones quedan en :!'unción de los parámetros 

del potencial o. Y ). , ª"' manera que pueden analizarse los ca!"or. 

límites del potencial: 

cuando }, + "' el potencial co:r:rei;pcmde a la barrera infinita y 

la función de Green de1ie reducirse u la expresión correspondiente 

a dicho sistema, a saber 

G(r,r' ;k) = 1 nenkrsenk(r'-11) ksenka r < r' < a 

Manipulando la expresión correspondiente a la región r < r' < a 

se obtiene que: 

+ lim G (r,?' 1 ;k) 
).-+oo 

lim Asen rsen. r -a - • sen r 
( 

, k k ( , ) ika k ikr' k ) 
).-+oo k(k + i.senka exp{ika}) 

senkrsenk(r'-o.) 
ksenka 

que es exactamente la función de Green para la barrera infinita. 

Cuando >..,... O, el potencial se reduce al de la partícula libre 

y la función de Green debe corresponder a ( II .17 b 

+ - ' - _- -
Go(r,r';k) _L { ik(r'-r) _ eik(r 1 +r)} 

2ik e , r < r' 
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Tomando ahora el límite en las funciones'{J(k,:r), f+(k,r) yJ(k) 

se obtiene para la ecuaci6n (V.2) que : 

para r < r': 

{lim ~(k,r)}{lim f+(k,r)} 

lim G+(r,r' ;k) 
).->O 

;i. ... {l .J..-+O ikr' e senkr 
k 

que es efectivamente la fUnción de Green lib1·e de onda ¡;aliente. 

B). Evaluación de los Polos de la J''unci6n de Green, 

Dado que las funciones regular e irregular no tienen polos como 

funciones de la variable comple,1n k ( ver expresi·oneR (V .3) y 

(V.4)), basta con evaluar los cerris de la funciónJ(k), dada por 

(V,6}, de donde la ecuación por resolver es 

k + Asenkaeika = O 

Para resolverla, puede dividirse en tres casos: 

i). k e: R que correspondería a tener estados estacionarios en el 

sistema, 

ii). k = iy imaginaria, que correspondería a estados ligados, y 

iii )_. k = a - i S, que se asocia con la presencia de estados ;resonan

tes (con a e: R,B >O.) 
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i); Si k e: R, a partir de (V.6) se obtienen las ecuaciones corres-

pondientes a la parte real y la irnatdnaria, que deben cumnlirse sj 

rnultáneamente en caso de que haya una solución real de (V.6). 

Manipulando runbas ecuaciones, se obtiene el sistema : 

sen2ka 

y 

2k 
== -y 

o 

para una sola incéignita, La segundo r.ólo se CU."!lple cuando k = 1~~ 

con n.e: N {tomando A >O). La primera tiene solución en las in-

tersecciones de las curvas sen2ka y -2k/\, como se muestra en la 

FIGURA '/,2. Para O< A < "' , la.: raÍC·'.!S nJ coinciden con nn/a; 

por lo tanto, los polos de la función de Green no F:on reales. 

FIGURA V ,2: Las raíces de la ecuación sen2ka = -2k/), dependen del 

valor de A y no son de la forma n1T /a, 
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ii). Si k i Y, se obtiene la ecuación: 

cuyas raíces se encuentran en ln intersección de una curva expo-

nencial decrecí ente y una recta de pend:i ente 2/ l. con ordenadá al 

origen unitaria, como se mueotra en la FIG!JRA V.3. 

1 ~pendiente 
' / •- 2/>. 

X: '·\ 
. \ -2ya 

\ e 

El ú1:i co punto donde intersectmn es 

y= O, que corresponde a k = O pero 

ér.te no es un polo de la !'unción de 

Green ya que 

'" ,¡, '-., 

··--~··-~-::~,,~~-
J(o) = 1 + >.a i O ya que ').. y a > o, 

\• 

por lo tanto, en el potencial delta 
FIGURA V.3. 

repulsivo no hay Pstados ligados ni 

antiligados. 

iii). Tomando. ahora la expresión para los polos como o. - ;iB (do~ 

de se sábe que 13 > o), se obtienen dos ecuaciones con incógnitas 

a y B que no pueden, desacoplarse: 

2a 
28-): 

4Ba e = 

= tan2aa (V.7.A) 

(V.7.B) 
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A parti:r de las ecuaciones (V. 7) puede comprobarse que si a es 

una soluci6n, también lo es -a, lo cunl corresponde al hecho de 

que para cada polo en el IV cuadrante (o: > O) existe un polo si_ 

métrico en el III cuadrante. Sabt•mos que existe un número infi-

nito numerable de estos polos, pcr lo cual s6lo se hallarán las 

soluciones para los polos del IV cuadrante, que denotaremos por 

kn = ªn -iBn con ªn > o y Sn > o. 

Para calcular los polos a partir de las ecuaciones (V,7) se en-

euentran primero vn.J.ores aproximados util.i::ando el ca.so límite 

( nrr ) A -+ 00 para el cual o:n = 7 y 6
11 

= o ;,• se utilizan para hallar 

numéricamente los valores que son solución de (V.6) • 

Si >. >> 1, entonces o:= !!2!. y B <<a • Utilizando esta apraxi-
n a n n 

mación en (V.7) se obtiene: 

donde e: es el factor de corrección • En (V .7 .Al esta expresión 
n 

da un valor para e:n: 

por lo cual 

tan2a·a . n tan(.2nn + 2e: a) = tan2e: a n · · n 

y como A >> (3n, >. >> e:n, se llega a que tan2e:11a 



La aproximaci6n al valor de a es: 
n 

a 
n 

.. nn 
=- -

a 
l ·( 2n1T J 

2ª arctan l:"a 
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cuando X >> 1,5 <<a 
n n 

De la ecuación (V.7.B) y tomando que Bn << A, ~n << X, se obtiene 

la aproximación para e : 
n 

s ." .l.. ln ( 1 + { ~ F .) n .. 4a ~.a cuando X >> 1, en << ªn 

AlJora bien, para el cálculo de los primeros polos, cuando X < nn, 

aproxilnando ln( l + z) " z Y: tan z = z, se obtiene un valor aproxi_ 

mado y de cálculo numérico simple, a saber: 

=~ 
a 

a( mr }2. 
Ia" ) 

Esta aproximaci6n se usa para calcular iterativrunente nuevos val~ 

res k~,k~••"• por medio de métodos numéricos para calcular con u

na precisión arbitraria la raíz de una función J(k). En este caso, 

se utiliz6 el mftodo conocido como "Newton-Raphson" que da el va

lor de km (que denotaremos simplemente por k') en función del va 
n n 

lor anterior km-l (que llamaremos k ) de la manera siguiente: 
n n. 

J(kn l ( ~kJCk).,k=k r1 
·n 



que, a partir de (V.5) es, ptL::-a este problema: 

hasta que 

k' 
n 

k 
n 

llY.' - k 11 < e: n n 

k 
n 

T 

, 
aJ' exp{ :ik n} - senk a 

n n n 

Para valores gra.ndes de A , los polos se encuentran cercanos al eje 

real y tienden a. nn/a. A medida que A decrece, la parte imaginaria B 

de los polos crece de :nrmeJ•u cuadrática, en tanto que la par'tf: real 

decrece ligeramente. 

o. 

FIGURA V.4. 

Situación de los 

polos en el IV 

cuadrante. a = 1 

y 1- = 50, 30, 20, 

10,5 y 3. Los p~ 
los se encuentran 

mas cercanos al 

eje real para A=50 

y se van alejando 

a medida que A di~ 

minuye, 

o. 

l 
f-

7T 

'ti' 
a 

o 

e 

21T 311 
¡I 

~ 
a 
a 
a 

a 

a 

a 

e 

D 
e 

3.00E+OO 

f.': : 



Por otro lado, u medida que crece el radio a, la parte real de 

los polos decrece y la parte imaginaria disminuye en varios 6r.. 

denes de magnitud. Estos resultados fueron obtenidos variando 

el valor de A para tres valores de a ( n = 1, a= 5 y a= 10). 

Para ilustrar la situación de lo;. polos en el potencial bajo 

estudio, se muestran en lo. FIGURA V. li los tres primero;. polos, 

obtenidos de lo manera expuesta nnterionnente con una precisi6n 

E= 10-6 , para los casos a= 1 y seis valores distintos de;\ 

50, 30, 20, 10, 5 y 3)., 

La gráfica corresponde al IV cuadrante del plano k y la parte 

real está dada en unidades den. 

Recordando que las energías de resonancia (c.f. CAP. III, secci6n 

2.C) están asociadas a ~n' la condici6n de que lag bandas de ener

gía no se traslapen se cumple para los casos en que ;\ > a. A m.!:O. 

dida que A decrece va au .. 'llentando el número de niveles que presen

tan traslape. Para los casor. presentador; de ahora en adelante se 

tomaron parámetros del potencial que presentan al menos uno o dos 

niveles de resonancia, y fueron calculados los 20 primeros polos 

kn correspondientes. 
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C). Cálculo de los Coeficientes de los Estados Resonantes. 

Dado que el potencial delta repulsivo sólo prenenta polos complE_ 

jos kn• el sistema no tiene estados ligados ni antiligados. Fa

ra hallar las eigen:funcionc!:' natura.les u (r) • se obtendrán las 
n 

expresiones para los estados resonantes u (r) asociados a los 
n 

polos kn del IV cuadrante, ya que los polos simétricos -1'.~ es-

tán asociados a funciones u*(r) • 
n 

Las ecuaciones que cumple u (r) son: 
n 

u (O) = O 
n 

d 
dr Un(r) 1 r=a+ 

ik u (r) 
n n 

cv.8.A) 

(V.8.B) 

(V.8.C), 

y las ecuaciones de continU:Ídii:d Em la frontera y discontinuidad 

para la derivada que 'se 6~t'ie'nZ a partir de Cv .8.Al:: 

cv.8.n-> 

La solución de la ecúación diferencial (v.8.A) está dada por: 



t 
A senk r r < a n n Usando la condici6n 

u (r) (V,8.B) 
n 

D eiknr r > a 
n Usando la condici6n 

(v.8.c) 

Por medio de la condici6n de continuidad en r = n y ln igualdad 

-Asenk aeikna (de la ecuaci6n (V.6)): 
n 
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D 
n 

(V,9.A) 

Puede demostrarse que la ecuaci6n (V.8.D) se cumple para estas 

f'unciones, dado que k cumple (V.6), de manera que para hallar 
n 

A (y con ello determinar trunbién D ), se utiliza el criterio 
n n 

de normalizaci6n (III .10); 

1 

de donde se obtiene el valor para An: 

:A2 = 
n k a senk a exp{.,.ik a.} 

.n n n 

(V .9.B) 

Las ecuaciones (V.9) dan.los coe~icientes de los estados resonll!!_ 

tes en términos tanto de los parámetros del potenci.al como de los 

polos correspondientes. 



Para el caso límite A + 00 , k ..,. 1111/a, A -+ 12/n v D -• O, re-
11 n • n 

cuperando el caso de ln barrera infinita, para la cual los es

tados estacionario:::: tienen :funciones normalizadn::; /2/a sen~ r. 
a 

Para los casos donde pueden definirse niveles de rcsona.ncin 

(sin traslape); ec decir, potenciales con l.> a, es de esperarse 

(en virtud del movimiento de los polos u medida que aumenta n) 

que los coeficientes A estén cercanos al valor /2/a para los 
n 

primeros polos, disminuyendo po:;teriormente su parte real, que 

en todos los casos es mucho mayor que la parte imaginaria. Pa-

ra estos potenciales se encontr6 también que 11 D 11 « 11 A 11 n n 
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§2. EVALUACION DE LA PROBABILIDAD P(t) 

Una vez que, dado un potencial, se determinan los polos y las 

f'unciones u (r), el cálculo de la probabilidad requiere la utj 
n 

lización de la :función de estado inicial. Como se hn menciona-

do en el capS:tulo anterior, se preparará dicho estado de mane-

ro que inicialmente se encuentre en la región interna. 

A). Cálculo de los Coeficientes c c n n 

Para representar el estado inicial del sistema, se trabajó con 

la expresión que corresponde a una gaussiana normalizada: 

Donde se ajustaron los parfunetros cia y :ro < a de manera que 

llwo (o)·.11 =11 wCal_ ll = o cv ,10) 

En la expresi,6n' (V .10) los parámetros que determinan al estado 

inicialsonel-ylllor esperado de r, el del momento lineal pr ;¡ 

él áncho.o incertidumbre en la posición: 



<r> = ro 

1 
!ir = 72 ºº 

dades de n = L 

Los coeficientes e e están 
n n 

l04 

do.dos por la expresión (IV.3) FIGURA V,5. Densidad de proba-
bilidad inicial ll~1o(r)i1 2 

cuando se prepara el estado inicial en lu región interno., que en 

este caso se calculan cOIDo: 

a 

e = J lji 0 (1· )A senk rdr n n n 
o 

a 

e . = J. lji~(.r) A senk rd:r n n n 
o 

Y utilizando la equivalencia senz tr eiz :_ €1
i} 

e 
n 

c 
n 

donde se definen las in~egrales: 

a 

11 
_ J e-G·~rot2/2oo. ei(Jto-kn).rdr 

o 

(V.U.A) 

(.V.ll.B) 
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a 

h - J e-Cr-ro) 2 /2oo e+i(ko+kn)rdr 

o 

a 

13 J e-(r-ro) 2 /2cro -i(ko+k )rd - e n r 
o 

a 

Ia. - Je 
-(r-ro) 2 /2ooe "'."i(ko-kn)rdr 

o . 

Como se puede ver,.I3 I1, de .manera que: 

e c 
n n (V.11.C) 

donde, como se recordará, A2 es un número complejo en general. . n 

Para evaluar las expresiones (V.ll) se utilizaron métodos numé-

ricos de integraci6n donde si N es el número de puntos que se -

toman para la aproximaci6n numérica y ~ = a/N el intervalo en 

tre los puntos es constante, 

a 

J r{;x).dx "' 
o 

t,;y. N 

2 2 {r(j~} + rCU-1)tix)J 
j=l 

Una vez que el potencial es i'ijo (valores de a y ·t. dados)_, se o}?_ 

tuvieron valores para los coeficientes e e variando los paráme
n n. 

tros de la gaussiana Oo, ro yko. 

Como se recordará, a partir de la condic:i.6n de. sobrecompletez 
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que cumplen las eigen:runciones naturales, ecunci6n (III.25), 

en este cas se tiene que: 

e e + c*c* } 1 n n n n 

dado que en este sistema sólo hay polos complejos. lle esta rela-

ci6n se obtiene la condici6n que deben cumplir estos coeficientes: 

"" 
Re I c e 

n=l n n 
1 (V .12.J,) 

Asimismo, en virtud de la dependencia li.neal de las mi$Jllas fun 

cienes, ecuación (III .211): 

Im l e e 
11 n 

k"-
n 

o (V.12.B) 

Como se ha mencionado en la secci6n anterior, fueron calculados 

los primeros 20 polos de la función de Green para diferentes po-

tenciales. Variando la preparación del estado inicial, se obtu-

vieron los coeficientes correspondientes, calculando las sumas 

(V.12). En todos los casos, bar.taran lo!' primeros 20 términos p~ 

ra asegurar la convergencia de las series. 

La distribución de la parte real de los coeficientes cncn se es-



tudi6 variando los parámetros ko, ro y Qn con valores fijos de 

a y A , como se muestra en la FIGURA v.6, con parámetros a = 1 

y >.. = 50. 

Cuando ka se fija como la parte real del primer polo, ka = Re k1 

(FIGURA V.6.A), el peso de Re (c 1c¡) crece a medida que aumenta 

dro= oo/.i2 • En estos casos, el valor de :r 0 depende del valor de 

t;r ya que se requiere que se cUlllpla la condic:i6n (V .10), por lo 

cual no pueden tomarse valores de o 0 :r.iuy grandes. 

En el caso de la gaussinnu máo. delgada (FIGURA V.6.R) la distri 

buci6n de la parte rcnl de los coeficienter. tiende a presentar 

una moda definida a medida que aumenta ka ( tornando valores k = 

Re kn para diferentes valores de n) que coincide con el coefi

ciente c e correspondiente al polo donde se centr6 el valor de 
n n 

k 0 • Para ka pequeña, sin embargo, son varios los coeficientes 

que pesan en esta distribución. 

Para la gaussiana ancha (FIGURA V.6.c) la moda de la distribuci~n. 

coincide con el coeficiente asociado.al polo kn en el cual se ce!!_ 

tra k 0 • A medida que ko aumenta, va disminuyendo el peso que tie 

ne dicho coeficiente. 

En todos los casos se da el valor de las sumas (V .12). calculadas 

107 

con los primeros 20 polos. Como puede observarse, a medida qlle dis-

minuye t;r o aumenta ka la convergencia de estas sumas empeora; 

es decir, que ~e necesitan más polos para estudiar el decaimi~n 

to del sistema numéricamente. 



(A) = 0.99995 
(B) 0.00064 

íln _____ _ -----------11 ll l2 D ·i· ~ J6 17 J8 J9 3l 

(A) 0.99956 

(B) 0.00074 

¡,o 

(A) 

(B) 

0.99998 
0.00074 

108 

FIGURA V.6.A Distribuci6n de Re e c n n 
Arriba a la izquierda, para una ~au
ssiana delgada Oo = a/20. Arriba a la 
derecha, para una gaussiana con 
o 0 = a/8. Abajo, pa:ra la gaussiana 
ancha, Oo = a/5. Las tres funciones 
de estado inicial e.stán centradas 
en ko = Rek1. 



0.00061 

(!~) CJ.971;?7 

(B) 0.00025 

10? 

FIGURA V.6.B Distribución de. Rec e 
n n 

para una ¡:;aussiana delgada, Op = a/20. 
• Arriba a la izquierda, centrada en 

ko = Rek3. Arriba a la derecha, centra
da en k u = Rek 9. /,be.Jo, centrada en 
ko == Rel:n 
En esta ~igura, la·escala es a 0.5. 



............................................ -------------------------------------------'~ 

(A) 

(B) 

0.99952 

0.00069 

(A) C,99949 

(B) 0.00037 

lJ (• 

(h) 0.00052 

FIGURA \'.6.C Di.r.t.rihución de Rec e 
n n 

para .una gaussiana ancha,oo = a/5. 
Arriba a ln i=quierda, centrada en 
ko = Rek3. Arriba a la derecha, cen
trada en ko = Hekr,. Abajo', centrada 
en ko = "Rel'~. 
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B). Cálculo de la Amplitud de Decaimiento A(t). 

Una vez que se han calculado los polos kn, que contienen la in

formaci6n sobre el potencial, y los coeficientes cncn, que con

tienen además la infonnaci6n sobre la funci6n de estado inicial, 

puede calcularse numéricamente ln amplitud A(t) partiendo de la 

expresi6n inteeral: 

(V.13) 

Las integrales: 

"" 
I(t,K) - f e-zt¡z dz , con K E e 

o z+K 

pueden calcularse utilizando las aproximaciones a la integral de 

Laguerre , definiendo la variable x = zt para obtener: 

I(.t,K) 
1 L 
Tt l w.f(x. ,Kl. 

i=l l 1 

con f(x,K) = /X./(x + Kt). L es el número de puntos que se uti-

lizan en la evaluaci6n numérica, xi son los puntos de Laguerre 

donde se evalúa la fUnci6n f(x,K) y wi los pesos de Laguerre. 



·Tanto x. como w. se encuentran en tablas de métodos numéricos 
l. l 

para diferentes valores de L. En esté· cm;o, ce utili znron los 

correspondientes a L = 12. 

Ahora bien, antes de iniciar el cG:lculo de la amplitud, se ha 

116 un criterio para definir tanto lns unid<ides temporal.es co!!_ 

venientes corno el intervalo en dichas unidades adecuado para -

observar tiempos largos; es decir, la región donde /,( t) se co!!_ 

porta como t - ~- 2 • 

Como se ha mencionado, se va:.riaron los valores de los pai·áme-

tros del potencial, observando que a medida que aumenta A se 

incrementa el. número de niveles de resonancia. Para los casos 

discutidos, siempre el primer polo corresponde a una de estos 

niveles resonantes con energía E1 y ancho ri, cantidades bien 

definidas. La v.lda mer.Ua o unidfid temporal que .fue to:nnda es -

característica de cada sistema y se define como: 

1 
T - G 

en virtud de que está asociada con la unidad temporal más gr~ 

de intrínseca del sistema debido a que f¡ < r2 < ••• < rn. 

Se desea encóntrar una cota in:ferjor del tiempo para el cual 

la probabilidad ya se comporta como potencia inversa del tiem 

po, parámetro que denominamos T, ya que con ello puede discer-

nirse el intervalo para el cual se evaluará A(t) dada por (V,13) 

Para estimar. T se tomó la expresión ( I\' .16) para tiempos lar-

l22 



gos: 

A( t) "' I 
n 

El parámetro 'l' debe cumpJ.ir que para todo ti-::mpo t > T, el tér 

mino que domina en la probabilidad P(t) = llA(t)ll 2 sea el de la 

potencia inversa del tiempo. Por ello, basta con encontrar T -

tal que si t > T entonces: 

donde T 
n 

Ahora_bien, por la desigualdad de Schwn.rz, el valor absoluto 

de la suma en el miembro izquierdo es menor que la suma de los 

valores absolutos, de manera que banta con estimar 'l' como e) -

tiempo para el cual se da la igualdad: 

I 11 ciicnll e -r nT/2 
n 

para asegurar que la contribución no exponencial a la probabi-

lidad será ya del orden o mayor que el decaimiento exponencial 

para los tiempos más grandes que T. 

La solución de la ecuación para T se encuentra numéricamente, 
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por el método de Ne;:ton-Raphson, y en este caso r,e usó una con-



vergencia de lO-J 0 • 

En todos las casos analizados pa:ra lon cuales la vida media 

t ,,. . . ,,. ,,. - r rJt} es a bien def1n1da. ne encontro que el termino c¡c 1 cxpi-
2 

es el único término que contribuye pn:ra la parte exponencial 

en los intervalos de ti ernpci del o:rden del parfünetro T. 

La variación de los paramet:ror. T !'.e muestra en la:' gráficas 

(V.7), donde se he graficndo Ten unidndcs de vidas medias,T 

redondeado n nwne:ros enteror-:, Encada gr6 fic:a t::l valor del r~ 

dio a es fijo y se varió el valor di;, 1 a map:ni tud ;\, calculan-

do T tanto para una función inicial dada por una gaussiana a.n 

cha (G,A.) como para una delgada (G.D,) con J.as siguientes ca 

racterísticas: 

l/Jo(r) a o ro ko 
1 

11 IJio (O )IJ llwo ( a)JI 
' 

G.A. a/8 a/2 Rek2 'VJ.0-2 'VlO- 2 

'Vl0- 1 - .. 
G.D. a/20 a/4 Rek2 'VJ.0 

.. 

Como se puede observar, a medida que disminuye la magnitud de la 

barrera de potencial, disminuye. el tiempo T que determina lo que 

para cada sistema significa "tiempos suficientemente largos". Es 



TIT 

50 
G,D. 

4o 
G.A. 

30 

20 
a = 1 

50 

40 G.A. 

30 

20 a = 10 

15 ~.~~--l---~-t-~~-r-~~-r~~-t-~~-+-~~-1-~~+-~~-+-~~+--J-A 
o. 10 20 30 40 50 60 70 Bo 90 100 

FIGURA V.7. Se muestra la variaci6n de Ten vidas medias para diferen 

tes valores de A, en la misma escala, con los valores indi 

cados del radio a;·tanto para una gaussiana delgada (G.D.) 

como para una ancha (G.A,) 
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te efecto ta:mbi6n sucede cllando el radio n. disminuye. En todos los 

casos, T resulta ser menor pnrn la ¡;:nu::::' i hna mií:;o; ancha que corres-

pande a un estado inicial contenido en ](l rcg:i6n interna pero no -

muy localizado ;t:; r grande). 

Al variar k 0 se obtuvo que cun.ndo no s{; le localiza en Rekn el pa 

rfunetro T/-r decrece lig•:,rrunent.c, siendo mas perceptible r.u varia-

ci6n cuando se aumenta el ancho tc.r, dado un potencial. 

En términos de las discusiones hechas anteriormente, ne tomó el -

potencial con parfunetro:.; n = 1 y ),= 50 de rnn.nera que hubiern varíes 

niveles de resonanc in sin que ·r sen mu;.· grande, :• se calculó P( ;, ) 

para dos funciones de estado inicial diferentes: 

1: Gaussiana Delgada Centrada en el te:-cer polo: 

ero= n/20, ro = a/li, l~ = Rek3 

2: Gaussiana Ancha Centrnda en el primer polo: 

Oo = a/5, r 0 = a/2, k 0 = Rek 1 

En el APENDICE E se muestran los valores de los polos kn' de los coe 

ficientes e e así como los programas de cómputo para evaluarlos y -
n n 

evaluar P(t) = !IA(t)ll 2
• 

Las gráficas {V,8) muestran los resultados para ambos casos, donde 

se ha amplificado la región para tiempos cortos donde hay oscila-

ciones. En la siguiente sección se da una breve discusión sobre los 

resultados. 



o. 

o. 

FIGURA V.8.A. Se 
muestra en una -
gráfica semiloga 
rítmica el comnor 
ta.miento <le la- -
probabilidad P(t) 
para el primer c~ 
so, amplificando 
la región para -
tiempos cortos. 

Ambas Gráficas -
se encuentran en 
unidades de vidas 
madias para el -
tiempo. 

o. 
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Ln P(t1 

o. 

FIGURA v.B.B. Se 
muestra en una -
grúfica semjlog:;:, 
rítmica el compo!_ 
tamiento de la -
probabilidad P(t) 
para el segundo 
caso, amplifica~ 
do la regi6n para 
tiempo<; cortas. 

Ambas Gráficas s: 
encuentran en Un2:_ 
dades de vidas m~ 
diac> para el tie!!!_ 
po. 

o. 



C). Análisis y Dif1cm:ión de h·sultndos,, 

Para ann.liza:r el comporta.miento de la prohab:ilidad P(t) se d:iv:i-

di6 el intervalr, temporal en cinco re¡::::iones dii'c:rentes, que se dis-

cut:irán por sepa.rada. Lus tablas corrt!sponcliE:ntes se muestran en 

el APEIIDICE E. 

Región I. Tiempos cortos : o :::_ t < 'l'i 

En esta región, ln amplitud de probabilidad debe comportarse como: 
.., 

/\(t) "' 1 + -r-:- Im Ic e k t 112 
>'TIJ n n n n 

de donde: 

Re A( t) (V .lli .A) 

y Im A(t) -b- Im LC e k t l/2 
>'c1T n n n (V .14 .ll) 

n 

Para analizar esta región se hizo una regl'esión lineal ajustando 

a una recta los puntos: 

Ln{Im A(t)} 

obteniendo: 

12 l Ln { ,-rr Im \'c e k } + - Ln t v-rr l n n n 2 
n 
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• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • CALCULO TEORICO DE LOS PARAMETROS PARA TIENPOS CORTOS • 
• SIH TERMINO EXPOHEHCIAL • .. 
* COEFICIENTE A =-.453964E+ó1 
* POTEHCI~ B = 0.5 

• • • • • • • • • • • * • • • • • * • • • • • • • • • • • • • • • • • *' ,.. • .. .. • ,. • .. .,. • .. • • • • • • • • • 
• kJUSTE DE LOS PUNTOS • 
• • 
• A =- .4640l 7E+Ol • 

8 <• . 5 (l .. 

* COEFICIENTE DE CORELACIDH =.9999959 * 
lit*~ . .,~ ..... ~ ..... lt° .. it.•*•• •• 

donde T1 "' lO_J \ • La aproximación a un polo nunca es válida 

en esta región, debido a que es necesaria la convergencia de 

~ {e e / k }=O u.ara anular el t€rmino t-lk (c.f. ~APITULO 
l n n n 

IV. sección 2.A). 

Región II. Interferencia exponencial: T1 < t < T2 

Esta:'i·cgi6n se caracteriza por las oscilaciones (amplificadas en 

las FIGURAS V.8) que son más pronunciadas cuando el estado inicial se 

encuentra más localizado. 

Se calculan las cantidades: 

y 



1 
1 
1 
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obteniendo que A(t} = Al (t) i A2(t). El término del deca:imien-

to no exponencial es de:::preci nble pnra esta región que se debe ex-

clusiva:mente a una interferencia de exponenc:iaJes, para la cual 

nunca es válida la aproximación a un polo. 

Se obtuvo que T2 = O. 35T 

Región III. Decaimiento exponencial: Ta < t < T:? 

En esta región, la probabilidad decae exponencialmente, como 

puede observarse de inmediato en las FIGURAS (V.8): 

P( t) 

Para analizarla, se hizo una regresión para ajustar la recta 

teórica: 

Ln P(t) 2 Ln !lc1c11i - f1t 

donde conviene tomar el tiempo en unidades de vida medias, 

obteniendo: 

* * • * .. .. • • * .. * • * * .. .. • • * • • • • * • • * • • .. • * 
• CALCULO TEORICO DE LOS PARAMETROS EN LA REGION EXPOHEHCIAL * 
• >1PRG:.:IMP:->O AL Pr;IMER POLO * 
.. * * COEFICIENTE A =-.399441E+Ol * 
• EXPOHEHTE B:: -1.0 * 
* * * * • * • • * .. • • * • .. • .. * * • • * * * * * * * ~ • • * *"'* ............................. . 

• AJUSTE DE LOS PUNTOS • 
* • * A =-.400455E+01 * 
• B = -1.00 * * COEFICIENTE DE CORELACIOH =0.999995 * 
* ... ,.. 1!-: ~ * lk " Jt. ""' ir. "' .. ~ • .. * lt * * • 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • CALCULO TEORICO DE LOS PARAMETROS EH LA RECIOH EXPOHEHClAL • 
• APROXIllADO AL PRI11ER POLO * 
• • COEFJCIEHTE A =-.557295E+OO 

• • • • EXPOHEHTE B = -1.0 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
• • • 

• AJUSTE DE LOS PUHTOS • 
• • 
• A •-.557956E+OO • 
• B = -1.00 • 
• COEFICIEHTE DE CORELACIOH =1.000000 • 
• • • • • • • • • * • • • • • • • • • • • 

Es decir, que el deca:irnicnto exponencial estlí gobernado solamente 

por la contribución del primer polo, estimando T~"' 35T 

Regi6n IV. Interferencia: 

Es la única :regi6n donde compite el decaimiento exponencial y el no 

exponencial. 

Para analizar la contribución dominante del término no exponencial 

se obtuvo la cantidad A 3 (t) aproximada al primer polo, que re-

produce la amplitud A(t) sola.~ente para el caso de la gaussinna 

ancha. Cuando el estado inicial está muy localizado, sin embargo, 

deben tomarse todos los polos para el término no exponencial. 

Para analizar esta región se hicieron diagramas complejos de la 

amplitud A(t) aproximando a Ull polo para el caso de la gaussiana 

ancha. Los diagramaz.::.; muestran la amplitud, el decaiminnto expo-

nencial E(t) y los términos del no exponencial áebidos al ~ole· 

en el IV cuadre:.1te, NE 
1 

( t) y al simétrico, NE 2 ( t) : 

A(t) = E(t) + NEi(t) + NE2(t} : 



1 
1 

Los puntos consecutivos corresponden a tiempos coni::ecutivoc 

igualmente espa::iados que tH: interpolan pn.ra dar una imagen so-

b!'e J.a trn.ye::toria ::ue cigue l<i o..'11:,ilitud 11 trav::;s del t:icrnpo. 

E:;t"l. trayectoria d<::scribc una ·~spiral cuyo radi::- d:sminuve expc-

nenc:.:.alJnPnte alrededor de un _riunto en el III c .. adrantc sobre la 

lí:iea n 45 ° (FIGURA V,9). La contdbución del término no expo-

nencial resulta de la combinación NE 1 (t) + liE 2 (t). Aunque 

estos término!: son del orden ele JO- e (FIGUfü\S V ,10.C y V .10.D), 

la suma corresponde a puntos en el !II cuadrante del orden de 

10- 10 que se acercan nsint6ticamente u O co!llo t - J¡, • Cuando el 

término exponencial es de e~~te orden la trayectoria de la amplitud 

ya está tot!ilmente contenida en el III cuadrante (FIGURAS V .10 ,/, 

y V,10.B) y el centro de las espirales tiende al origen por ln 

línea a 45 °, hasta que domina el término no exponencial, cuando el 

radio de dichas espirale:; es despreciable. 

Esta regi6n es relativamente pequeña, dado que T 4 "'4;n es muy 

cercano a T3 , 

Los diagramas complejos para A(t) y E(t) se presentan primero con 

la interpolaci6n entre los puntos consecutivos y a continuaci6n 

sin la interpolacióo, de manera que pueda verse con mayor claridad 

el ca:mbió en la trayectoria de A(t) al pasar de la región IV a la V. 
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ra 38T < t < 42T, donde el centro se encuentra 
en el III cuadrante. 
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• 1.~c-10 1.1-.t:-10 

rl-w-,-r..-t · -• ,,-,, .. 1-,-,~ "''.""r·t-1-r·1""1 ~ 

t\ .i.o~ .. onf_ 

-k*, NE (t). Ambos términos 
se2 muev~n hacia el origen u 
una_y~locidad proporcional~ 
a t , la suma de ambos ter 
minos se encuentra en el te:!: 
cer cuadrante, causa el des
plazamiento del centro de 
las espirales en A(t) y do
mina su comportamiento al 
entrar en la región V. 
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• •4001;,.,10 a.ooc .. to 

Arriba (B) se muestra la trayectoria 
(izquierda) y los pun"tos consecutivos 
en el tiempo (derecha) del término ex 
ponencial,.E(t). en el r.entido de las 
manecillas del reloj. 

En medio (C) el diagrama para el tér
mino debido al polo k .l , !IE l ( t) y aba
jo (D) el debido al polo simétrico, 

t~-.-.-.-.-......-.-....-.~1~.-.-,-,-,,-,-.-,-r-t.._ 

'4.tiOC .. OAI 

o . ran:. .. Clo l-'-'-'-'-''-'-_.__,_,-'-t_,_,_,_.._.~-f 

ft .UOC•Oo 
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Regi6n V. Tiempos Largos: T~ < t 

En esta zona la relaci6n (IV.16) debe ser vúUdn, de manera que: 

P(t) 

La aproximación al primer polo r.6lo reprodu,jo el valor de la pro-

babilidad para la gaussiana ancha. 

Se ajustaron los puntos en runbos casos a la relación teórica: 

Ln P(t) == Ln{ ~ 11 1c e /k 3 il 1 
} -3Ln t 

4Tr l n n n 
n 

obteniendo: 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • $ • • • • * • • • • • * • • 
+ CALCULO TEOP.ICO DE LOS PARAHETROS PARA TIEHPOS LARGOS • 
• .. .. COEFICIENTE A =-.240343E+02 

POTENCIA B = -3.0 
• .. 
• • • • • • * • • • • • • • • • • • $ • * * • * • • • • * * • * • • • * .. • ••• + ........ * •. •. • • 

• AJUSTE DE LOS PUNTOS • • * • A =-.2403IOE+02 • 
• B = -3. 00 • 
• COEFICIENTE DE CORELACION =1.000000 • • * • • • • • • • • • .. • • • • • * • • • 

. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
+ CALCULO TEORICO DE LOS PARRNETROS PARA TIEMPOS LARGOS • 
• • * COEFICIENTE A =-.2066i8E+02 * 
• POTENCIA B = -3.o • * • • • • • • • • • • • • "' • * • • • • .. ' • • • • • • • • • • .............. ,. ............. . 

• AJUSTE DE LOS PUNTOS • 
·~ . 
• A =-.2<•6666E+02 • 
* B = -3. 00 .. 
• COEFICIENTE DE CORELACIOH •1.o~ooo~ • • .. • • • * • • • • • • • • • • • .• • • • 

y Ln P(t) 



para la gaussiann ancha, gue re~ultó: . . . . . . . .. .. . . .. .. .. .. . .. .. .. . . . . . . . . .. . .. .. 
• CALCULO TEOF:ICO DE LOS PARAHETROS PARA TIEMPOS LARGOS • 
• • 

APROXUlADO AL PRINER POLO : 

• COEFlClEHTE A =-.208306E+02 • • . . . .. . . . "' • POTEHCIA B = -3 O . .. . . . . . . .. . ~ . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 
• AJUSTE DE LOS PUHTOS • 
• • 
• A =-.208293Et02 * 
• B = -3. 00 * 
• COEFICIEHTE DE CORELACIOH =1.000000 • . . . .. . . .. . . . . . . .. . . . . . . . 
En los dos casos estudiados, como puede verse en las gráficas 

(V .8), los parr;metros Ti son mayores cuando el estado inicial se 

encuentra muy localizado. 

Del análisis anterior, se deduce que lns regiones I y II nunca 

pueden ser reproducidas en la aproximuci6n a un polo, mientras 

que el decaimiento exponencial siempre se debe n la contribución 

del polo asociado con ~1 (el polo más cercano aJ. eje real). 

La aproximación a un polo es válida para las regiones de tiem-

pos largos IV y V sólo cuando se prepara n.l estado inicial de 

manera que el coeficiente c e correspondiente se aproxima a la 
n n 

unidad de manera que el peso de los demás coeficientes es des-

preciable. Por esta razón (c.f. FIGURAS v.6) esta aproximación 

no es válida cuando el estado inicial está muy localizado (gaussia-

na delgada) .• 



V!. CONCLUSIOJ:ES 
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El resultado más importante del CAPITULO rv es la posibilidad de 

expresar la amplitud A(t) completamente discretizada, dada por 

(IV.7).· 

La representaci6n de estados resonantes no sólo proporciona una 

explicaci6n a fenómenos como el efecto túnel, que surge natural

mente con la utilización de energías complejas; además, es la que 

permite_ obtener mayor información sobre la contribución del con

tínuo de energías, como se expone en el CAPITULO III, al escoger 

un corte ramal más conveniente en el plano de energías, que per

mite dar la expresión para la amplitud A(t) donde aparece la con

tribución de cada término: 



donde A (t) 
n 

A(t) 
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QO 

I A (t) 
n 

n 

Este resultado es posible de acuerdo con las restricciones del 

modelo; es- decir. cuando el potencial es de alcance finito (CA-

PITULO III) y cuando se prepara al estado inicial en la región in~.,. 

terna de dicho potencial (CAPITULO IV). 

Esta expresión puede además reproducir el decaimiento del siste-

ma para tiempos muy cortos o tiempos muy larp,os, como se expuso en 

el CAPITULO IV, ndL'!1lÚs de reproduc:ir el decaimiento exponencial 

para intervalos temporales intermedios, comportrud ento que ha oído 

ya estudiado. Las desviaciones a este decaimiento qucclnn deter-

minadas por el comportwnicnto ele la función hirergeométrica con-

fluente U(l,l/2;z) y contribuyen a éste todos los polos de la fUn-

ci6n de Green, mientras que s6lo los polos ligados ~ resonantes 

aparecen en el término exponencial, provocando éstos el decailnien-

to exponencial. 

A partir del comporta.miento de ACt) para tiempos cortos, es in-

mediato verificar que: 

lilll d ( }._ 
t o dt p :t = +«> • 

Esta condición depende fuertemente de la p;r-eparaci6n del estado 
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inicial, Cuando el estado inicio.1 es una soluci6n de la ecuación 

de Schrodinger, la derivada de la probabilidad en t=O se anula. 

En el modelo, sin embargo, el estado inicial no es solución de la 

ecuación de Schrodinger dado que se encuentra totalmente conte-

nido en la región interna. 

En situaciones reo.les puede prepararse experimentalmente el es-

tado inicial y generaL~cnte no es una solución de dicha ecuación. 

La generalización a funciones de estado inicial que no se anulen 

en la frontera requiere de modificación en el ératamiento plan-

teado en el CAPITULO IV, debido a que la función de Green no cum-

ple con la condición (III,21). 

A lo largo de la investigación realizada se trabajó siempre con 

la amplitud de decaimiento para momento angular¿= o, como se 

expuso en el CAPITULO II. Para cualquier otro valor del momento 

angular, puede demostrarse a partir de la ecuación diferencial 

que cumple la función de Green, que en (V.2) aparece el factor 

2t· -l- 1h k · • La integral (IV.6) es entonces proporcional a t y 

para tiempos largos, dado que la función hip2rgeométrica es in-

versamente proporcional al tiempo, la contribución principal al 

decaimiento en la expresión (JI.9) para A(t) es precisamente t-~2 , 

que corresponde a momento angular l = o. La comparación entre 

las expresiones (II,19) y (IV.15) para tiempos largos sugiere 
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una evaluaci6n de los coeficientes de la potencia inversa, que 

provoca el mismo tipo de comporta.miento para el caso de la partí-

cula libre que para un potencial V(r). La comparaci6n entre es-

tos términos, sin embargo, no puede llevarse a cabo annlíticamen-

te dado que (IV.15)es una expresión discretizada sobre los dife-

rentes polos de la :f'unci6n de Green, que no existen para la par-

tícula libre. Por esta razón sería interesante evaluar numérica-

mente ambos comportamientos para una mi5nla f'unci6n de estado 

inicial que permitiera comparar ambas situaciones. 

Los resultados más importantes del e,1emplo e.xpuesto se discuti-

rán a continuaci6n. 

La aproximación de la amplitud A(t) a un s6lotérmino, a menudo -

utilizada para estudiar el decaimiento, s61o es válida a partir 

del comportamiento exponencial dependiendo del estado inicial 

w0(r) y nunca puede hacerse para tiempos cortos. Sólo en los ca-

sos en que el coeficiente c e ~ 1 (coeficiente que contiene la 
n n 

información sobre el potencial) se reproduce el comportamiento de 

A(t) para las regiones III,IV y V por la función A (t)+A (tl, 
n -n 

donde deben ser incluídos también los polos simétricos para poder 

reproducir la desviación al decaimiento exponencial. 



Asímismo, los parámetros Ti que dividen las regionel' varÍ'an de

pendiendo de la distribuci6n de los coeficientes 6n~n es decir, 

de la preparaci6n del estado inicial, 

La distribuci6n de Re c
11
cnsugiere que esta cantidad puede ser una 

medida del traslape entre la :función inicinl ~J 0 (r) y la corres-

pendiente funci6n de estado resonante un(r). En todos los casos 

analizados, la parte imaginaria de estos coef'icientes result6 

casi despreciable, por lo que puede resultar ir.teresante llevar 

a cabo un estudio para explicar la interpretación f'Ísica de estos 

coef'icientes. 

En el tratamiento y rezultndos del e,Jemplo, aparecen lol' térmi-

nos debidos a los polos resonantes en combinación con los simé-

trices. Este hecho sugiere que se explore un tipo de potencial 

donde se rompa esta simetría para estudiar el ef'ecto de estos ter-

minos por separado, como lo son los potenciales con términos ab-

sortivos, de la forma V(r)=U(r)-iW(r), para los cuale« k 1 -kn* 
-n 

pero los resultados generales (CAPI1'ULO III) en el marco de la 

teoría de estados resonantes siguen teniendo validez. 

A pesar de que la ecuuci6n (IV.7) es válida estricta.mente en el 

marco del modelo presentado, el tratamiento computacional desarro-

llado para el e,Jemplo (ver APENDICE E)_ presenta la venta,ja de eva-

luar la probabilidad a partir de dós conjuntos de datos solamente 

(_polos kn Y_ coef'icientes cncrl, Esta simplicidad permite introdu-



135 

cir valores experimentales de r y E para utilizar la aproximación 

a un polo (suponiendo el coeficiente c1c1 = 1) y evaluar la pro

babilidad, obteniendo una estimación de los p11rfunetros T3 y T.,. 

Con ello, pueden hallarse condiciones experimentales concretas 

bajo las cuales este modelo prediga que la desviación al decai

miento exponencial es observable, de rnn.nern que pueda ser contras

tado con el experimento, 



APENDICE A. 

Separaci6n de Variables Radiales 

y Angulares pnra G+(r,r';k). 
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La ecuaCion di:ferencial que cumple G + ( r ,r' ;k) es: 

{ H - E) G + G 'r 1 ; k) = ó (T - r 1 ) (A .1 ) 

donde el hamiltoniano, en el caso de un potencial central V(r) es: 

Cuando r # r 1 , dado que el segundo miembro de (A.l) se anula,tendre-

+ - -mosque, respecto a la variable r, la función G (r,r';k) debe ser e.i_ 

genfunci6n también de los operadores de momento angular L2 y Lz . Como 

los armónicos esféricos Y~(O,q>), l = 0,1,2, ••• y m = 0,±1,±2, ••• ,±l 

son una base ortonormal en las variables angulares, podemos escribir: 



G+(- -, k) = l r1r ; 
Ji.{r,r';k) 

r Y~< e ,q, lrCr • > 
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{A.2) 

donde la depertd.~~ciaabgular de r = {r,0,4') está contenida en Y~{O,<ti) 
y la :función. f(~') aiín debe determinarse. Como se cumple: 

.:.·,_:-> ·,---/·:·:'..~-: ·o 

· ... '..;;.-, _._-,.. + 
- {H :' k} a.e.G,r• ;k) = o para r .¡ r' 

Ú 2 .,... l{i.+l)}G~G,r• ;k) = o parar # r' 

junto con (A.i), tendremos que, para cada valor :fijo de .e., dado que H 

es un potencial separable: 

{ d 2 + .t(f.+l) 
d? r 

+ V(r) - klJJ._e(r,r' ;k) = o{r - r') 

1,e(r,r';k) =O parar< r' 

+e- - > +e- - > Y además, G r,r';k = G r 1 ,r;k por lo cual la propiedad de sime-

tría también es satisfecha por la funci6n ~¿(r,r';k). 

Es decir, que la :funci6n G,{r,r';k) es la :funci6n de Green en una di 
.(.. 

mensi6n asociada a la función radial ljil(r) y al hamiltoniano H.f., don 

de; 

Ho :; d2 + l(.l+l) + V(r) 
"- -d? r 

{Hl - E,e}1/l,e(r) = O 

W_e(O) = b 

y, en unidades de.n2 -=2Ói - r, El= kl. 
En virtud de (A.2) y las propiedades de Y~( 0 ,cj>), po_demos escribir: 

+f. ... 
. .. • i;- r gl ( r ,r' ;k) 

G(r:i:•;k)= L L r Y'.f.{e,ipfr(r•) 
f. m= -f. 
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donde f(r') es función sólo de (r' ,e• ,lj>'). Utilizando la simetría que 

cumple la función de Green tendremos que: 

+l' G'f..~r,r' ;k) 
í í r(r) Y~(e• ,4>') 
l.' m'=-l' r' 

En virtud de que f(r) es sólo fUnción de r y no de r', comparando -

las ecuaciones anteriores se tendrá que: 

+.e 
I ¿ 
l m=-.t 

= 

r +l ~' =I f G¿(r,r';k)l(e•,¡p•) 
.e. m =-l. r' 

r<rl 

donde se ha identificado l;l'. Como en la sumatoria m debe tomar to

dos los valorés entre -.f. y~ +i, es fácil identificar que, para: cada l: 

Para: hallar el valor de m' que aparece en cada término, recordamos ~ 

que la :función de Green es una función que depende de la posición re 

lativa que tienen :¡: y r' y por lo tanto debe ser función tanto de las 

magnitudes r y r' como del ángulo que forman ambos vectores; es decir, 

debe ser :runciéin del producto (r•r'). El teorema de adición de los -

armónicos esféricos relaciona los polinomios de Légendre con la base 

Y~(6,lj>) por medio de la expresión: 
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[
2.f.+l)p (- -·) 411 .e r•r 

-+l 
l Y~(8,$)Y~*(8',$ 1 ) 

m::-.e 

o bien, recordando que ~*(8,$) = Y.{'."1<e,q,): 

La expresi6n obtenida para f(r') es compatible con la dependencia de 

la :f'unci6n de Green en-r,r' y (r•r') cuando se establece m'::-m, De e.!!_ 

ta manera, se obtiene la relaci6n deseada entre la fUnci6n de Green -

en tres dimensiones y la ::runci6n de Green radial: 

+ +.e. ,.. ( 1 k) 
G (r,r';k) = J l ".t r,r; y.e'"<e,q,)~*(6',4>') 

l m::-l rr' -<.. 

que puede expresarse alternativo.mente en términos de los polinomios 

de Légendre P.e..G•r). 
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APENDICE B. 

Relaci6n entre las :Funciones 

de Green Dependiente e 

Independiente del Tiempo. 



La relaci6n entre las :funciones de Green dependiente e independie!!_ 

te del tiempo se puede obtener a través del uso de transformaciones · 

de Laplace. 

Recordemos que las expresiones para la trans:formada de Laplace de 

una :función , L{F(t)} = :f(s) y su inversa, F(t) = L- 1 {:f(s)} están 

dadas por: 

y 

L{F(t)} = ¡"' F(t)e-stdt = :f(s) 
o 

y+ioo 

L- 1 {:f(s)} = 2~1TJ :r(s)estds F(t) 

Y-i"' 

(B,l) 

(B.2) 



donde el número y > O debe ser tal que todas las singularidades 

del integrando de (B.2) en el plano complejo S deben quedar hacia 

la izquierda del contorno de integraci6n. 

Sin importar cuáles sean los argumentos espaciales de la :funci6n 

de Green (vectores r, r'o magnitudes r,r' para el caso radial), 

que denotaremos por i;; y i;; ', las ecuaciones diferenciales que ClJ!:!. 

plen las fu.::::iones de Green son: 

{i~t - Í{} g(c ,r;;':t) = i ó (i;;-r;;')ó(t) , t >o (B.3) 

y = ó( i;;-i;;') (B.4) 

donde ti e.s de ,la f~'fma. H = -'V2 + V(8 i;ll) en el caso de un poten-
·~ 1,; 

cial centrEl.i> TÓ~ando la transformada de Laplace de la ecuaci6n 
·~- - ~C~~j_:-~~-~':_;_ _'.-- . .o'._c~-~-:,._ 

(B.3) o~tene~C>s~ llamando: 

"' g(r;;,1; 1 ;s) - L{g(1;,1; 1 ;t}} que: 

-"' . . "' .· . .. 
Hg(l;,1; 1 ;s) + i{sg(l;,1;' ;s) - g(¡;,¡;• ;O)} O 

-;:.,::··.,.:·· 

donde· se han ut:i.niado ióMries\lltadÓs: · · · 
i:·/.?'. 

· L{ócbr>:; o 

y 
a . .. . 

L{ atF(:tlJ = sf(s) - F(O).. 



Ahora bien', cuandqt =;O, en general, g(l';,!;';0) = ó(r,;-r,;•), por 

' ' ' ' "' lo cual la ecuaci6n difer~ncial que cumple g(r;,r,;•;s) es: 

- "'':•'' ,"'',, ' . !\; 
'-H g(r;,r;•;s) ,t, isg(r,;,1.;;• ;s) = ió(1;-!; 1

) 

o bien: 
- 'V 

{H - is}(ig(r,;,r;•;s)) = ó(r;-r;•) (B.5) 

Definifendo ahora la variable E = is por medio de una rotaci6n, 

así como la fUnción x(r;,r,;• ;E) "' - ig(r,;,r;•;-iE) obtenemos la ecuación 

diferencial: 

{H E)xlr;,r; 1 ;E) = ó(r;-r;•) 

Comparando esta éctiacd.6n'ccin la,e¡:uaci6n (B.4) se obtiene: 

·,. : ·• 

= ·2;ifi~(r;,r;• ;s) 

y-iO> 

""-iY 

= __l_,.f G(l; 1; 1 ·E) 
2111 • ' 

<»+iy 

stds = 

-iEtdE 

donde ahora el contorno de integración debe queda por arriba de 

los polos del integrando (ver FIGURA A.l) 

Recordando ahora que E = kz , la función de G;rl;ien ,, C()Jll9_ runc ión 

del número de onda ~ cumple la ecuaci6n' diférenéJSJ:: 



{H - k 2 }0Ci;,1; 1 ;kl éi(l;-1;') 

y por. medio de .esta transf'ormac ión se obtiene finalrr.ente la r:t 

laci6n entre las funciones de Green como: 

1 J 1 -ik
2

t g(l;,1;' ;t) = 
211

i G(Z:,,I; ;k)e 2kdk {B.6) 

r 

donde el contorno .de integración ne ol,tiene a partir de la trans 

f'ormación E = k 2 , como lo muestra la FIGURA .B .1 

i 
j 

·¡ .. 

l .. ·· 
¡./ 

1 

J 
l 
1 1 ..-., 

y 

PLAllO S 

~ 
PLAJIO E 

s = -iE 

--,. - --------------/>:>> 
,.- ./ ! -------------#? .·" 

PLANO K 

l . ~+ 

t y 

FIGURJI. E .1. Semuer;tran lo,-. ca!!_ 

tornos de integración en el pl~ 

no S, el plano de energías E y 

el plano K de número de onda. La 

región sombreada debe contener, 

en cada caso, las singularidades 

del integrando. 

J.G_' r 

1 --;:.- ~ 

.i. ./y 
--~~~--+-¡,-.~-----

'
(.· "< 

'·· . '-... 

¡ 



Debido a la transformación E= k 2
, un semiplano en la variable com 

pleja k se mapea en todo el plano E y el otro st.'!Ilipluno vuelve a -

abarcar el plano de enereías. La función de Green independiente d~l 

tiempo G(~.~';k) no es en general función de k 2
, es decir, de la --

energía, en vista de lo cual dcbP introducirse una manera de traba-

jar en el plano de energía::;. El concepto de las hoja~ de TU.emman -

permite distinguir cuál scmiplano en k se mapea en la P·'i.ÜneJUt ho,1a 

de Riemman y cuál en la hegunda .. Generalmente (ver FJGUP.A B.2) se 

toma como corte ramal el e.le real p,,sitivo del plttno de energías, 

definiendo así la I y lu II hojas de RiL'11llllnn, que han sido tlencnni-

nadas como la "hoja 6L\-lca" y la "ho,la no 6-fa.{ca" respect.ivrunente. 

PLANO K 

' ' ' 

FIGURA B.2. Al dividir el plano k en mitad superior e inferior, los 
puntos cuyo argumento O~ e< TI (sombreados en la rigu
ra) abarcan ba,jo lu transformac:ión cuadrática, O < ex < 271 
en el plano de cnergí as. El corte ramal en el plaño E que 
separa la ho,ja física ele la no física es entonces el e,1e 
real positivo. Los puntos cuyo Rrgmnento rt E [2r. ,l1rr) ya
cen sobre la IJ ho,1a ele R:icnmrnn u ho,1a no física. 

ramal 



1 
1 

J l+J 

Según la distribución de los polos en el plnno k (c,f. CAPITULO 

III, FIGURA III. 2), al escoger er<te corte rnmal cólo lo::: polos c~ 

rrespondientes a los estados ljfJ:atios ze encuentran en Ja hoja físi 

ca del plano de energías. 

Otra manera de tomar la primera y ln segundfa hojas de Riem.'llan ha 

sido desarrollada por G. García Calderón y R. E. Peierls • donde el 

corte rwnal está en el e,1e imaginario negativo, como se muestra en 

la FIGURA B.3. 

Cuando el corte ramal se encuentrn en en-ta semie,ie los polos corre!L 

pendientes a los estados resonantes en cJ !II cuadrante del plano 

k) son incluídos en la primera ho,la de Rier.::nan. Esta descripción es 

entonces más adecuada en el marco de la teoría de estados resonantes. 

PLANO K 
E 

' '· 

,---¡---
( L ,. 

I 
.¡. 

---

1 ·v~ ci -,--.. -- ·-· -~-· ·-· 
1 
1 
1 

J : 
¡~--·---------

+ II 

FIGURA B.3. El semiplano sombreado en k que abarca -11/!1 .s. e < 311/4 
se rnapea ahora en la pr:irnern !lo.la de Ricmrnan del plano 
de energías, que ~emprende -TI/2 ~a < 3n/2 baja la tren~ 
forme.ci6n E = k 2

• Los puntos cuyo ar¡;umento a E: [3n /2, In /2) 
caen en la segunda ho,ja de Rienmian. El corte ramal está 
entonces en el semie,íe imaginario ne¡:;ativo. 



APENDICE C. 

Funciones Hipergeornétricas Conrluentes, 



• 

El nombre de.func:i:ón hipe;r-geométrica .fUe acuñado por Wa11is 

en 1655, rei'iTiéndose a las series cuyo n-ésimo término es 

de la f'orma: 

a.Ca+ bl(.a + 2b); •• {a + (n - l)b). 

Kummer utiliza el 'término por primera vez en 1836 dándole su 

sentido moderno, que es adoptado tnmbién por Euler (Whit"t.a.l<;er 

y Watson, 1952). 

Las f'uncione~ hipergeométricilr. F(a,c;b;z) cwnplen la ecuación 

dif'erencial de Riemrnan, cuando se efectúa el ll'.mite 

l.i:m F(a,c;b;z/c) 
c->= 

se obtiene la función hipergeométrfoa confluente,. -denominada 

también degenerada {Gradshteyn y Ryzhik, 1965). El término 



"confluente" se deriva de que la ecuación diferencial que cum-

plen estas fUnciones se obtiene o partir de la ecuación de 

Riemman por medio de la confluencia de dos de sus singularida-

des, obteniendo la ecuaci6n diferencial: 

o (C.1) 

Las soluciones de (C.l) son expresables en términos de la fun-

ción hipergeométrica confluente con par~~etros a = 1/2 i m - k, 

b = ± 2m + 1, que cumple con la ecuación diferencial 

(C.2) 

que puede obteneri;e a partir de (C.l), identi:ficando u = zl/i±u e-zF. 

Esta ecuación, conocida como la ecuación de Kummer, tiene una sin-

gularidad regular en z :: O y unn irregular en z = "" • 

La fUnción hipergeométrica confluente es una de las soluciones de 

(C.2). La otra solución independiente de la ecuación di:ferencial se 

expresa en ~érminos de la anterior y es llamada :función hipergeomé-

trica con:fluente de segunda clase. 

·Notación 

Existen varias notaciones alternativas para lai:; fUnciones hipergeo-

métricas confluentes. Algunos autores utilizan la notación de Kummer 



modificada por Barnes (Whittakcr y Watson, 1952); 

La mayoría de los autores, sin embargo, convienen en utilizar la 

notaci6n (Whittaker y Wutson, 1952; Grndsllteyn y Rizhik, 1965; 

Lebedev, 1972; ErdHy et.al.., 1954): 

~·(a,b;z) 'l'(a,b;::) 

En el presente trabajo se ha adoptado la notaci6n más sencilla 

(Abramowitz, 1972): 

M(a,b;z) U(a,b;z) 

para evitar confusi6n con otras f\tncioncs utilizadas en el tex-

to. 

·Definiciones 

La funci6n M(a,b;z) puede exprei>arse como una serie de la forma 

M(a,b;z) 
<XI k 
í'. itlk z 
l (b)k k! k=O 

( ) = ( ) ( ) r ( a+k) donde ·ª k a a+l .••• a+k-1 = rea) 

(C.3) 

M(a,b;z) es una de las soluciones de la ecuaci6n (C.2). Otra so-

luci6n de la ecuaci6~ diferencial está dada por 

1-b ( ) ,F = z M l+a-b,2-b;z _, de manera que, para expresar la soluci6n 

general de la ecuaci6n (e. 2) de la forma F = .Ml + BU, donde A y B 

] ::;1 



1 e 'l .... -'.~ 

son dos constantes ·cualesquiera, ~e introduce la ftmci6n: 

-. n { M(u,b:z) 1-b M(a-b+l.2-b;z) } 
U(a,b;z) - semrb r(bjf(l+a-L)- z l'(a)r(2-b) 

(C.4) 

Representaciones integ~ 

Además de las representac:i one:i ( C, 3) y (C. 4) para las funcio-

nes hipergeométricas confluentes, pueden darse diferentes re-

presentaciones integrales, ya sea integrando sobre una varia-

ble real (Gradshte;m y R;;zhik, 1956; Abramo-i;it;-. y Steg-..in, 1972; 

Lebedev, 1977} o bien por medio de los contornos de intcgraci6n 

de Barnes, integrando en el plano cornplc,10 S (Abrarnowi tz y 

Stegi.m, 1972 ). : 

y+i"' 
f(b) ....L_J f(-s)f(a+s) ( )s 

M(a,b;z) = r(a) 2ni f(b+s) -z ds 

Y-iro 

donde 1 argC-z 11 < n /2 y el contorno debe separar los polos de 

r(.-s) de los de r(a+s). 

U(a,b;z) 

-a .. i·+ioo 

-r""'"(a~)r""'(;;...1-+-a ___ b.,..) -2;-i J f(-s)f(a+s·)r(l+a-b+sh-
5
ds 

y-ice 

donde larg zl < 3rr/2 y el contorno debe separar los polos de 



r<-s) ' I'( a+s) y r ( l+a-b+n) • 

Propiedades 

Existen relaciones de recurrencia qu<.< exprenan a M(a,b;z) (U(a,b;z)) 

en términos de cualquier par de funciones :M(n+m,b+n;z) (o respec

tivamente U(a+m,b+n;z)), cou m y n cualquier entero. Otras de las 

relaciones recursivas son: 

para M(a,b;z), y: 

U(a,b;z) = z1 -bU(l+a-b.2-b;z) 

Las derivadas de esai:: :runci:ones pueden también expresarse en tér-

minos de ellas mismas. 

Las :funciones bipergeométricas confluentes han sido estudiadas e.m-

pliamente-debido a la importancia que tienen. Entas fUnciones pue

den relacionarse con muchas otras 1"unciones especinles de acuerdo 

a loi:: valores que tomen sus urc;umentos. En particular, es irunediato 

que, por (e .31: 

M(a,a;z) = é' (c. 5) 

Las fUnciones hipergeométricac confluentes pueden relacionarse, en

tre otras, 'con las integrales de probabilidad, :!'Unciones de Bessel, 

polinomios de aermite y de Laguerre, funciones cilíndricas y para

b6licas, :rUnciones de Whittaker, integrales exponenciales, funcio

nes de error y :función gamma incompleta. En particular, pa:ra estas 

dos Últimas se tiene que: 



M(l/2,3/2;-z ) = 
rn =2 2Z e E.rf ( z) 

U(l/2~1/2;z ) = 
_2 

e"' E:rf'c(z) 

donde las funciones de e:rro:r se hnn multiplicndo por el facto:r 

:/ii¡2. En la literatura, pueden encontrarse con este facto:r de 

normalizaci6n incorporado ( Lebedev, 19·n), por lo cual en las 

e:xpresiones anteriores no aparece /7i¡2, 

La función grumna incompleta puede exp:resn:rse en términos de la 

fUnción hipergeométrica confhiente de r-egunda clase como: 

f(a,z) = zae-zu(l,l+a;z) 

o alternatiY8lllente: 

f(a,z) = e-zU(l-a,1-a¡z) (C.6) 

Los comport8lllientos asintóticoB de las !'unciones hipergeométri-

cas confluentes para z ~ O y z -+ 00 han sido ya estudiados. CuaE_ 

do el argumento z es muy pequeño, usando (C.3) se obtiene que: 

M(a,b;z) = 1 + ~ z +O(lzl 2
) (C.7) 

En particular, si· O< b < 1, por (C.3), (c,4) y (c.5), se tiene 

que: 

-0 ·( -- -- - --,-· · . n- · l li f(l+a-b) i:..b + -~ z + 
' a,b;z = 5eñii-b' f(l+a-b)f(a) - r(2-bl' ·z ' b 

(c.8) 



1 
1 
1 

Cuando z ~ 00 • a pnrtir de ln expresión intee;ral para U(a.,b;z) 

puede encontrarse la e:xpresi6n ( Lebedev, 1977; Al>ran101.'it:: )' 

Stegun, 1972) : 

U(a,b;z) 

La integral por evaluar, 
00 

I(t) =J e-zt .r; dz 
z-~~ 

o 

puede hallarse en términos de la :función hipergeoinetrica con-

:fluente de segunda clase, utilizando la exprcEti6n 3,383(10) de 

Gradshteyn, Ryzhik; o equivalentemente la expresión 4.3(7) del 

Ba.teman .Manu..6Cll.<'.~ Pllojec..t: 

3.383(l0): J
°' v-1. -µx 

X e d:x 
x-13 o . 

1argS1 < 7T Reµ>o ,Rev > o 

l=' 5 

que, utilizando la ecuación (C.6) y sustituyendo con lós valores 

adecuados , da: 



1 
1 

I(t) ( C.9) 

Dado que existe una relaci6n entre U(a,b;z) y Erfc(/Z), puede 

expresarse el resultado también en términos de la función de 

error. 

Tanto las gráficas como las tablas reportadas por Abrrunowitz 

(1972) son para M(.a,b;z) y no pnra U{a,b;z). La dificultad pa-

ra evaluar numéricP.mente esta Última utilizando su expresión 

en series hace que sen rr.ás directo e1 cúlculo de I(t) ntlllléri-

crunente por medio de lon métodos numéricos para evaluar la in-

tegral de Lnguerre: 

f e-xi'(x)dx = 
o . 

n 
/. w.i'(x.) + R 

i.;l 1 1 11 

Los. polinomio$ xelaci'onados con esta expresión son los polino-

mios de Laguerre: las abd:sas xi coJ•responden al i-ésimo cero 

del polinomio Ln (.x} y los pesos están dados por 

Los valores para xi_'Y w1 pueden encontrarse en la tabla 25.9 

de Abra.mowitz.para dii'erentes valores den. 
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APE!IDJCE D. 

Método del Punto Silla de .Montar. 



Cuando se quiere evaluar una integral del tipo: 

I(t) = J et~(i\1(z)dz 
.e 

• t > o (D.l) 

donde 4'(z} y h(z) son funciones analíticas de le. varia.ble compl;:_ 

ja z en la regi6n donde se encuentra le. trayectoria C, es posible 

encontrar un valor aproximado de la integral para va.lores muy gra.!!. 

des de t 



El método del punto silla de montar se basa en tomar la mayor 

contribuci6n a la integral donde la funci6n Re{<l>(z)) tiene un 

máximo, para lo cual se debe encontrar la trayectoria C más -

conveniente para la evaluaci6n de la integral. Esta trayecto-

ri·a debe satisfacer las condiciones de Debye, a saber: 

a). Im (4'(z)) = const. 

b). 3 z 0 EC tal que ~(z)I =O. 
z=z 0 

c). Se escoge la trayectoria que cumpla que Re (4'(z 0 )), sea un 

máximo local. 

Las condiciones de Debye garantizan que no hay oscilaciones d.!:. 

bidas al término exponencial del integrando, que la trayecto-

ria entonces cumple la ecuaci6n Im(Hz)) = Im(<li(z 0 )) para z e: C 

y que la función integrando tiene un máximo en z = z0 que se 

vuelve más pronunciado a medida que t aumenta, de manera que la 

contribución principal a la integral se encuentra en este valor 

de z. La aproximaci~n es más exacta mientras mayor sea el valor 

de la variable t > O, 

El punto z 0 , o punto .6.<lia de mon-taJL, no es en general un máxi-

mo absoluto para funéiones analíticas. Cerca de z 0 puede expre-

sarse <l>(z) en serie de Taylor como: 

4'( z) + (D ,2 )_ 

z=z 0 
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LLa.mando ahora: 

i8 
re - z - zo Y d2 A ( ) 1 - .. i9 t d 

dz2~' z --~ ne en remos que: 
¿,,-"'º 

Re 

Im 4>( z) 

= r 2Rcos(26+<j>) 

= r 2 Rsen(26+cfi) 

donde se ha cortado la serie (D.2) despreciando las potencias 

de (z-zo) mayores que 2. 

Por la primera condici6n, 

sen(26+cji) o ~> e 

y por la definición de reie: 

-i ... /2 z = Za.± re _'f -

-- r -

1 

{n = 0,1,2, ••• ) 

ri = o toma él signo +· 

n = 2 toma el signo 

Z = - i(-cfi/2 + zo+ re 1 n 1 toma el signo + 
7T/2) n -- -: 

.! toma el signo 

(D.3.A) 

Como cji es el argumento de la segunda derivada de 4>(z) evalua-

da en z = z 0 , las ecuaciones anteriores pueden determinarse oE_ 

teniendo dos rectas con la característica Im4>(z) = const. Estas 

rectas dividen las vecindades de :zoen cuatro regiones donde, al 
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ternativamente: 

Re~(z) > Re<1>(z 0 ) 

y Re~(z) < Re~(z 0 ) 

Estas son las características de lo que se denomina.punto silla 

de mont:ar, para z 0 • Para evaluar I( t), una vez que se escoge la. 

trayectoria adecuada ( que cumpla la tercera condici6n de Debye) 

se escribe i:>(z) como: 

donde la variable T es real (dado que Im~( z) = Im<!>( z 0 )}. El sis_ 

no negativo se debe a que Recl>(z) tiene un máximo en z0 cuando z 

está sobre la trayectoria escogida. Por (P.2L : 

(despreciando los demás términos)_, de donde: 

,, . -¡ <. 
-<.:2-~o:o: 

De esta forma. .la int'ei;a.l<~s: 

I(.t)."' t~C~~t.·.J· -.. •-· -:-tt2(z)_b.( z}dz e .. ·.· e .... _ : 
e 



Como puede verse de inmediato, para t muy erande la contribu-

ci6n dominante proviene de la rer,ión donde T es muy pequeña -

(que corresponde a las vecindades de <l•(zol en <i'(z)), ya que -

para valores grandec de T el inte¡;:rando decrece exponencialme.!?_ 

te, Tomando entonces la región T << l y efectuando un crunbio -

de variable para integrar sobre el eje real, se obtiene que: 

+<e 

I(t) ::: et<l•(zo) f e-tT
2 

h( z(1) ) ~T) dt (D. 5) 

-""' 

Como 1 << 1, puede sustituirse la fUnci6n h( z(T) ) :~(t) por 

su desarrollo en serie alrededor de T = O, 

h( z(-r) ) *-<•) 

de manera que en (D-.5} se obtiene: 

+en 

I(t) = et4>(zo) f cm f e-tr\ma1 
m=O 

Donde las integrales que aparecen pueden evaluarse: 

+en 

Jm - J e...:t,2,mdT 

-"" 

y están dadas por las e..xpresiunes: 

(D,6). 

J.b2 



lñ 
Jo = 7t" 

J2m+l - o y 

, m >O 

De esta :forma: 

I(t). ~tcl>(zo.) [ lñ . ~ r 1•3•5••-C2m-l} (2m+J.)/2 
= ~ CQ{t + ¿ C~~Yif 2ffi t 

m=-0 

(D.7) 

En la integral I(t) que se calcula en el capítulo IV ln fun-

ción del exponente es: 

il>(k) -ik 

y b(k1 = G(r,r' ;k).2k 

El cálculo del punto silla ko. es inmediato: 

'd<l>(k) .. 
~= -2ik.= o ka o 

Para encontrar las lS'.n::!"a:S que dividen al plano en cuatro regio

nes con la propiedad Im(-ik 2 ) = Im(-ik~ l. = O se lleva a cabo el 

lÓ3 
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procedimiento anteriormente descrito, de donde se obtienen las 

ecuaciones para las rectas: 

y k 
i(..:3lT/4+ n/2} ±re __ , ---- ± ire-3n/4 

que son perpendiculares, como se muestra en la FIGURA D.l, Es 

inmediato verificar que la recta que tiene un mtí.ximo en k ~ O 

para la f'Unci6n ~(k) = -i~ 2 es la segunda de las dos rectas, y 

que para la otra dicho punto es un mínimo. De esta manera, la 

trayectoria adecuada para la evaluación de la integral por el 

método del.punto silla de montar es exactamente L. 

~ . -i3lT/4 l1nea k=±1re 

"' FIGURA D.l. Trayectorias que cumplen Inl(-ik 2
), = o? donde kn = Q 

-es el punto silla de montar. 



APENDICE E. 

Programas de C6mputo y Tablas. 
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El programa para calcular la probabilidad P(t) est!Í estructura-

do de manera modular, utilizando progra:mas simples e independien

tes que evalúan los polos kn' los coeficientes de las funciones de 

estado resonante A y Dn, y otro para los coeficientes c e , 
· n n n 

El programa principal utiliza solamente los archivos de polos kn 

y de coeficientes e e ' que pueden variarse para analizar diver
n n 

sos casos. Se muestra a continucaión el listado del mismo, donde 

las integrales de Laguerre se han evaluado para L = 12 punto~. 

Se calcula P(t) para las diferentes regiones temporales, así co-

mo su logaritmo natural, que puede graficarse contra el tiempo 

en unidades de vidas medias. 



Para calcular la amplitud para tiempos muy cortos, fue necesario 

utilizar la expresión (IV.12) dado que no se obtenía la conver-

gencia numérica con su:ficiente precisión purn tmular el término 

-1/2 t • 

En la TABLA E.l se muestran los primeros 20 polos kn para el 

potencial delta repulsivo con parámetro:::; a = 1, ). = 50, e.sí 

como los coe:ficientes An y Dn. 

En la TABLA E.2 se muestran los coeficientes cncn y las sumas 

(V.12) para dos cnnos correspondientes n una gnussiana delgada. 

.::entrada en el tercer polo y unn anchn centrada en el primer 

polo, para el mismo potencial, con parfunetros; 

l. ro a/!1, o 0 a/20, ko 

2. ro a/2, o 0 a/5, ko Re k1 

En la TABLA E.3 se muestran los valores Jlaro. el tiempo (en uni-

dades de vida media), el logaritmo de la probabilidad, la a.m-

plitud y el término no exponencial, dividida por regiones. La 

tabla E.3A corresponde al primer caso (FIGURA v.8.A) y la tabla 

E.3.B al segundo (FIGURA V.8.B). 
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1 
1 
'ORKFILE: 

1 o o o 
1(•1 Q 
1020 
1o3 o 
1 Q 4 o 
1o5 •) 
1060 
1070 
1o8 o 
1o9 o 
1100 
11 1 o 
11 2 o 
1130 
1140 
1150 
1160 
11 7 o 
11 a o 
l 1 <;!o 
1200 
1210 
1220 
1230 
1240 
1250 
12ó0 
12 7 o 
1290 
12 9 o 
1300 
1310 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1320 
1330 
1340 
1350 
1360 
1370 
1380 
1390 
1400 
14 1 o 
14 2" 
14 3 o 
t 4 4 (1 
1450 
1460 
1470 
1480 
1490 
!500 
1510 
152 •) 
1'53 o 
1 5 4 o 
1550 
1560 

FELIITESIS2 (03104183) 

SRESET 
e 

FREE 

e * * * • * • • * * * * • • • ••••••• * • * • 
* .. e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
FILE 
FILE 
FILE 
FILE 
e 

* • • • 
* • • • • 
* • • • • • • • • 
• • .. 
• .. 
• • .. 
• • 
* 
* • • • 

ESTE PROGRAHA CALCULA LA AHPLITUD A<T> 

UTILIZAHDO EL HETOOO HUHERICO PARA EYALUAR 

LA IHTEGRAL DE LAGUERRE <ARCHIVO 4). USA 

COHO DATOS DE EHTRADA LOS POLOS DE LA 

FUHCIOH DE GREEH <ARCHIVO 2), QUE COHTIEHEH 

... 
" .. 
" • .. .. 
• .. 

IHFORHACIOH SOBRE EL POTEHCIAll ASI COHO LOS • 
• COEFICIEHTES CllCH <ARCHIVO 3), QUE COHTIE

HEH LA IHFORHACIOH DE LAS FUHCIOHES DE 
• .. 
• • ESTADOS RESOHAHfES Y DE LA FUHCIOH DE ESTADO • 

IHICIAL. DA COHO RESULTADO UHA TABLA COH EL 

TIEHPO EH UHIOAOES DE VIDAS HEOIAS, EL 

LOGARITMO HATURAL DE LA PROBABIL!DAC> P<T) 

LA AMPLITUD A<f) Y EL TERMIHO DE LA DESVIA-

CIOH A LA LEY EXPOHEHCIAL DEL vECAIMIEHTO. 

LA TABLA ESTA DIVIDIDA POR REGIOHES TEHPO-

RALES DOHDE EL DECAIHIEHTO PRESEHTA DIFE-

RENTES COMPORTAHIEHTOS 

• • • .. 
• • • ... .. .. 
• .. .. 
* • • 
* 4 • • • ~ • • • .. . • • • • • • • • . . . ..... 

l<KIHD•REMOTE) . 
2(K!HD=DISK.F!LETVPE•7,TITLE=•FELI/POLOS OH CSC1."> 
3CKIHD=DISK.FILETYPE=7,TITLE="FELIICH3 OH CSCl.") 
4i.KillD=D!SK.FILET't'PE=7,TITLE="FELI/D12 011 CSCl .•) 

IMPLICIT REAL•4<~-H,0-2> 
COt1PLEX CI.At1.ED.HEO.z.c.K.CH,KH.KC.s1.s2 
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[• l M E rl S I O !I C ti ( 2. ü ) , IZ H < 2 O ) , X ( 1 2 ) • lil ( l 2 ) , DEL< 4 ) , TO ( 4 ) , H O ( 4 ) 
DO lo H: l,20 
READ(2,!000) KtHH) 

10 READ(3,2000l CH<H> 
DO 21) L = l.12 

20 F:EAD(4,]000) :\\U.l.l<L) 
PI = 4•~iHH(1.0) 
CI = CMPL:«n,o.1.0) 
TAU= -11<2 .. flIHAG< KH(1) ** 2 ) ) 



1570 
1580 
1590 
1600 
1610 
16 20 
l "- 3 o 
1640 
16 5 t) 
!660 
1670 
16 80 
16 9 o 
1?00 
1710 
1720 
1730 
1740 
17 50 
1760 
17?0 
1 (' ªº 17 90 
18 o o 
l B 1 O 
18 20 
18 30 
:s 40 
1B50 
18 60 
18 70 
1S 80 
1e90 
19 {I o 
19 1 o 
19 20 
1 ~ 3 o 
19 4 o 
19 50 
13 60 
19 7 o 
19 a o 
19 9 o 
20 ºº 20 1 o 
20 20 
20 30 
20 40 
20 50 
20 60 
20 70 
20 so 
20 90 
21 00 
21 1 o 
21 20 
2130 
21 40 
2150 
2160 

e 
e 
e 
e 

30 
e 
e 
e 

40 
e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

c 
e 
c 

e 

e 
e 
e 

C1 ATA 
Dt!rA 
DATR 

v EL< ,1 ) , J = 1: 4 ) ! 0 . ti•) 5, 4 . ó , •!. 5 , 5 . o / 
f O ( J ) , ·! = 1 , 4 ) / O . 5 , 7 . i> , 3 1 . 5 , 4 5 I 
flO(J). ,1=1,4)/15,5,15·10/ 

~JR l TE< 1, 40i>f,l) 

CALCULO DE ACT> ?ARA TIEMPOS CORlOS 

Sl = (ü.0,0.</} 
S2 = (0.0,o.o> 
[)0 30 11 = 1.20 
s 1 = s 1 ... e 11 < ~1 1 A K 11 e H > 
s 2 = s 2 ~ e " • •1 > • ( 1( 11 < 11 ) ,. .. 2 ) 
COHTIHUE 

IHTERYALO TEMPORAL DE LA RECIOH 

[10 40 J = j,5 
XDEL = <.2E-11) * J 
r = :<ú EL • T r:< U 
HEC• = -2•AllltiG(S!) .. (CSQRT(T/CCI+Pl))) 
Al! = 1 ? - CSJRT<CI )•(REAL<S2>i•T + HED 
PR = CAGS<AM) •~ 2 
PL = ALOG\PR> 
~!RITE<¡, 5000) 
~ R I T E< 1 , 6 O v O ) :~ [I EL , P L , A 11 , H E O 
C 011 T IH UE 

S E !'! EL I :1 1 TA ll L P :? 0 E G l O 11 E S T E M P O R AL ES I r, I I I , IY Y V 

~IRITE<L50v0) 
D080!I=t.4 
11 R I i E! 1 , i' O•) v I 
IF <II.EO 3) YRiiE (1,401)0) 
H l = ll ó < I I > 

SE CHLCULHll LOS PUllTDS EH CADA REGION 

DO 70 IJ:: 1,HI 
)'. DE L = C• E L ~ l ! :• ~ I J + TO ( I I > 
T = :': D E L • T H U 

CALCULO DE LA AMPLITUD ACT) 

E D = ( O . O , O . •) ) 
ffEú = <C< o,o o> 
Z = CSQRT<CI/T)/(2 • PI) 

DO 60 H = 1,20 
C = Ctl(tf) 
K = KHOI> 
K e = e o ti .J G ( K j 

CALCULO DE LAS rHTEr.RALES DE LACUERRE 

Sl (l),l),(l.v) 
S2 (0.0,0.0) 
DO 50 L:: L12 
XL = X(L) 



2170 
2180 
21 9 o 
2200 
2210 
2220 
2230 
2241) 
2250 
2261) 
2270 
2280 
2290 
23VO 
231 o 
232 •) 
2330 
23 4 o 
2351) 
23 ó 1) 
23 i' o 
23 8 o 
23 Jo 
24 (¡ •) 
241 t) 
24 2 •) 
2-t] 1j 
24 .l ,·, 

24 5 o 
24,; 0 
2 4 7' ') 
24 a •.l 
24 9 •) 
25 o o 
25 1 v .?:. 2 1) 

;~5 J t.! 
;¿:; 4 () 

50 
e 
e 
e 
e 

60 

e 
e 
e 

ED 

UL 
s 1 
S2 
COH 

ES 

~ < L ) 
51 + SQRTCXL)•HLICXL -CI• K•K •T> 
S2 + SQRT<XU~IJL/(XL -cr. KC•KC •T> 

Itl UE 

EL DECAIHIEHfO EXPOHEHCIAL V HED EL DECAIMIENTO 
HO EXPOHEllC IAL 

ED =C .. CEXP<-CI "K•K • T) +El> 
HED: Z * ((C/K)•SI - COHJGCC/K) • 52) .·i'. HED 
COHTillUE 
HM : ED + HED 

CALCULO DE LA PP.OBABILIDAD P<T> 

PR = CABS<AH> •• 2 
PL = ALOGCPR) 
LJRITE< ¡, 5000) 
LJRifE<t.8000) XDEL,PL.Atl,HED 

70 CONT IHUE 
l:IRITE< !15000) 

80 COHTIHUE 
URITE<l,9000) 

e 
1000 FORHAT<€13 9,E15.B> 
2000 FORM1HCE!5.9,E15.8) 
3000 FORMf'lT<El 7. 12, IX.El 7 .12) 
4ó00 FORMAT<IX,66("•"),/.• .. •,11x,···.ax,•••,2c21x,••"),/, 

•" • TIEMPO T • LHP(f) • Al1PLITUD ACT> • DEC.", 
... flO E>!POHEHC!AL .. •,¡,• ··.11x.···,9x,···,2<21x,"•"), 
•1.1;~,66( "•")) 

500() FORMAT( .... ,¡IX, .... ,ax .•••. 2c 21x, ••• )) 
6000 FORl'1AT(" • ",E9.3," •",EB.2,"•",2<1X,2<E9.J,1X),"•")) 
7000 FORMAT( t:~.66( •-•)) 
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8000 FORl1f'lT<". ",F6.3," • •,F6.2.· ••,2c1x.2CE9.3.1X),"•")) 
9 O o •> F O P 11 A T < 1 X , 6 6 ( " • " ) ) 

CALL EXIT 
E HD 

llllE<l.llllll.llHl9 
@@llll@@@lil?@ 
@@ 
IHI 
@@!?@@@ 
ll @l.l@@l.l 
ll ll 
@@ 
l.l e 
@@ 

@9 
@I? 
@@ 
l.ll.l 
@@ 
l.ll.l 
@ll 
@@ 
!Hl 
@@ 

@l.l @9 
@l'@ @@ 
@1?@9 @@ 
l.l@IH! Ell.l 
@9 ee@ @@ 
@@ I? @El eiei 
@9 P@@9 
@@ @@@@ 
@e @!?@ 
@@ e@ 
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~ • 
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• • COEF!CIEIHES CHCH • 
• H ~---------------------------------------• • • GAUSSIAH~ DELGAD~ • GAUSSIAHA AHCHA • 
• .. • 
******************••~r•>t•w•••••••*•*********** 

• • * •· 
"' ... .l36E+00-.251E-03 • .75?E-t00 .382E-03 • • • 4 t 

* 2 • .263E+vo . 372E-04 ; . !43E+OO .337E-v3 .. 
• .. •. .. 
~ 3 t: .135E+C>o 1~3E-o::: .. .~·OSE-O! . 147E-02 • 
* * • .. . , 4 • .lbOE-01 .215E-03 • .844E-02 .419E-03 • 
* * ~ .. 
* 5 ,, .B76E-01- 2?7E-02 • .t'.-~IE-<'3 .525E-04 • ., • t 

* 6 "' .143E+OO . 633E-03 • l23E-C3-.281E-05 4 
>r· • " • 7 ... .751E-<H .383E-02 .. .223E-05 .139E-05 • ,, .. t 

* s • .21BE-Ol .646E-03 • 331E-04-. 575E-05 • 
1· • • ? "' .348E-01-. 1Z5E-o2 . _.;G?E-96 .<;>45E-06 .. . . 
+ lo .. . 40BE-01 . BHE-03 • 257E-04-.542E-ó5 .. * .. .. 11 ... . 209E-<>1 .173E-02 • .152E-úb .820E-06 • .. "' • .. ., 12 • .S03E-02 . 443E-03 ~- . 1%E-04-.497E-ó5 • 
*' ... * * *' !3 .. .71~E-02-.2Be>E-04 •-.25BE-O:' .€~4E-06 ... .. "' .. .. 14 "' . 5BSE-<>2 .315E-Q3 .153E-04-.452E-05 .. .. "' ~ .. ,. 15 * .278E-02 .314E-03 . - 135E-~•6 .5B3E-<>6 ... 
~. .. .. .. .. lb ... .112E-(>2 . t<13E-03 • l 22E-04-. 41 OE-05 .. .. • .. 
~· 17 ~ .tó92E-03 .362E-04 "' - .2ó4E-C>6 .488E-ó6 .. 
<':' .. * :f- 18 • .4l2E-Ci3 .\ 1<•[-1¡4 .. . ~89E-(,:,- 3i3E-OS .. 

• .. 
19 .. . !72E-03 259E-('4 .24~4 E-,)b .407E-06 ... .. 
2(j ... .649E-(14 .~02E-o5 ,. [:21)E-<15-. 34 lE-OS ., 

4, ... 
•••••*~• .. ·······~···-·~·,~··~~t*•~·········•*• 

-=- >. * 
:;. ~;1=.9999,52=.0006 • S!=.~996,S2=.000B"' 
~ .... * 
·······~··········~····••t•'I<••········ .. ·· 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

TABLA :E:.3.A 

••*···~···~···ª··~··~····~·~····'·~·············*~~~··*••·~·····~· + .. :.;· 
* TIE~PO i • LHP<T> ~ • ()E C. HO EXPOHEHC!AL > 

t 
·r. v.- :!· r ~ .t. !"' ~ ·!': -:-: :v. -t. ~ ·t· 1' :t. +. T .:t. -~ _;.: !: :t t. "!':' ·t: .:t ~ r ·:, -<· t .+: k .~ t- ~ )f: :f!. ·'-' * 't: <t: ~ .:i :r. ~ :« * ~ -•· '1'1 y ~ 11 t. .r.: ,.. * .t ~ ~ ""' • ~ t 
f' .. t'. .¡: 

•. 200E-ll ~-.12E-os~ .IOuE•ul .596E-O§ • -.605E-06 .605E-06 • 

,. 

. -;. 
4•)úE-11 ,,_ t?E-o~• .. :'( 

.~ove-11 •-.21E-os~ .. 

.JOOE-11 •-.25E-OS• 
* • 

100E-10 •-.2BE-OS• .. 
'ti .. 

(1. 5 05 .. - 4 . 6 1 .. ... . 
o. 5 l () " -4.23. 

.. .¡. 

o. 5 15 .. - 4. 6 o .. 
1' .,. 

o. 5 20 • -4.26• 

.tOVE+o! 

.l•)OE+•)l 

.37SE-r.il 

. 8 6 o E -•í l 

ZJeE-u6 ~ -.B56E-o6 
' 1o2E-oS • - lOSE-95 
• 

tl?E-05 * - 121E-o5 

.13lE-o5 • - . 135E-r1S 

.925E-01 • -.118E-06 .. 

.856E-o6 • 

1o5E-•)5 

121E-05 

13SE-oS 

• 
t14E-Oó • .. 

. BSOE-01 • - 116E-06 - 112E-06 • .. 
.634E-o1 -.i77E-o1 • - ll4E-06 - 111E-06 t. 

.304E-ol -.l!SE+oo ... -.113E-06 - 109E-06 ~ 

'). 5 25 " - 4 . ? n w - • 9 8 7 E - '·' 1 - . l 8 1 E - ,, 1 ~ - 11 1 E - <¡ 6 - 1 ~' 8 E - o 6 .. 
j< .f' ,,. .. 

o. 5 30 -4.29 • - 113E+OO . lOOE-01 * - 109E-06 - 106E-06 M 

o. 5 35 

o. 5 4(¡ 

t). 5 ~5 

o. 5 55 

o. 5 6•) 

t) 5,; 5 

O. 5 ?v 

1 .5. 0 !) o 
1 ·::; - () l) f) 

27.()0t) 

- 4. 5 3 .. .. 
• -4.32"' 
.;. * 
.. -4.~9 • .. 
-~ - 4 3 5 "' 

~ ~ 

Jl3E-j! .:1 5-DE-vl .. - 10BE-vó -.!OSE-\)6 .. 

. C; e¡ 9 E - ,q 8 2 2 E - ·~ L • - 1 O 6E - 1).; - l O 3 E - 0 6 " 
~ 

. 687E-O! -.740E-Ol .. -. lOSE-06 - 102E-9? • 
.,~ ,-. 

.30?E-~L -.IO?E+oo * - 103E-06 - lOOE-06 t 

-.244E-ot • - I02E-06 -.991E-07 ~ .. .. 
-4.38 ~ -.109E~uo .271E-~l * -.lOIE-06 -.978E-07 * .. 

.• 
* 
., 

... 
- 4 . se .. 
-4.41 -~ 

• -18.99 • -.325E-~+ 

• -22 ~9 ~ -.~?5E-05 -

.979E-•)l • -.992E-<)7 -.96SE-07 • 
* .797E-01 * -.979E-07 -.953E-07 • .. 

. l23E-03 * -.114E-08 -.114E-08 ~-
" . f??E-04 • -.716E~09 -.715E-09 * 

632E-~5 ~ -.S02E-09 -.S02E-09 • ,, 
'tt -2G .9'? + .111?.::-"s -.as·1E-r;6 "'-.377E-09 -.377E-09 • 

"!< 

-31.00 + 167E-o6 .. -.296E~o9 -.296E-09 * .. .. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

·m:iLi\ E. 3. A (co1tU11uac.if.11) 

*"·*~~··*~~·····~·~···· •••'•' •••~·•••••••++•+*••L•*~···~·~•++•• ,. 
' ,,, Ti E!iF·Q T • UIP<T) <- >iilPL:TIJ[• '1 1.T) ~ DEC. 110 EXPOHEtlCI~L • 

.., .. .. * • .., * t- .~ .,. ·~· :'t; .. * ~ + ~ :¡.: ~ .. it ... '" * ,.. 't': .. ~ ,, "" ,.. \' ~ ,. ¡.. 1' .. r. ·~ u .¡¡ t.: y ' .. io ,. "' .. f!' 'ti' ~ -t. 'fl¡ ... 't .f'i' ;. ....... ~ +- • :4' ,.. if ft' 

.'f< * 'f: • • 
32.<JOO 

3 2. 5•.lo 

33.500 

3 4. 5 <)() 

3 {. {)()() 
.¡· 

3 7. 5 !)0 

33. o:)() 

38.50() 

5 O. O t)O 

55.ur;.J 
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