
.¿· ' 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXlCO 

Facultad de Ciencias 

METODOS MATEMATICOS EN LA ESTRUCTURA 

NUCLEAR Y SUS APLICACIONES. 

T E s I s 
Oae para obtener la Licenciatura en: 

F s C A 

Presentan 

Ruhén Darío Santiago Acosta y 

Ramón López Peña 

1983 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





Hl'rRODUCCION 

PAR'l'E l. MODELO fü"; CAPAS llUCL'SAR 

Capítulo I 

Capitulo II 

MODELO m: "?ARTICULA INn:·;.? ~:,,nn:nE 

1. Introducción (Descrinci6n del m1dcll) 

2. 'i-'orrnn funcionr:il del p::>L•ncial L:'):~.0.n y 

movi~iento del centr> de raaDn 

j. Punciones de 0nda en ;;.~ crunp".l 1;entr:::l 

4. Momento cin.·~ulnr t".lt:1l de 

pBr~!c~l~~ c0n ecn!1 1/2 

5- Ac::>pl~miento ospin-~r~ttR y 

predicción de l::>s núncr:i~ in4gic'.w 

b. Uomentas clectraill~;ndticou 

1. ·11r;1nr;ici:>ne::; .:ilt:ctr.YnA :¡:18 tic11s 

Bibliografía 

3 

3 

5 
7 

14 

17 
24 

30 

38 

SISTF.il!.t\S CON D0:3 PAHTICULAS r'U:~RP. DS CAPA CERRADA 

l. Dos p~irticul<i:;. int()r<1ct11·•ntue 

en uri cn.rnpo ce:".trol 

2. Acopl~nientoa L-~ y j-j 

'40 

42 

J. Squiviüencia de protDnes y neutronesc 

(Isoespin) 

4. Interucci6n residuel de d::ia cuerpos y 

operadores de intercR.'llbio 

5, M6todo de la expansi~n tensorinl de 

ln interacción (SxpenEi1n de Slater) 

o. Dos p~rtículas on un p~tunciql de oscilRdor 

arm6nico, rEréntesiB do tr~nu~ornaci5n éntre 

las coordenadP.s re1'urid~1s n1- ,centro dol po

tencial, y las coordenAdas relntiva y del 

49 

53 

59 

63 

u7 

92 



Capitulo III ~.iiGtl!rnri::.; de "tres::• :u,~!:.~ .,·~rtíc:.lln::; nctiv'.:B 

l. Construcci:Sn ·i,, l::[ ~"-''.'('i.•)nu~· di3 ·1:'.'.l::1 2:iti-

sL;1~trÜ~8S µ~1ro l'i::C c:0ri1'igur8i.:i.Jnes J 3 y j~ 94 

2. Coeficientes de P3rentusco Prnccionnl y 

l f . , ó .n a c::in- t~mrac 1 n J 99 

3. Svalu1ci6n de los elementos da mRtriz de los 

opern<lores de uno y de dos cuerpos 102 

4, Estadoo nnti~i~6tricou y el ecoplnciento L-S (104) 

5, :'.:s1ue;11a de Antie;tlednd (Pnres de p'lrticulas 

ncoplRdos a J=O) 109 

b, Coeficiente~ de ParentcLco Fracci0nal y 

el esr¡uemn do AntigUed~1d 125 

7. Cálculo de elemento:.; do tniltriz de operRdores 

de uno y do dos cuerpJU en el osqu~ma de 

/inti.gUedad 132 

Apóndice A. Coeficientes do acopl<i:niento y 150 

álgebra tensorinl de Hncah 

Biblio,grafia 

PARTS 2. TECNICAS DE TEORIA DE GRUPOS EN ::;ISTEMAS DE 

MUCHOS CUERPOS 

Capitulo IV ELE!tiEHTO::i DS 'l'SORIA D!:: :;rmPOS 159 

2. Resumen de resulLcdou pare grupou continuos 163 

3, Rcprcsentaci0nes de :;ru9•)S ci.e J,io. ClasificH

ci~n de estadas de ncuerd~ e Representaciones 

Irre ducililes de U'1 •'.l"llpJ. 170 

(jrupon Linealo:; en un e::;pacio üe d.i1iensi6n ;¡ 

182 
t>, ;\';o<lelo ;:,L'(3) de Elliott 194 



Capitulo V 

Capitulo VI 

CONCLUSIONES 

EL ESQUSMA DE S~3UNDA CUftNTilACION 

l. El oS'.{Ue·nn. de ;)e,~u.ndn Ci.lnnt.i.zaci5n 

206 

21 1 

213 

2. Oper::id·:>res ele uno o més cu•:rpon 217 

J. El HP-'Ilil toni.8.no de 1\ 1'cr.n11ncs y su r·e laci6n 

con l'.l Teor[8. tic Gr1;.po~~ 219 

4. C.l::.:::.if'icaci5n r\e lJs et;tc1ti):.> de~ fer:ni:>nes 222 

5. Oper~dores de deaconsa 230 

o. Bstad1n con eapin o i~Jetu!n definidJ8 

7. O~erod~roE de intercum~to 

8. Moc:olo de lnt;oracci·:Sn de Aµarea..11iento 

Bibliograí'ia 

HAMILTONIANO DE N FER!HON!~S 8N LA CAPA 2s-ld 

241 

21,5 
248 

283 

l. Interacción central más BDnornl en la capa 2s-ld 285 

2. Generadores y operadores do Casimir de las 

cadenas de aubgrupos de U(o) qua contionen 

a 0(3) 289 

3. Clasificación <le los estados en la capa 291 

nuclear 2s-ld 

4. Expresión del Hamiltoni.::;no central más general 

en lR cr:.pa nuclear 2s-ld 1}n tér,ninoB de los o

peradores de Casimir de lns cadenas de subgru

pos de U(o) -tue contienen n 0(3) 

5. Límites exactos del modelo 

Biblioerai'ía 

29S 

302 

305 

306 



( 1 ) 

El objetivo c..::ntrul de estCi L·~sis e;_. t::l <!t; r.,_,"liz.,r unu rev1-

sión cuid;:;;dosa d·:.! :.l:;uno:.o dt: lo:: método_, ii.i..tten.,:Ítico::; de mayor 

interés en la elaboración de r;;O•.Jelos d<, la e~ tructurf del núcleo 

atómico. Estos rn6todos incluyen aqu&llos necesarios para la com

prensión y utilización del Modelo de C~pQs Nuclear, que es sin 

lugar a dudas el esquema fundu:nental en que: se basu el entendi
miento de las propiedades nucleares. En la primera parte de este 

trabajo estudismos el rnoaclo en orden creciente de co~plejidad, 

empezando por el modelo de partícula independiente en el cop!tu

lo I, donde discutirno~ los princlpio:; fí:;icos funda·11ent.:iles del 
modelo e inctica::~os el esquern<J rnutcn,..'.ítico en que se b<J~.¿;, En el 

capítulo II Jisc.1ti1aos el probl1~r11.:i u,J du'.; n~c.,eone!J fuera Je Cd

pas cerradas, que es el problema más slmcl~ po~ibie que incluye 

ya la inter~cci6n residual entre los nucleones y los proble~ss 

derivados de l.::i anti:;imetriz;;,ción :je L.léi funcione:.; de onda. Es

to nos permite analizar en Jetalle d1versas t6cnicJs Tateffi&ticas 

necesarias para la r~ülizaci6n de c&lculo: en el modelo, como 

son el de los acoplamientos L-S y j-j, la transformación entre 

éstos, el uso de paréntl~~is de tron::.fop1L!ción entre coordenadas 

en el laboratorio y coordenildas relativa y de centro de masa; 

etc. En la Última sección de este capítulo aplicamos estas téc

nicas ~1 cálculo de espectros de energía para los núcleos con 

A=18. En el Último capítulo correspondiente a la primera parte 

(capítulo III) indicarnos como generalizar el an~lisis de los 

capítulos anteriores a tres o m5s p~rt!culas, lo que hcice nece

sario la introducción de los coefici~ntcs de psrentesco frac

ciona! y del esquema de antigUedad (scnlority) en la evalua

ción de elementos de matriz. Por Último, en el ap~ndice A dis

cutimos los elementos básicos del 6lsebra tunsorial de Racah. 

A pesar del ~>.ito del modelo de Céipas en la descripción de 

las propiedades nucleores y la aceptación generulizada Je que so

za, es importante seílular que existen limitdciones pr~cticas en 

su aplicub.i.lidud. En regiones "alejéJ,jds" a Cilp:is cerr.-.idas, donde 

el nÚm·~ro de nucleones activos es relativa1:.ente grw1de, el núme

ro de configuraciones dentro del modelo crvce en forrnci ~stronó

mica, lo que da lu'.}"'r o :::wtrice::. cuy<:; di.. ... r,::.;ión es de: ~-::.iado 
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grande par.J intentar ilcicer c.Slculo::. r_,zon;:blcs. rur otra porte, 
e~iste evidoncia e,perlm~ntul clGrG ~e q~2 pur2 dichos n~cleos 

aparecen configur~cioncs do~inbntcs en ~2s ~~citaciones a bajas 

energías, como son, por ejemplo, lao e;citaciones "colect1v~s" 

de los nucleones en qu0 el mov1rniento de ésto::, se r'~·1lizu en for

ma coherente. En este caso, dichas configuraciones se ven favore

cidas entre L:; totc.lidr.:.d de ellas di b;.do ul Jorninio de c.1.ertós 
interacciones de largo alcance que aparecen en fo=rna efectiva en 

la din5mica nuclear. En estas condiciones, result~ noccsario in
troducir modelos nucleares que reflejen e:_ ·~.:i si tu ación en forna 

simple, ya que el ~odelo Je cap0s parLu prec1sa~ente del concepto 

opuesto de movimientos independientes aun~dos a lnt~racciones re
siduales entre los nucleones. 

Dentro del ~rea de Modelos Nucleares, son particular~entc a
trectivos aquéllo~, qu<: se busan en la •;;,istcncia de siir.etrías de 
distinta Índole en lci dinámica nucle~r, y& sean simetr{as eAactas 

o aproximadas. Estos modelo:.; pueden d1;:.crib1rse en el conte .. to de 

la Teoría de Grupos, que es la rama de 1 us ~.CJtemátic.:;s que se a-

\ dapta en forma natural a la descripci6n ae s.1.stemas que poseen 
estas simetrías. En la segundu pdrte üt la tesis estudiamos en
tonces los elerncntos básicos de esta teoría y discutimos, en el 
capítulo IV, algunos modelos, como el del supermultiplete de ~ig
ner y el SU(3) de Elliott, que hon marcado la pauta a seguir en 

la aplicaci6n de la Teoría oc Grupos a la estructura nuclear. En 

el capítulo V analizamos el problema de mucho~ cuerpo3 en el es
quema de se~1unda cuuntización y discutir;;os su reliJción con la 
Teoría de Grupos, ejernplific.::ncJo e::tas técnicas :i1ed.iante el mode

lo de intcracci6n Je aparen~iento. Por altimo, en el capítulo VI 
discutirnos el caso de la capd nuclear 2s-1d, generalizando en 
principio los an6lisis realizados por ~oshinsky y sus colabora

dores en esta reyi6n, escribiendo la intcr~cción 1nás ;eneral co

mo unó combin<,ción de op:,rüdores inv.:.r.i •.. nt"·s Je U(u) y sus sub

grupos, m~s una int~racción residual. Esto 6ltima parte constitu

ye la contribución original de este trubajo y abre algun~s pers

pectivas de investigación en esta ~rea. 
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CAPITULO I. MODELO DE PARTICULA INDEPENDIENTE. 

SECCION l. INTRODUCCION. 

Entra los problemRs más interee~nteo ~ue estudie la Fisic~ Nu-

clear se encuentr~ el de la estructurq nuclcnr, en d~nde so c~n-

urenden los sii:;uientes aspectos: mO'Ji.1'1e,-n-1 úo 1 )fl r.ucle;;nes den-

tro del ndcleo, sus trqyect0ri~s en el eLnqcio, cólc~lo de los 

momentos electro~n~néticos, ev&luuciSn de cnercíns de E~~rre y de 

de 10s ndcleos. Sl uro~lema no es Bencill0, y de~de el punto ae 

vist8. ;natcrw',tico irnplicn l~i cot•J:·;r1in.:c..:16n exncta oe la fu:ici1n de 

anda del ndcleo. Co~o so mencionó en l~ introducci6n, ndn o~ el 

cleones, el proble~q ae ~ cuerpos no her!~ sJluulo en for~a exac-

ta. El prolilc:n<~ nuclear re1u1ere ent,Jnces de :n6t)d:HJ 2.lter'll-!tivos 

que incorporen l~H ~raciou de 11bert~d pr1ncin~lns dentrl del &is-

ter¡ia. Par" estudiarlo et1 necesario elrd>Jr<tr modelos que tcn.'éUl un 
l 

nú:nero de pqr¡~11etros 1 J sui icient,:rne'l.te pe<iueno como TJarn ;ier:ni-

tir el análisis rr.ate •. 1D.tico, pero lo suficicntene?nte 1:;-rnnde co:n·J 

para predecir un cua<irCJ bastante detallado, nun'¡Ue ~10:-.;iblemente 

parcial, de Lis prorJiednden físicas o!J::.crvnules de los núcleos. 

Uon e¡Jta finc:liuad intr-Jduci.uo:: e'1 est~ prirner<'i p'l.rtc el Mode

lo ae Partícula Indopentiiento (MPI) l) y establecemos su relación 
1) 

c0n el Modelo da Capas Nuclear 

En el MPI se sutiani; que ltis nucleones en los n!icltws oRr-non 

se mueven en 6rtil.tns e¡_;tncionr-:.rias y qu.u se R:1nrean en i :ir:na tal 

que l·J:i p::1rá:netr-1s, y por enríe 1L0.s pr0pied2cles nuclei:res, s'J"l dc

ter.ninrcc1o::; exclu.siv&.mente por el nucle-:5n nQ <·pare8ao. El modelo 

no considera los 1.'1'.lVirnientos cohér'o'nte'' n" VF,rios nucleoncu ni 

fluei1cia de un i:><>:•·" 
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en las cnpi>.s alli0rtas (o nuch·onc.s de "v1~L':!l1Cin." ), aun·.¡uc es ;;)-

¡;ible considerar tc.:nbien interuccion0:; C'.)11 c:-,pris ini..uriJreL a 

través ciel f )nnalis:::o di:: p<:.rtículo.s y e';:icH•r:->:.:.:. Sl necho ae ~:ue 

el núcleo pueda ostucii;?.n;e 0n \.ir-,se a un ::iJdelo de esta natu.r::-le:'.'! 

resulta ~ primcrn vist~ so1·prendente por 10 que hB sido sometido 

a innumerables investiracioncs que lo hn:1 valid2ri1 nm?liu~ente. 

El ejemplo més con~ci6o de una e~truct~ra de cap~s es el <le la 

estructure et6:nicn. 
2

), en C.Jnde lo:; ·ilectr1:1es r•e .n:.ieven lnJJ lH 

influencia de la atracci5n couloITTLinnn ~ue ejerce el ndcleo cen-

tral, uerturbados por lo repului~n <latido n l~~ dc~és electrones. 

La tabl~ pnriódicn do los ele~~ntos ~uost1·a clere~ente una eatruc-

tura de capas; 11~· elw11·3nto:;; nolilu!> !>:>n lr:i!.i :;.ue cierr3.n lns c.:9:ti.; 

y, por tanto, las m~s dif{cilc~ de excitar. 

En el problema nuclenr ln.s cJnsiae!·::.ci0nes ::ion dL::>tintas yo. 

que no hay un c<.irnpo ccntnü pr'.J•:ucido ¡1Jr una fuente externa sinJ 

que ~;e tienen únic?.mentc las internccionei:; entre 101" nucleones. 

Sin embar~o, en base u la evidencie experimental 3) , es posii;le 

mostrar que el comportamiento de un nucleón en el núcleo bajo la 

atr?..cción de los otr':>S nucle'.)nes se puede nr¡roxi11<~r rior '"1 de una 

partícula en un campo centntl pl"Jmedio, ~~i •JS :iue au'1:.~11::>s q esta 

ci.e~;cripción una interR.ccLSn residual e:-itrc~ l•Js nucleones él.ue se 

parA11otriza apropiada::icnte 4 >. 8~to es consecuencia es~ncialmente 
de los efectos del Principio de Exclusión de Pauli ~obre las oo

sibles interacciones nucle~n-nucle6n dentro del núcleo. 

•ranto en el MPI como en el !lCN eb iie cT"'n iinportancin detl,r':ni

nar cuál es 18 estructure del potencial ce~tral en el ¡ue se mu~-

ven los nucl'"onc~;, ,-~~í c•.HIJ el de ln intL•r<:<.:ción re:;iuunl. e-i eL:t..:; 

secci6n sicuientc. 
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SECCIO:: 2, FlPr··,« n:;;::;I\A;;,L_ D.L fCTE:.:.i;,¡_ C.Jt"." 

~J [ L C [ ~ ~ T :{O ~) :·~ r· •\ 'J ;\ • 

Existe oti:-.1 diferencid i;1¡;ort·.1n•:;: ·~'ltre nl'.cl~os .,. c'.íto

mos; cu;:indo consider.•,rno;:, e: mov.nücnto de electr0nes en c:r·, ,';

tomo tenemos un ¡··unto de refcrenci;1 n,:;tur:il: el n•.'.Ícle•.i, en ::11-· 

yo campo se mueV'.'!n lo._, e'.ectr,)nC!'.3 'I cu·¡:.; n::i:;.J es ~;u•¡ ·;r.;nrlr? 
') \ 

cornp;:jr;Jda con estos .. , ·.o hay t.·Jl ¡unto d~:? r::f'(•r0ncJ_;_. e:·, el 

n~cleo, y a primer¿ vi~ta ~s dif[cll en~cnjcr rnr~ue un poten

cial central es ur1 bu·:>n punt') de ¡.•dr.,_i:J . .1 ¡; .r, u" rn:id•:lo nuclear. 

La func;.6 .. d.~ ond~i :;u~ de::.cr~be l :iúcleo, fc)rn1ad0 por 

las funcione~ Je ond~ de lGJ p .• rtfcul~~ ~ndividu~le~, no ~e ~e

para en ·un producto d·~ f•:ii-:.i.)rH:·:; :Je~ •,;: .. .:L .¡;.Je d•:"cr.bnr« c. ••1ov ... -

miento dej centro de ;1:,5.3 / un .ov~·dento _ tc..c1:>. [n la 

enerJÍa total se eric•H?ntr,, ·c.:cL:Jd•J ld er1er'.~_:,-, de!:,idd el L1s 

fuerza:; intern<is y l.:; encr; rd de. centro .j,; m.:¡5,:,' :iuc se ;j¡;iJe 

al movimiento de ·.'.JSte en lli) C·:impo e> t.:::c:h)j 1-:::; d0~_er-minac~ón .;e 

esta Últim3 cnt~r·;Íu y !.>u ca1<-o d.::.n·:lrJd,J ns ~Jl; ;jr .. cnte d:fíc~l • 

Estro dlfiC'.1ltc1d surJe, •}St:nci0lmcr1te, por con~ider::.:r u•i slsLema 

finito • En la rn. :.:.e ria nucle<'1r inf ini t,1 ¡-.o..Je:;:o:; u::.ar ond:Js pla-

nas para la funci6n de onda de un nucle6n y ~ste tipo Je 

funciones son inv•1r.i.antcs ante tra:;leclones, 1.:icn: ra~ ~~ue el 

n6cleo finito es invariante solo con re~pactu a la traslaci6n 

del centro de masu. 

Podrfar:1os for1nular el. proble1:w del núclt~G finito en ::ér

minos de l us coorderrnd.:i::. de l.os nuclc•:>ncs con re;.;pecto .:.i1:_ ;:en-

tro de masa, pero en este cuso los v'J:::tores , ... , 1-

de pos.iclón de la::; p.::irtícula·~, no son l::de;:en,Lent_s ( curP;:>len 
~ :.:;- _ ... 
,_ I« =O ), >' es d.ifícLl cons::.der.:,r lü .::cu·~ción e!·~ :.;chroed.incer 

en tér:;;inos de v:::ri...bles d0pendi.cntec.. 

Un=i . __ _:_-. 
scqundü opcLÓrt e:.> ~ntrod .. icir , -1 vectores lnde;Jen-

dientes - ¡¿ '~ =2' •.• , /:\ pürd d~scr~bir las coordenadas in~r!n-

secas. [stas cc>ordencdus podr!Jn jefin~r~se de la s_:_ ·ui·..:nte 
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~! 

1. 

·--'\. 

donde -.i~; es el vector de la enés~m.; partícula cnn re::.pecto .Jl 

centro de masa de las pr meras ,·. -1 :iartículGs, ::·ero con ~s::¿,s 

variables se t.~ene u11 :1r,Ne pr0blcr.,iJ; n.:i ::;on si::-.étric.::;:; ·n t.)

dos los nucleones v, en consc•cuen::::i.:.; 1 es dif.lcii ¡¡nti"'m.~t.riz.-1::

las funciones d.:; onda,lo ~¡ue result.:J ,n;:rr!sCimJi:1:1~ en.::; .i·.~s

cri.pción de u11 sistema de fer:.ion-:!s. 

La opcl6n mas viable paru re~olver e; problema con,iste 

en :;umar iJl hél::1il toni¿;no nuclear 

L~ =- :::.: TL-, , ' . '. (2.2) 
un potencial ·aue actúe ::;obre el centro d;; rn,:,s,:; de;. núcleo. 

Con este potenci<:il confin<Jmo:; al núcl";'' a una · orc.i.6n limitad., 

del espacio sin camb~ar su cstruct•.ir? _n::rínsec<.l. Lo::. efectos 

de c:>te potencial ("estados espuri.os") pueden eli:r.iri"r5e ~"JSt.::

riorrnente.4) 

La ecuc1ción de Schroedinqer oue tenemos en este ce.so es 

entonces 
W'tc:_=-[:t'k t~;V.:; -f..,;(?-~J·h,(: ;·~.i • ,. :,,;1_. /,.:,) (2.3) 

La elección V(i:) es arbitr<iri<j pero podemos sinplificar 

mucho el ;"robli;ma si conslder;:;n.os el :·0tenc.iDl de oscilador dr

m6nico , ya que este satisface liJ identld~d: 
nz. - (-'- ~ ?: '-"- :: -.- -~ ..,.~ .,_ i (2.4) ;~ - A t,..-. ¡ I ,~1 ~~ ~" ! Je A - ,.._ f 

que ruede interpretilrse en térr.•inos fÍ:;~cos Cl)1:10 si .ue: la 

fuerza armónic.J que octt:Íu sobre e, C•:ntro de ,;iJ:Ji.l es equiv..;len-

te a fuerzas urinónicus actuando :h'lbre C·Jd.J partícula 

mas una corrección de dos cuerpos (- ·:: fe 1·~, )- ) , 

El hamilt•)niúno mJqui.ere entonces la forma 
( f'.'L . ' -,, \ ••. ·- • 

-::: ~ \-.)~-~) -f > JI ' ¡ t ) J 4-- I : • (2.5) 
L. ..._ rl " 

Proceda1;.os .~¡ es!:ud. ar ;~1 i·\odelo .J,~ 

te en un potencial d.- o:;cilador ar .. ónico. 

rartícu: a Ind·~pend _ •'n
Con lu:> func .i.oncs 

de onda que aauí construyamos, deriv~rcrnos las funciones d on

da de muchas ~Jartícula:; en los CilpÍt11lo., sir¡uientes. 
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SECCIQI; :; • FUNC11:;1;r::.::; D:: ;J;: J · U: U'. C/1: fu _;'.::: í ¡;,L_. 

OirnITA:~ DE fJ1\:rííC JL;\ l::Ud't::·JD.i_:_:,ít.. 

Estamos interesados en encontr<lr soluci6n nl problema 

de una partícula en un carneo central de fuerzas descrito por 
el hamiltoni<:ino 
\-\ U/? ) ::. ~/7' P ?_ -, ., J C• ;. (3. 1) 

Se harCn clarns las propicdüdcs mas importantes del sis 
tema usando los operadores dr momento an~ular orbltil, que en 
coordenadas car.te:,¡i;,n.:is se d:d'in n cono 
.Q -:=:. r ~--= f -=-:: - ,, -;.~ -,~ ... · .? 

aue satisfacen las re~las de conmutaci6n 
( 3. 2) 

\ "Q r. ., - ... .~ \' 7 3 ) 
l././>.'-!,) --Lli.,..,~.1 _.,,-• 

y permutaciones c!clicas,(p.c.). 
A p~rtir d~ (3.3) ~s fácil ver uue e~ oper~dor que d¿s

cribe el cuadrado de~ momento an1ular orbltal: 
....... 1 •..:; 

~: ::: ·' :•. + ·] .. "' r -; 1 

conmuta con cada una de las componentes de l 

U ... , t.1::. 0 ~1 '"c. o.4) 
En coorqenadas esféricas ( r', {:; I (/> ) definidas por las 

rel;:iciones 
>< == r sen9 co:J q) , 
Y = r sen e sen r? , (3 .s) 
C= ,, cose 

lOS Operadores i?X. I e'{ I l!C Y Q~ adquieren la formo 

~" = -;_~, (:-: -~- - u ?.-) -.::. "-1.T-: ('r .,,ne¡ ~ ..+ ;:, 
,. } .... :-.. 1 ,:. .:,..,.-;-; t,' \--;-, 

\:1 ~(\~~ 

~ - ~i) (~~~,X 

e.x. - , f¡ e~,, ,;, ~ . 
" T o & ,-

·I d'1 s:,_ -t- :,1;;. ;:-., ·, ~i) ··~~) ) --- ' - ··- / ~)t¡> ,l ':..' rJ(? 21 ?- ,) ·r 
(3 .6) 

p.) ::: ¿-/; (::e.o:,<\:> S[-. 1- '.fn 1' y 

~ ~ 

º· Z J. 
2 

( \ ;;_, ( :_,,o.t10 é) ') _¡_ J__ ~L -
= - " V-r¡EJ :;e '- o 0 ' ~'"-r}9 ';:; l?'"/ 

De estas ~ltimas relaciones notamos que los operadores 

de momento anqular orbital involucran solo las coordenadas an
qulares y no dependen de la c0ordenada r<ldial, de esto inferi 

mos 



( 3. 7) 

De la r.elaci6n ( 3. 2) deducimos también aue 

q· r"'-1,-.=..o \" q1 ¡··'·\-=-O (3,8) L '/ J ) L -; _ -' , 
por lo aue el vector J y el escalar ,f conmutan .con el ha--

miltoniano de campo centr~l y, en consecuencia, son constan-

tes de movimiento, 

Los tres operadores H , Q;: y J, conmutan entre si y nos 

proporcionan tres números cuánticos par0 la descri~ci6n del 

movimiento de una soL1 partícul.1: la ener.¡Ía , el cuadr<•do del 

momento anqular, y li:i provecci6n del momento ancular en el cie . .._.,. 

Utilizando las relaciones de conr;ut.;ci6n se puede demos 

trar oue los eiqenvalorcs del oocrndor ,:'son los números posi

tivos ~ ( t+ 1) donde e::.. un en tero, y lo:-, ei0cnv,ilore.,; de i; 
son los números enteros .. ; , con la limi t<Jción ,, - • 

.. ' 
Es decir, para cada valor ! , exi~ten 2;+ eiqenfun-

ciones 'f ( ('. rt·,) == \; r,> de f- , todaJ con el mismo eiqenvdor 

9, ( Q + 1) de 9_·,_, ocro que perten.~ccn a distintos eiqcnvalores 

rr¡ de ~. Para obtener !;:;'., funcione;. de onda '.J (r".; '" )=' · ••.,. 

que son eiqcnfunciones de .~,. i 1 

sistema de ecuaciones diferenciales, 

H lf ("f) = E ·\J lr) 
o_~ y(Y:) "'" Q(J..,) 'Vi¡-') 

Q~ ""cr-) :::. '" \ver) 

y .', , dobc.-nos resolver el 

(3.9) 

Proponiendo la soluci6n y U):-; r~./1-) H;,,_, ·- l:: ·'' C'í' 
y escribiendo las ecu~ciones (3.9) en coordenadas esf~ricas 

tenemos 
• " \ 1;: \') .., . 1 ;~ ·1 \ ... - - .. . -~<- a rn,., ' i;.. <l•'"'" , _ 1 '.:.- -- ,1 ·r· 1\ -- .:.. ...,. -~ __ , -r- 1 ~.,J "' ·~ j 

'2. Yt'\ ._ ci í.,, r "' , ;. '1? ·- - -



La tercera ecuació11 tien-'2 la soluc.iún; 
S? r ,:-,- :::. e_ r.: ,.~ '~- ( 3 • 1 1 : 

En la seqund.::i ecuación reconoce:,os le ecuac.,ó11 di fer•~n-

cial que satisfacen los polinomios asoci~dos de l~1endre 

de modo que , ,., .. ~-,, ·. ;: ... ., · ... ~.,·<,.,_ .. 
µ ( ) (_-11 1~.,....,~-0)'1~· ...s.- . _- (3.12) ' 9-'ffl LCt:.0 :::. TJ/- '-~ el,'"~ (~ ,~, 

El pr-odu'cto de la:; funciones (3.11) v (3.12) definen 

los arrr.6nLcos esféricQS )0,,,, (9, 1'), que normalizados soore el 

ánqulo s6lido ·l h adauier-:rn la forma 
\} I' ' r~·---¡-:;-- ~ ¡-1 'r"'' ( . i ··-: ~, 
fo. ~) ~)\ = \ ·:-e:;. ~·-·'.U·-~:-··.-;.. !~ ro::..r..-.': ~~- r· 

-i'o'\ J 1 \ "'/ 7; ( .. , t- .. y)"l •« .. ,..,., • • 

y satisfacen la relación de ortoqonalidad 
C'· TI t ?; ' . ,. . ., . ; ' l. -- . \ d cp \ 'Jr. C)::-,C¡ :•., · e; ":,, / · : fl / 1 •' ' -:::. )¡ .7 •, '. 1 ~o .... ~O . . '..:'. ,,: . .. ~ t '~ •. r,• . , , .: ·- • ~- ,l°, ,.,. \} • 1 !t ) 

De aqu! en adelanta ut1lizaremos ei potencial de oscilci 

(3.13) 

dor arin6nico \ ( í1 = __ L ,.,, / ,·' , y 5i adern.:{s h¿¡cemos el cam-

. I . 
bio ( ! ' ) ( 1' ) L.J prim _ra ccuudón en (3. 1 O) se re 

duce a 
-;_:!:_ 2/- l'r.o (( .) -L. i F. - !. ... , .. 1 .. :. ;: -- f { i ... d l ·:~ 

--------. '""' l _._,¡ -- --- .... ,.;_,-; ~() 
2...01 <lt~· - ~> .l.'l'Y" ri .. J. ;. 

Definiendo las cantidades ér.~:::; ·:;_';- rc.r y 

(3.15) 

;· = U& ob te-

nemas 

( 
,.. / .., , < ". ,tQ+1) "1 D r_· __ r\

1 
-e-~_, 

~re-+ ''·1·-~ - ·~' r - ',~.,, j ¡.:.~~ "- J (3.16) 
que para r qrundes se reduce a 

(, ~ - 1 ,;'-r .,_ \ J2 ( r '; =- o 
dr' 1 f: 1 Q . . 

cuyas soluciones tienden asint6ticamente a expf±. ') I' .._). Como 
(3.17) 

solo exp(- /> p' ) nos da un comportélmiehto fislcarnente aceptable, 

proponemos 
..- - -) p"t ·-¡f'I 

Y: "-1 Q_ (_ (' 1 -:::. e . cJ ¡:, (l e d ; ( 3 • 1 i;) 
de donde obtenemos, substituyendo en (3.16) 

(~-=-.._-·i\)f' ~- ""-{;_,, --·2v - i'_i·;J;iJ. )~11 .. ,, (r) :::.O (3.19) 
"CI. r e:, r }. ( f1L ~· c.~r ... ,1. 

con la condición -J,,~(O) = O. 1\hora, proponemos u i~,i( i' ) 

como una serie de potencias de r. 
··n 

':/ . (r) -~, í' -' .2- J, ·+ í' 'l <,\ 0 ;\: o 
<::it.,O_ "-=º 1 (3.20) 
Substituvend6 en (3.19), se tiene 

- ' o 

x\·-'"-+ -:: 
- ~ ! r \,, í' · ::. o (3.21) 
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de donde inferimos que 

s =- .Q 
, º· .• si .. , 

t-~ ( C<.J. .) (3.20)) o 1 
·~1 f') t;:1 

s :: - U.+•) o -::, -::: (f si q, :!= o 
(3.22) , , 

De la condic,:ión de que 1~,¡l 

y 5 = Q..+ 1, de donde 

O y ·;i, JO)= O, tenemos aue A 1 ~ n 
--· "·¡ ;l 

a ~n =- ~ ·;> (Q:-_±_ 
(<::.-t<?;) (_¿ '(" .' -¡-1) 

Observarnos de (3.23) que si es t~l aue alquno de los 

coeficientesO~no es cero Pera 
rie infinita en la oue 

C\ !f 4 c. r..J j_~-
0. q '}-·\' = q. 

al ::iuni.l :· t Z.,, tenem.os una se-

Este comportamiento es el mismo oue el de los coeficien ,....., . 

tes que aparecen en la expansi6n de exp(2 y p.,_) = 2.. C.p r·'f' 
dond~ (.,_~ =(2v)?/r~ , ya aue i'"b 

~'i.e.±.0 -- ~~ >') I'" t • ~- ::::.. .:?:_¿ ,.,.J L:-2 ( 3 • 25) 
? p Cz.p C'? +1)~ (1:.') P ;:., 1 : -t>o:.1 

De estos rézonamientos concluimos que si ~1._,., tiene un 
n~mero infinito de t6rminos su comportamiento asin~6tico está 

dominado por exp( YrL ), lo oue es físicamente inaceptable, 

por lo que los casos de interes físico son aauellos para los 

que 
f 1. () :::.. ¿ ( 1. Y J ( Q. ·\ \:: .¡ }. \ :::. 

,...," .... ¿) ( .).26) 
de donde 

t:~/~ = hL0('(-T Q+:z-) ( 3. 27) 
Tenemos en este caso oue 

(3.2:;) 



1 1 
r~otamos que !-::. d·~be ser un entero par 

(3.28) obtcne11oos pur iteración, 

Q _ (_- 1» l" (_--:· ·,)~. t• 1. 

.¿i' ::. -------------- í 
¡ 1 • r,. " 1 ,_:.; 

2 . • . , , y de 

( 3 • ~ 'J) 

donde la' ~ur:ia·t.oriz sobre las::'~ va d·=scJe 
1~ 11~' ~~ \ 

cero t1;;;st.:i n , de 
uno en uno. como 1.~ - r, ·· t·~·: 

Le~·/z '2.vrt'); ·:5~ < ,," Ji "-Ul ... 2-.·r· 
t\ \. ) 

p.::,_·~ (...-1~ r) ! ( ;~ -~ ~- .... ;;'J l ,. (3.3CJ) 

son los polino;~io:.; de La.1ucrre, conclu L;;10::. oue 

--d (r '; =- ""'1 f...; i .·)o ri!_ ,),-' :~,\ '. ' (1 '/, i •• 
Jr.. Q ' ·-· ·~ .- -··-··· .. :·-··--· L_ n ·._ ~;_ ') ,~, , 

1 
:,_ 'r. ··~ ~· ·t >"".. \ 1 

donde la consto~te :1,::" p~ede determin.:irse u 

(3.31) 

purtir de la condi 

ci6n de ortonormalizaci6n 
' ('~AJ 

í! } .• \ \l.J ( (' (-', ,'-, ._. '.'.. ,j -- . "" '. 
AJ • 1 L ., r. ~ "" , ; · · / 1 " -- ~ -- .... , ' :- r \. ' ( J • 3 2 ) 

De esta manera obtenemos la exore~ión final nora la p~r 
te nid ial 

V ( \ ( ., í n 1 J / ~ "\ ; .; \ ·'.>. ( ;, l . - -;> T' '- ••• ( .¡ , 1 ' -

'nO. .. r ¡::: ')-~-.!._ -'""-~~:--,~~~ .. ¡ f~ 
'- \. r, ~ e.¡ '/, ) ~ J ·~- r-

(J.33) 

De (3.27), la enerqÍa asociad<i u este esUido es 

i') :::Q 1 1 '2 1 • • t • 

La sucesi6n de niveles de partícula independiente para 

el oscilador arm6nico la etiquetarnos con el par de n~meros 

( ñ , Q_ ) , donde Q es ei momento anciul ar de 1 nível y (por ra-

zone_ s hist6ricas) se hoce correspond.:r los n~mero~ n o 1 ? 
..<..= , ·-···· 

con las letras s, p, d, f, etc •. El índice {¡ se define como 'G:. 1~.; ¡ 

donde r¡ es el índice tiue ;:;¡; .. rece: en (3.33) v que corresponde 

l , d r: ' 'd , l ~ . a numero e veces qu~ >. .1a apürec1 o en e.:.. arreq o. ~e tlE_ 

na entonces la sucesi6n de n!velcs ~ 
1s; 1p; 2s,1d; 2p,1f; 3s,2d,1::i; etc. (3.34) 

Es 6til observar qua lo~ n!veles cst~n separados en in

tervalos de ener :íci i:1u<;les <.1 n t,:i v que :..;on altamente deqene

rados, pues todos lo::, estado::; con el mi s:;.o v<üor de//= .~ f1 .¡ .• :_ 

tienen la misma enerqía, fiq.(3.1). 
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FIG. (3.l) .Níveles de enerqía del potencial de oscilador 

armónico. 

Paró cada n.L'vel existen adem6s 2 )-;-1 sube:;;tudos de~¡cne 

rados, aue corresponden a distinta~ orientaciones de momento 

an(:Jular (v<Jlores tr 1 ) por lo oue de acuerdo con el PrJ1cipio 

de Exclusión de 1 auli, cad<J u110 d e~~o~ .. subestdG ·~ puede c·.~·1;-

tener,a lo mas, do::; nuclconc~ de cciciü ti·o (las des oricn~.;.

ciones d·~l espín), el nívcl 2s1d por cje:nplo, puede contener 

2(1+5) = 12 proton13s y 12 neutrones. 

Aunque el potenciul de oscil<>dor arn:6n1co se extiende 

hasta el infinito y a su vez es in f ini ta=~ente qründc cu .• ndo 

r-voo, su princ~pal efecto sobre las nurtfculas en cst.::JcJo:., de 

bajas energías provi~ne de la parte cercana al ori~en. Este 

hecho lo mostrumos culcul0ndo la inte·.irél de traslape dí' la::. 

funciones propias de dos potenciales de oscilador .Jrm6nico 

di fcrentes. Si denot.:;mos por 'V,.;,, ( : '· 'f ) y i<... ( i "'·¡·) 
a las funcion,~s propias correspondier.tes a lo;; v.Jlore::; do lo:.; 

constantes de oscilador 0 y ~', re5pectiv6mcnte, tenernos 

que : 
• ~ ·00 

~dt. \I~" (rn<'.l)\f (Po-t,)::: \ ~~.- nt. k..',,, 
J "-"'\ nerr, 'º 

:::: 

1 ___ .. __ .. , 1 l · 'J 

211. ( J';y• \ ~-1~ 

(ri-19,-t y,)\\ '/..._ / 

Q +V" ( 2 y'r1.,) 
L"" 

•.' 

' 1 \ -~ 
'- \.,..; #"I ) 1' 

,· i' 

., . . \ ~ 
1. 
! . ,-

-. ,,· 
_A 1 { ~, 

I •1' 

(3.35) 

' :,.': 



Utilizando la relación' 
.... / ¡J : .... ~ \ t;:\ • .:. 

"' ¡ · 1 

para Y)= O se tiene 

1' ºº 
~o J f' \?e Q ( \) ~: ~ -~ (r ) -:::. 

13 

: í' í '' ' ' .... 

' \ .. -

. 

... - • ¡ 
J .... '"/·: . '. 

,_- -

. ' 
,,_, :. : (3. 36) 

!,' /' .' j 

} ' .• ,. ' \ "? 

. ·'. ,..") j (3. 37) 

Observemos que <iÚn si ..,)·= 2) , el tr.::;slr.pe entre 10:; 

dos funciones de é•rriba es apro~:imall¿1rnentc 91% onra .Y = O , 
87% para Q = 1 , 32~ p¿¡r,:. }::2 , • • • De esta forma, conclui

mos que el potencL:l a or<indcs distancias debe tener poca in
fluencia sobre las funciones de onda reales, que están canee~ 

tradas cerca del oriqen. 
La forma del potencial nuclear promedio sique, proba-

blemente, la distribuci6n de masa nucle~r y,por lo tanto, no 

es muy diferente de la parte a baias encra!as de un potcn-
cial ar~ónico. Como las funciones radiolcs no son muy sensi

bles a pequeílas variaciones en los par6metros del potencial, 
podemos entender porqu~ en muchos problemas el potencial de 
oscilsdor arm6nico puede constituir una apro~imac16n bastante 
buena del potencial nuclear real. 



SECCION 4 • MOMEtno A:!'.~LJL .. i< ,)ínll T1\l !JE p,\'HlCUU1S cor. E::iFlij 1/2. 

Ciertas partículas,como los cl~ctrones y los nucleones, 

poseen un momento anRular intrínseco, 1ue no puede iescribirse 

en t'r~inos de un movimiento espacial interno por tener e~te 

un valor semientero, por lo que el :spín del electr6n :.;e cons.i 

dera como una propied¿¡d .i.nterna co: o su carq¿¡ ó su rnasa. (n 

consecuencia, ~l qrado de libcl."tad usociaJo al espín pu~de es

tar involucrado din~mic~mcnte en la5 ecuaciones de movimiento; 

de aquí que ::;olo el 11101 'cnto an·;ula.::· tpt.Jl, el. ·:fo •J·~:iín 1.i:;.; »} 

orb.i.tol, ·.:;e •>"1•>·~C\/,,} ;,ari:J un ::;iste"1a c.•::rado. 

Una part!culi3 con un c::;pfo .intrínseco se describe POI." 

un conjunto de 2 . + 1 funciones. f~s te,::; funciones incluven, ade 

más de las coordenadas e:.;poci<Jl y t:er;ipor::il, un índ .ce oue e-:;;1~ 

cifica el estado interno .:il qu~ pu::-tnn.;cen. Este índice s•: co 

noce como coordenada de c::;pín, v lo:; oo-:.:rJdores aue re:>re::;en

tan al espín interno operan sobre cst.:i Co(Jrd.;n.:idu~'. 
La matriz escalar ~~· es diaqonal en cualouier esquema 

y tiene siempre los mismos cit4envalore;; S ( ::'+ 1), deqenerados 

2 5-t 1 veces. 

Denotaremos por 
:V Cs f1. rr¡:.. m, ) 
a la funci~n de onda de 

momento anaular orbital 

( !¡ • 1 ) 

una partícula con es "Ín interno ::) , 

~ , v lab correspondientes provecciones 

en •31 eje i! , ITJ:'> 111·; • Corno traté.lrer.1os con pGrtícu!..as de 

espín 1/2 (J=1/2), omitiremos en adelant~ el fndice ,; en (1i.1) 

v la proyección Ifl:, torni.'iréÍ los v :olore:, •1 •• =1 /2 ó rr,:.=-i í2. Debi-

do a que los momentos an~ulares orbit~l y de :s !n se refieren 

a qrados de libertad diferentes en ~eneral podemos escribir 

como un producto 
1t lQ ·rYl:.Jí);) oc_ 1'. (9. ir·,~;, . ' '. •"'.: ~. ( 4. 2) 
la función f_(il/) es la función de ondci de espín, independien-

te de las coordenadas espaciales, y satisface, para partículas 
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de espín 1/2 
(" ;: 

/ '·. ¡,·: -· 
S2 / ·~ ,·,;,.·:· _ ,, . 

y la relaci6n d0 orto on.i.idad 

=.::~ 1 
p .. ("...,r'f"1:'°\,t¿ 

•· 
/ ..... ; . 

•.:~"' r: '::..,. \";.) ~~- .;'f·~·~1l~. ~r,·."; '. \ ""'· ... ·., 

donde los subíndices .... v ~ .indican si 

rriba 6 hacia ob0in. 

cen a 
O z_lJ . .. 
0 ¡;. 'l! 
~ 7 '.!! 

su vez la~ ecuaciones 

::: .. ~ '"lJ 
..:::. rY1 •. 'i.:J 

V " 

i" r,' 

;.'., ,.~ (4.4) 
el e::;· .ín .spunt;,; )i:,c;ia iJ-

( l+. 5) 

y cu1:.plen la rel<::ci.ún cJ,; orto ;on.::: ,d,,d 
e,;¡- '~ 1 .. ,f:1·~1'/' :n:1. · ,, .~' i \ (4. r,1) 

é.7.{_~(i. C5p1...;~ .... ;- ~ ~ . - . ·_, ·,1Y>-t:-j,..~ i ·in, n 

Los tre..; on,~r.Jdorc:; de esr-ín .· .. , ":' v " '.i::itisf.:;cen las 

relacione:.; de co1,.·1utaci<:Sn de ln. tre:J C•Y1r.oncnt1?:, de un o••en

to angular 

[sx, s~, J ::. ,: \) .. ( 

Co 1no los opcrrc>dores 

( lt, 7) 

de de • o.::en to .. :m ~ulnr orbi-

tiJl operan sobre diferent.~s esp.)clos, con: utan entre si, Qe

finiendo el opcrDdor "J,J;.~ es claro ouc> satisface lü:; relacio-

nes de conmut.Jción 
1 ( l¡. J) 

_, [J >< ¡~~ -\=- ¿ 

,\1 "" OPCl'':Lk1r -,· ~;e l:; conoce c01-1 r.) o; .. H::riJdor Je morn~ nto an-

oular t<)t·=il y e::; fác.i. ~ T•o,~tr. r auc son c~crt.J:; las siciuien:.es 

relaciones: 
1" .1·<-\ __ rj·' r~1. ·- r 1. ,., ... :: _J¡-:-. - 1.;;;J-· ... ~~J 

'I también · ( !¡. 9) 

. '· ': ~) '.! ¡ ~-- ;. '¡ 

- ·, {, 
·1 ~·>-', --,. 



Conclu ~mos que en un e::: tcdo de r~.o;;,cnto 

finido el conjunto d~ op0radore~ quo conrnut~n 

constituido por lo~ cuatro oper~dore::;: 

<.:WJU l.2r biEn de
'!ntr,- si está 

y Un a 

funci6n que diagonbliza sirnultaneamente a estos operadorc~, 
'YC}~ 111 , e::; una com!Jin<1ción Lneal diJ l<;s funcione:.> · { ) con 

diferentes valores de y 

y/~/¡ ' . _._ . 
' ~ ~ <. • r·· / ::. : , 

¡ '.11.1 

(4.11) 

donde (.:.._¡,·,. ~ r,· .• '. : .. : 'r1 ·_, son los coeficientes de Clebsch-~ordan. 
.... l~ • r 

Para el caso t =1/2 se tienen los siguientes coeficien-
tes 8 ): 

{4.12) 
/J._ 
\. 2. ii.'.: -•. : -~. \ ;¡ • 

La funci6n de onda con buen momento angular total tendr6 

entonces la forma .. 
...... ... ' ~- ~ ~ .. : f{, 

, ¡,; I t ; .. r ... r. \. - 1 - . ... -
/ ' t./ ~-·t• ·-.. ~ J - l.. ... C. r,)-. f i.; 4 ' 

(4.13) 
que será muy útil en el cálculo de la interncci6n espín-6rbita 
que se discute en la pr6xima secci6n. 
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::;ECCIOil 5. 1\COPL.t1l-'.I[i;TD [:.,F~:. U/10.:. r" 
,,.. 

L \} .J 

La d•=p0ndencia de l¿¡ cner·;Ía de un nucleón respecto de 

su espín se rnani fiesta ol tener en cuent."' los térrr.inos relLtí 

vistas aue dependen de la velocid3d J~ l~ aartícula. El ~iü-

vor de ellos '~s un térinino orooorci0ric,l J ln r.:rír:.r:;ra ooten:ia 

de la velocidad. ,; oartir de los tr.:::. vectores 
í\ = -r Ir v ·.;;_ 
tricto: C?1x:i}).-S. 

se ou0de c0nstruir u~ esc~lar en sentido es
For e.do, .:l o:·cr,_,dor del acorildn.iento 

Esoín-Drbita del nuclc6n en el n6clco tiene la forma 

Vf,, 0 2:. - '}(r)(~:-: _::;]-)."~- ::. - {(r ;·~:: .·:· 
donde gl ( '() es una cierta función d" ( 

( 5 . 1 ) 

., . ' 
} = J!2!'. u:-.:.~.; es el r;10111ento Jn.1uJ;;r orb.L tal Je la p..1rtícula. 

/\ ~ . 
Es in1r.urt ..• ntc sci·1al<Jr r.;ue cc;t;o int0rucc.1.ón es de orir:-:,-;r 

orden respecto ~' ·:r /e icntrczs cue 

Orbita del clectró11 •:n ur1 <Storno e~- un 

. E "' 0.i úCOt"._dl711E:nt.O SC•l.fi - \ 
(\-\ l 

efec~o de s0:undo ord~n ¡ 

esta diferencie,; cualitotívó.J se Jebe a que las fuerzas nucleores 

dependen d-.1 e:;pÍn y .. , en l. a aproxirri<lcíÓn no relativist<l, r.1ien

tras que la intcr~cLi6n no relativistd de lo~ electrones (fue~ 

zas coulombiEnas) no dcpcnd0 dr lo~ espines. 

L<J enerqía de lu interacc1ón ¡:,,¡,fn-Crbita está conc(n

trada esencialmente en la vectndad inmediata de la ~uperficie 

del núcleo, es deci.r, la función ~ ( 1·; decrece a r;1edida que 

penetra en el rnisr:,o. En efecto, en J.¿¡ 1: <Jtcria nuclear ilimí 

tada una interacci6n de est~ tipo no uodr!a cx1~tir, cono e~ 

claro sin mas au.;; tener en cucnt¿¡ quu, en virtud del c;ir.~ctcr 

hornoriéneo de un tal ::.L,;ten.iJ, no c;<i. te en el. n.:.n-.una dirC!cci6n 
" privilc liada a l<> que se pudicr"' asoci:1r el vector n • 

La inter~cci6n (5.1) conduce ai desdoblilmiento del n!
vel de un nucle6n con momento ~nqular orbltul i , en dos niv! 

les con 1:1omentos anquL.íres 1 ::: z .!: ':..: • Q¡,do qu<= 7_ .~ ¡;S di oqo

nal para la funci.ón 'f'(r,)¡ 1n!)=\1i'ii¡) , ec. (4.13), se tiene que 



1 b 

-; ·; 1 1 ~. •. ' ) - 1 - "!. / • " 
/,.. .. ~, - rl,! / .: 1·, · 

i. :. .... { 5 • ?. : 

de modo que para los dos casos ooslblus se encuentrR : 

( 5. 3) 

seqÚn esta fórmula, el vnlor d•3l desdoblamiento será -- . 
6. E = t: e- Y.: - E;. .. >~ ··-= .:: (' > ·.Í. ·• ;,O ( 5 .11) 
donde f.( r) es el promedio de la func16n -· ( r) v se efectúa 
con relaci6n a la parte radial de lu función de onda del nu-
cleón. Si ;(Y') se toma positiva, el nível con :=;·/c.(vecto
res ,( y s paralelos)result¿¡ ser mas baio au~~ el nível con 
j =Q-!12 (vector·o;s f v ·:. untir>cJri:llelos} ; lo::; datos e;.;oerimen 
tales muestran oue esto e_, oreci.:;.,m(~nte lo aue ocurre en lOS 

núcleos. Dado auc : ( í ) disnunuvc raDid"rnente al Den.;trcir en 
el núcleo, la contribución or.incioal u ) viene ddda oor 
la reqiÓn cerc~ d0 la suoerflcie de aauel. Por otro lado, el 
valor del desdo~lamiento (5.4) crece al aumentar ~ , v ello 
no solamente por .:;l factor ~·, 1 1¡<, sino también porque uum.:;ntéJ 
la probébilidad d·3 encontrar e.i. nucleón c..:rcei d,. ló :.;uoerficie 
del núcleo. 

El acoplamiento Espín-Orbita de un nucleón con el núcleo 
es relutivamente débil comonrado con su intcracci6n con el 
campo central. Al mismo tiemoo resulta ser, en aeneral, oran
de comparado con la cneraía de la interucci6n directa de los 
nucleones en el n~cleo, debido a que esta ~ltima decrece mas 
rapidamente al aumentar el Geso at6mico. Esa relac16n entre 
las enerqfas de lQs difer~ntes interacciones conduce a aue la 
clasificaci6n de los níveles nuclo0re3 dcb~ efectuarse seaún 
el esauema de aconlarniento J-J (capítulo ) v no en el acoplE_ 
miento L-S (capítulo .. ) en el aue norinalm"nt~ se clasifican 
los estados utÓrnicos. 

Como resultado de: análisis de datos experimentales 
acerca de las propiedades de lo:; núcleos, es posible estable
cer toda una serie de leyes relativas a la distribuci6n de 
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1 o:; ni ve l. es 11uc 1.-,.J 1:.::-.. ) ) 
. ._., ".l.•'.: 

enerqía de los d.v les .:le•_,: nucl'"·5n ·:recr: ,:_:i ·.1u P.nt:;r ,.~ r,c-

mento anqular ) lo cu .11 est.'i ll :;>d ::i '.::•)'• el hec o do:· •J.J~, .,1 
(' 

aumentar ,, , crece l;:; ener:ií."' c.~ntrífw; ... ;J,, 1, · <·rtícula, .~•)n 

lo que di smin•.Jye su <:n0r,_¡fa de enl ··~(!. 

Se obs·.rvan ta:~·b~én al :unas ;..·e ;l·-..:·~ r~-~ ia:.ivu. ;:1 lo: -:~:~-

,f 
J 

cid 

103 í~:ornr:.r1tos 

de los nucleones ln.:l.viJu~les ~~r 

3nnul~res tot0lc~ 

en e, núcleo en :~::;ta-

lar total cero. El f(~n.5.nc11.:1 tiene .. •11ch '"' conse·:~ucnci u·~, p.)r 

ei emp~o; :>i el núcleo ti0ne un núr:ier•) ~n.·;¡r de n•o,u tr•Y"::-:; ') 

de protones, tt)d03 ~;?i'1ClmLl d~ C,_:;~,a~ cu:.;;-.:f~r.,.;JS, i:2n lc1_ rni::.m<~-'..l 

estüdos, el •düt<•.,n~:o :,n-.;uL.r d ,;_ núr:l°'.!') coinc .• de cc1n •o>l :; .. Jrr ·r,tv 

anqular de l.Jli nuclc6n¡ tud·J :Jcurre con,,;. si d·2Sf."Jés d~l -:í:::•a-

reamiento de todos los par0~ posibles de neutrones y protones, 

quedJra tñn solo un nucle6n C•Jn :no111-~nto an :ular no corn-
( 1) 

pen:;ndo. 
El ¿studio de la formaci6n de las capa~ en los núcleos 

exiqiría un an~lisis detallado de los datos experimentGles que 
se poseen, y esc~pa, por lo e~tenso, ¡:¡ los límites de este tra-

bajo. 

ner ,:,1. 

Pr.esentDrnos, por eilo, solo cons~derociones de tipo :ie-

;-.1 .;studiar l.J'..; pr;);úe<J ... des d.-. lo:.; <'.íto·-.os S·'! encu·~ntr:, 

que los estados electrónicos se pued .. "1 di:;~co:<ipon 2r en ::;rupo;, 

tales que cuJndo se .lana uno de esto~ ·;rupos v so casa al si
ouicnte, la ener~íu de enlace dJl elactr6n disminuyet~) Una 
re1'1ción análoqé) se pr>Jscnta en lo::. nú .. lc,)S, ,1,:¡uÍ se .jistri-

~uyen los 0st~dos nucle6nicos de m~nara tril que se foG~an los 

:; i,; ui en tes ·1 ::1J pos; 



2U 

1s1/2 

lP3/z,1P1/2 

1ds;z,2s1;2,ld3¡2 

lf7¡2 

2D3/z,lf5/zi2p1/2,1q9/2 

1q7/2,2d5¡z,2d3¡2,3s1;2,1h11/2 

1h9/2,2f7/2,2f5/z,3P3/z,3P1/2,1i13/2 

6 

1 2 

8 

22 

32 

44 

( 5. 5) 

para cada qrupo 5e da el númc.ro máximo de protones o de neutr.9_ 

nes que se pueden tener. ll<Jcemo~ not"1r 'Oll<: uno cualquier.; ele 

los qrupos queda completo cuilndo el n~rnero total de protones 

Z Ó de neutrones :1 en el nií.-1.:>l"I ""'- i J"·", ¿¡ uno de los si quien-
tes números : 

2,8,20,28,50,82,126. (5.G) 
Es dacir, estos n~meros cierran lo~ ~rupos, y por ende 

las capas, es por eso que se les conoc como nómeros máqicos. 

Los diferentes estados en c~da uno de los aruoos (5.5), 
se han ordenado siauiondo, mas 6 meno~, el orden en aue sucesi 

Vórnente se ocupan en la serie de los núcleos. 

Hemos discutido, por un lado, la existenCiQ de una in

teracci6n Esoín-Orbita en los núcleos, v por otro, el signif! 
cado preciso que tienen lo~ n~mero~ máqicos. En principio 

solo se tiene una raz6n p .. r.J Dens.~'r aue la interucción Espín
Orbi ta i uec1uc un pop el import.rnt,; en l :i forrnaci6,1 de capas 

el desdoblamiento de un nívcl en dos. Sin embarqo, no dela 

de ser importante el aue se ouedd reproducir los ndmeros má1! 
cos con tan solo considerar un potenci~l de oscilador arm6ni-

, :~ '. 
co con una interacción Espín-drbitd;"fii.(5.1). 

En efecto, el potencial de partícula independi~nte tie 

ne la forma 

\/(r) =-l,., w' T' 
1 

-l-~ CP • ::) 
2. i\ ~ ( 5. 7) 
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_ 1,. ____ ..... - 1f1:1 - l'..i'f [Bl -- n 
1 

...... _ ,r:v1---------- Ml- ff>I 

- 1• --·- - - h 111-------- 17.) 171 -- 7 

FIG. (5.1). Níveles de enerq!ü de un potencial de oscilador 
arrn6nico mas una interacci6n del tipo Espín-Orbite, 
los números entre par,ntesis redondos indican la 
deaeneraci6n de cada n!vel, en tanto que los n~meros 
entre paréntesis cuadrados ind ic~m los nú:neros Je 
ocupaci6n hasta la etbpa con~iderada. 



si traba; amos con 1°:is funcione: s de ond .• ; : ,1·"> ::>e encu-~ntra aue 
la enerqía debidu al potencial es 

) - ~ 
,J. ) 

¡ ( -f 1 

j::?._•'h. 

j = ~ - •/¿ 
es .el 

En particular, se obtienen las siquientes diferencias 
de enerqía con el estado bose: 

( 5 . ')) 

Si queremos considerar desviaciones en el espectro de 
partícula independiente debemos corregir el potencial (5.7) 
con un término r l.\;') de hucerlo así tendríamos el potencial 

V(r):::. "i: ,.,, ... _)'r 1 -J- ~ ~-.: 1 .f:_ -¡_-.-,¡ .'-' ._,. <./•:. 
¿-~ ~~ (5.10) 

con la enerqía · '' 
-e . _-¡,_ (·- o -./) ·, " I -· 17 

·j-:: ~· 'h 1
• ~ ¡._, ~ U-r •) ( 5, 11) 

c.rie 1 -· •1w ,1_n~ ,-1 ·1_.. .,.. -· ¡ ""-n j::: Q.- ~::. / . , 

Finalmente, querernos hacer not~r aue aun cuündo en un 
principio introducirnos el potencial Q.~. en forma fenomenol6qi
ca, pora reproducir los n~rneros máaicos, existe evidencia expe
rimental de que e::; real, pero no se cuenta con una base tedr'
ca para explicarlo. Su qran magnitud implica aue se debe a 
interacciones nucleares y no a interacciones electromannáticas. 



::::cccrn~: 6 • f·\Ol"iEr<TOS t::L[CTíDl .. ,,\':;i!E ílCO'.). 

Ya hemos dicho aue la:.; funcione~ de onda,auu determinan 

el movimiento de una partícula independiente en un Cé:l1noo cen
tral, pueden dar una buena estimdci6n de alqunas prJpiedude~ 

nucleares. Esto es particularmente cierto para valore- e::;pe

rados de sumas de operadores de una sola p5rt!culJ; P<Jr, estos 
operadores lu contribución de un;, P<Jrtícul;:i en un ~~stado '. 

es ic¡ual en ma.¡nitud y de siqno oouc:.;to i.i L.i de 1;1·, partícul.J 

en el estado\'.: 11:/, nor lo '.1Ue oi:ires d.; P•:rtfculü, con direc-

res n'.l contribuyen a lo~, v.Jlores e::;p•.?rados d·:: tilles oper,;dJres 
Los operadoreJ cuadrupol~r el~ctrico y dipol0r maqn6ti

co son operadores de un.:: partícula uue conviene .~::.tudi.¿1r con 
mavor profundidad; los anGlizarcmo$ aau~ v deducireffi05 alqunos 
resultados interesantes sobre ellos, deiando D<lr~ la pr6xima 

secci6n el tratamiento de los otros momentos electrornaan,ticos. 

a) OPEí~AOOR DIPOLAR ,':A";NUICO. 

Suoonoamos que tenemos una pa~t!cula carnada aue se mu~ 
ve en un campo central v aue interact~a con un campo maan6ti

co externo. El operador quo deterrnina la resnue:;t<J de la par
tícula al cü1npo, en un¿¡ primera ap:ro;-;i1;.,1ción, es el operador 

de momento dipoL::r milanétLco ou.c; C(J11siste Je dos t6r .. 1inos 

el producido por la corriente qenerada oor el movimiento de 

la car~a v el auo se deriv.J de corriente.:; intrínsecas en le 
partículn asociadas con el espín. As! 

11. --- /I~ ,·, : /l . 
· • ' V L ; l ~ ~ 

donde 
+-· 

! CÍ\. 

\:-;.;·"- ! 

( 6. 1 ) 

(G.2) 
(6.3) 

J1auí '· y :-. son los .monHH1tos anqul::res orbital y dt: 
Í t . t , ..• l . " -esp n resoec ivamen e y J~, ~ son es razones q1romaan~t1cas 

orbital y de csnín, cuyos va_ores son : 
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Ya hernos dicho que los funcione:·, de on:fa ,nue detcrm1n¡111 

el movimiento de una péirtículíl indep.:::11cJienLc en un cumr'o cen

tral, pueden d<ir unü bucnn cstimaci6r1 de alqunu:·, pr:-Jpicdé1de:, 

nucleares. Esto es particul~rmante cierto paro vnlorc3 espe

rados de sumas de operadores de una :;olü partícula; p<:1r,i cs::.os 

operndorcs lri contribución de urw pa1:tícul.:i en un estado \.' •)> 
es i~¡ual en nwcin.Llud 'I ele siqno Oiiuc:;t'J ;¡ l,J Je: 1r1:; p.:1rtícula 

en el estado \~1-1r:), por Ji"J mw pan~~· de purtfcul<.1:, con direc-

cienes opuestas en lDs orovccciones de sus 1nomc:ntos i:lnault.: 

res no contribuyen a los v.:ilorcs cs¡,crnclos de· toles oper¿Jd:.ircs 

Los operadores cuadrupolar elS~trico y dinol~r mcqn~ti

co son operodorcs de una partícula ouc conviene CJtlHlj ar con 

mav~r profundid~1d; los anilliZ<Jrconos iJm1i v cleducirc;no:; alqunos 

resultados interesantes ~;obre ellos, dciGndo [1<.1l-.J la prÓ>:i.r.ia 

secci6n el triltamicnto de los otros momentos clcctromaan~ticos. 

a) OPERADOR DIPOLAR ~AGNETICO, 

Suoonaamo:; que tenemos una pnttícula cnruada aue se mue 

ve en un campo central y aue intcractaa con un campo maan6ti

co externo. El operador auo determina la ruspuc:;ta de la par

tícula al campo, en una primera aoroxi~aci6n, es el operador 

de momento dioolar rnaanético aue consiste de dos tór11ünos 

el producido por la corriente qenernda por el movimiento de 

la carRa y el cue se deriva de corrientes intrínsecas en la . \ 
.,. . 1 í í (\I. particula asociadas con e esp n. As ' 

-¡:t--¡t ·1~ - "<b .. Q..ep,:, 
donde 

Q '\ tf:1'\ JJ. "' ¡, ::. ' e \ <. rn c.. ¡ 

\.\e,e.:'~ = " ·~·~ ((! J\ \ 
?_W¡c....;} 

( 6. 1) 

( 6. 2) 
(6.3) 

Aauí { y s son los momentos anqul2res orbit<Jl y de 

.espín respectivamente y ~¿, g.'.> son los r<:1zones qironwon.5ticas 

orbital y de esoín, cuyos va1orcs son : 
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p.:::otories 
1 

') 

O parn nec:· ;:o·.1::> 

5 .5845 r ¿,r¿: prd;,)'1•3'.J 

-3 .8263 r«:.ir;i ncutrone~> 

V cl'J,.1.-.é. es el 1;.a~nct6n n;.;clear (rn.n.). 

LCJ eneniía de inter . .;cci6n est . .i' d.:::ida oor 

8 y~ .::. ~¡;. T;' > 

u:. 5) 

; ' ,, ' 
\. ~ .C•; 

rr.ostrarernos éJhora c11e es r:iosiblc :l·:?finir un factor , , oara 

una partícula en un estaJo con valor definido de , aue s.:::i-

tisface pr.ra todiJ orientacion del campo ··· la relación 
1. ,. .... 

( ó. 7) 
Corno \i es arbitrario, (6.7) se satisface solo si po

demos encontrar un vulor ·.1 tal que 

'J ...... ) > ::- <: ~1 ~ e ... -; ? ~ -.~ \ ~-> ( :.; , n ) 
~sta ecuaci6n vectorial t!ene tre~ co~ponentes, en las 

componentes "X" v "Y" la iqu:>ld¿d se tlu triviairnente. ::n 

efecto, suponq¿¡rnos oue . _ ,., 

entonces 
es eiqenfunci6n de ._,,. ,,., _, , . :: , 

(~M \~,.\ ~f).>.:: ·< .... /~', \__.-··!. ~~-~ -;~~~·'. ""\J·/ 
;: \• r,',. 

~I • ,' 

... . :~ ft" '1 / ", .-;. ~ ,. - (6.)) 
v análoqamente 

/\'ti'"'•'- -- <•¡•/l \IJ'-· '._<o;..,..,I -;-: :..: J1i/ - 'i_ ':¡-.._¡X -....'; ~",/ 

por lo que 
(6.10) 

~01-',)j:.;_>(,_-+~~::.~\,11-(/c:O =- .,,,¡·, .. ,' ,1:> (6.11) 

Para la componente "Y" el ¿¡nálisis es idéntico. 
El momento dipolar maanético del estado en cuesti6n se 

define corno: 
i..t - .-: ·) -~ ~ 1-. rr ·: ' 1 ' i .. ..... ·/. - -:-:: .... 

J - ..... -- .. ·J¡f-:::¡•.. (6.12) 
es decir. es el valor espor;Jdo de la compon.'.!nte ·! de ¡i torna-

-· do en el subestado nuclear con la co1.1ponente de ' ioual a 
~ Nuestro prop6sito es c~.lcular e:,;te elGmento d·~ mutriz. 

Para ello, hacemos uso del teorem~ de ~iqner-Eckart (A.40) 

/ 1\~,.1•'·- - -·-....... .) 1-. \ '\] 1 < .. ' / - . ,· - . 1 , 
\ ' .J -~·:') 

. ... -~ < .... ,_ .. ; \ /. '-- '\. J-; ,> (ó.13) 



con lo aue la componente : de estn ecudci6n, en el caso 0 -

torna la forma: 

< ..'.·J;' V?. J._jJ) :~ .. -:-\ I · 
' ~ _.._ 

Reemplazando·:-¡ v \ por ¡1 y ~· .:'.· ~. , encontr.::imo::; 

,.~ '=:. < ,\" 1 f.l. ?: \ "' '• '/· • = _J__ < j ~ ' ¡-;· . -·· \ ; 
I 1 d V ,_j.·~) 1 • .. ; .• .-'" 

y utilizando las identidades 

¿3. J:: j"·r f'"-- -s'-
2 '3· ~ ·;:: j" - )'·t ·,·'., 

= --'- --
~. + l 

r í 
:: \ .)- ,/::! 

) _!___ 
L j ~ ! 

' ; 
·- ) 

r 
\ ' 
"- ~- ·-" 

en unidades de m.n. 

. -.} 

rara ' 
• 1/2 
-1í2 

El valor de ·~ viene dndo entonc.::s por -..' 
:2i = _Ll..l.:LU :!.c...:.±_}_~·_ s i ~ = i. + 1 ¡ 2 

2j 

1 •• 
\ '-'. 1 

((:., 1ó) 

-: .. - .. ' 

q = (:2J+'3)~)c- :1 ~ • { _ J._, ,
2 

(ó.18) 
.J "¿ U-tt) ' Sl. V - ' 1 ! 

Los valores (6.17) para los momentos maan6ticos de un 
solo nucle6n se conocen corno valores de Schmidt y las líneas 
que se obtienen al considerar ¡~ como funci6n de se conocen 
como líneas de Schrnidt. Observemos aue pura cadG tipo de nu-
cle6n existen dos líneas, una oue corresponde a los estados 
para los cuales el esoín v el momento anaular orbitQl son pa
ralelos ( j =}-'<'Id v otro en el aue son ¿mtipar.:.lelos ( ·: =; _ '/;:) 

La curvé! pan1 j =l1'/z. es una líncs r·=cta con pendiente ~;;_, 

y la línea para ~=~-~es una curva aue tiende asint6ticamente 
ll."nea con' d · t 0 (t~\ a una pen ien e v'J. • 

b) MOMENTOS ELECTRICOS: 

Si unapartícula interactúacon un campo eléctrico 
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la encrn!a de int~r.:ic~i6n astur~ d~11 or 

\'{ :o e < ,: 1-·. \ .' .. \' ''. 

donde V ( -1~ ) es el potencial el6ctrico ~ue determin.:i completa-

mente al c.impo. 

Desarrollando ahor.;. - ,.-(-¡:-· ) alrededor d<: í'~ =O, se ti ene 
.. - ..;:';!2-- .. :. ' .. J 

'{ r, l' ) :::. ~·=- ¿___ ...• : ... - . r ) ~/. '> 4> J ( :: • 2C; 
.. ¡-:...._o .,...,..,: -· • .' ·: ,-,.. 

donde ( 9, '1·.) son las coordenadas an .1ulares y f1 la co.:ndenDda 

radial d0 la partícula. 

Una buena aproximaci6n para 
•• • 1 \• 

- i.L' .-. ( i' ) e S ' -

" ' l '' ) .. 1 ~ - •. 
'I Q..,,\ \ - ) · .. / .' .·,· ( ·-·. ":'1. 
donde -: ); '" solo d ,pende de la forma func1onal de - - ( ¡' ) , oero 

es independiente de la coord~nada rcidial. Esenciülmentc 
est~ con~ct da co.-1 l.:;s derlv ... d.;.s de ·· · e;·: ) e lcuL;dóJs en el 

oriqen, (dcsarrollimdo ··:.: .. ( ¡·) en se>ric de í.:iylor ) • 

Introduciendo (6.21) en (6.20) obt·m•,mos 

\f~t-i; ·} : ... , """ '.''. . ' 1 
: ' 

1 
'; ,, ~~ ·~ ( •• 2 ~ . 

donde las c;:intid.,.Je:.; . . . :..on l:i:;; ;q0'.1•(; •. '.:o., r,,ulti:·ola::es el6c-

tricos de 10 oart!culil en ol est~do 

El e~;té1do ·. !', e .. t~ constituid<J por el oc.:iplamiento de 

funciones de onda ungulares >>',.'= l •' ' .- con las funciones 
de onda intr!nsecas ~ ! • 

\ -~~ \ J'. '/ ::. ~~. ~- ;¡) ~- 1' (<' • ~: ;f ~ l.'. < - ~ 11 ~~ '- ·,' ,; \ , \ l • . ¡·r' • -',; \ O• .? ) ) 

Introduciendo tol 'e:<'oün::.ión en omboc> loJo::. del clenento d::: nia 

triz de ~;. ,,,., obtc:nemos 
,...., 
-~:' ( I ,y --

donde 

, \' ...... ' 
·:~· i ¡.ro .. 

,_ 

' ~··) 

. 1' .... i' ( :.: ,, 

<r'', - ,. .. 
/ ,.,~, < .-. 

,. : ' t (G.25) 
),·(.,se evólÚa usando el resulta El elamento de 

( I,','\ 
do oeneral 

,\ 7;" "~, ! >.: " .. 1. '· \ ,,. 

con lo que ' 
.:1 j¡ 

,,." ~ \ 

",. k rt-:' 1 ·)1,, _ ) (' >lJ , ·-, -·· . t ;,·¡ <.:'.. / 

Observemos 

pero 2 ,~ de ellas 

., . ~ . ' 
' 
/' /(' 

( ,.,Q'•·l)y,_ .. ,10 ., '1'·.',·_, .. _-_) __ ,·1 .• ·.,:;.·,, ·- .. . . . -- •., I .- " < ' ~. • . 
-·1 11 . ' ' 

que la ccut:Jción ( ó. 24) tiene 2 í.-1 

se anulan. en efecto, en (6.27) 

, •• 1 

1 r1'.: ,.( Ó • 27 ) 
co;nponentes 

¿¡parece un 
coeficiente de Clebsh-Gordan oue se anula a menos que ,;·¡ =O. 
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Por lo tanto, ( ó. 2 .. ) 
..-_;-

(\) I 2e /V J>) ,·:.--
.. 1 O =:. • ' ' /r Í .,., ·. • f( I _: l J, 

. ,·, I 

Y de la propiedad (A.2), sabemos que se anula~ ~enos que 
~ ~2~ • Esto significs que p~ra une rartícula con momento 
angular ..J , el máximo mult.i.polo distinto de cero es de orden 

P. = 2 ::J 
Ba.io la transforrnóción <· --·v-, (rcflexi6n espnci<:il) 

los armónicos esféricos se tr.:insformün como ; '· .·· •· (-1 )'. '.. _ 
1 •' .• ) : .... ,, • ' 

por lo que si las eiaenfunciones tienen par1dad definida, de 
(6.24), (6.27) y (6.28) se sique ouc 

Qº ·=- O p ~ r· " ,· ) · ,\,..... Jo u • .r:. __ r;"r. •.11. e;. 
._, Combinando (6.28) v (6.29) obsr;rv~1mos que 

nes el~ctricas de una p.:irtícula en un estado de 

(6.29) 
las internccio 
momento anqu-

lar _: se determin¿•n completamente por lo:; números 
(.'¡ {) l'."1 _,,., 
.... ~co 1 -J't_,!)/ ._:"'1'-4D} • : · -:.0 ... ~.o 

(G.30) 

Calculemos ahorG el momento cu~drupolar eléctrico en el 
estado !JJ). De (6.28) es cl:ro ~1uc 

~z_o ::.2e<~ r'-;;:~ 0 .i:~~rr.;~:: < .. -..,rr:..).,,:•~lJ ,·1:.._~t,·1:·1 ·<~· :-:~ .. ~¡í.c:>·<: ~ri"t -::. 0 \ •'u: 
y en el caso .-¡::11_.t.1/2 1 (6.31} se reduce a · ," 

,J .\ 

Q .. 0 ::. 2e<1;.,.%.,<' ·- eo;·,'.">\\a> < C,2 2. •Í e;> (6.3?) 
Evaluando los coeficientes de Clcti~-Gordan por medio 

de (A. 7) se tiene , , . . . , 
~ , ·: 1 • ¡ ' '.! t_,v + , j 1. <Q O¿o\ ~D/ = ¿ :, ~/-~l__;/¿ \ l<:~-···í! j ·;• 

1 
;! 

y . 

< Q Q z º \ o_ e. > ==- l ¿ 1'; ~ ~- ·0·<' ~~1~)_=-.-=:-i 
('11.-)!1-·-.,'\ 

por lo oue finalmente;' · · ,_,: ' · ·" · 

__ ;:i e < r'/,, ,, .Q - -----·---- .. ...:... ____ . (_-; .. .) - l; 

(2Q...,..:.) '·" ! ¡ ;:.) 

En el caso j = Q -1/2 es sencillo demostrar que 
tiene el mismo vDlor (6.35). 

(6.33) 

( 6. 31,) 

(u.35) 

Substituyendo la~ ccuuciones radinles de oscilador ar-



T' I• ·-· e 1"1 ~ ,: 

Utilizando lu r'c)laci6n'·,',', ·, 

1 ,,~ 

j J.. 

obtenemos 

(; - ¡ ' ' : , .•.. 1 .,., . 

: ,. - ..... ~ 

'·, - .. ·,·, 

·, 
''·. 

(t.>. 3c} 

( . ., ., . 
~.) • .> i J 

Esta· es la f6rmula del momento cua0rupolar de una partí 
cul.a sometida a la acción de un uotenci<il de oscila:.::or arm6-

nico. 
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Atomos y núcleos que se encu·~ntran 0n e::;t¿¡dos e:.;citiJ

dos, con bastante fre.cuE:nci<,1 se desexci ton interactu .:;ndo con 

el campo electrornaqnét.ico, en mucho~' cwsos siendo estu i,, 

6nica posibilid~d de descxc~t~ción. 

Atomos aislados en estddos e~cit0dos decaen a sus es

tados base produciendo ru\.L .. <Jción e lec tro.Jmi:l.1nétic0 o emitiendo 

electrones, co1nunrn· nte con.Jcidos co;;10 electronus ;>LL'er. 

Practicament·: tod.; nu·~'..iLrc; 

núcleos que se oncuc-ntr1,~n r:;n est.~U: . .J .. inc:J:,·~blcs DU();:.Jcn em.~ ~.: · 

oart!culas alfa, nc.1troncs, rotenes, etc., y tilmbie~ oucde• 

decaer a 3U5 cst~do~ biJsc emitiendo~ d1~ci6n elP~troma;nét:ca; 

mientras que las interncciones rc::;vons~olcs de los orimeros 

modos de decaimiento nuclear no son bien conocidus, la intcrac 

ci6n electroma~n6tica si lo es , v un~ ~r~n canti~ d de in-

formaci6n sobre la constituci6n de los n~clcos v muchas de 

sus propied&des se deduce de .;stu inter.,cci6n. 

Las radiaciones elcctrorr:CJ :n6t.ic<.J:.; vic~ncn acornoañada~ 

oor una transici6n en el si~tem~ e~isor, de un estado inicial 

¡ ,:, ) él un estado f inéc1l , · , <mbos con t.m mo;nento an 1uliJr bi · 

definido. Est<i es un<' mLJy ooJcro:; .. r¡;zt'in par;..., estudiar tran

siciones radiativa~, las cuules annlizorcmos en est~ sccci6n. 

Aauí no discutiremos la deducci6n form~l de los operadores 

multipolares eléctrico v '"" inético, n l 1;1 forl7lul ¿,ci6n te6ric2 

de la probabilidüd de transición, ecs. (7.1),U.2) y (7.3) , 

aue se dar~n por conocidas, sino qLJ~ no~ concentraremos en 

el c6lculo de los elementoL do mCJtriz de los operadores mul-

tioolares entre el estado 1 ' y c.i. estado ..... Para una dis-

cusi6n detallada do estos temas referimos al lector a la 

ref. ( 2 1 ) • 



donde e es lil v~locidGd de l~ luz 
asociada a l•i ond<.e, d.:; rnodu que /" 2 ·::. '. .:. es la dirli•Jn-

si6n del sistem•:•, L.i ;:irob0bil [J .d Jt; trm::iicic5n por unid"d de 
tiempo est~ duda por 

( 
.. . . ' ; ·• ;, ·-. ; 

\- L_~I ::: 3 T1 ( _ .. ~ . ~ : '' 1 •• I· =- (_~ ... 

donde la ra~~~ ~i·~~b~~ici6n reducid~ 
de los multipolos el~ctricos por 

( 7. 1 ) 
c~t~ duda en términos 

-- - '·; 

((~e!·)·}_.,!_) __ \;,~_~1·'.~, .·; ¡'_:.. ;-';?. ~~f'·, \ .... r' ·:-. ~ \ JI < 
mientras que parJ los o~cr d0re~ multipolares maanéticoJ 

( 7. 2) 

~·< /. 1 -t~ :· :... ) -= ~ ·,-:.:.¡;~ \ < · ~ i:,: ~ ;_-:;-~ -~---; .. .. t'¡ (: ~- / , • .. ~. ·"" . ··:,, ,.. . -- (. V"· ;-7 , t· :1 .. ~ ·;' ~ .... I' 
f\auí \7 es el opcrudor c;r-.diente, .. 1' y,, 1', C<.ir.:H::·terizan los 
estcidos inicié:il y finül del sistcrr.a, denoto el qr.:>do clt~ nu]: 

tipolaridad de la transici6n, se h~ introducido el n~~ero de 

son 

los oper<idorcs a::;ocicdo. ~í L .• dcnsid .• d dr~ <>Jr ¡¿;, y d,:n:; i..daJ de 

corrient•.~ del sistem·.• emisor:. En el hi'l debe~o:; c:;lcul'1r: · 1 .1) 

solo p<Jrc1 una partícul.::i de musa L·~, con c.:irq¿¡ v r.ioniento 

maqnótico ?~ , de modo que si la partícula se encuen~ra en la 
posici6n ·r;, tenernos 

fG)-::.. ·2;:,(i~-·1··,,) 

_,., (-í:- .) ·-·· r~ -:;- ' : ~ ··~ ·.) .J -;.;., -f ci ,, r· - r ,, , 

:;y1 (~f:\ =- 1,.-¿ .. s (T ---r,,,) 

( 7. I¡) 

( 7. 5) 

(7.L) 

Obs0rvemos que para el caso de muchJs p0rtícula~ de masa !'· 

carqas (',: v momento!.> ma.:;néticoo; /.1. '.,·. , -.;i tu<:idus en las posi-

ciones .. f\ las e;qn·esiones ;:mtei:iore;; solo se modi fic.-in intro

duciendo un símbolo de suma. 

Substituyendo (7.4), (7.5) v (7.-'.i) en {7.2) e intenan

do sobre todo el espacio, tenemos 

· .. V.' r'-\1.,_,. · 11 

¿, 1 • 

-,• 
;.J 'j 

/ - . ¡· ... ~ 

( i . '/) 
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Donde ut.i.liznmo:.; el teorema d•~ ,JL~n1:c:r-':::c~:nrt u .. r, o;:.era 

dores tensor);:l.0~; (/\.110) v 1-; rcl:_:ción d1! unitz.:rL~rJ .:d ;:idr.: lo~ 

coefici0ntes de Wiqner (A.11). 
En el cc'.ílculo d•.:: trdnsicionc:; rn.:,rinét.icas enc()ntr:J:no.:; 

I' 

-~~-

'. 'f 
r. .1 ,Jf 

' ¡' '. 

con 

f::. í -"f 
La inteqral auc anarece en el soqundo sum¿¡ndo se reJuce 

a ' . l_... - \ ,1 ( L y· \ -·• . : ... , ·;: ~ \ -
- - \Y r '-H)" l'x \,'•"-G ''/ - ,•' ... l. 

" 
r ' ( l._ ,; ·. : • jr:Jt. ,í '"'\}',,): 

-. ' ¡ . ~ Í: ~·), 

r. ~ , ~ ( . 

..l..'\"'".Jf>. ¡·\• ' 
'~l \C,J i)·.\: .. ·.!') 

/:. ''1) ( r • / ~ 1- \ \. 1 

~j 

v , claramente 
·r i \ . , f .,,, • ' , ! '· , J " l' ··-. " .., . ~., ::,<li1...'"d;_ (r"}~..,) r:i (;'¡;)_,',:":·:: ··- ,_,' .,-,, \~<'"' 1 r /"'. j t· 1 <:,/."' ,._ =->") 

por lo que 
-;- f '\' -- -~ re-- -- ·, ·- ·¡_ ( • 1 \ ~- 1-.~ ·- ' ·- r·,,· <. ' 
..J.. -=- - J L 'í · ti <J ; ·· í-., l 'l · _r .. ';u) - "J (_1·-·1,,1 ·,· ' . ( /,_,~ 1 -

I - i - ' \' ' ·. \ ·-J1 (7 • 9) - \.. ~r • '\'! \.. 'r" Y (_f - l~ M ) ) ) ' 

Como \7?('r'·X,
1

) =O y ·¡."'i ( r' ;":) = ~ p' /.:., 1 

obtenemos finulmente 
... 'l. 

o(l·\,,_1 L)- 1 \. · :,.-, r~' ·;.- .. ' --11;;:\ 
1 I - 1-:;-1-----, \ - ' 1 

1,1 ··¡· 1• •. -.· ,·, / ; r 
....,,":..,'t.tl) ~ ....... ' !,.i i,.7.,.Cf) 

Denotemos los números cuánticos d2 los estados de par

tícula independient·~ inicial y final por r¡ l L J v 1!; L ! . 
' .;t· 

respectivamen t. :J; si la partícula es un protón con ;1; = p·P y 
¡-L = ¡-tr( e.Ji /¡,_mfc. ) obtenemos los resultado::. siquientes:, 

?-,{ \ ) 1 1 /i\ .¡ J l\_.l ....• 1\.,. ''·. ,: 
'-'\_<9€.<-)L =- -- \''·'I~ 1; \• ¡1 \' \'/' I~· l'J\/j li·•· ., ~· ' 2. :1¿ + j_ : ' ... ~ ' L .. f ' " " ~. ~ I 

( 7 • 1 1 ) 



. ' ._, 

/J .. f; .¡-' / \ ;, 
/' r ,. 

- .. , 
\ 7. 1 2) 

Estas e>~Presione'.:. se pueden si:.1plificar aún ma.;, utili

zando el ~liebra tensorial de Racah. Observemo~ aue en (7.11) 
la parte rarli al se ouede ::;eparar d~ su p .. rte anqular, v como 

p" )L_, ( G, ~--) no ooer<i sobre las coorden.:idus de espín,se ti~ne 

donde usamos la relación (A.58) y el símbolo .' ·representa un 
coeficiente 6J • De (6.26) y dcl teor8m3 de-~iqner-Eckart 

tenemos también 
(} ( \I ;1 0 '•. 1. '¡,.. (¡., /~), - ;; 

" 1 ,\ k T«·./ :: '-- 1 ! ' • -¡,. 1-· "" 

\ 

.i 

( 7 • 1 4 ) 

Substituyendo (7.14) en (7.13) obtenemos una relaci6n muy ~til 
en la realizacl6n de cálculos: 

B( e Lzc l) :: J 2 ~d 1) (2_2;,,.±.Ú .f3: 1:-Ji.~;:-~-~-::'. 1 ) 
) -¡ 17 

dond•o 

) ' \ . ?f :., 
_ _.) ·, ,\¡ ?.e 

(7.15) 

..__ ('cO -¡/' ( ' ~e· n .. •. 1 < í' '-/) ::::. ') . ,, .. ~ . -(' } 1' Y-" ~' \. '¡') d 'í' ( 7 • 1 0 ) 
'\, 0 t-t- > t L 

La red~~ci6n de -t;.I' (maq, :.._) e~.> mtfo complicdda; con el 
objeto de encontrar un término sirnil~r a (7.15) introducimo~ 

lo~ arrn6nicos esféricos vectoriales,'º~uya definici6n es: 
'~-! l (_ L- 1 1 1) ( ' \ -:,, ( . - i j < , . , ; l / · '- \ / ( r, ~ .) ~¡ . 
I ._.. f,' '? J -::_ ;¡-;; "'. - : . - t- 1 ' / / ,:. i' /· , , "' l.:. ( 7 1 7 ' 

,, ¡t- -··· • .,, 

donde los vectores -<'-'- constituyen la bas_e esférica, que se 
.... ,.., . 

relac.i.ona con la base cartesiana ,.)1 , •'.,, ' .. • ••• , por medio de 
'.. - 1 / (? -1· ' ; . . • • ., 
/\~\"'+\f? '-'l _\,,,-,) ;J /_,, ~- é'.:~. (7.1 

Se pued·~ demostrar QU'= lo;; armón.!.cos esféricos vectoria 

l 
. , '¡. l 

es sHtisfacen la import~nte relac1on 
,. :.... .. : 

(7. 1 ) 



de donde se deduce que por~ todo vecto~ ~ 

VLri.../,...
1

(•.,.,<t-)}· 'J _.)¡(u-:)'¡,,,'(')-,,' <· 
-·---1 t.-1 = J L ( 2 1--> 1 } r .. ..::- < L-: t' 1 le \ ·. /~ .·· '•·. 

1 ~·-

1 
~ ( . 

,11 ¡ i. 

Utilizando (7.19) oarG transformar el elemento de matriz 
(7.12) encontramos 

donde --S = f -• ~·o= es el oper .dor de momento anqular total d.~1 
prot6n. El primer t6rmino del l~do-derecho se eval6a utili-
zando la reloción (A.56), 

J ·• r-· -- .. . . ,.\ --.· ~ : ~ ~- }_ ,.. ~ ' ' '1 \ .. .:... ! l ., . . . ., \ 
X <.. .• (_ /._ .. · {_ l ·\ t 1 •.1 ( __ ,,' . •'.- L.; i ¡:: 11 

f ' 

' 
u.::i 

- .. " 

con el valor < í c-')ya definido por la relación ( 7. 16). 
De la relación (A.51) resulta claro aue el sequndo .t,r

mino del lado derecho adquiere el valor 



/ ( ·. :~ i 'i, r \ ~ ~ , ' 
·-. I / f ( :· .1 f i \ !._ •1 

•· -
... 

~ l 

--- -··-· --·--
. \·; \ . '' -' . ,' . . . X \J' .J~ -r I}\..._ ·-·t" · lLL·., ~ • 

ya aue de (A.45) 

) .. 
' , 

<' 1 "\ - \ > ·; / -~; . ' -.- ! )_ ..... :¿ 1 u \) ~:.: -:-_ <'.. . : 1 .. 

mientras aue de (A.58) 

-.j ~ 

.. "1 1 _, J. • ' < Q¡}¡ ll y,___, 1¡ };J;) =¿,,i/;-+ ·:; . ,,. "'"< ;_ 
~} :. ,'· ~- "' "-
"· 

encontramos la relh¿l6~ 

·b( n:_, .. :...'¡ 
-. •. ¡ . 

... 
.• ¡ ~ 

·¡·o, 1 ¡ , ··- _ .. ' - ,.( .. . \ - \ 

,.. f' 'i / 

- . ~-1 

1 

1: 
~ . 

~ ; ' 

l._ 

(?. _ j. 

!_ ., • ' .• 

( 7 . :: ') ' 

., . 
\.;. -

En el caso particular en aue 
(7.26) se s.imolifica, ya oue, de (A.15), 
por lo que 

- - el rc:;ulta.:Jo 

-·. ) ( ... / 'ff \ ~~ ,. .. ....... ~ J ' 1 ¡ • ... '¿~ 
r-.. r~1, . ·l..) - 1· ·-- ·• < ,. ' 1 l · ' '· '· ¡ ' ·' ). - , ' ' - . ' '- f- .. • . r • -...! .Yt)r- ( ¡ / ' ! ¡ t. ~ 1 ! . !.. , 

Y,. ': ~ :.._ ' ~-
' t-

.~' .~ -f ! -.: 

· •• ?. •. ¡' ... _ ... ', 

:--.... ,., 
"11 "' /_ .. / j 

• e (';.u) 

Las relaciones (7.1),(7.15)v (7.26) expresan ld raz6n 
d·~· emisión de r<Jdiaci6n °ol;;ctro1;i,¡qnétlca de un prot6n rnovit-ndo 

se en un campo central. E~ta raz6n dcp~nde de lo~ momentos 
anaul0res inicial v final, de la multiool~ridad d~ lJ radi6ci6n 
v la dimensi6n del sistema emisor. Co~binando e~t~s ecuacio
nes obtenemos p~ra radia~i6n multipolar eléctrica el siauiente 

resultado ·-;_ Jl'-+i ~.'l __ : . 1 '1 ;:'(,__,_ •• ~ •• \
1 -;-;_,:.,. ,·) - ~~-.:-~~1¿- <~(L/ ..:=--~--.~·-.·~· L,; ·-~-f 

'1.-·'··1- - '?ic ;.. (0.'- 1 11~ 1.) (7.2ll) 
v oar<l r.::idlación multipolar rnuqnéticr. en el ca:;o ,, ,:~1::. l 

'- hl.. l .. ' •. ,- ·~ ,· _._ . ¿ , "'- r . ~\- r "f L\ - <: '='- - ' - ' , . 1 - \ "' ( ' - ) <" . ·,r' J ·, '--'' \"-'.! 
1 

) - < f - ; 1 _;_. - \ '- - / · r ··· ---·) ···-"' , _:'.:::'..:. _______ .: 
-~,e \."'"¡·'-' •ir 1 ...... ·.1¡\i 

- -l2.:. ·~ >) ~' ,.! 

(7.29) 



donde 
: :(.!::() -
y 
,.1 ! ,. ) 
;.i \,hl,1~:. 

son los denominados factore~ 

Ju 

( 7 .J(· 

1 ., ") ~ 

:, f • -' J 

A contin~1aci6n obtrmemo :> al<.1un::J~ riroci•Jd ¡;de 3 de las 
transiciones analizando estas altim~s relacionas. 

De la5 propiod0de~ J~ triánqulo (A.15) v (~.16) de los 
coeficientes 6 J 

polare~ el~ctricas 

desiqu.;:,ldc.:d 
'\ . , 1... > L ··- . 
vt.1- / /;:~:__ 

, result~ claro aue las trans!ciones mult:-

v ma0n6~ic~s son o~rmitidas si s0 

, ! 
" :- 1 

En otras palabras, 1 a tron sic i &1 permitida si se con 
serva el momento an1ular. 

De la relaci6n (7.14) se ti,n8 

<P~ 1\ /. ¡\ l, ~7 =: 'i <' ( •°i': '·7 ·-,. ··• ),rti / e·.- ·: .,. • 

con e;t¿ f6rmula se puede dcmos~rar aue en al cuso en au2 se 
tenqa T-J !\ ~ (+- == O el elemento de matriz reducido tiene el 
valor cero, i .e., 
< 1J. 'i'' ;,/'- - ,, :-_c. -¡-~ I I 

' \ ~ ' , / T ¡ ' '·e / - ..., - , ·•• '· i -1 f· ·:::. r_, \ 7 • J 3 ) 
Observemos oue la transición de un solo orotón es m.'.is 

probable entre más peoueíla sea la L , independientemente de si 
la radiaci6n es el6ctrico 6 maan,tica debido al f~ctor {:~¿~¡ 

v aue J,.¿ __ , 1/ 2 • Pura transiciones d·? un neutr6n moviendose en 
un c.,mpo central, li:J raz6n de radiación m¿;,~néticC3 cstS d.:cJ:i D<.r 

la ecu.:;ci6n ( 7. 29) recmpléJzando ,·_/l. - : í ( . ..,. 1) por --/ ,, , ncru 

no existe radi~ci6n debida a transiciones ncutr6nic~s eléctri
cas, po:· lo menos en esta apro:dmaci6n, (de cualauier modo la 
contribuci6n sería despreciable). 

Aunoue la::; rel<Jciones pJrd tron:o;i.ciones p:::-otónicas y 
neutrónicas oue hemos derivüdo aauí solo son válidas par¿¡ nu
cleones independientes, cu~rndo se ti1:nc un número mayor de 
partículas se tienen practicamente los mismas razones de tran
sici6n; esto se debe fundamentalmente a aue la interecci6n 
del núcleo con el campo electromann6tico es la suma de las 
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intcraccione!O de e cJ., un ·_¡·:: ,::i ni,,c·'. -_.,·,.·; '.:>:.n r•., e~'.··-~., !. ere 

otras pcücibras, L. a:•1pl.i.~u(; de ;.r:)b .b~ :¡.:;.,d p.,r l.-, ... i;iJ.~" )r1 d0 

radiación electro,·'.uqnéticu de un ~i -~·~';1;_; de rnuchr)·· nuc:l0onPs 

es la surn.] :ic la: . .- amrilitudcs de prl)b .. i~·..::~. Jr.;d P-•f:.• l., rr-;dif_~ci6n 

que es emitid <o r•or e cd .. uno d,_ lo·; i:uc lr.:on«:~. 

Hacemo~.' f.l.n:·.lrncnt•_.; un1..; observ.Jci 1Jn; el ;-·; ~ v el t<c~: no 

solo establecen en cuales Órbi t.J!; -- '~ 1·1u·::-ven lo: nuclc:one::- .,- en 

que sucesión do n.(volr.:s s•::: ,;rrc~ ,lún, :.ino .iue nr.Jicen t .nblén 

el tiro do r0di0ci6n qu0 omite c0d~ n~cln~ con ~~vor frpcuenc;a; 

acléramos este pun:.:o con el ej~.:r.1· J.\J ouc ~i.i--1ui~; cvn-:...,idere:>(»::. 

un núcleo cu,:,lquier0 cuvo nú· ero de r::-i:•tone:::. se encuentre 

prendido entr" los númnros i,c v 50 ( 40 ·.-: :'._ 50); en esto: 

com-
, 

nu-

cleos csperu:no::; cue los pro¡:_,110:.- oc1wen ;ircferencinlmente los 

ílÍveles 2;; 1 ¡~,, 111c 2 v cerno resuJt .. : :o de lws e:·,cit:.-:c1cne.) 
1 ·- :} ,. 

nuclo6nicds m.:1~ bc;i..Js e~~cier :1r1os ou~et'""/Li!: tr_-.n>ic:iont~--~ enti.-L! 

estos <'.!st.;do::., ::-or lo aue la rndioci,jn (¡uc: emite el núcleo 

será maun6t cil v del tipo 
1 e' 

mentalmente 

1 =4 , lo nuc e3 verific~do exoeri-
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CAPITULO II. ::>I:i'i'Blii.J\:S ÍJ-.; Di)::; I'i:H'i'IGULi·:_; 1~J:·;j(f, n~.; c:p¡, (;3!(Yl/IIJJ... 

En el rr:odelo GC G;1p·l!~ ~e C)l1~lllÍer~. e¡ lJ~ rl•.h:l('J;_; ,,t)·aLC)S C·)

mo sistemas de nucleones ~Jvi~nd1se en un p1tencial central cJ-

mún. En baue a esta cle~.;cripci'5n p Jdemot; <:b lCiflr n cadr: núcleo u-

ns. configurci.ci6n en 1::: c¡ue ex üitcn e lgun':ls cape.~1, p:<ru pr:itone.s 

y para. protones, c:Jmpleta:nente llenio.s (cnp~R cerr1'd:!.:;;), y ';l;-::u

nas partfculns adicionRles en cnp~~ lUe n6n no se n~n llen~do 

(capas activas); el nÚn•;ro t•Jl,,3.l oe pnrt{cul<i& ·1ue ocupún una 

capa cerrFida está üeter:nlniidJ p:)r el PrLnci1,1:1 de ::xclusl.~n de 

Paul.i. Entro e~t,,s C•Jnfi.".'..ir·!ci0nes se e•1cu'!ntrnn lns <le po::rtfcu-

la-a¡?;ujero (st.: diL:u .tuc se tiene u.n n1:u.icr·1 cunna.> a uri~· c2.p:'. le 

falts. sólo una 1rnrticuL; par., s.:ir Cí!lT:1déi). 

La confin:ur;.,ci~n nel e";tC1un Lr,<~t.! de un núclt?o ce Jlitiurie nc?

modHndo todou lJs nucleJnes en l0s nivele6 m~o tRjos posibles, 

de manera que sea comp~tible con el principio de 3xcluoi~n. Así, 

los niveles de cncrgíu mé:; bajos se ori1¡;in?..n promoviendo l:ni nu

cleones activan a nivel~s ~ás ener~éticos dentro de la ~1s~a ca-

pa; el pr:iceso que llevn a l:': creación de un:1 confi.r.:-...iraci.5n par

tícula-a.'.;ujero (r0mpimiento de un pr.r acoplado en L, confi.:~ura

ci6n del estado b:rne) requiere más encrr!:.Í.3, pJr lo ·1ue es;iera:r.os 

que pnra configurqci)nes de ouja ener.::ín 11) J1:i.ya :¡ue tJ:nar a és-

t::is en considcrnción. De ah;:ir,, en aü·~l,3nte, s6lo nJs 'JC:.ipar'i:,nos 

de eutr~dos de bHj ;.1 enr~r:~i.a. 

Las capes cerrRdqs de la cJnfiJurAción del estado taEe no cJn

tribuyen al espín no a LJG cnTnent'JS electrJn:1:;néticJs del núclc'J 

porque son csférica:u·3ntc sirnntric::is; en c1nt>ecu.enciA, e~·tr:::: c:1-

r,,,cter:f.stic~1s pueden ciiGC'..4tirst:J en tér-nin?;.; de 13.E [)'"!rtícul'1S 

que se encuentran en l~s CPp8S Rctivas. P~r~ estqs pnrtículqE, 



ciones al c'G..:ilpJ Ct.~~-:t:·'-L 1 e,;_·,_:1.i irit.c·;'· .... ci. i'"l·~- r~-: .. -: l f: ~ (! f ._ (; :, : •.; -. 

entre la~ p~rticula~. 

'::'!: 

:::ichrt}din>:er 

\-_ . \1 i \,..,., . ~.1 .. ••••• :, ·' ) • 
(:. l) 

donde 

y\\, es todo lo i_•.t·- t¿ri ... :'i. ·l'..i.'~ ai:::r"·'··:\r~;.::l .. · i><or~' h'i·.:erl? ':lás :-e;q

lista, pudiendo incluir correccio'•t:~~ ul p •ter:ci:il de p::xt!.cul:-1 

inc!.epünñientti ul:,·,) t.2.nto c,i:uo inl.t1r-i-.:ci.J:Hl8 ,::,d.:.i.:lJn·,\le::, .::ntr,;; 

·.~);-,_,. __ ~.···· ~.-:; 

Pueeto que el prinei;rn.l tf.r;nin::> en i\, ..:~" urm in:err.cci·):1 de <l.;s 

cuerpos
1

), di:!chcnr.;):l.>"' e~;~e C'..1pi~ul.; r~l ,_.:.;tudi:J dt.?: l~Jte""·t t:~ 

(l.l) ;iuede resolverse P..!1'ilitic'.rni~nte 3 un ln :.nnyor parte de las 

ocRsiones tenemo~ que recurrir ol uso de mé~odJB de aproximaci5n 

par~: re:3'.llver e1 pro't:\.eme, inclu:::·o pf!ra t>l. C!!Z-.J d8 ¿,)(! µarticu

la~. 

Nos reEtringiremos por el mo~~nto ~1 un~ de lB teoría do per

turbaciones2) p::trR re~olver (l.l), y (;.::::.:rriL1;entt: n>u confor:na-

í1rtré'in suposiciones especifice.s s:ibre l.w: int.:racci.:)nes re!:id.ua-

les e~tre las pórtículas. 

En general, los eGtados de do~ partic.las que no interac~Jqn 

en~ru si, movidnd:ise en un carnp:i centrHl, ~ator~n dcgener~d1~. 

Ssto es debido a que lo en~rg!u de un~ pnrtícula an ln órbita 

no de;Je'1de de la proyección del mo:nento an¡_;Jlnr or-

bLt.31 ('IV\1) sobre el eje Oz., ni de la pr,13,~cci·Sn de e:.>pín intrín-
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los es ta dos del 

'·.'y l ·.'_ ..... ' ;: .. ' ' :, : '// j ...... (l. 2 

estarán degenerad•)S en ent:rgía parct lJt di:.;tintJ:.; vnl.:ireu de las 

valor propio de \\º. 

En la teoría de perturb8cionec, las correcciuneE u primer or-

den en las energías del sio~ema ae aos partículne He obtienen 

dingonalizando la submRtriz de la perturbnci5n U, cor~espondion-
4) 

te al espacio de L0s e~tndos de~e1cr~rlo~ ; ec decir, debomJ~ 

diRgonalizar lq ~~tri~ 

(' ~ '' ~'11 ' '· '/V\ •f/· \ \ \ \ ·,'\, { w.> ·••' .' 'f¡, ~.· \ "A ' 'fA ' ( 1. J -"•-"\ '"~• ....... .,, .. ,, 4, ••. ., 4\ ' ' •• >,,. ' ··~, ··--

La soluci6n exqctn im~l1car!e en cambio lu di~~onalizaci6n de la 

matriz completa 

SECCION 2. ACOPLAMIENTOS L-S & j-j. 

Podemos reducir conaideroblemente el proble~n de dingonalizar 

la matriz (l. 3) elie;iendo como tmse ali!Un'.3.s combinaciones linea

les npropi~dac de 1'13 :runcion{)G de.!"inidas en (1.2) . 

. A fin de hncer e8t« elección, tomaremos en cuenta que lu per

turbación "' debe ser unA funci6n escnl~r tanto de las c:iordena-

das ospnciales como de lnG uoordenndac de espín de las dos par-

tículas. Por tal motiv0, \\ 1 C)nmuta con el momento angular total 

de lns dos pRrtículas, ~ ~· + 1~, + '~, + "~,, y l·JD ele:nentrrn de 

;rrntriz entre estad-os con distintos valores de J ·y/o MJ son cero. 

~ntonces, los estados 1ue buucemos, y 1ue dnnot~nos como 

-\' ( ~\ Q' '{ :s t-\) .,..:. L (\ t~::; !"\ '\'.' í. •; \ .,.,~, .,,.,,, 1 ' ~' Y/)" N\·._) 
~r1,,,'N'\.,, .... ~."l\t.,'l.f; ~.,.,..\:J \ 

deber{Ln satisfacer .... ...._.,,,, 

~ .. c\)u,-11.~s!V\)= J(J+l) <\ll\~1t\JtJ\), 

:s ? C.\\ ( u' ,.¡_ :,· ~I\) = M (,~ U, lt. I'. :y "" 'l 
El número cuántico adicional ·..: que ap&.r·ece, sirve par:i es!1ccif1-

car completamente lr:is dibU -.. tos estad 1:; :1UE.? se pueda:1 construir 

( 2. l 



.• ,l ) • 

junto de ~~trices 

( .'. ;') 

denadaR de les d0u p3rticulga, suu v~lo!:'e~ propi~B nJ d~p0~n1'1 

ae M, y es suficiunte diuaJ~hliznr s510 l~~ m~~ri:es (2.2) 1~e 

se obtienen para l')s ;J'.l:.::iule~; val.n·r~s ·:-~ .1 t.1~:'1!~C.·J t.:n •;;,L.i!:' c:s-

pecifico de M en cada caso. 

El e!'quemn de nc.:>pLulitinto L-:-;, ·) n< . .JpL:imi••nt:i !?u:>Ei:l-Sau~

cters5), está cleter::u.n·.<(1'l p1r !. i.; c!c.:u.•;(''. )~w,;; oe Rt')~ lR:r.i'3nt) 

\_ ¡\ 

+ ~-\ 

" 
,., ... 

-~., = ~' + "':~ \ ' 

Las constantes del mavixiento son en este caso, uparto de 

si~ndo L(L+l), S(S+l), J(J+l) y M suu respoctivos valoras pro-

pios. El cubo rtel acopl3~iento L-S estt rArnc~er1zado p0r un 

fuerte acopln.rni•:nto entre ~. ;¡ ~,. s e:;ti·0 

de la distancia ern;re l:i.s p;;rt:ículns " \ ·,,- <:,,\, te:1e-i::is ac·:iplu

m ion t :> entre ~, y ~ .... 

~otam'.:ls qu.e lG :irntriz ~ua h8y '"[lh: di".lr;.::inalize:ir parn :>btem!r 

l~E c:>rrimie~tos en l~ ener~[~ a pr1~er 1rnen e9, e~ 0fact:i, de 

( 2.;,) 

( 2. 3 1 ) 

ordun :ne 11or qU1" "n (l.3). S puede t:J;n3r 1\~11c.,;;,ent·~ lJ:;, v::-d;res 0 

Y l. Para S=O, L=J, y obteno:n1s el estnd<) ''~1lt?,\', l,:3=0,L=JJJ M). 

Para. S=l, L ¡;iucde tener lo~; v;,l..J.ce<.: J+l, ,J ~: J-L, '.Jt.tenic•r.dJ de 
.. 

est::i. manen: tres e:::t"!d:i:.:: <\.)\.~,~ .. \_S=l,r,.,,T~l_:,.J r.:'\ y\'(\', ~.~.S"-1,L--=J~H~). 



to es, . .., , = ·.f\~ ~ n y ., . = 

cribir entonces como 

• , , •• , 1 ¡ ) 1 ~r :. • '· 

\J,. (?~ \_~.:.::r11\'';::.Z: .(L1"'· ··_- ~11. ~~·r .. a.~_>·\'\\\~ ... L~\.._\):._., 
.. M\.t-'.~ .... 

donde hemos definido 

l\\, tl.'i.' \_~,\_)-::.. ·z_ .l.~ ~/1 
""'11""1.' 

-,x.,, (-,·:. -~. ll\~;) :: L. <, ·:~, 
'f-'\,_ ... ·1',/ 

Uzendo la propiedad ~e sirn~tr[n de 

Gordan (A. 5 ), 0bte·1e:n.i2 que 

.... ' \~ ·- t- \\.} f 

:;,'·¡_ 

Como 9- es un entero, vt:.tll'-' -. .¡u<:' ;._,(:-:: L~.: 1 .; <:!:'. •1·1a 1·unci-S~1 ;.;;.:,.'.,·.:-:_

cas o antisimétrica ce les coor~en~dus e~~Bcinlos de acuerda a 

si Les par o es imp~r. An,~log"'!.lnen.to V'l''! f-h('>~ ::;;,:!:¡>: pura ~, im

par es una función simótr:..c;:i de l-:it c·:Vird·~n01dn::: ce espín, y pura 

S par, es una funci6n antisimétrica. Yn ~uo ln fu~ci6n (~.4) de

be ser antisimétrica de acuerdo nl p!~~cipio de ~xcluaión, b~te 

el intercambia de las coordenadas esp1;ci••.lcE y de espín, ve.n-H:; 

'¡ue esto será po~ible únicn:nente si L+0 t-:c. pé!l'. 1>~ ·~stn .n2":~·ra, 

si J es impar s5lo existe un CLlt:)c!0 ::tn~isi:n0tri.c'J: ·\.,(~·( ;j..cl,l-"-'J\ 

JM); si J es par, hat:rá tres estad~n: ·Vn: l~=-0,L=JJJM) y\'(~· 

LS=-1, L=J!l]JM). Con esto, hemos logr~do reducir adn más el ~ro

blemn de dingonaliznr (2.2) para el caLo a0 dos partículas idén

ticas. Para J impar el coi rimiento en la snez·gía producido p.)r 

la perturbación \.\, es 

~\:.(~'.J)-::. ~ \ J 11\-=.3 \ \\, \ \ J v,-::.:. '> ·, 
en ta.nto que para J par, los corri:nientos s:>n l·JlJ vRlor.:is pro

pios de la mRtriz 

r 
<o L-::.S 3\ \\, \ t> \.---s J ) 

< 1 L-.. •-\ :r \ \.\, \ ~ '-- 3 3 ~ 
( \ L-::. -l \1 :r \ \\ 1 \ ~ / 

<oV-JJ\l\1\\\.:~~-\~) (r;\ l::,\\\ 1\\1_·;.q.1)'\ 
< \ L. ~-1 :r\ \\ 1 \1 \ . 1 3 ',, -'.. \ \ .-:,-\ .S \ \\,\ \ «.··: 1\ .: > 
.,_ ' . \ J \ \ \ \ \ 1 ·, - \ ' ,,,:- ''. \ \ • ~. \ 1 \ \ \ \ \ \ \. :1 \ \ J ) 



_ ........... --------------~~ 
donde he~os a~:inido :. - .. ' ··- \' \ 

n~\loga. 

Hegresando al co.~o 1.:e .la cJ·~:"ic~Jr·~ci):1 ('\,\,t.-.,; ... ,,:)~~.{.:..\\, C)::

muta con \~y con ·s, ~!::'t'J es, si \\, ~14 Jr1.~2n ~ 1::? :'~ürza e::.;c:.~

lar, la matriz <'...~,C,~;S.:i ~\\\,""~·~···~·:·~i-\;• ~u dlng·:>r.:;l e!"l L y en:..;, 

sea, es di~gonal en el esquema L-S. LJs corri~entJs en la cnur

gía del estado ·\'l~.~,v: .. Y\J\) ·-::. ''->l'''''\\.~) e~·t8!'1 dBdJG ¡J)r 

siendo las funciones de ondn corroupond1~ntos 

<\) l·~, \'-. \_'" s t.I\) ·:: ·¡_ .:'.. :C, v,1,, .: .. ·:·\;. \ \.. l·\,.) ,l_o'; 1 ·u, .. ,-.. , w. ~ \ ~" ~ '.>) 
._. .... , 1, *'..._\ ~ ~ -· t 

Yit. ,,. .. '·~H!. ,-'. < :- ~\ .. ,\ l\,.\.3 l•\) ~:~):-.. (,'ti, (Í\~,., • f.\ 'il\; • 11\. t.._)• 

( 2. v ) 

(2. 7) 

ün:;i pri)pie dad importante d·~ L \ f ·· "t,) p 'ra 1:."s int:eracc.i o:-:t.!s 

especié!les que estrnw.>::.• co'1::-1dt!r·,ndo - tril.e<: ·1~1e \\, c::in:nutn con \. 

y con~ - es '.¡,ue, para un v~il-:ir d::i<JO de L y !:i, e::; i,1¿epend1ente 

de J. Para ver esto, obuervcu,os .1ue el 0p•;r·a¿(,r con la:;; car:icte-

r!oticas re~ueridas pueda escribirse en la foimn 

\\:.:. T 'o·....¡ l1"') \ · · ·)" \, ~-~ 
't..-:C.\ \, 'r<~ '· .._ ¿, \ • \_,t. t " 

En esta oxpresi6n k no excede a uno por1~e potencias mayores de 

( :i, · '.~, ) pueden expresarsl.) 

( -~, -~,) (:nás exacta!nente: 

Sntonces el elemento de :natriz en (2.ü) es un~ su~n de prJductou 

n9das esp8.cic:les y .1tro :Jpere.ndo sobre las c,Ji)rceno.dae <ie espín; 

t::i:ne:nos, como oje::iplo, el SCi~;undo su:nar.cb y .~csnrrollé:nJsl::i c:i::-

plé:::cndo L>r; a1étodoG del ~lgebru tem;:Jrinl (F:.r. (A.·1i3)): 

.(.<,\',L53~\\'V(-.,.).__c~:~ 1)\~,e,L':o'.:,~\)-:. V->~l'-'''") , ... ,,. ,· ' , ... <.1,:..'.'i'-.lt•";'H,~-.L) t..":i">\: ·'•,\\'.,';». 
'\1Uun) ' .. :·_.,,,_~ .. , _ _, ~ 

de :nodo que resulta cl<.ro que t::,v.(~''''\._ 3 '; es independiente de J, 

dados L y s. 
Aún si la perturtnci6n \.\ 1 •10 conn.ut'.l. .::::Jn ·,~y <,, el acopls

mianto L-::5 puede ser utilizndo. Sn este C!"lé;o, \\,l-'"') ya no es dia-

gonal en este es::_ue~1a oc acoplt:!.:nlc!"lto. :::>in eml>nr~0, lJti t!.Le:nen-

tos de matriz no <ii<1(::):~é1lei:: pueder. s.:r ¡ie iLie.íos; ost:> sucede si 

-.t/ 
·--. ., .. 
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donde Z\\\/,_~.J'"-" ..._,,,·,·,L·· :~;t 1\\ \\, \~',:·1 \.:· .. '- t·'\_,..,.. ;;¡r~t1d·) é!:·tr;. c·):--l'ltc.:11n oe 

satisface, los valorea propio~ de \ 1. r ·.·, 

sus olc:T¡ent_)s c~:i.=.-~i~o11r..:.l·~!S; de /1i·c!lo, la (;)I'!'·~C1..}_1.Sn ·.:n L'.!.!. ·_·:~01~-

gías hasta el segundo orde:1 
u) 

es 
\ .: ;, l ~: t \_ •. -: l J'\' '· \' \ o! ' +· .... ~ ~ • ::: "•, . / \ 

L\ \; l~S'1 \_ J) ::. <'._ \.\ 1 '/\" H\ + .:z::. . ·'. ll ) · · 
.. L'f:.·t 1 l'·l~" •"\\ 1 ) ... ,.:':l<\ 

Una interacción muy i:nportante que !1•> e::1 di'u:onul en .:1 es-

quema de acoplamiento L-~. ea la interacc15n eupín-6rtita, 

Su elemento de matriz en oute esquema resulto ser, usando le e-

cuaci6n (A· 58 ): 

Cu.ando exi¡:te un fU•.:!rte ;ic•)µlwniE::lt) c~1pín-5rbit2 en 1-n· ~:~:-

temas de dos p::irticulas, ce ;tc:i;.,tü•nlir::i u~·•r el '2~ ¡uo:na de ::;.:o-

pln.miento 

-t' ':. ~ \ T- ·.::,, ' 

~-z.::. ~1. 1t r.':,L,. 

~ '::. ~1 \-~L. 

!\demás de ¡i' ~i s.,z.. y~," las constantes úel rn0vimiento son 0n -vl t '"J L 1 -.. _..J., t 

este caso 
.) •• • l. 
.... , . ·~:.. , 

siendo j
1

{j
1

+1), j
2

(j
2
+1), J(J+l) y M ~us valores propioa, 

!!:ste es·1uemu es el naLural par".! c::ücL1lB.r l::>:o, el..:.i.ent;;ti d·~ .n~l-

triz de las inter~cciones (2.d) porque lR interacci5n eupin-jr

bita conmuta con sus constantes de ,novimiento. 

Las funciones du onda on el acoplaü·>nt) J-j e:<tAn ct1Hüiéº ;e!!' 

l\' (.Q,'.i, Q,:,,. ll-\) :: 

,,,~,v.\,j""'it\YM) ··~'(.('w.,,,...., .l'W\.w ~) 
' ,.., .... , l ••t ~- ' 'L ' 

mientras que los elementos de ,r.atriz de 1J._., en etite es·.¡ue;na son 

(2.l 

(2.1 

(2.1 

( .-'. l 



1+ / 
cuando asr21;3 .. m.J:::; tJ~.3t•J tt~r.1:i1;-:J l·~ :1·_"1! ·.,· .. ~.r: -," ... ·~ ';::. 

teriormt:nt(~. Con\\.,, t,.)·~.1~.: ~.J!3 ':!~ .. ~,n·:i1'.::· d) L:J. CJn:1,.-u'!""':1c~~,~. (. l_) 

dado ;:ior (\\ 1 >L-:•s1-1• el C'.!'ll nued•= 3e r ,Ji~:tint'.) :i':r« difer·e-,:,_.r 

valores de L y S¡ pero un~ ve~ fijo~ ~st~s, esta corr1~1~nt? es 

independiante d8 J. Los e~t~dJH ~e 1iv1~en nhJre en ~ult1pletes 

~egeneratlos; cada multiplete co~prende todos loti est4dos c1n las 

:nis:Gas L y ::>, pc::-:J d.i.::t1nta~,; J y M. CY1 la l'1trJr.t•.ice; 5!1 de '..ln·1 

intcracci.6n el>pin-5rbit··i pe1~w:ia li,. e:~;,c:-,11·):0· co~ 01J·.:r·er.tef' v<i

l•Jres do J se van a sepsrn:- d·~ntri dr cad·1 .nultipl.ete, ue 6"Ún ve-

::i:rn en (2.9). 

csquo:na L-!::i y ciiago11alizarln. 'l'a:nbi~n p1·:Hlr!i:unHi utilizar el e~

-:i.uema de nc:>plwnicnto j-j, "'n el cu,.ü Ü.,., es dia,~onal, y t:r~1tar 

al re~to de U, como unB perturbnci6n. Sin emb3rgo, unn interRc

ción de ri::i!J cucrp·?S '/(\'!_, 1--...:, 1.\) tendrÁ. el~::i·:?:'lt·n; de matriz no din

i:~«:innles distintos de cero -osto la vcrern·;s clare:nente CU[,:1.ClO ha-

;:{Rnt·n• obtenido lon Cvefi.cie~1tes de tr·rnsf ):·::inci5n e;¡tre nxbos a-

c0pl:'1.:11i<:.:ntoo postr:riot".Tlentn-. PR:rn '~Ue "'l es·¡uem3. j-j se'! unti 

L•clenu :1proxLn~ción a primer orden, .:~ :l•JC.:.:;:.nriv -iUe l:>s ..:le:non
l~'-\1 

t:is nJ di;1i:_;orn>.les en \.\, sean peq_ue.üo~- ro:.:¡:,ect·J 3. l:~s c:>rrt:.:1::pr)n-

dientes diferencias de lJ~ elt:.:~ent0~ d1~;0nales: 

\ ( .!(, ~. -~ 1.,) 1 3 l-\ \ \\, \ ~ 1 ~ ,' ~ l • Y 1'\ ') \ ~.:_ \( \\ / · , . - / \ \ ') \ 
t .l .,, \ ~'·-'<~ .. "' "' \ .J:,.,:_:j~ .. 

Supongarnos nhor3 ;_ue l JG e 10 Je nt J~, n J rli;¡¡pn:...les de un·,; in te-

rncci5n de d:>s cu,;¡rp.)!.;, ~1ue ?r1si'.1a i'u•,r:t.es que c:1nmutnn con·~~ y 

:, , s:m pc:¡uc::'ios en el é,copla:ii.e:-it; j-j. Al -:tgregnr .'.Jl HE:milt·:>nia

no no pertu.rbr.do la intcr2cci6n \.J.,, 1~:1 (>Jnfiguraci6n ( r, í\) so va 

a dividir en cuAtr·J config..ir-nci;)nes (c.'.,,,~.::..); cada umi de estas 

c:infi.'71.lré<.Ci·?nes esté; e )rn;,u8:::ts de t .)d.):.; 1 l~ ez t';fl J8 c0n VéÜ.)rcs 

y 



dos c u e r p ·J ~' '.:, ~. , i .. ., ~. ; • ' ''. · 

t::td·J un coY-rimic:nco '"r. L.:· 

la forma 

1., ~._ ... ·~ :· 

\-\ ::. ¿ '1 " '\' '\ ~ .1: .• -: . • ' ,.. ""} 
\ º ~ \_ \.) l '"\J'- ·V'- ~ , 1 1_ • 

\.7\.L 

ninguno de los esquemas de 8C:0p l.rt~nl•!nt :i V(1 n Her \4:F< Lu·'.!::a P.f' r )-

ximaci6n a primer orden, y será necesnri? dia¡;pnali::ar ls. p.:· r

turbación completa en alguno ce ell-:is -en estos caso se hatla de 

un acoplamiento intermedio-. P3rrr ést'.) e~.: útil -y L·:i vere-nJ::: ;r.f~s 

adelante- intr0dc1cir LJc' C·)·;fic:iente~· <k~ rcacop1amicnto en~•i::· 

ambos esquemas. 

Tomemos Cllatro siste:nhf.: inc~·:pendientoF con ;r.o:ni:ntos ung-..i.lnres 

~-'y er)n!JideromO!·: el ~r)L1e::-:~t de ci:)n~'!tr...li:·-~n (J[:'tn-
v~ 

do con un momento angular t.Jtal dado p:i;· 
._. ~ .. 

y -'¿. Ut;nnd·:> 10:.1 

coeficientes de Cle bsch-Gordan, podemo::i acoplar 

primero; después, scoplc.r ::/ y ~-l 11 ~·'-', y final:nente acoplar ~ ... 

Y I'" n ~· El estado q,ue resultu es 
ol .I' • • 1 ) • • ( ~ ' ·~ ..,. • 
'V'\. . .l1..\.! ,S,L .\5..).\ ~ .. ~··\) '1 \....\ .l ::_. t_ ( .. \'""""') t~l \ .°3\\ µ.n) .( l.111') !. ::. ""..,_, • \ .S t, ~\ " .. 

...... --"i,...,ot¡ ::.."""'\" ' ~ •• ' .. , ~" ...-· 

~~ .. ·~<.\¡1./:f u ,. I' \" . '" \ \ (') 1 '" .,~·~;'"..\JI-\) Y·(\)' ,¡_)'-' \.')'\' ,-\\ ~• 
-h'*'\ 'l"'t --~, -''""""'. 

También se pueden construir l::is ost?.d)~ con mo:nunto angular 

total :S de otras mB-n.eras. Por ejemplo, p .. J0mos Rcoplur, pri:ner0, 

~. Y -!.iz. a ~·~ ; ~l y ~·\ a ~/,\ ' y después ncopler y e;,,,. 
V 

a:;. ., 

De esta forma obtcnomo::o la func:dn ª'' "·H.'. •• 

"'<-e~:~ ,~,~y~;;;~ l:S2·\) -s M). "L. .·_:, .. "":~ .. ,,,.:, .\ ... ~ .... ,.-:, (::. ,-.::i.,'f.\., , :s 'A 1.,,..., > 
...... , .... , ....... ~V•\<\ 

v.,, v"" ,,.:1,.11,,s,.,1\l{\31.t,'/'~J,."' •\1 l..:)'\• ,,· ¡.i l·\'1_(2.1 
' • ,,.,,. J ...... ' ~ ~ ... ·\ 

Sin embargo, c0mo los cJnjuntos de fu~cianes (2.13) y (2.14) 

total J q,uo se pued¿n construir n partir d.0 •rntad.;:.., de los cun-

tro si:::temas c0nsiderad0s, debe exi<;tir :.i.no. trrin::;for:nación unita-

ria entre ambAs bBsen: 

..:. ' ... ; \/) J' .... 

J :. ·. ~ - " 1 -~ ·' l-\ ( ?. • 1 



~, :... L 1 .:. ~ 

i; 

' : •\ 

·-1-:;.._S;.4 < J,;'-t:.\J'_•\ \-.s \~ h:- ~ .. ,_;.:_:_,")\'o·.¡,,\ .,'l, \ \ll t..A, \ ,''¡, j, W¡.;. \ \ ... H J'l ·,.., \,~Y\,P.,~ : . . '·'··.\\',v., l. 

Usando las rz~l:.ici')":.·:_; 1.c ::rt·Jr:·J•vtl ui·,d ·1·: ! )e e) ·f1é :;;,-;~-.-:· d·:: 

Cle bsch- Gordan, e ';c0nt rrrn'.J:s 

(J., :Su1. \ ::1 1~ 3-,.\ '¡::.··\"e~:\'"_¡,.\) \Z.:l, ·\ \ 1) l.', S.,\\) U.'·-. 1 \)' \ 

~ 1 •·· . t ·3 .l) L hemos intr".lducido Ot coc1 ic1~n es '-J : donde 

y j-j está dada por 

j' ~j l .:s.,l '¡ 
:i.:~~::í·,~r 
·., '•-1 .\ j 

SECCION J. EQUIVAL~NCI~ DE Pü0TO~SS Y ~E~THO~SS (I~J~~Pt~). 

Las funciones de onda ue dos protones y/o <le <l".l~ nautrJnes, 

deben ser complct~~entc antisimétricas y~ 1ue describen si~te-

mas de dos lermiones. 

C0nsidere~os el estado de ~n pr~t6n y ~n neutr5n 

tr5n, en 1::>. ·5rbi.tn j 1 , ..J.\1,(.1,:.1 J"I-.\ ') • Como l::s n<;t::rn del '1eutr6n 

.~· del protón son muy parecidas ( l"'\"-\.\?·:::_ 2. 5vl\.,_, d)nde "'"<1. el:i la 

riias'.l del clectró"1), la cnen:;i'.• cinética tot¡ü en 0mb1l;; et•tadrn 

e:,; nrf.ct:icamente ln mis:n::i. F::>r otra pnrt;,~. si 1·1 ener L .• poten-

de;;;enerndos. En un nLÍc Leo, el p::ite·1cial pl")::ied10 .¡uo :;;i<.?nte un 

pr,)tón es dii'erente dr~l ·~ae :.:;iente un ne;;trón det,ido a l<< repul

sión eléctrica ·-iue siel"lte a1uél por p11r•tc cic lJ<:' do:n·~t protones 

( 2 • l.G) 

( ,'. l i ) 
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y dos protones (stITTotr[~ l ,) t '::-~ '.1 t. ) ' 

na ble e oncluir .J .. ' ~ '. -
dos consider,1doo ti•~nen, 'luna Lue•1a c:prJ:.:t :nc1Sn, L· :nu. :,·, 

nergí:=i potencial en el campo central (las correcc1 '.)ne~; coul ···to

bismls pueden, en todo Cf1s0, cons1<.i=r:·n,·1) C·J:n) íl"rturv•c1·5~:). . . 
Para obtener los corri:~i!~nto::; en ln etV!rrin ~· pr1m<;1· or·.:··« i·~ 

estos dos ostadou en prcsenciq ric la inter~cción 1·esidual . \ ' 
es necesario ev·üuar loL. v~J1·Jre8 propi·J~• de la m;;,tr1z 

~ 
( l p j "I 3 \'-.1 \\ I' ~ "" S '¡ 

1 ' \L, -\ .., "J 

.(j~j!J ''/,~\~~~-~3) 
Si V,i. es simót:ricR. :;.;.nte el inturc~rnu10 d~l pr~t5n y uel :1e~: r Sn, 

\ 
\. \>. ~ 

'-1, l. \ ~ \ ..._\ .:. l -~ / ~ 

En consecuencia, las corrimientos en 12 unureía son 

t"") ·v·.,.. \ \'"''? ti.E - -=-<~t·~;':S\'\1,t.\'~,"'j~!")!.<.\, .1, 3 '1,i. ..l,..),_J). 

y los correspondientes estados propi~s, 

) . l 

~.? 

\\) l\:.) l' , . '. < ") , • • \ . ' \.cti I' . " '\ . • "' . '' 
PV\ ..),j:.:"j V\ )--:_~Ti ~- .. _j1~·h~.._'l'.-.t Jl.\,.> \ (~,~,~~~,l~,)\.'M1...l' '-' ... \_ :,·, .. i"°'.1\1, (:·~\ ... 

Sin embargo, la identificación del protón corno ln partícula l y 

la del neutr·1n c 1imo la pnrtícu18 2 n;"J tiene significado ff¡nc.1; 

podr!arnos haber t::im;;ttio como la funci·5n de ondn de lo~ d.Ju es:n-

dos 

~\)' l.. t l (.' · )- \ -.:- · • \ , , 1 , 1) ' 1 r ~ • \ . ·) ~· / 1\ · '"' '" » . "'\ 
\l'V\ ~'~-:.SV\ ·.::.~):l:' /_ <J\';t\\.:it.·N)\. -.t~-\,l_ ~., \ ..... .),'t/\,¡ ""L\.~,~,'fl'\ 1 J--'-~\. \.i 1 _.,1,.:,.i 1 ~:.. ,.-,,w,, 

Las dos funcionus c!e ond<:i >.'.\lv""L'..) y '-\)~"'l'!.) sJn ortJt;~nr.lc:;; e:1tr,~ 

si, puesto que ~~t,CQ;"U'.>w,) t{) 1PU~w.) =0. Por otra parte, si la in

teracción V 17... no puede t.:onvertir un prot,Sn en un nt~utrón y vi.c.::

versa. (i.e., no uu un potencial .¡ue .incluya interc:8.:nbiÓ de car1::;n 
9 )) , entonces 

(la fuerza real entro un protón y un neutr~n puede inv~lucr~r un 

intercambio de c2rga entre ellos¡ C0!1 t:ü inten;cc161, la C)ndi-

(j.j 
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v~':l: ':· 1 ; !..> i·1 ·~' 

Ec. (3.3)). 1 :...: e J :- re !.i n .) ~: d . , 

al intercambiJ je liu n~~erJ~ cJ4nt1cJs du car1~a (1.e., p n y 

'.lÚ:neros 
f . l '.)) 

cu··,.nt1c JS • 

das nucleont•s. G:>n ·:~::.;t'.i l'Clltr1cc16n, 1.·, :.:.1:r1L1'1'.:c1Sn ll~h·-~l ch! 

.:y' U.) :JUC 
P"> • 

\.·'1 

.,;!'J!Jl:l>:.> t~\:"" 1 ti•:l:~ 

coJrdenndas espcici·üos y de et;pin es lr: ;n1c,11f! u:,r1~ un prJt6n .~ue 

para un neutrón, es conveniente escrioir la funci5n de onda de 

un nJclo5n en la forma de un producto de dos func10ncs 

d::inde ;::ui) d·J~HHHltJ tlnicamente de? l•cs "e ¡:Jr(le1v1das" de cn.r.,-:n del 

rmcle5n ( ¡ue ¡me den t.J:w1.r s/il'J (fo::; v·üJr1::;: pr'.JtÓ'1 y/o neutr:Sn). 

brevemente, isoespin (deb0 l:<Jnerse en ment,; ¡lle el espín del e-

lectr6n es un (\!'8.do int<!rn::i de lilJ,;rt:;u en e.!. esp,_,cio real, en 

tanto ¡ue el isoel;;pfn, lo es en el e::;pac10 U.e "enr;:a" ). 

Introducimos el oreradJr ~ndlo~o al l!o:i la .::onven-

ción de ¡_~11) 

con VR.lor propio 1/2, y el r10utr6n, aquél C'HTt:!tlfL.)'1<Ji~nte a -1/2: 

I_,,Ü\) S l?'i::. ~ '-..\1') 'l.~N'¡ !. <'·\-:. ·-';:_ ~ :._v, ·, (3 • 5) 

Como 1- \)t', 

1 ' 
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a•ib. logiq él ·::., 

¡ ' ' ) • ] '~ ; ; • ..:. •...: 

con.mutación 

¡ ·" - Y.·... ~ ~ ( .5. ( 

el operador 
. .. ._,~ ... ': 
-·-- (.3. -

mide la carga d~l nucleón. 

Regresando a nue::nro pr::>hlemR., ve::iJ<.. ,ue ( j. 4) pu,~d1'! escri-

birse as i: 

\..\_J(l~'t.'itj~~ ... :i)-=-~ L .:...~~-·M,, )'t,. ..... ,\.\'.:v:¡í~- .. )1 _-,·_ '='1' n, 

-~""\, 

O.onde hemos definido '·\ -,-, · ;, ; '\ ~ .. ·tt,,,, 1 

partícula 1 es un pr::>t6n, por eje nplo. Sn ~1r~~ ~1~11~r, pJae~l~ 

neutrones: 

''tJ ' ·, . . . ' , I , . ' \ \..- ') . . , '. . . , - ., -· 
''p "-•·"t~ .. )b .. )) ~ 1 .:,:.~ ...... .}~"'\c._~\)""\'., !\.\) "{\1,. \ ( ~~\_li ._ •-<\\~\..)) '\','5\) :. ,",i; f' 

"0 '~"''11 : •• .... ; 

'\\,.,.<.~, '.:,,3'¡:: ~ 2 . .:.:..;"'"'"~\,v.1..,\:l'"") :,.~\'.'•'¡ :>,'.\)\• "' ('.,)·i\'-·1)-J~, 1-·'.)"'.: '') 
\ t, - ...... c..~'b • • .... I 

Las partes dep~ndicntes del isoespin de las trec Jlti~~s ux-

presiones tienen una irlterpr.:tación sirn;)le e'1 el for:nal1s1n de 

isoespín. Definiendo el isoespín tot"'il c0mo \,, == \, 1 + !_.._, para 

un sistema de dos pqrtícul~a lRs fu~ci~nas de onde oropiqs del 

is~espín total al cuqdrado y su tercera componente serán 

Con 

i; r !. l - 1 , \ - ,- · 1 ~·. , • 1 \ 1 > - · 
.:i "-·i., ,L "''l ) ~. ,r __ • -.... i r•l\ ; -..·,~ ~·\"?;- ::, , .-,.,-.,'..: 

... "\ ..... ~ 
esto, l~s cu:?.tr'J" funci0no~ oe ondn pru--1 dos n~cle~ne~ pueden 

e::>cri birse corno sigue: 

\ ' ( \. '\ ( ·, , ~', I• .\ l •'\ '¡ 'f, \.. \. \; ') 0 ') . 

\.\> V ) < ·_ • ·:-, ·n~") ', 

•\)l-) •. ' -
•. • l.h-\~ ~1 .... ,) ~ \.\ '; \a·). 

\ ) ~ 

donde '\.:>l~\:),:i .. :l"l•\J 7
- :r, ... ¿;_ <.),, ... h.>1. "'' ,J::-», . \ ·~, ~-,., • .,,.)'t'/:.\ '.\\, '):. rQ-. ... ,, .. .,_ ... 

~ ~~··""'o 
\ 

·"'"· ,¡ i· 
Resumiendo, p:¡r·; '..tn•:. coni'ir•,urnción ó.~ d:is rr.,¡cle J!'l•Js ( _:,:, ), 

ó r_ ... ,. \l ' 
_. ..... t. ' \ ' . \ , • 
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~I del corrimiento en 

INTSRACCION RBSIWIAL Di? .. 
OPSRADORES DS I~IT":RCA'r'BIO. 

,. ,_ 

CUSH?OS Y 

En 8St"J r.;ecci5r1 va:11JS u osiudiq_r en 111.r.,s dutalle lJs cJrr1.:.i-

roicción rnutuB •\t,' 

den expres~1rse en ~L e!.,;!uem~i a~ nc;)~,l·t.:·.;·.•':"lt) L-!.:;, ·{\;~_~1 \_: Jl.\ ... J 

en el esq1;emn j-j, •\i~~.j.~.,.i 1 :rt,,) . Twuh.~n d~sc;.;::n~:n'.JE lh C1r··,·_, 

de lr< inter·cci6n re::;1d·ril :n4s general de d:>s cuerp·:Jti, ind~!ne·1-

diente de lrt carea, y '.iUe no incluye derivadas. 

CJnsid•Jre·nos ;H'l:lh.!!'"l d?~J p':!rticulr,~1 iüé!"ltiCHS en el aco¡.iln:::i-

ento ,j-j. ;:ii sup·)'1t:il1J:: (¡\.},) ¡. (\\'.i~), 1'1 fu•1ción de r)nca antio1-

m6trica cst~ dada p0r 

( .¡ . l 

~\>0 \.Q,~ 1 ~·,~. :í l.!\)'. :~~:· z: ""· <. :, ,.r,. ~ , "''"' '\:; 1:,) \_ '-\', 1. :i,; · .,,, .. · \·,·:. ,-111.,') -- '4.:\ \ (\j ,,, , 0 Q ~U ,j '""") J . 
1Js•1'1do pr·Jpi1~dades de: :~unetrír.i. de Lx; C)•.:ficter:tf.!!c; de fH.::>!ol'<:nl·~'1-

t') vec tvri.?..l oi.Jton<~m JS 

5roita Uu.'.io,), l~ 9r::rtícul'c 2, en ln .'iriJiti; (.~ .. :J, ~'.;"-yº• •.;s

tán ac0pl~das a J, en aste orden. 

'1 'l-\ \ ') " ; 
~ \ ,"-. ~'., 

.' 

·. \ \ "'-., 
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til.!'len la rorma 

.,r'1 

• 11 • 

.l • ''. 'L\ \ "'·.J . t._J .. \/,.) . 

de donde obtc~emos 

, \- - / ,. · ~ \ , r 1 
... ~ • .. ~ • '· .• )~·.· ~ 1 ·~.· •• · t'. :~ .. 1.', ., :- ll·1 \ ~ ... J.,· '. ,· .· i~ ~-:.~\·~l. l ·- i... ... ~ 1 .,) , ~\ ::. 1 ..':' N·, · .. \/. \ "-? 1 .. ~ 4 , ··l.. .. ~ ,.,,., / , -.... , ..., . 

Utiliz.ando lo:.i 1nit;mo¡_; ~!I'f:"..unentos, enc.)nL1·nm:.rn 11ll ~;i,:.i1,,::t1::; 

resultados en el er.»¡ue:1a I,-¡j (suponiendo ~Ut! ~·. ¡. ;·;. ). 1(1:. ~·~;~1-

ciones de onda Rntisimétricas est¿n dHdns p~r 
'\ ., 1 " • ,. ., \. .,.. ' .- • •. • . ~- • " - •• 
'+'u. l..,'L;~ .... \..~ .. ll\ /. \l'i" ¿ "-~~~\ Í. ':-.: '"!. ;~: ,;, .... \'· ...... ' .,•·. 

t~) \,\.. 

donde ahora so tiene 

Sustituyendo 

\' .. \\\..)~} '-.0 "N\ '1 \) '" 
\ ... ·". ' ! \ \, 1,., 

De eBta :n"!ne1·a, vcmo~J ;1ue eri A:nbos casos las c01-reccio"'1e~.: en 

la. energía de un cst.ado de J y MJ L1en definidos c mtienen ciJ~: 

t~r:ninos: un término directo 

y un término de intcrcnmbio 

/ ;;:- '. 1) • --· •• ' \ ' • : • ~ ,... '. 
"'. \. • .J \ \ \. .:. !_ ~~ .\ '. . t .. ;!.. 1 .,. • • .,¡ '· • ! ,;- \ • '1 ,> 

Observemo~> ·¡ue el tér:nino directa e;; i,'!," ... i.<tl <el ele:nento <i·'.! 

'.·' 

-:~ue hubiérarnos obtenido si las funcio:kli de onati no hubu,::u: :.:1-

do antisimetri?.,,das, de modo ¡ue el tér!¡¡in'.) de int.;!1·c:-~rnt.Ji:i ''¡:c!

rece como consecuencia de hQber usado funci~nes de ondR a~tiLll-

me tri Z8das. 

dos nnteri.ores. 'º1r i..'.ll':np1 "· ~>i 1·-:~ 'írbitr>::; ~· y ~' son :m<:; t:1:.:-

tin.tns ( i. o., ~~l ; 1 1 t1"1 :-·.~ :1e es n·:c ! : l t..?t· :n''.Y p·.~ ;ued:>), J·:· l-~ J!~·-

( .; . 



par:-ido con y 

cerÍ'"-:n en el término d1rL!Cto¡ de :r1~nu1·~~ ~1~.4L~ :.___.~ l· .. s .~1·:...1tr!~ ~1,"J !~e 

tr"1slanan, la contribuci6n del 'término direct•) al c01Tl1Jl(·!~t-' e::: 

simétricn, vem·JG :ue 1:-, p.1rt•; 0t·¡J''Ci'll d•J ¡., runci5'1 de ondn es 

sim8trica o ar~tüiimétrica depencHenci.) ch; ;;i ::i=O e) ;)=l. Sntonces, 

18 elccció·1 de un v2lor par:: el e:c:pin total <iett~r:ni.nH ind1rectH-

C<)nsecuenc:.a, el vnlor de ~t\..ss • 

Para el c~so de r2rtículs~ equiv::luntus, ~5to en, 

n,.,=n y ~,= '\ ;-: ~. l<;,~ fór"l•lll'•:_; ::nt1.:ri'.'>r--:~: tie'len ·~tl•~ m0d1.fic·ir;:;c. 
e 

bir las ecur¡cionea ~encionadus co~o 

:niento j-j, c.londe la condición de P'll'ticul'-JS e.1'..livole:i.td: dS 

11 1=11;:,=n, ~.= r,:.Q y j
1
=j

2
=j, abterw:uo~; p'1r"1 J par 

'\>" C~ 1 3 VI)-:. l.,.,,""~·""'' \_ c,·1<M'I, \;}"'/t.~"""\·'·'!,.,\ j ... 1, )-'.Q ..... ., ',-.,.) ·)~~. ·;·\;>,l;>-.t~ ,){V·' l(),,\l./•.,._) q"\.,). ( 4. 7 ) 
........ ,, .... ,.,,, 

'lc,>,tamoo que p:-'lr8. pt~rtícul2.s equiv•llent<.·~s el ;;6r:ni:1J de inte?rc:'1n-



;JO 
fór:nulas (1Lj) .Y (ii.'.J), .iunL_, ,_:J:; "l 

lisrición, 

c·1rrir1j.e~to~: en L: 1;1~ r·.:·f· ~· 1·.:·i ; ..... ! ,. 

(4.4) tenemos e~t~nces 

~ ' ' 

!.\ -., • 

t.\>:.(t'l.~t(\ . .)"0tl\j"::..~\ ... ~J(.r\'.j,!' .. :,, ~f>¡) \·{:_.;':J ...... ·,_ 1 <.:\:~\\:, : .. ,.) 3-t~)- .. ~ 

-~ ,; ) 1 . 

)!' 

¡ ~ . 
\ .... 

~ 1
-\\> 1'' '- -,: '·1, ··1~ \:;11o¡)\ r,,'fLt~'\ r•',L··ü;,_\\¡_1>,l)~Xl\\.11, .• ,. (4. °' \. \ ·e \.cc<Yf· J • -~ 2 Í(,.¡ .:- .. " -· "· \ \ ''" ' \,, . -

Las de:m~s 1'5r.11ul~¡::;, :inél0;~'~S al·-~; 0Lt,1.;,:udaf; par• l 1•. t::LL,il.i:: 

métricas es 

t:. "-~ C.e'-L~,-::) :::.< :ri LS :r ._\ \ 'l1i. \ <' LS :¡ '·') , ""H \..\', ~"'·pv1 ·. 

() !:., \j~ J ') -:-_<J .. :s t'\) ~,.¡ ,:. \ j' j .. , './ J f'""'"- ::i ·,""f'Cl.I'<. 
H'.l.st·'l ai1or·a ht!rn:is c0ns.i.cíerauo úni~'-'!1C!nte interaccioncc .(;.J.·.; 

invoLucran intercBmbio ele momento entre dos pnrtícul«s; la:-, 

fuerzas que se oriPinn~ d~ este tipo de interaccio~es son ~enJ-

de intercambio, en las cuales l•:s fuerz:c;,~º "'•1t1·e _:.; rtícul''t; :..:.; 

deben al intercambio de espín o de isJe::;pí'l (i.e., de car~.~); 
este tipo de fuen:c1s de i'1te1·c~crnllio ::.e ·1:c«nifrt.;:;;tn cl':n1·n·.·nte en 

l:is experLnentos rle dispersi:Sn n-p y n-n 3 l. ::ii l:;:;; i.nteracci)•1es 

cr·:.n intercamtiJ de i::;:)espín o CRrf':c?, :·_ .. :r:~~' ck: Hei~e:-:o.:!r1;, :r 

rnientr::H; que E;i eritr ~n ,jue~J u·1 i.?1terc ':,l1iJ si.n:.<l~{,·101 l!c' ::::
1
-..·a 

(4. 
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V,..., -- F~, l \ -._,,. '!,,, \) , 

>.]..,_ !.r\ \.<\ :-; ·S \ t: (\-. -'1 \', 
V ._ l \_ ....., \ -,.. L ...} {.. '" v\ ...J 2. J J 

V - _ ~ r 1 1. ·\ r . t. ' \: / \" -. \' \\ - ! \., ..., 1 -...• L J \\ \.. .., \ ..- '-' L ) ! 

"<J \..\ ..:_ -~ \. \ \-.; ::,, 0:·:_, J \ \ \ •\ \,.- 1~7._-:i \:._., (\ '<,.., - :!,l \ J • 
B~ (4.12) hemos intr~~ucido dos o~crndoreu. El primero es el 

ooerad1r de intercambio do ecpin: 

~- C::: .!; \ H 4'~ 1 ·-S ,l ._. lV 'r "Y- , 

~u0 si ~e aplica a un e5~~do simétrico en loD dos espines {S=l), 

(b=O), lo multiplica por -l. Despu~s tcncmo& el operndor de in-

terc~mbio de carea: 

can los vnlores propios +l pRra estadoG simétricos en el espacio 

de is~espin {I=l), y -1 par~ estados antisimétricos (I=O). 

:'or1emos definir otro o¡)crad::ir de i"'lturcambio, el operador de 

i~terc~mbio e~n'l.cial, c1mJ 

(4. l~' 

( 4, l_:< 

(4.14 

ce w'nr:r8. ·¡ue :;us V'l.L1res r;ropi.::>s son +l y -1 c01-respondientes a 

funci Y1cs s1métr1c8.s y ·ntish;étric&.s espc.?.ci,,lmente. Si tomrunos 

en ChJnta \'J.e l<J. fu:-ic:ió'1 du 'Jndot co:npleta dt;tJe ser untisimétrica, 

~11 '!P l1c·;r·le: L .. 1:s tres 0:·er-odJre::; sirnu.lt~nea:nt:n.te la va a multi-

p.l ic·~r pn· -l. Por lo t·:.nto, cun.ndo tn:.ternJ!:> sólo con estados 

d:tc1da p.)r un intercambio espacial-

1) ¡,,f 10,,rr1d·Jres de interc<l:r.bi·J con:nutrctn C"l:l el isoespin tot~l 

:~ y C'Jn c:l C?BpÍ•1 tot,:l :;·. Snt:rnce~; l·Js cuatro potenciales en 

(.l. ll· 



s : .. 
··'} 

~!-5'1-::r::.1tr.S:1 (n-n) y '.'t·1tón-pr·)LÓn (9-p), !l'l!'<t lo!., cuaLes I=l, 

Si'1 embar~o, aun¡~e Lus fu~rzas n~cleares sean i'1dapendientes 

•l0 l". c9r~'1, n'1 neces;>ri..·:'nt'nte dellen r•;i,trin::iruc a ser de cn

r!ctor ~~c~lar11 >. Por ~sto, d~hem1s consider~r interaccionas 

d~be•1 cünmut:;ir con J, :H,ro puedn"l. n·) t1·.-,c,;1·lo con 'i:::, .v/o ~. 

TJ<?.t.ido a 1ue l::is o¡Ji;r'.<d::n··~·s de ei.;pin son ten<::ores de orden 1, 

'! :1·:rt1.r de -,¿, y -~l sólr) pod~.;1os constnür un Op(~r~~dor escalar 

( ) · 1 r · ·· ''-') t · 1 ' ·<.<., , uno vec to ria , como t'\.,.,, '-o,,:. J , y uno cnsoria ae segun-

d) orden, r.;.,t'.)nce~-" existen l;':o.; ~ii~iCJntes tres 

pJ~1bilidRdes pqrR la dependencia de las interacciones de dos 

cu·:'rp'H' e'1 la:;; coorden"•'<lL espaciales y de espín (que no inclu-

'.}. '.' l> ·"'- '\ i:·u, _, .1'J. 
• \ ·._;.: _.. \ 4' - V 1 v .. 

e) ::·¡er·>·1s ten~1:ri···l·:!~':-
i:; \') r \(:_)l " 

'-J.: 'o . .\,;_)-::.\ ~s.,-,\,J ., . \.l~_ 1 -'!.,J'I. \l,_-1_,,) j i \·tl\''!v,-\,_\J. 

"'"bn '10t·'rs¡! :.:e en L>:.; intern.cc:i1)nes vect:>riales y- tensoria-

1~s ~J incluin1s l~u t~rmin0s 

( 
.. ,_ '1 ,. ~ "\~'\ -, • , ,. -..<:;r-~- "" ._,(/..). -... ('J.'1- ·~.-·· 

.::..,,··~,,1\._·?.,,'~tJ ·~¡~ j. '-~,·-::,iJ\\...~1 1'?..1 ... l ·l"!..,~'1_~· "'--,s ·,~~1,\-""L-,,., 

c:-:u:~J '.1 ,ue est,,!3 inter-«cci·nies n-) ~;on dü.:tintasa lnscyác0nsi-

cei·<:d·c~;. T):n~" ¡:_ p )r eje.npl0 l'" primera de e~t'.1.s expresíones¡ po-

.;., :. J:_ e J.!JClr1''r l J:. e: J:~ f•1ct·'.l!'8~ dependit!nt·~~ de 1 e::;pin¡ coi!lO uno 

es F'lr ln :nisr:t'l r'lz5n 1 ot.itu'1·J : .. 1:: n::.r.i::! nuev.1 nl in-



ci)n 

5:} 
).: .• í_'',,) 

\ \. ., . ·,' l' r , , \, ¡_) 1 
•V '... • ., \_ , ~ } 3 -

V (\,l.) :: '-J.t-1 ! t- \'." ~,¡"'" \.•I \·Y,."!"" t.~) 1- \'"' ~ .. i:. '10 ... .,,,.,l'I) 

\-\ \,s,_, ~.'?,,, j(')_ . ._, 1J '-.} \ l '<) \- 1'.1. \t.'?.,-¡.'.,,~ ti).''!_, 1 "-] '- \ l ~) 
.., \ \..\, ~ ~,.-:¡ 1 . c.,_,:;. ~.:~m1 \J~'-..) \- x:'-(~ í_'?_, -..:~.~ll-\ L :<.. '/.;. 'J

1
\) 1 "7i;\l .. ). e 4. i-: 

l ) ) 
Cti'lsider"'lcionc!S de C'lrácter :n~s 1,unerP..l~" , n'.Hl llevan a des-

cart .r lat; intorqcciones vcctJri3l~a en (~.17) y reemplazarlas 

a:ir ~n~ interdcción de ct;pfn-órGita de p~rticula indupendiente: 

'-1: 1..1, t'J-:: \e~ .. 1·::.:) ·l<-".,,,-~~)" t(,- ~l¡ :\'''1 \: '~ '~ ,--..~1. \) • 

lo iue tiene su ori~en en la :iuscrv~ci6n de que las intereccio-

ne:.; fuertes c?nserv:m l'l pnridad. 

P1!1'l.liz'1.:n::i::; esta t;ecci:Sn ·r.·~'1ci·Jna'1do que a pc:;ar de que no se 

conJce en f H"'.lla ux:1ctn 1'1 inter'.1.cci:Sn '1Uclerrr, n :iartir de co!'l-

:;i :·~r·:··~iJ'1P.n o:•;n.iral<:!~\ cJ·11:i las di~;cutida::; lHl 1Jt.t•.1 i:.;ecci6n, y_ 

~J: d-~tos CXf1<.!rl:.f!'1t;1lei;, tiG.,•e.-:ios 1uc son J'uer:oa::; uc c:irt1J al-

ri'• l'eS, 

~~CCION 5, METODO D~ LA ~Xºft~SION T8NSORIAL D8 LA INTERACCION 
(gXPA~SION D~ ~LATSR). 

CJ .. ,;11iercl"iJE L'l evr~.1·1:,c15n del 1Jlemento de a1atriz 

...,,·-<',¡ ~,..,,-.,,>:,':._V\\ 'J,t ,_\~,,--'!.,_.,\) \''•·~'''"~.\.V, J' 
es ~1, int~racci5n arbitraria. ~ste P!Oblema 

:)1·0::.~ 1t-". c:i:no.licaci Jlh,::, .le tnciJ a ·.¡ue -...11,_ es trni':. función de \;_,-l.,<\ 

e'l '; '1t J f'.h~ el t~r·:nnJ \·""f....,.~,·",1..\.V\) "\ll. .. '/\1 \\·o\,_l\\..}.\J , que allí a

~) •r-·c·.!, ·:~: el :;r'1dt1-:tJ de un"' f 1.l'1ci5'1 de t• y u.ria fuf'!ción de "!..i. 

~ntr~l \., y ~'t ü·~t-:!r·niri·_;]·) P'Jr cot; 1-•J,,.,, ·~ ( ''-..·\· ·c 1 )/ '1, ":.. Podemos 

p·Jr lo t-..ntJ d·~·'~lT)Ll'.ir <..J,,(\\ 1 -•.~\'; on U'l": ser10 de polinomL:is 



1::• ¡_'_ ·: ' .. . ~ ' ' 

·:.~·:'l'l ·~tili.7.'.l'llÍO 1'í 
reBul-

\' 
'/ t ~)- ~.~:~:\.\' \r ,,., ('·-'I °'""'T t "\°" · l, ,-... ,, t "" ¿_ ~\ O,lll·;. :nlLJ r.-. w~.,. O,t J 'l\¡ \,.\'!..,,- .,.,,, J • 

t~0rema G~ ~dtc16n de qzm6nicou esféricos
14

) en (5.1), 

lJ~ eutados utilizados para 
15) 

t~ !3 

1.'y "-"'-·h"l,.l U-\)-::~~ \:.,.. ~\.•,'i'Y-.., "'-. 1 ,)I_<.~\t'l.,~""'·'\..1'1') ~ \~l.,)~ ..,.\o.,). ( 5. J 
' ,,., • l .... '\._ 'f'l,Vf\, t'M\ \. \ 

C'i:n:~1n'1ndo e~te r·~sulVi<!~> C'Jn 1" expresión (?.2), resulta ,.., 
(""1\",_t, L!ll \'V,ll.\".,,-~v •. \)\'\, ~.",~-).VI):: L ¡::'- ..(~, ~'-l\,\ \ t (_n,')- ~ . ..._C..O.. 0 \ Ml~\.\o\ l • 

""-~· v\<- " 
cJnde las i:1tHf;r~,1es r"-d1ales y:"-, con•Jcidas co:no integrales de 

:;1-,t,;r, gstin d:.;::h.s ¡JJr 

':"- : í '· z.,,,~. "',~.)-:.~~,,~~'f.,_ 'l~ 'l1,"<) \'\-:"l,eo.,\..',) '\ ......,,,'-' .. ) \\ 

• 1::""1-:l·J l·t !'·!1·,ci'.Sn (~.t¡j ), obtenc:n:w la ;_;i1~ci.iente expresión 

·o:r\ •Jl ·~l,·:~:i;-,:;1 d: m·• .. ri.> ti.le i•w).Lucn1 l.>i; Ún'Slllos en (5.4): 
.. \'" ~ \ ~-\,\\.<:¡~l>'L") "- ... \,, ,~,o..U.\ \,lL,.,).~'\_et,) P,(\\.1-'\)-.t-I' l~" ~~v.)<V,\\t;_,11~,)l..-l;\\\S, \\~,). 

,i)nd~ el ele·n•~ntJ r·!duc1d'..l de ·n<~triz puede cnl.cu.l?.rse a partir 

r.,, (:1.•;S), resultando 
(: .... / _ )L \' ~. ~' \. l ( , ., '\ ( ~ \ ) l~' .._ f. '\ ( ·h. 't. f.._'\ 

\:. - \..: ). ~'t ~'..., _\ . .:: . .._,,.\. l ... \ o -o o)\.. ó o o ) . 

'lot CJ.11os cp.rn, debido a 1-u; pr::ipie dades de los coeficientes de 

Wi.o:ner (r .• 9), el elea'~'1ta de nJ"-triz :>.nr;itl~tr \',_ se anul:1 cuando 

')"e sntisf<,Cl~!1 las CJ!11.li.t:iones: 00::1~ .:_2i¡,, o-::_¡.;-=.2~, .• k par. 

( 5. 4 

( 5. 5 

( 5. ti 

( 5. l 

'. 1 ·~ ··'"'v,; f:ix 11>:t, c')'bten.rn1)S tue (';> •. ¡) ue pu.e de e:ocribir 
,_,,,.,.~tt,,1-...) 

(_Y\.~\'\<~ .. Lt"\\'\.Jn.l..\'l_,,-!.,.,_\)\'11,l\ ... '\,t'~Ll·~)-::. L. \ . ..._-;-:"", (5.0: 
'~ o 

d)nse l''. sum-:i se efectúa riara lnl; V"il 1res pares de 1-:. Observemos 



ül 

p.1-e L; f:Sr:ul2 (5.J) ex:)rel:ln l::it.; c·Jr!'i·.ltH\t')S a primer '.Jrden en 

1 ·~ en~ ro;( 't de l '.n; 2 \', .,. l -i:i.vc les de l,., c')'1f ir;uración ( ~' ~,), en 

t·~r'lli'.n~; rir; ~ .. + 1 rnr'hwtrrJ:, ¡-:1'- (buponícndo .¡uo ~\-::. Q.!. ). 1',sí, 

nJd:·n :' nj•.i::.t•"r (').J) c•Jn la:ó rt.':it'.Js e;.:peri•nent'lles elin;iendo a

proDi.'11lTnente los p·1r~.-.etr:n; í-\ sin necct~itlad de hecer suposi-

ci6n algu.n'.l ;tcerc-1 d •. 11 nJtencial de intcrncción resid:..tal. 

Sl tratarni0'1tJ <jnt'1rior puede nplic·!rse tri:nbión pi-il"l c~:tados 

qntisi~dtric)s. C0mbinq~dJ }qs ec~qciJnes (4.5) y (5.2) obtenc-

mJs 

chn·Je \:t:.. y +:\.. cst~.n def i'!id1s c:1rno "!ntes, y lo~; tér:ninos de in-

( 5.10 

'j.--i. (.:' ~1 t. l l I ') ( ~' \'- ~L '\_t ( 
-;}"'"::. <.-) '-~. ~- ~- 5 ~H,\\l \z~""' º º 0 J • 5. u 
l\\:. -:::;; e, \L ( .... , ~ ..... , ~1.) - ~~. 1 ~ ~1,_ "'"-("l,,<) K~Q,(·,,rK~, ~\·..J \\"z.(~ i)K""~,)' ( 5. 12 

dJ!1(;'~ l'< su·n .• s::ibre •!!l f:-1dice k' vn desde \~,-í\\ hast'.'! <,i,.e.,_, 
~'in ,,st'.'r 11nit·•a·: a V•~ 1 Jr,:c pnr1J~' de >:•. 

':L 11étJd0 de desarrJLl:i t.1:1b:::>rial puede 1::,!·wralizarse para 

cJ-~:derRr int~rncciones d~o~'1die'1tes dnl es?ín. T')me11os la in-

r.er·cci5n ( q,. ~: )~-.J,il\~., ~.-:.1) pr0cediund'.J cono se hizo para 

~ \ ' ,-..·~ -">r>>...-~ ., ';\\ ..., ' ~' \. ;, 'i Y\ \. ··~,. (\ ,) "J \L ~ \ ~-- ;.~\ ) \ '\ (\ '1'1' ~. - . J V\) ·- ·¿ \ ... T J 

d Jn·1e ri.inra 
('.J.13 

\' - , r . . , \ . t. ( :¡_, 1< ~, ') • "' \:. 0 , '\ \ ~, ~ ... \. 1. 
1-. · '· '-"' t-... h) - ·¡ • ...1 ~ ., ( c. ~, \,) ( t ~ ._ \. \) . ~ ª 

0 
. I~ .,, ,, 0 J t ~... ~' .._ ~ , (5.14 

;--r-, ')utet".2r r•,l·:ci.Jne::.· Gi;;ilares en el ·it!opl:i.;niento j-j, de-
fin1:1nc _t!1 

(5.15·· 
Util.iz·'nd'.) (.h..22) :,' (A.39) se tiene C'1tJnces 

• 1 • "' , ~ )1<-;., +' S' ~- c..w.') ',,, • ...,. ___ cw.)'< '~' l , \. '~., - (:., ) '- '-,, "-''>· 1 '.~"' U.~):. ·':; C.· \. .'..... '- > ~~ ,._,.) 

de :1'ld.-i !cd'! l.:: i"1<:·.~r·,cci1~r CJ"lt~i.d·"I'"ch, dc:ne'1diente del espín, 

( 5. lu; 

se pu~.: de re e!:.'. e r i t) l r 



ó2 

c.:.,;;ac1·des y d.~ •3;;;¡1in e:·.: i ·1::; ¡J'll'LlCULi:.; l y ¿ ::;;;: :;Uede e:.::cribir 
lo ) 

t-' ~1 1-:. f ·.J r·r¡a 
. _ °"'" " - \,'Sy.)1 <._~:\.')". ·¡ 
'Y 1 • :: .?-; • " •••• q. ' '· ' ' , '1) ) ~~ t') . l. \ 1.) :'i ~ 

·- 'S,...~ '" 1 . • 

C'l'1de el 
-r (Sl.')'f 

~ensor irrad~ci~le de gr~do r, ~ ::;e construye a 
..-- (",) 
¿ , en las coordenadas de ~~pin 
'-

y un tens:Jr de 'Jrden k, ":...:'.~'-), e'1 las coordenadas an,:i;ulares (Le., 
Í e">°" f •· l.~) ) ~•.\ \ (-,') ) 

"· ?;__, "'\_,_ ..i • De esta manera, to:nando el valor esperado 

de (5.13) en el acoplamiento j-j obtenemos el corrimiento en las 

energías D. primer arelen 
-e: \='~'5-'\c ..... ,, 

l\ \:~;, J -::. ¿_ ~ ,'.>, 'S t'\ ) '-1,. \; ,·:i ·3 Y\ J -:. 'f T ~, •• ""', .• 
1 t ..,~,,,..,., "'( 

donde hcmo~,; o:ni ti do los indices n
1

, n
2

, t\ y (\, para no complicar 

( 5 .1 

( 5. 1 ~ 

,..._,..,,,.._.._,'( por 
la notación, r esti dado uhs expresión similar a (5.5) 

·<~nl"~~\I\'•, : \\lté.'\\1.)<~\\U'-'-\\1\''-(.q \\D'-~.:'i\\r "· (5.? 
-.. ·~ """" . -. t -..: t \ ...__ \ / 't.. ,........., "'"' , 

Ver, >F ,_je Ln <.:)ei'tc1.ento:~: )-J ;lit! l.F. i:ur:;'' s:Jl·r·~ r en (5.lJ) e¡·t"' 

l:·:;;:_-.¿,, ""'O ::.r.:.. 2:),, <l,i 1_; de :n::nera -:iue los niveles de ener-

1.'.i': •en ¡_c¡ conf1cur:H::ión ( '.1.'-'>L) e1;t·!n d:;éot; pvr un pequer1o nú.11ero 

de ::·CJr~~11etr0s. Tn:nbién :>bt;ervr.:nH• '.J.Ue t;;nto s-1-k+r como s'+k'+r 

;,, .-:·'ner:'iliznci6n al c:1::;0 en ;,ue lq función es antisi:nétrica 

es ;'i:r.i1?:r nl del !:!Copl::mte!'lto J,-S. 

::é'':i)~c ví:;;to en e~;tn tección 1ue el :nét'Jdo de desarrollo ten

S)rt'!l de l" inter~~cc1Sn '10~; permite cfoter11in·1r los niveles de 

<>"-'-':'::(a en ui¡::, c·::>nfic;u~'".ción 1iada, cJn umc interacción arbitra-

supoli1cioneE que se hnn hecho bOn ¡ue la interacción residual e-

fectiv;c: es de dos cuer!.>OS y -!Ue puede concider·,~rse como una per

turt'1ci6n. Este m~todo fue int1ociucidJ por primera vez por Sla-



. 11. •: 'lC Í. .·. ' 

~1·2" .. : ... : t.,·.:~1t·· '.J.Ltl1:::~~:1~ C.);,)•:·: el C'!._:) r.:.nCt}l"l"Jr, d·..:Ul.ci·) ~:.'...!U'.! 1!1~~ 

y, p:>rlJmi.::;m:i, 
12) 

pued~n 

SECCI0:1 o, DOS P!dü'ICUL.A::l .~;1 UN Pv'L·::>er:.L DS 0;.iCILf,DüR .l·R'l:ONICO. 

H~FSRIDAS AL U~NTRO DSL POT~~CIAL, Y LAS COORDSNADAS 

HEL~'l'IV.G. y :)'.~L c·m11 HO Di~ MASA. 

Aur¡¡ue la eX?ü'lGión de ~l~tcr es vólida uara potencialeu Rr-

msrce :neclirvite un rntencial oc o;:;cilRd'.)r nrm6nico, existe ot:ro 

mét')d;J 1ue puede oimplific,,r m~s el c'.J.culo de l·)!; niveles do e-

nerccÍ<1. ~st<; apr•JX i:nr~ci·:Sn $icmpre e1:1 vf1lida cuando n•J~:. ocupa.11os 

d:>u, se~n se ·H~·cuti5 en la 8ecci5n 3 del c2p!tulo ::interior. 

~l 01tenciql de o~cil~~or nrm1nico tiene la Hl.gu1ento propie-

\ ... 'll.' ' \ ' '\ 
') (o .1) 

::J-; .. :e ~··J n·,n 'Jeiiriid') l•w C)·)rú.;:r::«:tc:s rel::tiva ·~,y de centro-de 

·n,,:o:c; r de 1'1s dJ& ¡rnrtícui.'.'<5 C'.)"10 
') 

·~, -- ,t:' ( ,_,,.. ', ,_ 'i 1-' ,1,'.-. \ i'., ) • (b. 2) 

d:rnr\r; el fact'.)r i; .. J2' t::n l::: definici5n d<.?1 cent.ro de ;nnsa aparece 

o"r' \W! lR trw1sf.'.)r.1·.1ci5-i ,¡uti se d<~fine sea ortor;on!tl (la trP~'1s

f:n''HCi:Sn 1ue conect" \,y ":_., c:m ".._, y S, ). Do la mis11u fonnu se 

tiv::i y de centro de :nasa (desi1.-n,0<do C'J'na r.c.m. ): 

.. , __ - _.:_. (. p fl '\ ~··, ,,_. ' ( - -, 
t__, ·.:. ~?.' ~ 1 - " \. J • l~ -.. ~i: '-"'.. \ \ ~: ' ) . (6.2•) 

Obs·2 rve;n )S .¡ue co"l. est 0!S definici Jnes se cumple el siguiente par 
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1i.~:ui, r..-~.r. t·c r.:~1·1·::;::1: ··l. t:1:.t•,?·11·. "i~.! · ... ~):)r,ii~q;;,i_i:~~; en el centro del 

He e o rde;a )!.:.\ que U: l'l.n\: i 5n t1e o ndu ;1arn un~ pR.rt i e ul e. ::.; in os-

¡:í:< en un p:>?.o de osci l·.1-chr :irm6nic1 tiene la fé>rma 

("'., \'<\~M ')-~. \\:l"'H'" \.>",,O • .")-::.. ~.-R .... ~'") Yi:H\ \_C'~)' 
dondu l~s funciones du ond~ radinles est~n d~das por 

~· '¿-.'1' h' l''i .J .... ~ \\. 
~ ..... ~ ~"1 ::: l ¡;;---"-· , ) Cz_") ' 3 -e-' " , ~,, L ~ \z..'I"'> · ~- ~~ll 

,V\\ h '¡ - 'V"I I '::. 7_ \-, , 

cicndo ¡:'<\t.'::: \\w(l-n\~,;~) l·i~; vrüores pr;)pios correspondientes. Aná-

lo¡J'~i:nente, si al :.:i:,tem~1 c.p. le ::is0ci8.'l10S un;. !unción de onda 

cn.1"1Cteri~;étda por lo¡; n:.lmer.1s cuántico~.: rnrii:;J.e::; n
1 

y n
2

, y los 

nú.-nero~-. cuánticos a.ngul 'Tes ~' y -\\ , los cst·idos propios pueden 

escr:i. bir::.e en la f Jr;nn 

.( ..,_,, :...~ \ "'- ~,, '11,4,, ?l).i. ') ::;,. }_ <.~ ...... t ,••.-\A¡.,'; ~' ,i\-..,~,\..•1) "R,i\1_.,,) 'J..,..., l._ Q,) :Y;,~ l '-:~ ,'¡ • 
~~- ' 

mientrRs ~ue p~rq el sistema r.c.m., si los números cuánticos 

radial y orLital n y ~ corresponden al movimiento relativo, y N 

y L al del centro d•.? :r.H:Ja de las do::i po.rtículas, los estados 

propios pueden escriLirsc como 

< ~-.'.:~'.,e} N\.' )'¡.' '; ::. ?t...<~......, \..t.'\'~¡¡.'>~ 1'.,,c \.'e)~ ~H\.\'1.1 1" ~'a~~\") Y .... ~.5· n.,_ ... ) (o. D 

Debido a (0.3) y (b.4), en la expansión de los aatados (b.5) 

e'1 tér:ninos 1.fo arpiéllos en (o.o) se deben satisfacer las si-

r;uientes relaciones: 

\' \ ~ -;:: r\ ·-· \' \ \_, --:::') ;'\-:'. >.' '\. ~\-:;. LL 
1 ~ 

~ " L ·-.J V -J (/ ,-· 

. L-::>S paréntesis de trnnsfor:n8Ci5n de (b.~) en (o.o) se definen 

entonces por la relación 

(u. 7 

(b. 8 

<....__,,i,...\V1,~,,"'~(>.,).¡.l):: ~2_ (V\\ 1 1".\._,A\V¡ 1 ~,,....,,~,,;:\/<'...!,,~\Vi~,l\\.,7'µ), (0.9 
.... t t~\. 

donde ln su;rrn es finita porc1ue 1 :is enteros no negativos n, -t 1 N 

y L deben satü:facer (ü.d) y también H~\.\ ~;\~ hL, deb:i.do a 

(o.'{). 

Consideremos ahara uria interacción '"\1 1.?.. que depende únicamente 

de la coordenad':-. rel:itiva da 1.ns <los pnrtículas. El elemento de 

~qtriz €ün~ral pnrn e~t~ inter~cci6n puede simplificarse si uti-

liza:no3 (b. 9 ): 



'(\, -::.. '() 1,. \. '¡' \ '-"' ' \ ,, ' ' ' -,, ' \. " ) ) - (. ("' \ -~' \ l "\ \-. " L\. .,, •\ "L '•· '{'"(~ \ l. ~->j, 

si los er;tsdJs estón en l:~ r:iiE;r11~-- c::pa de niveles de energía. Ve

~os u partir de (c.10) ~ue se hn reducido el p~oLlema de diugo

n"".li~~:J.r la int..::r::cción ·0,l en unz~ confup¡ración de doo pnrticu

l'.:-1s 'l hncer el cqlculo pcd'H coní'ip;ur'."'Ci'Jn·.'E de una sola perticu-

la. Por óltimo, se puedo h1cer une simplificación adicional en 

(t.>.10) con l<-; introducci '>n de l';s integr,'.les de '.ralmi, como mos

tr~m1s m~s adelante. 

?:n la sección 4 del pri:ner capítulo, encontru.mos que las fun-

ciones de Jnda radiales se pueden expresar mediante un~ serie de 

pot>Jncias: .... 
1"""""" ~ ~ l.\!;.. -l..,.t. oi.,. 1..")::;1,..,..<1.-.)::.·• L_C\""'1"'' \::'" , (b.L 

~ .... _ <) 

' " ' ( \ .. '\ 
\.\ "" -:_ sL <;" -~ .. 1 1

• _L\.~\:~.:._"iJ- ( 
<- "'· \. \"(."\,~ \ \):) lY'l·\~)I, (' (\:1,-~\~l' O, l_ 

donde la distancia radinl se expresa en unidades de b = C"'/mYl)'Jz. 

(en nue~;trns f6rmulns, e:;_;t'.) se h·1ce ponh•·1do 2\l= 1). Con esto, 
\'' __ ·•.} -..1. '.' ,..1 ( ""'{. ' - f :;..' ~ ~ \" \"(\> 1. ~\t.' '\'f..' \.-0\t.) -"f' 
j_ • " i:i'\..,., •••• ~) .JC-.)°(.,M;,,·, - ·- L "''"'~·c.'""•'V-' }. '\ &< '\ 'J°<.-.YC 

'""" !HH')\.-'i\\""\'t . •·""•\.~:u \V'.ll 

::. L.. 2:. a "\ . . ~ , . '"~" --=.. _,'\,'-!<.--.,) 
'tr-~o p-:_~(f\('I~) ..,.fl_ W.g\9-"'f.""';_\~\-«t_') ~ .. ~ i \..._: - -- ,-

= ¿_ t; ("'D',Y'i~, ?J I", (u.1> 
p 

d:incle he·r.'.l~ r'\efinido los c0eficicntes '?><.V\'.t,,'V'.Q,p) como 

!) lv.>-'?', "'~, p) 7. \,. L' ( 1"' I-,_) 1:- C\"lt"- C\,i ~· r-~-~ t~ \-i') ' (o. i · 
't b. é 1 - t 'L · rn l · I l 7 ) . ~ ' y C!:n l n cts in eera e~; ac .La mi por 

- ·z """ p 
-:r_ ':::. - \' \ ~ ">f>\· L'"'<'.T't -e-"\"> (" i·· 

l' - {_' ~p>-\) -\, O\ ' 'J ÚJ • V• , 

Introduciendo (u.12) 8n (c.10) obtenemos 

<'._'í'1, ~, ·"'·''-. :>, fJ.. \ "\J1'\, t \~,- '!,L \) \ 'i.' 'V,' ,'1'{ -i>,' _.Aµ) 

-~ L (.-.\1-\'_ ,'t\.._-f, ,_)\\'\f,\1\, )).(,Vl,~ 1 )\\, 1 ;>,\'11:~: ,'t,~~2,f\)~1)('r\'J?;'11~,p)'I¡> 
.,,.~·H..\'\ v., '· " ,,. • · · r 

-::. 2 zz: ,:-..- 0,,.,.,1?,,>-\'n\>, '!-\\., ;\)('f\'.1>_,H"-,>.\'>\~~~-.'1\{.p-! 1 X)'tl"''l>,.....,e,\))~"I.?, (b.l 
f' V\,f\\'\,.Y1-

do!1.tie lm; con.st·1ntes que -=qr1recen entre corchetes son constantes 

univc•n::'-les, i~1do:Je'1ciie!'1te!; de la i'.lterc1cci6n particular "V(r), 

en t::--rnto ·tue J.·:<: i'1L·?.1~r;:lcs I se puer.Jen c:Jnsiclerar pro:nodios de 
p 

la i'1t~r~cción V(r). 
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parénte<->i:; du t.!"'cf!, :·cJr;V:·;i~n d'JfJ.:1ld:J(; en ('~•.')) fLltJl'Dn calcula-
. .L'.5 ) 

dos explícit•L'T!erü" p)r fí.Jcliir.~:ky • r.;1 ¡n·i:nl!l' pr,so consiste en 

cxurcsur el est~do de dou particul3s (0.5) en t~1minou de opera-

dores de creación, ,.. . 
~' ). . ~~ ( '!,¡ .... -- " ~" ) '..1 e\ -:.. \ ' z. , 

con lo ~ue to:na. le. forma I,"') 

\ ..... "" 'l'\d.., '~,.... '>-=- f':.. '(\ \ ~. ,, '<\ ~ l; . /\ .. ,/'• <...;,, . ..; )'\., l "á c.S ,) 'j. "á.};)j tu/ ( t> • 1. \. -..... ' ,.~ ' "'V' 'J 7.. '"" '· ~ ~ 1, } 

donde ~"'"•·' li"l,t... son constantes de normalizo.ción. En (u.14) s.1 

han introducido los arm6nicor; e~;féricos :::.;óli<ios, definidos por 

'\~ ...... W\ (..'('U)'=:-_ 't " y""" (o ·:e0 ' 
mientras que ol est~do vncín esth dndo por 

\O')-:. i\-';; -<:'./\.>~-~\. (.:,,.)'\·C!..<'{:'.\1,::.. \\-'i, -<:.·J.µ~-~ \_V!.,\'\-(.~'{~~. ( t) • 1' 

Utilizando (o.2) y (o.2• ), Ge c:qnenan lo::; operadores de eren.-

ción en el sistema r.c.m. en términos de aquéllos en el sistema 

c.p. Introduciendo este remllt~do en (o.14) y (b.15) es posible 

obta~er unn expresión explícita µara los paréntesis de transfor-

m~ci6n en el caso especial n 1=n 2~o. Por ólti~o, utilizando la 

relqción 

\ 'i\ " - r\ "'·~ q, ( ~ :;.. " \ " ' ,\·\ -"1,Vl,-1', .,\}.\':> - ,- -- 'v·'1''~.1' J '1\,.,,,-lh\>~>''P.l 
. - \ .... , Q\ 

Sü encuentri llna f..5rmul:-, recursivn que permite evaluar los pa-

réntcsi::i de tr:1m;f:>rm"-1.ci.ón parq n
1 

y n
2 

arbitre.rías. Usando este 

prJcedimicnto, Brody y Moshinsky 19
) calcularon los pardntesis 

de· trrmsformr:ción para todJs l'Ji::l casos de intei-és en la espec-

troscopia nuclear, hasta la capa i. 

(o. lt 



SECCION 7. /\f'LIC/\Clrn:c:;. 

En esta sección ilustraremo~ la forma de utilizar la 
teoría desarrollada en los dos capítulos anteriores para cal
cular propiedódes de los núcleo'>. f'ari:l .esto, elegimos núcleos 
con dos part!culas fuera del carozo inerte !~}6 , ya que es
tos sistemas involucran un n~mero considerable de partículas 
y tenemos la posibilidad de comprobar la validez del modelo de 
capas en un ejemplo bcstónte sencillo. 

El hamiltoniano que describe al sistema, en el modelo 
de partícula independiente, es; 

. (7 .1) 

la estructura de las soluciones (estados propios) de este ha
miltoniano es: 
- !--. ' '? ::.. ¡ 1 i¡) <['z ( 7 • 2 ) 

donde las funciones de onda cp .. ( ¿ =1, 2) son las asociadas al 
hamiltoniano de una sola partícula (estados de partícula inde~ 
pendiente). Los parámetros uJ, O.~ y b ~ se ajustan direc-
tamente de los espectros de los núcleos ()1 •y F 17 A conti-
nuación discutimos algunas características de estos núcleos 

i) 
,-- , ., 
r 

\,. 11 
ts bien sabido que los núcleos espejo O y F tienden 

a comportarse como núcleos con un carozo inerte ( o'" ) y un nu
clc6n fuera de c~pa cerrada. Según el modelo de capas, la ma-

'yor p~rte de las propiedades del núcleo se deben, esencialmente, 
a la dinámica de esta pJrt!cula, Es posible, por ello, deter
minar facilmente los niveles de energía de excitaci6n de los 
n~cleos ~uponiendo que la partícula de valencia se encuentra 
sometida a la acci6n de un potencial de oscilador arm6nico, a 

1. 
una interacci6n esp!n-6rbita y a una interacci6n del tipo !~. 

Je manera que el hamiltoniano que determina las características 
del núcleo es; 

-· ' 
1 ·,~,.... ' • ., í~' 

....,~ i-. 
,. ~ t ! ('~ 

,(;_ • V' . ' •·. 
(7.3) 



La frecuencia del osciledor se c~lcula a partir de 

donde resulta que 
las energías de amarro de los nJcleos 

- ·1·, 

y (/ t- , de 
-:-+·= 1L~.88 tiov. 

Las constontes ),'. y b,: , que aparecen en la expresi6n 

( 7.3 ), son diferentes para protones y paro neutrones; esto 
tree como consecuencia que los niveles de energía de partí
cula independiente para protones y para neutrones sean distin

tos. Estas constantes se determinan ajustando con ellas los 
tres primeros niveles de paridad positiva en los espectros de 
energra del o''', parél los neutrones, y del F'', para los proto-
nes • 

'· '"· ·r 

obteniéndose los siguientes valores: 

~~ = 2.032 Mev. & b~= -0.194 Mev. 
'! 1 = 2.040 Mev. & tir= -0.257 Mev. 

(7 .4) 

t'±=~J ~:'. ':~~ . 3.r~- .. 
1 

.... 1 _.,~.-

.r---------· 
l!: ~(~--- -----~:'J ¡ ~. "' ,, -1 
1 1 

1 ".:.:..'"-:C'_ ____ ~J t _________ -.:!J_~ __ j 

¡ 
l . ¡ r .. ,-: +t ¡------··· 

' j-

º
''y _,:¡ 

Fig. (7 .1). Espectros experimentales de los núcleos t • 

0
1+ 

una rápida observación de los espectros de los núcleos 
r.:: 1? 

y 1 muestra que las ener~!as de sus primeros n!veles con res-
pecto a sus est~dos b~se son r~-i iguales, la diferencia que 

existe se debe, pr~mordialmente, a que se tienen ~~s interaccio
nes c~~ ornbianas del tiro prot6n-prot6n p6ra el f'rque para el 

01• 



/!i 

,~9 

:i) Interacción res.iduól - 1
í', c~lculo de los clem0ntos de ma

triz de ·'!:}-'J. 

El hamiltoniano (7.1) no describe correct<Jmente la din&mica 
de núcleos con dos partículas fuera de cGpG cerrada, como pue-
de observarse en la fig. (7.2). En dicha figura se muestren 
los espectros que predice el hamiltoniano ( 7.1) p-ra los sis
temas nn, pp y np, y los corre~pondientes espectros e~perimen
tales de los núcleos •!'' ~,',,'' J' ' t·<o se observa ningu-
na semcjanzn en tales esrectros, de ah! 12 ncccsidud de intro
ducir, en nuestras consideraciones te6ricas, una intcracci6n 
residual · ! .. ,_·,; entre los nucleones de valencia, que nos permita 

reproducir con mayor precisi6n los resultados experimentDles. 
'l f _-:: f ".·,', ·.:_..:~_.:;n.1·¡ ·¡','¡.·'- :f;-=== ~1c-1 ~2 
y, ;~--~~ 

t-(, t •;,;/,1 ::.02 'l,·>,i,1 '.),;: 
·---- .... ~,.-2,1 :r· ----

.::;- ,., ; 1 o:,l. l,. !\ 1 l .t.¡ 1 (_,. 

;-r \,' :._·1! ______ ,......._. ~' ..c;,'·1:· ~~· .. ' .. ; .. ~¡ 14 3.!.\ _,. __ _ 

-·¡ ··>_~-== 'i · i ?. ,. .=.=:::: .:~: e/==----~:::.·__ l . ; -; 

: ~ : ·,_ ,., ;: : .'.' ., ' ~~·: 
~ ¡ _. 

ó 
o 

'~)' ·~ r: - }; f- 1 '(', n-p H~s r- F 
.Fig. (7. 2) . Espectros experimentales y te6ricos, predichos 

( 7 .1 ) ' núcleos \? M'I' F'ª por la ec. de los o. ~' y . 
Hemos mostrado, en secciones anterioreG de este mismo 

capítulo, ql.!_e el hamiltoniano 
~ , '· ~ 

1 - /_ ,,· t. .¡ 1 ) ,., t 9-~ ;~~ . :J._· n - :-; ) \, i , ... , f m (• , i - ~f: l 
+- (7.5) 

no es diagonal en los esquemas de acoplamiento j~j y l~s. 

Sin embargo, debido a que la interucción 'V:/r/es de tipo central 
. 1 j j 1 . / 1 ' i l t • 'l '1 \ "Q t 1' . 1 ¡ , t 1 '> se tiene que en e esquema - a matriz <.__l,<,,, lht-<·" r. ll, ,., 1:, '" '/ 

puede subdividirse en m~trices mas pequeñas, cada una de las 
cuales, corresponde a un momento angular J bien definido. 
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Ant.e:: de Jet:'rminar los "'l'~"'Cnto:> rh: 1::,:t:riz de la int:e-

·, , sintetlz~mos las resultados m~s lmpor-
tHntcs qu~ se obtuvi~ron en el trJnscurso de este ccpítulo, con 

el objeto de que se comprenda mas facilmcnte el c6lculo de di
chos elementos. ' 

La función de onda '11:•'., '. :! . (: ;: n ?: .-./;,.describe el comporta

rn:cnto de un sistema de dos part!culas sometidos ambas a un 
pot:r.nc:.al de oscilador dr:i:ónico, <iquí los índices l'ic, 1,, ;·;;,, 

( ,: =í, 2 ) son números cuántico·; usociados a lo purtfcula :~ que 

d•,notan el número c1dinti.co principal, el rnornf?nto angular orbi

tal y su proyecci6n en el eje z, respectivamente¡ las etiquetas 
) y /'-- dnnotrin el mo·1N1to an:;ul ar orbit;>l total y su cort·espon-· 

diente proyccci6n en el eje z. 

En el sistema de coordenadas rcléltiva -;: '""" -'=., ( :¡;· ·- r, \ 
' 'h ' 1 •·· J ' 

y de centro de masa, ,.<-: f:¡ ·.r;..·;':"') ln función de onda que des-

cribe al sistema es: \nv. 1 /,)L.J~\fl..') , donde \¡;~NL. 
tienen significados similares u los precisados anteriormente. 

Las funciones de onda anteriores, se conectan entre si 
mediante los par,ntesis de transformaci6n de Brody y Moshinsky, 
de acuerdo con la si3uientes f6rmulas: 
'. , . ' \ •.. _, \·,1 f',.JJL ;>1~) (_r.;; ;>JL.1Al i'i1X1,ll7(1<?,,..\) \ l 1 ~ ~ 1 i~1 .l 1 r "'•),l / - 1°-·- , 

ni0: (7.é) 
'···· l]' '')-=-, .,-,,1,r,(,,\r)<11t1.JL 1 ... ~j}i1~1 1 n,t ... );> 
~l;\./1~'-¡"1/J.. r~,J:i~¿.:-,_ · / I 

El elemento de matriz diagonal, <i1,J,11li l~_)p\'l,~r)\ti,i,~,! 11 )111/', 
para una interacción central puede escr:birse en t6rminos de 

los elementos de matr.iz reducidos <:n·.~ \l Vl_1)l) n()• en la forma 
. i tn) s1gu ente ·1 

../ - ! ' , ' . • , . .. ~ "~ 
· t' 1 t , • t .,; 1,r_r; ,:f .... •.,' .. ·,· .. ,,\¡,,,......, .::. ··, • i . I ¡ ': • 1 1 "/ • , 

7 r < ·' 1 , , :::: ~-- ' •l ~· I ! , L / ,.\ 1 
,~UJ:... -

Los elemento" de matriz 

íl,t,
1
,,,:,

1
r»r <n~ \\V{_i))\riQ) <1.n 

reduc.idos, <n~\IV(f)\\llQ.), se pue
den escribir en t6nninos de las integrales de 

1 
J 

'.) 

-

··' 

~~:: r; 

f-' 

'/, 
1 
l 1) r ~ ::..\ ri 

. l ' . 1 

t) r il il 1 1 / _,_ p 

Talmip IP'· 

(7.8) 

(7.9) 



donde lo~ cocfici0ntcs 
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.,,.,l.' ~e encuentran t.:;bulajo:;; on 

El elemento de matriz <Jeneral <01\111 ;',. \;,,_ \ vCr)/ ;¡
1
1 ~ 1

1 iJ/í.1 )\¡;·) 
I • 1:. I 1

' "} / 

p13rd una interacc.:.r)n central, puede ezcribirse como sigue: 

p 

(7.10) 

Los elementos de matriz en el esquema j-j puederr reducir
se a los escritos en acoplamiento 1-s mediante la siguiente .re
laci6n entre las funciones de onda correspondientes. 

j 11, e ~ / ; l)t t ,. k , L : :. t·I'/' -

(7.11) 

X. \ ¡ 1, 1. 1 J/ ¿ l?. } '5 t : :3 l-'\ > 
donde } es un coeficiente 9-j, cuyo::; valores están tabu-

lados en la ref. ( :~·¡). Por ej cmplo, el elemento de matriz 

diagonal para una fuerza central puede escribirse 

<r. 1 l1/~ 1 1, j f:,( 1 ~ 1 L .. ;::\v,(r)\ 
...:.- ~¿:._ \_~A• •)(2·:d i) (7.J,~1'; !_~ !l" ') 

-- ).!.. r. J IJ L 
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Hasta ahor~ no3 ha sido nece~ario introducir el concep
to de isocspín tot,~d c~n la descripción de sistem.:is form;idos por 
do~·; nucl(!ones. 

totalmente L:is funcione~> de ond;:¡ no:o ·::. ! j'-' .. incorpor-Jr, ¿¡ 

nuestro formalismo, dicho concepto. En efecto, si recordamos 

que el isoesp!n asociado a protones y neutrones es [= 1/2 y -1/2, 
respectivamente, podemos concluir inmediatamente que: sistemas 
de dos protones ó de dos neutrones tienen isoespín total T :::1, 

mientras que sistemas formados por un protón y un neutrón tie-
nen isoespín total .. T::: O 6 1. (.·:..) 

En el caso en que 1-=0 , la función de onda se ve obli
gada, por el Principio de Pauli, a ser simétrica. En el caso 

/·· -) T = 1 la función debe ser antisimétrica;~-' 

No es muy difícll demostrar que las funciones de onda 
antisimétricas, JC,_}6 .( 0 jbJ'.t"J..~ , en el caso P.,_k= ÍJ:iJb 
vienen dadas por la f6rmula siguiente: (2::) 

\ /l ' ·' \ r \,( "':, -- 1" o :r ¡ rn r" r 
; ' :d '• { b - Ji ..., .!: \. / - ' ( 7 • 1l• ) 

,\ L l~ºJ,. f:"Jll,. !>-1/ -s r",-
rnientras que en el caso P(J. jv. F ~ Jb , están dadas por : 

\\.~J,~ (d;,:J,'\>A =- ~ Í¡S""J, L\)t>::JI. .. ~) -(·•)~,.tJ¡,-1 \~blbt,,~._ .. :,-M)} 
\ z l 

(7.15) 
De las relaciones (7.14) y (7.15) cG posible deducir la siguien-
te f6rrnula general para las funciones-de onda antisim&tricas: 

~
• .\, +Jb- J' 

\ \'. " ) :.. Í'.i; l t ·.:: M ),, -=- --d==~----==:; 1 ~ « J,, ~t. J ¡., : J 1v1) - (- 1) ' • ( 1 - J, 1 t' J ) ><. 
"2 r ·<\,n 1 b /; 
' -..-)Q~}C\)~b~·¡, } 

'- ,,, 1 Q., J ~ ec, J,, '. J ,..~ > ' ( 7 • , 6) 

Evaluando los elementos de matriz diagonales con las fun-
ciones (7.16) se tiene que: \ \ A ¡ . ,, 
,.·, L ¡,, 1,. ·-1.11 'l.(i'J\:'.,,",,., ÜJe '.Ji·\'), =- (Q,,\i..(bJ, :.:n·\\\117.V) _le. ,,q, b • J'1'I/ .~.....,_ Íl., ,\ "-" .., V • ,.. , 1 c. f"( .... il 

·-· ..._ ,_f)a.·Jo-:rt1--\. 1 '·J \<~°'j"-~b1b '.J-H \'liz.tr;\ebjb~l" ·.JH) 
\. ~ J - e t.~\.,,, \. ~ b ) 

1 

(7.17) 
rara los elementos no diGgonales se tiene la siguieKte rilaci6n: 

·:.:,: 1 1 •• , \ 11 .-,·, { l '¡ ~ -¡i'/ -· < º 1 J,1 C;1
1 

Jh1 ~- SH\ Vn(.r)] Q.u Je, t/,J¡, ~ Jf1 '>· ~ ' ', · ' r ~ ' 1 
' l. ¡" ~ ' '):. · 1 j - '-.r\ ' ,: ·. 'J.i. .. : ='- '-e . : .. ' . ...; ¡ '.::. ... i • . . - , . , ·.- /\ 
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. ·. ' !. '.;. . '. 

1 •·: 

} . , "l : J 
'4- ·: 

' 1 -·· 

1, 

La funci6n de ond~ sim6trica est6 dada por la 
1 • 1 ·. 1 

---· ·-·-·- \ ¡ . 1 ,) • ' 1 -
¡\.,.,. :~, :.;n,~: ;}'.:::.:-:;,,.·; .. í;.·!·: · .... ;,. l1,JL :H) l (-•) ., '1··.1 (':.- Sc,,1,.,1,,i,,) 

·" \ ;\, L :~.\c .. : .: '•1'> ·~ 
(7.19) 

El elemento de mDtriz general evaluado con la funci6n 
de onda sim,tricd se puede escribir de la siguiente forma: 

+ ,-:·:L•.t¡ .. J (1-.J.'1.'J,.,(<.!1'; <·(,,' !,: ;',.'!,.' ,: ~!l\ ~1·1 ~r) \í\J,,(,., 1'.,. Ji¡) 
., \,' - ~ ~,' !~. ¡ ~ _, l'. ~ :- ( /'. . " ,• ' , 1 * ; t ~ 'J : • ) \ ,i .J J • "'? ,__1 ,, J ~ ;. , ' J r , ,. 1 , \ ·-., i J J 1, 1 . f, 7 $ \ i i, ".> \, l / f 1.,\ / 1 1) f! 1 .J / 

r... i"·i1 < .. :, ;,. ¿s •• _,,,., , ,. .·. . . ....•.... \ .. 
1 
~, , \ , )·¡ Xi,h;(lf.,:JH) 

+ ~·¡ · "-' - ( 1- ~>,, ít··"iC:.- s,,:1.' '¡ .1 1<'b.'~1., L .. :;11 Vit:' <7 •2o) ..... ,.t.;.-¡. . ...... ,,•,}' /)1 

Dos partículas en la capa 2s-ld pueden formar los seis 
estados siguientes : ·:.:.,,. ·:~, ,\<,7,_l¡·;, 01!;'!:!{• \~,J,,:-;, ;,'l,.i~~y J~.;~,J%. 
Los momentos angulares totales J a que se pueden acoplar tales 
estados se deducen de la relaci6n 

:: .. · .•. ~ - ' ) "• ·,_ ... J ¿ ! - ~ / •• : -.·:\ - J¿ 1 , 
(7.21) 

y se muestran en la tabla (7.1). 

De la tabla (7.1) observamos que el problema de diago
nalizar la matriz completa del hamiltoniano (7.~se reduce a 
~iagonalizar las ma~rices de 3x3, 2x2, SxS, 2x2, 2x2 1 . aso-
ciadas a los momentos J= 0,1,2,3,4, . respectivamente, para 
el caso 1 = 1; y las me.trices de SxS, 3x3, 4:-:li, 1 xl, 1 x1, aso
ciadas a los momentos J= 1,2,J,l¡,5, re~pectivam::nte, para el 
caso -r = o. 

En el caso J = O, T =1, la matriz que se debe diagonali-
zar es 



/ / ,. " , ... ' '. 
\, H ¡ ·. I~ () • '~ .1 • 

711 
1. 

/ 

(':., ·-\ 't': ~./ , .l ".. .. ; r~ ', l ,/ ! 

(,\~;2 o \ \.\ \¿\,~ o// 
(7.22) 

Debido a que la matriz es sim¡tr~ca los valores propios 
, \. t(...) 

(energías) de esta matriz son numeres reales. 

1,2 

d 5¡.s. 1, 2,3 2,3 , 
'"'·- li.. - ¡ 

"---+----····---··-·-·· ______ __J 
Tabla (7.1). Posibles momentos angulares a que se pueden acoplar 

estados de dos partículas. 

Con el ejemplo siguiente discutimos el conjun~o de pasos 
que se deben s~gulr para evaluar los elementos de matriz del 
Hamiltoniano ( 7 .5). 
EJEMPLO: Evaluar el elemento de matriz diagonal (:;,;., - ·\, i'- .:'..-/. 
1er. paso. Con la f6rrnula (7. 13) se determinan los elementos 
de matriz en el esquema 1-s que son necesarios p0ra evaluar 
el elemento de motriz en el esquema j ·j. 

/ < : ~ .. \ ¡ r -. \s ~.. , .. ' / ~ i ~ \ , ' , . ' ~ < .,)1/ .. ) ''j¡···' I '· .) , .::. '- "¡(-..T :_: i~) [ :· ,1 ~ ...... i ·J·,·,f i 
-.... • :,. 1 • 1 ,._ / • 

,) , 

'' 
·,;· ({ ,' ,, () 10 .'1}' 
12. ........... 

( 7. 23) 
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De la ref. (. ·:) se obth·nc el sÍ:;1bolo 9j. 
20. paso. El elemento de m~triz en el esquema 1-s se eval~a 

usando las toblas de Grody y Moshinsky. · 
En el caso que nos ocupa, la tGbla (7.2) ~uestra una ma

nera de efectuJr el c&lculo del ele~ento de mQtriz 
La construcci6n de ests tabla incluye los siguientes pasos: 
en la tablu de pnréntesis de transforrnóc-Ón para l.=:!:.= 1, 

pag. 71, se encuentra el ,;rupo c;ue corres;Jonde a : =l ... =).= O; 

este contiene tod.;:;s las co.·.binaciones d0 , : ; .. que son com
patibles con lo:;. valore:; dudo::; de ~· =4 (101.fairna L.= r4) y ). ,. 

es decir, todos los térmicos de la suma. 
Estas combinaciones se anotan en las primeras cuatro colum

nas de la tabla (7.2) y los cuadrados de los par,ntesis de trans
fonnac~6n correspondi~ntes so anotan en la siguiente columna. 

Podemos verificar los rcsult~dos sumando los cuadrados 
: : ; 

de los paréntesis de transform0ción. Por unitor~edad ; debe 
resultar 1 salvo errores ~n ld s~ptima cifra decimal. 

En el siguiente p;_¡so se ev .• luan los productos de los cua
drados en la quinta columna pe-;.· los v:1lorc::' de l'.(11_,l,.~;p), 
los cuales se di5ponen en columnas según el valor de p. Si 
no se satisface la condici6n :.: < t'· , 1< r:c1·1/ 1r;.'1 p) 
será O , de modo qLte solo un cierto nú1n·;ro de estos términos 
necesitan evaluarse. Estos pueden determinarse mediante l~ 
tabla de valores posibles del :ndice p; en el grupo f::4, .A =O, 
pág. i29~'·"~e encuentran las mismas seis cornbin.:icione~ de 1-,;)J~
que ocurren en la tcbla princinal, y en el mismo orden. Junto 
con cada combinaci6n se indican.solamente aquellos valores de 
p que pueden ocurrir en el t&rmino correspondiente del elemento 
de matriz diagonal de un3 fuerza central. 

- . ' .. ~\ 
Los valores de t.í..'·«: • 1 í') se torn.m de la rá.;s. 125-126.'·· ' 

Una segunda verificaci6n de los cálculos se puede hacer en este 
momento. Al poner 1i.~r):::l en lo ec. ( 7.10, el elemento de 
matriz se vuelve igual a 1, y de la ec. ( 7 .8) se ve que todos 

los Ip son tambi6n iguales a 1 Por lo tanto,la suma horizon-
tal de las sumas de las columnas es 1. 

Si no se supone ninguna forma particular de la dependen-
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cia radial, podemos escribir e~ T•.::::.uitddo en términos de las 
integrales de Talmi Ip como si~ue: 

./ ';(ij(! ,(1 '¡ 'l 
·. . I ' 

. ~ . 

por lo que: 
-.¡ .(7.211) 

t'?.,\o 1
\'1n\.f. 

" '<· 

(7.25) 

r _:7 Q ~~~=~-1 --~~~ -\ ·;~ · l. 
o o '.J (} j (r C¡ ";""·~ .. ~¡';,, .:.· •'., \ '-

<- - : • - ' .... ,. ' J 

----·····-----, ---·~ 

o 1 \ 1 i . ,_ 
~ r; t 

0'2. 02. !(- .:¡-¡;.!::-':·?~ 

o 10 ( '6" .. ,,.<._ 
• t f ' ~-· t: ,- ~· .., ¡ } 

\ 1 1) 1 1 1- (> 

---·- 1 - .......... .. 

2. o ~ ( . '-/ :5 (,., : : ·i;,, ) ( ----------1-. -----· 
J .11-000-':'•0::'r .. l 

i. 

.' 

~ ':-

1.a~s -J.~: 

¡· 

·'.'/, "'i i '. ¡· .. : ,(,-, -~" 

.... /. 
í 

.. ····- ........... !. .. .... 1 

'I I' • #~ 

' .. r'\ .... 

,-
., 1 

Tabla (7.2). Cálculo del elemento de matriz ' -~- J ..., -. } 

/ 

3er. Paso. Teniendo el resultado (7.25) , es muy senc~llo 

obtener los elementos de matriz de V, entre funciones untisimé

tricas. En efecto, de la f6rmula (7. 17) se tiene que 

(7.26) 
El c&lculo de elementos de matriz no diagonGles se efec

tua de manera similar. Ilustramos este hecho con el siguien
te ejemplo: 

EJEMPLO: r· :,1ar el elemento de mntriz <5~,, 0 \ \¡ 1_,(,) \-~~.:- <> 
En primer lugar determinamos los elementos de matriz en 

el e·squ.,mn 1-s necesarios para evaluar < '.e·;, o \ \
1

,_ • .- ; , , .~ 
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n 
usümos pnrc eJ.lo, L. fórmul<J ( 7, 13). 

e \ 
(1 'I / . ( 

-.~ c·~:.J(J.,-) (2).1 }) .• ; 

.:. /\ 

:::. o. 

·, 

; 1¡,. 

(7. 27) 

Considérese, ahora, el eJ.ernento de m.,triz ,., .:· .. , • .. :o / 

Aquí f =4 y >,=O -::n mnbos lr.;dos. El c:ilcu lo lo mostramos en 
la tabla (7. 3). La tabla de valores pusibles de p (pa3s 129-
144)1",'' índica J..os espacios en que v.:in términos por calcularse. 
La quinta columnu de la túbla (7.3) contiene ahora los produc-
tos de pnréntes :.s de transfor:r.aci6n, to:::éldO'.' en dos grupos 

(1 O 1 O; O) y (O 2 O 2; O). Estos se encuentr~n en l<ls sec
ciones (r11 =í:,=1 ) y ( 'L =i.,=0 ),res¡:i·;:;ct:.vdment.::, de ln t·:ibla 

'. -: ~ '; 
principal: · 

Al sumar esta columna debemos obLencr el valor O, segJn 
lo afirma la prop!edad de ortogonal~d~d de los par6ntesis de 
transformación;'•) Los valores del'. r,:/: i.se encuentran corno antes, 
sus productos por los t'rminos de la quinta columna se anotan 
en lo~ espacios apropiados y los coeficientes de las I se ob-

p 
tienen como las suma~ de las columnas. Por ortogonalidad, 
si hacemos ~2b1 debernos obtener como suma de los coeficientes 
de las Ip el valor O. 

1 () 

l 1 n¡ 

<... ~ 

"' <'- > 
• ·! :.: - .~ 41 ........... , (. 

.. /.i.~:. ,• ;. ¡; J 

o 

.·1.:.-c. t.-<S-?G 
, "1<'81 'I p, 2'1 

o 

/', 

Tabla (7.3). C6lculo del elemento de mGtriz 

.. -1 · 
• 

'1 

,:l.':.; 

• 4 ~- ; .; i~·-

-1:··, 



El resultado final e3: 

/ I () ~ 0 () \ \/ ' ( '. 0

1 t - " ., \._.., .... - - · ¡ - \ ,, l 'Z l. / , ··- ~ 

/J 

por lo que: -, , 
<~-~/,\V,2Cr)j.J,I0,;> :: o.n:i,;.<·.,., - -. ¡·;.-

. --1 ~. ! _:'G ;;..: ¿~ .. T·.t 
Con la funci6n du onda antisim~trica 

se tiene el resultado siouiente: 

y la 

A (S,;~ O\ ~I j J1,-, u) =o. 2:;0 63::.. }e·, -- ,~. -? '-'-~·?: ; :·! r :'.. 11.: ·1 ;;< .. , 

'n ~ - ; • ~:l.s )o'J :·; + ~. ! 3 ..... ~;.~ .z:,, 

(7.28) 

. ,• ~ 

(7.29) 
ec. (7.18) 

(7.30) 

Los elementos de matriz necesarios para diagonalizar 
la matriz asociada al humiltoniano (7. 5 ) se muestran en las 
tablas (7.4), en.donde so han separado las matrices que corres
ponden a cada momento angular total J y a cada isoespin total 

r. 
Las integrales du Tülrü, Ip, -~uc aparecen en las tablas 

( 7 .1~) dependen de la interacc ~ón re~iJuiJl V)• )que se de:;ee po
ner. Nosotros elegimos como interacc16n un pot~ncial gausia
no (-\10 i~1".,_) por las siguientes dos razones: 

1a. El potencial gaus~ano se puad~ aproximar al potencial 
nuclear real con bastante exactitud, ajustando apropiadamente 

' ( "' \ la intensid.Jd ','~, y el alcance ,;· , ver fig. (7 .3) ~· 
1 

za. Las integrales de Talrni, Ip' se simplifican notablemente 
y adquieren los siguientes valores: 

- / f.: 1;1· r",1 ( (\ 

,l. 

t 

¡: 

·¡ 
1 

(7.31) 

Y" 

;: . ,- ¡ ; ... 1 

Fig. (7.3). Potencial nuclear real y potencial gausiano, 
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Habiendo evn.lu,,d·.::J l1_ic u le :1en tos de' ~ntri z p'l.r-:. f11<: rze.o du 'iYig

ner, ol cálculo de léls elemento:..; do :nritriz p;!::'1t unn fuerza de in-
" S' "" ,-... A. tercwnbio do Rosenfeld, V(r) = l W + M P + H P

1 
-1- b P 3 V(r), re-x <J' 

sult:::i relativn.nente simple ya que s6lo involucra A.l5u.nos cambios 

de s.ieno debidos a la acción de (4.13), (4.14) y (4.15) sobro los 

estados del sintema. 

Veamos un ejemplo. 

Para fuerzas de Wigner se tiene que 

p) 1 Ip 

p) }1p 

Para fuerzas do intercambio de .Rosenfeld obtenemos, suponiendo 

que el estado del sistema tiene isoespín I = l. 1 que 

< d5/2 d5/2 2 \ V ( r) \ d 5/ 2 d 5/ 2 2> 

[ 5 ~i 
1/2 5/2r . 

= Jb 1/2 5/2 ¿\~('r\t l'\\.-Z.\oc_o"l_ r..)i.B(n.Q, n~, p)}rP 
o 2 l\t. 

+ 9 t~ 
1/2 5/2r 
1/2 5/2 7r-l~ <(Y\~ 1\L\ \o~o?. \ '/- B(n ~, n-R' p)}rP 

l 2 t\L 

+ 21 l~ 
1/2 ~2r . 
1/2 5/2 2-l~ <.V\-h~L?>\c~~t..3 J"B(n .Q , n~, p)'1 I J (W+H) 

l 2 fl !-\\. ' p 

A -s U 1/2 5/2r 
+ 1/2 5/2 ft~ ('.)~"U .. \o?Oí!_ z.') B(n ..Q, n. ~' p)} I 

o 2 1\1.. p 

+ 91~ 
1/2 5;21

2 ¿ pq 1/2 5(2 j~L~~<\\H\l\\02oi. \ ·/- B(n ~, n ~, I 
l 

p 



t 2 1/2 
+ 21 2 1/2 

J 1 

60 

5¡2}2-c·z , 
5/2 2>l -'·< ; I\\_", \ ')' 'l !' -;.._ ·)" ll "f ' \' - - . ·- J 

2 _ f\L 
D(n ~ , n';;, 

!U signo nezativo dul pri:né~r swnando dril caefictento de (B-li'.) 

se debe a la acción de P sobre un estado nntisi~Jtrico en el es

pín (S=O); en tanto que ol signo negativo de M se debe n la icual

dad (4.15). Continuemon. 

< d5/2 d5/2 2 l V(r)) d5/2 d5/2 2) 

= l 0.1~0 oo.o (}0.t r 4
J .. + 0.540 ooo cr

1 
+ r

3
) 

: . ·. - O. 440 000 r
2

) (W + H) 

+l-0.180_00C)~té ... -~r.i:r+ 1.100 000 (I
1 

+ r
3

) 
. - ·-·-·-· ·--·--- ... - 1.800 000 r

2 
~ (B - M) 

= 0.180 ooo1w + H - B + M1 (I
0 

+ r
4

> 

+l 0.540 000 (W +H) + 1.100 000 (B - h!)1 (I
1 

+ r
3

) 

- } O, 440 000 (IY + H) + 1.800 000 (B - M)) I
2 
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iii) Programa de ajuste d~ los p3rámetros de la inter~cci5n 

residual. 

La dinámica de un sistema de Jos partículas sometidas 
a la acci6n de un potencial central del tipo del oscilador 
arm6nico, a una interacci6n espín 6rbita, a unü interacci6n 

f: ; y que int~ract6an entre si por medio de un potencial 
residual de tipo gausiano, y por medio d~ fuerzas de intercam
bio de \./igner (W), de l'\ajorana (M}, de l3artlett (l3) y de Hei-

por el hamiltoniano 
.• C< 1. ¡. 

(7.32) 

Hemos discutido, en parrafos antariores, la imposibili
dad de obtener directamente los valores propios (enerJÍas) del 

hamiltoniano ( 7. 32). Con el objeto do determinilr los valo
res propios de la ~c. (7. 32) que reproduzcan con mayor pr~ci
si6n los resultados exp~rimentales se han diseílado dos pro~ra
mcs de ajuste de los parámetros \: ,'rl,M,3 y H. 

Estos programas tienen las particularidades siguientes: 
1.- Cada programa di21onaliza matrices distintas, uno de ellos 
ajusta las •natrlces con T=1, r.iien tras que el otro hüce el cál
culo con las que tienen r=O. 
2.- Los proyramas aju~tan los cinco primeros n!veles de ener
gía de núcleos con A=ia, T=1 y los seis primeros niveles de 
n6cleos con A=15, r~o. 

3.- Como es muy posible que las dos part(culas se muevan con 
mayor probabilidad en las 6rbitas 2s 112 6 ld 512 que en la 6r
bi ta 1 d312 , debido ú que la urech.:i de energía que sep<lra a es
tas Órbitas es muy grande, el proJrama tiene la posibilidad de 
ajustar los rar6metros de la interacci6n residual en el espacio 
completo 6 en el espacio trunco, es decir, se pueden ajustar 
los par5metros diasonalizando todas las rnatrice5 ó dia¡onalizan
do solo una p11rte de ellas. 
4.- De una cesión de variación de los parámetros ( ( ,\.J,M,B,H) 

los proS]ra.nas eligen el conjunto de ellos que reproduz-
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can con líldY'\)r prec.i ~ ~ón i os nivelc~s .Je Dner 1J.Í.:1 e;•,¡~eri~;ierit.i> .•!S 

de los n6cleos con ~=18. El criterio que se us6 Gara e3ta 

elecci6n es el ~i9uicntc: se escoJe el conjuntJ de par~mctros 
que minimice lf1 función. 

,-
1 • 

i .... ''·~ r -:·: :~ '· . 

\ 
' ' \ 

l... / 

(7.33) 

5.- Los programas cuentan con instrucciones que, al ser Q

plicadas, dan respuesta a preguntas corno las slguicntes: ¿ de
sea ajustar mayor namero de niveles?, ~ desea conocer la de¿via
ci6n lineal de c:ada nível?, ¿la desviación cuadriJtica?, ¿ l¡;¡ 
desviaci6n de los niveles de cada n6cleo?, etc. 

Con este sistema de evaluación se encuentra que los 
parámetros que mejor ajustan los n .. v~lP-s experim.:ntal.;:s son: 

~ = 
\.1 = 

M = 

B ::: 

H "" 

tros 

<'l / • ' .• 1. 3 1 \ •;,',,,' ,J 
'-

(en unidades del "parámetro de 

- 2Z. ,-, '-} ¡..·¡ .: './ 
<¡. oo~- /.)e.·1 (7.34) 
J,"\q:; Mev 

- 2 z. o<:> r-..1e \' 

Tanto los espectros teóricos pr~dichoS"~o~ó los espec~ 
experimentales se muestran en la fig ~ (7 .<4 ) • 

lji :;.. . , ... , 
1 ,. .:.. 
' 

-----· 3• 

----···- ,~ 
,,:.•1 

:==::-...::.-= '1 
1· 

·---------·-- ..!'~ 

•i' r 
:.~ .• •· t' 1 : '"' •• •.• ''· ~ 

Figura (7.4a). Espectros experimental y ta6rico del F
18

, 

con T=O. 
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Figura (7 .4b). Espectros e:-:perimentales y teóricos para 

•¡ 

o' 

) -----



En esta sección, hox0s njuatndo tu1 uotenciBl riel tip~ da R0-

seni'eld, con un8. intDracción centn1l /'.'.'1U.:·'l;i'll1".l 1 parn que rep::::·o

duciera los niveles mAs ~ajos de ener~i~ (manou de 5 MeV arriba 

del estado base) de núcleos con A= 18. 

Resultarin interesante analizar las funciones de onda de los 

niveles más bajos. Por ojemplo, podri~non estudiar la contribu

ción del orbital a
312 

n cada uno de ellos {copera~ob que sea 

muy baja en el estado base y quo aumente conforme consideramos 

niveles más altos en onorgia). Trunbión podría:nos cnlcular las 

razone.:; de tr·ansici6n bipolar :n11gn6tica y cuarl.rupoln.r eléctricR; 

sin cmbnreo, loa reaultodoa obtenidos pnra estn ~ltima deben ser 

pobres ya qua hemos partido de la hip6teuis de un movioiento in

dependiente de los nucleones de valencia bajo la acción do un 

carozo inerte. 

Con los resultados que obtendremos en el uiguient<? capitulo 

resulta relativamente sencillo realizar cálculos similares para 

ndcleos con A = 19, 20 (en especial seria de intcráa el 
20no, 

que ha cido m~y estudiado con otrou modelos). Todo lo que se ne-

(1 e F .2 .4 1 e P,, .2 .3) .".. cosita para ello os .P •• J --lo-J y os •• ~. J ----J>-J Berc ... n 

calculados explicita:nonte en dicho capítulo. Si efectuariioc loa 

cálculos de espectros de energía con el potencial ajustado en 

esta sección, comparando con los espectros experimontalos po

dri&nos verificar quá tan realista fue la interacción obtenida. 
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Tablw 7.4 a. Matrices de li:J int(::r ... n.:c:ión >.1J:.J .. ;l cuso T= 1 '/ J=U, 1. 

(' 

E(5;2,5/2) 
<::> 

Io 0.787 500 ,..._ 
;:;:'.' " ' r, -1 .050 ouo N 

e 
12 1 • 5 2 5 000 V< 

\r;"--

"' 13 -1 .oso 000 
Q 

'v' 14 o. 767 500 

E(3/2,3¡2) 
() 

ro 0.642 j9l 
·--."I . ,., ... r, -2.286 190 ~1 

~ 
12 3.286 399 -;;.J 

r.J 13 -2.286 190 
Q 

14 0.642 991 V 

o .525 000 
-o. 1 , 6 6ó7 o., 83 333 
-o., 16 oó7 
o .s 25 000 

E(l/2,1/2) 
, 10 o. 270 633 

?.. 11 -8.7~3 857 
-i.¡ I 1.912 1173 
~ 2 
-w 13 -2.525 907 

0.220 
-0.648 

1 .561 
-2 ,062 

-e j 14 1.136 658 0.928 

1--·--·····--·· ... ··---· ······-··· ...... - ···-· 

._, 

. ..._ 

~ 
"' "' o 
~ ~ 
"\ 
o 
V 

Io 
r, 
12 

13 
14 

E(S/2,3/2) 
o.ooo 000 

1.750 000 

-2.soo ooo 
1.750 000 
o.ooo 000 

971 0.640 
lSl -1 ,645 

523 4 .010 

395 -3 .641 
076 , .640 

E(3/2,1/2) 
~- I 0 O.O 
'<i 
,, r 1 o.075 ooo 
:..'{! 
o 12 -0.745 000 
;;..~ r 3 O • 6 7 5 000 

625 
832 
415 

831 

624 

~- 14 o.o 
\J(~)·( ·¡~"I-sX.óz Ji2 Jr) ---\·;!--;--%. ~-·;;-v,; 1~ 

1 

,,_·,-:... o 



;~.6 

__ j E(S/2,5/2) 
r.J 

Io o. 1 00 000 
·'...•J ,,., 

11 0.540 000 
,·.¡ 
C) 12 -0.440 000 
"'" L--)·, 13 o.540 ooo ,..¡ 
o 

14 o .180 000 
\/ 

E(3/2,3/2) 
- lo o .137 477 o .105 000 .:-.¡ ..... 
~ I1 -o.sao 460 o.256 667 
N 
o 1 2 o.885 9ó5 0.276 667 
~ ¡3 -0.580 460 . o. 256 667 

N 
o 

I4 0.137 1~77 0.105 ººº ~e¿ 'v 

E(S/2,3/2) 
f\l 

Io o .127 279 0.097 211 0.090 000 
~ I1 -0.961 665 -0.086 li 1 o 0.870 000 ..... 
"" Cl I2 , .668 772 -O .021 603 -0.920 ººº ~ 

I3 -0.961 665. -0.086 410 0.670 000 
N 

a I11 o. 127 279 0.097 211 0.090 000 
E(S/2,1/2) 

- lo o .125 1¡99 0.095 851 0.088 741 0.187 500 
~ 
~ I1 -0.083 666 -0.063 901 -0.059 161 0.325 000 

e;:¡ ,., I o .167 332 o .127 802 0.118 322 0.575 000 
;:-;:! 2 

-0.555 662 -0.447 307 -0.414 126 -0.875 000 ~ 13 
0¡ 0.376 497 0.287 551¡ 0.266 224 0.787 500 "./! 14 

1 E(3/2,1/2) 
1 -0.102 470 -0.078 262 -0.072 457 -0.153 093 0.125 000 -:;¡ Io 

., I 0.068 313 0.052 175 0.048 305 0.449 073 0.508 333 
-\·\)· 1 
Q Iz -O. 136 626 -O. 104 350 -0.09& 609 -1 • 081 858 0.133 333 ..... 
~ I3 0.47U 191 0.3ó5 224 0.338 132 1 .428 369 -0.291 6ó7 
N 

-B- r 4 -0.307 409 -0.234.787 -0.217 371 -0.642 :!91 0.525 000 

'l(1~;l 102 .J/i. 02 5/¿ ¡2) \oz~o2.~ j~) 10¿ Sj;~ O 1. !lz_ ..?> \o2 % Jo'¡_ ',2) \02¿ jo:f ¡z) 

Tabla 7.4.b. Matriz de la interacción en el caso T=l y J=2. 



1 

-1 
r<) ' Io ....... 
~ 11 ,.._, 
() 12 
~ l r, 3 o 

I4 \/ 

..,,, Io 

"'' Io .. 
~ v, r, N 
<) 

I2 
~ 
I'\¡ 13 e 
\/ 14 

[(5/2,3/2) 
o.o 
o.s 
o.o 
o.s 
o.o 

E(5/2,5/2) 
0.075 
o. 1. 

o.os 
o.4 
0.075 

o .15 
-0.2 

o. 1 

-0.2 

0.15 

¡_;7 

E(5/2,1/2) 
o.o 
0.875 

-0.75 

E(5/2,3/2) 
0.3 
o .1 

(). 2 

o .1 

O.J 

\ O 2 S/z. 0.P/¿ Í '-/) 

\ - "( V -

Tabla 7.4.c. Matrices de la interacci6n en el caso~e T=1 y J=3,4. 



,.i E(5/2,5/2) 

Io 0.1;27 500 
-:-.::: V, 1, 0.010 N 
<;) 

Iz 0.005 
~ 13 ·O .070 
N 
C> 

11¡. 0.427 500 
\./ 

..., 10 -0.308 687 . ...._ 
~ 11 1 .396 885 
-~ 
.;::, 12 -2.176 397 
--.!:.'! n 

13 1.396 885 rJ 
o 
V 14 -0.308 687 

... , Io 0.1011 877 ., 
~ I1 -0.542 307 

<::i 

"' 12 1 • 306 468 
~ I -1 . 725 523 
~ 1 3 
V 14 0.776 485 

'<:1 
r 0 -0.1116 235 

i¡ 11 1 .481 ó21 
(:}, 1 2 -2 .01 O 771 

• .... C'...I 

13 1 • 481 621 <A'-

"' _(:l 14 -0.476 235 
V 

F.:(3/2, 3/2) 
0.315 
0.070 
·0.230 
0.070 
0.315 

-0.0:;8 821 
0.289 875 

-O.o98 336 
0.922 331 

-0.415 049 

0.148 492 
-o. 1 3, 993 
-0.032 998 
-0.131 993 
o .148 4'92 

üG 

E(l/2,1¡2) 
0.640 025 

-1 .645 tl32 
4.010 415 

-3.645 831 
1.640 624 

-o. 27 9 506 
0.819 891 

-1 .975 193 
2.608 746 

-1.173 ';J36 

~\ 1 0 -0.093 541 0.115 o.o 
~ I l O. 06 2 3 61 -O. 1 1 6 ó6 7 O. O 

~ 1 2 -0.121~ 72.2 0.233 333 O.O 

E(5/2,3/2) 
0.945 

-1.89 
2.89 

_, .89 .·. 

0.945 
E(3/2, 1/2) 

-0.123 744 0.312 500 
0.082 496 -0.041 667 

-0.164 ;92 1.458 333 
0.577 471 -2.041 6ó6 

-0.371 231 1.312 500 
.;:; 13 0.436 527 -0.816 667 o.o 
~o I 1~ -0.280 624 0.525. O.O 

~..::+--'-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--~~-~--~-

Tabla 7.4.d. Matriz de la interacci6n en el caso T=O y J=l. 



E(5/2,5/2) 
"') Io o. 24 ., 
~ r, -0.18 
'" ~ Iz 0.88 .. 
\¡\ 

13 -0.18 f'\) 

~- 14 0.24 
E(3/2,3/2) 

Io -0.09 0,315 
<<;) ,, 

11 o. 18 0.07 
~ 
"' 12 -O .18 0.23 r• 
~ 

~ 13 0.18 0.07 
~., 

C\ 14 -0.09 0.315 \/ 
E(5/2,3/2) 

"í Io -0.155 885 -o .103 923 
'!.:! 11 0.1184 971+ 0.092 376 rr1 

r• 

0.195 
0.026 667 

() 
12 -0.658 179 0.023 094 , .... 

\,)' 
13 0.484 974 0.0)2 376 '" () 

'v 14 -0.155 885 -0.103 923 

0.556 667 
0.026 667 
0.195 

E(S/2,1/2) 
I 0.183 712 -0.030 619 -;:;¡ o -o. 141 421 0.312 500 

0.094 281 -0.041 667 
-0.108 562 1 .458 333 
0.659 :i66 -2.041 666 

-0.424 264 1 • 31 2 500 

~~I r 1 -0.122 475 o.c20 412 
_;;¡ 12 0.21,1, 949 -0.040 825 

;;;'..!( 13 -0.857 321 0.11+2 887 
.:~ 14 0.551 135 -0.0:11 856 

~-¡,:·;~~~~~;~-)-- l c'i2 >l, o' v·--'>--r-0-2 s: r,,-:-.-:,..,--
1
-1 0-2-.,-/, -:0·~-:-~~-, '<'~'! ¡ J, . ¡, ··ri;.),. .. " ~n_,•_,.· .• - /',r'/ 

Tabla 7.4.e. Matriz de la interacci6n en el caso T=O y J=3. 



1 

E(5/2,3/2) 

r:y r 0 0.375 ..... 
~ r 1 -o.583 333 
(; r 2 1 .416 ó67 
~ N 13 -0,583 333 

~ 14 0.375 

~ 
r 0 0.147 902 
1

1 
-0.098 601 

Iz 0.197 203 

~I r 3 -0.690 209 

~ 14 0.443 706 

N 10 Q,181 142 

~ I l .,-O. 1 20 7 6 2 

~ 12 0.241 523 
~I 1 3 -0,8lf5 330 
o 
'V 14 0.543 427 

E(5/2,3/2) 

.".-.i 10 0.375 
",)¡"'• I O .O 
rl l 
() 1 2 0.25 

~ 13 o.o 
~/ 14 0.375 

···---·· ~--·-·-~·-~-. ---·- ··-· -

90 

E(5/2, 1/2) 

0.125 

o. 508 333 

0.133 333 
-0.291 667 

0.525 

0.153 093 
-0.449 073 

1 .061 858 

-1 .428 869 
o .611 2 991 

' 1( {' 1 \ '"- 1 o' >/2 o l ~!, . ,, ...., 
"·¡ / 

E(3/2,1/2) 

o. 187 500 

0.325 
0.575 

-0.&75 
0.787 500 

E(5/2,5/2) 

0.375 
o.o 
0.25 
o.o 
o .375 

J:..: / 

' - ... ,,- -

Tabla 7.4.f. Matrices de la interacci6n en los casos T=O y J=Z,4,5. 
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Tabla 7.4.g. 

La::; cantidades no esoecificaclo:; U.0nen lo::; v<Jlorc::. :.i~_iui;_;i1tes 

tleutrones Proton•:.-.s Neut-f'rot. 

E(5/2,5/2) 102.42 tiev. 103. 16 tiev 102, ¡9 tíev 

E(3/2,3/2) 112.58 r"\ev 113.36 Mev 112. 97 Mev 

E(l/2,1/2) 104.16 Mev 1011.16 Mev 104.16 Mev 

E(5/2,3/2) 107.50 r':ev 1Oi3.26 hev 107.ü8 l"'.ev 

E(3/2,1/2) 105.37 1'1ev 108.76 tlcv 108. 5 7 hev 

E(S/2,1/2) 103.2:J Mev 103.66 t;ev 10J.48 (',i!V 

(018) (Ne 18) (¡.-18) 
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CAPITUf,O III. SIS'l'2YJA;:; DE 'l'Rl·;;j o MA::i 1'tdl'l'I'~U!d•u ;,c·nv.: .. ~,. 

SECCION' l. co:~S'.l.'RL!CCIO?·/ IJ::; Lt•.:i P'J'lCro·¡:;;~, k; O'l!J1\ f. 'i'I'ISI~r:~:·~:n·..:ts 

'D/Rl! I'"' c···)~'PJ.•"l'-"('f') .. ,~<' J._).,. .J4 . .t 1, • J !\ d '\ '~ .... J . d ,1 ,,,¡ .. ' • .# iJ .... 

Si deseamos de~cr1Lir ~1 c~t~do en el cu~l dis ~articulas e-

quivalentes (n
1

=n?.' ;_> 1 °00 \~,ji"'j?.)' cnrla uri:i c•)n ·r;-:JT;\:nt:J a:1p;uLtr j, 

est{u1 acoplr!.dr1s de :n~it10!".!.l '.'.'p..:..c su rn'):ne·1tíJ :i~1f':l_Jl"':r t·Jt~l J. :~e~-1 un 

buen número cuántico, de be re;·¡¡:);• e '.l~1F1.'!l•)'';r 

1\(IL (.:,¡i. :l'I·\ J ~ L <.j ""• j "~l.\;::¡, .... ) \ <~\ ~~ ... ,'\'~\ (,v"' 4\ - t!;\l~ 'M 1) '·\\ (;,~~ >.J -~ ' (l. : 
...... """'iz. 

donde <?,(j m
2

), por Gjemnlo, indic'.l ·¡ue 1?. ;;·,rtf.culri l se encuer.-

tra en un e~tP-do C"lr'1cteri.zndo par 10:.; nú:n•)ro::; cu~.nt.icos (.J ::>:,). 

Sin embargo, debido al~ Hi~otrí~ d0 lu~ coericient0u ~e Cl~(hch-

Gordan, E:c. (A. 5 ) , podern)s ca nói;1 r rn
1 

y :n? en el S(:1c;.;nJ.J .;;\;.;¡-,::

do de (l. 1) para out ener 

~J '-" ~ ' .. ': \- l-)'L:.-~·¡ L .:....~,····~"·),\3V1) <Q,G""\,) 1 \\1...i·~·.¡·) (l.~ 
'>.. "' I~\ l .. L l "'"'"' 

Este es el resulta.do frcmiliar de ¡·.J.•~ }.)¡; t1nicos est::.d:is :h•r;ut;,-

dos para dos p:1rticulas cquivnlentc)S de :no:nento ansular j sc.:n-

entero son aqu~llos con un mo;n•Jnto anrp.tl:n· tota.l J par. 

Conciderernos ah·'.lr~1 trei; P'1rticu1ns en ..Srbi tas caracterizadas 
.a .b .e 

1 
.a .b f J 1 , 

por J , J y J • Acop nrnos ;i_, y ~ par,1 ormu.r _,,'l. , a Cltrit !ic 

acopla a su vez a ~.e para i'ormélr la J totnl. Si la ps~·tic~.h l 
. V •'\) 

e$tá en la órbita jª, y la partícula 2 en la órbita jb, obtene-

mos un~ función do ond3 que no es anti•i~étricH: 

'\\!' (~,"'~ L\, l-:s,L) ·~~ Tt.l\j::. Z:. .:.:)" w,, ·.:. ""~, \ :1,i...f'.\11.'> '- ;¡,!. )\,~ ~(. 'l\r \ 3 ,.,, > 
'"'"1.,·M._9"\t.. H,, ~- ~ -

~ • :.,;, e:,•• V<\u\ '-~-\(:¡\,V•\,) <\l.., l._:~~ T'I .:_ J • 
Para 2ntisimctrizar cctH funci..'in, lo rlpl.ica:no~ el operad,Jr 

L: c.-<'' .... 9 , 
'P 

donde i'J es un operador que per:nuta lo::; ir.dices de las 

(1 2 3)\-~~-..... (i
1 

i
2 

i
3

), la fm;e l-)~'es +lo -1 de:~-partículas, 

cuerdo 2. si '/i-) en t1n<.i pcrmut::ici6r. par o impar, y la tni·nn se u f°<'C

túa ::;olJre las Jl permutaciones ·r::i de tres Íl"ltlices. De esta m:1nera 

obtenemos 

L:: c-'lv 1?-'\"l\"·~: <_3,,_J:i,:':.::: t-\j :-: ...,V· l~ ~ :<º u,~)j~ .h\-_\ 
p 

r ' < • \, (-.; '.'\ : - , '\ ·•I ' ' ,, • b · • \ ' ·". . ' -·-y. 1-ºt' J, '--'•;./-·.< :. ,.\ ~ \· \'' \ .• ~·, :i, \..-.: ¡ .:i, .\ ; .. \ \ 

(l. 3 

(;. ,¡ 



. . a 
S1 J , 

.b 
J 

()~ 

y j e t:. ') n t 1 rl :-! :....; '.11.. ~) L i '.·; ~ ·:.:.; ' : ._; 1. ·- ~ .j 

funciones de .J!id~t '"~\tn :'1 ... )·~r0c1~~: t~'l (.l .. l) ;; ·)·1 1r:) -J-l'·le:: r~~:t..::·: 

l-1':~1~!: (1 .. 1) 

. a . b . 
Por otra pnrte, si J - J ·::. J, se tic~·1e 

!'' • . '\ • • '- :"i1 ~1, I· ' • ' "•C.. \ "\"L~-..),(.:i11.J ~·;'- :Jf>,\ ..1~: ····~-) l.. •y>\_.l, ;,1,._I,l).)·, ~N\ l' 

Esto implica que ( 1. 4) se nnu lr~ vara l·):, ·• (i l Jre t; i:¡¡pn.r•,;!'> dt? J 
11

. , 

los cuales estf:m prohibidos por el ;:;ri~ici¡~L) de exclu~;i.ón cf. 

(1.2)]. Para los vulores pares pe r:in ti a•)u ue J 1:.' 

vierte en el doble a~ l~ su~a 

-Y' t~;~ D,L) \,l :;· )...\-j .. •\~ t .:i.,,i.. ( :.;,,.'> ~/ :; •• , -:\ \· '\-.e ~. /~ 1 •. \,1) :,,1. .:· t.I\ :i . (l. 5) 

donde, p·Jr ejemplo, ,i,,'~ ;;ic:üfica :11.rn t·;~; pnrt:ícLüa:..; 1 y 3 c:Jt:in 

·en la órbita j, y j
1
= j ect:~ acoplada a j

3
: j par;~ 1«H·.n:ir J 1L. 

Si je/. j, loi.: tres tér.n.111:.J:c tin (l. 5) c..on ort);:;onei.les; ol f·:ict0r 

de- nor·.1alizqción en e:::te c:c1:.;o en l/·.f.31 . 
. e 

Sin emb:o;r:~o, si j ¿ j, L1~' tr!rn térnin:;¡:; en (1.5) ya no s:;¡n 

ort-:J~onalcs; utilizr,ndo (A.13) podemof; ver que el segundo tér.ni-

no no· es orto,?:onnl 'Ü te:·ccro: 

S h,l\) ');¡;li_) ht>) '\r,:f,\.j
13

L l.::>,L)~.,SMJ ~l:)._{ (:ru.') j, J t.'\J 
.,_ C. ,-z.c~.~.:". "~7: .. s,r. \~:i.~) --:-:;--·-· .. ··-----~"'1·----:-\ \; ~ ;:, ~\ :,. 1 

-) , \\l.~Jpl"\)(;:.J., 1-1) l ~- . ·,' 
.,J .:. l. :s:, J.. J 

-::. -~~:;;-¿-z_:;~~;:;\)' ~ ~? ~\ :r_;i, 1 . l..,} .?; .. - ..lll J 
En el c::i.so de tres partículas equivalentes, (l. 5) se convierte 

en 

-~~-¡_;., L~ .,_ l31¡_J.} :l'IJ\J '=. :~ \ .(~""' ~""' \ :; 11 !-\,,_) . ~" \.>\._ jv'I ~ \ ~,..,.. ') ; , 
'""'-·~ .. W\JY.,'I'\, . 

- (~·M, ~ "'iJ \ :>_, M,.,_';- .'.,J,,~""- ~ .,.,,.\.:H'I'> 1- L..i••" ~ ... ,~ \S,,).\ 1~) <.Su. M" jv.,, \ J"1) 1 
• 'f'i e~.,..,,'> 'e'-c.~"'1:.'> c:;i~_ c; w.}). e i. º) 

Los es tr1dos ~i'l\.:{'«.:s ,1_) j -Tl-\ j p8.ro. diferentes va 1 ores de J •.~ son 

ortogonales entre si, Rdn si (J M) s~n l~s mi~mos. Un cálculo 

directo J1UC}Strrt ~1ue 

s ,\,-¡; !.:-) d 'b(Z.') ~ '-C 3 ) ..,,\,.,.1'\.~ '«.:rnj~'3'l-lt j "-'('C.j' o,;)~ :H./\ j "- - (2.J •t \'\l \ ~,, ~ J;~,1 ~~ .. ,J,i 

Estn propiedRd ue pinrdc despu~s de le 8ntisi~ctrizaci1n: 

~ .),(, l\) ':-.¡;U.) ~-¡; (.,'!,) -·¡.'\ :.~t ~- :)" (.,;),L) :i ;n.1\ ~ ~:\'11,_ ;_\.j L l :",i).:. J l·\ J 
::. ~ ~l :;;~ J ' \· 

~HJ U (l. 7) 



cir que tom«.1Hi·1 tJ1h:; Jri:_; vnlJr<'·.· 

producirá un c· .. 1:1junto rer.iu:1r1:i'.1te tl•; :·u·;ci r1•>!._; clu 'J'"Hk écnti!._a·:.é

tricas para la con!" i.cr1 . .n-~ic i 5n j 5
• 

. . e 
(l.'.::") cm ;j = J-, 

de las funciones dt) 0nd8 orto.c;onalrrn °\i{j~(.:i, 1.)~ :sv.:) aplic:·,·1'i·) l·• 

transfor~ación (A.J.J): 

""" 1 • • 1 '\ • \ • • 1. ' ' • · · -'..r · ' r • .. • " 1 "') 1" · - ·,. ~ ' " ¡ • • • .. - .. ~, ..... ..\l\,:S\\.J.l:S. 0.) J'n..)..)J) ~1 1 \.i.)\'\'-Jn),j1,.:.~"' ... \ ... -,"-....,').)\ .. .J1'"))-..l ·l~i·.''"····-· 
~,~ s\, 

-::: "n t.~,~ CJ,.)·~ ,. -St-\ :.1-t.-~ ' ,. 1.:-?·q e> l_:.,,) :, ~ 1 :-.:, 1.:1,n~ J ':i ,,.1: :, , ~ '. ·1 ,:, ·l, -.i ... , \ . .. 
Y recordando que los valores i1npareio de .J,.!. , J,1.' n-Js d{m fu~1c1::i-

ncs nulas, obtenemos: 

tisimétrica, y ql ui.;arla no tencm'.Js ¡ue pre'.)cuparnos de '.ii: t1·1-

guir entro intep:rales directas y de intercambia, ya que n·) 1:~"' 

·i •. 

funcii5n de '.Jnda esté nor:11aliz,;_üa 8 la u:.id.nd, vc·a1:~ th· (l. ·' ;.:" 

debemos multiplicarla por 

[ 
,- ; ~ :S•t/ ,-·11. 

~ '\- (, ( f.S,i. \-\) L :l :. :! 1'-) ..l • 

JJa expansión (1 .. 3} puede escriLir~!-~e, ~ .. i·~~-:-"--!n heinos vi~~~~1, ... ~ 

(l.. 

~ t.:?t:\ :.í!V\j-::.. 2.. L" ci'> ~::s \"\ ~'t;,::r1-v.c.:>,~ \.."J~) ~ 3 :311\j, <i. 
11.?> ::1' I"'" 

siendo ~ un n~nero cuántica adicionRl ~e sirve pRra ebpecif1car 

los varios eutados ~nti~imétricos po~i~loc de la c'.)nfi~1r~c?5n 

. 3 l . l l J - ' . d ,. s J - con e rni~;mo vr1 )r e e • f,.1<.> coe11CllH1t8u e tra~s. :ir1F1c1 n 

son independientes de M, como puede de;íl)~trarse viendo .el c:Hn

porta.miento de ambos rniembr'.)s de (l. 10) antiJ rotaci'')neG.t). 1,a 

transformación definida en (1.10) no u::- invertible µor:tue :;ii(~"l-

tras lns funci~nes ~¡~, ... , L:~;i.c:r~)~_,::S MJ forn-..•. n U'1a base co:npl·~té.'. para 

las funciones de tri~~" particul:01~¡ C'"\UÍV'Üen.tct; L?n la !JrLi ta ,i, 

las funciones "r,n\:.'.i 3 r.-\3t-\J S'Jr. i'unci:J 1H?": muy :.a1·t1c1J.l::r.::~;; ést:J 
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rnados e;oeficientes tíe pan,ntei:;co fr:H:ci.in, .. ,l (C.P.P. )¡ ést".l ue

bido a que caáa e<;tado -.y,\_·~,1i. ~;:)')·~-~. 3ll\-j pued0 ·c·Jnsider·.,r¡;e C'.)-r10 

"pariente" del est'.id.O antisLnétric·.J '\\,~.t::.~oi,;:¡,J\j. 

1 J. . . 5 3 . 
Obtenerno~> entonces per:·, _;:-,con l'".1-ll'''CL·n .1·, ~1 hay Ú!'li C!'<.en-

te un estado antisi·:1ótrico C'.)n tt::i vnl:Jr d:1co de J, 

lo~i estados permitidos de l·; 
<. 

cJnfirur1ci5n j- con dos o tres va-

lores de J 11_ en (l.H); n ,~ctci!c> se le:c c?n)ce corno "¡;'.'!rientes 

principriles". ":n (1.11), el ¡wriente .. ri···ci .. ,,1 l!" J :·· ... _,,._ ~· ()3 
Para j'1 aplicn111JG .el método •tue utiLi;:;·,;.mos pé~r:-1 ,J compara-

mos la expresión dada por los coefici~ntes de parentesco frac-

cional con aquélla que se obtiene a~re.-:;n.ndo una partícula más a 

una función j~ antisimétrica y antisirnetrizando la función total 

así '01Jtcnida. r,a pri:nera expresión el3: 

"'-.\'IUA- tl :n11j::. l. e~, (.d, ~,) ~ 3 i) j "en·~ "'b t·\~ \_t\, :5,) ~ •\ S'll\ J 
~\3\ -

-:::. L [j!><.<l,-s,)~;nY~''c\3J ¡_:-_ 1,::i,1,., ~w-¡" \.ri>. 7 1'°'11..l l~'c1,:r1M,j<.{>'I ()w.4') 
Cf,'J", "'"""''"' :: z:: c_:.,1c<'l, -s,)';,;¡ \Y.::."'""1-:i~-:,, c..t.J,>~:1, '1 ~'!>,~,::í,J 
~,:Í\lh'Jtt-\,l-\l. 

.,.., ......... ....., • '"'' . ":s 1 .... ' j ""'\' \ s N\ ') ..'.'... j z 'M .... ) '1"\ ! \ ' 1 >-\' I ,; ""' ~ "':. \ J L v.\./ 

,. tQ,Gwi,)·.Q1... t;vl\"-)c.Qil'.:iW\~) ~., \jW\~) ·• 

en tanto que la forma permutr"cion.:l e::>: 

\ t . . ""' ' )O''...ri(i_' "'> • • \ . • 
.... !) ,)'\-J1'1¡\-::_L-'-- \Y .(_ .~.)'IJ\,.l~'IL J"L~\").;,,~d·J,1J'l'.l\¡\3 1 ~,J \l.~·\ J 'f> ..., . ...,,~~"'1.r.. 

''·""· . ·- •( . .J,,,.,,~'N\,\J-M') 'l~l~'f~:) ~. \.Y''I,) l\).l ()1'1;>'\\\.·)~<\ ... l 

- L / .s"' ·""' \"' . - · · -..... ,., · · \ '--"',.....,i..."'1,....,.,,' \.) ·\. ~11\).:....Jt't".l. 1 ~'(11:.\:5 1 V..\¡-....YN\._~V>; 1 , '.l'l."1\\./ 

""· ~,... e; . 
• L ~ -cz..·$)- lzA)-\3'\) t- \.1-~)t-i.•\) •·\\':.2.) ~- t..1·\l.) 

\-(l_:.A) ~ (2.-\'!>)- l\-,,.,1_)- ll•'\?>2,) - l1q!..:.,)~ 

"·\>, (jl'I},) <.(>, \j..-~tl ·0_,r,:_.,"°"3\ <(.:14 L~""" ), 
donde lP.s per.nut·,1c1one~3 hr.in si do escri t:::s explicite.mente en .for-

ma de cicloc, y se tiene, p·JI' ejemplo, c¡lle 

(1.11} 

(1-12) 

(l. lJ) 
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e' 3"' 2-J 'T\ c.~ "'li, .) '"t\ C~ '•"'"\. .) t.p3 (~'t"> J (~4 \J ·u,~~ .J ~.: °' 1 ,:\ ····~, ~)('\e~"··~: .. ) ~\ L ·:).,. .. 
1 

:. ) ·~\ \~ ·) '•"'°l,;). 

r·lotemos :iue s5lo ~tn·.recen J::.(4!) ',Jerr.ut··;cl)rl•J:..; .j.>[,1•.\·:J ,- (1 ') !'_,~,-• . ;¿ . .e - • '--

ralas partículas l y:!. 0t.:~;crve.:1_1L t··:r.t-1•5:-i .¡u,;·~,;~;; 1·.l:~ l'i·; !1') 

está nor~nalizada a la unid,c¡d. Utili zanao l''S pr·Jp1ec.L:,de:' de ·)r

togonalidad de los coeficientes de Glebsch-G~rd1n y las de los 

coeficientes de p<:uentesco fraccion<ü j"'---•jJ Schwartz y De;:iila

li t~) obtienen que . 

e:_ j: o,)~ :r 1'\ :i.., ::s j -:: l'\ \.:>., :). ;) -~-{L.,,.:,') : .'...:;, ¡ \) [?_ ~:., \ )' l--Y3' 1 -' _, 

e;; - 2, S,_:;¡. l ~ ~ ~ ~ :¡ l 1 ··~ \ ~ ~ ~ ., L \ - ·:. ':. l l ., "j "' L -·-·. , 1- ¡ . \ ~ ' · , , -· 1 ) •1 \ 
L;r~\-\ Z..>z\\, .- .>!''1.~-- ·• j J' J ~ ?S 1\\ -\..~J'J,.> •. 

r ~':;:.1:; .·-.r'.-!º''·lrl·~.:;J:c;i 1 \.' :-._,.L\'1.1,-~. 0 ,s1-;-.;,s • .;1 
\-L<...-) \.'..~l\...\.jI.~~,_.) :).:-;,,.) l '--) lj !.;.) J l ':, J~·¡._\ 

-~ ~- ~' ~ ':i~, lt y1 • .. (l. J 
l s .J :r3J .J 

donde_.N(J
2

,J
3

) es una constante de n~1maliznci5n 1ue adn ~o hq 

sido deterrnin<Jd«. A'¡uí existen drn pr.rientns: J
2 

y J..,; :Hn e:n
;:, 

bar¡:co, en tó:.nt'.:l .¡ue <r
2 

es ent .. ~ro, J 
3 

sie:npre es se~i-entero. 

Con frecuencia, es :n<',s C·)~veníunte comenzar c )!l funcio'1.es c!c 

onda en luH cuales la~ partículas l y 3 ost{n acoplad~ti a l~s 

partículas 2 .Y 4, l'l.!t;pectiva:nente; en et;te caso, los coel°icien-

tes de parentesco frr.ccion:,.l <;e dcrtn"n co:no: 

-v·ll:/1 ;.}IV\ J = 7- t~ 'L::<) J" C..JHJ J\\ :)-'lJ .J L ¿~· ..... ~ ''"1, \3,,)1\., "l 
- S,1.-~H· " ;~'" "'"'~~"' .. 

~.- :, v11 •. ;;1•.;¡ \ ·:.~ ... t'i '·l ') .::. J 11 \.\,, 3·, 1 , ..... \S!'t; <..;>, ·.i..,..)~,1:,,,...,,·),\• ""°'•' r.c .... ....,( l. 1 
' - \\, "\ . 1 ·1- ' •• , .. • ;J. 

Y comp(.~r<:.1ndo (1.10) con (l.13) nucden c)btuneroe 11s C:>·~fic1entes 

r · • ~ 2) \.::.ll1;,.)i'UHJ.Jl1 Y' ;y .J • ::iin e.1.l.iargo, ::>ch-...-nrtz y De'S!uüi t :-irJ-

ceden de otra forma: intercambian l 0:.s µartfc.:ulas 2 y 3, y piden 

que le función de onda result3nte so~ -l ve~~~ ll.ld): 

~(.~4 .JN\J:::-J-,. L~'l.'.111)~'lst,)eil\.i~:i·.\ ~':, .'.:,.,..,;,.-,¡~\Y,,1ri,.> 
"""t .lJ'\ """'1'*~i:.a.·~'''i4 . .> 

. , ....... '"'t."' 
"<. :":I~~, ~""'l \-:tv. "''" '> ~~s,, l·\,~,S'-" Vi,,,) -'M) ~.C.>•~.) ~\ l'l'''\.\ '\>~ \...:)\"\~) (!;\"' G-,...,). 

Co;np8.r"lndo est:< expresi'in C)rl (1.13), se obtiene la relación 

- J~.'hq 'Í li~-;, \\ )(.~:s·~~\\) ( ¡_ ;::;:-~-;')l·L~, ... \ ') \ l ~ ~-~I ~ c~ \S ,,)~ 1 (.J M);) \-~ j•iJ-J 

e -~ ) . l ' ) -¡ . \ J,, " . . :r 
::. _,) (.:s,L J (:r,.<¡ ! \J Je¡ J .J ' ?'Mo. 1 .... , -s ,~ P~W'.~. •· 

Y utilizando las i l'UHldnc!.en 

L ')~ ·~ ~~ .• ~ l ~ ~ ~:q ()Ji ;\)U3-.¡.1)-:: ~"-J.3');~LJ.~·\ l~~ :-;,1)(.~; :S¡.\)(0,¡l,.\S), 
Jn.3~-. l \: L ;:¡ 7i,\JL4 J ._ :.. =-·~ (~""-' \ ((.\.\\) ~ • 3 

r \'H i~:,.1n ¿ ;-~,\((_)11-11\(U~·\111c.-i:; .. ,-= l. ·/)\""4-\. sL~ ~ :.\\ . 
.'.lh :J~ l , . .., \.. ..r ~ l 1•!· :\'.n :; · \'. t J 

obtienon la nolución '\c!::enll de c<c:tu 1.'t:.-;.e·n·'.: 

(l. 1 

(l.:: 



99 
... \. : '- \._ ' •,. ; \. \ ( 

l. \ \ 

". ¡_ :i· .. \ 1 \ ;" \ ":, • '.\ 

\ •. 'e 
(J.:?1) 

.Jc!L '"e···, i1 ( )t:_ •. :'. ·: •• ;::,• 

min::i mc1diP..nte el re .. tuisito 

·;,- \L~'C~1i)~'\;J,..,)S\\~4:Sj\L-:.\. 
s:::-S~T 

::JECCION 2. COEI<'ICIENTES DE PAREN'fESCO 1''11!\CCION.AL Y 

corrpr GURACION /
1

• 

!'-lt: 

El método utilizndo en ln sección nnterior parq cJnstruir eo

tados nntisimétric~s de tres y cu~tr~ pqrticulRD puede ~enerali-

zarse para un número arbitrario n de p<.1rtLculas. ~n ~ste caso, 

los coeficientes de parentesco fraccionHl par~ pu~~r de una fun

ción antisimétric'l en la confi01raci5n jn-l a unu función onti

simétrica en la c0nfigJraci6n j
11 

se dcfin~n ~~di3nta ln expre-

sión 
- . "" .\ 

"\AL" t>1.,:; \.\ ~ -::~ J.<\.::i"·' 1«,.l ,) '.l .1 '1 :l''·~ J ~ \''L .'1 11 .. _"', t<t, s ,) ;, ,...J ~ -j. ( 2 .1 ) 

donde los números cu<inticos .: y c.i, sirven para especificn:- co:n-

pletrunente los varios estados posibles can los mis:nos valores de 

J y J
1

. El desarrollo en (2.1) es posible debido a que las fun

ciones de onda 

constituyen una base completa para los cstidos de n partículas 

1ue son antisimétricas en lqs coarden~dae de l3s n-1 primeras. 

Debido a la ortonormalidad de l·.1s funcione~: en (2.2) para dis

tintos valores de t\ 1 y/o J
1

, la n0r,m-.112'1ciSn de (;~.l) estable

ce una condición sobre los C.P.P.: 

(2 ~ 2) 

2:. U"'-1 ~\,:s,):, ::s '~ i•·oi. .:s -y~·c ~~-...-' ln,J ,) .'i > \) :,.., t1' .:s"") :: ~~ "' • ( 2. 3) 
·~,3\ . 

Los estados oomplet8mente r:int1:sLnétr.1c::n f.:>r.n-:;.n un subespa-

cio del espacio gen0rC1do por 1' •\~~-·..;,;~~::\-\ ·.,n.= ,\'.i..,31-..\ l '\Jr1.,J, 1 ... _..,.,;,:~w.~_\; 

por lo tanto, (;?. l) puede considernn;e ClTlJ una pr.)yecci•)n. l"Os

de este punto de vü;ta, 10°. ant1:..;i.uetriz2ci.,ín de l:_. fu·1ci.5n 
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implic,, la tran:;1'Jr:n;o.ci6n 

'\"C.j"l C«. ,)'.:, J MJ e:. T-. \ :-¡•\ \ <-<i,:.y, \ \\ ~ .. " í ·<. 1. ':, j \.' l':;····· V·' .• .. Y). ;; t:, 1 .. 
l ~ ·' \ 

(? •. 

L·.JS nú:n··~r•JS te~ J \~--:e incLuy;_~n p·tr;·t !~ 1..: 1.::· r1·:Jt·1r r-(•_! t~l. t:~t.:_r~J 
o () - ' 

cornplet::,,mente antisi:n,~trico se Juti•J'1•; 2. u::rtir d(~ 

~\ t' ·~-\ (' ' .. ) . ' "' \ . /) .:> __; ..... . J.. .\'"" _ _} l"4 \ .J • 

diente un operador 1ue, pernutqndJ la perticula n con las n-1 

primeras ;,' to;nand'J combin '.ciones linenlt1s dt! L1s fnnci >'10s <1ui 

obtenidas, dé c'Jmo resultado u;. estcidJ c::in;;let::i.11ü:1':·.! a"1t1:.i:.·~

trico; e~te op·:rad·ir es A,..:.··. ---2.' (_,~·<\') , o vxplicJT.<L~<!nte, 
fi~\ ~-\ . "'·l· .,., )" ' ... r· .... , ,, .r .· -\ --1~t .) ~-' u,-..·. 'c·1 -

}.¡" '1" .:i 1i ... ..,.,ld,:J, J.-,J'tl\..J'::. ·111,,.,) 1!. .. ·V\·i'-"-• ,,,,_~u. __ - L. 'f'\ · .... 1. .... ).,.1_,.,,) ... ~"···d,"!~J. •-• 5 
. .,, ~. \ 

Antes de pro~;¡:;_:uir, ob!.;erve:n:>:J ~¡·.ic . .i,"'~;~c:_:i·M vi.;;.)~ .... :r ,..,.1-J det1·1 ::1~r 

proporcional a 

denotFtrá N •. ,-,:i • Ahor', a lJ:; d1sti:i~ i:.;. tér.:ninJ"-' .¡ue 'liJ':!'PC·':·; r:'.; 

(2.5) les apJ.ic:>.rnJs per:nutncirnes que llev'ln la n-ésima tinrticu-

la a la última posici6n: 
•v.-' · · ~ r · Y\ ... , • ..... , "6;, .- r· · ....,_, 

~ ... '"'\'ll~ <.<1.'S,).)..,:Sl-\J ""· "''--.)'···"" lr1.s,),,.,.:n"·J-·!;:_, l-) \'"IL~, ... to .. )\o.\i) ... :·· ,:,,.>,'1\,111\ 

-::. ~ \.,~\.~~-' (.c; .J'.) ~ ... :í I•\ j- ?=-.\ c_·,)·o·l («, Jz. '.<' .\. \\ :\ "\-' el, :S .-J 
"::-~:' ~'? l l ~' 1 

" 2_ e_·> ~ ·"\!\ l ~ " \:<, :Y i.) ~ .., \. 3 • ) J v. HJ\ ·:-, ·, ( 2 • ~ 
\.'";_\ looo(.ló.•\) \\:.\\),H 'º"""'\) 

la segunda igualdad se obtuv0 t:xpr•:)Srtnd? ··:rit~"'-' l« • .),)J en térni-

nos de las funciones ·0l 'c.~:\. 1_\.<1,:iS\.__, ''·s. ':J mediante 1-J:: 

C.P.P. apropi::1dos. n·!r-.:: [JOd0r conp .. 1r-'r (?.u) C''.l'l (:? •. 1), dcl.-.L:-.·10 

:icoplar la n-'é:::;i·n<i p.:rticulF1 ·ü final, ol! :nodo ;ue aplicand·) el 

cambio de acoplamiento expresado en (A.13 ): 

A""\" c.:i ... -' lu.-Y.) ';)"'J !J\J-=- ~ ~ ·.:lq '\-~-' \l•.s.) :i,,::s !'1\-:i- ~ e j"'· 1 l~ •. ..,, >:, 1., \ ~, .... ',¡_ :;, \ 
~-\ ~~, 

.,L. H"''~ ~ <3 .. ~ .... r..:i.;~,.,J \s,_:1 ..... LJS:i...,J>''t->l~ .... ~L ...... '>i,Y,_i 
l".·-.\ ·-' 

:: "'Y' t ~ ~-\ <..<1, "· )'.J~J 1" j - !.:. L·~-~ (<:l,J::i ~:;. ¡\ ~-.-"'·:;ºY[ 's, :i ~.i.~ ~., \.;, J <...i., :i:-:-
' ••• ~~\ '.../-..:l1. .....-2. J \ 

l r-· ,,.z.. ~ )º . ' . l' ,,_l . . •' 
" "l'\LJ, ........ :z. "'°'"'- ~..,_ 1 (_;¡ 1 ))"::.·t'lj- f- -•(\ .i, ... l<·'H·~·,\t•_,\ ... \.''>-l'i t.J,J,_)>1 1,;¡;-i,1~::r.¡.1\(?. 7 

~;\ ' 
donde hemos obtenido la sePu:-ida i~>;ltaldad efectuaridJ Lls p1?r·:iut·,_-

ciones que llev;:rn ~1 lfi (ri-1)-lh;i·nu !J-"tl'tfi.;ula a la ;JJ~:1ci'.>n <ÍL• ¡;, 

~-ési·na f::·ilt:l.nte. 1~·:. c;·.J;·:~c:·.i-5n ü0nLr·.} ·.~t~l ;i _r-,J·1t.t·::.:::i:..: ~;.:~ 

d l.Jii· como --"~_,"Y\ C. ~. :~~'.- ". 1 (c~".í2. Ji.,., U,)~,.,::; :/\ j ,: rnd-.~ 1.,., ~· 
,...¡_ 
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., :·; :. 1. l' ( .: • i ) '·: J ' ' 

.\,.. I ·,\1:·,_. 

-,. ; 

mos 

Multiplicando {2.8) por -v,"-\~~""-'l•l,J,y,..,.\11\J, inte-:z1:tndo, y lltill

zando lo;; dos resultados anteriores, .jur.t:i con (A.12), t..:!1c:nJ"-' 

finalmente 
"'L..,,.., l..~. 3. y,.. .::1 r:i .) ..... t. .... J. 1 ~ :i e j ...... ld,1,) :, J \': .. :, ~. 1:, •• :· :i J :J 

':::.. ~ s -1- (.Y1-1'J ¿_ L-;.:.,,::i, -F::;~,~\tu, .. ,·~ \) ~ .:iJ·.1 
!:..tt,t\, s,JQ c..--:)1 

l ' \ . "'11 ' • '(, "" • ··~- 1 ~ --, '\. 
>-t~)"1·:q_..i,.; 1),i.:í1\l:,"'· o(.:;.·_ ,, .• r,,,J,)..>- ·I) ~ "·S . .J 

La ecuación (2.9) es una fó~nuln de rec~rr~nciu para lJs C.P.P., 

por lo que, como l?s C.P.P. pBra las c:>r1fir;uraci )nos . J . 4 
J y J SO~l 

renles, ser1~n reulns para cunl·¡u:icr c)11fir:uraci6n. ::iin embar;~), 

sub:;;iste el proble:na de que lns fun~i:rn<'..!!o ~~~:1.,\:.r.1 .•. \.) :¡~·\J c?n pa

rientes principales distintos no ~on indepcndientes 3 ). ??r coto, 

es mejor utilizqr un es~ucma yuc conten«e nJmcro~ cuánticos que 

re•.;:npl''!Cen a IL•I, J'oJ J) 

Com:) vc1·c:n:rn 1n!i.s ndel'._{ntc, p:1:-a rc:;l1¡;ar cálculJ:; e•1 la UG.Se 

(2.1) eE importante ta~bién ¿xpr¿s3r l;s funcione~ de Jnda ~nti

sim~tricas de mRnera qJe dos partículao cstdn sep~rad&s del res-

to. 

en 

Si en el miembro derechn de (2.1) sepnrH~0s la n-1 partícula 

la c:rnii,o:unici6n jn-l ULando los C.P.l•'., re::;ulta 

1\11[ ~"I e< :YV\j-:::.. ;¡. i¡:_y.-.-2. (.cl,h)jJ, \~ :-i"'"•-l.-i,J \..'-' ..... " l._,¡,::;,)j.J \
0

) 3''« 3 j 
""""\ dl..Jl. -

"'\'f'Lj"•-.c l..<:i.csi)::i ..... \.s,)'.i .... J'1'f'\j. 

Reacoplam:)G jn-l y jn a J' usnnd:) (A.?2): 

(2.10) 

Z.J-,_:) l.:J,.)'.);:; \ J 1.,,":/· l:J>) J') ::. <'.. .) 1. :) ,,., U,) n :,"' \ . .'.)..,) .:\ \ 0 1_ r, \.~ 1)°J •. 1 
. .Jv,u·, ·, :i ·) 

-=- (.-)":, 1-J ~' 3 ~\l.''\ ' ) (.:. J '> \ ;' ; ~ ~ Jº \ • 
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con lo r1ue 

"\•1 [:1"'ct. ji"\ \ - )..:_ \ ·:,r· L\·l,J ~) J,) ,\ l 
0

j..., '•\ 1, ~ \. '::,"' \-1 .. .r ,y:.,.:, '.\ ·~··,.. ~ ~\ 
... ,,¡,JI t'\1.j 1 J , ~.. .) \ 

• ,.' \ ·, \ 'I ;' .\ -_:. ·, -.. ',1. { .. ~\ "\';· .~¡\¡-\\' ~--'': _ti...,.:.,''·~\').... \ :,, ·¡:, t··,) . . ) 
,v.~ . .J ,...1., · - • -'L •.J ,..J .1'' -· ... ~''•'' - {; 

( '~i..J 2 ) y/o J' son )rtoe; . .1rn~!le~; entre sí. i",o¡:ntión ?DtemJ!ó .¡u.e 

"°hL~""" :JM:i es antisi:nétrico. en Lis co·)ruen-~dél(.; ce tod«-~; h<5 p•lr

ticulas; en p~rticul~r, es ontisim~trica en lu~ p~rticulas :1-l y 

son los pares. 

Podemos entonces definir unos coeficientes ae pnrentcliCO 

fraccional que pernitcn C)n::;truir una fu'.1ci-Sn co·~plet::vn•!ntc an-

tisimétrica come:> c0mbinaci(r1 lin•~al de funci·;nes on lm; que 1 ':~: 

dos últimas pfrr_ticul•;s est;~n se p:-1rrtd''•:.> d·.· L rest 0 y ac op ladht> e:1-

tre si: 

lj-1rJ·"'~ ;:n-f\ = 2_ e~...,· l. (s1;J1 ) j' L:\'J J\ 3,)vi~ ..í J 't"' [ ~ °"':'.:, , (J;,;h) ~ '- ~ l.J') J f'.ll , (;_.>. 
\.. J .f,'Jll, ''""T''°L '111·\,~i "-' 

h::lbiendo definido 1-:is C.P.F'. -par~ p•~.sar de ln C'.'.>:1fi':'Jrac15r:. .1n n 
.n-2 

la J como _ . 
' -, "I_ ~\J' \ ::lS ---, ~.) J' '1 t 

'[~"'-1 (~,;;-i.) jl..(.;:i"'}J \'\:i""t\J J=. ~.:r, l-) . - ;¡(i:r,.,.,) (t.~ln) 'L ::r J1 J¡_J 

'$.l~"'-¡ltl,JLJ~J'1\\~"' ... ti,J,j\_~'\·\t1i,.J,) ~J\°\J"'(i. Jj. (2 •. 

SECCION J. EVALUACION DE ELE'11SNTOS D!:': MAl'RIZ DE LOS OPERADOHES 

DE UNO y DOS cu¡;; HPOS. 

Como vimos en la sección anterior, el mátodo de p9renteLCJ 

:fracci onnl sirve para descri Lir una configuración antisi:né t rica 

de un sistema do p~rtículas id~nticas liP~<lus R un potoncinl 

central. Para hacerlo, se e :rnsidera a um: o dos particuL:.s en la 

configuración separadas del resto; el retiuisi to de nm;isi::ietría 

se satisface dujando sin especificar los nd~eros cuánticos per

tenecientes a la co·nbin-.-,ci6n de lns pr:.rtículD.Ei ¡ue no h~1n ~'i<iJ 

privile~indns y acopl8nd0 el ~omento an;~l~r del si~te~a de unn 

o dos p:-:rticulas ·¡uc ha sido sep::trado, a ~i.117,un'.l combin,:.ci6n li-

neal p·;rticular de todo~~ los estndos permisibles de las p::irtícu-
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.n 
J CJ.110 :: : : · .. !' l ·.: 

"' ~ 
cuerpo 1- ~-- . Dcbid'J a 1>1 ~;i·netrí ::i de 2 \ \ 

\,.-:.\ V\ 'l.":' 1 

(~°"otlYI\~ ~-- \:, .... ~,_1'M')": V"\..(~''"!!.\\ (,,\~''<('J'IVI~), ( '.. l ) 
\'::.\ 

do"ldc he:nos elee;ido fn pnrr.: •..tti1i:'.ar (::>.l); h8cié'1dol".l ref1ult« 

Z :i"" .\ S M \ i \. ·, \ j"' d' :3'' l'J\' ') -_ ·r . , . /'{ ':i""' l·l,;:.,) ~ '.\ \ \ ".:,"' <l ,j "J 'f.. 
1 \•':..\ ~' j ,~t . . ) . 

"'\.'.J"""1 t<J,) J '~) :, ,1 'Y):)., d. J,].:..:., ,,_, i...J, j 1 ') ~ ~ .'.! "' \ \ "\ 
0

.) '"' (d; J:) \,). M' '). 

Como las funci0nu~ de ondq de n-L p.rt[culus con diferentes va-

lores de (e\, J
1

) y ( r~,' J
1

•) ';ln ort1•·¿-;o:Le::;, los ele·r.,:nto~ d· 

matriz en la ecuación 8titerior se :-tnu.l·:n r. ·nenos que<>',= <l,~ y 

( j.?) 

J 1 • = J
1

• Si fn es unq co~ponentc de un onerador ten~orial f(~!(n), 
podemos usar (A.58) parq obtener 

<..:1"'>o! J\\ i o,;Y'\;,)"~"c1'J'):: IJ V)~\\L~-\\\j') l-)·i1\·.ll'i\'h.~ll.)\\J\l)"1-\) 
,-, ~ t'I, 1 ~ • 

,[~"'"(;l,j,)~J '1~"'d.J'Yc ~ ... -1 l.i,:h)j:1'i\~'\)'J'J\ ~,3, ;};~. u.J) 

Estu ecuación c::i la e:qir<J~;i6n de elc.nent·):::; de ;oatriz de opcraaJ-

d 1 1.. '6 .n res e un cuerpo en a c:)n i1,;urnc1 n J 0n 

de mRtriz de una partícula. Pode~os hacer Jtra simplificaci5n si 

el opcr~Jdor de u11 cuerpo es un escal:~r, k:O¡ poniendo el v~dor 

del c0eficiente de Racah se tiene 
.... 

G"ci_ :r 11 Z 
\:., 

\' h1) \\ ':.i'' e>/~ J) J :: 'v\ ..s1-: ,·\' ...'...~ \\ l\o) \\~) :~.) .¡•:,; S J • ( j • ,¡ ) 
- 2.J't\ "\ 

J,os elementos de matriz par;;:. operad:Jn3s e.e ::los cuerpos .L ~'"' 
\. :.-1 ~ \ 

se pueden calculKr ahora usnndo direcL~~ente le ex~3nsi6n (2.1~). 

Suoon~amos oue g.k es un 01.1crqdor escalar, de m0do :1ue los dni-, . • . l. 

cos elementos de matriz que no se anulan son nqufllo::i con J=J' y 

f·~=lví'. 'l'arubién, a causa de l:i sirnetrí·;i <ie gik' únic:01;ncnte t'!nem'Js 

'{ue evaluar la contribución de g 
1 

y multiplicrirla por -
2
1
n(n-l ), 

n- ,n 

C'.>. ':) 
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SECCION 4. ESTADOS ANTISIMETRICOS Y EL ACOPLAMI~~TO L-S. 

A.l estudiar confi;:;uraciones den P'~rttculas e11 la 11ü:·:'.~ ~rt:i-

t?. (n ~ ), es d·3cir, 
,, 

C·J'1firur .. ·ci0nes: ~\)··, puede o·ar !¡i_~ces~rio 

construir funciones de onda ,,,ntisim•~tricas de 11: >::,)n:·i,-'.:'·H'''»:: l ';•1 

Qn a partir de c·ombin:-<ciorw:,; liner'.le:.; de ! uncion,,:;; )Ctt\:1::..<.1;~::_; :_,_ 

coplando una p::irtícula .>? a un ,~st<"do CJ:nlJlc:t~'<!Wnt0 :mtr.:.: ílét:·:
n-l 

co de lr.. c0nfi¡;ur:Jc:i5n -\! • Esto pu<:<.~·-~ !..LlCeder cu:cné:;J, :,.ir L'-

este caso ce.da p:Jrtícula cst;~ caracteri:s:.u:Ja p:ir el.Jo m.:Hh.:nto.;:; ·;::-

gulares indepenuientes, ~y~· Por est;a raz:5n, lo~• e::>t<>a-o~ :lnti
n-1 

simétricos de la con:fL:;;uraci6n -~ l!St~rn carncteri::nd;~: p;r VP..-

lo..,es definidas de los momeritos anp:ulare:: '1ruit~ü y d(• 0:.~1íri ;,, 

las n-1 p::.rtlculP..s, Si y ~ 1 ; lJs vr!ctores ~l y ~l e::.;t;án ac·Jo~~

dos para f~rmnr un ~l total. Pero cu~nd; aPregn~os la n-6~i~n 

partícula, tenemos que acoplnr &i R ~~ p~rs fo1mRr ~· ~l 8 ~~ 

parn. for:n:.:i.r ~· y sólo entonce!;, a<::·Jplar L n ::; u l:::i ,J té>t~!l.. -.~·-
-v ~ -V , 

n·- i to significP. :.¡ue ¡;>Etra L)i:.' estados de 1'1. C.)nfiP,;urac1)n .{' · :;t!:;.:-

mos que usar el esque•na de acopla.nicnt:i t?n el que 1,
1

::;
1

M .. ~...... es-
J, .., 

tán bien definidos, en vez de ayuél un el que L 1 ~ 1J 1MJ EJn DJe-

nos n~neraE cuánticos¡ 

r:~n c.!aractorizados por L ::> MJ, MS. DeoiclJ a '¡ue e!J .ally é;<Jn,;1'..L> 

pasar del esquema L ~ ML M::; al es tuema L S J ~J' vn~os a res

trin~irnos a funciones de onda caracteri~adas por lJs VRl0res 

~ L S M1 M"' siendo~ un número cuántico adicional nec•J::Ja.r·1:0 ;_J:«-
J ..;; 

rr:. dt?.J'init' complott'llílantG cada ectad0. 

La si:~-uiunte ¿~preuJón, •.rn:',1',:,:;;·1 t.1 (?. l), tfofinto: ln:o. e:)·_;:':..-
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r'.3.s n-1: 

'\,'\lf" l\.)V\-o{\._$J~ T. l-'!V\I c~-.i"-' lcl,\..;S,·) ~\ \.:'..\~ .f"l\)''o.\.::..'j 
1 '-1. ~'.\.\S\ ¡ 

,r~L.\'",__ l\)"·'(c<,\.,-::.,)~"'\\)._L.~l- (.:.1) 

t·:n esta expresión hemos elimirn:.do lJ:J mt:nA.r·Js cu::í."ltic6s i;,;;'.r:éti-

cos M
1 

y MS (o, en el esquema alternativl, J y ~J. Un c~lc~l~ 

di re e to muestra que en ambo~; esri.ucmas, l 'JL' C.P. P. ::;on 1 Js mi~:-

mos); también hemos incluiuo los nt~mer·):; cui!ntíc):::: aci1c1 rnalc:.: ·~, 

y"\ necesarios p;-1ra di::;tin"uir entre 1;u.t1,1to~, \.!Stnd.:>~ C'.)l1 lJs 

:nü::mos valores ce f,,::; y L
1

, s
1

. Co·nJ un el ac>:JL:·::ii•.;nV> j-j, 

los C.P.F. definido~ en (4.1) están norn li~RdJs n l~ unidad: 

L. \..Q"" 1 l\.)'"r' ld,L.,~.)~\\:S\\1f"l\\v.d.\.<:>-~{C.r·'\\\""l<l,\,';.,)l\\.':.>\\c'"L\)"d'h".\:; .. (•l.~') 
"'-'~\.\"'.:\ ('"' 

De ahora en adelante, suprimiremoE tod~s lns inciicac1onc~ rcfe-

rentes al espín ¡~e no eean nocesarias. 

Los C.P.P. pueden s<.?r C[c:lculados ucopli,ndo la P'trticula n al 

· t · · l l · · · .t. r. :i- l · · · j po.r1en e pr1nc1pa en a conr1gur,.ic1~1n .-1: y ant1s1:netr1z<:1nto. 

En el caso de trcu partículas, el estado ~ue se debe antisimc

trizar es 

'\'y\ lP,-:-, ~~ ·>i (.\..,Si.) ~J S
3 

L'S j 

~ ....,L (.\.,,V\, t ~~ W\~~ \ L l"\ L) .(":--.¡ M.,, '~. ~ 'f'I.,:; \ s '""~ ') 
\.,l-\-., y./\t1't•h\ 

"q:>,, \_l?,"
1 "S"' '-~S1) rl.l, UlWI,;) -j...~ l'.>:s"'I~,) 

(Cf. ec. (2.4) del capitulo :J.nterior). La ex:neoión par::i. 

·\\'' 1 f!tL,>i]L'S-J 
110 L 

~ue se obtiene es semejante a La q0e Ee J0tuvo en lG secc15:i 1 

prtr:t el acopla:niento j-j. C·Jmo en dicho cas:>, desp·.i·~s de la an

tisimetrización reestablecemos el mismo orden do acoplanienta 

( 4. 3) 

mediante un[~ trmrn±'ormaci6n que cambie el orden de é::;t.c; esto ;~s, 

por ejemplo, 

"r \J.\ h (\. s ¿_)l.\\_$ j:: L L..f,~ ~'- \.-..'> tJ·~L \.> \ ·\\ ~ \ l\_,',,') ~, \_ ·:, ') 
t.,~, J -

"' "'(i\_ \',~,_l..\.,':->¡') ~}\..':,J. ( 1\ • 4 ) 
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acopla;niento se ef·.:C:LÜ:·l !._.,)=~·1·r· ci.J:~ '.;·)·:J_;,::; ):_; i_r·t(.;\·:J il(ll·:r1t··.· ,.,, 

.) L: ; (: 

ru 1ue, u::_·-::ndo (.ti. .• 13) se tlt?rh: 1 ~11c· 

(V.~~ lt.LS2'J-f', \.::, \-~,t:L (t.,s,')I\ L'.) 

- .((>
1 lt.. ... )Q\_ \~l(\.,')_\'l\... '> <..\.\\.'.. ,:'1)\ S\·,\S b,)\'>) 

Int ro duc ie nóo e&te resultRdo en l~ expresión para 
obtenernos 

1'\"\'l\3>l\."'::>;}\.<_:.-;J:.:: -,L. l~L,\~·s.~,-,., \-z_~\L\~\\) lt~,\\)(l::~:\-~\l;_";,~\~ 
·''"· ,p~~ .· 

"'ltL,\.S\\"">,11,....l~ .•, ,\ (::.L '· 1_ l. ~ \." J l '-· \. e; • ~ ..1 ¡'\ ~ e\.,"::>, ) ~ :. \. ·' j • 

donde se ha introdLiciclJ el fac1; ir d·., ·n:·::·,1izaci•'.in ;¡ dr;, .n• -;1;;-·, 

que la función '\\1[_.~) lL,St ]\.Sj ·¡uedt? norn··,li:::·~dn a 1.a u:'lidad. CJ~:-
siderando la antü:imetrürnción co:no un·1 ocie ración de pr0y,:cc15·1 

(Cf. ec. (2. 5) ), c·;.J.c.<l;,:;o~.- f.'.ci1 .. :•"1t.;; ._.,.te f:!ct::>r: 

\' \) · 
1
- • • ., -, ~ ..i, -Y\ t n• 1 \. ',, \ · ' \:: .J \~il\(¡;> 3 (.\_·,:·::i-L''.,-j \'- ::__ _:i ~\')"h l3' _\.,> .. \\">j l Ñ' - 1 • l.. • •,1·\'1 ~- _\ J 

::: ~ ~ \A> "I\ t~~l\...''.>~ J\.':>J ~+-'o/lth (\._:>,)¡¡~ \. ':> J 
-.:: ~ 3 '\)'\>l:[-t>~ l\.;~,) \.SJ "flL~' \.\.,S,)~ 1 LSJ 

::: ~ l \ \- L. (l.\ V\\) (z. s.\\) ~~. ~ ; \·, 1 \ ~~ } ~: \ ~ • 
Por lo tanto, la ex; :·e~;i6n de l);;; C.I-'.F. 0n ol acopl•l.'.r:i;:nto 1.-.; 

nara pasar áe la confi,::;uraci6n 1: 2 a la ,.,J e:. , , ., 
. - ~ C'-{~ll(.;. '•l 

S:,,,. ~~L''· \ t... ~Ti~~;~)-l ~ \:;~-,\Ti~1 ,)~~-,) l \. ti.'.> \. ,, 1: ~-. j 
'-'" c\,s,)~\.'.> \\.e~\\...~.)\.~ '1:: ~~=~-=~=<.~r~~~~-~~t~,~~~=~\ ~-~·-;'-o -~=trr~·;r ·---- -· ( 4. 1 

\_\..e l ... J ... "~ .. n-¡ Para calcular los C.I>.P. p:_,r,_, ir de l.;, confi:•ur::c1);~ \· - '' 
n 

la~ , vamos a utili;.-::r un 1nvt)d) nltc;i·n·i.t1vo ~tl t<«· 

la sección 2
4 >. Utilizando (4.1) do:-, vec.;:., tene1110::> en e::;te ;;:'::.'.) 

-:: L. ~,,,... r .~ ..... -1 l~ , ~" r r,\....'.:>,) _¡. \.:-.1 f 1,...,_, 1.; \. • \ ~ ¡ .- \1. ,.. ......... \ . -\ 
l' \.... ...."""' .,J '!\•\ ., ,. j - . \ .. \.Ji)1.: .\.• . .)"'· "'\•)-'• J iJ,L,:,, r ~ 

ó,\.~~, )(\_{V\·\ l<I,\., ,.'Ji?\..';,)1 f"~ \.'~-J. 
Utilizando i:thora (/',, 13) pnra cn.mbie;· el <Jrd '1 de ncoolhni.t!nt·:.> e~ 
esta expresión, es decir, su~tituyendo 

~n (4,.'J) :rcsult<:t 

(4.3 
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ry. \_ ~·' d., \.·.:-j =- ·z~ \Q ··-' ¡_.,,_,\_,- -.·) Q \.:. \~ _:,_ "" \. -\ \. ~ 

:·~~:.' . .::-''·-~ ""/....L 2..'~·.'.. .• ~:..(.\.~·- -.::~: \L\-:. ~ .. ) •.'. 

para cada valor prohibido de L3 Y ~J 

anterior). Por lo brnto, los C:.P.F. 

ben satisfacer el G i~;te:n:t de ecu'.ic1·1ni:;!.; 

ec. 

•, :". \; ._' 

,~~ e)•.'.: 1-

(2.j) uel cuµitulJ 

¡~e-

.. , ......... \,.,V\-1'-· -'\~\._·\l~-....·'1, "\ 
<'._ \. L.:;, z. ' -~ "!. \,_ 1..; •;, ... \ \..::, \ i, '- '<:., .) _() (. \. ,~' 'J .Q \_ .... _, I - ".. i.__,. \ \..' '"> ' ) -'• ~ ' • ' '¡ -'. «.' \ '-:,, \ 

"'\ \.,'S, 

.,.,.\_.-:"·'l·~"\.., .. :-.'~n .. -:,\-~!;!"'l~"\\..~:i ~:.o íJC!.I"'l L
3

+;:;
3 

irnpnr. (-i. lO) 

ecu&ci6n puede ser usada par~ obtcn~r loe C.P.P. en la cJn-
n 

fi,:r,ur~ci6n \l un:_,_ v•.?z ¡ue c:in0ce:r.o:-,. 1-,):; G.P.:'. e~1 l:, CJ!1:f1,;;u:·:1-

n-l 
ci6!1 <>: • 

Los e lc:nentos 

res de un cuerpo pueden expreEarse en 1"l1·:nL; ~encill<~ u~;untlo C.P. 

F. La expresión an6loga a (3.2) es, en este cuso, 

-<\ ,, \ "' '"" \ • - • "' ' ...,, ' ..... .(Q"'«\.S \.-'\ l-1\ \L.,_. R " 1..'·y n'" n~,; 
\.. !> ·,-::_, ' 

:::. ;") L i" ~ .... - 1 1-> \. '$' .\( \.r:;, \\~"Y\ O."\..$ J ~-~·"-' Ccl,,\..,S ,) -~ \.'¿,) \\f" el. 
1 
\.' :'>' J 

"·'-ói \_ \V\\ ' \ l \.) 

x<_(\.;::\)\'..,L·.'>Vl,_1-\~\(\,\l\.,"':>)Q..., '-'$' 1-\.,? l./\;'). 

La ecuación nnteri~r puede uimplifica1~~ ~i f es el ploducto de 
n 

una componente de un tan~Jr irreducL0lc d~ Jrden k
1 

que nctda 

sobre las coordenudas eLp~ci2Les de la ~-J~im3 p~rticula y u~n 

componente de un tensor de orden k
2 

que 0pcra so~rc lns coorde

nadas de espín de la :ni:omn. p·,.trticulu; denot:1mo:;; tal tens:)r c-:>mo 

f(~:~~)(n). Par~'< esta :.:;ituación, obtene:;i:-i:: de (4.11) una exp1·e

sión análoga a (3.3): 
~ (' l.:~.,\:'"°"¡ • \\ •'I , ":! ) 

<ll" e< L~-' \\ '- -t . l\.J \\.P., el, \. 

°"~' .....,.,.. ::: ""-{-CL\:'~~)\ i~-~\) l i.':>~\'IT:ZS';\\ 

En general, un tensor doble como el definido aqui no OdCasita 

ser irreducible con rasµecto a rot~ci0ncs si~ult~n0q~ en Las 

coordenadas espaci,_tle!; y de e~;pin; ló1 •_):~p1·,_!c,L.Sn p:1r ... ·~l. vle:n~:-i-

(4.11) 

(4.12) 
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-:.:n (4.1;2). 0i.n e~:1l'··;r;~,,, ~;i 1'("i.) l?:....; u.~~! ~:,)r:p;J;1u~1t1J 
;~ l'i.1't-,_') \_ ·- ,,,__ 0 \.\, ,_¡_:, 
\- '<.. --_ L <;:.,Y..~ \:.1 \'-2 \ ...._ ··~) \· V " 

'(~l., .... ' ~ l 

de un tensor i:::--reducible cic oró<Jn k con rc:.;:H,ct0 a L-:i. J t0-::.-:l, 

de acuerdo a (1~ .. 51) tcriernos 

:s_' '¡ "'· !"\~ .. ,,,) 
~. ~.(R..,.)-.::.\\:Z.. \_ \",'\\\~"'J'\.'','). 

<..1!""<>1Ls:r \\ f \- l"·'-\\(\.)\1 ~"t.1'L'S'J"')~ s \. 

:: ~~i:1-,')(2-J 1 \-,'l ·cz.;:.\·\)) l;~' ~: 
Consi~errunos ah~rn 

pone:noo que J.""" '-"S· un 

,-_, 
Jpl!rnd,Jre~ de do.s cuerpo::.: I <:r.""' d,1nde : ..l

~., ..... 
operador escnlRr respecto a la J totQl, 

Lo~ elementos de mRtriz entre dos estad~~ (4.1) son 
~ -

( .\".1,\.:'::• \ 2. "ó ~'" \ ¡>'l\cl' "e '>
0

' ) - "-'-. L \ ~" ., l•h \.,":l,) ~\_';. \') -~" ..¡ \.":"• }'-

( ,¡. 1 

"«.."""' · .. ,.'l.ttr:1"\l'"'.°'•\>:,t ""\., 

• C.\'"-'<..._,i;l.,IS,').i>V.:> \\~·'l.;>\.':>' J <. L:" 'd.,\(~,\ l_ '¿ ;:,.,_ \ ~.,..-\ •<.,' \.>:). ( .¡. J 
.... ,""" ~ 

Este resull;ado t;e ·:iutuvo áe ln :,;;iruient1; f)r;nn: C<JtW )~ ·;,,~,e,; 
l -.¡ ~ ,....., 

simétrica, los -2 n(n-l) t.?rmin,n-; :~ '> Cv'.'ltrtbuy~;n en 1·1 :.1~·n'1 
- ;:·fM""'"' 

cantidad a (4.14); eli;r,iendo las<;), . ...,... que n0 operan en l:,s co:ir-

denadas de la n-dsima partícula, se inte~rH sobre Las coor~ena-

das de esa partícula; 
" de L ~'-',,,,por 

l de ei.;t:1 forma se reemplazan los 2 n(n-1) 
l ~\ té:nninos 

~,.,..,, 
los -2·_ (n-l)(n-2) tér:ninos tle L ), ..... rn'..llt1-,.,.,.., 

plicnndo esta ~ltima por n/(n-2). Aplic~~do suceaivnmente la e-

cu::lción (4.14), obt-!ne:-nos los el .. :mentos <le m~triz de 13 intcr~c-
6 •. 'ó n ' . ci n en la cont lr;ur·,cct n e en t<) rm1n0s de 

triz de la interncci:Sn en la confi.guraci:Sn 

Si ademá:3 d~M es un escalar respecto e. f~ y ~· lo::; ele:nent·JS 

de matriz de"[ ~?··"'son rliar;onales en L y ::5, e in<lenendientüti de 
\?)'M 

M1 y M5 , o de J y MJ. 

En general, ~-~ es l."'\ suma de pr0ductos de dos t1~:rnores dJ-

ble S f (-.:\ "-~ )( " f t'r.~\'.,?) d d . 1 . . 
....,.,.. -f)J .._ (.v~)· ca ::i uno operan o S;)ore "1.S coorcten'1c:r<:; 

de las partículas ~ y m. AhorG, separ~~o~ la dcpende~cia espa

cial y de espín de esto::; ten~ores clJblcJ~;: 

\. ('(,, \l"\) -=:_ \.~ (1:.;1 o l '<- ~ 
"<, '<.\.. ""-' K. l 

Artuí, ~l."-\) es un oper~dor tcJns:>ri:"l irre;Ltciole ue .'.)rd•,;,n k, 

' q_ue opera sobre .l.:}s r'.1ortk~·11d~i~ esr :·--~~-·:Lt_:~3 y 1,!._C"'tl,u;; t,:;;,:.;_)r t-
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?uest:J .,uc ' .-; ~ ""''\ 
... l: r·_: '~ : .• ~- [' :.r..' ~ ~-· ; '"; e ~ ) ; : :.¡ t J.. ~ ~ ' '! ) : ~ ! ) 

inti.=;r2~cci·)~es esc:.11~-:_roH, vectorir~.1es y tí.!r1sJr1'·1les ... ·~n c--l c;.:~JJ 

k=O, (4.13) se reduce n. la cxpresi5n 5 ) 

se de ('1 .. 14) utilizando (1~.5.~): 

< '?'~ <X L S \\ I .::i ,.,.,,\''"') \\ .ll"' J 1 L.'::" ) 

'. ,·•· 

\'(.......... ...:;·- ... ~ 

:_ :; , -s·¿;_\.,,·) l:·1'•1)l2:"-l~')(z;_;-,\) /.--:::. .. :-'='"'\,i,\.:.'in.>\V't<1.~.:y¡_."' 1 L<1: :·}.~: :111~·,,,_ .. ·'. 

.... ~ )L,~H'-' ·.: '-· \.. P 1 . )'··\ .·º"rr· .. : ¡ . ;, ........ \. .... \\) ., \'"i\ ~- , .. <. 1 ·, - °t L' l .! \'-. ~ \. - . t ~' ;. ; ~. ) ... "'" " '"' ' ~ • ~: . ...,.... '1 •.'~ -(~ \.. 1 '· •• • .... i' / 

Como en el acoplamfo nto j-j, !)Odc:n:>~; i·1~;i")ducir C.P. p, 

r,n --.... () n-2. 
'( .... . 

")-. [Q"~\.-:';~-:-. 2.. \_~.,.._¡,{¡l.,'-''>,),.Oi (\.,S.),\:·,\~:·· ñ,I:· J ''\rl\.~'\-1 lu.\,-.;), ~ "l\.,"»l,'-'l( ·f, l 1) 
-:,~_.,,\..1:.,._1 

donde loa coeficientes 1ue apRrecen en cGt~ 3Xpresi~n est~n da-

dos pJr0 ) 

[.r" l.A,\..,':>,),Q' l\.:<),. \.SÍ) Q'~~ \_•;,. J 
-=--~~~,. ZC.\.,">. \ \'l t '-.,t. ... ), \.":. \ (. \ .• '<h' ~\., '.: J.n •,) ~ . .Q "'·• <..r~:~ ,-::.,)~\\·-e,\~ f·' t1.. L~ , J 

- J 'e(',..,.,(_,;.., ...... ¡'.,,')(>\_";:. \~ ·4? 'le(\.·;,') . ( ,¡ • 1 J) 

cuerpos pue d·;n expres'.1rse corno 

~ "'l"'·') T \ .. <.-~" '~ \..S \ ;;- "¿.~.,.,.\-ll""ü~\..."':> '¡ ·:. L .... -:- .. ,\.' .. \'"·l \.,"\.~-..). ~' (\..:"0, v:)\'l '!"';!\:::-. 1 
'\(.V'\ ., ... ,' 'l.-'l 15 j 

"\_.l!v.--l(if,L,">,\~<l\ ... -,,),L'.> \~O""ci'\'_, -~ ··,•"\.:~,\ ';\ \ 0'\. e) (4. 20) 
~-'·"" \~l • 

'.{Jás des::i.rrollos parri los C.P.P. en ol es¡ueai::i. d•~ w.::J!-'ic:,¡¡J.'"r1to 

L-S pueden encontrarse en la referencia 
ü) 

SECCION 5. ESQUEMA DE ANTIGÜEDAD (PARES D~ PAR'rICULAS ACOPLAD,t1.S 

A J .::: O). 

Definición 5.1.- Deci:n')!i qu.:; U!12. i'.'ltt!r'':cc:i5n de do:: cu,i:r·Dn~: 
...,! 

.• ,. r ~~, 
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a) en l'"• c(1nfi.t~_1r·:c~!../J:-1 '' n:.·1~:,·_· l.'¡Li \.!n 1:~ 

l:.J ) 

J = O, entanccs 

<~" 3~0 \ )~ v, ..... \ 'jº :: :'_) '; . -~ (.,' ,\ •)\'J.,,\.\' ,\· ,,') ·. 
~ ..... ... (\ 

en la confi~r·J.ción 

con J = j, entonceH 
Y\ 

.n 
J , c·Jn n i:np«r, 

Z.'.l"' ;s-,,:, \I '1,,..,.,.,\>.""J-=-~)-:.. ''-~ <.~':s·'·..:>\'/,t\J:ho). 
e~..,... 

t.!;; t '! d) 

Examinemos un poco c~;t"' definici.Sn. Sí existe :c'.>lo un estrH.io 
.n . 

\ J J=O), C·Jn n µqr, nece::;'.U'ia:nente debe fc'er el que :;e )t;.tie!'1c 

- n í acoplanao ~ pareu d0 oart culaL ~ J=U cad~ ~no; 

1 
.n 

sólo existe un e::t•:dJ J J"'j) , c::>:1 n 11;0·,r, irn pUt'i:.~ !ó ;r .Hr::> 

n-1 
que el obtenido aco¡)Lcindo ? paree u J::O. LUt!-':UJ, po .:e ;;J;; ¡.•en::;a:· 

1ue las interacc10ncL 1uc catisf~cen 18 Def. 5.1 cuenL3n de ul-

ción j
11 

con ln mü~m:ol J medi::;n.te el nú:í:•:ro de ¡;;:re::: ac-:>pl·:cio::.i a 

J=O en cada uno de el. lou; más precisa:n..rntc, se p:·opone un e~ .. ¡ue

ma de clasificación de los estndos en la cual u~n interacci5n 

con ln propicdP_d de apf~rea1niento es clüi."orrnl. Bn ln sección 7 

demostraremos que toda interRcción dia~Jnql en el esque:na pro-

puesto puede expresnrse corn:::i 1'1 suma de una interacción e:;c:!lr¡r 

y una interacción te~sori2l de orJen i~uqr. Sstq es la ra~6n de 

des de las interaceionc:> ten:.;orial1;::;, im¡i:1res. 

Consideremos una interacción de dos cuerµ0s ~'~ QUe es la su

ma de productos cscalareu de dos Lensores irreduciules t¡uc o¡rn-

r3n sobre las coordenadas de l~s particulas V y m; es decir, 
~ [' ~'-i f" , ... , 

~\~.,~ '-"> ~ ~ l~). t. b./\). 

donde f(k) es un operador tensorial de .>rJen k. Al ev~lu~r los e-......., 

lernentos de matriz de Z ':¡,"°" dentro de l.n configurución jn, se 
.( <"" ( ) 

tienen que evaluur e le:nentos de matriz ri·~ tod.Js los L k (e) en-

tre estados ele particuln independiente 1:.Jn l::i .ni»:zn j; un•) d.e 

e~; tos elemc'lt',)S de :i~ ::1·iz es 
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('y.. !' \. 1 . • • '" ·-, 

<_ ":i V\ <:), 3 \J\ \ '; •l.. l t \ ' .... ,·"· i \ ~;" " .:, .. 1 , 

"'"" . e' \ .. " .. . . .. ,., .. ,~· "\ i··~ ;, . , .. "') .,_ . 
-::. L (.:,"1~'\;) ~I\ \ ,-,,;_ 1,_~·) j ' ,-, "'\h;. '· .> ,\ " "' \ .'- ',••\, \ • .1 °' :,~ "). 
~,,~~~, ·. 

~'1 DSt8. ex9re~~ión, ·:~ l api: r·;~dJr f~ ... ( ··) :·· 1.~r: '! c,....,.:..mLi:~r (.1·~~ ·'Jrt.: t;~. 

la p'1rticu.l·1.~, llev·l.n-'~·Jr~Js a U"I'< C'.):-::·1 'c.<l"JCión di:.'t:.nt·,1; é;J.n 

~ue la de los estaaos inicial y fin~l; 

pl'.3.Zar f(kl por .u \\ ~~k) \\ j) u(:) 

dor tensorial unidnd definido por 

rlc '11UÍ qu,~ 

, d ')'.1ÜC •_¡ 
( k ) ·-

(·.:.u \\ .1:::\..1.~.) ,,·~'J.')-=---;:.:,:,.'.,_,,,' 

Usando este artificio pode;n:)::.~ exprt!Bar L. 
~: ~-·~t'\ 

dcntr'.1 de 

consideraremos en lo sucesivo operadores do partícula indepun-

d . t ll(k) k . ien e ...,,....._ , con 1:np3r. 

Proposición 5.1.- Sl operador tensorial impar U(k)~ u(k)(l)~+ 
. ...,..,,.. 't ..... '"'-

u ( k) ( 2), satisface ........, 

\ 
\.'Y·) \ • . 

<.~t.Tl.J\ \.,j\t '<{, .:>L!;}0)-::.0 t k Cnt;<JTO l.:np~r. 

Demo<;tración:- De acu.:;rdo ·:l teorern<t de ,'li1'.1~·.:r-~cK:1rt, ~~c. (A.40), 

lo:.; elem·.:into~; de .11~.:ctriz. en l~ ... ex¡¡resión '1.nt,:ri::>r se P,~1ularán a 

:nenos que J=k y M='L· ¿-)in emlri.rgo, como trllta·nos c::>n pr.rtf.culas 

idénticas, el principio de exclusión :.:cólo pcr;nite funciones de 

ondn. p:1ra valores p~:.res de J, por lo ,¡ue Jlk :¿.~.D. 

Esta proposici~n es a~n m1s ~enerql y Ge cwnple adn si les 

c1os p::lrticul.Rs en la órbita j no son idéntica:.;. ~;sto sucede por

que un estado de J.r¡ conficrnraci.Sn j
2 

con u:'l vnlJr i:nonr Lle J es , 

simétrico; lo miBmo <.:ucetlc con el ten~c:J!" U(k) . PrH· otra parte, 
\,l_. 
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este CHSO se satisf~ce l~ Pr0u. ~.l. 

L<i Pr0p. 
,, ' 

').l no[; i.nclicn Tle no exi~;te co>itrilo'ici5n 'l U\r:J 
.. ... 1 

proveniente de JJ'Jres :1c0plctr.i'J~; a Jo:O. 

Consideremoé; ahnr:~ '\'iU:" 1ci .:i·t<\ j; si :nul t.iplica.:r.o<:: ustr: f·.1nc:: 0n 

de onda por la correspondiente a do~ p·;rt:f.cul:•~; atlicion"lc:.; ac.J

pladas a J=O, obtenemos el e:.::t;ido U.e n purt ículas 

"nL~.:~~ V\·L <-~:n ~~ ... -.. lo) s ""j, 
que tiene el mismo v~lo1· de J pero no es entisi~étrico. La anti-

simetría de este qstndo la realizamos :.0diante el opcrnd::ir de 
~ ... ~. ¡ 

antisimetrización · .,._i. ..... ~ 
J., ~ e - I: t (>, .,,.,_ ,) - ?: U "') \.- L . <... ~ , .,., ., \ \.""' "') 

·~'·" ~ .,_' •n ..... -t. '"' •"' 
C··1lculemos ahora los clnme•1t.:>::; de rn·.·tr1~·. de U(k) entn: l"~; 

'(_ 

ciones de onda enti~imétrice::; n0rnAli~ndna 

l... ;-\J "1ht~.,...2. ll\:l) ~' lo) 'S t•\ ~ H...,.d....-..>I . ·'f't·,,~ 

y otra función ele onda norn~t l1zad::-, \'1\:;i"c\\:,•~.I\· j : 
\' \' -.'¡ • . ,, :i '\' .:: ~<-'\ l s:: 0~:;1.,) ... \Gl.V\'l \t\:;:-:r''\I\ \.)"'. 1 l,~'3l .J...,_11"'<.o) n1}¡ t.~-.. .. "ll. \(.\-t\l ..,~t:;·'d.' J'll\'j · 

Para evaluar cctq intapr~l, corre~OB ~ a la otra parte del inte

grando; aprovcch::i..'1Jos en esto ::¡ue U(k) es ~ü::1étrico nntc cual:¡uier 

permutación en lhs coorden:1das ck l'.ts p:o,rt:f.culus en tnnto :;.ue 

1i\.:•""tl.'J'M'J es ~u1ti:::i:nétric;); de n1'<'1•!l": tue .... .,, - ~ C"'"S~ \ . "'1·· ) ., ( ... ·~l:;; 1..t~')·n' 'V'it~..,")"''v.,' _, - 1'\...,~:I 1.Í .G\.1'\ ••• , r;1.v,)''l'1 \_.J~r1 tu.1 .J...,.,:-'lt\i..lr•\,\ \e~. '>(' l · " J• 

Desarrolla.'Uos-\i\'{•rl'.J'lv\'J en términos de C.P.í;. jn-\!ljn-
2 

y, ha-

ciendo uso de la I'ro¡:i. ·).l ('.1ue en ..:ste c:;~;J nfir.r.n o-: 

:. ~ ~GlYi·I) ~ l'1\) "1\1\'l~ "''(o<:'> l ~ ~.,,..,10) JI.'\ J\ ll\~ l.'V\-i) \'ij 1~<.\...,\\ '\; \'.)'\~I ,5' N\' J ) , 
obtenemos ~ ~ 

-s-;: ~ l i.) l. \_ ~ .,,.tc.ci_J,) ~' es,') .'S'\1 ; ')rl' ~ ,..j 1~ .. )c1_,, ... ~ r. 1-,., 1 "-'0 \_·~..,,... 1 (<\ sY)~, ~o) .H~ 
Ñ""".a::i r<\J'\S 1 ·<O\~i. ' 

"'\ >.::. 1\ l~l.~¡~ ··n\.",, ... -1.. ld,1 ,) ~~,, ..... !...o;):>' lVi°j 
~, . 

-:::. ~ l"'z.) 2:, \_';)"'-l. (.~ 3>') .J' lo) J' \'L" C\ 1 j'J ~ :\G1..') .•. \ °Ol"<\) '\)! :lf.\_'{•-l.ci. :::i ti\ j 
"'-\:! . ~\. ' 

~ 1i'1\ ~··> \.~) ~ "'\:'\\~...,-~el., J~ v..'~, 
~·-., 'o(, -

de m::i.nera que el elemento de 111 ·trü: s cti distinto de cero si e-

xiste al menos un C.P.F. \.'.:."'-1..«,,:;•)·~, ~a;-:;'·\) ·~v,0. 1 :J'.j /O pr:ir<i. ¡:l-
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.j 

presP...r 12. p1·opir.-::dnó 1.~SOl!CLi'1c::td:·~ •.:n l~!.. r~l')~l. :_ .• 1 •:!n L·-:. C"J":t'1, .... l

raci6n j n: 

' '"' <>! ' .J l 1.1\ ) \ i . U l ~ (. ~) \ 'J V\ l<I, s • 'J ·-::i y• \•!\ > 
..... ..) "-:,\ 

\ ' , ··~:'~~\°\.\ ,.,,., 
- ('"')) \ '•A-l 1 e\~•·)\''-~),;,~,•.",_\'.\".\<:\"' 1"1,:l M"\ ?_ •\ .1• {f°)\). -,,, ~ t•I), ( '). ;) ) 
- N ~,., s t. ~: \. J .... \... -- "·, ...,, ' .,, .. ~ .. ' 

Si todos los C.P.!~. e'1 el ·ni.·mlirJ den::cho de ,-..:i.tr'; l('1.W.l•.ir,d :ie a-

!1U.lan, "\'1~:;·•°' 1 :í'M'] nn pueó.e :>Ltenerse del ¡J'.1rii~'"'te pr-ínci;.;~1 

"\ri\..'.:1"-'l.J''M'J ap:r<;r:ándola un par nco¡:.1-:-~d:J ;1 J=O y 2nti:::i:notrLnn-

do. Si exi:::te un C.P.F. dü;tinto ele c,~¡·~1 L'rl (S.2), 00r.l0:n?s t?·a-

f . . ~ . n-2 :( con i,guracJ.'Jn J , y ~~s 

!~n base a la d1~•·~usión del p:.'!1-r:~f J ::c.t,.,ri."i:.r, podemo::; especí-

1 1 . 1 . 'J(K) d ficRr e esquema An 1ue D- Jµerador t~ns0r1a. impar~~ QS ie-

1 ,. . < . n ,l!On'l.l: p'.'lrr:. cu"l.l 1ui•::!r vcil<:rr de J, obs•=rvrnnos n c::in.1.1 I;ur•-'Ctun J 

con el valor más bajo de n en 1··1 que ::i9qr·ece sólo un estndo con 

este valor de J; en este caso no exibten pares acoplados a J=O, 

por~u.e de otra manera existiría un estnóJ con el mib~O VRlor de 
.n-2 

J en la confiQJ.raci .Sn J ; sen v el nLie !':J du p•irt 1culs:.; en la. 

confi~uraci6n con un solo estado J, entonces, 

Def. 5.2.- El et:t?.do ''\"l\_:iucl 3} tie~e e.nti;r"Jedad (seniority) v si 

\_::,,'l-t~,,:¡)'.i 1 
10)3 \~:,''u . .:;l =0 para toda ""-'1. 

Pode·no::; a{.'Tüf;ar ~l est:1do "'\'lt'.i'','l.:'.IJun p:~r de partículas aco

pladss a J=O y nntisi~etriz~r, obteniencto así un estRdJ antisi
. v+2 

rnétric:.1 en la confi.:;uraci•'>n J con el ;O.l.::l:no valor de J¡ ob<:er-

vemo~; r¡ue este estfldo tiene el mit.110 rnh1nro v de p'lrtículns de 

las :¡u.e no ue puede extraer un p¡1r ioc-:ipl:,n·1 :-¡ ,J=O¡ eLte e~;tado 

V•11l:i.én tendr4 o.ntip1edad v. A,<;rP.1rmdo •n:~i,; pnre:=. acoplaci•Js a <i=O 

y antisimetrizo.ndo en cad9 ocRsión, obtenemOb los estados con 

1 1 J l 
.. . . . V . V+2 . V+ 4 os vro. ores y v en as con11auraciornc:s J , ,] , J , . • • De 

Def. tiene anti ¡r:.k dad v si 
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'' -' 

. ! · ;~ ~ - . ¡ ;. . ~, · e J: ~ · 'i -) ~ 

. , ·e :i . .: l : : : 1.:n l ~r,·: 1·. 

'·- ~ j -

distinguirse m1:! d if! :-i t t: SLlS ~:~.n ti ~-~Uü d.adeL~. Ji r: e .':t Le r ~'1, pue \.1 L~ ti u e·}-~ 
V 

der que en l:t confi~-1r·:1Ci6n .í cxist::1n v:iri 1s é''-'t••CJ J .. cJn lJ~: 

'nismoE• valores éle ,T y v¡ tc:-iiirein1s "!Ué' dü;tin;"".Jir ent1·e ro:"t)~; 

es t "'dos m·o! cliR nte n lgü ~ nú.nu r:1 ct«'tnt i C'.) '''d Le i o n·1 l ~· 

tRremo.s p.'Jr 1{~ "'"....¡:>~. 

diEtint~s son orto~Jn~les. 

t J 1 ) : ' 

Lema 5.1.- k1 !unción de Jnde: '\'i\'.,}""1,¡.;,j d' .;r·tJ,~;n·:l r' c:-1{1fa !u~:

ci6n ·\'f\C::i-i -J,tj,J.j con 2.'1tigüed:1d :nenor. 

Demostr8ci6n: - Por definición, la función de onda ''i'l~''-i,tJ,:i. ~ ~'{,.:_'J) 

ouede obtenerse a partir de un pF<rienta pri.ncipnl "1'('J"-ll--tfl,_~))'l"}.}1 

antisimetrizando. Entonces, . . s i1 .,:,r '~ A .... v.1 • "-~ (-' ) '' ' ¿~-i'\/<X3 \ ~" '1, 0~,s):: J.;,,\ .. ::i;:;('lJ 1'\ l-~"i-.¡.i_,:¡ J\_¡¡- '!'\..~ ,,,,¡._:; -'~.,~;¡)' 

-:.. 1 f'l\ \' ..... -· "'\ "'l.\.',\:I • l ' NL• ) \i_) .\:lC.1.\) ••• -:..·r.(.'4J''\r1 \.;\~..,¡d,JJ ·~t._·:,--.-q_.~,'{¡~J.),l·\~~1:,).l " ..... ,-i, j • 

:: -' ( ") \:_\1.H 1 \"lX 1J ','fu):) \-~~·l,,,¡d,;:)-~ 
Ñ..-iW,'l,)J \..~ • '- 1 2 -• .. 

El C.P.F. que aparece en est::i. i¡•trnlo:td ~e anula de acuerdo a ln 

Def. 5, 2 Q. '!:.D. 

Dem. de li; Prop. 5. 2: - Vam-:is a de.no:otr:,r que cu::i.lesquiera d·1:J 

funciones obtenidas a pRrtir de doD funcioneti ortog'Jnale~ en la 

conr'igur9ci6n j n agre gro<ndo un par ucopl<:.d·J a J::O y antisi:ne tri

zando, también son ortogon:_ües. Para esto consideremos la inte-

LH antisirntltr-izaci:Sn :¡ue ap:1r;~ce en e::;t. i·ite"i:rnl la o:.!fecti.tf.noB 

explícitamente: 
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' \ ·; ·1, r .. , . , . . . °' 
.J . ; " .. ) (.t\~ J - •• ·''~.\ ';. 

', .. w'\·/,· '1\1.V'!\¿ "·''· -· 

P11esto que ln::; ·1 e o p l 11i • ~'. en l <1 :·u. '1 e !. -

ón ,,¡,..~ t·)'''·''"')'·" •c0-i:'1 l:~'. -::onvc:1i·2nt·:s trr;n::>l)J'cn•.~r L::i. ;;;.:,orc:-1.S!1 l ~ ...... ~ ..J .Jv,\\.'i'\J, - ! 

R.nterior de for1n;·i. ·lUt' ~~p·ire?.cnn fu~ciont~s \·
1

:·~'··- :t).: .. ,,:-.~1 .... ''f\-.l.o) '.\, e!l 

las que est:=i.!3 do::.; ;)'lrticulr's rip~:rezc::in en un'.> de 10~. p:.:re<.: ,1 (O) 
2 

o j (J' ). Para hacer ésto, ri.plic•;rnos unu pur:nttc.c::16n que lleve e. 

desrtrrollnmos la funt.:i.Sn 

est~ manera resulta 1ue 

duncie el indice p ~ue ac¡ui ap"'-rece et. t1 :.;i "'·'· n y n-1 si < =n. /.. 

los tér,ninos de la ser;u.ndn suma les apl.ica.n'.>s un c:\:t1ü.10 oe r,co-

a 
"\11. 1 i .,.1···)· :_, ~ 'S ,,, \ 3'1 

"I \. J ~1 q \...J 'f'i\\,Y\1-:! \. .. ...,, ; :.:610 el ttlniino con i''=o contri-

buir<'t a la inte,o;ral ·•¡, de m·•nera (;ue los c·:ieficientes 

Después de efectuar esta tr-:nsfor.11at:i?n, ;ioc:;;mo::: i•1t-l!t,;rar \ so

bre la~, coordt!n~;das de L1.S p9rticc.ll'.!:~ n+l y '1+2, .:iLte•1iu:1d0 

( 5. J) 

"'\::. lY\~¡-) l S ~C.\\) ••• :~ (,_~:") '~~'\.J V\c~' ,) j ~.y\ \_".té\ :(j •_ 
.,_ ... - ·~o¿ ¡-•v,-1.r..,·vi, ".\·¡ . .,., \\-\. \· ,.'\'v'\~r·v. \~..\'· ...... • •t ._.... Le--) •, .;-::s,LJ -si,..>\).) \,J JJ ).) "'' .:1~1¡,l\\ .. .,,L,(Y\1 .,, l_.l .-¡'j )l\_I {:p'}l (.)" 
,~\·\ -~ ~\·1\ ... ~- , ... , p, " 
~ -\~ ...,y.,,' ,_. • \I" >¡ • \\ \ >1'-r. ·V'lvf-,rol • ' 

1·2:.. r..·:-i -:""~Li l·l,.JJ.111,)J '>jhl,-,j~\Gt,) ... - C\-,,\1'(1 \_._\''..!'.J.n~.-> G>',,1).1,~1~;,..r 
.QLv,. t-('i\~.1''1'1."\ C\ 1 ~\ • 

P::ir otra pr-:.rte, de (?.l?) o'r.:t•:1e:1')~: ·~ue 

L-)~~"M ~6Gl') ••. ),Gtv.'1'1)C.S'\c1IJJ \''L:í"'L(rl,~):-.~+.'\l_,·¡') Jj: \.\.,"'l. (J,:,'l\C '-•) nL'\\1 J·J, 
l-·)-\\....., z= \_~v.L(.¡ 1)'1 ' (J'\:í\~\"'r·'.Jj.·\"1~}"''· 1 1n,J,)·,: 1.J 1\S j- ~11\_'.J'"c~ Y\ 

l'(\J \ l' \ ~ 1 ' . ... . • - • ~·. ~ , p ~ ~ ~ 

y util.izqndo cst'ts rel,:ci.on~~, 0btwirn10:.. J,LW p1'n1 ,, 1·1 ex;i!·eu L 5n 
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- ( ,, \l) ~' s - ~ ·~ '• 1 Y\'\~" . ,, 1 , ....• 
- 2. \.. '·t.:ti~ "!j\\, ~.;·\~ 1 \ .. :..) ;-, \ ,\ • ''t,-< J ' ...... .,·., . ")" 

(J~rrmos estr1 üZt;re¿:¡j_~1n u,.·!r··-t <:~.n·J~" tr·:r 

t<.•dos con di~;tinto.s antipiJedc;cic~1 por el ·:c>t )do de ind.;,cci ~n. L:1 

b2.Se de lH inducci.Sn l;: tcrrnw.)~ en el Lem;: ').l. ,\nJr::: "-·U!)Jnc::i:~''-' 

1ue la proposiciSn se 

1 6 .n-~ 
a confir;ur"!ci n J y rnot~ tr::r12:no~~ que ;_;e :...!U:fJ!) te l.~!1nl..J1._'.n p~:.r:· 

f ~ . n la con ii;uraciun J 

racterizados por (v,~) y (y,,¡~) deben obtt.!•wr::;e a1•rep;and.) p:cref; '•"--

coplados a J=O ::i. l JS pflrientes princip«les en la confi¡rur<ici \n 
.n-2 
J de m2neru que, por ejt.!mplo, 

l \ \ ,.. . . . . 1 .,. \ • ' :. • ' ., .. , 
'·~lj"\,i_3.-::: }°\~..,3 A"'(iL;""c 1..cl 0 ..> • ..i,·1 1 ...... ·.J;J .J• 

Si seleccionamos un conjunto compluto de e~; tad•J!:! ortonJrma le:> 

~~[-,vi·z.t\.,::1'1,, 1 r· ._,, .n-2 a -1.\··~ \ l .., ..J J"' en a C'.:ln lPUr0.ci.Jn J , .e :n«:nera ~¡ue r'•'-'' '',._\J 

pertenezca al conjunt'.), pue:sto ·¡ue "\·)\~J"" ,-;,_, J j 1 " 4 • \ r- l\ u ' 

de la hipótesüi de inducc.i6n 'iU•J "l•L~'\:i. :JJe::; :)rcor;on·ü a t'.)Li~~:; 

las funciones --l¡·"-l"t·~"'-ild,:>')j~_, 1.,_lo)3j por l'.) tFtnto, d·~b1do a ln 

primera igualdad obtenida para"'\, todos los coefici,~ntt1::; de pe.-

se anulan, a ~enos 

que e¡,·::_ t{, • Am'üo1Tamentn si el estado "I"•\ "\r.-l (•) '::;) ~-, \..•Yi :r J es 
- ..: .... ' • - ..¡ ' v..-,,·I\ ' 

el par.lente principr:d de "i'lL"'cl'S], todos lDs C.P.F. \_:,•\ <'<' .3\\ 

·~ .... - 1 1..~,::;) ·~te.o)3J se r1nu1-:<n, a. :nenas qtw ,, "·e\.' '[);JI esta ·nr:-

nera, la suma en ( '). 4) se r·nuln si c\'J t\ ~.1. D. 

Obsérvese que en la de:nou tr~.:.ci 6n :1'1te rior no he;n JS hecho re-

ferencia explícita a la ~nti~Uedud v ae cadn estado, Lino quu la 

hemos incluido dentro dal conjunto de nó:ncros cuánticos ~ ~~e 

especifican complet·1m0nte csd'l ·~~;t·"d'J. 'lotem'.):;.: t·'.mbi.én ~¡ue si 

los este.dos ''i"l.:i-.;'l<·~.::;jcon distint.'.:Js V'11'.:lre.i.; de<..: son '.:lrt0.o·onale:.; 1 

las funciones obtenidns a~rer~ndo p~res nc0pl~dos a J=O y enti

s.irnetrizando seró.n ortoi;onales p'.lra 1 JS distintos valore!.> de rx. 

de 9.CUCrdO '3. (5,4). rn ::ÜS:llO n 15:nero cu-'!ritic,1 ndicion:l ~< def'i•1i

do en 13.. confi,c:ur-1c.il5n ,iv puc:l·~ ::...f:1·:;c;0 0'.1 l·; c.:Jnfii:-,:r,:.:i)n ~:n. 
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3stn eG e1 ¡n;)~.i.vD <l·: :,~ '...' ' e; . ': '1 .-; ~' :. . . ·: '. .. (,' J. 1. . ·1 _.::~ .. 1 .. . .. ~ ' ' . ' ' . ' . ! . . . 

.J. )._ -.1. 

Adicio~~l un la posiLlu, y~ • ~ l -¡¡ l . . !I · 1 , 

Proposici:Sn :). _:,.- Sl con,iun~o de i".i'~...:i ir1.;~. ·!·: . . ' e ~J:.::. : t le. ::o·t;:.:, 

con "="~nti¿.~ed::.d>J!..i definidt:d.5. 

Supo:1.=~:.•.:n'J:.:i ¡u'.! e::l~:"te en ln. Cr)!'"!f~;,..i.J.r"·ci5~ (i~ t2·1 t~~t::1du ~-!).1(_·),!~_jj 

que e~; ortoson:Jl a t,J.'ioc lo:~ ct;t:1dol:! c1n ~,ntú:Uedad~"' v.:., n; e:. ta 

~unción de onda ~~mbidn es ortoeon~l ~ todJS lo~ p~rie~tes pr1n-

antigJedad v=n Q.S.D. 

Si ~xisten varios estados con los ~itimos V5lores de v y J, 

para un valor dado del número cuántic'J nd ic i. 1Jn:tl r;,. ex1ste i-.;ólo 

un C.P.F. \..'JV\-l.l'{'t\~J'f~~ (o)::n)°l...,,Jcl. :SJ distinto de cero, aquél con 

V 1 = V y ¡\' = t>\ • 

Una aplicación sucesiva de (5,;?) - con v reemplazando a<:::\- 1 

separando pares acoplados 

muestra 1ue los ele~entoH 

n.ulr.n entre estados con 'lntir;Uedfldes clü;tintns. "~ntre estados 

Por otrR purte,tcne~os 

L .,..,_1 C"l J n" l[)) 3\~ ~..._'IJ "':i-::. S ¿01..,) ... \l ~"' ··vi °'TJ"',-). h l) :i .. to) .r) "'<lí..:~" 'lJ -.\ 

~ s ';.T.\.\) ••• l-c.<.Y>,) l ~~. "r-i t::,'1)-l \. ...,¡ JJ ~' ( <>) 3 :'iY' --1, l:.i" V 3 j 
-=. ~ t·1~ ~ ~ G \.\'i •.. l-~ ¡:; l '11) . .,(l :t t_ • .) "'· h .J ~,") º j "~"\t.'.~"' \J J j ': 

por lo tanto 

( 5. 5) 
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La Ec. ( 1_,. )) !1c1 p_,ed" .• ~;:,r:ie d1r·;CU,·;1•."lt·: c-1 i_;'·, •:XéJ!·e::t·):1-:_, 

con J 1 • 0in c:nl~-:.rf!.O, ¡Ji.)!10·n·)~., ;rio~~ trr1r ;_ut.~ ·.;nvi.l, Y '.! ~ r..;.Jrrf.-!G:ion

diente C.P.l~., es inckrer.dlt:t1tl~ de j -Y t::i.T1L•1,~n de::.,-, y r;s .~'1:.~ 

ti'3ne que N = N . ,\hora 
nvcT nvcl ' 

pode~os sustituir (5.5) en~. re-

bultando ·l'l .,...l. . 

<""''-i:J'1'-/\)\L ~.\~"~'1 1..~'i\\'1 -vsM')"'..·~·~"'·,,1-=:i'tv\1 \l. <.\'·'¡c~)\\°"·1 v.) \'\). 
-......) t._, ,,. ~ -,, 

Resumiendo, he~os vi~to ~ue la~ operedJrc~ t~nsoriules i~p~r~s 

son diap:onales re:.:pecto al mím,,ro cu:':ntico de anti~'.te 1 :ad y ·1ue 

::;us elementos de m~{triz en el esquema de a'1.tie;üedad no dependen 

de el número de p::irtículas n. 

Para o bten•3r un v~J.l0r explícito del coeficiente de normal iza

ción N J utilizamos (5.4) cusndo ~:cc1': 
nv 

"'\. -::.. l" ';:_l) \ \ -- ~f;-_' ' l ¡_) [•.:>V\-' ('1J' s ) ::. '- ! ") 'S \ 1 º:i"' V .J ·::{"\ : 

por otra parte, ele la pri'.nera ir;u'1ldatl obtenida p:::.ra ..,,-y de (?.5) 

se tiene que 

De estas dos expresion·.;s par~1 "'\ oote'W'llOS Lri. oi['Uienc•J r'0rnula 

de recurrencia: 

C''~l)l_~"v-i:r1:/t,,,·l:1\-~~...,,\isj'-::. \- ~-~, 1- i..~fltj"'· 1 ~'·l3J~ 1 (o)J\\')"''IJJ', (j. 7 
''1 ·:!. lJ. 

Si definimos la función F(n) ~ ('i)L"· 1 l_·n"> . .i'Ll))Y\\::i'<'l'I J J 
(5.7) nos dice que 

('I 2 .. li f' 
'\ (Y\'d_') -:::-. \ l.~+) ~ \ ! '(\). 

La solución de e:..:t::i. ecu.J.c.ión l't o bt1:"'h~ n-J"- por i tr~r,lc ión, resul-

tanda 

Y\~\} 
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V , l._,.,_ 1)(; t""' .. ') •? n _)~ L 'ICl i. C · .. , 

1'i n•il:nt.ente 

\e,..,¡:. 

donde m = v, v+2, v+4, ... ' 2,i+3-v. 

... 
... - • ¡.__ ' 1 

"> t 1 

esta función es el entero m~s próximo u ~~áx= 

9i~dtrica alrededJr de la mi~~d de lu can~: 

J l.:. t'. ~h; :: .)~-~ 

~Ut.: e.L ,r,\xir1·.1 de 

l + 2,i+l y 2 .-!_·.<e 

f( 2,i;l + (k+2)).:: f(2j;l - k). 

Por lo t1nto, si '""\.:J'1 
'! :'i "'IJ no es idéntic·~d1ente cero, ex i~ .. t1 rá,., 

cst'.1.dos"'nt'~Yl'JJ~'IJdi:.itintos ele cero con 1·~ ·n!.s11a ~intit~·:;;,r!,·.d v :¡ 

con n-v un entero p"ir tal tue o:: n-v ::- ;¿.J+l-v. Co•1 . .:fi,ru.rnciones 

con n( v o n/ ?j+l-v no contia·1en e';t•:l:')'º co~1 q·1ti1--1J•~Ü'il':t v. 

Fi'1almcnte, nonienclo n =- v+2k en f(.n) ·JLtl:!na:10::, !'-·"--' 

~ l ....... J ::. Y) -'J ( - ~- ( 'J - 1 '\ \ - ·~;- ( '" .. :.:::!.. .. ), :. ' \' \ '..J ') 
~¿ \. \ l..J ,., ) .! _) "\ .. L 

-::: "'-'/ , l ·_,' :, ·Y).-'±\ 
-7 l.: " . 1'; \\ J 

y uustituyendo t_~·-.· 1 l'iJ)~t(o~.3\Y:i"'JJJ 01t.:"1ld) en ·~f;VJ úl.ti:nr, e-

cuaci6n en (5.5) 1 resulta ~ue 1 • ") 1 
(' "'l:Y.- \" l'<\-'·J l ti.,)·'~ --·V\ ··'l) '. l 

)'-\ "'" ·3 -~- l :..e ' . ' J •\ l 1 ~ \ '") J • 

Esta expre~ii6n resultará muy útil 1.m l<o: :siguiunte sección al 

C'1.lcul:u· C.P.F. en el esquema º'~ 0 rntL;1' .. h:!dad. 

(?.'3) 

Teorema 5.l.- Los op~radores de dos cu~rpos, tensoriales impares, 

..:1 :::: .. ~2. ~(_y.)l\). ~l'<.)¡,") 
"..J \ 1. ... 4 ' I~ \f.., ,J 

\t. \'H'\\X\,rl ....,,,._ ...,.._, 

don.de es un tensor de orden impRr, tienen la propieaad rio 

a o::i..re :'l'llie nt o. 

'Ju=<..~'~-::..'> :1-.,,\ '11c\ ~ 1 ·..;::i) -:s'-:o) 

por lo quo 



,, 
<~ '''J º~ -s \L. "'-J~"' \ ·"v-. 'l ,,- : ) :: 

H.V>'\ 

satisface una i'1turqcci6n de 2p1re~niento Q.~.D. 

La Se. (5.9) cxhiue la utilidFld del esquem:oi d~ a1til:rUed<;d pa-

ra espectros :1ucleares; pR-r'i fu.:rzas atr:.ctiY'•S, :0.110 en el caso 

nuclear, L.>s est :dos con mc:n,11· '.l"lti!':-'.lL!<l:::i.d ·~:=itán más ligados. t•sí, 

los e~tados base en los n~cleo& deb~rjn cGracterizarse por tun~r 

las antigae dades· m_ás bajas posibles (lo~ i:s tedJs bnse para nú-

ele os p3r-:;ar tiene'1 c::-pin J:::O y a1uéllo::.: de l )S núcleo~ i:nrnr-

par en ~u ~ayor!~ pos0cn espin J=j, Lientlo j el ~o~ento 8n0¡L~r 

total d..:i un solo nuclu·5n; al rnGno::: donce la confi¡;ur:!Ci,5;i trP.t'él.-

da no posea otros ests.do::.< con e'1tos mornL,ntos flnP;ul•.>.reG, se cu:n-

plirá la afirmación anterior). 

Se puede dar un8. int~rpret~:.ción intereu:rnt() de la relé<ción 

(1) l'.l..,.1 U 3 )j1CoH\1~"'~ 3 j~-.::. ~~-¡ l t.'.>\~-~~-'1 ) • 

Comenzamos definiendo en ln configur:::ción jn el operador 

donde 

define un operador de dos cuorpos que se nnuln en la. configurn

ci6n j
2 

a menos r1ue 'el' par esté acoplr.do a J=O; el factor 2j+l 

fue introducido para que loh valores propios de ~ sean en~eros. 

Utilizando (3.5) y (5.10) oLte,emos que el valor esperado de Q 

en la configuración jn es 
V\ 

<.."''ISM\I ~ '~"''l'J'M) 

( 5.1 

~ i'"-'M ~ ...... 1 

-:_ "''¡·') \:.:l"'l .3\ \:i•'d l '< J 'fa' ta)J j l'.> V\· l lu' ~ )j 'lo )J \\ j" '11 "3 j (ii H)\ ~·, 

es decir, el operador ~ es di-'.l{~om1l en el esque:na ·de 2.nt L'-,-Uetind. 

Comparnrido esta expresión con la 0.ue ;.,prcreee in.nedintri:n..,ntü A.n-

tes de (5.10), observamos que los valoreE propioc de ~ ~on inde

pendientes de J ( y de« ) , y est~n dqdos p•Jr 

C.y \.v.,'{) --:: ~- \.V) - 'l ') ( l~ \· > - '('¡ •"-) ') 
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.. :, t·.:,·~:L·~íl 

n;z6n fi::;ic'l de :_; . ... :.- • e :i ( ;> •• 

de la Ec. (;. l:l. 1) <:.e t1,,~1e <~u<: 

:.,_:_, ,_,_J.'.,;.,: ( l.\".\·I' '\·. :_·, ~ ~ ( - L' . ·.)" """o'-' ' } .\ • J ·- '· -' 1 \ 

·.. ~ t .: . 

) ¡_., 
¡ ~. ( :,. ,j,_. 

Utilizando (P .• 48) .Y L: definición de op:!'8.<.i·Jl'es tensJri·,les un.i-

dad, podemos reescribir est0 identidad como 

. (Ú\o\)S..-::. )~ l )\-·.) (1.\';').:._\ 1 ~:tt1\ \~.l'-\,,.";1_l\\;:.)\~':.1-\':•. 
~l.) l:..:"~J ....... -

En forma se:nejnnte, hall~irnot\ la ~if"1.:iL,nt8 expre:.:.1.Sn ~.ii;¡;ncio (,~ .. ::1) 

y (A.19.2): · 
~l • • -_,- ""~·'"l·--\ - L \1.\\: \ ! (._ . • . > -
~~:. '" J ..) __. 

Restendo esta relación de la anterior ohte~emos 

(·ú\-\)':::>
10

\\ ·-\-)~i:. Z \li.\\\Z) 1 n.f\\U~~\,).·u,'·'l\¿:)'ú'Jt/\"). 
\....\~V!-l/1' ""',..,.... ~./'-.. 

Y compqr3ndo con (5.10) ~enemas que 

''\- ::.-1-¿ T ln.-\-\) Cu\"\,1-U.li:.\ü)· (5.11) 
'l.. \.. ·,.....,pq,. """"' ..__ 

Es claro entonces que el operador a.
12 

eu una suma <le d.:>::, t;ér::ii-

nos: uno es una suma de productou cscnl~rcs de tcnaores impare:;, 

dia,c;on:.·ü en el esquema de ~!""lti¡r.é!edad y tue pot;ee l'-' pr::Jpied2.d ae 

"lpo.rca:niento, rn.ientr.:\s c¡ue ,~1 otro es un t<5rmino e:;calrir (-1), 

cuya contribución a Q es-~ n(n-1) y ~ue no µosee 13 µropi0dnd 

l de apr-,re2miento. Por lo t::>.nto, Q + 
2 

n(n-1) si posee l~, prJpi.e-

dsd rfo aparea·nie•1to y pode:nos CP.lcular :2u~ valores propios usan-

do ( 5. 9 ) : 

C.h'<I> 'l) \- V'l~:::.\.l -.:. \? (. ~' '1} \. "-':') \- V\~·I \ c_;y \ l..,o) \ \ 1 
'-1._l'-l-\) )· V\-~ l t~ '\- !.. ), 

z. 2. 

que concuerdEt con el ·resultndo obtenido. 

Y) 

lores propios de Q = ( ., . 1 ) -,- (' 
e ,l + I - •-" .J 

,·.J ·~ , .. ,~/) 
no ~0?1 

Sin e~bar~o, los vn

simph::i·"r~t.c jC?j d )(n-v) 



1 2 2 

l 

1 
isíno 2 (?j+J-n-v)(n-v); é::t·, c:uc·"(:" :i 

clusión raduc<• Le p1·ou· üi li.d·,r.l '":: ;LJ..· l:.. _:.;. ( ~1- V ) ~; ~·1 !~~ ! :_ C~ !. t 0 !..._, :-! -

Ó 
. V 

:fil'ur·· ci n J , 

J =O 1 2,i+ 3-n-v copL1d.os a a .. (n-v) 
2

. 
1 

· 
¿ J+ 

coplados a J=O. Aunque en este caso exiute~ do~ est~dos en l~ 

confic,uración .\12 c;:in J=O, 
1 ~0 y 3P

0
, us.nrc~::>s s·5lo lJs pares 

1
:.:;

0 
por;ue en eil·JB t<tnto i,=0 como 8=0. Dü esta f·::>r:nq, lr< func16n de 

onda ·'\'ll~'\n.:, J tiene L; ::11 !:_,tfi;¡ '.in ti e:ne dun lU" '\\ lf"" 1<\.\.-::, ·.:i si "e, (:C -
1 

nos obtener a1u6ll8 ?~recn~do un p~r s 0 B ¿~ta y antisixetri-

zando. Continu~~:n'Ji> ente ¡.1roce~;o de sut¡t;r'óCCiSn de p~irc.s 1
::i

0 
r.·is

ta obtener Lirn; l'unció!1 ·'ti[-í''lct\.':';J ;ue r.) pued~ ser construida u.

rreg?.nd.o_ un p:;r 
1 s

0 
a ·,\'il~+i~\.<Jy :rnt1si·r:ctrizando; el número v 

es llnmudo la antigUedad del estado 

Podemos obtener urw !'órrnula análogr:. a ( '.;>. l) para el acopla

miento L-S utilizando (4.lo). Con este pr·op6sito. e~cril:Jimoi; lo!:> 

operadores que ap"l.recen en (4.15) en tér:ni:ios de tensore::; do-

\'\ \.l<t ·¡ 
L? última suma en (5.12) es un operad0r cic! U'1 cuerpo, L F (i), 

.... ':..\ ......__,, 

(J. l~ 

y sus el~mentos da m?triz reducidoG est~n dados p:)r (4.12). 2n l·-oi. 
lX \ll-\ V\ \'\. ,1'. ,·¡ 

dcfi•iido U ' :_:I u (i) y de 
y....... .\""".•v.-.. 

primere sum'1 he1nos 

.l ) , el e le :ne ~-1 to i.3 e ' :. r· i;; ·i · 



1 ') -, 
~-' 

radares de dos cu1~rpos 1.~n t.ér~nin·:JS ~l\J eLt.··;-:f~"1t·~)S dú -r::1,r1z. de~)

l)Cra.dores de un ci..h1rp) P!1 1:::: c·J'1fi,·-,·ur:·ci:5n ~~,n 

Los opür8dores de un uu~rro, nn~ll .. o~ a las te~~Jres de 0r~~n 

imp~r e!1 ül acopla·niento j-J, ~·'Jn en •~lae c:•.::-.0 l".)[; tcn::oortJi.: do-

bles imcarcs; éstos son ~en~orc~ JoLles V '.Y' L ') p 'lI".i 
"'-

k
1

+k
2 

es impar. Si conutruimos tensoreE irreducibloG daoles de 

orden k reGpecto aj, sólo aiuello~ tensare~ con~ inµ~r t1e~P~ 

valores es;H)rados n'.:l nulx;; <.hit') ~;e Í'.~:"i•cI": d.~ (A.:)l): 

<'...~\~\\ "J l,,~,,v\\ ~',.:1)·.: ~~C\l'tl)\\\:?(. ~! .:,•_.:;11 l.~\\~-:1..._1."'\1~'>»',,'.\'.l "':· .. ,, 
~ " ._., \. \_ \,.{ ~ ......... -~ ,¡ l l .. 

el coeficiente 9-j tiene dos renalones idéntico~ y s~ anul~ n 

menos 

La propiedad importante de los ten~o1·0s dobles im?hres 

.:.._ ~< LS \<; ll~\i\t) (.\) \- ü~'- 1 ~ 11 ( J)--, \ .{>t "·_:.,' • () k +t: imp:11·, 
1 \(\'>(_, \(,'(, .... 5 .1- t 1 2 

se demuestra en la mi~ma forma 1ue ln Prop. 5.1. Ln condici5n 

trüm,cul<1r exige que Ii=k
1 

y S=k
2 

para '.~UI? el mi•?rnbro izquL?r<lo 

1 ( .L , ) J ( - ) r,+ s= ( - ) "-1 + "-, "".. -1 , te 5 .. J no ~;e anu .e. :Jin emb;:irr::o, de ma-

nera que "'r•lf•L-:ij es simétrica en l·;~ do:; pnrtlculas. Puesto -1ue 

u(1:.,i,)(l) + u(1:..,tc}(2) también es sim~tricJ y ya .. pe1'\~~t. 1 ::> 01es ......_ "'"" J 
antisim¿trica, (5.13) se nnuln idé11tic~n1cnte. 

De (5.13) inferi:n'.)S c¡ue los tensores t!Jbles i:npnref; [)(~,·") = .,.. 
t;, :( ""''(' )(i) sJn dia{:;onc·,1es en el et;r:.t.tc'~ª de 0·1tig!J.edad y que 

sus c~lementof; de m'ltriz en 1<1s confip:ur''c:iones ~ n son indeucn-
n n-2 

dientes de n usando C.P.F. ~ --'r{I ot,tt!'1C:nos asi el an!ilo¡c;o 

de (5.u): 

/"Y\'lc\ L'- 1'11 Ni \i u \"<.,'t.\)(,¡\ -l\'\'l't1.l'L'S'tl¡,,t-\,,') 

(?.l_;) 

'\ .... \. !i \'C..\ ~ \(.,\(,, .. -

·-:.. ¿_~'l'Jti.\..':>t!\t..~.!\,,\l uV•-1~1'>1,\))~"'lr{'\..'~' ll¡~lf)::f):'-.'l'l'. v.,\l1..''"\'\V>. (:;..l..j) 
\--'\ -...(,,·,t.,"\ 

U~ando (5.14) para con~;idcrar interacciones de doo cuer·p.Js 

construidas de tensores doulos i';;p'lr~s, Ol1tüne11)s ·; ie el pr·i~..:r 

término de (5.12) e::~ ~'.1,~n:1;~ndienL\! den. ·~n 01 C"':.f3) dt~ fu·~rz·,~-



con k=O, el Lie~:':t~n 1 i,"J t·~:r·::·1in'J •._;:-¡ (:,.: ) ••. t"'· . 1 ••• ,. ;,• ;¡ -;_.: ··~;~·;~1;; 

p~edn.c.: de sp~:.reFt·ni.:'.·1~ .. -), •.:~1 
-1\ 

- !. ) ~ : .. 

/ .. ~Y\ \Je\ l. s 3 \ {~ \¡" \ .. , \ ~V\ 'l <l '\, :: J > 
\-1 "--l 

-:: (.Q'J'\Jtl\..":•:. \?.'-l,j\~'l·~.;1\_':'..:;) 

."t. 1' : ·- . . :· l ';.: L. : .. "l •. . )-

\ '" 
. \. 

. ·,,,, •• ·," \. t • q ·, ~ ,' 

l ,·~· l 
d:rnde v

0 
::<, QL s

0 
\ v

12
\,\'L ::,

0
). ~~:.rn oc.,-.: ClÓ!l thmlJl~n e:s cterta 

par9 fuerzas CJn k~~. en cuy .1 e ::1s ·J V 
0 

·· O ( :_r a 2) no pue-

de SBtisfacerse). 
..1 

"Sn el acoul:111ie~1t:> IJ-S t::i111bién exi::·.Le un 1pt~re.d:>r ~ ·;: I:. ~i .. 
·, __ ¡ lJ 

estrechsmante rel~cion2do con ul esquo~~ de ;~~ti.1!"'.'.!0d3.d; .Jl -)pe-

Los valores propios de ·~ se pueden cale <'lr::1r d1rectru.1L!nte de 

(5. lt>) expresando iJ.l? l'n términos c1.:; ·;;er:~:Jres doble>;; l:np;,re::i. U

sando (A.48) en (A.13.1) obt<.!nem% 
1._! • ' c;~~L( ~_e \-\. \ 1 

cu""'1s1.
0

-= T- l-)~\._(' (Ú\\) \e •. i:: .:._ í.·'J· (H\-\)¿ílil.ll\\1.J.~\,1.-:r'\,_1\i?t\.: 
,)-:.. IJ '" \ l l. - .,.'I ......... ~ 1 
::: "[,(-)\'..CH\-\) ·'. .. ~1 U-''\ \ 'll \.~)t\'\.'l\ t'l.\t\\ P\..1'\). 

t.."':\) ~ ....,..._ 

A partir de (A.19.2) tunemos qua 
1{ \. \_ "· 1 ) \. ) 1.,\1.) \ l-) - -:: l-) -:: 1."l1.V.\\) l...(>1\_tJI \\..-... l\\·~ l'2_) ~1 LM) 

y restando esta dltirna exoresi6n de la 8nteriar resulta 1ue 

( Z·r11)';\_
0

-l-)\..'::-Z. 4 , (H'\\) /....fL\.lJ\''Ut""\1)-Ü.1....:ii..i.)\~tl.M) . 
.., '""Pl L ,, "'- ......., 

Par"! estados antisimétricos, (-)=(-)..,,y como vi:nos en (.1.l?.) 

del CFlpítul.o II, 
l-)""-::-~ L' \- /\ (,,':'.. ·S ';' ¿ -, ~\ . ..Ji .j· 

Introduciendo este resultado en la ifp ... wldad anterior y co:npa1·:~n

do con (5.lo) obt~nernos ~ue 

La parte 

en tanto que la contribución de la consta'1te 

e S _l n ( n-l ) • ¡ a ( - l · ) b 
2 2 

• P. Jora, u~;a;i o ?· 5 o 'tenn:n::i::; 

\.~ lVI, -.¡) \· ~ 'J.~·l-\l -:::: \i.H '). '.! > \ i < :. j _\ l \ Y\_:2 :;. ":) (_ 2., ") \· ';J . 
Ponien.d'J Q(v,v)=O y •:.~(é',0) 0~;· -1 t!n .,,,t·~ ,,,; rn.si.6'1 rr:~;1iltn 
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~ 

( '1-V) 
.+ .': ~ ..., '¡ - ""1 - \/ ) • 

inv::ilucrado en el coeficiente de nor·~Rlizaci6n: 
¡- ~V\- i. ( " \. s) ~l. l':)") \. "::> 1 ~ Q V\ -,¡ l.::, 'j :: \ ( '-1 ''-<) l 4 l'_ \ '\ 'V\ •¡) l. \ 1 /_ 
1... '- · 1 t n' 'i ·....-, ,.,.. ·\ 1 .\ • 

SECCION b, C.P.F. y EL ESQUEMA DE ANTrr;.r)t;;Df1D • 

.::ii n.::is rcstrin.z·ici:1os R consido.!r~tr func1or.es dl~ onda clal:!.ific'J-

d<:.s de acuerdo al e~:.¡ue;:i::i de anti.r:ttedaa, µ"Jd.e:no::; <JLtent!r expre-

siones explicita:;, !J:lra los C.P.P. Obtr~ncire.nos pri·nel':) LJs coet 1-

ténninos de C.P.F. cJn un v~lor espociíicn de n. Co~o resulca~0 

de est;:; reducción, en lu oi~"l.llténte i;;ccc:i.5n ver,!tn".>S .p.le poncm·::is 

';implificar much<H:; expresiones pf··r<:t lo:o.; elc·r;entos de mntriz de 

o~eradoreL de uno y d0s cuerpos. 

e , , 1 e 1) ., • n+ 2 , n ::insinere.-nos e. ,,.¡•. J -\~J : 

( ·;. Ul) 

l".i·ti·\\l,::slYi '\:i ') "J \1 ':i'•\" 1n' - \' :\r.\,) ... '>.c. \.'1'\\ n "{;.\. L~ "'''->j :s"'\ ""<"IL"'l'f 1!• Yl2 . 1.::.1 ):i 'l 
J ~ ~ ' ··~~\ -::. s ,h,l,). •• ~ G l \~\l.') ~vy~T.)"'',¡ JJ \ I~ ~J' "\'\ L ~-...-¡ (1J,:) '».<., .... to)~~\\·"'') u ')n ~ 

-::. ~~v·..:i" VD)¿,,(,) ... ~H'Ml.'i ''f\-t\:»"'~;" :i"'J"'fiL"·1 cv,:1,):1~ ...... t")·l: ... ",.v~.,·u). 
y,, '1ue '\'l\_'.)"l"'-'IJJ es co~nplütrune·1te nntisi:i·Si.rica, ~1 '1plic:1rle 

cu<Jlquier perm;.it:.•ción ti' t,;e tiene: ?í)'.\t'il~-'"'·1 :l J:: (-)~·11 t'.>"'''•i ~ J 
PCJr::-, evalu::;r la inte(:r<il int..:rc•::ml>i:·:mo~ l=~ pr:r¡;icul<i. n-1 con la 

n+l, y la n con ln n+2, des¡uTolla;nos ·vC)"'''<:J j :n.;,Ju~nte C.P.F • 
. n+? . n 
J --\Y J e intep:ramo:, soore lt·~; C'.Jur·ienad,,~: de L:s ¡H:rticulas 
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igun.ldad ~1r.1r::. el C.P.l•1
., !:~~ll.J r¡uú C'Jn n 0.~ \'•J:.: C. 1~ r!i·C:; !..·\.4! ... l. ... ~:.J.-

de recurrencia 

t·~"'C1J,_;;1-y~·\:3'):i\~:<'' 1 '-~rs·:i .... 
:= \-~~-,~.¡~~·¡ \,.v,1 l-.-\J J ( :_~,. ' - '-\~_ \l)_' . ._. :

~ '~V\\·/ .. )\.V\\\~~ l.._'f\-\J;._.) \_ ~·~,3-· .. \-\)l.) >-" 
·. ~: ... ' 1 ' 

PRra proseguir, t:U necesario encontrc:.r 1 i·(!lc.c:i5:-1 entr•" y 

Ob l 
. . 

1 
.. . , . n+ 2 • 

~ervemos ·1u.e e e~;t:·:ao a..: ':l con11.c;c1r·•c1 Jn J cci'1 -~ :1 ,1 :>! 

.. , .'l ,J =- cT .) ) • I<.-..: -
'-

ª 1 .. d ·· J t-· •·· ·-' n cor e:no~~ 1ue e. EH:. .. -..i:) con ';.y ?. e:1 c·J'1i:>:-...:.r<c1;n ,J :;;: 1:...-

tiene del pariente princip'Ü con ~:.y J? e11 l·; c:rnfin:ur:.cí Sn j ' 
1 

agregan~o 2 (n-·u¡_) pr.ireu uco¡;l·:d:>::i n J.::O y ::.ntisi:netrizand::> crtd:-t 

vez que agreg~mos un pqr. Sl nd~cro d2 pareo ~c8pl'.1d0u a J=U n~ 

decrece cuant10 ar:r1i1>;'U1'.ls un par nc::>pl .• d::i a J '?O; l.teiP, -.:~.te '1Ú-

l 1 
mero es 2 (n-·u2_) = 2 (n+2)-( 1rz.+2) ; de n.-¡ui .¡ue la m~xima '1nti-

d d d ,.¡ • l - · . .<. :H?. gUe a que pue e ap·irecer en el est'l· . .-o n" a conli;;..irac1.1n J 

sea -i.J"-+2. 'r:<:nbién pol3l'ÍFt!llOS '.<.;r•.}f".élr ::ir1n,~r:i el :Jar uc1::il:::.do ·1 

J '1 O ~oi l !J ::«riente p r l ne: i p ::, l -y;;~ ~ :.J ~ 1i ,._ \J y rJ e G pu 0 ~; 1 ::n; ~ ( n- · 1 _. ) 
<.. 

pares acoplados 8. J=O. ?::ir otra. p8rte, lH.and'.J C.P.l~. j·'. --·--vj 

( L • 1 

pode:nos ex•Jresar ''0\\\J"' ·1r;.J,.J corn? un:i. coml;i•1nci.5n lineal de i·un

ciones '1\->[_'.:itr,_-7.(cr,:i_,):,·1· 1_·3"') Y1.-j con '..r:-,+2"' ·.r_ !1eC<~saria·nente; a•;r·e

".'1ndo el P~'r ac•nl::d-".l c:t ,J' e!1contr·'-11·xt l:•r; fu~1ci)nes ·'r.'C.J'J,_< [_·:,_:·~.':: 

~-, \..::f'~13"¿, J..,_ (J" 1):J] j C'.1·n!.Ji·mclo ,~l :Jrden ne '1C:"lol·,·ni1.mt.::> !1'Üla;.0¡; 

l8s funciones 'til_jlf:_·z.cu .. :í!>).~'(5"'.;'.;:u·j~;,, .r]; si exist,e unn. 

función con J
3
=J y ,J'=J", pocle:nn; obt"rh!r 1.1n·: ranci:S'1 1t1L~1"'-': 111 ,í'. 

~z.~o)jz.(o) o,.:rJ Dcs;JU•fa de l·_¡ ·mtit,i:1 .. .:tr.i.z·1ci1n estn funciSn 

dar3. ori,~en a un e:.,t<:tdo C0".1 antiR;(J.eó.8.d ctJ,,, •1,._-2¡ o. T1e"ftnO'Jle J.):::¡ 

1 
otros ;¿ (n-'\I,J pare~• acoplad ''.i a J="O y ant:j_:;í.:ne trj_;-.cmdo out·~'1e-
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!L.+ , . 

.. i e )".1 

sultu.nte contendrá est:-;doL con ,~:itivUc!a:-;ü,c.c: 
{_ . ' 

(u. l) no se 8nul::i S'J~ \J = 1-.í;_• -¡;~~?. 

Por itel'~4Ci6n, obt,;ne::10~; ce (v.l) 1üL' 

l'~"-2.. (\J. "i. \::, ... l :;') J \~ 0

.) 'Í ';J :'\ ··:i ::. t ~ '\1'-l. l '1, '.' ! J J' : :¡. 'l :; \ ~. ·~y 1 
.\ \1 ".i J 

'.l l\J~t~~~i~) ¿'.:~\\\~~::·~:/~~~¡::,·.~. :·.1-·J,\·'-) ~\~ :~ ·•>'~\\'i~~~~ ~~\~:;::.:~::\ i I .J ;:, ;\ ~ 
de C:9nde es f"'icil '.liJtener, u:::,ind·J n.;·~v~,·n•.:nt.1: (l,.l) e'.1 el r.;,nul-

tedo anterior pnr'' .)]Jtehél' (v. 3) y (v.!), 1,Ue: 

\_·~,·-l. ( \J'H' :i;?.) ~'U') J \\ ':{"\T ~ ::i " 
_ ·~ llJ.±.-j)~\11 :" 1.:<:1~_:\l.-) .\:ri-:1.r·::D -;_""-
- 1..- v~t'V)-\) 4· =.. _) '-~~ 

( l.í. ? ) 

en-
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e ;::1 J ~~ : ~· .. t . \.1 .) ( ·.-. ·. ··· -\ 

1 

u·\s,~~ se :JiJ~icn1.~ ~:C 1)~il.'.!1 1 .!.J ·.1.l ~;·:rt·~:n:.,,_· :):·:_r:c~:·:...~ ~~ (!·~-1.-'.r,) : .... 1-

1·es ncopl\:!d::>:J :--~1 J::..:0 y ·tnt.1~_;._:·1· .. ~L:.:'J.Z't~:.d:;, ~-! ·-.(l1 1..:1'J·1 ·,ie :1~!·~ ¡:·.!~-

uor lo tanto, el n~mero 

es nl menos ~\.(n-1 )-1s,·~ 
, r · ·11-1 (•. ~" • " '\ ' 1 de l v s e s t R do::; -\(i l j ' . .l , .: 1 ; J""' ..1 .J i.~ ::·: , :1 l J · r; :-.1 ~~ , "1J, + _ • 

el 
"' l' ~-1 e ,. , . , .. , est:;.do '\' ..)' 'T,.J1.i )...., .J J pueci,~ obt0:1<.!rSe qcoolRndo ori~0ro J - . n 

parienté! princip~~l ~'r>l'0u'v,::1,J y de<1pué:;; los ~(:-1-l- ·s,) parea 

3coplados a J=O; el p~ricnte princip~l puedo d0sg!roll~rHe me

diante C.P.P. f,' -----.... j-s,--i Cc).no unr; c.:o:nliw:ci5n li:1v,•.l cie Lis 

:fltnciones .,\tl'l~'ll,-' \'\.T._J:z.)'.:i.J, J;j, dJnde ·i.rz.=-\Y1-l néc;;,i.;,,ríc':nent<:; ,,_ 

co¡:ilnmor; j n a est11~; fL,nc t Jne::;, re:.::1..:l i,,~cio "'ri t.·;J,-\ \._\.r,S ... )J.J,l:r) ~ ..... 3 j 

cn:nLi2mos el orden de ncopl::<.ni·_•nto y 11~dl:.-1.not. '"til';;1"\'J,:J,)~tu·iJ~•J 

si existen funcioneu con J
2

= J, ,Y en cun¡;ecu,~ncia J ':0, :1odern.J>-· 

obten<Jr, despuéo dt.: ngrer;ar ~(n-1--V,) t;:<res nc\lpL~dJ::; :.;;. J=:O y 

antisimetrizar, funciones de onda con nnti@edad -J~= v, -1. 

De esta i·onna, hemos vü:to que ~11 ::i1':re-;nr un¡1 onrtículn nl 

estado ""'l;"'-'1.l'i J,~ y antisimé;triz·:r r:>Lt.:lnemos una función c;ue ei; 

un~ combin~ción lineal de estados con nnti~aedades 1r= ~.tl, y 

sólo para estos valoree los C.P.?. en (o.5) no se anul~n. 

Aplicando succsiV8~entc la formula recursiva (u,5) encJntr~-

mos 

\.)'1 1.11-.J,)j:3\Y.:>"1.Y:J]:: C.:i" 11 Vv,J,)j:J'i"\ ·.J·.Jy¡_ 1J:S ~ , 

'f..r::; 'U'.J:1'. ~~-).\~-'l::.t.).c!.d ~lJ\'.-"r-\1)t1:n5 '1-\J'l ... (_~1'.1.-\-·t..U'l.\':.. 
L Y) ("1-U,-•)(V¡.•J',-?,')···l\l\~·\J,) (t';~o\-'\·'\t1)L1°l\i;•''\-ll\) ... \<'.; ·~ ·:,),. 

de donde obtenemos, usando una vez m1s (0.5) pare hAllar (0. 1), 

que: 

( ~. 7 
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'r12cen C.:1 .F. dl! l·· ~:. 1 n:·1~~u .. r··.c.1·Sn J 

:r · ·. + ~- • ? J 1 · ~.: :.._; : > , :_ l 

L~.s prim-o:ré'S'J'+l p::irticul<?.::: eé>t''.n ac·:ipl··<.:r.w ~~ J-=O, :nientr'ls 'iUt! 

tr~les p'1res no ex.i.:-otcn en l·-. función de "Jnch! ~;<_j'-"'.h\, 3.') De-

'.1!...t'... t· \J. ''.,. \l . 'f\\ -::. N l V\jj ))..J1 \ j' \)'\\_.:., 

'\f\1,v:r 

y sustituyendo (5.8) y U.lJ) en b i¡--c.:1ld;:i.ct ar.teri"Jr h?.lla:'!IJ~: 

'l'i"" ( l11I, J,) ~ :!\\ ·~ \J\l \l.) JO:. l.--l~•",-11 \ '?\',l;1)(U1\I) 1'!¿ \:.'.)\J(UJ')'.l'í, \\ ~~°".¡" i \ 
· . t(·s~!\:,,\,, :_·l)(z::-i11)\ J ,-,.,. 

Al introducir este resaltado en (u.u) obtenemos 

t' .. , .. ,_ .r)' q1·"'u:r'\ .-(;··t~·:\•\'l"'·~)l·n11 i_!j,\1} ¡''• f\'··iiY· \,\-l'.\''''· .. \ ( B) 
·•' <.<

1
\1, \ _)- )J ..) \.'\~/:,,., (,\J) ' .. / . .Y\\) \ \.< 0 

• v •' \ J't\,,,, J• u. 

OLsc!~amos que (o.7) y (u.d) nou dicen ¡ue al pqsar dc ln confi-

. 6 .n 1 .n+l 61 · l l , l ,gurc:.ci n J a '.l J s o deue11)<' eva U"T os G.?.V. con 'T::: n+ 

pJr~uc todoo loe de~á~ ast~n d~dos en cé~ni~Js de lJs C.P.P. de 

Todas los rcsultad'Js anteriores se c~t~~leci~ron sin r~fcren-

cia explicita a nú·nt>r'Js cuc':.nticos ::idici:in:-1~~:3 ·'".ue seri.;1 '1ece::D-
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t c;.;n u i é n ( 0 • 7 ) y ( t- • ~ ) 

dán l::is relaciones ~:ntre \~"'-'ld-,\l,J 1 ))S1)ºj'!~u:>)y L)'-3 1 (.<{,u,S,)):S\y.)·s,'r'._ . .,_, \ 

por lo t2_'nto 1 c-->ni1nu'<remos 0111t.i.8ndo l);; nJmer)D cu:.inttcJ,; ·1d1-

ciorn~les o( en lo pJ::;i.t.ile. 

Ec. ( 2. 3)): 
> t'.... e::: • .,_, {, • -<'\\ •. ...,_, - '" \i . • . 'j -· 
'- ~ úc:l...!l\~ .,_P\ 1 tr,S,)~-'JL.) l•l,t.1 1 3,J.).:í j.)'-U"~'-l ·.: :-.,1 .,,. •• ,..,,. ei1,is,:s . ,t 

Consideremos una su,ng simil.::rr a 1:." :.:nt~ri;;ir, pan. \r= ·u•, re~;-

tringida al V<ll•Jr lf, == 15-l; \l~_:ando (u. 7) obtt:n.:mJs para ella, 

'L CJ"'1Jo13'i_\j_,.,_, (ir-1 ,,.i,)·;·;:1 :Jj\:.'.1"'"l.t\ ',•i,:1 1').) :í \\ J"' tr"'Jj 
t<,"!1 - " 

-::. ~.C1-.;'r~.:-.:n·u) "i__ \..'.>u 0 ,,z_y ~¿, ~,u-1 l iH ,o,:s ,·)) s:J ~j'J ·' ~,¡.1, «,->.)")--:¡ \1 ~'r 1Ji:P! j. 
( 1J t--3 -;:. u) ""•-'-

Puesto que no exü:te'1 est::i.cios con antL:;Uechd u+ 1 en lr: confi{)U-

. 6 .'\J - l ' l ' - l $. rP-ci n J , esta u tim'1 su:nn es ii:;un a ..... ,..: 
·u le°;.\·~ -"'·1!J X U''úc<:l<;\'.)'-'(1J"-\ <l';!)°;:>:>'J'\.'~"- 1 1..lí-\d.SY:ill'_)°''1Jc,l'.í~ ·::_ .... ----··. -- ; • .._.~, (G.1 

~0' \. t \ \ ' \ \ ,'.) \ - V'\ i...·i·l \?. ·~ :._ 1.J) 

Sustrayendo esta ecu<1ci.6n de (u.J), c·Jn 'l= l'l•, tC'1'!mos -!lle 

L \_·)""tJc1:S\\
0

.l""'C_"0>,-\,•\ 1;J,y,.;)\.:i'I-\ l1n\,•\,:í1))S\1"~"'uc('5-j-:: \.~:\l:~ 1~-'~:.!1),..;..,~,. (u. l 
~,:i, 2 "'l1~ ~,.-2u> 

.,._ C P F . n -n- - l 1 - 6 - l - ' -rnra •• •. J -..J , ~. re ::c1 n º" qrto¡,;01101. i1ir;u se 0xpre-

S'J. co:no 

2: \_".-."'1l°';:;\\'-'"'- 2 Cll,r\LJz)~'lo')):J\_º..1"'· 1 h1,,i_ r y,'O>\-S\°1,j''u'<\'JJ- S ,_, -: 
\T,ct._J:i..j • ' .t. " ... - .. \P ,,_ °''~~ . 

Tomemos una swna Sl~me j ::ente a l'.'. anterl.•)r, pnrn ll = u', ºP-.ro -v.= 
U-2; usando (b.4) resulta que 

«~ l, \:. j"'u~~ '\.\~"-l. ( 1J-i. tl~ -s ,)~' ~ •j :s J l"~"-1. lu -1_ ,u.-..•¡):,• D') s \1:,"' ud.' :r\ 
,~' 

· l:í')J]\.:\'· '(1.1-1,<• ·"\'(j' )) :· __ -''·ero<' :ij 
.. ,, t1 ) 

(u. l 
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Ji ah•JrFi consL3er:~:n'.)::, 11 r·.:L·-,.ci5n ··:! (/.L'), ¡,,r•c ••. 1 

gida a !JL=U, y utilLZ8.Il·JS (7.j), iit·;'.1"i:). Ll ... 

L \_'J"' ú o\3' \_ \ ·~ ""-l •- -,,,\, 'S ,_)';' <. :, ') ::1 \\_', '" 1 (U« t J,) J' l ~. _\ .í \ ~ ","' ·¡ «' :, J 
Q, LJ 1.J • 

_ l.11_~\:tu,:.)(V• U)l• __ ,~·;, ·'\·1J) :/ \··.·~1.· 
1 

'--,\· 'lr,, \ ,•.,,.,. ·\\' '!: •. ..., ,· 1 ., .,· Jr· \ 
- z·.-·l.V\·\) Cz'),,~,_:r·) i~ls,_J . .:>' .l• .J._J ''h, lJ_} '~.J ).) ··-" ~-,~~-'1\J(.1 ))1}·' ··.Jta":}J 

y observ::ncb :.p.le de (u.l) se t;ic~n,~ 

¿ t:,·"¿u~:1~,~-J <-s-z..<i,:i»)~' '·.:Í'):i}i:.:iu tu-2.t•,r,) :,· ,.,. :., \y.)..i 'L:.; ,(~ -' ~l 
c\i:h) . 

- '\.l_(\J_~.\·)t_.,,,\_l_:::«'ll) L l)V'H'1'i\"l'.l·tL')·I ,¡. )- •.... ,.,-j\_";l-¡(') ,,.-1.,_J,;·/ .. ~':.:,\:-:··J-;'j) 
- \•:h)lUtl) \¡';\·5-l\J) .. ,._, .. \. ·. "' , .. ,, ·'·.•p. -

y '1l.lC en l"i eonfi.:.:-ur··.ción {J sól'.l ~xi~.;:P:: estr1doi; C')n ;cnt1r;Ued~id 

'lS -2 y ·o, resul tn :i,ue 
' L. '"i"'·s~:>':;ú"''l.(-tl·c1,;,):,1c3·):1J\.)"'' 1 (lld,.>,)~-\:-,')5\Yi"·L>': \ ''." '~ 111::.~·.•-.'J'?~~'.~').<,!~' 1 ~'.:1 1 (u.1,¡) 

.,¡\.!,""-;i'\.. !. • . .-.1{·(', .. \\(1.'.f't\~t·J>((,~ !~··:.:.s) 

~i !:'.U!_;trn.emos (u.1.3) y (u.1.-¡_) de {u ... 1;._:), r.~~~1r···!. -1-=:. ~.r', :Jc.r; . .:~1~J~n::i!i '~ti.,~ 

Otro ti.po de rel~:.cir_;nQ!3 de :J!'t·J-·:-:>~1rt.li:J~1d l) :1a1l.:.t:n:>!.J ~:.l .:;v::.-

luar sumns úe l<'. fo:r.nn. 

;;= t 1 :-;; \l l 0

.)"" "' ( \l ,u, J',") 
0

J J \-~ :, .,, "\)e\ .<J \_ '.;e, ' {"J ," o.' .. ' .:Í 1) :u \\ ':,f. ·: •, .\ :i. 
t.\.) 

Par:::. ·.!,=oU, = •..r+l, rerJucb10[ J')::o; C.F.!·'. ::;'!di1¡:i:•.! (u .. 5) y ut.ili:::.i-

1 1 ._, d ' L ( 10) ·· '6 .·!+l ;;ios a re -:<c1·Jn e ·Jrc-::i;:;o:1a 1dad u. ' en L ·, cont l.f!'.unici n J ; 

de esta manera obtenemos 
., .,, . ..., , .. ,,_, •. '\t·~-"l · . )' ,.'•.,., -, ... \'<l·-•J')(1¡\)) ,. 
L ('t::;T\J \_J \Jc~::S'l\J {.\j\\,t~~i\.>j:l.Ji. .• ) ·-l~\.il~3\ J-1\\J ·Jtl.,,,1 j -~ .·---·-·····~·-·· 'S°\\\) ""r.11"~~ ... • 
~;¡ ' - .... ,.-,~ \-l\)) 

(u.15) 

'Je la mism>t forma procedernos cu'l.ndo '-',-= "V,~= ·u -1: rcduci:nos las 

C.P.F. usando (o.7) y ~ediante la ecuaci5n ~nt~rior e {u.3) arre-

· .1;,lamos la swna de mn.nt!ra :¡ue p0dr.un':>s utili?.':1.r (o.11)~ 

?or últiao, "'1 ·~l CP.80 en que ··J\=:: i..l-1 y ·.1.= '..l'+l, U!.la:l'.lS ( ... 7) y 

ln ecu<1ció!1 anterior a (u.:5) P'<l"l rcducLr el C.P.i•1• de ')1, y (u.:3), 

p<1r:c el C.~).}'. de ..,J 1~, y obtener ln. rclncL:Sn de '.)!'tO!')t10tL.id<1d <!".'! 

1 .. ·1 .ºY+J. Í 
q COr11li',1.lr8Cl:Jl1 J ¡ ::lS C"!C')'1tr::,~nos ('.Ul! 

f=. l Ci \ IJ \.°)"' 'J 1·\.:J'{\ ·_;"·\ ( · .. ; ". ·.,; "l j .' --:/.._')'' _, r ') 1, ,.'" ·; " • \ 1,' , .. ., 'h •, \ - • 
Uj ' "'-.' .• \ - \ : •. ..,. .. l' .. · J '.: (V• 17) 
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7) 
mostrArl-:J~ . 

De (5.18) obtene:n.1~ La rel~éci6~1 <!1! recurr•:nci:c 
·· - C:Co'\·>·)~\\-\IJ\.·~•\·\·'r,·'J\)

1

J.,. -..,~ ) •·'" 

Ll).._., t \J \_S 'I ~ L.S \ ~ \/"' t~v;,) .. 1 • · . . . \ \. ~ !:J ,\ .'>. l\ . .' ·.} -~ ( t, • l 
\ '\¡• .1 \. "·\·'\-·~'\-i.)\•"',t\":::, "'~l,) 

que es serneja'lte a (u.5). Obscrv 1!·no;,; ·¡uc~ pud1m0:3 •Jl-t•.:'.'l·)r (L-.l·:) 

de (o. 5) recmpl¡:¡zando 2j+l p:ir 4Q+2 =\f,_2(1/:2)+1') l~!~ +l~. '~d,J 
tiene su origen en 1ue, co:no se vi5 en la secciSn anterior, 

valores propios J(n,v) difieren n1r un factor~ en los es~~e~~~ 
c. 

de a.coplt.1.miento j-,j y L-0, 1l:1c1endo la :;u.i.;tituci'S'.1 mcnC1)'1'':h. 

Co:no (o.5) y (u.1.:3) irivoltl.cr:1n t;Ólo C·.)Cterites de ~(n,v), •.!l :·,,e-

tor extra desapnrece, y de a~ui lo ai~ple de su re1Rci5n. 

loea a 1'1 ecu·l.ción :,·Jtc!rior ri (u.0) es 

\_~'\)"(\l"-H, L,-S.,).(!\..::.1) ~u\L u\.'..'>J 
. ) ,, 

._ -., \.\".>\h.!. -1.,-:>, ~ --~!-_'.»_\_)}_ ( ü, \ \) ·z_ r,'J> \ 1 L \_" •\<I 1,, \.r· '\ él. . \t ''·;\' '· , . ' 
- l-' ' l h:>\\)( ¡\_,,\Tu·\¿';¡:;;::f\~---i\i'i} "' \u ·' ¡\ l,'>,13 J \J,\, .. , ·', J 

Y notamos que esta relación se obtiene de su an~lo~~ reemplaz~n-
j l.+S do la fase (-) por (-) y sustituyenuo (2~ 1+1)(2L1+1) plr 

(2J
1
+1), ademé.s de realizar el c:1mbio !,)+2 por 2J-d. Sn conse

cuenci:<i, todas las rel:iciones e'l el ac0pl;1:niento r,-S para l:is 

C.P.F. en el esquema de :intigUedad son las :nis:nas que en el ?.co-

pla11iento j-j si se h';i.cen los cambios i'1\!ic;-irlJ~:. 

SECCION 7. CALCULO DE ELSMENTOS DE ~ATRIZ DE OPERADORES DS UNO 

Y DE DOS CUSRPO~ EN EL ESQUE~A DE ANTIGU3DAD. 

Primero derivaremos relaciones entr~ ele~entos de matriz de 

operadores de un cuerpo en diferentes confi¡>;ur'lciones. 

Para operadores tensoriales irnp::;rcs lle:nos ollten1do que ( Cf. 

(5.b)) 

(u • ] 

..... ('\ t~) -:r f' t.-, 
.(~"''\Jt>!.:J\\+;. ~ t\)\\"l"u"c;'J')::<~'\rr~S\\/. ~ ..... t~)\\'~...i\ltl.~3'~:;'1,T', k i:npar. (7. 

\~\ ~~l 

En el caso de tenbores pares, p0de~~~ utilizar (3.J) en el cs-

q_uenm de antigUednd y ,nedia~t<) (Ji. ?d) 'JtJt,•:·1em'J:., !l:ll''.l ella 1,1 ex-
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ore:3.i.'5n 
- ~ ("ll'I) - • •{\ ... ., j :s . \ :, .• 

< -.,-~ ,_. j \ \ ¿_ \ ~ ,-i \\ \ <J . • ,, -.-.. ... , ?._ . - :• ' 1 
- ' ,. ... ·-1 · .. : :i ' 1 ·1 \ n · ' " !' : _ i • _¡ , __ . 

- • .....,,... 'iJ, ~ l 

<:: \ • (' (. l-) • \ (' \ • ' 1 . \ \ \" .... \ \ . '1 • ,., • \ 
,._.:... .) \\ ~- \'u~> . :>....., -:J -:. ~t .J "' .. ' .. 'J 1 ~·· •. ·' • .\ ••• ~' l..'J \·\, 1 .1 J \:, .) ·J • .} J . 

Puesto que tI y 'J' difieren de .,, un un;-c unidao, :.i = 'r' o ·.' ,_ .. ,,;:. 

~i lr'=·u -2, existe ::•)lo un::: po!:lilnlidéid p·-ir•1 ir,, .. 1ue '.l. ·1-1 = 

t.r' +l y en este cauo la sutna en (7.2) e!.i u.:51o :::;·Jbri? J
1

(y e11 ;
1 

~:1 

es necesario); usando las relnciones (u.e) y (o.7) o~tenemo~ pn-

ra este caso 
~ í' ~"-\ J,-. -.;'"·~,v.. e·--_-_,____ .. (' '1 ;, :; . ; 

.(:,V\ \l s \\ 2. '¡ ú ') \\ ~"' '\J )..:: \l'- Z.' :s ~ ') -~ Y\ 2~ !, - ) - "'J ~ t J \- ', ') i ':;' .. \) 't : ' ·, " .) 
~-.. \"""""' J' 

, . \ 1. t'l . , \ . .., -~\ , . . ' r· . , ' ,.,< .... ..)\ \\j ~ .. ~ 'J_j\ j'"'~ t·f"·',:~.3J3 .J-)''"·V~r-,,:t~)::,'¡,· .. ...-.. j.-. ~~ 1. 

~~'\!11;\'-·Yl-V) \V\.:l•)'J"\'/~ ·-¡ '( -,~,,:'H)i•-q· .;- -, ....... .,.,:, :·';,~ -·- • 
-::. "\ l ·:,-.;·¡:-z~~-=--~~) .. -~ /\ - _, ·;·; · •1 t:i \ ') 1/H \) '._ J' ; ·.:. \ 

"'<.~11\. l'-)\i~'? \::.u·uJr.t\·)-u-'l1J-1,-s:>:.1_>)':..:i-i-'l1f-),.i,):)~·\\°:i'1 ":_,-;·~. 
'"' . 

de donde, coinp--irrndo lq su118. d·~ est;1 •.Hti1;::i c:qu·ern5n c:in (1.;.'), 

ya que no exi:.;ten est'.:ld0s con anti1;tted€~d 'íi-1 en la c::rnfigun;ci6n 
:1J _l 
J 

La otra posibilidad es que '-'"=u- y, en este caso, la surnu en 

(7.2) incluye términos con IJ,=·1s~1. Ya .1ue un~i aplicación direc-
. :11+2 . •r+ 1 ta de (u.o) y (b.7) nos dá. im8. exprcw16n con C.P.F. J .... ...,.. J 

' ., .-u· .-u-1 
Y C.P.F. J ---vJ si'l que l<=t expresi-:Sn re:.Jult:l'1te se redu:~c'l a 

13 C·J'.1fic;ur'.:lci6n f'1 como 'Jntcs, u::;a·n•J!~ el sip;;,¡ii.!nt.: procc•.il::iien-

t::i: utilizamos (3.2) parn evaluar dich.J el•!mcnto de .n'.'ltri:~ 

• \ ~ (.' \'-) • ) \ '"'t j' "- Y) l • ' \ r \t-')I · ~ - • '' .:.,J"'\J:S \~~\ .;_ \,.\) \J · /:·. :,-, •.Jl..).,1 3 \ .;,~ ·r,) ·'1.J-.,J > 

( ,' • :e ) 

"- ( [:., '1vJ t\j"'·\ v-,,3._)j.Y J\.')·~ .. l'H,:> 1) ~J • ·;~ '/·: ~ 'J '\.\~',r;:, \\.i•.-'('1" ,i,\.l:í)li" 't ·¡, ,;i ,)°1 \ \\í·i 

I .. '1 se~Llnda sum::i en ef:;t."1 exprcsi!Sn se reducr~ ~1 ·Jn~t b 1.l:na e'1 ln 

~ . . 6 :.r + 2 d . ( ) b t l . 6 conri;';Ur'.'!CJ. n J me !ante D.u ; pRr"'';) u"li:"r a exprcs1 n 

.'J'+ 2 completa <lel ele.nanto de :n'.'l.triz eD l~' CJ'1fir-:ur,lci5n J tene-

:n·J:s que :ot'?'.regarle al t,~r:nino "'nterior u•1: :;»:.rte :ta·.: fhWde redu

cirse a ~nR surn~ de elementos de ~etriz 0n la c~nfi:~raci5'.1 j 

usando (o.9); asi se obtiene 
., 

.::/' '\! ~ \\ .2 s:.. ~'<) l~) \\ ::;'111 .:; ' "> -:. 
\7~ 



. ·' 

'<tY\ \Y)· ->,.J)\~.J~_..1~) 2 ~ {, ' .. :i.: 
(.V\ 51 \J, "'.'. 'J:. l 

t :, ~. '"....; j ' ' f • j '~ .) • ) ·~ .'.-. 
1 

.. ·:,' .,J¡;_J: ¡! 

de modJ ,.HH.! 
• .. ';'~ !' \.\~) 

< ~ ,, 1J <\ :s \\ .J_ '~ .... 
\":'-\ .,, . 

-"\--~~ <_·.:;'J'l \.ro...J\\ -¡_-_ •. ·, \."-\-. \\ · ... "t·h• i;~.:1."',;,,·· .. : 
t. \,-- \ . ., .... 

·~ \. 1 

'·. "¡ \\ •• 1 •• 

r.:sta ecuación es c:1'1!;;ist.:rnt~ CJ'1 (J.,1): utiliz·:t'1C·J (3._)) 0:-i 

> 
'1 ... , 

Ahora expresarem.;is lo:,_; elemerito~. cie ·o:.triz (~n l:~ confi,'.'lJ.rc:c1 ~·1 
.'\J'+2 •r 
J e'1 t~rrninol.i df! Fquéllos en la co.,~·ir,.tr<1ci:5n j - <~~·SL:i C'.i'l~ 1-

Exhibimos explícitamente la antisi:1etrizaci6n ¡ue ap::trece: 

l\> 11h "Í'l \._'.i" ( '.r 3 J j ~\, ,·r 
11

_ \olTI·\ j ::. ~t'l l',"'' ( 'J::i l j '.,, , .'J'1I,.:¡) J ~ 1 
-1 ~ ~·\tiU \rc-.r::J :i ~ _ \.,) n" j 1-'\">\.:)'1'•n) :,~_,_~. \>:>))1•.-S~ ,~z. -Y1G" c1r::5'):);;;.~º'H.\\. 
·h~u1-1,uu.1 .,.,J\t ,J., J J~(}.,·tu11,'1'\t 

Cuando in~ertamos astq expresión en l~ ,nteriar, la integral 

del prLner términ·J ~:e n'1ula :):11''1 k) O ya iue j 
1 

y j 
v+ v+2 

acop1adas a cero an ~~b~s funciones y no es posiblu satisfacer 

\ ;'. : 

( ., ' 1. 
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:nR.nern que 1~1:.:; i·1t,,_; ·--::r :1 1.::.) ;·.1~· ~1·1 : '.~ ~i·-1:~1--~~1 ~. )'; 

l. 7._ {'\J\l) ¡- ~---,Í'\I '{",'!\: 
1 

;,l,.-.~, .. \.:,;, j ~ ,! ',¡·.,. !~~\. ,....... · .. .,., ' t-li \ ........ ' ,\ • ' ... -\ ; ., .·J ~. ) - ,. ,.J , t ~ : , .,;;,) •.•• ' l \ 
'\.ll.,\j°\JJ' '- -~ 'f!'IJ\-\_,\J ~ l _, 1 ' 

'·' r· \ \) r· '" }, ) '·,-'\ r. 'l ,- J ',.' . 1,. ., 

¡l. (. \" ""' ('} ~ \) \ \ y_ •, ',\ \ ~ ) ) 't \.-~ ,_ •. .-· ,, < J ' ' • \ : '~ "i J 'i \ .• \ _) .. 

Las c0ntribuci')n0s a c¡;t::t inte1·rnl dt: l:~:_; d:>é fu;ic: 1'1c::.. cntr'; 

partículas \Hl y 1H2; por ta•1to, p')d,;·n'l:l ·wi:it•.)ner ~dlo i ·, se,'.1.1'1-

da función si :nultiplicam0'-> •.:l re~J·.lltrHh por 2. De 0:;-:;c, >;61.o ·:-
_., 

"lUella parte de .-:y!.-.\_~ur_.¡~·-,~\ 1 ,,,:;,,t~:;) 'ti\·~) 1 ?~ l·:1 iuo l::~s p~rtíc-.;l·;!_.; 

a la inte~ral y este estnüo es a1uél con J=K, y~r, necesaria~cn-

te¡ por lo t•into, podwnoD reemplazar l~ Gumc:. de opurr.d::>rec por 

f(k)( 1l+2) multirilicndo p')r ?. Con est:,~; ~,inpL11'1ccc1a:"l·JS l;! l'.l-.,...,.. 

te gral ~t] re duce a 

' l" f ·6 ""r·-"·~·,)\\"' ' '"'' l · 1I ae .-.., unc1 n "''-.J ..... ..) .. ,,.J,r,._,,-J~¡_ ... ())3·•·1 _i 3 a!:> pr1m~.?ras ; 
. . "' ' ,'\J ,'1+2 est:i, de sarro 1 lfl'nos estu. funci 5n :n0u1an1:e v. P. !o. J --·-• J 

,.,_,,r- .. ,1 ('J .3 ') ~' t-.:i) J' "'''' r • \._-l ºJt·i ,~.h·t. J 

- (.-)''" L [s11 ·:-(_iJ,J,)::,' uy;'\~jL·JJ')r'i'l\.::." ¡(u,;:,,) ~-::p t::i,))~, .• ~);;·...,-j, 
Au-, U, ),J1 e'"' ... ·' 1 

donde (-) ·:l-, es la f'.lsc que r;p·u'cCt~ cu<lndo lleva:n:is l::i p·1rt iculn 

térmi110 con J 
4
=0 y, en con~wcuencin, J 

3
=J 

2
; en este caso, el cot?

ficiente ele tr=rnsformación es l/(2j+l)¡ y el único t~r:n1'.1:> ;u~ 

tonará parte en (7.o) será 
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Su~Jtituyendo C!:.;te res~ilt-:ifiJ (Jr1 (7 .. lJ) t' 1'1ti: --r·~·1 .. !.J f!!1 

ca:nbi=ido el nombre a 1Y+2)¡ C1'1 c::ot0, (7.l,) :.•e corivierte en ., 
- ..::_ l. ( \J \e) ;-1' ! ':i;.) 1r::; l.f\ \). :. '..\...) (\') ú'' :r s' tv\1 ';> 

t~\t4\1'\SJ - 1.. .J -·y ... \ t-\. 

-::. - -?- I ·, 1J v J )./\ \ ~ ~~")t.\'¡\ .l \l \\ :¡ • t-.1\' ) 
Z.l\\-L.'\J' ' v·:-.\ '1.. 1 ~ • 

Por lo tanto, pare¡ operadJres to'1sor1ale:.:; p::i.re~; (k)O) l.:i:; ·:.•.'-
.... . .··.>+:! 

:~.entos de matriz en l~ c:)'1fir';t1r•:c1:Sn J se pul)do;;:i ex:ire:::·,1· c,1-

:no 

Usa:-ioo este valor en 1'1 expre~;i Sn peor::< l J:-; el~:n·~·üo~: •.iü 

de la confip:uración Jn, (7.5), oütene.nn' ;·1nt'1·~(·t1tí: ·1·.1e 

~ ~r·l'-). \·~ __ ..... ,.,_1~\·~:-.... ¿~---•'J-.--~ ~;, .. l\.l~ .. .. _ ~-
( ./' \r cl. J \\ ¿ ' l \) 1\ ,) \J" J l - .. . . .... ;; • '·' ) \\.. \ h .. \\ ~ 1 ·.1 .... ). ~: 

\,::.\ ~ ......... \- .. _;¡ 1,·.:\ ........ 

Observemos que el Vi,l'Jl' de eBtr.: eluir.01·t:::i de :natriz, e:-i 

(7 .1) ), depende de n dados ü', J y J'; este valor decrece li::e;ü-

mente con n, invirtiendo su ~;ú"'.110 n l·-1 :nít:id de ln capf! (est' e:; 

evidente debi6o a qne ~:u vr:lor p;ir':l n = 2j+l-m tiene l:< mi;.::;n 

megnitud, aunque signo opuesto, 1ue par~ n = m). Que los el~~=n-

tos de matriz pnra oper2dores te~sori~les de orden k>O pnr, se 

rmul"rn p'Ort e::.»t:-idos en l'l. c·rnfi,:;:1.tr:\ci5n j(:?j+l)/2 con l:i :n1:;:11ci 

l 
::intigücdad lY( 2(?.í+l) e:;tá dc·nostr•do en(/ .. {); .1u¿ lJ :nu.::u e~: 

cierto psirn V= i(2j+l) se dc:mie~;trn en fJr.n:i :.:i:nib•r: si n.;:re1::1-

:nos a la funció~·\\'\.'::itr·u. ~ii"\_'., '.),. %(2j+l), un pnr n.copl::do a J=O y 

antisi'.netri~'.a:nos, la nuevr~ funció:i crcibc r:"luL:¡rse deoido Rl prin-

ci pio de exclus :i.5n; de a•¡uí se u itnJe ;ue 

s~i;,_,·) ... 1.;~(.·J~'i:..>~ )"'-'.11. \r1tj-u .. ,,1º3) ::i,~_,,.'.,,,(.·_:-;JM-"J'..., 

·< ~ t ~\ll,\\) 'r ~ :~\,J, '; .' ). )) "'f, e~·¡, '·¡,::; ,.j :\ ·l,,. ."1 ,- ~ . '):¡ .Í' ''\ • :: ·:. D 

y usando el procedi:niento que utiliz:J.:noB parn cr.lctilar (7.v) ·)l>-

tenemo~ en aste cRso 
"'l...~'·' • 

) ·· .. '/ .. \ 1-•. ~: .. J r.(l.t 



Por lo tr~nto, 
\.) 

rJ ( ~· ... \\)/¡ '\ 

1.n 

. - \\ 
1\ " '· 

{ . / ) ·; ¡ ~ ~· 1 ) - ~ • . ~ -_. 1: 

el 
•¡ 

esquema do ariti~.~:1·.~ d·-u.i, e~~t~_-!d'J:.s e~1 .~ ·: t..._)·-~: .l. :·1¡~ - '.: i S:1 ,j 

!-~nlc!3, exci:?:pto p'Jr un::: f~:::;c~, n Q-¡ul~ll.J~, i;.~~-i l·: c·1··1!'l.-~J.!~ c:1.'1n 

. . .2j+l-n 
e .:i •n p l e :ne n t aria J e o n l J :-; ·n i ~; 'T: 'l ~; m: ··, · :· ·.· : e •.1 •'. :·1 ::. i e ' ~- •r 

·.' 

J. De (7.1) y (7.7) p~)de:n:n; l"lft!t'll' ¡L;·· ]·¡;·<::e<.:): .• ,.,·1 \·· c:i~1il·-

. .2j+l-n gurRc16n J , con la :nir-m::: ~-~, tien•,:n : -~ n1~.:;~:»··~-' r" ..__,}~: re l.:-!.-

tivas que los eGtados correspondi0nt.e!J L!rJ 1-~ e •"·:.1·1.,··i;.1·· c:i5ri 

est ~dos e "Jn nnt i;_;-~le r.::1 du ~ ... -2 y 
n 

¡uier configtn'"'tci6n ;j'"; en el es:¡uü·nn ;;;, 

t 1 - < n par<;. ern,;ores impnres en ,, C~)n¡ l<LU'.;Cl'.Jn .J 

.1 
,,· j + 1-n 

p·Jr lo t«!1to, 
.2.i-+ 1-n 
J e~~ ~nt!-

;';lledades ·1.J y rJ-2 ti.t!nen si~:no:; ral'.Jtivo:o 

d . t 1 i" ·" .n c.,rre~;pon ien es en :-< can 11.:::ur"'.Clún J • 'l'n:nliHn de (7. 3) con-

cluímos que la diferencia de f3He de un ~~tado con p~r del e:;-
U/2 1 

tfldo con n=O es (-) • .l\co~l<indo 2(?j+ l) pll.res c;:;n ,J=O y 8nti-

si~etrizando obtenemos el e::;t~do J=O, r:o de la cJnfigur~ci6n 
.2,i+l J ; la diferenciq de fase que ce e~c~~ntrq ~ntre e~te cstedo 

9) 
y el est:.tdo en el e:::quema m 'h~j,j-1, •. .,-.i+l,-j-J, es · 

(-)( 2 j·tl)/il si (2j+l)/4 ec en\.,!!'::>; 

( ) (2j-l)/l\ . 
- ,si no lo es. 

Par8. el estado con J=j, íJ=l 1:1 <liferencia ue f2.::;e que se halla 

o~ 
~ ., opuesta a la del c2.so \lº==ü. 

Ahora nos ocuparemos del c~lcul~ du ele~cntos de m~triz para 

operatlores de dos cuerpo~; en el esque!rn de ·~!1tit~Ued2u. C0ns1de-

remos c1ue es operador esc~l~r de uoE cu~rpos está dado como una 

suma de productos e~.ca.L~res de ooerad·Jre::; ten~,1riRles, 

,. r - ..... - r r \ '-) ' r. \ ~) . " .. 
'..• e > - C~- \.. \- \ \ ) • \ '. ~.) J • - "'- ....................... ~· 

En el es1uem3 de :rntiq::lechd, la :~c. ( ":. l) ::.1.1~de recHcribi!·~·c 

como 

... ' ) 
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.. , 

..:· ~<(·, ·; 1 \-:~~- ~•'.¡Y\\ :-, ··-- l_í. 
\' 

1 
• 1 ·~. J ...... .1 ··1 ,.., j 

~:. :r.\ 

(d ( \ 
\l \ l ) • 

I\ ....,.. 

• 1. ~ '. -,i ¡ \... 

l j •. l l . :: . ! •; .] ') ( t . l '._¡ ) ' ( : • l ~ ) j' 

(¡'.: 

( ... ; .. ) 
. ,. ....... 

({. l 

de ,1perr;dore::; de un cuorpo (Cf. p6.rrai'1 ;-:1::.;tcri.>.r o. LD ~:c. (1 ... )), 

indican que~.= U= y/o · "''-'' 2 y 

de 'li= ·1.r!, \:\l'·- ·s··\ = 2 o 4. G;J·1::;ider:ire:r.n· pri::1ero 1.)1.:· en~:'.)~; ., =-

-4 y -1/:::."ú -2 p:1r :::er 11;(1::.: simplí~s que 'l ¡ut.11 con 1 = \ • 

Si lr'=~l'-4, entonce:.:; 'J= ··-:::; ~,:::ttt'.J.'..'•.:ndo (l.lU) .::n (7. J) 

para este c3so h~llaJos 

" ¿.:l"" \S J \ 2 ',} ™ \ :, "1J-•\. "'.; '> . 
~LWI ' L l.·):í-~\ "(\ '\ \) <\;¡ .,~ 

-::. "L\<.:i\\\. IJ''>y\~) 0·1, l.'...:i \l::Í 1 .,...,.,, \\) 1.l-\.~•,)<;''·1 :.,;;:·',::1.· .. 1'\\\"·1 
-.:... ~ :s, h,.1 ·-

Ahora, si en la expresión anteri0r n (7.J) suutituimos 
'\' l ''11' ' \lU\t")(1\\<.,--~1Jí~\J¡_ \'• ' \_'J·J- 1 (1J-\_,:Í1J~ :í\) 0 \JJ-~ ·.: l ---:s\;;;;;_~.:..,.;J) - ~ \.....>-J'' t·;.,.í,)','S'\\":·''-.~~~. 

\_·.:i-.Hli.H,'J,)~:>'í\~'Ju.'_,;:(\-:. 'i.\&~'Ji \_')'1\i;1l-\,~,))3.\\j\1'1. •l /.~'\ 
(relaciones que :;;e ootienen de (o.'))), ou1;cne.nos 

"' r· l.'>') . • ' 
.::'.~"'v-2,:i\\:2 ~ l•)\\.:1"'1r-4.3 '/ 

•=1 -'~ -_ '\ (~~ ''<"·-~:) 1:{\~ 1r_v, ) 1 e .1:_. 
.. '•\.<..'">'l'") j 

y 01nµl0"mdo est•, e>:prc:Ji•5n :¡ (1.3), enc0ntr;,:uo:c l:."- sil;...iie:lte re-

lación entre elemento:.: :fo rn•.ltriz .:!n la c;:inJ'iPUl" ci.)n jn y el,)
\f 

mentos de matriz en la confio;urC1ción j : 
~1 

.:'...~"' \J «. s \ l.. ·...r ' ·._"' ·lí -- 1, ,, • ,:·.-. 
,(._..,~"\ o.·~1. \...,, .. ~ ..... - • .. . \./, 

-::.- \' l_i~ u~V\.,._IJ).~::\"..s ·-·<\.:.-u;'""; 's\'1_) Ln-1n·1.) \ -
l '"-'"·\·•--i-·J ..... 1,.._,, .. _,-s) -

(l. l 

p \-.., .~ ... } \. ..... ..,_} .... 

'<°;:,'J U'i.l,'S \ I ·-._J ~·rl\ \ '.:;-1 'J ·, ,r•.' '}' '_; ( { • 1 
~,, ... " 

En el' siguiente caso, ·11' = \f-2, los po::oiblcE val'lre::- diJ ·tí, :.;Jn 

"u· y·n-2¡ de .<tcuer(lo C'.)'1 estJ, 1·1 si_rn·: '~'.: (1.10) S\! C.)nviert1~ en 

T l-)'l-'l\c;::: ,·~. '·'·\1'°' \.\·'1\\'..·0,,-~: ";!'.)"',,-... "•) ;:•-':\'1'"1 ·T'..'> -.·' '-- ~·---· l ' j \ ,) -· \ \ ) ~' \) ..J \ ' ~ .._, \ • ' " J ,. . 1 - ,> 
-z, '/.:í\·\ ··~ , .. 

\.. ) .. ,., '" ) . ·' ., 
/. .... 1 \') ' \\ • "' . :s •., / .) tl. . s \\u - " 1"... - '> ' .\--..)'·'JS\1....:..... 1\.1 \T-t.,' ..._ ... '..,.... t1-.1 ·-' "-·" 1 



1 39 
y sustituye'1do (1.2,), i.· e.·::r•::c1'1·: ·: 1.·c1·.1.· ( ¡ ,. 

J :º ) .•• 

"' zj" <.!'"( 3 \ L "-JC"'\ \ ~""1r-:. ,Q':) ') ._ 
~--W, 

~stos elementos da 

cu~3nd0 \J.( (2j+l)/2, sinrJ tF~nbi8n par~'!. ~1 =::'\J .=(¿j+.1.)/:2, or::t"1c!J :1 

( 7. 8 1 ) • 

151 puede tomqr los Valores 'u 1 '\J ~ 2, C J;nen:·'.éL'íl )S intr•o de<C l•.! '1dJ d1-

rect:1.:nente en (7.10) lr-;,s ex9resioncs ;·¡·;rn lr)S ellinc:1tos de 71:•

triz reducidas, d'1.d3s por (7.\) y p.,¡) parn tcm;ores :::11res, y 

(7.1) p8r•: tensores impetre~;, y :Hrntituye~HLJ 10 ¡ue 0Lten.:~·1·nJ:: ,•·1 

pRrece, sin el c0aficiunte, y lo m1sm~ nice~os con el tercer ~u-

m3ndo; obtenemos ns! 
l'l·J(tl/i ~.~::'.-":\:~_) <,º, \JH IJ J \\\.) \,\.) \\ ')tr\l ·tr 11, J 1 ·)~) ll\l \\ \ L 

1
.) ,\\ \) ll.) \\J\l n u-:S '> 

.'.ltl \.-\-1.U) -.... ......... 

- ·\ '."'.~~2 <.~''=~~:\}\ .-:: ~ '1l 1r :i \\ú~,._1,,·) u u J,') t...'::,'lJ \) J, nv \\.) 11 \'Ju :r '> 
(1i\\-'l.V\'- ~~ ~~ 

1 \V\· U) lt~¿_:::_~~~) .( \ 'J '\) 1 \\ >J l"') \Ú'\l"J- ~ J \) .-, \U '\J-1 ,:; '\\ \.) \.t.)\) .CI" 1.1 J ) 
~ l 1j .. 3'- 2. i)) "' • ~ 

1 (.·)'\l\J:l l\D\.''>11 ·~-,'\J:l. 1 )<.')iJU1 1 \\\J"·,.'\i~'ll·,¡:i) -Y<'..)' 1111\\Ul'-\\\·lvU-2,J() - ..._ -

(/ • L . ) 

" <.:ivtr-z.J, \\\)\"'\\~.,,u- .1). ( {. 1 '::·) -Sst·x:; dos últimos sumandos, junto ccrn •:!l 1Jri:ne1·) de (T.1-l) n;~; 

rl2n 

en donde hemo~ utilizado 1ue 

.()"'v 1 \ i l ~ 101 (~). t t•\v.-.)J\'.J"'u S )- t~:0:!' ¿-~~-~
1

~-)\\~_?' 
-f '-VV'\ ............. w.-.. ?._ 

Yi:. c¡ue (7.J) y (7.7) 



.' ~1 _\ _ \ . .) i r . . i • 

,.·J .. :· .. : ú . - ."l 

_. ! ~ ~ . l 

como 

por el fRctor del elemento de :intriz redcicid,1 dc~l p!'t::ier ~o;·~;.-::ci;, 

escribirse como 
"\) • \\ { '"' .,· '¿ lj' -...-. "' \ I '1 \• • I - • J [i] e:\. l e ~ - \ ,) ' \ •·· •• •• }___ •' •• \ \•\ t· ! .~ ~ • • • : 

<~vu:í "~""' ~ ·J :,·') -- -·:: ,., 1 , ' '"") \ .. -~·:'.> ~ 1 ·~- -,\~;. 
ttt.·rit"). ... ; -o¡J \t.. '· 

lYI \l)L . • ~ u;\ · \ ~ · .· -¡ .,, _ . .:..! •] ·" • ... ·:·i,· . , . '.• 
.,. _:, ____ i.H\-" \Z.)':";r3 2... "-./,,,,.,\}'"~·u1"> ... <. ,.i\i,·;,.,.'~.-~ .. \·,, «.;.) 1- ;-;;._·,;":~ ·:~> 

-z 1..·0-1--z:u) ~e·"" . .. · -

\- ;.-~ 2. .::.:; \\ \. \..'1-) TI~';>' l ' "'~ ..'... ~.\\ l.:")>Ú>' -- .":". "5. .:..:, \\ C- t, ~-\ú '-" 
.)¡-\\<..")O ._ j 7;~ i:-.\\ ll._'.ljtt-\) ~ .. ,o ~-- " 

Finalmente, si definimos 
"· , z :i t . \\ r: \..ti),,. ' ' ~ -¡_ ¿__ ~ \\ ~ 1..~1 "~ ')' , ( 7 
.:,:: .;::,--;; _,) ~ :')1 -,:,11 .... .,.0 '- • 

obtenemos parn (7.14): u 
V\ "<' J• '3 \ ";' 'T • "' • ..~. \J •. _. 

(.)"11<l'J \ <"- '/~ \~"'\ld' .. )"¡·:: ·,~ 1jtA~ L "<'·"'\J.•;.,'::,) \ --;- \',, ~""' 
tl.VW\ r ,.,.., ... 

1,}\' '\)'" -. 

,,_ 1..:~_-'}f) ~'~ 1 i-:.'!)::11. )\ t..'.:.\l'' '"" ~ \ 1 "'l" \ \""' 1h' l) - (.} .,,,,:- \ L -...r, \·~v·.i .1·.í'> -Y., .. ~.,,..) • ( 7 · 
l. (1l -·;t.\l -) ) ·~<"M rt\ O('r'\ -

Esta ecuP.ciól"'l dá c:u8l·{uier el,;·nento di·:.,~01·<1 en el cs-:¡ue:~'·! de 

t · · 1 d 1 +· · · 5 · n J - 1 1 .... 8n :i.ri;Uec a prirc:. -'" C0'1- l<":t.ir«Cl. n J <.:o.no .'.1 :-u~n rJe_ u_•_'·:1··!~co 

dir"<gon?.l corre~;po'1dú,nte en l·: <.:onf1.,;tlr:-c15n j '
1 

m·',i; t,!r.r .. t'1J: .. 11-

neAl y.cuadrático en n (en lol; ·¿ue t::ur.ui6~1 ap::.rece la c1•1i'i.;;tlr'.J-

.·u+2 ción J ). El signi.ficélrlO f1sico de l:c. CJnstante sl) i1trJducida 

,,~; f8cil de idcntificRr; io;i c:1lculnm0s l~: '~ner'~Í.~i de i"lt•.!l":·cciSn 

de una capa j cerrn.dc< (n=2j-1l y'.T=O en (t.l;)), 0L:t..:!1e;r:')!> :.¡ue el 

;?,j+l ·~ 
valor espera~o es 2 ~0 • 

1'eorema 7.1.- kis c01dici1!1e~; ncc~s:iri·:~~- y t:utic1•:'1t"'~· ¡;:r-. tue 

140 
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,, 

.,,- ·,. 

tos de m2triz de ln inter~ccl5n e .. , l ~·J. l! • ~: :· J_ , ·,...t.!'' : ~: i ) ~1 J 
1-t" 

' .,, 

. '! 3 \ '; < ••• '~ - - ')\ '\ .1 • 

' J ';. J ' ) 

;; :,• 
- ~ ,'<' 

._ J \ ·,,J : '\. ; . : l , • ~ 

las pri:neras \J partículas, de mruwra r1u•! p0demou rtJstrin;;irno:;i a 

las pri:neras1J-l partículas, para-,1-,1, m•;,ltinlic'lndo el rcsult·,1-

do por·l.l/(v -1); de e:.:;te mod·J ene0~1tr-::n;::i,¡ 

.., .- f r··"IJ' ... º\ :; ~..._, ! '· T · -· • · .... : . : • "J • • . : .' • • Sd.::uJ .... Ar .. tu\-z_~ ·\-·¡-L} '11'..: ..:i ;.t·:· · ··1..·h· "'-.l'.,·n~."1 .t"':'q •· J .3 ~1 ·1~. •·• .J 

·y.)....__ , i:.J'-' 1 ' 1sº_<t\')V\\('J'J1')jy\\:~1J·l\.•\J J )'\J\\J'J.J:Jj 
V··\ 1.r ') •i· l .. 1 • j 1 ' . 

'·~··•' ,,,.. ~\. ..... ,,, ' ,.· ~ --.',~:.:··1,r .. ,,,\ \•'-I-,. ''- . -. 
'-~~t.l''>··· ).t,(lh:::"\ ~ -.)'' Í\l, T, )).; ~ _:: \ •.-. \..-.,;., \·'1\¡1,·,1_». \f) .. \ ;•l,~ 1 )\ '..,¡ 1 .\ J' 

~ \ . ~- .,h .,. . .J . ' 

-::. Q., L t·;i"\\,,:;'l,\'l'1"(\Y;·:;,')'•"J)\·,""t·,¡,J,)\.1n 'J""J::i,J . 
V- \t\\Jt! \ 4 V~\ 

(' ·t-r·v" --,Q..,.. - ··"-"'[-"'(. -"' ·\ •~lt.~\) ... h\1JIL·1'Y> LJ 1.r,!)1 J\~ .. \'•{-" .. ,1'\/,,.," )~ 1"l 
0

), '1,:l,J l,r,,,·J.,\<>) J1 .J. ( 7.1-:)j 

L 1 . t l l I'' • ·~ 2 (7 l ") uego, a 1.!1 egre. en :-1 C0:1.t 1gur~1ciwn J en .. o :;e ~uede 

reducir a un;-:; suma de i'1.tep;-r11.les si11il·:r,;~; e!1 la c:infigur~:1ci6n 
.--u·+ l 
J a su vez, cualg_ui.era de c~·;t:.:.s i•1tcn?"r8.les puede reducirse a 

u.na suma de inte.";rRles seneja!1tes, pc:r·i ,;n l:.i. co:1fií\Uraci6n j·'. 
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·~ J •• :' l. ,--·_1 ~"' :,__' l ~} ·-: ~. ;1 ·.:. ~: ') -

·-· l J ; ~ l ~: ·: .::-

como lu su.na de •,¡na i1terrtcción ¡nr! 

' r 1 f · ·" · 3 1.J =l.= en la c·:Jn irr,ur3.CJ.•Jn J., y u,1 

del teorema Q.E.D~ 

Proposición 7.1.- Cunl¡uier 

na inter<icci6n V 
12

' c.)'1 1·1 pr:>:ii·2d;:i.d d'' n ,-~r,:a1 .. u.,:t·) 1 y •.:•¡:: 

tcrRcci6n escalnr. 

Dc:nostr::ición: - Th:is,1rroll·vnos l<; i•1t1·r:tcc:i.~n v
12 

en t·Sr:n1!~:i:· ,:e 

productos esc<ilares d·:! tons:Jrcu irrddllc:iLle:...: 

"<.T -:: L /' \\ f' h.>\\ • .)7" (··· , ... ),) 1.1 \.1.)( '\ .: ·¡- \' '" (,. ~'';, '· -J l~·., . "· 
~\l <..~11, . V ,\ • ,!.)) • .. > ,\,·. •l.)¡. 

\(. ........... . ....,..,.... "'' l- . ...,._, 4...,.._ 

Ahora calculamos la inteF,ral en (7.19) p•:J.r::i estc1d:>s ·~n la crnfi-

gura.ci6n j 3. con 1J'::: v• ==l: 
\;> ,.¡,,,1"1·~ .¡<.::--.,-"- ~1'\ ( (.'f!.l l'f<..) )l ,••·I ~ •\ 
J~i;l,)~m"~'l'!.) p u '\),_,e;.,,;, .)~L,. 1.1 \)·,u (!.)\1L <.•,)1:¡·'rLj1.in(ü) ..i·,) 1 

Y~ -.......... ....._. -~ .... 

ParR poder efectu:u· l'! intet•r"Jci.5n, ex;;l i<ie<n'.Js ~1'1\~·J-, -¡,.-. ~-..,·.,~) :T,.!-

dLinte C.P.!1 j 3-~j, y uso:n1i:.~ (!•.U), (A.48), (;,.57) y (A.5:',) 

parci obtener 

l. r"' ¿_ \..·~~\J::.\J-:~cz,~>,(J1) J:~) 
.. ~J, 

tados parientes deben tener 'V,=0 o 'D'1 = 2,- cai:i'o éste 11ue no ':>CU-

rre en el C.P.F. que nos interesa; usando (u.o) y (u.7) enc~n-

( 7. 

( I. 



Por escri t-1rla e J:no 

1 • l..~) • ') ' 1 
\~~' (1)-~\.l· <:'~):¡. 

= fº) \. \1 '"\ \). ·¡.\ \.•$¡ <.::\:¡ \ ·;¡\; . 
"- """"' •+ 

donde la definici.5n de ? 01 result·1 cl'.:ci": ~l decLn'.J:.. ,1ue 
. ' } ( ~/_- · ' \ ' l~) - ·· f' 1 '\ I\·\ • V = -- \ "- 1 r u "·. t ' ll 1 ' '\ \ ;:. \: '" • 1 \ '' 1 , 1 \ ' "· • • ¡ '\ 

1 t -- .~ .. } .\- \ \. \:;~ ~ •,> l ~ ) \, ,_ ", ' - ~ . :.. ) ) "' ... ' .... , """""' "q .. ..... l ;.. . . 

Si cglculr~m0s 1.'l t!''lt<·:1"!"«l (7.?l) n<.r! ·~1:o;t·: 1.'1tcr•JCCi·5n, vemJ: 

nal al 01-.Jducto de ó·Jb esc:1l•n·es con 1-::c . .) y, p0r i ··, t ::-ito, e~; 

di,1a:onal en cual•tuier es¡ue:nu ortJ:_;J'1r:l e'.'1 l; co'1fi,;~1·;,c1.5n ;j
11

• 
(\ 

La internación '"L '.',,,.,.' t:o11bién 0s rltn., .. )~,·:l .. :n el c::que:na d0 ;:i.,_ 
~LW. '\ "\ 

tLa,UedEtd , como péH!e'll·n~ ver de l!'.J.n ecua-::i11Hw (7.ld) y (7.19), 

de bid o a que (7.21) He ~nulo ( con 
~. 

e~•to l. -V,,.,_,, 
((·~~ 

t;;¡nbién es dial?;O-

nal en el es.;ue•na ele '.Plt it;'Jcd~d). Aún m":s, l.'.'l. inter'lcci6n V ' 
l? 

ti·3"1C 1·1 propi.edr:..d de a[rlrü~l.ílÍc!rlt."); ( /. l:J) L;e n'.1ule para 

" 1 l ('' '6 · 3 ' l' v l? ..:n :3. con ... .li~r:.iCl n J imp ica 

1 l . ,. . . 
6 

.v+2 
2n en cu:i. quier C')'11t.1;ur:lc1.n J ; 

'-!Ue 

p JI' lo tnn t -i, de 

nem.:is 

( ? • ,1 /) 

p .. ~ í) 

( l ..• ; ) 

•.r '1. ~ r 
.c··.111 v:í \ I '\J~~ \ ':í'' 1

' u-s):: <.~º·sJ \ !~ ''1:.,:., \':;1 
iJ:) '" '\/; _¿.;:;.D. ( 7. 2')) 

·~l.'M <.:. V't', 

Teorema 7.2.- Tod~ interacci6n die~~n~l e'1 el uuquema de anti-

isuedad puedu expresarse co:no la nu·:i'.l de u.·1·: interqcci·5n esc,'.l;1r 

y una interacción tensorial impo.r. 

:<:stG. o.f.i.r:nnción es c·J~mccuencia :.Ün!Ct'.i de l<:is d:i~; proposi-

ciJnes que dcm0strarcmos a co'1tin18ci5n. 

Proposición 7.2.- 'I'oda interacció'."l di:::.0·0n,1l en el esque.na rl.e n.n

ti~Uedad se puede exnresar como la :..u11'·l rie U'1:, i·1t,~racci.ón esc'l.-



llr4 
De::1ostraci6n:- La 2

0 
definula l!n (f.11_,) 

do l'.:1 •nism8. notlición ·¡ue en (/. ;,r¡ ), ,. •: 

,_ ( 1 ~ y ' ... /. \ \ ) 
¿') \\ t. ' \ ;<J 

Tri.mbién de (7.20) obtenemoLl, ut1l1~:cmti·) (,\.1 J) :; (!._ •. ¡~), 

V ~ z:i' o \ '-.1, 2 \ .) " 0 > ·.: ·.z. ' ''· <:)' o \ ~>. l, • ~ , 1 • 1 t •), : • \ ) " o> 
o •. "' ' y_ ....... _ - • M 

<;"' f ,,_ )'J (,' l ·' () ~ /' \\ - \•) .. ) • -,- , .•. \.. 
~ L ( - , \. ) ~ \ l -.... .:::. ~ ',,.J .> - , 1_ ~- ~ .' .,_ t • 

't: - •j .. ' '(. 

Si rest::unos lr<. ex:)re~ión <mt;~rL>r üe le:~ expresión p<:rn ~, 0 te!11:·r10:0 

E.-"\7
0 

-::. .;,.\, ~ (-¡_')-\) í-"- L. °I. Í '· \ ·:: ,; :.' Y • ( i. 2 
\ \,_)O.' \'\I~ - (,j ·, \ •• • 

Por otro lado, mediante (7.23) y (7.25) dncontrrun~~ que si v
12 

unt0'1CCS es diagonal en el esr¡uerrw de Hnti.'jlledad, 
.. V 1¡ ., ' 

/•\J\L \'>'-..r \·•,JI> -. (\J'\L.' \,' 
._ .l V '1 ~"" -v ·:·.-.,. ) \) 'J ) - \. ~- ) :f:. 

J ( \ ' "\ 
- <'..~'J 'J:, \ !,-_::_'-1 •. ,.., \'~ 'r 'S \l ... \. \¡~ .') :- \· "\], - ~ ' 

• .... l ' \ \ ~-) ... \ 

Sustituyendo e~te resultado en (7.17), y ~snndo (7.2u), 

di;:igon.":!.l en el esquema de :;intigUlldad. Por 1iltimo, re•:scriti:n)>~ 

esta ecuación de manera que muestre explicitruncnte la propicdnd 

de apareamiento de V -~W\· y el co:nportwn1.:·1t.o proporcional a n(n-1) 

de la interacción Ct'cal<u (Cf. :;:cs. ('{.?3) y (7.24)): 
~ . < ':i"' u -s \ )= "-J ,.,.. \ .)"' \) :i ') - "'--~'!.:!:)) I_,_ 
~~-,.., . .... ·z. -:_ ); ·-, 

-:. .(')V 'J} \ i "\J \\ 'J \l 3) - 1J '~.::_\°) ¡:·1• \· "':~. ( '(} - ·~,~' - ... ). .J. ·:. D. ( 1. , 
i~·M ~Y"T\ '"' "l. t~\-\ /...,. \.. rt ?.;'°1 

Observación.- Si una interncción es dia~o1~l en el es~uama de 

nntigUedad y no tiene la propiedad de ap<ircumiento, entonce~; es 

una intcr<J.cción e~·;c;ünr. 

Proposición 7.3.- 'l'oda intt!rocción C0'.1 le! propiedad de apsrea

miento puede exnresarse como une inter~cción tensoriel de orden 

impar. 

Demostración:- Con~idere~os un~ inter~cción de ao~re~niento 

confi.rr,ur:i.ci6n j 4 pR.r<1 'u=2 y J) O, p<:r. C,ücul:;:n·):,: <Jh'Jr": 1<·,:o; 
.1 • 2 

e;ías de interacci'.>n por m"dio dC' lo;~ C.P.1". j'' ,,..J : 

C!'l la 



·J. " , '\'-I '.' • • '. ( i. :'::, ) 
\ • •• J -,; l 't 1 ~ 1 .) ' l .••• 

p'.lr, un par de p,-,rticul:::-c::i acoplad)'.'! cl-.;.J ;/ ···'lt1c.1n.::triza:1d·J: 

"'' ·-v1 t'.) \' \ J J ~. ~ r, () )'3 j -::: "\'\ \~ j -~ (_-:;"·<\ ;~ ( .. ) j \ ·- 'Í'\\ ·.,,'. ' '·i ~ ' ( ., - \ .. -,·rr \ : : -. '.; ' ! ) ¡ \ ) 
·~ • -· -· • _, - ' ! ,... • ... J -- \-i . w • , • 

- '\'yi\_°J 3 ~ l"J). ,~ U.l°' ~ ·)- "\'\\'.' ,'.. ·:, '; .) ', 
1

' Y.'. \ \ -~-, tl:, \:.v, J.:> .l, 

~4-'ll'~,~l~):i3~ ('J)JJ \ "'\1t~,; r0 > ·:,,,.1 \::i::; i 

El factor de ~ormRli~aci1n de estn fu'\ctS~ l1 0btun~~os plr ne-

sión anterior a ést'~ puede ri;e~;criuL1·i;., c.).:t'J 

~ ~) . 
.'\ \ ' 



L (D\\J';:>\i")'l 
3,_...,o,1)t\'\ 1 'l. ~.:~J ~ J¿ 

.,-_L. l-)1;:;J,1'1J, 
.li)O,?~' 

I L l )-1
; '" ·' \)

1 1 ¡ ' • ".··, '· .. '., .'·)::,·_ :-: :,· .... J· 
• .:. 1 -_,. 'l, p J 1 ' . ' j ) ·,_ ~ • J ' 

• ',.,_ \,\ 1 

• J -
..;, : ) 

de modo que 18 ener.o;i'l. ele j_n tl~ r;-1cci c)n 1..:n l. 'i e: J··1f 1.-· .~;';!el Sn J 

gttedad sati:::fnce (7.27)¡ de la ecuac1.6n ?..n-teri.:ir a (7.2-:J) encon-

tr8mos 

buscaremos una (;)Xpre::;ión más ::i.pro¡Ji·:da a nueLt!'h· fl'11;)H, Utili

zando (5.19) pare. v
1

? .. == L (f(k)(l)•f(r:)(;?)) r•:ioultn 
f.. l'':.. ....._.._ .................. 

~ \: -::, ' • t ...- \ ,-T ) ·): j !•'\ '- ": 'i ~ )' J \ :i :,· ·~ :) J f '1 ' 
.• .,. ""' - ..... .) .J M "\\, I \:. 't. J j \~) 

p::ir lo que, usando (A.19.l) y (.a .• 11.2), 

Z ti t: :J "" -::- 2: ti. s 1 , ¡V ;:¡ --::. Z {;u , ' · i ?: l - / ... ' ~ \ ?, ~ ~J ¡; 'h , :J"" l" f>\\l' J M't li._ 

:: L í-1.. i::' ¡ (1 H-);¡ J t-¡t~ ~ J h'J \ \ )') ~ ·~. ~ l :: ~ ! f \.. \_\ l
0

H\ )~._0 - 1 J, 
J..:. J \... .) ..) ..._ \ "" ~ -

Luego, una expresión alternativa a (7.lu) es 

E.~-~ Í: ltS\\)"11'.:r 
l) \·\ l P~' ' 

de donde encontramos 

-;: ", -.:. ~ <:; 2 \.n '') '1' J - lJ...:::~ .'J l 
-i.·;, -\ l :r P1h -,, ~ J .. 

Sustituyendo este retiul tado en ('7. 29) se lialla 
4 . 

<_~4-o--:::?.'JlL '/Q. )":i11r::.z..'J)-::: 'l:s \"\J~ \--. ..Y=-. S'Z: _ l1S,\\)'\JJ,-(';
1 

""" "". e, ,.,)(.-u \\)\J,),;,p;,, .. Y.~ 
)• 

I,c;-1.wlando los 1liembros derech·J~; de (7.?:;i) y est~i ecu·,ci.5n, 1b-

c~ntribución a la i~teracción cuando J=O y le ag!'t.?t::am:Js la dU e

renciR de esta contribución con v
0 
~ultinlicndn 

(Cf. se. (5.10)). Tomando J=O en (7.}l) 

_A__ 
!· (l'l-1) Ci.)-11) 

l 
por 2J+l 11~· 

( 1. -
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.. - ,., .\.)y_ ~ 
¿_ ( t 'f~ \ \ ) ( -~ ."l ; ) 
\: ¡.,.<"iPi:'I" t. 1. 

la ex:Jresión ;,ntc• ri :ir ·' ~-:~ ·:.· 

Cori esto hallruno:., '-lU'J 

Ya lUe en la 

(7.: >) 

lo de elem~ntos de 'U~~riz par~ ipor~dore~ de un cuer~J ~snntil el 

esquemc. de anti¡';'Uedad e:-1 el e~.quemn L-~i. 

ble.s impar~s son dingon'lles e'.1 c~.l CS'lUC'i:"~ de nntip;Uedad y :.>u~ 

vnlore~ c~perados son independientes de n, en analogía con (7.1), 

<_!!"' '\J<.\\:S\\ ~ -\' (.'\.,\'.") \\)\\.f'''\J't~~ i..'S") 
:-· ~,.,.. \j ,..,_, -.: < f'L1r""\.<,\\ z \' '-'~"',)i_i')\\ ~,¡.,_},~''-''.::>~'> Sir\f' 

:.- \ '"-- ( 7. : j ) 

:c;j•Jnd'.l k
1

+k? impar. 'I''1:nÍ.Ji(!n, cYno hie1;i,,· p~irn (7.3), pode'Uos •i

tilizRr (o.17) pnr~ exp1~sar los ele~e~tlB de 'Uatr1z entr~ esta

llos en lr:~ confLo;•.1ración IJ. n C'.Jn anti•:,Ur~d<ó!ue~ u y V-2, en térni!"l::>~~ 

de e~:t2.d'JS en 18 corifir;ur::?.ción _\)n: 

¿_QVl \Jtl \.'.'> \\ 'i l ~""'"'\') \\~'l\u-1..,<i.' \..'S') . -
, __ \ ----··-----····-·· l V (..h'f.,\ 

-:::.. ~ l_<1~~-~-"l.-:..~)J.~~:.'!.:i)¿_~u\;t.\'-">\\L ~. l.\.)\\Q."'-u-l,ti.''-~::..1)( 7 <4) 
<. \.4c \'4 - 7...11 ) ·,..,_,-....... • • -

De la mi~ma forma :tue obtuvimos (7.')) .Y (/.7), ot..tene11?b su~ n-

n~lo~os en el ecool~~iento L-S: 
11 -::(:' 0 ¿"") "' "'l.l r \oc) . 

.(-~"'\)' L'S" f- \ 1._·,¡\\-~"'1.li..S):: ·--v ¿.QU1J\.~\\J: 1; \~)\\l:'1 \JL':::.'J, 
\'""'.'-\ .....,,__ \o \ ""-_______ \ 

-::. '<\~Vt<<\-\°")(.1..'..\\) .(~ \'\\ C \co\\\ '· ~). 
'L\1-1\-\) 1. -,...._ '- ' ' 

( I . : 'J ) 



o, ;J'.,l'. ( 1. 3 

en el acoplamiento j-j ilélCÜ!"ld•J l·JG c;:~·nbi0~; i~1d1c,·;d'.)::.1 «l 1'1·1:'1. 

de la sección o; de llech'.>, puede de:n)~ tr;-,:;;;e que c~:tJ t·J..11L1é~ ::;u

cede para lo::; ele:nentos de m·itriz de JfH:.'l'cid0re:s de G'.):s CU"l'U')!~ 

10) 

148 
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Los cocficien'tc:1 r.lc Cl 1::h~;h- 1:~or(l;1..rt {t".;.·r.) :·e i:1J:fin.(~~,_ 

como aquello~> coeficientes r.ue '.!.CO]il:\.n '~ •... ;::¡t:v1.o:.; '. ,,. 

\~<. \'(¡.,,) ,que describen :1. do:> si;,tem···.G A:! n res!lectiv:'..'11?l1t·0
, 

a un est2.do \ ~ t:\.) t1e buen ;nomcnto n.n .. ;ul: ... r, r-or r;;c •. i.io •te l.·~ 

relación 
1 J, Ji JFl) = :2. .< J, r1\ <\Wl, \,J t~\.) \¿, hli) i '.. r. .:_/ ( \. l) 

.¡.... t.; 1, /'11~. \ ' (' 
en es"ª ecu1:i.c16n ...i 1 , .j, ~r ,¡ son mo::ir~ntoi: nn;:uJ.:·.res ;¡ r,;-:., 

y 1-\ son nur,: renyiectivas "1royeccioncs ·m. el e je 

. LoG coeficiente::.: IJ .G. tienen l::?.::; ::>i:;uienter1 nro-üc-

( 'c. :.-: ) 

(A. 3) 

(A. 4) 

(A. 5) 

( :\. 6) 

Los coeficientes C.G. ce pueücn cv~lua.r con la f6r-

muln cerrada _ V 
\ ; 'l ¿ 

(..l1l'•'1J;.r\\?.\~l'i) = ~lll,tl'fi.,11.. l(·..l1~J¿ +J+r)~j 
·'-' ~·i.1+1)(.J, +lt-':l)l(J-4J,-J,)I, (.J~J, -J.)!(: 1-<lf\J!(11-tt,; 1 ~ (J,111\.))(li_-rrl¡_)~ 

,.(J~i-1)1 (:i-J.~)111/¿. ·7 ::..-_il''r,, .1.1. -1·Y~\(_l 1 -f, -;.~l(!,+1.,~_,,)I 
• • ~ *',--;- -.; \ 15·' 1 1 "l. 1 • ' l • "" ..._ • 

x(J--J 2 4'N1 1 ~}J).l (LJ¡ ~"l.,_ 1•.;)!J-~ (·\..'{) 
de la cuel es sencillo tl•)li.Hcir l:i reL1ci6n 

(J, M1 óó\ ~Uf) .:: df',..,,M d·~u,J ( ,\,8) 
Racah in·troclujo l.os coeficientes 3 J , que en tér

minos de los coeficiente~; i..!,G. est~!1 dados !JOr 



( .), ._\'-

'. !{,: /, ·. l " ; ". 
) 

'/ 

De (A.2),(A.3),(\,:\),(.\,5) ( \,G) e:: cl·cro ouc 

( 

J 1 • 
,,.,,~ }~1. 

,. \ -=--: 
·" 1 /(.. /(,., ' ' ,, 

.. , ... '"'lt-

J / 
·: 

)i': /(,,) '--. ¡,· 1 ., ' •'· -

, ¡ j I i J . , 
1

\ , • 

l. ' . ) 1-. •• ' 1 .. ..!....... .... '1 ' 

t, n' (1 ... ~:.v .... '·~)-;:~,....-\' J.,}\.\ 
,,., ::, .. ,.· 

,., 11 
t "\ •• 

Si consiclcramoz trc:_; momf!nto~~ z'\nt;-Ul'.1.rcs , : , ~· 

( \ .10) 

( ,\.ll) 

{.\.12) 

tcmemon tres no::.ibilid .do::; de :otcr:inln.rlos :•. un hth~n :.io::icnto 
.,. 

n.1"l~lar total '"~ , a saber. 

l.- J1 :l \" 3c0riladon ;i. ··¡, y este :~coplado a ~~ 
2. - )¡ y J J aco11l:lí1o:o a ,;,. : :r lue•:o ... , ,. n. ·-1 • 

3.- .Ji y .\!- a J\) :r des1luéo J.:, ~ ... :.: • 
La trannform:'.ci6n que concct:l. lo:.; do::; primeros 

quemas est~ dada por: 

< 1 ) 
) •• J1.. + J .¡ :r ------ ¡:-----. ..)120n .. )j~:3 j~l,1:1(),_,): J) = H 3 .)2J,,.1 ~-a~t,,11 

"" r .i, J. J.' t .\ 

l ~:, J JB 

ec--

(A.13) 

Las o"tra:::. transformaciones esta.u d3.das en forma similor. 

L f . . ... r J, J, ..l,.:: : f · 
os coc J..CJ.ün.,es 1 ,i , , .• '¡ se conocen co:.'lo coe i

L .) .J ., .! ·' ..,.¡ 

cientes 6 J y se relacionan con lor~ coeficientes de R2--

C:1h nor 

[
J¡ j~ J_ll )J1>I1 1 ~1dl. 1 "l. (- l 

Q,~.,_(..,~ 

Los 

1.-

6 J 

:::O 

(A.l!,) 

tienen las car:1.cterü;tic·ts de 

si no se obedece fil[;ttnn de 1::-ts 

condiciones del trif.n,':;u10 6.(~1 L h) 
6(J,,,C,)1 6{t,C,J,)c~ /j),h_Q,) 

/ 

e on b ( a, b, e ) tal que a+ b ;:: c. ;:. la-b \ • ' (\.1)) 

~1 t< J.,_ (<A.16) 

J, J:i ~; ~ 
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' ' 
J i ,) ; ¡ : 1 ~ - J 

~- I ( ... y' --~ -< ., ' ~ 

4 J' ¡J ¡'{ -_ ~ \, • - )+ l 1 + j o/ ~ J 1 h J l ~ ~/ J, J ', -
Zl-•) (~J-ii) J , J _ J,i 
'j J; J..¡,) 1 ~'/ -

(\.l'tl) 

Los coeficientes 6 J y :?, J se relacionan entre 

( t - : . 
( \.?.O) 

donde 
sus argumentos 

L 
(a, .¡ e -<._l '· (a. - b + : ') i_ ~ - '" ; e -( ' 1. l '!-¿ .1 ( Q be) ::: ---------------·-------------------·-- ------ ¡ 

'-"-+ b l r_ -l 1 ¡ ~ ..l 
(,\.21) 

Los coeficientes 9 J los introU.ucimo:; como coefi-
cientes de reucoplamicnto al consiuornr dictint3s posibil~ 

dades de acopl::ll' cuatro momentos nn.TJl •..res ~', .-, 1 ..;.\ : ~ ~ n. 

Po:::- ·~ j c~rnplo, U..'1. momento U..'1/JUl•'.r .J • 
esquema .l,;{ j,_ a J11, .;~y 

y el esquema J, , h a J1) 

1 
·"! 

' ' ... / ... 

l:c conexión entro el 

' 
a .\,y y fin2li:l':nto 

Jr~ ' s,<¡ a J ' está dada por la transi'ormn.ci6n 

<J,li (),.._'¡J}j~[l;,.q)'.J\J,.lt(f:~\J:,J.¡{~; .. i°) ;;>::: 

:: ,jc2 .J,~ i i) {_<..:,.~ ·:·1)(2),, i ~)(~-)~~0 
J'.'I r 

) 
(:\.22) 
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''.:l factor mn.rc2..do con llave:; es el c.:or_,ricicnt0 'i 0 • 

Los 9 J :::atin:f::tecn 1:-i.~:; rt~J_·'. :ion(~::J i:ü,--:;ui,mt e:;: 

./ 

; . 
. · ·I, 

r ·-
' 

' -..... \:, .. ' ~ <; ... } -~-

2.-Relnción con los coeficientes 3 J 

( J, .J1 
\ 1,'.., Jl\'i 

' .; ; -~ \ f .... ! ~ 

M l ·t )\.n~11. 
.. i.-.1 -

rr._ •.• i :./_) 

).-Relación con los coeficiente~ 6 0. 

' -~ \. 

.. ';. ~: ' 

1 r r 1 

¡¿ "-' ! J 

( i.. 24 ) 

(..1...:~5) 

(A.26) 

DeGpués de resumir lns p::--opieü '.eles de lo:: cocficie!!_ 

tes <le acopl<lllliento y ele re:J.coplrunicnto 3 J, 6 J y 9 J 

pasemos n sintetizar al¡;unos rel:-ttlt;:H\o": del (tlge'or~\ üe Rn

cah. 

L~s rotaciones R en el e~;p«.cio triüirat.mGion·\l se 

pueden especi1"ic<.\r por loo ánc;ttJ.0:3 úe 1:;u1.~r ··; , (" 

alrededor d•:;l eje-.:·'' f alrededor del eje 'y r y 

dor del eje ~ ,('. 

' .~ 1 : 

61 alredc-

Le.s coordenadns en el nuevo si:::tcm:t se relacion.'m 

con l~s del sistema originnl por 

r'::: p-p (A.27) 

"l d . . !'( "' j'., opera 01· uni tar:i..o ,.> •) , 

D( P.) :. )\ ( ..'. 1 ~ 1 <;I) ~ e "· r (- ¿ J J ~ ) "' _, f' (. ¿ r .\ ~- ) -: ' f (- ,· é'.::; ~ ) ( :\. 2 8 ) 

relaciona ~ ( r ) con y ( l? r ) , a trav6::, do l::. cctw.ci6n 

"/(í?. -n 2. lJ ce.) '\J (r > <A. 29) 



1 s l¡ 

L9. matri'.:', \) se i'orJrn ~tl :·cim ... r elo1:1cntos de m:ctri:: 

del operador 1) con re!::pccto :·é nnn. rc;n'elrnnt:·.•:.:i6;1 i!Tcclu-

cible del erupo de rot;:.ciones de di:::ernü6n ?,:;-+ 1, l·>. cu·•.l 
., 

corresponde a momento an¡;ul::i.r ,j • C:-•.d:'. elemento ele 18. 

representación 1:1 otiquotruno::: con lar. inclices } y y, . k1 

matriz 1);1•1,, ( ~ , f ,;~I) DO define por ., 
D1~~ 1 V1~1i) = ~ ·jrr;/ 7°'(.:.- 1 ;! 1 11)\~ >i1

1 
/ (:\.30) 

.. .'' \l' .' ·. \. ,·¡..,· .., h. ,,./ . . 

Las matrices h~:~. s~tiGf'.""iccn 1:1 relnci6n de ortoe;o-

'.~ 

,:·~1_;! (~'.",:"" ~'11,, t_ .· .. ( ,\. 31.) 

(A.32) 

con 

e\~:,(~) :l(~~01')! {1-11)·;1_ (.1fr.1)!( 1-,,,)!1Y~ ... 
. " L (-1) \<. \LD\ ~ \ <:J; "''-,,, - (: I:'. (· ' .. ~,., L )"- "'

1 
t- ¿ ~ 

--·------z...L_ ........ _. ___ ............................. !':: .. -
)<. (A. 33) 

( :l - ,.~ - I<. ) 1, ( 1 1 •>¡ 1 - "- ) ! ( ¡:: -¡ n¡ - ""1 1 
) '. k 1 

Los arm6nicos cnf6ricos son tu1 caso particula1' de 

1 t . ,,(1 l as ma rices ~m' , ya que, 

-plªl(o1.p):::.,I·1"' v+ '~ ·) 
J0ó 1 2~t1 1.(f(¡ \ 1" 

y . 
y " ) ...,,_ ( .... ) T (~) ( ) 
/,e_rr¡ 

1 
( (' l -=: ~ /qr~ , ¡· !) ,., ,r, 1 ¡";?.. 

Un opcr:""lüo;" tensorü'.l irreducible de re.ne;o L se 

(A. 34) 

(A. 35) 

define como tm conjunto <.lo 2 Li-1 funciones l~i-¡ , Vi= t L. , 

1-l...-j , ••• , -L, los cualer; se trru1sformB.n b:'ljo ln. reprüsen-t~ 

ción de dimensi6n 2L+1 del [;IUpo de rot<~cionec 

Í)T \)-) =. L t:/'j (oii-'il 1)T 
" l.. ¡:; r¡'1-1 ' t..,,,1 

'-' ~\ 1 .r• 
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irreclucibl-:!C do r: ~1r:o .. ~>e tr:.•.n::!orT\'.ll' c.0::10 lo:: ·1r:":6::iiso'. •·:.:

féricos de r2.n.•.:o L • 
¡;;n el ~li:;ebr::>. üc ten~:ores i~.Te(1 uciblP!..~ o:~ °9o::i.blc 

definir v::.rios tipos de pro"ucto~; ter.:·:orLücs. ·~uial:or.' 

por el ejemplo ele é!.coiil::~.mic .. to Ü(.~ do;,. ::wr.1•.::-rto:.:; n·:~ul:•re;-:

dci'inimos el producto ton~;ori:tl de orc!..:,n \:: !>Or l:t ccu:,

ci6n 
v(•'l .. ·~:> (i.) i ¡(~,~ .. ··' 'l '· ! ', , (.\.]"/) 
_¿":::.,. ."') - --- C0 J <!"~ ·-..., ; '· 1 'T ' ( l. ~ -;.• 1 ~' L " 

vl ·::;, ~z -r 1 ~._ ' ; 

La unit~riefüH~ do los coeficientes C.:J. nos 71e1·r.;it¡: úcc:u-

.::;.:- c.~/ < :.· ~J h , ': , l . 
con l·~ definición (:\..37), ec 16.c;ico C..ofi 

... ,. rri 
nir un proc.ucto e:::c;.ü::l.r "'· ~ co:-no : 

Lo~ operaüores tcnr::orinlei:; irreducibles de r::U'l.:o /, , 

obedecen el teorema ele ','/igner-Ec1rn.rt 

,,.J ,,. I' (b.) 1 '/ . :. - \~ ( _j h .\ 1 ) • '\· J , 
'-, n '·• j 1,v, =-(-•) <".J"-r'-' ,•,·1·., 

-f- ) - }\ ~ jJI 1 ' i¡ 1 • 1 J ~/ {;\. 40) 

Esta ecu~ci6n divido las propiedades físicns del 

tensor, que son (1cscritas por <Jll l(l,¡j-;')', de sus propie

dades geom6tric~s, que con descritas por los coeficienten 

3 J • Al factor (J l\Tll)\\J'/ se le conoc·:· como elemento 

ce m:~tri::; reducido. 

Aplic:.uemo:. el teorema !l'~''- ev;üu::..r los elementos ele 

matriz ele: alc;ttnos ten:::orcs irrcc:ucibles. 
~td 

Con~;idercmo:"· un tenr.;or ele orden cero 1,,, ; de (A.8), 

(A.9) y (A.40) se tiene 

< 1 1 - I•\ (' j ,"\ j 
1 

\ ~ J 1·11' Te·: ¡ ;/ ¡.{) ··· ·'. 1' · - 1 ,. • ·, -- , , 
o ,, ... ' I 1 \ () 11 1 / . ' : ; 1 

1 ,,..,. . ' ' 

c-.·l'ºl i1 .. ¡¿\;1 --...._.J¡¡-yc":\\Jl) L',::!-tl'l' 
01. =JL es claro qt1e: 

( A. t;l) 

(j llj \IY) ~ ~~S->J' 
Por otro lado, al evaluar el clemen-to ele m:'..triz re-
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.. -,.:.::,) 
ya que 

/"', 1 1 \ 
( .: 7Yl O \'Y°I ) =- ( : .. . '~ :, ) 

por lo que 

(\.!.5) 

Calculcmor~ n.hor:•. los ·~:l·.:;,F·ntor; de matri:: ccl pro-

dueto esc:1.ln.r (A.39). 
r:J n1J TC.«) lJ l•!) ' ' ~ s l-1) 'i. • . '·-<.'' ~ \ · 1 f1\ 

1
/ ~- < l Ir: J í " ..,- ~ '- ·l~, 

., 

/ 

En ~?.plic::'.cionr~~; :)rf..cticr;s, lo:~ prodt~cto:~ e:;c<d ares 

mas import::i.ntes son n.c¡ucllo~; en los cu·•.les los C.os tenso

res opera.'1 sobre distintas i:i:::.rtcc r.i.el siotema. ( Un ejem--- -plo es l.,· L ,_ 'J.llC dencri be el ·-..corll·t:nicnto tl·~ r:iomento P.n.ylar 

orbital de c1or: TJ'crticula:-., ot1·0 :n~.~~ es L· Sen el cu:ü los 

momcnto:c~ anL,'1.tl::re~; c1c c::;pín y orbi t<11, .,ne pertenecen :i.l 

mismo sistcm2., cst~"1 a.cop1~"1.do~;). 
,~. ,-(!·) l 1 t -u(l) 
01 1 - orera solro n p~r e 1 del siotemn y ope-

, ' - .i> ra sobre lt·1.. parte :2, y si 2.dcmn~-~ C):p!"'cc,~.unos el cst::\do ljj1,J] \/ 

por el producto ~efinido en la ecuación (~.l) tenemos 
</I j '"'lllt..) ~.(L)\;IJ,1 ,, '/·~ - r~;--····-- -- (-1)J /,. '·• l, •' 'J I ;:- J ,, 1 • V \ ,¡ , J 4 J /·\ ··- L-~ .. . - ... --;-- ·~ '·· ... J ,, ; 1 J 1 f) 1 ] L f(¡ J./ 

,,. ; f,' 
1 

n¡, ¡'T]~' -1!-

x. < ' rn 1-1 ( ") 1 ' ' , , < J . , . . ' , ·, / J ' • ' ' ' ' ' ( \. l '{) J, l¡ ,; J,rt,,) ,, ,li 1u·~' \3. 1'1\ )"'. J, {(. )¡ r,;, ¡.., .1'1'/ 'oL 
r l 1 .- ... ~ .. il. 1 ' .... 

Aplicando el teor0ma C.e li~:,ncr-Ecké'rt ri. los elementos 

de matriz dc:ntro de la :3tL"íl""- y utiliz~mdo ln. rcl:lciÓn ( 1\.9) 

obscrvrunos c:uc uc tienen producto'7,; d.e cu:,dro cocfici0ntcs 
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·, ,r ,.,-": ( ,\. 415) 

cucto 

ci6n (A, 37) y el tcorem' de 1ii;-:n,~r-.~ck 0.rt tcnemM: 

• 1 
¡ 

,,; '/ '-
- ft'. 

( \.49) 

:f 11or otro 1:-..do : 11 .,:- J..,·· /. ··,: .... h: 
.· J ' .• 11 ( J¡ ~ ¡' " J -· ' ! ··; 1. ; .. ! • ¡ i .... ~ '· '1 ,·~ 

"~ ....... 1 •· .' .J 1 1
• ¡ :;.. .·¡ • ;: .... · }-~ / :~J-1 ~ ' i 

- . · .. ( .\. ')0) 
•¡. 

Go;::p:tr"U'L•G (.c.i;'J) :! (.\,';(l) ~· utLli::·uy.o t ·:iibi.'::·1 l"s 

rel~1(.!iones (.\.9), ( .. \.10) y (.\.l:.;) obtcn.·~·HlOL.: w1- 1• oxrJ!"'"esi6:1 

r;ue contiene 1iro,:uctos üe E;eis coefici<:ntcs :;, J , f!Ue 11u~ 

den n.:::ni!Jar~;e en un coeficic:ntc 9 J , tn.l y como lo a:fi:-m8. 

ln rclaci6n (A.24). 
(.i1 ~,: !\ (¡u .. );.: c_/1 . ., \) l 'I\ j,1 J,' y) = ·fÚ.~. ,) ( ;¡·~--,(~; . .,-, ; 

.! ~ j ·~ J l 
"'- ·'J 11 r(l, .. '/l.l''-<1 1\ v·.(l·,'>r¡ ' ..... ., i ., , i'·; 

' 1 • / / •}L 1 1 .1) ,/ ", , .!. .., \ 

}.. 1 L:.. t, .J 
(A.51) 

Ut:ilizmnos nueva.mente los coeficientes c.!c R~.1.Cn .. h p;-u-a 

lns coortlenad~s del rni~mo sist~m~. (' """ ; ,.j ...... C' ''/ ; t '" J _,on .. )_ .... c_ c .. )o ~"' r -· \ .. 
/ '..! ' 
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1 
\ . ' ! .. ,,. . 

h 1 ' . ·i ' r r. ' :. 1 • • í 
~ : f '· ~ ~ ;_ j ··. ·t ;· ' I ·., 

! 1 ¡li 

( 

,, 1/ 1 ~ 1 ) ( ¡. \ . • . . ¡ ) . . '· 
:~ _ 1• ~~ ~ <~JIT '' 1 ~}} 1 :/1 ·-\~¡, }11T·l .. !~Jj;~ 

''1 C.)~ "" 1 

(A.5!r) 

Las rclacionca (A.52) y (.\.5•\) r;on ir~~ücs,multirlli 
.,_.. 1 1 ·~ 1' ') . -quemos runbas por 1_,, 1 - 1,..',,. <') ;,1 , atune·:io:; sobre ·,.. :t "'l :.r uti 

liccmos ln. reL1-·i6n (:\.11), ~ntonce:;, 

< t . ..,._ ,. 1 '· ' • • ·l· ·¡ . ' \ ¡. 1 .¡ ,. ¡" ' 'll"'"C <) 11~')-= ,;· -.'. ·)1¡1Le,; :: ¡P) ._ .• ,,, l/ .-<" ",, ".> i .. ,\'· , . ·.1· 1 ., 
~ .?-;,, J ... : ;- .,. j • , ¡ • / \ ., f I 1 f i ., ,J / ..__ ' f '· 

"l'V\ ,,.'ir.'' 

J ¡ J . 1 l· 
(, l . " : \ t . , 

·1 , ·1. ·; / \- if 

( .\. 5'.i) 

De la ecuación (A.H3) se <lcC.uce 

(_~\\XI~) lb'):: (-•'l~t ~ t- l' ~~-/;-,-,' fo< :j l l lth..) )¡' ~ '1) <~ ")J ( L) ! )'> 
,_ ( f,, b !,_ l (A. 56) 

¿ ' 11 "'''./ 
Determinemos 'f1nrümc:ntc los clerrwntos de :n~triz U'J 

tm tensor ¡U<) que actú.". solo ~;obre l~:; v:·Lriil.blen del ointc

ma l, de la relación (A.51) tenemoc 

<J, J, J ¡¡,<..I<) (!) )J J,' f.,'~·> ::: ,¡¿;~.:;;-(:.' t «) ~·;_.,;~ 1) <:, \l'í(b,,.¡l ;,') 
,.. ¡ • -· 

x. <J~ l\ 11. \ L) ) ~ 1 " 1' ~ .i ·. /~ ~: ¡; J . ( :L57) 

Que de (A.42) y de (A.25) rcsult:i. :1cr i[~8.l a : 

(A.58) 

~ 
j j,' 

',( 1 

J' :,). (A.59) 
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DE MUCHOS ClH iú'O;i. 

CAPITULO IV. ELEMENTOS DE TE0RIA DE GRUPO~. 

Los si::;temas físicos tienen di.;;tint·:.is tip·:>S ele sir.1 1::trias, ln~ 

cu:Jles pueden cla::iificarse de ncuerdo a ::;u :JI·igon y n:;turcd.e:·.a.. 

Podemos distinguir do:i cl<ises principnlos: l,·,:;i simetrí:::~r: i':eO'l1é

tricas, que dependen de l::s p?·ooiedr.des del espacio,'./ lau sime

trías dinámicas, que est•'m supeditadas a La naturalczn e:S¡h;cif1-

ca del Hruniltoniano que asociemos al si~tema. Entre eutnE Jlt1-

ffi8.S encontramos a l:ts simetri:·1B din{unicas en eopéiCÍ'.):: vectJrlé1-

les o simetrías de modelos, de lAs 1uc n~u acupare~J~ d~ ahora 

en adelant1J. 

Cuando hablamos de simetrías de modelos, n:Js refc:r1rno::; al 

problema de encontrnr l<ts funciones propi»is, en términos de un 

conjunto finitu de estados W -que se selecciom'l.n en base a 'Üi1Ún 

mod,:Jo-, de un llamiltonio.no dr;do sin W3:tr el :nétodo numúrico c~e 

di~<{':on:üizaci•5n de m::trice.s, lo cual ·~~; much:·!~.:: oca:::iones puede 

resultar muy eneorroso, además de perder todo sentido físico. 

P2rR h8cer esto, se aplican las propicd::des de invnri~nciR del 

Ha~liltonia.no C'.ln respecto a un .c;rup:i de ~;imetri::is. 

159 
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SECCION l. ; ; \. J : J. ) L', f ~ ¡ L 'l' ...1: ~ • 

Definición l. l.- ll!l c"J:1,¡"·1:.; !: ' v· •· l: 

~rupo con respact? ~; ..:.. !. 1.: :.:: '!: l ~ : \, .• 

que: 

(i) a 1 b{:; G imolica que a'b 'i¡ 

(ii) a,b,c€:G implica que a' (b'c) = (a'o)'c; 

(iii) existe un ele,nento e~ Cl 

(iv) para todo a'C G existe u.n 

t~,1 que a' e = 
-1 elem¡¡nto a f:: 

un erupo G sobre .:;l Harnilt:JnL.n'.) üe un ::.1stc:nu y ~-::>bre >':.,::. fu:1-

00e r'wor H(x) e~ el :in:ni l i.:>-
. -· 

-\~(x); 
"' 

. 1i -•·'\ p ~·,.,, 
l.. e. , que , , ~ = .:..._ "' • 

n0rado y tiene ;aulti;;licidnc n, p?d"':n:H, •!'1C)ntrar un c.:P1Ju'1t) 
" 1 ( .... )..,Y\ 

linealmente indcp;rndiente \"·r,. l. que f·)l"11e u:1a bqse na!"'c el ... ... .) •,;: .. \ 

subespacio asociado a 3~· Suoon~am~s tn~bi6n que H(x) es i'1V<l-

"" 
riante bajo un grupo ric operaciones í!Ll1cas G; o :;;;ea, que R i; -<':· -
HR nara todo H €: G. Entonces li(n ··'('>.,)=E~ (H "\""' ); e::lto quiere a- a a ~ a 
decir que R -\",., es trcmbién una func1-6n proµi::i de H a.sociudR r>l 

a 
valor propio E~; por lo tnnto, podemos expresarlo como una c0m

~ \ \~Yt"' 
binación lineal de lq base\_':_ .l;_: 

M( R Rb) • .._ a 

•.l --\ • 

H 'r...,l;¡== ) __ M .. (H) '\''_<...~)_ (l.l) 
R j°"\ l.J [1 <( 

M .. (H ) es el e le:nento de matriz on-
1'"1 a 
Lue~J, en el espacia vectorial gene-

Definición 1.2.- !U conjunt'.) de mntric-:•:;;\ M(R)l _. de di:n.::n~dn 
L '"' ) 1'~1,,_ 

nxn definidas en (1.1) se dice que f::>rnn una represent'1ciSn· del 

1rupo ~ R1 , y que n ei;; l'í úi:nen~,ión <},~ !.:. rep1·c:l:lt!'.10.,ci ~:L 

' ~ !:> .) e 1 '. ~ r: ~:. :.._, ::1. 



rep1 .. esentación ·~~JF'n)·; del ~r1·up:) :~t· t:· •. ::·:t r :·_. 

~1i8.'1o :L 

í: t.: L : : ·; :. :. l f~ )-

tr:orn·J:'_; L"1~,es 02.r:' subet>1J~1ci·Js V. de V, con d1:rh•n:.;i0nc)t:: n. (1:l,/ 1 . . l 1 

... ,k), donde estos suber;pacios :::on tnv··.,r1::.nte~~ ~n~(-~ l::!". tr':.:i~-

i'or:n·--:.:.ci'Jne~~ del t_>:rupo G (que F.t:!n i?'l.V'!!'l'-;ntt: !..ll.'.~!11f!c:-~ ·:¡u,·, ~" r. 

toda r~i'. {-_ V_ y pnr<i t'.)do P. ~~ ·;, R~ ;\ +. V;'). ~i e:.:t:· dc~;c'.l;;inos ic-;. ~n 
• l [l " • 

ef; posible, entonces l-c reprer;cnt• ci·.~n -.;~_(Raf;; de di:r1c,nbi6n n 

puede describirse como un~ ~urnq de k represent~c1ones nés sim-

1 ':. r•i(R )·¡ --1 .., 1K '• ,-, p.es..._\.::.:._ ':i J• l- ,,_, ••• ,, 1 ue 

que 'i_ n = n; en ::>tr :~. p-il-.ur ,~. 
't..·-.\ i 

;,: 1 ( ¡¡ ) mnción de sem~:jan::.a ~5 de man.-~J'f".1 
'"·~· 

....... ~ . ·:. 
f '.)l';!l2. 

vl v2 vk 
M1 (R ) o o vl ._. a 

M
2

(R ) 
M' ( R ) o o ~2 == ........... n 
....... a . 

o o Mk(R ) vk ....... a 

Si esta reducción es.posible, entonces lu representación { M(R.,)1 - .. 
se dice que es reducible. Cnda subesnacio V. suministrn un~'! b·:::;e 

' l 
.. i J 

p~;;ru. la represe!'1t·,<ci6n del r;rupo. Si 1r1 represento.ción )lM (R )·) .,...... a 
no rrnede descomp:)nerse rn::'ts, cntJYJce::; se dice ·¡ue es irreducible. 

Un criterio un poco m~s foJmal para decidir cu~ndo una repre

sent:eción es irreducible lo suminir;tra el conocido 

Lema de Schur.- t)i una matriz conmuta. con tod<:.s la:.:i ;n:1trices ue 

una representnci6n irreduciole unitaria de dinensi6n i1nitu de 

U!1 •:rupo, tRl rm_:_tri z es vn e:o;calar. 

. . ( -1) 1 ( ) ;;ati~:j a.ce ,¡ue li'. R = M R , 
- a --.. a 

en tanto que decimos que una matriz es escnlar si es mdltiplo 
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pre~en~~1ci5n unit:tri..;; 

co.1:0 i6.énticas pJ<L::nJ:..; ct,crib1r 
~·· l •• i ,. IL< H ) = -~· e i l!:.._ ( !\ ) ' 

cionde C. e::; un ·~nter,1 p~:;iLivo 11.<i:n.lli'J .l•·c .:mlt1plic1dnd ('.; l~·. 
l . 

representaci·5n'i_;r.
1 (F.)\' y q;.le i01dica r~l '.1J::1,;r·J dé! v•:ces qu·: ::1-

--~ 

cha representación npn.recc en ~{1.,(H)~. 

Hemos viEto que un ~rupo nos pe~mite dividir el eupac1~ v~c-

parece plausible qne elip;ic:icio oifel'\!ntc:; e::.U1-:i)fl er1 un :..;u1••:::.1::-

cío invari2nte y opera"ld·J tob:re ell'lS c:m l1s ·Jocra•~1res d··l 

Observemoi:; r.¡ue ci no podem)::; enc'.lnt1·,1r u:i e rnjuntJ de: v,,c:0-
,. . 

re:; pert•.:!necientes a un•··, i.iase dn L~(li)~ "1;,,;e sea invari•.mte e.ntr~ 

todas las transformaciones del grupo G, es p.)Sl.ble ;pe pJda.:n.)L 

hallar un conjunto r¡ue sea invariante finte todas las tr::.nsfonna-

cioncs de un suu~rupo G' de 3; esto ui.~if1ca que una r0pre~en-

taci6n irreducible para un ;:;rupo pu()de res•Jl tar rc!tJUC i ble Darn 

su subgrupo. 

Finalmente, debemos sert~lor 1ue es pr~cis~mente ln de~c0~9~

:;ici6n de un eco~ci0 vectortul Tied1a~te 10s Jp~ratilres de un 

,,;rupo lo que no::; caracteriz:.1 a estados de :;Lne:trí~t d.~fin1da¡ ;nr 

esta razón, es bastante l1'ltural pensar :¡ue un::i fu'1ci·5n tien.; "i-

metría definida si perte~ece a u1 subespucio invariante. 
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fl.1 in.troducir n e:..:.:t:~ci.1u e.e u~·r:if:...: 1 ,...L 

. . 
espacio de nuestro moaelo: el ·c'.rUíJü üc 'tr,·in:...1 ·.n·:n:~<.: ll)tF: ~; un1 t :_,_ 

rias entre his estad0::.; nucl1J;.:;res, U(n). ;.;:,,te cu .;,n e,¡<:!·np1.1 e·n;:·t: 

•H'JChJS de la irnp·.ir·tc:ncia ele lo~; :'rupr)~' rH~ trern.:f)r¡;·:<:i:in€;S e J:1-

tinuas en el estudio de ln ustructur~ nuclenr. 

de dimensi.:Sn n, definido p·n- el conj .:nt:i u,, ocu'.:cio1ec 
i 1 l n l r x' = 1" ( x , ..• , x ¡ a , ..• , a ) , i"' 1, ... , n, ( '.'.. 1 ) 

s 
a ' ~=l, ••. ,r, 

ci6n. Supondrcmo:; <1uc :;i d,J~; tl" .. '.1:Sl')l"'"Cl)ne:s :::Jr1 i;-~.¡·-1e;:; 1;:,n-:•· 
1 n todos los (x , .•. ,x ), entonces :>u:; pn.r;'inetr-:i:; ::::;n l')~, ;ni~o.n:n. 

cinl~~ntu de 118 p3rámetrou). 

i~n lo '-J.Ue . ( l n) si~sue clcnotnre.n".JS x = x , ... ,x y 

parn simplificar la~ expresinnbs que aparezcan. 

l r 
a=(n, •.• ,a) 

Definición 2.1.- Un capjunto de transfo~nacioncs F, definid~s 

c,J:nn en (~.l), que dependen de r P''tr~~ne<;rJ:J y nct:nn :nbr<! un 

v:'paci·J de dimensión n, C•Jn~;tituyen un •'.n.ip-::> de Lle si sat.Lsi"o-

cen: 

..,.... p:lr:~ .. metros; 

(ii) si x'=P(x; P.) y x"=l•'(x'; L), ünto:1..::es eXlLte un cJnjunto úe 
'" . s 

µarP..metrJs c"'=c.\J (a, b), !:l;::l, ••• , r, t::-d que 

X 11 :: 1'' (X j C ) j 

(iii) que dada una t:an::;forw.::.ción x'=F(x¡ a), exi:;;.0 un .co"1,)ur1tJ 
.-

cie J'r.1ri:51netr·Js i!..,, !J= L, ... , r, tn.le~ ~:Je 

X;:: l1'(x 1
; _g). 
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nece al Brupo y que poáemos c<iractcriz·-,r p:)l' t:l c-J:1Junt'.J t!e oa
k 

rámtitros a , k=l, •.• ,r; i.e., •.J.LH: 12. tr'"•1!':f:)r:naci-5n x = P(x;': ) 
o 1 

es l'=l identidnd y :.iertenece al p-rup:J. De ·:hJra en adelnnte, c·Jn-

siderare:nos grupoE continuo:::: de trc1n:sf:Jr:n:.:cione1:J repara.:11t.Jtr1;.~-
1r 

dos de mnnera que a ·· = O para k=l, .•. , r. 
'.J 

La teoría de Lie de los ~rupos continuos de tran~formacione~ 

no considere al gruon entero, sino sólo e1uella p8rte de él que 

está en la veci'1dad de ln identidad: lnEJ 1.rnni,for~11r.1.:i.'Jnt1s inf1-

nitesim<'.les, que difieren de l=i. identida;:i por un" CF:>ntidad in!·i

nit(~Si:nal en los par<.'ím1.;tr1.)s. A continu:tcic.Sn e.•a:nin:•.remos l.1, :·.::

pectos elementales de dicho teoria. 

Notemos ~ue ex1uLen dos exµres1oneu equivalentes µerA x': 

x'= J.'(x; a) y x'= F(x'; O). 

Si consideramos un punto x' +dx' que dií'iere por un infinitesimal 

dx' de x', tenemos dos trunsfor.naciones .¡ue nos llevan a él¡ la 

situaci6n se muestra esquem1ticnmente en la Pi~. 2.1. 

a 

X 

O sea, ·::i_ue 

X 1 +dX 1 

a+dn 

x'+dx' = F(x; a+da), 

x'+dx' = F'(x'¡ t.a). 

FIGURA 2.1. 

( 2. 3) 

Desarrollando en serie de Taylor el :nie nbr-:> derecho de ln pri::ie-

ra ecuc1ci6n en (?. J) y conservando oólo lo;..; t~rminos linenles en 

los infinitesimHles obtennmos . 
l. 

. i = 2 (x; 
ax ai\ 

a) 
d ?. a . 

' 
hemos utilizado aqui, y lo seguire:nn; h:1ciendo dur:!:-ite toda e;ota 

sección, la convención de 8instein de sum1 D~bre inoica~ repetí-
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dos. Pro cediendo de 12- mism<i manera nar•1 la :.;e gundc;. if,Uald:!n en 

( 2. 3) encontrarnos 
i i i ·-,, i ( 1 ) 

dx = u. ..,_ (X 1 ) t. af.. ; u -.:,. (X 1 ) ·:::. .::'.L X ; a 1 
" ,, 2>a"' a=O • 

Abrimos aquí. un par~ntesis pi.ira cxa.rninar (2. 3). Las transfor

maciones de este tipo son conocidas como tran~for.nnciones int'i

ni tesimales; para tales transformacion<JS, el cambio df en unu 

función f = f(~) está da.áo por 
'2Jf . i 

d:f = :::-i ax: 
o X 

usando (2.4) podemos reescribir esta expresión como 
i 'Cl 

df = ( t:,,¡/' X¡-) f ; x"-=. u ?\(x) -axí • (2.5) 

Los operadores X;\ son llamados oper2.dores int'initesimales o ge

ne rt<d:l res de 1 grupo. 

Continuando, de la condici6n (ii) de la. Def. 2.3 sabemos que 
i i <ni( l · r l .. r) · a +da = "I a , ••• ,a; a, .... , .. a.·. ; 

. l d .. d , i( l r O O) i d i sin emJarg:o,. eoi o a que"~ a , ••• ,a; , •• ~ •. · =a, a se 

pueac expresar como una co~bineci6n lineal de 6aj: 

i i 1 r j i _ -;.; <.\li (a· b) 1 
da = \.l.. j ( a , • , • , a ) !:::. a ; \-\. j (a ) ::.. ~j ' b= 0 

Si definimos (\iJ.(a.)f-\.jk(a)=.-;\, ~ni= f\i.(a) da.j. l>e esta rela-
J i 

ción, y de J.r.s dos expresiones ·;iue tenemos pnra dx , encontramos 

") i . k 
r.x l.()'~ 
") 

8
j = u k x r, j (a). ( 2. o ) 

Con ln a:11u.cta de esta. igualdad, podemos mostrar que los conmu-

tadores de los operaaores infinitesimales se pueden expresar co

mo combinaciones lineales de loa opurDdJreH infinitosimales ael 

mismo grupo. Para ver esto, notemos que ~i las ecueciones (2.0) 

tienen sol~c~6n, deben satisfacer la conaici6n de integrnbilidact 

0 2 xi )2 xi 
·;::.a~ ;)at= ·¿¡a•' aa" i 

usando es ta igu:üctaa y ( 2. o) ht~llamos que 
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l.. . . lt j u ··' {.( 
p__,~ 

( .. 7) 

( : • :l ) 

Si diferenci::unos ( 2. 7) con respecto ::i. a i.. (aplicarnos el O)icr.-ulor 

;n,"- :.> que solo uctúrt. no bre las va.ri1-ble s ~i), cncontramo:~ que 
:;-:a" a-J.."' , 

Las ui j (x) son linealmente independientes si suponemos que lor; 

par{unetros "a" son esenciales¡ esto, .iunto con lr. ecunci6:-i ~·J•te-
~ i 

rior, indica que lns (~~non independiente~ do n-, y por consi-

e;uiente son constantes. Teniendo c~to 0:1 :;icntc:, lns Ecs. ('~.7) 

y (2.!3) pucdc11 rccscribircc co::lo 

:::: 
\ ·~~ i 

í..... u ,.(x), 
t\ r.:> ~)\ 

(?.-¡ 1 ) 

( 2. o. ) 

Por otra parte, los conmutadores de los gonerudoros de un erupo 

definidos en (2.5) son 

y cornp;"-.rando 

~x«. ( 2. ';)) 

.... ~\ 
Esta es la razón por ln que los coeficientes ~n6 son conocidos 

corno las consto.nt e:; ele nstructura clcl crupo de Lic. 

Los conmutadores GOn rmtisirnétrico:::;, por lo que 

(2.10) 
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los conmut;:-1dores tc:.ml:.i115r, s':'.ti::f:,t.;.~r" -"-'.' :i. :·"ntir:<:c: •.:e JccC:ir.,1, .:., 

donde se obtiene que 

entonces 1:-s relaci·:>nes (~?.10) :¡ (2, l.l) se <10.t-it5LiC•~n. El con

verso es el cont8nido de los 
2) 

T'SOREM!IS FUHDA?iENT :";L:SS DE LB 

( ) . . t f . .,i i t ' f (? ) 1 Si exis en unciones_ = x 4ue sa .1~ ~cen. ,.u, e~: t ;o:i¡; 

trP.ns1'o:::-m•~ciones C'Jm.,tituyen un i~rupo dü Lie. 

( 2) Si existen ui.(x) que sntinf~cen (?.7' ), entonces exi;;ten 
J 

Amn(a), dctermin~das hnste un i~o~0rfiumo, que sntisfncen 

(2.8 1 ), de rnaner:.'t que (::.o) e;0 i:1tc.;r'.1ble. 

(J) Parn cnda 

y (2.11), 

conjunto de von:=t::nt<'!S -.. . c:¡ue ~ati:::fncen 

existen ui (x) que &LtiEfacen (2.7'). 
J 

(2.10) 

El operador S = il. + Laª· X". 1;e nerA un<1 tr:cin!>1'orm3ci6n inf 1ni-
a 

tesimal, y unn tr:;ns:formaci6n finit3 puede obttJn.,roe mediante u-

na nplicaci6n sucesiva de tales operadores; par lo tanto, un o

perador n asociado H una tranofor:nación í'ini ta puede escribirse 
a 

como 
1 r 

R(a , ••• ,a)= Hm. l''\. + !f!rrx ~P = ( ,,,.. x ) , exp a· e- • 
P~\oo p cr 

Usando el conjunto completo y linealmente independiente de o

peradores infinitesimalHS X~ Como bese, podemos tomar todas lRB 
(' ~ -, 

combinKciones lineales tb ·X~} y generyr un eup~cia vectorial. 

Los vectores b~ X~ son cerrCTd'.J~ bujo l~ operación de c0nmutaciSn 

por lo .i.ue el espacio '1t>ctor1al co:-rniCierac•) for:na u:-i {ü<:eLra br.

;io eot~1 operaci6n: el ál,c;ebr'l de Lie asocü:d·i nl grupo de j,ie. 

El nr:Jble::ia inverso también tiene una respuesta: 

Teorema 2.1. 1~ cada &.lr:ebra de J,ie le c0n·e:oponde un i;,ru;i:> de 

Lie; L:is cor;:,t:-,nten de estructurn. di>ter-::1inc-.n nl 1p·upo de Lie lo

cal~entc (i.e., en la vecindad del ele~ento identidad). 3) 

Los siguie:-ites conceptos so refi.,ren 11 l¡cs propi.:.da.dt:s de es

tructura de los grup ·),; de Lie, y son 1nuy importantes: 

a) ~i los parémetros de un grupo de 1ie v2rí~n sobrt: u~ c~njunto 
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comp8cto::i. 

b) Un grupo de Lie es ateli~no si t0d0Ll su~ elc~cntoc cJn~ut~n. 

T,o:..; operadores infinitc:Ji.naleti C!soci;,c]'J:;, c::>!l el "!·up·) t:::.m:n~n 

tantes de estructura deLan enulRrsc. 

c) Decirnos que H es un subn:rup'J de '}, un .r;rupo de Lie, si es un 

conjunto de tranbformaciones contenidas en G ~ue por o! mi8mns 
,-

constituyen un ,c;rupo. Así, <:;i \.X <,1i.;~.\ son L:i:; ,:;e'1.:J'ad0res del 

sub¿:rupo, l~~; constc-,nte::: roe estructura üel ,_;ri..tp:i dct•e:i eutii:.,fn-

cer 
:.. )].-

(_o.r;, = O para :' , í~ ·:.:_ P y ·.\' -;, 11. 

d) Un subgrupo ll de ¡} es un sul.J.::ru¡n i.nv2rLrnte si ::;:-
1

::; S. - :i 
O a D 

pi;.ra todo s~ -E: H y todo ::;b+: G. En tc~roninos de l~.::; CJ'1tltantoe~; ñe 
a . 

estructura, e~to quiere dac1r que 
> i" . 
1.... = O para <v~p, ~''/p. 

e\¡<.; 

e) Un p;rupo es simple si no tiene oubgrupos inv2.riantes apartt: 

del e le mento unidad. Un grupo se dice que es :.:iemü;imple si no 

contiene subgrupos invariantes nbolianos además de la unidad. 

f) Si los ,c;enerndores de un grupo de Lie '.} pu1i den descompon:: r::ie 

en k conjuntos, cod~ uno cerr~do respecto a la operaci6n de con

mutaci6n y tales que los miembros de conjuntos dictintos con~u-

tfln entre sí, entonces los c:injunt::>s :· n~r.:i:1 :Jub."!;rupos 4 H .. 1, .•• ' 'k 

de G (más exactamente, Il. es el sub.:._;ru:.io r,:;ociado con el bUból
l. 

gebra m•:!ncionsda) y los elementos de sub;.~rupos dilctintos conmu

·tan entre sí. '!:n e:;te c;~so, se dice ~1ue r~ eó.; el !Jl"Jducto directo 

~= Hlf/JH~fl"J ••• 'ttlH,. 
·- l{ 

Una representación para un ~n1po continu:i se define de la 

misma m~nera que para grupos finitos (Cf. Def. 2.2). 

A causa de que las aplicaciones físicas ~ue nos interesan in

volucran sólo a los grup·:is co:npactos y ::;emisimples, en' los :Ji

~ientes párrafos nos vamos a ref~trinPUlr a bu el:ltudio. 

Par:i poder disti'11:-uir al~~ si:rup)s C;)mpnct)o y i;emisi:nule::.; 
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to, con~truy:~.rnos G partir ór: l;·:~: e;)~1: .. tr:-nt,e~1 de eL.tructu:=:u un 

ten~;0r sir!1t~trico díJ t;,.:~~undn '.)r 1 :en, c.>:1,Jc.1do co.#no t0n0,12· .11ét.::·1c >, 

de la siguiente .11sncrfa: 
..... . l.~ '" ,---

g C\ 1:· ===-- "-·,::t ,- \...... ,.:,. '! 

Y es en t8r.T.in0s a,~ estos tensores que nademos h2cer l¡u:; oi-

,'-"u.ientes :'l.firmacioncs: 

Teorema 2.2 (Criterio de CartHn). Una con~ici6n necesaria y su-

ficiente para que un grupo sea semisi:nple .es que det (e,,, 
1
,J ¡6 o. 

Teorema 2.3. Unn condición neces~ria y 8Ufici¿nte pnrn que un 

~-lcel.Jra de Lie sc·~iisl.mple sea co:npa.:·ta es que 18. m::tr12 tL,.i son 

ne1;ativ::i definida (si te ne.nos une b::se Cii.:l !:L.~lH r:, de Lie ·,:e,\ 

porie:no~; exprcH1r cada ele'nento A del álgebrn com".J n·cr X,~-i e!"ltJn

ce:..;, en términos de las con:;,t;mtcu de estructura dei'inic!as ;iara 

dicnL, b?.se, decim:Js que l;_¡_ rn:-itrJ.Z g,_,_
1
,, e:; ~-;i:;1t1v:c, deLt'.".lda ~1 

4) 

4) 
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DB ·~sT;, :;o::; D3 /,CU~~J\DO ..... iiI Di~ UN üiWJ'O. 

cionar un subconju:-ito m:'ixi.:10 de ')P·lr·:c1>rt!G que conmut;,n; el rní-

&rupo de Lie. Los Jpure·:lores pertenecll'~Heé a e::~te C.)njunt:i uut!

den diagone.lizarse simultánetunente. ?::ir o-era purte, sHbe.nos 4ue 

l::is operadores infinitesim~lee o~l ~rupo no co~~ctan e~tHO.)D 

pertenr,cientes a HI que no s;:in C•.}Uiv,,lentes. l}or lo t1mtJ, p ¡~e-

mos eleP,ir como bsse pnra una HI ri11n.a ·.?!>tndou c .. r,icteriz.ad::i~r uJr 

los valores propios de los operadores del c::injunto ~¿x1mo qu~ 

con.'T!uta, aunriue loe c:::t8.dOA no c1ueden c;:i:npletRmente ci:.r:ict•.:r1::a-

dos. 

Sea v un vector del osp~cio R, en el cual actd~n iou opurn:J

res de la representbci6n del grupo G y conde el conjunto máx:xl 
) >. 

de operadores que conmutan es\ H.,. 
1 

, tiü que !!
1
.v = :n

1
.v, i"'l, 

l 1) 1::: 

••• , ~ ; o sea, que v es un vector pr::ipio sumultáneo de lns J. ma-
.. ., l, 

trices 'H.\ . 
1 

de ln represent<.l.ci6n. Con el conjunto de valores 
l J..; ].;:: 

propios (mi1 porlemo::i for:n'.lr un'l Q-upln .)rd·)n'1dn (m1 , ••• ,::n~) u la 

lUe se denomina peso de v. ObserveDOU que, sin on~~rgo, podemos 

tener un fftupo donde un peso (m
1

, •.• ,m~) aparezca m~s de unn 

vez; er. este caso es necesario qu•~ enc"1nt!'üiíl0s oper:"(.hrt!s a'1i-

cion~les, que sean funciones de los cen~radoreu del grupo, y que 

Conlllut ,.,n c Jn t · l "JJ 1 ~ " o o os os ( •. \ . 1 ' 
1- l.= 

C'HÜl vector. lhcah ha rnot<trF<do que par" u·1 íffuno de r,ic de r rci.

r4netros y rango \ se necesit~n ~{r-') opernaores c::in~ut3ntes a

dicionales. 

Los pesos de los est,.:i.dJs pueden .Jrcenarse; vam.)s a decir que 

el peso (m1 ,.~.,mt) es positivo si la primera compbnante que no 

se anula es positiva. LuePo, un neso (m
1

, ... ,m~) es ~qy~r ~ue o

tro (n
1

, ••• ,n,) si la primera componente distinta de cero de la 

diferencia (m
1
-n

1
, ... ,m~-n~) es positiva. 



Noterno[-_1 qu·-' mic:ntr:;:: el ·.·'.lnJ\:.nto 

(descenso) que EH.lment:.m (dis.1•inuycn) el peso del. ect:1d'.l. :)ep3.rc,

mos los operedores de ascenso rlel rest1, Y do dbtos sel~cciJne

mos uno, cli 1·rclmou X .. P0üe:nos n.nlicar repetid8ml1ntu et;te ::>pr>r!!d'.lr . J . 

a let función u(:~), c~:rt,ctcri:rnda ¡JDr el peso rn, == (rn1·····m .. ), 

ibtcniendo en cada ocasión un ostndo c~n pesa rnqyor ~uu el ante-

rior. Repetimos este prOCl"'º hr-.stn ·¡ue nlca.nce:nos u~1 C!bt1::1diJ con 

peso :n;~.::imo en c~:te QP·•nHiOl'; i. e,, si aenotn:nos e::;te e~~t~~do co-
m :~x ( X J. ) ( ) • . - -- v :.:i {:< ( X J. } ( ) 0 mo u m, oeuu sntH;tncer .-... u m = • 

--u J --· 
hH-

d::i.d de '1Ue todos los operfld:>re:s ele P.~;ccn~;o tiCtlHcnr:icl LlOLre é.L n,J:;.; 

dén cero (vemos que aplic~r esta m~toaJ e~ 0J~i0le et LR repre

sentacit~n es finita, o también üi o& infi:1it:' pero BCotn.dn ~.:upe

rior;r.cnte ). De hecho, se puede :r.oGtrrir que 

Teorema 3.1. En cRdR bnse de una repres~nt~ci6n irreducitle de 

dimensión finita existe unR, y ~6lo una, función de peso m~xima. 5 ) 
De m0·c1'lCI'? 'LU.e un~J representación irreduo:::i tle de un grupo de Lie 

de rengo 1 puede caract0ri~arse por loe 0 nd~erJs de su peso mi-

xi:no, Y<J. que t::i.mbién puer1e de:no~trnrse :1uc si 

Teorema 3.2. Dos representaciones irreducible~ con pesos máximos 

i¡;usles :o::m equivnlentes. 5) 

Habiendo clasitict,do lns repre:;: 0!:1t11c1::mos irreducibles de un 

r;rupo, estamos li:;tos pnrn. encontrar tOÜé::s sus representacione~·. 

si sabemos que cada representhci6n reducitle se puede desco~po-

ner en sus constituyentes irreducitlef .. Se puddo de:r,·n:trar ·1ue 

c:-i.dR re¡1rosentio1ci6n C.e un grupo CJ~pa..:t0 es com;)lett:.Je:·~te redu-
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8Ete operador posee ln propied9d Je ~ue conmuto c~n t'd0s lo= J-

neradares de la representación, ya que c:>n:nutn cJn los gcne!a.Ü.'J-

res del grupo. Si consider.s:nos un'.! HI, el operador ,.,, - . ,_..., .2 cie vd.U l1u...1...r .r 

con:nuta con todos los oper2d0res de 1<1 representuci5n y, ¡-lJ!' el 

h 
2 

lama de 8c ur, es un esc'.1lnr; de mRnera que el operedor ~ ti~ne 

un valor propio de.terminr..:do por el e!;;tedo de pesJ máximo de U'.~'.1 

RI dada, el cual puedo servir paré! can:ct,"riznr dich"! íU ( '.1Un·~U•J 

debemos eeperar que v~rias RI no equiv~ldntes pue~an ettar e~o-

. d l . 1 . d ~ 2 ) cia ~s a mismo va or propio e ~ • 

Racah h0 propue!.lt :> ln siguiente definición de operadores cie 

Casimir de cualquier orden: 

[}n :: C t'.·;. ('.'" ,'1', X, X X"' • 
.. "''(':,\ '~tí~:.. 't,1,,.,p..._ :J., ~(l. •') 

Sin emb~rgo, debemou hacer notar que estados dentro de una baHe 

par~ un-.:i RI no se puede distinguir mediante los valores propi :>s 

de los operadores ee Casimir. 
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S:SCCION 4. BAS~~s Pt\H/. n:~:_:i:~s~~~~;TACIO"~~·;.:j r:~1:··~:U'J 1__;r :•L'.·:.) [j~ 1.iilUE)O~~ 

LIN"S;LSS S1'~ U'.l ~::ip .. ~cro rr·: DL!1~··;~~~-;ro~lf N. 

Sl conjunto ne tocl~~s !~;::; tr::nt;J''.Jr;.1,C't·)ne~ unitnrl'1S •::nt::-r: .:) 

6r~itas de part!cul~ indeoe~~iuntc fJrm? un ~rup0 un1&~riJ P(~) 

de dimen~i6n S. 3st~s tr~nsfor~8cioneu incucen l?s CJrrespJn

éiientes trhnsform:;,ciones entre luu :;;n f 11ricionet; de n pa1"ticulan 

en:::; órbitas. !'ar' fncilí.t:.r :n'1c!ios C<~lcul1Js e~' conveni·::n:;,-; 

construir conjun~os irreducible~ a ~~rtir J~l conJU~to ~ = Sn 

funciones. Por ezt:::. rr~zón, r~n_contrnre:n:);; t:s.scs P'irn nr e:; el 

zrupo de tranHfo1m~cione~ 11~~~1es ~L(N,~ ), y vcrc~ou cómo se 

ralacionan con las HI de suf: :;;uL,::-1·up )S ;:al::· i;npor t:.Lntc:;. 

( i) T:m:;;oH.8S IRR8DtJC IBLE;;; E~J GiíU?OS LJ';:.;;t;Ll·:s GL( ~j. ) • 

1 N 
:Jea X= (x , ••• ,x ) Un V!~Ct.Jl' en llt1 t.:f'¡:''>ClO - .• ~'_,de Ul.n'Jr1Si,5n 

" N. Una t:r-unsfonnaci6n A:_, GJ,(N, '·\-) en el fJ&¡H:.cio ~,] 1 , tiene ln 
·' 

una matriz; si tnm"f<Jrma x en 

y además, 

i i j x' =A . x , i,j = l, .•• ,N, 
. J 

de t (.A. 
1 

. )-J O. 

x', se deue 
i 

A 
j 

.\ 
'\. 1 

tener 

( 4. l) 

C'.)ns i cie remos 
J 2 i j 
lqs N CRntitlades x y que pueden formHrae to-

m2ndo todo3 los productos de las co~ponentes de d'JB vectores x,y 

;:_-</N. Cuando. !;e nplic;c, la transfor:n:ición (4.1), el conjunto de 

cuntitlndes x
1

yJ e9tá sujeto a la transf'.)r~aci6n 
x• 1y•j = Ai Aj xm yn (4.2) 

m. n · 
Los :/ productos del tipo Ai AJ sumini:,tran una representación 

m n 
tensorial del c:rupo GL(N, -.\- ), que se denota por A.XA y es conoci-

da como producto Kronecker o producto directo. 

lJ . t " N2 . d i j n c-:inJun o oe , can ti ades F cuya ley de transformac i6n 

F'ij = Ai Aj Pnin • (4.j) 
m n 

que tiene la mism<< forma que (4, 2 ), se dice ;.iue for:i1!c un tenuor 

de orden 2. En genernl,si tenemos una cantidad que se tr~nsformn 

como el producto de L~s co:nponentes de r y.,c-¡;ores, ést:, es un 
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tensor de orden r: 

Definici6n 4.1.- Se ciice ~1u~ Pes u~1 L·~n:;Jr ae oroen r ::>le~_; un<c 

CP..ntidad descrit::i por Nr co:np)n•~!lteo 11i1· '· 1r en un ct;p:-,c1 i 
"' :1 

y se comporta ante tran¡;form~cirineL A· .. ·. '.:L(:·:, \. ) en L:; for::in 

guiente: 
Ai~ Fjl ... jr • 

Jr 

Sl.-

Observamos que la transformación A en "''·; N' inouce la tran,,f0rmo

ci6n Ax.Ax .•• xA (con r f'.1ctores) en ~l e~1pacio de l.Js t~ .. 1~·Jrt..!~ d·~ 

orden r. 

Mostraremos que lr;s tnmsro:rmaciones do GL(N, ·\'. ) en ":):¡ sólo 

actúan cientro de esta.nos con la misma sir:ietr.ía ~. f j respectJ ,,1 

grupo de uermutA.ciones S • A cuán oer:nutqción .. ,~..>.~ ~ le o:>de:n 1):J · r · · r · 
asociar un operador P que actúa so ore 108 indices del ten~or P: 

Entonces só tiine 

(PF' ).il ir= F'~;(i1 ..• ir) ' 

( )·t?(i1··•ir) F~í'(jl ji_) 
:::: AY.. AA • • .• X A ·º{ . · . ) 

" Ji'·· Jr 
= ( ) i 1 • • • ir ( PF) j 1 j r A.X.tu: ••• XA . . 

J l · · · J r 
donde en el último paso se utilizó que A es un tensor bi~imdtri-

co. Estu última i,gualdaá establece que l·:iu )per!idores de pen:iu

taci6n P conmutan con toctas las transr.)r.nnci)nes en el e::;paci) 

tensorial. Por lo tanto, aquellos tensores de :Jrden r que tienen 

una simetría particulnr en ~ · se transf)r~arán entre sí cuanco r 
se les apliquen tram;formacioncs c::im'.:l ~n ( 4. •1). 

r,as RI de Sr están C.tracterizaaas por U:1a partici6n \_f l::.. 
(f 

1 
f

2 
.•• f 

9
j del número r en s ( ~ r) pFtrtes enterus f i tiües 

que f 1~ f 2 f. ••• f. f
6

-=-o y r
1

+f
2

+ ... +f
8 

= r. La p:.:.rtici6n lfJ 
puede representarse gr6.1'ica.mente ::wcL,.nte un pc.tr5n ce Y)ung, 

que consiste en un ~rreglo con f. cuquros en el i-éai~o ren~l5n 
1 

colocados sucesivumente de manera que el primer cuadro de un 

re?1gl6n esté debajo del primero del r.-!rv;l:Sn :mteri.1r. 



t l. 
; 1 
', -·' " ' ... , ... 

i().._' (. .:. .::o. u:·. 

clel Jl:Cctr6::. rle Yol1n.: ele mot.ncr~'. r~u'"' nin;·:ú:; n(t~;iuro :·e rc;1it·c :: ,-,ue 

la cuccai6n de n(uaeros ~..:e4'. 1. cr0ci1:.--:-1t(~ d· i.~r;ui1.!rú.:~ ~·~ c.~.crech· 1. ~{ 

n.plic:c .. ci6n re¡::;ulP.r. De c~:tct m.".né:ra oc 1!t!cu .. ·r.t:·:•. c:uc l" 1::i::1c:nr,io 

nalid<'...d <lim( lf·~ ;:;r) rle hi. :U ~ f -~ en : ·r cr:t' rl--ch por 

\ ~ ( í (~ -~ -- \ - \ '. {'¡- f''/\ _( __ ~ .. p =~-~¡~~) ~ .. 
..:\ ~ \.. \. \" J ~ " ) - -·---- -·-·-· -··-·l' -

~.'.~.:.'-····~~\ 
\'. :-. \~ ... ' ... '1. 

\. - \. ~ .J 

l):u-n obtener ten~·:orc;: de orrl.en r con :·,i.iletri·~ ilcfinir1,,_, te

nemos r;ue él.pliGar lo::; :>Lwtric:n.c\oro~J ,;,. Youn;:; ".l tensor r.:•)noral 

F '., '·z. ... \,, Un nimctri:"::-tclor de Yoll .. "1{'; o:·t '. :\:10GL'.<tO :'. tt•• ;in.tr6r.. 
, . . . 1 ' , . ... . . 1 

de 1ow1,-:, en el cu~ü ::;e ll".n coloc:0.<.10 ar: J.Dol.ccs '-"••'·: ····:' .\i 

en este c;_\~:o, :-tl·;tmOG indices pueden :'.c·I' i :u·•l¡::; ~r ::.:o uco:.:tu:::

br~::. que J_n sucr;si6~-:: ~;c:t c.1,..:~cir:nte (de o t:r'') !:1".?~úr'~ 1 obt<?nüríP.

mo;. t ene ores cf:u.i "f :1J_or1t j'"? :1 n\H~ t1 i fe·!.· J.~:~<_:-._..,_ ent rr~ :~ i no:""' lt!'"?~'. f~,~ e) . 

Entonce::; el ::;imetri:'.ac"..or de Ynu.:1c; se d.efü:.c cono f=, Q:t'; :l.quf 

P =L. 'li' 1 donde 1,> e:; tocb. riermutn.ci6i-. c:ue i:1terc:'mlÜ". los indí 
V . 

ce::: en un mi:>mo ron.'.;;l6n, y Q = /.. (-1) 'n "h· , siendo 'O· tod:l. PO!:_ 
.... . 6 . 1 . ' d. \· .. mu.,·1.c:i. n que intcrca'T, )la J.n ice:.1 en 1:-i. rni~~r:lil. column,..._. I..:i ('.ír:icn-

si6n cJ.cJ. ~;UbCG!J~CiO de tr)nf10rcs C0:1 si;:1ctrf.->_ rlefinidr>.. e f J res

pecto P. GiL(l{, ~) se obtiene cont'.'.ndo el nw:1cro de modon en q_uc 

podemos ::.plic:-i.r n.l p~ttr6n de Youn,;; CO:'!'\'::;·-.ont1iont1) ¡¡ nW\lf!l'OS 

del conjunto ~ 1,2, ••• ,H-( en ::ucc::i.6n cr~·ci•;:1tc; cor. c:;t, tlcf_i 
l. ·' 

nici6n 1 se tiene 'l.uc la dimcn:~i6:1 de l:i. ::I (.J -~ r1c r.\ ... (11, '\.) es 
'I .· 

,\·~\'V\ l\.~ J (:n\.C..\'\, \..) \ :::-_ \\ \ •,- ;_ ·- \ :,_1_:i.__--::I._ \ 
~ ~<\ '· j ~~ \.. J • 

(ii) }JHODUCTO EXTi;.iIO:t (IE:)}I,\. in J,J'[''l'!::: ,·ooD). 

SU'!)Oilf2:~o::. qttc t cner.1.o::- tlo~. :- ict c::t:1.~: ~- • . .!!12..r~tu.ou ¡ uno c;;t.~ ... ll··tdo 

l.1or Un COnJ'UntO ele ¡"t.'=: ~:)J~ rt l .- . r-· \ 'l M l J tf. c .• :u or; : · r" ,_1 _, _, 0.) ).~c:c' < ~ { ;)::tr · cu-
las en ~ 6rbitns nue pertenecen ~ ln ar ¡ r] de sk ; el otro 

~I • . H 
sistem"- const:._ de H=i) - cr:t:.ülos : -~, (J¡ · .·) ¡; ¡,. el.e k' !J'•rt:f.culn.[;, 

'=- '; 
di~~tintns <le ln.s 1~ ~:'l_ntcriorcn, 0n ~J 6:t"bit·,.!·; y r:u.c !Jertc11ec0n ~ 

l·1
. HI \_i'') lle ::;:e•• :~l conjunto c1_., 0::t::c~o:~ n2·01luct:o \r'(lij...:)··f!(\\'';1.'.)~ 

se tr::1nsforíilar-:~ .. ~-1 ent.t·(: :;:L r1c ·:.cl1f!r<lo q..J. ···:'.!.-u~10 .,ik+:::, 7 ~; l ·n·.·r;:1i 



B!::>ta repre!:;·"?nt;1ci·Sn, el pr')c:u,_·t; ex ter1 ;r· d·.! l·~G !'t:;ire!.:t:~-...:·.·,: .:..J

nes lf~ y lr•j, \f \'.:J".f'' :1, p1.:ede res1lvernu e-i 'lI r:c sk+~· • c:i·

aia:ite l<is f¡:.mos'.3.s re 71·1~:; de I,i ttle·10Y!: 

Para conocer les F~I \,_f' ,-.J, do S. . , c·1:1tt~ntd'.:!.2 cr:. \ f · .,., \ l' • 
- K+K 

l) obtén~r-mse los oHtroYJes de Young p;ir": 1 f 1 y \.1· ··}; 

2) etiquétense c::in e 1 ntimero l. todos i•)u cu::!drl)S .de 1 

renr;l6n del pc:trón corresuonnicnt;; i1 ·· f 1 j; 

• .1 . 
1-t.!Sl'TIJ 

.3) 2 .. gréngense uno a uno los CUd.nros nu1~t?rAdJS do lou ren<.:0~1t.?!. 

del patrón corrosootirlL!nie u í.r<\ 11 •qu~l corr-cs;Dnn1ent0 " 

[f"], comenzanoo con el primer r.}n.-;15n ;¡ contin..1·"'•nco con l 1:> 

sucvsivos, de :n11·:cr;-, que: 

(a) el númnra i no qp;0 ~üzc:1 :nñs ni:! :rnn ve.: on t.:cn;, c·)L;::inti; 

(b) al a1~regt1r cada cuatiro cel.e:110!-: cuiá:1r que cac:1 r'.!n'~~l·~n 

dente; 

(c) cuando contemos de derech<t n izquierda y de arriba n u

bQjo, el número de i'n no debe exceder ol nJneros de 

(i+l)'s en ninKÚn momento. 

Para verificar dimensionnl~ente las resultados obtonid::is por 

el rnótodo delineacto es útil conocer la di:neni:;ión de 1~ rjcs:i C.r·-~en 

¿,k+k' • :Sl número tot9.l de L1nciones en t;ü representE~ci5n es el 

producto del númuro ae :noá'.)S de sepn1·hr K+k' partícul:1e< en Q)S 

partes, C«da una de 1·1s ct.1:1le~ tiene k y k' péirtículas, 

(J.~+k' )!/k! k'!, y el número de posibles '•}~(rf\u) '-'f·(\f•\") - . \... _. . . - ~'-' ' 
que es MN; i.e., 

Para evaluar procuctos exteriores son muy útiles las si~ien

teo propiedades: 

(a) \:r-jri:i\.r•j = \_r• j-~)\_fj; 

( b ) ( \:. f J (2) \.f I] ) <:i,\ ~- f I I J = \ . f } (•) ( \. f I J C:) \~ f I t 'i ) j 
(c) l!J~(\.f'j + lf"j) ·" CrJ<:.::i'1 __ r•\ +\_f .• ,,' f". 
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(iii) PRODUCTO INTS~IOR. 

de k partícula;; pertc:wciente a lFt !IJ f 

de estnd~s óe l8s ~i~~as k particulnu 
. : . 

:Jer:::. l"J.e 

correspJ~den a otra 21, ~f' '., de ~k. Bl conJunto cte M
2 

funciones 

•,'_,·r{C.1._~,J_'J-\"'.~~,:·J'·:.'::, f::>rma una represcntcción de::;,_, la rt!pr.:-
J1\f~· !'. 

l:lentaci6n producto interior de ~f _\y f':, f' 

puede descom9oncr en RI de Sk. LRs rc~lns ¿enereles p~ra obtener 

esta descomposición ::son cor:1plic'.3.úas; trmt•J ·¡ue en (Ha;n CJ2) i:.óL:i 

general para obtenerlas. 

Un ejemplo del uso de este 1,;oncepto lo ..:nc·Jntn::n·)s ll!'l la 11.'eo-

ría del Supermultiplete de ·::ü~ner, d·>ndc 'Lr~ fu:ic1Sn t~:: :mda nu-

clear complete-:nente anti:=t::i6trica d.e k ;i·.1·tícuLus ~.; construye 

como el producto de un '-)i::t:!do orLit~ü _,·.:...>con zí·:iutría r i 

en Sk y un est2clo C\l espín-isoc!::ipin '/ ,.:· j,(¡; lt!S re,a,lr:::; -~one

rnles pr1ra dar lr:. roprcsent'lci5n re~'Ult<lnte del p!'?ducto inte-

rior ,nue~tn•.n que la reprc:::t:ntn.cí.Sn totRl:nente antisin11~tricn de 

Sk sólo apHrece en el. 1~rouucto interior ÍJ-j "Al_f•j &i ~_r•j etJ ln 
• N 

partición conjugatlú. de \..:r:i (i.e., ui [f•Jc:. \_r"j es la conju~nda 

de lf'], !JllCrle ol.>t·~no:n;e (fo éstf'l. interc'l•riLt" ~h~) lo~, re!lr;l::>neS ¡lJr 

la::: colu:¡¡nas); por e!c·to, la si:netri:1 de las f'uriciones orbital y 

de es-pin-isoespín debe ser c;:mju:~naa. !:>in e1ntmrr.o, el producto 
".) k 

de ''.J (Ci="~1r(: con --:'(C::·1:·_~1:;' ,1 no es ~:ufici(·ntu ¡_1r!rn 0bte!1er un ~stndo 

totnlmente antisimétrico; es nucesari0 to~nr unn combinnci5n li

neal de :-iroC:uctos con tli~tintus '.\,u_': 

t... :::: .. '~ r \ ~ ~.t:. · , ~-) · T- t: --: t~ 
"'-"' 

' { 

( Cf. (Ham o2), secciones 5-b y 5-7); l~s coeficíclntes que nquí 

aparecen son loH c~eficiontes de Clebsch-Gordan para el grupo 

siinétric::i Sk' y en (Ha;n b2) np<trccen f.5nr,ul8.s de recurrencin pa

ra calculRrlos. 



(iv) REPRESEN'l'ACIONSS IJm:.;;nlJCll\I,';;;;; ¡;;~ :,!J¡;r;pm-'OS u:~ r_;1(N, ·_ ). 

De cualquier repr<.lbCntnr:i:S:i , , d r~ V.~~ E_'., ;·u p 0 S. p ~) d d -., 
:t - •. - n 'J 

consideramos como re presentnción de H. V•:::remoa que una !:U de 

GL(N, <¡·.) es t:;unbiún un·1 RI de ous suL.ri;ru¡ns SL(N, ', ), U(tl) y 

SU(N); sin e:nt<J.rrr.o, p;::ra los BuG1~1"Uf)S unim'.Jdul,íres ulgunas HI 

innependiente~ en GL(~I, \.) se vuelven e·-:¡_uiv,·lentes. 

En la p1:1rte (i) de ;_rnta !:>0cci<Sn vi.10::; •11.lL> t::'l 1::1 e"¡::aciJ de 

tensores de orden r los ·~lt:w.ént.Js e·~ :n,itriz de HI de GI,(N, ·.) 

son polinomiob homogéneos de ;_;r>-.c1':> r e:1 los 

sullE,rupo H son reducible:;, pueden ll·.~v·:;r·:.;0 a su fJ~·;~P r<'du.:.:idn. 

medi~nte un camllio de la baHd (med1~nte unn transfo~naci6n de 

semej onza); sin e:nb-...r..;.:i, e~. t<:. tr<m~-for.n:.c i -Sn n::> reducir{• t -ida:: 

las matrices de la representaci--Sn de iJL(N, ·\: ), yu .:¡ue co;:i.;n,;p_-;:.):.: 

con una HI. Como bajo un ca:nt,io de la buso los ole:nentos de :nu

triz de la representación siE;U(!!'l. ::.iendo polinomios ho:no¡;;éne·)s de 
i 

c;rado r en las componentes A . , la r<.?ore:;untación seré reducible 
J 

pera H si cierto conjunto de polinomios homo~~n~o~ do grado r, 

P(Ai. ), se anulan ¡Jara toda !I' --::_ !l ncro no pP.rn t•.)da A·'"-_G, 
J . 

Considere-;¡os el ;rr·u-uo unimodular :.:5L('.1, •\ ) ,... }LUi, \ ). Cual-

i"{Uier ;nc.triz asoci::.da a A.: ~;L(t\, \ ) en u·: espacio vcctori&l pue-

rie C:JCrl. birce como A = a n, d·.)ndo dot ( n) :: l. :.:5upon1;runos ..;_uc loo 

polinomios ~-P...( B) ·~ se anul:l'1 p:1:r-1 t Jdnu lr.;!: :nrt t ::-ice:;; de J.n re

presentación del erupo uniwodular; en con~ecuencin, para toda 

matriz A asociada a un elemento do GL(N, ~ ) sn tiene que Fu( A) 
r 

a Pv(B) =O. Así que un:-i RI de 'JL(:-f, l¡") permanece i.rred,Lciüle 

cuando pasa.nos a SL(N, '\° ). 
Pr-i.rr> el caso del p;rupo U(N)C'íL(N,·~-), tenemos quu c:rnsic:erw.r 

su &lp;eora de r,ie. Los ele;ne'itOS de l::i b:1:;e p 0.ra el 11L;ol:ra <.le 

Líe de GL(N, e+-), que de'1ot".1r~m'.ls p()r yi :3nti;if:1cen ln:.-:J rel:i--- j' 



c.i1Jne~ de eon~nu·c ~ ... e i 1Jri 
' i 

!. j' n 

l '/, 

.l 

11 

m 
. 1 

.. J. 
} . 

. . . l "i - l . ) ~1 ál . . res d1l erenc1~ _oLJ 1o. • -:-. x -J· . :.:, .:i:,_ t.r?~ ne .J ,· '< 

n 

Lie 

tQd'.'i.S la¡; cornbinacionc:; · ( . '. Xi. : (· . · 
' J.,] .1 l.J 

- • Pnra U ( ~¡), ü L 

álgebra de Lie tiene como ~ase opcrudorcu que sa't1sfucon ( 4. s ) • 
pero el ¿li:;ebra de Lie consü:te de (; '(i • ij . J . ij 

• ;:ill-

pongnmos que tenemos una rcpras2ntnci6n dd lJS clemcnt0~ de la 

b 
.. i 

2.Se l.. . en té r:•1 i :1 ') s 
J 

ruducible para U(H), pJclcmos encontri'lr '1'"1 r,¡u;c en lr. 'el.lle lao 
i .. . 

·n trice•' · .-. M . ·, estén en su for:n~'• rt'.!rluc ld'1 o. ara toda r' ij .. 
• ei "'~.nij J·' 

W.; i. o., existe cierto conjunt0 de f,)rn::,s lin1Htles en las (:\ ij 

:¡uc se anulsn parA todos l:H' vnlor,~b :-~~<ilct> :·, íji per::> 0'1 <H.te 

c2so, dichas f'o:r.n~:-~o lir'l.\:.!nles ta1:1Lién r.iet.n.:n ~1nuln.rse pn.r·n cut.tl..o::s-

quiera valor~s compli.:JOS de .-~ 
ij 

GL(N, l\.) tri.:nbié:i. lo en par:~ U(N). 

Por lo t~nta, una HI parb 

De la mismn manera que so mostró que RI de GL(~, <\.) 10 son 

tamüi~n de SL(N, 1t- ), podemos mostrar que !U de U(i'I) lo son t:oiJTI

bién de SU(N), 

Hemos vü1to que HI de GL(N, ~-) ta.:nbi6n t::on irreducibles prire. 

sus ~ut~rupas SL(N, t ), U(N) y SU(N). Sin e~tnrg0, pera loe sub-

grupo~ unimodulares muchas de estRs RI ~on equivalentes. Las 

pr0?iedades de trnns~0rm3ci6n ~el tan~or se'leral de arden r !(r) 

se definieron como les mism~s para productoD de co~ponunten de r 

vectores; así, l::is c0:npD'lt:'ltr.s de un ten::J·)r co:upl·~trrn1ü'1tt! a.nti-

. 't · ' t ·· ,,t lr 1 ·· 't - 1 sime rico, -tUt'? r,eno r~nos por i:L J, pL¡,~~11-:n ·) .... ' cner~ie Ge Jt:J ~nc-
y~ 

n0res ~e orden r de la ~atriz 

\ 
X 

\ 
;¡~ X 1 '-

., 

X. ·-z.: ,, .. 
\ { 2 

,.. 
' -;:. ., 

>'~ \ 
'I, - ... 

''/ ""~ .... , ¡ 
• 1 



1 óO 

- ?.f - ~'' 

1 . l - . s l -te; en cst•,! c~:s ), '.·.p 1.1.::~·1· .:i tr.1n::::: )l''ll:1c 1· ~ /~ (H~ 1...:..n~::.. !''.~ :)!'t.~~3('r.-
- J . 

tación de ·a,(N, '.,) mu.1..tL:1lic'l dicho ten: Jl' p1r fot(/..
1

. ). Y e:; 
- ~¡ . J 

1T,ene:ral, ~':.s· _\ tien1J unn. cola CJ:TI<J'.:lnent(~ indcpencii2nte, y ú.nica-

:nente 
...... 

resulta ~ultiplicada por ;det(Ai ) 
J . i 

con la matriz A .. 
J 

5 
cuRndo lo tr~n~f~r-

Supone;Fimos que teneíll1)!:i un"'' repr¡,:.;ent.nción de e;.¡,(;;,'\-) cúrac

terizada por la part ici6n \_f 
1 

f 2 •.. fN ,· ;;,i at;re ;:,~1:n0s una co

lumna· de N cuadros e.l J->é1tr·5n de Youn,'.; auocindo, el Ú'lico c1~1J·..1:1-

to de indices que p0demob in~ertar en lR columna adicional e& 

1_1, 2, ••• , Nl, sin r~pcticioneu, pnrn cln~truir al s1~etr1~ndJr 

de Young del que obt-~ne.nos un tnnsor CJn ;:;imetría dcf'i:'lidn r;l r..

plicarlo a un toni.;or ::,roi tr:irio. De manera '-iLIC el n:5.:1¡.; ro d,! e>::-.-

ponentes ind;;;J<:nclie:1tei:; de.? .fl+l, f?+L, ••• , f,.'f-1, y de 
- !f 

fN í es el m1:~Clo; y como vi11os, el LSn1c0 ci::.ml.J1:i en 

loE tensores de estes reprenent~ciones es que est~n multiplicR

dos nor el factor comtin det(Ai.) al aolic:~rles l<:>. transformnci5n 
. • J -

A
1 

.• Por esta razón, el nJmero de componentes indecendientes de 
J 

.~l_f 1 +s, r 2+s, ... , fr,+s-j es el mi!:':no .¡u~ el del tensor 
r - - i 

!._l.f
1 

f 2 ... fN}' y al tran:.::for:nar con Aj' loe tensores van a 

diferir oor un fHctor í., det(A
1 

_ f\ s. Bnt,:>"lCes, si tratarnos con 
• ¡ J .. 

sub.~rupos uni:nodulares de GL(N, "t- ), como ::iJ,(N, ti-) y .'.:lU(N), las· 

representaciones caracterizadas por ~f 1 -fN' f 2-ríl' ... ,fH_ 1 -f~,oJ 
Y [r1 r 2 ••• fN-l fN1 son equiv3lentes • 

. Sxiste otra equivalencia p::ira RI de ;;ub;rrupos unimodulares: 

\:_ f l f 2 . . • f !'l j -:_:_ ~ f 1-f N, f 1-f N-l, ••• , f 1-f 2 , O l 
Puede mostrarse que laH matrices ~aru dichas rc~resuntaciones 

son conjugadas complejas entre si. Asi, si describi.nou loa est~

cLrn de la base para la repres0•1tnci,Sn\_f
1 

f
2 

••• fN} con re:;;pecto 

a la capa llena en vez de hacerlo respecto al estado vacío, lali 

:nntr:i.ces de la RI son las de l_f' 1-r 11 , f 1 -f~i-l' ... , f
1
-r

2
, o-jre

feridas al astBdO do ~~cío. 



:r :;impl(ctico Sp(!l,' ), 

HI de ~L(N, e\:) ~e vuelven reauci.Llt;:J y;1 .;uc oidt:::i:'i::: <.!0 1.·,;~J ;J•!r::iu

taciones de los indices de lJ:o: te:-wores cxi..:.;tc: u:1:; )peri:.c16n d-1 

contracción que c0•1:lJUt8. c::>n las trrcnc101-;n·:lcioncs orto .. ;onales y 

otra,que conmuta con l2s tran~for~ac1onec Gimpl~ct1cn~. Puede 

mostrarse :1ue pA.ra O(:-I, \~) las únici:ts íU de rr1(::, \_) qu·~ ocurr•~n 

son 1as c0racterizadqs por un<1 ¡:-iart1cir):i on 1:1 cual lri &U:n:J. ctia 

las longitudes de l~s dos primeras c0l~mnas ce :ncnor o i~unl que 

rL Fara Sp(:I, ft·\), :;;,,Slo son aiJ:·niDibl.:·r; 1'1:> ;J::.rticio·v?!.i pr1r-:. l:;s 

cuales el número de renglones e::; ::nen.ir o t,::~wl •lllll ~l/2 (r'r1rn anr< 

r.emostr':'.ciSn de estos hech:Js puede v~rse (i-íarn o2)). 
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SECCION 5. ESQUEMA DS ::5U1'EfLi'lUI/l'IPLE'l'S D.:'.: '.'/lr.:UH. 

trJducicio por ·,'iir;ner en 10J7 nl ~;u,::0rir ~1uc pG.r~, riúcleos li.c.:•;r0s 

puede ser una buen'! r.!pr·Jxi:11:1ción no to:Har en cu1Jritr1 la de;:.0n-ien

cia que las inLcraccioneH nucleares pue~~n tener del espín; ecto 

tiene como resul t<,da que s 610 los pote ne iales th~ Wii:;ne r y de ?1'.P.-

jorana aparezcan en la intero.cci6n nucla6n-nuclc.5n. De e:.:ta for-

ma, podemos escribir la función de onda del sistema co~o el ~ro

ducto de una función orbital y unR función en el espacio de es

p:ín-isoesp.:í.n. Ahora, el Hn~niltonié!no de interacci·.Sn e~; óiirnét.n.1..:0 

cahr enta simetría de~emos 1..:ori~idarar eotRJos Jrb1tales de s1~e-

sistema de nucleonvs irl6ntic"1s düoo se!" CJ'.nplcta:nentc rt~ti::.~iné-

trica, ~sta vu u ~er una combin1ci6n lineal de product0s de es

tados orbitales con ~imetría definida y funciones de espín-1&0-

espi.n con la simctrf:-, conjup,nda. Pu1;str> '1Uu la ene:r.-;;ia as::>ciaúa 

al e~tado está deter~in~da s5lo por 1'1 función orbitnl, an tnntJ 

que la multiplicidad depende de ln funci6n de e~pin-isoesp:ín, 

¡:;ad'l nivel de ener.gia senl u:1 super:nult;ipLete. 

(i) EL GRUPO SU(4) Y 3L ESQUSMA DE 8UP3R.~ULTIPLSTE. 

Para un solo nucleón existen cuBtro estad::>s de espin-iuoespín 

posibles¡ si los c.<tracteri:rn:n'.JS por l~n; valores de :::> e I , los z z 
cuatro estados de la base \ m

3 
m

1
) 

1 1) e:\ 1/ 2 1/ 2 ) 

\ 3) ·~c. \-1/2 1/2), 

(estos estados satisfacen: 

s \ ms mr> = z 
I \ ms m ''> = z I , 

m::> 

:nI 

Introducimos ahora operadores 

\ ms 
\ ms 

de 

son 

1 2> \1/2 -1/2) 

\ 4 > ';--1/2 -1/2 > 

mr )• 
mI) ). 
e re ac i 6n \ ': 

( 5. 1) 

ci6n 'o"'·\. , donde c1, cenot-01 c~;tac!oi.; de un solo 

rJ,¡~ y de nniquila-

nucle6n definidos 



nen l~ propieó3d de ~ue .. ... ' ' = \¡ 

Usando los oper:1óor<:!s ce croac:i.ón y u.11Ltu:i.lac10n de¡'inidos 
i 

pode.nos construir lo~; operad-:n·es de un cuer:;io A 
j \) -· t' 

' ... :. ~ l 

i,j=l,2,3,4, que son los eener&dores infinitesimales d~ un ~rupo 

unitario U(4), ya que son lo y uatisfacen las rcl~ciones de con-
¡~ i 

mutación \ A . , 
-- J 

m 
A . 

J 
.-.m Ai -r • b - •·. . • · or.o.nu0 com :i.n'1cl.:iner:: .. J n 

lineales de estos op~radores, potle~ou encontrer otros lo opera

dores que tn.mbién forman unn b:ise de U(4); éstos ~on: 

el operedor de mi11ero N ' 'O. 

tl·es o~;L' r;,ctores du ~:opin, ~ .,, < ·\. \ ~·-: .... -... 
tl'fl5 oper::;dores de isoespín, ·r 

'.I t(\ 

y ~ueve operadores mixtoD de espín-isoespín, 

E ·. /_ .-. ... ·.# ', , .. ~ \. ,:. 

. ' ·, . '· \ \ .. ..., , 

:, •,, 1 ~ ) \_\: ... t.' 

Ahor&., los 15 operadores S, T, E gener.~.n un grupo de Lie se:r.i

simple SU( 4); de éstos generadores, 

s 1 l 2 A3 4 
::: 2 (A 1 + A 2 A 4), z J 

.1 (A 1 2 3 4 
T ::: A 2 + A J A 4)' z 2 1 

= 1 (Al 2 J 4 g A 2 -A
3

+ A 4)' zz 4 1 
conmutan entre si. El estado de un ~•olo nucle6n \ i) es un et.:ta

do propio de estos tres opcradoreE, en t:~to que los 12 operadJ-

res restantes actdan como O?eradores de nscenso y descenso. 

Sn ~eneral, cuando tenemos N e~tud1s e~ purtíuula indepcn-

6iente podemos dividirlos en %x4 estn.dos espé1C iaxe!:lpin-isocspin. 

Si considerrunos transfonnaciones unitnrius que actdHn sobre los 

e~µacioc orbital y de espin-isoospin separadnmente, podremos ver 

qun C·')nmutan entre si. Como ya Yi~os, · AiJ. ~:.L \:::."; \-.'·· t ,<!enera el 
,;, ,, '1 .) 

grupo de transformaciones en el esuncio de espín-isoespín U(4). 

Por otra parte, 

,genera el grupo 

el conjunto de 
N N -x-
4 4 

de tr:1.:11.2for::iac iones 

o ne rad'J res '-: p.<' r- ·::_ -Z:. \_)~ ~· \_)"· ·,_ .. \. 
. ..... ' '- , ,\. -· 

ún el ebpucio 0rbitnl. Sxa-
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nrnlizacio lrt dese '.lmp,n:ici::Sn U(:¡) J U(fi/4) x U( 4) ), 

ParR cnr-ctcrizar l~s funci~nuG on el esp~cio do espín-1~Jes-

pin no Utilizé'lillO~I l:tl.3 etir¡uctas _f
1 

f¿ f
3 

f 4 _~ p:1rc• IU de 1J(4), 

oino que nos restrinGimos G ~U(4) donde lns HI están csr~c~eri-

::;adns por los p:::nronc~> de 'íoun;:; de tre::; run,.-1 )n(JS r
1
-f

4
, :f?-f • 

. - 4 
f ~-f 4-\ ¡ ecto se luice porque l;:·.B tran::>:f;)r:;r;ciones 1'-'C ~e omiten, 

.) .. 
0

0 
= exp(iC

0 
~-._ \.;.._~ \.,":' ), ú:iicn:!1cnt<c :11;:idi:·1c::n L;s .funci::inefi de: 

la Lnse p•Jl' un:: f,,~c dentr:> d•c: una Cc;Y nuclear dndt;. Bn vez de 

los tres nú~eros que c~rHct~riznn RI de SU(4), ~i~ner use ~troo 

tren números co:nplet2m·~ntc º'tuivsl;;,nteG; 

P - ~tCf1-f4) + U2-1·4> (f3-f4)\ ;e= ~::r1 _,. .~ 

f4 
-. 

+ -2 - • 3 1, 

1--, ) ( )º 1-. 
P' =- 2t (fl-f4) (f2-f4 + f' 3-:f4 ~ = 2 ·J1 f" f .3 f ' .... 2 + 4 ~ ' 
P" ~\_(f1-f4 ) - (f2-f 4 ) (f 3-f 4 )~= ~\.f 1 f + f .., 

3 4 .\ 1 
f' •. 2 

que tienen una interpretación física directa en tár:uino$ de S z' 
T y E : P es el v~1l0r más grnnde do z zz 

G contenido en el supcr
z 

f.lultiplete; P' es el valor más ,~randa de I:;:. para un estado c:in 

S = P; y P" es el valor rná::i grr:nde de z 
estado para el cual S =Pe I = P'. z z 

- ' ::, zz consistente con un 

Como ya mencion~mos, las RI de SU(4) tienen dimen~i6n meyor 

~ue 1, y ol efectuer h desco:;ipJsición :Sü(4).:>SU(;:;)(2)xSli(l)(2) 

obtenemo::: varios multipletcs (S, I) en un:o. RI de SU(4). Los :nul

tipletes (S, I) contenidos en u.na fil de n part!culfis [ fj do 

SU(4), se determinan unando un pr:Jcedimient;-) de progresi.5n ,tue 

nos lleva de n-1 particulaa a n p~~tículns. Se comienza con n = 

1,2, donde los multinh~tcs "'·ºn con0cid0s de con:sidcrGciones ele

ment~ües. Para un solo nucle•5n, la única 1.nrtición es \.l}, y 

tiene S = 1/2, I = 1/2. Para aos nucleones, existen lo estndos 
1 -, 

de espin-isoespin; pnr::i la pri.rtici6n ¡_ ~' \, 

fu11ci6n cte c2.r.<--:11~espín si· 



1 (: :., 

fu.ncione~ di~ espín y de isocnpín -~)!JU.e~· t;:·::.::. C.·! ·n:)_r,cru (!UO d.;~bü 

contener a: S=O, I=l (::;in,:ul•Jtl.l de C'-'fiÍ!1 / t:::·1plete ac C•~rr-;a) y 

.:i=l, I=O (triplete de espín y Gil1;".1llete ée c'ir~_;a). Pur.q de<icri-

bir el método de pro~residn, iluctr~moG 01 c2uo de Lr~E nucleJ-

nes. Las funciones de carg~-espín po~itles par~ tr~G nucleo~es 

S0'.1: 

J • 

l. \ '\ N; f" \ !.. \ . . •\· "¡ • ' ' i • ~. . ' ·: 
~· j, ,, \_ .l -·· , ' j \ '·-· 1 • J --

rb:ide lo~• product1s &e rc:J.li~::I!1 ·1:l~di·:nt.v l·" re:'l"s de Littl.e

wo:Jd. S:·:2:ninem0!; l'-t :H'ii:h'l'O. L'.cl~llci;::ü¡ V'. ;.i· i·t tci5n l C:)nt1ene 

a 3=1/2, I=l/2, :ni•.'rttn1s ·.tue ·i __ 2 ~l conti·?:•e r. .:i::•J, I"'O y !5=1, I=L; 
,. . l 1 !' ., 

entonces, de 1._l ~(-:; 2)',:.\_2 \(O O) obter.em·:>S ::i=l/2, I=l/2, en t:mt·1 

- ' 1 1 '.: . ( 3 ~ ) ( .l l ) ( l ' ) l l :¡ue de ll.l(";? 2):', .2 <,{l 1), 2 2 + 2 2 + 2 2 + (2 2); por lJ 

tanto, .la ~'u.m:';. de partici·:>nes \_J.j + ~ 2 1 1
: contiene las ,nultipli-

J ·· 'l lj 11 
cidades ( 2 ~) + (~ ~) + (~ 2 ) + 2 (~ 2>· Da la misma manera ob-

ten'.lmon, ya que ¡ l 1 \contiene a S::O, I=l y S=l, I=O, que 

1:. 1 .:: i . -. -~ . ) ·/; \ "' · ~1 ( ·) 1 > 1 1 r ·, ... 
1 .. 

~ /· ,_:_ ; ~ 

; \ ~\ / \ -~. ·-) ":~ e 
- r 2 1 ·"-

. l_\:·) ~ l _ con ti ene 

\ {, \ 
1. as 

J. 1 ¡- ; . 
(

2 
;?). Yci que l l cJntienc o. 

º"'d~~ cl ll + c.l l) + c1 l>· ,_ -"' 2 2 2 2 2 2 l 

... 
( 1, .:. ) \ -- ; ~.. \ \ .. ' 

~ultipli;i~a~es 2-i~ ~) + (~ ~) + 
1 1 \' 1 <2 2>, . 2 1 ' tiene las :nulti;;lici-

de r.quÍ inf0rirnOt; que j' J '\ CO:'ltiene 
~ .J 

I=l/2 y S=3/2, 1=3/2, co;nparo.ndo con 

l<:s CJnclu::iioneG olitenidas para L 3J + ~2 i"j. !-'ara c-:rntinu~r el 

proceso cu<,ndo t"•nemo:2~ un nú:nt!ro mayor de partículas, es necesa

rio utilizar el si~uiente teorema b): 

'l'eore:na 5.1. Ls función de espín-isoespfn de simetría \n~ c·Jn

tienc la~'-' :nultipli.cida.des 

(a) (~ ~), (~ - 1, ~ - 1), (!!. 2 !! ? ) 2 - ' 2 - ~ , ... , (1 1), (O O) 

si n es par; 



1 iJ l• 

cll .1.2) <n .!:! .n 11 ) rl 1 
( b) - 1, - l) t 1- - .: - 2)' (~ .... ) :::; ) 2 1 2 2 '2 

, ¿ .. 1 
') ' ' \ 2 2 . -,. < . 

tura (S I) de l:1s func io~es u•J car1:;n-e:s¡Jin con :;i.:rwtrfa f .;l;,. 

aparece en (Ham o2). 

Consictere:nou 8..h'.lra ].;_, part1~ c?Spaci::il ne l'-l ! unción üc :indri; 

funciones con si~etría eapacial aefinida son ~sta~os propio~ cAl 

operador de interca:nbio de Majore.na ii~ 

es la parte de dos cuerpos del operauor de C~sim1r de :se~undJ 

orden del erupo U(N/4) {nquí, Pij(x) cu el operndJr que int1!r

c;.:..mbia lDs coorden~das espn.ciales de las nartícula:.> i y j, y ce

ja los números cu:~ntic00 de <!Gpfn e inJesp[n invarirmtes. Pn:-:1 

ver et;to utilizn:r.os nuev~unent.: loL• tens::>res uniaad de Hac;di 

c.: 
u l'?(i), que actú;:n :...obre l'! p:•rtícul·1 i, y '!U·.~ e~ este cnt·J tie-

nen la propiedad 
.. . :.~ .. 

tX' 'J 1~' "' 

Primero notemos que P .. (x) = L uq1::,(i) u
10

.(j): 
J. J <X ('::, "' 

<.~•,f.,)-\•, j•. (:;,' }-\~ \ ~ l~ '6-r l'-.) \J..¿_~:· l·)·J \ ·,:·¡.p .. ~~•.,' p.'. 
\:. º" t. 

- ,.._ .-' '8 '.. .., • \ -. 1 '{:,.. \ ) ~ ' ·- )~ • · :C.• \ ~ c...\ ", I •.-. ..~ "'•. 

- 2 · .... ~ µ \ Ü. i:. \~J. :-' ' <. (::· \-'.' i v. •'' d, r~ ) ·-!··. .>. 1 ,, • .> (. .! '._ • • '~._ )'~ ;:,,,, ::.,. Q • i·; • D • 
{~ ,... ',.'. (·. . , 

E:J. ket \ i:'"· }l..; j: ( ·J '> de no tu un estado e•1 que - la pn.rt fc'..lla i se• 

encuentra en un est'1dO esps.cial :, y en un est9.do ae C'!I'r:::é<-e&pfn 

t~• y la partícula j, en un e~tado espacial By uno de cgr~a-es

pín ·J. Por lo t<into podemos rcescriuir el operaaor de :.:n,J·n·ana 

corno :~ .·• . #1 

\ 
'<:'.;' -;- "'::/ ·'\' ., l\"1·.:'~\_l.\'·,.·,-i. i'v ::: L c.. ll, f' •• \. .} ·.. .. \. ·. J , • 
'•(~ el,;;.~-. \ J:, <.' I' 

Est¡:¡ es esencialmente ht definición del operi{dor bilineal <1e Cn-

simir de U(N/4), ya que u'\)i) b.rn l.·Js i'C'1·~rndnes de U(N/4): 

_ 1, - ··\ 1, t.' ·:- /: · t r: .. - i~ . • · ' - i 1 ' t~ ., , ~~. -~ \ • ~. E. D. 
-- ._) C( t t:) /!:, '-' (._ -- (" C~ ~ ' ~- ._\ ¡·":, ~- ··~~ {_( \ •;w 1 

, r- '. ~ ~ • •, ~ Í....\ !~, ) \ r::. ) 
::ii denotamos al oper,1dor Lilineal de C·-isini.r ae- U(~l/4) co;no 



1 
M - 2 

Hl7 

') .. 

1·; :J ( ~l/ !) ) 

,, 4 :":1 'V·\ 
donde N -~ -¡_ T u"·e.(i) ut" (i) cu el 

-- N ;:--., « e.c:.1 

se vé dH la iticntidad <.<í' \ ~¡_ !=. u''eJi) 
~ t:.¡;, .. 

u" ( i) \ >:· • · .· 
•, l. ' 

= n 
N ~-- .. 
4 

) . 
Para un estad:J ae n partículas quo pertenece n una nr de 

U(N/'1) car,,cterizada p:Jr la ¡:nrcici6:t h 

:Je puede ootent3r que ~-\/l 

: h h2 h, ... 1 _) 

/fh" 1 l' \;-h-\' _ 1,-~-' h (l1 ''/A+ l 2i') 1 N 
..... ,_ ~ \ 11 '- ·-' _, - 2 ·~ 'C::: l i i + " 't - - -~ - a n . 

hr, / -·. 
'I •t 

Cu::;.L;uicr !-!aJniltoni:mo que c·Jnrnuta e :>n M preserva la s une\;rfH 

espncial - o sinetria ~U(4)-; p0r ej~~plo, u~~ i~toracci6n cen-

bio de MejJrann es ce esto tipo. 

(ii) EVIDENCIA DS LA SIMETRIA ESPACIAL. 

decir que el esquema SU(4) se puede utili~ur p3r~ oeHcribir n1-

cleo1;; liger:.Js. 
. 4 2 

~up::>n•?;amos que la estructura del 
0

Li es (ls) (lp) -; el espoc-

tro parn energías bajas provendrá de loo aos nucleones activ0s 

en la capn lp. Pnrri dos nucl(!Ont-:s en est:-i C;;Lpa, el momento angu

lar Jrbit3l puede tomar tres valores: L=0,1,2, sienao los esta

dos L=0,2 sin~trico9 ante el interc~mbio esphcial en tR~to que 

el e~t,:c.o con L=l es a!'ltisi¡¡étrico. :Si. se t1a:n •'!1 cuHnta el •!S-

pin y el isoespin de los don nucleones, p1dem0s in1·erir la ox1~-

tencin oc ceis multipletes: 
l Js 3 1 s 1 lP 

l' O' l' 
3 3p 

o, 1, 2 
l J 

Dl' 2' 3 ' 

(la notación que hemos usado pern identitic~r loB multipletes es 

<
2
I+l) ( 2S+l.)L J). ~i observrunos el eGpectr"1 de tlner~_~ía del uLi 

(ver i?ig. 5,1), encontrfa11os que lé>S seiu niveles m{u; bajob co-

rre~ponden posiblemente n los multipletes S y D, en tanto que el 

prim8r eetr:..d0 P se encucntr8 r>.proxi-n:d:;~:<'J!'lte 12. 5 ~;'.eV arrilla del 

e:_;tndJ bRse (tal ic:Jentificnci.6n srJ pued0 c0~11 u·.T.ar re;o.li.;:1~nd-i 
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d0s simétricos espr,cicilmente (com0 los nst<1d0i< S y D); o ~Je?, 

' · d · 1v · · l les cart-<cteri~•ticas .:1 eopectl'o CHJ Li ~;u,;:1eren v. ex1r:ter.c1-, 

15 r ---- - + 

1 14.0 MeV 
14 ¡- - - - - - - - - - . - + 

; i----·--------- + 
12 l 

¿ 

9? ¡- __ _ 

ª~----·--· 
7l 1-·-·-· -· --· 

1 b ... 5.7 Me V 
i .. - - - - -- - .... , .. -· 

5 
\--------------
- 5,37 MeV 
Í 4. 31 McV ¡-----------

4 T 3. 5o2 Me V r--------- - -
3 t 

' 
2.185 Me V 

2 +- ------ ... --·~ --
l l 

! 

l + 
2 + 

2 + 
o + 

.3 + 

j O McV 
o-----------·- l + 

o 
l 

o 
l 

o 

o 
L \\ I 

FIGUHA 5.1. S0?ECTHO DS 

ENEHGIA DEL ~Li (Par 7d). 

(1 3 
D) 

(3 1 
D) 

(1 3D) 

( 3 ls). 

(1 3D) 

Con u~a interacci6n de Majorana, que fAvorece cstado8 simé

tricos en el espacio, es claro que la ener,;;ía de enlace de un 

núcleo es máxima cuondo tenemos el núrnel·o mé..xi:no de pares de nu

cleones acoplados simétrica.mente, coni:;istente con e 1 principio 

de exclusión de Pnuli. Entonces, pare lo~• e;;t<-1dos be.se de los 

núcleos esper~,_:nos que l;:i simetriR esµ"'cif1l se A L f j = [ 4k r], 



1 G';I 

5.1 lllte aparece a co:~tin:.wci5:-i: 

TABLA 5.1. Ell'ERGIA NUCJ,SAB 1)~~ s~nAGS (B.!;;,) POR PARTICULA 

PA~A NUCLSOS CON 4 A 20 (Par 73). 

A 

4 

5 

b 

7 

8 

9 

10 

11-

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

UUCLiW 

4¡¡ , e 

5 Hu, 51i 

0
Li 

7 Li 

8Be 

9Be 

10.Be 

llB 
1 

lle 

12
0 

130 

14N 

15 ' 
N 

lbº 

17 o 

18F 

19F 

"º '· Ne 

( li. E. ) N'/ A (Me V ) 

7.20 

5,5¡ 

s. :32 

. .., 1 
; .... 

7,38 

e. 30 

él. 23 

8 • .s 5 

8.b3 

9. lb 
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un ndcleo sobre su cst~ucturA de e~pí~-i20u~~in. Pnra 

cia, S=O, I=O. Las :-.;i:.:ctri2..:; k. ~ k ' \ 4 l y ~• J J corrcsporiaeq ~ un~_:_ 

partícula y a un ai:;ujerQ activos, rl~spectiva:nente, par lo ,!uu 

S=l/2, I=l/2. En la simetría \_4k 2\, te·1•::n::i:.:: d'.):c, n;.;:::leon<:L f.~1':-'f! 
del carozo saturado que, de acuerdo R la concluHi~n del p6rraf0 

anterior, deben encontrarse en un estndJ ant1s1métr1co unte el 

intercambio de las coordenadas de espin e isoespin¡ o t>ea, .¡ue 

S=l, I=O o S=O, I=l. Podremos ob~;erv:1.r cstJ experi:nentnlr:innte <>l 

consideramos la difere~1cia d 13 energín ~,S(L.I=l) e'1tre la t~n.!r.-·i~i 

del estado más bajo con isoeHpin I+l y la ener~ia del estHdo tR-

se del núcleo, cuyo isoei;pín I se supone if;unl n I . Sn v1:;t<1 de 
z 

los s.r.'0lmcntos pre ce rle!1tes, 

ndcleos con simetrías en el 

e::;perrunos <1ue e~~ tP- t~l.fere'lciq pi~r11 

' k. " k '~ k ' 
e 3 t :o: do b 'W e '· 4 . ; , L :\ 1 J , \_ 4 j .\ :;,, e " 

~rande, yn que inv~lucra c&tndos con aiutintas si~etrías espa

ciales, cosa. que no sucede pan:. núcleo:.; con si:netria \:_ 4k 2·1. Sn 

la capa lp so observa clar3.mente ente efecto de la simetriu es

pacial de la función de onda nuclear (ver tabla 5.2). 

TABLA 5.2. DIFERENCIA llE(bI=l) PARA DISTI:fTOS NUCLEOS 

EN LA CAPA lp (Par 78). 

A NUCLEO t:.E (6 I=l) (Me V) 

2 2H 3.0 

3 3H, 3He 15 

4 4 He lb.7 

5 5He, 511 15 

b 
0
ti l. 7 

7 7Li lJ 

8 ºBe 15.l 
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TABLA 5.2 (Conti'.lu-,ción). 

9 
~j. 

l:l ;·.e 

lO 
lü 2 • .) ;~e 

ll 
11.. 11,., 12 r;' v 

( iii) DESCOM:POSICIO!~ DE UNA INT:rnf,CCION CSNTHA.L E~ 

LA CAPA lp S~GUN SU(4). 

Co:no lé!:> evidenci.,,,s ác ln simetrin 3U(·i) que exn.:r,ina:nJs en l::i 

:::ecciSn anterior ::.~eiial::m a 1~1 cnpa lp, L) ::i:h· :io.tur.J.l •i~; que ::.'.! 

se5ún ::>U(.:1). 

La int;;racci5n centrc-;l :i¡4s scneral en L: c,1pa lt) está d<!f1·n-
1J 31 1 1 "" l~ 1 1 

da por los s~is :nul tiplt! tes .:;, S, -p, _;.jP, _;D y .i D; p )l' 

dores linealmente i~dcuendientee. Ya ~ue los est~DJti de n pGr~í-

culHs en esta capa los pJdemou cln~iíicar de acuerdo n La cade~a 

(lnJ (!!"} 

u(l2)::->u(3) 

\J 

0(3) 

L 

ll~ j 
X U(4) 

\,...) 

e,,) < r) 
U <> ( 2) X U . ( 2-) 

s r 
i.e., de manera que sean funciones propias de todos los oper~do-

res de Casimir de los ~rupos que aparecen en la descom?osici6n; 

esto~~ estv.dos lo::; cenotamos plr \n \_f \ L S I ). Tenemoi:;, pues, 

1uc cinco de los seis oper~d0res en que Dode~os expender la in

terf!cci 6n central, y su.s respc-ctiv':Js v;::.l,)res e:::per,1cios, s·)n: 

l) N(N
2

-
1l\'ij' que distin,':Ue entre dütintf"!s repre~·ont:1ciones 

de 0(12), y que tiene el valor esoerado, en un estado de n 

Partículas n(n -l) . 
e ' ? ' 

2) B(i,j)·::_1 (l +~4 s .• s.), esencirü.nente el invariante bili-
2 >l •->J (" ) 

neal de Casimir del ~rupo U ~ (2), C3n valor a~pornao, para 
l 

el mismo estado de n p~rt[culLls, S(~ +l) + ~ (n -4)n ; 



3) H(i,j) _1.
2 

(1 + 4 I .I ), 
l J 

192 

!U(! 

de Casimir del .. '.rUp') U'1lt::r1J 

propio I(I +l) + 1 n(n -4) ; 
4 

·1.J.o t le:-1e \'Hi 'r 

4) P .. (x), en etH3'1Cia ol bilineal <lo Casimir de U(3), y 'l_U•; 
l. J 

tiene V8lor D!"Ypi'.) ns- na' -{Ue es la d1ferenci'1 entr•' •Jl :i'i-

mero de p~·:res 3copl'1dos 8Ímt1tricél.uentf~ i:?n 1;1 fJ~rte ·~s;1:. 1:~ ~ ~~1 

y el ndmero de pnroE acoplndos nnt1s1~~trican~nte; y 

5) \1 

1 
.• C' ., es c::-,si el o¡:ior<,ci'.)r oe C:::::oi:7'.1r de L;e,\..i.n13o Jr~·2:1 :1? 

,. ·'V J 
0(3) y tiene un valor esperado, en un c~tado de n particu-

1. las, 
2 

L(L +l) - n. 

Observemos que estos cinco o~eradores presurvan ln ~l~~t:·[n 

· 1 l r· · n es:.iacie. par::i a:::¡ c'Jn i1:'.Ur2c1::ines p • 

Sl sexto operaqor l inenl·n·;nt•: i1d-.n;cno L~nte es 

X(i,J.) : l.2'. (1)(.) (l)(.) ,.(2)(.), (2)( )t 
- 4l~- l ·~~-- .J - :-" .. l ·::.-_. J \ 

x\I .• I. - S .:s.l; 
( ) ~ "'l -vJ "\) 1. 'V J l 

~-r (i) es el tenB'>r unidad de Hacah de ':>rde:-i r 4ue nctú.n 5~)Ure 

la i-ósima partic~la. Este operador mezcla la simetría espBCi3l, 

pero es diagonal en L, S e I. Sin emb~r~o. sus elem~ntos de ~3-

n 
triz p<:1r~1 todas l:3S C')"1fi ';'\J.n1cioneD p h1'n si.do C~lcUl!!dOS ]Mr 

Hacah (Rae 50) y por 2lliott et al. (2HJ 53), de .11zmera que se 

tienen expresiones analíticas pnrq lo~ elenentos de ~Rtriz de u-

nq interacci6n centr3l en 

L::>s coeficientes de la eXp'cl.n:ci:Sri h::.n ::;iú'.) obtenidos psrn unn. 

int9racción de Rosenfeld {Par 78), obteni~ndose 

H(Ro$enfeld):=-_ [K\) O.lo5 s2 
+ 0.55 I

2 
- 0.40 L

2 
+ 4.4 (n -n) 

s a 

ªonde K = · .. -l F 2 , si· en do 25 . . . 

2 ·1 
+ 0.2 X - l.b n + 0.75 n J , 

P2 
la integral radial correspondiente en 

la expansión de·Slater de la interRcción (Cf. seccion 5 1-Cap. 2, 

parte I). 

Para ver q_ué tan exacta es la cla~ificaci6n según SU(4), debe-

ríemos ver en qttó exten~cii<~n l·?s est:::ños nucl·~n.res pertenecen n 

una sola RI de SU(4); rn~z.•:L:is de ·Jtr~·::; re:Jre~H:;'1r.Rci0!1e:; p1crian 
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indicarnos q_ué ta'1 v,r'.'crtcie e:; el ro·n;n.nie:n J oe lri u1 ne tria. !·.;

yarkina (Boy 04) ha diagJn·.iLi::udo el i1~.ailtJnl.<rno, en unn repn~

sentación de simetrin (!sp,:.cv1l Cl·3fu;io•1, en 13. capa lp utiliza·1-

do una i'1terncción de Ros(!n1'1~ld, y ::.u':'. !'ef:al :;:::.dof' inoic:-tn '~.U<-' el. 

e:>tano ·uase pertenece a l.:i r•Jrirosentnci)n má:; simétr1c:1 e~·flé'•t:l''l

mente. Por eje:nplo, la intensidad de 1::--, n,¡:¡re::;ent'.lci6n d:>-:iirH~1te 

es 911"""90;¿ para n = 2, 3, 4, 5,tJ y 10, y de 05,t-81:¡; psra n = ? , :-;, :l. 
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S3CCION o. MODELO ~U(J) DE ELLIOTT. 

ci•.5n de que lo~; nucleones rcal1zn.n un ::nv1:iie:ito oe r"!rticulr; 

inoependionte en un µotenciRl central, y el ~odelo colectivo, 

que tiene como hipótesis fundo.:nentn.l la existencia de un m'Jvi-

miento coherente de los nucleones. 8n suu versiones extre~qs (u

"'.1a pr.irtícula moviénrJ0se en ur. potenc irü esf.1ricc.:.1ente si:ct! t;ic) 

y un cuerpo rígido un rotnc11n), est:ii:; do(.; ;r.or:elos ¡n.r~c..:.n te'.1l!!' 

muy poco en común. Sin embargo, el .nod.olo do cn.p:is pierc.e nli.~o 

de sus caractorístices de partícula indepenoi~~te ui con~1dera-

m·Js inter::.:ccio!les resiaunle~> de d·JS cuur¡J1B i:nt.re los nuc1.e ):11:s 

fuera de 

gura.ción 

capa cerr<ida 
l) 

¡ en t'u1to 

(e.ctivos) e intr:ioucimos ;nezclas du c:nH 1-

que el moaelo rot~cional oGtieno al;~n~s 

C':iracterÍsticas de :JgrtÍcula inGepenuientn ::~l COn~:tru1r lo~· cJS-

tados intrínsecou de roteciSn en donde los nucleones se encue~-

tra.n bA.jo la acci6n de un potencial defor:unno que rota adiubáti

camente 8 ). 

El modelo SU(3) del núcleo es una v~r~ión del monelo de en-

pes, que Elliott introdujo en 1958 y que exhibe simulténee~entc 

los aspectos colectivo y de partícula innenenoiente de un siste-

ma de muchos nucleone::;. Sute :nooul.o tuvo ~-;u •)rL>:en en ll'i obser

vación de CRructerísticas c1lactivas en los núcleo8 lJI y 24~~. 

lo ó.e c<>.pas. Con esto en tJH3nte, ~:lliott uusc5 un e~q1.w:na oe ac;,

plamiento tal que e.l t.omnr en cue:1ta me:.-.clas de confieurtJci6n, 

las ~unciones exhibieran uus 9ropiedades rot8cionqles; perR eHto 

utiliz6 les técnicas de teoría de ~rupos i~tr~ducidas por Rac1ili. 

Ac1emás de ~sto, el nodclo ;.:;u(3) posee d:is verittj<:s más: 1-Js cál-

culos son relativamente >;imples, ya que utilizan los poder'.:>sos 

métodos de ln te.J1{a de r:rüpos, y loi..• r·~>;ult::id)S de tale~ c'1lcu-
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S3CCION o. MODELO ~U(J) UE SLLIOTT. 

Los modelos de m::iyor éxito e:i l:t debcripc:i:5n dé J.:; ,;::_:tructu:-a 

ci6n de que los nuclaones realizan un ~~ViJiento ue Gartfculn 

inóependiente en un potenc1nl central, y el modelo colectivo, 

que tiene como hip6tesis fund<l'nentnl la exi.::itencia de un movi-

miento coherente de Los nucleones. En u~b versiones extrcmHs (u-

na p::irtícula movi'5nuo:o;e en un potc:ncirü esf'Jricf.:..;.:mte si:n.~tric:i 

y un cuerpo r:í¡;iclo on 1·otac1-'Jn), est..:n° do,; .r.oc:elos par~cen tt;ner 

rnuy poco en común. Jin cmb;;rf~o, el moüel:i di.J cnp:1s pierce n11:·0 

de sus cnracterístices de pnrtículn indepenai~:ite ui conu1aeru-

mos interccciones resiauales de d0u cucr~~s entre los nucle:in0s 

fuera de capa cerrada (activos) e intr~aucimos ~ezclns tte con! 1-

1) 
guraci6n ; en tEi.nto que el mo(iel·J rot'<cional obtiene al¡:; .... m:...s 

C'iracter.ísticas de 1)articula inGepe'1uiente .-:i,L c0n:3trui.r los .~a

tados intrínsecos de rotación en uonde los naclcones se encuen-

tran bA.jo la acci6n de un potencial defor:naao que rota adiabáti

carnente 8 ). 

El modelo SU(3) del nácleo es unn v0r~i6n del moaelo de ca

pas, que Elliott introdujo en 1958 y que exhibe simult6neamente 

los aspectos colectivo y du partícula inaeoentiiente de un siste-

rna de muchos nucleonen. !~ste :norlulo tuvo HU 1JrL;en en lR obsnr-
1-J 24. vaci1n de CFlracterísticas C)lect:ivas en los núcleos. 'r' y !r.g, 

que eran lo bastnnte li«~ros pnrn cascrit1rlos medi~nte el mocte-

lo de Cb.pas. Co:-i esto en mente, Rll.iott üusc5 un es-i.ue:na ae aco-

plamiento tal que ~.ü tomar en cuenta me~·.cla:o de confi,--;t1r"1ci6n 1 

las ~unciones exhibieran uus propiedades :r'.)tc1cion·ües¡ par'\ et;to 

utilizó las técnicas de teoría de ~rupos i~tr0ducidas p0r Racah. 

Ademé.s de ésto, el '1!odelo ::iU(3) po~rne d::>:c' ve'.'lt·:.j?.s más: los cál-

culos son relativi:Uncnte ~imples, ya itue utilizan l:>s pod·~rosos 

métodos ele la te)ría de r:rup'JS, y loé; r·~óiLlltaci.J>~ e.le tnle~ .:::'ilcu-

los puec'len C'.Jmprenderse en f,{r:ninos él·.::l ·n'.)c!elo. 
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DE AClERIJO AJ, ci•ilii'Ü ;:_;¡; ( 3 j. 

aonde los estados de :nu.clws P'trtícu L'>s e¡; v~:·r:n c.:].-,¡; lf lC!ld.):; ne-

c2.pc~ 2s-lc1 '.IlcdL.;.'1te tc::ir!u de .:;rup•Jt: 1 ten·~ n:n; ::iue consi.c!·-·r~1!" la 

c1escJ:nposici6n U(2ti) :J U(6)xU(4). Sin .i::1b·?r.·~0, en el cnso pre-

sente de~cmos buschr un Rrupo intar~cóiJ ] tul 1uc cst~ c::inteni

do en U(b) p .. ~r0 '.(Ul~ cont··n.sa n 0(3), y: ,¡ue n,) e!: ¡;¡·Js1ble ef'Crt-

bir los ele ne:ü:is ¡j,¡ :n:->triz. cie unn int,)racci?:1 de 'Vi•;ner-:1:a,í )rR-,, 
na, di¡;emJs, en t•5n:iin·::n; de lJs JpC!racJres de Ca::;i:ntr '.\, M ;,• L" 

r.e 1·1 cr.dens directa U(b) :' 1.)(J); por C>Jt::n;il·J, se tienen dn: es-
? ') 

tados de dos par1;fcul3.L> c:in L "' O: -~ (<>~, L=O) y ·\'(d'·, L=O). 

En la C:O!pa 2s-ld te!1emos i;eis est:;dvb )ruitnl,H; ~ ( I? m): 

q (s O), cQ(d !2), ~(d !1) y ~(d O), 

los CUFiles gener-:m un esp:?.cio vect<Jri<ü de dimensión o. El t',rUpo 

de tran!.>fJr:naciones en este esp::icio, rnÍ!s g.eneral, '1ue pre~;erva 

la ortonormalidad de las funciones es U(o), cuyos ]o 0perndoros 

infinitesimales E V ~: se pueden definir p0r la roleci6n (Ell 58a) 
mm 

E ! r!: ~ ( ~" m ,, ) - ,,.~' ~·1 <;., rn 'm" .\l ( ~ m). (o• 1) 

Paro co:Jlo cstAmos bu"' cando un .~rupo que c,Jnten,:?:'1 a 0(3), es co:1-

veniente trabajar con operadores con propiedades de r::itaci6n 

bien definidas; Haceh usa los operadores 

u\ __ ( ~.\'):Z:._(2«+ 1)-l/
2 

:[ .. ,<l!'m' k"R.\~m)Z ~~,:1 , (D,2) 

.. ~ ~· mm 
en vez ael conjuntoeE riJ m'; estos ::iper,,.d;:ires tie:1en_ ta propie-

dad que define a lós 'ten.Sores unidad cíe HücRh. Se pue don def in i.r 

ahore loH operadores de much0s cuerpos 

k n k 
U><...(~i!')=ll u~(~!.?_'¡ i), (u. j) 
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donde u\,~( J'. ~·; i) ·1ctü·, c;o:n-.: l" i-.~:;1·:." :<~rLÍ<:::1·1. 
Zl con;ju:ito C:'" .11•ern·1Jr,:,;; t/· ( \'. ,'') e:, cr>:T:l'J) t·:j:) le; ')!·,_,r~i-

ci6n de canm~~Bci5n: 

r UK ( ) ) I, ( , ) \ · ( ....... ) 1/ 2 , \ 
L ,, ~ ~· ' u m m =..: L. "'"· +l < r: V~ L.' ¡,: p, > 

"-
11 K I '~ - \.-'\p .. 

<,· ( ;· .+ ,-a. e y.; ( K L ;i -n' ·, t' .Q ' ) llM ( t; ;;¡, ) x t - <-• _p ' :n '< '- . P.. . . • , 

- >; ~ , W ( K T, .t( ' m ¡ M m' ) tf'
1
', ( m ~ ' ) 1,, , ( i... •• ¡ ) 

... m "-
donde W(abcd¡ ei') denot". loL c::rnJ'icir:nte<i <le Hacah (RJf:: 'J7). 

Observamos que u0
0
(ss) y u0

0
(dd) ~>'.n: J~Jer:1dJrei.; e,;c:'.L :re~ . .:e 

1 
0(3); en tanto que el operador U q(dd) es un JperadJr YL!CtJr1~l; 

de h~cho, ya ~ue 

r u1 (dd) u1 
(da)]= -(15)-

1
/

2 < l ::i. l 1' \ 1 (q+q' )/" u
1 

. (:!ct), 
L q ' q ' . ·.. ·l ·H\ 1 

de la definición de l0s operadores c:e ·no:ner.to sn1';Ulnr ( iloD '.;1), 

tenemos que son :'ra;JJrcíonnle~ a lcrn t:encr>1dore!J de O( 3 ): 

L.= (30) 112 u
1 

((1d). 
'-! ··l 

Entonces, el grupo G 'l' .. .rn e!:'tr>-'!l:'lS busc-;nao aeti•.! te:'.'ler entrl.! !e.U:. 

~eneradores a u1 
(dd). 

- q 

Proµong~mos como ~ancraaores ~e J un3 co~binación lineal de 
2 . ... 2 ( ) operadores de segundo Jrden: U -· z e\ U rs • Sstr.i su.,,..,ren-
q- ""' rs q · 

cia la tomamos del oscil~dor ~rm6nico esu~ciel, cuyos niv~lcs 

2s-ld (N=2 cuantos) est~n deccneradoa, que tiene como ~rupa de 

simetrías a U(3), cuyo~ genaracores pueucn escriGirse co~o un J

perador de orden cero (el operador cíe nt1.:;..;r0 ), tres oper".d:Jre::> 

de orden uno (los ~enerad?res de 0(3), Lq) y cincJ operadJres ae 

orden dos (los cuales, junto con los tres '3.nt1Jri:?res, .·1Jnerrcn :<l 

.:;rupo SU(3) ) • .r,;;n pri·n·.n· lt<:r,?.r, e~:tot; ,~eneraaores é.8Lc>n cer n"r-

. t ( ) r+ 5 b · é · · f mi eanos; en consecue'1c1a, C( rs= - e\ >:r' 'ram i n aetien 01-n·1r 

un álgebra respect0 a la operación de con~utnción junto c0n lae 

generaóores de 0(3); ya que a partir du (o.4) pode~os obtener 

\u1 
(dd), u2 ,j = - 1 /l q 2 'l' \.2 (o.+q' l> u2 

- q q 5 ' q+:¡ 1' 

í' 2 2 -¡ _} 1 2 \ ( ) l ( ) LU q' U q'J 5 (cx, 22 -2~ 20 D{ 02 )<2 q 2 q' l :i,+q' )Uq+·!' dd 

- ~(~«222- 2c.!20c.{02)(2 q 2 U..'\ 3 (q+q'}>ll~+q'(ctd), 
de bemo<, elegir 
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si¡:,n'), C!lC')ntr~.;nJe :;ae exi: Lt.!~l o·).; c:,t1~:.1c·t..·1r: :~ :1-,::i.~1lc~~ r1~~.ri.! un 

1 
grupo Sl1(3), poriu•2 ·¡.i1d.-:::nJ:.._~ t.::'~'"".-l.:~ e)-'..> ·1_~~1.:r.:.1:·>.r-v~.: u- (dn.) '/ 

. ') ') ') ': 
(:; ~ U' ( Lici.) ~ -'=:., ~ L:~. ( s d) + :_•'· .. (e::,) \ ~l Le•) t: ·1 ~: .. :~' t ! :: 'i l) .u:·. 

L q ·.) \ . 'J. ·~ 

de estas posibilidades; to~a com~ Runerudoruu 
. 1 l ,- .~, • - •• 2 ~ 2 r . 2 

L = n-o' u (dd) V ~ = -·jlu'' u (uc) + -;--,\ J (:o.•d) + 
q '-1 ~ '.J. '- ~ 'I \ . il 

. ., 
u'' ( r¡., \ 

·1 . ·~ ,¡ '_,¡. 

configuración espacial sohre el cupeci i v~ctorial de la capa ~u-

ld. A continuaci6n, co~s1Jer31em,s s51, el eL~ue~a SU(]) de 

Elliott porque se h::i. mostrado :1ue la otra <:lección ci.e f0:.:.;e nJ en 

tan buena como ésta (Par 7d). 

(1) CLA;)I:r'ICACION D'S LO::> E.::iT;;[X);:j Dl~ ..;cu:rnno A U(c) y Sll{.3). 

31 probl•Jma que enfr(~nta11'Js nhora e:.; el de c6:n0 conoctlr quJ 

repre"1entnciones de SU(3) etJté.n cor.t2nidas en una íU de li(o). Sl 

zado para encontrar l~s multiplicidndcn S, I de unR RI de S~(4). 

Un estaoo ae tma sola p">rtículn p·~rtenece n la repre:.;entnc.:1,Sn 

(2 O O) de U(3) (esto puede entenderee si pP.nnamos en términos 

del oscilador nrmónico: unR purtfcula en l.'."< cap~• ~~r:-ld (N=2 cu

ru1tos), representa dos cuant~s en unR diracci6n ael espacio). A 

la HI de U(3) (hl h
2 

h
3

), Elliott élSJCÍU ln RI de ~U(3) (r\¡1 ), 

C:onde /\ ::_ h
1
-h

2 
y p..:.:_ h

2
-h

3
• Continuanoo, un cotad) oc dos p~~r

tículris en U(o) puede pertenecer a las particiones\ 2\ o\ 1
2 

\ 

(esto se debe a que [_1\qlj = [2~\ll2l ). E:otni;: dos funciones 

pertenecen P. una representación de U(3) descrita por un patrón 

de cu~tro cuadros: 

1 1 I · © ITJ = L .. L.I1J + a==o + rn 
(2 o O) (2 o O) (4 o O) 

(3 1 O) (2 2 O) 
. .. . 2 

así que lar; est<cd:is \_2Jy [1·:rae ,U{u) puHden p,ertenecer a las 

repre;;entaciones (4 O), (2 1) y (O 2) de SU(3). Clari1..11ente, la 

representación co~pletemente oimétrice de ~U(3) (4 O) debe per

tenecer a 1:01 repre~cnt&ción CJmplctrnne:1to :>ic1étricn de U(o) 1: i); 
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ahora, utilizR;nos ln :':'>:-.L11J.r, ~~i!l':t la •i1:1·.:·;:11~:1 e:,_, unn Hl 

u (b)' 
di:TI~_u·1i= \\ 

\ r_ ~ - J '- •l 

l -

f - f 
l <J 

i - j 

y la. fórmula pnn1 J.a diine:n:..;i5n ce une, hl C1;;_) de ;:iU(J), 

dim 1 ( ,:\ µ ) } = i ( >. + 1 ) ( f.!, + 1 ) ( ::'\ + }-'.. + 2 ) , 

,osra obtener que 

dim ce 2j ) = 21 
dim\(4 0)1 15 

diml(2 1)1 = 15 

d im ·1 ( o 2 n = o 

Por lo tanto, C2"1 se descomp'.m13 en (4 O) y (O 2); en ta'.1to 

la RI (2 l) de SU(J) corresponde a la 1u\_1
2 j de U(o). 

.. . de 

Continunnao este proceso, ~lliott cJn~tr~y6 uno tnbln e~ ls 

que aparece el nú·Hero de vece::.. que C'"c;:- r¿uretient¡tC16n ( i-\p.) n

parece en 111. reducción de Un'l reprt:benvoc15n [f] h~u;ta pf1rn 12 

pRrticulas (Bll 5~a). 

(2) CLASIFICACION DE LOS ESTADOS DE ~CUSRDO A SU(3) Y O(J). 

De la mi~;ma forma que en la. parte r:.nterior pro ce dem.Js para 

encontrar qud representaciones de 0(3), claEificadas con el mo

mento angular orLital J,, se encuentzrm en una representación 

(?\µ)de SU(.3) d:::;.da. 

ComenzaiTloS C'.>n la observación de que un est"!do de un cuento 

¡_;e tr~~nt>for:na de acuHr·do a 1::1. re;1re:.;ent~ci0n (1 O) de SU(3) y 

tiene :nomcnto sncul:ir 1 = l. :-;nt.:.mceB, un e:.:.t:1do de dos cuantos 

puede pertenec•~r a las rejJret::entücion"s (2 O) y (O 1) de SU(J) 

y a la~ representaciones L = O, 1, 2 de O(J). Ahora, las di~en-

sion8lidades de las represen~aciones involuer3das uon 

dirn\(2 0)1 dim(L O) = l = o 

dim(L = 1) = 3 
dim 1_( O 1 )"~ = 3 dim(L 2) = = 5 

Por lo tanto, las f'u'lciones que se trnnsf0rrnan de i:,cuerdo a. ln 

representación (2 O) de SU(3) pueden tener mo.ncnto nnr~ul;lr I, =O 

y L = 2, y 1 ~s correspo~dientes (O 1) tie~~n L = l. 
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sentaci)n ((\p) U.e su(_::.) lo:~ mo.ne:'\t.):.; r:.rvul".J!'(ff 'lJt: put:der. -.;.rn-

tener: 

L :.: \ -~, _::+ 1, • • • 

l?<,'A-2, ... 
K+ n 
1 6 o 

si K 1 O 

si K O 
( (). ')) 

donde K ::: ¡.-~, F-2, , l 6 O, y se han definido A mfil.C,:¡ ,/A) 

y ¡=i.:::,rnín().,)-\) (Ell 58a). 

Con esto, podemos caracterizar 10s eEtndos en este cndena, 

U(u) ·.:,, U(.3) ~ 0(3), com•J"'Yll.lfJt>{(;\p..) ¡:_. L M-{; aqui, r;.; y(', 

son nóueros cu~ntic0s adicionnles que indican la multiplicidaa 

que una RI de un suL."(rupo llC 'I puec!P ter;pr ril I'·~duc1r U'lf! RI de 

un t;rupo :J (por ejem;ilo, y2 -!Uü ;.,U(3) .::!:.: ,,n ,_,rupo ::ie Z-:'O,'.ó 2 C•)n 

3 ~e'1cradores, nec•.'~:itam'JU 3 0perad0rc::; que conmuten c!ntro :;i 

para cnr~1cterizar cornpl'3ta:ne'1tc 'los e~.tnoo.s aüntro de una n.:pru-

'.:> 
radar que CO'l~utn con L- y L ) • 

z 

(3) CLA::)IFICACION DE! LOS ESTADOS DE AC!Jr.:RDO A SU(3) Y SU(2)xU(l). 

En SU(J) tenemos dos generaciores infinitesimales que con.-nu-

tan: LO y Qo· Por otra parte, ya que 

l Qq, Lq,] = '.'~ < 2 q 1 q' \ 2 (q+q 1) > Qq+q 1 
y 

tQq•' Qq-:J= 3-\lO'u ( 2 q' 2 t 
l (;i+q i) >- L -q \ 

q+q' 
se tiene 

\_Q~2· Lo'J= :¡: Q.!.2 • ~Q!:.2' Qº·j= 0 &rQ2, Q_2] = º 10 • 

Por lo tanto, L Q+ 2 ' Q_
2

, L0 -~ genera un subgrupo de SU(J), ?o-

demos identificar fácilmente este subgrupo si dafini~os 
1 

v0 =- 2 LO & V t--:= :¡: Q~~2fJ' 
porque entonces 

[v+,v_J=-v0 & [v0 ,v!.)=±v,; 

o sea, lv+' v_, v 0 rson los generad-.ires da tm suligrupo SU(2). 

Por otra parte, Q0 es el generador de un ~rupo U(l). Lue~o, lus 

consideraciones precedentes nos llevan a la de~cJ~p~uici6n 

SU(3) ) SiJ(2) x U(l) • 
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F:l homomorfi¡;::n r:1::· ·1 un·; (!,; :..;u(") ¡.,--,t_rt.! ·l( 

grupos; así, podernos uti.Li::nr un :10.nt:r'.J cu''!~til>) A. p~>!''.1 cL,ri

ficnr los estados de ~U(2) de manera que ~utisfu~n 
. 2 

<_ V ) 
2 

,: VQ - V V - V V > = Í\ ( /\+ l), 
' +- -+·' 

-/\, -f\. +l, •.• 'Íi.+l, A. 

Ya que el grupo U(l) es de dimansi5n uno, s6lo nucesitamJ~ ~~ 

parámetro para car;'cte:ri?.ar sua representP..ciones co:nolcta.11e"1tt~¡ 

podemo::; seleccionar < q
0 

) = (; . 
Ent1nces, en la cadena ~U(3) ~ ~U(2)xU(l) pode~os caracteri

zar los estados ortiit::;leu de la for:na Y\CrJ~-<-(r\J-1.) Í\K~o1; LJ~ 

números cuánticos qne a11uí :l;Jilrecen pue<ien intcr¡iretnrse e:1 lR 

siguiente forma: f\. es un rno;nento angular que no ee 1rbitnl; r., 

la proyección du1 mo::1e•1to m1;>·ul::i.r a lo l<.r;;;o del eje 07., y 

denota el mome~to cuadrupolar del estRdo. 

La clasificací.Sn co·npletq se>:<:ún ;:>U( j) y l:;U sub:;rupo .:l'J( 2 )>:U( l) 

fue hecha por Elliott, obteniendo '!Ue en u:in. representaci5n (.1 1 ~.) 
de SU(J), E puede tom~r los velares 

t.-=-·;:,;\1-g. ,::.1\ l-¡_1,.-:,. ·-·· ·- ,'.'\- :! µ. -

Y dada una "- especificg,, Í\ puede t::>mnr l)s val:>res 
1 

l\ :: ·k \ '- ;- \ "-p .. ·-\: \ . 't- \'l. "A ' 1: p, ·· ~ \ ~ \ . · ... ,,.,; ·A i ¡; C'. 7' \ ·l >l · t.),' .. l ,· tú\~\ \ ~ 
C:n tanto que para cada /\. , la proyccci Sn del :n::>mento an,::ul!lr .)r-

bi tal toma los V8.l ::>re:J 

K -::. ·- ¿ f\ , - t.. f\. 1 c.. • • . . • ;: f\. ... : . . ·. !\. 

(En el ap~ndice D ol>tene1n:is est?s re:.iLütaG.Js uf:-:-1ndJ l·Js t.lSt:.uJ~ 

de Gel'fand de 3U(3)). 
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( 4) FORMA INTE''.1RAL DS Iu\S p:J:TCIO'.l:O:S CLAJ IF IC,' Dt .::i :5 ·;'1'..í'i :.;U( 3). 

SU(3) -,::-, 0(3), "Y'YV)(;\ p .. ) e\ L ti: _'s, y l"J~. c::irre~;¡1:;•v.Hd:tC1s a le, 

cadena SU(J) ·:J.3U(2)xU(l), -1-í_(Jj(7\¡.i..)<: L K~, fJ1~n1.m .Jos co:1-

juntos completos para est~doH d~ si.netríu (~1~) de SU(J), pode

mos expresar a unos como un"! C.)rnbinaci5n lineal de los otros: 

-,z t l fj ( A j-d <::. /\. K ·--~ = l_ C ( /\ µ. ~ 1). 1\ ; ''i.. L !ti ) ~\'\ \_L f] (;.\ ¡-l. ) ct. L !il \. 
'~- \.. l"I 

Clrira:nente, K:: M; por l::> que l':J~, c:ief.i.c1entes e'.1 eótél expu.n::i.1n 

'10 de·penden de~.':. Si ex;n•ef;a.:?:>::; la rel:1ci,~n nnter1or en un i;;;i.s

tema de referencia rotqd-J pJl' l'I!.:> á:-i.~ulos d·~ Suler .{)_ ': ( '" (J, ~\) 

con respecto a un siEtona de refora1ciq fiJO obteneTIOE 

J-- ..-. ~· [fj()i p.)(:. 1\. K-~ = L e( i\ p.~'- f\ K; •, L) "''í:-,\\_:f .\CA p, )o,. L K-l; 
-~l «L -~ l 

expandiendo las fT1ciont!S rotocas l'c.-._ e'1 tér:ninos de laa fijas 
l 

media.nt;e lns inatrice:c1 de r:it<oci6n D (Rou 51) 

"Y'c:i..tCf](í'lp .. ) el.. L K~ = i= DK~' ~K(.Q.r'rY e f](f¡p.) el., L K'-); 
- ¡:_' -

nusti tuyendo eL;te resul tad:J en 1.::: ecuaci·5n anterior; u1ultipli-

cando amb·Js miembros D~ K(..::¡_) e inter;r·mo.) sobre .cL obtenemos, 

usando lqs propiedades de ortJg~nnlidatl de las mRtrices ~e rotn-
\ .. 

ci6n ~. (Hos 57), 

~ D~ K (c-l) 7'-_;,j~ [ f J (?q.L) ~:. f\. K 1 {o. b ) 

= 2 __ ( 21+1 )-
1 e ( /\t:-1..-f-.. J\. K; t-.\. L) ·M' L rj( :A¡J..)1.-i.. L K \. 

~ 1'L -
Por otrH p::i.rte, puede .11o~trarse que ui f\ <.. 2 o f,\¿__ 2, no efl 

necosnrio e 1 ¡JarárrF!tro e\ para caro.eterizar c:>mple tP.!tiente los en

tados. En este caso, la ecueci6n {b.6) se 9se~cja al resultado 

que se obtiene al utilizar el método de proyecci5n que usa les 

inteE;rales de Hill-'.'t'heeler, si interpretrunot:J a X. como el estad:> 

intrínseco y a ·•r corno el estad:> proyectado con buen moment•.l nn-

m•l··r 9) e l' " 2 't ,,,,~ o. • u~1nc o " y ,.... no son :nenorcs 1ue , se vn R necesi o1r 

el núncro cuántico extra el. ya ::i•.J.e Rl?;Unos valores de r, aparecc

rá.t'l más de ttna vez en una represent:;.ci5n de 8U(3) ( ~ representa 

la multiplicidad de L). Sin embur~o, se na de~ostrado que el nó

mero de valores de ~ necesitados p~ra c~ract~rizur lJs estados 
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-E:={.· ,.r,, v n:>r e:Jt8 ra:-..,11 se l'tu-:._· 1e i~-·1~r 01. .. ._tl:;:r::rJ ¡.~ .J•.:!. ~~·:.::1-
. !11.!X ~ • . 

do intrin~;er0 en ve:;: nel pr~rá:nutr? ('<. /\SÍ, :.,Jr)ue:nJ:..; escr1L·i.r 
21+1 

[f](,~11) K L M = ,.-. C(;4µ K L) 

x \ n1~ K(Cl.)X ,;, LnG\,w~)..;;; ~ _ 1,_ r: -~, 
... J 11 .... '"1 l ffidX -"' 

1 e 1 r donde Í\ = -
2 

min ;l· A ,}J.. para ':::."" (:. .t. • P·:>r otr·::> lado, e:-i v::.st~t 
m-=...x 

de los resultad'.)S ancontradou en (b.5), tene~os que loe vul1res 

de Len una representación de ::.iU(.3) (/\µ) s'.ln los ce un'! E.ene 

de niveles en una ~~nan r~tacionel, 1 a e u s; 1 ti o e o rt a en I, , = 
m 9.X 

K + ?1 ; el pará-netro K cc>rre~:p.)'."lder!ri en el ,aoaelo re>tacionrü R. 

la proyección del mo;nento r:nv-ul<ir n lo lnr1~0 cel eje de r;i·,1e

trfa.. Debernos notr-i.r que el minero cu:~.ntico K que se hR u:;ado pn-

ra car~ctorizRr los estaaos prnycct~doa n'.l es ~L m~s enr0n1&do 

porque estad·::>G con el •nis:na V:Llor de J, pr'.)venientco de b3.nnao 

rotacionales distinta:.> (K di:.;tintas) no '':'>n orto.sJnalas. 

Elliott t~nbién ha demostrado que para obtener cualquier es

tado de la representación (~p ... ) oe SU(3) con momento angular L 

(i.e., los estados proyectados), basta con proyectar los estaaos 

intrínsecos con -E. = .<::_ máx para "A "2:}l..• y con -<::. = <: i para m n 
)\ <.µ. (Ell 58b). 

De esta m!:'lllera 1 se ha mostrado que el modelo ~U(3) es comple

tanente an1logo al modelo rotacionnl. Hxicta, sin em~nr~o, unn 

clarR diferencia entre los dos: en tonto que en el ~ooelo ~U(j) 

los niveles de una banda rotacional est¿n ncotndos superi)rJen

te, en el modelo rotacional no lo están. 



( ii) INTERACCION CUADHlT.POLO--CUf,DHUFOLO. 

efectiva de d'H.: cuerr-'os '.[lle t n1e .:.:n C"J•.:!nt3. le. i:itcracci6n om-:.. 

tales núcleos, ten . .;;;n un alcnnc.;e ler,::o co:nriarado C')n el tR:nr!:i·) 

ael núcleo. Si se hace una expcmsi6n p:=n·:::. rücp.nces ,_;randes, hns-

ta se :rundo orden, de cual'.JUiP.r fuer?.a cer.tr~ll de {l)s cuerp·')S, s~ 

encuentro. ~¡ue la única iT'ter?cci6:i en c::,tn c~.p'lntJi5n que "r·)p;ie" 

la der~eneración en una capn de ose i lrl<t::ir nrn5nic) es ¡1 ro p :n·c 1 ·J-
·;i 

nal a Q(i).Q(j) (ya que en c1w1 capa de J~cil'ldJr, r. ·- Y (~)- •(i.) 
l r1 J. l ,,___ ........ 

es pr:ip::ircion-il D. Q (i)). Así, el r•1:n,1i111r.,nt) ce 1;1 tle.;ener&.c1~:1 
'l. 

-la. C:.Lfercnci;;,:. entre Los nivclé'S r'.c,;;erh::radJ:> <:·.'llC'.i a 1& intc·-

racci1n introducida- es proparciJnel R 

T Q(i).Q(j ). 
i< j ..,,._ 

Debe:no~ enfatizar que esto es ciGrtJ ::;:5l·J tH ;.;uooneinos ·iue ún1-

canente existe une capa nuclear activn. 

31 operedor de Casimir de orden doa pnrn SU(3) puede escri-

liirse en términos de sus B ~eneradores Lq y Qq,: 

c
2
LsU(3)j = ¡ (3 !'.,·~ + 3_:9_~· (o. 7) 

Sus VA.lor•::s prori.os en la represent,,ci1n (~';¡J.) se pueden calcu

lar f'cilm0~te si utilizamos les expresi')nes de L y Q correspon-..., """ 
dionto:J ul espacio del oscilndor armónico, resultando 

2 '" 2 2 2 < e e.su (3) .J ~ ;:\ }-l) = 3 ( rl + µ._ + ">.µ + 3/\ + 3 p .. ) • (t.J.7') 

Obi:.ervem'.ls que c2
lstJ(3)Jincluye el tér:nino 

Q.Q = '¿_Q(i).Q(i) + 2-¿ Q(i).Q(j); 
._ ......... i- --- i<j~ ... -

y como vimos, la parto de d'.lG cttt<rpos de ,~sto operador os el 

término más importante para un2 1nteracc1ón de lar¡;o alcance; el 

término de un cuerpo separa 11-ls :5rti tes de pe.rtículr.i indei1<.:n

diente dentro de una capa y puede incluirse para tom"'"r en cw~nta 

interacciones can cap3s cerrada~. Por lo t~nto, un po~enc1al a

trRctivo de largo alcance CJ~ticn~ u~ té~nino prJ?arcional a 
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(o.~) 

c2 \_su ( 3 )]no 
') 

sentaciones de ~LJ(3). Tr~:1:pocn L'- pue(11.J ~c.,plnr rlifc::·enteG :r·c;,r..::-

sentaciones; sin c:nGar~o, n? ns invRriante con re~pect? a ~U(3). 

De la expresión de la interacción cuadrupol0-cuadrupolo (u. 7') 

se observan dos cosas: 

(a) que dentro de una reprec,en-¡;::ción de SU(.3 ), los ve.lores pr>

pios de Q.Q son proporcionales a L(L +l), lo que ori(.~inft :..:.:: ..... -
espectro de energías rotacional; 

{b) que los estados más bajos on ener~ía son l~s que pertenecen 

a la representación (~~) de SU(3) quo maximiza 

< c2
Lsu(3) ) /(;q1-)' 

De (7. 7') obtene:nos que 6nta e::.; lFi ',¡ue tiene un val?r :náxi'."10 

para 2f\+µ... En vict.a de esto, eDperwn"Js :¡ue los eBtndos c,1:i. 

energías m;fo Lt1-1j&.s sean los :náz fó.ci.lcs de C·?rn'.ltruir medir.n

te el método de proyección dol momento ant1Ular (f. áx= 2;;+p,, ). 
m 

(iii) APLICACIONES DSL ESQUEMA SU(3) A LA CAPA 2s-ld. 

(1) ESTADOS DE PARIDAD POSITIVA EN LA C.A.J!A 2s-ld. 

Pera n~cleos doblemente pares se con~idera un potencial nu

clear de la f ormn 
b . 

V = a M + ¡ 9:9.. (o. j) 

donde M es el operador de Majorana que ordena los estados de a

cuerdo a su simetría orbital [f_\, y u, b son parámetros que dt:

ben ajuutarse experimentalmente. 

Si la simetría orbital CrJ cstn representada p.:>r un patr6n de 

Young con cuatro columnas de lonvitudes n
1

, n
2

, n
3 

y n
4

, enton

ces el valor esperado del operaaor de Mejorana es 

<.M)Cfj = n2 + 2 nJ + 3 n4 - ~ i n i(l'li-1). 
\e:. \ 

Un potencial de la for:na (ll.9) reproduce las característicfas 

de un potencial de Yukawa con intercambia de Serber e intcnsia~a 

V
0 

= 40 MeV si se eligen l s par1~atr1s a~ -1.053 MeV y 
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b ·':,-O. 211 MeV _., • Con e~.>~t:~ riJt0~1c tal :;1_~ hr,_n 11 t.•·nic~'J 1. !~~ ·~~~-

13 20 
pectros par-=i O, tle, 

?? 24 ?e 2~ 
'- L Ne , U!¡;, M r:: 'J :-.; i ( !~ ~1 r u :3 ) , y ~e 

. . ... 
n ~~ i.: ! , t. -:-~ 1 0 r·:1 a n n :..... :J n x u:/ 

distintos de los obsl!rv'.'.dos l•:<:-.erür.eonlr~l.·::,.;nte>, con cncepci:Sn ~·]l 

2
jc..ol.· '-'l.'n e•n'-~r 70 '"ü "'·ti··n¡• U!1~ '' 'J-·J~"· )"t'-n··1'tl" ··n u1 " "'°'' L..J ,. 'l.J '· Ut."l. f:.;, 7 ....., •JU t-_. ... ,, 1.;. ... ;L - ~ !! 1 ...... ..-.:01 .... • .... l.- L. '-=' .... l':':;.,;.i...;",-

];TQ del 23
si al to:nar en cul<nt;, la inte:r::1cción ecµín-.:Srbitél. 

Debemos notar que l~ co~peraci6n de lln c~lculJs con el es-

pectro es éiirect11 porque pur:c: estnd·Js do mé-xi:in ::iimc~trf.n orLitaL 

tenemos que S = O. 

Los estados de máxima simetrín orb1tnl pArR nócleos c?n ~ i~-

pnr y núcleos doblemente impares no necesitan tener ~spín in

trínseco cero, por lo que ni siquiorn a pri~eru uproxi~eci6n uc 

pueden i:';norar lns cft•ctos es;iin-6rl'ita. 

Wilsdon (Wil b:») c0'1sider-S este ¡;r·Jbl.w:u.1 f.m:·nnie:1do q~w l'.ls 

efectos espín-6rliita ~on per¡ucd1'.)s, de :nn·1er11 :iue la cla::;if1ca

ci6n de los estados uet;ún 3U(3) aún es válidu; tom1 un potencial 

efectivo como (b.9). Sus cálculos (tanto el c~lculo de espectros 

de ener-~ia como el do momentos r:ia'..';11éticos) r.1uestran :tuo el m'.)de-

lo falla p3.ra núcleos cercanos a la mitad de la capa. 

(2) ESTADOS DE PARIDAD IMPAR EN LA CP.:PA 2s-ld. 

Experimentalmente se observan uandas de estados con ;:iari<lnd 

ne0ativa en núcleos de la capa 2s-ld, por lo que se espera que 

el esquema SU(3) tarnbién pueda ser útil en estos C!lsos. ::ii.n er:i-

bargo, no queda claro qu~ fuerza efectiva huy que consióerar un 

el cnso ~enernl ya que l?G estados nrovienen ce excitaciJnes 

ti 1 . < l: 1 'l 1 ldO 19F 20N-par cu a-aguJ ero. Je 1an iecho ca cu os p8.:ra , y " 

(Har b8), que muestran acuerdo cualitHtivo entre los espectros 

calculado y experimental (los cálculos se hicieron co~siaera.ndo 

un potencial gaussiano con intercambio de Rosenfeld). 
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;:>U(2)xU(l). 

pitulo V, ya que util.i:»:ire~ll" e:lt:u'1)[' ':•. l)~ 10:.ult~d·:i::; ~,'1C)C:

t:nldOo en dicho cnpitulo. Sin e:nLr!rt!:O, n'lre:rus una -JCll:~0!·e<.:i Sn 

de estos resultados antes de uaerl1s. 

1) ESTADOS DE GEL'FAílD DE U(N). 

(a) su~inistran una base para 139 represe'ltec1ones irreduci~lus 

( BRI ) de U ( N ) • 

(b) Un estado de ~el'fnnd pertenecientu 'l lo RI 

de U(N) est~ carncterizqde p0r el nrroflo 

.. hl N h2 H. h;., l" ., h .... 
' ¡¡ .·\ n-_ t &' • 

h . h 
l; N.-1 2, 'i-1 hN-1,N-l 

donde 

hi j > hi j-1 ?_ hi+ l j 

(e) El estado de pe>.>o máximo pertenecie'lte a la RI 

de U(N) es 

hl h2 h3 

hl h2 h3 

hl h2 

hl 

h •.• -, 
~ ~J 

hN-l 

h'.'-1-1 

(d) ~l peso de un est9.do de Gel'fand se <)Dtte!1e P.l riplic:=:tr l.rn 

~eneradores de puso 

C{=l, 2, ••• 'N, 

y su acci6n es: 



i1 L 

·-· \~ 
' hl ~'.) « 

hl 

hl .. ~ \ 

~yi ~p,~-Z'r1 ·1 
- P.,-:.\ f!'.¡A·I hl e-:.·} 

hl 

2) BRI DE su (3). 

707 

.. 

r¡ 

"-

l 

... 
:,--. 

2 

1 

t; 

h¿ 

h2 

h2 

2 

'! 

2 

h 

h., .• 
¡, ,, 

( n) Si .....--. e:.; 
'.);::, B '.:\~ [-': = l, 2, .•• , N , 

::;on los ¡o;eneradores do U(N), l:n> ;:e:i.:rador..:;; cu ;.i;J(:;) be! 

definun como N "\ , •. 
¡:,; __ . --- r; ( ·-· -·· ' \ . ,, 

f\ ,.,_ - 1 · --~ -.::. r' :i' J '' í~ , .... ,__ ~ r:) 3 ~ .. "- .. 

( b) Too rema: "Para tod'.l grupo de Lie ~,e;:ii-s i:np 1.e } de r;;.n,:'.·J ~1, 

cxiste:i N pesos· fu!'"lda*'nentnles ·01., i = 1, 2, , N, talüs 
rv l. 

que todo peso máximo 'ti corref.p'.)'.'ldi .. rnte P. U'1él RI de '' t.!stá 

de.do por 

Por lo t?.nto, 

rizRr la in~ 

N 
'lj ·:.... ¿ .!.<'~ "'..Q 'J. • -Qci ~ n ... \ \) 1_ o~ '1 

cX-.::.. \ 

( ...Q1 .. Q"'- ••• ~?\) puede Llti li:c;rse parR cnrncttt-

(e) A continuación encontrn~os el peEJ ce ~'.1q HI ~a SU(J): 

hl h2 .. 1 hl h2. h3'~ 
h3 '"\ l A' hl h2 t hl 3 (hJ.+h2+h3)j \h1 h') ) 1 " 

hl / !t\ _,/ 
/ 

'h h2 h3 

""' 
ihl h2 h ,"'··. l 

A-z ih2 
1 

( hl +h2+h .:/' 
~ ', 

hl h2 
" 

I .3 hl h2 z. 
/ 

.) ,/ 

hl hl / 

/ 
; 

Por trmto, 

hl 
1 (hl+h2+h3) 

:> 
C"\c\?) l (h,..,-h,) 'l')\ 

3 = 3 
+ ) 

.) '- .. ~ 
'rl) ~- = h2 l 

(hl+h2+h3) l (hl-h2) l (h9-i'l.) 3 3 + 
·- '-- ~· 
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::Ji def i;ii:n·)~ 

1·\ 

"\ -- yr¡ .. 'i','¡ 
I ·-·· \ 1 

n·JS sirven µ·u·<: cnn~cteriz:-i.r RI dl~ JU ( 3). 

Algunos auto1·es 8coutuiriórnn c;<r':ct·.n·i:t·.ar íll ,~..: ;;:._;( J) 

mediante 
(h. 1) 

r~n este cas0, 
'(\ :: kl -k

2 
.•( ,Ll :: k

2 
Con (B.l) vemos clnr:::11e11te :¡ue el lati:nJ p2r;_betr1 

irreleve.nte. Luer~J, Li:... el:it'.;d1::. dt 1iel'ffand OUt!tlen cieno-

tg_rse como 

('C .• 2) 

on dondo se deben satisfncer las de~;igualdades 

kl ?:. ql ~ k2 ?:. q2 > O & ql ?. r > '12 • 

(d) Para relacionar este estado con al usado por Elliott (i.e., 

para obtener una relación entre lHs fu1ciones do onda 

\ ((\M.J f\ "t {: > 
que él utili~~ y lns que tencm1s en (B.2)), os muy útil vi-

f:lualizar _los estados nuclem·c:;¡ C'lmo fu~ciones pr)pir:.s del 

oscilador l'lrm6nicJ en tres cii'llefü:irnos (vúaiJe (Bar 08)). ::ii 

hacemos esto, tenemos que 

"'o = 3 N': - ,¡'{ _, 3 ,.,. :> - ( r i .. _ i r :< ) 
.! t;> .,..,, ,,,.., J. , ...... + ~ + '!"") :;.;_ ' 

• l ~ r 1 ~· l . i 2 .! ~-> 
'1)0 = 2 (Nx - :'iy)--1,..2 (t,:-.1-(:,). 

Sn estas exoresiones, fi , ~ y i bJn lo~ Jooradores J.uo 
• X y Z ' 

"cuentan" el ntimero de cuant:Js que n,;;y en lai; dir.Jcci-J~es 
,,.. 

x, y y z, respectivamente, y N cuenta el númer'.l total de 

cuantos. 

Ahora, si aplic~m::is r0
0 

al 

kl k2 

ql q?. 

estado 



Por 10 tant'), 

o 

,/ 
/ 

' - .l ' ·. 2 r - ·.¡1 -
2 1 -

~ \l = ~ t 2r - ql - ,'T ( 

'2 .) 
Luego, de (B. 3) y (B.4) enc:rntni:n1!. 

;) ::: 2 Í\-¡. l 
·1 l . :~ ' 
r :: 

2 
\.l + Í\ .,_ ·1

2 

Por otra parte, yR que 

\ 

k, 

'l~ 'l~ 
-J¡ 

o 

¡r 

( iJ .. 1 ) 

1 ' 
\ A\p, f .... , ') /-".. 

\:.) 
' 

\· p 
e\\· c.p:'·) -- c.. (l\ \ )> ')\ \\ ?J• \ p p 

·L\f'.. .. \¡) 
1 ~ 

donde hemos introducido nuevos p~r~~etrau en el estado de 

Gel'fend, t'!Cordes con la cnractt!rizaci6ri de 3lliott, hRlla-

mos que 

~ -=- -· G, ( l\ \· p) \ i.'., ( ?< \- 2_[J.) ~ }J.. ?:.. p 2. o 
y de ar¡u:! que 

J.\_-::. I t. CA \-'1-~.i..- (; ~ -- p. 

hasta ahora. El estado que esta:n:H:> c.H1:0.:iu~rt..ndo es 

.\ 
~ ; __ ,!:-~ 11~ 

z.h.i\l> 

a~-

(B. 5) 

de donde inferimos que se dt!ben t;atisfncer las desi1:;w1lda-

des 
.. (\ \· )-l 7 ~Í';;,_ \- p '?.:.. p. L p ?._ O , 

"2,,l\ \ f) '? -~:L \ Í':.. \·1) = T) '• 
¿. ' 1 

De esta últi·n;, i.-;;..iqlchci ten•!no~ ·¡ue 

'\)-.::. i:.. [\ • %.. Í\. ·- '1 , 2.. [\,, -?.... ...... - ?...Í\. \· \ • - (:_ f\ 

(B.6) 
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ü::. 

/\ 
,\ 1 1 1 1~ 1'\ ¡: /\ \ \1 ¡ 1 -·· 

~ ?. /\... \ f' p \ ' :. } \, ::. l - . !; ' l 
J ·._:¡ 

\· [\._ ' 1 
., J 

¿ ~ p \. li. \ ¡.:J / ;,.. 

desde O lrnsta ,'.\ + ;-.i_. 

e ont ra.cnns que 

!' ........ :..:. ,; \- t.\ . 

Pera fin~lizar, med1nnto (B.5) y (~.~) h~Ll~n1h lJti v~-

l1ros que pu~de to~er ~ : 

De (B. 5), 
p {;í. 7) 

Sustituyendo en 

~ ( (\ \- "1- \- p) ? l.\ ·~ :,_ lp.- p) 
2 

-que se obtuvo de (ll. 6 )-, enc::m tram'JS: 

~ l4f\ \- "- µ \-\:.) > L\ /..T.~ -2.~ \- 2.µ \- í..). 
Sustituyendo (B.7) en J-.>-!:_p, resulta 

¡\. "> LSz.""'--:.IJ-E.'t - (,. \. (\ •.. ". J 

Y sustituyendl') nuev¡l:nente (B. 7) en p ~O, se tiene 
1 (:_..... E.-l-., f\ 
'G 'l c..("\ \Ap. - - J .::. - · 

Los tres últimos resultados se pueden rcsQ~ir en ln desi-

gualdad 

'<Y\Í'f'\ e k\2;.\ \L)}J,.-\::. Lz~·~~ \¿µ \-~} 1 L f\.;: t \ r..;\-2µ-c\¡ 
lo cual indica que 

!\.-::.. t \2/..-2..}J...~ <::)' ~ \ 2.f\ ·- 2: 1->- - (:; \ \- \ ' ••• 

• • • ~ "" ~"' (. ~:- \ i'.. ~ \ ·H>- l \ , '(~ 'l ;\ \ 2. 1~ \- '- \ ) -
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cr,PITULO V. EL 1 rw:)Lff.;', DE ~~u:.:fiOS ~· l:<i u:~ '( EL [ j~.:EI·\,\ ¡)[ :)[;;u::Ji', 

:u ;\~H :i. lAC lOf ! 

SECCION 1.EL ES.:!'J¡_:·,,. 

En el estudio 11ec.'.inicu cu.5--.t~c') d • l,:i:., 5i.: .. tr~· .. ,·;s con::.t.:.

tuidos por un núniero ·~r;_;nd0 dn p:·--· '·~uLJ.~ =:u.; in::er:.,ctú.•n en-· 

tre si, resultn ele ':ran utilidad 1..1n método p;;:::-Lculac de c.n{::.:.. 

sis conocido por el no .. ·tr8 ;j~ ~;,~wr·,,~ .. , <'.u<int~;:._.c'.511 ; C•)ico el 

problem0 del núcleo e::. es~:ncidl•: .. :nte .,~, :·r::•Lle"· de :uc:·o~. 

cuerpos, estudi;_Jrcrnos dicho :n(t,:rdo y ln .jplicn:i:-~r¡·;os .:J si::te:nJs 

formados e;..:clusivamente por fcrmivncs. 
~esir:;nernos J)Or ._._i 1., (·¡-; , .... 1";, .. 1 -:: ·-:· • , ••• , ¿¡ •..in ~~::~e 

. . \ .: ' • i I 

ma completo de funciones d.-, 0nd ..• ort.:;r10::.·:1:•l1zc;Jas de un:; ,. r-

.iunto de r1ÚfllC!:'OS Cu-.'.intiCO:i que ::iirve;1 r·'..!r•:i C21rr.,cter..i.Z..Jr l ·;~J 

funciones de ond3. 

part!culas Que abe-

decen la estadÍ:.'::.ica d~ Fer.;i (f.;rrni.·~ne·;) ·1 qu:~ :·,:) int:eractú n 

e::tre si; c.:;da piCrt.tcul;:; :;e :cncu:;11tr .. ' en al ·;uno d·~ lo:; estados 

]fo , -J-'f,_ , • • • Sea }.): el nÚli~l~ro d•: r':,rtícula::; qu :: se encLJcn-
\) 1 L -

tran en el e:;tndo ~yf; Los números i'11 , !·/.,, ... (es claro .¡ue 

.7/Jt.= fil) determinan un e::;t•Jdo d;l si:.t.er.;a en coniunto, (!ue 

~epresent'Jrer;10;, ·:iediante la f.;nci.ón d .. onda ':!--?:,,\,,.... Cons-

tru.cre¡¡os, a c<.:-ntinL:<Jc~ón, un for1;.01.-..:.1~0 rn::·.te;i!Jtié:o ·:m el que 

los nú1neros d·;! ocu~LJCiÓn d0 los r:st.;J .. os: ~" , 1;c, ... , y no L:is 

coordenadas de las partículd~, r~presentan el papel de varia

bles independientes. 
El Principio de P.;;u.li afl.r.1.a . .:;ue f;.inciones d; onda de 

un sist·?rna de l~ fer·nione~, indistinquibl.:s d•,be ,.er óntisi: é
trica ant8 el interc~mbio de todo par de coordenadas de las 

partícula~, es decir, - ( - ~ -- --· -,::- \ 
"Yrl,ih, (r,,r-:/.) J~ /" 1 r':.o J Ir~.¡) ::::. - í:i~. ¡;,¡ J', 1 i\_¡"¡ fl,.., ¡ · 1 r.~, ·.: I,; J ( 1 • 1) 
El producto de las funcione;:; de ond;.; de fcrmion·.:;s lri.jep."nJien-

tes. 

"-Y e ii~ \ ~-,. r ··~ ) 
·f, }J~,--'i.-

( 1. 2) 



214 

no satisface c~tc princ~~~~ d~ 0n~is;rcLrfQ, r~rJ n0J 0s cons 

truir fácilr..·:!nte una func.i.cín ;0L1l;:1onte antisim&trica apl.:..c,1-1:!. 

el operador de perrnutocionGs ·)·, el CUCil int·~rc<;:r1bla : ores de

coordenadas dra las ~art!culas, por la aue el est~do buscado es'' 

t:µ = ___ .. :=-~- :·::~:._·~l\r;.·1rf __ ,f"fi~\ 
- ,o.J11h

1
... 'hJ~' f' \ 1 · •, 1¡1 • ~1 

'. \ 

\
, r .. J \ , , ~ · 

J} •• \ ) • j .< 

donde la suna se efect~a sobre las ,\· ! ~ür-mu~ 'JC .i.one _; d .. ~ las va-

riab.1..e:.; r;r 1F,1 , que representan la!'.i co:irdenaJus ~:¡enerdl.iz.ad¿¡:; 
del sistema. El factor · :)!\--/:- se introduce p¿¡r;: non1&l:..z.ar 

•/ 

la función de ondo. 

El estado (t.3).,c puede e~:pres¿¡r t<.>mbi.-;n en for•:w de de

termi,1ante, que ~;e le conocrJ co:;.o dctermina .. te d·.: "1.=.:ter. 

' 
( 1 • :. ) 

\k (\7,'¡ ·h ff_ ·.. ¡,, • r· ·! ¡ 
r·/·l f 1,1 '~ ¿, / , ( t, . }I 

Ya que de acuerdo con el Principio de Pauli 

paci6n solo puedJn adquirir los valoreo cero 

niente repre~entar el estado por medio de 

los ndmeros de ocu 

6 uno, es conve-

1 r¡ 1 lt <. n '.> • • • • ) ' ( 1 • 5 ) 
que indica que la funci6n de onda tiene ( 1, ptlrt!culas en el -

estado .. 'YF,,r\. en \-'k, etc., i. e. 

\ ', . O .. 'J .. - '/··- - ~ I.r t -;,· ) 
,- .. , ~, -·¡·• --_.J,f,"·''1 ~ " , ) o ,__ ·- ~ .. ,.. . r • 1 ( ·11 \ . ;.) " - \ .... , \.- . - ¡ ' t!..i , - , , 
1:.~1...:.l .. 1 ~1 .. /- ,j ·• ' •. ·rp,•. :, ,p,"r.,_, ,r, 1 1,J. r,tP1l\ 

Oefinamos un operador de an.quilacl6n ];f: 

1 
ti1< ... (1.7) 

que aplicado 

{ 1 • 6) 

a la función \ ll,r!;: .•. >' di sminuyc el Índice (¿~ en una unidad 

v rnul ti plica la función de ondi.J por ·,Ji¡, 1 
,, (.'- . . ·-•. 1 

b · \ n,,th1 . ne:.,· /-.:..JI(, \Y\, n-t, J r¡" -1 1 > ( 1.i:') 
de modo qua el operaJor tt( disminuy~ en una unidad el núxoro 

de partículas en el \,:-ésimo est.·1do. Definirnos tamb-en el o-

p·3rador de creación r,~ . conjuq<Jdo de ~ ?. que aplicado a 

la función ln 1 í~, ... j aumenta i\, en una unidau y multiplica 

la función de ond<; por Ti[:-¡i1
, 

b~L\f\,ih1 .,n .. > :::.,)vC~-i'\n,L, :ílc""~~ > Ci.9) 
Con los operadores de cre~ci6n y de aniquilación forma-

"' + 'e mos el operador de número ~,J,: ~ b,, .. : , el cu<ll tiene la ¡n .. > 
l.'· 



I•!, ··_:l ·~:~t ·jo -e~::- - .'),. 

1\ pe r ti r d e LJ ·; e e u "e , o' , i:· _. ( 1 • 1) ) 1 ( i 

probiJr c¡u~ los ún LC<):é. e:~·: ·~ntoc. .i,, 
tintos de cero son 

t 

V 

i.z 

( 1 . 
Ü8 

.• 1 
e ) - 1 ~-~ .. 

)' 

( 1. 11 ) 
donde :::.:-ci:J:· repra·5enta 1~1 ~;ull~<-1 d·"' los nlÍ•·..-:ros efe ocur'·_,ción ;·,_,ru 

. . 
todo5 los c~teidos desde el ::-é~1~rno h.:1st .. 1 el X-t~·~íHo ; 

~'(111') ·.\'1: 
ut{liiando estos rcsultudos, 

( i . , 2} 
c .. dculamos u'iorn el elcmen 

to de matriz (para 
~<.11. r)J- \ ;_ . .¡? ; :· ... '. '') ~ 

MultipliccnJo ,: : 
',1. ,. .... \'. 

'-.-~~ s;. [( .. \~:. ~l 

o bien 

' r 

•. ' ,· ) 1 

'l (1.13) 

.. ! • 

en ordc:' contr _;r i o tenci: os ., 

<<-; ·¡ .. l, ,_ ~ ~. ( 1 • 1 !¡) 

Comparando (1.13) con (1.14), ver.io:.; qu.: c::>tas cantidades son 

de siqnos opuestos, es decir que pode~os escribir 
(··"'- ,f.1-i - ,.¡. ,;._ { '· .¿ 
l.ºr~,r-· _: ··0¡;1 :, 'f. o:...:- .·". <'· 11 
Para el element() de matriz di.Jc,on<-1 J • cncontrari<os 

1 . t> ¡: 
1{:~7 1 .• l?.:1•' .:>~) ¡_i; 

C· •¡:, :,'/:=.r: -'·· 'f, 

(1.15) 

. ' f; .. 
( 1. 1 G) 

suniando con (1.10) encontrd•nos: 

i ,· ( 1. 17) 
v las ecuaciones obtenidas se pueden e::;cribir en for1oa conju_12 

ta 

/ .. : : t 

Efectuando cálculos an~lOGOS para los productos 

( 1 .1 o; 
1 " 1 

V f 
\.., 

, se o':ltienen las relaciones 
1 f '" () 

( 1 • 1 ') 
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de los 

l /' . 
lf; '·f..1· 

y el producto escalar de dos estado~ de este ti-o scdí cntonc·~s 
. \ ' 'í?.: • '( ,' ' "· e ~ ' • ' ; ¡. 

'( 0 C. · • ·o e f 1 • f ,. · .--l ~ _) .:..: ) (··: , . • ; ,,. , .. ~ f . ( ~ ·• :: i ) 

El símbolo deltéJ siqn.i.fica aue la exprc:.,iÓn e:.; i·~u;;;l .:. cero 

si a cada P.~ no corresponde un ::_ que sc0 i(;ua i a él; si <:i ::.o-
- ' . 

da (ll Corresponde un;.! f": , entonces tor;·ú el ViÜOr uno, 

Husta <:>c¡uÍ hernos tr ;ba_i ,J,Jo con f,:r-nioncs ': deducido :::u•2 

los operadores J;~ crr.?;,ción v cJni·-:¡u ~ l._,ci :in • .:in ::.icc1w•u t ;n. ::n 

sistemas for:nado'..i f'<)r bosones, s.c dc:::.2 intro.:ucir 0:1erddOt";·~. 

de creación v de ;:;niquil2ción bosónico.:·, lo: cu ,Jü:, con:ut :1 

entre si. ~i el '...·i ,tern-:; e~~~~~ f()r·· .·1co :--or p0rtí·_.ul~1~ de .i ~ _., 

rente especie (bosone_. y fen:,iones), p"r' cad<; t.:.:.:o dt.>Ot' in:.r-' 

ducirse los correspondientes operadoras de scJund~ cuantizaci

ón (bosónicos y fermiónicos), los operadores que se refieren 

a bosones y a ferrniones conmutan entre si'/-' 

En lo cue concierne a los opcrodores que corresponden 

a diferente::, ferni·:in:!~, dentro de los ::.ímites de l¡:¡ teorí:i no 

relativista es posible cons ~derorl.:>s y,j sen co ~o O['JL?r · Jorer, 

que c::nc1utun ó co1;;0 operadore:::; que ont.iconnutan; en ambos cdsos 

la aplicación d·'1 m'rtodo dr: ::;e :und.:i cu;;ntlzación conduce a 

los LÜsmos result>-·dos, si c::s que s.: LJS" consisterit•-''~•!ntc cu.Jl-
r •• -1 

quiera de esto::; convcncione:::;, ' 
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SECCl()~¡ 2. 

aue correspond~ a -

una c1<J,:n.itud fís.icu asoClddél a ln -éc>tm,, particu::c1. !)ctenr.i 

naremos ,, . , .. ' 
los elementos de matrlz del oper;:ii!o::-

·, '• 

respt1cto a las funciones d.1 ond;·¡ · ~ .. ·') Es cl3ro que los -

ele1;ientos di:! rnatriz scr~n distint.1..ic.; uc C•1ro únicrnnente p.Jr , 

transiciones p;Jr<] l.Js •.:¡ue no varí.:m lr):; números , ... ( <: 
lernentos di;1~on0l·~s) v r:'·Jr<J aou,~lL:1s en 1¿15 oue uno d·: cé.tos -

números aumcnt.:1 en unw uniJ '-': rni,::ntr<1s aue otro dis·:1irvJye en -

la misma ce:int itJ.:i.:. En efecto, Ja~o ~ue cada uno J~ los ooe-

radorc:J actúa solwmente sobre un0 func1~n en el ~roducto 

ser dlstintos de cerv tan solo :Jcr,'1 l~,·~ t1«1,1::.ic1onc~, en ~;ue vil 

ría el estado de! una sol¿; purt~cula, pero esto si·:n t fica qu,? -

el número de partículi)s QU•:! se cncuente.:in en un est.ido di:;,.1inu 

ve en una unidad, mientros aue las q1 .. h~ se encucntr¿,n en ol .ún 

olro aumentar<'.in en eso mism.J c.~:ntid~~,~. Cl cálculo de estos -

elem0nto!l de m<Jtrlz e::> en e5e;1cia sirr.p:..<:!, por lo que prese,-.t.1-

remos solo el resul t;;do. Los clerílento:; no dL:;aonales son ÍQU.§! 

les a. 
'). , 

'· ( 2. 2) 

con 
Í~\.1"' ·1..- ·~2.3; 
j r>, 1 í. 

No hay aue perder de vista que los operaJores difieren~

tan solo en las variables a aue se aplican, por lo aue las in
teqrales '.\ no dependen del índice Los elementos de -

matriz dia~onales de '· resultan ser los valores medio:; d·~ la 

méqni tud F ·~. en los estados .. ·'• 

:~., (.~. t¡- ~. 

... ::_ • ( .! ) 

---- t . . / 
• :, l 

Par Liendo de las prop"iedódes 

es f~cil ver que el operador 

.. 
(- 1 

·~ l 1 ~ 
..... '-- ( l - ,, 

l .. \ 

de los operadores '" V 

t. 
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coincide co11 el ·?~!r.•rcidor (;:. 1). 

con los el13mento:..; (2.2) 'I (;'..4). ~ n .i '-1 f {r:, u l , 1 ( :~ • 5 ) l ;.J :.:-. -:_· . 1 n 

tidades :{•} ron "L'll(Jl'·''ílC'1tc ·1ú·· ero" Je ;:;st;J ·l••.1IV~I:"·.i :,, .. !• n:: ¡ l l'. ,_.)' ..,) .. ' ,, ' 1 ,,, ;,,) • 

conseqL1ido e>:pre:..;ar un ore r<:,.Jor ord i.n.:;r i o •.1ue ;~e tú., sobr:·) :· u1·, 

ciones de onda de l~~ coordcnudas, co~o o~crador aue ~ctÚ· 

sobre funciones de las nuevciS v¿¡ri>.J:1le:. (:os '~t'i:-1cros d·c: .;:u:· 

c i 6n tii..). 

Considerer.1os dhora el operador 
F º·) - =: c. [·c.: 

- ¿_ 'ó.b 
o. 7b 
~ lz) 

donde ~ª~ es un o¡)erador asoci.ado a al~una m • .; nitud física 

que involucrn a dos partículo:;. Cálculos si·nil>1res .·;, l·):; 

explicados anteriormente, mue~tr~n aue ~1 ooeraJor Dsociado a 

(2.6), en el esquema de sequndc. cuilntiz<..>ción,es 
i 4~ 1 ... ~ 

1 ~.· .· { ' ~ ~ ~: ... .. -

( 2. 7) 
donde 

( (_ {-;,) l l k 
~ i I L f'I'. .= (2.8) 

La ~eneralización de estas f5rr ul~s a operadores oue 

involucran tres·6 mas partículas re::;ult.,¡ clilra. 
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SE:CCIOI: 3, 

TE·);-¡f,\ DE ~=!''fY,. 

El problema de 1 uchos cuerpos e::, un problem.-. ::. >ter;"'.~. ,c.:> 

muy co1-:1pleio, y por tan':o, e::; ncccs.Jr;_:J re·~.tr~n ~ir,-,,: i cicrt-)s 

modelos que :;,ean :>uscc~pt.!.blcs al on(i~.isls 1nt.t1~'''~~icc;. 

En la mayoría d~ lo3 c~~os e; vrublcma ounrl-· olantcarsc 

en términos de un h.•¡;·,ilton.i .• 1no que ,tiene L:; f:ir~,ú·-

\\::::.. ~ (~~~. 1-1~)!'_' -+- fl i·.!" -;-_ ·!:-i ~ ' ., l' 
\l L-;; 1 -, IÍ' :: "~ ,.. ' .. .' • ' } 

dond·:: "1i- V .ª, s.:,11 potr:í1Ci·c~li:?'3 de? 'JíL) , dG~.· CU r~~-(1$ rt";·_1necti.v,_;-

;nente, no necesaric;:;i0nt':! cen~r;Jl.~::.. 

~ pesar de represenL~r, por l 

plifi~ado del sistema que ~e quiere dascrib-r, le; ~oluci6n de 
probieinas d;;l ti:o (3.1) e'.: aún muy Cü:·lic~1d0, ;:ior lo :JU(~ 1_•:.; 

necesario utiliz~r diferente~ t6cnic~~ J0 0pruAi~0ci6n. 

En esto sccc~_ón no se in~i:~1t2 h·.~c•;r un resu11cn de 

diferentes técnica:; desarrullod"s ha~;td ¡;ho:::0 1 sin-::i considerar 

clases particulares de problemas del tipo (3.1) aue permiten 

la utilizrici6n de la Teoi:í.:1 d:~ :rupos p;;r0 su soluci6n. [s -

tamo:; inter•Js'3dos ,_;speci fic:i::iente en :.<.1 ¡3plic.:ición de dichus 

técnica:; en el ;;n2lisis de la diná:ni.cd nuclear. 

Como se h.:; discutido en capftulo:; anteriores J,, este 

tr:Gb.:>.io, :.;i -J"":, es un potencial centr:.11 las eiqenfunciones de 

¡~".) tienen l<.i forme; 1.1en·=r.:•l 

'i</¿ t/ ¡ ~ .. - ~ 1. ;"l,,.1 / -::·: / ~~: •} -::: : '.,>,: 
donde ~·, ·.(: ) y -.-. ( [ 

- .·:.t · •"';..L 

, ,..,. ,, . ) , , __ · \' r . 

) son ei.1~nfuncione~ as~ciadss a 

(3. 2) 

les c;r~ 

Jos de libertad espín e isoe'.JpÍn, re·.;p.:ctiv .:m.:nte, d~ los nu-

.:::leones. Est~ cardcterizaci6n de los e~t~dos rccib0 comunmen 

te el non1bre de cl.~sific .. ci6n de :supcr:1-ultipl-Jte. En •.::ste 

punto es irnport<:inte ~;0,',alar c;u~ una se.:.ección diferente de-_¡:, 

puedr;, d<;.::· lur¡;_,r i:1 cürocterizuciones ,,lV:rn.:ilivas je 1-, parte 

orbital de los estado~, corno eJ el caso si existe una fuerte 

interacci6n Es~!n-Orbita. Las eiq0nfuncioncs cst0r~n dadas 



entonces por ( ve:: c.ipítulo (.. ) • 

+'. (ii, ,-\1~ (_ .) - i , . ( ~ \ JI : , , ,<-, 
'Y l.$,.., I ~ / - 1' ·~, • ~ • ;s~ ! ,,.. ' ! t c. : (. ) • : ~' (3.L 

por el momento consider~rerno~ la cl~slfic~ci6n d•:l su¡~ nul:i.-

plete, de modo que paru expresar el ii<i:;i~ltoni¿,no (3.ipn r:st .. 

aproximación en el esquema de Sequndc:. Cl1antiz-.. ci6n, h0ce ,,;:; la 

coi:respondencia. 

f -D "'/ ~tYl ,.~ :1-(. =:: rl > (" . \ 

'...). •; j 

y adopta~os la convcnci6n 

( ; ::; . 
.. _,¡ • • ) ; ¡ --~-~-_ _iJ_~ __ :j __ ¡ .;, ¡· 

i 1 1 i 1 - ' : 1 • 1 ' - 1 • 

\j¿ l'i:¡-¡: h:J :::¡-:·:¡-~;¿ ! ______ L ____ J ____ .. : .... ·-.. --- r 

Utiliz&ndo los resultbdo5 de la secci6n anterior, tendremos en 
tone es. 

donde se ha definido el operador 
-¡ 

_ =; 1 ·r 
1 
¡~,s 

- ¿;_ t!ll e () 
:::..~' ¡ · 1.,) (3 .7) 

!) / 1 '
Para entender el sinnificado de los o_pe_r_a __ d __ ores ~ 

!/)/(.!' 

calculamos su relaci6n de conmutación utilizando las rela~ion~ 

(1.18) '! (1.19) obteniendo 

(3. ,:._)) 

Por el momento suponqarnos que r es el n~rnero m~ximo aue 

puede tomar el indice r . es decir. ¡1= {: 2. ) ••• , 11 • Qbserva-

1 t " d d :;; Hz "d j b' · r mos ouc e conmu ·auor e os ('¡<' esta a( o corno com inac1on 
¡? // 7 L , . ¡1,. 2. 

de otros / ¡< , pero ffidS nun, los /,
1

,
1 

, son f' operadores --

oue satisfacen las reqlas de conmutación de un ,rupu uni t. rio 

de r dimen .. iones \~ ·)(r)J"'y, ~)QJ:' lo t:>1~to, corresoond,, nl tilqe-
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hamiltoniano mci~i y;n~-r<'ll ;:ie:--.rcJ 
' '" .Jl'I. qennr~oures ,:~.:/:''- , p,;,r .. Ci.ilt:ul,·:!' lo'~ i .~!:.!nv.::lurc:.> i.,i(:l :-, ·¡·~,; ~ tr) 

niano, probabil ~déJdcs de tr.c.nsiclón y or.r,,,, obs·:!rvc>bl~-s d0 in 

terés del sist•c:m.:i con::;ider;:_,do, necesi'.:-.,rcimo:; estudir,r l;¡s b.J

ses aue portan la~ represJnt8cioncs irreduc_bla, del oru~o 

Este será el o:,it:·tivo d 1..! nue:....tr..; ~~i ;uit.::nt.e ~Jccción. 
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Utilizando los oper<ldoreu de cr~~cidn y aniqui.li:c13n 
! t '¡¡:.. d f 1 d 0 r-::. y e , .:o! in amos o:; or,cru. ore:; 

.. ' , , •' ~ 
- ft':; - t +- 1J' ~ 

(L ¡" s -- ºJ'" L 

aue ser&n fundamentalc~ en la discusi6n si~uiente. 

Los oneradores i[ satisfacen las r0laciones de conmu--

,-JI. :,. , ¡j · 
~ .... 

.:: ¡1 . • !' 

operadores 

¡J .... 
·. l ! .. ~ J 

' - -
las rt!-

lacione!:> de con11.ut.3clón de un orupo unité.1rio ·:)(!¡ í'), poder,,:;~; 

considerarlos CO'l10 los Qi:!ncrm'lorcs del qn1;-io. 

Haciend-:i una contr~ccl6n de esto:; qeneradores, ~n l0s 

índices¡;._ y , resp.:ctiv¿¡:11ente, 
{ S I ~~~ ! ~ /~¡"• :_ " ~~ • r fl :, ' 
'- S ·- f l-= l b f < :,. C• -· ¡~'-;-, ' - ¡i .'.. 

obtenernos 

(4.3) 
·/ 

.:.L. 1 t· . } (.:. ~:< 
.t.~-c e --

( I¡, 4) . J ( "' . . ' 1 
~ -, --

L;~ qener:Jdorcs 1--"·'"1" ::;on i.os qcneradore;;; de un grupo 
. . y• ;e . 

unitario de n d1men:s1ones 'J ( í1 ) , r.iien tras oue los op0rudor.:! s 
- <;I 

(_ ~ qen.~ran un qru~o r)(I¡). Esto es fácil de veriflcar si 

escribimos 1::1·;; rel;~cione:; de con:.iutac.i.Ó11 de e::;tos oper."dores, 

que se d1°ducen direct¿11n.~nte de (!1.2): 

{,,.. :J ·f 
\ __ :::.~ _\ 

,(? J<·¡ 1 
1 -' \ 

.. /, ,,".!. 

Por otro lado, 

\°('S< or~ -:: '-1 'J 
L ··· s~ / ~- 111, · 

·»' ¡1-1 1' J! '
('JI~ <:_) ¡t ~ 

( }/... 
',-'¡! · . 

' 

11 1 ... r' '. ·'-
.--~ _<.\. ¡1:.' 
¡-1-::.1 

\ ¡.'¡ 

\ ¡l ~ 

(4.5) 

(4.6) 

··-· 
- 1 1 1 - ' 

¡(, ', ~ • 
-:. ...) 

'·¡k.:.. 
( I¡ • 7) 



por lo que pod.::mo~; afirmc1r ou.: hcP,o:; .::un:;tru.iuo un s•Jb·;rupo 

l)(i)xll(r) del qr1;po ~~(·1r), oue scl) .. rc; l.:, ¡ ••.• rte •fo e5,:[n-ísoe:;

¡:.ín de la parte espócial en lo:~ ::~;.;to:Jos d0l s.ist(:r.i\:, 

flu.;;stro propósito aliar.· e~; el 1'.;iric:.ir cornp~\.etr·r'lente ~o: 

e:;tados de IJ f·:!rinlone::; y c·.;to ::;er5 e·:uiv.;lcnt .. ;;'nC(>fltrar 

bases de representaciones irreducible·" (;n::.) del r;rupo-j 1·,,,'JJ,; 
Las rmI del ·~ruro ~jl.; 1 ,-:1''r 1 se pue1L:11 c:..::i.fic<:r r»>r "''"di'-' de 

los núi"i1cro:.; cuáT·i:~icos :J;.)ociado~ con l~· .::-... c!C:i!.-2::. cun;Sn:ct:::. t.1e 

subqrupos de ··J;_-; y {/1" i. c. , 

U(i » ::,. ··_r(:. ·: :: r¡, .. 

U(() J ;)(r-1):;. · · / 
,- .' / 

Adem.1s estamos interesados en encor¡t.!.·,n· los coniuntos de oo1i 

nomios homoaineos line&lmente independientes de qrado J: 

(1~.1C) 

que portan las RI (i, e. , 5on GRI). 
Primera:nente cor.:.:Jct.-:ri:2m1os ¿¡ lo·.:, polino;;Jios 

• , J ! J· \ 
} ( ._, I ~ "· 

~, :..;: d(~ t...: ~. , l. e., 

.~·1J_,1.7\\ )'•. 
'-= , ¡ · r1 , J •D) :.:: t• J ;· l. ·.· > ./. 
, 

0
1 ' .... ,, ~ , 1 j 1 . • 

donde \O) es el estad0 de v~c!o, el conjunto de, nú«ero"' 
'· 

( J ' / J \ 4 • l ¡ l 1, , t 
y.''~)=(''·~· 

1
._.J1-; se ucnomin:,r1 o::, p.:;s::ic. ".:.;. po-1non.i:::i rüSD•~C o¿¡ 

... _J(•1) y IHt) resoectlv.,;nent2. Se dicn •JU•: lo ;>.:;o::; e~)·,) y (•y) 

··~ 'J nn (·11"-- : .. }:..), (• 1 '
1 

- .. :',) 

es oositivd.·"' ' · 
son mayores aue {;~;') v (,-;J,) 

. ! 

componente distint~ d~ cero 
nrirneru 

De los con~utoJores 
,,, Jl1 l /. J'· ';:JI~'.. ,,· ¡1,_ e , \ - ,., . . 
'('}~·~. =:1, C)/I:. . ji. ,' /'ji:» (l.¡ • 1 2) 

( I; • i ] ) 

..¡ 
.• 1 ) 



es f.!Ícil ver oue lo·~ '.iener.;dores :-·F:' .''.· /'. , v .,- , 

actuar sobre los nolinomios :·:'t,:.\ ·:iu1nenté.n los pi:So~, \, ,1 .. 
t" l ~ I 

( ciJ"'), respectiv¿,rnent;:, 1<:i ntra.; QUC! los 
... ji, 

·;en.::r':ido:·e:~ _: /., ,.: 

y ~,1,":1 :..,.ios d.i.s:ninuven. 

"1 

.1 

Podernos J,::finir ahor.-1 el 

r¡rupo -V(~;/. ';J'_t. como aou~l ow~ 

polinomio de peso 1'..<'íxL::·"J •:n ·~l 

~~tisface las condicion~~ 

r. 11 ·, , 
f'· '::.· l.. 

'. f ¡;" 

D t I 
l ·\·.;:,, '-~ ' -r :1 '-.",,~) i); -

. l. , ' 
\l.' • 1 .... ) 

si ti-' •• ~ 

Usando estas ecuaciones;vemos aue si 

<0 \(~~\e;+ ~;;~?Ir)~ ,, .. :~~
1

;· 

-=-<e\\~+ Í f'{' t'\J fP!o)-::. (ol ~) ~- · 
I \..(/'- I fJI 

-::: h - h 1 
!'- /t 

J( ... .: ;/' 

1 ,-

/'

·' / '· 

-~1,;:, 3, 4. 

··t'· ' .··."'/ 

como el primer producto escalar es no ne ativo, se tiene aue 

~ /.l.. > /, }"l .., }-~ <. ¡ .... ' 
de modo aue 
t,, -;;li2 ~/1~ ~ ... ;;;.h.-. (4.15) 

Usando las relaciones d~ onticonmutaci6n de los orernJ2 

res lo~:i y h 1-D se en cu entra que 

,of1.' l + 1 + \r - \/ 1
' ! i' 1 e Y,, fL lí,,j, l:\ .)/ - ('i , t . } , 

r .;> ~ °j, '! )J... I :_ •' 

,. ,l, 1 .+-· 
1 ' > ·- e,, ( 4. 1 t)) 

} ' : 
! 

La consideraci6n de casos ünálo1os mu,:,tra que cu,.,ndo el oror.::i 
pN' 

dor Y'¡'- se aplica sobre u11 :;1ono111io en ~ ;,) , e.:. re.,ul tado e~ el 

mismo que se obtendría de aplicar forrnalmcntr: el ooerador 



por lo que pod 0c::rno~• 0firméir au;·: hcrno::; con~tr.uid,:; un ::.ub:;ru:'.11) 

iJ(:l)>.ll(r) del qr1Jpo ')(<¡P), auu sep.-r.:; lé, ,._,rte di: <"?::.¡:rn-<c·cc::.

;:0ín de la parte esp.:>cial en los r:sta-ios del sisté:rc;,, 

~~ui~stro propósito ahor.,, c:.:i cl·1:~i fic:~r CO!í1fJ~r:t;···n(!nt1."· .:o·: 

ec.tados de l) f-?r::1 ione~ ·¡ c:~to ~'cr.] e ;uiv:,l..:nl -:. cric,,ntr·:;r 

ba:;es de rcriresent-Jc~onc·:; ir.rr_!,~uc:.i.t:lü·- 1.:'.~'1) del :rur>J"j<".' ·j 
Las BRI d.Jl ·'°¡rupo .. j.'~--1 1-l~) I 1 S•3 pued~~" c.l,.,:.)lficúr p1Jr m,1.J:_.-¿ je 

los nún1ero~ cu!J.,·,::ico~..> ·J:.JOCiado::; C\Jn i .. : ::· . .Jden.J~~ cc;111)!-,~c0s .je 

subqrupos d•} 'I ¡«,- ' ' . 

: . e• ' 

:J;)(r-:'J.~· (4 .'}) 

Además estamos interesados en encont.r'1r los coniuntos de poll 

nomios homoa6neos linealmente independientes de lrado Jf 
~, l : "'- ·, -- ' ' i ~- l ¡. l \ 
~-\_(~,{:.) i'l.C:._7tJ .. 17··:,1Lif•¡/ ' (11.IC) 

que portan las RI (i. e. , son ~Hn) 

Primeramente caract8rizamo5 a lo5 polinomios 1
, ( 1 !'"' \ 

..... ! «· j 

por el :in1do , 5 de ( ; . i. e., 

( -,-,. ' ··.~) ~::: . '·,· ·, · ( ·' .... '. '. '"-:. ., . 
• ,l I '"' ,, / 

donde \O) es el estado de v.:.cív, el conjunto d-"? nú:·cros , .,-~ ~. j;'

Y (ul/i=(·J~. 
1
-..Ji) se dcnornin;Jn lo~ peso::. J-:1 polino;i;io rt!specto a 

'...T(<;) y 7Hr) respectiv":11ent•2. 3e dice ou' lo ::i• sos (.<J •. ) y ( .. 1,) 

son mayores aue (Z,J'} v ( . ."CJ
1

) s·; rm (•1J·-:-·1'),(n', -.:•;) 12 Primera 

componente distint~ d8 ce~0 es oositiv0,· 

!Je los conn1ut;idores 

í ·"'ti. 
\ 

1
1' 1t 

- • I 

.• /(1-; _,,¡1 \11~ .:/!'... 
r,,., l{. ¡ -= ·, ¡·.d. ,.- ¡"', ,/' f,' 
f I •.. ! , , / ( , 1 .. 

lé s 5¡ l I ~-
< (" 

5, 
( ( \ 

,, 
) s \._ (" .. = ·-.. ,_ . ~ ~' ; ' / J ::. .. 

(1+.1J) 



uctuar 

( ' . .J ~ ) ' 

y c.~· ., "-

respectiv;_¡rn0n~.~, r,:i ntrc.i; 

, ~' )S<. , al actu¿ir sobre 

...... /,_' 
;/ 

J} - /!. ' '/ 

~/ .. • ,...1" 
. c 1,~_,1.0S '-'1srninuyen • 

·''· ; r' 
- JI ,, 

" 1 / 

Podemos definir ahor:¡ 

,Qrupo V(<J) x. ';)'r-~ corno a0u::l 

ei polinomio de peso ~~xi~o en ~l 

OlJ8 ~1tisfoce 1¿¡3 condicion0: 

si : - ' ; 

( ~ \'¡ .. 
... t i¡ 

_., ,, 

.::1, 2, ... 1 

,lf. , 

Usando estas ecuaciones, vemos que si ¡' 1. _, "
1 

< 1 I ·C /l.,.,,·)+(,_/'·:.·:- ' '-., - · , • ,•J 1' ·' 0¡1r .~- •... , . .,_.,.. .•. · 
~ r ,~ ~ ,, i '/' 'í l • í • > . . . _,., . -. , 

::::. <o\ \'? + [ r'' 11·' r '\1 fPI o) :::. /o \ 2 i· · 
• (' /!.. I '( j' , '-. 

, I'· 

'/'· 

:::: hr- - h;-<, 

{ /~ . i ~+ ) 

~:: 1 , 2 , 3 J l~ ,. 

' 
,,11'' • ")> ',,,,· .. ". 

como el primer producto escalar es no ne ativo, se tiene que 

~,,. > /,f-'. ~ }'-.. '11. 
de modo que 

( l¡. 1 5' 

Usando las rel 3Cionr~:; d 1.' ~mticon:nutación de los ooer;v;o 
1 -t r 1< ~ 

res <al'-"' y e se encuentr¿¡ aue 
u' ... ' '/', ¡:;r·- h + \ ' \ r ~, ·=. ;'. l .. ·- 1 r •· 

Y' ..,(. ' , C\ ') / - ( ' " ' L • .> ; ' ' '" ( >"~ '.;, ,!,_ ~ / ~ JI ~ - , :. , . ·' 
1 : 
.. !' . 

La consideración de casos análo1os mue,:.:.ra que cu.:,ndo el -J;>c~r<j 
p~(' ' 

dar 'r"¡t se aplica sobre un ;;ionomio en ~ ;,. , e.l rc.,,ul t¿hio es el 

mismo que se obtendría de .:;plicar formalmcnt0 el operador 

;:-;. 
---·--·~ 
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·•' 
( 4. 11¡) e intcr¡;r~:tón,Jo ,í :.-· .. · . ' ·;ue l u~ . ',. 
~ son enteros no nr:;·J:jtivo'J. Pc..1r ··: ::.·:.:·.)r•.!\ _j d r. 

1
1 1_ 

funciones homo :éneas '. ! , cu.:indo e i 

se aplica sobre cu0lquier funci6n de 
- ' ¡/ 

.. !"' 

misma función multiplicada por _: • Je asto se si~ue aue 

1 
r, : ~ r ·: - . - r, r :: ?) • 

Consideraciones an~loqas mue~~rtin oue 
l .!. -. I .: •• l :-. . [ ·1 
k ~.. l > - :·:: .~ 

f. ~ ; L: : ¡ . } .. .· i 
Utilizando el teore:n,, fund21rncntc.:1l de 

(h. 1: :: 
\. l; •. ·:.·· ;1 

si6n anterior concluirnos ·Juc~ c .. 1d;1 -;~ rk; J 1 , ·_· ··.._- se ¡'u;!dc ¡•C•n-:r 

en relrici6n uno iJ uno con un'J parti,:i{.11 del núm1~r:1 ente:-o r·J 

en no mas de r,(4), p0rtes. 

ficamente por un diaqr6mü (de Youn~) de cuadros discucsto~ en 

renqlones, con h.: cuadros en el t--\~s.t::;.:i r,:n·1l6n: Do. p¿1rti.-·· 

cion•JS de ,,1 i se el ice ou·:º son con)u::¡.:;d ¿~- s L sus dla.;r.::m.:i!; d•· 

Younq se obtienen un-3 de la otra por int·~rc.¡mblo de r• nq lon-::s 

y columnas; si una pGrtición se inJic.:; con ( h .i. ) su parti--
ción conjur¡ada se indica ()O!" (/--;:); por ci ~:t;_)lo, 

~. ' 
oarLc.i.6n coniuqsda'.I.;-=·{-",/,~\ 

Si reqresrnno:;; .:Jl qru::io oriqin:il · ;' ·" , nue::trc. :.r.Sli

sis se sirnplificu sL dcnotümo3 los índice:; /<:· t'Or un :;olo ín 

dice f Vemo~ entonces que el monomio pArticular 

l-'\ 0 / ::::; b ~ t t "· C• ;J l ": > 
satisface las ecu9cion0s equivalente~ a (4.14), cun peso 

lC¡;:(J'J), ·::s d:!cir, i:.=C: .,,;,,~!. v '1;•' : 11., " •• ": 

Debido a esta~ propied~des so puede dfirm~r 
;;,onornios i.nd.::pondiente:; de qrc.do F: I L · 

- < 't. 

uuc el conjunto de 
. ' . l.' . r·, / 
\.} ¡ 

¡, .,, . 



portan lo Rl ,. .• l _;e . ,1 / .¡: 1. 

una pr•:;(¡un t ·' cu·" pod .... o. j1. cerr~y. es: .. Cu:,11~::. ~ .. jn 1' 

Rl de 1)(«') -.··,(1; auc apareci:n ·~n li'J RI ! '\''\de ·1;< ·Ir)';. :J ·1'•.)$ 

aquí la respuest¿¡ ü cstd pr.,·;unt 1 si: J ·r.o,tr.,ci6n~· 
Si las iH de -J(lt) se den:::it•.in :•redi<mtc Li portici·5n 

) }. ) l- L !, y las d • .; U ( 11 ) con [,,, ¡,.,, .' ,, j, '1;ntonces l•J'j '' 
} .. ,;" • '2 ¡ •' .'.' ~·, l ' ' 
de Ul-r) ,,_ 7J(P) contenidas en lú .n ' .. :" • de í~J (l; P) son a·::iuel 12::; 

en donde tanto )b. /·como u,,;(:;on pdrtici .. )ne~ d·: 1 nu:;1.2ro j/ . adc· 
,_ t. . . -d 1 . 

mes son ~~J.r_:.c.;.onc con1uq.-. ¿¡:; elntrc ·~1. 

f L } :::. f 11., · 1 S = 1 , 2 , _; , l¡ ·, JJ ·· 1 ? ~ i1 ( l¡ • :' -- ; 7 f\ _; L 1 ?· J ~ -~ , .... , ., , • . • , 

Notamos aue dc:)ido iJ la pri:>piedcd ·.le coniu:;¿;ci6n c::idJ 

y coda ¡., .- ¡1 

,;p » 

J 

.;:...~..:::: . 
,\ partir d(? (4.5) y (I-1.ú) .::s í:·c>:~1(,le mo ~tn;r que los 

d · 1 l b 'J 1 ) ' • 2 I' 1 r ' ' 1 
' '\ JCrl•'!r<J ores ce ·-'S su qrupos ( , , ~"'i,., ... , - ,;_ .. , ·- ,; 

'.j =1,2,3] son los!(;~', con¡/ v /"- rc.trin,~idos u/.•tl "'l,2, ..• 
st • (C
5 

con S ,!''=1,2, •• "] ), Denotarerno. la:; P.I Je cad" uno do 

los suboruoos ))p ( u3 ) por lo~,; particio:1c:; Lfl!t 1 · · · r.¡.,...J 
( ) 'J,~ 1 . 1 y •• ':)-
. · Un ~estado q~neral e la si f:.cado por las cadenas (1h8), 

Ir•) 

(4.9) se representa mediante '" 

)¡ ,. ,. \ ., 

nr- '; r·.: 
,· ,.., 

y 

" 
": 

\ 
/" 

\ 

':.;, 

!· ''· !:;, 
, .. , ¡¡ / 

(4.21) 
(. ¡- ' ·. {'> \ t::¡1 !, i \ • . , 
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mil ar a ( l~ .15) mu~::; tr·J OU'! l :;s 

desiqualdades 
1 . ·;.- ' ·~. 
{ ¡ \ t" ~,,,,,,. Í1 1 r - i ,,.. r: - t I ; T 

~\ ., , -1 1 -.. - r ' 1 1 r-¿ -.... 

,;· ts~:_, $ 

1 • -

,1 

(Las RI ;-r:,-1 -:, de "í (;) obcd~ccn rt"!laciones sir..ilar<!s) 

Claramente, el est<ido de m~;-;.L1.10 >'C"') en ·r(-;).'. J.(r) es de r;16 

ximo peso en cada uno de los su:;.:inwr.lc; ~ r, .. _,)v .J·. f'/ , por lo -

aue est~ dado por el kct 

h 1 f) 1 h ':,. 
'L "\ 

•/ 

') 1 / 

Si nos restrinqimos a los estados d•:? Gel fand clasifica

dos por la cadena (4.9), denotaremos estos como 

~lt ,- \ 
\ 

~. 1 ¿_ 
\ 

1 
h 1) 

/ 

Procedere,1.os ahord a encun trar los eiqenvalores de los 
invariantes de primer orden del qrupo ~l~f) , oue vienen dados 

por la relación 

l r 
;\¡? 

;._--.:: l 

.a), 
( ? • 
í ;. 

(/¡. 25) 

Actuando con (4.25) sobre el estudo (4.24), encontramos 



1 r, , , 

/Jp Ít;- ,-

' Y) 1 \ 

por lo que 

,éJ{ l \ '-, - / \f" -
~ f l1J.-r-' / -- '"' ' r 
donde la t-ésima 

dada por 
p 

7 ¡. uJp ·.:: ·;-:- , ,\ P 
.... 1-l 

Definiendo 

' 1 ' " ; + 

ahora 

! i 
1 ~ 1 

--

225 

1 ,. ¡ ¡' 

/.-=- ¡ 

< '' 

)'. \ ·, ·. '·-.. -
,~e-'.:: 1,;,.< / '-' .; f' j i .~. r.,,, , ~ 

cornponente -.-}
1
, del peso de 

l 

y-, .\ f- ~ . 

el estado 

' ,.l,, n; 

' 'f ' -\ r • 

hr "\, .. ,, 
\, - -p '(• ( 

) -· 

i 1. ~ r- \ / 

obtenernos de las ecs. ( l¡.27) y ( l¡.28) 

' 
'\\ 

1 r, ,.. 
\lt'• ( __ 

(4.29) 
\ 

/ 
( l¡. 3 o) 

1 f¡ '~ 
El estado .~; es el estado de peso mC,s alto auc corresponde 

a la rn ['.J,/ , ~r-" J de 1) U-~·) , por lo que si usamos '1'~
neradores de ,,asce~so de "(.l(I'- 1) 

/ 
tenemos 
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En los párrafv~-. s5..r~1u.i.cntc·~; ~e .i.ri:'.'cr.·1r.~ co: .. o · . ..iC ~·ui::;_~·..:n 

determinar lo:; c5tuJos (4.24) a riartir ,jcl pulino::·.io d·:- ;r.:;-.imo 

oeso con la avuda de operadores de Jelc~nso aproci~do&. Por 
ejemplo el polinomio de ,n6ximo peso en (1(1•) y 7 ': -; 

iP { l +- \ l -1- ' i· \- '· -
b b ' '- ~ /l'~ ) ... 11 \"¿ f) \ :. ( '! 

' 
~ .¡ ; t~ 

(l 
~-1 (\ ¿ ' C2.J. 

1 -\· 
' ·1-{) ! 1 e 3;. 

J +- 1 + º·1 ¡ C.¡ 2 

¡ ··~· () .S1 

se determina de las condiciones 
e,x IV(1 t ) - 1 - {, + '\ i •• • f' ,,1 . . ' 
Y'¡< 1r 11/{._, lo) - ;!'- \t' ,b¡i~; ¡J/) f ¡i H' ir.¡· 'e); °r' ~ /' ~/' 

e~ 1-P [b ~s} io> ,,_ h..,, íP(b ~.,)\o) j (.'ts ~ ·1 ,~{_,¡·,,)¡e·>'·" 0 

donde las ~'s y k:; toman los 

I¡ 1 = 1) h.'l. =' ~ J /1;. -:::: z l. h '/ :: ?. I 

k, =- ~ , h;, = 1 1 lz 3 -=- z 1 h.¡ = i 

valores 

. 
" 

( l¡ • 3 2 ) 

. (4.33) 

(4.3lt) 

(11.35) 

Finalmente para construir el polinomio m~s qeneral co-
rresoondiente a (4. 24) se utilizan operadores de descenso \'Jue 
se discuten en la siquiente secci6n. 
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SECCION 5. 

A partir del polinoí.lo de peso TGS alto es ih)'ci:Ji.;i de

terminar la totulidad de lo·. ¡i..1l1nornios ~<· . .-, '-¡,J.' us:mdo 

operadores de descr:qso. [n e:;ta se. ClÓn d·~terinin.Jrernos t._,nto 

los estados ( 4. 21) co 1.0 los operaJore:; d<~ dr!scen so de I; , i li· '· .. 

una funci6n polino::.lal de l)::; ::eri.::r:.; :o;:-t~·; de 1, r· 1 con l.::is 

siquientes propieJ~d~~ : 

1.- 1 rn , I' '-Cuando L.. r ;;;ctua sobre un::. b.:;sc ,11,•:,1/ corr;;;¡1011diente 

a una Rl lf,_,;') de ).(_n) con peso·,;,, (1~f:-r·) dado por 

la ecuaci6n (11.27), büjar~ li.l n-ési.rna componente del ~hJ;;a 

por una unid<::d, d·; .nodo qu __ l.i é1cc:ón dP. _";, sobre . ,_. 

da lu·~ar a una ce bin .... ci6n lineal ;:irb.Ltr;;rin de lo:; veer.o 

res \ ~:'>') de peso u.J'r , donde 
•. ,? ~m '~f·~r ""-' f' = u)p - rl r (5 • 1 ) 

tal que , 
'" ,,.-L h :h, -=- Z ;) ,; ,, 

,\-: 1 ..\ = 1 

r º 
l1 (5.2) 

y 

h~1r =)1,\r- 1 ~...\~r ( , 5.3) 
De la ec. (5.1) se siriue que '", ...__ 

( 
p .[' ,,, l ,,.., .(' f- i 

1¡ L 'J ' ( s . I¡) 
l~11: L~] \h,,\.,,} = ~~ l r - ~r f'i i .-.• , 

I r- ,,. m \ ' '·· 
:::. (•d;-1.Jr) Ln~ \h,\,,)::: - d f L r n.--1-r/ 

y ya oue esta rel·:ici6n es vc'.ílid<i para todu l n¡.;) se tiene 

Í ~ p L.n l - - r'\ ,.., -' 
171 1 < /' ''' "" i' ( 5. 5) L'Pf¡ r> - :_i/' '-T' - ) • 

2.- Cuando L~ éJCtÚü ::;obr·J ¡\>' l;i rn ,~., ,.1r.~ de 'l{(r-1)ca:rbi~ 
rá a [:iJI", ::¡~-~-l • en forin .. , tal que f'!l peso tJ~, d.:ido por la 

ec. (5.1), será el mas alto de los pesoJ de los vectores 

de la base de l;; 'H [:¡~i' 11;_J• E.n otras palabr,3s, L-;., 
deberé satisfacer la rel:.;ci6n 

L"·'¡~··. i.r "... 
,, 'Ji 1 • . ~ ~, . q 1'-.!.1 o(_ 

h J' 
q - i. -t..,, 

(S.6) 



:? 3 1 
v por lo t._.nto , 

1c" ,Ji ·J / :·, · I .·) ,u. "" l ~, / '- J l r' j. / ·:. '- ! l ' i 
i ..... 

·- /i 

d·:i dondf:' S•:; s1 iue que 
í.r·"~' ,m]/~\,7-o, 1~~~-r-! 

' ..1· 1' 

>· / 
1: ¡. ' 
.i ¡ ·~ / 

~ :.... /'' "'-¡'., - !" 

( 5. 7) 
l.¡, ,.\ ' - (' ".+ / , Jf~ ! 1 'e 

De (5 .2) ol,;:;erv<>mos que L r ¡i,¡1,)no e:;tf, deterr.iin::do com-

pletamente r.or l::i:: ecuc:;ciones (5.1) ¡ (5.6) c>.ccpto cuún.:.!o \l,,1~) 
- ¡ h ', e:.> de la forme• ¡ :J/ • 

El Lj.. r,·,as qeneral que sati:;f: .. ce L; ec. (5.5) ~s un oo 

linornio formado por combin.::;cione. linr:,alcs de pro,:uctos de la 
¡J 11' ;¡l.' f ;!./- j ;·'•"< . 1 d d 

forma rµ:• ;:,, ;~/ r' p:• .. ¿ ~· /( •• '· ·.·n on ' <Jf")·'.irecen to-
dos los índices jl;:rr./' por ¡~;Jr•~~;, T::i·:nlr.,~, que el índice ,, 

ap~;rcce una vez mes .:Jrriba que <:ibcjo 'i el índico r una vez 
ma~ ab~jo que arriba. 

Us&ndo las re~los de conPutoci6n, r.odemo5 entonces es-
. b' l fl1 cr1 ir .,.., co;~.o 

T'-1 P·i 

L'?: :: ~/ 2 
' P::: 0 11f,!'f-'-¡"·/lr., .. ,¡1,1 ¡1~:::: 1 

f. 
':., -• rl'~ /'' J'' 

(5.b) 

1:: "'' ''r. tr 1--;1, f r '. _ .,r>• , lJ 
t """ ' ~ ~ ""'r ; :· ;<. -;t: "l.J ' 

donde el término oue 

~·;; t}mp • J~"'J'' 1rpr es 

corresponde a p ~ O es por definici6n 
una funci6n de ciclos cerrados de los 

neradores 

c~Q '"ti'~ .. Jlp P := ,_!) "'!''· · f~p r 
::: l' • 

(5.)) 
~ t? 11-:. .- ,,, 

Si en un término d0 (5.8) el producto (', 1,~ ~')', ~,, 

contiene un qencrador de ascenso de~&-~, pod~mos trasladar 

tal qenerador hacia la derecha y nl actu<•r sobre 1 ~.> su con-
¡ t>) 

tribuci6n al operador -r es cero d0 acuerdo con (4.31). E~ 

tonces es posible construir otrü soluci6n qeneral de la forma 
~ . "--°'-~- r,! _..... i ... (~ "'. t' 1 Lp ::::. 7_ 2 /"/'! .,..1" 

t'"'" 11, )/ ~-~ 7 / ;t, -- "'' 1 (5.10) 

en la cu~l el rroducto no contien~ ,'t:nerc .. :or de ascenso 

de ?_l(F- 1) 
Fara obtener la fórrnulo qeneral de los operadores ~7, , 

debemos aplicúr la condici6n ( 5. 7) a lo:;, L",~ de la forn:u ( 5. JO) 

con ,f),,.,11 ,,. /lry· dE•do por (5.9). Co .. e~•te fín deLnélmos los 



232 
operadores , 
-.;...¡ - ._ .... ;.( ~- l-:1'; ·1-¡1"'¡-1·· 
IZÍc11' - :-"1'· /'1' 
que satisfacen las relacione~ 
;O t. ·"" o -= - • IV I' /1. )•pJ.< ' 
e~,,,, ?JJ''¡•~ [; +- ::: f".J•' ;) 

' :::.f-11'-<f' 

por lo que 

9tp'¡1. .::. - <?t¡;_('-' 

<;¡. f"f1- 11 + ".J/1." /1-, := '+fl/1? • 

Mostraremos ahoru que el 
{ T' - m -1 f'- ~ 

L~\· -,2- ?-
t~º f1r"7/lr··.'··'f'.,,1<1~""' 

-P -.:. \ fl-~ f? 
;>'- !J, r "';<e) ¡<~m-~ (; r"t'· 

que es un polinomio homoq6neo 

<;,,, ;:-, v F•v'- , donde 
"- ~ D - .1L n- e ,,,1, -== ,, ~,, 
satisface ( 5. 7). 

: ::- ,.,, 

( 5. 1 i ) 

( 5 .12) 

( 5. 1 3) 

( 5. 1 L¡) 

tiene d(· las 

( 5. 1 5) 

( 5. 1 6) 

(5.17) 

(5.18) 

"· p ' (5.19) 

r-·~ en los operadores 

( 5 • L' i 



) IJ 

les e a sos ... ,\ >1;-1 , ) 00 0 y /~l < 11) 

a) Caso ,...\ >r.-, e 

Al evoluar el conmut~dor de 
r>rir.-ero la$ conmu~·,ciones cid :.·:i ., ron l,, · 

,m 
·-e , co:1sider.:.~o~; 

r:rc·d 1 1c;,o·- de.·:,. 

t"1 SE:·1uida, con 11u0.:.los t·2'rr;in0s r 1
' :>''·-.ÍP ~~· 'r;r•·..ic::.o:; 

/J"' pJJ, ,,-lf,,_,._,/l;contienen a \_, 1 ó a ,\ de:;p1Jés lo:; OU•: c0ntienen ..,_,t', 'r-14> • '<'rf ¡,,, 

a ambos y fin~lmente aquellos que no lo~ contienen, Utiliza~ 
do las relaciones {l+.6),(5.13),(4.31),(5.12) v (5.il). obtene-

r -,¡_, 
\_\... . ,.., 

"· 

_,; 

7T 
-~1 

r= r; 

~. j ···!.. ·-·,.-'''/f. 7í 
).:.. = !'>:..: ¡ 

/-rA., 1 

JÍf ;,_, -,¡!,' ,·r • ¡ 

~ - !. 

' . r t ..... ' 
't· L !' .. , 

.~ , .. 
, . 
•'"'' /'". 

·'· ¡" 

,,. .. . ,.,: .-~ .. 

/.'. 

··"·: 1 

r I' ... ~. 

/ 11, /A .. JI¡· 
r 

Tf (.. 
,.-

o 

(f-. Á •.r A t I 

~i·· 1 

1~· > ·-;-¡1 • 1 ~1 l' : 

Jlf::> ... ·'.!<. i 
1
: •• \; " 

r-1 
JT ~ 
/<..:: 11'1-1 I - ir; f.: 

1--¡,1,1,, 

b) Caso Yri= ),<F-i. 

[ -"" mf1 L,,,..,]l h\. = r~ ~ 
)!." r?'1 • " ~/ ,_o --· 

I ¡. - llp >. .. -•//,, ,,, t I 
J'- ni. 2 I' - 1. 

+ 2- _,.....? ( le;;''"'"/ t.'"' 
r~o µ,,,. ... >¡1,,~,,,12 \ - '>n ¡ "'¡11 

,. .~ J I ' 

¡-. :: ...... 
,. r .'\.,t•: 

J ,.~ ;~ JI 
~· 

1,.. 
fl . 

f ."· j 

7 i"' 
·~ 1 \,• ,.,, 

; ·. ... . ! 

•· ;·.\ ¡ ,'t f 

/1,.? ';>/Í . •. ,. - 1 

f .• • 
u~ .... \ ,. 

:,,. ... /lp 

~ I' 

.. • 11~ 1 f 
~., ,, J IT 

' ~ 

.,.\ 
- .\ 

r" 
i e 

,r·';, \ 

1 
! i 

r· .. \ 1 i ¡ 

_, .,.._! 
.'/'"( 
í:· 

n /1 ' ./f':.' ,r;,. 

... 
j" 

/>·-"' ,.,.. ,_ 

... \ 
'.4 / 

.. ~' ,.. 
' . .:" ., /l 

'· 

,·:, 

f' : ... ,.. 
i 

' \ :. ., / , 

. 
¡ 

,.. ,~ ' i'" 

' 
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e) Caso 

~-:.-c::::. 
.,.;::;.._ 

·f 

_.,,,.. ¡~ 1 

.:- 1 (' 

C. n¡t t ~ /' 

/ r•~~ ! 

tr /{1 . 

7/!¡~·ff~.; 

1 .:: ,\ <. 1"1 

.. .." ¡J f 
'.,.· 1 ~ 

231.¡ 

- •• '/' i· .- '' ,• I / 
: 

/'¡V• \ / r.- .. 

/ 1' ;I" 

_f_,. ,· .. 1 
· .... 

i I ; .. r .1 ',.. .· 
< ~ 1 

f .. :. 

re>.•' Lml¡t,', 
L . ..\ I r _, '11 -

C'" 
..,,. ,, ! 

,/ 1t,. '. 1'.. ·'I• 1 

V: 1' • '; ':J 
-; "'/' 

i' 

=o 
Por tanto, hemos de.1ostrado que los '... ~; dcfini.:os nor ( 5 .1 '.') 

satisfacen la ec. (5.7). Observemos t~ibi'n oue .~ , escri
U) 

to en .la forma Jl-"'·'.! r-!. 
... ~ f' ~ , 

L ~ :: "2 C: m J.. L / ... 
,- f{:""•!:I I p:.c_, 1~r7l,;./· ?Ji,.:.*r,.;¡ .. ..,: i 

.f 
1 ¡¡ 

satisface la ec. (5.5) 

,t ,.,; 

r'"- ¡{ ! .. 

' '. ~. ,., ; ~. f1 ' 

(s. 21 ) 

Se puede mostrar i c¡ualm.-::n te, si ·:u icndo las líne<.is de 1 a 

demostrac.i6n (5.19), que ~~dado por (5.21) '.;':ltisfoce (5.7) 

y por lo tanto tamb~6n ss un op0rador d0 desc0nso. Mostr0r~ 

mos despu~s que J.'P d<1da por (5.15) v (5.21) son iqu;:iles. 

Notemo: aue l~ Gr ric16n d.1 inverso del operodor ;: 11 ,-\. 

Ó 
f ~ - } 

simplificd la notac.i n, yn (1Ll'C: c.:,d¿¡ fuctor en 11';,, :-;.,.J•: tiene 

su contraparte en n.'·~~./¿,_.,,_ que lo c .. nc . .'l a. 

Efectu:mdo lu su1;i¿¡ ~obre ,u, en l:;s f6r:·ulas ( 5 .19) v 

(5.21), oLitcn.;1~.0- p"ra l¿, primera ,,_ ·, 

v para la 
· r--1 
i ... ~ - z.. 
. r - ¡1-=,. 

sequnda 
í'- i. \ 

1 "]- ('" ) 
\., J C ,,., A 

;. :; 111 1 

En ambos casos 

L";., ,,,j_ 

f .... -i l' 1 ' ,,, \ 

f-· l t"' ¡t . ·- / 1 '\ ; \ ' 

. .1 º r 

,.. - ! 

+ 1( 
,\ :· Jl 

,. ... tl'f ,-\ 

... 1:' .·" ,l / 
!. ::: ir, 

(5.22) 
e'.·, .. 

., 
1 ,,.: \ 

J~ '..i 
., I' O: fi 

r 
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De la ecuación (5.22) oüt0n1~n1o:J P<>i:a ¡· 

L ,..,.. m ( r-1 r·- J r .~. ("··! ~·¡• 
., , 

Ir ~ .. -,, r- ,, _ J (" (' :::: '''· \ ' (-; r ·' : 
,;, ~r 

lm ./ n.1 r.: "' / ,, 1 
-··' ~ ' .... .,tt ~ 1 ... ~ r - f-1 :: (Y - j'. ~ ( r., 

l 

:._ - r'-· 
/'' ;.1 
·.- ;~ ¡ 

,· 
= r.· 1 -1 • "" t' 

,, r ~ i'- ' .;:: ~' r- ; r. . ,._ 

...-.-r-1 I m .,,. 
::. t....., ,- ... ¡•.} );: ,,, f. 1 

/' • ,._ _, r 

:·:: .. ·r' ¡-., "'" 

•' 
- .• . 

•l 

.... , r- 1 1 «· ..:· 
-" ·~ r :... ¡. ··" f·: 

.· .• - r ... 

-t L 
r ,/ 
j'-.. 1 ... 

' 
" 

L •" .- ,-_ l ... 
r =- ,.. , - r·- ' 

, . 
y procediendo en forma análoqa que eli L:i ec. ( 5 .23), se deduce 
para 1'' ""f'- ~ , 

111 ,,_ J (')j t'.:. - e ' n, r' 11 ~ / 
J_ /1 =.. e r1 L r- 1 e; Dl 11- ~ '-e-~ ~/l..!. - , ... ! (.,.! í' 

Ya qu~ de (5.19) y (5.21) obtenernos .la expresi6n 
(5.26) 

/...''' C"' 
rn+1 - "ltl Lm (5.27) 

se sique entonces de la ec. (5.25) aue ,, dada por (5.19) es 
. 1 " 1 ::! ( ) ' l . J.::¡ual él•· r· du1 a por 5.21. En C.L caso particu ar en que 

L~ = 
V 

se obtiene 
~1;;~ , m /=' /-". 
.::..- ;_ t'- ·.,... r /.J.:, O) 

L".', = 
1 

!'-~ ,o \ ,o JI i " 1 

r -r )<=> 1 l '· .,..1,,,\) ·r·-r· 1-¡' 
,..t:.:;t ..f J 

J '.c· "' < r (5.23) 

{5.2?) 

J{+ u;:fl, = 

ll 
Debido a la hermiticidc;d de J.o:; ;enercidores .·''!'' 

~u? ) , observ<m10~ .. ,ue los operddore:; de descenso ... '~'. 
r- '•\\ , cuando 

rPS d,: 

~.on aplicrido:.. sobr' <.; 1 ";ctu.:>n coi.;o si fueran operadc-

as~cnso. De l.J ec. (11,31) s'~ ~;i,u-.? oue el re::;ult.üdo 

de esta acci6n es cero ·Ji los oper ·core~ p;rten. c1m a 

Usando ln definici6n ( 5. :74), en con tr.Jna:is ta•1,bién 

<ili.~, = (L·~:)flt = ci~;·<'~l .::., :;p'~ r ().30) 



2 ' ' -'º 
y utiliz<:mdo lo::; ec:,. 1.5.JO), ('.:1.2<,), ( :, . 1 3) .,. ( ~. 5) ubtE:nemo:; 
<': \ 1"' e; - r 

t. ;1 1 

< ~\ ;~-.. ! ;. 
,.,_, 

r:< .-r. r-- > 

I 
I 

,;: 
(_,.,. •I '' •( 

/ 
;,.·,..,,_ .. !"--' 

' / .; 

~· '. 

1 

' .. l 

;. ~· 

_, ,. 
' 

JI -r -.. 
"' I' 

! ,,,. .. 
~ ~.,, 

' I 

. ,. . ,. ;• ;; •' 

~ /~ 
/• ,-" ·" .. -: 

\ •, i ; ,.. • ., r -~ . 
- ,i'"'· 

,. (e:: I "'"· 'i 

iT 
~.:;u ~ ',,.. .. ~ . 

,~ • I J f¡ 1 • 
_ .... ,, ..:: . ~! t 

~ 1 ( m 

. ;" 

,,~ - ( 

, . 

'+\ / 1' ~ 
( 'e rr; <. /1 

(5.~1) 

Hasta aquí nuestro interés se ho centrúdo en operado
res de descenso aue pasan de una bnse vectorial il otra, sin 
pedir que la base trGnsforrr.ada esté norr~alizada Cu·.,ndo la 
base a transformar lo está. ~hora con.truiremos los opera-
dores de descenso que tienen estiJ nropiP.d<'d y,<.·or lo tonto, 
evaluaremos los coeficien~es dr normalizaci6n asoci~~os a 
estos operadores. 

Los coeficic;ntcs dt: nor1:1uli.z.:;ci6n 

h1 , • •• , hr y ~., ••• , ~fl-j aue denot<Jrer o:; 
~on funciones de 
por 

j .• -. l"4, .. ~..... ?r-i l,. 
N h, _ lir 

"'-• ~...,::- 1 ir-~ \ 
;'i '-1 R !. 

1 :: ~, < /' 

(5.32) ... ' : 

los opar~dore~ de 
.. .:¡ r. ~ 1 

,-,ientras que 

'° l~' el h, J.. r 

<;¡, • ~...,-i "ir-~ 

de:;ccnso oor 

_; ·--1 '-l,.,,., '.ji'~- ·-.1 ·~ .~. 
..,, 

~ -= ' - I .,_ 
"' < /l '·' ;:_ ... ,, - , '1 ! •1 - .! ~1i. - ! ·; •"I': 

( 5 ~. 

La relación entre los operi.ldorc~: d(: descenso normalizados v 
los no normalizado es entonces 

- (_N 
,, 
-,.•l\ 

'4 r~ - ":_ j 

J i'l'i 
, __ I' 

,33 ) 
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por lo que de la definici6n do esto~, 

\ ~ .. hr )-- -i'1• 1h• h,- "'-. :.., 
'j

1 
'• - :. n :: .j 'o],.;- i \ 'J. 'Í • : ;· · ~ / ' : i .: " .:. \ 
"1 '"1'1 • -r f- 1 

• • ' Í'· ~ . • 

\ 

,.. \ ~., r.r ·, ·~ :i, ,.. r , 
\ ¡· "1 < 

" ,_ r \« ,. ·' ) :o .1 "'I' " i ,._ ~ "fl "1 ft\ "1 ii~ ~ ~ ..: ""' • ·.. ·> 

¡ r 
' . ' -,.,~ . 

t 1· 
', .. \ 

1,. : ( .• 3 'j) 

(5.3.) 

'\ •' .~ \ '". 
' "' /'- ¡ ~ ·•1·. ~ \ \ 

"\ 
, , ' ·- .... / 

'. 
En base a estos resultados, e~ posible obtener lJ bJsc v~cto

riul normaL zad:; \~)a ;rn;.·tir de unJ b •J! nor-:1 .. ,li::;.idei j" f, .. . ·o 
... , 

peso \~1 ), utilizc:ndo los opcr, .. 1_-¡res d·] d ,:;c•:nso _ r' 

denot;:-,mos lo~ coeficientes :1cnenil;:~-.:· (j,J nor:nal l ;::ic ~ 6n por 

. ¡--~' 
N \ ~. 

-~ l ,, ... 

'-11 -1 

/, r ' 

~ ',_, J 
tener:1os oue 

" • r 

\
¡,,, '"-. ;...,. ."'-) .::. (H ~·. ;.,; \-)! ..!fr (L';:)~,,- ;,. 1 ;·:· 

~l,. 'lr'·.1 I 1 r"-!. /' ... .:... l r., 

' ,._,, "') 
(5.37;) 

,/ 

Ahora podemos obtener la base normalíznd,:: l li 1 c_..'> 
;,:,saciada a la RI l_i1,i1./ de 0 ( r ) , n part.i.r de su base non:aliza 
da de máximo peso 

\ 
h \ r 

h1 r 

como 

1 h Ir 
\.--.• r ·, r ,... 

1 r 
1 ':' " ! 1i .Ñ 

) e 2 1 :l '; ·:~ 

¿ 

lT 
' 

1 J j(\r'/l'.-r,J''L 
\ ·- o ) 

11-j_ h , 
¡r 1 1 }( ) -J( r. - f\ Jlf'- :.. 

l l l .... l' 

(5.39) 

-i 

i 
1) .... - 1 ,, 

n 't' ,1 j' 
··; ·,'. ~- l · ! 

j 

( \ fi f( '~ ~ 
.' i ¡ ,1 , • \ 

', _t ........ ~ r -!.. J 
/'-" 1 

1 
1¡ /< 

(5.40) 

1 
1 

1 

\ 
11 'T 

\ 
"t (' \ 11 r 1 ( 

f¡ t ; r \ 

1. 1 , r.~· r 

r,r 

~ 
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a di:; tintos ,: u b ir u f) o~. d •:: -- : ~ ! · 

dado arriba. 
'l d '~t.-::':•¡ 

f'ara dctr;r<' . .i.nor CQ1:1plc;t¿;mente ¡,_, cst:,cJn .. (5.40) sol::i 

nos rest.~ evaluor lu::i const:Jnte::; '~'" nor-11alizc:;c~ón; ::i,;:ir;~ üllo 

utilicemos el rc.,LJltEJdo obt,::n!do r:o:- ic.J.hin::.>kv ;:i;r., los el<:!--
t d • ' d r' ,,; men os ·~ rnB,_r.1.z e '·•·' 1, < h ,: .,_., 1 e,; ~-l 1 h /'- 1' ) .;;. r-¡ 

aue han sido calculado::; 
do 

h,( r r,. 

¡ ' 
· .-. l.r-1 J.:.r-

1 

h . - , { 1~"· , ... I, 1 ~ .. <r'. 

ha m- i 

t) i ¡ 

con 

) ( 5.1¡1) 

en la ref.( ) v cu~ d0n co~u resulta 

1~ ; ,.. ,. /"',. 

t~, !)'. 

:, . •)• ... _ 

( ~ ,• 1 
.. ,t ·' f 

n . 
/.:.. .:: J . \ - / 
--- ---·-· 

·'·•¡ 
,, . \ (5.42) ... ,. . ' 

/ ~· ,:. ·f ·'"'>-1 
donde 

f' I 

,"'"-· . 

. ~· :: ·/ 
-- J<-

h f/.Y¡/l 1
? 1 h¡<•' - l};<' 1"' -

y (5.l;J) 

' _-¡:_ .:; Cl 

L--ii 
p "f'\ 

se~) 
i"" r!'\ X ~o 

(5.44) 
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o b te: n ·~í.10 -_, 
.i "-'· C:J(:fic!. .. : 

lización para l.:i~. oper·_,·Jorr::: d·.' (k·;-:--,r;~;.), C'J· .); 

N- '? 1 ,, 
,, 
t 1 

,. ' 

-- r / 
''/' ·- . /' 

)' -
,,, 

,. ; 
.. , I' I' 

- ( }•:·o: ... ' /· .. 
;...- '~~··-:.-/ ( /;1 l.1 ·- .. ; 

Si consid•:ramos núm.::: ros C.'' 
~: ,,; con 

de la ec. (5.40) tl:no.no:~ qu0 

de donde 

N ~, .. c.¡ ''-i. 
i~ .. !111~~ 

1 " •J ,'' 
"-;:'. '· l'i:;. 

::. (~1 L" 
í' .1 I 

"• 

,,, " ~ - , ! 1l. 
." ,'-·) i ¡_¡ ,, " 
~ ' ... l . " ..,._ l 

• ' ! 

" . 

·¡ I - f 

"'' n '' ", r;' -- N "1i · · "11'.;1 N 71 - · ~r- 1 
- 'l,' '9r'. ::¡'' ... ~·· 

7 .. J 1 "T r .. ! 

" , 

l;; PrrJpiedod 

/,, . ,. 

f • ~ !'· ' ·,. 
í' (_ ~ ,. 

/' , 

no r1.1a 

;:~,) ( 5 .46) 

(5.1~7) 

/1plicando sucesivamente (5.45) v (5.47) obtenemos los 

coeficientes mas qenerales de los ooe.radores de descenso co:'"º 

[" 
·J ... 

'L' r;' '1~. 
_N :i~', 

• ' - 1 1 r-1 

11 
,,.... .. ¡ hr 

1 :::. ,,, 1 1 
1"¡1 

Ír .. 1J ft\::1 , ... ~ : . L :;, "1•··· 

f"··J 

=Ir 
~~ 

Tí J[ 
!},..,'' ~·i-l+'l 

_, 
"i ..... ~ 1 

-~ ''"'· 
;., 

,..,. 
'! , ~ ¡ 

•1 . 
-7 f -1 : 

:í i 
'0\-\•1 

~/ .. ~~'·~1 

q r.' 
... ,..,. 

·' ·¡ ~-· ~ ¡ - " 1 .. - ti,' l ., P- I 

r~ r -ir 
/' ~.\ ~ ¡ 

( 1. - ... - ' 1) 1 
._{I,\ t¡< )· - .A • 

(5.48) 
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de donde, coir.o caso parti.cul¿:r, ol-1tc·tH·-·u~. lo:s co.-,:.ici·_n::.0::-, G·c 

normalizaci6n que apa~ec0n en l~ ce. (5.40) 

h 1 • hr 
·A,-h~+,.,.-.\-' 

1 - - -

\ , . 

/" - A . ' 1' - A .. ' ; ! / . '>. I' J 
( 5. :¡ ,') 



SECCION 6. 

La cadena de :irupos ( !1 ,d) r.~) d._, lu ;:,;:- .: e'º t d•iQ:; c.::.11 

espín e isoespín t;i n d•:fin .. d0s ; c:,lf·, .:.. fin-~l1J .J d·: o;::,t. nf·~ 

estados que ten'lon lJl e Jpín e i!:oc::.;;:Ín c{;i·:o .Ju-~no nÚi ero 

cuánticos sub:.;ti tuyu1i•OS lo~; fn.-jice::; dei orcr;.-.do:-

por los índices dublr;3 ·:: ir.t.t"nd·.:;:c: '::o~. l ::. :·,::;,.ric•.:s 

de Pa·.1li en coorrJenc-las c .. rt.~·o.i~,n.,:, a l ';. 'JU·~ ,, :re.;.·,; o·j l.:; 
. ' (1-,¡ 

1ndtr1z un1dad · 

¡\j" ':: 1 :,-
A ') 

-' - .~, ' 

.\l. - i 

\ 

/' 
I i• 

'-. . =- ;' 1 . 

( .. 
r"'> -· \ ) 

, 
' ' 

1 ' 

I .' 
,• 

rlJH~ -:~ (J~"' 11.,. ~J)Nt .. , .-,.{,,ll .. , , ·: .. t.,t,- ,, ', ~: (5.2) 

donde los ren·:ilones y las columnas se i1an etiquet<Jdo por 

re:..pect.i.vamente para las 11'.~ y ror <:,' 

te para ~as 1'·..1~ 
Tomando las siQuientes combinaciones lineales de lo~ 

qeneradores de \J(·1) , 

= 
-,;-, ... 

(-).3) 

( 6 .4) 

z: -- '« I 

i .. L. . ! H~ 
r· ¡J, .. 

r. .. ., ' ·' z ' \,,.,. 
., (6.5) 

Í' ,, ~-;- (J\ ~ 

1.2 \ 
7 ·:··,:-: 

¡( j ~ \ ( - - l ¡ ·i~· ,· 

" Í ) ' 2- '· 
( (,. 6) 

~ d b. d l . d d d . t . 1.1.'. \1 _í_ ..... no~amos que ~ l o a as propie a es e Las ma rices _ -

ios opercidore::; 1 , ~.: , i._ , ::.~~ ::,on line.:;;1::-.cntc independientes 

y se pueden usar como qener<1dores al ternn:..lvos de - \ '-":, 

De las relacione5 de coni:,utación entre los qener . ..;dore :-. 
f '''e 

1 
se tiene ,_ r_;-· ~ 



-·--
=~?:_. 
7:<{ .. \'e 

1 1:.: ;. ¡1 ... 
/1 

r l ~ .. , . I' ' r l ,. 

(·. :. (11, :.. ) '.. ': . 
;· 1 , J t 

' 
. f";. 

-;¡ 

Análoqamente 

[_ T;¡ 
1 
T,,--~ = ( } ·- t 

'.I 

.n 

Como ~.· 'i ·/l!.. satisfúcen l"s ·:r1L.c.i.~nes de con:;ut.:c~én 

de un momento anqul;;r y conrnut;Jn entrf! si, vc:-:.os ent.onces ,:;:.ie 

~ 1 , $,,_ y .::.; ~.on los ;.~ncr«.Jdores de un sub.1rupo asoci.;do 

al espín, mientrd:.o qu2 -:-1, ---_ v '' ~c-n·~rún otro subqruoo 

asociado con 
... (-.; 

el isocsp1n. 

Es en OC:3:olones nia', convé:nii:.nte trabai ar en la ba;;;e t..:J

f,rica, por lo que introducimos las m~trices de Pauli en estas 
coordenadas{;) 

l C'' 
•; 

t ( 0' 

~r? '"- r-. ~-, j 

J , .. , 
I :" 

( ._,. 1 o) 

e 
a partir de las cu oles encontrarnos au e los operadores ~"i 1 i : , • ·! : 

tienen la misma expresión oue '5.,..,L. 1 1,,. en (ó.4), (6.5) v (ó.6) 

salvo que ahora los Índices :'f y ':') tom<m los valores -1,0, 1 
y ade1nás no aparecen lo:; factore::; 1/2. Es sencillo ver qu" 

los oper;1dores 'S::, v 7.; se pueden escrlbir en la forma 

L. 2 ( 'º \:'_, 
l.~;::-;' ... 0-1:~ 

(' \ l (_ ::, ..¡-\. ::. IJ? " .:. 

.... _\__ l (_ ~ ~') - ~ 1.r• '-

·' ,.: .: 
'-._ :- ¿: 

(_ '1 \ 
7..- / 

, ~) l __ •¡ 

(ú.11) 



_'._ (< 1 + (''. 
2. 1 

(_ ~~/! 

( 6. i 1 ) 

Por tener un si·;nificado fí:.>ico <n<L. directo, ut.L1_z..;--

rernos lo·::. estados clasificados por la c-.d1~n :¡ ·- ,. •' , :,_. 

en vez de usar la cur&ct;Jriz;:ición c.c,:;0nic1'J. iJe e:>tc; nodo, 

nos interesan lo. ~~t~do~ 

\ 
, "l -IJ -,1 ., ' ·, • ' ,. r ··r .., ·..._, 
~ 1 ' l r 3 "-• 1' ! ' • i ', r; 7 r • ¡' 

donde $ , ,Ll., , --¡- y JI, 
( :; • 1 :: ) 

VrJ provección; r es un,:; etiau·:ta 12,:t r::,, cono?.-:l,.;d:' con el r.:!: 

mero de veces que aparece la reore:;ent-ición J!!., 7· !Ir en la 

representación ~:J;Y1_ V;·;;1,,~ cun aue c;:.:rc;cterizamos la~ =n de 

·u(1) . De acuerdo co11 esto v con (t, .1 i), el espín y el i soes 

oín asociados al estaJo de rn6xir.;o peso d:: 
'.' 

la repre:;entación 

irreducible j :l,
1

71: ), '1}: están dvdos nor··; 
' ... } f • 

::\- 1 I , 1 ( 
'-e¿ '¡V,7-v" --\f;-V"/ , 

+ 'i; ·- •¡,, ) 

(6.13) 

( i.J. 14) 

Los estados (6.12) se pueden obtener entonces a partir dal es 
tado de rn~ximo peso en •J(1) Para obt.'?nerlos con;truy.A:ios 

S r '-: I 
operadores 1\,v 11 1 1 que tengan las propiedades 

:i I ' - -p, \ {-J -,¡ J 1 • ' I"' ' , < I T 1 '-.'> f • . l 5 ) M s l i :1,-h ·¡1., ?11 ~ I V::,::. rr? '::.. -;_:, :J ~' • ' ' ' \' : ; 'Í '. ~ •e ' / \ .t.l.' 

1 
"'' · '.:;. ~ , T :> ( 6. i Ó) 

v...-'\~ "J ¡J .• ,,-,¡~ 1.>;:,Tr) =. ··z ¡; '·" \ ~; J,I • I ( 
'r . ' .. i -·1, i l t" \ . 

. , ' 

Observemos que /f~ no c.:imbia La reprc:; ·d>•ción .,.1.-'~:Jc 1i( do -¡(-;) 
y solo <lfecta al índice S , por lo que dcb~ estar forr .. üdo 

por combinaciones 1 ineales de lo:> productos de -¡.'.) v '- 'i ': 



lineal d,3 ·~rt·,1>:., ,,,_7 

las condiciones 
<: 1 ,:: 
.._\ j ¡ ..... 

21¡1+ 

r r \ 
\ '·'• .' / 

,• ( .... 1i3) 
y estas se satisfac0n unicament~ si se ~ncluy.n op~radore~ 

en 11r. Como -• anul.:; rl efecto de::.v :_: 0 es esencL;l··;c:nt,;· 

equivalente a un fc,ctor multirilicativo ten,0 ·:os -:iw::: e: ::r>:reicl-:lr 

mas qeneral H~ que :;,,;tisface (t•.17) s,, pu.ad1: oscribir co•o; 
1, . 

• ! ,. 1' .. ! 

. ~ t :; '.~. ,. 

/ 
( : .• 1 ~¡ :· 

~ ; debt? :;er . 
iqual a cero. Este con•ut<:idor nroporciona un<'.í relación d·; 

recurrencia p~ra \ ,, ' ... , dando el re.ultado fin~l 

t·;·T.'.¡ i';·:; 

':)_ 1 '; < :/ ·I ·:¡ J 
( (i. 20) 

Siquiendo el mismo n1étodo se encuentra que el oper-.dor 

tiene la expresión 

= ?k1 T:) 1 1 -'lh'.~) :::. (:. .. ·~ :· 
~) . ' ' . ~ 

r l. T +0 ,. - " 
1 • . .. ... 
! (T· _1 -~ 1 
L ·,, ', ·1 ~} ~ 

' f 
{ ¿,. 21 ) 

• • ,r ¡1 
Con la ayuda de los operi.1.Jores 1 ! • , /1 y de los q·~ncr.:do 

. t -· 
res de descenso :::., v 1-1 poder«os construir todos lo:; est-dos 

(6.12). 
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SECCION 7. 

En esta $ección vb:ncs ::i u c.i1iz:•:: .~l for:,.u d :J 0 .nut»·,,{,t i 

co QU.:! hernos desarrolladc, e:1 r><.:s., a i., t.,.::;r.la de ·1ru¡.:-os p.Jrc1 

estudi.•:r el problema d~ los ooeradorc:> d·.: tnter;:.i.nbio. :,ue:;

tro objetivo _·:; ·:x1,r.esar esto~ O!ú.Có,1ore:; en t(t;r inos d- lo:; 

opc~adores º'°' ~'~:·.ln , do:: ;_::;oc•s:·ín / d·c ~asirnir d ·l. ·1nin0 ·· ·, 

v obtener entonce~ Jos eic-nv~lar.e~ de lo~ 0.e=~:0re:; d~ ;nccr 

Cürnbio. 

cambio se describ·J mediant<::: <:;l opcr:..:J<Jr·' 

I ::: ~ r v r - + ·. .. -- '·. , . . ·· ., ·' · 
1..' "'- J~ t .. 1 .... , ~ 

donde los p:Jráme·~ros ';.r-, (, h y 1 · J.fl.i~c-n el nc"~1Lr"' 

1., , 
l i. ¡ .· 

Se desiqna caJa tipo de r·O~t~nci.;l ("!) -· ,Ji:;rH1!: 1 ,. 8.:.irtlct, 

\-\ = Heisenberc¡, 1-1 == i'.ai oran'-'). 

En e: límite de una fuerz<J ce1tlr¿¡l de lur¡o a';>,nce, 

podernos proponer V ( r,J )=-Ye:-,( V,, ==cte.) V la interacción 
se puede escribir en este caso 
I - - \r- ;;, A L' (;;) ( 7. 2) 
. - ro .r;.-0 u. l c:,, ,; t e: j ~ 

donde /\b == V.)J A1 = !!. A._=- \-l , A~= ¡,1 v las formu::; explfc~ 

tas de los operadores son 
1~ (e) 
f i. -·· ,)i 

p. (z) 
') 

p (;) 
'J - ¡ ... r = - ·.'-- ( 1 t ''· r ,. -{ ·. ·.• l' .' -.· - {) "-t ..... t' - _, 

donde los eiq~nvülores de 

·i i' . 

(v T:i ) son 1/2 y -1/2. 

(7.3) 

( 7 .4) 

( 7. 5) 

( 7 • -~, ) 

Con la ayuda de la relacidn (2.7), podemos escribir la 
interücci6n de intercambio en ,_,.; .undri cu<111tizuci6n 

1.L ::: -- V" .;"." A ,, ,;.· c.· .l , 
ro~"':. 6 

donde 
() lu; =- L 

l.. 

·r ) 7 
1 

( ., ' .. , 
:. -- ,, l1 

• ~.r ;.- I <.',,) 

( 7 "\ 
; •'-') 
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con lo~ operGdore~ 

(' r:-J ¡"; I ~:-; ¡.' 

i __ -;--,;. -_-. ·;-~'.-:/ '·,~:-:' 

¡'.((<') 
Para ~ obtenemos de (7.3) 'I (7.0) 

/ ; j 't'", 

' "/, '.~, .. -, .-, 

--. :-'' /1 
¡; •: 

rara <I·;(i; ten>Jrnos 
r::.>< 1

) , ;:..-; .:,r o l': .· 
1 -:: -;- ::.-,. ~ .. '. .. \ 1,-

... • 1. ¡ • : • ~ 
t_ -~) : 

y de (7.4} el ele·:1ento de m•itriz tiene el v~•lor 

' ' ' ., 

por lo que 

.- ····· 

.1· 

haci.cnck• •1 ·, .rntili sis 

r\,f(~") ~ \ r t ... ,? . .J- =-t ·r Í .._..;... ... ; ; 
, .,._ 2. n - ~ L ·;7\ r, , _, :1 " i 1 , I· ~. \ 

.... , 

Definamos ahora un tensor X,lren '1)(•1) por la relaci6n( 11
> 

:·, !.) .. 

a partir de la cual caiculamoo 
• jJ, 

~ ¡- 11 l' .... ,,.1 

, _., ....... 
\ 1 • ; ; 

( .. . ., \ 
¡ • : \,_' J 

( 7 • l 1 ) 

(l.12) 

tl.13) 

(7. 11~) 

(7.iS) 

(7 .16) 

- i' . ~" . 

•f"'li•.!' 
t 

·:;.. 11 ¡.J, ,, 1 =- ..:::.. .. "r 
¡' ( ' 
\.) • -~:. ) ':;' 1'. 

. ) J" : e. (. . " ¡ )( ... -- r, :: . '. 

¿¡ :!: ...... , 

(7.17) 

donde F (4) es eL operador de Cas.lmir del qrupo -J(4). 

De (7.3).(7.4),(7.5} y (7.ó) vemos que ·"';=!(,X,.,= 2~·. , -'., =2 1 • 

y X)\"-=4 12_/·!<. de ~•odo QU•::! 
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de donde inferimos 

c;f,. .. ) -·-;;,... - i ¡1 i~¡\ - ... _ ' \,. -¿ 1 ·, / (7.1')) 

Veremos ahora aue existe una relacidn enLre los oneradorcs de 
Casimir de los ~rupos 1f (f) y ~1(4). 

sión 

Consider~mo~ le exµr~ 

,,- /·
11 ~· ¡r = "7-.. r,.- (_. 1 

/'1'' )' 'I' 

;"' .... ,;~ 1 .... 
_._.:: ¿ ,.. l (_ ?", t 
('"'.:..' . . -

' 1• l- 1 i'' 
, ·t· {.,,, .. t. ! l !. '. 

I' • ... 

- i . .;.. 'J.J'~t. ¡ ... ,,ric! 
:= Z~cµrtli (d _,. 

/' ' ~ 

(. 
J' ~ .. : 

., ! ,. <t" 1.¡ : '¡ 

de donde 

f(,1) = l-'1 T r) il - J ( ( ) (7.20) 

Combinando todos esto~ resultados en la ec. (7.7) en--
contra~os qu0 el ooer~dor de intcrcambiu de larqo alcance pu! 
de escribirse como : . 

J - -Yo ( 1 -vi (¡_ l;i -• '\ + !_ ( 13 - H ) ~ ( n -·1) .;.. E 5 ~ - \H' -· ~ '_ H ;; + .I_ r( r) ~ 
- LE' - J .... 2 '- -

Este operador es diaqonal en la b~se {6.12) v; 
RI Lf,,, .)~rjde '.,/ ( ri) tal que h;iht~i¡r=lf ,tiene asociado 
vi.:ilor (i(.) 1' 

-~r ,,,_-vJfJ(lH)r .L.
1 

(p,-H)~J(JJ-·l) +¡,5(-;,~1) -· HTCT-n)-;. ~-Jt;Z. 1.,, 
o J - .. ... l'~ ,· 1. 

(7.21) 

d.;da una 
el ei.:ien 

(7.22~ 
f' -

La expresi6n (7.221 para el eiaenvalor del ooerador da 
intercambio resulta de aran utilidad en el cálculo de prooied! 
des nucle<::res. 
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SECCIOii 8 

El objetivo QUO nos rro11on•:,·'.00 :1lr;:.1n-':ri_~ e: est-, :;csci6n 

es desarrolln...r tin modelo :1 'r:'. 1:1 CQ¡J2 :rncle ·r 2:::ild ·¡uo co"'

bine la interacci6n cu·:.dJ.~,;polar, base 1lel r!'lo:lclo d'3 .::lliot~ 

con U."'la inter~".cci6::. de .:i.7)'.cre:1.r:ücnto '.1cfi:::i.id2. cor::io ::i.qucl l:i. i~:

tcrn.cci6n que es c1istint:i. de cero solo entre p•'.rt iculas que 

están n.coplo.cl:o:.;; a mo~o::nto .::i.."lt~ul:cr cero; en for1:::i ::·nte:;:i!ltic.:\ 

esto quiere cl~cir 

/ ! 1. .. ~ ~ : ; ' 1 • 

( 8. 1 
el potencial de interacci6n en cote 1:ioclelo, n.uc conocor·~:::o:; co-

mo modelo de apnreruniento, enta.r{1. d::tdo por• 

' . 
1 l r \ ',. •. "\ 1 

\,o.'· J 

La raz6n de que :Je escoja un~ combiti.'1.ci6n lineal entre 

las interacciones cu"J.drupol:i.r y d·! n!nre"41licnto es que J' '. 

dan corrclc.ciones ::;imiln.res a los potcnci:tlos ele lo.r¿;o y corto 
. (1.3,"'1). 

alc:mcc rcspectivamento •· 

De 18fl dü:cusionos sosteniJ.as ~n co.pitulo:::J ::?...'1".:oriores 

sabemos que la intcracci6n 1..'{' se puede di0.eon<'1.liznr on un c:;

quem:1. cuyos estados est~n cla.nificados de acuerdo a la c::.don:.i. 

do grupos l,)(C.) .-. :: il :·<, :_., nL) donde , ' · e;, el grupo de simc-

trins de u:t oscil~1dor n.rm6nico y 1." es el r:-rupo do rot:1cio-

::ies e:n tres climcnsiones asocüi.do ::i.1 r.10::1cnto an¡;ular orbi t·.U. 

Co:no mostr:1remos m::i.s adeln..'1tc 1~1 intcracci6n ;_ es di::>.

goncü cor. respecto a u.:1 conjtmto de estr1.rlos que ~10 pueden cl•,>.

sific9.r de acuerdo a lu en.den.~. u ((,).'OU:)~ r:\'i)JJ(1); :1qui '\,. y '· · 

so rcriercn a los grupos orto~on~lcs de acio y cinco dimensio

nes respectiv<'.r:lcnte • 

!!J-1 la::: subsecciones que si~wn cliscutiremoo U."1. m~todo 

para determinar lns bases en qU•3 son di~c;onalcs las inter<.1c--
n 1 ~ 

cionos u :r -'- y construiremos cxplíci t".11cntc cstu:. b~1scs 

pura ül caso prtrticular en que se ton¿;.'.U'l do:> '¡l'.lrtículas. 
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(i) .... • ..• J 

CU A..D :--rn11 O L ,\ R • 

En el capf.tulo :i..."'lte~·:i.01· f:e ;·,.'., ::~o:;tr:-«\o r11·e lo:.- •· 1-.·-d·'):_ 

de J1 nucleonc:::: cl:-·.sL .. 'ic? .. do': lle ·u~:~et'<lo co:·: 1,~ c'.ld.en-•. de suc-

~rupos uc.;:.. ;,•j' .. ,~. ") puede <tcnot~.r~~r; rior 

' ,- , , . > (s. 3 ) 

<londc dctcrmin~ l~ RI (e r • ln HT rl•:-

RI de ~_r:. _,, .. y so:1 fw!ice;': d.-, rr•p.:ti.cii"in 7 /... dc

not::n el momonto ancuJ-:.;.r or'oit:~l, c1. e~'.::·d'.n y el iEoe!::uL: r,, .... _ 

pectiv:J.r:1cntc. 

Con el pr0;_)6sito t"!e !1i.'.CCr rr·:: ... -.~_t:'.:" ;:-1. hc-:::ho ;\(; tC:1Cr (:0-

:710 potcnci:;l común el. 1_1<:1 o!::ei2..-~cio;· ,• .. r;:·,6ni•.:O, i;;.tr,··t1'...t::cc;,:::o!.: lor:: 

operadores clü crc'1.ci6n y ani:!ui .. l '.-2-6:i 0n i .. mid:v:1c1; t::l,,;-, c;t:e 

ñ = m:: :.<..\= l, ··;, = const::-........ ritc Lle Pl~~ncl~ l'!ntrc 2 ¡-: , .;; =- r:i:~s" 

de ln partícul::!.. y ·,_: frecuencia del o~;cil~:.dor 

/ 
1 .... \ 

'j 1 . :; 
\~ .,..- '.... ' 

/ 

l. 
/ 

-..': -:.: • 1. {) l -: .... 

· ' · (e .4 ) 

dornlo 1\qy !\ denotan l.n..s co:nponcntes esf6ricqs de lo::: vecto-

res de posición y momento. E::> to::> opcr~~dorc::: i~ r Ci~ satisf:i.cen 

las relaciones de co~"!lUtaci6n 

1 <' ... \ . 
(_ ( '.¡ { 

r - -, 
L ét, ~ '\ ... i ~' : 

_'¡l 

-, -
(:l.5 ) 

Lo::: est~clos de p::.rt.icula indepc1ú!icntc at1ocí:i.don n. un:. 

º''Pª ) del. oscilador so pueden crtracterizar y-a sen !)Or loo nú

meros cu6..nticos ;.!,Q ,r1 ( (:::)),-,1 -?., rl-4, ••• 1 6 O, y":=·~, 
r Q 
\ -l, , -2,. ••,-e ) 1 6 ffie(lÍ.'.Ult'.' lo::; nú..moro:· r:.O ncCltÍVO!l r'! ¡ , 

llo , {¡_i (Y/~+ 11,)+ !i_=..= \1) que dctcrr.in::.n el. n-6.rnero de cuantos 

en las Llirocciones 1, O y -1 respoctív.:unonte. T,on correspon-

dientes estaclo:::i se pueden obtener a partir del cc.t~·.do b:ise del 

oscilador ::irm6nico aplic::mdo rc::;pcctiv:c..11··nte los operadora~; 

( .. 
- 1\ \_ (,, - 'L) ,--, ; . .. 

.. 1 \\'171/h-'-i ,'.~ , .. ~.1'. >·'-.'';' \. « i. ... 1 '. 
• ¡ 1.·J(b.6) 

• I'•, 
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( 
1,1_ - •' \ 
/ ,: (¡ 1 1· i / 1 

1 \ • 'r-' I 

donde :.J, (, •.'- ·) e:: u:, ,_,_:::r:16r Leo c:,i'•5rico ~~ól ido ·~:i: l·.;.s ~·T'.]JO!:•Tt-
·-'·· f'f\ 

tes de (\• • Utili:~~-:1(1.o l;is cci:J. ( 9 G ) v ( &. 7 ) 1 Ch:i..c6n ·r 
'1;:0] .• - • 

De Llano' encm1.traron \1:-.::t f6 rr.ml<l. ccrr:1.drt :i;>-l'rt loo. ynró!'ltec-i:-

de transi'ormn.ci6n <· :i ):·, •.• ;.1,,; que conectan lo:' c!"t-_dr.;e ·~·~ 

particuln indcri::n·.:ien"tc en .-i.~bas rcprc:,ent:lciorH:!!>, ::i-:cr:c el e:'"º 
i/) > O 1:--~ f6r;:;ul.C?. cstti. U"'.•h por 

(J\ 1 r/,..l!.' \ '.! j ''·> :: ( : .-- --'· .- , ' •.; ,, ' . ~ f . 

, .. 
en el CG.f.lO ¡.¡·;.:.o l;\ r'6rr:1ula :1r1tcr:Lor ·:i.Q.lC :.-;icn:(o ,_,.~lid:l co;. 

solo interc:cmbi:'r !)Or /_ 1 y rrnr / ~ • :·n l.·t t:i..bl:l 

( a.1 ) pre:::ent:1.mos oxpJ.ícitam.ente los paréntcsio de tran::;forr.-:rc

ci6n para lei cri.pa 2o-ld con : • =2 , que :::cró..1 de uti lid.ad o.:.o 

ndclr.mte, 

$-\ ;:22: ·· 11121> 
-- ~: _:____ ---· -·- --- -1 ·-· ---- ---- . --
: 200> 1 1 o o o 

!220> 

'101> o 

l 020> o 

1011> o 

1002> o 

T .6.BLA 8 . .1.- < n, 1 ' \ _¡ ( ~ - ~ 

i 
' '; ·- ,: 
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2::1 el :.'tn!'~}. i:-·i:. ~~jv.:.:·~:i'.~;:G co~~!··:.· '.!:! .. 1.rcr;rL· -~_11: .. c~~t _' .. !o: ~e 

pt:..rtícul3. ind0pe11,.lj 1!nte '~ ~.r ··¡'tcr-i :,~_· 1 n··· ;,e,.: lci:·· !::tí:-:--,":-·0·· ·--~~/...:: .. 

co::i il1 , Y),_, , 1/_! p:-tr:~ J.0. p:~.rtc ét.:1,-:;ul-:::- :r ~nrrt l:i. p.lrtc lle 

eGpin-isocspfn. :\rlc::1:'í.~: con el ob,j l'to ·l•.' ::;i:-;;1l i!'i.c:!l' f'l '.1.;./1.-

lisi::? se denot2..n 100 conjuntos ( ,· .. 
J 

[ 
--·.-----· r-¡--r .· ·.¡ 
', l -: l . . ¡ _.. ! . ' 

. -- . - ¡ ' -- - l !.;·: 1 ¡~ · ~\ ' .. J>H 
I _ --·' .... •-

Por lo tanto ol cctado de partícula independiente lo podono~: 

representar 
·G D (:3.":0) 
{ (: 1 f! ry (¡ .... 1 ' /-l. tr ( / ' ! 

c1onde ;.+'. eG un opcra(1or fernü6nico c1c crcnci6:: y¿ er.: el t.>J--
.... ll ':.J 

rroupondiente operador ~e aniquilnci6ri. en e:;t:~do de ·' fer-

ciones está dado por 
. \ ., • , ,. . et- ,. l. ,>¡.) e· (EL11) 
~-' O¡::. o;t I l";. 'h .... :!:1 

Una formn altc:~'!~<i.tiva. ele escribir (g.Í1), utiliztuido loo opora-
'1"') dores' "" 

I _, ~,. ·sJ ·~"· ... ./. ;:i ( b·r r 
\,',JI· ji•-=. f~ l:"'; í:S ·-/f¡'.:. 1 l/tzS: 

( l:\ ;, pc1mutacioncs de los indices 

(B. 12} 

OIJ : 

(:> 1 1 .., J 

·1-, 1 L''I.'- ·- l" -- /\ ~ .. ' rÍ' l.. \ ', 

r 1 ) -1~:¡~ (}¡ '\i -J>.¡I •I \t' / 
~ '· ¡< '· . /'• 

i ...-_ 
(3.13) 

no oc clíficil rno:::trar qu{• los opcradorc::: ,_,_ y :-' c.:u:.::¡,lcn la 

conclici6n de cor:t."1Utaci6n 
í (' ¡{ 1 

1 ., • 1' .. , _ ,. F ' (, , ' 
Lr' 1' 6.,u.1. ¡t·; 1 - 0 P ~ ...:.!'!', 

ir 
+. + ::" 

¡ \ 
/1) ,. ·, <..!. l'f· 11 

En la ce. { S.l3) t'l']moo que r 1,'.c. t, pu.ra /1=1,2, ••• ,G, 

mcis aún, este pol;;. cimio ( H.13 ) e::• c1e r..6.xir:io pcDo en 1:-l JU 

U, 1 ~.;, J de iJ U0 ) y en l:i. i1I ',·~:,' " ~. . .. ~'}. · de j '.:/-, Uso.re-
mo::.: este hecho p~u.'~ c1ctermin:tr l:i b:1:.;c ·~e cu:ol(!tliel' ;;:r dol 

crt:}JO '?,l((,)'.·"l(·~··; :~;~ cfe·:·to, CC·t~O UJ.13 ) 0. (':. ·~- t:~t1o .:e ::1á-

)~i:J.o }íeGo (E:.a)) en ·:¡(í,) y ·J(-1-) , ui ;;;e lt~ 3.plic:u-1 :'1 ( 8.13) 
;.": )(., ; -. ' 

lo:::i r.;enerndore:::; ·,,. 
1

, •/· 'I' , r;uc solo ;.i.fcct:.in ln 0nti"1~ctlir:'. ,fol. 

<-;::.tado e;.·¡ el ¿rur.io -~(,), se pl..;l•dc¡, c:cc: .. ,:-:nin-tr toclt.;. lo::; po~i'tilcn 



:;e nplicr·n lo~:..; ¡:,cr:'-1', !·ior(!f_: •1 1~· (lc::;e.;r·r~ ~~r:. 

drtJJl to do:::: J. e:: C' et. do::: pu~ i b ~r: ::: c:n 

estado::::. tiCt1C!l 1JtP2r .. J)~~ nt'unL:rci~- curfilti,:,:c:.: •.1c t·!".-!.iÍ!l e i!..'.·)e._ !' Lu, 
la con~cJt.rucci6n de lo:o.: c·:::tadoD C¡l.<l: :,~·,c;.i:.nt:ui c~:t:¡;~ C·Ll ,,,._ ·:·f:.

ticns h, __ , sido ::.mpli:11:1ente diccutid·1 .-::n 1:1 :::e-cci6n ( '" ) ; ·t!.1.f 

vimo::o r¡ue par~~ obt•\ner J.08 cstaüos. re•.ltcrido:;, e:..;t i: .. or.• cl· ... :~1.i'i-
.. }. 

po1-ino:nios -~··1~c1·r-i· :.i ;.o~: opcrru~c·r1.'S 1, 

y: ( L .. !.\); .pcr~dore~ ti0nen 1 

vrilorcs ele momcntu .:u~ular de espín 

, ::e 6e1.1en :-.11'llic ·.r ~·. l()~ 

;/ //~ .. -, ccc. 

:-1ropicd;-"<l de C"r.lllL•r lo:. 
~··rH 

0 i!"~oc:::pfn a e:~:r í:1 . 
-r I 

e isoespin 1 , rcspectivo.:nente,m:·J1t•.."nir·n(~c la~: :~1'\>:i::n::: 

tintn~ proyeccion~s 0c 'j 

sucesiva. de los or.cradore:: de (le:JCl'.'n!;<:..' ·~·~ los ¿_;r1..1!JO~ ; 'J 

SÜr(z.) rcsp,_?ctiv~.1..'1lent·~, i.c. ,--~ .. 1 . .-cr-.t.}_i.'.~' ·-.:. p2.r3. 

Por lo tanto, nqui aolo no:: cle<~icarcmos a la conztrucción de 

los estados en 'U((, ,i claL-ificado::; de :'-ciH:rclo a los esqucnas 

y 

Si aplic2.r.1oz los oper:'.l.o.~.orc:::; de uesccnso 

al El@ (8.13 ) se obtienen los entndo::; 

-P1 \o) = -'2T 
lOl\:\ ;t 'r.:: 1 

¡ 7. 
l 

;'.'. u".1 
¡ ~ ' 

},{ 

!~ ,: ( 
(9.15) 

Gin emba:: go C!Jtoc cstadcs no e::;t(:.:~ c:.r:o.ct.:!rizn.do:;; por l'Cnrr::~cnta-

ciones definid::o.s de l('>jy C'(:). l'a.ra lor;rar 1n~1a clunificnción 

de los estado::; ( 8 .15) os nccenario definir lo::- operP.dor;::s 
I (:, 

cr:\ = 7, <¡1/:r\ ,·,·~)11¡) 
/<¡<:::. 1 

donde 111 "\ ::.: \i'1o)', 11' · Y) -J ·~ ~ '" 'r / ~ !~1 I '-"> '; i' ,, w t 
, y que obedecen lan rcL~ciones 

de con.rnutr1ci6n 

't q''' l ::::..,,~, <t'- \ a,·\_ C\_q' 1 }') <./' ! 
[_{. \ 1 ó ~·· p 

,~· 1¡1"' 

/f¡1' 

::. 
~·· ~ ; 

~·~ti ri 

.. r¡ i 

' ' 

" 

J •)'\ 
. í 

·i 

.. 

~ '" ,I' ' ¡. 

¡/'" 
·ts 

J 
1 / ,ol}/ !' r.1· , 

_.,, 
~ 

-· 11 

(&.17) 

r·p 
1 

_, 
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y, pcr lo tm"lto, lo~, nuov:' ov.:rctcl<Jre~ :-·or. ·!.o:: ::•'ncr.o...lorc:_ 

de U!"J subgrupo de ··/ ~·s"':.o:.: •)pe!'ndor,::r: so I~l·,_·dc~-. 

cl.:-.sificFJr como c'..e ::.sc<.;n~-:o, desc0n:·:o ~- p·J20 ::ü 

_;::J;i rcspcctiv:.irnentc. 

J,-os est:!uo::; ( 9 .15) :J0rn.n ·:1..c m•'~:-:ir:•o :ie::;o en 

plen las condicionas 

y 

.. _, s. 1 e_,) 

(' () ;) . . 
". 1 i ' ! •J ¡ 

_, 
( 
' ·.:; 

·- ., > ·- ·"; 
donde el conju...."'lto ele ) 0tiquotan la ~~I G.t: -· ,; 

1 r . 1 • 
Y e, -=-t.-f 3 , 1:,.:·_ 
( [,, , ~; ) de ,' ·~ ( !) • 

Si rcC!_ucrimo~; qtie 01 -;;oliuo:.:1o ;,;>_ti:,;f:;.,:;a. l~;:; 

ecs. ( 8.18;:i.) obt.enemo:::: el conjunt0 .. ccu~·.cior~et1 

: : ... 
.(' .. .,,, ¡,... 1.. '. 

r 

(' ' '"'!" ._.,, ., -~ /'- 1 ~ -li l 
.•• ~ 1 1'' ti ... 
(6.19) 

y de ( 
-

J. • • f r,-
J" 

, 1.. . ' 

(8.2C; 

_J.. " :•, • \1 · '· I • ~-, 

º,r/ / !.\'r/' ;1,1' · .::.;;:- ¿ 1'..º · · i _·: ,, : -· " J 
Estas relc:tciones 8 .19) y ( 8 • 20} concct::m lo::; coeficientes 

Aµ_ entre si. :Ji podc:no:; expresar cud:l u::o de estos coeficien-

tes en t6rmino::> ele ':no solo, c:itonc·::!:: l:' :\I ( ·. , ~, ,. , ele '/',. 

ocurrtrá solo unet ve:: en la RI dad:..1 Je J ... ~) • ;]i e:::-te no eo 

el caso se tendrti un conjunto, rn::..yor c¡uc ur.o, de coeficientes 

l-•.¡l necesario::: para dcterrnin::cr el re:::to oc lo:; coeficientes; 

!~::itas /_ 1/~ nos d~m el rniJHerc• º"' ~olinor;Ü·Js lincn.lmentc indepen

dient~s, riuc se pucclcr-:. h::iccr corr-::n¡J01:.d.cr, con el indi"c e· en 

( B.3) • P::\ra ortonormali:~ur ecto~:: ;'olLnomios se podria uti

lizar el método de Gr9.l!l.,-Schmidt. 
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máxi:-:1.o peso de '; - , i.e. corre~-.r·o~·~,1~ n.l :10~:l0:1-:o ~;.:1 . .-.1..tl.;~1._ ::::··.s 

alto y con proyccci6n 11 
':_ r,ue :Je enc11é,;1tre eontc:1iclo e:: la 

representaci6n CI: ,f: ) de.: 1 · ,. Esto. . e~.'. úr,ic~ y tiene el 

valor !. = !JL = !· 
Para obtener el esta.do '. 

¡ ··" 1 ( del e:.;tac!o 
1 • ¡ ··. con.-.•·~11·ruo" el o r 1 ,.,,. · 1 r· 1· d d "'' 1 ( ·, '-J'•.: ~~ ... e ~ · pe nuor cor, i!.. p 1.;p e a 
\[ r1 J " 1. . ,1 · , ) ¡' · ' · / 

r,-t) ~--· :·.,,:;·;: .• i./' .·.·:··> ca.;:1; 
i_ :,' 1 :..'d ·' n ... L ·"- ·' --
como ¡·1~}1 , no cambió\ ln represcntaci6n de ('J·'.1) 7 rln'h~ Acr una ftu1-

ci6n de los 6Cneradores {~,
1 

do ¡'~~ ( ce. \ s.16). Unr~ !.'orm0 
. 

.. ,. t' 't:J .) 
alternativa de dur los cenera.dores de ;CU 

"-'rf'¡ 

(8. 2::a) 

(8.22b) 

•O \ donde Jm y l;il: son los operadoras de momento 2-I'lu"lllar y cuo.d...""ll-

polar respectivamente. Entonces es claro que los cinco op•::ru-

dores ·~e- son los únicos que rueden ctunbiar el nómero / ul ac

tuar sobro el lcot en ( a.21) o La elección mas Simple de J't ' ' ¡ 

es una combinn.ci6n lineal de 12.s '.:\ , pero como sirn.ü tánerunento 

se debe cumplir 
;1 

·, r' (.;:-) 

1 ~- hl. ..:.( 1· 1 \ - .... ¡ ;·,\. "-· r) " / ~-1 t I - ·' 
, , ¡ • 1 I 

I •·' 

se tienen que incluir o:pcr;:iclores 

consider2.r ol opero..dor ,;. 1 pues ... , 
~u un operador multiplicativo y 

ces se propone 
- ¿ f 

'/ 
(S.23a) 

<B.23b) 

en 'i ,_,, solo es ncces.1rio 

es e:::encinl.mentc equiv·ucnte 
·I 

cancela el efecto de ~-.1; en ton-

( 8. 24) 

l'or otro lado B. 23b) so cumple si 

1 ·f [1. ¡ l - (8 . 2 5 ) 
L "'1 1 f't'l Ll 1 i - D 
y de este conmutador se -obtiene m1a relación de recurrencia pa
ra las /.;'C.. , que no::; permite escribir a',, '._:·como vi) 
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¡ .~ t :.. ~ C·) 
,¡ 

:.. ' ~ 

máxima proyección Li --. '~ podcmo:-~ obtener, aplic:'.nclu el oper;·::lor 
.. U) 1 J 

111 ,, 1 , otro::: estn.d.o:; con momento nnr,ulc:r . y . == . 

mci. R I ( L , L ) de : J'.-!. ; • 

H:... se pueden dedi.1cir de L:i arJ.ic2.ci6n rc-¡:ctiJ.a •iol oper:!dor ,ie 

deGccnso .... ~·- j .• 

La intcr:'!cci6n ctw.t!rupoln.r 

~ r.a 
1 - • ·- .. 

.. -.! ·-, Í.\ .. 
-

, ~ - r.._ ·-
e¡ ~1 ll ' ' 

r( 

,¡(. - •¡ 
\ ~ \ ' e:; :::. ~- ~-= '· ¡ 

~ 
·• (;:. 2J::i} 

y 
·t' ~t r l ,,-. :::. ·-s ú'. :, { .• ~ 

(3.28c) ~' '+'4' 't 1 

donde ,'J.!,, y r ~) son los operadores de Cunimir de primer y s' :EUndO 

l Jt 
orden de U ::, ) y . .; es el operador de Cae imir de segundo orden de 

¡ji-._·, 
.. _ \...~) , el resultndo que oo obtiene co 

( d. 29) 

co:no lo::; e::::tn.dos ( 8· _,) se c:lr-"lcteri;~n.n por la8 HI de 1'-.y ~-_. 'J, 

los oper:tdores r(::\ r y :1i0 son din¡;onaleo con respecto n estos 

estados y ol eie;onvalor ele n~ :>oJ.o dopen.de de / ,1 " y :.. : 
(é..) 

este e¡; : 

_ "'~.:..(L.; k, '1" .. : ~' (/.,-.:::). -~--(~·'•'; \B.3G) 
- /.,' l., : ' 

' r.1as adelante, en la subsecci6n (iii), ilustraremos esto 

procedimiento cvalurmdo estadoiJ de dos partículas clasif'icr,dos 

ele acuerdo al esquema ~·u1_,,). 
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DE AP A'.L~;J.U ·:t;'rO. 

:m esta rmbsccci6n C<'.r~ctcrizarcmos los c::.;tauos de -¡i~tr

tícula independiente en la cr1:p;:i, ,. = ;; p·1ra un potenci:ü di"! 

oscilador arm6nico por loe índices , con el objnto de 

uimplificar la not:i.ci6n denotamon al conjunto , '•· por el i:1-

dice K • 

I ( 1 ', 
\ ::- • :· \ J fil

/ ~1--~~--¡I-;:~ -··1 · .. 

'. ~~ '- 'or-

·:-- - -·--- -¡ .... 1 
. ) . 1 " . ¡· . -,' ' " 

1 ¡ " ' .. l. :: 'J ( <'.. ¡ '\'. -' ,, ! -
[ ___ _ .:__ ------.----L-----=- - - . - - ------- .• 

r·---¡-~ 

: I ! , 
1 .• -+- ·-

En el ÍL•)lCf < dcber.ioa ob:::crv:ir '!UC 1 
Los opc:;.·a.clorcs <le cr'3aci6n y ~ic;uilaci6n (OC.\), en c.:::tn 

representnci6n, loe dcnot:~rcnos con u:1 pu:1to nohr•! .;llos, : 

rrafo anterior. 

Los OP•"radores .'..;
1

, y ne pueden escribir cor:10 co::ib.i.-

nacioncs linea.1es do los OCA .; 1 ,~ y , de u.cuerdo o. 

/< = 1 
(8 32a) 

,, 
(. \ji.> (B.32b) 

/'.« I 

donde <'p-\1:)son los coeficiente::; dados en la tH.bla( 8.1). 

La conexi6n entre los i3Cncr tdorc8 de 1.- \ •lct er:nin:l.<los por 

los OCA con punto y los OOA Gin punto en, clnrét.rncntc: 
~=---,. ~· 

.... , . - .~ 

,___ ..... 1 ! /' ' / /. ( ? l 3 ) 

De la dcfinici6n de la interacción de apn.renmionto ( 8 .1) 
es clR.ro que 

• ! 
, . ./ I . 11 , : ; .r 

J 111 1 

•' r ,¡· 
~ '¡ 

r 1 . /1 ')' 

~~ ,-
X r, :l , 

- '''»-r,·i,. ~ r(i,- ,: , 

, rr-,,-! r.' t 
---- (:- 1) . . 

ti''í 
11 

- t1'. ,r, - ,;· 
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De tn.l manera flue, la cxpre:>:i.6 

es 
i 

... :--: '· ') 

(9.35) 
bilincai 

( 3.30) 
\<:. 

es invari'l.nte anti? tr2.n:i for1il•?.c:cor,.~r,; o!·to 1.:;ona".f:l:_; on ::;eir. -ii.""l»n

siones ('.- . .', infcri::10G que :. trunbi6n lo cs. 

De.finrunoo ahora u:1 nuevo conjtulto de OC:,\, que nao pcr-

mitirá: l) 
n1ie11.to es cli::'. .. ::0:1,!1. en el e;..--;qt\eff,:\. r3_1-.· 1.'.·L--t:-;i~·ir.!.1!".:!.~6,~ !},,.;:."·.·;./·"'··--··_:y 

2) reco1'loccr d-:roct:..,_r1,~:11te lo~:: 0:1cr:.ui.o:-~:::' :1<..: ;·i1~GC·?nso :r "~SC'Jn:Jo 

de los f;rtl.p1J!J r ;n 1 ";/ r"·~·:...) • ~stc C()njt¡nto lo •.lel10t1t.re:nos COll 

dos puntos,·¿~.,., y·(,,. ,}1:::::2 11, ~·,-'·• ,-1,-2 ('· ¡. - ·),y e::>t::u:'{ln 
.lJ. ~ ·" ·' 

conect:1Clos con los OCA do nn punto por 101> par6nte:.;ir; de t::.-ans-

form ~ci6n tabul~dos nn ln t~bla (S .2). 

l .. 1.1 r·-~---r-·· ····--·r--: 
1/' 7:/. (:).{} ·-) 

~ ~, ·., : ..... ¡ ~ , V (V 

¡--------·--'"·------·-- ¡ 

A ') .... ' 

1 ,_ 1. -~) ' ..l.. 

--·-,--.. -

\~} ·~) o '{l. 
-, 

·i ' ----.. --,.·--·-··- .. -·· ... -- ... 

r0 ,, o ' ·!: •J ! 

- 1 ( .. - ,, 1 - .... 

- ' (l r) -·' ,. 
L 

TASLA (6. 2). Paréntesi::; de transformc1c.,ón 
·.· 

conectan L con 
ti"'• 

1 '· con e 

.. ' .,.. 
c:.:.":Ji:: \ :e 

• k i l~I ./' 

que 

por 

r 
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.ln :Je ptlr.:!:l0n ex-

llrc:::;ar por 
·,; Ji' ,:L 
... :::- l'" '°'.. := _:..:::..:._ ..[ 1>". -~ 

.:..·.-/ 

y 1os 15 de :0;por 

•,: JL t 

i \.. !"l 

:,; - I '. 

:..":' - '~ 

('S'.37) 

1, e. Ju) 
. ," ,, . .., ; 

Estos oper;ldores J':..H sa.tif1f'nc·~n l;;i.s relaciones d·~ con-

mutación 
-- ~ _ .. "' .. - . ·1 , .. 11' r i. • ,, ,, 

\·: tt. 1 .. J1' - ·,'. J1' \ ¡-, - \ . ·" .' .:.. \ .. ¡.•. s ' -· l. •• 
\ I \ ¡\ - .i l. ,_ .. (_, }- • _.. .. J-~ ' J o. ' • -, , • ! ,. · ~ º ;. • . ¡ 1' 
L M¡ .--J .Jl • ... ' ~ ,... 

- t • • ' 

De \ J: 
estas es inm.~din.to not:ir qu~ lo::i , , 1 ~ se 

gencrn.dorc 3 de ~H~so. (¡\ ~ , "( ~ , / ~'.,), 
,i;) y de ue:::c·~mso O~~ .L:.3 ,"¡\~:._.,"/ 

. .1: 
(8.39) 

El polinomio ( 8 .15) para que de m&ximo peso en 
debe satisfa~cr luc ecuaciones 

•; \ p 1 > • ~ B n \ '> .. • ~ - 0 t:J ' - - ·,.· n, ''J • > - ·.:, - ' ~ \ ,.; ' :: /1." '? 1:>. \ I') /'' 
Ji..¿1 1 0 -=...¡'-:.._r,o/-.J\, 4 r, 17>/'-.t!... 1 \ 1\n/ -.:..:" .. 1 ·,,.-"' .._ .... .-..;., 

(8.40.:;) 

ca .4ob) 
=º 

donde \3, )¿ y ,.\ 3 son los pesos ele la RI (,\,,X;; , .\1 ) de et,). 
De lns condicione:J { 8 .40) se obtiene un ~"".lll'".'lto de 

~ . .. ., ' relacione:::i entre los e oc ficientco ·1,t1. , s 1 to oos ... os :-.p- so 
pueden e:·:preoar en t6rminos de oolo n coeficientes tend.remo::: '-µe 

la RI ( ;. 1 , ) .. , , )., ) ocurro n veces en la :ir ~_;.. , h., •.. ,~.:.] de 

'J(&) y podremos rlist incuir entre el ln,:; con u:i. índice t ••• 
: . : .. 

Obsarvf::mo:-5 ·1u'~ los c;ener:~rloro~; con ~. ·· -¡{ :J, acnc-

ran un. ::;rupo O(;,') :1;;oci.1do a 1::.8 transfor'.:ncion":-:: or·to::;o:1.Ü'~:J 

de los cst::i.dos de un.:. p.:i.rtícul:i en el orbital d ; lo~; senera•lo-

re ..,_ d .\.. ~ 1 
• t 1 d ; 1 

- e peso :Jon / :, ,'.•: m1en ran que on e ascenso ::;;on 1" 4 
·o ¡·-1 

1
;o ¡ ·7 ·, /\ ~ , \ _ , .. \, • Lo::- eii;.:mvaloren I'• y}'· de /\-~y i, 1 respecti-

'- '- 4 
v,uncnte , etiquetan la HI (¡J, 1¡t,) de ,....,(_::-, :¡ ::3.tisfacen las desi-

¡:.ualclades (2. 1 l 

/\1 ~¡Ji. :.;:-, >.~ ~ /Í-,_;;. l~-z,\ ( S.4 1) 
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cio:i.e.:.:; lin.c3.l0::: ele los ccncr .. doro::; ;:e ;1sccn~;o de 

ye que el polinomio f',ue s;;i.tisf:tce l.'!;, C•J::dicionc.s 

est::tdo de m:'ixir.10 irn:rn de l:¡ :u ( ., ,\ ) ·1·; ·. : ~ 

a .40) e::~ el 

Para obtener lon cst:1<1on de m:í.·<'.i;a.:; ;-e:rn ele c.tcl::i. un' .:e 

l::is i1I (¡1, •f <), Jr::icel y 1.'..oshin.:.;l'::y d;~t_,,r:nin;.ro:1 lo:~ opcr i•ior.:~~ 

-w •. ,_ ¡\ ~- /~ l. : ") ...... : ~ ~ ._ ¡ 
l\ ¡ ',") I '~ / . ;· .. '- /' ". _ , 

! :. , l. ! ,;, 

• 1 ) 

/\ l -\ 2 ( 
' .. :: • .., ( .. ..... f •• 

•• 1 1,,., 1 ;\ : l r.; - r ~ 
_, 

·~ :.: ,· I 
- • .I - '\ ¿~' • •. 

., o~ 

'1) e i\\ • ¿ -- ' / .. ·¿ • !. 1 
. 

-l- t\_, i,/'\ 2. - /\ ,,__ .,. 
... ¡, ;¿ j 

• 2 o' Í\ ~ i" i . (8.1•2) 
• 1 el . -l- l\1i_ /\o !\ .f\1 't •'-) \ <.:'.. \ ¡ I 

o 
) • 1 

• 1. . " .,¡ '') • ¡ . o' (Á-:.-:. 
• J ; ¡ :~ /1: , . + i ( ¡, 1 -t (\, ~'. j _, 

t- "'º /\ o - /\ 1 ' 

• • ., • J ' r .. , 1 • t 

. \ ,1 l.,~ ! .'./\ ,-l ~;J( 1\,; ¡, 
.l, ¿) ·- / '0 1 ' !_'• " , ' 

que tienen la.s propied:Ldes ~:iQJ.icntes : 

1.) .-U -:ictuar i:.. sobre el EiYcP ele ln 'G (/'1 ,j)i) de 0 1"-J se obtie-

ne el EMP de la lU (/);-1,/IL) de r1(::;); y 

2) 

ne 

Al nctuar ~;: sobre el ;_;;r.11' d.e la RT 

el EhI? d•J l::i. HI (jlt._,µ, -1). 

Los cst,'1.rlos obtenidos al aplicar 

(/!, ,¡lL) de '.(.:./se obtic-

- . -'fi-
las ;,, se pueden norma-

lizn.r~por ejerrr:_)lo, con el m6todo de Grn..11-Sch:nidt. 
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que son Qe m~xino peso en 

::i:.-..tisface Ca ,41). 

Dl:>) que cstnn contenicl?-S en urn :n d:•dll de 

fin combinnmos los e:cncradorcs de ·.: .• co:Tlo sit:;Ue: 

:: J.::' . 
..; ' ! ,, ' . \ 

\~ ··f'td/ 

¡) 
, . 

( ':3 • ·t ·-1 ~- ) 

-? ._, ~· 
donde v: 1 ~ó 1 ,,.~ son los 13ener1:tdo1•c::; ;}el arupo .: .'.), mientr,::.:; ':U•:· 

-E , ...• T..3 SO:l los componente:.: r.lc u~, l;!~rJ'.'.'Or ch; :t·:.c~'h ce •Jrdc:·¡ 

tres . Cono en lP. conr>tru · ci6n de 

\-:: forman U.'1. ton~:or ele fl tc::.h de o:::Jc:. 

( a . 26) .. -:: por ~- , 'J 2 por 3 en lo~; 

obtener el opcraJor 
·t;... l ·1 •í_,,:. 

I · l ( .. l ~ l ; .,. ' ¡ ( 9 J. C ) e,- - /; .• ..; ) 

Los este.do::; con proyecciones de .~1omcnto an,:;ular 1 Ít.' llis-

tintas de L' se pueden obtener aplicando repetid;uncntc el opc-

radar de descenso L-~. De ta]. m·u1er.<. <.¡uc se h::\ de;;cri to Q"1 

procedimiento p'.1.r1. e;cncrnr la b:'l.sc del l(t !)arte c~;p:icial; p:i.r.L 

la p07\rte do espín e i~oc::;p.in se procede r!n 1.:'- forrn t discutid.1 

en la sección ( G ). 
l'ara fin·üi:rn.r e:.ote .P'~.rr 'fo ~;e th. la cxpresi6n de 1:1 i:i.

tcracci6n de aparc~~iento en tfrminos Jn lo~ opcr.1dorcu de 81-

simir del csqucm-1. ) ~,.. 

Utilizruv'.o l.~. ccu:~ció:1 9.}5) ·r J.a~'. rcl·:cio:-ie;~ •.1e 1~1ti-

conmut:>.ci6n de los oper tc'orc~ f·:rmi6ni.co~; tenemos 
•. • ~I; ", •. • - ~\' 
C L 

\ 

,;,.. 

1 s;;.3 r-:,' H ' .~~. - H" - l... /~; 

r- J ·, J 

:) 1 i ,r - / j S.46) 

H 1-.\¡ ,L.> tf ,., I~ .::.. 

Se puede dcmo:.trar que P.Xistc nn;~· 7?}-:-i6n ·cntr€' e1.-o
·. 7- . l(', 1.j 

parador de Casimir del Erttpo i:,\ ~: ···- 1 • ,, ' .,· , y el opern,'.or 
• • j r.\ \1 ~ ~./_~ :;; n' .,l' ·~ de C::tsir.n.r de , 1-": 1 .1 -- · · ,. 

lll'l' 
.. - >: 

que 



2c)1 
.. ' 11 ¡• f'' 

H ( 

11:- ;,\ - . /• 
11 1-·. 1; 

¡\ ,r·, r ~ ~ 

r1J .~. 

'" q - --
-· ll ~"~ 

r, ' . ... / --, r - ·¿ ¿~ . - H '" p, ,, ·~ ' 
?or medio de 

1
., : 

r,o:::; operadores d.o ']:wimir y :i: con f!.i~:.con:tlf.:B en el 

y sus eir;envnlore~i ;,on bi1:?n conociüur', 0or •'.' .i omrlo, 

:y:1 2s-lcl loe cic~n·:alorc:::: de .. L .;:;t''_,, d ":.1o:' !l'J!" 

es la corre:::pondicntc eti1FlCtri (:e 1:: 

m.~:n·~ro de nucleon ·s. 

(iü) 

1-'":'. 

:n 
:n 
::e 

- ,¡ 

de ! 
: F - ~ :r rL~t , 

( :, . :. 

( •, , '· ' ' ) 

:r;:1ir1 ·~:: 

:-n J.:\S subscccioneG ·mterioro:; hcmon descrito el moctelo 

de n_p~1 .. c:i.rJicnto en el c~iso {~~11cral de ri 11~1rt:rc,i..ln:-;, cr~ d.i~l' ... ~i.. 

do::~scritici6n Ge d~·1UjO U'.1 conji:nto de f6r;nulns mr-11.e:::f..tic:-~3 c:ue 

son neces~iflr: :;;i r':e dc::rn::i. conr.:tru-Lr l:c:' n:1r cln.sificn.das sei:,ri.'m 

los esr!ucn1ns ;·1.:_·:.y ,/\.í~); en cetoG ~nr:u0~.1"'"!.!.; ~on di~)-~onn.le~ las 

in t oro.cr~ionos curcc:ru1)oln.r y tlo a;J,-,rC'~lmi-::nto rc:1pe c: t iv·uncnte. 

Dr:ri.ic'l.!11or; er>te p~rr:1:fo ::i. cjcm:1lifi~:i.r 01. uno de tales f6;mul:-i::i 

en el ca~o particul::ir en ~uc ne tc!1:'.'ln ,io:: '!J;•_rticul .r; (N'.==2) 

fuera de C3.p:•. cerr;;.dq. ,\ntcs d<~ inici~r el ~~lisin del caco 

N=~ será. 1it:Ll recordar algunos r::sult:'..doc icportn.ntcn obtenido:::; 

en cn;1itulos 211teriorcs • 

l; !J:ido q_uc ln ún:Lc:t RI de _/ :.:~·< fis_1__canentc :iccptnble ne l:'.. 

tot::-.L::entc '.J.nti~"ÍmÓi;ric:: ~o1o ne: d·)hcn C0!1::Jidcr;-cr lP.!} !{I de 

·,~(:·,,'.; y '7r(~1.,.i qt.1c non .. ·'.·1 conjtlt;adns r.11trc :·.~i, cap.. ). 

2) ;;i espin total ,::i y el i:rncspin tot~ü --:-- rio11 ic;u.--..ln::i ni l·· 

~I de 1(0es la tot~lmcntc nntisin6tric~ y non <listintoa en el 

caso en <p.w f;<;) ~:cn,__':'_;c.. lri. ~~I tobJlr:le!1tP :::;i.:-:iétri.cn de 1 , 1 c.-i.:i. ( :· 

3) 
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tícul::os son la 2,0 y la 1 , 1 

RI totalmente sirnétr i Cc1 y anti si' .étr •.ca r0~ i"~ct i.v.:i ... r;nte. 

Las RI (}.~ ,/,) de SU(3) ·1u~ e!;t8n cont.:n .. d.:.:. en la:; 1. 

\.. t1 ,{?.. ,{: 1 .~., ,:."' .~._"]. de U(6) se pueden obtener por ei. método d'.;,

cutido en el capítulo ( 4 ). En este ca~!tu.o se hizo enffsis 

en el hecho de que una partícula en la cDpa 2s-1d tiene dos cu~n
tos de ent:?rgía, es decir su funció:1 dt! onda :;e transforr'.u cor•1,, 

un tensor simétrico de segundo ran~o en el e~pacio de ~Ul3), y 

se puede rerresentar por medio de la etiqueta (2,0) en s·,(3). 

Con dos partículas Q:1 l<:i c<:pil 2s-1d, h(?mos visto que S.º ti;;nen 
dos rosiblé!S particiones de U( 6). - 2 y _,, 1 ~ 

Las posibles r1~presentacioncs ( Í , 1 ) de :;;: (J) e::.t6n d.:;das p0r 

el producto 
(8.50) 

Esta ecuacL6n dice que el producto de funciones de ondG 

de dos partículas se transforman bajo transformacione~ unitarias 

de SU(3) de acuerdo a la mezcla de representaciones (4,0), (3,1) 

y (2,2). En este ejemplo es sencillo determinór cu.:.nes de e.;-

tas representaciones ( L ¡, i J pertenecen u la ;;art.clón s ir.:efrica 

~2] y cuales <:l ln partici6n antisi1:.étrico 1, 1
1
) En efec-

to, de la fórmula p3r<J la di:nensión de la reprt!s1rnt ... ci6n L (_\ 
del •1rupo unitario U( s) "'' 

\ '.. ') 
(5.51) 

/ 

donde f 1 es el namero de cuadros en la i-~sima fila, encontramos 

dim Lz'] =21, 
dim (_1 , 1J =15. (8.52) 

A partir de la ecuación ( 8.51) se puede deducir la si

guiente fÓrH.ula para la dimensión de La repr'"'sentaci6n 

de u(3); 
, ... •' ' " ' . r r :" . 1 \ ¡ :" ; : '\, .. d i m 1 ·I : . ¡ ' - · -· · 1 ' • ' " . -- 1 ', l · j L -: ¡_ ' 1 ' ·•. :; J - -¿ ···- ' ~·- - j ,_., &' - • 

Y la dimensión de la representación U,_,_-. .! ... =:·:.:'_,)de SU(3) es-
r .. 1 • 

(G.53) 

tará dada por 

! 1 1 
\ , ..... ,/ •' 

~·, ,.., / ··1 ,.... 

; i, : " i i (•u. 511) 



por. lo que 

dim ( 4, O)= 1 5, 

di ·: ( 3 , 1 ) =' 1 5 , 

d im ( 2, 2) =-= ó • 
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Es claro que las RI (4,0) y (2,2) de SU(3) est~n contenidos 
en la RI l2-! deU(6) mientra;; que lo RI (3,1) ele :;u(J) le está 

"'11 la RI b_,-lJ dr.! U(6). 
hr:Jumentos sir:iilére:; pcrmi ten de::-ivar lo:; mom<~ntos 0n-111la-

res L que pertenecer, a lu i-<I (J,, ¡.) de :JLi(.3). En efect.:., cor.io 

un estüdG de un cuanto se transfor.::.:i coc; respect>; G ::.u t 3) de acuer-

do a <L, /.;:)'-"( 1,0) y tiene momento :in';uln· l.=1. Est<1dos de dos 

cuantos pueden pertenecer a las represen~ .... c10ne::; (2,0) y ( 1, 1) 

de SU(3) (e5tas representuciones se puedan obtener del producto 

':]:.:~~\::e c.::_-:j •11 ;:_-: y a lus represent¿ciones L=O, 1 ó 2 de 

0(3), de acuerdo con las reglas de acopl:ch.icnto de rromentcs <.Jn-

gulares. 

Debido a 
y ( 1 , 1 ) son: 
dim (2,0), = 6, 

dim ( 1 , 1), = J, 

que las dimensiones de las representaciones (2,0) 

(8.56) 

y como la dimensionalidad de la representaci6n L de 0(3) es jus-

tcmente 2L t- 1. Se concluye que la::; funciones que se transforman 

de acuerdo a la representaci6n ({, ,1;:)=(2,0) de SU(3) pueden te

ner L=0,2 y aquellas que se transforman de acuerdo a(~ ,i2 )=(1,1) 

solo pueden tener L=1. 

En estados con trec cuanto~ el proceso p~r~ determinar las 

L contenidas en las rcpr,;sentaciones (/ .l.) de SLi(3) es similar; 

el siguiente diagrama muestra el producto de tres estados con un 

cuanto, el primer ren0l6n presenta el patr6n de Young de 10s es
tados, la segunda línea muestra la RI ( i ,{_)de SU(3) y la ter-

cer línea rnuestr.J las L pern1itidos pdra ese estado • 

. ¡ 
·- .l 

• () ! ;_ ', ' ' . 

... 
t·') 



.... f {(¡ 

ITLJ 1 1' 

~· i o) 

: ¡ I ~ ,/ 

2u4 

Los est;auos con cua!:ro cuailtos ~.,:; 0uti...:!neri thd rni~rno r.io:!o, 
el siguiente diagrama rnu~stra el c6lculo. 

(d.SS) 

.I *L ~.: -: 1 
¡ i 

~~/¡-7.,, 
! ' 

De la ec. (8.53 ) se puede concluir que las funciones r:u'! 

se transforman de acuerdo a l.;. Rl (4,0) de 5ll(3) puedc•n tener 

L:0,2,4, las que se transforman ~e acuerdo ~ lJ RI (2,2) pueden 

tener L=0,2, y las de (3,1) tienen L=l,2,3. 
Para deter:nincr cuales !U(>,,·.,._,) de O(u) es;:án conte

nidas en las RI 2. y '_1, 1 __ .je u,?) lltüizarcmos los ~isui·;il~US 
resul7..ados: 

1.- La función de onda de una partícula en la capa Zs-1d se 
transforma corno un vector en el espacio de 0(6),·y se puede re
presentar por la etiqueta (1.0,0) de 0(6). 
2.- La dimcnsi6n de la RI ( ;>,, .\i.,A1) de 0(6) es::á dada por 
la f6rmula: 1

• ~) 

Como las posibles representaciones 
dos partículas están dadas por el producto 

( 1 /'.l¡ o) >: ( 11 D1 n) ( o 1 o 1 ") Ef. ( ¿ 1 r:'' e' -- ( t 1, 1;!) 

~ 1'., (, :.-_ ..+- ;.. C.> + !~7 

). : ·.::· . ~· 

(8.59) 
de 0(6) de 

se infier~ que las RI (0,0,0) y (2,0,0) de 0(6) estén contenidas 

en la Rl l__2] de U(6) mientras que la Rl (1 ,1 ,O) de 0(6) lo es

tá en la Rl Li,1] de U(ó). 
Como las RI ( il11 IJ,,_) de 0(5) que e:;tán contenid<.:1s en lu Rl 

( )
1 
.~-z, 1\5) satisfacen li •) 

),¡ ·:;, ¡J 1 ~ k_ ~ 1 l t ~:: \ ~ • \ ( 5 • ó 1 ) 



se deduce fácilmente que : i.) L.1 :u (O,(.·) de tl(:.) est{; c...:nten;dé• 

en la RI (O,O,O) de ü(o), ii) lds re¡ne enc. ... cL1;1e~; (.~,iJ), tl ,',:) 
y ( 0,0) están conti::ni.das en la ;n (Z,ú,C1,, .:..~i) L.i~ iH ( 1, 1) y 

( 1 , O ) 1 o es t6n en 1 a R I ( 1 , 1 , O ) • 

El grupo 0(5), intermedio entre 0(6) y 0(3), simplificd 
notablemente el cálculo de las L per.:.itida~. p:Jru cad.::; Rl ( , • 

de O(G). En efecto, se héJ de~"i~;trudo, c0n la ce. (,¡,5(1 ) , que 

los momentos angulareói L p•~rmitidos p:Jr:.; estados de do::; p,;,rtic·_i

las son : 

L = 0 2 ,1,23,3,4 (8.62) 

En el caso de que no se: teng<..n partículas lns ún~cus represE:r1tu

ciones ~o~ibles de U(6), 0(6), 0(5) y 0(3) ~on : O~ , (0,0,0), 
(O,O) y (O), respectivamente. En el c~su de u~t0do~ de unu rar
tícula las posibles reprec.ent<>cioncs :;on: .1' de U(6), (1,0,C·) 

de 0(6), (O,O) y (1,0) de O()). Coc1•c1 le: iG (C..C·) sol.o permite 

el momento anqulur L=O y dim :· ~-- =;), y co:no <:id•~más lu pdrtícula 

se puede 111over en la:.; órbita:c 2!.l (L=O) 6 ld (L=2) se infiere que 

la ;n (1,0) de 0(5) contien0 wl momento ongulur L=2. ,1plici.indo 

la fórmula de.dir;Hmsional1dad (8.59) a las Rl (2,0,0) y (1,1,0) 

de 0(6) obtenen;os que 

dim (2,0,0) = 20, 
dir.i (1, 1 ,O) ,~ 15. 

(~3.63) 

Debido a que las L conten1das en la Rl ~1.Ü de U(o) son L=1,2,3, 

~c. (8.58 ), y a que L=2 es la 6nica L contenida en ~a represen

tcici6n (1,0) de 0(5) se deduce que las L permitidas en la RI 
(1,1) de 0(5) son L=l,3. Observcndo que: 
1.- Jim(ij = 21, dim (O,C:,0) = 1 y dim (2,C,O) = 20. 

2.- La RI \_z} de U(ó) contLne los mo111entos angulares L.::02 , 22 , 

4, ec. ( 8 • 5 Ll ) • 
3.-L=O si se tiene la RI (O.O) de 0(5) y L=2 si se tiene la RI 

(1,0). 

Concluimos que las 6nicas L contenida~ en la ~l (2;0) d¿ O(~) 

son L=0,2. 
Los momentos angul~res totdles de estados de dos partícu

las se pueden obtener aplicando la relaci6n 

' \ '- ' :. l. 
('3.64) 



La tabla (tl.)) ::uestru lo:; r-e:;uJt;;(Jos u-~ lo::; c~lculos 
anteriores. 

osquernu J-J que se discute br~v~mcnt~ má~ adelunte. 

.1 

í l .1 ~ ! " . -
n 

[I ! 

!! J 
!'J ¡ 

¡.·• 
1 

1··1 

1 ¡: l} 
' -
!11· 1 
'. f j 

l ' 
{9 

[•'l 

[I ! 

['.i) 

t~· J 

PJ 

[PJ 

.. . J 

J 1. J 

! ;¡ " 
! 1 1 

,. , ' 

l ·• , 
(:l 
:• ¡ • 

! ~ ! 

J :P. 

.! 

·¡ < 

' ' 1 

, 

' 

¡: 1 f!J ! 'i. ! -. .. 

il ! ¡:11 ! ¡ J 
l. ·I ¡' 1

1
!1} 

i - - .¡ ! !" 1 ji ! J i ~ l 1 t• ' 

'" l ., 1 ! 1 , • . . - i í ''·' l 1 l J ! 1 J 1 l. 
¡l. ~- J ,. 1 1 

-- .! ·'~:_·1------~~ 1 _ _ ':~-~~--
Tabla (8~3 ). Clasificación de e~tcdos de dos partículas en la 

Ccipa 2s-1d de acuerdo a los esquemas SU(3), 0(6) y J-J, 

Consideremos, pues , el caso en que los estados se carac-
.. l 

terizan por la:> RI \2,0j de U(6) y (11,C) de SU(3) en el espacio 

de conflguraci6n. En el usp~cio de esp[n-isoespín la partición 
es \..!, 11 y se tit;nen dos estados S=O, f=1 y .):::1, f=O. 

Los kets que etiquetün a estos estados pueden escribirse 
corno 
1 r ...._ r , / .. ,.. ..... 
( ;_ 1 • .J , -'I ¡ 0) ,.-. , .... 

·--11 ... - ) 

(S.o5) 
y 

1 L <.: :J e ·1, 0 ) L ! s :: 1 ,. :.: \' 
1 'J () (6.66) 

respectivamente. 

El estado (B.~5) es combin~ci&1 1-neal de los monomios 
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los índices ,¡ y , ·L ::.e deduc·~n de la aplic<;ción d::: lo~ oper.:idur~:: 

de :_• (1¡) que dan el espín e i soespfo totüles,' 

• I 

(8.68) 

l ; 1·. ·• ( ..:; 
'- T 1 -·.. \IZ.' •..._ 1 

y los índices / 1 y ¡J, se evalúan aplicando l~~· gonerndores de pe-

so y de descenso de U(6). En efe¿to, pidiendo que se cumplan 
las condiciones 

' , ... \ L -2 

... c.-"/1.f. 
.f ·--¡,... ,/~ __ , 

' -
·f ! ·-. '' /f ' 

_, 
¡ ··~' .. 

y usando la relaci6n 
':._, .. 

.. 1 

se obtiene el conjunto de ecuaciones 
' ' • 1 ( ' ~ ~ • l •. '> ' 1 ., ; ., 
I:" \ ,'>~, .+... ~":-2 .. «):.1 - r:)._,:· + ~,. (: =·~ ·- -~. -· .. ,. 
-; ( ~~ r ,)~ • \' ·~- \ '. ·- ··~-- ~:~t --·~~i. 

- '~ - '·¡ -

A~ A-· 1 .:.. ··'···?· r .. ·.·.·.·.--~.·, .:. ·~·· J , 
.1 '.;. • ..l.;J i' ... 1 : •• J_l' 

;'\ ~' .!. ' J ~ ~, .; ! ·., ·' r 
::._rt,¡•, ~·"' : •. ·.¡IJ). .., .)_,,, 

l:uya soluci6n ú . :: 1; :..l= 3. 

• i ? '· r , .. Y 
ne 
; .. ·: !'.,. 1 ji 

Aplicando los operadores 

pidiendo que tengan peso 

;.,, - -
FJ•' 

. !' . 

•. .:.: , 
máximo 

;:.: ' I' ¡r,··, ,, J' 

(ó. 6';1) 

/.' ¡, (8.70) 

(8.71) 

.::: -1,0,1 , ...; los monomios 

(4,0,0) en U(3) se obtie-

1 •' 

,, } 
'.:: •, . , ; " ., [:., "1; ' :1 { 8 • 7 2 

La cornbinaci6n µ, = µ¿:: 1 da el peso deseado y es muy sen-

cillo verificar que es el m~ximo. Entonce5 hemo5 construido el 
e; [;t ado 

¡ '. (6.73) 

donde el factor 1/2 es necesario si se desea un est~do ~ormaliza

do. 
Tenemos ahora la posibilidad de determinar e~ estado 

I ''I (·1r-J' '· ,, . - - "'- T ·' ,\ apl ic.3ndo el operador 
• -·· 1 - - ., ··< - -¡ 

.... ' 
' ' 



rr; ("· i 
'·1,J 

1 

al monomio 

.. --' 

(8.73). 
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Calcu.1.e1no~ l<i su mu término 
, . 

a teríi11no; 

en el CélSO C =-2 se aplica a (8. 7 3 ) solo el operi'.ldor 

el efecto 

1f )4" '•J ') -
~ ü\ 1 \0, - 11 :· ¡ , 

... - /1 
' /'-

y la contribución 
\¡···~~---, ·.~.l!~.!l . ,-··1 ! 1 ~ 

: ·l.¡¡ ~. 4 \' 

a la surr.a. 

\ 0 • ; 4 J 

con 

(é.l:J) 

En los casos ~=-1,0 es nece~ario aplicur ~os oper~aores 

y a: ;" 1 a 1:o',\, un sencillo cálculo r•iue~tré.l que 

y al aplicar e -- se .undo ope radar se ti ene 
,.;· q'-11 \ • 1 . ~ "''°" , 1' , • ¡ ' r ,,_ ~/ L-;'¡_ Í::' / ·: -·· <;1.1 ;:\: -j_ ' - Ji'/ ~ .:..¡, - ! 

/tp" """' '! .; \• r"" • ~ 
-, I 

.! ~~; . • ':'; '. ) 

por lo que, 
;:::. Jq,n 'h ú,, ''~,-' '' L _ _, 
las contribuciones de z =.:..1 y Z=O son 

•JI "j 1 ¡ f2 - ~(· ¡., ..< 1 

4 ! ,-, 1 1 ~ ll . ' ') \ • : :> . 
¡ ·J < ( 1~ , ~ ., ü 1 •/ ) + iJ ' ' -, 

( :- • 7 ! ) 

(8.78) 

(8.7':1) 

(8.80) 
?{~ 1 

respectivamente. Los sumandos con Z =1 y Z =2 no contribuyen 
a la suma. Reuniendo todos estos resultndós obtenemos el po-

(b.ü1) 

que normalizado es igual a 

1 
', =- ~..:: ffl (úl1·:. T ¡~\.'~ \ ~ (, .:i :~)JI \O'> 

¿21(-1/>) l-_::.Z-::111. 1 S~ll~:r 1 ¡ :Ji1 ::. 1/ 2 ~.,_· _ -
(8.82) 

Como un ejemplo mas, construyamos el estado 

\ ~1,11 b, 1) ¿-: 3 ·dl': ~ :~ ~ :!. °' ll.:. I~ = 'i 1 T·:o 1 / 
El estado (8. 83) es corr.binaci6n lineal de monoíl1fos del 

(0.83) 

tipo 

6~/. ~f~i (8.64) 
Debido a que (8. 84) debe cumplir las condiciones 



--r 

J -·1 

I J' i 

/, -;_ 

·- }'•-

,\ .... 
'-~;: : 

) . 
'-- } 1.: 

se obtiene el sistema de ecs. 
J_ 1 "1 -
,_ l '.J~. ' 

con la soluci6n -= ·:.= 1. 
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Apl1cGndo los operadores de reso de U(J), (8.84) debe 
cumplir el requisito siguiente: 
,- (~ 1 ~' "~ ' - : 7:· '..,) / 1:. • ,,, ~. ·" .. 6. t, .. / - . . _,_ l ". 1, ; ,.. 

,. ·'' ' ,~ i . ' 

(8.87) 

y como (B.84 ) debe ser de m6ximo peso en U(J) tambi~n satisface 
''' r 1 ·.'f -~. t.\

1
,

1 
L ¡.1; ¡i) / ·- .. ...., } .-' -~ ; (8.86) 

de las ecs. (8.s7 ) y (8.58 ) se obtiene que ¡/, =1 y 11 ... =2. El 

estado normalizado que hemos construido es el si'.;uiente: 
... " .¡ ~;. :1 ·-;, '::. l'... 

el .operador 1 '"). Si se aplica 
.- 1 • 1 ~ 2 ') 

' . ! " \0:' (_e ) .... '- ·1 

a (8.89 ) se tiene 
r 1 

1
, 1 . .._, 1 7 ! 1 .¡.. ! ~'~ 

.:J_'. t;,,' ll z \()/ ::. -~~~' ";:;.,\..c...,,! o 
''?(l' !'
~-..... 'rr·! C::l 

¡ i ''!, 11 ' ' 1 ·;. \ \ •. 
-:.:: \[.¡_-' \. L\ ¡ li ¿ T 6 1 !_:;; ~ ) ) / 

. ' ~ . . ' . 
t. ¡) (· ¡., 1 

(8.t·;.) 

(8.90 

! .... ~ '_ ... \ \r "'I 
e ,, l ' 'I - I 

(8 .91) 

Se puede reducir el valor de ML=L 
(8. J9 ) aplicando el operador L. . .t • 

en una unidad en el es-
tcdo 

; . ..,; - < i i 1 (tl.92) 

En efecto, si L 1 actúa sobr.e ( 8. 89 se obtiene 
• "-.¡ .... t- ! /J.~~.~~"¡~)::. 

/ ( }'1 ~- 21 - :;.. ~. (J.' . j 

, .. 
·'' 

-=.. L-. 2 ~ i; e-- i ¡ ! . ~ .) ·_ J ;.~ ·-~- ; ! ;. ; • ,];: ~; ~~., ; • ~l t ., 
¡ 1 • 1 ·• ' - , • • • 

:=: 1- '-O- o ~ 1 b '11 - o -~ 1 / '. 1 1 \ () I 
este ~stado normalizado es igual a : 

l. l 

. • 
[I •'. ~ 

.. 
,' -~·,,: ~ , .. , 

A: 
. . , 

r !' ~- • ', ·' 

· ...... -) - - .~ ~: '",:: ) '· ~ 

\8.93) 

· i \ f\ 1
, ¡_,, 

1
.:. ! . / { 8 • SI 4 ) \í•,1jC•,,)!._::. iL_:~ 1 :,-ll., .'. ,Tc-1) :e:. --~JT.';· 

Los est.cH.ios (8.91) }' (8.%) se: pueden cor.ibinnr de 111nne-

ra que se obtenga 

lación ILl,jlL,~·,il .. 

¡:J. estado!_¡.,,•,.,·.; : • _,._ ·' 

,~ '1 -~ "~, 
J 1 / 

-· .... < L 1\ , 11 • \.1 
,. ¡ " .. I_. 

')utilizando la re
(~095) 
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donde · ... : ! · ¡: e:; ur1 cu f .:.c:,·nl.·.· J1_ Cl1;b'.,ch- .ord ,n. 
l i.; • ~¡.)) 

Los estados clasificaoos en el esqu;rn . .i .:.:J(;,) se :r:ue:.;tran en .:.as 

t,;blas (8. 4 ) y (ü. 5 ) • 

Los estados clasificados sagú.o ei csque:.3 ú(o) sr: pueden 
obtener por el m'todo descrito en la ::;ubs0~c16n anterior. ! or 
ejemplo, el estódo 1: :·~" .. ·, 1 -: · ., , º ., ·;' < se puede ootener pur 
este m~todo. Sin embargo, s. se observd que las etiquetas que 
car~cterizan a este estado, excepto por lil ct1quet3 (2,ü,0) d~ 

0(6), son la~ mi~mas que denot0n al estJJo se 
concluye que 

.: ~ : 1 L :: !._< ')'-·~ ; ,: 
(ü. ·.·7) 

Solo cuatro estados cla~:fic6uos en el cs~uemcl O(o) no 

pueden deducirse d~ esta mGnera. Par~ estos est~dos se rroc@de 
como s _i,gue. Se apl ca el cpcrédor_ " al cst0Jo (B.Y7), 

ff(~ ~ e :? • { ) 1 ~; ( 8 , ') ~ ) 
el est;:,do nor~alizad·o ~~·e' '5~· oStiene es 
1 ' ' ) ' - ., . ... 1 , •• I' • ,\ i •• • ( 
1[1.;,7C'J ~· • jC()/ ;:_ - •. <•~\ ' - ~ .; • , '-<t ¡~. ,Í '.',> 6,'J')) 

.-.f..~ ¡ ' . . " 

si despues de esto se compara con los estados l~ , .... /y 

¡r,·:)(:•,o¡l.~< ~e'-') , dados en la tabla (6. 4 ), se observa que 

\l1-](.MC)t.=:<.~=-o):::. '1'~\\<j("l1°) L•' :.~e)' -r~p.:j:_,t) t,< ::_ .. ,.¡'· (8.100) - ' 

Por otra parte, el estado \i.i':'J"'¡: i.': .,>es combinaci6n li-

neal de los estados \l'•1!·•,•) P<:~") y \\>':u';.:¡,~"º>- Debido 

a que es orto:onal a \~< ... "!.~ ',';: ·~ :.'r:') y tiene norma ipual a 1 

cumple las cond~ciones si9uientcs; 

1?:: '· "'· o ,..'. + ~ (· 

,¡"-+f.'' =.i 
Los valores 

res son: 
' .-1 ,., = Y \.Ir 

\ 1----
1~ = - J''l'2-

entonces 

J._=("... l .s:: (j > 

.... '· 

(8.101) 

de r< y que cumplen los requisitos anterio-

(a.102) 

" - ' ~·· 

Argumentos similares permiten construir los do~ est~dos 
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Cn lLJJ t~t1.:._ws (0.6 ~·-re:.;entz..~rnu5 10~ 

paréntesis cie tr:rnsforr7.JCi.Ón entr·~ ftrncione:, ·=..: ,JJ :J,3 .:f1c:<i

das ·~n .los esquc:nas ,-;1J(J) y ü(G). 

Tenernos ahor~ Ja rosib.l1düd de calcular ¡os elemento~ 

de matriz de la interocci6n .. ! 

entre ~::,tados del tipo. · · •:1). 

los elementos de m~triz SiJuiantes: 
Por ejemplo, evaluemos 

2.- i i ~ . -
- 1 .; l -

- ·- ¡ ·~ """../- .. , -s; \o ,, ... , 

-=.O 

La matriz de la interacción 

T=1,J=4 es la si~uiente: 

o l 
' r 1 , ·; {: 1 J j j - l'I , '·· ,.j :I' /" .• f) / 

·- ' -

"'. ' .-

El total de matrices d~ la interucci6n 
se muestran en las tablas(o, 10) y (6.11 ). 

( 8. 104) 

(8.105) 

,•'. 

(8.10b) 
.- .. ' . . 

j en el caso 

(B.107) 

En nuestro an,lisis no hemos considerado el esquema de 

clasificaci6n J-J, que es útil si se toma en cuenta una interac
ción espfn-6rbita 
-,_,. rº ~. -= . < :~~~ ;:: • : , ( 8. 108) 

entre las part!culas. Una interaccidn de este tipo se puede 

incluir en nuestro for:-mulismo exp~~::.anJo e.:. operador 1 . _,. 

1 d d 
. . 6 { ., 

en 
e esque~a e se~un a cuant1zac1 n 

" (_- 1 1 ~ '-- /'- ( tl. 1 09) 
) ',!' i • ' 
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el operador así obtenido (jUe;:J . .:;;ra '!íl tér:i1inc;s d'~ lo:; 

de 0(24) pues es un;:i inter;;c,:i.Ó: que J·:¡>:.!nd1 '.:u. 
:;ener .:ido re,, 

dependencia de·L op.:!rador .;n .::1 espf;, ;-1re:>:nt'-' •:i::.r•J:· . rl)bl·:;,:; ·,, 

p.cincip<:ilrnentc l· :::losifL:;;:.,~L6n de :;cuera') a <J ..,,. 
es adecuada, y en su lu;,:C:I:· se deuc util iz..ir l·J cao.~nrJ <fo sub :r1.1¡ os 

! ( 

el ·~rupo unitario (l 1 2) se puede desc,)1¡¡p~1ner en li:l 

de los grupos corre~pondi0ntes a la degenaraci6n 

para la capa 2s-1d sería 
en c.:,d.J 

l /.1$ { ' 
" 1) \ --·. - ¡ 

1 " ) -· '-' 

(U.110) 

ar:... ... t · 1 1 

(..:.111) 

de C<:Jda uno de csto3 grupos se puede consderar el .;ruro de ro
tociones en su represen::aci6r; de d.rn .. rn~;ion;,lid.-,;d ,;.,gu<-l a lü d<?

gcn•:n..;ció~1 del orbital. l~o es el objetiV<) discutir con 0m;·litud 

esta cadena y solo indLcamos al lector que cualquier ompli~c15n 

del terna se puede consultar en l.:i ref. ( • .- ) • De la ref. (; .. ) 
hemos extraído lD tabl~ de los pcir6ntesi~ de tr¿nsf~rmdciSn en

tre los esqu~mas SU(3) y J-.J, aquí 1<1 humo:; dc:notado por tatl<

(8. 8 ) en el ca:> o T=1 y tabla (6.) ) en el c¡;_,o T==O. 

Si se considera corno int.er<Jcci6n al potenci;:il 

\.1~ _ .. '°'i'":. (,X '~? I t ·~ -r ... ::. "' ! \.:. 1 .• ) 7 ·1 
J :; " 

• 'l.!"' (t~.112) 

se deben utilizar las tablas (G.8 ) pard evaluar el 
término que corr~·;pondr! ..:; le interacci6<1 as;,.fn-6rbita. Por 

ejemplo, evaluemos los siguiente3 elemento~ de matriz. 

1 .- ,·: - 'l ; í ¡J 

l,' • '1 

- ,.., · .... ; . [,"' 

2.-

,_' .L 

3.- [ ·¡ { t) ·l 

:: - ''."_ •• · ,r 
• .• • 1 

- .! ·~ ' .. •.:;. I 

1 •, 

' - ' ., ., __ ·- -- '•""'. -¿ r 

•/ \ i 
/ 

( ( :... 

.. ' . 
-- - t'. \¡(', ·:-.: .. 

En los anteriores cálculos se util~~ó 

/ Q ~ 1 J , ~ - )11 r l r: !~ · 1 • •• , •., 
...... \'e'.¿ •j 'C. I ...! l ..J~I'\ \ .:,\'; • l · .'. , • ' /. ::_ 

'~ , . 
., ' 

1 
~ ,r 

{ 

'<J. 

\ll.114) 

(:.;. 11 5) 
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[ t j ( ~· ¡ :~ ') .' 1 l) 1 .' (' 

L 11) ¡_-~ 1 ~ .~ 1 \ - 2 /,, ( , 

Las matrices de la interacci6n '· ' 
58 muestran en las tabla:: (::.;.10) y (t'..11 ). 

( 8 • 1 1 t;) 

Teniendo las matrices de la intercicci6n ( 8. 112). en el ca
so T;1, se está en condiciones de prsdecir el e~pectro de encrs!as 
del núcleo t)'P. En efecto, los valore::. propios (enerJÍas) de 

las matrices :;e pueder. a¡:ir8;:ií.iar a los nível·~s experimentales del 

nlÍC.l.eo ajustando apropiad<;.ment..:: lo:> p.:ir.§nwtros .. , , 

Sin embargo, el problema de la diagonaiizaci6n de las matrices 
no es :;encillo, par<i resolverlo se cuento con un pro:¡rarna de com
puto que prosenta las siguientes part1~ularid~des~ 

i .- El pr0:1r;;.':1.:1 ajusc¿¡ los cinco ;)rimeros nive.:.es de ener~¡Ía 

del iiÚCleo ()\. , 'iUnque está Capuc1tado p¿¡r¿¡ ajustar un nÚmcr-o 

mayor. 

2.- El programa puede ajustar cada intcracci6n por separado 6 
en conjunto. 

3 .- De una región dada de los rarámetros \~, ·'- y ':1 el 
pros¡r.~111~ eli;:¡e el conjunto de ellos que reproduzcan con mayor 
e:<actitud lo:-; nivelc~s de energía experimantales del ,_:!'.:-. El cri

terio de selección que se utiliz6 es el siJuiente; se elige el 
coniunto de par~metros que minimice la función. 

(8.117) 

4.- EL proaram~ cu~nta con instrucciones que, ul ser aplicada3 

dan respuesta a preguntas como las siguLentes : ¿desea ajustar 

mayor nSmero de niveles?, ¿desea conocer la desviacidn 1incal de 

cada nível?, ¿la desvi~cl6n cuadr~tica?, etc. 

Este programa muestra que los Vdlores de los pürámetros 
\'o , /. y J que mejor aproxl.11an lo::. niveles experimentales son: 

• •<' - ~ "'\ 
J ~ -· t,• 1 ,[, 

" _:. () .. -~ (8.118) 

Tanto los niveles te6ricos predichos como los nivelés 

experimentales se muesr.ran en la fig. (5. 1 ) • 



• I" 

" \ . . , 

21 J.·);11 -----
o• 3. ~) 1 ;i 

~2-_' ___ , ·-~ f!. z i 
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ei-1--------~-: :: ;: 
' 11 ~., 4t•j 

Íeo o'2 

\·~,-::/.e~ .. :.2y.::.z 
{/ .. j'a~e .; J.,\·.,,:.-?.) 

2°1 -----.¡-,'¡ B 
···---~"" --·--·--.-1 

_¡ 
3.2 b 

l-·-····-·-----·1 

• "J3C{, ·-------·--., 

~--·--· 
¡ ,.._,, tS, 
·~o i. ... ·• 

·.'o;:.!.":" )'-:."¡ '/:::.:) 

--¡;;;-~ º o~s 
...l~ : i ~: .... : .. _.¡ '-!:.:. ~ ~ 

~~ . ,,, 
.. t·" . •.' j 

Figura (B.1). Espectro experimental de energías del núcleo 
018 confrontado con el e3pectro predicho por el 
modelo de apareamiento 
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Tabla (8.4). Estados de dos partículas clasificados de acuer
do al esquema SU(3) con T=l. 

ír7."J(k 1 h;)LS-.-.T-=-,\-11-~·.-,------------· -----------1 
kil('10)00,0) ;}J.1:;:-.1;:+.i;;.1 ¡.1~; h '. 1,~-··1-:0-:,-, ------¡ 
IPJ(40)20.2) :;,,[,/2,1;;+,/2.1:;-(J,l::· J 
í --·-------~ 
[2](-10)40. 4) ~ .:::10; ! 
1----------1---------------·---·------------' 
[2](2~)00, O) 

---------------·--·---------..+ 
f2](22)20, 2) 2>5 ~21~ ~ :: - ¿f ~~]!ti> 

------- ---------·-----------------! 
(11](31)11, O) 

[11](31)11, l> 

(11](3!)11. 2) 

[11]{31)21, 1) 

:,.~·0 f211 ~ ,1 ~ + :211~ ,1; + .. /'1..1 ~ ~1 :~ -...1~ ,1;- ,f~.'1~ 

- ~,j~ ,1:. -2.J: .J~ + 2.1: .1l.,. ,12.1! ,j ~+~ti~ <1!]10) 

~>-., [,.12.J; ;f: + ,,/:!J; .:1 ~ ·1 . .,/:!J~ .1 ~ + ,J~ .... 1! L1 ~ 

+J~,1~ + .:1 ~ ... t:! .... /2.t!,1 ;- ·:.. .. Ji.~~ ,t!l!O) 
--------·--------..¡ 

j; [J2.1: .. 1 ~ + .J _; ~~ ~ + ··./ 2.'1 ! J ~J:J> 

2:}1ul·~~1;.ój-2 .. /2.:1:J1~ - 2.1i.1:-.2,1~J~ 

+v'2,1~,J!-t ,:i.:J;L1~+2.1.;J~l'.O) 
1-----------.+--------------------·-------+ 
[11)(31)21, 2> 

[11)(31)21, 3) 

[11](31)31, 2) 

j[,1.2.1; .. 11+,<!.1'. .J: -,J: .~ .. --.l:J~ 
-v''.'.1j.1;+.l~.l\]l!J_, 

3J~ó [ j 5./2.1; .t~~ - 5.J2.1 ~ j~. - 5.1: ~1~ - 5J: ,1~ 

- 5v'2,J: .1~ ·t· 2v'ZJ ~ "J ! + 3,12.1: tl ~, + 2J ~ ,1 ;]!O) 
1-----~-----+-------
[11](31)31. 3) ¿ ¡; [3.J ¡ ,Jj + 3J: 11 ~ - 2.J: J!-· .,t2J: .JD!O) 

[11](31)31, 4) 

-
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Tabla (8.5). Estados de dos partículas cldsificados de acuerdo 
al esquema SU(3) con T = O. 

. ![11](31)10, 1) 

l[l1](31)20, 2) 

1(11](3 l )30, J) 

1[2](40)01, l) 

l[2](40)2J, J) 

{yi {1 [ .. ~ ~ ¡f: -~ i1; ¡J ~ + 4j ~ 11: -- ~1 ~ .! ; i 
+i~-sf t1 ~ .'1~ + ,12.i! Li~ ~- .1; ¿J ;- ,Ji.1~ ..1! .f• &-1; J; 
+J'.2.1~ ,1'. .• .i;ti:- ,i2.11.~;;J10) 

~:¡;[,/2.:1: .:1 ~ - .. J: ,j ~ ·~· ..... ' i1; ~<}. -- t1~ .. 1 ~ -- ,/ 2.1; .1 '~ 

+,1; .J~ --./2,i~ ,1~+J:.1~ru> 

;r..1~.1: ·+ .:~.1; ·-.1'..1: --.1!,1;1:0;. 1 
---------·-

{-/~!·[~~-¡ .1 ~~ - ;~-; .1 ~~ -- ..i~~ J ;~·¡ -~ i:;)~ [2,1~~ + 2,1~~ 
+ •1/~,1~; + ,/~.1: ! ·-:\.: ~~ - .. \ •1i! 1 

1(2](40)4], 3) i .. /7( .'1 ~~ ··- ~¡j; ~ ·- ~L1~~+· 11 :1~3 + -.~ -1 ! ; + 11¡ ./2,~ ~ ~110) ! 
------------- ---·-·- --···-- -·--------~·------- -----··--- __ ____. 
1[2](40)41, 4) 

1[2](22)21, !) 

1(2)(22)21, 3) 



Tabla (8.6). Par,ntesis de transformaci6n entre funciones de onda de dos 

partículas en los esquemas SU(3) y 0(6) 1 que corresponden al 
valor de isoespín T = 1 •.. 

r~,--~1,~:--1~1-121·-- 1111 ¡¡11 (11] 121 1~1 1111 
i J ., u: l~lh'.ll (Oí,:t> \11()¡ ( 1 !O¡ 1110) t2l10) (2r.O) 1 ! !')) 

L __ __ !'._'.~···,·:.:.._~"-~: no , 1 11 21 :e 1 º l l 

¡ ¡2j(~(l}00 -· ~'. .\ ft o 
o ¡ o [2J(?2)ll0 , 11 

1 . •" 
1 l' l ](.'1 )11 o o 
!-- -- --···-·· ---···-·----· .. ------
l 111](J¡)11 
! 1 
! ..._ __ . 

i 
i ¡ 2 

1 

111 JDI ):!l 

!1}(-I0\20 

¡21122120 

ll 1 )C11 l 11 

¡11j(31 )21 

{) 

o 
k:! \ 'i 

.\ 

l :¡ 
.\ _.,. ~t,;'2 

o o 
o o 

i ¡il](Jl).11 [I o 
¡ ·-··--·---- ···-· ------·-··-··--···-·----------· ¡ l 1¡](>1 )ll 
•3 
1 ll 1 ]\)l)~I 

fl 

o 

() 

o 

! 11 J 111 J 
(111!) ( i 10) 

2 ¡ 31 

o 
o 
n 

o 

!) 

o 
o 
o 

...... .- .. -····---·:·.,.-·--·....., 
[llj ¡IJ] 121 [l?Jl 

{!!(}) (llO) 1200) (llíl)¡. 
21 31 ,1(1 31 !. --1 

1 

t 

1 o 1 

-:--------·--·· ---------
14 

o _1 ---·-- ·-·-t -·-- -·-· ·-· ....... -- --.. ·-········--· 1 ºj 
o 1 

--- - . - ------ ·-·-···- '. -· --

!~ ll l(l)~¡) 

L_ .... ~1-~)~~~l·I···- - ····--···· ·--··-···· ·------------· 

N 
-.: 
e:; 



Tabla (8.7). Paréntesis de transformación entre funciones de onda de dos 

partículas en los esquemas SU(3) y 0(6), que corresponden al va
lor de lsoespín T = O. 

,~' . - l>J l'l !1] l'J . • fl, ;J Jd - - ~ 

j J . 
1

' . (21!'cll (!GO) 1/nOJ 

-------
121 t l~J [11] [2) [2] ¡¡ l J !2J 12] 12) {!IJ {2] 

(000) <l lO) (200) (:C.Ol C' IOi 12C0i (200) t:'üJ) (1 !01 (2('0) (200)1 
01 JO 21 2'! 20 21 2'1 41 30 41 41 1 

!·--~~¡L~-~ 2"1 01 
' [2](10):!1 .L.'2 -~.17 __ c_i ___________ _ 

____ ---2J 
' o o 1 
1 

! : ]r '?. J:' J 1\·7 --k2 (1 o o 

11 12]\HIJOI 
1 

o o _, 
~·h 

,r:, o 
1~ }(22¡r;1 (l 1) /'! ' . 1 o 

,•'ft 

{l l J1)l )10 () (l o o 1 r·--· ------- - ---------··-··---------
(2 J(.l•l )~ ! 

I~ 
,~ 

i 

J 

FH~~121 

[1 l ](31 )10 

¡2 !l·IH)41 

!21(-1111~ ¡ 

1~]122)21 

111 JIJI )JO 

¡ .j 12 J( -10)·1 ! 
1 

-~-

IT_ -- !!l~::i_::i ,- ·-· 

/. 
¡, 
1 
t 
: !)2 1 • ./7 . -o-·---------·-···--·· --· -¡ 

!v'7 
o 

-1 .. /2 
o 

(1 

l 

(1 o 1 o 
1 ,, 
-' - 1 :1 .. , f) (1 

.1..,,-'7 -- _1,J:>. (1 o 
o o q 1 

! 

i 
--~ 

1 

í 
i 
i 

~. ---··-rt~...--- -.,._., __ " __ . -- _ __¡ 

-------·-------- - i -----11 
_ _j 

N 
-..J 
\D 
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Tabla (8.8). Paréntesis de transforinación entre funciones de onda 

de dos p.:irtícular. en los :;~ . .Jucin¡¡5 d~ acopl;o;nicnto 

SU(3) y 0(6), con i soc~pfr, T = 1, 

~ 1·~1 [2) [2] [ 11] 1 ll] [l 1¡ i'~l¡)l't 
~~'.Ji'-.._ 

(-10)00 (c:>)•x1 (.1 J )11 (.11)11 l) 1 )21 
:11! ¡11• ¡::1 1·11 1:J p1J¡ 

~~·1;:1_l:2:~1-~~'.~'. ____ ~~1_1~_1 _:~1¡11 _ci_. :_J2_1 _"".'C ... ~.':"º .""~

1 
[ "l [: l [!!) 

(22Jl i 
(22)l l 
(OOH ! 
<22)1 l 
(:!OJl ! 
P2)i i 
(2:')! l 

( (:'2)l i 
(W)i J 
(20)l j 

(22)i ¡ 
J 

~ .. ./~ J~/ j 

l,/I k'2 
J./5 - l 

- -- ._ __ .. 

____ 5_29H l ______ _ 
{22)! l .... 

" - \' ~ 

-.Jt 
(1 

. --
l 

o __ , ______ ---·--

- - ·-·-·-·--
o 

-· --.-·····-·-
/~ ,/6 ' ,,"21 i 

1'1.,1J ,1~<,t-'2 

' 1Jll 
. 

i T ~ 

;,''/· .. \,. 
,. 

l 

-· T.J i .~ J,d .,.. ---

r '. l l o .. ! ... .. 
!~ \ 

l ,, o . " -1, '! -f"' ! 

. l '. o ' 
,,, 

' 1 ! \ ,-
o .. /¡ o 
(J !l o 

' ¡ 

o 
1 'l 

1; 

------- --·- ---- --- -~-------- --------·-:--"'-~"--·-··-<-• ·-----·~--- .. ,-----.--.. ~--------!.~--"-' 1 

Tabla (8.9). Par~ntesis de transformaci6n entre funciones de onda 
de dos partículas en los esquemas de ¡¡¡coplamiento 
SU(3) y O(ó), con isoesrín T =O. 

·""" ",'.',
1
,u [2J [.'J l2J L2] [11) [2] [2) [11] [2) . (2).. [ti] (2] 

(Jl)IO (.1íl)]! (~')21 ('l)W (.!())-IJ (~0)21 (22)21 (31)'3 (~OHI 

[2) 
(-l;:l)4 ;-~··~0> .... _ (-1())21 _P_2i_2_1 _c:_o_¡o_1 pnoi ·----- -· --~-- .. ~--···-- ··-· -~~---

(22)i i 
(22)l j 

•. ,'; . ._IZ 

,';./I 
··/·!·/7 .11,.'1 /i,/~5 

/!,r2 ·- / 1,,/2 -- r' 5./Jo 
(22)j l ... ,'; ,11~ .. 1'! ' -¡-r 

(20)lj ~\-/7 --j.J2 o 

__ (OO~J _! -· __ ? __ , ___ ? - . }-!_5 
(2rJ)J ¡ 

(2'J¡j l 

.... (23JU __________ _ 
P1H l 
(22)3 i 

'(22)1 l 

-- /r .. /5 
o 

·- s 

(20)! !_ ---·-----·-· -- ····-----
, __ P!i)} ·--·· --·-

~ "/ J .1 

¡ ,.,'2 
o 
o 

J/'t 
l /JI 
',. !' 

i,í2 

..... '_'l.~ 
,, 

~ ~' ~ ' ! 

.. l,'1 -,ll 
.hi7 o 

. " 

''__j_22},!_i_ ____________ .. _____________________ ... 

: .. i~i:i 3 ~'. " ·. 
" . 1 ~e - 1 !;. ·;:1 1 ! ·~ r 1 ~ '\ 

' ' . ,, . .. 1-. . - 1 !\ ' -- ' 1 

o l ,'l ,J,'2 -¡ 
..... __________ ,,_,,_ - ·u--¡ j 
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Tabla (8.10). Matrices de la interocc:6n 

calculadas con respecto a las funcione~ do onda 
en el esquema SU(3), T = 1. 

(2)(40)00 

[2)(22)00 

[l 1](31 )11 

L 11J(J1l11 

l.11](31 )21 

flrli1111L1)l..S 

[2](·10)20 

(2](.10)20 -~)-X 

'[2)(22):?0 o 

(l 1](31 )11 
,--;;-

- .......... J: 

(11)(31 )21 - ~ ,; }_;4: 

[11)(31 ):>1 2 .. /¡,-; 

(2](•10)00 

- ¡5,. 
'\ . 

[2){22)00 

- IS1· '\ . 
_)'j'l.,·--y 

.. ,-;· 
_)' Tr: 

L 1 ¡ l/Jl ll 1 

./ '"" I} 

[ 11)(31 )11 r 11J(3112' 

ll 

u - lf.\· ... ~: 

PJc::nm [ll)(Jl)li [1 l](Jl)21 [11](3 l)Jl 

o f. --'\- Í'- -!Fi: 2,'.f~ :_ 
_)l"-x -},·:¡~; ' ., ,-, 

:1: _,e' ~: 
-- -},!., :~.: -·'1~x-J: ll o 

1 
(1 ... .y~~+!:-- o ~ j: 

2,' r\: u o -~~.,-+1: 

fllHi.,l.?iLS 

[l 1](31)21 ¡ 1i:J\31l31 
P1UL1l:lt.~ 

[11](3 l )21 -4-x.-: o 
J""' 3 

[ 111(31)31 o -;~\'.~:= 

(ll}li.1L ~H.~ 

pJ1.io¡~o [11)(31))1 

[2Jv10)4o -~!!."\ --
J = 4 

[l 1]l31)31 = -T \-~= 
---------~-~--~----· 

J "' 
-, 

~ _ ... 
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Tabla (0.1~). MGtrices de lJ interaccL6n 

calculadas con res~ecto .i l.Js funciones d·.; ond:, 

en el ~~;quc111il SU(3), T =o. 

(h)¡,l".1.,)L=i 

f.2)(40):!l rnrnn! [2](40)01 ~ 2.:r .~.:·10 1 !,!l!O• ilt• 
{Ji)(l¡L~)LS 

(2)( 40)21 -~:\"'x+~= ll () 1) +h'7: 

[2](22)21 -1,\x+~: 1) ('· 
, ,,·,_ o t ............ ~ 

[1Jf.10)01 n n --p~.(.Y·-- ~_l· 
'· 

' .. .. ~ \ -:: : .1 -
[2)C22)01 o u -,/5,1' .. ,,!.t·x-1· -') .... .. ¡ 

\.JÍ:. .;,1:!:: - i,/2: ! "!'* !'1 ¡ 
[t IJ(31)10 .... j \" ! a ' ' l 

[2']('10)::! ¡ [2]122):!! \l l_lf J 1 \~fl 

[2](40)21 .... :\:.\ . .l. r= o ,:,.,:. 

(2](22)21 () -·':/x+ l= hlj: ,/ ::..: .:! 

[11](31)20 - .. JI= 1J3: ., _ .. ) ;r 

(ll)¡fqi1U ... S 

PJ\40)41 [2](40)21 l2Jmp1 [l ! .l() l))(J 

-·-------1 
[2)(·10)41 1 -1¡"x+1: o o = 

1 
,.,": 

[2](40)21 1 o -=J~x-= o - ~,!;: ) "' 
_, 

[2](22)21 ! (l 0 -l}~x.-: - ~.JJ: 

[ll )(31 )30 -' .. ·: .. - 3 .. :'~= - \.JJ: --'/\: 
---------·--------- --

.1 : . . : 

l"JIL 1ll)LS 

~ 
(hJll1l1JlS ------.....

1 [2)(40)41 . 
1 

-'}.\-2; ¡ __ J ""5 
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CAPITULO VI. 

SECCION l. INTERACCION CS~THAL ~AS GS~~UhL E~ LA CA?A 2a-ld. 

y de dos cuerpos, en el euquemn dn fluper:r.ultiplt:t:.::, p'1rc1 un siu

tema de nucleones que se encuentran e"1 la capa nucleAr 2u-ld. 3n 

esta situe.ción, el hamiltonia.no en el lc!11.~unje de uef;unda cuan

tización se puede escribir como l) 

H ::. z:. < ~ 1 \-\ , \ '3 • > \, ~ \.? · \ ;-:~~ 2--:.. < ~. ~, \"' "\ <; >: ~ ·> \.~ '-> \ \.., ~: b,.: . e i. i > 
~ ~t .. ~;, ~; .._ ":: ~:: < • t ' 

donde 6; es el operador ferrniónico de creación de •m nuclo<Sn en 

el estndo \~). \<;_;,~'--) dtrn·)tn le.funci<5n de ond!l de dos nuclc::>-

y \ ".;) son los ci:;t::.:dos de µarticul::i indtlpcndi.e:1to do lou r11lcleo-

nes carqcterizados por los número¡; cu:".nticos: ::>rbit:ll, de espín 

y de ü;oe¡;;pfn (i. c., lus fu"1ciones de JlHin 1 ·~ > pr-:i:.;e'1ta.r. La e~-

true tura 

(l. 2) 

aqui, \v-1.'·.v\) es la fu!"lción de onda de un nucle6nmoviéndose en 

un potencial de oscilador armónico, que i;iene 'V curmtos y ::no

munto an~lar ~ con proyección :n¡ \ i (T? denota U:1 estndo con 

proyección de espín u= 1/2, G; y \\ ~) nos die~ si el nucleón 

es un protón (proyección de isoespín ~ = 1/2) o es un neutrón 

(proyecci6n de isoespin ~ = -1/2)). 

En el esquema de supermultiplete t'ilneinos ·:iue l:?u inter:·icci.)

ncs de uno y de dJs cuerpos son indcpenciientds dul cepín y d,~1 

isoespin. Si edem{.s consideramos que lP.S interqccioncs vl2 que 

aparecen en (l.l) son centrHleo, eca expresió"1 se podrá reeucri-

bir as!: 

H:::. z: «z.h" 1 \\, \ z 
~ ... 

\ o I .. b ,,• •\\ 

\-~~"'"''!.' i,,<2.~\'~1;-z..O.,v.,,\\,/IL\z.~ 1'r~,'~d,'.-.1~>b: T'b~ b~,'~,~~"'l~·~(• ) 
~ ....... h.~ ... ~,'--.-! .· , ... ¡:,, ~,w.,<.,, l.J 

donde hemos escrito explícitamente ~ para evitar coniuLiones, y 

se ha definido r: '~. o- , (, • 

De J.a teoría r~.- \ :no:nant '' 
~) ) 

anguli.i.r 

.... , ' \' l' \ ·.•f', ( l. 4) 
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C-o~d, ,- ·' m .-- -0 \ L '"' .• "' " < 1 ' l' '° .-. ... ') " e •. 

S1.~::ti·tu:irt.mclo (1.4) y '-·i.:::_< 2 •' :n \ H1 \ 2 

(l.o) éL~l }¡;o·ailt )•1i•·u·:·1, o::~~cJ•ltré!:n·i:: 

:n · " •.:! '.1 l ·1 .: .-: ::i ! · ;: l' l 5 :1 
/ 

>< (2.(>,,,:f\',\._ \'JIL\z~,',2.\';·,L)~\ \) ~ b\ \:;°:-:·¡, \_,¡¡:,.~;;, (1.5) 
~ 1 ':. .,.,,,~··· :; ,,..,,\, 

Con el objeto de si:nplifiCP.r el :n'ln·:J,1 d.~ los índices, t>e in-

\ - \ 1 1 '-\!> 
~ = 2 lou denotore:nos indistini;e:nente pJr ".-.-... ,.,• L> l) p:.)!' 

que los '!Ue t<::n1;-~n X = O los dü;tini;uire-
~J \... ;-'"' ""¡; 

o por b 1 , >:::i ~ • i-'or at!r-> ludo, el ::;imL::>l·::> 

=,¿~ (2m 2m'\LM'·_.\'.J" \o'· (Lo) 
"'1''Y"t)ll .t /_\"\'~, ~'"'''~~L 

Un breve exa:!1en e.e la ec;,.uc iSn ( L 5) .nw~:.; ~n. 'i...l..:, r«:ic•n<:~ de 
'> \- ~-los operadores de un cuerpo ~ ~ ~ s, existen nueve interac-
~"" ~s 

ciones hor.ilitoP.nas indrJpendientes 

AL 

= 

B -

=: 

A 

e -
~-

D --
= 

E -

-· 

(1.8) 

(l. 9) 

(L 11) 

Sn término::i de estos operado:res, el h'.1:11iltonian0 (l. 5) se 

puede expresar como 

\-\ ::. ( l.12) 



2.C.7 

donde los núrnerou 
!.;i ' ·~. d ' . ~ o ' 1· l ' ¿ 

1
4

, b, e, ay u 
j' 

o. = < d2 L \V 12 \ d2 L :> L = 0,1,2,3,4¡ 
L 2 2 

b = .( ds 2 \Vl2 \ ds 2 > ; e = <_¡¡ o \V 12 \ LJ o > 
< d2 

\V 12 \ s 
2 > d:J \ .2 -· " d = o o e = <- 2 IV12 a .::. ~ 

Como mencion,ba~ou en el Cap. I de e~ta parte II, b1 intr0au

cimos 24 estadoa de partícula independiente para la descriµc1~n 

de los estados de un nócleo en la capa 2s-ld, el ~rupo de ai~e

trías dentro del espacio de este modelo es el de trnnsfa1mncio-

nes unitarias U(24). 
(- Q'v-"'5"' ·-· \ \. \,)"!_

1 ·M':..' 
Los operadore:.; \- •: .,,., ;_ ~- D ~""''. \. son 1·::>::1 generadores 

del grupo unitario U(24), dpt.Jido a luu relaciones de anti-c)n;nu.

to.ci6n que sat1.nfacen l'.>S operqdcn·es Je creación ':{ aniquila.ci6n 

fermi6!1.ico!:l: 

Contra.yendo los generadores de U(24) con respecto u los índices 

del uspacio o con respecto a los indices du espín o iE00Hpfn tu-

nemas los operaaoras 
r ~: \ - ·~ ~"""'"f.\ 
·-.... ' - L q:, ~ "" r., • > -<'M 
- Q'"'"'' - ~ ).,.... t''t'w\-\ c. :-<::..q~ ,., 
/ ~""' - 'S ~ .. "~ 

que constituyen los generadores da los grupos unitarios 

(l.lj) 

(l. 14) 

U( 4) y 

U(b), respectivamente. Además, estou 0r,..iradores conmutan o ntre 

sí; i.e., - s' .._.. .l!'""' .. \ . 'Ce .'i. , ~ ~ ..,.,._ j ·:-~ l..) 

Por lo tanto, los 52 operadores '( C~,, r. ~:·:} son ¡_;ener<:J.dores de 

un grupo producto directo U(o)xU(4):::.U(24). Esta ae:::compobici6n 

corresponde al es1uamQ de suponnultiplata ori~inalmente di~cuti

da por Wi~nar (Cf. Cap. I). Así, si llls representacionos de U(o) 

son caracteriza.das por la partición\ f), las de U(/t) ue caracte-
.,_. 

rizan por ln partici·~:1 conju~a.dn r.· f J pJrc[U•~ la rc~:)l'üt..c!ntaci.J:-i 

totalmentu untisi:r' . ica ae ·r 
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r .. J 

to [f~\x'~f·~. 

nes Ut1itarias en cuatro di:ni:nuiones ;~:..;,1;;1ad3.s con l;-, psrt<! du 

espín o isoespin de los ustedoo. 

Como vimos :ll p::·nsentar el t!S'.;.Hi:w,i •Jo sup1~r.nuliip}.11t;u dt: Wi¿:;-

ner, se puedo tom"'.r como sutt:rLtpo de U(4) ul ¡Jroducto áirecto de 

los e;rupoS Units.rios unirnodul?.res de dOl:l di::1r;nt1l.0:1ell SU(!:i)(2), 

asociado con ul e:;pi.ci:> do espín, y ::;u(I)(2), as.)Ci'lc1 con •.il 

espacio de il:loesrfn. 

raocione& cen~rales, se qu1.;ire tener e::.t«üos ci'·•tiif.icado::i con 

bt~en mom\~nto angular orbital total. Bnt:mcus nos prtlgunta.'!'lou, 

como hicimos al considerar el es1uama SU(3) do Elliott, ¿cudlos 

son J.aé; posibleu cadenas de suL.gru¡J'Js da U(u) '.lUO S\t"til:lfacen 

U(o) :::> :i 0(3) '? 

Los ei;tados de N fermiones on la Cf1pa · 2s-ld se pued~n cla~i

ficar por lus cadenas de subgrupos: 

U(b) 

U(o) 

U(o) 

~ O(o) :::> 0(5) :...: 0(3) , 

::> SU(J) :;i 0(3) y 

::J U(5) '.::' 0(5) :,) 0(3) • 

(1.15) 

Es posible mostrar ;:iue .jstos son las únicas cadenas posibles 

de sub~rupos par~ el probl.:imu c0nsiderado J). 3'1 of~cto, como 

suugrupos inmediatos de U(o) so ha consid0r~do a U(5), U(3) y 

O(o ); sin embar~-so, O(o) es localmente is);r:urf'J a ~U(4) 4 ); du 

manera qua &e han considerado todoo l~s posibles su~~ru8os du 

U(b) .1u.e pu~=d·J'1 C'.1'1tener a O(J), a satc<r U(?), U(4) y U(3). 

~~n la si;~;uit:n1;e s.:icci6n, construi:n:J:.; lJo ,;en·.irncbn:s y op11ra-
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SECCION 2. ·:rrm::fü1ilOrtS::i y OP·~!U\DOH.E~ D2 C;\::iIMIR DE LAS CAD¡;;U;\;j 

DE SUBGRUPOS DE U(li) QUE CONTEN3N A 0(3). 

Como ya apuntátmmos, los del .o:run::i U(u) 

finirse como 
5) 

( 2. l) 

ya que estos operndores oatisf~cen las relnciones de con~ut~ci5n 

Si en (2.1) nos reetringimos a connicer~r bÓlo operadoreE con 

_Q = 2, obtenemoo loo ·~t.ineradores de un sub¡~rupo U( 5) de U~CJ ): 

.,...=-<y,_\ - ¿_ b \- b-t·~''\. (2.J) 
F -l""' !, t"'"".i 

Por otra parte, los generndores de un ~rupo O(o) pueden Jtte-

nerse al tomar la parte antisirnétrica de los operRdor·~s defini

dos en (2.1) b) 
~\'ff\\ = ,~ .... ~,~\ -

l\. -~ 'ti\ - Y' _, W\ ( 2. 4) 

Y considerando, como en (2.3), sólo los apuradores de este c0n

junto con ~ ~ 2, tenemos que 
iv...,• -:::. 2._ C) \- \ '""''1' __ 1-' "''''"''' b \.. 'o"l.,-""li:;1 2 ,-

l\.. ..,_""' - ~ 'l \:i.z ...... 1 b '- ) -z,,-"'"i: ( • :.i) 

son los diez genor~dores de un ~rupo 0(5). 

Los operadores de momento ann;uln.r son los goneradores del 
7) 

grupo O( 3), y se ha mostrado que están da.dos por les ex.pre-

siones 

(2.o) 

Como podernos apreciar en estas expresiones de l~rn generadorus de 

O(J), éste es un subgrupo tanto de U(5) como de 0(5), que fu~ron 

introducidos en (2,J) y (2.5). 

Para obtener los ganurndores dol clrupo ~U(J), se deoe proyec-

1
.--, 2 

tar el operador de mo'llE:nto cuadrupolar Q :::.- '?~ r Y
2 

(;,<f>) en 
:n·- \~) f!l. 

el espRcio vectorial de ~a capn 2s-l<l: 

r'. ~ \ ,, ' \ ~ '· • 1 . ' •\ l i j ' ·,',"¡ \ ! 
,, 

1 •; ''J ·, 
···~""\ :• 1 \ \ 1- \ \ ( 2. 7 ) 

" < ' \-
' \¡ ) .. ~, .-.. '7 
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y se~undo orden de cada uno de lJ~ ~rup0s en leH cndencu ya men-

ciono.dus. 

Los invariantes de Casi~ir de primur arden de U(u) y U(5) oon, 

res pe ctivi=un.:·nte ,,. 

~\f . q" L 
( 2. d) 

( 2,J) 

Si al definir los een2radores de U(b) hubidr8mos utilizado ope-
1... ..: .... ~. -;;_ 

redores bocónicns (i.u., si .,\ ~ ~~· .. ~,- .,- \ 

únic 3:nen te l ns re p i·u :J •J nt ne iones t ':> t al.n<;:n te H 11:i~ trie at. su z·í ~_,r: d1-

f e re n t 1:n; ciü cero, por lo ¡u,~ baBturÍ:t in tr.Jducir N(D) y N( 5) pn

ra poder caracterizar las RI do U(t>) y U(:>), respactiva:uente $) 

Sin ombu.rgo, cu'mdo tratwnos con operndores fer:ni611icos d..ibei!los 

tratar de iduntificar las HI du U(0), que pueden no ser sim&tri-

c;:w, utilizando los invaria.ntoo üe Ca!:;imir de segundo ordon de 

U(o) y U(5), que son, respectivP..mente, 
""> '-; -Í'. ·M ·\ ,.,., .. e e c..;·::: ¿___ _,_ , ·¡;::, 1·, v..,, T ~ ."' . -~ . l' • -::: e; .~ , < 2.1 o) 
~'"*" ~·'W"W') 

[' ( '"') o:: -¡- ·-- l ,.,.., ,,__ : .,.,,' 
~ ·- .:-,V.'\t ~ -:_ Vr')' (:--> .! ·N·\ .. 

una relaci1n entre ltJ::; '.>p0r,1dores 

(2.9) que puede ser de alguna utilidad: 

(2.11) 

definidos en(2.8) y 

.,,..... A -- ""J ,. ''\J r-

x -:: Y\ \. ~--:-- ~ s '° ~. . ( 2 .12) 

fo1 i·elaci6n arniloga entre los opur2.dorei,; da Ca1:>imir de segundo 

orden (2.10) y (2.11) es: 

es 

[' \.G)-=. ['(s) -t-(k-Y\_) (.Se-~\. \-S) ---\1. 
(2.lJ) 

J,a expresión del operador de Caf:limir d.i se~ndo orden de O( 5) 
9) 

el cual, con un renrre,;;ln !e los fqctare~;, puede escribirse en 
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la formo. 
'"('""'~.-~-·V'\\\ \. ,_. ¡\'- :: 1. 5 J \· .::_ ( L \.·-) D ,.., -: \::i ., ¡: j ( ·: ·. ' S,Sz. - v .. -¡ .• , • ,.,l , ~~ 

. ... ' 

(? .1 s) 

(2.lt>) 

do del operador de momento an~ular 
\ ·- ,...._ r~ 

"?..--·· 'f'\ \ L ::.. L. (-) L .... L-.~ .... 
W\~- 1 

( 2. ld) 

Este operador, junto con~ ~ ~ 

(~ -;z-:::. i (-'t' º"" q_ N'\' 
--'<; - t",-;:_ ·z. 

(:2.13) 

nos permite eucribir ol opera.dar de C"i::iimir de se1::;uneo orden de 

SU(3) como lO) 

(2.20) 

Los operadores de Casimir que hemos menci0nado en esta sec

ci6".1 noB van n servir para reescribir ol !!ru::il toniano (L l) en 

una sección poote1·ior. 

SECCION 3. CLASIFICACION DE LOS ESTADOS EN LA CAPA NUCLEAR 2a-ld. 

C0mo hem•»s visto, cuando trabaj runos en el esquema rie super

mul tiplete el grupo de traru:>for:nacionl.!::i entre 10:.; estnd:ni ey1 le. 

capa 2s-ld, U(24), puede desco~ponerse en el producto directo de 

dos ¡~rupos de tnmsformaciones: el grllpo de trnnsfor:nncio'les •Jn 

el espacio de c:infi~ración U(6 ), y el de tranufor,naci:m<:Js t!n el 

espacio de o::;pin-ü>0espin, U( 4 ). Como <!l :::.iste:na ¡u~ es ti:ca0:; e Jn-

sidernndo es uno de ti fer.nioneu, la 1\;•1cic'm de -'.l'lda t)t::!l d,}te 

pertenecer a la RT de U(24), r lNl qll'~ correspo'1C.~ a U.'1 efit<:d) 
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h - -\, b _, 
la corro:;¡pondiente lU de U(4), lo J<Jt·u·~ µ:Jr l i tJ:.trtici..5., ~~ h°j. 

el grupo U(4) admite la desc0m;i0:oici6:1 

U(4) ~ su(s)(2)xsu< 1 >c2) 
Los estados de esta cadena :>e nuüd·in <'ie'1Jt~r co:n·:i 

. Ñ 

\ [_ h J 6 S M ::i , I M l ,/ , 0.1) 
donde S y M0 caracterizan una :~preu~ntnci5n irreducible dol .;) 

grupo su(S)(2); I y M1 , una de su(I)(2); y(?_, den·:>ta un nú.m.:ro 

cu.i!intico adicional que es necesr.!ri'J i-itr-?ducir p9r::i dü1tinguir 

supermultifiletes (S MS' I M1 ) e¡uivoll•:~1tee corre1;;:;Jndientl!s a u
na RI Lh] de U(4). 

ln cuanto a la parte espacial de las funciones de onda, ha~0s 
visto que existan tres cadenqs de sub~rupos de U(6) que contie

nen al erupo do rotaciones espaci1les O(J) (a estas cadenas se 

los denornintm C•tdan<is f'!sicas ). 

Cuando suponamos qu8 la interacción rromudio entre los nucle~
'les puedo aproxim:irse por un potencinl central de ::>Sl.:ilaciJr ar-.r.6-

nico, 81 hamil toniano del sistems es inv::tri"lnte ante transfonna

ciones del grupo unimodul~r unitario SU(J) y de su subgrupo O(J) 

(ll). Por lo tanto, eus est~dos propios pueden cor~cterizarse 
por las et~quetas de las RI de ~U(3) y O(J), que aon (k

1 
k

2
) y L, 

respectivamente; o sea, los estadau de ~ nucluones clasificados 

de acuerdo a 18 cadena de subgrupae 

U(b) :_) SU(3) :J 0(3), 
pueden denotarse por 

\ [h1C\(k1 k 2 ) ·:,JL M1 ; (hj(:',S M:S' I Mr>• (3. 2) . donde hemos incluido la pqrte del espacio de espín-isoospín, y 

e< y U) nos sirven para distingLlir entre repre::.entaciones equi

v:üentes (k1 k 2 ) quo nparecen al reducir [ h l, ,y las HI L de O( 3) 

equivalentes que ap.s.recen '31 reducir (k
1 

k
2

), reLpui.::tiva:nent.;. 

Sn la bRse vectorial cleter:nin:-idn ~nr l.1" e<;t·:do~; (J.2), lR in-
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: . :.: ....: ij : , L !t e·-:..~:-: 11 ·: 

clatiifica los 8Eitttó<'JLl nucle;:treo c·Ja1-) ·-~:~ (j.2). l.l-...!i...·.;n)~ ~Jtr:.1~ :. 1 :\~ 

Otra posiblo cadenR de ~ubgrupo~ de U(G) es 

U(6) ~ 0(6) ~ O(S) ~ 0(3). 

Esta cadena se introdujo por primera voz en el tr~tu~iento d~l 

d 1 • , 12) r · l · mo e o oe apar¡:amien to • ~;n es'te mone lo se supone ::¡_ue fó u1-

teracción residual de dos cuorpos entro los nucleones activo~ 

tiene la forma 

V= -V 0l x ;? + (1 - x) P'], o:::_x ::_1, 

donde v
0 

es un pnr¿~atro ~ue indica ln intenuidad de ls intcr.:c

ci6n, Q2 denota la interacci6n cuadrupol·o-cundrupolo ( dv lar,:.1 
A 

alcance), y P, el operador de aparur:uüento orbitül (de corto al-

cance). 

Para caracturi~ar n loe eotndoa cl~sificados de acuerdo a lq 

cadena considerada, de:bemos obtener lu ctesc?rnposición de u.na Hl 

de en.da grupo involucrado en HI de su::; subP,rupos in.11ediatos. La 

descomposición da RI de U(n) en RI de O(n) es bastante conocida 

lJ). Las RI de 0(6) est'n cRracterizadas µor el peso dol e~t~oo 
de m&-ximo peso, el cunl c•:insta de treu m~:r,tlros: ( ·i\

1
, (\

2
, ~(1 3 ); 

en tanto que las IlI de 0(5) est~n detenninadns por dos n~ner:is: 

( ~ 
1

, K
2

). Las RI de 0(5) contenidt:._s en una RI dt1da de 0(6 ), son 

las q_ue satisfacen las de~ii_';Ualdg,dcs 14 ) 

·,\ 1?. \<_ 1 2. (\ 2 "?. \<, 2 ~ \ ·,, 3 \ 

y cada RI de 0(5) aparece sólo una vez. Pare la reducción de 

0(5) a 0(3) debe notarse que el eutado de peuu má~ alto de lo RI 

( \<. 
1

, K 
2

) de 0(5) tiene moriento anguL,r orbital totnl L = 2 K 
1 

+ K
2 

y la proyección :néi:.; ~:n~nde trunL1ién (!1lL = L). 

Luego, los estados clasificadoE dtl acuerdo a esta cad~ng p~u-

den denotarse como 

, I MI , ! Ci..3) 



294 

ci6n. 

Finalmente, conoideromo~ lB cadena de su~gruµJs 

u ( 6 ) =) u ( 5 ) :J o ( 5 ) ) o u ) . 
Los eotados clasificaci.1!..> de acuerd() u eLt<' cadcnr· los potl.;!r;;J:-; 

exprecar como 

\ ( h j \_ g j el., ( (1
1 

Íi 2 ) ú.) L ML; [ h] (!• S MS, I litI ) , (3 . . 1) 

donde ahora lRs RI del grupo U(5) están deter:líi:11,d::is por la pnr-

tición tgJ = Ce1 
sido definidoi:-:. 

1~c: \, y los dtrndu n,b10ro1;; cuAntiC:)l'.l ya nan 
J -

Sst:J. c~ciena no so -había introducido !Eira definir est<tdol:.{ fur

mi6nicos en la capa nuclear 2¡;-ld (en re·il:iúaú, no se n-:bf<i c)n

sideradJ GÍtJ.t.üera la con:.,tr~tcci5n d.;il :1:::·;,lltonirwo centl·:_l :;¡8:;; 

general en esta capu). Por tnnto, es un ~ro0lu~n adn sin solu

ción la conutrucción de loe parúntotiiL de tn::.ni:;for:naci5n entre 

los eEtados definidos en (J.4), y lo::; oHtados (J,2) y (J.J) co-

l'l'eop::mdientcu s 1-.~ti otras codanas (ést )t;. ÍWn sido cieterrr:inados 

P'-'r~1 JU de U(6) tot~U.11entc ::;imétrica~-; al obt!.!ncr la solución isa-

nurfll , usando tuor.!a de ,:;ruµoc, del liamilt.oninno del modelo de 

bosones con interacci5n lS)). 

Ahor¡1 .¡ue cJnocu;no::; lss c;.n•cterí:..tic,1s de ltrn !'unciones cl:i-

Eific8tlas a~ ucuurdo a c~aa une de luu cad~nau en (1.15) 1 v~nos 

a trutar de ree:::cribir el iia:niltoniano (1.12) en téMinos de l:n1 

operadores de Casimir de las cadenes (l.15) que henoE encontrado 

en l;i sección nntcrio.r. Con eGt0, si <!Xi:::. ten núcleon cuyi> ha.:nil-

toniano se e!1cuentre descrito completq~ent.e oor un' de l~s cada-

ne.s C0!1::>idcrado.s (i.e., si su h'1milto!1i--:-io se ¡iu.;'3.e e~~cribir en 

?,Í ':lS. 
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T IEN :m A O ( 3) • 

Como dijimos, el h:=cniltnü·ir.o que e~;t<::'!los :~n"ili~:c~'1"'.J (";•.;. 

(1.12)), ha sid:i ·nuy estuáir-:.c.lo en con0xi-.Sn <.:::>n el nodel:> L1e DJ

sones con interacción (MBI). :.;;n este .11odelo ::;e supone esancit:l

~ente que en nócleon muy pesadoB loe nucleones pieraen ~u nqtu-

raleza fermiónica c!ebido a las intaml,it.i f1.wrzas óe 11paro::i:r.1·~r-1t) 

existentes, ssoci?.ndoce ¡nr pnrcs que ue c::>mport¡c.n como bo~ Jrn·:: 

capaces áe ocupnr do:.; nivelen de en'i'r1·;Í::i, uno coY: 710mento an ... ~u

lar cero y otro can momento angular óos, lo ~ue or1g1n~ ~~~ lJ~ 

bosones que OClH:En et'to:; nivele!.l de en•Jr--:ía se deno:~inen t.·)::·)n·~~ 

11 s 11 y b~r.~<)nes 11 d 11 , ret:poctivr...--r1ente. ~n lo:.: núc"Le".1s p::-t1 .. -pf1r ~'_l\l)f.: 

distribuciones de bosones dentro de e~tas niveles, :1&i como l~~ 

posibles interaccionen entra los bo6ones, dan ori~en a lo~ e~

pectros, probabi.lidqdes .;:,~ tr2nsicic5n, y de:n11s 011.r<:cte:r-í~;t ic:c:w 

de loa ndcleos. El h~miltoniano más general pnrn l0sone2 s-d eL 

exa.cta.;nente el que aparece en (1.1), con l!l i;alvedad de 'íUe lJ:; 

operadores de creaci6n y 8ni~uilación son en eEte caso bJaón1-

cor-;. Este hecho nos indica .¡ue ooln:nentt! las represe:-:tac i -ine~. 

totalm~nte simdtricns de 0(6) son diíarentes de cero. Sin emLur-

go, en todos los demás aspecto~ ul proble~a e resolver eu el 

mismo que en nuestro caso. Fue en el MBI donde ae introauJeron 

las tres cadenas (1.15) y donde se 1o,·ff·5 oxpre~1ar el ha:nilt•)nia

no (1.1) como combin8ci6n lineal de lo~ ~perndores de CaEim1r de 

1 b . 1 d . ' 10) os su erupos ne as en en"s menc1onn0Rs • 

:::iiguiendo las ioeas desarrolladas pr.rti el MBI, encontn1remos 

la expresión del hamil toni&no (l. 12) en términos de oper!Hiares 

de Casimir (le l:ll-; ,ü,ruoos de lnn caden::-1:; (l.15) p'lr'i cu·1l.¡uier RI 

utilizando opere.d0res fcn~1iónicos. 
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mero el C8.:JO en ·lUG E:!l Jic1·;;ilt1'"11"tnJ (1.l?) c•ntu.:'w <;:5lJ 1ur:::1J-

re duce 9.. 

( ,¡. l) 

Definirnos ahora loti oper¡,ri1rcu 

B :;2'.:: l["3;1,\:.'?· 1 JL . .;.\~\:i~ Xb':·:J'-f · (4.2) 
L i;,t.;,_ •I ·'' " 

¡¡fectuando un reacoplFl:niento de :nJment.'.J~i nn.:;ul~~l'es, µode•not· ex-

presnr los operadores ¡L definidos en (1.7), y que ap~recen en 

(4.1), en términos de estos openi.d,JreG como 
" \..1\(?.L>'·,.•. i\ - ( ) "---' ) ,., 

'1 - ~-.l. .. : !>' .... ----~- \., ...• _, _.,'\.f'\l", ••... 0. 
\(-) lc..L\1.)~~1.,,) \._,\....,,\ ·'---·~·-·'-\.1l··\.,(-~.3) 

donde W(abcd¡ ef) son los coeficientes de Rucah. Introduciendo 

1 1 lí . t d t - . . t 17 ) t ! 1 o~ va ores exp ci os e os os coe1 1cien es , cona ru moa e 

tabla 4. J, on la que ne mu..:rntn1 12. tr•·ntoi'ormnciSn entre l•J8 ·)pe-
~ ~ 

redores AL y los oporadores B
1

• 

r-

AO 
" 
Al 
r.. 

A2 
r. 

~3 
A4 

TABLA 4. I. MATRIZ DE TH.ANSFOHMACION F.!lTHS LOS 

OPERAOORES AL y LOS OPSRADORl~S BL. 

N(5) 
A .... ~ 

BO Dl B2 í' l.13 

-1/5 1/5 
- -

-\3'' / 5 {51 ;5 -rr 15 
3/5 3/5 ·-G' /2 3~'5'110 

- l 1 D'12 -3·E~1 
/14 -4 0' /7 

7/5 7/5 -4~5' / 5 ·f7';2 
-9/5 9/5 -6-f~/'.\ ld451 ;35 -9.fi'/70 

.•, 

B4 

3/5 

-6/5 

6/7 

-3/10 

3/70 

" Hemoe introducido los oporedores IiL por-;rue, utilizando le. re-

la.ci6n z..,...,., ~ V>\, . 
1 

..,. r: •• L 
-}:° ~ -::. L_ (-) <Z.'<'n'Z.-V1'\Ltv\)\.'u- 1-.~°' _\.,.. 

-'M L•-'\$ S ·l. ( :¡. 4 ) 

resulta sencillo expresar l:H~ operai1ores ele C8~i::iir l' (5), 

Ú('J), J. 2 
y N2

(5) en tér:ninos du ellos, como nuede veri:;e a c:in-

tinuaci:5n: 

( !¡. (, ) 

( .\. 7) 
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~ ...J 

2')7 

cinco "inc6r:,nita:.:" (l·.):; op·~r::in::ires ~1,J. 
j ar cuatro de los cinco opcr·cdorf.!¡;; b en tJxminos de 

L 

( .¡. d) 

los ctrntr.:J 
A ~ 

operRdoree do Casimir y el operador b
1 

reutanto, ~ua cle~imos n
4 

como podernos ver a continu3ci6n: 
A A 

:ti --· L Y1?.. o ._ 5 'L , 

" \ ..... z. 
b 1 -=----'lf:.;;L, 

,..... 1 10 - . "' "' 1 
'B¿ :::. ~:¡51t2. r. (5) -- ¡.,_.._ __ t ·~ ?. -- (;;,"D., 1, 
"' 1 1 " ? ., ·¡ 'B -- ---.-.. <:; ··- L · - L\"-

!. ·- z. ·l 11 l 5 ) • 
Sustituyondo est~rn relacione~ en (4. 3) obtenemqu que ln 

A. 

(4.';Ja) 

(4.9b) 

( 4. 9c) 

(4.9d) 

" transformación entre las A
1 

y lou npcrnuores de Cnsimir y B
4 

os 

la quo se muestru en la tnbl~ 4.11. 

TABLA 4-.II. MJITRIZ DE THt.NSFO!ilM\CIO'I ENTR:~ LOS OP3RADORSS 
A 

AL' 
y LOS O.PE IlA DO R:!:S DE CASiirí!R DE LA CADSNA 

,.., 
U(o)·.:nJ(5)::>0(5)~o(3) y B4. 

... 
ri2 <5) 

"'2 "' N(5) [' { 5) [\ 7.. .L Il4 

" 
AO -1/5 1/5 -1/5 
,.. 

3/5 3/50 3/10 -3/20 -1/20 -21/10 
--'-;-;o,':~.--

'...)/14 - 1 17/70· 11/23 -3/23 J/2 
~l 
A2 ,... 

7/5 11/25 -4/5 3/20 1/20 21/10 AJ ,..., 

A4 -9/5 9/35 18/35 -27íl40 J/2d -3/2 

Esto nos permite escribir el hamiltoniano (4.1) como 
" ,.,, " \--\' = 0(

0 
Yl -\- 0(, 1 .ft.2. \~~'l. L'C5) .\-C:{:_, h!_- \- ~-\ l.?.\-c{ 5 'D4 (4.10) 

donde los pará11etros ""- i. , están rülacionado:c; con los partí:netr::>s 

de interacci6n (Cf. Se. (1.12)) por l:l trsnsrormRci·5n que nriarn

ce en la tablo 4. Ill. 
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'l' ;\ BI,P.. 4. r II. MAT fHZ DS 'l' j(.:. '.l ~;¡;o (/j(,[. e I (J'l 2~1·r ¡¡ ~ LOS 

p ,1 H!t1'. ~'l' F:O;; : '~ ._ t 
J. 

y . 

-E d IJ. ª1 ~ l ' a " " . o " .) " 
~o 1 -1/10 3/10 -lí2 1/10 -:3/10 

o: 1 3/100 17/ 140 11/50 'J/70 

c.: 1/10 3/20 -3/23 -2/5 9/35 
2 

-27/2:30 
tX J -1/10 -3/40 11/ )t> 3/40 

e:\ 4 
-1/40 -3/ 5u 1/40 3/'.>v 

C\ 5 
-21/20 3/4 21/20 -3/4 

Teniendo el rd;ultado {4.10), pJlh':wJs expr<?ti!lr nin 'llLlChn ci.i

ficultad el hemiltoniano (l.12),con fcnni·)nes "s" y ''d'', en tér-

minos de los operDóores de Cesi~ir de l~::; cadenee da eubgrup~s 

(1.15). A.hora el hamiltonir.ino pre:;en·u:. cuittro int.er;;cci?nt:::; m{1:.1 
A f, .A ""\ 

que en (4.1): ll, G, D y g. 

,... 
En ol ceso do La interncción C, de (1.9) se deduce 

2 == c>r- ·~t) l.Sc- ~ - ') . (4.12) 

(4.13) 

~s más difícil conectar el operador i con lo~ operadores de 

Casimir involucrRdos. Observemos que de: ( 2 .19) os pos Hile oüte-

ner: 
'"'-2 
Q 

¡-;:-¡ "<;"" 1" ll 1- I; \2. \- \ -:;: ') .. ~ 
_ -\¡ º ~ -;- \..D'.)~ -;1.. 'o" J ~C. 'iJ ~ x. l.:l'' S -' - s,~z.. ... .J .o\ 

1 ~... t'\lo .... -..o 

-\- ~.:. ·\'°i'\ ( \,~ X):;,'-:·:} :t.~ b i \}~ \· \:i; 'Q :.:l .Jo 
3, \.....\.. ·•\ l. ..l ... , 1 

\ 3\:.\'o~, 'b)\-\- ~ ~\ ~'i,1 >\ \ b~-, ~ ~L \- \, ~L 'u~'~~~~·\• (4, 14) 

81 primar término entre corchetes lo pode~oe identificqr como 

~ ~2 ; reacoplnndo lo~ operndorcs de creaci6n y a~i~uilaci6n en 
4 r--. " el segundo wicrnlJr::-i, reconocerno~1 <m tH n-:¡ ·~7' e ; pr.:rr. el últi.':lo 
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término se tiene: 

" .. _.o; 

) (. \-) · ..... : ' "("_) 

~ . J ' 
' ,. 
\' 

( .; . l (.., ) 

que 

( .¡. l1) 

Por lo tanto,podemos escr-ibir el hrrniltonian:> :nás eon•!I'nL ~)!"!":1 

(4.20a) 

(4.20b) 

•\ l \ \ ( ' ' ~------~e- - ~ 4. 2oc 1 
-1o~3S ¿,lF ' 

(.\.20d) 

(4.ZOc) 

( .j. 20f) 

(4.2Jh) 

(4.20j) 

(t1.20l) 

Ln expresión (4.13) n:rn d( el lwmilt:mi:=m::i, pT'.)•1uci.c:i ¡rnr 

fuerzas c~f·•1trHl.1is. m:~u tt· ·ral nn 13. 'e :Jfl 2s- ld en t·.~r:~ino~. de 
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/\ 

la int2racci6n B
4 

en u:i'.t de L"lt; L::-,:.i·~t;. fin?. vez h·:•cho esto, p:>-

drem::w empezar a C'1lculnr •~.l1;unas cl(1 l'W pr.)1a.::·d•,ce:.; de lcJ;., nJ-

cleos dentro de e:o;te modelo con cicrtc: f:•.cilid::id, :,·n .;u"' :.;e oL

tendré. una grcm sLnplificaci,Sn on lor: c4lcul:io ··:L utilizar lic-,~ 

lJr'.:>piud.ncles cio simetrín de Lo:.< c~tp,d·):,: ;>!'·1nix: d·.:1 :i·:a.1.lt-Jnl.:0~'1J, 

Para finali~ar ectu ~ecci6n, vnx'J~ ~ vu1· ~ud r·uLnct5:1 tien~ 

el hP-:niltJnin.:10 obt~nido en (4.l:J), ·Jbtu!"":id'.) pt"ir·, o¡:-err:d-:>n:<. 

fer:ni6nic'rn, co'1 el del ilihl, co::<:truf¡iJ con o:;..:i:-:·,·hn:c b::>:..::5ni-
17') 

cos • 

Comcnce~no~ con la ·'.:>l>!>el'V<1ci·5n de ¡u·~ Pn el MHI 12.s interne-

e iones 

(4.2ltl) 

(4.2lb) 

no contribuyen al hamiltoninno. TnmLi~n notemos que una RI de 

U(5) contenida en unn RI de U(o) completanentc simétrica, debe 

ser totalmente simétrica. 

Por ·)tra pttrtu, 12. ::;i•netrÍ'.1, respecto a U(5), corre:::pondien

te a un operador de creación de una pqrt !.cul.a, \i:·s' es \:_1 o4 J; 
en tani;0 .¡w~ l:"!. a~ociada al operador de 1.:rn1quilaci6n de una 

p;.;rtícul1.t -que os equivalente al op·.1rador de crenci6n de un 11-

··~• 1 4 '\ >1Ujero-, \;, J' cst~ cgractcrizadn p:Jr 1.l O J. Por lo t::mt:>, el 
~ t ¡- 1 •• \ \· -,l. . . t í pr0c.uc o \.~)s/· .l~,..'l tl.e!l.e sJ.:ne r a 

[i ()/¡ j © [1 a·i .. j e\¿ a:. 1 -r. Cz. o4 j J 
dimensi6n 5x5 10 15 

L = 2x2 L = 1,3 L = 0,2,4 

Lss iU de 0(3) c•)rresp:mdie11tes a cado HI de U(5) fu.1Jr:::in :>bte

nide.s por fül~lisis di:ncm:oion~11. 8n el en.:= o del 'u:., 'J... \i"".,<:Y~ ln~> 
simetrías preEentas estin c~racteriznd~s p1r 



dimensión 

L = 2x2 

Entonces es clr;r:> que 

nidas en el producto 
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lU 1 : 

r, =- l.' -' 11 = 

1-is ~:i:net1·i•1." el·! • " ::l ,! 

i '¡ ,. 
,_., ¡ , ... 

l.l-"'\1-_)0 l\LD~~-j - \:::.z.Z.\2. \ \ ~--:':- ¿3 \.j r- .-
\- \. ::: "' \ 

" /'. 
Luego, al aplic~r A

1 
o AJ a unA función pertenec1en~e B une BRI 

de U(5) totalmente sirn~trica no ea posible o~tener otra funci6n 

caracterizada. por unH !U tot·llmcntt.! simJtricu. Por l•) tnnto, t)rl 

un espacio de funciones complet?..r,e:1te ~;i'llétric:::n:;, 7.
1 

y l\'
3 

i-:.e a

nulan. 

En estn situación er; pooiule conectar directancntc la inte

racción ~4 con los operadores de Cacimir, obteniéndose: 
A Y-{' 2-.""2.. .L .... L\"i!. 
°B4-::. 1- 1. -· 3!5 Y\. - ¡q. L\. - ·1,·~ - • (4.22) 

Y el hamiltoni~no (4.19) se reduce a 
"'. " ,...., I'\ ") "tr 
H ...... -=- 'S º '<\. T -si .J'\\ \- ·s z. '<\.?.. "" -s 3 .}\... ·\· <;.<\ Y\. •. N 

-\- s s t ~ \- -s c.. Q i... \· :; "\ Í'·'· ' ·s '& ·:t e. , 
donde los nuevos coei'icilmtes "S ¡:, están deí'inidos por 

r 
lS\ o \- 3 'l)l?.. \-

_r,_ 
()\5 't' \ :; 6"1.,a ;), ·- ·.¡ '.:) \ 

... 
' 

,_ 
'· -

52.. ~, \, ()"\ - ~ '6\ L' ·- ~;· t \- ;-;' - L =.s ,:):?i ::. 1 \<.) 
' 

54 "=- 7;'?;, ...,.. 
~' 

\ 
b' - ::>5 ·-- ·\ -- 4¡>_ 5 ' 

sb -:::: 6-"' -~ 

!)? 
1 

Ú'5 - ~ ? :_¡ ~¡ ·-· .;> 
\ " -s& :=- (5\1\ 

y las IS\. tienen los vrüores definidos en (4.20), puro c0n 

C\1= °;r O. Sl ha:nil.toninno (4.23) es el d!!l i.UH. 

(4.23) 
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SECCION s. LI~ITSS SXACro~ D~G ~ODSLO. 

dice ~ue existe unn si~etría din~nic~ d~l ha~ilt0n1~nJ, el c~al 

es dias·:>nal en la reprel:ient11c ión aH d1ci1~, cndena. 

Unn tiimetría din8rn1cc: si1;nifica un r:i.npinientJ Diste:n~ticJ 

Por eje:np1o, en la C':;denr~ que CJ;nie'I:'." c::rn O(t.í), la sinetria 

'"1~1. U(b) es rota por el oper:~dor de G:.rnirnír , do O(&); a su vez, 

la simetría O(ti) es rota por el opcrw.!.Jr de <.:asi11ir LY'- dt1 
/\ . 

0(5), y la simetría 0(5) es rot~ por el )f'el"nd . .J1~ <i~ Cn!3imi.r l '-

en el sentido de que, nun~ua las rcp!~f~nt~cijnes ~el sul.:~rup1 

pueden dejar de estar de¡;e:-iorrrdns, d1:!"~ret1tes r~;i1·csent·:;ci:int:~; 
18) no p~eden mezclarLle . 

.!U1or:-. nas pre(~ntn:n::>s: ¿exhil.:cn 10~1 núcleo:.; -en la Cfipa 2s-ld 

alguna de las si:netrías cinñ:nicP.s de U(u) en fo:r~nn exacta? Aun-

que sabemos de ~l~un~:w núcleos que presentan lns simetrf;;.s de 

O(u) y de SU(3) de ~unera ~proxinnd~ 19 ), una reupue~ta precisa 

reiuiero de un antlicis datnllado de l~s e~pectros de enor~!as 

de lou n~cleos en la CRp~ 2s-ld, así c0m~ de lns pr0babilidedes 

de tr~1nsición que los carncterizrm. 

los espectro~; c~;.r::!.cteríf1tic'.>~; ue c,,02 un·1 rJe los lí:nites e>:ac-

tos ci.el modelo. 

(i) LIMITE SU(J). 

3n el límite SU(3) se tiene eBencialmt:!nte que las inturRc

ciones entre fermio~es "su y "d" son de le.r~o alcance 
1 

y la in

ter<!Cción de dos cuerpos debe ser tal que se dauu ller;ar al iia

:ni1toniano 
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Sl ejemplo clá:sico de inter'.1cciJne~, ''"'c :rn.t1:.fé;C•.m e~:.,_• :.i

mito es la inter<J.cci6n cunclrupolJ-cu·icí1·u;;Jl:> (\it.r.:utidF! en e -¡;,u-

xi6n con el modelo SU(3) del ndcle?. 
20) 

Los V::llores p:rJpl·J~; r.~r!l h<miltJni:r:-11 (5.1) ,;:i:1 
.o;u ú ,. '· ~-, 

L - l~)_ '61 L \¡- \ ':, ', \ . ._. •\ \' . ' 
~ - 1 ¡_ "; 1 \ . 6 3 l t"::. 1 f') \ \ " ~) - \,\_ \ \ ) (, 

\ .. o\, C:l, 'i- ( 'J: l -- \: \ ) l \ ~ \:,.\'f. l. \-· {_ \< ¿ l \ 'ó> \O ·.2-\\'., (_y¡'\ - 2 •\, t \) ( :;, , ;~ ) 
.::> 3 J \ . \ 

El significado de cadn uno de l")S nú.11orJu que ::oqllÍ Hpsrecc:n e:; 

el mis~o que en la ecuqci6n (J.2). 

(ii) LIMITE 0(6). 

En este l:!.rnitu el ila'lliltoniqno to:n'? lr• i'onna 
" ". ..-..;_ Á'l. 

\-\ GI.(,) ::::. 6\ ,}\ \- lí'~ .}.\ ..._ -\. º's \_ ·\. '?~ ¡ /{ \ 6\:X \-'o'\.) [1 ( ·:.. ') ~ ( 5. 3) 

y t::idos los coeficientes li\ , sHlvo l".>::: 'iUC tqui. aprirecen, de

ben anularse. Una intorRcci6n cuyos elementos do matriz Entis

facen esta condición es la de np,1roumicnto. 

Los este.dos propios del hruniltoniano son los :ni:;;:no~ qut: dll~-

cribimos en 

llos 21 ): 
C O(b) ·::. 

(J.J), siendo la encr~ía as·)CÜJ.C1R a cnd~ uno de 

(iii) LIMITE U(5). 

e-

Cuando la energía que separa l'Js fermi!)nes "s" de los fer-

miones "d" es lo suficientemente grande co:no para desprecisr 

las inter~cciones entre ellos (i.e., cuandJ\~l C,~ee ~rend~), 

el h:?.mil toniano será invariante ::mte tnins:for:r.aciones U( 5), '!-

soci.:tdas al esp':l.ci:J del fermión "d", y 2-nte tr~rn~.for:n'lcir)ne:::~ 

U(l), a~>ociade.s al fermi6n ''aº. En esto co..~o, 

(4.19) se reduce a 

(J. 5) 
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Los astadt)L' l'>r·1pi·)~.; de cctt~ ~j=~!::11lt ,·-:~·-~1:J ;._.)i. ;,_)•:. (1~!. : .. :1·1t )!_ 

en 

V 12 == - V a ~;:,· ( ,i;,l - .r.2 ) ) ' 

y les intcracci?nas en que s5lo ue hRy~~ ~resontes operadores 

de intercrunbio ele Win;ner y/.1 cr¡ Mnj .'.)r~"'ln, Bon inte ro>cci•n1es :¡:.10 

poseen este tiµo r:le ::;i11etr·ín di:ié:nica. 

En este capítulo t uti liznndo el esquema de seeunda cuan ti

zación en el contexto de teoría de Grupos encontramos la ex

presi6n de la interacción central, sin fuerzas de interca;nbio, 

más general en la capa nuclear 2s-ld para N fenniones en tér

minos de los operadores do Cuuim1r de les tres cudenas de sub

grupos de U(6) que contienen 3 0(3), y une interacción extra 

" B4. 

Quedan, sin embargo. muchos problemas por resolver. 

!fotá aún pendiente la solución general del Hamiltoni'3.no 

(4.19), lo cual requiere de encontrar los pardntesiu de trans

f".>rmaci6n entre los estndos clasificados según le.s tres di::1-

tintas cadenas de subgrupos de U(b) que contienen a 0(3) para 

cunlquier RI, y el cálculo de los cle:nentu:.; de matriz de la. 

intcr~rci6n ~4 on los estados de una de estas c~denns. 
l'T1uy importante es o.veri~ar si existen núcleos rea.les que 

estén descritos por la din{unica involucrHda on algún limite 

exacto del :nodelo. Para esto, primero se deben comparar los 

espectros experimentRles do l~e ndcle0c en la capa 2s-ld con 

10s espectros característicos de los límites exactos del mode~ 

lo. Después, se deben calcular probabilidades de trnnsición e

lectromn.cnóticas, y domf,s c2ractor!stic;:¡s importantes en l:Js 

ndcloos para estadas de bajas energías. 
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CONCLUSIONES 

Como se indicó en la introducción, ~e ha intentado en estR te

sis realizar una revisión cuidadosa de lJs mdtodos ~3tc:n4ticos, 

así como de las ideas físicas principales, subyP.centes a algunos 

modelos nucleares. A pesar de que estas ideGB ffsicns sJn pJr lo 

general bastante si:nples, su imple:nentación práctica requiere del 

dominio de las tdcnica.s que han venido desnrrollándose a lo largo 

de los últimos 50 a.1íos, a partir del descubrimient·J cel ncutr6n 

por Chndwick en 1932, año qui:: rni:ircn el :_;urr;imi .. !r'.to cie l )S pri:ne

ros modelos razonables del núcleo et6mico. En purticulnr, el re

ciente resurgimiento en el interós por los m~todos de lR Teoría 

de Grupos en conexión con el modelo de bosones internctuantes de 

A. Arima y F. Iachello (1974), subrayan oe nu1;JV<-t cu0;;ntu el alca.ri

ce y la elet~ncia de estas técnicas, la ¡ue nos hn ~otivedo n re

tomar el ;iroblema de ln capa nuclear 2s-ld desde este punto de 

vista, genernlizando en principio los :m{,lisis de h!o::ihinsky y sus 

colabora·lores realizados hace 20 aiios. En este trabe.jo sólo se ha 

planteado el problema matemático de eota C!~pa un términos del 

grupo U{b) y sus suberupos, pero no se na explorado, pé·r ejemplo, 

la posibilidad de encontrar ~i:netriaB din?.::iicas, en analogía c:m 

las qu~ se encuentran en n6cleos pesados dentro de le descripción 

del modelo bosónico. Es import~mte entonces continuar :stEt inves

tigaci6n para estudiar ln aplicabilidad de est3s ideas. 

Sin pretender que el trabajo que a~uí se presenta sea en modo 

alguno exh~ustivo, ya que, por oje~plo, no se ha incluido a los 

llamados :no dolos colectivos que surgen del trabnj o de A. :Uohr y 

B. Mottelson (1953), creemos que las tdcnicas aquí estudiadas son 

lo suficientemente generales como para ser de utilidad e~ el es

tudio de otro,.; modelos del núcleo e incluso en otras ra:nas de la 

física, como por ejemplo la fisica atómica. 

Respecto a esto, debemos setlalar que los métodos mate~iticos 

aplicados aquí al º""'ªº nuclear tamhión se puedon utilizar p~ra 



la descripción de sistc.1ws nt6micos, con l~s de1.,id:,s rn'.)dificac10-

nes, a cnusa ele las notables diferenciab entre las intcr-·iCci:ines: 

mientrns que pRra los átomos le interncci6n mAs importante e~ re

pulsiva y de lar~o alcance, en el caso nuclenr, aunque no se co

noce con exactitud, se sabe que es ntractiva, de corto alcance y 

de intensidad mucho mayor. En la aplicación del esquema de ~e~un

dn cuantizaci6n en el contexto de Teoría de Grupos al caso atómi

co vrunos a encontrar un aspecto ostensible~ente distinto respecto 

del caso nuclear, debido a que, en principio, un nucleón tiene 

dos ~radas internos de libertad en tanto que el electr6n sólo 

tiene uno. Por lo tanto, si tenernos un oh1tema de N electrones 

que tienen acceso n K estadon cu,nticos, la clRsif1caci6n f!s1cu 

de la bnse parn unH rn[l~1 j de U(2K) ornnieza con el sub~rupo 
(S) (S) 

U (2) x U(K), donde por U (2) denotrun·JS al conjunto de t.ra.ns-

í'ormaciones unitarias en el espacio de espin y U(K):J0(3), nece

sariamente. 
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