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RESUMEN 

Se desarrolla una t6cnica nurn6rica para obtener la distribu­

ción tridimensional eléctrico, producida por Wla fuente puntual localiza- · 

da en la superficie de un scmiespacio con distribución bidimensional de -

conductividad. 

Esta técnica se aplica en la interpretación de datos de geo­

rcsistividad, pennitiendo introducir variaciones en dos direcciones de la 

propiedad conductora en el subsuelo. 

Se presentan conceptos básicos de exploración geofisica, con 

especial énfasis en los métodos geoel6ctricos con corriente continua, a -

los cuales son aplicables los algoritmos desarrollados. 

Con la introducción de algw1as nociones de Teorfa Electroma.l\ 

nética y de un tratamiento tennodinámico de la condúcción eléctrica, se -

plantea la ecuación diferencial de Poisson que describe el fen6mc:no. 

Se emplea una transfonnación de Fourier con el fin de facil.!, 

tar el cálculo de la distribución tridimensional de potencial, consider3!)_ 

do una bidimensional de conductividad, ya que el problema ¡x.icde tratarse 

entonces en dos dimensiones, pararnetrizando la tercera por el valor del -

número de onda Ky. 
Se utilizan condiciones de frontera de tipo· Dirichlet, pues 

wi tratamiento fonnal muestra que la ecuación de Poisson es eliptica y -­

autoadjunta, requiriendo de condiciones de este tipo (o, alternativamente, 

de tipo Neurnann) para que la solución sea estable. 

Las condiciones de frontera son proporcionada5 por un mod.::lo 

inicial de capas horizontales homogéneas; las heterogeneidades laterales 

son vistas como perturbaciones sobre ese modelo inicial. 

Luego de una introducción al método de diferencias finitas, 

se discretiza la ecuación de Poisson, tanto por puntos como por !ireas, g~ 

nerando sendos sistemas de ecuaciones lineales. Las matrices de coeEicien 

tes asociadas a estos sistemas se denominan "Matrices de Capacitancfas". 

La Matriz de Capacitancias obtenida de la discretiz.ación por 

áreas resulta ser positiva definida y tener una gráfica dirigida fuerte-­

mente conectada; estas características pennitcn el anplco de la factoriz~ 

ción Choleski para resolver el sistema, además de asegurar que este O.lti-



mo es estable, independientemente de la mal la de cliscretizaci6n. 
Puesto que las soluciones se obtieneí1 en el dominio de la - -

transfonnada de Fourier, es necesario resolver el sistema para varios nú­
meros de onda y luego integrar, con el fin de regresar al daninio del es­
pacio. 

El método desarrollado se aplica a 1 caso de un modelo homog~ 
neo, obteniéndose un error relativo r.m.s. entre potencial analítico y ~ 
tencial numérico de e = 2. 3 '1.. 

rms 
En un caso de dos capas horizontales, el error relativo r.m.s. 

respecto de la solución analitica es de erms = 3. 9\. 
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I:\TRODUCCIO:\ 

1. Motivos y metas. 

La Física es la ciencia que intenta describir el universo, por 
medio del estudio de las relaciones que existen entre los diversos fen6me-­

nos que en él ocurren. Para ello se apoya en un lenguaje matemático, con el 
cual establece ecuaciones, que le permiten cuantificar los resultados de - -

las teorías que formula y, de esta forma. poder compararlos con mediciones 
que se hagan de lo que sucede en la realidad. De esta manera, paulatinamen­
te se ha logrado un mejor entendimiento de la naturaleza. 

La Geofísica es la disciplina científi:a cuyo objetivo es rec~ 
bar, procesar e interpretar la información que se obtiene de nuestro plane­

ta acerca de los procesos que en él se desarrollan y, de manera similar, -­
contribuye a lllla mejor y más completa comprensión del universo. Para hacer­

lo, precisa de conocimientos físicos, químicos, matanáticos y geológicos. 
Como parte importante del entendimiento del pl<meta, está la -

descripción de su estructura interna; para estos fines, la Geofísica se va­

le de la interpretación de medidas de las propiedades, e Je contrastes de -

ellas, de los materiales que fonnan la Tierra. 

Cuando las mediciones se aplican a materiales del subsuelo en 

sus capas más someras, tienen un impacto social y econflnico inmediato, ya 
que permiten el descubrimiento, la localización, la delimitaci6n y la cuan­
tificación de yacimientos de recursos naturales. 

Con estos prop6si tos (descripción de la estructura interna y -
búsqueda de 'ccursos naturales), se han desarrollado métodos geofísicos de 
exploración que, segtin las propiedades cuyos contrastes midan, suelen clasi 

ficarse como sigue: 
- Métodos Stsmicos, que miden contrastes de propiedades 

elásticas. 

- Métodos Gravim!?tricos, que miden contrastes de densidad. 

- Métodos Magnetanétricos, que miden contrastes de propieda-
des magnéticas. 

- Métodos Elcctrcrnagnéticos, que miden contrastes de propie­

dades electromagnéticas. 



- Métodos Kadiométri.cos, que miden decaimiento radiactivo. 

(Tambi~n se denomina de esta forma a la Perct:pci6n Ronota, pues se trata 

de mediciones de radiación electromagnética, principalmente luz visible e 

infrarrojo) • 

- Métoctos Termooiétricos, que miden flujo de calor. 

A pesar de que el estudio de la Geofísica }' sus implicaciones 

colaterales son de importancia nacional, mucha de la tecnología utilizada 

no es mexicana y, en algunos casos, rcsul ta obsoleta. 

Uno de tos motivos para la el ecc16n de este tema de inves tig~ 

ci6n es el deseo de cooperar con los esfuerzos para que el país logre su 

independencia tecnol6gica. 

En este sentido, con el presente trabajo se pretende introdu­

cir al ambiente de la geofísica de exploración nacional una técnica de -­

procesamiento de datos, obtenidos mediante el uso de uno de los métodos -

elect:romagnéticos: el de resistividad. Los beneficios del empleo de una -

técnica como ésta van más all:l de la industria de los recursos naturales, 

pues es también útil en el apoyo a estudios científicos del interior de -

la Tü.rra, e. g. de las variaciones en el canportamiento de las cámaras -

magmáticas de volcanes y sus relaciones tectónicas, lo cual puede auxiliar 

a la prevención de desastres }' a awnentar el conocimiento sobre el t:erri­

torio nacional. 

En el aspecto industrial, su utilidad se encuentra en la loe~ 

lizaci6n de sitios para la construcción de obras civiles; en la localiza­

ción, delimitación y cuantificación de recu~sos minerales; en la explora­

ción de recursos petroleros y geotérmicos. 

Organismos nacionales, industria minera estatal y privada, º!:. 
ganizaciones de ingeniería civil y grupos de ingeniería geofísica, geolo­

gfu y geohidrología pueden beneficiarse con el procesamiento de sus datos 

de georesisi tividad mediante el uso de programas de computadora diseñados 

bajo los algoritmos de cálculo aquí presentados. Estos son lo suficiente­

mente simples y eficientes para implementarse en minicomputadoras, con lllli_ 

dades de almacenamiento masivo de datos, sistemas accesibles a la mayoría 

de los posibles usuarios. 

Con el método geofisico de resistividad se pretende obt:ener -

información sobre la cstrnctura del subsuelo, a través de la conductivi- -
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dad eléctrica de las rocas que lo conqionen. Estas pueden presentar varia­

ciones arbitrarias en cualquier.Airccci6n (fig. 1). Para encontrar matera! 
ticamente la respuesta de un ~:xlio asi, es necesario simplificarlo, dise­
ñando modelos que hagan accesible su tratamiento analítico o numérico. 

Figura 1. Variaciones arbitrarias 
de conductividad en el subsuelo. 

Una primera aproximaci6n simplifica la situación a la de un 
modelo donde se admiten variaciones en una sola dirección (_fig. 2). En 

este caso, se intenta describir el cambio de conductividad en fwici6n de 
la profundidad (modelos unidimensionales). 



Figura 2. Variaci6n de la 
conductividad con la pro­
fundidad (modelo unidimen 
sional) . 

Un caso más complicado se tiene cuando se ace¡)tan cambios en 
dos direcciones: c0n la profundidad y lateral.mente (modelos bidimcnsiona 
les, fig. 3) 



Figura 3. Variación de la 
conductividad en dos direc 
ciones: con la profundidad 
y lateralmente (!OC>delo bi­
dimensional) . 

Un mayor acercamiento al caso real lo proporciona un modelo 
donde se penniten variaciones en tres direcciones (IOC><lelos tridimensio­

nales, fig. 4). 
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Figura 4. Variación de la conductividad 
en tres direcciones (modelo tridimensional). 

El primer tipo de modelo ha sido estudiado por muchos investi_ 
gatlores y, a la fecha, no est~ resuelto completamente (cfr. Orellana, 1982, 
pp. 161 - 163). 

Para casos con geometrias muy simples, se han encontrado sol~ 
ciones analíticas de las ecuaciones que describen el fen(ineno de conduc-­
ci6n eléctrica (cfr. Grant y West, 197ó, pp. 402-442; cfr. Herm3Jlce, 1982); 
sin embargo, los métodos numéricos, aunque son aproximaciones a las solu­
ciones verdaderas, ofrecen una herramienta poderosa y pueden aplicarse a 
nn.ichas situaciones que se encuentran en la realidad. 

Los siguientes se han utilizado para simular la respuesta de 
distribuciones de conductividad en una, dos y tres dimensiones, y, en al­
gunos casos, con fines de interpretación (Aiken et al., 1973): 



a) Méto<lo <lt' elementos finitos, que, luego Je Jiscretizar el 

<lominio en que se rcs11c 1 vl'n las ecuaciones, aJ;Jpta una función simple en 

cada elemento, cnlaz.1n<lolas Je fonna que .se minimice la energfa del sis­

tema (Coggon, 1971). 

b) Método de ecuación integral, que, tras la <liscretizaci6n, 

proporciona soluciones analíticas en cada elemento y luego las une por -

condiciones de frontera entre ellos. 

c) Método de diferencias finitas, en que operadores difere!! 

ciales se substituyen por operadores finitos, basándose en la expansión 

en serie de Taylor de las funciones sobre las 4ue se opere. 

El presente trabajo intenta proporcionar un ml!todo de análi 

sis, que permita un procesamiento e interpretación de datos de gcoresis­

tividad, en que se dé cabida a heterogeneidades bidimensionales del sub­

suelo sobre cuya superficie se hayan hed10 mediciones. 
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El problema fundamental en interpretac i6n geofísica es de ti_ 

po inverso; es decir que, dadas una señal y una respuesta, se intenta en­

contrar cuál es la distribución en el subsuelo de la propiedad que las r!:_ 

laciona, o bien, la fuente que las produce. Es usual que un mismo conjun­

to de observaciones gcofisicas de campo achnita soluciones diversas, o m:is 

exactamente, todo w1 dominio de soluciones válidas. 

En el método de análisis que se desarrolla, se resuelve un -

problema directo: tras la proposición de diferentes distribuciones de co~ 

ductividad en el subsuelo, se obtiene la respuesta a una señal dada. 

Puesto que el problelTl.:I inverso admite diversas soluciones, al resolver el 

problema directo, distintas distribuciones pueden adecuarse a los valores 

observados, Con el fin de disminuir esta ambigÜedad, es necesario rccu-­

rrir a datos de otros métodos de prospección y a conocimientos de la geo­

logía superficial, para converger a un modelo que satisfaga la mayor par­

te de las observaciones. 
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2. Antecedentes 

Los m6todos eléctricos de exploración geofísica comen:aron a 

usarse a partir de la segunda década de este siglo, cuando Conrad Schllllll-­

berger efectuó las primeras mediciones de este tipo, en í'ranc1a (cfr. Ore­

llana, Hl82, pp. 29-35). Estos métodos se emplearon en la búsqueda de pe-­

tr6leo, de minerales y de agua subterránea. 

En un principio, la interpretación de los datos de campo era 

cualitativa y requerfa de gran experiencia por parte de la persona que la 

hiciera. 

Con el affm de lograr interpretaciones sisternát icas y cuan-­

titativas, se intenta usar diversos modelos del fenómeno. Estos pueden -

ser reproducciones experimentales de laboratorio o modelos puramente mat~ 

mtíticos. 

Los modelos cxpcri.TI1entales de laboratorio consisten de simu­

laciones del subsuelo, logradas con cuerpos de distintas conductividades, 

inmersos en un medio hanogéneo (fig. 5). 

slmulacíón de una hoja delgada 
inmersa en 1,1.n ~dio hqmogeneo, 
variando el Cingulo de inclinación a 

rigura S. Modelado del subsuelo 

con un "tanque electrol1t1co". 
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La experimentación <le laboratorio se lleva a cabo entonces, 

tratando de reproducir a escala el procedimiento seguido en el campo, l~ 

yendo, bajo condiciones controladas, la distribución de potencial creada 
por una corriente eléctdca. Se repiten ltts mediciones, variando la dis­
tribución de conductividades del modelo, hasta lograr un tipo de respuc.:!_ 

ta similar a la obtenida en el campo. 

Otro tipo de modelo de laboratorio es aquél que emplea tma 
hoja conductora, cubierta con grafito }' sobre la cual se simulan distri­

buciones <le conductividad, pintándolas con tintura metfilica de oro, de 

plata o de cobre (fig. 6). 

A B 

simulación do un e~t rato conductor 
en un medio homooeneo, pintado con 
tinturo metal i ca. 

Figura ó. Modelado del subsuelo 

con una hoja conductora. 

Las dificultades que presentan estos procedimientos son: su 

alto costo (pues es necesario diseñar todo un experimento de laboratorio, 
precisando de amplias facilidades de equipo), la elección de factores de 
escala adecuados, para poder comparar mediciones en el modelo con las de 
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campo; la calidad de los materiales usados, q11c puede variar Je tul moJe­

lo a otro, obstaculizando la pos ibi 1 idad de repet icíÓn de condiciones. 

Además, cuando un patrón falla (i.e. no reproduce las medidas de campo), 

es necesario volver a montar todo el aparato experimental de laboratorio. 

La experimentación numérica no presenta estas desventajas, 

am1que también encierra algunas dificultades, pues se apoya en modelos -

matemáticos, que se basan en el establecimiento de ecuaciones que descr~ 

ban el fenómeno en estudio. En el caso Je fenómenos eléctricos, se cuen­

ta con tales ecuaciones, gracias al desarrollo Je la Electrodinámica. Es 

tas deben solucionarse, simulando la.s condiciones del problema real, pa­

ra luego comparar los resultados con las mediciones de campo. 

En los años treintas apareció una publ i.cnci6n debida a C. 

Schlumberger y S. Stefanescu fStefanesco y Schlunberger, 1930 "'), dando 

la solución al problema en que la distribución vertical de conductivida­

des se simula usando modelos estratificados en C3JKlS horizontales, infi­

nitas lateralmente, cada una hanogénea e isotr6pica en su propiedad con­

ductora. 

Los métodos numéricos que se han usado para interpretación 

de datos de georcsistividad son el de elementos finitos, el de ecuación 

integral y el de diferencias finitas, cano se mencionó anteriormente. 

El método de di ferenci;is finitas ha sido aplicado a muchos 

problemas de ingeniería desde 1930, para encontrar distribuciones de e~ 

fuerz.os, simular c::unpos de velocidades y estados tennodinámicos en flui 

dos, y en problemas de flujo de calor. 

La teoría de la técnica de diferencias finitas se basa en 

la expansión en serie de Taylor de una función. 

La primera aplicaci6n de esta técnica a datos de georesis­

tividad la hizo Jepsen (1969), en su disertación de tesis doctoral. 

*Nota: se utiliza la grafía "Stefanescu", que es la autén­

tica, frente a la afrancesada "Stefanesco"; sin embargo, en el artículo 

escrito con C. Schlumberger, se le encuentra colllo "Steianesco", pues la 

revista en que fue editado es francesa. Sabba S. Stefancscu era rumano. 
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Aiken et al. (1973), para resolver un problema práctico de 
exploración, emplean modelos experimentales de laboratorio (tanque elec­

trolítico y hoja conductora, figuras 5 y 6), con el fin de lograr la in­

terpretación; pero concluyen que es más útil y eficiente usar tm modelo 
matcm:itico. Establecen la ecuaci6n de Laplacc que describe el fenómeno y 

la tratan considerando variaciones, tanto de potencial como de conducti­
vidad, s6lo a profWldidad y laterales. En 1a discretiz.aci6n que hacen 
del problema, utili:an tu1;1 malla regular <le SO X 40 nodos. Este enfcx1ue 

resulta en el tratamiento <le matrices para encontrar la solución. Basan 
las condiciones <le frontera en la malla, en una onda plan;1 a través de 
un medio homogéneo (condiciones de frontera tipo Oirichlet), excepto en 

la frontera que corresponde n la superficie del terreno, en la cual se 
determina que la corriente no fluye hacia el aire (condición tipo Neu· 
mann). La solución de las ecuaciones se efectúa con un método iterativo 
de relajación. Sugieren la a¡ilicaci6n de la técnica a soluciones tridi­
mensionales, expresando la necesidad de una ccrnp.aadora con una gran ~ 
pacidad de memoria. 

Posteriormente, ~fufti {1976), introduce una malla de dis-­
cretización con espaciamiento no uniforme. El tratamiento de las ecuacio 
nes es bidimensional, considerando que los electrodos de corriente son 

fuentes lineales infinitas perpendiculares a la línea del perfil. Permi­
tiendo variaciones de potencial y de conductividad en sólo dos dimensio­
nes, analiza las características de la matriz asociada con la evaluación 

de los potenciales, demostrando que el procedimiento que usa es estable 
para cualesquier geometría y distribución de conductividades. Introduce, 
además, el método iterativo de sobrerelajaci6n sucesiva (SOR, por sus s.!_ 

glas en inglés), y una extensión del mismo, conocida corno sobrerelaja-­
ci6n lineal sucesiva (SLOR). El espaciamiento de la malla empleada, al -
apr0ximarse a las fronteras, se incrementa, con el prop6sito de que la 

zona en que la malla es fina pueda tratarse como una perturbación "local" 

dentro de un área mayor. 

En un nuevo intento de abatir tiempo de cálculo y necesid~ 

des de memoria, Mufti (1978) introduce el uso de una malla mucho más a­
bierta, cuyos nodos van incrementando en fonna logarítmica la distancia 
a las fuentes. Para ello utiliza los parámetros de Oar Zarroul< (cfr. 



Orcllana, 1982, pp. 169-175), que pennitcn que varias capas de diferen­

tes conductividades queden comprendidas entre <los nodos sucesivos de la 

malla, ya que definen una conductividad efcct fra para cada nodo, toman· 

do en cuenta las distintas capas. Con el objetivo de comparar los rcsu.!_ 

tados del método munérico que usa, resuelve con él situaciones que tam­

bién tienen solución analítica, para modelos con simetría radial, cm-­

pleando coordenadas cilíndricas. 

Una nueva forma de di scretizaci6n permite a Dey y Morrison 

(1979a) establecer una matri:: positiva definida, asociada a la evalua-­

ción de los potenciales. La solución se obtiene por Lm método directo, 

utilizando la factori:<::aci6n Cholcski. ,\dcm1ís, con el empleo de una tran~ 

formación de Fouricr, es posible considerar una distribución tridimcnsi~ 

nal de potenciales, sobre una bidimensional de conductividades, suponie!!_ 

do que hay simetrfa en una di recci6n. Se emplean condiciones de frontera 

mixtas, considerando al modelo bidimensional irrnerso en un medio homogé­

neo. 

Los mismos autores ya han realizado un programa que penni­

tc modelado tridimensional (Dcy y Morrison, 1979b), corriéndolo en una 

computadora CDC 7600, pues se trata de un caso quc requiere de gran can 

tidad de memoria y de un procesador llllY rápido, debido al nGmero de op~ 

raciones que deben realizarse. 

Otros autores han logrado refinamientos para modelos de 2 

y 3 dimensiones (Das y Verma, 1981; Hennance, 1982). 

3. Planteamiento general 

El objetivo de este trabajo es la presentación de un método 

\.¡ 

de interpretación cuantitiativa de datos de georesistividad, el cual per­

mita considerar variaciones de conductividad eléctrica en dos direcciones. 

El método se :iJTlplc:menta con las siguientes características: 

Se sigue el planteamiento de Dey y Morrison (1979a) , salvo 

que el modelo bidimensional está irmerso en otro de capas horizontales, 

el cual proporciona las condiciones de frontera laterales y a profundi­

dad, con valores de potencial en los nodos correspondientes ( condicio- -

ncs de tipo Dirichlet). En la superficie se mantiene l;i comlici6n tipo 



Nctunann, en que se piensa que no hay rlu_in de corriente hacia el aire. 

Las heterogcnci<latlcs bidimensionales son consideradas perturbaciones so­

bre el modelo de capas hor i :ontales. 

lle esta m;mera se logra un algoriuno que opera sin consumir 

demasiado tiempo de procesador al ajustar modelos teóricos a datos de -­

campo; esto se <lche a que con las condiciones de frontera que se emplean 

no es necesario hacer un ciílculo de funciones Bcssel, cano ocurre con las 

que utilizan Dey y Morrison (1979a). 

El método es interactivo, es decir, requiere que la persona -

que haga la interpretación proponga una distribución bidimensional de con 

ductividades; el programa calcula valores del parlímetro conocido como "r~ 

sist.ividad aparente", los cuales se comparan con valores del mismo paráme 

tro obtenidos en el campo, con el fin de detenninar si el modelo propues­

to representa, adecuadamente, la distribución real de conductividades en 

el subsuelo. !lay que recordar que diferentes modelos pueden reproducir -

los valores observados, así que el "mejor" debe elegirse ayudándose con 

datos de otras mediciones y de la geología de la superficie. 

Está diseñado para ser corrido en minicomputadoras, las que 

deberán tener unidades de almacenamiento masivo de datos (se ha pensado, 

en especial, en unidad de disco duro) , debiso a la gran cantidad de me.110 

ria que requiere la solución del problema. (Una malla de 40 X 50 nodos -

produce una matriz de 2000 X 2000, necesitando de B mcgabytes para alma­

cenarla) . 

Las pruebas y resultados aquí presentados se realizaron en wm 

minicomputadora Eclipse, de Data General, que tiene 32 kilopalabras de me­

moria central, con palabras de 16 bits. 

El temario y la descripción del procedimiento soh los sigui~ 

tes: 

Debido a la necesidad de usar conocimientos de diversos cam­

pos, el trabajo se estructura de fonna que el problema se vea ubicado, en 

cada campo, como caso particular de wm teoría general. 

De esta forma, en el primer capí~ulo se presentan los métodos 

electromagnéticos de exploración geofísica, señalando aquéllos a los cua· 

les serán aplicables los procedimientos que han sido desarrolladas. Des­

pués de una sinopsis sobre Teoría Electromagnética, se llega a la ecua-­

ción diferencial cuyas soluciones se intenta proporcionar; ésta es --· 



<;implemente la ccuacitín de L:ontinuiJad para flujo de c:1rg;1 c16ctrica, 

combin;.1da con la ley de Ohm en forma vectorial, la rnal requiere del ten 

sor de conductividad. Con algunos artificios de c!.ilculo la ecu.'.lci6n se 

escribe de dos fonnas <l if crentes. En el mismo capítulo, se muestra el mo 
delo bidimensional empleado, consistente de prismas rectangulares homog~ 

neos, isotr6picos e infinitos en direcci6n "y" (el modelo de la fig. 3), 
en un sistema de coordenad.'.ls cartesianas rectangulares (.x, y, z) . 

Con tales idealizaciones se modifican las dos formas <le la 

ecuaci6n a resolver. Como se tienen operadores diferenciales en tres di­

mensiones y el modelo es en dos, se aplica una transfonnada de Fourier, 
que es un artificio matemático que permite manejar el problema en dos di, 

mcnsiones, parametriznndo la coordenada "y" por valores <le Ky (que se d~ 
nomina "número de onda"). 

En el segundo capitulo se presenta el método de diferencias 

finitas, con el que se efectúa la discretizaci6n del daninio de solucio­
nes, considerando en el modelo un corte perpendicular a la direcci6n "y", 
con lo que se origina una malla rectangular. A cada nodo de la malla se 
le asigna una conductividad. 

Cada una de las dos f onnas de la ecuación se discretiza de 
manera diferente. Como consecuencia, se pasa de ecuaciones diferenciales 

a sistema~ lineales, que están en funci6n de la asignaci6n del parámetro 
Ky. 

Se intenta obtener valores de potencial transfonnado en ca­

da nodo, por lo que se trata de un problema matricial, con los coeficie!!_ 

tes de los sistemas de ecuaciones; con ellos se genera la "matriz de ca­
pacitancias" para cada discretizaci6n y para cada número de onda Ky. Lu!:_ 

go de analizar las propiedades de las matrices debidas a una y otra for­

mas de discretización, se muestra que una de ellas resulta la más conve­

niente para resolver el sistema, de un modo más adecuado al propósito de 

este trabajo, ya que pcnnite aplicar la factori::aci6n Choleski. 
Se ha elegido el mt!todo de diferencias finitas porque pen!I.!:_ 

te, en este caso, sustituir derivadas por cocientes de diferencias, la 

cual es una foI111a de discretiznci6n de fácil implementación. La factori­
zaci6n Choleski es un algoritmo para solución de si.stcw.as lineales de e­
cuaciones, que resulta muy eficiente para sistemas gr:mdcs (de onlen-100), 



ya que pennite particionar la m:1tri:: <le fonna que no es necesario resol­

ver todo al mismo tiempo; adcmfL<;, una ve:: obtenido el fnctor Cholcski de 

una matriz, se pueden procesar distintos vectores independientes, usando 

únicamente sustituciones directa e inversa. 
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En el capítulo III, se presentan los algoritmos que resolve,. 

rán el sistema para cada asignación de Ky. Una vez que se tengan solucio­

nes en cada no<lo, para 8 d.i fe rentes Ky, se aplica una transfonnaci6n in­

versa de Fourier, a fin de obtener valores <le potencial en el espacio -­

(x, y, z). Los valores de Ky son 0.006, 0.200, 0.400, O. 750, 1.000, 1. 500, 

2.000 y 5.000; elegidos considerando que el comportmniento <lel potencial 

transfonna<lo es <le decaimiento cxvonencial. Los valores primero y último 

se escogen tratando de t1uncar se:::ciones en las cuales el área bajo la -

curva puede desvreciarse, en la integración <le la transfonna<la inversa. 

Entonces es posible calcular diferencias de potencial en s~ 

perficie, para distintas localizaciones de fuentes. Estas diferencias de 

potencial te6rico podrán compararse con las medidas en el campo, por me­

dio de un par1imetro conocido como "resistividad aparente" (que se define 

en el capítulo 1), con el fin de decidir si el modelo propuesto es ade­

cuado. 

El procedimiento se ilustra con aplicaciones a distintos ca 

sos, en el capítulo IV. 

El análisis de los resultados permite concluir que se cun~­

plen los objetivos trazados, ya que el programa consume ,10 minutos de "­

tiempo real al procesarse en una minicomputadora Eclipse, usando una ma­

lla de 10 nodos en profundidad por 30 laterales; además se corren ejem-­

plos con mallas de 20 X 80 y de 15 X 75 nodos, comparando los valores ot 

tenidos numéricamente con la soluci6n analitica para casos siJnples. Este 

análisis de resultados se efectúa considerando el error relativo entre -

la solución numérica y la anaHtica. 



CAPITULO I 

METO DOS ELECTROMAGNETICOS DE EXPLORACION GEOFI SICA 

Resumen 

En este capitulo se presenta un resumen sobre los métodos -­

gcoeléctricos de exploración, enfatizando aquéllos m5.s rcl:Jcionados con -

el tema de este trabajo. Se hace también una presentaci6n de las ecuacio­

nes electromagnéticas que serán usadas cano base para e 1 desarrollo de 

las matemáticas necesarias para lograr el objetivo que se persigue. 

Una disertación tennodinámica sobre la ley de Ohm, y la pre­

sentación del tipo de modelo que se emplearli, permitirtín plantear las e-­

cuaciones cuyas soluciones numéricas se intenta proporcionar en este tra­

bajo. 

I.1 Métodos geoeléctricos de exploración 

Existen tres magnitudes electromagn6ticas principales que en 

principio podrian utilizarse para identificar los cuerpos situados en el 

subsuelo; estas magnitudes son la permeabilidad magnética µ, la pennitivi_ 

dad eléctrica e y la conductividad el&:trica o. Entre ellas, y hasta aho­

ra, es casi exclusivamente la conducti\'idad la propiedad cuya distribución 

en el subsuelo se estudia. (cfr. Orellm1a, 1982, p ~ 28). 

El conocimiento de estas propiedades, o de su variación ya -

sea lateral o vertical, aunado al de otros factores geológicos, pennite, 

en cierto grado, modelar el subsuelo o bien el descubrimiento, la delimi­

tación y la estimación de posibles yacimientos de recursos naturales, 

Para poder detenninar los contrastes de las propiedades clé~ 

tricas arriba mencionadas es necesario que una fuente de energía electro­

magnética las excite y que entonces se produzca en la superficie del te- -

rreno algún tipo de respuesta medible (campo el&:trico, campo magn6tico, 

defasarniento entre señal y respuesta, transitorios, etc.), dependiente de 

la propiedad buscada. La fuente de excitación puede ser de origen natural 

o artificial y de acuerdo con ella, los métodos electromagnéticos pueden 

dividirse como se mostrará a continuación; cabe hacer notar que es costtDlt 



bre muy extcn<lida llamar métodos electromagnéticos únicamente a aquéllos 

que inducen un campo magnético por medio de una fuente variable en el -­

tiempo; los de campo constante usualmente se <lcnominan eléctricos. En ri_ 
gor (Orellana, 1982, p. 35), todos son e lcctromagnéticos. La clasifica- -

ción que aqui se da se basa en las iucas de Orellana y en una compilación 

de diferentes libros y publ icacioncs (Lima, comunicación personal). 

l. - Métodos que ut i 1 i z.an ruentes de cxci tación naturales 

1. Método del potencial espontáneo (SP) 

2. Método de corrientes tel(iricas (T) 

3. Métodos magneto-telúricos (Hr y AMf) 

4. Método de audiofrccuencias magnliticas (AFMAG) 

5. Método de muy bajas fremcncias (VLF) 

I I. - Métodos que utilizan fuentes de exci taci6n artificiales 

1. Métodos de fuente constante (corriente directa) 

a) Sondeos eléctricos verticales (simétricos y dipola­

res, VES) 

b) Perfilajes elC-ctricos (El') 

e) Método <lel cuerpo .cargado (mise-á"- la-masse) 

2. Métodos de fuente variable (corriente al terna) 

2. 1 Métodos con fuente propia 

a) Sondeos electromagnéticos (EMS) 

a.1 Sondeos geanétricos (una sola frecuencia) 

a.2 Sondeos de frecuencia variable 

a.3 Sondeos par establecimiento de c:impo 

b} Perfilajes electrc:rnagnéticos (EMP) 

b.1 Emisor fijo, receptor móvil 

b. 1 • 1 Ml!todo Turnm 

b.1 .2 Compensador Sundbcrg 

b. 1.3 M6todo del cable largo 

b.2 Emisor móvil, receptor fijo 

b. 2 .1 Méto<los de inclinación de campo: 

i) Método de las líneas paralelas 

i i) Método de la medición reciproca 

b.3 Emisor y receptor móviles 

b. 3. 1 ~!éto<lo Sl ingram 
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e) Perf1laJCS clcctromagn!:ticos aén.>0!; 

c.1 Sistemas de medida <le componentes en fase 
c, 2 !::iis tema de cuadratura 

c.3 Método del cable largo 
c. 4 Método de las <los antenas 
e. 5 Método de fonnac.ión de crunpo 

Z. Z Métodos con fuentes destinadas a otro fin (como cmi 
sores <le radio, cte.) 
a) Método Radio-Kip 
b) Método de ra<liografia hertziana 

3. Métodos que utilizan la parte transitoria de una fuen 
te artificial 

a) Método de polarización inducida y resistividad com­
pleja (IP)* 

Para una explicación de todos los métodos enunciados, se pue 
den consultar los trabajos de Orellana (1982), Koefocd (1980), Patra y -
Mallick (1981) y Grant }' West (1976), que aparecen en las referencias. 

En la siguiente sección se hace una expl icaci6n más detall~ 

da de los métodos que excitan el medio con corriente continua, para los 
cuales los resultados de este trabajo son perfectamente aplicables. 

1.1 .1 Sondeos y perfilajes eléctricos con corrien 
te continua 

Para detenninaci6n <le contrastes en la conductividad eléctr,i_ 
ca del subsuelo se utilizan bdsicrunente dos procedimientos: el sondeo e­
léctrico v~rtical (VES) y el pcrfilaje eléctrico (EP), el primero para -
determinar cambios verticales y el segundo para los cambios horizontales. 

*Nota: las siglas empleadas para designar los diferentes m~ 

todos de exploración son las iniciales de sus nombres en inglés; éstas, 

asr como la designación francesa mise-á-la-masse, son las que se emplean 

comúnmente en la literatura. 

~o 



Cuando una zona de ananal fa elC-ctrica tanto horizontal como 

vertical se ha detectado, se puede emplear un tercer procedimiento para 
delimitar la fonna y la extensión del objeto que la produce: el método -

de cuerpo cargado o de mise-á-la-rnasse. 
Para realizar VES o EP se excita el medio con una corriente 

eléctrica (continua o alterna) a trave!s de dos electrodos conectados a -
una fuente. Entonces se llevan a cabo mediciones del potencial generado 
entre dos puntos. El valor del potencial depende de la conductividad (o 
de la resisitividad) eléctrica - o de cambios en la misma - en la zona -
del subsuelo que atraviesa la corriente inyectada, para una distanciad!!_ 

da desde los puntos de inyecci6n. Tales mediciones son utilizadas para -
calcular el parámetro conocido como resistividad aparente. Esta se defi­
ne como la resistividad que debería tener Lm semiespacio hanog6neo, iso­
tr6pico e infinito, para crear, con el mismo arreglo de electrodos y la 
misma corriente inyectada, la misma diferencia de potencial que se mide 

en la superficie de Lm scmiespacio real (fig. 1-la y I-lb). 
La resistividad aparente se expresa matemáticamente corno: 

-1 

p a = 2 -rr{A
1
M - B~ - A

1
N + B

1
NJ fly ( I • 1) 

donde ~V es la caída de potencial entre los electrodos M y N, e I es la 
corriente el6ctrica inyectada a trav6s de los electrodos A y B. 

Para hacer levantamientos eléctricos existe una gran varie­
dad de arreglos de electrodos. Una clasificaci6n sencilla los separa en 
tres grupos, dependiendo de las relaciones geométricas entre los elect~ 

dos. Estos grupos son: 
1) Arreglos col ineales. Se caracterizan por tener todos los 

electrodos en una misma línea, con los de potencial entre los de corrien 
te. En la tabla I.l .1 se presentan los principales tipos, junto con un -
bosquejo de sus características. 

2) Arreglos dipolares. En esta modalidad se forman dos di~ 
los, uno con los electrodos de potencial y otro con los de corriente. 
Hay seis tipos <le arreglos dipolares, diferenciados por las relaciones -
angulares entre los dipolos. Estos se presentan en la tabla l. 1.2* 

*Nota: las expresiones para el cálculo de resistividad apa­

(continGa en la sig. p§g.) 
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3) Arreglos compuestos. Pueden consi<lcrarse como superposi­

ción de dos o más dispositivos simples; debido a ello su antilisi.s se re­

duce a considerar cada uno de los arreglos súnplcs por separado y super­

poner sus efectos. Existen tres modalidades de arreglos compuestos, a s~ 

ber: agrupación, cuando se agrega un electrodo ele potencial; apantalla-­

miento, cuando el electrodo adicional es de corriente, y los apantalla-­

dos de agrupación, en que se añaden un electrodo de corriente y llllO de -

potencial. Aunque en la práctica se usan poco, estos arreglos pueden em­

plearse eficientemente para detectar heterogeneidades laterales del te-­

rreno. Se muestr'.1n algunos en la tabln I . l . 3. 

Todos estos arreglos se usan para levantamientos de VES o de 

EP, con excepción de los arreglos colineales asimétricos, que suelen em­

plearse sólo para levantamientos ele lineas equipotenciales. 

La proflllldi<l+td del estudio, cuando se usan VES con arreglos 

colineales, se controla aumentando, para cada medida, la separación entre 

los electrodos de corriente y conservando, hasta donde la resolución del 

instnnnental lo pennita, la separación entre los electrodos de potencial. 

Con arreglos dipolares, la profundidad se controla variando la distancia 

entre dipolos. 

Una curva de VES resulta de elaborar una gráfica de resist_i 

vidad aparente p
3 

contra distancia (entre electrodos de corriente, para 

el caso colincal, y entre dipolos, para el caso dipolar) (fig. 1-Z). 

(continuaci6n) 

rente que se presentan con los arreglos dipolares ae obtienen con la su­

posición de' que las· separaciones entre electrodos t y L son mucho meno-­

res que la distancia entre los centros de los dipolos R (cfr. Orellana, 

1982). Cuando se considera el caso general, sin suponer ~ y. L mucho men~ 

res que R, no hay una f6nnula compacta para calcular pa' sino que es ne­

cesario seguir el algoritmo mostrado en la tabla 1.1.4. 

,., 
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Figura 1-1. Concepto ác resistividad aparente: 
a) Semiespacio real, heterogéneo y anisotr6pico. b) Semiespacio homogéneo, 

isotr6pico e infinito. 



NOMBRE IVISTA LATERALICARACTERISTICA PRINCIPAL ESISTIV. APARENTE 
s 
1 
M 

f IWENNER 
R 

Las separaciones AM. MN y NB entre 

los electrodos son iguales. 

f! = 2 7ra /lV /I 
a 

1..,_~~--f1-..._... __ ~.-..--+-~~~~~~--~~-+~~~~~---.1 
e 
~,SCHLUM-

BERGER 

A s ISEMI-
1 
MIWENNER 
E 

Las separaciones entre los electrodos 

de potencial (t) es mucho menor que 

la que hay ent.-e los electrodos de 

corriente (L) 

La separación entre los electrodos ~·1 

es la misma que NB; pero estos Últimos 

p_ = 7T L2-L2 !:N 
ª 2l - I 

se colocan muy alejados de los prime- IP. = Tra AV/l 
i 'JI o"IA ros (i.e. HN-·l 1 

!¡;~~~~M- r "'""" .. , 1 1 
~ BERGER 

El electrodo de corriente B se lleva a 

~ran distancia de los demás, de modo~ ~- l2 !iJ.. 
que no influva sobre el valor óV obser P.. = 1T l I 1 '9 9 7 '9 , , t1 sR\I ~ 8 
vado ( i.e. !IN .. re) 

TABLA l. t .1: ARREGLOS ELECTROOICOS COLJNEALES '·J "--



NOMBRE MSTA EN PLANTAICARACTERJSTJCA PRINCIPAL RESISTIV. APARENTE 

PARALELO 
..c::J.,:::Ji -,,. 

,,R" 
A ,,,, 1 
f--L~ 

PERPENDI- 1 R, ~ 
CULAR A 6, / p ;Ji 

RADIAL 

AZIMUTAL 

ECUATO­
RIAL 

1---L~ 

~~ 
,.R 

~<,Í/ .'( 
L ===4 

M'it. 
R" .. \\. 

°' I/ e 1-- L ::::::::¡ 

Los dipolos se colocan paralelos uno 

respecto del otro 

Los dipolos forman án~ulo recto 

El dipolo de electrodos de potencial 

MN está situado sobre la recta que une 

loa centros de ambos dipolos 

El dipolo de electrodos de potencial 

MN es perpendicular a la recta que une 

los centros de ambos dipolos 

_2J[B.3 {A~l.JS 
Pa - L · l 2cóS "-sen2G 

_ 7TR3 4{6V/l) 
P.- L· L 3sen28 

7TR3 J!NfJ1. 
Pa =n cose 

2 7TR3 (!J.V/I) 
Pa =L.T WJJ-

El dipolo de potencial ~ es paralelo ~ 
3 

al de corriente AB, a la vez que perpe P. = 2 7TR /J.V 
. , 1 L·l 1 

d1cular a la linea que une los centros 

Los dipolos se colocan colinealmente 
AXIAL 

1 :---R --""1 lsin intersectarse 
A 1 B M.....i....tt 

P. == 7TR3 AY_ 
a L· l I 

f-- L ---1 1- l ---i 

TABLA l. t.2: ARREGLOS ELECTRODICOS DIPOLARES • ·-!J' 



A tNOMB 
G 
R u 
p 
A e 
I o 
N 

A 
p 
A 
N 
T 
A 
L 
L 
A 
M 
I 
E 
N 
T 
o 

LEE 

HOMOPO-
LAR 

DIFEREN-

CIAL o 

BLOKH 

VISTA LATERA4 CARACTERISTICA PRINCIPAL 

I 

--- a-- ...... ---•-_....._ - - a--

Se deriva de un arreglo colineal tipo 

enner, con un electrodo adicional de 

otencial en el centro del arre~lo, con 

~.~ 

A Id 

1 , 
1 rn-Lco-i 

A 

~ 

l fin de tomar dos medidas de potencial. 

na entre M y P, y otra entre P v N 

Un electrodo adicional de corriente (C) 

·e coloca alejado del arre~lo (~enner " 

'chlumber¡?er). Las resistencias R sirvPn 

ara compensar la resistencia de contJ~t,, 

: la de la lfnea a (C). Para un medio ht'm" 

} C! l;énco i sot rop ico, ti.V • O 

Es similar al homopolar, solo que el ele~. 

rodo adicional de corriente (C) se coloca 

n el centro del arreglo. Nuevamente, las 

esistencias R tienen el objetivo dl' h.icer 

asar la misma corriente J por las líneas l. .n ... 1 1 -1 1- l.. IB ~ue van a A y a B 

TABLA I. t.°3: ARREGLOS ELECTRODICOS COMPU 
~ 
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TABLA 1.t.4 Cólculo de resistividad o¡:x:¡rente poro orreolos dioolores 

M 

/-'/~ 
.'/ /,..../i~N 

/ "/ l_....·t".°' _,,.,· ? _.,..., ·'Í 1 

. ,,,,. ..-· ./¡ 1 ' 

./ D/.P. ./ 1 1 ' 
/ .,,,,-/ / 1 1 1 _,,, • • 1 1 

/ _,,-'/ / / 1 1 

/ .- / /

0 

/ 1 1 1 
...--::'.- / ./· 1 ¡ ' ___ ._;....- ,,-se ¿.,· 1 1 1 

A- -- ~ ----.,-- -p--i>-t-
El factor geométrico que se considera en el cálculo de n•­

sist ivi<lad aparente depende de las distancias MI, A.~. BM y BN. Fl alg~ 

ritmo que aquí se describe tiene por objetivo encontrar esas distancia~ 

para cualquier posici6n dr los electrodos, conociendo los parámetros -

AB ( separaci6n entre electrodos de corriente), MN (sep:1raci611 entre e­

lectrodos <le potencial), D (distancia c>ntrc los centros de los dipolos' 

y los ángulos o y t . !'ara tal efecto se define el ángulo o cano 

con lo que 

u = ( 4 - (n / 2 - o ) J = 4 + e - TT /2, 

SN = !Dsene - nN/2)cosa 1 ;· 

RS = l!Jcose + (MN/Z)seno - (AB)/2 

RN = { BS2 + SN2 Jl/~, del triángulo BNS. 

Del trifmgulo ANS se tiene que 

Mi= !Dcosfl + (~N/Z)sena+ (AB/2)1 

AN = ( N'J·º + s¡..¡2¡ 1/2, y asi VN=(Ip/2n) (AN- 1-R'l-I). 

Análogamente, para el potencial en M, se tiene que 

~ll' 1 Dsene-+ (~!NI 2) cos ~ ; BP = 1 (AB/ 2) - (De ose - (MN/ 2) sen~ 

BM = { MP2 + BP2 ¡ 1 /2 

Al' 1 (AB/2) + (DcosA - (~N/2)senq)!, AM = { Af'~ + MJ>2Jl/2 

V H ( ]p/2n )(AM-1 - IV-( 1); de donde, por último, 

IN = VM -VN y pa = Zn(i\V/I) 
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Figura I-2. a) Representaci6n gráfica de la penetración de las equipotenciales 

al separar los electrodos de corriente. (En la figura P¡ < P2: P2 > P3 ). 
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Figura I-2. b) Oirva de VES que muestra la 

variación de pa al ir penetrando más la 
corriente en el subsuelo. 
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En los EP lo que se persigue es el conocimiento de la vari!!_ 
ci6n lateral de la resistividad. Para esto el arreglo completo se despl!!_ 
za lateralmente sin modificar la distancia entre los electrodos, por lo 
que se consigue una sola proftmdidad de penetración, y para cada posición 
se obtiene un valor de p

8
• A la gráfica de pa contra las posiciones se 

le llama curva de perfilaje o calicata eléctrica (fig. I-3). 



a) 

b) 

4 5 

. . -

Figu¡~ I ..:3. a}- Colocación de electrodos en e 1 campo. . . ·.--

b) Supuesta curva de.EP cor~espondicnte al modelo en (a). 
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I. J. 2 Conducción eléctricn en el subsuelo 

La capacidad pnra conducir electricidad es la propiedad fí­

sica con mayor intervalo de variación en rocas y minerales. Las conducti_ 

vidades eléctricas en minerales varían en magnitudes cuyos vnlores extr~ 

mos difieren por un factor cercano a 102 º. Los minerales m5s conductivos 

son los metales nativos, como plata y cobre; les siguen lns vetas de min!:. 

rales semimetálicos, areniscas con salrmiera, arcillas glaciales, arenas, 

pizarras y calizas, en más o menos ese orden. En la parte inferior de la 

escala están los cristales iónicos, tales como el cuarzo, cuyas conducti 

vidades son tan pequñas que apenas pueden medirse. 

Para la mayoría de las rocas, de cualquier JTUtnera, la com~ 

sici6n química es de tan poca importancia en relación a otros factores -

tnles corno la porosidad y el fractur:nniento, que es impráctico tratar de 

colocar las diferentes clases en la escala de conductividad. Por otro la 

do, puesto que los factores que determimm la conductividad promedio de 

una formación rocosa suelen conservarse a través de ella, es nntural que 

los métodos geoeléctricos haynn de usarse para explotar estos efectos, -

como una ayuda en el mapco de contactos gcol6gicos bajo In superficie. 

La diferencin entre los métodos eléctricos y otros métodos geofísicos es 

la peculinr dificultad en relacionar las mediciones con características 

litológicas reconocibles. 

En materiales terrestres no s6lo se presenta el proceso de 

conducción óhmica, sino que también se observan ef cc tos eléctricos más -

complicados, que incluyen una amplia variedad de fenómenos electroquími­

cos. Por ejemplo, pueden producirse di fcrenc ias de potencial eléctrico 

en interfases entre minerales que tengan potenciales químicos diferentes, 

o pueden producirse donde los minerales estlin en contaC'to con algún ele~ 

trolito. También son causados por grndientes en la concentración de cic.!:_ 

tos solutos en aguas intersticiales, o incluso pueden ser originadas por 

el movimiento de fluidos en materiales permeables. La detección de estos 

efectos forma la base del método de autopotencial. Adantis, a veces se a­

cumulan cargas eléctricas en las interfases entre ciertos materiales, co 

mo un resultado del flujo de corriente eléctrica desde una fuente exter­

na. El método de polarización inducida se ha diseñado para sacar prove--



cho de este fcn6meno en la búsqueda de minerales mC'tál i cos y agua subte­

rránea. 

-' 1 

Con la excepción de los minerales sanunetálicos, casi todos 

los que forman las rocas son compuestos con ligaduras i6nicas o covalen­
tes, por lo que son aislantes eléctricos fund:nnenta lmente y, cuando están 

en su fo1111a cristalina pura, su con<luctivi<lael, si medible, queda en el -
intervalo <le J 0-1 2 a 10-1 7 mho/m, pudiendo ser madi fic:Hb por impurezas 

y defectos. Sin embargo, resulta que las conduc~:vida<les que se encuen-­

tran en rocas in situ quedan en el intervalo de 10- 1 a 10- 8 mho/m. Esto 
se debe a que todas las rocas contienen suficiente hume<lad en microfrac­

turas y a lo largo ele fronteras de grano para conducir elcctr iciclad por 

transporte electrolítico. Como resultado de este efecto, la conductivi- -
dad en una fonnaci6n rocosa es poco dependiente de su composición mine-­

ral. Depende más bien de su porosidad y penneabilidacl, y ele la conducti­

vidad del fluido que contiene, el cual es consecuencia de su ambiente ªE. 
tual y de su historia pasada. 

Gran cantidad de mediciones de conductividad se han efectu.!!. 
do en diversos minerales. Tablas con los valores obtenidos pueden encon­
trarse en los libros de Orellana (1982) y de Grant y West (1976). 

I.2 Ecuaciones electromagnéticas 

I.2.1 Nociones de Teoria Electromagnética 

La Teoría Elcctranagnética clásica queda descrita por las -
ecuaciones de Maxwell, que representan el comportamiento de un campo e-­

lectromagnético. "Por "campo electromagnético" se hace referencia al domi 
nio de las siguientes magnitudes (se usan unidades en el sistema ~n<SI ra 
cionalizado): 

B : vector de inducción magnética, en Webers/metro cuadrado 
(Wb/m2) 

n: vector de intensidad de campo:magnético, ~n amperes/me­

tro (A/m) 

E : vector ele intensidad de campo eléctrico, en volts/metro 
(Y/m) 



D : vector de despla::amicnto cl6ctrico, en Coulombs/mctro 

cuadrado (C/m2 ) 

J : vector de densidad de corriente eléctrica, en amperes/ 
metro cuadrado (A/m2) 

p : densidad de carga eléctrica, en Coulcmbs/metro cúbico 
(C/ffil ) 

La situación física que se describe es la siguiente: 

El campo electrostático es producido por una propiedad de -
la materia que se dencmina carga eléctrica. El campo magnético, en cam-­
bio, tiene un origen dinlimico: un .. "l densidad de corriente, o sea, un flu­

jo de cargas eléctricas. 

Además, es posible encontrar campos electromagnéticos en 1~ 
gares donde no haya cargas, pues la variación en el tiempo de un campo ~ 
léctrico produce uno magnético y viceversa; estos campos podrán ser en-­
tonces variables en el tiempo. 

Las ecuaciones fundamentales de1 electrcmagnetismo, que se 
establecen sobre la evidencia experimental de Coulomb, Ampere y Faraday 
son las siguientes: 

- as rotE+ aT =O tl . 2i) diva= o (I.Ziii) 

¡:r ao J divo= P (I.Ziv) rot - - = (l.2i iJ 
e) t 
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Estas ecuaciones son ccrnpletamcnte generales y se aplican a 

todos los fenómenos electranagnéticos en medios que estén en reposo con 

respecto al sistema de referencia usado. Son válidas para medios hetero­
géneos, no lineales y a(m anisotrópicos (Lorrain y Corson, 1970); seco­

nocen como ecuaciones de Maxwell porque fue él quien conjuntó estas le-­
yes físicas en forma di fcrencial y encontró la anomalía que aparecía al 
incluir el efecto de inducción de Faraday, en que la variación temporal 

de campo magnético aB/at crea un campo eléctrico (pero no electrostático). 
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Con el fin de incluir condiciones variables en el tiempo, -

~laxwell introdujo, con la ecuación (l.2ii), la densidad de corriente de 

desplazil/llicnto a~/at para una representación generalizada de los campos 

electromagnéticos. 

Para entender correctamente el comportamiento del flujo de 

corriente se debe agregar a las ecuaciones de Maxwell la ecuación de CO!!_ 

tinuidad, que se sigue de la definición de corrien"t:c cano la razón de -­

flujo de carga indestructible: 

divJ + ap =o at . (I. 2v) 

Se afiadcn además las relaciones. cmpfricas 

en que o .. (conductividad eléctrica), µ .• (permcabi1idad magn~tica) y c .. 
l.J l.J lJ 

(pennitividad eléctrica) son tensores que llevan la infonnaci6n sobre 

los medios, ya que relacionan los campos externos con los efectos que 

les producen. 

Cabe hacer notar que en (I .4) Bi es el campo aplicado y Hj 

el efecto producido. Maxwell introdujo las cantidades H. y D. con el ob-
J l. 

jeto de simplificar las expresiones y a partir de en tonccs se dice que -

JI. es el campo magnético y B. la inducción magnética. 
J 1 

En el caso general, que no cumple neccs;;:irirnnente con el pri!!_ 

cipio lineal de flujo, cada una de las canponentes de los tensores ºij' 

µ .. y e .. puede ser considerada función de l~(t) y de il(t). 
lJ l.] 

Ya que en el caso que aquí se tm ta se hablará principalm~ 

te de conducbvidad en el subsuelo, es conveniente abtmdar sobre la ley 

de Olun generalizada (ce. I .3) y en especial de la naturaleza tensorial -

de la propiedad mene ionada. Dado que el presente trabajo ne está centra­

do en características microscópicas, la ,lescripci6n que se haga será ma­

croscópica. Para esto habrá que introducirse en los terrenos de la Termo 

dinámica y tratar un fenáneno de transporte: conducción eléctrica. 



I.2.2 Tratamiento Termodin§mico de la conducción 

eléctrica: tensor de ¿onJ~cti~id~d 
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La conducción eléctrica describe el flujo de carga eléctri­
ca a través de medios, en respuenta a campos eléctricos aplicados. Para 

materiales en que la respuesta a campos aplicados es lineal, la conducti 

vidad eléctrica o establece una relación lineal entre el vector de co--­
rriente y el de campo. 

Al considerar la anisotropía del material, resulta que la -

corriente no sigue necesariamente la direcci6n de las líneas de campo. 
Para describir matemáticamente este comportrunicnto, se emplea una repre­

sentación tensorial <le la conductividad, que permite, por ejemplo, que -

un crunpo E orientado en la dirección x (E = E i) produzca un flujo de co 
X - • 

rriente con componentes en las direcciones x. y, z O=o E t+o E i+o E k). 
XX X yX X- ZX X 

Se trata entonces de un tensor de segundo orden (Juretschkc, 1974). La -
conducción eléctrica es, además, un ejemplo de proceso irreversible y se 
presenta en problemas sujetos a condiciones de frontera, gobernadas por 
la ley de conservación de carga. 

Ya que se trata de un proceso tennodinámico irreversible, 
es conveniente hacer una descripción más general del fencrneno. Desde el 
punto de vista tennodinlimico, existen dos cantidades con las cuales se 
describe el compo1·tamiento de un proceso irreversible: la que provoca el 
fenómeno y la característica cuantitativa causada; la primera es una fue.::. 

za generalizada Xi (el gradiente del potencial eléctrico, o sea el campo 
eléctrico) y la segund~ es un flujo generalizado Ji (flujo de corriente 
eléctrica). Fenomenol6gicamente, la ley que gobierna el proceso se expr~ 
sa como una relación lineal entre causa y efecto; esta ley no se obtiene 

de una teoría unificada de procesos irreversibles - que tendría un ori-­
gen estadístico, dada la naturaleza molecular del fP.n6meno -, que aún no 

existe, así que dicha ley se trata como un nuevo principio. 

De acuerdo con este, la relación entre fuerzas Xi y flujos 
Ji se establece como sigue: 

J¡ = L L¡kXk (l.6J 
k 



donde los coeficientes Lik se llaman "coeficicll!cs fenorncno16gicos" (o -
cinéticos). 

En tennodinámica de procesos irrC"Versibles se trabaja con -
las relaciones de reciprocidad de Onsager, las cuales establecen que, p~ 
ra una elección adecuada de los flujos Ji y las fuerzas ~· la matriz de 
los coeficientes cinéticos es simétrica 
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Esta elección se lleva a cabo procediendo de la -ecuación ftm 

damental de la tennodinámica de procesos irreversibles, que d~t~imina la 

tasa de incremento de entropia 

Q§_"°'JX ot-T'1 
Tanto la ley lineal cano las relaciones de reciprocidad de 

Onsager pueden justificarse estadísticamente (Callen, 1960), pero en la 
tennodin.ámica de procesos irreversibles se consideran CClllO nuevos princ.!_ 
pios, que son generalizaciones de datos experimentales. 

Con estos fundamentos se pasa a considerar la situación pa!_ 
ticular de conducción ell~trica anisotr6pica. 

El transporte eléctrico está descrito por el tensor de con­
ductividad eléctrica a .. en la fonna vectorial de la ley de Ohm 

l.J 

(1.3) 

o por su inverso, el tensor de resistividad r .. , en 
l.J 

(I.8) 

Tanto o .. como r .. son tensores de segundo orden, y se si-
l.J l.J 

guc de la ecuación (I.7) que, en ausencia de campos magnéticos, son sim~ 
tricos en sus dos índices. 

La elección entre (I.3) y (I.8) en el tratamiento de probl.!:. 
mas de conducción es dictada por las condiciones de frontera a satisfa-



cer en el caso especifico bajo consi<leraci6n. 
· Cuando se trata con campos magnéticos independientes del -­

tiempo, la ley de Fara<lay (ce. l. Zi} conduce a que 

rotE=O 

lo cual a su vez implica que la integral <le línea <le ~ (es s6lo campo e­
lectrostático) sobre cualquier trayectoria cerrada es cero y por ende el 

campo es conservativo. Esta es una condición necesaria y suficiente pa­
ra la existencia de un potencial escalar $ cuyo gradiente es ~: 

E= -grad cp (f) ll.9) 

Entonces el problema se reduce a encontrar soluciones para 
el potencial $(r)- donde res la posici6n con respecto a un sistema de -
coordenadas cualquiera -, sujeto a las condiciones de frontera del caso 
que se esté considerando. La ccuaci6n diferencial para el potencial $ se 
sigue <le la combinaci6n de las eOJaciones (I.3) y (I.9) y se obtiene co­
mo expresión para la densidad de corriente: 

J, = 2:a¡1 ~ t1.10) 
J ux1 

utilizando la ecuación de continuidad en coordenadas cartesianas rectan­
gulares 

(1. 2va) 

se obtiene 

(I. 11) 

que es la ecuación <liferenc ial para el potencial. 

Más :.!cneral aún es la ecuación 

( 1 . 12) 
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que, con el ténnino k(r, t), consid<'ra la pns i b l •· producción o aniquila- -

ción de carga en algún punto del espacio. l:.J, la situación qu<' se estudia, 
al inyectar corriente eléctrica en el subsuelo, se están "creando" cargas 
eléctricas: se tiene en el electro<lo una fuente puntual y para todos los 
otros ptmtos se respeta la conservación de c:;1rga, lo que significa que: 

k (r, t) = ii.E.
1 
8 (x1) 8(yt) 8czt) at ll.13) 

donde p' es la densidad de carga especificada en un punto del espacio 
cartesiano por la función delta de Dirac (el ptulto donde se coloque el e 

lectrodo). 
Entonces, trabajando con una corriente estacionaria de fonna 

que ap/at O para todo punto excepto el de la fuente, se llega a la c-­
cuación 

ll.14a) 

Pmpleando la ley de Ohn (ce. J.3) y el hecho de que el cam­
po eHktrico sea conservativo y puccla derivarse de un potencial (ec. I.9) 

se obtiene 

(1.14b) 

I.3 Tratamiento bidimensional 

Algunas veces el subsuelo presenta características h~ogé­
neas e isotrópicas; pero en general está formado por materiales que son 
heterogéneos y anisotrópicos. Reproducir matemáticamente esta condición 
es una tarea en extremo dificil, dada la complejidad de las ecuaciones 
diferenciales a resolver. Una forma de estudiar su comportamiento es h~ 
cer idealizaciones con las cuales estas ecuaciones asuman una f onna que 
sea más fácil de resolver (Lima, 1979). 

La interpretación de datos de georesistiviclad se hace co--
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múnmente con la suposición de una estratificación en capas horizontales. 
\ 

Recientemente se han considerado modelos bidimensionales y triuimensiona_ 
les, tratándolos con métodos ru.unéricos. Estos últimos ofrecen un mayor­
grado de flexibilidad para dar solución a los tipos de problanas que en­
la realidad encuentra el explorador geof'isico (Aikcn et al., 1978; Dey y 
Morrison, 1979) . 

Cuando se trabaja con métodos nunéricos debe tomarse en 
cuenta, además de la estabilidad de la solución (i. e. garantizar un 
error que no crezca rápidamente, sino que al menos se mantenga fijo al -
aplicar el algod tmo) , la eficacia del programa de cálculo. es decir, -
su facilidad y rapidez, además de la convergencia del método de solución, 
junto con la capacidad de la computadora de que se disponga para proce -
sarlo. 

Un panorama realista del subsuelo sería aquél que presente­
estructuras tridimensionales irregulares (fig. I-4) • 

Figura I -4. Estnicturas tridimen­
sionales irregulares. 



Al pensar en tma dcscripci6n en coordenadas c.::irtcsiaru1s rcc 

t;mgulares, una primera idealización es considerar cubos homogéneos e iso 

trópicos, con las estructuras irregulares mencionadas (fig. T-5); se tra­

ta de un modelo tridimensional. 

Figura I-5. Modelo tri· 

dimensional del subsue­

lo. 

Este tipo de modelos ya ha sido trabajado con métodos num~ 

ricos (Dey y Morrison, 1979ó}, pero se encuentra que el tiempo de proce­

sador y la extensión de memoria requeridos para la solución de las ecua­

ciones son tan grandes, que no es posible implementar programas para so­

luciones numéricas en minicanputacloras. Debido a esto se elegirán mode­

los bidimensionales que permitan introducir, en las interpretaciones de 

los datos de georcsistiv1dad, estructuras geológicas más complejas que -

aquéllas que suponen estratificación en capas horizontales, dando como -

resultado w1 progrruna de cálculo sencillo que requiere baja capacidad 
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de memoria de computadora y no mucho t icmpu ,Je procesa,lor. 
El tipo de modelo escogido cons i stc de prismas rcctangula -

res horizontales infinitos, homogéneos e isotr6picos en los cuales la 
conductividad es constante; estas simplificaciones pcnniten considerar -

al tenso.r a .. corno una función escalar <le "x" y de "z" exclusivamente 
1J (fig. I-6), es decir , a no cambia en la dirección ">"':es simétrica con-

respecto al plano "xz", por lo que es de esperar que el potencial sea 

par en "y". 

Figura I-6. Modelo de pris­
mas infinitos con difercn -

tes conductividades. 

Introduciendo la notación de operadores Nabla, la ecuación 

(l.14b) queda como sigue: 
1 

-V· [o-(x,z)\lcp(x,y,z)]= ~~ O(xt)C(yf)C(zf) t l . 1 S:1 J 
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Esta ecuación puede reescribirse de la fo1111a 

'Vo-(x,z)· "Vcp(x,y,z) + O-(x,z) '12
cp(x,y,z) = 

aP' - at O(x,)O(y1)0(z1) (l.1Sb) 
Usando la relación vectorial 

se despeja 

(l. 17) 

y se sustituye esta relación en (I. 15b) para obtener 

1 

a-v2cp +'if-ca-cp)-cpV2cr = -2~ Ó<i~Ó<y,>ÓCzt) (I.lSc) 

En las ecuaciones anteriores, el potencial $ y el ténnino de 
la fuente ap'/at 6(xf)6(yf)ó(zf) son funciones de (x, y, z), y la condu!::_ 
tividad o es únicamente función de (x, z), reduciendo el problema a dos 

dimensiones. Por facilidad en el cfilculo, es preferible resolver estas 
ecuaciones en el espacio de la transformada de Fourier (x, Ky, z), tr~ 
fonnando "y" en el dominio de Ky. Esta transfo1111aci6n se efectúa de un 

dominio a otr0, y viceversa, por las ecuaciones 

~ rcn 
f(x,Ky,z)=J~ f(x,y,z)cos(Kyy)dy (l.lSaJ 

o 

2 ¡CO~ 
f(x,y,z) = 7T f(x,K 1 ,z) e os (Kyy) dK1 

o 
(I. lBb) 

donde f(x, y, z) y f(x, Ky, z) se suponen funciones pares de ''y" y de Ky, 

rcspectivnmente. 

Con la transfonnaci6n (I.18a) la distribución tridimensio­

nal de potencial 4>(x, y, :) debida a una fuente puntual en (xf,yf zf) S2, 

bre una distribución bidimensional de conductividad o(x,z) se red~ce al 

potencial transformado bidimensional q, (x,Ky,z). Este último es una so 
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lución cln la ecuación transfonnada (l.15a) 

[ ~ J 2. ,..., 
-V· cr(x,z)Vcp(x,Ky,z) + KyCT(x,z>cpCx,Ky,z) = 

a 8cx,> 8cz,) ( !. l~)a) 
De fonna similar se obtiene de (l.1Sc) 2[ ,..., 1 2"' "' V cr(x,z>cpCx,Ky,z)J + cr(x,z)'\/ cp(x,Ky,'Z) - cpCx,Ky,z}v2a-(x,z) 
2. ~ ,...,~ ~ 

- 2 Ky CT(x,z)cp (x,Ky,z) == - 2 O_o(x~ o(z1) l l. 19b) 

para un valor fijo de l\y. El pnrámetro Q definido en las ecuaciones ante­

riores es la densidad de corriente de estado estacionario constante en el 
espacio (x, Ky, z), dada por 

(l. 20) 

La densidad de corriente Q puede relacionarse con la corrien­

te 1 inyectada en Lxr, zfJ por 

,..., 1 
a=2KA l 1 • 21) 

donde AA es un 1irea representativa en el plano "xz" alrededor del punto -
de inyección (xf, zf) \ver apéndice A). 

Las ecuaciones (l.19a) y (I.19b) son SlJllPlemente fonnas di±e­
rentes de escribir la ecuación de continuidad (I.lSb), en el es!lacio-­
trans formado (x, Ky , z) . 

El objetivo de esta tesis es obtener, utilizando el m6todo de 
diferencias finitas, soluciones numéricas para las ecuaciones (I.19a) y -
(I.19b) sujetas a las siguientes condiciones de frontera: 

1) La función de potencial tridimensional ~ (x, y, z) debe -- -
ser continua a través de las fronteras de cada elemento de la distribu--­

ci6n de conductividad o (x, z), y 
2) La componente del flujo de corriente nomal a estasc;-fTont!:_ 

ras 

también debe ser continua. 



La elección de tales condiciones ,,cr:í explicada en el capit~ 

lo II. 

La solución del potencial transfonnado ~ (x, Ky, z) se obti~ 

ne derivando las "ecuaciones de diferencias" de ll. Hla) y de (I. 19b), m~ 

ctiante la apropiada discretizaci6n del espacio tx. Ky, z) sobre el cual 

se resolverá el problema. La ecuación ( I. 19a) se pros ta para una discre­

tízaci6n volumétrica tcquívalente a una discretizací6n por tirea en el es 

pacio "xz") y la ecuación (1. 19b) es adecuada para una formulación de - -

díscretizaci6n por puntos. 

Con el fin de hacer más claros los procedimientos de discre­

tizaci6n, en el siguiente capitulo se hará una breve explicación de la -

esencia del método de diferencias finitas. 
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CAP JTULO I I 

IJISCRET!ZACION POR IJIFERENC!AS FINITAS 

Resumen 

En este capítulo se presenta una introducción al método de -

diferencias finitas. Se obtiene m1a aproximaci6n en diferencias para el 

operador Laplaciano bidimensional cartesiano. Se mencionan los errores -
que pueden aparecer al trabajar con tui método numérico. Se presentan las 

ecuaciones a resolver, con las condiciones de frontera que se imponen -­

aquí; tales ecuaciones son discretizadas para dar origen a sistemas li-­
neales. La matriz de coeficientes de cada sistema se denomina Matriz de 

Capacitancias. Se mencionan sus propiedades y, finalmente, se establece 
una prospectiva para llegar a soluciones en el espacio transfonnado 
(x, Ky, z). 

11.1 Método de Diferencias Finitas 

Las soluciones de mucnas ecuaciones diterenciales pueden 
aproximarse por métodos numéricos, siendo uno de los principales el de -
diferencias finitas. Este método también se usa para interpolación, deri 

vaci6n numérica, integraci6n numérica, ajustes de OJrvas. 

El establecer una diferencia finita consiste en aproximar el 
valor de lUla derivada por el cociente de dos diferencias, sin considerar 

el limite cuando el denominador tiende a cero; se puede pensar que se 

usan pendientes de secantes, en vez de pendientes de tangentes, a una -­
curva. Para esclarecer este concepto se usará lllla función de una varia-­
ble. 

Si se tiene una función y 

res de x diferentes: 
f(x) en fonna tabular para valo-



·'ir~ 

X,. f 
x, fú(,) 
Xj f(xj) 
~~. . ~~~) 

f(x) 

f (xk) 
f (x1) 

f(x,) 

Figura II-1. Tabulación de f(x) 

para diferentes valores de x. 

entonces se da la siguiente definición: 

Definición II. 1. 1: Las "primeras diferencias divididas" de 
f(x) son: f (x 1) - f (xj) 

f(xi,xj) = x, xj e= tan a) 

f(x x \ = fCx,l - f(xt.) (=tanª> 
11 1( X¡ - Xk f-J 

(11.1) 

en que i, j, k son enteros. Esta definición no se altera si estos ente­
ros no son sucesivos. 

Es fácil relacionar esta definición con el método de Fermat 

para aproximación de tangentes a curvas en un punto dado (Cruse y Gran­

berg, 1971). Se observa que estas primeras diferencias divididas corre~ 
ponden a una primera <lerivac i6n; de fonna similar se pueden definir dif~ 
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rencias divididas <le ónlencs superiores: 

Definición IJ.1.2: Si f(x., x.) y f (x., x.) son <los prime--
1 J J I< 

ras diferencias divididas de f(x) con un argumento - x. - en común, en-­
J 

tonces las "segundas di fcrenc ias el iv i<l idas" de f(x) son 

fCx1.xJ (=tona 
X1 

( 1 I • L) 

En fonna inductiva, una diferencia dividida de cualquier or­
den se define ccrno la diferencia entre dos diferencias divididas del or­
den inmediato inferior, superpuestas en todos sus argumentos menos en u­
no, divididas entre los argunentos extremos. 

Utilizando los conceptos anteriores se explicará ahora c6mo 
las derivadas parciales también pueden aproximarse por diferencias fini­
tas. Para esto se considerará un problana bidimensional 

Lu=f (II..>J 

con u = u(x, z) en un daninio D sujeto a ciertas condiciones en su fron­
tera, siendo L un operador diferencial; sean los puntos P .. una aproxim~ 

1J 
ción discreta para D con espaciamiento unifonne h = AX, k = 6z: 

La aproximación para (au/ax) .. se desarrolla con la notación 
l.J 

u = u(ih, jk) para el valor exacto y Uij para la aproximación discreta -

de la función. 
El procedimiento consiste en tonar una expansión en serie de 

Taylor de la función u(x, z) (lo cual requiere que existan sus derivadas 
en todos los órdenes) 

a (óxl a2 

U(x +6x,z) = U(x,z) + ~x ~ (x,z) ~ ~(x,z) + 

(11 •. 1) 

donde la notación O!(t.x) 4 J significa "ténninos de orden (t.x) 4 y/o mayor", 



z 

~ 

z 

X 
a 

Pij 

--
b 

X 

Figura II-2. a) Sea D un dominio continuo, y 

b) una aproximación discreta a D. 



y dividir la ecuación (II.4) entre LJ.X, con lo que se obtiene 

(11. ;;¡ 

de donde la aproximación a primer orden resulta ser 

au (x,z) ~ U(l\ +Ax,z) - U(x,z) 
ax D.x 

(Il.óa) 

El valor de la parcial puede escribirse en notación indicial como siRtJe: 

(II.6b) 

La ecuación (II.6b) resultó de considerar la diferencia ''ha­
cia adelante" en una aproximación a primer orden, donde O(h) - "ténninos 

de orden ... " - representa la notación asintótica para el error de tnm~ 
miento de esta aproximación (es decir, cortar la serie en términos a Pª.E. 
tir del primer orden en h) . 

Como una alternativa para la aproximación por diferencias -­
''hacia adelante" de la ecuación (II .6b), una diferencia ''hacia atrlí.s" se 
obtiene de fotma similar, canem.ando con la expansión en serie de Taylor 
para u(x-Ci.X, z) alrededor de (x, z): 

au ~ 1 ifu 
U(x - ~x,z) = U(x,z) - b.x al+ (D.x¡ -zr di2' -

3 3 1 a u [ 4] {b.x) 3! ()X! +O (b.x) (11. i) 

donde todas las derivadas se evalúan en (x, z). Tras dividir entre t.X se 
encuentra la relación 

dU I _ 1 [ ) 
Ox IJ - h Ul,j - U1-1,1 + O(h) ( II . 8) 

que da una aproximación a la derivada por diferencia "hacia atrás", tam­

bién a primer orden en el error de truncamiento. 
Si se desea una aproximación a au/ax de orden mayor, se pue­

de substraer (II.7) de (II.4). El resultado, con todas las derivadas ev~ 

48 



49 

luadas en (x, z), es 

t 11 .!l l 

que, al dividir entre 2~, genera la aproximación a segundo orden 

(11. lll) 

Es posible obtener aproximaciones elementales para segundas 
derivadas parciales combinando las expansiones en serie de Taylor en 
(II.4} y (II.7). Por ejemplo, sunándolas se encuentra 

(Il.11a) 

que en notación indicial se escribe cano sigue: 

(I l. llh) 

Con lo expuesto se adquiri6 la capacidad de expresar operad~ 
res diferenciales más complicados en forma de diferencias finitas. A ma­
nera de ejemplo, considérese un operador Laplaciano bidimensional carte-
si ano 

2 a2u a2u v ucl(,Z) = w + crzr (l l. 12) 

Si se tanan en cuenta espaciamientos iguales h = k se tendrá 

y usando la aproximaci6n (II.llbl para uxxl ij y otra de la misma· forma -
para u 1 .. , se obtiene una expresi6n en que el valor de v2ul .. en un --zz 1J 1J 
punto sólo depende de los valores de u en los puntos adyacentes y en el 
mismo punto: 

\72u li,1:;:: ~[ u1+1,Tu1-c,t ut,J+i+ u1,1-4 4u,,1J + O(h2) ( 11. 1 ·ll 



so 

Sin embargo, en algunas ocasiones se requiere una discretiza 

ción con espaciamientos desiguales; por ej cmplo, si se tiene un dominio 
muy grande y se desa conocer con mayor precisión el comportamiento de la 
función en una zona específica, se puede refinar la aproximación discre­

ta sólo en esa zona 

J 
z 

r: 

l 

' ' 
l {, 

x' 

Figura II-3. Discretizaci6n de D 
con espaciamientos desiguales 

En tal caso ocurrirá que !J.X. # !J.X. (en que AX.=x.+1-x.) Y en 
1 J l. l. 1 -

tonces habrá que reescribir las expansiones en serie de Taylor de (II.4) 

y de (II.7) de la siguiente forma 

( 11 . 15) 

- au 1 + C6.x1-1>2 a2~¡ 
U1-1,j ~ ui,J Ó.X¡-1 ch i,j 2! ax 1,J 

lI l. 111) 

Con el objetivo de poder GJncelar al¡.,runos términos, se multi 



y al sumar (II.15) con (II.17) se tiene 

U1+t ,+~X¡ u,_. I~ U¡ l (1 + A6.x, ) + 
' Ull.t-i ' ' Ull(-i 

de donde se obtienen sucesivamente 

y, finalmente 

41 ~ __ 2 ___ [U¡+u-U1,¡ 
Ox l,j óx

1
_

1
+8x

1 
óx

1 

+ 

5 l 

ll I.21) 

( l I. 221 

se tendrá el operador I~'lplaciano bidimensional cartesiano en np_roximac1bn 

a segundo orden 

v2u1 1 .~ 2 [ui+1,¡-u1,¡+ u1-1.¡-u1,~+ 
'
1 b.x 1 +óx1_1 Lix1 Lix

1
_, 

( 1J.2:l) 



52 

que se empleará para la discrctización de las ecuaciones a resolver. en es 

te trabajo. 

II.2 Estimación de error. Estabilidad y convergencia 

Las soluciones numéricas de una ecuación diferencial no son -
exactas ya que: a) comprenden expansiones en series infinitas que son co!. 
tadas a partir de cierto valor; b) de un problema en un daninio continuo ' 
se pasa al problema en un dominio discreto, y c) la precisión de los cál­
culos es limitada, pues se trabaja con un n(unero finito de digitos; es d~ 
cir, los métodos del análisis numérico son procesos finitos y su resulta­
do es un valor aproximado al exacto (desconocido) , excepto en raros casos 

en que la respuesta exacta es un número racional suficientcmeni:e simple -
como para que el método numérico lo obtenga. 

Cada una de las situaciones, (a), (b) y (c), representa un -­
error en la solución y para cada uno existe un nombre: 

EI1 la situación (a) se trata de un error de truncamiento de -
la ecuación de diferencias finitas: ésta no representa exaci:amente el CO!!!_ 

portamiento de la analítica y por lo tanto ~"lis soluciones no lo son para 

la ecuación original. 
En la situación (b) se habla de un error de discretización; 

para estimarlo, se establece que el orden del error de discretizaci6n to­
tal, es el orden más pequeño de todas aquellas aproximaciones usadas, a -
menos que se relacionen de alguna manera (Ames, 1977). 

Por último, la situación (c) representa un error de redondeo, 
que se presenta en soluciones iterativas (manuales o por computadora), 
porque la iteración se continúa sólo hasta que no ocurra ningún cambio en 

cierto n(unero de dígitos. 
Se tienen entonces dos tipos de error que se presentan al es­

coger un modelo para la ecuación que se desea resolver: no se llega a so­
luciones de la ecuación original, sino a soluciones de una aproximación a 
ella; esto es similar al caso en que se propone una ley física expresada 

matemáticamente, ya que ésta contiene ciertas idealizaciones sobre el fe­
nómeno que se describe, pero predice eficientemente lo que ocurre, depen­
diendo de las hipótesis que se haym1 hecho; de igual manera las solucio--



nos num6ricas serán similares a las exactas. dcpcnd i en<lo de los errores 

de tnmcamiento y <le discrctización. Podría parecer qm' se tendría una 

mejor aproximación cuanto menor fuere el tamaño del intervalo: pero, si • 

bien tal reducción disminuirá los errores del modelo, aumentar:i los de sus 

propias soluciones, con el rcsul tado de que crece el l'rror de redondeo. 

El análisis de errores es una de las primeras consideraciones 

en el desarrollo y aplicnción de cualquier método mnnérico. Aun siendo un 

campo extensamente cultivado, la herramienta matemática disponible es con 

frecuencia inadecuada, especialmente en problemas no lineales. 

La presencia de cualquier error puede llevar a una inestabil!_ 

dad munérica, es decir, a un esquema munérico que permita el crecimiento 

del error, cubriendo eventualmente la solución verdadera. Esta es la defi 

nición en uso actualmente (Ames, 1977). 

Una definición diferente de inestabilidad considera, en vez de 

la red de trabajo fija, un intervalo fijo O<t<T con una sucesión de solu­

ciones en diferencias finitas para redes sucesivamente m1is finas. Si con­

forme h-+D las soluciones en diferencias finitas en t = T pueden volverse 

no acotadas, el proceso es llamado "inestable". 

Sea U(x, t) la solución de una aproximación por diferencias 

dada, soluble paso por paso en la dirección t:. El efecto <le un error de -

redondeo en el c1ilculo por canputadora puede reemplazar ll(x
0

, t 0) por --­

U(x0, t
0

) + e en el punto <le malla (x
0

, t
0
). Si el procedimiento de solu­

ción se continúa con el valor U(x
0

, t
0

) + e sin que se introduzcan nuevos 

errores y si en puntos subsecuentes se obtiene el valor U* (x, t), en ton- -

ces se denota por U*(x, t) - U(x, t) la "desviación" de la solución, re-­

sultante del error e en (x
0

, t
0
). Cuando existen errores en más de un PU!!. 

to, resultan desviaciones acumulativas que no son aditivas, excepto en ·· 

problemas lineales. Si ó es el máximo error ab;;oluto · 1 r:(x, t) 1 <ó • y h 

el tamaño de intervalo, entonces el procedimiento se l l:una "puntualmente 

estable" si la desviación acumulada tiende a cero confo1111e ó->0 y no se in 

crcmenta más rápido que alguna potencia de h- 1 confo1111e h->D. 

Cuando la solución analítica correspondiente pem:inece acota­

da, un proceso de diferencias finitas dentro <le la banda semi-infinita 

0<x<1, t>O se llama "inestable por pasos" si parn una red de trabajo y 

condiciones de frontera homogéneas fijas existen disturbios iniciales pa· 
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ralos cuales las soluciones en diferencias finitas u .. se vuelven no a­
lJ 

cotadas conforme j-. 

El concepto de "convergencia" se relaciona con el de estabi­
lidad. Para introducir esta idea se utiliza la ecuación diferencial par­
cial 

en un dominio D con frontera r. 

u =g 
h 

en r (H.24) 

Se dice que e 1 esquema de diferencias fi.nitas converge si U (P) 
converge a la solución u(P) , con los mismos valores de f~~nter~, cÓJ1forme 
h-+-0. 

II.3 Caracteristicas formales de la ecü,~CiÓn dife­
rencial a resolver 

El problema que aqui se trata es uno de distribución estacio 
naria de potenciales, que cae en el esquema de problemas de equilibrio, 
en que la configuración de equilibrio $ en W1 dominio O se determina re­
solviendo la ecuación diferencial 

L ( n = f (II. 25) 
dentro de D, sujeto a ciertas condiciones de frontera; donde L represen­
ta un operador diferencial, y f una funci6n definida en D; ~es el campo 
a encontrar, como función de las coordenadas. 

Este tipo de problemas se conoce cano "problemas con valores 
de frontera"; la solución debe satisfacer todas las condiciones de fron­
tera y todos los requisitos internos en el dominio O. 

En el presente caso, L contiene derivadas parciales de se&U!:_ 
do orden; indicando con subíndices derivación parcial, una ecuación como 
(II.25) puede escribirse de forma cuasi lineal 

(Il.lb) 

donde a, b, c y f son funciones de x, z, ux y uz; se considera, además, 

que se satisface la condición de continuidad bajo la cual uxz=uzxº 



Para una clasificaci6n de (II, 2(1) sc piden las coml ic iones b'.:1_ 

jo las cuales el conocimiento de u, ux y uz C'n l' ( frontcrn Je D) sirva Pt_!. 

ra determinar en fonna única u=, uxz y uzz, que satisfagan (I I. 26) . Si -

estas derivadas existen, debe cumplirse 

d(U11) = Uudx + U1n:dz 

d(Uz) = Uudx+ Uzzdz 
lll.27) 

que, jwito con (II. 26)' asumen la fonna matricial 

o b e Uu f 

dx dz o Uu d(U 11 } (1l.28) 

o dx dz uzz d(Uz) 

Luego la solución para u , u }' u existe y es. Cínica a .11\enos que el de 
lO( xz zz . 

terminante de la matriz de coeficientes se haga cero,· o sea_ 

2 ? 
a(dz) -b dzdx+c(dx) =O {II.29) 

Esta es la ecuación característica para (II.26):. y.se clasifica como: a) 

hiperbólica, si b2 - 4ac > O; b) paraMiiCi,c'iibi :. 4ac-: O, y elíptica 

si b2 - 4ac < O. 

La forma generalizada de las ecuaciones (I.19a) y (I.19b) es 

--ª--(pt- >º;¡;(x,Ky,Z!\ _.P.._/p( )ap<x,Ky,Z)~+ 
ch v.,z OX -; c1z\ ll.,Z az j 

CT(x,z) ~(x,Ky, z) = f1(x, z) ( l l. ::;o) 

las ecuaciones que tienen esta fama se denominan_aut:oa~j_untas (Ames, 

1977; Dey y J\lorrison, 1979a). ._, 

Los coeficientes que resultan de llevar· (TT.30) a la fonna -



cuasi lineal (II.26) son 

a=c=-P(x,z)¡ b =o i 

· f =t
1
(x,z)- cr(x,z)q;(x,Ky,z) + g;cx.z} 

dP(x, z) 
oz 

o~(x, Ky,z) 
az 
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,...., 

apcx,Ky,Z) + 
ch 

(I l.31) 

y por lo tanto b 2 - 4ac < O, ya que ac > IJ siempre y b = O. Entonces, las 

ecuaciones que se van a trabajar son elipticas. 

Esta característica obligar§ a satisfacer ciertas condiciones 

de frontera para que la solución sea linica. Todo problema Hsico real ti~ 

ne siempre las condiciones de frontera para una solución única¡ pero en -

un modelo matcmlitico no sianpre es fácil decidir cuáles condiciones corres 

penden a la "realidad". 

Para un problema bidimensional, la solución '*'(x,z) de una ecu~ 

ci6n L (.¡.) = f puede representarse por la superficie z; = .¡. (x,z). La "fro!!_ 

tera" es una curva especificada en el plano "xz". Las condiciones de fron­

tera estlin representadas por la altura de la superficie z; sobre la curva -

frontera, y/o por la pendiente de la superficie z; nonna.l a la curva fronte 

ra. El borde de la superficie ~· (x,z) sobre la curva. frontera se llama cur 

va de soporte (en general, no es una curva plana). 

Parametri:ando respecto a la longitud de arcos, las ecuacio-­

nes para la curva frontera son x = !; (s), z = n (s), y para la cunra. de 

soporte se tiene r, = .¡, (~ , n) .¡. (s). El vector unitario tangente a la. 

frontera en el plmto s es ªt = i (d Uds) + k (d n/ds), (II ,32) 

y el vector unitario nonnal a la curva. es 

ªn = ªt x ] = k(d;; /ds) - iCdn/ds), (II.33) 

Ya que a es un vector axial, pudiendo elegir direcciones, se 
n 

escogen ejes y direcciones de fonna que a apunte hacia a.dentro de D (ha­
n 

cia el lado de la froatcra que contiene la solución). En términos de es--

tos vectores y derivadas, el grad.iente de 1' nonnal a la frontera en s es 
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O,,· gro d l/J al/! ar¡ al/! at - -ax- ()S + a¡- ·as= N(s) t I 1 • :\·l) 

donde (l 'J. /ax y íl w/az Se toman en los puntos X = I; (S), Z = n(s). 
En ténninos de es tas definiciones, se habla de tres tipos de 

condiciones de frontera: 

1. Condiciones de Caud1y, en que se especifican tanto el va­

lor de la fWlci6n ,¡,(s) a lo largo de la frontera cano el de su gradiente 
normal a la frontera, N(s). 

2. Condiciones de Diridllet, que especifican sólo valores de 

.¡.(s) a lo largo de la frontera. 
3. Condiciones de Neumann, que precisan sólo el valor de N(s). 

Algunas veces puede ser necesario proporcionar el valor de -
alguna combinación lineal de ~(s) y N(s), una sola condición de frontera 
intennedia entre condiciones de Dirichlet y de Neumann. 

En ocasiones, estas condiciones son homogéneas, cuando 
av(s)+aN(s)=O, para a, B dadas, pero independientes des, y en otras son 
heterogéneas, cuando ni¡{s)+aN(s) = F(s). 

Siempre que se hable de condiciones de frontera, se debe i!!, 
dicar la fonna de esta última. Puede ser una curva cerrada, para la ecu~ 
ci6n de Laplace en dos dimensiones, o ser Wla frontera abierta en fonna 
de U, consistente en un.a linea paralela al eje espacial y dos lineas pa­

ralelas al eje temporal, para w1a cuerda fija en los extremos, u otras. 
Se dice que la frontera es "cerrada" si rodea por completo a la solución 
(aun si parte de la frontera está al infinito); es "abierta" si va ali~ 
finito y no se imponen condiciones a la parte que va al infinito. 

Morse y Feshbach (1953) muestran que para una ecuación cHE_ 
tica con frontera cerrada, tanto las condiciones de Dirichlet como las -
de Neumann originan, por lo general, una solución única y establ~. mien­
tras que condiciones de Cauchy la sobreespecifican. 

El procedimiento que aquí ~e considera resuelve numéricamen 
te, en tma rejilla rectangular no unifonne, el problema 

L[~]=-'1· [a-v:PJ= f(x,z) en D t 11 .:\SJ 
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sujeto a condiciones de frontera dadas por un mo~elo primario <le estrati 
ficaci6n horizontal, que proporciona valores de f(x, Ky, z) en las fron­
te1·as izquierda, derecha e inferior del modelo bidimensional. Se consid~ 

raque en la frontera superior, i. e., en la superficie del terreno, la 
corriente no pasa a través del aire (fig. II-4) . 

.. 
'f 

t 1 

L 
·1 
f2 

1 

1 
t3="" 

~ ~ ~ 
~ ~ ~ 

Figura II-4. Malla bidimensional 
dentro de un saniespacio estrati 

fic~do. 

o-, 

O"z 

Otros autores (Dey y Morrison, 1979a) consideran que el ~ 
delo bidimensional está iranerso en un semiespacio homogéneo (fig. Il-5) 
y suponen que, lejos del centro del arreglo, el potencial decae como 1/r 
en el espacio (x, y, z), y como Ko(Kyr) en el espacio transformado (x, 
Ky, z) (donde Ko es la función Bessel modificada de orden cero y r la dis 
tancia radial a la fuente), lo que viene de usar el resultado 

a> + = :;,.{ cos(Ky·y) KJKyJ(x2 +z2
)) dKy 

o 
( T 1. ~h) 
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que es precisamente la transfonnacla invcr!-'a qu,· se está usando (ec. I .1Sb). 

Figura II-5. Malla bidimensional 

en rm scmiespacio homogéneo. 

o¡; 

En el caso tratado, para definir el semiespacio infinito in 

ferior con distribución arbitraria de conductividad en dos dimensiones, 
se diseña el conjrmto D con fronteras artificiales simulando planos infi_ 
nitamente distantes al centro del arreglo, tanto en la extensión horizon 
tal (dirección x) como en la vertical (dirección z). Tal semiespacio fo­

ferior est1í indicado por la malla mostrada en la figura (Il-6). 

Se escoge una malla rectangular con espaciamientos irregul~ 

res arbitrarios de los nodos, tanto en la dirección x como en la z. Los 

nodos en la dirección x tienen indices i = 1, 2, 3, .•. , NX, y los nodos 
en la dirección z tienen índices j = 1, 2, 3, ... , NZ. Los bordes al in­
finito izquierdo y derecho se sinrulan por las líneas i = 1 o i = NX, res 
pectivarnente. El borde al infinito del fondo está representado por la 
línea j = NZ. 



rigura ll-6. Malla rectangular 
de discretizaci6n. 

/\z 
NZ-1 

Las ecuaciones (I.19a) y (I.19b) se aplican en cualquier no­
do (i,j) para representar una aproximación sobre un ~rea·t.A .. , ilustra­

i,J 
da por la porción sombreada en la malla. Para un pu11to en el interior se 
tiene que 

(Il.~7) 

y en el límite, en la superficie del suelo, con z~o 

(lI .. 18) 

Puesto que la simulación del medio está restringida al se-­
miespacio conductivo inferior en D, se requiere precisar las condiciones 
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de frontera en puntos (x, ::) 1: I' U D. En la superficie, 

se implementa aplicando la condición de tipo Neum:itm 

(J. ª 'Cp,i = o 
ij dry ll 1.39) 

(11 

con z O, esto 

en la que n es la dirección nonnal hacia afuera de la frontera, condición 

que significa que no hay flujo de corriente del subsuelo hacia el aire -
(recordando la ley de Ohm, ce. I. 3). 

La tenninación del medio plano inferior en x= ± "°" y z= "' se 
hace extendiendo la malla suficientemente lejos de las fuentes y de las 
heterogeneidades en conductividad, de fonna que la distribución de pote!!_ 

cial total en estos bordes se aproxime a un comportamiento asintótico. 

Los valores de frontera a lo largo de estos bordes "infinitamente" dis-­
tantcs pueden especificarse a partir de soluciones conocidas de una dis­

tribución primaria de conductividad homog6nca, o por capas horizontales. 

Las heterogeneidades son vistas cano perturbaciones sobre esta distribu­
ción. Las condiciones de frontera a lo largo de los bordes izquierdo, d~ 

recho y del fondo, se vuelven entonces de tipo Dirichlet. 

Aquí.se propone usar condiciones de frontera provenientes -
de un modelo primario de estratificación por capas, el Olal calcula num! 
ricamente valores de ~ en puntos alejados tanto de las fuentes puntuales 

como de las heterogeneidades en conductividad; es decir, el modelo prim!!_ 
ria proporciona infonnaci6n sobre el canportamiento asintótico del pote!!_ 

cial transformado. 
Estas condiciones presentan la ventaja de considerar que 

fuera del modelo bidimensional se pennite la variación vertical de la 
conductividad, lo que admite lUla mejor aproximación conceptual a un sub­
suelo real que pensar en Wla malla rodeada por un espacio homogéneo. 

II.4 Discrctización de la ecuación de Poisson 

Con la infonnación proporcionada en las secciones anterio­

res, se ha ubicado el problema, de manera que ahora es posible proceder a 

la discretización de las ecuaciones (I.19a) y (I.19b). 



()2 

~I.4.1 Discretizaci6n por puntos 

En el capítulo l se mencionó que lu e~uaci6n (I.19b) era~ 

decuada para Wl3 discretizaci6n por puntos. Ahora se mostrará cómo lleva!:_ 

lo a cabo. 

Para todo nodo en el conjunto D, ¡(x, Ky, z) debe satisfa­

cer la ecuación (I.19b) 

"V2 
[ o-(x,z)~(x,Ky,z~ + O"(x,z)"V2~(x,Ky,z) - ~(x,Ky,z)"V20"'(x,z) 

(I .19b) 

en que el operador Laplaciano bidimensional se aplica a a(x, z), ·a 4(x,Ky,z) 

y a o(x,z) cp(x,Ky,z). 

La distribución de la propiedad física a (x, z) conocida se 

discretiza en cada nodo por a .. (fig. Il-7); en la solución rnin6rica se - · 
l.J -

trata de evaluar w1 conjunto discreto de cj> ••• Para ello se usará la ecua­
l.J 

ci6n (II. 23) 

"V2ul .~ 2 [ui+1.¡-ui.1 + ui-1.¡-ui.~+ 
I,¡ Ax

1 
+Ax1_1 

~x 1 ~it 1_1 • 

2 [ui,¡+1- u,, 1 + u,,H- u1,11 
Az1+AzH AzJ AzH ] tlI.23) 

como aproximación a segtmdo orden para el operador v2 • 



i-1,j 

i, j-l 

i, j 

/J. z. 
1 

i,jf.' 

Figura II-7. Discretizaci6n 

ºij en cada nodo. 

i+~j 

Al aplicar el operador de diferencias (II.23) a la ecua-­
ci6n (I.19b) para cualquier nodo interior de la malla, resulta la fonna 
discretizada que se da a continuación: 
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( I 1.40) 

que, con una nueva notación, puede escribirse de la siguiente manera: 

c'.1,¡ + c'·1:r + c•.1;¡ + c•.1,¡ d.1,¡ -
I ~l-1,J D lf-'1+1,J S ~1,J-1 F ~1,J+1+ A 't'l,J-

donde 

( 1 1 • 41 j) 

es el coeficiente de acoplamiento entre los nodos (i,j) e (i-1,j), 

(II.41ii) 

es el coeficiente de acoplamiento entre los nodos (i,j) e (i+1,j), 



d•I- _ 2(o¡ H+ a¡.g 
s- (tlz 1+ZSz1_1) zH 

( 11 •. 11 iii) 

es el coeficiente de acoplamiento entre los nodos (i,j) .e (i,j-1), 

111 •. 11 

es el coeficiente de acoplamiento entre los nodos .(i,j)-e-(i,j+.1) y. 

c;1=- ( c~· 1 + c~1 + c';1+ c'~1 :_ 2Ky 2 <:7Lf lil .. 11v> 

es el coeficiente de autoacoplamiento en el nodo (i,j). 

ó5 

La ecuación de diferencias (II.40) así obtenida indica que - -la solución de .¡.en el nodo (i,j) depende sólo de los valores de ip en los 
nodos adyacentes (i-1,j), (i+l,j), (i,j-1) e (i,j+l). Los coeficientes de 
acoplamiento cij son funciones de la geometría de la malla de discretiza­
ci6n y de los valores de la propiedad física o, y por tanto conocidos en 
todos los nodos del conjunto D. 

Debe notarse que en la aproximación en diferencias finitas 
al operador v2 se supone implícitamente que las distribuciones flU1ciona--- - -
les de<!>, o·(aq/ax) y o·(aip/az) son al menos continuas por partes. La c--
cuación (Il.40) es válida para cualquier distribución de o .. (O<o<m) y, 

l.J 
para cualquier punto interior en la malla, las condiciones-de frontera 
requeridas sobre la continuidad de~ y de o•Ca4/an) se satisfacen a tra­
vés de cualquier el~nento rectangular. 

Mientras que los coeficientes y la forma de la ccuaci6n -
(II.40) son válidos para todo nodo interior, las ecuaciones correspondie~ 
tes se ven un poco alteradas para los nodos localizados en la superficie 
superior y en los bordes izquierdo, derecho e inferior de la malla. Las ~ 
cuaciones en diferencias para estos nodos, con condiciones de frontera a­
propiadas, basadas en el comportamiento asintótico de los potenciales, se 
formulan a continuación: 

Para nodos localizados en la linea z = O. 
Para todos los nodos (i,j) con i = 2, 3, ... , NX-1, 1, 



la condición de frontera es de tipo Nctunan. i. l'. 

~ a'Cfo1í = 0 1j a 77 
l I! . 3!J) 

Esto se implementa suponiendo un renglón adicional de nodos 

en el aire, en j = O, tal que el potencial 4:¡_ 2 y la con<luctivid::id ui
2 

en 

los nodos (i,Z) se reflejan en los nodos imaginarios (i,O). Esta suposi­
ción lleva a la fonna en diferencias <le la ecuación (I. 19b) dada por 

d·i,'.I:'. +Ci,i,'.¡ +C1,j,¡ + 
l 'f-"1-t,j O 'fi+t,j F 'fi,J+t 

c1,i ?>, = 
A l,j 

( 11.42) 

donde los coeficientes de acoplamiento est:ín dados por 

i,j 2(o¡ ...... :+ (J, is/ e - - '"!1 '· o - (&x..+ X¡,> X. 
1 - 1 

c'·J== - [ c1J+ c1.1 + c1,i - 2 ] 
A 1 o F 2 K y Oj ,J (JI .42iv) 

Para todos los otros bor<les se conoce el valor de ~(x, Ky, z), 

como condición de frontera de tipo Dirichlet; entonces se eliminan de la 

Matriz de Capacitancias los renglones y las columnas correspondientes a 
estos nodos, agregando al vector <le fuentes su contrih..tci6n al potencial 

de los nodos que les son adyacentes. 



67 

II.4.2 Discrctizaci6n por áreas 

Para todo nodo en el conjunto D, la relación constitutiva 
para el potencial desconocido Hx 1 1\y, z) está dada por la ecuación (I. 19a) 

[ 
,...,, ] 2 "' 

-'\/· CT(x,z)''ilcp(x,Ky,z) + KyCT(x,z)cp(x,Ky,z) = 

(l .19a) 

La distribución de la propiedad fisica a en todo nodo (i,j) 
de la malla rectangular descrita en la sección II.3, puede discretizarse 
en el sentido de que ahora o.. indica la conduct.ivic11d en una región ac~ 

l.J 
tac.la por los nodos (i,j) e (i+l,j), en la dirección x, y por los nodos -
(i,j+l) e (i+l ,j+l), en la dirección z. Se intenta evaluar la s~lución n.!:!. 
mérica de (I.19a), que consiste de un conjunto discretizado de~·. en ca-

l.J 
da nodo. Como en el apartado anterior, se supone que el nodo (i,j) repre-
senta la región cerrada o.A .. alrededor del nodo, cerno se ilustra en la fi 

l.J 
gura (II-6). Se observa que para un punto nodal en el interior 

(1L37) 

y en el limite cuando z~o, para un nodo en la superficie del terreno, 

( I 1 • :'iS) 

Para cada nodo (i,j) para el o.ial ~ es desconocido, se in 
tegra ahora la ecuación (I .19a) sobre la región AA .. correspondiente, P!!, 

l.J 
ra obtener -JJ '1· { 0-(X¡,Z¡) \7 ~(xl'Ky,ZJ)} dx,dzl + 

6A1,J 

J jKy2 CT(x1,z 1) ~(xl'Ky,zl )dx1dz1 -

6A1,J 

JJ Q 8 (xt)8(z,) dx¡ dz1 ¡ 11 •• 1~1 
6A1,J 



Usando la relación Q = I/26A .. se tiC'Ilc que 
lJ 

-JJ 'V·{ O"(~i,zj) \l-'$)x¡,K:y, z1)}.c¿xí dz1 + 
~Al,J ,. ' 

ffKl CT(X¡,Z¡) ?>(x,,KyizJ)·~;l~ZJ 
ÁAl,J . . ... 

Empleando ahor-..i el teorema de Green se llega a 

JJ 'l·(O" 'Vcpl da= lll.45) 

ÁA1,1 

l ll . -l4) 

donde n es la nonnal en la dirección hacia afuera y Lij es la liriea de·.~ 
contorno que encierra a la región t.A . .• 

l.J 
La descripción de la distribución de a, del área represe!!. 

tativa óA .. y de la linea de contorno L .. alrededor de un nodo (i,j.) en 
l.J l.J 

el interior de la malla se ilustran en la figura (II·B). 
El primer ténnino del lado izquierdo de la ecuad6n (II.44) 

est§ dado entonces por 

~Il .45) 



H,J 

1,.1:-1 
D;°-1,1-1 VI 11 (T. 

l,J-1 

VII 

VI 

o;:..,J V 

11 

111 

IV 0.:J 

IJ+I 

Figura Il-8. Elemento de área 
discretizada MI ... 

l.J 

l+l,j 

El contorno de integraci6n a lo largo de la linea L .. se 
l.J 

subdivide en ocho subsecciones, cano se indica en la figura ~II-8). Int~ 

grando a lo largo de toda la trayectoria L .. y aproximando a~/an por di­
l.J 

ferencia central, se obtiene 
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!:. zl ~ ,j (éfo.1~ l1·9 + !:. X~ Oí, I ~ ef,,t~ ~ 1),, I~ + 

t.' l-~-1, 1 ( ~'!~ ~ f>i.9 + t. z 12Oí-1,1 ( q,,_!1 ~-f '· 1) + 
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~Z¡_,o¡_,,J-1 ( ?>1!;1- éf1.1)+ Lh,_,CJ\-1.1-1 ( 11.1;1- 11.¡'i 
2 \ X¡_1 2 \ Z¡-t 1 (ll .46) 

De fonna similar, el segundo ténnino del lado izquierdo de 
la ecuación (II.44) puede cxpandcrse cano 

JJ K/· Oi,1 ?>1,1 dx, dzl == 
~A1,¡ 

K 2 J... [o¡_,,¡_1D.x,_,Az1-t + Oi.1-1 b.x¡ b.zl-1 + 
'J l.f1J 4 4 

o¡,1D.x1 6zi + o¡_, 11 6x1_1D.z1] = :t. 
4 4 -A<o¡,¡,A1)'t'1,1 lII.47) 

SubstituyenJo la aproximación en diferencias de (II.46) y de (II.47), se 

obtiene para un nodo interior ( i, j) 

d·i~ +c'·J.:X +c1,1,¡ +c'·1,¡ +c'·J.:X 
1 1-1,J O 'f-í+1, J S 'f-'1,j-I F 'f-'1,¡+1 A 'f"'¡,¡ 

I 
-2 8cx Jo(z J (11,.18) 

f f 



donde los coeficientes Lle acop lam i en to CJS tfin dadoo por: 

d·i = - [ Ílz¡-1 Oi-1,¡-t 6z i o¡_,, 1] 
1 22Sx

1
_

1 

Cl,j= -[_Ó.z¡-IOi,J-1+ L'.\z¡ Oj,¡l 
o 2ZS:x 1 J (! I.48ii) 

ll l. 48i ii} 

(11 ,48iv) 

(11 .48v) 

La ecuación en diferencias (JI.48) indica que la solución - -de 4> en el nodo (i, j) depende sólo de los valores de .4> en los nodos ady~ 

centes (i-1,j), (i+l,j), (i,j-1) e (i,j+l). Los coeficientes de acopla-­
miento son funciones conocidas de la gcanetria y de la distribución de -
la propiedad física o en el conjunto D. 

Para la superficie del terreno (z = O) se aplica la misma 
condición de frontera tipo Neumann que para la discretización por puntos, 
es decir, 

a:. ª;p'i =o 
IJ or¡ lll.39) 

Asi, para nodos localizados en la superficie del terreno 

(i, 1), con i = 2, 3, ... , NX-1, la región 6.A .. está rodeada por el cantor 
iJ -

no L. . definido por las subsecciones II I, IV, V, VI, a, b, como se mues -iJ 
traen la figura (II-8). Entonces, para estos nodos, la ecuación de dife 



rcnci.as [inito.s e~;rú dad:1 pnr 

C1,j,¡ + ci,i.:X + ci,j~ t c1,j..:r _ 1 ~( )o( > 
1 't'l-1,i o \..f-11+1,1 F 't-"1,1+ A 1.f1,1-T 0 xf zf 

LI 1 • .¡~1) 

donde 

l [! • ·19i i) 

y 

(ll.49v) 

Para los nodos en los otros tres bordes, el valor del po­

tencial transfonnado ~(x,Ky,z) será proporcionado por un modelo primario 
unidimensional; será por tanto un valor conocido y bastará hacer lo mis­
mo que se describe para el caso de discretizaci6n por ptmtos. 
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lI.5 :-.latriccs de CapacitancL1s 

II .S.1 Discretizaci6n por puntos 

Al tomar la ecuación (Ir. 41) para cada nodo interior de la ma 

lla y la ecuac i6n (1l.4 2) para los nodos (j, 1) , con i = 2, 3,. • ., NX - 1, 

ndcmás de considerar 4ue en los demás nodos se conoce ~ (x, Ky, z), se o~ 
tiene w1 sistema de (NX-2) x (NZ-1) ecuaciones lineales a resolver siJ1mlt! 

neamente. 

En la discretizaci6n por puntos, cada coeficiente de acopla-­

miento depende de la distribución de a en la malla y de las distancias a 

los dos puntos adyacentes en cada dirección (fig. 11-7), corno puede verse 

en las ecuaciones (II.41í) a (II .41v) ¡ así, el coeficiente de acoplamien­

to del nodo (i,j) con el nodo (i+l,j) es diferente del coeficiente de aco 

plamiento del nodo (i+l,j) con el nodo (i,j): el primero es C~j y el se--=­
gundo es c;+l,J, que son: 

y, para mallas de espaciamiento irregular, resultan diferentes. 

Para un ejemplo, se considera la malla de NX = 4, NZ 3, de 

la figura (II -9) 



7~ 

4 7 10 

2 5 8 11 

3 6 9 12 

Figura 11-9. Ejemplo de convención 

de numeración para una malla rectangular. 

Los nodos individuales se numeran de 1 a 12, comenzando -
por la esquina superior izquierda e incrementando periódicamente a lo 

largo de cada columna. El conjunto de ecuaciones simultáneas para todos 
los nodos en la malla puede escribirse en forma matricial cano: 
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2 3 l¡ 

e" - e"~ o 4> S1¡ -A ... l. l 

2 es cg 4> - cr;2- es¡ s 5 F 6 

3 e, c1 h - ci~'- -
1 F O. l_O 

l¡ o --¡¡-' cíi eª h CFl'f;g:: c~¡11 cr s A -

(II.50) 

o, simbólicamente, como 

c?>=s (11.51) 

La matriz C de {(NX-2)·(NZ-1)}><{(NX-Z)•(NZ-1)} se llama Matriz 

de Capacitancias y está en fllllci6n de la geometrfa y de la distribución -

de a en la malla. Para diferentes posiciones de fuentes, la matriz C per­

manece :inalterada. 

La estructura <le la matriz es la sig11iente: 

a. Es tridiagonal por bloques, ya que es posible encontrar 

una partición de e de fonna 



e= 

en que cada submatriz Aii' '1<i<N, es cuadrada. 
b. Es poco densa, ya que una gran cantidad de elementos son 

cero; de hecho, sólo hay elementos no nulos en la diagonal principal y -
en cuatro codiagonales. 

c. Es bandeada, pues to que a partir de la codiagonal c. . NZ 
1.,1.-

hacia abajo y de la codiagonal c .. NZ hacia arriba, todos los elementos 
l t l+ 

son cero. El ancho de banda es NZ en este caso. 
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La elección de la numeración secuencial a lo largo de cohun­
nas o de renglones en la malla detennina el ancho de banda de C. En ex-­
ploraci6n geoeléctrica para grandes superficies, suele requerirse una ffi!!_ 

lla con NX<<NZ. Nunerar los nodos a lo largo de los renglones causa que 
el ancho de banda de C sea NX; si se ntnneran a lo largo de las columnas, 
el ancho de banda es NZ, cano ocurre en el ejemplo de la figura (II-9). 

La ~latriz de Capacitancias C tiene las siguientes propicda--
des: 

i) cii>O, i = 1, 2, •.. , NX•NZ, por la forma de definir el -­
coeficiente de autoacoplamiento, que es el que ocupa la diagonal princi­
pal; en los nodos en que se conoce.el potencial como condición de Dirich 

let, cii = 1. 
ii) cii>lici.il, i = 1, z',. .. , NXoNZ (esto también se debe a -

la fonna de coeficiente de autoacoplamiento}; es decir, Ces diagonalme~ 
te dominante. 

Cuando la discrctizaci6n se hace por puntos, la matriz C re­
sulta ser no simétrica, por la forma en que se definieron los coeficien­
tes. Para obtener soluciones habría entonces que recurrir al algoritJno -
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de eliminación Gaussiana. 

II.S.2 Discretizaci6n por 5reus 

En cuanto a la colocaci6n de coeficientes en la Matriz de Ca 

pacitancias. ésta es independiente del tipo de discretización que se 

efectOe. Entonces, la disertación de la sección antl'r ior s iguc siendo v!!_ 

lida y se conservan las propiedades de la matriz ya enunciadas. 

Sin anbargo, en la di scrcti zac i6n por áreas, los coeficientes 

de acoplamiento dependen de la distribución de o en la malla y de la di~ 

tancia entre los dos nodos que acoplan, cano se ve en las ecuaciones --­

(II.48i) a (II.48iv). En este caso, los coeticICntes ci.i y ci+l,j son --o I 
iguales: 

c1•j = -[ [; Z¡-10j,1S+ [;z J Oj, Jl 
O 2 X¡ ~ 

c'+,,J= -[~ZJ-IOi'k1+ ~Z¡Oj,¡] 
I 2 X¡ 

Esto hace que la Matriz de Capacitancias sea simétrica y po­

sitiva definida, es decir: 

xrcx>o, Vx;:1: o 
lL'cY y Morrison, 1Y79a). 

Tales caracteristicas presentan varias ventajas, como son: 

a. En la soluci6n calculada,· el error por redondeo durante 

el proceso es aceptablemente pequeño, si la estrategia de pivoteo que 

se emplee sea la de no hacer ningún intercambio (Varga, 1962). 

b. Existe factorización Cholcski (ver apéndice r.), el cual -

es un algoritmo rápido y corto para resolver sistemas de ecuaciones li-­

neales grandes, ya que pennite expresar a C como 

( 1 l. S:> 



donde Les una matri: triangular inferior no singular. 

Los elementos Je L s<:' obtienen de la siguiente fonna: 

( I I.54) 

En la expresi6n anterior se aprecia por qu6 el ancho de ban­

da de L es igual al ancho de banda de C: cada elemento de L depende del 

correspondiente en C y de los que estlin a su izquierda en L, asf que 

y 

En tal caso; la. soluci6n de 

cif;=s (I l.51) 

se lleva a cabo en los pasos 

l I f. 55) 

Esta técnica de factorizaci6n es especialmente efectiva ClJa!!. 
do NZ<<NX •NZ, pues hay aproximadamente NX·NZ(NZ + 1) (NZ + 2)/2 multipli­

caciones y NX•NZ rafees cuadradas para encontrar L, y aproximadamente --

2NX ·NZ(NZ + 1) multiplicnciones en la soluci6n por substitución directa. 

Además, una vez que se conoce L, se pueden procesar diferentes vectores 

S con la misma factorizaci6n. 

II.6 Planteamiento del problema 

!lasta aquí, ya se.ha hf!cho.li.i discr.ectizaci6n de las ecuacio­

nes que se manejan en este traba'.j~. y se lía n;ostrad~ el sistema lineal a 

resolver para obtener el conjunto discreto de valores de potencial trans­

fonnado cp ij . 

En suma, se tiene, parn cada tipo de discretizaci6n, un sis~ 



tema de ecuaciones 1 ineales, cuya so luci.6n pr0porcionar1i un conjunto di:;; 

creto de valores 4> • • para un número de onda Ky dado y para una posición 
1-J 

de fuente puntual dada. 

Recurriendo al principio de superposir:i6n, la distribución 

de potencial de corriente directa, debida a un arreglo con dos fuentes -

puntuales - que representan a los electrodos ele corriente en el campo - , 

se obtiene stunando los efectos de las soluciones a sendos sistemas de -­

ecuaciones para la fuente (+I) y para el electrodo que c.ierra el circui­

to l - I) : 

( I I . 5<1) 

La solución de este sistema proporciona valores de potencial en el espa­

cio transfonnado (x, Ky, z); para regresar al espacio (x, y, z) es nece­

sario resolver el sistema para varios números de onda Kyi (i=l ,2, •.• ), -

con la intención de luego integrarlos para obtener la distribución de ~ 

tencial q,(x, y, z) (fig.II-10) 

~y~--'""'--~~~'-t---?'-t-_..,,'----, 
Ky2,-J"--..,~--.,.,i<--=.J'-,-=:::.r-+-r---. 

Ky, .... ..._~~......,~-1'"~-!'~~r..--. 
XYZ 

figura ll-10. soluciones para varios 
números de onda Ky. se integran para obtener 4>(x ,y, zl 

1 
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Se obtendrá un progrruna de computadora que penni ta interpr~ 

taci6n de datos de campo intcractjyamente, es decir, que quien la lleve 

a cabo, proponga una malla y una distribución de conductividades.; la co!!!_ 

putadora obtendrá diferencias de potencial teóricas; el operador habrá -

de decidir si el modelo que propuso es adecuado, por comparación, en pu!!_ 

tos prefijados de acuerdo a la operación de campo, del parámetro "resis­

tividad aparente", mismo que la computadora podrá proporcionar, emplean­

do los valores de potencial aalc:ulados, la corriente inyectada y los pa­

rámetros del arreglo elcctr6dico usado. 

En caso de que el modelo propuesto no reproduzca la curva -

de resistividad aparente, se deberá proponer un nuevo modelo, variando -

conductividades o espacinmientos en la malla. 

Para lograr ese objetivo, es necesario resolver el sistema 

(II. 57) para varios números de onda Ky. (i = 1, 2, ... ). Se trata de tra-
.L 

bajar con matrices que tengan una gran cantidad de elementos, pues, por 

ejemplo, una malla de 30 nodos en profundidad por 100 de lado origina -­

una Matriz de Capacit;mcias de 3000" 3000, i.e., deberán manejarse 9oc 106 

cantidades. Sin embargo, aprovechando las propiedades de ·las rnatrices -

que se usan, se puer.~c hacer rl i sminuir la extensión de memoria y el tiem­

po de procesado que se requieren. 

Las tC>cnicas para solucionar el sistema .de ecuaciones 

(II.571 se presentarán en el siguiente capítulo. 
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CAPITULO lII 

ALGORITMOS PAllA LA SOLUCION DEL PROBLEMA 

Resumen 

En este capítulo se dan la técnica y los algoritmos con que 
se elabora el programa de cála.ilo buscadd. Se presentan lo~ diagrrunas de 

flujo del mismo y se muestra ce.no hacer la transfonnación inversa de los 
valores de potencial en (x, Ky, z), para obtener valores en el espacio -
(x, y, z). 

III.1 Métodos de solución de las matrices 

Los métodos numéricos para resolver sistanas de ccliaciones -

lineales de tipo Cij> = S, caen dentro de dos clases generales: iterativos 

y directos. En los primeros se seleccionan una aproximación ~ a ij> y la 
determinación de una sucesión ·.¡.1, cf, .•. , tal que lún ij>i = ij>. Usualmente, 

·+1 ,...., 
en el cálculo de 41 sólo se requiere anplear C, S y una o dos de las -
anteriores 41• En teoría, cuando se usa un método iterativo es necesario 
efectuar un número infinito de operaciones aritméticas para obtener 4 , 
pero en la práctica se detiene la iteración cuando se decide que la a- - -
proximaci6n en ese manento está aceptablemente cerca de 4> • Por otro la­

do, en ausencia de errores de redondeo, los métodos directos proveen de 
una solución tras ejecutar un número finito de operaciones aritméticas. 

En general es muy difícil decidir qué clase de método debe 

usarse para un problcrna detenninado. 
Para las ecuaciones que se dan en la presente formulación, 

se encuentra que los métodos directos de solución pueden aplicarse para 
distribuciones de potencial con múltiples posiciones de fuentes puntua­

les, con un costo de computación que podrá ser de 10 a SO veces menor -
que con las técnicas iterativas (Dey y Morrison, 1979a}. 

Por tal razón, se elige un método directo de solución; en -
esta situación, es ventajoso usar una matriz positiva definida, así que, 
a partir de ahora, sólo se trabajará con la discretizaci6n por áreas. 



L') 

"-

Se usar[1 entonces factod;:aci6n Choleski pura resolver el -­

s ist<..'lna de ecuaciones. 

N7 -. 
No es necesario resolver 1·¡ para j "' 1, 2, ... , NZ; i = (NX-1)· 

(NX-l)·NZ + 1, ••• , :--.'X·:-lZ, ya que estos valores están dados como con-

diciones de frontera. En la misrn.a si tuac i6n se encuentrm1 los potenciales 

<le los nodos en que i = NZ. Esto hace que, a<lanás <le las propiedades de 

la matriz enunciadas anteriormente, también sea irreducible y tenga una 

gráfica di rigicl<l fuertemente conectada (Varga, 1962) . Las ecuaciones en 

diferencias que originan la matriz e con las propiedades descritas son -

inherentemente estables para espaciamientos de malla arbitrarios (Varga, 

1962; véase apéndice B). 

El esquema para obtener la soluci6n es el siguiente: 

i) Se calcula la matriz C; debido a su simetría, s61o es ne 

cesario trabajar con la parte triangular inferior. ~lás aún, aprovechan­

do que es tridiagonal por bloques, la matriz puede almacenarse en un a­

rreglo de tres renglones por (NX - 2)· (NZ · 1) columnas (fig. IIl-1). 



' 2 

NZ+I 

Figura 111-1. Matriz C, 
tridiagonal. por bloques. 

Forma de almacenarla 
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ii) Se <.:alcula e 1 factor triangular inferior L, empleando 

el hecho de que el ancho de banda de L es igual al ele C para almacenar L 

en lll1 arreglo de (NZ - 1) >s (NX '2) •CNZ - 1) Cfig. IIJ,2) 

b) 

a) 1 

2 

NZ+l 

NZ+¡t--------

Figura III-2. a) Matriz triangular 

inferior L y b) Forma de almacenarla 

84 
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Considerando este arreglo, L se va calculando por colwnnas. 
La razón para hacerlo es que aún se tiene un gran nOmero de elementos y, 
para poder procesarlos en una minicanputadora, es nL'Cesar io mandar L a -
un disco, es decir, se requiere a1.m1entar la memoria del sistema Je cómp~ 

to, ya que no es posible mantener todos los elementos en memoria rtipida 
(o central). Además, habrán de calcularse varias f:Jctori zaciones, una P!!_ 
rala matriz C correspondiente a cada núnero de onda Ky¡ (i = 1, 2, ... ), 
que vaya a utilizarse; es entonces conveniente guardar en disco las ma-­

trices L¡ que resulten, para poder revisarlas todas. 
La forma de lograr los arreglos de las figuras (III-1) y 

(III-2) es la siguiente: 

c11-c,. 
' ,1 

e -e 1-nz, 1 3, I 

(III. 1) L····,....;.1 · 
J-:-k,J.•·-.·~+1.1 

El cálo.llo en. memória centi!ái :de V se presenta en la figura 

(III-3). 

NZ colU11Ui.as calculadas NZ -~ 1 columnas 
y·guardadas. No se que se emplean 
vuelven a usar · --cn·cr·cttfi:Ulo 

actual 

Figura IH-3. Fonna de acceso y de 
cálculo de la matriz trilingul~r i~ 
ferior L. 



Llevar e.latos e.le disco a memoria central es un proceso que 

consume mucho tiempo, por lo que conviene mantener en mt'llloria central 

tantos datos como sea posible, reduciendo el número de veces que se re-­

quiere interactuar con el c.lisco. 

En el esquema c.lcsarrollado, se utiliza el número de nodos en 

profundidad (NZ - 1) como parámetro que divide al número total de colum­

nas, pues este último es W1 múltiplo de aqut51. Se define en memoria cen­

tral una matriz de (NZ - J J x (NX - 2) • (NZ - 1) debido a que, bajo es­
te esquema, aplicar la factorización Choleski a Wla colllmlkl requiere 

usar las (NZ - 1) col unmas anteriores. 

El algoritmo procede llamando (NZ - 1) columnas de disco, a 

ocupar las colwrmas NZ a 2 ·(NZ - 1) del arreglo en memoria central; a 

continuación efectúa la factorización y las recorre a los lugares 1 a 

(NZ - 1), llamando entonces a las siguientes (NZ - 1) columnas de disco. 

Como el número total de colU!IU1as es igual al de nodos, o sea (NX - 2) • 

(NZ - 1), el procedilniento se repite NX - 2 \'cces. 

iii) De la misma forma, llamando los datos de disco, se efcc 

túa la substitución hacia adelante: 

N: collunnas \'a N: colunmas 

lit i l i zaJas; ;lo. tue se mu! -
vuc 1 ven a usa1~ i p 1 ica11 

se 10r NZ - 1 

cnglonc" 
1 )'a c·a 1 <.'.!¡]a I_.:;_ 

dos )' ~e 

restan del 

vector clt' 

lucntl'>' 

GJ - l 111111111111 

X: cocrkicntt' dt•I rcngl<1n que se está calculando 
Y: inc6.t:nita q11c >'C calcula. :: renglón cn uso clel vector de 
rucntcs. (//////1: Jo que se resta para el cálculo de Y. 

Figura III-4. Substitución hacia 

adelante 
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iv) La substitución hacia atrás necesita anplcar LT; puesto 

que ya se tiene almacenada L, se acccsa esta última, trabajándola en se~ 
tido inverso, es decir, empezando con la última colunma. 

111.2 Regreso al dominio del espacio 

Una vez calculado el vector 4> para cada n(lJllero de onda Ky i 

(i = 1, 2, .•. ,8), el regreso al dominio del espacio se hace ajustando -­
una función exponencial entre los valores de .¡. correspondientes a dos va 
lores de Ky_ subsecuentes; esta función se integra analíticamente: 

:L 

lll 1.2) 

Aqui, "y" es la variable que se parrunetri z6 por Ky; cuando 
se tienen arreglos colineales en una recta perpendicular a esa dirección, 
el valor es y = O, con lo que se tiene: 

(I II .3) 

Los paráme:ros A y ~ deben encontrarse para cada par de p~ 
tenciales transfonnados ~ (Kyi)' ~ (Kyi+l); tal efecto se logra con el -
siguiente desarrollo: 

~ bKy1 
cp (Ky1)= A e }=> { 
""' bKyt+t 
cp(Ky1+1) = Ae 

b = ln (;¡; (Ky1)/$(Ky1+1)) 

Ky1 - Ky 1+1 

,..., 
l n cp (Ky1+t}= LnA+ b K11+1 

( 111 .. 11 
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La swna de las lírcas que se obtienen entre cada dos Ky •s 
i • 

da por resultado el potencial total en el punto (X, ü, z), Esto ccmpleta 
el regreso al dominio <lcl espacio. 

Una ve;: que SL' tienen potenciales totales en los nodos <le 

la superficie, se puC{]cn encontrar diferencias de potencial entre pares 
de puntos. Conociendo la corriente inyectada y el factor geométrico del 
arreglo elcctr6<lico que se haya empleado en el compo, es posible calcu-­
lar valores de resistividad aparente, usando la fónrula 

n = G 6.V 
/Q 1 ( 111. SJ 

Cada vez que tennine un cálculo, -el programa desarrollado 
pregWltará si se desea otro con el mismo arreglo de electrodos; en caso 
contrario, acepta mantener el mismo modelo, cambiando s6lo de arreglo. 

Cuando ya no se desee otro cálculo de p
8

, permitirá elegir 
un nuevo modelo, o salir del programa. 

En el siguiente apartado se muestran los diagramas de flu­
jo, con lo que se canplcta la presentación del método_ de solución. 

III.3 Diagramas de flujo 

Se presentan a contiJUJaci6n los diagramas de flujo de los 
programas diseñados para el modelado bidimensional por diferencias fini­

tas. 
En una minicomputadora Eclipse de 3ZIO~ de lllelOClria central, 

se han elaborado varios programas independientes, con el objetivo de no 
ocupar su memoria con los que ya hayan cunpl ido su función. La conexión 
entre todos se lleva a cabo por medio de los archivos de datos que se -
van creando en disco; los fo1matos de lectura y de escritura son muy si_ 
milares en todos los casos. Tales fonnatos, así cano la cantidad de me­
moria central requerida, están controlados por el parlimetro (NZ - 1), 

que es el número de nodos en profundidad de la malla de discretizaci6n 
y corresponde también al ancho de banda de la Matriz de Capacitancias. 

Asi, una vez que se ha generado la malla, ésta queda fija, 
al igual que las conductividades asignadas; los programas que generan -



estos valores no volverán a usarse en el desarro ! lo posterior del algo- -

ritmo. De igual manera, cuando ya se formó la Matriz de Capacitancias, -

se procede a su factor1zación Cholesk1, continuando con las.substitucio 

nes directa e inversa, con las cuales se obtienen vectores de potencial 

transfonnado para cada Ky i. Entonces se lleva a c;1ho el regreso al domi­

nio del espacio y se tienen valores de potencial calculndos para el mod~ 

lo propuesto. Tras elegir un a1Teglo de electrodos, con el fin de propo~ 

cionar tm factor geanétrico, se procede a evaluar la resistividad apare!! 

te que se leería en la superficie de un terreno correspondiente al mo­

delo dado. 

Se repite el cálculo para cada d ifcrente posición de elec­

trodos, a partir de las substituciones; de esta forma se obtienen tantos 

valores de resistividad aparente calculados teóricamente, como datos del 

mismo parámetro se hayan medido en el campo. 

Así se logra una comparación entre valores teóricos y medi_ 

dos, con la cual se puede juzgar si el modelo propuesto es adecuado. 

No debe perderse de vista el hecho de que diferentes dis-­

tribucioncs de conductividad pueden producir la misma respuesta; una co­

rrecta interpretación de lo que existe en el subsuelo, necesita recurrir 

a datos obtenidos por otros métodos geofísicos; además, siempre debe te­

nerse en cuenta la geología de la zona. 

En las páginas siguientes se nuestran los diagramas de flu 

jo. 



Cenerac i6n Je ~h 1 L1 

Subprognuna '%\J.I.,\" 

Escritura en Jisco del archi­

vo de elatos generados 

'·~·~\LL..\ll'' 

,\signaci6n de cond11ct Í\' id:tdL'" 

Subprogrm11:1 "S 1 f7'1'\" 

Escritura en disco del :1rchi­

vo Je da tos de conduct i \'id ad 

"S 1 G-~\llAT'' 

Cjlculo Je coeficientes dL· la 

~lat ri: de Capacitancias 

Subprograma '%\lC:.\P//\CJ\11\'' 

Escritura en discn de lo~; :1r­

chivos "lll/\<1JN,\L" v "~l\TC.\l'll" 

X1 1 NKY 8 

Escritura en Llisco del factor 

triangular l., en el archi\'O 

"FAC! Nl<Y" 

Diagramas de flujo 

Nombre del program<l: IC!l!FIN 

JXl ~ l~ 1, \o. dt' fut'ntcs 

l~l ·' \KY " 1, ~ 

C1·eac i<in del \'L•,_·tnr dL• i't1<..•n­

tcs cnn c·ond ic iones de t'ront L' 

ra dL· ti 11'' lli ri ch IC't. 

Suhprogr:una ''Cll!ó\\1'.l:/COll!l 1 CE'' 

Substituciones 11ac1a adelante 
y atr:ís. Suhprogr:un:1 ":-. .\l(~\Rll" 

Escri lill'a en disco de la soli 

·ión de L'ad:t !'i!'tern:1 "l'fll'ENKY" 

Regreso al dominio dL•I L'spaci 

Subprograma '',\Hb\/'IUL\L'' 

Esc1·itura en disco del potet~ 

cial total para cada ¡mnto,en 

l'l archi\'O "POTFNCJ,\I." 

Cl\lculo de 1·es ist i\·idad ap:1-

rentc, con algún :1rrcg 10 dad0 

~ l [ 1 



Elecci611 Je di rcc·ciri11 

Tipo de c·..;¡i;1L·i;unil'ntn 

llcgu 1 ar e VI; 1 r n·gu 1 :1 r 

.\lll (; 

Nt'une ro de espac 1 ;un i en t lls 

·l'inici6n Je longitud total ~­

le tamaño <le es pac i anti ent os 

llingr:1mas <le finjo 

:-;omhn~ del progrnma: M/\l.L,\ 

.\signaci(in dP \'alo1·es a la 

\·:iriahll· ~ 

Asignación de \'alon•s a la 

\'a1·iahk X 

l'rcscntac- i6n de la ma 1 la 

(datos gl'ncrados) 

L.~cri tura en disco del <ll'chi 

vo '%'\U.AD". 

nx ( l) • DZ ( l). X( l), z ( 1). 

NX, NZ. 
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Sí 

lipu de m;illa. 

Simétrica~ 1; 

Asimétrica = M. NS! 

r.cnc rae i ón manua 1 f1 ; 

por f11nc ión* = 1 . 

~IXF 

c;cncrac i6n manua 1 dL• mal la 

asimétrica 

r:cnerac ión manual Lk' mal la 

~ imét rica 

JL· por función de 

Diagramas Je flujo 

Nombre Je! programa: MALL\ 2 

*Nota: la función que ~enera los espaciamientos es una tangente 

hiperbólica, produciendo una mal la fina en una zona determinada y aumentan 

do los espaciamientos a medida _que _se acerca a las fronteras. 



Asigna~-1Ól1 dt· t:on<111<.:ti\'1 -

;i 1111 llltx¡u<' n·..:ta11gular 

un sliln puntn~t'I. ~1;f{n 

E ecc1l'ln del puntn y 

condu..:t1vidad qul' S<' lt 

asigna 

l!d tmi tadón del hlo­

qtH' v condtJL"t i\·idad 

que se 1 t' asigna 

Diagramas de flujo 

l'rl'scnta,: i(m de 

conduc ti\' ida des 

gC'nvrada,.; 

Escritur;1 en disco del archi 

vo "SllHJ\Jl,\l" 11 registrn con 

ti ene una col 1nnna con N:: ren-

1 ones dt• la matri: s1r;¡1,.Jll. 

Nombre del progrnrn:1: Slr,\L\ 



,('l' t ll r:1 l'll di SU) dl' 1 

"'l\l.L\ll". Se Ice 

ll\( 11. 11::1 l) 

)Xl 1 l ·~ 1, :\\ 

Lcct u1·a en di sl·n de 1 a 1· 

chivo "S 1 CM•\llAT", l eyvmln 

NZ•2 reng Iones ~· :..;: co lt1111 

nas J • s 

!XI 2 .1 

Uílculo dP s:: coltunnas dl' 

la ~lat r i: de Capacitancias 

C(I,.J) y de:-<:: rcnglcmcs 

del v cto 

Eser i tura en di seo de NZ 

columnas Je C (! ,.J) y de NZ 

renglones de 1\S (J) en los 
archivos "~~\Tl.APD" v "lll AC" 

Recorrido de Jos renglrnws 

NZ+l y NZ+:C a los renglones 

1 y 2 de S !(; ( 1 ,. l J 

lliagramas de r1ujo 

Nomhre de 1 progr:una: ~L\TC:.\I' I i\CAB:\ 

rn > 1 ~ 1, xx 

l.L·L·tura en disco de los 

archi\·os '':11:\TC\l'll" ,. 

"llli\CD!\J\I.", 1 c~·cnJo NZ co 

ilmmas dt• C( 1 ,.! 1 v N:: rcn 

gloncs dl' ,.\S(.J). 

Escritura en disco de NZ 

coJllllU1as de C(I ,.J) 

renglones de .AS(.J) en los 

archivos "H\TCA!'IY' y 



l>!IC !O 

Lectura L'll disco del 

archivo '•:.t,\Ll. \ll'. 

NX y N"" ,_ 

IX) 1 1 1, '.\\ ' 

l..cctu1·;1 en J j;:,·o de los archi \'OS 

"~1ATCA!'ll" y "lll ACON,\L". 

Se kcn :-.:::-1 cnl11111n;is de C(l,.I) 

10 '.J 

C:ík11lo del ractrn· lJwlcski 

de la ~1atri: de Capacitancias t:(l,.J 

Escritura en NZ - 1 coliiin -

nas de XL( 1 ,J), en el rcg istro 

I-ésimo del archivo "FAlT NKY" 

Recorrido de las .collmmas NZ a 

ZNZ - 2 a ocupar 1 as columnas 1 :i NZ 

en la matriz C( 1,.1) 

Diagramas de flujo 

Nombre del programa: EKARl1 



Lectiira de pantall<t dl' Jos si­

guientes par[Jmetros: 

a) posición de fuente 

b) posici611 de sumidero 

e) intensidad <le co1T icnte 

Lectura en disco Je los archivos 

"M/ITCA!'D" y "FRO\TEM" . Se 1 ccn 

las <.:onclicioncs de frontera tipo 

llirichlct }' sus cocficientl's. 

Acomodo de valores en el \'l'ctor 

indl'pendicntc S(.J) 

- Esc1·itura en disco del vector 

1mlepcm.1 ientc corregido S(J), 

en el archivo ''VECI' Nl\'Y" 

Uiagramas de flujo 

Notnhrc del progranw: CREAVEC/()'.)RRIGE 

9() 



1\lCIO 

Lecttll"a en Jisco del 

arch i\·o "'.~\l.L\ll". 

Lectura en di seo de 1 arch i 

\'O "VECr ,'\KY". Se le(• e 1 

vector indq1endientc S(.I) 

Lectura en disco del archi 

NKY". Se 1ct>n N:- l 

de Xl.(l,.J) 

ID2.J=l,NZ-l 

Substitución hacia adelante 

lliag1·:unas de f1ujo 

Nombre del programa: N'.JGARD 

lü 3 l =NX - 2. 1 , -1 

Lectura en tl isco Jel or­

ch ivo "F:\Cf NKY"; se leen 

NZ-1 columnas de XL(J,.J), a 

partir del 1-ésirno registro 

Jcl archivo 

Eser i tura en disco de la solu 

ción del sistema, en el archi 

97 



Lectura en di seo <le 1 

archivo '7'-t\J.1,\[)". 

\X y :-,;~ 

1, 

2 1 " 1, \X -

Lectura en <l i seo Je los 

archivos "l'cnTJ\" y "l'lfrEK + r 

Se 1 cen :\Z- 1 reng Iones de 

Cálculo de parámetros para a­

justar una func i6n cxponcnc i a 
entre cada dos valores del ,\o. 

AjustL' de las exponen;::i:ilcs e 

integración anal ít ic:i por tra­
mos. 

Escritura en <li:-;co del área 

bajo cada tramo, en el 

vo "Slr>IK" 

lli agramas de flujo 

Nombre del programa: AREtVTOTAL 

1 t 7 

!)() ,¡ 1 1, \X - 2 

Lcct1ira en discn de los 

an:hivos "Sl~!I\". lerendo 

'J:'. - 1 renglonl's <le Sll\1(.1) 

{\) ', ,I e 1 , .\::. - 1 

l'scritura en disco del poten­

cial total en 

el archi\'O 

~18 



Lectura en di seo del archiva 

"l'ClTE~C !Al.". 

Se lec el vector de potenciales 
1'01' .! 

J:lccción dl• arreglo c•lectródico 

Lectura Je par[unptros: 

a) Scp:1raci6n entre.· electrodos 

Jp co1·ricntc (i\HJ 

b) Separación entre electrodos 

de potencial (S'IN) 

e) Si el arreglo es <lipol:ir, 

separación entre los centros 
de los dipolos (S!'<) 

Clilculo de res i st i vid ad aparente, con los 

valores de potencial y Je los factores 

geométricos correspondientes a cada arre­

glo electródico, para diferentes configu­

raciones. 

Escritura en pantalla de las resistivida­

des aparentes calculadas 

lli agr:unas de flujo 

Nombre del programa: ru:S!STE 
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CAPITULO IV 

APLICACIONES 

Resumen 

Se presentan los resultados obtenidos al aplicar el programa 

a tul modelo homogéneo, para tres diferentes nCimeros de onda; se hace un ~ 

1Jálisis de errores obteniéndose, para el mismo modelo, una comparación de 

resultados numéricos contra valores obtenidos a11:J.liticrunente, adem.1s del 

cálculo de resistividad aparente, Otras canparaciones se establecen para 

modelos de <los capas, con arreglos Schlumberger y dipolar colineal. 

IV.l Resultados obtenidos 

Para efectos de verificación de resultados, se diseñó un m~ 

delo sintético que se analiza con una malla de 1 O nodos en profundidad -

por 30 laterales, en un medio homogéneo de resistividad 1.UO(hn, con una 

separación entre nodos de 0.1 unidades de malla, empleando una corriente 

de 1 .OOamp. La fuente y el sumidero están separados 1.0 unidades de malla, 

colocados sobre los nodos (1. 10) y (1,20), respectivamente. 

La solución analitica en el espacio transformado (x, Ky, z), 

está dada por la ecuación 

(IV. 1 J 

La comparación entre resultados del programa contra esta so­

lución analítica se efectúa para los ocho valores de Ky. En la tabla IV. 1 

se presenta el potencial transformado analitico, en la primera columna; -

en la segunda está el calculado por el programa. La tercera columna mues­

tra el error relativo de l~ solución numérica respecto de la analrtica, -

que está dado de la siguiente forma: 



error relativo valor analítico - valor numérico 

valor anal íti.co 

(IV. 2) 

101 

En la cuarta columna está colocado el vector independiente, 

que ya tiene incluidas las condiciones de frontera de tipo Dirichlet us~ 
das. 

llay una tabla para Ky = 0.006, una para Ky = O. 750 y una p~ 

ra Ky = 5.000, con el propósito de mostrar ce.no es afectada la precisión 
del método por el n(Ímero de onda. 

El análisis de errores se hace recurriendo al cálculo del e 
rror cuadrático medio (r.m.s. por sus siglas en inglés), así como del e­
rror mínimo y del error máximo, para cada conjunto de datos. En la tabla 

IV.2 se prrsentan los obtenidos para los diferentes nCuneros de onda. 
Todos estos resultados, al igual que los siguientes en esta 

sección, se han obtenido trabajando en precisión simple. (No se muestran 

todos los resultados para los ocho números de onda, por razones de espa­

cio). 
Luego de la integración de las soluciones nlDlléricas, se ob­

tiene un valor de potencial total para cada nodo de la malla, el cual se 

compara con la solución analítica en .-el espacio (x, y, z), calculando tll!!! 
bi6n el error relativo; éstos se presentan en la tabla IV.3, junto con el 

enns' el ermfn y el ermax· 
La solución analítica en el espacio (x, y, z) está dada por 

rl-. p 1 [{ 2 2 2}-1/2 .. ..,.,(x1y1z)= 
2

7T (x,-x) +(y,-y) +(z,-z) -

{ 2 2 2 }-"2] (x,-x) +(y,-y) +(z,-z) (IV .3J 

La obtención de la resistividad aparente se hace pensando en 

un arreglo Schlumberger, con separaciones entre electrodos de potencial -

de 0.02, 0.06, 0.20, 0.40, 0.60 y O.SO unidades de malla. Los datos se -­

presentan en la tabla IY.4. 
Cuando los electrodos de potencial se colocan cerca de los -

de corriente en el modelo, el error aumenta ya que el cálculo numérico de 

potenciales es menos preciso cerca de las fuentes y cerca de las fronteras. 



En las ecuaciones ll\'.1) y (IV.3), el suhludicc f denota la 

posición de la fuente y el subíndice s la del SLDnitlcro. 
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Con la misma malia Je 10x30, se calcula la resistividad ap!!_ 

rente para un modelo de dos capas, de resisitividades r 1 = 1.0ür.m y r 2 
0.10íllll, respectivamente. 

La solucibn analitica para el potencial en este caso es 

. A.. (>t y z) :¡e I p, 
...,.. , ' 27T f co__._1 ""'"+'""'k....,8._-_2_>-_t -

o 1-k9-2
).t 

[ JoO•rt) -Jo(A.r.>] dA. 
(IV. 4) 

en que t es el espesor de la primera capa; P¡ la resistividad de la pri­

mera capa y Pz la de la segunda; k es el coeficiente de reflexión entre 
ambas capas: P2- P k=-;......__1...._ 

P2 + P1 (IV .5) 

Jo es la función Bessel de orden cero; A es el eigenvalor que viene de -
hacer la separación de variables para la ecuación de Laplace, en coorden~ 

das cilíndricas, y rf y r
5 

son las distancias a la fuente y al sumidero, 
respectivamente: 

rf • [(x-x, )2+ (y- y, )2+(z- z,) 2]112 
(IV .6) 

Con un arreglo ·Schlurnberger se obtuvieron los valores de la 

tabla IV.S. 

El mismo modelo de dos capas se trabajó con ur. arreglo dipo­

lar colineal, con una malla de discretizaci6n <le 20 nodos en profundidad 
por so· laterales, con separaciones entre nodos que se muestran en la ta­

bla IV.6; la fuente y el sumidero están en los nodos (1,10) y (1,20), re~ 
pectivamente. Se emplea una corriente de 1.00 amp. 

Los valores de resisitividad aparente que se encuentran se 
muestran en la tabla IV.7. 



l llf:<l{l JV. 

F'{iRr1 El_ NUMERO [lt: ONDH fY .. . :;.(11)(l(>E-O 2 
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P. TEO F' - NUM ERROR v. I ND 

• :29 11:..1 E +(H) • ~:o::; L 7 ·:1E +(1(1 -. 61661E-Ct:;: 13482E+(11) 
2 . 28'~54E+(H) • 2:=:91;. :::E +(JO - • 434:;:(:.E-o:::: . 2·~·806E +00 
3 . 28:355E +00 . :i::~_;:t;.()E +(H) -. 11;.:35(:.E-03 . 26:341 E +00 
4 .27421E+OO • ¿7417E+OO 1 74:;:::::E-o:::: .25610E+OO 
5 . 262:34E+(H) • 2~::.22:3E +00 42541E-03 • 24663E+OO 
6 • 2487é:E+OO • '248/.:.~iE+C>O .~'.414/:..E-o::: • 2::::!561 E+O(J 
7 • 2;34:50E+OO • 2.3•l 1 :=:E +00 .5:3344E-0.3 .22361E+OO .-. 
C• , 21 953E +(H) . ¿ 1 94 ::::E +00 • 4:::;056E-o:::: • 21 11 2E +OC1 
9 .20492E+OO • 20487E+0(• • 25:380E-0:3 • 3:3934E+OO 

2 P. lEO F'- NUM ERROR v. IND 

• :=: 1 779E +00 .3li316E+OO -. 11424E-02 l). 

2 • 315(12E+OO .3l529E+OO -. 85421 E-O:::: o. 
3 , 30706E +•)0 .30712E+OO -.20252E-03 o. 
4 . 29488E+OO • 294 7 4E +00 • 45412E-O:::: o . 
e-
·.J .27972E+OO • 27'.14 7E+OO .88900E-03 o. 
é. • 26284 E +(1(1 .26256E+OO !0520E-02 o . 
7 • 24526E+(ll) .24501E+(H) .''il9171E-03 o. 
E: • 22773E+OO • 22756E+OO 77583E-03 o . 
9 .21079E+OO • 2106"9E+OO .44603E-03 .19472E+OO 

3 F". TEO p_ NUM ERROR v. IND 

.34965E+OO .35026E+OO -. 17273E-02 o. 
2 • 34578E+OO • 3461 9E+OO -. 11739E-02 o . 
3 .33484E+(ll) .334S6E+OO -.53457E-04 o. 
4 .31850E+OO • 31821E+OO .92569E-03 o . 
5 .29880E+OO • 2°S"J837E+OO 14547E-02 o. 
6 .27755E+OO .27712E+OO 15579E-02 o. 
7 • 25l' 11 E+OO .25575E+OO 13746E-02 o . 
8 .23533E+OO • 2:=:509E +00 . 10263E-02 o. 
9 .21574E+OO • 21 5b2E+OO • 5718 IE-03 o . 

4 F'. TEO P. NUM ERROR v. IND 

.38950E+OO • 3'?050E+OO -.25632E-02 o . 
2 • :..:83E:1 E+OO • 3E:4~:6E+OO - 14382E-02 o . 
3 .36806E+OO • ~:& 79 lE+OO • 42016E-03 o . 
4 • :::4544E+OO .34486E+OO 16858E-02 (l. 

5 .31934E+OO • 31 :366E +00 .212:35E-02 o . 
6 • 29239E+OO • 29 180E +00 • 20014E-02 o . 
7 .26622E+OO .2&579E+OO . 16112E-02 o. 
8 .24171E+OO • 24144E+OO 11247E-02 o . 
9 • 21 ·;1 2SE +00 .21·~12E+OO .59878E-03 o . 

5 Fº. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

• 4 41 2:3E +00 • 44:30 1 E +(11) -.40332E-02 o . --. 
"' .43220E+OO • 4:0:283E+OO - 14588E-02 o. 
:3 .40:319E+(11) • 4C>756E+(H) 15215E-02 o. 
4 • ::::7570E +C•O • 37 4é.6E +00 .27831E-02 o . 
5 .. :340~i6E+(H) . :3:3'~63E+OO .27516E-02 o . 
6 • :~:ot.:.::::oE +Ot) • 3('~;{:,3E'+(H) .21961E-02 o . 
7 . :: 7 il ~i·.~-, E -i·t)I) ... ~ i •l l '=·E+C11) l':i~15E-0.2 o . 
:~: 0 :c4f;.(t(lf: +(J(I .. ~~·-.,.:,;··..:·E +1)1) • ·.-::1? 41..:.0E-0.~: (). 

·~1 • 220/:.(tE +0 1) • ..:.:.:1.i.i·-·,t-:+(11_1 4 7:3::<::.E-1)3 1) • 



6 f', TEO f'. NUM Ef'iRCIR v. I N[I 104 

,. 51226E+(H) • 51 5:=::::E -1-1)(> - . 7062:3E-<)2 !). 

2 .49620E+OO • 49l:.40E+OO -. 4(J958E-03 (l. 

3 .45654E+OO • 45486E+OO • . ;:r,.9 4 4 E-•)2 (l • 

4 .408l9E+OO . 4065E:E +00 • ~:o;-14 26E-(>2 (l • 

5 .36060E+OO • 35956E+OO • 2:3:311 E-02 o . 
6 • 31 750E+O(l • 3169'.::E +00 • 1 7~14?E-OZ o • 
7 .27974E+OO • 2751 46E+OO • '?9849E-03 (J • 

e: .24708E+O(l .2469&.E+OO • 48277E-03 (J • 

9 .21896E+OO .21892E+OO ,17560E-03 o. 

7 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

• l,1937E+OO • 62771E+OO -.134b2E-01 (J • 

2 • 58467E+(1(1 • 5:::205E+OO .44824E-02 o. 
3 .51227E+OO • 5t)88:=:E +(H) . 66136E-02 o • 
4 .43893E+0(1 .43725E+OO . 3E:301E-02 o • 
5 .37571E+OO • 37510E+<)0 . 1616:5E-02 o • 
6 • :::2319E+CIO .32306E+Oü . 41377E-o;;: o. 
7 .27974E+OO .27978E+OO -. 15081E·-03 o. 
e: • 24363E+OO .24371E+OO -.34590E-03 o . 
9 .21342E+OO .21349E+OO -. 2:3863E-03 o. 

8 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

.81642E+Oú • :33086E +00 -.176:38E··Ol o. 
2 .70704E+OO .69519E+OO • 16765E-Ol o. 
3 .56399E+OO .56137E+OO • 46480E-02 o . 
4 .45821E+OO .45842E+OO -.46138E-03 o. 
5 .37990E+OO .38055E+OO -.17141E-02 o. 
6 • 31984E+OO .32042E+OO - . 1 :::2::;:4E-02 o. 
7 .27246E+OO • 27291.)E+OO -.16207E-02 o. 
8 .23432E+OO .23463E+OO -. 12847E-02 o. 
9 .20316E+OO .20332E+OO -. 7:3733E-03 o. 

9 P. TEO p. NUM ERRC1R v. IND 

.31831E+10 • 13054E+(• 1 • !OOOOE+01 o . 
2 • 79205E+OO • 8<)647E+OO -. 1 l::213E-01 o . 
3 .57467E+OO .58300E+OO -. 14492E-01 (l. 
4 • 45090E+OO .45452E+OO -.80405E-02 o . 
5 • 36(:.44E+OO .36825E+OO -.49338E-02 (). 
6 • 30412E+OO .30517E+OO -.34297E-02 (1 • 

7 .25613E+OO .25678E+OO -.25576E-02 o. 
E: .21816E+OO • 21857E+OO -.18719E-02 o. 
9 • 18757E+C10 .18777E+Oú -.11061E-02 o. 

10 p. TEO P . NUM ERROR v. I ND 

. 76325E+OO • 77764E+(l(I -. 188•l7E-01 o. 
2 • 6~·424E+OO .64234E+OO • 1J;:192E-01 o . 
3 • 51228E+OO • 5096:3E+OO .51726E-02 o . 
4 .40820E+OO • 40::::41 E +00 - . 50924E-O:~: o . 
5 • 3~:210E+(H) . :3:::277E +00 -.20171E-02 o. 
(:. • 27 460E +(1(1 . 27522E+(>(I -. z¿43·_:>E-02 o . 
7 • 23001E+OO . 23049E+(H) -.2ü:316E-0.2 o. 
s • 194"75E+(H) 1 ·.~1 ~10:::E +00 -.1709/IE-02 (1 • 
9 • 16645E+(H) . 1666:.::E ,.·(H) -. 107;:4E-•):::: o. 



11 p. TEO F·. NUM ERR(1R ,. !Nli 

• 5::ü51 E +0<1 1 l;.U~.50!:.-01 
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• 5122:?.E+(H) - '-'· 
2 • 4 78~:5E +00 • 4 75,-;,3E + (J(1 . 5t.S57E-0:2 1) • 
;3 • 40821 E +(10 . 40•l7é.E+(1(l • :34 ;:-1·~1E-(l¿ f) • 

4 . ~:3:;::4 1 E +00 •. 3;:::,;. ?::::E +(11) . 4º''72.2E-02 o . 
5 . 27''176E+(11) • 27'o' ! 9E+(H) . .::o l oc:.E-o-¿ o. 
6 • 23251 E +00 • L3:245E'+(H) . :2~.0~14E-03 t). 

7 .19475E+OO • l '74:38E+OO -.62677E-03 (1, 

8 . 1645CIE+OO • 164651':+(11) -. 919'i'9E-03 o. 
9 . 14010E+OO . 14020C::+OO -. 71769E-O:::: o. 

12 P. TEO P. NUM ERROR v. ll'W 

.34969E+OO .35312E+OO -. 9:;:¡119E-02 o . 
2 • 33487E+O(l • 33492E+OO - 1 4 139E-O~: o. 
3 .29883E+OO .29707E+OO .59050E-02 o. 
4 • 25614E+OO • 254!:04E+OO .62310E-02 (l • 

5 .21578E+OO .. 2 l 4l32E+(H) .44102E-02 o. 
6 • 18096E+OO . 18052E+OO • 24 4 z:::E-02 o . 
7 15206E+OO . 15192E+C>O . 96358E-t):,:: o. 
E: . 12E:44E+OO . 12843E+OC• • E:7208E-04 o. 
9 .10921E+OO . 10924E+OO - . 211 ·~4E-03 o. 

13 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

.22063E+OO • 22213E+OO -.68075E-02 o . 
2 • 21345E+OO .21385E+OO - 19101E-02 o . 
3 . 19476E+OO . 19405E+OO . 3656:3E-02 o. 
4 17054E+OO . 16955E+OO ,58240E-02 o. 
5 14582E+OO . 14504E+OO .534'Y?E-02 o. 
é- • 12~:35E +0(1 . 12288E+OO • 37'i"t87E-02 o . 
7 10407E+OO . 10384E+OO .21836C:-02 o. 
8 .88005E-01 .87920E-Ol .96230E-03 (1 • 

9 • 74796E-01 .74776E-Ol • 26148E-03 o . 

14 P. TEO P. NUM ERROR v. IND .. 

1 • 10710E+OO 1076':;.E+OO -.55375E-02 (> • 

2 • 10407E+OO 10432E+(>0 -.23732E-02 o. 
3 • 95966E-Ol .95729E-Ol .24619E-02 o . 
4 • 84998E-01 • 84~·50E-Ol . 52(:.29E-02 o . .·· 
5 • 73337E-01 .72927E-01 • 5594''1E-02 o . 
6 .62391E-01 .62113E-01 .44640E-02 o. 
7 • 52800E-01 .52647E-01 .29004E-02 o . 
8 • 44703E-01 . 446::::5E-01 15276E-02 o . 
9 • 37995E-01 .37972E-Ol .58400E-03 o . 

15 P. TEO P. NUM ERROR v. Itm 

• 48248E-l 1 -.74574E-06 1545bE+06 o . 
2 • 46944E-l 1 -.74757E-06 15'?25E+06 o . 
3 . 4342:?.E-11 -. 74"?42E-06 . 1 725~7E+06 o . 
4 • =;:859E:E-11 ·-. 7414BE-06 19210E+06 o. 
5 .33402E-11 -. 71075-E-Ot'.:· . 212:30E+0(:. o. 
6 .28474E-11 -. ¿,4522E-Oé0 • 22t'.:·60E+06 o. 
7 .24123E-11 -.53740E-06 • 2227:::E+06 o. 
::: • 204:::4E-11 - . 3f:733E-O<=· 1:::·?155E+06 o. 
9 1 736:::E- l 1 - . 20:::: 1 7E-06 1 11,·.;:ó:E +1)6 o. 



16 F'. TEO F·. NUM EkROF-.: v. J t~(I 
1 üu 

-. 10710E+OO - . 1071;:.-;'E +01) - . 5551 4E-o:.:· 1). 

2 -. 10407E+OO - • 1 ü4::::2E +O(• -. 23:0:71.:.E-02 o. 
3 -. 9596(:.E-01 - . 957'..31 E-01 . 2•146:2E-O .: r). 

4 -.84998E-01 - . r::4552E-I) 1 . ~S.24:·2E-o::~ o. 
5 -. 73:3:37E-01 -- . 72'?2:3E-01 . 5575t)E-02 t). 

/.:. -.62391E-01 -.(:.2114E-01 . 44426E-02 (l • 

7 -.52800E-01 - . 526 4:.:0:E-01 . 2:;:7'?2E-02 <). .-. 
-=· -.44703E-01 -.44(:.::E:(:.E-01 .15095E-02 o. 
9 -.37995E-01 -.37973E-01 . 572:::0E-(13 o. 

17 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-.22063E+CIO -.2:2213E+OO -.6:3141E-02 o. 
2 -.21345E+OO -.2!386E+OO -. 19171E-02 (l. 

3 -. 1'?476E+OO -. 1 ';J405E+OO . ::~648•1E-O:Z o. 
4 -. 17054E+CIO -.lb955E+OO . ::.8148E-02 o. 
5 -.14582E+OO -.14505E+OO . 533''10E-02 o. 
6 -.12335E+OO -.12288E+OO .37868E-02 o. 
7 -.10407E+OO -.10334E+OO .21716E-02 o. 
E! - • 8€:005E-01 -.87921E-01 .95187E-03 o. 
'? -.74796E-ü1 -.74776E-Ol .25498E-03 o. 

16 P. TEO F'. NUM ERROR v. lND 

1 -.34969E+OO -.35312E+OO - • 9:31 59E-02 o. 
2 -.334B7E+(l(I -.33492E+OO -. 14574E-O:::: o. 
3 - • 2988:3E +00 -.29707E+OO .58998E-02 o. 
4 -.25614E+OO -.25454E+OO .62244E-02 (l. 

5 -.21578E+OO -.21483E+OO .44020E-02 o. 
(:;.. -.18096E+OO - . 18052E+OO .24333E-02 (l. 

7 -.15206E+OO -.15192E+OO • 95368E-03 o . 
8 -.12844E+OO -.12843E+OO .78453E-04 o. 
9 -.10921E+OO -.10924E+OO -.21746E-03 o. 

19 P. TECt P. NUM ERROR v. IND 

1 -.51228E+OO -.52051E+OO -.16052E-01 o. 
2 -. 4783~·E+OO -.47563E+OO • 56829E-02 o. 
3 -.40821E+OO -.40477E+OO .84310E-02 o. 
4 -.33841E+OO -. ~:36.7:;:E+OO .49667E-02 o. 
5 -. 27976E+(11) -.27919E+OO .200:30E-02 o. 
6 -. 2::E:251E+OO -.23245E+OO • 2513E:E-0:2: o. 
7 -.19475E+OO -.!9488E+OO -.63668E-03 o. 
8 -.16450E+OO -.!6465E+OO -.92894E-03 o. 
9 -.14010E+OO -. 14020E+OO -. 72:338E-0:3 o. 

20 P. TECt P. NUM ERROR v. IND 

1 -.76325E+OO -.77764E+OO -.1881\SE-01 o. 
2 -.65424E+OO -.642311E+OO • 18190E-01 C>. 
·~ 

"' -.51228E+OO - • 5096:3E +00 .51696E-02 o. 
4 -.40820E+OO -.40E:41E+O(> -. 514~:9E-03 o. 
5 -.33210E+OO -.33277E+OO -. 2024:3E-t)2 o. 
'=· -.27460E+OO -.27522E+OO -.22540E-02 o. 
7 -.2:3001E+OO - • z::::Ol\9E+OO - .. 20930E-02 o. 
s -.19475E+OO -.19509E+OO - • 1719:::E-0:2 (1. 

9 -. 16645E+OO - . 16663E +00 -. !O:::OIE-0:2 1). 



P. TEU 

- • :::: 1:::::::1E+1 O 
2 -. 7·-=:J205t+Ol) 
:::: -. ~5746/E+(H) 
4 - • 4 5(19(1E + (1(1 

5 - •. 36644E+(l(l 
6 -. 31)41 :::E+(11) 
7 - • .2!:o(:.1 :3E +(11) 
:::: - • 2181(:.E+OO 
'? - 18757E+(11) 

22 P. TEO 

-.81642E+1)(l 
2 -.70704E+OO 
3 -.56399E+OO 
4 -.45E:21E+OO 
5 - • :3799(1E+(11) 
6 - • ::: 1 9:::4 E +(10 
7 -. 27246E+(11) 
8 -. 2:::432E+OO 
9 ··• 20316E+OO 

23 P. TEO 

-.61937E+OO 
2 -.58467E+OO 
3 -. 51227E+(IÚ 
4 - • 43E:93E +00 
5 -.37571E+OO 
6 -.32319E+OO 
7 -.27974E+OO 
8 -.24363E+OO 
9 -.21342E+OO 

24 P. TEO 

1 ··• 51226E+OO 
2 -.49620E+OO 
3 -.45654E+OO 
4 - • 40E: 1 9E +OC> 
5 - • 360(:.(IE +1)0 
6 -. :::{1750E+Oü 
7 -. 27'?74E+OO 
::: -. 24701::E+OO 
9 -.21896E+OO 

25 P. TEO 

-.441:23E+OO 
2 -. 4'..::220E+OO 
:?. - • 40:;:: 1 9E +(11) 
4 - • :::757(1E +(l(l 
5 - . 34056E+(H) 
6 - . 306'..::0E +(1(1 
7 -. 27459E+(11) 
:::: -. 24600E+OO 
9 - • 2206(1E +(11) 

F'. Nl_IM 

-.1 .::•)5t1E+C11 
-. ::;:Of:.tl7E+<)(I 
-- , ~1:::·.:~0üE +00 
-. 4~5452E+0(1 
- . .:::1.:.:::2~.E +oo 
- • 3051 7E +(1(1 

-. 25(:.7·:.-1E·t-OO 
-. 21 E:~·7E+O(I 
- 18777E+O(I 

P. NUM 

- • 8308(:.E +1)1) 

- • (:.951 9E +00 
-. 561:37E+<)0 
-.45842E+OO 
- • 3:3(l55E +(1(1 
-. :::{2042E+CIO 
-. 272'?1E+(l(I 
-.23463E+O(I 
- • 20332E+(1Q 

F'. NLIM 

-.62771E+OO 
-. 5E:204E+OO 
-. 50:388E+OO 
-.43725E+üC> 
-.37511E+OO 
-. =..:2::-.:07E+OO 
-. 27';>79E+OO 
-.24372E+OO 
-.21349E+OO 

P. NIJM 

-. 515:38E+OO 
-. 49l:.40E+OO 
- • 45486E +00 
-.40658E+OO 
-.35957E+OO 
-.31694E+OO 
-.27947E+OO 
- • 24l:.97E +00 
- • 2189:3E +00 

P. NUM 

-. 44300E+OO 
-. 432:::2E+O(I 
-. •Jü756E+OO 
-. ::;:74(:,(:.E+OO 
- • 33'?64E+OO 
- • ::::0565E +(10 
-. 274 t:::E+OO 
-.24578E+OO 
-.22050E+OO 

ERROR 

l(H)(l•)E+Ol 
- l :::2 t •+E-01 
-. 11J4·:1 •1E-<)1 
- . :::(14'5'?,E-02 
··• •I ·,:i4 2':)E-(12 
- 3iJ42 ~:E-02 
-.25'721E-ú2 
.. • 1E:854E-02 
- 1114:3E-02 

ERROR 

- . l 7l,87E-01 
• 16766E-01 
.46462E-0:2 

-.46756E-03 
-.17259E-02 
- • 18406E-02 
-.16408E-02 
- • 1 30:::5E-02 
-. 799:3:3E-03 

ERROR 

-.13457E-01 
.44863E-02 
• 66132E-0:2 
• 3E•223E-02 

15996E-02 
• 38857E-03 

- • 1804 :2E-03 
-.37341E-03 
-.30614E-03 

ERROR 

-.70484E-02 
-.39805E-03 

• 36'n3E-02 
• 39321E-Cl2 
• 2:355:2E-02 
• 17557E-02 
.';15266E-03 
• 440é.4E-03 

14908E-03 

ERROR 

-, :39996E-02 
- 14313E-02 

15316E-ú2 
• 27680E-02 
.27095E-02 
.21324E-02 
• 14 7:3:2E-02 
• 90E:31 E-o:::: 
.IJ::::771E-03 

(l. 

(1. 

(1. 

o. 
(1. 

(1. 

o • 
o. 
o. 

o. 
o . 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 

o. 
o. 
o . 
o . 
o. 
o . 
1). 

o. 
o. 

o. 
o. 
o . 
o • 
o . 
o • 
o. 
o . 
(1. 

(l. 
(l. 

o. 
o. 
o. 
o. 
(l. 

o. 
o. 

'../. IiW 
107 

V. l ND 

V. IND 

V. IND 

V. IND 



26 F'. TEO F'. NUM ERRCIR v. l N[r 1C8 

- • 38950E+(H) - • :;:904 7E +(1<) -,24907E-02 (J. 

2 -.38381E+OO - • 384:'.::::::E +00 - . 1 :;:7:;::?E ·-1)2 (J .. 

3 -.36806E+OO - • 36 79C>E+OO . 44•141 E-u:.?. (l .. 

4 -.34544E+OO -.34487E+OO . 1662:~E-02 o . 
5 -. 31934E+C>O -.31869E+OO .20521E-02 o. 
6 -.29239E+OO - • 291 :::3E +00 . 1:::-;14-;:.E-02 o. 
7 -.26622E+OO -.26582E+OO .14915E-02 o. 
8 -.24171E+OO -.24147E+OO .10187E-02 o. 
9 -.21925E+OO -.2191:3E+OO .53402E-03 o. 

27 F'. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.34965E+(H) -.35021E+Oo -,15775E-02 (1, 

2 -.34578E+OO -.346!5E+OO -.!0515E-02 o. 
3 -.33484E+OO -.83484E+OO -.29632E-05 (l. 

4 -.31850E+OO -. 31E:22E+OO .88442E-03 o. 
5 -.29880E+OO -. 29::l40E:+OO • 13291E-02 o. 
6 -.27755E+OO -.27717E+OO • !3764E-02 o. 
7 -.25611E+OO -.25580E+OO • 11771E-02 o . 
8 -.23533E+OO - . 23513E +0(1 .85586E-03 o. 
•;¡ -.21574E+OO -.21564E+OO .46938E-03 o. 

28 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.31779E+OO -.3!806E+OO -. 83826E-C•3 o. 
2 -.31502E+OO - • ::::t 521 E+OO - • 60920E-O:'.:: o. 
3 -.30706E+OO -.30709E+OO -.10638E-03 o. 
4 -.29488E+OO -.29477E+OO .37340E-03 o. 
5 -.27972E+OO -.27954E+OO .66097E-03 o. 
6 -.26284E+OO -.26265E+OO .73919E-03 o. 
7 -.24526.E+OO -.24509E+OO .66557E-03 o. 
8 -.22773E+OO -.22762E+OO .5028.2E-03 o. 
9 -.21079E+OO -.21073E+OO .28439E-03 o. 

#ET=8: 48. 7 PT=l .6 IO=l.5 

ERMS ,1!399E-01 ERMIN= • 29632E-05 ERMAX= .10000E+01 



TABLA l'.'. 

PARA EL NUMERO DE OMOA t'.Y = • 751)(1(1E+(H) 110 

p. TEO p. NIJM ERROR v. I N[I 

.17944E+OO .17959E+OO - . :3/:0 :355E-(»3 • 7:;::5.,::1,.E-O l 
2 .17768E+OO • 17779E+OO -. t.5:E:38E-O::.: • 1 ~;574E.+(H) 
3 • 1 725';>E+OO , l 7262E+(H) -. 165'?5E-(i:3 • 1519 l E +(11) 
4 .16473E+OO .16467E+(H) • 3751 IE-03 .145'?2E'+OO 
5 .15482E+OO • 15470E+(11) .77968E-03 .13825E+OO 
é. ,14363E+OO • l 4349E+0(1 • 97435E-03 . 12941 E+(H) 
7 .13186E+OO • 1317•lE+OO .96723E-03 .11991E+OO 
8 .12005E+OO .11995E+OO . 79476E--O:{ , 1 1O1 8E +O(l 
•;J .10858E+OO .10853E+01) • 1794::CE-0.3 , l 982'?'E+0(1 

2 P. TEO p. NIJM ERROR v. I ND 

,20643E+OO • 20674E+0(1 -. 15142E-02 o. 
2 .20400E+OO .20422E+OO - • l 0882E-02 o. 
3 • 197~)6E +OC1 • 1970::<E+OO -. 11942E-03 o . 
4 .18651E+OO • 18635E+OO • E:7001E-03 o . 
5 .17352E+OO • 17325E+OO • 15421E-02 o . 
6 • 1592~:E +00 • 15894E+OO • 18090E-02 o . 
7 .14457E+OO .14432E+OO • 17266E-02 o . 
8 .13022E+OO .13004E+OO .13800E-02 (1, 

9 .11660E+OO .11650E+OO .81459E-03 .10396E+OO 

3 P. TEO P. NUM ERROR v. I ND 

• 23';J56E +00 .24009E+OO -.21921E-02 o. 
2 .23609E+OO .23642E+OO -.14096E-02 o . 
3 • 22629E+OO .226:25E+OO .18331E-03 o . 
4 • 21178E+OO • 21144E+OO . 15979E-02 (1 • 

5 • 19447E+OO .19400E+OO • 23883E-02 o . 
6 .17605E+OO .17560E+OO .25658E-02 o . 
7 • 157751::+00 .15739E+OO .230681::-02 o . 
8 . 14035E+OO .14010E+OO • 17678E-02 (l • 

9 • 12426E+OO .12414E+OO • 10150E-02 o . 
4 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

.28124E+OO • 28213E +(11) -.31497E-02 o. 
2 . 27600E+OO .27645E+OO -. 16266E-02 o . 
3 .26156E+OO .26133E+OO • 90552E-03 o . 
11 .24099E+OO • 24035E+OO • 266é·8E-02 o . 
5 • 21753E+OO .21681E+OO .33127E-02 o. 
6 .19365E+OO • 193011E+OO .31733E-02 o. 
7 .17086E+OO .17041E+OO .26252E-02 o . 
8 • 14992E+OO • 14964E+(u) • 18935E-02 o . 
9 • 13111E+OO .13098E+OO • 10442E-02 o . 



5 F'. lEO F' - Nl_IM ERROR v. I ND 
111 

1 • 3354:?.E+(u) ;:371 !E+(H) - • 4::3412E-02 o. 
2 , .32698E+(H) • ::':2747E+(H) - . 150~:.:..:E-02 (l. 
:3 • 3044(:.E+(H) . 30:::<73E +(H) • 2.3·;.tq:::E-02 o . 
4 • 27429E+C10 • 27~: 1 7E +(10 • 4 1 O:!:(JE-02 l) • 
5 • 24207E+(H) • 24107E+<)0 .41131E-02 o . 
(;. • 21 113E +00 • :2 104 2E ·H)(I • ~:::;:::rE:9E-02 o . 
7 • 1:3301E+OO . t::::255E+(H) .24941E-02 o . 
::: • 15i:H5E+C1(1 . 157t::~1E+OO • 16404E-02 (l • 

·~ • 13652E+CH) . 13641E+(H) .84477E-03 o. 

6 P. TECr F'. NUM ERROR v. IND 

1 • 40986E+Oü .41326E+OO -.83045E-02 o . 
2 • 39442E+OO .39444E+(IO -. 51~!69E-04 o • 
3 .35651E+OO • 35468E+(l(I • 511 ·~6E-02 o . 
4 • 31076E+OO • :::~09(15E+OO .55147E-OZ o . 
5 • 266:37E+OO .26525E+OO .42004E-02 o . 
6 • 22683E+OO .2262CtE+OO .27806E-02 o. 
7 • 19283E +(11) • 19251E+OO • 16792E-02 o • 
8 • 16402E+OO 16387E+OO .90660E-03 (1 • 

9 • 13973E+OO • l 3'~68E+OO .38087E-03 o. 

7 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

1 .52135E+OO .52938E+OO -.15412E-01 o. 
2 • 4E:741E+OO • 4E:455E+OO • 58638E-02 (l • 

3 • 41 707E+C10 .41350E+OO • 85494E-02 o . 
4 .34666E+OO • 34484E+OO .52478E-02 o . 
5 .28689E+OO .28617E+OO • 24931E-02 o . 
6 .23810E+OO . 23788E+OO • 90877E--03 o . 
7 .19851E+OO . 1 'i849E+OO . 91772E-04 o . 
8 • 16628E+OO 16632E+O(I -.26679E-03 o. 
9 • 13989E+OO • 13993E+OO -.29666E-03 o. 

8 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 .72416E+OO • 73815E+OO -.19324E-01 o . 
2 .61577E+O(l .60360E+OO • 19755E-01 o . 
3 .47513E+OO .47227E+Oú . 60135E-02 o . 
4 .37253E+OO • 37256E+OO -.81227E-04 o. 
5 • '.<:9781E+ú(I • 29833E+OO -.17236E-02 o. 
6 .24154E+OO • 24202E+OC1 -. 19879E-02 o. 
7 .19800E+OO . 19837E+OO - 18563E-02 o. 
E: .16367E+(l(l 16392E+OO -.15434E-02 o. 
9 .1:3621E+OO 13634E+OO -.99573E-03 o. 

9 P. TECr P. NUM ERROR v. IND 

. :31:0;31E+l(l . 12202E+Ol • lOOOOE+Ol o . 
2 .70885E+(l(I .72283E+0(1 - 19725E-01 o. 
:3 • 4'?405E+OO .50208E+OO -. 16253E-01 (l. 

4 • ::::7349E+OO • ~:76'i'10E+OO -.91444E-02 o. 
5 .29257E+O(I • 251 4:23E+OO -.56578E-02 o. 
6 , 2;;:.3•;-1.zE+(H) • 234E:5E+OO -. '.39E:22E-02 (l. 

7 • 18959E+OO • 1901 7E+OO -. 303f.:.:?.E-02 o. 
:=: .15522E+OO • 1555:::E +(H) -. 2297E:E-02 (l. 

9 1281 OE+(H) • 1 2:::2:::E +00 -. 141f.:.•::;E-02 o. 



1 ' 

1 o F'. TEO F'. NUM ERR(lh· v. ¡t.J[I ¡¡..; 

• 6:39:;:: 1 E+(><) • 70376E+(H) -. 2021"'E-1:iI (¡ • 

2 • 5817:3E+OO • 5¿...·_-;15:3E+OO • ::.:09 7:::E-O 1 o . 
3 • 44200E+OO • 43913E+(H) .65102E-02 o . 
4 • ::~4084E+OO • :=:40:!:7E+(H) - . 9646'5E-0'1 o . 
C" -· • 2675'6E+OO • 26i=:4·?E+OO -. 2(•011E-0:2 o. 
/::. • 213::::0E +(JO • 21431 E +(10 -. '.:''.'I 116E-02 o . 
7 • 17254E+OO • 172'?4E+(11) -. 2:::527E-02 o . 
e: • 14052E+OO • 1 4081 E +00 -.20267E-02 o . 
9 • l l 534E+(l0 .11549E+OO - • 1 J380E-02 o. 

11 P. TEO F'. NUM ERROR v . lND 

1 • 45182E+OO • 45976E+Ot) -.17S71E-01 o. 
2 .41854E+0(1 • 4 1 560E +(11) .70198E-02 o • 
3 • 35011E+OO • 346':-.0E+OO • 10296E-Ol o. 
4 .28268E+OO .28087E+OO • 635"168E-02 o . 

·5 • 22673E+OO .22606E+OO • 291 '.::>3E-02 o . 
6 • 18232E+OO • 18218E+OO • 75849E-03 o . 
7 • 14739E+OO .14746E+OO -. 43418E-0::3 o. 
8 • 11989E+OO .12001E+OO -.93526E-03 o • 
9 • 98140E-01 • 9:3220E-O 1 -.81961E-03 o. 

12 P. TEO P • NUM ERROR v. IND 

1 • 30343E+OO • 3066.SE+OO -. 10704E-Ol o. 
2 .28905!: ... 00 .28895E+OO .36668E-03 o. 
3 .25424C::+OO .25236E+OO • 73868E-02 o. 
4 .21331E+OO • 21162E+OO .78825E-02 o. 
5 .17501E+OO • 1 7:399E +00 • 5:3208E-02 o. 
6 .14239E+OO • 141 90E +(10 .34788E-02 o. 
7 • 11571 E+OO .11553E+OO • 161';¡3E-02 o . 
8 .94256E-Ol • 94216E-01 • 41 79E:E-03 o • 
'y .77099E-ül • 771CJ7E-01 -. 10988E-03 o. 

13 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 .18937E+OO • 19077E+OO -.73429E-02 o. 
2 .18247E+OO • 18278E+OO -. 17004E-02 (J. 

3 .16457E+OO • 16379E+OO • 4 7720E·-02 o . 
4 • 14 l 51E+OO • 1 '1046E+OO .73982E-02 o . 
5 • 11818E+OO , 117:36E+OO .69482E-02 o . 
6 .97198E-Ol • 96697E-01 • 51542E-CJ2 o . 
7 • 79435E-Ol • 7•?J 8:3E-O 1 .31772E-02 o . 
8 • 64858E'-(11 .64756E-01 • 15776E-02 o . 
9 • 53072E-C>l .53043E-01 • 54342E-03 (1 • 

14 P. TEO P • NLIM ERROR v. IND 

1 • 91352E-01 .91892E-Ol -.59080E-02 o . 
2 • :::E:461 E-01 • 88660E-01 -.22532E-C>2 o . 
3 -80739E-Ol • 80466E-01 .33772E-02 o . 
4 .70344E-Ol .69G:70E-01 .67350E-02 (J • 

5 • 59377E-01 .5:'3947E-01 .72429E-C>2 (1 • 

6 • 49185E-01 • 4E:E:9 l E-01 .59762E-02 (1. 

7 - 4036:3E-O l • 401 ·?:=:E-01 • 4(19(1•;1f::-(J2 (1. 

8 - ~:3(121 E-01 • ~:2';'44E·-01 • 2::::2'15E-02 (1. 

9 - 27(1:?.7E-Ol .27010E-01 • ·.~:.::1.:ot.:.::E-03 (1. 



1~, f-·. TE(I r·. t~l)t'í f-kROf;· v. Itfü 113 

• 41070E-11 - t :=:1)1)1)E-(1•:; • 4 ;::3;::::::E+06 (J • 

:: • 3·:1:::27E-l 1 - t 7::::r1:;:F::-(l5 • 44:;::0.:0E+06 (1 • 

:~: • ::::6479E- l 1 - 1 7 .N.~.E-(>'5 • 47551E+(I/.:. (l • 

4 • 31'i'J!4E-l 1 - . 1 64 ·;:?E -(15 . ~11 ~.,).'.::E +Oé· (l • 

5 • 2 7(13::=:E ·-11 - 150.26E-(•5 . ~.55:3:;·E+06 o. 
/.:. • 2244!::E- l 1 - 1 304 1 E -<)5 . ~58091 E +06 o . 
7 1844':,E-l 1 - . 10458E-05 • 51.:0687E+Ol, o. 
E: 15105E-ll -. 73:::::(:.E-O/.:. • 48'.':;18E+O/.:. o. 
9 .12371E-ll - • 37 78'5E -(>6 • 30544E+06 o . 

16 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-.91352E-01 -.91895E-OI -.59479E-02 o. 
2 -. r::::::461E-OI -.E:8664E-ül -.22941E-02 o. 
3 - • •307:::9E-O 1 - • :30470E-01 • 3:33:36E-02 o . 
4 -.70344E-01 -.69E:74E-01 • 66874E-02 o . 
5 - • 59377E-01 - . 5:3950E-01 • 71912E-ú2 o. 
/.:.. -.49185E-01 -. 4E:894E-OI • 5"r1218E-ú2 o. 
7 -. 4036'.::E-Ol -.40200E-01 • 4<)376E-02 o . 
:.:: -.33021E-01 -.::::2946E-OI • 22787E-02 o . 
9 -. 27037E-1)l -.27(>1 IE-Ol • 95775E-0:3 o . 

17 P. TEO F'. NUM ERROR v. INO 

-. 18·;<37E+OO -.19077E+0(> -. 7:3628E-02 o. 
2 -. 18247E+OO - • 1 E:279E +00 -. 17209E-02 o. 
3 - . 16457E+OO -.16379E+OO • 47497E-02 o . 
4 - . 14151E+OO -.14047E+OO .73733E-02 o. 
5 -. 11:318E+OO -.11736E+ü0 • 69204E-02 o . 
'=· -.97198E-Ol -.96700E-OI • 51245E-02 o. 
7 -.79435E-01 -. 79t:?.5E-OI • 314 77E··02 o . 
8 -.64858E-01 -.64757E-OI . 15520E-02 o. 
9 -.53072E-01 -.53044E-01 • 52722E-03 o . 

18 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.30343E+OO -.30668E+OO -. 10717E-01 o. 
2 -.289(15E+OO -- • 28895E +00 • 35305E-ú3 o. 
3 -.25424E+OO -.25236E+OO • 73714E-02 o . 
4 -. 21::::::1E+OO -.21163E+(H) .78645E-02 o. 
5 - . 17501E+OO - 17400E+OO • 58000E-02 o . 
6 - t4239E+oo -.14190E+OO • 34559E-02 o • 
7 - 11571E+oo -.11553E+OO . 1596C>E-02 o. 
E: -.94256E-01 -.94218E-01 • 3975bE-03 o. 
9 - 77099E-01 -.77108E-01 -. 12292E-03 o. 

1 -;1 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-. 45182E+(H) -.45977E+OO - . 1 7 580E-0 1 o. 
2 -.41854E+Oü - • 415é·l E+O(l • 70098E-02 o. 
:::.: -. :3501 lE+(I!) - •. 34651E+OO . 102:34E-Ol o. 
4 -. 282(:.E:E+OO - • 2::;a:1E:7E+(l(l • (:.:;:817E-02 o. 
5 -. 2267::::E+(H) -.2:.2607E+OO • 29009E-02 o . 
6 - 1 E:2~:2E +(10 - 1 E:21 :::E +O(I • 7373l!E-03 o. 
7 - . 14739E+OO -. !47•16E+!)r) - • 4.56:21 E-03 !) • 

::::: - 1 1 ~1 E::S°'E +(1(1 ·-. !:20ü!E+OO - . 9~·492E-o.;: o. 
9 - • 9::: 140E-O 1 -.·:.1 :::::::::::::::E-Ol - • :::.;:2::::::.E-03 o. 



:::o F·. TEO F'. NUM Ern'<(1h' v. j r~[I 

- • í;.:::·;:i::: 1 E +üO --. "7(l37l,E+(1(• ·-. ;::•:i:: .. >.E-•)1 t). 11·1 

z -. 5:::i 73E+ü0 - .. 5:~.953E+t)l) • .2(1'.i'70E-01 o . 
:.3 -.442ú0E+OO -. •l3'?13E+t)t) . 1;.·1·:,.:,-;E-(12 (1 • 

4 -. 340:S:4E+ü0 - • ::;:40::;;:7E +(lt) - 11(1f::::E-1)3 (1. 

5 -.267'?6E+(l(I -. 26:3~·')E+1)1) - • 20 t ·;• 7E --(1;;: (1. 

/;. -. 213:=:0E+OO - • ;:: 1'1::!:2E+(H) -. :24 :::·;:~,E-0:2 (>. 

7 - . 17254E+OO - 1 72'::J5E+Oü - .. 2.~:7t;,.5E-(1:; o. 
::: -. 14052E+OO - 140S 1 E +(I(> -, .::0°1:::.:::E-02 (1. 

9 -. 11534E+OO - 1154·;1E+OO - 1 :~s 1 'i1E-02 o. 

21 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.31831E+10 - 12202E+O 1 1 (1000E +(• 1 (•. 

2 -. 70885E+(H) -. 72~:83E+OO - 197:::: 1 E-01 o. 
3 -.49405E+OO -.5Ci208E+OO - 1626;1E-01 (l. 

4 -.37349E+OO -. ::::7691E+(H) - ~1 15'?,bE-0:2 (l. 

5 -.29257E+OO - • 2942/IE+(H) -.5(:.787E-02 o. 
6 -.23392E+00 - • 2:34 €:6E +00 - 40082E-02 o. 
7 -.18959E+OO - 19017E+O(I - • 3065:3E-C:•2 o. 
8 - • 15522E+OO - !5558E+C11) -.23240E-02 o. 
9 -. 12810F-+OO - !2828E+OO -. 143:39E-02 o. 

22 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-.72416E+OO - • 73816E+C11) -. 1·;;..:::29E-01 (l. 

2 -.61577E+(H) -. t.0::::61E+0(1 . 1974:;:E-C• 1 o. 
3 -. 47513E+t)<) -. 47228E+(l(1 • 60021E-02 o . 
4 -.37253E+OO - •. ::::7257E+O(I -.99290E-04 o. 
5 -.29781E+OO -.29833E+Ot."l -. 17497E-02 o. 
6 -.24154E+OO -.24203E+OO -.~0215E-OZ o. 
7 - 19800E+OO - • 1 98~:8E+OO - • 18937E-02 o. 
8 - 16367E+OO - . 16393E+OO - • 15780E-02 o. 
9 -.13621E+(H) - 13635E+OO -.10182E-02 o. 

23 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

1 -. 52135E+(u) - • 52939E +C10 -. 15417E-01 o. 
2 -.48741E+OO -.48455E+OO .58567E-02 o. 
3 -.41707E+OO -.41351E+OO .85362E-02 o. 
4 -. 3466(;.E+OO -.34484E+OO . 52¿4=·E-02 (1. 

5 -.28689E+OO -. 2861:::E+OO .24575E-02 o. 
b -. 23810E+OC• -- • 2~:790E +00 • S(;.1 e:::::E-o:=: o. 
7 - 19851E+0(1 -.19850E+OO .389:37E-04 o. 
8 - 16628E+OO -. 166:0:3E+OO -. 31567E-o:;: o. 
9 - 13989E+OO -.13994E+OO -.32834E-ú3 o. 

24 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.40986E+OO -.41326E+OO -.83043E-02 1). 

2 -.39442E+O(l -,39444E+OO -.5486~:E-04 o. 
3 -.35651E+OO -. 35469C::+(l(I .51051E-02 o. 
4 -.31076E+OO - • ·:::0906E +00 . 5482·;•E-02 o. 
5 -.26637E+OO -.26526E+OO .41481E-02 o. 
1.:.. - • 22é.E:~:E +00 -. 22621E+C•O .27103E-02 o. 
7 -. 192:3::::E+OO - 1925:2E+0(1 15·;¡•,;i·~'E-02 (l. 
E: - 11.:..4 Cl2E +00 - 1638f::E +(lú . :::.~:~:5~E-03 o. 
9 - . 1~:';"17::::E+C11:i - 1 ::;:.;:,6:3E +1)(1 .33391E-<:>:::: t). 



-.e-..:.._• F'. TEO F'. NUM ERRC•R v . JN[I 

-. 33~i4::::E·H)(1 - .. ;: ;: / 1 (•E +(1(> - . '1:::.::4 3E-ü2 
115 o. 

2 - • ::;::21;.·;,:::E+OO -. :::2747E+(H) - . 1 4 ·;•3·;1E.-O;; o. .-. . ;. -.3044f:.E+OO - . .302.7 <l E +(1(1 • 23:::21E-02 (l • 

4 -. 27429E+0<:1 -. 27:?.JE:E+(l(t . '10577E-(l'.::: o. 
5 -. 2•l207E+0(1 - • ;:4 1 <)9E +(H) .40317E-02 1). 

6 - • 211 l ::::E +00 -.21044E+(l0 . :~:2775E-02 o. 
7 - • 18:301 E +00 -. 1:::257E+OO • 2::E:1;.·;1 1E-02 o. 
::: -. 15Sl5E+OO -. ¡57-;11 E+CIO . 15266E-ü2 o. 
'"il -. 13652E+OO -. l'.::642E+(H) .77246E-03 o. 

26 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.28124E+OO -.28211E+OO -.30904E-02 o. 
2 -.27600E+OO -.27644E+OO -.15841E-02 o. 
3 ·-. 26156E+OO - • 261 :33E +00 • 901:33E-(.)3 o. 
4 -.24099E+OO -.24036E+OO .25990E-02 o. 
5 -.21753E+OO -. 216:34E+OO .31791E-02 o. 
6 -.19365E+OO -. 19307E+OO .29894E-02 o. 
7 - • 17086E+OO -.17045E+OO .24214E-02 o. 
8 -.14992E+OO -. 14966E+OO • 171 lOE-02 o. 
9 -.13111E+OO -.13099E+OO • 925•92E-03 o. 

27 P. TEO P. NLIM ERROR v. IND 

-. 23956E+(H.) -.24005E+CIO -.20349E-02 o. 
2 -.23609E+C>O -.23639E+OO -.12899E-02 o. 
3 -.22629E+OO -.22624E+OO .20369E-03 o. 
4 -.21178E+OO -. 21146E+OO .14893E-02 o. 
5 -. 19447E+OO ··• 19405E+OO • 21580E-02 o . 
6 -.17605E+OO -.17565E+OO .22518E-02 o. 
7 -.15775E+OO -.15744E+OO .19668E-02 o. 
8 -. 14035E+OO -.14014E+OO .14701E-02 o. 
9 -.12426E+OO -.12416E+OO .83149E-03 o. 

28 P. TEO P. NLIM ERROR v. IND 

-.20643C::+OO -.'20666E+OO -. 113:31E-02 o. 
2 -.20400E+OO -.20416E+OO -.79806E-03 o. 
3 -.19706E+OO -.19707E+OO -.47426E-04 o. 
4 -. 1E:651E+OO -.18638E+OCI • 67909E-03 o . 
5 -.!7352E+OO -. 1 7333E+(H) • 11269E-02 o . 
6 - • 15'>•2::::E +(11) -.15903E+(l(I .12599E-02 o. 
7 -. 14457E+(t0 -.14441E+(H) • 11529E-02 o . 
8 -. 13022E+OO -.13010E+OO .89168E-03 o. 
9 - • 11660E +(11) -.11654E+OO • 51816E-03 o . 

tlET=8:38.6 F'T=l. 5 10=1. 8 

ERMS • 121:::18E-Ol ERMIN= .38937E-04 ERMAX= .10000E+01 



PARA EL NUMERO DE ONDA KV = 
1 P. TEO 

1 .35486E-02 
2 .34270E-02 
3 .30919E-02 
4 .26184E-(12 
5 • 20'~55E-02 
6 .15966E-02 
7 . 11662E-02 
8 .82112E-03 
9 .55847E-03 

2 P. TEO 

1 . 62362E-02 
2 .59897E-02 
3 .53211E-02 
4 .44032E-02 
5 .84270E-02 
6 .25347E-02 
7 .17984E-02 
8 .12332E-02 
9 .82112E-03 

3 P. TEO 

• 11056E-01 
2 • 10540E-01 
3 .91706E-02 
4 • 73626E-02 
5 .55329E-02 
6 .39472E-02 
7 , 27056E-02 
8 .17984E-02 
9 . 11662E-02 

4 P. TEO 

1 • 19845E-01 
2 • 18715E-01 
3 • 15814E-01 
4 • 12194E-01 
5 .87662E-02 
6 .59897E-02 
7 • 39472C::-02 
::: • 25347E-02 
9 • 15966E-02 

P. NLIM 

.36201E-02 
•. :34852E-02 
• 31207E-02 
• 26 l 92E-02 
.20787E-02 
, 1570~1E-02 
.11302E-02 
.74987E-03 
.35284E-03 

F'. NUM 

• 63835E-•)2 
.61013E-02 
.53601E-02 
• 43817E-02 
• 33761E-02 
.24779E-(12 
.17430E-02 
.11728E-02 
• 74970E-(13 

P. NUM 

• 1l307E-01 
. 10702E-01 
.91767E-02 
.72669E-02 
.54102E-02 
.38410E-02 
.26268E-02 
.1742üE-02 
• 11 29~5E-(¡2 

P. NUM 

• 20268C::-01 
!8897E-01 

.15672E-01 

.11916E-01 
• :350'>'4E-02 
.58093E-02 
• 3:337'7E-02 
. 24745E-02 
• 15t,:39E-02 

TAflU\ !V. 

• 5(1(11)0E +0 1 

ERROR 

-.20136E-01 
- • 1 M 17 1 E-01 
- . '?3025E-02 
-. 28701E-O:::: 

• 800:39E-02 
• 1t.(18(1E-01 
• :.30885E-0 1 
• 86"/66E-(l! 
• 36E:20E+(H) 

ERROR 

-.23617E-01 
-.18627E-01 
-.73342E-02 

.48760E-Cl2 
• ! 4852E-<• 1 
• 2~412E-01 
• .3ü780E-01 
. 489!2E-Cl1 
• :369!31 E-01 

ERROR 

-.22673E-01 
-.15312E-01 
-.67318E-03 

. 13003E-OI 
• 22170E-01 
. 26898E-01 
.29120E-01 
. :31320E-OI 
• 31527E··O ! 

ERROR 

-.21335E-01 
-.97061E-02 

.896:.?lE-02 

.22800E-Ol 
• 2'>'294E-01 
• ::::0116E-(1I 
.:27693E-Ol 
• 2'.::"145E-01 
.17356E-O! 

1 ¡' 

V. INL• 

• 101 ~·:?.E-02 
• t 9700E-02 
. 17984E-02 
• 1550'1E.-02 
• 12t:.::::3E-ü2 

• 7:3~1 6"7E-ü3 
• 5'.:: 1 06E -o.::: 

o. 

o . 
o. 
o. 
o . 
(t • 

(1 • 
o. 

V. IND 

o . 
.53106E-03 

o . 
o . 
o. 
o . 
o . 
o . 
o. 
o. 
o . 

(1, 

(l. 

o. 
(l. 

o . 
(1, 

o . 
o. 
t). 

V. IND 

V. I ND 



'=· F'. Tf:.C• f-·. NUM EF.:Rl)R v. 1N[1 
117 

• .36;::~.:?.E-01 • .;:71:i:;:.:>E-01 - • .::u.i·:;E-01 o. 
2 • .;:3620E-01 ;::;:670E-Ct1 - 1 r1:::46F-02 (J. 

:~: .27204E-01 • 261.:ol ·:;E::-01 . 215t)é,E-O 1 o. 
4 19845E-Ol ¡ 9¡ •;12E-(1l •. :::2:::72f:.-(l1 o. 
5 t::34'i'2E-01 1 :;:(i:;:OE-01 • :;:4 ::7 6E-0 1 (l • 

6 • :::7662E-02 • :::'.:,(11 3E-02 • 3021 7E-Ol (l • 
7 • 55329E-(>2 • 54003E-02 • 2396:3E-01 o . 
E: .34270E-02 • :;:::::679E-02 1724E:E-01 (l. 

9 .205'S5E-ü2 • :.'.:0742E-02 10165E-01 t). 

1:.. F' • TEO F'. NUM ERROR v. lND 

• 68051.:.E-0 1 • l,":''80/E-01 -.25723E-01 (l. 

2 .61291E-01 • 6054::::E-01 . 12212E.-01 (l. 
3 .46290E-01 • 44595E-Ol • 36618E-01 (1 • 

4 • 312!58E-01 • 30004E-O1 • 4012E:E-01 o. 
5 .1984~·E-01 . 19174E-01 • 33809E-01 o . 
6 . 12194E-01 .11891E-01 • 24B04E-01 o • 
7 • 73626E-(t2 .72440E-02 16107E-OI o • 
8 .44032E-02 • 43b47E-Cl2 .87462E-02 o • 
9 .26184E-02 .26102E-02 • 31508E-02 o • 

7 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

. 13402E+OO 13855E+OO -.33858E-01 o. 
2 . 11349E+OO . 10924E+OO • 37490E-C•I o. 
3 .76121E-Ol .72362F.-01 • 49377E-01 o • 
4 .46290E-01 • 44555E-01 • 37479E·-01 o . 
5 .27204E-Ol .26564E-01 • 23!:;i11E-OI o • 
6 . 15814E-01 15618E-01 12399E-01 (l. 

7 .91706E-02 • 9131 lE-02 • 431)67E-02 o . 
8 • 5321 lE-02 • 53277E-OL - 12518E-02 o. 
9 ,30919E-02 • 31040E-02 - • 3"il055E-02 o. 

8 F'. TEü P. NUl"í ERROR v. IND 

• 29425E+(H) • :=:oo57E+OO -.21484E-01 o. 
2 • 20789E +(11) 19279E+OO • 72619E-01 (1 • 

3 . 1134'i1E+OO 10915E+OO • 38211E-OI o . 
4 .61291E-Ol .60428E-01 . 14089E-01 o. 
~ ·-· • :33620E-0 1 • :?.3551E-01 • 20556E-02 o . 
6 H::715E-01 . 18791E-01 -.40259E-02 o. 
7 . 10540E-01 . 10617E-01 -. 72920E-<..)2 o. 
8 • 59897E-02 • /.:.0431E-02 -. 8'i"'173E-02 o. 
'? .34270E-02 . ~:4556E-02 -.83479E-02 o. 

9 F'. TEO P. NUM ERROR v. IND 

• :3 1 :33 1 E+ 1 O • 7532'~E+(IC) • 1 OOOOE +01 o. 
2 .29425E+OO • ::;:(11)41 E+OO -.20936E-01 o . 
:3 . 13402E+(11) 13S32E+OO -.:32121E-01 o . 
4 • 6E:0~~6E ··O 1 . é.9559E-01 -. 220t:OE-01 o . 
~ • :36 25:;:E-0 1 • :3(:.:31)9E-01 .. 15335E-01 o . ·-· . 
6 . 19t:45E-01 .20074E-01 - 11564E-(11 o. 
7 .11056E-OI 1115:3E-O 1 -. '3°'1845E-02 o . 
:.:: • 6231.:·2E-02 • 62::0:27E-02 -.74673E-02 o. 
·:.1 • 354:31;.E-O.:: • 35693E-02 -.5:3:324E-02 o. 



1 (l P. TECr 1-·. NUM ERRUR v. IND 
118 

. 2·;i~:~.:;.:E+OO • 3(11) 1 1 E +(1(1 -. :.2:2:215E-ú1 1) • 

2 • 20724E+OO . ¡ ·;1234E+(J(1 • / 1 :;;:9f:E -u 1 t) • 

3 .1128'>'E+(l(I 10:::74E+O(l • 31,. 7<.,._<E-01 (1. 
4 • 607/.:.0E-01 • 6(H)67E-C•l 1 1 4 l l.:.E -0 l (1 • 

5 • ::~:3174E-O l • 33253E-Ol - • .::·~:=:64E-02 o . 
6 • J8715E-Ol 18558E-01 • :=::::·~o5F-0:2 (1. 

7 .10540E-Ol 1(1447E-01 • :::8•l 73E-(12 o. 
8 • 59E:~17E-02 . 59~:13E-02 • ·='7527E-02 (l. 

9 .34270E-02 . 33997E-02 • 196.;:?E-02 o . 

11 P. TEO P. NUl1 ERROR v. IN[I 

. 132:35E+OO 13748E+OO - • 3•1820E-O l (l. 

2 • l 1236E+OO • 1OE:1 9E +0(1 • 37072E-Ol o. 
3 • 75076E-01 • 7140'?E-01 • 4:3:?.46E-O l o . 
4 .45377E-01 .43733E-01 .36217E-Ol o. 
5 .26445E-Ol • 25893E-01 .2085:2E-01 l) • 

6 15212E-Ol • 15098E-01 • 74640E-(•:::'. o . 
7 • 87135E-(>2 • 87523C::-02 -.44513E-(r2 (l • 

8 .53211E-02 .50785E-02 • 45591E-01 (l • 

9 .30919E-02 .29782E-02 • 36765E-Ol o . 

12 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

.66024E-01 • 67782E-c)l -.26627E-01 o . 
2 .59321E-01 • 58587E-01 -1 ¿::;:~:3E-(l1 o . 
3 • 44491E-01 .42826E-01 .37442E-01 o . 
4 • 29708E-01 • 28498E-01 .40713E-01 o . 
5 . 18576E-Ol .t7961E-Ot • 33124E-01 o . 
6 -11204E-Ol • t0963E-01 • 21474E-01 o . 
7 .66230E-02 .65735E-02 • 74593E-0:.2 o . 
s • 38721E-02 • 3921.JE-02 - 12801E-01 o . 
9 .26184E-02 .23809E-02 • 90713E-01 o . 

13 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

• 32704E-01 • 33426E-01 -.22076E-01 o • 
2 • 30193E-01 • 30 1 95E-0 1 -.63337E-04 (l. 

3 .24112E-01 .23515E-01 • 2'l768E-C11 (l • 

4 17226E-Ol . 16597E-01 . 3l ... 539E-01 o • 
5 • 11:397E-c:>1 10980E-Ol • 3656G:E-O 1 (J • 

6 .71696E-02 • 6961-;1E-02 • 28976E-01 o • 
7 .43666E-02 .43001E-02 • t5231E-Ol o . 
8 .26059E-02 • 26:;43E-02 -.10886E-Ol o . 
•;;¡ .15370E-02 16685E-02 -.85538E-01 (l. 

14 p, TEO P. NUM ERRCIR v. IN[I 

.1360'?E-01 l 3:389E-01 -.20598E-01 o. 
2 .12726E-01 12801E-(ll - . 59120E-02 o. 
3 • 104'?3E-Ol 10320E-01 • 1650'7E-01 o. 
4 • 77~1(1E1E -!):,¿ • 7!5441E-02 • ~:1619E-01 (l • 

5 • 5:3:3°?1 2E-02 .51455E-02 • :;:6:2l 1 E-01 o . 
6 . ~:4~150E-02 • ::;:::::4'l3E-02 .32045E-01 o . 
7 • 214:::::<E-02 . 2105:::E-02 • 201)(><1E-O l o . 
:::: • 1301 ~·E-O:.:: 1 :;:(J~~3E-02 - • 2·;126 J E-02 (1, . ,, • 77'546E-(>3 • 807 é.OE-C:>3 - • 41'l4:3E-c)1 ') . 



1 ~· F'. TEO ~·. Nl_IM ERRC•R v. I NO 119 

• 5:31 32E-1 2 . 56:;:4·:1E-O:?. -.·;177:32E+04 o . 
2 • 54571E-1:2 . 51645E-(IE: -. 94t.2::::E+U4 (1 • 

8 .•l5447E-12 • 37284E-ü::: - . :.=:2028E+04 o. 
4 • :34164E-1:2 17221E-O:::: -.50396E+04 (J • 

5 • 2:3696E-12 - • :::6:;::~,¡ E-09 15561E+04 o . 
/.:. . 154f:6E-12 - • 20:~:45E-o:=: . 13t:::9E+05 o. 
7 .97038E-13 -. 2:37:2'.~E-0:3 . 29607E+05 (l • 

::: • 59093E-13 -.27006E-OE: .45702E+05 o . 
9 • 35:33'?E- 1 3 - l6l 'i°1 IE-08 • 45:31E:E+05 o . 

16 F'. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-. !3609E-Ol - t 3:389E-0 1 -.20597E-ú1 o. 
2 - . 1272/.:.E-01 - . 12801E-01 -.59110E-02 o. 
:3 - . 1049:3E-01 -. 10320E-Ol • 1651 OE-01 o. 
4 -.77904E-02 ·-. 75441 E-02 . :::'1620E-01 o. 
5 -.53392E-02 -.51455E-02 .36271E-01 o. 
6 -. ::~4550E-02 -.33443E-02 .32043E-01 o. 
7 -.21488E-02 ··• 21058E-02 .ZOOOlE-01 o. 
8 -. 1::,015E-02 - . 13053F.-02 -.29315E-02 o. 
9 -.77546E-03 -.80760E-03 -.41453E-01 o. 

17 F'. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-.32704E-Ol -.33426E-Ol -.22075E-01 o. 
2 -.30193E-01 -. :::OJ 95E-OJ -.62670E-04 o. 
3 -.24112E-Ol -.23515E-Ol .24769E-01 o • 
4 - . 17226E-01 -. 16597E-01 • 36539E-01 o. 
5 - 11397E-01 -. 10980E-Ol .36568E-01 o. 
6 -.71696E-02 -.69619E-02 .28974E-01 o. 
7 -.43666E-02 -.43001E-0:.2 . 15228E-01 o. 
8 - • 2l,059E-02 -.26343E-02 - . 10891E-01 o. 
9 - 15370E-02 - . 16685E-02 -.85543E-01 o. 

18 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.66024E-01 -.67782E-01 -.26627E-01 o. 
2 -.59321E-01 -. 585E:7E-01 . 12384E-01 o. 
:3 -. 444'?1E-01 -.42825E-Ol • :37443E-01 o. 
4 -.29708E-OI -.28498E-ü1 .40714E-01 (l. 

5 - 18576E-(11 - . 17961E-Ol .33124E-01 o. 
¿, - 11204E-01 - 1096::::E-01 .21472E-01 o. 
7 -.66230E-02 -.6573/.:.E-02 .74551E-02 o. 
::: -.38721E-02 -. 3°3"'217E-02 - . 12807E-01 o. 
9 -.261:34E-02 -.23809E-02 • 90707E-01 o. 

19 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

-.13285E+OO - . 1:3748E+OO -.34819E-01 o. 
2 - 1 1 236.E +00 - . 10819E+OO • 37073E-01 o. 
~: -.75076E-01 -. 7 l 40'?E-01 • 4:3:34 7E-0 1 o. 
4 -. 45::0:77E-01 -.43733E-01 • ;;:621 SE-01 o. 
5 -.21.:.445E-Ol - . 25:3~)3E -(11 .20851E-01 o. 
6 -.15212E-Ol - 1509E:E-Ol .74611E-02 (l. 
7 - . :3:71:35E-02 -. :37~S23E-02 -.44579E-02 o. 
:=: -.53211E-0:2 -. 507:::~.E-(J;~ .455S1E-01 (1. .,, -. :~:(191 '?.'E-02 - . 297::: ::E -(12 . 36-75,lE-01 o. 



20 F'. TEO P. NUM ERROR v. I H[I LO 

-. 2·~"1;358E+OO -. 3(>(• 11 E+•:>c1 -. :.22-.214E-01 t). 

2 -.20724E+OO - , 19:::34E+(H) • 71í::'i'9E-01 (> • 

;3 - • 11:z:;::•;..E+00 - 1087•\l::+OO . :;:(:. 71.; .. 1E-•:>1 (1, 
4 - • 607l.:0C>E-(>1 -. 60(>67E-01 11411.:·E-01 o. 
5 -.33174E-01 - .. .3325:.:tt-Ol - . 23:37 bE -02 o. 
6 -.18715E-01 - • 1 E:5~if::E-01 . ::.::-::::56E-02 (1, 

7 -. 1(>540E-01 -.10447E-01 , :38361 E-02 l), 

8 -.59897E-02 -. 59::::14E-02 . 97::;:4::::E-02 o. 
9 -.34~70E-02 -. :33·;>·~8E-02 • 7•;:14.¡2E-02 o . 

21 p; TEO P. NUM ERROR v. INI) 

-.31831E+1Q -.75329E+OO • 1OC>OOE+01 o . 
2 ··, 29425E+OO -. :::0041E+OO -.20935E-01 o. 
3 -.13402E+OO - 13832E+OO - . 32120E-01 o. 
4 -.68056E-01 -.69558E-01 -. 22079E-ü1 o. 
5 -.36253E-01 - • 3b80':?E-O 1 -.15337E-01 o. 
6 -.19845E-ül -.20074E-01 - . 1157:.::E-01 o. 
7 -. 11056E-01 -.11158E-01 - • 9206 7E-02 o. 
8 -.62362E-02 -. 62830E-O:::· -. 75043E-02 o. 
9 -.35486E-02 -.35695E-02 -.58722E-02 o. 

22 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 -.29425E+OO - • 30057E +01) - • .21483E-(>1 o. 
2 -.20789E+OO - • 19279E +(1(1 .72622E-01 o. 
3 -. 11349E+OO -.10915E+OO . :38214E-01 o • 
4 -.61291E-01 - • 604 2t:E -01 . 14090E-Ol o. 
5 -.33620E-01 -. 33551E-01 . 20507E-02 o . 
6 -. 18715E-01 - . 18791E··01 -.40463E-02 o. 
7 -.10540E-01 - . 10618E-01 -.7340l)E-02 o. 
E: -.59897E-02 -.60436E-02 -, 89983E··02 o. 
9 -.34270E-02 -. 3455'~E-02 -.84360E-02 o. 

23 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.13402E+OO -.13855E+OO -.33849E-01 o • 
2 - • 11349E+<•O - • 10923E+O(t . 37498E-01 o. 
3 -.76121E-01 -.7:2362E-01 . 49385E-01 o. 
4 -.4629CIE-01 -.44555E-01 • 374S3E-(>1 o. 
5 -.27204E-(11 - • 265l:05E-01 • 2349<."1E-01 o . 
6 -.15814E-Ol -. 15é0 19E-01 12350E-Ol o. 
7 -.91706E-02 -.91:321E-02 • 41'~37E-t)2 o. 
8 -. 5:32·11E-02 -.53287E-C,2 -. 14442E-02 o. 
9 -.30919E-02 -.31046E-02 -.41178E-02 o. 

24 p, TEO P. NUM ERROR v. I ND 

-.68056E-01 -.69804E-01 -.25691E-01 o. 
2 -.61291E-01 -.60541E-01 . 12244E-01 o. 
3 -.46290E-Ol -.44593E-Ol • 36645E-01 o. 
4 -. 31258E-(•1 -.30003E-01 • 401::.;51E-O1 o. 
5 -.1'il845E-01 -. 1n75E-01 • :,::377 6E-0 1 o . 
/,;. -.12194E-01 -. 11E:93E-01 • 246E:OE-(>1 o. 
7 -. 7:;:626E-02 -.724b1E-02 . 15:321E-1)1 (l • 

8 -. 440:::2E-02 -. 4:36(:.:;::E-O.? .. :32524E-0:2 o. 
~-, - • 2é0 l :;::4E-02 -. 26116E-t)2 • 25'i1 1:::E-O2. o. 



¡ _ l 
~,e ..... _, i:·. TEO p. NUM ERROR v. IND 

-.86253E-01 - • :;:7o::NE-O l - • ::: 1 '5(:.0E-0 1 «). 

2 - . 3::~62CIE-O 1 -.:::36/:.(;.E-01 - • 1.3714E-0:2 (l. 

::=: -.27204E-01 -.:2661/.:.E-ül • ;~15·~.,é·E-1) 1 o. 
c. -, 19:::45E-01 -. 191"12E-01 • :::2904E-O 1 o. 
5 -, 13492E-01 -.13(•31E-Ol • :34 185E-O 1 t). 

b -.87662E-02 -. 8504:::E-02 • ;::-;ii:::~:::::E-0 l o. 
7 -,55329E-02 -.54045E-02 • 2:320/..a.E-t) 1 (1. 

:=: -.34270E-02 -. ~:3726E-OL • 158'?2E-O 1 (l. 
•;> -.20955E-02 -.20776E-02 .:35473E-02 o. 

2é. P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-. 19845E-01 -.20260E-(11 - • 2<Y?05E-01 o. 
2 -. 18715E-01 .. . 18E:90E-01 -.93072E-02 (l. 

:3 -. 15814E-01 -. 1566:3E-01 .92584E-02 (l. 

4 -. 12194E-01 - 11914E-(11 • 22E:95E-01 (l. 

5 -.87662E-02 -.85117E-02 . 2·.;oo28E-Ol o. 
/;. -.59897E-02 -.:=;St48E-02 .2CJ202E-01 o. 
7 -.39472E-02 -. 38•l61E-02 .25606E-01 o. 
i:: -.25347E-ú2 -.24845E-ü2 .19810E-01 o. 
9 -.15'?66E-02 -.15772E-02 . 12158E-01 o. 

27 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 -.11056E-01 -.11290E-01 -.21131E-01 o. 
2 -.10540E-01 - • 10687E-O 1 -.13918E-Ol o • .-. 
-~ -.91706E-02 -. '?1679E-02 • 29161E-03 o. 
4 -.73626E-02 -. "/2649E-02 . l 3266E-01 o . 
5 -.55329E-02 -.54145E-ü2 • 21387E-0 1 (J. 

6 -.39472E-02 -. ::<8508E-02 . 24421E-01 o. 
7 -.27056E-02 -.26421E-02 .23446E-01 o. 
8 -.17984E-02 - • 17632E-02 • 1 9535E-O 1 o. 
9 -.11662E-02 -. 11514E-02 .12742E-01 o. 

2~ P. TEO P. NllM ERROR v. INO 

l -.62362E-02 -. 6348':;;.E-02 -.18082E-01 o. 
2 -.59897E-02 -.60722E-02 -.13769E-01 (l. 

3 -.53211E-02 -.53438E-02 -. 42727E-02 o. 
4 -.44032E-02 -. 4::<792E-02 • 54501 E-(12 (l. 

s -.34270E-02 -.33844E-02 .12451E-01 o. 
6 -.25347E-02 -.24943E-02 • 15941E-01 (l. 

7 -. 17';>84E-02 -. 17690E-ú2 .16307E-01 o. 
8 -.12332E-02 -.12157E-02 .14169E-01 o. 
9 -.82112E-03 -.81332E-03 .95037E-02 o. 

#ET=E::44.3 PT=l. 5 I O= 1 • (:. 

ERMS • :;:22118E-01 ERMIN= .62670E-o4 ERMAX...,. • 1 OOOOE +(l 1 
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.10000[101 
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.2ocoor.:101 
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.._,u' .... -~ 

.1:;;1001:--01 

1. 16. ._, i 

.1ooooc:o1 

.100001..::01 

.384li5C:-O~ .lOCJOt·:v~ 

.::!7770E-04 .10000:::: l 01 

.100001::·: 01 

Con el nCimero de onda Ky aumenta el error cuadrático medio. 

Esto se debe a que para mayores números de onda, el argumento de la fun­

ción Ko (función Bessel modificada de orden cero), es mayor y, por tanto, 
su valor es más próximo a cero. El cálculo numfrico también da números p~ 
queños, pero el error aumenta, pues la aproximación discreta no es capaz 

de diferenciar cambios de curvau1ra de la magnitud de los que se encuen­
tran al final de la función Ko. En todo caso, se conserva la tendencia a­
sintótica hacia cero, también en el caso numérico. 

122 
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_ _, 

TABLA IV.3 

P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

• 69444E+OO .69175E+OO .38737E-02 • 10158E-02 
2 • 685é·5E+OO • 682{:.2E+(H) .44159E-02 • 19700E-02 
3· • 66052E+(1t) • 65673E+(l(1 .57362E-02 • 17984E-02 
4 .6.2241E+OO • 1:..1 '/89E +00 .7272úE-02 • 15504E-02 
5 .57571E+OO • 57074E+(10 .86230:.:.E-02 • 12683E-02 
1:.. .5247JE+OO • 51962E +(1(1 • 9702::::E-02 .98952E-03 
7 • 4 7295E+(1t) • 46786E+c•O • 10775E-Ol .73967E-03 
8 .42294E+OO .41748E+OO • 1290é.E-O l • 53JC16E-C13 
9 .371:>21E+OO .36:318E+OO • 21335E-t)l o. 

2 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

.84034E+OO .83891E+OO • 1b'~83E-02 o • 
2 .82699E+OO • E:24 73E +00 • 27410E-02 o • 
3 .78940E+OO • 7:?.5:37E+OO • 51001E-02 o • 
4 .73378E+OO • 72823E+OO . 7569C•E-02 o • 
5 • 66 775E+<)(l .66145E+OO • 94:391 E-02 o . 
6 .59814E+OO .59180E+OO . !0604E-Ol o. 
7 .52995E+OO • 523';>5E+OO . 11327E-Ol o • 
8 .46622E+OO • 46060E+OO 12056E-01 o • 
9 .40847E+OO .40315E+OO • 13028E-01 .53106E-03 

3 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

1 .10417E+01 • 10417E+01 -.47178E-05 o . 
2 .10202E+Ot .10183E+01 • 18590E-02 o. 
3 • 96(1';>7E +0(1 • 95563E+0•) • 55473E-02 o • 
4 • 87642E+OO .86870E+OO • 88075E-02 o • 
5 .78041E+OO .77201E+OO • t0770E-01 o • 
6 • 683E!2E+OO • 67590E+Oú .11579E-01 o • 
7 .59331E+OO .58637E+OO . !1698E-01 o • 
8 • 51205E +(1(1 • ~·061 7E +00 • 11497E-01 o . 
9 • 4 409:?.E +(1(1 .43615E+OO • 10968E-01 o . 

4 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

• 1333::::E +O 1 . 13:350E+01 -.12863E-02 o. 
2 .12960E+01 • 1 ~9::::t)E +O 1 . 22853E-02 o . 
3 .11961E+01 • 1186:3E+01 • 7834E:E-02 (1 • 
4 .10613E+Ol • 104'S°'1E+01 • t1461E-01 o • 
e • '? 1 75:3E +00 • 90589E+OO • t2737E-01 o • •.J 

/:.. .78176E+OO • 77192E+OO .t2581E-01 o . 
7 .66138E+OO • é:.5:355E+OO • 1 t:::50E-O 1 o . 
::: . 55835E+OO .55222E+OO • t 0979E -O 1 o . 
9 . 47176E+(u) ,l\6705E+O(l • 9·;:i805E-02 o . 



5 F'. TEO ~. NUM EkRUk v. INU 
l ~. _., 

• 17:?.57E+01 • 1 ·;:;:::=:·='E+(> 1 -. l :305i)E-02 l) • 

2 .17!29E+C>1 • 1 70;:-·;'E +O! . 5:::4 33E-(>.2 o . 
3 .15290E+01 . 1 508:3E +O 1 . 13535E-O1 o . 
4 • 13016E+(>1 • 1 2808E +C> 1 • ¡5·:14:;::E-Ol o . 
5 • H.)81 OE +O 1 • 1Oé.47E+O 1 • 1':·022E-O1 o . 
b .88906E+OO • 8774 lE-1(1(1 • 1:3104E-01 () . 
7 .73022E+OO .72194E+OO • 1 1 '.::30E-0 1 o . 
8 .60147E+OO .59547E+OO . 99E:25E-C>2 o. 
9 • 49786E+\.)0 • 4•;i342E+oc1 .89267E-02 o . 

6 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 .25641E+Ol .25645E+OI -.15052E-03 o • 
2 • 23953E+O! • 23527E+C>1 17797E-OI (l • 

3 .20132E+Ol • 1-;162:?.E+O 1 • 25048E-OI o • 
4 , 16075E+Ol • 1~•725E+01 • 21781E-O! o • 
5 .12648E+01 • 12441E+(I! • 16342E-01 o . 
6 .99703E+OO .98495E+OO 12118E-C1! o. 
7 • 79228E+C10 • 78474E+Oú • 95146E-02 o • 
8 • 63578E+OO • 63062E+OO • 81096E-02 (l • 

9 • 51529E+OO • 51146E+OO • 74286E-<12 o • 

7 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 • 41667E+01 • 41173E+01 • ! 1851E-01 o • 
2 .36417E+01 • 34520E+01 .52085E-01 o • 
3 .27135E+01 .25973E+ú1 • 42830E-Ol o • 
4 .19650E+01 • 19155E+Ol • 25209E-01 o • 
5 • 14455E+Ol • 14253E+01 .13959E-01 o. 
6 .10877E+Ol • 10786E+01 • E:3850E-02 o . 
7 .83578E+OO .83074E+OO .60293E-02 o. 
8 • 65379E+OO .65032E+0(1 .53066E-02 C> • 
·;i • 51 930E +0(1 • 5164::3E+OO • 54448E-02 o . 

8 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 .909Cl9E+01 • 8t .~65E+O l • 10 1 b';>E +CIO o . 
2 • 61657E+O 1 • 53745E+01 • 1 28:~2E +O(! o . 
3 .35777E+Ol • 33·;146E+Cl 1 .51170E-01 o . 
4 .22852E+01 • 22466E+01 • 1b917E.-01 o . 
5 .15710E+01 • 15627E+O 1 • 529é.1E-02 (1, 

6 .11336E+01 • 11 313E +0 1 • 19'r'71E-C>2 (! • 
7 • 345·:;.oE+OO .84456E+(IO • 15920E-Cl2 Ct • 
E: .64725E+OO • 64582E+OO • 22039E-Ct2 o . 
9 • 5051 3E +C:10 • 50348E+OO • 3277•lE-02 o . 

9 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 • 50000E+O·;> • 24552E+02 • 1OOOOE+O1 o . 
2 .90050E+01 • 81363E+01 .96465E-01 o . 
3 .40194E+01 • 3';>949E+01 . 6ü98llE-ü2 o . 
4 .23755E+01 • 23856E+01 -.42387E::-02 (1 • 

5 .15715E+(l1 • 157:33E+ül -. 43256E-(>2 o. 
b .11056E+01 • 11087E+01 -. 2:::7:26E.-02 o . 
7 • 8091 7E+(tt) • ::: 1021 E+O(I -. 12:::10E-02 o . 
8 • 60·;<34 E +00 • 609:2:::E +00 17E:51 E-ü:: (l • 

''i' • 46913E+Oü • 46:::44E+üO • ! l\::':21 E-•).: (l • 



11'1 f'. 1 EU ¡:·. NIJ~i E-.f-•h'.•Jf \ v. I NLt 

• S~3~~:3·_::1 E+O 1 • ::: 1t)1 ':•E +O 1 . :;:::;:•_:.:;:_·:E-01 o . 1 2S 
.. -:'Y6t-.:=:E+l>1 • r:.~:-::c:;·_;,E+Ol • 1 ::211:=:E+OO o . 

"' _, • .33:375E+ü 1 • ~:¿~-~69E+')1 • •17•l•):.:0.E-O 1 o . 
4 .:21082E+01 • .::0777E+(11 . 144.;:::::E-1)1 o . 
5 • 141(t0E+01 • 14050E+01 . 357:::5E-02 o . 
6 .. 9S98E:E+ü0 • 9:::·~1~9E +üO . 5t::::9üE-03 o. 
7 .71949E+OO • 71937E+(H) • 16 7tK1E-03 <) • 

8 .53716E+ü0 • 53é.91E+OO • 44::0:4óE-03 o . 
9 • 40989E+OO . 40970E+(H) • 4~.5:::::::F.-1)3 o. 

11 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 .37500E+01 .37773E+01 -. 72'?1 !E-02 o. 
2 .32318E+01 • 3C>905E+01 .43707E-01 o • 
3 .23229E+01 . 22299E+01 .40001E-01 o. 
4 .16031E+01 15é.40E+01 • 24357E-01 o • 
5 • 11180E+01 . 11030E+01 .13416E-01 o • 
6 .79696E+OO • 79105E+OO .74108E-02 o. 
7 • 58114E+OO .57862E+OO .43264E-02 o • 
8 .43288E+OO .43176E+OO • 25943E-02 o • 
9 .32879E+OO • 32868E+OO .35225E-03 o. 

12 P. TEO P. NLIM C::RROR v. IND 

1 .1904SE+01 . 19424E+01 -.19758E-01 l) • 
2 . 174E:1E+01 . 17335E+01 .83204E-02 o . 
3 .13999E+01 • 13663E+01 .24034E-01 o . 
4 . 10440E+01 . 10188E+01 • 241(16E-01 o . 
5 • 75965E+OO .74546E+OO • 18680E-01 o . 
6 .55251E+OO .54532E+OO • 13011E-01 o . 
7 • 40606E+OO .40254E+OO .86682E-02 o . 
8 • 30291E+OO • :;:O 115E +00 .58266E-02 o . 
9 .22969E+OO • 22:362E +00 • 46464E-02 o. 

13 P. TEO p. NUM ERROR v. IND 

.83333E+OO .85079E+OO -.20943E-01 o . 
2 .78137E+OO • 78424E+OO -.3b790E-02 o . 
3 • 65493E+OO .64537E+OO • 1459">'E-01 e), 
4 • 50929E+OO .49825E+OO • 216b7E-01 o . 
5 • 38102E+OO .37319E+OO • 20544E-01 o . 
b • 281:0E+OO • 27l,82E+OO • lé0 172E-01 o . 
7 • 20:324E+OO .20583E+OO .11591E-01 o . 
8 . 15570E+OO .15442E+OO • 81697E-02 o . 
9 • 11 :303E+OO .11724E+OO .67530E-02 1). 

14 P. TEO P. NUM ERROR v. IN[I 

1 • 4::0:656E-10 .26487E-05 -.60672E+05 o . 
2 .29104E-10 .26366E-05 -.90590E+05 o. 
3 • 2·;:i 104E-1 O .25900E-05 -. 9:3•;i·;:i1E+05 o. 
4 .14552E-10 .29516E-05 -. 202e:3E+Ol-. o. 
5 .14552E-10 • 2:=:253E-05 -. 1'7415E+06 o . 
6 . 14552E-10 . 252:50E-05 -. 17421E+O(:. C>. 
7 o. • 20:?.5:3E-05 - . 20:35:?.E-05 o. 
::: o. 14f:::r::5E-05 - . 14t::=:5E-05 o. 
·;i o. . 775:35E-Ol .. - • 775:;::5E-Ol' l). 



15 P. TEO F'. NIJM ERROR v. l ~J[· 
1 2!> 

- .. 83:3::::3E+(H) - • :3~,(17:::E +00 - . 20'.;,36E-01 o .. 
2 -. 7:;::1:.::7E+OO -. 7é:423E+OO -. 3671 OE-o::-: o .. 
3 -. 65493E+(H) -.b4536E+OO . 14(:.(1•;1E-O l (1. 

4 -.50929E+OO - • 4 o;'825E +00 . 21i::.7<1E.-(>l o. 
5 -.3E:102E+OO -. ;:::731:?.E+(H) • 20561E-Ol o. 
6 -. 2E:137E+OO -:-. 276E:1E+OO • 16J ·.;,2E-01 o. 
7 -.20824E+OO - • 20582E +(10 • 1 16 1::3E-O 1 o. 
8 -. 15570E+OO -. 1::o442E+OO .81908E-02 o. 
·-:; -.11803E+OO -.11724E+OO .67b75E-02 o. 

16 P. 1EO F'. NUM ERROR v. IND 

-. 19048E+01 -.19424E+01 -.19755E-01 o . 
2 -.17481E+01 -.17335E+01 • :::::::239E-(12 o . 
3 -.13999E+01 -. 1:::Cb62E+01 • 24(1.39E-O 1 o. 
4 -.10440E+01 -. 1Cl1E:8E+Ol • 24113E-01 o. 
5 -.75965E+OO -.74546E+OO .18689E-01 (l. 

6 -.55251E+OO -.54531E+OO • 13022E-Ol o. 
7 -.40606E+OO -.40253E+OO .E:6811E-02 o. 
8 -.30291E+OO -.30114E+OO .58391E-02 o. 
9 -. 22969E+ú(1 -.22862E+OO .46550E-02 o. 

17 P. TEO P. NUl'í ERROR v. IND 

1 -.37500E+01 -.37773E+Ol -.72902E-02 o. 
2 -.32318E+Ol -.30905E+Ol • 4::0:7(19E-01 o. 
3 -.23229E+úl -.22299E+Ol • 40(•03E-O 1 o. 
4 -.16031E+Ol -.15640E+01 .24361E-Ol o. 
5 -.11180E+01 -. 11030E+01 .13423E-01 o. 
6 -.79696E+OO -.79104E+OO .74202E-02 o. 
7 -.58114E+OO -.57862E+OO .43374E-02 o. 
8 -.43288E+OO -. 4:::t 76E+OO .26051E-02 o. 
9 -.32879E+OO -.32868E+OO .35974E-03 o. 

18 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.88889E+01 -.81015E+Ol .88581E-01 o. 
2 -.59668E+ül -.52359E+01 12248E+C>O o. 
3 -.33875E+Ol -. 32269E+C•l .47407E-01 o. 
4 -.21082E+Ol -.20777E+01 .14442E-01 o. 
5 -.14100E+Ol -.14050E+01 .. 35853E-02 o. 
6 - . 9898E:E +(IO -.98928E+OO • 5984E:E-O:=: (1. 

7 -. 7194·;:iE+OO -.71936E+0(1 • 1 7859E-0:3 o. 
8 -.53716E+OO -.53691E+OO • 46001 E-O:.:: (l. 

9 -.40989E+OO -.40970E+OO • 47:"390E-03 o. 

19 P. TEO P. NUM ERRüR v. IND 

-- • 50000E + 1 O -.24552E+02 .lOOOOE+Ol o. 
2 -.90050E+Cll -.81363E+Ol .96464E-01 (1. 

3 -.401'?4E+01 -.39949E+01 .60996E-02 o. 
4 - • 2::::755E +ü 1 -. 2385/.:.E+Ol -.42345E-02 o. 
5 -.15715E+01 -. 157:33E+Ol -. 431 ?::::E-02 o. 
(:. -. 11056E+•)1 -. 110:::7E+01 -. 2:::(:.1 lE-02 (J. 

7 -. 8091 7E+0(1 - • •=: l 020E+OO - .. 1266:3E-02 o. 
8 -. 60934E+OO - . 60922E +(JO • 1 ·;1::::;:0E-(,.:-: (1. 

9 -.4691:3E+OO - . 4(:.::;:4::=:E +(11) . l •Vi1 :: 1 E-<:12 (> .. 



20 F'. TEO F'. NUM ERROR v. I ND 
127 

-.90909E+01 - . :31665E+Ol • 1(l169E +00 (1 • 

2 -. 61é.57E+Ol -. 5:;:745E+ül • 128:3.2E+OO o • 
3 -.35777E+01 -. 33•;14i;.E+Ol • 51172E-(l1 o . 
4 -.22852E+ú1 - . :.'.!2465E+01 • 16'.'' .:::2E -l) 1 o • 
5 -. 15710E+01 -. 15627E+ü1 . 5:;:06!5E-02 o • 
6 -. 113::::é.E+Ol -. 11~:1 '.::E+Ol . L012E:E-02 (1 • 

7 -.84590E+0(1 -. 8•l454E+OO • 1.~1 lé·E-02 o . 
8 -.64725E+OO -. 645E:1E+OO . 22238E-02 (1 • 

9 -.50513E+OO -. 5034 7E+(l(I . 32912E-02 o . 

21 F'. TEO P. NUM ERROR v. IN[I 

-.41667E+01 -.41173E+01 • 11851E·-O1 o • 
2 -.36417E+01 -. 34~520E+01 • ~·:'.(•E:6E-u 1 o . 
3 -.27135E+01 - .. :2597:3E+.01 • 1l28;33E-01 o • 
4 -.19650E+01 -. 1 o;i1!'::~5E+01 • 25217E-01 o • 
5 -.14455E+01 -, 1•1253E+01 • 1::::975E-01 o . 
6 -.10877E+01 -. 10786E+01 • 84090E-02 o . 
7 -.83578E+OO -.83072E+OO .60593E-02 o. 
8 -.65379E+OO -,65030E+OO .53367E-02 o. 
9 -.51930E+OO -.51646E+OO • 54656E-02 o . 

:22 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.25641E+01 -.25645E+Ol -.15257E-03 o. 
2 -.23953E+01 -. 23527E+01 • 177'%E-01 o. 
3 -.20132E+01 -. 19628E+C11 • 25053E-01 o • 
4 -.16075E+Ol -.15725E+(11 .21794E-01 o. 
5 -.12648E+01 -.12441E+01 • 16368E-01 o • 
6 -.99703E+OO -. 984911::+0(> • 12158E-01 o . 
7 -.79228E+OO -.78470E+OO • 95643E-02 o • 
8 -.63578E+OO -.63059E+OO .81589E-02 o. 
9 -.51529E+OO -.51144E+OC> • 74618E-02 o . 

23 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

1 -.17857E+01 -. 1 78'~0E+01 -.18155E-02 o. 
2 -.17129E+Ol -.17029E+01 • 583l:.2E-02 o. -
3 -.15290E+01 -. 15083E+01 • 13538E-01 o . 
4 -.13016E+01 -. 12808E+01 • 15970E-01 (l. 

5 -.10810E+01 -. 10647E+01 • 15067E-01 o . 
6 -.88906E+OO -. 877:::5E+OO • 1 :::t 75E-01 o . 
7 -.73022E+OO -. 7218:3E+01) • 11418E-01 o . 
8 -.60147E+ú(l -.59541E+-OO • 10069E-(ll (l • 

9 -.49786E+0(1 -. 49339E+(ll) • 89820E-02 o • 

:¿4 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-.13333E+01 -. 13351E+(1l -.13228E-02 1). 

2 -.12960E+01 -. 12930E+01 • 225óS-1E-02 o. 
3 -. 11961E+01 -. 11:368E+01 • 78306E-02 o . 
4 -.10613E+ül -. 104·:;-1E+Ol • 11495E-Ol 1) • 

5 - • 91 75:::E +0(1 -.90582E+OO • 12819E-01 (1 • 
,,;. -. 7E:t 76E+OO -. 77182E+OC> .12714E-01 o. 
7 -.66138E+OO -.65344E+OC> • 1201 lE-01 (1. 

8 -.55E:35E+üO -.55213E+OO .11139E-01 (1. 

9 -.47176E+üO -.46701E+OO • 1007tE-01 o . 



.25 F·. TEC1 p. r.JUM ERROR v. IND 1 28 

-.10417E+Ol - 104 1::3E +(11 - !105úE-03 o. 
·"".· 
~ -.l0202E+01 - l (11 :::4E +01 !7729E-02 o. .... 
~~ -.96097E+OO - .. ·:¡5i:,t.:.6E +(1(1 .. 55171E-ü2 (1. 

4 -. E:7642E+l)(J - • ::::,;.:3/:..5E+OO . ::::::(:. ¡ 9E-02 (1. 

5 -.78041E+OO - • 77 t:::19E +(H) 10925E-01 o. 
6 - • 68382E +(1(1 -.67572E+OO 11E:38E-01 o. 
7 -.59331E+(IO -. 5:.:<617E+OO 12033E-01 o. 
E: -.51205E+OO - • 50600E +(1(1 • 11 E: i::::E-01 o. 
9 -.44098E+OO - • 4:3609E +(n) • 110'?4E-01 o. 

26 P. TEO F'. NUM ERROR v. IND 

- . :34034E +00 -.83914E+OO 14195E··02 o. 
::: -.82699E+OO -. E:24-;12E+OO .25095E-02 o . 
'3 -.78940E+OO -.785'15E+OO • 4'?992E-02 o. 
4 -.73378E+OO -.72816E+OO .76548E-02 o. 
5 -.66775E+OO -.66!25E+OO .97385E-02 o. 
6 -.59B14E+OO -.59149E+OO • lll24E-01 o. 
7 -. 529'y5E+OO -.52357E+OO !2046E-01 o. 
E: -. 46°622E+OO -.46026E+OO • 12790E-01 o. 
9 -.40847E+OO -.4(l3!5E+OO !3034E-Ol o. 

27 P. TEO P. NUM ERROR v. IND 

-. 6944•1E+OO - • ¿..·7'22'1E+OO • 31716E-02 o . 
2 - • 6E:565E +00 - • 6::::302E +00 .38304E-02 o. 
3 -.66052E+OO -.65691E+OO • 54601E-02 o . 
4 - • 6.2241 E +00 -.61780E+OO • 74087E-02 o. 
5 -.57571E+OO -.57041E+OO • 92017E-02 o . 
6 -.52471E+OO -.51907E+OO . I0748E-01 o. 
7 -.47295E+OO -.46709E+OO • 12404E-01 o . 
e: -.42294E+OO -.41656E+OO • 15096E-01 o. 
9 -.37621E+(H) -. 3687•3E+OO • 19756E-01 o. 

28 P. TEO p. NUM ERROR v. IND 

-.58480E+OO -.58172E+OO .52643E-02 o. 
2 -.57E:73E+OO -.57547E+OO • 562E: 1 E-02 o . 
:3 -.56123E+OO -.55754E+OO • 65734E-02 o . 
4 -. 5~:4:22E+OO - • 5~:005E +00 • 78013E-02 o . 
5 -.50032E+OO -. 4957 7E+(i0 • 90:393E-02 o . 
é. -.46230E+OO -.45745E+OO • 1048€:E-01 o . 
7 -.42261E+OO -.41724E+OO • 12722E-01 o . 
::: -.38319E+OO -.37579E+OO . 19311E-01 o. 
9 -. 3453:3E+OO -. 336:::·~E+OO • 24584E-01 o . 

#ET=9:20.3 PT=l.5 10=0.9 

ERMS .23198E-01 ERMIN= .77585E-06 ERMAX= • IOOOOE+01 
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!• ,,, MU'1L lT l C (1 crmm~ 

.10~31L:~;Jl .10000C 101 ..• 63100C:: ·01 

• 60000l>01 .10000:.::: :n .. - • 5?600E- 01 

.10:.::07c101 .1oococ101 -. ::!O'JOOC 01 

• l 000(;!: ! 00 .10198[·101 .1ooooc::+o1 ·.l?SOOE-01 

• ¿ooooc·: oo .10072c:o1 • lOOOOEHH ·•• 73000E···O::! 

.UOOOOCIOO .<i'l1'1::!t::oo .1ooooc101 .os::.moc-01 

Para las separaciones 9-IN = O.Z, 0.4 y 0.6 unidades de malla, 
el error no es mayor que el que hay entre el potencial analítico y el num~ 

rico. Tales separaciones hacen que los electrodos de potencial se locali-­
cen exactamente sobre nodos de la malla; mientras que para SMN = .02 y .06, 
hay que hacer una interpolación en los valores de potencial; esta interpo­

lación introduce un error mayor que, sin embargo, queda dentro <le límites 
comparables al error de medici6n en campo. De cualquier manera, al diseñar 
una malla, es conveniente tener en cuenta las separaciones entre electro-­

dos que se hayan empleado en el ct.npo, para hacerlas coincidir con nodos -
de la malla. Esto es posible, ya que el programa permite espacirunicntos ar 

bitrarios entre los nodos. 

En el caso de SM-J = 0.8, la situación es algo diferente: se -­
tiene la diferencia de potencial entre un nodo cercano a la fuente y otro 

cercano al sumidero. Analíticamente, la diferencia de potencial entre fue~ 

te y sumidero es "infinita" (valor inalcanzable por cálculos numéricos), -
de fonna que en estas situaciones, la diferencia de potencial analítica 
crece más rápido que la numérica, dando por resultado un error mayor. 
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TABLA IV.S 

.40000E1·00 .0456~E-~OO .60067C~OO --.~0779[fC~ 

.~OOOOE100 .oac~~c:oo .7078~E100. -.2~160Et00 

.OOOOOE~OO .91895[100 .81771Et00 -.C~OOOE-01 

De estos resultados se infiere que la malla pequefia no es ad~ 

cuada para el caso de dos capas. El error es superior al 50\. Esto puede 
deberse a la influencia de los valores de frontera. 

Para evitar este problana, se ha diseñado la malla de la ta-­

bla IV.6, en que los espaciamientos incrementan su tamaño a medida que se 
acercan a las fronteras. La mcj oría en los resultados se observa en la ta 

bla IV.7, en que el erms es de erms = 3.88\, con sólo un punto arriba del 
4\ de error. 

La distancia entre los centros de los dipolos fue de 4.5 tmi­

dades de malla. 
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TABL1\ IV.6 

LOS .DATOS QUE HAY SOtJ LOS SIGUIENTES: 

ESPACIAMIENTOS EN X = 81 L•JNGI TUD 8. 100 
INCREMENTOS CALCULADOS 

********************** 

NUMERO DT 
****** *************** 

1 0.479209 
2 0.297869 
3 0.218757 
4 0.174252 
5 o. 145718 
6 0.125883 
7 o. 1113::::0 
a o. 1•)0210 
9 0.091458 

10 0.084408 
11 0.078623 
12 0.073807 
13 0.069748 
14 0.066295 
15 0.063334 
16 0.060778 
'17 0.058563 
18 0.056637 

-19c (1.054959 
20 0.053495 
21 0.052220 
22 0.051113 
23 o. 0501 56 
24 0.049335 
25 o. 0486::::::: 
26 0.048057 
27 0.0475E:2 
28 o. 047210 
29 o. 04é.934 
30 0.046752 
31 o. 046é.62 
32 0.(149172 
33 o. 04 9208 
34 0.0492:31 
:,::5 (J.049392 
:36 (>. 049540 



1:>2 

37 o. 049726 
38 o. 049'?52 
39 o. (15(1217 
40 0.05(1524 

'41 o. o~;os 7 4 
42 (1.(151268 
43 0.051710 
44 l). 0521 'i'9 
45 o. 052741 
46 o. (153336 
47 o. 053990 
48 (l.054704 
49 0.055485 
50 (l.056336 
51 (J.057~63 

52 0.058272 
53 0.059371 
54 o. 06(•567 
55 (1,061871 
56 0.06:3293 
57 (1.064844 
58 0.066541 
59 o. 0(:.84 (1(1 

60 o. 1)70441 
61 (l.072687 
62 0.075166 
63 (1.(177912 
64 (1.080966 
65 (l. 084376 
66 0.088204 
67 0.(>92525 
68 (1. (l•i)7 4 :;:5 
69 (>, 1030~·6 

70 0.109547 
71 0.117119 
72 0.126056 
73 0.136753 
74 o. 149775 
75 (1.165959 
76 0.186596 
77 (1. 21 31::00 
78 C).251272 
79 (1.306166 
81) o. 3911345 
81 o. ~559770 
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ESPACIAMIENTOS EN Z 21 LONGITUD= 2.100 
INCREMENTOS CALCULADOS 
********************** 

NUMERO DT 
****** *************** 

1 0.100000 
2 0.048239 
3 (1.(148464 
4 0.048922 
5 0.049624 
b 0.050593 
7 0.051859 
8 0.053464 
9 0.055468 

10 0.057949 
11 0.(161021 
12 0.064840 
13 0.069635 
14 0.075748 
15 0.083712 
lb 0.094406 
17 o. 109391 
18 0.131723 
19 0.168331 
20 o. 239119 
21 0.437490 
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TABLA IV. 7 

.~G~JO~i~O .1o~~:c1~0 .1C669E~OO .65611E-o: 

.~ooooc~oo .1077~E+o6 .111s7ctoo .J3aaoE-01 



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Durante la elaboración de este trabajo se presentaron_va--­
rias situaciones que sugieren que, aunque un nodelo bidimensional permite 
introducir en la interpretación estructuras geológicas, que podrfan pasar 
desapercibidas en modelos unidimensionales, el C'lllplco de programas que -­
dan la posibilidad de interpretaciones en dos dimensiones no debe hacerse 

sin tener conocimiento de ellos; es decir, no es rccancndable utilizarlos 
como "cajas negras". Esto se debe a que la confiabilidad de los resulta-­
dos depende de varios factores; entre otros: 

- Malla que se cmplcc: cantidad de nodos y espaciamiento en 
tre ellos. 

- Contrastes de conductividades con que se trabaje. 

- Números de onda que se utilicen. 

1 3 s 

- Tipo de arreglo electródico con que se trabaje en el campo. 
Esto se deduce de comparar los resultados que da el programa 

para diferentes condiciones, contra soluciones analiticas del mismo modelo. 
Asi, para el caso de dos =pas horizontales, una malla de 20 "80 nodos pr9_ 

porciona mejores resultados que LU1a de 1 O x 30, empleando las mismas condu~ 
tividades y los mismos números de onda, aun¡ue los espaciamientos son dif~ 
rentes. Las condiciones de frontera influyen en los resultados en mayor me 
dida, si las fronteras están cerca del arreglo de electrodos. 

Hechas las consideraciones anteriores, se recanienda usar el 
JOOdelado bidimensional después de tener un modelo unidimensional, a partir 
del cual las heterogeneidades en dos dimensiones pueden ser vistas como -­
perturbaciones. 

Por otra parte, el cmpleo del programa mostró que, tanto el 
tiempo de procesador como los requerimientos de memoria, están dominados 

por el número de nodos en profundidad que tenga la malla; esto se debe a 
la fonna en que está hecho el algoritmo, y es uno de los puntos suscepti­
bles de mejora en un futuro. En este sentido, el presente trabajo abre va 

rios caminos: 
- Refinar el algoritmo para m:>delos bidimensionales, optimi_ 

zando el empleo de memoria y acelerando el procedimiento de solución. 

• Estudiar los límites de aplicación del método, usándolo -



para casos más complicados, pero cuyas soluciones se conozcan, para poder 

comparar resultados. 

- Basándose en el algoritmo aqui desarrollado, intentar en­
contrar otros más eficientes, que permitan incluso lUla extensi6n a tres -

dimensiones. 

- Intentar que la interpretación sea autcmática; es decir, 
crear un programa que sea capaz de ajustar los valores de resisitividad 
aparente que calcule, con la curva de campo que le sea proporcionada, por 

medio de algún método estadistico, modificando por sí mismo los par1íme--­
tros del modelo. 

En este trabajo se hicieron c.anparaciones de los resultados 

del m~todo contra soluciones analfticas, en el caso hanogéneo (erms menor 
que 3'1.) y en el caso de dos capas (erms menor que 4\). 
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APENDICE A 

Obtención de las ecuaciones 
mado, a partir de las ecuaciones en el 

Para obtener la ecuación CI. 19a} 
mación de Fourier a la ecuación (I.15a)_ 

137 

(l. 1 SaJ 

Al aplicar la transfonnación del lado derecho se tiene que: 

y recordando las propiedades de la función delta de Dirac, 

l,~(x)8(x) dx = f(O) 

además de que tanto cos(y•Ky) como 6(yf) son funciones pares, lo que da 
por resultado que 

CD CD · J 8(y,)cos(yKy}dy=+ J 8(y,)cos(yKy)dy=i- cos O= -
2

1 

o -CD 

de donde se sigue 

Ahora bien, expandiendo el lado izquierdo de (I.1Sa) queda 
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ilo-(x,z) acp(x,y, z) 
az az 

- i'T"(x z)[ a2
4>.cx.y.z) + d24>.~.y.zl + 

V 1 0 xz ·ªy a24'.(x.y.z)l a z2 j 
en la cual la transfonnada de una derivru.la es una 11UJltiplicaci6n por iKy, 
con lo que se llega a 

donde del lado derecho v:(a /ax, a /az) y v2:(a2 /ax21 + (az /az2), por 
lo cual, finalmente se tiene la ecuación 

~ ,...., , ad 
-'V· (o- 'iJrh.l + CT Ky 2 ,..¡., - -~ 8 (x) ~'.){z ) 'fJ 't' - 2 ot f 1 

que, luego de definir 

es la ecuación (I.19a) 

-v·[ CT(x.,z)'V~Cx,Ky,z)] + K~CT(x,z>4'>cx,Ky,z) = 

(l. l 9a) 

A continuaci6n, para obtener (I.19bl a partir de (I.1Sc) 
1 

a-V'2cp + VCCT cp> - cp 'V'2.a- = - 2. ~Y 8 (xt> 8cyt> 8cz.> cr. 1 sc) 



el lado derecho es i&rual al caso anterior: 

Con consideraciones similares, 

O" (x,z} V 2 cp(x,y,z)-

a- (x,z} V2~ (x,Ky,z)-Ky 2o-(x,z) cP(X,Ky,Z} 

v2
[ a-(x,z)cp(x,y,z)] -

'V
2 

[ a-(x,z )~(x, K,, z)]-K/a-(x,z) #x,Ki11z) 

se llega a la ecuaci6n (I.19b). 
Para justificar el hecho de que 

,.., I 
Q=2KA 

se considera a la corriente I como la variación temporal de carga 

1- .!Í_!1_ 
- d t q= /1 dt 
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y la densidad de carga se trata en dos dimensiones, dando por resultado 

p = f¡¡fidt 
además, 

Conmutando derivadas espaciales con temporales, 



08(x 1)8(z 1>=-} gA[-9t"frdt] 8Cx,)8(z1>= 

~ ~l 8<x 1) 8(z,) 
y en la aproxim:ici6n por diferencias finitas se considera que 

aI/aA ~ I/6A, lo cual da el resultado 
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APENDICE B 

Algunas propiedades de la Matriz de Capacitancias 

Las propiedades de lá Matriz de Capacitancias generada en la 

discretización por 5reas de la ecuación de Poisson, aseguran la estabil_!. 

dad del método de solución, para cualesquier espaciamiento de malla y ·­
distribución de conductividades. 

Con el fin de mostrar este hecho, se recurre a las siguientes 

definiciones y teoremas: 

Definición B.1: Para n;-.Z, una matriz compleja A den ><n es ·-
~ 

reducible si existe una rnatri z de penrn.1tación ' P de n x n tal que 

T [At,t 
PAP = O 

donde A
111 

es una submatri: de r < r y A2, 2 .es una sul:matriz de (n-r) >< 

(n-r), donde l_:;"r::, n. Si no existe tal matriz de pernutación, entonces 

A es irreducible. Si A es una matriz compleja de 1" 1, entonces A es i­

rreducible si su único elemento es no rrulo, siendo reducible en caso 

contrario. 

La interpretación geométrica del concepto de irreducibilidad 

por medio de la teoria de gráficas es muy Citil, as:í que a contiIUJación -

se dan algunas nociones elementales. 

Sea A = (a .. ) una matriz canpleja de n >< n y considérense n 
l.,J 

puntos distintos P1 , P
2

, ••• , P n en el plano, que se denaninan "nodos". 

Para todo elemento a .. no nulo de la matriz A, se conecta el nodo P. -
I.,J 1 

con el nodo P., por medio de una linea dirigida de P. a P. , como se mues 
J 1 J 

tra en la figura B-1. 

P¡ P¡ 
Figura B-1. Linea dirigida~-. 

1 J 

tNota: una matriz de permut:acilin es una matriz cuadrada que 

en cada rengl6n y en cada columna tiene un elemento unitario, siendo ce 

ros todos los demás. 



De esta fonna, a toJa matri: .-\<le n' n puede ;1sociarsc una -

V"'<5. fica dirigida finita G lA) . 

Definición IL2: Una grtí[ica dirigida es fuertun<':nte conecta­

da si para cualquier par onlena<lo de nodos 1\ y P j existe un::i l fnea <l i­
rigida -- -P¡ ~ , f?, Pi .. , . . . , ~-f ~ = J 

que conecte P. con P .. Esta línea tiene longitud r. 
1 J 

Las Matrices de Capacitancias obteni<las en las secciones 

II.5.1 y II.S.2 tienen gr:íficas fuertemente conectadas, lo cual es apr~ 

ciable a partir de la malla <le <liscretiz.aci6n, ya que ca<la no<lo de la -

malla origina un renglón de la man·i:, en que los elementos corresponden 

a los coeficientes de acoplamiento con los cuatro nodos adyacentes. De 

esta fonna, en la malla siempre es posible conectar <los nodos cualcsqui~ 

ru con una linea continua. La malla representa precisamente al conjunto 

de nodos P
1

, P2' ... , Pn. Entonces la irrcducibilida<l de la matriz Ces 

consecuencia de la conexidad del dominio' D en que se resuelven las ce~ 

ciones. 

Por otra parte, por la fonna de definir los coeficientes de 

autoacoplamiento, las Matrices de Capacitancias son diagonalmente domi­

nantes estrictas, i.e. 

c1 1 > L 1 c1 1 1 = A 1 ' J • 

Para mostrar que C es positiva definida se recurre al hecho 

de que es simétrica y, al provenir de una ecuación autoadjunta, es tam­

bién Hcnnitiana. Entonces se usan los siguientes teoremas: 

Teorema B.1: Sea A= (a .. ) una :.iatriz compleja de n><n, y 
1,J 

n 
A,= I:la11 1 

j• I ' 

J "' Entonces todos los eigcnvalorcs 1' <le A quedan en la unión de los discos 
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Demostración.- Sea h un eigenvalor cualquiera de la matriz A 
y x el eigenvector correspondiente. Se normaliza x de fonna que su com­
ponente mayor sea unitaria. Por definición, 

( A - a,)x, = t º1,1 Xi 
JJll 

En particular, si J xr¡ = 1 , entonces 

• • IA.- al'. ,1sL1al'. 111x11SL la,,11 ==A, 
• ,.. • )at 

Jh i-r 

Luego el eigenvalor h está en el disco J z - ªr,rl ~ "r· Pero cano>. era 
un eigenvalor arbitrario de A, se sigue que todos los eigenvalores de la 

matriz A están en la unión de los discos 1 z - ªi,il ::,, Ai, 1 .:;, i:;,, n, cOIT\ 
pletando asi la demostración. 

Teorema B.2: Sea A z (a .. ) una matriz compleja de n xn, dia 
l.,J . -

gonalmente dominante estricta. Entonces la matriz A es no singular. Si 
ademti.s todos los elementos de la diagonal principal son números reales 
positivos, entonces los eigenvalores hi de A satisfacen 

1SiSn 

Demostración.- Cuando A es diagonalmente dominante estricta, 

la unión de los discos Jz · ªi,il :;. hi no incluye al origen z =O del 
plano complejo, y por el teorema anterior (Teo. B. 1), A= O no es eige.!!_ 
valor de A, lo que prueba que A es no singular. Si la diagonal principal 
de A contiene sólo números reales positivos, es claro que la unión de -
los discos ¡z - a .. ¡ ~A. en este caso contiene sólo puntos en el pla-

1,1 -- 1 

no complejo cuyas partes reales son positivas, lo que completa la demos 
traci6n. 

Puesto que una matriz llennitiana tiene eigenvalores reales, 
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una consecuencia inmediata del teorema anterior (Tea. B.2) es la siguie!! 

te: 

Corolario.- Si A= (a .. ) es una matriz llennitiana de nx n, 
1.J 

diagonalmente dominante estricta, cori elementos en la diagonal princi-

pal positivos a .. >0, entonces A es positiv-J definida. 
1,1 

Con lo anterior se ha demostrado que la Matriz de Capacitan-

cias e es positiva definida. 

Varga (1962) demustra que la aproximaci6n en diferencias fi­
nitas a la soluci6n de una ccuaci6n elíptica y autoadjunta, que produz­

ca una matriz con las propiedades mencionadas para la matriz C, es est~ 

ble para cualquier espaciamiento de malla. Probarlo es algo largo y CD!!! 
plejo como para hacerlo aquf, pues requiere de diversos conceptos de á!:_ 
gebra lineal y de análisis matricial; por ello, para tn1a demostración -

fonnal, se recomienda acudir a Varga (1962). 
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APENDICE C 

Teorema de factorización Choleski 

A continuación se demostrará la existencia de la factori za- -
ci6n Choleski para wia matriz A sim6trica y positiva definida. 

Una matriz sirnl!trica A es ¡:osit1va def1nic13 si xT1\X > O para 

todo vector x f O. Tales matrices aparecen en muchas aplicaciones; tfpi 
camente, xTAX representa la cnerg.fa de :1lgún sistc.'llla ffsico y es positl 

va para cualquier configuraci6n x. En w1a mati-iz positiva definida A los 
elementos de la diagonal siempre son positivos ya que 

donde e es el i-C!simo vector característico, las componentes del cual -
son todas cero excepto por un WlO en la i-6sima posición. Esta observa­

ci6n se usará al probar el siguiente teorema de factorizaci6n debido a 
Choleski: 

Teorema C.1: Si A es una matriz simétrica positiva definida 
de N xN, tiene una única factorización triangular u.T, donde L es una -
matriz triangular inferior con elementos diagonales positivos. 

Demostración.- La prueba es por inducción en el orden N de -

la matriz A. El resultado es cierto para N = 1 pues a
1

• 1 es positivo. 
Supóngase c¡ue se cumple para matrices de orden N - l. 

Sea A una matriz sim6trica positiva definida de orden N. A 
puede particionarse de la forma 

A{: ;TJ 
donde des un escalar positivo, " un vector columna de (N - 1) x 1 y H 
una submatriz de (N - 1) x (N - 1). La matriz particionada puede escri­
birse como el producto 



í Jet 
L111../ci 
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donde 11 = IT - (vvT/d). Es claro que la matriz 11 es simétrica. También es 

positiva definida pues para cualqu:cr vector x 7- O de largo N - 1, 

lo que implica que x:TllX>O, Por la hipótesis de inducción, H tiene una .: 

única factori::aci6n triai1gular LHL! con diagonales positivas. Entonces 

A puede expresarse como 

r ../d º ] r1 º] rt 
l_vt/ci I .. -t Lo L Lo º][~ 

L.?" o 

r"" º]µ 
~J./d L Lo 

con lo que se demuestra la existencia. La unicidad viene de considerar 

que tanto d como H y v son también únicos: des el elemento ªl,l de A 

y tiene una sola rarz cuadrada positiva; v está fonnado por los elemen­

tos de la primera columna de A y H se obtiene de A, quitando el primer 

renglón y la primera coll.Dlllla. La matriz H es tambi6n única para cada A, 

por lo que la factorizaci6n es única. 
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