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RESUMEN

Se desarrolla una tfcnica numérica para obtener la distribu-
ci6n tridimensional eléctrico, producida pof una fuente puntual localiza-’
da en la superfit;ic de un semiespacio con distribucifn bidimensional de -
conductividad.

Esta técnica se aplica en la interpretacién de datos de geo-
resistividad, permitiendo introducir variaciones en dos direcciones de la
propiedad conductora en el subsuelo.

Se presentan conceptos bisicos de exploracién geoffsica, con
especial énfasis en los métodos geoelfctricos con corriente cohtima,'d -
los cuales son aplicables los algoritmos desarrollados,

Con la intreduccién de algunas nociones de Teorfa Electromag
nética y de un tratamicnto termodinimico de la conducci6n eléctrica, se -
plantea la ecuaci6n diferencial de Poisson que describe el fenbmeno,

Se emplea una transfomaci6n de Fourier con el fin de facili
tar el cilculo de la distribucién tridimensional de potencial, consideran
do una bidimensional de conductividad, ya que el problema puede tratarse
entonces en dos dimensiones, parametrizando la tercera por el valor del -
nfmero de onda Ky.

Se utilizan condiciones de frontera de tipo Dirichlet, pues
un tratamiento formal muestra que la ecuaci6bn de Poisson es eliptica y --
autoadjunta, requiriendo de condiciones de este tipo (o, alternativamente,
de tipo Neumann) para que la solucifn sea estable.

Las condiciones de frontera son proporcionadas por un modeio
inicial de capas horizontales homogéneas; las heterogeneidades laterales
son vistas como perturbaciones sobre ese¢ modelo inicial.

Luego de una introduccion al método de diferencias finitas,
se discretiza 1a ecuaci6n de Poisson, tanto por puntos como por &reas, ge
nerando sendos sistemas de ecuaciones lineales. Las matrices de coelicien
tes asociadas a estos sistemas se denominan 'Matrices de Capacitancias™.

La Matriz de Capacitancias obtenida de la discretizaci6n por
ireas resulta ser positiva definida y tener una gréfica dirigida fuerte--
mente conectada; estas caracteristicas permiten cl empleo de la factoriza
ci6n Choleski para resolver ¢l sistema, ademés de asegurar que este Glti-

s



mo es estable, independientemente de la malla de discretizacifn.,

Puesto que las soluciones se obtienen en el dominio de la --
transformada de Fourier, es necesario resolver el sistema para varios n(i-
meros de onda y luego integrar, con el fin de regresar al dominio del es-
pacio.

El método desarrollado se aplica al caso de un modelo homogé
neo, obteniéndose un error relativo r.m.s. entre potencial analitico y po
tencial numérico de € s =2.3%. v ‘

En un caso de dos capas horizontales, el error relativo r.m.s.
respecto de la soluci6n analfitica es de € s 3.9 . !



INTRODUCCION
1. Motivos y metas,

La Fisica es la ciencia que intenta describir el universo, por
medio del estudio de las relaciones que existen entre los diversos fendme--
nos que en €1 ocurren. Para ello se apoya en un lenguaje matemdtico, con el
cual establece ecuaciones, que le permiten cuantificar los resultados de --
las teorias que formula y, de esta forma, poder compararlos con mediciones
que se hagan de lo que sucede en la realidad. De esta manera, paulatinamen-
te se ha logrado un mejor entendimiento de la naturaleza.

La Geoffsica es 1a disciplina cientifica cuyo objetivo es reca
bar, procesar e interpretar la informaci6n que se obticne de nuestro plane-
ta acerca de los procesos que en &l se desarrollan y, de manera similar, --
contribuye a una mejor y mis completa comprension del universo. Para hacer-
lo, precisa de conocimientos {isicos, quimicos, matemiticos y geol6gicos.

Como parte importante del entendimiento del planeta, estd la -
descripci6n de su estructura interna; para estos fines, la Geofisica se va-
le de la interpretaci6n de medidas de las propiedades, ¢ de contrastes de -
ellas, de los materiales que forman la lierra.

Cuando las mediciones se aplican a materiales del subsuelo en
sus capas mis someras, tienen un impacto social y econfmico irmediato, ya
que permiten el descubrimiento, la localizaci6n, la delimitacién y la cuan-
tificacién de yacimientos de recursos naturales.

Con estos prop6sitos (descripcitn de la estructura interna y -
bGsqucda de Tecursos naturales), se han desarrolladoc métodos geofisicos de
exploracién que, segiin las propiedades cuyos contrastes midan, suelen clasi
ficarse como sigue:

- Métodos Sismicos, que miden contrastes de propiedades

elfisticas.

MEtodos Gravimétricos, que miden contrastes de densidad.

~ Métodos Magnetométricos, que miden contrastes de propieda-
des magnéticas.

- M8todos Electromagnéticos, que miden contrastes de propie-
dades electromagnéticas.



- Métodos Radiométricos, que miden decaimiento radiactivo.
(Tambien se denomina de esta forma a la Percepci6n Remota, pues se trata
de mediciones de radiaci6n electromagnética, principalmente luz visible ¢
infrarrojo).,

- Métodos Termométricos, que miden flujo de calor.

A pesar de que el estudio de la Geofisica y sus implicaciones
colaterales son de importancia nacional, mucha de la tecnologia utilizada
no es mexicana y, en algunos casos, resulta obsoleta,

Uno de Los motivos para la eleccibn de este tema de investiga
ci6n es el deseo de cooperar con los esfuerzos para que el pais iogre su
independencia tecnolGgica.

En este sentido, con el presente trabajo se pretende introdu-
cir al ambiente de 1a geoffsica de exploracién nacional una técnica de --
procesamiento de datos, obtenidos mediante ¢l uso de uno de los métodos -
electromagnéticos: el de resistividad. Los beneficios del empleo de una -
técnica como €ésta van mds alla de la industria de los recursos naturales,
pues es también Gtil en el apoyo a estudios cientificos del interior de -
la Tierra, c¢. g. de las variaciones en el comportamiento de las cimaras -
magmiticas de volcanes y sus relaciones tectfnicas, lo cual puede auxiliar
a la prevencion de desastres y a aumentar el conocimiento sobre el terri-
torio nacional.

En el aspecto industrial, su utilidad se encuentra en la loca
lizaci6n de sitios para la construcci6n de obras civiles; en la localiza-
ci6n, delimitaci6n y cuantificaci6én de recurvsos minerales; en la explora-
cién de recursos petroleros y geotérmicos.

Organismos nacionales, industria minera estatal y privada, or
ganizaciones de imgenierfa civil y grupos de ingenieria geofisica, geolo-
gia y geohidrologia pueden beneficiarse con el procesamiento de sus datos
de georesisitividad mediante el uso de programas de computadora disefiados
bajo los algoritmos de célculo aqui presentados. Estos son lo suficiente-
mente simples y eficientes para implementarse en minicomputadoras, con uni
dades de almacenamiento masivo de datos, sistemas accesibles a la mayoria
de los posibles usuarios.

Con el método geofisico de resistividad se prectende obtener -
informaci6n sobre la estructura del subsuelo, a través dc la conductivi--



dad eléctrica de las rocas que lo componen. Estas pueden presentar varia-
ciones arbitrarias en cualquier_direccién (fig. 1). Para encontrar matemi
ticamente la respuesta de un madio asi, es necesario simplificarlo, dise-

fiando modelos que hagan accesible su tratamiento analitico o numérico.

Figura 1. Variaciones arbitrarias
de conductividad en el subsuelo.

Una primera aproximacién simplifica la situacibn a la de un

modelo donde se admiten variaciones en una sola direccitén (fig. 2). En

este caso, se intenta describir el cambio de conductividad en funcién de
1a profundidad (modelos unidimensionales).



Figura 2, Variacién de 1la
conductividad con la pro-
fundidad (modelo unidimen

sional).

Un caso mds complicado se tiene cuando se aceptan cambios en
dos direcciones: con la profundidad y lateralmente (modelos bidimensiona
les, fig. 3)
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Figura 3. Variacifn de la

conductividad en dos direc
ciones: con la profundidad
y lateralmente (modelo bi-
dimensional) .

- Un mayor acercamiento al caso real lo proporciona un modelo

donde se permiten variaciones en tres direcciones (modelos tridimensio-

nales, fig. 4).
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Figura 4. variaci6n de la conductividad
en tres direcciones (modelo tridimensional),

El primer‘tipo de modelo ha sido estudiado por muchos investi
gadores y, a la-fecha, no estd resuelto completamente (cfr. Orellana, 1982,
pp. 161 ~ 163).

Para casos con geometrias muy simples, se han encohtrado solu
ciones analfticas de las ecuaciones que describen el fenfmeno de conduc--
ci6n eléctrica (cfr. Grant y West, 1976, pp. 402-442; cfr. Hermance, 1982);
sin embargo, los métodos numéricos, aunque son aproximaciones a las solu-
ciones verdaderas, ofrecen una herramienta poderosa y pueden aplicarse a
muchas situaciones que se encuentran en la realidad.

Los siguientes se han utilizado para sinular la respuesta de
distribuciones de conductividad en una, dos y tres dimensiones, y,ien al-
gunos casos, con fines de interpretacitn (Aiken et al., 1973): o



Ko

a) Método de clementos f{initos, que, luego de discretizar el
dominio en que se resuelven las ecuaciones, adapta una funcién simple en
cada elemento, enlazdndolas de forma que se minimice la energia del sis-
tema (Coggon, 1971).

b) Método de ecuacif6n integral, que, tras la discretizacién,
properciona soluciones analiticas en cada clemento y luego las une por -
condiciones de frontera entre ellos.

c) Método de diferencias finitas, cn que operadores diferen
ciales sc substituyen por operadores finitos, basfndose en la expansién
en serie de Taylor de las funciones sobre las que sc opere.

El presente trabajo intenta proporcionar un método de anfili
sis, que permita un procesamiento ¢ interpretacién de datos de georesis-
tividad, en que se d&é cabida a heterogeneidades bidimensionales del sub-
suelo sobre cuya superficie se hayan hecho mediciones.

El problema fundamental en interpretacitn geofisica es de ti
po inverso; es decir que, dadas una seiial y una respuesta, se intenta en-
contrar cudl es la distribucién cn el subsuclo de la propiedad que las re
laciona, o bien, la fuente que las produce. Es usual que un mismo conjun-
to de observaciones geoffsicas de campo admita soluciones diversas, o mis
exactamente, todo un dominio de soluciones validas.

En ¢l método de anilisis que sc desarrolla, se resuelve un -
problema directo: tras la proposicién de diferentes distribuciones de con
ductividad en el subsuclo, se obtiene la respuesta a una sefial dada.
Puesto que cl problema inverso admite diversas soluciones, al resolver el
problema directo, distintas distribuciones pueden adecuarse a los valores
observados., Con ¢l fin de disminuir esta ambigiicdad, es necesario recu--
rrir a datos de otros métodos de prospeccibn y a conocimientos de la geo-
logia superficial, para converger a un modelo que satisfaga la mayor par-
te de las observaciones.



2. Antecedentes

Los métodos eléctricos de exploracién geofisica comencaron a
usarse a partir de la segunda década de este siglo, cuando Conrad Schlum--
berger efectud las primeras mediciones de este tipo, en Francia (¢fr. Ore-
llana, 1982, pp. 29-35). Estos métodos se emplearon en la bisqueda de pe--
tr6leo, de minerales y de agua subterrinca.

En un principio, la interpretacitn de los datos de campo era
cualitativa y requeria de gran experiencia por parte de la persona que la
hiciera.

Con el affin de lograr interpretaciones sistemiticas y cuan--
titativas, se intenta usar diversos modelos del fen6meno. Estos pueden -
ser reproducciones experimentales de laboratorio o modelos puramente mate
miticos. -

Los modelos experimentales de laboratorio consisten de simu-
laciones del subsuelo, logradas con cuerpos de distintas conductividades,
immersos en un medic homogéneo (fig. S5}.

simulacion de una hojo delgcdo

inmersa en yn dio homogéneg
variando el %ngu o de Inclination Q

Figura 5. Modelado del subsueclo
con un '‘tanque electrolitico'.
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La experimentacién de laboratorio se lleva a cabo entonces,
tratando de reproducir a escala el procedimicnto seguido en el campo, lc
yendo, bajo condiciones controladas, la distribuci6n de potencial creada
por una corriente cléctrica. Se repiten las mediciones, variando la dis-
tribucién de conductividades del modelo, hasta lograr un tipo de respues
ta similar a la obtenida en el campo.

Otro tipo de modelo de laboratorio es aquél que emplea una
hoja conductora, cubierta con grafito y sobre la cual se simulan distri-
buciones de conductividad, pintandolas con tintura metilica de oro, de
plata o de cobre (fig. 0).

P—_—l{ .—_——‘

V
A Ml iN B

simulacidn. de un estrato conduclor
en un medio homogeneo, pintado con
tintura metdlica.

Figura 6. Modelado del subsuelo
con una hoja conductora.

Las dificultades que presentan estos procedimientos son: su
alto costo (pues cs necesario disefiar todo un experimento de laboratorio,
precisando de amplias facilidades de equipo), 1la eleccién de factores de
escala adecuados, para poder comparar mediciones en el modelo con las de



campo; la calidad de los materiales usados, que puede variar de un mode-
Io a otro, obstaculizando la posibilidad de repeticion de condiciones.
Ademis, cuando un patrén falla (i.e. no reproduce las medidas de campo),
es necesario volver a montar todo cl aparate experimental de laboratorio.

La experimentacion numérica no presenta estas desventajas,
aunque también encicrra algunas dificultades, pues se apoya en modelos -
matemdticos, que se basan en el establecimiento Je ccuaciones que descri
ban el fenbmeno en estudio. En el caso de fendmenos cléctricos, s¢ cuen-
ta con tales ccuaclones, gracins al desarrollo de la Electrodindmica, Es
tas deben solucionarse, simuluande las condiciones del problema real, pa-
ra luego comparar los resultados con las mediciones de campo.

En los afios treintas aparecié una publicaci6n debida a C.
Schlumberger y S. Stefanescu (Stefanesco y Schlumberger, 1930 *), dando
la solucibén al problema en que la distribucibn vertical de conductivida-
des se simula usando modelos estratificados cn capas horizontales, infi-
nitas lateralmente, cada una homogénea ¢ isotrépica en su propiedad con-
ductora. :

Los métodos numéricos que se han usado para interpretacién
de datos de georesistividad son el de elementos finitos, el de ecuacibn
integral y el de diferencias finitas, camo se mencion$é anteriormente.

El método de diferencias finitas ha sido aplicado a muchos
problemas de ingenieria desde 1930, para encontrar distribuciones de es
fuerzos, simular campos de velocidades y estados termodinidmicos en flui-
dos, y en problemas de flujo de calor.

La teoria de la técnica de diferencias finitas se basa en
la expansi6én en serie de Taylor de una funcifn.

La primera aplicacibn de esta técnica a datos de georesis-
tividad 1la hizo Jepsen (1969), en su disertacién de tesis doctoral.

*Nota: se utiliza la grafia "Stefanescu", que es 1a~au:én-
tica, frente a la afrancesada "Stefanesco; sin-embargo, en el articulo
escrito con C. Schlumberger, se le encuentra como "Stefanesco', pues la

revista en que fue editado es francesa. Sabba S. Stefanescu era rumano.



Aiken et al. (1973), para resolver un problema prictico de
exploracibn, emplean modelos experimentales de laboratorio (tanque eclec-
trolitico y hoja conductora, figuras 5 y 0), con el fin dc lograr la in-
terpretacidn; pero concluyen que cs mis Gtil y eficieonte usar un modelo
matemdtico. Establecen la ecuacidn de Laplace que describe el fendmeno y
la tratan considerando variaciones, tanto de potencial como de conducti-
vidad, s6lo a profundidad y laterales. En la discretizacién que hacen -
del problema, utilizan wuna malla regular de 50 X 40 nodos. Este enfoque
resulta en el tratamiento de matrices para encontrar ia soluci6n. Basan
las condiciones de {rontcra en la malla, en una onda plana a través de
un medio homogéneo (condiciones de frontera tipo Dirichlet), excepto en
la frontera que corresponde a 1a superficie del terreno, en la cual se
determina que la corriente no fluyc hacias el aire {condicifn tipo Neu-
mann). La solucién de las ecuaciones se efect@ia con un método iterativo
de relajacibn. Sugieren la aplicacibn de la técnica a soluciones tridi-
mensionales, expresando la necesidad de una computadora con una gran ca
pacidad dc memoria.

Posteriormente, Mufti {1976), introduce una malla de dis--
cretizacibn con espaciamiento no uniforme. El tratamiento de las ecuacio
nes es bidimensional, considerando que los electrodos de corriente son
fuentes lineales infinitas perpendiculares a 1la linea del perfil. Permi-
tiendo variaciones de potencial y de conductividad en s6lo dos dimensio-
nes, analiza las caracteristicas de la matriz asociada con la evaluacibn
de los potenciales, demostrando que el procedimiento que usa es estable
para cualesquicr geometria y distribuci6n de conductividades. Introduce,
ademss, el método iterativo de sobrerelajaci6n sucesiva (SOR, por sus si
glas en inglés), y una cxtensi6n del mismo, conccida como sobrerelaja--
ci6n lineal sucesiva (SLOR). El espaciamiento de la malla empleada, al -
aproximarse a las fronteras, se incrementa, con el propfsito de que la
zona en que la malla es fina pueda tratarse como una perturbaci6én "local'
dentro de un frea mayor.

En un nuevo intento de abatir tiampo de cflculo y necesida
des de memoria, Mufti (1978) introduce el uso de una malla mucho mis a-
bierta, cuyos nodos van incrementando en forma logaritmica la distancia
a las fuentes, Para ello utiliza los parfimetros de Dar Zarrouk (cfr.



Orecllana, 1982, pp. 169-175), que permiten que varias capas de diferen-
tes conductividades queden comprendidas entre dos nodos sucesivos de 1la
malla, ya que definen una conductividad efectiva para cada nodo, tomun-
do en cuenta las distintas capas. Con ¢l objetivo de comparar los resul
tados del método numérico que usa, resuelve con &1 situaciones que tam-
bién tienen solucién analitica, para modelos con simetrfa radial, om--
pleando coordenadas cilindricas.

Una nueva forma de discretizaci6n permite a Dey y Morrison
(1979a) establecer una matriz positiva definida, asociada a la cvalua--
ci6bn de los potenciales. La solucién se obtiene por un método directo,
utilizando la factorizaci6bn Choleski. Adanfis, con el cmpleo de una trans
formacibn de Fourier, es posible considerar una distribucién tridimensio
nal de potenciales, sobre una bidimensional de conductividades, suponicn
do que hay simetrfa en una direcci6bn. Sc emplean conxliciones de frontera
mixtas, considerando al modelo bidimensional immerso en un medio homogé-
neo.

Los mismos autores ya han realizado un programa que permi-
te modelado tridimensional (Dey y Morrison, 1979b), corriéndolo en una
computadora CDC 7600, pues se trata de un caso que requiere de gran can
tidad de memoria y de un procesador muy ripido, debido al nGmero de ope
raciones que deben realizarse.

Otros autores han logrado refipamientos para modelos de 2
y 3 dimensiones (Das y Verma, 1981; Hermance, 1982).

3. Planteamiento general

El objetivo de este trabajo es la presentaci6n de un método -
de interpretacifn cuantitiativa de datos de georesistividad, el cual per-
mita considerar variaciones de conductividad eléctrica en dos direcciones,
' El método se¢ implementa con las siguientes caracteristicas:

Se sigue el planteamiento de Dey y Morrison (1979a), salvo
que el modelo bidimensional estd immerso en otro de capas horizontales,
el cual proporciona las condiciones de frontera laterales y a profundi-
dad, con valores de potencial en los nodos correspondientes (condicio--
nes de tipo Dirichlet). FEn la superficie se mantienc la condicién tipo



Neumann, en que sc piensa que no hay {luio de corriente hacia ¢l aire.
Las heterogencidades bidimensionales son consideradas perturbaciones so-
bre el modelo de capus horizontales.

e esta mancra se logra un algoritmo que opera sin consumir
demasiado tiempo de procesador al ajustar modelos teSricos a datos de --
campo; esto sec deche a que con las condiciones de frontera que se emplean
no es necesario hacer un célculo de funciones Bessel, como ocurre con las
que utilizan Dey y Morrison (1979a).

El método es interactivo, es decir, requicre que la persona -
que haga la interpretacitn proponga una distribucién bidimensional de con
ductividades; ¢l programa calcula valores del pardmetro conocido como ''re
sistividad aparente", los cuales se comparan con valores del mismo pardme
tro obtenidos en cl campo, con el fin de determinar si el modelo propues-
to representa, adecuadamente, la distribucién real de conductividades en
el subsuelo. lay que recordar que diferentes modelos pueden reproducir -
los valores observados, asi que el "mejor" debe elegirse ayudindose con
datos de otras mediciones y dc la geologia de la superficie.

Estd dischado para ser corrido en minicomputadoras, las que
deberén tener unidades de almacenamiento masivo de datos (se ha pensado,
en especial, en unidad de disco duro}, debiso a la gran cantidad de memo
ria que requicre la soluci6n del problema. (Una malla de 40 X 50 nodos -
produce una matriz de 2000 X 2000, necesitando dec 8 megabytes para alma-
cenarla).

Las prucbas y resultados aquil presentados se realizaron cn una
minicomputadora Eclipse, de Data General, que tiene 32 kilopalabras de me-
moria central, con palabras de 16 bits,

El temario y la descripci6n del procedimientc soh los siguien
tes: :

Debido a la necesidad de usar conocimientos de diversos cam-
pos, el trabajo se estructura de forma que el problena se vea ub1cado ‘en

cada campo, como caso particular de una teoria general.
De esta forma, en el primer capitulo se presentan 1os métodos
electromagnéticos de exploracion geoffsica, sefialando aquéllos a los cua-
les scrén aplicables los procedimientos que han sido desarrollados.. Des-
pués de una sinopsis sobre Teoria Electromagnética, se llega a la ccua--
cién diferencial cuyas soluciones se intenta proporcionar; &sta cs ---



simplemente la ecuacidn de continuidad para (lujo de carga eléctrica,
combinada con la ley de Ohm en forma vectorial, Ia cual requicre del ten
sor de conductividad. Con algunos artificios de cidlculo la ecuaci6n se
escribe de dos formas diferentes. En el mismo capitulo, se muestra el mo
delo bidimensional empleado, consistente de prismas rectangulares homogé
neos, isotrépicos e infinitos en direccitn "y (el wodelo de 1a fig. 3),
en un sistema de coordenadas cartesiianas rectangulares (x, y, 2).

Con tales idcalizaciones se modifican las dos formas de 1la
ecuacibn a resolver. Como se tiencn operadores difcrenciales en tres di-
mensiones y cl modelo es en dos, se aplica una transformada de Fourier,
que es un artificio matemitico que permite manejar el problema en dos di
mensiones, parametrizando la coordenada '"y' por valores de Ky (que se de
nomina '‘nGmero de onda').

En el scgundo capfitulo se presenta el método de diferencias
finitas, con el que se efect(ia la discretizacién del daminio de solucio-
nes, considerando en el modelo un corte perpendicular a la direcci6n "y",
con lo que se origina una malla rectangular. A cada nodo de la malla se
le asigna una conductividad.

Cada una de las dos formmas de la ecuacién se discretiza de
manera diferente., Como consecuencia, se pasa de ecuaciones diferenciales
a sistemas lineales, que estfin cn funcién de la asignaci6n del paridmetro
Ky.

Se intenta obtener valores de potencial transformado en ca-
da nodo, por 1o que sc trata de un problema matricial, con los coeficien
tes de ios sistemas de ecuaciones; con cllos se genera 1a “matriz de ca-
pacitancias' para cada discretizacibn y para cada nlimero de onda Ky. Lue
go de analizar las propiedades de las matrices debidas a una y otra for-
mas de discretizacifn, se muestra que una de ecllas resulta la mis conve-
niente para resolver el sistema, de un modo mfs adecuado al propbsito de
este trabajo, ya que permite aplicar la factorizacién Choleski.

Se ha elegido el método de diferencias finitas porque permi
te, en este caso, sustituir derivadas por cocientes de diferencias, 1a
cual es una forma de discretizaci6n de fdcil implementacidn. La factori-
zacibn Choleski es un algoritmo para solucibn de sistemas linecales de e-
cuaciones, que resulta muy eficiente para sistemas grandes (de orden=100),



ya que permmite particionar la matriz dc forma que no es necesario resol-
ver todo al mismo ticmpo; ademds, una ve: obtenido el factor Choleski de
una matriz, se pueden procesar distintos vectores independientes, usando
dnicamente sustituciones directa e inversa.

En el capftulo IIT, se presentan los algoritmos que resolve-
rin el sistema para cada asignacibn de Ky. Una vez que se tengan solucio-
nes en cada nodo, para 8 diferentes Ky, se aplica una transformacién in-
versa de Fourier, a fin de obtener valores de potencial en el espacio --
(x, ¥, z). Los valores de Ky son 0,000, 0.200, 0.400, 0.750, 1.000, 1.500,
2.000 y 5.,000; clegidos considerando que el comportamiento del potencial
transformado es de decaimiento exponencial. Los valores primero y Gltimo
se escogen tratande de truncar sccciones en las cuales el drea bajo la -
curva puede despreciarse, cn la integracién de la transformada inversa.

Entonces es posible calaular diferencias de potencial en su
perficie, para distintas localizaciones de fuentes, Estas diferencias de
potencial tefrico podrin compararse con las medidas en el campo, por me-
dio de un parimetro conocido como "resistividad aparente” (que se define
en el capitulo 1), con el fin de decidir si el modelo propuesto es ade-
cuado.

El procedimiento se ilustra con aplicacionesra distintos ca
sos, en el capitulo IV.

El anfilisis de los resultados permite concluir que se cum--
plen los objetivos trazados, ya que el programa consume 10 minutos de =-
tiempo real al procesarse en una minicomputadora Eclipse, usarndo una ma-
1la de 10 nodos en profundidad por 30 laterales; ademfs se corren €jem--
plos con mallas de 20 X 80 y de 15 X 75 nodos, comparando los valores ob
tenidos numéricamente con la solucifn analitica para casos simples. Este
andlisis de resultados se efect@ia considerando el error relativo entre -
la soluci6n numérica y la analitica.
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CAPITULO 1
METODOS ELECTROMAGNETICOS DE EXPLORACION GEOFISICA

Resumen

En este capfitulo se presentd un resumen sobre los métodos --
geoceléctricos de exploracifn, enfatizando aquéllos mis relacionados con -
el tema de este trabajo. Se hace también una presentacién de las ccuacio-
nes electromagnéticas que serfin usadas como base para el desarrollo de --
las matemfticas necesarias para lograr el objetivo que se persiguc.

Una disertaci6n termodinimica sobre la ley de Omm, y 1a pre-
sentacién del tipo de modele que sc emplearf, permmitirfin plantear las e--
cuaciones cuyas soluciones numfricas se intenta proporcionar en este tra-
bajo.

I.1 Métodos gecoeléctricos de exploracifn

Existen tres magnitudes electromagnéticas principales que en
principio podrfan utilizarse para identificar los cuerpos situados en el
subsuelo; estas magnitudes son la permeabilidad magnética v, la permitivi
dad eléctrica e y la conductividad eléctrica o. Entre ellas, y hasta aho-
ra, es casi exclusivamente la conductividad la propiedad cuya distribucién
en el subsuelo se estudia. (cfr. Orellana, 1982, p..28).

El conocimiento de estas propiedades, o de su variaci6n ya -
sea lateral o vertical, aunado al de otros factores geolfgicos, permite,
cn cierto grado, modelar el subsuelo o bien el descubrimiento, la delimi-
tacién y la estimaci6n de posibles yacimientos de recursos naturales.

Para poder determinar los contrastes de las propiedades eléc
tricas arriba mencionadas es necesario que una fuente de cnergia clectro-
magnética las excite y que entonces se¢ produzca en la superficie del te--
rreno algn tipo de respuesta medible (campo eléctrico, campo magnético,
defasamiento entre sefial y respuesta, transitorios, etc.), dependiente de
la propiedad buscada. La fuente de excitaci6n puede ser de origen natural
o artificial y de acuerdo con ella, los métodos electromagnéticos pueden
dividirse como se mostrard a continuacifn; cabe hacer notar que es costum



bre muy extendida 1lamar métodos clectromagnticos (nicamentc a aquéllos

que inducen un campo magnético por medio de una fuente variable en el --

tiempo; los de campo constante usualmente sc denominan eléctricos. En ri
gor (Orellana, 1982, p. 35), todos son clectromagnéticos. La clasifica--

cién que aqui se da se basa cn las ideas de Orellana y en una compilacidn
de diferentes libros y publicaciones (Lima, comunicacién personal).

I.- Métodos que utilizan {uentes de excitacién naturales

11,

Uy & NN -
.

2

. Método del potencial espontdneo (SP)
. Método de corrientes telGricas (T)
. Métodos magncto-tcldricos (MI y AMT)
. Método de audiofrecucncias magnéticas (AFMAG)
Método de muy bajas frecuencias (VLF)
Métodos que utilizan fuentes de excitaci6n artificiales
. Métodos de fuente constante (corriente directa)
a) Sondeos clGctricos verticales (simétricos y dipola-
res, VES)
b) Perfilajes el&ctricos (EP)
¢} Métode del cuerpo.cargado (mise-4-la-masse)
. Métodos de fuente variable (corriente alterna)
2.1 Métodos con fuente propia
a) Sondeos electromagnéticos (EMS)
a.l Sondeos geomftricos (una sola frecuencia)
a.2 sondeos de frecuencia variable
a.3 Sondeos por establecimiento de campo
b) Perfilajes electromagnéticos (BEMP)
b.1 BEmisor fijo, receptor mbvil

b.1.1 Método Turam

b.1.2 Compensador Sundberg

b,1.3 Método del cable largo
b.2 Emisor mévil, receptor fijo

b.2.1 Métrodos de inclinaci6n de canpo:

i) Método de las lineas paralelas
ii) Metodo de la medici6n reciproca

b.3 Emisor y receptor mdviles

b.3.1 Método Slingram



c) Perfilajes electromignéticos aéreos
c.1 Sistemas de medida de componentes en fase
c:2 Sistema de cuadratura
c.3 Método del cable largo
c.4 Metodo de las dos antenas
¢.5 Método de formaci6n de campo
2.2 Métodos con fuentes destinadas a otro fm (como emi
sores de radio, ctc.)
a) Método Radio-Kip o ;
b) Método de radiograffa hertnam R ST

3. Métodos que utilizan la parte transuorla de una- fuen
te artificial : :
a) Método de polarizacién iﬁducidé'y'resistividad com-
pleja (IP)* ‘

Para una explicacién de todos los m€étodos enunciados, se pue
den consultar los trabajos de Orellana (1982), Koefoed (1980), Patray -
Mallick (1981) y Grant y West (1976), que aparecen cn las referencias,

En la siguiente seccifn se hace una explicacién mis detalla
da de los métodos que excitan el medio ¢on corriente continua, para los
cuales los resultados de este trabajo son perfectamente aplicables,

I.1.1 Sondeos y perfilajes eléctricos "coﬁfcofrie_rl
te continua

Para determinaci6n de contrastes en la conductividad eléctri
ca del subsuelo se utilizan bdsicamente dos procedimientos: ¢l sondeo e-
léctrico vortical (VES) y el perfilaje eléctrico (EP), el primero para -
determinar cambios verticales y cl segundo para los cambios horizontales.

*Nota: las siglas empleadas para designar los diferentes mé
todos de exploracifn son las iniciales de sus nombres en inglés; éstas,
as! como la designacidn francesa mise-d-la-masse, son las que se emplean

comiinmente en la literatura.



Cuando una zona de anomalia el@ctrica tanto horizontal como
vertical se ha detectado, sc puede cmplear un tercer procedimiento para
delimitar la forma y la cxtensién del objeto que la produce: el método -
de cuerpo cargado o de misc-d-lu-masse,

Para realizar VES o EP sc excita el medio con una corriente
eléctrica {continua o alterna) a través de dos electrodos conectados a -
una fuente. Entonces sc llcvan a cabo mediciones del potencial generado
entre dos puntos. El valor del potencial depende de la conductividad (o
de la resisitividad) eléctrica - o de cambios en la misma - en la zona -
del subsuelo que atraviesa la corriente inyectada, para una distancia da
da desde los puntos de inyecci6n, Tales mediciones son utiljzadas para -
calcular el pardmetro conocido como resistividad aparente. Esta se defi-
ne como la resistividad que deberia tener un semiespacio hamogéneo, iso-
trépico e infinito, para crear, con cl mismo arreglo de clectrodos y la
misma corriente inyectada, la misma diferencia de potencial que se mide
en la superficie de un semiespacio real (fig. I-la y I-1b).

La resistividad aparente sc expresa matemiticamente como:

~{
O FIREERIRER A
AM BM AN BN I :
donde AV es la caida de potencial entre los electrodos My N, e I es la
corriente eléctrica inyectada a través de los electrodos A y B.

Para hacer levantamientos eléctricos existe una gran varie-
dad de arreglos de electrodos, Una clasificaci6n sencilla los separa en
tres grupos, dependiendo de las relaciones geométricas entre los electro
dos., Estos grupos son:

1) Arreglos colineales. Se caracterizan por tener todos los
electrodos en una misma linea, con los de potencial entre los de corrien

. En la tabla I.1.1 sc presentan los principales tipos, junto con un -
bosquejo de sus caracteristicas.

2) Arreglos dipolares. En esta modalidad se forman dos dipo
los, uno con los electrodos de potencial y otro con los de corriente.
Hay seis tipos de arreglos dipolares, diferenciados por las relaciones -
angulares entre los dipolos. Estos se presentan en la tabla I.1.2*

*Nota: las expresiones para el cidlculo de resistividad apa-

(continfia en la sig. p&g.)



3) Arreglos compuestos. Pueden considerarse como superposi-
cién de dos o mds dispositivos simples; debido a ello su andlisis se re-
duce a considerar cada uno de los arreglos simples por scparado y super-
poner sus efectos. Existen tres modalidades de arreglos compuestos, a sa
ber: agrupaci6én, cuando se agrega un electrodo de potencial; apantalla--
miento, cuando el clectrodo adicional es de corriente, y los apantalla--
dos de agrupaci6n, en que se afiaden un electrodo de corriente y uno de -
potencial, Aunque en la préctica sc usan poco, estos arrcglos pueden em-
plearse eficientemente para detectar heterogencidades laterales del te--
rreno. Se muestran algunos en la tabla 1.1.3.

Todos estos arreglos se usan para levantamientos de VES o de
EP, con excepcibn de los arreglos colincales asimétricos, que suelen em-
plearse s6lo para levantamientos de lineas equipotenciales.

La profundidad del estudio, cuando se usan VES con arreglos
colineales, se controla aumentando, para cada medida, la separaci6n entre
los electrodos de corriente y conservando, hasta donde la resolucién del
instrumental lo permita, la scparacién entre los electrodos de potencial.
Con arreglos dipolares, la profundidad se controla variando la distancia
entre dipolos.

Una curva de VES resulta de elaborar una grdfica de resisti
vidad aparente p, contra distancia (entre electrodos de corriente, para
el caso colineal, y entre dipolos, para cl caso dipolar) (fig. I-2).

{continuacifn) )

rente que se presentan con los arreglos dipolares se obtienen con 1a su-
posicidn de” que las' separaciones entre electrodos L y L son mucho méno-—
res que la distdncia entre los centros de los dipolos R (cfr.VOrellana,
1982). Cuando se considera el caso general, sin suponer £ y.L'muché heng
res que R, no hay una f{8rmula compacta para calcular pa.‘sino'que'es'ne—

cesario seguir el algoritmo mostrado en la tabla I.1.4.
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rigura 1-1. Concepto de Tesistividad aparente:
a) Semiespacio real, heterogéneo y anisotr6pico. b) Semiespacio homogénco,
isotrépico e infinito.



vado ( i.e. BN » =)

NOMBRE _|VISTA LATERAL|CARACTERISTICA PRINCIPAL _ IRESISTIV. APARENTE]
? 1 Las separaciones AM, MN y NB entre
M \'} los electrodos son iguales.
% WENNER o-+-3 1 -a e =2 TaAV/]
R
|
8 Las separaciones entre los electrodos
s SCHLUM - de potencial (1) es mucho menor que
la que hay entre los electrodos de - Lz—lz _é_\_/_
BERGER corriente (L) Pq s Zl I
1 La separacidn entre los electrodos AM
é SEMI- W~ es la misma que NB; pero estos ultimos
| 8 se colocan muy alejados de los prime-
: = TraAV/
Pé WENNER ros (i.e. M=) fz AVl
T
F; SEMl' El electrodo de corriente B se lleva a
8 SCHLUM- gran distancia de los demis, de modo 2 2 A
S BERGER que no influya sobre el valor 4V obser| ID. =7T_-L _M'

TABLA 1.1.1: ARREGLOS ELECTRODICOS COLINEALES




NOMBRE [VISTA EN PLANTAJCARACTERISTICA PRINCIPAL |RESISTIV. APARENTE
'/51':“ Los dipolos se colocan paralelos uno __ZIR5
HPARALELO A //R‘ respecto del otro e- Ll awslz%-senzg
—L—
} ) . . =TR®_4(av/])
EEU?_PA%NDI A ,’R'j{ Los dipolos forman angulo recto ,[.) Ll 3s°n28
'—"l.‘__-ﬂ
RADIAL /RQ()‘ El dipolo de electrodos de potencial 7TR5 AV/
(”/ MN estd situado sobre la recta que une =
EH los centros de ambos dipolos Pa | cos
] ‘\l El dipolo de electrodos de potencial s
AZIMUTAL R ) MN es perpendicular a la recta que une P - 2TR (AV/I)_
""—'L’ 8 los centros de ambos dipolos q L'L sen
U'—-—!—l-"‘ El dipolo de potencial MY es paralelo s
E CUATO- R al de corriente AB, a la vez que perper z:m -Ai
RIAL b | , R=TT 1
== icular a 1la linea que une los centros
Los dipolos se colocan colinealmente 3
AXIAL l& r":: _;1 N sin intersectarse lq: =_7%B' AI\L
e
— L — l-—i —
TABLA 1.1.2: ARREGLOS ELECTRODICOS DIPOLARES
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Se deriva de un arreglo colineal tipo
lienner, con un electrodo adicional de
potencial en el centro del arreglo, con
pl fin de tomar dos medidas de potencial,

bna entre M v P, v otra entre P v N
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Un electrodo adicional de corriente (()
e coloca alejado del arreglo (Wenner o
Pchlumberger). las resistencias R sirven
bara compensar la resistencia de contacto
b la de la 1fnea a (C). Para un medio homo

béneo isotrdpico, AV = (

DIFEREN-

CIAL O

BLOKH

rrodo adicionai de corriente (C) se coloca
Pn el centro del arreglo, Nuevamente, las
resistencias R tienen el objetivo de hacer

pasar la misma corriente ! por las lineas

ue van a A vy a B

Es similar al homopolar, sdlo que el elec

TABLA 1.1.3: ARREGLOS ELECTRODICOS COMPUESTOS.
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1TABLA 11 4 Cékulo de resistividad aparenie para orreglos dipolares ﬂ
M
7
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i1 factor geométrico yue sc considera en el cilculo de re-
sistividad aparente depende de las distancias AM, AN, BM y BN. E} alpo
ritmo que aqui se describe tiene por objetivo encontrar esas distanciag
para cualquier posicién de les electrodos, conociendo los pardmetros -
AB (separaci6n entre electrodos de corriente), MN (separacién entre c-
lectrodos de potencial), IY (distancia entre los centros de los dipolos)
y los dngulos ¢ v ¢ . Para tal efecto se define el dngulo o como

a={( ¢- (/2 -90)) = ¢+8 -n/2,

con lo que

SN = [Dsens - (MN/2)cosal [
BS = |Deose + (MN/2)seno - (AB)/2 |
BN = { BSZ + SN2}V, del trifingulo BNS.

Del tridngulo ANS se tiene que

AS = |Dcose + (MN/Z)sena+ (AB/2)|

AN = [AST + SNZ}M/2, y ast V= (Tp/20) (ANTL-TNTY).
Andlogamente, para el potencial en M, se tiene que

i

M’ = | Dsené+(MN/2)cosd ; BP = | (AB/2) - (Dcose - (MN/2)send
BM = (MP2 + BP2)!/2

AP = | (AB/2) + (Icosé - (MN/2)send)|, AM = [ APZ + MPZ}1/2

Vy = (10/2n) (A7} - BMT1); de donde, por Gltimo, ' ‘

AV = VM -\’N Yo, = 27 (aV/1)
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Figura I-2.°a) Representacidn grédfica de la penetracidn de las equipotenciales
al separar los electrodos de corriente. (En 1la figura 0y <Pgi Py > Py ).
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Figura I1-2. b} Curva de VES que muestra la
variaci6n de N al ir penetrando mis la
corriente en el subsuelo.

En los EP lo que se persiguc es el conocimicnto de la varia
cifn lateral de la resistividad. Para esto el arreglo completo se despla
za lateralmente sin modificar la distancia entre los electrodos, por 1lo
que se consigue una sola profundidad de penetracién, y para cada posicién
se obtiene un valor de pyr Ala grifica de p, contra las posiciones se
le 1lama curva de perfilaje o calicata eléctrica (fig. I-3).
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_Figura I-3. ‘.Cél:_q_c'hc'igpLgl‘vef'c'lvé_'@:tibaos en el campo.
'b) Supuesta curva de EP correspondiente al modelo cn (a).



1.1.2 Conduccibn eléctrica en el subsuclo

La capacidad para conducir electricidad es 1a propiedad f1i-
sica con mayor intervalo de variacién en rocas y minerales. Las conducti
vidades eléctricas en minerales varian en magnitudes cuyos valores extre
mos difieren por un factor cercanoc a 102%, Los minerales miis conductivos
son los metales nativos, camo plata y cobre; les sipuen las vetas de mine
rales semimetdlicos, areniscas con salmuera, arcillas glaciales, arenas,
pizarras y calizas, en mds o menos cse orden. En la parte inferior de la
escala estdn los cristales ifnicos, tales como el cuarzo, cuyas conducti
vidades son tan pequiias que apenas pucden medirse.

Para la mayoria dec las rocas, de cualquier mancra, la compo
sicién quimica es de tan poca importancia en relacidn a otros factores -
tales como la porosidad y cl fracturamicnto, que es imprictico tratar de
colocar las diferentes clases en la escala de conductividad, Por otro la
do, puesto que los factores que determminan la conductividad promedio de
una formacifn rocosa suelen conservarse a través de ella, es natural que
los métodos geocléctricos hayan de usarse para explotar estos efectos, -
come una ayuda en cl mapeo dc contactos geol6gicos bajo la superficie.
La diferencia entre los métodos eléctricos y otros métodos geofisicos es
la peculiar dificultad en relacionar las mediciones con caracteristicas
litolbgicas reconocibles.

En materiales terrestres no s6lo se presenta el proceso de
conduccién Shmica, sino que también se observan efectos eléctricos mis -
complicados, que incluyen una amplia variedad de fen6menos electroquimi-
cos. Por ejemplo, pueden producirse diferencias de potencial eléctrico

en interfases cntrec minerales que tengan potenciales quimicos diferentes,

o pueden producirse donde los minerales estén en contacto con algln elec

trolito, También son causados por gradientes en la concentracibn de cier
tos solutos en aguas intersticiales, o incluso pueden ser originadas por
cl movimiento de {luidos cn materiales permeables. La deteccibn de estos
cfectos forma la base del método de autopotencial. Ademds, a veces se a-

cumulan cargas eléctricas en las interfases entre cicrtos materiales, co

mo un resultado del flujo de corriente cléctrica desde una fuente exter-
na. El método de polarizacién inducida se ha disefiado para sacar prove--



cho de este fen6meno en la hiisqueda de minerales metflicos v agua subte-
rranea.

Con la excepci6n de los mincrales semimet&licos, casi todos
los que forman las rocas son compuestos con ligaduras i6nicas o covalen-
tes, por lo que son aislantes eléctricos fundamentalmente y, cuando estin
en su forma cristalina pura, su conductividad, si medible, queda en el -
intervalo de 10-12 a 10~!7 mho/m, pudiendo ser modificada por impureczas
y defectos. Sin embargo, resulta que las conductividades que se encuen--
tran en rocas in situ quedan en el intervalo de 10-! a 10-® mho/m. Esto
se debe a que todas las rocas conticnen suficiente humedad en microfrac-
turas y a lo largo de {ronteras dc grano para conducir electricidad por
transporte electrolfitico. Como resultado de este c¢fecte, la conductivi--
dad en una formacibn rocosa ecs poco dependiente de su composicibn mine--
ral. Depende mis bien de su porosidad y permeabilidad, y de la conducti-
vidad del fluido que contiene, el cual es consecuencia de su ambiente ac
tual y de su historia pasada.

Gran cantidad de medicicnes de conductividad se han efectua
do en diversos minerales. Tablas con los valores obtenidos pueden encon-
trarse en los libros de Orellana (1982) y de Grant y West (1976).

1.2 Ecuaciones electromagnéticas
1.2.1 Nociones de Teoria Electromagnética

La Teoria Electromagnética clisica queda descrita por las -
ecuaciones de Maxwell, que representan el comportamiento de un campo e--
lectromagnético. ‘Por '‘campo electromagnético' sc hace referencia al domi
nio de las siguientes magnitudes (se usan unidades en el sistema MKSI Ta
cionalizado): :
B : vector de induccién magnética, en Webers/metro cuadrado
(Wb/m2) e e
H : vector de intensidad de campo magnético, ecn ampdres/me-
tro (A/m) ' R i T '
"B : vector de.intensidad de campo cléctrico, en volts/metro

V/m)



D : vector de desplazamiento cléctrico, en Coulombs/metro

cuadrado {C/m?)

J : vector de densidad de corricnte el&ctrica, en ampores/

metro cuadrado (A/m?) '

p : densidad de carga cléctrica, en Coulombs/metro clbico

(c/m)

La situacién fisica que se describe es la siguiente:

El campo electrostéitico es producido por una propiedad de -
la materia que se¢ denomina carga eléctrica., E1 campo magnético, en cam--
bio, tiene un origen dinfimico: una densidad de corriente, o sea, un flu-
jo de cargas eléctricas. )

Ademiis, es posible encontrar campos clectromagnéticos en 1u-
gares donde no haya cargas, pues la variaci6n en el tiempo de un campo e
léctrico produce uno magnético y viceversa; cstos campos podrén ser en--
tonces variables en el tiempo.

Las ccuaciones fundamentales del electromagnetismo, que se
establecen sobre la evidencia experimental de Coulomb, Ampére y Faraday

son las siguientes:

rot“’+g—'?- =0 (.2i) divB=0 (1.2iii)
rotif- 82 = 7 (1.2i1) dwb'=,0 (1.2iv)

H

Estas ccuaciones son completamente gencrales y se aplican a
todos los fenGmenos clectromagnéticos en medios que estén ch reposo con
respecto al sistema de reflerencia usado. Son vilidas para medios hetero-
géneos, no lineales y alm anisotr6picos (Lorrain y Corson, 1970); se co-
nocen como ecuaciones de Maxwell porque fue é1 quien conjuntd estas le--
yes fisicas en forma diferencial y encontré la anomalfa quec aparecia al
incluir el efecto de induccién de¢ Faraday, en que la variacién temporal

de campo magnético 3B/t crea un campo cléctrico {pero no clectrostidtico).
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Con ¢l {in de incluir condiciones varisbles en cl tiempo, -
Maxwell introdujo, con la ccuacién (1.2i1), la densidad de corriente de
desplazamiento 30/at para una representacién generalizada de los campos
clectromagnéticos.

Para entender correctamente el comportuamicnto del flujo de
corriente se debe agregar a las ecuaciones de Maxwell la ecuacién de con
tinuidad, que se sigue de la definicién de corriente como la razén de --
flujo de carga indestructible:

divd + == =0 (I.2v)

Sc ahaden ademds. 1as relaciones empiricas =~

0= un B=ZmM aa 0=Tef a9

en que o, (conductividad eléctrica), By (permeabilidad magnética) y €55
(permitividad eléctrica) son tensores que llevan la informaci6n sobre --
los medios, ya que relacionan los campos externos con los efectos que --
les producen.

Cabe hacer notar que en (I.4) Bi es el campo aplicado y HJ.

el efecto producido. Maxwell introdujo las cantidades HJ. y Di con el ab-
jeto de simplificar las expresiones y a partir de entonces se dice que -
i{j es el campo magnético y Bi la induccidn magnética .
En cl caso general, que no ample necesariamente con el prin
cipio lineal de flujo, cada una de las camponentes de los tensores O
puede ser considerada funcién de E(t) y de #l(t).
Ya que en el caso que aqui s5e trata se fumblard principalmen

i3 Y fij
te de conductividad en el subsuelo, es conveniente abundar sobre la ley

de Ohm generalizada (ec. 1.3) y en especial de la naturaleza tensorial -
de la propiedad mencionada. Pado que el presente trabajo nc estd centra-
do en caracteristicas microscépicas, la Jescripcién que se haga serd ma-
croscbpica. Para esto habra que introducirse en los terrcnos de la Termo
dindmica y tratar un fendmeno de transporte: conduccidn eléctrica.
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1.2.2 Tratamiento Termodlnémlco de la conducc16n
eléctrica: tensor de conduct1V1dad ' )

La conduccién eléctrica describe el flujo de carga eléctri-
ca a través de medios, en respucsta a campds eléctricos aplicados. Para
materiales en que la respuesta a campos aplicados es lineal, la conducti
vidad cléctrica ¢ establece una relacién lineal entre el vector de co---
rriente y el de campo.

Al considerar la anisotropia del material, resulta que la -
corriente no sigue necesariamente la direcci6bn de las lineas de campo.
Para describir matemiticamente ecste comportamiento, se emplea una repre-
sentaci6n tensorial de la conductividad, que permite, por ejemplo, que -
un campo £ orientado en la direccién x (E = E 1) produzca un flujo de co
rriente con componentes en las direcciones x, y, z (J-cxxExt uyxExJ*oszxk).
Se trata entonces de un tensor de segundo orden (Juretschke, 1974). La -
conduccidn eléctrica es, ademis, un ejemplo de proceso irreversible y se
presenta en problemas sujetos a condiciones de frontera, gobernmadas por
la ley de conservacién de carga.

Ya que s¢ trata de un proceso temodinimico irreversible,
es conveniente hacer una descripcién mis general del fen@meno. Desde el
punto de vista termodinimico, existen dos cantidades con las cuales se
describe el comportamiento de un proceso irreversible: la que provoca el
fenmeno y la caracterfistica cuantitativa causada; la primera es una fuer
2a generalizada )(i (el gradiente del potencial eléctrico, o sea el campo
eléctrico) y 1a segunda es un flujo generalizado Ji (flujo de corriente
eléctrica). Fenomenolégicamente, 1la ley que gobierna el proceso se expre
sa como una relacién lineal entre causa y efecto; esta ley no se obtiene
de una teoria unificada de procesos irreversibles - que tendria un ori--
gen estadistico, dada la naturaleza molecular del fenbmeno -, que afin no
existe, asi que dicha ley se trata como un nuevo principio.

De acuerdo con este, la relacién entre fuerzas Xi y flujos
J; se establece como sigue:

4= 2 LyX o)



donde los coeficientes Lik se llaman '"coeficientes fenomenolBgicos' (o -
cinéticos).

En termodinimica de procesos irreversibles se trabaja con -
las relaciones de reciprocidad de Onsager, las cuales establecen que, pa
ra una eleccién adecuada de los flujos J; v las fuerzas X;, la matriz de
los coeficientes cinéticos es simétrica :

Ly= Ly (1.7)

Esta elecci6n se lleva a cabo procedlendo de lf ‘emacmn_,i_f_up__
damental de la temodinimica de procesos 1rrever51bles que detemma’ la

tasa de incremento de entropia

8s _
5t ;%&

Tanto la ley lincal como las relaciones de reciprocidad de
Onsager pueden justificarse estadisticamente (Callen, 1960}, pero en la
termodindmica de procesos irreversibles se consideran como nuevos princi
pios, que son generalizaciones de datos experimentales.

Con estos fundamentos se pasa a considerar la situacién par
ticular de conduccién eléctrica anisotrépica.

El transporte eléctrico esti descrito por el tensor de con-
ductividad eléctrica %53 en la forma vectorial de la ley de Ohm

%=§%% (1.3)

o por su inverso, el tensor de resistividad ri‘j"' en
E=22r4d (1.8
i F )

Tanto %3 como T, . SOn tensores de segundo orden, y se si-
gue de la ecuaci6n (I.7) que, en ausencia de campos mwgnetlcos, son s1mé
tricos en sus dos Indices. : i

La eleccitn entre (I.3) y (I.8) en el tratamlent:o de proble
mas de conduccién es dictada por las condiciones de frontera a satlsfa-



cer en ¢l caso. espcciflco bajo consideracibn.
Cuando se¢ trata con campos magnéticos independientes del- --
tiempo, la 1ey de Faraday (ec. 1.2i) conduce a que

rotE=0

1o cual a su vez implica que la integral de linea de E (es sélo campo e-
lectrostitico) sobre cualquier trayectoria cerrada es cero y por ende el
campo es conservativo. Esta es una condicién necesaria y suficiente pa-
ra la existencia-de un potencial escalar ¢§ cuyo gradiente es E:

E = —grad 4)(?') (1.9

Entonces cl problema se reduce a encontrar soluciones para
el potencial ¢(T)- donde ¥ es la posicibn con respecto a un sistema de -
coordenadas cualquiera -, sujeto a las condiciones de frontera del caso
que se esté considerando. La ecuacibn diferencial para el potencial ¢ se
sigue de la combinacién de las ecuaciones (I.3) y (1.9) y se obticne co-
mo expresién para la densidad de corriente:

Jy = ZG;‘ ? (1.10)

utilizando la ecuaci6n de continuidad en coordenadas cartesmnas rectan—
gulares

se obtiene

- 9P . g FT aP_
%:[O‘-iaxidxj+ ox, ,] or ~ 0

que es la ecuacién diferencial para el potencial.

Mis ucneral adn es la ecuacién

Zﬁ" 5f=k(r';t) (1.12)
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que, con el témino k(¥,t), considera la posible produccién o aniquila--
cién de carga en algin punto del espacio. kn la situacién que se estudia,
al inyectar corriente cléctrica en el subsuelo, sc estdn 'creando” cargas
eléctricas: se tiene en el electrodo una fuente puntual y para todos los
otros puntos se respeta la conservacién de carga, lo que significa que:

|
k(—r'.f)":'ng du)Oly)B) |

donde p' es la densidad de.carga especificada en un punto del espacio --
cartesiano por :1a funcibn delta de Dirac (el punto donde se coloque el ¢
lectrodo). o :
Entphces; tfabajando con 1ma corriente estacionaria de forma
que ap/a‘t"=f0 paré todo punto excepto el de la fuente, se i}ega a lae--
cuacién ' ' e

lz§§:=§7p Six) Bty Btz (r14my

Empleando 1a ley de Ohm (ec. 1.3) y el hecho de ‘que el cam-
po eléctrico sea conservativo v puecda derivarse de un potencial (ec. I.9)
se obtiene

-3 2 ocp1_ oF -
Z: dxi[?o _é]" ot 8("4)8(¥,)8(z,) (1.140) 7_

ij 5xj

I.3 Tratamiento bidimensional

Algunas veces el subsuelo presenta caracteristicas homogé-
neas e isotr6picas; pero en general estd formado por materiales que son
heterogéneos y anisotrfpicos. Reproducir matemiticamente esta condicifn
es una tarea en extremo diffcil, dada la complejidad de las ccuaciones
diferenciales a resolver. Una forma de estudiar su comportamicnto es ha
cer idealizaciones con las cuales estas ecuaciones asuman una forma que
sea mds ficil de resolver (Lima, 1979).

La interpretacibén de datos de georesistividad se hace co--

~1
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minmente con la suposicién de una estratificacién en capas horizontales.
Recientemente se han considerado modelos bidimensionales y tridimensiona_
les, tratdndolos con métodos numéricos. Estos Gltimos ofrecen un mayor-
grado de flexibilidad para dar solucitn a los tipos de problemas que en-
la realidad encuentra el explorador geofisico (Aiken et al., 1978; Dey y
Morrison, 1979)

Cuando se trabaja con métodos numéricos debe tomarse en -
cuenta, ademis de la estabilidad de la soluci6n (i. e. garantizar un -

error quc no crezca rfpidamente, sino que al menos se mantenga fijo al
aplicar el algoritmo) , la cficacia del programa de cilculo, es decir, -
su facilidad y rapidez, ademis de 1a convergencia del método de solucifn,
junto con la capacidad de la computadora de que se disponga para proce -
sarlo.

Un panorama realista del subsuelo serfa aqué€l que preserte-
estructuras tridimensionales irregulares (fig. 1—4) . ' s

Figura 1-4. Estructuras tridimen-

sionales irregulares.




Al pensar en una descripcién en coordenadas cartesidanas rec
tangulares, una primera idealizacién es considerar cubos homogéneos e iso
trépicos, con las estructuras irregulares mencionadas (fig. 1-5); sc tra-

ta de un modelo tridimensional.
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Figura I-5. Modelo tri-
dimensional del subsue-
lo.

Este tipo de modelos ya ha sido trabajado con métodos numé
ricos (Dey y Morrison, 1979B), pero se encuentra que el tiempo de proce-
sador y la extensifn de memoria requeridos para la solucifn de las ecua-

ciones son tan grandes, que no es posible implementar programas para so-

luciones numéricas en minicomputadoras. Debido a esto se elegirfin mode-

los bidimensionales que permitan introducir, en las interpretaciones de
los datos de georesistivadad, estructuras geoldgicas mis complejas que -
aquéllas que suponcn estratificacién en capas horizontales, dando como -

resultado un programa de cdlculo sencillo que requiere baja capacidad -
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de memoria de computadora y no mucho tiempu de procesador.

El tipo de modelo escogido consiste de prismas rectangula -
res horizontales infinitos, homogéncos ¢ isotrépicos en los cuales la -
conductividad es constante; estas simplificaciones permiten considerar -
al tensqr o como una funcién escalar de "x'' y de 2" exclusivamente -
(fig. 1-6), es decir , o no cambia en 1a direccién "y'':es simétrica con-
respecto al plano "xz", por lo que es de esperar que cl potencial sea -
par en ''y".

T

==/

==

Figura 1-6. Modelo de pris-

mas infinitos con diferen -
tes conductividades.

Introduciendo 1a notaci6bn de operadores Nabla, la qcuégiég
(1.14b) queda como sigue: ' : ) T

\ C
-V [O‘(x,z)VdD(x,y,z)]:%é) S(x,)S(y,)B(z,) (1.15)
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Esta ccuacién puede reescribirse de 1a forma

VO’(x,i)' VCID (x;y,2) + 0 (x,2) qub(x,y,z) =
N P
=37 S(X')S(yf)a(z') (1.15b)

Usando 1a relaci6n vectorial

Vio d)r=o Vp+2Vo Y+ Vo w0

se despeja e
Vo Vb =5 [’U Vi + Ro )y~ p Vo ] am

Y se sustituye esta relaci6n en (I.15b) para obtener

o+ - =~ 3 BosBgb e

En las ecuaciones anteriores, cl potencial 4 y el témino de
la fuente 3p'/at 6(xf)6(yf)6(zf) son funciones de (x, y, z}, y 1a conduc
tividad ¢ es Gnicamente funci6n de (x, z), reduciendo el problema a dos
dimensiones. Por facilidad en el cflculo, es preferible resolver estas
ecuaciones en el espacio de la transformada de Fourier (x, Ky, 2), trans
formando "y'" en el dominio de Ky. Esta transformacién se efectfia de um
dominio a otry, y viceversa, por las ecuaciones

~ 60
f(X,Ky,Z)=f f(x,y,z) cos(Kyyldy (1.18a)
o

2 (O
f(X.V.Z)='—ﬁ-‘f (x,Ky,2)cos(Kyy)dKy (1.18b)
(o]

donde f(x, v, 2} ¥y {’(x, Ky, z) se¢ suponen funciones pares de 'y" y de Ky,
respectivamente. . '

Con 1a transformacién (I1.18a) la distribucibn tridimensio-
nal de potencial &x, y, =) debida a una fuente puntual en (xf;yf,_zf) S0
bre una distribucién bidimensional de conductividad o(x,z) se reduce al

potencial transformado bidimensional 3 (x,Ky,z). Este Gltimo €s una so



lucién de la ecuacibn transformada (1.15a)

“‘V‘[O'(x,z)VqS(x,Ky,z)] + K% O'(X,Z)C/J(x,Ky,z) =
T3Sz (110

Dc forma similar se obtmnc de (1.15¢)

\ [O‘(x z)qb(x Ky,z)] + o (x,2)V qS(x Ky,2 — (#)(x Ky,z)V o (x,2)
~2K} TPk, = -2@8xgBlz) 119w

para un valor fijo de Ky. El parfmetro Q definido en las ecuaciones ante-
riores es la densidad de corriente de estado estacionario constante en el
espacio (x, Ky, 2), dada por

'
'58(:&,)8(2,) = 'é‘ g—fe 8("9)8(11) (1.20)

La densidad de corriente Q puede relacionarse con la corrlen—
te | inyectada en in, Z¢) por

~_ 1

Q= 2AA  .2n -
donde AA es un 4rea representativa en el plano "xz' alrededor del punto -
de inyeccién (x z ) {(ver apéndice A).

Las ecuacmnes (1.19a) y (1.19b) son snnplanente formas dlte-
rentes de escribir la ecuacién de continuidad (I.15b), en el: espucm L.
transformado (x, Ky, z).

El objetivo de esta tesis es obtener, utilizando el método de
diferencias finitas, soluciones numéricas para las ecuacmnes (I,19a) y -
(1.19b) sujetas a las siguicntes condiciones de frontera: ‘

1) La funci6n de potencial tridimensional ¢ (x, y, 2)- debe -
ser continua a través de las fronteras de cada elemento de la d1st;ql n -»—-
ci6n de conductividad o (x, z), ¥ L

2) La componente del fiujo de corriente normal a estas fronte

ras 3 ¢

O'a,r] {

también debe ser continua.
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La eleccidn de tales condiciones werf explicada en el capitu
lo II.

La solucién del potencial transformado ¢ (x, Ky, 2z) se obtie
ne derivando las ''ecuaciones de ditercncias" de (1.1%a) y de (I.19b), me
diante la apropiada discretizacién del espacio (x, Ky, z) sobre el cual
se resolveri ¢l problema. La ecuaci6én (I.19a) se prosta para una discre-
tizaci6n volumétrica (equivalente a una discretizaci6n por fdrca en el es
pacio '""xz') y la ccuacibn (1,19b) ecs adecuada para una formulacibn de --
discretizacién por puntos.

Con el tin de hacer mis claros los procedimientos de discre-
tizaci6n, en el siguiente capitulo se hard una breve explicacién dela -
esencia del método de diferencias finitas. '
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CAPITULO 11
DISCRETIZACION POR’DIFERENC[AS FINITAS
Resumen

En este capitulo se presenta una introducci6n al método de -
diferencias finitas. Sc obtienc una aproximacibn en diferencias para el
operador Laplaciano bidimensional cartesiano. Se mencionan los errores -
que pueden aparccer al trabajar con un método rumérico. Se presentan las
ecuaciones a resolver, con las condiciones de frontera que se imponen --
aqui; tales ecuaciones son discretizadas para dar origen a sistemas 1i--
neales. La matriz de coeficicntes de cada sistema se denomina Matriz de
Capacitancias. Se mencionan sus propiedades y, finalmente, se establece
una prospectiva para llegar a soluciones en el espacio transformado ---
(x, Ky, z).

II.1 Método de Diferencias Finitas

Las soluciones de muchas ecuaciones diterenciales pueden --
aproximarse por métodos numéricos, siendo uno de los principales el de -
diferencias finitas. Este método también se usa para interpolacién,'depi
vacién numérica, integracién numérica, ajustes de curvas.

El establecer una diferencia finita consiste en aproximar el
valor de una derivada por el cociente de dos diferencias, sin considerar
el limite cuando el denominador tiende a cero; se puede pensar que se --
usan pendientes de secantes, en vez de pendientes de tangentes, a una --
curva. Para esclarecer este concepto se usari una funcién de una varia--
ble.

Si se tiene una funci6én y = f£(x) en forma tabular para valo- ‘.
res de x diferentes: |



f(x) 4

R f(x)

Xy | fxq) fix,)

X ]f(&: )) f(xy)

LRI H5

Figura II-1, Tabulacién de f£(x)
para diferentes valores de x.

entonces se da la siguiente definici6n:
Definicién II.1.1: Las "primeras diferencias divididas" de
£(x) son: f(x) — f(x,) _
Hx,x)= —g == (=tan Q)
17 i Xj
(Ir.m
— f§x|) — flx) - B
tx,,xd A — %, (=tanQ)
cn que i, j, k son entecros. Esta definicifén no se altera si estos ente-
TOS NO son sucesivos.
Es fdcil relacionar esta definicién con el método de Fermat
para aproximacién de tangentes a curvas en un punto dado (Cruse y Gran-
berg, 1971). Se observa que estas primeras diferencias divididas corres

o

ponden a una primera derivaci6n; de forma similar sc pueden definir dife

L
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rencias divididas de érdenes superiores:

Definicién I1.1.2: Si f(xi, xj) y £ (xj, X} son dos prime--
ras diferencias divididas de {(x) con un argumento - X, - en comiin, en--
tonces las ''segundas difcrencias divididas' de f(x) son -

fix, x) - f(x',,xg (=t‘dna'-— tanB\

f(xpx‘:xt) = X, = xk — -

In fomma inductiva, una diferencia dividida de cualquier or-
den se define como la diferencia entre dos diferencias divididas del or-
den inmediato inferior, superpucstas en todos sus argumentos menos en u-
no, divididas entre los argumentos extrcmos. _

Utilizando los conceptos anteriores se explicarid ahora cbmo
las derivadas parciales también pueden aproximarse por diferencias fini-
tas. Para esto se considerars un problona bidimensional

Lu=f (IL.5)

con u = u(x, z) en un dominio D sujeto a ciertas condiciones:en su fron-
tera, siendo L un operador diferencial; sean los puntos Pij‘ una aproxima
ci6n discreta para D con espaciamiento uniforme h = ax, k = Az: -

La aproximacitén para (3u/ax) i se desarrolla con la notacifn
u = u(ih, jk) para el valor exacto y Uij para la aproximacién discreta -

de la funcién.
El procedimiento consiste en tomar una expansién en serie de

Taylor de 1la funcién u(x, z) (lo cual requiere que existan sus derivadas
en. todos los Ordenes)

Ax® 3
U(x+Dx,2) = uu,:wm%i*(x,z) +("2§)‘ a—%(x.z) +

3 .3
_—(-?lx) g;l'gl'(x,Z)'i'O[(Ax)q] (11.4)

donde la notaci6n O{(ax)"} signi{ica "'términos de orden (ax)" y/o mayor",

4 (11.2)



>
b X

Figura 1I-2. a) Sea D un dominio continuo, y

b) una aproximacién discreta a D.



y dividir la ecuacién (I1.4) entre ax, con 1o que se obtiene

ou — UlxtAx,z) = U(x2) p s
—ér(x,z)— Ax +0[(A,‘)] .(T‘l.n} |

de donde 1la aproximacifén a primer orden resulta ser

_g_xu_(x’z) ~ U(K+AXZ)X— U(X,ZL (Il.ba)"

El valor de la parcial puede escribirse en notaci6n indicial como sigue:

—gil =+ [u, oy, ] om e

La ecuacifén (II,6b) resulté de considerar la diferencia 'ha-
cia adelante' en una aproximacibn a primer orden, donde G(h) - ''términos

de orden...'" - representa la notacifn asint6tica para el error de trunca
miento de esta aproximacibn {es decir, cortar la serie en términos a par

tir del primer orden en h).
Como una alternativa para la aproximacién por diferencias --
"hacia adelante'' de la ecuacién (1I.6b), una diferencia '*hacia atris' se
ocbtiene de forma similar, comenzando con la expansién en serie de Taylor
para u(x-ax, z) alrededor de (x, 2):
&

U(x=Bx,2) = Ul = Ax 3 + (Axf 27 538 -
63
(AX) 31 3xs +O[(Ax)] (1.7

donde todas las derivadas se evalGan en (x, z). Tras d1v1d1r entre AX se
encuentra la relacibn .

U
3= wluymus, Jrom e

que da una aproximacifn a la derivada por diferencia "hac:.a atrés" tam-‘

bién a primer orden en el error de truncamiento. :
Si se desea una aproximaci6n a 3u/ax de orden msyor se pue-

de substraer (II.7) de (I1.4). El resultado, con todas las derivadas eva

48
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1uadas en (x, z), es

Uix +Ax,2) —Ux—Qx,z) = ?.Ax Ax 5—%4'0 (Ax)] {11.9)

que, al dividir entre 2ax, genera la aproximacién a segundo orden

U “U,. 2
'1,; —J-*-H———-L—H—ZAX +o[(Ax)] (1.1

Es posible obtener aproximaciones elementales para segundas
derivadas parciales combinando las expansiones en serie de Taylor en -
(I1.4) y (I1.7). Por ejemplo, sumindolas se encuentra

(JA? [U(x+Ax.z)"2U(x,z) +U(x—Ax,z)]= gz#*- 0[(Ax)z] (I11.118)

que en notacitn indicial se escribe camo sigue:

gig-l = W‘-H +0[h2] (I1.11)

X< t,] h
Con lo expuesto se adquiri6 la capacidad de expresar operado
res diferenciales mis complicados en forma de diferencias finitas. A ma-
nera de ejemplo, considérese un operador Laplaciano bidimensional carte-

J3ulx,0) = %2;%*'%2;%' (11.12)

siano

Si se taman en cuenta espaciamientos iguales h = k se tendrd
2 —_ .
veu ll'j-— Updit Uy, (1 139)

y usando la aproximacién (II.11b) para u ]i y otra.de la misma’ foma -
para uzzl i3 se obtiene una expresibn en que el valor de v2u| i cnun --
punto s6lo depende de los valores de u en los puntos adyacentes.y en el

mismo punto:

2 { 2
= + - + {1
vl hz[umj"uu—«f Y Y 4U|.1] Olh)
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Sin embargo, cn algunas ocasiones sc requiere una discretiza
cién con espaciamientos desiguales; por ejamplo, si se ticne un dominio
muy grande y se desa conocer con mayor precisién el comportamicnto de la
funci6n en una zona especifica, se puede refinar la aproximacibn discre-
ta s6lo en esa zona

4 e . c . -

Z SRR (R NS TO U FIRARL 4] yeot Tl drregular

Figura I11-3. Discretizacién de D
con espaciamientos desiguales

En tal caso ocurTird que AX, # ij (en que Axi=xi+1-xi) Y en
tonces habri que reescribir las expansiones en serie de Taylor de (I1I.4)
y de (II.7) de la siguicnte forma

aul +(Ax 62U

Ui, 1‘=‘U +Ax' ax (1119
(Ax )2 OZU
Upmy, ) ® Ui ~hAx ax' Ox i, (I1.16)

Con el objetivo de poder cancelar algunos términos, se multi
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plica (I1.16) por .Ax./zsx._l

Dx, ~ oY + Dx Bx ¥ )
Axl (Ul_l_‘!j Ax,..,ui.j ax'l 21 #li.l QRIS
y al sumar (I11.15) con (I1.17) se tienc
Dx Bx, \
4 DX
U|+g 17 Ax |-1U'—( INUI ’(‘+Ax|— )+

Dx, (Ax, +bx, ) 3
Hex { S

(11.18)
de donde se obtienen sucesivamente ‘
Ax, Ut Ax, U, Wy, (Ax,_+ Ax ) +

AxHAx, "N A Ax
2
(AxiqtAxy) 07Uy
) a Z l,) (11.19)

2
[AN-L(Um.x" Ugd + B (Uiq Uu)] A ~ U l N
Axl_‘Ax Ali AX‘ ax (120

y, finalmente

Ly, S | S

i 11.21
3x* i Ax_tAx b Ax, X, (-2
Con una aproximacién similar para aZu/a3?| i
6212)| =5 2 [_x,;-u_-.;,,\ + ] ;i

—-;.,,4____4.'.*. )
01" L3 Az e, Dz, Az (11.22)

j—(
se tendri el operador Laplaciano bidimensional cartesiano en aproxmacmn
a segundo orden

Vel = —2 Yin i~ Yy o Y~ ULJ]+'
o Ax A Ax, Dx;
2 UL U U
PPN [“L‘—'—"‘*"' "’*"‘L—"‘*i‘] (11.23)
z;+40z) Av Az,



Que se empleard para la discretizacibn de las ecuaciones a resolver en es

te trabajo.

I1.2 Estimaciénlde-erréT;TEstébiiide‘yf;6n éf§§ntia

Las soluciones numéricas de una ecuacién diferencial no son -
exactas ya que: a) comprenden expansiones en series infinitas que son cor
tadas a partir de cierto valor; b) de un problema en un dominio continuo
se pasa al problema en un dominio discreto, y €} la precisién de los cil-
culos es limitada, pues sec trabaja con un nfimero finito de digitos; es de
cir, los métodos del aniilisis numérico son procesos finitos y su resulta-
do es un valor aproximado al cxacto {desconocido), excepto en raros casos
en que la Tespuesta exacta es un n@mero racional suficientemente simple -
como para que el método numérico lo obtenga.

Cada una de las situaciones, (a), (b) y (c), representa un --
error en la solucién y para cada uno existe un nombre:

En la situacién (a) sc trata de un e¢rror de truncamiento de -
la ecuacifn de diferencias finitas: ésta no representa exactamente el- com
portamiento de la analitica y por lo tanto sus soluciones no 1o son para
la ecuaci6n original.

En la situacién (b) se habla dc un error de discretizaci6n;
para estimarlo, se cstablece que el orden del error de discretizacién to-
tal, es cl orden mis pequeiio de todas aquellas aproximaciones usadas, a -
menos que se relacionen de alguna manera (Ames, 1977).

Por Gltimo, la situacién (c) representa un error de redondeo,
que se presenta en soluciones iterativas {(manuales o por computadora), --
porque la iteracién se continda s6lo hasta que no ocurra ningGn cambio en
cierto nfmero de digitos.

Se tienen entonces dos tipos de error que se presentan al es-
coger un modelo para 1la ecuacifn que se desea resolver: no se llega a so-
luciones de la ecuaci6én original, sino a soluciones de una aproximacién a
ella; esto es similar al caso en que sc propone una ley fisica expresada
matemdticamente, ya que @sta contiene ciertas idealizaciones sobre cl fe-
némeno que se describe, pero predice eficientemente lo que ocurre, depen-
diendo de las hip6tesis que se hayan hecho; de igual manera las solucio--
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nes numéricas seran similares a las exactas, dependiendo de los errvores -

de truncamiento y de discretizacidn. Podria parccer que sc tendria una -

mejor aproximaci6én cuanto menor fuere el tamano del intervalo: pero, si -

bien tal reduccién disminuird los crrores del modelo, aumentard los de sus
propias soluciones, con cl resultado de que crece el crror de redondeo.

El anflisis de errores es una de las primeras consideraciones
en el desarrollo y aplicaci6n de cualquier método numérico. Aun sicndo un
campo cxtensamente cultivado, la herramienta matemitica disponible es con
frecuencia inadecuada, especialmente en problemas no lineales.

la presencia de cualquicr crror pucde llevar a una inestabili
dad numZrica, es decir, a un esquema nmumérico que permita el crecimiento
del error, cubricndo eventualmente la soluci6bn verdadera. Esta es la defi
nicién cn uso actualmente (Ames, 1977).

Una definicibn diferente de inestabilidad considera, en vez de
la red de trabajo fija, un intervalo fijo 0<t<l con una sucesi6n de solu-
ciones en diferencias finitas para redes sucesivamentc mis finas. Si con-
forme h+0 las soluciones en diferencias finitas en t = T pueden volverse
no acotadas, el proceso es llamado "inestable''.

Sca U(x, t) la solucibn de una aproximacifn por diferencias
dada, soluble paso por paso en la direccidn t. El efecto de un error de' -
redondeo cn el cdlculo por computadora puede reemplazar U(xo, to) por ---
U(xo, to) + ¢ en el punto de malla (xo, to). Si el procedimiento de solu-
¢i6n se continfa con el valor U(xo, to) + ¢ sin que s¢ introduzcan nuevos
errores y si en puntos subsecuentes se obtienc el valor U*(x, t), enton--
ces se denota por U*(x, t) - U(x, t) la "desviacién' de la solucidn, re--
sultante del error e en (xo, to). Cuando existen errores en mis de un pun
to, resultan desviaciones acumulativas que no son aditivas, excepto en --
problemas lineales. Si & es ¢l miximo error absoluto - |e{x, t)|<§ - y h
el tamafio de intervalo, entonces el procedimiento se llama ''puntualmente
estable" si la desviaci6n aamulada tiende a cero conforme 840 y no se in
crementa mis ripido que alguna potencia de h™! conforme h+0.

Cuando 1a soluci6én analitica correspondiente permanece acota-
da, un proceso de diferencias finitas dentro de 1a banda semi-infinita -
0<x<1, t>0 se llama "inestable por pasos' si para una red de trabajo y --
condiciones de frontera homogéneas fijas existen disturbios iniciales pa-
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ra los cuales las soluciones en diferencias finitas uij se vuelven no a-
cotadas conforme j-e,

El concepto de ""convergencia" sc relaciona con el de estabi-
lidad. Para introducir esta idea se UtlllZﬂ la.ecuacibn d1ferenc1al par-
cial

Lh(u)=0 en D; U-~gh en F (11 24)

en un dominio D con frontera I‘

Se dice que el esquema de d1ferenc1as fmltas conver e- 51 U(P)
converge a la soluc16n u(P) y: con 1os m1smos valores de fron, TE , conforme
h~0. : s

11.3 Caractcristlcas formales de la ecuac16n dlbfe-
rencial a resolver N

El problema que aqui se trata es uno de di_strib\.i_cidn ,‘estacig
naria de potenciales, que cae en el esquema de problemas de equilibrio,
en que la configuracién de equilibrio ¢ en un dominio D se determma re-
solviendo la ecuacién diferencial

L(¢)=+¢F (11.25)
dentro de D, sujeto a cicrtas condiciones de frontera; donde L represen-
ta un operador diferencial, y f una funci6n definida en D; ¢ es el campo
a encontrar, como funcién de las coordenadas.

Este tipo de problemas se conoce como "problemas con valores
de frontera'; la solucién debe satisfacer todas las condiciones de fron-
tera y todos los requisitos internos en el dominio 0.

En cl presente caso,. L contiene derivadas parciales de segun
do orden; indicando con subindices derivacién parcial, una ecuacién como
(I1.25) puede escribirse de forma cuasi lineal

aly,tbU,+tcU, = f (11.20)

donde a, b, ¢ y f son funcioncs de x, z, u_ ¥y u_; se considera, ademis,
X z .
que se satisface la condicién de continuidad bajo-la cual u s



Para una clasificacién de (I1,26) se piden las condiciones ba
jo las cuales el conocimiento de u, u_y u_  en ! (frontera de D) sirva pa
ra determinar en forma UOnica U Yy, Y U, que satisfagan (11.26), Si -
estas derivadas existen, debe cumplirse

d(U,) = U, dx + U, dz
(11.27)
d(Uz) = Uudx+ Uudz

que, junto con (II.26), asumen la forma matricial

a b ¢ Ugx f
dx dz O] |u,, F|diU,) arzs)

0O dx dz{ U d(u,)

[24

Luego la solucibén para U o Uy, YU existe y es ﬁmca a menos que el de
terminante de la matriz dc coeflcwntes se haga cero,’ :

a(dzf’ ~b dzdx+c(dx’ = 0 (a2

Esta es la ecuacibn caracteristica par lCII 26) :y se: c1351f1ca como a)
hiperb6lica, si b2 - d4ac > 0; b) parabﬁhca si. b2 ‘i 4ac = 0, Y elipuca
si b2 - 4ac < 0. : U

La forma gencralizada de las ecuaciones (1.193) y (I.19b) es

_Q'__ ¢(X KY! (X Ky Z)
o 02 g .

T(x,2) PlaKy, ) = f(x,2) (1130

las ecuaciones que tienen esta forma se denominan autoa J}mtas (Amos, -
1977; Dey y Morrison, 1979a}. . S
Los coeficientes que rcsultan de lle ”r C
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cuasi lineal (11.26) son

a=c =-P(x z) _= 0;;:

‘ap(x,z) aq’D(x,K,,z)

32 32 (I1.31)

y por lo tanto bZ - 4ac < 0, ya que ac > 0 siempre y b = 0. Entonces, las
ecuaciones que se van a trabajar son elipticas,

Esta caracteristica obligar a satjsfacer ciertas condiciones
de frontera para que la solucién sea tinica. Todo problema fisico real tie
ne siempre las condiciones de frontera para una solucibn (nica; pero en -
un medelo matemdtico no siempre es f&cil decidir cufiles condiciones corres
ponden a la 'realidad",

Para un problema bidimensional, la solucién ¢(x,z) de una ecua
ci6n L (¢) = f puede representarse por la superficie ¢ = y (x,2). La "fron
tera" es una curva especificada en el plano ''xz''. Las condiciones de fron-
tera estfn representadas por la altura de la superficie g sobre la curva -
frontera, y/o por la pendiente de la superficie ¢ nommal a la curva fronte
ra. El borde de 1a superficic ¢ (x,z} sobre la curva frontera se llama cur
va de soporte (en general, no es una curva plana). ’

Parametrizando respecto a la longitud de arco s, las ecuacio--
nes para la curva frontera son x =& (s), z=n (s), y para la curva de -
soporte se tiene ¢, = ¢ (£,n) = ¢ (s). El vector unitario tangentec a la --
frontera en ¢l punto s cs

. = i(d¢/ds) + k (d n/ds), (11.32)

y ¢l vector unitario nomal a la curva es

3 =3, x j=kde/ds) - i(dn/ds). (11.33)

Ya que 3n es un vector axial, pudiendo.elegir direcciones, se
escogen ejes y dirccciones de forma que 3n apunte hacia adentro de D (ha-
cia el lado de la frontera que contiene la soluci6n). En témminos de es--
tos vectores y derivadas, el gradiente de $ normal a la frontera en s es
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donde 3y /3x y 3y /32 se toman en los puntos x =: (s‘),‘ z = n(s).

En términos de estas definiciones, se habla de tres tipos de
condiciones de frontera:

1. Condiciones de Cauchy, en que se especifican tanto el va-
lor de la funcidn y(s) a lo largo de la frontera came el de su gradiente
normal ‘a la frontera, N(s).

2. Condiciones de Dirichlet, que especifican s6lo valores de
Ws) a lo largo de la frontera.

3. Condiciones de Neumann, que precisan s6lo el valor de N(s).

Algunas veces puede ser necesarioc proporcionar el valor de - -
alguna combinacién lineal de y{s) v N(s), una sola condicién de frontera
intemedia entre condiciones de Dirichlet y de Neumann.

En ocasiones, estas condiciones son homogéneas, cuando
ay(s)+8N(s)=0, para a, 8 dadas, pero independientes de s, y en otras son
heterogéneas, cuando ay(s)+gN(s) = F(s).

Sicmpre que se hable de condiciones de frontera, se debe in
dicar la forma de esta Gltima. Puede ser una curva cerrada, para la ecua
ci6n de Laplace en dos dimensiones, o ser una frontera abierta en forma
de U, consistente en una lfinea paralela al ¢je espacial y dos lineas pa-
ralelas al eje temporal, para una cuerda fija en los extremos, u otras.
Se dice que la frontera es ''cerrada’ si rodea por completo a la solucibn
(aun ci parte de la frontera estd al infinito); es ''abierta” si va al in
finito y no se imponen condiciones a la parte que va al infinito.

Morse y Feshbach (1953) muestran que para una ecuacibn elip
tica con frontera cerrada, tanto las condiciones de Dirichlet como las -
de Neumann originan, por lo general, una soluci6n {nica y estable, micn-
tras que condiciones de Cauchy la sobreespecifican.

El procedimiento que aqui se considera resuelve numéricamen
te, en una rejilla rectangular no uniforme, el problema k

L[$]=—V~[O'V$]=f(x,z) en D (11.35)
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sujeto a condiciones de {rontera dadas por un modelo primario de estrati
ficaci6n horizontal, que proporciona valores de #(x, Ky, z) en las fron-
teras izquierda, derecha e inferior del modelo bidimensional. Se conside

ra que en la frontera superior, i. e., en la superficie del terreno, la
corriente no pasa a través del aire (fig. 11-4).

h o,
|
1 N
12 P O,
_1L NN
13[ o
T,

Figura 11-4, Malla bidimensional
dentro de un semiespacio estrati
ficado.

Otros autores (Dey y Morrison, 1979a) consideran que el mo
delo bidimensional estd immerso en un semiespacio homogéneo (fig. 1I-5)
y suponen que, lejos del centro del arreglo, el potencial decae como 1/t
en el espacio (x, y, z), y como Ko(Kyr) en el espacio transformado (x,
Ky, z) (donde Ko es la funci6én Bessel modificada de orden cero y r la dis
tancia radial a la fuente), lo que viene de usar el resultado

)
—:-=—%f cos{Ky-y) KKy /1 +2%) ) dKy (11.36)
o
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que es precisamentc la transformada invers=a quv se estd usando (ec. I.18b).

X fuente

-~ —]
-
-
\
\

Figura 1I-5. Malla bidimensional
en un semiespacio homogéneo.

'En el caso tratado, para definir el semiespacio infinito in
ferior con distribuci6n arbitraria de conductividad en dos dimensiones,
se disefia el conjuntn D con fronteras artificiales simulando planos infi
nitamente distantes al centro del arreglo, tante en la extensién horizon
tal (direccidén x) como en la vertical (direcci6bn z)., Tal semiespacio in-
ferior estd indicado por 1la malla mostrada en la figura (I1-6).

Se escoge una malla rectangular con espaciamientos irregula
res arbitrarios de los nodos, tanto en la direccifn x como en la z. Los
nodos en la direcci6én x tienen indices i =1, 2, 3,..., NX, y los nodos
en la direcci6n z tienen indices j = 1, 2, 3,..., NZ. Los bordes al in-
finito izquierdo y derecho se simulan por las lineas. i = 1 ¢ i = NX; res
pectivamente. El borde al infinito del fondo estd representado por la

linea j = NZ.
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<l - gy 1

Az,

| 5% |
7=

NZ~

hz
NZ-1

NZ

tigura 1I1-6, Malla rectangular
de discretizacibn.

Las ecuaciones (I1.19a) y (I.19) se aplican en cualquier no-
do (i,j) para representar una aproximacifn sobre un érea'AAi 3 ilustra-
da por la porcidn sombreada en 1a malla, Para un puuto en el interior se

tiene que

- (Axi+AX|_|) (AZ] +Azk')
4q

Aa (11.37)

y en el 1limite, en la superficic del suelo, con z-0

A= (Axi+A;i_t)Az]

Puesto que la simulacidn del medio estd restringida al se--

A

(11.38)

miespacio conductivo inferior en D, se requiere precisar las condiciones
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de {rontera en puntos (x, z) ¢ I' U D, En la superficie, con z = Q, esto
se implementa aplicando la condici6n de tipo Neumaun

Py _

y; =0 (11.39)

1077
cn la que n es la direcci6n nommal hacia afuera de la fromtera, condicibn
que significa que no hay flujo de corriente del subsuelo hacia el aire -
(recordando la ley de Ohm, cc. 1.3).

La terminacién del medio plano inferior en x=tw= y z= = se
hace extendiendo la malla suficientemente lejos de las fuentes y de las
heterogeneidades en conductividad, de forma que la distribuci6n de poten
cial total en estos bordes se aproxime a un comportamicnto asint6tico.
Los valores de frontera a lo largo de estos bordes "infinitamente' dis--
tantes pueden especificarse a partir de soluciones conocidas de una dis-
tribucibn primaria de conductividad homogénea, o por capas horizontales.
Las heterogeneidades son vistas como perturbaciones sobre esta distribu-
cién. Las condiciones de frontera a lo largo de los bordes izquierdo, de
recho y del fondo, se vuelven entonces de tipo Dirichlet.

Aqui.se propone usar condiciones de frontera provenientes -
de un modelo primario de estratificacién por capas, el cual calcula numé
ricamente valores de ¢ en puntos alejados tanto de las fuentes puntuales
como de las heterogencidades en conductividad; es decir, el modelo prima
rio proporciona informacién sobre cl comportamiento asintético del poten
cial transformado.

Estas condiciones presentan la ventaja de considerar que -
fuera del modelo bidimensional se permite la variacifn vertical de la -
conductividad, lo que admite una mejor aproximacién conceptiial a un sub-
suelo real que pensar en una malla rodeada por un espacio homogénco.

IT1.4 Discretizaci6bn de la ecuaci6n de Poisson
Con 1a informacifn proporcionada en las secciones anterio- =

res, se ha ubicado el problema, de manera que ahora es posible proceder a
la discretizacitn de las ecuaciones (I.19a) y (1.19b).



I1.4.1 Discretizacién por puntos

En el capiﬁulo 1 se mencion6 gue 1la ecuacién (I1.19b) era a
decuada para una discretiiécibn por puntos. Ahora se mostl‘aré‘cémo'llev'n_r;
lo a cabo. T e

Para todo nodo en el conjunto D, ¢(x Ky, 2)- debe satlsfa-
cer la ecuacifn {(I.19b) :

v [ ot Pk + otV 2% Ky,z) b, Ky,z)V O"(x 2

-2k o aplrna =288y 'a‘:ae’i%y

en que el operador Laplaciano bidimensional se aphca a a(x'--
y a o(x,z) q>(x Ky,z).

La distribuci6n de la propiedad fisica u(x z) conoc1da se
discretiza en cada nodo por o . (fig. II- 7), en la soluc16n numénca se - -
trata de evaluar un conjunto d1screto de ¢ j Para ello se usard la ecua-
ci6n (11.23) -

vzu |i = 2 Ui+1.i—Ui.1 o Ui L IJ]+
b Ax Ay, Ox, Dx, ’
2 Yige " Yy Y Ui
AZJ+AZJ-4 Azj Azi—i 1 urn.zs

como aproximacién a segundo orden para el operador v2.



] i+h,]

i,j#l

Figura II-7. Discretizacién
o;5 en cada nodo.
Al aplicar el operador de diferencias (¥1.23) a la ecua--
ci6n (1.19b) para cualquier nodo interior de la malla, resulta la forma
discretizada que se da a continuacién:

63



64

7 [=20to) 1,2 [T20Fo) 1,
Ct)l-n,J[(Axi"foi_,)Axi_{} dbiﬂ,j[(zx"*'AXi_‘)Axi]

4 [‘2(0}_1_,4'0;.;) +$ ['Z(Gﬂdﬂ‘l"ol.ﬁ ]+
Li-t LBz, +Azy ) Bz, WL (Az + Azp_y) Az,

7 [ elo o) o 2oy toy o 2o itro,) o
Cf)‘" (Dx,+ Bx_,) Bx (Ex,*%xm)&n, (Ez]:‘:tzzl_t)&zl__1

2(0y 4+t O)

2 = o
(Azﬁ'Azl_')Azl +2Ky O;J] 268()(,)8(2,) (11.40)

que, con una nueva notacién, puede escribirse de 1la siguiente manera::
W7 llq"g W7 Wr W7
+C + ' : =
C cbl-l,j Co I, Ce C#I,j-;‘- Ce qbi,j'i:!*_ Ca q")l,]

2 SS(x,)B(z,) (141

donde

W 2lg, o) .
C/= Wkﬁ (11.41{)

es el coeficiente de acoplamiento entre los nodos (i,j)-e ‘.(i¥1_,j);' .

chiz_ 2Ot o))
D (Axi+z§xl_1)Axi

es cl coeficiente de acoplamiento entre los nodos (i,j) e (i+1,3),

(11.4111)
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c=- 20+ Gi)) (ll_,‘lliii‘) St s
Cs="m#hr )b7,,

es el coef1c1ente de acoplamiento entre los nodos (1,3) e (1,J 1),

C‘l 2(q|ﬂ+al) (”.'
~ (B ‘f‘l\zl |)[Sz

es el coeficiente de acoplamiento entre losinbdbs (@,3) e (i,jf))iyj .
] e (11.41v)

La ecuacién de diferencias (I1.40) asi obtenida 1nd1ca que
la solucién de ¢ en el nodo (i,j) depende s6lo de los valores de ¢ en los
nodos adyacentes (i-1,j), (i+1,j), (i,j-1) e (i,j*1). Los coeficientes de
acoplaniento ¢*3 son funciones de la geometria de la malla de discretiza-

cl=-[cr+ cplvcy'+ c" 2K20;

es el coeficiente de autocacoplamiento en el nodo (1,3)

cién y de los valores de la propiedad fisica o, y por tanto conocidos en
todos los nodos del conjunto D.

Debe notarse que en la aproximacién en diferencias finitas
al operador 9% se supone 1mplic1tamente que las distribuciones funciona--
les de ¢, o- (aqlax) y o- (a¢/3z) son al menos continuas por partes. lLa e--
cuaci6én (I11.40) es vdlida para cualquier distribuci6n de o4 (0<o<c0 Y,
para cualquier punto interior en la malla, las condiciones- de frontera
requeridas sobre la continuidad de & y de o'(a}/an) sc satisfacen a tra-
vés de cualquier elemento rectangular.

Mientras que los coeficientes y la forma de 1a ecuacibn -
(I1.40) son vdlidos para todo nodo interior, las ecuaciones corresporxien
tes se ven un poco alteradas para los nodos localizados en la superficie
superior y en los bordes izquierdo, derecho e inferior de la malla, Las ¢
cuaciones en diferencias para estos nodos, con condiciones de frontera a-
propiadas, basadas en el comportamiento as1nt6t1co de los potenc1alc-, se
formulan a continuaci6n:

Para nodos localizados en la 1limea z = 0.

Para todos los nodos (i,j) coni =2, 3,..., NX-1, j =1,
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la condicién de frontera es de tipo Neuman, i. c.

0Py

O-U'”o"? =0 (11.39)

Esto se implementa suponiendo un renglén acdicional de nodos
en el aire, cn j = 0, tal que ¢l potencial 4o ¥ 1a conductividad gy, €N
los nodos (i,2) se reflejun en los nodos imaginarios (i,0). Esta suposi-

cién lleva a la forma cn diferencias de la ecuaci6n (1.19b) dada por
i 1 iy WY Ny
C +C" + " + ¢ -
l¢)|-1,) CD dDH‘I,j CF djl,j-H CA cf)u
ZQB(X')S(Z‘,) (11.42)

donde los coeficientes de acoplamiento estin dados por

v

o= - 200y 0,)) W 2ot o)
F (Az))2 Cy =~ (Bw T A%, B,

wi_ 2loytor)
CD_" (Zixiqzﬂxi )i&xi

Li_

CA [C +C +C "2Ky .l] (IT.42iv)

Para todos los otros bordes se conoce el valor de }(x, Ky, 2},
como condicién de frontera de tipo Dirichlet; entonces se eliminan de la
Matriz de Capacitancias los renglones y las columas correspondientes a
estos nodos, agregando al vector de fuentes su contribucién al potencial

de los nodos que les son adyacentes.
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I11.4.2 Discretizacibn por &dreas

=5 kParaatod0-nod0 en el conjunto D, la relaci6n constitutiva
para el pqtencialbdesconotido $(x,Ky,z) estd dada por la ecuacidon (I.19a)

;‘Vyb-[d(i,z)véf;(x.Ky,z)] + Ky O"(X:Z)JD(X’K"Z) =

SS(x,)S(z,) (1.19a)

La distribucién de la propiedad fisica ¢ en todo nodo (i,j}
de la malla rectangular descrita en la scccidn I1.3, puede discretizarse
en ¢l sentido de que ahora 93 indica la conductividad en una regién aco
tada por los nodos (i,j) e (i+1,j), en la direccibn x, y por los nodos -
(i,j*#1) e (i*1,i+1), en la direccidn z. Se intenta evaluar la solucién nu
mérica de (I.19a), que consiste de un conjunto discretizado de ;ij en ca-
da nodo. Como en el apartado anterior, se supone que cl nodo (i,j) repre-
senta la regidn cerrada AAij alrededor del nodo, como se¢ ilustra en la fi
gura (IT-6). Se observa que para un punto nodal cn el interior

(Axi +Ax|_,) ( A 5 + Az]_')
4

y en el 1imite cuando z+0, para un nodo en la superficie del terreno,

(Axi'*‘Axl_') AZJ‘
4

Para cada nodo (i,j) para el cual ;.es desconocido, se in
tegra ahora la ecuacién (I.19a) sobre la regitn AAij correspondiente, pa

‘{]V'{O‘(xi,zj) Va')(xl.ly(jy,z‘])} 0")(‘0‘71j +
A 1 _ .

Aa=

(11.37)

Aa=

(11.58)

ra obtener

fnyzO‘(x|,zi)cf)(xi,Ky,z'l)dx,Q"zl"
Any, o TRt
ffag(xf)g(z,)dxidzj k (7|‘1.»4‘3):

AAU



Usando la relaci6n Q = I/ZAAij se tienc que:

()

donde n es la normal en la direccién hacia afuera y L

contorno que encierra a la regi6n 8A; .
La descripcién de la d15tr1buc16n de g, del érea reprmsen '

tativa aA, ij y de la 1linea de contorno L, i3 alrededor de un nodo (1,3) en

el interior de la malla se ilustran en la figura (II-8),

El primer témino del lado izquierdo de la ecuaC16n (II 44)
estd dado entonces por

'ﬂV-(UVg) doll: fc‘ g—;;_}%dl X»n.a‘m
Ly



69

iyhet
O:-l.l-l Vil

N
\

i1,

Vi L

\

Lj+1

a':"!j v

Figura I1I-8. Elemento de 4rea
discretizada a4A,,.
1]

El contorno de integracién a lo largo de la linea Li' se
subdivide en ocho subsecciones, como se indica en la figura (II-8). Inte
grando a lo largo de toda la trayectoria Lij y aproximando a}/an por di-
ferencia central, se obtiene
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8% 0. 1( Iyt ¢L\ Az Oy (Qbm.n’ ¢|J\+

2 z 2 Ax, / X
é_ﬁ_?ld_(ﬂkf_ﬂi% By, 0y (‘f’n.m"j’u);r

2 X, 2 I.Xzl
Ax, 0 1. =1 ) 4 Dz 0y (%—hL %LJ)_F

2 z, 2 LI

bz, !Uldi(qbl!L ‘?Su) A"Hm-x(_(éa.ﬁ\_—_i‘iu) ,
X‘ : 2 Z'_1 ) (11.46)

De forma similar, el segundo término del lado 1zqu1erdo de
la ecuacifn (I1.44) puede cxpanderse como

fny o‘lc}S”dxdz—- .

Al,

Ax, Az Ax Az
2 i-1 i |l i 1
Ky %J[ A -1+

Ax Az o, Dx Az
1 -1} x -1 L]""‘A(O‘ ) 1.47)

Substltuycndo la aproximacién cn diferencias de (II 46) y de (1. 47), -se
obtiene para un nodo interior (i,j) o :

) WY WY Y ll
Cl 9b1-«,1+ Co ¢)i+‘l,]+ Cs cbl,l-l+ Cr 1+1 cf’)l y

-EI" 8()({)8(1') (11.48)



donde los coeficientes de acoplamiento estin dadox

por:

i Az Az g
C'), { ‘J 4 —141} R v v )

1 ZAxl_‘ (1 l%u
Ch= [Az Oi,-1t Bz 05 1]

D ] ZSXI (I'T.48i1)

ST WA N o At e S
Ce=" [ - 12“2312, ‘ RE 1J (a1 481t

hi A, 07, ﬂ .
Ce=- [ L (11 Le8iv)

F 2&2] 1

W [ Al (W, Al AW

) =-[c/+ i+ ci-alg, Ay

(11.48v)

La ecuacién en diferencias (JI.48) 1ndxca que 1a soluc16n
de ¢ en el nodo (i,j) depende s6lo de los valores de. ¢ en_los nodos adya

centes (i-1,3j), (i+1,j), (i,j-1) e (i,j+1).

Los coeficientes: de acopla--

miento son funciones conocidas de la gcometria y de la distribucibn.de -

la propiedad fisica o en el conjunto D.

Para la superficie del terrenc (z

= 0) se aplica la misma

condicibén de frontera tipo Neunann que para la discretizacidn por puntos,

es decir,
o a$li
i dm

=0 (11.39)

Asi, para nodos localizados en la- superficie del terreno

(1,1, coni =2, 3,..
no L. .
1

., NX-1, la regién AAij
definido por las subsecciones III,

tra en la figura (11-8).

estd

v, Vv, VI,
Entonces, para estos nodos,

rodeada por el contor
a, b, como se mucs-

la ecuacidn de dife



rencias [initas estd dada por

Cix'j%-l,ﬁ Cy’ 1,0 C;’%,'chkj&u =—%—:8(X1)8(Z‘f) o AT

donde

. . E . . ». | S o
C'I]_—;-_-. _ZZELJJ_ (11.491) C;:—%%ﬂl (11.49i1)
i-1 , DX

Ci,] [Ax ARSI
F ZAZI J

Alo;

W

A )—KyZ[ IHAXHAJ-f- O‘;le Bz ] UI 491\1) -

ijz_[ ChitC Ll-C”—A( o, A )] . (II4QV)

Para 1os nodos en los otros tres bordes el valor del po-
tencial transformado ¢(x Ky,z) seri proporcmnado por un modelo primario
unidimens ional; serid por tanto un valor conocido y bastari hacer 1o mis-
mo que se describe para el caso de discretizacién por puntos.
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1T.5 Matrices de Capacitancias
[1.5,1 Discretizacién por puntos

Al tomar la ecuacifn (II.41) para cada nodo interior'della ma
1lla y la ecuacién (I11.42) para los nodos (i,1), coni = 2, 3,..., NX - 1,
ademis de considerar que en los demds noados se conoce ; (x, Ky, .z), se ob
tiene un sistema de (NX-2)} x(NZ-1) ecuaciones lineales a resolver simultd
neamente.

En la discretizacibn por puntos, cada coeficiente de acopla--
miento depende de la distribuci6n de ¢ en la malla y de las distancias a
los dos puntos adyacentes en cada direccién (fig. 11-7), como puede verse
en las ecuaciones (II.41i) a (Il.41v); asi, el coeficiente de acoplamien-
to del nodo (i,j) con el nodo (i+1,j) es diferente del coeficiente de aco
plamiento del nodo {i+1,j) con el node (i,j): el primero cs Cij y el se--

. D
gundo ¢s C:+"j, que son:

il elog o)
X

SN I
- Co ST @ F A B

"':lrf'.‘i__ 2(0"'.1"'0".“‘0
Cx T (B Bx ) Bx

y, para mallasrde'cspaciamiento irregular, resultan diferentes.
Para,unkéjemplo, se considera la malla de NX = 4, NZ-= 3, de
la figura (11-9)
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3 6 9 12]

Figura 11-9. Ejemplo de convencidn
de numeracién para una malla rectangular.

Los nodos individuales se numeran de 1 a 12, comenzando -
por la esquina superior izquierda e incrementando peri6édicamente a lo -
largo de cada columna. El conjunto de ecuaciones simultdneas para todos
los nodos en la malla puede escribirse en forma matricial como:



5y - Cien

|7 Ciea- CRes |

o, simbSlicamente, como

Cc?;:‘s {11.51)

La matriz C de {(NX-2): (NZ-1){(NX-2}« (NZ-1)} se 1lama Matriz
de Capacitancias y estfi en funcién de la geometria y de la distribucifn -
de ¢ en la malla, Para diferentes posiciones de fuentes, 1la matriz C per-
manece inalterada. o

La estructura de la matriz es la sigliente:

a. Es tridiagonal por bloques, ya que es posible encontrar --
una particién de C de forma



1
1

en que cada éﬁbmafriz AQ ‘1<ieN, cs cuadradn.

BQ”Esfpoco densn ya que una gran cant1dad de elementos son
cero; de hecho, s61o hay clementos no nulos cn la diagonal principal y -
en cuatro codiagonales.

c. Es bandeada, puesto que a partir de la codiagonal c,

i,i-N2
hacia abajo y de la codiagonal i janz hacia arriba, todos los elementos
son cero. El ancho de banda es hZ en este caso.

La eleccién de la numeracién secuencial a lo largo de colum-

nas o de renglones en la malla determina el ancho de banda de C. En ex--
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ploracibn geoeléctrica para grandes superficies, suele requerirse una ma

1la con NX<<NZ. Numerar los nodos a lo largo de los renglones causa que
el ancho de banda de C sea NX; si se numeran a lo largo de las columnas,
el ancho de banda es NZ, como ocurre en el ejemplo de la figura (11-9).

La Matriz de Capacitancias C tiene las siguientes propieda--
des:

i) ¢;;>0, i =1, 2,..., NX«NZ, por 1a forma de definir el --
cocficiente de autoacoplamiento, que es el que ocupa la diagonal princi-
pal; en los nodos en que se conoce el potenc1al como condicién de Dirich
let, i T 1. SR

ii) c; >z,c |, -1 —71 ,.... NXNZ (esto también se debe a -

la forma de coef1c1cntc de autoacoplamlento), es decir, C es diagonalmen -

te dominante, =

Cuando 1la dxﬁcrctxzac16n se hace por:puntos, la matriz C re-
sulta ser no simétrica, por la formn en que se definieron los coeficien-
tes. Para obtener soluciones habria entonces que recurrir al algoritmo -



de eliminacién Gaussiana.
I1.5.2 Discretizacidn por dreous

En‘cuanto a la colocacibn de coeficientes en la Matriz de Ca
pacitancias, ésta es independiente del tipo de discretizacién que se --
efectde. Entonces, la disertacién de la seccibn anterior sigue siendo vd
lida y se conservan las propicdades de la matriz ya cnunciadas.

Sin embargo, cn la discretizacién por dreas, los coeficientes
de acoplamiento dependen de la distribuci6n de o en la malla y de la dis
tancia entre los dos nodos que acoplan, cano se ve en las ecuaciones ---
(II.48i) a (I1.48iv). En este caso, los coclicicntes L’;j y Ci[H'j son --

i les:
e [AZJ-!C’T.J-1+ Az, OLJ]
X
i

Ci)j = -

D

: LClﬂ.J:'_ _ [A21-101;-1+ Azxoi,i]

Esto—ﬁace que 'la Matriz de Capacitancias sea simétrica y po-
sitiva definida, es decir:

c=c¢'

X'Cx>0, ¥x#0
{Dey y Morrison, 1979a).

Tales caracteristicas presentan varias ventajas, como son:

a. En la solucibn calculada, el error por redondeo durante
el proceso es aceptablemente pequeiio, si la estrategia de pivoteo que
se emplee sea la de no hacer ningGn intercambio (Varga, 1962).

b. Existe factorizaci6én Choleski (ver apéndice (), el cual -
es un algoritmo rdpido y corto para resolver sistemas de ecuaciones li--..
neales grandes, ya que permite expresar a C como

LU =C (s
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donde L es una matriz triangular inferior ne singular.

Los elementos de L se obticnen de la siguiente fonnn:
ISR,
- = —- 2y
Ll,l '\/T(Cl,i- ?'Ll,k) ) Li.i l g ZLHLM)/ LJ i
R = N i ]

(I1.54)

En:la éxprcsién-anteriorgsé aprecia -por qué- el ancho de ban-’
da de L cs igual al ancho de banda de C:'cada elemento de L depende del
correspondiente cn C:'y de - los que“eétan a’'su izquierda en L, asi que

= L‘I.J‘,":'O”

se 1leva a cabo en los pasos

Ly =S§; Eqb:\l/ (11.55)

Esta técnica de factorizacitn es especialmente efectiva cuan
do NZ<<NX-NZ, pues hay aproximadamente NX-NZ(NZ + 1)(NZ + 2)/2 multipli-
caciones y NX+NZ rafces cuadradas para encontrar L, y aproximadamente --
2NX-NZ(NZ + 1) multiplicaciones en la solucibn por substituci6n directa.
Ademés, una vez que se conoce L, se pueden procesar diferentes vectores
S con la misma factorizacibn,

I1.6 Planteamiento dél,ﬁroblémal

liasta aqui, ya sé ha_he 1 d: ék'tizaCiﬁn‘deblas“ecuacio-

db el 51stema 11nea1 a

nes quc se manejan en este trabaJo, y:se ha mos
resolver _para obtener el conjunto dlSCTCtO de va]ores de potenc1a1 trans-

formado ¢ : “ . :
En suma, se tiene, para cada tipo de discretizacifn, un sis-



tema de ecuaciones lineales, cuya solucibn proporcionurd un conjunto dis
creto de valores ;ij para un nimero de onda. Ky dado y para una .posicién
de fuente puntual dada.

Recurriendo al principio de superposicién, la distribucién
de potencial de corriente directa, debida a un arreglo con dos. fuentes -
puntuales - que representan a los electrodos de corriente en el campo -,
se obtiene sumando los efectos de las soluciones a sendos sistemas de --

ecuaciones para la fuente (+1) y para ¢l electrodo que cierra el circui-
to (-1): :

W_ o) o
Cp =35 M yey @ e
C(%(z)_: gt } = C($ - % ’)"' S-S o (1.56)

La solucién de este sistema proporciona valores de potencial en el espa-
cio transformado (x, Ky, z): para regresar al cspacio (x, ¥, z) es nece-

sario resolver el sistema para varios nfmeros de onda Kyi (i=1,2,...), -

con la intencién de luego intcgrarlos para obtener la distribucién de po

tencial ¢(x, y, z) (fig.11-10)

Figura 11-10. soluciones para varios
nfimeros de onda Ky, se integran para obtener ¢(x,y,z)
1
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Se obtendri un programa de computadora que permita interpre
tacién de datos de campo interactivamente, es decir, que quien la lleve
a cabo, proponga una malla y una distribuci6én de conductividades; la com
putadora obtendri diferencias de potencial tebricas; el operador habrd -
de decidir si el modelo que propuso es adecuado, por comparacién, en pun
tos prefijados de acuerdo a la operacién de campo, del parfmetro '"resis-
tividad aparente", mismo que la computadora podrd proporcionar, emplean-

do los valores de potencial calculados, 1a corriente inyectada y los pa- R
tametros del arreglo clectrbdico usado.

En caso de que el modelo propuesto no reproduzca la curva -
de resistividad aparente, se deberi proponer un nuevo modelo, variando -
conductividades o espaciamientos en la malla. '

Para lograr cse objetivo, es nccesario resolver el sistema
(11.57) para varios nimeros de onda Kyi (i=1, 2,...). S¢ trata de tra-
bajar con matrices que tengan una gran cantidad de clementos, pues, por
ejemplo, una malla de 30 nodos en profundidad por 100 de lado origina --
una Matriz de Capacitancias de 3000 x 3000, i.e., deberfin manejarse %x 106
cantidades. Sin ombargo, aprovechando las propiedades de -las matrices -
que se usan, se puede hacer disminuir la extensibn de wemoria y el tiem-
po de procesado que se requieren.

Las técnicas para solucionar el sistema-de ecuaciones .-
(11.57) se presentarin en el siguiente capitulo.
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~ CAPITULO 111~

ALGURITMOS PARA" LA SOLUCION DEL PROBLEMA

Resumen

En este capitulo se dan 1a técnxca Y 1os. algomtmos con que
se elabora el programa de cidlculo buscadd. Se presentan los diagramas de
flujo del mismo y se muestra como hacer la transformac16n inversa de los
valores de potencial en (x, Ky, z) para obtener valores en el espacio -
(x, ¥y, 2. )

III._T Métodos de solucifn de las matrices

Los métodos nmuméricos para resolver sistemas de ecuacicnes -
lineales de tipo C¢ = §, caen dentro de dos clases generales: iterativos
y directos. En los primeros se seleccionan una aproximacién ¢! a ¢ y la
determinaci6n de una sucesi6n ‘¢, ¢,..., tal que };u.g ¢‘ = ¢ , Usualmente,
en el cidlculo de ¢iH s6lo se requiere cuplear C, S y una o dos de las -
anteriores ¢l. En teoria, cuando se usa un método iterativo es necesario
cfectuar un nfmmero infinito de operaciones aritméticas para obtener ¢,
pero en la préctica se detienc la iteracién cuando se decide que la a---
proximacifn en ese momento esti aceptablemente cerca de ¢ . Por otro la-
do, en ausencia de errores de redondeo, los métodos directos proveen de
una solucibn tras ecjecutar un nimero finito de operaciones aritméticas.

En gencral es muy difficil decidir qué clase de mérodo debe
usarse para un problema determinado.

Para las ecuaciones que se dan en la presente formulacibn,
se encuentra que los métodos directos de solucién pueden aplicarse para
distribuciones de potencial con mltiples posiciones de fuentes puntua-
les, con un costo de computacién que podrd ser de 10 a 50 veces menor -
que con las técnicas iterativas (Dey y Morrison, 1979a).

Por tal razén, se elige un método directo de solucibn; en -
esta situacifn, es ventajoso usar una matriz positiva definida, asi que,
a partir de ahora, s6lo se trabajard con la discretizacifn por &reas.
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Se usard entonces factorizacidén Choleski para resolver el --
sistema de ccuaciones.

No es necesario resolver }} para i =1, 2,..., NZ} i = (NX-1)-
NZ, (NX-1)-NZ + 1,..., NX-NZ, ya que estos valores estin dados como con-
diciones de frontera. En la misma situacidn se encuentran los potenciales
de los nodos en que i1 = NZI. Esto hace que, udanis de las propiedades de
la matriz enunciadas anteriommente, también sea irreducible y tenga una
grafica dirigida fuertemente concctada (Varga, 1962). Las ccuaciones en
diferencias que originan la matriz C con las propiedades descritas son -
inherentemente estables para cspaciamientos de malla arbitrarios (Varga,
1962; véase apéndice B). .

El esquema para obtener la soluci6n es el siguiente: -

i) Se calcula la matriz C; debido a su simetria, s6lo es ne
cesario trabajar con la parte triangular inferior. Mis aGn, aprovechan-
do que es tridiagonal por bloques, la matriz puede almacenarse en un a-
rreglo de tres renglones por (NX - 2)e (NZ - 1) colummas (fig. III1-1).
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" Figura ITI-T. Matriz C,
tridiagonal por bloques.

Forma de’ almacenarla



ii) Se calcula el factor triangular inferjor L, cmpleando
el hecho de que el ancho de banda de L es igual al de C para almacenar L
en un arreglo de .(NZ - 13 = (NX - 2).(N2 - 1) (fig. PI1-2) .- '

o Ic

NZH

Figura 111-2, a) Matriz triangular
inferior L y b) Forma de almacenarla



Considerando este arreglo, L se va calculando por columnas.
La razén para hacerlo es que alin se tiene un gran ntmero de elementos y,
para poder procesarlos en una minicomputadora, es necesario mandar L a -
un disco, es decir, se requierc aumentar la mamoria del sistema de cGnpu
to, ya que no es posible mantener todos los elementos en memoria rfipida
(o central)., Ademds, habrin de calcularse varias factorizaciones, una pa
ra la matriz C correspondiente a cada nfmero de onda Kyi =1, 2,...,
que vaya a utilizarse; es entonces conveniente guardar en disco las ma--
trices Ll. que resulten, para poder revisarlas todas.

La forma de lograr los arreglos de las figuras (III-1) y..--
(IT1-2) es la siguiente:

C,~C, C

—
{,i -4,

EYl céla;lb””eriimrem&i;ia Centr Se presenta en la figura

(11I-3).

ﬁz columnas calc.uladas NZ =1 y'c'o:llhﬁnas‘
y "guardadas. No.se o

vuclven a” us‘.dr

que se emplczm
en 'el.‘ cdlculo
acma]

: opurY

| -n2[ed §Is3 9s anb tz;mnltog]

'Flgura III 3. _Forma de acceso v de
célculo de la matrlz trmngular 1n
ferior L. :



Llevar datos de disco a memoria central es un proceso que --
consume mucho tiempo, por lo que convience mantener en memoria central --
tantos datos como sca posible, reduciendo el nimero de veces que se re--
quiere interactuar con cl disco.

IEn el esquema desarrollado, se utiliza el nmero de nodos en
profundidad (NZ - 1) como parimetro que divide al nlmero total de colum-
nas, pues este @iltimo es un mGltiplo de aquél, Se define en memoria cen-
tral una matriz de (NZ - 1) x (NX - 2) - (NZ - 1) debido a que, bajo es-
te esquema, aplicar la factorizacion Choleski a una columna requiere --
usar las (NZ - 1) columnas anteriores.

El algoritmo procede llamando (NZ - 1) columnas de disco, a
ocupar las columnas NZ a 2+(NZ - 1) del arreglo en memoria central; a --
continuacibn cfectda la factorizacién y las recorre a los lugares 1 a --
(NZ - 1), llamando entonces a las siguientes (NZ - 1) columnas de disco.
Como el nfmero total de columnas es igual al de nodos, o sea (NX - 2) -
(NZ - 1), el procedimiento se repite NX - 2 veces,

iii) De la misma forma, llamando los datod de disco, se efec

tha la substitucibn hacia adelante:

r"TZ- columnas ya N2 columnas ] r y ]
utilizadas; no jjue se mul-
vuelven a usar fiplican
se wr NIo- |

reng lones

| ¥t caleula

Fl
]
I

dos y se
restan del

vector de

fucntes
- JL 1 L.

X: cocliciente del renglén que se estd calculando
Y: incégnita que se calcula.  I: renglén en uso del vector de
fuentes, (//////): 1o que se resta para el cdlculo de Y.

Figura III-4. Substitucitn hacia

adelante

86
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iv) La substitucién hacia atris necesita emplear LT; pues to
que ya se tiene almacenada L, sc¢ accesa esta iltima, trabajédndola cn sen
tido inverso, es decir, empezando con la Qltima columna,

I11.2 Regreso al dominio del espacio

Una vez calculado el vector ; para cada ntmero de onda Kyi
=1, 2,...,8), el regreso al dominio del espacio se hace ajustando --
una funcibn exponencial entre los valores de ; correspondientes a dos va
lores de Kyi subsccuentes; esta funcibn se in;egra amliticajmentc:

A % cosly Ky)de—
bK Ky2
A Ky!
b2 +y2 {Y sen(yKy)+b cos(yKy) \e (111.2)

Aqui, "y'" es la variable que se parametriz6 por Ky, cuando
se tienen arreglos colineales en una recta perpendicular a esa direccibn,
el valor es y = 0, con lo que se tiene:

Kn bk ebKY Ky
f Ae ydez_%— (111.3)
Ky2 Kyl e

Los parémetros Ay b deben encontrarse para- cada par de po
tenciales transformados ¢ (l\y ) ¢ (Ky. +1)' tal efecto se logra con el -
siguiente desarrollo:

l

bKyi

¢ (Ky=Ae Ln cp (Ky)=LnA+bKy:

(KyH‘I) _ Aebel+1 } = {

-

Ln &b (Kyr+)=LnA+ b Ky

b= ln(CYJ’(KyI)/$(KyI+')) , A=C'E(K,|)ebK“ | (111
Kyi — Kyi+s

.1
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La suma de las freas que sc obtienen entre cada dos Ky 's,
1

da por resultado ¢l potencial total en el punto (x, O, z). Esto completa
el regreso al dominio del espacio.

Una vez que so tienen potenciales totales en los nodos de
la superficie, sc pueden encontrar diferencias de potencial entre pares
de puntos. Conociendo la corriente inycectada y el factor geométrico del
arreglo clectrédico que se haya cmpleado en el campo, es posible calcu--
lar valores de resistividad aparente, usando la f6rmula

R = G%‘ (111.5)

Cada vez que termine un cdlculo, el programa desarrollado
preguntard si se desea otro con el mismo arreglo de electrodos; en caso
contrario, acepta mantener el mismo modelo, cambiando s6lo de arreglo.

Cuando ya no se desee otro c¢dlaulo de Py permitiré elegir
un nuevo modelo, o salir del programa.

En el siguiente apartado se muestran los diagramas de flu-
jo, con lo que se campleta la presentacién del método;deréoluciﬁn.':,‘f

- I11.3 Diagramas de flujo

Se préséntan a continuaci6n los diagramas de flujo‘de los
programas diseflados para el modelado bidimensional por diferencias fini-
tas.

En una minicomputadora Eclipse de 32ZKW de memoria central,
se han elaborado varios programas independientes, con el objetivo de no
ocupar su memoria con los que ya hayan cumplido su funcién. La conexi6n
entre todos se lleva a cabo por medio de los archivos de datos que se -
van creando en disco; los formatos de lectura y de escritura son muy si
milares en todos los casos. Tales formatos, asi came la cantidad de me-
moria central requerida, estin controlados por el parametro (N2 - 1),
que es el nGmero de nodos en profundidad de 1a malla de discretizacibn
y corresponde también al ancho de banda de la Matriz de Capacitancias.

Asi, una vez que se ha generado la malla, ésta queda fija,
al igual que las conductividades asignadas; los programas que generan -



30

estos valores no volverdn a usarsc cn cl desarrollo posterior del algo--
ritmo. De igual manera, cuando ya se formé la Matriz de Capacitancias, -
se procede a su factorizacibn Choleski, continuando con las.substitucio
nes directa e inversa, con las cuales se obtienen vectores de potencial
transformado para cada Kyl.. Entonces se lleva a cabo ¢l regreso al domi-
nio del espacio y se tienen valores de potencial calculados para el mode
lo propuesto. Tras elegir un arreglo de electrodos, con el tin de propor
cionar un factor geométrico, se procede a evaluar la resistividad aparen
te que se leerfa en la superficie de un terreno correspondiente al mo-
delo dado.

Se repite el cdlculo para cada diferente posici6n de elec-
trodos, a partir de las substituciones; de esta forma se obtienen tantos
valores de resistividad aparente calculados teGricamente, como datos del
mismo parimetro se hayan medido cn el campo.

Asi sc logra una comparacibn entre valores tebricos y medi
dos, con la cual se puede juzgar si el modelo propucsto es adecuado.

No debe perderse de vista el hecho de que diferentes dis--
tribuciones de conductividad pueden producir la misma respuesta; una co-
Trecta interpretacién de lo que existe en el subsuelo, necesita recurrir
a datos obtenidos por otros métodos geofisicos; ademfis, siempre debe te-
nerse cn cuenta la geologia de la zona. .

En las piginas siguientes se muestran los diagramas de flu

jo.
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Gencracidén de Malla

Subprograma "MALLA"
¥

Escritura en disco del archi-

vo de datos generados
CMWALLADY

2

Asignacion de conduct v idades

Subprograma "SI

I

Escritura en disco del archi-

vo de datos de conductividad
USIQNDAT

o0

-

4’ 2 1=1, No. de fuentes >

I

Q)SNK\' = 1,8 D
b

Creacion del vector de {uen-

tes con condiciones Jde fronte
ra de tipo Dirichlet.
Subprograma “CREAVEC/CORRIGE"

¥

Substituciones hacia adelante
y atrds. Subprograma "NOGARD!

¥

13

Cdlculo de coeficientes de la

Matriz de Capacitancias
Subprograma "MATCAP/ACABRA"

Escritura en disco de los ;n‘-(
chivos "DIAGONAL' v "MATCAPD!

17
61.\*}0’:&3 >
I

Eceritura en disco de la sol
(16N de cada sistema UPOTENKY"

Regrese al dominio del espacig
Subprograma TAREA/TOTAL”

¥

IFactorizacién Choleski

Suhn IQuram; 'Tj‘\l?ll'

Escritura en disco del factor
triangular L, en ¢l archivo
"FACT NKY"

Diagramas de flujo
Nombre del programa: R2ZDIFIN

Eseritura en disco del poten
cial total para cada punto,en
¢l archivo "POTENCIALY

¥

CAlculo de resistividad apa-

rente, con algiin arrcglo dade
Subprograma "RESISTLY
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-

Eleccién de direccion
(N=1; 222} NRIEC

I

Tipo de espaciamiento

Regular = A5 lrreguiar = 3
NREG

Asignacion de valores a la

variahle 7

J

X

¥

Asignacion de valores a la

viarighle ¥

N

Namero de espaciamicntos
N

kle tamafio de espaciamicntos

Nefinicion de longitud total v

;,S¢ usaron \
“ ar NO

va las dos varia-

bles?

Presentacién de la malla

(dotos generados)

o

®

Diagramas de tflujo . )
Nombre del programa:. MALLA -

¥

Lscritura en disco del archi
vo "MALLAD',
DX(L), DZ(1), X(1}, 2(1),

NX, NZ.



() Lz

Tipo de mal la,

Simétrica =

Asimétrica =

[

. NSI

¥

Generacién manual = @y

por funcifn*
MXE

= 1.

Generacién manual de malla

asimétrica

Generacion manual de malla

simétricy

J

)

I'.

J 2

Generacién por funcion de

Loalla asimétricn

Generacién por funcidn de

malla. simétrica

Diagramas de flujo
Nombre del programa: MALLA

*Kota: 1a funcidn. que. genera los espaciamientos es una tangente
hiperbdlica, produciendo’ una malla fina en una zona determinada y aumentan

do los espaciamientos a medida que se’acerca a las f:onteras.
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Asignacion de conductivi -
dad: a un bloque rectangular

=1, a un sélo punto=f, NCRO

Lieccion del punto y belmmitacién del blo-
conductividad gue se le que v conductividad
s igna que se le asigna

4 } J

JSe dardn mds con-

ductividades? (Si=1;
No=f}. NOM

Presentacion de
conduc tividades

generadas

Escritura en disco del archi
vo "SICMADAT (1 registro con

tiene una columna con NI ren-

lones de la matriz SIG(I,J)).

Diagramas de flujo
Nombre del programa: SIGMA



a4

cctura en disco del
archivo "SALLADY,

NX, NI, DXOhy, DT

Se lee

—

| 2
O 1T o= 1, NY >
T

Lectura en disco del ar
chivo "SICMADAT, levendo
NZ+2 renglones v NI ocolum

nas de S1G(]. 0}

G

Calculo de NZ columnas de

la Matriz de Capacitancias
C(I,J) y de NI renglones

del vector AS(JY

Escritura en disco de N2
columnas de C(1,J) y de NZ

renglones de AS(J) en los
archivos "MATCAPD' v "DIAG"

Recorrido de Jos renglones
NZ+1 y NZ+2 a los renglones
by 2 de SIG{1,.0)

Cmsi-1,x >

Lectura en disco de los
archivos "MATCAPD «
“DIACONALY, Tevendo NIco

lumnas de C(1,.0) ¥ NI ren

glones de AS{)),

| &
Q) 101, ND >
¥

Se completan los coet'i

cientes de L0100

Escritura en disco de NZ
columas de C(1,J) v de NZ
renglones de AS(J) en los
archivos '"MATCAPL v ''DIAG

Diagramas de (lujo
Nombre del programa: MATCA/ACABRA



Lectura en disco del
archivo ""IALIADY
NN v ONT

////iccturu en digco de los archivos
CMATCAPD' v “"DLAGONAL'S,

Se leen NI-1 columnas de C(1,.0)

I

1K) 20 = NI, INI-2
< : >

ChAlculo del factor Choleski

de la Matriz de Capacitancias C(!,J]

Escritura en disco de NZ - 1 colum-

nas de XL(1,J), en el registro
1-8simo del archivo "FACE NKY'

k

Recorrido de las columnas NI a
2NZ - 2 a ocupar las columnas 1 a NI

en la matriz C(1,1)

Diagramas de flujo
Nombre del programa: EKARD

5
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Lectura de pantalla de los si-

guientes parimetros:
a) posicion de fuente
b} posicitn de sumidero

¢) intensidad de corriente

Lectura en disco de los archivos
PMATCAPD™ v "FRONTERA"., Se leen

las condiciones de trontera tipo

Dirichlet y sus coeficientes.

T

Acomodo de valores en el vector

independiente S(.1)
= T

— Escritura en disco del vector

independiente corregido S(J),
en cl archivo "VECT NKY"

Dmgramﬂs‘dc flujo .
Nombre del programa: CREAVEC/CORRIGE
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Lectura en disco del
archivo "“ALLAD,

NX y N2

X

Lectura en disco del archi
vo "VECT NKY*'.

vector independiente S(.1)

_F
1} D,

Se lee el

<X)1l=

Lectura en disco del urch_i1
vo "FACT NKY'". Se teen NI-1
columnas de XL(1,J)

X

@2.1=1,N”»1>
X

@hstitucidn hacia adelante J

Diagramas de flujo
Nombre del programa: NOGARD

] 4

6)0 3INK - 2, 1,-1)
)

Lectura en disco del ar-
chivo "FACT NKY"; se lecen

NZ-1 columnas de XL(I,J), a

partir del I-&simo registro
del

Qosepm )

Exh:t prucign hasid arras

Q

Escritura en disco de la solu

archivo

F

—

ci6n del sistema, en el archi
yvo "TOTE NKY™




L.ectura en disco del
archivo "“MUJLAD!,
AN v ND

T,

. |
- 4
W3K=1,7 D
k
DO L] - 1 NK - 2 )

e —

los

Lectura en disco de s
archivos ""POTEK' v ""POTEK+?

Se leen NI-1 renglones de

Lectura en disco de los
archivos "SIMK'",
NI - 1 renglones de SIMLT)

leyendo

DOTLGI Y e PQE2GI
13

Cdlculo de pardmetros para a-

justar una funcién exponencid

entre cada dos valores del Na

¥
(m L0 s 1) ND - 1>
[y - pores o sien |

Q

¢ onda ORY(R) v QKY(K+1}
R

Ajuste de las exponenciales e

integracion analitica por tra-

Fscritura en Jdisco del poten-
cial total para cada nodo, en
cl archivo "POTENCIAL'

mos.
k

Escritura en dixco del irea
bajo cada trame, en el archi-
va "SIDMK

Diagramas de flujo
Nombre del programa: AREA/TOTAL

a8
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Lectura en disco del archivo
"POFENCIALY,
Se lec el vector de potenciales
POT (1)

Eleeciobn de arreglo electrédico ]

I

/’/’/Lccturu de parémetros:
)

a) Separacién entre clectrodos

de corriente {AB)

b} Scparacibén entre electrodos
de potencial (5M\N)

€) Si ¢l arreglo es dipolar,

separacion entre los centros
de Jos dipolos (SN}

|

Cdlculo de resistividad aparcente, con los

valores de potencial y de los factores
geométricos correspondientes a cada arre-
glo electrédico, para diferentes configu-

raciones.

|

Escritura en pantalla de las resistivida-

des aparentes calculadas

biagramas de flujo
Nombre del programa: RESISTE
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CAPITULO IV

APLICACIONES['
Resumen

Se presentan los resultados obtenidos al aplicar el programa
a4 un modelo homogéneo, para. tres diferentes nCmeros de onda; se hace un a
nilisis de errores obteniéndose, para el mismo modelo, una comparacién de
resultados numéricos contra valores obtenidos analiticamente, ademis del
cdlculo de resistividad aparente. Otras comparaciones se establecen para
modelos de dos capas, con arreglos Schlumberger v dipolar colineal.

IV.1 Resultados obtenidos

Para efectos de verificacién de resultados, se disefi6 un mo
delo sintético que se analiza con una malla de 10 nodos en profundidad -
por 30 laterales, en un medio homogéneo de resistividad 1.00om, con una
separaci6n entrc nodos de 0.1 unidades de malla, empleando una corriente
de 1.00amp. la fuente y el sumidero estin separados 1.0 unidades de malla,
colocados sobre los nodos (1,10} y (1,20), respectivamente.

La soluci6bn analfitica en el espacio transformado (x, Ky, z),
estd dada por la ecuacibn

~

b(x,Ky, z)=—2€-_ll;:{Ko(Ky«/ﬂX,- N+ @2 ) -

Ko(Ky»\/—((Xs_X)a'*' (Z ‘_Z)Z))} (Iv.1)

La comparaci6n entre resultados del programa contra esta so-
lucién analitica se efectGa para los ocho valores de Ky. En la tabl_a_ J A
se presenta el potencial transformado analf{tico, en la primera columna;. -
en la segunda estd el calculado por el program. La tercera columna mues-
tra el error relativo de la solucién mumérica respecto de la analftica, -

que estd dado de la siguilente forma:
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) alor analitico - vs P
error relativo = valor analitic valor numérico

valor analitice
(Iv.2)

En: la cuarta columna estd colocado ¢l vector independiente,
que ya tiene 1nc1u1das las condiciones de frontera de tipo Dirichlet usa
das. o e

. Hay una tabla para Ky = 0.006, una para Ky = 0.750 y una pa
ra Ky = 5.000, con el propbsito de mostrar ctmo es afectada la precisién
del -método por el ntmero de onda.

El andlisis de errores se hace recurriendo al cflculo del e
rror cuadrdtico medio (r.m.s. por sus siglas en inglés), asi como del e-
rror minimo y del crror miximo, para cada conjunto de datos. En la tabla
IV.2 se prrsentan los obtenidos para los diferentes nGmeros de onda.

Todos estos resultados, al igual que los siguientes en esta
seccifn, se han obtenido trabajando en precisi6n simple. (No se muestran
todos los resultados para los ocho ntmeros de onda, por razones de espa-
cio).

Lucgo de la integraci6n de las soluciones numéricas, se ob-
tiene un valor de potencial total para cada nodo de la malla, el cual se
compara con la solucibn analftica en:el espacio (x, y, z), calculando tam
bién el error relativo; &stos se presentan en la tabla IV.3, junto con el
e o el er n Y el er wax ‘

La SOlULlén analitica en el espacio (x, y, z) est8 dada por

¢(X,y,z)— [{(x -x) +(y -y) +(z ~2) }uz

{(Xs_ X2+ (ys —y) 2 (24~ 2)° }'"2] (1v.3)

La obtencién de la resistividad aparente se hace pensando en
un arreglo Schlumberger, con separaciocnes entre electrodos de potencial -
de 0.02, 0.06, 0,20, 0,40, 0.60 y 0.80 unidades de malla. Los datos se --
presentan en la tabla IV.4.

Cuando los electrodos de potencial se colocan cerca de los -
de corriente en el modelo, el error aumenta ya que el cdlculo numérico de
potenciales es menos preciso cerca de las fuentes y cerca de las fronteras.
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En las ecuaciones (1V.1) v (IV.3), el subindice f denota la
posicitn de la fuente y ¢l subindice s 1a del sunidero.

Con la misma malla de 10 x 30, sc calcula la re51st1V1dad apa
rente para un modelo de dos capas, de resisitividades r, = 1.00am y rz =
0.10am, respectivamente.

La solucion analitica para el potencial en este caso es

w -2t
-4)(x,y'z) ——E-L—f 1+k9_2M [Jo()’ll’,)—do()\l’.)]d)\
(Iv.4}
en que t es el espesor de la primera capa; py la resistividad de la pri-
mera capa y 0y la de la segunda; k es el coeficiente de reflexi6n entre

ambas capas:
k‘-‘ PZ- PJ_
Pat Py (1v.5)

Jo es la funci6n Bessel de orden cero; i es el eigenvalor que viene de -
hacer la separacién de variables para la ecuacién de Laplace, en coordena

das cilindricas, y T,y T, son las distancias a la fuente y al sumidero,
respectivamente:

o= [ (y -y e m 2] 2

= [(X—xf)z-!-(y- Y )2"'(2"21)2]”2 (1v.6)

Con un arreglo-Schlumberger se obtuvieron los valores de la
tabla IV.5.

E1l mismo modelo de dos capas se trabajé con un arreglo dipo-
lar colineal, con una malla de discretizacién de 20 nodos en profundidad
por 80 laterales, con separaciones entre nodos que se muestran en la ta-
bla IV.6; la fuente y el sumidero estfin en los nodos {1,10) y (l 20), res
pectivamente. Se emplea una corriente de 1.00 amp. v

Los valores de resisitividad aparente que se encueptran-seigé
muestran en la tabla IV.7. 7
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Con el n@mero de onda Ky aumenta el error cuadritico medio.
Esto se debe a que para mayores nfmeros de onda, el argumento de la fun-
ci6n Ko (funcién Bessel modificada de orden cero), es mayor y, por tanto,
su valor es mis pr6ximo a cero. El cidlculo numérico también da n{meros pe
quefios, pero el error aumenta, pues la aproximacibn discreta no es capaz
de diferenciar cambios de curvatura de la magnitud de los que se encuen-
tran al final de la funci6n Ko. En todo caso, se conserva la tendencia a-
sintética hacia cero, tambifn en el caso numérico.
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Para las separaciones SN = 0.2, 0.4 y 0.6 unidades de malla,
el error no es mayor que el que hay entre el potencial analftico y el numé
tico. Tales separaciones hacen que los electrodos de potencial se locali--
cen exactamente sobre nodos de la malla; mientras que para SIN = .02 y .06,
hay que hacer una interpolacitn en los valores de potencial; esta interpo-
laci6n introduce un error mayor que, sin embargo, queda dentre de limites
comparables al error de medici6n en campo. De cualquier manera, al disefar
una malla, es conveniente tener en cuenta las separaciones entre electro--
dos que se hayan empleado en el cimpo, para hacerlas coincidir con nodos -
de la malla. Esto es posible, ya que el programa permite espaciamientos ar
bitrarios entre los nodos.

En el caso de SMN = 0.8, la situacibn es algo diferente: se --
tiene la diferencia de potencial entre un nodo cercano a la fuente y otro
cercano al sumidero. Analiticamente, la diferencia de potencial entre fuen
te y sumidero es "infinita" (valor inalcanzable por cilculos numéricos), -
de forma que en estas situaciones, la diferencia de potencial anaiftica --
crece mds ripido que la mumérica, dando por resultado un error mayor.
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De estos resultados se infiere que la malla pequefia no es ade
cuada para el caso de dos capas. El error es superior al 50%. Esto puede
deberse a la influencia de los valores de {rontera.

Para evitar este problema, se ha disefiado 1la malla de la ta--
bla IV.6, en que los espaciamientos incrementan su tamafio a medida que se
acercan a las fronteras. La mejoria en los resultados se observa en la ta
bla IV.7, en que el € o €S de Cms = 3.88%, con s6lo un punto arriba del
4% de error.

La distancia entre los centros de los dipclos fue de 4.5 uni-
dades de malla.
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LOS DATOS GUE HAY SON LOS SIGUIENTES:

ESFACIAMIENTOS EN X = 31 LONGITUD = . 100
ERNEEE INCREMENTOS CALCULADOS
B9 36436 3 3 IE 9 3 340 3 3 3 39 3 40 4

NUMERCH orT

3 3t ¥ 403 3 3O R I B33t 5
1 C 00479209
2 0., 297869
z 0.218757
q 0.174252
5 0.145718
& 0, 125883
7 0. 111330
3 0. 100210
LG 0.091458
D10 0. 084408
il o 0.0786232
12 o 0. 073807
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14 . 0. 0646295
15 0. 063334
RS Y- 0.060773
S Iy SRR 0. 058543
18 0. 056637
S L 0. 054959
200 T 0. 053495
21 R 0. 052220
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23 ‘ 0. 050156
‘24 0. 049335
25 0.04863E
26 0. 04B057
27 Q.047522
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29 0. 046934
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31 0.086642
a2 e 0.089172
RRcR] 0.04920¢
249 0. 049231
35 Q. Q495392

34 0.083340
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o INCREMENTOS CALCULALOS
WIS B 3 P 2 3 3 4

NUMERG oT

t 2 223 2 3 At 3% 9 3% W 359 3 $b 2 34 3 3 3%
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2 0.048239

3 0.048464

4 0.043922

5 0.049624

& 0.050593

7 0.051859

8 0.053464

9 0. 055468
10 0.057949
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12 0.064840
13 0. 069635
.14 0. 075743
15 . 0.083712
16 0.094406
17 0.109391
18 ] 0.131722
i9 0.166331
20 0.239119

21 _ 0.437490
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Durante la elaboracién de este trabajo se presentaron va---
rias situaciones que sugieren que, aunque un modelo bidimensional permite
introducir en la interpretacibn estructuras geolégicas, que podrian pasar
desapercibidas en modclos unidimensionales, el emplco de programas que --
dan la posibilidad de interpretaciones en dos dimensiones no debe hacerse
sin tener conocimiento de ellos; cs decir, no es recamendable utilizarloes
como ''cajas negras'. Esto se debe a que la confiabilidad de los resulta--
dos depende de varios factores; entre otros:

- Malla que se emplee: cantidad de nodos y espaciamiento en
tre ellos. '

- Contrastes de conductividades con que se trabaje,

- Nimeros de onda que se utilicen.

- Tipo de arreglo electr6dico con que se trabaje en el campo.

Esto se deduce de comparar los resultados que da el programa
para diferentes condiciones, contra soluciones analfticas del mismo modelo.
Asi, para el caso de dos capas horizontales, una malla de 20 x 80 nodos pro
porciona mejores resultados que una de 10 x 30, emplcando las mismas conduc
tividades y los mismos nfmeros de onda, aunque los espaciamientos son dife
rentes. Las condiciones de frontera influyen en los resultados en mayor me
dida, si las fronteras estfin cerca del arreglo de clectrodos.

Hechas 1las consideraciones anteriores, se recamienda usar el
modelado bidimensional después de tener un modelo unidimensional, a partir
del cual las heterogencidades en dos dimensjones pueden ser vistas como --
perturbaciones.

Por otra parte, el empleo del programa mostr6 que, tanto el
tiempo de procesador como los requerimientos de memoria, estfn dominados
por el nimero de nodos en profundidad que tenga 1a malla; esto se debe a
la forma en que esté hecho el algoritmo, y es uno de los puntos suscepti-
bles de mejora en un futuro, En este sentido, el presente trabajo abre va
Tios caminos: '

- Refinar el algoritmo para modelos bidimensionales, optimi .
zando el empleo de memoria y acelerando el procedimiento de solucifn.:

- Estudiar los limites de aplicacién del método, usfndolo -



para casos mis complicados, pero cuyas soluciones se conozcan, para poder
comparar resultados.

- Basindose en el algoritmo aqui desarrollado, intentar en-
contrar otros mis eficientes, que permitan incluso una extensién a tres -
dimensiones.

- Intentar que la interpretacifn sea automitica; es decir,
crear un programi que sed capaz de ajustar los valores de resisitividad
aparente que calcule, con la curva de campo que le sea proporcionada, por
medio de algln método estadistico, modificando por si mismo los parfme---
tros del modelo.

En este trabajo se hicieron comparaciones de los resultados
del mé&todo contra soluciones analiticas, en el caso homogéneo (em menor
que 3%) y en el caso de dos capas (emB menor que 41).
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APENDICE A

Obtencién de las ecuacmncs en el', espacm transfori L
mado, a partir de las ecuacmnes en’ el esp’ cu '

Para obtenef la »ecuaciér'\_' ”(I : 1'93)'_“;
macién de Fourier a la ecuaci6n (I.15a) .-

A [O‘(x,z) qu(x,y.z)]r Sl(x,)S(Y,‘)S(z) | ('1‘.159)

Al aplicar la transformaci6n del lado derecho se tiene que:

| ~ 1 [¢e)
“Q’:; S(x,) S (Ky, ) S(z,)= -g,ﬁ B(X,)S(Z,)L 3(y,) cosly Ky ay

y recordando las propiedades de la funcifn delta de Dirac,

j:%(x)S(x) dx =£(0)

ademis de que tanto cos(y«Ky) como 6(y£) son funciones pares, 1o Que da
por resultado que

% L A 1
. _f;B(y,)cos(yKy)dy=——2—£08(y,)cos(yK,)dy=? cos 0= —-

de donde se sigue

Q

| - {
: .g_g B(x,) 8(Ky)S(z)= —%—a—,e S(x,)3(z,)

Ahora bien, expandiendo el lado izquierdo de (I.15a) queda



ao{x z) d¢ (xy,z) = "°

[cr(x z)Vc;b(x,y z)|=- o
| do(x,z) a¢(x,y,z)
0z oz

-a'(x,z)[Tle-—Hz?" Z] 4 _3-3_(;.!-2124; + %zg;ﬁmq

en la cual la transformada de una derivada es una multiplicaci6n por iky,
con lo que se llega a

~

-9-[0 V¢ =~V VG - o VP +oKs*

donde del lado derecho v=(3 /ax, 3 /faz) y v2z(a? /ax?) + (a2 /a22), por
lo cual, finalmente se tiene la ecuacién

r~

- |
-V (o V¢ + ok P = L5 (x)8(z,)

que, luego de definir

A8 (x) S8 (z)= 535 8(x)8(z,)

es la ecuacién (I.19a)

V[ ot TPy 2] + Kot Plxkya) =

QB0 Szy) .o

A continuaci6n, para cbtener (I1.19b) a partir de (I.15c)

1 _ .
O'VZCIJ +Va(crcb)"4>V20‘ _—.—.—ggg B(x,)a(y,)g(z,) (1.15¢)
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el lado derecho es igual al caso anterior:

32" 5(x ) Siky) 8(z) =+ 2L SgSey

Con con51derac1ones similares,

o (x,2) Vich(x,y,2)~
O‘(X,Z)V2$ (X,Ky,Z)"KyZO'(X,Z)$(X,K’y:Z)V7 d
Vo (x,2)pix,y,2)] =

V2 [0 (x,2) pix, Ky, 2] - KyZor(x,2) bl Ky 2)

se llega a la ecuacién (I.19b).
Para justificar el hecho de que

¥= K%
2AA

se considera a la corriente I como la variacifén temporal de carga
—dq __f
1= q=[1d1
y 1la densidad de carga se trata en dos dimensiones, dando por resultado

p= -g-EfIdt

ademds,
UBu)Be) =1 & 2[5 f1a4] BxnBzn)

Conmutando derivadas espaciales con temporales,
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AS(x)8(z) == 9[- [191] S(x ) B(z/)=

-8
:2 Bl\ E“ {)ES(Z )

y en la aproximacion por diferencias {initas se considera que
al/aA = I/aA, lo cual da el resultado



APENDICE B
Algunas propiedades de la Matriz de Capacitancias

Las propiedades de 1a Matriz de Capacitancias generada en la
discretizacibén por freas de la ecuacibén de Poisson, aseguran la estabili
dad del método de solucifn, para cualesquier espaciamiento de malla y --
distribuci6én de conductividades. ’

Con el fin de mostrar este hecho, se reaurre a las 51gulentes
definiciones y tecoremas: o

Definicién B.1: Para n>Z, una matriz compleja A de.n xn es --

.
t

reducible si existe una matriz de permutacién

Ay A2
PAP"‘ 0 Az.z

donde Al,l es una submatriz de rer vy Az'z '
(n-1), donde 1< 1 < n. 5i no existe tal matriz de permutacifn, entonces
A es irreducible. Si A es una matriz compleja de 1x 1, entonces A es i-
rreducible si su Gnico elemento es no nulo, siendo reducible en caso --

P de nxn tal que

es una submatriz de (n-T) x

contrario.

La interpretacién geométrica del concepto de irreducibilidad
por medio de la teorfa de grdficas es muy Gtil, asi que a continuacién -
se dan algunas nociones elementales,

Sea A = (ai,j) una matriz compleja de nxn y considérense n
puntos distintos Py, Pz,
Para todo elemento a. ., no nulo de la matriz A, se conecta el nodo P -

ceey Pn en el plano, que se denominan 'nodos".

con ¢l nodo P, por medio de una lfnea dirigida de P a P como sc mueg
tra en la figura B-1.

P ;
v B
Figura B-1. Linea dirigida }TIT’1

+Nota: una matriz de permutacibn es una matriz cuadrada que

en cada renglén y en cada columna tiene un elemento unitario, siendo ce

ros todos los demis.
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De esta forma, a toda matriz Ade n<n puade asociarse una -
préfica divigida finita G(A).

Definicién B.2: Una grdfica dirigida es tuertunantn conecta-
da si para cualquier par ordenado de nodos P' y P lestc una lined dx-'
rigida

R!l::’ 1?1.""’&:(‘?,;}

que conecte P con P.. Esta lineca ticne longitud Tr.

Las Matrices de Capacitancias obtenidas en las secciones --
I1.5.1 y I1.5.2 tienen griaficas fuertemente concctadas, lo cual es apre
ciable a partir de la malla de discretizacién, ya que cada nodo de la -
malla origina un renglén de la matriz, en que los elementos corresponden
a los coeficientes de acoplamiento con los cuatro nodos adyacentes. De
esta forma, en la malla siempre es posible conectar dos nodos cualesquie
ra con una linea continua. La malla represcnta precisamente al conjunto
de nodos Pl, Py, ..., P . Entonces la irreducibilidad de la matriz C cs
consecuencia de la conexidad del dominio D en que se resuelven las ecua
ciones.

Por otra parte, por la forma de definir los coeficientes de
autoacoplamiento, las Matrices .de.Capacitancias son diagonalmente dpmifr
nantes estrictas, i.e, k

liwcl’,ls?lcl,ll =4,

Para mdstrar que C es positiva definida se recurre al hecho
de que es simétrica y, al provenir de una ecuaci6n autoadjunta, es tam-‘
bién Hermmitiana. Entonces se usan los siguientes teorcmas:

Teorema B.1: Sca A = (ai,j) una matriz compleja d¢ nx n, ¥; 7

A= Zla,

j=i
il

Entonces todos los eigenvalores 2 de A quedan en la unlén dc los d1qco:

lz-g <A, 1%
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Demostracién.- Sea ) un eigenvalor cualquiera de la matriz A
y X cl eigenvector correspondientc. Se normatiza X de forma que su com-
ponente mayor sea.unitaria. Por definicitn,

(A-a,)x, = ]i_:‘u,'l X,

i

En particular, si |xr| = 1, entonces

-] .1
‘X" Or r‘ S z |Clr']”X]|$z lOf’]‘ = A'
I J=1
[ 44 Jhr

Luego el eigenvalor i cstd en el disco }z - a s A, Pero como A era

!
r,Tr
un eigenvalor arbitrario de A, s¢ sigue que todos los eigenvalores de la

matriz A estdn en la union de los discos |z - a, shi, 1gign, cam

A
i,it &=
pletando asi la demostraci6n,

Teorema B.2: Sea A = (a ) una matriz compleja de n xn, dia
gonalmente dominante estricta. [‘.ntonccs la matriz A es no singular. Si
ademfis todos los elementos de la diagonal principal son nfmeros reales
positivos, entonces los eigenvalores Ay de A satisfacen

ReA,>0 1<i<n

Demostracifn.- Cuando A es diagonalmente dominante estricta,

la unién de los discos |z - a, .| g A; no incluye al origen z = 0 del

i,i
plano compleio, y por el teorema anter1or (Teo. B.1), A = 0 no es eigen
valor de A, lo que prueba que A es no singular. Si la diagonal principal
de A contienc s6lo nfimeros reales positivos, es claro que la umi6n de -

los discos jz - a_ < A; en cste caso contiene s6lo puntos en el pla-

i, 1| =
no complejo cuyas partes rcales son positivas, lo que completa la demos
tracion,

Puesto que una matriz Hermitiana tiene eigenvalores reales,
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una consecuencia immediata del teorema anterior (Teo. B.2) es la siguien
te:

Corolario.- Si A = (a ) es una matriz Hermitiana de nxn,
diagonalmente dominante estricta, con elementos en la diagonal pnnc1-
pal positivos a; ;°0, entonces A es positiva definida.

Con lo anterior se ha demostrado que la Matriz de Capac:ltan—
cias C es positiva definida,

Varga (1962) demustra que la aproximacifn en diferencias fi-
nitas a la soluci6n de una ecuacibn eliptica y autoadjunta, que produz-
ca una matriz con las propiedades mencionadas para la matriz C, es esta
ble para cualquier espaciamicnto de malla. Probarlo es algo largo y com
plejo como para hacerlo aquf, pues requiere de diversos conceptos de 41
gebra lineal y de andlisis matricial; por ello, para una demostracién -
formal, se reccomienda acudir a Varga (1962).



APENDICE C

Teorema de factorizacion Choleski

A continuacién se demostrard la existencia de la factoriza--
ci6n Choleski para una matriz A simétrica y positiva definida.

Una matriz simétrica A es positiva definida si XTAX - 0 para
todo vector X # 0. Tales matrices aparecen en muchas aplicaciones; tfpi
camente, X'AX representa la encrgfa de algin sistema fisico y es positi
va para cualquier configuracién X, En una matriz positiva definida A los
elementos de la diagonal sicmpre son positivos ya que o

e'Ae=aq,

donde € es el i-Gsimo vector caracteristico, las componentes del cual -
son todas cero excepto por un uno en la i-6sima posicién. Esta observa-
cifn se usaréd al probar el siguiente teorema de factorizacisn debido a
Choleski:

Tecorema C.1: Si A es una matriz simétrica positiva definida
de N xN, tiene una Gnica factorizaci6n triangular LLT, donde L es una -
matriz triangular inferior con elementos diagonales positivos,

Demostracién,.- La prueba es por induccién en el orden N de -
la matriz A, El resultado es cierto para N = 1 pues a) ) es positiﬁb.
Sup6ngase que se cumple para matrices de orden N - 1.

Sea A una matriz simétrica positiva definida de orden N. A

puede particionarse de la forma

d 7

v H

donde d es un escalar positive, v un vector columma de (N -1)'x1 y H
una submatriz de (N - 1) x (N - 1). La matriz particiqnada puede escri- .

—

birse como el producto
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~4 o ||t ol|A v
V/ﬁ In_ O H o) IN-I

donde If = [T - (wT/d). Es clare que la matriz H es simétrica. También es
positiva definida pues para cualquier vector X # 0 de largo N - 1,

[—XTV/d,xﬂ d ;T -x'v/d =7 [ﬁ-vVT/cﬂx =.x'er'
7 3

lo que implica que x>0, ror 1a hip6tesis de inducci6n, H tiene una -
Gnica factorizaci6n triangular LHL;rl con diagonales positivas. Entonces
A puede expresarse como

Jd o |lt ollt oA vWA
VAG Thal |0 Lallo L0 Ina]™

‘\/d- 0 V&- V‘r/ﬁ
3 T = Ll:.r .
Vw L 0] Lu
con lo que se demuestra la existencia. La unicidad viene de considerar
que tanto d como H y v son también Gnicos: d es el elemento a; de A
y tiene una sola rafz cuadrada positiva; v estd formado por los elemen-
tos de la primera columna de A y H se obtiene de A, quitando el primer
renglén y la primera columa. La matriz H es también Gnica para cada A,
por lo que la factorizaci6n es Gnica.
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