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I NTPODL1CC 1 ON 
El título de "Mecánica Cuántica desde Sistemas no I-

nerciales" podría parecer extraño para algunas personas; 

ya que frecuentemente se define un sistema inercial como 

aquel donde se cumple la segunda Ley de Xewton y como sa­

bemos el concepto de fuerza no es útil en la mecánica 

cuántica. 

En este trabajo al referirnos a un sistema inercial 

pensamos en aquellos sistemas ·acelerado.s .con respecto a 

un sistema inercial y no pensamos en introducir a la mee! 

nica cuántica conceptos propios de la mecánica newtoniana 

o hamiltoniana. Cuando pasamos de un sistema inercial a 

otro no inercial en mecánica cuántica lo hacemos· mediante 

una transformaci6n unitaria del Espacio de Hilbert análoga 

a una transformaci6n can6nica clásica asociada al mismo 

cambio de referencia, Todos estos cambios en el esquema 

de Schrlídinger. 

Como es de esperarse, este trabajo:tien~ ~us orígenes 

en la mecánica newtoniana donde un.cambio a un. sistema no 

inercial puede simplificar Ú ~eséripd6n del .. ·movimiento. 

No obstante, dicha situi~{61l~a~bi~~püecle observarse uti 
.. , __ ,: : "~.\-c;J· .:..:.:;,,.·.-.·.,.·:· .. ·: .. . ·._: · .... · -

lizando el formalismo de >H~m·rfil:in~•¿bnio por ejemplo, en 

el caso de una partícula ¿~;r~a'c!~<~·orn~tida ·a una pequeña 
·:·:, ··: ·:: . ,\ 

perturbaci6n magn6tica. Con eitos ~~tecedentes surge la 

pregunta ¿Podríamos simplificar algunos problemas cuánti-



cos situándonos en un sistema no inercial? En este traba­

jo responderemos a esta pregunta .. 

En el trabaj~primero se desarrollan la~ transforma­

ciones can6nicas* asociadas a un c~iliio de sistema de re­

ferencia. En esa ocasi6n se desarrollan tres ~iferentes 

transformaciones can6riicas, la primera es la transforma­

ci6n donde solamente se ve afectado el subespacio de las 

coordenadas del espacio fase, es decir, en esta transfor­

maci6n los momentos permanecen invariantes, por lo tant~ 

la denominamos traslaci6n espacial. Posteriormente se 

construye la transformaci6n que involucra cambios tanto 

en las coordenadas como en los momentos y consecuentemen­

te denominada traslaci6n del espacio fase. Por Último de~ 

tro de la primera secci6n se desarrolla la transformaci6n 

can6nica llamada traslaci6n rnomental donde ahora las cooE 

denadas permanecen invariantes. 

En la segunda secci6n se desarróllan las ~tansforma­

ciones unitarias análogas a las tres transformaciones ca­

n6nicas de la primera secci6n. En esta secci6n también se 

Incluye una breve discusi6n sobre la elecci6n del esquema 

de SchrBdinger como el esquema de trabajo. 

En la Última secci6n se desarrollan tres ejemplos 

d1' l. uso de las transformaciones unitarias construidas en 

.h secci6n II. Estos son: efecto Zeeman normal, una par-

• Pa!Ut nomenc..tatwr.a de. u.te .tlta.ba.j o, ta. :tita.Ju. 6011mO.CÁ.6n CA11611i.ca. u ctcú..i.c.a.. 
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tfcula en un campo uniforme y por 6ltimo una partícula -

frente a una barrera infinita con ucclcraci6n constante. 
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TRANSFORMACONES CANONICAS PARA SISTEMAS NO INERCIALES 

Las transforma~ iones cnn6nicas .sori· utili z.adas comunmen te para e.!l 

centrar un sistema de coordenadas del espicio fase con el mayor nOme­

ro de coordenadas ciclicas. En nuestro caso las utili:aremos para en­

contrar la forma que tendrá el h.amil toniano ¡::ara trans.formaciones esp!:_ 

cíficas del espacio fase. 

En esta sección, recordaremos la condici6n para una transforma-~ 

ci6n canónica y encontraremos la forma del hamiltoniano, usando la -­

función generadora de la transformación, para los cambios de coorden.!!. 

das que deseamos. 

TRANSFO~"tACIONES CANONICAS. 

Debido al tipo de transformaciones que utilizaremos (transforma· 

ciones de contacto), cuando _tenemos la descripcion de un sistema en -
·- "- -"--'....:--- -· 

dos espacios fase diitinto~ sabemos que la variación de la acción 5A 

debe ser cero en ambos espacios para que la trayectoria describa real 

mente al sistema, ·es·;decir 

f.A =f (P. Ó. - H) dt 
l. l. 

y· oA •/(Pi Q1 -H> dt 

(por n()t.áci~·n. Pió i =}:Pi 61) 

son mínimas donde Pi,QÍ son l¡¡s ·coord~na~,as~~.~H'.J~L~.~mk~foniano en -

el espacio s y r1 ,Qi indican las 'i::oordenáélas'f<H~l.:th'aírtiTtóniano del-

segundo espacio S. 

Como exigimos que oA sea cero no podemos asegurar que los in te- -
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grandos sean iguales, sino cleci1· ':11c las intc>gr:11cs difieren a lo más 

en una constante aditiva)' quiziis en otra multipli,:ati\·a. Esta liltima 

tiene que ver con la contracci6n del espacio fase y como nos restrin-

giremos a cambios de coordenadas que no afectan la escala del espacio 

fase, el factor ser§ considerado igual a uno. Entonces las integrales 

difieren a lo más en una constante aditiva )' los integrandos e~ una -

derivada total, es decir 

- -•- ·- .. · 

Donde F puede ser funsi~n clejáioj_Ú{~Ql,'.i P<Ú;.a obtener la 

forma de un hami 1 toniano en t~;lDÍ~~s de"Í otro, podemos suponer que 

y al sustituir en (1.1) 

pi é)f (l~) 

ªº1 
Q.i .aF (1.3} 

a-ir 

y entonces la forma del hamiltoniano .en el .espacio S es 

Esta suposición para F no es la Cinica posibleº y existén otras, -

pero en todas se procede en forma similar para obtener el hamiltonia­

no en el otro sistema, y éste no depende del camino seguido para su -

2 



obtención. 

TR~SLACION ESPACIAL. 

A continuación encontraremos la función F para lo~ casos partic~ 

lares que nos interesan, demostrando que el paso de un sistema incr-­

cial s a uno no inercial S se puede hacer mediante una transforma---

ci6n can6nica. 

Cuando S esta acelerado uniformemente con respecto a S el cam-­

bio de coordenadas esta dado por ¡ = ~ +t¡t2
, donde ~ es la acelera-­

ci6n entre ambos sistemas. Si S estuviera rotando en t.or.no al eje z 

de s la transformaci6n estaría dada por c?'acj>+ wt. Esto¡'dlJs tipos de 

transformaciones las podemos englobar en una transforDÍac:i6'1l general -

para las coordenadas de la forma Q.1 = o1 - f 1 (t) 

(para simplificar la notaci6n f 1 ª fi (t),) 

Ya hemos obtenido la forma de la transformaci6n p~ra las coorde­

nadas, ahora investiguemos la forma de la transformaci6n para los mo­

mentos. 

Los momentos can6nicos estan definidos por P
1

• aL donde L es -
roi 

el lagrangiano. En esta transformacion puntual el tiempo no se ve al-

terado, entonces el lagrangiano L en el sistema S se ve relacionado -

con L de la siguiente manera 

por lo tanto ~L = aL , es decir, Pi = Pi 
~i ªºi 

el espacio momental no se ve alterado y finalmente la transformaci6n-

del espacio fase esta dada por 

Qi 0 1 - fi (Í.5) 

(l. 6) 
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La funci6n F = Pi(Qi-fi) -Qil'i cumple con las condiciones 

(1.2) y (1.3) por lo tanto la transformación dada por (1.5) y (1.6) 

generada por 'pes canónica y el hamiltoniano en S se encuentra median 

te (1.4) y es de la forma siguiente 

H = H( Q);t-f.;.T'.) .. :- 'P.f
1
. 

l. .1 •: - _.l - - _l 
(l. 7) 

Las ecuaciones _,d_e ~~~:¡miento correspondiente a este hamil toniano 

son: --F.: - - :•-"--, __ "-é----

• • : ifü~f ;,st:~f (1.Bl 

-[1:~ ~;~:·*¡I:c'~¡j fi 
(1. 9) 

Al observar (1.8) notamos que no apare~en las llamadas fuerzas-­

ficticias y que en (1.9) apa~ece un término cinemático que es el res­

ponsable de que la descripci6n del movimiento sea distinta. El térmi­

no adicional P 1 f 1 en (1. 7) se puede interpretar como una energía ci­

nética adicional en el sistema no inerdal,cquedependerá del tiempo­

si f i es distinta de cero. 

TRASLACION DEL ESPACIO FASE. 

Si estuvi~ramos en un elevador cayendo con una aceleración cons­

tante -g y observáramos el movimiento de alguna particula, al medí r­

el momento cinético mvi de el la a lo largo del eje z obtendríamos 

por resultado P 2=~z - mgt donde P
2 

es la componente del momento en -

la dirección del eje z de la partícula de masa m en un sistema iner-­

cial. De aquí notamos que en la transformación canónica correspondie~ 

te a la traslación espacial los momentos canónicos y cinéticos no 

coinciden en el sistema no inercial. La transformación que correspon-

1.¡ 



dcria al cambio de coordenadas e11 In mecfinica ncwtoniono es 

( 1.10) 

(1.11) 

que puede ser generada por la funci6n F = Qi(Pi+mf.1 ) - P1f 1 - P1Qi 

por lo tanto también la transformaci6n del espacio fase dada por ---­

( 1 . 1 O) y ( 1. 11) es can6nica· y el hami 1 toniano desde S es t.a dado por 

que da origen a las siguientes ecuaciones de 

pi= - 3H - mf (1.13) 
~ i 

i 

Qi .. élH - fi ( 1.14) 

31'"1 

En esta ocasi6n, el hamiltoniano posee términos adicionales de­

energia cinética y un potencial no inercial. En la ecuaci6n (1. 131 -­

aparece el término conocido como "fuerzas ficticias". Si el hamilto- -

niano inercial H es de la forma H = P 2 +VC01 l en la ecuaci6n (1 .14) -
. 2m 

no aparecerá finalmente -fi como término adicional, pues al desarro--

llar el producto ( P1 +mf1 l 2 aparecerá otro término i 1 que lo anula. 

TRASLACION MOMENTAL. 

De lo visto anteriormente surge una pregunta ¿podrá ser una 

transformaci6n can6nica la traslaci6n del espacio momental, dada por-

(1.15) y (1.16)? 

(1.15) 

Pi - mfi (1.16) 
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a la transformación canónica dad;i p()r (1.1.5) y fl.16) que e!' precisa-

mente una traslación en el espacio mo~cntal. El hamiltoniano en el -­

sistema S se veria en este caso en la forma 

(1.17) 

dando lugar a las siguientes ecuaciones de movimiento 

é)H 

al5"1 

(1.18) 

(1.19) 

En esta ocasión también en el hamiltoniano aparecen términos de­

energia cinética y potenciales no inerciales. En las ecuaciones de m~ 

vimiento aparecen términos correspondientes a las fuerzas ficticias 

en (1.18) y cuando el hamiltoniano en el sistema S es de la forma 

H= p2+ V(Qi) entonces en (1. 19) aparece tambi6n un término cinemáti-
2m co 

Ó.1 "'2.1 + fi 
2m 

como vernos en este caso tenemos términos adicionales en ambas ecuacio 

nes de movimiento. 
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TRANSFORMACIONES U~ITAR!AS PARA SISTEMAS NO INERCIALES 

En mecánica clásica podemos describir el movimiento de un cue~ 

po desde distintos sistemas de referencia y las disÚntas .. ~escrip-­
ciones estan relacionadas por transformaciones canónicas~~~ dejan 

invariantes la forma de las ecuaciones de Hamilton. 

En mecánica cuántica existen también un conjunto de ,~-~~~sforma 
ciones, llamadas unitarias, que dejan invariantes la interpretación 

fisica de la teoria. Como en este caso se trabaja sobre un espacio 

de Hilbert, ahora la transformación es un operador U que actOa so-­

bre los operadores ¡ y las funciones f en el espacio de Hilbert, 

transformándolos en operadores y funciones en el espacio S de la si 

guiente forma 

y X .. Ulji 

F.ste operador unitario es lineal y cumple con u- 1 = lf. 
Como el hamiltoniano es un operador, también sufrirá una modi­

ficación en la transformación y para nuestros fines necesitamos sa-

ber cual es la forma que tendrá en el espacio S. 

En el esquema de Schrodinger la ecuación de movimento r de evo 

luci6n temporal esta dada por 

.ih a wct,t> • R 11ict,t> 
at 

(2.1) 

donde la notación es la convencional, ~cr.,tl es la amplitud de pro 

habilidad, H es el operador hamiltoniano. 

Si aplicamos la transformación unitaria U a (2. 1) tenemos 

.ih u a ljl(r,t) 
at 

u(HijJ(r,tiJ 

7 



i.t1 u1.L(u- 1 ut)Jcr,tJ )1 = Lii.- 1 u1;1(r,t> 
ílt 

Sustituyendo x<r,tl = uwcr,tl, t~nemos 

.<.ñ u1~_(u- 1 x<r,t1)1 = flxc't,t> 
at 

.ltt u(au.¡)xcr,t) + .lti a xcr,t) ~ ílxcr,t) 
at at 

.lh a x<r,tl = (H-.lhuau- 1 ) x<r;t> 
at at 

por lo tanto la forma que ádquiere el generador de traslaciones in­

finitesimales en el tiempo, el hamiltoniano, es 

fl • uiu- 1 - Lhuau- 1 c2.2¡ 
<lt 

De esta forma obtenemos una ecuación de transformación para el 

hamiltoniano análoga al caso clásico, ver (1.1). 

Ahora sólo debemos obtener la forma explicita del operador u -

para los casos particulares que nos interesan: traslación espacial, 

traslación momental y la traslación simultánea espacial y momental. 

TRASLACION ESPACIAL 

Queremos que la transformación unitaria U corresponda a la 

transformaci6n canónica asociada a una traslación espacial, es de--

cir, que cuando tengamos una función 'f(Qi)la función transformada -

sea de la forma 'f(Qi+fi) donde fi sólo depende del tiempe. 

Podemos desarrollar 'P(Q1+f i) en serie de Taylor y obtener 

'l"coi+fil = 'fCOi> + fiL'fCOi> + 1/2 (fia )2'f<Oi> + ••• 
ªºi roi 

11 + f1.L 

ªº1 
exp(f1L) 

ªºi 

+ 'h (fi.L )2+ ••• ) 'f(Qi) 

ªºi . 
ljl (Qi) 

.. 'l'(Qi+fi) = exp(.lf~Pi) 'f(Qi) 

Notemos que la serie s6lo tiene el mismo tipo de convergencia 



q u C' l n se r i e p a r a l a e x pon e lle i a 1 , p o 1· 1 o t;1 n t o p a r a e u a 1 q u i e r f i f _i_ 

nitn n un tiempo dado hemos encontrado el opcrodor U 

que pudiera ser el operador unitario ~orrespondientc a la traslación 

espacial. Veamos corno actGa este operador u sobre los operadores 

pi y Qi 

uo 1u- 1 '!'(0i> = exp<Hé1 /h) oi expt-.lf1P1/hl 'l'(Qil 

= exp (.lf é i/h l 01 '!' (Qi-fi) 

= exp(.lfé1 JhUOi'l'(01-f1)J 

= {Oi+f1 Hco1 > 

entonces Qi+Q1+f1 igual que en el análogo clásico • 
.... 

Ahora para el operador P 1 tenemos 

uP1u- 1 co1 > .. exp(.lf 1P .. /h) [-.lho l e,cp("'..l f.P1/h)'l'C01 l ... ªº1 . J. . ; 

= -.lh a '!' <0:1.> 
ao1 

ya que 1u,t\1 = o , entonces Pi ... pi nuevam~}lt~--~~~~e~.~s lofesperado. 

Por lo anterior la transformación ;un~ta~ú: é:orre~póriaiente a 
:::~<G_::~ : ·:: .. \::n·i~-~: :_-._ ···.:·.~-: -. 

la traslación espacial es U. ;.~,.,;o~_:';L '·~·.;,,~·~·'.'fºc,;l¡2i;:c 

El hami 1 toniano que actúa en S lo ~bte'ri~rfio~' ~~cÍi'~~nte ( 2. 2) '··:: ~~-~: ¡:. ;.:.' ... --;J._';-. 

,. <t·~·::H' • 
:« .::~::.,~ j~:, . '_~:\··;::·.\_-··'," ;:-·..,_ 

En esta ocasión, igualm\¿nte que en el caso',c'lásicc) .aparece un 
-:_-'.-.';':-

término de energia cinética extra. 

TRASLACION MOMENTAL 

Por simplicidad construiremos primero la transformaci6n que 

cambia el espacio momental, es decir, buscaremos un operador que 

veamos que efecto produce este operador sobre Pi. 

9 



-.{h V\ exp ( (rnf .O ./ti· 
J. J. 

A 

(Pi + mfi) 'i (Qi) 

... 
Además como IV,Qi) 

. . 
.,... J.·-f' e .. ~'1(<·rn· i·; '''·(Q) ¡;·. i ,. : . i . i .. ; . . i 

tanto el operador V causa sobre el espacio S el efecto deseado. 

Ahora al sustituir en (2.2) obtenemos el hamiltoniano que ac·­

túa sobre el espacio S . 

a. un 

(2.4) 

En esta ocasión también obt~riemos un términb Cor-(e~p()ndiente -

potencial fitício de igual forma que én elc:'~~;c,\;'l.ás'"'ico. 
TRASLACION ESPACIAL Y MOMENTAL. 

Finalmente, sólo nos resta encontrar la transformación unita·· 

ria correspondiente a la transformación canónica asociada a la tras­

lación del espacio fase. Parece lógico pensar que puede ser obteni· 

da al aplicar sucesivamente las transformaciones u y V • Pero pri·­

mero hay que encontrar el conmutador para ver la importancia que ·­

tiene el orden de la aplicación de las transformaciones. 

Primeramente calculemos el operador uv 
U exp(~mf 101/h) '101 > 

exp{-irai1 to1+f1 l 1•<o1+f1 l 
tí 

ahora el operador vu 

VU•(Qi) V'(Qi+fi) 

exp(-imt1o1/h) •<oi+f1 J 

entonces nu,vl 'Í'= o de donde vemos que el orden sí es importante y . 

además reconocemos que el efecto esperado lo obtenemos con el ope-· 

10 



rador W =VU , pero dcbc·mo;,; mo:>t '.·;ir· que W es unit:lríu ,. rc.1l1:a ·· 

" los cambios~_eseados en lo~ operaJ.orcs Pi yQi. 

Como ww· = vuu· v· = V\'. 

ww• = 1 , W e s un i ta r i o 

Si aplicamos WaPi obtenemos 

wí' w· 
i 

VuP u· v· 
i 

vuoiu•v- ,,; ~(ai+f~)v· 

= 01 + fi 

Por lo tanto w es un operador unitario que transforma las - - -

coordenadas de manera análoga a la transformaci6n can6nica dada --

por (1.10) y (1.11). El hamiltoniano asociado a esta transforma--­

ci6n es 
(2. 5) 

en donde al igual que en el caso clásico, tenemos t6rminos adicio­

nales relativos a la energia cin6tica y a un potencial no inercial 
" 

Hasta aquí tenemos las tres transformaciones unitarias co---

rrespondientes a las tres transformaciones can6nicas asociadas a -

un cambio de sistema de referencia. Las formas de los hamiltonia--' 

nos dados por (2.3) y (2.4) son id6nticas a sus correspondientes 

clásicas; pero el Óltimo hamiltoniano (2.5) difiere de (1.12) en 

un t6rmino, aunque en este caso son equivalentes pues f 1 = atz/2. 

Esta diferencia se debe a la forma del operador W , escogido como 

11 



una sucesión de transformaciones y no como una sola transformación. 

PROPAGADOR DE UN PAQUETE DE ONDAS. 

En esta perte desarrollaremos la herramienta necesaria para -

relacionar la descripción de la evaluación temporal de un paquete 

de ondas desde dos distintos sistemas de referencia S y S pertene­

cientes a dos espacios; herramienta que es de gran utilidad~ corno -

se verá en los ejemplos. 

Cualquier paquete de ondas 1jl (r, t) lo podemos expresar en ttirrni_ 
- .. :.«_, .' '-. ..... 

nos de un conjunto completo de soluc_iones--'l'P(r 1 t) de la ecuación de 

Schradinger debidamente normalizada~.~~e la ~iguiente forma 

(2.6) 

donde p es la magnitud física que etiqueta a las soliciortes y los -­

coeficientes estan dados por 

C(p) = {'l'~(p,.t) ljl(p,t) d 5 p 
-- p 

que al sustituir en (2.5) obtenemos 

_.. - - * .... .. . ~-. - -· 
l)l(r,t) = f. f. 'l'P(p,~) _'l'(~,tLiji(p,t) d~fl~P __ 

(2.7) 

Podemos intercambiar el ord~ri-~i i~tegraci6n y·obtener 
; '_ ':-->·, .. 

1jl cr, t> (K(r,t,p,t) ljl(p,t} dlp 

donde 

K(r,t,p,t} 

(2.8) 

(2.9) 

De (2.8) podemos obtener la funci6n 1jl(r,t) _a partir de 

su estado a un tiempo inicial x para algún tiempo posterior. 

En la ecuaci6n (2.9) se introdujo la funci6n escal6n {0(t-.t)} 

para garantizar que s6lo obtendremos la funci6n 

12 



~(~ 1 t) para instantes posteriores a ~ . Al operador 
-+ + 

K(r,t,p,~) se le conoce con el nombre de propagador. 

Como el operador K tiene definido su argumento en <los e~ 

pacio debemos apiicrirle la transformaci6n unitaria correspo! 

diente a cada espacio, es decir 

K "' U K U* r . . P 

Esquema de Heisenberg 

(2 .10) 

Toda la herramienta anterior ha sído desarrolla.da en el 

esquema de Schr1ldinger. Una pregunta ingenua sería ¿Podemos 

desarrollar esta herramienta en eI·es~uema de Heisenberg? 

Antes de intentar responder á esta' pregunta recordemos 

que el esquema de Hcisenberg está ~efinido como aquel donde los 

estados no dependen del tiempo. Esto es¡ el esquema de Heisen 

berg corresponde a situarse e'n un siste'ma de referencia pri­

vilegiado, donde los estados no evol~cici~an, en general este 

sistema sería no inercial. 

De acuerdo con esta obserxa¿i6n 1a:pregunta planteada a~ 

teriormente carece de sentido, )'a 0 q
0

ü~·'a.1\éfect1.far un c'á~bio 
' \" ' - ~_.'· -' ·-.-- ;. l .. ,:·., .. ·· .; •' " '· ''' . 

de sistema dependiente del tiemRo .. deifa~;~·15"ésquéma de Heise~ 
berg implica, de hecho, abandonarlo, es decir, implica dejar 

el sistema privilegiado donde los estados no dependen del · 

13 



tiempo. 

La pregunta que tendr!a sentido y seria factible contc! 

tar es ¿C6mo podríamos ¿alculnr el valor esperado para alg6n 

operador en el sistemi.n~ inercial desde el esquema de Heisen 

berg? 

Para contestar esta preg~riga necesitamos construir el 

operador AK correspondiente al opel'"ador_A .en el sistema no 

inercia l. Sabemos como obtener e 1 valor. espirado .de A en 

el sistema inercial, al calculaLeL ópeJ:"idor ~:dado' por · 

A = w*A W (2.11) 
," .' -: ,, .-.', 

donde w es el operador unit:~Jf~:.~~~; i-ai'.' tI"~~u~i-6~. iit>ac~a( y 

momental y as! el valor e's~~i,ii[~~~J~'/c¡!j:¿~¡;:til~clb.'e'n·~I si~tema 
inercial es 

<A> = < 'l'I w• AWI 'l'> (2• 12) 

en esta última ecuaci6n hemos usado--ra" notac-.i6n-de ofraC., por 

ser lo mas conveniente. Ahora es fácil obtener AK .a par.tir de 

A usando el operador T = exp (-.lHt/h l, es údr ' 

AK = T A T* 

y entonces el valor esperado de A lo -¡iode~os _¿~kular en el 

-"-""·=·o;;.;_ ''-:-=-0'"-

(2;l~l-. 
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donde 1 't'~> es el estado en el esquema de lleisenbcrg. 

En la siguiente secci6n se desarrollan algunos ejemplos 

y se utilizar' el esquema de Schrtldinger que no5 permite si­

tuarnos en él y efectuar los cambios de sistema de referencia 

sin abandonarlo. 
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EFECTO ZEEMAN NORMAL 

En mecánica clásica cuando tenemos ~na particula cargada movie~ 

dose en una 6rbita limitada en una región finita ~el espacio, en do~ 

de actúa un campo central, la adición de un pequef\o campo magnético 

uniforme produce un movimie'nto adicional de precesión superpuesto al 

movimiento no pertiurbad~de la particula cargada, Esta afirmación se 

conoce como el teorema de Larmor. 

En mecánica cuántica se tiene un problema equivalente al ante-­

rior cuando se introduce un átomo en una región del espacio donde as 

túa un pequefio campo magnético. 

En este ejemplo analizaremos el cambio en el espectro del elec­

tr6n en el átomo de hidrógeno, sin considerar su espin, cuando se ve 

perturbado por un pequefio campo magnético uniforme. 

El hamiltoniano para este problema es 

íi = i (P + 4) 2 

2mo e 
- e2 

m (3 .1) 

donde m. y e son la masa y la carga del electr6n respectivamente, A­

es el operador asociado al potencial vectorial magnético, P el oper~ 

dor momento y lrl la distancia relativa entre prot6n y electr6n. Co-

mo estamos suponiendo A un1,orme tenemos que A= Bxr, donde B = B Z 
-2-

es el campo magnético externo. Estas condiciones nos sitúan en la 

norma de Coulomb donde V·K = a. Además como suponemos que el campo -

magnético es pequefio resulta que A2< A y es posible despreciar el 

término cuadrático de A. 

De esta forma (3.1) se ve simplificada y la podemos escribir e~ 
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mo: 
Pi + eBLz - e' 

2rn o 2iñ:'" c r 
( 3. 2) 

donde Lz es el operador correspondiente a la componente z del momen­

to angular. De aquí podemos obtener inmediatamente la ecuaci6n de 

Schrodinger del problema corno: 

(
-t1

2 v2 
- .lµ.B a - e_2 + ... 

- ) 'i'(r,t) - i.h a 'i'.(r,t) 
2mo Cl$ r ]t 

(3.3) 

donde U•= ti rrn;c 

Al observar la estructura de (3.2) y compararla con los distin­

tos hamiltonianos desde sistemas no inerciales anteriormente encon--

trados, notamos que con una trasformaci6n de la forma $' • $ + f(t} , 

P3 =Pi= Lz obtendríamos una simplificación de (3.3). Por consiguie~ 

te, en este caso podernos utilizar la transformaci6n unitaria dada 

por el operador U= exp(i.fLz) donde fa µ.B t y obtener de esta for-
11 -,¡-

m a la ecuación de Schodinger para un sistema que rota con una veloci 

dad angular constante w"' µ.B alrededor del eje z.oe acuerdo con es 
11 

to y segGn (2,3) tenemos 

La ecuaci6n (3. 4) es precisamente la' ecüa.éidn para el !itomo de 

hidr6geno sin perturbación alguna, es dedr,·aÍ·pllsarnos a un sistema 

que rota con una velocidad ang4lar w no .perciblios ~l campo magnéti­

co externo. La soluci6n para la ecuaci6n (3;4) es ya conocida y la -

podemos escribir como 

(3.5) 

donde 6111 (r) es la funci6n radial .para el !itomo de hidr6geno' v; ce;$) 

son los armónicos esféricos y E
11 

es la energía correspondiente al -

estado enésimo del electr6n 
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Una \'ez que ya tenemos la !"oluci6n \ obtenemos "· usanJo u-' c.:o-

mo 

m donde P¿(x) son los polinomios aso--

ciados de Legendre, entonces Y~(O,$-uoBt/hl 

y finalmente la soluci6n de (3.3) es 

Y~(S,$) exp(-ú10Btm/h) 

(3. 6) 

De aqui podemos calcular la frecuencia de la r•diaci6n emitida 

espontáneamente por un átomo de hidr6geno ~n un pequefio campo mag-­

nético como: 

w -
En+hµoB Ej+m'u•B --- h 

w Wo + lJoB /1m (3. 7) 
Tt 

donde Wo es la frecuencia de ernisi6n sin pe:iturbaci6n alguna, 

Pero sabemos que p~ra,·-~~J¿¡·~ir~gl!l_~:~de;.~~\~~~~~IL 'iilt~onen l1m= O,± 1 

por lo tanto (3.7) se ve como 

1 

w = Wo + C- r ) µo B1h 

Este resultado también se púede obtener a partir de las propie-

dades de conmutaci6n entre A y Lz Aunque el camino desarrollado 

aquí hace una predicci6n adicional: En el sistema no inercial no se 

ve el desdoblamiento, esta afirm•ci6n puede ser difí¿il de verifi--

car experimentalmente, pu!s es complicado poner un sistema a rotar 

centrado en el nGclco de cada átomo a la vez. 
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UNA PARTICULA EN UN CAMPO UNIFORME 

En la mayoría de los textos de física elemental, al 

hablar de fuerzas, se resuelve como un ejemplo el proble­

ma de una partícula bajo la acci6n de una fuerza constan­

te, en particular del tipo F=mg siendo m la masa de la 

partícula y 9 la constante de gravedad de la regi6n, ya 

que clásicamente este ejemplo es fácil de resolver. 

Este problema se simplifica más si cambiamos de sis­

tema de referencia y describimc~ el movimiento desde un 

sistema no inercial que se mueva con una aceleraci6n g 

con respecto a uno inercial. 

De esta forma se observa el tipo de movimiento más 

sencillo, velocidad constante, para la partícula. 

En mecánica cuántica este problema ya no es tan sim­

ple de resolver. En esta sccci6n lo trataremos de dos 

maneras distintas, primero desde un sistema inercial y 

posteriormente desde un sistema acelerado. 

El hamiltoniano cuántico para este problema es 

n = P2 
- rng1t (c,1) 

2m 

entonces la ecuaci6n de Schr6dinger independiente del -

tiempo correspondiente a este hamiltoniano es 

32 w(x) + 2rn (E+rngx) w(x) = O 
ax2 r12 

(c.2) 
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donde w(x,t) = w(x) exp(-~Et/h) 

sería la soluci6n para la ecuaci6n de Schr6dinger completa, 

Para resolver (c.Z) podemos 

mornental en donde tenemos 

-P 2 íl{P) + ~hrog d íl{P) + 
2iii dP 

e integrando obtenernos como soluci6n a la funci6n 

normalizamos de acuerdo al parametro E de la. siguiente for 

ma 

El parámetro E es la energía y es contínuo, en este 

problema no existe condici6n alguna para la cuantizaci6n 

de E. De esta forma la constante de normalizaci6n es 

e = ( 121rlí mg 1"' 

Ahora solo falta obtener la transformada de Fourier 

de ílE para tener la soluci6n de (c.2) 

donde y 

a 
2TT {mg 

a(x+~) 
mg 

f. exp( - ~ (P' - P(E-mgx)) 
hmg 6m 

J_exp{~( u 3 - yu)} du 
3 

dP 

(c. 5) 

y u - p -'l, 
{2iiiiik) '"3 
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la funci6n A(-y)= { expUC.!;! - uy)} dy 
-- 3 

es conocida como funci6n de.Airy y no puede ser expresada 

en términos de funciones elementales, aunque existe una 

expresi6n para ella en términos de funciones Bessel de 

orden un tercio J.f (X) dada por 

-j 
/TiZ {J.;. 

+· ciz-!) z>O Hz )+ -l+ 
(e, Sal 

A(z) rn Hz1">+ .. !..;.· <tzf) fr.;. z o 

donde r" (x) = (.l)" Jv C.lx) 

Para describir la evoluci6n temporal de cualquie.!:Jla! 

tícula en este problema nos será de utilidad construir el 

propagador de paquetes de onda en el tiempo R(x,t,x,:t) 

De la ecuaci6n (2.9i lo obtenemos como 

¡- • . 
K(x,t,x,.t) = { --tjJE(x,t) ljiE(x,:t) dE} El(t.~~) 

= { ( 2~) 2 mg [~xp (~~ ) {~'ex~[:'-~~(~~g,\TY'/l dv 

exp(-.llt) fexp ~e~::: :~~ip~Ju}i:d~ }~(t-:t) 
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con y • a( x + E 
mg 

K(x,t,x.,.t}={ a 2 f_ f_exp[-.i.( 
(2n) 2 mg 

+ uxa)] 

0(t-t) 

= { ) 

utilizando la ó para integrar sobre v tenemos 

K(:x,t,x,.t)= { a { exp(-.l[..;.uxa - 111_9_(t-.t)X+uxa + !!!S_(t-.t} u 2 ]) 

2:ñ -- · .11 ha 

exp(-.l[ u(m_q(t-t)) 2 +1(111_9_(t"-.t)) 3 ] ) du} 0 (t-t} 
ha 3 fiC1 

= ~ 0(t-t)exp[.i(!1!9.X(t-.t})- l(~(t-.t)) 3 

2n ~ ~ ha 

f exp[-.l u~mg(t-t)+u(xa-xa+m 2 q 2 (t-t1ll du 
-- a ~ 

si completamos el cuadrado en u podemos integrar y obtenemos 

K(x,t,x,.t) = / m 0(t-.t) exp[.l m(x-x) 2 ] 

12nhl(t-t) ~ 2(t-l) 

exp[.l(~(x-x) (t-t) - ~(t-t) 3 )] (c.6·) 
h 2 24 

Con este último resultado podemos describir el movimie~ 

to de cualquier paquete de ondas dentro de este campo unifor 

m~•. 

•una. dUCLLlii..611 <1ab1t.e u pa.quete de rnúUma clú.peJtA.Wn e.n u.te campo apaJte 
ce en el. Ubl!.o "P1t.obieJJU> .&1 Q_(.(.O.li.tum Mechan.lu.:' F. ConAtánt.ine~ cu. 
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Ahora trataremos de resolver este problema desde un sis 

tema con aceleraci6n -9 ·, para 6sto utilizaremos la trans­

formaciSn unitaria dada por 

W = exp(..;A'.!!!2.E.. ~) exp(.l~ P) 
h 2h 

que nos sitúa en un sistema con aceler,ac.i6n c~nsctante "".!:J 
. ' - . ·.• .• .•• -_ · .. - ·' <-".• 

El hamiltoniano en este probielllad;s~i~~·.-hi;;~J·.y. (c.l) 

es 
íf = ~mz _ ~t2 • ·"·%º;((:'.~> ·-:•• 

..::m -¿ --'-'·-·-7--,--~~ ~:i_h·'.:':,;~-~f::~;~~~·=¿'~--- .-..,:· 

entonces la ecuaci6n completa de Si::hra'cl_ing~f{paJ'.?. el pr~ 

blema en el sistema acelerado es</·'.e;f:;·_ .. Y:;~/f ;~ 
-h z a z 'f' (" '.t > 
2m TI2 

1 
.lh h .· r•·.•~~ ::t§l:J·i@:·-~f 13[,.\':,~Á'.{fü'~> · ·· · 

-- ' ,;,,-

Que podemos resolver Jt'iüi8$cio :~].1: m~lo46~'cÍe \separa -

ci6n de var ialbes, obteni~fi~~· iJi.;;~·¿~~i~.f¡;¡f~~·¡;r 
-,,, "., .. · .. ' ~·\,.l";· ·.: . :\,,:.'.··:'.'.· ,~ 

;~ z ~: z 'I' ¡" > = E 'I' < ií -C•'-'c:· Ú_·.-L>•-- _.;~~c_;~ce:.io L 

~ cr .t 2
) TI.ti • E TI.ti 

2 
donde a= mg 2 • Al observar (c.10) vemos que ~l igual que 

en el caso clásico tambi&n en esta ocasi6n el probl~ma se 

reduce al de la partícula libre. En otras palabras, ~l 

hacer esta transformaci6n hemos elimf~ado eLp~i~ri~t~l l.!, 
- . - ' - ' .. '. " ' . ' ' : ·~ 

neal obteniendo una partícula lib.r~ .t?n eÍ,~~sta~.<JL~~tacio-
·~¿ :·::; :' 

na río. 

La soluci6n del tipo de partícula 1 ibre para -(c.10) 

es 
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'!'(l() A B exp(-.(pl() 
h 

(c.12) 

donde-¡:; =,/2rnE y A y B son constantes que dependen de las 

condiciones iniciales. Para (c.11) la soluci6n se obtie­

ne tambi&n inmediatamente al separar variables e integrar 

T (.tl esta dada por 

T ( .t) = exp {-.¿ (E.t - o.t 3 ) } 
h -6-

Por lo tanto la soluci6n para 
. -- - -- . . -

'l'(it,.t) = A exp{.l(pit-EÚot') 
JI . ·' 6 

(e .13) 

De aquí en adelante podemos continuar por .. dos caminos 

distintos: 

(c.14) 

Uno es obtener el propagador en el sist~ma no inercial 

para transformarlo posteriormente con ayuda de w y así ob 

tener el propagador dado en (c. 6) ,- El ot~b~es"-obÚner ia 

soluci6n a la ecuaci6n completa de Schr6~{~~e~ ~n el sis­

tema inercial y con es~ nueva base construir ~1 ptb~agado& 

Esta 6ltima manera de resolver el problema es larga y te­

diosa, por lo tanto no se hará aquí, por el contrario la 

primera es sencilla, pues ya es conocido el propagador P! 

ra una partícula libre. De esta forma se observa c6mo en 

algunos casos el cálculo del propagador se puede obtener 

con base en el propagador de partícula libre. 

Obtendremos entonces el propagador a partir de (c.14) 
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G(x,t,x,.t) = ('l'"'(x,.t)'l'p(x,t) dp 
-- p 

exp{-.lo(t 3 -.t 3
)} [_ exp{.l(x-x)p- .lE(t-.t)} dp 

6fi fi lí 

con E = .P 2 
'·'· .'">";::<:' · . . : .· 

esta Últim~mintegral es pr~é:i~~~~n,~e •eip~~pág~dor d_e la Pª! 
~ ~,::,.'·;~;,: <>,~.' :·. ~~-:.'~.'-\ --~~-.~e_<: 

tícula libre, entonces 

G(x,t,x,.t) = / m exp!.l( m(x..;Jc:) 2- ~(t 3 .:..tl))J 
12rr.i.h (t-.t) 11 2 (t•i) "~· 6 u • · • 

y finalmente el propagador en el sistenia'ine~cial es 

G(x,t,x,.t) = w~ G Wx: 

= / m exp{-~(mg(x.t-xtl-~1x-~2 -x+~2 ¡ 2+~Ct 3 -.t 3 ))} 
"2rr-l (t-:t) 11 ¿ 2 2 o 

(t-:t) 

• I m exp{i(m<x-x) 2 + mg(x+x) (t-.t) - ~(t-.tl 3 )} 
12rr~ (t-.t) fi 2{t-t) 2~ 

(e. 6) 

Como vemos es más sencillo calcular de esta forma el 

propagador. 
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BARRERA DE POTENCIAL INFINITA MOVIENDOSE CON ACELERACION 

CONSTANTE 

En esta secci6n se describirá el movimiento:de'una 

particula sometida a una barrera de pote~:Ci;~LJn~i~i.t,a 

que se mueve con una aceleraci6n cónstante ·'li;;t·' ,·, . 
, ; . , :_ :-;_~ ~::_:j~:ii-.:-=: :~~:~~: 

Antes de resolver el problema desde:~J.·;;p¡Jntcdde vis-
": ._-' ::_",;-;.:;:-o',~~,;;_"-"'-'i~;g:~<~Oo-f;-;~·~;c}--~~2._-'.-o ·• ·' · 

ta cuántico analicémoslo clásicamente, para' fam,í.':l.'ia-rizar~ 

nos con el problema. 

Para atacar el problema consideremos -la• -~01i~:~6n en­

tre dos partículas, con masas m y M y velocidades v. y V 

respectivamente, supongamos además M muy grande ·para tener 

de esta manera un caso análogo al del choque entre una -

partícula y una pared, donde s6lo ésta Última esta acele­

rada y su velocidad obedece a la relaci6n dada por V = at 

En el choque se conserva el momento, es decir 
mv + MV .. mv' + MV' (1) 

donde v' y V' son las velocidades de las partículas después 

del choque. Bajo la hip6tesis de choque elástico~tenemos 

la relaci6n 

V - V "" V' - v' ·xir-· 
equivalente a la conservaci6n de la energía cinética; com 

binando (1) y (2) tenemos 

v' = (m-M)v + 2MV 
m+M 

(3) 
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Al tomar el límite cuando M+~ tenernos 

v' = 2V - V (4) 

En este caso v' va a depender del tiempo, .pues V 

depende del tiempo, entonces, si el·~hoque<C>curre al .tiem· 

po t¡ la velocidad con que sale rebotada la partícula. es 
v' (t1) = 2at1 - v (5) 

Al calcular la energía de la partícula, para un ins­

tante posterior al choque vemos que ha aumentado en forma 

cuadrática en el tiempo ti por lo que.la energía no se -

conserva. Construyendo el hamiltoniano para la partícula 

también es posible darse cuenta que su energía ~o se con-

serva. 

H = P 2 + V(x,t), 
2m con V(x, t) • 'l: 

en otro caso 

En la ecuaci6n (6) tenemos el hamiltonian61t dela 
' , ..... , ""º 

-.. ,.: .. -/,-.·L:_·-_ «'>~- ... <:_, 

partícula con momento ? . Una vez que la pa'rtíctúcac-~~~')ido 

rebotada por la pared, después de un intervalo de tiempo 

la partícula es nuevamente alcanzada por la pared y enton­

ces sus energía vuelve a incrementarse. 

Otra forma de visualizar este fen6meno se obtiene si-

tuándonos en la pared y observando el movimiento de la par 
v,.ri • tícula. Desde es~a perspe~ 

tiva se aprecian los suce-

sivos alcances de forma si-

milar a como se vería el -

27 
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rebote de una pelota desde el piso, por consiguiente ob­

servaríamos trayectorias finitas de la partícula, es deci~ 

estaría inmersa en un campo uniforme interrumpido por la 

pared, ver fig.I 

Con base en lo anterior en el caso cuántico esperamos' 

una cuantizaci6n de alg6n parámetro en el sistema no iner 

cial, debido al hecho de tener un confinamiento~ 

Para resolver este problema en mecánica cuántica nos 

situamos en un sistema que se mueve con la barrera de po­

tencial, utilizando la transformaci6n dada por el operador 

unitario W = exp(-~mat~/h) exp(~at 2 P/2h) 

Al utilizar esta transformaci6n tendremos una ecua-

ci6n de Schrodinger dada por 

{-h 2 a2 + V(x+a.t 2 ,t) + max} 
2m fiZ 2 

donde 

V(x+at 2 ,t) 
2 

= 
1 (D

o x>O 

en otro caso 

Por lo tanto obtenemos una ecuaci~n para la regíon 

x> O dada por 

{- h 2 a2 + mal<'. } 'i'(x,.t) = { o.t 2+ ~ha } '!'(x,.t) (8) 
2iñ TI:2 2 - · a.t 
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y para la regi6n x>O , 'l'(x,t) O , con o ma 2 
, en el -

sistema no inercial. 

La ecuaci6n de Schr6dinger en el sistema inercial s~ 

ria difícil de resolver, en cambio la ecuaci6n (S) se pu! 

de resolver por métodos usados comunmente. Al utiliznr 

el método de separaci6n de variables obtenemos 

d T (t) + .i (E 
CU' fl 

o.t 2 ) T(.t) • O 
2 

(9) 

(10) 

Estas ecuaciones son familiares para nosotros, apa-

recieron de forma similar en el ejemplo anterior y la so­

luci6n puede rlpidamente obtenerse a partir de (c.S) y -

(c.13), dando como resultado 

T (.t) exp[-.i ( Et - o.t'll 
fl 6 

(11) 

'l'(x) = <l>(y(x)) = a / exp{.i(u'+uy)} du (12) 
2ii7iñií - - ! 

donde y = «(§__ - X) y a = (2m 2 a ) 1- Pero a la ecuaci6n 
ma --;¡-z-

(12) le debemos agregar la condici6n de frontera 'I' (O ) =O• 

condici6n que obliga a <l>(aE) = O, es decir, a E debe ser 
ma ma 

una raiz de la funci6n de Airy. Con esto tenemos una cuan 

tizaci6n del parámetro E y los valores permitidos para E 

son aquellos que cumplan con 

o con z= aE 
ma 
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Entonces existe una autofunci6n para cada valor en 

que etiquetaremos por el número de la raíz de la funci6n de 

Airy que las origina. Una soluci6n a la ecuaci6n (8) es­

ta dada por 

'l'n(:t,.t) • a exp{-.l(En.t-ma 2 .t 3 ) l/ exp{.l(u'-ua(it-~l) }du 
211/ma fl -r -- 3 , ma 

(13) 

A continuaci6n verificaremos que las 'l'n son ortonor 

males. 

-
f_'l'n ,.• d1e.. a 2 exp{-.l(E -E )tlff- expU(u.2ua(1C-!n.l) du 

m 4ii"'2ñii' Ji n m ,¡. - 3 ma 

/·exp{-.l(v 3 -va(1e-~))} dv d1e 
-· 3 ma 

¡· exp{-.l(v 3+va~ lj• exp{-.la:t(u-v)}dlC dv du 
-· 3 ma 

a exp{- .l(En-Em)t}f exp{.l(u'+ua~} 
211ma fl -- 3 ma 

{ exp{-.l (v 3+va~} o (u-v) 
-- 3 ma 

dv du 
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Finalmente 

Por lo tanto las 'l'n son ortonormales y<po_demos expr.!:_ 

sar cualquier paquete de ondas como una combinaci6n·1ineal 

de estas '1' 11 • 

Este problema estarla resuelto si tuvieramos el pro­

pagador temporal de paquetes de onda, pero esto es anall­

ticamente complicado como se puede apreciar de (14) 

l::(x,t,x,.t) .. a 2 Y, exp{-i(En(t-t)-a(t 9-t 3 l)} 
4n 2 ma 0 11 6 

r exp{i(u'-ua(x-~l) }du ( exp{-.l(v'-va(ic-!!m_)) }dv 
-· ! ma. -- ~ ma 

Este problema de cálculo se presenta en el sistema no 

inercial, donde el fen6meno es más sencillo de describir, 

en el sistema inercial la dificultad es mayor. Pero existe 

otro camino equivalente por el cual podemos concluir alg6n 

hecho importante p_ara la evoluci6n temporal de los paquetes 

de onda. 

Primero encontraremos la funci6n soluci6n a la ecuaci6n 

de Schredinger en el sistema inercial (15) 

{-h 2 ¡¡ 2 + V(x,t)} lji(x,t) = iha w<x,t) 
2tii ax2 at 

(15) 

al utili~ar la tra~sformaci6n inversa dada por w* sobre 

la 'i'n , obtenemos 
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•j·
1
: (X, t) w*i¡r (x t) 

/1 I 

exp{¿mat(x-at 2 )~ (x-at' t) · 
¡;- ¿ 11 ¿' ' 

O en otro caso 

x>at? 
¿ 

_.¡, (x,t)=~ exp{-.( (E11 t+ot 3 -maxt)} A(aE 11-x +at 2 ) x>at 
11 211 ma il 6 ma 2 2 

O en otro caso 

Para poder visualizar la estructura de estas funcio­

nes observece las figuras 

. . 
E, 

/- .. , ' , , . 
. ·. 

'E, .···. ... 
: ' ·. 

... 

.. 
.. .. .. - ... . .... ·.:\. .... 

Las soluciones de este problema son funciones que se 
- : ,,, . ' 

desplazan en el eje x con una aceleraci6n á, es d_ecir, se 

mueven junto con la barrera de potencial. 

Ahora calculemos la energía esperada de uria~partícula 

descrita por 

<E> 11 = [_ ljl 11 (x,t) Hip11 (x,t)'.dx. 

por la ecuación de SchrOdingeI/~t:enemos 

(E> n = L 111 11 (x,t) (f~~;11! 11 (x,t) 
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( J·: 
ll 

¿11¡ xh:,tl 
•. 'Í 

ll (::_§1 -x+at') 
ma L 

+-<'.at )((x,t) A' (aE 11 -x+at 2 )} dx 
ma 2 

donde x (x,t) a exp{-.¿ (E 11 t + ot 3 - maxt )} 
2ii7iiiil Ji b 

y A' (Z) = d A(z) 
dz 

debido a la ortonormal id ad de las 1Ji 11 tenemos 

- 2 
<E> 11 = E11+ ot 2

- ma f x(A(~ -x+at 2
)) dx + 

2 "~' ma 2 
+ l'lat f A(~1 -x+at 2 ) A'(2bt-x+at 2

) dx 
•·:r' ma 2 ma 2 

pero la primera integral es el valor medio de Wn que es un 

n6mero real dado por x 11 (t) = x 11 - at 2 donde x 11 es el va-
2 

lor medio de la funci6n de Airy entre su raiz enésima e in 

finito. La segunda integral es cero pues 

(A(z) A' (Z) dz = 1 ( dA 2
"' A 2

( .. o 
···"' "2" ... ,l 2 •t•4¿ª 

~ ' ~-

por lo tanto el valor esperado para la energía es 

(16) 

En t6rminos de esta energía podemos calcular.la ener 

gía asociada a cualquier paquete de onda 

~ 11 (x,t) =} C 11 (t) 1Jin(x,t) 

pues en este caso la energía saciada al paquete es 
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<E> J:<i>tx,tJ H <!>(x,tJ dx 

Como vemos la energía de_ cualquier paquete de ondas 

aumenta en forme cuadrática con el tiempo. Esto es físi­

camente equivalente al caso clásico donde la energía de 

una partícula también aumente en forma cuadrática con el 

tiempo. 

34 



CONCLUSIONES 

En este t;abajo se encontraron tres transformaciones 

c~n6nicas distintas relacionadas con un cambio de un siste 

ma inercial a otro no inercial, que simplifican la solu­

ci6n de algunos problemas. Pero si buscáramos estricta­

mente la transformaci6n,can6nica que represente el paso 

de un sistema inercial a otro con aceleraci6n uniforme, 

como en el caso newtoniano i6lo podríamos aceptar la co­

rrespondiente a la traslaci6n del espacio fase; pero la 

independencia entre las coordenadas y momentos nos permi­

te construir las otras transformaciones can6nicas que de 

alguna forma se pueden atribuir a un cambio a un sistema 

de referencia no inercial. Esto Último amplia las posibi­

lidades de simplificaci6n de las ecuaciones de Hamilton y 

aún del mismo hamiltoniano. La primera transformaci6n ca­

n6nica, traslaci6n espacial, también puede ser aplicada, 

con sentido físico, en el caso de sistemas que rotan res-

pecto a un sistema inercial a diferencia de las siguientes 

dos transformaciones can6nicas que tienen un significado 

físico solo en el caso de aceleraci6n uniforme, pues el 

momento cin~tico déla coordenada~ se transforma como 

p<I> = p<I> - mr2f que no tiene la forma utilizada en la 

traslaci6n momental ni en la traslaci6n del espacio fase. 

También se construyeron tres transformaciones unita­

rias análogas a las transformaciones can6nicas con la pro-
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piedad de que simplifican algunos problemas en mecánica 

cuántica no relativista. 

Cuando se compararon los hamiltonianos clásicos y -

cuánticos obtenidos al aplicar estas transformaciones ve­

mos una equivalencia entre ellos a exccpci6n de los hamil 

tonianos correspondientes a la traslaci6n simultánea de 

momentos y posiciones (espacio fase completo en mecánica 

clásica). Esta diferencia radica en el uso del operador 

unitario W = exp(.lmatQ) exp(-iat 2 P) en lugar del opera-
""11 2il 

dor W = exp{i (matQ-at 2 P) , esta Última trasladaría si-
¡¡- 2 

multáneamente las coordenadas y momentos dando un hamilt~ 

niano de igual forma que el dado por (1.12). En cambio 

el operador usado en el trabajo primero traslada las coor 

denadas y posteriormente los momentos. 

En los ejemplos se muestran algunas simplificaciones 

en la descripci6n de los fen6menos obtenidos al escoger 

apropiadamente el sistema de referencia y el tipo de tran~ 

formaci6n unitaria. Además de esta forma es posible in­

terpretar físicamente cada paso en la soluci6n del problema. 

En el ejemplo del efecto Zeeman se obtuvo una predic­

ci6n interesante: al situarse en el centro de masa de un 

átomo hidrogenoide, con espin total cero, inmerso en un 

campo magnético uniforme y rotar con una velocidad angular 

w = e B no se observaria el desdoblamiento en el espec-
moh .... 

· tro electr6nico, donde B es el campo magnético uniforme. 
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No se observaría el efecto Zecman normal. No tenemos no-

ticias de la observaci6n de este fen6meno. 

Con el ejemplo de una partícula sumergida en un po­

tencial constante se ilustr~ como el cambio a un sistema 

no inerciaLpuede proporcionar un m6todo para simplificar 

el cálculo del propagador de paquetes de ondas para un 

problema dado, a partir del propagador de partícula libre. 

Esto se debe a que, en general, en el sistema no inercial 

es escogido para describir el movimiento de la partícula 

como partícula libre. 

En el Óltimo ejemplo de una barrera infinita acele-

rada se ilustra como al situarse en un sistema no iner-

cial se puede resolver un problema con un hamiltoniano 

que depende explícitamente del tiempo en forma no separa­

ble de la coordenada, transformándolo en otro problema 

donde la dependencia temporal del hamiltoniano es separa­

ble de las variables espaciales. El resultado que se ob­

tiene en este problema, de que la energía de la partícula 

aumenta se puede comparar con el resultado obtenido por 

Davis*, al hacer incidir un rayo de luz sobre un reflector 

perfecto con aceleraci6n constante aumenta la frecuencia 

de la luz reflejada. 
_. ' - ,---

Este trabajo proporciona problemas sencillos de· tran~ 

formaciones unitarias que pueden ser utilizadas como eje~ 

· plos en un curso de mecáncia cuántica no relativista, en 
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lugar del ejemplo comúnmente usado de la transformaci6n 

que liga los esquemas de Schr8dinger y de Heisenberg, ºP! 

rador de evoluci6n temporal. 

• Vav.lu, P.C. W. and FuU.ing, S.A. RacU~t.lon ó~'olll; a mo v.lng 

m.l11.11.ow .i.n t:wo d.lmen6.i.onal 6pace.-tbire.; ccin6b1tmat. anomal.y. 

P1r.oc. R, Soc. Lond. A. 
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