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INTRODUCCION

El titulo de "Mecfnica Cuintica desde Sistemas no I-
nerciales'" podria parecer extrafio para algunas personas;
ya que frecuentemente se define un sistema inercial como
aquel donde se cumplerla scgunda Ley de Newton y como sa-
bemos el concepté de fuerza no eé Gtil en la mecénica - - =

cuantica.

En este traba;o al referirnos a un_51stema 1nerc1a1

pensamos en aquellos 51stemns acelerado con respecto ‘a’

un szstema 1nerc1al y no pensamos en. ntroduc1r a la mecé

nica cuéntxca conceptos propzos de latmecénxca newtonlana
o hamiltoniana. Cuando pasamos de'un;51stema ;nerc1al a
otro no inercial en mecénica.cuéntica‘lo'hacémds”médiante
una transformacibn unitaria del Espacio-de'Hilbéft énéioga
a una transformaci6én canbnica clésica asociada al mismo
cambio de referencia, Todos estos cambios en el‘esqhgma,

de Schrddinger.

Como es de esperarse, este trabaJo tlene sus orlgenes

en la mecénica newton1ana d‘nde‘un c‘ blO a: n'51stema no

el. mov1m1ento.

perturbacién magnética.

pregunta ;Podriamos simplificar algunos problemas cudnti-



cos situfndonos en un sistema no inercial? En este traba-
jo responderemos a esta_preguntah

En elftrébajo;primero se desarroilanxlagiﬁranéfdrma-
ciones canénicas* asociadas a un c@nbipvde si;feﬁa'de re-
ferencia. 'En esa . ocasibn se desarrblian tres'diférentes
transformaciones canéricas, 1a primera es la“transforma-
cién donde solamente se ve afectado el subespacio de las
coordenadas del espacio fase, es decir, en esta transfor-
macibén los momentos permanecen invariantes, por. 1o ‘tanto,
la denominamos traslacién espacial. Posteriormente se
construye la transformacibén que involucra cambios tanto
en las coordenadas como cn los momentos y consecuentemen-
te denominada traslacifn del espacio fase. Por ﬁltimo den
tro de la primera seccién se desarrolla la trahsformacién
canénica llamada traslacién momental donde ahbra‘ias coor

denadas permanecen invariantes.’

En la segunda seccién se desarrcllan las transforma-
clones unitarias andlogas a las tres transformaciones ca-
nénicas de la primera seccibn. "En esta seccibén también se

incluye una breve discusién sobre la eleccién del’ esquema

de Schrédinger tomp.el esquema de :trabajo.

En la Gltima-seccibn-se desarrollan tres-ejemplos
del uso de las transformaciones unitarias construidas en
14 seccibn II. Estos son: efecto Zeeman normal, una par-

*Parx nomenclatura de esite trabajo, fa transformacibn candnica es cbdsica.
Il



ticula en un campo uniforme y por @iltimo una partfcula -

frente a una barrera infinita con aceleracibn constante.

Il



TRANSFORMACONES  CANONICAS PARA SISTEMAS NO INERCIALES

Las transformaC1ones cun6n1cas,son,ut1112adas comunmente para en

contrar un sistema de coordenadas del ‘»pac1o fase con ‘el mayor nGme-

ro de coordenadas ciclicas. En- nuestro céso 1as ut111 aremos para en-
contrar la forma que tendré el bamlltonianopara transformacxones espe
cificas del espacio fase. 7 7 77; : ;v

En esta seccibén, recordaremos:la édndiéiénipafafuﬁ; transforma-?
cidn canbnica y encontraremos ia forﬁa délkhahiltbniéno,‘ﬁéando la --
funcibn generadora de la tranéformécién, pgra'ios cambios dé coordena
das que deseamos. ' k

TRANSFORMACIONES CANONICAS.

Debido al tipo de transformaciones que utilizaremos (transforma-

ciones de contacto)[:cﬁando_;enemosrla descripcion de un sistema en -

dos espacios fase dis ;deSabemos que la variacién de la accibn 3p

debe ser cero en ambos espacios para que la trayectoria describa real

son minimas donde pi}Q ; rden . iano en -
el espacio S vy Pi!Qii§n§?
segundo espacio S. k

Como exigimos que 6A  sea cero no podemos asegurar que los inte--
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grandos secan iguales, sino decir cue las integrales difieren a lo mis
en una constante aditiva y quizds cn otra multiplicativa. Esta {ltima
ticne que ver con la contracci6n del espacio fase v como nos restrin-
giremos a cambios de coordenadas que no afectan la escala del espacio
fase, el factor serd considerado igual a uno. Entonces las integrales
difieren a lo m&s en una constante aditiva y Iosrint¢§réndos en una -

derivada total, es decir

PiQ; - H =Py come il

-a_F-
TS

Esta suposicién para F no es la finica posible 'y existen otras,-
pero en todas se procede en forma similar para obtener el hamiltonia-

no en el otro sistema, y &ste no depende del caminc seguido para su -
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obtencién,

TRASLACION ESPACIAL.

A continuacidn encontraremos la funcidén F para los casos particuy
lares que nos interesan, demostrando que el paso de un sistema iner--
cial S a uno no inercial S se puede hacer mediante una transforma---
¢idn canbnica.

Cuando S esta acelerado uniformemente con Tespecto a S el cam--
bio de coordenadas esta dado por % = F +i3t?, dohde';;¢S iéface1era--

cién entre ambos sistemas. Si S estuviera rotando en torno.al eje z

de s la transformacién estarfia dada por ¢'“¢f~wﬁgilédao

transformaciones las podemos englobar en una transformacién general -

para las coordenadas de la forma Q; = Q - f;(f’k‘ :

(para simplificar 1la notaciéhififﬁiflfgﬁj‘

Ya hemos obtenido la forma de la transfqrﬁaéién pdréuiés coorde-

nadas, ahora investiguemos la forma de la transfor%éciéﬁ‘hara 165 mo-
mentos. ,"7 ’

Los momentos canbnicos estan definidos por Pi’ 9L donde L es -

el lagrangiano. En esta transformacion puntual el tiempo no se ve al-

terado, entonces el lagrangiano £ en el sistema S se ve relacionado -

con L de la siguiente manera

L(Q

Qe 208) = L(Q+£,,0,+f,,t) = L(Q ,Q4,¢)

or lo tanto 3L = 3L es decir P, = P
p .37):1 a_Q.i ’ ’ i ‘ i 7
el espacio momental no se ve alterado y finalmente. la transformacibn-

del espacio fase esta dada por : :
9 =9 - f TR
‘ (1.6)

P, = P

i i



La funcién F = Pi(Qi'fi) —éipi cumple con las condiciones ----
(1.2) v (1.3) por lo tanto la transformacidn dada por (1.5) y (1.6)
generada por F es canbnica y el hamiltoniano en S se encuentra median

te (1.4) y es de la forma siguiente

son:

Al observar (1.8) notamos QQeJnQVgpar§¢eﬁ las~11§mé§asngerzas—-

ficticias y que en (1.9) aparece. un términofcineﬁéticpfgﬁpﬂés el res-
ponsable de que la descripcién del‘movimientovséa;diétinia.,El térmi-
no adicional Pifi en (1.7) se'puédé:intefpreéét éoﬁo“ﬁﬁéjehergia ci-
nética adicional en el sistemé'ndriﬁeféfﬁl;éﬁhéfdgﬁéﬁﬁé¥é'del'tiempo-
si Ei es distinta de cero. ;’ i

TRASLACION DEL ESPACIO FASE.’

Si estuvi€ramos en un elevador cayéndb con una aceleracifn cons-
tante —-g y observiramos el movimiento de alguna particula, al medir-
el momento cinético my, de ella a lo largo del eje z obtendriamos -
por resultado Pz=1>z - mgt donde P, es la.componente del momento en -
la direccidn del eje z de la particula de masa m en un sistema iner--
cial. De aqui notamos que en la transformacidn canénica correspondien
te a la traslacidn espacial los momentos canbnicos y cinéticos no --

coinciden en el sistema no inercial. La transformacién que correspon-
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deria al cambio de coordenadas en la mecinica newtoniana cs

s
I
(]
I
2]

(1.10)

(1.11}

que puede ser generada por la func16n F = Qi(Pi+mf ) - Pifi - Piéi"

por lo tanto tdmb1én la transformac16n del espacio fase dada por ----

(1.10) y (1.11) es can6n1ca»y el ham11tonlano desdes est dado por

- £ P

H o= n(ai+fi.Pi,+,mfi) ¥ mfiQi e

En esta ocasibn, el hamiltoniano posee términos adicionales de-
energia cinética y un potencial no inercial. En la ecuacién (1.13) -~
aparece el término conocido como '"fuerzas ficticias'". Si el hamilto--
niano inercial H es de la forma H = P2+V(Qi) en la ecuacidén (1.14) -
no apareceri finalmente —fi como térnr\nino adicional, pues al desarro--
llar el producto ( Pi +mfi)2 apareceri otro término éi que lo anula.

TRASLACION MOMENTAL.
De lo visto anteriormente surge una.pregunta (podrd ser una ----
transformacién canfnica la traslaciﬁp:del_espaéiowmomental. dada por-

1.15) y (1.16)7

2, =9, ©(1.15)

P, =P, - mf, (1.16)



Si construimos la funcién b - Qi(Vi+mfi) - éipi , ésta genera-
a la transformacibén canénica dada por (1.15) y (1.16) que es precisa-
mente una traslacidn en el espacio momental, E1 hamiltoniano cn ¢l --
sistema S se veria en este caso en la forma

Ho= H(Q ., Py J-”“,Ei)~+ m'f‘iqi B | (1.17)

dando lugar a las sigdiéhféé_ecugciones de'mbyimientof
| Poa oo e gy

o, =om Coaas

En esta ocasi6én también en el hamiltoniano aparecen términos de-
energia cinética y potenciales no inerciales. En las ecuaciones de mo
vimiento aparecen términos correspondientes a las fuerzas ficticias -

en (1.18) y cuando el hamiltoniano en el sistema 8 es.de la forma

2
co

H= P2+ v(Q,) entonces en (1.19) aparece tambi€n un término cineméti-
m e e T e

Q = P, + £ .
i 2mi i P :
como vemos en este caso tenemos términos‘adicionales. er.ambas ecuacig

nes de movimiento.




TRANSFORMACIONES UNITARIAS PARA SISTEMAS NO INERCIALES

En mecédnica clésica podemos descrxbxr el mov1m1ento de un-cuer

po desde distintos sistemas de referenC1a y.las d15t1nta ‘“gérip-f
ciones estan relacionadas por transformac1ones can6n1cas '
invariantes la forma de las ecuaciones de Hamllton :
En mecflnica cudntica existen también un con;unto de transforma
ciones, llamadas unitarias, que dejan 1nvar1antes‘1a-1nt¢rpretac16n
fisica de la teorfa. Como en este caso se trabaja sbﬁfé un-espacio
de Hilbert, ahora la transformacién es un operadorAU‘que actﬁa so--
bre los operadores A y las funciones ¥ en el espacio de Hilbert, -
transformandolos en operadores y funciones en ei espécio S de la si

guiente forma

A=unau! Y x = by

Este operador unitario es lineal y cumple con U~ ! = U .

Como el hamiltoniano es un operador, tambi&n sufrird una modi-
ficacibén en la transformaci6én y para nuestros fines necesitamos sa-
ber cual es la forma que tendrd en el espacio S.

En el esquema de Schrddinger la ecuacién de movimento ¢ de evo

lucifén temporal esta dada por

ih3 w(r,t) = 8 y(r,t) (2.1)
‘é—t B

donde 1a notacién es la convencioOnal, ¢(r,t) es la amp11tud de pro
babilidad, fi es el operador hamiltoniano.

Si aplicamos la transformacién unitaria U a-(2.1) tenemos

ih U3 y(F,8) = u(fu(E, o)
3t



i ula_(Urtuw(r, ©))] = Ui Up (g, b)
E
Sustituyendo x(?,t) = Uy (¥,t), tenemos

ihoula _(Utx(r,e)}] = Ax(%,t)
at
ih U(BUY) x(E,6) + ih 3 x (3, €

iha xlr,t) = (R-imudut ) x(Ee)
3t EI3 R
por lo tanto la forma que adquiere el generadOr‘de'traslacioﬂes‘in-

finitesimales en el tiempo, el hamiltoniano, es ==

i

R = ufiu-! - muau- 2.2y

De esta forma obtenemos una ecuacién de transformacidn para el
hamiltoniano andloga al caso clédsico, ver (1.1).

Ahora s6lo debemos obtener la forma explicita del operador U -
para los casos particulares que nos interesan: traslacién espacial,
traslaci6n momental y la traslacibn simultinea espacial y momental.

TRASLACION ESPACIAL

Queremos que la transformaci6bn unitaria U corresponda a la --
transformacién canénica asociada a una traslacién espacial, es de--
cir, que cuando tengamos una funcién W(Qi)la funcién transformada -
sea de la forma W(Qi+fi) donde fi s6lo depende del tiempe.

Podemos desarrollar W(Q.+f.) en serie de Taylor y obtener

¥(Q.) + £,3 ¥(Q) + T/a(£,8 )TY(Q) +...
i iBQ i 361 . i
1+ £.3 + /;(fg_)zf,;;;] Y0
13g, iw,
exp(£,3 )‘P(Q) ) T
a i . T S ',’
SO¥(Qu+Ey) = exp(LE.P) ¥(Q))

‘P”(Q,._+fi)

]

Notemos gue la serie s6lo tiene el mismo tipo de convergencia



que la seriec para la exponencial, por lo tanto para cualquier fi fi
nita a un tiempo dado hemos encontrado el operador U = exp((fiﬁi/h)
que pudiera ser el operador unitario correspondiente a la traslacioén

espacial. Vecamos como act@a este operador U sobre los operadores

ud, U vy = exp(Lf i/h) Qi‘exp( Lf ﬁi/h) W(Qi
= explity i/h) 8 \v(oi fi) ‘
entonces 61*Qi+fi igual que en,elranalqgu c1asi¢o.i}

- ,
Ahora para el operador Py tenemos

B, U (Q,) = exp(LE B /M) {-lh%_] exp({‘i By

= =(h3 W(Qi)
561

ya que [U,ﬁil = 0 , entonces 51451?ﬁQEVéﬁ
Por lo anterior la transformacién
la traslacién espacial es U.

El hamiltoniano que actGs en S:lo:odb

A= fl+e,Py - £,

En esta ocasi6n, igualminte que_gn;§i3ca
término de energfia cinética extra.- )
TRASLACION MOMENTAL ‘ L Y
Por simplicidad construireﬁos'brfﬁérd:ialirahgfdrhaﬁién que -
cambia el espacio momental, .es dec1r, buscaremos un operador que -
cambie ﬁi por ﬁi+m£i. Por analogia sospechamos que es V-exp( Lﬁiiqi)

veamos que efecto produce este operador sobre Pi.



VPV e (Q.) = VP exp(-dmi o M (0)
= -4 et 3 £ 3 Y N ol + ‘—‘v:: MY m e [ .
LhV.cXp((mini/h. iﬁ.(pi) ‘%Li‘“*(‘m‘i‘i' Yi(Q))
"1
oy & .
= (Pi + mfi) k(Qi)
~ o . ~ ~
x is = 46
entonces P,- Pi+mfi . Ademfis como Iv,Qi! 0 tenemos Q,~4, , por lo

tanto el operador V causa sobre el espacio S-el efecto deseado.
Ahora al sustituir en (2.2) obtenemos el hamiltoniano que ac--

tGa sobre el espacio § , e

= H(Qi,P +m£ ) + mfiQi

2 un potencial fiticio de 1gual formamquere“,ﬁ 

TRASLACION ESPACIAL Y MOMENTAL, . :

Finalmente, s6lo nos resta encohtrar fa‘tf&hgformacidn_uhita--
ria correspondiente a la transformaci6n can6nicgbasoéiada a la tras-
lacidn del espacio fase. Parece 16gico pensar que puede ser obteni -
da al aplicar sucesivamente las transformaciones uyv .VPero pri--
mero hay que encontrar el conmutador para ver 15 importancia .que --
tiene el orden de la aplicaci6n de las transformacionesg,?

Primeramente calculemos el operador UV

UVW(Qi) U exp(meiQi/h) W(Qi)

exp(- Lnf (Qi+fi)}V(Qi+f )

ahora el operador VU
VUY(Qi) = VW(Qi+fi) .
= exp(-imf 0,/M) Y(QFE)
entonces [U,vl & 0 de donde vemos qdé el orden si es importante y

ademis reconocemos que el efecto esperado 1o obtenemos con el ope--
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rador W =VU | pero debemox mostrar que W es unitariv v realiza --
los cambiosdeseados en los operudorcs%i ybi.
Como WW' = vuu'v = vv’
wwWw' =], W es unitario
Si aplicamos Wa 131 obtenemos:

WP, W f V}JPViU .,V,

~= 0" tenemos

este es el efecto ba ora para 0

{  tenemos

Por lo tantoW es un operador unitario que transforma las ---
coordenadas de manera anfloga a la transformaci6n'éah6ni¢d dada - -
por (1.10) y (1.11). El hamiltoniano asociado a esta transforma---

cibn es

Ho« B(P 4mE , B+ - £,P, - mE 4, (2.5)

en donde al igual que en el caso clésico, tenemos términos adicio-

nales relativos a la energia cinética y a un potencial no inerciel
Hasta aqui tenemos las tres transformaciones unitarias co---

rrespondientes a las tres transformaciones canénicas asociadas a -

un cambio de sistema de referencia. Las formas de los hamiltonia--"

nos dados por (2.3) y (2.4) son idénticas a sus correspondientes

clésicas; pero el Gltimo hamiltoniano (2.5) difiere de (1.12) en

un término, aunque en este caso son equivalentes pues fi = at?/2.

Esta diferencia se debe a la forma del operador W , escogido como

11



una sucesién de transformaciones y no como una sola transformacién.

PROPAGADOR DE UN PAQUETE DE ONDAS.

En esta perte desarrollaremos 1la herramienta necesaria para -
relacionar la descripcién de la evaluacién temporal de un paquete
de ondas desde dos distintos sistemas de referencia S y S'pértene-
cientes a dos espacios; herramienta que ‘es de gran utilidd33 éomo -
se verid en los ejemplos. ) BRI o |

Cualquier paquete de ondas»w(E,gf51¢¥podémég~expteSaruen térmi

nos de un conjunto completo de soluciones- p(?}t)rde la ecuacién de

de71é'siguiéntg‘fbfmaf

Schridinger debidamente nofmaljiédd;
v(E,0=f cip) ¥gE,b) dp

donde p es la magnitud fisicaJQﬁe;gﬁiﬁﬁéﬁagaflas soliéibnés y los --

coeficientes estan dados por
cp) = J ¥EGE.0 @4 @t 2
que al sustituir en (2.5) theﬁémds{‘ ‘

vEe = ]:w;ﬁ,’g: Y(E,t).

donde : f‘i' e e TR
K(F,¢,8,2) = 0(t-2) ;y;(s,x) v, (E.8)

a*p (2. 9).

De (2.8) podemos cbtener la funcién'w(g,tida,partirAde
su estado a un tiempo inicial ¢ para algln tiempo.posterior.
En la etuacién‘(Z.QJ se introdujo la funcién escalbn {O(t-t)}

para garantizar que sélo obtendremos la funcién

12



¢{r,t) para instantes posteriores a t . Al operador
K(;,t,s,t) se le conoce con ¢l nombre de propagador.

Como el operndor K t1ene definzdo su argumento- en dos es
pacio debemos aplicarle 1a transformacxén unitaria correspon

diente a cada espacio, es decir

(2.10)

Esquema de Heisenberg
Toda la herramienta anterior ha s1do desarrollada en el
esquema de Schrédinger. Una pregunta 1ngenua seria ‘PodemOS

desarrollar esta herramienta en: el esquema de He;senberg’

Antes de intentar responder "pregunta recordemos

que el esquema de Hclsenberg esté deflnldo como aquel donde los

estados no dependen del tlempo. Esto es;"el esquema de He1sen

berg corresponde a situarse en unbélstema de referenc1a pri-

vilegiado, donde los estados hdfevoluc;ongni_en general ‘este

sistema seria no inercial.

De acuerdo con esta obséri?
teriormente carece de senfiﬂb;w
de sistema dependiente del;tiémg
berg implica, de hecho, abandonérlé;*es7detif;;ihpl&té'dejar

el sistema privilegiado donde losrcstados no dependen del

13



tiempo.

La pregunta que tendlia sentido y serfa factible contes

tar es (Cémo podriamos calcular el valor esperado para algln
operador en el sxstema no 1nerc1al desde el esquema de Heisen

berg?

Para contestar esta pregunga neces1tamo: construlr el

inercial.

el sistema inercial, .al calcular el op

A=W 4'w

donde W es el operador un1t
momental y asf{ el valor 1la sistema

inercial es

CAY = (YIW AWl 0 5

' por

en esta (ltima ecuaciéﬁ'héhds)Usédolla_nqtaciérfdéfpi;g
ser 1o mas conveniente. Ahora es ffcil obtener A, a partir de
A usando el operador T = exp(~{Ht/h), gsfde '

Apg =T A T*

y entonces el valor esperado de A 19vﬁbdeﬁos‘ ;1éﬁ1hr eh“e1

esquema de Heisenberg usando Ar de 1

(A = vl aglvy

14



donde l¥y) es ¢l estado cn el esquema de lleisenberg.

En la siguiente seccidn se desarrollan algunos eJemplos
Y se utilizaré el esquema de Schrddxnger que nos perm1te si-
tuarnos en é1 y efectuar los camb:os de 51stema de. referencia

sin abandonarlo.

15



EFECTO ZEEMAN NORMAL

En meclnica clisica cuando tenemos una particula cargada movien
dose en una 6rbita limitada en una regxén f1nita del espacio en don
de act@Ga un campo central, la adicién de un pequeﬂo campo magnético
uniforme produce un movimiento adicional de prece516n superpuesto al
movimiento no perturbadode la particula ca:gada, E;;g‘gflrmacxon se
conoce como el teorema de Larmor, el i '

En mecénica cuidntica se tiene un prbbleﬁgréddiyaiénte al ante--
rior cuando se introduce un ftomo en una regi6n'de1‘espacio donde ac
tia un pequefic campo magnético. 7 o

En este ejemplo analizaremos el cambio en el espectro del elec-
trén en el dtomo de hidrégeno, sin considerar su espin, cuando se ve

perturbado por un pequefio campo magnético un1forme.,"

El hamiltoniano para este problema es

fi=1 (P+eR)? - e “‘(3..1>‘ 
Zm. c TET ‘

donde mo y e son la masa y la carga del-electrbn respectivamente, A-
es el operador asociado al potencial vectorial magnético, P el opera
dor momento y l?l la distancia relativa entre protén y electrén., Co-
mo estamos suponiendo A uniforme tenemos que & = ﬁii, donde B = B 2

es el campo magnético externo. Estas condiciones ngs sitGan en la -
norma de Coulomb donde V+R = 3. Ademfis como suponemos que el campo -
magnético es pequefio resulta que A2< A y es posible despreciar el -
término cuadritico de A. k

De esta forma (3.1) se ve simplificada y la podemos escribir co

16



fi= B3+ enl, ~ e (3.2)
M. ZMec r

donde ﬁz es cl operador correspondientc a la componente 2z del momen-
to angular. De aquf podemos obtener inmediatamente la ecuacibn de -
Schrddinger del problema como:

“h?7? = {ue - a2 e SR
GRT TEPETE I vEn sy v O

donde we = _R ;. . R
Znc Lo

Al observar la estructura de (3.2) }Tébmﬁafa;iaiébﬁ ios distin-
tos hamiltonianos desde sistemaé no inéfcialeéhénteriofmente encon--
trados, notamos que con una trasformacién de la forma ¢' = ¢ + £(t) ,
Py = Py= L, obtendrfamos una simplificacién de (3.3). Por consiguien
te, en este caso podemos utilizar la transformacifn unitaria dada -
por el operador U = exp({fL;) donde f = u.B t y obtener de esta for-

R R :
ma la ecuaci6n de SchBdinger para un sistema que rota con una veloci
dad angular constante w = u.B alrededor del ejeyz.lge_écuerdo con es

1
to y segGn (2.3) tenemos

(2h2 v2- e2 } ox(F,t)om= &h
e

La ecuacibn (3.4) es precisamenté 1

hidr6geno sin perturbacidn alguna, es de llpasarnos a un sistema

que rota con una velocidad angular w no: perc1bimos el campo magnéti-
co externo. La solucién para la ecuacié6n (3r4) es ya conocida y la -

podemos escribir como

Xpume (Fr£) = &, (£) vz <e,~¢)‘]expc-¢.%,‘lt) 3.

donde & (r)es la funcién radlal~paraf 1- &tomo de hidrégeno, yz 'CHY)
son los arm6nicos esféricos y'E; es 1a energfa correspondiente al -

estado enésimo del electrén

17



Una vez que ya tenemos la solucién x obtenemos ¥ usando U7 co-

mo Vo pm (Tot) = exp (~{uoBt La/M) %ypy (E08)

= ﬁn(r) V2(8,¢—U0Bt/h) exp (-4E,t/h)

pero V£(e $) = P (cose) e ¢" dbndé P?(x) son los polinomios aso--
ciados de Legendre,‘entonces, V?(ﬂ @-ueBt/ﬁ)‘= V?(8,¢) exp (~L{ueBtm/h)

y finalmente 1la soluc16n de (3 3) es

L (E;f)jfﬁqg(:nyz(é,¢) exp(—§(En+mu,n)g1 (3.6)

De aqui podémijcaléulérfla frecuencia‘ de la radiacibn emitida
espontfneamente por un étémOjdé[hidrdggno:cn'un,pequeﬁo campo mag- -

nético como:

W = we + peB Am ,‘ DA T e g g)
5 e T L

donde w. es la frecuencia d
Pero sabemos que par

por lo tanto (3.7) se ve como.

W = wo + (_§) uaB7’fl“

Este resultado también se puede obtener -a part1r de las propie-
dades de conmutacibn entre fy Lz ‘l Aunque el camino desarrollado
aqui hace una prediccidn ad1c10na1 En-el 51stema no 1nerc1al no se
ve el desdoblamiento, esta af1rmac16n ‘puede ser dlficll,de ver1f1~-
car experimentalmente, pués es'complicado poner un ;istema a rotar

centrado en el nGcleco de cada &tomo a la vez.
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UNA PARTICULA EN UN CAMPO UNIFORME

En 1la mayoria de los textos de fisica elemental, al
hablar de fuerzas, se resuelve como un ejemplo el proble-
ma de una particula bajo 1a accién de una fuerza constan-
te, en particular del tipo F=mg siendo m 1a masa de la
particula y g la constante de gravedad de la regifn, ya

que clisicamente este ejemplo es fAcil de resolver.

Este problema se simplifica més si cambiamos de sis-
tema de referencia y describimes el movimiento desde un
sistema no inercial que se mueva con una aceleracién g

con respectoa uno inercial.

De esta forma se observa el tipo de movimiento més

sencillo, velocidad constante, para la partficula.

En mecénica cufntica este problema ya no es tan sim-
ple de resolver. En esta seccifén lo trataremos de dos
maneras distintas, primero desde un sistema inercial y

posteriormente desde un sistema acelerado.

El hamiltoniano cufntico para este problema es

f = gi - mgf (c.1)
2m

entonces la ecuacibn de Schrdinger independiente del -

tiempo correspondiente a este hamiltoniano es

32  Y(x) + 2m (E+mgx) (x) =0 (c.2)
= B (Fimexd
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donde Y (x,t) = ¥ (x) exp(-LEt/h}

serfa la solucién para la ecuacién de Schrddinger completa,

Para Tesolver (c.2) podemos pasar.

vlaffebresenta;i6n

momental en donde tenemos = - :

—P2Q(P) + 4{hmg d R(P) + E R(P) =
2m ar S

e integrando obtenemos como soluc16ﬁ é‘}é,f§

Qp(P) = C exp{- <& (_P’- EP)}

mg 6m 7 :

normalizamos de acuerdo al parametro E de la siguiente for

ma
/ né(p’)ns\(p)dp = §{E-E')

El parfmetro E es la energia y es continuo, en este
problema no existe condicién alguna para la cuantizacién

de E. De esta forma la constante de normalizacién es

C = (/Znhmg ¥

Ahora solo falta obtener la transformada de Fourier

de Q. para tener la solucién de (c 2)

Yo (x) = 1 f exp( - £ (P’ - P(E-mgx)) 4P

E 2uhivmg * hmg 6m

Yo (x) = _a f-exp{i( u~ yu)} du (5.5)
E 2Zn/mg . " 3 Lo

donde y = a{x+ E) , a = {2m? ¥ u= - é
ms (29} 7 TRt
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ia funciéﬁ A"Y)é !:?xpfﬁ(g - uy)} dy.

es conoc1da como funC16n de Axry y no puede ser expresada
en términos de funcxones elementales,'aunque existe una
expresibn para ella en: térmlnos de func1one5'Bcssel de

orden un tercio J+(x) dada por

fw'z' {J* (%zi')+ J+ (*}z'i) z>o
S (e, 5a)
Afz) = 3 % e
Yz {I+'(iz )+ {+ (iz 1z

donde I (x) = (2)9~g§1£*y{f;ii

Para describir la evolucién temporal de cualquierpar

ticula en este problema,nOS—seré,de utilidad construir el
propagador de paquetes de onda en el tiempo AK(k:t;x,t)

De la ecuacibén (2. 9) lo obtenemos como:

K(X,t,x,2) = { f Ve (x,t) wEu x.) dE" s

= { a2 fexp(;E ) av
2n) “mg "7
‘exp(~Et) [ exp (u’ , 0(t-2)
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con y =af{ x+ _E )
mg

K(x,t; X, t) { a2 f
R (2n$zmg Rt

jexp(-iﬁa[m
foxet-tootp

§(u + mg(t-2)
o

utilizando la § para integrar sobre
Kix,t,x,t)= { a f-exp(-iléﬁid’ m‘(t4£)x;uxu + mg(t-2) u?})
o7 PO T fe

exp (-4[ u( t-2 52 ;1‘" (£=2)) du) - 0 (t-t
xp ( 15119_( 1?2 _j_(“ﬁﬁ( )3 1) du} (t=2)

[ 3

=

a 0(t-£)expl {(mgx(t-2)) - 1{mg(t-£)
2 *p{ {(mg. (_a )3
[e

[ -4 ulmg (t—-2)+u( xa-xa+m?g? (¢~£¢§)] du
ha ﬁ i o

si completamos el cuadrado en u podemos integrar y obtenemos

Kix,t,x,8) = / m O(t-1) expl L m(x-x) 2}
Janh L (e=%) F 2(e=2y

expié(gg(x-x)(t-t) - mg?(t=-2)*)1 (c.6)
2 21 ,

Con este Gltimo resultado podemos describir el movimien
to de cualquier paguete de ondas dentro de este campo unifor

me*,

*Una discusibn sobre el paquete de minima didpersidn en este campo apare
ce en el Libno "Problems in Quantum Mechamu, F. Conatantinescu.
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Ahora trataremos de 1esolver este problema desde un sis

tema con aceleracién -g para ésto utlllzaremos la trans-

formacidn un1tar1a dada por i

W= exp'('-imﬁﬁ,) "exp(ﬁ.iss'if?)r

_h2 .32
m 3x?

'i’(x,t)

2 o¥(x) = E ¥(x)

h?a?

2m  dx : ‘

(b &+ g £2) T(t) = B Tit]
d 2

donde o= mg? . Al observar (c. 10) vemos que al 1gual que

en el

neal obteniendo una particulajllb;" 5 cio-

nario.

La solucién del tipo de'particula librglparar(cuiOJ
es ' ‘
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¥Y(x) = A  expl(Ll E X) + B exp(~;§£) (c.12)

donde © =v§nE oy A y B son constantes que dependen de las
condiciones 1n1ciales. Para (c 11) 1a soluC16n se obtie-
ne también 1nmediatamente al separar varlables e 1ntegrur

T(2) esta dada por"

T(t) = expl-s (E:"- o-'t",:)f}"'f o
P R

Por lo tanto la soluc16n para”(c'9)'e

-inmercial

”dsi,og‘

tema inercial y con esta nueva base construir‘el propagadon

Esta filtima manera de resolver el problema es lafga y te~
diosa, por lo tanto no se hard aqui, por el contrarlo la
primera es sencilla, pues ya es conocido ei propagédor’pg
ra una particula libre. De esta forma se observa cémo;en
'algunos casos el célculo del propagador se puede oﬁtéﬁef

con base en el propagador de particula libre.

Obtendremos entonces el propagador a partir de (c.14)
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Gix,t,x, L) = f ‘}’;(X,t)‘i'p(x,t) dp

= exp{~-Lo(ti-22)} i expft(x-x) - {E(t~2)} @

con E = .P
2m i
esta Gltima integral es prec

tfcula libre, entonces

Z(nm(xs“"

G(x,t,x,2) = / o ' é:?b‘f
R ST(EED

V2nih (E=2)
y finalmente el propagador en el si

G(x,t,x,8) = Wy G Wy

=/ m exp{-< (mg (xt-xt)-m|x~ t’?£4 22 ’#oft’-t’) }

T TEET & 3 3 g )
t—

= m exp{{(m{x=x) %+ mg(x+x) (t=-£) --g(t-2t)?})

Yand (t=1) R 27e=%) 24 ’

Como vemos es mAs sencillo calcular de esta forma el

propagador.
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BARRERA DE POTENCIAL INFINITA MOVIENDOSE CON ACELERACION
'CONSTANTE

En esta seccién se describirf el movimien

partfcula sometida a una barrera de poten

que se mueve con una aceleracibn céps;gn;

Antes de resolver el problema de
ta cuéntico analicémoslo clésicamente,

nos con el problema.

Para atacar el problema consideréﬁosfia col1516n en-
tre dos particulas, con masas m y M y veloc1dades V. y \'4
respectivamente, supongamos ademis M muy grande para tener
de esta manera un caso anfilogo al del choque entre una -
particula y una pared, donde sélo ésta (ltima esta acele-
rada y su velocidad obedece a la relacibén dada por V = at

En el choque se conserva el momento, es decir

mv + MV = mv' + MV' (1)
donde v' y V' son las velocidades de las particulas después
del choque., Bajo la hipbtesis de choque,elés;ico:ténemos

la relacién
v-V=y -v'

equivalente a la conservacién de la energfa cinética: com

binando (1) y (2) tenemos BRI s

v' = (m-M)v + 2MV G (3)
m+M
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Al tomar el limite cuando M-+= tenemos

v = 2V - v

En este caso V'

po t: la velocidad con que sale rebotada la particulaves
v'(t)) = 2at; - v 8 Sl By

Al calcular la energfa de la’ particula para

tante posterior al choque vemos  que ha aumentado en- forma

cuadrfitica en el tiempo ti por 1o que la energia no se -

conserva. Construyendo el hamxlton;ano para la particula
también es posible darse cuenta que su energia no- se con—

serva.

o wsatiz
H=P2 + Vi(x,t), con V(x,t) = ¢ = 0. €8)
en otro . .caso
En la ecuacién (6) tenemos el hamiltonian
particula con momenio P . Una vez que la parti ido

rebotada por la pared, después de un intef?aiéide;:;eypq 

la partfcula es nuevamente alcanzada por la pared y enton-

ces sus energia vuelve a incrementarse.

Otra forma de visualizar este fendémeno se obtiene si-
tuindonos en la pared y observando el movimiento de 1la par
Voo 17 tfcula., Desde esta perspec

tiva se aprecian los suce-

sivos alcances de forma si-

x milar a como se veria'el -
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rebote de una pelota desde ¢l piso, por consiguiente ob-
servariamos trayectorias finitas de la particula, es decir,
estaria inmersa en un campo uniforme interrumpido por la

pared, ver fig.

Con base en lo anterior en el caso cuéhtiCO‘espér”‘

una cuantizacién de alg@n pardmetro en el s1stema no_

cial, debido al hecho de tener un conflnamlento._”i;if

Para resolver este problema en mecfinica cuintica nos
situamos en un sistema que se mueve con la barrera de po-
tencial, utilizando la transformacibén dada por el operador

unitario W = exp(-4matf/h) exp(iat?B/2n) . .

Al utilizar esta transformacién tendremos una ecua-

cién de Schrodinger dada por

i-n2 3% + v(x+at?,t) + max} Y(x,%) ={{hd_+ ma’t?)} ¥(x,£) (7)
2m 3x° T L4 2

donde U
0 x>0 "

V(K"‘a‘tz,t) = L
z- ©  en otro caso

Por lo tanto obtenemos una ecuacién para la region

x>0 dada por

{- 82 32 4+ max ) ¥(x,4) = { ot 4h3 )} ¥(x,8)  (8)
2m Jx? ) 2 -3t
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y para la regibn x>0 , ¥(x,2) = 0 , con 0 = ma®, en el -
sistema no inercial.

la ecuacién de Schr8dinger en el sistema ihctcialysg
ria dificil de resolver, en cambio la ecuacibn (8) ‘se pue
de resolver por métodos usados comunmente. Allpiiii?ar

el método de separacién de variables obtenemos

a2 ¥(x) + 2m’a [E_-x | ¥(x) =0 - (9)
x? |1 ma et :
A4 T() + 4 (E-ot?) T(4) =0 — (10)

a< 1y 3 :

Estas ecuaciones son familiares para nosotros, .apa-
recieron de forma similar en el ejemplo anterior y la“so-
lucién puede répidamente obtenerse a partir de (c.5) y -

(c.13), dando como resultado

Sy

T(2) = expl-4 ( Et - gt")]
K 6

¥(x) = 0(y(x)) = _a [ expli(u’tuy)} du (12)
m/ma T 3 T

donde y = &4(E_ - x) Y a = (2m’a )% . Pero a la ecuacibn
(12) 1le debeggé agregar la condicién de frontera y@) =0,
condicibn que obliga a ¢(aE) = 0, es decir, oE debe ser
una raiz de la funcibn denfiry. Con esto tegikos una cuan
tizacién del pardmetro E y los valores permitidos para E

son aquellos que cumplan con

Yz { J+(iz§) + q&(iz§) } =0 , con z= aE

ma

29



Entonces existe una‘autofuncién para cada valor en
que etiquetaremos por el nimero de la raiz de 1la f#ﬁciGn de
Airy que las origina. Una solucibn a la ecuac16n (8),es-
ta dada por '
¥ (x,2) = o  exp{~i{(E t-ma®t*)}f exp{i{(u’-ua(x-E })ldu
nee 2n/ma K" 3 -= 3 ma
(13)
A continuacibn verificaremos que las ¥, son ortonor
males,
=~ . 2 . e . 3 -
v ¥ dx = _a® exp{-4{(E ~E )£}[f exp{i{udua(x-En}} du
!‘ nom I ma Forom .J' 3 ma

J exp{~i(vi~va({x-Ey)) ]l dv dx
== 3 ma

- a? exp{-i(En—Em)t)[-exp{ig;+ua§nl}
T ima 13 == ma

f.exp{-i(v’+va§m)}J-exp{-iax(u~v))dx dv du
k) ma

= a expi{~ i(E"-Em)t}[-exp{i(u’+ua§n)}
i - 3 ma

Zmma
[-exp{-i(v’+va§m)} §(u-v)  dv du
b k) ma

= o exp{-{ (E,-Ep)t} -exp{igg(E -En)}  au
T_nma ' n m ! - =y n m

exp{-ﬁ(En—Em)t} 88, En
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Finalmente

- .
J_¥n ¥mdx = 8pp

Por lo tanto las Y, son ortonormales;y~
sar cualquier paquete de ondas como un@rcombinaqyé
de estas ¥, . ’

Estc problema estarfa resuelto si tuvieramos el pro-
pagador temporal de paquetes de onda, pero esto es analf-

ticamente complicado como se puede apreciar de (14)

Kix,t,x,2) = _a? i exp{-L(E (t~2)-0(t®=2£%))}
In‘ma ° F( " € )

I exp {4 (u'~ua(x=-E,)) }du ]- exp{-£ (v -va(x-Ep) ) }dv
== k) ma == 3 ma
Este problema de c&lculo se presenta en el sistema no
inercial, donde el fendmeno es mAs sencillo de describir,
en el sistema inercial la dificultad es mayor. Pero existe
otro camino equivalente por el cual podemos concluir algn
hecho importante para la evolucibn temporal de los paqueées

de onda.

Primero encontraremos la funcién solucibén a la ecuacibn

de Schr8dinger en el sistema inercial (15)

{-h? 3% + V(x,t)) ¥(x,t) = £{h3 W(x,t) (15X5k~
Zm ax2 3t ' N

al utilizar la transformacién inversa dada por W* -sobre:

la vy, , obtenemos
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4 - 2 1 ? N 4
vLo0ne) = WY (x4 = expigmat(x-at®)¥ (x-at’ t); x>at

h

0 en otro caso

Vx,t)=/) o exp{-L (Ent+ct3—maxt)} A(zEuy-X% +at?) x>at
27 vma h [ ma

0 en otro caso

Para poder visualizar la estructura de estas funcio-
nes observece las figuras

i‘u)

desplazan en el eje x con una aceleracibn a, es decir; se

mueven junto con la barrera de potencial.

descrita por
(Edpy = {- V(X t) ﬁ@ﬁjx}tw
por la ecuacibn de Sch?ﬁ

(Bn= [ ekt
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(1 o= Lh [ oets, €} A(aB,-x+at?)
sl ma

{(=4iE, ~{ot?+{max)x (x,t) A(aE,-x+at?)
H—ﬂ h——z— FI- iﬁn _.7 +

+Lat x(x,t) A'{aE, -x+at®)} dx
: ma 2

donde x(x,t) = _o expl-i (Ept + gt’- maxt )}
' T ‘ -3 n ot

y A'(z) = 4_ Al(z)
dz

debido 2 la ortonormalidad de las Y, tenemos

2
(B}, = Ept+ ot’- ma [ x(A(aE, -x+at’)])" ax «+
3 Z

" ‘1‘ ma ,
+ hat [ A(GE -x+at?) A'(oE,~x+at?) dax -
= ma 7 ma ‘

pero la primera jntegral es el valor medio de ¢, que’es un
nlimerc real dado por x,{t) = x, - g%z donde xp ¢5 61xva-
lor medio de la funcién de Airy entre su raiz enésima e in

finito, La segunda integral es cero pues

[Alz) A'(z) dz =1 [ da?= A%| = 0
_._‘\- T mat wtat’
N -

A

por lo tanto el valor esperado para la energia es

= 2‘
(E)n En + ot max, (16)

En términos de esta energia podemos calcular la ener

gila asociada a cualquier paquete de onda dado por

Oplx,t) = 2 Cplt) vuix,t)

pues en este caso la energia sociada al paquete-es
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(B = f olx,t) H &(x,t) dx

= ;lcn(tj 2(E),

= ot? ¥ J|C ('t'k)yl?(n - max,)

Como vemos la energia de cualqu1er paquete de ondas

aumenta en forma cuadrétlca con el t1empo. Esto es fisx~
camente equivalente al caso clésxco donde 1la energia de
una partfcula también aumente en forma cuadrﬁtlca con el

tiempo.



CONCLUSIONES

En este tfabajo sé encontraron tres transformaciones
candénicas distintas relacionadas con un combio de un siste
ma inercial a otro no inerciai; qﬁe Simplifican la solu-
c¢ién de algunos problemas. ngo si buscliramos estricta-
mente la transformacién can6ni¢a que represente el paso
de un sistema inercial: a otro con ace}erac16n unxforme,
como en el caso newtonlano 5610 podriamos aceptar la co-
rrespondiente a la traslaci6n del espacio fase; perorla
independencia entrerlas coordenadas y momentos nos  permi-
te construir las otras transformaciones candnicas que de
alguna forma se pueden atribuir a un cambio a un sistema
de referencia no inercial. Esto Gltimo amplia las posibi-
lidades de simplificacién de las ecuaciones de Hamilton y
afin del mismo hamiltoniano. La primera transformacibn ca-
nénica, traslacién espacial, también puede ser aplicada,
con sentido fisico, en el caso de sistemas que rotan res-
pecto a un sistema inercial a diferencia de las siguientes
dos transformaciones canbnicas que tienen un significado
f{sico solo en el caso de aceleracién unlforme, pues el

momento cinético dela coordenada ¢ se- transforma como

p¢ = p¢ - mr2f que no tlene la forma ut1llzada en la

traslac16n momental ni. en la traslac16n del espac1o fase.

También sec construyeron tres,transformaciones,unita-

rias anflogas a las transformaciones canénicas con 1la pro-
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piedad de que simplifican algunos problemas en mechnica

cuintica no relativista.

Cuando se compararon‘lésﬁﬁamiltonianOS,clésicos y -
cufnticos obtenidos al aplicaf estas transformaciones ve-
mos una equivalencia entre ellos a excepcibén de los hamil
tonianos correspondientes a la traslacibn simultdnea de
momentos y posiciones (espacio fase completo en mecénica
clisica). Esta diferencia radica en el uso del operador
unitario W = exp(imata) exp(—iat’ﬁ) en lugar del opera-

A i
dor W = exp{{ (matQ-at’P) , esta Gltima trasladaria si-
multéneamentl las cogrdenadas y momentos dando un hamilto
niano de igual forma que el dado por (1.12). ;En5caﬁﬁio
el operador usado en el trabajo primero trasiadé;lés,;odz

denadas y posteriormente los momentos.

En los ejemplos se muestran algunas simpi%fﬁcagiones
en la descripcibn de los fenbémenos obtenidos ‘al éscoger
apropiadamente el sistema de referencia y el tipo de trans
formacibén unitaria. Ademis de csta forma es posible in-

terpretar fisicamente cada paso en la solucibén del problema.

En el ejemplo del efecto Zeeman se obtuvo una predic-
cibn interesante: al situarse en el centro de masa de un
Atomo hidrogenoide, con espin total cero, inmerso en un
campo magnético uniforme y rotar con unérvéIQCidéd-angular

%= o B no se observaria el desdoblamiento en el espec-

Mol . -
tro electrbénico, donde B es el campo magnético uniforme.
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No se observaria el efecto Zecman normal. No tenemos no-

ticias de la observacién de este fenémeno.

Con el e;emplc de ‘una“ particula sumerglda en un po-
tencial constante .Se 11ustro como el cambio a un sistema
no inercial. puede proporC1onar un método para simplificar
el célculo del propagador‘de paquetes de ondas para un
problema dado, d'pértir dél-probagador de particula libre.
Esto se debe a que, en general, en el sistema no inercial
es escogido para describir el movimiento de la particula

como particula libre.

En el Gltimo ejemplo de una barrera infinita acele-
rada se ilustra como al situarse en un sistema no iner-
cial se puede resolver un problema con un hamiltoniano
que. depende explicitamente del tiempo en forma no separa-
ble de la coordenada, transformandolc en otro problema
donde la dependencia temporal del hamiltoniano es separa-
ble de las variables espaciales. El resultado que se ob-
tiene en este problema, de que la energia de la particula

aumenta se puede comparar con el resultado obtenido por
Davis*, al hacer incidir un rayo de luz sobre un reflector
perfecto con aceleracién constante aumenta la frecuencia

- de la luz reflejada.

Este trabajo proporciona problemas senc1llos deitrans
formaciones unitarias que pueden ser: utLllzadas como eJem

“plos en un curso de meclncia cufintica no rélativista, en
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lugar del ejemplo comfinmente usado de la transformacién
que liga los esquemas de Schrddinger y de Heisenberg, ope

rador de evolucién temporal..

* Davies, P.C.U. and Futling, S.A. Radiation fxon d,_-‘mow:ng
minrow Ln two dimensional 4dpace- t&me, canﬁonmaz anomaly
Proc. R, Soc. Lond. A. S E
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