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INTRUBUGCCION

—_ La termoluminiscencia (1L) ba sido de los métodos que mayor aplica=
cidn ba tenido cu la dosimetrfa personal debido a las ventajas que ha pre

sentado rempecto u otros métodos de dosimetria,,

Esto ha hecho necesario el optimizur tales dosimetros para ser usades
en distintos intervalos de energia y a distintas dosis, en el caso partacu

lar de doaimetr{a personal, pura bajas doais.

Fl objetivo de este trabajo es el de estaolecer las condicionea adecua
das parn obtener la mejor respuesta en irradiaciones a bajas dosis para un
amplio intervalo de energia, utilizando uno de los Gltimos materinles tormo
luminiacente: dosarrolladus a la fecha, este e3 el sulfato de Calcio activa

do con disprosio (CaSOthw).

Fn el primer capftulo veremos en forma breve los conceptos de dosime-

tria y 1la teor{a del fendmweno Ti.

En el capitulo I1 veremos ¢n forma breve los conceptos de dosimetria -

y la teor{a del fendmeno TL.

Fn el cap{tulo III se descrile el proceso experimental seguido cn el -
desurrollo del trabajo par: lograr nuestro objetivo y en el capitulo IV sc
dan los resul tados y conclusiones del tralajo doude se encontré que la me~
jor respuesta del material se obtiene cuando el tamaiio de particaula se en-

-2 : -0 2
cuentra entre 1,034 X 10 gr/cma y 2.505 % 10 gr/cm’.



CAPITULO I

CUNCEPTOS DE DOSIMETRIA Y FENOMENO TL.



CONCEPTOS DE DUSTMETRIA Y FENOMINO TL.

1.1. Desarrolio histérico de la losimetria

Para presentar un desarrolle de los conceptos y cantidades usados en
dosimetria asi como el papel que ha tenido a lo largo de este desarrollo -
la Comisién Internacional de Unidades ladioléyicas v Medidaa (ICH), pre-

sentaremos un bosquejo hirtérice, asi como desde:el usn que se ha hecho de

la palabra dosimetria.

s evidente que dosimetria es justumente la medicidn de 1a dosis, -
esto es egencialmente correcto, pero el uso de la palabra dosis es muchas
veces entendido como dosis abcorbida sin embargo dosis tiene varios senti-
dos, tomados del hecho de fgue existen distintos tipes de mediciones que se
han definido y utilizado en el estudio del control de los efectns de la ra
diacidn ionizante sobre la materia, de modo que es comin el uso de “dogime=

tria de la radiacidén” para todos estes tipos de mediciones.

La dosimetria surgid de la necesidad que tenian los usuarios de fuen
tes radiactivas de medir o controlar la cantidad de radiacion liberadn pnf
fuentes y/6 miaquinas de rayos X en cierto intervalo de tiempo.

Le este modo en 1928 ICRI' definio una unidad de cantidad de rayos
X 1lemada roentwen, la cual contaba los iones producideos en 1 cms de ai-
re a 0% y 760 mm de Hg; pero no se tenia un sirnificado claro de ello ya

que la cantidad es por si misma un concepto vage, de modo que a esta defi

nicidén siguieron otras mas pura formalizar esta unidad, asi fué como en =



1957 define el roentgen como: "Uh roentgen es la dosis de exposicidn de ra
you X o i‘ tal yue produce en ¥ cm3 de aire a n’c y 760 mm de Hg wun

esu de carga eléctrica de cualquier sigmo".

Por dltimo la definicidén mns reciente de cxposicion que hace ICHU
en 1980 dice:

La exposicidén X, es el cociente del valor absoluto de la carga de
iones de un sipgne d{ producidos en aire cuando todos los eclectrones se-
cundarios liberados por fotones son completamente frenados en un volumen -
de aire con masa dm.

JQ
———
dm

La unidad dada cn el Sistema Internacional de Unidades (SI) es

X = 1.1

S |
Il Roentgen equivale a 1P = 2,58 X 10 (Ky

Es evidente que la unidad definida como exposicidn era inadecuada en
algunos campos, va que ademis de estar limitada a rayes X ¥ Y en aire,
no se puede estimar la energia ahsorbida con e¢lla, de modo que ICEU en
1950 reconociendo la necesidad de tener un concepto v una cantidad apropia
das define el concepto de dosis absorbida deseando con esto determinar la
enerpgia absorbida por materialer irradiados como un paso para la obtencién
de una correlacion cuantitativa entre la radiacidn y los efectos que esta

produce.



As{ en 1953 la definicidu de ICRU es la siguieote:

Dosis absorbida aa.ln cantidad de energfa impsrtida a la materia por
cualquier tipo de radiacidn ionizante por unidad de mass del materisl irra
diado en el lugar de interés.

l.a unidad que se did para dosis absorbidu fue ¢l rad y 1 rad = 10-’)%
(Obseive se que esta unidad estd definida pars cualquier tipo de materialj,

Fn el SI 1la unidad es Joule/ky; y o csto se Le 1llama Gray (ty ).

1 Gy = 100 rad.

1,2 Determinacidn de lu dosis ahsorbida wediante lu exposicion.

. . P —9e
iemos viato que la exposicion esta definida co.. KEZO onee d@. es

la carga producida eun aire por electrones secunlarios i1iberndos por foto-
nes en una masa dm de aire, suponiendo que la energin media necesaria
para producir un par de iones de aire es ha, la eneryfo total impartida

da

por los electrones liberados es Vs g & en térmiuos de esposicidu:
Q. _ Mo 1,2
Wa 88 = ¢ Yo

pYara que csto se cumpla debe existir equilibrio electrénico, ya que
de no ser asi la encrgfa depositada en cierta cantidnd de masa no se ob~
tendria solo de los iones producidos en ecsa misma cuntidud de mnsag enton
ces si existe equilibrio electrénico la energia depositada en una masa dm
en particular serfl dE.f-X%A\'ﬂ , asi la energia por unidad de masa, la -

cual es la dosis absorbida en el aire es:



D;"-X% 1.3

¥sto fue obtenido solo para aire, pero la cnergia absorbida por uni
dad de mase cn varios materiales sujetos al mismo flujo de enexrgia es pro
porcionsl a los coeficientes mdsicos de absorcidn de emerpiu (d’yg ). cor
tanto 1a dosis absorbida pra cualquier material, la podemos expresar en

términos de la energia absorbida en aire como:

W,
Dm = X —é:— /457/9)9. 1.4

Lo enterior suponiendo le existencia de equilibrio electrdnico, lo
cual rara vez existe, pero se tienen cuasi-estandos de equilibrio en 1los
ciales hay cierta astenuncidn de la radiacidn entre el punto donde los e-
lectrones son liberados y el punto donde depositan su energia, esto nos

reo 18

introduce una pequenn correccidn del 0.5% parn emisiones de Co=b0 y =

disminuye conforme lo hace la euncrygia de los fotomes,

lLa cantidad wa s oproximadamente counstante en un amplio intervaloe
de energfaos y su valor es de Wa = 33.7eV; si las unidades pars exposicidn
y dosis absorbida son tomadas respectivameute como roentgen y rad la ecua

cién 1.4 queda como:

— M- — m
— 0.869 = ©.00869 Qy
Do %g/’l"g)l R VAREEY



1.3 Métodos de medicidn de dosis absorbida

Eristen diversos procedimientos pura medir la dosis absorbida, los
cuales se clasifican segin la necesidad de calibrarlos o uvo en campos de

radiacién conocidos; as{ se tienen métodos absolutos y secundarios.

Un dosimetro se considera absoluto si con €1 podemos medir la ener
gia nbsorbida sin necesidad de calibrarlo en un campo de radiacidn cono-
cido cada vez quc se quiera usar cl dos{metro: un dos{metro se considera
secundario cuendo por el contrasrio nccésita calibrarse antes de ser usado.
Entre los métudos nbsolutos se encuentran la ionizacidn en gases y la ca-
lorimetria; la calorimetris es un método fundamental pura la medicidn de
la dosis absorbida basado en el hecho de que la energ{a que absorbe un 1{
nquido & sdlido es tranaformsda en calor, lo que ocasionn una elevacién en
la temperatura que puede medirge directamente, pero esto requiere de apara
tos que la mayoria de¢ las veces son complicados, no disponiblea comexrcial
wente, diffciles de portar, y de operacidn lenta pucs necesita alcanzar -
la estabilidad téruicn antes de usarlo. (ilecientemente se han presentado

33

trebajos de calorinetros bastante simples””.

La ionizacidn en geascs ha sido ampliamentc usade por la gran preci-
sidn con lo cual se pueden realizar mediciones, se basa esencialmente en
la teorfa de covidad utilizando la cantidad de energia media para produ-
cir un par de iones en el gas, cantidad gue pucde calcularse independien~

temente, el equipo asociedo a una camara de ionizacién puede ser simple,



f8cil de portar y existen muchos tipos que spn comerciales, ademds de cu-

10-10

brir un amplio intervalo de dosis absorbidas quc van deade Gy hasta

Los dogimetros secundarios o sea los que ticnen yue ser calibrados
para medir la energia absorbida, juegan un papel importante en la dosime-
trin; dentro de estos tenemos principalmente dosfmetros qu{micos y de es-
tado sélido. Lo dosimetr{a quimica sc basa en el hecho de que cuando se
absorbe la radiacidn ionizante en algunas substancias, estes sufren alte-
raciones qu{micua; asf 1a dosis es determiunsda uediante el cambio qufmico
que se produce. Se han propuesto muchos sistemas de dosimetria quimica,

pero muy pocos son los que han encontrado aplicacidn.

La dosimetr{a de estado sdlido ha sido anpliamente usada, co espe-
cial ¢l método de termoluminiscencia (TL), ya que aunque no es un método

absoluto se pueden efectuar mediciones precisas con ¢él,.

El fendmeno de termoluminiscencia cs aquel en el que al calenter -
cierto tipo de materinles yue han asido previamente irradiados, se obticue
luminiscencia, o sea una emisidn de fotunes en la regidn visible. La lu-
minigscencia se presenta en varios materiales como son cristales inorpgini-
cos, compucstos orgdinicos, materiales bioquimicos y bioldgicos, pero los
que son de mayor interés y prefercncia en desimetria TI. son sdlidos dig
léctricos cristalinos con amplio intervalo de trunsparencia dptica tales

como los compucatos alcalinotérreos y los halogenuros alcalinos,



Aungue el fendmeno TL ain no es conocido o la perfeccidn el funda
wento badsico es cunlitotivamente bien catendido debide & la gran cuntidad
de estudios experimentales por medio de los cuales se ha cowprobado fue —
existe una ygran variedad de defectos estructurules los cuales influyen de
manera uotoria en las propiedades fisicas y quimicas (ue presentan estos -
materiales, cs de este modo como Lhun resaltado los efectos puntuales ya =
que tanto por su forma estructural tan scuncilla asf{ como por los conoci-
mientos que se han obtenido de ellos, los han liecho factibles de asocior—
los al estudio del fendmeno,

IEntre los defectos puntuales los del tipo Schottky y Frenkel 1 to
man gran importancia para las consideraciones cualitativas en la luminis-~
cencia as{ como tombién es importante considerar impurezas, cs decir dto-
mos extraiios o la red cristalina (que generalmente sen introducidos arti-
ficialmente en 1la red) yue pudieran provocar altersciones en ella, el cual
cs precisamente el caso del sulfato de calcio activado con disprosio su~
Jjeto de estudio en este trabajo; la importancia de considerar las impure~
zas radica en el hecho de afectar eléctricamente y de modo local el lugar
que estas ocupan en la red cristalina y asi contribuir en ygran parte al

comportumiento del materianl durante y después de la irrudiacién.

Tales alteracioncs eléctricus traen consecuencias y se han tratado
de explicar de esta forma: cuando un sglido cristalino estd cxpuesto & la

radiacidn, se le proporciona deierminada energia, de la cual la nayor par



te me disipn térmicamente en el cristal y lu restante se absorbe causando
excitacidn de electrones en los Gltimos niveles utomicos provocande gue -
estos electirones pasen a 1a bauda de conduccion dende quedan viajando li-
bremente, pe:o no solo los electrones contribuyervn sine que también 1los
iones positivos que quedan de cada excitacidn clectrénics y son comunmen-

te llanados "agujeros" ,

In el visje aleatorio que sufren estos portodores de carga existen

2 caminos que pucden seguir que soni

1.~ Al moverse por la red cristalina pueden encontrarse ua electrén y un
agujero de modo que se recombinen entre ai emitiendo el exceso de energia
por medio de un fotdn.

2,~ Algunos otros realizen su recorrido de tal smuerte que en un momento
dado al encontrarse en las vecindades de un defecto puntual § impureza, -
sufren una interanccidn coulombians y quedan atrapados en un estado metaes
table en el cual permancceran un tiempo indeterminado el cual dependerd -

de la energfa por medio de 1a cual esté ligado el ién a ese estado.

F1l suponer que log portadores de carga quedan atrapados en los de=-
fectos o en las impurezas implica tener al cristal en un estado de excita
cién con respecto a su estado de enerpgia anterior a la irradiacién. Un =
86lido cristalino nue se cncuentre en estas circunatancias, quedard en es
ypera de que por medio de alpin proceso fisico se le ayude a regresar a su

estado base de emergia.
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Por cualquier mecanismo de desexcitacidn que esto pueda efectuarse,
traera como consecuencia algunas veces que el exceso de energfn sea emiti
do por medio de fotones, dc este modo ai la {recuencia de tales fotones -

cae en el espectro visible, se tendrd el fendmeno de luminisceociu,

Los meconismos por los cuales se logra lu desexcitacidn reciben nom
bres particulares segin sea el proceso que utilicen pora ceder energfa al
cristul y conseguir la liberacidn de los portadores de carga atrapados,
Entonces si la energia se suministra por medio de frecuencia dptica el -
fendmeno ca llamado radiofotoluminiscencia (L) y si cs proporcionada -

por medios térmicos se conoce como termoluminiscencia (TL) .

En termoluminiscencia ha sido ampliamente utilizada, ya yuc sungue
los dosfmetros de ‘estado sdlido no se puerden clasificar como absulutos,
resultan de gran utilidad para efecturar mediciones precisas por métodos

indirectos, ademds de satisfacer ampliamcnte 138 requisitos é criterios

o
operacionales aplicables a un dosimetro”.

Fare poder meleccionar un dosimetro y estublecer un medio comparati
vo entre los difercutes métodos de medicidn de la desis absorbida se esta

blecieron los siguientes criterios:

l.- Intervalo de dosis.

j.ae aplicaciones de 1a radiacidn abarecan fendmenos que implicnﬁ te-
ner un intervalo de dosis bastante amplio desde dosis muy bujns'(1078Uy)
hasta niveles altos (10_50y), la termoluminiscencia abarca todo cste in-

2
tervalo™,
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2.~ ltapidez de dnsis.

Cuando se involucran fendmenos biolégicos (dosimetr{a perasonal, ra-
dioterapin, etc.) 21 concepto de dosis absorbida por unidad de tiempo es
de gren importancia para seleccionar un dosimetro, ya que se debe comocuer
la dependencia de este dosimetro respecio a la rapidez de la dosis para =
poder saber nsi la dosis real absorbida. Nucvamente el TLD es un dosf
metro gque cubre un amplio intervalo de rapidez de dosisQ. de 10-5 Gy
haata 108 tiy/seg. o
3.- Tamofc y facilidad de ubicacidn.

L1 tamafio del dosf{metro as{ como la facilidad de ubicacién del mismo
son de gran ayuda cuando se requiere que se midan dosis cn lugares de di-
ficil acceso y/4 mediciones sin perturbar significativamente el campo de

radiacidn.

Aquf los dosfmetros de estado sélido y en particular los TLD toman
ventaja sobre los Jdemds ya que estos pueden ser de mselo unos cuantos mmj.
4,~ Almaccenamiento de informocidn.

El almacenar informacidn, as{ como el medir la dosis integrada de
varias exposiciones es de gran importancia en dosimetria; la mayoria de
los materisles TL tienen estas caracteristicas, perdiendo solo un bajo
porzentaje de la informacidn nlmacenada en largos periodos de tiempo.

5.— TCquivalencin del dosimetro con el medio.
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Es obvio que 8l el matexial que se esta irradiando es distiuto al -
del dosimetro estos absorberdn dosis diferentes de modo gue ¢s necesario
que el dosimetro tenga un nimero atémico efectivo cercano al nimero atd-
wmico efectivo del medio y ademis buscar tener equivalencia de dosis dos{-
metro-medio, lo cunl se he hecho con la teorf{a de estado sdlido como e¢s ~
el caso en este trabajo para cl Cusuh:Uy.
6.~ Tipo y cmcryfa de radiacidn.

Es de gran importencia ol sclecciouar un dosimetro suber si su r&spneg
ta se ve o no afectada por el tipo y energia de la radiscidn a la cusl es
td expuesto.

In los detectores 171L esta dependencin se puede obtener y este pun

to es uno de los ohjetivos para el sulfato de calcio en particular.

En gencral los métodos de estado sdlido sc ajustan a los criterios
anteriores presentando ventajas respecto o los otros nétodos de dosimetria

puesto que cuentan con las cavacter{sticas siguentea:

l.- Cubren un amplio intervalo de dosis.

2,- Se puede hacer la dosimetrias aproximadamente puntual,

3.~ Algunos muteriales son casi equivalentes al aire y al tejido.

4= No necesitan empagues ecspeciales.

Se= lietieuen la informacidén durante mucho tiempo.

6.~ La lectura de la informacién es sencilla debido a no ncceé;tur co="

nexiones dosimetro-equipo
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7.~ Son casi independientes de la rapidez de dosis.
B.~ Son sensibles a cualquier tipo de radiacidn.
9.~ Sec pueden usar variaos veces, son baratos, ademis de poderse preparar

en un laboratorio,



CAPITULO 11

CAVIOAL APLICALA A TL.

THGILA DE L




2.1 ticneralidades

La medicidn de la dJoxis absorblidu en un®

introduciendo en el medin un dispositiveacusinle

o

sélido (medio) ¥ un c-tudo raseosso”(cavithia), =c¢ipueds

tos tipus de interfuses, donde ¢n estos cusos’ tu encryin ‘impartida
vidad e obtiene por medio de emisioucs lumine:as, 'rescciouc

ixisten varios modelos subre la teorin de’ la cavidud Jos ciales diseutire=

wos brevemente a continuacidu.

2,2 Modelos tedricos.

1

Teoria de dragp-tiray

la primera teoria para csludidr

radiactivu, en un medio. fue wronuezta
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se establecia equilibrio electrdnico* introduciendo en &l una pequeila cavi
dad llena de gas, y mostré que esta cavidad no wodificaba el nimero, enerx
gia y direccidn de 1lu fluencia** de electrones gue cruzaban la cnvidudk,
en otras palabras, la retrodisper:iou de ests fluenciu de electrones den
tro de la cavidad podr{a no ser tomada en cuents, si la cavidad era lo su
ficientemenie pequefia de mode que los electrones al cruzarla perdieran so
lo unu pequefia cantidad de su energia,

e ests forma si ol wmedio ns{ cowo a la cavidad la cruzan la misma
fluencia de electrones, la razén de energia perdida por unidad de masa en
los dos waterialea, serd igunl 2 la razdn de poderes misicos de frenado
{esto se ve claramente de lo definicidn de poder misico de fremado),

$i la energin absorbida por unidod de masa de lo cavidad es Jhé/e,
doude J e8 la carga por unidad de masa que resulta de la ionizacidn pro
ducida por los electrones y ¥, es la energf{s requerida para producir un

. 2 ’
por de iones, la dosis absorbida cn el medio sera:

JW
_ <D De=Smo T& 2.1

aguf = Razén de poderes misicos de frenado.
RSY:
9

¥n esta teoriu se asumid que ls cavidsd no pertuba 1. fluencia de e

*1.} equilibrio clectrdnico en un material se alcanza cusndo le fluencia
’ k3 : - s

de purt{culus después de viajur un espesor determinado en un material se

mantiene costante.

*> Fluencia de particulas fué definida por ICKLU  en 1980 como dN/da don
de U\ es ¢l nfmero de parifculas incidente sobre unn esfera com seccidn =
transversal da. Fs por esto que utilizaremos fluencia en substitucidn de
la palabra flujo que era usada comunmente.



17

lectrones en el maverial, que cxistb“eﬁuiiibribielectréhico en cste flujo,

que la ionizacidn e¢n la cavidad eside yue 'log electrones pierden

encrpgia en forma continua y que’ s de frenado ex indepen—

diente de la euergia; esto'ﬁif{ 0 y dentro de spus 1imites -

experimentules de error.

.
leoria de Laurence.

tn tanto yue Grny;bhpu,o.quc r unu:cghstuﬁfé,indépeqdiente de la

velocidad de los electrones, Lnurqhde:cn,19375 climing pbﬁa'restriccién tan

to tedrica como experimental, 'townado en cuenta este liecho. 'Fara lograrlo
basé su teoria en prowediar la razén de poderes de frenado ~§ sobre todo -

el especiro de enerpgias producido en el medio.

Las teorios Je Laurence y Gruy predicen que la ionizacidén produciua -

por giramo de gas es independiente de la presi6n,

ieoris de Speuncer-ittix.
Ln tanto las untericres teorf{as asumian yue los elecirones perdian enoxr
rd . . -~ - N .6 e .

«ia en forma continua, L. V. Spencer y F. il. attix  en 1953, consideraron
tue los electrones podian tener grandes pérdidas de energfa en forma discre
ta o sea generando electrones sccundarios, teniendo un limite de tronsferen
cia de energin A, abanjo del cual la energfa es disipada en la cavidad, o -
sea, yue los electrones con energia mayor oue A podrdn escapar de la cavi-

dod, disipando su cnergia fuera de ella; esto reduce la energia absorbida -
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en la cavidad, lo cual requiere una modificacidn para la razén de poderes

masicos de fremado.

Spencer y Attix sugirieron que esta razon de poderes de frenudo po-

dia ser colculada tomando em cnentn solo colisiones en las cuales la pér-~

dida de euerg{m fuera mener que A donde A esia encrgia suficiente parn

que an electrén viaje una distancia del tamaiio de la eavidad, esta teor{n

nos indica cntonces, que la ionizacidn por unidad de masa de la cavidad -

es funcidn de la masa de la cavidad y por tanto la rnzén de poderes misi~

cos de frenado seri distinta para distintas cowbinaciones medio-cavidad,

Las prucbas

nejor el fendmeno

Teor{a de Burlin

Lo teoria de

aes de los fotones

experimentales revelarou que eata teoria represcotaba -

6
que la anterior de Brapg-tiray .

Spencer-Attix tomaba en cucnta también yue las interaccig

con la cavidad eran despreciables cuando la cavidad es

lo suficientemente pequeiin, pero no consideraba cuando el taiuno de la. cavi

dad sc incrementa de modo que estus interaccioaes comiencen a ser segnifica

tivas, y la dosis

dio ('a""/f )m/(u"‘ /g}c, de modo - v-uiésndj'o éi’"thm i

crementado, el coeficiente que nos determina-la:dos

absorbida en la cavidad empiezn a ser proporcional:




gradualmente de fmg a (My Jm/( A"‘/f Ye, fGurlin obtiecne este resultado -
7

en 19667 en su teor{a general de l1a covidud en la que trata de abarcar cual
quier tomaiio de cavidad. durlfn aplica un factor de nonderucidn 'df:cl'cunl
es factor de Smg y (1=-d) como factor de (‘&Tg )m/(‘“ﬁ?}c, donde *d  puede

variar con valores de¢ 1 a O.conforme la cavidad wumenta de tamano: cs un

factor que este relucionudo con la atennacidn de les elcctrones en:ila:cavi-

dad.

Teoria de isearsley.

la teoria propuesta por

discutir los resultuados experimentales

tores, ya que toma en cuecuta el ‘efecto de ret

secundarios en las fronterans de la cavidad

lLa perturbucidén mis importante-que
la dispersion que sufren los electroncs
te fendmeno determina cesi porcol

usfa tento de la que entra en la’cavidad

” ’ . : : ks
cer esto mas explicito consider
irradiade por una ufluencia 'qlide

en el medio w se moverdn inicialmente reccion aae 1o afluen

. . ) PIN 3
cia de radincion electromagnetica; ‘pero
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trones produce uno gue se moverit en rentido opucsto.: :Ls claro. que de momen

tosolo la afluencia de electromes uuc sc.mudyc: lu'm a@n;difq §16n de 1la

rqdiacién.primnria entra a la cavidad.

Si el material de la cavidad es de tdmmibf al slconce de los

region de equilibrio electré-

electrones secundarios, existird cutoncer unpy
nico debido a las interacciones de los rayoes X:6-¥ con lu- covidad mismn v
parte de esta afluencin de electrones podri sor reflejado en la frontera de

la cavidad haciao la cavidad miswuu,

For dltimo lu rudiacidén primariu tumbién produce elcctroues. accunda-
rios en la parte derccha del medio w, los cuiles también tiencn una :compo-
nente cue se¢ mueve (por retrodispersidn) lucia la cavidad 'y entrardn en ells

contribuyendo wsi a la cantidud de electrones sccundarios dentro de lu cavi

cer ignorada, lo cual zerfa eyuivalente n’deci

dad nn perturba el flujo de electrohds}i:d«h.i id

rura comenzar el undlisis supongmimos que:
estd dividido por un plane . como se ve en lu
zadincidu en w se produce una aluencia (P ae dentra ‘de

medio; llamemos o u la componente de clectrones secundarios-producides: a
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lu izquierdas de 3 que cruzan 35y U u 1o cantidud:d
rios producidns a Ja derccha de Sy que la cruzuh; en

1la afluencia debido a 1  serd: e s
Qe B4+ brbY 4 bbb ..

(n) - R . e
doude los b ) son los coeficientes de retrodispersion para el "(n.= 1) orden

de retrodispersidém en 3. Le lo misman forma la contribucign debida ' B

esd

Qo= B(L+b+bb+ bhlga--.. )

S

-nl ‘E
v Y

()
‘e
o)

Vigura 2.1

3i se supone cue los coeficicntes de retrodispersidn paura I’ y B tienen

el mismo valor en todes los drdemes tenemos que la afluencia total a través



de .5 el cué] ‘L;s 1a suns de "Pp Bas Lth-rﬁ:
R Y48 o :
Qe+ %=U= T35 R

1oes 1 interfase de un vedio no homogdunes comn s¢ mucstra

1a alluencia cue crnza a5 debido o 1o parte w er2

RREUIE Y (SRS SHREIE U S,

Yo b, Fe L
¥ B = \- b ow T -dow e

donde Iy es ¢l factor de vetradigpersidn de la partr Ly by esoel facior

de retrodisnersidn del &

Y la sfluenciu con ol gue contribuye o

Qo= B. (L bbb, rockl +Wbh +--.0) o

Be— bwbc
=P \Qb = I-bcbw N \-b bw

|4
.
“.

11 anterior andlisis o ¢l puntn de partida para el marde Lo prapoesta’ «

Por hcursleyv.

Contribucinn u la

veone




w C Y ' wy
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D &
L g < e ]
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> < —_—
¢ - -
a i
b Be
3
¥ig. 2.2 T “Fige 943

$i la dimensién g de la cavidad de uproxima a cero el factor de re-
trodispersién W de la cavidad tiende n cero, lévcuui', indace o peusar que

este factor serd funcidon del tamniio ' de la cavidad y tiende a satisfacer

las condiciones sipguientes

1.~ Lo b649) _ p

g—woo

2= lopt L(3) = O

990

Una posible forma parn la fancidn seria 7"5 .
bc(g) = br_ (.{ - ) 2.9
donde o€ ¢s una constante moyor gue cero. -

- &1 la cavidad es suficientemente pequeiba, tendremos que tomar la con-
tribucidén de una retrodispersidn miltiple en laus fronteras; iambién, ya gue

bgg)—oo cuando oVl 1la afluencia que entra a la cavidad por la izquierda

» bc(_w el factor de retrodispersién definido para un medio semi-infinito.



cién), la aflucncia que entra o la cavidad por la ivwuierda serd:’

s EJ ~Pr FW -9 b“, —P(g‘*) Fw =299 _& H -9)‘ . '.‘7 g
V= —_— Feiesn, U
spﬁ;— - b(.bme t \-bcwe t=bclow + VB v=bdo ;

..
Aqui

P es un cocficicnte de atenuacidn cn la cavidad, £ es lu distun

cia desde La pared izquierda dve la cavidad.

bw

£l coeficiente de rotrodispersién miliiple 'T‘;;, rcprcscntd lu con

tribucidn de lu nfluencia ue oermunncv e la ﬂuvxdud ul chocur ckn lns in-

terfases. (Véase apendice 1),

11 priwer términe de la*uu{é:iﬁu
nes secundarios gue entran a lu‘éniidﬁd
primere quec alcanza la fromtera 4§ 1
te huciw la cavided, el ccrcer,ié;mi
trones después de viajar 2 voéés; con losfﬂfL
minos de orden Wuyor. L

La ecuacidn 2.1U se puedn

1X).
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Noak=i —\-(\-bc\w\) e
(\-blw) - b €*° 2.1

=Fu (9
iara la alfuenciu que cntra a la cavided vor lo izquierdu tenemos:
Bw "9(5"; 3»0 é% ‘ow -p

Q= o T e b

Y sumundo de forwoa *—.luulul & 1a auterior

bm\k

Yu rque los valores para Iw y 2w no se pueden obtener directamente, -

2,12

los reemplazaresios por valores para I'/U y U/¢ donde U es la olfuencia de e-
quilibrio en un material homoyzénco; estos cocientes han sido reportados por

futreix y ue rnnrdq .

Para colcular la sfluencia de equilibrie U’ vcmprskqlije:v
— /(6}/ «
Dm = Kn = ‘P( (4 - si
lm z bosis en el medio
um = Kerma producido en el medio

k4

(“479.‘-‘ Coeficiente mdsico de absorcidn

1]

.ifluencia de encrpin debiva o la rndiz;cié prima:

U = .fluencia de 2quilibrio

d%g! pistribucién de la cuergin diferencial de los electrones nomalizuda,

0 sea que: f Z db

AE— = toder misico de frenndo en el medio.

gax
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intonces: <
MAX éSES \
W(’”‘)ﬂf\) o(%% sém & =»

W (%),
[~I:= ——————t e cou lo eaual
{¥%
STC N
Fw.: —\—)— <S/g\>w\ 2.14
_ b WL »
Bw= "O <<;>§j7w\ Heln

Contribucidn debidn n ln cavidad.

1 anidlisis parn lo cavidud ¢s muy similar; pero debemos tomar encuch
16 de =
expe-

= . s * V B - e
rienctus de la atenuaecion de lu:raaiacion
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para que ses funcidn del tamaiio de la cavidad; la componente de esta afluen
cia que se mueve a la derecha dentro de la cavidad serd:

- - < \\=-C - \au: =PK
Ge= E(1- em) P(s -)I- bu¥c(1-€ 2'8,” e

1-bcbeo \- h&bu}

2,16

bo® (- €Y 1p bw] P‘*‘*’
\— bbw <Ei \ bl .

Sumande la seric obtencmos:
-
‘Pﬁ‘: = (\ - ‘3> bw }xz(”"lc) 2,17

Le la niswa manera para le componente yue se mueve a la izquicrdu den-

tro de la cavidad tenemos:
-6(3-¥)
- ~ ¥4 ~e8 bw
\Db._=Br.(\~€“) = b \'VJ (1-€ )—ub e e

bl B AT e
Lo cual se reduce a:
96;c==.£3C-(;- Géﬁﬂé)déuJ }\l(UQIQ) ; ~‘2f1?

5i el nmedio que rodea a lu cavidad fuera del mismo material yue:ésta,"
se tendria que la afluencia en cualquier punte de la cavidad, seriu:eli-flu= -

jo de equilibrio en cste materiul; estu seria en cl cuso de yue esta condi~
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cién de frontera fuera debida solo u “1a ntenuucion y espcaor parn alcanzar

¢l equilibrio eclectrdnico de los clectron ‘an embarno, 8 -

tomamos en cucnta la retrodlspcrslon dupt;gﬂq;i‘aéiéfiqibdc lu cevidad. (us
to lo visuslizamos al observar el eféétbydé;isé'gﬁ;édes dci moterial que ro
deu s la cavidaud como una perturhacién do} caso hdmogéneo, haciendo un and-
lisis idénticn que para e; caso no:hdmégéhco Qn tihtndo). I'ntonces la a-
fluencia en cualquier punto dcniro Aé 1a ;uvidud serd igual a la afluencia
de eyuilibrio dentro de la cuvidud, mos lo afluencia esperada cuando ¢l me-
terial que rodea a la cuavidad es distinto del material de esta, menos la o=
fluencia csperada si el materiul que rodea o la cavidad fuern el mismo de -
la cavidud. la expresion matemdtica de la afluecncio (X)w c ea:

w<s) 1B (-¢ )\o NS (x-é"%)mmq] _
‘U% ‘j&_l‘("‘) + % L6 « ( \— e“")b,_)\ (0 +

-%‘-: (s- é%) be \.(‘-JC)] . 2.0

. . N N
SR ST AaHS FUNL B SR ST R k& YN LU
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Pey="Y 2?;‘ 1 +0-€"9 T (b W09 b\ Lo9) —

B 269+ 0-6%) B W9 -b ) ) -Be | (¢ >]

'g}%& Uw 3\( ) "’ Lw,c)] 2.21

Con esto se obtiene la alluencia de electroties cn cualquier punto de =
la cavidad. 35i el espectro de electrones secundurios po cumbia spreciuble-
mente por la introduccidn de la cavidud tenemos que la funcidon de distribu-

cidén de dosis en lu cavidad serd:
—_ S
20= % %

Cou lo cual el poder de frenudo rfectlvo gueda como:

_ J—f Ve dx - .
B V) o

A partir de este resultudo trustarcaus de vhtencr evelusciones tedricas

[
.

(2]
[

para los resul tados experimentales.



CAFPITULU.. 11X

TESARNULLO  EXPIWIMENTAL.
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3.1 Material snalizado SR

Ll material analizado en el cxperimentQ'Iué’Sdlfato de calcio activado
con disprosio (Casiy:iy). ELste se utilizGred Ebr@uidé,bolvo con distintos -
tamalios de grano que van desde 40 jm hasta 300 ﬁm.. ESté'mntcrinl gse preparsd
en lu Gerencia de .iplicaciones a la Inhenxerxn e Industrxu del ININ de acuer

o} 2
uo o egtudios previos realizados en este 1nst1tuto } v 11’ 12 s

las caracte=
risticas termoluwiniscentes de este tipo de mnterxal hean sido estudiados an-

teriormente .

3.2 Instrumentacién

La irradiacidn de Lol Ly sc hizo con rayos X de encrg{a de 10 keV y
en un eyuipo Fhilips CT50 propiedad del Instituto M\ucional de Cunceroiogin Y
con ruyos ¥ de Co-60 de una fuente sellada de 1.11 X 1010 Bg en el ININ.
Los dosis que se aplicaron al material fueron entre 0,20 Gy hasta 1 h}. (is

eovidos asi porque ese es el intervalo de dosimetrin persouul)

Las coracteristicas del equipo de rayos X mencicnade son las siguien-

ies

a) Control de alto volthc para ubovcntod.‘o4el cual ademns'c

filtros de alwninio para dur calldnd al haz de ncuordo a ln encrv{q:réQueri-

da,
b) Cronometro para irradiar un tiempo determinado.

¢} idspositivo de disparo del huz ajustado al cronfmetro,



ut
[ ]

.

Ll equipo de rayos X fuc cn11hrado para conocer lu doaia exacta que se

dié ol material. Tn el procedxmxento de cnlxhrhcil‘ sc‘utilxzo unu'tuente -

de Sr-90, una cdmara de ionizacidn Plh 1711U purn rudiuclon blnnda, un dosx—

metro FTh=luplex con cronometro PTh-TcJ que nos da: unn' roporcxon oxucta en

tre un nimero de intervalos* y la dosis usocxadn. E

En nuestro ci.so, se ajusté para el tiempo en que ‘se. llennn 2 inférvalos

de lectura; los ciales en una anterior ‘calibracidn raullzadu ol 18 de marzo
de 1977 se obtuvicron en un tiempo de 50,2 sep. Ll aqu{e parb.conbcer el -~

tiempo actual en los que se llenan los I intervalos e obtiene mediante 1la

(Re-t)3mz
t=t.e : 3.L

en donde t = tienpo de lectura del equipo

. v
relacion

{tg = ti) = intervalo de tiempo entre la dltima cdiibfﬁdién'h 161Ié§hukde

célculo

X. = vidé media curucterfsticnvdclld’

*Cada 1ntervulo conszstc en' 1 i tegrado ‘por el -
equipo dasde 0 hasta un cierto ni ol :




vl
i

niscente modelo 2000 A/12 de "The larshaw Chemical Co." ‘Late equipo tiene la

flexibilidad necesaria para estudios tesmoluminis ﬁt#s‘euigghgral. aunque

“Constn de dos

corriente y un teriopur,

2.~ sistema de acoplamiente dptico, dﬁynbﬂfuhéidnes consisten en aislar tér
micamente a lua plancheta del tubo fotbmuliiplicudor, servir como condensador
ptico baciendo gque la muyor parte. de la luz emitida en el culentumiento del
moterial termoluminiscente llegue al fotomultiplicador, y disminuir la con—

tribucidn de las s:hales espdrcus especialmente la radiacidn infrarroja.

3.= Tubo fotomultiplicadory el cual produce una corriente eléctrica propor—

cionasl @ la intensidad y enerpgia de luz que recibe.

4,- 1luecnte regulada de alto voltaje, la cual permite seleccionar éllvoltnje
Sptimo de operacidu.
r1 médulo 2000 3 estd constituido fundaventalmente de las siguientes -~

componentes:
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l.- Amplificador de pulsos, con una ganancia predeterminada especificada

por el fabricante ¥ que el usuario soclamente puede seleccionar enm un fac—

tor de multiplicacién X1 6 X10,

2.~ Convertidor logar{:mico acoplado a un circuito selector de escala que
manticone la sefial entre 2 drdenes de magnitud del medidor y que tiene aco-
plamiento a una seiial visnal que indica el intervalo en que se encuentra.

3.~ Integrador de corriente que acumula el totsl de la sefial emitida du-

rante todo o parte del calentamicnto de la muestra termoluminiscente. Es

te se eancuentra acoplado a un sistema electrdnico con salida visual de ti

po digital,

4,~- Sistema de control que logra la simultancidad o secuencia de los even
tos regulando el calentamiento de la plancheta dentro de l{mites de tempe

ratura elegidos con una veloeidad de calentamiento determinada,

3.3 Procedimiento

La disposicidén del equipe para efectuar las irrodiaciones con rayos

X se presenta en la siguiente fig.



Fige 3.la., VUVisposicidn del equipo de raoyos
X para irradiacido de lay wuestras

Fig. 3.l1b. Twtalle de la irradiacidn con el
tubo de rayos X

35
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El tiempo para llenar los 2 intervalos fué de 59.6 seg. Iliecho esto
se ajustd el dos{metro a este tiempo para lograr los 2 intervalos previa—
mente elegidos, de este modo, la dosis se puede calcular mediante la siw

guiente relacién

D:%'E‘Ka‘g). 3.2(16)

donde L = nimero de intervalos a los cuales se realiza la lectura de -
tienmpo
t = tiempo de lectura
Fr = factor de retrodispersidn

Ke = factor de dependencia de la energia (caracter{stica de la ca-

mara
f, = factor de stcouacién de la cémara para cada energia.
El valor Ke es proporcionado por el manual del equipo y tiene un valor de
réentgen -
9.3 Tntervelo (este valor es el mismo para el intervalo de energ{a en
que se trabajd).
rara la abtencién del walor factor de atenuacién y del factor de re—

trodispersidn fue necesarioc obtener la caps hemirreductora. (Con aluminio

de una pureza del 995).

ILsto se efectud colocando la cimara de ionizacién en un fantoma de madera y
colocando el tubo de rayos X a 4 cm de ella, en estn forma se hacen irradip
ciones para cada una de las energ{as usadas, siempre comple:ando los 2 inter
valos elegidos en el dosimetro, e interponiendo hojas de aluminio (el espesor

de cada hoja es de 25 um). Esto se hace hasta lograr una intensidad igunal a
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la mited de la intensidad iuicial del haz de rayes X. .La lectura considera-

da es el promedio cec 10 lecturas.

feniendo el vilor de las capas henirreductorss para cada cnergia los va
lores fr y f, se obtiicnen de las tublas adjuntas xl manual de la cdmara de

. . Iy
10017Zacion,.

los valorecs obtenidos son:

Lnergia - fr o
keV : ot

10

30

la relacidn entre tiempo y dosis: abaarbida que se-utilizanies:

Inmergia Lpsis
keV (" /min) :
. 10 20,603
30 42,600

Con ravyos Y el procedimiento fué el siguiente.

La disposicion del dispositive para cfectusr la irradincién se muestra

en la figura 3.2,



3
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El tamailo promedio de grano de las muestras que se usaron se dan en

la tabla 3.1
INTERVALO PROMEDIO TAMARO DE GRANO
en um en um en gr/cm2
x &40 40 1.76 x 107>
40< X <60 50 3.6 X 107
60 X £74 67 5.26 X 1072
76 <X <100 87 8,15 X 107
100<X €120 110 1.032 X 1072
120X 149 134.5 1.284 X 1072
149 <X 177 163 1.595 X 1072
1774.X €190 183.5 1.864 & 1072
1904 X210 200 2,040 x 1072
210 X €250 230 2.505 x 1072
250 ¢X €280 265 3.142 X 1072
2804 x £ 300 287.5 3.362 X 1072
300 4X 300 3.679 X 1072
Tabla 3.1

La manera en la que se obtuvieron las distintas muestras fué tamizan
do el polvo con distintos temaros de tamiz. L1 promedio de cada interva-

lo de tamices se tomé como el tamaiio de la cavidad.
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Cada muestra se irradié con rayos X y }f respectrivamente como lo mues
tran las figuras 3.1 ¥y 3.2 conservando la mismao geometrfa y condiciones de
equipo; en la parte de rayos X el portamuestra se separd de la mesa para
evitar retrodispersidn ya que irradiando como se ve cn la figura se encon
traba una gran variacion en las lecturas debido a la retrodispersién. Eun
lo que concierme a las irradiaciones con Co~60 la distancia a la que se cg
locaron las muestras fué siempre de 21 cm, de este modo, conociendo la a¢

tividad de la pastilla de Co~60 en ese momento se puede calcular la dosis

a 1o que fué sometida.

Forma de lectura de las muestras.

Como para cada muestra el gradiente de temperatura a la hora de calen
tarlas, es distinto por tener distintos tomafios lo gue se hizo fué lo ai-
guiente: primeramente antes de leer cada muestra se mide que tengan todas
la misma masa (14 mgr. por nmuestra) para evitar variaciones em la lecture
por esta causa ya que se obaervd una variacidn hasta de 40% en la masa de
las muestras obtenidas del dosificador del equipo de lectura y pars tomar
la dosias de cada muestra se obtuvo yma curvs de calibracién en cada tama-
fio dado el distinto gradiente de temperatura em cada caso. Las curvas de
calibracién de las graficas 3.1, 3.2 y 3.3 se obtuvieron de promedios de

todas las curvas en cada caso.

De este modo podemos calcular la dosis en la cavidad (Le) y dividir-
1a entre la dosis en el airc (Dw), para calcular la fn° = -%s experinental

Y boder comparar con la o lada por la teoria de Kearsley.
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RESULTADOS
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4.1 Resultados y Conclusion

Los resultados que se obtuvieron ae presentan en las tablas 4.1 & -~
la 4.3.

La evaluacién de 1a fm® en la teorfa de Kearaley sc llevd a cabo de

1a siguiente forma.

Los valores o ,? y )‘ se obtuvieron de Paliwal y Almod17, los va-
lores para poderes de frenmado y coeficientes masicos de sbsorcidn de toma

ron de Evans Hobley DIB; para los coeficicntes de retrodispersion as{ como

9

los valores FL y Bi (i=mc,w) se tomaron de Dutrex y Bernard’,

Se observa de los resultados que el experimento es predicho con gran
aproximacién por la teor{a de E. Kearsley la cual al incrementarse la ener
gi{n de la radiacidén la desviacion teor{a-experimento es menor, sunque es
to puede deberse a que los factores que atendan la radiacidén en el experi
mento mismo son mucho mis faciles de controlar con energfas mis altas, de
manera que estoremos mas cerca de las condiciones teéricas que con energias
pequeilas como son 10 y 30 keV.

Ve esta forma vemos que un intervalo confiable de tamnfio de grano p&
ra el Casuhxny en polvo con el que se trabajo y con\el cual se obaervé que
los resultodos son uniformes y de gran concordancia con la teor{a esta em

-2 2 -2 2
tre 1.034 X 10" “gr/cn” y 2,505 X 10 gr/cem”.

Este experimento nos muestrs ademas que la reciente teoria propuesta
por E. Kearsley predice con pgran aproximacion los valores de la razén de
la dosia absorbida en la cavidad a la dosis en el medio gque la rodea para

interfases tales como Casu, :Dy y aire,



TABLA

4.1~

VALORES

DE

10 KeV,

T‘“‘E”llo(ﬂesﬂg)ﬂANo ":XPER“‘[NTAL TE’:‘HA Eq‘fsésp:?ﬁ::_o"["‘rﬁc
526x 107 0.89 1.0372 4.1 %
815 x 107 0.832 1.0980 15.1 %
1.034x 107 1.092 1.1433 4.5 %
1.284x 107 1.100 1.1940 7.9 %
1.595 x1G° 1417 £.2559 1.0 %
1.864%10° 1153 1.3084 1.8 %
2.04x107 1.223 1.3423 8.5 %
2.505 x 107 1.238 1.4301 13.6 %
31420167 1,277 1.5465% 17.4%
3.362x10° 1.294 1.5858 16.4 %

* EL

ERROR EXPERIMENTAL PARA th FUE OE

10 %
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2 -
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VALORES OBTENIDOS PARA UNA ENERGIA DE IRRADIACION

DE 30 KeVv.

TAMARO DE GRANO| fmt * fn DESVIACION

EN(g /em?) EXPERIMENTAL TEORICA PORCENTUAL
346 x10° 0.929 1.0053 7.5 %
5.26x10° 0.929 1.0425 0.8 %
1.034x107 1.004 11446 12.3 %
1.284x10° 1133 1.1934 5.0 %
1.595x 1072 1.230 1.2530 18 %
1.864x10°2 1.269 1.3036 26 %
2.04x107 1.296 1.3363 3.0%
2505x 107 1.345 1.4209 53 %
3.142x10° 1.416 1.5332 7.6 %
3.679 x10? 1438 1.6247 1.4 %

EL ERROR EXPERIMENTAL PARA th FuE DE 10.2 %
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TABLA

4.3~

FUENTE ©DE COBALTO-60

TAMARO DE GRAND| tm IT1 BESVIATION
En (gr/cnd) EXPERIMENTAL TEORIA PORCENTUAL ENTRE

826 x 107 1118 1.0059 M.t %
8.5 x 107 1.081 0.9972 8.4 %
1.0342 1072 1.038 0.93908 4.5 %
1.284x10°° 0.971 0.9837 "3 %
1.595 x 1077 0.962 0.9754 1.4 %
1.864x 102 0.980 0.9685 1.2 %

z.04x107% 0.943 0.9641 2.2%
2.505x 10" 2 0.916 0.9534 3.9 %
3.362x10 - 0.916 0.9358 2.1 %
3.679x10° 0.902 0.930) 3.0%

EL ERROR EXPERIMENTAL FUE DE 9.6 %
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APENDICE I

.. . ., Fw . helw
. ‘ n, >
Ya que en la eccuacion 2.0 el termino T-hehe (T=bchv)

.
aflueticiu de electrones M%m estard dada por la sumn de todas les retrodis

entonces la

. ~px
persioues en lu cavidad a tenuadas exponencialmente por ¢l factor &

lomeinos una interfase cavidad medio
() c W

R
b

Aora en esta interfuse la afluencie que llega o ella sufrird retrodis
persiones mil tiples como se ve en la figura, o sea que la afluencia que pa~

sa del medio w & la cavidad estard dods por

e 3
p = o [y bt b2 w e |
sumando

o b ]
AF, = Thbw L1 bebw

de aqui que sea ¢l coeficiente de retrodispersidn miltiple yue nos

bw
1-behw
representa la contribucisn de la afluencia que queda en la cavidad al pasar

las iuterfases,



APFLLLEICTH 11

Tomemos lu s.yuiente serle:

Pl ¥
™+ "‘Eﬁ,e”e i ~ (\-\.&\)‘je e -\'(\ Obou emep(r\ .....
—.m —n(s x)

sox zps o b p(s )
=€ ‘\'(4-b=\w Ao {- be\)" (x—bgb«-

’—'—Q(t“"(«-b&-é '—J+ém) bﬂ€+(4btb§e+ ]

z ( an -anpy épa_x) Z(ﬁv“ém’)”

n=o

11 primer tdmino de esta wltima suma queda

e*i <‘,M3“e:'» z (W,J ()" =

> 7 (o € = e ————a—éﬂ
(1-bcou"

—_ ( ( - b‘\’w)z é‘,‘
(-ba)- % €7




1 -2

L1 segundo narte de la suma me reduce o H

& M ) "
ép(”")g;(\_\:bjn \é{m )p_a:_ éo('ﬂz \—b,ku)(i b&\ﬁ 1509

p(9-¥) _”({

~-bw bc_

\- Yk\lﬂ 63

=0

Ya que csta suma es igual o la anteriov obteneaos vue:

) 1,( bo ), Gl S T R
© Sl TR € = o (Y e

Vel (1-bbf €™ 6 lou €7 (1-bibu)
= (o) | (1o -bd €277 (-bdof? — 2, €97

Y sumindo Jos dos resultados egumas a la sumu total ue by sorie e

[if 34

=bdnf € +(«-hb-)b e
(-bbf -\, @2
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