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INTRODUCCION 

El prop5sito de este trabajo es obtener fonnas analíticas de 

la funci6n de correlaci6n total, tonando corro base tres nodelos de 

potencial intenrolecular para fluidos simples (gases o líquidos), 

rnisrros que pueden interpretarse CO!lO una aproxirnaci6n de la fun­

ci6n directa de correlaci6n. 

Explorarenos un rretodo paralelo al de iteraci6n· que se uti­

liza para resolver ecuaciones transformadas, con el objeto de re­

presentar analíticamente las funciones de correlaci6n y analizar -

algunos aspectos con relaci6n a los polos de sus transfonro.das de 

Fourier, así cono el CCITp:Jrtamiento de la función r.:idial de distr~ 

buci6n, la cual tiene inp::Jrtancia porque estti. relacionada directa­

rrente con las funciones te.rm:xlin.funicas. 

E.s decir, los rrodelos de potencial intenrolecular serán ade­

cuados en la rredida en que las funciones radiales de distribución 

que se obtengan a partir de ellos tengan un corrqx:irtarniento que se 

ajuste a los resultacbs ~irrentales. 

la secuencia del. contenido se presenta en la forna que se in 

dica a continuación. 

En los dos prirreros capítulos se proporciona la infonnaci6n 

de car~cter general que se utilizará para desarroll.ar el tena. que 

nos ocupa. 
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En el Capítulo I, despu2s de dar una inforrraci6n general so­

bre la forrra de la funci6n gerll'.!rica de distribuci6n, en particular 

se hará referencia a la forrra y a los resultados experirrentales -

del com¡:ortarniento de la funci6n radial de distribuci6n, la cual -

tiene inportancia especial por estar directarrente relacionada con 

funciones term:xlinárnicas corro energía, presi6n y potencial químico. 

También se rrencionarán las aproximaciones qu::? dan lugar a las ecua 

ciones YBG (Yvon, Born y Green) , HN:: (cadena hipertejida) y PY (Pe!_ 

cus Yevick). A partir de la definici6n de la Transforrrada de Fou­

rier, se planteará que, aplicando el Teorerra de Convoluci6n, se -

puede obtener una relaci6n algebraica entre las funciones de corre 

laci6n (ecuaci6n de Ornstein Zernicke) , misrrB que sirve de base @ 

ra estu::liar las propiedades de las funciones de correlaci6n en el 

plano COITq?lejo. 

En el Capítulo II se hace rrenci6n de los aspectos de tipo ~ 

temático que serán utilizados posteriorrente: de iranera fundarrental 

l.a evaluaci6n de integrales en el plano ccqilejo a través del Teo­

rena del ResidlD. Tarnbi~n se describen los pasos gue serán dacbs 

en el capítulo siguiente y se rrenciona la aproximaci6n de Yvon co­

rro base de los rrodelos que se proponen. 

En el capítulo III se propondrán tres rn:xJelos: el ¡:x:>tencial 

de Yukawa, el de Born Mayer I y el de Bom Mayer II. 

Para cada uno de esos potenciales se seguirá un procedimien­

to que ya es conocido cuando se trabaja con funciones de correla-
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ci6n: se obtiene su transfornada de Fourier (bajo'nue.!:'tra aproxi­

rraci6n es la transfonreda de la func:i6n directa de correlaci6n); -

mediante la ecuaci6n de ornstein Zemicke se calcula la transforna 

da de la ftmci6n de correlaci6n total; se analizan sus polos y fi­

nalrrente se obtiene, al integrar sobre el plano complejo aplicando 

el Teorema del Iesidoo, la forr.a analítica de la funci6n de corre­

laci6n total. 

Por úJ.tino se exp:>ne el corrportamiento tanto de la funci6n -

de correlaci6n cono de la funci6n radial para diferentes valores -

de la densidad y la tenperatura. 
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C A P I T U L O I 

Para un sister.a de volurren V, cerrado y en equilibrio térmi.-

co, para el cual n(~) ({n}) d{n} 

denota. la prohnilidad cie encontrar un rrolécula en r¡ dentro de 
.... .... .... arl otra en r2 dentro de dr 2 , • • • y otra en rn , dentro de drn sin · 

_que inporte la localización de las otras N-n rroléculas; la función 

reducida (o genérica) de distriruci6n n (n) ({n}) se define así: 
N 

~. '. 

( ) "l.' n n ({n}) = ..,.,..,..•__,....,...· 
N (~rn) ! 

.r ••• Jexo{-BU({N})} d{!-<-n} 

z1'1 

I.1 

en donde ZN= f ••• J ruq;>(- ll u {N} ) d{N} es la funci6n de parti-

l -23 
ci6n y la .constante 6 = KT con K=l. 38054 x 10 joulel°K 

... 
El prirrer factor (~:~) ! es el nfurero de forms de encontrar 

n :rroléculas -releccionaeas del núrrero total N- en al<J'..IDª configu-. 

ración, que COr"O puede obserrcirse, estará deter;ninaea por la ener-

gi'.a potencial total. 

Leba enfatizarse tar!\bién, que del:ido a las interacx::iones r.o­

leculares, los sisterre.s reales no presentar una distr:C::>uci6n al --

azar en el e~cio de configuración, lo cual pennite definir a par 

tir de I.1 funciones de correlación que representen en forraa pre::l:_ 

sa el grado en que las distrib.lciones de n ITOléculas no son cor:pl~ 

tarrente al azar. 

1 



Si se considera un sistema abierto, doncle N no es constante, 

la funci6n ;enérica e.le distriruci6n para n r:oléculas de masa ro, 

n (n), es el proredio de I.1 para sister.as que contienen no nás no 

léculas: 

J ••• J e>q>C-auC{N}) d{N-n} 

I.2 

donde Z= eµ/k.T es la fugacidad, µ el ~te:1cial quí."!lico y 

A= h(211r:kTfY2 es la longitud de onda térmica para U.'la rrolécula 

de mas:i. rn. 

En general, la diferencia entre las relaciones que se plEden 

obtener a partir de esta ecuaci6n y las quc se obtienen a partir -

c1e I .1 es qoo las prir.eras involucran al 90tcncial químioo y apa~ 

cen pror.edios del núrrero de r;oléculas. Sin er.il:argo, si T y Z per-

nanece.n fijos pero V-+ co y el pI'Cl're:iio <N>-+ c:o ::iientras que la den 

<!-l> . 
sidaó. p= -.;¡- per.:a.neoe oonstante, es:i.s relaciones son idénticas. 

La funci6n de distribución para dos partículas n(2) cuando -

el potencial interr.olecular es esféricarrente sinétrico y N»l per-

mi.te definir una "funci6n radial de distribución" g(r): 

g (r) 

I.3 

que está no:real:Í.zada a la uniUa.d para distancias grandes y depende 

ele la rcagnitud de la distancia r ent~ las partículas, ele la densi 
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dad p y de la temperatura T para sistemas isotr6picos y honogéneos. 

Esta funci6n es de gran im¡_:x)rtancia y utilidad en la M'.:!cáni-

ca Estadística porque p..iede relacionarse con las funciones ~ 

~cas cono la energía E, la presi6n P, el potencial qufmic:o µ y 

con la compresibilidad isotá:rnica ~ • 

·E=~ + ~ !; u(r) g(r,p,T) 4nr2dr 

P = pKT - f 1: r ~ g(r,p1T) 4irr2dr 
(... . 

µ = KT {in t. 3 + in p) + pf 1 ¡""ucr> g(r~p,T)_ ·· 4nr2drd~ 
o o 

~ = t = 1+ p J{g(r) - 1} ar 

I.4 

_11: 
don:ie u(r) es el potencial internolecular y h= h(2'1lill<T) . 2 • 

De esto se desprerrle que el conocimiento de g(r) permite ob­

tener, en principio, el valor de cada funci6n tenrod:i.rÉI:'.ica (ecua­

ci6n de estado) , y en ese caso ¡:ueden hacerse ccrnparaciones con ~ 

sultados e.xperinentales. Sin embargo, cono g(r) depende de una ~ 

nera corrplicada de la interacci6n entre las ITOléculas, ro se ha en 

3 

. c:ontrado la rranera de obtenerla exacta y direct:arrente; a1.IDque a -

partir de los resultados de experi.rrentos de difracci6n de rayosx<n, 

se observa que g(l) emibe el CO!lpO.r:tamiento general que predice -

(1) Einsesteiny N.S. Gingri!::h, P.hys, Rev. 58, 307 (1940) 62, 261 
( 1942). 



la teor.1'.a. 

En la siguiente figura está representado el conportamiento -

de la funci6n g{r,p,T) para un gas diluido. 

g(r,p,T) 

2 

1 ( .. ·. 

1 2 3 'r 

FIGURA I.1 Forma de la función radial de distribución para gases 
diluídos. 

Caro g(r) es prop::>rcional a la densidad de noléculas a una -

distancia r de otra en el origen, puede verse en las figura I.l y 

I.2 que las curvas presentan un rráxino a una distancia determinada 

por el potencial de interacci6n. Pe.ro a rredida que la densidad a~ 

nen.ta {figura I.2), la influencia de la correlaci6n que existe en­

tre las noléculas se deja ver por la aparici6n de náxirros relativ~ 

nen.te pronunciados, restos de los que ocurren en el est;ado s6lido, 

y que ~orresponde, a rredida que r se :increrrenta, a prirooros vecinos, 

segundos vecinos, etc. 



g(r,p,T) 

2 

1 ------

._..,.. 

1 2 3 r•=_!__ 
C1 

FIGURA I.2 Curva experimental de la función radial de distribu­
ción para Argón líquido a 91.8 ºK, donde cr= 3.42 lL 
Tomado de un artículo de J, de Boer, publicado en Re 
ports on. Progress in Physics, 12,305 (1949). 

l'bora bien, a partir de la relaci6n eada por I .1 o I. 2 se -

_pueden ohtene= ecuaciones (de estado) i.nte'}t"ales exactas que rel~ 

cio:nen n(g,) en tér::ri.nos de n(R.+l), !?E?ro para ;:xx:ler calcular una 

funci6n de orden dac:lo a partir de este fonm.lisrro es necesario ~ 

traducir alguna suposici6n para ronper el acoplamiento entre esas 

ecuaciones integrales. ce otra n-anera no sería posible calcular 

n<2>, i.e. g(r), sin conocer el valor de n(J), el valor de n(J) 

sin conocer el valor de n ( 4) , etc. 

Esta es la ecuaci6n de Born y Green: 

+ + 
r12 r13 + (--> dr1 
r1 2 r1 3 

I.6 
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cbnde u es el potencial intenrolecular. 

Para resolver esta ecuaci6n y otras equivalentes se han su­

gericb varias aproxin3.ciones, entre ellas la de superposici6n( 2), 

6 

en cbnde se establece que la probabilidad de encontrar una r.oléc.i 

la 3 en la pClSiCi6n r3 / la I!Olécula 2 en rz '.f la nolécula 1 en r¡ I 

es el producto de las probabilidades de encontrar los pares (1,2), 

(2,3) y (3, 1) apropiadariente espaciados: 

I.7 

Si se óefine el potencial cie la fuerza prorredio ent.re'las 

cbs partículas 'l' (z) (r) por r.edio de la relaci6n: 

gCr> = exp{-'l' (2J Crl ¡ KT} 

. I.S 

esto pl.L"="Oe ·servir cor.o punto de partida para la obtenci6n de una 

·-ecuaci6n integral para la funci6n radial, ya que entonces: 

'l'(l,2,3) = 'l'(l,2) + 'l'(l,3) + '1'(2,3) 

I.a idea de esta aproxi.naci6n se dete a Kirk\~ y fue utilf. 

zada por Ivon, Born y Green para obtener lo que ahora se conoce ~ 

rro ecuaci6n YBG, la cual produce J::uenos resultados para sister;as 

poco densos, en donde una r.olécula alejada de las otras dos es -

(2) J.G. Kirkwood, J. Chem. Phys. 3,300 (1935) 



tal qoo no a:fecta la interacción total de las tres. 

Otras dos aproxi...-raciones se e:xpresan en forna ras convenien-

te a través de la función directa de correlaci6n d (r) definida por 

la relación: 

I.8 

-óonde la función de correlación total(*) c(r} = g(r) - 1 es una r.ed!_ 

da c1e la influencia total de la rrolécula 1 sobre otra r.olécula 2 a 

una distancia r 12 • 

La ecuación r.a fue propuesta por Omstein y zernike (1914), 

la cual, corro puede observarse está dividida en una parte "directa" 

representada por d(r), y una "indircctn" representada por el seg-..m-

do ténnino en donde se expresa la influencia directa de la rrolécula 

1 sol:lre la .tercer nolécula, 3, que a su vez ejerce la influencia t~ 

·tal sol:Jn? 2 y este efecto prorrediado sobre ·tedas las posiciones de 

la nolécula 3. 

Una de las aproxi.m3.ciones se efectúa desarrollando n(
2) en po-

tencias de p y despreciando ciertos térI!'inos con los cuales el man~ 

jo de la SU!"a se dificulta. Las partes ~ se retienen al sumarse 

dan corro resultado: 

d(r) ; c(r) - R.n g(r) - u(r)/KT 

I.9 

· _(*) G:meralrrente la f\mci6n de correlación total se denota por h (r) 
y la funci6n directa de correlación por e (r) • Nosotros henos 
utilizado c (r) y d (r) respectivai"'!ente. 
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rejor conocida caro la ecuaci6n de cadena hipertejida (HNC) • 

Otra aproxir.aci6n se obtiene si en el rnisro desarrollo se des-

precian otros té:rr.ti.nosº: 

,.-~-.- :,_-:' '.- . ·: ·: ¡_, . '··-.- • 

d(r) == g(r) {1-e>e[;cuCr>/ICT>l 

I.10 

rrejor conocida o:irro la ecuaci6n de Percus-Yevick (PY) , y al igual -

qoo la anterior p!Ede utilizarse para densidades bajas y altas. 

Sin erlll:erc;o, ael:en aclararse los siguientes !"echos: 

los resultados más precisos se obtienen p:i.ra densidades "bajas". 

- Hasta la fecha no existe rrétcxlo alguno r.ediante el cual re obten 

ga una conexi.6n exacta entre g(r) y el potencial internolecular 

\l(r) • 

M~toGós cor:-o los anteriores donde re hace una aproxi.r.iaci6n r.ate-

m§tica pu...-:.Cen irejorarse efectuando una aproxilro.ci6n de orden nás 

alto, pero existe el inconveniente de que las dificultades de t! 

po materrático aur.-enten rápidar:ente. 

- Fina.lrrente, sería de mucha utilidad poder COITparar todos los rré­

todos robre una hare <Xll11Ún que tuviera un significado físico cla 

ro, pero hasta ahora no exi.ste una m:mera sirrple de hacerlo. 

Las anteriores ecuaciones aproxi..m3.das ron las únicas con las 

cuales se ha efectuado el suficiente trabajo para poder hacer ccmpa-

raciones entre la teoría y el experiirento; y corro puede apreciarse,-

en vista de su cor.plejidad, general.mmte -excepto para el caso de la 



solución e.Je la ecuaci6n c'le Percus-Yevick para esferas rígidas-, no 

es posible ena:mtrar soluciones analíticas para estas ~-uacioncs -

integrales. 

Las aproxinaciones PY y HNC, son ecuaciones integrales y sa.!_ 

vo el caso éie esferas rígidas solam:mte se conoce su solución :rre-

diante rrétodos nu.réricos; en este trabajo e:-:plorarems la existen-

cia de algún retodo sencillo, qoo nos per::ita representar aproxi.:'!. 

da pero analÍticarrente las funciones de correlación &! líquióos -

sinples. 

Q:menza:ros por definir la transfo:rr.oda de ::rourier de una ñm­

ci6n f(r) en la fonra.: 

- .... 1 ik .... 
f(k) .= v Jf(r) e- ·r d 3r 

:I.11 

y su transforrrada inversa: 

-f <r> = f f ck) 
:r.12 

Cbn estas definiciones se poode apticar el Teorema de la Con-

voluci6n (a¡:éndice I.l) y transfonnar la ecuación de Ornstein Zer­

nike en 1ma relación algebraica entre las transforrradas de las fun 

cienes de correlación: 

d(k) c0<> = ----­
i-..~(k> 

:r.13 
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y a partir Cb esta e.xpresi6n interesarnos en investigar las propi.~ 

clades de las funciones de correlaci6n sobre el plano carplejo K. 

Las razones para trabajar cxm las transform:idas de las fun--

cienes y no en el espacio de configuraci6n son las siguientes: 

Se sal::e que una forna de resolver estas ecuaciones es por el 

nét.odo de iteraci6n en donde se supone una forna analítica pa­

ra la funci6n de ccrrelaci6n directa a orden ce:ro d (O) en el -

espacio de C01figuraci6n, se obtiene su transforr.ada, y rredia."1 

te (I.11) 5e obtiene la forna correspondiente para e (O) (k) -

la cual, por r.edio del Tuorerra de Cauchy (plano cor.plejo) lo-

gra ponerse otra vez en funci6n de r para obtener finalmmte -

d(l) (r) al utilizar la relaci6n (I.2) y poder ccq;iarar l\E9Q 

can d (O~ 

En el caso de la ecuaci6n de Percus - Yevick hist6ricarrente la 

Gnica soluci6n para esferas rígidas se encentro trabajando ccn 

transfonredas de I..aplaCE • 

El análisis de las funciones de c:orrelaci6n de esferas rígi-

das (PY) y del gas de Coulomb muestra que en el plano K dicha:; 

funciones están dete:rr.U.naclas por tm cierto núnero de polos et:-

yas posiciones en didD plano cambian con la densida.:i y la te.':'!­

peratura. 

10 



C A P I T U L O II 

En tres dim:msiones la transfonmda de Fourier de una fun--

ci6n c(r) está definida corro: 

I.11 

·* ... ... V 11' - + ik • r 3 c(r) =--:-J...,lfc(k) e dk 
e·• (2n)3 -· 

:I.12 

estas .relaciones pueden reducirse a dos integrales sobre el eje 

+ 
real, de las siguiente nanera: pri.rrero dete.-:os suponer c(r)=c(r) -

o::m r~O, i.e. trab3.jar:os con una funci6n ee variable real deoendi~ 

do Gnicarrente de la distancia al oríge.n (esf€irica'!Ente si.rr6trica) • 

Si Se utilizan coordenadas esféricas y se realizan las integracio­

nes y siITplificaciones a::irre~ndientes, resulta que la expresi6n 

I.11 se reduce a (apéndice II. l): 

II.1 

En fonna totalm:mte análoga, la relaci6n I.12 se pU!de·expresar C2_ 

no una integral extendida sobre todo eje real: 

-V 
e (x) = (2n)2 

i 
X 

[: dk k eikx c(k) 

II.2 

11 
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La evaluación ch integrales inpl"Opias cono II. 1 y II. 2 se -

realiza en ocasiones r.ecliant.e la utilización del Teorcrra del .lesi 

doo, con un.:i función y un contorno ch intcgraci6n apropiados so-

bre el plano corrplejo. 

Hablando en ténninos ganerales, si el propósito es evaluar 

C'.F (x) dx, y sal:enos qtE F (z) .... O, 1 z ¡ .... "" (en el semi.plano superior) , 

rel:enos considerar f c F(z)dz con z= x + iy a lo largo de un CO!!_ 

tomo e sobre el plano conplejo que consiste de .. un intervalo so-

bre el eje x C'esde -R ·hasta +R y del ser.icírculo r con ese inter­

valo c:x:mo ifu¡etro: 

V 

-R +R 

FIGURA II .1 Circuito de integración que utilizaremos para el 
c~lculo de la función de correlación total. 

CUanCio el contorno de inte')raci6n no encierra puntos rama--

les (puntos en los cuales la función no es univaluada) al haa:?r -

tenrer R a infinito poQrá evaluarre /'_ F (x) dx oues en ese caso: _.,, -

1 F(z)dz 

12 



oonde 

Ir F(z)dz + o para R+co 

Por otra parte,la determi.naci6n del valor de una :funci6n ~ 

yas únicas singularidades son polos, se puede lograr calculando -

prircero los residocis de la funci6n en dichos polos y luego apli-

cando el 'Ieorer.a de Mittag-Leffler. 

Nosotros estudiarenos casos sencillos en los que las úni:::as 

singul.~dacie!: de la funci6n de correlac:i,6n total c(x) son p:>los 

sir.ples o oobles, y en tal caso podrerros escribir la fonra de e (k ), y 

aderrás, a pa..."'i:ir de c(k) obtener c(r) en forr.o. alc;ebraica USC..'100 

una integral sobre el plano ccr.plcjo. 

Es decir, cuando no hay cortes ranales, podrerros cerrar el 

o:mtomo por el infinito sienpre y cuando el integrando misno de 

. -V i ikx -la anti transfonmda · c (x) = (21iT x : Gke c (k) k sea tal ::;u; 

-la contribuci6n del semicírculo r tienda a cero ;:ara un raCi:l -

.infinito. I:Espués, partiendo de la ecuaci6n de ornstein-Zerni..'<e 

y proponiendo rrodelos sencillos para d(r) obtendrenos d(k) y las 

singularidades de e (k) ' para poder obtener e (r) y otras propieda-

des del sistema. 

O?rro puede verse, bajo la hip6tesis rrencionada n~st.ro pro­

blema se reduce a encontrar donde se localizan los polos de la -

función de correlaci6n, para una d(r) determinada, en funci6n de 

la densidad y la tenperatura. 

13 



la sirrplificaci6n de considerar funciones que poseen polos 

Gnicarrente, si bien es restric.tiva, se cunple en varios casos io-

portantes: 

a) Para un sistena de esferas rígidas en una d:ilrensi6n. 

b) Para las soluciones de la ecuaci6n de Percus-Yevl&. cuando los 

potenciales son de alcanre finito. 

La proposici6n de r.odclos para tl(r) es la que liraita r.ás 

los resultados de este trabajo, ya que no hay relaciones a:moci-

das entre d(r) y u(r) que no involucren a g(r) CXJI10 las ecuaciones 

HNC Y PY (I .9 Y I .10) • Existen, sin embargo, varias aproxirraciones -

que p~ tonarse caro b:i.se para los nodelos que aquí propondre-

nos. La prirrcra aprox:imaci6n CJUJ r.encionarenos es la ce Yvon -

(ver Hansen y McD:>n.:i.ld p. 98 y llO); al hacer un desarrollo de Tax_ 

lor funcional en ténninos del pontencialll4>"' u(r) se encuentra que, 

a priner orden, 

d(r) = - su(r) 
Yvon 

Adenás, existen varias aproxinaciones, que bajo el nombre de Ap~ 

xi.maci6n Esférica Proiredio, suponen que 

d(r) = -a u(r) 
AEP 

r > a 

ébnde a es el diánetro de una coraza infinitanente :repulsiva. 

En el caso de estas aproximaciones, racer un nodelo de d (r) 

equivale a hacerlo para u(r). Por otro lado, en el límite de ba-
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jas densidades se tiene que 

de nodo que en este Ca.so d(r) corresponde a la llamada funci6n -

de Mayer. 

Al introducir la aprox:i.rraci6n dyvon<rl en la ecuaci6n de Ornstein 

1.ernike se obtiene una aproxinaci6n para la funci6n total & -

oorrelaci6n c(r), que contiene los efectos colectivos de las N -

partículas del 'sistena. Esto queda claro, por ejerrplo, si se no­

ta que en el caso de la interacción de Coulol"\h, este procedimien-

to produce precisarrente el resultado de D.:!b¡c-Hllckel para e (r) • -

Esto es, si 

se enci:ent'ra que 

u = e 
e2 
r 

donde Be2 

h =-X::-

º 
x= r/ 

"º 
y X ~l = V4nB c 2 p es la longitu:l 

de recyei. Entonces 

y haciendo d (r) = - a u (k) , él (k) = - l./k 2 e 

la ecüaci6n de omstein Zernike: 

l -1/k2 
~Ckl.=--~~ 1 + 1/k2 1 + k 2 

· cuya transfomada es 

c(r) h 
X 

e-x 

de nodo qu9, 
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el factor e -x int.roduoo los efectos rolectivos, en este cu.so un 

apantallamiento e:xponencial del potencial de Coulomb. 

~ esta rranera, en el pr6xiiro capítulo intrcx:1ucirros distin­

tos Il"O<:blos para d(r) que al suponer CO!lO aproxireci6n 

d(r) = -a u(r), 

pueden interpretarse corro rrocblos para el potencial. 

Estos nodelos serán lo suficient.em:mte sencillos caro para 

obtener 2 ·~> y analizar los polos de e (k) • 

. ·~ 
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Sea 

POTENCIAL DE YUKAWJ\ 

u (r) =¿__e -ar el ¡;:ctencial repulsivo r 

u(rl 

ªª e 

l/a 

GRAFICA III.1 Forma del potencial de .Yukawa. 

r 

en donde .!.. se define cono el alcance y "a 11 COITO la intensi.dad de -
CL 

la interacci6n. 

Esta eJ<presi6n para el ¡;:ctencial puede escribirse adimensionalrrente 

COITO: 

dome A= cxB{l}: 

$u(x) = .l. e -x 
X 

. 1 -1 
x= ar { 1} ; a = -T {erg } donde K es la cons­K . 
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tante de Boltzman y T es la terrperatura. 

Si definirros K =_!__ {l} y n = va 3 {l}, al transfox:nar la re 
Cl 

laci6n en cex>rdenadas esféricas: 

aü (K) = J~ dx x 2 1 2 n dcf> Jn de sene Bu(x) e -i."l{xccse 
o -¡¡-- o o 

sienpre que se elija un sisterra coordenado de tal fon:a que el vec­

tor K sea paralelo al eje oz y que se considere un canpo central, 

pues para este ::aso f,u (x) = Bu(x) siendo . x= lxl 

De la relaci6n anterior se obtiene (vease apéndice m.l): 

y entonces: 
- -e: . 

NC (K) ".' l + e: +K2 donde e: = 47!Ncxa 
. ílid' 

m.1 

m.2 

que es la transfornada de Fourier del potencial de la fua-...a pro:re­

dio. 

En este caso puede observarse que las singularidades de Nc(K} 

son únicarrente dos polos sirrples en K = K
1 

y K = K2 cuando re­

solvenos la ecuaci6n l+e: +K2 = O 

Si e:>O: K1 = '+ v'i."°+; i 

K2 = - V1+-; i 
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Si e: = O 

Si -l<e:<O 

Si e: = 1 

Si e: < -1 
, . 

K1 =·+.¡1- je:j·i 

K2 = ..: V 1 - 1 e: 1 i 

Í<1 = - v le:I - 1 

Ki = +V le:I - 1 

Puede observarse de los resultados anteriores que K2= -K1 en 

cada caso, es decir, K1 y -K1 son raíces del deoorninador de -

III.2 

Para seguir el procedimiento que ya herros rrencionado, cal~ 

no5 pri.nero el residuo de NC (K) en K = K t 

Fes NC (K) I = -·-_e:::;.__ 
2Kt 

k=Kt 

y después utilizanos el 'Irorene. de .Mittag-I.effler para obtener: 

2 2 
Ne (K) = Ne (K) 1 + E - e: + I: 

R.=1 2Kt (K-Kt) t=l 
K=O 

-e: 
2 K2 

R. 

III.3 
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Pero corro para cualquier valor de E se ~le que K2 = -K
1 

entalces III. 3 se transforrra en: 

N<:! (K) = -E 

en donde 

Ne (K) 1 = -E: 

K=O 1'+€ 

o bien: 

..... 
Ill.4 

resultaéb que pudo hal:erse sugerido directarrente de la relación -

I:P: .9 tonando en cuenta que K1 y -K1 son las raíces del denorni 

nador. 

Integrando en el plano carplejo sobre.el siguiente contorno: 

V 

-R +R 

FIGURA III.2 Circuito de integración donde deben est~r comprendi­
dos los polos de Nc(K) en el serniplano superior. 
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¡:x:x'lenos calcular el valor c(x) aplicando el Teorema del Residuo 

a partir de: 

c(x) 

y resulta que: 
-S1 e: iKx 

c(x) = ifñÑ x e 1 

III.S 

es decir: 

donde el factor ). es indeperdiente de la densidad pero es ":>roporci~ 

nal a la intensidad de la interacci6n e inversanEl'lte proporcional -

tanto a la temperatura caro al alcance: 1.=n6a; el factor v1 del -

exponente :r:epresenta Ji'!. parte imaginaria del p:>lo en K1 = u1 + iv1 

y está dado p:>r v 1 = V1+ e:, con e: proporcic.nal a la densidad y al -

factor ). : e:- TTOA -ar 

Recordaros que Ne (i<) tiene dos p:>los sin;>les: en K,1 y en -K l 

pero este segundo p:>lo no influye en· la forna de c (x) debido a que 

n::> lo incluye el circuito de integraci6n que se utiliza para apli-

car el 'leorerna de Residtn; sin embargo, la variaci6n en el valor de 

E determina el canbio de posici6n de arrtos polos aunque a nosotros 

únicarrente nos interese el que se encuentra en el semiplano supe-

rior. 
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Para diferentes valores de t: veanos dorrle se localizan los ~ 

los y c6no se corrp::>rta la fW1Ci6n de correlaci6n total. 

- Si el valor de t: es nayor que cero, es decir cuando el po-

t.encial internolecular es repulsivo, entonces el valor de -

v1 es positivo y rrayor que 1, en consecuencia el polo en -

K1= u1 + iv1 se localiza sobre el eje il'raginario en el inter 

valo i < K < "', caro se muestra en la figura III. 3 

V 

i 

u 

-i 

FIGURA III.3 Intervalos donde se localizan los polos de Nc(K) 
cuando del potencial es repulsivo. 

A partir de una posici6n dada del polo en ese intervalo, a~ 

dida que aurrenta el valor de la densidad, t: increrrenta·su valor; 

i.e. v1 aurrenta y por lo tanto el polo se desplaza hacia arriba 

(su sirrétrico hace un desplazamiento hacia abajo) corro se i:l:ustra -

en la Figura III.4. 
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V 

+ 
Kl 

i 

u 

-i 

( .... -K 
.i-1 

FIGURA III.4 Los polos se desplazan sobre el eje imaginario, 
cuando el potencial es repulsivo, si cambian los 
valores de las variables termodinámicas. 

Este nú.srro efecto de desplazamiento del polo hacia arriba so­

bre el intervalo se produce cuando: disminuye la temperatura, au­

rrenta la intensidad de la interacci6n o aurrenta el alcance. 

Veanos ahora cuál es el corqx>rtarniento de la funci6n de co~ 

laci6n para el caso de potencial repulsivo que est:arros estudiando: 

si se hace variar la densidad y se ID3ntienen constantes las derrás -

variables, c(x) varía cono se muestra en la gráffra III.5. 
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c(x) 

GRAFICA III.5 Formas de la función de correlación total pára 
diferentes valores de la densidad. 

X 

En esta gráfiea nos ¡xx'lenos percatar de que a rredida que la -

densidad tiende a cero, la funci6n de correlaci6n total tiende a la 

funci6n directa de correlaci6n corro curva límite: 

lím c(x) = _i e-x 
p->-0 X 

Ia funci6n"c(x) tarnbi~n tiende a la ftmei6n directa corro cur-

va límite a nedida que hay un increnento en la terrperatura, rcante­

niendo constantes las denás variables. Esto se puede apreciar en -

la gráfica III.6. 
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c(x) 

X 

. 
GRAFICA III,6 Formas de la funci6n de correlación tota' para ·ai­

ferentes valore~ de la temperatura. 

La tendencia al misno límite se da cuando aumanta la intensi-

dad de la interacci6n o al.llreilta el alcance. 

Por otra parte, la funci6n radial de distribuci6n g(r) se~ 

de relacionar con c (r) en W1Cl aproxi.m3ci6n lineal a priJrer orden, 

para distancias grandes, rrediante la ~resi6n: 

g(x)"' 1 + c(x) 

que p:i.ra el caso de potencial repulsivo que estanos tratando, tien-

de a _,,,cuando x tiende a cero. Sin embargo, si se toll\3. en cuenta 
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.· 

que la funci6n radial de distribuci6n se puede relacionar con el ~ 

tencial de la fl.Erza prorredio ncdi.ante una aproxim:lci6n no lineal: 

gNL (x) = e 1/1 (x) y qi..e por el orden de nuestra aproxi.nuci6n ljJ (x) = c (x) , 

gNL (x) = ec (x) 

Al :representar esta aproxiJraci6n no lineal en forera gr~fica -

Re obtiene una curva que se aseneja a los resultados experilrentales 

(gráfica III. 7) • 

9'm, (x) 

GRAFICA III.7 Forma de la función radial de distribución. 

- Olando e:== O, el polo K1 ==Yl+ e:1i se localizan en i (el -

otro polo en -i). Este· caso corresponde ya sea al valór cero de 

la densidad (ausencia de rroléculas), al valor infinitarren~ grande 

de la tenperatura, al valor cero de la intensidad de interacci6n o 
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al valor infini tarrente grande del alcance. 

- Cuancb el valor ele e: es rreoor que cero pero nuyor que -1 el 

potencial es atructivo. En este caso el valor de v1 es po­

sitivo y rrenor que 1, en consecuencia el ¡x:>lo K1 se locali­

za en el eje :i.naginario sobre el intervalo O< K < i cono se 

J'llllestra en la figura III.8 

V 

i 

u 

' 
-i 

FIGURA III.B Intervalo donde se localizan los polos cuando 
-1 < e:< O, No se incluyen los extremos ni el 
origen. 

Ientro de este intervalo, a rredida que aurrenta el valor de 

la densidad, e: aunenta de valor, i.e. v1 disminuye y ¡x:>r -

lo tanto el ¡x:>lo K1 se desplaza hacia a.tajo sobre el eje -

(su sirrétrico se desplaza hacia arriba) segGn se ilustra -

en la Figura III.9. 
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V 

i 

Kl 
+ 

u 

+ 
-Kl 

-i 

~ . ,-. 

FIGURA III.9 Los polos se desplazan sobre el eje imaginario 
al cambiar las variables termodin~micas en el 
intervafo -1 < e:< O • 

El misno efecto (desplazamiento hacia abajo del polo K1) -

tiene lugar cuando: disminuye la terrperatura, al.llreilta la -

intensidad de la interacci6n o aU11Enta el alcance. 

Para apreciar rrejor cuál es el caiportamiento de la función 

de c:orrelaci6n en el caso de potencial atractivo que esta-

nos:trat.ancb,asignenos diferentes valores a la densidad m:m 

teniendo constantes las dcnás variables. El resultado se -

ilustra en la Gráfica III.10. 

La curva l!mi.te de c(x) corresponde, cuardo la densidad es 

cercana a cero, a la función directa de correlaci6n; igual 

que en el caso del potencial repulsivo. 
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c(x) 

X 

GRAFICA III,10 Variación de la forma de la función de correlación 
total al cambiar la densidad. 

·c(x) 

X 

GRAFICA III.11 Variación de la forma de la función de correlación 
total al cambiar la temperatura. 
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A medida que hay un incre:nento en la teuperab..lra, mantenic~ 

dese constantes las dcm5s variables, la funci6n de corrcla-

ci6n total vuelve a tender a la funci6n clin.'Cta ccm:i cw:va 

límite (Gráfica III.11). 

g(x) 

\ 

GRAFICA III.12 La curva I corresponde a la aproximación lineal 
y la II a la aproximación no lineal para el po­
tencial atractivo: -1 < e:< O 

La terrlencia al misno límite P:ir parte de la funci6n de 

X 

correlaci6n total se da cuando aumenta la intensidad de -

1a interacci6n o aumenta el alcance. 
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La forna de la funci6n radial en la aproxinuci6n lineal 

g(x) = 1+ c(x) se aseneja a la no lineal: en aml:x:>s casos 

g(x)-+"' cuando x -+ O, i.e. se nanifi.esta la inestabi-

l.idad del sisterra para el potencial atractivo, gráfica 

III.12. 

c(x) 

e ,· 

GRAFICA III.13 Forma de la función de correlación total cuando 
).= 10 para e:= -1 , (potencial atrnctivo). 

X 

- Cuando el valor de e: es -1, c(x) = - .L• 
X 

Ahora ~nenos 1..ll1 polo doble en el origen y la foona. de 

c(x) es hiperbólica (Gráfica III.13). 
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Ia rnisrra. forna tendrá la funci6n radial de distril::oci6n. 

- Si E es rrcnor q1.X:! -1 los polos estarán localizacbs sobre 

el eje real u puesto que: K = ± ~ • 
V 

-Kl ... --.=------1------r.----
u 

FIGURA III.14 Cuando e es menor que -1 los polos se loca­
lizan en el intervalo O< K< co sobre el eje 
real. 

de tal manera que cuando aurrenta el valor de la densiead 

o cJ;i.srninuye el de la terrperatura, se alejan del origen 

sobre el mi.SITO eje: 

V 

u 

FIGURA III.15 Al cambiar los valores de las variables ter­
modinámicas los polos se desplazan sobre el 
eje real cuando E< -1 (potencial atractivc). 
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Para valores de e rrcnores que -1, el corrportamiento de -

c(x) está dado por: 

c(x) = - ~ oos K1x 
III.15 bis 

cono se !l11.Estra en· 1a gráfica III.15. 

c(x) 

X 

GRAFICA III.16 La 7unción de correlación muestra ..ma fortn<l 
oscilante amortiguada para e::< -1. 

g(x) 

GRAFICA III.17 Forma de la función radial en su expresión li 
neal para E:< -1. 

X 
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PCJl'ENCIAL W BORN - Ml\YER I 

La forna del p:>tencial interrrolecular está dada ahora p:>r: 

u(r) 

A 
e 

u(r)= A.e 
-ar 

11'. 
a 

GRAFICA III .18 Forma del ¡,;.:itencial "Born Mayer I". 

pero éste se puede dar en términos adinensionales corro: 

donde 

De la relaci6n 

-x 13u(x)=t.e 

-1 
B = .J:. { erg ); 11= AB { 1} 

KT 

~ d 3x -i.K.~ 
13u(K)=f -rr e 13u(x) 
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ébnde íl = V a 3 . K = k . puede obtenerse (Vease apéndice III. 2) : 
' a 

l!u (K) = a11A 

íl 

1 
----z-;­
(l+K) 2 

-··y-utilizando la relaci6n 

obtenenos: 

NC(K) 

.. 
Nc(K) = - !!._Bu(l{) 

1-+NSÜ(K) 

ébnde E= 

III.7 

III.8 

De donde se. observa que las singularidades de Nc(K) son cuatro polos 

sinples; y para localizarlos deJ.:erros resolver la ecuaci6n K~ +iil-1-te =O 

es decir: 
]/. E >0 

Si K=u+iv puede verse qoo: 

2uv= + (&' 

es decir, los polos se localizan en la intersecci6n de las curvas que 

represr>..ntan a este sisterra de dos ecuaciones, que al resolverse da: 
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... 
¡, 

Sean ahora 

Entonces: 

u=u=+ o -

V= Vo = ± · 

1 

v:¡ .. 
.r:-- l,{ 

{ Yl +e - 1} 2 

K
1 

= u
0
+i v

0 
, K2= · -u

0 
+i'ir¡( 

' 1<
3 

= u
0
-iv

0 
, K .. = -u

0 
~iv0 

c(x) = -i ""° dK KeiK x ____ ---'c'-------
x ¡ -.,. (K-K1) (K-K2) O<-K3) (K-K,1) 

Con el pro¡;:6sito de efectual:' la integraci6n, en el plano c:onplejo es~ 

genos el siguiente circuito 

V 

-R +R. u 

FIGURA III.19 Circuito de integración que debe comprender los polos -
de N ~(K) en el semiplano superior. 
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entonces: 

c(x) =---V . -i lim ,,¡. dK Keil<x ____ -_e: ____ _ 

X R+a> 

Aplicando el 'Tuorena del Iesidl.X>, torrando en cuenta qtE s6lo dos polos 

quedan contenidos en el contorno y hacierrlo sirrplificilciones: 

c(x) - e a 3 v x 
---------- e - 0 sen UoX 

es decir: 

c(x) 
··...:.A· 

K'l\To Ill.9 

lecordenos que en esta igualdad las cantidades u 0 y v 0 son respecti~ 

vente las partes real e inaginaria de los polos de Ne (K), pero que 

dependen de c confonre a estas :relaciones: 

_ + [-1 + v1 + cj 11
2 

UO - - . 
2 

+ 
Vu = -

A su vez, para un alcance y una energía de intera=i6n dadas, c es di-

rectarrente proporcional a la densidad e inversanente proporcionaJ. a la 

terrperatura: 

E:= 
. ·s. np A 

a 3 K T 



ID anterior significa que la rrodificaci6n de los valores de la densidad 

y la tenperatura determinarán el cambio en la posici6n de los polos en 

' el plano c:orrplejo u-v ; vearros a continuación d6nde se localizan dichos 

polos y cono varía la forma de c (:x) para los diferentes valores de i:.: 

--Cuando e es nayor que cero tcnerros el caso de un potencial 

repulsivo, entonces los polos se localizan si.Jretricrurente 

segGn se muestra en la figura III. 20 

V 

u 

38 

FIGURA III. 20 Localizaci6n de los polos cuando el potencial es repulsivo. 

A nedida que el 
0

valor de i: se increrrenta a partir de un valor dado, i.e. 

cuancb la densidad aurrenta o la tenperatura disminuye, los valores de 

uo y v 0 aurrentan y en consecuencia los polos se desplazan a partir 

de una posici6n dada sobre el plano (figura III.21. ) . alejándose 'del 

. origen. 



V 

>;. 
1' 

K ,e 
2 

M K 
1 

i 

u 

-i 

K41' 11 KS 

" le 

FI~URA III.21 Los polos cambian de posición cuando las variables termo 
-dinámicas toman diferentes valores. 

El conp:::>rtamiento de la funci6n de correlaci6n total para este caso de 

potencial repulsivo, para diferentes valores de la densidad, se puede -

apreciar en 1 gráfica. 

c(x) 

o 

GRAFICA III. 22 Forma de la función de .~correlación total para -diferen-­
tes valores de la densidad, cuando el potencial es repu!_ 
sivo. 

Se puede comprol:er fácilrrente que la curva límite para densidades b:l.jas 

c:orrespoIXle a la funci6n directa de correlaci6n pÚe5to que: 
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lim e (x) = - A e -x 

p-+o 

Al increnentarse la teJTperatura nanteniendo constantes las demás varia 

bles, la funci6n de correlaci6n total también tiende a la directa de -

co:rrelaci6n según se puede apreciar en la gráfica III. 23 

c(x) 

o 

T 
l 

GRAFICA III.23 

T 
2 

Ferinas de la función de correlación total para dos ~~lo 
res diferentes de la teJr.?eratura, cuando el potencia: -:::: 
es repulsivo. 

Anfilogar.ente, al" aurrentar la intensidad de la interacci6n o aurrentar 

el alcance se puede observar la rnisrra tendencia de c (x) a una curva 

límite que corresponde a la funci6n directa de oorrelaci6n. 

Por su parte, para el caso de potencial repulsivo que estarros estudian 

do, la funci6n radial de distribuci6n tiene la forna que se muestra en 

la gráfica III.24. 
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g(x) 

,,-, 
I \ 

I ' 1 

·' ' \ 

\ 

1 

GRAFICA III.l4 En linea cont!nua la función radial en la aproximac1on 
lineal, la otra corresponde a su aproximación no lineal. 

cuando e es igual a cero: uo = o, + v0 = - 1 • En consecuencia los 

polos de N e (K) son dobles y están localizados sobre el eje inuginario 

del plano conplejo en +i y -i : 

V 

+i 

u 

-i 

FIGURA III.25 Localización de los polos cuando e=o 

En este caso 'ia densidad es i!JlléÜ a cero (ausencia total de noléculas) , 
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la tenpcratura es infinit:arocmtc alta, la intensidad de interacción es 

cero o bien el valor del alean~ es infinitarrente grande~ resultados 

qlE tienen poca utilidad desde el punto de vista ele la Física. 

- Cuando el valor de e es rrenor que cero pero rrayor que -1 se trata -

ele un potencial atractivo, para el cual los polos se encuentran s.iré-

tricarrente colocados en el plano u-v: 

V 

u 

• K . 3 

FIGURA III.26 Cuando e es negativo pero mayor que -1, los polos g~~~ 
dan simetría en el plano K. 

Si se escoge un circuito apropic.ilo ¡:ara aplicar el Teorena del Residuo, 

cono se hizo en los ·casos anteriores, se obtiene la funci6n de c:orrela 

ci6n total (apéndice III.3) : 

íl 1tl -ux 
c(x) = 8nN v e 

sen ux 
U.X 

III.10 

donde u=± 1 

2 
{ -1 + v. = ± 

.r:-;-; i¿ 
~1~{ 1+ v1-lci} : 

2 

Su forna se puede apreciar en la gráfica III.26 y la de la funci6n ra 

dial en la III.27. 
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c(x) 

g(x) 

1 

X 

GRAFICA Ill .• 26 Forma de la función radial de correlación cuando 
el potencial es atractivo: -1 < e:< O 

GRAFICA III.27 Comportamiento de la función radial cuando 
-1< e:< o. 

X 



- Cuando el valor de e: es -1, NC (I<) ti.ene W'l polo doble en el o~ 

gen y dos polos sobre el eje i..rraginario: 

'v 

o u 

FIGURA III,28 Localizaci5n de los polos cuando E = -1. 

Eh este caso K1 = {2 i. Siguiendo el miSITO procedimiento, se en-

cuentra que (a¡;.é.ndice III. 3) : 

c(x) = .!!W_ 
'1 'TIN 

1 
X 

-./2 X 1- _e __ 

2 III.11 

cuya fema, al igual que la de la funci6n radial, se :muestra en las 

gráficas III.30 y III.31 respectivarrente. 

Fina.lnente, cuando e: es rrenor que -1, Nc(K) tiene dos polos sobre -

el eje real y .oos sobre el ir.aginario: 

V 

u 

FIGURA III. 29 Localización de los. polos cuando e:< -1 
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Esos polos se alejan del origen sobre los ejes a rrcdida que aunenta 

la densidad, la intensidad de la intcracci6n o el alcance; o dismi­

nuye la tem¡:eratura. 

En este caso: 
e (x) = S~N ;¡ {2 cosK1x - e -v3x} 

Ill.12 

dorx:le v3 es la parte i.rraryinaria de K3 (apfudicE! ,ui.3) ~ 

Su forma se puo:le apreciar en la gráfica m.32y la funci6n 

radial corresporx:le a la gráfica III.33. 

Gráfica III.30 Función de correlación total para €= -1. 
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g(x) 

i 
GRAFICA III .31 Función radial de distribución cuando &= -1 · 

c(x) 
' 

o 

X 

GRAFICA III .32 Función de corrt:lacióri total cuando &< -1 



g(x) 

X 

GRAFICA III.33 Forma de la función radial en su aproximación no 
lineai cuando e <-1 
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POTENCIAL DE DORN - Ml\YER II 

Proponenos ahora· una forna para el potencial internolecular 

donde se incluyen dos términos: 

.o.J:xi.en escrito de esta rranera: 

donde se incluyen estas cantidades adinensionales: 

re la siguiente relaci6n: 

en donde íl . = a ~V 
1 l. 

· tiem (véase apéndice III. 4) : 

en donde - BirA1 y wl- n 
\ 

III.13 

al efectuar ias integraciones se ob-

1 
(1+ Iq")2 

re la relaci6n entre c(K) y Ü(K) se puede llegar a este resultado: 

III.14 
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., ' 

en dome wi = twli 

Esto significa que los ¡:olos de la funci6n transforrrada de -

correlaci6n se pueden encontrar al igualar a cero el denominador -

de la expresi6n anterior, el cual se reduce de una ccu:ici6n de oc-

tavo grado en Ka dos en "x" e "y" (aplmdice III.5): 

J2:+w2 +7x+x;¿-y2 'l'(l+'!'xfl- (l+x) [1-w1+2'!1x:+-'l' 2 (x2-y2~=0 
lII.15 

donde K 2= x+ iy , '11= cpz 

Una soluci6n de este sistema de ecuaciones, cuan:Jo x= -l.. y 

es decir Kc:i
3 T p = ~, es un par de ¡:olas dobles cuyas 

partes fuaginarias son +1 y -1 respectivanente: 

y 

.. (-1,1) 

X 

• (~1,-1) 

FIGURA III.33 Una solución del sistema III.15 es x= -1 y y=:!: 1 
.• 

Si K= u+ iv, esos dos ¡:olos sobre el plano x-y se trans­

:fonnan en cuatro p:>los s:im~tricos .y dobles en el plano u-v caro 
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se muestra a continuaci6n: 

V 

(-0.455, 1.1) • • (0.455,Ll) 

u 

~. •' 

(-0.455, -1.1) .· 

FIGURA III.34 Localizaci6n de.lOs polos de Nc(K) en el plano 
u-v cuando K2 = -1'.!:i 

Lo anterior ilnplica que el denaninador de III .14 se puede. ~ 

presar as!: 

con K*= u- lv 

Ahora bien, si utilizanos la relaci6n II.2 y el Teorema del 

!Esiduo, c(x) se puede e>¡presar as!: 

V .l'=-4 
c(x) = 211x 9:,1 c(K) 1 

K=K . J1 
III.16 

en don::'le los residuos corresp:mden a los polos que se encuentran -

en el semi plano superior u - v ·encerrados por un circuito semi.circ~ 

lar. 

so 



I:espués de calcular la SUITU de los rcsidoos y de hacer las -

substituciones corres¡::ondicntes con 't'= 5 , se obtiene este rcsul-

tacb (apéndice III.6 ) • 

c(x) = __}!___ 
2nN 

e-v1x 
X 

donde a= -15 + .425 x 

III.17 

b=-5.02 + 2.llx u=0.455 v= 1.1. 

A continuaci6n se lTUestra la gráfica para tener una idea mtis 

clara del ::m¡::ortarn.iento de e (x) : 

c(x) 

GRAFICA III. 35 
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y la cnrres¡x:>ntlicntc fornu ele la función radiul (lincul) : 

g '.x) 

GRAFICA III.36 

X 

El sistema c1e ecuaciones III.15 se resolvi6 naliante un prograrra. -

de canputadora aquí solo se ha expuesto un resultudo. Otros polos de -

NC(K) que fueron claculados para diferentes valores de w
1

, w
2 

y '!' son -

:los que aparecen en la lista del apéndice m.7 . 

. •: 
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CONCLUSIONES 

Se puede observar, en los tres nodelos de potencial analiza-

dos, que las singularidades de la transfornada de Fourier son po-­

los sillples o dobles, cuya localizaci6n y cambio de posici6n en el 

plano conplejo depende de los valores de la densidad y de la ~ 

ratura, para tma intensidad de interacción y un alcance dados. 

Cuando los potenciales son repulsivos se obtuvieron expresi~ 

nes de las f1.IDCiones de correlaci6n total cuyas fornas se asemejan, 

sobre todo en el potencial de Bom M:lyer II, a los resultados e~ 

rinentales obtenidos por rredio de difracci6n de rayos x, aunque es 

te es el caso de rrás dificultades de tipo naterrático. 

ID anterior significa ~ los mx1elos de potencial propuestos 

representan, desde 1.n1 punto de vista cualitativo, buenas aproxima-

cienes para estudiar el corrp::>rtamiento de fluidos sirrples. R.:?sul­

tados Ire11os realistas pero relativarrente rrás fáciles de tratar son 

los que corresponden a los potenciales de Yukawa y Born Mayer I. 

CUando los ¡;;otenciales son atractivos las ftmciones de cor~ 

laci6n total y radial de distribuci6n no corresponden a hechos rea 

listas aunque se observ6 consistencia en los resultados. 

Cabe señalar que, si bien no se consigna en este trabajo, se 
-a2r2 

estudió el ¡;;otencial de G3.uss: u(r) =re : sin embargo, no se 

encontraron resultados congruentes. 



A PE N DICE I.11 

Una serie de potencias puede considerarse como un medio de trans­

formar una secuencia dada a en una función f con un intervalo como 

dominio: 

f(x) e L n anx 

00 

o 

n"'O 

Ahora supóngase que a 

f(x) = L a(n)xn 

n=O 

es una función cuyo dominio es el conjun-

to de números reales positivos. En este caso f(x) es una suma promedio 

que corresponde a la in~cgral j
00 

a(t)xtdt. Es conveniente substituír x 
s O "' ·-st 

por e- tal que la integral pueda escribirse como f a(t)c dt. o ' 

Esta Últi~a expresión determina una nueva función La, llamada la 

, : transformada de Laplace de a : 

Para e.t produéto de dos ·transformadas de Lap~ace Lf y Lg, tcn.2, 
. -.-."';-:; .-'.!, ~;; ... ~ 

mes: · ..... ;.,.:'.;,:' .;.· 

Lf(s) • Lg(s): ... J't~cx>~:-sxcix f..,g(y)e-sydy 
•.o · · o 

1 -:~:- '"',;> ·. 

~· /~~s(x+y) f(x)g(y)dA 

Esta Última integral es una integral doble sobre el primer cuadran, 

te del plano x-- y. cuando se introduce la transformación lineal x =u, 

y = u - u • 

Lf(s) Lg(s) =fíe-su f(u) g(u -u) du du 

={[ tf<u> g(u -u>dje-su du 

o cuando la variable de integración u se reemplaza por t, 

Lf(s) • LgCs> ={[ t f(u)g(t-u)du Je-stdt 

=L[ tf(u) g(t-u)du J (s) 

53 

Así se ha demostrado que el producto de dos transformadas de Laplace 

de dos funciones f y g es igual a ia transformada de Laplace de la fu!!. 

ción f g definida por la integral de convolución de la siguiente manera: 

[ f * g J (t) =[, t f(u) g(t-u)du 



A P B !l D I C r. II. 1 

Por definici6n: 

Al utilizar coor.1enar1as esf&icas el el~to '1e ~iuíten queda e:<­

presado corro d 3r = r 2 sen e dr:J. e ::lljr; por lo tan~:. 

e k = ~ /
0

drr2 frr de. sen e ! 2rrd$ e Cri ·e -ikr cos 0 
o o o 

Integrando con respecto a cj> y haciendo -.ID c:w-.bio de c:oor"-enaeas con 

z = cos e : 

Si se integra con :::-especto a ::?: 

ikr -ikr 
e {k) = '; : dr .. r 2 c(r) e lli e 

.Q 

Veros entonces que si e {r) es~una =unción es!:éricar.ie:ita si­

J"€trica, entonces e(~) =e (k) es una función de variable real 

con k >o. 

Si se twa r' = -r tenemos : 

~ ( ) ,, 'Ir [ .co 
e k = ikV ~ dr reikr c(r) + ::.~~~:t'eikr' c(-r')] 

• .:- ;_,:,< 

y suponiendo que c (r') = e c;.;f.',h~i;Yi'E!( que c (r) es una fun-
. , . ·~:, 

ci6n par, resulta después de had~.i:··~~?'}~~i~~ -la primera integral 

y x=r' para la segunda: · 5~!;'.~:;;p>';.;J·:~· 

a Ck> = 21r .r00adi;ü~J.·~·('.,c;' V k>O 
ikV -oo· 
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A P E N D I C 

+ 
En coordenadas polares esf€ricasi x 

X = X sene cosip 
l 

X = X sene sen$ 
2 

X = X cose 
3 

Entonces: d 3 x x2 sene dx dS -

X(X , X X ) 
1 2 3 

dcj> 

+ t'Q 'dx x 2· -{3u (K) =! -- / 2 "d<!> dS sene auCx> e-iKx cose 
o n o 

Siempre que se elija el sistema coordenado de tal forma, 

que el vector K sea paralelo al eje oz, y 8u(x):8u(x), siendo 

X ~ lxl • 

Haciendo un cambio de variable: zEcose: dz =-senada 

e integrando al ángulo azimutal $: 

(~) 

Se ve que en el caso de campo central:Su(K):Sü(K) donde 

K - IKI. Entonces: 

puesto que: 
1 
f dz 

-1 

e-iKxz = 2 sen Kx. (2) 
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Substituyendo (3) en ( 1) : 
00 

Su(K) =4nX fdx sen Kx e-x 
rm 0 

Integrando:()() 

De modo que: 

J dx e -x sen K.x 
o 

1 [°' = 2i ! dx 

(. "'. 

ffü (K) = . .il!l l 
O 1+K2 

-- 1¡~ '·.·.e·· ,..x {.eiI<x.:_e-iKx) 
2 i o·~.~:~~ > -~- -- < · = 

1+!{2 

·' 
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Por dcfinici6n: 

es decir: 

Si z = cos8 

Pero: 

A P E N DI C E III.2 

........ 
f3u (K) = l fx e -iK.x f3u (x) 

:. .... 

dz = -sen8d8 

/~-:i.Kxz dz = 
-1 

+iKx 
e-iKx - e 

-iKx 

iKx -iKx 
= e - e 

.... 
3 ..... k 

dondeíl =Va ; :K= -
Cl 
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I 

Por lo tanto: 

2n!t. "" l -iKxz 
Sil (K) J x 2e 

-x dx J dz e 
n o ~l 

= ~ n 
e+il<x -e -iKx 

+iKx 

= 2n!t. - e-iKx) dx 
íli.K 

(';,·. 

2n!t. "" -x+ iKx X e-X-~ = J e :xe - dx 
íliK o 

j :xe -x+iKx dx = !"' :xe -x (1-i.K) dx . 
o o 

= _°!_ j pe -p dp dondep = (1-iK) X 

(1-iKi 2 o 

{ xe -x-iKx ~ = { xe. -x (l+iK) dx 

1 Ípe -P dp donde P= (l+iK) X 
(l+iK)2 o 

[ J
CX> 

"" -P -f pe dp = e P (-P -1) 
o . o 

= 1 
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Entonces: 

f3Ü (K) 
211A {-·-1_ 1 

= 
lliK 

2itA 
= 

-lliK 

= ·211A. 

niK 

Sinplificando resulta que: 

f3il (K) ,,;, Sn A 

íl 

{ 

{ 

donde A= AS 

(l+iK) 2 (l+iK) 2 

2 2 
(l+iK) - (1-iK) 

(l+iKj2 (1-iK)2 

1+2iK-K2-1+2iK+K2 

(1-iK)2 (l+iK)2 
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. _, 

Olando -1< e:< O: 

APENDICE III. 3 

NC(K) = -~I c_l~-­
(1+ K2)2- le: 1 

y las partes real e irraginaria de K están expresadas ¡::or: 

. u = ± ci± ~ J 112 
2 

SUnalrlo los r~siduos en K1 y -K1 se obtiene: 

pero K2 = -~1 , ¡::or lo tanto: 

c(x) = 8~N 

Cuando e: = -1 , los residoos se del::en calcular en K= O (¡::ole do­

ble) y K = ± (í i . Al sunarlos y hacer si.nplificaciones: 

c(x) = nlcl 1 
4nN X 

cuando e:< -1 los polos de NC(K) quedan expresados as.í: 

1<1 = + { -1 + ~ }11z 

K
2 

= - {-1 + fü 11/z 

GO 
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Calculando la suna de los residuos en, Ki, '.'K2Y; Kj y hacierdo sim-

plificaciones se obtiene: 

-··.·,,., 

c(x) = ·B~N ~ {2 ~ I<¡:K - e--VJX) 

-; ' ~· . 

• 
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11. P E N D I C E III. 4 

....... ~ 
donde n = a 3 V i< = ·K.•· .. 

·= a3 V 
1 1 1 aí' 2 

(;. , .. 
"" ·. 1 • . • .. -•· .. 

2nA1 ¡ . 2e -xd --¡ -iK_-·•.x z d = 1 X - e· •- -.- 1' . 1 1 Z 
n 2 o .. 1 1 -1 -- -· 1 

Por lo tanto: 

"" 
d ( = 2.íTA1 ¡ X e -x·( iK X -·.· -iK·x ) dx 

- K1,K2) iKí! o l lec.1_1.~1.1 1 
l l . 

-211 A2 "" -x iK X -iK X \ 
iK n f X e 2 (e 2 2 -e 2 2-·. 

2••2 o 2 



Sin embargo: 

pero: 

00 -x 
f X e 
o 

(l±iK) d.x = _1__ /"'pe -p dp 
(l±iK) 2 o 

donde p= (l±iK) x 

-p con u=p , dv= e dp 

Con ese resultado: 

hA [ l K) =--1-
2 iK S'l (1-iK ) 2 

1 1 l .. ~·· 

+-:A~ [-(-l--~--)-2 
2 2 2 

Al simplificar· lo anterior: 

-d (K , K ) = SnA1 1 - 87Th2 
1 2 

n1 (l+K2) 2 !h 
1 

w w 
-- ·:~ decir: -d ·(K , K ) = l 2 

1 2 (l+K2) 2 (l+K2) 2 
1 2 

donde w = Sirhi 
1 111 
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~PE N DICE III.5 

Si en la ecuaci6n 
(l+<j>2K2) 2 (l+K2) 2 _ W. (l+K2) 2+ W (l+lj¡2K2) 2= O 

1 2 

se substituye 'l'=<j> 2 ; K2 = z = x + iy v se factoriza, se obtiene: 

[w + (l+z) 2) [(l+'l'z ) 2- w] + w w = o 
2 l 1 2 

Si en esa igualdad A denota al primer paréntesis, B a 1 segundo y C =~·1 W , o o o 1 2 
se pueden igualar partes reales e inaginarias de la siguiente manera: 

: es decir: 

pero: 

Re (A B + C ) = O (1) o o o 
Jm (A

0 
B

0 
+ C

0
) = O (2) 

1,. {Re A
0

) (Re B
0

) - (Jm A
0

) (Jm B
0

) + C
0

= O 

(Re Aº) (Im Bo) + (Im Aº) (Re Bo) = o 

Re A
0 

= Re n~z + (l+z) z_] 
= W2 + 1 + 2 Re z + Re z 2 

= 1 + Wz + 2x + x2 - y2 

Irn A
0 

= 2y + 2xy 

Re B
0 

= 1-W1 + 2'!'x +'i' 2 (x2 - y 2 ) 

Irn B = 2'i'y + 2'!' 2xy o 

Sustituyendo en (1) y (2) éstas se transforman respectivarrente en: 

[1 + W + 2x + x 2- y2J [l. - W + 2'!'x +'i' 2 (x2- y 2l] - 4y2y(l.+x) (l+'!'x) =O 
2 1 

[ 1 + W + 7.x + x 2-y2] '!' (1 + 'l'x) + (1-t-x) [ 1 - w + 2'1'x +'i' 2 (x2
- y 2 )"1 = O 

2 1 '-1 

·' 
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APENDICE III.6 

Si K = u+ iv y K2 = x+ iy se obtiene: 

-x± 
Vx2+ y2 11z 

-x+ v,,.2+ y_2 
1/2 

u =-t { :!: 2 } .V=± { - 2 

Olando wl. = w2 = 1 ·, x := -l. , y = ± 1 resulta que los cuatro -

polos se pueden expresar de esta manera: 

K1 = .455 + 1.li 

K2 = -.455 + 1.li 

K3 = -.455 - 1.li 

K4 = .455 - l..li. 

O::m este resultado el denominador de Ne (K) sé puede expresar así: 

cono se t.rata de polos dobles, para calcular los residuos de Nc(K) 

en cada polo P, enplearros esta f6nnula: 

les 1 = lím __!!.. { (K -P) 2 f(K)} 
p K4-P dK 

D:l esa mmera, a.l aplicar el Teorem:i del Residuo, despoos de hacer 

sinplificaciones se obtiene que: 
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APENDICE III.7 

wl w2 'I' i<2 

1 1 5 -:-:1:!:1 

1 1 10 ~1±1 

1 1 20 ;..;1±1 

1 1 50 ''+·· ,, 
-1-:1 

' - " 

1 1 100 -1±1 
( .... 

5 5 100 -1 ± 2.236 

7 7 100 -1 ± 2.646 

10 10 100 -1 ± 3.162 

30 30 100 -1 ± 5.477 

50 so· 100 -1 :!: 7 .071' 

10 100 10 -1 ± 10 

• 1 
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