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INTRODUCCION )

El propSsito de este trabajo es cbtener formas analit-;icas de
la funcién de correlacién total, tomando como base tres modelos de
potencial intermolecular para fluidos simples (gases o lfquidos),
mismos que pueden interpretarse como una aproximacién de la fun-—

cién directa de correlacién.

Exploraremos un método paralelo al de iteracién que se uti-
liza para resolver ecuaciones transformadas, con el objeto de re—
presentar analfticamente las funciones de correlacién y analizar -
algunos aspectos con relacién a los polos de sus transformadas de
Fourier, asi como el camportamiento de la funcifn radial de distri
buci6n, la cual tiene importancia porque estd relacionada directa-

mente con las funciones termodindmicas.

Es decir, los modelos de potencial intermolecular serdn ade-—
cuados en la medida en que las funciones radiales de distribucién
que se obtengan a partir de ellos tengan un comportamiento que se

ajuste a los resultados experimentales.

La secuencia del contenido se presenta en la forma que se in

dica a continuacién.

En los dos primeros capftulos se proporciona la informacién
de caricter general que se utilizard para desarrollar el tema que

nos ocupa.



En el Capftulo I, despufs de dar una informacifn general so—
bre la forma de la funcién gendrica de distribuci®n, en particular
se har§ referencia a la forma y a los resultados experimentales -
del comportamiento de la funcién radial de distribucién, la cual -
tiene importancia especial por estar directamente relacionada con
funciones termodindmicas como energia, presién y potencial quimico.
También se mencionardn las aproximaciones que dan lugar a las ecua
ciones YBG (Yvon, Born y Green), HNC (cadena hipertejida) y PY (Per
cus Yevick). A partir de la definici6n de la Transformada de Fou-
rier, se planteard que, aplicando el Teorema de Convolucifn, se -
puede obtener una relacién algebraica entre las funciones de corre
lacién (ecuacién de Crnstein Zernicke) , misma que sirve de base pa
ra estudiar las propiedades de las funciones de correlacién en el

piano complejo.

En el Capftulo II se hace mencifn de los aspectos de tipo ma
temitico que serdn utilizados posteriomente: de manera fundamental
la evaluacifn de integrales en el plano corplejo a través del Teo-
rema del Residuwo, También se describen los pasos que serén dados
en el capftulo siguiente y se menciona la aproximacitn de Yvon co-

no base de los modelos que se proponen.

En el Capftulo IIT se propondrén tres modelos: el potencial

de Yukawa, el de Born Mayer I y el de Born Mayer II.

Para cada uno de esos potenciales se seguirs un procedimien-

to que ya es conocido cuando se trabaja con fimciones de correla—

II



ci6n: se obtiene su transformada de Fourier (bajo nuestra aproxi-
macibn es la transformada de la funcifn directa de correlacidn); -
mediante la ecuacifn de Ornstein Zernicke se calcula la transforma
da de la fuimci6n de correlacifn total; se analizan sus polos y fi-
nalmente se obtiene, al integrar sobre el plano complejo aplicando
el Teorema del Residwo, la forma analftica de la funcibn de corre-

laci6n total.

Por (ltimo se expone el comportamiento tanto de la funcién -
de correlaci6n como de la funcibn radial para diferentes valores -

de la densidad y la temperatura.

IiT




CAPITULO I

Para un sistera de volumen V, cerrado y en equilibrio térmi-

-+ +

o, para el cual n(g) ({n}) d{n} =-donde {n} = f, , T

2 1 e e oer Iy
3

denota la probabilidad de encontrar un molécula en ¥, dentro de -~
d;x otra en itz dentro de dl:z,... Yy otra en ;n dentro cde d-fn sin
-cue importe la localizacién de las otras N-n moléculas; la funcién

reducida (o genérica) de distribucién n(g) ({n}) se define asi:

¢

(n) - w ot Jexp{-pu({N})} d{N-n})
ny Und) = 7y

I.1

e;x.donde =SS exp(-fu (N} ) 4N} es la funcidén de parti-—
ci6n y la.constante @ = -E],if con ¥=1.33054 x 10_23 joule/°K

Ll prirer factor -(T*};T)_r es el nitrero de formas de encont_rar
n roléculas -seleccionadas del ndmero total N- en alguna confiqu-
racién, que coro puede observarse, estard determinada por la ener-

gia potencial total.

Debe enfatizarse también, que deido a las interacciones mo-
leculares, los sistemas reales no presentar una distribucidn al —-
azar en el espacio de configuracidén, lo cual permite definir a par
tir de I.1 funciones de correlacién que representen en forma preci
sa el grado en que las distriluciones de n mpléculas no son corple
'tamante al azar. '



S8i se considera un sistema abierto, donde N no es constante,
la funcifén genérica de distribucifn vara n roléculas de masa m, -

{n)

n"’, es el proredio de I.1 para sisteras que contienen n o mds mo

1Eculas:

n _< gN
ntt =L A ... - ~
S fooif e:;p( pu({N}) d{N-n}
' I.2
_ _Ww/kT : - .
donde Z=e es la fugacidad, u el notencial quimicoy - -
A= h(2nr:k'1‘)—y ? es la longitud de onda tfrmica para una rolécula

de masa m.

En cgeneral, la diferencia entre las relaciones que se pueden
obtener a partir de esta ecuacién y las que se obtienen a pa;:'tir -
ée I.1 es que las prireras involucran al potencial quimico y apare
cen proredios del nfero de moléculas. Sin embargo, si Ty 2 per~
manecen f£ijos pero V-« ‘y el promedio <N>+ = mientras que la den
sidaa p= 5%1 permancece constante, esas relaciones son idénticas.

La fincién de distribucién para dos particulas n® cvando -
el potencial intemolecular es esféricarente simétrico y N>>1 per-

mite definir uma "funcidn radial de distribucibn® glr):

glo) = (%)2 n{? (r)

I.3

que est8 norralizada a Ja unidad para distancias grandes y depende

de la magnitud de la distancia r entre las particulas, de la densi



dad p y de la temperatura T para sistemas isotx6picos y homogéneos.

Bsta funcién es de grax;x importancia y utilidad en la Mecini-
ca Estadfstica porque puede relacionarse con las funciones termodi
nfmicas como la energfa E, la presién P, el potencial qufmico py
con la compresibilidad isotfrmica Kp -

‘E = §§§2 + g; £ ulr) g(x,p,T 4mridr

_ _pt = du(n
- per - 57 x 0

°
[

g(r.p;'i"?:fk«t}?;*;# "

W =T {2n A*+2n p} + pf} J;uu(r)iigy(;:,"p.'r) 4'4’11Erzdzdl;
K=& =1+0 rlgee) - 1) o

X.4

. . oy 3
donde u(r) es el potencial intermolecular y A= h(2mxT) K

De esto se desprende que el conocimiento de g(x) permite ob—
tener, en principio, el valor de cada funcién tenmdinfmica (ecua-
cifn de estado) , y en ese caso pueden hacerse camparacicnes con re
sultados experimentales. Sin embargo, como g(r) depende de upa ma
nera complicada de la interaccifn entre las moléculas, no se ha en
-contrado la manera de obtenerla exacta y directamente; aunque a -
partir de los resultados de experixmnﬁos de difracci6n de rayos X(D,

se observa que g(l) exhibe el comportamiento general que predice -

(1) Einsestein y N.S. Gingrich, Phys, Rev. 58, 307 (19u0) 62, 261
(1942).



la teoria,
En la siguiente figura estd representado el ccnportamiento'—
de la funcién g(r,p,T) para un gas diluido.
g(r)p’T)“

2

P
v T——

1 2 3 T
FIGURA I.1 Forma de la funcidn radial de distribucidn para gases
diluidos.

Caro g(r) es proporcional a la densidad de moléculas a una -
distancia r de otra en el origen, puede verse en las figura I.l y
I.2 que las curvas presentan un mixim a una distancia determinada
por el potencial de interaccifn. Pero a medida que la densidad au
menta (figura I.2), la influencia de la correlacién que existe en-
tre las moléculas se deja ver por la aparicién de miximos relativa
mente pronunciados, restos de los que ocurren en el e;%t;ado s8lido,
Yy que corresponde, a medida que r se :i_r;crenenta, a primeros vecinos,

segundos vecinos, etc.



g(r,p,T) 4

1 2 3 p=Xo

FIGURA I.2 Curva experimental de la funcidn radial de distribu-
cién para Argén liquido a 91.8 °K, donde o= 3.42 R,
Tomado de un articulo de J, de Boer, publicade en Re
ports on. Progress in Physics, 12,305 (1949). -

Fhora hien, a partir de la relacién‘ éada por I.1 o I..2 se -
.pueden ohtenex ecuaciones (de estado) inteqrales exactas que rela
cionen n(p“) en términos de n(9'+1) , pero para poder calcular una
funcién de orden dado a partir de este formalimmo es necesario in
troducir alguna suposicifn para ronper el acoplamiento entre esas
ecuaciones integrales. De otra nanera no seria posible calcular
(2

n*“, i.e. g(r), sin conocer el valor de n(3), el valor de n{3

sin conocer el valor de n(“ , etc.

Esta es la ecuaci6n de Born y Green:

(2)

. . (3 + o+
ainny, o\ 2 I Y%, n(lga (rlz r13) >
———— - - — ———— dr;
5 -
9r,, ) S P 9r;; ni, Yia T3

I.6

g



donde u es el potencial intermolecular.

Para resolver esta ecuacién y otras equivalentes se han su-
gerido varias aproxiraciones, entre ellas la de superposicién(z) y
en donde se estahlece que la probabllidad de encontrar wna rolécu
la 3 en la posicién T3 , la molécula 2 en T, ¥ la molécula 1 en Ty,
es el producto de las probabilidades de encontrar los pares (1,2),

(2,3) y (3,1) aproéiadaniante espaciados:

,.?(rl'rz'r:S) = g(rlz) g(rlg) g(r23)
1.7
Si se define el potencial de la fuerza promedio entre las
dos partfculas ¥® () por medio de la relaciéa: '
g(r) = exp{-¥® () / Kr}
. E . I.5
esto puade “servir coro punto de partida para la obtencifn de una
-ecuacién inteqral para la funcibén radial, ya que entonces:

¥(1,2,3) = ¥(1,2) + ¥(1,3) + ¥(2,3)

La idea de esta aproximacién se debe a Kirkwood y fue utili
zada por Ivon,Born y Green para obtener lo que ahora se conoce oo}
mo ecuacifn YB8G, la cual produce huenos resultados para sisteras

poco densos, en donda una rolécula alejada de las otras &os es -

(2) J.6. Kirkwood, J. Chem. Phys. 3,300 (1935)




tal que no afecta la interaccidn total de las tres.

Otras dos aproximaciones se expresan en forma mds convenien——
te a través de la funcién directa de correlacién d(r) definida por
la relacién: ) '

c(rlz) = d(rlz) + p.fd(r13) c(r23) dr3 '
I.8
--Gonde la funcién de correlacién total (™) c(r) = g(r}) -~ 1 es una redi
da @& la influencia total de la molécula 1 sobkre otra rmolécula 2 a

wna distancia Tyo -

La ecuacién I.8 fue propuesta por Omstein y Zernike (1914),
la cual, cono puede observarse estd d1v1cuda en una parte “"directa"
representada por d(r), y una "indirecta" representada por el segun-—
3o tfrmino en donde se expresa la influencia directa de la molécula
1 sobre la tercer molécula, 3, que a su vez ejerce la influencia to
‘tal sobre 2 y este efecto promediado scbre ‘todas las posiciones de
la molécula 3.

Una de las aproximaciones se efectfGa desarrcllando n(z) en po-
tencias de p y despreciando ciertos términos con los cuales el mane
jo de la suma se dificulta. Las partes que se retienen al sumarse
dan como resultado:

d(r) = c{r) -~ n g(r) - u(r) /KT

" () Generalrente la funcifn de correlacidn total se denota por h(xr)
y la funcifn directa de correlacidn vor c{r). Nosotros hemos
utilizado c(r) y d(r) respectivamente.



" mejor conocida cam la ecuacidn de cadena hipertejida (HNC) .

Otra aproxiracidn se obtiene si en el migmw desarrollo se des-

precian otros términos:

a(r) = g(r){l-exp(u
I.10
mejor conocida comp la ecuacifn de Perquﬁéiéﬁd( (PY), v al igual -

que la anterior puece utilizarse para c“.ensidades bajas y altas.

Sin embarco, deben aclararse los siquientes hechos:
- Los resultados mis precisos se obtienen para densidades "bajas".

-~ Hasta la fecha no exdste mftodo alquno mediante el cual se obten
ga una conexién exacta entre g(r) y el potencial intermolecular

u(r) .

- MBtodos como los anteriores donde s2 hace una aproximacién mate-
mitica puaden mejorarse efectuando wa aproximacidén de orden mis
alto, pero existe el inconveniente de que las dificultaces de i

po materdtico auwenten ripidarente.

- Finalmente, serfa de rucha utilidad poder comparar todos los ms-
todos edbre una base comin que tuviera un significado fisico cla

ro, pero hasta ahora no existe una manera simple de hacerlo.

1ds anteriores ecuaciones aproximadas son las fnicas con las -
cuales se ha efectuado el suficiente trabajo para poder hacer corpa-

raciones entre la teoria y el experimento; y coro puede apreciarse,-

en vista ée su corplejidad, generalmente -excepto para el caso de la



_solucibn Ge la ecuacidn de Percus-Yevick para esferas rigidas-, no
es posible encontrar soluciones analiticas para estas ecuaciones -

integrales.

Llas aproximaciones PY y HNC, son ecuacianes integrales y sal
vo el caso &e esferas rigidas solamente se conoce su solucién me—
diante métodos nundricos; en este trabajo explorareros la existen—
cia de algin m2todo sencillo, que nos permita representar aproxira
da pero analiticamente las funcicnes de correlaci6n dz liquidos -

simples.

Comenzamos por definir la transforruda de Fourier de una fun—-

cifn £(r) en la forma:

S -ik.T

k) .= -\17 FE@ e KT gip ,
I.11

y su transformada inversa:
I} - ) i ’
£@ = —— rE®) ok F g
{2n)?

I.12

Oon estas definiciones se puede aplicar el Teorema de la Con-
volucién (apéndice I.1) y transfommar la ecuacifn de Ornstein Zer-
nike en una relaci6n algebraica entre las transformadas de las fun
ciones de correlacifn:

(k)::__—_d_g_).__

c =
1-Nd (k)

I.13



y a partir de esta expresifn interesarnos en investigar las propie

dades de las funciones de correlacifn sobre el plano camplejo K.

Las razones para trabajar con las transformadas de las fun—

ciones y no en el espacio de configuracifén son las siquientes:

Se sabe que una forma de resolver estas ecuaciones es por el

método ée iteracibn en donde se supcne una forma analftica pa-
ra la funci6n de ccﬁelacién directa a orden cero at® en el -
espacio de configuracifn, se obtiene su transformada, y median
te (I.11) se obtiene la forma correspondiente para & (O (k) -
la cual, por medio del Teorems de Cauchy (plano corplejo) lo—

gra ponerse otyxa vez en funcién de r para abtener finalmente -
d(l) (r) al utilizar la relacién (I.2) y poder camparar lusge

can ¢

En el caso de la ecuacién de Percus-— Yevick histSricamente la
Gnica solucién para esferas rigidas se encontrS trabajando cm
transformadas de Laplace.

El anilisis de las funciones de correlacién de esferas rigi-
das (PY) y del gas de Coulomb muestra que en el plano K dichas
funciones estin determinadas por un cierto nimero de polos cu-
yas posicicnes en dido plano cambian con la densidad y la ten-

peratura.

10



CAPITULO IX

En tres dimr{éiones la transformada de Fourier de una fun--

’ cibn c(r) estid definida como:

-
-+

-> R
R =5 Je® ¥ Tar

I.l1
donde
IR
c(® =——v—~1§-§-§f 03] eIk T gy ;
€., (2“)3 _u"
3y
N I.12

estas relaciones pueden reducirse a dos integrales sobre el eje -

real, de las siquiente manera: primero debemos suponer c@)=c(xr) -

" oon r20, i.e. trabajarvs con wna funcién ée variable real dependien

do Gnicamente de la distancia al orfgen (esf&ricamente simétrica).
Si se utilizan coordenadas esféricas y se realizan las integracio-
nes y sinmplificaciones correspondientes, resulta que la expresibn

I.11 se reduce a (apéndice II.1l):

B(k) = 3~ [axxe™* c(x) ¥x20

I1.1
En forma totalmente anfiloga, la relacién I.12 se puede expresar co

m> una integral extendida solwe todo eje real:

c0d = mrmr = Lok x ™ 3

II.2

i1



La evaluacifn de integrales impropias como II.1 y II.2 se -
realiza en ocasiones mediante la utilizacibn del Teorema del Resi
dwo, con una funcidn y un contorno de integracidn apropiados so—

re el plano complejo.

Hablando en términos generales, si el propSsito es evaluar
gF(x) dx, y sabenos que F(z) » 0, |z|+= (en el semiplano superior),
debenps considerar fc F(z)dz con z=x + iy a lo largo de un con
tomo ¢ sobre.el plano complejo que consiste de.un intervalo so——
re el eje x desde ~R-hasta 4R y del semicfrculo ' con ese inter-

valo como iLaretro:

v?

-R

FIGURA II.1 Circuito de integracidn que utilizaremos para el
c8lculo de la funcién de correlacidn total.

Cuando el contormo de inteqracifn no encierra puntos rama-—
les (puntos en los cuales la funcifn no es univaluada) al hacer -
tender R a infinito podri evaluarse .[: F(x)dx pues en ese caso:

FF()dz = [T} Foodx+ [F(2dz .



donde

Jp F(z)dz + 0 para R+

Por otra parte,la determinacifn del valor de una funcién cu
yas {inicas singularidades son polos, se puede lograr calculando -
primero los residuos de la funci6n en dichos polos y luego apli—

cando el Teorera de Mittag-Leffler.

Nosotros estudiaremns casos sencillos en los que las {inicas
singularidades de la funcién de correlacifn total c(x) son polos
sirples o dobles,y en tal caso podreros escribir la forma de &(k),y
ademis, a partir de <c(k) obtener c(r) en form algebraica usando

una integral sobre el plano conplejo.

Es decir, cuando no hay cortes ramales, podremos cerrar el

contorno por el infinito siempre y cuando el integrando mismo de
-v_ i
(2 X

-la contribuci6n del semicirculo T tienda a cero para un radio -

la antitransformada - ¢(x) = ¢ ke cklk sea tal cu=
infinito. Despufs, partiendo de la ecuacifn de Ormnstein-Zernixe
¥y proponiendo n’odélos sencillos para d(r) obtendremos d(x) y las
singularidades de &(k), para poder obtener c(r) y otras propieda-
des del sistema.

Como pusde verse, bajo la hipStesis mencionada nuestro pro-
blema se reduce a encontrar donde se localizan los polos de la -~
funcién de correlacién, para una d(r) determinada, en funcién de

la densidad y la terperatura.

13
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la simplificacién de considerar funcicnes que poseen polos
tnicamente, si bien es restric_tiva, se cumple en varios casos im—

portantes:

a) Para un sistema de esferas rigidas en una dimensifn.
b) Para las solucicnes de la ecuacifn de Percus-Yevid: cuando los

potenciales son de alcance finito.

La proposicifn de rodelos para d(r) es la que limita ras -
los resultados de este trabajo, ya que no hay relacicnes conoci—
das entre d(r) y u(r) gue no involucren a.g(r) como las ecuaciones
HNCy PY (I.9y I.10). Existen, sin embargo, varias aproximacicnes -
que pueden tomarse como base para los modelos que agui propondre-
ms. lLa primera aproximacifn que rencionarernos es la de Yvon —
(ver Hansen y Mchonald p.98 y 110); al hacer un desarrollo de Tay
lor funcional en tf€rminos del pontencial Ad= u(r) se encuentra cue,

a primer orden,

d(r) = - gul(n)
Yvon

Ademds, existen varias aproximaciones, que bajo el nombre de Apro

xdmacién Esférica Promedio, suponen que

d(xr) = -8 u(x) r>o
AEP

dnde g es el didmetro de una coraza infinitamente repulsiva.

En el caso de estas aproximaciones, hacer un modelo de d(xr)

equivale a hacerlo para u(r). Por otro lado, en el limite de ba-
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jas densidades se tiene que
am) = e~ BUM 4

d modo que en este caso d(r) corresponde a la llamada funcién -
de Mayer. »

Al introducir la aproximacién Syvon{f) en la ecuacién de Ommnstein

Zernike se obtiene una aproximacién para la funcién total & -
correlacidn c(r), que contiene los efectos colectivos de las N -
partfculas del 'sistema. Esto queda claro, por ejemple, si se no-
ta que en el caso de la interaccién do Coulomb, cste procedimien-

to produce precisamente el resultado de Delye-Hickel para c(r). -

Esto es, si
- B“c=_ -—;\(— :
donde A= Be; a x; I/Ab | ;y(' }‘Bl = Vang e?p es la longitud

de Debye. Entonces

-8U k) =~ -]Jfr
y haciendo d(r) = -'guc(k) . d®) =~ /K2 de modo que,
la ecuacién de Ornstein Zernike:
- _~1/k? 1
EW). = T3 IRe T+ K2
cuya transformada es
c(r) = - _A_. e_x

"



4
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X

el factor e introduce los efectos oolectivos, en este caso un

apantallaniento exponencial del potencial de Coulomb.

De esta manera, en el préxdm capitulo introducimos distin-

tos mdelos para d(r) que al suponer como aproximacién

d(r) = -guln),

pueden interpretarse como modelos para el potencial.

Estos modelos serfin lo suficientemente sencillos camo para

obtener ¢ i) y analizar los polos de &(Kl.
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POTENCIAL DE YUKAWA

-ar

Sea u((r)= —i‘,— e el potencial repulsivo

u(x)

1/a . x

GRAFICA III.1 Forma del potencial ‘de Yukawa.

en donde % se define como el alcance y "a" coro la intensidad de -

la interaccion.

Esta expresiSn para el potencial puede escribirse adimensionalmente
como:

Bu(x) = %— e *

donde A=af{l}; x=or {1}; a= -k},i,—.{erg-l} donde k es la cons—



tante de Boltzman y T es la temperatura.

~+

Si definimos K =—— {1} y Q= Va®{1}, al transformar la re

lacién en coordenadas esféricas:

3 =2 2 2w o -iXxros8
ga (K) fo x. LT de J'o df senf Bu(x) e
siempre que se elija un sistema coordenado de tal forma que el vec—
tor B sea paralelo al eje 0Z y que se considere un carmpo central, -

pues para este caso fu(X) = Bu(x) siendo  x= |X|

De la relacién anterior se obtiene (vease apéndice IXT.1):

~ ey _ AT 1
B® =g e
IxI.1
y entonces: .
~ _ - : = 4mNoa
Ne(K) = yreme donde €= gon
IIIx.2

que es la transformada de Fourier del potencial de la fuerza prome-
dio.

En este caso puede observarse que las singularidades de NE(K)
son (nicamente dos polos simples en K = K, ¥ K=K, cuando re—

solvemos la ecuacidén 1+e+K2 = 0

8i €>0: K1=’+V1+ei
K.=- Vi+eid

18
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Sie=0: K; =1
Ky = -3
Si —1<e<0 : Kl—-+}/1— le| 4
Ky=-}1~|efd
Sie=1: K1=
K,=0

Sie<-1: el Kl=_l“€| -1
Ky=+|le] -1

Puede observarse de los resultados anteriores que K,= -—Kl en

cada caso, es decir, Kl N —Kl son rafces del denominadorx de -~

III1.2

Para seguir el procedimiento que ya hemos mencionado, calcula

mos primero el residuo de N& (K) en K=K, :

Res NE (K)|= —-=—

2K
= 2
k Kg'

y despuds utilizamos el Teorema de Mittag-leffler para obtener;

2 . 2 -
NE (K) = N (K| + £ < + I
U T KRR oy g2

=0 B L.

III.3
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Pero com para cualquier valor de e se cumple que x2= —Kl

entonces I1I.3 se transforma en:

) - €
N& (K) =7!—:—K§

en donde

—~€

NE W=

=0

© bien: ' —e
. (K-K;)  (K¥K,)

III.4

resultado que pudo hakerse sugerido directamente de la relacifn -

IIT.9 tomando en cuenta que K; y -K; son las rafces del denomi

1
nador.

Integrando en el plano camplejo sobre el sigquiente contorno:

-R u

FIGURA III.2 Circuito de integracidn donde deben estar comprendi-
dos los polos de NE(K) en el semiplano superior.



podemos calcular el valor c(x) aplicando el Teorema del Residuo

a partir de:
9 =1 e :xx’ - E
c(x) = f dKKe
—4TTZN' x ‘ i K-Kl (K+Kl
y resulta que: o 2 -9 - _Eel-K,x
) 4T N S
III.5
es decir:
RO W

donde el factor A es indeperdiente de la densidad pero es »roporcio

nal a la intensidad de la interaccifn e inversamente proporcional -
tanto a la temperatura caw al alcance: A=oafa; el factor vy del -
exponente representa Ja parte imaginaria del polo en Kl= u, + iv1

y esti dado por vy = m, con ¢ proporcicnal a la densidad y al -

factor A : e:=—7;93-)1

Recordemos que N&E(X) tiene dos polos sinples: en K; y en =K,

pero este segundo polo no influye en la forma de c{x) debido a que
no lo incluye el circuito de integracifn que se utiliza para apli——
car el Teorema de Residwo; sin embargo, la variacién en el valor de
£ determina el cambio de posicién de ambos polos aurnkue a nosotx;os
ﬁnicaménte nos interese el que se encuentra en el semiplano supe—

rior.

21
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Para diferentes valores de € veamos donde se localizan los PO

los y cfmo se comporta la funcién de correlacifn total.

- Si el valor de £ es mayor que cero, es decir cuando el po—
tencial intermolecular es repulsivo, entonces el valor de -
v, es positivo y mayor que 1, en consecuencia el polo en =
Ky=uy+ iv1 se localiza sobre el eje imaginario en el inter

valo i< K <=, cam se muestra en la figura III.3

v

-1

FIGURA III.3 Intervalos donde se localizan los polos de N&(K)
cuando del potencial es repulsivo.

A partir de una posicién dada del polo en ese intervalo, a me
dida que aumenta el valor de la densidad, e incrementa-su valor; -
i.e. V4 aumenta y por 16 tanto el polo se desplaza hacia arriba -
(su simétrico hace un desplazamiento hacia abajo) como se ilustra -

en la Figura III.4.
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FIGURA III.4 Los polos se desplazan sobre el eje imaginario,
cuando el potencial es repulsivo, si cambian los
valores de las variables termodindmicas.

Este mismo efecto de desplazamiento del polo hacia arriba so- -
bre el intervalo se produce cuando: disminuye la temperatura, au—

menta la intensidad de la interaccién o aumenta el alcance.

Veamos ahora cudl es el comportamiento de la funciSn de corre
lacién para el caso de potencial repulsivo que estamos estudiando:
si se hace variar la densidad y se mantienen constantes las demds -

variables, c(x) varfa como se muestra en la gr&fica III.S.



c(x)

GRAFICA I1I.S5 Formas de la funcidn de cérre],acién total para
diferentes valores de la densidad.

En esta gr&fica nos podenos percatar de que a medida que la -
densidad tiende a cero, la funcién de correlacidn total tiende a la
funcitn directa de correlacifn como curva limite:

1im (%) = ——)?;— e *
p-0 .

Ia funcidn c(x) tamhién tiende a la funcién directa como cur-

va 1fmite a medida que hay un incremento en la temperatura, mante—

niendo constantes las demis variables. Esto se puede apreciar en -

la gré&fica IXI.6.

24
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c(x)

GRAFICA III.6 Formas de la funcibn de correlacidn tota® para di-
ferentes valores de la temperatura.

Ia tendencia al mismo 1fmite se da cuando aumenta la intensi-

dad de la interaccifn o aumenta el alcance.

Por otra parte, la funci6n radial de distribucifn g(r) se pue
de relacionar con c(r) en una aproximacién lineal a primer orden,

para distancias grandes, mediante la expresi6n:

glx) = 1+ c(x)

que para el caso de potencial repulsivo que estamos tratando, tien~

de a —» cuando x tiende a cero. Sin embargo, si se toma en cuenta



que la funcién radial de distribuci6n se puede relacionar con el po

tencial de la fuerza promedio mediante una aproximacidn no lineal:

G, (¥) = e\p(x) Y que por el orden de nuestra aproximacifn ¢(x) = c(x)

’

g0 = e

Al representar esta aproximacitn no lineal en forma grafica -

se obtiene una curva que se asemeja a los resultados experimentales

(gréfica IIX.7).

gNL(x) J

-]
GRAFICA III.7 Forma de la funcidn radial de distribucidn.

- CQuando e€=0, el polo K,=Jl+¢€i se localizan en i (el -
otro polo en -i). Este caso corresponde ya sea al valdr cero de
1la derisidad (ausencia de mpléculas), al valor infinitamente grande

de la temperatura, al valor cero de la intensidad de interacci6n o



al valor infinitamente grande del alcance.

- Cuando el valor de € es menor que cero pero mayor que -1 el
potencial es atractivo. En este caso el valor de v, es po~
sitivo y menor que 1, en consecuencia el polo K, se locali-
za en €l eje imaginario sobre el intervalo 0<K <i como se

mestra en la figura III.8

-3 .

FIGURA II1I.8 Inmtervalo donde se localizan los polos cuando
-1< €< 0. No se incluyen los extremos ni el

origen.

Dentro de este intervalo, a medida que aumenta el valor de
la densidad, e aumenta de valor, i.e. vy disminuye y por -
io tanto el polo K; se desplaza hacia abajo sobre el eje -
(su simétrico se desplaza hacia arriba) seglin se ilustra -

en la Figura III.9.
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RN

FIGURA 11I.9 Los polos se desplazan sobre el eje imaginario
al cambiar las variables termodindmicas en el
intervalo -1<g<0 .,

El mismo efecto (desplazamiento hacia abajo del polo K

-
tiene lugar cuando: disminuye la temperatura, aumenta la -

intensidad de la interaccién o aumenta el alcance.

Para apreciar mejor cuil es el comportamiento de la funcién
de correlaci6n en el caso de potencial atractivo que esta—
mos “tratando,asignemos diferentes valores a la densidad man
teniendo constantes las demis variables. El resultado se -
ilustra en la Gréafica III.10.

. La curva lfmite de c(x) corresponde, cuando la densidad es
cercana a cero, a la funciébn directa de correlacibn; iqual

que en el caso del potencial repulsivo.



c(x)

X

GRAFICA III.10 Variacidn de la forma de la funcidn de correlacién
total al cambiar la densidad.

e(x)

X

GRATICA TII.11 Variacidn de la forma de la funcidn de correlacidén
total al cambiar la temperatura.
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A medida que hay un incremento en la temperatura, mantenien
dose constantes las demis variables, la funci&n de correla-
cién total vuelve a tender a la funcién directa camo curva

lfmite (Gr&fica III.11).

g(x)

0 —— ‘.'_I.
. R %

GRAFICA III.12 La curva I corresponde a la aproximacifn lineal
y la II a la aproximacidn no lineal para el po-
tencial atractivo: -1<e<0 .

La terdencia al mismo lfmite por parte de la funcifn de -
correlacifn total se da cuando aumenta la intensidad de -

la interaccifn o aumenta el alcance.
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La forma de la funcién radial en la aproximacién lineal
g(x) = 1+ c(x) se asemeja a la no lineal: en ambos casos
g(x) +» cuando x +A0 , 1.e. se manifiesta la inestahi-
1idad del sistema para el potencial atractivo, grafica
IIr.12.

c(x) ) X

GRAFICA III.13 TForma de la funcién de correlacidn total cuando
A= 10 para €= -1 , (potencial atractivo).

- Cuando el valor de € es -1, =0 y ademds c(x)-%-%-'

Vi
Ahora tenemos un polo doble en el origen y la forma de -

c(x) es hiperblica (Grafica III.13).



Ia misma forma tendrd la funcién radial de distribuci6n.

- 81 ¢ es menor que -1 los polos estaran localizados sobre

el eje real u puesto que: K=1% |le|l-1 .

v

FIGURA III.14% Cuando € es menor que ~1 los polos se loca-
lizan en el intervale 0< K< e scbre el eje
real.

de tal manera que cuando aumenta el valor de la densicad
o disminuye el de la tenperatura, se alejan del origen —

sobre el mismo eje:

+-,_K1 = o Ki,* -

FIGURA III.15 Al cambiar los valores de las variables ter-
modinidmicas los polos se desplazan sobre el
eje real cuando €< -1 (potencial atractivc?.
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Para valores de € menores que -1, el comportamiento de -~
c{x) esta dado por:

__ A
C(X) = —}-{— oos le
v IIT.15 bis
como se muestra en la gr&fica. IIT.15. '
c(x)
. N T
x

GRAFICA III.16 La “uncién de correlacidn muestra una forma
oscilante amortiguada para  e<-1.

g(x)

GRAFICA III.17 Forma de la funcidn radial en su expresidn 1i
neal para €<-1,
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POTENCTAL DT BORN - MAYER I

La forma del potencial intermmlecular estd dada ahora por:

um=ne F

u{xr)

GRAFICA II1.18 TForma del potencial "Born Mayer IV.
pero éste se pueds dar en términos adimensionales como:

Bu(x)=he =
IXI.6

-1
donde B.____%{erg};hAB{l}
K

De la relacién

-

~ 3, _-ik.
BuK)=r 3= € Aux)

K




_E. puede obtenerse (Vease apéndice IIT.Z2):
a

8uA 1 :
) Bu (K) = ~7
2 (1452 IIL7
—--y-utilizando la relacién
N;(K) - ___BU(I\)
1NBU(K)
obtenenmos: R
NE(K) = — £ donde e= E.n_m.;__.
K4Y42K24+ 1 + ¢ T

ITI.8
De donde se observa que las singularidades de NC(K) son cuatro polos

simples; y para localizarlos debemos resolver la ecuacién Kl‘ +2K?¥1+€ =0

es decir: 2
K& +i Ve -1 ¥ e >0

Si K=utiv puede verse que:

u-~ v2= -1

2uv= + e

es decu:, los polos se localizan en la interseccifn de las curvas que

repreqentan a este sistema de dos ecuaciones, que al resolverse da:
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1
u=u=-+ ‘_'!-__ {v.l-H:—l}/z

Sean ahora

Entonces:

c(x)= v if‘fwdxxeixx - €
gm0 X7 (K-K1) (KK2) (K-K3) (K=Ky)

Con el propbsito de efectuar la integracifn, en el plano complejo esco

gemos el siguiente circuito

-R +R u

X

Ky * K3

FIGURA III.19 Circuito de integracidén que debe comprender los polos -
de N #(K) en el semiplano superior.



entonces:

c(x)—-;"“‘v TR lim gk gelRX — £

412N X R (K-K,) (K-K,) (K-Kj;) (K-K,)

Aplicando el Teorema del Residuwo, tomando en cuenta que s6lo dos polos

quedan contenidos en el contormo y haciendo simplificaciones:

e - 3 _
c(x = £ e~ V0¥ sen uyyx
B mpx v, vy
es decir: o ‘ :
c(x) = AT o~VoX _sen upx
KTvp u,x I11.9

Recordemos que en esta igualdad las cantidades u, y V, son respectiva
vente las partes real e imaginaria de los polos de N & (K), pero que

dependen det conforme a estas relaciones:

1/
1

+[-..._1+ l+€]/2 . _ + [1+Ul+€]2
u0=-— ————Z, H vu.__. ——————— ]

2 2

A su vez, para un alcance y una energia de interaccifn dadas,e es di-
rectamente proporcional a la densidad e inversamente proporcional a la
tenperatura:

8 mp A -
ad kT

37
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Io anterior significa que la modificacién de los valores de la densidad

y la temperatura determinarfén el cambio en la posicién de los polos en

' el plano complejo u-v ; veamos a continuacifn dbnde se localizan dichos

" polos y como varfa la forma de c(x) para los diferentes valores de &:

;-~01ando t es mayor que cero tenemos el caso de un potencial

repulsivo, entonces los polos se localizan simstricamente

segin se muestra en la figura III.20

Kz‘

\Y

%KI

>'K,_.

Ky

FIGURA III.20 Localizacién de los polos cuando el potencial es repulsivo.

A medida que el ‘valor de €se incrementa a partir de un valor dado, i.e.

cuand la densidad aumenta o la temperatura disminuye, los valores de

U Y .vo aumentan y en consecuencia los polos se desplazan a partir

& wa posicién dada sobre el plano (figura III.21 ). alejéndose del

. origen.
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v

) 2

* »

K] K,
id
u
-i
Kyn xKg

¥ X

FIGURA III 21 Los polos cambian de posicidn cuando las variables termo
dinimicas toman diferentes valores.

El comportamiento de la funcién de correlacifn total para este caso de

potencial repulsivo, para diferentes valores de la densidad, se puede -

apreciar en 1 gréfica.

c(x)

GRAFICA II1I.22 Forma de la funcidn de’ correlac16n total para dlferen—-

tes valores de la densidad, cuando el potencial es repul
sivo.

Se puede comprobar fécilmente que la curva limite para densidades bajas

corresporde a la funcifn directa de correlacién puesto que:



limc(x) = - Ae X

p+o

Al incrementarse la temperatura manteniendo constantes las demfs varia
hles, la funci6n de correlacifn total también tiende a la divecta de -

correlacién segfin se puede apreciar en la gréfica ITI.23

c(x)

GRAFICA III.23 Formas de la funcién de correlacidn total para dos vzlo
res diferentes de la temperatura, cuando el potencial -
es repulsivo.

Anflogarente, al aumentar la intensidad de la interaccifn o awrmentar
el alcance se puede observar la misma tendencia de c (x) a uma curva

1fmite que corresponde a la funcibn directa de correlacifn.

Por su parte, para el caso de potencial repulsivo que estamos estudian
do, la funcién radial de distribucifn tiene la forma que se muestra en

la grafica IT11.24.

40



g(x)

- e - -

GRAFICA III..24 En linea contfnua la funcisn radial en la aproximacidn

lineal, la otra corresponde a su aproximacidén no lineal.

- Cuando e es igual a cero: uy = 0, vy = tl.mr:onsecuencia los
polos de N & (K) son dokles y estin localizados sobre el eje imaginario
del plano conmplejo en +i y =i :

+i

4 ~i

FIGURA III.25 Localizacién de los polos cuando. e=0

En este caso la densidad es igual a cero (ausencia total de moléculas),

41



la tenperatura es infinitamente alta, la intensidad de interaccién es
cero o bien el valor del alcance es infinitamente grande; resultados

que tienen poca utilidad desde el punto de vista de la Fisica.

- Cuando el valor de e €s FENOr ue cero pero mayor que -1 se trata -
de un potencial atractivo, para el cual los polos se encuentran simé-

tricamente colocados en el plano u-v:

v
° Kl .'Kz
Tu
0Ky "Kg

FIGURA III.26 Cuando e es negativo pero mayor que -1, los polos guar
dan simetria en el plano K.

Si se escoge un circuito apropiedo para aplicar el Teorema del Residuo,
como se hizo en los casos anteriores, se obtiene la funcidén de corrala

cién total (apéndice ITI.3) :

. C(X)=8:‘N ls[ e—ux sen ux

I1T.10

[
N

, .
donde u=3% L 0 4 Ve s ow=f L (14 Va-lepy -
2 2

su forma se puede apreciar en la grédfica II1.26 y la de la funcién ra
dial en la ITI.27.
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c{x)

g(x)

X

GRAFICA II1.26 Forma de la funcidn radial de correlacibén cuando
el potencial es atractivo: -1<€<0

GRAFICA IIT.27 Comportamiento de la funcién radial cuando
-1< e< 0. N

w



-~ (Qundo el valor de € es -1, NC(K) tiene un polo doble en el ori
gen y dos polos sobre el eje imaginario: .

vl e
9. Kl s

“l—xl . :' i S

e

FIGURA III.28 Localizacidn de los polos cuando € = -1,

En este caso K, = ﬁi. Siguiendo el mismo procedimiento, se en—

cuentra que (apéndice III.3):

' -z x
c(x)=2-|-e—l— —%{ 1-& }

4 2  na bl

cuya forma, al iqual que la de la funcidn radial, se muestxa en las

graficas ITI.30 y III.31 respectivamente,

Finalmente, cuando ¢ es menor que -1, NE(K) tiene dos polos sokre -

el eje real y.des sobre el imaginario:

0—K2

i
i
i

FIGURA I1I.29 Localizacidn de los pélos cuando e< -1
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- Esos polos se alejan del origen sobre los ejes a medida que aumenta

. En este caso:

c(x)

la densidad, la intensidad de la interaccibén o el alcance; o dismi-

nuye la temperatura.

Q 1

c(x) = N X {2 cosle- e-v3x}

1I1.12

donde v, es la parte imaginaria de K, (apéndice ,_II]f.35

Su forma se puede apreciar en la gréfica%;m.32f—y la funcién

radial corresporde a la gréfica III.33.

Grifica III.30 Funcidn de correlacidn total para €= -1.
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g{x)

1
i
GRAFICA III.31 Funcién radial de distribucidn cuando g=-1 -

C(>§)

GRAFICA III.32 TFuncidn de correlacidn total cua'ﬁdo“‘ e<-1




g(x)

X

GRAFICA III.33 Forma de la funcién radial en su aproximacién no
) lineal cuando € <-1
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POTENCIAL DE BORN - MAYER II

Proponenos ahora una forma para el potcnc1a1 intemolecular

donde se mcluyen dos térmmos-

ulm) = A NT ~ae®E

-0 hien escrito de esta manera:
gu(x) = Aze-xl - Ale-xz -

donde se incluycen estas cantidades adimensionales:
HEGT 5 oXp=apr i M =8A 7 A= B

De la siguiente relacifn:

. -+
A, g, emiRGE At - -
y €
Bu (K].’KZ) '—n_ fe d’xl- —7\-2— fe xze iszzdsxz
- Ir1.13
en donde Q, = qu : Ki=-c'1]i , al efectuar las integraciones se cb—
i

-tiene (v€ase apéndice III.4):

- 1 1
K, ,K,) = -
Bl ) =, @r g 2 T Kep

_ 8mA _ 8uh
en donde wy= ———4-9 Y wy= -———2-92

De la relacifn entre ¢(K) y U(K) se puede llegar a este resultado:

wy (14K?%)? = w, (1+?K?)?
(L+¢2K?? (14K2P = W, (14K?)? + W, (1+$2K?)?

E(K) =

IIX.14



Esto significa que los polos de la funcidn transformada de -
correlacidén se pueden encontrar al igualar a cero el denominador -
de la expresién anterior, el cual se reduce de una ecuacitn de oc-

tavo grado en K a dos en "x" e "y" (apérdice IIT.5): '
[enpoex2-y?] [1-w, 4200092 (x?-y?) ] = 4y?¥ (1430 (14¥%) = 0

[+, +2x+ 32— y? w(2+ 4] = (1430 [-W209? (x-y?)]= 0

I¥1.15
donde K?= x+iy .. Y= ¢2

Una s_olucién de este sistema de ecuaciones, cuando x=-1. y

3
W;=Wz =1 es decir p=-—-g-%§,esmpardepolosdoblescuyas

partes ﬁagimrias son +1 y -1 respectivamente:

Yy
v (-1,1)

o (-1,-1)

FIGURA IXI.33 Uﬁa solucién del sistema III.15 es x=-1 "y Vy= ta

.

Si X=u+iv, esos dos polos sobre el plano x-y se trans—

forman en cuatro polos simétricos .y dobles en el plano u-—v como
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se muestra a continuacién:

(-0.455,1.1) |, (0.455,1.1)

(~0.455, -1.1) -

FIGURA III 3y Locallzacxén de los T polos de- Nc(K) en el plano
u-v cuando: Kz = -1 i

Io aﬁtarior implica que el dencminador de III.14 se pucde ex
presar asfi:

(R2-K1? (K2-K¥%H)?2 =0 con K*=u~ lv

Ahora bien, si utilizamos la relacién II.2 y el Teorema del

Residwo, c(x) se puede expresar asf:

v =4 iK X

o =g I, £

) - III.16
en donde los residuos corresponden a los polos que se encuentran -
en el semiplano superior u- v encerrados por un circuito semicircu

lar.



Después de calcular la suma de los residws y de hacer las -
substituciones correspondientes con ¥=5 , se obtiene este resul-
tado (apéndice III.6 ).

-V, X
\'4 e V1

clX) = 5o — {2a cosux + 2bsen ux}

III.17

donde a=-15+.425% ; b=-5.02 + 2.11x ; u=0.455; v=1.1.

A continuacién se muestra la grdfica para tener una idea mis

clara del onportamiento de c(x):

c(x)

GRAFICA III.35
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y la correspondiente forma de la funcidn radial (lineal):

g'x)

GRAFICA III.36

El sistema de ecuacicnes ITI.15 se resolvib mediante un programa -
de dcrr;mtadora aguf solo se ha expuesto un resultado. Otros polos de -
NE(K) que fueron claculados para diferentes valores ée W, W,y Y son -
1os que aparecen en 1a lista del apfndice I11.7.



52 bis

CONCLUSIONES *

Se puede observar, en los tres modelos de potencial analiza-
dos, que las singularidades de la transformada de Pourler son po—
los simples o dobles, cuya localizacifn y cambio de posicifn en el
plano complejo depende de los valores de la densidad y de la tempe

ratura, para una intensidad de interacci6n y un alcance dados.

Cuando los potenciales son repulsivos se obtuvieron expresio
nes de las funciones de correlaci6n total cuyas formas se asemejan,
sobre todo en el potencial de Born Mayer II, a los resultados expe
rimentales obtenidos por medio de difraccifn de rayos X, awxue es

te es el caso de mis dificultades de tipo matemtico.

Io anterior significa que los modelos de potencial propuestos
representan, desde un punto de vista cualitativo, buenas aproxima-
ciones para estudiar el comportamiento de fluidos simples. Resul-
tados menos realistas pero relativamente mis féciles de tratar son

los que corresponden a los potenciales de Yukawa y Born Mayer I.

Cuando los potenciales son atractivos las funciones de corre
lacibn total y radial de distribuci6n no corresponden a hechos rea

listas aungque se observ consistencia en los resultados.

Cabe sefialar que, si bien no se consigna en este trabajo, se
2.2 .
estudib el potencial de Gauss: ulr) =2 %7 ; sin embargo, no se

encantraron resultados congruentes.



APENDICE I.i1

Una scrie de potencias puede considerarse como un medio de trans-

formar una secuencia dada a en una funcidn £ con un intervalo como

bdominio:
[--] o0
f(x) = E anx” [} £(x) = E ‘a(n)xn
n=0 ) n=0

Ahora supdngase gue a es una funcidn cuyo dominio es el conjun-
to de nfimeros rcales positivos. En este caso £f(x} es una suma promedio
. R t : P
que corresponde a la integral J a(t)x dt. Es conveniente substituir x

por e ® tal gue la integral pueda escribirse como gma(t)e-Stdt.

Esta Qltima expresidn determina uma nueva funcidn La, 1llamada la

transformada de Laplace de a :

© La(s) =£ma(t)e_$

Para el producto de dos‘E:ansformadaside?Lap;ace LE 'y lg, tene

mos:

LE(s) *dx 6-”9 (e ¥ay

“8x4Y) £ gtvraa

Esta filtima integral es una integral doble sobre el primer cuadran
te del plano x -~ y. Cuando se inttdduce la transformacidn lineal x = v,

y=u-uv,
‘ Li(s) + Lg(s) =fre 5% £(v) g(u ~v) du dv

=f°°[ FUE(u)glu -v) d{] e SY ay
0 0

o cuando la variable de integracidon u se reemplaza por t,

LE(s) - Lg(s) =£"’[ f;t f(u)g(t—u)du]e's‘zdt
t
=L[:.£ f(v) g(t—u)du](s)
Asl se ha demostrado que el producto de dos transformadas de Laplace

de dos funciones £ Yy g es igual a iﬁ transformada de Laplace de la fun

cidn £ g definida por la integral de convolucidn de la siguiente manera:

t
[:f * gj](t) =£ £(v) g(t-u)du



APRZUDICT II. 1

Por definicidn:

Al utilizar coordenadas esféricas el elemento "{evol
presado como d%r = r?sen @ drd © d¢; por lo tanto

~ikr cos ©

m
~
=¥

) = % are? /M e sen'e 12"ap c(xr) e
o 0O o

Integrando con respecto a ¢ y haciaido’ 'ba'rf.r'éambio de coordenadas con
z = cos O : e :

CE(R) = ar v (o) r, K2 g
Voo -

Si se intecra con respecto a Z:

~ 3 2%
W=3

Vemos entonces cue si.c’(r)-es una funcidn esféricamentes si-
. PR ~7 S " S L
métrica, entonces & (k) '=-8.:.(k)’
con k > o. ' -

Si se toa r' = -xr tenemos:

g0 = 21} Par 2R cry + /0
0 G

Yy suponiendo que c(r’) =.c¢ : ‘ué'c(r) es una fun-
cifn par, resulta después dej:h:a'. a primera inteqgral
y x=r’ para la sequnda: ‘
(k) =2 %

1kv —e



5 L
B (K) =, X gy (%) e 1K-X
— e

- .‘ '* oL -" - .
En coordenadas polares esféricas: x = x(xl, X, X))
i

= % send® cosd

X
1
xz- X sen@ send -
X = x cos8 '
3
Entonces: a¥x = x? sene‘dki”aéid¢f J:

Bﬁ(i) =f dx x /2"ag de sens Bu(§) e iKx cosé
o 9 S

Siempre que se elija el sistema coordenado de tal forma,
que el vector K sea paralelo al eje 0z, y Bu(X)Zfu(x), siendo
Sy
x =|x]|.

Haciendo un cambio de variable: z=cosf; dz =-senBde
e integrando al 4ngulo azimutal ¢: w7 .

> © ! 77
- BE(K) =§22—Ti{ x?dx/ dz sBulx) @

Se ve que en el caso de campo central:Bd(K)=zBli(X) donde

K = |K|. Entonces: :
4 .
Bu(§)=41{wdx x253%25§-8u(x)
2

puesto éue:
= ~— sen Kx. @
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Substituyendo (3} en (1):

Bl (k) =372 Jax sen Kx e~

QK

X

Integrando:

I
;_[ 12 \

1-iK  1+ik ] oLk

('l
De modo que:
Bi (K) = 4mA 1
g Q  1+K?




Por definicibn:

es decir:

0]
o
N
i
8
1]
D
5
[

-1

AP

3 (K) = f T e-J.K.x Bu(x) dondefl =va’;

-senbdd

ENDICE III.2

g




Por lo tanto:

S° oxe

-4

0%

Foe® dp dondep = (1-iK) x

Bl (K) =
¢
= 2_"’1 J (
QK
XHERX g ém xe X (1-1K) 4 .
= ‘l
(1"il<‘)2 [e]

—X-iKx

d;<= Py (HIK) gy

o

1

[e“p (-0 —1)]

o

1

e @p  donde p= (1+iK) x
(1+ix)? © .
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Entonces: .
pig) = 24 (1 S =2}
QK (1+K) 2 (+K) 2
2 f2
_ 21A (1+iK) .~ (1-iK)
WK (K2 (1-KP
- g_vyl 1+2iK-K2 ~1+2iK+K 2

QiK (1-4K)? (3+iK)?

Simplificando resulta que:

gIK) = 8mp 1
a (14K2)?

donde A = A8
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APENDICE III.3

Cuando ~-1< g< 0=

€

NE(K) =
® = —Txoe el

y las partes real e imaginaria de K estdn expresadas por:

.u=i.{"li' P;—lel}‘/z : V=t {liyl"tfl}l/z

Sumando los residuos en K, ¥ =X, se obtiene:

‘ . IK.x iK%
- . Q |e| 1 e 1" - e 2
™ =1emN oy, x o1 )

pero K2=—Kl,por lo tanto:

Q Uy x

= € . -
.C(X) = m’ Tl%lf‘-sen lee

CQuando € = -1 , los residuos se deben calcular en K= 0 (polo do-

ble) y K=*{2 i . Al samarlos y hacer simplificaciones:

- V2 x
=2lel 1 5 _e '° 7
c(x) 41N X {1 2 !

Cuando e<-1 1los polos de NE(K) quedan expresados asi:
1
Ky =+ (-1 +\)|s:\}/2
1
K, ==-{-1 + Vel /2
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3_+{_1_ VTET}I/Z
- (-1 = LI'ET}Vz |

=
|

=
-
Il

Calculando la suma de los residuéé" K3 ybaciendo sim-

plificaciones se obtiene:

et =gy & (2¢
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APENDICE III.A4

~ R
-d{K , K )=-[l1-fe_x1e-~ ]
! 2 9 i

donde Q = adV:

= 231 /T, y25eng e
Ql ¢ 0
o 200y .r'"f"“’x‘lsenel e
‘ 22 0 2 -
= 21A, s
2, )
=21 A2 g2 Koy S e
2z
Pero [ e ikxz dz=

Por lo tanto:

-d (Kl' Kz) = 7




Sin embarqgo:
Py ¥ (1+iK) dx = 1 fmpc—p dp
° (1xiK)2 °

donde p= (1#iK) x.

con u=p , dv= e Pdp

Con ese resultado: — T
- 2TA :
-d (K, K)=—1 L .2
P?odkae | (mK )P (K2

pa

+“2’"A2 1 » - 1. ]

ik 9 (1-1iK )2 (14+iR)?
2 L 2 2

Al simplificar'lo anterior:

Sak, k) =B 1 _8mhs 1

& G 2 (1K)

w w
1 2

[

-——-Ps decir: -d X, K)
VT ) ek’

81{[\1 _ 8mA»
™ Y m

donde w = 2 Sz
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APENDICE III.5

Si en la ecuacibn ,
(17K 2 (1K) * - W (14K 2+ W (147K %= 0
se substituye Y=¢2; K* = 2z =x + iy vy se factoriza, se o)qﬁiene:

[w+ (2)*][a+¥z )2- W] +WwW =0

Si en esa igualdad Ao denota al primer paréntesis, Bo al sequndo y CO=W!Wz '

se pueden igualar partes reales e imaginarias de la siguiente manera:

Re (A, B +C)) =0 1)
Im (A B, +C)) =0 (2)
.es decir:
¢ (Re A)) (Re B,) - (Im A)) (Im B_) + C= 0
; (Re ) (Im B_) + (Im A ) (Re B) = 0
pero:
Re A = Re [i: + (142)7]

Wz +1+2Re 2+ Re 22
=1+ W, +2x +x% -y?

In A, = 2y + 2xy

Re B = 1-W; + 2¥x +y%(x? - y?)

Im B 2¥y + 2y2xy

i

il

Sustituyendo en (1) y (2) éstas se transforman respectivamente en:

L1+ W+ 2+ x*- y9 1 - W 20 2 (x2- y2)] - 4y*p(l+x) (14¥x) = 0

Ci+w +2x+oy7]v( + ¥) + )1 - W+ 29 +¥2 (x*= y*)]= 0
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APENDICE 1IIIX.6

Si K=u+iv vy K2 = x+ 1y se obtiene:

2, .2 ‘1 R Y oA
+ Xty L + 2 2
— TA —~ - s =X = Z
u= .%. {_'t .._?.{__.._2..__.__._ } s v==% { X Zx + }

Quando W, =W, =1, x=-1, vy =11 resulta que los cuatro -

polos se pueden expresar de esta manera:
K; = .455 + 1.11. )

Ky = -..455' -111 -
K4 = L.455 - l.ll?
Con este resultado el denominador de NE(K) se puede expresar asi:
®?2 - Ki)z ®2 - Kzz)z =0

como se trata de polos dobles, para calcular los residuos de NE(K)

en cada polo P, emnpleamns esta férmula:

res | = MM 8 (x-m? fm)

De esa manera, al aplicar el Teorema del Residuo, después de hacer

simplificaciones se obtiene que:
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A4
e = 7w

e M1

X

{2a cos ux + 2b sen ulx}
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APENDICE

e L T R

10
30
50°
100

IIY.7

100
100
100
100
100
100

10
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(1)

(2

(3)

(4)

(3

{6)

(7)

(8)
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