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INTRODUCCION

El presente es un intento de formular a la Hecdnica Ang
1{tica dentro de un esquema 1dgicamente consistente, con
tendencias a una formulacidn axiomdtica.

Esta no es, sin embargo, una presentacidn matemdtica de la
Fisica o algo por el estilo. Hemos tratado en lo posible

de enmarcar la formulacidn dentro de un contexto fisico con
una amplia discucidn al respecto. Asi por ejemplo, en la
seccidn 1.1 hacemos un breve resumen (una miniformulacidn)
de la Mecénica de Newton, poco usual en los textos de Pi-
sica.(Las idens de esta seccidn con algunas modificaciones
se deben enteramente al Profesor Mario Hosales y ain cuando
hemos estado en desacuerdo en pequefios detalles, esta sec
cidén merece una atencidén especial).

Un aspecto importante de esta tesis es la notacidn uti-
lizada. Nuestra conviccidn es que a grandes meles grandes
romedios; y dada la frecuencia con que nos hemos enfrenta
.do a descifrar gaelimatias tanto de la literatura para lo8
fisicns cowo para los matemdticos, 1la notacidn introduci-
da posee la virtud de no dejar ninguna duda al respecto
de su significado. Creemos que a este nivel es necesario
tener la mayor precisidn posible de lo que se estd dicien
do a fin de evitar las ambigliedades tan frecuentes., Con
el objeto de aligerar el trabajo al lector hemos hecho una
breve explicacidn de la notacidn utilizada.

La formulacidn que hemos adoptado se remota a Poincaré
y D. Birkhoff. Siendo Poincaré el primero en reconocer la
idea del espacio de estados como un ente geométirico esen-
cial en la descripcidn de los sistemas mecénicos. La for-
mulacidn intrinseca o abstracta de las variedades se debe
e E. Cartan y en forma primitiva al pedante de Gauss. Mas
recientementé Mackey ha conribuide en gran parte a este
aspecto de 1a formulacidn de la ilecédnica Analitica y de la
Mecénica Cudntica.A Ultimas fechas, J. i, Soriau ha pro-
puesto un cambio cualitativo en la forma de ver a un sis-
tema mecédnico en base a la geometria simpléctica.

Basados en el trabuao de estos grandes seriores hemos eg
cogldo esta formulacidn diferenciable de la ifecdnica Ana=-
litica. Cabe aclarar que este es tan solo un aspecto de la
llecdnica y seguramente hemos dejado de lado aspectos méds
practicos; pero antes de eso era necesario reafirmar las
bases tedricas de la Mecdnica Anmlitica.



Ia tesis estd dividida en tres capitulos. En el primer
capitulo planteamos dentro de un esquema formal, el ob-
jetivo central de la Mecdnica Analitica. Ello requiere
primeramente introducir primeramente la nocidn de varie-
dad diferencimble y en particular las variedades involucra
das en la formuwlacidén, los haces tangente y cotangente, co
mo una herramienta previa. En seguida pasamos & delimitar
con bastante precisién nuestro objeto de estudio y hacemos
una clasificacidn de los sistemas mecdnicos. En el resto
de los capltulos ge estudiarid una clase particular de 8ig
temas mecd nicos, los asi llamados estacionarios o Lndepen
diente del tiempo.

El capitulo II es una introduccidn propiamente dicho a lo
que comunmente se conoce como Mecanica Analitica- aunque
nosotros proponemos una visidn mas amplia de ella -.

Aqui desarrollamos primeramente la HMecdnica de Hamilton y
en seguida de la Mecdnica de Lagrange en el contexto de

la geometria simpléctica. Al final hacemos una discucidn
acerca de la relacidén entre las formulaciones anteriores

¥y de Newton.

En el capituloIIl se empieza por hacer una breve introduc
cidn a lo que hemos llamado "estado natural de movimiento
de un sistema mecanico" y hemos propuesto una defintcidn
precisa tentativa enunciando tres conjeturas en relacidn

2 ello. En el resto del capitulo se tratan algunos ejemplos
clédsicos y algunos nuevos que ilustran las consecuencias
del concepto de estado naturla de movimiento.

Al final hemos puesto algunos apéndices sobre algin resul
tado especifico. Creemos que esta es una parte muy impor-
tante del trabajo, desde el punto de vista matemdtico, ya
que algunos resultados son realmente nuevos.

En todo esto, uno de los méritos de ests tesis, si acaso
‘10 tiene, radica en que nuestros resultados son vAlidos en
el caso de variedades de dimensidn infinita o sea para sis
temas con una infinidad de "grados de libertad”.

Finalmente escribo de '"nosotros™ porgue la infraestruc-—
tura necesaria para llevar a cabo este trabajo requirid
de la paciencia de los profesores M, Rosales, A. Aldamg- R4
F. Uribe sintetizado en sus notas y resultados.
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1.1 ESPACIO DE CONFIGURACION., ESPACIO DE ESTADOS.

La diferencia fundamental entre la Fisica y la Matemdtica radicad en
el tipo de objetos con los que cada disciplina trata. Adn cuando esta
observacién resulta por demds obvia, los planteamientos usuales de las
divercas Teorias Fisicas que se presentan en los textos resultan gene—
ralmente obscuros por el desculdo de esta obmervacién,

En la rama de la Fisica- Matepdtica, se hace necepario ante todo, ha
cer una distinci6n clara entre los objetos de la realidad que cada Teo
r{a Fisica describe y la estructura formal que se plantea como desorip
tora de dicha realidad. En segundo término, es necesario establecer el
vinculo entre loe objetos de la realidad y los objetos de la estructu-
ra formai, oon el objeto de que las predicciones o resultados de la
teorfa sean suceptibles de interpretarse en la realidad. Eato trae con
slgo un estrecho vinculo reanlidad -~ formalismo presente en toda Teoria
Fisica, y que de hacer caso omiso de éste, se presentn la posibilidad

de confundir objetos descritos con objetos descriptores, pluntedndose
un panorama pobre para el entendimiento claro de los conceptos fisicos
y su disposicién dentro de la Teorfa Fieica.

Dado el desarrollo de la Matemdtica moderna, se hace necesario re-
plantear este vinculo realidad - formalismo a 1la luz de los nuevos
conceptos maotemdticos, con el propésito de exhibir un desarollo légica
mente consistente de cada Teoria Fisicz. Esto trae como consecuencia,
casi inevitablenentie, 1o omisién de los aspectos histéricos de la evo-
lucidn de los conceptos tanto fisicos como formales.

Cada Teoria Fisica trae consigo cierto formalismo en su planteamiento
¥ ésto en parte determina la riqueza o limitacidén de la realidad que
describe ( por otra parte las limitaciones propias que cada teoris im-—
pone sobre los objetos de su interés delimiton esta descripeién). Esta
clase de objetos o sistemas en la realidad, capacea de ser desoritos
por determinada teorfa es lo que convenimos en llamar la "realidad
accesible" a la teoria, Asi pues, los objetos de 1la realldad accesi-
ble a cada Teorfa Fisica sdmiten una descripcién en términos de un for
malismo especifico, adoptado implfcita o explficitamente en su formula-
oibn. )

Adn cuando la realidad accesible a dos teorfas posean objetos comunes,
no es inmediato plantear la incompatibilidad o consistencia de ambas
teorfas en términos de esta realidad ocomin, debido a que las descrip-
ciones formales { y por tanto su interpretacién fisica) son en general
diferentes.

E n las siguientes secciones daremos un planteamiento de la KFecdnica
Analitica , en el gque se intenta hacer ver la importancia de los puntos



que hemos sefialado con anterioridad. El planteamiento formal que dare-
mos de esta teorfa.serd en el marco de las variedades diferenciables,

¥ la r226n de ello radica en que nos brinda una estructura suficiente-
mente rica para describir una gran variedad de fenémenos de su realidad
accesible. Esta estructura matemdtiea incluso supera el cuompo de la Ke
cédnica Analftica, pues el mismo tratamiento sistemdtico es aplicable en
otras ramas. Ain cuendo esto parece tentaedor, 1o hemos omitido por es-
tar fuera de los propémitos de 1a presente tesia.

En nuesiro planteamiento de la Mecdnica Analftica el concepto de va-
riedad diferenciable es de fundamental importancia pues en el se apoya
su formalismo, Y& que habremos de hacer §eferencin a esta nocidn, es
conveniente dar una definioidn preoise.(i .

1.1 DEFINICION. Sean M un conjunto, V un espacio vectorial normado so-’
' bre R, y n ¢ z*vjo} .

S1 existe £ ¢ P(M)I y F‘61?1Vf(i) s8iendo I algin conjunto de Indices,
tales que; B

a) k%-f(i) - M » o) F(1) es inyectiva ¥ i ¢ I
it

) (PN 2(1)) € T, ) Fu)er(s)1 € A(F(HIL(0L(1))
V(.SGI. ¥ oi,Jel.

decimos que F es un atlas de M de clase C" en V y & los términos de la
familia \F(i) /1L cIk sc les llama ocartas de F.

Considerando al conq%nto de todos los atlas de M de clase C¥ en V, al
cual denotamos por A(nv , me define una relacién Ru,v) ©»
[P}:\M‘“ " A\“(‘N.v) s haclendo

(Fy0) ¢ Rr(lﬂ.u) el
4
1) PN eI €Ty, Y1 e Tp, ¥ € X

2) F(1)oa(3)"2 y  a(4)o F(4)™ =son de clase B V 1 ¢ In
vielg

(L)
la cual resulta ser una relacidén de equivaslencia en /\kn,v) .

(1) Véase (13) pags. 58-62.
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A 1 adoptar una clase de equivalencia 0~?n~xelﬂ§w/ RTMﬂn s decimos
que (K, a", .1 ) es una variedad diferenciable de clase C" en V y
en tal caso diremos, abugando de la notacién , que M es una variedad
diferenciable de clase ¢ modelada smobre V.

Con el propésito de mantener un cardcter general de la teorfa que
aqui se desarrolla y la posibilidad de extender estec tratamiento formal
a otras Teorfas Fimicas (como Meodnica de Fluidos o Eleciromagmetismo),
todos nuemstros rosultados se basan en la consideracién de varicdaden
diferenciobles modeladas sobre espaclos vectoriales normados sobre IR.
de dimensién arbitraria(ii) s Y Bolo en casos aspecificos habremos de
suponexr que los espaclos son de dimensién finita.

Empezaremos por establecer el vinculo enire el formalismo de la Ne=
cdnica Analitica y su realidad accesible.

‘ Cuando un observador considera un sistema fisico en la realidad, cu-
ya posiocién pretende descridir en el tiempo(iii), deberd ante todo adop
tar un procedimionto ecxperimental que determine la posicién (configu~
racién) del sistema Tespecto & su sistema de referencia. Para ello re-
quiere de la eleccién de un conjunto, digamozs M, que represente los va
loree posibles que obtendrfa (direota o indirectamente) como consecuen
cia de ejecutar el procedimiento experimental adoptado para determinar
su posicién.

Puento que el sistema fisico en consideracién eg en principic arbitra-
rio, no existe un método candnico de hacer ésto iv t entonces, depen-~
diendo del observador, éste elige un procedimiento experimentsl y al
conjunto ¥ que considere suficiente para describir 1a posicién del sis
tema fisico respecto a su sistema de referencia en todo insiante.

En la presentacidn que aqui adoptamos, suponemos que el conjunto M
siempre admite una estructura de variedad diferencicble de clase 02
(1a justificacién aparecerid mds adelante) y se le denomina espacio de
configuracién.

En base a lo anterior, el espaio de confiruracién es una descripcién
de 1la regidén de la reslidad accesible al sistema fisico de interés, y
hacemos énfasis en que esta representacidén involucra un procediniento
especifico de descripoidn,

(1) En general el término diferenciable se aplica cusndo n>1.

(41) En ocesiones serd necesario suponer que el espacio de modelacién
es un espacio de Banach. Cuando esta condicién sea requerida, la haremos
explfcita.

(iii) Esto delikita en parte los sistemas fisicos de interés para la
Mecénica a aquéllos en los que se requiere describir su posiciéne.

(iv) En el capitulo III veremos &lgunos ejemplos.
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Otra suposicién bdsice de 1a Mechica Analftica consiste en que dado
un espacio de configuricidén M asociado a un sistema fisico, el har co-
tangente del espacio de configuracién, T(¥), contiene toda la informa-—
cién mecdnicamente relevante del sistema, razén por la cual se le 1llaw
ma ¢spaclio de estados.

La Jjustificacién de esta dltima suposicién fundamental que se pre~
genta en los textos\i y de ninguna manera es clara, y en la mayoria de
los casos se omite,

En términos matemdticos, cuando el espacio de confipuracién es una va-
riedad de clase CB con n7 2, obtenemos que T(M)'heroda un& estructura
de variedad diferencisble de clase C"‘l, y en tal caso podemos dotar a
T(MY'de una estructurna simpléctica en una form2a candnica, lo cual es
fundamental en la Mecdnica de Hamilton.(ii

Como un ejemplo de las dificultades que existen para Justificar la
suposicién mencionada reszpecto al espacio de estados,exbibiremos breve
mente la situacién de la Mecdnica de Newton., Para ello, en primer lugar
mosiraremos por qué ciertos conceptos son los mecdnicamente relevuantes
. para la descoripcidén de 1la realidad mccesible a la Yecdnica de Newton.
Hecho ésto, habremos de ver que, formalmente, esta presentacién es ocon
sistente con 1a presentacién més general dec la Mecdnica Anal{tica.(iii)
Cabe hacer énfasis en que todas las dificultades que se presenten para
Justificar 21 hes cotangente como el espacio de estados de los siste-
mag fisicos de interés pare la Mecdnica de Kewion, habrén de presentar
Be en los pistemas fisicos de interés para la Mecénica fnalitioa.

Conclentes de las dificultades que existen para dar un planteamiento
consistente de la lecénica de Newton -~ a pesar de lo? egfuerzos que
aparecen ocasionalmentie para Tresolver esta situacidn 1v) qsremos una
presentacidén que creemos suficieniomente coherente come para tratar loe
problemas antes mencionados con cierta claridad.

En le Kecdnica de Newton tencmos una fuerte limitacién: Los sistemas
ffsicos de interés consisten fundzmentalmente de un finito de cuerpos
que pueden ser ocalificadoscomgpartfcules; donde, desde luego, ésto de-.
pende del jui?io del observador, de la escala adoptada, la precisién
deseada, eto. v)

(1) véanse (8) pags 509-5113 (19) pags 1-2.

(i1) Esto serd tratado en las secciones 1 y 2 del capitulo II.

(31i) En la secc. T del cap. II veremos que ante sistemas fisicos muy
particulares, el planteamiento de 1la Necdnica Analftica resulta compa-
4+ible con el Newtoniano.

(iv) Véase por e jemplo la referenciz (5).

(v) Esto ejemplifica por qué la realidad accesible a oada Teoria Fisioca
no estd perfectamente delimitada,
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Ante esta situacidén, es claro que para_cuklquier eleccidn de sistema de

referencia, es suficiente tomar a Yz R?, como espucio de confisfuracién _

(por comodidad consideraremos el caso de una particula, de modo que M= R2)
Veanos como se plantean los conccptoé "recénicamente relevantes”

pars este tipo particular de sistemas fisicos.

Consideremos tres sistemas de referencia S, 8°y S”“con mismos patro-
nea de longitud y tiempzi)relojes sincronizados, ejes perpendiculares
e igualmente corientados . Los sigtemas §, §°y S" son tales que los
orfigenes de S” y S" coinciden en todo momento; los ejes de S y S' se
mantienen siempre paralelos; los ejes de S y S" se rotulen de tal forma
que el eje i-ésimo de S mea paralelo al eje i-émimo de S" (véase fig. 1)

| g (::)

—

23

W

¥iv46. |

Si adoptamos en cada uno de los sistemas el método cartesiano paras
describir puntos de la realidad, obtenemos que las funclones de posiocidn
de una partficula, desde cada uno de los sistemas estdn relacionadas
segin la expreaién(ii)

r = 1, 4 Ror’ c (rR3)A e iey)
donde A< R corespondé al intervalo de tiempo en el que se describe 1la
funcidén de posicién de la particula.

r e(Rs)A coiresponde a la funcidn de posiocién de la particula desde
el sistema S.

A
roe(Rj) corresponde & la funcién de posicién del orfigen de S”desde
el sistema S.

r‘e(RS)A corresponde a la funoién de posicidén de la particula desde
el gistema S

A
R € Hom(Ri,ﬁ3) nos brinda para cada ¢t €A, la descripcién de puntos des

de 5" a partir de su descripcién desde S°( de hecho R(t) es una rotacién
para cada t¢4),

(1) Podrfamos orientarlos mediante la repla de la mano derecha dado
que los sistemas estdn enla realidad.
(1i) véase ref. (15).




- 6 -

Si el modelo de lag funciones de posicién r, Ty, , ¥’ son tnles que
permiten la existencia de sus segundas derivadas y el movimiento del
sistema S” respecto a S" es tal que DZR existe, obtenemos de (1.1)

i
que

Dr « Drg + ReDr” + DRarx’ e (1.2)

D%r = D2r° + 2DR4Dr* + D2Rar’ + RaD2r” eee (1.3)

La expresién (1.2) nos brinda la relacién entre las descripciones de
l1a velocidad de la particula descrita desde S y S5°; la expresién (1.3)
nos da la relacién entre las aceleraociones, y es claro que incremen-
tando el orden de derivacién de 1a expresién (1.3), ocuando es posible,
Be complica la relacidén entre lams derivadas del correspondiente orien
de las funciones de posicidn.

Para obtener una relacién sencilla entire las derivadas de las fun-
ciones de posicidén con un movimiento no triviel de los sistewmas de re-
ferenoia, = basta hacer Dr, = k y DR = O, Esto es, el origen del
sistema S° me mueve con velocidad constante respecto a S y S* no rota
respeocto & S",

Con este movimiento entre los sistemas, 1o expresién (1.3) se reduce
finalmente a{iii) :

D2 r « R4D2 r° = R(t)oD?r" con tea ees(1-4)

En otras palabras; la aceleracidn de una partficula resulta invarian-
te (hasta una rotacidén) ante dos sisticmas de referencla que satisfacen:

1) Los patrones de longitud y tiempo utilizados son igusles,

2) los relojes estédn sincronizados.

3) Los ejes son perpendiculares en cada sistema.

4) la orientecién de los ejes es la misma,

5) La descripcién se hace mediante el método cartesiano.

6) El origen de un sisteos se mueve con velocidad constante respecto
al segundo

(1) Las condiciones pare la existencia de las derivadas de las expre-
siones (1.1} y (1.2) puede verse en 1la ref (13) page 21:

(ii) El movimiento mas trivial seria el reposo relativo.

(111) Ante estas condiciones, claramente podriamos orientar los ejes de
§ y S", de tal suerte que los ejes respectivos coincidieran:

R(t) = I3 Obteniendo entonces que D°r = DZrl En tal caso la ex
presién (1.1) se reduce az T = Impro(t) + T’, qua Se cOnoce como
la transformacidén de Calileo.
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7) 12 rotacién de los sistemas no cambia con el tiempo.,

De entre todos los sistemas de referencia, las propiedades (1) a (7)
caracterizan a diversas clases de sistemas de referencia, y para cada
clase, la aceleracién de une partfcula resultia invariante hasta una rota
cién en cada sistena de referencia dentro de dicha clase, En otrom téral
nos, para describir la aceleracidén de una particula, todos los sistenmas
de referencia dentro de una clase son equivalentes, lo cual resulta rele
vante para la descripcién de su movimiento.

S1 tomamos un sistema de referencia especifico deade el cual el sol
mantenga un movimiento uniforme (velocidad constante) y cuyos ejes man-
tengan cierta orientacién respecto a las estrellas, generamos con las
propiedades (1) a (7) & una clase de siostemas de referencia que se con-
viene en denominar "sistemas de referencia inercisles™ (i). Desde esta
clase de sistemas decimos que el "estado natural de movimiento" de lasm
particulas es el que corresponde & un movimiento uniforme.

Puesto que movimlento uniforme y aceleracidén nula son conceptos equiva
lentes, se sigue por lo antes expuesto, que e3t2 nocién de estado natural
de movimiento es l2 misma para todos los sstemas de reoferencia inerciales.

En la presentacidén que aqui adoptamos, un eieiema de refarencia inercial
no tiene un cardcter especulativo sino bien concreto,a diferencia de la
concepcién Newtoniana de sistenma de referencia inercial (aunque no en
esta {erminologfa) que se apoya en la nocién de un espacic y tiempo
absolutos.,.

La afirmacién de que el movimiento natural de una partfoculadesde un
sistema de referenciz inercial es el movimiento uniforme, no es un resul
tado experimental sino mds bien una definicidn.

Esta afirmacidén no es una ley fisica pues sl lo fuera, sostendrfa como
védlida experimentalmente una correlacién especifica enire conceptos pre-
viamente definidos (ii); sin embargo, en esie caso no se tienen nocio
nes independientes de movimiento natural y movimiento uniforme.

Claramente podrfan adoptarse oiras definiciones de movimiento natural,
¥y en cualguier caso, el afirmar que tal moviriento es el natural, suglie-
re que s8i el movimiento de una partficula no es ¢se, existe alguna ragén
por la cual su estado de movimiento no es el que "deberfa". Asi pues, la
afirmacién de que el estado natural de movimiento es el mo
vimiento uniforme, en realidad corresponde @ una nooién pariticular de lo
que es natural o no; en sintesis, se trata de una posicién filoséfica,

(1) Esta definicidén de sist. inerosal no en uUnica. Véase p. ej. (24) pag.s
(il) Existen corrientes que difieren francamente de esta concepclén
de ley fIsica. Véase (23) pag. T71.
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La no naturalidad del movimiento de una partfcula se considera como equi
valente a la existencia de alpuna causa que provoca que su movimiento no
sesa uniforme, es decir acelerado, Por lo anterior, la aceleracién de una
particula es el efecto que regisiramos como indicio de la presenciz de
alguna causa y a esta causad es a 1o que mre conviene en denominer fuer:za
que actia sobre la particula,

Esta definicién cuzlitativa de fuerza que se apoya en: 1) nuestra posi
cién vgausalista”, 2) en la consideracidn de los sistemas de referencia
inerciales y 3) en la definicidn de 1o que para nosotros es movimiento
natural, puede enunciarse parcialmente en el sipuiente enunciado que se
conoce como la primera ley de Newton o ley de inercia.

" Todo cuerxrpo continda en su estado de reposo, © de movimiento unifornme
en linea recto a menos de que sea obligado a cambiar ese estado por
fuerzas impresas en 61 "

Del planteamiento que hemos dado parte toda 1la Mecdnioca de Newton,
pues de 1a observacién del movimiento de una partfcula (aceleracién) po-
demos concluir si su estado de movimiento es el natural o no, y en caso
negativo proceder a la bisqueda do las causas (fuerzas) que provooen di-
cho efecto,

Ahora bien, observamos que ante medios ambientes distintos, una partficula

se comporta en general distinto y ain ante un medio ambiente especifioco,
dos partfculas se comportan de modo diferente,
De 1a primera observacidén concluimos que el origen de las causas es el
medio ambiente en el que la partfcula estd inmersa.; la segunda observa-
eién sugiere que existe 8l gund propiedad intrinseca a cada partfcula que
determina su rcspuesta ante un medio ambiente especifico. Por tanto, debe-
mos ante todo cuantificar diocha respucsta antes de buscar una definicidn
ocuantitativa de las causas,

Para ello, elijamos un esistema de referencia inercial S, una partfcula
patrén y un experimento patrén (i.e un medio ambiente especf{fico) tal,
que doa partfculas cualesguiera cujetas a tal procedimiento experimental
con las mismas condiciones iniciales de posicién y velocidad tengan ace~
leraciones paralelas, del mismo sentido y cuyo cociente de las magnitudes
pea constante. Entonces, definimos la masa inerciel de cualquier particula

omo
eome, _ 1§ WeD2r,

m= i LoD2r

donde r, y r son las funolones de popleidén de la particule patrén y de
la particula en cuestidén con las mismas condiciones iniciales.

Observemos que la masa inercial asociada a cualoguier partfcula depende
no solc de los patrones utilizados, sino también del sietema de referencia
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utitizadn para «u definicidn. Si deseamos cierta invariancia.
de la masa inercinl, al menos nara la clase de los sistemas

de referencla inerciales, es necesario requerir que el disvo
sitivo experimental esté en movimiento uniforme(i) desde el
sistema de referencia en consideracidén. De esta forma la masa
inercial, ~ue se ha definido en términos de la aceleracidn,
resulta invariante en todos los sistemas de referenciz inercia
leso

Ia. masa de una particula es una caracteristica cuantitativa
de su respuesta ante un medio ambiente eapecifico: A mayor
masa menor aceleracién (menor efecto mecdnico):; a menor masa,
mayor aceleracién (mayor efecto mecdnico). Es decir, la masa
nos permite relacionar cuantitativamente el efecto mecdnico
sobre una narticula con resvecto a un medio ambiente esneci-
fico. Esta es la razén nor la cual algunos autores afirman
aque la masa es una medida de la inercia de la particula.

La relevancia de la masa como concepto mecdnico estriba en
que mediante ésta es posible distinghir el comportamiento di-
ndmico (i.e. ante la presencia de caunsaa) de dos martfculas:
ademds, la masa de una varticula nos vermite definir cuantita
tivamente la fuerza (interaccién) sobre ésta:

Si r es 1la funcidn de nosicibén de una rarticula de masa iner
cinl m desde un sistema de referencia inercial, la fuerza so-
bre la particula se define como

@)
fuerza z m Dr

Claramente esta definicidn cuantitativa d= fuerza es compa-
tible con su definicidn cualitativa dada con anterioridad,e
implfcitamente define las causas que provocan la alteracién
del estado natural de movimiento de una nartfcula. Naturalmen
te la forma exvlicita de la fuerza dependerd de las causas
egpecificas a las que la particula esté sajeta.En particular
(i) Podria suceder que la esmecificacidn del exverimento re-
nuiriese cue el dispositivo exverimental estuviese en reposo
desde el sistema de referencia en cuestidén. En tal caso, si
adoptamos el mismo procedimiento en otro sistema inercial que
no esté en reposo relativo, necesariamente los experimentos
son distintos (corresponden a eventos distintos). Sin embargo
cuando se esvecifica que el dispositivo esté en movimiento udi-

forme, es vosible defimir la masa en ambos gsistemas mediante
el mismo exverimento.
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8i dos particulas son sujetas al procedimiento exverimental
adoptado, con las mismas condiciones iniciales de vosicidn y
velocidad, se tiene que -
[ ()
- @myDr = mDr,
2 (2 @ W s s

dado que m, D€, = r,y mp’r,= Dr,, donde rpes la funcidn
de posicién de la particula patrén con las cismas condiciones
iniciales. En esta situacidén la fuerza sobre cualquier parti-
cula es la misma,

En le mayorfia de los casos, la forma general de la interaccién
sobre una partficula es del tivo

MR
fuerza = Fof e“‘+ eﬂ( rxDr ))

con Sz:R, S,z (®3)* , E‘e(m"‘ y rxDr g-(m'\)‘)A es el producto
cartesiano de la funcidén de posicidén y la velocidad. Eatonces
para determinar la funcidn de posicién de la particula es ne-
cesario resolver la ecuacidn diferencial

mD'r = Fo( 6, + 6,-( rx Dr))

con ciertas condiciones iniciales dadas. (i)

En la Mecinica de Newton, las causas ~ue afectan el estado
natural de movimiento de una particula, la fuerza, puede deter
minarse, al menos en principio, a partir de la observacidn de
la funcidn de posicidn de la particula(ii) mediante un proceso
de derivacién y viceversa; conocidas las causas, es posible co
nocer la funcién de vosicidn (y por tanto la velocidad de la
particula) si se conocen las condiciones iniciales de vosicién
¥y velocidad. Esta dltima observacidén , muestra la naturaleza
relevante de la vwosicién y la velocidad de una varticula, ade
mis de su masa ( oue es lo que distingue en 1la Mecdnica a una
varticula de otra).

En resumen: Si elegimos un sistema de referencia inercial, po_
demos definir en forma dnica el estado de. movimiento

de una particula si egpecificamos su masa, su posicidn y su
velocidad a un instante dado. Esta informacién resulta suficien
te ( y necesaria) vara describir la evolucidn del sistema en

el tiemno, si ademds conocemos las causas que alteran su estado
natural de movimiento. Por tanto vodemos tomar a S:RY) como

el espvacio de estados, donde cada «€¢ S corresvonde al estado

de movimiento de la vartficula cuya vposicidén es «) ¥y su velocidad

- -y " o —

(i) Las condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de las soluciones puede verse ea la ref. 8 pag. 271.

(ii) En realidad, a partir de la ooservaclén de un "ensamble"
de gistemas.
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es aw (conocida la masa de la particulal.

En el caso que nos ocupa de una particula podemos mostrar la
compatibilidad con el planteamiento de la Mecdnica analitica
que ya hemos mencionado,como sigue:

Congiderando a M: R®> como el espacio de configuracidén, pode=-
mos dotar a M de una estructura diferenciable (de clase C%)
mediante la clasgse de equivalencia de los atlas en <f°%m,mﬂ
que contiene al atlas Fzi\, Ipid§ cuya dnica carta esIg .
Entonces el haz cotangente T(M)® hereda una estructura candnica
de variedad diferenciable de clase d°’(i\ modelada sobre NN
con Viz®® y Va:z(&)' . Dado que Jiy¥ yur¥)? gon esvacios vecto—~
riales lsomorfos. podenos cons;derar otra estructura dlferen-
cieble en T(})' , llevdndola a ser una variedad de clase C°
modelada sobre(s)’ . Esto nos lleva a vpoder utilizar indistin-
tamente a T(M)' o0 a ®3)? como esvacio de estadoas, lo cual nos
muestra que sunoner a T(M)*como el esvacio de estados es com-
patible con 8l vplanteamiento de la Mecdnica de Newton. (ii)

La clase de sistemas f{sicos en consideracién -rarticulas- es
1o oue nos ha vermitido dar una justificacién varcial de tomar
el hez cotangente como el espacio de estados. Dada la genera-
lidad de los sistemas fisicos de interés para la Mecdnica Ana
1{tica, esg diffcil lecir queé conceptos resultan mecdnicamente rele-
vantes para. cualquiera de ellos, y con ésto mostrar si el haz
cotangente del esvacio de configuracidn es capaz de contener
esta informacidn.

En nuestro planteamiento de la Mecdnica Anal Ttica admiti-
remos esta suyosicidn como un vrimer vostulado fundamental que
delimita varcialmente la realidad accesible a ésta teoria, es
decir nos brinda caracteristicas necesarias para admitir un
sistema fisico como mecdnico.

M.A.1 Para todo sistema mecdnico es posible encontrar un espa

¢io de configuracién M que admite una estructura de va-
riedad diferenciable de clase C¥ con k> 2 y el esvnacio de esta
dos viene dado por el haz cotanpente ?(M)* (con la estructuruc—
tura usual de variedad de clase C 1.

(1) kn este caso puede mostrarse la existencia de un atlas cm
tnica carta. Véase seccidn 1.2.

(ii) Més adelante(secc.2.8 ) veremos gque la compatibilidad
ea mds ampl ia cuando el esvacio de configuracién es una va-
‘riedad Riemanniana.
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1.2. HAZ TANGENTE Y HAZ COTANGENTE A° UNA VARIEDAD.

Dada la relevancia que presentan el haz tangente y el haz co-
tangente del egpacio de configuracién en nuestro planteamiento
de la Mecdnice. Analitica, resulta conveniente resumir breve~-

. mente sus propiedades. No vretendemos ser exhaustivos en el
tema gino tan solo tener al alcance los antecedentes necesa-
rios para las secciones posteriores. El lector familiarizado
cor lag variedades diferenciables, haces vectoriales, etc.,
puede omitir esta seccidn, aunque cabe notar que la presenta-
cidén que aqui adoptamos difiere ligeramente de la presentacidn
usual en la literatura.

Empezaremos por definir el espacio tangente a un punto de
una: variedad diferenciable. Buseando cierta: generalidad opta-—
mos por su definicién en términos de clases de equivalencia de
curvas (esta definicidén es aplicable a: varidades de dimensidén
arbitraria y clase de diferenciabilidad finita (i) ).

Consideremos una variedad diferenciable (M, o."(:q,v;) con nxy, y
curlquier p ¢ M, Haciendo

Cp=. { ce MU/ UeXo 3 c(0) = p: ¢ diferenciable en U.C_m}
definimos una relacidén de equivalencia en Cp,haciendo
}&')AE i (c,d) € Cp =0y / D(Pc Jo) = D(P(q-d)(")}

donde Fe Qfuu ¥ Pe fuy, la cual resulta independiente del
atlas elegido en Oy, (1)

Las clases de enuivalencia generadas vor R; s Cp / Rg, se
denominan vectores tangentes a ¥ en v. Es decir, un vector
tangente a M en p es un conjunto de curvas, tales que la de-—
rivada de. iy a lo largo de cualquiera de ellas es la sisma en
el punto p. .

Podemos hacer que Cp / RB sea un espacio vectoriml normado
considerando un atlas cualquiera P’éQTﬁN) y algdn i ¢ Ip tal
que pe fuiy
En efecto, definiendo & Ce/RY

)

‘EF:?‘ ES((E , DlFuec) (o)) e Ce/R% X v [cek & ¢ Vv
es fdcil ver que "3.‘::) es una biygeccidn, donde para cada clase
de curvas £ ¢ Ce/aY ,1St(pl(¥) ea precisamente el valor comin de

(i) Véase (13) pags. 66- T72.
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DIFeiree) (o) para todas las curvas cc¢E . La estructura de espa-
cio vectorial normado de <¢/R"s (i) es 1la udnica que hace a

='ipy un isomorfismo isométrico: es decir

Fea .
Lo R 373} [SR 173}
e e L(Cesr%, V) v i “c,m'; = “V‘ Capd

de: Lo cual resulta que ‘C;‘“,; e Mom(Ce/RT, V),

Puede demostrarse (i) que la estructura de espacio vectorial
dada: & Cp/ RI'no devende de la carta, ni del atlas elegido
en OH&N\ y la estructura de espacio normado resulta la misma
hasta normas equivalentes (en otras palabras, la estructura
de espacio vectorial tovoldgico resulta independiente del
atlas y la carta elegida ).

Al conjunto C,/ R% con esta estructura de espacio vectorial
(topokégico) se denota por T(M) y se denomina espacio tangente
a M en p.

Para. cada: p ¢ M definimos ® eseacto COTANGENTE EN p como
. Telwy
Hom(Tp(M), R) = i e R e } 2 hweal ¥ Cowntinua ‘S

con la estructura usual de esvacio vectorial(torolégico).
Obsgérvese que una condicidén necesaria y suficiente para gqwe
Z & WomlTe,n),e8 que para alguna norma en Tp(M) dada en térmi.
nos de una carta, digamos || “‘:’\m ,» 2 satisfaga 1la condi
cién de ILipschitz: ‘

ttez & kB QI

Tt 4
[ Pu\'u. u\su“u_ "{ 13 ‘R
Teim)

lo cual es ‘s.encillo de demostrar dada. la- equivalencia de las
normas i\\ |\1“,'\.., | feS(u} . En el caso en que ¥ sex de dimensién
finita, puede demostrarse que 8i z ¢ W'y eg lineal, enton

ces 2z es continua, por lo que

Howm (Tptmy, RY = LU Telm), R

Una vez construidos el espacio tangente y el espacio cotangen

te: en cada punto de la variedad, podemos proceder a la. cons—

truccién de las variedades apropiadas para la descripcidén de
los sistemas mecdnicos.

Congiderando a T(M)z UTe) ; 0 sea, el conjunto de todos
bbbk ot e LT A o6 M
(1) op. Cit.
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los vectores tangentes a la variedad en todos los puntos de
data, podemos dar a T(M) una estructura de variedad diferen-
ciable en forma candnica, de: la. aiguiente manera:

Si definimos: a la: proyeccidn candénica en T(M):

g= (%, ) e T M Jr el g g

)
vodemos: construir una cubierta de T(M) mediante alet'm ¥ ¢ Qs>

. - . kY
haciend o TE = (4, e gy Ji e 1;} € e v

El que T(M) =y #s) se sigue de la suprayectividad de ry de

que M = Ut
acle

Ahora, vara cada i< Jp podemes definir a T
i

Tew = Tz O e kaep 4 OF o ((BTWe)aTie) & W
obteniendo que TF = T es un . atlas de clase C™en V*,como
vuede verificarse de las ipgualdades (i)

75y = ((wva '-3_““) o T o 9‘“) a (’:1
Teide TUay v . o vi NT i --)' ?vi )A ?vi)
e T = oY% e Faie®ste PV 4 BYTe (( (Raive Fa3) 0 ®, s

2\ :
Si (l((“um,vi) denota a la clase de equivalencia del atlas as{
construido (ii), ( T(M), Cl‘&::.), «i;) resulta ser una variedad
diferenciable de clase C""'modelada sobre V* a la cual llamamos
BAZ TANGENTE A LA VARIEDAD M (iii).

El hez cotangente a la varielad ¥ se construye de una manern
anélo‘ga. Haciendo T(M)'a_‘UMnmh,mS.IR), basta considerar algin
FedWimy) ¥y definiendo a

fo= (4, mFG) et ¢ pCTin
donde T es la proyeccién candnica ea T(M):
' w2 i ermtam] Se F\bM\Tq\M).‘R)S €M

¥ haciendo Ts Py . oy €
Frur: Tz 0o wme wt 82 o (Tqper (Lo you)) ¢ A

Ty

para todo i e¢I¢, con V=V y V. Hom({V R).

T A Y D G B D S A ) N ] S P =P A v S D S R T D A D e

(i) La diferenciabilidad de orden superior de T vuede
verse en la ref. 16.

(1i) Puede demostrarse gque la clase es independiente del atlas.
(iii) La nomenclatura proviene de que T(i) es. un ejemplo de

lo que se conoce como un haz vectorial.
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Puede verse que (M) = U T’“" ¥ que TF es un atlas para T(M)"
de clase C“" en TQW‘ . Esto dltimo se sigue de las observa
ciones (i) rez

ny
- < — ®) nNg
THUY = ?r.h @k Y o VoY o Pyret )
t\'h L' \\‘l-
o T = 01 veiro Fushe ?\‘" x+ ©; ”e ("o (trmsiar ' ﬂ(o)of(n.?g‘" ))

N 4, j‘ 1 ¥
Entonces, 8i consideramos a la clase de equivalencia (ii)
a‘“"’hw, ny;) gue contiene al atlas fF que hemos construfdo,
, T .
- A resulta ser una varieuad diferenciable de clase
C modelada sobre .ﬂ.i“i a la cual denominamos Haz cotangeante (iii)
a la variedad M.

Caso de dimensidn finita .- Cuando ¥ es una variedad de di-
mensién finita, supondremos que el espacio de modelacidn es
Rf* a me‘nOS de que esvecifiquemos lo contrario. En tal caso,
8i F ¢ Qs o) tenemos nue
Tlwmy .
Ftay < Z T, S Y iele

a e

&i
, dowde Flig T Pa o T,

y los atlas T Y 'I'F toman una forms particularmente seacilla.
TEWY = ‘ O(Z. Fliq 8( 4 é’f ) o(é‘((ﬂtmq of)A 1-““‘) B(.,)

NS N <&
Fray = 9- ° (ﬂzrc..vm‘ 35 Yt 8i%o (%:. (Troe o ( Ty ™) ?u‘q“)

Yaicle o donde

\{Q) £

[

Do T (\m.lt '!__1_": ‘) Skup e T Tqtn) < Ty
qefta
“an 1T R

Qvw, = Mo 4 T pam e, 10) & TUw)

- 4w

Foo - ! .

¥y para cada. q¢ £ty {@a (¥ Jac} y { AFu ] atih} generan bases

de los espacios tangente y cotangente a I en q respectivamente.

Puesto que €° y LR"‘)* son isomorfos, podemos alternativamente
dotar a T(M)* de una estructura de variedad diferenciable mode
lada sobre (¢*)* mediante

£3%y gy 2
Traiy 2tz &N (Z v, )4 6 e (T (Tpp o (T ‘»m)&‘(.,)
) A

agw™

(i) La diferencimbilidad de orden superior de Tw<¥ur' puede
" verse en la referencia (16)

(ii) Esta clase resulta 1ndenendiente del atlas elegido.

(iii) Este es otro ejemplo de: haz vectorial.



-16 -

Vielr y tomando 1la clase de equivalencia del atlas Ir {baje
B

la relacidn R"(jy, w#)2) e

* Dado que T(M) y T(M)* son variedndes de dimensidén finita, es
posible modelar estos haces vectoriales sobre R*™ con la
consideracidn de los atlag T'F y $°F definidos como

P ‘o, \ e .;("\\
TRy Tuy : L ovay, &0« 2. @'F(A\Qoﬂa Togy O tmw
atm aewm

- () ’ —..("“
\}
+’Fﬁ\ 2 Fh e i T, 6\?“ + 2.. Ql\lﬁ)r L \’ba °“\) akwuu
. acm : Qe .

Vieleg
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1.3 EVOLUCION DE LOS SISTEMAS MECANICOS. CLASIPICACION,

Hemos visto que una vez vlanteado el espacio de configu-
. racién de un sistema mec#dnico - hasta el momento el dnico
criterio que tenemos vara clasificar a un sistema fisico co-
mo mecédnico, es el vostulado M.A.1l -, su esvacio de egtados
viene dado por el haz cotangente, y como naturalmente nos in
teresa 1a descripcién de la evolucidén del sistema con el tiem
po, esta descripcibén deberd hucerase en términos del haz cotan
gente del espacio de configuracidn. Aqui s plantea la. si—
guiente suposicidn fundamental: Dado un sistema mecdnico, su
evolucidn a vartir de un instante dado (que vodemos llamar
ingtante: inicial) estd univocamente determinada vor cada es-
tado del sistema en dicho instante (los cuales vueden llamar
se estados iniciales): eg decir, vara un sistema mecdnico da
do, suvonemos que ¢onocido su estzdo a un instante inicial,
esta informacidén es suficiente rara determinar en forma tdnica
cualcuier estado posterior. Esto significa que para cada sis-
tema mecdnico es posible plantear una funcién de evolucién
del eatado del sistewa

‘p € n (5$)ulﬂ) com ST T

ter

donde cada t ¢« Py corresponde a un posible instante de tiem
po a partir del cual se inicia la descrincién del sistema y
(Pl Lal) corresvonde al estado del sistema al instante t:
cuando su estado al instante t, es &« .

De acuerdo a ésto, la funcién ¥ nos permite describir tan
s0lo el estado futuro del sistema una vez conocido su estado
inicial, ¥y el que Jow ¥y = Lt, ) nos dice que es vosible des
cribir toda su evolucidn futura a partir de un instante cual
quiera t. Esta suvogicidn vuede varecer muy restrictiva para
describir los sistemas mecdnicos reales; sin embargo resulta
dtil, si tomamos en cuenta cue ¥ es un modelo, i.e. una
aproximacién del comvortamiento real del sistema.

Existen caracteristicas asdicionales de los sistemas mecani
cos qgue podemos plantear en base a la funcién de evolucidn
que los describe. La forma de expresar estas. caracteristicas
son sugeridas por el siguiente argumento heuristico:

.Consideremos tres instantes sucesivos de tiempo t,<t,<t5.
Supongamos que el estado del sistema al instante t,es &A ;
entonces los estados en los inztantes posteriores t, y s
son (@) (t2)IR) ¥ [[PEa)}(x) respectivamente, de acuerdo a la
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interpretacidén gue hemos dado de ¥ . Si la descripcidén em—
pezara: al instante t; , el estado del sistema seria entonces
ewdwia) 5 ¥ [eaneY([[ees)udle) seria el estado al instan:
"te t3 . Si la evolucién del sistema no denmende del instante
en el que se inicia la descrincidén, debe tenerse gue

LlecendienIa) = Lot [Tt}

Obsérvese que esta propiedad de la funcidn de evolucidn es
adicional, es decir; no se sigue de que un estado inicial de
termine: en forma unica a todo estado posterior, ya que adn
cuando los estadog [(Pualtetnd) ¥y [T LYY IO &) son
dnicos, dado que ¢ es funcidn, nc son necesarismente iguales.
Esta vropiedad (i) resulta de fundamental importancia en
el planteamiento que damos de la Mecdnica Analitica y nosotos
la adoptaremos como nuestro segundo vostulado fundamental:

M.A.2 .~ Para todo sistema mecdnico existe una funcién de
evolucidén {e J&}Ssﬁ‘p)donde’s es el espacio de es—
tados con las siguientes propiedades:

1) $aZe = Is
P . t
2) P @ LOWIIt) = @ity e Lrg,, w0) 9Job e, ¥Vige Lty o)

La propiedad (1) es consistente con laainterpretacién que he
mos dado a @ , Pues 8i al instante % el estado del sigtema
es & , entonces {({YuNW}l) e¢s el cstado del sistema al ing-
tante t, es decir o 3 luego [YWlld) =lTP A IO =[1sIOIR)
¥ tew ¥YacsS, gue es la propiedad (1). La propiedad (2) ya

ha sido mencionada con anterioridad. Observemos que (Pualttz)
hace corresponder a cada estado inicial « al instante %y ,
8l estado que debe tomarse como inicial en el instante t2 pa
ra determinar cualquier estado posterior del sistema; ésto

puede apreciarse en la forma en que hemos escrito la provie-
dad (2).

El postulado M.A.2 junto con el postulado NM.A. 1 , delimitan
parcialmente 1la realidad accesible de la Mecdnica Analitica
y de hecho caructerizan a los sistemas fisicos gue se conside
ra n en esta “Yeoria. Formalmente, los sistemas mecanicos
poseen un espacio de<cgn§iguraci6n del cual el haz cotangente

(1) Algunos autores afirman que esta vropiedad refleja el ca=-
rdcter determinista de: 1a teoria. Véase (1) pag. 61, (2) pag.
1-4-



- 19; -

a8 el espacio de estados (postulado M.A. 1) y la: evolucidn
del sistema viene descrita por uns funcidn de evolucidn de
la forma esvecificada en el postulade M.A. 2.

las propiedades que hemos imnuesto a la funcidn de evolu-
cidn de un sistema mecAnico son puramente algebraicas. Natu
ralmente son necesarias ciertas condiciones de diferenciabi
lidad sobre ella para que sea de trascendencia en el contexto
de las variedades que habremos de manejar (i). Estas condicio
nes serdn analizadas detalladamente en la siguiente seccién
¥ la razdén de dstas serdn mds claras hasta entonces.

Dada la generalidad de los sistemas mecdnicos, resulta con
veniente clasificarlos de acuerdo a nroniedades adicionales
de las funciones de evolucidn que los describen. La clagifi-
cacidén oue provonemos resulta adecuada a nuestrosprouvdsitos.

I. SISTENAS REVERSIBLES. Para este tipo de sistemas se tiene
gue [Yuilude s5 es biyectiva, ¥ ;e R | ¥V ta e Lty w)

XX. SISTEMAS IRREVERSIBLES. Existen t.e¢ R , t. ¢ [t3,) tales
gue: [Pa] ey no es biyectiva (i.e. un sistema no rever-
gible). :

Nuestro interés se centra en los sistemas mecdnicos rever-
sibles y la proviedad que los define es sencilla de interpre
tar fisicamente: Puesto gque [P(talW) es biyectiva Y t<Ry
¥V t1 ¢ [to) se tiene que para todo @ € S existe uncdnico
ae § tal que g:=[{Lualtslta) ;todo posiole estado al instante ta
posterior a %, , puede ser alcanzado por un dnico estado ini
cial el instante t. .

Para los sistemas irreversibles, sucede que para algunos
ingtantes de tiemwo sucesivos t,<t. , existe un estado gue
al instante t, no nuede ser alcanzado por estado alguno al
instante t1 » 0 bien que puede ser alcanzado por mds de un
estado a ése instante t, .

La interpretacidn que vodemos dar a ety , cuando existas,
solo es posible darla en términos de la interpretacidén aque
hemos dado a Pri)]Ley) . En la decdnica analitica, el tiem-
PO es.un pardmetro que transcurre inevitablemente, por lo
que la definicidn que a veces se encuentra de sistema rever-
sible, como aquél en el que a partir de su observacién no es
posible: deducir el "transcurso del tiemvo" queda totalmente
fuera de nuestro planteamiento.

El siguiente teorema nos da una caracterizacidn muy itil
(1) De clase mayor o igual a 1.
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de los sistemas reversibles. La demostracién vpuede verse en

el avéndice A.L.

’ ) Y

3.1 TEOREMA. Sea Ve J 1% la funcién de evolucién de un
sistema mecanico. £l sistema es reversinle si y solo si

existe una funcidn

R
v e ((s3)")

con lasg siguientes vnroniedades:

2) VYudo eits = Ywo ¥V okuiL 8 R

3) Y eig, oy = P ¥ te IR

Eate teorema nos permite definir una relacidén de equivalencia
Zy en el egpacio de eventos ®rx S , haciendo

ly = i(w. 4, (a2, 00) ¢ (Rxs)xlizss) [ ¢= Weu.\\(t,)}to\)ls

cuya intervretacidén fisica es sencilla: 1) Para t ¢t , tenemos
gque (t&,4), (42,6 &€ Zy , si con un estado indicial & al instante
t, , el estado del sistema al instante t, es & y, 2) Para
24 t, , tenemos quelit,a),(te,p¥) ¢ Sy, 81 &l instante t,, &
es  un estado que el sistema nuede alcanzar a partir de un eg
tado inicial @ a2l instante te .

Es gencillo demostrar gue en efecto Zy es una relacidn de
equivalencia, con lo cual generamos una varticidén en el egpa
cio de eventos W x S . Para cada evento {t,& )¢ R xS , w=
su clase de enuivalencia renresgsenta los eventos vnosteriores
aque el sistemz puedz alecanzar a vartir del estado 4 al ins~
tante t, ¥y a los eventos anteriores al esiado presente
Convenimos en denominar u una de estas clases una Srbita del
sistema en el espacio de eventos.

Cadd uno de los gruvos de sistemas mecdnicos a los que hemos
hecho referencia (reversibles e irreversibles) pueden a su
vez clasificarse en: '
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A. SLSTEMAS ESWACLUNARLIUS. Para éste tipo de sistemas existe
Ye ()Nl que satisface la propiedad(i)

P = XOLne - Ta)
L e
donde in, = S{ (t, 1rge) /te\RS. € -;E\:am

B, SISTEMAS NO ESTACIONWARIOS,

Bl calificativo de estacionario proviende de gue la evolucidn
del estado de este tipo de sistemas no depende del instante
en el que se fijen las coandiciones iniciales. En efecto, si
t, ¥ t2 corresnmonden a dos instantes cualesquiera y « 5,
fupe X describe la evolucidn del estado a partir del estado
inicial & al instante t,, mientras gue Yunax describe su
evolucidén a vartir del estado inicial « al instante ta .
Después de un tiemmo ot, el estado del sistemz en cada caso
es [udlteatleay ¥ [Loun] Uatav) () , que de acuerdo a la pro-
piedad enunciada son iguales:

[Loulten sttty = [¥lanl e = TP s atiilel)

Para los sistemas mecdnicos reversibles, podemos caracteri-
zar de una forma mds sencilla a los sistemas estacionarios.
Esto se muestra en el siguiente corolario:

1
3.2 COROLARIO. Sea ¢‘Jﬁaﬁsﬁ'¢)la funcién de evolucidn de un
sistema mecdnico. Tl sistema es reversible y estacionard
8i y golo si existe 1gtssyR con las siguientes vproriedades@i):

1) ey = s
2) MUeMtdz MUt td v ki e R
3) V‘ ol ‘Kqu‘°3 = ‘?“3" (e A"'-‘“"B)

La demostracidn es inmediata del teorema 3.1 y de la defini-
¢ion de sistema estacionario.

La relacibén de equivalencia 4y que es posible generar en un
sistema reversible, induce una relacibn de equivalencia Zy
cuando el sistema es ademds estacionario. Tul relacidén viene

(i) Io cual es equivmlente a ¥ = Vel + Iw)

(ii) De ésto se sigue que 1*(R) es un gruvo abeliano bajo la
composicidén, razdén nor la cual se dice en ocasiones gue

es un grupo de un vardmetro.



dada vor (i)

Zg = {pesxs/ 3k, e= MO0 ¢ Sx5

Teniéndose gque para cada. « € 35, su clase de equivalencia es
el conjunto de todos los estados gue el sistema puede alcan-
zar a partir de « , =28i como el conjunto de estados a vpar-
tir de los cuales se llega al estado «

Cada clase de egquivalencia es lo gue se concce como una 6r-
bita del sistema en el esracio de estados y claramente la ‘
imagen de una 6rbita bajo la vroveccidn candnica en S = T(M)
corresponde a una travectoria del sistema en el espacio de
configuracidén: i.e. la imagen de la funcién de posicidn.

En la mayor parte de este trapajo consideramos sistemas me-
cénicos reversibles y estacionarios. Cuando los resultados
sean aplicables a sistemas no estacionarios haremos mencidn
explicita de ello. En 1la presente tesis quedan excluidos los
sistemas mecdnicos irreversibles, asi como la mayor rarte de
los no estacionarios. *

El siguiente cuadro resume nuestra clasificacién proruesta.

,

[ ESTACIONARIOS
ER T CE Ml

REVERSIBLES 1 y\ = R oL I 14 Ig\

ERE xﬁﬂmyea
Vere i ey = PG

RO ESTACIONARIOS

i
SISTEMAS 1 V3w e (o9
MECANICOS '
o ESTACTONARIOS
T T I X ¢ (Rl
IRREVERSIBLES -
_ = Pwe (It Iptutel)
3¢ W NO ESTACLONARIOS

{ee

L L&)

J e W9
tew

— (i) Puede verificarse que Z, = P o2, P, con P:Yoe, 6 & e (Res)x §
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1.4 CAMPOS VECTORIALES: FLUJOS. GURVAS INTEGRALES.

El objetivo fundamental de la Mecanica Anmlitica consiste
en determinar la funcidn de evolucidn de un sistema mec#dnico.
Adn cuando hemos postulado su existencia, en la generalidad
de los easos degconocemos su forma explicita, aunaue es fac-~
tible suponer que, en analogia con la: Mecdnice de Newton, po-
damos determinarla si conocexos la forma de: las "interacciones"
a las que el sistema estd sujeto.

En esta geccidén haremos énfasis en las condiciones amadicio-
nales de diferenciabilidad aque habremos de immoner a la fun-
cidn de evolucidn de un sistema mecdnico reversible para in-
troducir la nocidén de camvo vectorial, que resulta ser el ob
Jeto formal apropiado para la descripcién de las "interacciones®,
cuestidn que haremos plausible en la siguiente seccidn.

Adicionalmente veremos la relacién que existe entre los
camnos vectoriales y flujos, siendo el concevnto de flujo el
nds adecuado vara la funcidn de evolucidén. Finalmente demos-
traremos el teorema fundamental de unicidad del flujo aso-
ciado a un camno vectorial (teo. 4.6), el cual nos vermitird
concluir que resulta equivalente la desecrivpcidn de un siste-~
ma mecdnico mediante la esvecificacién de 1la funcién de evo-
lucién que lo describe o bien mediante el campo vectorial
asociado. rntonces, si un campo vectorial puede describir las
"interacciones!" a lus que el sistema osta sujeto, podemos
plantear en térainos formales el problema fundamental de la
Mecdnica Analitica: Conocido un camno vectorial que descri-
be las causas, determinar el comvortamiento del sistema es-—
pecificando su funcidén de evolucidn.

Como sefialamos al final de la seccidédn anterior, considera-
remos tan solo gistemas mecdnicos reversibles para los cuales
es posgible plantear una funcidén de evolucidn Tg“sﬂﬂRcon
las propiedades yue ya hemos mencionado (vedse teo. 3.1).

Haciendo § = =TS , con 5,xR , S5,:5: T(M) (al cual podria-
mos 1llamar espacio de eventos ) y ¢con ae S , podemos conside
rar a

- R
Y(aw)a a2}y € )

la cual nos describe la evolucidn (vasada y futura) del eatado
del sistema 2 partir de un estado awy al instante au) . En
términos de la relacién de enulvqlencla %y oue define ¥,
(véase sece. 1.3),|vawaan}®wr) es la 6rbita en el espacio N
de eventos gue contiene al evento a. Si suponemos gue Ylauw a atal
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es diferenciable en una vecindad de aweR , (Eamad®)oldn+ Ta)
ef una curva ea S que es diferencianle en una vecindad de 0eR
y ademés

[Q{(mmn a%l‘) )o(ifﬁ-( la)}LOX = ‘_Uﬁ(qu&(qm\ltqun = atz)

dado que ¥YaiIp = Is ,
Por lo tanto, 8i Yuwaaw es diferenciable en una vecindad
de ay ¢ R , para cualquier ae¢ S , podemos definir a (i)

~ -9

X'q z i[q, (\{(q(n\anhl) \al\\\-lus/r(mu) a€ S} I3 :’:;‘w,ks)e'us)

De su definicién, Xyla) es un vector tangente a la variedad S
en el punto aw), que describe localmente la razén de cambio
del estado del sistema  cuando inicialmente éste es atu) al
instante aw . (ii).

En particular, para un sistema estacionario tenemos que
Yiamya acu eg diferenciable en una vecindad de anvy ¢y a e S
81 9 R es diferenciable en ung vegindad de OeR ¥ e S%
dado que (corolario 3.2) n=go(IgsT,) » luego
qu)on‘re) Ywad Vb ew »¥ «£E S.

Entonces, de acuerao-a lo anteriovr, paura un sistema estacio~
nario tenemos que 8i Wa® es diferenciable en una vecindad

de 0¢iR para cualquier « ¢ 3, podemos definir a Xy e TT 4(.,\5)
con la propiedad de que

Xwo(ix'ls) = X'lgo\éxls') ¥eve IR
y en este caso vodemos generar un campc vectorial en S,
haciendo(iii)

Yq"i XEO(G-‘-IS)

(1) Véase secc. 1.2 para la definicién del espacio tangente.
(ii) Algunos autores ((19) vpags. 27, 41, 46; (19) pags. 8, 9)
consideran que las funciones &4¢ ®® diferenciables corresapon
den a "observables'" o "variables dindmicas" del sistema mecd
‘nico. De acuerdo a esta concevncién. Xyt) es un vector tangente
a2 la variedad S en a cue describe la razén de cambio en el
tiempo (precisamente lz derivada) de cualruier observable a
lo largo de la curva de evolucién del sistema Wawiadw en
el instante aw mediante [D (8o (Lawadmlel@@®aTuiiel =D eems a%i ) Jaw 4
donde Qz(aum&ﬁ»)o(&ﬁuxn;esr una curva ea la clase Xyl .

(iii) Puede definirse a Xw directamente, haciendo
’Xq;a(q‘in]Ka)lo((.sg . Ambas definiciones son egquivalentes.
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Por razones obvias, a Xy 86 le denominaz un campo vecto
no estacionario, y a Xq se le denomina campo vectorial
¢cionario.

AMin cuzndo Xy no es estrlctamente un campo vectorial
demos modificar ligeramente las cosas con el objeto de
construir un campo vectorial en una nueva variedad. En
a partir de ¥ definimos a ¥ ¢ (33%)* , heciendo (i)

Praz (64 05 )x (((Leef)alfe®3)afd) N EeR
con 1o que ¥ patisface las mismas propiedades de grupc

1) %= Iz

2) Buw-Vid= Tlhuad V¥ ot 4.6 R.

Iuego en ambos casos {estacionario o simvplemente no est

rial
esta

y PO~
poder
efecto,

que Y

RCi0~

nario) podemos definir a los camnos vectoriales asociados a

los sistemas, haciendo -

% = yld, MaR/R8) /des < sy s —_—
— . = - - -5
Xg = ita, mha/Ri)lagsg 3 If_s'fa\s) . TS

pues llevamos a ser g S wuna variedad diferenciable en
canénica (ii).
Observemos gque en cuzlquier caso, las funciones 1M vy

gue describen (directamente o indirectamente) la evolucién del
eC-

estado del sistema, estdn relacionadas con los campos ¥
toriales X, y X3 en la forma

Kol pe)= Waiy!
- . - -
Kpolpad) = (¥ad)

donde (4iii)

(1) Es decir T 2 Ta « 756 ((LLetPIB Ta + 110 TFE)
{(ii) Véase (1) pag 3vo.

(iii) En general, si M es una variedad diferenciable Yy
es diferenciable en I, donde I <k, , defiaimos a

1
0 - 3 )
z QLQ_' Colk+ 1@/&“‘)) | 4&I§ e Z{Vu-rww\ LY o

L

c i

forma

L}
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(peinles (na)e LEs T /R

(Gaifio= VEaiyotls 1w IR ¥ te R

1o cual resulta inmediato de su definicidén. Dada la impor-
tancia de este commortamiento, es conveniente introducir al-
gunos concentos nuevoes.

4.1 DETINICION. Sea W una variedad diferenciable, ¥ un
‘ campo vectorial en M. Si c ¢ M* es diferenciable en I, con
Ie¢ Xo y satisface :

Kec = c!

se dice que ¢ es una curva integral del campo X, y en tal caso
A Cy¢ I ge le denomina condicidn injcial.

De- acuerdo a ésta definicidén, podemos reformular lo dicho
con anterioridad, diciendo que Y4+« es una curva integral
de Xy vpara toda condicién inicial de S,y andloqamenic pava ¥,

4.2 DERINLICION, cea W una varidad diferencisple , § ¢ (n®) con
I una vecindad abierta de 0 ¢ R . 81 & satisface:

1) (gobP)a P° ¥ es diferenciadble, donde W= HEAE

2) &= T,

3) Blwe Tt = it 4 ¥ b, hhel 5 tetae T.
se dice que ¢ es un flujo en M.

Obsérvese que las funciones | y ¥ , que describen la evolu-
cibén de los sistemas mecdnicos, resultan ser flujos en S y S
reapectivaments cuando satisfacen adicionalmente la condicién
(1) de la definicidn anterior.

Naturalmente un flujo da origen a un caavo vectorial en
forma andloga a M1 y ¥ , opues de la condicidn_ (1) se sigue
1a diferenciabilidad de 2ad = Wde?M)ab™ jolip x4) en I,

V q& M. Luego vodemos construir un campo vectorial en M,
haciendo "

e Rg = 00, &43/RY)qend ¢ Taaw) e o
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al cunl convenimos en llamar Ygenerador infinitesimal® del
flujo.

As{ pues, todo flujo tiene asociado un generador infinitesi-
mal{i) y resulta natural preguntarse si la afirmacidn reci-
proca es cierta; ésto es, si dado cualquier caampo vectorial,
existe un flujo cuyo generador infinitesimal coincida con el
campo., Ia resvuesta en general es no, y las condiciones su-
ficientes vara ello nos las brinda el siguiente teorema,
cuya demostracidén vuede verse en la referencia (9) pag. 86.

4.3 TEOREMA. Sea M una varidad de clase C™con k3 2, mode-
lada sobre un esnacio de Banach. 5i X es un campo vectorisal
de clase ¢ (. k=L%1), entonces existe un flujo de clase
¢ -1 cuyo generxador infinitesimal es X.

Conviene mencionar que aunque este teorema nos brinda las
condiciones suficientes wvara la existencia de un flujo aso-
cliado a un camvo vectorial, no esvecifica una forma explf-
cita de calcularlo vues su demostracidn se: basa en el teorema
de existencia de soluciones de ecunciones diferenciales.

En ocasiones es suficiente encontrar curvas integrales
para condiciones iniciales dadas, lo cual se reduce ante la
8leccidn de un atlas, a encoantrar la solucifn de cierta ecua
cién diferencial.

En efecto, 8i q es la condicidn inicial requerida y PF{i) una
carta con dominio f{i) gue contenga:a q; la condicidn

- - ° 1 s -
Yoetloil C-u\“‘n) = Coat gin Cown Cloy = q

es enguivalente a resolver la ecuaacidén diferencial
-xvmo Flije € = 'DKFL'U-Q Cown Tihoe () = Tl L4)
i \ (Yb\‘“’\(‘“

donde X es la representacidn local del camvo X
{V es el esnac{o de modelacidén de' la variedad).

(i) Puede demostrarse que si @oha)Aﬁi es dos veces diferen-
ciable (en cuyo caso M debe ser al menos de clase C%), enton-
ces X resulta ser un cammo vectorial diferenciable {véase () pa.8)
Méds dun + Puede demostrarse aue si M es de clase c® con k22 ¥

® un flujo de clase C*, entonces Xﬁ es de clase C z(op. cit.)
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Una vez conocidas las condiciones suficientes que dan lugar
a la existencia de flujos, podemos preguntarnos acerca de la
unicidad de éste. Para ello son necesarias ciertas condiciones
topoldgicas en la variedad, las cuales se tienen en la clase
de variedades que hemos considerado.

La tonologia que se le ha dado a una \mueaoé (™, 0.:'::,‘,) )
es 1la definida por

T = XLU € B [ FOl(inU) € Ty ¥ ae I:?S

donde Pe¢ o™¥(M,V) , y esta topologia resulta indevendiente
del atlus elegido deatro de la clese ( véase (13) pag. 58 ).
Obsérvese que ante esta topologia, F(1) ea continua ¥ is 1w

4.4 PROPOSICION. Sea (M, :\E‘(\M,V)) una variedad diferenciable
modelada sobre un esvacio vectorial normado (i). Entonces la
topologia candnica en M , T4 , es una tonologia de Hausdorff.
Demostracidn. Probaremos nue Y s Fréchet y regular (ii).
Sean qc¢ N, Fca(m V) 5 ic<Ip , g ¢ £(4).

Como V es Fréchet = Fal’lish): {(Fika} es cerrado = {4} es
cerrado en v, . M es Préchet,

Tomemos A ¢ Np: 3 U ¢ Th 3 g e Uc A,
Como U € Th 4 [Faillgurn U)eTy Y ademds

FElgy ¢ Tl titne 0) ¢ Fliin A)

luego FallfiynA) € Nyyqy o Como V es regular, 3 N € Ny
cerrado, tal que N < (ediiiggion) -

Por tanto T

je FalFim ¢ Pl EoIP(swon) = ACSHY ¢ A

donde (ran¥in) ¢ Xq ¥y €8, cerrado de la continuidad de F(i).

s, . M es: regular.

Ahora podemos avanzar en la cuestidn de uzuc:.dad de curvas
J.ntegrales

4.5 LEMA. Sea ( M, aa,w ) una variedad diferenciable (k »2)
X un camvo vectorlal en ¥ de clase C*" | si ye M¥ , p MY
son dog curvas integrales de X , con I, J eX, abiertos y
conexos (intervalos abiertos) y satisfacen la condicién ini-
cial 7 ¢tet = g entonces Yol = @eip

(i) De acuerdo a nuestra demostracidén, aparentemente no es
suficiente que V sea de Hausdorff. :
(ii) Fréchet y regular implica Hausdorff, {vei.¢ pas.57),
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Una vez conocidas las condiciones suficientes que dan lugar
a la existencia de flujos, podemos preguntarnos acerca de la
unicidad de éste. Para ello son necesarias ciertas condiciones
topoldgicas en la variedad, las cuales se tienen en la clase
de variedades que hemos considerado.

La tonologia que se le ha dado a una vanedsd (M, at:\"v, )
es 1a definida vpor

T T § Ve B [ FOl(gmaU) € Ty v A&I;IS

donde Fe g“'(M,V) , y esta topologfa resulta independiente
del atlas elegido dentro de la clase ( véase (13) pag. 58 ).
Obsérvese que ante esta topologia, F(i) es coatinua ¥ e 1e

4.4 PROPOSICION. Sea (M, A(M,V)) una variedad diferenciable:
modelada sobre un esvacio vectorial normado (i). Entonces la
topologia candnica en M , 74 , e8 una tovologia de Hausdorff.
Demostracidn. Pf’obaremos que ¥ es Fréchet y regular (ii).
Sean qc M, Fcd{y,V) , ic¢Ip , q ¢ £(i).

Como V es Fréchet = [n'.ﬂ“(h&\:{[ﬂh}mg es cerrado = {4} es
cerrado en t, . N es Fréchet,

Tomemos A ¢ Xp 2.3 U e T 3 qe Ue<s A,
Como U € Tw , (Fuilisida U) eTyY ademds

FHlg) e Falisiiie ) < [Fl(§tin A)

luego (¢l gynhA) ¢ Ngyqy - Como V es regular, 3 N e Nig
cerrado, tal que N < (vuri(g5s0A) -

Por tanto .

93¢ Falim € ¥ ( B (smomn)= A0 ¢ A

donde (reni¥iny ¢ Xq ¥y es. cerrado de la continuidad de F(i).

.. M es regular.

Ahora podemos avanzar en la cuestidén de unicidad de curvas
integrales:

4.5 LEMA, Sea ( ¥, Qﬁ,w ) una variedad diferenciable (k »2)
X un campo vectorial en M de clase CY"V | 5i ye MF , ¢ M°
son dos curvas integrales de X , con I, J ¢X, abiertos y
conexos (intervalos abiertos) y satisfacen la condicién ini~
cial 7o)z ¢t = g entonces Yoty = Qeig

(i) De acuerdo a nuestra demostracién, aparentemente no es
suficiente que V sea de Hausdorff.
(ii) Fréchet y regular implica Hausdorff, (xe\.¢ paq.s1),
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Demostracidn.

Sea E‘.:‘.ite Indg /T({):P(()}

Mostraremos que E es cerrado y abierto en 1INJ . Como M es
Hausdorfg, se siguemgue & es cerrado en 1InJ. Para ver que
kL es abierto, sea s¢ k. Hagamos :

Yo = welF 43, 1.)“(1\)
Psz eot34 3G
donde (341e¥(1), (343e)(3) ¢ X, son intervalos abiertos.
Ademds . " .. k .
Yoe Vel B4 Tdaao¥ () = Rea¥e(Badg iy) = XeTs

B = € (E 4 35, () = Xeee B4 3@ rafaad X 0s

v Xs (o) = (35(03 .

Pero Ke¥s = 150 = x““o TP ¥s = D Fiiro¥s)
Ro s = F; = X“i,ot(i’oes = D{Fye ¢s)
= A
donde F¢ Aa,v ¥ Ysto) = fglod € £(i).

Luego F(i)e¥s y F(i)ofs son soluciones de la misma ecua
cién diferencial con la misma condicidén-inicial. De la unici
dad de 1las soluciones se sigue que

Ty o Teniyy T Fde Coodys gy,

donde @i‘mm ) Ys“um) e N = A= (Bf(gm)(\'xé‘(s(m ¢ No
por lo que

s . . . _ i T N 3
Yel343 4, 1 Fpn)edn = ¥sodn e Bsedy = fol34 Iz g H(5 00 A
Entonces, si hacemos (i1)

Wz (§six 5+ 1ol an

(1) Véase el ejercicio 1.1B pag 17 de la referencia (1)
(ii) Si A, Beg :A+Baﬁa+b/aeAybeBi
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WeXs y W< B ; es decir, s e¢int(E) . E es abierto.

Como IN J es: conexo y E es un subconjunto cerrado y abier
to de InJ, sesigue que E=¢ o B = InJ. Pero EF F ya
quee 0e¢ INJ , vor lo tanto E = INJ .

La generalizacidén de este lema es inmediata:

’ T
4.6 TEOREMA. Sean M, V como en el lema 4.5 . Si &,c (m™) ,
&,¢ (am)?  com i, J eXe ablertos y conexos,
son dos flujos cuyo generador infinitesimal es X, entonces

@a is T é.il

Demostracién. Sea qe Mj; como &3 y By 3 son dos curvas
integrales de X con la misma condicién inicial, del lema an-
terior se sigue que

(@I“i Yo i3 = @16-&)031

s lpwitay = @awild Yoge o (0 N e 1T

g B = S0 N owelng

. -

Q‘Oi-s’: éa'D::

El teorema (4.6) nos vermite concluir lo siguiente: Si
Me 55 es la funcidn de evolucidn de un sistema mecédnico
(estacionario) ~ cuya existencia postulamoes - y X es. el campo
veotorial asociado al sistema(i) entonces su flujo asociado,
en caso de satisfacer las condiciones del teo. 4.6, es preci-
samente vei; donde I es el dominio del flujo. En otras pala
brag, la descrivciédn del sistema ya sea mediante 1la {uncioh
de evolucidn o bien medimnte su campo vectorial asociado, es
equivalente; en el sentido de que uno es especificado de mane
ra dnica por el otro.

Finalmente tenemos los antecedentes matemdticos necesarios
para mostrar que es factiole describir las interacciones
mnediante campos vectoriales, con la consecuette interpreta—
c;6n fisica de ellos.

(i) Es decir X es el generado mediante q . Véase pag. 25.
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1.5 INTERPRETACION DEL CAMPO. INTERPRETACION DEL FLUJO.

En la seccidén anterior vimos una forma alternativa ( y equii
valente desde un punto de vista formel) de deseribir la evo-
lucién del estado de un sistema mecdnico mediante su campo
Vectorial asociado. Es natural entonces. cuestionarse sobre
el significado fisico del campo; y al respecto veremos gue
en cierta medida es factible revresentar a las “interaccio-
nes"® sobre el sistema: medianto campmos vectoriales. Para ello
retomamos el vlanteamiento que hemos dado de la Mecdnica de
Newton.

Consideremos una varticula de masa m descrita desde un sig
tema de referencia inercial. La forma general de la interac-
‘cidn sobre una particula {en el caso estacionario) viene dada
por un campo de fuerzas de la forma

- lued)?
¥ e \ﬁ?)(\ )
para el cual tenemos gue
. w3
mDr = PFo(o,er +9,.Dr ) donde 0; = 9
- ¥ r es la funcién de vosicidén de la varticula.
En términos del momento,
p=a Dr ees(5.1)
1 end: .
endr{amos Do = Gof BT +0,.) cee (5.2)
donde obviamente _ -
(32 @3y
G s Fo(e’o ?lll_ <+ el‘i ?,_‘

Como ya hemos hecho ver, podemos considerar a Y una es-
tructura suficiente para contener la informacién mecdnica-
mente relevante del sistema; es decir, podemos coansiderarlo
como un espacio de estudos, donde cada «¢(®R** corresponde

8 un estadode posicidn «w y velocidad «'2! (sobreentendida

la masa ). O alternativamente; posicidn «w y momento dizy ,
Claramente ambas interpretaciones son factibles y equivalentes
para la descripcidn del estado del sistema considerado.

Propongamos esta Wltima interpretacidén de &*)° . A partir de
los princivios generales ya enunciados, tenemos:
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De acuerdo al postulado M.A.2, la evolucién del estado viene
descrita por una funcibn ae evolucidn G ™9 donde 1 es
un espacio de configuracidén (U*) en este caso) y T(M) el es—
pacio de estadoe, con la estructura usual de variedad modela-
da sobre "W_ \A con V,: &8 y V.= (3) .

Podemos dar una interrretacién f’1slca a T(M) en base a 1la in
terpretacién gue hemos dado a w3t , vues si tomamos la estruc
tura diferenciable en M dada vor el atlas con carta dnieca

{(1, m)j , la estruct vu-a canénica en T(M)* viene dada por
una carta unica {u Ty - SG an)‘,rv.) » donde
“(\V ult ¥y
Ty =6 T & &, 0(1“..;: QQ‘NA o )‘“)

Alternativamente podemos modelar a T(M)’ sobre )° y en este
caso también es nomble mostrar la exis tencia de una carta
dnica {0,Tw)} ¢ dul ) 3]
'5)1 ! \t (
iw = GQ\R e 4 B (L CTame “(a“ ﬂn e
.35

véase fig. 1.

m
M ey YUY

iw
13 l To
P &% F )

A3
—xa34—~—~— Y, —;—-—-——-—» (w3
Wz

C e v e )
Fig. 1

Dado que 1(1) resulta ser una biyeccién podemos considerar qwe
(M) y @)% representan las mismas caantidades fisicas del sis
tema, es decir cada &ET(M) corresponde a un estado de la par-—
ticula cuya vosicidn es [i(l)u)}u) y momento Uwwi) (ii).

- Ahora, si X‘,l es el campo asociado al gistema,

y s
(1)°b9é1"’ese ue }(1) = $oT(1) .donde: ¢ &, g \f)"\"‘—‘?“‘ A
con §'=z o) e PUVT, o(i E o pRT) Pt ) » luego 4> N Ro«k‘\.‘*‘ ) R3)2)
(ii) Dado que dos EST\8.01OB vectoriales isomorfos son indistin-
guibles en cuanto a su estructura, vodemos interpretar a ‘Twwinl

como posicidn y affuwlia) como momento, aungue con otra nomen-
clatura.
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Ky olqa = (qa &' Yo T

de lo cual se sigue que

')g;r\“ ° %l\!o(v‘gi) = DL#(\‘Q("AE‘.))

o en términos da. sus comnonentea,

: 4 . L
_{-):N‘, P‘ ° Yi{“’“éo(']uﬂk) + e,_ ° i’t ‘)c:‘“‘. TWelnax) =

H WNo a K
OD\?. pT(““\"\A"’) + e:“ ODKP‘ oT(\\-l\q.ok))

\

- P‘m;‘ Xf\“‘o Twe (ya i) = LMo Fwelnaiy) (5.3)
B o %, faetraby 2 DA T ca) (5:4)
lo cual es equzvalente a (i) i
w . K,‘ o ;mmf:u- DR :1‘(“» tyas) .. (5.3
R x{"o fue Gy 2 DU s T0etned) cei(5.4)°

En efectp,hagamos A'-s (1) , B= (1) 3 luego A = $-B y
x{(;.)—. Erav)ye £

DL Aod) (o com w & YIK'wa)

PlEsBeY) (o)

P DlBoaIte))  cowm 9 ¢ K (R ')

¢K‘Eix)tﬁ'xw')) ¥ owe W

1t

A -
. ‘ x‘ ’_‘ q?o Y:‘Ql see (515)

=7 N ny Y
é‘.w.')lo "CA“O k‘&“ga’ = P ° -K?\ o Bo (awt)
: ?Mﬂi)i : ?'nv-'ﬁ i
- ¥ como Aotayz P o Bolnay , 8e sigue que (5.3) y
—(5 3) son equivalentes. '

e s e Sl cmtm e o e

(i) Puesto que (B2 ¢ ML Vi som tsemorfos 1o definicién del
espacio tangente a un nunto de la variedad es independiente

" del espacio de modelaiclén utilizado, luego las representacio
'nes locales x.\ se refieren al mismo campo vectorizl
(el generado por 1 en forma candénica)
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De ::.gual forma, a partir de (5.4)° ¥y (5.5) tenemos que

yzd)* Wi
R oq’cx,omg\owu)— DR poBolyai)

= “
z L(?L ° X,\ P Y o(\qn J.))A S( (“l = 'D\ z \“’t oBoe (’lk."-))A h"’ ) &“‘
at®

: \b)

= 5.\(’9(91 . le\g-ﬂ))&%(m)

ays

> .
?:w.o «® ! obolyex) = DU e, Betnai))

Anélogamente: podemos verificar que:de (5.4) y (5.5) se. sigue.
(5.4). Con lo cual hemos: mostrado la equivalencia de las
ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.3), (5.4)!

Las ecuaciones (5.3)° y (5.4) “tienen una intervretacién
fisica de acuerdo a laz intervretacidén fisica de &»% ¢

ved)E 3 IR
P oA olnadtye (@) es la funcién de posicién de la partfcula,

qﬁ)o holai 3EU23’R su momento,

‘a partir de un estado inicial # , Entonces, podemos decir que:

OF L %4 oA Z)
R (re eg la velocidad de 1la particula y

m‘) =
o KA o Ao (4«) @ag 1a fuerza neta sobre ésta, a partir de
un estado inicial o« ..,

Dada la equivalencia de lasa ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.3)5
(5.4)" es factible pyoponer interpretaciones; andlogas para
las: componentes del campo asocimdo @ un sistema mecdnico en
el caso mds: general, aungue cabe aclarar que tal interpre-
tacidn se reduce a una snalogia econ el caso conocido de: la
Mecdnica der Newton. En muchos casos vuede: suceder que alguncs
conceptos: que tienen sentido vara la descrivpecidén de una par-
ticulae no lo tengan en el problema esvecifico.

Debido a la interpretacidén que es. posible dar al campo ;{,l
en el caso de: dimeneidn finita, convenimos en denominar al
- generador infinitesimal de: "el campo de: interacciones®". Lz
nomenclatura resulta en parte adecuada pues la ecuacién (5.4)
nos brinda una pauta para la definicién implicita de las
causas (i), en analogia con la Mecdnica de particulas.

() En realidad es un abuso hablar de “causas" pues no hemos dado
una definicién de "estado natural de movimiento".

-
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Aparentemente, la ecuacidén (5.3) describe el aspecto cinemd-
tico del sistema; vgr., la relacidén entre el momento y «la
velocidad de la vpartfcula. Esto se ve més evidente si reescri
bimos la ecuacidn (5.3) en la forma sugestiva

: x . : . W T -
P.nVIo X;‘lu‘o(s:w‘o ?.“\l\ ° "'N u\VIL:L > 4 B ?z ‘° “(\lu (.V\& oty ==

PLAM: twee D)

rs

. i
‘donde (omitiendo superindices), P,oiu. tya) corresnonde a 1la
posicién de la particula, foTwe(v. ) a su momento y
PLEMS Two ta ) a su velocidad. Luego, la expresidn anterior

es una relacidén implicita entre estas, magnitudes.

La: segunda interoretacidén fisica que nos concierne dentro de
nuestro planteamiento es la referente al flujo asociado a un
campo vectorial que describa la "interaccidn" sobre el sistema.
Para ello ea necesario adovntar ciertas condiciones adiciona-
les sobre la funcidén de evolucién que lo describe, y que de
hecho ya hemos manejado imovlicitamente al hablar de su campo
asociado, Nosotros la bharemos explicita incluyendola dentro
del postulado fundamental M.A.2 (recuérdese que estamos con-
siderando sistemas mecdnicos reversibles)

-~ La funcién de ewvolucidén de un sistema mecdnico reversible
Ye ((goW% satisface la condicidn: ¥tnale s®
e8 diferenciable en una vecindad de t ¢ R
Ntew y ¥ eS8, -=

En el caso estacionario nos planteamos el sigzuiente proble-~
ma: Si X es un campo vectorial gue describe la interaccidn
sobre el sistema, ; qué relacidén existe entre su flujo asocia
do, bajo las condiciones apropiadas de diferenciavilidad, ¥
la funcidn de evolucidn gue lo describe? Los: antecedentes
necesarios para solucionar el problema ya se han visto en la
seccidén anterior y vodemos razonar de la siguiente manera:

Suvongamos que X describe la interaccidén sobre el sistems;
en tal caso X =Xy , vy si & e(ssf’ eg el flujo asociado a X,
donde U es un intervalo abierto que contenga a 0 ¢R ., Como
la funcidn de evolucién e¢(s%)™ satisface ser un flujo en U
entonces Mn,= @ , de acuerdo al teoroma (4.6). Es decir, el
flujo asociado al campo de interacciones es precisamente la
funcidn de: evolucidn del sistema.

As{ pues, el vproblema fundamental de 1ls Mecdnica Analitica
- determinar la evolucién del sistema a partir del conoci-



- 36 =~

de las interacciones a las que estd sujeto~ tiene solucidn
satigfactoria 21 menos en el planteamiento formal. En el
capitulo siguiente haremos resaltar los asnectos relevantes
gue distinguen la estructura del espacio de estados de un
sistema mecdnico, lo cual nos permitird plantear la solucidn
para un tipo muy especifico de interacciones.

Para finslizar esta seccidén haremos una observacidn que nos
parece interesante en su asvecto conceptual. Resulta de una
avlicacién direceta del teorema (4.6):

Supongamos gque habiendo postulado la existencia de la fun-
cibén de evolucién con las proviedades de flujo, proponemos
a cierto cempo vectorial como la descripecidén de las inter-
acciones:; s8i fuera poesible determinar su flujo y las predic- -
ciones del modelo resultaran incompatibles con ciertasz obser-
vaciones experimentales de la funcidn de ovolucibn, existen
dos posibles razones para ello: La primera seria que el campo
vectorial admite dos flujos distintos; la segunda, que el
modelo propuesto de interacciones es.incorrecto, De acuerdo
al teorema’(dﬁg) la primera vposibilidad no puede darse, luego
el modelo es incorrecto a fortiori.

Este razonamiento nos brinda una secuela ldégicamente con-
sistente en la busgueda de las leyes de movimiento....
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2.1 VARIEDADES SIMPLECTICAS

El postular al haz cotangente del espacio de configuracién
de un sistema mecdnico como el espacio de estados, trae con-
sigo que el esvacioc de estados posea candnicamente una es-
tructura simpléctica, lo cual es: un resultado importante.

Su trascendencia se debe 8 que permite considerar a cierta
clase de campos vectoriales en T(M)’, conocidogs como campos
Hamiltonianos, lo cual es fundamental en la rama de la Mecd-
nica Analitica llamada NMecAnica de Hamilton. .

~:+. Posteriormente veremos nue cuzndo es posible situar
al sistema dentro de la Mecdnica de Hamilton, i.e. cuando el
campo de interacciones. satistuce ser un cumpo Hamiltoniano,
podemos generar ciertas ecuaciones diferenciales parciales
(ecuaciones de Hamilton) cuya solucidn nos permite obtener
curvas: integrales, lo cual constituye esencialmente la gsolu-
cién a nuestro vproblema: fundamental.

La generalidad del tratamiento Hamiltoniano de la Mecdnica
vermite dar planteamientos andlogos en otras ramas de la Fi-
sica, como MecAnica Cudntica y Teorias de Camvo, incluso al
gunos autores (i) proponen que los sistemas mecdnicos sean
. tavacterizad oS por la propiedad de que su espaclo de gstados
constituya una variedad simpléctica, lo cual no deja de ser
interesante desde un punto de vista formal pero dificil de
concebir en la Mecdnica...

Esta concencidén de sistema mecdnico conduce a dos ideas
realmente relevantes:

a) Describir a un sistema mecdnico por una clase de varie-—
dades simplécticas difeomorfas, tales cue bajo estos di
feomorfismos la estructura simpléctica se preserve.

Mds adelante veremos que los planteamientos de Hamilton y
Lagrange son consistentes con esta concepcidn.

b) Dado un sistema mecdnico, alterar la forma simpléctica
de tal modo gque el vroblemz original sem equivalente a
uno cuya solucidn sea conocida .
Este punto de vista es relativamente nuevo y resulta bastante
atractivo para su iavestigacién. Desesraciadamente queda fuera’
de nuestros vrovmositos debido a su complejidad sobre todo en
el aspectos de sus fundamentos.

(i) véase p., ej.. el artfculo de Sternberg.(19)
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En esta seccidn mostraremos que efectivamente el haz cotan
gente a una variedad dada posee una estructura simvléctica
candnica, Veremos ademds algunos resultados referentes a di-—
feomorfismos entre variedades que preservan la simplecticidad.
Los resultados desarollados en la seccidn presente serdn bd—
sicos, y haremos referencia a ellos con frecuencia,. .

Asi pues, empezaremos poxr definir lo que habremos de enten-
der por una variedad simpléctica en el contexto mas general.

1.1 DERINICION. Sea (P,Oﬁk,v)) una variedad diferenciable (i)
con n% 2. uy e Nye) » Si W satisface

1) éw =0

2) W es débilmente no degenerada (ii),
decimos que W es una forma débilmente simpléctica en P.
La no degeneracidn débil o fuerte de w es trascendente en
las variedades de dimensidn infinita. La siguiente definicidn

hace énfasis en esta distincidn.

l.1* DEFINICION., Sea (P,GQQN)) una variedad diferenciable con
ny 2. W e AllD) o« S1 w satisface —

l) dw =0
2) w es fuertemente no degenerada (iii)

decimos que W es una forma fuertemente simpléctica en P. 0O
simplemente una forma simpléctica.

Cuando en la variedad » adoptamnos una forma débilmente(fuertg
- mente) simpléctica, hablamos de una variedad ddbilmente (fuer

temente) simpléctica. Es imporitante hacer notar que una varie
dad diferenciable puede tener mds de una estructura simpléc~—
tica, y en general la simplecticidad fuerte o débil dependera
en gran medida del espacio de modelacidn de la variedad.

‘(i) Para la existencia de unra forma diferenciable es necesario
) que n¥ 2,

(ii) Es deci = T 1t . .
1) ecir wwel(6 " ¢ 6, ) € Hom(Tel®), Hom(Tamy, 1) ) ©S dinyectiva YpefP
(iii) Es decir smel( & . 8. )

= elumu,wxﬂpnﬂymm) es biyectiva
WeeR o S1V es de Banach, (GH e 6+ 8.))" & iom LHom(Tete), ), Te(8)).
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Por el momento, €l caso de interés para nosotros es el espa-
cio de estados de un sistema mecanico, T(m)*, donde ii es el
espacio de configuracidn.

Como ya hemos visto (secc.l.2), 7(11)" posee una estructura
candnica de variedad diferenciable modelada sobre % ,con
V=V y V,=4Hmiv,R) , siendo V el espacio de modelacidn de
M. Si M es una variedad de clase C™ , T(i)" resulta ser una
variedad de clase ¢"". En lo que sigue supondremos aue I es

de clase ™ con n= 3, de modo que T{w) " es de clase C""(n-17 2).

La estructura simpléctica que podemos dar a ’I‘(ui)* es muy par
ticular. Se construye en base a la proveccmon natural en T(m),
we w™' | Definiendo primero la l-forma fundamental (i) en
el haz cotangente:

5 2 Ty 0,0 W ¢ A)—fm:{"f (Tatimry)
" con Pz ., T‘M oo ) lae TUt {
Tenemos que ) T { Co)
st . Mg B RET (L)
_pudiéndose ver:.flcar que gmé ¢ VieJe ,y dado que '.l.‘(i'.:’)f es de

clase €™, § ¢ AV

exterior (J.l)

mn)') . Ahora podemos considerar a su derivada

W = d_é‘)‘ e 1T -)\a':(TA(T\M)'))

e T

y de su representacién local en base a una carta T(i):

.. 2 (t\ 12 = = B O VTN :
e =( k CRA ? Oy )©( P. N it ) ( ?1"“'@ P"‘ﬁu )@‘ ?“VO P ¥4 )). 1 ttem)
Twlun

e ( A“f (T45))
.. . (n-2)
se sigue (iii) que WY ¢ ¢ Viele ; luego w € Ar (Tar)

De su definicidén tenemos que dw= 0 , es decir w es cerrada,
2 Lo . e <
¥ 1la no degeneracion débil de w puede verse en el avendice 3,

(L) B Tawpo@W, e ‘ﬁm“m("’d“““) /R) es el campo covectorial bdsico.

{(ii) Véase la referencia (17) para la definicidn de la de-—
rivada exterior.

(iii) Debido a que su representacidn local es constante.
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por lo quet’ es débilmente simpléctica. En el apéndice mencio
nado se hace ver gue para tener la simplecticidad fuerte de
W es necesario que el espacio de modelacidn de il sea un es
pacio reflexivo; i.e. V= Howm (omivied,iR) » 1o cual sucede poxr
ejemplo cuando V es de dimensidn finita o cuando V es un es-—
pacio de Hilbert. De hecho, la condicidn de que V sea reflexi
vo es equivalente a la no degeneracidn fuerte de wo» (véase
el teo. A.3.4).

En el caso de dimensidn finita, la l-forma candnica en T(M)
adquiere uwna exnres1on particularmente simple en términos de

un atlas T'F ¢ a“w, g?) bpues en este caso
. . Tt .
Deiiw = Z TlF")m-—\ A d(T{”“‘)
aew
(.u'o‘lit‘\ = Z dk-{"n.‘)nc-\) A AKT.FU\‘) v ¢ Iv¥
ae

Cuando una variedad simpléctica es de dimensidn finita, es
natural preguntarse si es posible encontrar un atlas dentro
de 1la clase adoptada, en términos del cual la forma simpléc~
tica tenge una expresion particularmente simple. La respuesta
es afirmativa (teorema de Dlarboux) y en particular pucde de-
mostrarse que la dimensidn del espacio de modelacion es de
dimensidn par, como consecuencia de la no degeneracidén de 1la
forma simpléctica (ii).

TEOREMA DE DARBOUX. Sean, (P, aqew; ) una variedad diferen~
ciagble comnz 2 y w+¢ NUP) una forma
simpléctica en P, Si P es de dimensidn finita, digamos m,
entonces la dimensidén de P es par y ademds existe F eaggv)
tal gue

Woeigy = z:- d\?('\\‘“ M‘i) A &\k?(i)‘) ¥ie 1l
‘ue 3

A las cartas de F se les denomina cartas simplécticas, o blen,
- se dice que P es una atlas simpléctico. En el caso de T(M),
obtenemos que T P es un atlas simpléctico para todo atlas F
.en a lMyV)

Existe un método particularmente sencillo de generar va-

riedades simplécticas a partir de una dada: Si (P, df;‘) )

(i) Véase la seccidn 1.2.
(ii) Véase la ref.(1) pags. 165 - 175.
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es una variedad simpléctica, (N, &{u,wy ) una variedad dife
renciable (n,r72), y £ ¢ P un difeomorfismo de clase C* (i),
entonces

gﬂ\“ 3 \‘\om\Tq\N),-rgm(?))

es un isomorfismo V q &N , y podemos considerar a $un ¢ Ay,
donde w es la forma (débilmente) simpléctica en P. No es dl
ficil ver que §w) es cerrada y (débilmente) no degenerada,
luego {'w) es una forma (débilmente) siapléctica. -

Dadaes dos variedades (débilmente simplécticas (P, Q\u,mw) ¥
(v a‘wwq) y £ ¢ P un difeomorfismo de clase C* tal que

) £ = se dice gque f es un mapeo simpléctico o bien une
transformacién candnica. En el caso que manejamos anterior-
- mente, la estructura simpléctica dada a N es la que hace al
C"L difeomorfismo un mapeo simpléctico.

Una clase importante de mapecos simplécticos entre dos haces
cotangentes T(M)' y T(Q)" (con las estrycturas simplécticas ca=
nénicas) son generadas a partir de difeomorfismos entre las
va.riedades My Q , que de tratarse de espacios de confipgura-
cidn de un sistema mecam.co, nueden 1nterpretar‘se como un
“"cambio en l1la descripcidn". La forma de construir estos mapeos
.es la 81gu1ente-

Sean (M, o.m e) s (Q, u“w,) variedades diferenciables con nz3
Y he Q¥ wun difeomorfismo de clase ¢ entonces
ity

Ty = Tt .@KU’-\‘); o\ ‘-W““") e ey

es el levantamiento (11) bde h sobre los haces cotangentes.
Dado que T(hoh) = T(h)eT(H) 58 sigue aque el levantamiento
de h es una b1yecc1on. Si Ge 01,«,2) y H e ‘Lm ¢y » la represen
tacidn local de T(h) es e

“ .
THmo'r(n)o‘\”om H e‘*i ° \Ml)oho mno?.‘“ +

1\!|
e, Rty ( f2 R @(Lm,\oh o Ry ) o W e ne GtyS'o PF ) )

Con E‘E , E‘_-: \'\Ov\\’f,\?.\ ') F\EF > ;1 =z Homk?, wR)
(1) Siweh®) y e ¢ = £ w e Az (W)
(ii) Algunos autores definen a T(h) como T(h ).
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de lo cuzal puede verse ogue "I‘(h) e CU .
Poderos verificar gue(i)

Fo'(8a) = Bn

donde 8, « 8n son las l-formas fundamentazles en T(Q)' v
T(i)* respectivamente. Para ésto basta ver gue

o' (85)= O p

donde ahora (i(h))’ denota el retroversor de campos covectoria
les (ii). En efecto,

i

(P oy = (@q o To)olTu),

it

( Ty @ \h@),) e T Yo L) o

- Twoe (e ° Fmy,

CZ Fm © (e Tagar),

il

Tauns 6( kﬁ‘)! o\ e “mm) elwe “\\m‘) -

-
Tt @)k Woh o -“'md') -a

I

e OLTru), = On

. : + "
De este resultado se sigue que T(h) es un mapeo simpléctico
pues d8, = a4 LFW (GFq) = Fon)* (dBa)

" donde w,.‘a 48, y wez 48g son las formas (débilmente) sim-
plécticas en T(M) y T(Q)*, luego :
()

(i) si T(h)e C™y G4 ¢ /\"""81@') 2F T (Gg)e A tefjoue es consistente con
" (ii) En inglés. : "pull-back" 8. ¢ A:‘“(Tlﬁ)’)




Las transformaciones candnicas gue se generan de esta forma
se conocen como transformaciones candnicas de punto en los
textos cldsicos de Kecdnica, y 1a razdn del nombre proviene
-de gue los elementos de un espacio de configuracidn se pien—
san como "puntos en la realidad". Cuando una transformacidn
candnica entre naces cotangentes preserva las l-formas funda
mentales, en particular es una trgnsformacidn candnica y se
dice que es homogénea. Asi pues, T(h) es una transformacidn
candnica de punto homogénea.
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2.2 CAMPOS HAMILTONTANOS.

Nos avocaremos -ahora a estudiar con cierto detalle la clase
de campos vectoriales (Hamiltonianos) aue la estructura sim-
pléctica de una variedad nos permite considerar. Su importan
cia puede ejemplificarse wpor el hecho de ague generalmente en
la Fisica se concibe a la wecdnica Analitica como la .ecdnica
de Hamilton, sin hacer distincidn alguna. Es conveniente em—
pezar con la definicion mas general ae campos Hamiltonianos
debido a que en ocasiones habremos de considerar otras varie
dades simpléctlcas ademas del haz cotdngente de un espacio
de configuracidn de una sistema mecdnico.

Los resultados de esta seccidn tonardn una forma nés famlllar
para el lector cuando el espacio de configuracidn sea de di-
mensidn finita. Este caso serd tratade en la siguiente seccidn.

3}
2.1 DEFINICION. Sean (P, v ) una variedad diferenciable
’ connz2 , y wehi t?) una forma (débilmente)
simpléectica. Si para X « X"\ existe H.e A7) "tal que (i)

Ky w = —.A“ Cit) \
decimos que X es un campo Hamiltoniano en P y a H se le llama
Hamiltoniano de X . = .

Dado que en ocasiones no es importante que un campo sea glo-
balmente Hamiltoniano, es decir en toda la variedad, es conve
niente introducir la definicidn de campo localmente Hamilto-
niano.

2.1' DEFINICION. Sean P, X como en la definicidn 2.1. Si
para cada pe P existen U vecindad abierta
de py He N tales que

(X 4 W)eiy = ~ 34

decimos que X es un campo localmente Hamiltoniano.

(i) Observese aue dH e &2y de acuerdo a la ref. (13). Si
XexX" "Dy weAr(B) entonces Xsw ¢ AVUR) , por 1o que la
definicidén es consistente. En otras palabras, el Hamiltoniano
de un campo de clase C"Yes de clase C™“ .

(ii) X3 w es el producto interior de X con w @

X3w : welolaX + G ed™)



- 45 ~

MAntes de ver las consecuencias de las definiciones anterio-

" res, analicemos las condiciones suficientes para que un campo
sea localmente Hamiltoniano. Para ésto, tomemos pe P y algu—
na carta F(i) tal que pef(i) con F e Qlp.y

Como

¥} T 20t =,z Ry
Kiw) = W el Bf'e X™ 4 %, e 7")

T (g)
donde w™ e (A7 W) es la representacidn local de W y
X e T oy 715 representacidn local de X , obtenemos que
K3t ()TN o ge clase ¢™P, Luego, del lema de
Poicaré (i), se sigue que sin»3 y Xsw es una l-forma
cerrada, entonces para cada pe P existen U vecindad abierta
de p y He A™(v) tales aque

(X3 W)edy = — ¥
es decir, X es localmente Hamiltoniano.

Vezmos ahora las consecuencias de las definiciones anteriores.
De la definicidn 2.1 se sigue que si H es un Hamiltoniano de
X ¥y £ una O-forma cerrada, entonces H + g es un Hamiltoniano
de X, luego el Hamiltoniano de un campo esta determinado hasta
una O-~forma (funcidn) cerrada (ii). Sin embargo al contrario
la situacidn es diferente pues una vez dada He A7 (?) Hamil-
toniano de un campo, entonces, como consecuencia de la no de
generacidn débil de w , dicho campo es tinico.

Cuando W es fuertemente no degenerada y el espacio de mo
delacidén de P es un espacio ue Banach, podemos afirmar que
toda funcidn H ¢ A7) es el Hamiltoniano de un unico campo
vectorial X ¢ ¥™¥(g) . #n efecto, la forma simpléctica
induce una funcidn _

T: & @(*‘C:)‘.“ Ler) e PETYY How (Tet8), Howm (Te12), R))

TU Hom{BomlTel®),1R), TelP))

Ny AT [
on e ®

’ n-td
Puede demostrarse (iii) aque si w <& (®) entonces ¥ ¢ ¢™Ve
wieX e 0" Por tanto, si H « A®, A&AH es un campo co-—
vectorial de clase C"*y el campo vectorial asociado a

(i) Véanse p. ej. (1) pag. 118; (9) pag. 124.
(ii) En particular si P es conexo, g es una funcidn constante.
(iii) Véase el apéndice A.2.
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dH = duwo " seria

- X = {thAT)A aw € :SYTMY)

cuya representacidén local es

T)

= (1av A"C)m) a \&k\)

Ty

A

i ¥ .
y dado gue X , \mut)me_ ¢ (AW e ™ se sigue que
x™ ¢w? ., ademds

- Xsw = woeldaX + Sed”)

s (BB, @) R)08]

=(Yr A((mv sX ) a &h)) & E:‘)
= ((T®lwaT))alu) @ i
= &“@)E:‘) = 44 .

- wa:—dH

LAY

" Lo cual nos dice gue X < ‘Bf-“'zzr) , puesto aque la variedad es de
clase C" con n 7 2.

Denotaremos a los campos Hamiltonianos de clase C“%en P por
%"Y(®) y a las funciones en A™iP) que resulten ser Hamil-
tonianos de ‘campos en ¥"® (%) 1las denotaremos por P 2) .
El campo asociado a un Hamiltoniano H e P“"®) lo denotaremos
por X, , y al Hamiltoniano de un campo X ¢ "% (hablando con
propiedad, algun Hamiltoniano) por Hy .

Bs conveniente citar algunos otros resultados concernientes

‘a 1los campos Hamiltonanos que en ciertos casos nos permitirin

analizar su comportamiento desde un punto de vista algebraico.
Dados X, Y ¢ #™"® con n » 3 , la derivada de Lie de Y res

pecto a X es un campo vectorial en P, cuya representacidn lo
cal es (i)

p 1) T (400

R VAL P LI VLN

3)
de 1o cual nuede verse gue [X,Y] € ey y podemos cuestionar
nos si (X,Yl es un campo Hamiltoniano. Denotando con Dy 1la

(i) Vdase 03 paq.80.
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derivada de Lie (respecto.a X) de formas (i), tenemos que

AV W o= i) =Y 2D w Gty
= Dy - diy)
- _ alDx¥y)
pues Dxw=0 ya que ¥dwz= -d4 ¢y dw=o0 ; ademds,

Pel-dhi) = -dlDM) ¥y como X € X"®) y Hy <A™z se sigue
que My € N(E) , es decir DNy ¢ PUV(gy

Si definimos para f, g ¢ W

§6. 8 = Dxg & 2= ¥pd {Xg W) = Ked (reaw) =’5@5‘§

(n.al

1lamado paréntesis de Poison de f y g, tenemos que {x.gge e

v
' Wiy = S\H"'H"}

En particular, si P es de clase C'* y esti modelada sobre un

; . ) ) s ;
espacio de Banach, w € ¢ es simpléctica y consideramos a

ez HNE) , D= oY ;%) ¥ Pe) " resultan ser
dlgebras de Lie (con las operaciones definidas por L,1} Yy
51_,} y ¥ las operaciones usuales de espacio vectorial

‘real) donde la funecidn
' PP
i(“, Xu) ¢ Ty x Am /] X3w=-4An g €  HD

es un monomorfismo de algebras de Lie.

Consideremos ahora un compo Hamiltoniano X e %“%). Pode-—
mos preguntarnos la relacidén gue guardan las curvas integra-
les de X y su Hamiltoniano H. Si c ¢ P“® es una curva inte-
gral de X, tenemos :

DHee) = Q@uocyac
@uwaxyoc

~(radw et

t

— _{(xaxiwNe ¢ = O

debido a la antisimetria de w . ILuego, HeC es constante.
Fats propiedad de los campos Hamiltonianos es un resultado

L) Dew o= dxJw) X3 AW
(ify Vease p.ey. W) pog
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general, que se basa Unicamente en el hecho de aue P sea una
variedad oimpléctica ¥y X un campo Hamniltoniano. No depende,
por ejemplo, de que P sea un haz vectorial, por lo que nodr1
amos decir aque es una propidad "geométrica". En "ecanlca, el
Hamiltoniano de una campo puede identificarse frecuentemente
con la energia mecinica del sistema y el resultado anterior
se conoce como la "Lev de conservacidn de la enersaia",

Notemmos que la constancia de H a lo largo. de curvas integra
les de X puede deducirse de la relacidn

DXH = 0
pues = 0 = 8H ~aX = 0 , luego si c e Pl es una curva
integra§ de X,.
(AHaX )oc = (& Hec )acf
= D{ He ¢)

La generalizacién de este tipo de “constantes de movimiento®
como el Hamiltoniano resulta inmediata y la idea resulta inte
resante, Esta generalizacidn puede apreciarse en la szguiente
definicidn. .

DEFINICION Sean ( B, Clm,v) ) una variedad diferenciable con
23 ¥ XC'X P). Si a e /\\< ) satisface
A =
DX 0
decimos que * es una k-~ forma invariante reaspecto a X,

La razdn de esta nomenclatura proviene del siguiente resulta-
do (l.)o

Sl‘\&(?f) es el flujo asociado a X (con V un espacio de Bz
nach), entonces

R 4

Dyt =0 & W= < Vee T
Hemos visto ya un caso particular de esta condicidn cuando
consideramos un camnc Hamiltoniano XeX"{P) en la variedad
(debllmente) simpléctica P : D W =0 , donde W es la forma
simpléctica en P.
En: particular, si V es Banach ¥y WE(fg) el flujo asociado a
X, tenemos del resultado antes mencionado oue

ﬂw‘&)= o ¥ kel

1o cual resulta relevante, ya que de este modo obtenemos aque
ivw/ ce 1} es un grupo de transformaciones candnicas en. P.
La imvortancia de considerar formas 1nvar1antes resvecto a

campos avarece cuando consideramos sistemas mecénicos gue

(i) Su demostracidn puede verse en la ref. (1) pag. 90,
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presentan cierta 91m9tr1u, en cuyo caso nodemos obtener 1nfor
macidn cualitativa del sistema sin necesidad de determinar ex
plicitamente el flujo del camno vectorial que Jo describe. (1 )
Ademds las formas invarirntes reswmecto a un campo satisfacen
ciertas pnropiedades algebraicas gue nos vermiten determinar
nuevas formas invarisntes respecto al campo. Estas proniedades
las resumimos en la siguiente pronosicidn (ii)

2,3 PROPOSTCION Sean (P, Gluu ) con nz 3 , Xex“i{p).
5i «e AT(®) Y eeAZ‘@) son formas inva-

riantes respecto a X, entonces:
tw-2)

1) X3 a e Ao, (D
2) da e NGV ) :
LNy .

3) ang e NUY D)
son formas invariantes resnecto a X.

4) Si ademds Y ¢X"(P) satisface {X,¥Y] = 0 , entonces
A y (¢ son formas invariantes resvecto a Y. En varticular
Yl , dd y aAf son formas invariantes resvecto a Y.
Como una aplicacidn inmedipta de la vrovosicidn 2.3 y consi-
deremos una varldqa (debl?m@nte) simnléctica (P, "y )

con n7 3., Si Xedt (P) , entonces como ya hemos visto la
forma simpléctica (débil) w es invariante resvecto a X y
de acuerdo al inciso 1) se sigue aue dH = - X3 W es

una forma invariqnte resnecto a X, lo cual nuede considerarse
como la versidn de oue H es constante a lo larso de curvas in
tegrales de X . En varticular, si P es de dimensidn finita
(digamos m con m par) - .
O - A @ NI@) con wezw Ve
T ae W,

es un volumen en P (iii) y de acuerdo al inciso 3) ,- {L es
invariante resvecto a X; luego,. si Te¢(2?)* es el fiujo asocia
do a X, Yit» es un difeomorfismo cue vnreserva la orientacidn

N te I .10 cual resulta relevante en teoria de intezra
cidn en varledqdes.

De acuerdo al 1nc1so 4) , basta verificar oue si X es Hamil

toniano v LX T] , entonces Y es localmente Hamiltoniano
pues de W =0 se sigue aue DYW =0 , es decir, Y es 1o

calmente Hémlltonlano.

(i) Véase p. ej. (11) nags. 149 - 163.

(ii) Véase (1) pag. 202 para su demostracidn.

(iii) BEsto significa ocue {1 es una m— forma en la\mrmdud P
{ de dimensidn m ) cue es no nula en nlnyun punto.

EBouivalentemente P es orientable. Véase (1) pag. 123.
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Concretemos ahora 105 resultados oue hemos evnuesto cuando
P es la variedad T(i1)" donde M es el esnacio de confisgura—
cidn, ¥n 1o aque sigue supondremos gue W es unn variedad de
clase C e n% 3 , de tal forma que T(M) sea una variedad
de clase C" ¥ n—lp ( en realidad no es necesario oue n¥ 4
para 1o cue sigue, como vodria mensarse segin 2.3 ). Los es—
pacios de modelacidén de M y T(i)* los denotaremos wmor V y TV
donde V.= V ¥y V2= MomluiR) ,, como lo hemos hecho usualmente.
Sunondremos también oue V es un esvacio de Banach.

El hecho de tener esnecificamente a T(M)* como 1la variedad
simpléctica nos vpermite considerar a cierta clase de campos
Hamiltonianos en el haz cotangente cue son generados a partir
de camnos vectoriales en el espacio de configuracién. Este
tipo de camvos resultan adecuados para describir nroviedades
geométricas del sistema mecdnico, y el procedimiento es el
siguiente:

Si Yel“)(d) es un campo vectorial en i , podemos cons-
truir el 1evantamiento de Y al haz cotanpente (i) " y ha-—
ciendo BNy

. . “‘F‘\ ‘('l.’ lu wn %
Fprigg = T ) (60 4 (e oy PRD)Y)
Mie T¢
¥y puede demostrarse cue en efecto, la exoresidn gnterior de-

fine un campo T(Y) ¢ X*Y(1w*), 2s fécil ver que T(Y) es un
campo Hamiltoniano cuyo Hamiltoniano es precisamente

ey, = T3 @
o bien - (. T
. Yty = T gy 2 x4
= I-‘“gw A&\l ° “)
L$
puesto que TeatTiy:z Ye¥,

En general, dado un campo vectorial en M,. digamos Y ¢ xgd(M)
se define la funcidn momento asociada a Y como

Tlew) ¥
PO 2 Ty o0¥eT) e RTT

»
En estos términos vemos que P(Y) es el Hamiltoniano de T(Y)

Ia consideracidn de las funciones momento nos brinda la po
sibilidad de deterwminar otras constantes de movimiento ademgs
del Hamiltoniano del sistema cuando el sistema oresenta
cierta simetria. Veamos como s@ nrecenta esta relacidn.
Sabemos que si Y €% (m) v X €% aw) satisfacen [0(Y), x1 =0
entonces se sigue gue es constante a Lo largo de 1las cur-
vas integrales de 4(Y) © y oue P(Y) es constante a lo largo
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de las curvas integrales de X. Esto Wltimo nos dice gque P(Y)
es una constante de movimiento del sistema (i).

La relacidn (T(Y), X1 = 0 refleja cierta simetrian del sis-
tema como vodemos ver: x

Si UeQm™)%s el flujo asociado a T(Y) entonces (i)

ult) X = X ¥ teT

donde el difeomorfismo U(t) nuede interoretarse como un cam
. - . -t -—
bio de coordenndas en T(M) En efecto, ai TF e QGu, )
- LAany N .
entonces G =z Tve Uw € Qqwr, i) Y para cualouier i ¢ IF
i

v

[ARY] -1 -t ° o !
werx)™ = R SvEheluw), ) X o Ut o Guy

. Tvar, : -
_ (((( GG o U\(“o _‘r?t“"s o ""“FL'\) ) ) ‘E' )A }(\o U o G '

: - e TR v -
R K I“\“ & o AX)) e TFW)
wi

. v
230 . TFUY
~ (’:‘m’,_ ¥y drw = X .

PR
Resumiendo: De U(t) X
XG(J.)

X se sigue gue '
» yo—
. xTFd). \{- 1¢e e

en otras valabras, la descriocidn de 1:3:__interaccién es la misma
en términos de los atlas TP y TF & U(t).

. MAs adelante veremos algunos ejemvnlos concretos de sisgtemas
mecdnicos en 108 nue se oresenta la situacidn sue hemos ex-

puesto anteriormente y su relevancia en la descrinecidn del
sistema. )

) Cabe hacer nskar que los campos Hamilrontanes T v R dienen un cavdcter
esencialmenie dishinio  desde gw puvito de wista {isice, pyes TlY) describe
“acciones . qeomddricas” Sobre el sistewa, comi “volacwwes mftn Yesimales”, Mtrus -
Ndcones fmitesimales “; exc., mieniras que X descrb e

wmieracclones
Sobre el Suistewma.

(ii) Véanse 1as refs. (8) pag. 107 y (1) pag. 99, ej. 2.2.G.
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2.3 ECUACIOUES DX HAMILITON

Congideremos concrptqmente la variedad (debllmente) sin-
pléctica (T(1A)*, Olruen, T ) donde il es de clase C™ con n»3
Anallcemnr' la renreJent1c1on local de un campo Hamiltoniano
X e u"? (T(M)') con Hamiltonisno H @ o*) 5 es decir, satis-
face 1la relacidn

XJLU =—‘dH e e (301)

La representacidn local deula 2 — forma candnica
en termlnos de una carta T(i) es,(i) . g W = LhwE
— L\\l ) _-\n‘l-)t ? “,x (\ LP wt P ALY )
wTL\\ _&‘)ltf & ?‘\n )@(. P\g‘ ® ?\lx )__( 2
Tra Chgu)

e (A7 (mw)

las representaciones locales de X y dH son

. fra LT
W nu Tay .
T ) Ww
x'ﬁ“ - AL X, x O, "f\z ¢ (&{J\)
- T =,
Tw wi RS { Wi L8]
donde X, = e, S 5 Ra = €, o RS
X Lis Y] )\
!
‘é“)'\'l\ k W o'\‘ [} \) ® P \
. W

wi + (\{of\\\‘) ® e ux ) ® ?&“ll)

- T Frankien)
z (W oTWY ® 0‘“ € - WewmlV;, R

= ( (Mo "\"‘“-\)‘I ® f

PO
donde (wefuis
es la diferencial vparcinml j-ésima ¥ je€ 2 . (ii)

De la condicidn (3.1) se sigue que

(R m)““ = - aw T
s@m? T el eyt
donde Lx.!w)m) w" @)(6‘“ ® Xw'« e," o AR » luego

. = - W - LIS 2
@l - (W o T (e A ) (F o 90“:{’ @QP“\}( ® Yﬁ“)

"—?\ﬂ\ SN = (NE) “\‘g = ‘m’) ™ -X.““)
:«?1, o X )@K?'“ P‘" ) (9 ®?| )@(? °
A Ry R )

fay 2 W Wi '}u\) Y il
= X2 o e P — (% @ X ® h
= 'wlt\ '?Q&“
. 1(\\ ? W g
3 o Yz
L_x’m) w.‘i _ (\ 1\\0«\\!.\‘1\ 1y 'L 3 7\ )

(i) Véase sece. 2.1 pag. 139.
{(ii) Véase ref. (8) pag. 153.
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< i _._ TV \N\ T
Q(.\ba)‘“'“ = ( Ximb ?T\:‘\ — (Ao .xun ) m‘ 3 > ?\

con (i) A = -%-\inmw\\ﬂl ® 1y, & HowlV, Homl pomiu), ®))
De la expresidn pars taw)’®  obtenemos aue
No XM= (HeB(3)Y)]
fo

X, = = ( H o T(1) )

eee (3.2)

¥ en el caso en que V sea reflexivo, las expresiones anterio-
res son eaquivalentes a

N

T

X

= x—'o " iy ’
3 ( H:I‘(l) )5
x*;’: - ( Ho'r(i)")l’
En este caso, la existencia de N nos permite identificar a
Hom(Hom(V,IR ), R )} c¢on V y como . .

LTl Tin)

(H°T(i)) ¢ Hom(Hom(V,R )+, &)

algunos autores nrefleren omitir el isomorfismo At eén las
expresiones (3.2)° y reescribirlas simolemente como

'Tln (H°T(l))
X;"—- ~ (H» T(l))l

eee (3.2)7

aunque nosotros preferimos escribir exvlicitamente el iso-
moxrfismo,

Las ecuaciones de Hamilton se siguen de la exoresidn (3.2)
pues 8i ¢ et T con T eXNo es una curva integral de X y T(i)
una carta en T(M) +tal que ¢ma finsé,obtenemos de la con-
dicidn de “curva intezral

Xe¢ = ¢’
la ecuacidn diferencial
T(l) B(1)eC = D(T(i)e0) eve (3.3)
Ahora, dado que i i
X¥W _fhee = 0,6 Ko Fwel 4 ez‘“ o fwe g

‘N = .
DLIWe €) - Gm{ DUfte €) & 92“' DlTe C)

“ (i) Véase definicidn 3.1 del anéndice A.3
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se sigue que Y‘ti)o Tme G = D('{'(i) o ¢)

_X;’:mo Fre & = 1>£+(i\20 c)

y de (3.3) obtenemos finalwente

(HoT(1)) Jo B(1)e C=AeD(E(1)5C) ceo (D)

—(Ho‘l‘(i))lo’L‘(i)"C = D(T(i)2° c)

siempre oue C ¢ Tw* X  sea una curva inteeral de X y %(i) una
carta tal cue CD ATWw+¢ . Las exoresiones (H) son las
ecuaciones de Hamilton en su forma mis general { en el sen-
tido de cue son vélidas en una variedad de dimensidn infinita
inclusive).

Ndtese que hasta el momento estas ecuaciones sdlamente es-—
tablecen una condicidén necesaria para cue una curva diferen—
ciable sea una curva integral del camno Hamiltoniano ¥
veamos shora gue también es posible vlantear una condicidn
suficiente, T .

Supongamos que4CG.T(M? satisface las ecuaciones de Hamilton
para toda carta T(i} tal oue cntvg e, Suponiendo gue I
es un intervalo abierto (i.e. conexo y abierto ), hagamos

E:§ teI/ (eCl(t) =c/(t)} ¢ 1
Naturalmente E es cerrado en I ya cue T(M)‘ es Hausdorff,
Para ver gue también es abierto, sea t ¢E y T(i), Cc(t)e @ .
Por hipdtesis
' * SN 4 L
(HoT(1)) JoT(1)e € =MD(T(1)eC)
* -3 » <4
— (HoT(i))oT(i)o € = D(#(1), ©)
donde H es el Hamiltoniano de X,. por tanto

(i) : X T,
1 y - (H°T(l))l =X

. .= T(i)
ot =
(He1(1))] = X 2
£
es decir xT(i)o%(i)oC = D(B(i)e0)
vor ‘tanto ¥
. =T

(e T 0 @)a (K tao €) = L w T )oC)aPaea)

. T
o.blen A x°cﬂC"(ﬁm")" Co lc,“(ﬂm)

es decir C“(ﬁTi)) € E y claramente ¢ (T5(1)) e Xt 10 cual
nos dice gue £ es abierto. Debido a la conexidad de I,.
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tenemos finalmente que

Xe¢c = ¢’
Formalmente, lo aue hemos hecho ha gido demostrar la equi-
valencia del sistema de ecuaciones diferenciales “ordinarias
(3.3) ¥ el sistema de ecuaciones diferencinles varciales (H)

Esto demuestra la importancia de las ecuaciones de Hamilton
dentro de nuestro planteamiento, nues a partir de su solucidn
podemos encontrar curvas integrales con condiciones iniciales
arbitrarias y eventualmente el flujo del camvo, 1lo cual se
traduce en resolver nuestro problema original.
Cuando if es de dimensién finita, dizamos m. podemos ver 1la
forma que toman las ecuaciones de Hamilton en términos del
atlas mediante el cual nodemos modelar a T( 0¥

mediante ’
TF = 45 ® TP ¢ ClpuN' 23"
con ¢ = u%__“ gfm" P:;" “" * 2 Bume U’z\"‘ Sm) € Homl %, &)
y ¢ oM. (T, oo eF Y “'"‘i“('z phn ) ¢ wemt® 1Y)
" Asi pues

N

'(“d¥u¢f\ = Cuo toY ® Bt
=&{H°.§L\ "y o & Q\EQ © &J [ eltl

Wy

(s T o6 ) o &' 0 © B ) o ¢

"

- - “‘J\

v(K“"*l“\.\)'@ P o O 3 ¢

11

..u“owm“) ) z oo @—(’a“)°¢

:(Z (\ko""m")'a @?a ) [
a&™ :

= I A pue e g

0.E™

. .;.a'\é. o, ,.) _"\;:‘) ¢
T = P2 D lne T e Yo

luego (we¥ ), oThe C = :&a e De

" Analogamente tenemos oue

(o FGV)y

1t

'y ’ = ~ TNV
((#oT'4¥") ¢ & ® 62 Yo b

< Qﬂh'ﬁﬂ")’ A°&E,_‘ Q::: © LE@:\‘ © \m))

(o
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(Mo Fw), = L (wobw),.. © N(EQ)
e
v X (HeTwY) = 2 (4o ¥00") &t:;‘
G E™

Por otro lado también podemos obtener aque

DFwe ) = L gfhobii"(“‘o c)

oE™

DTl €)= Z ?:‘“ -D\%‘mu-: ¢)

o E™
y de las ecuaciones de Hamilton -

‘D(—‘("(‘)“rw\. C) < - Do.\“c’ ’{-'UY‘) °+i‘) s C

DFw, 0 €l z Dy lweFw)Twec

-~ gue es su exoresidn mds familiar al lector.

$1
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2.4 DERIVADA FIBRADA. VARIEDADES RTEWANNTANAS.

" En esta seccidn introducimos almunos concentos fundamentales
para nuestro tratamiento de 1la iecdnica Lagrangiana., La nocidn
de derivada fibradzs nos nermitiré considerar ciertos difeomor
fismos entre w(i1) y T(“) de tal forma aue pnodamos coviar 1;
estructura simpléctica de T(i)* a T(4) . En particular, cuando
If sea una variedad Riemanniana podemos definir a la energia
cinética, un elemento en iR TR y 1la curl induce un difeomor
fismo entre dichos haces, via la derivada fibrada,cue se co-
noce como una transformacidn de Legendre. La estructura sime-
pléctica generada en T(i1) nos vermitird mostrar hasta qué
punto se da 1a compatibilidad- en el contexto de las variedna-
des simplécticas— entre los vlanteamientos de Hamilbton N4 Ia
grange. (i)

La imvortancia de considerar variedades Riemannianas (vnﬁa
mente hablando son aauéllas en 115 oue se tiene una nocidn de
"elemento de longitud") se verd mas adelante. Por 1lo vronto
podriamos decir que en la mayoria de los sistenss mecanicos,
es posible dar a su esnacio de configuracidn una estructu
ra Riemanniana, y es factible describir el "estado natural
de movimiento" del sistema mediante las geodésicas asociadas
a la métrica. de Riemann. Naturalmente habria que precisar la
nocidn de "estado natural de movi miento" de un sistema mecA
nico y en qué medida e¢s posible describirlo mediante las geo
désicas asociadas a la métrica. Este resulta ser un problema
realmente nuevo y no es nuestro objetivo resolverlo, aunaoue
aportaremos algunas ideas al resnecto en las secciones si-
guientes., '

“Ia nocién de derivada fibrada nuede plantearse en un con-
texto mas general gue el aue aoui introducimos (ii), pero 2
ra nuestros prop051tos éste es suficiente.

Sea (i, Q\HN\ ) una variedad difcrenci}ble con ny 2
. A} L34}
consideremos los haces asgciados (T(i), Aoy, vy ), LlwE, ;mﬂxﬁﬂ
.81 L e AN, podenns restringir L a una Ti
bra sobre algun q Iy i.e.
To(#)

Lo i R

Como Tq(ll) tiene estructura de esvacio normado (iii). podemos

(1) Véase secc. 2.7

(ii) Véase ref. (1) pag. 218

(iii) Cualquier norma(H\“m; definida en términos de una
carta F(i), q¢ £f{(i) es factible, dado que todas ellas
son equivalentes.
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interrogarnos acerca de la diferenciabilidad de Leiqy,,, .Para
ésto consideremos a F(GWN) y una carta F(i) tal oue g € £(i)
luego T4 (M) ¢ (L) ¥
- 03 03 -‘
Lol"'ql")= Le#(1)e TF(i) o Ifq““ TR
con TF(i) = o', swel + ot o(&“E“"‘, ) aTrm) € NE 5
entonces

—r—

T ¥
Lodggy = Lote e { B2 (FWI@N+ B2 5 5 vee (441)

de lo cual se sigue la diferenciabilidad de la restriccidn de
L a cualcuier fibra.

, ) (n-tt
4.1 DEFINICION. Sean (M, O(my) ) connz2 , L e A ), 1a
derivada fibrada de L se define como

Lz {5, ke S (8) [ g e v = g

De su definicidn se sigue gue FL(§) ° HOUM(Tgw , R ) si
Ee Ty (i) . Es decir FL ¢ 1™ y Wo FL = ¢  (FL pre-
serva las fibras)
De la expresidn (4.1) se sigue que o

' — S ’
FL(£) = (Loveayy (6, FOI(psn) + ea(\_‘:_(?kﬂﬂ(g)) o Bpe W (pI5))

[ (CLoteay) st o B @("‘“" ) (g) NS e TW

lo que podemos reescribir como X
i wu
FL o3y = (Lo Te )50 T760) 0 (2 700) cee (4.2)

Con ésto podemos encontrar 1z representacidn local de FL en
base a las cartas TP(i) y DTF(i) en T(1) y T(R)Y:
Fruve Fro vy = FFW o (Clo Tear), (2 FO oy 7))
pues TR = (e T m)) oFUY'o ?t) AL
Ahora, como K wi -
Troy = 8% Fiem 4 8 o LIypun o ((wa= ™) oM)

obtenemos- que Wi owZ W ,
R 3 wi -\ .
+““° TiLo 1\-‘(\\‘ - e"‘zlo?‘ 4 B o LLQT;(\\ )2 .o o (4.3)

Entonces (i)}, si n¥2 se tiene que FLg¢ ™ si L el\w\)ﬁ\v\\\ .

M __—\
(i) Es suficiente analizar la diferenciabilidad de TFuw oTLoTFH
pues  ¥Fyle Fus TEGY' & Fpype Fearo (Friie FLs TFWY) Vie g
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Para prosesuir en nuestro desarrollo debemos suponer opue
nz4, pues en tal caso uvodemos considerar a W, = FLw
donde w¢ N, (TW*) es la 2~ forma candnica en T(M)* . Ademas
obtenemos quwe WL es una forma cerrads, nues FL es al menos
de clase C* y W es diferenciable (i); mientras cue las
caracteristicas de no degeneracidn demenden de L.

Para determinar las condiciones suficientes mara la no
degeneracidn (débil) de W, , cons:.dere'nos un & e®(M),
Dado aue Tewe L1Lme 2

Te(um d
gy = WiFLEYe (7— ey o FL)(5)e PF )
‘se sigue aue 5
yE = )
Bow o (B, g y =
- )2
Gtrm) o (o, Trun 1) x O fun do (FL), (5)

luego Wi es débiimente simnléctica (débilmente no degene
rada) si (PL)(g) es inyectiva ¥ g2e (M). Si W es :E‘ue_x_:
temente no degenerada, es necesario afiadir aue (FL),(s) sea
ademAs sobre V 5 & .L(H), nara tener la no deweneracxon
fuerte de W, .

Se acostumbra la siguiente nomenclatura vara I de acuerdo
a las propiedades anteriores.

GO
4.2 DEFINICION Si L ¢A (Wu) y n2 4 , se dice que I es:

Débilmente resular si (FI),\¢) es inyectiva Y € e T(M)

Fuertemente resmlar SI (FL).(g) es biyectiva ¥ S e T(M).

Nétese aue si V es de Banach (p. ej. si V es xreflexivo (ii))
vy L fuertemente resular se sigue aue FL es un difeomorfismo
local. En ocasiones nos interesard considerar el caso en
ague FL sea un difeomorfismo global; en tal caso decimos que
L es hinerrecular.

Ahora bien, el oue (FL),($) sea inyectiva (biyectiva) es
equivalente a la inyvectividad (biyectivided) de
(Frs o FLo RO ({TFOILE ))

con § € Ty , puesto one (i)
,._,'rfm -1

TEW )
\‘:‘\_)‘(g) = (Fug)y ©° (¥rwe FLo Trl\\‘) ({IF(U](;)) e ‘:_‘_(‘g\)

Anslicemos entonces la exvresidn vara (T¥tle ¥Lo TFW™Y frEants )
De acuerdo a (4.3) tenemos ocue

(i) Véase ref. i2.
(ii) Véase ref. 6 pag. 221.
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’ - 1\\'5 - wi ’_TNK oW Sz
(FrGo FLe TR = B © P, ¢ 8% o [((Lﬂruﬁ;)@ P+
a1, THel
CeeTear o & ]
nwyi I\ = W

- g‘ui ® P N Bz“ ® ‘_(Lﬂ““ )2\9 ?

(Lo"ﬂ'\)")g;a.@ o 1
donde hemos hecho

- Q2 PSRN |
(LeTF(1) )y = ((LeTR(i) ) ),
~ a5yt YW T LIS R
(LeTF(1) )2'.1 ((LeTR(i) ), )1
Luego, VYV v e Tl se tiene

@)
(TFhe TLO e O IAS IR °l°[—-(l‘° VEY ) e £ (LoTay' 3.1 e ?'A
o (4.4)
—

y es claro oue (TP\i)eFLoTF(i) Y’(v) inyectiva (biyectiva)
& (LoTR(i) }:z’unnvectlva (biyectiva). Hemos demostra

do asi la siguiente pronos:Lc1on.

4.3 PROPOSICION Si L € A ¥ n % 4, entonces

r . ) L aen (Y ) .
L es débilmente regular ¢ (LoTF(i) ), W es inyectiva
¥ ove Tewitm)  Yiele
I es fuertemente regular¢= (LoTF(i)" );?;(u) es biyectiva
¥ ve Tt Ylele

De esta proposicion y de lo discutido mnteriornente se
sigue la siguiente

4.4 PROPOSICION si L e A " (1) y n> 4 entonces

W11 es débilmente no degenerada si L es débilmente regular.
W es fuertemente no desenerads si I, es fuertemente
regular y s es fuertemente no degenerada.

Cuando W es fuertemente no degenerada y L fuertemente
regular nodemos avlicar los resultados del avéndice A.2,
teniéndose la siguiente nrovnosicidn.

[T
4.5 PROPOSICION Sea (M, &(mw ) v n7,4 y V reflexivo.
Para L e A*" (10} hacemos

T : 6. OBY - @“’ Y & T Hom{Tghu), Hom{Tgliny, )
€ eum
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Lo = (Yeeo®)s Tam € T

)2
donde (1) i(g G-" crie ) , € ¢ T\H\g

Si I es fuertemente regular, entonces .fL es un difeomor-
fismo de clase €M%,

Esta n‘ron031010n nos permite garantizar ocue toda funcidn
-

E e A"V Ow) eg el Ha"nlltonl'mo - on la estructura s:.'xmlec—

tica ('1‘( Ty, WL ) - de un Gnico crmpo vectorial en .[‘(.1),

%)
ver. f,_ > 8 B E'Kmm)r o en la notacidn de la seccidn ante
ior: -2)
rior: (- )('\'w\\ = N (Tu)
Aplicaremos ahora los resultados anteriores al caso en que

tengamos una variedad pseudo- Riemanniana (i), pero antes
necesitamos definir 1o oue entende-ﬂos vor ello.

4.6 DEFINICICN Sean (I, CL(M w)eonmnz2 y g e T’i‘ )

(32

un campo tensorial simétrico de clase ™ Y
St 2 . 2z
q(M\ = Ta(m)
g(‘\\ (O] ( el E),_ ) e \-\!')M. (Tl‘lk), Hom QTQ\H),\K))

es inyectiva (biyectiva) ¥ q€ i, decimos que g es una
pseudo-métrica de Riemann débilmente (fuertemente) no
degenerada. Si g(a) es definido positivo ¥ qelf ,
decimos que g es una métrica de Riemann en M (en este
cago se sigue la no degeneracidn débil de g). Asi cuando
hemos dotado a i de una (pseudo-) métrica de Riemann, habla
mos de una variedad (pseudo-)Riemanniana.

Si il es de clase C° con nz4 , una pseudonAtrice de Rie-
mann nos define una funcidn K e RTM) | haciendo
K= 4 (80f) & (@1%9) aTvony + L@t‘\a?)k-l'um) ers “5)
ow @ e §(q, © 4™ ) qe M} )
en particular si g es una métrica, K ¢ (guisd) ¥y se le

acostumbra llamar la energia cinética asociada a la métrica.
La derivada fibrada de X es

FrEE) = -‘i( g a( —é;“m)z Toqqmr * ez a 11.‘\»1)) ts)
= 3( B e(o, 400) (8)
S S@elONTI+ B83) ¥ semw, v FISIZR

(i) La teoria de la relatividad puede enmarcarse en el con
texto de las variedades pseudoriemannianas,
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[ X
.

S @o&’)@( &@tﬂo.(,’)n Ty & a;ﬂ).?) & Tyun

=,o£§

= (T o(E 4 @ )ep) s Tawm

En este caso a fg- se le conoce como una transformacidn
de TLiegendre,
In particular tenemos que

FKeile) = 2KL19) Ne e TG

es decir P aTq = 2K oo (4.6)
un resultado nue serd importante mas adelante,

Con esto Ultimo finalizamos la seceidn habiendo desarrolla
do los antecedentes necesarios nars abordar el tratamiento
de 1la llecanica de Lagrange. Los resultados mostrados en la
seccidn no son exhaustivos, y el lector interesado en una

discusidén mds profunda puede consultar las referencias (1),

(11) ¥y (12).
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2.:5. CANPOS LAGRANGIANOS

En nuestro planteamiento de la lfecénica Analitica, 1la
evolucidn de un sistema mecdnico se describe en base al
haz cotangente de su espacio de configuracidn, lo cual
nos ha conducido a estudiar a la clase de campos Hamil-
tonianos en T(M)™ . Hsta es la idea principal de la
mecinica de Hanilton. En el planteamiento mlternativo de
Lasrange, el haz tangente es la arena de evolucidn de los
gistemas mecdnicos, y al estudio de este plantemiento es
lo que se le deromina Hecdnica de Lagrange.

Una justificacidn a este punto de vista nuevo nos lle-
varia al punto original de tratar de justificar al haz
cotangente como el espacio de estados. Pox las mismas
razones que antes, una justificacidn puede ser factible
ante un problema concreto.

Si el postulado A.1 es aceptado, podrlamos decir que,
formalmente hablando, la descripcidn del estado de un
sistema mediante T(il) O T(M)® es viable, siempre y cuando
exista una regla de correspondencia entre estos haces,
¥y naturalmente la equivalencia de las descripciones depen
doré de 1s correspondencia.

El estudio del nuevo plantemiento resultard provechoso
{(y es la razdén de introducirlo) si aporta mds ideas para
la comprensidn del plantemiento original. Al respecto
"podemos adelantar que en la mecanica de Lagrange es posi
ble introducir cierta nocidn acorde s nuestra concepcidn
de "estado natural de movimiento', cosa que no es posible
en principio dentro de la mecanica de Hamilton. Eventual
mente, aunque no lo haremos, se puede mostrar la compam
tibilidad de la mecdnica Lagrangiana con los asi llamados
“principios variacionales".

Veamos algunos resultados desarrollados en la seccidn
anterior:;
si (I, “‘M v)) es una variedad diferenciable con n %4 y
L e.N”“(1UM),la derivada fibrada de L es una funcidn

n-2

3T (1) de clase C

FL (M
Definimos:

tA-1)
La accidén de L: AL e N (T

FLaoI

n

(M)
A~ L e N™ (v

<]
it

Ia energia de L:
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EL orden de diferanc:.abllldad de ALy E se sigue de que
la representacidn local de L es

T(i

()™

(PL & I Yor(i)™t

(M)
(FLo(1) " 1yam(i)™t

4 -
“Lo'rm )2 @(Mv(°)¥('|‘ P ) (( wia % oﬂn opu>A?u)
2
3 \'4
) 2 p, eee (5.1)

il

]

(Lo2(1)~

Inego . L ¢ A Gy =  (LoP(1) 1)':.p‘; ¢ ¢™? = (AL)T(” o Vicle.
Yy pues‘to) que la variedad T(l) es de clas‘t‘e‘ z)C“‘ ¥ entonces
A e C™ vy pec™ —7 = A_— que es 10 que
ge afirmeba. EI’ LL L

Ahora, si L es débilmente regular W, = FL"(wW ) es
débilmente simpléctica ( donde w ¢ I\({“‘mm') es la 2-forma
candnica en T(i) * ), y podemos hablar de campos Hamilto-—
nianos en esta estructura simpléctica.

5.1 DEFINICION.- Sea I ¢ A" (TtM) débilmente regular,
we = PL'( W) sicndo w ¢ AP (1)

la 2-forma candnica en T(H). Si existe Yy ¢ " T8
que

YLJUJL = - dEL

decinos que YL es un campo Lagrangiano para L.

En general, no es posible asegurar la existencia de un
canpo Lagrangiano para cualgquier L a menos que W 3ea
i‘uertemente no degenerada y L regular. En caso de existir
Y. e XU (v que satisfaga la condicidn enuncizda en la
- defx.nicion, dicho campo es unico deb:.do a la no degene
racidn débil de w. (véase la proposicidn 4.2).
Supongmnos pues que Y es un campo Lagrangiano para L,
TR ¢ g™ (., v2) s entonces

) _ (1)

(Y 3 @, ~(aEy)

Rl desarrollo expuesto en el apéndice A.65 muestra que la
sxpresidn anterior toma la forua
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R Y T <
((Lﬂm')m@) “ )@ P + WhoTir )z z@ 1. )® Pt
=42 3 ()
-« \.mn“)(::‘ o ?V)® 11‘”_ ((Lowm) Ye Y
@ = z o3 (2 =5 T =3
ol Al 2 .

“_“ LoT0)5,0 B0 )@ 2704 ((Letei), @ B e B0 (1otuy )y © p'* .82
De 1o cual se sigue que(dobleboleando con YT -
sucesivamente) 2

¢ - | Hai R
(Lotar) @ L1 = (Lewtt)g, © oo 53
G T w
(Lot )2\ a ‘i? Yk U'°-““‘):z;\ 24, - (Lﬂm“) ., ® 1“” =
Wl ) C Ay
- (L"-‘“Y )1“ @ ?:z 1 kLD-\“) )l . (5.4)

y de la expresidén (5.3) se tiene que (i) % I son

de la no degeneracidn débil de W, Llevango esta

igualdad a (5.4) obtenemos

‘ @) @ ’

(\_ﬂu)");;z A \,ﬂm A (Lo'\'l'\\“‘)z_ A \11;” = (\.nm“)i
.-.\s5.5)
W T
1\ ' = ?‘

Ahora, si CeT(M)I

Yoo € = DLTGY e @)

Y
Y, oTile € = DT C)

y de acuerdo a (5.5)

2 ° l“m‘\hgm)

es una curva integral de ¥ y C(0) ¢ T«

cev (5.4)
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2} . R -t 2 . Y
((_Lo'u\;“\a.‘zo'm)o C)a DT €) 4+ (Lo )2;2_ o) o ) L'D\-nn‘zoc.):
LL»‘\\\\")‘l o) o C
D, d) = Thige C

que podemos reesacribir como

= s »
DL o (8 ortgs & & ) shye €) = (Lenw™), oW od
2 s

e (L)
D(H),ec) = ThIzo G
o sea DKUJWGP);oWﬁ)oC)z (Lo1“rW:oTG|°C ~X w)
DWW o Q) = Wi,e C ‘

esta es la forma mis general de las ecuaciones de Lagrange.
Obsérvese Que en el transcurso del deserrolio demostramos
que la hipdtesis de regularidad débil de L implica

W et ¥ o en térmi lobale
- telg n minos glo s
o= i g

Pral = Tqwm cer (3)

1o cual no es dificil de demostrar. Un campo vectorial en
T(M) que satisfaga 1la condicidén (5.7) =e conoce como una
“ecuacidn de segundo orden y la razon del nombre €s que sus
‘eurvas integrales dan origen a una ecuacidén diferencial

de segundo orden para la funcién de posicidn del sistema.
Esto sucede en el caso de las ecuaciones de Lagrange, por
ejemplo, ya que s8i I es regular y V un espacio de Banach
le expresion (L) es equivalente a

1y 2) !
Dty 0 @) = [1M7 o Liowr), oMo el allomws)y e e @

oy’ ):‘:1 o C)a DN )

. - GL{y, wowmlv @)
donde (i) INV € GL(nowlyi),V) es el "inversor"

(E' Véase apéndice A.2.
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- o1 )

INV(f) = £ v § e c.Lw,“omw\m\:}S,e Hom\V Hamtoe) | § e \mer\\\o\eg
Veamos ahora el caso en que g e¢s5 una pseudormétrica de
Riemann en 4, de clase C'" . Entonces la "energia
cinética" es (1)

(9]

K = i‘\g'ﬂ"“(\@““\’?)“lnw + (@,

AK=2K
EK=AK-K=K

La representacidn local de E  en términos de una carta
TP(4i) = T(i) es entonces

°?)5~ 11\“\) [ {\ ("\\\\)

’
su accion

y su energia

G

Ecetwr = e ™z e 0T e . e T b)) f) &

[

(( @.u‘.e)slmq + @lep)a 'l-nm)‘\ o Ty

-

dado que

m \

(3@(@ (vw 2" ’) @,'é‘“-i_\, (*D‘:‘@(\NAE““)QL?:‘I) Yo T
¥ como TF(i)7! = o(1)7t =(((va T o var, 21)a P27)
EKO T(i)ul [\5‘0 For)a (é“l “ oQ\A'I“N A ;61;4 (=i E)A'.hmmxf‘m_‘
= (9% =) « (&) (e %o war's ) {)*(((W*b‘: Yorarh®)a P} ))
4 oF (1 o B Y f((watE ™ Jogurh P} Y Le 1)))
30" e al el 2% ort. )

‘en el apéndice A.5 se muestra que las expresiones para

(B W)™ (B BTy (B T)7H) son:

(J'.A)vVéanse las expresiones (4.5) y (4.6), seccion 2.4
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(2) - = 2o < or
CExo T )5 5 = é\‘s""‘o P @ o 4 o))

P ——
—_—

W@ ' ’ - . " W3 .oo (5.3)
(Exo ') 431 ° i (5“‘) ® ?,\"1) @( 6‘{1 * 6“21" % )
D i) ! I = 3. b '7“;_
(Eko"“\")’i = ';l(( gt o T ) ol oe (,?}1. 4 G:L e €, )
¥y de acuerdo a la expresidn (5.5)
. T - Tu)

(s, M) (ot s o)) s 1g + (o™ eM@( o)+ 87 ))a s

N - — - -
3 (™, ) (vt o) 4 8% 6° )

W vz -
Pred

1,

1]

!;un'} (T5en)

Donde Y es un campo Lagrangiano para K. Simplificando,

A e aryE e (1 4 637 BT ) 4 (TR T Ne( ol 4 oy uIM)

L (3, o e (e shon®)|

Q)

‘ vt -
\‘::) ?’_ vl

(1 m)

Ahora, si C T(M)I es una curva integral de Y y C(0) e T{&)
i:"“ o‘\'(n [ C - D(Tﬁ)io C.)

Y29 1w e € DiTHZ. ¢)

y de la expresidn anterior tenemos el sistema de ecuaciones
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»

U qmye €) a (0 €)@ { 801y 8o ) 4 (o3, Wige ©) e\ "+ B35 Dlitgeq)

= A ¥ e @(e‘;obnmzo Q4 87 e Diativgs © )
= z(% o Wiz 0 C) ' T 2 ()

Dl oc) = Thge C
En el caso en que la pseudo-métrica no dependa de 1a

posicidn (W - o (ésto sucede en los espacios de cur-
vatura nula) , las ecuaciones se reducen a

(2% T y0 olol? + oy e Do) = o
Dittilgo ) = Tlze C

como g es no degenerada (débilmente al menos), se sigue
que -

DiTae &) =o 2
CS0 D (T e )

DATW o)z Ty C

En la siguiente seccidn veremos la forma que toman las
ecuaciones (L) y (G) en el caso de dimensidn finita. En las
primeras habran de reconocerse las ecuaciones de Lagrange

¥ también se veri que las ecuaciones (G) son las ecuaciones
de¢ geodésicas gsegln la pseudo-métrica g; el caso que nos
condujo a concluir Do = o €9 ¢l caso oxtremo de la
generalizacidn de la ley de Inercia.

El andlisis en dimensidn finita nos permitird ver la trascen
dencia del concepto de estado natural de movimiento.
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2.6 ECUACIONES DE LAGRANGE

En esta seccidén veremos la expresidén de lms ecuaciones (L)
¥ (G) cuando la variedad M es de dimensidn finita, digamos m.
En este caso podemos comparar nuestros resultados con las
expresiones mas conocidad de las ecuaciones de Lagrange y

de las geodésicas que aparecen en los textos cldsicos de
Hecanica.,

Supondremos que I es una variedad al menos de clase C4

modelada sobre R™ ., Si F ¢ a™(m™,R"), una carta carac
teristica de T(IH) es

w3 Ry 2 (=
Trz T = 0% e Tl + 6, . U2 (CRFm ) a Ty Sm)
agw
Bventualmente nos interesara modelar & T(l) sobre R*"

— ?
y medimnte el isomorfismo candnico entre R™)2y R3*™

——

™ R omid ™ ~ )T A3 g™
¢ - 'Z- ef ° ?a‘g o Piﬂ ) - Z e:?:“ ° P:""b Fi(ﬁ }2 c HDM((‘QV\)Z)‘KRM)
o e o € - —
" N o P LY. e TRy
4’4 = é’;ﬁu) o( Z e:s ) P,x& " ) -+ e(f o( Z ef“o Pn-\w\ > (3 Hnﬂ(ﬂz‘: (\R\\)l)
atw C\E.\;‘!

obtenemos un atlas (i) TF ¢ 0.\“"’(“"’ &)
. ]

En tal caso se acostumbra hacer las siguientes convenciones

1‘1 = Flg 0 't c R.““)
4 a1
Ta = @Fa,et)aTIum € R

Tho . 1 _ \_nl- —'Lz“‘ T .

. 'Bq - faq“ = \\VN.. “ (L] )‘\ 8 { ) '3 51:;§(“~s( \M)

T RO .Y wran (am} T T ()

atwa = Déq z (wva & )‘\ (aamt €& £ eagn |3
) o
2} = Dotw §
%9a
9 _ . . » A
:5“-7«[;1 = P Lo ; p ara fe NTE) Y uew

(i) Véase Seccidn 1.2 pag. 16
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-} :
Sea L € A" (vm) aébilmente s
Lagrangiano para L C nte_regular, Y € X'Guu) un campo
Soyans p y Cée 1 una curva integral de Y
e . De acuerdo a las ecuaciones (1) eon

DL LhoToyY, (™) (R '
‘ ° )z ° ( SN 01(3)30 C + 61 b-[l“an C)) = (ko"l\\");' Tle C

Dl o €Y = Tlae c e

P L4 : r'd
ara obtener su expresion en dimension finita, notemos que
Cleo 1) = (Lo T o #)°

= (e Ty Yo e)o ®

. _ :'E‘T‘
=((Z_Dalhotar) &« I, .(LeTur 1 P8y 0)o

o &

QG\N
ln 2
Z G)'t ® RH? 2
(u&\n b ?"‘ ®P * Z. eamn a\% P?(-W‘)l)
aE™

Por tanto,

')t o - ™
(o)’ = (Lo Ty J'c» G = Z ((Dagn (LeT'u)) e ‘#)?

a e

ay? ’ ) 5 &
(Lot = (Loaw™) ® B . = 2 ((DalLo™ur o ¢) BET

aewm \‘“ bl

También podemos ha
| . : cer Tide € = §g'aTWeC

: . RyT
A Tge € = BT o TWec
\SL"'\
= L Oa o? T e c
&EM
z 6 u Tlﬂa
.o.f:w\
: fyZ
Tagee = BN e . T o ¢
T % Poarw T et C
o k™ ’

G
- Zef o T'Wgpm® &

o &
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Entonces,

g™y E WAt -
(Lu'ﬂﬂ")'z «( 8, o Twige C + 85 > Thivg, © © =

- = @R 2y @A
{ Z_k( Datwml o 1) o ¢h 9:‘2“)0(6(:‘!“) o Tige € 4 O, & Tlilge Q)
a&wm
. = o n’-—“ l‘: n ll:‘ .
- (Z (( DQ1H(L0’\"(\\-‘) ot ) ?:\lu)°( Z Ba o ?Q\ o Wihe L & z;enqwb P‘l ‘-““1° C)
- - P ati

= 0% - ™
= ( L Varw (Lerwy) 9,:“' )u ( Z Gzl} B Tget 4 Z_ Batw o Vg4 C)

akw™ atam aLwm
y ademds : g o & .
(LeT)\e e = ( Z DalieTor) By Jol T_8a o Tl eC Z Bamat T, .5 C)
ot ot atm
= .
Dl e ) = . 8a ¢ DM 0
ak®
L
PLTile ¢} = T By o Tlhigue C
T atwm .

Finalmente, de acuerdo a la expresidn (L), tenemos para
cada b.e¢ m

I XL
i qum(l—o T °(Z 93 o GqeC 4 Z Barwm® q*" (') =
atw at™
Q"l:\ '?.:;q M
—D\,&L\’\'m")"\ Z_. e‘h o fuo (4 z Bam ® '1"'”') (LD E)
LY ok

DLy 0Q) = Qps <

que son las ecuaciones de Lagrange en dimensidn finita.
- Podemos reescribir las ccuaciones (L.DF.) en una forma
mas sugestiva si observamos que

Dy (e T} o 10 2 (. i)
?9a

It}

> .
Dorw (La T W) o TG = (L= g}
. D9

. Twet =( 2. 8, s%a0¢C 2:_9«“3 joc)

abw akEw

Entonces,

) .
,'DS ,b—%‘b(l.-lw\,") > )

1}

) [ » C
—— Ln ] o
2% T“‘J .

& (L.D.%.)°
Jy0 C .

Dy + €

i
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Cuando tenemosg una pseudométrica de Riemann en M de clase
¢ ™"  podemos proceder de la siguiente manera:

Para cualguier i IF ’
Qoig, = 2 Say 41°®4%°
A be“\
donde 5:\:“ : gul® a M "“’) ¢ .

de clase ¢ son funciones

Recordemos la expresidn (G)’ de un campo Lazgrangiano para
la energia cindticas

((‘5““)‘9 ‘,"{)Af{.’i)& (-é,“{-\»“e‘,_i(a 91\'7 )_'(gzm_ .‘;)G( ‘g':ri1 ‘ez © \11(()>

3 (s 7y (ovTe 727 4 8170 ) (o

i

w o \?° .
X, ¥, 1[11!51(1{((1)

1

El cédlculo directo muestra que los términos que aparecen
en la expresidn mnterior toman la forma

(e 3;0,)a° ?:.'i)‘ z& Jo | -e" « -él@'{;z) 'Z:_“(S“ ,rml) £ 5.;? “?m‘)ﬁi & ; )

ab ™

- = == ) -
%((‘5“‘)),0?1\@(;@\ ® ?z + -é:.® ?2_3 = Aﬂ Z ('( Sfb oFuY )‘?‘)(? E) ?2)(fb e PZ)

ay Cwm
—————— TR, 2R T
@ ooy E . E e g = 3y (35‘:‘nrm“o?.)(\‘fn)(?f ® )
(‘bfu oY) @( Ot 0. ® 1q = wo €
‘ weRyT Ry -
donde hemos haecho 93 = & ; By © Yaez

Sustituyendo en la expresidn (G)°

v am T
W) v ® \11

——
T (e, omme e TGARF 7,) + L _(daveri R (I
PR X2 apen
L pm T

_\ Z W 3“"ovuf') o?l)(":“@?z“?“ @ ?")

a.b&w

b (11} .

Yy o= @ Tt

Equivalentemente, para cada d ¢ m tenemos
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Z (‘(5““ %‘m‘)o?\)hez) (p \ 2(3“,0;(“0?)(? ‘Ru)
bem

dv ©
btm

§ I W meeno LA Cty

1]

) .
Y‘ - Pgo 1

[Fan{i£u))

Si C &T(M)I es una curva integral con C(0) ¢ v

(3 e + =
2—_ (a5 o var) ot o € )a Ty 0 c) (Ph o e c) + 2 (35, ?m"o'ﬂ'\).ot)(?f:’bwuzot)
bET™

2 on e
= 'l 2-..- (Y« 3:::)0 vuf‘)l:ﬂmlo e 03‘) (?f“o’ﬂ'l)zo A
q|b€'ﬂ

) (i’f‘n(.nzo c)
Dluit, o) = Tl o ¢

sustituyendo . s llegamos a
S' T (Ivg (g% o7a3™)) e iiys ) W"‘T: whge€)( P n™ L o
wem |\ gea ' %5 20 P o Te )+ (J,, o T o O DARy R NYS)

) N R = -
$ §(CD, (a0 T o 1tine € ( B 8 Tnge¢ ) (PR 0 051,00)
R R

DTNy €) = Tz B C
Rearreglando: (swnitewdos Seper lodices)

X i s TUyY)j i} o il
T (Bay ortienie Sloemec)z % bZﬁ:Mﬁ Eﬁ&(m(s.‘, Furt)) vT0 o €) (DL e Tilo t)
bEw (D(?\.o L)

x z i Z— “ 9&\3‘“ ® FH\")) s} e C ) (D‘?‘o"(‘)‘g ())( D fue U)o a) S
TR pm e

_yT Sz (\ DalBawne Fay'))) o1ty <) (D(?hn'\u\lod)(n(P,-(-ym‘, )] ;
pCw  hEm



- 75 -

Z; (5,“,»%‘(&;-‘01«)‘0 c) LDQ( PeoTi)e L)) Z K Z K'Dd Fap oFAY )) ik c)(D(p GRS q)

bew 2 v aew

Z (( Dg_ C an° ¥M "o Tihe € )&D\ Pho Ttk o <)

T e

- % ((vul3aue V(_()"))o'\ﬁ)"’()(—D“’ho'“i)‘o()) }'Dlh.-’“iho c)

hewm
™ W=
obsorvemos que Po *TWho €= Pa o T ec =
=

Ty, e = P 6f ° ci;“ C

fe

.0 C ’\l-ueT.\
Y
Por tanto(i)

s = 2 %Y L (g rurtrm o) (Da(8gy o7 ) et y0 €
. qlotm A€

K'Dd. (3‘“’ °;:m")) T30 ¢ — (Db(% da® 'F“Y‘)) °'m.)\° ¢ } (D("u" ‘-))&DHV C))

Y haciendo

Q) “ 0] - vl
re, = - (‘3“,. car') ( Dol 3hy o Fui) = D § 3hp s 508" ) - DB, o¥07'))

podemos reescribir la ecuacidén anterior como

T(q0c)d 2 (Y‘.\,okz Oa oﬁaac»(DHud) Dlhst)) = 0 ..{G.D+¥.)

Q\b&w\

Que se -conoce como la ecuacidn de las geodésicas.

fo . -
(i)Las -funciones Sni ¢ 1R son las Unicas funciones de clase

™ que satisfacen T 3% @9l S Y oy esw
AevA
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2.7 RELACION FUPRE LAS DESCRIPCIOIES DE HAMILTON,
- LAGHANGE Y NEWVION.

Resumamos nuestro planteamiento de la Mecdnica Analfitica
hasta ahora: Hemos partido de dos postulados fundamentales
MA.l y M.A.2. Suponiendo que el campo de interacciones de
un sistema mecdnico reversible y_estacionario satisfaga
Ser un campo Hamiltoniano (aqui hemos explotado la estruc
tura slmplectlca del espacio de estados) obtuvimos las
ecuaciones de Hamilton como una posible solucidon — al menos
formal - al problema de determinar la funcidn de evolucidn
del sistema. Esto lo hemos desarrollado en las secciones
2.1 a 2,3, El suponer que el campo de interacciones es un
campo Hamiltoniano es una caracteristica o propiedad adi-
cicnal que en caso de darse nos lleva a catalogar al sis-
tema dentro de la mecdnica de Hamilton; de aqui que no se
vea la necesidad de introducir esta propiedad como un pos
tulado més en la teoria.

Las secciones 2.4 a 2.6 nos presentan el desarrollo for
mael de le mecdnica de Lagrange, aungue no hemos mostrado
su relacidn con nuestro planteamiento original. Esta difi
cultad la podemos plantear en el contexto de la geometria
simpléctica de la siguiente forma:

Dado un campo Hamiltonianc en el haz cotangente X
determinar un Lagrangiano I,tal que PL sea una transfor-
macidn candnica (i) y podamos asociar a X, un campo La-
grangiano para L en forma natural. En egstas condi-
ciones, mostrar qué relacidn hay entre las curvas inte-
grales de los campos y en consecuencia de sus flujos.
Reociprocamente, dado un Lagrangiano L y un campo Lagran-—
giano para L, ¢ es posible asocciarle un campo HamiltonianO0?
¢ es unico? En otras palabras: ; Hasta qué punto son
equivalentes los planteamientos de Hamilton y Lagrange?

Empezaremos por abordar esta cuestidn para posteriormente
comparar estos planteamientos con el de la mecanica de
Newton. Podemos hacerlo con cierto detalle dado que hemosn
desarrollado los antecedentes necesarios para ello.

si (u, amhhv)) es el espacio de configuracidn de un sis-
tema mecdnico conn » 3 y V es un espacio reflexivo, en-
tonces (T(1)} am"'hupnggf ) es fuertemente simpléctica.

(i) Véase seccidn 2.5, def. 5.1 pag. 64 para la defimicidn
de 1a forma WwW_ = FL' (s ). Esto significa que FL es una trang
formacidn candnica. Véase también secc. 2.1 pag. 41
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Si el campo de interacciones X,, es Hamiltoniano,
podemos construir (i) la derivada fibrada de H

pr ()T

s,
ocal es . «
cuya representaciorz 1 ]; _ e

= Vi : X .
&FH)“” - e:"‘o 9|‘.ﬁ‘ N 9:0 xX'o (\-\o?ﬁ’q)‘ )’:L e WY

con P ¢ a‘(“,’*.“\ ¥ > € Homly, Yom(omtv@ R)) el isomorfismo
candénico (X' ¢ Hom(Hom k“;:*‘\\mm-m,‘l) pues V es reflexivo)
Ahora, 8i FH es un C - difeomorfismo global, podemos
construir a

A 1

i}

(XH 38 )o FH

E = HoPH T

Yy definir el Lagrangiano

L = A~E

FH L. Basta demostrarlo en cartas.

I

Mostraremos que FL

7.1 PROPOSICION.- Sea (I, A"lmv) ) modelada sobre un es—
» pacio reflexivo V, H ¢ A (uw*) tal que
FH es8 un difeomoxfismo . Haciendo .

L=(X,28 JoPH * ~ HerH™Y
entonces FL(‘I\M)“M‘ es un difeomorfisumo y ademéds FIL = Fa Y

Demostracidn,—

(4] e Rit] -
Sea F e nny 5 1¢ IF . Mostraremos que (FL) o{gn) = I\'Frun\ﬂun

- 3 “‘i‘ T LY 4
Lo FueFrar' = Lotrurs (pmy™ Lotri'o (67 2+ 60 X eluotru’y )

’ . PR T oy 2 o« W2 =
(oo vro TR’ = ((Levrar) o (k™) 0 (8 e Pt 4 8l'6 X' @ (notruw)y;, © B0

29z _ Lent) (Z.i B:é‘xfl
+9, ® Nt @&\-\o“?\'\f 232 2

. : . Qtal
) R ) N~ S envt) . ven .
oo (LoFrotrut) h = (LoTaw)ze (FWTT o X' @ LusTru) g3 (1.1

(1) Véase apéndice A.4
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Por otro lado
.1 - )
L oFHo FRO™ o ( Aotrur’~ EoTR)e (Fu)¥

— (X3 B8YeTrui'o o FF"

= “V; ""n“ - nyy
donde(i) (xa8)e e "z‘“ N PN A TR A
Luego

'mu
(LoFHo ey = (AeRy )

R )
@P cti 4 ()‘ XTG'(H) ® ?l.{\ﬁ‘ _ (“o."‘.vur.)

pero H es el Hamiltoniano de X (ii) , luego

4
No X*{‘” = (e *’F(h")z

LownoFrur)y = ((Iwe¥rui')) © Rt ® {;m" ..
( 2 -13.2)

Igualando (7.1) con (7.2) tenemos
T g
: (((H"{'F“V‘) @ ?||H + (Ho'g;'(n }2 ‘2 © P lex ) ® e l(z ) ' ? wi -

121
=< v '..I
(\Lo‘tnn")i D(Ft\)ﬂu)@) - G LR AL AP

L C R L L . .
= (HeTFuw )zia ® Pl o ((Lﬂ&‘m"); ou_H)?u))e X' (Wo Freiy” )(zl

X2
Pero FH difeomorfismo =» (gp)¥" difeomorfismo =
e 2 .
LRe TF ).mlw) invertible ¥ w e UVw07](Fgwm)
Entonces

) a2 — ’ i) @
(o Fru) 1 (o) A W@ = (LeTrur ) ((F) () o X' o Lo Frui )y )

(i) Véase secc. 2.2 pag. 39
(ii) Secec., 2.3 pag. 54
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—-— - -y ) - v
= 1 Wowltova (41, 12) A v = (Levead')y (Fw™ (i) )\‘ ¥ow e Teuilffw)

que podemos reescribir como

! ¥ -
pomugy PR = (Lo TRUT) (Fray ™ ) e X cene (3.3)
donde = = X
7\“""\\“\“” = Ihon\!\om\‘h\ﬁ\,ﬂ\ ® I\'\OM\\)N\? <

WHow ( HowmV i), Howa{Howa { Memlupnn),IR), IR ) )
Notemos que como V es reflexivo, < -t
How Wowmiy @), R) = Ne n

-

.'3 >‘“°V'\lv.m.) = Ae X' & 1“9“‘“\“1’ = (S\ @ 1’%““‘“) e 3
Luego podemos reescribir (7.3) como

(nafm) o X" = (e e (en ™) o X7

—

k]
= Mwa = (eem)y ((Ewy™ (o)

Por lo tanto tenemos ¥ vev

Droe s 1) = Doilway = (T Wowtagg) a¥ Tway = potailn

wi2) = (Lo veur' )3 (s ) ¥ w ethrui Ty
.‘l‘%‘ y #\\)
o. 3 . [CY TF ‘f‘ ]
, o lﬁmnkﬁun = AbeTeaiy e (Fw)
Finalmente
(FLo Fu) T (FL™. 0! Wi T iy et ] Fo)
T AFL o (Fw) =(eM e P + B e (Lo!ﬂn')a)n($“)
‘ i e ™

Y T T -
_ = 6.“ o P14 ‘zh'o (LO'\'#(!T')_’-‘ DU'U)‘:N-: lﬁ‘ﬁ\ﬂﬁ'-ﬁ('\)
Es decir PFLoFH = I, ‘

Xe
Ahora, puesto que (i)
FL,

FH ss un difeomorfiémo,
PLo (FH -FH 1)

( PLeFH )oFH L

= PH Y

es decir, FIL = FH—]'. En particular, FL es un difeomorfismo.

[l

i
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De esta forma, cuando el espacio de modelacidn de M es

un "espacio reflexivo, a cada H¢ A"uer) tal que PH es un
difeomerfiomo, podemos asociarle un Lagrangiano L e /\“"“mm)
¥ entonces L resulta ger un difoomorfismo; siendo FL el
inverso de FH.

Veamos el caso contrario en el que partimos de un La-~
grangiano L ¢ A™'(um) fuertemente regular — FL es un difeo-
morfismo — . Podemos entonces definir el Hamiltoniano

= Eo PLY
H = E FL

donde E es la energia de L. Para poder considerar a PFH
es neceg‘ario suponer que M estd modelada sobre uan espacio
reflexivo; supongamos que ésto se da. La relacidn entre
FL, y FH se especifica en la siguiente proposicidn

T2 -PROPOSICION Sea (i, a‘{‘k,v) ) una vax;iedad modelada
gsobre un espacio reflexivo V, L_ﬁ/\‘“" (Titr)) fuertemente
regular. Haciendo

-1
H= ELo FL

’ T . -
entonces FH ¢ Tim) es un difeomorfismo y ademas FH = FlL 1.,

Demostracidn: La lfnea de la demostracidn es andloga a
la proposicidén T.l.

- - I 7 M
HoFLo TR = WoTri™e (¢1)"" . wo Frul" o e.““ o Pt 0 s (LDTF(\C‘)-'I)
' " . W SME ded S -
t (Mo FLoTee') = ((heTrur o (rl) ) ®(8/ 7 0 P v 827 @ (LoTswrYy;, © B

- B At Sei
+ 8, e\Lnxur)“lb A )

. ! v L1} Q) y
oo (MoFLoTRA™), = ((he Fray')3 o lFLY JO Mot )z ooe (Te3)
Por otro lado
Ho FL o TRy = Yoo TH

- ' AN
. (weFLeTFurly = (ELoTFW') ® 8,
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y de acuerdo a la expresidén para (EL°T(i)—1) " (véase
el apéndice A.S5 )

1 L =T AT ) VT 3 - T
(Beoteiv") = WLetsaM)zp © % )@ ' + ((Leveuit);,, 0 P )® A

_y ! =i
- (\_s"ﬂ'l\\ ) 1 © 7,
-r,‘i'

’ {2y
(wo FLo TR = (L), ® & e \A)

Igualendo las expresiones (7.3) y (7.4) llegamos a
W w5 . Y
(LoTruily, ® ?;z = ((noFrurt)y o (FLy¥ IS) (LoTvur'),; o
. P(i) .
pero FL difeomorfismo = (FL) difeomorfismo =
()
(Loveurt )0 Wb invertible ¥ v e UrFuilum)

— : = Nz
K.Immw‘\m ® P ) ° 1“:('\1 Caw)

que podemos reescribir como

y luego

. )
= (MeFTrurayy o (g™

- ) :
oI = (o Txaw')y, © \v—\.\w)
Ae B0 Igan )

. Pinalmente

¥

~ |
UEne FL) = \F&\\w o (FL) T

"

Ty T .- . W
(&'e Pt 9:10 ' Lo Frur );‘) ° \FL)“
i T E )

= BV R 4 AT N (he Frart) Ho LRUT

LT 3 'ty A N7 e
= O ey B e Noene b 1\*‘“\'\\*{“\\ - lﬁvm'}\*%‘“)

Es decir  FHoFL = IT(M)

Ahora, como Fl, es un difeomorfismo
PH = FHe(FLoFL )
= (FH.FL)-FL >
, | = FL7Y
es decir  FH = FL *

Cuando el espacio de modelacidn de M es reflexivo, la
forma de construir Hamiltonianos a partir de lLagrangianos
y viceversa - cuando las derivadas fibradas correspondientes
resulten ser difeomorfismos -~ es en cierta forma candnica
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4 ” - St
Veamos por que: Dada L < A (nm) podemos construir el
Hamiltoniano H ¢ A"™(umi*) y a partir de este construir unm
nuevo Lagrangiano L’. Lo que se afirma es que en este

procedimiento ni se gens ni se pierde informacidn. En efecto,
el Hamil toniano asociado a L es

H = ELoFL“‘l
= ( A - L Yo FL ™Y
-1 -1
= ALU FL w- I, oR], cow (705)

para calcular

°FL™"' , tomamos un campo Hamiltoniano pera H, X, (cuya
eXistencia podemos garantizer dada la no degeneracion
fuerte de w ), :

(xya &) oFL = FL (%) 3 FU°(3)
= FLel a FLY(Xy)
= ((8s511@ (FU, ) & FLY(Xu)

= (U Typgv ® T ot ) @ (FL)y) & FL xu)
= (FLe (W, sFL)®(FL), ) & FL'(Xy)
= FLalf & FU(xw) .o o \T8)

si pL” (XH) es una ecuacidn de segundo orden, tenemos que
Py & FULMWY = Ty » luego

(Xe 33) oFL = FLa Tqqm = A

i, ALe® ?L.": Xy 38
Entonces, sustituyendo en la expresidén (7.5),

H = X4 § - perr T
Ahora, si a partir 'de H construimos el nuevo Lagrangiano
aseciado 173
’

L

-1

(Xyd 8)o FH™ _ no FH

al

MoFH™' 4 Lo FL'o FW™' — Wo Fy~'
= LOFL-\D F“s\

Pero hemos visto que FL = FH L. Por tanto I = LI
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Bn el desarrollo anterior tuvimos que hacer la suposicidn
de que FLY(X.) fuese una ecuacidén de segundo orden. Esto

se deduce de " un resultado mas general: FLY(X.) es un
campo Lagrangieno para He°FL , lo cual es inmediato pues
Xppd W = — 4% = FUKWI 4 W = - SLHoFL)
donde HeFL = Epo FL&FL = E_
. el FL'(Xw) 3 W L = - &€,
es decir FL'(XH) es un campo Lagrangiano para HePL ,
Y como FL es un difeomorfismo, en particular L

es débilmente regular lo cual implics que FL* (X ) es
une ecuecidn de segundo orden.

Podemos proceder de idéntice manera en el proceso in-
verso, Supongamos dada H e A™V(umY) y construyamos el
Lagrangiano asociado

L= (X8 )oPH™" - HopH ™
A partir de L construimos un nuevo Hamiltoniano H’

H'= ELoEL"l

= (A, - L)errt
| = (PLa Iy = (X, 38 )oRH " + HoBH T)oRr
donde FL = FH L de acuerdo & la proposicidn (7.1),luego
B'= (FLaTg0)e Pl = (X a8 ) + H |
= Ipups FH - Xgs@ o+ H . eal1.)

HMostraremos que IT(I‘I)& PH = Xy 4 g = IT(M),‘L(K. A KH)
¥y para ello es suficiente mostrar que PFH =Ty a X

si rP(i) = T(i) , TF(i) = T(i) son cartas en H
T(NM) g T(M)-’ ‘eseec’cwamew*e 5
»-s':m

TGyl W & Xu)o Faw'z Ty e ((“’« € (mva 8 )©

H:h“)a.x“) ey

3
= TRy o (({ W e\\v\u’«l*m)) o ¥y }a x:‘

= 7 e (Ll M) © ((un oo Lty e fm)) o Foi )a x )
Tl = Wi '\‘u\
— ey o (((Lwoa's Yo FEY ‘o Py ks )® ) ) Xy

—

. oy 2y e X
- o Wlmea BT ) erarts 21 )a (B e Xy
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R . R e W
Tyo L, & Xu)e T = (e‘:io Teivef & e‘;"“h':‘_ o g)s I'\W\‘)) (“\“““:“ Jowui's ¥, “ )L b

\?'\u ® X

i

-

Tve -
A\ L T Nz
o W, o, (4, x

TU\

- ™o 5. ’ i
sty i KXo lweFu ] = (rw) ™

dado que H es ol Hamiltoniano de X,. En conclusion 3

T (Mg a Xy)o K0! = Ty o Fuo Tt % 4 €I con F ¢ 000 )

luego “,AXH = FH
De lo cual se sigue que H = H' segin (7.6).

Ie. forma de asociar un Hamiltoniano ‘a un Lagrangiano dado
@3- en cierto modo obvia, no asi la asociacidn contraria,
Ia razén de hacer tal comnstruccidn es qgue entonces la re-
lacidn entre campos Lagrangianos y Hamiltonianos corres-

pondientes se tornma bastante sencille, en particular sus
" curvas integrales.

n-a '
7.2 PROPOSICION.— Sea L ¢ A" (M) un Lagrangiano hiper-—
regulax; YL un campo lagrangiano para L,
H el Hamiltoniano asociado a L y X, un campo con
. . H
Hamiltoniano H.. Entonces

>
Y., = PFL (xH)

L
Dem.~ Como XH es Hamiltoniano
| XHJ w = «~ dH
.y dado que FL es un difeomorfismo
FL" (X,) 3 Flwy = - a(HePL)
0 bien »
' FL( XH)J W = - dEL . Puesto que

Wy es débilmente no degenerada (véase prop. 4.2 secc.

2.4) = FLY(Xy) = Y.

9\ © 9\‘“ Vl k\ ° ‘“-\ ?‘ ) K((‘N“ ° e 0P “ ) \?““"

V)

’TU\)
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T=-3 PROPOSICION.—~ Sea H ¢ V“MV) un Hamiltoniano
hiperrepgular (i), X su campo Hamiltonia

no, L ¢ A" (im)) el Lagrangianc asocitdo a H y Y, un
campo Lagrangiano para L; entonces
;]
Xy = FHO(Y)
Dem,~- Como YL es Lagrangiano
YL.J(»L = —dEL
y dado que FH es un difeomorfismo
FH"(YL) 4 FH(FL' (e ) = - a(Epe PH)
pero FL = FH —L et PH' (PL*(w )) = w y ademds
E°FH = H » de 1a definicidn de L .
FL”(YL) dw = - aH

Lo cual muestra que FL*(Y_ ) es un campo Hamiltoniano con
Hamiltoniano H, y debido & la no degenera01on débil de W,
FL(Y)—~XH

Notemos que la condicidn de que V sea reflexivo ha sido
crucial en todo el desarrollo anterior y partiendo de esta
suposicidn hemos mostrado que la correspondencia entre
Hamiltonienos y Lagrangianos -~ para 1os que sus derivadas
PL, FH son difeomorfismos , o sea L y H hiperregulares—
es candénice. La equivalencia se da pues cuando considera
mos Hamiltonianos y Lagrangianos hiperregulares,

Si V no es reflexivo, la correspondencia Lagrangiano
hiperregular ——» Hamiltoniane sigue siendo posible,
ain cuando no es posible mostrar que la asociacidn es
candnica (o sea 1-1) ya que cyel procedimiento contrario no
eg posible hablar de Hamiltonianos hiperregulares debido
& que no es posible defimir su derivada fibrada. ;

La conclusidn a-la gue nos conducen las observaciones
anteriores es la siguiente: Si de alguna manera es posible
ageguraxr que un Lagrangiano dado describe al sistema, i.e.
las curvas integrales del campo Lagrangieno se proyectan
a funciones de posicidn del sistema ( en particular es
suficiente T(W) para especificar su estado); entonces si
L es hiperregular, podemos asegurar que T(M) basta para
especifizcar el estado del sistema y el campo de interacciones

(1) H es hiperregular si FH (véase A. 4) es un difeomorfismo,
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viene dado por el campo Lagrangiano trasladado a ()"
via PL: X = FL'(Y_). En otro caso, el que el campo de
inferaccignes seaz” Hamiltoniano, no garantiza la posi-
bilidad de su descripeidn en T(M).

En este sentido podrimmos decir gque la descripcidn de
Homilton es mds general que la descripeidn Lagrangiana,
porquce comprende sistemas mecénicos més generales,

Analicemos un poco mas la relacidn entre las curvas in-
tegrules de losg campos Y. ¥ XH. Supongamos por el momento
que I describe &l sistemna,

Como Y. e3 una ecuacidén de segundo orden, toda curva in-

tegralL satisfece la condicidn

\th)lz C

)
si en la clase de equivaloncia 0 ) existe un atlas_
con carts unica ﬁ(l,F(l))g , tenemos que wwogesc ¢

¥y ademds -
D(Enepoc) = (& opoe)aloadf
Ve Y8

- \IL: o Y a() - & C_
donde podemos identificar a dlrdl o) con la velocidad
de)l sistema dado que Fwe o C  corresponde a la funcidn de
posicidén y F(l) es una carta tnica.
La carta udnica F(1l) induce una cartia tnica en T(H) dada por

.TU) z G:ﬁo Filo p 4 e;io((‘i‘“*’.(); I.“N)
¥ podemos resumir lo anterior, notando que

- = o
THoC = e‘iz-»krwoeo J ¢ 8‘;':0 Q\‘E o fot)a C)

es decir, la representacidn local de C en términos de una
carta \inica tiene dos componentes, siendo la primera la
representaclidn local de 1a funcidn de posicidn y la segunda,
“lo que podriamos llamar la velocidad del sistema.

# En este punto cabe hacer una observacidn: Dada la existen

cia de una carta unica F(1) en 3, tanto N como [Fiai(m) = ¥

son conjuntos suficientes para describir 1la posicidn del
sistema en todo instante. Ademds, podemos generasr un método
especifico de descripcidén de puntos de la realidad mediante
Fral (M) en base g1 método de descripcidn adoptado im-
plicitamente en if, cuando 1o hemos calificado como “espacio
de configuracidén". En otras palabcas, Ful{m)  es otro posible
espacio de configuracion del sistema, y en el caso que
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nos ocupa es viable denominar “"funcidn de posicidn" ya
sea a focC o bien a Twofo ¢ , segin el formalismo
sdoptado. Sin embargo cuando consideramos a la velocidad,
surge la interrogante de lo que entendemnos por ello: Es en
este momento en el que la estructura del espacio de con-~
figuracidn trasciende, pues los COHtPadOﬂlniOS de ¢o C

¥ FTuwoe focC son de distinta categorla. En el primer
cagso, podemos considerar a ey como la definicidn

més adecuada de la velocidad, mientras que en el segundo
caso 1o natural seria definir a la velocidad como

PUFe Po Q) . El hecho de tener una carta unica F(1)

nos permlte identificar & \QoU“ Y Distde fo ) nediante 1la
relacidn

Difwe (ot} ?_“:)fo(.) LlQoC)Q .ee 1)

es decir, hay una forma candnica de relacionar ambos con-
ceptos posibles de velocidad #

Si CE;T(M)I es una curva integral de YL FLo C €T(MY'I
es una curva integral de X, ; ademas TeflLoC = ¢oC, ©3
decir las funciones de posicidn son las mismas. Sin em=-
bargo la relacidn entre la funcidn de posicidn TecC y
la curva integral PFLoC ya no es tan simple. De hecho
Frolorwc)?-Flo ¢ o bien FL.(w)' =y  para cualquier curva
integral de XH. Asi, para pasar de la funcidn de posicién
del sistema a una curva integral del campo lagrangiano
basta tomar C s ¥y de hecho podemos tomnr esta propiedad ¢omo
necesaris para que un campo en T{M) describa en efecto al
sistema y por tanto también L. A partir de ésto, el paso
de la funcidn de posicidn a una curva integral del campo
de interacciones se hace mediante PL a través de la
"velocidad".

En los parrafos anteriores hemos admitido la posibilidad
" de describir a un sistema mediante un campo Lagrangiano,
Esto no resulta contradictorio y en las siguientes lineas
ahordaremos el por qué de esta posibilidad. Ello amerita
introducir la nocidn de estado natural de movimiento de un
sistema mecanico general, concepto motivado en la mecanica
de Newton.

Supongamog que una particula de masa m es descrita desde
un sistema de referencia inercial. #n ausencia de interaccidn
sabemos que su funcidén de posicidén viene dada por

: 2, R
Yz Vips % e URI)
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donde v ¥ T, corresponden a la velocidad y posicidn inji
ciales de la particula. Este resultado puede deducirse en
el contexto de las variedades de la siguiente forma:
Tomemos a M = K> cono el espacio de configuracidn, con
la adopciodn del metodo cartesiano, con la clase de equiva
1encia. del atlas 4(wm, w3} que ocontiene al atlas con carta

dnice iu,lms)g consideremos la métrica de Riemann
B W 3 Q3 @3 23
= m( dp1 ® dpl 4 dp2 %)dpz_:_dp3 ® dp3)
cuya representacion local es g™ = w (,7 y Slendo
ey el producto escalar usual en IR « Con ésto,
g*)* =0, y de acuerdo a lo dicho en la Wltima parte de

la seccidn 2.5 , 81 C em&)‘ €S una curva lnterral del campo
Lagrangiano para la energla ¢inética segin gy tenemos que

DL, 0 C) =

3
LM o €)= W0 € 5 esdear O (T Y=o

cuya solucidn general es -

Ame €z T e B8 T NI 4 Yo v Ve €W
1

que corresponde a la funcidén de posicidn de una particula
‘con velocidad inicial v y posicidn inicial r_ . Naturalmente
MUhzo ¢ =OLTWY, e ) corresponde a la velocidad de la particula
como ya habiamos visto (expresidn 7.7); en este caso,

3= ’D\I.m;ofo ¢)

= W, ¢

0 en otras palabras; toda curva integral C ¢ T(;d)I del
campo Lagrangiano asociado a la energia cinétice segin la
métrica de Riemann(i)

g = m-(dpl® dp, + dp,® dp, + dp, ® dp3),

satisface las siguientes propiedades:

1) La proyeccidn de C al espacio de configuracién M co-
rresponde a la funcidn de posicidn de una particula en
estado natural de movimiento, y es precisanmente

(i) Nétese que en el razonamiento no se utilizé el que la
particula tuviese masa m sino tan solo que fuese constante;
luego el argumento es valido pera cualquier particula, de otvo
modo: Hay une indeterminacidn hasto una constante positiva
de la métrica de Riemann con las propiedades gque se enuncian.
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T(1)°C » la primera componente de su representacidn local.

2) La segunda componente de la represenbtacidn local de G,
P(1)eC , es una constante igual a le velocidad de la
particula. De tal forma que se tiene

w3)%
Tiye C = 6&“ o(Im-,"Qo(_] + Bk:) \D(x\nﬂg ¢))

-

cew Tpio Qo C = vVigs % N Piggeget) = ¥

Lo que s¢ puede concluir de este par de observaciones, es
que es posible describir el estado natural de movimiento
de una partlcula mediante el campo lLagrangiano de la enexr
gia cinética semin una métrica de Riemann eapecifica — de
terminzqe hasta una constante positiva y a la cual podrxa
mos llamar euclidea - . El1 movimiento de la particula co-
rresponde entonces a geodésicas en esta métrica.

Fn realidad el movimiento por geodésicas es el mAs na-
tural que podriamos esperar en un sistema mecdénico general,
dado que este movimiento esta determinado udnicamente por
las caracteristicas geométricas del espacio de configuracidn.
Podemos admitir pues, que si en un sistema mecdnico tiene
sentido hablar de estado natural de movimiento, éste vie-
ne descrito por una (pseudo)métrica de Riemann. En la
‘ecumcién de las geodésicas (G) puede verse que la pseudo-
métrica estd indeterminada hasta una constante multipli-~
cativa no nula.

A la energia cindtica K = 3(8°%) )a & ta Ty + O 8 Tr) €™
asociada a una pseudométrica g , le corresponde un Hamil-
toniano dado por

T = KoFK ©

{asiempre que g sea fuertemente no degenerada).
Este Hamiltoniano describe efectivamente la evolucidn
natural del sistema, en vista de su relacidn con el campo
Lagrangiano Y, y podriamos llamerlo el Hamiltoniano natural.
En dimensidn Tinita podemos dar una forma explicita del
Hamiltoniano Natural como szgue'

Supongamos que la energla cinética en

Ko 4 = Z (3““ e) (( &Fl\) o? L\—X"\N) ‘&F(\lbo Q)L 1-‘““)

1 1(3]
& RS

t : .
enionces Flolyy = %:w (3m°€) ((85tigot) a Tqg) (SFt0y08)
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. * . U: K)"oi__.‘_ W = Z (3::"0 T )((11\”)1 A(.a‘:“o'ﬁ]}\ ( 'a::’“u'ﬁ)

A A
Tuego b
. RHo iJHm = ’\ z ( su::m“"\) k—xmu' *k a °1\)(-1\N‘ “\fmo'ﬂ.))
ab(ws

‘En muchos casos, cuando consideremos un sistema mecénico
especifico, es posible dar una métrica de Riemaun que des
criba el estado naturdl de movimiento del sistema - que al
igusl que en la mecanica de Newton, estd intimamente ligado
a nuestra concepcidn de "naturslidad" - . Si el estado na-
tural viene descrito por un campo Lagrangisno para la ener
gla cinetlca, cabe esperar que el sistema sujeto a inter=
accidn pueda ser descrito en muchos casos por um campo La
grangiano (naturalmente, la interaccidén deberd ser sufi-
cientemente '"suave"}.

$i K ¢ R™ ea 1a energia cindtica y L es el Lagran-
giano que describe al sistema ante una interaccidn dada,
definimos a la " energias potencial" como

UEK- L c ‘anﬂ

51 K describe el estado natural de moviaiento del sis-—
tema y L al sistema en interaccidn, entonces U desc¢ribe el
comportamiento del sistena relativo a dicho estado nntural.
VeAmos esto con mds detmlle: .

Supongamos que Y, es un campo Lagrangiano para 1lm energia
cinética, de tal forma que sus curvas integrales son
geodésicas segin la métrica. Y. es un caaps Lagrangiano

para L, entonces L
Y A Wk = - dEx
g (1.7)
YL 2 oL = - 4FL
Consideremos una clase de sistemas mecdnicos particular,
aquéllos en que existe U ¢ g™ tal que
U:ﬁo?

Estos son los sistemas mecdnicos simples para los cuales
o ’

la energia potencial '‘depende solc de la posicion"

En tal caso es fécil ver que



FPL = FK
AL = A
¥ por tanto EL = EK + U=K+ U

Luego, de acuerdo a (7.7) (1)

YKJCUK =_dEK
YL W = - dEL

- dU = - d(ﬁ"e ) 00-(7.8).

. . kYL"' YK)A W x

Esta ltima expresidén es consistente con 1s afirmacidn que
habidmos hecho anteriormente referente a que U describe el
comportamiento del sistema relativo a cierto estado natu
ral de movimiento; en efecto, supongamos que U es una fun
cidn constante. Entonces dU = O y de 1a no degeneracidn
débil de W« tenemos que

Yi = YK
En particular, las curvas integrales de Y. s8on las cur-
vas integrales de Y, , i.e. geodésicas segin la métrica g.

La descripcidn de sistemas ante una interaccida puede
traducirse al formalismo de Hamilton de manera analoga. Un
sistema en estado natural de movimiento vendria descrito
por un Hamiltoniano natural T = KoFK~' , sieapre que la
métrica sea no degenerada fuartemente.
8i X, € X (TW*) es el campo de interacciones del sistena,
podemos definir la energia potencial en T(W)
como '
V=H-T

Ahora, independientemente de si se trata de un sistema me-
cédnico simple, V describe el comportamiento relativo al
estado natural de movimiento ya que si

(i) Obsérvese la importancia de tratarse de un sistema meca
nico simple pues entonces FL = FK .. We = W, , Si el
sitema no es simple parece haber cierta lndetermlnaclon del
estado natural de movimiento.
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X . Soy = -dH ¥ XTAm = - 47T
entonces

{x -XT).\w = = 4(H - T) = - av

H
y cuando V es una funcidn constante, dV = 0 ,".
. Xy = *p
¥y las curvas integrales de X,, son las que corresponden al
sistema en estzdo natural de movimiento.

Bajo estos supuestos, un sitema mechAnico puede especi-
ficarse en la formulacidn de Lagrange una vez dada su
energia cinética (pseudomdtrica) y su energia potencial.
¥l sistema podrsd especificarse de esta manera en la for-
malacién Hamiltoniana siempre que la pseudométrica sen
fuertemente no degeneradsa.

Traténdose de sistemas mecdnicos simples en los que la
energia potencial sdlo depende de la configuracidn del
sigtema — y no de su estado de movimiento- aparece intima
mente ligado el concepto de campo de fuerza, Este es el
campo covectorisl definido como F'= - & V o bien la
1~-forma F’= - aV , Correspondiendo a F  estd el campo
vectorial en N -1

P=FPFL s PF"

es decir < 7y, ngT‘\m = - &0\:\(‘3,) 4 Eq € Tlw Yyem
Por otro lado tenemop que, haciendo XI = XH- XT,

X13Ww =23V = —(RJon)e Na© B
1uego 012 (B, | %yte)4 8, (a1 ) = - (BTl ( W ()

¥ i o€ Tatmr) ¥ e TWT

L F v, T (Xq))T“N = @ (B Ry + Bl Ys))

que relacione el campo F {geométrico) con el campo X

(dindmico). I

Mostraremos ahora de qué manera aparece la formulacidn
Newtoniana de la Mecénica dentro del formalismo de las
variedades diferenciables.

Consideremos une particula de masa m descrita desde un
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sistema inerciml. Vamos a hacer explicitas las hipdtesis
de las que habremos de partir.

1) El espacio de configuracién es M = IR®*  con 1la estructu
ra usual de variedad diferenciable. -

2) E1 estado natural de movimiento viene descrito por la
métrica euclidea, que en términos de la carta vnica
F(1) = Ig% se expresa como

g=m( dx9 dx + dy®@dy + dz® dz )

Notacidn: x = P(L).; ¥ = F(l-)z; z = F(J.)3

1?
° F Ly . ° o £ (Y — e
.6‘;5 (31 ) ,’;:" = 'a'zw 5 :—z_:—: cas) 3 @wlmces ‘5““ = WML ,Y

3) o(u) y o(u)” tienen las estructuras, diferenciabl

modeladas sobre 1R® siendo TF(1) = T(1), TF(1) =

cartas globales en T(i) y T(u)*.

X = Xof =T , exe. l ) X = (& xoe)“'[_““\ = T’\ﬂ;_ ‘QK»

Notacidn: .

X = %oMz T'1),e4¢..

o9
(1)

b} <
Py = Ty k,g;(ﬂ\) = T'Wy e,

4) El campo de intermcciones es Hamiltoniano de clase c?
ny 1l . _
5) Se trata de un sistemsa mecdanico simple,

La funcidn energia cinética asociada a 1la métrica
euclidea es

K = -2!-h\ (K(8x°?)kl-“m)2+ &( a\‘o?) A 1-“"\\""' ((&29‘)&1““\\\2 )
=zmn(&® + 75 o+ 5 )

La derivada fibrada de K es

FK = m{ % (8xegt + § (&yo )+ 2 {820 Q))

KPx‘ o\'ﬂ‘l ? (-——on).‘. |£2 ""ﬂl))
N 1"
Obsérvese que 31 paso de las componentes de velocidsd a las
componentes de momento ? (XY, 2) ~—->r(?:, Py, Pa)
. s8e lleva a cabo mediante FX 1
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Pyo FK = mX AP’z

A
oy Cx
Pyo FR= MY y YeGigo (amendie Jo v’z L Py
Pze FK = mi .
. - A
. 2+ FR'= - P2
. ¥
La energia cinética en T(HM) es entonces
- Px "vt Pa
- Ko ¥ = RS
T K 1\"\ A * am
. (13T
El Hamiltoniano es entonces H = T + VeoX con V ¢ A ( ™)

Las ecuaciones de Hanilton para una curva integral C eT(M)-
con A ¢ | nos dan

-;?,oc _ Do )

PlXot) = = —(&Lﬁ})o“oc
Do ¥zt O DiPya ) = ..( U]) oMo €
Diio c)s b Fpet D(Pzo )= —kﬁfjﬂ)o’ﬂoc

— 2
Donde hemos denotado a la derivada de Lie, DD‘&"]\{ - 'b%bﬂ » O
Haciendo r = %ot &m« Foe B4 Zec 8T la funcidn de

posicidn de la particula; podemos reescribir las ecuaciones
de Hamilton como (i)

m Oy = —(DVoer S+ DV ox Sttt DN or 811)

es decir m DYz —VTey

que es la expresidn de Newton para un campo de fuerzas
conservativa, el cual puede identificarse con el campo
(covectorial) de fuerzas P’= -8V , &1 campo vectorial
en Il correspondiente al campo covectorial de fuerzeas P
“es

o e GLRTY - - DY 2 D ¥ 2 DV

\::‘:\KOF:FKO‘&V)- ™ 9 X -—\;\—:b—‘ — a2

Las componentes de P corresponden entonces a las componen

tes de la funcidn aceleracidn de acuerdo s la expresidn
P2y = - ¥

——o‘(

— mm — v et e o e

(1) Recuérdese que 2. (vy]ofu' = Dlvori’) . , etc.
DX
= DN
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3.1 SOBRE EL ESTADLU WATURAL DI vOVIMIENTO,

Los ejemvlos oue se muestran en esta seccidn tienen como
objetivo justificar ciertas conjeturans relstivas a 1la no-~
cidén de estado natural de movimiento. Estas conjeturas pue
den calificarse como "emviricas", lus cusles enriquecen log
fundamentos de nuestro planteamiento de la ifecdnica inali-
tica. La relevancia de es®~s conieturrs podrs Juzgarse en
cuanto a su consistencia dentro de nuestro esguema formal
de la [lecanica.

La nocidn de “estado natural de movimiento" de la que
aqui hablamos es.en ciertn manera restringida. Por ello
entendenos cierta evolucidn del sistem= en el tiemno que
para un observador esne01flco le resulta natural como con_
secuencia de 1la concenclon misma del sistemA mecdnico, EBs
decir, a falta de evolucidn del sistema de acuerdo a cierto
comportamiento cnlificado como naturrl, las desviaciones
de tal comportamiento se interonretan como existencia de cau
sas cuyc efecto es tal desviacidn.

Hasta ahora hemos considerado sistemas mecAnicos reversi
bles y.estacionarios, caracteristicas cue estan dadas en
base gl esopacio de conflﬂurq01on aue le asocia un obqerva
dor. No sabemos - si 1a nocidn de sistema reversible denenda
del observador, aunaque es fnotlble suncner oue esto no
"ocurre en los sistemas mecAnicos. La caracteristica de es
tacionario claramente denende del observeador. Asi, cuandn
nos referimos a un sistema estacionnrio (reversible) nos
estaremos refiriendo a 2lmin observador esnecifico en 1o
oue ésto se da.

La primera conjetura nve enunciamos define 1a nocidn de
estado natural de movimiento para los sistemas mecdnicos
en el formalismo de las variedndes diferencirdbles,

C.1 CONJIWIURA .— Para todo sistema mecAnico estacionario y

reversible existe una métrica de Riemann
en el esvncin de confisuracidn vpronuesto, de modo cue las
geodésicas asociadas a la métrica describen el estado na-
tural de movimiento del sistema.

Imolicitamente estamos acentando cue en todo sistema mecéni

co es mnosible hablar de un estado natural de movimiento y
que tal estado de movimiento puede ser descrito vor una
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métrica en el esnacio de confiruracidn., Bl enunciado es-—
pecifico de "métrica en el esnacio de conficuracidn" es
imnortante v el debilitar estas condiciones modria incluir
sigtemas no mecAnicos, vor ejemwnlo si el estado natural
fuese descrito por una nseudométrica: o bien a sistemas
mecAnicos no estacionarins, como por ejemnlo con une metrl
ca de Riemann no en el esnacio de configuracidn sino en
MXR ...

Lia nocidén de estado natural de movimiento tiene sentido
.81 existe cierta universalidad al menos para cicrta clase
de observadores de un sistema eslacwwsrio y reversible- es
decir, oue de Aacunerdo a sus resgnectivos esnneins de con-
flﬂura01on el sistema resulte ser estacionario v reversible-
lo menocs nue nodemos esnerar es one 1las descriociones de 1»a -
posicidn del sistema resulten ser enuivealentes. En otras
palabras, coue los resnectivos esvnacins de confisuracidn

esulten ser variedades difeomorfas. DPicha ecuivalencia en
la descrivncidn de la pnsicidn trse consiso una ecuivnalencia
en las nociones de estndo natursl de movimiento; de =hi
nuestra signiente conjetura. )
C.2 CONJEMURA Si M es un esnacio de contfimuracidn de un
sistema mocqnlco, g 1la métrica del estado
natuTQI de movimiento y % c m¥ un difeomorfismo de 1a
variedad N al espacio de confiruracidn if, entonces N es
otro vosihle espacio de confirsuracidn en el que el estado
natural de movimiento viene descrito mor Y* (g) v 1s co~
rrespondencia , nosiciones del sistema ¢———- <+ N se hace
medisante el cambio de descrivcidn gue define W

)

’ a posicidn
. iy ) . ~ . e
descripeion .. descrivneion
espacio de .con-— . nuevo esnacio de
N M P S N ’

figuraciodn configuracisn

0 sea aue n ¢ N corresnonde a una nosicién g del sistema
si Ym) corresvnonde A una posicidn g del sistema de acver
do al método de descripcidn sdovntado en I

TN

Puede verse ane la funcién enereia cinética K™ ¢ R en
‘el nuevo esnacio fase T(W) satisface
K = KeT(W)

T04)

donde K € R es 1s funcidn enersia cindtica en T(M)

(i) Esto restringe en parte la universalidad de los obser-
vadores.
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. TN

y T(¥) = (Wax o€ Ja Tyy € TW

La siguiente conjetura se refiere a sistemas constrefiidos
¥y a 1a descrincidén de su estado natural de movimiento ante
la constriceidn impuestn.

C.3 CONWJETURA,— Sunonnnmoq anue ¥ es el esnacio de conflﬁura
cidn de un sistema mecdnico Yy g la métrica

de Riemann asociada al estado natural de movimiento en .

Si el sistemn es constreriido a moverse en una subvariedad

N <« I entonces el estado natural de movimiento en H wviene

descrito por la restriccidn de 1la métrica a N+ i*(g)

donde i e MY es la inclusidn.

La proposicidn snterior se utiliza con michs frecuencia
auigue sin hacer menaidn exnlxcxtn de ella. En pocas pala-
bras nos dice cue toda n001on de estado natural de movimien
to trae consaign una nocidn bien definida de estado natural
de movimiento ante unn rcstrlcc;on.

# E1 tivo de restricciones a las oud asnui aludimos nodrian
llamarse geométricas u holondmicas. Para otro tivo de res-
tricciones no es tan directa una nocidn de estado natural
de movimiento relativo , aunnue de acuerdo a la conietura
C.1 debe tenerse algunna nocidén intrinsecs a la concencidn
misma del sistena®

La funcidn enerpla cinética en el "medio ambiente" I
K ¢ &'  ipnduce una funcidn enersia cinética en el“sub-
ambiente"N € M. K* ¢ RT™ | #n términos invariantes tenemos
ue . . . .
a K’ = KoT(1i) donde i « MM es 1a inclusidn
(i) = (i, «¢ )a Tqum

No es dificil comprobar ovne esta funcidn energia cinédtica K’
es la asociads - la métrica inducida en N, i*(g) .

Empecemos nor estudl i algunos ejemnlos sencillos aue co
rroboran lo acertado de la conjetura C.1 referente a la
descrincidn del estado natural de moviniento mediznte una
métrica de Riemann,

y

BIEMPLO 1.~ Consideremos un sistema de referencia inercial
v dos varticulas de masas m, Y mq . En este caso nor tra
tarse de un sistema de referencia inercial existe una no-
cidn de estado natural de movimiento, el movimiento unifor-
me , como ya sefalsmos al vnrinciovio de esta tesis,

Si omitimos la descrivncidn de los chooues de las narti-
culas, podemos tomar como espacio de confisuracidn a



Mz ~ §x e / x(1) = x(4), x(2) = x(5), %(3) = x(6) }

Dado un punto x ¢ 1 , las nrimeras tres comnonentes x(l),

x(2), %(3) corresvonden A les cnordenadsas cartesisnas de

1a particuls 1 ¥ las componentes restantes x(4), x(5), x(6)

correspvonden a las coordenadas cartesianas de 1a marticula

2, As{ vues, si C ¢ M*  con A s R es 1la funcion de no

sicidn del sistemna, lnas funciones de vosicidn (cartesianag)
" de lms martienias 1 v 2 son

c ) o & a l:; o 8‘(“: c 6&:‘ . o)

r = + + ;. 0V Y = o+ 2+ O

1 1 [{}] P (2) 3 b 2 4 5 6 )
R A

donde Ca = 5300 ¢ R son las comnonentes de C .

M es un abierto de ®R° y por tanto una variedad de clase
¢* modelada sobre ®KE .+ Las cartas en M y en T(M) 1las
denoctaremos como sigue:

en M en T(M)
Re | - /e 'l"( 0
= o = o -
q, = p ot Gq = 2o (5 a et
) . M pd - ne mefs
donde i ¢ R es 1a a, = vg, T (i)

carta inclusién.

N aeh
En M proponemos a la métrica de Riemann
g = ml( dq1® dql + dq2®dq2 + dq3® dq3 ) +

my( da,@®da, + da,@dog + dog@dn, )

5
comn 1a descrintora del estado natural de movinientn. La
funcidn energia cinética asocinda a g es
) 1 2 .2 4 1 .2 .? .2
K=>=mn . + a_ + 0 + =m (0o, +a_. + @
? 1( 1 2 -3 ) 2 2(‘4 5 ‘6)
# EL nombre de ‘''enersia cinética" nroviene de nue al con
siderar la comvosicidn de K con una trevectoria del

sistema y¢ T(M) A tenemos que

1 . 2 1 - 2
KY==m 22 (6 .y )5 +=m, XL (a_ -y )

21 at a -2 2 ac? a

1 . 2 1 2

=5sm 2, (MapC))” +5m L (Dlee0))
ate3 ae¢3 )

donde C = ¢e¢7¥ es 1a funcidn de vosicidn del sistema

;en la descrincidn cartesiana, o sea aue K°Y es en efecto
rd . . .
la energia cinédtica del sistema. #

Una curva integral )’QT(M)A, con A ¢i, del campo



—- 99~

Lagrangiano para la enersia cinética se nrovecta a M como
- . ’ . . .
uha geodésica sesin la métrica g. Como los coeficientes
- . » 7 .
gi. no dependen de la vosicion, la curva intesrral
fdce

satisg

D(a n? ) = {1 07 .

a & Vaeb
D(g_ey ) =0 :
2 a 2

o sea, D“(ﬁﬂ.)’) =D (aeC) =0 , donde C = ¢V s
la funcidn de posicidn ~ del sistema. KEsto imvlica
que ’

D2r1 = 0 v D2r

2 =0
ambas particnlas se mueven uniformemente, lo cual es scorde
con nuestra nocidn de estado natural de movimiento.
En 1as fiegs. 1 y 2 se muestra una imagen nictdérica de I1ns
soluciones en M =(RxRINTes  y P(1) = (m*< A) x RE

A 2{xe RE [ gz xta, vz xts), w031z xm} P

cow

FIG.1 Travectorias en el esnacio de

configuracion nara el estado natural
S : de movimiento.

FIG.2 Trayectorias en el esoacio fase
(M) . Fatas son curvas intesrales del

. ’ s .
campo Lagrangiano para la energila cinética.
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En 1a fig., 1 nuede observarse nue la funcidn de vosicidn

del sistema en general no estd definids en todo 18 . Esto
significa aue vara ciertas condiciones iniciales de vosi-
cidn y velocidad el sistema tiende a salirse del esnacio

de configuracidn. Las varticulas tienden a chocar,

EJENPLO 2 Vamos a vnlsantear un nuevo eswvacio de configuracion
vara el sistema de dos particulas. Hagamos

N = rE \\ xerd/ x(4) = x(5) = x(6) = O}

Quisieramos ahora describir al sistema va no medisnte las
coordenadas cartesianas de cada varticula sino mediante 1as
coordenadas cartesisanas del centro de masa y de la sevara-—
cidn entre las varticnlas (i). Kste ejiemnlo ilustra el nor
oué de la conjetura C.?. Definamos el cambio de descriop-
cién h ¢ Mm%  por

w® &% . Wb .
peh=mpn.i_ - t v s 1

a N 3+a N -

me. *h = ’Oaiti + 8D R ol . Yol
3+4a “a N “3+a "N

m m
donde g = 1 s, bt = 2 .
m1 + m,, my + m,

"Entonces h es un difeomorfismo y ademds

el -1 _ wl . R .

Pgelh " =8 p iy + % P i

- €
nmﬂ ohfl = pf® - ﬁé-i N 3
P34 T Pyt tu Pa"tu

Si x ¢ M  corresponde a una posicidn de coordenadas carte

sianas  ( x(1), x(2), x(3)) ¥ ( x(4), x(5), x(6)) de cada
particula entonces

-] .
h 7(x) = m, x(1) m, x(4) )
C | e——t———— - + et et e e e e e W
m, o+ m, m, + m, |
m x(2) m, x(5) m. x(3) m, x(2) @
C 1 PR - v E + 2 10
ml + m2 ml + m2 ml 4+ m2 ml 4+ m o

e (x(a) - x(1)) 8+ (x(5) = x(2))8% + (x(6) - x(3)) &

(1) Las tres Ultimas coordenadas (x(4),x(5),x(6)) nos dan
la separacidén entre las perticulas de ahi oue ésta nunca es
cero. Es por ésto la eleccidn de N
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Las primeras tres commomentes de h_l(x) corresponden s 1a
posicidn del centro de masa de las particulas y las tres
Gltimas corresvonden a la diferencia en las nosiciones de
las particulas. Véase fig. 3.

A
xOlL

)
¥ 2
7
L3
______ M
N T A
0
(s) 4 ‘
centrp de mosda
E : Wiy /\/ . ‘
. 2w 2 ox L .
mis My LR LTS e = ‘ Wy
. ®
1
1
[}
{
Rig)e x1y | \(2)
d [} / Cdl
4
x4} = is) - - - —/ ! / \ -
— N : // oca—— ¥is)
ie™ Mawm
~ X(C)- X(3) 1/ T nT
-
(L " "
N gy 4 —— )
YaykMa LYER.IX

Ty 3
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Denotemos 1las cartas globales en N ¥y T(N) como sigue

en N en T(N)
3 ;
0 = Doei ~ wo B
a a g) Q. P, °T(l ) = Qe
donde i ¢ (&%) es la 5 - T(L )
carta inclusion. a - +6
i ned

El difeomorfismo h nuede escribirse entonces como

qgeh =0 +t0Q

a ‘a “a+3
c’*a+3°h = Qa -8 Qav+3 N ae¢ 3

o . G!a"T(h) = éa - % Qa+3
(.la:3T(h) = Qa -G Qa+3 N ace 3

. .
Entonces 1a funcidn energia cindtica en T(N) asociada a la
métrica h¥(g) es

K’= KoT(h)

H

N o

my (e m())2 + (3,0m(0)° + (30m(m)? ) &

my((3,0 2B ? 4 (e m(0))? + (3gem(n))? )

}
o

; . 2 » 2 - . 2
= m (€0 + 80,)7+ (Qp + 0)7+ (Qy + 6Q)" )+
my((Q, - 84,)% + (4, - 84,)°

m
) D .2

(ml+ mz)(Q1 *Q + 0 ) + o
™

(0. -
m. 3

ol o
H o o+

Q
2
+

Que es 1o oue esnerariamos de la funcidn energia cinética
en el nuevo esvacio fase T(N) : La energia cinética de las
varticulas es la suma de la energia cinética del centro de
masa y de la‘energia cinética de la masa reducida del sis-
tena.

Veamos el movimiento natural que describe la métrica
h¥(g). Dada una curva integral T & T(N)M con A<wm,del
campo Lagrangiano para la energia cinética X, tenemos que

D(?a.r) D(Qane»f‘ )=o_a-f‘\,a€-3-
D(anF) 0

it

1l
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. 2
.. D7(Q +¢- T )
o bien, haciendo

R
cem

) W
Rl""z = Q4of°P (S} + Q-oe r &\u, + Q6°f°‘1 &U)

1$3)]

Qltftr Sm + onﬂ’o“ B‘l‘z‘) + Q3erV 8L:3‘)

]

aue son las funciones de posicidn del centro de masa R
y de 12 senoracidn entre 1rs particulas Rl o » *
2 2
DR = 0 = DR
c.m L-2
Esto significa aue el centro de masa se mueve con velocidad
constante y la separacidn entre l»s narticulas crece(o dis—
minuye) uniformemente (en magnitud y direccidn) con el
tiempo. Claramente ambas descripciones del estado natural
de movimiento del sistema de narticulas son enuivalentes.

Veamos ahora un ejemplo que muestra la utilidad de 1= con-~
jetura C.3.

BJEMPTO # 3 Vamos a imnoner ahora una restriceidn #1 sis-—
tema gue hemos estudindo snteriormente. Las particulas son
obligadas a mentener su distancis constante, digsmos a.

En este caso es conveniente introducir coordenadss anronia
das en el espacio de configuraciin N para introducir la
constriccidn de manera sencilla.

Definamos un= certa en W como sirue

-1 (H *
G S + ~28(u+ P3 S +

i

Dy Sen.p -COScps &@ + P Senep -senopsaw)+ Pgr COSeD 6«)

4 4 4

- s [3
Glé NU UeR conpiap;‘_

y Ux ® X (0,% )X (0,2% )x(o,e)
Las primeras tres componentes de G*l(y) son
w w “
Ly) = y(1) bu + y(2) 8%  + y(3) 8™ + ...

y correswnonden a las coordenadas cartesianas del centro de
masa. ElL resto de 1las conordenadas son
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-1 . ©
G (y) = «.. + y(6):sen x(4) cos x(5) bw
&) (3]
y(6)-sen x(4)* sen x(5) §% v(6) cos x(4) sho
luego para las tres \iltimas commonentes de G-l(y), y(4),

y(3), y(&) son coordensdas esféricas del segmento dirisidn
oue une a 1as narticulas. Véase fig. 4.

[ lLY)

|

I

I . (2)
- >

]

]

gy "‘“*‘“>\

Pig. 4. Coordenadsas esféricas del
segmento 12.

La subvariedad sobre 1a onue el sistema es obligado a mn- -
verse tiene una exoresion simple en la carta G: Los ovuntos
de esta suvbvariedad satisfacen
. <
¢ U
y Vel = GG(y) = a ( 06 = pgoG )
Esto es,. 12 distancis entre las particulas es constante.
Inclusive itenemos unsa carta natursl en V:
-1 &

5
e = D 8 4 5‘5’ +

1 m D {2 ~3 6(3) +

9] [C
a( senep, oS+ g 5&) + sen.p,-senop; Sy + cogep, Otb)
C. 8 € V' con E ¢ 3 . PaEP:? ¥ac 5 vy
Ex g x (0,7 )X (0, 27)

“Denotemos 1las comnonentes de la carta © como sigue

Y
X = p.°06
3 1 “S
&5 e - '0409
Y = p2°Q : !
. . <
7 = .plg'ag F{ =4 ps”g

y andlogsmente en T(V) : X, Y, 2, X, ¥, %,8,%,6,¢ -
La energia cinética inducida en 1la subvariedad T(V)
es K™ = Ko’D(iV)



donde '
o (1 = X s ; e M(1 =Y : a i = 9
61 l(lv) X y Q2 -{-‘(lv) Y Y 03°T(1v) Y/
éAoT(iv) = a( coSe6°CoBef” & — Seneoe -senepg* F )
éSQT(iv) = a( cosea* sens@d & + senca .cosof & )
stT(lv) = -3 SeNneco-&
Luego
.1 S omis yF. L2 (O, ™Miy))
K'= S(m +m,) 2, (@ eP(i,)) + % —t—t— b Ty
271 2 acs a v 2 m, + My wez 3

m, .m 2, .2 2 2 .
1 I SR, 1 12 a"( 6" + £ senoe )
= 2(m1+ m2)( X+ ¥+ 2%) + ETE;:—EET
Veamos como se ve el estado natural de movimiento en 1la
métrica de Riemann inducida en V. Primeramente,

D(iof‘) = }.(o\" D().{ «T)Y=0
D(¥er) = ¥.T P(Y.T ) =0
D(Zem) = 2.7 D(Z oV ) =0

o sea, D 2(Xo?°f‘) =D (Yol T ) = N (Ze¢sT ) = 0, Bsto

significa aue el centro de masa se mueve con velocidad
constante (recuérdese nue X, Y, Z son 1las coordensdas car
tesisnmas del centro de masa).

Para el resto de las coordenadas anlicrmos las ecuaciones
de Lagrange cuando el Lasrangi=no es la energia cinética K/

~' _ = 2_ ’ _ _?_ , .
D(FoT) = f),\" D( ,aé[!{].i‘) —'b’é'[‘K'] ... (D)
(B oT) = FoT P2 [(KIW) = 21Kl ....(2)
2 m. .m o9 ¥ m.m o
donde —{K')= a—l:~%—— a® & ; 5%,[Kj= ;-%—%—— a“ﬁgsenae
26 1 2 ? 1 2 cosce
©m_m
l'l - 1l 2 2 2 R ?__ Yy _
zé[K 1= r n @ # sence B&LK =0
1 2
Tuego en (1) v (2) tenemos
m.m )
D(FoT) = Bol ; —2— 22 D( Fol-sensBol ) = 0 +en (1)

1 2
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m_m m.m

~ . 1 2_,.
D(EeT) = 40T 5 2=a"D(6o0) = —2E- 2%(3.1)? senoger
1 2 1 2 COS.Be

.ee(2)

he]

3

Simplificando, fenemos
DB ol) = (Fol)” seneBoT coses,l

D(E .T) sen?a.r = cte,

. - . . ~ \
Si inicialmente TN{FT)(0),= 0 , entrnces el valor de la
constante es cero. Como senses P nunca es cero, ésito obli
ga a que D(FeM) = 0 y 1las ecuaciones se simplifican a

0 8¢T = m L i)

D5 o T )
D(a o\")

La trayectoria del segmento diriegido ocue une a las nar-
ticulas se realize sobre un meridiano con una velocidad

angular conatante. Véase fig. Sa

1]

0 BV = ¢

4

oA B

(s) (3) (s')

()

'*
1
N
v J)
\\\ i
b -~
EAY
(‘: ~
“
Vv

e (a)
(9
A (a)

Fig. 5 Travectorias geodésicas de 1ss narticnlas. Se ha
supuvesto one 21 centro de m=asa c,m, estd en revoso desde
S, asi gue 1as narticulas giran uniformemente alrededor
del centro de masa. El sistema inercisl S mantiene su

origen en el centro de masa.

Podemos internretar directamente 1la ecuscidn (1) como
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. 2 2

sigue: m. m,, m,m, m,m,
Gomo m + m (m_+ m )2 + (m, + m )2

’ 1 2 1 2 1 2

2 2
= ml t o+ m2 s
entonces )
~ 2

% ml(at)e D(FoT' ) senve + % m?(as)2 N(g=1T) sen%e = ¢te.

Si consideramos un sistema inercial S con oriecen en el
.centro de masa, tal como se muestrs en 1a fig. 5Sbh,
entonces cada término es la comvonente del momento angu-
lar a 1o largo del eje 3 de este sistema.
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CAMPO CENTRAL

Consideremos el problema de una particula de masa m
sujeta a una fuerza central; por ejemplo un planeta atra-
{do por el sol, un objeto sujeto & lz accidn de un resorte

o una particuls cargada en un campo eléctrico. En cualouier
caso sunondremos oue el modelo nos permite considerar gue

el objeto de atraceidn o renulsidn estd situado en el
origen de almin sistema de referencia inercial.

En algunos casc es preferible omitir 1lr descripcion del
origen de coordenadas nor no estar definida la interaccidn
en ése punto (ésto sucede por ejemnlo en el crso de 1a
fuerza gravitacional). Podemos tomar entonces a H= R>~ {0}
como un esvacio de configuracidn anrooiado. Con 1la as-
tructura vsual de K como variedad diferenciable sobre WR>
podemos modelar a T(H) y TGN sobre KRS . Las certas
correspondientes se denotardn como sigue:

" - & L L
n M: x = ploIM Yy = ?1 o 1“ Zz P 1M
Bn T(D): % = 0h0(1,)  § = ner (i) 7 = den (i)
YRR TR e y = Pgr Sy “= Dt My
X L Rl'f . “Z'r .
) A) e = oIt = o]t X ) = ©
Bn 2(M): n_ = 3T (i), v, = Pg (i), », =gl (i,)
¥y las coordenadas x, y, z como funciones en T(i) y T(M){
las denotaremos Dor X = X of y X = Xoew y etc.

Como el sistemsa de referencia es inercizl, la métrica
encliden desoribe el estadn nepturnl de movinientn de s
particula.

e=m(dx ® dx + dy ® dy + dz © dz)

( @ denota el nroducto tensorinl)
TH)
Conviene exnresar a la eneraim cinética K ¢ W asoci=da

a g en términos de la cearta de coordenadss esféricas
£ e\mifv donde U se obtiene de 21 al omitir el eje (3)
¥ el rayo formado por el semieje (1) positivo. Vésse fig, 1

3)

2!
o

Tig. L U rno conlreve a
e pavie sowmbreada.



E viene dada por:

r = psE = (> 2 4 P2 slzoi
=Pyt = APy 4P TPy Yy
P
x 1 1 .
4= pSE = cos o 5 5 Jeiy
1 o+ P2
o = psE = cog i 2 )i
—_ ‘3JJ - I o 2 2 ?1 U
VP, + P, * Py
3 -
R :
= [
Con p; = P} i 3

En la carta T(E) tenemos la expre91on para la energis
cinética

. .2 ~2 2 T
Kei ) e Rr i

~2 2w o2
= m{ r~ + r senss + r'd
2(U) ( 3
"Bl ceamvo de fuerzas es un cPFmuo en R que vor ser central,
podemos escribir como
. 2
Foi , = R =
U Y
. n
para alguna funcidén R real de clase C en U, n72 y cue
solo denende de 1= coordenada r; i.e. D (RoP“) =
D_(ReE"), o eounivalentemente -—[R] 0= ——[WL 1u9go
nodemos Saner R = for vara n]puna iuncxon T &) de
clase ¢ (i)
Afirmanns aue el camno de faerzas es conservativo. Pares
verificarlo necesitamos ver ove 13 1 -~ forms corresnon-
diente 3l cammo de fuerzas es cerrsda.

¥l camno covectorial corresnondiente seria F = FKePF e'mmv\
donde
;. - 2er o ~2.
PK = m( r drop + rzsenog FBAL + r29 & aef)
a

'.0 Fi =mR &I‘

Yy 1la 1~ forma corresnondiente es

T = mk dr
aT = ?—[R]drlxdr=0
(1)En el caso del campo gravitacinnal, f = -~ -ENE————
.. R=- -§f§—- , nara un resorte de Lys Hooke,
r 2 . 2

f=-ki, .. R=-kr,
®
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Del teorema de Stokés, si AT = 0 ,. 1a integral de linea
es independiente de 1la travectoria (i). La intesral de T
a lo largo de una curva y¢ M9 es
' ]
: S’[ - S(T'V)A'xq = M S(Ra’)’)‘b‘\'e'r)
B ¢ °

= w g“.\'.}.)mr.r)

En el formalismo vectorial de la Mecanica, el cermvo de
fuerzas seria

Igs — lks\(o§
Fi=m foli I, ~~——— ¢ &%)
: . LS I

y la integral de P’ sobre 7 revnresenta el trabajo re-
alizado por el camno de fuerzas. Por definicidn
1}
SF' z X(F'-'Y , DY

-]

v -
siendo £ ,) el oroducto escalar ysual en R? y
{Fey , D7) = m fol n.y(]_, DT}y = m fergD(r.T)
. Y

Entonces vpodemos interwretar a la intesral de linea de T
sobre 7y como el trabajo realizmsdo por el camoo de fuerzas
a lo largo de Y .

El lema de Poincaré nos asegura la existenci» local de
una funcién V tal que T = - dV . En alsunos casos impor
tantes podémos°exhibir a V como una funecidn global en todn
M. Por ejemnlo en el caso gravitacionnl vodemos definir
a V como sigue: Si y¢ M °) es una curva del "infinito"

a un punto p de coordenadas r , # , ©_ ; ésto es aue
%Eg r oY = ¥ E(y (1)) = r08m2 g °5u,°+ qoﬁm‘ Definamos

° o * gim
V(P) = —g‘c = - S .mfor-)’ D(I‘-T ) = - S mf = S -E:ij-—..
7 -7 - Ghim
=
' -1 G °
En otras palabras VoE = ___;;___ .

La definicidn de V obudo darse sin recurrir al arpumento
snterior, auncue éste estA mAs de mcuerdo con la ides
intnitiva de definir el notencisal comn el trabajo realizado

(i) Naturalmente se trata de travectorias continuamente
diferenciables por tramos. Ndétese la imnortsncia de que
pueda integrarse sobre una subvaried-ad de dimensidén 2 aue
no contenga al origen. Esto es immosible en Melki\ﬂﬁ.
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contra el camno (de ahi el signo - ), nara mover una par-
tfcula desde may lejos., En el caso de un resorte de Hooke
se prefiere tomar 1la nosicidn de renoso como 1la de no-
tencial cero. Por un argumento similar, si 7e D es
una curva del origen a un vunto n de coordenadsas Ty S
( llm rey =0, ¥ (1) = p), entonces °
Yo , .
V(p) = i K i = %krs o sea VeE L = %kr
En los casos de interés hemos podido definir a V global-
mente. Siendo éste el caso nodemos poner V = Qer para
alguna funcidn Q ¢ & de clase C™™,
Fl Lagrangiano es entonces

~2

>

(o]

0-02.?

Lei = -m(r + 7 senge ﬁ ¥'67) - (Qor)e?

T(U)

y la eneryla de L

~? 2 #? 2.2
Ee iT(U) = —m(r + ¥ genes g7 + ?i? ) + (0er)sQ
como puede verificerse,
-1, _ 1 2 g - B
(FK)°‘1T(U) = m( o (Z.n) + ?--—§~—-(a? 1)+ e5=(2n))
T gencd T
.. Hed = B o (FK) Yoi
(V) L T(U) 2
ho) P »
_"r @ ° o
T - Rt S B

2mP sened 2mr

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton nos dan vara
una trayectoria C ¢ ““y‘“*ﬂ del sistema

prpC
D(T+C) = —=p-- D(psC) = mfsFeC (i)
_ pp{oc :
D(FeC) = ——gbammy D(p4e0)
‘ mfoC sencse.C _ >
Pec ) (P¢°c)
D(8.C) = ——5= D(péc) = 5 3 -
mPeC m(¥aC) (sensasl)
(i) Bn realidad, D(peC) = —( 2Wew)eC = -( 2o =
mfore®™ ¢ = mfoTsC. T Tnmblen. D(n;b) = ( &W)omoc =

+

- DQoronsC = — DQeToC ; i.e = DO =
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con
2 2
pio C. pﬁ‘ oC peo(} -
2 + ——— 5 + 5 4+ QeF = e
m 2mPSC sencd«C 2mPsC
De la ecuacidn D(pﬁoc) = 0 , tenemos oue

mfgc sengéoc D(P=C)

La magnitud P¢°C puede interoretarse como el momento
angular de 1a’ particula respecto al eje (3) y mantiene un

valor constante k. Véase fig, 2
[

(63
1T

Fig. 1 Posicidn de 1a varticula
sl instante t, C(t)
. T . . .
En realidad P, ¢ R eg la funcion momento esociada
al camno vectorlal -E% en U (véase secec. 2.2), vues
——,K) Asi 1la conservacidn del momento an-
Eélar Pé &onseouanc1a de la simetria del sistewma en rela

T

7 (9
_— 3
Y Sed jip

f}."-

cién al campo E% , var [X, ;2 = 0 o eauivelente~
mente con los Hamiltonisnos H y nd : QH, D =0 .
Si inicialmente a(C(t.)) = O, entonces” ‘el valor

constante del momento angular k es cero vy se nresentan
dos posibilidades : 1) €0C = 0 en (tl, t ) La varticula
se mueve entonces sobre el eije (3)3 2) 0eC # 0 en

. ..2
(tl, t2) Entonces dado que 2, sen-eeC 40 entonces

D(geC) = . Esto significa que el movimiento se realiza
en un plano aque pasa vor el eje (3) ¥y no hay pérdida de
generalidad si suvonemos oue el nlano es el plano (1)-(3).
Esto incluye los crsos (1) ¥ (2) oue mencionamos antes.
Bajo esta suposicidn las ecuaciones de Hamilton ouedan
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P c
D(r-C) = —-'I-T-l—-— . D(p;C) =m ToTal
. pgc
D(80C) = —25em D(p=C) = 0
- @
mroC
coNn m——em
P2l  DeC .
:g + e? 4+ Qore( = e
m 2mtoC

La segunda ecuacidn nos da de inmediato oue ng = cte.

-2 = L s
mPreC D(8eC) = poC = A . Al sustituir este valor en la
expresidén de la conservacidn de la energia tenemos que

pi°c A2 -
2 m + 2 + QO‘I"OC = e e (1.1)
2mTaC ’ -
y derivando tenemos

Sl . 2
(pr° C)U(pr C) _ A D(EeC) D(Q+Foll= 0
~ o3, )
m r:C

o bien dado que D(Q;I“:;C) = (DQoToC) D(FoC) = —(mon‘oC)D(f'oC)
. 2. ._
D(TeC)D(pgl) = =-Z3-=< + (m £+TeC) D(F+C)

si D($¢) = 0 en (t,, t?) tendriamos oue Tol =1 ¥y .
la particvla se mov%ria‘ en un circulo de radio® r
sobre el plano 1-3 . Si D{r.C) # O , entonces
D(FeC) # = en (a,b) e (tl’t'.?) Ng

m D{(roC) = —nZe——m + m ferol

Puede observarse que esta ecuzcidn es la que corresnonde-—
ria a la de una varticuls de masa m moviéndose en una
direccidn y sujeta a una fuerza 2, . -

) 4 J .5 S, A /mréc + m £oToC ,
siendo r C su funcion de posicion.
Debido a ésto se conviene en denominar a

—— e e e e o = mem

) La cavwirdad pgo C covtespond e al mowmewo angular respede
ol eye @ como juede Verse en la fuy.d.
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2
P = Q +> —.——.—-Té.
2 mel o,
el potencial centrifugo, aunque para ser consistentes
dgbia lanarse energia potencial centrifuga. fn realidad
A"/ mFeC es la fuerza centrifuga sobre la narticula
desde un sistema de referencia cue gira alrededor del eje
(2) con una velocidad angular D(8eC) de tal forma cue
desde este sistema la varticula se mueve en una direccidn
Véase fig. 3

]
. ‘3” Al3) \l\‘ . {3)
~

(n?*

(o) (%)

Fig. 3 a) Aspecto del movimiento desde el sistema
inercial. b) Desde el sistema nue gira.

. Con esto nodemos reescribir la conservacidén de la ener-
gia como
2
oC
Pr
. 2m

+ PD-I-'DC = -e- o v (1.2)

Formalmente, el sistema mecénico orisinal es enuivalente
al de una partienla cuyo estado natural de mivimiento es
el rectilineo mniforme en una direccidén dada con enersia
potencinl P y energia mecAnica e . Vésse fig. 4

(ay o

v

(%) o e e e S

Fig. 4. Esauema del sistema mecAnico eocuivalente
‘a) En estado natural de movimiento. b) ante una
funcidn de emergia vntencial P.
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De (1.2) tenemos

D(FeC) =Y /2/i1' + / & = PoFoC

y de agufl se ve cue si la particula estA en la regidn

Sz {q_ehI/’P(f(q))} e entonces D(FeC)> 0 & D(FeC)< O
Hagamos un analisis cualitativo de 1la situacidn. Las
vosibilidades aue se muestran mara 1A residn accesible

5 , fisicamente, se muestran escuemdticamente asi:

- =<
€ — é -
1
1
i :
ta) N~
- ’\__/'\"
e ‘ . 3 . (e)
) 1 ;
L]
: 1¥s ; :
oty 1 T dy Ye

.En cada caso la varticula se comvnorte como sigue’
a) peC = 0 y 1la narticula se mueve en un circulo,
b) La particula oscila entre los circulos de radios r y
r, slrededor del circulo de eanilibrio estable de
" radio r_ , siendo r_ el radio de minima energia
~votencirl, 0
c) ¥l mov1m1ento se realiza fuera de un circulo de radio
r. . '‘El orisen se comnorta como un renulsor,
d) La particula estd "atsada" al orisen, dentro de un cir-
eulo de radio r_. El origen se comports como un atractor.
e) El movimiento e§ indiferente, El sistema es tonoldaica-
mente eouivalente a un sistema con potencial centri-
fugo constante; i.e. con un c=mnmo de fuerzs nulo.
Como es bien sabido, a nesar de ocue 1las ecuaciones no
tienen una solucidn exnlicita en general, vnuede obtenerse
informaecidn cuslitativa de las drbitas en el espacio de
configuracidn, como vor ejempvlo el periodn de oscilacidn
de las Arbitas en el caso b o incluso la forma de l1as
érbitas. Por ejemplo, en el caso del camno gravitatorio
la forma del votencinl centrifusn es més o menos de la
forma gue se muestra abajo



~336—

y dependiendo de la energia de la varticula se vpresentan
los casos (b) o (c) aune hemos sefialado y puede demnstrarse
que las travectorias son cdnicas.

k3

Tolewcial cCewkrifuge pare el

Cawmgo gvu.v\-\ acional,
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3.5 PROBLEIA DR UNA  CUERDA

En este ejemnlo consideramos un sistewma mecdnico en el
cue su espacio de confirursecidn es de dimensidn infinita.
Se mcostumbra decir en cosos como Pqtp one el sistema tlp
ne un~ infinidad de grados de libertsd. n nuestro ewemnlo,
el gistema tiene una infinidad no nuamerable de grados de
libertad,

. .Consideremos una cuerda con densidad de masa ¢ - mAs
adelante veremos la forms exnlicitn de ¢ -. El sncho de
la cuerda se =snunone neouefio en relscidn a ai loneitud tn
tal, de tal suerte ove 6 es 1a densidad lineal de 1»
cuerda (z/cm),

Tomemos un gistema de referencia inercisl como se muaes
tra en 1a fig, 1

A
2) i

ﬁ%&

p o o0 o o - -
g mm————

)

6]
|
%

b

Vamos a suvoner nue los extremos de 1s cuerda se deslizan
sobre un var de varillas verticales situadas en = vy b. Por
e1amnlo, nodria vensarse aue los extremos de la cuerda es
tan sujetos a las varillas mediante anilles o bien aue
estamos observando una narte de la euerdn. Véanse figs.,
2.a y 2.b.

; ' A

@ (2)

]
2
-~V

: A - W)
Y Fig. 2.b. &
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Podemos escoger 1la escala en los ejes del sistema de tal
forma ogue a = 0 y b = 1; luego basts esnecificar 1a forma
de la cuerda vara determinar su vosicidn resrecto al sis-
tema de referencia. Una eleccidn arroniada vara el eswvacio
de configuracidén es tomar a Mz C*toy1 , las Ffunciones
continuamente diferenciables hasta orden dos en [0,1) .

La convencidn aue adoptaremns para 1s descrincidn de 1la
posicidn es la natural: Si & € i1, entonces 1las coordena—
das cartesianas de 1os nuntos de 12 cverda son

Y(x, o(x)) / xef0,11§

En otras valabras, las vposiciones de la cuerda vienen
descritas nor préficas de funciones en C?Lon]

Al tomar aIﬂzC?Lbn] eoma el esnacio de confisuracidn
estamos suvoniéndo immiicitamente nue 1a cnerds no tiene
"picos" e incluso cue 128 concavidades de 1a cuerda son
continuas. Por eiemnln, una confiruracidn como se muestra
en 1la figura 3 no estaria nermitida.

-

(V)

R

o W)

t g

ad=o b'—"l .
Fig. 3. Configuracion prohibida.

. . 2 . .
Si modelamos a i = C"lou]l  sobre el esnmcio vectorial
vz c? Loy) normado -con

\\\ﬂ_ sup (%W & svp \Ddwl 4 sve \lawe|
<d = te o) . te o tela

entonces en 1a tonoloria deda a M, dos curvas estaran
coercanas si ellas ¥y sus nendientes, e incluso sus conca-
vidades estiAn uniformemente cercenas (i). Ahora veremos
ove sentido tiene 12 nocidn de "estrdo natural de movimien
to" en nuestro nroblema marticular, ante ciertas hind-
tesis concretas.

HIPOTESIS I.— La densidad de 1lp cnerda es irndevpendiente
de 1a configurscidn, si bien es veAriable a lo l=rgo de 1la
cuerda.,

(i) Bventualmente mecesiteremns de los espacing KzCfty]
SzCtoy} . TAas normes rue habremas de utilizsr son

: 1) o (0¥ tv) anectivemente.
(p. sst.) NI 39F 0L hoifs oy DaW!  TesTectivamente
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Si en dos configaraciones la longitnd de la cuerda en 1a
primera es menor oue en 1a sepunda, a1 no denender la den
gsidad de 1a confismiracidn, necesari mente 1la masa total
de 1s cuerda csambia. Como veremos mis adelsnte, esta hipd
tesis en ocnasiones es razonable y veremos algin caso timico.

v

Une métrica de Riemann "natural" en If es la definida por

el producto escalar en V:
\

(u, v) = oy ouy eV
>
.y 6 es la densidad de la cuerda (¢ V).
Este es un producto escalmr acotado ya que

14

b, v ) e Be i nun e

y débilmente no degenerado ya que si a € V ¥

\
So-.u-v=o ¥YeveV = u=-o
)

# Sin embargo ( , ) no es fuertemente no degenerado ya
gue (V, ) 4 ) no es un esnacio de Hilbert - puesto oue
. la norma W\ ¥ no nuede definirse mediante alasin nro-
ducto escalar -, Esto nos previene de habler de la ener—
gia en TUNDY T = Ke(FK)' donde Ker™ es 1n enerrin
cinétice en T(M), ya cue la definicidn de FK™' involucra
1la no degeneracidn fuerte de la métrica de Riemanns

Veamos el sienificado de 1r enereis cinética en T(1).
Para ésto consideremos una trewvectorin del sistemn
C ey h con ASWR . Entonces Uz %t*eTNy)ed es la
funcidn de posicidn de la cuerda y DT - Pfeltge € .
La energia cinética de 1la cuerda a un instznte t ¢ A, seria

KeC(t)

il

Jrre i

( 2(1),e0e), B(T),e(t) )
== ( DV (L), NT(t) )

1 ¢t _ 2

-a-g e (P (t))

o

N

Fn realidad Dr (t) V esg 1o distribucidn de velocidades
a_lo lprgo de la cuerda ya que la velocidad del punto de

————

(i) (cont.) Con ésto logrsmos que el nroducto de funciones
en K, S y V sea continuo y +también las inclusiones natursles
V &e® Se—> K.
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1z cnerda de abscisa x es precisamente DT (t) (x).
Como una anproximncidn a la integrol tendrisnos

2
1/2 9 v (x) (DR %A %

para una particidn x, =0, Xpr ewey X 0= 1 del intervalo
10,1] ¥y donde

U(xn) & v x mnsa del segmento de cuerds entre x
y o ox.
DT‘(t)(xn) % velocidad del segmento de cuerda.

n-1

En ‘este sentido es gue la métrice de Riemann aue hemos de
finido es “"matural”.

Como la métrica de Riemann no devende de la configursmcidn
~ al ser definido via un vroducto escalar en el esnacio
de modelacidn -, las curvas integrales del cemmno Lagran-—
giano vara la energia cinética se provectsn a ! como ’
"greodésicas rectas" en la carta identidad I,

R
D2P =.0 donde T = 1(I)°C vy Ce) una curva
integral del c#Hmno Lagraw grono pava Ke-td)

La solucidn general a 1a ecuacidén anterior es
P(t) =tu + ¢ donde U, ¢V son “constentes"

2
Las constantes W y # gon funciones en C'tey) vy para
cada x& 10,1]

Pakx = Tgums px) € R®

es 1a funcidn de nosicidn del ounto de la cnerds de mbsci
sa X. La solucidn seneral nos dice mias nve ceda nunto de
1a cuerda se mueve cnn mna velncidad (vertieal) wniforme

% (x) A partir de una nosicidn inicial @O , siendo ¥ 1n
abseisa dal minto. 4s{ los mmtns en los nue U (v) es
grande se mueven mAs rénidamente, 1m cuerds se hace mds
cdncava en esos nuntos al transeurrir el tiemno. Nitese
un nunto interesantes La continuidad dey ¥ ¢ aseenrs,
oue la cuerda no se romne e incluso asesuren el cambio
contimwo de 1a nendiente y la concavidad a 1o largn de la
cuerda, '

———— s it e o W - e o - .

() Nitese que es posible yaranhar la exsteacia de \as sbly Ciones
ew do0do IR
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La diferencia de considerar al conjunto C'zto.\] como es8
pacio vectorial y variedad diferenciable, radica en qﬁ-e
deade el punto de vista de 1la segunda estructura no hay
un elemento distinguido como origen de coordenadas (el
cero en la estructura vectorial). De este modo, dada una
curva geodéaice [¢ mik siempre es posible encontrar una
carta P e€Q"(m,v) tal que T tenga la expresidn local

(B o) (%)
(F « T )(0)

z Y conueV una constan
o te Nt eRrR

‘Obviamente, si (o) = @, FP= Iv -? .

La estructura diferenciable es més rica aln ya que si
ul(x) #0 \{ JXE 10,11 podemos encontrar una carta en
(M) , Ueg" Cm\) NE) tal que la expresidn local de C QT(M)\K

sea - Uzoc -
Uioc =

De hecho, supdngase que T(Iv)loc () =0 y T(IV)ic (0) = u

entonces si hacemos - - :

Ul = T(Iv)l
i 1
U2 ®u T(IV)Z

tenemos que KeU™l = K-T(Iv)—}T(Iv%U-l

Ol Fle

‘con =l NE
(I SV " = py )
=1 _ 1 _~?
T(IV)EU = p2
-1 - yi 1 1 ¥t
luego KoU™- = KoB(I,) o ( Opy + = 93p3)
2 )" W

Veamos las ecuacionea de movimiento de Lagrange. Para
ello calculamos

(&) (v) = NVwev?: ,¥uev
(KUl) S (v) = S !-'-%-)---Y- Yu v ¥vev

vauégo D((RoU™L) geUsC) = (KeU™ ) oC = 0
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] . .
&0‘ (uge) () v _ SO_ (UeC)(0) v _ S ¥
° u ° u u
' (-}
ye que (UpC)(0) =Zm(r)sc @ =2.3
o'. gq( U2°c (t) _ l ) W o O’VWGV,\'te\R
'S u

©

= Uzoc (t) = iy

¥ como hemos supuesto, UloC = T(Iv)luc =0

Para ilustrar la observacidén que hemos hecho pensemos

que inicialmente la cuerda yace sobre el eje horizontal,

de modo que # = 0 , y que inicislmente se tiene una
distribucidn de velocidades u coma se muestra en la fig. 4b
Comparamos 1las descripciones de la misma curva integral

del campo Lagrangiano para K segin las cartas T(Iv) y U.

A
=3
» 2 o
| +
N | 7 om
A ) ’ 1 o ™ A
cm/ses- ~ i' ~=3 : /545. Bl
. . i
§
by - Vo : 4)
3 Om Canme

Fig. 4. En las grificas de la izquierda se muestra la
descripcidn del estado natural de movimiento segin la
carta T(I_). Inicianlmente se tiene una distribucidn de
velocidades u como se muestra en la fig. b. En la fig. a
la curva T™I,).°C en V se muestra a tiempos sucesivos.

A la derecha se tienen las grdficas correspondientes
con la carta U, Nétese que la grafica a) puede identifi-
carse con el movimiento mismo de la cuerda dado el método
de descripcidn adoptado, no asi la gréfica c).
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Esta nocidn de estado natural de movimiento es razonable
en algunos casos, Por ejemplo, supongamos que la densidad
de la cuerds es constante a lo largo de ella (un nimero)
¥ que estamos en el caso de la fig. 2b), en el gue el in
tervalo 10,11 (a=0, b = 1) marca sobre nuestro sistema
de referencia la parte de la cuerda que estamos observando.
En realidad puede entrar o salir cuerda en la banda de-
terminada por las varillas y no debe extrafiar que la masa
total de la cuerda varie. Este es el caso pues, de una
cuerda "libre' y totalmente extensible.

Esta nocidn de estado natural de movimiento no es sin
embargo la Unica posible, pues en ocasiones no es tan
"natural" sostener la hipdtesis 1 en la gque se supone que
la masa total de la cuerda no es constante. .
Antes de proseguir necesitamos el siguiente lema técnico
aunque el lector presuroso puede omitir éste detalle.

LEMA TECNICO.— Sea G ¢ RN de clase ¢ com k%1 y A un
abierto em R . Entonces

1) Ex{rf¢ Ceal/ £l e Al es un ebierto en < Cuid
2) Y(@e)= '(.";@IK € gD es diferenciable y ademds
Y(G) “(f) =W@IK )
3) Y(G) es de clase ¢® i G es de clase CF .
- Dem. 1) Sea f ¢ B; m= inf \£(t)\, M = L Bup. VE(s)) .

4€To) o)
[_m, M] c A.

Como A es a.'bierto 3 rw

L L

pim -7, M+ ry\cA
S e - f\\(r = ¥ t¢[0,17 mers f(t)-rsf(t)e £(t) +rec -

= 4 (Ovll((_m-r, M+ricA = g ¢ E. eos N4

o
Dem. 2) Sean f¢E , sy , t€¢[0,I] ¥y h € K5 0nkr .

e £+h eE y Go(f+h) - Gof - (DG°£)-h € K.
~Como G es derivable en £([0,11),35, V§ - £\ n(t)\y
G( £(t)+n(t)) - &(£(t)) = DG(S).

De la continuidad uniforme de DG en Lo-r,if+r} 3 d> 05

t, t’e{m-r, M+xys: \h(t Nedy \g- £(PNE» \pe(s) - De(e(s))\<s

———— e e =

G) s .4 e c.zro.n.-E . FOow(x)z Fw- Gixl Wxel
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nh\§°‘<min(r,4)=7¥ te70,1Y \G(£(t)+h(%))~G(F(t)) -
: DG(£(t)) h(t)\

= \DG(%) = Da(£(t))N) n(t)l< sin(t))

™ o
| Go(£+n) = Gof ~ (DG-£)-hf\¢ rina

Dem. 3) Basta ver que_ podemos reescribir a Y(G) “como

. x(e)’ (I ® 1 e Y(De)

donde ('I'K@ix) ¢ Hom(X, Hom(K,K)). En particular se tiene
que
Y(G)*(£) (n) (g) = (D°Gof)-h-g .

Pasamos shora a analizar otra posible nocidn de estado

"natural de movimiento. Esta se basa en la siguiente

- hipdtesis.

HIPOTESIS 2.~ Originalmente se tiene una densidad de 1ia
cuerda 6, ¢ C*towl « La densidad en otra configuracidén cambia
de suerte gque localmente la maesa es constante.

ElL siguiente argumento aclara la hipdtesis anterior;

@ 4

-

7

o

7

- -

[}
1
I
1
T
!

P
's

X I AX i )

. Fig. 5. En la configuracidn orlginal & se tiene
una densidad de la cuerda 6% ¢ Cron . En la configurs
cién o , la densidad es G(a) ¢ (o (] .

e
L4

Originalmente la cuerda yace sobre el eje (1) y tiene una
densidad = Co . Para un punto de la cuerda de abscisa x,
la masa comprendida en el segmento _A x es aproxi:ﬂada—
mente G (x)'A x. En la configuracidn ok ; ésta es la
masa total dentro del segmentoa z, hipdtesis 2, cuya lon
gitud es aproximadamente

1
Az = ( (Ax) + (ax Dd(x))e)z" =ax(1 +(D°((x)?')qz
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luego la densidad en el punto x es

U (d)(x) - 0o (X)-A X - \‘ x&{O,l}
Ax (1 + (Daa (x))*
To
i.e. C(st) =

(1 + (Da )2 Y2

La métrica de Riemann con este modelo de densidad tendrfa
por representacidn local,en la carta identidad IV

: 4 t
I«I . -
g () =3 (50w w@) Vae v, wev?
A .
en este caso g ya no estd definida por un producto
escalar en el espacio de modelacidn.

-Si CG:T(M)A es una trayectoria del sistema y T = T(Iv)ic
la funcidn de posicidn, la energia cinética de la cuerda
a un instante t es

KoC(t) = % Sccr ())(D ¥ (£))2

Aqui 0 (r (t)) es 1a densidad de la cuerda cuandc Su cone
figuracién es T (t) y DI (t) e CPtail es 1a distribucidn
de velocidades de los puntos de la cuerds, asi que esen-

ciglmente la energia cinética es el total de las contri-

buciones de cada segmento de la cuerda las cuales depen

den del punto y del estiramiento local.

Para la energia cinética se tiene que )

BT = 36 ) wz)?

i

[}

i R
28:\c.pfb(Y(I XDpl) P; =Py

'y del lema técnico

v o
So Flwud g \w)e Iv)

- ' 2
X o o' (win) O Wi
[-4

(on(x,) ™) S(w)

o
(k 2(I,) )1(w)

| Nétese que  (Kon(L)™H) (W) () = | & (W(1))-u(2) -

o

13
C o aomsla el producio & G, & F,6 e Crad
£.3 aencla el grodecio de fonciones  ew ot

Foa (s T Gl ¥ se®.
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es la densidad de momento z lo largo de la cuerda,

o (w(1)) - w(2), promediada con la funcidn ol , cuando su
configuracién es W(1l) y su distribucidn de velocidades vi(2).
Veamos las ecuaciones de movimiento:

H

n((KoT(IV)'l)z’em(Iv)oc)(t) =

¢ -1, .,y ( f
(((geT(I,)"7) ) o( T(I,)°c(£))) (D(T(I)e €) (£))

LX)

v

ut

donde (gup(r)™h)) = i‘@{w;v.)@(unemg 8
\ . . ’
((Ee2(x,) ™)) (W) (v) = (o FawmmownoT )

]

Ve s -
4 S clwm Ol QIV)

de las ecuaciones de Lagrange tenemos que para una curva
integral Ce Ui & con A &£ R (i)

D(T(Iv)ic) = ’I‘(Iv)‘éc

¢ "1 ’ "“1 rd N
D( (Kor(I,)"7) on(1)oC) (£) = (KoT(I,) ") eT(I,)oC (t)
Pongamos Nz (I ). C ¢ MA la funcidn de posicidn de 'la'

cuerda. En la segun da ecuacién se tiene
1

g ' ( (Ti),0 D)) (PLTTNeCI) . Tik ), G- o4 %
[ ¥

. ]
Sﬁ(mm.-mw) DI - o o § 6 (TN, €Y () + LT, 06 )0

[ ’ °

o sustituyendo I )€ () = T (%), IN3C (%) = are

r;'g.\c(vu\\(mu) T + 6 (P - Pwl.a = - D(T(Iy),C) (%) = T (+)
- i
[Fomwmw. fw? § ae Crond.

———————— o
) Khova Na vio &5 posivle Sutqv\\\zuv Jo. existewcia de VoS 5u\S lioves
awn docdo  R. :
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Hasta aqui podemos llegar, sin requerir la forma explicita
de "G . Argumentemos un poco al respecto.
~ Nuestro modelo de densidad es

go

GglAyz —m

(14 W)

Nétese que 8i o = cte. 0 (&) =0, ; la densidad de la
cuerda es la que tenia originalmente,

Haciendo un desarrollo de Taylor alrededor deok = cte.—
que podemos tomar como o = 0 - , se obtiene

F(a) = 6,( 1 -%—(Da)?‘ +—g— (p)? = ..))

Si tomamos el primer término en el desarrollo de Taylor,

la densidad no depende de la configuracidén & y tiene un

valor “"constante" ¢, € ('t} . Este ea precisamente el caso
que acabamos de considerar de acuerdo a la Hipdtesis 1).

Tomando el segundo término en el desarrollo,

¢ (#) = 51 - 2(px)?)

*

. e G'(a)(?) = « 00 DA D(5

y las ecuaclones de Lagrange toman la forma

1 . . N :
g S(.. T DT} DIRWY . B & got- D). Mol o =

_ gco PAW.DA . T HI?

(]

integrando por partes en el segundo miembro:

: ) - \ ' k .
- ga\,mrm). Dd. T - _ 6, Dlrun . PRI ,,(\+ gmcomvm) Tt)-d
° ‘ s °

Si consideramos todas 1las «¢e C%mﬂ tales que o (L) =d(0) =0 .
se sigue que (i) ' '

(i) Ref. (1) pag. 249,
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-6 D) . DA F ) . T 4+ Soli- § PFun?) T -

V(6o DIFwy. Fw?)

podemos simplificar, si vemos que en el primer miembro
tonemos a la derivada ( respecto "al tiempo") de la den-
sidad de momento

Pl (oMol )y = DT, PTW) . Tiw?) oo (4)
b“v—__/

calow de cawvio de la dewsidad

de mowenbo vesgecie al diewpo,

al wSkante &,

En el segundo miembro aparece la derivada de la cantidad
0o VI - Tl . La razdn de cambio de la densidad de
momento a un instante es cero, solo_si 0O, DItun. p?

es constante &£ lo largo de la cuerda. Esta centidad va
ria 51 la densidad original 0o no es constante a lo 1ar
g0 de 1la cuerda, o si D(V (%)) no es constante a lo lar
go de ella, en cuyo caso la cuerda no esta recta, o bien
Bi la dlstrlbucion de velocidades de los puntos de la cu
erda en ése instante no es uniforme.

Reescribamos la ecuacidén anterior en una forma ligera-
mente distinta., Definamos la “"funcidn de onda"

T T
Y2 Cot¥)a pF o P

donde A es isomorfo a Ax[0,1] ; 1la primera componente
de a € A se asocia al tiempo y la segunda a la abscisa
de los puntos de la cuerda. Entonces la ecuacidén queda

DFow): DY) = Dl DD Y DY)

~ LI
donde 0= (T VY8 eR..
Esta es una ecuacidn diferencial parcial cuya solucidn
no intentaremos dar dada la dificultad técnica que presenta.

Nétese que la energia cinética es invariante ante.la
accion del grupo de difeomorfismos

£(t) =In+ T N terR.
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Esto representa una simetria del sistema ante traslacio
nes verticales de la cuerda, lo cual es obvio. Veamos
la versidn infinitesimal de esta simetria: EL campo en M
"inducido por el grupo de difeomorfismos if(t)s es:

X(R) = =&+1|v./2d

o en su representacidn local

-

xV(vy = T eV Yue V

el levantamiento de X a T(M) tiene la representacidn 1o

cal (i) 5
v

pe (X)) (v) =

v <

p,°oT(X) (v) =0 Vvev

e

Calculemos él paréntesis de Poisson del Hamiltoniano del
campo T(X), P, y del campo Lagrangiano para K, E, s

T(K)J Ypswe == MX) A, = §P,E ]

.. localmente,

TLXy) ¢ Xy
(2(x) 3 aB) = BLAT(O)™
. 1
T4 ] oo ) -
donde (V) = lg —_—
. BelV) = 2 L G Dlvea)'2

) i . t -
.t fﬂé(“) (W) = & X oo DLTIa) Dlual) Wiy T
. ' (ve Dz )2
S‘ To Wiz).Wi2)
o G Dl 2

\ .
ak EKWT(X) ") - é&«Wﬂr S‘ Fouia). 8

¢ o(x), (V)(l) = i o (v Dot )y prmae
o (x)M(v)(2) =0 ) :

. {P,EK‘S =

Iuego P es una constante de movimiento del sistenma.

(i) Véase 1la ref. (8) pag. J1a. Adn cuando el levantamien
%o de X se definid en T (M)", secc. 2.2 pag. 50,las propie
dades de T(X) son andlogas.
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Veamos el Hamiltoniano de T(X) segin la forma simpléctica
Wwr « Ia representaclon local de W es (véase apéndice

A6 W)
AB) ™ (v \(6“ '(\»H e‘“‘(v)' -

(muw‘) ((u)\w«xx)(Z(\x)+ (\mm)")z,z(v)(mz\ (zw)

»

- (kﬂuv)") M (zo (W) - (Ko 1(14\“)2 5 (0 (2@) (wn )

TILY)
Luego sustituyendo W por T(X) , 68to, .e8 poniendo en la
expres:.on anterior W(1) =1 , wW(2) = 0 tenemos

. ¢ .
L(Tlx) ..\ ‘J’k. )M-\(Y—) = (¥o W(m\");‘\ W W) - (knmf‘)ﬁ‘ WH{zwm{T)

(a1 K
v
pero (véase pag. ) ((KoT(Io\‘);_) € Hov«k\a"' “m\v.m) es

{
(Cesrear ) (Wi p) = S vl (e - V- ¢+ S.mwn- wa). (>
o . [

- (mm\“)ﬁ: ) (uo‘\kuf‘)?;z € Honly, Woulu) V-in o
(kT (0t = (Gt )0 (040) () = &6'(‘,\“\)‘(&) e
(\co'\ue\");?a\v“w(?\: \(“f’ﬂm");'z)‘(“)(elmmp ) = Socwu\\- e
pero _0'(10(‘*\‘-'- G e 22 e

(v Qw2

' | L
W) ww) 1) D) Vi -2 - D). NR) - L
\\Qm Mg, Yell2) = S go P} D) 3{1\ v g PICTEY )
. (v D)™ (1 D)2

o
\ \
g Do) Dlzwh-N® o202
) (s Dlawiz)>2 (s Dlutnt) 2
o

-—

Uty 1\1‘4\ . g%
Si Ty A by ha de ser exacia, existe - PR tal que
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\

). ) A
PI(V)(3(1)) = gm‘ 9- Dizui- yia) .
(\a '\)\vm\?r')a’—’"-
p’ : -262)
PI(V)(2(2)) = S _G_o__.._-ﬁ-l Luego
L A (14 Plutnyt)

§
P(V) = g Vi)
R (1+ D)2

BEntonces P es constante a 1o largo de las trayectorias
C ¢ctm? del sistema. Si hacemos Tz \G,e C

= CzDe = Ulglg el

o e g ML_ = constante V te I
o (\s@um)l)”l .
La cantidad 0o ¥ pucde interpretarse como la
~ densidad de - (14 Dlewny'2 - momento & lo largo de la

“cuerda, por lo que la integral de arriba representa el
momento total de la cuerda.

La forma simpléctica Wy es también una constante de

movimiento del sistenma. )

‘\m)(\’) ‘e \\6).\61(1)\ _ S\6“9\““\\.9(\’“\)0\]&)-Zt\) _ g G:_O__":_‘E—l__z__“_)__

o (v D2 22 Vi Dlvand) Y2

v \
Go D). Di2w)enig). wit} S Oo2(2)- Wl
. . - \, ——
(v D)2 A Dyt
\
i . G
Ts DWt) -V (2) %D\u\\\) 2w - Olzcw - “‘“Q &._.P’————;z{\n\z)zn) -
(n+ plum 2k 5(‘* 9\“\“\1) 242) \pl\)}
i1.0. ' X
o D). w1 -
w2y -D2 W _So _ _
g e 'D(cum‘)a""§ wrhmia ‘E * j U Do) %wzz‘ 22‘”|(3 - Cle.
© o

Por ejemplo, eligiendo wl, zl constantes, w_—z,_ = o
y la condicidén inicial QC (0) = cte: “ ¢V,
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\ v

9
‘.:> S o - . o = So— ol Y'Ol ey To
I, - 3 e\ s —0 . &
| Gadtewt) A (% e O °
= = et Vie T (cte- e )

Lo cual es consistente pues nos dice que si inicialmente
la cuerda estd horizontal, siempre estard horizontal y
moviéndose uniformenente en l1a dircceidn vertical.

Si por ejemplo 4 (5)(x) = sen 2T x ¥ xe(0,1]

' \
= g__“_—‘_’___.— d = S_EE__—-——-——-—.O,[ Nae ¥

\ : -
G Dlewny) (14 2n costam
b

=73 1+ D(c(t))2 =1+ 27 0052211 x
p(C(t)) = y2T cos 2T x

C(t) ={2 W ¢t cos 2N x + sen 2N x

. \[z
(211t2+1) (-—@-—{—— coB 2 X +
anit 4y 2tk

sen2 x)

= A(t) cos(2mx - $ (%))

\E?{ » 8end (t) = —

donde A(t) = \ZH{IH) ¢ , cos $(t) =
' ‘ Nkt 20ttt |
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Veamos ghora el efecto de un potencial sobre el sistema
en relacidn a su estado natural de movimiento. La forma
explicita del potenciael se basa en la siguiente hipdtesis:

HIPOTESIS 3.~ La energia potencial de 1la cuerda depende
de la longitud de la cuerda relativa a cierta posicidn
natural.

En la practica una posicidn natural es el reposo, por
ejemplo cuando la cuerda yace sobre el eje (1). Dado que
1a energia potencial solo depende de la longitud de la
cuerda y por tanto solo de 1lsa configuracidn, proponemos
una energia potencial en i, V ¢ ®™ y ademas

V=F°f;

donde FerR® , y T e &' es 1a funcidn de longitud:

ACS) =fz1 + D)™

-]

Si P es al menos de clase 02, podemos aproximar a v
‘por su desarrollo de Taylor alrededor de la posicidn
~horizontal 4,-0 , asi
[/ 4 .

V() = Vo) + Tl ) + 3 Tae) () ()

= F(0) + (Fol) () () + 5 (Fol) ** (a9 () (%)
} Desarrollando: '
(FeD) (o) = F (L)) L () = ((FiD)@ L°) (o)

(Fod) ") (x) = P (Ee)) B o) 0 T7 () + F (D)) @ B (o)

~ ! N
Notemos que L = S°1(°3‘D donde G = (1+12);

por tanto L(d) = 0 ° y del lema técnico:
1

i'(xg'a So De®D =0 ya que Dad, = 0
‘entonces podemos simplificar a
V) = V(o) + 2 F7(0) (1" () (=) (%) )
= V(o) + 3 DF(0) T () (%) ()

de nuevo del lema técnico y la regla de la cadena,
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v -
L (o) () (1) = g (D2G°Do(o ) Dk~ D ok

[+]

) \ \
S - __1.ea?
L LO (Do) 2 (4 (D )22

- g (d )2

o

¥y dado que V(O) es una constante, podemos considerar que
la energia potencial viene dada por

1 ' ‘
B ; 2 E 2
10 = £ 00?2 (E(. v e
e °
donde E z DF(0)  puede interpretarse como el mdédulo de Young,

Tl , )
El Lagrangiano L ¢ R tiene por representacion local a
1 §

2
LoTuﬁ-‘ (V)= % &(Y(V(H) -'V(:JZ - :’(E J Py
o o

~ Recuérdese que V(1) se msocia a la configuracidn y v (2)
a la velocidad(densidad de velocidad)—

Aqui, O (V(1)) depende de la nocidun de estado natural de

. movimiento. Primero supondremoa que ¢ no depende de la
“configuracidn, aunque varia a lo largo de la cuerda, de

tal suerte que GC(v(1)) = ¢, ¢ V N VvV € v*

' )
tt LeTrny (W)= ijo‘o Viy%- ;:Sywm)z
[-3

]

. Calculamos: .

)

\ \.OT(MY‘);W') @)y = S 6o V). o

-]

]
K\_oﬂl\n")"w)&vs = - € SX)Wm) Dv

" En las ecuaciones de Lagrange

DITWLY, 0 C) = Tllvlz o G

: ’ EE\S
-\)“Lo'ﬂh)")a 0T €Y = (LoTlLY )y o Ty C.
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necesitamos calcular la derivada del "“momento de la
cuexrda” (Lauuyﬁgowuw)oc; para cualquier instante t.

. t
Dot o T YW () = So-b P Yo o N a e VO

[

 Entonces, haciendo VTG ¢ v A la funcidén de posicidn
de la cuerda, obtenemos que

' . .
S()-o (DQ\"M{) A = - E S AT -Dd «es (1)

[ o
1 t
= € iomm.«x\ - g Dq(!‘(u).o(lj ¥ ae V.
[ -]

¥y al igual que antes podemos concluir que

& DW= £ D (T

Esta es 1a ecuacidn de onda en una notacidn ligeramente
distinta. Definamos 1la “funcidn de onda"

Y = QP°?.‘RE\“?£RL e WA

donde & < R?  es homeomorfo a A x[0,1] , la primera
componente de a ¢ A se asocia al tiempo, la segunda a
le abscisa de los puntos de la cuerda.

Entonces

2
DX(rl W = PR ¥e® 3 OMNww = DY)
¥ podemos reescribir la ecuacidn de onda c¢omo
' 2 CE D
-thf = ‘}: Va2 '9-)

en notacidn clésica: 'y E 2y
. 242 0 2%
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Si cambiamos el modelo de denslidad independiente de la
configuracidén al de densidad dependiente de 1a configu~
racidn tendriasmos el lagrangiano

1 [}
LoTC' tw) = 3 S 6 wtn) - Wiy ® — %-\ Plastw) V wev2

-3 13
Dejamos al lector verificar loa siguientes cdlculos:

1 ]
(L s 5 Ve toml ). w2 & | Dlem). D
3 4 i
b

3
)

(Lo“{h\");(\n) (V) = S G{wm) .v .
[+

A
[Pl e T wlw) = g[G'(mw,vC)(&))}(DKT\M.oC)({I)-(T\Inlloé)u)-o{

o 1

Yy SG(('r'm),oC)w'). DUt e QM) - &

°

o sustituyendo ' = T(1),0 G

t
S §6'lt‘un(m'w) LMWy 4 e(rey -UD"I‘)m& 4 =
9 .
\A 2 [y
[ s W ¢ [orwr-pa e (2)

1]

Nt~

©

CompArense en las ecuaciones (1) y (2) los términos adi-
cionales que aparecen

1 1 , 2
X e (prw) - (DMHW. o y 3 S () L) (P

[}

El primero involucra a 6 '(PW(drw:-DEsMY} la rapidez con
que cambia la densidad de la cuerda y

\
g o'(ran (ohw) - &
. ) . [
puede considerarse como el promedio, a lo largo de la cu
er&a, de la rapidez con que cambia la densidad de ésta al
instante 4, relativo (0 promediado) a la funcidn o .
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El segundo término es mds dififcil de interpretar pero
puede pensarse asi; Dada la configuracidén Ti(v) &l ins-
tante t, %GTvuﬂADﬂuﬁ 28 la densidad de energia cinética
de la cuerda. Si esta sufre un pequeiio desplazamiento
(una variacidn infinitesimal dirian.los fisicos), 1la
energia aumenta (o dicminuye) debido tan solo a ese des-
plazamiento en la cantidad S‘W'Uﬂﬂ)hﬂ P2

[+ ]
~ En la aproximacidn que hemos manejado, 0 +tiene la

expreaion Tl = 0 (V-4 (Pw?)
"t o («)(¢) = - 6,-Da-Dg
Entonces en el segundo miembro de la iguamldad (2) tenemos

' \
‘-i ﬂ-c; DF@) - Da-PPIW? 4§ Svmm -Dn{] =
]

»

pAY IS

\
1 2
_ [.; 6o DMy . MW | - 3 S'D(Goi)(:‘mr.\omw ) ot &

-] . D-L
E.A 'DU‘H))\ -t &o (T‘L-u)-o(-l ,
.3

¥ podemos concluir entonces que

' (r) (EMW O 4 6 lrw). 'YW =

% Dlos MW (oMl ) + B D (rw)

o bien, si reconocemos en el miembro izquierdo a la deri
vada en t de 1a densidad de momento:

Dlteer) TY (&) = 7 Dloe Dirw). Pw?) + B D'ltw)
o en la notacidén de la funcidn de onda,
Podriamos enfocar el problema deade otro punto de vista

dada la dificultad que presenta resolver la ecuacidn ‘
. diferencial parcial que hemos obtenid0. Por ejemplo, - -
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el Lagrangiano
v ]
2 2
Loy (ad= is GlAm) - Ay !:i‘ Smaw\

° o

0o
con el modelo de densidad G(Am) = ——-—~j§‘sigue siendo
inveriante ante traslaciones e+ Diae) (otro modo de
decir lo mismo es gque el potencial no rompid la simetria
de traslacidn del cistema). Ademds por tratarse de un s8ig
tema mecanico simple ww= Wy , luego tenemos un par de
constantes de movimiento: El momento total de la cuerda
¥ la forma simpléctica W, ; en particular, la solucidn
geodésica que obtuvimos anteriormente para el sistema 1i
bre sigue siendo una solucidn del sistema sujeto al poten
cial propuesto.
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3.4. CADENA INFINITA DE OSCILADORES,

En este ejemplo estudiamos una serie "infinita" de parti-
culas sujetas a interactuar entre ellas mediante resortes.
Primeramente veremos cémo la definicidn de la energia cing
tica para el sistema infinito de particulas - que se basa
obviamente en la definicién para un finito de particulas -
determina el estado natural de movimiento del sistema. En
este punto nos enfrentaremos a lo "infinito" del sistema,
y cudles son los pardmetros suficientes para definir 1la
conflguraclon del sistema. En la fig. 1 se muestra la dig
posicidn de nuestro sistema a estudiar

NN RN NN NN

x' Xz X3 x(‘ > o o S
Fig. 1. Descripcién del siatema.

Se tiene un gran nimero de particulas de tal suerte que
el modelo nos permite hacer la suposicidén de que tenemos
un numerable de particulas, Estas se numeran a partir de
una que marca el extremo de la cadena. Las particulas
cuelgan de hilos inextensibles de longitud 1, las posi-
ciones de equilibrio son X Xy etc. y sus masas My, M,r...
Las distancias x, .~ X. no tienen por qué ser
iguales en prin—1+1 1 cipio aunque més adelante haremos
algunas suposiciones adicionales.

Comenzaremos por motivar las definicidn del espacio de
configuracidén del sistemas

Si V¥; es el desplazamiento de la i-ésima particula
respecto a su posicidn de eguilibrio, serd suficiente co-
nocer todos los desplazamientos ¥, Wi, ¥ ,..- » para cong
cer la posicidn de cada particula y por tanto la "confi-
guracidn" del sistema. Si evitamos la descripcidn de los
chogues de¢ las particulas, debemos exigir que

Xi+ ¥ < Xipt ¥y - Viewn.
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Las condiciones anteriores no son sin embargo suficientes
va que los desplazamientos Wi deben ser en cierto sen-
tido "pequeiios". Qué tan pequeflos, puede argumentarse como
sigue: Si Vc RN es el espacio de modelacidn del espacio
de configuracidn MM, entonces T(l4) es localmente difcomorfo
a N?2% . Entonces 8i u ¢V?% es la representacidn ante una
carta, de almin elemento de T(i), u(l) se agocia a la con
figuracidn y u(2) a la"velocidad" del sistema. Esta pareja
u € v* , puede considerarse como una condicidén inicial con
u(1)(i) 1la posicidn inicial de la i-ésima particula y
u(2)(i) su velocidad inicial., En 1la mayor parte de les
casos précticos, cuando fijamoe una condicidn inicial,

solo un finito de estos numeros son distintos de cero y la
energia cinética del sistema al instante inicial debe ger

3 om; uam?®
iel
donde I ¢ N indica a las particulas con velocidad no nula,
I siendo finito. .
La eleccidn de las particulas a las que se les imparte una
velocidad inicial no nula es en principio arbitraria en
tanto que hemos podido formular el modelo de una infinidad
de particulas; luego para una condicidn inicial drda u e V2
I ciN es en principio arbitrario con lo que 7 & W waty*
debe tener sentido. Esto puede lograrse si solo conside-
ramos las condiciones iniciales para las cuales E?‘h.uuun
converge. Por ejemplo podriamos suponer que, Slumun con-
verge y gue los valores de las masas estan acotados, diga
mos m,c M ¥View . Con esta hinétesis acerca de las masas
podre%qs simplificar nuestro tratamiento.

Resumiendo: Vemos que el espacio de configuracién viene
dado por

Mzi¥er™ | Z.Wm converge y  Xit Vi< Xipd Vi View}

E

al que podriamos modelar sobre (i)
o

V= %\l 3 (Rm ] :Z.V“‘z Lovwe.r%el

Bajo la hipdtesis razonable de que para que I sea una va-
riedad, debe ser un abierto de V, nos preguntamos qué con
diciones son suficientes., Que M sea abierto no siempre se da
ya gque podria tenerse el caso que se muestra en la fig, 2

’ =
(L) V es un espacio de Hilbert, donde <v,wyz ) viwiy €8 el
producto escalar. iz
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o oy oy Iy
< > et~ ...
t 'y I I r n N
) 1 ] L) T T 7
i X2 Xy Ky Hae S

Fig., 2. Caso en que X no es abierto.
Aqui Xy Xy 0 cuadréticamente, i.e.v(xi+1-xi)%———> o
¥y rev satisface la condicidn 1=
xi+1+61nn7 xi.*r(n « Puede denostrarse que siegpre es

posible definir una sucesidn

tan cercana a (- como se quiera pero con x,+ YWz x. _+¥hw
para al menos un i € W . Esto mostraria qué WM i+l
no es un abierto.
La situacidn de nuestro interés se tiene cuando x
es constante, en cuyo caso M resulta ser un abier%g
de V.,

l—xi = d

Como lo8 valores de las masas son acotadas, vamos a defi-
nir un nuevo producto escalar en V - luego un nuevo espacio
de Hilbert - haciendo .
v wy = 2 MivGywi ¥VvwweV

fos
al gque seguiremos denotando por V. il es entonces una va-
riedad C™ modelada sobre V, con 1as correspondientes
cartas dnicas en 1 y T(1), i 0 T(iM).

. )

En este caso es equivalente trabajar en T(M) o T(Mf va
que V es reflexivo y por comodided lo haremos en el haz
tangente.

La funcidn energia cinética en T (i) asociada al producto
escalar en V, tiene por reoresentacidn local

ob
KeTiw (w = f<u,ua) = Zm{ uam®
2 a =y
Ya que u(2) se asocia a la velocidad del sistema, u(2)(i)
se asocia a la velocidad de la i-ésima particula, asi
gue podriamos decir que T(il) son las configuraciones y
velocidades de energia cindética finita.
El estado natural de movimiento viene descrito por 1las
geodésicas asociadas & la métrica, y dado que KoT(im)“

no depende de la configuracidén, pues (K°T(im )i =0 ",
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las trayectoriss del sistema WYe ME E ¢R , son de la
forma

Pty = v Exw com ywe Y Nxe E.

o bien en términos de la funcidn de posicidn de la i-E&sima
particula,

V= N e Wil ¥ 1e ©

lo cual significa que ésta se mueve con velocidad constante
v(i) a partir de un desplazamiento w(i) xrespecto de su po
sicidén de equilibrio x, .

Topoldégicamente hablando, M es una variedad conexa ya que
dados O y ¥ &€ M podemos unir continuamente a ¢ con Y
mediante la homotopia

Uy = T 4 LY
(en realidad M es un subconjunto corvexo de V)
Las geodésicas tienden a salirse de la variedad como es

natural, pues en asusencia de interaccidén las particulas
tienden a chocar, Véase la fig. 3.

——> -3 <
o o ©
t ] ] {
I T i ¥
—p —
o [+ [o]
L I 1 1
l l ¥ 1
PR \\ll,
| o) —}co S

M

Fige 3. Compoxrtemiento cualitativo de las
geodésicas en M.

Nétese también gue la condicidn de que VY e V , se satig
face en todo instante t ¢ E. Esto significa que si inicial
mente las particulas tienen condiciones iniciales peque-
fias,, entonces en todo momento son pequefias. En particular,
como las velocidades de 1las oarticulas deben decrecer cuas
drdticamente a lo largo de la cadena, necesariamente se
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producen choques a menos de que iniclalmente todas las ve
locidades sean nulas.

Consideremos mhora al sistema en interaccidn. Si supo-
nemos que los hilos que sujetan a las particulas son su—
ficientemente largos y los resortes que unen a las par-
ticulas son linemles (resortes blandos), proponemos un

potencial simple v —Vo? e v con

& suy?
JoWin () = J. )__K (cmo—o'm) + M ’

iz

siempre y cuando la expresidn tenga sentido.

La constante del resorte que une g la particula i e i+l
es k, , g es la aceleracidn de la gravedad y 1 1la lon-
gitua de los hilos. En la sumatoria aparecen términos

de la forma ‘K\(ﬂm\—o'(l\)a T U - 6 no es otra cosa que
el alargamlento del i-ésimo resorte y ‘k;Uﬂh“~Guna es
su energia potencial. Véase fig. 4.,

GG) Gl

(———)‘ ——

=m0 AAABAANNAANNANAANAASAANDAAA - o

1
¥ 0

Xi Kirg
Pig. 4. Interacciones sobre el
sistena.

El otro %érmino m,(g/l) s?® se refiere a la energia
potencial en relac idén a la poslcién de equilibrio, debido
a la accion restauradora del péndulo. En la fig. 5 se ilus
tra cdmo se deduce este término.

m; T = my $en8 €058
= !"Li Jsenn cos@

ng
=_‘1\lu-‘mseﬁ:. —-—T'

1 Mo senD (o5 0

b "/‘..'.-F.‘ w‘g Stv\ e

Fig- 5 . (4 Vw\g
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Vamos a reescribir el potencial de una, manera mds conve-
niente. Definamos & Wiz YNy 3=~ . Estas son
las frecuencias propias de los resortea y de cada uno de

los péndulos. Entonces -

oo
2 W e
1 YWl (Otaw-cw) 1 3 Y miwd 2

Voliyy' (0) =

i=e
En general, dada una sucesidén de nlmeros reales s € RN
acotads y para ¢ € V podemos definir el producto
w.v ¢ RY  como OosV i) = Ww-viy Nie
Como s es acotada,
Wil = T wwat vt ¢ kY omivet = k Wy

_entonces si w es fija, w-lyjy W.lyWw=w.v €  Hom(V,V)
y es diferenciable. También podemos definir el desplaza-
miento unitario a la derecha U € Hom(V,V},; VUlr)z ¢etialy)
o sea U(o)(i) = ¢ (i+l) ¥ & €wmw ., Con esto, el potencial
puede reescribirse como ia composicidn de funciones dife-
renciables '

Yottinl = BEET LR LCTE ECCA SETY LN W

donde (v es la sucesidn W (i) = w ., ¥y w, (1) = W

. s 0
El Lagrengiano puede escribirse entonces como

. - 3 3 7. O
LoTtin' = 5000 8 40 12 (. 1o lU-100 P - 21 e e Y € R

0 gea
LoT(iM}._‘('u) = '12‘<u(2),u(2)) - %@u. (U(u(l))—u(l)),Ou-(U(u(l)-u(l))>
- 24wy u2), wer u(1)y
Por tanto
(LoTUmi )z (e) = <u, &)

. - o LN, Wy Utl
(ot (o1 = = <03+ (T at) - wti) 5 G -LU ) -w0)y osa- 00, g Uy
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Nétese que »
(L-mm-\);(mm D QU ey = 2 M WG G

HEX

es precisamente el mouento total del sistema promediado con
la sucesion ¢ . Por ejemplo, tomando a G' como

. 0 i
g'Gy = { "*',
L=
! P,
(Lot g\ ) = miu(z)(i) = momento de la i-ésima particula.
En cuanto a (1_‘,-““,,\-‘]'5_

2 R .
(etting™Vy (0L g = — 2 v O (40 - UI0) (6 - sth) - 21 Wo W T

Es la fuerza total sobre el sistema promediada con ¢ .
De nuevo, tomando a 0' vemos que

2 . .
(rownr)} o) = i of (et - wm) - 0 0, (W0 - U E-0)

— M L w6y

es la fuerza neta sobre la i-ésima particula.
Considexrando una curva integral C €1n) E , tenemos

D( (Loty! )’ o) e C) = (Lo’l\(u\‘\)’ o Tin)e &
F L

D(TWinlyo €)= Tuhize C

con Dlemud¥2olme0) (0(g) = < D(Wmlet) 8, 6

y haciendo ¥z Minl,o€ ¢ % 1la funcidn de posicidn del
sistema, tenemos que

DY W,TY = - - {Uiap- ), wlule) - 0)) - {wee Wiy, wo* 07

o bien desarrollando _,
f'mi Py e = — L Miwr (Pm- Yw)loun- o)
' -

r=1 = » s
_ 5 m el R om Vooe
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’ : z E .
donde hemos hecho Yz Wai € R s.la funcidn de po-—
picidn de la i-ésima particula. Tomando 0' para
i = 1,2, etc., llegamos al sistema de ecuaciones

0, ‘D"‘[& = N(W?Kw;lth) - W\‘(‘U} q}l

my D'y = M2 6 (W-Wy) - my T (Y- W)~ Moo Wy
: X ) I
My DYa = Mn W (Was- )= am Waee \Py=Ya) - Ml Y
Simplificandos
m, DY = W\\U‘Ou*("\)wl P TR
w, VY, = m? Y - (e Malwtui)) Vo 4 Mzw;_ Py,
'Mn b“wv\ -

mn-lw::l Yot = (mv\-lwl}-l 1 a4 B31) Wn 4 M ("} Was

Hemos llegado asi a un sistema infinito de ecuaciones di-
ferenciales acopladas cuya solucidn no es ficil. Intenta—~
remos dar &l menos una descripeidn curlitativa de las so-

Juciones del sistema en visita de las dificulatades técnicas
para determinar la solucidn general.

Paxa simplificar, supongamos que todas las masas tienen

un mismo valor al igual que las constantes de los resortes,
en cuyo caso el sistema se reduce a

Y = - (wlrwdy x W W

D Y, = Wt Y - (Wt 2w Wy + WY,

D, = W Yo = (w6 +2W2) By, & W Yy

Obviamente Wn=0 ¥weW eg una solucidn trivial en la que

todas las particulas estdn en reposo. Analicemos una Bo-
. ” »
lucion “formal" no trivial:

’l'omemos V1 Wq- 1{/"---- = 0

entonces Y, v, ¥s -- , satisfacen

DY = - (w5 W=- W3 Dy = - (wdiwtUYs Yy=-UWso---
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En estas condiciones, las particulas pares no se mueven v
las impares admiten las soluciones

N My
Yo = A 05 bH ) + By sen Ll it)

'w5 T - 'W| ) " My
Wty = Ps o5 ((wdawtdt) « Bs sen {(wdawtit)
Yiz - Ws ete.

\

Las partfculas 1 y 3 oscilan con una frecuencia (WwetW®) &
desfasadas 180° mientras que la particula intermedia per—
manece en reposo. El siguiente bloqug formado por las
particulas 5,6 y 7 se mueven en forma parccida aungue la
frecuencia de la oscilacidn es mayor: (wdiawt)hl

La solucidén que hemos encontrado no es una solucidn fisi
camente aceptable; ni siquiera en el sentido formal estricto
ya que Yalo?z L Aa?\'n no x}ecesariamente converge,
Debido = t=¢ wzo - a esto, solo las soluciones con
las condiclones inicimles §hamninewy  que satisfagan

2 A:&u 40 gon aceptables. En particular Azu,—s cOn n-soo
¥ por tanto las amplitudes de las oscilaciones deben tender
a cero a lo largo de la cadena. En la fig. 6 se muestra la
golucién particular. :

LA LS S S L s L L s LS

13 6. Solv e Mo
vl de\ dysiewn.




~-148~

Veamos si es posible la existencia de un "modo normal" de
vibracidén en el que todas las particulas excepto la primera
(dada su asimetria) oscilan con frecuencia 0.

Pongamos '%\H) - Awn e‘ Lt Y /A (i)

v
llegamos entonces sl sistema de ecuaciones algebraicas

A = @t Aan - (0Z42W8) Aw 4 Wt Aang

Si no se tiene ningin nodo, es decir si A, # 0 se sigue que

at = w2ty 4 e A
Awn w

- (,.,?—(.A_‘L‘i‘_4_k.'_‘.’_§.)__ (L4 att) N wn d
- Awn An

Esto sugiere que las amplitudes y fases consecutivas deben
mentenexr una relacidn especifica. Pongamos

iy iRd -
_A___M.l = e(? ' - e?"\‘ e‘ V V\7/‘.'l Y h - hﬁ_
hw

La expresidén para ¥ quede

. 2 ~-pd  ~i1R4
O s wia 2wto wit{ef. e™ )

e .e
4 2! - 2wt (CoswPd . CosRE+ SenWPd senRd)

o bien
wdt Al

2wt

~ cosWPd.CosRd & | SenhPd . Sen Rd

en el miembro izquierdo tenemos un nimero real por lo que

Senwtd . SenfRd = 0

lo cual es cierto siempre que pd = 0 6 Rd = 0, W , ...
Ahora bien, pd = O es imposible ya que entonces

An = Al afd ;,»._'\9-6)\“") = Awnz A el(n-t)ﬂ&

¥ las amplitudes no decrecerian en magnitud como debe ser
ya que 2 W< -~ liéds adn , ya cou Rd = 0, W ,...
la -condieidn asintdtica para las soluciones

exige gque p< 0 , luego

(i) Se sobreentiende que las soluciones reales se obtienen
tomando combinaciones apropiadas de las soluiones complejas.
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WM\(’()
Wasalp pd - Wa ) = o< 4/
e .? ¢ | ql)nﬂl) W 141

Tt
weaaw'. & . ospy
2wt

Con ésto tenemos gue

O

0,2 , 4T ,...
We3W 5T jese

segin sea Rd
R4

fl

Despejando a .t :

e+ ‘w‘cosb\“.’f— Rdz o, am,40,...

a2 -
T pd Rd= ®,31,S50,...
(091* “Iwz Se'\h ? !

Esta es la llamada relaclidn de dispersidn,
las soluciones para las particulas 2-en ndelante vienon °

dadas por «
: 2pd -Ju 3;4 1
= A ey hef ™M,y A L &, B he e .

: . 24 39 -
war= A e, Y ke e, vgns M e M, g - pé% iRt

dependiendo de 8i Rd = 0,2V ,.., o Rd =W ,>T ,...

pero si RA =T ,3V ,,.., la condicidn o Yaul se
viola, luego R = 0; AW ,... Wal#)
Pn el Gnico caso, podemos expresar las soluciones como
: -2 Pd
Yhid = e {A costte B sen2t) wnw2; AB nslawles.

para n = 2 , tenemos
Pallz M osb 4+ 8 sanwslk

Ta ecuacidn diferencial para la particula 1 es entonces
D' + (Wt w?) ¥, = W (Acost + B Sensit)
la ecuacidn de un oscilador armdnico forzado a una frecuencia

L. , ¥y la solucidn general es
(N cos.t & BsenSt)

i
\!
S = Ay oo ((s col)‘“c) + B sen{(w ) 1e) + ot
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Resumiendo; una solucidén (particular) del sistema viene da
da por . W
Y = h Cos ottt B, senlludtw i) + mt\b» Co> S + Boemstt)

h Gt + B sensk

1

Y20

Py (M oot 4 8 send) 5 ede.

en la que disponemos de 4 constantes hioBas Ay B

¥y ademds la relacidén entre las fases de las particulas
consecutivas, de la 2 en adelante, determina 1’ relacidn
de dispersidén. Por ejemplo, si inicimlmente preparamos
al sistema de modo que las partficulas 2,3,4,5,... estén
degplazadas todas @ la izquierda, en reposo y con 1las
amplitudes consecutivas satisfaciendo WY tob . P4 w72
1a relacidn de dispersidn es Yol !

L% = g4 Qb sk E:lé'

¥ las soluciones guedan
Q\ cos SUt

4
Y = Mcos (wa W) gl .-

T wD)ed

b A e Cod>Sut N w2

En la fig. 7 se muestra la relacién de dispersidén y la for
ma de las soluciones para el Unico caso.

Fre(uencia

¥
\ C de ostilatiav
-+ B >

W+t
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La particula 1 describe un movimiento peculiar. Por ejem—
plo, la amplitud del segundo término de la solucidén para
no puede ser arbitrariamente grande variando L (i.e,
variando la relacidén Ww!/y,e0 ) ya que \ W \ Loz

. ’ PO Tl ol 3(10
en cambio podriamos reescribir la TTRCTRLIN |
solucidn como

P = A Cos ((uiaulit)x Aal®) oo 8% tomunds BiZo= B

(donde haldl) = (»_%%_JL‘) , Tomands Aiz hf)e T,
b -

Y= (c°5(_(w§4mz)“§{)+ Cos k) = 2¢ Coo (-“(«o,,m‘ I .r{m Cos(‘l“bl.)b‘)“‘ .!i}‘l:)

Como 1las frecuencizas en cada uno de los factores es com-
parable, el movimiento consiste en una oscilacidn de fré-
cuencia "ripida" ;{[(w;m‘)"‘ 2]  modulada con una amplitud
"lenta" de frecuencia j [(wohwte4 .Q'] . Detrds del movimiento
~aparentemente cadtico de la particula hay un cierto orden...

Yt

NN
e AV atad

Pig. 8. Movimiento de la particula 1.
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APENDICE A.1

_A.1.1 TEOREMA.~ Sea fe W (s la funcidn de evolucidn
de un sistema tew mecdnico. Para que el
sistema sca revermsible es necesario y suficiente

que exista una funcidn VY ¢ ((55)3)9‘ con las siguientes

_propiedadeys

1) YA-I\({ = 15
2) Wiy o Wity = Y Vb, 4y e

3) Yweip o= Pw ¥t &R

Demostracidén .- Las propiedades (1) a (3) obviamente im
plican la reversibilidad del sistema, Por el contrario,’
supongamos que el sistema es reversible; luego Ylnit)
es biyectiva ¥ reR y V¥V ¢ ¢Clv,«) . Definamos a

Y= \miu, Protty) [ te r_v..a)g ) i{w\, Pty Y I m e o, ()}) Ire m}

es decir, . ¢ (r)(t) 8l r <« %
¥ (2)(t) = -1
P () (x) si tg r
¥ © eR. R ‘
Entonces es clarc que Ye ((s5)R)

Las propiedades (1) y (3) son inmediatas; asi pues, pase
mos a demostrar la propiedad (2).

Sean to.' 1:1, t2 y ¥ consideremos los8 casos:
1) % = 5 ¢t iv) %, ¢ b, 5 &

i) 8, e85 | v) b e b=t

H) Toe Tptty vi) 5,5 6 = b .
caso (i):

B () (6,7 Y (5 ) (5,)

9 (6)(5,)0Y (£5)(5.)
P (5 (8,) =05 )(5,).
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Caso (ii)s
-t -
V(W (B ) (6;) = @ (2,0 ()09 () (¢ ) ‘
CICRICRN X CRITN)
-y
§ (80 (507 =Wk ) (x,).

‘Caso (1ii):
'Q(to)(tl)
Yy (to)(tz)

i

TR -1
Qe )5 W e (8y) = @ (£ )67
PlEI(,)s @ (s )08)) = @ (5,)(8,)0 § (t,)(t,)

> l?(ta)(tlslolp(to)(tl) = 9(t ) (t,)

5 VD) WU (L)) = "l’.(to)(tz).

Caso (iv): .

V(e )(8) = @ (6 () 5 Bls ) (8)) = B (5)(5,) ;

Vs )(,) = 9 (,)(8 5‘; (P(t )(t) =¥ (t ) (5)e Pty )(t )
S ) = € (s, w (4,) (6 )" -

o Lf’(t)(t)‘(’(t)(t)—‘(’(1:)(1:)

= W (8,00 R (5 ) (6)) = W (5.)(8,).

Caso (v):
Y5 (8) = Pl 5 P (5D (5) = @) (8, 5
P (8,) = @ (e () (P(t 1(8,) = @ (5 ) (5,000 (£)(t )

o @ (6)(e00 @ (£)(s)
5 RV () ()

bt )(t )
V£ ) (4,) .

]

&
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Caso (vi):
P (5 ))(%) = t?~(t°)(tl)_\; Y (8)(%,) = q?(tg)(tl)_‘;
Y (8,) = $6,) (5 5
P (t,) (% ) =P (s )(t) ¢ (t,)(t)
Q (5,)(8, 3 Qs (8, 7o t?(t ) (5, )
W(ta)ctlilw(to)(tl) Q)"
> v (60060 R (s )8)) =Y G (5 B

i
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APENDICE A.2

f <
si wel Cz(TQM) es un campo tensorial de orden dos en N,

se iem inducen funciones
'1“ = W @( é‘(z) A '@‘:’J € ;‘}‘HKDM‘T-I(M), \"rom(Tq(M),\a))

T, = ©O(6" 1+ OF ) e IMHMKNM},Homk'mm,m)

t2) Yol
con B =403, 0" ) e M

Cuando %i(q) y Y;(q) son inyectivas V¥V qe ™M , decimos
que (3 &3 débilmente no degenerada y de ser biyectivas
~ en cuyo caso diremos que W es fuertemente no dege-
nerada - podemos considerar a

wia Ty e T Llidewm(Timy, R), Te(mr)
qeen

mva T4 € q-“_ L{ Row (Ty () 1R), Taimy)
(3.1

donde twy = %[‘4 VHOET) T ¢ MowlTyam, Wowm (Ta(my,m)) vnueriible }) 19¢m4 &

La cuestidn es determinar bajo qué condiciones las fun-
clones inducidas en lo3 haces sobre N, .

L; 2 Met)a Trpg & Tty

L3

resultan ser diferenciables.
La respuesta viene dada por el teorema A.2.4 , ¥y para

su demostraciodn requerimos de algunas definiciones pre-
liminares.

o
Consideremos la variedad diferenciable (14, @ :N,\)) )

con n 7 O. Definimos las representaciones locales de L
e wa?X como (i)

Tm)

Temy * Lo
((\\vqT;)eK)~I“N¢ e TL(™M) ¥ je2

[t

niigaw)
~ i) = ((T © (wva 'F_v“\)) @(wva "E‘:?m)) o xuY" ¢ “ow\\v,\-\om(\!,m\)
' T (§6))
. = T -
(wat f‘m = K *:3‘“& qwaT))@( I . @ « ) \o?u) g Lidewm var), W)

- e e e - JR—

(1) Suponemos que T se refiere a alguna de las dos fun-—
ciones Y, o ¥, . En caso de que w 8ea simétricot:Y; ;
en caso de ser antisimétrico,T,=-YX2 . S
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Ain cuando tiene sentido analisar la diferenciabilidad

de la representacidén local de L , no sucede as{ con
la representacién local de v a L debido a que su contra
dominio no es un espacio normado, Sin embargo, si V es
un espacio de Banach, T (M) es un espacio de Banach, de
lo cuael se sigue que

Si T (q) ¢ Howm (Tyim, vowi™M,@))  es biyectiva
entonces (1. ) T (q)_l e Mowm{HowiTalh ) Tqmy) ¥ q¢H,

es decir wa Yl ¢ q‘g‘ Howm (How (Tqim), @), Taupd)
M

o rarlge)
1qeg0 k\vw Q’Y)' c Howr ( \-\o\“\“,\ﬂ-\.V )

" Ie trascendencia de estas definiciones “ad-~hoe¢"™, radice
en gue medianto ellas podemos escribir las representa-
ciones locales de £ y L' en el sentido usual de

variedades(ii-
. ~ ( ) wi T - “ - LT alCrimm
Tray o foTrn™ = 0. BT 4 ‘” o ((X . ¢ ba?r?) e (¥
. L}

R Th - v PFrant g
TE@o Hotra = 0V 0 PYY 4 By o (e t) ?‘“3 %) e (R

Bn efecto, mostremos la anterior,

' A L uve R
frne L oTEM™ = 6 \"'“ +  BO1 e (Tyuy © \(mu'-:_:_““)o‘n))) o Loovra™!
‘ | we K\VT: o

= oM, ?\ 4 r o LoTred ollwa's oEU o 7 ))
desarrollando : £ oTen™ = ((Tot)aTym) o Tem™

Z {Toervw™, ?:'i-) al(lima™® ?u\) u?(lf‘._\’.ﬁ)* ?:l)

= ((T o v u‘-‘-"‘:“))o withe ?f‘;) A
(i) Se sigue del teorema del nmapeo abierto, véase ref,.(i8) Pe
‘ / 48 - 49,
(41) Como v f-¢ y ¢ £'= X Ybasta analizar las represen

taciones lgoales de £ y Z~' en términos de las cartas
TF(:L) y TR(1) ¥ ie IF
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Ain cuando tiene sentido analizar la diferenciabilidad

de la representacidén local de L » no sucede asi con
la representacidén local de v a T debido a que su contra
dominio no es un espacio normado. Sin embargo, si V es
un espacio de Banach, T (1) es un espacio de Banach, de
lo cuel se sigue que

Si L (g) & How (Te(M), Hom(Tglm 1)) es biyectiva
entonces (1. ) T (q)_l € Wow(HewmiTgi)R), Tqiml) ¥ qeM,

es decir wad ¢ q:FMHm(Hka,m\,m,T“M\) s

F0) Far{gei)
Lluego EwaX) ¢ Womlnewtvad,v)

La trascendencia de estas definiciones "ad-hoc", radics
en que mediante ellas podemos escribir las representa-
ciones locales de ,f y L‘ en el sentido usual de

p o"
variedades(ii ) (T CTgom

-~ ‘NJ ol ‘!Vf 41 'y § o
Frr o forsn™ o 0. B 4 Bt k( e a ?{7‘3 e '&gt)
HratEgun

S 1T
T o Lotrw' o 0V 0 P 4 e,. Fo ([t Y .9“‘; P"" ) « (U3

En efecto, mostremos la anterior,
RO L kA G Tve (T -t

. %"(H IS i. oTFUY' - G, o ¥, LI e;:i N (‘_r_.““\. G“\'\"‘-‘E ),“))), L o TEL
Wi L a
= 9"" ?‘ + ertol Lowrd olumwa T M orw o ® )
desarrollando: LooTey™ = ((Tot)a Tyu ) o Tiw™

= (e o BT ) a ((iwaE ™) o vt 9T YA YY)

H ((T [5) \\WA‘EF“‘)) o Ri\-‘o ?|V1)l- ?‘:.”‘
(i) Se sigue del teorema del mapeo abierto, véase ref.(i8) Pe
(i1) Como w+ L .¢ y ¢ £'= T Dbasta analizar las represen
taclones locales de L y {~' en términos de las cartas

'L‘F(i) y TF(i) ¥ ieI.
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Si E y P son espacios de Banach, sabemos que (i)

GL(E,F) = {fe Homigm) | 4 werkible ]
es un abierto en la topologia usual de Hom(E,F). Mis ain,
NV s JU87) [fe .c,\.(a,:)k P

es un difeomorfismo de clase C*,

Del teorema del mapeo abierto, si £ ¢ GL(E,F) entonces
£~ ¢ GL(F,E). Claramente INV es inyectiva, ¥y la supra-
yectividad se sigue de que INV(f™) = £ con f e GL(F,E).
La diferenciabilidad de INV puede verse en la referencia

(1) pag. 27.

Con estos antecedentes podemos proceder a la demostracidn
de los siguientes resultados.

e sl e e
2,1. LEMA.- Sea ,H = Ity @4 67 + 8)7) € Monly, wewtnd)

entonces H ¢ Rom{L5W0), Homly, owtvil) ) . En par-
‘ticular Hes C° ,

em. Claramente H & Wow{L3'W), HowlV, Uowiy, 1)) . E1 que

—————

H sea continua se sigue de la observacidn

P HE (DM e xRl Vvl iway,
para alguna kK ¢ R' |, Y, ¢ S, ¥ e e

A.2.2 LENA.- Sea (I, a‘{‘L «w ) una veriedad diferenciable
conn % 0, ¢ x\- % (Tq1) un campo tensoriel.
Entonces

i Feh) Lnd
Y s we w Viclg, oo Fe Uiy

=

€Mae

fu) g

= (S 8(E™M )0 (wnE™)@ (wnT™ )] o sure
= (. @ @(@‘“@(\\NA":“‘ ) “')@ (\vw: o )) o Fely™"

(6 0 (@ e T ™) 4 BF OlmaT ™)) eve™

R

(i) Véese ref. (1) pag. 26
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Si E y F son espacios de Banach, sabemos que (i)

GL(E,F) = i{e HownlE, ) | M\,er.\‘ue}
es un abierto en la topologia usual de Hom(E,F). Mie ain,
v s U07) [fe -GL(&,:\& e i e UER

es un difeomorfismo de clase C%,

Del teorema del mapeo abierto, si f ¢ GL(E,F) entonces
£ ¢ GL(F,E). Claramente INV es inyectiva, y la supra-
yectividad se sigue de que INV(f™') = £ con f € GL(F,E).
La diferenciabilidad de INV puede verse en la referencia

(1) pag. 27.

Con estos antecedentes podemos proceder a la demostracidn
de los siguientes resultados.

= = T =T \':.‘(“)
Ae2,1, LEMA.~ Sea H = L @0 + 077) & Moty vomtvd)
entonces H ¢ HomlU5W), Homly, yowmtui@l} ) . En par-

‘ticular Hes C° .

Dem. Claramente H & wWow LU0, Yomly, omly, R1Y) . El gque

H sea continua se sigue de la observacidn
PHEO (DWWl x lalw, Vvl vwi,
pera alguna K ¢ ®' |, Yo.e \S, Yywe V

A.2,2 LEMA.~ Sea (1, d(?:.,.,, ) una variedad diferenciable

con n 7, 0y (v ¢ W (1) un campo tensorial.

3eH
Entonces
FLid ¥ (w)
X = We (s ¥icIp, com Fe GV
Dem.:

, I“” = (&( o @(Téfn'\: é:).)) ® (\mu?_w‘))@ (‘““‘.‘:“:vm ) o rart

——— —
= ( » 9(6"s (\WA‘E“") « 8 ® (woa 'E““)) o Ty

- (& @ (OF olewnE ™) + OF BlmaT ) sver”

(1) Véase ref. (1) pag. 26
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4] - = hd
IF( ;‘.((((,uﬂuoﬂi) @(e -‘-_.:f(ll Yu_) @g é ))@ (@) @(‘ Ah(u)) ®m®(
= (W™ :m)@&&"‘ ST @y""+ i =™

® i)(u) @(éfu@(\wr‘:‘ ‘)
BV ® (i ":“"))) . Ry

-~

_‘(((”;(..c ) @5V @ T (m.n-E“') + 59 =E g (e & =F ))) =)

]

-

(0™ orw) ® eI, +r 60t @ T )| o ¥

L6 +3

+ ezvi)

e ((e? @%v' + 8¢ @T,) exm™)
- Wo w‘-'(‘l

A.2.3 LEMA.- Sea (M, dY%,y) ) una variedad diferencisble
modelada sobre un eapacio de Banach, con n 7, 0; ei
we‘rr\.z ‘{Tqtev) es no degenerado,

0 fy
(mvaXY = 3NV L Viels,
1483
Dem.: Sean F ¢ L'(mu)

()
Cown T e a(M'V)
ENL
Fa =y
) (vaT) = : (\““‘Y>@(I\%mw.m @Hm’))o‘:(l)

- ((\MA (mva S A ) ) ® (mvaX) @ (v o (14
donde

(<) (v : ’:‘:1 l'm)”) o Ty

y puede verificarse que
""t‘lu
w a (T, x“o\-«(\u\&) e )

@Kt\\\l a HV(K)

"‘ Yo 3™
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luezo —
)
(\vws'I).N = INV o {( K Blnva's )) oL BlmaT ™ )) o T

e M °k("x: ©® (mt o .E““ )) [} \\»\&LE ““) ) o B

T

- 1INV oL . 1
A.2.3 PROPOSICION.- Sea (i1, @'0hu ) una variedad di-
ferenciable modelada sobre un espacio de Banach V
conn 7 2, W un campo tensorinl de orden 2 no dege-
nerado, de ciase ('™ . Entonces
et §on) n=1
(mvn’f,) "¢ Hor { waw{V,12), ) es de clase C

Dem. ¢ Del lema A.2.2 tenemos que Y- e ™ donde H € Cw)

. del lema A.2.1 , ¥ W™ ¢ ¢ P P
Del lema A.2.2

(wwa",f)ﬂ“ i ’xgv o“fm

) 3 . . .
con INV e €™y % v v, \\\wLY)““ e ™ ¥ic1e

A.2.4 TEORE#A.- Sea (M, G"(my ) una varieded diferencia
ble modelada sobre un espacio de Banach V, con n > 2,
W un campo tensorial de orden 2 (fuertemente) débil-
mente no degensrado de clase <*™ |, Entonces 1
L z2(Yo0) aTy,, et " es (un difeomorfismo)de clase ¢,

Den.; Se 31gue de las expresmnes para Tojo L oven~! Yy
e & Tm WD térmings de L' e (may)F
con F € Qw5 TF ¢ Qo) JDF € O sy, 130 junto

con el resultado de la referencla (16).
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APENDICE A,3

- La demostracidn de la no degeneracidn débil de la 2-forma
candnica en T(M)* se basa en las siguientes consideraciones.

A.3.1 DEPINICION.~ Sea V un espacio vectorial normado sobre
R . Hacemos :

A= _f\“"w'\m ® i‘q 3 “bw\\‘l;“om[\\unw.\ﬂ,&)\

si A es suprayectiva, decimos que V es un espacio reflexivo.

A.3.2 LEMA.~ A es inyectiva.

-t

‘gl
Dem.: Sea weV {0} , hacemos L, = et (B o L!\u,w}‘)
donde I‘{\*M} = w-p‘:‘;'l ¢ Hom(®' ,V) es inyectiva, luego
I’w € Hom((mq@“(ﬂt) » R) dongde (wI,d“\ (R}  es un subespacio
vectorial de V y ademas

5 - L = 1
Lwtw) = fwi v " u“hg“(\w_“)\t(m“n

luego del teorema de Hahn-Banach tenemos que 3 f, Hom(V,RR)
N s ! Y Ty (W =l
Esto es posible para todo w ¢ V. asi pues hagamos

Ny = \3} € Mowlvo® [ MWy ey = Y ftar= “whls

Entonces ¢ &
I aMwigy]= 16l = Hwll = Wwlt nfn Hewalu 2] L A'.‘

y dado que Bioj) Eﬁ&e Sowatont®) | WU yoncupul -"'k e Aw

UMY s foonny = S900 ) V2l LEe B0 ]

Sue- \ ARGty g | Le A\..S = Nwih

o8 decir D uaimy 7 MY ¥owe V.
Ahora es sencillo ver que A~ es inyectiva pues M (w) =0
> twd =0 = w=0.

A.3.3 TEOREMA.- La 2-forma candnica en T(M) es débilmente
no degenerada

D Si w=o ,basla Ytomar xw = T uowmlta) .




» (G

Dem.: Sea TF ¢ Ckm..y,}g“\) . Localmente tenemos que (i)
. ] ,._’hu) W — TR0 )
Weig, = (g ® )@(? vy 6T e ?:1 )
E— ,_,"\'rm 4
(W e T e eMe (8N o T e ?)
3 mw"):‘

con = {w oyt ) [2cnm? }

_Entonces debemos demostrar que (11)

: T Tt T Tetuwan®
T 2 G (oW 5, TNy, ot o) @) )
*
es inyectiva, ¥ gz £ T(m) « Pero T (z) inyectiva &
— T -

[

o) e (Yo o E @M o(ET0 ™) € hm(MY, Homt1% )

es inyectiva
Podemos verificar que (iii)

3 W v

Uy = ,Z\t! (_)P‘u} - ?il!l 3 -g?x‘
" En efecto (omotiendo los superfndlcea Atk y Trm )
'I(l) (? ® H(z)@ .x’tz(wqq) & (?. ® (a: ® 'IT!“‘N,,)

- ( ? e ('L) ® ’X'Tl_l'“")") @ & Pl © o (1’ ) .IYZ““‘)'))

/‘(7') - (? ?(Z)QH(E‘ )@\?@ "'(-Z? aé‘:u“)
- (f, ® B ey )@kh@ S o "‘(a')
= (? I\T‘H)QKPIQ‘)I'{W)"\()z@.xn\u»@(r’ SI"I\!K)
el \t1
c LR -f® 0 = PeT ~ FL O P
_ Ahora, si 3 (z)(w) = S wielP, - P, awl = o
| S QweD, = W= 0
Ademss, Jd (z) (w) = = A0we 82 = Tywwm) * rWl) T o
= Plut o = ww = o

(1) véase la ref, (16) para la definicidn de la derivada
(ii) Compdrese con la def. de T al princi- /exterlor.
pio del apendice A3, .

(iii) A@B* '\u%; h@,%"

=

- = :
"e2; A® B = ApB
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donde A estd definida en A.2.1 ¥ el que w(l) =
se sigue de le inyectividad de X {(lema A.2.2)

A.3.4 PROPOUSICION. La 2-forma candnica en T(1)" es fuer-
temente no degencrada < V es reflexivo.

Dem.: Supongznmos V reflexivo. lostraremos que A (z) es
suprayectiva, de lo cunl se sigue la suprayectividad
ge T (z).

’ L 1 1Y
Sea h ¢ Hom(T ,® ), H=-6" (X (We)) 0, (nen) ¢ s
entonces
Jww = Weo,s 2, + 2a(X (neba)
= WMo By Ty & PN (P 31_\)“?1
= WoBio By d NoBs Py = W

.

. §(2) ¢ WowlTV ) Wom( Wi 2) ) es biyectiva.

Supongamos W no denenerada. Debemos mostrar gue A
es suprayectiva. Sea h® ¢ Hom(Hom(V, %), R} ¥y hagamos

h = hup“' € Hom( TY ,R),

como Y (z) es sobre=> K (z) es sobre ,'. 3 &€ \T&V. >

A(Z)(x) = h ’ ioer

h = «(z)op“' H‘%‘ o
. 1 2 & oy -

= 1= Tyuw s = A{-a«(1))
e 3 ~a(1)evy hT = A(- (1)) , lo cuel significa
que | XA es suprayectiva luego V es reflexivo,

## Cuando V es un especio reflexivo, V es un espacio de

Banach dado que V es normado; por tanto :&"' €S un

egspacio de Banach. Del teorema del mapeo ab1grto L (z)

€ MowlowmT¥r @), TV . Bouivalentemente Yl € HomiMemihuwt)®), Tame))
(L3 '

. " En particular\, si M es de clase
¢ conn? 3 , T(l) es de clase C"" con n-1%2 y de
acuerdo 8l teorema A.2.4

)

. TUHW®)
- e\ ¥
L = \Xo exmur}“ T & TR

es un difeomorfismo de clase C™? , En tal caso podemos
establecer una corresnondencn.a biunivoca entre campo
vectorz.ales en ’l‘(M) ¥y 1-formas en T(u)' de clase C' -1
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: ~ wet ~
En efecto, si © eh, V“‘*")_ y 6:90 0" con
®, + Gz, e"h.\'umvn Jlze TimT S

entonces
-

)
6 & Ty ¥ ¥ Ve °07 35we 5 es decir

© es un campo covectorial en T(N)" . Iuego
* s

e Twy
X s Ly 0 € T ¥ Crgee) * X T T

. (n-t) . .. 3 -
es decir X ¢ X . En estos terminos

3 P () R WO NP YS A A7) es exacia S
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APENDICE A.4

Eventualmente nos interesard definir la derivada fibra-—
de de una funcidn H ¢ ™ cuando se vea la relacidn en
tre las descrlpclonea de Lagrange y Hamilton, Des graciada
mente la construccidén de la derivada fibrada para este ti
po de funciones adolece del rigor necesario en los textos
"serios" que la tratan o bien consideran el caso de dimen
8idn finita (véanse p. ej. las refs. (1) pag. 218 -223 ,
(11) pag. 536 ). Las dificultades que se encueniran para
entender con precisidn 1o que los mutores entienden por
FH -~ que parecen infranqueables - nos ha motivado para
hacer un desarrollo zad-hoc pero consistente. La presente-
cidén del tema se hace en seguida.

Sea (i1, (ﬁrLN) ) una variedad diferenciable conn # 3 ,
modelada sobre un espacio reflexivo { en particular T(i)¥
es8 una variedad fuertemente simpléctica con la estructura
usual ). H ¢ A™'cum¢) , Gueremos definir a la derivads fi-
brada de H como una funcidn

-

)
FH € TN

Notemos que para cada o ¢ T(M)T

. Hom | Ty o), R}
H 2 (T o A, R) € R "

¥y no es dificil ver que es diferenciable. Podriamos definir

“~> . ] .
FH () = (w ottty ol ) () € Wown { Romt Ty W), 1), R)

con lo cual tendriamos
FH e T HomlbmiTo 0, 10), R)

L T

cuya estructura es muy complicada., Dado que V es reflexivo,

Thaa th) es reflexivo y podria intentarse redefinir a FH
como :
PH (%) = Moy (FR@) & Theim)

donde Mww es algin isomorfisro entre TnwlM) ¥y Himlhsmiiy e, i) R)
Sin embargo puede apreciarse la dificulatad para poder de
finir a FH 'globalmente pues en general A\, depende de
una. carta
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(podria elegirse por ejemplo

Ana 2 (.>\° '._‘“.‘.V\"n:m-‘)@ M‘\(?\m)—‘ Com T € Ki3)
donde A = mm,m ®1, ¢ Howl\, Mow | Wonaty; 8,12} )
A.4.1 DEFINICION.- Sea P € Qtuw » i€ I, . Hacemos
(F\‘\\Ym: S ?.T{‘ 1 B:Io X'e (Mo T(“‘)a e (Nt )\T?uﬂ\r{m)

Si demostramos que

.\ Fix) -
F'e ; iy = Tt 5 (Fr) p Ttm e T ¥ipe 1g
<

)
podemos definir a FH exw“ haciendo

FH («) = [v'etrm™ ¥l ) s o ¢ T

- 2 LEI‘;{A. -

—————

A
&

A,
B Y . CRTe = A SRS T B . A
(WoFeer PN \""'“‘“*&m\ = Lvo Fus )2 @(I“mw‘m ®( (Fmev) 5 2,) ) oFth o i

Den.~ Notemos las siguientes igualdades
e T’ = 86 FweFwle By pY ((Crave Fuar)'s BT ) & pNT)
wi RTH

. Y\\'}| nwi . " "{\.H
Fue ot = 0% T Pt R4 0170 L P00 o ( (sns s Fraswuad’ P )

Ahora( Be sobreentienden los superindices)
. K H
(Mot = (et Fuete) & CR
« . . <= TV
= oty oTwe Tw™) o (Futur) ©B o
/! = - = ‘.« o
= (Uwetur) ®8, « (hstuido ?,)e%mmu‘)@L’rmoﬂq‘)‘@ a,
((wetur) Lo (7 o(Hir o ') '® 8,) oFiae T66')) o Fms T +

>3 ol e, olFwe -‘.-m")'eg;st\ o Ty o T ) o Ty o T
((w: 2O\ %
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donde , - -
- —~ ! -
Ciawe T = BI®( (T i) eTi)® P

o =~ H S
6. 01 7 @R orurt™s froFwi™s?, ) @ (gm0 i) o B ) OF: |

f.o[ B LR s oFm o Fuer'e ) |

por tanto = B =
P.® ("'mu‘fm""@ 8, = v

T ®Ctwe fe)'e B, = :E-mw«w.m) ® ((Foasear o5 (o Fuer o fy )

Luego .
= (Lot © (T o @ WFm e’ s 0))) T Fra™!
|

« !
(HaTer); o It witie

Los siguientes lemas nos seran de utilidad.

‘Ac4.3 LEMA.- .
(Tone) @ ((Feaosai® )'“M ¢ Tyemtve) © (Letde sy ( (o Fuf‘]m))

€ Homl tigmiv el \\W\N,u'l’) ¥ oue \‘lelqm 0 L)

Dem.-— Regle de la cadena.

Av4.4 LEiMA.- Sea w ¢ \TallTiw 0TiH) entonces

I ety K[ (R o7 Gt 1A Wi Sy (wi))) =

Co TS (W) o (Tyquum © (Lrwe For ) )

=

Dem.~ Del lema anterior

('S.“o_‘“‘,‘,é) @&(F(\)o ') {TFw o T Y Lt ))) [N \ uw F(‘\oﬂ!\")'(wm)}( X'( {Ho‘f‘(t\")’; (w) \))

- e ¢

y
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T ol ) & ( Tt evea™ Y (Lseae sV wun Y o (£ixo ﬂi\")'(wu\\.s (X (ot s (o \\)

= X pgatvt) & X' (¢ “o"‘“"\)'z W) o= X (X (e Ty A Y

(e Tuy)y 1w 1}

I

- . .
A.4.5 COROLARIO.— Sea w < TTWI{T{® aTid)

Ll e (LFs ForTwio)) -X ([t tomd (X" (e Ty \“’“) =

X Lo T ol e (T yni gy @ LRt o vr Y (wm)\)) ,

Dem.- Podemos reescribir el resultado del lema A.4.4 como

MUGw u?l\\;‘)ll\l\\))} (XM 3Ot N =

*

- T
(wotu f‘)‘z(\x\) "\‘L\hm(v,m) @ ((Fuyo st (win) )

Luebg‘o
Lerun o wee) (Lo o e T o) (e sy powd) UX  tneFur i ) =

*

X' Coturyy ae) = X (ot oY twu « (3 g © (R s ' wa )} X

. Ah'ora con los resultados anteriores podemos proceder a de
mostrar la igualdad

] ) - h N 3 -
Ttho T o (ERY o Fwo Ttz (F0)™, Lt G 0 F1a)

3] . .
(P o Te® (it = (089, 4 BeX' o (NaTury )ﬁ(m"ﬁn 1

= BT T o 4 Do X' o (HoTur, o T o Tuy!

En el segundo término tenemos
, —

X'e (o dho Fe T = X' o e (T gy ® Legasn)'s?) )

T de aéuerdo al lema A.4.2.

Por tanto,
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T o1 o (F s Fgo T =

-\
(80 seWaFwo @, & Bys (B0 Rl )2 02))s [ B oFie Fi'e @y 4

ez°xl° (K“bf““y‘)lz ® (E“‘h“\\hﬂ) @ ((F\V-\u F\\\.‘)‘b ?\\ ))]

¥ del corolario A.4.5 tenemos que

X‘o ((\\ﬁ‘(\f‘)’z ® (:;hm\v.m ©® ((Fm" F"A‘-\d)"‘el) ))) <

- « { 1 . v
X' U T0Y5 o 40 p $40)

Finalmente

. Fivd ) - “‘ii ~
T Mo (F0) o Trmetr's 5, 4 P4 5 Ko Ui Turyl

At $mat i)

_ ano.
= P It i) ‘
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APENDICE A5

En este anendice desarrollamos los pasos necesarlos para

obtener- lao expresiones para (Ekﬂm‘)“' » (Byetaf® )a.z y
(BeoTiv )1 a partir de la expresidn
61 - - - -
Ewo W' o -;( A Ya (ot \’.L‘zﬁ e:‘o ?1‘“)

Desarrollamos unsa regla relativamente nueva de diferencia
cidn para la expresidn anterior.

Hacemos Xl = I:;(V) 1 X, =% =V .
Y - X - - X
hoziv aleref s ooy ) e R
TN Cign)

“} by
ety a o ¢ U&Xi)
\

¥ Vi
1= 9o 8We? 18,

Entonces Exewi'zhol donde h es trilineal y acotada
(por tanto diferencisble) y 1 es diferenciable.

La @iferencial de h es (omitiendo el superindice TX ) ..(4)

h'= h@ (B\‘be"‘ Bte’P ¥ B} 0?3 ) +
h@(e.m’\«szet’sz,@i’s ) +
he‘(&b\’n\%;@ﬂ-*b;@% )

y de acuerdo a la referencia (3)
) — -

h (w) = h@ (e.@hw& ?:_‘*Bswm) ) + TFo (e\e?.«atkw\\ A8y of )
+ h e (e.®(’\+ez e(’“ 63(\‘:\!)) ) + h(«b( O 4 GLM’ N e,s?z,)
+he (B\G?m B i) + By ®fh ) + h® ( e e\w\\\\ 10,0 T+ Tao ?3)

De la definicidn de 1 tenemos i i
" x
s Be((B™) ) & et 5,08 r 8, 8

P LB elle™®e) e W) e P.“‘

Ahora, para calcular CBrovury) vemos que

(1) En analogfa con la diferencial de una funcidn bilineal.
Véase (8) pag. 156.
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(fk"wr‘)l'—' W‘\b’“ ®1' y sustituyendo las exnresiones para
", 1 y 1
(B o(i))” = [(h@(ek@m e,@e &e,,@, P_,, ) +
he (&@ﬂ +m®?nb,@?e, ) +
ne (s oh 4«5,,@?,,*6; 073 )) o
(6,0 B%0M, pop¥t 4 8,0 0F Ne
[ B oWs™ont)e b 4 5% 500, B0 eY ]
(BeT(1)")” = 3@(3\@((s‘“‘)‘o?‘i)@;\’,‘ir?Slt;?;’ x es TP‘t
h@(e.mﬁ““ A ma;e?z *63 o 7*
1o (5 ol BV, ) 1D 4B © A

+ +

Sustituyendo h o= F. RN R ;" 0?5 \ tenemos

(B (L)) = £ (8™ ?“)M.“)@(e ol B e ) 4

;T.r\gﬂ“, ) ® (e ?t“‘»« e;" ® ?z\‘z )4

D mame amata -

— - —

1 (8™ a1 ® (B o 4 o ® )

(EKo'_I.‘(i)" 1L EROY, eV Ye ¢ o Ve (8 o7 2T, 62“ 0 %'%) 4

(B™, ?'{i) ® (6;‘5@ “,L\ﬂ- v B @51“'- )

"Para las segundas diferenciales parciales vemos que

N ORI
CReo™) P = ey = (W2 (oo T )0 Vi &+ W 1w) & Wi

W w =4t ® -
(Emm\")r‘swh' = (CEeo o) (v) @ Q; Yo e}' Fiez, ¥we Tol(tin)

. Lo = =3y — oF
donde (Eeoui W tw® 6y = (Waene T ©8, Jelw + Wi © 1w e 8,
. « . - = T

= (Wawm e 8" ) sl (B, = gt )
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.o

(v.@)(e\@ "\ x e:'« Byl i) )+

he(e\(m\m) 4 m + egm ?5 B o T(wi
e (B e (B e o W 5 0 4 Bytwan) *
. A

e (68 () 4 Bt 6,00 )

) =
(B0t ) 0 6
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APENDICE A.6

En este apéndice se presenta el desarrollo de 1la expresidn
(5.2) a partir de 1la condicidn N i w.=-4%L de la defi-
- ’ . .

nicién (5.1). Para su obtencion necesitamos las expresio

neg .para

Cero vy = ( Ave WYY~ (e TurY)!

N - {
Siendo Aot - Quewuv'  a 07 » tencmos (omitiendo super
indices) ..(i)

Capt) = (Lowrds \’1 v (Lot t) o ?

= (LowisYy, ® P + (((Lom\“),_)l@? )@ ?
4 (((Lour )lz)z ® ?,_) ® P:.

—
-

. LLO'H“"):’. QE_ 4 ((Lo"“"‘)g\ @E )@ éz + “Lﬂuy\)&,;a b-?.z )@ f
Ademas, CLotor) = (ot P 4 (Lot ® F'*-

Luego . _
¢ = 3} = R
(ELHUV‘)' = (Lot © P LLLo’!m");i\ © % )@ Pz 4+

((L&nu\-')?i'a @_?,_)'@) ';’,_ - (Lo'xu\")'. &% - QLo'm\"); ® 0

W 3 y 2, T
(Uouy i, @)@ f + ((Lnur‘)‘;;g o) ®%,

L

- (emury' ® @

Para determinar la representacidén local de Yiw. , nece
citamos calcular (ii)

I\ X = Aii)-i : T Q’;)t
m}_‘ = (W% Fwo fLew™) o T 6; @ (Feyo sLoviry ® 2
ey

(i) Recuérdese que fes)=foa + '@ 38 .
(ii) La representacidn local de w , W™  puede verse en
“la pag. ®9.
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'N.\\ \(?ut ®? \n.\ )@(‘: \u @}q\u ‘)"‘(F ‘“ @?C“ y )@(?—}t\‘ @P‘c&.‘“ )b
C & ez o (FoeFlows) o ?L"’) 4 B \‘w) & oty sy 2 7w
A 2 Lo & T

- G\\:’“ . N = vy .
= (%' (T Few?V o P, 1B (7,47 & Fws rLow) o

)

=TV = TV A T
- (2% e (Toerow) ® B * Yo (8 o(Tmete wire N )

donde (i)

A = “Vl & \].2-
¢ @(Tmo Flotwy = ?,
- T A -
£ e @ (Tte FLeww™) = (Lc'tm“),1 ' ® ?, % (me\) ?1_“

Luego

()
we = (((Lo"lm ‘\-h\ ® ?,‘ 4 (Lo'nn‘),;,a@) '\’,_ )Q ?“‘“ j®( P.“@ £, = Wit )

- ((( Lo Tm");;. ® ?.“ " (an“\ 4;2 ® ?1" o ?,E’") 1® (?.“ ® P u;)t)

Ent AL ) I ‘ SUFY :

onces (Y o = we o (e 1?“ b, e ?\‘”‘)
3 ) - = 71

= (Lo \)a\ ® ?tu 2 (Lo, ® ??:ﬂ_ je ‘S.‘m 1® (?.u ® "zw)\)

=T @ s
- ((LLoTuy ) ot 4 (Lot 6 %) o ® k“) RSN g‘i-:m)

@
[((Lom\“)m © ’:{w' ) ?“" + Q(Lo'xu\‘L1 a @ ‘1.:“’ Yo ?,‘1

R =N 5 =uT. T &g

— ((Lc 'm\‘)g;‘ ® ?‘ ® 1-‘“‘ —\\Lo"\\\\ );‘a ?\R) )Y &;\m 5 ?ﬁz)
~ i i) = QY
Finalmente, (Y2 (,,Lj“ = — (A& Yoo (ELoTir')' ® P’hu)‘

=

(1) Véase la expresidn (4.4) pag. 6o
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. T A < = 1
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’\(\’

(Lo 1u\"‘)(:;“ @ -‘?-‘ ® ‘11“) (Lus ‘) e
- ur “ ® ‘P Yo X,

- [((Lo‘\m“)u.' @)L“i Ik 3 P
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EPILOGO

Las ideas gue hemos presentado son el resultado de dos
afios de acuaular informacidn e intercambiar ideas. BEs na-
tural que esto se haya reflejado.en la tesis misma y asi
quisieramos consignarlo, reafirmando implicitamente que
el "trabajo cientifico" es el resultado de un proceso so-
cial (Materialismo experimental).

En cuanto al trabajo en si, especificamente quisiera re
saltar tres aspectos que considero que han surgido motiva
dos por esta tesis,

Primeramente, la nocién de estado natural de movimiento,
quizd la mds reciente y por tunto la menos acabada, es
extremadamente rica desde un punto de vista conceptual y
es de aqui de donde debe partir una formulacidn mas de-
purada que ésta de la Necénicn Analitica (incluyendo a los
sistemas no estacionarios) e inclusive, me atrevo a afir-
mar, en toda la rama de la figica cuyo objeto de descripcidn
sea la posicidn de un sistenma fisico.

En segundo lugar, la herramienta disponible para proceder
al estudio de sistemas con una infinidad de grados de 1i-
bertad, especialmente campos, estd desarrollado en gran
medida, El paso es natural hacia el estudio del electro-
magnetismo y de la MeCdnlca Cuéntica.

Lo ¥Yltimo y quizé lo mds productivo seria estudiar siste-
maa con muchos grados de libertad desde un punto de vista
topoldgico y diferenciable. En conereto cuestiones de
hidrodinémica y estabilidad.
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