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1NTRODUCCION 

A diferencia de la mecánica de la particula y del cuerpo rígido, la - 

mecánica del medio continuo estudia materiales sometidos a flexiones, ten 

alones, torsiones, compresiones o bien, flujos de líquidos y gases; sobre-

ellos hemos adoptado la convención de considerarlos continuos debido a --

que la separación entre moléculas es despreciable macroscópicamente; — 

además suponemos que estos medios continuos gozan de otra propiedad — 

llamada isotropfa; o sea que no existen direcciones preferenciales en ellos, 

esta propiedad la supondremos a lo largo de este trabajo a menos que se -

especifique lo contrario. 

La mecánica del medio continuo estudia esfuerzos y deformaciones 

sobre gases, líquidos y sólidos, así como la relación entre estas dos mal 

nitudes, al aplicar una fuerza sobre un material provocamos un esfuerzo-

que a su vez le produce una deformación, lo que nos permite ver que en -

efecto existe una relación causal que se reflejará como una relación mate 

mes 	ica entre esfuerzos y deformaciones. 

Ahora bien la relación entre estas magnitudes recibe el nombre de 

ecuaciones constitutivas de le mecánica del medio continuo y forman parte 

de la familia más amplia de ecuaciones llamadas ecuaciones constitutivas, 

en general ouf rocit-rnmos decir, son las relaciones empíricas que nos per 

miten conoc. ti 	externos, que representan a los elementos axiomá- 

ticos de toda 	námica, cuya realidad objetiva se postula pero que - 



no es posible medirlos directamente sino solamente a través de. los efectos 

que provocan sobre la materia. 

Sin tanto rigor las ecuaciones constitutivas nos permiten conocer a-

los agentes externos a través de sus efectos, veamos algunos ejemplos que 

ilustran esto. 

La ecuación de Newton 

es claramente de este tipo ya que nos permite conocer a la fuerza -agente 

externo- a través de un parámetro mucho muy distinto a ella como es la dis 

tanda entre dos cuerpos, de esta manera establecemos una función entre la 

magnitud de la fuerza y la separación entre los cuerpos que sienten esta --

atracción. 

La ecuación de Fourier para el flujo de calor en la materia nos ofre 

ce otra ecuación constitutiva. 

Donde es el flujo de calor que no podemos medir directamente, lo 

que si podemos medir y con precisión es el cambio de la temperatura, re—

presentada matemáticamente por e , siendo* una constante. Establecemos 

asi una función entre el flujo de calor y el gradiente de temperatura. 

Por último llegamos a las ecuaciones que nos interesan sin nombre - 
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especial asociado a ellas y conocidas simplemente como ecuaciones cons-

titutivas de la mecánica del medio continuo, la notación usual es la sigui- 

ente. 

Donde Q11es el tensor de esfuerzos que no se puede medir directa-

mente; en cambio si podemos medir las deformaciones representadas por 

el tensor Cuk, estas ecuaciones contienen al tensor de cuarto orden tII"  

conocido como tensor de dureza y es el factor que nos dice la manera en-

que responde un material a determinado esfuerzo. 

Conocer el tensor de dureza nos permite conocer las ecuaciones -

de balance, lo que a su vez nos permite conocer un determinado material. 

Claramente el flamero de ecuaciones constitutivas es grande pero ann asi 

podemos preguntarnos ¿Cuantas ecuaciones constitutivas de la mecánica -

del medio continuo existen?. ¿Se puede decir algo de ellas en general an—

tes de experimentar?. 

Es precisamente el objeto de éste trabajo el efectuar un estudio -- 

teórico acerca del tensor de dureza Ola , con el fin de establecer la for—

ma de las ecuaciones constitutivas de la mecanice del medio continuo. 

Cabe señalar un punto acerca de las ecuaciones constitutivas que-

hemos visto, todas ellas tienen la caractertatica de ser o bien lineales o-

cuadráticas lo que nos da idea de la dificultad de las ecuaciones constituti 

vas, en este trabajo nos restringiremos unicamente a las ecuaciones cona 

t'ultimas lineales de la nu-cánica del medio continuo. 



CAPITULO 1 

1.- Esfuerzos. 

Ya que el trabajo se refiere a ecuaciones en las que intervienen es - 

fuerzos y deformaciones, haremos una revisión de estos conceptos desta- - 

cando los aspectos fundamentales unicamente. 

Sobre un material deformable pueden actuar dos tipos de fuerzas: -

De cuerpo y de superficie, las de cuerpo actdan sobre toda la masa contenida-

en el cuerpo, de ahi su nombre, como ejemplo de estas fuerzas podemos -

mencionar la fuerza de gravedad. Las fuerzas de superficie actuan sobre -

la frontera del cuerpo y son regularmente fuerzas de contacto. Introduzca - 

mos una notación conveniente para su estudio. 

Dependiendo del dominio de acción, las variables pueden ser clasifica -

das como intensivas y extensivas, si actúan sobre todo el cuerpo se deno- -

minan extensivas mientras que si lo hacen por unidad de volumen o superfi 

cie -ea decir si no dependen de todo el volumen- se denominan intensivas, -

trataremos de utilizar variables intensivas con el fin de abstraernos del vo 

lumen total. 

Definiremos a .«.\0 como la fuerza de cuerpo por unidad de volumen -

en un punto dado, esto tiene varias implicaciones mateméticas; sea I  la -

fuerza de cuerpo y /15, la fuerza de cuerpo que actúa en el volumen 

postulamos que 
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y esto para cada punto del medio continuo, de tal manera que la integral -

sobre el volumen total nos dará la fuerza total sobre el cuerpo, si es la-

fuerza total 

=   1-1-2 

donde si es la densidad, y en general 

--\) --a-‘0 Uf, -1/4-) 

Por lo tanto la integral anterior es la suma vectorial en un instan- 

te. 

En cuanto a las fuerzas superficiales podemos definir\ como: 

"4' 
41-*0 

táV 
OS 	 1-1-3 

donde 4% es el elemento de superficie. 

Considerando al Igual que en la fuerza por unidad de volumen que-

el límite existe y que podemos obtenerlo en cualquier punto; como este vec 

tor está asociado a una dirección definida por la normal a 4%, escribire— 

mose"  para recalcar el hecho de que 1 está asociado a la dirección 	, 

En un punto del medio continuo existe un infinito de parejas k" y 7(-\ que 

nos describen el estado de sfuerzos en ese punto, pero para conocer este-

estado de esfuerzos solo necesitamos conocer tres parejas de este tipo, - 



eligiremos los tres planos perpendiculares a los tres ejes coordenados y 

con sus vectores de esfuerzo N. 	describiremos el estado de esfuerzos-

en un punto dado. 

Consideremos entonces que por cada uno de los planos perpendicu 

lares que contiene el punto que nos interesa pasa un vector de esfuerzo -

que por supuesto tiene una descomposición en componentes ortogonales. 

ce A 	LiA la,N ka 	-1.1'1 € 	-(41 ' 
etc. 

De tal manera que podemos escribir las nueve componentes de los 

tres vectores de la siguiente manera 

	  1-1-5 

S se conoce como el tensor de esfuerzos y veremos enseguida como nos 

permite conocer cualquier vector 'e. 

Consideremos dentro del cuerpo deformable un pequeño tetraedro-

en equilibrio formado por los tres planos coordenados y un cuarto que une 

a los anteriores con vector normal unitario IR, mientras que para las - - 

otras tres caras serán 	ét , ét y €5 / 451, 4/11, 453 serán las 

áreas respectivas de éstas caras y &S el área de la cara que no pasa por -

el vértice. Sea kái su volumen y A' su altura. 

Aqui ya no haremos la distinción entre indices 
covariantes y contravariantes. 



El tetraedro esta sujeto a la fuerza F  por lo que podemos escri - 

bir 
Y11-45 	gáv 	_1/4 9 (A  \‘' `")   1-1-6 

que debe equilibrarse con las fuerzas superficiales que calcularemos a - - 

continuación: 

Para calcularlas démonos cuenta que 

s%  r: AS ed¿ • -ak) 7-1 1:\-* 
 ;oa (1,1 ;) 	 I-1-7a 

o 	 = /19'1\   1-1-7b 

Como el tetraedro está en equilibrio debemos escribir 

14,) 
ás% 
	k 

A%a 
	kt).) 

¿ssl  4 -‘3  IN 	o 

	  1-1-8 

o bien de acuerdo a I- 1-8 	y dividiendo entre ath% 

,') 	,11 	4s) 

"1/41 	X\ 	n: VN3 	a514‘‘Zi 	 1-1-9 

Reduzcamos las dimensiones del tetraedro en la misma proporción. 

obtenemos que 	O por lo que en el limite tenernos: 

.q%) 	 •ia.„) 	• 

Y si recordamos la definición 1-1-5 la identidad anterior nos que 

da 
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expresión que nos dice como obtener el vector de esfuerzo en dirección de 

la normal Y' a partir del tensor de esfuerzos 

Como ejemplo podemos calcular la primer componente de la mane-

ra siguiente: 

111 ---r„ -k- 	+n3-r3, 

2. - Equilibrio de Fuerzas y simetría del tensor de esfuerzos. 

En un volumen arbitrario \I de un medio continuo existen fuer- -

zas superficiales y de cuerpo que si estan en equilibrio deben cumplir cier 

tan ecuaciones llamadas ecuaciones de equilibrio. 

La suma de fuerzas de cuerpo y superficiales es 

•t:11ás + 	o 	 1-2-1 

igualada a cero por condiciones de equilibrio, la podemos escribir como - 

cr•, AI  áS 1  

S 

	  I-2-2- 



recordando el el teorema de Gauss 

	 1-2-3 

y aplicando este teorema a 1-2-2 obtenemos 

15•V:11aV 	O 	  1-2-4 

o bien agrupando términos 

S\1D1) áV 

pero como la integral es sobre un volumen arbitrario del cuerpo obtenemos. 

4- 	‘°1 «r-.    1-2-5 

Conocidas como ecuaciones de equilibrio. de un medio continuo. 

El equilibrio de momentos requiere otras condiciones. 

x, 9‘)K 	:71  ° 	 1-2-6 
V 

X 	es el vector de posición de los elementos de superficie y de vo 

lumen y aplicando 1-2-3 y 1-2-5 obtenemos 

E.,11  c3-5,,(' á v   1-2-7 

eam.• O 
01••••• 



y corno la integral es válida en un volumen arbitrario tenemos que 

.... 	-- 
'Stk 

pero €',5  '1.",̀3, 	es el vector dual del tensor "Z-ly que solo depende de su 

parte antisimétrica, podemos entonces concluir que la igualdad 1-2-8 Im -

plica que Tsy- es un tensor simétrico, hecho que será de primera impor - 

tancia en nuestro estudio de las ecuaciones contitutivas. 

Veamos ahora las distintas clases de notaciones para este tensor, - 

una de las más comunes es la siguiente. 

%( 	Txt  

T1/1̀  	 'SI' 

Thk aTi-ts .17t 

De donde podemos escribir 

= 	"cptea. •k-Txz 

para interpretar ffsicamente los términos de este tensor multipliquemos 

escalarmente por 41 , la ecuación 1-2-10 

es decir 'T>r, es la componente normal del esfuerzo sobre el plano per- - 
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pendicuiar al eje x, de la misma manera 	1 -1se son los esfuerzos nor - 

males paralelos al eje 1;\ z' 	respectivamente, mientras que si la ecua 

ción 1-2-10 la multiplicamos por e2  obtenemos 

le,) 
. e =   1-2-12 

ecuación que nos dice que ---\•›: y es la componente tangencial del esfuerzo -

sobre un elemento de superficie normal al eje X y dirigida en sentido del 

eje 	, lo mismo puede hacerte para los demás términos `T-  que son Ila - 

nudos esfuerzos tangenciales o cortantes en los que el primer subíndice -

indica a que eje es perpendicular el plano sobre el que acttla,mientras que -

el segundo nos indica la dirección del esfuerzo. 

3. - Ejes Principales, Invariantes y ihnsores Distorsional y Esférico. 

Siempre es posible encontrar un sistema de ejes en un punto de tal -

manera que desaparezcan los esfuerzos normales, cuando los esfuerzos se 

refieran a este sistema de ejes. Este sistema especial de ejes se llama de 

ejes principales. En un plano perpendicular a un eje principal el vector de -

esfuerzo es normal, los planos que pasan por el punto perpendiculares a - 

los tres ejes se llaman planos principales, a continuación veremos el méto 

do para encontrar los ejes principales: como no hay esfuerzos tangencia-

les podemos escribir el vector de esfuerzo como: tr = r. " , o bien usan-

do lo visto en el capitulo anterior 



% X.\ 	)1/4X\I 

  

1-3-1 

  

o equivalentemente: (rr Nat l'Ic1)%4\r 	  1-3-2 

estas son tres ecuaciones con cuatro incógnitas que son los tres cosenos- 

directores y 	conocida esta última variable como valor del esfuerzo 

principal. 

Pero ademas tenemos que se debe satisfacer la ecuación. 

	

xv,v\; .-.:   ... 1-3-3 

ya que los vectores tti , por definición son unitarios para las soluciones-

de la ecuación 1-3-2 distintas de la trivial debe ocurrir que 

	

\nsts  -Sxi\r-0   1-3-4 

que desarrollada nos da un polinomio de grado 3 en 11' 

	

11/41,--IT ):-.11./.X —X.T -= O   1-3-5 

donde I, ,lit's> JET son conocidos comoirimer, segundo y tercer invarian 

te de tensión, respectivamente que tienen el siguiente significado: 
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-t 	
KK 

- 	  I-3 -6a 

	

.1 	) 	  
= (-1-; 	

751 	 1-3-bh 

	

71-1-  
 I-3-6c 

las tres ralees de 1-3-5 son loe valores de los esfuerzos principales y aso 

ciado a cada una de ellas hay una dirección principal quedando especifica -

das por la ecuación: 

	

)

y 
- • 	 1-3-7 n - o 	 

desde luego en , un sistema de ejes principales el censor de esfuerzos es dia 

gonal, un procedimiento alterno para la solución de 1-3-5 consiste en utili 

zar el tensor esférico y diatorslonal. 

Denotemos con .13-  el esfuerzo medio normal y con ave a 

alón normal media 
111111 	...... 1-3-8 

esto nos permite escribir el tensor de esfuerzos como la suma de dos ten -

sores, uno en el que cada esfuerzo normal sea — p y el esfuerzo tan - 

gencial cetro y el otro, llamado tensor de esfuerzos distorsional Cr 

el tensor 1111  ea 

Pre 
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	  1-3-9 

y el distorsional 	es 

17k -  `r 	 `TZ1 

Ta.1 	(Zji:   1-3-10 

q-s‘ 	 ia "Tn- 

de tal manera que podemos escribir al tensor 4-.• como 

t \ 

o bien 
	 el*   1-3-12 

es interesante notar que las direcciones principales del tensor distorsional 

son las mismas que las del tensor de esfuerzos, los esfuerzos distorsiona-

les principales son 

C5-1, 	 1-3-13 

en problemas tridimensionales es más fácil encontrar los esfuerzos princi 

palea para 1-‘  y despues usar 1-3-13 para calcular los de -A-1 1  ya que en 

la ecuación cubica para 	, desaparece el término cuadrdtico y es más fd 

cli resolverla, la forrna que presenta es: 



o 

J 

J k 

 

1-3-14 

  

donde 	O M.-> 	son los invariantes del. tensor 

4. - Deformaciones. 

Asi como existe un tensor de esfuerzos que nos indica la fuerza ejer 

cada en cada punto del medio continuo, también existe el tensor de deforma 

ción unitaria que nos dice como se deforma -por unidad de longitud- el me-

dio es decir como cambia la forma del cuerpo. 

Consideremos un cuerpo que ocupa un volumen V y un sistema de -

coordenadas con origen Ó . 

Figura I 

El cuerpo antes de la deformación ocupa un cierto volumen y tiene 

la forma I, después de la deformación tendrá la forma II.En ambos casos 

podemos tener el vector de posición del punto A, -s¿"' 	antes de la defor 

mación y 'I' 	despues de ella, de la figura I se tiene que Los vectores - 

Vi*k) y "`i'' •!/.) de la partícula A se pueden ligar mediante la ecuación 

1-4-1 



"."..". 

donde `` :" 
• k es el vector de deformación que claramente depen 

de del punto que estemos tratando asi como del instante en que lo hagamos. 

El vector U es un campo vectorial que necesitamos conocer pa --  

ra describir adecuadamente la deformación del medio pero como solo nos -

interesa la forma inicial y la final sin importar la causa que produjeron el cam 

bio, dejaremos a un lado el problema de encontrar . 

Consideremos una deformación infinitesimal en la que puntos próxi 

mos antes de ésta queden igualmente próximos después de ella; sean sus 

vectores de posición rl Va si son próximos tenemos que a.-  fs.= 

es muy pequefigigualmente F kg I= ¿r' 

ra què   

es muy pequeño de tal mane - 

AV AVE 	  

si tomamos el limite cuando los puntos son muy próximos obtenemos. 

' — 	( k5-'¿' •   1-4-3 

Podemos pensar que estamos frente a una transformación de coor 

denadas de tal manera que la ecuación anterior nos queda 

"`' 	c, >C   1-4-4 

• Mis adelante quelara claro el significado de esta frase. 
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••-• 
	U` 	

>.' 
o bién 
	

\ 

recordemos que en una transformación de coordenadas 

	  I -4 -6 

de donde concluimos que 1-4-5 es una transformación de coordenadas - - 

donde. 

	

.9ks _ ( 	
a x / 
	  I -4 -7 

En este punto es conveniente introducir el concepto de distancia ya-

que al compararla entre dos puntos antes y después de la deformación nos-

da una medida de esta. 

= 	15( 	  1-4 -8 
Sea 

	

11 	-=- 1\.1 	‘nl‘ 	  I -4 -9 
Y 

Donde la prima refleja la posición deformada. Para Regar a una -

medida escribamos 1-4-9 como sigue: 

a x' 

	 1-4-10 



••• 

y utilizando 1-4-7 obtenemos la siguiente expresión para 

áA sks(c11: )áxl  áxx 

llevando a cabo las operaciones obtenemos 

St,s1  xv 1(11  #(4 	ak.)-1 1,reá0. 
OX axw - . 15_P_ 

3)11  a)(  	 1-4-12 

Si despreciamos el último término de la ecuación anterior ya que 

implica variaciones de segundo orden, que no estamos tomando en cuenta 

en éste estudio, obtenemos 

á5f 	c551,2*2E.0, sz5X11 
  1-4-13 

oon 	.1  _1_1 # a uk 
E-A 	\ xt 	a x% 	  1-4-14 

es el tensor de deformación unitario, también podemos escribir 

á si' 	( 5:rs' ; 	 x   1-4-15 

más aún si hacemos 	(‘I.t1"1  "11) 	; un tensor métrico podemos es- 

cribir finalmente la expresión 1-4-9 

	

x'tá   1-4-16 

Expliquemos ahora el significado de la frase "puntos próximos", en-

la igualdad 1-4-12 despreciartios el último término por ser dé segundo orden, 

si los puntos no hubiesen estado lo suficientemente próximos no lo hubiera--

mos podido hacer. El razonamiento anterior es válido para transformarlo. 



nes infinitesimales, aunque de ningún modo nos restringimos solo a esta - 

clase de transformaciones ya que cualquier otra la podemos expresarla en 

términos de una familia de infinitesimales. 

La manera de hacerlo es la siguiente: Pensemos en un punto del - -

cuerpo para facilidad en nuestro razonamiento pero es claro que lo pode - 

mos ampliar para todos los que se quieran. Definamos una "Linea de de- -

formación" como aquella trayectoria que sigue una partícula para pasar de 

una posición inicial a una final. 

Fig. 2 
Cualquier transformación o`deformación del cuerpo la podemos es - 

cribir como un mapeo que constaré de dos partes: una que describa las ro-

taciones y deformaciones que el cuerpo sufra y otra que nos describa las - 

translaciones que puedan existir, de tal manera que podemos escribir. 

 

si 	'e es el vector de posición del punto /k tenemos 

=1M • t".0 	• 71 ° 1-4-17 

donde SVA al ser aplicada sobre 1;) 	nos describe las rotaciones y - 

las deformaciones y 1-5 nos describe las traslaciones, como vemos 1144 



depende de una serie de parámetros oto ; cuyo número depende generalmen 

te de la dimensión del espacio en que se realice el mapeo. 

Veamos por último como toda deformación del cuerpo se puede es 

cribir mediante aplicaciones sucesivas cuerpo se puede escribir mediante 

aplicaciones sucesivas de mapeos de la siguiente manera: 

sea 	— N "   1-4-18 

donde ok es el o los parámetros de que depende la transformación, deno-

tado asi por comodidad en la escritura, hi es un número natural y I( nos 

representa una parte infinitesimal de la transformación. 

sea 	a 1-.1 51   1-1-la 

Al sustituir la expresión 1-4-8 y 1-14-19 en la 1-4-17 obtenemos: 

=_-.(141)•To N-  IV° 

Ahora si aproximarnos la, linea de deformación mediante un polfgo 

no de deformación con sucesivos rectores de posición `fi 1) r %%% etc., 

obtenemos 	
C1,4 i)*Yo r o 

7f. '._ (11 	ár -74). V. 	o bien 

o bien 

= (14  "t).  \:°3 



Esto como ya vimos es una aproximación poligonal a la linea de de 

formación y podemos aproximarla a nuestras necesidades, más aún si ha 

cemos que tienda a infinito logramos una igualdad entre la linea y el po- 

Irgono 
-1(.7  = 	 —,kL 	 7- 

nn 
tsi 00 

que podemos rescribir como: 

V%vIl L 	- 2/( 	• 
ro  

11-4 CO 

Esto nos servirá para llegar a la expresión final ya que por defini- 

ción 	 co 
e>̀  — n=o 

entonces 	 e xp V_cic 	-)--1 • ro 

de donde 

en la que 

es decir 

-7.-• e • Ye -k-`0 

e . 

Con lo que demostramos que cualquier deformación se ruede escri-

bir en términos de una sucesión de transformaciones inifitesimales en la -

que e representa la parte infinitesimal. 



Hasta aquí el estudio que haremos de esfuerzos y deformaciones, 

en la siguiente sección nos ocuparemos de las ecuaciones constitutivas - 

de la mecánica del medio continuo 



CAPITULO 11 

1. - Sólido elástico y fluido viscoso ideal. 

En el capítulo anterior nos ocupamos de esfuerzos-deformaciones 

por separado, ahora consideraremos materiales específicos en los que es 
tableceremos relaciones entre estos dos conceptos, las ecuaciones que --

caracterizan un material individual y su respuesta a las fuerzas aplicadas 

se llaman ecuaciones constitutivas, debido a que describen la conducta ma 

croscópica del medio a partir de su constitución interna. 

La conducta de los medios continuos es mucho muy compleja y de-

pende del dominio de los esfuerzos y de la temperatura por lo que es posi 

ble únicamente establecer ecuaciones constitutivas en pequeños intervalos 

de respuesta y temperatura, así aun material le asociamos varias ecuacio 

nes constitutivas o bien abstraemos aspectos del comportamiento de un ma 

terial y formulamos ecuaciones sobre medios ideales para tener una pri -

mera aproximación y más tarde introducir modificaciones para adecuamos 

al caso real. 

Ilustraremos esto último con algunas ecuaciones sencillas. 

Comencemos con la elasticidad lineal que es la propiedad que tienen 

los cuerpos cuyas deformaciones son proporcionales a los esfuerzos locales; 

desde luego esta afirmación es válida sólo en cierto dominki que depende del 

material, pero si trabajamos con esfuerzos muy pequeños podemos conside- 
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rar que casi todos los materiales son elásticos; existe un factor que nos re 

laciona las deformaciones con los esfuerzos y depende fundamentalmente -

del material y la temperatura. 

Apliquemos un esfuerzo isotrópico 	a un volúmen v de substan 

cia, recordemos que los esfuerzos isotrópicos tienen como Único efecto -

cambiar el volúmen del medio, si el cambio fue k‘l tenemos 

donde F es el factor de proporcionalidad llamado en este caso módulo de - 

elasticidad. Para llegar a una relación entre el esfuerzo y la deformación 
r _ 	

- 

hagamos lo siguiente: Sea 	la deformación longitudinal unitaria, - - 

ahora supongamos que un paralelepfdedo sufra deformaciones longitudina -

les unitarias €45 Cb j  E c.  siendo sus lados a, b, c, de tal manera que el -

nuevo volumen es 

Ea.) 	( 4-  t> 	"k-  ¿-c) ti 

C1\11 	E t.\  

suponiendo esto ultimo a partir de que las *1-1 son muy pequefias, si el -

cambio lo obtenemos a partir de una deformación isotrópica E  tendrfa- - 

MOR 



esta última expresión la podemos escribir como 

  

	 2-1-3 

 

- 

 

regresando a nuestro problema original, si escribimos 2-1-3 como 

,•••••••••• 

	 3r:\  	2-1-4 

y la reemplazamos en 2-1-1 obtenemos 

	

d•t=   2-1-5 

lo mismo se puede hacer para las deformaciones distorsionales que desig-

naremos momentaneamente por y obtenemos 

	  2-1-6 

es llamado módulo elástico distorsional, 

las ecuaciones 2-1-5 y 2-1-6 pueden generalizarse y escribirse en for 

ma tensorial de la siguiente manera la ecuación 2-1-5 nos queda. 

1 
	

e-150/ 	E. g.  y  	2-1-7 

mientras que la 2-1-6 nos queda 

1 

2. tu e• 

 

2-1-8 

 



••• G. 

En este caso las primas significan deformaciones y esfuerzos dis 

torsionales únicamente, posteriormente ampliaremos esta discusión. 

Pasemos ahora al fluido Newtoniano ideal. La formula 2-1-6 se —

aplica a sólidos pero no a lfquidos debido a que si un fluido se somete a - 

un esfuerzo distorsional -es decir que ocasione cambios- se deforma in-

definidamente lo que pone de manifiesto que hay que tomar en cuenta no -

solo la magnitud del esfuerzo sino también el tiempo durante el cual se -

aplica lo que nos llevará a tomar en cuenta la velocidad de deformación. 

Así como para conocer el esfuerzo que actea sobre un medio hay-

que conocer el módulo elástico o de elasticidad y la deformación, asi tam 

bien en un fluido para conocer el esfuerzo hay que conocer la velocidad de 

deformación y un módulo llamado de viscosidad como veremos enseguida. 

Para obtener las ecuaciones que nos describen el comportamiento 

de un fluido pensemos en un fluido limitado por dos láminas separadas una 

distancia h; si movemos la lámina 

e 	  

A  7:)11   Fig. 3. 

con una velocidad V hay una capa superficial del fluido que se adhtere,V -

depende de la lámina A y del fluido interpuesto asi como de la distancialA ; 

si VI es pequeña la lámina del fondo tendrá un efecto muy importante y si-

es grande casi no tendrá efecto si en un caso experimentamos con agua y- 



en otro con aceite veremos que el efecto de la lámina A aumenta con acei-

te y si reemplazamos estos fluidos por aire el avance del se hará más fá 

cii, esto se debe a fin de cuentas a que la fuerza de atracción molecular es 

diferente en cada fluido, esta característica es lo que se llama viscosidad. 

Al aplicar un esfuerzo ko para mover la lámina e producimos una 

velocidad V que crece al aumentar h y disminuir la viscosidad, podemos-

escribir en primera aproximación 

=-   2-1-9 

donde ju es el coeficiente de viscosidad, relación que es válida cuando VI es 

muy pequeña por lo que escribirnos 

14A 

o bién 

*-C) 	 t.T.‘n 

relacionemos ahora el esfuerzo cortante ko con las deformaciones, sea - 

ás el desplazamiento de una partícula 5), podemos escribir de acuerdo a -

la figura 4 
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csis 

ah 

á \I ___. 
	

4_ 

1.\,\ 	á,\\ 	) 	
con 6.`n 

A 1 
y si definimos la deformación angular como €0  -2- ‘0.'" haal escribiremos 

que al ser reemplazada en 2-1-11 nos da, 

-\-• -.7.. 

 

2  ¿o kt 

«=--2.frt O 

ya que se acostumbra definir 

Esto no agota el tipo de materiales que existen, es decir no solo hay 

dos tipos, los que dependen de la deformación y los que dependen de la ve-

locidad de deformación, los hay que dependen de ambos, como son los sólt 

dos viscoelasticos que no trataremos por ser irrelevantes en nuestro estu- 

dio. 



-32- 

2. - Tensor isotrópico y energfa de deformación. 

Comencemos este párrafo con una breve descripción de un tensor-

isotrópico y sus propiedades. Un tensor cuyas componentes cartesianas - 

rectangulares permanecen inalteradas frente a cualquier transformación-

ortogonal de los ejes se llama isotrópico, todos los tensores de orden ---

cero (escalares) son isotrópicos, el unico tensor de orden 1 isotrópico-

es el vector nulo, el tensor Y. es isotrópico asi como cualquiera otro del 

tipo 111 en los de cuarto orden que son las que nos interesan, el tensor 

más general isotrópico tiene componentes cartesianas de la forma 

ir& k/1(1;T ilS 	1A-k-Ifb 11% 
0.11 — 	 —&*4.511) 

donde )>,M y 1, son escalares cuando el tensor C.Ivs, son coeficientes en 

una ecuación como 

T¥=CpsEcs  

donde al menos uno deTtseln es simétrico podemos hacer una simplifica 

ción. Supongamos simetrfa en rs , entonces podemos escribir 

C 	---- ClIvt 	C.‘11T    2-2-3 

y lo mismo para en ambos casos concluimos que la expresión 2-2-1 se-

convierte en 

	 ... 2-2-1 



s 	• 

":1""' •-•  	2 -2 -4 

vayamos ahora a casos más generales, primero veremos la ley de Hooke - 

generalizada. 

Un material es llamado idealmente elástico cuando recobra su for - 
• 

ira original al desaparecer las fuerzas que lo deformaban y existe ademas 

una función inyectiva entre el estado de esfuerzos y el de deformaciones. - 

Los coeficientes de la ecuación constitutiva que nos describen la relación -

entre deformación y esfuerzo, dependen de la temperatura aunque de una -

manera débil, por lo que la variación de temperatura durante la deforma - 

ción puede ser despreciada. SI las variaciones de temperatura son peque -

ñas podemos tomar en cuenta sus efectos mediante la adición de un térmi -

no que contenga los efectos térmicos a la ecuación constitutiva elástica - -

por el momento despreciaremos el efecto térmico de expansión o contrae - 

ción. 

Las ecuaciones constitutivas elásticas clásicas llamadas ley de - 

1-lonice generalizada son, 

C ►5Rs   2-2-5 

cuando las variables son el tensorT de Piola Kirchoff y el tensor E de de 

formaciones finitas pero si trabajamos con deformaciones pequeñas pode - 
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mos escribir en lugar de 2-2-5, 

I¡vrs  Ers   2 -2 -6 

donde TI es el tensor de esfuerzos desarrollado en la segunda sección del 

capítulo I y exs es el tensor de deformación unitaria desarrollado en la cuar 

ta sección del capitulo I y 

Estas nueve ecuaciones 2-2-6 contienen 81 constantes pero como -

vimos en 1-2-8 Ts es simétrico y podemos escribir E .t.SX% =.-1;15  y co - 

mo Exs es simétrico - se puede ver apartir de la ecuación 1-4-14 tam - 

bien 	TC •  

Cuando no existen direcciones preferenciales en el material se dice 

que es elasticamente isótropo y las constantes ellsticas son las mismas en 

cualquier sistema coordenado cartesiano, es decir que 1111's es un tensor 

isotrópico de cuarto orden simétrico en II y Vs de acuerdo a la ecuación 

2-2-4 la 2-2-6 se convierte en: 

4- y. (t5It ísss e s 	2-2-7 

y de aquí obtenemos la ley de Hooke isotrópica 

	  2-2-8 



en la que 1' y 	son conocidas corno constantes elásticas de lamé, si es-

cribimos=s en la ecuación anterior 

zs¡.t 	V1-X 	/u.) e: 	 2-2-9 

y si sustituimos GIK =?;14/(3)-;L.) obtenida de la expresión anterior en-

en la 2-2-8 tenemos 

7-1/4  

2/a  (3? 	) 	1 1 
 

`1 	  2-2-10 

que es la inversa de 2-2-8; estas dos constantes X y ,« estan relaciona -

das con el módulo distorsional G con el módulo de Young t y la razón de 

poisson V como sigue: 

-_-_ L7 --214v)  

si queremos expresar 	en función de F y U solo hay que sustituir las -

igualdades anteriores en 2-2-10. 

Esta ley se vuelve simple si se usan los tensores distorsionales q-;.5  

y Et tenemos 

Cr; •=. '2_ 7...n 	u _ \e 	  2-2-12 

donde 	ik) ^ — 	/3 
	e: E VI 
	 )-1-I 	... 2-2-13 

./ 7:- 
)c-7 (Stv)(5-11i) • 	 2-2-11 



Ahora veamos la forma mauriciat du_ la ley de Hooke generalizada. Ya que- 

TI 	y ct son simétricos, las ecuaciones 2-2-6 representan unicamente-

seis ecuaciones independientes con un total de 36 constantes elásticas en lu 

gar de las 81, es conveniente para nuestro estudio representar esto en for 

ma matricial como sigue: 

Cris 

(3 

cr, 

11 

Eyt 

E9I 

E•6 

<1 .. 

%12 

cº 

11 

E3 

E43 

Ess 

E/% 

-- Nal 

V-4 

E34 

E-¿4it 

E64 

1 	S  

a25 E26 

E35 E35 

EL/5 EYI. 

V-(,5 E‘G 

	 2-2-14 

hacemos la renumeración 

23.-4,  4 

5   2-2-15 

2 dr.->) 

podemos reducir aún más la ecuación 2-2-14 hasta tenerla como: 

IZFroN 	ynyl E n 	
J 	1.11,n= L,   2-2-16 

Una de las definiciones de material elástico fue postulada por - 

Green hacia 1840 y estaba basada en la existencia de una función llamada - 

energfa de deformación, si tomamos en cuenta esta función podemos redu- 



eir el número de constantes a 21., 

En un medio continuo tienen lugar dos tipos de deformaciones - si - 

nos atenemos a una clasificación térmica- las que son isotérmicas y las -

que no, pensemos en las primeras es decir en las que el cambio de tempe-

ratura es despreciable, podemos atribuirle, al medio continuo, una ener - 

gfa de deformación, U  tal que: 

	  .. 2-2-17 

y podemos escribir 

t syy,,,»  E 'II= lorn 	  2-2-18 

ya que de esta ecuación obtenemos 

	

 	2 -2 -19 

de la ecuación 2-2-18 se sigue una simetría de indices por parejas que en-

efecto nos reduce el número de constantes independientes de 

( ‘ y Le.  
r.  

	

en el caso de simetrfa en \y, y 	a 

•-•• (,() 	("?.1(‘I)  - 	z 
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en el caso de simetría e. •tki  y VS y además simetría por parejas. 

3. - Caso de un plano de simetría. 

Pasemos ahora a un aspecto muy importante en la teoría de los me 

dios continuos: La Simetría, importante por varias razones, en especial - 

por la ayuda que presta para determinar las constantes elasticas 	- 

ya que por lo general 	depende de la orientación de los ejes coorde- 

nados con respecto al cuerpo, cuando no dependen de la orientación se dice 

que el material es isotrópico, en otro caso se llama anisotrópico, ya vi- - 

mos como la función de energía de deformación nos reduce el número de -

constantes independientes de 36 a 21 veremos ahora como la simetría nos-

va reduciendo este número, si existe un plano de simetría elástica se redu 

ciran a 13, en el caso de tres planos mutuamente perpendiculares-caso or 

totrópico - se reducen a nueve y finalmente en el caso de isotropfa las - 

constantes se reducen a dos. 

El grupo de isotropta de un material se define como el grupo de - -

transformaciones de las coordenadas que dejan a las ecuaciones constituti-

vas invariantes, el grupo depende en general del estado de referencia que -

fue escogido por ejemplo un material isotrópico es aquel que posee al me -

nos un estado de referencia llamado estado no distorsionado, para el cual-

su grupo de simetría contiene el grupo completo de transformaciones que - 

en ese estado nos permite rotar los ejes reflejarlos en un plano o bién en 

un punto y en todos estos casos .-tjtoy, permanecen iguales. 



Un material que tiene algunas simetrias pero que no contiene al gru 

po completo se llama aelotrópico, este es el caso de algunos cristales. 

Cuando las constantes elásticas tienen los mismos valores para un-

par de coordenadas cada una de las cuales es imagen especular de la otra, 

se dice que existe un cierto plano llamado plano de simetrfa elástica que -

no siempre coincide con un plano de simetrfa geométrica, consideraremos 

primero la existencia de un plano de simetrfa elástica cuando un plano coar 

donado es paralelo a él. 

Consideremos dos sistemas de coordenadas X. y XI con los ejes - 

VI  y Ra coincidiendo con los XI  y X2 que a su vez son paralelos al plano 

de simetrfa elástica pero 3(37:" X3 por lo que son sistemas especulares a -

partir del plano de simetrfa la matriz de transformación es: 

O O 

cvu 	 O 	2-3-1 
O O - 

que de acuerdo a las leyes de transformación, (rj1  quedará como 

or.rtl  -z.. 	as% '4*-1/ 	 ..2-3-2 

de donde obtenemos 

111 `r5 	2-3-3 



como únicas componentes de S alteradas, las demás quedan Igual, lo - - 

mismo ocurre con el tensor 	solo cambian en y € 3 a 

— 1_11. 	2-3-4 

la primera ecuación de 2-2-14 nos da-ti en terminos de E 

-z•luzii 4-E%s Caz «VE I%fill 2Evie laS#21‘4 4s%* 2-5161w. 

si substituimos en la ecuación anterior las ecuaciones 2-3-3 y 2-3-4 obte - 

nemos 

=1Ette%%irE%2,' taz ir En cal -2.514 6.1.1 .- Sta em 	1"Iik 10: 

pero por otro lado la primera ecuación 2-2-14 nos da 

cr¥ = 	e% Eta. 	* vs 	u4 	nts LO. 2S m'Eta 	2-3-6 

' substrayendo una expresión de la otra obtenemos 

1+Eut 	i+E ‘5 	= 	 2-3-7 

por supuesto esta ecuación es válida para todos los valores de Elda E %si 
por lo que deben ser identicamente cero L e. 

Es.4* 
	 E os O 
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Consideremos ahora Tal a partir de la ecuación 2-2-14, 

f ty  +Ea a, -422. 41,11;11 N- Zeadt:1,15  +2E25  131  +2E2  

y sustituyendo resultados de 2-3-3 y 2-3-4 obtenemos 

TI& 
	Va.%  + 11,Elx+ xs ea "" XVivt 	ZEAS €3‘ 42-t6 E lz  

y por otro lado de 2-2-14 obtenemos 

Eag 	Eta e +F.13  Es1 	EL; "AS 131+  2  E•16 

que si restamos obtenemos 

gaq ezl —  Et5 E3. = 

de donde 

E ay 
	 Ess ° 

y si seguimos haciendo lo mismo para las demás componentes obtenemos -

una nueva matriz para Eri  a saber: 



o O th 

Ea% 

▪ O 	0 	0 

o o 

• 11`1, 	EGs 

O 	O 	E lb 

o o E36 

E.91# .44.5 O 

E55 

O Eh()  

	2-3-8 

Asi llegamos a que la matriz de coeficientes cuando el plano xs X a  

es de simetría elástica tiene 13 constantes independientes si E;4= El. o 

bien 23 si no existe esta simetrfajen este caso podemos tener 

es decir esfuerzo tangencial puede dar lugar a una deformación normal si-

todas los demás esfuerzos son cero. Hemos visto entonces como la exis - 

tencia de un plano de simetrfa elástica nos reduce el número de constantes 

a 13 si existe la función energía de deformación. En caso de que este plano 

no coincida con alguno de los coordenados el número de constantes diferen 

tes de cero aumento aunque surgen relaciones algebraicas entre ellas de -

tal manera que siguen siendo 13 las independientes. 



17f 

Zaa 

	2-4-3 
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4. - Caso de 3 planos de simetría. 

Veamos el caso de tres planos de simetría, llamado caso ortotrópi 

co, usaremos argumentos análogos a los del caso anterior para mostrar -

que solo existen 9 constantes independientes. 

Sea el plano XiX1  o bien como vimos en el caso anterior X: )(a un 

plano de simetría elástica, aplicando 2-3-2 con 4;1  

0 

011 	I-  o o 	 2-4-1 
O 0 

tenemos nuevamente la matriz 2-3-8, ahora si Xa X•1  o TICA  X3  es otro pla 

no de simetría tenemos que cis es 

O 0 
O 	2-4-3 

0 0 I. 

y de 2-3-2 tenernos que: 

jai  
11 3 93-11  

zra s 1:414 
Ir% b b 
ir12. "lita 



y repitiendo las ecuaciones de la matriz 2-2-14 obtenemos por ejemplo 

C71 31 	E51  Er, -t- Esa 	E53  1.33 	si/  Za3 	2 Esla i t .2 Es4  E. 

si sustituimos las igualdades 2-4-3 en la ecuación anterior obtenemos 

E31 .111 — E s2 Cz  - E55 1.35-- Esii  Z.15  4r a, Ess E a 1  + z a-54  tj, 

y por otro lado 

qt 	En * ESa Ea& 'I 153 133 2 159 	+ 2  1-55-  

restando las dos últimas expresiones y tomando en cuenta que el resultado 

es válido para toda E.:.5 obtenemos 

Esi  = O 	E a:: Cs E53  = O 	Es y = ° 

repitiendo este argumento para las demás ecuaciones y para el plano de si-

metrfa XIX1  o bien )(3.  X3  con matriz de transformación: 

5_ O O 

_s. o 
o o s. 
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1‘. 	 O O O 

E3 a 31 O O O 

	

O O 	o E44 O ° 

o o 	O  O ES 5-  O 

o o 
0 0 O Es5 

4 

obtenemos 

2-4-4 

Como matriz de los coeficientes cuando existe simetría en tres pla 

nos mutuamente perpendiculares, donde hay 9 constantes independientes si 

S:17- Es; si no la hay las constantes independientes aumentan a 12. 

5. - Caso Isotrópico. 

En este caso las constantes son independientes de la orientación de 

los ejes coordenados lo que trae como consecuencia que el número de cons 

tantee independientes se reduzca a dos. Para mostrar esto pensemos en - -

que además de los tres planos mutuamente perpendiculares podemos girar 

90°  y 45°  permaneciendo invariables las constantes elásticas, sea 5¿I  un 

sistema que se obtiene al girar 90°  alrededor del eje X3 ;  la dirección del 

eje 5k% coincide con la del eje Xa la del Xi  con la de - XI  y por supuesto 

)(a. y 5.(1  coinciden, la matriz de transformación es 
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o -i o 
Q .1 
	L 	o  o 	 2-5-1 

O o 

aplicándola a 2-3-2 obtenemos las relaciones 

= a a  

€33  = E55 

	2-5-2 

Ahora bien un material isotrópico es ortotrópico por lo que podemos utili -

zar la matriz 2-4-4 en las ecuaciones 2-2-14 para poder eliminar las cona 

tantea, por ejemplo: 

a % 	%% N- 1  la Ixa 	las 17 31 

utilizando las igualdades 2-5-2 la ecuación anterior nos queda: 

=Ea, cal  .4.12.1 eit  +- Ea% En 

desde luego si aplicamos la matriz 2 -4 -4 a los esfuerzos y deformaciones-

en el sistema original obtenemos 

Ti e:: EY% €%% 	Caz + 	€51 
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sustrayendo las dos expresiones anteriores: 

«- ILI>) €4 4-  (las —  EIL) eaa. (E13- 1s) E-33 -=- 

de donde 	E 7.1 = Ell 
	 1L 

	Els = E v! 	2-5-3 

aplicando una argumentación análoga obtenemos: 

Ezz= Ibb 
	

V1,1=7  Val = %.4=1.-/‘ 	 )1/4 	 2-5-4 

esto último para distinguirlas de las otras constantes, además 

	

E 48, V55 EG ="   2-5-5 

Podemos considerar rotaciones de 45°  y las constantes seguiran - 

siendo las mismas, su matriz de transformación es: 

ate 
*ab. 

de aqui obtenemos 2- 1q9 :::  Ist" .`a es decir 

= 	\ * 2•E 
	o 	 2-5-6 

E„ 77Z aft 



reuniendo 2-5-3, 2-5-4, 2-5-5 y 2-5-6 obtenemos la matriz 

-2" ,"(  

0 
) z» 0 0 0 	2-5-7 

o 	o 

fl 0 0  
0 0 

0 O ° 

O 

 ' 

O o O /u 

Es decir la matriz de coeficientes en la ecuación 2-2-14 se reduce-

a la 2-5-7, que además demostramos su simetría en rl y si recordamos - 

las definiciones 2-2-15 veremos que hablamos en realidad de simetría por 

parejas en rS y pq.. en el tensor de cuarto orden £votts y como además es 

un tensor que permanece inalterado frente a transformaciones ortogonales 

de los ejes cartesianos, tiene que ser del tipo 2-2-4 es decir : 

X 41 áts 	Glyx 	*Ilys  cS yr) 	 2-5-8 

Con este tensor podemos escribir la ecuación constitutiva es decir los es - 

fuerzos en función de las deformaciones, de la siguiente manera: 

CS--1„y  = 	e its 

sabemos en el caso de la ley generalizada de Hooke, ahora bién si intrduci 

mos la ecuación 2-5-8 obtenemos 

E 5  
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E ns 	lu (11-N Crgt  * 	s 	"X) E'rS 

S ÑA- Ext  -V 1",  (4sk-1  

y debido a 1-4-14 podemos escribir finalmente: 

CT 	= ),€vck E x\- t RP' erg- 

si en la ecuación anterior hacemos I `N- 

lz-v1 	)t- "Y 2 /1) e IX 

y como son indices mudos: 

pero de acuerdo a 2-5-9 

12-7u 	 3,1*At« 

que podemos escribir finalmente 



P 
2/14  (3 a -k 2/t( )  	  2-5-10 

si estamos en un caso de esfuerzo en un solo eje, por ejemplo sobre el eje 

)(1 podemos introducir las conocidas constantes E y 1.), módulo de Young 

y coeficiente de Poisson respectivamente con las siguientes definiciones 

cr¡I 	E.,5    2-5-11 

€ 21 — €ab 	1/€u 	 2-5-12 

utilizando estas dos ecuaciones la 2-5-9 nos queda: 

(Zr; • 	4;_s  e 4,b,-) 1-21/ %.5 	1+ 	  2-5-13 

' o bien la 2-5-10 nos queda 

scy  v 
\ 	 E   2-5-14 E: 1, 1 - 

E 

Todo lo hecho hasta ahora fue sin tomar en cuenta efectos térmicos, 

si los tomamos en cuenta, el tensor de deformación E:1 se alterarfa, en -

primera aproximación. Podemos pensar que este tensor tiene dos contribu - 

ciones: una debida a los esfuerzos y otra debida a la temperatura por lo - 
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que podemos escribir 

te) 	h.) 
C 	•-•   2 -5-15 

(e) 
donde 	es la contribución a la deformación debida a los esfuerzos mien 

tras que FT5  es la debida a la temperatura a partir de una cierta tempera 

tura 1..3 de referencia hasta otra temperatura T los componentes del ten-

sor de deformación debido a la temperatura quedan 

(y) 
E. 	-=. a( (.7 --1'3)111  	 2-5-16 

donde c es el coeficiente de dilatación lineal, que si introducimos en la -

ecuación 2-5-15 obtendremos: 

I 	( d' 	t5'-‘  Tm) 	o( "T-11;) Si 5 
e- 	—Z,1 • '1 —  3 )4 42,« 

ecuación conocida con el nombre de Duhamel - Newmann, que desde luego-

podemos invertir para obtener la ecuación constitutiva termoelástica 

S-Xá Z 5  e Ityt  A- Ziu E*(1  — 	X i-A,t)al. cr-is  (T-1s) 	
 
2-5-17 

que desde luego nos permite obtener mayor precisión en los cálculos y po-

demos obtenerlas en función de otros parámetros incluso la energfa Interna 

de deformación nos queda por ejemplo: 

U = ). yt E ts 	/4.t els  e — Z r X+2,4)41. (1.-:Ta) E 	, . . . 2-5-11 
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CAPITULO III 

1.- Clasificación de Petrov del Tensor de dureza. 

El tensor de dureza nos dice cual es el comportamiento de un ma-

terial, es decir, cual es el esfuerzo necesario para causar determinada 

deformación. Asi que una clasificación de las ecuaciones constitutivas - 

del medio continuo, debe hacerse sobre este tensor, la experiencia de—

muestra que trabajar con tensores no conduce a una clasificación, pues-

las ecuaciones resultantes, a pesar de ser algebraicas, son de 4° orden, 

con coeficientes que son funciones de otros, lo que complica su solución. 

Otro camino lo constituye la descomposición de un espinor, que - 

se lleva a cabo con el teorema de Sacha; siguiendo el método de Pe--

trov; desde luego, nosotros no tenemos un espinor, pero existen artifi-

cios que nos permitirán pasar el tensor ütk en un espacio euclideo a - 

un espinor definido en un espacio bidimensional complejo, que es donde—

haremos la clasificación. 

Consideremos entonces objetos geométricos, llamados espinores; - 

que definiremos en un espacio complejo bidimensional Q , para los que 

existen cuatro posibilidades. Representemos estos objetos como sigue: 

PA 	espinor covariante y su complejo conjugado 

= espinor contravariante y su complejo conjugado 



..Á,,c, • 

..1.,,s‘)st • •••ts% 
. 	. 	* 

Ai ...Av" Ck ... C e 

..'"\
la i e e • 9110, ‘1:>k ••• 11)11. 

Una pareja de números complejos ordenados representa 

espinores y se puedan transformar en general como 

ot 	 v 

o equivalentemente 	

93A 	0 As  

los espinores siguen la regla de transformación llamada lineal 

4.A 1 k. y 0 

dende Ik0 	es en general compleja y no singular, sin embargo 

para aplicaciones físicas que son las que nos interesan, nos restringi 

remos a matrices unimodulares Ceo 	, aunque si construimos 
A 

matriz unirnodular a partir de "n.s tendremos 

ra, = 

A donde t te, ; en realidad hay dos tipos de transformaciones . En 

aeneral denotaremos a los espinares corno: 

Ai••. ArkCi 

r . 

los índices A -a  tA Z corren de S. O 2 y se llaman contra y coíndices - 

mientras que C. 5 	corren <le I 4 2 y se llaman contra-punto y co-pun 

to-índices, respectivamente y nuevamente en general tenemos que la - 

operación de "complejo conjugado" es: 

[A 



-k e 
X 1, 

establezcarnoF. 	recalas de transformación para los cuatro tipos de 

espinores 

A Al 
pe  

 

 

xA 
	/k- e \.. 0, 

...3-1-1 

A 	 A 
1.1 es la compleja conjugada de \..15 y si a estas matrices - - 

añadimos la pieza espinorial antilineal 2-0 compleja que nos dice co-

mo transformar un espinor con un índice punto en uno sin punto enton 

ces ya podemos dar la regla de transformación de cualquier espinor. 

d4M3C. Por ejemplo 

	

	 se transforma como: 
r ths- 

9 	9 t et 	plIktiSc - 4  6 ‘-.‘ 
01,2 = 	 ft by 	L 

P donde 1-1 es parte del conjunto de la pieza espinorial 2.- 0 comple 

je. 



2 . - El espinor fundamental . 

De manera análoga al 'álgebra tensorial, debemos poder asociar 

de forma única, espinores covariantes con espinares contravariantes, 

para esto necesitamos un espinor "métrico" que nos permita hacerlo.*  

Definimos entonces el espinar métrico completamente antisimétrico 

‘1  A SI 
3 - 2 - 1 

con él nademos escribir la forma bilineal 

pero como 

1 49;1 ") 5 	=51 14.3 ')L" 

-)L. A Y)  A  = 	A I A%  

obtenemos que 
.... 3 - 2 2 

,pAS 
definimos ahora un I\ , con índices contravariantes 

) #N 	= RAtICDC8  

de acuerdo a 3-2-2 . De la misma manera otro espinor de segun 

do rango 

— q̂ e, Wcy R"=_-RAs Veo  'ay c  
Ac 

entonces obtenemos 
0E51) 

SI A% 

t• 
Roc=  

* En el sentido de la geometría afín se dice que el espacio spinorial 
es un espacio con métrica nula. 



que debido a la anLisimetria podemos reescribir como: 

1°6= 	 ESO Reo =- c. A 13 	 Y 

con lo que ya podemos escribir la regla para subir índices: 

OA= #s 
A 

como RAS tiene solo una componente independiente, puede escribir 

se corno: 

Rms  = R eAt 

donde RlulgAsk y E.AS es el "sfrnbolo de Levt-Ctvita; pero siem 

pre es factible encontrar un marco de referencia donde th-» 	en— 

tonces, si trabajamos en ese marco 

A S 	A 
RAS :"" 

entonces para subir o levantar fndices tenernos 
, 

E As ".• 	
, 

- 	Cleok 

"C.4  es^_- - e" )(e 

E. 

	

Ahora mostraremos que v- 	es un espinar doblemente coya-- 

riente, para esto hagamos la transformact6n 

A 	ti) 	s 	Atto -.31 
€115=Le 	E TI: t\-2€ 

_ 	A a _ ,As 	el% MI 

\_ F  \-5 - 

XA 
.1.1•••• 



V' á .'••••••10 
EAS ye  0,4  

es decir 
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corno el espinor métrico es antisimétrico entonces 

••••• € A9  11 /64  :141 	- 	OA  

=-3A °A  

A  4  Y si hacemos V=  0obtenemos 

= 

en general 

•-• Ave*a 
	

41.1•11. o 

Por otro lado la contracción de un espinor simétrico es cero, 

en efecto 

El orden de un espinor depende del número de índices; asi te- 

nemos que el orden del espinar 
eviA 	goi •••1109. 

es 	S= hl 	y se le llama el "spfn" del espinor; est por ejemplo 

el spfn u orden del espinor 
16

A 
.1 	 .:1 es 5:-- 2.  , en general si un espinor tiene spfn V 1t'd 	se dice 

que pertenece a la representación 1D (,R) 
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3.- Conc.-.xi6n entre espinores y tensores. 

Lo que haremos en esta parte es encontrar una asociación entre 

tensores y espinores, ya que nuestra clasificación se realizará en un 

espacio espinorial y debemos llevarla a un espacio tensorial 3-D, en - 

donde se representa el tensor LIKkde  dureza de la elasticidad clási-

ca. Sea una cantidad híbrida con índices tensoriales y espinoriales - 

con características vectoriales en el espacio-tiempo llano de Minkows 

ki y espinoriales en el espacio 2-D complejo 

Una manera de encontrar las componentes y el significado de 

este spfn-tensor, es la siguiente: El elemento diferencial de arco en 

el espacio-tiempo de Minkowski es: 

Asa= cLi e_ áxt- lkst- ái 

considérese la siguiente manipulación algebrdica 

lel).- (1)(1 4 álsz) 

áS2= (Cálk 1 t)(c. 	t) 

(1)(1}; als)(ts -;a y)  



‘C.. 	 ZSA 1  

- 

entonces 

1-1 * t 	cut 4;11.5 
ax 

x 	a x 

 

°-11\ 4  elk VOZ \\I \ 01 álár r's ar- 	‘e.  

ase = ae(s15,4tÁts áxi4 ), 

donde /46 cumple con 

13,„Á8 = 	9« ¡A ( 3/44e. 

y representa al conjunto de entes matriciales: 

ucLsár-111.t 	'al Vol 1.'0°1 
es claro de aqui, que 111.* ast ^Av 	no son otras que las matrices de -- 

Pauli y de lo anterior podernos establecer; 

14,1451  á xiw 	c5x el  

donde IKA4  es un objeto real; es el elemento del vector al en -- 

CrIS 4-D y lx la  es un objeto esptnorial. Para pasar a 	 te- 

nemos que utilizar la métrica de Minkovvski y la métrica espinorial; - 

cada una para levantar los índices respectivos 



-6 1 - 

" 	w8 gel 7 	E 	E Jv 104  

 

3 - 3 - 1 

 

donde 	es la métrica de Minkowski 

11 ¡l'II- 
Entonces ya se puede construir la parte real como: 

se cumple ademas que 
ovaÁS q 
J 	JyÁs = z 001, 

tenemos entonces que 

119,,,11=g é11 	\\1,51.: \\5. 11 1  
- 2 

1554st=1?-kl `4,,,s1= .71 

Ahora de la ecuación 3 - 3 - 1 obtenemos 

indices con el tensor y espinor métrico 

levantando 

11'314 '411= l'o 0‘11 	19`"1=11? 101 	 
3 - 3 - 3 

11141=1: 
	\\ ,1481 1.10  



espinores, por ejemplo 
11 

010 ge I  
kiikk Ir; 
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de ahora en adelante haremos la renurneraci6n 

4-1.  1 	 2 49  2. / 34-4 	o 

Es importante hacer notar que con este sptn-tensor se obtie-

nen imágenes espinoriales de tensores, por ejemplo 

Alk• • ct« 
r s4•• • 	JAk Jis 

Con esto ya podemos obtener equivalencias entre tensores Y 

entonces obtenemos nuestra primera equivalencia entre espinores y ten 

sores 

 

  

otro ejemplo es: 

q/44  
5, JAI( JCil = 3:: ce, E01 

civsi> 
S 51•Ait €8c 	J 	-A COI  i4 

€AC E-i4 



entonces 

A C E. HW 

Existen otras maneras de pasar de espinores a tensores, por - 

ejemplo con el llamado spfn-tensor de Ruse, que es otra cantidad --

con índices espinoriales y tensortales definida como 

— A 141 ( 	°t S/4vAs y e 	 ir A Wilidts 

este spin-tensor cumple con las siguientes simetrías 

S'IzAZ = S t)4•1 CASO 

	 3 - 3 - 4 

sus valores son 

 

o 
_ A 

T. 

Sot.AS = (u"  4  

 

So 

 

  

_4 

L0 O 	 S4tAS 

o ( a 

O 

SISAS 

( T. 

SISAS \CI  

o 
_& 
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Gen este spín-tensor también podemos encontrar imágenes espino-

riales; por ejemplo, en el caso del tensor electromagnético en donde te- 

nemos que 
musa v. /40-1 

su imagen espinorial es un espinor de orden uno simétrico 

IS-Al2)  

Para obtener el valor se calcula de la siguiente manera: 

rj.)  Dado 	existe su "imagen" espinorial C,..e. ,tal que: 

~y ;lb 
SCA%  = 4:1 ,44 '9A cjva 1, 	E. 

i. elq (9,0jok e. 1 4 Ael,d .1, e.) rA" 
es decir 

Ir the,  = 2. SAimAs VAll 3 - 3 - 6 

4.- 	Teorema de Sachs 

La clasificación de Petrov del tensor de ~mann está basada en el 

1 

1 
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Teorema de Sachs, nosotros seguiremos su razonamiento en el caso del 

tensor de dureza; este teorema nos dice como descomponer un espinor en 

sus raíces no triviales y por supuesto demuestra que es posible, en el ca 

so de 1Q RO o .12 (0,1) o bien en el caso de pu.,,t) con 51= 1s 

Teorema de Sachs 

Sea el espinor 	Al 411 Ás 1 . • . ¡kW 	E it) utiv) 

siempre se puede descomponer como: 
h) 	liYl ("14)  

Av 	• hAW-14,ivet 	*AM Id. 	a(ak‘ 9  • C9111/411441:1111 	• • 't «i");4411/4111  
litAt 

ti) 
donde °(.A.%  ;son esptnores arbitrarios de orden 1/2, de modo que la mul 

tiplicacien de todos ellos nos da un espinor de orden 2k. 

Demostración: 

Sea Ve RGlisi) donde V4, V E C un espinor indeterminado - 

que podemos escribir como 

„g A" `s, el 	lote 	= 

y con tal que: 	U* 04 IO 

construyamos ahora el invariante 

	

e  A 	=km. 
• 

- "lidé•1:0,• hitt( 14041 A411t 	". 	• 



desde luego 	= 	Y 	 V 

este es un polinomio de grado 4k en Z, que por el teorema fundamental - 

del álgebra ce puede factorizar. 

ck 	tr.k. • .. 4.1:\ t 	\Lt\ar 

= 	..\e‘attt4.. 	le • • • 	•1\ 

k1A"  ( e-z)• • - ( f-4)(i-Tn• • • ( 111-2 :k) 

el hecho de que las últimas 2k raíces sean complejas conjugadas de las - 

primeras 2k se deriva del hecho de la simetría índices con punto y sin pun 

te; por otro lado, la última expresión, recurriendo a la definición de Z, - 

la podernos escribir como: 

q 	- uril(v - .ELN • - • 0- uteae) • • • (\11 

defitemitios 

y .te'newlos 1,51 

% °111 = V ell 

, 
(\i-UZt)----ik 1/4)9\1)\ 	E 014., 

lo mismo para los factores conjugados 

v"- 	u*, va') •••• 
«N» 



donde ¿X' — 1\11  

entonces 

V0,5  AS 	S*14•ül  /14/ 	At 	L1 
.3i/PIS • 14141t 	• • 	=1" 	) • • " (< 

como las 5 son arbitrarios, podemos aplicar ta Ley del cocien- 

te para obtener 

111 (41 	(41.) (4**I) 	(.40,) 

OL 
• 	ktli%1 • • • ÁGot 	 As  " • C4A4: he.; 

que es la descomposición buscada 

Con este teorema ya podemos clasificar el tensor de dureza, pero 

antes veamos que quiere decir clasificar. 

El teorema de Sachs es el análogo del teorema fundamental del ál-

gebra; es decir, descomponer un espinor significa encontrar sus ra(ces, 

que pueden tener cierta multiplicidad o bien ser cero; precisamente nos 

basaremos en el tipo de raíces para hacer la clasificación, ast por ejem 

plo las ra(ces pueden ser distintas entre si y además cada una de ellas - 



IL 

\ / 

3r 

11. 

distinta de cero; otra posibilidad es que cada raíz tenga multiplicidad dos 

y además distintas de cero todas ellas-. En fin, hay toda una gama de po-

sibilidades pare la combinación de raíces; cada caso, algebraicamente - 

distinto, da origen a un espinor con ciertas características, lo que nos - 

interesa es conocer precisamente estas características para mediante - 

una serie de transformaciones poder " heredarlas " al tenso- de dureza 

en el espacio real 3-0 corno un sencillo ejemplo tomemos al espinor 

de orden uno y por tanto elemento de la representactErt cP (5t, o) 

Este espinor se puede descomponer en otros dos, como la descom-

posición contiene sus dos raíces, tendremos cinco casos posibles de des-

composición aunque solo cuatro algebraicamente distintos. 
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De los cinco casos el III y el IV son distintos, pero dan origen a - 

las mismas características en el espinor 	que se está descompo-

niendo; por lo que solo clasificamos cuatro casos distintos al descompo-

ner este espinor; el caso V es el menos importante, pues da origen a un 

espinor nulo. 

Esta es en breves palabras la manera de clasificar un espinor; los 

casos algebráicamente distintos son independientes, y esta independencia 

se conserva al regresar al tensor de donde proviene el espinor, si es el 

caso. 

Antes de clasificar el tensor que nos interesa, es decir, el de du-

reza de las ecuaciones constitutivas, sigamos con el ejemplo anterior de 

un espinor de orden uno, solo que en lugar de trabajar en abstracto, es- 

cojamos al tensor de Maxwell r 	para comprender mejor la clasifica-

cien de Petrov. 

El tensor de segundo orden r/41  es antisimétrico, es decir, que 

cumple con 	 •491 	Vii°  

Can el spfn-tensor de Ruse podemos encontrar la imagen espinorial 

T'".  de 	tal como lo indica la ecuación 3-3 - 6, haciendo la expansión ade 

cunda encontramos por ejemplo 

=o1 	o'. 2  ( 	%o in N '1/4' 2. %atm
= 
 t 2 SnIt 

Is‘ 
*1SItitY

11
4 2.%1stiV

.SS 
t 2 Samt 	) 

ob 



- 

asi sucesivamente, el escalar 1-1.• en este caso es 

A  s (1) C21 	A ti 	 1 S E =c<A0113 S S rz o1/4APt, • • • • • • • • 3-4-3 

es decir IsAs = '1149s 	y siguiendo el teorema de Sachs 

ocA =(- u/ 1) 	 a,1) 

solo falta encontrar las raCces, para esto desarrollamos 3 - 4 - 3 y - 

obtenemos 

11,8  sA e= Iss k 514 z;la" a-v kv, (-se )2  

que podemos factorizar corno 

cuyas raíces son 

     

( El C,1>f 

entonces 

1.1 	\‘" 	 st 

( 	.*-1/1ki. 
1.4 t 	111. • 

El paso siguiente es encontrar las imágenes espinoriales, para po-

der encontrar las relaciones entre términos del tensor de Maxwell. 



Encontraremos eres casos; 

neral 	con 	 1:51^ 	c(  e 

iul 	 con 	o<A :-.(:) e (A:-...0 WA ZtlYs  7. O 

	

Degenerado con 	0¿.›, = pe # O 

que podemos representar gráficamente de la siguiente manera: 

    

'General 
\ / 

  

   

   

Nulo 

  

Degenerado 

5.- 	Clasificación del Tensor de Dureza 

Vayamos ahora al caso que nos interesa es decir al tensor de dure- 

za t 	. Este tensor tiene 21 componentes independientes que cuyo - 

número debe de conservarse al transformarlo en espinor, de esta mane- 

ra el tensor e.114  se transforma en el espinor 6,4111C014kák 
	, con este 

ya podemos hacer la clasificación utilizando el teorema de Sachs y des-

pués transformar el espinor al tensor 
tOt 

 que resultará clasificado en 

el espacio euclideo. 

Para pasar del tensor al espinor E. msto 	tenemos 

que hacer la siguiente transformación. 

tAU %ti& p{ 	g 	
el 144) 
	

3-5-1 

(IVIL*9:45 	5;vot 



0a-1 esta transformación encontramos que de las 256 componentes 

posibles solo existen 21 independientes, las mostramos enseguida y el - 

número entre paréntesis indica su multiplicidad. 

(i6) Eutz ttii 

¿tu: zzzi 
'32)  elttt 
(11) e uta 

(l4) 

Un COA: 

euzz Ltii 

Este es, en efecto, el mismo número de componentes independien- 

tes c‘Itt  que tiene v. 	; la transformación que nos permite regresar al ten- 

sor de dureza partiendo de estas componentes es la siguiente: 

bah 
clidicytt Turnstr1131,4 irlow) 

Ahora bien para aplicar el teorema de Sache y obtener la clasifica-

cien necesitamos trabajar con las componentes espinoriales por lo que ha-

remos una renumeracl6n; tomando en cuenta que solo son 21 podemos aso-

chirlas a una matriz simétrica de 6x6 Atl de la siguiente forma 

.11114'"4 1 
	

1122*-,5 	IZz2 	5 

‘112.4-• 
	

121t•-• 4 	2112 4.--46 
	3-5-2 



:implicar 	 ._:e Si.-Ichs para la descorn- 

posición espinorial, esto oarl‘. r.wi.qan a un clertc,  número c.J¿: casos que v.)c-

demos representar graficamente: Ce la sioui-ant-..c. 

     

     

     

     

1 

     

     

     

  

r 	11 

   

 

1' 

 

En la figura 7 mostramos las posibles combinaciones de cuatro de 

las raíces del espinorEmbttmatl ; no es necesario mostrar la manera 

en que se combinan las raíces conjugadas puesto que todo lo que se diga 

para unas será válida para las otras. Para explicar el digrama, tome-

mos el caso V; este tiene 4 raíces distinta:: -esto lo indican cuatro rayas 

en distintas posiciones- su multiplicidad es 4 - lo indica el número arábi- 



er. ea áripulo interior 	 aparecen pareintesiz,.2 

z.-:uaoraclos, lo cual indica qu¿-, las rateas clen:Irc) de ellos sor. nulas; por' - 

otro lado las flechas nos n-tuestran la "genealogía" de las diferentes com-

binaciones. 

En 1D figura 7 tenerni.->s la clasificación del espinor EAticolOvál y co 

mo existe una funden biyectiva entre este espinor y el tensor de dureza, 

"k111 
podemos decir que esta clasificación lo es también del tensor E , so-

lo es necesario aclarar un punto, el tomar las diferentes combinaciones 

de raíces debemos utilizar el Teorema de Sachs para cada caso particu-

lar y una vez hecho esto regresar a nuestro tensor original para tener el 

caso concreto de la mecánica del medio continuo. 

Apliquemos lo dicho anteriormente al caso más sencillo, es decir 

al caso 1 de la clasificación de Petrov. 

En este caso tenemos una cuádruple degeneración de las raíces, to 

das son nulas, pués si cuatro de ellas lo son, las otras cuatro conjugadas 

lo son también. 

En primer lugar construyamos el invartante 

A ti 	b 1 	i 
Entolbitl 1SE 11E Ss 

recordemos que: 

= 	 u,v E C 
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desarrollando el invariante obtenemos, después de ractorizar en kk.11 y 

definir 

_12 z \uler 	i• • •• 4 — A4‘ 2.1.1
4 
. 

3-5-3 

Debemos hacer notar lo siguiente, en la expresión 3-5-3, aparece 

como factor de E  2 	el término A64 , pero más adelante tendremos - 

que icualar expresión a una multiplicación de binomios en la que el térmi 

no de grado superior es t 2 con coeficiente igual a 1; de este modo es-

taremos forzando al término Aii a tomar el valor 1; si recordamos las 

equivalencias 3-5-2 veremos que A46": ¿un itki 	la cual no tiene el 

valor 1 a priori, entonces factorizamos también esta componente para no 

!ijar ningCn valor antes del desarrollo, la expresión 3-6-3 nos queda: 

= A 64  \ kbxs ie4  r A44 

Ahora si podemos hacer la igualación con las raíces del polinomio 

entre paréntesis. El caso I nos dice que todas las raíces san nulas es 

decir: 	2% 7: el z: • - - 	ga = 2.1  = O 

igualando las dos últimas expresiones adecuadamente 
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de aqui se observa que el último término es el único que no se anula y 

tenemos 

Ass 15.11  r ----0 \le 

de donde deducimos que: 

A ;11- 	exCeláb 	
3-5-4 

es claro que en este caso 
l..11 	(al 

= tx a  = • • - 	0(4i 

recordemos que en el caso general 

pis= ti, o) 

cd l = 	- -as) 

obtenemos asi que la única componente distinta de cero es 

A66 = 1.•tett 	= (.3  

Con esta información podemos hacer la transformación inversa, para ob- 

tener tIllk  a partir de Emscl,066/ , es decir 

- 
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pero si recordamos 3-5-4, esta expresión se reduce a 
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se reduce más aun si observamos que T=0 excepto si a( 

U:4 no tiene significado en el espacio euclideo y 1"t = 

expresión 3-5-5 la podemos escribir finalmente: 

o  a=3.  
entonces la 
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entonces 	 = 

si definimos que 	(3 	t -••It la) 
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De modo que la ecuación fundamental 

111,11  
- 	eva 

nos queda 

_ - 33 

obtenemos 

3-5-6 

Esto no es otra cosa que la ley de Hooke en una dimensión, es el 

caso físico más sencillo y responde al caso algebraico más sencillo de la 

clasificación, al caso que llamamos Petrov-I. No es únicamente una vuel 

iNtl 
ta en circulo, la idea es otra, tomamos al tensor E 	con sus simetrías 

lo transformarnos en un espinar al que clasificamos de acuerdo al esque-

ma seguido por Petrov al clasificar los espacios riemannianos, hasta - 

aquí es solo un procedimiento matemático, pero resulta que al explorar 

los casos, estos tienen significado físico como ya hemos visto. 

Si esto lo hubiéramos hecho para un caso más complicado, digamos 

el caso Petrov-II se haría lo siguiente: 



Nuevamente cont--,truir el invariante 

A 	%m'e  
= putAntil, 	E S 7- 

donde 	 = ( kjv ‘j 
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donde las 	están dadas en la expresien 3-5-2, nuevamente de-

bemos factorizar también al término h‘t para evitar fijarlo a priori. 

— 	 Ats 
1.1•21. 	 d...‘n. 

el caso Petrov -II consiste en una sota raíz diferente de cero dege-

nerada cuatro veces, por lo que 

= 	\1A' ( e-:.1"  ( — 
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Con las e.xpreiones 3-5-7 y 3-5-8 podemos efectuar la igualación 

y así obtener valores para las Ato en términos de combinaciones de 2o, 

t. 	y sus potencias basca de orden 4. Esto nos daría las componentes de 

Ince) tá en términos de cuatro parámetros. 

Esta última parte es para mostrar como se puede aplicar este má-

todo en caso de que las raíces no sean nulas. 



mento axiomático - 	- 
vit.k 

sor de dureza 

con una cantidad medible - Ewt- a través del ten- 

, que es nuestro sujeto de estudio. 

; 1- 

IONE E 

En los dos primeros capítulos de este trabajo se da un marco de crabajo 
isyk 

a la ecuación V =r En  que como toda ecuación constitutiva relaciona un ele- 

En el tercero se presenta un resumen del álgebra espinorial, donde una 

de las secciones más importantes es la referente al espinor métrico que nos per 

mite subir y bajar índices espinortales; en ella presentamos el Teorema de Sachs, 

meollo de este problema, y planteamos asimismo una clasificación del tensor - 

electromagnético, que aunque superficial, aclara las ideas respecto al método de 

Petrov para clasificar tensores, por otro lado este es un caso físico que vale la 

pena estudiarse con detenimiento. 

La última parte es fundamental, escogimos' el caso en que el invariante 

-11- del Teorema de Sachs tenía sus raíces iguales a cero. Con esto pudimos - 

obtener un tensor de dureza que da origen, en la ecuación que nos liga el esfuer 

zo con la deforn-,acian, a la conocida Ley de Hooke. 

Con esto mostramos cómo, una descomposición espinorial nos lleva a to-

dos los tipos posibles del tensor dureza, que son 9, así podemos decir que el ca 

so del tensor que nos reproduce la Ley de Hooke es algebraicamente independien 

te de otros casos; del mismo modo puede darse la siguiente situación: 



rensores de dura 	tintos, pued2n pertenecer al mIsr-d tipo de Petrov. 

Más nun al desarrollar el invariante e igualarlo a la combinación de ral'ces que 

se haya escogido, se obtienen ciertas condiciones que nos permitirán hacer la --

clasificación de un tensor dado, simplemente transformandoles en un espinor y 

verificando si se cumplen. 

Siguiendo esta línea de razonamiento, se puede estudiar la ecuación cons 

titutiva de un material recurriendo simplemente a las condiciones previamente 

establecidas. De este modo conocer el caso del tensor 511" , nos dice, final-

mente que tipo de material estamos tratando. 

Logramos no solo conocer que san nueve el número de casos posibles en 

la clasificación de Petrov sino también mostrar E.11" en el caso más sencillo, 

correspondiente a raCces nulas. 

Dependiendo del caso que escojamos, es claro que se obtendrán distintos 

tipos de tensores de dureza que aumenten el grado de complejidad conforme au-

mente el número de raíces distintas de cero y disminuya su multiplicidad, de es-

te modo era de esperarse que si quitamos casi todos los parámetros, al hacer -

las ra(ces iguales a cero, y solo dejamos un parámetro complejo /3 , el tensor 

fuera Muy específico y la ecuación esfuerzo-deformación también lo fuera. 

Los casos siguientes tienen importancia física, incluso es muy posiblt: - 

que algunos de ellos no esten totalmente estudiados y esta clasificación arroje - 

luz para su mejor comprensión. 
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