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INTRODUCCION

A diferencia de la mecanica de la particula y del cuerpo rigido, la -
mecdanica del medio continuo estudia materiales sometidos a flexiones, ten
siones, torsiones, compresiones o bien, flujos de lfquidos y gases; sobre-
ellos hemos adoptado la convencion de considerarlos continuos debido a --
que la separacion entre moléculas es despreciable macroscopicamente; -
ademés suponemos que estos medios continuos gozan de otra propiedad --
llamada isotropfa; o sea que no existen direcciones preferenciales en ellos,
esta propiedad la supondremos a lo largo de este trabajo a menos que se -

especifique lo contrario.

La mecénica del medio continuo estudia esfuerzos y deformaciones
sobre gases, lfquidos y 36lidos, asf como 1a relacion entre estas dos mag
nitudes, al aplicar una fuerza sobre un material provocamos un esfuerzo-
que & su vez le produce una deformaci6n, lo que nos permite ver que en -
efecto existe una relacion causal que se reflejars como una relacion mate

mética entre esfuerzos y deformaciones,

Ahora bien la relacién entre estas magnitudes recibe el nombre de
ecuaciones constitutivas de la mecdnica del medio continuo y forman parte
de la familia mas amplia de ecuaciones llamadas ecuaciones constitutivas,
en general que rodifamos decir, son las relaciones empliricas que nos per
miten conoc  s¢ontir externos, que representan a los elementos axioma-

ticos de toda t.o3 " cinfmica, cuya realidad objetiva se postula pero que -




no es posible medirlos directamente sino solamente a través de los efectos

que provocan sobre la materia,

Sin tanto rigor las ecuaciones constitutivas nos permiten conocer a-
los agentes externos a través de sus efectos, veamos algunos ejemplos que

ilustran esto.

La ecuacion de Newton

es claramente de este tipo ya que nos permite conocer a la fuerza -agentc
externo- a través de un pardmetro mucho muy distinto a ella como es la dis
tancia entre dos cuerpos, de esta manera establecemos una funcion eatre la
magnitud de la fuerza y la separacion entre los cuerpos que sienten esta --

atraccion.

La ecuacién de Fourier para el flujo de calor en la materia nos ofre

ce otra ecuacién constitutiva,

9 =~Kve

Donde & es el flujo de calor que no podemos medir directamente, lo
que si podemos medir y con precisién es el cambio de la temperatura, re-
presentada matematicamente por 9 ’ siendo ¥ una constante, Establecemos

asi una funcion entre el flujo de calor y el gradiente de temperatura.

Por altimo llegamos a las ecuaciones que nos interesan sin nombre -




especial asociado a ellas y conocidas simplemente como ecuaciones cons-
titutivas de la mecdnica del medio continuo, la notacién usual es la sigui-
ente, ' el
Ihh=% €l
Donde Q’“es d tensor de esfuerzos que no se puede medir directa-
mente; en cambio si podemos medir las deformaciones representadas por
Wk

el tensor &4, estas ecuaciones contienen al tensor de cuarto orden £ .

conocido como tensor de dureza y es el factor que nos dice la manera en-

que responde un material a determinado esfuerzo,

Conocer el tensor de dureza nos permite conocer las ecuaciones -
de balance, lo que & su vez nos permite conocer un determinado material.
Clarameate el namero de ecuaciones constitutivas es grande pero atn asi
podemos preguntarnos j Cuantas ecuaciones constitutivas de la mecanica -
del medio continuo existen?, ;Se puede decir algo de ellas en general an--

tes de experimentar?,

Es precisamente el objeto de éste trabajo el efectuar un estudio --
uxd
teérico acerca del tensor de dureza E‘y ,» con el fin de establecer la for—

ma de las ecuaciones constitutivas de la mécanica del medio continuo.

Cabe sefialar un punto acerca de 1as ecuaciones constitutivas que-
hemos visto, todas ellas tienen la caracterfstica de ser o bién lineales o-
cuadréticas lo que nos da idea de la dificultad de las ecuaciones constituti
vas, en este trabajo nos restringiremos unicamente a las ecuaciones cong

titutivas lineales de la mccénica del medio continuo.




CAPITULO 1
1.- Esfuerzos.

Ya que el trabajo se refiere a ecuaciones en las que intervienen es -
fuerzos y deformaciones, haremos una revisién de estos conceptos desta- -

cando los aspectos fundamentales unicamente.

Sobre un material deformable pueden actuar dos tipos de fuerzas: -
De cuerpo y de superficie, las de cuerpo actdan sobre toda la masa contenida-
en el cuerpo, de ahi su nombre, como ejemplo de estas fuerzas podemos -
mencionar la fuerza de gravedad. Las fuerzas de superticie actuan sobre -
la frontera del cuerpo y son regularmente fuerzas de contacto. Introduzca -

mos una notacidn conveniente para su estudio.

Dependiendo del dominiode accion, las variables pueden ser clasifica -
das como intensivas y extensivas, si actdan sobre todo el cuerpo se deno- -
minan extensivas mientras que si lo hacen por unidad de volumen o superfi
cie -es decir si no dependen de todo el volumen- se denominan intenslvas, -
trataremos de utilizar variables intensivas con el fin de abstraernos del vo

lumen total.

Definiremos a © como la fuerza de cuerpo por unidad de volumen -
en un punto dado, esto tiene varias implicaciones mateméticas; sea & la -
fuerza de cuerpo y A} la fuerza de cuerpo que actda en el volumen -

postulamos que




o

e AL g e, o I-1-1

av—>0 SOV
y esto para cada punto del medio continuo, de tal manera que la integral -
sobre el volumen total nos dard la fuerza total sobre el cuerpo, si} es la-

fuerza total

7§=§%&?\\kv=\§°“ T PTPUPPRIRN & B

donde § es la densidad, y en general
=% (F, %)
Por lo tanto la integral anterior es la suma vectorial en un instan-

En cuanto a las fuerzas superficiales podemos definir X como:

\ Av -~
0 -
A\s-oo AS t T £ 8]

donde AS es el elemento de superficie.

Considerando al igual que en la fuerza por unidad de volumen que-

el fmite existe y que podemos obtenerlo en cualquier punto; como este vec

tor estd asociado a una direccién definida por la normal a AS, escribire--
mos ' para recalcar el hecho de que t ests asociado a la direccion A ,

En un punto del medio continuo existe un infinito de parejas -{‘m y N\ que

nos describen el estado de sfuerzos en ese punto, pero para conocer ¢ste-

estado de esfuerzos solo necesitamos conocer tres parejas de este tipo, -




eligiremos los tres planos perpendiculares a los tres ejes coordenados y
t\eo
con sus vectores de esfuerzo describiremos el estado de esfuerzos-

en un punto dado.

Consideremos entonces que por cada uno de los planos perpendicu
lares que contiene el punto que nos interesa pasa un vector de esfuerzo -
que por supuesto tiene una descomposicién en componentes ortogonales,

(ey) &i\\ - Lé.\ - (;\‘ - (é\‘ -
-t - i\ e\ & 2 ez X t'ﬁ e5 = ‘\‘\ e-\

etc,

De tal manera que podemos escribir las nueve componentes de los

tres vectores de la siguiente manera

(@)
T =Wy . . 115

G{\ se conoce como ¢l tensor de esfuerzos y veremos enseguida como nos

permite conocer cualquier vector t‘m.

Consideremos dentro del cuerpo deformable un pequefio tetraedro-
en equilibrio formado por los tres planos coordenados y un cuarto que une
a los anteriores con vector normal unitario W , mientras que para las - -
otras tres caras serfin ~ €, ,~8, y -& ) 854, 45: Asg geran las
areas respectivas de éstas caras y AS el drea de la cara que no pasa por -
el vértice. Sea AV su volumen y &W su altura,

Aqui ya no haremos la distincién entre indices
covariantes y contravariantes,




-l

por lo que podemos escri -

El tetrasdro esta sujeto a la fuerza

bir
- - - \
T = mMa = Sava =y

que debe equilibrarse con las fuerzas superficiales que calcularemos a - -

continuacion:

Para calcularlas démonos cuenta que

A%‘: Ag (?\.é\) = /:\‘%'.Qﬁkﬁléf‘>.'......-.. 1-1-78

© A%' -— AQ_?\'\ eNeeossssssssRNIRNLOEROEORRI OIS l-l-7b

Como el tetraedro estd en equilibrio debemos escribir

o (&) keo AnAS)& = O
1\_' 13- X AS, =X \

A

(€,\ \
S N )
2 000 B B OO OO S SIS S OB NSNS TPBSODN 1-1-8

o bien de acuerdoa T-1-8  y dividiendoentre AS

. @ €. @) = -y 94na

<. --‘C1\ ‘(\\_k'c “"—t" Ny = .ro I-1-9
L
Reduzcamos las dimensiones del tetraedro en la misma proporcion,

obtenemos que AN ->0 por lo que en el limite tenemos:

RS @D @& \ey)
“K;.Y\,:; ‘k\ e v Ng ¥ Al AR

Y si recordamos la definicién [-1-5 la identidad anterior nos que

da




expresion que nos dice como obtener el vector de esfuerzo en direccion de
o~

lanormal " a partir del tengor de esfuerzos i\

Como ejemplo podemos calcular la primer componente de la mane-

ra siguiente:

—‘eﬁ\ﬁ: \'1\1;\ hy “\lTa\ “ Y.\STB¥ se0 s sson l-l-ll

2. - Equilibrio de Fuerzas y simetria del tensor de esfuerzos.

En un volumen arbitrario V de un medio continuo existen fuer- -
zas superficiales y de cuerpo que si estan en equilibrio deben cumplir cier
tas ecuaciones llamadas ecuaciones de equllibrio.

La suma de fuerzas de cuerpo y superficiales es

St“."As +gs‘o:év =0 i 1921
S ~

igualada a cero por condiciones de equilibrio, la podemos escribir como -

~N

S“’sx nas & &%\O‘Ay rerereeneeee, 122:2-
S




recordando el teorema de Gauss

( — N hanad ST. oo - \GV
VoML \’\? o = V e v
Js

e e e n 0 e v ]"2-3

yaplicando este teorema a [-2-2 obtenemos

\.":"&. ‘C)\‘ J‘—S?b’\ AV ___‘__O-----'o'ooco-ooo-o--n.1-2-4
‘\/ 7 N

O bien agrupando términos

r\(fﬁ%,s « Slov)dv = O

pero como la integral es sobre un volumen arbitrario del cuerpo obtenemos.

, .‘0;"—"‘—CD
q-i,‘/)-\-?

.'.l......".....'l-2-5

Conocidas como ecuaciones de equilibrio. de un medio continuo.

El equilibrio de momentos requiere otras condiciones.

Se'\s\c X, Ty N - Se'\w Xy 9\’K dy = O cosceses 1-2-6

S %

')? es el vector de posicion de los elementos de superficie y de vo
lumen y aplicando 1-2-3 y 1-2-5 obtenemos

BGA\KV'GBiéV —:"0 l'.ll'."'..l.l...‘...l..1-2-7

v




_] Pt
y como la integral es vélida en un volumen arbitrario tenemos que

=0

- T
t—‘\.\‘k‘\ - 3*

pero Sy Tix es el vector dual del tensor Tyx que solo depende de su
parte antisimécrica, podemos eatonces concluir que la igualdad 1-2-8 im -
plica que T\v es un tensor simétrico, hecho que serd de primera impor -

tancia en nuestro estudio de las ecuaciones contitutivas.

Veamos ahora las distintas clases de notaciones para este tensor, -
una de las mds comunes es la siguiente.
Ty Uxy  Txe
T Ty Tye

e =
R Tan Ty Te

De donde podemos escribir

le,
+ ): <, €, t Ty €, ¥ ke &

para interpretar ffsicamente los términos de este tensor multipliquemos -

escalarmente por é, , la ecuacién 1-2-10

es decir ¥, es la componente normal del esfuerzo sobre el plano per- -




-

-l‘-

pendicuiar al eje x, de la misma manera '3'3 1'*} son los esfuerzos nor -
males paralelos al eje Y . ©  respectivamente, mientras que si la ecua -

cion 1-2-10 la multiplicamos por é; obtenemos

*ke‘). éa.‘: "‘x\i o----.v-oo--oouo--i-1-2"12

ecuacion que nos dice que “xy es la componente tangencial del esfuerzo -
sobre un elemento de superficie normal al eje X y dirigida en sentido del
eje ¥» , lo mismo puede hacerce para los demds términos’C que son lla -
mados esfuerzos tangenciales o cortantes en los que el primer subindice -
indica a que eje es perpendicular el plano sobre el que actda,mientras que -

el segundo nos indica la direccion del esfuerzo.

3.- Ejes Principales, Invariantes y Tensores Distorsional y Esférico.

Siempre es posible encontrar un sistema de ejes en un punto de tal -
manera que desaparezcan los esfuerzos normales, cuando los esfuerzos se
refieran a este sistema de ejes. Este sistema especial de ejea se llama de
ejes principales. En un plano perpendicular a un eje principal el vector de -
esfuerzo es normal, los planos que pasan por el punto perpendiculares a -
los tres ejes se llaman planos principales, a continuacion veremos el méto
do para encontrar los ejes principales: como no hay esfuerzos tangencia- -

Y
les podemos escribir el vector de esfuerzo como: + = A , 0 bien usan-

do lo visto en el capltulo anterior




-} -

Teahe = A\

o equivalenteme nte: (q-“_ )\8“\ 1 1-3-2

estas son tres ecuaciones con cuatro incégnitas que son los tres cosenos-
directores y _X. conocida esta dltima variable como valor del esfuerzo -

principal,

Pero ademas tenemos que se debe satisfacer la ecuacion,

NN = e eveene. 1-3-3

ya que los vectores Y\i , por definicion son unitarios para las soluctones-

de la ecuacion [-3-2 distintas de la trivial debe ocurrir que

\“’vs - 8“.\: o

00 000ccsncsesrssrsantonoe 1'3‘4

que desarrollada nos da un polinomio de grado 3 en W

’Xs ~‘I‘.\‘-n‘x-mr= 0

donde Tv /“-x;, My gon conocidos comoprimer, segundo y tercer invarian

te de tensién, respectivamente que tienen el siguiente significado:




—— LA S AR sess e AR 0000000.1'3'68
—E.‘, pad "‘i(Tz)'TT‘) - :“.‘.\ T;))!-o-coococcnac- 1-3-6b
m - —}G e Xv__ E?%‘T D’RQ sses v e EEEE 1-3'6(:

las tres raices de I-3-5 son los valores de los esfuerzos principales y aso
ciado a cada una de ellas hay una direccion principal quedando especifica -
das por la ecuacion:

hz\

(WI; X\)S“> h creesesesassesnss 1-3-7

desde luego en un sistema de ejes prlnclpclea el tensor da eltuerzoc s du
gonal, un- proeodimlemo alwrno para s oolucmn de I- 3-5 conlute en utlu
zar el tensor elﬁrlco y distorsional.

Denotemos con T~ el esfuerzo medio normaly con ¢ @ la pre -

8i6n normal media Vo
. LYY = T :
:‘?z%(q‘\ * aa * %3\ - V.* se e P [.3-8

esto nos permite escribir el tensor de esfuerzos como la suma de dos ten -
sores, uno en el que cada esfuerzo normal sea — ¢  y el esfuerzo tan -
gencial cero y el otro, llamado tensor de esfuerzos distorsional <’ -

el tensor W’J-\s es




y el distorsional T ' es

Ta, Tz T~ ¥

I '
Q—:\j —— 5\.\3 \‘3"" -\-. q—“s . evses ....1‘3‘11
I, = iy *‘\Tgu Ceernrreneneess [-3-12

O bien

es interesante notar que las direcciones principales del tensor distorsional
son las mismas que las del tensor de esfuerzos, los esfuerzos distorsiona-

les principales son

Q_—K:q—\"‘-“— :q—“.\-?-luonp..u--nuo.-1-3-13

en problemas tridimensionales es més facil encontrar los esfuerzos princi
pales para T y despues usar 1-3-13 para calcular los de <\1; ya que en
la ecuacion cdbica para hN » desaparece el término cuadrético y es més fa

cil resolverla, la {oima que presenta es:




L "~ -y —
)J '—'K-— )\W S - =~ R 1-3-14

-— . . S
donde X - O Ty son los invariantes del tensor .
-‘ 4/ / —‘

4, - Deformaciones.

Asi como existe un tensor de esfuerzos que nos indica la fuerza ejer
cida en cada punto del medio continuo, también existe el tensor de deforma
ci6n unitaria que nos dice como se deforma -por unidad de longitud- el me-

dio es decir como cambia la forma del cuerpo.

Consideremos un cuerpo que ocupa un volumen V y un sistema de -
coordenadas con origen O .
1

- A

° T Fi
T gura 1

El cuerpo antes de la deformacién ocupa un cierto volumen y tiene

la forma 1, deapués de la deformacién tendrd la forma II.En ambos casos

podemos tener el vector de posicién del punto A, ¥ (X1 antes de la defor

macién y X' (&) despues de ella, de la figura I se tiene que los vectores -

Y@Q) y Y &) de lapartfcula A se pueden ligar mediante la ecuaci6n

—

Tl = X x N e




(ad I(.'-—

A= o0 Eu .
donde = J®_ egel vector de deformacion que claramente depen

de del punto que estemos tratando asi como del instante en que lo hagamos.

El vector \» es un campo vectorial que necesitamos conocer pa --
ra describir adecuadamente la deformaci6n del medio péro como solo nos -
interesa la forma inicial y la final sin importar la causa que produjeronel cam

bio, dejarcmos a un lado el problema de encontrar ) .

Consideremos una deformacién infinitesimal en la que puntos proxi
mos* antes de ésta queden igualme:ine pfbxlmoé denpﬂs"de ella; sean sus
vectores de posicion 5 ‘.\‘5 ~“:a] -‘tf‘ic‘m'proxims_;némmoc‘_ que —f;" Ty =A“’ -
es muy pequeilo, igualmem:e Vi_l fi'a AY'  es muy pequefio de tal mane -
e

A“\:‘. A?.\-AQ»Q..O.:.....’......Q‘. l.‘,z

si tomamos el lfmite cuando los puntos son muy proximos obtenemos.

\}': C\AY *(AT.V}U ssseesess s l°4'3
Podemos pensar que estamos frente a una transformacion de coor -

denadas de tal manera que la ecuaci6n anterior nos queda

-~

da\i\‘ Axl sevcsesessre l-‘-‘

&\-&\ - \dx.\ +

* Mis adelante quedara claro el significado de eata frase.




it o OU‘ A r\ N K
o bién A= (QK ox* )
Po oy, X7
recordemos que en una transformacion de coordenadas Y ' = E (‘x,--:,
. ¢ \
Ay — 6‘13 QXD 1-4-6
0 x

de donde concluimos que 1-4-5 es una transformacién de coordenadas - -

donde.

4 - (c& ~ oW 3 ereareaeens .. I-4-7

R ox*

En este punto es conveniente introducir el concepto de distancia ya-
que al compararla entre dos puntos antes y después de la deformacion nos-
da una medida de esta.

Donde la prima refleja la posicion deformada. Para llegar a una -

medida escribamos 1-4-9 como sigue:

Aii: 4, 04 ‘Z)\i} A8 o

.
” X\& !

)




y utilizando 1-4-7 obtenemos la siguiente expresion para AX
\’L ( .l c)u.\ b a 5
I\ b V « 2

Q "8‘5 S“*ax“ )(S; ATy )Ax axx Cereinen I-4-11

llevando a cabo las operaciones obtenemos
2 ¥ 3
'~ v Axl Q—‘.U oV ) Kb
AQ_SW x* Qx -\-(ax -\'.5.;; Ax¥A X

. DU Y} 3 -4-
-\5\3 L %(Téx“&x ........ ceee. 1-4-12

Si despreciamos el altimo término de la ecuacién anterior ya que -
implica variaciones de segundo orden, que no estamos tomando en cuenta -

en éste estudio, obtenemos

A% = A% w26, Ax" 4

Qoo K
ARV oVt
Cxx i( 22 *

ax‘ ...'..'..I...........1-4-14

es ¢l tensor de deformaci6n unitario, también podemos escribir

AN

(513*2€=,)5X"5x’ R L2 2

mads adn si hacemos C&.‘-\: (&s A ?.€:33 ; un tensor métrico podemos es-

cribir finalmente la expresion [-4-9

Al = %\;5".'6"\ RPN C S 1

Expliquemos ahora el significado de la frase ''puntos proximos'', en-
la igualdad [-4-12 despreciamos el ditimo término por ser de segundo orden,
si los puntos no hubiesen estado lo suficientemente proximos no lo hubfera--

mos podido hacer, El razonami ento anterior es valido para transformarilo.




nes infinitesimales, aunque de ningiin modo nos restringimos solo a esta -
clase de transformaciones ya que cualquicr otra la podemos expresarla en-

términos de una familia de infinitesimales,

L.a manera de hacerlo es la siguiente: Pensemos en un punto del - -
cuerpo para facilidad en nuestro.razonamiento pero es claro que lo pode -
mos ampliar para todos los que se quieran. Definamos una "L.inea de de- -
formacioén" como aquella trayectoria que sigue una particula para pasar de
una posicion inicial a una final.

\,ot
Fig. 2
Cualquier transformacion o deformacion del cuerpo la podemos es -

cribir como un mnbéo que constard de.dos'pﬁries: una que describa las ro-
taciones y deformaciones que el cuerpo sufra y otra que nos describa las -

translaciones que puedan existir, de ulf mirnerd‘qijg podemos eicrlblr.

Mixz) & Xg = X

[

Si ¥ esel vector de posicion del punto X' tenemos

r:M'E; + b .‘-0 ..noo.-oooooo-olol-4-l7

donde ™ al ger aplicada sobre \C nos describe las rotaciones y -

o

las deformaciones y o nos describe las traslaciones, como vemos W -




depende de una seric de pardmetros &, ; cuyo namero depende generalmen

te de la dimension del espacio en que se realice €1 mapeo.

Veamos por Gltimo como toda deformacion del cuerpo se puede es
cribir mediante aplicaciones sucesivas cuerpo se puede escribir mediante

aplicaciones sucesivas de mapeos de la siguiente manera:
ot
sea - x . I-4-18

donde X es el o los partmetros de que depende la transformacion, deno-
tado asi por comodidad en la escritura, N es un ndmero natural y )X nos

representa una parte infinitesimal de la transformacion.

sea 5'5"  eereneenerenescasaneass I-1-1a

Al qqgtlthlf la expresion 1-4-8 y 1-14*'19 en la [-4-17 obtenemos:
3 ‘ _(ﬂ_ ¥ G\ o & A%

Ahora si aproximamos la‘linea de deformacion medtante un polfgo

no de deformacion con sucesivos rectores de posicion Y ) " etc.,
obtenemos _ -
=1y €)% +a Y
[ 3 ol
‘— (1,_'7,“__“\,?‘ o bien

= (L xR
= (1+% x*%\'i

o bien




Esto como ya vimos es una aproximacion poligonal a la linea de de
formacion y podemos aproximarla a nuestras necesidades, mas adn si ha
cemos que tienda a infinito logramos una igualdad entre la linea y el po-
Hgono

= \lwm (1 ZaR X)N--‘ﬁ,

N— 00

que podemos rescribir como:

= \im k'ﬂ_-&-%tﬂ*’qh" Yo

N—» OO

Esto nos servird para llegar a la expresion final ya que por defini-

cion ®©
- §.
entonces v = explx (K -\-Xfl ' Yo
de donde T=<5 %0
en la que % = eﬂx'—" -4
es decir W = e*&

Con lo que demostramos que cualquier deformacion se puede escri-
bir en términos de una sucesion de transformaciones inifitesimales en la -

que € representa la parte infinitesimal.
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Hasta aqui ¢l estudio que haremos de esfuerzos y deformaciones,
en la siguiente seccién nos ocuparemos de las ecuaciones constitutivas -

de la mecdnica del medio continuo




CAPITULO 1
1. - Solido eldstico y fluido viscoso ideal.

En el capftulo anterior nos ocupamos de esfuerzos-deformaciones
por separado, ahora consideraremos materiales espectficos en los que es
tableceremos relaciones entre estos dos conceptos, las ecuaciones que --
caracterizan un material individual y su respuesta a las fuerzas aplicadas
se llaman ecuaciones constitutivas, debido a que describen la conducta ma

croscopica del medio a partir de su constitucion interna.

La conducta de los medios continuos es mucho muy compleja y de-
pende del dominio de los esfuerzos y de la temperatura por lo que es posi
ble dnicamente establecer ecuaciones constitutivas en pequefios intervalos
de respuesta y temperatura, asf aun material le asociamos varias ecuacio
nes constitutivas o bién abstraemos aspectos del comportamiento de un ma
terial y formulamos ecuaciones sobre medios tdeales para tener una pri--
mera aproximacion y mas tarde introducir modificaciones para adecuarnos

al caso real.
Ilustraremos esto altimo con algunas ecuaciones sencillas,

Comencemos con la elasticidad lineal que es la propiedad que tienen
los cuerpos cuyas deformaciones son proporcionales a los esfuerzos locales;
desde luego esta afirmacion es valida solo en cierto dominio que depende del

material, perosi trabajamos con esfuerzos muy pequeflos podemos conside-




- -

rar que casi todos los materiales son eldsticos; existe un factor que nos re

laciona las deformaciones con los esfuerzos y depende fundamentalmente

del material y la temperatura.

cia, recordemos que los esfuerzos isotroépicos tienen como anico efecto -

Apliquemos un esfuerzo isotropico A" a un volamen V de substan

cambiar el volamen del medio, si €] cambjo fue AV tenemos

donde © es el factor de proporcionalidad llamado en este caso médulo de

dv = © &Y
N,

elasticidad. Para llegar a una relacion entre el esfuerzo y la deformacion -

-4a)
hagamos lo siguiente: Sea E,.-Qr la deformacion longitudinal unitaria, - -

ahora supongamos que un paralelepidedo sufra deformaciones longitudina

les unitarias € €, €.  siendo sus lados a, b,c, de tal manera que el

nuevo volimen es

suponiendo esto Gltimo a partir de que las Ts son muy pequefias, si el

cambio lo obtenemos a partir de una deformacion isotroplca £ tendrfa-

mos

allx &;-\)\o (\+€u\ c (L L‘:B ~
~ aoc (1x€a xEx f;)

aloc K\* €\3 > a0t \\*'55)......... 2-1-2




asta dltima expresion la podemos escribir como

Vv _ Q& > QE\E’,‘; wxdal

veveosse 2"1"3
V e

regresando a nuestro problema original, si escribimos 2-1-3 como

_._"".... '—5A£ ®es e s tPB IO EEREIOLILBILOEOIBROEOITOTS 2-1-4

y la reemplazamos en 2-1-1 obtenemos

AT = 3 eAL

S0 0 Ier S0P GOIIBROGES SOE TS 2-1-5

lo mismo se puede hacer para las deformaciones distorsionales que desig-

f \
naremos momentaneamente por € y obtenemos

AQ‘.—_-_ 2 EAE' 2-1-6

S0 G e U PPN ORROOIRPRPOERNOTS

E es llamado médulo eldstico distorsional,
las ecuaciones 2-1-5y 2-1-6 pueden generalizarse y escribirse en for -

ma tensorial de la sigulente manera la ecuacion 2-1-5 nos queda,

'Tx‘:EEy\,( sbeos e s v 2'1'7

mientras que la 2-1-6 nos queda

!

q—:s_: 2E€:\) s0sseres s eneseb s 2'1’8




En este caso las primas significan deformaciones y esfuerzos dis

torsionales Gnicamente, posteriormente ampliaremos esta discusion,

Pasemos ahora al fluido Newtoniano ideal, La formula 2-1-6 se —
aplica a s6lidos pero no a Hquidos debido a que si un fluido se somete a -
un esfuerzo distorsional -es decir que ocasione cambios- se deforma in-
definidamente lo que pone de manifiesto que hay que tomar en cuenta no -
golo la magnitud del esfuerzo sino también el tiempo durante el cual se -

aplica lo que nos llevara a tomar en cuenta la velocidad de deformacion.

Asi como para conocer el esfuerzo que acta sobre un medio hay-
que conocer el médulo eldstico o de elasticidad y la deformacion, asi tam
bién en un fluido para conocer el esfuerzo hay que conocer la velocidad de

deformacioén y un médulo llamado de viscosidad como veremos enseguida,

Para obtener las ecuaciones que nos describen el comportamiento
de un fluido pensemos en un fluido limitado por dos l&minas separadas una

distancia h; si movemos la lamina

v

TXIGTT S s

con una velocidad V hay una capa superficial del fluido que se adhiere,V -

depende de la lamina A y del fluido interpuesto ast como de la distancia ;
siNes pequefia la lamina del fondo tendra un efecto muy importante y si-

es grande casi no tendra efecto si en un caso experimentamos con agua y-
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on otro con aceite veremos qu2 el efecto de la lamina A aumenta con acej-
e y si reemplazamos estos fluidos por aire el avance de 8 se hara mas fa
cil, esto s2 debe a fin de cuentas a que la fuerza de atraccion molecular es

diferente en cada fluido, esta caracterfstica es lo que se llama viscosidad.

Al aplicar un esfuerzo Yo para mover la lamina g producimos una
velocidad V que crece al aumentar " y disminuir la viscosidad, podemos-

escribir en primera aproximacion

— T
V= '°
)L

donde u es el coeficiente de viscosidad, relacion que es vélida cuando hes

muy p2queiia por lo que escribimos

A _ Yodh
T

0 hién

-\—o = N%\!—Y\

relacionemos ahora el esfuerzo cortante *0 con las deformaciones, sea -
&S el desplazamiento de una particula ¢, podemos escribir de acuerdo a -

la figura 4
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y si definimos la deformacion angular como 60 —_:-\i *m\ b egcribiremos

6\1 — 1&&0-— 'Z_éc

———

aw Ak

que al ser reemplazada en 2-1-11 nos da,

e Zeo}(

Y, = 2pMPO

D:éo

ya que se acostumbra definir

Esto no agota el tipo de materiales que existen, esdecir no solo hay
dos tipos, los que dependen de la deformacion y los que dependen de ia va-
locidad de deformacion, los hay que dependen de ambos, como son 10s soli

dos viscoel#sticos que no trataremos por ser irrelevantes en nuestro estu-

dio.




2. - Tensor isotropico y energfa de deformacion.

Comencemos este parrafo con una breve descripciéon de un tensor-
isotropico y sus propiedades, Un tensor cuyas componentes cartesianas -
rectangulares permanecen inalteradas frente a cualquier transformacion-
ortogonal de los ejes se llama isotrépico, todos los tensores de orden ---
cero (escalares) son isotrépicos, el unico tensor de orden 1 isotrépico-
es el vector nulo, el tensor S\SX es isotropico asi como cualquiera otro del
tipo ').S\; en los de cuarto orden que son las que nos interesan, €l tensor -

maéas general isotrépico tiene componentes cartesianas de la forma

_.)\8\;8n ‘\’/“‘(&N’s;s x & 8;‘\\»\'(&\' &“

‘ss &\‘ “\ cestersenes

donde ) ,u y ¥ son escalares cuando el tensor C.\\“ son coeficientes en

2-2-1

una ecuacién como

Ty = Gy ®rs

donde al menos uno de"‘k" tan es simétrico podemos hacer una simplifica

cién. Supongamos simetrfa en XS , entonces podemos escribir

= Sipa > Chysr

C:
e .

. 2-2-3

y lo mismo para  en ambos casos concluimos que la expresion 2-2-1 se-

convierte en




vayamos ahora a casos mds generales, primero veremos la ley de Hooke -

eneralizada.
28

Un material es llamado idealmente eldstico cuando recobra su for -
ma original al desaparecer las fuerzas que lo deformabaﬁ‘y“e;clste ade;ﬁz;;
una funcion inyectiva entre el estado de esfuerzos y el de deformaciones. -
Los coeficientes de la ecuacion constitutiva que nos describen la relacion -
entre deformacion y esfuerzo, dependen de la temperatura aunque de una -
manera débil, por lo que la variacion de temperatura durante la deforma -
cion pusde s=r despreciada. Si las variaciones de temperatura son peque -
fias podemos tomar en cuenta sus efectos mediante la adicion de un térmi -
no que contenga los efectos térmicos a la ecuacidn constitutiva elastica - -
por el momento despreciaremos el efecto térmico de expansioén o contrac -

cién.

L.as ecuaciones constitutivas eldsticas clasicas llamadas ley de - -
Hoske generalizada son,

.‘:{:‘1: C.\\QSEQ% 25 900 00 S0 0P OO DO 0 0SSO S I 2-2-5

v
cuando las variables son el tensor U de Piola Kirchoff y el tensor © de de

formaciones finitas pero si trabajamos con deformaciones pequeiias pole -




mos escribir ¢n lugar de 2-2-5,

TS:EIA‘S E'VS ooooooooooooo I N ] 2-2-6

donde Sty es el tensor de esfuerzos desarrollado =n la segunda seccién del

capftulo I y €vs es el tensor de deformacion unitaria desarrollado en la cuar

ta seccion del capftulo 1y

Estas nueve ecuaciones 2-2-6 contienen 81 constantes pero como -
vimos en 1-2-8 %, es simétrico y podemos escribir E‘.ys =E\'~‘S y co -

mo €y¢ es simétrico - se puede ver apartir de la ecuacion I-4-14 tam -

= -
bién \:'\_\(5: A=RT Y 5

Cuando no existen direcciones preferenciales en el material se dice
que es eluticamenue isotropo y las conatantes eldsticas son las mismas en
cuslquier sistema coordemdo .areesinno. es decir que Tiyrs es un tensor
isotropico de cuarto orden simétrico en i) y YS de acuerdo a la ecuacion

2-2-4 la 2-2-6 se convierte en:

N
iy = K}_‘ dy dos *)‘-(&v s & gjs, S ) | €xs enn 27277
y de aqui obtenemos la ley de Hooke isotropica

)\Q*k )‘_2#&“ ssesess e 2'2‘8




en laque Ay sonconocidas como constantes eldsticas de lamé, sies-

cribimos = en la ecuacion anterior

“i\‘-"—-k?’?"\'al‘*)eﬁ Ceerene U T 2

y 8i sustituimos €y :G:K/(31—2‘l") obtenida de la expresion anterior en-

enla 2-2-8 tenemos

) . \ e
e = - A sy T TILTY ceiiieiine. 222210
- 232+ au)
que es la inversa de 2-2-8: estas dos constantes A y M estan relaciona -
das con el modulo distorsional B con el modulo de Young € y la razon de
poiason V como sigue:

—

\— _— E — ' = 2[ N ] L LA I I T
M= T = AT (-20) 2-2-11

si queremos expresar €3y en funcion de'® y V solo hay que sustituir las-

. igualdades anteriores en 2-2-10.

'
Esta ley se vuelve simple si se usan los tensores distorsionales <75,
y €y tenemos

q-: —_- ZEG': U-' ?=-Ke sSeevssrensesassens 2"'2"12

= 2+32Y a3
donde = - q“*/’ﬁ SR b 3
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Ahora veamos la forma matriciat du la ley de Hooke generalizada. Ya que-

Ty y ©v= son simétricos, las ecuaciones 2-2-6 representan unicamente -
seis ecuaciones independientes con un total de 36 constantes eldsticas en lu

gar de las 81, es conveniente para nuestro estudio representar esto en for

ma matricial como sigue:

[ Eu T ©w T T =

I, T, ®aa €23 a4 25 Eae

T3 — Eyn Tz Baz Baa Tas®is o, 5
T3y Ty Tya T4z T©ay Eus Tye

NERN ks Ty» EBgy  ©54 Tss Ese

T2 { Bev T €y Teu ©¢s Eeo

hacemos la renumeracioén

Ve \ Cladh
272 & 2 3L 5 teeesersacsssssessass 2-2-15
73 <D 12 > ©

podemos reducir aGn mds la ecuacién 2-2-14 hasta tenerla como:

Q' "-_-'E e . - ..-0-2—2-16
m “\“ “ J m,“—‘l'z/...’6.-o-o
Una de las definiciones de material eldstico fue postulada por - -
Green hacia 1840 y estaba basada en la existencia de una funcion llamada -

energfa de deformacion, si tomamos en cuenta esta funcién podemos redu-




¢ir el nimero de constantes a 2,

En un medio continuo tienen lugar dos tipos de deformaciones - si -
nos atensmos a una clasificacién térmica- las qu2 son isorérmicas y las -
que no, pansemos en las primeras es decir en las que el cambio de tempe-
ratura es despreciable, podemos atribuirle, al medio continuo, una ener -

gia de deformacion, V tal que:

v = 9V 2-2-17

'l'—— ® $ 5 8 68 P EESLITI PO PN ND

- 0 6’-_\

y podemos cscribir

T = 3 T e S Semo L 22718

ya que de esta ecuacién obtenemos

U:"?. “-.I&e.‘s R R R RN N I NN N 2-2-19

de la ecuacion 2-2-18 se sigue una simetrfa de indices por parejas que en-

efecto nos reduce el nidmero de constantes independientes de

{351‘.“ (3N0y <
i % = 2
2 2
en el caso de simetrlaeny yv< a
- iy \
ISR IO
A - 2 "‘~ L -\
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en ¢! caso de simertrfa e: 1y y ¥s y ademas simetrfa por parejas.

3. - Caso de un plano de simetria.

Pasemos ahora a un aspecto muy importante en la teorfa de los me
dios continuos: La Simetrfa, importante por varias razones, en especial -
por la ayuda que presta para determinar las constantes elasticas Eig\‘vn -
ya que por lo general “i;xv. depende de la orientacion de los ejes coorde-
nados con respecto al cuerpo, cuando no dependen de la orientacion se dice
que el material es isotropico, en otro caso se llama anisotrdpico, ya vi- -
mos como la funcion de energfa de deformacion nos reduce €l nidmero de -
constantes independientes de 36 a 21 veremos ahora como la simetria nos-
va reduciendo este namero, si existe un plano de simetrfa eldstica se redu
ciran a 13, en el caso de tres planos mutuamente perpendiculares-caso or
totropico - se reducen a nueve y finalmente en el caso de isotropfa las - -

constantes se reducen a dos.

El grupo de isotropifa de un material se define como el grupo de - -
transformaciones de las coordenadas que dejan a las ecuaciones constituti-
vas invariantes, el grupo depende en general del estado de referencia que -
fue escogido por ejemplo un material isotropico es aquel que posee al me -
nos un estado de referencia llamado estado no distorsionado, para el cual-
su grupo de simetrfa contiene el grupo completo de transformaciones que -
en ese estado nos permite rotar los ejes reflejarlos en un plano o bién en

un punto y en tojos estos casos E(;um permanecen iguales,




Un material que tiene algunas simetrias pero que no contiene al gru

po completo se llama aelotropico, este es el caso de algunos cristales.

Cuando las constantes eldsticas tienen los mismos valores para un-
par de coordenadas cada una de las cuales es imagen especular de la otra,
se dice que existe un cierto plano llamado plano de simetrfa eldstica qus -
no siempre coincide con un plano de simetria geométrica, consideraremos
primero la existencia de un plano de simetria eldstica cuando un plano coor

denado es paralelo a €l,

Consideremos dos sistemas de coordenadas Xk y _7{3 con los ejes -
7| y X, coincidiendo con los X, y X, que a su vez son paralelos al plano
de simetria eldstica pero 323'-'-* X3 por lo que son sistemas especulares a -

partir del plano de simetrfa la matriz de transformacion es:

\ 0O
a,=|o }+ © ereeeereaessss2=31
)
o o -\

que de acuerdo a las leyes de transformacion, Q’;) quedard como

!

Ty = Qe g Tey e...2-322

de donde obtenemos

S —-< ST Rl T O 2-3-3
S a3 >
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como Gnicas componentes de W{; alweradas, las deméas quedan igual, lo - -

mismo ocurre con el tensor 6\5 solo cambian 513 Y < aq

EAS: - Ea‘ % &3\'—": - £3x ..... 2-3-4

la primera ecuacion de 2-2-14 nos da%;, en terminos de €

&-‘-\ :E\\ E“ "'E\tell *E‘3235 "r'ze\.. &33+2E\‘ G‘\*lg\bew_

si substituimos en la ecuacién anterior las ecuaciones 2-3-3 y 2-3-4 obte -

nemos

ToBuenrBig € *Bia gy - 2R €2 B Ea ¥ 280 Cin

pero por otro lado la primera ecuacién 2-2-14 nos da

TS Bu€n ¥ Bubu B € atBieay v 28 g€ ¥ 286,

substrayendo una expresion de la otra obtenemos

-‘*E\*eas-‘.‘E\s‘s\:o cectorsnsensese2=3-7
por supuesto esta ecuacion es vdlida para todos los valores de © gy E\‘,
por lo que deben ser identicamente cero i.e.

E“‘t o] E\§= o
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Consideremos ahora Naa a partir de la ecuacion 2-2-14,

q;; :EA\E\\ +E3& -éat *E'LtQBB *ZEZ‘te‘ls *1E35-és\ ¥ E;g 2

y sustituyendo resultados de 2-3-3 y 2-3-4 obtenemos

Qaa = Bat €+ Baa€aa Eas €3 ~2Faq 823" ABas S ¥2826 €4

y por otro lado de 2-2-14 obtenemos

AE ¢ €
q:,;— Ea.\ EntEra€e 4 E.Is 653 +- QEH ea.'; * 1E&$ €at a6 ~la

que si restamos obtenemos

~4 B,y €13 HE1s €3 = O

de donde

Eay = O Y E;s = O

y s8i seguimos haciendo lo mismo para las demés componentes obtenemos -

una nueva matriz para E :j 8 saber:




s AR A NS

B, E. T O O E“’]
Ba B €5 O O Eae

Eay Cia Ea3 O O Eae

o O O 4y TE4s O

O O S ES‘/ E55 O

=T TR PP S @) 0O Eee

Asi llegamos a que la matriz de coeficientes cuando el plano Xs Xa
28 de simetrfa elastica tiene 13 constantes independientes si E:f- Evo -

bien 20 si no existe esta simetrfa en este caso podemos tener

o = 2k €

es decir esfuerzo tangencial puede dar lugar a una deformacion normal si-
todas los demés esfuerzos son cero. Hemos visto entonces como la exis -
tencia de un plano de simetrfa eldstica nos reduce el namero de constantes
a 13 si existe la funcion energia de deformacion. En caso de que este plano
no coincida con alguno de los coordenados el ndmero de constantes diferen

tes de cero aumento aunque surgen relaciones algebraicas entre ellas de -

tal manera que siguen siendo 13 las independientes.




- B
4. - Caso de 3 planos de simetria.

Veamos el caso de tres planos de simetria, llamado caso ortotr6pi
€O, usaremos argumentos andlogos a los del caso anterior para mostrar -

que solo existen 9 constantes independientes.

Sea el plano X, X3 o bien como vimos en el caso anterior X, x; un

plano de simetrfa eldstica, aplicando 2-3-2 con

K‘o A O‘l e eeeeenann S V' |

tenemos nuevamente la matriz 2-3-8, ahora si XXy o X, Y, €8 otro pla
no de simetrfa tenemos que 0;) es

L. O ©
ay = © L O .......2-43
o O \

y de 2-3-2 tenemos que:

€, = €u

-Q—'“ = S €0 = €aa

Ta = Taa €3 = €33

&\a =Ty ’Q“-_-_-_Eu P A X
6";} -_._-_Tasw €y =- €3

'q::: = —q'\\: S




v repitiendo las ecuaciones de la matriz 2-2-14 obtenemos por ¢jemplo
; € € 3 €, Eg €
3, = Es) € + Esa €22 Esy €33 v2bgy €23 + JE;,EN Yy2Eg Ca

si sustituimos las igualdades 2-4-3 en la ecuacion anterior obtenemos

v por otro lado

1€
G, = Es €t Esa €aa + Es3 €33 +2Esy €23 * 58

restando las dos altimas expresiones y tomando en cuenta que el resultado

es vdlido para toda €y obtenemos

E5' = O E'sl:o ES% - O Esn’:: O

repitiendo este argumento para las demés ecuaciones y para el plano de si-

i !
metrla XLX3 0 bien )(; )(3 con matriz de transformacion:

(1

Q.‘.\ o O \




obtenemos ., Eua En o O O
Bav Eay B o O O
Bav B3z €y O O O 2tk
E;S — o o o E_;,,q O O N
O O O O Ess O
o O O O O Etss

Como matriz de los coeficientes cuando existe gsimetrfa en tres pla
nos mutuamente perpendiculares, donde hay 9 constantes independientes si

By, = E\i sinola hay las constantes independientes aumentan a 12.
3. - Caso isotrépico.

En este caso las constantes son independientes de la orientacion de
los ejes coordenados lo que trae como consecuencia que el namero de cons

_ tantes independientes se reduzca a dos. Para mostrar esto pensemos en - -

que ademds de los tres planos mutuamente perpendiculares podemos girar

90° y 45° permaneciendo invariables las constantes eldsticas, sea P 3 un

sistema que se obtiene al girar 90° alrededor del eje X3. la direccion del

eje 7(\ coincide con la del eje X; la del —i, con la de - X, y por supuesto

%2 ¥y X% 3 coinciden, la matriz de transformacion es




Q;,, =

o -+ O

v O O 25571
AN
®) o

aplic&éndola a 2-3-2 obtenemos las relaciones

.Q—"“ = S22 Ca2 = €
Q—-33 :q-s% zll = 632 .-........2"5"2
G}a_ = S 6_33 — €axy

Ahora bien un material isotrépico s ortotrépico por lo que podemos utili -
zar la matriz 2-4-4 en las ecuaciones 2-2-14 para poder eliminar las cons
tantes, por ejemplo:

— - < €
q‘an "_—'_E:_\ G.“\-Eaa eal * Eu i

utilizando las igualdades 2-5-2 la ecuacién anterior nos queda:

q’i‘ :Ea‘ €u +E11€u + E;S €53

desde luego si aplicamos la matriz 2-4-4 a los esfuerzos y deformaciones-

en el sistema original obtenemos

3
g, = En€un ¥ Ba€a +En e




sustrayendo las dos expresiones anterlores:

\E'LfE‘-"\ €y + (Ez:" E:J €z * (Ezs"Ens) €33 =0

= C,a= v L., 2-5-3
de donde T = Eu Ea= E. s 3

aplicando una argumentacion andloga obtenemos:

| By T Eu= Ea= Ba=Faa= = 1 censes 2254

esto altimo para distinguirlas de las otras constantes, ademés

Eyy - Ess = Bee =

Podemos considerar rotaciones de 45° y las constantes seguiran - -

siendo las mismas, su matriz de transformacion es:

\ )
[y mo—\
oy = \-m ¥ O
o O |

de aqui obtenemos 2 Ewy= En-®e eg decir

E\\ - E""*’LE“ O e vee2-5-6

E\\:2F+ 1




reuniendo 2-5-3, 2-5-4, 2-5-5y 2-5-0 obtenemos la matriz

o ©O
A2 A \ ©
A At 2 M A O O O
2 -5~
. X 2\ 2wz O O O 2-5-7
YT ¢ O O M O O
0 O O O M O
© O O © O M
Es decir la matriz de coeficientes en la ecuaci6n 2-2-14 se reduce-
a la 2-5-7, que ademds demostramos su simetria en iy y si recordamos -
las definiciones 2-2-15 veremos que hablamos en realidad de simetrfa por
parejas en ¥S yPq. en el tensor de cuarto orden E?\\"s y como adema8s es
un tensor que permanece inalterado frente a transformaciones ortogonales
de los ejes cartesianos, tiene que ser del tipo 2-2-4 es decir
S -
E.‘S E Eﬂ—‘.s —_— 1&‘ é"s + "(8?" J"$ *8?‘ ‘\’) ........ 2-5 8

Con este tensor podemos escribir la ecuacion constitutiva es decir los es -

fuerzos en funcidn de las deformaciones, de la siguiente manera:

sabemos en el caso de la ley generalizada de Hooke, ahora bién si intrduci
mos la ecuacion 2-5-8 obtenemos
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Q\\% Z ‘/\\é‘?g ;\ts Cxs '\‘f‘((g?g Sﬁ&'\'g?sgs\\- ng

— )\ S—\,%_ G“ *.)_l Qs?qégs ‘\'8?5 gg\se(s
— A Seq €xx ¥ M (Eeq * G*Q

y debido a 1-4-14 podemos escribir finalmente:
Orq = ASpq Exv +2m€rg

si en la ecuacion anterior hacemos ¥?= %

g = (B AraR) €

y como son indices mudos:

Tag = (32+2p) Cos

pero de acuerdo a 2-5-9

e <Toa - AS Tae
2 M Epg — % ?%3,\&1/(

que podemos escribir finalmente




si estamos en un caso de esfuerzo en un solo eje, por ejemplo sobre el eje
%\ podemos introducir las conocidas constantes © y YV, modulo de Young

v coeficiente de Poisson respectivamente con las siguientes definiciones
W—E €\\ ooooo Se s ess0essen s 2-5"11

=

E.ZZ: e;s = seeeasn L R S 2-5-12

utilizando estas dos ecuaciones la 2-5-9 nos queda:

. Y] .
q_u = Ev\e's'\- [-2v 5‘36“"3 tereciisessesees 275-13

"o bien la 2-5-10 nos queda

vV §- o
WY @ g TN ereenea. 2-5-14

S

."& — e

Todo lo hecho hasta ahora fue sin tomar en cuenta efectos térmicos,
8l los tomamos en cuenta, el tensor de deformacion €y se alterarfa, en -
primera aproximacion. Podemos pensar que este tensor tiene dos contribu -

clones: una debida a los esfuerzos y otra debida a la temperatura por lo -




que podemos escribir

{® (>

(e

donde €.y es la contribuci6n a la deformacion debida a los esfuerzos mien
5 . \

tras que €, es la debida a la temperatura a partir de una cierta tempera

tura Yo de referencia hasta otra temperatura ' los componentes del ten-

sor de deformacion debido a la temperatura quedan
x>

€i, = = T-TL e ..2-5-16

donde A es el coeficiente de dilatacion lineal, que si introducimos en la -

ecuacioén 2-5-15 obtendremos:

A ' . Ao C‘-Tﬂ) JIS
< W= o2 (G—‘\" Tarap 8‘3 “‘)

ecuacion conocida con el nombre de Duhamel - Newmann, que desde luego-

podemos invertir para obtener la ecuacion constitutiva termoeldstica

Tis: )«S;5 Exp ¥ ZMEY T (3)&1/‘)4513 (v-Te)_......2-5-17

que desde luego nos permite obtener mayor precision en los célculos y po-
demos obtenerlas en funcion de otros parametros incluso la energfa interna

de deformacion nos queda por ejemplo:

- )_:_Q_\\ €n o MEy €y -%X(}l*-‘}(\‘("'—‘-")Gﬂ ves. 2-5-1F
2
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CAPITULO 111

1.~ Clasificacién de Petrov de! Tensor de dureza.

El tensor de dureza nos dice cual es el comportamiento de un ma-
terial, es decir, cual es el esfuerzo necesario para causar determinada
deformacién. Asi que una clasificacién de las ecuaciones constitutivas -
del medio continuo, debe hacerse sobre este tensor, la experiencia de—-
muestra que trabajar con tensores no conduce a una clasificacién, pues-
las ecuaciones resultantes, a pesar de ser algebraicas, son de 4° orden,

con coeficientes que son funciones de otros, lo que complica su solucibén.

Otro camino lo constituye la descomposicién de un espinor, que -
se lleva a cabo con el teorema de Sachs; siguiendo el método de Pe--
trov; desde luego, nosotros no tenemos un espinor, pero existen artifi-
cios que nos permitir&n pasar el tensor &““ en un espacio euclideo a -
un espinor definido en un espacio bidimensional complejo, que es donde-—

haremos la clasificacion,

Consideremos entonces objetos geométricos, llamados espinores; -
que definiremos en un espacio complejo bidimensional 2 » para los que

existen cuatro posibilidades. Representemos estos objetos como sigue:

ﬁA = espinor covariante y su complejo conjugado ¢A

ﬂSA = espinor contravariante y su complejo conjugado ¢A




-
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Una pareja de nimeros complejos ordenados representa a tale

2spinores y se puedesn transformar en general como
( (W V)
U V) /

o equivalentemente

)
@ Pe
ios espinores siguen la regla de transformacién llamada lineal
2! 8
k —_— tA 1/'/3

A
donde “te \\ es en general compleja y no singular, sin embargo

/

para aplicaciones f{sicas que son las que nos interesan, nos restringi
M~
remos a matrices unimodulares \\ \_,Q \\ » aunque si construimos
A
= matriz unimodular a partir de tﬁ tendremos
A A A2
= e — X 8 ¥
A
donde X = \t %\ ; en realidad hay dos tipos de transformaciones . En
general denotaremcs a los espinores como:

7/ Ag... A“C..‘ coe é—?
31 Bw\“‘\ "'B‘-

los i{ndices A%6 corren de a2 y se llaman contra y cofndices -
mientras que C D corren Ae; a 2 y se llaman contra-punto y co~pun
to-fndices, respectivamente y nuevamente en general tenemos que la -
operacibén de ‘''complejo conjugado" es:

* A‘ -..A‘cs'..ce

A1...A\\t\...‘C? _ . .B S Dq
. ' - % e 1 N (S
BA‘ e %‘ v‘ Iy D‘ )
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establezcamos 'zc reglas de transformacién para los cuatro tipos de

espinores

. .8—1_1

\_3 es la compleja conjugada de \.3 y st a estas matrices — -
afadimos la pieza espinorial antilineal 2-9 compleja que nos dice co-
mo transformar un espinor con un fndice punto en uno sin punto enton
ces ya podemos dar la regla de transformacién de cualquier espinor,

Por ejemplo ¢A§: se transforma como:

3 ® R R AGC -‘9
':_‘“\.b\.A\.a\.c \_1

°
donde \.9 es parte del conjunto de la pieza espinorial 2-9 comple

ja.




2.- El aspinor fundamental.

De manera andloga al algebra tensorial, debemos poder asociar
de forma Gnica, espinores covariantes con espinores contravariantes,
x

para esto necesitamos un espinor "métrico" que nos permita hacerlo.

Definimos entonces el espinor métrico completamente antisimétrico

RU\B]:RA% el 83=2-1
con €l podemos escribir la forma bilineal
R A \ ? WA
pero como \ \
A A
Yoa VY= Ka 14
obtenemos que 2
Xa= QABX ce.. 3-2-2
AG
definimos ahora un R , con {ndices contravariantes
— 8 w®
XA '\K - RA%RCQ'X ’y’
de acuerdo a %-2-2 . De la misma manera otro espinor de segun

do rango

QAC —_— RAG Rcv RBQ::-RAG Rﬁb RDC

entonces obtenemos &
>
RA% R — -SA
s
& —_—
R QDC — SC

* En el sentido de la geometrfa affn se dice que el espacic spinorial
es un espacio con métrica nula,




que debido a la antisimetria podemos reescribir como:
°8_ ¢° R®° Reo = $5
QAQR - SA Y ¢ — c

con lo que ya podemos escribir la regla para subir (ndices:
A BA

como Rhg tiene solo una componente independiente, puede escribir

se como: '
— REA
R AR — ]
donde R'-'-’\&AS\ Y EAQ es ol sfmbolo de L.evi-Civita; pero siem

pre es factible encontrar un marco de referencia donde R=A , en—

tonces, si trabajamos en ese marco

)
Rﬁ&: RAG = eA

entonces pare subir o levantar {ndices tenemos

Y, = €ne X° VT
‘ e
pr= Xee - € Xe

AS
Ahora mostraremos que e es un espinor doblemente cova--

riants, para esto hagamos la tranoformacién
\ e (3] a it A ,\® 2\
A A
€A° \._c\-De :\.\\_ge“\_z\.1 €
€

eAs - “’\:F Cg= E,As&ll'(\\\:\is\\:eAs
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como el espinor métrico es antisimétrico entonces

’j«’/’Aé — €“’P‘¢3~ :__em%a:_fsgggﬁ::% @A

es decir A
’}UA A =- ’H @
y si hacemos (y/A= ¢A obtenemos

WA']K =0

en general

e A —_
’y/A‘ B K‘ e  Apnay ©

Por otro lado la contraccién de un aspinor simétrico es cero,

an efecto e
A B\ ®A_ _ =0
K= Xoae € =-Xp =K
El orden de un espinor depende del nimero de fndices; asi te—

nemos que el orden del espinor . .

r’VA, ... Asd B4 '°-B&!_k

es S=Adxx y se le llama el "spfn" del espinor; asi por ejemplo
el spin u orden del espinor A
es S=% , en general si un espinor tienes spfn 3::\‘*! se dice

que pertenece a la representacién D (V'/R) .
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3.~ Conexién entre espuores y tensores.

L.c. que haremos en esta parte es encontrar una asociacién entre
tensores y espinores, ya que nuestra clasificacién se realizard =n un
espacio espinorial y debemos llevaria a un espacio tensorial 3-2, en -

wel

donde se representa el tensorE de dureza de la elasticidad clasi-

ca., Sea una cantidad hibrida con f{ndices tensoriales y espinoriales -
con caracteristicas vectoriales en el espacio-tiempo llano de Minkows

ki y espinoriales en el espacio 2-D complejo
337&
of,
Una manera de encontrar las componentes y el significado de -

este spfn-tensor, es la siguiente: El elemento diferencial de arco en

el espacio~tiempo de Minkowski es:

Ag?=crat-axtay™- az’

considérese la siguiente manipulacidon algebrfica

Attt det)- (v det)

g (cax 38)(edt )
(i (ax -1 8 y)




&)\.5\3 C%T—-G? ‘.\

c.atlxdz Qax +\8y
6%1 _ X dax
A&'.‘&% cdt-42
dx ax

antonces

ast aa ol b agdlz b+ aels Wleeal \\}

as? = Ae’t(%,«m ax*),

donde 3/4A3 cumple con

, : \
3,«Ae = 3,».3 = S,aBA = (3,%3)
y representa al conjunto de entes matriciales:

P BT L P PR

es claro de aqui, que \\%}MB\ Nno son otras qQue las matrices de -~

Pauli v de 1o anterior podemos estabiecer:
- ﬂ ——— .

donde AX’“ es un objeto real; es el elemento del vector &€ en —

3/~AB
4-D y AX'AB es un objeto espinorial, Para pasar a te-

nemos que utilizar la métrica de Minkowski y la métrica espinorial; -

cada una para levantar los (hdices respectivos :




-Gl

FAB -
7 =7’"e“"e"°3y;m ...... 65—

donde 'z/‘ v es la métrica de Minkowski
\\ Wﬂy\\ = “ \)\03('\-\1-\/-\,-\)\\

Entonces ya se puade construir la parte real como:

pry
AXF‘:“‘z 3 QX A®

PAB
se cumple ademas que 3 jy'Ag =2 Sf >

tenemos entonces que

T T O (O B PR B B3
\\ 3sas\\ = \:\\\ \\%m\\=\\: f\\

Ahora de la ecuacibn 3 - 3 - 1 obtenemos %”AB levantando

{ndices con el tensor y espinor métrico

G T e (1 S RO
TS T N B PO




(2

de ahora en adelante harermos la renumeraciin

(| 26 2

, , 5‘-*7:/ el ®)

Es importante hacer notar que con este spin-tensor se obtie-

nen imAgenes espinoriales de tensores, por ejemplo
A“ o o 3“ 38 .N Y of
BN AW Jg T = 18

Con esto ya podemos obtener equivalencias entre tensores y -—-
espinores, por ejemplo
. Sy‘ j:u; é;c ‘S\“
S. AR x — Qa V)
o Y] .
# Jai Ix - OA ™
entonces obtenemos nuestra primera equivalencia entre espinores y ten
sores ot c 8&
¢g(3 & ‘84\ ™

otro ejemplo es:

Vv /u .
’Z«u 3/;(& 3C'N = Z‘“’ 34»6‘ Eac Eois 3“‘

X

v B ot
= 3uk €ac e-'bis% = SA S: € ac Cowm

= €ac Cun




- e
z

entonces
>
/Z/u 7 €ac €

Existen otras maneras de pasar de espinores a tensores, por -
ejemplo con el llamado spin-tensor de Ruse, que es otra cantidad --

con fndices espinoriales y tensoriales definida como

g,wm = 7:" E“.“ ( jﬂiu 3yi.s‘3tém 3/‘“‘ )

] 8 - 8" 4
este spin-tensor cumple con las siguientes simetrfas
S/MVAG - %\',/w‘] (a®)
sus valores son
4 L0
3 o] t
SQ‘A@ = \° 2 SO&A‘ = o 3z
-A -4
(o] 3 O a
A _ o\ -
Somg = vz O S\us =\ O
A0 t ©

p'oc

Szusz o -




Con este spin=tensor también podemos encontrar imagenes espino—

riales; por ejemplo, en el caso del tensor electromagnético en donde te-

nemos que

Tz T

su imagen espinorial es un espinor de orden uno simétrico

MY
F «—> AR

Para obtener el valor se calcula de la siguiente manera;

Dado F‘U existe su "imagen' espinorial QVAQ » tal que;
ﬂy ..
qo— Y VG
S\-Ag - %,“PA 3‘,&‘ F €

s‘:k% =3 e* ((Lh%vhe B %v\m%ha)?’w

es decir

v
*h‘ ol %,UUAQ Fﬂ

4,- Teorema de Sachs

La clasificacidon de Petrov del tensor de Riemann estA basada en el




Teorema de Sachs, nosotros seguiremos su razanamiento en el caso del

tensor de dureza; este teorerma nos dice como descompaner un espinor en

sus rafces no triviales y por supuesto demuestra que es posible, en el ca

sode (4,00 o Ro,K) oblenenelcasode P K con A=k

Teorema de Sachs v

Sea el espinor K‘. - Bgw Apuat - - .A.m € Q L, \‘>

siempre se puede descomponer como:
W (as)  (eead) (an)

. . - Y e «
IA\H-NV-AL:Q\"'AQ.‘ - °“\\ “'O(Al\tok\lv.ﬂ Aax
()
donde OLA-‘ ;san espinores arbitrarios de orden 1/2, de modo que la mul

tiplicacién de todos ellos nos da un espinor de orden 2k.

Demostracion:

A
sea \§ \'(“.V\ dande W V € €  un espinor indeterminado -

que podemos escribir como

s = (9 donde z=3\7
y con tal que: U¥ O&x 10

canstruyamos ahora el {nvariante

A LT Aay
Q= -PAV'"A&%.A“'H - A g e E SR




A
desde luego E - u y %‘1: \V;

este es un polinomio de grado 4k en Z, que por el teorema fundamental -

del Algebra se puede factorizar,

0= LaleM™r-ovaz s\

= wi™a K_\a\“«-}\z\"“'zz T 4

= W ale) - (2-aEeY) - (et el))

el hecho de que las Gitimas 2k rafces sean complejas conjugadas de las =
primeras 2k se deriva del hecho de la simetrfa fndices con punto y stn pun
to; por otro lado, la Gltima expresidn, recurriendo a la definicion de Z, -

la podemos escribir como:

alv-u)yv-uz) "'(V'Ufzr\ s (V.‘ Utz:h)

T eas Y

y Tenemos Jue -2 A,
(v-vzn=tun (s )EE s

lo mismo para los factores conjugados

-2; Y
(vowen=(ur, v (5 )= S,




~a“
donde O('A‘ E“ A

entonces

A ) w\
Hena S § =, E R, ¢™)a

como las g son arbitrarios, podemos aplicar la LLey del cocien=
te para obtener

u\ w (.9 (‘IQ\) (ﬁ')
‘K\- NTNTY PR HaZA, " '““n S o M T

que es la descomposicién buscada

Con este teorerma ya podemos clasificar el tensor de dureza, pera

antes veamos que quiere decir clagificar,

El teorema de Sachs es el anfilogo del teorema fundamental del Al-
gebra; es decir, descomponer un espinor significa encontrar sus rafces,
que pueden tener cierta rultiplicidad o bien ser cero; precisamente nos

basaremos eh el tipo de rafces para hacer la clasificacibn, asi por ejem

plo las rafces pueden ser distintas entre si y ademas cada una de ellas -




distinta de cero; otra posibilidaa es que cada ra{z tenga multiolicidad dos

y ademas distintas de cero todas ellas. En fin, hay toda una gama de po-
sibilidades pare la combinacién de rafces; cada caso, algebraicamente -
distinto, da or{gen a un espinor con ciertas caracteristicas, loque nos =
interesa es conocer precisamente estas caracteristicas para mediante —
una zerie de trangformaciones poder " heredarias " al tenso~ de dureza
en el espacio real 3-D como un sencillo ejemplo tomemos al espinor

de orden uno y por tanto elemento de la representacifn Q (2 y 0)

Este espinor se puede descomponer en otros dos, como la descom-
posicién contiene sus dos rafces, tendremos cinco casos posibles de des—

composicion aunque solo cuatro algsbraicamente distintos.

[—

]

4
b —
Ly

sn%u\‘c 5
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De los cinco casos el [1l y el IV son distintos, pero dan orfgen a -
las mismas caracter{sticas en el espinor }VAG que se estl descompo-
niendo; por lo que solo clasificamos cuatro casos distintos al descompo-
ner este espinor; el caso V es el menos importante, pues da orfgen a un

espinor nulo,

Esta es en breves palabras la manera de clasificar un espinor; los
casos algebraicamente distintos son independientes, y esta independencia
se conserva al regresar al tensor de donde proviene el espinor, si es el

caso.

Antes de clasificar el tensor que nos interesa, es decir, el de du-
reza de las ecuaciones constitutivas, sigamos con el ejemplo anterior de
un espinor de orden uno, solo que en tugar de trabajar en abstracto, es-
cojamos al tensor de Maxwell F’W para comprender mejor ia clasifica-

cibn de Petrov.

y.l7
E1l tensor de segundo orden ] es antisimétrico, es decir, que

cumple con F/W =€ ]

Con el spfn-tensor de Ruse podemos encantrar la imagen espinorial
de \'Jw tal como lo indica la ecuacibn 3-3 ~ 6, haciendo la expansién ade

cuada encontramos por ejemplo (“

*u = 2(2 Q.oom\: M*‘ 2 Ser F“*' 2 Qo F“
%20y F 29uu¥ " * 2 Saa \._.zs)




-0

v asi sucesivamente, el escalar Sl- en este caso es

(13 (2

_QAQEAE _qu,"\: se ‘“Aﬁsgﬁ e 34X

es decir S(Ag = Ng(sg y siguiendo el teorema de Sachs

op = (- 2a,1)

’ /33 = (_ i'a,‘\)

solo falta encontrar las rafces, para esto desarrollamos 3 -4 -3y -

obtenemos

fre S € = S ) * 20T Tratn (T

que podemos factorizar como

(g‘f Kj\\* 2fe v N 21}

cuyas rafces son

§‘\2 “z«- W (::\\ Q]\%K 3%\ g‘“&\

entonces

Zaz — ;“Q X\\- :-\S'g‘\t i 4 (Qu‘u“\

El paso siguiente es encontrar las imagenes espinoriales, para po-

der encontrar las relaciones entre términos del tensor de Maxwell.




o

Encortraremos tres casos.

Treriral con X FXg
Mulo con Xa=0 . &:O 4 Q‘A:(%:O
Tegenerado con XK,y = ﬁe #0

que pademos reprasentar graficamente de la siguiente manera:

\ /7
[ ]

Seneral

Nule Degenerado

Clasificacion del Tensor de Dureza

Vayamos ahora al caso que nos interesa es decir al tensor de dure-
=l A ' ,
za t“ . Este tensor tiene 21 componentes independientes que cuyo -
nGmero debe de canservarse al transformarlo en espinor, de esta mane~
E‘.\h& E e
ra el tensor se transforma en el esptnor Caeco pa ki s Con esgte
ya podemos hacer la clasificacién utilizando el teorema de Sachs y des~

pués transformar el espinor al tensor E““ que resultaré clasificado en

el espacio euclideo.

ik ..
Para pasar del tensor © al espinor Emc.o L LR tenemos

que hacer la siguiente transformacion.

Cascoroni -ﬁﬂV\h &A“%MXS 3%;‘3&&-‘3“)@"' " %““'\'“) 3-5-~1

(%.ul =y "%M 3 -°‘)E“‘k




Zon esta transformacidon encontramos que de las 256 componentes
posibles solo existen 21 indeperdientes, las mostramos enseguida y el -

nGmero entre paréntesis indica su multiplicidad.

(1) ¢ Wy 4444 (32) E\\u \iid 46 € wii
(8) € e

(&) Cay taii € Cuae s
(49) Evwe vass (2. €y ais G2 Cn i
(&) L v (&) L 2iii @) Caee 2iis
(R R @), & yoq wiii 0 Caae i
(46) € ane v

(16) Canyy Atie &) € e ia
(52\ E—“"- Aide (\‘) € e azie W Cuzz tiie

Este es, en efecto, el mismo nlmero de companentes independien-

tes que tiene E‘“t ; 1a transformacidn que nos permite regresar al ten-

sor de dureza partiendo de estas componentes es la siguiente:

. . & QAP QIR auc gidS QYOS qict
SETR T b i I 0 Gt S S
e -.‘1;‘_(3 T T . ¥
Wk 0ibE  QILEQLOS\/qrATQLER QRAPLYER
PRI T+
Eucoééti
Ahora bien para aplicar el teorema de Sachs y obtener la clasifica~
cidn necesitamos trabajar con las componentes espinoriales por lo que ha-

remos una renumeracién; tomando en cuenta que solo son 21 podemos aso-

clarlas a una matriz simétrica de 6x6 A'\; de la siguiente forma

MMy W22
A\l 1242 &

{222« 5

2212 —6 8-6-2




R <a0n antonacas apiicar 2! Teor: M2 e Sache para la descorn—
posicidn e¢spinorial, 2sto gard origan a un crerte Aamears ge casos que pc-

demos representar graficaments c2 la siguiante e o

I 1
S/
« T~
W, i Imy |
Mok ey

\\S\nq +

En la figura 7 mostramos las posibles combinaciones de cuatro de
las rafces det espinor EAgmex}qg ; NO es necesario mostrar la manera

en que se combinan las rafces conjugadas puesto que todo 1o que se diga

para unas serf vilida para las otras. Para explicar el digrama, tome=-

mos el caso V; este tiene 4 rafces distintas -esto lo indican cuatro rayas

en distintas posicionas~ su multiplicidad ez 4 - to indica el nGmero arabi-~




20 2n 2l anaule infericr izamarao. Zr Lo Casos, aparecen paréntesis
cuaorados, 10 cual indica qu: las raices dernro de elios son nulas; por =
otro lado las flechas nos rnuestran la ""genealogia" de las diferentes conm-

binaciotias.

£n 1a figuara 7 tenemods la clasificacidon del espinor Emcoh‘is y co
m2 existe una funcidn biyectiva entre este espinor y el tensor de dureza,

. Y . Bl
podemos decir que esta clasificacién 1o es también del tensor € s SO-
10 es necesario aclarar un punto, el tomar las diferentes combinacianes
de rafces debemos utilizar el Teorema de Sachs para cada caso particu-

lar y una vez hecho esto regresar a nuestro tensor original para tener el

caso concreato de la mecénica del medio continuo.

Apliquemos lo dicho anteriormente al caso més sencillo, es decir

al caso ]l de la clasificacitn de Petrov.

En este caso tenemos una cufidruple degeneracion de las rafces, to
das son nulas, pués si cuatro de ellas lo son, las otras cuatro conjugadas

1o son también.
En primer lugar construyamos el invariante
faQ el b b b}
Q= umteis S S SEEES

recordemos que:

€ =(u¥ uve €
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desarrollando el invariante obtenemous, después de factorizar en W\ Y

defimr

cil<l

2=

sl

2=

Q=w ik“ ¥ o Ace z"é*}

3-5=3

Uebemos hacer notar lo siguiente, en la expresidn 3-5-3, aparece
como factor de Z‘é* el término Ags s PEro mas adelante tendremos -
que icualar expresidn a una multiplicacién de binomios en la que el térmi
no de grado superior es 2~é* con coeficiente igual a 1; de este maodo es~
taremos forzando al término Ase a tomar el valor 1; si recordamss las
equivalencias 3-5-2 veremos que Ag~ euza 1117 la cual no tiene el
valor 1 a priori, entonces factorizamos también esta companente para n'g_

fijar ningln valor antes del desarrollo, la exprestén 3-5-3 nos queda:

Q= A“\\.\\ i&- U T }

Ahora si podemos hacer la igualacidn con las rafces del polinomio

entre paréntesis. El caso I nos dice que todas las rafces son nulas es =

decir: BT S T = 8y = 5::—. O

igualando las dos (ltimas expresiones adecuadamente

Ace \u\* i—i ook BYE :ﬁ\u\' i&a-o\" (i-o)“k

Ay 340 - 8,454
> Ace\\® i-&: beor e } =f3w\'z' e rel
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de aqui se observa que el Gltimo término es el dnico que no se anulay

tenemos

Ac e 2¢ 34 =ﬁ\\N 2 E#
de donde deducimos que:

A WO exceplo Age =3 3-5-4

es claro que en este caso

) (1] W
Yy T K =T ey %y= (4,0)
recordemos que en el caso general o = \4,- 1)

obtenemos asi que la Gnica componente distinta de cero es
Aes = e'uu zin =3
Con esta informacién podemos hacer la transformacién inversa, para ob-

' ek
tener E‘ a partir de E.‘npggs » 8s decir

qul_ X (%;AO 3\'0 %.u T“XT“ T‘S T“ 3‘“)
(§49° 3T TS ™) Eupnrs * e

555

pero si recordamos 3-5-4, esta expresion se reduce a

5 (AT TN+ )T H) s

a
se reduce més aun si ocbservamos que S‘ =0 exceptosi =4 o &=,

oz ot
° no tiene significado en el espacio euclideo y 3 =-1 entonces la

expresién 3-5-5 la podemos escribir finalmente:




. . QT itr gy el :3«2‘
RSO R + ¥. qrrQit e e

ozaA && N 6'47.".1 p
a4

’ come E-?.zz': 222 = B
entonces 3 — 53- R &~ CC
si definimos que (= & w4 :/a)
obtanemosg

WS _

s -

De modo que la ecuacidn fundamental

: iyl
U= Y e

nos quada

3 1)
V5~ =—=x¢€
*Sn 3~5-6

Esto no 2s otra cosa que la ley de Hooke en una dimensidn, es el
caso f{sico mas sencillo y responde al caso algebrafco més sencillo de la
clasificacion, al caso que llamamos Petrov-I. No es Gnicamente una vuel

. . wt
ta en circulo, la idea es otra, tomamos al tensor € con sus simetr{as

lo transformamos en un espinor al que clastificamos de acuerdo al esque-
ma seguido por Petrov al clasificar los espacios riemannianos, hasta -
aquf es solo un procedi miento matemético, pero resulta que al explorar

los casos, estos tienen significado fisico como ya hemos visto.

Si esto lo hubiéramos hecho para un caso mas complicado, digamos

el caso Petrov-ll se harfa lo siguiente:




Nuevamente construir el invariante ._Q.
A Ve VD em® @ o -t
0= & ©SEEFEERX

donde E‘ = (Y, V)

is2x

¢

_Q:. \u\' iA\{*gA\li *\GA“ ii o

x8Ase 2°3" + Age 2T }

donde las A'\s estan dadas en la exprasidn 3-5-2, nuevamente de—

bemos factorizar también al término A“ para evitar fijarlo a priort.

A\‘ §.;A—‘-‘— dpso e E’a,
-Q-:Acs\\\\' iT;{"’ Ace ' Ce . D-8-F

el caso Petrov =]l consiste en una sola rafz diferente de cero dege-

nerada cuatro veces, por lo que

Q=g w i’( 2-2) (3- 'i.\“k

=Ace " { g2+ -l 2 i: -qe, 2: )5 4 2:'5,1} 3-5-8




Con las expresiones 3-5-7 y 3-5-8 podemos efectuar ia igualacidon
Y as) obtener valores para las A:_; en términos de combinaciones de 2o,
2. y sus potencias hasta de orden 4, Esto nos darfa las componentes de

E ARCD PoRE €N términos de cuatro parametros.

Esta Ultima parte es para mostrar como se puede aplicar este mé-

todo en caso de gua las raices nho sean nulas.




CONITLUSTONE &

En los dos primeros capftulos de este trabajo se da un marco de trabajo

. W iV . o ,
a la ecuacion T'=% " €,y que como toda ecuacidn constitutiva relaciona un cle-

mento axiomético — T3~  con una cantidad medible - €~ atravéds del ten-

\ )"&
sor de duraza 4 » Que es nuestro sujeto de estudio.

En el tercero se presenta un resumen del algebra espinorial, donde una
de las secciones mAs importantes es la referente al espinor métrico que nos per
mite subir y bajar indices espinortales; en ella presentamos el Teorema de Sachs,
meollo de este problema, y planteamos asimismo una clasificacién del tensor -
electromagnético, que aunque superficial, aclara las ideas respecto al método de
Petrov para clasificar tensores, por otro lado este es un caso fisico que vale la

pena estudiarse con detenimiento,

L.a Oitima parte 2s fundamental, escogimos’ el caso en que el invariante
Q del Teorema de Sachs tenia sus rafces iguales a cero. Con esto pudimos =
obtener un tensor de dureza que da origen, en la ecuacidn que nos liga el esfuer

zo con la defornacidn, a la conocida |l.ey de Hooke,

Con asto moastramos cdémo, una descomposicidn espinorial nos lleva a to-
dos los tipos posibles del tensor dureza, que son 9, as{ podemos decir que el ca

so del tensor que nos reproduce la Ley de Hooke es algebrafcamante independien

te de otros casos; del misma Modio puede darse la siguiente stituacidn:




tensoras de dursza distintos puadan pertenecer al mis™o tipo de Petrov.,
Mas aumn al desarrollar el invariante e iqualarto a la combinazidn de rafces que
se haya escogido, se obtienen ciertas condiciones que nos permitirén hacer la -
clasificacidn de un tensor dado, simolemente transformandoles en un espinor y

verificando si se cumplen.

Siguiendo esta linea de razonamiento, se puede estudiar la ecuacidn cons
titutiva de2 un material recurriendo simplemente a las condiciones praviamente
establacidas. De este modo conocer sl caso del tensor E_‘“‘" » hos dice, final-

mente que tipo de material estamos tratando.

L.ogramos no solo conocer que son nueve el nimero de casos posibles en
la clasificacidn de Petrov sino también mostrar E““ en el caso mAs sencillo,

corraspondiente a railces nulas.

Dependiendo del caso que escojamos, es claro que se obtendrén distintos
tipos de tensores de dureza que aumenten el grado de complejidad conforme au-
mente ol nimero de rafces distintas de cero y disminuya su mutltiplicidad, de es-
te moto era de espararse que si quitamos cast todos 1os par@metros, al hacer -
las rafces iguales a cero, y solo dejamos un par&metro complejo ﬁ » el tensor

fuera muy especffico y la ecuacion esfuerzo~deformacidn también lo fuera.

L.os casos siguientes tienen importancia fisica, incluso es muy posible -
que algunos de ellos no esten totalmente estudiados y esta clasificacion arroje -

luz para su major comprension.
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