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Introducción. 

Debido a la gran cantidad de material desarrollado en torno de la 

Mecánica Cuántica -Estocástica surge la necesidad de hacre una revisión 

en dende además de plantear una visión unificada del formalisi de Cuan 
tizacián Estocástica se abre , de manera natural , la posibilidad de 

dar respuesta a las *criticas y preguntas que se hacen de élla en las 
que se encuentran algunas conf siones. 

En tanto que el objetivo de este trabajo es revisar una teoría 

alternativa a la Mec/nica Cuintica , se hace necesario mostrar las para 

dejas y preblears interpretativos en que incurre la escuela de Copenha- 

£ue al sostener ut punto de vista stbjetivista. De ahf la necesidad de 
plantear tea teoría que reproduzca el formalis 	teaático de la Mecá 

nica Culntica , pero que dé respuesta a dichas paradojas. 

La naturaleza misr de los fen6snos ctanticos hace necesario que 

la Nueva 1¥dorfiu sea una teorfa de procesos estoc[sticos , y puesto 
que ésta no presenta la ruptura episteaol6gica que plantea la inte:pre-
taci6n ortodoxa entre la Meclnica Cibica y Cuíntica, es posible obtener 
ecuaciones de asvisüento generalizadas para procesos aarkoviasos , de 
las waLes se puede deducir la ecuación de Sd►tldinger . El nuevo for- 

tialiseo permite tea interpretación mís intuitiva de los fen6wenos cuán- 
tices , aclara algunas de las paradojas usuales y abre las perspectivas 

para una teoría f atd.aental del aticrm ndo. 
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Capítulo I 

Origenes y M otivaciones de la Mecánica Cuántica Estocastica. 

Es un hecho conocido que si bien todos los físicos acep-

tamos' el formalismo matemático de la mecánica cuántica, exis-
te aún controversia respecto de la interpretación que se le 

asigna(13) 

Se han planteado así distintas interpretaciones que in-
tentan explicar de manera consistente los fenómenos cuánticos. 
Jaaser'¥¥ia hecho una detallada reseña de algunas de las di-
ferentes interpretaciones de la mécanica cuántica. 

Aquí nos concretamos a discutir la escuela de Copenhague 

y como es que debido a evidencias experimentales y de índole 

filosófica se van delineando las características o requerimi-
entos que debe cumplir una nueva teoría capaz de superar los 
problemas conceptuales planteados por la interpretación de 
Copenhague. 

La escuela de Copenhague (llamada así por la participación 
de Bohr`y no tapando en cuenta a Heisemberg, Dirac, Jordan, 

etc), (h )"ha tomado muchas ideas de las grandes discusiones so-
bre la fundanentación de las Matemáticas. Con esto se trata de 
dejar claro que la interpretación Ortodoxa no, ha surgido en 
forma espontánea, si no que es el producto de una posición fi-
losófica y una concepción del mundo bien definidas y con cier-

ta lógica interna. Sin embargo, contrario a lo que afirman sus 

seguidores, esto no contrae$ ce'.la posibilidad de plantear una 
teória más completa y fundamental que la Mecánica Cuántica. 

Queremos dejar claro tambien que existe todo un sustrato 
filosófico sobre el que se apoyan las distintas interpretacio- 
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nes de la Mécanica Cuántica; sin embargo, por ser una discu-
ci6n muy amplia, sólo nos concretaremos a mencionar en forma 
muy general que existen dos grandes corrientes que sustentan 
dos criterios de realidad distintos. Es la posición que el ff- 	-
sico adopte respecto de ellos lo que va a determinar en forma 
radical la interpretación que asigne al formalismo matemático. 
"Se tiene por una parte el criterio empirista, positivista, se  
gún el cual es real lo que es observable y únicamente lo que es 
observable.., este criterio.., conduce a ontologías idealistas 
y posiciones subjetivas... Por otro lado se tiene el criterio 
materialista, realista, basado en la actividad humana, capaz 
de trasformar las cosas y que da lugar al concepto mismo de 
casualidad (34)  . 

Así, la interpretación de Copenhague que adopta el criterio 
empirista, positivista, difiere grandemente de la escuela Estadis-
tica, cuya interpretación es realista y Materialista. El carácter 
positivista de la escuela de Copenhague demanda que el significado 
que se les otorgue a los conceptos físicos debe ser especificado en 
términos de operaciones físicas por ejemplo mediciones; Esto ha 
llevado una buena medida a paradojas y problemas interpretativos que 
tienen que afrontar la escuela Ortodoxa. de esta forma "en primer 
lugar debemos de reconocer que la actitud filos6ficadel investigador 
se manifiesta con frecuencia en su interpretación global del forma-
lismo de la Mecánica cuántica, esto determina el posible signigica-
do que esta dispuesto a Priori a atribuir a los vectores de estado, 
a las variables-dinámicas; a los vectores de estado, y más en gene-
ral a todo el formalismo. A riesgo de que el exceso de esquematismo 
pueda producir sobresimplificaciones podemos decir que muy frecuen-
temente se adopta o bien sea una actitud materialista y objetiva, bi-
en una idealista subjetiva 

Con Born se sientan las bases para hacer una interpretación 
prosabilistica ; Sin embargo, y a pesar de que se 
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plantea originalmente la teoría en términos de probabilidades 
clásicas, el hecho de que '¥ sea una amplitud y no densidad de 
probabilidad presentó desde el comienzo dificultades que no 
podían resolverse todas en su época. 

Empezó así a ganar terreno una interpretación subjetivista 
de la probabilidad: Si no estamos seguros de que va a suceder 
cierto evento, entonces podemos asociarle un grado de creencia 
racionalmente justificado, el cual identificamos con-la proba- 
bilidad del evento 	); Así, "Según la interpretación Ortodoxa, 
en los microfen6menos impera el azar, ya que en general el re-
sultado de un experimento con un sistema individual no queda 
determinado de manera unívoca por las condiciones bajo las que 
aparece el fenómeno" 

El punto crucial en esta discusión se refiere a las distin-
tas interpretaciones que se dan a la función de estado._Y'. . Se-
gún la escuela de Copenhague, la función de onda Y describe 
exhaustivamente el estado físico de una sola partícula o sistema 
mientras que, en la escuela Estadística Y solo determina pro-
piedades estadísticas de un ensemble de sistemas igualmente pre-
parados. Esta última interpretación fue propuesta por Slater 
(1929) y ha sido apoyada por físicos de la talla de Winstein y 
Schrisdenger, aunque desafortunadamente la escuela estadística 
goza de poca aceptación, en tanto que la escuela Ortodoxa es am-
pliamente aceptada. Así por ejemplo, la interpretación dada por 
la escuela de Copenhague a las relaciones de incertidumbre de 
Heiseaberg permiten a Nagel (1961) afirmar que la Mécanica Cuán- 

tica es una teoría indeterminista; el argumento de Nagel es ti-

nico de esta escuela y realmente simple y se puede resumir en lo 

siguiente: "Las relaciones de incertidumbre afirman que la posi-
ción ilimitada simultáneamente. Luego estos parámetros no son 
independientes uno del otro y están relacionados, porque una lo-
calización especial muy precisa es incompatible con un valor pre- 



ciso.del momento. Entonces las ecuaciones de la mecánica Cuán-
tica no pueden establecer una correspondencia única entre valo-
res de la posición y el momento a cualquier tiempo. La teoría 
Cuántica será capaz de calcular la probabilidad de que una par-
tícula tenga una posición con un momento dado, y viceversa; en-
tonces no es determinista"(6 ) t 

Sin embargo, se puede sostener la Mecánica Cuántica es de-
terminista en el sentido de que la ec. de Schiodiuger determina 
completamente la evolución temporal del vector de estado. Es la 
naturaleza del estado cuántico lo que obviamente está en contra-
dicción con el estado dinámico de la Mecánica Clásica y con las 
teorías clásicas en general. 

"Esta diferencia en posición filosófica(t) es prácticamen-
te importante en el caso que nos ocupa, pues resolver la cues-
tión en un sentido en otro conduce a inquirir sobre el origen y 
naturaleza del sistema cuántico a abstenerse de hacerlo, por ser 
una pregunta carente de sentido 

Dado que históricamente las relaciones de incertidumbre de 
Heisemberg y el concepto de complementaridad introducido por Bohr 
,han jugado un papel central en la interpretación de Conpenhague 
parece necesario discutir estos temas con un poco más de amplitud. 

Parece ser que la interpretación física de las relaciones de 
una certidumbre surgió de una discusión entre Heisember y Eisntein 
en un coloquio en Berlín (1926), en la que ante la afirmación de 
Heisemberg de que la aócanica matricial se construyó ajustándose 
a los requerimientos de que solo que es observables y tienen cavidad 
en una teoría fisica, Einstein le replica que "Es más bien la 
teoría la que decide que es lo que uno puede observa"C82). dando 
con ello la idea cental de las relaciones de incertidumbre. Sin 
embargo Heisemberg nunca abandonó del todo su actitud operacio-
nalista, ya que para él "Si uno desea aclr¥.íar el significado de 

«) S. 'P1 	la oorrienta pomitivista do la Z4.. 
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nes:de incertidumbre son deducciones lógicas del formalismo 
matemático al que se le puede interpretar de diferentes ma-
neras. Así, en la escuela de Copenhague y según la concep-
ción de Heisemberg la interpretación que se les asigna es el 
de una limitación a la aplicabilidad de las nociones clásicas 
de momento y de posición etc. a los fenómenos microfisicos. 
Sin embargo, los aspectos subjetivistas y empiristas de la in-
terpretación de Copenhague no se limitan a la interpretación 
de las relaciones de Heinsemberg ni mucho menos así, Heisemberg 
en su famoso articulo de 1927 citado por Jammer introduce el 
criterio de verificabilidad como criterio de significación y 
de realidad.., más adelante Heisemberg agrega que "la trayec-
toria surge a la existencia solo cuando la observamos". Aquí 
la escuela de Copenhague acepta explicítamente la doctrina 
empirista" (¥).' Esta posición de la escuela ortodoxa les ha 
llevado a concebir las relaciones de incertidumbre como una 
"limitación inherente a la teoría sobre la precisión con que 
podemos conectar estas dos variables(*), limitación que por 
supuesto no tiene su equivalente en la física clásica" 
Con todo ello la escuela de Copenhague supone un limite al co-
nocimiento mismo. 

Contrario a lo que piensa Heisemberg de las relaciones de 
incertidumbre, para Bohr ellas "son una indicación de la dua- 
lidad onda-partícula o, más en general, la necesidad de dos 
descripciones mutuamente exluyentes de los fenómenos físicos 
para fundamentar toda la teoría"( ¥)¥¥Con esta idea de Bohr 
nace el principio de (*) Habla de conectar la posición y el 
momento de complementariedad. Dice Bohr "en física cuántica 
evidencias de objetos atómicos de diferentes arreglos experi-
mentales.., parecen contradictorios cuando las combinamos y 
ensayamos dentro de una misma imagen"(ue ) 4j Es decir las pro-
piedades de los sistemas cuánticos sólo tienen significado 
físico cuando se definen en términos de arreglos experimenta; 
les con aparatos que son sistemas clásicos. Por lo tanto, como 
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"posición de un objeto, por ejemplo, de un electrón, uno tiene 
que describir un experimento oor medio del cual pueda medirse 

la posición de un electrón" 	), de otra manera este término 

-r , 
	carece absolutamente de sentido... Refiriéndose a las relacio-

nes de incertidumbre para variables canónicas conjugadas., tales 
como la posición y el momento o la energía y tiempo, Heisemberg 
establece: "Esta indeterminación es la razaón escencial para 
la ocurrencia de relaciones estadísticas la Mecánica Cuántica ). 
Sin embargo, cuando Hai.:senberg habla de relaciones éstadísticas 

generalmente se refiere a los resultados de experimentos simul-
taneos en un solo sistema cuántico y no a experimentos repeti-
bles en un ensamble de sistemas preparados de manera idéntica. 

Para ejemplificar esta indeterminación, Heisemberg inventó 

un experimento pensado, el microscopio de rayos y , con el cual 
podemos medir la posición, digamos de un electrón. Se lanza un 
fotón, el mínimo absoluto para que sea posible la observación; 
si .x es la longitud de onda del fotón y 0' es el ángulo de a-
pertura del límite objetivo por el cual observamos el fotón, en-
tonces la óptica física nos dice que la imprecisión en la po-
sición del electrón cuando dispersa al fotón será: 

d x =X/sen $ 	(1.1) 

Ahora bien el fotón, por efecto Compton le comunica al electrón 

un impulso lineal, y como solamente se sabe que el fotón disper-
sado cae dentro del cono con apertura angular 1, hay una impre-

sición de 
£', (h/X) .n(b 	(1.2) 

en la componente AP  del impulso('l ). Claramente estas relacio-

nes cumplen con el principio de incertidumbre de Heisember, aun-

que sorprende que una teoría que durante su desarrollo no hace 
mención de técnicas experimentales prediga en forma tan exacta 
la imprecisión experimental. Cabe hacer notar que las relacio- 
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existen arreglos experimentales incompatibles (por ejemplo el 
experimento de la rejilla donde no se puede medir con preci-
sión ilimitada la posición y el momento) haciendose evidente 
que los microsistemas paseen propiedades oxluyentes pero coa-. 
plementarias. De esta forma la motivación que lleva a plantear 
a Bohr su principio de complementariedad es la de resolver las 
paradojas existentes que planteaba la dualidad Onda-corpúsculo 
de los microsistemas. "De esta manera para Bohr la complemen-
tariedad es una relación lógica entre dos descripciones dife-
rentes que se excluyen entre sí, pero que sin embargo son am-
bas necesarias para una relación completa de los fenómenos á-
toaicos. Estas dos descripciones ... son ... el modelo de on-
da y el modelo de partícula clásicas, unidos en la Mecánica 
Cuántica  través de las relaciones: 

... las relaciones de incertidumbre marcan ahora el límite en 
que estas dos descripciones excluyentes se pueden aplicar si-
mult[neamente..Resulta entonces que entre más hagamos reslatar 
la naturaleza corpuscular de los sistemas, más difusa se hará 
su naturaleza ondulatoria(14).1f 

Al respecto parece útil recordar un comentario hecho por 
Brody et al(11): " A pesar de la importancia que la mayoría 
de textos conceden al principio de complementariedad, no se 
conocen aplicaciones de él. En la medida que su contenido co-
rresponde cualitativamente a los relacionados de incertidumbre 
éstas nos proporcionan resultados cualitativos tanto para va-
riables que comentan como para las que no comentan; en la me-
dida que el principio de complentariedad trascienda las rela-
ciones de incertidumbre, no nos permite hacer predicciones 
experimentales. Su importancia es pues juramente filosófica 
... sin implicaciones para la física". 	) " 
Una de las primeras concecuencias del punto de vista positi- 
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vista adoptado por la escuela de Copenhague es la necesidad de 
reinterpretar el concepto de causalidad. " Identificando la ley 
de causalidad, en su forma más usual: "el conocimiento exacto 
del presente permite clacular el futuro", Heisemberg señala que 
no es la conclusión sino la hipótesis la que es falsa" por la 
inaceptabilidad de valores iniciales exactos, como lo establece 
el principio de incertidumbre 8 ).Para estar de acuerdo con 
dichas relaciones; Heisemberg reinterpreta la ley de causalidad 
de la siguiente manera: "Si a un cierto tiempo todos los datos 
son conocidos para un sistema dado, entonces existen para cual-
quier tiempo posteriores, resultados experimentales que pueden 
ser predichos exactamente, si el sistema no está sujeto a nin-
gún otro distrubbio más que el necesario para llevar a cabo el 
experimento'. En la frase anterior está presente la gran 
importancia que otroga la escuela de Copenhague al acto de me-
dición; en ella se hace indivisible el acto de medición .y en com-
portamiento mismo de los microsistemas, volviéndose a poner de 
manifiesto el carácter positivista según el cual se acepta u-
sualmente que la teoría cuántica no se refiere a la naturaleza 
sino a nuesto conocimiento de la naturaleza, o bien, se inter-
preta a las afirmaciones probalilísticas de la teoría Cuántica 
como juicios subjetivos 61)  fri 

Como se ha dicho, algunos investigadores tales como Popper, 
Einstein, Schrodinger etc. no aceptan la interpretación Orto-
doxa. En partículas Einstein y Schrodinger, entre otros, "tra- 
tamos de demostrar que la interpretación ortodoxa 	es in-
compatible con ciertos principios físicos o meta-físicos muy 
generales, cuya validez, para ellos era evidente y necesaria, 
aunque no así para sus oponentes, Por ejemplo, en su trabajo 
en homenaje a ioorn ((953), Einstein demostró que el límite 
clásico de la función de onda de las partículas ligadas a un 

pozo potencial describe a un ensemble de partículas, no una 
partícula individual. Puesto que el carácter de la descripción 
no puede cambiar al pasar el límite, debemos concluir que 



describe tambien un ensamble(61 ). Análogamente, es conocido el 
teorema de Einstein, Podolsky y Rosen(5 	en el que al estable-
cer un criterio de realidad más acorde con el sentido común y 
con la física clásica, aparecen graves paradojas. Otras parado-
jas como El Gato de Schrodiager Y el amigo de Wigner("2)  es-
tán intimame nte relacionadas con el proceso de medición y el 
colapso de la función de onda. De este tipo de paradojas "la 
conclusión que se puede extraer es que la interpretación esta- s 
distica ofrece una descripción del sistema cuántico que es con-
sistente, objetiva y libre de elementos de irracionalidad" 
Por otra parte la interpretación de Copenhague contiene la su-
posición, que no es parte escencial de la estructura de la Me-
cinica.Cu[ntica de que el estado cuántico es la más completa 
descripción posible de un sistema físico individual, supo-
sición que es el centro mismo de la controversia acerca de la 
interpretación de la Mecánica Cuántica. 

No obstante que la interpretación de la Mecánica Cuántica 
ha caído en una "mavaña" de problemas interpretativos, hay que 

reconocer que al irse construyendo la teoría han surgido de ella 
una serie de ideas que delinean el camino a seguir para la cons-
trucción de una teoría ■3s profunda. Así "cualquier intento por 
establecer la MEcanica Cuántica sobre bases ■ás sólidas que las 
usadas tradicionalmente... debe proporcionarnos una explicación 
convincente de las propiedades que distinguen al sistema cuántico, 
además de justificar detalladamente el formalismo de la teoría 
contemporánea"(13). 

Entre los fenómenos típicamente cuánticos y que demandan 
una explicación más profunda se tienen los siguientes: 
1) Existen estados discretos de energía (u de otras variables) 
en situaciones cuando la física clásica predice un continuo. 
2) Hay fenómenos de difracción e interferencia , típicos de 
procesos ondulatorios, allí donde la física clásica simplemente 
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• partículas que se mueven independientes unas de otras, y 
3) Cuando efectuamos mediciones sobre partículas que hemos pre-
parado para que estén en el mismo estado físico, los valores me 
dios muestran dispersiones estadísticas¥13 ¥ 

Una teoría alternativa necesariamente tiene que ser una 
teoría de ensambles, donde Se produzca solo información esta-
dística; además la evolución temporal de un microsistema no 
puede ser un proceso determinsta clásico, pero si debe estar 
planteado en términos de conceptos clásicos o reducibles en 
cierto límite a clásicos, de tal suerte que no produzca uña 
ruptura epistemol6gica entre la física clásica y la cuántica. 
También esta teoría tendrá que ser capaz, dado su carácter 
estadístico, de permitir deducir a partir de ella las relacio-
nes de Heisemberg como resultado de algún mecanismo que pro-
duzca fluctuaciones. El tipo de teoría que se busca, pues, es 
la. de un proceso estocástico subyacente al movimiento de sis-
temas cuánticos, un proceso para el cual se entiendan clara-
mente las causas, que serán tan complejas y con tal variación 
irregular en el tiempo que un simple proceso determinista no 
tendría sentido, haciéndose necesario recurrir a los métodos 
estadísticos para analizar el problema 	)_ 

El modelo estocástico más conocido y así resuelto en la 
época del surgimiento de la Mecánica Cuántica era el movimien-
to Browniano, por lo cual no es de sorprender que en sus ini-
cios la escuela estocástica tomara dicho modelo para reafirmar 

la interpretación estadística. Con ello se pueden explicar de 
inmediato por ejemplo las relaciones de Heisemberg, la que se 
encuentrM que no son producto de lcs distrubios provocados por 
la medición, sino que su origen es de naturaleza estocástica. 
Sin embargo, a pesar de que la teoría permitía resolver o expli-
car varios conceptos cuánticos, por su carácter excesivamente 
clásico provocó grandes criticas, además de que no se pudo se- 
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CAPITULO II 

Inicios y Desarrollo de la Mecánica Cuántica Estocástica. 

Antes de mostrar lo que se ha llamado mecánica cuánti-

ca estocástica, quisiera exponer, aunque muy brevemente, al-

gunos de los problemas subyacentes a la mecánica cuántica. 

Uno de los problemas más conocidos en la literatura es el 

de la interpretación que se le da a las relaciones de in-

certidumbre de Heisemberg."Puede sorprender a primera vis- 

ta q 	una teoría en la cual no ocurre ninguna referencia a que 8 

técnicas experimentales permita conclusiones en cuanto a la 

precisión posible en las mediciones".¥1 

Otro de ellos es el problema de Colapso de la función 

de onda, el cual se hace evidente en los famosos ejemplos 

del "Gato de Schródinger" y el "Amigo de Wigner". Las con-

clusiones paradójicas a las que se llega, bajo la interpre-

tacibn ortodoxa, hacen ver que este colapso es físicamente 

• inaceptable y "La Conclusión inmediata es que el colapso 

de la función de onda no es un fenómeno físico cuya reali-

dad haya sido firmemente establecida, sino un resultado pro 

pio y específico de una interpretación particular, oue desa 

parece al modificar adecuadamente tal interpretación". 

Otro problema más es el planteado por la paradoja EPR y 

el problema conectado con tal paradoja 
(56

'y también se tie 

ne la insatisfactoria dualidad onda partícula. Este tipo de 
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para¥ujas han llev b a u: grupo de físicos a plantear alternativas que 

superen los pmbleas interpretativos , pero que lleven a los mismos 

aasultados debriaos , . que son los que se confrontan con la experimen-

ladán; . De está =mera han nad& la escuela esta8iatica y . ads en 

particular, la estocóstica, de la cual nos oa¥ar+eeos durante el tra- 

bajo. 

11.1) 
Analogía Fbaanl Entre loo Prvaesos Esbx stiaos y la Mecánica Cu ntica 

Ossde un punto de vista mara ente formal , aai mro desde el pu-

to de; vista hiatbriau . tn ptntra de partida para la form laci,Qn de u a 

teoría est:oc¥tias de' la lbatnica cuántica es la gran similitud exis-

ante entre la se. de Sdtirodinger y la ecuacidn ' da difusión . El 

pr1 	r+o en notar esta fuerte ana]ogia fue Sáuodingar mi e:oo en u: tra-

bajo pr rentada a la acs~a de Barlin(8fl . sduvdingnr aonpsra su 

ecua~ de a:da aan la ec. de d fusión para el movimiento Brarni,ano: 

r 

D a 2w 	aT W 	 (2.1) 

Es obvia la gran similitud existente entre la ec. (2. li y la ews-

ci& de Schrodingsr para la psrttcu]a libre: 

2 
ih /2m a ' 	a 	 (2.2) 

áX 	aT 
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Asi pues, en analogía con (2.1) se puede ver a la ec. 

(2.2) como una ec. de difusión con coeficiente D■y- imagi-

nario o equivalentemente D= £m pero tiempos imaginarios 

(t-+t" 	it) con lo cual se recupera la ec.(2.2) si $ actúa 

o juega el papel de una densidad de probabilidad, obviamen 

te no basta con esta identificación para probar que la ec. 

de Schrcdinger describe la evolución de un proceso esto-

ctstico de alguna clase. Es más, el que no se dé esta iden 

tificación inmediata se apoya en el hecho de que mientras W 

es no negativa, • es compleja, esto viene del hecho funda-

mental de que W es un proceso irreversible en tanto que 0 

es un proceso reversible y ondulatorio descrito por una 

ec. diferencial hiperbólica, luego la analogía así presenta 

da es solo superficial ya que el coeficiente de difusión es 

imaginario y $ no es una distribución de probabilidad sino 

una amplitud de probabilidad. 

El primero en demostrar el análogo estocgstico de 

las relaciones de Heisemberg fue sin duda Reinhoid Fúrth ¥) 

en (1933). El siguiente paso en esta línea de investiga -

ci6n fue la sugerencia hecha por el propio Fúrth de que las 

relaciones de incertidumbre se pueden interpretar como resul 

tado de carácter dispersivo de las variables dinámicas en la 

M.C. Esto lo muestra al encontrar relaciones análogas a las 

de Heise¥lberg de la siguiente forma. 

Sea X la posición de la partícula y definiendo la inde- 0 
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terminación en la posición por: 

x2, - f x2Udx , (2.3) 

donde U es la solución de la ec. de Fokker-Plancki'9 norma- 

lizada a la unidad, De la relación de Einsteinl"¥ 

dz2 2D dms- (2.4) 

se sigue que 

x2 	2 Dt + x2 
e 

que muestra que la indeterminación en la posición crece li- 

nealmente con el tiempo. 

Frth,define la "velocidad" 	del proceso en términos de 

la corriente de difusión, (en procesos estocásticos, es lo 

que se difunde el proceso por unidad de tiempo y unidad de 

área), que esti dada por 

Q 	-D V U (2.6) 

como 

v ` Q 	Q ' -Q 	4. 	, (2.7) 

de donde se sigue que 

v2 -J v2 U, d x 	- D2 f Ç d x (2.8) 
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a partir la desigualdad por demás obvia 

2 

	

( u- 	0 	(2.9) 

y dado f Udx -1, se obtiene 

D-2- dx ) 2 	(2.10) 

Sustituyendo (2.8) en (2.10) se obtiene el análogo estocás- 

tico de las relaciones de Heisemberg: 	- 

	

2 v 2 	D2 	 (2.11) 

Es necesario aclarar que las relaciones de Heisemberg 

según esta teoría se cumplen para el ensamble de partículas, 

pero no son válidas para el caso de una sola. En esto hay 
una notable diferencia con la interpretación usual de la 

Mecánica Cuántica, ya que en el caso de la interpretación 

estoc[stica la trayectoria de las partículas sí existe. 

Las relaciones (2.11) para una partícula browniana 

surgen como resultado directo de la estocasticidad del sis-

tema. Debido a la diferente naturaleza física de éste sis-

tema respecto a los cuánticos, hay diferencias escenciales 

ya que en los procesos de difusión D-wT y entonces el coefi-

ciente de difusión se va a cero con la temperatura, mien-

tras que en las relaciones de Heisemberg D' que es una cte. 

universal lo que sugiere ésto es el que las relaciones de 

Heisemberg son resultado directo del carácter dispersivo de 

las variables x y v. Con éste resultado obtenido por Ftlrth 

se mostr6 que era posible el plantear un análogo estocásti- 



co para la ec. de Schrodinger. 

Sin embargo, la formulación estocástica se enfrenta a 

problemas muy serios. Uno de los más importantes, es el he-

cho de que la Mecánica Cuántica Estocástica en forma natu-

ral será formulada en el espacio fase. "Y si la intensión 

de dicha teoría, es llegar a la descripción de Schr*8dinger 

de la Mecánica Cuántica, que es una teoría en el espacio de 

configuración, será necesario deshacerse de la variable mo-

mental (P) para llegar a ella. " 0j)  

Es pues, éste problema lo suficientemente importante 

como para que la formulación estocástica dependa de él. 

Wigner fue uno de los primeros en dar una respuesta al pro- 

bblema. "Wigner, al: estar trabajando sobre la corrección cuán 

tica al segundo coeficiente del virial de un gas de electro-

nes hizo uso de una expresión matemática a la cual posterior 

mente le encontraron significado".{ 	El ente matemático 

que tenían en sus manos era una función fw(P,q) tal que, si 

se promedia sobre la variable de posición, lo que se obtiene 

es la distribución de probabilidad del momento y visceversa 

más aún, recupera clásicamente algunos de los valores espe-

rados, correctos para los observables de la Mecánica Cuánti-

ca. En particular, la "densidad" construida por Wigner es: 

f(.P.q) 	(211 ) -1  f ,*(q   4 8) 
.exp {-i8P} p(q * 8) d8 	(2.12) 
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con. distribuciones marginales dadas por 

	

f fM dp -l* (q)12 	 (2.13) 

	

1fw dp - l t¥ ()I2 	 (2.14) 

donde 

	

* (P} 	(2*1t) 1 "º 	exp { i- } (q) dq 

y para funciones clásicas a(P,q) a las cuales la Mecánica 

Cuántica les asocia un operador Á se tendrá 

<¥> 	1; a(P,q) fw(P,q) dpdq 	(2.15) 

a fM se le conoce ahora como la distribución de Wigner. Cabe 

Mencionar que fM no cumple con ser una función definida posi-

tiva, por lo que no se puede interpretar como una distribu-

ci6n de probabilidad en el espacio fase.039) 

Independienteaente de esta dificultad, hemos visto que 

parece variable una formulación estocástica de la Mecánica 

Cuántica, pero hasta ahora no se ha manifestado, al menos 

no claramente, cuál es el papel que va a jugar esta interpre 

tación, es decir, hasta ahora solo se ha hecho una mera ana-

logia formal. Para ver cuál es la física que se encuentra 

detrás de la formulación de la Mecánica Cuántica Estocásti-

ca presentaremos la teoría. 
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Modelo Estocástico de la Mecánica Cuántica (Método de Cuan 
tización estocástica). 

'El modelo Browniano de la Mecánica Cuántica es uno de 

los primeros intentos que se encuentran dentro de la lite-

ratura por crear una teoría alternativa de la Mecánica Cuán 

tica. Aunque este formalismo permite interpretar los resul 

tados de tal manera que algunas paradojas existentes dentro 

de la mecánica Cuántica desaparecen, no es satisfactorio del 

todo por el carácter excesivamente clásico del modelo, ya 

que, como su nombre lo indica, el modelo Browniano de la 

Mecánica Cuántica se apega demasiado a este modelo, es de-

cir, es un modelo "seuiclásico"(*)  forzado a resultados Cuán 

ticos. 

En un principio gran parte de los trabajos hechos sobre 

la "Mecánica Cuántica Estocdstica"(*R)  tenían como imagen 

de movimiento al modelo Browniano y sobre esta base es que 

se desarrollaron gran parte de trabajos. Tal es el caso de 

Fényes que se puede decir, es el pionero o precursor de la 

teoría estocástica. El interpreta la mecánica Cuántica,por 

(0) con seuiclásico quiero decir que las partículas siguen siendo partí-
culas Newtonianas, cuya trayectoria existe, pero la presencia de un 
capo subeuintico imprime a las particulas- el carácter estocistico 
que se manifiesta como cawportaaiento cuántico. 

(**)re 	te se debía llaar Modelo Browniano pero se le llamará así 
en el sentido que tal modelo pertenece a los inicios de esta teoría 
y no'es hasta que se maduran las ideas que se pasa a lo que hay lla 
rwos teoría Estocdstica. 
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primera vez, como una teoría de procesos 4e Markov en el 

espacio de configuración. Después de los trabajos de Fén-

yes siguieron toda una serie de trabajos desarrollados en 

la misma dirección entre los cuales se encuentran los de 

Kershow 1  %) y Comisar ) en donde aunque ambos manejan 

el lenguaje del movimiento Browniano, existe ambigúedad so 

bre el hecho de la realidad de la interacción con el campo 
subcutntico. En cierta medida todos los trabajos parti-

cipaban de la corriente Browniana, al inicio, en todos los 

trabajos se empleaba el lenguaje browniano, algunos hacien 
do explícito que se trataba de un modelo Browniano. Lo cual 
obviamente causó severas criticas y un rechazo hacia la 

Mecánica Cuintica Estoc[stica(s), ya que de ninguna manera 

es posible obtener un comportamiento cuántico a partir de 

consideraciones puramente clásicas. Aún bajo estas criti-

cas, que son del todo válidas, se siguió desarrollando el 

sodelo Browniano de la Mecánica Cuántica. No es hasta los 

trabajos de Nelson OO2j  que se logra tener un•formalismo 

■atemítico coherente que permite desarrollar la cinemática 

y din4Mica de los procesos de Narkov, y con éstol iaplenentar 

rigurosamente una teoría estocistica de la mecánica cutnti-

ca, sin embargo, a pesar de que es Nelson el que proporciona 

la base matemática rigurosa que peralte el desarrollo de la 

teoría estocistica adolece su teoría de no tener claros los 

(a) cabe aclarar que al principio no se distinguia entre la teoría 
estocistica y el Modelo BroMfiano de la Mecánica Qiintica y se 
seguía abusando del lenguaje y de la imagen del modelo Brownia-
no, es por esto que las críticas eran contra la teoría estocistica. 
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fundamentos físicos subyacentes. Permítanme aclarar en 

qué sentido es que se hace ésta afirmación ya que es impor 

tante e  si se recuerda en el movimiento Browniano, juega un pa 

pel central la fuerza de fricción, además de que cumple con --

un teorema de fluctuación disipasi6n. En cambio en los pro_ 

cesos estocásticos que maneja Nelson no'puede existir un 

factor de fuerza de fricción ya que como es sabido la ec.de 

Schrodinger es invariante bajo transformaciones temporales 

además de cumplir un principio de superposición a nivel de 

las amplitudes de probabilidad, lo cual no se llegaría a 

cumplir si se aceptara el término disipativo. 

Posteriormente, el modelo estocástico evolucionó has 

ta tomar formas más propias capaces de describir en formas 

más natural a los sistemas cuánticos. Con el formalismo ma-

temttico'introducido por Nelson se introdujeron automática-

mente en la teoría elementos dinámicos novedosos que vie-

nen a generar el comportamiento cuántico. Asi como parale-

lamente los trabajos de Luis de la Penaos)  permiten acla-

rar la polémica, que tanto dallo había hecho al modelo esto-

cáistico de la mecánica Cúdntica, demostrando que los pro-

cesos estocásticos que describen al movimiento browniano 

son de clase muy distinta a los que describen a la Mecáni-

ca Estoctstica invalidando de esta manera el emplear un 

lenguaje o imagen browniana del modelo estoc[stico, dando 

respuesta a la vez a una de las criticas más severas que se 

han hecho al modelo. Además de que, no es hasta los tra- 
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bajos de Luis de la Peña que la teoría adquiere gran sentido 

físico, si se recuerda Nelson propone solamente el formalis 

mo matemático en tanto que de la Pena partiendo de conside-

raciones físicas recupera los principales resultados del 

método de cuantizaci6n estocástica esclareciendo de esta 

forma la física subyacente. Cabe aclarar que es también 

con los trabajos de Luis de la Pena que se hace necesario el 
pedir que los procesos sean estocásticos markonianos. Resu-

miendo, ésto es lo que constituye el Modelo estocdstico de 

la Mecánica Cuántica, en donde el comportamiento cuántico 

es heredado de la dinámica de los procesos mismos, o más 

formalmente, el método ole cuantización estocástica, tema 

que desarrollaremos a lo largo de esta sección. 

Por el carácter que tiene este formalismo, no presen-

ta la ruptura epistemol6gica que se dé entre la Mecánica 

Cuántica y la Mecánica Newtoniana, aunque plantea toda una 

nueva problemática propia que requiere de estudios especí-

ficos y que ha sido la fuente de graves confusiones,tanto 

física como filos6ficos. 

Antes de describir esta teoría citaremos algunos tra-

bajos anteriores en los cuales ya se vislumbraban los con-

ceptos que posteriormente se retoman en el modelo estocls-

tico. 

Una de las primeras interpretaciones de la ec. de 

Schrodinger en términos de trayectoria de partículas se en 

cuentran en los trabajos de Luis de Aroglie y 8alim ®2). En 

estos trabajos se empieza a delinear la posibilidad de dar 
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una interpretación alternativa a la Mecánica Cuántica.Se 

introduce en ellos, el término de velocidad de corriente, 

como es utilizado en el modelo Browniano de la Mecánica 

Cuántica. "Bohm interpreta la desviación de la ec. de mo-

vimiento de Newton, debido a un potencial Mecánico-cuánti 

co asociado con la función de onda. Bohm y Vigier introdu- 

cen la noción de fluctuaciones aleatórias como producto 
SZ 

de la interacción con un medio subcuántico".¥ 3 Posterior 

mente y en forma independiente Fényes muestra que el movi-

miento de las partículas puede entenderse en términos de 

Procesos de Markoff, dando lugar, de ésta manera, a los 

inicios de la interpretación estocástica de la Mecánica 

cuántica. O2) 

La formulación del Modelo Browniano de la Mecánica 

Cuántica tiene como hipótesis principales, el que a las 

partículas fundamentales "se les puede asociar un campo de 

probabilidad 0 , solución a la ec. de Schródinger. Dicho 

campo se supone ser un promedio sobre las fluctuaciones -

originadas a nivel subcugntico, también se le asocia a este 

campo la capacidad de ejercer sobre cada una de las parti-

culas,una fuerza mecánica-cuántica, que sólo se manifiesta 

a nivel atómico".Q 6 ¥ Cabe hacer notar que en esta inter-

pretación alternativa de la Mecánica Cuántica no se hace 

referencia a la razón física que genera el campo subcuánti-

co, de aquí que las variables aosicadas a él, obviamente, 
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juegan el papel de variables ocultas. Así pues, nos encon 
	

1 
tramos con una teoría no relativista de variables ocultas 

y de carácter fenomenol6gico. Otra de las hip6tesis natu-

rales, es la suposición de que cualquier partícula sufre 
una desviación debida al movimiento aleatorio que presenta. 

A 

Sin embargo, para las partículas elementales,• al menos 

aquéllas que son descritas por la ec. de Schr ,  dinger, es ne-

cesario suponer que no se encuentran sometidas a ningún 

tipo de fuerza de fricción, dependiente de la velocidad, 

para asegurar la validez del resultado en promedio de la 

ley de inercia. Imponiendo esta condición, la imagen que 
emerge es la de una partícula Newtoniana que se encuentra 

en equilibrio dinámico entre la fuerza estocástica, causan 

te del movimiento azaroso y otra fuerza externa que juega 

el papel de la fuerza de fricción !  

De esta manera, las trayectorias, como en el Movimiento 

Browniano existen pero por ser rápidamente fluctuantes no 

son diferenciables. 

Bajo éstas bases nos permitiremos revisar lo que es el 

método de cuantizaci6n estocástico el cual se vi6 grandemen-

te impulsado por los trabajos de Edward Nelson y Luis de 

la Pefa-Auerbach. 
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I1.3) 

Cinemática de los Procesos de Difusión E stocásticos. 

Sea s (t) un proceso estocástico y p(v,t,) la densi-

dad de probabilidad en el espacio de configuración que ca-

racteriza a x(t). Como es bien sabido muchos de los proce 

sos estocásticos importantes tienen trayectorias continuas 

pero no diferenciables(103). Por lo que antes de discutir la 

cinemática de los procesos estocdsticos se hace necesario 

introducir los operadores propuestos por Nelson para susti-
tuir a la derivada(1Q). Nelson define la velocidad media 

hacia adelante: 

b - D x(t) - líe 	Et[x( t  +t)  -  x(t))  (2.16) 
At-•0+ 	` 

Donde Et denota la esperanza condicional de que si la par-

ticula está en (x(t)) al tiempo t, entonces se encuentra 

en la posición x(t+et) al tiempo t+ at. Similarmente se 

define la velocidad media hacia atrás: 

Et  (x(t) - x(t- et))(2.n) ba  -De 
 x(t) - lfm 	t  

Á t+Q+ 

(at.►0') denota que los incrementos de tiempo son siempre po-

sitivos). Nótese que si el proceso es diferenciable enton -

ces ambas velocidades coinciden. 

El planteamiento dado por Nelson permite describir 
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dos géneros de movimiento..Sin embargo, es más conveniente 
definir un diferente conjunto de velocidades tal como lo ha 

cen Nelson, Luis de la Peña y A.M.Cetto(57); 

v(x(t)) - {D x(t) •+ D x(t)} 	(2.18) 

V(x(t)) ' {D x(t) - D x(t)} 	(2.18') 

Donde "v" es conocida como la velocidad de flujo, que da 

idea del movimiento promedio del elemento de volumen consi-
derado como un todo. "U" es la velocidad estocdstica o tar-
bién llamada velocidad osmótica por analogía con el movi-
miento Browniano". De acuerdo a la teoría de Einstein U 
es la velocidad adquirida por una partícula Browniana en 
equilibrio con respecto a una fuerza externa, balanceada, 

por la presión osm6tica".b3?)  La cual tiene un carácter 

estrictamente no local. Como se verá más adelante, tanto 

V coso,/ se pueden escribir como funciones de P(x(t),t) de 
donde es claro que hay que conocer la densidad de probabi-

lidad del proceso x(t) a todo tiempo, con lo cual U y v 
que depende de P heredan la característica de ser varia-

bles estrictamente no locales dado que dependen de toda la 

historia del proceso. 

Si aplicamos D y D a una función f(x,t) analitica,lo 

que se obtiene para la derivada temporal hacia adelante 
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De las ec.(2.22) y (2.23) se puede ver que D. es 

invariante bajo una inversión temporal, no así Dc, de lo 

cual se sigue que v(-t) - -v(t) y U(-t) - U(t). 

De una manera natural se pueden definir cuatro acele-

raciones a partir de D y D*: 

D b , D b* , DRb , D*b, 

Sin embargo de imponer la condici6n de invariancia 

bajo inversiones temporales y que en el límite cuando U-►O 
se obtenga la segunda ley de Newton (121) y tomando también 

en cuenta la ecuación de continuidad, Luis de la Pella ¥7) 

encuentra la combinación de las aceleraciones que es 

físicamente aceptable. 

La relación más general compatible con estos requeri-

mientos es: 

f a m (Dcv - XDSU) . 	 (2.24) 

donde f es la fuerza, m la masa y a un parámetro indetermi-

nado. 

Nelson por su parte define la aceleración media para 

un proceso estocástico dado por: 

A(t)s D D*x(t) + DRD x(t), 	(2.25) 

que es equivalente a la ec.(2,24) si se toma 1-1, Luis de la 

si ■-1 se cae en el movimiento Browniano (Ver(57)). 



Peña(57  )encuentra que si se toma a=1 y Dei/em  la ec, de mo-

vimiento de los procesos estocásticos se puede reducir a la 

ec. de Schr&Iinger, a este tipo de procesos se les llama pro 

cesos de D'Broglie. 

II.4 

Obtención de la ec, de Schródinger. 

Consideremos un ensemble de partículas clásicas tales 

que ,se. encuentran sometidas a un campo subcuántico que 

imprime a su movimiento un carácter estocástico en términos 

del cual se puede interpretar el carácter cuántico.
(*) 

 

Supondremos que la partícula no se encuentra actuada por 

ninguna otra fuerza, de tal suerte que no existe dirección 

privilegiada en el espacio. Partiendo de la hipótesis adi 

cional de que el tiempo de relajación del sistema es su-

ficientemente pequeño con respecto al tiempo macroscópico, 

para que el proceso pueda ser tratado como Markoviano , 

entonces Nelson postula que las trayectorias de las partí-

culas cumplen con la ec. diferencial estocástica 

dX(t) - b(X(t))dt + dW(t), 	(2.26) 

donde X(t) es la posición de la partícula, dW(t) es un pro-

ceso de Wi r►er y b(X(t)) es la velocidad hacia delante,que 

depende del proceso x(t) y es por esto que la ec.(226) no 

carece de memoria, ya que de hecho es necesario conocer 

j1onde se suponen conocidas las propiedades estadísticas del campo. 
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X(t) para encontrar b(X(t)). 

Para la descripcien hacia atrás la relacidn que se cunple es: 

d X(t) ' b(x(t))dt + dW¥(t) 	 (2.27) 

Donde dN y dM*(03) tienen las mismas propiedades, solo que 

dW está definido para tlis y dW* con sat (1 031 

Dado el carácter estocéstico del movimiento, tanto de 

la Peña cono Nelson postulan que el sistema es descrito por 

una densidad de probabilidad en el espacio de configuración 

P(x(t),t), la cual satisface una ec. de Fokker-Flanck, 

ip. 	V • (p c) - o2D p -0, 	 (2.28) 
at 

dónde p es la densidad de probabilidad de transición y c,es 

la velocidad total de la partícula. La ec.(2.28) "se puede 

expresar en la forma de una ec. de continuidad, 

át * V.(wp) -0 	(2.29) 

introduciendo 

v-c-D ¥P 	 (2.30) 
p 

El término - D(,p) p representa la velocidad de difu-

sión y vp la corriente".(  En el caso de la teoría del mo-

vimiento Browniana el término D(vj) p-1 es la velocidad os- 

a6tica o estocástica). De acuerdo a la definición de V(ec. 



32 

(2.18), 

c=V+U 

_ 3. (b + b) + 	(b-b)=b (2.31) 

De donde la relación (2.30) se transforma en 

bR -b - D p (2.32) 

De la definición para la aceleración, ec (2.25), de las 

ec.(2.20) y (2.21) y recordando que 

U + v ■ 	D(x(t),t) (2.33) 

V -U 	D(x(t),t), (2.34) 

(2.33) y (2.34) 	se obtienen fácilmente de las ec.(2.18)y 

(2.181 se obtiene la siguiente expresión para la aceleración: 

A (t) 	+ 	- U v • U+ Dv ll . af (2.35) 

Si la fuerza externa aplicada a la partícula es derivable 

de un potencial, entonces (2.35) se puede escribir cono: 

át + V v •V 	- Ú v •Ü - DV2tl 

F = 	s -vV (2.36) 

m 	t¥ 

Si se usa el hecho de que U está dada por 
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que al integrar da: 

U2 +Dv.11 =m -m E, 	(2.42) 

donde E es una cte.de integración que tiene dimensiones de 

energía. 

Tomando el promedio sobre el ensemble de la ec.(2.42) 

y teniendo en cuenta que 

¡Dv'Ü p d3 x  `f  D2  ~• (P)d3x 2.43 ( 	) 
- -f p U2d3x  

se obtiene 

E-Jt mU2  + V 1 p d3x 	(2.44) 

que se puede interpretar la energía promedio para un pro-
..ceso estacionario. Nótese que a pesar de que v-O, la velo-

cidad estocástica contribuye con un término, r mU2  que es 
idéntico.a la energía cinética que posee una partícula que 

se mueve con una velocidad U, nótese además que la veloci-

dad total, en el caso estacionario, se encuentra dada: 

C - U 	 (2.45) 

Ahora bien, habiendo identificado a E como la energía pro-

medio para el caso estacionario, procederemos a obtener la 
ec. de Schrodinger. 
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Haciendo el cambio de variable 

R ?Inp 	 (2.46) 

que implica con *-eR que, 1.*2 y sustituyendo en la ec. 

(2.42) se obtiene 

D2 
{--- v2 + V3 V+ - 	 (2.47) 

Si tomamos D-ft/Zm entonces (2.47) se transformó en la ec. 

de Schrodinger independiente del tiempo: 

42 - 	
v2¥ + VO - E40 	 (2.48) 

Nótese que a diferencia del caso Browniano, el coefi-

ciente de difusión no se va a cero con la temperatura,es 

decir, el tomar D-ym nos implica que aún a la temperatura 

del cero absoluto las partículas presentan ágitación,que 

obviamente no es térmica, ya que ésta se iría a cero con 

la temperatura. Dicho en otras palabras, el introducir 

D=R/2m hace necesario tener un campo estoc4stico que produz 

ca fluctuaciones proporcionales alh/2m y que sea indepen-

diente de la temperatura algo como un campo de fondo. 



,;¥ 
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por la ec. (2.53) y (2.54) se obtiene 

2imD a _ -2mD2v21 + V$ 	(2.55) 

Tomando D-- 	( 2.55) se transforma en: 

i!I=t 	v2  + V)* 	(2.56) 

Es importante hacer notar que la ec. de Schródinger se 

encuentra'a partir del sistema de ecuaciones que constitu-

yen las cc. dinlaicas de la Mecdnica Cuántica Estocística, 
en donde se hace posible interpretar el carécter cufntico 

de los microsistemas a partir del caricter estocéstico de 

los mismos. 

Nótese también que al obtener la ec. de Schrádinger por 

las ec.(2.49),(2.50),(2.51) y (2.53) se tiene en principio 

caracterizado el proceso estocástico subyacente, aunque 

• rigurosamente hablando "solo se determinan aR y S hasta 

una constante multiplicativa. El valor de dicha constante 

• se encuentra determinada por la condición f 1 t(x,t)l2dx-1 n  

•  y.el argumento de la cte. es  irrelevante R  para la inter-

pretaci6n física de la ec. de onda".a27)  

Regresando a las definiciones de p, v, Ú (ec.(2.49), 
(2.50) y (2.51) , tenemos 

e2R  s e (w+VA) 	(2.57) 
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lo que muestra que 	es una amplitud de probabilidad, 

r,- De la definición de v y ll se obtiene 

v = DvS - -iDvtn. - -iD ( 	- 	-¥a ) 	(2.58) 

Y 

0 	2DvR T Dvzny** (2.59) 

y.al promediar v con p: 

<v>• 	-iD f ( 	-ves, ) 	***d3X 

-iD f **v* 	- ¥rv¥y")d3x (2.60) 

■-21D f, voy d3x. 

por :lo que el promedio del moatento es 

<mv> _ •2iDm f ++*v*d3x 
(2.61) 

`f**(-i* v) *d3x 

de donde el operador asociado al momento de la partícula 

es 

P ■ -iilp (2.62) 

analogamente se obtiene 

• 

(u2 + U2)> ` 	<P2>, (2.63) 

1 
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para encontrar el operador asociado a la ener- 

gía., se multiplica la ec. de Schrodinger por 90 y se inte-

gra: 

f* i4I 	d3x - 
(2.64) 

' f ** ('fl2v2  • 1►) *d3x 

Esto nos dice que la energía media puede calcularse como el 
valor promedio del operador 

É -ifiat  , 	 (2.65) 

Debe observarse que los momentos superior de p, <pn> con 

n>2 no corresponden •a <b11> en general. 

Por último se citarán algunas de las diferentes versio-
nes del Modelo Estocástico de la mecánica Cuántica al cual 
prefiero llamar método de cuantizaci6n estocástica. Entre 

ellas se encuentra el trabajo de David Kershaw, que Ilmues- 

•tra cómo los estados estacionarios de la ecuación de Schro 

dinger, no relativista, son justamente los estados estacio 
narios de los sistemas de la mecánica cllsica".(d3)  

Kershow supone que las partículas se encuentran sujetas a 

fluctuaciones a`atorias y que las trayectorias que siguen 

las partículas son la superposición de las trayectorias 

clásicas, movimiento browntano alatorio. Con estas hipóte-
sisel resultado al que llega es que la solución estaciona 
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ria de la ec. de Schródinger es precisamente la distribución 

de probabilidad estacionaria del movimiento del sistema con 

siderado como una cadena de Markoff. Sin embargo, existen 

ciertas inconsistencias en la teoría propuesta por Kirshow 

además de no ser generalizable al caso no estacionario. En 

un trabajo hecho por Luis de la Peña y R.M.Velasco£7)  se 

revisa la teorla_y los postuladosfundamentales de la teoría 
de Ktrshow y se encuentra que uno de sus postulados princi-
pales sólo es comparable con los postulados del Modelo estor 

cístico de la Mecánica Cuántica en el caso estacionario, 

adeets de que la teoría hecha por Klrshow no está libre de 

otras inconsistencias. 

Al mismo tiempo Comisar, 6  grandemente influenciado 

por los métodos funcionales espacio-temporales de Feywan 

para la mecánica cuántica no relativista, considera a la 

función de onda como la suma de integrales de trayectoria 

sobre todas las trayectorias realizables por el movimiento 

-Browniano. Introduce un parámetro oculto que corresponde 

a la escala de tiempo de interacción "Ficticia" entre el 
vacío y la partícula. "En-contraste con el modelo propuesto 

por Bohm y otros, el modelo Browniano es lineal y preserva 
la interpretación usual estadística de la función de onda 

para tiempos suficientemente largos". 2' Sin embargo, el 

trabajo de Comisar se caracteriza por considerarse un coe-

ficiente de difusión imaginario y no considerar la interac- 
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ci6n entre el vacío y la partícula como real. 

Para terminar citaremos un párrafo de Nelson sobre el 

uso de integrales de Feyman en la mecánica Cuántica. "El 

tiempo es real pero la teoría es usada primeramente como 

una herramienta matemática para estudiar la teoría cuánti-

ca y la teoría cuántica de campos, Si bien la apariencia 

matemática de la teoría Cuántica, cuando se formula en tér-

minos de las integrales de Feynan, es enteramente diferente 

a la formulación de operadores, la noción convencional cuán 

tica de complementariedad e interferencia permanecen sin 

cambiar. La teoría de probabilidad es cuántica y no clási 

ca": 105) Este punto fue posteriormente ampliado y discuti-

do por M. Berrondo.(9) dentro del espíritu de la Mecánica 

Cuántica Estocástica 

IIs¥ 

Formulación Variacional de la Mecánica Cuántica Estocástica. 

Las ec. dinámicas que obedecen los procesos estocásti-

cos, ec.(2.29), (2.36) y (2.37) pueden ser obtenidas a par-

tir de un principio variacional. La lagrangiana estocásti-

ca se define operacionalmente como la lagrangiana clásica, 

sólo que a diferencia de ésta,en la lagrangiana estocástica 

aparecen términos adicionales que son la contribución dada 

por la, velocidad estocástica del movimiento. Cabe hacer 
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notar que el hecho de tomar la variación de la acción esto-

cástica entre dos tiempos fijos carece de sentidos,4ado que 

debido al carácter estocástico existen fluctuaciones de la 

trayectoria en cualquier punto. Es decir, como en el caso 

browniano, si nos fijamos en mi tiempo dado tenemos una in-

finidad de realizaciones para la trayectoria que llegan al 

tiempo propuesto. Recuérdece que el fijar el parámetro 

temporal no fijaslpunto al cual se llega como lo sería en 

un proceso de la Mecánica Clásica. Bajo éstas consideracio-

nes fijémonos en un ensemble de partículas las cuales se 

encuentran bajo la acción de una fuerza derivable de un 

potencial y consideremos además, que las partículas se en-

cuentran sumergidas en un campo estocástico, que es rápida-

mente fluctuante y promedia a cero tanto espacial como 

temporalmente. 

Si se supone que el principio de D'alembert es válido, 

aun para el caso estocástico, se puede identificar la lagran 

giana estocástica y su relación con la lagrangiana clásica. 

El planteamiento antes propuesto es desarrollado por Luis de 

la pega y 11.M.Cetto¥u , en una de sus artículos, y creo 

importante desarrollarlo, ya que es el único que llega a una 

forma explícita de la lagrangiana en la cual es fácil ver 

las contribuciones debidas a la componente estocástica del 

movimiento. 

Aplicando el principio D'alambert directamente a un sis 
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tema de partículas que no interactúan entre sí 

(pi -) 	s xi-0, (2.67) 

,donde Fi es la fuerza aplicada * la i-esima partícula. A 

partir de las ec.(2.25),(2.20) y (2.31) se tiene 

Pi 	! D ci + 	(1+a) D50i (2.68) 

de donde la-ec.(2.67) se transforma en 

(Fi - Dc 	* 	(1+a) Dsui)•$xi=0 (2.69) 

Puesta la ec.(2.69) en términos de las coordenadas genera- 

lizadas, donde los desplazamientos £(ri ) son independien- 

tes, se obtiene 

ax 	aci 	1 	ac 2 E 	(Pi 	¥ aqj 	- 	D(ci 	. . ) +.  

(2.70) 
axi 

(1+)) DS ui 	agj ) sqj - 0 

Por analogía con la meclnica clásica llamaremos ener- 

gia cinética a: 

T - 	a ci2 . (2.71) 
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Nótese que en la ec.(2.71) no sólo se tiene el término debi-

do a la velocidad sistemática, sino también el término de-

bido a la velocidad osmótica. •Luis de la Petia y sus colabo-

radores150) proponen que el término con el cual contribuye 

la velocidad estocástica a la energía cinética está dado 

por 

U 	m P U2 d3x 	 (2.72) 

que es muy similar a la contribución dada por la velocidad 

sistemática; también se puede ver que de esta manera no hay 

términos mezclados, es decir, la contribución de la veloci-

dad osa6tica es independiente de' la velocidad sistemática, 

que,podria verse como producto de un movimiento compuesto 

por uno estocástico y el de la partícula clásica. 

Sustituyendo la ec.(2.71) en la (2.70), obtenemos: 

¥T.. + 	+ 	 ax i (-D 	-ii aqj 	aq¥ 	(i ` (1 *a)Ds¥i)' agi)dq¥ 

(2.73) 

Dada la independencia de los qj y dado que F es conservativo 

o derivable de un potencial, la ec.(2.73) se transforma en: 

L ax i 
D aa - aL _ (1+7,) DsÜi' aq = 

i 
(2.74) 

- (14X) Qs. 
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donde L es la lagrangiana estocástica, dada por 

L - T - V 	(2.75) 

Recuérdese que T está dada por la ec. (2.71). El térwino 

Qsj  que aparece en la ec. (2.74) es la fuerza generaliza-

da debida a la velocidad estocfstica U. Cabe hacer notar 
que la ec. (2.74) es válida para cualquier tipo de proce-
sos estoctsticos que sea Markoviano. Un caso particular es 

el caso cutntico, donde a-1 . Se puede demostrar que con 

• la lagrangiana dada por la ec.(2.75) las ec. de ovirniento 

permanecen invariantes bajo una inversión temporal.017 )  

Paralelamente el resultado encontrado por Luis de la 

• Pefa, Emilio Santos017)  propone una densidad de lagrangiana 

que satisface la ec. 

t2  

dt JF{L(i,t.v) - 1.m  D2(vtnp)2  + 

t1 	 (2.76) 

-S - v .vS dv - extremun, 

donde L(r,v,t) es, la densidad de lagrangiana clásica; el si-

guiente'tErmino (véase la ec.(2.37)) es la contribución 

estocdstica, el otro término es debido a que se toma en 

cuenta la ec, de continuidad, que debe cumplir el proceso, 

donde S se introduce como una función escalar indeterminada. 
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Las trayectorias que hacen que la acción sea un extre- 

mql son las que cumplen 

±4 	■ H(r, 	- 	i'%v 	, 	t) (2.77) 

donde 

vS s P. (2.78) 

La función Hamiltoniana está dada por: 

H 	(r,vS,t) 	■ L 	(r,v,t) 	- v•YS (2.79) 

y combinando P y S se obtiene 

*■ / exp( iS/1), (2.80) 

donde se ha tomado explícitamente 

D 	4/2m  (2.81) 

que es el caso cuántico. 

Emilio Santos 	7)  muestra que no todas las soluciones 
de la ec. 	(2.77) válidas para la Mecánica Cuántica son acep 
tables para la teoría estocástica. Tal es el caso de algunos 

estados ligados del ttomo de hidrógeno, dado que, "En la 

Mecánica Cuántica, algunos estados ligados de una partícu- 
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la son asociados con funciones de onda que tienen super-

ficies nodales ...para interpretar este hecho en el marco 

de la teoría de procesos abatorios, se debe de asumir que la 
partícula se encuentra algunas veces en la región interior 

o en ocasiones en la región exterior, pero nunca cruza la 

superficie nodal ".017)  Se debe de exijir esta condición 

dado que si la partícula llegara a cruzar tal superficie 

tendría que hacerlo con velocidad infinita asociándosele 

automáticamente al movimiento una energía cinética infini-

ta. 

Por último juzgo conveniente citar uno de los trabajos 
de Claverie y Diner(20)  en donde puntualizan claramente 

las características" principales" de la teoría estocdstica. 
Como hemos venido afirmando a lo largo del desarrollo del 

capítulo los fenómenos microfisicos (bajo esta teorta)per 

mitee un tratamiento hasta cierto punto clásico, en el sen-

tido de que las partículas son puntuales y poseen trayecto-

rias bien definidas, que varían con el tiempo, además de 

que "el punto de vista probabilistico es adoptado no a causa 
de un indeterminismo físico fundamental pero si por la com-

plejidad local del movimiento. Las trayectorias son funcio 

nes reales deterministas complicadas, del tipo pseudo-aleato 

rias. Esta complejidad del movimiento de las partículas 

proviene de la interacción con un medio subcuántico" y" 

los procesos estocásticos que dan cuenta del movimiento de 





CAPITULO III. 

Desarrollos Varios. 

A la luz de los resultados de la teoría estocástica y 

su marco interpretativo y conceptual tratados en el capitu 
lo anterior, se recuperarán ahora algunos de los resultados 
importantes de la Mec*nica Cuántica contrastando las dife-

rencias conceptuales entre la interpretación ortodoxa y la 

estocástica. Veremos que en la mayoría de los desarrollos 

• se logra una mayor `claridad conceptual. 
Dada la riqueza de tenaz con que cuenta ya la Mecdnica 

Cudntica.Estocgstica, aquí solo se pueden presentar algunas 

que a nuestro parecer son sis importantes y que, por el ca- 

• rácter que se les ha dado, se pueden dividir en dos catego-

rías. De tal suerte, que el capítulo se compone de dos sec-

ciones, la de Spfn y Estadística .y Problemas fundamentales. 

49 



50 

111.1.1; 

Dimensión de una Trayectoria Mecánico-Cuántica. 

Un hecho que apoya la posibilidad de interpretar los 

fenómenos -Cuánticos en términos de procesos estocásticos es 

la demostración de que las trayectorias de una partícula 

libre en Mecánica Cuántica 	son curvas fractales de di- 

■ensi6n de Hansdorff igual a dos. La importancia de este he-

cho radica en que las trayectorias de una partícula Brownia 

na tiene la misma dimensión, por tanto, ambas trayectorias 

tienen características estocisticas en común, lo que permite 

un tratamiento matemático análogo de ellas. Por ejemplo,ya 

que el movimiento Browniano puede ser descrito por procesos 

Markovianos, entonces también la Mecánica Cuántica puede ser 

compatible con una descripción Markoviana. Es precisamente 

por esta razón que el tema se incluye en el trabajo. 

Para introducir al lector en el tema, permítanme consi-

derar un ejemplo muy común de una curva continua pero n.o di 

ferenciable y que cumple con ser una curva fractal, llamada 

curva de Koch. Su construcción se muestra en la figura (1). 
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___A__) 	___A 

Curva de Koch. 

	

fig (1 

La curva de Koch(94)es el resultado de una secuencia infinita 

de doblamientos, como se ilustra en la fig ( 1 ). 

Es claro que este tipo de curva no es diferenciable en 
ningun punto, asemejandose en este aspecto a una curva Brow-
niena,adeaás tienen como característica el que la longuitud de 

la curva tiende a infinito conforme el número de dobleces 

aumenta.La similitud entre la Mecánica Cuántica es debida 

aparentemente a que la longuitud ex mínima observable está dada, 

sin embargo,l,a curva puede ser infinita y nosotros la veríamos 
finita por la resolución del aparato. Debida a esta caracteris 

tica tan particular de las curvas fractales la noción de longi 
tud do la Mecánica Clásica es inaplicable, por ello Hansdorff 
propone una definición modificada de longitud 

0 

l:. 
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L-t, (Qx)D-1 	 ( 3.1 ) 

donde t es la longuitud real de la curva,Ax la resolución 

del aparato y D la dimension de la curva fractal. Aplicando 

(3.2 ) a la curva de Koch,se encuentra 

L, 	t, ()D-1 	4 (1 ¥)D-1 	L 
	( 3.3) 

donde t' es la longuitud cuando se hace el primer doblez, 

fig ( 1 ), y 6x'es la nueva resolución. De (3.3 ) se sigue 

que. 

D - Ln 4/ n3 
	(3.4 ) 

Las curvas fractales cumplen con ser autosimilares en cada 

punto, lo cual se refleja en que la estructura de la curva 

no cambia bajo un cambio de escala,las características medi 

das dependen de la escala en que se miden,además de ser cur 

vas continuas pero no diferenciables. Cuando la resolución 

del aparato de medida (A x) va a cero la longuitud de la 

curva se va.a infinito y es en este límite que se define la 

dimensionalidad de la curva. 

En el caso de la curva descrita por la resolución de 

un ensamble de partículas brownianias se encuentra, partien 

do del coeficiente de difusión del proceso, que la dimensio 

nalidad de la curva es D-2. 
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Tomemos ahora el caso cuántico en el cual la distancia 

que una partícula sujeta a mediciones intermitentes de la 

posición, atravieza en un periodo fijo de tiempo depende 

fuertemente de la resolución del aparato con el que se detec 

ta. 

Supóngase que medimos la posición de una partícula libre con 

una resolución espacial x a intervalos et.La trayectoria 

es entonces definida, comola curva determinada por las li 

neas.rectas entre los puntos donde la partícula-ha sido 

localizada en la :secuencia de tiempos(' ). Con esta definidi 

ón, la trayectoria es una en todo punto, pero no diferen -

ciable,ademts de que su longitud depende de la resolución 

del aparato, ya. que se aproxima a la trayectoria real por 

medio de fragmentos de recta. Cuya longitud depende de ex 

Ahora bien de acuerdo a la Mecánica Cuántica ortodoxa,al 

localizar una partícula en una región de tamaño x,se pro-

duce una incertidumbre en el impulso de orden A/ Ax,tomando 

el promedio con "momento cero" por lo que la distancia media 

recorrida en et será: 

(35) 
<e¥> a fl et/ mex 
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donde cada a& es la distancia recorrida por la partícula 

en un tiempo at. 

Nótese que si Ax +0 entonces <AL> y <L,> van a infini-

to, lo cual no coincide con la definición clásica de lóngi-

tud, ya que está medida no debería depender de Ax. Para 

evitar este problema se introduce la definición de longitud 

de Hansdorff dada por (3.1), donde D es la dimensión de la 

curva fractal. 

Sustituyendo (3.6) en (3.5) y (3.6) en (3.1) se'en-

cuentra: 

<L> a hT/m ex(ex)D-1 ; 	(3.7) 

obviamente si se toma D-2, <L> es independiente del valor 

de A. Esto sugiere que la "trayectoria cutntica" que si-

gue 'una ̀particula libre en una curva fractal de dimensión 

dos, coincidiendo con la dimensión de las curvas fractales 

del movimiento Browniano. 

Otra propiedad que tienen las curvas fractales es que 

son auto-similares, antes mencionada, que es la propiedad 

de que ante cambios de escala se cumple que 

CAL> a 	6x 	(3.8) 

Para que ésto ocurra debido a (3.6) es necesario que 

At a m(Ax)2 /h, 	 (3.9) 
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resultado que en la escuela de Copenhage se interpreta como 

el principio de incertidumbre de Heisemberg. 

Ahora bien, en el caso en que P f 0 y la partícula 

tenga un impulso arbitrario e ?cálculo para obtener la di-

mensi6n de Hansforff para la curva mectnico-Cuántica es 

totalmente análogo al anterior y se obtiene como resultado 

D•2. La demostración puede verse en el articulo de Abott.¥¥) 

Con lo que se concluye que en efecto, las trayectorias 

cuinticas.son curvas fractales de dimensión igual a dos, 

igual que en el caso browniano. Este resultado viene a re-

forzar la idea de una posible interpretación estoclstica de 

la Mecánica Cuántica. Sin embargo, a pesar de que la prueba 

que aquí se presenta es muy sugestiva,'.existe o subyace el 

proble a de cómo surgen las reglas de conmutación y si la 

clase de procesos Markovianos que propone la mecánica Cuán-

tica cumple con ellas. Este tema se desarrolla a continua-

ción. 
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III.I.2. 

El Álgebra no Conmutativa de la Mecánica Cuántica Estocástica. 

Como hemos visto en el capitulo anterior, es posible dar 

una interpretación estocástica de los microsistemas y esto 

nos ha llevado a interpretar la mecánica Cuántica en términos 

de cierta clase de procesos de Markov(*), los cuales deberán 
cumplir con un álgebra no conjutativo, análogo a la de los 

operadores en la Mecánica Cuántica. En el marco de la teoría 
estocástica las reglas de conmutación tienen su origen en el 

carácter estocástico que rige al movimiento de las partículas. 

Así pues, la interpretación que se da en la teoría estocásti-

ca a las reglas de conmutación y la que les atribuye a la es-
cuela de Copenhage difieren grandemente ya que en ésta últi-
ma se supone que el origen de tales reglas radicaen la impo-
sibilidad de realizar ciertas mediciones que a su vez algunos 

interpretan como una propiedad intrínseca de la naturaleza. 

La teoría estocástica en cambio, les da una interpretación 

en términos puramente estadísticos, teniendo sentido sólo en 

el ensamble de partículas. 

De acuerdo con el modelo estocástico de la Mecánica Cuán 

tica, los procesos estocásticos de interés están definidos 

por la ec.(226), cuya forma integral es: 

Es pertinente hacer la observación de que los operadores hermetia-
nos de la MrcMica Cuántica son reemplazados por variables aleatorias o 
estoctsticas en el marco de la teoría estocástica. 
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1 	 _ 	_ 	 (3.19') 

■ 
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u 

y°que, 

( x x  l 	I X ( R  0 	(3.25) 

Además 

' Ix(t),x(t) I + Ix(t),x(t')I 
(3.26) 

' Ix(t),x(t') I 1 0 

Para f(*, x) y g(x,t) cualesquiera usando (3.22) se encuentra 

que: 
f(x,x(t)) 1 x(t), x(t) I g(x(t), x(t)) 

(3.27) 
'v f (x(t),x(t)) 	g(x(t),*(t)) 

Nótese que tanto (3.22) como (3.27) son promedios sobre el 

ensemble y por tanto, cantidades reales, por lo que los con-
autadores también lo son, al contrario que en la mecánica 

Cuántica. Para solventar formalmente este problema Davison 

propone calcular las coordenadas y momentos al tiempo com-

plejo t+  is y haciendo un. desarrollo idéntico al presenta-

do -, demostrar que en el límite en que la parte imaginaria 

se va a cero las reglas de conmutación 

1 x,x (m iv 	: (xi.x j l - Izi.xJ  (-0 	(3.28) 

las cuales coinciden con las reglas de conmutación de la 
Mecánica Cuántica con lo que, se ha revelado la posibilidad 



61 

de definir un álgebra no conmutativa extensiva a los procesos 

Markovianos. 

Sin embargo la introducción de un tiempo imaginario es 

poseo fundamentada y en general solo se introduce para obte-

ner un conmutador-imaginario. Esta situación anómala es de-

bida a la forma explícita que toma la definición del conmuta 

dor en el trabajo de Davison, ya que se ha forzado a ser 

un ente imaginario sin haberlo hecho actuar anteriormente so-

bre la amplitud de probabilidad g. Para un enfoque distinto 

sobre un posible camino para obtener las reglas de conmuta-

ci6n se encuentra el trabajo de la Peña et 

Por otra parte, la teoría estocástica, por su carácter 

implica la posibilidad, o al menos en principio, de constru-

ir cantidades - como funciones de correlaci6n,etc- que tiene 

sentido en esta teoría pero no en la Mecánica Cuántica orto-

doxa (o no el mismo ,'al menos). Esto es importante, pues 

abre oportunidades interesantes. Por ejemplo, desde el punto 

vista estrictamente estadístico en que se coloca la teoría 

estoctstica, surge 1ituralmente el problema de si un sistema 

cuántico es erg6dico o no, el que no se puede plantear-al 

menos en Estos términos-en la mecánica Cuántica usual. 

En la próxima sección veremos un ejemplo especifico de 

este tipo de problemática. 
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111.I.3. 

Problema Erg6dico de la Mecánica Cuántica. 

Antes de pasar al problema de la ergodicidad en la Me-

cánica Cuántica es necesario hacer una revisión breve de lo 

que es la ergodicidad clásicamente. 

Alrededor de 1850 Maxwell y Boltzaan proponen lo que 

se ha llamado la hipótesis erg6dica que consiste en suponer 
que el procmecio temporal a~ Tes. de una variable di-

námica coincide con su promedio sobre el ensemble. A los 

sistemas que la satisfacen se les llama sistemas ergddicos. 

Ahora bien, cuando efectuamos una medición de una variable 

G(p,q),de un sistema termodinámico ella está lejos de ser 

instantánea. Si la medición se inicia al tiempo to  y se 

efectúa en un periodo de tiempo c, lo que se mide es el pro 
medio temporal de G, 

t+T 

Gobs 	= ti 	
G(1) 	•q(+» dt, 	(3.28) 

1 

Llamemos ahora como es usual en mecánica Estadistica, 

ensemble a un conuñto infinito de sistemas perfectamente in-
dependientes, cuyo estado macroscepico es idéntico pero se 

encuentran en estados dinámicos microscópicos distintos compa-

gibles con el estado macroscópico. De esta manera cada siste 
■a en un ensamble se renresenta nnr medio de un punto en et 
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espacio fase. Al ensemble se le asocia una densidad de 

probabilidad (p,q) de tal forma que el promedio sobre el 

ensemble de una observable G(p,q) está dado en términos 

de ella: 

G -f G(p,q) f (P,q) dpdq 	(3.29) 

La hi ótesic er 6dica consiste entonces en suponer  que 

• (T)  (P .q) 	 (3.30) G(t) lía Gobs 	° 
Tes• 

Es fácil ver de (3.28) que G obs en general depende 

de la posición y el impulso iniciales, no siendo así con 

G, que depende del tiempo. Entonces para que se pueda cum-

plir la hipótesis ergódica, dado que ambos promedios depen 
den de variables distintas, es necesario que ambos prome-

dien a una ctes. 

G (t) ' A ` Gob (qo, po) 	(3.31) 

resultando así que en principio todo sistema estacionario 

es "trivialmente" ergddico. Pero la ergodicidad no sólo 

, 	e 
se puede caracterizar en l• forma Ant^rinr. sino niip tse-

bien el sistema que es erg6dico eventualmente cubre todos 

los puntos que se encuentren en una superficie e hiper- 
• superficie de energía constante, de aquí que se pida que 

• el sistema se encuentre confinado en una región finita del 
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espacio fase. También se puede demostrar que para que 

un sistema sea erg6dico la función de correlación debe 

decaer en forma exponencial, para que se cumpla que el pro-

ceso carezca de memoria y el promedio no dependa de la 

posición e impulsos iniciales.(18  ) Esta última forma de ca 

racterizar a.los sistemas ergódicos por una función de co-

rrelación que decae(t)  rápidamente, con el tiempo fue apli 
cada por Clavario et Diner (19)  a la Mecánica Cuántica Es-

tocastica. 

Para estudiar la ergodicidad de los sitemas cuánticos, 

ellos proponen definir la a función de correlación tempo-

ral para el caso cuántico como 

CA  (t,t') •Re<*J A(t)A(t')I*> 	(3.32) 

o bien 
CA(t.t') • 	<+IA(t)A(t') + A(t')A(t) trd,> (3.33) 

donde los corchetes rectangulares denotan el. promedio sobre 

el ensemble y CA(t,t') representa la correlación de la ob-

servable A a dos tiempos distintos t y t' . N6tese que la 

función de correlación es siempre real y simétrica con res-

pecto a los tiempos. 

Es cómodo introducir la función de correlación de un 

proceso C(t) centrada en su valor esperado m-E(C(t)) 

este criterio es válido sólo para procesos t. rhovianos. 
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En el fondo lo que se está haciendo es asociar a cada 

sistema cuántico un proceso estocástico del que se puede 

preguntar si es, erg6dico. Claverie et Diner prueban en-

tonces¡que para estados estacionarios, el criterio de ergo-

dicidad (3.35) se cumple, mostrando así, hasta cierto pun-

to, que (3.33) se puede tomar legítimamente como una función 

de correlación para el caso cuántico. En un trabajo poste-

rior Claverie et Diner08) estudian las propiedades ergódi-

cas con más detalle, comparando tres tipos de procesos alea-

torios en términos de los cuales se puede dar una formula-

ci6n alternativa de la Mecánica Cuántica. En particular, 

tratan los procesos estocásticos de la Mecánica Cuántica 

Estocástica introducidos Por Nelson y de la Pella. Partiendo 

de la función de correlación dada por 

CF(t¥,t) off F(x) F(x) r12(x,t,x,t)dx dx 	 (3.38) 

donde u2(x,t;xo,to) es la densidad de probabilidad del proce 

so markoviano o, como se denotó en el capitulo II, la densi-

dad de probabilidad de transición. Si consideramos el espa-

cio isotrópico, entonces la matriz correspondiente al coefi 

ciente de difusión están dada por 

DRh/áa Sij 
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En este caso, como es costumbre al aplicar el método 

de cuantización estocástica, se toma una gro  que satisface 

la ec. de Shrodinger estacionaria, escribimos c en términos 
de #_ e introduciendo como condición inicial del problema 

una distribución delta. Se encuentra que 

CA(te,t)s .olA(X)ei(Eo-m (t-t)hA(x)1* > 
(3.39) 

donde el Hamiltoniano H está definido por 

H* -E 	 (3.41) o o o 

La ec.(3.39) nos dala función de correlación cu$ntica 

asociada a la observable A; sin embargo, debido a que en la 
aecánica cuántica los operadores A(t) y A(t') a tiempos 
tOt' no conmutan, entonces en general no es posible definir 

una probabilidad conjunta para la correspondiente observa-

ble A de estos dos operadores a pesar de que la función de 

correlación dada por le ec.(3.34) parece ser la generaliza 

ción de la función de correlación cuántica mis inmediata y 
natural de acuerdo con la teoría de la respuesta lineal de 

sarrollada por Kubo O55  ). Cabe hacer notar que la función de 

correlación dada por (3.33) cumple con las propiedades de 

una verdadera función de correlación ademas de tener el lí-

mite cltsico correcto. Sin embargo, no es la única función 

de correlación que cumple con estas propiedades,ya que 

si tomamos por ejemplo: 
(U) T.1lrody, C a icac idn personal . 
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CA(t,t') per I A(t)A(t') + A(t')A(t) I 	+ 

+8$ A(t)A(t'1 F A(t')A(t) I*> 	 (3.41) 

donde 8 -cte, en el limite clásico también se reduce a la 

función de correlación clásica, ya que IA(t), (t') 	se va 

a cero en el limite clásico. En general si sumamos a la 

eco(3.33);cualquier múltiplo del conmutador de A(t) y A(t') 

o. inclusive cualquier potencia de Este obtenemos una "bue-
na" función de correlación y no tenemos ningún argumento fi- 

sico que nos permita excluir a una o a otra. Este no es sino 
un ejemplo sofisticado del problema, general de la inexisten-
cia de una regla de correspondencia mínima en Mácanica Cuán 
tica: El orden del operador A(t),A(t') no está univocamen- 
te definido en la Mecánica Cuántica. 

III.I.4. 

Generalización del Formalismo de la Mecánica Cuántica Esto-
ctstica para el Caso de dos o más p articulas. 

Ahora pasaremos a desarrollar el tema de N cuerpos,en 

donde al igual que en el efecto túnel el campo subcudntico 
juega un papel muy importante, ya que el hecho de que las 

particular se encuentren inmersas en un medio subcudntir.o 
común hace que haya un acoplamiento entre ellas. El caso de 
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N-partículas cuánticas independientes se puede ver enton- 



Ur  ` D1  •  

DD 

r 

(3.48) 
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que corresponden al movimiento de dos quasi-partículas cu-

yas masas son la masa total y la masa reducida del sistema. 

Ahora bien, si suponemos que la fuerza aplicada sobre las 

partículas se puedeseparar en una parte que actúa sobre 

el centro de masa y otra sobre coordenadas relativas las 

ecuaciones dinámicas se descomponen 

F 
DCVDS u ¥_ 

M 
DSV+D,it= 0 

y 

	

	 f.: 	 (3.49) 
De Dsu u 

Dv+Du -0 

Si ademas las velocidades estocásticas y sisteadticas 

del cero de masa no dependen de las coordenadas relativas y 

las velocidades relativas son independientes de las coorde-

nadas del centro de masa, entonces las ec.(3.49) se separan 

de tal suerte que el conjunto de ecuaciones se puede -ínter 

pretar como las ec.dóe)movimiento para dos quasi-particu-

las independientes: 

F 
ay+ V' VRU - U*VRU - DRVR U 

aU + V• v + U.v V + Vv2 0 at 	Ru 	R % R 
y 	 fe 	(3.50). 

,j + v- Vru - u • vru - Dra= u ..- t 

au +v, oru+u, orv + Drv2 v-0 

Si recordamos el tratamiento hecho en el capitulo 

II p*R( ), las ec.(3.50) se pueden integrar y con ciertas 



i¥ 
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partículas independientes(*). Sin embargo, debido a que 

estamos considerando que ambas partículas están inmersas 

en un medio subcuántico común es necesario aceptar, aun 

cuando las partículas no interactúen entre si, un término 

de interacción que es inducido por el movimiento de cada una 

de ellas dentro del medio común. Esto hace una marcada di-

ferencia con el caso clásico, pero es característico de la 

mecánica cuántica que surjan este tipo de correlaciones 

como es el caso del principio de exclusión de Pauli, que de 

alguna forma debe de estar contenido dentro de esta teoría. 

Sabemos que en mecánica cuántica un sistema de dos par 

tículas independientes e idénticas debe tener una amplitud 

de probabilidad en el estado estacionario, necesariamente 

simétrica (bosones) o bien antisimétrica (foruiones), exclu 

yendose cualquier otra posibilidad. 

Vamos a tratar entonces funciones de onda que cumplan 

con estos requerimientos para indagar si la teoría estocás-

tica arroja alguna luz sobre este comportamiento. Supongamos 

que tenemos dos partículas idénticas e independientes que se 

encuentran en estados no degenerados a y b, con energías 

Ea y Eb distintas; entonces la función de onda que describe 

a las partículas es 

¥Y - aa(1) d+b(2) + E %(1) *a(2) 	 (3.58) 

'}Ta ec.de  Fokker Planck para el sistema de dos partículas independien 
tes también se separa en dos ec.de  Fokker-Planchara una partícula, 
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El subíndice denota el estado, los números 1 y 2 deno-
tan a las partículas y e■ t1, dependiendo de las partículas 

de que se trate (+ para bosones y - para fermiones). 

	

La densidad de probabilidad asociada a 	es 

P =P1(1) Pb(2) + ab(2) Pa(1) + 

2c Real { *a(1) *b(2) g(1 ) ge(2) } 	(3.59) 

es fácil mostrar que ésta p se puede escribir como 

P  ' P
a(1) Pb(2) + Pb(2) Pa(1 ) + 

(3.60) 

+2 e 	Ps 	Pb 	Pb 	°a2cos tt 

R 	(1) + 1  
si se hace uso de aya 6(i)-e a,b 	a,b 	

y se toma 

Sa(1) + Sb(Z)  - Sa(2) _ Sb(1), 

El último término de (3.60) representa el efecto de in 

terferencia entre las dos partículas. Nótese que al introdu-

cir`una amplitud de probabilidad dada por (3.58) la densidad 

de probabilidad es de la forma ec.(3.57). Con esto hemos 

logrado identificar el factor de interacción inducido por el 

medio común a ambas partículas y entonces automáticamente 

estamos tomando en cuenta la dependencia estocdstica en el 

movimiento de las partículas O38). Esta dependencia estoces. 

tica se hace evidente al obtener las velocidades de las dos 
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pendientes, ya que la componente de la velocidad estocásti-

ca depende de la sistemática y visceversa; sólo en el caso 

en que t1=0 las ecuaciones quedan desacopladas siendo más 

importante el hecho de que las velocidades de la partícula 

i-ésima dependen de las posiciones de ambas partículas y tal 

dependencia se introduce tanto por F como por P1 , P2 y n. 

Este es un ejemplo del fenómeno de no localidad en la Mecánica 

Cuántica. 

III.I.5. 

Método de Integrales de Trayectoria para la Mecánica Cuánti-
ca Estocástica. 

Casi para finalizar esta sección de fundamentación, tra 

taremos brevemente el tema de integrales de trayectoria, ya 

que el trabajo de Feymnan¥67j se puede considerar como uno 

de los intentos más serios de reformulación de la Mecánica 

Cuántica en términos de trayectorias reales. Como se verá 

este enfoque tiene estrechas relaciones con la Mecánica Cuán 

tica Estoctstica. 

Como ocurre en toda teoría física, en la Mecánica Cuán-

tica, se tienen diferentes formulaciones que en apariencia son 

totalmente ajenas entre si, pero que en realidad son estruc 

turas matemáticas isomórficas. En esta sección nos ocupare-

mos de una de las formulaciones matemáticas más obscuras 
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de la Mecánica Cuántica , pero a la vez una de las más inte-

resantes, ya que conjuga conceptos clásicos-como la trayec-

toria y la acción clásica - por una parte y conceptos cuánti 

cos-como amplitud de probabilidad- por otro, y haciendo una 

reinterpretaci6n se logra establecer un vínculo entre la 

acción clásica y la amplitud de probabilidad cuántica. Esta 

amalgama de procesos clásicos y conceptos probabilisticos 

se ve más natural desde el punto de vista de la interpreta-

ción estocástica que desde el punto de vista de la interpre-

tación ortodoxa, para la que-una descripción espacio tempo-

ral de los fenómenos cuánticos es imposible. 

Mostraremos cómo la Mecánica Cuántica Estocástica es per 

fectamente compatible con un método de integrales de trayec-

toria, ya que éste se puede derivar a partir de un principio 

variacional estocástico. 

De acuerdo a la Mecánica Cuántica Estocgstica, la densi-

dad de probabilidad de transición F para un proceso de Markov 

cumple con la ec. de Fokker-Planck. 

Si de la fuerza total ejercida sobre el ensemble separa-

mos la parte proveniente de la fuerza clásica y pedimos que 

ésta última sea derivable de un potencial entonces la ecua-

ci6n de Fokker-Planck se reescribe( 9 j 

aF 	a2F aij 	a(Fbi)  
at 	- 	- UF 

a yi ayj 	ayi 	 (3.65) 
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IG 	-UG' at  (3.69b) 

donde la constante de separación se ha tomado como cero.Una 

solución de (3.69b) es 

G • exp (-U(x)t) (3.70) 

Para calcularla probabilidad de transición del punto ( 0,t) 

al punto ( ,t) 	dividimos el tiempo (t-t.) en n inter- 

valos de tiempo iguales, 	t- (t-t0)/n; desarrollando la cc. 

de Smoluchwaki en términos de los n pasos que sigue el pro 

ceso hasta llegar al punto final se obtiene 

,t) - 	hm 	...f 	P(x,x1,t), ... P(x,x_1; at) 
n 

exp( 	- Uxk) 	At 	dx123 (3.71) 

donde 	Xx(t0+iAt) 	y Vx(t)x 	. Por la forma que t Le 

nela integral (3.71), la densidad de probabilidad se compo- 

ne de dos factores uno que solo depende de la probabilidad 

de transición, solución de la ec.(3.69a) y el otro factor es 

la exponencial que depende directamente de U 

F(x,tlx,t) 	X. (1C ,t,x,t) 	exp( 4 	U(x(t))dt 1 

(3.72) 



■ 

1 
P(x,t) 	exp { -i(y-x)2/4Dt } 
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En la ec.(3.74) se ha tomado en cuenta también aue 

en el limite n-' 

xk - xk-1 	dx(t) 	(37 6) e t 	 dt` 	 .  

Este resultado coincide con el de Feyaman para la par-

ticula libre cuando se toma(x(t))-O; la amplitud de'proba-

bilidad para cada trayectoria es entonces 

t 
,,¥ 2 

1 (x(t)) ' exp (-2eD)-1i tf(¥al 	- V(x)} .. 	(3.77) 

►", 

	

	donde, a diferencia de Feymaan, la accidn es estoc[stica,y 

puede no coincidir con la cllsica. En efecto, el lagrangiano 

clásico y el estocástico difieren en que dste.dltiao contie-

ne un término que es debido a la existencia de la veloci-

dadosm6tica que para el problema de la partícula libre 
u_0 

Para terminar mencionaremos que al gival que en el tra-

bajo de Feywman, la amplitud de probabilidad cuántica está 

dada por: 

k-1 
'' 	V+ (x .t) 	hm f exp ( 	t S(x.+1 ;x.)} dx 

k 	A At+O 	Fi 	L 	1 	1 	k-1... 
ts -°u 

(3.78) 

1 
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donde S(xi+l,xi) 	es la acción estomástica y 

S(xi+1,xi) =f L(xi+1,xi,t) dt 	(3.79) 

De la expresión (3.78) es claro que el que una partícula se 

encuentre en una región del espacio tiempo depende sólo de su 

pasado y su' comportamiento queda descrito por la amplitud 

de probabilidad o función de onda. 

III.I.6. 

Descripción del Efecto Túnel a partir de la Cuantizaci6n 
Estoctstica 

El efecto túnel o penetración de barreras de potencial 

Muestra el carácter fuertemente no local que presentan los 

fenómenos cu[nticos sin análogo clásico, en particular, aquí 

surge el problema de que si las oarticulas existen durante 

el lapso de tiempo en que atravieza el pozo, entonces 

• habría que asignarles un impulso imaginario, o bien, la par 

ticula no existe como tal durante este lapso de tiempo, en 

• cuyo caso tendríamos entes que surgen a la existencia sólo 

en el preciso instante en que se les observa. Muchos par-

tidarios de la interpretación ortodoxa dirían que ésto últi-

no es lo correcto. 
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La descripci6n del efecto túnel en el marco de la teo- 
üa estocástica parece ser muy intuitiva y no deja de ser o- 

'Tigina' *; pasemos a mostrar en qué términos se da esta descrip - 



timo el preguntarse cuál es el mecanismo que permite que se 

dé ésta penetración de barreras o equivalentemente, el pre-

guntarse debido a qué es que la función de onda 'p  no es nula, 

fuera de la región de confinamiento de la partícula. Si se 

piensa en términos estocásticos'entonces hay que considerar 

que todo el sitema se encuentra inmerso en un medio subcuán 

tico, que aunque promedia cero no deja de ser altamente fluc 

tuante tanto en el tiempo como en la posición; entonces una 

partícula que se encuentre en alguna de las dos regiones, 

está sujeta a las continuas fluctuaciones del campo estocás-

tico y una de estas fluctuaciones puede proporcionar sufi-

ciente energía a la partícula para sobrepasar la barrera de 

potencial. Esto explicaría cualitativamente el fenómeno de 

"epenetración" de barreras de potencial. Sin embargo, en 

este planteamiento existe un problema serio: se han tomado, 

las barreras de potencial rígidas. Es más, se supone que la 

forma del potencial se establece pero no es obvio que ésta 

debe verse afectada por medio del subcuántico. Supondremos 

entonces que esta aproximación aunque no muy legítima, es 

lo suficientemente buena como rara permitir un cálculo ma-

temático y predecir el efecto túnel. 

Nos restringiremos al movimiento unidimensional por 

simplicidad. Supongamos que tenemos una partícula de masa 

unidad que se encuentra inmersa en un potencial V(x), donde 

V(x) es un potencial estable que presenta dos mínimos re-

lativos en x- a y x -0 . Tomamos en particular la forma de 
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un potencial anharm6nico: 

V(x) - ax2  + bx2  + cx4 	c>0 

cuya-gráfica es de la forma del potencialde la figura 1. 

En el marco de la Mecánica Cuántica Estocástica se ha 

encontrado que existe asociado a cada eigenfunci6n V' del 
E 

problema cuántico correspondiente un proceso estocástico mar- 

koviano x(t) que se encuentra descrito por la ec. diferencial 
estocástica, ec.(22G): 

	

dx(t) 	b(x(t))dt + dw(t), 	(3.80) 

donde b(x(t))! h aX tn o. y dw(t) es un proceso de Wiener 
tal como se describe en el capitulo II. El problema de 
saber si existe Tunelaje entre las dos. regiones se reduce 

entonces a obtener la probabilidad de transición del proce-
so de Markov x(t) entre ambas regiones 

Para simplificar la notación supondremos que el efecto 

túnel ocurre ie la región denotada por a a la región s 
(fig.1), lo cual llamaremos tunelaje de a a 8. 

Ahora bien, sabemos que la probabilidad de transición 

P(x,ti y,u), con t>u , cumple con la ecuación de Fokker-Planck 

ec.(2. ) 
aP_  a b x P + h a2P 

	

at 	ax 	a 2 	 (3.81) 
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Introduciendo una densidad de probabilidad relativa f(x,t/y,u) 

dada por, 

-1  

	

p(x.tt y,u) ' 1+E(x) f(x,t Y.u) *E  (Y) 	
(*) (382) 

y que cumple con f ser solución de la ec. diferencial 

-h at 	1 - - A  + V(x) - E 	f 	(3.83) 
x 

que se obtiene a partir de sustituir (3182) en (3.81) y 

usando la ec. de Schrodinger. Si queremos obtener la proba-

bilidad de transición de a a 8 es necesario que la proba-

bilidad no tenga ceros en la barrera o que *E  no tenga no-

dos, ya que en tal caso se tendrían regiones ajenas y la par 

ticula.quedaria confinada en una región a la otra. 

La solución a la ec. (3.83) está dada en términos de  

integrales de Niener 106)  como 

F(x,t (y,u) - exp (E(t-u)/h} 	
t 

1 	 (tIu) 	(3.84) 

• e introduce el cociente de las 0 ya que en el efecto túnel esto es 
aís significativo. 
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donde. 'en la notación de Yasue 03 ¥ ) , (t ¡ú) 	es la 

totalidad de trayectorias continúas tales que «(t)-x 	y 

• t(u)y definidas tal como se hace en el formalismo mate- 

atticod de'integrales de trayectoria, 	es la medida de 

Wiener(*) 

La densidad de probabilidad del proceso x(t) dado por 

la ec.(3.80) es entonces: 

P(x,t( y,u) - *E(x) / 0E (Y)' 

t 
.exp {E(t-u)/h) j exp { -f V(E(S))ds/h} 

..(
tau) 

(3.85) 

(*)La cedida de Wiener se obtiene de suponer una trayectoria 

compuesta <de n pasos "equivalentes" y asociarles una 

distribución gaussiana a las trayectorias 

• n 	3 	3/, 	3(r1 -r. 1)2 
P({r})` 	{ ( 	) 	¥.¥m - 	} 

j•1 	2wLe s 	 ZtAs 

en el limite en que A" pero n es-L 

L 
P(r(s))Sr(s) - D Ir(s)) expl - 	J r(s)I 2 da 

0 

que es la medida de Wiener. 

1 
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Si se toma ay y x - 8, en la ecuación (3 85) lo que 

resulta es la probabilidad para que exista efecto tunel to-

mando en cuenta el valor de la medida de Wiener y debido a 

que la energía promedio es constante, la ecuación (3.85) se 

puede reescribir en la forma: 

P (S,t/u,a)  

exp -h-t f
t 

[1¥ 2 (s)+ v ((s)-Ejds 	(3.86) 
u Z 

	

Se toma el máximo, [ 	], debido a que la acción debe ser 
max 

un extremal. dado que las trayectorias son clásicas. Para una 

a y 8 dadas el valor de *(a) y *(e) son fijas, por lo que la 

probabilidad de transición es proporcional a: 

P(8, t/a, u)a exp [-2/hIO{2 V(E) - E}1/2 d¥)J 	(3.87) 

	

a 	max 

Nótese que la probabilidad de transición depende sólo 

del tiempo si a y 8 están dadas, por lo que en realidad te-

nemos una descripción del efecto tunel dependiente del tiem-

po. La ex. (3.81) demuestra que una probabilidad no nula de 

que exista efecto tunel es perfectamente compatible con la 

meca1ica cuántica estocástica y es en el marco de ésta teoría 

que se puede entender un poco más la razón de que se dé en 

sistemas cuánticos una "penetración" de barreras de potencial 

aunque decha penetración en el sentido literal no existe. 
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III.2. 	Spfn y Estadistica Cuántica. 

Si bien es verdad que esta sección se avoca a la ta 

rea de desarrollar temas como, una posible generalización de 

la teoría estocástica con miras a desarrollar un formalismo 
aplicable a teoría de campos, también es cierto que trata pro 

blemas como el spin del electrón, donde la discusión es he-

cha en el marco de la Mecánica Cuántica no relativista, pero 
con miras a una posible generalización. Temas como la ecua-
ción de Klein-'Gordon (partículas con spín entero) también 

ea desarrollada aquí. Ea forma análoga se discute el proble-
ma de encontrar un análogo clásico para los fermiones y la 

cuantización para bosones. Todo, formando parte de una gran 

"mezcla" de temas que tienen en común ser problemas recien-

tes y en principio se encuentran abiertos, además, que sien-
tan bases para una formulación o generalización de la teoría 

estocástíca de la Mecánica Cuántica, planteando en muchos de 
los temas generalizaciones del formalismo que son interesan-

tes de discutir. 

El orden que se ha seguido en.,los temas es un poco 

para dar mayor claridad de los problemas, y es por esta ra-
zón que empezaremos por el spin del electrón, que es un pro-

blema nada trivial si se piensa que para tener un momento an 

gular (clásicamente) es necesario que la partícula posea es-

tructura y en cambio en cuántica, el electrón es puntual y 

el spin del electrón surge de una manera poco clara. Ahora 
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bien, la Mecánica Cuántica Estocástica es una teoría donde 

las partículas son clásicas y si pedimos que la partícula 

sea puntual debemos de pedir que de alguna forma el campo 

subcuántico imprima en la partícula un movimiento tal que el 

spin surja como el resultado de los grados de libertad intrín 

secos a la partícula, con lo cual se está comprometido a ha-

cer una teoría del spin del electrón donde se revista la par 

ticula de dimensión finita, y es en este sentido que se plan 

tea el modelo del spin del electrón que se desarrolla a con-

tinuaci6n: 

III.2..1. Formulación E stocástica para partículas Cuánticas 

con Spin. 

La finalidad que tiene esta sección es la de discu-

tir el modelo para partículas con spin que ha sido, según la 

literatura, propuesto por F, Bopp y R. Haag en 1950. Dicho 

modelo en la Mecánica Cuántica Estocástica trata a la parti-

cu.la cargada como una esfera rígida con distribución de masa 

•no necesariamente homogenea aunado a la idea propuesta por 

Luis de la Pella (5 1) de tratar al spfn de la partícula fenome 

nológicamente como el resultado directo de la rotación azaro 

sa inducida por el campo estocástico de fondo. Así, la par-

t1cula al estar inmersa en el campo subcuántico, realiza un 

movimiento azaroso o ¥zitterbewegun' cuyo resultado final es 

el de revestir a la partícula, haciéndola parecer una esfera 

de radio finito (sin importar que esta sea puntual en ausencia 
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del campo y como resultado de los grados de libertad inter-

nos surge el spin de la particula). 

Ahora bien, este modelo adolece de algunas dificul-

tades que quedan como problemas abiertos ya que en el marco 

de la Mecánica Cuántica Estocástica no son resolubles. Tal 

es el problema, que no se toma en cuenta, de que la particu-
la se encuentra cargada debido a su movimiento azaroso radia 

y la radiación en principio es tan complicada como el movi-

miento mismo, de tal suerte que al tomar en cuenta este efec 

to el problema se vuelve intratable; además, el modelo que 

aquí se presenta es no relativista. 

Consideremos un sistema de partículas sujeto a una 

interacción estocdstica; sabemos por la sección I111 .4) que 

el movimiento de las partículas se puede descomponer en la 

parte relativa y la del centro de masa, donde la posición de 

la partícula et se puede escribir como: 

+P° 	 ( 3.88) 

es la coordenada centro de masa y P es la coordenada rela 

tiva. De la misma forma en que se decompus6 el movimiento 

translacional se puede descomponer el movimiento rotacional 	) 

C° - C  + 	x  p°` 	 ( 3. S9) 

donde; 

Ca m  Vn + Va 	 (3.90 ) 
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y se puede mostrar¥138) que la velocidad angular se separa en 

una parte estocástica y otra sistemática: 

a =v, + n 	 (3.91) 

tambietí se muestra que dada la independencia de los movimien 

tos de centro de masa y coordenadas relativas se puede escri 

bir: 

Dc i 	 (3.92) 

Ds t 	tl 

y 
DC pa■ W X pa 

(3.93) 
D5 p'- 	X p° j 

• de donde el momento lineal total de la partícula es: 

	

p • ima Ca = fn (V + ú) 	mc 	(3.94) 

y el momento angular del sistema está dado por: 

J=E ra xpa =rxP+I , tl=L+S  

donde L es el momento orbital angular total y S es el spin 

de la partícula y gires el tensor de inercia: 

ma 1(pa)2 dij - pi py 	(3.96) 

Ahora bien, suponiendo una distribución esférica de masa el 

tensor de inercia se diagonaliza y el momento de inercia de 

una esfera es: 

	

1 - 2 m a2, 	(3.97) 
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donde el parámetro a2 es proporcional al radio de la distri-

bución de masa, la constante de proporcionalidad depende de 

la forma particular de la distribución, pero para cualquier 

ley razonable debemos esperar este valor del orden de la uni 

dad (91 ) 

Debido a la descomposición en velocidades, el momento 

angular de la partícula se puede descomponer en dos contribu 

clones: una parte sistemática que coincide con el momento an 

guiar clásico y otra parte que es puramente estocástica: 

L -arxv+mrxñ•,¥c +ws 	(3.98) 

S • In + Ir ■ SS + Sc 

Desarrollando Ds y D analogamente a como se hace en el 

capitulo II y tomando en cuenta que los grados de libertad 

del cuerpo son seis, se tiene: 

Dc 	a¥ + v.V + w.V 	 (3.99) 

Ds 	u.V + D V 2 + 	v + D¥V 

donde ahora v está tomado con respecto a las variables de 

centro de masa y YC.respecto a las variables relativas, los 

coeficientes D y D son los coeficientes de difusión dados 

por: 
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D -'U/2■ 	(3.100) 

donde, como se deberla esperar, m es la masa de la partícula 

I es el momento de inercia de la distribución esférica 

como cuerpo rígido. Ahora bien, si la partícula se. encuen-

tra bajo la acción de un campo electroaagnático: 

Fo 	e (-Ve - }ct)  + 	('7x (vx A) 	(3.101) 

si recordamos, en el capitulo II se ha visto que 	-1 D 

defin;kdo por (2.16) y v.♦ c definida por (2.30) , en la Hect 

nica estocdstica. Escribiendo a D en términos de Dc y Ds  a 
partir de las ecuaciones (2.22) y (2.23) y separando la ecua 
cidn`que se obtiene en la parte invariante bajo una inversión 

temporal y la no invariante, la ecuación de movimiento se des 

compone en las siguientes ecuaciones: 

f )  _ - 	DcA + e/c (v.V)A + . (v x (vxA)) -eV$ 

fi-)  - (-ec) D5A + 	(u.V)A + 	u x (vxA) 	(3.102) 

L. de la Pefa(51)  considera el caso en el que el campo eléc-

trico y magnético que siente una diferencial de masa (de la 

esfera) se puede desarrollar en series de taylor alrededor 
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alrededor del centro de masa del cuerpo tomando en cuenta 
los posibles efectos provenientes de la distribución de car 

ga de la partícula, reteniendo solamente los términos hasta 
segundo orden (a lo que estamos forzados ya que la formula-

ción estocástica está hecha hasta segundo orden), introdu-
ciendo además el factor g: 

g ,. s ga m a  (pa) 2  / ma  (pa)2 	 (3.103) 

donde ga  • ea (!j!) -1  a es el rotulo para la a Es isa parti-

cula que compone a la esfera, pa es el radio de la a-Esina 
partícula y ma  su masa y usando las ecuaciones (3.102) se 

obtiene: 

F.(«)  - e E • - (v x H) f (ge/enc) v (Sc 	H) 

- (H v) Sc- H x (px Sc) + L g e a  v2  E} 	v x ó 
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- 	- i ú 
S - Sc  - iS 

(3.105) 

F.x- F 	- iF;-)  

Dx  - D  - iDs  

cambio que se hace frecuentemente en la teoría estocástica 
y que permite.reescribir las ecuaciones de movimiento en la 
forma compacta. 

Dx  ■ VA  - F, 	(3.106) 

y su compleja conjugada: 

Di  a Vx  - F,x 	(3.107) 

las cuales son perfectamente simétricas. Ahora bien, de la 
forma para F0, ecuación (3.104) se ve que esta compuesta e-

sencialaente de tres términos, uno que es la fuerza de Lorentz, 

un segundo término que es debido a la interacción spin cam-
po y un tercero que es producto de la estructura de la par-
ticula. Este último presenta problemas, en el sentido de 

que si la partícula se puede ver como una esfera rígida de-
bert de existir una fuerza que haga que se mantenga dicha 
estructura. De la ecuación (3.104) se ve claramente que si 
el radio crece también el valor de la fuerza (dado que va 
como -a2), siendo aun mayor la fuerza necesaria para mante- 
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y esto nos lleva a una generalización de la ecuación de Pauli 

para una paticula con sjñn: 

A 	C-iliV-t(A+eo 2 A)¥¥4'+(V+e0 2 V)¥- cSA 'H4¥ (3.110) 

Ahora bien, para poder interpretar a Sncomo el spin de 
la partícula es necesario demostrar que existe un operador 
asociado a él que satisface las reglas de conmutación que lo 
definen cuanticamente. 

Cabe hacer notar que en la ec.(3.110) 	es una función de 
las seis coordenadas del cuerpo rígido .Como el desplazamiento 
a[s.general del cuerpo es una traslación del centro de masa 
mas una rotación con respecto a este, hacemos uso de los ángu 
los de Euler 8,O,X y suponemos al momento angular total como 
sigue: 

J=-itixV-if V 	 (3.111) 
por lo que tambien y' se supone: V(r,E)- P(r) @(E) se tiene 

9 	(25 ) esta dado por 

(V )x* (cosmy-seno (cota ó-,, serse YX)} 

(V )y=(sen¥ 	cos$(cose}.-se .0 3X)} 	
(3.112) 

iV) 	, 

por lo que resulta 

Sz m_«2]a¥rcotea -+ 1 	a2 +a2 	ZcotB a2 
`áe 	a8 señZé(d 	aX )' sen8 aXa¥p¥ 	(3.113) 

A partir de las ec. (3.112) es facil ver que las compo-
nentes del sptn son dadas por: 

(3.114) 
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cumple con las propiedades asignadas usualmente al momento 

angular,con lo cual el espectro dei spin- queda cuantizado 

y. puede. tomar valores enteros 6 semienteros. 

En concreto,las componentes de S cumplen con las re- -

glas de connutaci6n: 
A A 	 A 

1 i, S3 oiñ cijk Sk 

*2 (3.115) 
Is , Sil- 0 

De las ec.(3.115) se sigue que se puede construir una 

base común de eigenfunciones de Sz y S2 en particular. De 

acuerdo a la mecánica cuántica las ecuaciones de eigenvalo 

res para SZ y S2 s 

•Sz ¥i1) (E)' hm •¥k) (E) 	 (3.116) 

S= •ik) ()' f► a j  

donde 

St - 2-1/2 (Sxt isy) 

• (3.117) 

(jta) (jtm+1)) 1/2  

La solución mas general para la ec.(3.110) es de for 

sa 

(r) 	 (3.118) 

• Para ejemplificar lo que resta por hacer,es tomar el 

spfn igual a un medio y entonces: 

Y(.f, 	 O?k() 01/2(x)' *1/)* 1/2(r) 

(3.119) 
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que cuanrb el límite del dititro término del lado derecho es cero, permite 
recuperar la ecuaci&n de Sduodinger para la partícula puntual sin spin 
y sanetida a la accidn de un carpo electroanagn tico, donde obviamente 

V . - e0 	 (3.124) 

En el marco da.la Mecánica Cuántica Estocástica no es evidente que 
tal Límite exista. 

11I.2.2) EstadLstica Cuántica. 

Es interesante discutir la cuentizaddn de osdlacbma de Bose y Fiar-
mt ya que ello permite generalizar los resultados obtenidos para una mezcla 
de osciladores a bsnpnratura distinta de cero , y n ello hacer estadfs-
tica cuántica. Además , estos temes san de gran interés , ya que nos permi 
ten entender un poco mtss obre la ffsicd styaaente . Por ejenplo , en el 
node]o del oscilador de Frenar , donde es claro que el objetivo es e,Vlicar 
o clarificar la natural,em del fienni6n y posibilitar discusiones sobre las 
causas físicas del principio de exclusi& de Pauli. O bien ,en la deacrip-
dán estcc stica de mezclas cuOnticas fuera del cero absolutó , donde no 
ea irneediato la fun~tacián de ut proceso estroc#atieo pendiente de 
la Eenperatura que tenga co límites en el cero absoluto , el proceso 
estocístioo naxcovieno de la ? tánica Cuántica Est x stica .V a t¥mperatu 
san grandes se r baca a in proceso no reversible, y qte sea el proceso 
natural que se utilizaría para una descripción estadística. ~bien hay 
que `tener en cuenta la distinta naturaleza de las fluctuacimes cuánticas 
qua dominan en el regfinen de bajas benperaturas , y las fluctuaciones tér 
micas . Para resolver esta prablemtitica se deriva el proceso de la t'cd-
nica Cuántica EatDc tica, cama el aaaoiacb a tn osdlader en equilibrio 

I¥ (113) mn u1 baño térmico 	.Esto nos permite tratar a las fluctuaciones 
euAnticas y térmicas dentro del mi.io esquema de las ecuadarea estos-
tices ordinariás¥ 013 ) Qin esto se logra unificar visluxt randose el, 
proceso estocáatico Yequeriáo para la Mecánica Estadística Cuántica. 
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OE° 
(3.134) 

donde es el D' Alambertiano  

Las ec. (3.134) tienen como solución ondas planas trans-
versales que en términos de las coordenadas canónicas se pue-

den escribir: 

E 	a -; V aUn(x) Pn(t), 

B 	U(x)q(x) 

(3.135) 

donde { Un} es un conjunto de funciones ortogonales completo 

solución a la ec. de Laplace y P(t) , q(t) son las coor-
denadas canónicas de los campos, cuyos parentesis de Poisson 
son:: 

(Pa, Pa,)  - { qn  . qn,} `0  

y 	 (3.136) 
{qe, Pn  

Se puede mostrar que el haailtoniano del campo electro- 

magnético es: 

H 	E (Pñ/2an  + 1 q2 	(3.137) 

n 
que corresponde a la lagrangiana 

L(Q.q) 	E (1/2 qn an- 1/2 qñ) 	(3.138) 

y cuyas ecuaciones de movimiento son: 

qn t 1/s1  qn  a 0 	n• 1,2,... 	(3.139) 

Ahora bien , de acuerdo al método de cuantizaci6n esto- 

ctstica , supondremos que podemos asociar a las qn  un proceso 
estocistico aarkoviano que cumple con la ec. (2.2 6 ) 

..I 
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dq 	' bn (qn ,t)dt + dWn (3.140) 

La ecuación de movimiento estocástica que (sustituye a 

la ec. 	(3.139) esté dada entonces por: 

1 /2 	( Dbn* +Deba)--1/mn(gn) 	, (3.141) 

Sabiendo que la solución para el estado base de la ec. de 

Schrodinger del oscilador armónico es: 

T(x,t)-(m W/f 11)1 /4 exp (-mwx2/2h 	-iwt/2) 
(3.142) 

inferimos que la densidad asociada al proceso estocástico q 

en el estado base es: 

(mw/1 	)1/2exp (-mwx2/h) (3.143) 

Escribiendo 	como en la ec. 	(2.53 ); 

y - p1 /2 exp (i S(x,t)/fi) 
(3.144) 

y comparando términos con la ec. 	(3.142) se tiene que: 

S(x,t) 	-wt/2 (3.145) 

y que la velocidad sistemstica ec. 	(2.40) es consecuencia 

v- aS -0 X (3.146) 

de donde b(x.t) es; b(x,t)--wx(t) (3.147) 

Por lo tanto, la ecuación diferencial del proceso .ec. 

(3.133) 	, 	resulta ser( 	): 

dqn 	-wn qn(t) dt + dW(t), (3.148) 

que es la ecuación diferencial para un proceso estocástico 

con media cero y covariancia: 

<q(t),q(t') 	> - fi/2mw 	exp(-w% t-t'% ) (3.149) 
M[s en general tenemos que por ser independientes los 

modos se cumple que: 

Mgn,qn1 f - 1S/2mnwn 	exp(- 	tn-tn¥ ¥¥ ¥h¥ (3.150) 

1 



106 

De la ec. (3.135) tarando en cuenta que 

Pn (t) = ae vn (t) _ (b + bn) —r (3.151) 

se obtiene 

E - - 	V x un -- (bn + bn) 
n=1 

(3.152) 
B 	un q(  t) 

n 

donde tanto $ como $ son procesos estocásticos que cumplen con las di 

ferenciales 

d$ 	s - y  $ ($ , x,t) dt + dN (u ,t) D+ B = - V x Et 

(D+ 	E_ + D. Eme) - V x $ 	(3.153) 

De la ec. (3.150) se sigue que $ también es un proceso estocástico 

gaussiano y de media cero. 

En forma similar al, carpo de base se resuelve el modelo de funciones, 
solo que para el oscilador de Fermi es necesario definir un modelo 

matee tico como se muestra a continiacián: 

Q = P 	, P- Q 	 (3.154) 

que ae.ple con las reglas de anticonmutacidn para fermiones 

L Q . 

 

	

p] + • 0 	 (3.155) 

Mmeis, se toman P y Q matrices de Panti con 

P'. 1 	Q2 - 1 	(3.156) 

Se adopta como espacio, el espacio de Hilbert - = H = L2 (z2 , da ), 
donde z2 - { - 1 , 1 ), ( da = £t l , que queda definido por la 

acción de ¥, t H 	J 

Q (4, (a) ) = a 'Y (a) , Po (o) - i o4' (-a) . 	(3.157) 
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De acuerdo a las ec. (3.154) y 3.157) el Hamiltoniano del sistema 

queda definido por: 

	

'y () 	a -4-  { 4i Cal - sy (-a) } - 	} y (a) - y (-a) } 	(3,158) 

de donde la ecuación de Schrodinger es inmediata de establecer y tie 

ne por solución 

,p(t,a) + cos 	+ o sen a  exp { -i (t - t') } 	(3.159) 

Para poder aplicar el formalismo de cuantización estocástica se hace 
necesario el redefinir la velocidad hacia adelante y hacia atrás, y 

las derivadas estocásticas. Por analogía con la Mecánica Cuántica 

se define: 

Pt  (t,a) ■ lla f O t 1  E {E (t ±A t) -c (t) 	(t) - a } . 	(3.160) 

el cual se propone igual a: 

p 3 	;a 	 (3.161) 

y la derivada hacia adelante y hacia atrás queda dada por 

	

D 	(s (t) ) - p  (t. e (t) ) 	(3.162) 

Canbinando (3.161) y (3.162) la aceleración estocástica se reduce a: 

{ D4' P + D P+  }- - e (t) 	(3.163) 

con la cual se recupera la ec. del oscilador de Fermi. Ahora bien 

cualquier función analítica en este espacio puede escribirse caceo: 

F (0,t) 	Fo + a P. 	(3.164)  
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en particular se define la densidad de probabilidad asociada a E (t) 

caos: 

P (a,t) 	Po + QPi 	(a t) 	. (3.165) 

dado que p (t.o) es definida positiva y normalizada a la unidad 

Po 	1 	y 	-1<p(t) 	1 	. (3.166) 

Para cualquier función F (o,t) la derivada hacia adelante y hacia 

atrás queda dada por: 

D * (F (o,t)) + lfm t 	t 1 	E { F (a (t+At) , t + a t) - F (o (t) 
t+ 0+ 

t) } 	` á 	F + 	P 	(t,a) V F (ti) (3.167) 

donde V sólo opera sobre la variable de spin. 	Se demuestra que si 

F y G son dos unciones cualesquiera entonces 

E { E 	(t,) 	G (t,t) 	• 	E (F (t,c) D+  G + G D 	F (t,c) 	) 

(3.168) 
Caco se sigue directamente de la definición usando (3.167) que si 
F - p entonces: 

G 	P + p V G 	+ 	(a -v) P p G (3.168) 

de donde en particular, tomando 	G - 1 

a
+ 	(0 -a) 	P p' 0 (3.170) 

y 	G -ase tiene: 

+ Vp P 	-aP+ p■ 	0 (3.171) 
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Si introducimos la derivada sistemática y estocástica definidas por 

Paf 	y 6P- (3.172) 

desarrollando a 	p, P y 6 P en términos de o 	se obtiene la ecuacion 

de continuidad, la que se puede escribir cano: 

p, - 	P. + p 	Pi (3.173) 

restringida a: 

Pl + p1Pr - o (3.174) 

6 Po + 	016 P1- o (3.175) 

A partir de la ec. de Movimiento estocástica ec. (3.163) y por la 

• ec. (3.167) se llega a 

P + 	PVP 	-61' 	V6 P 	• 	- a at (3.176) 

ecuacidn que al desarrollar 	P a 	P.+ o P¡ 	y 6 P en la misma forma 

se transforma: 

6 Po 	6P 	- 	fo + 	Po P, (3.177) 

(6 P1)2 	̀  	1 + p1 2+ 	fi (3.178) 

De las ec. (3.173), (3.176) y (3.178) se encuentra que 

P¥ 	+ Pi 	o (3.179) 

de. donde 

pa . c 	cos (t - To) y 	C e [- 11 J (3.180) 

conociendo pl se tiene determinada la densidad de probabilidad del 

proceso c(t) y debido a que es markoviano se tiene caracterizado en 

general. 	Lo que resta es determinar 	C y t, para cada proceso en - 

particular. 	Para ello se recurre a calcular: 

E 	(e (t) 	) a 	p& (t) 	s 	C 	cos (t - t.) (3.181) 
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definiendo entonces 

D = D+ 	= P (o,t) 	 (3.182) 

a partir de (3.182) 

E (D c(t)) = p, = -c sen (t - to) 	(3.183) 

Las ec. (3.181) y (3.183) son importantes ya que nos permiten rela-

cionar la posición media del proceso y la velocidad media con las 

constantes de integración C y To con lo que al sustituir en (3.180) 

quedan determinadas tanto la velocidad osmótica y la sistemática, 

ec. (3.172), y más adn, la densidad de distribución del proceso, lo 

que permite en principio conocer todas las propiedades del mismo. 

Sólo resta por discutir la conexión entre este proceso estocástico 

con la solución a la ecuación de Schrodinger. Sabemos que la solución 

está dada por (3.158), de donde los valores esperados para Q y P son: 

i r 

t 	< *►i , Q qr > • < Q >  = sen 2 a cos (t-r.) 	 (3.184) 
y 
< * 	P Vr > _ <P > = sen 2 a sen (t-to) 	 (3.185) 

respectivamente. Ahora asociando a ty (ta) un proceso estocástico 

tal que  

E (c) _ <Q >¥ 

y 	E (P*) _ < P > 	 (3.186) 

se obtiene que para dicho proceso a y ro son: 

C = sen 2a 	y to = to 	(3.187) 

de donde 

p , • 1 • a sen 2 a cos (t--co) 	 (3.188) 

En particular, para el estado inicial t = te y a = o; resulta p¥ = 1, 

es decir la certeza de encontrarlo en el estado base y, en particular 

15^ 	P (ti a/ t +At, -o) a 1 	 (3.189) 
At.* o 	At 
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De esta última condición se obtiene la solución 

P (t a/ t',a') = 1 + co' e
- (t-t') t' > t 
	(3.190) 

que es la probabilidad de transición que se encuentra para la mecá-

nica cuántica. 

A pesar de que el modelo discutido da la conexión entre la mecánica 

cuántica y la mecánica estocástica, es claro que no existe ni se pro 

pone ningún mecanismo físico que explique el comportamiento cuántico. 

Así, este trabajo se queda a nivel formal, sin llegar a explicar el 

origen del, proceso estocástico subyacente. Sin embargo, no deja de 

ser interesante, ya que representa una posible generalización del 

método de cuantización estocástica para el caso de fermiones. Cabe 

hacer notar que en este tema no fue necesario conocer # (cit) para 

obtener p (c1 t) - ,y ,*,sino que se puede obtener nor otros medios. 

Resta ahora discutir de que manera se aplicaría el método de cuanti 

zación estocástica para un sistema cuántico en equilibrio térmico. 

Se ha encontrado que la fornulaci6n estocástica juega un papel si& 

nificativo en la teoría cuántica de campos o9), al menos como una 

herramienta matemática poderosa. Además, un análisis detallado de es 

ta formulación en términos de integrales de trayectoria revela que 

en el límite de temperatura cero emerge el proceso estocástico de la 

Mecánica cuántica estocást'ca, evidenciándose así el carácter unifi-

cador que posee dicha teoría». Así, la evolución temporal de un 

sistema cuántico en contacto con un bafio térmico puede ser represen 

tada por un proceso estocástico que tiene como límites: a temperatu 

ras altas el límite clásico. 1onde la interacción con el bato se in 

troduce en forma fenaaenol6gica o2) por medio de una ecuación tipo 

Langenin; a temperatura cero, la matriz de densidad se colapsa al es 

tado base, cuyo cclnportamiento cuántico se describe en el marco de 

la cuantización estocástica. Es claro que el origen de la estocasti 

cidad en ambos límites es conceptualmente distinto, y mientras que a 

altas temperaturas se tiene un proceso estocástico irreversible, el 

que se supone markoviano, a bajas temperaturas, se encuentran cano 

límite un proceso markoniano, reversible en el tie¥q¥o y conservativo. 
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Cabe aclarar que aquí sólo se hace explicitavnente la generalización 

para un gas de Base en equilibrio térmico. En particular, considera 

mos un sistema aislado, tal cano un oscilador armónico unidimensio-

nal con Haniltoniano 

H m+ 	q2 	 (3.191) 
Es bien conocido que la mexcla de estados coherentes, solución a la 

ecuación de Schrodinger del oscilador armónico es 

ya(,t)  

- fi P (t) q (t) - 	) , 	 (3.192) 

donde a = (Po, qe) es el conjunto de condiciones iniciales. En el 

marco de la Mecánica Cuántica Estocástica se encuentra asociado a es 

te estado un proceso estocástico Xa (t) que cumple con la ec. dife- 
' 	rencial ¥) 

X a (t) ' ( 	P - w (xa - q) ) dt + VÇ dW 	(3.193) 

donde Gensa et alOS) muestran que Xa (t) se puede escribir: 

X a (t) = Xo (t) + q (t) , 	(3.194) 

donde Xa (t) es el proceso estocástico asociado al estado base con 

covariancia dada por (3.140) ' media celo y { q 	P } son el mo- 

mento y posición clásicos asociados al estado coherente x,a y solución 

de 

dP 	-mw2 gdt 

d q = 	P dt 	 (3.195) 

De lo anterior se desprende que Xa puede verse cauro la composición de 

una trayectoria clásica determinista y un ruido cuántico 	Fondo aso- 

ciado con el estado base. Debido a ello, Ruggiero y Zannetti0º) pro-

ponen modificar las ec. (3.195), en forma fenomenol6gica, agregando un 
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factor que permite obtener una teoría irreversible 

d P=w 2 m q dt -ydt + /D dw 

d q _ m dt 	 (3.196) 

nuestra que la ecuación para el proceso del estado base es 

	

d xo = - w xo dt + /l dw , 	(3.197) 
m 

donde la interacción con el baño térmico se introduce a través de 

yyD.. 

La densidad de probabilidad asociada al proceso X (t) = Xo (t) + q (t) 

que describe el estado de equilibrio térmico, puede obtenerse a par-

tir de una superposición de estados coherentes con el factor de Boltz¥nan 

a la temperatura inversa efectiva 0 A exp (B fi w) - 1 de tal suerte 
if w- 

que la matriz de densidad queda expresada como 

p4.  J lVa c 0a . g, > d vs (a) 	 (3.198) 

dordeo es el espacio fase accesible al sistema, duo es la medida cld-

sica asociada a dicho espacio 

d uR 	8 	P (-o E01) dEcl. d8 	
(3.199) 

y Eci es la energía para el oscilador armdnico clásico. A partir de 

(3.192) se ve que 

pa- (in w/tur)1 expt - mW (x - Z qcl) } 	(3.200) 

no es difícil mostrar que el coeficiente de difusión asociado al pro-

ceso X (t) es: 

,., 

 

D- 2 m1r / C , 	C- e ' -1 	
(3.201) 
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A partir de (3.200), (3.196) y (3.197) se encuentra que X (t) es un 

proceso gaussiano con media cero y covariancia dada por la suma de 

.las correlaciones de los dos procesos que la componen: 

2 	 x t 
< X (t) X (t') > = 	 p { _ x 	t - T' I) + ¥í 	e- 	- t ¥I 

ns+ºc 	 iw 
(3.202) 

donde la covarianza de q (t) es 

< q (t) q (t')>" 	
e w t - VI 	(3.203) 

Tal tamo está definido el proceso X (t) dado por (3.194) no es 

markoniano sin eabargo, introduciendo P (t) - m q(t) se llega al 

proceso Q (t) ' { q (t), P (t). X0(t) } , que si es markoniano. 

A partir de, (3.202) se puede ver que 

1fm X:(t) = q (t) : proceso estocástico clásico 	(3.204) 
s-►.o 

ygue 

lía X(t) = Xo (t) : proceso estocástico para el estado base 

oo 
(3.205) 

que son precisamente los límites que se esperaba obtener. Por tanto a 

tmeperaturas intermedias, el proceso estocástico subyacente, es el pro 

dueto tanto de las fluctuaciones térmicas como de las fluctuaciones -

cuánticas, donde ambas compiten entre sí. Con esto se ha probado que 

es posible asociar al sistema cuántico en equilibrio térmico un proce-

so estocástico que cuele con los requerimientos de la Mecánica Cuánti 

ca Estocástica. Cabe hacer notar que esta deducción, aunque fenomeno- 

lógica, llega a los mismos resultados que obtienen Guensa et ale) 

por un cawino más formal. 

w 

1 
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Por tanto a temperaturas intermedias, el proceso estocásti-
co subyacente , es el producto tanto de las fluctuaciones 
térmicas como de las fluctuaciones cuánticas, donde ambas 
compiten entre si. Con esto se ha probado que es posible 
asociar al sistema cuántico en equilibrio térmico un proceso 
estocástico que cumpla con los requerimientos de la Mecáni-
ca Cuántica Estocástica. Cabe hacer notar que esta deduc 
cibn , aunque fenomenológica, llega a los mismos resultados 
que obtienen Guerra et al 	) por un camino más formal. 

III.2.3) Aproximación Relativista: La Ecuación de Klein-Gor 
don. 

Es posible llevar a cabo una generalización del método 
de cuantización estocástica para el caso relativista en una 
forma paralela al desarrollo hecho para el caso no relativis 
ta.  .Sin embargo la generalización no es inmediata dado que 
es necesario plantear hipótesis adicionales para llegar a 
61la(92  XG3  ) ( )por lo que existen varias teorías al res-
pecto no enteramente equivalentes. Uña de lv.s primeras di-
ficultades con las que se encuentra dicho modelo , es la 
necesidad de definir un tiempo propio para el en semble(43  
otra importante es como definir una densidad de probabilidad 
en el espacio tiempo de Minkowsky.En particular debe de te-
nerse en cuenta que Hankin ha mostrado que si el limite en 
el que el incremento de tiempo va a cero es usado para cal-
cular las densidades de probabilidad condicional P y P*  ,el 
único valor para la constante de difusión compatible con la 
invariancia relativista es cero (97  ). Tratando de solventar 
estas dificultades un posible camino consiste en discretizar 
el tiempo, es decir tomar una suceci6n de eventos separados 
por intervalos de tiempo pequeños (su valor se fija al des 

arrollar la teoría) de tal suerte que la colección de dichos 
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eventos conforman la trayect6ria de la partícula. Debemos 
demandar además que la velocidad límite sea la velocidad de 
la luz , lo cual no necesariamente pasa para todas las tra-
yect6rias- permisibles de la M. C. E. , por lo que se hace 
necesario un postulado adicional . Asi se postulá7(9 7  ) 
que C es la velocidad instantánea de las partículas relati 
vistas entre las interacciones con el campo estocástico o- 
culto . Obviamente la partícula no puede atravesar todo el. 
trayecto con velocidad C , pues tal comportamiento seria in 
compatible con el sentido común .Sino que la partícula al 
interactuar con el campo estocástico cambia su dirección de 
movimiento tan azarosamente como dichas interacciones , de 
tal suerte que la velocidad promedio sería la velocidad 
"real" u observable de la, partícula. 

Habiendo postulado que la velocidad entre interacci6n 
es C y la discretizaci6n del tiempo aunado al modelo esto 
cístico de la M. Cuántica, se está en posibilidades de con 
struir la generalización relativista como se muestra a con 
tinuaci6n. 

Se ha visto en el capítulo anterior que el coeficiente 
de difusión está dado por 

D- lía 1/2 ¿ (dxiit)/2m 	(3.233) 

donde i denota las i- bsimas coordenadas de la partícula 
Como en el caso relativista no es permitido 	t-* O, la ec. 
(2.4 ) se cambia por: 

(3.234) 
como se ha discretizado el tiempo podemos escribir: 

hm 1 /n ( 1/2( x.%') ) • 3ñ/2m 	(3.235) 
n..•• L. Z 

donde &U es el i -ésimo desplazamiento en el conjt.; de n 
desplazamientos que ejecute la partícula entre cada intera 
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cción . Como hemos supuesto que la velocidad con la cual 
atravieza cada intervalo xi  es C , se tiene que: 

(3.236) 
y por la ec. (.3.235) el valor de 	queda dado por: 

• 3h/mC2 	(3.237) 
en donde se ha supuesto que las interacciones con el campo 
se dán a intervalos de tiempo iguales a 

Ahora lo que procede es suponer que existe un sistema 
de referencia que viaja con la partícula , podiendo ser el 
que se mueve con la velocidad promedio asociada a Ella. Ba 
jo estas condiciones solo resta ver cual es el sentido que 
se le dará a la probabilidad ( distribución) del proceso y 
en que medida se puede hablar de markovianidad. 

Debido a las características del movimiento aleat6rio 
que sigue la particula,si al tiempo t la partícula se encu-
entra en X , la única posición que puede alcanzar un tiempo 

despues.se encuentra en la superficie de la esfera de ra 
dio: 

3h/mC 	(3.237) 
centrada en X ; debido a esto se introduce P(I1) dtt como 
la distribución de probabilidad por ángulo sólido, la que 
se supondra markoviana para poder hacer el desarrollo en 
forma paralela al caso no relativista , por lo que P(A)s 
P( x,t/ ñ(J'l) .j) . En efecto si la partícula se encuentra 
en el punto X al tiempo t, entonces un tiempo después se 
encontrará en el punto x+ x- x + ñ (J con probabilidad 
P (A) . 

Por analogía con el caso cuentico se definen b~  y b¡ 
donde b4- (c,bi) y b está dado por (2. 	); lo mismo para 
S. Además, se definen la cuadrivelocidad hacia adelante 
como bq -(c, bi) donde 
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bi  -X /r fni(f2) Pk(x,t/n(S2) ,r) da 	(3.238) 

Similarmente la cuadrivelocidad hacia atrás se defi-
nen como 

bi*-A/r6f ni(0) Pk (x,t/n(S2),r) d i2 	(3.239) 
donde p' es la probabilidad hacia atras. 

Ahora bien, para describir la ecuación de continuidad 
que cumple la densidad de probabilidad p es necesario con 
siderar el marco de referencia en que se encuentra en repo 
so el ensemble , pero debido al movimiento azaroso que si-
gue cada miembro del ensemble no existe un marco de refe-
rencia inercial en donde al menos un miembro esté en reposo 
el marco de referencia inercial del campo como aquel en 
que Jo- (-cp ) y corresponde a la tinica componente no cero 
del cuadrivector corriente. En tal sistema la densidad 
de probabilidad de la partícula estocástica cumple con la 
ecuación de Smoluchowski: 

p(x,t+r) -f p(x-X n,t) P(x-an,t/n(n),t)d0 
(3.240) 

Desarrollando esta expresión en series de Taylor al-
rededor del punto x y cortando a segundo orden se llega a 

2 	2 	2  
ar p+ t/2 arºp ■-V(pb)+ X/6 T (V p) 	(3.241) 

donde hay que tener presente que por la descretización 
del tiempo , es necesario que cT sea pequeo para que ten 
ga sentido la derivada. Sustituyendo el valor de a dada 
por la ec. (3.237) y rearreglando términos se llega a: 

au(p bµ)/2m Q p - 0 	(3.242) 

donde 
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Q = V2-1/caT2 y 	au=(- arc,O 

Esta ecuación fué derivada por primera vez por de la 

petia (43 ) 
Si definimos la corriente hacia adelante como 

JbR • 	 (3.244) 
la corriente de deriva resulta 

JU- 1/2 (Jb + Jba) 	(3.245) 

donde J satisface la ecuación de continuidad 

aU JU =o 	(3.246) 

tal como se ha definido , ec. (3.240) , no es invariante 

bajo transformaciones de Lorentz(̀¥ 7 ). No obstante se pue 

de definir 

p 2 - 	(-1/c2) 	(3.247) 

tal que cumple con una generalización de la ec.(3.242) y es 

un escalar , además de que si JU-(-cp,o,o,o) (3.247) se re-

duce a (3.42). 

• Se puede introducir una cuadrivelocidad a como una 

generalización de la asceleraci6n estocástica 

a= 1/2 hm 1/r{< b (t) - b (t-t')>2 + U 	t4 t 	U 	U 

< bU(t-t') - b(t' )> } •l/2(. b* 3 b+ 	(3.248) 
+1 / 2 (bua)beU + 1/ l/2m)a(b: b*u) 

y escribiendo las velocidades de deriva y estocástica de 

manera análoga a la mecánica cuántica estocástica no rela-

tivista: 

vu= 1/2 (bu+ b*u) 

u '■ 
	 (3 249) 

 /2 (bU - bRU ) 	
.249) 
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Entonces a 	se transforma en: 

au 	v¥BvvU - uvavu 	-1¥/2m 	u  (3.250) 

recordando que el cuadrivector fuerza para el caso de una 

'fuerza electromagnética es: 

Fu = e/c FU 	v= e/c{DlAX -aXAP )V (3.251) 
a 

donde Al' es el cuadrivector potencial tomado en la norma de 

Lorentz 

3NAU - 0 (3.252) 

se encuentra que el cuadrivector momento es 

BIAS • Pp• nvu+ e/c AP • Pa+ e/c Al (3.253) 

que con ayuda de la generalización de la ecuación de Newton 

F• maN (3.254) 

y 	tras 	de haber hecho un poco de algebre .Y utilizar ex- 

plicitamente que 

u,q = 1i/2w >,r in%¥l (3.255) 
se llega a 

al{ 	1/2m (S)( 	S) 	-e/mc Axa X s + (3.256) 

+1/2a (e/c) ASA -m/2 	uX u 	-!í/2m Q 

• que en forma ya integrada se puede escribir como: 

1/m( P 	-e/c Ax) 2 + m(u)) 2 -ff/2m 	ln¥ p .- M 
• (3.257) 
donde M es una constante que puede ser determinada si se 

• toma el limite h.*0 , ut0 , lo que d

• 

	

	

á 

1/a(PA -e/c A))2 - (3.258) 



i 
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CAPITULO IV 

Críticas .a la Mecánica Cuántica Estocástica y su Respuesta. 

Es al formalismo de cuantización estocástica propues-

to por NelsonOO2)  al que se le hacen la mayoría de las cr1 

ticas, lo cual no debe sorprender dado que en la deriva-

cidn elegante de la ecuación de Schtldinger que hace Nelson 

es dificil de entender la física subyacente. Además el 
uso del lenguaje Browniano produce confusión y el resulta-

do de ello son criticas generalmente mal fundamentadas, 
aunque algunas, como las de Ghivardi et. a1?? llegan al 
problema fundamental de una teoría como lo es la Mecánica 

Cuántica Estocástica.  

Empezaremos por las críticas. 

A la consistencia de la interpretación "clásica" que 

dd a la Mecánica Cuántica Estocástica. Entre ellas una de 

las más representativas es la de Mielnick y Tengstrand(99 . 

Esta crítica se encuentra impregnada de la idea de viejo 

modelo Browniano de la Mecánica Cuántica aunado a una sis-

temttica`interpretación de los resultados en términos de 

una sola partícula. En este contexto plantean una serie 

de inconsistencias entre las que destaca el problema de 

las superficies nodales de la función de onda *. El pro- 
blema se vuelve intratable en los términos en que se plan- 

1 
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tea, ya que una partícula clásica en una región limitada 

por una superficie nodal no podrá pasar a otra región y la 

probabilidad de encontrarla ahí será nula, contradiciendo 

a la Mecánica Cuántica. Para entender este punto es esen-
cial tener presente que la Mecánica Cuántica usual, y por 

lo tanto, su formulación estocástica, es una teoría asin-

tótica que describe el comportamiento de los sistemas que 
se encuentran muy cerca del equilibrio. Antes de que es-

ta situación se alcance la Mecánica Cuántica no se aplica, 
ano hay regiones nodales y la partícula puede moverse entre 

regiones que posteriormente serán disconexas y conforme el 

sistema va alcanzando el régimen cuántico van apareciendo 

regiones o regiones de probabilidad de permanencia baja, 

que finalmente se transforman en las superficies nodales 

del problema, pero para cuando ésto sucede existe ya una 

distribución espacial de partículas acorde con la Mecánica 

Cuántica en todo el espacio. Es en este sentido que Guen- 
) 

sa"' Ghirandi et. al.,d2) 	rt3  De la Peffa y Brody han pro-

puesto que tales regiones son de probabilidad excluyente, 

las trayectorias nunca cruzan tales superficies y el pro-

ceso mismo se puede descomponer en una mezcla de procesos 
engódicos independientes, teniendo lugar cada uno en una 

legión de la configuración entre los nodos. 
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La critica más fundamental y profunda que se puede 

hacer a la teoría estocástica, se se entiende como una teo 
ría de partículas Brownianas, es que una teoría clásica no 

puede reproducir el fenómeno cuántico, es decir a partir 
de una teoría local es imposible explicar el fenómeno alta 
mente no local que es el cuántico. Es por esto que el aná 
lisis hecho por Mielwik et. al., (99t

al apegarse demasiado al 

• modelo tlísico, cae constantemente en inconsistencias con 
la mecánica cuántica. 

Cabe aclarar que todas sus críticas están impregnadas 

profundamente de la interpretación ortodoxa, como lo mues-

tra el siguiente razonamiento: 

"... )(x, to) y X(to) representan justamente dos nive 
les de información: X(to) posee una información precisa pa 
ra un observador bien informado, j(X, to) posee sólo infor 
nación promediada... Entonces, no obstante, es difícil de 

entender cómo la ignorancia del segundo observador puede 

afectar el futuro desarrollo del movimiento browniano a 
los ojos del primer observador", (99) 
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Aún dentro de esta línea de pensamiento llegan a la 

conclusión de que en general cualquier teoría que describa 

a la teoría cuántica en términos de partículas puntuales 

tendrá que ser una "teoría no local con trayectorias hipo-

téticas que decidan no solo su pasado sino también sus al-

ternativas perdidas",&9j  si es que quiere explicarse el 

fenómeno de interferencia. En base a esto objetan que 

cualquier teoría que opere en el esquema de variables ocul 

tas con trayectorias "clásicas" puedan ser compatibles la 
Mecánica Cuíntica. 

Dicen Mielnik y Tengstraud: 

"El movimiento de una partícula puntual clásica condi 

cionada localmente por potenciales externos no puede imi-

tar el efecto de interferencia de la mecánica cuántica, no 

• importa si este movimiento es estrictamente determinista o 

estoctstico, con memoria o sin  

Con esta afirmaci6n obviamente hay que estar de 

acuerdo. El punto está en que la descripci6n usada por la 

mecánica cuántica estocástica no es clásica, ni local, ade 

as de que no se ha tomado en cuenta que "el acto de prepa 

ración del ensemble al tiempo inicial modifica el comporta 
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miento del medio en que las partículas están inmensas",a1) 

dando como resultado que el medio mismo (ya modificado) 

proporciona la. información suficiente para que se dE el 

fenómeno de interferencia. 

Existen toda una serie de criticas que van más hacia 

el formalismo y no a la interpretación que hace de él, en 

tre las cuales se encuentran las de Gilson ¥ , Hall y 

, Collins, ) y Grubert et. al. 	que más que tratar de 

hacer ver las dificultades o incompatibilidades conceptua 

prefieren mostrar fallas del formalismo matemático. Cabe 

mencionar que tanto Gilson como Hall y Collins y Grabert 

:han mostrado, aunque por caminos diferentes, que la Mec[-

nica Cuántica es totalmente incompatible con una teoría 

estocástica, sobre cuando el proceso es totalmente deter- 

• minista, D=O. Entonces los resultados aparentemente cuán 

ticos que establece la Mecánica Cugntica Estocástica son 

originados por un uso erróneo de la teoría de procesos de 

Markov. 
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La primera objeción puede ser establecida como sigue. 

Los procesos de difusión no tienen nada en colón con la 

Mecánica Cuántica porque los primeros son intrinsicamente 

irreversibles en el tiempo, mientras que los procesos cuán 

ticos son reversibles¥79). La objeción anterior es cierta 

para procesos disipativos, pero los procesos estocásticos 

utilizados para describir la Mecánica Cuántica son perfec-

tamente reversibles, como se puede corroborar tanto en el 

marco de Nelson como con el desarrollo hecho por De la Pe-

ha. Para ampliar este punto sería conveniente referirse 

al análisis hecho por Guerra(79), donde, compara el esquema 

de Langorin y el de Nelson, haciendo ver que son clases di 

ferentes de procesos estocásticos. 

La siguiente objeción es hecha más en un sentido filo 

sófico: 

"El contenido físico de la Mecánica Cuántica está dado por 

la función de onda 4 y su evolución temporal por la ec. de 

Schrddinger. Ciertamente podemos introducir) y S a tra-

vós de las ec. de la Mecánica Estocástica y encontrar las 

ecuaciones no lineales y acopladas (2.) y (2.) que dan to- 
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do el contenido físico de la teoría. No hay necesidad de 

introducir el proceso X(t) porque no da, y no puede dar, 

más información física sobre la teoría... ningún experi-

mento puede probar o refutar nada acerca del proceso que 

vaya más allá de la distribución a un tiempo fijo(79). 
Esta critica se basa en el supuesto filosófico de que so-

lamente lo observable tiene realidad física. Tal crítica 

también podría hacersele a la Mecánica Clásica en el sen-

tido de que a partir de la ec. de la energía y. las leyes 
de conservación podría uno resolver el problema, pero ello 

es's6lo compatible con una interpretación en términos de 

procesos deterministas; así, para completar su esquema, 

la Mecánica Cuántica Estocdstica necesita de una interpre 
taci6n en términos de partículas y procesos Markovianos en 

el espacio de configuración. 

Además esto di un punto de vista unificado de las Me 

cínicas Clásica y Cuántica donde al límite ( O se le pue-

de dar la explicación más directa (los procesos de Markov 

se reducen a procesos deterainistas)(  ). Precisamente 

este requerimiento es usado explícitamente por De la Peña 

para derivar las ecuaciones fundamentales de la teoría es 

toctstica (3 9) . 
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Otro punto en discusión es el carácter físico del pro, 

ceso "hacia atrás" que utiliza la M.C.E. Si recordamos, 
para simetrizar con respecto al tiempo al proceso estocás 

tico !(t) hubo necesidad de construir la representación 

que se llamó "hacía atrás" del proceso y recombinando la 
versión hacía atrás y hacía adelante surge el proceso es-

tocástico invariante bajo inversión temporal. Si no im-

plica ningún proceso físico nuevo y sólo los parámetros 

especiales usados en el modelo matemático son reflejados, 

el proceso físico en cada caso es idéntico... 	Todo im-

plica que el proceso hacía atrás, desde un punto de vista 

hacía adelante, es el inverso del proceso hacia adelante, 

es el inverso del procedo hacía adelante. Entonces clara 

mente si los dos procesos son combinados en un ■arco, el 
efecto total es equivalente a no tener proceso alguno ). 
Sin embargo, Kracklauer mismo llega a la conclusión de 

que un eximen más minucioso de las manipulaciones de Nel-

son revelan que el promedio de las velocidades hacía 

atrás y hacia adelante en un tiempo y punto del espacio 

no son iguales 002). Esto se puede entender desde el pun-

to de vista físico siguiendo el argumento presentado por 

De la Pena y Cet«(5e). El punto de partida es el recono- 
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cimiento de que la mecánica cuántica estocástica es una 

teoría escencialmente no local. En particular, la veloci-

dad sistemática v(x,t) y la velocidad estocástica Ü(x,t) 

son ambas estadísticas y se refieren a promedios adecua-

dos de los movimientos que se dan en un elemento de volú- 
•aen finito que contiene al punto (x,t), la velocidad sis-

temática midiendo el movimiento del centro de masa de es-

te elemento, a la vez que la velocidad estocástica mide 

la velocidad media de expansión, es decir, de difusión, 

de este elemento. Es obvio que mientras que podría espe-

rarse que 0 fuera reversible, esto no lo es en general pa 

ra ú (que en efecto no cambia de signo con una inversión 
temporal). Luego la velocidad "hacía adelante" y "hacía 

atrás", que no son sino diferentes combinaciones lineales 

de 0 y U, no son equivalentes y el arumento de Kracklauer 

pierde toda validez. 

Grabert et, al., por su parte, al obtener la ec. de 

Schrddinger a partir de las ec. estocásticas enfatizan en 

que a diferencia de los procesos de difusión clásicos, 

"la ec. de Fonnken-Plauck que gobierna la evolución tempo 

ral de >(x,t) no está univocamente determinado y afirman 
• que la argumentación anterior es completamente indepen- 
• diente de la constante de difusión que se escoja". Más 

• aún, la velocidad de deriva J((n,t) no es un vector prea-

signado como en la teoría de procesos de Markov: 



131 

A(x,t) 	QVlt 	x,t) I * 	arg 'Y (x,t) 	(4.1) 

sino que depende del proceso espcial(74). El hecho de que 

1¥(x,t) dependa de la función de onda en el estado inicial 

*(x,to) implica que el proceso de preparación del sistema 

influencia fuertemente las propiedades del medio en que 

está inmersa el ensemble de partfculas(72 ), volviéndose a 

manifestar la no localidad de la Mecánica Estocástica, tam 

bién el cálculo de (x,t) y )(ti,t) es en general dificil 

de efectuar. Generalmente cuando se hace uso del formalis 

ao del método de cuantización estocástico si parte de que 

dada p(x,t), conocida, se encuentra ?(z,t) y con ello to-

das las características del proceso, pero esto no quiere 

decir que sea la única forma de conocerla(*). 

Una de las tésis de Grabert et. al., es, que la Mecánica 

Cuántica no es compatible con una descripción en términos 

de procesos de Markov, basándose en el hecho de que la for 

mulaci6n hacia atrás del proceso no corresponde a un proce 

so Markoviano como debería esperarse. Dado que la probabi 

lidad condicional hacia atrás es: 

P0(x2 t2 ( X1 tl) - p(Xltl I X2 t2) 	P(xl t1) I l(K1 ,t2) 

(4.1') 
(*)Un ejemplo es la cuantización de un oscilador de Fermi. 
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Concluyen que "la probabilidad condicional hacia atrás de-

pende explícitamente de la probabilidad de un evento senci 

llo7(x1,t1). Entonces la probabilidad condicional de un 

proceso de Markov genera toda una clase de procesos esto-

cásticos para todas las posibles probabilidades iniciales, 

es decir, la probabilidad condicional depende del proceso 

especial escogido. Tal dependencia es típica de un proce 

so no Markoniano(74). Sin embargo, Ghirandi et. al. 2 

han mostrado que si P (x2, t2 	x1 , t1) está dada por la 

ec. (4.1') esta ecuación es característica de un proceso de 

difusi6n>Markoniano con propiedades similares a la versión 

hacia adelante. La ec. de Fokken-Planck del proceso hacia 

atrás es fácil de obtenersi se parte de 

1(x1, t1) ' C dx2 P*(u2 t2 1 x1 t1 ) ?(x2, t2) 	(4.2) 

Substituyendo (4.1') en (4.2), desarrollando en forma simi- 

• lar-para la representación hacia adelante y cortando tármi 

nos hasta 2° orden se obtiene 

al • 

 
!(x¥t) - aX (u*(O. t) !(x,t) 	1 aa22 	 2(x. t)

. 

l 	x 

• JP(xt)l 	 (4.3) 

que es la ec. de Fokken-Planck para la versión hacia 

• atrás del proceso, la cual ha sido obtenida con mayor de- 



133 

Grabert et. al.¥74 ) muestran que en el caso explícito de 

un oscilador armónico un ensemble centrado en x-x0 tie-

ne la función de correlación clásica 

<X(t) X(S)> . i( 	e-w(t-s)+ Xo2 Cos(w,$). 	(4.4) 
2mw 

"No obstante para t > S la función de correlación (4.4) 

no tiene nada en común con la correlación del oscilador 

cuántico... si nosotros escogemos X0W0 el oscilador está 

inicialmente centrado en el estado base. En este caso ob 

tenemos: 
<X(t) X (S)> 	V 	e-w(t-s). t > a 	 (4.5) 

1llw 

Claramente, esta función de conselación no describe un os 

cilador reversible de la mecánica cuántica"(74) 

Contrario a lo que afirman Grabent et. al. la función 

de correlación dada por (4.5) muestra que el proceso del 

estado base es erg6dico y en el limite t+om el ensemble 

de partículas puede ser sustituido por una sola partícula 

que es precisamente lo que uno esperaría en una teoría de 

procesos Markovianos como la Mecánica Cuántica Estocásti-

ca, en donde es más legítimo hablar de una función de co-

rrelación entre las posiciones. Además cabe mencionar 
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que en la Mecánica Cuántica no existe ningún mecanismo in-

trinseco a ella que nos dé una función de correlación pro-

pia, por lo que en general la función de correlación que 

predice la Mecánica Cuántica Estocástica y la Mecánica 

Cuántica misma pueden no coincidir sin que esto sea razón 

suficiente para negar la posibilidad de plantear a la Me-

cánica Cuántica en término de procesos de Markov.. 

Como hemos mencionado anteriormente, Gilson(73)  y 

Hall y Collins 	) han probado que la teoría cuántica es 

compatible con la teoría de procesos de Markov sólo cuan-

do D-O, esto es cuando el proceso es determinista. Debi-

do a que para Gilson la formulación en términos de inte-

grales de trayectoria es la forma más natural para esta-

blecer la conexición entre los proceso estocásticos y la 

Mecánica Cuántica, es en este contexto en que hace su ang 

lisis. 

Gilson plantea que en el marco de la teoría estocás-

tica se observa "que hemos empleado dos definiciones dis-

tintas para b, una que viene de la teoría estocástica, 

ec. (2. ), y la otra vía la Mecánica-Cuántica, ec. (2. ) 

y (2. ). Finalmente usamos las integrales de trayectoria 

para mostrar que estas dos definiciones para b son incon-

sistentes a menos que a-0, probando entonces que la defi- 
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nición a=ñ/e es inadmisible"C73). 

En el trabajo de Gilson, como en tantos otros, está 

presente la confusión de que la. teoría estocgstica de la 

Mecánica Cuántica es una teoría de movimiento Browniano; 

sin embargo, el matiz que toma esta confusión es fundamen 

tal para las conclusiones a las que]Iega Gilson. 

Este autor parte de la expresión para tp dada por 

Feynman: 

(x.t) 	¥2II it)1/2 r W e
xp¥ m x-x¥)2 - W(xt)t}  

(4.6) 

Cabe hacer notar que el factor de la exponencial en (4.6) 

es la acción Clásica. Ahora bien, lo que hace Gilson a 

continuación es- a partir de (4.6) escribir P(x,t) como: 

1(x.t) - 104 -  	
' :s:(cxPE i 

(xu)
i 

iy (u-v,o) 0 (u+v,o) dudv 	(4.7) 

donde en la ec. (4.7) ya no está presente el potencial. 

Enseguida construye la ec. para la densidad del proceso: 

?(x t) 'I -¥ p(xlu) 1(u,0) du. 	 (4.8) 
m 
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Identifica a la probabilidad de transición como: 

P(xlu: "0)) - ( mes) r 	exp[ 	(2m (x-u)A)J 

	

Jm ` 	t j 
(4.9) 

P(u-v 0 R(urvs0)dv (u,O 	u.0  

Teniendo P(xIu) el proceso queda perfectamente caracteri-
zado por ser Markoviano. Sin embargo, el razonamiento he 

cho por Gilson hasta este punto no deja de tener errores, 
ya que si uno recuerda cómo se da la conexión entre la Me 
cínica Estocástica y la Cuántica al reducir las ec. (2. ) 
y (2, ) a la cc. de Schrtldinger,.en general se pierde in-
formacidn, por lo que no es posible partiendo de la teo-
ria cuántica reproducir la Mecánica Cuántica Estocástica; 

además en las ec. que maneja Gilson en su desarrollo no 
está presente la acción estocástica de la cual se espera-
rfa obtener los resultados de la Mecánica Cuántica Esto-
ctstica, además de que debido al carácter estocástico del 
movimiento la integral de trayectoria deberá ser tomada 

sobre todas las trayectorias estocásticas realizables por 

el ensemble de partículas. Siendo por su constante apego 

al modelo clásico que Gilson no logra ningún resultado 
acorde con la teoría Estocástica. 
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Cabe mencionar que con el análisis hecho por Gilson 

no se descarta la posibilidad de introducir un potencial 

complejo y con ello invalidar muchas de las relaciones que 

utiliza. 

Kracklauer opina que "la formulación de Nelson parece 

estar en contraposición con los trabajos de Gilson, Hall y 

Collins. Hall ha mostrado que ningún proceso estocástico 

puede modelar la teoría cuántica, sin embargo, Nelson pare 

ce tener suficientes argumentos de que la ecuación de Schb 

dinger puede ser fundada-en proceso estocásticos. Este 

conflicto puede ser resuelto mostrando que la única inter-

pretación física consistente con la noción clásica implica 

que en efecto hay procesos aleatorios no dispersivos tales 

como los impactos aleatorios responsables del movimiento 

Browniano, 6 mostrando una inconsistencia" ¥4). 

Kracklauer además, hace ver que a pesar de que la ver 

si6n hacia adelante y hacia atrás de los procesos estocts-

ticos, ec. (2. ) y (2. ), sustentan la interpretación ffsi 

ca (que puede ser fructífera), es la versión hacia atrás 

especialmente combinada con la ec. hacia adelante la que 

no es físicamente aceptable. "Si se presta atención a la 
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física que se le atribuye a la ecuación hacia atrás, una 

de dosposibles conclusiones emergen: Cualquiera de los 

dos no es un proceso estocástico, o el mundo es incompara 

blemente más bizanrrode lo que puede ser imaginado a par-

tir de la física clásica, si no ambas son inconsisten- 

tes" 	 . La posición que adopta Kracklanes es que los 

"procesos de Nelson no admiten una interpretación.ffsica, 

que es el desarrollo natural del razonamiento usado en la 

física clásica. Estos procesos y su derivación de la ec. 

de Schrtldinger pueden verse sólo como una reducción for-

mal de la teoría cuántica a la teoría estocástica" e4 

Con esto el punto de Gilson de que "la Mecánica Cuántica 

tiene poco 6 nada que ver con la teoría estocástica" 73 ¥ 

se vuelve obvio. Sin embargo, el punto que señala Krac-

klaner'para llegar a su conclusión de que "los procesos 

estocásticos no pueden tomarse como físicos" está sopor-

tado por un mal entendido de la versión hacia atrás de 

los-procesos estocásticos propuestos por Nelson, que le 

lleva a inconsistencias del formalismo. 

Kracklaner al imponer que el proceso estocástico im-

plicado en la versión "hacia atrás" sea el mismo que en 

la versión "hacia adelante" solo con una inversión tempo-

ral concluye que al ser recombinados estos dos procesos 

no surge de ahí ningún proceso físico y que sólo tienen 
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proceso estocástico implicado en la versión "hacia adelan-

te" sea reversible y que bajo esta inversión temporal nos 

d6 el proceso estocástico de la verisón "hacia atrás", no 

es aceptable en una teoría altamente no local como lo es 

la Mecánica Cuántica Estocástica. Los procesos implicados 

tanto en la versi6n "hacia atrgs" como "hacia adelante" no 

son reversibles. 

Davidson (31)  hace una derivación de la ecuación de 
Schrtdinger en forma totalmente análoga a la de Nelson, s6 

lo que él .demostrando explícitamente que las funciones son 

elementos de un espacio de Hilbert con producto escalar 

(f.g) ' Jdx f(x) g(x) P(x,t)  - E (f(x(t)) • g(x(t))} . don-

de tanto >(x,t) como x(t) cumplen con todas las propieda-

des que requiere la Mecánica Cuántica Estocástica además 

de cumplir con las reglas de conmutación, ti,x] s v, don-

de v es el coeficiente de difusión de la Mecánica Cugnti-

ca Estocgstica. Estas relaciones le permiten derivar la 

ec. de SchrMdinger a partir de las ec. dinámicas para el 

proceso estocdstico. En este punto Skorobogatov(142)hace 

una critica al trabajo desarrollado por Davidson en el 

sentido siguiente: 
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"No obstante, esto no representa una "derivación 

real" de la Mecánica Cuántica a partir de la teoría ordina 
ria de procesos de Markov, ya que la introducción del espa 

cio de Hilbert automáticamente introduce la aditividad de 

las amplitudes de probabilidad y, consecuentemente, el res 

to de relaciones características de la Mecánica Cuánti- 

La crítica hecha por Skorobogatov a los trabajos de 

Davidson es válida, ya que el introducir el espacio de 

Hilbert y dar el algebra que cumplen los operadores, es su 

ficiente para definir la Mecánica Cuántica y es en este 

sentido que la derivación hecha por Davidson no es una de-
rivación real de la Mecánica Cuántica. 

Ya para finalizar consideremos la crítica hecha por 

Ghirandi et. al.(72 ), la cual no carece de fundamentación, 

• ya que ha sido el producto de un análisis profundo y criti 

co de la Mecánica Cuántica Estocástica. La crítica que 
ellos presentan es en el sentido de que la teoría estocás- 

• tica en sus orígenes se planteó como una teoría alternati-

va a la Mecánica Cuántica, llegando a la conclusión de que 
"... la interpretación estocástica, aunque atractiva en va 

ríos aspectos, no ayuda a resolver las dificultades concep 
tuales de la teoría cuántica"(72). En efecto, la teoría 
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ci6n, ya que tal como está planteado el postulado de la 

ec. de SchrUdinger es sustituido por-las ec. de cuantiza-

ci6n estocásticas, con lo cual no se gana información 

acerca de las razones física de la cuantización. Es por 

esto que la teoría estocástica está muy lejos de ser una 

teoría alternativa satisfactoria de Mecánica Cuántica. 

.Sin embargo, cabe aclarar que a pesar de no dar una solu-

cidn clara al'fenómeno'de cuantizaci6n es más sugestiva 

en puntos donde la teoría cuántica es totalmente obscura. 

Por construcción, la teoría estocástica permite una inter 	.. 

pretaci6n estadística consistente y libre de ambigüedades, 

• mientras que la Mecánica Cuántica usa la estadística pero 

en forma poco clara e inconsistente; también evidencia el 

carácter no local de la teoría cuántica, por ejemplo en 

términos de la no reparabilidad de dos sistemas que han 

• interactuado en el pasado, que pierden su individualidad 

y se comportan como si fueran uno solo. 

En conclusión vemos que los métodos estocásticos dan 

un enfoque unificado de la Mecánica Cuántica en general y 

de la teoría de campos en particular. Es urgente el tra-

tar de extender estas ideas a sistemas donde el procedi-

miento de cuantizaci6n usual, basado en el formalismo ope- 
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