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Introducci@n.

Debido a la gran cantidad de material desarrollado en tomo de la
Mecfnica Cufintica Estocistica surge 1a necesidad de hacre wna revisién
en donde ademfis de plantear wa visi6n wnificada del formalismo de Cuan
tizacién EstocSstica se sbre , de manera natural , la posibilidad de
dar respuesta 'a las criticas y preguntas que se hacen de €lla en las
que se encuentran algunas confusiones.

En tanto que el objetivo de este trabajo es revisar una teorfa
altemativa a la Mecnica Culntica , se hace necesario mostrar las para
dojas y problemss interpretativos en que incurre la escuela de Copenha-
gue al sostener un pito do vista subjetivista. De shf la necesidad de
plantear una teorfa que reproduzca el formalismo matemitico de la Meck
nica Cuintica , pero que d6 respuesta a dichas paradojas.

La - naturaleza misma de los fenGmenos cuanticos hace necesario que
1a Nueva 'l“dortap sea wna teorfa de procesos estocisticos , y puesto
Qe Gsta no presenta la nptura epistemol6gica que plantea la interpre-
tacién ortodaxa entre la Mecfnica Clfsica y Cufintica, es posible cbtener
ocmciqn'sfch‘ movimiento generalizadas para procesos markovianos , de
las cumles se puede deducir la ecuacifn de Schrtidinger . El nuevo for-
mlisw permite una interpretacifn miis intuitiva de los fenSmenos cufin-
ticos , aclars alguas de las paradojas usuales y abre las perspectivas
para na teorfs fundamental del micromndo.



Capfitulo I

Origenes y‘lotivaéiOnes de la Mecfnica Cufintica Estocastica.

Es un hecho conocido que si bien todos los fisicos acep-
tamos el formalismo matemftico de la mecénica cufntica, exis-

te aln controversia respecto de la interpretacifn que se le
ﬁsigna( 13) 3

Se han planteado asf distintas interpretaciones que in-
tentan explicar de manera consistente los fenfmenos cufnticos.
Janlerﬁc‘n% hecho una detallada resefia de algunas de las di-
ferentes interpretaciones de 1a mécanica cudntica.

Aquf nos concretamos a discutir la escuela de Copenhague
y‘copo’es que debido a evidencias experimentales y de indole
filosdfici se van delineando las caracteristicas o requerimi-
entos que debe cumplir una nueva teorfa capaz de superar los

problemas conceptuales planteados por la interpretacibn de
Copenhague.

La escuela de Copenhague (llamada asf por la participacién
de Bohriy no tamando en cuenta a Heisemberg, Dirac, Jordan,
etc), (I‘J"hi tomado muchas ideas de las grandes discusiones so-
bre la fundllenticiﬁn de las Matemfticas. Con esto se trata de
dejar claro que 1a interpretacién Ortodoxa no, ha surgido en
forma espontfnea, si no que es el producto de una posicibn fi-
los6fica y una concepcibn del mundo bien definidas y con cier-
ta 16gica interna. Sin embargo, contrario a lo que afirman sus
seguidores, esto no contradice’la posibilidad de plantear una
te6ria mis completa y fundamental que la Mecénica Cuéntica.

Queremos dejar claro tambien que existe todo un sustrato
filos8fico sobre el que se apoyan las distintas interpretacio-




nes de la Mécanica Cufintica; sin embargo, por ser una discu-
cién muy amplia, s6lo nos concretaremos a mencionar en forma
muy general que existen dos grandes corrientes que sustentan
dos criterios de realidad distintos. Es la posici6n que el ff- -
sico adopte respééto de ellos lo que va a8 determinar en forma
radicul la interpretacién que asigne al formalismo matemftico.
"Se tiene por una parte el criterio empirista, positivista, se
gln el cual es real lo que es observable y GGnicamente lo que es
obSerVaBle... este criterio... conduce a ontologfas idealistas
'y posiczones subjetivas... Por otro lado se tiene el criterio
laterialista, realista, basado en la actividad humana, capa:z
de. tranforlar 1as cosas y que da lugar al concepto mismo de
casualidad (34) 4

Asf, 1a interpretacién de Copenhague que adopta el criterio
empirista, positivista, difiere grandemente de la escuela Estadfs-
tiéa, cuya interpretacifn es realista y Materialista. El carfcter
ipotitiVista de la escuela de Copenhague demanda que el significado
que se les otorgue & los conceptos ffsicos debe ser especificado en
términos de operaciones fisicas bor ejemplo mediciones; Esto ha
llevado una buena medida a paradojas y problemas interpretativos que
‘tienen que afrontar la escuela Ortodoxa. de esta forma "en primer
‘lugar debemos de reconocer que la actitud filos6ficadel investigador
se manifiesta con frecuencia en su interpretacién global del forma-
lismo de la Mecfnica cufintica, esto determina el posible signigica-
do que esta dispuesto a Priori a atribuir a los vectores de estado,
a las variables dinfmicas; a los vectores de estado, y mfs en gene-
ral a todo el formalismo. A riesgo de que el exceso de esquematismo
pueda producir sobresimplificaciones podemos decir que muy frecuen-
temente se adopta o bien sea una actitud materialista y objetiva, bi-
en una idealista subjetiva 51"?'

Con Born se sientan las bases para hacer una interpretacién
prosabilistica ; Sin embargo, y a pesar de que se




plantea originalmente la teorfa en términos de probabilidades
cldsicas, el hecho de que Y sea una amplitud y no densidad de
probabilidad presentd desde el comienzo dificultades que no
bodian resolverse todas en su época.

Empez6 asi a ganar terreno una interpretacifn subjetivista
de 1a probabilidad: Si no estamos seguros de que va a suceder
cierto evento, entonces podemos asociarle un grado de creencia
racionalmente justificado, el cual identificamos con 1la proba-
bilidad del evento(ll)? Asf, "SegGn la interpretacién Ortodoxa,
en los microfenfmenos impera el azar, ya que en general el re-
sultado de un experimento con un sistema individual no queda
determinado de manera unfvoca por las condiciones bajo las que
aparece el fenémeno" (1419

El punto crucial en esta discusifn se refiere a las distin-
tas interpretaciones que se dan a la funcibén de estado ¥' . Se-
gin 1a escuela de Copenhague, la funcién de onda ¥ describe
exhguStiviuente,el estado fisico de una sola partfcula o sistema
mientras que, en la escuela Estadfstica Vv solo determina pro-
piedades estadisticas de un ensemble de sistemas igualmente pre-
pifddos. Esta Gltima interpretacifén fue propuesta pof Slater
(1929) y ha sido apoyada por ffsicos de la talla de Winstein y
Schrisdenger, aunque desafortunadamente la escuela estadfstica
goza de poca aceptacién, en tanto que la escuela Ortodoxa e€s am-

> pliamente aceptada. Asf por ejemplo, 1la interpretacién dada por
la escuela de Copenhague a las relaciones de incertidumbre de
"Heiseiberg permiten a Nagel (1961) afirmar que la M&canica Cufin-

tica es una teorfa indeterminista; el argumento de Nagel es tf-
nico de esta escuela y realmente simple y se puede resumir en lo
siguiente: "Las relaciones de incertidumbre afirman que la posi-
ci6n ilimitada simultineamente. Luego estos parfmetros no son
independientes uno del otro Yy estdn relacionados, porque una lo-
calizacifn especial muy pPrecisa es incompatible con un valor pre-




ciso del momento. Entonces las ecuaciones de la mec&nica Cuén-
tica no pueden establecer una correspondencia Gnica entre valo-
‘res de la posicién y el momento a cualquier tiempo. La teorfa

Cufntica serd capaz de calcular la probabilidad de que una par-

tfcula tenga una posicién con un momento dado, y viceversa; en-
tonces no es determinista"(6 )f

Sin embargo, se puede sostener la Mec4nica Cuféntica es de-
terminista en el sentido de que la ec. de Schiodiuger determina
completamente la evolucifn temporal del vector de estado. Es la
naturaleza del estado culintico lo que obviamente estf en contra-
diccibn con el estado dindmico de la Mecénica Clf&sica y con las
teorfas clésicas en general.

"Esta diferencia en posicifn filos&fica(1') es pricticamen-
te importante en el caso que nos ocupa, pues resolver la cues- (
tién en un sentido en otro conduce a inquirir sobre el origen y |
naturaleza del sistema cufntico a abstenerse de hacerlo, por ser i

/.

uns pregunta carente de sentido(61 ).‘:

Dado que histf6ricamente las relaciones de incertidumbre de
Heisemberg y el concepto de complementaridad introducido por Bohr
han jugado un pa§e1 central en la interpretacién de Conpenhague
parece necesario discutir estos temas con unpoco ms de amplitud.

Parece ser que la interpretacién ffsica de las relaciones de
una certidumbre surgi6é de una discusifn entre Heisember y Eisntein
en un coloquio en Berlfn (1926), en la que ante la afirmacifén de
Heisemberg de que 1la mécanica matricial se construyé ajusténdose
a los requerimientos de que s0lo que €S ohservables y tienen cavidad
en una teorfa ffsica, Einstein le replfca que "Es més bien la
teorfa 1la que decide que es lo que uno puede observu"caz), dando
con ello la idea cental de las relaciones de incertidumbre. Sin
embargo Heisemberg nunca abandoné del todo su actitud operacio-
nalista, ya que para €1 "Si uno desea acla@r el significado de

(*) Se‘haibla ds la corrienta positivista de la M.u.




nes.de incertidumbre son deducciones 16gicas del formalismo
matemdtico al que se le puede interpretar de diferentes ma-
neras. Asi, en la escuela de Copenhague y segn la concep-

ci6n de Heisemberg la interpretacién que se les asigna es el

de una limitaci6n a 1la aplicabilidad de las nociones cldsicas
de nonentq y de posicifn etc. a los fen6menos microfisicos.

Sin embargo, los aspectos subjetivistas y empiristas de la in-
terpfetacidn de Copenhague no se limitan a la interpretacién
dq las relaciones de Heinsemberg ni mucho menos asf, Heisemberg
en su famoso articulo de 1927 citado por Jammer introduce el
criterio de verificabilidad como criterio de significacién y

de rqalidad... mis adelante Heisemberg agrega que ''la trayec-
toria surde a la existencia solo cuando la observamos''. Aqufi
llyescuela de CoPenhague acepta explicftamente la doctrina
empirista’ (1‘). Esta posicifn de la escuela ortodoxa les ha
1levado a concebir las relaciones de incertidumbre como una
"limitaci6n inherente a la teorfa sobre la precisién con que
podemos conectar estas dos var1ab1es( ), limitacién que por
‘supuesto no tiene su equivalente en la ffsica clésica" 1),
Con todo ello la escuela de Copenhague supone un limite al co-
nocimiento mismo.

H

Contrario a lo que piensa Heisemberg de las relaciones de
incertidumbre, para Bohr ellas 'son una indicacifn de la dua-
1idad onda- -partfcula o, mfs en general, la necesidad de dos
descripciones mutuamente exluyentes de los fen6menos fisicos
para fundamentar toda la teoria"( ) *Con esta idea de Bohr
nace el principio de (*) Habla de conectar la posicién y el
momento de complementariedad. Dice Bohr "en fisica cufntica
evidencias de objetos atémicos de diferentes arreglos experi-
mentales... parecen contradictorios cuando las combinamos y
ensayamos dentro de una misma 1nagen"( ). Es decir las pro-
piedldes de los sistemas cufinticos s6lo tienen significado
fi{sico cuando se definen en términos de arreglos experimenta-
les con aparatos que son sistemas cldsicos. Por lo tanto, como




"posicién de un objeto, por ejemplo, de un electrdn, uno tiene
‘que describir un experimento nor medio del cual pueda medirse
la p051c16n de un electrdn" lma), de otra manera este término
carece absolutamente de sentido... Refiriéndose a las relacio-
nes de incertidumbre para variables candnicas conjugadas, tales
como la posicién y el momento o la energia y tiempo, Heisemberg
establece: "Esta indeterminacifn es la razafn escencial para -
1a ocurrencia de relaciones estadfsticas la Mec4nica Cudnticaéz).
Sin embargo, cuando Haisenberg habla de relaciones estadisticas
generalmente se refiere a los resultados de experimentos simul-
taneos en un solo sistema cuféntico y no a experimentos repeti-
bles en un ensamble de sistemas preparados de manera idéntica.

Para ejemplificar esta indeterminacién, Heisemberg invent§
un cxperimento pensado, el microscopio de rayos vy , con el cual
podemos medir 1a posicién, digamos de un electrén. Se lanza un
fotén, el minimo absoluto para que sea posible la observacién;
si ) es la longitud de onda del fot6n y ¢° es el ingulo de a-
pertura del 1fmite objetivo por el cual observamos el fotén, en-
tonces la 8ptica ffsica nos dice que la imprecisién en la po-
sicifn del electrén cuando dispersa al fotén seri:

A x =)/sen ¢ (1.1)
Ahora bien el fotén, por efecto Compton le comunica al electrén
un impulso lineal, y como solamente se sabe que el fotén disper-
sado cae dentro del cono con apertura angular ¢, hay una impre-
sicién de
= (h/X )soné (1.2)

en la componente AP del impulso“' ). Claramente estas relacio-
nes cumplen con el prxncxpio de incertidumbre de Heisember, aun-
que sorprende que una teorfa que durante su desarrollo no hace
mencifén de técnicas experimentales prediga en forma tan exacta
la imprecisién experimental. Cabe hacer notar que las relacio-




existen arreglos experimentales incompatibles (por ejemplo el
experimento de la rejilla donde no se puede medir con preci-’
si6n ilimitada la posicién y el momento) haciendose evidente
que los microsistemas paseen propiedades exluyentes pero com-.
plementarias. De esta forma la motivacién que lleva a plantear
a Bohr su principio de complementariedad es la de resolver las
paradojas existentes que planteaba la dualidad Onda-corpfisculo
de los microsistemas. "De esta manera para Bohr la complemen-
tariedad es una relacibn 16gica entre dos descripciones dife-
rentes que se excluyen entre sf, pero que sin embargo son am-:
bas necesarias para una relscifén completa de los fen6menos §-
tomicos. Estas dos descripciones ... son ... el modelo de on-
da y el modelo de partfcula clésicas, unidos en la Mecfnica
Culntica a través de las relaciones:

... las relaciones de incertidumbre marcan ahora el 1{mite en

qné estas dos descripciones excluyentes se pueden aplicar si-

multfineamente. Resulta entonces que entre mfs hagamos reslatar
la naturaleza corpuscular de los sistemas, mfs difusa se haré

su naturaleza ondulatoria(14) s

Al respecto parece (Gtil recordar un comentario hecho por
Brody et al(ll)t " A pesar de la importancia que la mayoria
de textos conceden al principio de complementariedad, no se
conocen aplicaciones de €1. En la medida que su contenido co-
rresponde cualitativamente a los relacionados de incertidumbre
éstas nos proporcionan resultados cualitativos tanto para va-
riables que comentan como para las que no comentan; en la me-
dida que el principio de complentariedad trascienda las rela-
ciones de incertidumbre, no nos permite hacer predicciones
experimentales. Su importancia es pues puramente filos6fica
... sin implicaciones para la ffsicav. @) »

Una de las primeras concecuencias del punto de vista positi-
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vista adoptado por la escuela de Copenhague es la necesidad de
reinterpretar el concepto de causalidad. " Identificando la ley
de causalidad, en su forma m8s usual: "el conocimiento exacto
del presente permite clacular el futuro", Heisemberg sefiala que
no es la conclusién sino la hip6tesis 1la que es falsa' por la
inaceptabilidad de valores iniciales exactos, como lo establece
el principio de mcertulumbre(!I2 ) para estar de acuerdo con
dichas relaciones, Heisemberg reinterpreta la ley de causalidad
deA1a~siguiente manera: '"Si a un cierto tiempo todos los datos
son conocidos para un sistema dado, entonces existen para cual-
quier tiempo posteriores, resultados experimentales que pueden
ser predichos exactamente, si el sistema no estf sujeto a nin-
gﬁn otro distrug}o més que el necesario para llevar a cabo el
experllento‘Gl). En la frase anterior estf presente la gran
importancia que otroga la escuela de Copenhague al acto de me-
dici6n; en ella se hace indivisible el acto de medici6n .y en com-
pbrtalien;o-misno de los microsistemas, volviéndose a poner de
manifiesto el carfcter positivista segGn el cual se acepta u-
sualmente que la teorfa cufntica no se refiere a la naturaleza
sino a nuesto conocimiento de la naturaleza, o bien, se inter-
preta a las afirmaciones g)robahlistxcas de la teorfa Cufintica
como juicios subjet1vos )6'

Como se ha dicho, algunos investigadores tales como Popper,
Einstein, Schrodinger etc. no aceptan la interpretacifn Orto-
doxa. En partfculas Einstein y Schrodinger, entre otros, "tra-
tamos de demostrar que la interpretacién ortodoxa es in-
compatible con ciertos principios ffsicos o meta-fisicos muy
generales, cuya validez, para ellos era evidente y necesaria,
sunque no as{ para sus oponentes, Por ejemplo, en su trabajo
en homenaje a sorn (1953), Einstein demostré que el limite
clésico de la funcién de onda de las particulas ligadas a un
pozo potencial describe a un ensemble de partfculas, no una
partfcula individual. Puesto que el carficter de la descripcibn
no puede cambiar al pasar el lfmite, debemos concluir que
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describe tambien un ensmnble(61 ). Anfilogamente, es conocido el
teorema de Einstein, Podolsky y Rosen(SG) en el que al estable-
cer un criterio de realidad ms acorde con el sentido comGn y
con la fisica clésica, aparecen graves paradojas. Otras parado-
jas como El Gato de Schrodiager Y el amigo de Higner(‘z) es-
tfn intimame nte relacionadas con el proceso de medicién y el
colapso de la funcifn de onda. De este tipo de paradojas "la
conclusién que se¢ puede extraer es que la interpretacién esta- s
dfstica ofrece una descripcién del sistema cufintico que es con-
sistente, objetiva y libre de elementos de irracionalidad"61)f'
Por otra parte la interpretacién de Copenhague contiene la su-
posicién, que no es parte escencial de la estructura de la Me-
cnica Cufntica de que el estado cufntico es 1la mfs completa
descripcién posible de un sistema ffsico individual('7), supo-
sicifn que es el centro mismo de la controversia acerca de 1a
interpretacién de la Mecfnica Cufintica.

No obstante que la interpretacién de la Mecfnica Cuéntica
ha cafdo en una "marafa" de problemas interpretativos, hay que
reconocer que al irse construyendo la teorfa han surgido de ella
una serie de ideas que delinean el camino a seguir para la cons-
truccién de una teorfa mis profunda. Asf 'cualquier intento por
establecer la Mécanica Cufntica sobre bases mfs s6lidas que las
usadas tradicionalmente... debe proporcionarnos una explicacién
convincente de las propiedades que distinguen al sistema cuéntico,
ademfs de justificar detalladamente el formalismo de la teorfa
contelporlned'(13).

Entre los fen6menos tipicamente cuanticos y que demandan
una explicaci6n m&s profunda se tienen los siguientes:
1) Existen estados discretos de energfa (u de otras variables)
en situaciones cuando la ffsica clfsica predice un continuo.
2) Hay fenbmenos de difraccifn e interferencia , tipicos de
procesos ondulatorios, all{ donde la ffsica clfisica simplemente
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. particulas que se mueven independientes unas de otras, y
3) Cuando efectuamos mediciones sobre partfculas que hemos pre-
parado para que estén en el mismo estado fisico, los valores me
dios muestran dispersiones estadisticas(13).

Una teorfa alternativa necesariamente tiene que ser una
teorfa de ensambles, donde se produzca solo informacifn esta-
dfstica; ademfis la evolucién temporal de un microsistema no
puede ser un proceso determinsta clfsico, pero sf debe estar
planteiado en términos de conceptos clfisicos o reducibles en
cierto 1imite a cldsicos, de tal suerte que no produzca una
ruptura epistemolfgica entre la fisica clésica y la cufntica.
También esta teorfa tendrd que ser capaz, dado su carfcter
estidtstico,bde permitir deducir a partir de ella las relacio-
nes de Heisemberg como resultado de algfin mecanismo que pro-
duzca fluctuaciones. E1 tipo de teorfa que se busca, pues, es
la de un proceso estoc&stico subyacente al movimiento de sis-
temas cufnticos, un proceso para el cual se entiendan clara-
mente las causas, que serfn tan complejas y con tal variacién
irregular en el tiempo que un simple proceso determinista no
tendrfa sentido, haciéndose necesario recurrir a los métodos
estadi{sticos para analizar el problena(61).

El modelo estocstico mis conocido y asfi resuelto en la
época del surgimiento de la Mecfinica Cufintica era el movimien-
to Browniano, por lo cual no es de sorprender que en sus ini-
cios la escuela estoclstica tomara dicho modelo para reafirmar
la interpretacifn estadfstica, Con ello se pueden explicar de
inmediato por ejemplo las relaciones de Heisemberg, la que se
encuentrai que no soﬁ producto de 1lcs distrubios provocados por
la medicibn, sino que su origen es de naturaleza estocfstica.
Sin embargo, a pesar de que la teorfa permitfia resolver o expli-
car varios conceptos cufinticos, por su cardcter excesivamente
clésico provoc6 grandes crfticas, ademds de que no se pudo se-




guir adelante con ella.

Es en estas circunstancias y en este momento que surge la
teorfa de la Meq(niCa Cuintich,istocistica, como una alternati-
‘va mfs desarrollada y que abandona definitivamente el modelo
’brdyﬁiphd. pero manteniendo la hip6tesis simplificadora de mar-
kovianidad,




CAPITULO II

Inicios y Desarrollo de 1a Mec&nica Cufntica Estocfstica.

Antes de mostrar lo que se ha llamado mecfnica cufnti-
ca estoclstica, quisiera exponér, aunque muy brevemente, al-
gunos de los problemas subyacentes a la mecfnica cufntica.
Uno de los prdblenas m&s conocidos en la literatura es el
de la interpretacibn que se le da a las relaciones de in-
certidumbre de Heisemberg.'"Puede sorprender a primera vis-

ta que una teorfa en la cual nc ocurre ninguna referencia a

técnicas experimentales permita conclusiones en cuanto a la

precisién posible en las uediciones".clﬂ .

Otro de ellos es el problema de Colapso de la funcibn
de onda, el cual se hace evidente en los famosos ejemplos
del "Gato de Schrdédinger" y el "Amigo de Wigner'. Las con-
clusiones parad6jicas a las que se llega, bajo la interpre-
;ugiOn ortodoxa, hacen ver que este colapso es fisicamente
“inaceptable y "La Conclusién inmediata es que el colapso
de la funci6n de onda no es un fen6meno fisico cuya reali-
dad haya sido firmemente establecida, sino un resultado pro
pio y especifico de una interpretacibn particular, oue desa
parece al modificar adecuadamente tal interpretacibn'. 62)
Otro problema més es el planteado por la paradoja EPR y
el problema conectado con tal paradoja (5%y't1nbi6n se tie

ne la insatisfactoria dualidad onda partficula. Este tipo de
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paradojas han llevad a un grupo de ffsicos a plantear altemativas que
superen los problemas interpretativos , pero que lleven a los mismos
pesultados tebricos .. que son 1los que se confrontan con la e)xperimen-
tacmn.mejtammhanmdmlaesaelaestadtsumy',mm
particular, la estocfistica, de la cual nos oaparemcs durante el tra-
bajo.

I1.1)

Analogfa Fonml Entre los Procesos' Estocisticos y la Mecfnica Cuntica

Desde un punto de vista meramente formal , as{ como desde el pun-
to de vista histfrico , un punto de partida para la formilaciSn de una
mﬁmudgh»&ua Cuintica es la gran similitud exis-
tante entre la ec. de Schrodinger y la ecuacifn de Qifwifn . El
pﬁmm'_m&r'u&ﬁnm“hgtaf\nsmmdmgrm\‘im en wn tra-
ujo-m'uumamun(&) . Schrodingsr compara su

ecuacifn & onda con la ec. de Aifusifn para el movimiento Browniano:

2
D3 W = 3W (2.1)

x

Es cbvia la gran similitud existente entre la ec.(2.1) y la ecua-
cifn & Schrodingsr para la partfcula libre:

2
th/m a ¥ = 3V (2.2)
| a2 3t




- Asi pues, en analogfa con (2.1) se puede ver a la ec.
(2.2) como una ec. de difusién con coeficiente D'I% imagi-
nario o equivalentemente D= ;‘i pero tiempos imaginarios
(t»t* = it) con lo cual se recupera la ec.(2.2) si y actGa
0 juega el papel de una densidaa de probabilidad, obviamen
te no‘basta‘con esta identificacién para probar que la ec.
de Schrodinger describe 1a evoluci6n de un proceso esto-
clstiCO‘de aiguna clase. Es mfs, el que no se dé esta iden
tificiciGn inmediata se apoya en el hecho de que mientras W
es no negativa, ¥ es compleja, esto viene del hecho funda-
mental dé que W es un proceso irreversible en tanto que
es un proceso reversible y ondulatorio descrito por una
ec. diferencial hiperb6lica, luego la analogia asi presenta
da es solo superficial ya que el coeficiente de difusidn es
imaginario y v no es una distribucién de probabilidad sino

una amplitud de probabilidad.

El primero en demostrar el anflogo estoc&stico de
las relaciones de'Heisenb;rg fue sin duda Reinhold Flirth
en (1933). E1 siguiente paso en esta 1fnea de investiga -
cién fue la sugerencia hecha por el propio Flirth de que las
relaciones de incertidumbre se pueden interpretar como resul
tado de ;arlcter dispersivo de las variables dinfmicas en la
M.C. Esto lo muestra al encontrar relaciones anflogas a las

de Heisemberg de la siguiente forma.

Sea X la posicién de 1a particuls y definiendo 1a inde-
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terminacién en la posicién por:

x? = [ x?udx , (2.3)

.donde U es 1a soluci6n de la ec. de Fokker-Planck®*d norma-

lizada a 1a unidad, De 1la relacibn de Einsteinv'n

2p =§X- (2.4)
se‘sikuevque

x2 = 2 pt + x2
-]

que muestra que la indeterminacién en la posicién crece 1li-

nealmente con el tiempo.

ﬁﬁrthﬂdefine la "velocidad" del proceso en términos de

1a corriente de difusién, (en procesos estocésticos, es lo

.que se difunde el proceso por unidad de tiempo y uridad de

frea), que estdé dada por

Q= -DVU (2.6)
como

?
= 6 Q- '8 3% ’ 2.7
e donde se sigue que

v2 -_] v2 U.d x -szl—Jﬁ—z-dx (2.8)
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a partir la desigualdad por demfs obvia

] 2
(%T + '%T) > 0 (2.9)

y dado [ Udx =1, se obtiene

-

1
2
- x5 (2.10)
Shstituyenda (2.8) en (2.10) se obtiene el anflogo estocls-
tico de las relaciones de Heisemberg: -
x2 v2 » D? (2.11)

Es necesario aclarar que las relaciones de Heisemﬁerg
segln esta teorfa se cumplen para el ensamble de particulas,
pero no son vElidas para el caso de una sola. En esto hay
una notable diferencia con la interpretacifn usual de 1la
Mecfnica Culn;ica, Ya que en ¢l caso de la interpretacifn

estoclstica la trayectoria de las partfculas sf existe.

Las relaciones (2.11) para una particula browniana
surgen como resultado directo de la estocasticidad del sis-
tema. Debido a 1a diferente naturaleza ffsica de &ste sis-
tema respecto a 1os cuinticos, hay diferencias escenciales
‘Y8 que en los procesos de difusi6én DaT y entonces el coefi-
ciente de difusién se va a cero con 1la temperatura, mien-
tras que en las relaciones de Heisemberg D que es una cte.
universal lo que sugiere &sto es el que las relaciones de
Heisemberg son resultado directo dnl carfcter dispersivo de
las variables x y v. Con éste resultado obtenido por Furth

se mostr6 que era posible el Plantear un anflogo estochsti-
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co para la ec. de Schr@dinger.

Sin embargo, la formulacién estocdstica se enfrenta a
problemas muy serios. Uno de los més importantes, es el he-
cho de que la Mecfnica Cufintica Estocfstica en forma natu-
ral seré formulada“en el espacio fase. "Y si 1a intensién
de dicha teorfa, es llegar a 1la descripcibn de Schr3dinger
de 1a Mecfnica Cufintica, que es una teorfa en el espacio de
COnfiguraci6n, serf necesario deshacerse de 1la variable mo-

mental (P) para llegar a ella. " 03)

Es pues, &ste problema lo suficientemente importante
como para que la formulacibn estocfistica dependa de é1.
WNigner fué un6 de los primeros en dar una respuesta al pro-
‘ble-n. "Wigner, al estar trabajando sobre la correccién cuén
tica al segundo coeficiente del virial de un gas de electro-
nes hizo uso de una expresifn matemftica a la cual posterior
mente le encontraron significado".“';':BJ El ente matemftico
que tenian en sus manos era una funcibn fw(P,q) tal que, Ssi
se promedia sobre la variable de posicifn, lo que se obtiene
es la distribucién de probabilidad del momento y visceversa
més afin, recupera cldsicamente algunos de los valores espe-
rados, correctos para los observables de 1la Mecénica Cufinti-

ca. En particular, 1la '"densidad" construfda por Wigner es:

£,(P,0) = (2n)7'f ve@a § o)

.exp {-igP} v (q A 8) ds (2.12)
7




confdistribuciones marginales dadas por

J £, dp =¥ (Q)]2 (2.13)

]fw dp =|y (p)|2 ) (2.14)

‘donde
+(P) = 22 exp ( 1)y (a) da

y para funciones clésicas a(P,q) a las cuales 1a Mecnica

Culintica les asocia un opefador R se tendrs

<A, = [f a(P,q) £ (P,q) dpdq (2.15)

a f, se le conoce ahora como 1la distribuci6n de Wigner. Cabe
amencionar que f, no cumple con ser una funcibén definida posi-
tiva, por lo due no se puede interpretar como una distribu-

cién de probabilidad en el espacio fase.!39)

In¢e6endiente-ente de esta dificultad, hemos visto que
blrece;vatiable una formulacién estocfistica de 1la Mecfnica
Culntica, pero hasta ahora no se ha manifestado, al menos
no claramente, cufil es el papel que va a jugar esta interpre
tacién. esAdecir, hasta ahora solo se ha hecho una mera ana-
logia formal. Para ver culll es 1la fisica que se encuentra
detrfs de 1la formulacifn de la Mecfnica Cufintica Estocésti-

ca presentaremos la teoria.




11.2)

Modelo Estocfistico de la Mecfinica Cufintica (Método de Cuan
tizacibn estocfstica).

'El modelo Bréwniano de la Mecfinica Cufntica es uno de
los ptimerds intgntos que se encuentran dentro de la lite-
ratura por crear una teorfa alternativa de la Mecfnica Cufin
tica. Aunque este formalismo permite interpretar los resul
tados de tal manera que algunas paradojas existentes dentro
de 1a meclnica Cufintica desaparecen, no es satisfactorio del
‘todo por‘el carficter excesivamente clfsico del modelo, ya
que, .COmo suino-bre lo indica, el modelo Browniano de la
Hecihicn Cufintica se apega demasiado a este modelo, es de-
cir, es un nodélo "senicllsico"(.) forzado a resultados Cufn

ticos.

‘En un principio gran parte de los trabajos hechos sobre
la "Mecfnica Culﬁticn Estoclstica"(..) tenfan como imagen
de movimiento al modelo Browniano y sobre esta base es que
se desarrollaron gran parte de trabajos. Tal es el caso .de
Fényes que se puede decir, es el pionero o precursor de la

teorfa estocfstica. El inferpreta la mecfnica Cufntica,por

(*) con semiclfisico quiero decir que las particulas siguen siendo partf-
culas Newtonianas, cuys trayectoria existe, pero la presencia de un
campo subcufintico imprime a 1ss particulas el carficter estocfistico
que se manifiesta como camportamiento culintico,

(**)realmente se deber{a 1lmmar Modelo Browniano Qero se le llamarf asf
en el sentido que tal modelo pertenece a los inicios de esta teorfia
y no es hasta que se maduran las ideas que se pasa a lo que hoy 1lla
mamos teoria Estocfstica,
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primera vez, como una teorfa de procesos de Markov en el
espacio de configuracibn. Después de los trabajos de Fén-
yes siguieron toda una serie de trabajos desarrollados en
la misma direccifn entre los cuales se encuentran los de
Kershowt's) y Conislr(") en donde aunque ambos manejan

el lenguaje del movimiento Browniano, existe ambigiledad so
bre el hecho de 1la realidad de 1a interaccifn con el campo
sbbéﬁlntico. En cierta medida todos los trabajos parti-
cipaban de la corriente Browniana, al inicio, en todos los
tflbajos se élpleaba el lenguaje browniano, algunos hacien
do.expliéito que se trataba de un modelo Browniano. Lo cual
obviliente caus8 severas criticas y un rechazo hacia la
Heélniéi Cufntica EstoclstiCl(.), ya que de nipguna manera
es posible obtener un comportamiento cufntico a partir de
consideraciones puramente clésicas. AUn bajo estas criti-
cas, que son del todo v8lidas, se sigui6 desarrollando el
modelo Browniano de 1a Mecfnica Cufintica. No es hasta los
trabajos de NelsonGOZ) que se logra tener un-formalismo
;ltelltico coherente que permite desarrollar la cinemftica
4 din&nica de los procesos de Markov, y con ébtcbilple-entar
rigurosamente una teorfa estocfstica de la mechnica culnti-
ca, sin embargo, a pesar de que es Nelson el que proporciona
la base matemBtica riguross que permite el desarrollo de la

teorfa estoclistica adolece su teorfa de no tener claros los

(*) cabe aclarar que al principio no se distinguia entre la teorfa
estoclistica y el Modelo Browniano de 1a Mecinica Cufintica y se
seguia sbusando del lenguaje y de 1a imagen del modelo Brownis-
no, es por esto que las criticas eran contra la teorfa estoclstica.




fnndamehtos fisicos subyacentes. Permitanme aclarar en

qué sentido es que se hace &sta afirmacibn ya que es impor
tantg, si se recuerda en el movimiento Browniano, juega un pa
pel central 1a fuerza de friccifn, adem&s de que cumple con ...
un teorema de fluctuacifn disipasién” En cambio en los pro_
cesos estoclstiéos que maneja Nelson no'puede existir un
factor de fuerza de friccibn ya que como es sabido la ec.de
Schroding;r es invariante bajo t¥ansformaciones temporales
ademfs de cumplir un principio de superposicibn a nivel de

las amplitudes de probabilidad, lo cual no se llegaria a

cumplir si se aceptara el término disipativo.

Posteriormente, el modelo estoclstico evolucion6 has
ta tomar formas mds propias capaces de describir en formas
mfs natural a los sistemas cufinticos. Con el formalismo ma-
,te-itico introducido por Nelson se introdujeron automética-
mente en la teorfa elementos dinfmicos novedosos que vie-
nen a generar el comportamiento culintico. Asi como parale-
lamente los trabajos de Luis de la Peﬂaes) permiten acla-
rar la polémica, que tanto dafio habfa hecho al modelo esto-
cfstico de la mecfnica Cufntica, demostrando que los pro-
cesos estocsticos que describen al movimiento browniano
son de clase muy distinta a los que describen a la Mecéni-
ca Bstoclstica invalidando de esta manera el emplear un
‘lenguaje o imagen browniana del modelo estoclistico, dando
respuesta a la vez a una de las criticas mls severas que se

han hecho al modelo, Ademés de que, no es hasta los tra-
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bajos de Luis de la Pefia que la teoria adquiere gran sentido
fisico, si se recuerda Nelson propone solamente el formalis
mo matemfitico en tanto que de la Pefia partiendo de conside-
raciones fisicas recupera los principales résultados del
método de cuantizacibn estoclséica esclareciendo de esta
forma la fisica subyacente. Cabe aclarar que es también

con los trabajos de Luis de la Pefia que se hace necesario el
pedir que los procesos sean estoclsticos markonianos. Resu-
miendo, €sto es 1o que constituye el Modelo estoclistico de
la Mecfnica Cufintica, en donde el comportamiento cufintico
es'heredado de 1la dinfmica de los procesos mismos, o més
formalmente, el método de cuantizaci6n estocfistica, tema

que desarrollaremos a lo largo de esta seccifn,

Por el carficter que tiene este formalismo, no presen-
ta la ruptura epistemolbgica que se d& entre la Mecfnica
Culntiél y la Mecfnica Newtoniana, aunque plantea toda una
nueva problemfitica propia que requiere de es?udios especi-

‘ficos y que ha sido la fuente de graves confusiones,tanto

ffsica como filoséficos.

Antes de describir esta teorfa citaremos algunos tra-
bajos anteriores en los cuales ya se vislumbraban los con-

‘ceptos que posteriormente se retoman en el modelo estocis-

tico.

Una de las primeras interpretaciones de la ec. de
Schrodinger en términos de trayectoria de partfculas se en

cuentran en los trabajos de Luis de Droglie y B(ﬂl\02 ). En

estos trabajos se empieza a delinear la posibilidad de dar
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una interpretacibn alternativa a la Mecfnica Cufintica,Se
introduce en ellos, el término de velocidad de corriente,
como es utilizado en el modelo Browniano de la Mecfnica
Cufintica. "Bohm interpreta la desviacibn de la ec., de mo-
vimiento de Newton, debido a un potencial Mecfnico-cufinti
co asociado con.la funci6n de onda. Bohm y Vigier introdu-
cen la noci6n de fluctuaciones aleatbrias como producto
de la interaccifn con un medio subcuﬁntico".(az) Posterior
mente y en forma independiente Fényes muestra que el movi-
miento de las.phrticulns puede entenderse en términos de
Procesos de Markoff, dando lugar, de ésta manera, a los
iniéios de 1la interpretacifn estocstica de la Mecfnica

CUlntica.aoz)

La formulacién del Modelo Browniano de la Mecfinica
Cufintica tiene como hip6tesis principales, el que a las
partichlhs fundamentales ''se les puede asociar un campo de

probabilidad y , soluci6n a la ec. de SchrB8dinger. Dicho

‘campo se supone se¢ un promedio sobre las fluctuaciones -

originadas a nivel subcufntico, también se le asocia a este
campo la capacidad de ejercer sobre cada una de las partf-
culas, una fuerza mecSinica-cufintica, que s6lo se manifiesta
a nivel thnico".GG) Cabe hacer notar que en esta inter-
pretacién alternativa de la Mec&nica Cufintica no se hace
teferencih a 1a raz6n fisica que genera el campo subcufinti-

co, de aqui que las variables aosicadas a &1, obviamente,
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juegan el papel de variables ocultas. As{ pues, nos encon
tramos con una teorfa no relativista de variables ocultas
y de carfcter fenomenolfgico. Otra de las hipb6tesis natu-
rilés;‘es la suposicién de que -cualquier particula sufre

una desviacifn debida al movimiento aleatorio que presenta,

Sin embargo, para las particulas elementales, .al menos
aquéllas que 5on descritas por la ec. de Schrodinger, es ne-
cesario suponer que no se encuentran sometidas a ninglGn
tipo de fuerza de friccifn, dependiente de 1a velocidad,
para asegurar la validez del resultado en promedio de la
ley‘de inercia. Imponiendo esta condicibn, la imagen que
emerge es la . de una particula Newtoniana que se encuentra
en equilibrio dinfmico entre la fuerza estocfstica, causan
te del movimiento azaroso y otra fuerza externa que juega

el papel de la fuerza de fricciﬁn.‘q’

De esta manera, las trayectorias, como en el Movimiento

"Browniano existen pero por ser rfpidamente fluctuantes no

son diferenciables.

Bajo &stas bases nos permitiremos revisar lo que es el
método de cuantizacibn estoclstico el cual se vi6 grandemen-

te impulsado por los trabajuos de Edward Nelson y Luis de

la Pefia-Auerbach.
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11.3)

Cinemfitica de los Procesos de pifusibnE stocfsticos,

Sea :3 (t) un proceso éstoclstico y p(v,t,) la densi-
dad de probabilidad en el espacio de configuracifn que ca-
racteriza a'x(t). Como es bien sabido muchos de los proce
sos estoctstico; importantes tienen trayectorias continuas
‘pero no diferenciablesnoz). Por 1o que antes de discutir la
cinel‘tic. de los procesos estoclsticos se hace necesario
igttbducir los operadores propuestos por Nelson para susti-
tuir ;.la'deriVIdlﬁcD). Nelson define la velocidad media

hacia adelante:

beD x(t) =1fm Eplx(E*88) - x(£)) (s 4¢)
at+0* -

Donde Et‘denotl la esperanza condicional de que si la par-
tfculs estf en (x(t)) al tiempo t, entonces se encuentra
en la posici6n x(t+At) al tiempo t+ At. Similarmente se
define 1a velocidad media hacia atrés:

E, (x(t) - x(t- At))(z;n)
At

b‘ =D x(t) = 1lim
* ar+o?
(At»of) denota que los incrementos de tiempo son siempre po-
sitivos). N6tese que si el proceso es diferenciable enton -

ces ambas velocidades coinciden,

El planteamiento dado por Nelson permite describir
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dos géneros de movimiento. Sin embargo, es mfs conveniente

definir un diferente conjunto de velocidades tal como lo ha

cen Nelson, -Luis de la Pefia y A.M.Cetto(57);

vx(t)) =3 (D x(t) -+ D x(t)) (2.18)

V(x(t)) =3 (D x(t) - D_x(t)) (2.18")

‘Donde '"v'" es conocida como la velocidad de flujo, que da

idea del movimiento promedio del elemento de volumen consi-
derqdo ;ono~uh todo. "U" es la velocidad estocdstica o tam-
biénllllnida velocidad osmftica por analogfa con el movi-
nienip'Browniino". De acuerdo a 1la teorfa de Einstein U
es~la'velocidad adquirida ﬁor una particula Browniana en
edﬁilibrio con respecto a una fuerza externa, balanceada,
por’la”presién os.ﬁtiqgf.°37) La cual tiene un carfcter
estrictamente no local.*séb-o se verf mfs adelante, tanto
V como W se pueden escribir como funciones de P(x(t),t) de
donde es claro que hay que conocer la densidq& de probabi-
lidad dél‘proceso x(t) a todo tiempo, con lo cual U vy v
que depende de P heredan la caracterfstica de ser varia-
bles estrictamente no locales dado que dependen de toda 1la

historia del proceso,

Si aplicamos D y D a una funcifn £(x,t) analftica,lo
[ ]

que se obtiene para la derivada temporal hacia adelante
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v E, f(x(t+at),t+at)-f(x(t),t)
D £(x,t) =1im _ (2.19)
At+0 At

desarrollando (2.19) en series de Taylor alrededor de
(*{t).t) y cortando hasta el segundo termino, ya que para
procesos de Markov los términos superiores son irrelevan-
tes.

p 2L+ & L4 3357 (2.20)

at aX éx *

donde bs estf dada por ec.(1.36) y D por (1.37) coeficien-
te de difusidn} La ec.(2.20) es exacta solo si el proce-

SO0 ' es Markoviano.ozi)

Para la derivada hacia atrds se tiene:

o, af af
D.f"s—t' *b.ﬁ-bm (2.21)

Es conveniente, antes de pasar a definir la aceleracifn,
intfoducir el operador de derivada sistemitica y el de la

derivada estocfstica respectivamente ec{2.1§f2.18')

'w

D.= (D+D)/2=
®

c + V.Y (2.22)

@

t
D= (D - D )/2 = U:v + Da (2.23)
®

donde

A=V




De las ec.(Z,ZZ) y (2.23) se puede ver que Ds es
invariante bajo una inversifn temporal, no asf D., de lo

cual se sigue que v(-t) = -v(t) y U(-t) = U(t).

" De una manera natural se pueden definir cuatro acele-

raciones a partir de D y D,:

Db, Db, , D,b, Dub,

Sin embargo de imponer la condicibn de invariancia
bajo inversiones temporales y que en el lfmite cuando U-0
se obtenga la segunda ley de Newton“z‘) y tomando también
en cuenta la ecuacibn de continuidad, Luis de 1la pefia 57)
encuentra 1a combinacién de las aceleraciones que es

f!sicanente aceptable.

La relacién més general compatible con estos requeri-

anientos es:
f=m (Dcv - ADSU). (2.24)

donde f es la fuerza, m la masa y A un parﬁmétro indetermi-

nado,

Nelson por su parte define la aceleraci6n media para

un proceso estoclstico dado por:
A(t)= 5 D Dx(t) +5 DD x(t), (2.25)

que es gquivalentc a la ec.(2,24) si se toma x=1: Luis de 1la
(®) si =-1 se cae en el movimiento Browniano (Ver(87)).
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pefia 57 Jencuentra que si se toma A=1y D-ﬁ/em la ec. de mo-

vimiento de los procesos estoc4sticos se puede reducir a la

ec, de Schrodinger, a este tipo de procesos se les 1llama pro

cesos de D'Broglie.

11.4

Obtencibn de la ec, de Schrodinger.

Consideremos un ensemble de partfculas clfisicas tales
que se encuentran sometidas a un campo subcufintico que
imprimé a su movimiento un carfcter estoclistico en términos
del cual se puede interpretar el cardcter cusntico(")
Supondremos que la partfcula no se encuentra actuada por
ninguna otra fuerza, de tal suerte que no existe direcciébn
privilegiada en el espacio. Partiendo de la hip6tesis adi
cional de que el tiempo de relajacibn del sistema es su-
ficientemente pequefio con respecto al tiempo macroscépico,
para que el proceso pueda ser tratado como Markoviano ,
entonces Nelson postula que las trayectorias de las parti-

culas cumplen con la ec. diferencial estocfstica
dX(t) = b(X(t))dt + dWN(t), (2.26)

donde X(t) es la posicifén de la partfcula, dW(t) es un pro-
ceso de Wi‘mer y b(X(t)) es 1la velocidad hacia delante,que
‘depende del proceso x(t) y es por esto que la ec.(226) no

carece de memoria, ya que de hecho es necesario conocer
T") Donde se suponen conocidas las propiedades estadisticas del campo.




X(t) para encontrar b(X(t)).
‘Para la descripcién hacia atrfs la relacién que se cumple es:
d X(t) = b, (x(t))dt + dW_(t) (2.27)

Donde dW y dw.(°3) tienen las mismas propiedades, solo que
dW estf definido para tps y dW, con s;tooa‘

Dado el carficter estocfistico del movimiento, tanto de
1a Pefia como Nelson postulan que el sistema es descrito por
una densidad de probabilidad en el espacio de configuracién

;P(i(t),t), la cual satisface una ec. de Fokker-Planck,

g‘; +V-(pc) - V2D p =0, (2.28)

donde p es la densidad de probabilidad de transici6n y c,es
la velocidad total de 1la partfcula, La ec.(2.28) '"se puede

expresar en la forma de una ec. de continuidad,

gatp ¢ V. (vp) =( (2.29)
introduciendo
vac-D %F (2.30)

El tér-ino D(") p"1 representa la velocidad de difu-
sién y'vp la corriente".(sa)(ﬁn el caso de la teorfia del mo-
vimiento Browniana el término D(vphp” es la velocidad os-

mOtica o estocdstica), De acuerdo a la definicién de V(ec.




(2.18),

c = V+U

=3 (d+b)+F (bbb  (2.31)
De donde 1la relaci6n (2.30) se transforma en

by =b - D !% (2.32)

De 1a definici6n para la aceleracién, ec (2.25), de las

ec.(Z.iO) f (2.21) y recordando que

U+va D(x(t),t) (2.33)

V -U = D, (x(t),t), (2.34)

(2.33) y (2.34) se obtienen flcilmente de las ec.(2.18)y

(218) se obtiene la siguiente expresifn para la aceleracibn:

A(t) ‘-g-‘;i e VvV -Uv Us DA (2.35)

Si 1a fuerza externa aplicada a la particula es derivable

de un potencial, entonces (2.35) se puede escribir como:

aV R S ¥
Sf" Vewy -Uv9-U Dy U

JF 9w (2.36)
m m

Si se usa el hecho de que U est§ dada por
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- nY (2.37)
un—%,

ec. de continuidad, ec.(2.29), se transforma en:
AW . vty - v(00) (2.38)

El sistema de ecuaciones dado por la ecs.(2.36) '
ﬁ2.37) y;(2.29) constituyen las ec. dinfmicas que obede-
cen 1bs3procesos eﬁtoclsticos, cufinticos, es decir, estas
son=1i$-ecs}‘fﬁhdnﬁentnles de la meclnica Cufintica esto-

clstica, si se toma D= £/ 2m .

Ecuacibn de Schr?dinger E stacionaria. &’ )

Examinemos el caso especial en que VB0, En este caso

las ecs.(2.36) y (2.38) se reducen a:

U.v0 - Dviy = !} (2.39)

i
(a4 [={]

=0 (2.40)

ahora tanto U CQIOJP son independientes del tiempo y por

lo tanto, nos encontramos en un caso estacionario.

La ec.(2.39) se puede escribir de la forma

v Gule DV.U) = ik (2.41)




que al integrar da:

% u? + pv.0 =

3=

E, (2.42)

=

donde E es una cte.de integracién que tiene dimensiones de

energia.

Tomando el promedio sobre el ensemble de la ec.(2.42)

y teniendo en cuenta que

o1 3 2 v 3
pv'u d =) D . d
J pad x=f n(—l’) x (2.43)

=-[p u2a3x

‘se ‘obtiene :
E=f[3 muZ + v ] p x (2.44)

que se puede interpretar la energfa promedio para un pro-

ceso estacionario. N6tese que a pesar de que v=0, 1la velo-
cidad estoc8stica contribuye con un término, % mUz que es
idéntico a 1la energfa cinética que posee una partfcula que
se mueve con una velocidad U, n6tese ademds que la veloci-

did‘totnl, en el caso estacionario, se encuentra dada:

C=1v (2.45)

Ahora bien, habiendo identificado a E como la energfa pro-

medio para el caso estacionario, procederemos a obtener 1la

ec. de SchrOdinger.




Haciendo el cambio de variable

R=1p (2.46)

‘que implica con w-eR que,"-wz y sustituyendo en la ec.

(2.42) se obtiene

(-— v VIV = Ev - (2.47)

Si tomnnos,D-ﬂIZm entonces (2.47) se transformb6 en la ec.

de Schrodinger independiente del tiempo:

2 .
- “,"}i 72y + V¢ = Ev (2.48)

Nb6tese que a diferencia del caso Browniano, el coefi-
ciente de difusifn no se va a cero con la temperatura,es
decir, el tomar D;gh nos implica que afin a 1a temperatura
del cero absoluto las partficulas presentan agitacifén,que
obvianehte.no es térmica, ya que ésta se irfa a cero con
la temperatura. Dicho en otras palabras, el introducir
D;‘/2m hace necesario tener un campo estocstico que produz
ca fluctuaciones proporcionales a #i/2m y que sea indepen-

diente de la temperatura algo como un campo de fondo.




Ec. de Schrodinger Dependiente del Tiempo.(13)

Dado que U es un gradiente y se puede demostrar que Vv

puede también serlo:

v = Dvs, (2.49)
u-nl’;- Dy en p (2.50)
2R

"y ‘con el cambio de variable p= e“" se obtiene

U= 2Dv R (2.51)

'Si tomamos W=R ¢+ iS y su conjugado w =R-iS y escribimos
V,Uy p en términos de W* y W, las ec.(2.38) y (2.36) se

transforman en:

oW 2p. 2 2
v[ZinD . Dy N ¢ (W) ]],
(2.52)
= v (V.)
Para linearizar esta ec. tomamos
yme¥ o R*iS (2.53)

Vzv = y(vy)= w(vw)2 + wvzw. (2.54)
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por la ec. (2.53) y (2.54) se obtiene

2imp 3% - -2mD2v2y  + vy (2.55)
Tomando D-F%# ( 2.55) se transforma en:
2 a2 2 :
in 2 . Fvf e vy (2.56)

Es importante hacer notar que la ec. de Schrédinger se
encuentra a partir del sistema de ecuaciones que constitu-
 i§h las ec. dihlhicns de 1a Meclnica Cu!ntica Estocfstica,
pn-dOnde se hace posible interpretar el carfcter cufntico
d6“103‘nicrosistelas a paftir del carfcter estocfstico de

los mismos.

‘N6tese también que al obtener la ec. de Schraainger por
las;ec,(2;49).(2.50),(2;51) y (2.53) se tiene en principio
caracterizado el prdceso estoclsiico.subyacente, aunque
rigurosamente hablando "solo se determinan a R y S hasta
una constante multiplicativa. El valor de dicha constante
se_encuéﬁtrakdeterminada por la condicibn [ | w(x,t)lzdx-l
y-ei argumento de la cte. es irrelevante R" para la inter-

pretacibn ffsica de 1la ec. de onda".927)

Regresando a las definiciones de p, v, U (ec.(2.49),

(2.50) y (2.51), tenemos

]
pme®a W) o, (2.57)
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lo que muestra que es una amplitud de probabilidad,

De 1la definici6n de v y U se obtiene

v = DVS = -iDvendy = -ip (L - 1%} )  (2.58)

0 = 2DVR » Dvenyy* (2.59)
q;‘promediar v con p:

- . ]
<> = -1 [0 T Ty gyeais

-iD fytvy - wyr)ddx = (2.60)

=-2iD [y*vy a3x,

©.POr 10 que el promedio del momento es

<mv> = -2iDm ]v'vwdsi -
' (2.61)
=fyr(-ik ) va’x

de donde el operador asociado al momento de la partfcula

es
P = -ifty (2.62)

anslogamente se obtiene

<T> ®«< ;- (\r"Z + U2)> - -}i <Pz>, (2.63)




K ]

Ahora bien, para encontrar el operador asociado a la ener-

gia , se multiplica la ec. de Schrodinger pOt-’P'y se inte-

gra:

for iﬂ-%% d3x =
(2.64)
=fvr (8292 & v)padx

Esto nos dice que 1la enérgia media puede calcularse como el

valor promedio del operador

E = ift %? R (2.65)

Debg,observ;rse‘que los momentos superior de ﬁ, <§"> con

n»>2 n& corre!ponden a <" en general.

Por Gltimo se citarfn algunas de las diferentes versio-
nes del Modelo Estocfstico de 1a mecfnica Cufintica al cual
prefiero llamar método de cuantizacién estocfistica. Entre
ellas se encuentra el trabajo de David Kershaw, que "mues-
‘tra c6mo los estldbs estacionarios de 1a ecuacibn de Schro
dinger, no relitivista, son justamente los estados estacio

nuiios~de los sistemas de la meclnica cllsica".(ej)

Kershow supone que las partfculas se encuentran sujetas a
fluctuaciones a torias Yy que las trayectorias que siguen
las partlculis son la superposicifn de las trayectorias

clisicas, movimiento browniano alatorio. Con estas hipbte-

sis el resultado a8l que llega es que la solucibn estaciona
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ria de la ec. de Schrghinger es precisamente la distribucibn
de .probabilidad estaci;naria del movimiento del sistema con
siderado como una cadena de Markoff. Sin embargo, existen
ciertas inconsistencias en la teorfa propuesta por Kirshow
ademfs de no ser generalizable al caso no estacionario. En
un trabajo hecho'por Luis de la Pefia y R.M.Velasco‘7 ) se
revisa la teoria_y los postulados fundamentales de la teorfa
de K@rshew y se encuentra que uno de sus postulados princi-
pales s6lo es comparable con los postulados del Modelo esto-
Clqticd‘de 1a Mecfnica Cufintica en el caso estacionario,
ademfs de que 1la teorfa hecha por K@rshaw no estd libre de

otras inconsistencias.

Al mismo tiempo Conisar,"‘) grandemente influenciado
por.los/nétodos funcionales espacio-temporales de Feyman
para la mecfnica cufintica no relativista, considera a la
funci6n de onda como la suma de integrales de trayectoria
sobre todas las trayectorias realizables por el movimiento
Browniano. Introduce un parimetro oculto que corresponde
a la escala de tiempo de interaccifn "Ficticia" entre el
vacfo y la particula. "En contraste con el modelo propuesto
pof Bohm y otros, el modelo Browniano es lineal y preserva
la interpretacifn usual estadistica de la funcién de onda
para tiempos suficientemente llrgos".(zc) S?n embargo, el
trabajo de Comisar se caracteriza por considerarse un coe-

ficiente de difusifn imaginario y no considerar 1la interac-
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cifn entre el vacfo y la particula como real.

Para terminar citaremos un pirrafo de Nelson sobre el
uso de integrales de Feyman en la mecfnica Cuéntica. "El
tiempo es real pero la teorfa es usada primeramente como
una herramienta matemftica para estudiar 1a teorfa cufinti-
ca y la feoria‘culntica de campos, Si bien la apariencia
nqtgnatica de 1la teorfa Cufntica, cuando se formula en tér-
minos de las integrales de Feyman, es enteramente diferente

la formulacién de operadores, la nocibn convencional cufin
tica de complcmentnriedld e interferencia permanecen sin
cambiar. La teorfa de probabilidad es cufntica y no cldsi
~c.".n°5) Este punto fue posteriormente ampliado y discuti-
do por M. Berrondo.‘:g) dentro del espiritu dé la Mecfnica
Cufntica Estocstica

1161

‘Formulacibn Variacional de la Mec8nica Cufintica Estocfstica,

Las ec. dinfimicas que obedecen los procesos estocfisti-
cos, ec.(2.29), (2.36) y (2.37) pueden ser obtenidas a par-
tir de un principio variacional. La lagrangiana estoc8sti-
ca se define operacionalmente como la lagrangiana clésica,
s6lo que.a diferencia de €sta,en 1a lagrangiana estocfistica
aparecen términos adicionales que son 1a contribucifn dada

‘por la velocidad estocfistica del movimiento. Cabe hacer
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notar que el hecho de tomar la variacibn de la accibn esto-
cistica entre dos tiempos fijos carece de sentidos,dado que
debido al carécter estoclstico existen fluctuaciones de la
trayectoria en cualquier punto. Es decir, como en el caso
browniano, si nos fijamos en mi tiempo dado tenemos una in-
finidad de realizaciones para la trayectoria que llegan al
tieqpo pxopﬁesto. Recuérdece que él fijar el parfmetro
temporal no fijasipunto al cual se llega como lo serfa en
un proceso de 1a Mec&nica Cl&sica, Bajo éstas consideracio-
nes fij€monos en un ensemble de partfculas las cuales se
encuentran bajo la accibn de una fuerza derivable de un
potencial‘y consideremos ademfs, que las particulas se en-
cuentrih éumergid;s en un campo estoclsticb. que os rfpida-
mente fluctuante y promedia a cero tanto espacial como

temporalmente.

Si se supone que el principio de D'alembert es vélido,
aun para el caso estocfstico, se puede identificar la lagran
giana estocfstica y su relacifn con la lagrangiana clésica.
El planteamiento antes propuesto es desarrollado por Luis de
la Pefia y A.M.Cetto(u'). en una de sus artfculos, y creo
importante desarrollarlo, ya que es el Gnico que llega a una
forma explicita de la lagrangiana en la cual es fécil ver
las contribuciones debidas a la componente estocfstica del

movimiento.

Aplicando el principio D'alambert directamente a un sis
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tema de particulas que no interactGan entre s{

g-(ﬁi i'ii) © 8 x;=0, (2.67)

donde F, es la fuerzs aplicada a la i-esfma particula. A

plrfir de las ec,(2.25),(2.20) y (2.31) se tiene

Py =D¢, + (1) D0, , (2.68)
de donde 1la ec.(2.67) se transforma en

;(Fi = Dcy (1+2) DsUi)-Sxi=0 (2.69)

Puesta 1a ec.(2.69) en términos de las coordenadas genera-
Iiildas, donde los despinzumientos S(Ei-) son independien-

tes, se obtiene

X ?cC * 2
. i - i 1 a
l% (F; 39 - D(ey - 5q.) * 7 §&;— +

) (2.70)
ax
(143) D, U; - aq; ) 8q5 = 0

Por analogfa con la mec#nica clfsica llamaremos ener-

gia cinética a:

T In c;?. (2.71)
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N6te$evque en 1la ec,(2.71) no s6lo se tiene el término debi-
do a la ielocidad sistemitica, sino también el té&rmino de-
bido a la veiocidad'osmética. Luis de la Pefia y sus colabo-
radores(SO) proponen que el término con el cual contribuye
la velocidad estocfstica a la energfa cinética esté dado

por

U= fymou? a’ (2.72)

que es muy similar a la contribucién dada por la velocidad
sistemlficd; también se puede ver que de esta manera no hay
t&fﬂinés mezclados, es decir, 1a contribucién de 1la veloci-
dad osmbtica es independiente de 1la velocidad sistemftica,
Jque;podria verse como producto de un movimiento compuesto

por uno estocfistico y el de la particula clésica,

Sustituyendo 1a ec.(2,71) en la (2.70), obtenemos:

pal. , 2T s ¢
] o sy 4y (F; + (0 «2)D,0)) TRARE

(2.73)

Dada la independencia de 1los a; ¥ dado que F es conservativo

o derivable de un potencial, la ec.(2.73) se transforma en:

3% .
al . al 5. —1
D 30 aay (1+2) DU, Y
(2.74)

= (1+42) Qgy»
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donde L es la lagrangiana estocfistica, dada por
L=T-YV (2.75)

Recubrdese que T estd dada por‘la ec., (2.71). El1 término
qs’_fr\me iparéce en la ec., (2.74) es la fuerza generaliza-
da debida a 1la velocidad estocfstica U. Cabe hacer .notar
que 1;>ec. (2.74) es vAlida para cualquier tipo de proce-
sos qsioclsticos que sea Markoviano. Un caso particular es
el caso cufntico, donde A=1 ., Se puede demostrar que con
la 1ngrln¢ilnl dada por 1la ec.(2.75) las ec. de movimiento

perlanecén invariantes bajo una inversién temporal.o'7)

Pnrllelguehte el resultado encontrado por Luis de 1la

Pefla, Emilio Shntos°'7) propone una densidad de lagrangiana

que satisface la ec.

t
2
l dt [;m(i,t.§) - %-m Dz(vmp)'2 +

ty (2.76)
S - v .95 dv = extremun,

donde L(r,v,t) es la densidad de lagrangiana clésica; el si-
guiente término (véase la ec.(2.37)) es la contribucién
eStoclstica, el otro término es debido a que se toma en
cuenta la ec, de continuidad, que debe cumplir el proceso,

donde S se introduce como una funcién escalar indeterminada,




46

Las trayectorias que hacen que la accifn sea un extre-

mql son las que cumplen

it 2 - u(r, - Ky , t)y (2.77)

donde

s = P, (2.78)
La funcién Hamiltoniana estf dada por:

H (r,vS,t) = L (r,v,t) - v.VS (2.79)
y combinando P y S se obtiene
v= /p expl is/g}, (2.80)

donde se ha tomado explicitamente
D -ﬂ/m (2.81)

que es el caso cufintico.

Emilio Slntosm7) muestra que no todas las soluciones
de 1a ec. (2.77) v&lidas para la Mec&nica Cufintica son acep
tables para la teoria estocfistica. Tal es el caso de algunos
estados ligados del ftomo de hidr6geno, dado que, "En la

Mecfnica Cufintica, algunos estados ligados de una particu-
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la son asociados con funciones de onda que tienen super-
ficies nodales ...para interpretar este hecho en el marco
de la teorfa de procesos aBatorios, se debe de asumir que 1la
particula se encuentra algunas veces en la regifn interior
0 en ocasiones en la Tegifn exterior, pero nunca cruza la
superficie nodal ".0’7) Se debe de exijir esta condicién
dado.qhe si la particula llegara a cruzar tal superficie
ten&riahque hacerlo con velocidad infinita asocilndosele
autonttiﬁnnente al movimiento una energfa cinética infini-

‘ta.

Por Gltimo juzgo conveniente citar uno de los trabajos
de Claverie y Diner(ZO) en donde puntualizan claramente
las carlctetisticas" principales” de 1la teorfa estocfistica.
Como hemos venido afirmando a lo largo del desarrollo del
capitulo los fenf6menos microfisicos (bajo esta teorfa)per
miten un tratamiento hasta ciérto punto clfsico, en el sen-
tido de que las partfculas son puntuales y poseen trayecto-
rias bien definidas, que varfan con el tiempo, ademfs de
que "el punto de vista probabilfstico es adoptado no a causa
de un indeterminismo ffsico fundamental pero sf por la com-
plejidad local del movimiento. Las trayectorias son funcio
nes reales deterministas complicadas, del tipo pseudo-aleato
rias. Esta complejidad del movimiento de las particulas
proviene de la interacci&n con un medio subcufintico" y"

los procesos estocfsticos que dan cuenta del movimiento de
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las particulas son por razones précticas aproximados por
procesos markovianos. Esto es natural en la medida de que
uno se interesa solo hasta propiedades de segundo orden, y
estas propiedades determinan completamente a los procesos

0 )

‘Markovianos".
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CAPITULO III
Desarrollos Varios.

A la luz de los resultados de la teorfa estocistica y
su marco interpretativo y conceptual tratados en el capitu
‘1o anterior, se recuperarfn ahora algunos de los resultados
importantes de la Mecfnica Cufintica contrastando las dife-
renéias_cpnceptuales entre la interpretacifn ortodoia y la
estqt!é@iéa.‘ Veremos que en la layoriabde los desarrollos
Semidgra ﬁna‘yayor'claridid conceptual.

Dada la riﬁﬁeza de temas conque cuenta ya la Mecfnica
'Cu‘ntica.ﬁitoél;iica, aquf solo se puedén presentar algunas
que a nuestro parccer sonylts iiportlntes y que, por el ca-
riétér qﬁé sévles hi'dado; se pueden dividir en dos catego-
‘rfas. De tal suerte, que el capitulo se compone de dos sec-

ciones, la de Spin y’EstadI;ticavy Problemas fundamentales.
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III.I.1,

Dimensi6n de una T.rayectoria Mec&nico-Cuéntica.

Un hecho que apoya 1la pogibilidad de interpretar los
fenémenos Cuﬁntiéos en témminos de procesos estoclsticos es
1a dciostracién Ae que las trayectorias de una particula
libre en Meclnica Culntica(' ) son curvas fractales de di-
mensi6n dé,Hansdorff igual a dos. La importancia de este he-
cho radica en que las trayectorias de una partfcula Brownia
na tieﬁq la misma dinehsién. por tanto, ambas trayectorias
tienen'caracféristiéls estocfisticas en comGn, lo que permite

tratamiento nitenltico.anllogo de ellas. Por ejemplo,ya
que el io;iliento Browhilno puede ser descrito por procesos
Markovianos, entonces también la Mecfinica Cufintica puede ser
compatible con una descripcibén Markoviana. Es precisamente

‘por esta razén que el tema se incluye en el trabajo.

Para introducir al lector en el tema, permitanme consi-
derar un ejemplo muy comfin de una curva continua pero no di
ferenciable y que cumple con ser una curva fractal, llamada

curva de Koch. Su construccibn se muestra en la figura (1).




Curva'dé Koch.

La curva de koch(M)es cl resultado de una secuencia infinita

‘defddblamient@s, como se ilustra en la fig ( 1 ).

Es claro que este tipo de curva no es diferenciable en
ﬁingun‘punto, asemejandose en este aspecto a una curva Brow-
'nilﬁl,ldéiis tienen como caracterfstica el que la longuitud de
1a curva tiende a infinito conforme el nGmero de dobleces
aumenta.la similitud entre la Mcclinica Culntica es debida
lparentementé a8 que la longuitud Ax minima observable est& dada,
sin embargo,la curva puede ser infinita y nosotros la verfamos
finita por la resolucién del aparato. Dcbida a esta caracter{s
‘tica tan particular de las curvas fractales 1la nocién de longi
tud dec la Mecfnica Clf8sica es inaplicable, por ello Hansdorff

propone una definici6n modificada de longitud
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L=t (8x) P! ( 3.1)

donde 2 es la longuitud real de la curva,&x la resolucibn
del aparato y D la dimension de la curva fractal. Aplicando

(3.2 ) a la curva de Koch,se encuentra

( 3.3)
L=t (@) e ga?t -
donde ¢' es 1la longuitud cuando se hace el primer doblez,
fig (1), y &'es la nueva resoluci6bn. De (3.3 ) se sigue

que.

3.4
D=gtnd4/ n3 ( )

Las curvas fractales cumplen con ser autosimilares en cada
punto, lo cual se refleja en que la estructura de la curva
cambia bajo un cambio de escala,las caracteristicas medi
das dependen de la escala en que se miden,ademfis de ser cur
vas continuas pero no diferenciables. Cuando la resolucibn
del aparato de medida (4Xx) va a cero la longuitud de 1la

curva se va.a infinito y es en este 1imite que se define la

dimensionalidad de la curva.

En el caso de la curva descrita por la resolucién de
un ensamble de particulas brownianias se encuentra, partien
do del coeficiente de difusibén del proceso, que la dimensio

nalidad de la curva es D=2,
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Tomemos ahora el caso cufintico en el cual la distancia
que una partfcula sujeta a mediciones intermitentes de la
posicién, atravieza en un perfodo fijo de tiempo depende
fuertemente de 1a resolucifn del aparato con el que se detec
ta.

Suppnglse que medimos la posici6n de una partfcula libre con
una tesoluciOn espacial axa intervalos At.La trayectoria

es entonces definida, conéia curva determinada por las 1li
ncas.rectai entre los puntos donde la particula-ha sido
localizada en la secuencia de tiénpos(' ). Con esta definici
6n, 1la trayéctoria es una en todo punto, pero no diferen -
ciable,ademfs de que su longitud depende de 1la resolucién
del ap;rato.-yq.que se aproxima a la‘trayectoria real por
medio de ffag-ehtos de recta. Cuya longitud depende de 4x .
Ahora bien de acuerdo a 1a cénica Culntica‘ortodoxa,al
lbéniizar una partficula en una regi6n de tamafio A4x,se pro-
dﬁ:b~uﬁa,ihcertidu-bre en el impulso de orden #/ Ax,tomando
el promedio con "momento cero" por lo que la distancia media

recorrida en At seré:

(3.5)
<At> a K At/ maAx

mientras que la longitud promedio de la trayectoria al efectuar

N mediciones en un tiempo T=NAt serd

<t>=N<AL> (3,6)
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donde cada At es la distancia recorrida por la particula

en un tiempo st.

N6tese que si ax +0 entonces <4&%> y <&> van a infini-
to, lo cual no coincide con la definicién clésica de longi-
tud; ya que est8 medida no deberfa depender de Ax. Para
evitar este problema se introduce la definicién de longitud
de-Hlnsdbfffkdada por (3.1), donde D es la dimensibn de la

curva fractal.

Sustituyendo (3.6) en (3.5) y (3.6) en (3.1) se en-

cuentra:
D-1
<L> a hT/m ax{ax) ; (3.7)

obvij-ente si se toma D=2, <L> es independiente del valor
ﬂde'qi. Esto sﬁgiére que la 'trayectoria cufintica" que si-
gue'unl particd1l libre en una curva fractal de dimensi6n
dog.’coincidiendokcon la dimensifn de las curvas fractales

del movimiento Browniano.

Otra propiedad que tienen las curvas fractales es que
son auto-similares, antes mencionada, que es 1a propiedad

de que ante cambios de escala se cumple que
<4L> o Ax (3.8)
Para que &sto ocurra debido a (3.6) es necesario que

st o m(ax)2/h, (3.9)
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resultado que en la escuela de Copenhage se interpreta como

el principio de incertidumbre de Heisemberg.

Ahora bien, en el caso en que P ¥ 0 y la particula
tenga un i-pulso arbitrario e 1cdlcuiq para obtener la di-
mensién de Hansforff para la curva meclfnico-Culintica es
‘totalmente anflogo al anterior y se obtiene como resultado

D=2, la depostricién puede verse en el articulo de'Abott.(')

Con lo que se concluye que en efecto, las trayectorias
culinticas son curvas fractales de dimensibén igual a dos,
iﬁuql‘qde en el caso browniano. Este resultado viene a re-
forzar la idea de una posiblé interpretacifn estocéstica de
la Mecfnica CuSntica. Sin embargo, a pesar de que la prueba
due'jqu!,se presenta es muy sugestiva, existe o subyace el
proble-i'de é6-o surgen las reglas de conmutacifn y si la

clase de procesos Markovianos que propone la mec#nica Cuféin-

tica cumple con ellas. Este tema se desarrolla a continua-
cién.
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II1.1.2.

El Algebra no Conmutativa de la Mecfinica Cufintica Estocfistica.

Como hemos visto en el capftulo anterior, es posible dar
una interpretacifn estocdstica de 1los microsistemas y esto
nos ha llevado a interpretar la mecénica Cufintica en términos
de cierta clase de procesos de Markov(*), los cuales deberdn
cqulir con un flgebra no conjutativo, anflogo a la de 1los
operadores:ennla Mecfinica Cufintica. En el marco de la teoria
estocfstica las reglas de conmutacién tienen su origen en el
carfcter estocfstico que rige al movimiento de las partfculas.
Asi pues, la interpretacifn que se da en la teorfa estocfsti-
ca~§ lné reglas de conmutacién y la que les atribuye a la es-
cuela de‘Copenhage difieren grandemente ya que en €sta Glti-
ma se supone que el origen de tales reglas radicaen la impo-
sibilidad de realizar ciertas mediciones que a su vez algunos
interbretin como una propiedad intrfnseca de la naturaleza.
La teorfa estoclistica en cambio, les da una interpretacién
en términos puramente estadisticos, teniendo sentido s6lo en

el emsamble de particulas.

De acuerdo con el modelo estocfistico de 1la Mecfnica Cudn
tica, los procesos estocfsticos de interés estdn definidos
por la ec.(22), cuya forma integral es:

(*Y Es pertinente hacer 1a observacién de que los operadores hermetia-

nos de. 1a Mechnica Cufintica son reemplazados por variables aleatorias o
estocisticas en el marco de la teoria estocfstica.
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t

x(t) = x(0) + [ dt'b(x(t'),t') + W(t) -N(o0) (3.16)
definimos:
X, (£)7x(t) , X, (£)=X () (3.17)
Dapido a que los procesos definidos poi- (3.16) cumplen con :' @)
(t) 11m " 0, . (t;)E(x(t,) (t,))
X, (t) Xecooxx; = L (. )E(x(ty)x. .. x(t
1 in tin'%i-go‘ L o " (3.18)
ti-t
‘donde
01“)_‘ Oz(t) - ':T (3.19)
gnﬁb:se :
(3.19')
AMB =A+B,CA=CA
COR C ume constante -
‘dado que la densidad
o(x,t) = E(S(x-x(t))), (3.20)

se obtiene al integrar sobre do el ensemble :
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f ax X £ (x(t), ;((t)) S(x-x(t)) {

p(x,t)

S (x-x(t)) g(x(t),x(t) (3.21)

=£(x(t), x(t)) g(x(t),x(t)

A partir de la ec.(3.16) y de la definici6n de %(t) se
‘ Jo
puede nostrgrkque(BO)

x(t) x(t) - x(t) x(t) =

=1{m Bt { (x(t+d) - x(t)) X (t+e) +
& 0 .
e
o0 (3.22)
kﬁ*e*&»x(tnL)xuh
.1

a

=y

ﬂondé»ﬁt,denota‘la esperanza condicionada a que al tiempo t,
x(t)e=x. Sugiefe entonces que, en notacién simb8lica (entendido

dentro de un bro-edio )

| x, x| =v= h/m (3.23)
" Es posible mostrar directamente de (S.ZZj que

(3.24)

lx o x| = - |%,x|
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jx,x | = |%,%| = 0 (3.25)

[x(t)*x(t*),x(t)| = [x(t),x(t)]| + |x(t),x(t")]

(3.26)
= |x(t),x(t')]| ¥ 0

29*# £(X,X) y g(x,t) cualesquiera usando (3.22) se encuentra

£0x,x(t)) | x(t), x(t) | gx(t), x(¢)) =

. (3.27)
=v f(x(t),x(t)) g(x(t),x(t))
N6tese que tanto (3.22) como (3.27) son promedios sobre el
ensemble y por,tanto, cantidad®s reales, por lo que los con-
mutadores tambxén lo son, al contrario que en la mecénica

Para solventar formalmente este problema Davison
propone cnlcular las coordenadns y momentos al tiempo com-
plejo  t+ is y hac1endo un desarrollo idéntico al presenta-
do. -, demostrar que en el llmite‘en que la parte imaginaria

se va a cero las reglas de conmutacibn

| xx |=dv 5 lxguxg) = |%5,%; |=0 (3.28)

j

las cuales coinciden con las reglas de conmutacifn de la

Mecfnica Cufintica con 1o que, se ha revelado la posibilidad
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de definir un flgebra no conmutativa extensiva a los procesos

Markovianos.

Sin embargo la introduccifn de un tiempo imaginario es
posco fundamentada y en general solo se introduce para obte-
ner un conmutador. imaginario. Esta situacifn anf6mala es de-
bida a id forma explicita que toma la definicién del conmuta
dor en el trabajo de DavisonGO). ya que se ha forzado a ser
un ente imaginario sin haberlo hecho actuar anteriormente so-
bre la amplitud de probabilidad y. Para un enfoque distinto
sobre un posible camino para obtener las reglas de conmuta-

cibn se encuentra el trabajo de la Peﬂa-et a1(36)

Por otra parte, la teorfa estoclstica, por su carfcter
i@plicn la poﬁibilidad, o al menos en principio, de constru-
ir éihtidades - como funciones de correlacibn,etc- que tiene
sentido en esta teorfa pero no en la Mecfinica Cufntica orto-
doxa (b no el mismo ,” al menos). Esto es importante, pues
abre oportunidades interesantes. Por ejemplo, desde el punto
vista es;rictllente estadfstico en que se coloca la teorfa
estoclstita. surge nituralmente el problema de si un sistema
cuintico es erg8dico o no, el que no se puede plantear-al

menos en &stos términos-en la mecfnica Cufintica usual,

En la pr6xima seccibn veremos un ejemplo especifico de

este tipo de problemftica.
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III.1.3.
Problema Erg6dico de la Mecfnica Cufintica.

_Antes de pasar al problema de la ergodicidad en la Me-
cénica Cufntica es necesario hacer una revisién breve de lo

que es la ergodicidad cldsicamente.

Alrededor de 1850 Maxwell y Boltzman proponen 1o que
se ha 1lamado 1a hip8tesis erg8dica que consiste en suponer
que el procmecio temporal UANDD T+« de una variable di-
némica coincide cbn su‘proiedio sobre el ensemble. A los
Qi}tglas que la satisfacen se les llama sistemas ergbdicos.
Ahori"bien; culndo efectuumos una medicién de una variable
G(p,q)fd: un sistema termodinfmico ella estf lejos de ser
instlhtineg. Si 1la mediciébn se inicia al tiempo t, ¥ se
efectda en un pef!odo de tiempo 1, lo que se mide es el pro
.nedio,temporll de G,

+t

® .1

t, :
Gobs T t{ 6p*),q(*))ae,

(3.28)

Llamemos ahora como es usual en mecfnica Estadistica,
ensemble a un conurito infinito de sistemas perfectamente in-
debendientes. cuyo estado macrosc8pico es idéntico pero se
encuentran en estados dinfimicos microscépicos distintos compa-
gibles con el estado macroscépico. De esta manera cada siste

ma en un ensamhle se renvesenta nor medio de un punto en el
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espacio fase. Al ensemble se le asocia una densidad de
probabilidad\ (p,q) de tal forma que el promedio sobre el

‘ensemble de una observable G(p,q) estd dado en té&rminos

=f G(p,q) f(p,q) dpdq (3.29)

La hip6tesic erg6dica consiste entonces en suponer que

- (v)
G(t) 1lim Gopg (p,»q) (3.30)

+o
Es fécil vét d: (3.28) que G obs en general depende
de}lafposiciGn'y el impulso iniciales, no siendo asf con
&;'qhé d?pendé del tiempo. Entonces para que se pueda cum--
plir 1a hib&teSis,erngica, dado que ambos promedios depen
deh?de‘viri;ble; distintas, es necesario que ambos prome-

dien & una ctes,

G (t) = A = Gob (qes Po) (3.31)

<

resultando asf que en principio todo sistema estacionario
es "trivialmente" erg6dico. Pero la ergodicidad no sélo

se puede caracterizar en le fowrma anterinr <inn ane tam-
bien el,siéteun qué es ergbdico eventualmente cubre todos
los'antos que se encuentren en una superficie e hiper-
suporficie'dc energ!a constante; de aqui que se pidg que

‘el sistema se encuentre confinado en una regifn finita del
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espacio fase. También se puede demostrar que para que

un Sistein'sea ergédico 1a funcifn de correlacifn debe
decaer en forma exponencial, para que se cumpla que el pro-
cq;é carezca de memoria y el promedio no dependa de la
posici6n e impulsos inic:ialt.es.("8 ) Esta Gltima forma de ca
racterizar a.los sistemas erg6dicos por una funcién de co-
rrelacibn que decne(.) rlbidalente,con el tiempo fue apli

cada por Claverie et Diner (19) 5 1a MecSnica CuSntica Es-

‘tocstica.

_Patl estudiar la ergodicidad de los sitemas cuénticos,

~0116$ ptoponen‘definir la & funcibn de correlacibn tempo-

ral para el caso cufntico como

CA (t,t') 'Re<w|A(t)A(t')|w> (3.32)

Co(t,t') = <y[ACEIA(E') + A('IA(t) |v> (3.39)

donde los corchetes rectnnguldres denotan el promedio sobre

.elvenselble y CA(t.t') representa la correlacifn de la ob-

servable A a dos tiempos distintos t y t' . N6tese que la
funcibn de correlacifn es siempre real y simétrica con res-

pecto a los tiempos.

Es c6modo introducir 1la funcién de correlacifén de un

proceso £(t) centrada en su valor esperado m=E(f{(t))

este criterio es vflido s6lo para procesos Markovianos.
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dada por:
R.(t,t') = E{| €(t) - m| | €(t*) - m|}

= ECE (t9e(t) } - md (3.34)

ldOnde,sin7pérdida de generalidad se puede suponer que mz0 .
En el caso clfsico cuando se cumple que

1im Rc(t) =0 (= t'-t)

T-re

(3.35)

en principio el sistema es ergddicomﬂ') pero en el caso cufin
tiéb es necesario mostrar en aué sentido (3.32) representa
1a funcibn de correlaciGn asociada a la observable A. Lo que
fhlcen Claverie et Diner09 ) es proponer que poara toda ob-
servahle A los valores a(t) pertenecientes al espectro de A
9“9'?’“1‘ dicha observable en cada sistema individual del
enseible.tienen una funcién de correlacién dada por

R (T).- S Y

A a(t+r) a(t) (3.36)
‘que coincide con (3.34) y es exactamente igual a la correla-

cibn'cu‘ntiéﬂ estocfstica (al menos cuando se le simetriza

respecto a t):

Ro(t) = Ry(x) (3.37)
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En el fondo lo que se estdi haciendo es asociar a cada
sistema cufntico un proceso estocfistico del que se puede
preguntar si es, erg6dico. Claverie et Diner prueban en-
‘t'onces"*'qﬁe para estados estacionarios, el criterio de ergo-
dicidad (3.35) se cumple, mostr;mdo astf, hasta cierto pun-
to, que (3.33) se puede tomar legftimamente como una funcifn
de correlacifn para el caso cufntico. En un trabajo poste-
rior Claverie et Diﬁer('e) estudian las propiedadés ergfdi-
,c;as con mis detalle, comparando tres tipos de procesos alea-
torios en términos de los cuales se puede dar una formula-
cibn llt;rnatiin de 1a Mecfnica Cufntica. En particular,
tratan los procesos estocfsticos de 1a Mecénica Cufintica
Bsto’cl;tita introducidos per Nelson v de la Pefia. partiendo

de 1a funci6n de correlacibn dada por

Cr(t,»t) =f F(x)) F(x) wy(x,t,x_,t )dx dx . (3.38)

donde uz(x.t;x.,t°) es la densidad de probabilidad del proce
so markoviano o, como se denot6é en el capftulo II, la densi-
‘dad de probabilidad de transicifn. Si consideramos el espa-
clo isotrkﬁpico, entonces la matriz correspondiente al coef}
ciente de difusifn estirf dada por

D= h/2a sij
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En este caso, como es costumbre al aplicar el método
de cuantizacifn estocdstica, se toma una y, que satisface
la ec. de Shrodingér esthcidnaria, escribimos c en términos
de1u e introduciendo como condicifn inicial del problema

una distribucifn delta. Se encuentra que

CA(t..t)- <*°|A(x)ei(no'm (t-tg)hA(X) '* °> (3.39)

donde el Hamiltoniano H estf definido por
H v, - E v, (3.41)

La ec.(3.39) nos da 1a funcién de correlacién cufntica
asociads a la observgble A; sin embargo, debido a que en la
mechnica cuntica los operadores R(t)'y ;(t') a tiempos
't#t' ﬁo conmutan, entonces en geheral no es posible definir
una prbbabilidad coﬁjunta para la correspondiente observa-
ble A de estos dos operadores a pesar de que la funcién de
correlacién dada pbr le ec.(3.34) parece ser la generaiiz!
cién de la funcién de correlacién cufintica mis inmediata y
natural de acuerdo con la teorfa de la respuesta lineal de-
sarrollada por KuboGE ). Cabe hacer notar que la funcién de
correlacién dada por (3.33) cumple con las propiedades de
una verdadera funcifn de correlacifn ademfs de tener el 1f-
mite clésico correcto, Sin embargo, no es 1la Gnica funcién

de éorrelacian que cumple con estas propiedades(.\,ya que

si tomamos por ejemplo:
Brody, Commicacifn personal.
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CoCt,t') = J<v| ACDIAE') + ACtDAR) [w> +

+8ey| A(t)A(') = A(t"A(L) |v> (3.41)

6 =cte, en el 1imite cldsico también se reduce a 1la
funcién de correlacién c}!sica, ya que Ii(t),z(t') se va
a cero en el limite cldsico. En general si sumamos a la
qg.(3g33)J¢uslquier mGltiplo del conmutador de R(t) y R(t')
pﬁinCIQSiQe éuilquier potencia de €ste obtenemos una '"bue-
na" funcibn de correlacién y no tenemos ningin argumento f1-
‘sico que nos peruita"ex¢1uir a una o a otra. Este no es sino
un ejblplo sofistic;do del problema general de la inexisten-
cia de una regla de correspondencia minima en Mécanica Cusn
tiéiﬁ El_orden del operador A(t),A(t') no estf unfvocamen-

te definido en la Mecinica Cufntica.

Generalizacifn del Formalismo de la Meclinica Cufntica Esto-
clstica para el Caso de dos o mis Particulas,

‘Ahora pasaremos a desarrollar el tema de N cuerpos,en
donde al igual que en el efecto tGnel el campo subcufntico
juega un papel muy importante, ya que el hecho de que las
‘particules se encuentren inmersas en un medio subcufntico

comn hace Que haya un acoplamiento entre ellas, E1l caso de
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N-partfculas cufifiticas independientes se puede ver enton=
ces como el problema de N-partfculas cldsicas con un fuerte

dc¢plaﬁientoidebido al campo subcufntico.

Por simplicidad estudiaremos en detalle el caso de
dos:partltplas, ya que la generalizacifén al caso de n parti
culas es casi inmediata. Para ello es necesario primero,ge
neralizar los principales operadores de la Mecfnica Cuféntica
Estocastica. E1 cambio de una funcién suave
se define an‘ldganente a como se hizo en el caso de una

partlcu;u (Qer ec.(ZJg)):

BF(r,,Tpt) = lm  (at)"' E { Faie,at,t)  (3.42)
at+ 0

- F(;vt) }

‘donde por comodidad hemos introducido r que representa a

Ty , Ty * T,.
En analogfa con (2J9) si desarrollamos alrededor de
51 y ;2 en series de Taylor y cortando a segundo orden, se

obtiene'aa)

9
Dso— +C .-V +C.°9" +
Ty 2 2

e P10

2
1 D; v (3.43)




tomando.en cuenta su comportamiento bajo una inversién tems
'pq:al, defininos los operadores de derivada estocfstica y

de corriente de manera anflogo a (223):_

2
Dg= uy .9y +u, .¥,+D, v, + (3.45)
2
D o2 . Ve ¥, ¢V, . ¥
c ot 1 1 2 2

Un cambio de variables a las coordenadas del centro de

masa y,cdordenidasﬂrelativns,‘trnnsfornaq estos operadores

- -a—- L 3 L]
D at Ve v+ V’ vl, (3 A7 )

donde V y U son las velocidades asociadas al centro de masa
y v.u a las coordenadas relativas. Los coeficientes de di-

fusifn son inﬂopéndientes y estin dados por:

- <h
B =Dy * D = 3 (3.48)
Y Dﬂb h
n S mall
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que corresponden al movimiento de dos quasi-particulas cu-
yas masas son la masa total y la masa reducida del sistema.
‘Ahora bien, si suponemos que 1la fuerza aplicada sobre las
,plrtléulas se puede separar en una parte que acta sobr?
el centro de masa y otra sobre coordenadas relativas las

ecuaciones dinfmicas se descomponen :

DV -D.u = __
(o S M

. (3.49)
DEvafngx- °
D§v4-qdn -;

Si ade-lg las iélocidadés estocfsticas y sistemfticas

Dgi-QEi- 0

del cero de masa no dependen de las coordenadas relativas y
las velocidades relativas son independientes de las coorde-
nadas del centro de masa, entonces las ec.(3.49) se separan
de'tll'suerte'qué‘el_conjunto de ecuaciones se puede- inter
pretar cqio las ec. %g movimiento para dos quasi-particu-

1las independientes:

Ny oy - U - Dl U

at R R - DR W

%%’V' Vgl + U.VgV + DWWE = 0

%—:—4 v vru - u. Vru-Der,u-—f;— (3.50)
%%"\h Vrp +u vrv + Dr vi\r- 0

Si recordamos el tratamiento hecho en el capftulo

II plg( ), las ec.(3.50) se pueden integrar y con ciertas
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manipulaciones matemfticas se llega a 1la correspondiente ec.

72

de Schrodinger:

(1]

e ol - 23 r

(-2uDf v + V.} = 2iuD. o
(-2 VR + vy g = 2iMD, "R (3.51)

2 'R* YR R at

donde tanto £ como F se han supuesto derivables de un po
o o

Pafn‘encbntrqr la densidad de probabilidad del proce
sbjestpglstico'y oBtener el proceso asociado a

propondremos por analogia con el caso de una partfcula

¥(1750t) = eplR(T,,7,,t) + iS(ty,Ty, )
(3.52)

asociada a esta funcifn de onda existe una densidad de

probabilidad dnda'por

- . ‘ » . - -
P(ryTyt) = v v = expl2R(T,,T),t) (3.53)

Las velocidades sistemfticas y estocfisticas estdn

dadas por las ec.(2.40)

ui = ZDiVi’R(;' niznt)




73

a forma mis general para Ry S es

R(i-l, iz,t) = Ri(ry,t) + Ry(r,,t)t
+ Ro(rl'rZ’t)
(3.55%)
S(r1,r2.t) = Sl(rl't) + Sz(rz,t) +

+ S (ry,,r,,t)
o 10 2l

po; 1o que la funcibn de onda w(rl.rz.t) (3.52) escrita

en términos de las funciones S y R en general es de la forma:

VpTHt) = () vy (g, t) v (rrg,t) (3.56)

donde. el término ¥,(r,r;,t) refleja la interaccibn de

las partfculas.

La densidad de probabilidad también se puede escribir en

forma anfloga:

P(r1or20t) é 9|(r|'t) chrzpt) Qo(rltrzot) (3.57)

donde el factor #,(T{,T;) es una medida del efecto de inter-

ferencia entre las dos particulas.

Es claro que si tomamos ¢ 0-1 tenemos el caso de dos
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particulas independientes(.). Sin embargo, debido a que
estamos considerando que ambas partfculas estfin inmersas

en un medio subcuidntico comGn es necesario aceptar, aun
cuando las partfculas no interactGen entre sf, un término

de interaccifn que es inducido’por el movimiento de cada una
de ellas dentro del medio cSnﬁn. Esto hace una marcada di-
ferencia con el caso clésico, pero es caracterfstico de la
pétlnica cufintica que surjan este tipo de correlaciones
coma’és el caso del principio de exclusién de Pauli, que de

alguna forma debe de estar contenido dentro de esta teorfa.

Sabemos que en mecfnica cufntica un sistema de dos par
ticulas_independientes ¢ idénticas debe tener una amplitud
de probabilidad en el estado estacionario, necesariamente
simétrica (bosones) o bien antisimétrica (fermiones), exclu

yendose cualquier otra posibilidad.

Vamos a tratar entonces funciones de onda que cumplan
con estos requerimientos para indagar si la teorfa estocfs-
tica arroja alguna luz sobre este comportamiento. Supongamos
que tenemos dos particulas idénticas e independientes que se
encuentran en estados no degenerados a y b, con energias
E, ¥ Ey distintas; entonces la funcién de onda que describe

a las particulas es

EEAORNORES FNO RN (3.58)

™La ec.de Fokker Planck para el sistema de dos partfculas independien
tes también se separa en dos ec.de Fokker-Planc} jarauna partfcula,
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El subfndice denota el estado, los nfimeros 1 y 2 deno-
tan a las particulas y e¢= 1, dependiendo de las partfculas

de que se trate (+ para bosones y - para fermiones).

La densidad de probabilidad asociada a ¢ es

p '91(11 op(2) + Pp(D) 0y (1) +

2¢ Real { v,(1) ¥(2) vp(1) v3(2) } (3.59)
es ffcil mostrar que &sta p se puede escribir como
p = (1) pp(2) ¢ 0 (2) o (1) ¢
: ) (3.60)
#2¢ v/ o, (1) ppe) pp(1) 0 (2) cos
R () » i s (1)
, -e BB a,b
uso de *a,b(i) e’ Yy se toma

2 =S, (1) + 5,2 - 5,(2) - §,(1).

El Gltimo térnino(de (3.60) representa el efecto de in
terferencia enfre ;as dos particulas. N6tese que al introdu-
cir“hnﬁ anp;itud de prqbabilidad dada por (3.58) la densidad
de probabilidad es de 1a forma ec.(3.57). Con esto hemos
'logrado*identif!car el factor de interaccién inducido por el
-edi¢ comdn a ambas partfculas y entonces automfticamente
elthbs'tonando en cuenta la dependencia estocfstica en el
movimiento de las part!culas(ps). Esta dependencia estoclis-

tica se hace evidente al obtener las velocidades de las dos
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particulas , a partir de (3.58) por medio de las ec.(3.56)
Si se lleva la amplitud de probabilidad a 1a forma

LACRENOREICNORENCY
= e :

R (2) + Ry(1) + i(S,(1) + S,(2)) (3.61)

+ce,

tras un largo cflculo se llega a que las velocidades de las

0®)

particulas estfn dadas por

up e g () +w )+ (O @ () - uy (i) F e
e (e (vg(i) - v (1)) PP, sen 2 , (3.62)
i3 G ¢ w @) ¢ N v, (1)-v, (1)) F +
i1 (3.63)
+ (- )77 e(u, (i) - up(i)) PP, sen 2,
donde irl,2  , = S,(1) + S(2) - S,(2) - 5,1,
2 2
- P1 - PZ y
p 2 Pa(1) Pb(Z)
1 P
). Fa® B (3.64)

Es claro de (3.61( y (3.60) el movimiento estoclstico

el movimiento sistemitico de las partfculas no son inde-




77

pendientes, ya que la componente de 1la velocidad estoclsti-
ca depende de la sistem8tica y visceversa; s6lo en el caso

en que 0= 0 las ecuaciones quedan desacopladas siendo mis
impoftantg el hecho de que las velocidades de 1la partficula
_i-&sima dependen de las posiciones de ambas partfculas y tal
‘dependencia se introduce tanto por F como por P,, P, y 2.

Este es un ejemplo del fen6meno de no localidad en la Mecénica

Cufintica.

osu

Método de Integrales de Trayectoria para la Mecfnica Cufinti-
ca Estoc8stica.

Casi para finalizar esta seccién de fundamentacifn, tra
taremos brevemente el tema de integrales de trayectoria, ya

(67) se puede considerar como uno

que,el trabqjo de Feymman
de los intentos mfs serios de reformulaci6n de la Mecanica
Cufntica en términos de trayectorias reales. Como se ver§
este enfoque tiene estrechas relaciones con la Mecénica Cufn

tica Estocfstica.

Como ocurre en toda teorfa fiIsjca, en la MecAnica Cufn-
tica, se tienen diferentes formulaciones que en apariencia son
totalmente ajenas entre si, pero que en realidad son estruc
turas matemfticas isom8rficas. En esta seccibn nos ocupare-

mos de una de las formulaciones matemfiticas mis obséuras
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de la Mec8nica Cuidntica , pero a la vez una de las mis inte-
resantes, ya que conjuga conceptos cldsicos-como la trayec-
teria y la accifn clésica - por una parte y conceptos cuinti
cos- como amplitud de probabilidad- por otro, y haciendo una
reinterpretacibn se lografkstablecer un vinculo entre la
‘accién cldsica y la amplitud de probabilidad cufntica. Esta
amalgama de procesos clisicos y conceptos probabilfsticos
se ve mis natural desde el punto de vista de la interpreta-
cibn estocAstica que desde el punto de vista de la interpre-
tdciGn‘ortodoxa, para la que una descripcién espacio tempo-

ral de los fenbmenos cudnticos es imposible.

Mostraremos c6émo la Mecfinica Cufintica Estocfstica es per
- fectamente compatible con un método de integrales de trayec-
toria, ya que €ste se puede derivar a partir de um principio

variacional estocfstico,

De acuerdo a la Mecdnica Cufntica Estocfistica, la densi-
dad de probabilidad:de transici6n F para un proceso de Markov

cumple con 1la ec., de Fokker-Planck.

Si de 1la fuerza total ejercida sobre el ensemble separa-
mos la parte proveniente de la fuerza clédsica y p dimos que
ésta Gltima sea derivable de un potencial ent nces la ecua-

ci6n de Fokker-Planck se reescribe’ 9)

2
3°F a. . 3(Fb,)
aF ij - 1 . UF

t
P yi yj Oyi

(3.65)
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'dohde 8ij y bi corresponden a una generalizacién del pri-
mer y segundo mdmentos“al) y U(y) tiene como resultado el que

F no esté normalizada a la unidad y se puede escribir como

uy) - 11m'|1 - | Fly,z,8t)dz| /at, (3.66)

" At+0

donde 1a integral de F (y.z. t) sobre z revresentada la
probabilidad de encontrar una vparticula en el ounto y dado

aue a un tiempo At se encontraba en cualquier otro sitio.

Si F estuviera mormalizada , U(y) serfa idénticamente
cero. Separemos ahora la densidad de probabilidad de la si-

guiente forma:

F(x,y,t) = P(x,y,t) G(x,t), (3.67)

donde P estf normalizada a la unidad:

[ P(x,y,t) dy = 1 (3.68)

Si sustituimos (3.67) en 1a ec.(3.65) &sta se separa en
dos ecuaciones:
32 (a, .P) aP.b
P ij i

9% - (3.69a)
* ey ay




3G .

3 - - UG

(3.69b)

donde la constante de separacibén se ha tomado como cero.Una

solucién de (3.69b) es

G = exp (-UX)T) (3.70)

Para'calcuiur*lg probabilidad de transicifn del punto (§°$°)
al’xpuhto x,t), d'ividimos. el tiempo (t-t, ) en n inter-

vdlosﬁ@é‘piémpp iguales, ast= (t-t)/n; desarrollando la ec.

. derSnoiuchyaki en térninos de los n pasos que sigue el pro

ceso hasta llegar al punto final se obtiene

Fx,t/g ,t) = 1m§ ...f P(x ,x,8t),...P0¢,X, 15 t)
: o O e ) °

n
. exp kzl U(xk) At dx‘dxzdxs.. (3.71)
xg=x(t +iat ) Y Xp=x(t)=x . Por 1la forma que tie

ne la-integral (3.71), la densidad de probabilidad se compo-
ne dé dos factores uno que solo depende de 1a probabilidad
detiransicién, solucién de 1a ec.(3.69a) y el otro factor es
la exponencial que depende directamente de U

Fx,tlx ,t ) = x (x ,t,x ,t) exp( -f U(x(t))dt )

(]

(3.72)




a

en donde f:repreéenta una integral estocﬁstica, que se in-

terpreta en el sentido de Ito (9],

Para~labparticu}g libre,aﬁ= %ﬁ ij » ¥ b;* 0, tomando
fédno-condfcioﬁ inigial ‘Flx , tol X ,t )= 8(x,-x) ,
la probabilidad de transicién es )

1 Y J.
P(x,Yy,t) = :EE%:::r- exp { -i(y-x)“/4Dt }

i (3.73)

Didobqué'U;I-VIZ.D.fddndé V es el potencial clfsico, susti-

tuyendo (3.73) en (3.72), se obtiene:

/ x t 2
Bt x 1he) =N forp Ci2a)” f @D /2 +
° x t

o o

-V(x(t)) dt } D(x(t)),

donde 1a constanpc N es para normalizar y D( (t)) en 18 no-

tacién introducda por Fevmman es

D(x(t)) = 1fm dx, dx., dx,---9x (3.75)
- 2773 n
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En 1la ec.(3.74) se ha tomado en cuenta también aue

en el 1imite n =

X, - X
k k-1 dx(t
e .._d.t(_)_ (3.76)

Este resultado coincide con el de Feymman para la par-
ticuia libre cuando se toma(x(t))=0; 1la amplitud de proba-

bilidad parq cada trayectoria es entonces

t
2
¢ (x(t)) = exp (—hD)"i tffn(ﬁ{—) - VX)) & (3.77)

'donde, a diferencia de Feymman, 1a accifn es estocfistica,y

puede no coihcidir con la cldsica. En efecio, el lagrangiano

clésico y el estocAstico difieren en que éste dltimo contie-

ne un término que es debido a 1a existencia de la veloci-

fdaawbsndtica que para el problema de 1a partfcula libre

uz 0.

Para terminar mencionaremos que al giual que en el tra-
bajo de Feymman, 1a amplitud de probabilidad cufntica estéd
dada por:

. k-1
- 1 1 .
Vet =g Mm fep (g § Sk ixp)) dxg

t=-w

“‘l-o

(3.78)
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donde S(xiﬂ,xi‘) es la accibn estomistica y

S(xi*l’xi) .f L(xi*“ ,xi,t) dt (3.79)

De 1a expresién (3.78) es claro que el que una particula se
‘encuentre ‘en una regibn del espacio tiempo depende s6lo de su
pgsgdb y su comportamiento duedn descrito por la amplltud

'de prQbib11idad o funcién de onda.

111.1.6.

Descripcién del gfecto Tdnel a partir de l1a Cuantizacibn
Estocfstics

El éfgcto tdnel o penetracién de ba}rerns de potencial
'auestra‘él carlcter‘fuertemente no local que presentan los
fen6menos cufnticos sin anflogo clésico, en particular, aquf
surge el problema de que si las vartfculas existen durante
el'liosb de tiempo en que atravieza el pozo, entonces
habr{a que.nsignarles'un impulso imaginario, o bien, la par
ticﬁll'no existe coio tal durante este lapso de tiempo, en
cuyo caso tendriamos entes que surgen a la existencia s6lo
en‘cl'preéiso instante en que se les observa. Muchos par-
tidarios de la interpretacién ortodoxa dirfan que ésto Glti-

es lo correcto,




La descripcibn del efecto tGnel en el marco de la teo-
til estocisxica parece ser muy intuitiva y no deja de ser o-
'i?Siha?}'paseﬁos a mostrar en qué términos se da csta descrip -

cion: 0

Supongamos que tencmos una partfcula sumergida en un

‘pozo de potencial; supongamos también que 1a

g fecscsscocsne o

Qleeemcceccee-
Wheoenosoooos

Fig. 1 Potencial V(x)

‘pltticula tiene una energia menor a la de la barrera, tal o
'¢6l5 se muesira én la figura 1, Basta con que la encrgfa
‘de la'pqrtIcu1a sea menor que V(¥) para que la partfcula se
encucntre coﬁfinadq, en alguna de las dos rcgiones quc se

muestran en la figura 1.

‘Clﬂsicnmcntg la probabilidad de transicién de una regibn
a otra es nula, sin cmbargo, en los sistemas cufnticos, tal
’cb-o_én ¢l decaimicnto por de los nlcleos, cte.,8sta proba-

bilidad cs diferente a cero. Entonces es perfectamente legf




85

timo el preguntarse cudl es el mecanismo que permite que se
dé ésta penetracibén de barreras o equivalentemente, el pre-
guntarse debido a qué es que la funci6n de onda ¢ no es nula,
fuera de la regibn de confinamiento de la particula. Si se
piensa en términos estocdsticos entonces hay que considerar
que todo el sitema se encuentra inmerso en un medio subcuin
tico, quc aunaue promedia cero no deja de ser altamente fluc
tuante tanto en el tiempo como en la posicifn; entonces una
particula que se encuentre en alguna de las dos regiones,
estf sujeta a las continuas fluctuaciones del campo estocls-
tico y una de estas fluctuaciones puede proporcionar sufi-
ciente energfa a la partfcula para scbrepasar la barrera de
potehcial.‘Esto explicarfa cualitativamente el fen6meno de
"epenetraéiGn" de barreras de potencial. Sin embargo, en
este piantéamiento existe un probleﬁa serio: se han tomado,
las barreras de potencial rfgidas. Es mis, se supone que 1la
forma del potencial se establece pero no es obvio que &sta
debe verse afectada por medio del subcuéintico. Supondremos
entonces que esta aproximacién aunque no muy legftima, es

lo suficientemente buena como para permitir un c4lculo ma-

temdtico y predecir el efecto tGnel,.

Nos restringiremos al movimiento unidimensional por
simplicidad. Supongamos que tenemos una partfcula de masa
unidad que se encuentra inmersa en un potencial V(x), donde
V(x) es un potencial estable que presenta dos minimos re-

lativos en x=ay x=8 , Tomamos en particular la forma de




un.potencial anharménico:

V(x) = axz + bx2 + cx4 c>0

cuya-gréifica es de la forma del potencial de la figura 1.

En el marco de 1la Mecfnica Cudntica Estocdstica se ha
encontrado que existe asociado a cada eigenfuncifn Vv del
problema cufintico correspondiente un proceso estocfstico mar-
koviano x{) que se encuentra descrito por la ec.bdiferencial

'estoclsticé, ec.(Z%):
dx(t) = b(x(t))dt + dwW(t), (3.80)

,donde-b(x(t))-ltg; ;MY Y dw(t) es un proceso de Wiener
tal como se describe en el capftulo II. El problema de
saﬁer‘si existe Tunelaje entre las dos regiones se reduce
entonces a obtener 1la probabilidad de transicién del proce-

'so de Markov x(t) entre ambas regiones .

Para simplificar la notacién supondremos que el efecto
tGnel ocurre de la regién denotada por a a la regibn 8

(fig.1), lo cual llamaremos tunelaje de a a 8.

Ahora bien, sabemos que la probabilidad de transicién
P(x,t| y,u), con t>u, cumple con la ecuaci8n de Fokker-Planck

ec.(2. )

2
- P _3(b,(x)P) h 3°p
at T ax Y2 R2 (3.81)
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Introduciendo una densidad de probabilidad relativa f(x.f/y,u)

dada por

-1
P(x,t| y,u) = vp(x) £(x,t} y,u) Vg (V) (*)(3.82)

y que cumple con f ser solucién de la ec. diferenciSI

2 .2
af h® 3
-h - T e +V(x) - E f (3.83)

que se ob;iene a partir de sustituir (3.82) en (3.81) y
usando llvéc.'de Schrodinger., Si queremos obtener la proba-
Vbilidad de transicibn de o a B es necesario que la proba-
Biiid@d’no tenga ceros en la barrera o que Vg TNo tenga no-
dos, ya que en ial caso se tendrfan regiones ajenas y la par

tfcula quediria confinada en una regi6n a la otra.

La soluci6n a la ec. (3.83) estf dada en términos de -

intégrales de Wiener 106) como

t
F(x,t |y,u) = exp {E(t-u)/h} /] exp (- [ V(z(S))dS/h} My

a1
Celu ! (3.84)

T‘SSQ introduce el cociente de las ¥ ya que en el efecto tunel &sto es
‘miis significativo.




donde, en la notacibn de Yasue 13¢) (:: |K) es la

totalidad de trayectorias continuas tales que &(t)=x y
E(u)*y definidas tal como se hace en el formalismo mate-

m‘\ti}co,‘d‘.e,integrales de trayectoria', es la medida de

Q)

Wiener

La densidad de probabilidad del proceso x(t) dado por

la ec.(3.80) es entonces:
p(Xotl y,u) = "E(x) / WE )

t
.exp {E(t-u)/h} [ exp { -f V(E(S)Mds/h}
el "
(3.85)

My (de)

(*) La medida de WNiener se obtiene de suponer una trayectoria
c"oipuqitn de n pnsosk "equivalentes" y asociarles una

distfibucidn gaussiana a las trayectorias

2
n 3/ 3(ry-T;_4)
P((rD= s ( (——) * ap| — A
j=1 2weA s 2248

en el 1fmite en que As+0 pero n 4s=L

, L
P(r(s))Sr(s) = D |r(s)| exp‘ '%E oJ ‘r(s)‘ 2 4s

que es la medida de Wiener.
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Si se toma a=y y X = 8, en la ecuacién (3.85) lo que
resulta es la probabilidad para que exista efecto tunel to-
mando en cuenta el valor de 1la medida de Wiener y debido a
que la energfa promedio es constante, la ecuacibn (3.85) se

puede reescribir en la forma:

P (8,t/u,a) o (¥,(8)/¥ (a)).

. exp -h'l]t[%éz(s)* v (g£(s)-E]ds (3.86)
u

Se toma el méximo, [ ], debido a que la acci6n debe ser
un extremal. dado que las :::yectorias son cldsicas. Para una
a y 8 dadas el valor de y(a) y v(B) son fijas, por lo que la
problbilidad de transicifn es proporcional a:

P(8, t/a, u)a exp [-2/h[°(2 V(&) - E}'/2 de) (3.87)
a max

N6tese que la probabilidad de transici6n depende s6lo
del tiempo si a y g8 estdn dadas, por lo que en realidad te-
nemos una descripcifn del efecto tunel dependiente del tiem-
ﬁo. La ex. (3.81) demuestra que una probabilidad no nula de
que exista efecto tunel es perfectamente compatible con la
mecafiica cuﬁhtica estocistica y es en el marco de &sta teorfa
que se puede entender un poco més la razén de que se dé en
sistemas cufnticos una "penetraci6n" de barreras de potencial

aunque decha penetracién en el sentido literal no existe.




1I11.2. Spin y Estadistica Cuéintica.

Si bien es verdad que esta seccifn se avoca a la ta
rea de desarrollar temas como, una posible generalizacifn de
lq'teorta_estocastica con miras a desarrollar un formalismo
aplicable a teorfa de campos, también es cierto que trata pro
blemas como el thn del electrén, donde la discusifn es he-
cha en el mafco de la Mecdnica Cuéntica no relativista, pero
con miras 'a una posible geﬁeralizacidn, Temas como la ecua-
cién de Klein- Gordon (partfculas con spin entero) también
es desarrollada aquf, Em forma andloga se discute el proble-
ma de encontrar un anflogo cldsico para los fermiones y 1la
cuantizaci6n para bosones. Todo, formando parte de una gran
"mezcla de temas que tienen en comGn ser problemas recien-
tes y en principio se encuentran abiertos, ademds, que sien-
tan bases péra una formulacién o generalizacibén de la teorfa
gstbclstica de 1a Mecfnica Cuidntica, planteando en muchos de
los ;eias géneralizaciones del formalismo que son interesan-

tes de discutir.

El orden que se ha seguido en.los temas es un poco
para dar mayor claridad de los problemas, y es por esta ra-
z6n que'elpqzarelos por el spin del electrbn, que es un pro-
biein nada trifial si se piensa que para tener un momento an
gular (clfsicamente) es necesario que la partfcula posea es-
truétura y en cambio en cufntica, el electr6n es puntual y

el spin del electrén surge de una manera poco clara. Ahora
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bien, la Mecénica Cuiantica Estocistica es una teorfa donde
las particulas son cldsicas y si pedimos que la particula

sea puntual debemos de pedir que de alguna forma el campo
subcuéntico imprima en la partfcula un movimiento tal que el
spin surja como el resultado devlos grados de libertad intrin
secos a la parttchla. con 1o cual se estd comprometido a ha-
cer una teorfa del spin del electrfn donde se revista la par
tfcula de dimensi6n finita, y es en este sentido que se plan
tea el modelo del spin del electr6n que se desarrolla a con-

tinuacifn:

111.2.4. Formulacifn E stocstica para partfculas Ccufinticas

con’Spin.

La finalidad que tiene esta seccifn es la de discu-
tir el modelo para particulas con spin due ha sido, segGn la
literatuta, prdpuesto por F, Bopp y R. Haag en 1950. Dicho
modelo en la Mecfnica Cufntica Estocfstica trata a la parti-
cula cargada como una esfera rigida con distribucif6n de masa
no necesatia-ente homogenea aunado a la idea propuesta por
Luis de 1a Peﬁa(s‘) de tratar al spin de 1la partficula fenome
nolégicamente como el resultado directo de la rotaci6n azaro
sa inducida por el campo estocdstico de fondo. As{f, la par-
tfcula al estar inmersa en el campo subcufintico, realiza un
movimiento aiaroso o®%zitterbewegun cuyo resultado final es
el de revestir a 1a partfcula, haciéndola parecer una esfera

de radio finito (sin importar que esta sea puntual en ausencis
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del campo y como resultado de los grados de libertad inter-

nos surge el spfn de la particula),.

Ahora bien, este modelo adolece de algunas dificul-
tades que quedan como problemas abiertos ya que en el marco
de 1la Mecfnica Cufntica Estoclstica no son resolubles. Tal
es el prcblela,‘que no se toma en cuenta, de que la particu-
1a se encuentra cargada debido a su movimiento azaroso radfa
y la radiacién en principio es tan complicada como el movi-
miento mismo, dé tal suerte que al tomar en cuenta este efec
to el problema se vuelve intratable; ademds, el modelo que

aquf se presenta es no relativista.

Consideremos un sistema de partfculas sujeto a una
interaccién estocdstica; sabemos por 1la seccifn IIIJ .4) que
el movimiento de las partfculas se puede descomponer en la
-parté‘relativa y la del centro de masa, donde la posici6n de

la partfcula o se puede escribir como:

T, =7+ o? (3.88)

T es la coordenada centro de masa y p° es la coordenada rela
tiva. De la misma forma en que se decompusfé el movimiento

translacional se puede descomponer el movimiento rotacionalﬁ' )

cC®*=Cc+nxp” (3.89)°

donde:
c® = yv' ¢ y° (3.90)
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y se puede mostrar(Iss) que la velocidad angular se separa en

‘una parte estocfstica y otra sistemitica:

= @ + (3.91)

tambiefi se muestra que dada la independencia de los movimien

tos de centro de masa y coordenadas relativas se puede escri

D, T =V (3.92)

D r=20

(3.93)

Ds pu_ X pa ,

‘de donde el momento lineal total de la particula es:
p=im®cC®am(Veu)=m (3.94)
y el momento angular del sistema estd dado por:
JeJ " xp®=rxP+I .a=L+8 (3,95)
donde L es el momento orbital angular total y S es el spin

de la partfcula y wes el tensor de inercia:

ne=]m? 1) 8ij - og o; (3.96)
a
Ahora bien, suponiendo una distribucién esférica de masa el
tensor de inercia se diagonaliza y el momento de inercia de

una esfera es:

I = % m ag’ (3.97)
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donde el pardmetro a, es proporcional al radio de la distri-
bucién de masa, la constante de proporcionalidad depende de
la forma particular de la distribuci6én, pero para cualquier

ley razonable debemos esperar este valor del orden de la uni

aad 61},

Debido a 1a descomposicién en velocidades, el momento
angular de la partfcula se puede descomponer en dos contribu
ciones: una parte sistemitica que coincide con el momento an

gular clésico y otra parte que es puramente estocdstica:

=R TrXV+RTXU®=T™x_ +n (3.98)

S-In*l‘-ss+sc
Desarrollando Ds y Dc analogamente a como se hace en el
‘capftulo II y tomando en cuenta que los grados de libertad

del cuerpo son seis, se tiene:

]
DC - 3t ¢+ v,V ¢+ u.VC (3.99)
D = u.v +Dvle v+ D v
s . ‘ - Ve Ve

donde ahora V estf tomado con respecto a las variables de
centro de masa y VE respecto a las variables relativas, los

coeficientes D y DE son los coeficientes de difusi6n dados

por:
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D =%/2m (3.100)

D€-¢R/21

donde, como se deberfa esperar, m es la masa de la particula
I es el momento de inercia de la distribuci6n esférica
como cuerpo rigido. Ahora bien, si la partfcula se encuen-

tra~bqj0‘1n accion de un campo electromagnético:
3A e 2
Fo =e (-9¢ - 35,) ¢ c (Vx (vx A) (3.101)

si rgcbtdl-os, en el capftulo II se ha visto que i%;-b D
definido por (2.16) y ves c definida por (2.30), en la Mecs
nica estocéstica. Escribiendo a D en términos de Dc y Ds a
partir de las ecuaciones (2.22) y (2.23) y separando la chg
‘ci6n que se obtiene en la parte invariante bajo una inversidn
temporal ylla ho invariante, la ecuacifn de movimiento se des

en las siguientes ecuaciones:
£{*) -« . £ DA ¢+ e/c (V.9IA + £ (v x (VxA)) -evs

£ = (-ec) DA + & (uWIA +

nje

u x (VxA) (3.102)

L. de la Peﬁa(s‘) considera el caso en el que el campo eléc-
trico y magnético que siente una diferencial de masa (de la

esfera) se puede desarrollar en series de taylor alrededor
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alrededor dél»centro de masa del cuerpo tomando en cuenta
los posibles efectos provenientes de la distribucifn de car
ga de la particula, reteniendo solamente los términos hasta
segundo orden (a 10 que estamos forzados ya que la formula-
cifn estocfstica est8 hecha hasta segﬁndo orden), introdu-

ciendo ademis el factor g:

g = ;gu a® (pu)Z / n® (pu)Z (3.103)
a
donde g* = %? (%fb" a es el rotulo para la a &sima partf-
cula que compone a la esfera, o®es el radio de la a-ésima
parttcula y'ld sSu masa y usando las ecuaciones (3.102) se
obtiene:

F (') ao B o % (v x H) + (ge/emc) v (5, - H) +

- (H .9) S¢- Hx (vx §c) + % gea;, v E=« % v x v2 H
(3.103)
(-) . o 1 - - e a -
Fo e (D/O)vxH) + -axH + 8 v, .H) +
- (H.9) Sg-Hx(vxSs) +é—genz %vz(vxﬁ)+g__—uxv2ﬁ
donde Sc y Ss es la parte sistemftica y estocfistica del
spin dados por la ecuaci6n (3.98); haremos un cambio de

varisble de la siguiente forma:
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Vy, =V -1i u
S, = S_ - i

(3.105)
Fo,= F$P)o iF(7)

cambio que se hace frecuentemente en 1a teorfa estoclstica
y que permite reescribir las ecuaciones de movimiento en la

forma compacta.

D, mV, = F, (3.106)

y su compleja conjugada:

D, mV, = Fo, (3.107)

las cuales son perfectamente simétricas. Ahora bien, de 1la

fprqa para‘F.. ecuacién (3.104) se ve que esta compuesta e-

sencialmente de tres términos, uno que es la fuerza de Lorentz,

un segundo término que es debido a 1a interaccibén spin cam-
PO y un tercero que es producto de la estructura de la par-
tiéﬁlg.’LEste Giltimo presenta problemas, en el sentido de
que si la particula se puede ver como una esfera rigida de-
berk de existir una fuerza que haga que se mantenga dicha
estructura. De la ecuaci6n (3.104) se ve claramente que si
el radio crece también el valor de 1a fuerza (dado que va

CORO 'az), siendo aun mayor la fuerza necesaria para mante-
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nexr la estructura esférica. Tarbién surge el prcblema de que la acelera
cifn que siente cada elemento de volGmen va camo a2 y entonces al crecer
el radio mayor es la energfa que se pierde por radiacién electromagnStica.
1a mc&uca Cuintica Estocfstica no @4 respuesta a estos problemas y ni-
siquiera estf en posibilidades de hacerlo, dado que es wa teorfa puramente
WMgIcaydevariablesoctnm. Es por esto que al nivel de esta
teorfa estos problemas quedan abiertos : la respuesta a ellos vendrf ne-
cesariamnte de wna teorfa mis fundamental , basada en primeros principios
como 1o podrfa ser la Electrodinfmica Estocfstica o alguna alternativa a

mladiscmidn scbre la equaciSn para particulas con spin
hemos dicho que lu ec. (3.106) Y (3.107) son totalmente simftricas; de
ahf la ponibmdad de solo resolver explicitamente una de €llas, tarea a
h que psm ahora.

Integrando 1a ec. (3.106) en forma anfloga a como se hizo en el capf-
tulo II, se tiens:

V, = 2DM - (e/mc) (A +eV°A)
(3.108)
e= V6 g & ;

sustituyerdo en la ec. (3.106) se ve que resulta ser el gradiente de una
funci@n cuya integral es:

MDA W +YmVy -~V + T

4+ VV - /2me H =0
€ Fo/émo B (3. 109)

com> es usual se prapane

W=(ln. ¢ ) (-1) (3.110)
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y esto nos lleva a una generalizacifn de la ecuacifn de Pauli

para una patfcula con spin:

i3t SLIiRv-S(aeev?A) 12y (Voev?V)v-§E S, By (3.110)

Ahora bien, para poder interpretar a S,como el spin de
‘la particula es necesario demostrar que existe un operador
asoc:ado a &1 que satisface las reglas de conmutacibn que lo
definen cuanticamente.

Cabe hacer notar que en la ec.(3.110) es una funcién de
las seis coordenadas del cuerpo rfgido .Como el desplazamiento
mis general del cuerpo es una traslaci6n del centro de masa
ljs una rotacxon con respecto a este, hacemos uso de los fingu
los de Euler 8,¢,x Yy suponemos al momento angular total como

‘gigue'

J=-ihfxvrihV€ (3.111)
‘por 1o que tambien Y se supone:'Y(E,E)- Y(r) ¢(E) se tiene

véf(zs.)esta dado por

(Vglx‘{°°s°%6‘s°“°(°°‘e%$‘slne %iq

(VE)yx sen¢%ﬁ¢c05¢(cose%3-slne %;» (3.112)
- 9

por 1o que resulta
3,1 3? _,cotg 3a?
“ﬁzlé“’*°°teae senrs (537 5y Ysers wxaed ¢ (3.113)
A partir de las ec, (3.112) es facil ver que las compo-
nentes del spIin son dadas por:

S--ﬁhvg (3.114)
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cumple con las propiedades asignadas usualmente al momento
angular,con 1o cual el espectro del‘spin'queda cuantizado
y puede tomar valores enteros 6 semienteros.

En concreto,las componentes de S cumplen con las re--
glas de conmutacifn:
155, S;1=ih ;5 §,
~ay A (3.115)
|S ’ S |' 0
De las ec.(3. 115) se sigue que se puede construir una
base comin de eigenfunciones de S y S2 en particular. De

acuerdo a la meclnica cufntica las ecuaciones de eigenvalo
res para s y S 2 (&

s2 ol @)= 82505+1) o) (0
s, o) )= fm 0{)) (e) (3.116)
5, P 5 o Peo
donde
S, = 2712 82 18))

_ (3.117)
a{s)e|3 Gm) (gemeny| 172

La solucifén mas general para la ec.(3.110) es de for
na-

¥(r,£)= i . 0£{)(£) Vo (1) (3.118)

m=-j

Para ejemplificar lo que resta por hacer,es tomar el
spin igual a un medio y entonces:

v(i,6)=0 {15210 vy ,,000 05D v, ()

(3.119)
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que cuando el 1fmite del dltimo tfmino del lado derecho es cero, permite
recuyperar la ecuacidn de Schrodinger para la partfcula puntual sin spin
y sametida a la accifn de un campo electraomagnético, donde cbviamente

V= - of (3.124)

En el marco de .la Mecfnica Cufintica EstocSstica no es evidente que
tal 1lfmite exista.

I11.2.2) Estadfstica Cufntica.

Es interesante discutir la cumtizacién de osciladores de Bose y Fer-
m ya que ello permite generalizar los resultados abtenidos para wna mezcla
de osciladores a temperatura distinta de cero , y con ello hacer estadfs-
tica cufntica. Adamfis , estos temas son de gran interés , ya que nos permi
‘tan entender wn poco mfs scbre la fisica subyacente . Por ejenplo , en el
nmodelo del oscilador de Fermi , donde es claro que el cbjetivo es explicar
o clarificar la naturaleza del fermién y posibilitar discusiones scbre las
causas ffsicas del principic de exclusifn de Pauli. O bien ,en la descrip-
cién eltodstica de mezclas cufnticas fuera del cero absolutd , donde no
] inmediato la fundamentacifn de wn proceso estoc8stico dependiente de
la tenperatura qus tenga oorp lfmites en el cero absoluto , el proceso
estocistico markoviano de la MacSnioa Cufintica Estocfstica .Y a temperatu
ras grandes se redusca a un proceso no reversible, y que sea el proceso
natural que se utilizarfa para wna descripcifn estadfstica. Tanbien hay
que tener en cusnta la distinta naturaleza de las fluctuaciones culnticas
4\3 dominan en el regfmen de bajas temperaturas , y las fluctuaciones tfr
micas . Para resolver esta problemitica se deriva el proceso de la Maci-
nica Quintica mtochtica, camw el asociado a un oscilador en equilibrio

con wn baiio ﬁmioo 3 ) .Esto nos permite tratar a las fluctuaciones
cufinticas y tfrmmicas dentro del miamo esquema de las ecuaciones estocs-
ticas ordinarias s 013 ). on esto se logra unificar vislumbrandose el,

proceso estocfstico requerido para la Mecfinica Estadfstica Cufntica.
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La cumntizacifn estocfstica para un capo de osciladores de Bose es
inmediata , ya que se cuenta con un modelo clésico adecuado, que consiste
en ;n conjunto de osciladores desacoplados. Sin enbargo , para el caso

"de Fermi no existe dicho modelo clésico , cuyas ecuaciones puedan ser

estocastizadas. As{ se hace necesario , en este caso amnstruir wn mode-
1o "clécico” que nos per.mita aplicar el mftodo de cuantizacién estocfis-:
tica .Ests modelo ha sido propussto por Guerra et al ® ), aunque posee
wm carScter puramente formal y demenda hacer una gereralizacifn del méto
(h ¢h umu.ud.&n estocistica, ya que el espacio es distinto al del mo-

Ini.d.melestuno tratmd:mcmpochoscilad:mschaooe ;s YO
mrrlmcb en part:iunar + al caso del canpo electromagnético libre cuya

es:

- ad a2y 1

Lyw= / @ {E2 - 8%} wyen (3.131)

en unidades gauwsianas (c,u, o= 1).Saberos que asociada a esta lagrangiana
na existe una accifn:

s=/" L Wt (3.1%)
T2
d 1o que , haciend> wo d8 A y @ (potenciales vectorial y escalar res
pectivamants) como coordsnadas generalizadas y splicando el principic de
Hamilton se sigusn las ecuaciones de Muwell 030 )

e =3B, Ux B = -3 .E

-~ (3.133)
VE= V'B=0

dmnde nhanpmshoqmla}wloddndchpmpagad&x&l canpo es C
{ welocidad de la luz) .De las ec. de Maxwell es facil verque Ey B
satisfacen la ecwaci6n de cnda

e=0
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(:)»EE 2 O
(3.134)

3
}
donde [] es el D' Alambertiano O = V -4 g
Las ec. (3.134) tienen como solucién ondas planas trans-

versales que en términos de las coordenadas canfnicas se pue-
den escribir:

E = -F VaU (x) P (¢),
B =t U (x)q,(x),

(3.135)

donde ( U } es un conjunto de funciones ortogonales completo
solucién & 1a ec. de Laplace y Pn(t) » q,(t) son las coor-
denadq;'ClnGnicas de los campos, cuyos parentesis de Poisson

pno pnil = { QQ, Quo} =0

(3.136)
{q,, Py )= Spps
-Se puede mostrar que el hamiltoniano del campo electro-
-agnétiéo es:

2 2 (3.137)
SRR IS
que corresponde & 1la lagrangiana
L(Qd) =t (1/2 @2 m - 1/2 ¢ ) 3.1
y cuyas ecuaciones de movimiento son:
'q.“ + 1/.“ qn - 0 ns= 1.2.-.. (3.139)

Ahora bien , de acuerdo al m&todo de cuantizacién esto-
cistica , supondremos que podemos asociar a las q, un proceso
estocstico markoviano que cumple con la ec. (2.26 )
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dq, = b, (q, ,t)dt + dwW (3.140)
La ecuacifn de movimiento estocflstica que (sustituye a
la ec. (3.139) esté dada entonces por:

1/2 ( Dba +Dab)=-1/m (q,) , (3.141)

Sabiendo que la solucifn para el estado base de la ec. de
Schrodinger del oscilador armbnico es:

1/4

¥(x,t)=(m w/f ) exp (-mwx?/zh -iwt/2)

(3.142)
inferimos que la densidad asociada al proceso estoclstico q,
en el estado base es:
o = (aw/hn)'/2exp (-mwx?/h) (3.143)
Escribiendo como en la ec. (2.53 );

1/2

Y = p1/2 exp (i S(x,t)/h) (3.144)

y conpatuﬁdo términos con la ec. (3.142) se tiene que:

S(x,t) = -wt/2 (3.145)
Yy que la velocidad sistemftica ec., (2.¢0 ) es consecuencia
VE 3,5 =0 (3.146)
de dondg b(x,t) es; b(x,t)=-wx(t) (3.147)

Por 1o tanto, la ecuacifn diferencial del proceso ,ec.
(3.133) , resulta ser(ﬂ

dqp ® W, qn(t) dt + dwW(t), (3.148)
‘que es la ecuacifn diferencial para un proceso estoc8stico
con media cero y covariancia:

<q(t),q(t') > = /2mw exp(-w} t-t'l) (3.149)
M&s en general tenemos que por ser independientes los
modos se cumple que:

: 3.150
Elay,an, } = #/2mw,  exp(- [t -t | G, ( )



De la ec. (3.135) tamando en cuenta que
- m
Pp (8) =m v, (t) = (b, + b)) - (3.151)
se obtiene

- ® m
B = - 'vax“nT(bn*bn)'
. . ’ (3.152)

donde tanto B como E son procesos estocdsticos que cumplen con las di
ferenciales

a8 =-vxE (B , X,t) dt + dN (u,t) D,B= -Vx E,
M, E. +# D. E)=vx B ' (3.153)

De la ec. (3.150) se sigue que B también es un proceso estocdstico
gaussiano y _de media cero.

En forma similar al campo de base se resuelve el modelo de funciomes,
so0lo que para el oscilador de Fermi es necesario definir un modelo
matemfitico como se muestra & contimuacién:

Q = p » p = Q (3.154)

‘que aumple con las reglas de anticonmutacién para fermiones

Q.P] . =0 (3.155)
Ademfs, se toman P y Q matrices de Panti con
P2 = y Q=1 (3.156)

Se adopta‘cano espacio, el espacio de Hilbert - =H=L? (z; , do ),
donde 2z, = (-1, l}.[do -Zt, » que queda definido por la
accibn de y t H

Q{y () =ocv¥ (0, Py(e) = iov (-0). (3.157)
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De acuerdo a las ec. (3.154) y 3.157) el Hamiltoniano del sistema
queda definido por:

Hoyp @ = o+ {yv@) -p(a))=3 )y -y (-0)} (3.,158)

de donde 1a ecuacién de Schrodinger es inmediata de establecer y tie
ne por solucifn

p(t,o) +cos g +gseng exp { -i (t- t})} (3.159)
Para poder aplicar el formalismo de cuantizacibn estoc4stica se hace |
necésario el redefinir la velocidad hacia adelante y hacia atrids, y
las defiva;las estocisticas. Por analogfa con la Mecdnica Cufntica |
se define:
-l
P (tyo) = 1fm +at E {e(t:at) -e(t) [e(t) =0}, (3.160)
el cual se propone igual a:
Pt = ; [o] (3.’61)

y la derivada hacia adelante y hacia atris queda dada por

D*  (e(t) )= PU(t,e(t) ) (3.162)

Cambinando (3.161) y (3.162) 1a aceleracibn estocfistica se reduce a:

+

3 (D" P+ D P'}= - (1) (3.163)

con la cual se recupera la ec. del oscilador de Fermi. Ahora bien
‘cualquier funci6n analftica en este espacio puede escribirse como:

F (o,t) = Fo ¢+ o F, ’ (3.164)
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en particular se define 1a densidad de probabilidad asociada a E (t)
camo;

p (o,t) =po +0py (O,t) , (3.165)
dado que P (t,0) es definida positiva y normalizada a 1a unidad

o= 1 .y -1<p@®)I1. (3.166)

Para cualquier funcifn F (o,t) la derivada hacia adelante y hacia
atrfs queda dada por:

DY(F (o,t) ) + Mmtat™ E{F (o (t+at), t +4t) - F (o (1),
At+ o+

1)) -% + Pt (,0) VF (t,0) (3.167)

donde V s6lo opera sobre la variable de spin, Se demuestra que si
'F y G son dos unciones cualesquiera entonces

$F E(F (t,) G(te) = EF (t,e) D°G+GD F (tye) )

(3.168)
‘Como.se sigue directamente de 1a definicifn usando (3.167) que si
= o entonces:

G glt‘-- P+pV6 + (0-V)PpG (3.168)

de donde en particular, tamando G = 1 :

%g + (V-0) P p=0 (3.170)

y G = o se tiene:

B +wpP -oPp= 0 (3.17M)
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Si introducimos la derivada sistemitica y estocistica definidas por
P ap ' P
Px—— y § P-—-—i——- (3.172)

desarrollando a p, Py &P en téminos de 0 se obtiene la ecuacion
de contimuidad, la que se puede escribir camo:

p, = Po + o, P (3.173)

restringida a:
P *+pPc=0 (3.174)
§Po+ pdP=0 (3.175)

A partir de la ec. de movimiento estocfistica ec. (3,163) y por la
ec. (3.167) se llega a

2 P+ PUP -8P U P = -0

3t , (3.176)

ecuacibn que al desarrollar P = Pe+ 0 P, y & P en la misma forma
se transforma:

§Po 6P = Po+ Po P, (3.177)
(6P)* = 1+P2% b (3.178)

De las ec. (3.173), (3.176) y (3.178) se encuentra cque

P + py=0 (3.179)

de donde

pP1 mcC cos(t-ro)y Ce[—l,l] (3.180)

conociendo p, se tiene determinada la densidad de probabilidad del

proceso e(t) y debido a que es markoviano se tiene caracterizado en
general. Lo que resta es deteminar C y 1o para cada proceso en -
p-rt‘icular. Para ello se recurre a calcular:

E (e(t) )= p,(t) = C cos (t - To) (3.181)




definiendo entonces

+ -
D= —‘?-—E—D— - P (0,t) - (3.182)

a partir de ,(3'182)

E@e®) ) =5 = -c sen(t- 1) (3.183)

Las ec, (3.181) y (3.183) son importantes ya que nos permiten rela-
cionar 1la posicifn media del proceso y la velocidad media con las
constantes de integracién C y 1o con lo que al sustituir en (3.180)
’quedan determinadas tanto 1a velocidad osmftica y la sistemitica,

ec. (3.172), y mds afin, la densidad de distribuci6n del proceso, lo
que permite en principio conocer todas las propiedades del mismo,
'Sﬁlo resta por discutir 1a conexifn entre este proceso estocdstico
con la solucién a la ecuacién de Schrodinger. Sabemos que la solucifn
‘est§ dada por (3.158), de donde los valores esperados para Q y P son:

<¥1 Qy>= <Q>, = sen 2acos (t-re) (3.184)
y

<y Py>= <P> sen 2 a sen (t-to) (3.185)

w =
respectivamente. Ahora asociando a y (t;0) un proceso estocistico
‘tal que

E (qw) = <Q >¢’
y

E (PW) =<P v (3.186)
se obtiene que para dicho proceso a y 10 son:

C= sen 2a Yy to= To (3.187)
de donde

Py = 1 +gsen 2a cos (t-10) (3.188)

En particular, para el estado inicial t = 1o y a = o; resulta oy = 1,
es decir la certeza de encontrarlo en el estado base y, en particular

IIm P (tio/ t+pt, -0} .
At+ o At

(3.189)
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De esta Gltima condicifn se obtiene la solucién

P(ta/ t'w') =1 +g0 e (t-") vy ¢ (3.190)

que es la probabilidad de transicifn que se encuentra para la mecé-
nica cufntica,

A pesar de que el modelo discutido da la conexifn entre la mecénica
cudntica y la meclnica estocdstica, es claro que no existe ni se pro
pone ningdn mecanismo ffsico que explique el comportamiento cudntico.
As{, este trabajo se queda a nivel formal, sin llegar a explicar el
origen del proceso estoclstico subyacente, Sin embargo, no deja de
ser interesante, ya que representa una posible generalizacién del
método de cuantizacibn estocistica para el caso de fermiones. Cabe
hacer notar que en este tema no fue necesario conocer ¥ (o1t) para
obtener p (o;t) = y y*,sino que se puede obtener vor otros medios.

Resta ahora discutir de que manera se aplicarfa el método de cuanti
‘zacibn estocistica para un sistema cuintico en eaquilibrio témmico.

Se ha éncon_trado que la formulacibn estocidstica juega un papel sig
nificati_\ro en la teorfa cufintica de campos ', al menos como una
herramienta matemStica poderosa. Ademis, un anilisis detallado de es
ta fonmlaciﬁh en téminos de integrales de trayectoria revela que
en el 1fmite de temperatura cero emerge el proceso estocistico de la
Mechnica cufintica estoclistica, evidencifiindose asf el caricter unifi-
cador que posee dicha teorfa®® . Asf, 1a evolucién temporal de un
sistema culntico en contacto con un bafio témmico puede ser represen
tada por un proceso estoclstico que tiene camo 1fmites: a temperatu
ras altas el 1fmite cldsico. “onde la interaccién con el bafio se in
troduce en forma fenunenol6g1ca'2) por medio de una ecuaci6n tipo
Langenin; a temperatura cero, la matrfz de densidad se colapsa al es
tado base, cuyo camportamiento cufintico se describe en el marco de
la cuantizacién estocfistica. Es claro que el origen de la estocasti
cidad en ambhos 1fmites es conceptualmente distinto, y mientras que a
altas temperaturas se tiene un proceso estocfstico irreversible, el
que se supone markoviano, a bajas temperaturas, se encuentran camo
1fmite un proceso markoniano, reversible en el tiempo y conservativo,



Cabe aclarar que acui s6lo se hace explicitamente la generalizacitn
para un gas de Base en equilibrio témico. En particular, considera
mos un sistema aislado, tal como un oscilador arménico unidimensio-
nal con Hamiltoniano

p2 1
Es bien conocido que 1a mexcla de estados coherentes, solucién a la
ecuacibn de Schrodinger del oscilador amménico es

| I -
Vel T (B TR R @) v @

h
- ;i; P()q()- %), (3.192)
donde o= (Po, qe) es el conjunto de condiciones iniciales. En el
marco de 1a MecAnica Cufintica Estocistica se encuentra asociado a es

te estado un proceso estocfstico Xo (t) que cumple con la ec, dife-
rencinl

Xa(t) = (&  -W(xg- q))dt+ vh aw (3.193)
m
donde Gensa et alm) muestran que Xa (t) se puede escribir:

Xq(t)-x (t) + q (v) , (3.194)

donde X (t) es el proceso estocdstico asociado al estado base con
covanancm dada por (3049} v media ceioy {q , P} son el mo-
mento y posicifn cldsicos asociados al estado coherente yay solucibn
e ‘

dP = -mw?qdt

dq = 1 pat (3.195)

De lo anterior se desprende que Xo puede verse camo la camposicién de
una trayectoria cldsica determinista y un ruido cufintico de fondo aso-
ciado con el estado base. Debido a ello, Ruggiero y Zannettiom pro-

ponen modificar las ec. (3.195), en forma fenomenol®gica, agregando un
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factor que permite obtener una teorfa irreversible

dP=w?2m q dt -ydt + /D dw

dg= & at (3.196)

muestra que la ecuacifn para el proceso del estado base es

dx,=-wx,dt + /A dw , (3.197)
m

‘donde 1a interacci6n con el bafio témico se introduce a través de

vyyD.

La densxdad de ‘probabilidad asociada al proceso X (t) = x (t) + q (v)

que describe el estado de equilibrio térmico, puede obtenerse a par-

tir de una superposicxm de estados coherentes con el factor de Boltaman

a la temperatura inversa efectiva a mexp { i w) -1 de tal suerte
w

que ’1:9,.:|natriz de densidad queda expresada como

ov [ Vo <varv> 418 @ (3.198)

dondeces el espacio fase accesible al sistema, duB es la medida cl4-
fsica asociada a dicho espacio

dyp =8 exp (-BE) dE do (3.199)

Yy E c1 S la energfa para el oscilador ammOnico cldsico. A partir de
3. 192) se ve que

pa = (m w/hw)t exp{ - mw (x - qcl)2 } (3.200)
—I%

no es diffcil mostrar que el coeficiente de difusién asociado al pro-
ceso X (t) es:

D= 2my/C , C= e ™B_
Rw (3,201)
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A partir de (3.200)™, (3.196) y (3.197) se encuentra que X (t) es un
procesb'gmssiano con media cero y covariancia dada por la suma de
1as correlaciones de los dos procesos que la camponen:

1 Wwot-t e K e ¥t
<X (t) X(t>= L. oexp{- - DI
(3.202)
donde la covarianza de q (t) es
cq(t) q(t)>= L e WPt (3.203)

Tal como estf definido el proceso X (t)_ dado por (3.194) no es
markoniano sin embargo, introduciendo P (t) = m q(t) se 1llega al
proceso: Q (t) = { q (t), P (t), X,(t) }, que si es markoniano.

A*'pnr,tir de, (3.202) se puede ver que

1fm X (t) = q (t) : proceso estocistico cldsico (3.204)
g+ 0

y que

1im )_((t) = X, (t) : proceso estocistico para el estado base

8+ oo (3.205)

que son precisamente los 1fmites que se esperaba obtener. Por tanto a
tu\peraturas intermedias, el proceso estocstico subyacente, es el pro
ducto tanto de las fluctuaciones térmicas camo de las fluctuaciones -

cufinticas, donde ambas compiten entre sf. Con esto se ha probado que

es posible asociar al sistema cufntico en equilibrio témico un proce-
0 estociistico que cumple con los requerimientos de la Mecfinica Cudnti
ca EstocAstica. Cabe hacer notar que esta deduccifn, aunque fenameno-

lﬁgica. llega a los mismos resultados que obtienen Guensa et aim)
por un camino mds formal.
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Por tanto a temperaturas intermedias, el proceso estoclsti-
co0 subyacente , es el producto tanto de las fluctuaciones
térmicas como de las fluctuaciones cufinticas, donde ambas
compiten entre si. Con esto se ha probado que es posible
asociar al sistema cufintico en equilibrio térmico un proceso
estocfstico que cumpla con los requerimientos de 1a Mecéni-
ca Cufintice Estocfistica. Cabe hacer notar que esta deduc
cién , aunque fenomenolbégica, llega a los mismos resultados
que obtienen Guerra et al (B ) por un camino mfés formal.

II1.2.3) Aproximacibn Relativista: La Ecuacibn de Klein-Gor
don.

Es posible 1llevar a cabo una generalizaci6n del método
de cuantizacibn estocfistica para el caso relativista en una
forma paralela al desarrollo hecho para el caso no relativis
ta .Sin embargo 1a generalizaci6n no es inmediata dado que
es necesario plantear hip6tesis adicionales para llegar a
€él1a (92 143 ) (9 lPor lo que existen varias teorfas al res-
pecto no enteramente equxvalentes. Una de los primeras di-
ficultades con las que se encuentra dicho modelo , es la
necqsxdad de definir un tiempo propio para el en semble("3 )
otra_inportante es como definir una densidad de probabilidad
en el espacio tiempo de Minkowsky.En particular debe de te-
nerse en cuenta que Hankin ha mostrado que si el 1fmite en
el que el incremento de tiempo va a cero es usado para cal-
cular las densidades de probabilidad condicional P y P, ,el
Gnico valor para la constante de difusi6n compatible con la
invariancia relativista es cero (97 ). Tratando de solventar
estas dificultades un posible camino consiste en discretizar
el tiempo, es decir tomar una sucecifén de eventos separados
por intervalos de tiempo pequefios (su valor se fija al des
arrollar la teorfa) de tal suerte que la colecciébn de dichos
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eventos conforman la trayect6ria de la partfcula. Debemos
demandar adem#s que la velocidad 1fmite sea la velocidad de
la luz , lo cual no necesariamente pasa para todas las tra-
yectfrias ' permisibles de 1la M., C. E. , por 1o que se hace
necesario un postulado adicional . Asf se postuf§7(97 )
que C es la velocidad instantfnea de las partfculas relati
vistas entre las interacciones con el campo estocfstico o-

culto . Obviamente la particula no puede atravesar todo el
trayecto con velocidad C , pues tal comportamiento serfa in
compatible con el sentido comGn .Sino que la partfcula al
‘interactuar con el campo estoclstico cambia su direccibn de
movimiento tan,azarésaménte como dichas interacciones , de
tal suerte que la velocidad promecio serfia la velocidad
"real" u observable de la partfcula.

Habiendo postulado que la velocidad entre interaccibn
es Cy la‘discretizaci6n del tiempo aunado al modelo esto
clstico de la M. Cufintica, se esti en posibilidades de con
struir la generalizacibn relativista como se muestra a con
tinuacién.

Se ha visto en el capftulo anterior que el coeficiente
de difusifn estf dado por

D= 1fm 1/2 Ud"i)‘) = f/2m (3.233)
at=e dt

donde i denota las i- &simas coordenadas de la particula
Como en el caso relativista no es permitido t®0, la ec.
(2.4 ) se cambia por:

L]
1im 1/24d54Y) = £/2m (3.234)
como se ha discretizado el tiempo podemos escribir:

1fm 1/n (i 1724 xi\‘)) = 3f/2m (3.235)
N -9ee in .z

donde qx; es el i -Esimo desplazamiento en el conju { de n
.desplazamientos que ejecute la particula entre cada intera
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ccién . Como hemos supuesto que la velocidad con la cual

atravieza cada intervalo x; es C , se tiene que:

(3.236)
y por la ec. (3.235) el valor de queda dado por:

Z = 3h/mc? (3.237)
en donde se ha supuesto que las interacciones con el campo
se dfn a intervalos de tiempo iguales a .

l Ahora lo que procede es suponer que existe un sistema
de referencia que viaja con la partficula , podiendo ser el
que se. mueve con la velocidad promedio asociada a &lla. Ba
jo estas condxcxones solo resta ver cual es el sentido que
se le dar§ a la probabilidad ( distribucién) del proceso y
en que medida se puede hablar de markovianidad.

Debido a las caracteristicas del movimiento aleatério
que sigue la partfcula,si al tiempo t la particula se encu-
entrajen X , la Gnica posicién que puede alcanzar un tiempo

después.se encuentra en la superficie de la esfera de ra
dio:

A = 3h/mC (3.237)
centrada en X ; debido a esto se introduce P(f1) df4 como
1a distribucién de probabilidad por &ngulo s6lido, la que
se supondra markoviana para poder hacer el desarrollo en
forma paralela al caso no relativista , por lo que P(f)=
P( x t/_.n(.n) »Z) . En efecto si la particula se encuentra
en el punto X al tiempo t, entonces un tiempo después se
encontrarf en el punto x+ Xx= x + n (A) con probabilidad
P& .

Por analogia con el caso culintico se definen bY y B:
donde b'= (c,b, Y bi ests dado por (2. ); lo mismo para
b . Ademfis, se defxnen la cuadrivelocidad hacia adelante
COmo bq =(c, bi) donde




b, =A /1 In,(@) P (x,t/n(Q) ,1) da (3.238)

Similarmente la cuadrivelocidad hacia atrds se defi-
nen como :

bi.-A/16f n; (8) Py (x,t/n(a),t) d Q (3.239)
donde p' es la probabilidad hacia atras.

Ahora bien, para describir la ecuacibén de continuidad
que cumple 1la densidad de probabilidad p es necesario con
siderar el marco de referencia en que se éncuen;ra en repo 1
so el ensemble , pero debido al movimiento azaroso que si-
gue cada miembro del ensemble no existe un marco de refe-
rencia inercial en donde al menos un miembro esté en reposo
el marco de referencia inercial del campo como aquel en
que Jo= (-cp ) y corresponde a la finica componente no cero
del,cuadriyector corriente. En tal sistema la densidad
de probabilidad de la partfcula estoclstica cumple con la
ecuacién de Smoluchowski:

p(x,t+tr) =f p(x-A n,t) P(x-An,t/n(Q),t)dn
(3.240)
Desarrollando esta expresi6én en series de Taylor al-
rededor del punto x y cortando a segundo orden se llega a

an+ /2 3:29 =-Y(pb)+ 176 1 (Vzp) (3.241)
‘donde hay que tener presente que por la descretizacibn
del tiempo , es necesario que ct sea pequeo para que ten
ga sentido la derivada. Sustituyendo el valor de ) dada
por 1a ec. (3.237) y rearreglando términos se llega a:

M (p bu)-l\IZmﬂ p =0 (3.242)

donde




2 2 u
=V -l/carz Yy = (- 3 crV )

Esta ecuacibn fué derivada por primera vez por de la

Si definimos la corriente hacia adelante como

| Jhe = 0 B, (3.244)
la corriente de deriva resulta
JYa 1/2 (J" + J J) (3.245)

donde J satisface la ecuacién de continuidad
¥ J, =0 (3.246)

tal como se ha definido p, ec. (3.240) , no es invariante
bnjo transformaciones de Lorentz(97 ) No obstante se pue
de definir

o ¥ =g, 3 ciuh (3.247)
tal que cu-ple con una generalizac16n de la ec.(3.242) y es
un escalar , ademSs de que si J¥=(-cp,0,0,0) (3.247) se re-
duce a (3 42)

Sejpuede introducir una quadrivelocidad a, como una
generalizacibén de la asceleracibn estocfstica

a=1/21tm 1/7(< b (t) - b (t- t')> +
u t+ 1
+$ b (t-t') - bu(t')> } =1/2( bg agb + (3.248)
" (b2 )b.u + 1/ &/ )b, - b.u)
y esctibiendo las velocidades de deriva y estocidstica de

manera anfloga a la mecinica cudntica estocfistica no rela-
tivista:

Vu' I/Z (b + b. )
u= 1/2 (b b.u) (3.249)




Entonces au se transforma en:

= \’ - v -
a, vva‘vu uva u, h/2m u " (3.250) .
recordando que el cuadrivector fuerza para el caso de una

‘fuerza electromagnética es:

P = e/c P2 v = e/c(a¥a? -ata A (3.251)

dondevA” es el cuadrivector potencial tomado en la norma de
Lorentz

%A, =0 (3.252)
se encuentra que el cuadrivector momento es :

a¥s = pYe mvts e/c AY = PUe e/c AY (3.253)
que con ayuda de la generalizaci6n de la ecuacifn de Newton
Fy= may (3.254)
y tras de haber hecho un poco de algebre .Y utilizar ex-
plicitamente que '

uy = fi/2m 3, 1n\ el
se llega a

) (3.255)

¥ 1/2m (axs)(a)s) -e/mc A3 S+ (3.256)
s1/2m (e/c)’A\A*-m/2 u, v’ fi/2m O 1np=0

que en forma ya integrada se puede escribir como:

/m( P, -e/c AA)2

2
+ m(ux) -fi/2mQ Inlp|= M
(3.257)
donde M es una constante que puede ser determinada si se

toma el lilitq h+0 , u30 , lo que dé

1/m(P, -e/c AA)Z - (3.258)
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en particular en el marco de referencia de la particula B=
=(-¢,0,0,0) , lo cual implica finalmente que

M= mC? (3.59)

Asf la ec. que se obtiene es para una particula con
spin entero.




CAPITULO IV

Criticas a la Mecfnica Cufintica Estocdstica y su Respuesta.

Es al formalismo de cuantizacibn estocéistica propues-
to por Nelsdnooz) al que ;e le hacen la mayorfa de las crf
ticas,jlo cual no debe sorprender dado que en la deriva-
3éiéﬁ“elegante de 1# ecuaci6én de SchUdiﬁger que hace Nelson
es diffcil de entender la fisica subyacente. Ademfs el
uso délrlbnguajé Browniano produce confusién y el resulta-
do de ello son crfticas generalmente mal fundamentadas,
aunqué a1gunas, como las de Ghivardi et. af?.’llegan al
proble-n'funda-ental de una teorfa como lo es la Mecfnica

Culnticavastoclstica.

Empezaremos por las criticas.

A 1a consistencia de 1a interpretacifn 'clfsica" que
df a lakueclniéa Cufintica Estocfstica. Entre ellas una de
las mfs }epresentativas es la de Mielnick y Tengstrnnd(gg).
Esta critica se encuentra impregnada de la idea de viejo
modelo Browniano de la Mecénica Cufintica aunado a una sis-
temftica interpretacifn de los resultados en términos de
una sola pafticula. En este contexto plantean una serie
de inconsistencias entre las que destaca el probleni de
las superficies nodales de la funcifn de onda ¥y. EI1l pro-

blema se vuelve 1ntratable'en los términos en que se plan-
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tea, ya que una particula clfsica en una regién limitada
Por una superficie nodal no pddrﬁ pasar a otra regibn y la
probabilidad de encontrarla ahf ser4 nula, contradiciendo
a la Mec&ﬁica Cufntica. Para entender este punto es esen-
cial tener presente que la Mecfinica Cudntica usual, y por
lo tanto, su formulacién estocfistica, es una teorfa asin-
tﬁtica'qug deScribe elkcomportamiento de los sistemas que
se encuentran muy cerca del equilibrio. Antes de que es-
ta situaci6n se alcance la Mecfnica Cufntica no se aplica,
no_ hay regionds nodales y la particula puede moverse entre
regibnes qué.po:térior-ente serdn disconexas y conforme el
st#tel; va alcanzando el régimen cufntico van apareciendo
regiones o regiones de probabilidad de permanencia baja,
que finalmente s;.trinsfor-an en las superficies nodales
del problenu,npero para cuando €sto sucede existe ya una
distribuci@n éspacial de partfculas acorde con la Mec8nica
Cufintica en todo el espacio. Es en este sentido que Guen-
sh-m), ‘Ghirandi et. al..cm, De la Pefla y Brocl“‘y3 ;mn pro-
puesto que tales regiones son de probabilidad excluyente,
las trayectorias nunca cruzan tales superficies y el pro-
ceso mismo se puede desco-poner en una mezcla de procesos

eng&dicos independientes, teniendo lugar cada uno en una

regibn de la configuracién entre los nodos.
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La crftica m&s fundamental y profunda que se puede
hacer a la teorfa estoc4stica, se se entiende como una teo
ria de particulas Brownianas, es que una teorfa clésica no
puede reproducir el fen6meno cufintico, es decir a partir
de una teorfa 16ca1’e§ inposibie explicar el fenSmeno alta
mente no local que es el cufintico. Es por esto que el anf
lisis_hecho por Mielwikket. af?%)al apegarse demasiado #1
modelo ¢lésico, cae constantemente en inconsistencias con

la mec8nica cufintica.

Cabe aclarar que todas sus crfticas estén impregnadas
profundamente de la interpretacifn ortodoxa, como lo mues-
tra el siguiente razonamiento:

"... p(X, to) y X(to) representan justamente dos nive
les de infér-iciGn: X(to) posee una informacibn precisa pa
T8 un observador bien informado, (X, to) posee s6lo infor
macién prOledinda... Entonces, no obstante, es diffcil de
enfehdervc6-o la ignorancia del segundo observador puede
afectar el futﬁro’desarrollo.del movimiento browniano a

los ojos del primer observador“.(ggl
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AGn dentro de esta linea de pensamiento llegan a la
conclusién de que en general cualquier teorfa que describa
a la teorfa cufintica en términos de partfculas puntuales
tendrf que ser una '"teorfa no local con trayectorias hipo-
téticas que decidan no solo su pasado sino también sus al-
ternativas perdidas",sg) si es que quiere explicarse el
fen&nenb‘de interferencia. En base a esto objetan que
cua}quiér teorfa que opere en el esquema de Qnriables ocul
tas con‘trachtorias "clfsicas" puedan ser compatibles la
Mecfnica Cufintica.

Dicen Mielnik y Tengstraud:

"El movimiento de una partficula puntual cldsica condi
cionada localmente por potehciales externos no puede imi-
tar el efecto de interferencia de la mecfnica cuédntica, no
igpbrti si este movimiento es estrictamente determinista o

estocfistico, con memoria o sin ella".(gg)

Con esta afirnaci@n obviamente hay que estar de
acuerdo. E1 punto est§ en que la descripcifn usada por 1la
lec§nic1 cu‘ntica estocfdstica no es cldsica, ni local, ade
-‘s de que no se ha tomado en cuenta que '"el acto de prepa

racién del ensemble al tiempo inicial modifica el comporta
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miento del medio en que las partfculas estdn inmensas",cq)
dando como resultado que el medio mismo (ya modificado)

proporcicna la informacién suficiente para que se d€ el

fenbmeno de interferencia.

Existen toda una serie de crfticas que van mfs hacfa
formalismo y no a la interpretacién que hace dg €1, en
tre las cuales se encuentran las de Gilson03 ), Hall y
Col1ins (&) y Grubert et. al.(74), que mis que tratar de
hacer ver las dificultndes o incompatibilidades conceptus
préfieren mostrar fallas del formalismo matemftico. Cabe
lencionar‘qpe tanto Gilson como Hall y Collins y Grabert
.han -ostrndo.’aﬁnque por caminos diferentes, que la Meck-
nica Cufntica es totalmente incompatible con una teorfa
estoclitica, sobre cuando el proceso es totalmente deter-
minista, D=0. Entonces los resultados aparentemente cufn
ticos que establece la Mecfnica Cufntica Estocéstica son

origin‘dos'por un uso erréneo de la teorfa de procesos de

Markov.
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La primera objecién puede ser establecida como sigue.
Los procesos de difusi6n no tienen nada en comdn con 1la
Meclnica"Cuﬁntica porque los primeros son intrfnsicamente
irreversiblqs en el tiempo, mientras que los procesos cuén
tiébs son feversibles(79). La objecifn anterior es cierta
para procesos disipativos, pero los procesos estocdsticos
utilizidos'pafa describir la Mecfnica Cufintica son perfec-
ta-énté‘reversibles, como se puede corroborar tanto en el
marco de Nelson como con el desarrollo hecho por De la Pe-
fia. Para ampliar este punto serfa conveniente referirse
al anflisis hecho por Guerra(79). donde compara el esquema
dp'Lihgorin y‘él‘de Nelson, haciendo ver que son clases di

ferentes de procesos estocfsticos.

La siguiente objecién es hecha mfs en un sentido filo
.s6fico:
“E1 contenido ffsico de la Mecfinica Cufntica estf dado por
la funci6n de onda ¥ y su evolucifn temporal por la ec. de
Schrfdinger, Ciertamente podemos introducir P y S a tra-
vés de las ec. de la Mecfnica Estocéstica y encontrar las

ecuaciones no lineales y acopladas (2.) y (2.) que dan to-
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do el contenido ffsico de la teorfa. No hay necesidad de
intrqducir el proceso X(t) porque no da, y no puede dar,
més infof-aciﬁn fisica sobre la teorfa... ninglin experi-
mento puede probar o refutar nada acerca del ptoceso que
vaya mfis allf de la distribucifn a un tiempo fijo(79).
Esta critica se basa en el supuesto filos6fico de que so-
lamente lo observable tiene realidad ffsica. Tal critica
también podrfa hacersele a la Mecénica Cl&sica en el sen-
tidpkde que a partir de la ec. de la energfa y las leyes
de conservacién podria uno resolver el pfoblem#, pero ello
es s6lo co-patiblg con una interpretacién en términos de
procesos deterministas; asf, para completar su esquema,

1a Mecfnica Cufntica Estocfstica necesita de una interpre
taci6n en términos de partfculas y procesos Markovianos en

el espacio de configuracién.

Adenmfs esto df un punto de vista unificado de las Me
cl_nicas Cl8sica y Cufntica donde al 1fmite &40 se le pue-
de dar 1a explicacién mis directa (1os procesos de Markov
se reducen a procesos deterlinistas)(79 ). Precisamente
este requerimiento es usado explfcitamente por De 1la Pefia

para derivar las ecuaciones fundamentales de la teorfa es
tocstica®9),
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{

Otro punto en discusifn es el carfcter fisico del pro
ceso "hacia atrés" que utiliza la M.C.E. Si recordamos,
'para sinetrizar con respecto al tiempo al proceso estocis
tico X(t) hubo necesidad de construir la Tepresentacién
que se llanQ "hacia atrés' del proceso y recombinando la
versién hacfa étrﬁs y hacfa adelante surge el proceso es-
tocfistico invariante bajo inversién temporal. Si no im-
plica ningGn ﬁrqceso fisico nuevo y s6lo los parédmetros
especiales usados en el modelo mateméitico son reflejados,
el procéso fi{sico en cada caso es idéntico... Todo im-
plica que el proceso hacfa atrfs, desde un punto de vista
hacfa adelante, es el inverso del proceso hacfa adelante,
es el invgfso del procedo hacfa adelante. Entonces clara
mente si los dos procesos son combinados en un marco, el
efeétd total es equivalente a no tener proceSO»algunopL).
Sin embargo, Kracklauer mismo llega a la conclusi6n de
que un exfmen uﬁs‘minucioso de las manipulaciones de Nel-
son revelan que el promedio de las velocidades hacfia
atrfs y hacia adelante en un tiempo y punto del espacio
no sbn igualesooz). Esto se puede entender desde el pun-
to devvista fisico siguiendo el argumento presentado por

De 1a Pefia y Ceﬂbﬁt). El punto de partida es el recono-
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cimiento de que la mecfnica cufntica estoclstica es una

teorfa escencialmente no local. En particular, la veloci-

dad sistei&tica V(X,t) y la velocidad estocdstica U(x,t)
son ambas es;adisticas y se refieren a promedios adecua-
dos de los movimientos que se dan en un elemento de vold-
men finito que contiene al punto (x,t), la velocidad sis-
tciitica pidiendo el movimiento del centro de masa de es-
ie‘elé-entq. a la vez que la velocidad estocfstica mide
Ia*veldcidld media de éxpansiGn. es decir, de difusién,
de este elemento. Es obvio que mientras que podrfa espe-
rlrse‘que_v fuera reversible, esto no lo es en general pa
ra U‘(due eﬁ'qfecto no cambia de signo con una inversibn
temporal). Luego la vglocidad "hacfa adelante" y "hacfa
atrfs', que no son sino diferentes combinaciones lineales

de V b4 U, né son equivalentes y el arumento de Kracklauer

piérde toda validez.

Grabert et. al., por su parte, al obtener la ec. de
Schrdinger a partir de las ec. estocfsticas enfatizan en
que a diferencia de los procesos de difusién clésicos,
"la ec. de Fonnken-Plauck que gobierna la evolucién tempo
ral de §(x,t) no estf univocamente determinado y afirman
que la argumentacifn anterior es completamente indepen-
diente de la constante de difusién que se escoja". M&s
adn, 1la velocidad de deriva M(n,t) no es un vector prea-

signndo como en la teorfa de procesos de Markov:
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Ax,t)2 QV 1m | y(x,t) | + %' arg ¢ (x,t) (4.7)
sino que depende del proceso espcia1(74). El hecho de que
M@x,t) dependa de la funci6n de onda en el estado inicial
V(x,tg) implica que el proceso de preparacién del sistema
influenctg fuertemente las propiedades del medio en que
estd inmersa Ql ensemble de particulas(72), volviéndose a
manifestar la no localidad de la Mecinica Estocéstica, tam
bién el cdlculo de P(x,t) y R(u,t) es en general diffcil
dp,cfectuar} Generalmente cuando se hace uso del formalis
RO del ugtodovde cuantizacifn estocdstico sz parte de que
dada @(x;t), conocida, se encuentra P(x,t) y con ello to-
das las caracterfsticas del proceso, pero esto no quiere

decir que sea la finica forma de conocerla(.).

Una de las tésis de Grabert et. al., es, que la Mecfnica
Cufntica no es compatible con una descripcién en té&rminos
de procesos de Markov, basindose en el hecho de que la for
mulaci6n hacfa atrés del proceso no corresponde a un proce
so Markoviano como deberfa esperarse. Dado que la probabi

1idad condicional hacfa atrés es:

Palx, t, | X, t)) = POX,t, | X, t,) - P(Xy tg) | P(M,,t,)
(4.1

$
(.)Un ejemplo es la cuantizacifn de un oscilador de Fermi.
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Concluyen que '"la probabilidad condicional hacia atris de-
pende explfcitamente de la probabilidad de un evento senci
110:}(x1,t1). Entonces la probabilidad condicional de un
,pro¢eso de Markov genera toda una clase de procesos esto-
cisticos para todas las posibles probabilidades iniciales,
es decir, la probabilidad condicional depende del proceso
espgcialyescogido. Tal dependencia es tipica de un proce
S0 no Mérkonian9(74). Sin embargo, Ghirandi et. al.o2 )
han\moStrédo.qué si Py (x5, t, | Xy, ty) estd dada por 1la
ec. (4.7 esﬁa écuaciGn es caracterfistica de un proceso de
difusiGn~Markoniano con propiedades similares a la versi6n

hacia adelante. La ec. de Fokken-Planck del proceso hacia

atrfs es fficil de obtenarsi se parte de
Pixy, t)) = fdx, Pa(uy t, | x, t)) Plx,, t,) (4.2)

‘Substituyendo (4.7 en (4.2), desarrollando en forma simi-
lar‘pafa la representacifn hacia adelante y cortando térmi

nos hasta 2° orden se obtiene

. 2 (.2
3 - -3 [uaii, t) P(x,t)}] -1 3% fe“(x, t)
s P(x0t) = 3% { o } 7 axz{ (x

:(x.c)}‘ (4.3)

que es la ec. de Fokken-Planck para la versifn hacia

atrds del proceso, la cual ha sido obtenida con mayor de-
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talle en el Capitulo II.

Grabert et. al.(nf) muestran que en el caso explfcito de
un oscilador arm6nico un ensemble centrado en X=X, tie-

ne la funcién de correlacibn clfsica

<X(t) X(S)>. = x e-w(t-5)¢ X 2 Cos(w,s). (4.4)
2mw ° .

"No obstante para t > S la funcién de correlacién (4.4)

n6 tiéné>n§d§ en comGn con la correlacién del oscilador

culntico... si nosotros escogemos xo-o el oscilador estd

inicialmente centrado en el estado base. En este caso ob

tenemos:

- -w(t-s)
<xX(t) X (5)> = b e™( t>s (4.5)
A 2 m »
Claramente, esta funci6n de conselaci6n no describe un os

cilador reversible de la mecénica cuﬁntica"(7L).

Contrario a lo que afirman Grabent et. al. la funcibn
de»correlacibh dada por (4.5) muestra que el proceso del
estado base es ergfdico y en el limite t+ap el ensemble
de particulas'puéde ser sustitufdo por una sola particula
que es precisamente lo que uno esperarfa en una teorfa de
procesos Markovianos como la Mecfnica Cufintica Estocfsti-
ca, en donde es mis legfitimo hablar de una funcién de co-

rrelacibn entre las posiciones. Adem&s cabe mencionar
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que en la Mecidnica Cuintica no existe ningln mecanismo in-

trinseco a ella que nos d€ una funcién de correlacibén pro-
pla, por 1o que en general la funcién de correlacién que
predice la Mecdnica Cuintica Estocfistica y la Mecénica
Cullntica misma pueden no coincidir sin que esto sea razén
Suficientérpara negar la posibilidad de plantear a la Me-

cnica Cufintica en término de procesos de Markov.

Como hemos mencionado anteriormente, Gilson(73) y
Hall y ColiinseI) han probado que la teorfa cuéintica es
compatible con la teorfa de procesos de Markov s6lo cuan-
do:DEO; esto es cuando el proceso es determinista. Debi-
‘do a que para Gilson la formulacifn en términos de inte-
'gralés‘de’tfgyectoria es la forma mis natural para esta-
blécer‘la.conexicidn entre los proceso estocAsticos y la

Mecfnica Cufntica, es en este contexto en que hace su anf
lisis.

Gilson plantea que en el marco de la teorfa estocfs-
tica se observa 'que hemos empleado dos definiciones dis-
tintas para b, una que viene de la teorfa estocistica,
ec. (2. ), y la otra via la Mecinica Cufintica, ec. (2. )
y (2. ). Finalmente usamos las integrales de trayectoria
para mostrar que estas dos definiciones para b son incon-

sistentes a menos que a=O, probando entonces que la defi-




nicién azk/m es inadnisible"(73).

En el trabajo de Gilson, como en tantos otros, estd
presente la confusifn de que la. teorfa estoclstica de 1a
Mec#niép Cuﬁntica es una teorfa de movimiento Browniano;
sin‘ehbargo, ei‘mati; que toma esta confusién es fundamen

tal para las conclusiones a las que Xega Gilson.

Este autor parte de la expresién para ¢ dada por

Feynman:

Vet = (g [ expl (agr=x) - Wix 00t

v(x’,0)ax’ (4.6)
ctbe hacer notar que el factor de la exponencial en (4.6)
es la accifn Clfsica. Ahora bien, lo que hace Gilson a

~con;1nuac16h es a partir de (4.6) escribir P(x,t) como:

pove) - vt - ) ([ L[] e ewi]

wv(ufy,O) v* (u+v,0) dudv (4.7)

donde en la ec. (4.7) ya no estf presente el potencial,

Enseguida construye la ec. para la densidad del proceso:

P(x,t) -I * P(x|u) P(u,0) du. (4.8)




Identifica a la probabilidad de transicién como:

P(x|u: ¢(0)) = (h‘)]

. y%u-VSOI %*(u*v,o)
(u,0) ¥ u,Q dv

Teniendo P(xlu) e1 proceso queda perfectamente caracteri-

exp{_;' (Zm(x-tu)e)} .

(4.9)

zado por ser Markoviano. Sin embargo, el razonamiento he
cho por,Gilson,hastd este punto no deja de tener errores,
Ya que si uno recuerda cémo se da la conexién entre la Me
cfnica Estocfistica y la Cufntica al reducir las ec. (2. )
yp(2. ) & la ec., de Schrdinger, en general se pierde in-
forn;ciﬁn,‘por 1o que no es po#ible partiendo de la teo-
riajcﬁlntica reproduCir la Mecfnica Cufintica Estocfstica;
adems en las ec. que maneja Gilson en su desarrollo no
eit({presente la accifn estocfistica de la cual se espera-
rfa obtener los resultados de la Mecfinica Cufintica Esto-
clStica, ademfs de que debido al carficter estocfistico del
movimiento la inte;ral de trayectoria deberf ser tomada
sobre todas las trayectorias estocfisticas realizables por
el ensemble de particulas. Siendo por su constante apego
al modelo clfisico que Gilson no logra ningGn resultado

acorde con la teorfa Estocfstica,
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Cabe mencionar que con el anflisis hecho por Gilson

‘no se descarta la posibilidad de introducir un potencial

complejo y con ello invalidar muchas de las relaciones que

utiliza.

Kracklawer opina que '"la formulacifn de Nelson parece
estar en contraposicién con los trabajos de Gilson, Hall y

Collins. Hall ha mostrado que ninglin proceso estocflstico

‘puede modelar 1la teorfa cufdntica, sin embargo, Nelson pare

cetener suficientes argumentos de que la ecuacifén de Schy
dinger puede ser fundadaen proceso estocisticos. Este
conflicto puede ser resuelto mostrando que la Gnica inter-

pretacién fisica consistente con 1la nocifén clfsica implica

'qug eh efecto hay procesos aleatorios no dispersivos tales

como los impactos aléatorios responsables del movimiento

Browniano, 8 mostrando una inconsistencia"em ).

Kracklauer ademfs, hace ver que a pesar de que la ver
sidn‘hacia adelante y hacia atrfs de los procesos estocfis-
ticos, ec. (2. ) y (2. ), sustentan la interpretacifn fisi
ca (que puede ser fructifera), es la versifn hacia atrés
especialmente combinada con la ec. hacia adelante 1la que

no es fisicamente aceptable. ''Si se presta atencifn a la
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fisica que se le atribuye a la ecuacifén hacia atris, una
de dosposibles conclusiones emergen: Cualquiera de los
dos no es un proceso estocdstico, o el mundo es incompara
ble-ente’més bizanrrode lo que puede ser imaginado a par-
tir de la ffsica cldsica, si no ambas son inconsisten-
tesn ® ). La posicibn que adopta Kracklanes es que los
“procesos de Nelson no admiten una interpretacién .ffsica,
que es él desarrollo natural del razonamiento usado en l:z
f;sicg'cigsica. Estos procesos y su derivacién de la ec.
de Schrldinger pueden verse sé6lo como una reduccién for-
mal de la teorfa cufntica a la teorfa estochstica"®")
Con esto el pﬁnto de Gilson de que '"la Mec&nica Cufntica
tiene poco 6 nada que ver con la teorfa estocﬁstica"(73)
se vuglvé obvio, Sin embargo, el punto que sefiala Krac-
klaner para llegar a su conclusién de que '"los procesos
estocfsticos no pueden tomarse como fisicos" estd sopor-
tado por ﬁn mal entendido de la versifn hacia atrfs de
los procesos estocfsticos propuestos por Nelson, que le

lleva a inconsistencias del formalismo.

Kracklaner al imponer que el proceso estocistico im-
plicado en la versifn "hacia atris" sea el mismo que en
la versifn "hacia adelante'" solo con una inversién tempo-
ral concluye que al ser recombinados estos dos procesos

no surge de ahf ningQn proceso fisico y que s6lo tienen
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realidad puramente formal. Sin embargo, el suponer que el
proceso estocistico implicado en la versién "hacia adelan-
te'" sea reversible y que bajo esta inversién temporal nos

dé el proceso estoclstico de la verisén "hacia atr&s", no
es aceptable en una teorfa altamente no local como lo es

la Mec#nica Cufntica Estoc8stica. Los procesos implicados
tanto én la versifn "hacia atrés' como '"hacia adelante' no

son reversibles.

Davidson(31) hace una derivacifn de la ecuacifn de
Schrdinger en forma totalmente aniloga a la de Nelson, s§
lo qhe‘él,denostrando explfcitamente que las funciones son
elementos de un espacio de Hilbert con producto escalar
(£,8) = fax €00 g(x) P(x,t) = E{ £(x(t))+ g(x(t))} , don-
dg.t:ntp"(x,t) como x(t) cumplen con todas las propieda-
des quqkrequiére la Mecfnica Cuﬁntica_Bstoc&stica adenmfs
de cumplir con las reglas de conmutacién, {x,x] = v, don-
de v es el coeficiente de difusién de la Mecfinica Cufnti-
ca Estocfstica., Estas relaciones le permiten derivar la
ec. de Schm¥dinger a partir de las ec. dinémicas para el
proceso estocfstico. En este punto Skorobogatov“‘z)hace
una cr!tiéa al trabdjo desarrollado por Davidson en el

sentido siguiente:
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"No obstante, esto no representa una ''derivacién
real” de 1a Mecinica Cufintica a partir de la teorfa ordina
ria de procesos de Markov, ya que la introduccifn del espa
cio de Hilbert'automﬁticamente introduce la aditividad de
las amplitudes dé probabilidad y, consecuentemente, el res

to de relaciones caracterfisticas de la Mecdnica Cudnti-
can062)

La critica hecha por Skorobogatov a los trabajos de
Davidson es v@lida, ya que el introducir el espacio de
Hiibert yAdnr:el'algebra que cumpleh los operadores, es su
fi;iehte para definir la Mecfnica Cufintica y es en este
sentido'qug';a derivacién hecha bor Davidson no es una de-

rivacidn_réal de 1la Mecdnica Culntica.

Ya para finalizar consideremos la critica hecha por
Ghirandi et. al.(72), la cual no carece de fundamentacifn,
. ya qué ha‘sidb.el producto de un aﬁ&lisis profundo y criti
co de la Mecfnica Cufntica Estocfistica. La critica que
e;los presentan es en el seﬁtido de que la teorfa estocis-
tica éh sus orfgenes se plantel como una teorfa alternati-
va a la Mecfnica Cufintica, llegando a la conclusifn de que
Moo ln«interpretaciﬁn estocistica, aunque atractiva en va
rios aspectos, no ayuda a resolver las dificultades concep

tuales de la teorfa cusntica"U2) . En efecto, la teorfa




estocistica no ayuda a entender el fenSmeno de cuantiza-
cibén, ya que tal como esti planteado el postulado de 1la .
ec. de SchrUdihger es sustitufdo por las ec. de cuantiza-
cifn estocisticas, con lo cual no se gana informacién
acerca de las razones fisica de la cuantizacién. Es por
esto que la ieorta estoclistica estd muy lejos de ser una
teorfa alternativa satisfactoria de Mecénica Cuintica.
wSin embargo, cabe aclarar que a pesar de no dar una solu-
cién clgrd al fenf6meno de cuantizacibn es m#s sugestiva
en puhtoS donde 1la teorfa cufintica es totalmente obscura.
Ppr constru¢ci6n, la teorfa estocfstica permite una inter
pretncidn estadfstica consistente y libre de ambigledades,
-1entras:que la Mecaﬂica Cuintica usa la estadfstica pero
en forma poco clara e inconsistente; también evidencia el
c;rléter no local de la teorfa cufintica, por ejemplo en
términos de la no reparabilidad de dos sistemas que han
tnteractuado en el pasado, que pierden su individualidad

y se cqnpbrtan como si fueran uno solo.

En conclusi6n vemos que los métodos estocfsticos dan
un enfoque unificado de la Mecfnica Cufintica en general y
de 1la teor@a de campos en particular. Es urgente el tra-
‘tar de extender estas ideas a sistemas donde el procedi-

miento de cuantizacifn usual, basado en el formalismo ope-
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racional, no di resultados satisfactorios, por ejemplo: a
"Quantum Gravity", para ver si la reduccién del fenémeno
cufintico a»los.acostuhbraaos procesos estocisticos, usados
por’la”Mec‘nica'BStbcdstica, pueden ser més efectivos mate

mfitica y ffsicamente® ),
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