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Elupresénte trabajc consta esencialme.:te de cuatro partes.

La primera secci6én es un esbozo de lo que son los estados lo-
caliigdos de superficie y diversas cliasificaciones que de - -
ellos existen; tipos de aproximaciones, o modelos, que han si
do usados en diversos momentos y situaciones para abordar los
ptoblémas. En la dltima parte de esta seccién se presentam -
‘lo$ distinfos métodos matemiticos y de anflisis, que han sido
usados en l1a resolucién -o intento de resolucién- de estos -

problemas.

La segunda seccién es una narrativa de lo que existe en la 1i
,téfa;ura cientffica que; creemos, ha sido lo mids sobresalien-
tg_para;él desarrbllo de nuestro trabajo. En esta presenta--

véiéﬁ;de trabajos anteriores introducimos un nuevo método de -
cllq@lobpara éstos problemas obteniendo los resultados que --

fueron encontrados por los autores respectivos.,

Lantercera parte eés lo que, esencialmente, es nuevo en el tra
'bdjo;de fesis del autor. Es la presentacién y desarrollo mate
lgtiéd”@el probléma que habremos de tratar. Para esto, en un
‘mOomento deterlin;do, tal vez, seri necesario volver a las sec
anteriores para recuperar algln elemento que pudiese -

quedar un poco, como, 'flotando".

Por dltimo, se pfeéenta una discusi6én de lo que son nuestros
resultados y se comparan al resto de los trabajos mencionados.

También se hace un andlisis del resultado, ya, sin tomar en




cuenta a los demds, de suerte que pueda ser valorado desde un

vista mds particular,

Es claro que, salvo en casos que se considerc absolutamente -
jndiépensable no se harin demostraciones d¢ teoremas, ffsi--

cos o matemiticos, que se puedan encontrar corrientemente en
N ne s

la 'literatura. Lo que sf haremos seri sefialar algunas referen
_qiés;biblibgrﬁficas que permitan al interesado tener una vi--

éiﬁn mﬁs de conjunto del tema en cuestién.




INTRODUCCION

Desde que Tamm demostrd la existencia de n-veles de energia -
localizados en la superficie libre de un c¢ristal unidimensio-
nal semiinfinito, muchos autores han calculado estos niveles

por distintos métodos.

La;méyoria de estos trabajos se han hecho postulando que el -
potencial dg la superficie es de la misma intensidad que los
;déiibulfo. No obstante algunos otros han sido m4s elaborados
x[hén consider;dq la posibilidad de una superficie contamina-
idaL;PAra'esto:se ha considerado al 4tomo de la superficie di-

ferente de los del bulto.

Aerﬁsg1)“ha de considerar estos dos casos, en 1960, partiendo
'delitrabajo de‘Saxoﬁ‘y Hutner, y, usando el método de la ma--
triz de dispersién.
Por medio de la funcién de Green, en 1960 también, Phariseau>)
discute el especto de energfas de un electr6n en una red uni-
dimensional semiinfinita que, nuevamente, contiene un solo ti
pbide;atomo. Estos 4tomos estin representados por una funcién
de Dirac, Limitando un lado del cristal con un potencial -
escalén, ademis ha.de‘suponcr‘que los primeros 4tomos se en--

‘cuentran desplazados (o relajados).

Maria Stegliékaz), en 1966, revisa la influencia de la defor-
maéién'de la constante de la red, en la superficie, sobre los
niveles de energila asociado al cristal unidimensional semiin-

finito. También encuentra que la existencia de los estados de




'superficie es afectada, ademds, por la deformacién de la pri

mera celda.

En 1975, Meijer4) retoma la discusién, ahora con el modelo de

Kroning-Penney finito, con y sin 4tomo en la superficie,

En"1976, Andrade y Uribes) resuelven el problema de la inter-
fase entre dos cristales semiinfinitosien contacto cercano, -
vuggﬁdo el método de la matriz $, y muestran que el ndmero de
estadbs y sufenergia dépendeg de la sebaracién de los crista-
‘les. Cuando esta separacibén es muy grande los estados de la -

interfase sé convierten en estados de superficie.

glVbtquema-de una impureza en un cristal infinito, también -
fué resuelto por Orozco, Terrazas y Andrade®) usando el méto-
do de la funci6n de Green. En este caso son corroborados 1os

resultados de Saxon y Hutner.

Bn:1957, Kbutéﬁky;-usando las funciones de Wannier resuelve -
il,ptoblqmn considerando un cambio del potencial en la super-
fﬁéie,hasta el primer vecino. De esta manera, encuentra uno o
‘doné#thdos localizados y la existencia de un estado de super
fiqie;ﬁBﬁsitamente, este tratamiento utiliza la aproximacién

de"ina;re fuerte y es equivalente al método de orbitales mole

culares,

.

Eletoblema que nosotros abordamos consiste en un cristal uni
‘dinensional-semiinfinito con el primer dtomo diferente y rela
jado. Los potenciales at6micos son simulados por la funcién &

de Dirac y la superficie por un potencial escalén.



Para 1a resolucién de este problema se hari uso del método co

.nocido como "onda reflejada" y usando soluciones regionales.

“En esta ﬁltlma parte al igual que Aerts, recurriremos al re-

sultado de Saxon y Hutner.

Saivo el caso de Pharlseau (en donde se estard considerando -
ﬁnlca-ente para n= 1) se pretende que nuestro modeko contiene
cqao_cqso.pgrtlcularva-los ya mencionados, ademfs de presentar

vunjtfﬁtaniento~matellticb mucho mids simple.:




CAPITULO I

A continuacibn presentamos una breve explicacién de lo que --
'son los ?sfadbs localizados de superficie. También sefialamos
élgunasyée'lasfclasificaciones que, de estos estados, se han
hecho. En seguida mostraremos algunos de los modelos que se -
ﬁin,traﬁajado en el contexto de los estados de superficie. -
Por ﬂ;ti-o se hace un resumen de los métodos matemiticos que

se»hin~usado.para atacar los problemas.

Con esto se trata de mostrar la razén que nos lleva a atacar

unfj@ﬂéld[detei-inado con el método de onda reflejada.

;Los estados de superficie.

;Laé-bpopiédqdes electrénicas de un cristal, en el interior, -
'sqn;deter-inados fundamentalmente por la composicién quimica
cristalogrifico de los 4tomos. Sin embargo, aun
cuando queremos explicar estas propiedades por modelos gstnkr
tjjénte pe:iﬁdicos y no obstante el considerar los crisﬁales
.sﬁfiCiéntementé grandes, hasta para fenf6menos aparentemente -
‘muy siipiés habrﬁ casos en que la contribucién de la superfi-
<cie:seflfbgstante notable; es mis, se encontrarin casos en -
que los_éfeétqs de superficie excederin a los del bulto, como

,pbr'eje-ploven los semiconductores,

Las propiedades electrénicas de los cristales "infinitos" son
‘aépériinqdos esencialmente por los estados electrénicos del
‘bulto. Ahora bien, la peculiaridad de la superficie estd en -

producir estadod de superficie, es decir, estados electrénicos
gt ; :




dnicamente cercanos a la superficie y no al bulto,

Dado que,muchas propiedades de los cristales son determinados
por los estados de superficie es necesario saber y entender -

las caracterfsticas de este tipo de estados ¢lectrfnicos.

El concepto de estado de superficie fué inti»ducido por Tamm,
quien mostr6 que tales estados podfan aparec>r. M4s tarde - -

S§ﬁbck1ey'demostr6 que los estados de superiicie encontrados

por Tamm debfan su existencia a una pérdida le simetrfa del -

potencial en la superficie y generalizé los :resultados ante--

riores al establecer que adn en el caso de t<ner un potencial

-simétrico los estados de superficie ocurren.

Una definici6n de estado de superficie que pudemos manejar es

la siguiente: Un estado electrénico es un estado de superfi--
cie si un electr6n en tal estado estd locali:ado cercano de -
1la superficie, esto es, si la amplitud de probabilidad de un

electrfn en tal estadb’decrece exponencialmente con el incre-
mento de la distancia desde la superficie. La energia electr§

encuentra localizada en las bandas p:rohibidas del - -

El«estado»electr6nico es no localizado, si la probabilidad -
pb}[unidad de superficie de la red es constante, esto es, s;
el electr6n puede ser encontrado en cualquier punto de la red

con igual probabilidad.

Un estado electrS8nico es llamado un estado localizado de su--

perficie (o simplemente, estado localizado) si un electrén en
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este estado se encuentra cercqnb al eje o centro del estado,

esto es, si la amplitud de probabilidad decrece exponencial--

mente con el incremento de la distanc-a desde el centro o eje

En la literatura se dan algunas clasificaciones para los esta
dos de superficie. Una que parece obvia es la distincién de -
e§;ados intrinsecos y extrfinsecos. Lo> estados intrfnsecos de
5up¢rfibié son definidos como los estados de una superficie -

limpia, sin &tomo extrafio alguno.

En'la anterior clasificaci6n los esta:ios de una superficie --
.idgdl(fqr-an un mismo cbnjunto con los que después de una de-
aforiaéiﬁn tiéhgn una reconstruccién peri6édica. El resto de es
’gad6§1de‘sup§rficie como los producidos por defectos- intrinse
cds?o,_a Stomos adsorbidos, ordenados o no, son conjuntados -
c6l0‘e§ta4os‘extrfhsecos. Esto aunque una superficie con una

'posibiﬁn‘absdrbida'puede ser, en principio, muy similar a una
sﬁbéffi#ip 1inpia‘reconstru£da y totalmente diferente de algu

na superficie con defectos.

Dado que el grado y tipo de perturbacién puede ser prdctica--
mente arbitrario, algunas otras distinciones se han ido intrg

duciendo por otros autores.
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.Modelos Usados (tipos de aproximaciones).

En cristales reales, la funcién de potencial qﬁe se utiliza -
debe estar relacionado, de algGn modo, con el potencial real
experimentado por un electr6n debido a los ndcleos ibnicos y
a todos los demis electrones del cristal. Una soluci6n exacta
de este problema, incluso en la aproximacién de un solo elec-
trén, hasta‘el momento se antoja imposible de lograr; por es-
to se acostumbra plantear el problema desde el punto de vista
de: aproximaéiﬁn del electrén libre 6 aproximacién de enlace
firme conocxdo también como amarre fuerte. Se usa cualquiera
de los mencxonados en funcién de que sea el mds apropiado pa-

ra-la situacifp particular que se trate.

En la apfoiimacién de electrén libre, se supone que la energia
total”del electrfn es siempre grande en comparacién con la -
enerzia potencial per16d1ca En estas condiciones, las bandas
pernxsxbles serén anchas y las regiones de energfa prohibidas,
‘muy angostas. Estas circunstancias nunca se realizan a la per
feccibn en cristales reales dado que el potencial va siempre
a -® en los nGcleos i6nicos. Para los electrones mas externos

de muchos metales simples, incluyendo los alcalinos, los requi

;ltos se satisfacen aceptablemente en casi todo el volumen del

» ’

cristal.

La aproximaci6n de enlace firme parte de un punto de vista -
COntfurio,‘es;o es, que la energfa potencial del electrén re-

presenta casi toda la energfa; en este caso, las bandas de --
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‘energfa permitidas son muy angostas en comparaci6n con las -
bapdas‘prohibidas. En el modelo del electrén libre se supone
que los 4dtomos del cristal est4n tan cerca unos de otros que
las,funcion¢5‘de onda de los electrones de &tomos circunveci-
nos se superponén en gran parte. Por esto, existe una fuerte
‘intera;ciﬁn entre los Stomos cercanos. Los estados de energfa
permisibles del cristal resultante tienen muy poco parecido -
con_la; funciones de onda at6micas de los 4tomos individuales

de los que se compone el cristal.

~Liflp;oxiiac16n de enlace firme se basa en la suposicién de -
que lds»it0los del cristal estdn tan separados que la funcién
4de onda de los electrones asociados con itomos vecinos se su-
’petponon solo en menor grado. La interacci6n entre Atomos cer
'canos serf relatlvanente débil en este caso. Las funciones de
-@ndl;y los niveles de energfa permisibles de todo el cristal

estarfn Intimamente relacionados con las funciones de onda y

,lds'divelgs de energfa de .los &tomos aislados.

Resﬁbnder a la pregunta de cuil de las dos aproximaciones es
COrrecti para una situacién dada, depende del material parti-
cular de que se trate, En algunas substancias, la aproximaci6n
de enlace firme es mucho més correcta. Existen también, cris-
tales para los que ninguna de ellas Es adecuada ya que se tra

tan de una situacién intermedia entre estos dos extremos.

.Método de AnSlisis.

:Para el caso del poiencial periddicd infinito de un pozo cua-

‘drado unidimensional se puede llegar a una solucién exacta de
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a ecuacién de Shrodinger. Kroning y Penney fueron los prime-
ros en in{estigar esta solucién y, aunque se relaciona con un
'thehcial perifdico algo idealizado que constituye solo una -
aproximacién burda del que se encuentra en un cristal real es
de gran utilidad porque sirve para ilustrar de un modo mis ex
p&ttito muchas de las caracteristicas ffsicas importantes del

comportamiento cudntico de los electrones en las redes peri6di

‘Las funciones de onda asociadas a este modelo se pueden cal--
‘cular con - 'la aproximacién de un electrén. Para ‘esto debemos -
resolver la ecuacién de Shrodinger usando el teorema de Bloch

| (OJFquuét), proposicién matemitica relacionada con la forma

de las funciones de onda de un electrén para un potencial per

fectamente periédico.

1

De hecho, las propiedades generales que la funcién de onda --
electrfnica satisface en un cristal infinito y limpio son: el
s#tiSfacerbel teorema de Bloch y por tanto ser perif6dica con
la éétiodicidad de la red y poseer un esquema de bandas para

su-energfa.

4
[ Si la periodicidad de la red se rompe, matemiticamente no es

k posible usar el teorema de Bloch.

Para estos casos mis generales en que el sistema no es perié-

dico, pero este rompimiento de la periodicidad es local, pue-
. de usarse teorfa de perturbaciones para analizar los estados

que cambian poco su energfa y casi no modifican su forma - -

excepto por una fase. Para los estados que sf modifican, tan-




-
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-to su cnorgia como la forma de la funcién Je ondas se cono-
cen otros métodos como lo son el de la funcidn de Green (esto
s, resolver la ecuacién integral que resulta de la ecuacidn
de Shrodinger) o, el de la matrfz de dispersién (8) que éon--
siste en expresar el estado perturbado cn térﬁinos del resto

del sistema no perturbado.

Para poder usar la matriz § esta se singulariza. Para que el
sistema tenga solucién finita resulta matemiticamente que la
émplitﬁd de ias ondas entrantes a la perturbacién es cero, de
donde en el anilisis, son consideradas tinicamente las ondas -

salientes o reflejadas.

El método de las soluciones locales es considerar a la solu:-
cién general como una superposicién de las soluciones regiona
‘les estableciendo dGnicamente un conjunto de condiciones a 1la

'solucién general.

Nosotros hemos elaborado un método para la solucién a estos -

y que llamamos '"de la onda reflejada'. Este método
consiste en una combinacién de los dos Gltimos, es decir, to-
mar las soluciones regionales, pero de ellas en el caso de --

nuestra perturbaci6n Gnicamente las reflejadas.

‘Este método, en los casos conocidos, nos da los mismos resul-
‘tados con 1a conveniencia de un cdlculo mucho m&s simple y --
por consecuencia mids factible de analizar, lo que ‘se mostrari

en la siguiente seccién para el caso particular del trabajo -

de Aerts.
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CAPITULO II

En esta seccién hacemos una presentaci6n m4s detallada de lo
que hasta ahora existe en la literatura respecto a los estados
localizados de superficie. También para el caso particulaf de
Aerts, se reproduce el cidlculo usando el método de onda refle-
jédéé'ﬁsto lo hacemos con la intenci6én de mostrar, con un caso
conocido, la veracidad de nuestro método, es decir, la capaci-

‘dad de al .“nos reproducir los casos conocidos, con una mayor

'?itticndo-del trabajo de Kroning-Pehney, el caso del modelo -
«hnidiﬁensional de un cristal semi-infinito, limpio y para el -
'§1éct:6nﬂlibre; es abordado por Aerts en donde el vacfo es si-
‘ihlédd'por un potencial escalén.

-Aerts divide su espacio en dos regiones construyendo para cada

una de ellas 1la solucién particular. E1 problema de la pertur-

bacibn es atacado usando la matriz §.

Asumiendo el modelo de I A 11

Aerts en donde el poten Q@ 30
e T ° ] j )
cial estd dado por ' v

A}

]
si x((L.Vo>'O

2 .
- h® V (x-b_) si x30, V>0
A 26 r 3

2

y bj+T bj-a jo=1,2,...
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se obtienen las soluciones regionales

1 A' exp(kix) +B' e‘xp(_klx)
11)Y 2. = Ay U(x) + B, U(-x)

2m

con kf
) h

(\Io - E).

V’Saﬁq,‘n‘j‘yi_ﬂutner nos sefialan que U(x) es una onda de quch con

a forma

¢ x)%i{cf‘“ senf{ex-a 7 ) - sen¥ (Lx- a(1- l‘l”} ‘)mlb] ®

don : < 2Znm
qug}; es el vector de onda, ¥= —y E,

© %

[5] = parte entera de
=

Considerando el método de onda reflejada

- }\1 exp (klx)

Y,=8, U (x)
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Por conservaci6n del flujo de probabilidad

0)= 0
¥ =Y,
A1:.A2 ueo) ... (1)
.Ca}éuiando_ la discontinuidad de ¥’ en x = 0, por integracién

directa de la ecuacién de Shrodinger.
|

- k1A1z-—VA2 u(o0) e (2)

con lo que hemos construido un sistema de dos ecuaciomes con

dos incégnitas.

u'(o) -k,A

1A = -VA, u(0)

2

Substituyendo (1) en (2)
U (0) + VU(O) -k; U(O)} =0 i (3)

A3 0 6 no habrfa sistema. De aquf

U'(0) = UC0) (k,-V) C(8)

14



én‘donde por: (*)

U(0)='sen ¥a

tua ‘
ur(o) = & {Z} -cos ¥a
-cos t'a-} ,:‘(k'1 -V) sen ¥ a

- kI-V sen ¥ a4 cos ¥ a . .« . (5)

3

que es la ecuacién de Aerts.

Combinando (5) con la ecuacién de Kroning-Penney se

encuentra. que
(2k,-3V) %4 487 P =(v cot @ a)4y ... (6)

en donde para el caso particular

P A 2

t =
Ky’

a’= 4("2v-3k,_)2+( 3 a)?

e reduce a la relacién de Tamm.

q?* 2 o2, 1/2
tw : - - ) . . . 7
co 3 zp-; | (@°- 9 (7)

il

Iistp'es, existen los estados electrénicos de superficie.

‘Mfci“eéer’vo' crece E; al decrecer V crece E.
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El‘nﬁnero‘y lugar de los estados de superficie depende del pa
rémetro "a'" de 1la rgd.‘Depende también de la profundidad indi -
~Vidﬁg17de1“potenc1al atémico y de la altura de la barrera de
'pOteg;ial L

También se encuentra que todas las curvas son localizadas en
lll'as--ba'nd’és»prohibidés, ademis de que el ndmero midximo de esta

dos 'localizados es dos aunque generalmente hay solo uno.

M&s--adelante (1966), Marfa Steslitka trata un problema mfs --
elaborado usando el método de soluciones regionales y conside

t_'a‘ndo,\q‘ue el primer pozo es diferente y estd relajado.

'
!
mIH
= M
Vaclo T_
' R
Resuelve su sistema considerando '*o'-.p"'ra-.' "‘k

lim mU1 lim mU p
. —— — b= —_
U~ 2 = U, =A%
bl-o b Al bleo 0 h? a
con P= cte.

finalmente obtiene

Q"/‘“- (2A 8 + k1) cos g a + (2AK1- 2)senga
‘ =cos ¥a cos ga + k,¢ senwa

donde A = —F-)'aL‘—:—— .




Del anflisis cualitativo de su resultado conciuye:

El'cambio de 1la constante de la red en ia superficie del cris
tal tiene influencia, tanio en la existencia como en los valo
res de los estados de superficie. Al decrecer la constante de
la.red en la superficie del cristal influye principalmente en
'la:existéncia de los estados de superficie., El incremento de

la constante'de la red influencia dnicamente los valores de -
la energia de lbs estados de superficie. Cuando la constante

de la red aumenta, los valores de la energfa de los estados -
de'superficie disminuye. La magnitud de la barrera primera, -

influencia también los valores de los estados de superficie.

Para valores muy pequefios de U1 los estados de superficie - -
ocurren independientemente de la magnitud de la deformacifn -
de la constante de la red. Para una constante de red invarian '’
te,ien‘la~supérficie del cristal, la existencia de los esta--
dos de superficie estd conectado también con la deformacién -

1

de la la. celda o con la periodicidad desde la primera celda.

Ya: antes (1960) ﬁhariseau habfa atacado el problema para po--
tenciales iguales; pero relajadds los primeros n 4dtomos, de -
los que realmente puede abordar sqlo los casos n=0 y n=1 debi
do a lé'coiblicacidn matemftica de su método (funcibn de - -
Green), obteniendo para este dltimo caso:

. sen¥b-(U-k,) cos 4

M cosga + sen ga ... (9)

cos®b+ (U-k‘) senib
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n donde b es el parimetro de relajamiento.

Phariseau encuentra que la localizacifn de los estados de su-
erficie depende no ﬁnicamente'de la profundidad del potencial,
a constante de 1a red y 1la altura del potencial barrera de la

‘superf1c1e s1no tamb1én de los desplazam1entos de los prlmeros

n 5tomos, es decir, de la penetracién del potencial superficial

;ha;;a:el;cr1stal.
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'CAPITULO TII

Esta secci6n es lo que, esencialmente, es nuevo en nuestro -
trabajo de tesis. Primeramente presentamos las caracteristi-
‘cas del modelo (forma del potencial). En seguida, usando las
funciones de onda que regionalmente sonisolucidn del sistema,
Yy, usando la hip6tesis de la onda reflejada pasamos a cons--
iruif‘la ecuaci6én que nos d4 los valores propios de la ergfa

electrbnica del sistema.

]

El problema que nosotros hemos de abordar consiste de un - -
cristal unidimensional, monoatémico y semi-infinito con el -
primer 4tomo relajado y su potencial cambiado, de suerte que

1 potencial del sistema es

v, si x<€0 v, >0
5 Y
Ve = ¢ b -{v15(x) . V'g‘S(x-br)} |
si x>0 V1,V>O

con. b,=b y cumpliéndose que bj-1 3 s

pividimos nuestro espacio en
tres regiones y proponemos

soluciones del tipo

Zm
K\ﬁ "'“;X 2 .
)Y =20,Q + 8, P KjE 5 (V5oE)

Q"‘"zx

INY,=4, @ + B,

I1I) *' :A3 U(x)4 83 U(-x)
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Conslidera’ndo Gnicamente la ondg' reflejada tenemos que

= B;= 0, ‘quedando:

KR

Y 1= A1 Q

KR L2
1) Y,=A,&  + 8,Q o

Y 3= A U(x)

ara U(x) con 1a forma:

3

o iia x-b . . |x-b] . \-)*“%.5!]
U(x) = {Q ~ senpfx-b-a T)-sen%(x-b-a(“-——“)ﬁ ()

a
qklpwconservaciﬁn del flujo de probabilidad.

0 =Y,

A1:A2+BZ .. o (M)

b) Y, = ¥(b)

Kb ~iK2b
A, AR W ) Yz a5 um) C e (@)

Cllculando la respectiva discontinuidad de Y’(x) para x=0
y x=b por integraci6n directa de la ecuacién de Shrodinger de
nuestro sistema
e
dA 2 @V Y=o
o dx“ h
Tenemos

) 1k; (A;-B,) - k151=-v;(. A,+B,) coee (3)
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R e b -iKab
d) Ay U (b)-ik, (A,€ -8,@ )= -AVUD) . . . (8)

Con esto, hemos construido un sistema de cuatro ecuaciones con
c@gtro‘inCGQnithS.
1.- A= Ap*B,y
b iKab
Q@ 3,2 " =aum)
T2 3
+¢ iky(Ap-By) -kyAy -V, (A;+B))

, Wb -th\;
- Ay UT(B)-ik, (A,@  +B,@ )= -AgVU(b).

'Resqlviendo el sistema obtenemos (A):

' [r(“V1_-k1)Sbkav-k;szkJ +U[ (v lV1 -k;] -k%)sbk "kz(“‘1 -V, 'v)cbk.]}
'(Sbk*icbk;) 0 ... (8)

S

A S Sena CaZScosa -

[ (Vy-%8p %,Ch ] *0 [V [V1-k] -k%)sbkl»«kzckl-v,-V)ckazo
(6)

ii) Sbkz *iCbkt‘::O

U(b) = sen¥a . .« . . (8)

U'(b) = \‘{ev*q-cos al.‘ . . (9

(VW VK -kp) Spip k2 (K1 -V VIChi, senva...(10)
¥ [k 2Chky* (K1-V1)Spk,)

=cos8a +

5 )
,(A)v‘.b‘\(er apéndice A.




2 .
2 e o

2
(VV1 -Vk1 -$ )Sb'#l'(k‘ —V‘ -V) C.

or construccidn '2 =k

=cos¥a +

$2c g+ ¥k, -V,) S

que es de 1a forma

Q‘an =cos a *tsen ¥a.

§ui¢ndo que A = « +ig , dado que? ¢s real debe
‘cumplirse que
< ="

-AQ
«-n" Q’ = cos¥a +¢sen ¥pa

e @@= '

cosda <+ !’ senya

Introduciendo 1a relacién de Kroning-penney

vV senga

cosua=cos ¥a +
e 28

¥ .
Tenemos que (B):
l‘f’—_rv + ¢~V cot#a= 0

es nuestra ecuacifn de valores propios de la energfa.

Ver apéndice B.

sen ¥a

24

. - . (17)

2) |

. . (13)
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CAPITULO IV

A partig de las ecuaciones construfdas en la seccifn anterior,
aqui, desnrroilanos 1a discusién de lo que representan frente
a ljsvyl‘exiStentes. También presentamos algunas grificas con
las dub quereios hacer m&s patente lo que en sf es nuestro re

sultado.

Pirn,pqdet avanzar en el andlisis de nuestro resultado note--
mos que,'(III.is) tiene la misma forma de la ecuacibn de valo
res propios de Aerts y Phafiseau en particular. Por esto, es

‘evidente que (Ili.!S) cu-plé con la relacién de Tamm, es de--

cir define la existencia de estados localizados de superfi--

Véase también, que (III.13) es una expresién general de suer-
te que las caracter{sticas particulares de esos estados elec-
trénicos estén dados por las condiciones de frontera, esto es,

forna particular que adquiera ¥ -

En nuestro caso

Wk, ¥ S0k, -V, V)G
- &
B Cp Bk W) Sy

‘Antes de abordar el anflisis de los resultados para esta ‘§

en particular, notemos que si en nuestro modelo b = Ve = O, -
estamos reconstruyendo las condiciones analizadas por Aerts.

De aqut,

de donde (III.11) se reduce
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z‘)‘“ (ky-V)

=cos ta+ senpa

que es la ecuacib6n (II.S) que Aerts ha de combinar con la de

Kroning-Penney para construir su ecuacifén de valores propios.

De igu'al manera; sf V;=0 yb=a

' _¥ (kNG .- (Vk A 8)s ga
t‘c *tkts‘,

con lo que (III.II) nos queda
fua_ Wk -V)Cy - (VK *BP)s

sScosgas _-——_T_—l—s_ &a senga
g “‘." 1 ®a

‘.81f»',ae£iniio§ -V=2A que por construccifn contiene la infor-

maci6n del potencial en el bulto...

=cos pay $(k] 2A)Cq + (2AK; ¢%)s,,

l‘ch-t- ¥ kis'a

sengQ

que es 1a ecuaci6n (II.8) de Marfa Steslicka.

Si bien 1la ecuucxan flnal es la misma, en pr1nc1p1o las res-
tricciones _que helos introduc1do no reproducen su modelo ini-
cial. Esto nos habla de al menos un error en al menos uno de
los ‘dos cflculos. Para poder ubicar en donde se encuentra este
error baste poner atenci6n en la ecuacién (IF8) y ver que és-
ta no depende del parfmetro de relajamiento b. Esta informa--
cidn sé“ha perdido en el cflculo desde el momento de tomar --

sus ltiifes. Es ah{ en donde, también, hace v,=0.
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Si tomamos V=0

rsentb-(vl-kI Jcos #b
tcoslbt(vl —kI) sen¥b

Z =cospa+ sen¥a

Indudablemente es la ecuaci6én (I1.9) de Phariseau.

Nnevauente, la complejidad del c8lculo matemdtico lo mete en
lios, esta vez lo lleva a '"tragarse'" un término. Phariseau -

‘no_puede notarlo ya que en su modelo V.= V.

I

En’ resunen' (I11.13) es la ecuacibn general de valores pro--
'pxos de la energfa para un estado localizado de superf1c1e.
‘Esto en el modelo unidimensional con el potencial simulado -
por deltas. Es § quien ha de contener la informacibn de las -
‘cond;cidnés de frontera del sistema. La ecuaci6n (III.11) con
'ficngfcono‘caso;.particulares a la mayorfa (si es que no a la
totalidad) de los casos existentes en la literatura y de mane

ra inmediata confirma su veracidad, o no.
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Pasamos ahora al andlisis un poco mis concreto de nuestro re-

 §&1;3&9.'Para esto presentamos un conjunto de grificas en el
.que podemos ver qué sucede con la energfa de los electrones -

ante 1a;variac16n de los distintos parimetros.

Si U &£ V cuando E crece
B crece. Hay una B
mixima.

Establecido el sistema hay
‘una U =V " tal que contiene
la B.més grande que resuel-
ve el sistema. Esto es, in-
dependientemente de los de-
mfs' parimetros B no puede -
‘crecer indefinidamente,




si B decrece

Si-el parimetro de la red a
es de orden menor a los del
'resto de la red, los valores
propios de la energia electr6

nica son mayores, para una' B dada. -

29
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V=1 "Cuando el pardmetro de la
A= 3 red es mayor que el conjun
- _ to de los parimetros del
H=1 sistema, para una B dada
e los valores propios de la
Ty energfa disminuyen.
..%‘: D
, v 1 v= 1
A=3 j/ A= 6
H= Lo H=1
) . %ﬁﬁﬁia

b

Conforme crece el paréme-
tro de la red, las bandas
de energia de los estados
localizados se estrechan
ademis de que decrecen en

valor.
Podemos ver que en la fran- re V=1
ja que hubo solo una banda A= 12
‘para un parfimetro suficien -y -
‘temente grande, vemos apa- /__. \ H

i
P

“recer 2, 4, etc. .

.'t,.n.
. b
1
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oo
|
-
,-
-
i
—

,
.
*e
*e

Si el potencial del bulto es muy pequefio compa

rado al resto de pardmetros del sistema, el pa-
rimetro de relajamiento que aceptarfa dicho -

'sistema, para la existencia de estados locali-

zados, deberi ser menor,.

<
|
<
|
e

) ..:;7"'3'
vy .".\' e
R ..,

Para cuando V crece, para U dada pero pe-
quefia, el intervalo de energfas permitidas en
la localizaci6én se amplfa. Igualmente cambiari
el intervalo de b tendiéndose a que b sea
mayor:  en cada caso que U<V, Si V< U el com
portamiento seri exactamente al revé€s.
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V=6
A =1
»t H 1
0‘_9!-?!.&1. o,
. T ‘%
S ———————— -
v 1 V=1

p-3
[T
w
T >
o
G

La altura del escalén
. se traduce en que, --
mientras mds pequefio
es H, menor es la ener
gia del electrén al =
igual que 1la b que so-
H=3 luciona al sistema.
Al revés, conforme H -
crece aumenta la ener-
gia aunque el intervalo
de valores propios sea
valor el intervalo de
localizacién del parid-
metro de relajamiento.

> <
non
L




Evidentemente la constitucién del sistema determina las carac '

tertsticas de 1os estados localizados.

Observamos a lo largo de las grificas cual es la dependencia

energética en funcién de los diversos pardmetros.

El;sinplemente establecer un pardmetro de relajamiento no nos
determina estados localizados de superficie o subsuperficie,

sino que esto esti en funcién de la conjuncién .que haga con

1 resto del sistema.

Lo primero que hemos comentado en las grificas es que dado un
SiSEeih; b no puede crecer arbitrariamente. Esto es compren-
sible ya que si el primer Stomo estd demasiado alejado del -
buitq;fel_efecto sobre el sistema seri pricticamente nulo. -
Esfd ¢s comprgnsible ya que si el primer dtomo esti demasia-
dozaléjado‘del'bulto, el efecto sobre el sistema seri el de
un espacio libre. Por esto veremos que al aumentar b, los es

tados localizados tenderin a desaparecer.

"Cuando el potencial superficiai es pequefio, relativo al res-
to de los parimetros, la energfa electrbnica del estado loca
lizado ser4 creciente como funcién del pardmetro de relaja--

miento. Al contrario, si el potencial es grande la energfa -

decreceré.

casos se explican ficilmente., Al aumentar el potencial
debe aumentar la energfa del electr6n para que el sistema no

se colapse,

El pardmetro de 1la red tiene una notoria influencia en el an

cho de las bandas de energfa. Puede observarse ficilmente,
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‘como el crecimiento del parimetro de la red se traduce en -

bandas mis estrechas y de valor energético miximo menor. Es-
to es un resultado evidente ya que al crecer el paridmetro de
la;red,gel potencial diSminuye, de suerte que las regiones -

prohibidas se angostan.

La disminuci6én en el potencial del bulto manteniendo el par4
metro de 1la réd, se traduce también en un angostamiento de -
'lasifranjas prohibidas. Esto, dado que el electrfn "siente"

un potencial mi4s dé€bil. No obstante, ia proporcionalidad en-
tre laAprofﬁndidad de los pozoé del bulto con el de la super

ficie y la magnitud del escalén.

A partir de esa relacién se establece la posibilidad de que,
si bien el ancho de la banda prohibida es menor, cabe la po-

sibilidad de un valor propio de la energfa electrénica mayor.

Una forma adicional de angostar la banda prohibida es dismi-
nuyendo el escalén. Al disqinuir el escaldn, disminuye el va
lof de 1la energfa del estado localizado. El crecimiento del

escalén, relativamente se traduce en un sentimiento menor po

tencial con la salvedad de que se admiten energfas mayores.

Si bien gr&ficamente hemos determinado las rafces de la ener
gia que satisface nuestra ecuaci6n’'de valores propios, por -
dltimo nos falta corroborar el que estas rafces cumplan con

nuestras condiciones en la frontera, particularmente nos fal

ta ycqr'roborar la continuidad de ¥ en el espacio.
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Ademds de constatar el cumplimiento de las condiciones en la
frontera, al graficar la densidad de la probabilidad ( ¢ 2
podemos apreciar el comportamiento de la localizacién como -
func16n de los distintos pardmetros del sistema.

A continua;iﬁn presentamos algunas de estas gréaficas.

b
';is " l‘-ilf
o

B=1 v=1 B =
H=1 A=1 H =
E = .86 =3 E = .99
T
B = v=3 B=1
H= A= H=
E= .99 U E= .99
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B= 75§ V=1 B =1 )
H= 5 A= H 6
E = 2.085 .U =1 E= .41

Conrésto‘conCIuImos este trabajo en el que hemos mostrado 1la

enorme simplicidad del método de la onda reflejada. Como con-

:secuencia de esta simpliciad se ha presentado un cGmulo de -
.graficas que puede ser fdcilmente incrementado desde muchos -

. puntos de vista dependiendo de qué es lo que se quiere extraer

de los resultados.

;ggalmente, se ha mostrado la fundamental dependencia del nG-

‘mero y energfa de los estados localizadocs como funcién del pa-

rdmetro de relajamiento. Hemos mostrado, ademds, el que todos

[ .
nuestros resultados cumplen con las condiciones de frontera -

‘que les hemos impuesto, particularmente la de continuidad.




. Tenemos el sistema:

.- A A+ B, y
A, @ ik, c‘“’-‘ Ag U(b)

Aq u'(b)-ikZ(Azc‘“"" -aze"""')z -A{VU(b)

A whb B ) ~.tﬂzb
A= 2 2 ... (5
3 U——Q' + )
v s
Ag(U' 4 VU) = ik, (A, Q"‘"‘ -B, e
A { Q:K._b Q-»:&;h}

U'*VU

Igualando a (5)

Kb .
— M Qu{ ot -itab
9 &

)
U'+VU U'+ Vu

~ K
Ay Q‘ ab (U' 4+ VU-ik,U) = -B, e a'h-(u'-oﬁ VU 4 ik,U)
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-2ikb (U'+UV+ik,U
2 - "'BZ Z = s e (6)

U'+Uv—ikzu

Por simplicidad tomaremos

z-_U'J¢U\(+ik2

U' + YV = ikz

'I'lﬁ_;i"oduciendd (6) en (1) obtenemos

-A -z.i«,_b} . ..M

introduciendo (6) y (7)

e - _-2ibKy - =2tbig
Bz{'(v,*:-ikz) - vy ¢ ik,)A @ -k, +k,AC }:o

=2ibkz] _
Z{VI-k‘-xkf Afk,-vy0ik,)] @ = 0
Asumiendo que B,#0

-Z:bkz

kg -ikyt Ak, - (Vy+ik,)] @ 0...(9

-2ibK,

-kq-ik,) [uuvu-ikzu] + Qurevueik,u] (k,-v, -ik,)@ =0
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U'+UV) [v -kl'], -Uk§+i { Uk, (k,-Vy) -k, (U + vu)}

-2lbk,
Cureov) [x,-v)) suides { uk, [ky-v,] -k, (u'+uv)}):o

. 2 2 .
=(.C -is ) = 2C -1-2iC S
bky bk, bkz bkz bk,

(9) nos queda como

-UkZsik { [x -v.] -(u'+VU)}
wokZeik, [uce,-v)- (u'~~uv’)]}.~~
{(U'.“*UV) {krv"] +Uk§+ik2 [U(k1-v1)-(U‘+VU)]}

2 3 -
02 ( Gy, iCphy, Spi,) =0

Ut +UV) [k'1 -V1']"+Uk§+ik2 [U('k1 -v.) -(uuuw]}

2-—
(Cbk,_ 1cbklsbkz) 2 (U'+UV) [V1~k1‘ -Uk5 =0
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“qrewn) [ vk, ] -ukge { (U'+UV) [ ky-V, ] +u1<§} cZ, +
- -V.)-(U" ' 3 . ' 2
UCk{-V,)- (U *UV)] Coky bl *1 { CRUCEBAR A ) | Coky

v o2 - 2
Vo-k +(k -V )C® <K, o S ‘U {vcv Kk )-kZ
LR A AL Zbk,_bkz} 17Kq1-k3
VL -V,C z kZCZ +ky (k1 =V Cype Spic, “*2VCbk, Sbk, | *
2 2 bk,
| v 2 2
' ['(V1"‘1)Cbm< Sbk, "K2© J *U ([kz(kr"ﬂ‘kz"] Cpk -
2 bkg 27y,
k-v‘)+k2‘]'c Spy, )= O
171 2 'bka “bka -
e vR2 | 21g2
SBEE N RN I (TR R EOE
2 2 2
ki(k1-7v1"v)cbkz_sbk2_} *1{ [(" K1) Cpk,Sbk, Cbk,_] *

T R e -
U [0y vy -Wcgy + (v [V, k] kz)cbk_f’bkz} =0

* o
2
{'“' [(V1",‘1‘)Sbkl"‘zcbk,,] Lo [y, ] sy,

4k2(k1~V1-V)Cbk’] } ( sbk;icbkz ) =0
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" APENDICE B.

‘Tomando la relacién de Kroning-Penney.

\'
cosyp a=cos ¥a + sen Pa
M 2%

A
| _ 2y 1/2
senlaa= [1-(0 gat - Sga) ]

en donde

v Q

=cospMa +i senpa

LV . - v '
=C, +—Y— ~ - 2,1/2
Coa*—s Swa’ill fcpat za’sxa]')u

Retomando (IIT1.II) con la forma

ma _
Q'}‘ —.Csa+ E S&a
se cumple

'
oV . 2,1/2 _
Cjaf_ ZYS 'lau(1 B [Cla+ 2% S ra] ) - Cl’a+ \ Sl'a

S = S_ +i 1-(CS + S + —— (C S }
f ¥a 2% va ! ‘. ( ¥a 432 #a ) ¥a ta)
2
' \Y A
. 2 2 1/2
= —— S +i s® - § — — C S {
T e [&a 48 82 ¢ *2 "a}
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v v ) Vv

’2.1)‘2'512@?:' (';;2' ")Stal‘+ Y Cta Sta

vi v

v .
2 :
“4(V-——y)i—- cot ¥a

2%

2 2
A" -V - V cot »a

4% 2

2: 4V cot *a

28p -v)%e 48 v
8% 2 ww2agpvs 432-vi= 4 ¥V cot ¥a
2%%p? a3V +4¢%= 4%V cotya

$¥2-FV + ¥ -V cotgaz0

Es nuestra ecuacién de valores propios de la energfa.
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