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INTRODUCCION

Actualmente, los sistemas de coémputo juegan un papel
preponderante en la solucién de los problemas generados por
1a'fisica. El trabajo que se presenta, se avoca a la solu-
cién de uno de &llos, el cual estéi relacionada con la teorfia
de esfuerzos, en particular la elasticidad., Este trabajo
forma parte del programa de "Ultracentrifugas“, del Institu-

to de Fisica de l1la Universidad Nacional Autdénoma de México.

El objetivo fundamental es el cflculo de las deforma-
ciones que sufre un disco sujeto a la accibn de fuerzas al
girar a grandes velocidades, este disco, se usa como tapa
de un ciiindro; sus deformaciones son tales que no rebasan
un: cierto valor permitido por el cilindro mismo. L1 proble
ma - se resuelveben base a métodos desarrollados a principios
de este siglo, los cufdles obtienen resultados aproximddds,

partir de diferentes hip6tesis,

El programa que se propone, es capaz de predecir las de
formaciones que sufre el disco al rotar, asocifindole un per-

fil condicionado al original, bajo ciertas relaciones matemi



dieron las ecuaciones que actualmente son usadas en los cdl

ELASTICIDAD

"La elasticidajzzs una propiedad fundamental de todas
las substancias de la naturaleza'", La elasticidad de los
cuerpos ha sido usada sin bases matemdticas desde los tiem-
pos prehistdéricos en muchos tipos de construcciones y en to
dos los instrumentos y herramientas de la vida diaria. A
pesar de que la utilizacién de las propiedades eldsticas se
remonta a ticmpos inmemoriables, el primer intento cientifi
co para fundamentarlas lo encontramos hasta 1638 en el 1i-
bro de Galileo Galilei, titulado: '"Didlogos acerca de dos
Nuevas Ciencias", porteriormente el inglés Robert Hooke, so
luclonando el anagrama 'CEIIINOSSSTUV': UT TENSIO SIC VIS
(para tu conocimiento y para quién lo comprenda, la tensidén
si lo deseas, puedes hacerla), encontré la ley fundamental
de la elasticidad, afios después Daniel Bernoulli y Euler

culos de elasticidad.

En 1818 el francés Navier dié la teoria general de la
elasticidad y postulé las ecuaciones de equilibrio y movi-

miento; esta teoria fué desarrollada por Cauchy y Poisson,

aplicdndola al estudio de la propagacién de ondas sonoras

en medios eliisticos. A principios del siglo XIX, Lagrange
y Sophie Germain, resolvieron el problema de la curvatura y
vibraciones de platos elédsticos delgados, valiéndose de al-

caracteristicas de ese tipo de cuerpos; simplificaron



considerablemente la formulacién y solucién de los problemas
debidos a las deformaciones producidas por la accidén de fuer
zas externas, sin profundizar en la esencia de los fendmenos

microscépicos que ocurrian en cl material.

Deformaciones Eldsticas.

"Toda estructura poseec en un cierto grado, la propie-

dad de la elasticidad".

Las deformaciones elisticas de una estructura, son. a-
quéllas que desaparecen completamente una vez que sc han su-
primido las fucrzas externas que las producen; las deforma-

ciones que no cumplen con este principio son llamadas defor-

maciones plisticas,

La deformacién elédstica de un s6lido puede estudiarse,
determinando la relaci6n esfuerzo-deformacién, en muchos ca-
sos, las pequefias deformaciones son proporcionales al csfuer

zo (Ley Hooke), matemfiticamente se expresa como:

longitud

dincremento de longitud,
esfuerzo,

médulo de elasticidad.

il




Otra caracteristica eclédstica es la tensién mixima que
puede aplicarse a un objeto, antes de que se deforme plésti
camente; ecsta tensién, esfuerzo de rompimiento o valor de
rompimiento, dado en 1la Figura 1, para un metal ha probado
estar influenciado por las condiciones de las pruebas para
su determinacién por lo que se convierte en una caracteristi

ca "proceso de memoria' de menor importancia teérica.

.

fetumie [T

Figura 1, Deformacibn porcentual en
funcidn del esfuerzo para
cl acero,

Aqui supondremos que la materia de un cuerpo elfistico,
es homogénen, de tal manera que el elemento mas pequeiio saca
do del cuerpo, posca las mismas propiedades fisicas que el

cuerpo mismo, para simplificar la discusién aGn mas, conside-



raremos que el cuerpo es isotrdpico, es decir, que las pro-

piedades eldsticas son las mismas en todas direcciones.,

Las estructuras materiales, usualmente, no satisfacen
las suposiciones anteriores, un material importante como el
acero, cuando se estudia con el microscopio, parece estar
formado de cristales de varios tipos y con diferentes orien-

el material estd lejos de ser homogéneo, sin embar
go, la expcricncia demucstra que soluciones de la teoria de
elastiéidad basadas en las suposiciones'de homogeneidad e i-
sotrqpia, pueden ser usadas en estructuras de acero con gran
Lia cxplicucién de ésto, es que los cristales
son pequefios, y mientras que las propiedades clidsticas de
s6lo cristal pueden ser distintas en las diferentes direccio
cristales estén normalmente distribuidos al azar y
con ésto, lasvpropiedades eldsticas de grandes piezas, repre.
sentan promedios de las propiedades de cada uno de éllos,
tanto mds grande sca la diferencia entre las dimensiones geg
métritas que definen la forma de cuerpo, y las dimensiones
‘de un'sdlo cristal, mejor scrd el éxito que tenga la'proposi»
ci6n de homogeneidad usada, asi mismo, si los cristales estﬁn

orientados al azar, el material puede ser usado como isotrdpi

Cuando debido a ciertos procesos tecnoldgicos como el
balanceo, -prevalece una cierta orientacidn de los cristales

del metal, las propiedades eldsticas del mismo, son distintas



en las diferentes dirccciones y la condicién de anisotropia

debe considerarse. Este tipo de condicidén se tiene sobre

el cobre rolado.

Fuerzas Externas,

Existen dos tipos de fuerzas externas que pueden actuar

sobre un cuerpo:

i) Se les llama fuerzas superficiales a las fuerzas
distribuidas sobre la superficie; como la presidn
de un cuerpo sobre el otro, la presidn hidrostdtica,

etc.,

ii) Se les denomina fuerzas de cuerpo a las fuerzas dis
tribuidas sobre el volumen de un cuerpo; como las
fuerzas gravitacionales, magnéticas, 6 en el caso

de un cuerpo en movimiento, la fuerza inercial.

Ademés, las fuerzas llamadas superficiales al proyec-
tarse sobre los cjes coordenados, son denotados por Fyo Fy,
F,, dependiendo del eje que se trate; a las componentes de

las fuerzas por unidad de volumen, se les denota por: Fgx, Fy

Componentes de Esfuerzo.

En general, el esfuerzo en un elemento de superficie,

no 'actfia normalmente a élla, pero tiene componentes tanto nor



males como tangenciales al plano; consideremos un elemento
de volumen en un sistema de referencia, de ejes "x'", "y'",
"z'", mutuamente ortogonales, los esfuerzos que actdan en los
tres planos normales a éstos, los cudles pasan a través de
un punto en el centro del elemento de volumen, nos darin nue
vos componentes de esfuerzos, éstas se denotaran por las le-
tras oy, dys Oz, Txy:++€LC., dondé la primera letra en el
subindice denota la direccién del esfuerzd y la segunda, de-
fine el plano en el cual act@ia, la notacién que se usarid en

este trabajo, la presentamos en 1a tabla I,

Consideremos ahora como cGbico, al elemento de volumen .
alrededor del punto P y con sus caras normales a sus ejes.

Figura 2.

Figura 2. Diagrama'de las direcciones
de los esfuerzos en un ele-
mento sd&lido.



TABLA 1

HOMECLATURA USADA A LO LARGO

DE ESTE TRABAJO

NOMBRE

S{MBOLO

Coordenadas cartesianas

Esfuerzo normal

Esfuerzo transversal

Deformacion normal

Deformacién transversal

Dilatacién

Coordenadas cilindricas

Esfuerzo normal

Esfuerzo transversal

Deformacidén normal

r’ "8’ "z
Constantes elédsticas
Médulo de Youné E
Constante de Poisson v
Médulo de rigidez G
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Por ejemplo para los lados perpendiculares al cje "Y', la
componente normal de esfuerzo que actQa, se denota por oy
donde, el subindice y, indica que el esfuczo estd actuando

en un plano nofmal al eje., Bl esfuezo normal es tomado como

positivo cuando produce tensidén y negativo cuando produce

El esfuerzo cortante se divide en dos componentes para
lelas a los ejes coordenados; por ejemplo; si consideramos
otra vez los lados perpendiculares al eje '"y", la componen-

te en la direccidn x, es denotada por ryx y en la direccidn

Las direcciones de las componentes del esfuerzo cortan .
tomadas como positivas en el sentido de los ejes
denados. Siguiendo con esta regla, la direccidén positiva de
todas las componentes de esfuerzo que actGan en el lado dere
‘cho ‘del eleménto de volumen, Figura 2, coinciden con las di-
'recciones positivas de los ejes coordenados; todas las dirgg
cciones tomadas como positivas en el lado derecho del elemen

to, serian tomadas como negativas, en el lado izquierdo del

De lo anterior, vemos que para cada par de lados para-
lelos de un elemento de volumen, Figura 2, sdlo es necesario
un simbolo para denotar las componentes normales de esfuerzo

de corte., Para describir los esfuerzos que actGan en los

seis lados del elemento de volumen, son necesarios tres simbo




los para esfuerzos normalesoy, oy, 0, y scis mas para esfuer
zos de corte (txy, Tyx» Txz» Tzxs> Tyz, tzy). Mediante consi
deraciones de equilibrio, la cantidad de simbolos para esfuer

. 1
zos de corte puede ser reducida a trcs( ), ya que Txy = Tyyx,

sz = Tyz, .. gtC,

Al discutir la deformacidén de un cuerpo eldstico, se
deberi suponer que hay suficientes restricclones como para
prevenir que el cuerpo se mueva como un cuerpo rigido, de
tal forma que no puedan existir desplazamientos de particu-

las, sin una deformacidn del mismo.

Aqul sdlo trataremos deformaciones pequefias como las
que ocurren en estructuras fabricadas. Los pequeiios despla-
zamientos de particulas de un cuerpo deformado, seridn descom
puestas en componentes u, v, w paralelas a los cjes coorde-
nados. Se supondrd que estas componentes, son cantidades pe

quefias que varian en forma continua sobre el volumen del cuer

Consideremos un elemento diferencial dxdydz de un cuer

po eldstico, Figura 3.

Si el cuerpo sufre una deformacidén, en donde u, v, w
son las componentes de desplazumiento del punto O, el despla

zamiento en la direccidén x de un punto adyacente A en el cje

,u,*_i_&_ dx



, . § .. . ,
donde el incremento 3% dx de la funcidén u, se efect@a en 1la

coordenada "x'", entonces el incremento de longitud del ele-
» g . . l ”
mento OA, debido a la deformacidn, es %% dx, de ahi que la
o . . . . 2 Su
elongacién unitaria del punto O en la dircccidn x es i

asi puede demostrarse que las elongaciones unitarias en las

direcciones "y"y"z'", estdn dadas por las derivadas %% y %%

Elemento diferencial de un
cuerpo eléstico,

Considcrgmos ahora, la distorsién del dngulo entre los
elmeﬁtosgﬁOAﬁ vy OB, Figura 4. Si u,rvtsonxlos.dcsplaZamiéQ
tos del punto O en las direcciones "x}"y", los desplazamicn-
FQSfdel‘Puﬁt°~"A?‘°“ la direccidén."y'"-v.del punto "B" en 1la

direccidén "x" son 4 Eﬁ'd*’ u o %%;dy respectivamente, debi
. p g ) el
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do a estos desplazamientos, la nueva direccidn 0' A' del ele
mento IA, estd inclinada respecto a su direccidn inicial por
el dngulo indicado en la Figura 4, e¢s igual %%; de igual for
ma, la direccién O'B' estd inclinada con respecto a 0B por cl

4 sy
angulo 5y"
’ L1
Tb g
v
Ju. v

e S el

¢ 1 '\_.' ‘el . él

' ke
RIEN Ak
' \m./ &7

—t U e ’ S
| .,
/ﬂ .\,\
vidugy r———o g

N N
|
l

v !

v
Figura 4, Diagrame de desplazamientos

en las direcciones x, y.

lo anterior se deduce que el fngulo inicial AOB, en-
tre los dos elementos OA y OB varia, debido al incremento'del
x ' %%. Esta es la deformacién de corte entre los

planos xz 'y yz.

Las deformaciones de corte entre los planos xy y xz 6

Xy yX puedeh obtenerse de igual forma.
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Usaremos la letra ¢ para elongaciones unitarias y la
letra y para deformaciones de corte unitaria, Para indicar
las direcciones de deformacién, usaremos los mismos subindi-
ces para estas letras, que los usados para los componentes

de esfuerzo.

De lo anterior:

s S;L €q = Jw‘* e
T“gsg

‘V,VS{A;-O&: V,.;%+% Y"g%ﬁ%

seis cantidades anteriores, son conocidas como las

componentes de deformacién.
Ley de Hooke

A las relaciones entre las componentes de esfuerzo y
las de deformacién, que han sido establecidas experimental -

mente, se les conoce como Ley de Hooke.

ImaginemOS un paralelepipedo rectangular con sus lados
paralelos a los ejes coordenados y sometido a 1la accién del-
esfuerzo normal o distribuido uniformemente sobre dos lados
opuestos; se puede demostrar(1) que en el caso de un material
isotrépico, estos esfuerzos normales, no produCengdistorsién
en,lOs_énguios del‘elemenfo;“La magnitud de la elongétién'

unitaria del elemento, estd dada por la



EEI :.93—-
B (1-3)

Esta ecuacidn define el mdédulo eldstico E. Un aumento
del elemento en la direccidn "x'", estd acompaiado por con-

tracciones laterales; lo que define la razdén de Poisson v
H -V -
® ,_!;; £E‘ = 'V ﬁ;
E E

Para el aluminio, dicha constantec se toma como 0.33(7).

Las ecuaciones antcriores, pueden ser usadas para com-
presiones simples. Dentro de los limites eldsticos, el mb-
dulo de elasticidad y la constante de Poisson en la compre-

sién son los mismos que en la tensién.

Ahora, si el elemento anterior estd sujeto a la accién
de esfuerzos normales o, oy, o, distribuidos uniformemen-
e a los lados, las componentes resultantes de deformacidn,

se pueden obtener usando las ecuaciones (1-3) y (1-4).

Experimentalmente Se ve que para obtenerlas, se tienen
que superponer las componentes de deformacidén producidas por
cada uno de los tres esfuerzos, mediante este método se en-

cuentran las ecuaciones:



(E}

[:-v (6,46 ])
-%- [ o - vV (8 "}‘; ) ‘
&g [0 (5] | o

9 EE&

Posteriormente, usando este método, se calculan las de
formaciones totales y los esfuerzos producidos por algunas

fuerzas.

Este método es vdlido, en tanto las deformaciones sean:
pequefias y los correspondientes desplazamientos sean tan pe
quefios que no afecten esencialmente, la accidén de 1as fuer-
zas externas, En forma tensorial, se escribe T' CN E"
de donde las ecucaciones (1- 5) son la expresién general de

la Ley de lHooke en el caso de materiales isotrfpicos.

Teoremas Generales

Ecuaciones Diferenciales de Equilibrio.

En los incisos anteriores, hemos considerado el esfuer-

zo en un punto del cuerpo eldstico, consideremos ahora la va

riacidn de los esfuerzos al cambiar la posicién del punto;
para este propdsito se estudiaran las condiciones de equili-

brio.de un paralelepipedo rectangular de lados éx, 8y, 62,

Figura 5. Las componentes de esfuerzo que actfian en los la~

dos de este elemento, estfn consideradas en el centro de ca-
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da lado y sus direcciones positivas se ven en la figura,

I 8(7’.
b e

Uy v

Figura 5. Diagrama de las componentes
de esfuerzo en un elemento
de volumen.

Aqui tomamos en cuenta los pequefios cambios de 1las com

Syr 8y,

de 1as‘coordenadds, al calcular las fuerzas que act@ian sobre

ponentes de esfuerzos debidos a los incrementos Sx,

los elementos, consideramos los lados también como pequeifios;
1a fuerza se obtiene multipiitando al esfuerzo en el centro
del lado, por el irea del lado mismo, si denotamos por i,v§,
las componentes de. esta fuerza por unidadﬂdc volumen
del‘elemento,-entonées la ecuacién de cquilibrio que se obtie
ne al sumar todas las fuerzas que actan en la direccién "x",

es.
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(6. 4_{5_&{*-5 D8 yfe~
+ (lw“_z——“* {y - I'V)S‘{'+

+(ne *.‘.}:ﬂ- S - Zua ) dify+s X Ll ybe-0

Las otras dos ecuaciones de equilibrio se encuentran
bajo el mismo criterio; estas eccuaciones se pueden escri-

bir de la siguiente manera:

( ¥ .x__x xz%;l -P:z:: ©
t

Sy

517+ PO hjy_‘;,_.‘j:c

A‘P + -Srzﬂ- .f.&u;z-.-‘o

estas ecuaciones deben satisfacerse en cualquier punto del

volumen del cuerpo, ya que como los esfuerzos varian sobre
el volumen del mismo y en su superficie, éstos deben estar
en equilibrio con las fuerzas externas que actfan sobre la

superficie del cuerpo.

Condiciones de Compatibilidad

Las seis componcntes de deformacidn (ex, €y ) ny)
cada punto, estin totalmente determinadas por las tres

funciones u, v, w que representan las componentes de des-

plazamiénto, de aqui>que las componentes de deformagién no

pueden ser tomadas arbitrariamente como funciones de x, Yy,
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ya que estan sujectas a las relaciones que sc siguen de las

ecuaciones (1-2). Asi, de esas ecuuciones se ticne;

Szir = P‘" 2 'Szbl - “A"
da ~ Ouly 7 gxr 7 ey

v, £u , o
67 N gy

S;G:; N

‘)\Ss

Se pueden obtener dos ecuaciones mas, mediante el in-

de donde:

tercambio ciclico de las letras x, y, z.

Derivando estas ecuaciones y luego sumﬁndolas(l), obte

1&& = § ~fYI+ f'ru ....S ¥
Sula S:'( : - §y _'If:')

Se encuentran dos relaciones mis de este tipo intercam
biando ciclicamente a x,y,z. Asi, llegamos a seis ecuacio-
nes diferenciales (1-7) y (1-8), entre las componentes de
deformacidn, las cufiles se deben cumplir en base a las

ciones

A estas ecuaciones diferenciales, se les denomina con-

diciones de compatibilidad, Usando la Ley de Hooke, ecuacidn
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(1-5), estas condiciones pueden ser transformadas a relacio
nes entre las componentes de esfuerzo, tomando por ejemplo

la condicidn

s.fv &+ _S:_f__t = fYYI

(1-9)
£ £y IETL
y usando las ecuaciones (1-5) y la rclacién(1):
i
AV 4V (1 +v
7? s ___L__,_l <Ii = ( ‘>i! (1-10)

€ €

encontramos:

€y = tlov- v (@ aa))
te [0 -V (65 o]

= a(! +J)L'I!
E

Las condiciones de compatibilidad contienen sé6lo deri-
vadas de segundo orden de las componentes de esfuerzo, de
aqui que si las fuerzas externas son tales que las ecuacio-
nes de equilibrio (1—6) junto con las condiciones de frontg_
ra (1-7) se pueden satisfacer, ya sea tomando las componen-
tes de eSfucrzo como constantes 6 como funciones lineales de
las coordenadas, entonces las ecuaciones de compatibilidad

quedan satisfechas identicamente y ese sistema de esfuerzos,

es la solucién correcta deéel conjunto de ecuaciones.




Determinacidn de Desplazamicntos

Una vez encontradas las componentes de esfuerzo de las
ecuaciones anteriores, se calculan las componentes de defor
macién(1), mediante la Ley de Hooke (i1-5)'y (1-10); las ecua
ciones (1-2) se usan para calcular los desplazamientos u, v,
w; derividndolas con respecto a x, y, z obtenemos dieciocho

ecuaciones con dieciocho segundas derivadas, Para u, por

ejemplo, obtenemos:

du_ G RO $€v Pu, Sven _ SEx
S T Y T S iy el =

L :'Sh a ={Cs
gt‘t s‘ SSSQ €5

S\m ey Syea
iy )

(1-11)

fv‘; £a

Mediante intercambio ciclico de 1las letras x, y, 2z, se
obtienen las otras dos componentes de desplazamiento v, w.
Es obvio, que u, v, w puecden obtenerse mediante una doble
integracién de estas ecuaciones. Las constantes de integra-
cidén no serin otra cosa que la suma de funciones lineales
en x, y, z; evidentemente, esas funciones pueden sumarse a

» V, W, sin que esto afecte a ecuaciones del tipo (1-11).




19

ELASTICIDAD EN DISCOS QUE ROTAN

Ecuaciones Generales en Coordenadas Polares

En la discusidn de esfuerzos en anillos circulares y
discos, es ventajoso el uso de las coordenadas polares; la
‘posicidn de un punto en el plano medio de un plato, qgeda
ahi definida tan sélo por la distancia al origen O, por el
angulo o vy por un cierte cje Ox definido en el plano, Figu

Ta 0,

Consideremos el ecquilibrio de un pequefio elemento abed
al plato, por las secciones radiales Oc y Ob perpen

diculares al mismo vy por dos superficies cilindricas ad y

Figura 6. Esfuerzos y deformaciones en
un corte de disco.
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Con radios r y r + dr, normales al plato. lLas compo-
nentes de esfuerzo normal en la direccidn radial se donota-
ran por o vy las componentes de esfucrzo normal en la di-
reccibn tangencial, por 0g- Para la componente de esfuerzo
cortante se usari Tre " Las direcciones positivas de las

componentes de esfuerzo, cstiin indicadas en la figura ante-

rior.

Suponiendo que los esfuerzos estdn uniformemente dis-
tribuidos sobre los lados de un pequefio Elemento, la fuerza
normal en la direccidn radial que actiia en el lado "ad" del
elemento, es crrde (el grosor del plato estd tomado como u-
nitario). La fuerza normal en el lado "be"” del elemento,

tomando en cuenta la variacién de la componente de esfuerzo

(o + %g;dv) (r+-dr)do

Las fuerzas normales que actlan en los lados '"ab" y
“ed'" son: ogdr y,(°8+ %%Q de) dr, respcctiyamentc, dando u-
na resultante en la direécién'radial, igual a cedrdo (don-
de ha sido despreciada una pequefia cantidad de orden supe-

rior), las fuerzas cortantes que actan en los lados "ab' y

"cd" del elemento, dan una fuerza résultante en la direccion

rédial-igual a:
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También, se ha supuesto que hay una fuerza de cuerpo
R por unidad de volumen actuando en la direccién radial;
entonces, la fuerza de cuerpo que actiia en el elemento abcd
es Rrdrde, sumando todas las fuerzas en la direccidn radial

encontramos las siguientes ccuaciones de equilibrio:

(o;-»ﬁ’{r dv)(r+dv)dBE - & vdO-
-G dvd@ +(éévo ~-Rvr)dvdo =@

En forma anfloga, se puede encontrar la ccuacién de ec-
quilibrio del clemento en la direcciédn tangencial; despre-
ciando pequefias cantidades de orden mayor y cancelando el

factor drde, las dos ecuaciones se reducen a:

é%?;h$ ‘:vo.FqliéLD+4?j=C)
: J-Cr ; _ (2-1)
g+ {Eave-0

Si no existe fuerza de cuerpo R, la funcién de esfuer-
zo ¢(r,0), se usard en la solucidn de las ecuaciones (2-1).
Sustituyendo, se puede probar que estas ecuaciones se satis

facen tomando:

oy (2-2)



nes (2-2), dan las componentes de esfuerzo que satisfacen

las ecuaciones de equilibrio (2-1) cuando R = 0; para obte-
ner una distribucién de esfuerzos en un cuerpo eldstico, se
debe satisfacer también, la condicién dec compatibilidad, en
el ‘caso de coordenadas cartesianas, esta condicién requiere

la funcidén de esfuerzos satisfaga la ecuacidn:
. A | U]
d )
+2 4 =
cdxoyt  dy O

Cnalquier funcién ¢ de r y 6 sustituida en las ecuacio
Para nuestro propdsito, necesitamos transformar ecsta
|

coordenadas polares, la relacidn cntre coordena-

das polares y cartesianas es:

=xX4+y = M'f&ﬁ\({_)

6. Y, suo 00- 5Lyl
x:é_zca"a éfi;%___.sen 9

Dado esto, y considerando a ¢ como funcién de r, 8 sec

# ffj-%g =$£C0sO- “+§E seno
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Para encontrar la segunda derivada con respecto a x,
s6lo repetimos la operacidén anterior, con ésto la ecuacidn

(2-3) se transforma en(7):
v 2 A 2
f | ' LZ{é L{g i

De algunas soluciones de esta ecuacién diferencial par
cial, obtenemos soluciones a problemas de dos dimensiones

en coordenadas polares para diferentes condiciones de fron-

Distribucién Simétrica de Esfuerzos Alrededor de

un Eje

Si la distribucién de esfuerzos es simétrica con res-
pecto al eje perpendicular al plano xy, Figura 6, las com-
ponentes de esfuerzo no dependén de 0 y son funciones de r
solamente, de la simetria sc sigue también que el esfuerzo
cortante Trg’ debe desaparecer, entonces, solamente la pri-

mera de las dos ecuaciones de equilibrio (2-1) permanece, y

se tiene:




Si la fuerza dec cuerpo R es 0, dcbemos usar la funcidn
de esfuerzo ¢, tomandoen cuenta la simetria, csta funcién
depende s6lo de r y la ccuacibén de compatibilidad (2-4) se

convierte en:

(oot {2
Fe2fh Lo

y . . 3 * 2 *
La SOlUClOl’l(1 ) 4 esa ccudcilion tiene cuatro constantes

(2-6)

de’integracién, que deben de ser determinadas de las condi-

ciones de frontera, sustituyendo, se puede comprobar(7) que:

$= Aloyr+Brt ey +Cr>+D

es la solucién general. Las soluciones a todos los proble-
mas de distribucidn de esfuerzos simétricos, sin fuerzas de
cuerpo, pueden ser obtenidas de aqui. Las componentes de

esfuerzo correspondientes de las ecuaciones (2-2) son:

m:;ﬁ:é: B(142eyv)+1C
q;=§_‘31=§+5(3+1b,r)+1c
Teo—O

Si no existe ninglin agujero en el origen de las coorde-

nadas, las constantes A, D desaparecen, ya que de no ser
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asi, las componentes de esfuerzo (2-8), se volverian infini

tas cuando r = 0,

Si existe un agujero en el origen, se pueden obtener
soluciones diferentes a las obtenidas para funciones unifor

mes-o compresiones, a partir de las ecuaciones (2—8).
Por ejemplo, tomando B = 0, se tiene:
0;,.’£§1+ILC:
r .
W.Al-rlc.
Y ;

(2-9)

Esta solucidn se podria adaptar a que representara la
distribucidén de esfuerzos en un cilindro hueco sometido a

presidén uniforme en las caras externa e interna.

Figura 7. Distribucidn de esfuérzos en
: un corte lateral de cilindro,
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Sean a y b los radios interior y exterior del cilin-
dro, y Pi y PO las presiones, uniformes tanto internas como

externas, entonces, las condiciones de frontera son:

\ _Fg S, =_P. (2-10)

| =
™o,

Sustituyendo ésto en la primera de las ecuaciones (1-9),

se tienen los valores de A y C tales que:

-Fg.%-flc Y - =§*1C

de donde:
A-abB*(R-R) - 21C=Rg-,*
b ol b-a.

Reemplazando €ésto en las ccuaciones (2-9), sc obtienen.

las siguientes expresiones para las componentes de esfuerzo:

g ¥

o, ot

YHbral ) (2-11)

o= b.‘_(P.ﬁ)- E'___Eh
Yl(b1 &) b‘l.. -~

Es intereSante notar que la suma o, + o, es constante

a través del grosor de 1la pared del cilindro. De aqui que




los esfuerzos 9. Y 94 produzcan contraccidén o extensidn
uniforme en la direccidon de los ejes del cilindro, mientras
que secciones perpendiculares a estos cjes, permanecen igua
les, por lo que la deformacidn producida por los esfuerzos
(2-11) en un elemento del cilindro cortado por dos seccio-
nes adyacentes, no interfiere con la deformacidn de dos ele
mentos vecinos, y es justificable, considerar al elemento
bajo las condiciones de esfuerzo plano como lo hicimos en

la discusidn anterior.

En el caso particular, cuando PO = 0, es decir, el ci-
lindro esti solamente sometido a presién interna, las ecua-

ciones (2-11) dan:

(2-12)

Estas ecuaciones demuestran que 0. es siempre un es-

fuerzo de compresidn y 04 s un esfuerzo de tensidn. E1 4l

timo es el mas grande en la superficie interior del cilin-

dro, donde:

(2-13)

(99),= R(0:+Y)
ot

(o)

max ©5 sliempre numéricamente mayor que la presién inter
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na y se aproxima a esta cantidad, cuando b aumenta de tal
forma que no se puede reducir a un valor menor P;s no impor

tando la cantidad de material agregado en la superficie del

'cilindro(7).

Componentes de Deformacidn en Coordenadas Polares,

Sean u y v. las componentes de los desplazamientos en
las direcciones radial y tangencial réspectivamente., Si u
es el desplazamiento radial de lado 'ad" del elemento '"abcd",

Figura 6, el desplazamiento radial de lado "bc'" es u +‘%% du,

entonces la elongacién unitaria del elemento "abcd" en la di

E,'.'.é.&. (2-14)
S

Se debe hacer notar que la deformacidén en la direccién

reccién radial, es:

tangencial no depende solamente del désplgzamiento "v'", si-
no también del desplazamiento radial "u'". Suponiendo por
cjemplo, que los puntos 'a' y "d'" del elemento "abcd", Fi-
gura 6, tienen solamente el désplazamiénto radial '"u", la.
nueva longitud del arco ad es (r + u)de y la deformacidn en

'la direccidn tangencial es:
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La diferencia entre los desplazamientos tangenciales de los
lados "ab" y "cd” del elemento "abecd" es

Sv
s5 48y la defor
macidén tangencial debido al desplazamiento "v'" es cn conse-
- SV
cuencia =% .

La deformacidn tangencial es

|
E.,=:%?-+i;§%§

Consideremos ahora la deformacién transversal o distor

si6n, sea a'b'c'd’ la posicidn del elemento después
formacidn, Figura 8§

mutlllumn

Figura 8.

Componentes de deformacidn
en

un elemento de c¢ilindro,

El dngulo entre las dirCCcionQS'ad y a'd' es debido a
desplazamiento radial u y es igual a

Su

50 ° de igual manera,
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s . 8
el dngulo entre a'b' es igual a g% .

Nétese que sblo parte de este dngulo (sombreado en 1la
Figura) contribuye a la deformacidn transversal, y la otra
parte, % representa el desplazamiento angular debido a la
rotacién del clemento '"abed'", tomado como cuerpo rigido, al
rededor del eje que pasa por O; entonces, el cambio ﬁotal

en el dngulo "dab", que representa la deformacidn transver-

_ ol dqa v - )
))",i-—e +j; - (2-16)

Sustituycndo ahora estas expresiones para las componen

sal es:

tes de'déformapién; ecuaciones (2-14), (2~15) y (2-16) en
las ecuaciones (se supone que el esfuerzo es plano y no exis
e componente z, perpendicular al plano del plato), de 1la

Ley de Hooke (1-5), se tiene:
£ (a
“E )

&.:é(c‘.-uo;) (2-17)

Con lo cual, finalmente, tenemos suficientes ecuaciones

para determinar a uy v.




MNETODOS USADOS PARA CALCULAR DEFORMACIOMES
DE DISCOS EN ROTACIOH

El problema ha sido enfocado de diferentes maneras, que
van desde el intentar resolver ccuaciones en derivadas par
ciales mediante desarrollos en scries hasta hacer aproxima-
ciones por medio de grdficas y consideraciones de tipo fisi-
co; en el, siguiente capitulo; sec presentan los métodos mas

usuales.

Método de M. Griibler

Este métodocl’G) supone que el espesor de las parecdes
del disco en rotacién, es pequefio cn comparacién con su ra-
dio. Si los esfuerzos no varian sobre el grosor en cada.
seQCién;d§1 disco; el anfilisis para discos de espesor cons-

tante, se puede aplicar a dquéllos de espesor variable.

Si el grosor es constante, se aplica la ecuacidn (2-11),
igualando la fuerza del cuerpo R a la fuerza inicial (despre

ciando ‘el peso del disco), entonces

RS w'r (3-1)

esta ecuacibn se puede escribir en la forma:

-ad;(frf 60« fw‘r‘ - (3-2
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y se satisface, si derivamos(1) las componentes de una fun-

cidén de esfuerzos F de la siguiente manera:

Far @y To ‘-g_g",rw‘ rt (33

Ahora, las componentes de deformacidn en el caso simé-

trico son:

r~'=_jf

eliminando u de estas ecuaciones, sc obtiene-

Eo:zan =%
v v

-Er 4+ rde . (3-4)
PR d f
sustituyendo para las componentes de deformacidn, sus: expre
siones en términos de las componentes de esfuerzo, ecuacién
(ZFS)HY]gplicang’la’ecuacién (3-3), encontramos que la fun

¢ibén de esfuerzos F debe satisfacer:

Y or FOF L@edpwte® m0G
dr 3 ‘

puede verificarse por sustitucién, que la solucién general

de esta ecuacién es:
vy - .
F=Ce °, - (3QJ')Yw2,‘-VS (3-6)"

rooe las,exprésiones (3-3) encontramos que:
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‘S; s (:-O_Si:.-aﬁJ!Jl ” Uu‘
Y 8 (3-7)

_C-D -143J Pyt
e ° | (O e r

las constantes de integracidén C y D se determinan de las

condiciones de frontera.

En el caso de un disco de radio b con un agujero circu
lar de radio a en el centro, las constantes de integracidn
se obtienen de las condiciones de frontera interiores y ex-

teriores, si.no existen fuerzas que actGen en é€llas, tenemos:

r =0 v s (3-8)
rea reh

(7)

medlante un desarrollo matemdtico , Se chcuentra que ¢l es

fuerzo radldl miximo se obtlene en r =Vab , donde:

(ﬁ),nu = A—;—J— ,fw"(b‘“)‘

y el esfuerzo tangencial miximo en la frontera interna don-

de:

To)'...-.-.'-ﬁ—i%i' w ( )“ (3-10)
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este esfuerzo es mayor que (¢ Cuando el radio a se

r)max'
aproxima a 0, el esfuerzo tangencial miximo se acerca a un
valor dos veces mas grande que para el disco sb6lido, es de-
cir, haciendo un hoyo circular en el centro de un disco que
TOote Sse dupiica el esfuerzo mdximo. Aplicando ahora estas
consideraciones a un disco de grosor variable h, y de radio

‘ ca Cq i 1
, la ecuacidn de equilibrio de un elemento( ) como sc mues

tra en la Figura 6 es:
. L ‘ X
J,’.(Hrﬁ«)-hf’ '#hrw.‘f =0 o
esta ecuacidn se resuelve poniendo:
: - ; : 3
fshrfr. hro-.'-.d.‘: ...&\Y\U‘T.
g r
donde F es. 1lamada funcién de esfuerzos.

Sustituyendo estas expresiones para las componentes de
esfuerzo en la ecuacibén de compatibilidad (3-4), sc llega a

la siguiente forma para la funcién F:

FAEL dF_F oy (300) pwithet
dr* dr

. [r:‘r_F - JF¥ ] c O

(3-12)
v

en-el caso particular cuando el grosor varia de acuerdo con’

‘la "ecuacidn:
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Con C, n constantes, la ecuacién (3-12), tiene la si-

guiente solucidn genera1(7):
ned ]
Femrvr + AT B« (3-14)
donde:
m=-"(34V)FPw* C
y},n +3n +8
y a, son las rafices de la ecuacidn:

Y24 Un - nx-1z0O
A y B son constantes de integraciéh determinadas por las

condiciones de frontera.

a deformacién radial estd dada por la ecuacidn (2-14)

A = QQV (2-14)

y como no-depende del dngulo 6, no existird elongacidn tan-

geﬁgial}

Finalmente, usando las relaciones (3-12), se tiene:

e TN



y con la Ley de llooke

Erl_z‘_(rf-l}re) -

ec,-?l_ (ﬁ_d S-V)

donde ep Y g Son las componentes de csfuerzo radial y tan-

gencial respectivamente,

El método pues; consiste en asignar a un perfil dado,
otro que se le aproximé, formado por secciones de la forma
h = Cr', a cada seccibn se le asignard una funcién de ecs-
fuerzos, ecuacién (3-12), la cual, en base a 1a'suposicién
de continuidad en la distribucién de esfuerzos, sc obliga a

cumplir que para cada intersecci6n de curvas h = Cr“, se

 {) ‘, )

fiﬂ L:ﬁﬂr l ...etcy

Ya
en forma andloga para %%i

Usando finalmente la Suposicién de carcencia de esfuer-
zos radiales en‘centro y periferia del disco, ccuacién (3-8)
seilléga-a una matriz de K-funciones c¢on K-incognitas, con
ayuda del resultadq de ‘esta matriz y la teoria de esfuerzos
obtenida‘anteridrménte‘para perfiles constantes, se

los esfuerzos y deformaciones tangenciales y radiales,
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Método de H. Haerle y Donath

It., Haerle vy Donath(4), intentan generalizar la solucidn
del problema de esfuerzos y deformaciones de discos en rota
cién, mediante el desarrollo de graficas que redujesen el
t;abhjo matemidtico y cuyos resultados fuesen apropiados pa-

ra fines practicos.

‘Usa las formulas generales para esfuerzo clastico, ob-

ténidas‘por Stodola(10), éstas son las siguientes:

.r.\-—EJ‘ [(3#\’) K‘V‘l— (d-"\' J ) A y.“:t (3»\') Br’.'l

(3-16)
e ’-.-5_-;,‘[(!050) Kels (14 #V) Av";-(uﬁd)ﬂ‘ﬁ

w=Kets Ar s BY

A, B son constantes de integracién dadas por las condicio-

nes de frontera., y a, 8 raices de la ecuacidn:
i 38 .
Yank-(Vas1)=0

Con n, exponente de la ecuacién (3-13).

viene dado por:
-U') mw?
E(8-n (3+n)

En el caso especial de este trabajo, las unidades para

los esfuerzos, son libras por pulgada cuadrada.
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Este método, aproxima cualquier tipo de perfil de la

forma de la ecuacidn (3-13), escalones de grosor constante,
tal que la deformacién que sufren estos escalones, es cerca

na a la que sufre el disco real. Figura 9

L
, N 1%

- —

Figura . Aproximacién mediante discos

de perfil constante a un dis
co de perfil del tipo ‘expo-
nencial.

" Es obvio que entre mas pequeifios sean los escalones, me.

jor serd la aproximacién al resultado correcto.

Por lo.que, analizando el tratamiento desde este punto
de}vista5-para'discos de perfil constante, se tienen = 0,

entonces-a'= 1, g = -1 y:

= (1- UV mud
E




sustituyendo &sto en la ecuacién (3-10) sec tiene:
5 'f_&‘;[‘”“) Kv's (V) A+ (1-v ) Br"]
Fr=E . 300) Kete (1ad)A - 1-v) By E]OD

Sumando y restando las ecuaciones anteriores, Yy susti-

tuyendo el valor de K se tiene:

§o+0y :%%y[-h-\’;)smu‘ Iy h]

2
Vo -0y '_}_S.[L'L;)_ém&_r' + B2

Ahora, sca wr = v, es decir, la velocidad de rotacién

disco al radio r y denotemos:

Q
+
Q
1 H
wn
i

suma de esfuerzos principales

S
'

Q
]

o
i

diferencia de esfuerzos principales

entonces:

S = (ud’)% [— »? +'%§'uh")m.\

\')_q‘n. (v, %)MBV']

Para un disco dado, v, m, w, E, A, B, son constantes,

entonces podemos escribir:



Sustituyendo ésto en la ecuacidn anterior, llegamos a:

S=(14d) m (-v*+X.)
2 (3-19)

-9
0'(\-J)_q=_ (u?s K uw )
Aqui, debemos notar que si S, D son conocidos enaal-

quier punto del disco, los esfuerzos o, quedan determinados

en cualquier punto, ya que:

;:iJle.t.J:ﬂii . 4 Gji i & ‘ ‘_i - 6:; ) 6_"
2 -2 :
S:D :(Cos0v) - (€-603) - 77
2

Entonces, el problema de obtener los esfuerzos de un

grosor constante, se reduce a determinar los valores
S y D para los cufiles se han deducido las ecuacioaés (3-19),
las unicas variables en estas dos ecuaciones son las constan
tes K1 Kz2 de ahi que si grafiéamos-curvas de estas ecuacio-
nes para;diferentes valores de K1 y KZ’ simplificamos elvprg

blema a elegir la curva o grupo de curvas apropiadas, de a-

cuerdo a los detalles especificos del disco en consideracién.

la Figura‘IO,vhay dos series de curvas dibujadas,
| 2 -2
y v oo,

ve en la ecuacibén (3-18), los esfuerzos estidn dibuja

llamadas S y D, las cufles contienen té&rminos en v

dos . en las abscisas y las velocidades tangenciales como orde
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Figura 10
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g (1es/oulg’)
ko o o] D) ree
Gréfica de las curvas $,D
en funcidén de los esfuerzos
y las velocidades aplicadsas,

El Siguiente.ﬁaso, 16gico, sugiere la aplicacién de

este método, a discos de grosor variable, reemplazando el"

perfil h = crl original, por un disco escalonado consisten-

e -en un cierto nimero

seccidn del anillo, de

Bl i

Figural].

de anillos concéntricos, siendo cada

grosor constante, Figura 11.

-
4
.

T

cpm et . - r e —————

r‘--——..'-__-—— -
————

P - e - -
.
'

Diagrama de un perfil escalonado
superpuesto a otro hiperbélico,
se anota también, el esfuerzo en

cada escalén,
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La suposicidn estd hecha de tal forma que la condicidn
de que los escalones sean relativamente pequefios es tal que
los esfuerzos en anillos adyacentes concéntricos a cada lado
del escalén, son inversamente proporcionales a las dimensio-

nes h y h', tal que podamos escribir:

—

h
Y

:_JEES =
) ‘

(ésto no'se cumple del todo, ver conclusiones)

Sea Aor lo que denote ¢l incremento del esfuerzo radial

en el escalén, asi:

AG, =0 -G' =0+ (‘--.FL"
X1 ﬁ(\-ﬁ,)

(3-22)

Esto nos permitird expresar o. en términos de S 6 D

y~con,e11o.hacer‘la.grﬁfica‘aplicable‘al caso del disco esca-

lonado, evidentemente, la deformacidén radial u en cualquier es

caldén considerado; debe ser idéntica en sccciones adyacentes.

Médiante un'desarro1lo,algebraicd(z), llegamos a la ecuacidn:

AL =§sz[5 (1-V)a) (H\”]

(3-23)



De aqui que para cualquier escaldn con anchos axiales

adyacentes h y h' se tenga:

"(1-v)e D' (149) = S (1-0) 4 D(1av)

desarrellando esta expresién(z) llegamos a:

JOACrs DO O (3-24)

combinando 1las ecuaciones (3-21) vy (3-24) sc obtiene:

AFO:=J T (y -_b) (3-25)

Ahora, sumando las ecuaciones (3-22) y (3-25) se llega

AS> (14 (v -6v*)
AD~-(v-1) (- 0) (3-26)

Esta (iltima ecuacién, junto con la eccuacién (3-22) nos
permiten aplicar-la grdfica de la Figura 10 al caso del dis-
CO,escalonAdo Figura 12. Los resultados obtenidos con este
métgdo, son vélidos en la medida que el disco tenga una homo
geneidad perfecta, asi como el tipo de curva del perfil lo
sea tdmbién;'si sustituimos unvdiséo escalonado, los esfuer-
z0s.deberdn necesariamente variar dentro de ciertos limites
sobrela extensidn Tadial‘de cada seccidn paralela, esto es,
»querqepemCs seleccionar una serie de curvas S, D del diagra

ma tales que intersecteén las lineas de esfuerzos, en puntos




correspondientes a la velocidad de rotacidn v en el centro

de cada seccidn paralela,

V es/eeq
600 - e — et e ee— e
urve ;0 esfueizos pers
snillos deigados
]
.-
|
]
'
'
[}
‘c‘[m/wn']
l;rl arQ .
Figura 12, Grifica de esfuerzos y veloci-

dades para un disco de grosor
uniforme con un hoyo al centro.

A pesar de €ésto, los resultados asi obtenidos para es-
fuerzos y deformaciones son accptébles, al hacer una grdfica
con una escala suficientementé grande, e incrementar cl nlime
ro de curvas de tal forma de hacer dicha grifica mis Gtil
'¢yiﬁando hasta donde sca posible, errorcs que ‘pudiéran ser

introducidos al interpolar las curvas.
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Método de H. M, Martin y Fischer,

Este método(S) consiste en adaptar modelos semigrafi-
cos a las ecuaciones obtenidas por Stodola('O), estas dan so

luciones a diferentes discos de perfiles de disco.

Cuando el grosor del disco varia de acuerdo con la ec-
cuacidn h = Crn, el perfil resultante cs como en la Figura
133,‘1as curvas limite, son dificiles de trabajar, en con-
traposicidn a ésto, ha existido una fuerte tendencia a la a-
dqpcién de perfiles rectos, Figura 13b, si se toman los lados
rectos como se indica por las lineas punteadas, al cortar los.
ecjes de rotacidén en a y b, el disco resultante entre esta 11
neas, consiste entonces de dos conos empalmados base con ba-
'se; si podemos calcular los esfuerzosva esta forma "generall
zada'", entonces podremos resolver uquéilos de cualquier for-

ma generada por ésta.

i)

L.

r
Fig.13. Al perfil original (a) le asighamos un perfil rec-
to (b) y nos concretamos a resolver este Gltimo (c).




Desde el punto de vista matemidtico, el problema se re
duce a la determinacidn de los esfuerzos producidos, en el

cono s6lido doble a,d,b,c, por diferentes grupos de fuer-

zas.

1) fucrzas centrifugas actuando por si mismas,

ii) presién a lo largo de la periferia del disco.

Sea 2R el didmetro del disco, Figura 13, y r cualquier
otro radio, considerem9os un anillo delgado de este radio,

de grosor radial Ar, si este anillo estuviera completamente

aislado y en rotacién, el esfuerzo tangencial debido a las
fuerzas centrifugas, estd dado por(s):

< ( d )1! ]R.P.™Mm

. o ( 100
Donde d es el didmetro promedio del anillo delgado.

El esfuerzo tangencial total, es igual al esfuérzo ¢ multi-
pliéado por la seccidén transversal del anillo, &sto es ochar.
Cpﬁo el anillo forma parte del disco, entonces esta sujeto a
ténsionesrradiales; tanto en ¢l centro como en la periferia,
dénoﬁémos éstas tensiones por o.en la superficie interna;
ahora, en base a la f6rmula para resitencia de cascos de cal
deraFG), esta presi6én producird una fuerza tangencial total
en el‘anilloviguql a orhr, cl esfuefzo 0 siendo de tensién
causari que -la fuerza tangencial resultante, esté dada en

forma de empuje.

Regresando ahora a la cara externa del anillo, notamos




que orhr es funcidén de r por lo que, desarrollando en se-

ries de Taylor alrededor de 1, tenemos:

fyhrt-_f_(r,\n,-) Dy + ...

donde, los demds términos para Ar de mayor orden, se despre
cian; esta fuerza tangencial resultante sobre el anillo, es
la suma algebraica de estos tres términos, si el esfuerzo

resultante se denota por o la fuerza tangencial resultan-

e )
te scré oehAr y se llega a la siguiente expresién(ﬁ):

Esta expresién da una relacién entre cl esfuerzo ra-

dial y el esfuerzo tangencial; haciendo la identificacidn

2
Cye Tr gy - DLN2 e s 4 sxter-
de t cop‘ Ej—v’ donde T 2 (10 , Des el didmetro exter

no del disco, de ésto y de (3-27) tenecmos:
= ‘ SR Y
Teoh =¢ (fehr) + T v2h
r R’

Aqui se supone que 9. 94 estéin uniformemente distri-
buidos sobre las secciones en las cudles actdan, esta condi-
cién aGn muy cerca de los limites eldsticos, se satisface,
siempre y cuando las caras del cono doble, no formen un dn-

gulo grande apreciable, esto puede aceptarsc, tomando en

todos los esfuerzos que actdan sobre el disco.

Existen varias formas de eliminar de las ecuaciones (3-28)



Una de éllas, estd basada en el teorcma de Castigliano(]s),
toda estructura eldstica cuando esta sometida a esfuerzos,
actia como un resorte, y en virtud de estar en un estado de
esfuerzo, almacena una cierta encrgia potencial, por el
principio de Castigliano, los esfuerzos siempre se ajustan
de tal forma que éesta "energia potencial de deformacién" es
un minimo, consistente con el equilibrio de las fuerzas que

actllan sobre la estructura.

Sea u la deformacidén radial en cualquier punto del dis
co, donde la tensidn radial o actua, entonces la encrgia(s)

de deformacién almacenada en el metal, debida al esfuerzo

u
UT

o, es = analogamente si v es la deformacién tangencial,

. : . ) agV
el trabajo almacenado debido al esfuerzo tangencial, es g
dado que el volumen total de nuestro anillo delgado es

anhdr, élitrabajo total almacenado en &1l es:
W= 2TWrh ((un. + Cue) dv
Tz r B
Por Ley de Hooke eccuacidn (1-8)

et (6,2 J0e)
‘V=.%_(‘-B-Jrr)

se obtienec:

dw =-t§%1'(0_r‘— 20y Gov+ Qa*)dr

(1-8)

mediante un desarrollo algebraico, se¢ llega a(b)

2

YT+ (3-20) J_F‘_«-ﬁ(‘-t , = O (3-29)
| %
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las solucionés(13) a ésto, se¢ encuentran en series infini-

tas, una de éllas. vdlida para todos los valores de X en-

tre 0y 1 es: “—;:.A (‘- Il;!! X - .sU) (_L.i}_)
- L5k () (=) )

A es constante arbitraria. Los correspondientes esfuerzos

tangenciales son iguales a:

‘r—bg "‘6:;0‘* X
r

De estas dos Gltimas ecuaciones, se¢ hacen grificas,
las cudles para cualquier valor de r, nos determinan sus
correspondientes valores de Op Y %4

Los resultados asi obtenidos, son usados con &xito en
la prédctica, en cuanto mayor sca el ntimero de elementos del

desarrrollo en serie tomados en cuenta.

Método de B. lHodkinson

Este método(s) calcula para cualquier tipo de fuerza
. *
sobre-un disco de grosor variable, los esfuerzos de fronte-

ra y con ésto, obtiene la solucién completa del disco,

Sea P la presidén en la superficie externa del .disco y

Po la prcsxon en el hoyo del disco; el esfuerzo total de un

anlllo en -su orllla(7) es:

sa Y w‘ Yy hyOr, 7y
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Prs . .
% = Fuerza centrifuga en las caras
pwzrg
= Fuerza centrifuga sobre la orilla
g
) [o)
h2 r7r3
- = = Limitacién dada por ¢l disco.
I
a}a
Esto sirve también, para perfiles del tipo de la Figu-
ra 14,
( h
1 !
'
i
- - - LN —1' '
..-\~ :|:
S~ el b
| ~.~.\.‘~~ E”
\..—.‘s
LY hy ‘:—3’“'
. --
=5

Figura 1h.

Perfil en forma cénica apro-
ximado a un perfil dado., Con
linea punteada se nota el per-

1l superpuesto.

Veamos: como podemos aproximar a este perfil, la solu-

cidn dada por ‘la ecuaciGu (3-30); dividamos el aro,

Figura 1§
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en mitades por cualquier plano diametral, se notarid que el
efecto debido a una presién o que actiic sobre la mitad su-
perior, serd soportada por cl metal en las dos Adreas som-

breadas que estén cargando una presién total de 2fhé, don-

de f es el esfuerzo de tension.

Esfuerzo sobre la mitad superior
de un-anillo delgado.

El efecto de la presién radial, es uniforme sobre- el
drea plana ABCD, con &ésto, equivalente a la fuerza total

2rhé.por lo tanto:

Ehd =2¢rhl
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Ahora, supongamos que el anillo es la orilla de un dis
co, la cantidad ¢, estard formada por: la presidn de los
bordes P, por unidad de drea, junto con la fucrza centrifu-

. . W T+ .
‘ga de la orilla misma, 24T383 por unidad de drea, menos

& 1
. . . . . 1
la restriccidén del disco a cambiar su forma op (ﬁ%)’ donde
2
. : h . =
el factor H% aparece porque el esfuerzo radial op sobre el

2
grosor hz es sostenido por el grosor h.i de la orilla, asi

pués, el esfuerzo f del anillo en la orilla del metal es:
__\:gj_‘__._.ra [9+yw1r§gl-rr‘1 .]
§» | g

Usando la ecuacidn (1-0), la deformacidn tangenc1al es:

De donde, 1la deformacién del aro en la orilla, es igual

a la deformacidn tangencial del disco, la culil es otra vez:

.'é“(rot' Jﬁ,)

multiplicando por E y acomodando términos, se encuentra que.

para los esfuerzos en el anillo, se tienc:

v L S 3 _ “ -.J
e, ° (..';__;L.;. r‘;’ rs) ( :;‘ ) (3-31)

Andlogamente en el centro, que otra vez e€s un anillo

‘de seccidén rectangular, el esfuerzo total de éste debido a
externas, fuerza centrifuga en el centro y el

empuje propio del disco es:
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<r; Y; + I’UU‘ "JL -+ 61r' y\.'ﬂ

§ 8 do b,

es decir

Tr: E.M.. - 6‘9 :ﬂ.—dﬂ-

Ye

E1l problema ahora, consiste en encontrar los valores
de . Y 8., los cufiles se hallan mediante sustituciones
S N 1 (5)
algebraicas entre las ccuaciones ya obtenidas .

Se podria objetar de este método que los términos ini-

condiciones de frontera, deberian de leerse co

-Pré' P,r! _ Pry P_r
. y en vez de
63 s 63

ya que los simbolos Ty Y r;»son los radios promedio en la
.Orilla_x en el centro, mientras que en el desarrollo, son
recmplazadds por rg~y r, que son los radios externo ¢ inter-
no.de la orilla, en el‘bérdé, donde la tensién &  es aplica-
da, el aptor'héce sus ‘cdlculos con los datos del centro,
fo}kpnadaﬁénfg, la a;teracién es minima al hacerlo con los
otros datos; aqui se despfecian las deformaciones debidas a

la anchura del centro y orilla.
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USO DE LA COMPUTADORA EN EL CALCULO DE DEFORHACIONES DE
DISCOS EN ROTACION,

Al analizar los métodos descritos en el capitulo antc
rior, se llega a la conclusidén de que cualquiera de éllos,
se soluciona con mayor facilidad, si adaptamos los sistemas
de ;6mputo a estos desarrollos; con esa idea, y basfdndonos

(2,3,4,0)

en las hipétesis de algunos de &llos , se hizo un

programa de cémputo que soluciona todo tipo de perfil de dis

Desarrollo de un Programa que Soluciona Todo Tipo

de Perfil de Disco.

El problema a solucionar, consitia en calcular la de-
formacidén y esfuerzos que sufria un cierto disco al rotar a
velocidades del orden de 1000 rev/seg, de tal forma que el
perfil de dicho disco, Cumpiiéra con ciertos requisitos: uno
de éli@s‘exigia el no sobrepasar un cierto valor de esfuerzol®)
en todo punto, el otro, era hacer un tipo de perfil que cubrie

ra ciertas necesidades prﬁcticas(1]), es decir, que tuviera

e partid de un disefio propuesto por Cruz Manjarrézclz)
que presentamos en la Figura 16. Al intentar solucionar los
esfuerzos y defdtmaciones de este disco, aplicando los méto-
‘dOS‘conQéidos; se observé que ninguno de los desarrollds an-

teriores, englobaba perfiles de este tipo, por lo que se vid
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la necesidad de hacer algunas hipdtesis nuevas a estos méto

dos ya obtenidos.

Se intento primero ajustar un perfil codnico, siguien-
do el método de H. M, Martin y Fischer(s), lo cuéil estaba
demasiado lejos de ser consistente con el perfil original,

en la Figura 16 se presenta con una linea punteada,

a) ,
-
- T‘~‘
-
-
“’ ‘s‘
- \s
» -
- -~
S
- S~
- " — =~
S —— — e = e = een e — e — — —
- -
- l -
~ -
- l - -
\~ “
- “
- -
- -

Figura 16, Diseflo propueoto como perfil
6ptimo, con linee punteada se
muestra el perfil cbénico super-
puesto.

E1 método de B. Hodkinson, fue descchado de antecmano.
porque no. toma en con51dcrdc16n efectos de borde, los cuidles.
ycran 1nd15pensablcs pifa los propésltos que se perseguian.
Rbstériotmenﬁg, se intento utilizai el,métOdo‘de H, Haerlé(4),

LftUélfcoﬁsifévbﬁsicamente,en la asignacién de escaloneés al

perfil cénico en. cuestibn, @ésto lo mostramos en la Figura 9,
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este tipo de asignacién de escalones, implica una cierta si
metria del disco, con respecto al eje r, de la cual carece
por completo este perfil, lo podemos ver en la Figura 106,
podriamos decir, que la base de este método, la cudl es la
suposicidén de la existencia de una relacidén entre la altura
de los escalones asignados y c¢l esfuerzo que actia en cada
uno de éllos, suposiciédn hecha por Grﬁblcr(1’6), ecuacién

(3-21), la cuil como veremos mis adelante no se cumple del

tqdo, pero resulta dtil en el resultado del programa de cém

Asi, llegamos al método de M. Grﬁbler(]’ﬁ), el cual se
,basa«fUndamentaimente en ‘la suppsicién de homogencidad e iso
tropia dclfmateriai;’asi como en la idea de dependencia ex-
clusivatmn el radio, cuando el grosor del disco es pequefio
cdmputadO'con_éste(1’2’3’d), la difiéultadvaqui, estribaba en

1 tipo de curva h = cr® que se le debifa de asociar a cada
guiodn dbl,petfil, ya que el Compoftamiénto de este tipo de
curvas en los escalones, se va a infinito; otro problema cra,
que para cada seccidn del disco, se podfian .proponer dos ti-

pos. de curvas exponenciales: una para la parte negativa del

ejé de ‘las h.y dtro para la parte positiva Figura 16.

Estos problemas se solucionaron con dos nuevas hipéte-
sis, la primera de éllas, consistid en asignarle un perfil .
catacteristigas, las cuales consisten en aplanar
al'pérfi1=en uno: de sus lados, Figura 17, cuidando que el gro

sor .de cada seccidn en ambos perfiles, fuese el mismo, ésto



lo podriamos fundamentar en la homogencidad e isotropia del
material, para una mejor aproximacidén a ésto, utilizamos a-

luminio con v = 0.33.

1, ]

e - e — - =

v
]
|
|
!
!
|
!
t
!
'
t
!
}
i
'

Figura 17. Para cada seccidn A .del disco
original, se tiene un esfuerzo ¢
aplicado, de manera andloga para
el perfil condicionado.

Otra forma de reforzar nuestras hipétesis se basa en
la definicién de esfuerzo, la cudl nos dice que el esfuerzo
es la fuerza aplicada por unidad de drea, y si esta dreca,
asi como la fuerza se mantienen~constantes, entonces el es-
fuerzo resultante no varia, por lo tanto, si la superficie
en -contacto, en cualquier corte vertical del»diséo‘de alumi-
nio, se conserva, el esfuerzo seri el mismo, con 10 que’ nues-

tro problema queda parcialmente resuelto. Figura 17.
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Lo unico que restaba, cra determinar el tipo de curva
que le correspondia a cada escaldn, ya que entre mayor fue
se la diferencia entre peldaifios, mayor seria el valor del
exponente de la ecuacidn exponencial asignada a esa parte
del disco, asi que debfa existir un limite para ésto, encon
tramos ese limite cn base a otra suposicidn consistente en

aproximar otro tipo de perfil al escalén, Figura 18.

} \
N \ Pertll verdadore

|
1
Il'omo superpueste \‘
!

/

a9

b e — - ———

>

Figura 18. Se presenta la funcibén § = Cr"

superpuesta al escealdn, con
linea punteadsa,.

Eh’ddnde,'la diStancia entre 1los puntos 5?], es igual a 1la
exiStehte entre F?B; andlogamente, para ETZ y‘fza; de aqui
observamos, que para escalones cercanos al orificio central,
las distancias anteriores, son del orden de un milimetro,

mientras que para valores de r alejados del centro, estas
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distancias son del orden de 2 milimetros, &sto es con el
fin de que por muy grande que sea la diferencia entre pel
dafios del escaldn, siempre existe un valor para el expo-

nente de la ecuacién (3-13), tal que &ésta sea finita.

Asi pues, utilizando bisicamente el método de Griibler,
aunado a nuestras hip6tesis, desarrollamos un programa de
cdbmputo el cudl estd escrito en el lenguaje BASIC, que es

adaptable a cualquier computadora.

El programa consite en asignar a un perfil dado, otro

condicionado que se le aproxime, y que tenga un lado (base)

n

recto'y el otro formado por secciones de la forma h = Cr’,

asigndndole a cada seccién una funcién de esfuerzos F; va-
liéndonos ademds de la continiudad de esta funcidn, se hizo

que para cada interseccién de curvas h = Crn, se cumpliera

Ft."‘_.'-‘-ﬁo\,“ 5 Fm\ f:':F:n\q st

en forma anfloga para ﬂii.
dr
Suponiendo que tanto en el centro como en la periferia
‘del-disco, se tiene que el esfuerzo radial se anula, obtene
un conjunto:de K-funciones con K-incognitas, lo cufl nos
da una matriz de KxK elémeﬁtbs; una vez calculada la matriz,

lfprogrqma'utiliza los valores generados por ella, para cal
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cular los esfuerzos y deformaciones en cada punto v del

disco(7).

Entonces, nos basta dar los datos C, n de las ecua-
ciones exponenciales para cada seccidn en que se ha dividi
do el disco, asi como los valores de v cn donde sc logra
la condicién (4-1), para obtener los resultados deseados.
Es interesante mencionar que la matriz sc puede redimensio

‘nar.a cualquier tamafio.

10 OPTI0H BASE 1

20 ‘FLOAT 4. , ‘
30 | ESFUERZO0S ELASTICOS EN DISCOS EH ROTACIOH, CUYQ ESPESUOR VARIA COH EL RADIO.
40 DIM CC12),HC12Y,H<12),A1fas12y, Betad12),Mi12)5,FC12), Fpdl2),E=f (24,249, Vec(
.24),Tr‘(lZ);Tta<l?)‘,'Er*(lQ).ELa(l?),ﬂ(12),B(lZ),So\(24,24),U(12>

50 DINPC24),Rs(12),R(24D

€0 INTEGER Ipca4)

70 | Constantes necetarias para ¢l chlculo de las deformaciones, tas unidade:: son
t (Rol=grr/cn3,(0megal=radsseg )

8O . Hu=,33

‘90 Ro=2.8

100 Omega=5280



116 E=?,173E11

120 For I=1 TO (2

1386 ! CCI) son 1os valorez de laz consztantes de las funcionzs erponenciales
ada seccidn en que s¢ divide el dizeo,

140 Citr= )

150 C(2)=3,2623387E-36
160 C(3>=2 .

170 C(4)=1,21333P9E59
180 C(5)=.8

190, CCE)=4,3073131E-51
200 C(?7r=1.,49402

210 C(BY=1,0141565E79
220 C(9)=,379€€44

<30 CC102=6,0857754E~55
240 Cdilr=1,4

250 CC12)=1,5542878ES8

de

~

260 !‘N(I) son 1oz valores de lo: exponentss de las ecuaciones de Lipo sxponsnci

al en que ze ha dividido el perfil 421 disco,
270 H<1O =0

280 H(2>=388.,029235
290 H(¢3)>=0

360 HC4)>=-138,11273
310 H(S>=0 .

328 NCEI=EP. 046817
330 0 H(P)=,2175285
3407 H(BO>=~115,80903
3508 N(9)>=,4738914
360 H(10)>=68.4383838
‘370 Hcity=@ -

380 HC125=-104, 42749

39071 RsCI) soh los pumtcs en 1oz cuales se quieren evaluar |os esfuerzos radial

€s, tangenciales y deformaciones radialws,
400 - R3¢1)=,635

410 Rs(2)=2,54

420 Rs(3)=2,7

430 Rz (4)=2,84

440 Rs(9$5)=3,52

450 Rs(6)=3,82

460 Rz2(?7)=3,93

470 Rs(8)=4.82

480, Re(9)=5,58

430 Rscl@i=6, 22

580 Rs(i1)=65,48

S10 Rs(12)=6.5

520 HENT I: v

530 FOR. I=1 TO 24 )
540 RAId zon loz puntes en los cualez las funcione:z de ssfu
¢y fon.iguales por condiciones de frontera,
556 R€1:3=,635

5608 R(2)=2.53

578 R(31=2,55

580 R(4)>=2:83

$90 . R(5)=2.85

BoaQ R(e)>=3.78

510 R{?»=3.82

620, R¢8>=4.78

630 R{92=4.82

‘640 RC18)=6,18"

650 . R(11)=6,22

‘660 .- RC12)=6,38

678 R(13)=6,5

6B0 1 RC(140=2,53

5690 R¢15>=2.55

700 RC162=22,.83.

710 .- RCI7)=2.85

729 R¢18)=3.78

730 'R¢19)=3,82

740 - R(20>=34,78-

PE0 - R{21v=4.82-

760 R(22)=6,18

70 R(23)=6.22

gerzo v osus Jerivada



788  R(24)>=¢, 38

798 NEKT I

800  FOR 121 TQ 12

810  HCI»=CCIy#RsCID~HCD)
811  HEXT 1

820  PRINT "CCID",LINCLY
838  MAT PRINT C;

849 PRINT "HCID",LINCE)
850  MAT PRINT H;

870  FOR I=1 TO 12

880  AlFadId=(HCII+SARCHAII #2=42CHG T *Mu~13) /2
890  Beta(Ida(NCI)=SQRRCHCIIA2-4#(HCId&Hu~12y),2
900  HEXT I

918 PRINT "Aifa",LINCL)
920 MAT PRINT Alfa;

930  PRINT "Beta",LIHCt)
940  MART PRINT Beta;

950  FOR I=1 70 12

960 MCID==(3+HUI*Ro¥0megar2*CCI / CHU#H (I Y +3+HC 1) +8)
9?0  HNEXT I - o
980  PRINT "M",LINCL1)

998 MAT PRINT M; .

1800 EsfCl,1)=RCIY~RIFaCLY
1018 Esfdl,2)=R(ID Beralt)d
1020 EsfCi,3>=0

1030 Esrdl,4)=0

1040 Esfci,5)=0

1050 Esf(1l,€)=0

1860 Esf(t,?>=0

10?0 Esfci,8)=0

1088 Esf1,90=0

1090 Esf(1,108)=0

1108 EsfCl,110=0

11167 Esfc1,120=0

1128 Esxfdl, 1350

1130 Esfdl, 14050

1149 Ecfl,15)=0

1156 Esfdl, 165=0

1168 Esfdi,170=0

1178 Esfdi,18)=0

1180 EsFc¢1,195=0

1198 Esfdl,20)=0

1200 Esfl,21)=0

1210 "Esfc1,22)=0

1226 Esf¢1,23)=0

1230 Esfcl,24)=0 v
1240 Esf<2,1)=-R¢2)~R1FaC1)d
1250 Esf¢2,2)=~R(2)~Beta(ly
1260, Esf(2,3>=R(2>~Alfal2)
1270 EsfC2,4)=R(2)~Betal2)
1280 E:=f(2,5>=0

1290 Esf(2,6>=0

1300 Esf<2;70=0

1310 Esf<2,8>=0

1320 Esf€2,92=0

1330 E=f(2,18)=0

1340 Esf(2,11>=0

1350 Esr¢2,12)=8

1360 Est¢2,135=D

1378 Esf¢2,14)=0-

1330 E=£<¢2,15)=0

18390 Eszf<2,16)=0

1400 Esxf¢2,17)=0

14108 EsfC2,18)=0

1420, Esf<2,193=0

1480 Esf(2,200=0

1440 - Esf(2,21)=0

14501 Esf(2;22)=0 .

1468 Esf¢2,23)=0

1478 Esfi2,24)>=0

1480 Esf{3y.1)=0.




1490 E=zf(3,2)s8

1S80  Ezf(3,3)=-R(3IV~AlTal2)
1510 Esf{3,4)=-R{(Z)~Betalz)
1520 Esf(3,5)=R(3I) A1 al3)
15306 Esf(3,6)=R(3>"Betal3)
1540 E2f(3,7)=0

1556 E:f¢(3,8)=0

1568 Esf(3,9)=0

1570 Esf(3,10>=0

1580 Esf(3,113=0

1590 Esf(3,12)=0

1608 EsfC3,(3)=8

1E18 Esf(3,143=0

1620 Esf<3,15)=0

1630 Esf{3,16)=0

1648 Esf<3,17)=0

1650 E3f¢3,18)=9

1660 Esf(3,195=0

1670 Esf(3,28)=0

1680 Esf¢3,21)a0

1690 Esf(3,22)=0

1708 Esf(¢3,23)=0

1710 'Esf(3,24>=0

1720 Esfc¢d,1)=0

1730 Esf(4,2)=0

1748 Esf(4,3>=0

1756 Esf(4,43=0

1760 Esf(4,5)==R{4DAIFa(3)>
1770 Esf<4,6)=-RC4>~Betal3)
1780 E3f<¢4,7)=R(4I~A)Cald)
1790 Esf(4;8)=R(4)~Beta(d)
1800 Ezf(4,9)=0

18107 Esf(4,10)=0

1820 Esf¢4,11)=0

1830 Esfcd,129=0

1840 Esf(4, 13020

1856 Esf(4,14)s0

1860 Esfcd,15%=0

1870 EsfC4,16)=0

18806 Esf(4,17>=0

1890, E3iC4,18)>=0

1906 Eef¢4,19>s0

1918 Ezf(4,20530

1920 EsfC4,215=0

1930, E£f(4,22)=0

19408 Esf(4,233=20

1956 Esfcd4,245s0

1960 Esf(S,1)=0

4970 . Esf(5,2)=0

1980, Esf(5,3>=90

1998 Esf(5,43=0"

2000 Esf(5,5)=0

2810, Esf(S, 6.0

2020 Esf(S,?)==R(S>~Alfacd)
2030 Esf(S5,8)=-R(S5)~Bera(d)
2040 EsSf(S5,9)=R(5)~RIfals)
2050 Esf(5,10)=R(5>"Beta(s)
2060 Esf(S5,11)=0

2078 Esf5,12)=0

20808 Esf(5,13)=0

2090, Esf(S,155=0

2100, Esf<5,155=0

2118 Esi(S,16)=0

2120 E=9(5,17)=0

2130 Ezfd5,18)=0
2140.-Esf<5,19)=0

2150 Esf(5,203=0

2160 Esfi5,21)=0

2170 Esf<5,22)=0

2180 E=f(5,23)=0

2190 Esf(5,24)=0



i - 2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
) 2380
2350

2410
2420

P

2440
2460

2480
2490

2810

2530
2540
2550

2560

2570

2580

2596

‘2600

2610

2620 .

2630

2640

2650
2660

2670
2680

2690

2700

2710
2720

2730
2740

2750

2760

2770
2780
2790
2800
2810

2820
2830 -
2840
2850
2860:
2870
2880 °
2890,
2900

2400 -

2430
;2450

2470

2500

2529

EzfF(6,17=0
Esf(6,25=0
Esf(6,35=0
Esf(€,4)=0
Esf(6,5)=0
Esf(6,6)=0
Esf¢E,?)=0
Esf (6,820

Esf(6,9)=~R(EI~AIFa(5)
Esf(6,18)=-R(6)~Pet a(5)
Esf(6,113=R(63~A)fal6)
Esf(6,12)=R(6)~Beralt)

Esf(6,139=0
Esf<6,147=0
Esf¢6,15)=0
EsFC(6, 16720
Esf{6,17)=0
Esf(6,18)=0

Esf(6,19>=0

Esf(6,20)=0
Esf(6,21)=0
Esf(€,22)=0

Esf(6,23)=0

Esf(6,24)=0
Esf(7,1)=0
Esf(7,2)=0

Esf(7,3)=0
ESFC?, 4750
Esf(7,57=0

Esf(?,6)=0
Esf(?7,7)=0
Esf(?,82=0
Esf(?,95=0
Esf(?,10)=0

Esf(7,1{)==R(72~A1rals)
Esf(?,12)=-R(7) BevalE)
Esf(?,132sRLPY~RIfal?)
Esfk?,l4) R(7»~Bera(?
Esf(?,15>=9
;ESf(7,1E)—D
Esf(?7,173=0:

Esf¢7,18)=0
Esf(?,19)=0

Esfi?,207:0
Esf¢?,21>20

Esf(7,225=0
Esf(7,23)=0
Esf(?,24)=0

CEsfig8, 12=0".

Esfi8,2)=0
Esf(8,3)=0
Esf(8,47=a
Esf(8,5=0

E5f(8,6)=0

Esfi(8,7)=0

’Esf(B 8y=0

Esf(8,9)=0
Esf(8,107=0
Esf¢8,110=0"
EsF(S 12) g

E<f(8, 129 ==R(BY~A1Fac?)
CESTC, 14)==R(9I"Eatal?)
E<f(8,15)=R(8)~AlFals)
Esf(8,16)=R(8)*Betals
E>r<a,1?> g
Esf¢8, 18320

Esf(8,19>:0
Esf(8,207=0

LEsf¢8,21)=0
LESF(8;22)=0
E5r(8,23)=0



2910
2528
2930
2940
2950
2960
2970
2330
2990
3000
3010
3020
3030
30840
3050
3060
370
3080
3890

3106

31ta
3128
3130
3140
3150
3160
3170

3180.

3190
3200
‘3218
3220

32307

3240
3250
3260
3270

3280

3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350

3360,
3378’

‘3380
3390.-

3400
3410
‘3420

3430

3440
3450
3460
3470

3480

3490
3500

3516,

3520

3530
3540
3558-
3560

3570
3580
3598

36880
3610

Esf(8,24>=0

Esf(3,1)=0

Esf(9,2)=0

Esf(9,3>=0

Esf(9,4)=0

Esf(9,5)=0

Esf¢9,6)=0

Esf(3,7)=0

E2f(9,B8)=0

Esf¢3,9>=0

Esf(9,10)=0
Esf(9,11)=0
Esf(9,12)=0
E5f(3,13)=0
Esf(9,14)=8 _
E$f(3,15)==R(II~A1Fa(s)
Esf(9,16)=-R(I)~BetalS)
ESf(3,17)=R(II*A1Facyd
ESf(9,18)=R(I)~Rerald)
Esf(9, 13500
Esf(9,205=0
E5f(9,21)80
Esf(9,22)=0
Esf<9,23)=0

Esf(3,24)=0
EsfC10,1)20

Esf(10,2>=0

Esf(19,3)=0

E$f¢10,4)=9
Esf(¢1@,5)=0
Esf(10,65=0.
Esf(18,7>=9
Esf¢10,8)=0

"EsfC183,9>=0

Esf¢i0,10)=0
Esf¢19,11)>=0
Esf¢19,12>=9
Esf<10,13>=0
Esf(10, 1420

‘E$fC10,15)=0

Esf¢10,16)=0 o

ESFC10,17)=-RC10) Al fal3)
Esf(10,18)=-RC10>~Bera(s)
EsfC10, 19)=R(10Y R} racioy

EsPC10,202=R(10)~BetaC19)

Ecf¢10,21)=0
Esf¢10,22)=0
Esf<10,23)=0
Esf<18,24)>=0
Esf (i1, 1)=0
Esfd11,2)=0
ESPC11,3)=0"
Esf(1t,4)=0"
Esf(11,5)=0,
Esfcil,5)=0
EsfCly,?)=0
Esf(11,8)=0
Esfc¢ll,9)=0
Esf(11;10>=0
EsfCil, 1:41)=0

EsfC11,12)=0

EsfCil, 13020
EsfCll, 14)=0

EsfC11,15)=0

Esf¢11,167=0
Esf(1t,17)=0

CEEFCIL18Y=0.
ESFCLL, 19 ==RAULIDARIPac )

EsfCl1,208)=-R{(11)~Beralind
Esfil1,21)=R<I~AITall )
Esf(1t,22)=R(11)~Betadty)



3620
3620
3640
3650
3660

Esf¢11,23)=0
Esf(1t,24)=0
Esf(12,1>=8
Esf(12,22=0
Esf¢12,3)=8
Esf(12,4>=0
Esf(12,5>=0
Esf(12,6)=0
Esf(12,7)=0
Esf(12,8>=0
Esf(12,9>=0
Eef¢12,18)-8
Esf(12,11)=0
Esf(12,12)=8
Esf(12,13)=0
Esf(12,149=0
EsfCl2,15)=8
Esf(12,16)=0
Esf(12,17)=0
Esf¢l2,18)=0
EsfC12,19>=0
Esf¢12,20)=0

Esfdiz2,210=-R(120~AIfa}
Esf(12,227=~-R(12)~Betac}

1o
1o

Esfq{l12,23>=R{12>~A1fac12)
EsfC12,24)=RC12)~BetaCl2)

Esf(13,1)=0
Esf¢13,2)=0
Esf(13,3)=0

T Esf(13,4)=0

Esf(13,5)20
Esf(13,6)=0
Esf(13,7>=0
Esf(13,8)=0
E<f(13,9)=0
Esf(13,107=0
Esf(13,11=0
Esf(13,12)9=0
Esf(13,13)%0
Esf(13,14)=0
Esf(13,15)=0

CE5f(13,16)=0

E2f¢13,17)=0
Esf(13,18)=0
Esf(13,19)=0
Esf(13,20)=0
Esf(13,21)7=0
Esf(13,22)=0

E£f<13,23)=R(1I3)~AIfacl2)
Esf(13,245=R(13)>~Betacla)

Esf14,10=2~A1Ffa(1d*¥R14)~CAIFadld=1)
Esf(14,2)=-Betall)*R{14>~¢Betadlir-1>
Esf14,3)=A1FaC2Y sR{L4)I~CAIFaC2y-1)
Esf(14,4)=Betac2)*R(14)~(Retal2)-1)

Esf(14,5>=0
Esf(14,6)=0
EzfCid,?)=0
Esf(id4,8)=0

“Esf¢14,3)=0

Esf(14,10)=0
Esf{td4,11)=0
Esf(1d4,12)=0
Esfd14,13)=0
Esf(l4,14>=8
Esf(14,15)=0
Esf{14,16>=0
Esf(14,17)=0
Esf(14,18)=0

Esf(14,19)=0

Esfild,20)=0

TEsf(14,21)=0



4330 Esrqld,22)=0

4340 Esf014,23)=0

4350 Ezr(i4,24)=9

4360 Esf(15,1)=0

4370 Esf(l5,2)=p

4380 E:zf{15,3)==A1fFal2i+RCISI~(AIFaar~-1)
4390 Esf(15,4)=-Betal2)*RC15)~(Betal2r~1>
4480 Esf(15,5)=R1fal(3)*RC1SIA(AIFal3)-1)
4418 Esf(15,6)=Betal2)#R(ISH>~(Betalis—1Y
4428 EsfC15,7)=0

4430 E:«f(15,8>=0

4440 E<f(15,9>=0

4459 Esf(15,10)=0

4460 Esf(15,11)=p

4470 E3f(15,129=0

4488 Esf(15,13)=0

4498 Esf(15,14)>=0

4500 Esf(15,15)=0

4518 Esf(15,1€6>=9

4528 Esf(15,1?)=0

4530 Esf(15,18)=0

4548 Esf(15,19>=0

4558 Eszf(15,208)>=0

4568 Esf(1%,21)=0

4570 Eszf(15,22)=0

4588 Esf(15,23>=0

4590 E«f(15,24>=0

4600 Esf(16,1)>=0

4618 E2f(1§,2)=0

4620 Esf(16,3)=0

4630 Esf(16,4)=0

4648 Esf(16,51=-RI a3 *RISIACAIFaLad~1)
46508 Esf(16,6)=~Betal3)4R(16I~(Betal(3)-17
4660 Esf (16,7 )=Alfacd)+ROIEDCHIFald)-1)
4670 EsSf(16,B8)=Betald)*R(16)~(Betaddd-1)
4€80 Esf(15,9)=0

46908 Esf(l6,10)=0

4788 Esf(16,11)=0

4710 Esf(15,12)=0"

4720 Es£f(C16,13)=0

4730 EszfC(16,14)=0

4740 Esf(l16,15)=0

4750 Esf(16,16)=0

4760 Esf(16,17)>=0

4779 ESf(16,18)>=0

4780 Eif(16,1%)=0

4790 EsfC16,20)=0.

4800 Esf(16,21)=0

4810 Esf(16,22)=0

4820 Esf(16,23)=0

4830 E:f(16;242=0

4840 EsfC17,1)>=0

4850 Esf(17,2)=0

4860 . Esf(1?,3)=0

4870 Esf(17,4>=0

4880. Esf(17,5)=0

4830 Esf(17,6)=0

4908  EsfCl7,?)=~AlIfacd)+RUIPIACAI T aldd-1)
4910 Esf(17,8)=-Beta(4)%R{17>~(Betaddi-1)
4820 . Esf17,3)=R)FalSr#RITIACAITaCSI-1 )
4933 Esf(1?7,18)=BetalS)+RC173~(EBet a(5-1)
43940 EsfC17,110=0

4950 - Esfd1?,12)=0

4960 EsfC17,13)=0

4970 Esf17,14)=0

4980 Esf17,15)=0

#3990 E=f{17,16)=0

5088 Exf(1?7,17)=0

50108 Esf(17,18)=0

50EB ESFCL7,190=0

SO30 Esf(i7,200=0




50406
Sas50
5060
5876
5680
5990
5199
5110
5129
5130
5148
5159
5180
5170
5180
5190
5290
$210
5220
5230
5240
S5&59
5269
5279
5280
5290
5300
5318
5320

5330

5340
53590
53606

5370 -

5388
5399
5400
5410
$5420
5430
5440
S459

S460.

5470
5489
5490
5500
5510
5520
5530
5540
5550
5560
5570
5580
5590
5608
5610
5620

5630
§640°
5650

5660

5670

5680
5699
5700
5710

5720

5730

5740

Esf(17,21)=0
Esf(17,22)=0
Esf(17,23)=0
Esf¢17,24)=0
Esf(18,1)=0
Esf(18,2)=0
Esf¢18,3)=0
Esf¢18,4)=0
Esf(18,5)=0
Esf(13,6)=0
E5f(18,7)=0
E2f(18,8)=0

EsfC18,3)=~A1facS)»R I8~ (RIFacdd~12
Esf(18,10)=-Beta(S)+R(IEI~{(Betal3)~1)
Esf 18, 11)=f1yals)#RUIBI~(AIFale)=-1)
E2f(18, 12)=BetalB)*RIBI~(Beraled-1)

Esf(18,13)=0
Esf(1B, {4)=0
Esf(18,15)=0
Esf (18, 16)=0
Esf(18,17)=0
Esf(18,18)=0
Esf(18,195=0
Esf(18,20)=0
Esf(18,21)=0

‘Esf(l18,22>=0

Esf(158,23)=0
Esf(18,24)=0
Esf(19,1)=0
Esf(13,2)=0
Esf(19,3)=0
Esf(19,4)=0
Esf(19,5)=0
EsfC19,6>=0
EsfC19,?)=0
Esf19,8)=0
Esf¢19,3>=0
E=f(13,108)=0

EsfC19,110=-A1faks)*RiISI~(RIfalér-1)
EsfC19,12)=-Betalsd*R(IS)~(Beta(bI~1)
EsfC19,13°=R17adTI+R(ISIN(RIfALY -1
Esf(19,142=Beral{?>*R(192~(Betal??~1>

Esf(19,157=0
Esf(19,16)=0
ESFC19,17)=0
Esf(19,18)=0
Esf(19,13)=0
Esf(19,20)=0
Esf(19,21)=0

Esf(19,22)=0

E£F(19,23)=0
Esf(19,24750
Esf(20,1)=0
Esf(20,2)50
Esf<28,3)=0
Ecf(20,4)=0
Esf<20,5)=0
Esf(20,65=0
Esf(20,7)=0
Esf¢208,8)=0
Esf(20,9)=0
Esf¢R203,10)=0
Esf(20,11>=0
Esf(20,12>=0

ESFC20, 13 ==AlFalP s#R(20){AIFaCTI~ 1D
Esf (20, 14)==Beta(?)*R(20)~(Beta(?)-1>
Esf(20,150=A1fa<8) #R(200~ (AT Fa0S) -1
Ezf(20,16Y=Beta(8)2R{2Q)~ (Bt al8)=1)

E£f(20,17y=0
Esf(28,18)=0
EsF(20,19)=0




3750 E£3¢(20,200=n

37€0 E=f(20,21)=0

5779 Es r<26,22>=0

$780 Esf(20,22)s=

S790 E=f(29,24)=0

5800 Esf(21,t)=0

5910 Esfc21,2)=

§820 Ez2f(21,3)=0

5838 E=r(21,4>=0

5848 Esf(21,53=0

S350 E£sf(21,6)=0

5860 Esf(21,7>=0

S878 Exf(21,8)=0

5980 Esf(21,9)=0

$890 Esf(21,107=0

5900 Esf(21,11)=0

5910 Esf(21,12>=0

920 Es=f(21,13)=0

§930 Esf<21,14>=0

5940 Ezf(21,150=-A1fal8 *sRiZID (R acgs~1)
§350 E:N21.l€)--?=tak3> sROZLIACBevalay-1
§960 Esf(21,1P)=R1fa¢9YsRAZIIACAIfac9y~1)
§970 Esf(21,18)=BetaCI)+R (212~ (Beral9y~],
5980 Esf(21,19)=0

5990 Esf(21,20)=0

6900 Esr<21,21>=0

6010 " Esf(21,22)=0

6020 E=(21,23>=0

60308 Esfc2l,24)=9

b840;‘E5f<22,l>=0

6050  Eef(22,2>=0

6060 Ezf(22,22=0

6070 Esf(22,4)=9

6080 Ezf(22,%5)=0

6090 Esf¢22,6280

6180 E=£f(22,77=0

6110 Ezfi22,8)=0

6120 Esf(22,9>=0

6130 Esf(22,10)=0

6140 Esf(22,11)=0

6150 Es=f(22,12)=0

6160 Esf(22,13>=0

6170, Esf<22,14)=0

€180 Esf(22,15)=0

6190 E<£f(22,16)=0 ‘

6200. Esf(22,17)= ==ALFACI) »RO2II-CAIF 093 ~1)
€210 Esf(22,18)=-Betacdd+R(22D~{Betac9y-1)
6220 EsfC22,190=R11 aC10d+R(22)~¢AIFracl0s-1
6230 EsSfC22,200=Be¢tall0)+F(22)~(Beractdd-1>
6240 Esf(22;21)=0 *

6250 Esf(22,22)=p

6268 Esf(22,23)=0

6270 Esf(22,24)>=0

6288 ELf28,1)%=0

6290 Esf(23,2)=0

€308 Esfc23,3)=0

6318 Esf23,4)=0

6320 EsT¢23,5)=0

6330 Esf123,6)=0

€348 _9<2d,’)=e

6350 E=r(23,8)=¢

‘6366 E£f(23,9)=0

£370 Esr<23.xo>=0

€380 EsfC23,11)=0

6390 Esf23,12)=0

€490 E=c<23.13> 0

BAL0T ESf23,14)=0

G420 Eel(23,157=0

EA30 ESF(23,.18)=0

S9440. En 23, 179=0

SASD Fae {3, 18ran




SH6l Esfel3, 19
6470 Esf (23,2
E480  Esfd23,21

=BT a0 sRCZIDACAIF a1 -1

7
6490 Es(23,22)

bl

“Bet 3 C1BIFRC2IIA (Bt 21 f)~1)
Alfalli0aRCZ20~(Alfallla~-1)
erall1)*RCE3)V " (Betalliy-t)

#p oot

6508 E=f(23,23)=0
6510 Esfi{23,24r=0

€528 Esf(24,1)=0

6530 Esf(24,2)=0

6540 Esf(24,3)=0

€558 Esi(24,45=0

£560 Esi(24,5)=0

€578 Esf(24,£)=0

6588 Ezf(24,7)=0

6590 Esfcz24,8)=8

6600 Exf(Z4,9)=0

€618 Esf(24,102=0

6628 E:xf(24,115=0

5630 Esf(24,12)=0

6648 Esf(24,130=0

5658 Esf(24,145=0

6660 Esf(24,15)>=0

6670 Exf(24,16)=0

£688. Esf(24,17)=0

6530 Esf(24,18>=0

£700 Esf(24,19)>=0

6710 Esf(24,203=0

5720 Esf(24,21)=~A1fall12+R(24D Al facitai-ty

6730 Esf(24,22)=-Bet aCl{)+R(24)~CBetacll)~1)

6740 Eef(24,22)0=A1 a1 2)4RC2Z4D“ (A1 FaC1ar~1)

6750 Esf(24,24)=Betal12)sR{24) (Betal)1ai—1)

6760 Vec(1I=-MCLI*RCLII-(HCL) 430

6770 Vecl2I=MUII4RZI NI I3 ~MC23 +RC2IACHODY+3)

6730 Weo(3)=HC20SRCIIACHC2I+3)~NCIISR(IIACUCII+3)

6790 Vecdd) =M 4RI ACUEB I+ =AY 2R CIIACHCE I 43

€880 Vec(S)aMCId#R(SIACHAI+3I=NCS 2 2RSS I~ CHCS) 45

€810 NeclB)=M S #R(EIN(HISI+3)- MBI FRIEIACHCED +3)

EB20 Ve (Pr=N(Er xR ~CHCED #3) =HCT I CR(P I ~(HLTI+3)

€830  Vec(B)sM(P)+RIBI“(HITIFEI=HCBI «R(IIA(HCRY +2)

6840 YecBI=M(B) »REIIAINIRI+3) ~HCBI»R(DIAHCII+T)

6850 Yec (1B =MCIIIRCLOIACHII+30 =TI +RCIOY~ENC 1A +2

6860 Vec 1 1)=tCIDd2RCIIVACHCIO Y 3D =M1 1 DeRELIDACHIL] 3420

EBV0. Ve (1@2)=MCI 1R 12D~ CHAL 10430 =M D) +RCI2IACHCI 2457

6880 VYec(13)==MCI2)#RIBIACHCI2)+3 v

G890 Ve 14 =HOLD# OHO Y3 P RAEADACHE 1D +2 =1 CaY Y CHERD # 3D S RO 143~ CHC2 Y 423
6900 Veé(15>=H(2>&<N(2>+3)>R(15)*(“(2)+27-M(3>’(H<3>Gaz*RfIS)*(N(&)#Q)
BI10  Ver (163 =HIBI 2 (HCB +3)¥RCIEIALHCI) +2) =M I v CHAS I8 3SRV 165ACHC 142
€920 Wer (1TI=M(HY »CHCAI#30FR LTI~ CHEAD #2)=MeS e HCS I +3) «Re 17D~ CHOS) 2
BII0 Vec (18I =M{S)# (NCEI+BISR(IBIACHCEI42)I M) # CHE) +3) s BV 185~ THUE ) 420
£930 Vec U190 =MAE) » (HUB) +3IaRCLGIACHSI 42 MCT )5 (HEP D4 2R < 1 Q) ACHIT 1420
€350 Vec<20)=ﬂﬂ7)bﬁN(?)+3)bR<20)*(H(?)#E)»M(S)*(H(S)f?)*ﬁdé&)h(Hﬁ?)*2)
6I60  MVec (21D=MCBI4IHCII4BI SRR ~CHLEI +2)=MC9) » CHCII+BISRO2LIACHCS ) 420
6970 Ve (22)=MCI) % (HCII+II#RCZ2ISCHCII 42D =M 1B I# CHCID) +3)«RC22)ALH 10 +2°
6380 Vec (2B)=H{1@) ¥ (HCIOX +3)3RI2IDACHC 1O +2) =Ne L 1D % CHLT LI 42) XRCZRIACHCL L 420
5990 Ve (2dd =M ll) CHOLI Y4305 RA24 0~ CHC I #2) = MCI 2D CHCI 2D 450 #Fa 24 0 midic 120 4)
7000 PRINT "HMARTRIZ Esf*,LINCL)

7010 MAT PRINT Esf;

7020 PRINT “MATRIZ Yec",LIH(1)

7030, MAT PRINT Ve

7048 MAT Sol=1NY(E:f)

7038 MAT P=Sol*Veg

7UE0: PRINT. "MRTRIZ P,L0S VALORES DE Rcls v Beliso, piyss
7873 FOR 1=0 TO 11

7080 ACI+IdY=P(l+2+1)

7980° BUl+1)=PCl#242)

7100 HEXT. I

7IY8.UFOR I=f TO l2 . : :

7126 FOLYaMCdy #Re CLYACHCII S +RCI N =R C 1) AR Fac IV 4ECID#Fe (1 + Ber ac]s
?LS@E‘Fp(1)=M<1)*<H(L>+3JtR:(I)'(H(I)+2)+H(I)fﬁlfaﬁlh%Rs'I)“lePanlk*iﬁ*ﬁxl)rﬁet
ACI)FRs 12~ CBatacly~t) ‘

4D T Ly sF ) S CHCI ¥ Ra 1)

PASE . TtadlysFp DD CHOI D b RGeS Omegan 2o e (] aag



7160
7170
7180
7190
7200
7210
7220
7230
7240
7250
7260
7279
7280
7290
7300
7310
7320
7330
7340
7350

ErCD)=(Tr¢Id=HusTtall)y/E
EtaCly=CTeally~HusTrcl>)/E
UCI>=RsCId#Etac)

MEXT I

PRINT "F",LIHC1)

MAT PRINT F;

PRINT "Fp",LINCD)

MAT PRINT Fp;

PRIHT “Trv, LIHCY)

MAT PRINT Tr;

PRINT "Tva",LINC1)

HAT PRINT Tiaj

PRINT "Er",LIHCL)

MAT PRINT Er;

PRINT "Eta";

MAT PRINT Eta;

PRINT “U",LINCD)

MAT PRINT U

MAT Sol=INVC(E3R)

END
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Aplicacidn del Programa a un Perfil Determinado.

Se aplica el programa descrito anteriormente, para
encontrar la solucién del perfil que lo generd, este per-
fil es el propuesto por Cruz Manjarrdz(12), al cudl le a-
signamos primeramente cl perfil plano condicionado, y lue-
go, el perfil dado por nuestras relaciones matemdticas.

Figura 19.
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Figurae 19. En (a) vemos el perfil problema,
en (b) el perfil condicionado al
perfil original y finalmente, en
la figura (c), el perfil propues
to matemfticamente.

NI . “°

En la Figura 19a, se ticne el perfil problema, a este
le asignamos el perfil condicionado Figura 19b y fihalmen—
te le asignamos el perfil dado por las ecuaciones (3-13),

Figura 19c. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:




111 = (,2)r°

hy = (11.440679 x 107 8)y 5822759
h3 = (1.2)r°

hy = (3.9684001 x 1010y 740 088863
he = (L 4)r°

he = (4.2623552 x 107 %)y ! 5753022

h, = (1.5133624) 1

1o= (6.0857754 x 10755

hye= (1.4)r

= (1.0141565 x 10’ V)¢

0.2088487

-115.80903

hy = (0.3796644)y0 4748914

r68.483838

1y,% (1.5542878 x 10°%)p 710442749

TABLA
(cris or(dinas)

cim
1.00 - .2
1.30  4.1392 x 108
170 1.4242 x 10°
2.50  2.5688 x 10°
2,70 2.5523 x 10°
3.00  2.5094 x 10°
3.800  1.0095 x 10%
4,50 3.8897 x 108
4.80  5.1889 x 108
5.50  5.3405 x 108
6.00° 2.8988 x 105
6.20  1.4891 x 10%
6.50 .0001

I

co(dzgas)
5.0106 x 10°
5.7788 x 107
35,1326 x 107
3,1235 x 107
3.0636 x 107
2.9808 x 10°
2.3391 x 10°
1.8053 x 107
1.7310 x 10°
1.5537 x 10°
1.3528 x 10°
1.2594 x 10°
1.1387 x 109

u (cms)
6.9853 x 1077
6.6010 x 1073
6.3103 x 1073
7:9317 x 1073
8.3613 x 1072
9.0035 x 107>
1.0627 x 1072
1.0520 x 1072
1.0437 x 107
1.0562 x 10
1.0516 x 1072
1.0461 x 1072
1.0479 x 1072
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En la Figura 20, se presentan en forma grifica, los re-

sultados encontrados.
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Deformaciones y estfuerzos del perfil condicionado. En el
ineiso (a), vemos el perfil. superpuesto al perfil original,
en la figurs (b) se encuentra ‘el estuerzo radial en funcidn
del rodio, En Lo Figurs (c¢) se dbserva el esfluerzo tangen-
cial en'func1on del radio y en la Figure (d) chscervamos la
deformacién radinl del disco.




En la figura 20, presentamos los resultados de los es
fuerzos y deformaciones que se obtuvieron por el método de

cébmputo, para un perfil determinado.

En (a) presentamos el perfil del disco de aluminio ob
tenido mediante nuestras relaciones matemdticas, en €1l se
observan 1los puntos en donde se hicieron los cortes (1.28,
1.32; 1.68, 1.72, 3.78, 3.82, 4,78, 4.82, 6.18, 6.22, 6.38,
6.42). Elforigeﬁ del sistema de coordenadas se localiza en

1 centro del hoyo.

En la misma figura, inciso (b), presentamos la grafi-
ca del esfuerzo radial en funcién del radio del disco, el
esfuerzo miximo lo localizamos en la regi6én comprendida en

tre 1.7 y 3.8 cms.

El esfuerzo tangencial miximo se encuentra cerca del

hoyo del disco, &sto lo ilustramos en la Figura 20c.

Como se aprecia en la grdfica, inciso (d), la deforma-
cién u, aumenta conforme nos alejamos del centro del disco,

y a partir de 5 cms se¢ comporta casi como una constante,

Como consecuencia de los resultados obtenidos en 1la
Figura anterior, el disco aumenta radialmente .010 cms., es

20 cms. de difmetro.

Aplicacién del Programa a un Perfil Propuesto.

‘n base a los resultados obtenidos en el perfil deter-




an

minado, se observa que rebasan los valores permitidos
ya que tanto la deformacidn como los esfuerzos del disco de
aluminio, son mayores a los que resiste el cilindro al ro-
tar; estos discos se usardn como tapas de dicho cilindro.
Por todo ésto, fue necesario mejorar esas condiciones de es
fuerzo, para lo cudl, se propuso ¢l perfil que se presenta
en la Figura 21. Siguiendo el método desarrollado anterior
‘mente, se le asigno primeramente un perfil aplanado en uno
de sus lados (Figura 21b), posteriormente se le asocid un

perfil matemdtico (c).

— B e - - -

o)

—
ree

A

Figure 21. Asocigcién a un perfil real (a), de un
perfil aplanado (b), y de un perfil ma-
temdtico (e).

Aplicando el programa de cémputo anterior fueron encon
trados. los esfuerzos y deformaciones para diferentes radios

propuestos. Esta informacién se presenta en la Tabla III,




y en forma griafica en la figura 22.

h1 = (1)r°

h, = (3.2629387 x 10730)88.02923%

H3 = (2)r°
_hy = (1.2139379 x 10°7),7130.11273

he = (.8)r°

hy = (4.4079131 x 107°1)87.046817
h, = (1.5133624)r0 2088487

hg = (1.0141565 x 107%),7115.80903

hy = (0.3796644)r0 4738914

hy o= (6.0857754 x 1075°)08.483838
1= (1.4)r°

hy,= (1.5542878 x 105%)p7104.42749

TABLA 111
(cms cr(dmas) OO(dlnas)
cm? cm

635 0 4.0734 x 107
2.54°  1.1507°x 10°  1.8430 x 107
2,70 0.8212 x 107 1.6634 x 10°
2.84 1.2964 x 102 1.7661 x 10°
5.52 1.8175 x 10°  1.9265 x 10°
3.82 0.6821 x 10°  1.5313 x 10°
3.95 0.6496 x 10°  1.4831 x 10°
4.82 0.9774 x 10°  1.3787 x 10°
5. 50 0.6039 x 107 1.1704 x 10°
6.22 0.1216 x 10Y  0,9048 x 10
6.40 0.1944 x 10°  0.8405 x 10°
6.50 0 0.8175 x 10°

Graficando, se tiene:

9

u (cms)
3.6061 x 107
5.1815 x 107°
5.2411 x 1077
5.2987 x 1073
6.5705 x 107>
6,9560 x 1073
6.9866 x 107>
7.0951 x 1077

17.4461 x 1073
17,4981 x 1073
7,4436 x 1073
7.4080 x 1073

73



Figura: 22,

D ——

Deformaciones y esfuerzos del perfil propuesto. BEnel.
L P

ineise {a), vemos el perfil superpuesto al perfil origi-

hal, en.ln Figurs (b) se encuentra ¢l esfuerzo radial en
* H . .

funcidn del radio. En la Figuras (c¢) se observa el esfuer

20 tangenecial en funcidn del radio y en la Figura {d) obv-

servamos la deformacidn radial del disco.

AN
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En la Figura 22, se presentan los resultados de los
esfuerzos y deformaciones que se obtuvieron por el método

de cdémputo, para el perfil propuesto.

En la Figura 22a, presentamos la aproximacidén al per-
fil del disco de aluminio, obtenido mediante nuestras rela
ciones matemdticas, en &€llas se¢ observan los puntos en don
de se hicieron los cortes (2.48, 2.52, 2.88, 2.92, 3.88,
3.92, 4.88, 4.92, 6.18, 6.22, 6.38, y 6.42), el origen del
sistema de coordenadas se localiza, como en el caso ante-

rior, en el centro del hoyo.

En la- misma Figura (b), se observa el comportamiento
del esfuerzo radial en funcién del radio del disco, el es-
fuerzo miximo se localiza en la regién comprendida entre

2.9y 3.7 cms,

El esfuerzo tangencial miximo del modelo propuesto,
se encuentra cerca del hoyo del disco, &sto se¢ puede ver

en la- Figura 22c.

Finalmente en el inciso d de la misma Figura, sc apre-
cia que la deformacién u, aumenta conforme nos alejamos del
centro del . disco, y a partir de 5.5 cms. se comporta casi

cbmq una constante,

»
Como consecuencia de los resultados obtenidos de la. Fi
gura anterior, el disco aumenta radialmente .007 cms., es

decir, .014 cms, de diﬁmetfo.
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Al analizar los resultados obtenidos en el caso del
disco determinado y del disco propuesto, observamos una no

table mejorfia en los resultados encontrados en el segundo

Caso.,

Una comparacién entre ellos la presentamos en la Tabla

TABLA IV

CompafaciSh de los resultados obtenidos en el caso del

perfil determinado y del perfil propuesto.

ESFquzos Y PERFIL PERFIL
DEFORMACION DETERMINADO PROPUESTO.

Y maximainas) |5 4582 x 107 | 1.8175 x 10°

cm

— 9 vl
Qo MAX IMA (dinas 5.0106 x 107 4.0734 x 10
G : ( cm2 ')

2

K MAXIMA(cms ) | 1.0479 x 10 > | 0.7408 x 10 2

De,esga Gltima Tabla, podemos decir, que los valores
para los esfuerzos y deformaciones en el caso del perfil
propuesto, ‘son mcnbres que dquellos‘para el perfil determi-
‘nado, Es posible comparar los -esfuerzos radiales y tangen-
ciales asi;éoﬁo Lés defcrmaciones entre si, debido a que es
tas: condiciones son caracteristicas del tipo de perfil de

que  se trate.




77

CONCLUSTOWES Y RECOHENDACIONES

En base al anflisis de los resultados de los discos
estudiados y a las hipOtesis propuestas durante el desarro

llo de este trabajo, podemos concluir lo siguiente:

- Dado el método que seguimos en cl programa, éste se
puede aplicar a todo tipo de perfil de disco, cual-

quiera que sea cl material que lo constituya,

- Los valores obtenidos con el perfil propuesto, resul
taron 6ptimos, ya que satisfacen las condiciones exi
gidas por el cilindro en rotacidn; logrando ébatir
tanto el esfuerzo radial mdximo como el tangencial
mﬁximo, en un 54 y 30% respectivamente. La elonga-
cién radial mixima (u), resulto también &ptima, me-

o en un 29% la deformacién del disco.

- En funcién de las grificas y tablas obtenidas con
este método, se observa que la suposicién formulada
(3
por Hacrle( ):

Gz %
&

no se cumple del todo, ya que en nuestro caso:

L\C!T:_n.
R#

si revisamos aqui el tratamiento matemitico que llaerle

da a su desarrollo, veremos que nunca toma en cuenta
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a la relacién ©04/0¢ en su método, ya que siempre

lo hace en base a la relacién or/o; .

A pesar de ésto, su hipétesis es buena en la pric

ticd,

Aplicando la teoria presentada en este trabajo, po-
demos afirmar que ¢l programa desarrollado es vdlido
también para discos sin agujero central, tan sdlo
considerando que los esfuerzos se duplican al hacer

un -hoyo en el centro del disco(l’°’7).

La deformacién radial mixima (u), a partir de un
cierto valor, €1 cudl depende de la longitud inicial
del ‘disco, se comporta como si no existiera hoyo en

el centro del mismo.

La matriz es fidcilmente redimensionable, porque los
inicos elementos que aparecen en élla diferentes de
cero, son los correspondientes a la diagonal princi-
pal, y no son otra cosa que las funciones de csfuér-

zo F, evaluadas en los puntos de corte del disco.

Después de haber trabajado con nuestro programa, no-
tamos que aln puede sér posible la optimizacidn del
mismo,‘tratando de disminuir los datos C, n necesa-
rios, a sdlo uno de éllos, ‘haciendo los exponentes
n=1% 1700 6, manteniendo a C con un valor fijo.

ria conveniente asignar a este programa, una
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na que grafique al mismo tiempo los resultados obtc

nidos,

Es interesante mencionar due con las caracteristicas
encontradas mediante nuestro estudio, actualmente sc estidn
maquinando dos discos de aluminio, que serdn utilizados co
mo tapas de un cilindro. Este cilindro es la ctapa piloto

de la construccidn de ultracentrifugas.
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