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I. INTRODUCCION

Desde el inicio de la teorfia nuclear, a partir del descubrimiento del neu
trdn en 1932, dos puntos de vista, al parecer contradictorios, se han utilizado en-
la descripcidn de los fendmenos nucleares. En el primero de ellos, el niicleo es una
coleccidn de A nucleones (Z protones y N=A-Z neutrones) interaccionando por medio -
de fuerzas de corto alcance. Dada la complejidad de este problema, se ha considera-
do en un primer paso, que los nucleones se mueven en un potencial comin y las inter
acciones residuales se consideran como perturbaciones. Esto lleva al modelo de ca~-~
pas del nficleo, que despufs de una breve aparicifn en 1934 (1), alcanza su desarro-
1lo maduro en 1948 en la obra de Goeppert Mayer y Jensen (2) y se ha continuado has
ta el presente.

Simultineamente, surge la idea de movimientos colectivos en los nGcleos a
través del modelo de la gota de 1fquido introducido por Niels Bohr en 1936 (3) y —
que alcanza su madurez con las investigaciones de Aage Bohr y Ben Mottelson en el i
nicio de la década de los cincuenta (4).

A pesar de qua se realizaron varios esfuerzos por derivar modelos colecti
vos de deacripciones licrOlgtpicau en términos de nucleones, estos generalmente no-
fructificaron. Recientementes, sin embargo, ha habido un reavivamiento de estos es-—-
fuerzos gracias a la introducci8n de coordenadas colectivas de un sistema dcﬁA nuy—
cleones debidos a Zickendraht (5) y a Daublik et al. (6). ln ‘particular Vanagas (7)
‘hs propuc-to ua H.-iltoni.no colectivo que se pusde dctivcr del Hamiltoniano. dc A=
nucleonss si se toma la parte escalar de c.to Gltimo con tclpccto al grupo ortoso-—
nal de Arl dimensiones O(A-1) asociado con A-1 vectores de Jacobi. Filippov (8) en-
cambio, ha conaidcrudo la posibilidad de derivar este Hamiltoniano colcctivo de la-
proyecciSn del Hamiltoniano de A nuclecnes en estados Q-ociadOl con la represents--~
cifn mfs bijl de 0(A-1l) consistente con el principio de Pauli.

Los pro;edi-icnco- seguidos por Vanagas y Filippov, cuando las partfculas
se mueven en el espacio ffsico de tres dimensiones, son muy co-plijoc desde el pun-
to de vista matemAtico. Por ello en el presente trabajo se ha implementado el pro--
grama de los autores antes mencionados para un problema hipotético en que se tienen



A nucleones en una dimensidn interaccionando por medio de potenciales gaussianos.--
Todos los pasos del programa pueden entonces implementarse analiticamente y los re-
sultados son de interé&s para la confrontacidn entre modelos colectivos macroscdpi--

cos y microscbpicos, en el espacio de dos y tres dimensiones, que desarrollan ac—--
tualmente Moshinsky y sus colaboradores (9).

En el siguiente capftulo indicaremos las coordenadas relevantes a nuestro
problema y en particular introduciremos la variable colectiva/9. En los capftulos--
II1 y IV discutiremos en detalle las hip8Stesis de Vanagas y Filippov y su implemen-
tacifn detallada en problemas de A cuerpos movié&ndose en una dimensi8n. Finalmente-
en el capitulo V indicaremos nuestras conclusiones y en particular la relevancia de

nuestros resultados para problemas en que el movimiento se efectlia en espacios de -
dos y tres dimensiones.

II. LAS COORDENADAS DE JACOBI, LAS COORDENADAS HIPERSFERICAS Y
LA VARIABLE COL!CTIVA'f’

Para la resolucifn de nuestro problema, resulta apropiado introducir un -
nuevo sistema de coordenadas el cual definimos de la siguiente manera:

-1/2rs$
x[ste+1)] ’[%x;:- ] 5 aela2,..aeD) (2.1a)
-1/2 &
X= A x! (2.1b)
o

donde las primesrass A-1 se conocen con el nombre de coordenadas de Jacobi, mientras-
que la Gltims es esencialmente la coordenada del centro de masa.

Se puede probar (10), que la transformacidn de coordenadas resulta ser u-

na transformaciSn ortogonal, por 10 que existe una matriz JM de AxA tal que:

X= Jy X*
donde se han definido los vectores

X X'
1 1,
Xy Xy
Xm . X'= .
X
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Sz txsa2
eliminando la parte asociada al centro de masa, el Hamiltoniano toma la siguiente -
forma:

A
/ ’ 132
He Hyr 2. [VCni)= £, (-2 ] (2.5)
f«':z

donde

P a4
H= 5 2. (R %) (2.6)

Como se observa Ho resulta ser el Hamiltoniano asociado a un sistema de -
A-1 osciladores arm8nicos desacoplados de frecuencia unitaria. En el desarrollo an-
terior hemos usado unidades en las que la masa de las particulas es unitaria, de he
cho a lo largo de todo el trabajo usaremos unidades en las que la masa de las partl
culas, la frecuencia de los osciladores y i sean iguales a uno.

Para hacer relevante el comportamiento colectivo del sistema, es necesa--
rio efectuar una segunda transformacidn de coordenadas que nos relacione, las coor-~
denadas de Jacobi con las coordenadas hiperesflricasfe.,«;,...,«,,, donde P resultarf
ser la variable colectiva de nuestro problema. La transformacifn estf definida de -
la siguiente forma:

%= fm-r,
'X‘.P:m«, cosuly
X3z L senel, senely Cose,
J1fosend, stodz corsy (2.7)
}gif/OI?naﬂJTnlk seney.g3 0055(a-3
%_’ = Pﬂlﬂ, senely -- - ﬂﬂ%u ﬂﬂd‘-z
donde
Oz p<ed
O=xs <X A PALT ad
O< a2 <2V
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En el apéndice A se ha probado que /92-21 X¢ , usando este resultado y -
$3/
la ecuacidn (2.3) tenemos que:

-’ A

p 4 7 4 1\ 2

,02= 2K = ;—L("S"“¢) (2.8)
£ay teson

de donde observamos la invariancia de la /2 ante permutaciones, propiedad fundamen--

tal que caracteriza a cualquier variable colectjiva. Notese también que la/o'es la -

invariante del grupo ortogonal de A-1 dimensiones asociada con las A-~l1l coordenadas-

de Jacobi del problema.

III. LA HIPOTESIS DE VANAGAS

Como se ha mencionsdo en la introduccidn el problema colectivo se analiza
rf dentro del marco de dos esquemas distintos, uno de ellos debido a Vanagas y el o
tro debido a Filippov. En este capftulo se harf el anflisis usando la hipStesis de-
Vanagas, la cual consiste en proyectar el Hamiltomiano colectivo del sistema de A -
particulas tomando la representaciln escalar del Hamiltoniano de las mismas con res
pecto al grupo ortogonal O(A-1).

El tratamiento del problema general se llevard a cabo en varias etapas. -
En la primera de ellas resolveremoa el problema colectivo usando interacciones de -
oscilador armfnico, i.e. resolveremos el problema proyectando la parte colectiva --
del Hamiltoniano Ho (2.6). Una vez que se hayan obtenido los eigenestados asociados
al problema anterior proyectaremos la parte colectiva de la interacciSn realizando-
un promedio sobre los &ngulos«(,efz,...o(es ; pPara finalmente obtener en el caso gene-
ral el Hamiltoniano colectivo como una ecuacidn diferencial ordinaria en ” la cual-
puede ser resuelta directamente, o a trav€s de su representacifn matricial en algiin
conjunto completo de eigenfunciones. En nuestro anflisis usaremos este Gltimo crite
rio, por lo que calcularemos explfcitamente los elementos de matriz del Hamiltonia-
no colectivo general, usando las eigenfunciones obtenidas en el problema colectivo-

con interacciones de oscilador armbnico.
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IV. LA HIPOTESIS DE FILIPPOV

El propdsito de este capftulo, serf el anflisis del problema colectivo den

tro de el esquema de Filippov. Consideraremos al sistema formado por A particulas --

con spin cero y las cuales obedecen la estadistica de Fermi Dirac. El problélna para-
particulas con spin 1/2 dentro de este esquema, es muy similar al que trataremos, ——

por lo que oportunamente indicaremos las modificaciones que habridn de realizarse.

Para proyectar la parte colectiva del Hamiltoniano del sistema de A parti-

culas, restringiremos el Hamiltoniano de &€stas a una representacidn definida del gru
po ortogonal O(A-1l), @sta quedard definida conforme a la hipdtesis de Filippov, la -
cual consiste en tomar la representacidon mi#s baja del grupo O(A-1) consistente con -
el Principio de exclusidn de Pauli. Tomando este hecho en consideracidn, construire-

mos lo que llamaremos el estado compacto correspondiente al Hamiltoniano con interac
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ciones de oscilador armdénico, este estado el cual se encuentra asociado con la mini
ma energia del sistema, se construird colocando una particula en cada nivel energé-
tico por debajo del nivel correspondiente a A cuantas. Los estados colectivos, los-
cuales se obtendr@n como solucidén a la ecuacidn de Schrodinger para el problema con
interacciones de oscilador, resultardn ser el producto de excitaciones colectivas -
sobre el estado compacto, una vez eliminada su dependencia de la coordenada del cen

tro de masa.

Finalmente, y al igual que en el capitulo anterior, calcularemos los ele-
mentos de matriz del Hamiltoniano con interaccidn gaussiana, a partir de los esta--

dos colectivos obtenidos en el problema con interacciones de oscilador armdnico.

Consideremos a las A particulas del sistema sujetas a un potencial conmiin-
de oscilador armdnico. E1 Hamiltoniano del sistema quedard entonces definido por 1la
siguiente expresidn: .

3 [7 4 ’a
H'= Z X (R %) (4.1)
Iy
por lo que el comportamiento estacionario del sistema, vendrd dado por la ecuacidn-

de Schrodinger independiente del tiempo asociada al Hamiltoniano (4.1), i.e.

Ho B (K5 es Kalds b by (RS, %G) 4.2)
el problema es claramente separable, por lo que tomando en consideracidn que las --
particulas tienen spin cero y obedecen la estadfstica de Fermi Dirac, el estado com

pacto del sistema toma la siguiente forma:

W) Poxg).-. #xdd
Fxi 2)= (AL | HOD WD 4 (5D “-2

.

g"(’n ‘g-: “l)’ N g’l {#’

donde

a
5,‘,"(‘&-')=[2"(»'1)77""]"“9—’4/‘%/4; ) (s:02,...A) (4.4)

y 4 (%) son los polinomios de Hermite de orden n'.
La energfa asociada al estado compacto, la cual resulta ser la energia mis

baja del sistema consistente con el Principio de exclusifin de Pauli viene dada por:
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expresidn que resulta muy similar a la ecuacidn (4.59) que obtuvimos para particulas
con spin cero. El procedimiento, para obtener los elementos de matriz correspondien-
tes al Hamiltoniano (4.45), sera idéntico a el usado en el caso de particulas con —-
spin cero, tomando finicamente en consideracidn la nueva forma que adoptan tanto la -

~t
representacién @, como Z(x).
V. CONCLUSIONES

En relacifn con la hipStesis de Vanagas, en la que el Hamiltoniano colecti
vo H® se obtiene de la parte escalar con respecto al grupo ortogonal O(A-1) del Ha--
miltoniano de A nucleones, se vio que &ste viene dado por (3.19). La ecuacidon dife—-
rencial ordinaria en la variable colectiva,@ no es soluble analiticamente 8i ¢l po--
tencial entre los nucleones es gaussiano. Afortunadamente se pueden conocer, en cam-
bio, las eigenfunciones de ﬂg cuando las interacciones entre los nucleones son de ti
po de oscilador armfnico. Utilizando estas eigenfunciones, dadas en (3.lla) se pue--
den obtener los elementos de matriz del Hamiltoniano : y de alli, por diagonaliza--
cifn cuando el anflisis se hace hasta cierto nGmero de cuantos, los eigenvalores y -
eigenestados de HE.

Vi@unlizando el programa en esta forma, su generalizacidn del espacio de ~
una al de doplp_tres dimensiones se ve con claridad. De hecho ya se ha implementado-
en ¢) caso de dos dimensiones (Chac&@ y Moshinsky) (9)~y actuslmente se estd traba--
jando en el de tres, amfn de un anflisis con un punto de vista ligeramente difeiente
al del propio Vanagas (Lectures Elaf).

El programa de Filippov, que se ha implemeantado detalladamente para el pro
blema unidimensional en el capftulo IV, es mfs diffcil de generalizar para los casos
de dos y tres dimensiones por la complejidad involucrada en la determinacibn de los-
estados cuando la interaccidn es del tipo de oscilador armbnico, y en el cflculo de-
los elementos de matriz. Sin embargo, un grupo que incluye a Moshinsky, Chacdn, Cas-
tafios, Frank y Hess estf trabajando actualmente sobre el problema y es de esperar —-
que el anflisis unidimensional guie, en algunos aspectos, el ataque planeado para el

problema general.
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Mo im0 150 D€ CAS Eoymciones (4 9), (A.13) (A.17), (B.10) y (A.19), o8rene os:

ﬁ
!
19 1= 4 O
?,25901?3 (420)
O ‘ 9:':00'?,“’0 'F; . ’.ﬂ'r;"?',,,J
O DE HANERA EQUIVALENYE :
(?,f = J}
P 7 s ] 84 {A-21)
; g [ru 2 2"‘ r (rs2,..., ”)

donde 7r-fen %ﬁsl

Lay
Aos ENOONTRANOS ANORA 6Nl JPOS8ie;DAD DE CONOCER (A FORMA QVE ADQPTA EL OPERA-

o a,unhwo, YA O €n GEnERAL EsTE WENE exparsaso SCGun ¢A FoRywA (#3.9) D€ A

REFERgmom (19), aQoNo:

s rtQ_
v 5507

(A.22)
donsdle
s der 8940
;? «r f"“ 4.23)
/’,f//- //’,{’ (a20)

las expacsiones (A28)y (A.24) A20pTAN, En NOESTRO CASO /\un‘am«, CA SIGUEATE FORNA:
r) -t ' l . *
7 [ ga '(Z.’:"” (N)ﬂr)] : (A.25)
j‘ =d.¢

r-2 - . 26
y‘:: [23(‘7!;."'!'%")] . J.’,f' M
‘ ) (rs2,.. )
paz lo ‘ow ’C’rfvn D€ EFEQTUAR CIERTOS (ALOULOF SENCiLlos, OBTEAENOS '
vv—-@e'“@*-'— IR R W
el G o [( ’T‘“ et 9,%% an” fq ] (23)
EXPREsian PUE SE reAnsFomyn USAWDO (4.2) J €L NECNO Que pARM NUSSTRO PROSLENA
”3‘-[, EN.
2 ‘.}-‘
V‘PL‘@Q; Qf f’Z [( :en,(‘,) ”‘_.ren 4%] (a29)
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Evacvae s ELENENTO DE YOLVEN RESUCTA AHORA /aoﬁr/’cwme,«/nvra' SEM @O, jl,q Que:

. _ -1 -
AV 940,49 - A= Q" e 0 ™9, sen Juer A9 A, A, g, W, (4.29)
€C CUAC pARA MuESTRO CASO, ADOPTA (F SIGU ENTE FORYA:
p-2
vz P ap d7; (4.30)

Adond=
ATt = sen® ot sen? Y0ty - . Sencle.z ot cloly - ey 5 Aola-2 (A-31)
Orza e:/:nc.c,ou QUE resucTO ac,yvemc UTit/DAD E¥ €C DESARROLLO, FUE & poOER
€SCRIGIZ AL OpeaadoR (ApLaciaNe tn rEkyimos Béc PeraDoR o€ Cpciyk DE s€GuUnDO
Gaavo N, ec cunc Ave pefimivo en cmfo'nao I, DE ACUERDO A LA SIGUIENTE EXPRESION

A=
LY A = , /\
=7 (s
dew de
Nee- s (.33)
Mesianre w yawipsi€o 26 €s7ps expresiowes y pec ueewo ue [t il Xfi-R Yy o
RESUTA Fuere fno:nl vE € RADOR DeE (’“,,,,4 ADOPTA (A SSGUIENTE Fosa:
A -
y B4
_; % :‘Z 72 - ;. % 5 [ {Z Rpfp—7 [0-3)_7 (A.34)

A oL, eowsiDERANDO (A coymciom (A2) y €c HECHO QUE;

2 = 5 Q_& xr 2.
P@’ '0,2.7 % 20 p‘% yZa %¢ (4.35)
12
e 7 ox, (436

SE rRANsAoRNA €N
- ~p2P? Q »3)p2
A r ﬂo j’+ F 4.37)

DE DONDE FINAHENTE anwc',m.r :

2 1 @ HFn !
V-F,,,,OPF op ~ -;}z (4.39)
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/Q/Ofnfwicf Vol

& esre /)/(Nol'cc" SENALAREAJOS (O PASOS BRSICOS QUE Wisos SEGUIDO €N LA EVA-

LURCION DE (AS INTEGRALES Que DIERON LUGRAR AL POTEMCIAL CoLeCT,VO W(AP) (3.17a) Vi

(A5 CURLES VIENEN 2ADAS POR (AS SiGUiENTES EXpRES /OwEsS

n
A
.Z;=/).r¢n of, cos’el, d
©

(8.7)
.
~J
Ly [) .{en‘ of, A% (8.2
- P 3
L -Pleas’y, /6 3
24 [) e S0 of, de, (8.3)
{As Dos /onin/ctnr NTEGRALES JUYEPEN EUAUARSE Si' QBSERUVAMOS QUE (A /v TEQJRAL
”. Y]
_ V-
I- vﬁm”’y eos’n ax &.4)
PUEDE ESORIBIREE doyfo:
] ”
- M- »-r A, w-!
Z: [).fon % coS % ofx + ;.fon x'e0s x'dx’ (8.5)
(A OUAL s€ rﬂﬁdt/’oﬁn/l, INTRODUCIENDO E¢ @gyﬁo DE VAR IRBLE ?21'-::_', N
o
h
s A Vet > -t A=t
I[)rm xcos xdxe+ (- oﬁ:en"x cosr % olx (&6)

& inTeGane PHDE EVALWARSE Con AYVOR DE (A ForyuiR 3.621 (S) D€ A REFerewcrd (14)

olrw)évao.rc, M 6C CASO 6N Qs kyno Y RePr»0, £C SIQUIENTE RECUCTADO.

£ )P
I f [ 1+ ¢ J’lif'/f) (@.?)
2OVOE (A Fuwcion Bera 8(1,y) se peFine e TERMNOS DE (R Fumeion Goapr oE R
SIGUIENTE  ManErA

8(ry)= fi”_’_C_‘!.’

(a.9)
/7(?0-])
De AQY. QuE;
L- 8(§. &2) (8.9)

-Z:z..' 6(:—;‘1 d-z-g) (5-’0)




La ipregrat Ly (8.3) se REcoLvERD NTRODUCIENDO La par pe eAYBIOS DE UARIA -

ses. E¢ /:k}n/eeo Que aa.ur/pe,eneeyo.r SERR EC DE DEFins R Y= cose,, €¢ ouae TRANCFOR A
A Ij EN:
" p2 )
Ly 2P S (gn)E
J dy
") (6.11)
J A evhL B su vER se 4ODIFICA, NTRODUCIENDO (A AMIEUA VARIAELE 'x=f’, €N
’
- Y _p2
= [0 o2 =3 x
L [ a0 B,
(] (8.12)

€_ ’ . . ? .
STR UCTINR é"/ﬂ‘f'oﬂ SUEDE SER EVMVADA, 1/cDIMNTE (A €ECUACIow 3.3P3()) DE (A REFEREN-
i (1), TosANDO EL SIGWENTE VAR :

Zy= B4 452183 40

‘ (8./3)
90”06 . . ? . ’
{ (d.], £) €€ CA Fuweiow ”fnecoyermbo QoA VENMTE.

/J/oc:rabz e.

(A /no/ao'c;ro 2e e'rrt’m';w/cc SERA Ec PE HOSTRAR GUE AL IGUAL QOE Ew E¢ CASO
2€cC /Oore'amiu GAUSSIAND, UTILIFABO €N EC oy:'rwo Z, tos 05 /c;aciwce'.r GUE cavsiDE RARE -
HO5 €N EcTE p/f'y’,‘c: SE CosporTAN D€ spanEin JDENTION A ECTE, €C DECIR SON JOTEMCIALES
% Conro Aceance cufo cp.rumyérdro QKECTIVO RESUCTA S6R 26 (ARGO ACCAMCE.

s priyenn wrEmAEcion # CensiOeant SERA ripo fooko CUABRADO M CUsL AW Tich
Hewre #pRESENTRYOr DE (A SHUIENTE ForwA:

VOx'-%) = -V * (a- 18]-2:1) e.9)
donde (A Fuwciow = (8, I%'-%:1) s¢ BEFInE COnoO

' s M-AClca

i (a. /'xl"“l" ) =
O si IM-w'izo (e.2)

. ' . .
(:1‘P,r¢'~g,‘¢_ ADS /88,08 OUE A5 ﬂ.r,oyg“ SOLPAENTE INTERAOCIONAN, DE

YANERR CONSTANTE (yANDO SE ENCUENTRAN A UNA DISTANCIA HENOR QUE UNA DISTRACIH A-
RAcrers/sricn Q.

Ln ATE cocEeTivA OE Ch WTERACCION, (R CUBL SE OBTIENE PROYEDIANDO S08RE




’ . . !
(05 AMGueos, viene DADR /Jo.e (R SIGUIENTE EXPRESION

V(a,py= - AR v_., 7] (e. 9
2804 &7
Fow IE
”w a3
I(ﬁ,/)=[ ~(Q-fGpleosu, 1) sen o, AX, (o)

Y HENDS USADO EL NECHO QUE?T

’ I
/%! ] = fz'//ao.r./. / /0. 5)

LA inTegane (o.v) PUEDE E5CRIBIRSE Ooyo:

/2 r
I(AJ,)‘/> »e (a.ﬁfco_‘-l')"n.:l dd, .f/ ~ Q#EPG“-(,')"’, l"“( ldo(' P
° E [] ’ ‘(1,‘)
(A QuAL Ac /uTmOoBUsIR cC CAYB:0 DE \MRIABLE o, = T-4' s& ymANSFoRNA €N’
Z(ap=2Z(ap) .7
doﬂcf“ /)'/I
Tcapr= " @fa-ripessa)sen™ s, o,
7 / (a- 73pess.) (e®)

Abs €MCONTRAHOS INTERESADOS €M coNOCER EC CospoaTAyiENTO DEC /oonm'ﬂ't

A GRANDES DISTANC Mr &C CUAL CLARANENTE .xllxyzg Dee eou/ncrm//rpyo ﬂ:/mr/co DE

th integrac Z (AP, ta cvac EUALUARENDS DiviDiENDO €C CACOVCO €N DOS CASOS:

7) Sy P-(-'%-, ENTOMCES

Q>P2 fipeoss;, pok lo ve = (a- Zpeos, D=1
]fot O TANTOD 7
.t(p,f-f.fln .{,dc/,- 8(3 A--) )
wds s /drtemu HA SIDO EVALUADA &N €¢ n/éﬂm'ce’ 8.
77) Si /mﬁ

€n esTe caso convieme <epanar A INTEGRAL .Z‘(p,p) €W DOs PARTES DE AL
FORMA Que c:rp e ESORIBIRSE DE (A SIGUIENTE YANERA.

~ i
ZOAPLI=[ s (a-apeasudsen s oot + f @ (a-r3peostdsen” s, ol (.10)

aAvcH A
Aap
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/@'I(Mrnlﬂ CLARD, DeSIp0 AL HECHO GQUE €¢ 8004y &ar0 &5 UNA Fons GO DECRECIENTE

tar € svr€RVALO (O ZYy, owe JPRA €L /Jl(fn/:R SUAsy A/ DO

L <are cos 2. =p cosu, > A @(a-ﬁfcord,)‘-‘o
rp 2p

(N TANTO Gwe/vmo €C SEGFGuNDO SUA/RANDO:

s> are €os 2 ¥ cost, < O > @(a-lapeose )zt
g ap

por o gue (€./0) S& TRMNSFORNA €N

~ ,/J =
X (Ap)- /) .renﬂ ':/, de, (e )

axces &

Jumeoouc €C CRYBIO DY UARIABLE K= EOSH, RESUTARA MATiculRRNENTE UTIL fot
RA iNVESTIGAR € aw;aacrnqkﬂro Aciwrorieo 2e  I(A,p), S ove es7A POCRA ESCAIBIASE
Coso: a
7 T (ap) /’E g “f
= -3
A7 A (/-%x2) * dx (€12

A CUMC EN €C tinfiT® K HVY GRANDE ADGDTR, DE ACKRDO A TEORENA DEL UALOR HEDIO

JARA INTEGRACES, (R SIGUIENTE FORYA:

=~ i’/ & . _a
z(,.,pm(/-'x,)‘ré wip " Bp (@13)

Yeawvo (03), (07)y (0./5) c8s€RVANOr QUE EC fOTENCIAL vés,p)

Vinp)r -A(a-d%a 1 £
4 [ ascs e5) P ()

RESULTA Se® gy~ /ondciﬂ— D€ (ARGO ACCANCE.

€& seguwDo /oﬂm'/ll- GUE CONEIDERAREHO! SERR L /nvmim. nfonewein, €t

CRC CCARRBASNTE Es DE CORTO ALOANCE ¢ VIENE BADO POR (A &/ GuiEnTe ex/re:i&v:
V() -x)=-¥' Y.

(15 - 1) ==V exp (- 1% %1 /134 >
pownpe b €5 Wﬂﬁﬂmo mdl.‘rMﬂl'o. '&/yyn COCECTHIVA DE (A ;\Uw&;é\l, /o ’ aver-
BIRse Coxo: A

V/(A,p)= ~Ar-Vo 1—'
0} e A,
P2 e oz 2P )
conidle -

' g
Z(rp)= / o’ Hose ,/é.s’mﬂg/, e, (c.®
(]
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€ UNR INTEGRAL UE. DE MANERA AVALOGR AL CASO ANTERIDR, s TRANCADR MA EN:
’ ~
Z(np)=
(A pP)= 2T (a,p) (.1€)
dbwde 1/1
¥ ‘/’M'/‘ -3
I'(a,p)= A € sen o A, (c.19)
Lo WNTEGRAC (0./9) SE MoDIFTOA . MEDIANTE €C cAnai0 ©OE VAP BLE ”V,em’.{,, ew:
~y ‘ %—! - X
Z(a,p)= [(/—1‘) e{ o= (¢.20)
Cuyo VACOR, DE ACUERDO P (A /‘o'm/uw 3.3¢07(5) De (h REFERENIA (1V), SERA:
~, w/_ ¥ R-2
Ztp: T(EZ /) Zaa )+ Ly -2 ()
3

Fowde Zp(x) €c ca Fowciow s€ Bessec 26 prGupenTo cau/oay'o v Lotn) <€ cavoce cowo ca
FunCidet OBNICADA DE STRUVE.
FAkn i veCTIGAR EC COMPUMYIENTO ASiNTOTI00 D€ (0.21) MaREs0x 050 28 vacme

’ 3 - ’ -
Fommucar o€ (A Refunemcin (1v), por A e  PARTIE DE ESTE ofONENTO SENACARENOC UNCAYEN-
&t A«;,/e'to 26 (W FORMULA OWfiTiErDO (A REFERENCIA. An councion (¢.2) se 7RANSFomym, OE-

Fratigupo
Ve %5 (22
5 '6£ (c.23)
I UCANDO €L HECNO QUE:
ZyC-)st 1Y 2, (8) (r-476- )
Lo-0):)"' I, 0 (#.650-2)
e
Frap: £(3)70+0[L6-L.(p] (0.29)
€ Couipommyiunro ASHTOTIEO DE (M FUNCION 1foRifieADA D€ Sruve UiENE oapO poR:
Lo~ [N, ipy+ (X7 ( I )"":] (7.559)
/(e $)

cowole N (8) €5 (A Fowcion D€ Nevwauw, (A cuAt PARE VAL RES GRAVDES vc‘,’a!/,/owof £5-

CRIB/RSE CONO:
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2 \/2
g T . 5/-2,
Mo ()~ {71) sen (1-Zp- %) (3. v51-2)
J P euht ppra ec RSO Fag e, ,x)go/yrﬁ P SIGUIENTE FORMA"
‘o). 7 2 4 4 i Xfped)
Ao lig)z 3 7:;)/ elo'e (¢.25)
Mepanre un RAZONAN/EAITO AVRCOGO, ENBRONTRANOS OE (A Fuvdion O Bessec, ev-

g aou/zoxrnyic.vro ASINTOTICO Vi €NE DADO POR:

T (I~ [7;2_2_)/2 eos (% ~f~’--¥> (8-95-7)
SE TRANSFORMA TOnANDO EN QUNS / DERACION QUE E=IF, en!
JX (Dl
S (ip)~ '_f;)/. refo™ (o) (e26)
S (0 QUF B8 ((.25) 'y \(C.2¢), OBSERYANOL OVE SHAA UALORES GRANDE S DE ¥, <€ sprsFAce .
Mo fir)z ‘) (ir) @29
é‘xy\ﬂ's"’dn P A S0 NE S 2oMFiCA, USANDD EC HECHO QUE:
Zo(p)= ¢ 7)° Jo h‘r) (8. 906-1)
e '
Mo (ipy= ™ Lo () (20}

’ L] ’ . ’ 3
.an‘mfm ESTR KTingA ECYACION, OBTENEAOS PARK ET eou/o:rnymmo ASinNTOTIED

o€ Ly(p), o Sguemrs cywr}&v:

Lip~Zop- ' (1)
. )~ Loy ﬁ/v/»,') 2 (c.29)
b cum A svver SusTITWDA EN (0.24) pro0s B8 6C HQUIENTE RESUTADO pARA I (.0

.f'/ﬁ, = ‘%‘ (C.30)

Lonmcsf6NTE, NRCIENDO Uso OF ESTE ATING RESU(TADT SuUnTo 0ON (C.16), (C.10)

y (e 23), O8TENEYOr ¢ afom;’)urn ASATONCO DEC /aonwc'}nc l/'/a,f)

' A-rA-DVb6 ] ¢+
V.(hf) [m_%—)—] f (c.31)

€C CUAL  CUAARRMENTE RESUCTA SER DE (ARED ACANCE.
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/)/omp e D

& et (’A/'u‘ruto T WExD© DEHOSTRADO QUE fWRA A fumtvacion o€ (os Ece e
7os PE ywTRIE (4.55) AcoOCADOS A (H inremaccion W(A I1%].x]1) (9.46) v TERyINOE DE
(05 ESTADOS COLECT, ves DEC //,u/,"ro”,'p,qo DE OSCHADOR ﬂx»/a'm'co, RESULTA FUNDANENTIL
(A EUAUAZION DE (A /NTEGRAL (<) (A Cumc SE wa IEFIniDO cn (4. 53) PE ACUERDO A (A £/ -
GuaENTE gx/mes}o'ﬂ

1
T ()= /’[/_vw_‘]’ W (A, 1 -2;1) é“'o A7 (2-4)
>
chwde A'(A) se pefinE En ﬁ'qy;dot 26l €sTADO GAsE A(A) (4.24) coyo:

) . +i/‘
Alm: A(m)e (2.2

ée an'eﬁVo 2€ £sTE .o/nwp;or SOXR €C CRLOULO DE ESTA INTEGRAL.
. . . ’
Mo iawre cc vso vec 75-'“74- DE DRAGY, ST CuAl HEWOT UTICIIADO EM EC CAPITULO
Y, ch expResion (p.2) eveon CAPRESADA En TERIPNOC DEC SiofBOLO DE Levi- Curn y
#DOPTANDO A COUNNCION DE Sala SOGRE /NDIeES prfcrioo:, cosgo:

A'(ﬁ)3["’ 3/...»/] /l ("’y”?‘yld.'ﬂ)’b oy l',, (x’h (’x’b) 9

4

(m's43,..., &)
(A QUAL /NTRODUEIHEN DO €L cwyaio DE VARIABLE

~' - 74 4 ’
%= o1 % (se4,2,... #) (@.1)
£ 700msFoRAA EN:

~7

, 5 /. ~(a-)[¥ ~wfe -, At -ufs _
aom: 231 a!] 27 i emy / Lo 7., ATm)= X AtA) (25
dawde  A'(m) o"won oehinivn B yANELR OV, ZNTRODUCIENDO €5TH TiNh EXORE o €N

(2. JwnTo CON & CAYEIO DE VARIASE owncofo ~ (9.4) para RS COORDENADAC DE Tacods, 1. €.

K= ol o 2,

(530,2,.... 8-) (».¢)
OETEAMENOC N
6™ ‘f’f [Zew]* w(n. 2 /5-71) & ot (27
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Fy)ﬂn-}o',v OuE € TRANSFORMA, usanDdO (D.2) Y EC NEOHO PUE LAS VARRBBLES DE s TEGRACION

SON A UDAS, -2, 4%

2 5 [T ate) ] w (4, i et (o9

€ €57ADO BASE A(R) s€ DEFINO ﬁ/""”r;e eee EsTADO Gou/aﬂﬂo-gof(""'“’lrwﬁ)
(4.3), D€ TAL AMNERA e :
/y ”’1/2 I '
Ay Yo xl,..., %) (2.9)
Sun-,'nyeﬂao ESTR m'r,yp é'x/:ﬂcda‘u e (. 9..?), USANDO EC HECHO QUE (A TRANSFORYA-

CI1ON 2E CORPENADAS DE JACoA; £5 ORTDGOMNAL Y EC HECHO QUE.
-~ 2
2 -
77 O ytae 1 .19
~e
0&87E, 16/ ' €5ioN T(x) :
NEAIOS (R SIGUIENTE ex/w' ON  PRAA

Tty 20 E? / [ 055 0] W(a, L0108 oy . oty (211

A CURC SE EADUENTRA EXPRESAIN CANCANENTE EN FERAI/NOF DE (AC COORDENADAS DE (AT
Xp. o 2z

posricvns. €Ex XPRESANDO AL ESTADO COMPA CTO Y (x’nf..., Xi) v TERMNOS DEC SinjmOLO

o€ (evi-Cuvirm, p mrr€gane L6 ADOpTA A SIGUENTE FoRMA:

I‘l}z[dw'a:’{ﬂ!)‘z 57'” Y éﬂl’, g /)yfﬂ,)ﬁ (xy)... {1’ (h)W(ﬁl—ﬂ,-‘K,'l)fl/'[")‘ﬂ{"') ’”MW

(p./z)
(A CUAL S€ TRANSFORNA , USANDO (A ORTONORMAL/DAD DE (05 ESTADOS EN!

Y of s hp
2o <for™ € car]” [0 (Riu Dy~ 85, N ST 100 0000 M 0, 5 i 000 riran ol
(2-1%)
fnyufrio'u OUe A sv VEER pueDE exerig/nce Conpo:
. we Ly
260 '[ A (o=l ¥]. Z.(J';"’z"/ct’ﬁ') (0.44)
ﬂ.:ﬂ,’:v
dowde ';;.'o N4 /(/,;,p, SE CONOCEN Coyo (A WNTEGRAL DIRECTR g A INTEGRAL DE mrtlcmy—

80 k&?e‘cnwnyeme' S 5 DEFI NEN A ownﬂunezod-

Toiny= ﬂ’ BuluD .05) W(, £ =KD ) i (015)
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APRE /7’ ¢, (= ;14 O W(A, £ /% -u1) Y (0L () dx; IY; (.76
~ad ¢ ’

DenTRO DE £ €5PUENA DE (OF peR aDORES D€ ANIQUILACION y eREmCION, [PODEHOS

ESCRBIR, D¢ ACVERDO dom (47) me pRoevero (z/)% (Ay) D€ (A SIGUIENTE FORNA:
, " ) £ N/ ’ ’

g,{,a,)%,(,,)-[(n/), [n.').']/ (7,‘) (7,)"‘ Yixiap (0.19)

do € -( ‘)/

’ ’ R , -, 1, x! 2

Y ovmy): Wex oY () = TS )

s mmooue:yn €A TRAwSEoasacion 2e coopenavas (2.10)(2.18) para A=2, (o GuE EseN-

CIRUAENTE CONSICTE Gn nmtomvciR (as COORDENADAC KECATIVA § DEC CENTRO BE HASA,
re.

Xow b (- %)

(249)
I ’
%= F (x,' %) (.20
RESYeTA FREO/ /PRO8AR, (A SIGUIENTE RECACION ENTRE L0§ gpeRIBORES DE CREACION :
‘. L
P 5 (P (o.2)

’ A a
7?: 73 (7/*73) (2.22)
€O VAL SUNRDA Ac wEOND PuE
: - -fa'd, 8 - - (3
K(v',b.): ’ﬁe (X' %y )/t_ 7 /‘Q (x2e 1, )/l___K (z.2;) (0.23)
NOS /vzyhiﬁa' REACIZAR una e}uwn'o'u ©¢ a5 esTADOr Y (1) (,1,/ (1) e~ n;y:hor €

cor €sTADOC L )Y (0). Fhan nepcizae <A “/»w.rio'd QBSERVANOLr GUE (A RECACION

.7 ﬁoc:fm, Cow AJUDA DE (AT RECHOIONES GVE ACPBAYos 26 OBTEMER, (A SIGHIENTE
Fornp:

D . ’/: A !
&, # o 27 (a3t | (7.4 % )'(- 7e9. )"’g{, (x.,23) (3.29)

n cym pueoe ECCRIBIRET Conpo:

A% 4 /. 040) - [;”4”’: (n:)! (m )’] /'Z: Z,(‘" (:,' )75’ 7" Q‘J;JZM,&) (0.25)

%0 ‘1'0




S P CURC FiNALYENTE SE TRANSFORMA, INTRODUCIENDO (CAS SIGUIENTES DEL ns 010N ES

2, = S,+52 (2. 20
= N4 -S, -5, (2.27)
e, nsny
Y exs );0 n§)= %(n,n, 1000y ¢ exd %, (1) (9-20)
=
dowde cos /awmwran': DE  TRANSLORNACION L1M7 N> S€ DELNEN COf0:
atm (0,0 %7
1S 1 »)! (ny)!
<nminiap>e 2 (] )(’[W] Ty, i 229
Scmou(0,0,0y") ke
J SRTERCEN (A SIGNErTE REACION DE .r;../e—rp,h:
(ﬂ"b /II.'/)J'): ("l)”‘(ﬂ, ," /ﬁ)’ﬂ,’> (9-”)
REcpeion Gue s€ PUvE pacane FACI oy ENTE, EFECTUANDO ELOAII0 DG 1WBICE
t= -8 (2-39)
'fem €L Y50 BDE ESTOL RESUCTADOS, (A W7EGRRL I () (0./9) »z?nuu' P SIGNENTE
Forem: ity
-(>&!) £ -
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