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INTRODUCCION 

La mayoría de los métodos estadísticos, han sido 

Sin diseñados para tratar con observaciones independientes. 

embargo, en muchas áreas de aplicación tales como, economía, 

metereología, medicina y otras, las observaciones ocurren en 

forma de series de tiempo, es decir, como una sucesión de 

valores ordenados por algún parámetro, generalmente el 

tiempo. Aquí, las observaciones son dependientes y la 

naturaleza de esta de~endencia es de importancia 

considerable. El Análisis de Series de Tiempo comprende, a 

las técnicas que se utilizan en el estudio de este tipo de 

series de observaciones dependientes. 

Hay dos caminos complementarios, más que alternativos, 

de llevar a cabo el análisis de una serie de tiempo. El 

primero, está enfocado a estudiar las 

entre las observaciones de la serie, 

tiempo y el segundo, conocido como 

relaciones 

en el 

Análisis 

estudia los movimientos cíclicos de la serie, en 

de las frecuencias. Este Último, aunque 

importante, no será discutido en esta tesis. 
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Existen diferentes objetivos y fases en el análisis de 

series de tiempo. 

general. de los 

estudio de series 

En el capítulo se hace una revisión 

conceptos básicos, necesarios 

de tiempo univariadas. 

Entre las distintas fases.del análisis de 

para 

series 

muy 

el 

de 

tiempo, una de las más 

modelo matemático para 

importantes es la contrucción de un 

utilizadas para este 

la serie. Una de las técnicas más 

fin, es la de Box y Jenkins (1970). 

Esta técnica consiste, en representar a una serie de tiempo, 

después de haber aplicado algunas tranformaciones y/o tomado' 

diferencias apropiadas de la misma. por medio de un modelo 

con el menor n6mero posible de parámetros. Tales modelos 

son conocidos como modelos ARMA(p,q) (autorregresivos y de 

promedios móviles). El procedimiento para construir tales 

modelos, así como su descripción y propiedades, se explican 

también en el capítulo l. 

Para construi~ modelo~ ARMA(p,q): Re necesitan esLimar 

los c~eficientes o parámetros que aparecen en dicho modelo. 

Se han hecho estudios extensivos en la literatura con 

respecto a este 

generado una 

propiedades de 

problema, 

serie de 

el cual durante mucho tiempo,. ha 

las controversias, en cuanto a 

los estimadores obtenidos por distinLos 

métodos, y en cuanlo a la eficiencia computacional para 

obtenerlos. 

El capítulo 2, se dedica exclusivamente ~l problema de 
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estimación de parámetros de modelos ARMA, en el dominio del 

tiempo. En la sección 2.1, se presentan dos de los métodos 

de estimación más utilizados: Máxima Verosimilitud y Máxima 

Verosimilitud Condicional. Alrededor de estos métodos, se 

han desarrollado otros que vienen a ser modificaciones de 

los primeros, todos con el propósito común de aproximarse lo 

más posible a la Función de Verosimilitud Exacta. En esta 

misma sección. se .hace una presentación de algunos problemas 

adicionales, 

no-linealidad 

derivados 

en los 

del de estimación, 

parámetros y la 

estimadores iniciales de los mismos. 

como lo son, 

obtención de 

El interés del presente trabajo, esta centrado en el 

problema de estimación de parámetros de modelos ARMA(p,q), 

en el dominio del tiempo. Su objetivo es presentar un 

método de estimación, que utiliza las autocovarianzas 

teóricas y las muestrales. El método trata de aproximar las 

autocovarianzas muestrales, con las autocovarianzas 

teóricas, expresadas éstas en términos de los parámetros a 

estimar. La búsqueda de los valores que deben asignarse a 

les estimadores de los p8rÁmP.tros~ resulta de aplicar el 

criterio de Mínimos Cuadrados. El procedimiento que resulta, 

se propone como una alternativa a los métodos Máximo 

Verosímiles. 

Con base en algunos experimentos de simulación, se 

compara el método de estimación estudiado en este trabajo, 

con el de David J. Pack (1974), que utiliza una aproximación 

a la función de verosimilitud, utilizando el enfoque 
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condicional propuesto por Box y Jenkins. Finalmente se 

discuten los resultados observados, 

Cuadrático Medio de los estimadores. 

en términos del Error 

El trabajo descrito en los dos párrafos anteriores, se 

trata en distintas partes de la tesis. En el capítulo 2, 

sección 2.2, se hace una presentación formal del método de 

estimación de parámetros de modelos ARMA(p,q), a través de 

las autocovarianzas del proceso. También en esa sección, se 

discuten algunas de las propiedades de los est~madores de 

las autocovarianzas utilizadas, así como, 

que se espera, posean los estimadores de 

obtenidos por ese método. En el capítulo 3, 

algoritmo desarrollado para este fin, así 

las propiedades 

los parámetros 

se presenta el 

como, todos los 

detalles de su implementación en una computadora Burroughs 

7800. En el capítulo 4, se presentan los resultadoti de los 

experimentos de simulación, realizados para algunos modelos 

ARMA(p,q). Los hechos relevantes de las simulaciones, se 

discuten en el capítulo 5. 

Finalmente, se incluyen tres apéndices. 

contiene algunos antecedentes estadísticos, 

El ap~ndicc A 

que por su 

naturaleza, no fueron incluidos en el texto y a los cuales 

se hace referencia en. los capítulos 2 y 3. En el apéndice B, 

se presenta un litiLado del programa que se elaboró para el 

presente trabajo. Por Último, en el apéndice C se incluye 

la descripción de las subrutinas de paquetería, que se 

utilizaron como apoyo computacional. 
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Capítulo 1 

CONCEPTOS BASICOS EN EL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO 
UNIVARIADAS 

Este capítulo pretende hacer una revisión muy general 

de los con~eptos básicos, necesarios 

series de tiempo univariadas. 

1.1 Definiclúu. 

para el 

Una serie de tiempo se puede definir como 

análisis de 

un conjunto 

de observaciones de una variable cuantitativa y no 

determinística, denotada por X, tomadas en períodos de 

tiempo igualmente espaciados. Esta variable X se puede 

referir a temperatura de un proce.so 

de manchas solares, n6mero (mensual). 

- 5 -
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aereolínea, 

sinnúmero de 

del quehacer 

venta (mensual) de automóviles, en fin un 

fenómenos que son de interés en diversas áreas 

humano. Los períodos de tiempo pueden ser 

minutos, días, meses, 

del tipo de fenómeno, 

trimestres, años, etc., dependiendo 

o de los fines del investigador. 

1.2 Objetivos del An&lisis en Series de Tiemno. 

Los objetivos o metas que se persiguen al analizar 

son los mismos, sino 

una 

tiempo, no siempre serie de 

dependen, de las varias razones que 

investigador para 

tiempo. Estas 

tipo de análisis 

llevar a cabo el estudio 

razones generalmente, van a 

que se decida aplicar. Los 

que 

pueda tener un 

de una serie de 

determinar el 

objetivos del 

análisis se pueden clasificar de la siguiente manera: 

1.2.1 Descripción. 

En ocasiones el estudio de una serie de tiempo, 

consiste en descri.bir el comportamiento 'de un fenómeno, 

durante un cierto período de tiempo, resumir sus propiedades 

y destacar sus principales características, para lo cual, un 

análisis descriptivo de la serie de tiempo es suficiente. 

- 6 -



1.2.2 Explicación. 

En ocasiones el interés principal, puede 

a explicar el comportamiento de una serie 

partir del comportamiento de otras variables, 

estar enfocado 

de tiempo, a 

para tener un 

mejor conocimiento del mecanismo que generó dicha serie de 

tiempo. Por ejemplo, en el área de Economía puede desearse 

explicar el comportamiento de la producción a partir del 

capital y del trabajo. 

1.2.3 Simulación. 

El interés, bien puede estar concentrado en contar con 

un modelo matemático, que sea capaz de simular un fenómeno 

con las mismas características del fenómeno real, 

representado a través de la serie de tiempo original. 

1.2.4 Pronóstico. 

A partir de 1.2.1 o 1.2.2, se puede estar interesado en 

predecir el comportamiento futuro del fenómeno bajo estudio, 

esto se presenta muy a menudo en series de tiempo económicas 

o industriales. 
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1.2.S Control. 

Este objetivo esta muy relacionado con 1.2.2 y con 

1.2.4, ya que, cuando se conoce qué variables y c6mo 

influyen en el comportamiento de cierto fenómeno, o después 

de conocer cuál va a ser el comportamiento de un fenómeno en 

el futuro, se puede intentar tomar medidas correctivas a 

tiempo, que impidan la ocurrencia de un evento no deseado. 

Es importante destacar que en todos los 

necesita de 

objetivos 

un modelo 

posible el 

mencionados 

matemático 

anteriormente, 

que describa 

mecanismo que dio origen a 

se 

de la mejor manera 

los datos observados. 

1.3 Principales Componentes de una Serie de Tiempo. 

En ciertas áreas de aplicación, en particular en 

economía, se tiene el concepto de que una serie de tiempo es 

una mezcla de cuatro componentes: la tendencia, la 

estac~onalidad, los ciclos y los residuales o componente de 

ruido. 
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1.3.l Tendencia. 

Se dice que una serie de tiempo presenta una tendencia, 

cuando muestra un movimiento sistemático prolongado, que 

bien puede ser creciente, decreciente, o ambos. En otras 

µalabras, se puede decir que existe una 

serie, cuancln ésta presenta cambios 

tendencia 

prolongados 

en 

en 

una 

la 

media. 

1.3.2 Estacionalidad. 

Estacionalidad, se puede definir como un cambio o 

variación sistemática en la serie de tiempo, que se 

cada s periodos de tiempo, es decir., como 

repite 

si el 

comportamiento de una parte de la serie fuese similar cada s 

periodos de tiempo. 

1.3.3 Ciclos. 

Este componente es uno de los más dif Íciles de aislar y 

de explicar. Se define como una variación cíclica de 

periodo no identificado y mayor de un año. 

período asociado a esta variación cíclica 

el periodo de observación de la serie y 

con una componente de tendencia. 

- 9 -
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1.3.4 Residuales o Ruido. 

Los residuales se definen como las fluctuaciones que 

quedan en la serie, después de haber separado de ésta, las 

componentes de tendencia y variación estacional. En el 

mejor de los casos, estos residuales pueden ser 

completamente aleatorios, en el otro, pueden comportarse 

oscilatorios como una serie que presente movimientos 

suaves. Generalmente, estos residuales no 

aleatorios y tiene~ un cierto comportamiento 

el sentido de que no son independientes, y 

son puramente 

sistemático, en 

el valor del 

residual al tiempo depende de alguno o algunos 

residuales anteriores. 

1.4 Algunos de los Distintos Tipos de Modelos en Series de 

Tiempo Univari&das. 

El propósito de esta sec~ióc~ es presentar de una 

manera un tanto informal, dos de las técnicas más utilizadas 

en modelar series de tiempo, la primera de éllas conocida 

tradicionalmente como "Método de Descomposici6n", y la 

segunda el método muy conocido y .usado de "Box y Jenkins". 
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1.4.1 Método de Descomposición. 

La filosofía básica de este modelo, consiste en 

considerar a una serie de tiempo Zc, como el resultado de la 

suma de tres componentes: 

donde, Tt es el valor de la tendencia en la serie, Se es el 

valor de la estacionalidad, e Ie es el residual de la serie, 

fueron mejor conocido como 

explicados brevemente 

ruido. Estos componentes 

en la sección anterior. 

El método consisLe <le una Lécnica, por medio de la cual 

se pueda separar y estimar, cada· tttrO--de· los tres componentes 

que conforman la 

éllos hacia el 

ser1e, para después, extrapolar cada uno de 

futuro, 

deseado de la serie Zt, 

sumarlos y 

por ejemplo, 

obtener el pronóstico 

al tiempo Ze +L· 

Se han desarrollado varios métodos, para poder separar 

cada componente en la serie de la mejor 

lector interesado en tales métodos, 

manera posible. El 

puede consultar 

Chatfield (1974), Ken<lall (1966) y, Nerlove, Grether y 

Carvalho (1979), éstos últimos trabajan mucho con estos 

modelos, a los que llaman Modelos de Componentes no 

Observables. Estos métodos no serán tratados aquí, ya que el 
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interés principal de la presente tesis, esta relacionado con 

el modelaje matemático propuesto por Box y Jenkins (1970). 

1.4.2 Modelo de Box y Jenkins. 

El modelo Mixto Autorregresivo y de Promedio Móvil 

ARMA(p,q), especialmente, fue disefiado para poder describir 

el comportamiento de los residuales o ruido, de una serie de 

tiempo Zt. 

El método consiste en 

aproximadamente estacionarias, es 

posean una media y una varianza 

en la sección 1.7, se 

de estacionariedad.) 

describe 

obtener series que sean 

decir, que aproximadamente 

constantes. (Más adelante 

con más detalle el concepto 

En la realidad es muy difícil, si no es que imposible, 

encontrarse con series de tiempo estacionarias, por lo que 

en algunos casos puede ser necesario aplicar 

datos, 

Box y 

transformaciones estabilizadoras de varianza a los 

como por ejemplo, la transformación logarítmica. 

Jenkins proponen el uso de tranformaciones 

cuyo fin, 

·ias que 

es obtener 

se ajuste 

series aproximadamente 

un modelo ARMA(p,q). 

invertible en una forma parsimoniosa, es 

número reducido 

describen con 

propiedades.) 

de parámetros. 

detalle ·estos 

- 12 -
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Las tranformaciones simplificadoras son: 

a) (1 - R)d 

donde 

R es el operador de atraso, definido como 

RT Zc Zt-T T= 1, 2, ... 

y 

Rº Zc Zc 

Este operador, tiene la propiedad de que 

manipulado como cualquier cantidad algebraica, 

p~pel importanLe en el deRarrollo analitico de 

tiempo (ver Fuller (1976), cap. 2, sec. 2.4). 

d es un entero positivo que indica el 

puede ser 

y juega un 

series de 

número de 

diferencias de la serie Zc, como se verá más adelante. 

S es un entero positivo que 

periodo de una serie estacional. 

esta relacionado con el 

D es un entero positivo que juega un papel similar al 

- 13 -
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de d. 

V es e 1 primer operador diferencial., tal. que 

VZ t = Z t - Zt-I , y en términos del operador de atraso R, es 

igual a ( 1-R)Zt. 

La transformación en (a), se aplica a series de tiempo 

que tienen un comportamiento no estacionario, en el sentido 

de que no poseen una media constante. La idea de apl.icar 

esta transformación es el.iminar la componente de tendencia 

de 1.a serie original., no estacionaria Zt, así, al aplicar 

se espera que la nueva serie Xt, igual. a la d-ésima 

diferencia de Zt, sea estacionaria, y por 1o tanto, pueda 

ser exp1icada por un mode1o estacionario ARMA. 

La transformación en (b) se ap1ica a series de tiempo 

que Llenen un comport:;;.micnto estacion~·1:; es decir., cuya 

característica fundamental., es que observaciones separadas s 

instantes 

operador 

análisis 

de tiempo 

Rª Zt = Zt-s• 
de este tipo 

son simi1ares. Se espera que el 

juege un papel. importante 

de series. Adicionalmente, 

en el 

puede 

suceder que la nueva serie Zt, Zt-s, Zt-zs , ••• presente un 

comportamiento no estacionario, 

transformación de1 tipo 

- 14 -
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sea Úti1 para acercarse a 1o que podría ser una serie 

estacionaria, de 1a cua1, se han separado 1as componentes de 

tendencia y estaciona1idad. 

Los mode1os que tratan con series de1 tipo 

v,;>zt, son conocidos como procesos Mixtos 

Autorregresivos y de Promedios Móviles ARIMA. 

vdze Y 

Integrados 

Resumiendo, en un proceso no estacionario por ejemp1o 

un ARIMA(p,d,q), 1a d-ésima diferencia de 1as observaciones 

es modelada por un proceso estacionario ARHA(p,q). 

En adelante, cuando se haga referencia a una serie de 

tiempo Xe, se supondrá que dicha serie es estacionaria, es 

decir, que es e1 resu1tado de haber ap1icado a1gunas de las 

transformaciones descritas anteriormente a 1a serie Ze• Y en 

consecuencia, se hará referencia a procesos ARMA que mode1en 

en forma adecuada a la serie Xe• mfis que a procesas ARIMA. 

E1 lector interesado en conocer más sobre mode1os ARIMA 

y su aplicación, puede consultar Box y Jenkins (1970), o 

Nelson (1973), quien hace 

mismos. 

una descripción sencil1a de los 
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1.5 Etapas del Análisis de Series de Tiemoo Univariadas. 

Como se mencionó en la sección 1. 3. las etapas del 

análisis en series de tie~po, dependen de los objetivos que 

pueda tener el investigador, interesado en llevar a cabo el 

estudio de una serie de tiempo. Ahi se describieron los 

distintos objetivos que puede haber, y fue claro, que en 

todos éllos es necesario obtener un modelo que explique el 

comportamiento de la serie. Aquí surgen un par 

preguntas: ¿El procedimien~o para obtener un modelo, es 

de 

el 

mismo en todos 

?. La respuesta a 

vio en la sección 

los casos ?, ¿Cómo 

la primer pregunta 

J .4, no hay un 

se obtiene dicho modelo 

es NO, ya que como se 

procedimiento universal 

para modelar a una s~~'0 de tiempo. 

Se puede ver simplificada la decisión, en cuanto a qué 

técnica de modelaje es la más apropiada, si se decide con 

anterioridad, cuál de los siguientes dos 

interés: 

objetivos es 

a) Encontrar un modelo que ajuste bien a los datos. 

de 

b) Encontrar un 

la serie. 

modelo que haga buenos pronósticos de 

- 16 -



En términos muy generales, se puede decir que el modelo 

de descomposici6n puede ser apropiado en el caso (a), pero 

puede no funcionar igual de bien en el caso (b). El modelo 

de Box y Jenkins en cambio, parece funcionar mejor en el 

caso (b). 

El procedimiento para pronosticar con un modelo ARMA, 

serie aproximadamente consiste en encontrar primero una 

estacionaria, como se explicó en la 

después, analizar las propiedades 

sección 1.4 anterior, 

de esta nueva serie 

transformada xt. y en 

apropiado ARMA, a esta 

llaman Identificación. 

base 

etapa 

Este 

a éstas, escoger un modelo 

del análisis Box y Jenkins la 

modelo es entonces ajustado y 

sus parámetros estimados, etapa a la cual Box 

este 

y Jenkins 

problema llaman Estimaci6n. En el capítulo 2 se trata 

específico, el cual, ha generado durante 

serie de controversias en cuanto a 

mucho tiempo una 

las propiedades 

muestrales de los estimadores, y la eficiencia computacional 

pRra obtenerlos. Esto ha propiciado que muchos 

investigadores se interesen en el desarrollo de nuevos 

métodos de estimaci6n, que cubran las deficiencias en 6tros. 

De hecho, 

desarrollo 

parámetros 

el interés principal de esta 

de un método alternativo de 

de modelos ARMA, como se verá en 

Una vez que los parámetros han sido estimados, 

tesis, es 

estimaci6n 

el capítulo 

el 

de 

2. 

se continua 

con un análisis de los residuales, etapa a la cual Box y 

Jenklins llaman Diagnóstico. Si el análisis anterior resulta 

s~tisfactorio! entonces, el modelo ARMA se utiliza para 
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hacer pronósticos, etapa a la cual Box y Jenkins por razones 

obvias llaman Pronóstico. Si este no es el caso, entonces. 

se procede a regresar a la etapa 

buscar otro modelo ARMA que pueda 

repite todo el proceso. 

Una de las ventajas de 

de 

ser 

usar 

Identificación, 

más adecuado 

modelos ARMA 

para 

y se 

para 

pronósticos, es que se puede evaluar explícitamente el error 

cuadrático medio de predicción. (Ver Harvey (1981), cap. 

1). 

En lo que resta de este capítulo, se hace una 

presentación un poco 

se maneja~án con 

capítulos, y que son 

series de tiempo. 

más teórica, de algunos conceptos que 

mucha frecuencia en los 

esenciales para entender el 

siguientes 

análisis de 

Dado que la teoría desarrollada para modelar series de 

tiempo, considera a dichos modelos como procesos 

estocástjcnR, y a laR series de tiempo como realizaciones de 

estos procesos, creo conveniente hacer una breve 

presentación sobre los mismos, con objeto de dar un panorama 

general sobre la cl~se especial a 

modelos ARMA. 

18 -
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1.6 Procesos Estocásticos. 

En un proceso estocástico, cada observación es una 

variable aleatoria y estas 

través del tiempo de 

probabilísticas. Así7 un 

observaciones evolucionan a 

acuerdo a ciertas 

proceso estocástico se 

leyes 

puede 

definir como un conjunto de variables aleatorias, las cuales 

tienen un orden en el tiempo, es decir, l Z( t) 

T es el conjunto de instantes en el tiempo en 

define el proceso. Cuando T abarca todo un 

tET}, donde 

el cual se 

intervalo de 

valores (usualmente -OO<t<OO ), entonces se "dice que 

(Z(t) tETI es un proceso estocástico continuo. Si T es un 

conjunto de instantes 

t = º· ±1, ±2, •.• ) entonces se 

proceso estocástico discreto. 

aislados 

dice que ( Zr. 

Por simplicidad, 

suponiendo que el 

la presentación siguiente 

conjunto de instantes T es 

(usualmente 

t.-T} es un 

se hará, 

discreto, 

aunque la 

similar. 

presentación en el caso de T continuo sería muy 

Una clase especial de los procesos estocásticos, son 

los procesos estacionarios, a la cual pertenecen los modelos 

ARMA descritos más adelante en la sección 1.9. Con objeto de 
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introducir los conceptos de estacionariedad y ergodicidad, 

así como su importancia en el análisis de series de tiempo, 

se comienza por definir la distribución probabilística de un 

proceso estocástico, y por analizar los problemas que surgen 

al tratar de describir el primer y segundo momentos del 

mismo, conocidos como la media, la varianza y 

autocovarianzas. 

la función de 

A cada proceso estocástico donde 

T = O, ±1, ±2, le corresponde una distribución 

probabilística que queda determinada por la familia de todas 

las distribuciones co11juntas, de todos los subconjuntos 

finitos de variables aleatorias pertenecientes al proceso. 

Así la distribución del pr.oceso incluye a las distribuciones 

marginales 

••• F(Z-2 ), F(Z_1 ), F(Zo), F(Z 1 ), F(Z2 ), 

también incluye a las distribuciones conjuntas entre 

de variables 

F(Z_, ,Zo), F(Z_, ,z, ), F(Zo,z, ), 

pares 

Sea IZt. tETf un proceso estocástico, para ~ualquier 

conjunto de instantes T = ( t 1 , .t2 , tN l, y cada entero 

N. 
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La media del proceso al tiempo t, se define como 

E (Ze 

La función de autocovarianzas, se define como 

I' (s. t) cov (Z 8 , z.,) 

En particular, la varianza del proceso al tiempo t, se 

define como 

var (Ze ) = cov (Ze, z,,) = E (Z e - µt )2 

Así para i'as 

se tiene el 

e,.,.,,. ,.,.,, • 

variables a1eatorias 

vector de 1u~d~as de dimen~jAn 

z.,, 
N 

( E(Zt
1 

) , E(Zt;
2
), ••• , E(Z.,N )) 

- 21 -
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y la matriz simétrica de varianzas y covarianzas, de 

dimensión NxN 

) (2) 

Esta matriz como se mencionó anteriormente, es 

simétrica y definida semi positiva. 

los problemas estadísticos, se esta En la mayoría de 

interesado.en estimar 

partir de una muestra 

las propiedades de 

representativa de la 

una población, a 

misma. En est:e 

caso, si se tuviese una muestra del conjunto de variables 

aleatorias Zt 1 , Zt.N se podría estimar, por ejemplo, 

el vector de medias en (1) como 

( 3) 
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donde, m seria el tamaño de la muestra y sería la 

j-ésima observación de la variable aleatoria asociada al 

si se instante t; En otras palabras, 

varias realizaciones de un 

pudiesen observar 

el conjunto de 

acerca de las 

proceso en 

podrían hacer inferencias instantes T, se 

del propiedades proceso, del cual provienen las 

realizaciones. 

En la pr6ctica, sin embargo, lo com6n es observar una 

sola serie de tiempo durante un cierto período de tiempo, en 

estas circunstancias, no es posible hacer inferencias 

significativas acerca del modelo probabilístico, del cual 

proviene la serie de tiempo observada, a menos que se 

impongan ciertas restricciones al modelo o proceso generador 

de la serie. Esta necesidad lleva a los conceptos de 

estacionariedad y ergodicidad, descritos en las siguientes 

secciones. 

1.7 Estacionariedad. 

Estacionariedad, en el más amplio sentido de la 

palabra, se puede entender como algo que es estable. 

Como 

cuenta con 

se 

una 

mencionó en la sección 

sola realización de un 

- 23 -
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proceso, es 

cuando se 

necesario 



que éste cumpla ciertas restricciones, para facilitar el 

análisis de la realización o serie de tiempo. 

Estaci6nariedad en sí, se puede ver como una 

se pide al proceso generador, con esLe fin. 

Existen dos tipos de estacionariedad 

1.7.1 Estacionariedad Estricta. 

Un proceso estocástico {Xc te TI se 

condición que 

dice que es 

estacionario, si para cualquier conjunto de instantes 

T = {t 1 ,tz,. 

tiempo, se 

• t.\ • 
cumple 

cada 

que 

N 

la 

y cada desplazamiento to 

distribución ccrnjunta de 

de 

las 

variables aleatorias Xc
1 

, ,XtN •. es invariante con respecto 

al desplazamiento de tiempo 

Es decir, que no importa 

tiempo que se elija, la 

el punto 

distribución 

~ t. 1 , ••• , tN , N, to 

particular 

conjunta 

en 

de 

(4) 

el 

las 

variables aleatorias Xt 1 • ,XcN, va a ser siempre la misma 

que la de las variables aleatorias X,; 1 • t 0 , •••• Xt¡,¡•to 

- 24 -



Como una consecuencia de (4), se tiene que 

F (X t ) F (X t •to 

F ( Xs X t ... to "" s. t ET 

(5) 

y como consecuencia de (5), se tiene que 

'<>' t e T, to 

var (Xt var CXt·to "1' teT,to 

cov ( Xs , Xt cov (Xs•to Xt ·to li:1L- s,t,. eT, to 

(6) 

1.7.2 Estacionariedad débil o de Segundo Orden. 

Este tipo de estaclonariedad es mucho menos estricta 

que la anterior, ya que sólo se imponen condiciones al 

primer y segundo momentos del proceso. Así, se dice que un 

proceso fXc teTf es estacionario de segundo orden, si para 

cualquier conjunto de instantes T = ( t 1 , ••• , tN f, cada N y 

cada desplazamiento to, se satisfacen las siguientes 

condiciones: 
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a) Que la esperanza de las·variables 

Xt+to exista y sea la misma para toda t ET 

decir, 

aleatorias y 

y cada to, es 

E (X t E ( Xt • to ) µ 'V teT, to 

( 7) 

Intuitivamente, esta propiedad se puede ver como si, a 

través del tiempo, la serie estuviera oscilando alrededor de 

un valor medio µ • 

b) Que la autocovarianza entre dos variables 

aleatorias, sólo dependa de la diferencia que exista entre 

los dos instantes de tiempo, asociados a las 

a los instantes en particular. 

cov (Xt COV (Xt•to· 

COV (At+t 0 -j Xc+to ) 

'o'tET,to,j 

variables y no 

(8) 

Comúnmente en series de tiempo, se conoce a Y¡. como la 

autocovarianza de orden j, el prefijo auto se debe a que ~ 

es la covarianza entre diferentes variables aleatorias del 

mismo proceso, separadas j instantes de tiem.po. 
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Obviamente por (5) y (6), se cumple que si un proceso 

es estrictamente estacionario, entonces, también es 

estacionario de segundo orden, sin embargo, el inverso no se 

cumple, a menos que la distribución conjunta de las 

variables aleatorias sea 

caso el proceso quedaría 

normal N-variada, ya 4ue, en este 

completamente caracterizado por su 

prime~ y segundo momentos. 

se satisfacen para Ahora, si las condiciones 

toda te T, las expresiones 

considerablemente, ya que, el 

(7) y (8) 

en (1) y (2) se reducen 

vector de medias para 

variables aleatorias Xc 1 

[E(Xc1 ) , ( I' • • f' ) 

~eniendo que estimar solamente un parfimetro en lugar 

como era el caso en (1). 

- 27 -
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La matriz simétrica de varianzas y covarianzas, es 

"º 
"º 

(10) 

teniendo que estimar solamente N autocovarianzas en vez de 

N(N+l)/2, como era el caso en (2). 

En adelante, cuando 

supondrá estacionariedad de 

sea el caso, se 

correspondientes. 

1.8 Ergodicidad. 

se hable 

segundo 

harán 

de estacionariedad se 

orden, cuando este no 

las especificaciones 

Al igual que con estacionariedad, ergodicidad es otra 
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prqpiedad que se pide al proceso generador de la serie de 

tiempo, para facilitar su análisis. 

Intuitivamente, pedir que un proceso estocástico sea 

ergódico, es pedir que las variables aleatorias u 

observaciones de dicho 

en el tiempo, casi 

ejemplo, al promediar 

proceso, considerablemente distantes 

no esten correlacionadas. Así por 

una realización (serie) a través del 

tiempo, cada nuevo elemento en 

información 6tll y nueva. Lo que ~e 

esta propiedad, son estimadores 

el promedio, aporta 

pretende obtener con 

consistentes de los 

parámetros de interés del proceso, es decir, estimadores 

cuya varianza tienda a cero, conforme N tiende a infinito. 

Aquí, no se explicará ergodicidad en términos 

matemáticos, ya que ésto requiere de un desarrollo bastante 

complicado, 

(el lector 

innecesario para los objetivos de este capítulo 

interesado puede ver Hannan (1970, p. 201)). 

En la práctica, no es posible probar si un proceso es o 

no ergódico, ya que sólo se observa una sola realización del 

mismo, es decir, una sola observación en cada variable 

aleatoria, y por lo tanto, no es posible probar si están o 

no correlacionadas. En adelante, se supondrá que todos los 

procesos considerados son ergódicos. 

Por lo tanto, si la realización observada (serie de 

tiempo) proviene de un proceso estacionario y ergódico, 

ahora sí es posible hacer inferencias sobre el mismo (modelo 
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probabilístico), a partir, de la información proporcionada 

sólo por esa realización. Por ejemplo, el vector de medias 

en (9) se podría estimar como 

( µ ••••• µ ) µ (1, ••• ,1) 
N 

( 1 ••••• 1) 

donde x., es 

equivalente 

la observación 

al propuesto 

al 

en 

tiempo t. 

(3), que 

Este estimador es 

se outendría al 

observar 

la media 

varias realizaciones del proceso. 

se estima como un promedio de las 

En el primero, 

observaciones a 

través del tiempo; en el segundo, las medias se estiman como 

promedios de las observaciones en instantes particulares de 

tiempo. Obviamente, estos estimadores son equivalentes, si 

y sólo si, el proceso es ergódico y estacionario al menos de 

segundo orden, 

autocovarianzas 

ya que entonces, la media, varianza 

del proceso no dependen del tiempo. 

1.9 Descripción y Propiedades de Modelos ARMA(p,g). 

Los modelos matematicos m6s com6nmente usados en 

y 

la 

pr6ctica, para modelar series de tiempo estacionarias, son 

conocidos como AR, MA, y ARMA. Estos modelos pertenecen a la 
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clase general de procesos estocásticos lineales discret·os, 

los cuales, se pueden expresar en dos formas equivalentes: 

i) Dados, un proceso {Xc teTl, con T = 10,±1,±2, ••• } 

y para el cual se supondrá, sin pérdida de generalidad, que 

tiene media igual a cero y varianza finita uJ,. , y un proceso 

l&c; teTI de variables aleatorias no correlacionadas, con 

media igual a cero y varianza finita 

proceso de ruido blanco. Entonces, el 

ul .. conocido 
valor del 

iXci al tiempo e se puede expresar co1no: 

+ Uz &t-Z + • • • 

como un 

proceso 

( 11) 

donde (u; i=l,2, • .. ~ es una sucesibn de parA1netros fijos. 

(11) se puede también expresar como 

donde U(R) 
00 
L u;·R¡ 

t-0 

definido en la secci6n 1.4. 

(12) 

con uo 1 y R el operador de atraso, 
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U(R) se puede ver como la función de transferencia que 

transforma el proceso de ruido 

el proceso {Xtl al tiempo t. 

blanco en el valor de 

Para . que el proceso en (12) sea estacionario, es 

necesario que su primer momento exista y no dependa del 

tiempo, y que su segundo momento exista y sólo dependa del 

período de tiempo entre dos variables cualesquiera del mismo 

proceso. Para lo cual, es necesario que se 

siguientes condiciones: 

a) Para que la 

necesario que la serie 

00 

:L u¡< oo 
i=D 

converja. 

media del proceso 

satisfagan las 

IXtl exista, es 

h) PAr~ 'l11F!' lfl Vélrianza del procesp {Xt,.} sea finita. ~ 0 

necesario que la serie 

00 

:L u~< CX> 
i=c 

converja. 
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c) Y para que la autocovarianza de orden 

es necesario que la serie 

00 

L U¡ Ul+j < 00 
i=O 

también converja. 

Existe una sola condición impuesta 

j sea finita, 

a la serie de 

potencias U(Z), donde Z toma valores complejos, la cual, 

comprende a todas las anteriores y garantiza la 

estacionariedad del proceso en (12). Est& condición es que 

U(Z) converja en una región conteniendo al círculo unitario 

complejo, es decir, que converja 

Grenander y Rosenblatt (1957)). 

ii) Dados, un proceso lXcl , y 

( i)' 

puede 

entonces, el valor del proceso 

cxprcr;o.r como 

para (Ver 

un proceso lEtl como en 

al tiempo t, se 

(13) 

donde V¡ i=l,2, ••• es una sucesión de parámetros fijos. 

(13) se puede expresar también como 
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V(R) Xe &e Xe 
(14) 

donde V(R) = con vo 1 y R el operador de atraso. 

(V(R)(
1 

se puede ver como la función de transferencia 

que transforma al proceso de ruido blanco l&J 
del proceso 1 Xel al tiempo t. 

en el valor 

De los procesos en (12) y (14), se puede ver que 

U(Z) l/V(Z) 

de ahí que las condiciones que debe cumplir V(Z), donde Z 

toma valores complejos, para que el proceso en (14) sea 

estacionario, dependen de las condiciones dadas 

anteriormente para U(Z). ~n este caso se necesita que los 

ce_ros de la ecuación carácteristica V(Z) = O, estén todos 

fuera de el circulo unitario complejo. 

En adelante, cuando se haga referencia a 

IXel. se supondrá un proceso lineal discreto 

un proceso 

IXel, con 

t = 0,±1, ••• , media cero y varianza finita u; , y cuando se 

haga referencia a un proceso l&el , se supondrá un proceso 

_ I &el, con t = O, ±1, ••• , de variables aleatorias no 
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correlacionadas con media cero y varianza finita 

1.10 Procesos Autorregresivos. 

Un proceso autorregresivo de orden p. 

u.2 e 

comúnmente 

denotado por AR(p), es un proceso lineal discreto como en 

(13). pero donde sólo existe un número finito p de 

parámetros Vj distintos de cero. Sea -V¡ a; ~para 

i = l, ••• ,p, entonces un proceso AR(p) queda expresado como 

+ + apXt-P 

Xt expresado como en (15) se puede observar 

variable aleatoria, la cual, esta linealmente 

con p valores pasados del 

-discrepancia aleatoria &t, 

mismo proceso, más un 

semejando la relación 

en una ecuación de regresión, de ahí el 

autorregresivo. 

Expresando a Xt en términos de la 

transferencia del proceso, se tiene 
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(16) 

donde A(R) , con ao 1 y R el operador de atraso. 

Nuevamente, como se analizó en 1.9, para que. el proceso 

en (16) sea estacionario se debe cumplir que [A(Z))-
1

, donde 

Z toma valores complejos, converja en una regióri conteniendo 

al circulo u11ltarlo complejo, ó equivalentemente, que los 

ceros de la ~cuación caract~rística A(Z) = O estén tod.oa 

fuera del círculo unitario complejo. 

1.11 Procesos de Promedio Móvil. 

Un proceso de promedio móvil de orden q, com6nment~ 

denotado por MA(q), es un proceso ·lineal discreto como en· 

(11), pero en donde, los parámetros u; se anulan para toda i 

después de 

i = l, ... ,q, 

un ci.erto 

entonces, un 

e.ntero q. Sea u; = -b¡ ,para 

proceso HA(q) queda expresado como 

(17) 
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Xc expresado como en (17), no se puede observar como un 

promedio móvil tal cual, ya que los pesos b¡, para 

i = l, ••. q no suman 1, pero sí se puede ver como un múltiplo 

de un promedio móvil, 

ruido blanco &e 

de q valores pasados del proceso de 

Haciendo uso de la función de transferencia de1 
proceso, Xc se puede expresar también como 

Xc B(R) &e 
(18) 

donde B(R) s con bo 1 y R el operador de atraso. 

En este caso en que B(Z), donde z toma valores 

complejos, es finito, no hay restricciones de convergencia 

para que el proceso Xc. sea estacionario. 

(18) .tambiin se puede expresar como 

Comparando 

V(Z) l/B(Z), 
Últ'.i.ma igualdad 

(14) se debe (19) con 

expandiendo en fracciones 
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cumplir 

parciales 

(19) 

que. 

esta 



V(Z) l/B(Z) 

q 

f ~ 
C¡· 

( 1 - ri z) 
¡=1 j =• 

donde, l/ri son los ceros de la 

B(Z) O y mi es la multiplicidad 

que V(Z) converja en una región 

ecuación característica 

del cero l/ri. Así, para 

conteniendo al círculo 

unitario complejo es necesario que lrif < 1, es decir, que 

los ceros l/ri de B(Z) = O estén todos fuera del círculo 

unitario complejo. Si ésto se cumple se dice que el proceso 

en (19) es invertible. 

Un proceso autorregresivo finito se puede expresar como 

un proceso de promedio móvil infinito, tal como se muestra 

en (16), si el proceso es estacionario. Un proceso de 

promedio móvil finito se puede expresar como un proceso 

autorregresivo infinito, tal como se muestra en (19), si el 

proceso es invertible. 

1.12 Procesos Mixtos Autorregresivos y de Promedios Móviles. 

Un proceso mixto autorregresivo y de promedio móvil, 

com6nmente denotado como ARMA(p,q), es como su nombre lo 

indica, uri proceso doblemente finito, constituido por 
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términos autorregresivos y de promedios móviles 

(20) 

Este proceso también se puede expresar como 

A(R) Xe B(R) f;,, 
(21) 

donde, como antes, A(R) y B(R) son polinomios en el operador 

de atraso R, de ordenes p y q respectivamente. 

Para 

requiere 

que 

que 

un proceso como (21) 

los ceros de la 

sea estacionario, se 

ecuación característica 

A(Z) = O, estén todos fuera del circulo unitario complejo, y 

para que sea invertible, se requiere que los ceros 

ecuación característica B(Z) = O estén todos fuera 

círculo unitario complejo. 
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Capítulo 2 

ESTIMACION DE PARAMETROS DEL MODELO ARMA(p,q) EN EL 

DOMINIO DEL TIEMPO 

2.1 Métodos de Estimación. 

Una vez que se ha elegido un modelo tentativo que 

ajuste a la serie de tiempo observada x = (x 1 , ••• ,x.), el 

siguiente paso es el de obtener estimadores de los 

parámetros involucrados en dicho modelo. 

Supóngase que 

generada por un 

la serie de tiempo observada x, 

proceso gaussiano (ver apéndice 

estacionario e invertible ARMA(p,q) 

A(R) Xt B(R)&t 
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A), 
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donde, A(R) es un polinomio de orden p que satisface 1.a 

condición de estacionariedad y B(R) es un pol.inomio de orden 

q que satisface la condición de invertibilidad. Se supone 

además. que la sucesión de variables aleatorias X1 • ••• ,XN 

tienen media cero y matriz de varianzas 

con su (i,j)-ésimo elemento igual. a 1.a 

es decir. 

Yo 

Yo 

r 

Yo 

y covarianzas r, 
cov(Xi,Xj) = l'li-il 

(2) 

donde Yk • la autocovarianza de orden k del proceso, es una 

función de 

sucesión 

los 

de 

idénticamente 

parámetros del. modelo en ( 1), y { &t l es una 

variabl.es aleatorias independientes e 

distribuidas como normal.es. con media cero y 

varianza finita u/. 
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En una situación tal, el método de estimación de máxima 

verosimilitud, se puede aplicar 

parámetros 

modelo (1). 

para 

2.1.1 Verosimilitud No Condicional. 

estimar el vector de 

en el 

Dada la serie de tiempo observada x, y el problema de 

estimar el vector de parámetros o' la función de 

verosimilitud L( O ;x) para -el modelo en ( 1) expresado como 

bq &e-q 

( 3) 

es 

1 

L(o;x) lrf2 exp {-+ xT r-'x} 
(4) 

y la función logaritmo de L( O ;x) es igual a 

1( o ;x) =-f 109 (m) + T lag lrl - f {xTr x} 
(5) 
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A 
el vector 8 buscado es el que maximiza 1( O ;x), es decir, 

que bajo condiciones de regularidad satisfaga la ecuación 

dl( O ;x) 

d 8 

.d lag lrl 
d fJ 

donde, dl( O ;x) es un vector 

d o 
de dimensión 

derivadas parciales de 1( O ;x) con respecto a 

los elementos de O. 

o 

(p+q+l)xl, 

cada uno 

(6) 

de 

de 

Encontrar una expresión analítica general para el 

vector en (6), daría como resultado un desarrollo algebráico 

sumamente complicado por las siguientes razones: 

a) La matriz I' depende del vector de parámetros O a 

trav6s de las autocovarianzas ~i-JI y 6stas a su vez 

dependen de O en forma no lineal. 

b) La dimensión de la 

muestra observado N. 

Primero, habría que 

matriz r depende del tamaño de 

encontrar expresiones analíticas 
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para las autocovarianzas en términos de los parámetros del 

modelo, para después, expresar a la matriz inversa de r y a 

su determinante en términos de éstas en (5). Una vez que se 

hubiese encontrado 

l(O;x) en (5), 

una expresión analítica general 

faltaría encontrar la derivada de 

para 

esta 

cual, función con respecto al vector de parámetros o. lo 

daría como resultado un vector de derivadas parciales con 

respecto a cada uno de los elementos de O. 

Es obvio que resolver el problema 

este camino, parece 

realizar. En este 

publicados 

particular, 

donde se 

más que 

ser una hazaña 

sentido, existen 

da solución a 

una solución 

de estimación por 

casi imposible de 

algunos trabajos 

algunos modelos en 

al modelo general 

ARMA(p,q). Entre estos trabajos se encuentra el de Tia o y 

Ali (1971), quienes dan expresiones explícitas para los 

elementos de la matriz inversa de covarianzas, a partir de 

la serie de tiempo observada, así como para su determinante 

en un proceso ARMA(l,l), ellos también dan un procedimiento 

recursivo para calcular la función de verosimilitud L( O ;x). 

A pesar de que solamente son tres los parámetros por estimar 

para este proceso, las expresiones que obtienen son 

complicadas. 

Shaman (1973), hace una discusión sobre la inversión de 

la matriz de covarianzas muestra!, para el caso más general 

ARMA{p,q), y llega a una expresión para los elementos de 

dicha matriz. También encuentra expresiones explícitas para 

la matriz inversa de covarianzas muestral, en un proceso 
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ARMA(0,2), sin embargo, no obtiene expresiones 

determinante. Las expresiones obtenidas por 

complicadas y necesitan de cálculos muy laboriosos. 

para su 

él son 

Existen otros trabajos publicados donde se da solución 

al modelo general ARMA(p,q), Newbold (1974) du una expresión 

explicita para 

ARMA(p,q), en 

la función de verosimilitud de un proceso 

la que no es necesario el cálculo de la 

inversa de la matriz de autocov<tri.anz;::1;s. Su método sigue la 

misma linea ~De el desarrollado por Box y Jenkins, el cual 

se verá más adelante bajo el nombre de enfoque no 

condicional, pero donde las esperanzas de &e condicionadas a 

la serie de tiempo observada x, se obtienen en forma 

explicita para cualquier vector O dado, y donde el exponente 

de la función de verosimilitud, consiste de una suma finita 

de esperanzas condicionales, por lo que no es necesario usar 

una aproximación a esta suma, como en el caso 

condicional. Este procedimiento sin embargo, 

del enfoque no 

necesita del 

cálculu <le matrices e inversas de matrices a lo largo del 

camino, que si bien tienen una estructura más sencilla 

largos y 

que 

algo la de covarianzas., 

complicados. 

F.n 1984 en 1111 

desarrollan un método 

de los residuales, 

no dejan 

reporte 

numérico 

a 

de ser 

técnico, Wincek y Rei.nsel 

basado en una transformación 

de un 

procedimiento recursivo 

partir 

para el 

la cual, derivan 

cálculo eficiente de la 

función de 

asociadas. 

verosimilitud, así como 

Un &studio más detallado 
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de este 

las derivadas 

método, así 



como la programación de un algoritmo, que permitiese hacer 

comparaciones con los estimadores obtenidos por otros 

métodos, podría ser conveniente, ya que éste parece ser el 

trabajo más completo y reciente en cuanto a la obtención de 

la función de verosimilitud exacta. 

Un camino alternativo para obtener la función de 

verosimilitud L( 9 ;x), es haciendo uso de la condición de 

estacionariedad del modelo ARMA(p,q) en 

mencionó en el capítulo 1, cuando un proceso 

estacionario, 

infinito, o 

éste se puede expresar como 

sea que cada Xe depende de 

anteriores hasta &,,, y en consecuencia la 

sobre el proceso proporcionan las variables 

( l ) . Como se 

ARMA(p,q) es 

un proceso MA 

todas las &•s 

información que 

x, , ... ,x., esta 

contenida en la información proporcionada por las variables 

&.oo. ••• , & •• Por lo tanto, el modelo en la ecuación (1) se 

puede expresar como 

Xe [A(R))- 1 B(R) &e 

donde (WKI son parámetros fijos que dependen del 

parámetros desconocido 9. 

La función de verosimilitud no condicional, 
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asociada 



con la serie de tiempo observada x, generada por el proceso 

ARMA(p,q) 

269-273): 

en (7) es (ver Box y Jenkins (1970) pag. 

L( O ;x) 

(8) 

donde u/. M-1= r definida en (2) 

o•= (a, , ••. ,ap,bt ••••• bq) 

N 

~ 
E(&t /x, o• )2 

S( 8 ª) L, 
=-ce (9) 

y E(& tlx, O"') es la esperanza de &t condicionada a la 

serie observada x y a un vector de parámetros dado o•. 

Box y ,Jenkins sngiPren aproximAr S( &ª) en (9) por una 

suma finita, argumentando, que dado el carácter estacionario 

del operador autorregresivo Á(R), se espera que las 

esperanzas de Et. condicionadas a la serie observada X 

decrezcan en magnitud, cuando t tiende a menos infinito, y 

en consecuencia puedan ser consideradas cero después de un 
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cierto punto en el tiempo, digamos t = 1-Q, para Q 

suficientemente grande. 

por 

Por lo que (9) se puede aproximar 

N 

S( O*)"" 2= (E( f.t/X, O*)r 
t=1-Q 

La función logaritmo de 

substituyendo (10) es 

L(O;x), 

(10) 

sin una constante y 

N 

1( O ;x) -i--1ag (uEz¡ + ..!...1a 9 IM1-~¿(E(Et/x,o·))2 
e t=1-11 (11) 

El segundo término en el lado derecho de (11), es una 

función del vector de parámetros o• que no involucra a la 

serle de tiempo observada x, por lo que 

considerarla sólo para N pequeña, así, 

muestra razonables o grandes, este término 
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importante 
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ser omitido 



y l(O;x) en (11) estaría dominada por 

N 

l(o;x) .21u.2 ¿ (E(f.t/.~, o•)r 
E 

t:=1-Q (12) 

Encontrar un estimador del " vector de parámetros O que 

maximice la función en (12), es equivalente al problema de 
- " encontrar o• que 

(13) 

" y una vez que un estimador o• ha sido obtenido, se obtiene 

el estimador de la varianza residual a(, derivando (11) con 

respecto a éste e igualando a cero, de donde 

l N 

~( \ z ¿ E(f.t/X, O")) 

"z c=1- o 

ª• 
N 

(14) 
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Se espera que los estimadores obtenidos por este 

camino, se aproximen lo suficiente a los estimadores m6ximo 

verosímiles. 

Este desarrollo, sin embargo, presenta el problema 

pr6ctico de cómo obtener las esperanzas de Et condicionadas 

a la serie observada x. Box y Jenkins ofrecen una solución 

a este problema conocida como enfoque no condicional, el 

cual se describe a continuación. 

2.1.2 Enfoque No Condicional. 

Este tipo de enfoque consiste en estimar a las series 

de valores iniciales y desconocidos Xx = (x1 _p•···•"º) y 

&1 CE~q···•Eo), necesarias para comenzar el proceso, a 

partir de la serie de tiempo observada x. Para llevar a 

cabo la estimación de estos valores iniciales, Box y Jenkins 

han desarrollado un método iterativo, el cual ha sido 

ampliamente usado y consiste en lo siguiente: 

Se parte del hecho de que las dos 

representaciones de un proceso, tienen la misma 

siguientes 

estructura 

de covarianza, ya que la función generatriz de 

autocovarianzas es la misma para ambos modelos 

A(R) Xe 

(15) 
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( 16) 

donde, R en (15) es el operador de atraso, tal que 

RiXt Xt-i' R- 1 en (16) es el operador de adelanto, tal que 

R-i Xt = X.._ +i y 1 '1 t } es una sucesi6n de variables aleatorias 

no correlacionadas con media cero y varianza fiuita 

series 7lt y E.t no son necesariamente iguales aur..que la 

varianza u~ de 7lt es igual a la varianza ªe' de ht). Y por 

lo tanto, ambas representaciones describen igualmente bien a 

un proceso, (15) en términos del paRAdo, y 

del futuro del mismo. 

Se asigna a los valores desconocidos 

(16) en términos 

de €.' s y .,, 's, 

valores iguales a sus esperanzas condicionadas en la serie 

de tiempo observada x. 

En ( 15) se observa que los valores de f.:t+1 ,E.t+2 , •••• no 

dependen de Xt,Xt-1' ••• , por lo que, 

E(bt /x 1 , ••• ,x 11 ) o para t > N 

y en (16) se observa que los valores 

dependen de Xt ,Xt+I• ••• , por lo que, 
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(17) 
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o para t < 1 

(18) 

por último, para t 1, ••• , N 

(19) 

El cálculo comienza con el pronóstico hacia atrás de la 
/\ /\ 

serie Xl-P•••••Xu daúu un vecLor inicial de parámetros 

para lo cual se hace uso de las esperanzas condicionales de 

la ecuación en (16), es decir, 

E ( X t. / x ) - a 1 · E ( X t+ 1 / x ) - ap E( Xc+p/x) = 

E('lt /x) - b 1 E('lt+t /x) - ••• - bq E('le+q /x) 

(20) 

estimando valores para 11•-p•r¡•-p-p ••• , 111 

hacen la aproximación adicional 

Aquí Box y Jenkins 

E( 'IN-p+j /x) o para j 1 ••••• q 

(21) 
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argumentando, que para series de tiempo observadas 

suficientemente grandes, el efecto introducido por esta 

aproximaci6n, va desapareciendo conforme nos acercamos al 

principio del periodo de tiempo observado. Por lo tanto, se 
1\ 1\ 1\ 

genera la serie de valores '1•-P, 'IN-P-•' ••• ,'71 como: 

" E(T/M-p /x) ~ '1:-p 

E('l•-P-1 /x) " 17a-p-1 

• • • - ap X~ 

" x•-p-i - a 1 x•-p - ••• - apx._ 1 + b 1'1•-P 

" " E( '1 1 /x) " .,, x 1 - a 1 X2 - • • • - apXp+t + ht '12 + • • • + bq 'lq+t 

y posteriormente se comienza el pron6stico hacia atrás de la 

serie il-P' • •• , X_1 , Xo como: 
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" E(Xo/x) = Xo = a 1 ~ + ••• + apxp 

E(X_ 1 /x) " x_, " a 1 X1 + a 2 x 1 + ••• + apxp _ 1 

" " 

" " b 2 ,,, - • • • - bq ,,q_ 1 

" E(X 1_p /x) = X 1_p ª' X2-p + a 2 X3 _P + ••• + apx 1 

Observe que la sucesión { 'ltl no es 

sucesión de errores de pronóstico a un paso 

mínimo error cuadr6tico medio~ 

c:>tra, que la 

hacia atrás con 

Box y Jenkins sugieren continuar con el pronóstico 
" hacia atrás., hasta encontrar un valor X 1_n aproximadamente 

cero, en el cual, se espera que la esperanza de E.t 
condicionada en la serie de tiempo observada x sea también 

aproximadamente .cero, ya que el proceso es estacionario. y 

en consecuencia, sea válido aplicar 

tiempo (1-Q), la aproximacióri 
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o para t < 1-Q 

que permite apro«imar la suma de cuadrados en (9) 

suma en (10). 

(22) 

por la 

El Rroceso ter~ina con la estimación de valores para la 

serie f.1-a , ... ,Co, a partir de las esperanzas 

condicionales de la ecuación en (15), es decir, 

E(Cc /x) - b 1 E(Cc-• /x) - ••• - bq E(Ct.-q /x) 

(23) 
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/\ /\ 

La serie de valores G 1-0+" ••• ,Co se genera como: 

/\ /\ 

E(E:1-0+1 /x) e 1-0•1 X t- n+1 

/\ /\ /\ /\ 

E(f: •- o+z /x) f:.1-o+z X t-0+2 a, X1-0+1 + b1f:.1-D+I 

/\ 

E([.o/x) 
/\ 

f.o 
/\ 
Xo 

/\ 
a 1 X_ 1 + • • • + bq E:.-q 

En este momento del proceso, se termina con una 

iteración. 

Es conveniente notar que si el tamaño de muestra 

observado es pequeño, puede ser necesario ~n número ~ayor de 

iteraciones, para obtener estimadores de E. 1 -o+ 1 , ••• ,Eo, que 

no dependan mucho óe las aproximaciones hechas en (17)' 

(18). (21) y (22). 

Si un número mayor de iteraciones fuese necesario, 

entonces, se tendrían que obtener los 
/\ /\ 

X•+• ,X.+2 , ••• , a partir de 1a ecuación en 

después, obtener estimadores mejores a 

estimadores 

(23), para 

los dados 

inicialmente en la ecuación (21), a partir de la ecuación en 

( 20). 
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El procedimiento continúa, hasta que la función a 

minimizar converja, es decir, hasta que la suma de cuadrados 

en (10) o (13) converja. 

2.2 Verosimilitud Condicional. 

Otra forma de resolver el problema de estimación, la 

cual es más sencilla aunque menos eficiente que la anterior, 

consiste en lo siguiente: 

Conceptualmente, dada la serie de tiempo observada x, 

generada por el proceso ARMA(p,q) en (1), el cual, se puede 

expresar en términos de f. t como· 

V 

"t ••• - apXt-p + b, f.c-1 + ••• + bqft-q 

(24) 

y un vector de parámetros dado 

(}• = (a 1 , ••• ,ap,b 1 , ••• ,bq), 

puede ser posible obtener el conjunto 

observables E: 1 , ••• ,EN, a partir de (24), sí 
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las 

valores 

series 

no 

de 



valores iniciélles 

anteriores 

conocidas. 

a la 

X 1 (X l-P• ••• , X O) 

serie de tiempo 

y E 1 = ( E 1_ q 

observada x, 

••• ,E o) 

fuesen 

Dado que la sucesión de variables 

independientes E 1 , ••• ,fN, se distribuyen como 

aleatorias 

normales 

e 

con 

me d i a e ero y varianza f i ni ta ul 
conjunta estaría dada por 

su función de distribución 

f(E 1 , ••• ,E11) 

y la función de verosimilitud asociada con el vector de 

parámetros O (a 1 , ••• ,ap,b 1 , ••• ,bq, u.'), condicionada a la 

elección de las series x 1 y f 1 sería 

N N 
L(O ;x/x,, f,) (27'f2(u.zr 2 exp 

La función logaritmo de (25), sin una constante es 

1(0 ;x/x 1 ,f 1 ) - T lag (u/) 

N 
1 -,-, 

- 22 > Ec(o• /x,,f ,.x) ª• /__.j 
t=I 

- 58 -

(25) 

(26) 



/\ 
Encontrar un estimador O del vector de parámetros (}, 

que maximice la función en (26), es equivalente al problema 
/\ 

de encontrar e• que 

• 
M;.N 2= f~( o·;x,,f. ,,X) 

t.=1 
(27) 

Y una vez que estos estimadores han sido 
/\ 

obtenidos, se 

obtiene 

derivando 

donde 

el estimador ªc2 de 

(26) con respecto 

• 2:: E~ ( ey x,. r. , . x ¡ 
=1 

N 

por la propiedad de invarianza 

verosímiles. 

Sin embargo, este método 

la varianza residual u.2 
e 

a éste e igualando a cero, de 

(28) 

de los estimadores máximo 

de estimación presenta el 
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probléma pr6ctico, que las series de valores iniciales x, y 

( 1 no son observables. Al respecto Box y Jenkins proponen 

el cual una solución conocida como enfoque condicional, 

consiste, en tratar a las do~ series de valores iniciales, 

como constantes conocidas y 

esperanza no condicional. 

detalle a conLinuación. 

2.2.1 Enfoque Condicional. 

asignarles un valor 

Este método se 

igual a 

describe 

su 

en 

A partir de la de tiempo observada x, y de la 

representación del modelo en (24) 

se pueden obtener los valores de la serie E1 ,EN, dado un 

vector inicial de par6metros oº y las series de valores 

iniciales desconocidos x 1 y E, • Box y Jenkins sugieren dar a 

estos valores desconocidos, un valor igual a su esperanza no 

condicional, es decir, 

E( Et) o para t o, •.. ,1-q 

(29) 

E(Xt) o para t o ....• 1-p 
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esto permite generar la serie E 1 , ••• ,E •. , para un 

parámetros dado o"' como 

Sin embargo, si alguna de las raíces del 

autorregresivo A(Z), está muy cercana al circulo 

vector de 

polinomio 

unitario, 

la asignación de las condiciones iniciales dadas por (29), 

pueden ocasionar valores de la~ prlmerasEc's con una fuerte 

dependencia t:11 JlLitéU:i condiciones, ya que existiría una alta 

correlación entre valores sucesivos del proceso. En 

consecuencia, si la serie extendida Xe = (x.,x,E,) fuese 

usada para calcular pronósticos para la serie observada x o 

para valores futuros 

errores de pronóstico. 

Si se sospecha 

del proceso, se 

el comportamiento 

obtendrían gr~nrles 

anterior para el 

operador autorregresivo, Box y Jenkins sugieren comenzar el 

cálculo de la serie de valores Et, al tiempo t p+l, y asi, 
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a partir de la serie de tiempo observada x y de un vector de 

parámetros"' oº dado' se obtienen 

donde, Ep+1'-j E(Ep+1-j ) o para j 1' .•. 'q. 

Es conveniente observar que en el caso de muestras 

peque~~R, ~sta 6ltima aprcx~mac~6n gene~d un número pequetio 

de valores (t, peor aún en el caso de procesos estacionales, 

donde el número de valores Et por calcular, sería igual a 

N-p-ps, donde ps es el orden del operador estacional. 

Algunos otros autores 

(1971), han desarrollado 

como 

otros 

comenta 

métodos 

calcular los valores iniciales desconocidos. 

Phillips, A. w. (1966) utiliza un método 

De nis J. Aigner 

iterativos para 

Entre él los, 

de pronóst.ico 

"parcial" hacia atrás, mientras que Pagan, A. (1970) utiliza 
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un procedimiento recursivo algo diferente, el cual, también 

suprime algunas observaciones a lo largo del camino. Basado 

en experimentos de Monte Carlo, Pagan observó que no había 

bases suficientes, para preferir usar alguno de los métodos 

desarrollados por él y por Phillips, al método condicional 

que es mucho más simple. 

mencionados hasta ahora, Existen otros problemas no 

rlerivados del de estimación. Uno 

el hecho de que en general Et 
de éllos, se relaciona con 

es una función no lineal en 

los parámetros 

términos de la 

por estimar, cuando 

serie observada x, 

se le expresa a ésta en 

dado que la sucesión{o/K} 

en (7), son parámetros fijos que dependen del vector de 

parámetros desconocido O, por lo que, se hace necesario el 

uso de técnicas de regresión no lineal. El otro problema, 

se deriva del anterior y consiste en la buena elección de un 

vector inicial de parámetros oº 
método de estimación de parámetros 

necesario en cualquier 

en modelos no lineales. 

2.3 No Linealidad en los Parámetros. 

Una vez que se ha tomado alguna decisión, en cuanto a 

cómo resolver el problema de valores iniciales desconocidos, 

se está en posibilidad de decidir, cómo resolver el problema 

de no linealidad en los parámetros. 
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Existen varios métodos de estimación de parámetros en 

sistemas no lineales, ampliamente usados en varios campos de 

investigación, por lo que para muchos de éllos, ya existen 

algoritmos programados en computadora, que permiten obtener, 

en forma rápida y eficiente, los estimadores deseados. De 

entre éstos, el método de linealización o series de Taylor, 

generalmente se usa en la estimación de parámetros de 

modelos tales como (24). Este tipo de método utiliza los 

resultados de la técnica de mínimos cuadrados lineales, en 

una secuencia de pasos, y consiste en lo siguiente: 

Se define un nuevo vector de parámetros, diferente del 

vector 8 que se ha venido utilizando, como 

C' (C1 ,Cz , ••• ,Cp.,.q) (a 1 , ••• ,aµ,b 1 , ••• bq) 

un vector de Sea C'o = (C 1 ,o,C 2 ,o, ••• ,Cp+q,o), 

estimadores iniciales para los parámetros, 

de un ptu~~<limiento que se describirá 

obtenido a partir 

en detalle más 

adelante. Se espera que este estimador Co, sea mejorado en 

cada una de las siguientes iteraciones. 

Dado que la variable aleatoria Et, depende de los 

parámetros en forma no lineal, se considera la expansión en 

series de. Taylor de Et alrededor del punto Co, hasta el 

término que contiene a las primeras derivadas, es decir, 
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( 3Ct) 

donde E:t, o, es el valor de E.t , 

Co en el modelo en (24). 

que se obtiene al substituir 

Sea y Ci - Ci,o 

entonces, la ecuación en (30), queda como 

Ze,i 

Esta última ecuación, es una aproximación a la ecuación 

de mínimos cuadrados 

z t, i + Et 

con i l, ••• p+q, se estiman aplicando la teoría 
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de mínimos cuadrados lineales, como 

So (Z'Z)- 1 Z'Eo 

donde, 

z 

z •. 1 Z,., z • • • Z1 tP+q 

" 

E1,o 

Eo ~ " do 

Por lo tanto, do minimiza la suma de cuadrados 

1 2 

Z e.i f 

Para mejorar el estimador inicial 
A 

estimador do, como 

" Co + do 
/'-... 

Co + C - Co 
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Se repiten todos los cálculos anteriores, pero ahora, 

reemplazando Co por C
111

o. El procedimiento iterativo 

continúa, hasta que la 

que se cumpla que 

solución converge, es decir, hasta 

< para i 1 ••••• p+q 

C
(i). 

]. • o 

para dos iteraciones sucesivas j y j+l, donde 8. es una 

precisión preestablecida. 

Una vez que el procedimiento iterativo termina, se 

obtiene el estimador de la varianza residual a/ , como 

N f.;, ,o 
"2 ¿ ªe 

t=1 N-p-q 
(31) 

así como, el estimador de la matriz de varianzas y 

covarianzas V, de los parámetros estimados 
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" V " a• 
[ cz·zr' 

donde Et,O y Z, son el vector y la matriz, obtenidos en la 

última iteración. Estos resultados se pueden extender, para 

el caso en que se decida utilizar un enfoque no condicional, 

simplemente reemplazando, Et y Et ,o por E(Et/x) y E( Et,o/x), 

y el rango de variación de t, sería de 1-Q a N, en vez de 1 

a N. El estimador de la varianza residual, para este caso, 

sería 

N 

N-p-q 

(32) 

Este método, sin embargo, presenta el problema práctico 

de obtener una expresión analítica para el gradiente de Et 

en ( 30). por lo que puede ser necesario obtenerlo 

numéricamente, mediante una aproximación que use diferencias 

finitas. 

El gradiente de Et, esta dado por 
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Sea 

E.c(C1 1 0, .•• ,Ci,o +~¡, ... ,Cp+q,o) - (.t(C1,o, ... ,Ci,0 1 ••• ,Cp+q•º) 

Zt,i 

donde, i = 1, ••. ,p+q y li; es suficientemente pequeño, tal 

que, el limite cuando lii tiende a cero es por definición la 

derivada parcial Ze,i. 

Para una descripción general, sobre los métodos 

alternativos de estimación de parámetros en modelos no 

lineales, se puede consultar Draper y Smith (1981), segunda 

edición, capítulo 10, y para una descripción más detallada, 

Yonathan Bard (1974), Nonlinear Parameter Estimation. 

En todos los métodos de estimación de parámetros en 

modelos no lineales, es necesario contar con un vector de 

valores iniciales para los parámetros, la elección de este 

vector determina la diferencia entre éxito o fracaso, en 

·cuanto a la loca1izacibn de un máximo o un mínimo de la 

función objetivo, segun sea 

lentitud de la convergencia a 

el caso, o entre la rápidez o 

la solución buscada. De ahí 

que sea conveniente, 

de parámetros 

una buena elección del vector inicial 

" 8° (a", , ••• ,a•p , b0
1 , ••• , b1q , <'.' ) 
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Box y Jenkins proponen un método, para estimar valores 

iniciales de los parámetros ~n un modelo ARMA(p,q), a partir 

de las autocovarianzas muestrales del. mismo, 

describe en la siguiente secci6n. 

el cual, 

2.4 Método General para obtener Estimadores Iniciales de 

los Parámetros de un Proceso ARMA(p,g). 

Sea un proceso ARMA(p,q) estacionario 

invertible, con media cero. tal que 

- apX t-p E: t - b 1 E: t.-1 -

A ( R) Xt 

Para obtener los estimadores iniciales de 

se 

e 

los 

parámetros de dicho modelo, es necesario conocer la sucesi6n 
" " de autocovarianzas muestra les J-;, •••• , l'p+q obtenidas a 

partir de la serie observada x = (x,, ••. ,xN) como 

N- h:, 

~ L_J Xc Xc+te 

N t=1 
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así como los ordenes p y q del modelo. 

La estimación se lleva a cabo en tres pasos, los cuales 

se explican a continuación. 

a) Estimadores iniciales de los parámetros 

autorregresivos. 

·Dado el modelo 

se tiene que: 

Xc 
p 

L a¡ Xc-i + E., -
i=t 

E( Xc-1< Xc) 

p q 

L a; E(Xc-ic Xc-i) + E(X., • .,E., ) -· L b¡ E(Xc-1<Ec-¡) 
i=t j=1 

donde 

p 

L ª i ""-i + V.e ( k) -
i= 1 

Pxc ( k) 

q -.r b; 1xc (k-j) 
i=1 

(33) 

O si k > O 

"' O si k 5. O 
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por lo tanto, 

p 

L a¡ p"_¡ 
i=1 

para k ~ q+l 

(34) 

Estas ecuac.ioues se conocen como las ecuaciones de Yule 

Walker, y se pueden expresar en forma equivalente como 

A (R) }K o 

Substituyendo 

l'q._p +1 t ••• " 1'q + 1 

para 

Pq+p 

k ~ q+l 

los 

en las 

obtiene el siguiente sistema 

- 72 -

e'stimadores de 

ecuaciones en (34), se 



" ª• Yq " + a2 Yq_ 1 " + ••• + apYq+l-P 

" + a2Yq+p-2 
/\ 

+ • • • + ap Yq 

este sistema se puede expresar en forma matricia1 como 

/\ 

Yq_, 
/\ 

Yq 

/\ 

Yq+P-1 

" Yq+ 1-P 

" Yq-p 

Yq j 

A X B 

ª1 
ª2 

y resolviendo para X, se obtienen estimadores iniciales de 

los parámetros de la parte autorregresiva del 

mode1o. 
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b) Dado que en (33) Po, ••• , }q dependen de la elección 

de los parámetros a 1 , ••• ap, y b 1 , ••• ,bq, el paso siguiente 

es definir una nueva serie x: tal que 

A ( R )*Xc X~ 

donde los coeficientes de A* (Z) 
/\ /\ 

son a 1 , ••• ap obtenidos de 

(35). 

Tratando a X~ como un proceso MA(q) 

q+l pretende encontrar las primeras 
/\ /\ 

P0, .... ,1~ para este proceso, y a partir de 

aproximado, se 

autocovarianzas 

sus propiedades, 

obtener estimadores iniciales d~ los parámetros de promedios 

móviles b 1 , ••• ,bq. 

Lo primero que se 

autocovarianzas estimadas 

nocesi ta, es 
11.. /\. 
Po, ••• , Pq del 

expresar a las 

proceso x~. en 

términos de las autocovariarizas PRtimR~As <le1 proceso 

obtenidas de (35). 

Se sabe que (ver Box y Jenkins (1970), capitulo 6): 

p 

¿ 
i=o 

+ 
p 

¿ 
i= 1 

<~o~ i + + {;P-i ~p) el,.. 

(37) 
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" donde, 1'fí.+t + 

~o -1 

k o, ...• q 

" ¡~e- t 

c) Estimadores Iniciales de los Parámetros de Promedios 

Móviles. 

" Dadas las autocovarianzas estimadas . 'yq del 

proceso X:'."' B(R) f..t, obtenidas en ( 3 7), se pueden obtener 

estimadores iniciales 

móviles, por alguno 

iterativos. 

de 

de 

los 

los 

parámetros de 

dos siguientes 

c.l) Método de Convergencia Lineal. 

promedios 

métodos 

Las autocovarianzas para un proceso MA(q) se rlPfinen 

como 

E(X~-"'X~) 

y 

" Substituyendo y:_ 

o 

a2 
t 

por Y; 

q-IKI 

¿ b¡ 
i=o 

b j • lC con bo -1 

para 0$.k.$.q 

para k > q 

se tiene que 
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" b'1 ~q) v;; o:' (1 + + ... + de donde t 

" y~ 
o: 2 

t y ( 38) 

1 + ¡J 1 + ... + ¡,2q 

" y• 
" 

o:' t (-b,, + b1 bl(+1 + ... + bq-liil bq) de donde 

-( " 
bq- ,,,,bq) b" 

v; - b1 bl<+1 - ( 39) 
o:' 

... 
t 

Como la relación entre los parámetros no es lineal, se 

tienen que resolver las ecuaciones (38) y (39) para a/ y b" 

en forma iterativa, obteniendo estimadores iniciales de los 

parámetros ªe' , bq, bq- 1 , ••• , b 1 , en este mismo orden. 

Al iniciar el proceso iterativo se les da el valor 

iniciéil üe cero a los µurlimelro::; L 1 , ••• , Lq. 

c.2) Método de Convergencia Cuadrática. 

Wilson (1969) propuso un método usando el algoritmo de 

Newton-Raphson para obtener estimadores iniciales de los 

parámetros de promedios móviles b 1 , ••• , bq, y de la varianza 

residual al el cual, tiene propiedades de convergencia 

superiores al método anterior en c.l. 
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T 

Sea donde 

y b; j=l, ••• ,q 

(40) 

Si es el estimador de T obtenido en 1a i-é~im:i 

iteración, entonces el nuevo valor de -,ji+1I en la 

(i+l)-6sima ite~aci6n se obtiene como 

donde f' (fo, ••• ,-fq) f¡ 

/Tg 
TI Tq-2 Tq-1 

Tq \ 

TI Tz Tq-1 Tq o 

+ 
Tz TJ "t'q o o 

Tq o o o o 
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Tg TI 

o Tg 

o o 

o o -

Tq-z 

" y,• 
1 

Tq-1 

Tq-J Tq-z 

y 

Tq \ 

Tq-1 

Tq-4 Tq-3 Tq_z 

o o Tg 



Conociendo el valor de T en cada iteración se pueden 

obtener los valores de los parámetros en la ecuación ( 40). 

Al iniciar el proceso iterativo se pueden dar los 'siguientes 

valores iniciales a los parámetros 

el 

u' 
E 

procedimiento 

y 

continúa 

convergencia satisfactoria. 

b 2 bq o 

hasta que se obtiene 

2.5 El Método de Mínimos Cuadrados No Lineales a través 

de las Autocovarianzas. 

una 

Un método alternativo de estimación a los descritos en 

... ' ... .L 5€: desarrolla aquí. El método consiste en obtener 

estimadores del vector de parámetros e para un modelo como 

en la ecuación ( 1)' a través del ajuste de las 

autocovarianzas teóricas, expresadas en términos <le los 

parámetros por estimar, a las autocovarianzas muestrales por 

mínimos cuadrados no lineales. 

En la sección 2.2.1 se describen las propiedades que se 

deben pedir a un 

identificación 

modelo ARMA(p,q) 

de dicho modelo 
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de 

la 

las 



autocovarianzas sea única. 

En la secci6n 2.2.2 se describen las propiedades que 

poseen los estimadores de las autocovarianzas utilizados. 

En la secci6n 2.2.3 se describe el ajuste de las 

autocovarianzas teóricas, expresadas en términos de los 

parámetros, a los estimadores de las autocovarianzas por el 

método de mínimos cuadrados no lineales. así como sus 

propiedades. 

2.5.1 Estimadores de los Parlmetros de un Modelo ARMA(p,q) a 

través de las Autocovarianzas. 

Se sabe que paca un modelo ARMA(p,q) dado, éste pese e 

una estructura de covarianza Única, sin embargo dada una 

estructura de covarianza, existen varios modelos que pueden 

estar asociados a élla. Aparentemente este hecho hace 

difícil ia posibie identificación de un modelo a partir del 

conocimiento de la función de covarianza, pero, como se verá 

en esta sección, se puede pedir que e1 modelo satisfaga 

ciertas condiciones, de tal forma que la funci6n de 

covarianza pueda usarse en forma 16gica para identificarlo. 

a) Invertibilidad. 

Suponga que el proceso Xt • cuya función generatriz de 

autocovarianzas es Gx(Z), se representa por el modelo lineal 
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y estacionario 

A(R)Xc = B(R) Ec 

(41) 

Este modelo también se puede expresar en términos de 

las raíces de los polinomios A(Z) y B(Z). como 

p n (1 - a; Z)Xc 
i= 1 

q n ( 1 - f3i Z) Ec 
j= 1 

(42) 

donde aj 1 con i = l, ••• ,p son las raíces del polinomio 

característico A{Z) = O, las cuales se encuentran 

f·uera del circulo unitario complejo, y /Jj 1 son las 

del polinomio característico B(Z) = O. 

todas 

raíces 

Se sabe que la función generatriz de autocovariaazas de 

un proceso tal; es (ver apéndice A) 

Gx(Z) 

q o 

n ( l /Jj Z) n (1 /3j z- 1 ) 

0:2 i=• /=1 
e p p 

n (l - a¡Z) n (1 - a; z-• ) 
i=1 i=1 (43) 
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0:2 
E 

q 

n 
i= 1 

p 

n 
i=1 

¡r¡' z )( i - f3j' z-' ) 

(1 - °'; Z)(l - ex; z- 1
) 

o sea, que los dos modelos siguientes 

p q n (1 - °'; Z)Xc = 
1=1 

n (1 - /ji Z) E.e 
i=• 

p n (1 - a¡ Z)Xc 
i=1 

q 

n k¡ (1 - {3j 1 Z) Ec 
i=1 

tienen la misma funci6n generatriz de autocovarianza Gx(Z), 

donde k¡; j = l, ••• ,q. 

conveniente. 

son constantes escogidas de manera 

De manera general, los modelos 

p q n (1 - a¡ Z)Xt = k n ( 1 - {3¡±1 Z) Et 
i=1 1=1 

(44) 

poseen la misma Gx(Z), produciendose así una elecci6n 
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múltiple de los parámetros de promedios móviles. 

Analizando el comportamiento de las raíces {3¡ 

j I ••••• q en (44), se observa que si alguna /3¡ es real y 

se encuentra dentro del círculo unitario complejo, entonces 

su inversa /3) 1 se encontrará fuera, y en el caso de alguna 

raíz compleja 

inversa 13-;,• y ·1a 

fuera. Por lo 

estacionariedad 

dentro del círculo unitario 

raíz inversa conjugada µK• 
tanto, si adicional a la 

se 

del modelo lineal en ( 41). 

complejo, su 

encontrarán 

condición de 

se pide 

condición de invertibilidad, se estará garantizando que 

la 

el 

mode1o 1ineal que se obtenga, tendrá todas sus raíces /3j 1 

j = l, ••• ,q en (42), fuera del círculo unitario complejo, y 

así la elección de los parámetros de promedios móviles será 

única. 

b) Representación 

Histórico del Proceso. 

de en términos 

A partir de (43) se puede obscrvür que lo::: 

modelos 

p q 

01 (1 - cr; z-• )Xt n ( 1 -/3¡ z-• > (t 
j=t 

p q 

n (1 - a; z- 1 )Xe n (1 - /3¡ Z) Et 
i=I i=I 
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p n (1 - ªiZ)Xt = 
i=1 

incluyendo al modelo en (42), estan asociados a la misma 

funci6n generatriz de autocovarianzas Gx(Z). De manera 

general,se puede decir que todos los modelos de la forma 

p + n (1 - a; z- 1 )Xt = 
i=1 

y 

n ( 1 - /3¡ z±l) Et 
i=I 

poseen la misma 

único que expresa 

exclusivamente en 

Gx(Z), sin embargo el modelo en (42) es el 

el valor del proceso al tiempo t, Xt, 

términos del pasado histórico del mismo, 

ya que la variable Xe depende de las variables Xe-p•••••Xt-1 

y Ee-q• ••• • Ec• Por lo que, si a las condiciones de 

estacionariedad e invertibilidad del modelo lineal en (41), 
se agrega la condici6n de que el valor del proceso al tiempo 

t, quede expresado s6lo ~n t6rminos del pasado hist6rico del 

mismo, se sabra con certeza, al momento de identificar un 

modelo a partir de las autocovarianzas, , 
todos se esta refiriendo. 

c) No Factores en común. 

Una forma aún más general del modelo 

ser 

- 83 -

a cuál de entre 

en ( 42). podría 



p q 

( 1 - CZ) n ( 1 - a:; Z) X t 
i=l 

( 1 - CZ) n ( 1 - /3¡ Z) Et 
i=l 

en donde (1-CZ) puede ser cualquier factor. Toda esta 

familia de procesos lineales, estacionarios e invertibles 

esta asociada a la misma Gx(Z). Este hecho no debiese C?USar 

problemas, al momento de identificar a un modelo a partir de 

las autocovarianzas, ya que se debe optar siempre por el 

modelo más sencillo, sin embargo, es necesario a la hora de 

ajustar un modelo, estar seguros de que no existan 

en común entre los operadores. 

factores 

En conclusión, si IXtl es un proceso estacionario e 

invertible, el cual no tiene factores en común, y donde el 

valor del proceso al tiempo t se expresa exclusivamente en 

términos del pasado histórico del mismo, entonces este 

proceso es determinado en forma única por su 

covarianza. 

estructura de 

2.5.2 Propiedades de los Estimadores de las Autocovarianzas. 

La información proporcionada por una serie de tiempo 

observada, la cual se supone fue generada por un proceso 

ARMA(p,q) estacionario, invertible y gaussiano (ver apéndice 

A), con media igual a cero, se 

de autocovarianzas muestrales. 

puede resumir en la sucesión 
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Dada una 

proceso (Xtl , 

define como 

serie de tiempo observada 

la autocovarianza de orden 

x = (x 1 , ••• ,x") del 

k del proceso se 

para k = O, ••• ,N-1 

Los dos tipos de estimadores de ~' más usuales son: 

;,;-1;. 

¿ Xt Xt+IC 
N-k t=1 

para k O, ••• , N-1 

l N-IC 
..,.--., 

/ _ _, Xc Xt+" (45) 

N t=1 

y las esperanzas de estos estimadores son 

p" para lkl .$. N 

E( Pie ) = (46) 

o para 1 kl > N 

N-lkl 1 kl 

pi< = ( 1 - -) Y,, 
/\ 

E( p" ) - N N 

para 

o para 1 k 1 > N 
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Este Último tiene la desventaja de ser sesgado, sin 

embargo tiene una propiedad superior a la de ~- Jenkins y 

Watts (1968) comparan el error cuadrático medio para estos 

dos estimadores, con un proceso autorregresivo de primer 

orden, y observan que el error cuadrático medio de Yu , es 
" consistentemente más grande que él de ~ , como se observa el 

la gráfica 2.1. 

0.32 

0.16 

0.08 

VARIANZA,ERROR CUAORATICO MEDIO 

' ' ' 
' 

-, 

ol-~-1..~~0~2~N,.,.---1.~-o~.L4~N~-1.~--:0Á.6~N,..,.--1.~--,.~;=:::z:====~N=-__J 
K 

Gráfica 2.1: Varianzas y errores cuadráticos medios de los 

estimadores de la función de autocovarianzas 

para un proceso continuo de primer orden. 
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" Asi mismo. observan que la varianza de YK tiende a cero 

cuando k tiende a N, mientras que la varianza de Y,, tiende a 

infinito. 

Las varianzas y covarianzas para estos estimadores son 

(ver Jenkins y Watts (1968)) 

l 11-s 

Cov( ~K • Y5 ) = ¿ el> (rl { Yr Yr+s -K ·+ 
N 2 ·r~-1•-1<I 

(47) 

Cov( Y,. 
1 •-a 

. (N k)(N - s) 

¿0 (rl{ 

·r=-ll-IC) 

V.- Yr+a- .K. + >'r+s>'r-K} ·.Ya ) -

donde 

1 N-s-r para r ~ o 
<1> (r) = l N-'s para -(s-k) .s. .r ~ o 

.N-k+r para -(N-k) .5. r .5. -(s-k) 

- 87 -



y cuando k = s 

1 N-1< 
/\ 

Var ( Y,., ) = L ( N - I< - ¡rl) { J:'r Yr 

r=-(N-K) 

(48) 

1 N-1< 

Var ( Y,., ) = ¿ ( N K -1 rt) { l'r Pr + Pr+Kl'r-1< } -
(N - k)2 r=-lN-ICI 

A partir de ( 46). se puede observar que ambos 

estimadores son insesgados cuando N tiende a infinito, y a 

partir de 

tiende a 

(48), que 

infinito, 

sus varianzas tienden a cero cuando N 
por lo que ambos estimadores son 

consistentes asintóticamente. 

En cuanto a su distribución asint6tica, Anderson (1971) 

demuestra .que, para n fija, los vectores 

VÑ 
/\ ) ' ..•• v'N ( /\ 

( Yo - l'o l'n- Pn) 

y 

VÑ ( l' o - Yo ), •.• ,.JN ( Yn- Yn) 

tienan una distribución normal n-variada, con vector de 

medias cero y matriz de varianzas y 

elementos estan dados por 

covarianzas Q , cuyos 
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" " v" Qte,s = lim N Cov( }' . Ys ) ~ lim N Cov( . l's ) 
" •-CX> •-CX> 

CX> 

¿ ( l(,,..Jf""sl + Jír-s1l:\rwc1) 
r=-o:> 

(49) 

iunque asint6ticamente ambos estimadores se comportan 
" igual, se utiliz6 el estimador sesgado 1~, ya que como se 

mencion6 antes, éste tiene un error cuadrático medio menor. 

2.S.3 Ajuste de las Autocovarianzas por Mínimos Cuadrados No 

Lineales. 

Como se mencionó en las dos secciones anteriores, 

cuando. se cuenta con una serie de tiempo observada 

x = (x 1 , •••• x.), la cual se supone fue generada por un 

proceso gaussiano ARMA(p,q), estacionario e invertible, con 

media cero, donde el valor del proceso al tiempo t se 

expresa como 

p 

L ªi Xc-i + Et -
i=l 

q 

:¿ b¡ Et-i 
i=I (50) 
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es posible resumir la información proporcionada por élla en 

la sucesión de autocovarianzas muestrales 

/\ /\ /\ 

y ( J'o, ••• ,l',, 

donde k es un entero positivo menor que N-1, fijado de 

manera conveniente, y al cual nos referiremos en el capítulo 

3 como lag. También se mencion6 que 

estructura de covarianza del proceso, se 

de forma Única al modelo, es decir que 

autocovarianzas parece posible estimar 

parámetros de interés 

En la práctica, se espera que 

a partir de la 

puede identificar 

a través de las 

el vector de 

la sucesión de 

autocovarianzas muestrales tengan un comportamiento parecido 

al de 

proceso 

observa 

la sucesión de autocovarianzas 

en particular. Por ejemplo, en la 

el comportamiento típico de 

teóricas para 

gráfica 2.2 

la sucesión 

autocovarianzas teóricas para un proceso AR (1), 

un 

de 

cuyo 

parámetro 

esperado 
ª' es positivo, así. como el comportamiento 

de la sucesión de autocovarianzas muestrales para 

el mismo proceso. 
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K 

Gráfica 2.2: Autocovarianzas teóricas de un proceso AR(l), y 

comportamiento esperado de sus autocovarianzas 

muestrales. 

Como se puede observar, lo que se espera es que los valores 

de 1a sucesión de autocovarianzas muestrales, fluctuen 

alrededor de los 

teóricas. 

valores de la sucesión de autocovarianzas 

Por otro lado se sabe (ver apéndice A), que la función 

generatriz de autocovarianzas de un 

relaciona sus autocovarianzas teóricas 

parámetros 8, mediante la igualdad 
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con el 

ARMA(p,q). 

vector de 



00 

Gx(Z) L vK z" 
tc=-00 A(Z)A(Z- 1

) 

(51) 

De esta igua1dad se puede observar que las autocovarianzas 

te6ricas son funciones no 1ineales del vector de parámetros 

o. 

Un método posible de estimar el vector de parámetros O • 

puede ser mediante el ajuste de la sucesión de 

autocovarianzas teóricas, expresadas en términos de los 

elementos de O, a la sucesión de autocovarianzas muestrales, 

como 

" 
Yo E( y o) + T/ o Y o( O ) + 11 o 

N-1 
/\ 

E( Y1 ) + T/1 

N 

N- lkl 

N 
(52) 
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por mínimos cuadrados no lineales. 

ahora sería 

es decir, 

MIN 
o 

donde 

Y - C Y ( O ) )T l " Y -C Y(o)) 

y• 

y' ( O ) - ( Yo ( O ) • ••• • _ YK ( O ) ) 

e' = ( 1, 

N-1 N-lk! 

N N 
) 

k < N-1 

el problema 

(53) 

Es importante observar que en (52) se tiene un sistema 

sobredeterminado de k ecuaciones con p+q+l incógnitas. en 

donde los segundos momentos muestrales (centrales), que son 

sólo funciones de la serie de tiempo observada x, se igualan 

a sus correspondientes segundos momen¿os poblacionales 

(cent~ales), m6s un error aleatorio, semejante al sistema 

que se obtendría al utilizar el método de momentos 

generalizado para estimar al vector de parámetros o. Se sabe 

que los estimadores obtenidos por este último método. tienen 

la propiedad de ser consistentes. por lo que se espera que 
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A 
e1 estimador 8 de e. que· se obtenga a1 minimizar la forma 

cuadrática en (53), después de haber realizado el ajuste en 

(52), tenga 1a propiedad de ser un estimador consistente de 

o. 

E1 método propuesto sin embargo, presenta el 

práctico, nada scnci11o de resolver, de obtener la 

de autocovarianzas teóricas Y ( 6 ), expresadas en 

de 1os parámetros en (53). Se sabe por (51) 

prob1ema 

sucesión 

términos 

que son 

funciones no 1inea1es de los parámetros de interés, pero se 

desconoce la forma analítica de estas funciones para el 

modelo general ARMA{p,q) en (SO). En el capitulo 3, se 

propone y desarrolla un método numérico, que parte de la 

re1ación entre las autocovarianzas teóricas y 1os parámetros 

de1 modelo en (51), a través del cual se llega a valores 

numéricos de 1as autocovarianzas teóricas, dado un vector de 

parámetros O, resolviendo en forma recursiva una serie de 

sistemas de ecuaciones en diferencias. 

Un~ vez que se c~enta con un algoritmo que rie ~olución 

al problema me~cionado en el 

propuesto de estimación no 

dada una serie de tiempo 

identificado por algun camino 

que la generó, se obtendría 
A A 

párrafo anterior, el método 

presenta mayor problema, ya que 

observada x. y habiendo 

apropiado el modelo ARHA(p,q) 

la sucesión de autocovarianzas 

muestra1es Po, •••• ~, a partir de la segunda ecuación en 

(45), asignando un valor apropiado para k (algunos autores 

como Box y Jenkins sugieren, en la práctica dar un valor a k 

igual a N/4, donde N es el tamafio de muestra.). 

- 94 -



Posteriormente, se obtendrían 1os valores numéricos de la 

sucesión de autocovarianzas teóricas, dado un vector inicial 

de parámetros e. Finalmente por medio de algun algoritmo de 

optimización se resolvería el problema en (53). 

En el capítulo 3, se describe en detalle el 

planteamiento e implementación 

para este método de estimación. 

del algoritmo desarrol1ado 

Es importante hacer notar que este método de 

estimación, no toma en cuenta la información proporcionada 

por 1a estructura de covarianzas de las autocovarianzas 

estimadas. Un método el cual si considera esta información, 

es el de mínimos cuadrados no lineales generalizados, donde 

e1 prob1ema a resolver sería 

MIN 
e 

donde n • 

/\ 

Y - e Y < e ) )T .a-1 ( 
/\ 
y - e Y(e)) 

es la matriz de varianzas y covarianzas de las 

autocovarianzas, cuyos elementos son funciones no 1ineales 
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de los parámetros. por lo que lo más que se podría intentar 

resol.ver sería 

o 

MIN 
8 

" Y - e Y < o ) ) T n-1c o ) " Y-CY(B)) 

(54) 

MIN 
8 

1\ 

Y - C Y ( 8 ))T .0- 1 ( Y - e Y e o ) ) 
(55) 

donde la forma de 1.os elementos de la matriz de varianzas y 

covarianzas !1 ( 8 ) en (54) es desconocida. y 1.os el.ementos 

del estimador de la matriz de varianzas y 

(SS). son ésos en la primera ecuación de 

" covarianzas n en 

(47). Obviamente. 

el camino a seguir por este método. parece ser altamente 

complejo. aunque se esperaría, que al introducir más 

infoimaclbn &obre le~ p:::rá~etros. :por considerar la forma 

cuadrática en (54) o (55) para la estimación. se pudiesen 

obtener estimadores más precisos de los mismos. En (1984) 

A. Bustos y M. Ahsanullah compararon ambos métodos de 

estimación, el de minimos cuadrados no lineales. y el de 

minimos cuadrados no lineales generalizados para un proceso 

AR(l); los resultados que observaron basados en 

de simulación, y en términos del error cuadrático 

un proceso 

medio de 

los estimadores. fue que el método de mínimos cuadrados no 

lineales. produjo mejores estimadores del ·parámetro 
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autorregresivo a,, para algunos valores particulares de este 

parámetro dentro de la región de estacionariedad, y varios 

tamaños de muestra, sin embargo, el estimador obtenido para 

la varianza residual ~2 fue el peor en todos los casos 

considerados. 

En la secciór. 2.3, cuando se describieron las 

propiedades de las autocovarianzas muestrales, se vio que la 

sucesión 

para k fija 

como normal k-variada, con se distribuye asintoticamente 

vector de medias cero y matriz 

(f.!tc,s) dada en (39), y en 

errores aleatorios 

de varianzas 

consecuencia 

y 

la 

covarianzas 

sucesión de 

.. (";.'; 
, • • • • ~ n " ··te 

tendrá la misma distribución asintótica, donde 

se definieron al ajustar las autocovarianzas teóricas, a las 

autocovarianzas estimadas en (42). 

Finalmente, es importante 

ventajas que se observan en el 

mencionar algunas 

método propuesto 

última sección, con respecto a los métodos descritos 

de 

en 

en 

las 

esta 

la 

sección 2.1 anterior. Primero, no es necesario asignar 
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va1ores iniciales a 1as series x, y ( 1 definidas en secci6n 

2.1, como sucede en el enfoque condiciona1, evitando así los 

grandes errores de pron6stico que se obtendrían, a1 uti1izar 

dicho enfoque cuando alguna de las raíces del po1inomio 

A(Z}, está muy cercana al círculo unitario comp1ejo. 

Segundo, no es necesario estimar las series x, y (, como 

sucede en e1 enfoque no condicional, evitando así el 1argo 

dicho proceso 

enfoque, 

iterativo 

cuando el 

que se presentaría 

tamaño de la serie 

a1 uti1izar 

de tiempo observada 

fuese pequeño. Tercero, en todo momento se trabaja con 

vectores y matrices de dimensión k, 1a cual en la práctica, 

siempre es mucho menor que e1 tamaño de muestra N, 

facilitando así las operaciones, y mejorando la eficiencia 

computacional de 1os otros métodos. Cuarto, se 11ega a 

expresiones numéricas "exactas'' (no son exactas en el 

sentido de que se obtienen para un vector de parámetros o•, 
distinto del parámetro verdadero) de 1as autocovarianzas 

te6ricas, 

para un 

fácil de 

así como de las derivadas parcia1es de las mismas, 

vector O dado, a través de un método sencil1o y 

programar en una cc=putadoTR~ como se verá en el 

capítulo 3. 
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Capitulo 3 

ALGORITMO DE MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES PARA LA 
ESTIMACION DE PARAMETROS DE MODELOS ARMA (p,q) 

3.1 Introducción. 

En este capitulo se describe la forma en que se llevó a 

cabo lo estimación del vector de parámetros 

IJ = ( a t , ••• , a p , b 1 , ••• , bq , cr/ ) 

del modelo ARMA(p,q) 

Inicialmente, en 3.2, se presentan las relaciones 
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básicas que hacen posible llegar a las autocovarianzas, así 

como a las derivadas de las autocovarianzas 

partir de los parámetros del mismo. 

del modelo, a 

Despu~s, en 3.3, se describe en forma detallada, cómo 

el algoritmo en una computadora fue que 

B-7800. 

se implementó 

Este aleoritmo consta principalmente de dos bloques: 

En el primero de ellos,se obtienen estimadores de las 

autocovarianzas asi como, de los parámetros iniciales del 

modelo. Para poder hacer ésto, se simula una muestra de 

datos, dados los ordenes p y q del modelo. 

En este bloque se utilizaron las siguientes subrutinas 

del paquete XMSL: 
FTGEN genera una serie de tiempo a partir de un 

modelo ARMA(p,q) dado. 

FTAUTO 

. FTARPS 

FTMPS 

obtiene autocovarianzas estimadas a partir de 

una serie de tiempo estacionaria. 

estima parámetros autorregresivos iniciales 

de un modelo ARMA. 

estima parámetros iniciales de promedios 

móviles de un modelo ARMA. 
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En e1 segundo de estos b1oques, se obtiene la funci6n 

de autocovarianza va1uada en e1 vector de parámetros e así 

como, su jacobiano valuado en e. En si, este b1oque es e1 

más importante, ya que aquí se implentaron las relaciones 

presentadas en 3.2. 

Aquí también se utilizaron 1as siguientes subrutinas de 

apoyo: 

Paquete de Análisis Numérico: 

DECOMP calcula la descomposición triangu1ar de 

matriz cuadrada real. 

SOL VE obtiene la solución de un sistema 

ecuaciones lineales, a de 

una 

de 

la 

descomposici6n 

coeficiente. 

triangular 

partir 

de la matriz 

Paquete IMSL: 

ZRPOLY obtiene raíc~~ de polinomio con 

coeficientes reales. 

Por último la estimación de los parámetros del modelo, 

se lleva a cabo con la información proporcionada por los dos 

b1oques anteriores, así como la subrutina de apoyo LMDERl 

del paquete de análisis numérico, para encontrar los 

parámetros que minimizan la función 
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( ~ - e V ( 8 ) )T I ( p - e V ( 8 ) ) • 

Existen otras subrutinas que se desarrollaron, y que se 

explican dentro de esta misma sección. 

En el apéndice C, se 

detallada de cómo funcionan 

emplearon. 

puede encontrar una descripción 

las subrutinas de apoyo que se 

Un listado del programa que se elaboró se encuentra en 

el apéndice B. 

3.2 Relaciones Básicas. 

En esta sección se da solución analítica a un problema 

relacicnadc con los procesos ARMA(p,q). El problema consiste 

en lo siguiente: 

Como se mencionó en la sección 2.2, el objetivo es 

estimar el vector de parámetros desconocido 8 • a partir de 

las autocovarianzas V 1 s del proceso. y para hacerlo se 
/\ 

pretende encontrar el vector de parámetros e que minimice 

< P - e Y < e ) )T I < Y - e Y < e ) > 
{l) 
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En consecuencia, se tienen que determinar el vector de 

autocovarianzas }' ( (J ) a partir de un valor dado del vector 
/\ 

8, y el vector de autocovarianzas estimadas del proceso}'. 

/\ 
El procedimiento para determinar P se describe en 3.3, 

y el problema de cómo determinar }' ( O), es precisamente al 

que se da solución es esta sección. 

Se sabe (ver apéndice A), que la Función Generatriz de 

Autocovarianzas, a la que en adelante se denotará por FGA, 

de un proceso ARMA(p,q), relaciona las autocovarianzas de un 

proceso con los parámetros del mismo, mediante la igualdad 

(JO 

Gx(Z) ~ r,.z" 
L. 
K=-00 

y dado que el proceso es 

lograr tal factorización 

u¡ B(Z)B(z-• ) 

A(Z)A(Z- 1 
) 

estacionario e 

Única de Gx(Z) 

(2) 

invertible se puede 

(ver apéndice A). 

Igualando coeficientes de z" en (2) se obtienen expresiones 

para las autocovarianzas en términos de los parámetros. Sin 

embargo, la relación que guardan las autocovarianzas con los 

parámetros en (2), es una relación no lineal, por lo que la 

forma de los coeficientes de z" en la parte derecha de la 

igualdad (2) no es inmediata. Por lo tanto. es necesario 

hacer un análisis más profundo de esta igualdad. 
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Sea lXL} un proceso ARMA(p,q) con media conocida e 

igual a cero, satisfaciendo condiciones de estacionariedad e 

invertibilidad y expresado como 

A(R) Xc = B(R)&t. 

La FGA de un proceso tal satisface las siguientes 

igualdades 

Gx(Z) 

A(Z)A(z- 1 ) 

(3) 

donde A y B son polinomios de grados p y q respectivamente, 

de la forma 

A(Z) 
p 

2: zi 

i=• 
con ao l y ap "" O 

p 

2: a¡ 
i=• (4.1) 
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q 

B(Z) ¿ b¡ z' 
¡=o 

con bo y bq * o 

q 
ncz- 1 ) ¿ b¡ z-1 

i=o (4.2) 

ccn coeficientes reales (aj, b¡ ) j º····~P• i o' ..... q. 

Se supone que A(Z) tiene todos sus ceros fuera del 

círculo unitario, y en consecuencia A(z- 1 tendrá todos sus 

ceros dentro. Como el proceso es estacionario A(Z) no tiene 

ceros sobre el círculo unitario .. por lo tanto la 

Gx(Z) tendrá polos dentro del círculo unitario para 

donde r¡ es algun cero de A( z-t ) . y polos fuera del 

unitario para z = 1 Ir; . donde 1 Ir¡ es algun cero de 

ningún polo sobre el círculo unitario. 

Para quitar los polos de Gx(Z) que se encuentran 

del círculo unitario, se define la siguiente función: 

Sea Gl(Z) A{Z) Gx(Z) 

Gl(Z) = 

()) 

¿ ,," z" 
()) p 

¿ ¿ aj Y,, z"+i 
tc=-CX> l(.=-00 j=D 
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circulo 
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Sea u k+j y V j 

Gl(Z) 
00 p 
¿ ¿ 

u=o v=o 
J~-v 

_, p 

¿ ¿ 
u=-oo v=o 

P..,_v 

00 p 00 ¿ zu ¿ ¿ 
u=-<X> V=O u=-co 

donde, Su es un polinomio en Y de la forma 

Su 

La nueva función Gl(Z) sólo tiene polos dentro 

unitario, es decir, Gl(Z) satisface 

u/ B(Z)B(Z-
1 

Gl(Z) 

( 5) 

del círculo 

y por lo tanto, su expansión como serie de potenciu& en Z y 
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z-• es infinita solamente en las potencias negativas, por lo 

que Su en (5) es igual a cero para u > q. 

Para remover los polos se define una nueva 

G2(Z) que satisface 

G2(Z) = A(z-• ) Gl(Z) 

p 
z-J 00 00 p 

G2(Z) 2: ªj 2: Su zU 2: 2: ªi Su 
i==• u=-oo u=-oo J=• 

Sea k u-j y V = j 

00 p 

G2(Z) = 2: z" 2: 
00 

2: d" z" 
K=-CO tc.=-CX> 

donde, dic es un polinomio en S de la forma 

p 

2: 
V=D 
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Esta nueva función G2(Z) no tiene polos, ya que 

satisface 

G2(Z) s u¡ B(Z)B(z-1 
) 

(8) 

y por lo tanto, su ~xpansión en series de potencias en Z y 

z:- 1 es finita, ya que 

u/ B(Z )B( z-1 
) m u' t 

sea U - i-j y V a j 

q q 

¿: h 1 z1 
i=D 

¿: 
i=• 

b1 z-J 

q q 

a,.• ¿: ¿: h; b1 z1-1 
l=• J=• 

0/ f ~ bv bv-uzu + 
u=-q V=D 

q-¡u¡ 

¿ bv hv+¡u¡ 

V=D 

u' [ 

donde Cu son los coeficientes de B(Z)B(Z~ ). 
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Suponga que O es conocido , es decir, que se conocen 

los coeficientes de los polinomios A(Z) y B(Z), así como la 

varianza del proceso!€:,,}, ol . Entonces, se puede llegar a 

expresiones numéricas para las autocovarianzas, dados 

parámetros conocidos; de la siguiente manera. 

éstos 

A partir de (9) se pueden encontrar. los coeficientes Cu 

como 

q-lul 
ul L by bv+lul para lul ~ q 

Cu 
V=D 

o para IUI > q 

(10) 

con Cu C-u para u distinto de cero. 

Observe que de (ú), (8) y (9) 3C tiene le sig11iente 

relación entre los coeficientes Cu y dK 

Cu zu 
u=-q 

por lo que 
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Cu para 

o para lkl > q 

(11) 

El sistema de ecuaciones en (7) ahora esta dado como 

d., para 

o para 

( 1.2) 

y resolviendo este 

desconocidos Sic+v • 

sistema se encuentran los coeficientes 

Finalmente, se resuelve el sistema de ecuaciones en (5) 

como 

p 
¿ Vu-v 8 v para - 00 < u 

Su v=o 

o para u > q 

y se encuentran los coeficientes "':..i-v , los 

autocovarianzas del proceso. 
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Por 1o tanto dado un vector de 

reso1viendo los sistemas de ecuaciones en 

(12) y (13). 

autocovarianzas 

se 

}' ( o ) 
puede determinar 

del proceso. 

( 1). 

parámetros O 

diferencias 

el vector 

se hizo 

y 

(10), 
de 

Para minimizar la expresíon en 

subrutina LMDERl del paquete de subrutinas de 

uso de la 

Análisis 

Numérico. Esta subrutina minimiza la suma de cuadrados de M 
funciones no lineales en N variables, utilizando una 

modificación del algoritmo de Levenberg-Marquardt. La 

subrutina necesita conocer 1a función a minimizar. así como 

su jacobiano. Hasta ahora se conocen los sistemas de 

ecuaciones que llevan a la función, pero aún 

cómo 1legar al jacobiano de dicha función. 

se desconoce 

E1 jacobiano que se desea obtener tiene la siguiente 

forma 

}' ( o ) ( l'o ( O ) , ••• , Y,. ( O ) ) 

O = ( a 1 , ••• , ap , b 1 , ••• , bq , ut2 ) 
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.
' 1¡ 

·. I/ 1 

: 1 
1¡· \ ¡i 

¡¡¡¡ 

11~1 
u 
íl 
li 
¡ 

!1 



·:fiYo( O ) i)l'o( O ) ol'o( o ) 

aª• 

o Y,.( o ) a Y,. e o > o Y,, ( o 

ºª• oh, a u,• (k+•)X(p+q+1) 

(14) 

Para determinar cada uno de los e1ementos de este 

jacobiano. se derivan las expresiones en ( 10). (12) y (13) 

con respecto a csda uno de los elementos de o • Este 

procedimiento. da como resultado una serie de sistemas de 

ecuaciones en diferencias para las derivadas. muy similares 

a. los que se obtuvieron para la funci6n de autocovarianzas. 

Estos sistemas de ecuaciones se obtieri~n a continuaci6n; 

primero. para los parámetros autorregresivos; segundo. para 

los parámetros de promedios m6viles, y por 6ltimo, para l~ 

varianza del proceso l&el. 

Derivando (10) con respecto a ª' i - 1 ••••• p se 

obtiene 

o Cu Oa-e"- q-lul a q-lul 
¿ by bv+lul + a-/---- ¿ bv bv+lul -

iJal ªª• 
r-0 

oa¿ 
v=O 
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y por (11) se tiene que 

Derivando 

obtiene 

p a ay 

:¿ 
Y=O a a. 

. L 

p 

(12) con 

+ ay 

a 
da¡ 

respecto a a¡ i l •...• p se 

da¡ 

$ k+t + 2: a y 

Y =0 

o para toda k. 

Derivando 

obtiene· 

V"'0 

a a¡ 

(13) con 

Yu+Y + av 

respecto a ªi i 

i) Yu+y i)Su 

por lo tanto, la se~uencia de p sistemas de 

1 ti ••• ti p se 

ecuaciones 

que se tienen que resolver, para encontrar las derivadas de 

las autocovarianzas con respecto a los parámetros 

autorregresivos, son: 
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1 

1 
1 

1 ¡ 

1 
1 
1 



para i = 1 ••••• p 

p a Sk+Y 

1 

- Sk+i para lk+il $ q 

¿ ay 
v=O a a; o en otro caso 

(15) 

asu 
- Y..-i para u $ q 

a a¿ 

a a; 

en otro caso. 

(16) 

Derivando (10) 

obtiene 
con respecto a bj j l, ... ,q se 

a cu 

Obj 

q-lul 

2:: by bv+lul 

v=o 
+ °i: 

bv+ lul + bv 
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Obv+lul 

q-lul 

2: hv hv+ tul 

v=o 



o s j+ lul :S q 

CT 2 

• ( bj+lul + bj-lul ) si y 
"i o s j- Jul :S q 

'I '.~ 

j- lul < o 11¡ ;_¡, 
"!! 

cr,
2 

bj+ 1 ul si y ; u 

acu j+ lul :S q 

f 
11 

H 

' 
a bj 

2: o 
f. 

j- lul ¡ 
cri bj-lul si y 

I UI :S q j+ IUI > q 
¡i 

~ 

j- lul < o 
o si y 

j+ IUI > q 

1 
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ddk acu 
y por (11) se tiene que para lul :S q. 

a h1 a bj 

Derivando (12) con respecto a bj j l •...• q 

p 
ªª· ask+v ddk :¿ sk+v + ªv de donde 

v=o dbJ a b1 dbj 

ddk 

p osk+v para 1k1s q 

¿ ª• dbj 

•=o a b1 
o en otro caso. 

Derivando (13) con respecto a bj j 1 •••.• q 

d Su 

p ar,._. para u s q 

¿ av c)bJ 

v=O dbj 

o en otro .caso. 

En consecuencia, los q sistemas de ecuaciones que se 
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tienen que resolver en forma recursiva, para obtener las 

derivadas de las autocovarianzas, con respecto a cada uno de 

los parámetros de promedios móviles son: 

o $ j+ lul $ q 

OE,
2 

( hj+lul + bj-lul si y 

o $ j- tul $ q 

j- lul < o 
2 

""& b j+ lul si y 

odu j+ lul $ q 

a bj j- tul ~ o 

cr.2 bj-lul E 
si y 

¡u¡~q j+ tul > q 

j- tul < o 

o si y 

j+ !ul > q 

(17) 
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a dk 

p iJ Sk+v para lkl s q 

¿a,, a bJ 
v=o a h1 

o en otro caso 

( 18) 

d Su 

p a Yu-v 
para u ::: q 

:Ea,, a bJ 
v=o a hJ 

o en otro caso. 

(19) 

Derivando (10) con respecto a la varianza residual u¡ 

q-,lu! 
¿by hv+lul du/ c;&"- para lul s q 

iJCu v=O 

a aa"- o e.o.e. 

por (11) se tiene que: 
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acu 
odk dula/ para lk\ $ q 

acr,..2 
a °"2 

o e.o.e. 

( 20) 

Derivando (12) con respecto a la varianza residual ~z 

para jkl $ q 

o e.o.e. 

(21) 

Finalmente, 

residual a/ 
derivando (13) con respecto a la varianza 

o Su 

p a Yu-v 
para u ;:; q 

"¿av aa;;2 
.v=O a cr.2 

o e.o.e. 
(22) 

En consecuencia, resolviendo los tres sistemas de 

ecuaciones anteriores en forma recursiva, se encuentran las 

derivadas de las autocovarianzas con respecto a a¡ • 
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3.3 Implementación del Algoritmo. 

Esta sección, como se mencionó en la introducción de 

este capítulo, se divide en dos partes. En la primera de 

éllas, subsecciones 3.3.l 

de las autocovarianzas que 

y 3.3.2, se muestra el estimador 

se utilizó, y el procedimiento 

para calcularlo, también aquí, se describe cómo se obtuvo el 

estimador inicial del vector de parámetros B. En la segunda, 

subsecciones 3.3.3 y 3.3.4, se describe el procedimiento que 

se si~uio, para obtener la función de autocovarianzas y su 

matriz jacobiana valuados en el vector de parámetros e. 

3.3.1 Estimador de las Autocovarianzas. 

Se decidio 

autocovarianzas, 

~ste posee un 

utilizar los estimadores sesgados de 

ya que, como se mencionó en el capítulo 

error cuadrático medio menor que 

las 

2. 

los 

estimadores insesgados de las mismas, y asintoticamente 

embos estimadores se comportan igual. 

Dada una serie de tiempo observada x = (x,, ••• ,xN) del 

" proceso 1 X1) , el estimador sesgado Y del vector de 

autocovarlanzas Y (B) se definio como 
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/\ /\ /\ 

y ( Yo• ••• • yk ) 

donde l N-Í 

/\ 

2:xt Y¡ Xt+i para i = O, ••• , N-1 

N t=l 

" Para obtener el vector de estimadores y 

simularon 300 muestras de tamano TM. donde TM 

primero se 

tomó los 

valores de 25, 100 y 300. Las series de tiempo se simularon 

utilizando la subrutina FTGEN del paquete IMSL, y el 

procedimiento que se utilizó fue el siguiente: 

i) Se impusieron condiciones iniciales iguales a cero. 

ii) Se simularon lOO+TM observaciones y se despreciaron 

las primeras 100, con objeto de que 

iniciales impuestas perdieran influencia. 

obtuvo la primera muestra de tamano TM. 

las condiciones 

En este punto se 

iii) Las demás muestras, se obtuvieron dando como 

condiciones iniciales, las últimas observaciones de la 

muestra obtenida en un paso anterior, simulando SO+TM 
observaciones, y despreciando las primeras SO, con objeto de 

que las 300 muestras estuvieran poco correlacionadas. Cabe 

recordar que el proceso es gaussiano. 

Una vez obtenidas las 300 muestras de tamano TM, se 
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utilizó la subrutina FTAUTO del paquete IMSL. para calcular 
/\ 

el vector de autocovarianzas estimadas Y para cada muestra. 

bajo el supuesto de que la media del proceso es cero. 

Una descripción de cómo funcionan las subrutinas FTGEN 

y FTAUTO se puede encontrar en el apéndice C. 

3.3.2 Estimador inicial del vector de parámetros e. 

En 3.1. donde se desarrollaron las relaciones básicas 

para obtener el vector de autocovarianzas y (e), se supuso 

que el vector de parámetros 8 era conocido. En 

consecuencia. como se verá en la sección 3.3.3. se necesita 

de un vector inicial para arrancar el proceso. 

Para obtener un vector inicial 8°, el cual se espera. 

no se aleje mucho del veccor 8 que minimiza la función en 

parámetros (1)' se estimaron por separado los 

autorr~~resivos y los de promedios móviles, haciendo uso de 

la información proporcionada por 
/\ 

autocovarianzas estimadas Y, siguiendo el 

en la sección 2.1.4. 

estimadores iniciales de 

el vector áe 

método planteado 

los parámetros 

autorregresivos, se obtuvieron con la subrutina FTARPS del 

paquete IMSL, tomando en cuenta la información proporcionada 

por cada 

simuladas. 

/\ 

vector Y, 

Después, 

para cada una 

se verificó 
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obtenidos, satisficieran las condiciones de estacionariedad, 

ésto se hizo con la subrutina REST, cuyo listado se 

encuentra en el apéndice B. Esta subrutina encuentra las 

raíces del polinomio característico: 

1 - a~ z z2 - ... - aº p o 
(23) 

donde a~ , ••• ,aºp, son los parámetros iniciales obtenidos a 

partir de la subrutina FTARPS, y verifica que todas éllas se 

encuentren fuera del círculo unitario. Sí alguna o algunas 

de las raíces del polinomio en (23), se encuentran dentro 

del círculo unitario, entonces toma los inversos de éstas y 

encuentra los nuevos coeficientes del polinomio 

característico, que tiene todas sus raíces fuera del círculo 

unitario. En esencia lo que 

funci6n A* (Z) = A(Z)A(z- 1 ), 

hace REST 

donde A(Z) 

es factorizar la 

raÍct:!t> fuera y 

círculo unitario. 

Una vez que 

autorregresivos, se 

tiene 

tiene tOORS sus raíces 

se tienen 

procede 

los parámetros 

obtener los 

inic.iales de promedios móviles,. así como el 

todas 

dentro 

sus 

del 

iniciales 

parámetros 

parámetro 

inicial de la varianza del proceso {Et! , para lo cual se 

utiliz6 la subrutina FTMPS del paquete IMSL, haciendo uso de 

la información 

autocovarianzas 

proporcionada 
" estimadas Y y 
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autorregresivos. para cada una de 1as 300 muestras 

simu1adas. Después, se verificó que estos parámetros 

obtenidos satisficieran 1as condiciones de invertibi1idad, 

ésto se hizo con 1a subrutina REST mencionada 

anteriormente. 

Una descripción de como funcionan 1as subrutinas FTARPS 

y FTMPS se puede encontrar en e1 apéndice c. así como 1a 

subrutina ZRPOLY, la cual se uti1izó en REST para encontrar 

1as raíces de polinomios con coeficientes reales. Un 

1istado comentado de la subrutina REST se encuentra en el 

apéndice B. 

Notas: 

i) En todos los casos se supuso que la media del 

proceso era conocida e igua1 a cero. en base a este supuesto 

se simu1aron 1as series y se estimaron 1as autocovarianzas. 

ii) ~n el caso en que el proceso era puramente 

autorregresivo. se 1e dio e1 va1or inicial arbitrario de 0.5 

a 1a varianza residua1. 

iii) Cuando la subrutina FTMPS no convergió para 

encontrar va1ores inicia1es de los parámetros, se les dio el 

valor arbitrario de 0.5. tanto a los parámetros de promedios 

móvi1es como al de 1a varianza residual. En e1 caso en que 

e1.orden de la parte de promedios móviles era igua1 a 2. se 

les dio e1 va1or arbitrario de 0.4 a los parámetros. con e1 

- 124 -



fin de evitar raíces sobre el círculo unitario. 

3.3.3 Determinación del vector de autocovariauzas Y ( B ) .• 

Dado el vect'or de parámetros inicial 8 el cual se 

obtuvo en la sección 3.3.2, se explica a continuación la 

forma en que se implementaron los sistemas de ecuaciones 

(10) - (13) desarrollados en 3.2, para la determinación del 

vector de autocovarianzas y (e ) • en una computadora 

Burroughs 7800. 

i) Dados los parámetros iniciales b~, ••• , ti'q y "éz,o, se 

calcularon los valores d_ 0 , ••• ,do, ••• ,dq, a partir de (10) y 

(11) como: 

q-lul 
a:2,0 

t 
¿ bº 

V 
v=O 

¡)'v+1u1 para lkl :s q 

dk o para lkl > q 

d_k para k .¡ o 
(24) 

estos· cálculos se efectuaron en la subrutina CALD, cuyo 

lis~ado se encuentra en el apindice B. 

ii) Dados aº1 , ••• ,a~ 

sistema de ecuaciones en 

y d-q•···•do, ••• ,dq, 
diferencias (12), 

se resolvía el 

para encontrar 

valores de So, ••• ,Sq. La relación en (12) era de la forma: 
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para 1 k\ :s q 

o para lkl > q 

(25) 

en forma matricial este sistema se puede expresar como 

A S D 

donde A es la matriz de parámetros autorregresivos, S es el 

vector de soluciones, y D es el vector 

d-q•••••do, ..• ,dq obtenidos en (i). 

de valores conocidos 

La forma de la matriz A, así como la de los vectores S 

y D varía de acuerdo a los ordenes p y q del modelo ARMA, en 

la forma siguiente: 

a) P 2: q 

a.l) Se obtuvieron valores de So, ••• ,Sq a partir de 

(12) y (13), resolviendo el siguiente sistema triangular de 

dimensi6n (q+l)x(q+l) 
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ªº o 

ªº 

aq aq-1 

donde ao = l y 

o 
o 

ªº 

Sq-i = dq_¡ 

Sq 

Sq-1 

So do 

No se obtuvieron valores adicionales de S, 

fueron necesarios para los sistemas siguientes. 

b) p < q 
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(26) 

para i 1 ••••• q • 

ya que no 



b.l) Se obtuvieron valores de Sq-p, ••• ,Sq, resol.viendo el 

siguiente sistema triangular de dimensión ( p+l )x(p+l) 

ªº o o Sq dq 

a1 ªº o SQ-1 dq-1 

ªº \Sq-p 
(27) 

\ dq-p 

b.2) Dados Sq-p, ••• ,Sq, se resolvio en forma sucesiva 

el siguiente sistema de dimensión (q-p}x(p+l), para obtener 

los valores de So, ••• ,Sq-p-1 

(28) 

* valores obtenidos en b.l 

Ahora se tiene un sistema de la forma S A D, con S 
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siendo una matriz de dimensión {q-p)x(p+l), cuyos 6nicos 

elementos conocidos son los obtenidos en b.l, A es el vector 

de parámetros autorregresivos y D es el 

conocidos do, ••• ,dq-p-~· 

vector de valores 

Los cálculos anteriores para encontrar So, ••• ,Sq, en 

ambos casos {a) y (b), se efectuaron en la subrutina CALS, 

cuyo listado se encuentra en el apéndice B. 

iii) Dadas So •••• ,Sq, 

ecuaciones en diferencias (13) 

p 

L ªv Yiu-v1 
v=O 

Su 

o 

se resol vio 

para u :S q 

para u > q 

para obtener el vector de autocovarianzas 

Y< e) (Yo( e), y1 (e ) •••• , YLAG <e )) 

el sistema de 

(29) 

(30) 

donde Lag es un entero positivo especificado por el usuario, 

y menor que N-1. 

El proceso para obtener Y ( B ) varía de acuerdo a los 
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tres casos siguientes: 

a) P > q 

a.1) Se tenia 

obtener Yo• ••• , Yp 

en forma matricial: 

que 

\ 

A X 

resolver el siguiente sistema, para 

So 

ªº (q+l)xl 

a¡ 

Sq 

o 
(p-q)xl 

ªP-1 
ap 

o 
(31) 

b 

donde en este caso, la matriz A es una matriz Toeplitz cuyos 

elementos son valores desconocidos por calcular. 

Se resolvio un sistema equivalente al anterior, de 

dimensi6n (2P+l)x(2P+l), agregando p restricciones de la 

forma 
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"t¡ Y¿ para i = 1 ••••• p 

y el nuevo sistema que se resol vio fue 

ªP ªP-1 ªº o o Y_P 

o o ap ªp-1 ªº Yo 

1 o o o -1 r, 

lº o ••• 1 o -1 o j 

obteniendose así Ya, •••• ~. 

a.2) si Lag era mayor que p. entonces, dados 

se resol vio el siguiente sistema homogéneo 

recursiva. para obtener Yp+1 • ••• • YLAG. 
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( 32) 

r So 

q+l 

Sq 

o 
2p-q 

l o J l (33) 

Yo• •• •• Yp 
en forma 

:¡ 

1 

'.! 
:¡ 
li 

11 
11 



= o donde u > p 

(34) 

b) p q 

b.l) se resolvio un sistema parecido a (33), pero en 

donde los elementos del vector en la derecha cambian 

ªº o o 
f 

So 

q+l 

o o ap ªP-1 ªº yo Sq 
1 o o o -1 Y, o 

o o 1 o -1 o l Y¡, 

q 

o J 1 e,,, 
a partir de a qui se encontró Yo' • •.' YP. 
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b.2) Si Lag > p, entonces •. dados Yo ••••• Y¡,• se resol vio en 

forma recursiva un sistema homogéneo como en (34). para 

obtener Yp+ 1 , ••• • YLAG • 

c) P < q 

c.1) Se resolvio un sistema parecido a (33). pero donde 

nuevamente, el vector en la derecha cambia. 

o 
1 

o 

Bp-t 

o 
o 

o 

ªº 

ap 

o 

1 o 

o 

-1 

o 

ªº 
-1 

o 

Yo 

Y, 

a partir de aquí se encontró Yo 11 ••• , Yp• 

c.2) Dados se encontr6 

So 

p+l 

e::~ -.. 
o 

p 

l o J 1 
(36) 

J'P+1 ••.•• Yq • 
resolviendo en forma recursiva las q-p ecuaciones siguientes 
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Su para p+l < u < q. 

( 37) 

Si Lag era mayor que p, pero menor que q, se resolvio 

q-Lag ecuaciones como en (37), para encontrar ">P+i •••• , YL•o• 

c.3) Si Lag > q 

en forma recursiva 

ecuaciones 

Yu-v o 

para encontrar 

entonces, dados 

el siguiente 

Yo, ••• ,Yq. se reso1vio 

sistema homogéneo de 

para q+l S u S Lag 

( 38) 

Todos los cálculos anteriores se efectúan en la 

subrutina CALR. cuyo listado se encuentra en el apéndice B. 
Esta, utiliza otras dos, 

an~lisis numérico, éstas son: 

del paquete 

DECOMP, la 

de subrutinas 

cual calcula 

de 

la 

descomposición triangular de la matriz cuadrada real de 

coeficientes en (33), (35) y (36), y SOLVE, la cual obtiene 
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1a so1ución de un sistema de ecuaciones lineales, 

de la descomposición triangular de la 

a partir 

matriz de 

coeficientes, Una descripción de como funcionan éstas 

últimas dos subrutinas, se encuentra en el apéndice C. 

3.3.4 Determinación del Jacobiano del vector de 

Autocovarianzas Y ( 8 ) 

Al igual que se hizo en 3.2, aquí se describe primero 

cómo se implementaron los sistemas (15) y (16), para obtener 

l.as derivadas del vector de autocovarianzas Y ( 8 ) con 

respecto a cada 

después se describe 

(18) y (19), para 

uno de· 

cómo se 

obtener 

1os parámetros autorregresivos, 

implementaron 1os sistemas (17), 
las derivadas de Y ( 8 ) con 

respecto a cada uno de los parámetros de promedios móviles, 

y finalmente, se describe cómo se implementaron 1os sistemas 

(20)' (21) y (22) para obtener la derivada de1 vector 'Y (e ) 

con respecto al parámetro de 1a varianza residua1. 

i) Derivadas de Y ( 8) con respecto a los parámetros 

autorregresivos ª•, ... •ªP. 

Lo que interesa conocer son 1as primeras p co1umnas del 

jacobiano en (14), es decir: 
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éP'o< a ) 

oa1 

oY¡,<a> 

(39) 

donde k es el máximo orden de las autocovarianzas que el 

usuario desea considerar, y al que se ha 

como Lag. 

hecho referencia 

Dado que en 3.3.3 se calcularon valores de So,S1 •••• ,Sq 

y se conocen los parámetros iniciales a 1 , ••• •ªP obtenidos en 

3.3.2, el primer paso es resolver (15), para i = 1, ••• ,p. 

Recordando que (15) era igual a 

p - s k+i para lk+il $ q 

¿ ª• 
v=O 

oa¡ o en otro caso. 

Este sistema de ecuaciones se puede expresar ~n forma 
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matricial como: 

S* A S 
(40) 

dondes*, es la matriz cuyos elementos son las en (15), 

a a¿ 

para los cuales se desea encontrar un valor numérico, A es 

el vector de parámetros autorregresivos iniciales 

ao,al , ••• •ªp, con ao = 1, y S es un vector cuyos elementos 

pueden ser los valores conocidos So, ••• ,Sq 6 ceros. 

La estructura de la matriz s* y del vector S en (40), 

varía de acuerdo a los ordenes p y q del modelo, de la forma 

siguiente: 

a) P < q 

Para 

siguiente 

e i l ••••• p, se tiene el sistema 
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aso as1 a Sp 

ªº -Si 

a a¡ ªª' a a¡ 

as< as, a Sp+1 

ª1 -Si+• 

s! ªª' ªªl ªª' q-p 

oSq-p o Sq-p+1 o Sq 

-Si+q-p. 

a a¿ oa1 oa¡ 

o Sq-p+1 0Sq-p•2 o Sq 

-Si+q-p~·1 

oa1 Ja¡ ºªi 

a Sq-1 oSq 

s* 
1. o 8 p-i -Si+q-1 p+l 

ºª< ila¡ 

a Sq 

o o Bp -Si+q 

a a¡ 

( 41) 
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en forma equivalente A 

donde S* se particionó en dos submatrices; una matriz s: de 

dimensión (q-p)x(p+l), y una matriz triangular sf de 

dimensión (p+l)x(p+l), y el vector S se particionó en dos 

subvectores; un vector S2 de dimensión (q-p)xl y otro vector 

S.¡ de dimensión ( p+l )xl. 

a sq-p a sq 

a.l) Se obtuvieron valores de , •••• ---, 

a ªi da¿ 

resolviendo el siguiente 

(p+l)x(p+l) 

sistema triangular de· dimensión 

s* 1 

para i = l •••• ,p. donde el vector s~. 

siguiente con respecto a1 valor de i 
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varía de la forma 



i 1 

-Sq-p+i 

-SQ-P+2 

-Sq 

o 
J 

i = 2 

-Sq-p+e 

-Sq-p+3 

o 
o 

i = p 

-Sq 

o 

o 
o 

(43) 

asq-p asq 
a.2) Dados los valores de 

ªªi 
para i = 1 •••• ,p; 

aso 
se obtuvieron los valores de 

oa 1 

resoiviendo el siguiente sistema de 

forma recursiva 

para i = l, ••• ,p, donde el vector Sz• 

siguiente con respecto al valor de i 
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ti ••• ' 

ªª' 
asq-p-1 

, .... 
::> 
u ªi 

(q-p) ecuaciones en 

(44) 

varía de la forma 



:i 1 :i = 2 

-Sq_p +I 

:i = p 

-Sp 

:....sp +I 

-Sq_¡ 

(45) 

Finalmente, lo que se obtuvo fue la s:iguiente matriz: 

aso 

aso 

P X (q+1) 
(46) 

b) p q 

r>ara OS k :S q se tiene el siguiente sistema tr:iangular 
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oso dsq 

ªº -Si 
da1 da¡ da¡ 

OSq-1 as¡¡ 

ªªl oa¿ 
o ªP-1 -Si+q-1 

asq 

o 
aª' 

o -Si+q 

(47) 

oso 
b.l) Para obtener los valores de , .... ---, 

se resol vio 

(q+l)x(q+l), 

ºª' oa1 

el sistema triangular en (47) de dimensi6n 

para i ~ l, ••• ,p, donde el vector en la 
·derecha, 
siguiente 

varia con respecto al valor de i en la forma 
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i = 

-S1 

-S2 

-Sq 

o 

1 i 

-S2 

-s3 

o 
o 

2 i = p 

-Sp -Sq 

o 

\~ 
(48) 

Al final se obtuvo una matriz igual a (46). 

e) P > q 

aso o Sq 

c.l) Para obtener los valores de .... ' 
oa¡ oa¡ 

se resolvio un sistema triangular de dimensión (q+l)x(q+l). 

como en (47). pero ahora, sólo intervienen los parámetros 

autorregresivos ao, ••• •ªq, y el vector en 

para l s i ::: q como en ( lf8) • y es igual al 

q+l :5 i :s p~ Al final se obtuvo una matriz 

Para encontrar las primeras p columnas 

jacobiana del vector y ce), en (39), lo 
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la derecha varia 

vector cero para 

como ( 46). 

de 

que 

la matriz 

sigue es 



resolver el sistema de ecuaciones en (16). el cual estaba 

dado como 

dsu 

p d Y..-v Yu-i para u ~ q 

~ ªv da¡ 
V;Q 

da¡ 

- Yu-i e.o.e. 

dados los parámetros autorregresivos ao •ªi • • • • ,ap • con 

ao ~ 1, la matriz en (46), y el vector Y ( 8 ) obtenido en 

3.3.3. 

La forma de resolver el sistema de ecuaciones en 

varía de acuerdo a los ordenes p 

manera siguiente: 

a) p < q 

y 
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{16). 

de la 



a.l) Se tenia que resolver el siguiente sistema, 

para obtener los valores de ..... 
oa¡ ªª' 

o Y0 aY..1 a Y_p aso 

OaL oa1 aª' 
ªº - ~. 

a a¡ 

iJI'¡ jj Y
0 a 'í-P a S¡ 

aª' oa¿ ºªt 
-~ 

ºª< 

a ">P aYp-c 
oY0 oSp 

ap -Yp-i 

ºª< aª' ªª' ;¡ ~. --, 
(49) 
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es decir, A X = b, en este caso la matriz A, es una matriz 

Toep1itz cuyos e1ement6s son los va1ores desconocidos por 

calcular. 

A1 igua1 que se hizo en 3.3.3, se reso1vio un sistema 

equiva1ente a (49) de dimensión (2p+l)x(2p+l), agregando p 

restricciones como en (32), pero ahora sobre las de~ivadas 

de1 vector y (e ) • es decir; 

para k 1 ••••• p 

da¡ 

(SO) 
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El nuevo sistema 

ªP ªP-1 ... ªº o 

o o ap ap-1 

1 o o o 

o o ••• 1 o -1 

para í = 1, •••• p. 

que se resol vio fue 

o 

... ªº 

-1 

• . • . o 
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a Y-p 

ªª' 

a Y0 

a ªe 

a Yi 

ªªl 

a~ 

da¡ 

a So 

- Y-i 

ºª• 
p+l 

d Sp 

- Yp-i 

ªª' 

o 

p 

o 

(51) 



Dado que r,; = J'.:K . e1 vector en la derecha varía con 
respecto a i, en 1a forma siguiente 

i 1 i 2 i p 

aso aso 

1 

o So 
- ¡¡ -~ - yp 

ºª' ºª• aap 

asp a Sp d Sp 
-Yp-1 -· Yp-2 . ... ' - Yo 

ªª• aª• iJap 

o o o 

o o o 
J 
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a.2) Para encontrar los valores de 

d ª' d ª' 
dadas 

se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema 

d>p+, d>p dY¡ 

r 

dsp+• 

ªº YP+t-i 

d ªt da; da¡ da¡ 

d Yp+2 d Yp+t dY2 
dSp+2 

a, Yp+2-l 
da¡ d ª' da¡ da¡ 

d Yq d~_, dy dSq 
q-p 

- Yci-i ap 

da¡ da¡ dat da¡ 

(52) 

de dimensión (q-p)x(p+l), donde el vector en la derecha, 

varía de acuerdo al valor de i en la forma siguiente 
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i 1 i = 2 i p 

asp+1 o Sp+! o Sp+t 

- yp - yp-1 - Y1 

ªª' ºªz ilap 

asp+2 o Sp+2 0Sp+2 

- Yp+I - Yp-z - Y2 

aª' a ªz ' ... ' a a p 

asq 

- Yq-2 - Yq-p 
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a.3) Si Lag = k = orden de la autocovarianza requerida 

por el usuario en 3.3.3, es mayor 

encontrar 

que q, entonces, para 

a Yci+• dYk 
dadas 

d YP+t dYq 
' .. ' ' ••• 9 

oa¡ oa¡ aa¡ oa¡ 

se resol vio en forma recursiva el siguiente sistema 

a Y.i+1 a Yci d Yq+t- p 

ªº l -y . 
q+1-t 

a ª< da¡ ªª' 

a "Y.i+2 0>q+I 0Yq+2-P 
ª1 - Yq+2-i 

a a¡ aa¡ da¡ 

()yk ª>í.-1 a Jk-p 
ap - "'k-c 

a ªi oa¡ a ªi 
(53) 
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de dimensión (k-q)x(p+l), donde el vector en la derecha 

varía con respecto al valor de i, en la forma siguiente 

i 1 i 2 

- Yq -Yq-1 

Yq+• 

b) p = q 

... , ' u • .&. J Para obtener los vulorcs da 

- 152 -

oYo 

a ªi 

i p 

-Yq+r-p 

- Yq+ 2-p 

-y 
k-p 

a a; 



se resolvio un sistema parecido a (51), pero donde el vector 

en la derecha, varía con respecto al valor de i en la forma 

siguiente 

i = 1 i = 2 i p 

éJ So aso e) So 

-Y,. 
éJ a, 

éJ Sq oSq dsq 

- >q_, ·- Yq- 2. . ... . - Yo 

éJ ª• a ª2 O ap 

o o o 

o o o j 
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b.2) Si Lag k es mayor que p. entonces, para 

encontrar 

dadas 

da¿ 

se resolvio en forma recursivo, un sistema igual a (53) con 

q = p. 

c) p > q 

c.l) Para obtener los valores de 

se resolvio un sistema parecido a (51), pero donde el vector 

en la derecha, varia con respecto al valor de i en la forma 

siguiente 
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i = 1 i 2 i = p 

aso a So aso 

- )f - Yz -Y,. 
aa, aaz a ap 

q+l 

¿¡ Sq oSq osq 
- Yq-1 - Yq-2 -Yp-q 

a a, a ªz a ap 

-Yq -Yq-1 . ... -Yp-q- t 

p-q 

-Yp-1 -Yp- z -'>;, 

o o o 

J 

p 

o o o 

ya que, ">:_K = YK. 

c.2) si Lag=k es mayor que p, entonces, para encontrar 
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0 Y¡, +I ar.. 
dadas ªYa oYP 

aª• oa 1 ªªi a a¡ 

se reso1vio en forma recursiva un sistema parecido a (53), 

pero ahora, p toma el papel de q y viceversa. dando como 

resu1tado un sistema de dimensión (k-p)x(p+l). 

ii) Derivadas de Y ( (} ) con respecto a los parámetros 

de promedios móviles b 1 , ••• ,bq. 

En este punto, lo que interesa conocer. son las 

columnas de la matriz jacobiana de Y (8 ), asociadas a los 

parámetros de promedios móviles, es decir; de la columna p+l 

a la p+q 

o Yo( 8 a Yo ( (} ) 

a bq 

'>;(8) 

(54) 

Para obtener 1os valores de los elementos en estas columnas, 
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es necesario resolver los sistemas (17), (18) y (19) en este 

orden. 

Recordando que (17) era igual a: 

o s j+ 1u1 :::; q 

ar" (bj+lul + bj-lul si y 

o S j- 1u1 s q 

j- lul < o 
cr/ b¡+1u1 si y 

cJdu j+ lul ~ q 

j- lul ~ o 
si y 

j+ lul > q 

j- 1u1 < o 
o si 'J 

j+ lul > q 

los cálculos para resolver (17) se llevan a cabo dentro de 

la subrutina CALDB, cuyo listado se encuentra en el apéndice 

B. Los valores que le llegan, son los estimadores iniciales 

de los parámetros "€", bo, b1 , ••• , bq, con bo = 1, y regresa 

los valores 
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de ' ..... 
obi 

Dado que d-u 

necesita conocer 

(q+l)x(q+l) 

para j 1 ••••• q. 

du para u distinta de cero, sólo se 

dimensión la siguiente matriz de 

a bq 

(55) 

y los estimadores iniciales de ao,a 1 ••••ªp• con ao = 1, para 

resolver el sistema de ecuaciones en (18). 
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Recordando que (18) era igual a: 

a du 

p a Su+k para lut ~ q 

¿ ªk a bJ 
k=O a bj 

o en otro caso 

En forma equivalente, este sistema de ecuaciones se 

puede expresar como 

o So asp ado 

ªº 

as, o Sp+ 1 

o Sq a dq 

o o 

(56) 
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en los casos anteriores, 

respecto a las ordenes 

los tres 

la 

p 

casos 

estructura de (56) 

modelo. y q del 

siguientes: 

Al igual que 

cambia con 

Analizando 

a) p < q b) p = q c) P > q, se tiene que; 

a) p < q 

a.l) Para obtener los valores de 

se resolvio el 

(p+l)x(p+l). 

d Sq 

dadas 

siguiente sistema 

- 160 -

triangular, de dimensión 



- dsq-p 0Sq-p+1 oSq-1 oSq ddq-p 

ªº a b 1 dbj dbj a bj obi 

dSq-p+1 oSq-p+ 2 dSq ddq-p+f 

o ª1 
dbj dbj dbj a bJ 

dsq-1 oSq ddq-1 

o o ªp-1 
dbj Obj a bj 

dsq ddq 

o o o ªP 
dbj dbj 

para j = 1 ••••• q. 
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aso asq-p-1 
a.2) Para obtener los valores de ..... 

a bj 

o Sq-p oSq odo 

dadas y 

se resolvio en forma recursiva. el siguiente sistema de 

dimensión (q-p)x(p+l) 

aso as, e) Sp 

ªº 
e) bj 

oSp+t 

a, 

oSq-p-1 oSq-p oSq-1 a dq-p-• 

para j = I ••••• q. 
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b) p = q 

b.l) Para obtener los valores de 

aso ¿¡ Sq odo adq 

' .... c'.adas , .... 
obj obj dbj abj 

se resol vio el siguiente sistema triangular 

aso as, o Sq-1 a Sq Cidº 

ªº a bj obj obi abj abi 

as, as2 asq od 1 
o ª1 

a bj a b¡ obJ obj 

o Sq-1 CISq odq-t 

o o ªp-t 
a bJ obj a b¡ 

o Sq a dq 

o o o ap 

a bj a bJ 

para j = 1 ••••• q • (57) 
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e) p > q 

e. l) Para obtener 

aso asq 

abj abj 

se resolvio un sistema 

similar a (57), pero 

los valores de 

a do 

dadas , ... ~ 
a bj 

triangular de dimensión (q+l)x(q+l), 

donde sólo intervienen los parámetros 

autorregresivos ªº•••••ªq• para j l, ••• ,q. 

Finalmente se obtuvo la siguiente matriz: 

aso as, a Sq 

ob1 ob, 

"~ V .:>O as, d Sq 

(58) 

ob2 ob2 

~ 

a So as 1 asq 

obq a bq 
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la cual. se utilizó para resolver (19) como se explica a 

continuación, para los tres casos 

a) p < q. b) p q. y c) p > q. 

Recordando que (19) era igual a: 

asu 
p OYu-v 

par::! u ~ q 

¿ ªv Obj 
v=O a bj 

o en otro caso 

a) P < q 

a.l) Se tenía que resolver el siguiente sistema, 

para obtener los valores de 

dados los estimadores de los parámetros autorregresivos. y 

la matriz en (58), 
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o Yo 
º~1 a~p dso 

ªº 
a bj dbj db¡ obj 

ª>t 
dY0 

º'Í-p 
oS 1 . . . ª1 

obj ob1 ob¡ obj 

i}yp ºYi.-· o7a oSp 

ap 

obj obj o bj obJ 

(59) 

para j = 1 ••••• q. 

Tal como se hi>:o, en el cnso en que se obtenían las 

derivadas de Y(8 ) con respecto a los parámetros 
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autorregresivos. se resol vio u:1 sistema equivalente a ( 59)' 
de dimensión (2p+l)x(2p+l) de la forma siguiente 

a Y-p 
O So 

ap ap-1 ... ªº o o 
Obj dbj 

p+l 

O Y0 a Sp 

o o ap ªp-1 ... ªº 
a bj dbj 

o o o -1 ªYi o 
a bJ 

p 

o o 1 o -1 o o 

(60) 
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a.2) Para obtener los valores de 

dYo 

dadas 

~e resolvio el siguiente sistema de 

forma recursiva 

p a Y..-v 
osu 

Í::av para 
v=O a bJ o bj 

a.3) Si Lag k es mayor que q' 

' ... ' , dadas 
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' ... ' 

(q-p) ecuaciones. en 

p+l s u < q 

entonces para encontrar 



se resol vio el siguienLe sistema homogéneo de (k-q) 

ecuaciones 

p 

L av o para q+l ~ u ~ k 
v=O 

b) p q 

OY0 

b.l) Para obtener los valores de 

se resolvio un sistema de dimensión (2p+l)x(2p+l) corno en 

(60). 

b.2) Si k era mayor ~ntonces 

encontrar 

O Yp .. I oY¡. 
oY0 oYp 

dadas 

a bj Obj Obj obi 

se resol vio en forma recursiva el siguiente sistema 

homogéneo de (k-p) ecuaciones. 
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p 

L av o para p+l S u ~ k 
v=O 

(61) 

c) P > q 

c.1) Para obtener los valores de 

se resolvio un sistema de dimensi6n (2p+l)x(2p+l) sim1lar a 

(60), pero ahora, el vector en la derecha de (60) tiene como 

primeros {q+l) elementos a 

dl>o d Sq 

y ceros para los (2p-q) elementos restantes. 
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c.2) Si Lag k era mayor que p. 

encontrar 

dadas .... ' 
obi 

se resolvio en forma recursiva, un sistema 

(k-p) ecuaciones como en (61). 

iii) Derivadas de Y ( 8 ) con 

residual ul . 
respecto 

Por último, falta encontrar la columna 

matriz jacobiana del vector y (e) en (39), 

entonces para 

ob¡ 

homogéneo de 

a la varianza 

p+q+l de la 

en donde se 

encuentran las derivadas de las autocovarianzas con respecto 

al parámetro de la varianza residual. 

Los sistemas de ecuaciones en diferencias, por resolver 

en forma recursiva son; (20), (21), y (22) 

obtener el vector 

oa{ 
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para finalmente 

(62) 



Comenzando con (20), en donde 

re1ación 

dcu 

od" 0 '7E2 
du/ <r/-

Ü a/ 
o 

Dado que los 

estimador inicial 

obtener 

o do odq 

valores de 

del parámetro 

se tenía la siguiente 

para lkl s q 

e.a.e. 

d-q, •••• do •••• ,dq, y un 

rre2 se obtuvieron en 3.3.3, 

• no representa ningún problema. 

Continuando con (21), en donde se tenía 

p 

Lªv 
v=O o 

para lkl 

e.o.e., 
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el procedimiento para encontrar los valores de 

a So d Sq 

varía como antes para los tres casos siguientes: 

a) P < q 

a.1) Dados el vector de parámetros 

autorregresivos ao,a 1 , ••• ,ap, con ao 1, 

y el vector 

ddq-p 

a cr/ 

ddq 

' .... 

173 -

iniciales 



se reso1vio c1 siguiente sistema triangu1ar. de dimensión 

(p+l)x(p+l). 

oSq-p o Sq 

para obtener 
aa;.2 oa-,z 

oSq-p oSq-p+l oSq-l oSq l f 
ª"' a <>E" oa-,z a a-, .. 0CS"E2 

iJSq-P-t oSq-p oSq 

o ª' iJa-? ª""'ti. º""<z 

iJ Sq-• iJSq 

o o 

oSq 

o o o 

J 
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odo a dq-p-1 

a.2) Dados el vector y los 

O Sq-p oSq-1 

valores de obtenidos en (a.l), 

se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema de (q-p) 

aso 

ecuaciones, para obtener 

p ask+v 

L av 
v=O a a/ 

para o s k s q-p-1 

b) p = q 

b.l) Dado el vector de parámetros iniciales 

autorregresivos ªº•ªt •.• ·•ªp• con ao = 1, 

odo 

y los valores de a.,.,. 
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se resol vio el siguiente sistema triangular de dimensión 
(p+l)x(p+l). 

aso oSq 
para obtener los valores de 

oa/· iJcr~ 

iJ So iJS1 iJSq-1 iJSq 

r 
l iJd., 

ªº 0 cr0
2 0 CT<

2 a a;,2 a crz iJcr2 
E 

a s1 as 2 oSq iJd, 
o ª' oo¡,2 iJcr,_2 a cr.2 Ou-E2 

u Sq-1 u Sq Üdq-t 

o o ªp-1 iJa:" a a-/ a,,.,,2 
E 

oSq odq 
o o o ap ~J a oe" 

(63) 
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c) P > q 

c.l) Dado el vector de parámetros iniciales 

autor regresivos a o , a 1 , ••• , aq , con a o = 1 • se res o 1 vi o un 

sistema triangular de dimensión (q+l)x(q+l) similar a (63), 

aso 
para obtener los valores de 

Para encontrar los valores que 

hizo uso de (22), en donde se tenia 

asu 

p oYu-v 
para 

:E av ª°"2 
v=O aoe2 

interesa calcular, se 

u s q 

o e.o.e. 

Analizando los tres casos por separado a) P < q, 

b) p = q, y c) p > q, para obtener (62) se tiene que: 

a) P < q 
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• 

a.1) Dado el ..,l=!ctor de parámetros iniciales 

autorregresivos ao,a 1 •···•ªP• con ao = 1, 

aso oSp 
y los valores de 

se tenía que resolver el siguiente sistema, 

oY0 ar., 
para encontrar los valores de a a-2 a CT&

2 
e 

a yo 
a~, a >:p dso 

a a-f a a-f ao;;2 ªº ~ e 

ar¡ oY0 ªYi-p as, 

acr,2 a o;;ª aa-; ª1 aa-l 

ª~-1 
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Al igual que se ha venido haciendo para obtener el 

vector de autocovarianzas y ( 9 ) . y las derivadas de éste 

con respecto a los otros parámetros. se resol vio el 

siguiente sistema equivalente, de dimensión (2p+l)x(2p+l). 

é)y_p oso 
ap ap-1 ... ªº o o 

oa/ iJc;{ 

p+l 

oY0 iJ Sp 

o o a·p ªp-1 ... ªº a.,.• • ocr: 

1 o o o -1 ~ o 
~ -
oue"' 

p 

o o ••• 1 o -1 o o 

(64) 
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¿¡ s p+ 1 ¿¡ Sq 

a.2) Dados los valores de 
¿¡.,. 2 

..... 
0 CTe2 

o Yo 
¿¡~ 

y de obtenidos en (a.1), 
ilo/ 0 CTE2 

se resol vio en forma recursiva, el siguiente sistema de 

(q-p) ecuaciones, 

para obtener los valores de 

p 

¿ ª• 
v=O 

a 'Yu-v 
o Su 

para p+l ~ u ~ q 
ocr¡ 

a.3) Si Lag = k = número de autocovarianzas obtenidas 

en 3.3.3, es mayor que q, entonces, 

dados los valores de 
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se resol vio en forma recursiva, el siguiente 

homogéneo de (k-q) ecuaciones 

para obtener los valores de 

p 

Lay 
v=O 

a Yu-v 

b) p q 

o para 

b.l) Dado el vector 

q+l s u s k 

de parámetros 

autorregresivos oo,a 1 , ••• •ªP. con ao = 1. 

a So 

los valores de 

- 181 -
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( 65) 

iniciales 



se resolvía un sistema de dimensión (2p+l)x(2p+l), similar a 

(64), 

para obtener los valores de 

b.2) Si Lag k es mayor que q, entonces, 

dados los valores de 

se resolvía en forma recursiva un sistema homog&neo de (k-q) 

ecuaciones en diferencias como en (óS), 

ar _ 
para obtener los valores de 

QTl 

c) P > q 

e. 1) Dados el vector de parámetros iniciales 

autorrcgrcsivos ªº•ªt, ... :ip • con no 1,, 
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oso o Sq 

y los valores de ---, ... ' 
OCT .. 

se resolvía un sistema de dimensión (2p+l)x(2p+l), similar a 

(64), pero donde el vector en la derecha, ahora contiene 

(2p-q) elementos iguales a cero, 

para obtener los valores de 

c.2) Si Lag k era mayor que p, entonces, 

dados los valores de 

se resol vio en forma recursiva, un 

(k-p) ecuaciones 

p+l ~ u ~ k, 

en diferencias 

sistema 

como 

con lo que se obtuvieron los valores para 

Todos los cálculos para los sistemas 
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homogéneo 

en (65). 

..... 
º"f:2 

presentados 

de 

para 

en 



3.3.3 y 3.3.4, se llevan a cabo en la subrutina FCN, cuyo 

listado se encuentra en el apéndice B. 

En virtud de que los sistemas de ecuuciones en 

diferencias, para obtener los valores numéricos del vector 

de autocovarianzas Y (8 ), así como de los elementos de su 

matriz jacobiana Jp, mantienen en general una estructura muy 

similar, que difiere principalmente en las dimensiones de 

los sistemas involucrados, y en los elementos conocidos o 

por determinar, dependiendo de la variación que e~ista entre 

los ordenes p y q del modelo ARMA que se considere, y del 

índice del parñmetro con respecto al cual se esté derivando, 

fue posible crear una serie de subrutinas bastante 

generales, logrando con ésto un ahorro considerable de 

espacio en la memoria de la computadora. 
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Capitulo 4 

RESULTADOS 

Con objeto de probar qué tan bien se comportan los 

estimadores, obtenidos con el método de estimación de 

parlmetros de modelos ARMA(p,q), descrito en el capitulo 2, 

sección 2.2; se programó en una computadora Burroughs 7800 

el algoritmo descrito en el capitulo 3, sección 3.3 (un 

listado de dicho programa se encuentra en el apéndice B); y 

se compararon dichos estimadores. con los obtenidos con el 

método tradicional de Box y Jenkins. En ambos casos se obvió 

el procedimiento de identificación, indicando a los paquetes 

los ordenes p y q de los modelos con que se generaron los 

datos. 

Para ambos métodos, se simularon 

para 

muestras de tamaños 

25, 

ARMA 

100 y 

(0,2), (2,0), 

parlmetros asociados 

300 4 modelos 

(1,1) y (2,2). Los cuatro conjuntos de 

a los modelos anteriores fueron: 

(0,0,.11,-.14.2), (.4,.45,0,0,l), 
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(.91,0,.5,0,1) y (.5,-.17,.25,.13,3). Para cada uno Jd las 

12 combinaciones entre modelos y tamaños de muestra, se 

simularon 300 muestras, utilizando la subrutina FTGEN del 

paquete INSL, la cual genera series 

modelo ARIHA(p,d,q) dado, en todos 

de tiempo a 

los casos, 

partir 

d se 

de un 

hizo 

igual a cero. Para cada tamaño de muestra TH, se impusieron 

condiciones iniciales iguales a cero para generar l fl s 

primeras 100 + TM observaciones, descartando las primeras 

100. A partir de aquí, se utilizaron las últimas 

observaciones de cada muestra generada, para generar 50 + TM 

observaciones, descartando en cada vez las primeras SO. 

Para el primer método de estimaci6n, el número k, de 

muestrales, a las cuales el modelo se autocovarianzas 

ajust6, fue de 6 y 15 p::ira 

100 

mueotr::is de tamaño 25 y de 25 

para muestras de tamaños y 300. Estas autocovarianzas 

muestrales se obtuvieron con la subrutina FTAUTO del paquete 

lMSL, bajo el supuesto de que la media del proceso {Xcl, era 

conocida e igual a cero. 

En ambos m6todos, se obtuvieron estimadores iniciales 

descrito en el de los parámetros, a partir del método 

capítulo 2, secci6n 2.1.4, por medio de 

FTARPS y FTMPS del paquete IMSL. Cuando 

las 

ésta 

subrutinas 

última no 

convergió, encontrar valores aceptables de 

estimadores 

para 

de los parámetros de promedios móviles, se 

el valor inicial arbitrario de o.s a los parár.ietros 

promedios m6viles, o de 0.4 cuando el orden q era igual 

con objeto de evitar raíces sobre el círculo unitario. 
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los 

dio 

de 

a 2, 

Así 



mismo, se dio el valor inicial arbitrario 

parámetro de la varianza residual, cuando el 

de 

orden 

o .s 
q 

al 

era 

igual a cero, o cuando FTMPS no convergió. En la tabla 4.6 

de veces 

los modelos 

de entre 300, en que FTMPS 

ARMA (0,2), (1,1), (2,2). 

no 

Se 

aparece el número 

convergió, para 

verificó que los parámetros 

condiciones 

iniciales obtenidos 

satisfacieran las de estacionariedad e 

invertibilidad, por medio de la subrutina REST, cuyo 

algoritmo se explicó en la sección 3.3.2. y 

encuentra en el apéndice B. 
cuyo listado se 

Con objeto de resolver el problema de optimización no 

lineal, para el método de Mínimos Cuadrados No Lineales a 

través de las Autocovarianzas, se utilizó la subrutina 

LMDERl del paquete de análisis numérico (ver Calderón y 

Nocedal (1981), y referencias ahí), para encontrar los 

estimadores de los parámetros que minimizan la función 

[l'-C·l'(9))T I [Y-C·P(O)] 

es decir, los estimadores de Mínimos Cuadrados No Lineales. 

La solución númerica del problema de optimización no lineal, 

necesita de valores iniciales con los cuales comenzar la 

los búsqueda. Se utilizaron como tales 

estimadores iniciales de los parámetros. 

se utilizó una tolerancia de .0001 para 

tabla 4.7 muestra, el número de veces 

LMDERl no cambió los valores iniciales 
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valores a 

En todos los casos 

la solución. La 

en que la subrutina 

impuestos, de o.s 



para el estimador del parámetro de la varianza 

de 0.4 para los estimadores de los parámetros 

móviles, en los 12 casos considerados. 

Para el segundo método de estimación, se 

residual, y 

de promedios 

utilizó el 

paquete de subrutinas para análisis de modelos de series de 

tiempo univariadas, que utilizan una versión modificada del 

método de estimación de Box y Jenkins, basado en un enfoque 

no condicional (ver.David J. Pack (1974), y referencias 

ahí). Al igual que en el c~so ~nLerior, se utilizaron los 

estimadores iniciales de los 

iniciales a estas subrutinas. 

parámetros, como los valores 

En todos los casos se utilizó 

una tolerancia de 0.01 para la solución, con objeto de hacer 

comparables los dos métodos. 

En las tablas 4.1 a 4.4, aparecen los valores de la 

raíz cuadrada del error cuadrático medio de los estimadores, 

para muestras de tamaños 25, 100 y 300, y para ambos métodos 

de estimación. 

En general para este modelo, los valores de la RCECM 

que aparecen en la tabla 4.1, son del mismo orden de 

magnitud. El mAtodo de NCNL presenta valores de la RCECM un 

poco más pequeños, en tamaño de muestra 25, para el caso de 

los 
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TABLA 4.1 

RAICES DE B(Z) 

PARAMETROS 

k=6 TM=25 

k=lS TM=25 

k=25 TM=lOO 

k=25 TM=300 

RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO 

(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS 
PARAMETROS DEL MODELO ARMA (0,2) • 

• 393 + i2.644 

o .393 - i2.644 

7.143 

.11 

HCNL .2295 .2443 .6034 

BJ .2404 .2571 .5836 

MCNL .2295 .2443 .6034 

HCNL .1073 .1101 .2952 

BJ .1028 .1035 .2970 

MCNL .0586 .0638 .1627 

BJ .0562 .0590 .1629 
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estimadores de los 

de 

parámetros de 

muestra 100 

promedios móviles b, y b, • 

y en tamaños y 300, pi1J. a el caso del 

estimador del parámetro de la varianza residual af • Tambi6n 

se observa que, los valores de la RCECH no cambian, cuando 

au•anta el n6nero de autocovarianzas k, de 6 a 15, en el 

m6todo de MCNL. Para ambos m6todos, los valores de la RCECM 

disminuyen a proxi madamen t.e a 

tamaño de muestra de 25 a 100, 

la mitad, cuando 

y de 100 a 300. 

aumenta el 

En general para el modelo a que se refiere la tabla 

4.2, se obtuvieron valores de la RCECM más pequeños con el 

mito do 

ambos 

de BJ, siendo más grandes 

m6todos, en tamaño 

las diferencias, 

así como, 

entre 

en el 

caso de los estimadores 

de muestra 300, 

del parámetro de la varianza 

residual uf. Por otro lado, se observa que los valores de 

la RCECM casi no cambian, en el mitodo de HCNL, cuando 

aumenta el n6mero de autocovarianzas k, de 6 a 15, siendo 

incluso menor para k igual a ú, en el caso del estimador del 

primer parámetro autorregresivo a 1 • Para ambos m6todos, se 

presenta una disminuci6n ce les valeres de la RCECM, cuando 

aumenta el tamaño de muestra, sie.:ido más rápida esta 

disminución con el mitodo de BJ. 
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TABLA 4.2 

RAICES DE A(Z) 

PARAMETROS 

k=6 TM=25 

k=l5 TM=25 

k=25 TM=lOO 

k=25 TM=300 

RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO 
(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS 

PARAMETROS DEL MODELO ARMA (2,0). 

o 

MCNL 

BJ 

MCNL 

MCNL 

BJ 

MCNL 

BJ 

1.11 

.40 
" a, 

.2239 

.2126 

.2248 

.1368 

.1030 

.1019 

.0542 
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-2.0 

.45 

" a, 

.2622 

.1950 

.2509 

.1533 

.0980 

.1175 

.0546 

.3561 

.2995 

.3546 

.3280 

.1402 

.3033 

.0791 



TABLA 4.3 

RAIZ DE A(Z) 

RAIZ DE B{Z) = 

PARAMETROS 

k=Ó Ti-i=25 

k=l5 TM=25 

k=25 TM=lOO 

k=25 TM=300 

RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO 

(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS 

PARAMETROS DEL MODELO ARMA (1,1). 

o 1.10 

o = 2 

• 91 .s 1 

" " " a, b, u2 e 

MCNL .4505 .4256 .3637 

BJ .3874 .4671 .3257 

MCNL .4422 .4284 .3614 

MCNL .0974 .1928 
..,,,,,.., 

• ¿,.. tt:...J ~ 

BJ .0830 .1363 .1447 

MCNL .0559 .1363 .1143 

BJ .0404 .0712 .0809 

En general para este modelo, el método de BJ produjo 

va lores de la RCEC~l más pequeños, exceptuando el caso del 

- 192 -



estimador del parámetro de promedio móvil b1 , en tamaño de 

muestra 25. Las diferencias entre ambos métodos, fueron del 

orden de 1/100. Nuevamente, como en los modelos anteriores, 

las diferencias en los valores de la RCECM son 

insignificantes, cuando el número de autocovarianzas k, 

aumenta de 6 a 15, en el método de MCNL. Para ambos métodos, 

valores de la RCECM, se presenta una disminución en los 

cuando aumenta el tamaño de muestra, siendo más notoria esta 

disminuci6n, para el caso del estimador del parámetro 

autorregresivo a 1 • El más grande valor de la HCECM, para el 

método de ~ICNL, se presenta en tamaño de muestra 25, en el 

caso del estimador del parámetro autorregresivo a 1 , en este 

caso en particular, se conjugan dos hechos importantes, un 

tamaño de muestra pequeño y una raíz cercana al círculo 

unitario. 

Para el modelo en la tabla 4.4, el 

presenta valores más pequeños de la RCECM, 

muestra 25, en ~l caso de los estimadores de 

método de MCNL 

en tamaño de 

los parámetros 

autorregresivos a 1 y a 2 , así como, para el de promedio móvil 

b 2 , y en tamaño de muestra 100, para el caso del estimador 

del parámetro de promedio móvil b1 • En todos los demás 

casos BJ es menor, siendo más grandes las diferencias entre 

ambos métodos, en el caso de los estimadores del parámetro 

de la varianza residual u~ En el caso del estimador del 

parámetro de promedio móvil b 1 , en tamaños de muestra 25 y 

300, HCNL produjo un valor mayor de la RCECM, mientra que en 

tamaño de muestra 100, BJ produjo un valor mayor. 
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TABLA 4.4 RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO 

(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS 

PARAMETHOS DEL MODELO ARMA (2,2). 

1.471 + il.929 

RAICES DE A(Z) = O 1.471 - il.929 

= 5,882 

RAICES DE B(Z) = o 1.974 ; = -3.897 

PARAMETROS .so - • 17 .25 .13 
" " " b", ª• ª• b, 

MCNL .6008 .4074 1.068 .3733 

k=6 TM=25 
BJ .6042 .4377 .7531 .7512 

k=l5 TM=25 MCNL .5899 .4049 .5585 .3825 

}ICNL • /1995 .3272 .4536 .3624 

k=25 TM=lOO 

BJ .4635 .2841 .4861 .3614 

MCNL .3081 .2090 .2890 .2388 

k=25 TM=300 
BJ .2556 .1759 .2616 .2046 
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"• Uc 

1.406 

1.134 

1.409 

.8430 

.4630 

.4400 

.2460 



En general. para ambos mitodos, los valores de la RCECM 

disminuyen aproximadamente a la mitad, cuando aumenta el 

tamaño de muestra de 25 a 300, en el caso de los estimadores 

de los parámetros autorregresivos, mientras que, para el 

caso de los de promedio móvil, la situación no es muy clara, 

ya que, para el 

disminución que 

caso 

BJ, y 

de 

para 

P:i~:i 

b,. 
b2 • 

el 

MCNL 

BJ 
presenta 

presenta 

una 

una 

mayor 

mayor 

disminución que caso 

parámetro de la varianza residual a[ , 
RCECM disminuyen aproximadamente a una 

del estimador 

los valores de 

tercera parte. con 

del 

la 

el 

mitodo de MCNL y aproximadamente a una cuarta parte• con el 

mitodo de BJ. 
de 6 a 15, el 

la ncr.cM 

Cuando el n6mero de autocovarianzas k, aumenta 

mitodo de MC~L aumenta un pdco los valores de 

en ~1 caso de los estimadores de los paránetros 

de promedio 

disminuye un 

móvil b 2 y de la varianza residual uc2 • y 

poco, para el caso de los estimadores de los 

parámetros autorregresivos a 1 y a 2 , en el 

promedio móvi 1 b1 , se presenta unn disminución 

mitad. 

caso del 

de casi 

Se decidio resumir la información presentada en 

tablas 4.1 a 4.4. por tamaño de muestra, 

que el m6todo de MCNL resultó ser mejor en 

para los casos 

el experimento 

simulación. En la tabla 4.5 siguiente, aparecen 

de 

la 

las 

en 

de 

las 

diferencias en la kCECN de estimación, para los casos en que 

MCNL tuvo una RCECM menor que DJ. 
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TABLA 4.5 DIFEREKCIAS L" ·' RAIZ CUADRADA DEL E1>.í-~Vi~ 

CUADRATICO mm10 D'' ESTV!AC10tl, EN LOS 

CASOS EH QUE ~iC;>;L 1rnsULTO HENO!: quE BJ. 

TANAÑO DE MUESTRA 25 

" " " " "2 
ª' ª' b1 b2 ªe 

ARMA (0,2) .0109 .0128 X 

ARMA (2,0) X X X 

· ARi•IA ( 1 • 1 ) X . º'' 15 X 

ARMA (2,2) .0034 .0303 X .3779 X 

TAHAÑO DE MUESTRA 100 

.. " " " "z ª• ª' b, bi VE 

ARMA (0,2) X X .0018 

ARHA (2,0) X X X 

ARNA (l, l) X X X 

ARMA (2,2) X X .0325 X X 
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TABLA 4.5 (CONTINUACION) 

TAMAÑO UE MUESTRA 300 

A A A A "z a, ªz b, bz ªe 

ARMA {0,2) X X .0002 

ARMA (2,0) X X X 

ARMA ( 1 • 1) X X X 

ARMA (2,2) X X X X X 

X = BJ fue menor. 

En la tabla anterior se observa, que el método de HCNL 

produjo mejores estimadores en muestras de tamaño 25, para 

el caso de los estimadores de los pac'w~tros autorragrccivcc 

y de promedios móviles, ya 

posibilidades tuvo una RCECM 

que, 

menor en 

en 

el 

6 de entre 

experimento 

10 

de 

simulación. En muestras de tamaños 100 y 300, i en general 

para el estimador del parámetro de la varianza residual, BJ 

fue consistentemente mejor en los experimentos de 

simulación. 
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4.1 Resultados Adicionales. 

AnterioTffiente se mencionó. que se asignaron valores 

iniciales arbi~rarios a los estimadores de los parámetros de 

promedios móviles, cuando la subrutina FTHPS no convergi6 

para encontrar 

decidía contar 

muestras), en 

(0,2), (1, 1) 

resultados. 

El mayor 

estimadores 

el número 

iniciales de los mismos. Se 
de veces de entre 300 (número de 

convergi6, para los modelos ARMA que FTMPS no 

y (2,2). La tabla 4.6 muestra estos 

porcentaje se present6 en el modelo Aln!A 

(2,2), para tamaño de muestra 25, es decir, que en un 23% de 

los casos, se asign6 el valor de 0.4 a los estimadores 

iniciales de los parámetros de promedios m6viles b1 y bz • y 

de 0.5 al de la varianza rcsj,dual ai , cuándo los valores 

verdaderos de los parámetros para este modelo fueron 0.25, 

0.13 y 3 respectivamente. Los porcentajes no cambian, 

cuando k aumenta de 6 a 15, porque FTMPS utiliza solamente 

p+q+l autocovarianzas muestrales para estimar a los 

parámetros (ver apéndice C). 
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TABLA 4.6 

ARMA (0,2) 

ARMA (1,1) 

ARMA (2,2) 

NUMERO DE VECES DE ENTRE 300, EN QUE FTMPS 
NO OBTIENE ESTIMADORES INICIALES DE LOS 

PARAMETROS DE PROMEDIOS MOVILES. 

TM=25 TM=lOO TM=300 

k 6 k : 15 k 25 

11 (4%) 11 (4%) o {0%) o (0%) 

54 ( 18%) 54 (18%) 33 {lU) 5 {2%) 

68 (23i'O 68 (23%) 30 (10%) 9 (3%) 

Al momento de analizar los resultados, se observó que 

la subrutina que se utiliz6 (LMDERl), para encontrar los 

estimadores de Hinimos Cuadrados No Lineales, no cambiaba, 

en algunos de los casos~ el vaior asignado arU~Lr&riowen~c ~ 

los estimadores iniciales de los parámetros, por lo que se 

decidio contar el n6mero de veces <le entre 300, en que los 

estimadores finales fueron iguales a los iniciales. La 

tabla 4.7 siguiente, muestra estos resultados. 

( 
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TABLA 4. 7 

ARMA (0,2) 

ARMA (2,0) 

AR:·!A ( 1, 1) 

All:-lA (2,l) 

NUMERO DE VECES DE ENTRE 300. EN QUE LMDERl 
NO CAMBIA LOS VALORES INICIALES IHPUESTOS 

DE 0.5 PARA EL ESTIMADOR DE LA VARIANZA 
RESIDUAL Y DE 0.4 PARA LOS ESTI~!ADORES 

DE LA PARTE MA. 

TM=25 TH=lOO TM=300 

k = 6 k = 15 k 25 

6 (2%) 6 ( 2%) o ( 0%) o (0%) 

77 ( 26%) 83 (28%) 84 (28%) 79 (26%) 

29 ( 10~~) 2.6 (9%) 25 {8~) 5 (2%) 

49 (16%) 4 7 (16%) 17 (6%) 2 ( 1%) 

En general. los mayores porcentajes se presentan para 

el modelo ARNA (2,0), en el c~al, sienprc se asign6 un valor 

inicial arbitrario de 0.5 al estimador inicial del parámetro 

de lR varianza residual ~ • Curiosamente. para este mismo 

modelo, el m6todo de MCNL nunca resulto ser mejor que el de 

BJ en el experimenta du simulaci6n, como se puede apreciar 
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en la tabla 4.5. El hecho que el número de 

autocovarianzas k, se aumente de 

de 

6 a 15, no parece influir 

en el comportamiento de LMDERl, lo cual nos hace pensar que; 

o los valores iniciales impuestos arbitrariamente a los 

estimadores estaban muy cercanos a un mlnimo local de la 

función, o que la función para algunos casos resultó ser muy 

plana. 

Se decidio buscar los casos en que el m6todo de MCNL 

produjo valores mayores de la RCECM al m6todo de BJ, en m6s 

de 1/100. La tabla 4.8 siguiente muestra estos resultados. 

TABLA '•.8 

ARMA (2,0) 

ARMA (2,2) 

DIFERENCIAS EN LA RAJZ CUADRADA DEL ERROR 

CUADRATICO ~EDIO DE ESTIMACION, PARA 

LOS CASOS EN QUE MCNL FUE MAYOR 

QUE llJ, EN HAS DE 1/100. 

TH=25 T:·l=lOO TM=300 

b~ "2 
ªe 

"2 
ªe 

"2 
ªe 

.1878 .2242 

.3149 .2720 .3800 .1920 

Los resultados en la tablas 4.7 y 4.8 anteriores, 
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hacen pensar 

pueden deber 

que 

en 

las deficiencias en el método de MCNL, se 

gran medida, a la subrutina de optimización 

no lineal 

las tablas 

que se utilizó, ya que como se puede apreciar en 

anteriores, los casos en que el método de Mínimos 

Cuadrados No Lineales a traves de la Autocovarianzas, estimó 

menos bien a los parámetros, en los experiemntos de 

simulación, coinciden con los casos, en que la subrutina 

LMDERl no cambio los estimadores iniciales, en un n6mero 

considerable de veces. 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

Con base 

estimaci6n 

en 

de 

experimentos 

parámetros de 

de simulación, un 

modelos ARMA(p,q) 

método de 

basado en el 

autocovarianzas teóricas, expresadas en ajuste de las 

términos de 

autocovarianzas 

los parámetros por estimar, a las 

muestrales por Mlnimos Cuadrados No Lineales 

(MCNL), se 

razonamiento 

comparó con él de Ilox y Jenkins 

de Máxima Verosimilitud (BJ). 

basado en 

En términos 

un 

del 

Error Cuadrático Mcd~o de los ~Rtimadores~ el m6todo de MCNL 

parece dar mejores 

autorregresivos y de 

resultados, para 

promedios móviles, en 

(25). Sin embargo, MCNL parece dar 

todos los casos, para 

varianza residual, así 

el estimador 

peores 

del 

cor.io, muestras 

los parámetros 

muestras pequeñas 

resultados, en 

parámetro de la 

de tamaiio muy 

grande (300). Cuando alguna 

para 

de las raíces de la parte 

autorregresiva, esta cercana al circulo unitario, es decir, 

cuando algun parámetro autorregresivo esta cercano a la 

región de no estacionariedad, BJ es consistentemente mejor. 
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Cuando el número 

de muestra son 

de parámetros por estimar (3) y el tamaño 

pequeños (25), un número pequeño de 

autocovarianzas por ajustar, parece ser suficiente (6) en el 

método de MCNL, sin embargo, cuando el número de par6metros 

por estimar aumenta a 5, MCNL presenta una leve mejoría, al 

aumentar el número de autocovarianzas de ~ a 15, en muestras 

pequeñas. 

La subrutina de optimización utilizada para resolver el 

problema de optimización no lineal (LMDERl), parece no ser 

la más apropiada, para el tipo de función a minimizar en el 

método de MCNL. Tomando en cuenta los resultados obtenidos 

en e~ta tesis, seria conveniente hacer un 

forma de las 

otro método 

funciones que se presentan, y 

rle optimización no lineal 

análisis de la 

talvés utilizar 

que fuese más 

apropiado, con lo que se esperaría obtener una 

método. 

mejoría del 
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Apéndice A 

ANTECEDENTES ESTADISTICOS 

A.l Procesos Gaussianos. 

Se dice que un proceso es gaussiano,, si la 

densidad Conjunta de las Variables aleatorias Xtt •••••XtN es 

Normal 1'-variada, para cada t 1 , ••• tN, y cada entero N. 

Si el proceso !Xtl es estacionario, entonces, éste será 

completamente caracterizado 

varianzas y covarianzas r 
por su media~. y su matriz de 

con su (i,j)-ésimo elemento 

igual a la cov(X¡ ,Xj) = Yii-jl, es decir; 
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t 

Yo 
x., 

~-2Y..-1 

},;_,. >N-2 

NxN 

(1) 

y la función de densidad conjunta del vector de variables 

aleatorias X = (Xt, •••• ,XtN)' • esta definida como: 

-r-yz 
f(X) = (27T) 

A.2 Función Generadora de Autocovarianzas y 

(2) 

Función de Densidad Espectral de un Proceso ARMA(p,g). 

Sean un proceso gaussiano. estacionario e 

invertible, y {Etl un proceso de ruido blanco, tales que: 
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- ªP Xt.-p 

A(R) X t 

C::t - b1 C::t-1 - ••• bqC::t-q 

B(R)&t 

(3) 

donde A(R) y B(R), son polinomios en R, de ordenes 

respectivamente. 

p y q 

Para encontrar la función de densidad espectral del 

proceso tXtl, f,.( )l.), s« definen: 

i) La función de densidad espectral fE ( )l. ) , del proceso 

de ruido blanco {C.t}, se define como 

ii) 

entonces, 

f y ( )l. ) 

Sea t Y t 1 
su función 

para 

un proceso, tal que Yt = B(R) E:t • 
de densidad espectral, se define como 

2 TT 

(4) 
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De (3), se 

que Yt = A(R) Xt• 

tiene también que el proceso lYtf, es tal 

y su función de densidad espectral también 

se puede expresar como 

fy ( >.. ) IA<e'>..>12fx( >..) -rr<)..<rr 

(5) 

Por lo tanto, la función de densidad espectral del 

proceso lXtf, se puede obtener a partir de (4) y (5), como 

ue z 1 13 ( e¿ A ) \ 2 

Por otro lado, la función 

proceso lXtl• se define como 

generadora de autocovarianzas 

círculo unitario, es decir 

1 

2 7T 

--rr<>.. <-rr 

(6) 

de densidad espectral del 

de la un múltiplo 

Gx(Z) del proceso, 

función 

sobre el 

-rr<A<7T 

(7) 
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donde Gx(eiA), es la función generadora de 

del proceso IXtl• definida como 

Gx(Z) 

donde Z es una variable compleja. 

A partir de (6) y (7), se tiene que 

Sea Z = e1A 

"i: z ¡ B ( e' A ) 12 

IA<e'A)l2 

entonces, la función 

autocové'.lrianzas 

(8) 

generadora de 

autocovarianzas del proceso IX tl 

se puede expresar como 

sobre el círculo unitario, 

Gx(Z) 

0:2 e 

Como se observa en (U), Gx(Z) 
polinomios A(Z) y D(Z) no tienen 

unitario, así a cada cero de Gx(Z) 

unitario, correspondera uno dentro. 
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es simétrica, además los 

ceros sobre el círculo 

en (9), fuera del círculo 

Separando estos ceros. 



mediante una factorizaci6n adecuada de los polinomios A(Z) y 

B(Z), Gx(Z) en (9) se puede expresar en forma única como: 

a/ B(Z)B(Z-1 
) 

Gx(Z) 

A ( Z) A ( z- 1 ) 

( lo) 

danta los polinomios A(Z) y B( Z), tiene todos sus ceros 

fuera del circulo unitari.o, y A(z-I )y B(z-t ) dentro. 

Usando las expresi6nes en (S) y (1 O) para Gx(Z), se 

llega a la siguiente relaci6n, entre las autocovarianzas del 

proceso y los par6metros del mismo, en (3) 

00 

I y, z1 
1=- 00 J 

A ( Z ) :\ ( z- I ) 

( 11) 

A partir de la igualdad en (11), se puede obtener una 

expresi6n para la autocovarianza de orden j, en términos de 

los par6metros del proceso, igualando 

ZJ • Obviamente la relación entre )j y 

modelo es una no lineal. 

los coeficientes de 

los parámetros del 

El lector interesado en un desarrollo mis detallado, de 

las definiciones 

consultar Nerlove, 

presentadas en este apéndice, 

Grether y Carvalho (1979), Cap. 3. 
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APEND1CE B 



TI g Is:; D A •JI D C:: C O~? 
/5ISO~....,/SOLVE 
T/8BDA~/L"IOE?1 
,sP~P•? •oo~ CIS•Kl08JECT/3I3DAN/L"IDER1 
T/3I3DAN/L"IDE?1 
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C• 
C• sue~uTr~a ~UE ~E~EºA iao ~UESTPAS DE TA~ANO T~ 
C• EN C~D4 LL4~~0~. 
C• LE LL~GA~ LOS St~U!E~T~S PARA~ET~OS: 
C• A,3,VAP~,P,~,TY.,~~ • 
C• A.- VECTOR OF LO~úUITUO P. CO~TIENE LOS PARAY.ETROS 
C• AUTOQREGPESIVOS OEL ~ooELO. 
C• 9.- VE~TO~ DE LO~GUITUD ~. CONTIE~€ LOS PARAMETROS 
C• DC pqo~EOIOS ~OV!L~S DEL MODELO. 
C• VARE.- VARIA~ZA ªESIOUAL. 
C• T~.- íA~ANO ~E L~S ~UESTRAS • 
C• ~M.- TO~• VALOQES 1,z,3 INDICA EL NUMERO DE BLOQUES e• o~ 100 ~u~sTq~s o= r~~riNO T~. 
C• P.- O~OE~ CE L> PARTE >UTOQREGqESIVA DEL MODELO. 
C• ~-- O~!l~~ nE L~ ;~~TE =~ r~c~~P!OS ~OV!LFS PEl. MODELO. 
C• R~G~ES~: 
C• LA ~AT~IZ ~Sl~. 
C• ~s¡~.- ~•T•IZ OE LOn&U!TUD (1:100.l:T~). ESTA MATRIZ CONTIEN' 
(•· LAS 1~0 ~U~STRAS 5E~EPAOAS DE TAMA~O T~. 
C• CAOA ºE~GLO~ DE ~SI~ CO~TIE~C UNA MUESTRA OE TAMA~O T~. 
C• PA?~~ETR~S l~T~R~OS: 
C• MS!~I.- VECTOR O~ LO~GUITUO P. CO~TIENE LOS VALOQES 
C• IN!CIAL:s P~RA GE~ERA~ LAS ~UESTqAs. 
C• cu~~ºº ~~=1 XSI~I CC~T!EN~ CEROS. 
C• CUAN~J ~~>1 ~SI~! CO~TIENE LOS ULTI~OS P VALORES 
C• ~E L~ ULTI~A ~UESTRA S~NEqAOA. 
C• ESTA SU3QUTI~A LL~~· ~ LA su~~UTINA •TGEN DEL PAQUETE IMSL. 
C• L~ CUAL, ~E~EPA U~A SEºI~ C~ TIE~PO DADOS LOS ORDE~ES P Y Q 
C• D:L PQOCESO GE~ERADCR. 
C• 

su~qouTI~E SI~ULA(4SI~1S$I~,V4~E,TM,N~,MSI~). 
co~~ON P,Q,p1,~1 
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C• 

e• 
e• VA~IA6LES ~o~~AL:s 
C• 

!NTEGEq T"'1,N:Y. 

e• º~AL ASI"l(P),SSIY(Q),V•RE,"ISIMC1 :100,1 :TI') 

~= VAF1A3LES LOCAL:S 

INTEGEP T~21!1J1I1 
,EAL P"AC,._,AC403) ,<SP'1 (LQQ) 

>SET OWN 
~EAL XSIMI (3) 
~oue,_E ?~ECI~IO~ OSEED 

!H.ESEí ow~ 
Pr'AC=O.O 

C• 
C• 
C• 

C• 
C• 
e• 

GO TO C5íJ),N'" 
T~?= ~IJ+r"' 
G<> T!l 51 

5J T'12=1Qf)•T'1 
DSEEC=1234~7.00J 
!FCP.Ei.o>:;o TO ó1 
DO 4~ !=1,P 
'<S ¡ ... ¡¡ ( I >=O. O 

4? CO'.JTif.4U!:: 

51 

52 

53 

5 !. 

55 

5~ 

57 
60 

LL~~AOA A CTGE~ ~EL P~~UF.TE !YSL. 

C~LL FT~f~CASI~,~S!M1P~Ac,xs!MI1VAPE1DSEE01P,Q,T~2,xs1~1,w~) 
00 52 J=1,r-• 
"ISIMC1,Jl=XSI~1(T"l2-T"l•J) 
CONTill'JE 
IFCP.EO.O)GO TO 53 
DO 53 !=1,? 
XS1:"1I C!l=XS1 ... 1 {T"'~2-?+I> 
CONTI~UE 
DO 54 !=1 ,T..,2 
XSI"Hil=O.O 
COl'oTI'IUE 
T"l2=50+T>' 
~o 60 11=2,100 
P'1AC=0.0 

LLA~ADA A íT~~~ DEL PA~UCTE IMSL. 

CALL FTGENCAs1~,~s1~,PMAC,~S!MI1VA~E,D~EED1P1Q1TM21XSIM1,WA) 
'::'O 55 J=11T"" 
•SIMCI1,Jl=XSI"11CT•2-T"l+J) 
CO'lTl"<U'O 
IFCP.E~.OlGO TO 5ó 
00 56 !=11P 
XSI"IIC:>=xs1~1cT~2-?•l> 
CONTINUE 
DO 57 J=1,T'12 
XSIM1(J)=0.0 
rO'IT!tiUE 
COlllT!NUE 
Q~TUR.N 
ENP 
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C• 
C• suqR?UTI~A QUE 08TIE~E ESTI~~OORES OE: 
C* 1.- AJ!OCOVAOIAN!AS O~ LAS SERIES DE TIE~PO SI~UL~OAS. 
C• 2.- a1~~~ETRCS 1~IC1AL~S ~E LA P~RTE AUTORREGPESIVA OEL 
C• f.llQt>ELO. 
C• 3.- ~AqA~ETq~5 :'1 ICI~L~S ~~ LA ?AQTE DE PRO~EDI05 ~OVILE5 
C• DEL YQDELO. 
C• LE LLE.Go\N L'J~ P4.,t..,.STQOS: 
e.,,. T'"', l..".._,, ... : s I '", •J ;i .1. =. 1, p, o, p 1 , ::. 1 • 
C• LA~.- ~U~ERO DE AUTOCOV~~IAN:~s P'JP ESTI~~~. 
C• ~.JP:..t1 .- 'lU .. E=>O DE PAG.\"":E~QOS A!t'14.\ PQ11 ESTl"-'°'R 'Vl'AS 1, 
C• "lPAE1='JPAE-1 =P1•Q1=P+1 •Q+1. 
C• ?EG;\'=°S-l: 
C* ~ACVE, ~PA!E. 
C• .... :..CVE .. - ,_,.\i'P!Z DI'.'. LO'JjUITUO (1 :1QQ,Q:LA~).EST~ ~ATQ!Z 
C• ºEG~ESA LAS AUTOCOVA~l?Nl4S ESíI~~oes ~E 100 
C• 'Vl'U~STR4S 'E TA~ANO T~.CADA ~ENSLON o~ VACVE co~-
C• TIF."'JE LA;.+1 .1.UTOCOVAR!:."J~AS ~STI~A!>~S PARA. (AO&\ 
C• SE~IE, ES OF.CIO L~ VAR:A~ZA ~AS LAG lUTOCOVARI~N?AS. 
C• ~~AIE.- ~~TP!Z DE LD~IGUITUO c1:100,o:~PAE-l>.ESTA ~ATRIZ e- QEGR~S~ ~~ CADA RE~GLON LOS PARAMETqOs I~ICIALES 
C• SSTI~400S DE EL ~C~ELO. 
C• LOS º~I~EROS ELEME~TCS o: C~VA KE~GLON COQ~ESPON~E~ 
C• A LOS ~+1 PAPAY.ETROS AUTOQREGRESIVOS D€L ~ODELQ, 
C• OE~PUES se E~C~E~T~A~ LOS 0+1 PA~A~ETROS o~ PRO~E-
C• DIOS ~OV!LES DEL MODELO y, EL ULTIMO ELE~E~TO DE 
C• :ADA R~NGLO~ C~RQESPONDE AL ~STI~-DOR I,ICIAL DE LA 
C• VA~!AN;!A ~EStDUAL. 
C• SE SLlºO~e ~ue ACO>=eCC>=1. 
C• ESTA SU~RQUTt~- LLA~~ ~ LAS SIGUIENTES SU~RUTI~~S DE EL PA-
C• ':!JETE ¡-..isL: 
C• 1.-FTAUTC 09TIE~E AUTOCOV~RIA~ZAS ~UEST~ALES. 
e~ 2.- fT~~PS O~TIE~E EST!~ADCQES !~ICIALE~ DE LA DAqTF AR. 
e- 3.- FT~~s O?TIENE EST!~AOOPES I~ICI~L~S DE LA pA~TE ~A. 
C• 

C• 

SU8~0ur1~E ¿ST!~ACT~,~sr~,~Acv~,~P41~) 
CO~··~ON p,:),?11 111 
CJ~~;ON/CSR~/LAG1~P~E1 

VAQIª3LES ~LE~E~Tos DE u~ covY.o~. 

J~TEGEº ~,o,~1,Q1,LAG,~P~E~ 

V~RraaL¿S FOP~~LES. 

I~TEl}Et:( T~ 
qe•L MS1~(1:1Q0,1:T~).~ACVEC1:100.0:LAG).~PAIE(1:100.o:~PAE1> 

C• VARIABLES LOCALES. 
C• 

T~ 
4 
o ! 1=1, 1 ºª 
fJ J=1,T~ 
lM (J) :°',5!•'1 (111J) 
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C• 
C• 
C• 

C• 
t; .. 
C• 

C• 

€: 

): 
e• 
~~ 

C:• 

~= 

6,., cot,T!·~u:. 

0·1 

71 

5Q 

5~ 

o2 

72 

SE SU?O~E ~UF LA ~EDIA DfL PºJCESO ES CEOQ , POR ~o TA~TO SE 
LE DA EL V4LO~ DE CEQQ A X~AC Y SE E5TI~A LA VAq¡~~ZA OE LA 
S~~IE fl~JO EST~ SUºU~STO. 
xa•~ y ACV(Q) so~ PAQA";;TPOS DE E'HR•DA A FTAUTO. 

XoAR=J.a 
S:J~=D.0 
~060J=1,T~ 
SU~=~u~•qevsy~(J)~PE~S!~(J) 
CONTI'IUE 
:.cvCG>=SU~/T,.,,. 

LLA~AO~ A FTAUTO DEL ~~QUE•E r~sL. 

'CALL FTaUT0(~~YSIM1T~2,LAG,L,ISW,~9AQ,ACV(Q),ACVC1),AC,PACV, 
W !(A~~ A) 

DO e1 J=O,LAG 
MACVFC:1,Jl=CCV(J) 
CONT!NtJE 

CALCULA ESTI~Aoo•:s :~1CIALE' DE LOS PARAMEToOS AR~A. 

~!ECOl=1.J 
IFC•.~E.~l~J TO 71 
'°iI1=C1>=.J.G 
30 Tri ~ :5 

LLAl""4DA. t.. ~TARPS ~i1.::L ~41UE:TE r~sL 

CALL fTA~PSC~cv,x3;~,p,.~,AIE(1),~~A(,WAA,1ER1) 
wRITEC13,J)¡1,'' IEQA~ = '',IE~1 
SE VE~IF!CI CO~DIC!O~ 'E ESTAC!O~AºIEDAD PARA LOS PARAMETROS AR. 

!>0 5:t J=(l,P 
.\T1 (J+1>=AIECJ) 
CO•HI,IUE 
~ALI ~~5TC?1,AT1,AT21?) 
:iO 5!f J:Q,P 
AIF.(Jl=AT2CJ+1) 
CO!'~T !:'--.UE 
DO 6~ J=Q,P 
~PAI~C!1,Jl=AIECJ) 
CONT I •<U~ 
9rECOl=1.0 
IFC~.Ne.OlGO TO 72 
ó'IEC1l=Q.O 

sr Q=O. SE A!IG~• VAL'" !~ICIAL AL ESTIMADOR DE LA VARIANZA 
qESI~UAL. 

V.A~EIE=.~ 
GO TO ~ 3 

LL4~ADA ~ ~T~PS DEL PA1UETE IMSL. 

C:LL fT~PSCACV,~t:C1),P,~,QlF.(1),VAREIE,~A,IER2) 
1"'R!TE'C13,/)!1," IE.Q:-1A= ",IE~2 
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C• 
C• 
C• 

!FCI~o2.~E.17~)GO TO 7~ 

sr LA ~U3~QUTI~A FT~?S NO CJ 
I~ICIAL~S OE LOS ?AR>~=TQCS 
V~LCQES OE c~~c ~ARA L~S P~R 
LOS VALOD:S ~~~!T?.AR!O~ ~~E 
~IE(J)·=o.~ pAqA J=1,a. 5I ~ 
sr=<J>=0.5 P~~~ J=1,~. S! ~ 
v••EIE=0.5. 

!>O t7 J=1,0 
8It:CJ>=1.5 

b7 CO~Tt'\IUE 
Vf•.?.E! IE:::C. S 

VE~GE ?ARA ~~CO~TRA? V~LOR~S 
"ITO'ICES ( IE"2=129l RESRESA 
'!CET;::?OS. 
E .\SI~N.C.\I SOt..I: 
S IGUAL A 2. 
S 0!5TI~TO DE 2. 

C• C• Er. EL CASO D~ ~o~ELOS A~~A CON ?OL!NOMIO OF PqOME~IOS -~~VI~~s 
C• rye ººº~~ oos, s~ 04~ VALORES INICIALES -R9ITR~~IOS .A LOS . 
C• ?~~A~ETR~S D~ LA PARTE Y,A, D!ST!~T~S DE o.s, co~ EL FI~ DE 
C• ~VITAR RAICES SCPoE ~L C~QCULO U~ITAPIO. 
C* 3IE(J) = 0.4 , PAR~ J = 1,Q 
C• 

!F(C.~E.2)~0 T0 73 
!>O 75 J=1,0 
<:IECJl=Q.4 

75 (,j!-JT:'tUE 
C• §: SE ~E~!F!C~ CO~DIC!~~ DE INVEílTI~ILIDAO PARA LOS PARA,ETqos ~A. 

DO 57 J =IJ,tl 73 

57 

5~ 
6~ 

ó3 

~4 

65 

66 

70 

e" 
e" 
C" e• 
e• 
e" 

'3T1 (J+1)=qIECJl 
c:>r-:T!"\IUE 
CALL RESTCC1,5T1,3T2,~) 
DO 56 J=O,'l 
9IE(Jl=3T2(J+1l 
CO'Hl'IUE 
u O 6 > J =O, a 
"P'IE(I1,P1+Jl=9IECJ) 
e o•n I'•U e 
~PA!EC!1,NPAE1l=VA~E.I€ 
~e 6' r:(l,.1,.\r; 
ACV(!l=0.0 
ACCil=0.0 
CJ"-,TI~~UE 
DO ~5 !=O,P 
•IE<Il=O.O 
e ot; TI~ u E 
~o 06 ;=o,~ 
3IE<!l=O.O 
co~~Ttr .. u: 
P'\AC:C.O 
V.\ o et;: =O. O 
e O Ni r t.,. u E 
QETUR~-l 
END 
suqRUTINA ~UE O~TIENE ESTI~AOCQES OE LOS PAR~METqos 
DEL ~ODELO A~~A, POR ~INI~~S CUADRADOS NO LI~EALES. 
LE LLESAN LO• SIGU!E~TES PARA~!TQOS: 
"'1ACVf, '"1°AIE 
R~GRES:.: 
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C• "':PA!E. 
C• ~PAIE.- EST~ ~AT•IZ DE LONGUITUD (1:1QO,O:~PAE1), :NTRA 
e• A nPT!~ co~ LOS ESTIMADOQES INICIALES DE LOS 
e• º~?A~ETP~s, P~qA c~oa eLoaue oE 100 ~uEsTRAS 
e~ Y ~E~R~5A AL PqQ~RA~A P~!~CIºAL CON LOS f.STI~ADOQES 
C* D~ ;'"\T"II"1nS CUAo~:i.oos 'tO LINEALES.. -
C* EST~ SU3DUTik:~ LLA~A - LA SU9~UTINA L~0~01 DEL ?AQUETE ~E 
C* A~·ALISIS ~U~EºICQ, PARA LLEVAq A CASC L~ QPTI~lZ~CION. 
C• 

•• C• 
e• 
e• 
C• 
C• 
C• 
C• 
C• 

C• 

sueROJTI~E QPTI~CMACVE,~ºAIEl 
co~yo~ ?,Q,p1,11 
COY~C~/CF~O/LAG1N?~E1 
CO..,f"~Qr~/~OS/~CV 

V4~IA9L~S ELF~~NTOS DE U~ CO~MON. 

I~T;G:P LAr,,~p~e1,o,a,P1,Q1 

VAPIA3L~S FOºM~LES. 

~~AL ~•CVE(1:1no,o:LAG),~PA~:c1:100,o:NPAE1) 

VAP.IA3L~S LOCALES. 

l~TEGE~ LJAC1I~F~1LWA,!~A(7),¡DRINT,NPAE2 
qE~L T~L,~~PeE(7),Fl0:7~),~J~CCQ:75,?),~AC0:110), 

• AC\'(0:75) 
EXTE?.~.tAL FC~ 
LJAC=7~ 
TCL=1.0E-4 
DO 150 11=1,10J 
IF(P.EO.OlGO T0 18 
DO 18 J=1,P 
~~PA~(J)=MDA~E(!1,J) 

1 ~ CO~Tl~UE 
IFC~.~Q.O)GO TO 19 
00 1Q J=1,Q 
R~DAE(P+J>=MºA!ECI1,?1~J) 

1Q COtjT!NUE 
~~ºA~(P•~+1l=~PAIE(I1,~PAE1) 
O O ? 1 J =O, LAG 
•CVCJ>=~•:v~c11,J> 

21 CO••TI•IUE 
LAGN1 =L . .\G +1 
.,IPA E2="~PA C: 1-1 
L~A=5•~PAE?+LAG~1 
I?QINT=O 

e• LL•~Ao• • LMDEº1 DEL ·•~UETE DE ·~•LISIS NU~ERICO. 
C• 
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C• 
C• ESTA su~~UT!f~A ,~TI~·.; LAS AU OCOVA~IO~ZAS TEORICASr 
C* A~I C'~~ SU ~~T~I: J~CJ~!A~A ~ FOQ~A NU~ERICA, P~~-
C• IJ"4 ::p:ceso ,O,C)Yt.,, !)!),':!~ i:L IJECT R OE PARA~ETROS. 
C• O~DAS LAS AUT~C1VARtA•i:is ~UE TQALES, ESTA SU9RUTI~~ 
C• EV~LUA L' FU~CIJ~ ~ ~tNI~IZAQ Y 5U JAC091ANO, CADA VEZ 
C• ~UE ~LGlJ~A ~E ¿~r•s ES ~E?UEQIDl PQ~ LMDER1. 
C• 

C• 

sueROUTI~~ ~CNCL~G~,,~PAE21~~pA5,F,FJAC1LJAC1IFLAG) 
co~~oN P,c,p1,a1 
C0~M0~/C=RO/LAJ,~PAE1 
CO~MON/UNQ/V~~EE 
C0"'~0"1/00S/ACV 
CO'ª:.OCN/T~: SI 'T.., 

C• VA~lA3LES ELE~E~;TOS DE u-1 co~~ON. 
C• 

C• 

:·~TE~E~ P,Q,P11J11L~G,~PAE1,T~ 
~~AL VA~EErACVCJ:75) 

C• V~Dt~~LES FC~~AL~S. 
C• 

t~TEG~º LA~v1,~?AE21LJAC1I~LAG 
PE>L R~ºAE(NPA~2 ),f(J:75),fJAC(~:75,NºAE2 

C• 
C• VAQ!A3LES P~~P USO LOCAL 
C• 
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C~LL CALS(~,A:,~,0,5) 
e ~LL CALO:: (1,P,l\E,s,R,L~G,9A .. J,VC) 
DO 31 I=O,LAG 

C• 
C• LA FUNCIO"l 4 "'l'II~IZ~R ES : 
C• [((T•-IJ/T~J•RCIJ-ACVC!l1' I [(CT ... -IJ/T"'l••(IJ-ACV(I)J 
C• ~L ~ACTOP (TY,-!)/T~ S: USA POR~UE 5E ESTA OBTENIENDO EL 
C* ESTl~~~oo~ ~~5G~OO ACV(!) o~ LAS AUTOCOVAQIANZ,5 Q(l). 
C• 

C• 
C• 
C• 

CALCUL~ DE L~S DERtVAOAS C0N RESPECTO A 4(¡),t=1,r 

101 
C• 
C• 

8~N: 2 

~L POI~E~ PAQ,~ETRO '~ SE SUPO~E CONST4NTE E IGUAL ~ 1, PO~ 
LO T4NTO LAS DERIVADAS C,~ RESPECTO A ESTE PARA,.,ETRC SON 
IGUALES ~ C~P~ Y ~O ENTRA~ AL J-C0?IA~O. 

e" 
C* 
C• 

00 32 !I=11P 
DO 33 J=O,'l 
SA1CJl=Cl.Q 

33 CO"IT!'IUE 
tFC:I.GE.~•1)~J TO 4~ 
~034J=Q,'l-Il 
s~1 <J>=-sn:r•J> 

3:4 CO"'lT!'~U:. 
.:.o CALL CA!...S(P,.ae,a,sA1,$A.) 

DO 3~ J.::n,-'.l 
VD(Jl=Q.O 
J1=A~SCJ-IIJ 
VO(JJ=SACJJ-R(J1l 

35 CONT!~UE 
!F(P.LE.O)GC TO 37 
~O 36 J =Q+1,P 
J1=A85(J-IIJ 
VC<J-J-1j:;;iJe.J 
VCCJ-Q-1)=-RCJ1l 

i~ ~R~~I~~~P(~,P,AE1VD1~A,L~G,9A~,vc> 
I•CLAG.LE.P>r,o TO 11 
IFCP.LT.~l'.;O TO 13 
00 14 J=P+1,LA~ 
SU"' =O. O 
DO 15 K=1 ,P 
su~=su~+AECKJ•QA(J-Kl 

15 CO'llTI'IUE 
Jl=AilS(J-II) 
qA(Jl=-(R(J1l+SU~l/AE(0) 
q~(-Jl='!ACJ) 

14 CONTINUE 
GO TO 11 

13 DO 16 J=P+1,Q 
SU".=O.O 
DO 17 1(::1,P 
SUM=su~•AECKJ•rt•(J-K) 

17 CONT!'IUE 
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C• 
C* 
C• 

C• 

16 

, " 
B 
, 1 

1 2 
3~ 

23 
22 

27 

OACJl=CVDCJl-SU~)/AE(Ol 
PA(-Jl='l'l(J) 
IF(J.E~.LA~lGO TO 11 
COlllTI"U: 
:>O lS J=íJ+1,LA~ 
SUM=0.0 
1)0 19 1(:1,P 
5U~=su~+AECK)•QACJ-~) 
co:nr~u: 
J1=A"S(J-I~) 
PA(J):-(O(J1)+SU~)/AEC~) 
P~(-J >=~A (J) 
C0t4TINUE 
oc 12 JJ=O,LO.!i 
FJAC (JJ ,¡ I ):OA(JJ) 
CO'.ITt·~u~ 
co·~T !~UE 

CALCULO DE LAS DE•IV•D•S CON ~=s•:cro A 9(J),J=1,Q 
~A~=3 

EL P~l~EP PADA~ETRO ~A SE SUPO~E C~NSTANTE E IGUAL A 1, POR LO 
T~~TO LAS oE•IVADAS e~~ 'lES•EcTO • ESTE ···•~ETRO SON IGUALES 
A cs~o y ~n F.\T~~~ ~L JACOgIANO. 

º' 22 It=1,~ 
C~LL C~L03(~1dE,~9,Il1 
CALL C~LS(?,AE,Q,oe,sa> 
CALL CALR(Q,P,AE1SB, 0 91LAG13A~,VC) 
DJ 23 JJ=Q,Lt.G 
FJAC(JJ,•+!Il='l~CJJ) 
c::PJTrNUE 
CO"lT I!\IU E 

CALCUL0 DE LAS OERIVAD~S co~ ~ES•ECTD A SIGMA (AL CUADRADO) 
9AN=4 
DO 26 !=O,Q 
OS!~(!)=~t:.l/VA~;E 
~G"'ITI:"ilUE 
C4LL CALSCP1AE1C1DSIG1SSIG) 
CALL C~LR(Q,p,~s,sS!G,PSIG1LAG19A~,VC) 
~O 27 !'=0,LAl.l 
FJACCI1NPAE2l=•S!G(Il 
CO~T I t~LI: 
'iO TO qQO 

e• ESTA SU9PUTI~A O?T!E''E LOS COEFICIENTES ··o•s••, 
C• ~ec~sAqxos PAR~ EL C~LCULO DE LA FUNCION DE 
C• AUTOCDVl~Il~ZAS. 
C• 
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C• 
C• 
C• 

C* 
C• 
C• 

e• 
C• 
C• 

e• 
C• 
C• 
C• 
C• 
e• 
C• 

C• 
C* e• 

C• 
C• 
C• 

40 
~, 

v~~!ASLES EL~~~NTO~ DE u~ CQ~YO~. 

q:E.\L V4i:\~E 

V4~IASLE~ FO?~lLES. 

INT:GE~ ~1 
?EAL U2\J:~1),03(-3:3) 

VA~I.\qLES LOCAL;5. 

INT~!:E? I1J 
t?E.\L SU~?. 
~0 41 !=-01 ,,, 
S'.Jt.i3=G.O 
DO 4C J=Q,o1-AgS(I) 
~u~s=su~~+n2CJ)•~2<J•~gsct>> 
COUT!NUE 
D3C4l=VAOE~•$U~9 
CO~TI,,.UE 
QfTU~.~ 
E'lD 

ESTA SU~QUT!~A oqTrE·:E LOS c~~FICI~NTES ''S'S'', 
~ECES~~IOS PARA EL CALCULO ~E ~A FUNCIO~ DE 
•UTOCOV•OI•'lZAS. 
TAYEIE~ ~~TIE~E LAS oeqtVAC~S DE ~STOS COEFICIENTES, 
e~~ D~~~~CTO ~ LOS P3QA~ATqos ~Q, ~A y SIG~A, 

suqROUT!~: CALSCS1,s2,53,54,~5) 

VAPI~aLES FQD~4LES. 

!1'1TEGE 0 . ~1,S~ 
•EAL S5C0:53l,Sl(0:51l,S4C-3:3) 

VAQIA3LES LOCALES. 

INTE3E~ J,J 
ci:; Al. stJ."!A s 
55CS3l=54(S3ltS2<Ji 
tF<s3.F.a.aiGo To 74 
O::J 70 !:11S'3 
SUf"AS='J.(' 
O.JoOJ=11I 
SU~AS=SU~AS+S2(J)•SSCS3+J-t) 

60 CONT!'WE 
S5CS3-I>=C5~C~3-!)-SU~AS)/52CQ) 
!F<I.E~.s1.A•:,.s1.LT.53)GQ TO 71 

7'J CONTINU!': 
::;o TO 74 

71 00 73 !=1,s3-S1 
SU"AS='J.O 
~072J=1,S1 
SU~AS=5U~AS+S2CJl•S5C53-51-I+Jl 

7? CONT!NUE 
S5(53-S1-I)=CS4CS3-S1-!l-SU~ASl/S2(0) 

73 CONTINUc 
7.!+ ~ETURN 
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E"'.D 

I;TEGER Q1,~2,?~rP 7 

REAL P;(Q:•2l1R4C0:~1l,•SC-7S:75),08C0:3l 

V~~IA3L~S LOCALES. 

INT:G~q ~z,~o¡v,tPVTC0:6),I,J,K,I1 
REAL ~A(0:610:!),~0íl<C0:~)1CO~,,cc~oP1,vsco:6),SUM 
N0!:-'=7 
P2=2•R~+1 
D"J 70 l:o0,2•º2 
VSC!>=O.O 
OC 7S J:::Q,2•~2 
v.:dI,J)=(l.CI 

73 CO~TINUE 
7Q CO~TI•jUE 

DO 90 !=0,"2 
O:J SO J=I,?2•! 
K=J-I 
~ACI1Jl=•3CR2-~l 

~O CO'HI•<UE 
90 CO'<T!NUE 

DO ~1 I=P2•1r2•~2 
..:~¡-tn;z~1 ~ 
~AC!ri<.)=1.•:" 
~ACI12*~2-~>=-1.0 

Q1 CONTINUE 
:>o 02 r=n,•1 
VS(Il=P4(Il 
IF(I.E"..•2.ANO.o'..LT.R1)50 T~ 03 

92 CO'ITINUE 
!F(o7.E0.2.A~D.R2.GT.R1lGO TO OQ 

93GOTOS9 
Y~ DO 77 I=P1+1,R2 

VSCI)=n~(I-R1-1) 
77 CONT!NlJE 

GO TO 9 3 

LLA~ADA • OECOY.P DEL ~A~UETE DE sueRUTI~AS DE ANALISIS 
'JUME ol CO. 

80 CALL OECO~P(NDI~1P2,~~,CON01IPVT1WORK) 
CONDP1=COND+1 
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e• 
!F(C0'<~P1.fJ.CONO)GO TOº'> 

C• LL•~AOA A SCLVE D!L ~•~UETE DE A'llLISIS NUMEDICO. 
C• 

;5 

31 

54 

33 

82 

3; 

35 

38 

37 

9; 

97 
220 
9~ 

e• 
C• 
C• 
C• 
C• 

e• 
C• 
C• 
C• 
e• 

CALL SOLV~(NOIY,~2,~A,V51IPVT) 
!1=~2 
!F(q6.LT.R2)!1=q~ 
1)0 vi; ¡=-11,r1 
q5(Il=VS(lH·Il 
CONTr·~uE 
IF(R7.cJ.2lGO TO 9~ 
1F(Q~-P2)99,05,51 
IF<~2.LT.R1)~0 TJ q~ 
DC 33 !=D2+1,R6 
SU:-'=O.O 
O:) S4 J=1,?2 
SJY=5U~+Q3(J)~Q5(I-J) 
CONTI"lUE 
~5CI>=-SU~/R3Cíl) 
QS(-Il=?5C!) 
CONTI~UE 
GO TO 06 
DO 55 !=R2+11R1 
su••=o.o 
DO 36 J=1,P2 
SUY.=SU~~P.3CJ)•OSCI-J) 
CO~JTI"'lUE 
•s<xl=••<r>-su~t•!COJ 
•5(-I)=RS(I> 
!FCI.E~.P.6)GO TO q~ 
CO'lTINUS 
~O 27 !=r:i:1+1,R6 
SU"=0.f1 ºº '3~ J=1,?2 
SU~=SU~+R)(J)•OSCI-Jl 
CONTI~UE 
~5Cil=-SU~/R3(0) 
?SC-Il=RSC!l 
CONTI'llUE 
:;o TO 98 
W~ITEC6122UJCO~O?i 
DO 97 !=-R6,P6 
~SCI>=O.'J 
CQ,,JT!"'IUE 
FOR~ATC3X,''LA ~~T~IZ ES S!NSUL-R. CON0º1= '',E14.7,/) 
PETURt~ 
Ei<O 

EST• SU9RUTI'llA ORT!E'llE LAS OER!~•o•s OE LOS COEFICIENTES 
••o•s••, co~ RSS~ECTO - LOS PAPAMET~OS DE LA PA~TE ~~, 
NECESAqios PARA OBTENER EL JACOSIAANO. 

SUBROUTINE CALD3CDs1,os2,os3,09~) 
co~~D~/UNO/VAREE 

VARI•3LE5 ELE~E~TOS DE UN co·~~N. 

QEAL VARS::E 

v~~IA~LES i:oo~ALES. 
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C• 

C• 

202 

203 

2C4 
201 

QEAL OB2CO:D91),093(-3:091) 
I''ITEGEP Do1 ,Da4 

VARIABLES LOCALES. 

INTEGEQ I1JlM1JI~E 
DC 201 I=G,o::q 
JIM=054+! 
JI,.-E=D34-! 
IF(0.LE.JI~.AND.JI•.LE.D31.A~D.O.LE.JI~E.AND.JI~E.LE.D31lGO 
If(JIME.LT.O.A~D.JI~.LE.D~1)GO TO 203 
IFCJI~E.GE.C.A~D.JI~.óT.D91)GO TO 204 
ºª~ ( I) =J. o 
GO TO 201 
D3~Cil=VAREE•C0621Jl~)•D92(JIMEll 
GO TO 20"1 
093(!)=VA'IEE•D~2(Jlf'I) 
:;e TO 201 
~33CI>=VAREE•0ª2(JI~~) 
COt-tT INUE 
'tETUQ~~ 
E>lD 

C• ESTA SU~PUTINA VEqIFICA QUE LOS l>Al>Af'IETROS DEL 
C• ~ODELO SATISFAGAN LAS CO~DICIDNES DE ESTACIONARIEDAD 
C• E~ EL CASO DE L'S PAqA~ETROS A•, Y DE INVERTIBILIDAO 
C• E~ EL c~so OF LCS PA~4~ETROS MA. 
C• ESTA SUBOUTI~A LLA~~ A Z~POLY DEL PAQUETE IMSL1 LA 
C• CUAL OBTIENE LAS RAIC~S DE u~ "OLI~O~IO co~ 
C• COEFIC:ENTES REALES. 
C• 

C• 
SURROUTI~E R!STCN1,C1,CN,N> 

C• VARIA3LES FOR~ALES. 
C• 

I~TEGE'I 'l,N1 
REAL C1 CN1 ),CllC'l1l 

C• 
C• VARIABLES LOCALES. 
C• 

C• 
C• SE VERIFICA QUE LA NOR~A DE LAS RAICES DEL POLINO~IO CARAC-
C• TEºIST!CD (1 /ZCI)) se A f'IAYOR QUE 1• ES DECIR QUE ! ZCI> !<1. 
C• 
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1 2 

1"3 
1 4 

C• 
e• 
e• 
e• 

1 s 

1? 

1? 

1 8 

1Q 

~~ 

0:Z=CA3S(!(!ll 
IF (vz-1)14,p,12 
Z<Il=1/ZCI> 
!= I +1 
GO ~e 11 
~RITEC13,/)t,'1 •••R~I! = 1••* 1

• 

I= I +1 
!iO TO 11 

CALCUL~ o: L~S C0E~!Cl~~-ES ~EL POLI~c~ro c~~~CTE~ISTICO 
CUY~S ?~ICES EST~~, TO~AS FUEQA D~L c1qcULO U'1!TA?10. 

C~; C 1l = C 2C•¡1) 
c;uv.?=C"'PLJ((~·,ü) 
OC' 1t- :=1,•¡ 
su .... ::¡;= 5 u ... ~-~.,.:. ( ¡) 
CO"'T!1';J~ 
C~.1 (2)==Q~ALCC-1 .C)••2+SU~R) 
IFCN.C''.L.1).~0 T'J 21 
SJ"~=C'1PLX ('l,:') 
DO 17 !=Q,,¡-2 
su~=SUY,•7 (•J-I) 
SU~R1C~-1-Il•SU~ 
CONTI1'1JS 
DO 2C J=1,•:-1 
SU,.'=cv~L'i (0,fl) 
o o 1 ~ ! = 1 , .·:-J 
su~?2<:>=z<r>-~u~~1C1) 
SU"',=SU""'+SU"-!R?( !) 
CO'iTI ;'UE 
C~CJ+2l=RE~LCC-1.Gl••(J+2)•5U~l 
!F(J.E~.~-1)GO TO 21 
'5U''=C-.1PLX (Q,Q) 
DC 19 !=Q,"-,-(J+2> 
su~=su~•su~R2<~-<J•t>> 
su~~1(~-CJ•1~I>>=SUM 
C 0"1T l 'JU E 
CO':T!-...IJE 
~=-ruw~~ 
i:NU 
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••••**************************** D E C O H P 
******************************** 

PECOHP SUBRUTINA FORTRAN PARA CALCULAR LA DESCOMPOSICION TRIANGULAR 
DE UNA HATRIZ CUADRADA REAL 

t. DESCRIPCION 

1.1 PROPOSITO 
DADA UNA MATRIZ CUADRADA REAL A DE ORDEN N•·LA SUBRUTINA 
DECOMP CALCULA LA DESCOMPOSICION TRIANGULAR DE A DE LA FORHA 

PA=LU, 
'(.' 

DQ!'IDE L ES UNA HATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR CON UNOS Ell SU 
n¡;.Gol-:;.L. u ES UHfl HATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR· y p ES UNA 
HATRIZ DE PERHUTACION. 

CALCULA ADEHAS UNA ESTIMACION DEL NUMERO DE CONDICION DE A 
COHO 

K< A >= ! ! A ! ! ! ! INV<A> ! ! 

DONDE LA NORMA UTILIZADA ES LA NORMA 1• PARA DETERMINAR OUE 
LA MATRIZ ES SINGULAR. 

1.2 HETODO 
SE APLICAN K<K=l••• .,H-1> ETAPAS DE ELtMINACIONGAUSSIANA CON 
PIVOTEO PARCIAL POR RENGLONES PARA ELIMINAR LOS N-K ELEMENTOS 
DE LA K-ESIHA COLUMNA DE LA MATRIZ A PARA REDUCIRLA A UNA --­
MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR. EN CADA ETAPA SE CALCULAN Y SE 
SALVAN LOS MULTIPLICADORES USADOS PARA ELIHINAR LOS N-K EL.F:ME!f 
TOS DE LA K-ESIMA COLUMNA Y EL INDICE DE CADA FILA PIVOTE. AL 
TERMINO DE LA REDUCCION SE HAN OBTENIDO TRES FACTORES; UNA 
HATRIZ P ASOCIADA A LA ESTRATEGIA DEL PIVOTEO• UNA MATRIZ 
TRIANGULAR INFERIOR L CUYOS ELEMENTOS SON LOS MUL.TIPLICADORES 
USADOS CON l'S EN SU DIAGONAL <NO SE ALMACENAN>• Y UNA MATRIZ 
TRIANGULAR SUPERIOR U CUYOS t:.LEriENTüO S.ON LOO DE LA M~TR:T7 
TRIANGULAR SUPERIOR A· L ES ALMACENADA EN LA PARTE INFERIOR DE 
A, U EN LA PARTE SUPERIOR y, P ES ALMACENADA EN UN VECTOR OllE 
CONTIENE UNICAHENTE LOS INDICES DE LAS FILAS PIVOTES. PARA 
CALCULAR EL NUMERO DE CONDICION DE LA MATRIZ A• LA SUBRUTINA 
UTILIZA LA SIGUIENTE RELACION 

K <A) = C .* ! ! A ( J) 1 1 * 1 1 Z ! 1 I 1 ! Y ! 1 

DONDE ACJ) ES LA J-ESIHA COLUMNA DE Al Y• Y Z SON DOS VECTORES 
CALCULADOS POR LA SUBRUTINA TAL OUE 11 Z I! I I! Y! 1 ES 
APROXIMADAMENTE LA NORMA DE LA MATRIZ INVERSA DE A Y C ES 
UNA CONSTANTE CON VALOR 1 O -1. 

PARA UNA INFORHACION HAS DETALLADA DEL ALGORITMO UTILIZADO 
CONSULTESE LA REFERENCIA 1• PAGS. 30-30. 

J• USO DE LA SUBRUTINA o 

2.1 USO GENERAL: 
EN EL PROGRAMA PRINCIPAL SE DEBE DIMENSIONAR LOS ARREGLOS POR 
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USAR• ESPECIFICAR EL ORDEN DE LA MATRIZ• Y LA MATRIZ OUE VA A 
SER FACTORIZADA. 
SI EL ALGORITMO DETERMINA QUE LA MATRIZ TIENE UN NUHERO DE 
CONDICION HUY GRANDE. ENTONCES LA SUBRUTINA LO REGRESARA EN 
EL PARAHETRO • COND • • 

2.2 DESCRIPCION DE LOS PARAHETROS: 
EL USO DE LA SUBRUTINA SE REALIZA POR EL SIGUIENTE ENUNCIADO! 

CALL DECOHP<NDIHrN•A•COND,INPVT•WORK> 

TENIENDO LOS PARAHETROS EL SIGUIENTE SIGNIFICADO: 

PARAHETROS DE ENTRADA 

NDIH ES EL NUMERO HAXIHO DE LOS RENGLONES DE LA MATRIZ A• 
DECLARADO EN EL PROGRAHA PRINCIPAL. 

N ES EL ORDEN DE LA HATRIZ A• Y DE LOS VECTORES IPVT Y 
WO~K. ¡.¡ :&üUAL C ttE.~lQR OUE NDJM. 

A HATRIZ ORIGINAL QUE VA A FACTORIZARSE. ES DE DIHENSION 
NDIH*H• 

PARAHETROS DE SALIDA 

A CONTIENE EH SU PARTE TRIANGULAR INFERIOR UNA VERSION PER­
MUTADA DE UNA HATRIZ TRIANGULAR INFERIOR L, Y EN SU PARTE 
SUPERIOR UNA MATRIZ TRIANGULAR u, TAL DUE PAcLU• SIENDO 
P U~A MATRIZ DE PERHUTACION. 

COHD UNA APROXIHACION DEL NUHERO K(A). SI. cmrn+l=CON[I, SE 
DICE ENTONCES QUE A ES SINGULAR. SI COND=l.06+32 SE 
TIENE UNA SINGULARIDAD EXACTA. 

IPVT CONTIENE LOS INDICES DE LAS FILAS PIVOTES ASOCIADOS 
A P. IPVT<K>=INDICE DE LA K-ESIHHA FILA PERHUTA 
<K-ESXHA COLUMNA DE P>. IPVT<N>=<-1>*~<NUHERO DE 
J:NTEt<CAHit:iüS.i. 

WORK ARREGLO AUXILIAR DE DIHENSION N• SU CONTENIDO ~UEDE SER 
IGNORADO. 

2·3 CONDICIONES DE ERROR Y RETOqt:-os: 
NINGUNO. 

2.4 REOUERIHIEHTOS DE MEMORI~: 
EN EL PROGRAHA PRINCIPAL HAY QUE DIHENSIONAR LOS SIGUIENTES 
ARREGLOS, A<NDIH•N>r IPVT<N> Y WORK<N>. 

2.5 SUBPROGRAHAS REQUERIDOS: 
SOLVEr CALCULA LA SOLUCION DE LA ECUACION AX=B A PARTIR DE LA 
DESCOHPOSICIDH TRIANGULAR DE A. 

3. APLICABILIDAD Y RESTRICCIONES 

t. LA INVERSA DE UNA HATRIZ CUADRADA A PUEDE CALCULARSE A 
PARTIR SU DESCOHPOSICION TRIANGULAR.COMO 

INVC A >= INV< U ) INV< L > INV< P ) 
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4. 

2. LA SOLUCION DE UN SISTEMA DE N ECUACIONES LINEALES AX = 9, 
PUEDE CALCULARSE A PARTIR DE LA DESCOHPOSICION TRIANGULAR LU 
DE LA HATRIZ A• RESOLVIENDO DOS SISTEMAS LINEALES 

L Y = INV<P> B 
U X = Y 

3. EL DETERMINANTE DE UNA HATRIZ CUADRADA A PUEDE CALCULARSE· 
A PARTIR DE SU DESCOHPOSICION TRIANGULAR LU, COHO 

DET< A >= C <-1>**K J U<l•l>* ••• *U<N•N> 

DONDE K ES EL ~UHERO DE INTERCAMBIOS DE LOS RENGLONES DE A 
Y U<I•I>•I=1•N• SON.LOS ELEMENTOS DIAGONALES DE U. 

REFERENCIAS 
"'..' 

1 • FO~SYTHE • G •E •. • HALCOLH • H. A. AND HOLER, C • B • , COHPUTER HETHODS 
FOR' MATHEHATICAL COHPUTATIONS. ENGLEWOOD CL!FFS, N •. J.• PRENTICE 
HALL" 1977, 

2. STEIJART• G.w., INTRODUCTION TO HATRIX COHPUTAIONS, ACADEHIC 
PRE SS• 1973, 

3. FORSYTHE. G.E. AND MOLER. e.a .• COHPUTER SOLUTION OF LINEAR 
ALGEBRAIC SYSTEHS. ENGLEWOOD CLIFFS• N.J.r PRENTJCE-HALL• 1967. 

4. CONTEr S.D. AND DE 900Rr c., ELEMENTARY NUHERICAL ANALYSISr AN 
ALGORITHHIC APPROACHr 2ND, EO. NEW YORK, HCGRAW HJLL. 

5. OBSERVACIONES Y SUGERENCIAS 

LA ESTIHACION DEL NUHERO DE CONDICION I•E UNA MATRIZ ES UNA HEDIDA 
HUCHO HAS CONFIABLE Y UTIL DE LA SINGULARHtA[I t•E UNA HATRIZ GUE 
UN DETERMINANTE O UN PIVOTE HUY CHICO. AL RESOLVER UN SISTEMA DE 
ECUACIONES LINEALES ES RECOMENDABLE VER ESTE NUMERO PARA DETERMI­
NAR QUE TAN EXACTA VA A SER LA SULUCiü~ E5?ERAO~. ESTD ES~ SI 
EL NUHERO DE CONDICION ES HUY GRANDE ENTONCES EL NUHERO DE CIFRAS 
DECIMALES EXACTAS SERAN HUY POCASr EN CAHBIO SI ES HUY f'EGUENO 
ENTONCES EL NUHERO DE CIFRAS AUMENTARA EN EXACTITUD. 

6. EJEMPLO DE PRUEBA 

EL [tETERHINANTE Y EL NUMERO DE CONDICION .DE LA Hl\TR!Z 

A= 
33 

-24 
- e 

16 
-10 
- 4 

72 
-57 
-17 

FUERON CALCULADOS EN UNA COMPUTADORA E<URROUGHS 6800 CON ARITHETJCA 
EN SIMPLE PRECJSJON. 

f'ARAHETROS: NDIHaS, N=3. 

RESPUESTAS DEL ALGORITMO : DET< A >= 6,0 
COND< A >~ 7672,44 
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- - - - - - - - - - -
APENDICE A. LISTADO_D~L-P~O~R~H~ ~R~E~A: _ 

V 

~SET AUTODIND 
. DIND = FROl1 <ISAK>OBJECT/BIDDAN/= 

RESET FREE 
c••*************************************************************** C PROBLEMA: CALCULAR EL DETERHINATE Y EL NUMERO DE CONDICION DE $ 
C LA SIGUIENTE HATRIZ A. * 
C SE EFECTUA PRIMERO LA DESCOHPOSICION TRIANGULAR DE * 
C LA HATRIZ PARA CALCULAR EL DETERHINANTE. * 
C***************************************************************** e 
C PROGRAMA PRUEBA PARA LA SUBRUTINA DECOHP 
e 

e 

e 

e 

REAL A<5.3), WORK<3>• COHD• CONDPl 
IHTEGER IPVT<3>• J, J, N, NDIH 
NDIM a 5 
He~ 

A<l • 1 > 
A<2•1 > 
A<3•1> 
A(t.2) 
A<2•2> 
A<3•2> 
A(l.3) 
A<2•3> 
A<3,3) 

=·33.0 
-24.0 
-e.o 
16.0 

--10.0 
-4.0 
72.0 

- -57.0 
- -17.0 

DO 10 I = 1 • H 
WRITE(6,21) <A<I•J>• J•l•N> 

10 COHTINUE 

CALL DECOMP<NDIH• N, A• COND• IPVT• WORK> 

WRITE<6•22) 
PI•l.O 
DO 12 I•1•N 

12 PI• PI*A<I•I> 
DET• IPVT<N>*PI 
DO 14 I=1•N 

14 WRITE<6•23) < A<I•J>•J•1•N 
WRITEC6.24> DET,COND e ,-,.0-

21 FORHAT< sx.4FB.O ) 
22 FORMAT< //,15X•"HATRIZ FACTORIZADA"•/ 
23 FORHAT< SX,3F14.7 > 
2~ FCR!1J'>T( //r6X•"EL DETERHIHAHTE DE A ES "•F5.1,//,6X• * "EL NUMERO DE CONDICION DE A ES "•E14.7 > 

STOP 
END 

33. 
-24. 
-a. 

16. 
-10. 
-4. 

72 
-57. 
-17. 

MATRIZ FACTORIZADA 

33.0000000 16.0000000 
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0.7272727 
0.2424242 

1.6363636 
0.0740741 

-4.6363636 
0.1111111 

EL DETERMINANTE DE A ES 6.0 

EL NUMERO DE CONDICION DE A ES •7672440E+04 
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***********••••••••••••*•••••• S O LV E 
****************•··;~~=~··~·-· 

lt«Jl.VE SUBRUTINA FORTRAN PARA OBTENER LA SOLUCIOH DE UH SISTEHA DE ECUA­
ClDHES LINEALES A PARTIR DE LA DESCOHPOSICION TRIANGULAR DE LA HATRIZ 
t;:C!!'FICIENTE, 

& , DESCRlPCION 

1.1 PRDPOSITO 1 
DADA LA FACTORIZAClON TRIANGULAR LU DE UNA HATRIZ A DE ORDEN N• 
LOS :IHD.ICES DE LOS RENGLONES PERHUTADOS P Y UN VECTOR DERECHO 8 
ESTA SUBRUTINA EFECTUA LA SUSTITUCION HACIA ATRAS PARA OBTEHER 
LA SOLUCIOH DEL SISTEHA DE ECUACIONES LINEALES AX•B. 

1.2 HETODOI 
EL HETODO CONSISI~ =~ DOS P~RTESt 

1) ELI~INACIOH HACIA ADELANTE. EH ESTA PARTE SE RESUELVE EL 
SISTEHA 

L Y • IHV<P> B• 

ESTO ES• SE APLICAN LOS HULTIPLICADORES USADOS DURANTE LA 
DESCOHPOSICION TRIANGULAR AL VECTOR DERECHO B. 

21 SUSTITUCIOH HACIA ATRAS, EH ESTA PARTE SE RESUELVE EL SIS­
TEHA 

U X s: Y. 

EL VECTOR X ES ALHACENADO EN EL VECTOR B. 

PARA UNA INFDRHACION HAS DETALLADA DEL ALOORITHO CONSULTESE LA 
REFERENCIA 2• PAOS. 127-129, 

2• USO DE LA SUBRUTINA 

2.1 USO GENERAL! 
EN EL PROGRAHA PRINCIPAL HAY QUE DIHEHSIONAR LOS ARREGLOS QUE 
USA ESTA SUBRUTINA. ADEHAS HAY QUE OBTENER PRIHERO LA;1FACTORI­
ZACIDN TRIANGULAR DE A U~~NDO LA SUBRUTINA DECOHP. SI DECDHP 
DETERHIHQ _üUE A ES SINGULAR ENTONCES SOLVE NO SE USARA. 

2.2 DESCRIPCION DE LOS PARAHETROSI 
EL USO DE LA SUBRUTINA SE EFECTUA POR EL SIGUIENTE ENUNCIADO 

TENIENDO LOS PARAHETROS EL SIGUIENTE SIONIFICADOI 

PARAHETROS DE ENTRADA 

NDIH DIHENSION HAXIHA DE LOS RENGLONES DE Ar DECLARADO EN EN 
PROGRAHA PRINCIPAL. 

N ORDEN DE LA HATRIZ Al <N HENOR O IGUAL QUE NDIH>. 
A ARREGLO DE DIHENSION HDIH*N QUE CONTIENE LA DESCOHPOSI­

CION TRIANGULAR LU. 
B VECTOR DE DIHENSION H QUE CONTIENE EL VECTOR DERECHO B. 
IPVT VECTOR DE DIHENSION H QUE COHT.IENE .LOS INDICES DE LAS 
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FILAS PIVOT!o.S. 

PARAMETROS DE SALIDA 

B CONTIENE LA SOLUCION CALCULADA X DEL S!Sll'.MA. 

2.3 CONDICIONES DE ERROR Y RETORNOS: 
NINGUNO 

2.4 REQUERIMIENTOS DE MEMORIA: 
HAY QUE DIMENSIONAR, ADEMAS DE LOS ARREGLOS A•IPVT• Y w, EL 
ARREGLO B<N> EN EL PROGRAMA PRINCIPAL. 

2.S SUBPROGRAMAS REOUERU•OS: 
NINGUNO. 

APLICABILIDAD Y RESTRICCIONES 
- - - - - - - - - - - - - - --o~· 
LA INVlfRSA INV<A> DE UNA MATRIZ A PUEDE ,CALCULARSE fAM~IEN APRllVE­
CHANDO LA DESCOHPOSICIQi.i íRI.;NGULAR DE f\1 RESOLVIEHt1n t.i ECUACIO­
NES LINEALES• -

AX=E<I> , I=1.2, ••• N 

DONDE E<I> ES EL I~ESIMO VECTOR UNITARIO. LA SOLUCION PARA EL 
I-ESIMO LADO DERECHO E<l> CORRESPONDE A LA 1-ESIHA COLUMNA DE INV<A> 

ESTA SUBRUTINA DEBERA USARSE JUNTO CON LA SUBRUTINA DECOMP. 

REFERENCIAS 

1. FORSYTHE. G.E •• HALCOLM· H.A. AND MOLER· e.a •• COMPUTER METHODS 
FOR HATHEMATICAL COMPUTATIONS. ENGLEWOOD CLIFFSr PRENTICE-tlALL• 
1977. 

2• CONTE• S.D, AND DE BOOR• C., ELEMENTARY NUMERICAL ANALYSIS: -AN 
ALGORITHHIC APPROACH• 2ND. ED·• NEW YllRK:MC GRAW-HILL• 1972. 

3. STEWART, G.w., INTRODUCTION TO HATRIX COHPIJTATlONS. ACAl•EMIC 
:"nESS; '!.9"?:!;. 

4. DAHLQUIST• G• AND BJORCI'• A., NUMERICAL METHODS. ENGLEWOO[l 
CLIFFS• N.J.:PRENTICE-HALL• 1974• 

S. OBSERVACIONES Y SUGERENCIÁS 

EL METODO DE SUSTITUCION HACIA ATRAS ES LA ETAPA COMPLEMENTARIA 
PARA RESOLVER LA ECUACION l'IX=D. . 
ESTA SUBRUTINA NO DEBERA USARSE SI LA SUBRUTINA DECOtlP l•ETERtlINO 
OUE A ES SINGULAR. ES DECIR• SI CONDPl=CONDH • ENTONCES' A ES 
SINGULAR. 

6. EJEMPLO DE PRUEBA 

LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 

33X1 + 16X2 + 72X3º= -359 
-24X1 - 10X2 - 57X3 201 
- BX1 - 4X2 - 17X3 = es 
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FUE CALCULADA• EN UNA COMPUTAPORA BURROUGHS 6900 CON ARITMETICA 
EN SIMPLE PRECISION, 

PARAMETROS: NDXH=~• N=3 

RESPUESTA DEL ALGORITHO 

X1 • 1.0 
X2 = -2.0 
X3 D -s.o 

APENDICE A. LISTADO DEL PROGRAHA PRUEBA. 

{SET AUTOBIND 
BIND = FROH <ISAK>OBJECT/BIBDAN/• 
RESET FREE 
c===~~**~**~~~*a~:::::::~~$~$*S~********************************** 
C PROBLEMA: RESOLVER EL SIGUIENTE SISTEHA DE ECUACIONES LINEALES~ 
e A X - e.DADOS A y B. * 
C SE USA LA SUBRUTINA DECOMP PARA EFECTUAR LA . * 
C DESCOHPOSICION "fRIANGULAR DE LA HATRIZ A. * 
C***************************************************************** c 
C PROGRAMA PRUEBA PARA LA SUBRUTINA SOLVE 
e 

e 

e 

e 

e 

c 

REAL A<S•3>oBC3),WORK<3>,COND•CONDP1 
INTEGER IPVT(3>• I, J, N, NDIM 
llDlM m S 
N • 3 
A<1•1> 33.0 
A<2•1> -24.0 
A<3•1> -e.o 
A<1•2> 16.0 
A<2•2> •-10.0 
A<3•2> -4.o 
A<l •3> • 72.0 
A<2•3> = -57.0 
A<3•3> • -17.0 
B<t>a -359.0 
B<2>= 281.0 
B<::."~cs 85.0 

DO 10 I • 1• H 
WRITEC6,21~ (A(I,J>• J=1rN>rB<I> 

10 CONTINUE 

20 
21 
22 

CALL DECOHP<NDIH• N• A• CONDr IPVT• WORK> 
WRITE<6o22> COND 

CONDP1 = COND + 1 
IF <COHDP1 ,EQ, COND> GO TO 20 

CALL SOLVE<NDIH, H, A,._ 11• IPVT) 

WRITE<6•23> < I,B<I>•I•lrN 
STOP 
WRITE<6•24> CONDP1 
FORHAT< sx.BF4.0 > 
FORHAT< /,sx.·coND=" •E1 ... 7,/) 
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23 FORHAT< :sx.•xc •.12 •. • ),.• .El4.? ) 
24 FORHAT< 5X•ºLA MATRIZ ES SINGULAR. CONDPlxºoE14o7 > 

STOP 
END 

33. 
-24. 
-a. 

16. 
· ,-10. 

-4. 

· COND• • 76?2440E+04 

XC 1 >= o1000000Ef01 
X< 2 )2 -.2000000E+01 
X< 3 )a -.5000Q80E+01 

Q, 

72· 
-57. 
-17. 

-359. 
201. 
es. 
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···························-·· L!"DEq1 *********•*••··············-·· 

LA. SU~PllT!~..:;. L'-'::>Eq1 U!'!LIZo\ U•JA "'00IFICt:.Cl0'\I DEL ALGJRIT'10 DE 
LEVE~~éqG-~AR~UA~~ CA.qA ~!~!~IZAR L~ SU~A DE LOS CUADRADOS DE M 
FU~tIO~ES ~o Ll~~~LES E~ ~ VA~I~~LESr M .GE. N, O! LA FOR~~ 

F(X) = !! ~(X)!!= R(X) P(){). 

EL US~A?I~ 'EºE~~ OAq U,1~ SUº~UTIN~ PARA ~VALU~R LAS FUNC!O~ES 
y su J:..c0q1r..No. 

~L ME~ODO ~U~ER!CO us~~c FST~ ~~SADO E~ UNA veqsION ~ODIFICADA 
DEL AL50R!T~O DE LEVE~JeE~G-~~OQUAROT E~ 00'\IDE, A PARTIR oe UNA 
A~P~XI~ACION !~!CIAL DAO~, LA qUTl~~ 6E~ERA U'A SUCESION DE PUNTOS 
C~E, E~ GE~ERAL, co~veqGE~ ~ u~ ~I~l~O LOCAL DE LA FUNCIO~ FCX). 
LAS ~ODIFICICIO~ts ~IS !~DQqT•~TES DEL •LsoqrT~Q OE LEVENSERG­
r-"AP')UA.~DT 500\j EL USO DE VAqlA.BLES C.SCALAOAS !'4PLICITA~ENT5 Y UNA 
ELECCIO~ OPTI~I DE LA COQRECCIO~. EL USO DE LAS VARIABLES ESCALADAS 
P~~~ITE L!~ITAR L~ LONGITUD DE LA COR~ECC!O~ EN CUAL~UIER DIR~CCION 
D~~DE LA cu~C!ON ESTA CAM~IA~DO qlPIDA~ENTE. LA El,ECCION OPTI~A OE 
LA co·~ECCIOM GAR•NT!Za LI CO~VERGEMCIA AUN CUANDO LA APROXI~ACION 
I~ICI~L ESTA LEJOS DE LA SOLUCIO~ Y LA CONVERGENCIA ~S ~UY RAPIOA 
cu~~ºº SE TTE~E~ ~~03LEM~S CON QfSIDUO ?E~UE~O. EL PA~A~ETRO DE 
L~VE~?~~G-~AR~U~QDT s~ CALCULA SIGU!E~DO u~ ESQUEMA DEBIDO A HE9DEN. 
LI CO~VEQG~NCIA OEL ILGDQITMO SE 03TIE"E cu·~~º SE CUMPLE CUALQUIER• 
DE LOS l~~s Ti?CS ~E c~~?~R~C!O~~~ QUF SE EFECTUAN ENTRE LA APROXIMA­
c:o~ X y UN~ ~EJO~ SOLUC!ON XSOL. 

~A·?A U~A ::\lcCQ'-:Dt.CI0"-.1 YAS DETALL"'04 DEL ALGORIT~O CONSULTESE LAS 
~EFE~E~CI~S 1 Y 2. 

3. co~a US~R LA su~~UTIN• 

3.1 USO. G~t4Cii.AL 

UiU~~IO E~ SU PQQGQAY~ PRI~CtPAL DEBERA ÓI~ENS!ONAR LOS ARRE-
JL PO~ USAR, ESºEC!FICA~ 'E:L NU:.,ERO DE FUNCIONES A ~INIMIZAR, EL 
NU QC DE V•RIA3LESo UNA TCLEºA~CIA DEL ERROR PAQA INDICAR QUE TA~ 
EX TA SE VA A CALCULAQ LA SOLUCIONo Y U~A SUBRUTINA PARA EVALUAR 
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L• FU'< 
C I O'~ I 
TI'lA T 
LA SUB 
E.RRO~ 

¡:¡>¡ ~(Y) Y SU 
!C!.\L PAR.Di. E~P 
~'11'10 fXITOSA)l 
UTINA OAªA LA 
C\,.!DQ.!'.J. 

ACOS!~~c. L~ SU?RUTI~A q~nur ~E U~A ~PPOXI~A­z•q EL PROCESO OE ~INI'1IZAC 0"1. SI LA SU!'RU­
~T~ EL ~INIYQ ESTA~A EN x; N CASO CONTPAqIQ 
~FC~~AC!ON NECESAPIA PARA SA ER QUE TIPO DE 

3.2 OESC~!?CtOrj DE LOS PDt,~A~ET~OS 

EL uso DE L~ Su9~UT!~A SE ;~~CTU~ co~ EL SIGUIE~TE E~U~CIADO 

CALL L ... DEQ1 c"Fc·,, ..oi, ~, x, F, J~c, YIDI'"' TQL, !NfQ, IPRI~~T, 
:PVT, w, LW) 

TENIE•;c~ L~5 P~Q~YET~OS EL SIGUIENTE SIGNIFICADO 

PA~A~:TRCS VE ~~TR~DA 

FC~ ES EL ~QYSOE DE LA SU3ºUT!NA DADA PQR. EL US~AR!C PARA 
EVALUA~ LA FU~CIO~ Y SU JAC~S!A~O. SE OE3E~A DECLARAR 
~YTEQ~AL E~ EL P~OGRA~A Pq!NCIPAL. 

~ ~S UtJA VAqtASLE ENTEQ~ ~UE ESPECIFICA EL kU~~R.0 DE 
FUN~IO~ES A ~t~!Y!ZAR. 

~ FS u~~ U4RtAq~e E~TEªA 1UE REPRESENTA EL NU~ERO 0€ 
J~~!o\RLES. ""' .LE • .,. 

~ ~s u~1 A~REGLO QE~L DE DI~E~S!ON ~ CüE CONTIENE L4 ~PPOXI~~ 
c:o~i INICIAL DEL ~!Nl~O. 

~DI~ ~s U~A V~?IA9LE E~TE?A QUE ESP~C!FICA EL ~u~~PO ~AXI~C 
DE RE~3LO~!S OEL •R•EGLO JAC TAL Y ~QMQ FUE ESP~CIFICAOO 
E~ EL P~0SRA~A PR!NCIPAL. MOI~ .GE. ~-

TOL ES U~A VAQIA3LE qEAL ~~ ~EGATIVA ~UE REPRESENTA. L~ TOL=:PA~ 
CIA pcL EqROP ESPEPADO EN LA SOLUCION. SE oqTIE~E L~ 
CONVEPGE~C!A DEL ALGORITMO CUA~DO EL ERqO~ RELATIVO EN 
LA su~A o~ LOS CUAORAD05 SEA ~e~oq o IGUAL • TQL, o CUA~O~ 
EL ER~DP OELATI~O ENTºE X Y LA SOLUCION XSOL SEA ~2NO~ O 
l~U•L A TOL. EL ALGORIT~O CONVE~GE TAMBIEN SI F(K) ES 
O~TCGON~L i LA~ (~L0~~~~- ~[L ~~AD!E~T~ DE F(X), CON 
~ESPECTO A LA P~ECISICN ~E LA ~AOUINA. SI TOL ES ~.s 
?~QUE~A ~UE LA PQECISIO~ OE LA YAQUI~A L~OEQ1 I~TE~TAR~ 
SATISFACE• SOL•~ENT! LI ?~UE3A DE'I~I~A P~~ LA ºRECISION 
DE LA M~OUI~A. POP LJ T&~To, u~ VALOR R~CO~ENOAgLE PARA 
TOL ES LA R~I: CUAORA~A DE LA PRECISIO~ DE LA M~~UINA. 

¡PQ:hT •:u~EPC E~TERO P05IT!VO au~ CO~TROLA LA ESCRITUq~ DE LOS 
~éSULT•oos INTEq~EOI~S. 
= o SI ~o s~ DESEA ~II~GU~A l~D~ESION DE RESULTADOS. = ~ ~ o SI SE ~es=• I~?•I~IP CADA ~-ITEqACIONES. ESTA ES 

U~A QPCION UTtL S~?EC!AL~E~TE SI ~L usu~oro 
RECUIE~E ~~CHA I~FOR~ACION DE LA ITER~C!O~. E~ 
CASO CO~T•ARIO SE OECC~IE~O• EVITA~ EST~ OPCION. 

ES u~ A~RESLC qEAL o~ LONGITUD LW USADO co~o u~ ARREGLO DE 
Ti;. :..RAJ:) 

L~ ES U'JA V~qIA9L~ E~TEQA QUE E~PECIFlCA L; LONGITUD PEL 
ARR~GL~ ~. L~ .GE. s~~ + M. 
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X CONTIENE EL ~IN!~O CALCULADO. 

ES UN VECTOO REAL DE DIMENSION M QUE CONTIENE LOS VALORES 
DE LAS FUNCIONES EN EL VECTOR X. 

JAC ES UN APREGLO REAL DE OIMENSION MDIM•N QUE CONTIENE EN UNA 
5Ua~ATRIZ DE ~I~E~S!O~ N•N UNA ~ATRIZ T~IA~GULAR SUPEQIQR R 
CON ELEMENTOS DIA30NALES NC CRECIE~TES TAL QUE 

lNfO 

P ( J J ) P = R R 

vONDE P ES UNA ~ATRIZ DE PER~UTACION Y J ES EL JACOBIANO 
FI3AL CALCULADO. LA J-ESIMA COLUMNA DE P ES LA IPVTCJ)­
ESrMA COLU~NA DE LA ~ATP.IZ IDENTIDAD. 

ES UNA V•ºI•SLE ENTFR• QUE ESPECIFICA LA CONDICION QUE 
c•usc EL P.EGRESC AL P•OGRA~A PRINCIPAL. 

= O S! LjS ?ARA~ETROS DE ENTRAvA FUERON INVALIDOS. 
= 1,z,~, ·O 4 PAqA UN R~GQESO ~ORMAL. 
> 4 SI LA SU9RUTINA FALLO• 

"I?VT ~s u~ 40?.~GLO E~íEQO DE DI~ENSION N QUE DEFINE A LA MATRIZ 
DE PER~UTACION ? TAL QUE JP=QR, DONDE J ES EL JAC03IANO 
FI~AL, Q ES U~A ~~T~IZ oqTOGONAL (~O ALMACENADA) Y R ES 
UNA ~~TRI= TºIA~GULAQ SUPEQIQ~. 

3.3 OETECCION DE Eq~o~ES Y QETOQNOS 

SI LA SU9QUTINA CALCULO EL ~INIMO SIN NINGUNA CO~PLICACION 
ENTONCES EL V•LOR D" I!llFO EN LA SALID• DE LMDER1 SERA 1, 2, 3, o ... 

1, 

INFO 

INf·O 

INFO 4, 

SI !! FCX) !! .LE. C 1 + TOL >•!! f(XSOL> !!. 
EN ESTE CASO SI TOL = 10••(-~), LA NORMA FINAL DE 
FCX) TIENE K DIGITOS DECIMALES SIG~IFICATIVOS. 

SI !! OCX-XSOL} !! .LE. TOL•!! O•XSOL !!. 
EN ESTE CASO SI TOL = 10••(-~l ENTONCES LA COMPONENTE 
~As ú~~N~é ~~ o~x T!~~~ ~ OtGITOS SIGNIFICATIVOS. HAY 
u~ ºELIGRO cu~~ºº LAS COMPONENTES MAS PEQUENA$ ~E o•x 
PUEDAN TENER EQRO"ES RELATIVOS GRA~OES, PERC LA ELEC­
CION DE O ES TAL QUE LA EXACTITUD DE LAS COMPONENTES 
DE X ES~EN RELAC:ONADAS A SU SENSIBILIDAD. 

5I SE CU~PLE TANTO PARA INFO = 1 COMO INFO = 2. 

SI FCXl ES ORTOGONAL ~ LAS COLUMNAS DEL JAC09IANO DE 
F(~). ESTE CASO HA9RA OUE EXAMINARLO CUIDADOSAMENTE, 
YA QUE; LA P~UE9A SE PUEDE SATISFACER TAMBIEN EN 
OT~~s ?UNTOS CRITICOS, TALES co~o UN PUNTO MAXIMO y 
U'• PU'ITO SILLA. 

LOS POSla~ES ~QPORES QUE PUEDEN RESULT~R SO!ll AHORA DESCPITOS, 
ALGUNOS SON MAS OESASTROSOS QUE OTROS Y EL USUARIO PUEDE 
DECIOI"' EN CA~~ CASO, QUE •CCION TOMAR. 

SI 200(~+1) EVALUACIONES DE LA FUNC10N NO FUERON SUFICIENTES PARA 
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~CONTQ R L ~r~I~O E~TONCES !~FO REG;~SA~A ce~ EL V~LOº s. E~ 
STE CA O S ºOSI~LE CO~T:NUAR CON EL ULTI~O PUNTO CALCULADO, 
SANOOL c •o UNA AP,OXI~ACION INICIAL PARA INTENTAR OTRO NU~ERC 
GUAL D E ~LU~CIONES. 

SI ES I~POS!9LE REDUCIR EL RESI~UO CON TOL ~UY PE~UENA E~TON­
CES I~FD PEG?!SAR• co~ EL VALOR 6. 

SI LA SOLUC!O~ AP~OXI~AOA ES I~PCSI~L~ ~EJORAQLA C~~ TOL ~UY 
PEOUC~A E~T~~CES !NCO REG,ESAºA co~ EL VALO~ 7. 

SI LOS 0 APA~ETROS O~ E~TRAOA SON INVALIOOS ENT~~CES lNFO REGRESA~A 
CON EL VILOR O. 

3.4 SU9ºPOGPl~AS REQUERIDOS: 

~C~ ES EL ~O~~RE DE LA SU~RUTI~& DADA POR EL USUARIO PARA 
EVALUAP LA FUNCION Y SU JAC09IAN~. DE8ERA DECLARARSE 
EXTERNAL E~ EL PRCSRA~A PRINCI?AL Y OE9ERA ESCRIBIRSE 
DE LA FORMA SIGUIENTE: 

susqouTINE FCN(~,~,x,F,FJAc,~o¡~,IFLAG) 
I~TFGE~ ~,N,MOl~,lFLAG 
KEAL ~CN), ~(Y), FJAC(MOl~1N) 

SI !FLAG EVALUIR LA FUNCION EN X Y REGRES~R 
=L VALOR EN F. NO ALTERAR JAC. 

SI !FLAG : 2 EVALUAo EL JAC09IANO EN X Y ~E~RESAR 
ESTE VALOR E~ L~ MAT~I! FJAC. EL 
I-ESIMO ?E~GLON DE FJAC ES EL GRADIE~T~ 
DE LA I-ES!MA FU~CION CON RESPECTO A x. 
~O ALTERAR F. 

RETURN 
END 

LA SU8PUTINA NO DES~~A CA~3!A9 EL VALOR DE !FLAG, A MENOS DE QUE 
EL USUARIO DE•EE TE••INAR LA EJECUCION DE L~OER1. SI ESTE ES EL 
CASO, HAY QUE ASIGNARLE UN VALOR NEGATIVO A IFLAG. 

, APLICA31LIDAD Y ~ESTPICCIONES 

1. LA SOLUC!O~ DE U~ S!STE~A DE M ECUACIONES NO L!NEALES CON N 
VA•IASLES, GCX)=Q, CON M MAYOR O IGUAL QUE N1 PUEDE CALCULARSE 
AL MINIMIZAR LA FUNCIQ~, 

F(X)= !! G(X) !! = G(X) G(X) 

SI X ES EL MI~IMO C•LCULADO, TAL QUE FCX l : Q, ENTONCES X 
ES LA 50LUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES. 

2. EL PROBLEMA DE •JUSTAR UN CONJUNTO DE DATOS DADO CON U~A 
CURVA EN EL SENTIDO DE MINIMOS CUAD•ADOS NO LINEAL• PUEDE 
RESOLVERSE UTILIZANOO ESTA SU3RUTINA, MINI~IZANDO LA 
FUNCIO~l, 

F(X) : !! GCx:w> - v !! 
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~O DE LA ~~o~~ UTILIZAD~ 55 LA ~,~~A 2. 5(X;W) ES LA 
ru CIC•J ~0 LINE~L 0U~ s~ D~S~A ~JUSTAR AL CO~JU~TO DE DATOS 
( (l),Y(l) ), 1=1, •••• ,~ ; X ~s u~ VECTOR DE OIMENSIO~ N. 
AD ~AS, ~ ES ~AYOq O !5UAL A ~l. 

3. 5L ~AXI~~ OE L4 SU~A DE LOS CUAD~~oos ?E ~ FU~CIO~ES ~o LINEALES 
G(X), ~uE'r S~º C~LCUL'~~ USA~'º L~ns~, AL MI~lYIZAR LA 
FU~Cl~~ F{X)= - ü((}; P~C~G~l~O~ ~U~ 

~~X ~CXJ = - Y!~ ~t•>. 

5. R=.FE=lE'.Ct:-s 

1. YOPE, J.J., THE LEVE~3ER~-~AP~UAqor ALGORJTY~: J~PLE~ENrATION 
~~~ T~EJPY. :N ~U~FRJCAL A~IALYSIS, G.A. WATSON {EDITO~). LECTUQES 
~OTES I~ ~ATkE~A~lCS, ~o. ~30, S?qt~GE? VEqLAG, ~ew YQR(,,Q77, 
1 ()5-116. 

2. '"O~E, J .J., lYl?LS::~E~tTi!iIO'J :tNO T:.STI~G OF OPTl""IZA.TlON SOFTWARE. 
e~ PEQFOR~A~CE EVALUaTt~~ CF ~U~EQl(AL SO~TWAqe, L.D. FOSDIC~, 
EJITQR, ~:oRT~-~~LLA~o, 1~7?, 253-266. 

L~ sugPUTI~! ~o I~COR?JQA N!NGU~A ESTQ~TEGIA PA~A 09TE~ER LA 
CO~V~ºG~~CI~ SLO~AL. LA CO~VE~GENCI4 ES~A G~RANTI!AOA SI LA APROXl 
~~C!O~ r~:C!AL FSTA ~UY CEQCA OEL MINTMO y OCUR~E E~ u~ MI~I~O --­
LJC~L. 

PA~A qe~OLV;Q u~ S!STE~A DE ECUACIONES NO LI~EALES ES MAS VE~TA­
JOSO UT!L!z~q u~~ SU~DUTI~A ~DECUADA PAPA ESTOS P?08LEMAs, PUESTO QUE 
L~VE~ ~EQU:~qE LAS DEºIV~~AS PAqCIALES DE LAS ECUACIO~ES Y ~N LA 
~AYC~l~ DE L13 ~ASQS ES I~P~Sl3LE TE~~qLAS EXPL!CITA~ENTEJ Y ~UN 
CUANDO SE TENGAN son ~UY OI•ICIL!S DE EVALUAR. SE RECOMIENDA USAR 
a~c.i"ITi, Mf'5~r~ = !!::~!)!';.~ ~S:-::illN EL TIPO ~E pqQ?LE..,A. 

GCXIWJ = XC1l + XC2l•fXD(WCil•XC3ll• 1=1, ••• ,6 

.A LOS DATC'S 

v = c121, 1s1, ~?Q, 421, 460, 426> 

DO~DE <I = (-5, -3, -1, 1, 3, 5). LA I-ESIMA COMPONENTE DE FCXl 
~STA O~F!~IOA P~Q 
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F ( I) ~(Y;~) - Y(I). 

5St'T ~UTO~:l<t> 
$31~0 = FR'~ CIS~~)~~J~CT/31~DA~/L~V~Q1 
'iRESET ft1EE 
C•********••~•••••••••••••~•*•***************•******************** 
C PªO~LE~~: SE D~SEA AJUSTAQ LA FJNCIO~ NO LINEAL * 
e FCY.,...,>= xc1> T xcz>.icEx?c :.:"'"xc3> > 
e ~L C".:~J·J'\ITO o:: ~tl.TOS y y ,.,i,ot.0')5 ~C"q_ * 
t w=c-5,-3,-1,1,3,5), Y=C12711S1,379,421,460,42ó) •• 
e X(1),K("~), y XC3> so~· LOS ~AQA~ETROS. • 
C•••••••••••••••••••••••••••••************************************ e 
e PP.C~RftYt ~?.UE~~ PAqA LA su~~UT!~~ L~o;R1 
e 

e 
e 
É 

e 

I~TEGEq !~~O, l?~I~T, IPVT(1), LW1 ~DI~, M, N 
~EAL FC6), JAC(6,3), ·~~C~EP, T0L1 ~(]), WC21) 
:xrcn:.AL Fe~ 

~AC~EP ES Lª P~EC!~I~~ CE L~ YAQUI~4 

~AC~~p = SP~~~P(1) 
!r'QI~T= 0 
"": 1":=6 
'1=6 
... =3 

ASIGN'?. ~ T~L LA Q~IZ CUAOOA04 DE YACHEP. ~ ~ENOS ~UE SE REQUIERAN 
50LUCIO~FS co~ ALT~ PRECiS:o~, ESTE ES EL VALQq ~ECO~E~D~DO. 

10 

2') 

"º 

TCL = ~~RT( ~4C~~P 
~Cll= 53.0 
<Ol= -1?.;J.C 
Y(~): -0.10 
L,.,=5•"'1•:" 

CALL L~CER1CFC~,~,~,x,F,Jac,~Dl~,T~L,I~FQ,IPRI~T, 
!P'JT,W,L'"') 

IFC !~FO .LE. J ) GO T~ 10 
Go 10 c20,~c,4c,~o,6c,~o,so>, 
h'~ITE(6,..1 ;)1) 
5TOP 
WR!TE'(6110~) 
...J'lIT;:.C"'1,1J3> {><.(I), ¡:1,~~) 
io1RIT~C6,1G4) CF(J), 1=1,~> 
STOi> 
W~!TEC!-,105) 
WRITEC~,103) C~Ct}, I=1,~) 
W~ITfC'l,104) (F(!), !=1,~) 
STOP 
:.lQ !Té(~, 1.J2) 
:..l~'::TE(i'-,1:)5) 

!NFO 
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e 

"~~TEC~,1:J3) (~(!), :=1,~) 
WRYTE(~,104} c~c1>, 1=1,~) 
STGP 

5!J "'R!TECc,106) 
W~ITt(6,10°') (XCI), !=1,1\l) 
\.l:;ITE(ó,104) CFC!), 1=1,Y.) 
STO? 

t') :.l~ITEC1;,,107) ~'JJ·C~+1) 
~=:T:c~,1J'> cxc:>, ~=1,,> 
..;~ITC:.(,;.,,1;)4) {F(!), 1=1,~) 
ST:>F 

70 :..'~!T~(.r,,1'..}Q;) 
~~!TE(~,183) (V(I), !=1,~) 
~~I7E(~,1J4) (F(J), I=1,Y) 
~T':JP 

::!'1 "'":TE(~ 1 1:JC) 
.--~:TEC"1.r1C:3) (Y(!), I=1,N) 
~~:T~(6,104) (F(I), !=1,Y) 

1C1 FQ=Y~T(/,4v,•• ~~PC? E~ L~S DAT s•1
,/) 

1.]2 F.JR""Ai(/,4)(,u ! !f(X) !!••2 <TO .. ,/) 
1~3 FCR~AT(/,4x,·· 50LUCI0~··,11,c1P ~13.7,f)) 
1C4 FO~Y~T(/,4x,•• qESIDUOS'',//,(1P 1~.7)) 
1.)5 FOO~~T(/,~'I(," !!X-XS!! /!!X!!< T~L",/) 
106 FO~~AT(/,~x,•• F(X) CªT~GC~AL AL PL~~o TA""G!NTE E~ FCXQ)'',/) 
107 FOQ~A~(/,4~,·· erCESO DE ~VALUACI,~~s o~ LA FU~CI0~,··,¡5,/) 
10~ FOP~AT(/.r4X,'' !~PCSI?LE ºEOUCIP ~As LA su~~ DE CUA~RAOOS'',//, 

• t.x,•• TJL ~s o;~asrAo~ P~GUE~A'',J> 
10~ FO~YATC/,4x,•• !~POSi~LE YEJOPA~ x••, //,4•, 

• '' T0L ES DE~~~~AOO PE~UENA••,/) 
<:TOP 
¡:; .. ,~ 

P.AG• use LCCAL 

ºEAL r¡,xx,wC~),Y(6) 
~AT~ ~1-s.o,-3.~,-1.8,1.0,3.0,s.01 
~ªTA V/ 127~0·1~1.Q,379.0.r421.Q,4!0.Q,426.0 / 

!F (!FLAG .EO. 1) GO T'.l 101) 
¡;:: CIFLA~ .~O. 2) -3~ T ... 200 
so 70 OO:J 

SE ~VALu• LA FU~:xo~ FCXl 

1C'J cc:otTINU: 
00 11 !=1,"" 

FI= XC1J + XC2l•EXP( wC!l•XCJJ 
10 <CIJ= <I-YCIJ 

';0 T:) O~C 

e SE EVALUA EL J•C09I•~o JCXJ. 
e 

200 CONT!'.'JUE 
DC 20 !=1,Y 

XX= =XP( ~(I)*X(3J 
FJACC I,1 l= 1.0 
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FJAC(I12>= XX 
20 FJ~CC!13)= ~(I)•X(~)•XX 

GO TC o~~ 

:. ~ ñ. 'J ~ 

CQJ IFL.;G=-1 
J :;> ::> =>!:TU o·~ 

~ '.;\) 

SCLUC 10-.., 

< TOL 

o v:CES 

VEC ~S 
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;.-::~~ili' 
31.il~i!il@~ 

~~5) 5: 
3;1@ ~ 
~@-V~~::Hl 
C):;?~~;¡c; 

éi':J@é'~@ilC 
@ái@~ál~@ 



Las subrutinas del paquete IMSL que se utilizaron, 

no se incluyeron en este apéndice, por considerar que dicho 

paquete es bastante usual. El lector interesado puede consu! 

tar IMSL (1980). 

Las subrutinas usadas en este trabajo fueron: 

- FTAUTO 

FTARPS 

FTMPS 

FTGEN 

ZRPOLY 
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