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INTRODUCCION

La mayoria de 1los métodos estadistices, han sido
disefiados para tratar con observaciones independientes. Sin
‘embargo, en muchas Areas de aplicacidén tales como, economia,
metereologia, mediéina v otras, las observaciones ocurren en
forma de series de tiempo, es decir, como una sucesibn de
valores ordenados por algiin pardmetro, generalmente el
tiempo. Aqui, las observaciones son dependientes y ia
naturaleza de esta dependencia es de importancia
considerable. El Andlisis de Series de Tiempo comprende, a
las técnicas que se utilizan en el estudio de este tipo de

series de observaciones dependientes.

Hay dos caminos complementarios, mads que alternativos,
de llevar a cabo el analisis de una serie de tiempo.  E1
'pr&mero, estd enfocado a estudiar las relaciones que existen
entre las observaciones de 1la serie, en el dominio del
tiempe. 'y el segundo, conocido «como Analisis Espectral,’
estudia los movimientos ciclicos de la serie, en el dominio
de las  frecuencias. "Este 4ltimo, aunque también  muy

importante, no seréa discutido en esta tesis.




Existen diferentes objetivos y fases en el analisis de
series de tiempo. En el capitulo 1 se hace una revisidén muy
general, de los conceptos basicos, necesarios para el

estudio de series de tiempo univariadas.

Entre las distintas fascs.del anédlisis de series de
tiempo, una de las més importantes es la contruccidn de un
modelo matemAtico para la serie. Una de las técnicas mas
utilizadas para este fin, es la de Box y Jenkins (1970).
"Esta técnica cénsisté, en representar a una serie de tiempo,
después de haber aplicado algunas tranformaciones y/o tomado"
diferencias apropiadas de la misma, por medio de -un modelo
con el menor nimero posible de pardmetros. Tales modelos
.son conocidos como modelos ARMA(p,q) (autorregresivos y de
promedios mbéviles). El procedimiento para construir tales
modelos, asi como su descripcidn y propiedades, se explican

también en el capitulo 1.

Para consiruisr modelos ARMA(p,q), se necesitan estimar
los coeficientes o parametros que aparecen en dicho modelo.
Se han hecho estudios extefsivos en 1la literatura ‘'con

.respecto a este problema, el cual durante mucho tiempo, ha
generado una serie de controversias, en cuanto a las
propiedades de los estimadores obtenidos. por distintos
métodos, y en cuanto a la eficiencia computacional para

obtenerlos.

El capitulo 2, se dedica exclusivamente al problema de



estimacidén de parémetros de modelos ARMA, en el dominio del
tiempo. En la seceidn 2.1, se presentan dos de los métodos
de estimacién mAs utilizados: MAxima Verosimilitud vy Méxima
Verosimilitud Condicional. Alrededor de estos métodos, se
han desarrollado otros que vienen a ser modificaciones de
los primeros, todos con el propésito comiin de aproximarse 1lo
mAs posible a la Funcién de Verosimilitud Exacta. En esta
misma seccibdn, se hace una presentacién de algunos problemas
adicionales, derivados del de estimacién, como 1lo son,
no-linealidad en los pardmetros y 1la obtencidn de

estimadores iniciales de los mismos,

El interés del presente trabajo, esta centrado en el
problema de estimacidén de parametros de modelos ARMA(p.q),
en el dominio del tiempo. Su objetivo es presentar un
método de estimacidn, que utiliza 1las autocovarianzas
tedricas y las muestrales. El método trata de aproximar las
autocovarianzas muestrales, con las autocovarianzas
tebricas, expresadas éstas en términos de los parlmetros a
estimar. La bésqueda de los valores que deben asignarse a
lecs eséimadores de log parAmetros. resulta de aplicar el
criterio de Minimos Cuadrados. El procedimiento que resulta,

'se propone como una alternativa a 1los métodos Maximo

Verosimiles.

Con base en algunos experimentos de. simulacidn, se
compara el método de estimacibén estudiado en este trabajo,
con el de David J. Pack (1974), que utiliza una aproximacidbn

a la funcidn de verosimilitud, wutilizando el enfoque



condicional propuesto por Box y Jenkins. Finalmente se

discuiten los resultados observados, en términeos del Error

Cuadrdtico Medio de los estimadores.

E1l trabajo descrito en los dos parrafos anteriores, se

trata en distintas partes de la tesis. En el capitulo 2,

seccidn 2.2, se hace una presentacidén formal del método de

estimacibén de parédmetros de modelos ARMA(p,q), a través de

las autocovarianzas del proceso. También en esa seccidn, se

discuten algunas de las propiedades de 1lcos estimadores de

las autocovarianzas utilizadas, asi como, las propiedades

que se espera, posean los estimadores de 1los pardmetros

obtenidos por ese método. En el capitulo 3, se presenta el

algoritmo desarrollado para este fin, asi como, todos los

detalles de su implementacidén en

7800. En el capitulo 4, se

una computadora ~Burroughs

presentan los resultados de los

experimentos de simulacidn, realizados para algunos modelos

ARMA(DP,q). Los hechos relevantes de las simulaciones, se

discuten en el capitulo 5.

Finalmente, se incluyen tres apéndices. 1 apéndsi A
contiene algunos antecedentes estadisticos, que

naturaleza, no fueron incluidos en el texto y a los cuales

se hace referencia en. los capitulos 2 y 3. En el apéndice B,

se presenta un listado del programa que se elabord para el

presente trabajo. Por (ltimo, en el apéndice C se incluye

la descripcibén de las subrutinas de paqueteria, que se
utilizaron como apoyo computacional.



Capitulo 1

CONCEPTOCS BASICOS EN EL ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO
UNIVARIADAS

Este capitulo pretende hacer una revisidédn muy general
de los conceptos basicos, necesarios para el analisis de

series de tiempo univariadas.

Una’ serie de tiempo se puede definir como un conjunto
,de_ observaciones de una variable cuantitati&a ¥y ~no
‘"deterministica, denotada por X, tomadas en periodos = de
tiempé igualmente espaciados. Esta variable X se puede
referir a temperatura de un proceso quimico, ntmero (anual)

de manchas solares, nimero (mensual). de  pasajeros. en . una.



aereolinea, venta (mensual) de autombviles, en fin un
R . ’ R P . ’
sinnimero de fendémenos que son de interés en diversas Aareas
del quehacer humano. Los periodos de tiempo pueden ser
minutos, dias, meses, trimestres, afios, etc., dependiendo

del tipo de fendémeno, o de los fines del investigador.

1.2 Objetivos del Andlisis en Series de Tiempo.

Los objetivos o metas que se persiguen al analizar wuna
serie de tiempo, no siempre son los mismos, sino que
dependen, de las varias razones que pueda tener un
investigador para llevar a cabo el estudio de una serie de

~tiempo, Estas razones generalmente, van a determinar el
tipo de anadlisis que se decida aplicar. Los objetivos del

"analisis se pueden clasificar de la siguiente manera:

1.2.1 Descripcién.

En ocasiones el estudio de una serie de tiempo,
~consiste en describir el comportamiento ‘de un fenémenq,
‘durante un cierto periodo de tiempo, reéumir sus propiedades
y destacar sus principales caracteristicas, para lo cual, un

andlisis descriptivo de la serie de tiempo es suficiente.



1.2.2 Explicacibdn.

En ocasiones el interés principal, puede estar enfocado
a explicar el comportamiento de wuna serie de tiempo, a
partir del comportamiento de otras variables, para tener un
mejor conocimiento del mecanismo que generd dicha serie de
tiempo. Por ejemplo, en el Area de Economia puede desearse
explicar el comportamiento de la produccibén , a partir del

capital y del trabajo.

1.2.3 Simulacién.

El interés, bien puede. estar concentrado en contar con
un modelo matemdtico, que sea capaz de simular un fendmeno
con  las mismas caracteristicas del fenbmeno real,

representado a través de la serie de tiempo original.

1.2.4 Prondstico.

A partir de 1.2.1 o 1.2.2, se puede estar dinteresado .en
predecir el comportamiento futuro del fenémeno bajo estudio,
esto se presenta muy a menudo en series de tiempo econdmicas

o industriales.




1.2.5 Control.

Este objetivo esta muy relacionado con. 1.2.2 y con
1.2.4, ya que, cuando se conoce qué variables y cbémo
influyen en el comportamiento de cierto fendmenc, o después
de conocer cudl va a ser el comportamiento de un fendmeno en
el futuro, se puede intentar tomar medidas correctivas a

tiempo, que impidan la ocurrencia de un evento no deseado.

Es importante destacar que en todos los objetivos
mencionados anteriormente, se necesita de un modelo
matemidtico que describa de 1la mejor manera posible el

mecanismo que dio origen a los datos observados.

1.3 Principales Componentes de una Serie de Tiempo.

En ciertas &reas de aplicacidén, en particular en
economia, se tiene el concepto de que una serie de tiempo es
una mezcla de cuatro componentes: la . tendencia, 1la
estacionalidad, los ciclos y los residuales o componente de

‘ruido.



1.3.1 Tendencia.

Se dice que una serie de tiempo presenta una tendencia,
cuando muestra un movimiento sistemAtico prolongado, que
bien puede ser creciente, decreciente, o ambos. En otras
palabras, se puede decir que ekiste una tendencia en  una
serie, cuandn ésta presenta cambios prolongados en la

media.

1.3.2 Estacionalidad.

Estacionalidad, se puede definir como un cambio °
variacién sistemitica en la serie de tiempo, que se repite
cada s periodos de tiempo, es decir, como si el
comportamiento de una parte de la serie fuese similar cada s
periodos de tiempo.

1.3.3 Ciclos.

Este componente es uno de los mas dificiles de aislar y
dé- explicar. Se define como una variacién ciclica de
periodo no identificado y mayor de un afio. L ocasiones, el
periodo asociado a esta variacidn ciclica es mds 1largo . que
el . periodo de observacidon de la serie y suele confundirse

con una componente de tendencia.




1.3.4 Residuales o Ruido.

Los residuales se definen como las fluctuaciones que
quedan en la serie, después de haber separado de ésta, las
componentes de tendencia y variacidén estacional. En el
me jor de Tos casos, estos residuales pueden ser
completamente aleatorios, en el otro, pueden comportarse
como una serie que presente movimientos oscilatorios
suaves., Generalmente, estos residuales no son puramente
aleatorios y tiemen un cierto comportamiento sistemitico, en
el sentido de que no son independientes, y el wvalor del
residual al tiempo t & , depende de alguno o algunos

residuales anteriores.

1.4 Algunos de los Distintos Tipos de Modelos en Series de

Tiempo Univariazdas.

El propdsito de esta seccidnrn, es presentar de una
“manera un tanto informal, dos de las técnicas més utilizadas
en modelar series de tiempo, la primera de éllas conocida
tradicionalmente como "Método de Descomposicién”, y 1la

segunda el método muy conocido y.usado de "Box y Jenkins".




1.4.1 Método de Descomposicidbn.

La filosofia basica de este modelo,  consiste en
considerar a una serie de tiempo Z;, como el resultado de 1la

suma de tres componentes:

Z2e = Teg + S¢ + I

donde, Ty es el valor de 1a tendencia en la serie, S¢ es el
valor de la estacionalidad, e I, es el residual de la serie,
mejor conocido como ruido. Estos componentes fueron

explicados brevemente en la seccidn anterior.

El método consiste de una lLécnica, por medio de la cual
se pueda separar y estimar, cada-uno—de- los tres componentes
que conforman la serie, para después, extrapolar cada uno de
éllos hacia el futuro, sumarlos y obtener el ©pronéstico

deseado de la serie Zg, por ejemplo, al tiempo Z. 4.

Se han desarrollado varios métodos, para poder separar

cada componente en la serie de la mejor manera posible. E1

lector interesado en tales métodos, puede consultar
Chatfield (1974), Xendall (1966) y, Nerlove, Grether vy
Carvalho (1979), éstos ultimos trabajan mucho con estos
modelos, a los que l1laman Modelos de Componentes no

Observables. Estos métodos no seré&n tratados aqui, ya que el



interés principal de la presente tesis, esta relacionado con

el modelaje matem&tico propuesto por Box y Jenkins (1970).

1.4.2 Modelo de Box y Jenkins.

El modelo Mixto Autorregresivo y de Promedio Mévil
ARMA(p,q), especialmente, fue disefiado para poder describir
el comportamiento de los residuales o ruido, de una serie de
tiempo 2.

E1l método consiste en obtener series que sean
aproximadamente estacionarias, es decir, que aproximadamente
posean una media ¥ una varianza constantes. (Maés adelante
en la seccidn 1.7, se describe «con més detalle el concepto
de estacionariedad.)

En 1la realidad es muy dificil, si no es que imposible,
encontrarse con series de tiempo estacionarias, por lo que
en . algunos casos puede ser necesario aplicar
. transformaciones estabilizadoras de varianza a los datos,
como por ejemplo, 1la transformacidén logaritmica. Box y
"Jenkins proponen el uso de tranformaciones simplificadoras,
cuyo fin, es obtener series aproximadamente estacionarias a
1las que se ajuste un modelo ARMA(p,q), estacionarioc e
‘invertible , en una forma parsimoniosa, es decir, con un
nimero. reducido de parametros. (En la seccidén 1.9 se
describen con detalle ‘estos modelos, asi como sus
propiedédes.)



Las tranformaciones simplificadoras son:

a) (1 - R
b) (1 - R®)® =v¢P

donde :

R es el operador de atraso, definido como

R Zy = Zp.g 3 T= 1,2,¢..
y
R® Zy = 2
Este operador, tiene la propiedad de que puede ser

manipulado como cualquier cantidad algebraica, y juega un

“papel importanie 2n 2l desarrollo analitico de series de
tiémpo'(ver Fuller (1976), cap. 2, sec. 2.4),

d es un entero positivo que indica el n{imero de

diferencias de la serie Zy, como se vera mas adelante.

S es un entero positivo que esta relacionado con el
periodo de una serie estacional.

D es un entero positivo ‘que juega un papel similar al’




de d.

V es el primer operador diferencial, tal que
VZy = Z¢ - Zg_y» ¥ en términos del operador de atraso R, es
igual a (1-R)Z:.

La transformacidn en (a), se aplica a series de tiempo
. que tienen un comportamiento no estacionario, en el sentido
de que no poseen una media constante. La idea de aplicar
esta transformacidén es eliminar la componente de tendencia

de la serie original, no estacionaria Z,, asi, al aplicar
d
(1 - RY Z, = Xg

se espera que la nueva serie X., igual a la d-ésima
diferencia de Z;, sea estacionaria, y por lo tanto, pueda

ser ‘explicada por un modelo estacionario ARMA.

La transformacién en (b) se aplica a series de tiempo
que Lienen un comportaomicnts estacional . es .decir, cuya

caracteristica fundamental, es que observaciones separadas s

instantes. de tiempo son similares. Se espera que el
operador " R® Z_ = Z._o, juege un papel importante en el
andlisis de este tipo de series. Adicionalmente, puede

suceder que la nueva serie Zg, Zo-s, Ze—35 s s« presente - un
3 ) - - g
comportamiento no estacionario, Yy de ahi, que una

transformacidén del tipo



(1 - R®)P

Ze = X,
sea Gtil para acercarse a 1lo que podria ser una serie
estacionaria, de la cual, se han separado las componentes de

tendencia y estacionalidad.

Los modelos que tratan con series del tipo Vch y
ZEZc, son c¢onocidos como procesos Mixtos Integrados

Autorregresivos y de Promedios Mdviles ARIMA.

Resumiendo, en un proceso no estaciopario , por ejemplo
un ARIMA(p,d,q), la d-ésima diferencia de las observaciones

es modelada por un proceso estacionario ARMA(p,q).

En adelante, cuando se haga referencia a una serie de
tiempo X., se supondréd que dicha serie es estacionaria, es
decir, que es el resultado de haber aplicado algunas de las
transformaciones descritas anteriormente a la serie Zg. Y en
consecuencia, se hara referencia a procesos ARMA gque modelen

en forma adecuada a la serie X, . mAs que n procescs ARTMA.

E1 lector interesado en conecer m&s sobre modelqs ARIMA
y su aplicacidn, puede consultar Box y Jenkins (1970), o
"Nelson (1973), quien hace una descripciém sencilla de los

-mismos.



1.5 Etapas del Andlisis de Series de Tiempo Univariadas.

Como se menciond en la seccidén 1.3, las etapas del
analisis en series de tiempo, dependen de los objetivos que
pueda tener el idinvestigador, interesado en llevar a cabo el
estudio de una serie de tiempo. Abi se describieron los
distintos objetivos que puede haber, y fue claro, que en
todos é&llos es necesario obtener un modelo que explique el
comportamiento de 1la serie. Aqui surgen umn par de
preguntas: <<E1 procedimiento para obtener un modelo, es el
mismo en todos los casos 7?7, <&Cbébmo se obtiene dicho modelo
?. La respuesta a la primer pregunta es NO, ya que como se
vio en la seccién 1.4, no hay un procedimiento universal

para modelar a una serins de tiempo.

Se puede ver simplificada la decisibén, en cuanto a qué
técnica de modelaje es 1la mds apropiada, si se decide con
“anterioridad, cuil de los siguientes dos objetivos es ' de

interés:
a) Encontrar un modelo gquec ajuste bien a los datos.

b) Encontrar un modelo que haga buenos pronésticos de

la serie.



En términos muy generales, se puede decir que el modelo
de descomposicidén puede ser apropiado en el caso (a), pero
puede no funcionar igual de bien en el caso (b). El modelo
de Box y Jenkins en cambio, parece funcionar mejor en el
caso (b).

El procedimiento para pronosticar con un modelo ARMA,
consiste en encontrar primero wuna serie aproximadamente
estacionaria, como se explicé en la seccién 1.4 anterior,
después, analizar las propiedades de esta nueva serie
transformada X, vy en base a éstas, escoger un modelo
apropiado ARMA, a esta etapa del andlisis Box y Jenkins la
llaman Identificacidn. Este modelo es entonces ajustado y
sus parametros estimados, etapa a 1la cual Box y Jenkins
llaman Estimacidén. En el capitulo 2 se trata este problema
especifico, el cual, ha generado durante mucho tiempo una
‘serie de controversias en cuanto a las propiedades
muestrales de los estimadores, y la eficiencia computacional
para obtenerlos. Esto ha propiciado que muchos
binvestigadores se interesen en el desarrollo . de . nuevos
métodos de estimaéién, que cubran las deficiencias en 6tros.
‘De’ hecho; el interés principal de esta tesis, es el
desarrollo de un método alternativo de estimacidén de
“parametros de modelos ARMA, como se verd en el capitulo 2.
Una vez que los parédmetros han sido estimados, se continua
con un anélisis de los residuales, etapa a la cual Box y
Jenklins llaman Diagnéstico. Si el andlisis anterior resulta

satisfactorio, entonces, el modelo ARMA se utiliza para



hacer pronésticos, etapa a la cual Box y Jenkins por razones
obvias llaman Pronbéstico. Si este no es el caso, entonces,
se procede a regresar a la etapa de Identificacidn, para
buscar otro modelQ’ARMA que pueda ser mas adecuado Yy ' se
repite todo el proceso.

Una de 1las venta jas de wusar modelos ARMA para
pronbsticos, es que se puede evaluar explicitamente el error
cuadratico medio de prediccibn. (Ver Harvey (1981), cap.
1).

En lo que resta de este capitulo, se hace una

presentacidn un poco mAs tedrica, de algunos conceptos que
se mane jaran con mucha frecuencia en los siguientes
capitulos, y que son esenciales para entender el analisis de

series de tiempo.

Dado que la teoria desarrollada para modelar series de
tiempo, considera a dichos modelos como procesos

tocAsticos, v a las series de tiempo como realizaciones de
estos  procesos, creo conveniente hacer - una breve
presentacidn sobre los mismos, con objeto de dar un panorama
‘genefal sobre la clase especial a la cual pertenecen los

modelos ARMA.




1.6 Procesos Estocasticos.

En un proceso estocéstico, cada observacidén es una
variable aleatoria y estas observaciones evolucionan a
través del tiempo de acuerdo a ciertas ieyes
probabilisticas. Asi, un proceso estocastico se puede
definir como un conjunto de variables aleatorias, las cuales
tienen un orden en el tiempo, es decir, {Z2(t) ; teT}, donde
T es el conjunto de instantes en el tiempo en el cual se
define el proceso. Cuando T abarca todo un intervalo de
valores (usualmente —oo<t<oo ), entonces se “dice que
{Z(t) ; teTl es un proceso estocdstico continuo. Si T es un
conjunto de instantes aislados (usualmente
t =0, 1, *2,...), entonces se dice que {Z. ; teT} es un

proceso estocastico discreto.

Por simplicidad, la presentacidén siguiente se hara,
suponiendo que el conjunto de instantes T es discreto,
aunque la presentacidén en el caso de T continuo.seria muy

similar.

Una ciase especial de los procesos estocasticos, son
los procesos estacionarios, a la cual pertenecen los modelos
ARMA descritos méis adelante en la seccidn 1.9. Con objeto de



introducir los conceptos de estacionariedad y ergodicidad,
asi como su importancia en el anAlisis de series de tiempo,
se comienza por definir la distribucidén probabilistica de un
proceso estocdstico, y por analizar los problemas que surgen
"al tratar de describir el primer y segundo momentos del
mismo, conocidos como la media, la varianza y 1la funcidn de
autocovarianzas.

A cada procesc estocastico {Z¢
T = 0, *1, %2,...

; veTh, donde
. le corresponde una distribucidbdn
probabilistica que queda determinada por la familia de todas
las distribuciones conjuntas, de todos los subconjuntos
~finitos de variables aleatorias pertenecientes al proceso.

Asi la distribucibdn del proceso incluye a las distribuciones
marginales

eee F(Z), F(Z_,), F(Zo), F(Zy), F(Zy)s ..
también incluye a las distribuciones conjuntas entre pares
de: variables
e F(Z w1 ,Z0), F(Z_4,21), F(Z0,Zy), ...

etc.

Sea {Zy.; teT} un proceso estocaAstico, para quélquier
‘conjunto de instantes T = {t,, t;, .
N.

.+ 4+ tyl, y cada _entero



La media del proceso al tiempo t, se define como

#e= E (Z¢ ) H x teT

La funcidn de autocovarianzas, se define como

Y(s,t) = cov (Zg, z(-,) = E [(Zs "I"s)(zn - Mg )] 3
 s,teT
En particular, la varianza del proceso al tiempo t,
define como
o2 = var (Zg ) = cov (Zg, Z2) = E (Z¢ —py ¥ :

Asi para las variables aleat

o
EARE se tiene el vector de medias de dimensidn N

CCleys Moy s eee st ) = (E(Zg )y E(Zoy)senns E(Zoy))

se

(1)



y la matriz simétrica de varianzas y covarianzas, de
dimensidn NxN

of, VP(ti,tz2) . . . Pty sty) o

2
0%, - .

(2)

) Esta' matriz como se menciond anteriormente, es
simétrica y definida semi positiva.
1

En la mayoria de los problemas estadisticos, se esta
interesado: en estimar las propiedades de wuna poblacidbn, a
partir de una muestra representativa de la misma. kEn. este
caso, si se tuviese una muestra del conjunto de variables
aleatorias Zg; 5 +e: s Zry , Sse podria estimar, por ejemplo,
el vector de medias en (1) como

A S

- =1
( .‘,‘\c1v ... 1ﬁc,u) = ml_z Zc, oo Z‘Zl:"
. [t = )

(3)



donde, m seria el tamafio de la muestra vy Zg} seria la
j~ésima observacidén de la variable aleatoria asociada al
instante £t; . En otras palabras, si se pudiesen observar
varias realizaciones de un proceso en el conjunto de
instantes T, se podrian hacer inferencias acerca de las
propiedades del proceso, del cual provienen las

realizaciones.

En la practica, sin embargo, lo comiin es observar una
sola serie de tiempo durante un cierto periodo de tiempo, en
estas circunstancias, no es posible hacer inferencias
significativas acerca del modelo probabilistico, del cual
proviene la serie de tiempo observada, a menos gque se
impongan ciertas restricciones al modelo o proceso generador
de la serie. Esta necesidad lleva a los conceptos de
estacionariedad y efgodicidad. descritos en las siguientes

secciones,

1.7 Estacionariedad.

Estacionariedad, en el mas amplio sentido de la

palabra, se puede entender como algo que es estable.

Como se menciond en la seccidn anterior, cuando se

cuenta con una sola realizacidén de un proceso, es necesario



que éste cumpla ciertas restricciones, para facilitar el
analisis de la realizacidn [} serie de tiempo.
Estacionariedad en si, se puede ver como una condicibén que

se pide al proceso generador, con este fin.

Existen dos tipos de estacionariedad :

1.7.1 Estacionariedad Estricta.

Un proceso estocastico {Xe¢ ; teT! se ‘dice que es
estacionario, si para cualquier conjunto de instantes
T = {t‘,tz,...,tu}, cada N y cada desplazamiento to de

tiempo, se cumple que la distribucidn conjunta de las
‘variables aleatorias Xt,,...,Xg“, es invariante con respecto

al desplazamiento de tiempo

F(xt;| 1--~7ch) = F(xb‘;co r---rxc".cn ) H ¥ Ly s .eayly ,N,to

(4)

Es decir, que no importa el punto particular en el
tiempo que se . elija, la distribucidén conjunta de las
variables aleatorias Xty 1+--3,Xey» va @ ser siempre la misma

gue la de las vaeriables aleatorias Xy - oy »-»ssXey.6;



Como una consecuencia de (4), se tiene que

F (Xg ) =F (Xgog, ) H w teT

F (Xs 5, X¢g ) = F (Xseee 1+ Xc-veg ) s * s,teT

(5)
y como consecuencia de (5), se tiene que
E (Xt ) = E (xt~t.o ) H v teT, to
var (X¢ ) = var (Xg.c, ) H »* teT, to
cov (Xg »,X¢ ) = cov (Xs.cg s Xep.pe s » s,t,eT, to
(6)

"1.7.2 Estacionariedad débil o de Segundo Orden.

Este tipo de estacionariedad es . mucho menos estricta
. que la anterior, ya que s6lo se 1imponen condiciones al
. primer y segundoc momentos del proceso. Asi, se dice que un
proceso {Xe ; teT} es estacionario de segundo orden, si para
cualquier conjunto de ingstantes T = {ty,...otyl, cada N y
cada desplazamiento to, se satisfacen las siguientes

condiciones:



a) Que la esperanza de las variables aleatorias X, y

Xt4+t, €xista y sea la misma para toda teT y cada to, es
decir,

E (X¢z ) = E (xc~co ) = ;% teT, to
7

Intuitivamente, esta propiedad se puede ver como si, a
través del tiempo, la serie estuviera oscilando alrededor de

un valor medio u .

b) Que la autocovarianza entre dos variables
aleatorias, sdélo dependa de la diferencia que exista entre
los dos instantes de tiempo, ascciados a las variables y no

a lus instantes en particular.

cov (Xg 4 Xgoj ) cov (Xegapy » Xoej+te )

= cov {(Xg+ro—j o ) S )

¥; H » teT, to, j

(8)

. Cominmente en series de tiempo, se conoce a K{ como la
autocovarianza de orden j, el prefijo auto se debe a que Py
es 1la covarianza entre diferentes variables aleatorias del

mismo proceso, separadas j instantes de tiempo.



Obviamente por (5) y (6), se cumple que si un proceso
es estrictamente estacionario, entonces, también es
estacionario de segundo orden, sin embargo, el inverso no se
cumple, a menos que la distribucién conjunta  de las
variables aleatorias sea normal N-variada, ya que, en este
caso el proceso quedaria completamente caracterizado por su

primer y segundo momentos.

Ahora, si las condiciones (7) y (8) se satisfacen para
toda teT, las expresiones en (1) y (2) se reducen
considerablemente, ya que, el vector de medias para las

variables aleatorias Xc,,...,Xb", es
[E(Xey )y oo » EXgd] = (e vee om0
(9)

teniendo que estimar solamente un parametro en lugar de N,

como era el caso en (1).



La matriz simétrica de varianzas y covarianzas, es

Yo O Pt
Fo « . . Pu-2
. v,

(10>

teniendo que estimar solamente N autocovarianzas en vez de

N(N+1)/2, como era el caso en (2).

) En adelante, cuando se hable de estacionariedad se
supondrid estacionariedad de segundo orden, cuando este no
sea ‘el caso, se haréan las especificaciones

correspondientes.

“1,8 Brgodicidad.

Al igual que con estacionariedad, ergodicidad es ‘otra



propiedad que se pide al proceso generador de la serie de

tiempo, para facilitar su andlisis.

Intuitivamente, pedir que un proceso estocéstico sea
ergddico, es pedir gque las variables aleatorias u
observaciones de dicho proceso, considerablemente distantes
en el tiempo, casi no esten correlacionadas. Asi por
ejemplo, al promediar una realizaciébén (serie) a través del
tiempo, cada nuevo elemento en el promedio, aporta
informacién Gtil y nueva, Lo que se pretende obtener con
esta propiedad, son estimadores consistentes de los
parimetros de interés del proceso, es decir, estimadores

cuya varianza tienda a cero, conforme N tiende a infinito.

Aqui, no se explicaré ergodicidad en términos
matemdticos, ya que ésto requiere de un desarrollo bastante
complicado, innecesario para los objetivos de este capitulo

(el lector interesado puede ver Hannan (1970, p. 201)).

En la prActica, no es posible probar si un proceso es o
no ergddico, ya que sblo se observa una sola realizacidn del
mismo, es decir, una sola observacidn en cada variable
aleatoria, y por lo tanto, no es posible probar si estén o
no correlacionadas. En adelante, se supondrd que todos los

procesos considerados son ergddicos.

Por lo tanto, si la realizacibén observada (serie de
tiempo) proviene de un proceso estacionario y ergbdico,

ahora si es posible hacer inferencias sobre el mismo (modelo



probabilistico), a partir, de la informacién proporcionada
sélo por esa realizacién. Por ejemplo, el vector de medias

en (9) se podria estimar como

Cu
(B eees ) = #(l,0..,1) = = xe (1,...,1)

. donde Xy es la observacidén al tiempo t. Este estimador es
equivalente ail propuesto en (3), que se obtendria al
observar varias realizaciones del proceso, En el primero,
la media se estima como un promedio de las observaciones a
través del tiempo; en el segundo, las medias se estiman como
promedios de las observaciones en instantes particulares de
tiempo. Obviamente, estos estimadores son equivalentes, si
y sbdlo si, el proceso es ergbdico y estacionario al menos de
segundo orden, ya que gntonces, la media, varianza y

autocovarianzas del proceso no dependen del tiempo.

1.9 Descripcidén. .y Propiedades. de Modelos ARMA(p,d).

Los modelos matematicos mas cominmente usados en la
pféctica, para modelar series de tiempo estacionarias, son

conocidos como AR, MA, y ARMA. Estos modelos pertenecen a la



clase general de procesos estocdsticos lineales discretos,

los cuales, se pueden expresar en dos formas equivalentes:

i) Dados, un proceso {X¢ ; teT}l, con T = {0,t1,+2,...}
y para el cual se supondra, sin pérdida de generalidad, que
tiene media igual a cero y varianza finita o2 , y un proceso
{8 ;: teT) de variables aleatorias no correlaciomnadas, con
media igual a cero y varianza finita af s+ conocido como un
proceso de ruido blanco. Entonces, el valor del proceso

{Xel al tiempo t se puede expresar como:
Xe = &g+ w8y + uybe-z + ...
(1i1)
donde {u; ; i=1,2,...} es una sucesibn de parémétros fijos.

(11) se puede también expresar como

Ly T U(-.).:L .
(12)
oo .
donde: U(R) = > u; - R} , con uo = 1 y R el operador de atraso,

definido en la sececibn 1.4.



U(R) se puede ver como la funcidn de transferencia que
transforma el proceso de ruido blanco ({§c} , en el valor de

el proceso {Xg! al tiempo t.

Para . que el proceso en (12) sea estacionario, es
necesario que su primer momento exista y no dependa del
tiempo, y que su segundo momento exista y sbélo dependa del
periodo de tiempo entre dos variables cualesquiera del mismo
proceso. Para lo cual, es necesario que se satisfagan 1las

-siguientes condiciones:

a) Para que 1la media del proceso {X ! exista, es

necesario que la serie

converja.

n
[N
3
[y
(8]
]
-
1]
1]

b) Para aque la varianza del proceso {X_ .} sea

necesario que la serie

conver ja.




c) Y para que la autocovarianza de orden j sea finita,

es necesario que la serie

o]
2 u; U,; <o
i=0

también converja.

Existe una sola condicién impuesta a la serie de
potencias U(Z), donde Z toma valores complejos, la cual,
comprende a ‘todas las anteriores y garantiza la
estacionariedad del proceso en (12). Esta condicidén es que
U(Z) conver ja en una regidén conteniendo al circulo unitario
complejo, es decir, que converja para IZI < 1. (Ver
Grenander y Rosenblatt (1957)).

ii) Dados, un proceso {X¢l, y un proceso {8} como en

entonces, el valor del proceso {Xeg} al tiempo t, se

(i),
pucde oXprosar Como

Xeg =8 = vy Xoy = vaXep - ..

(13),
"donde v; 3 i=1,2,... es una sucesién de pardmetros fijos.

(13) se puede expresar también como



V(R) X, = & = Xe = [V(R)] ‘6.

(14)
ocd -
donde V(R) = z:v, R' , con vo =1 y R el operador de atraso.
i=e .
-1 o
[V(RrR)] se puede ver como la funcibébn de transferencia

que transforma al proceso de ruido blanco {§)} , en el valor

del proceso {Xg} al tiempo t.

De los procesos en (12) y (14), se puede ver que

U(Z) = 1/V(Z)

de ahi que 1las condiciones que debe cumplir V(Z), donde Z
‘toma valores complejos, para que el proceso en (14) sea
estacionartio, dependen de las condiciones dadas
anteriormente para U(Z). En este caso se necesita que los
ceros de la ecuacidn caricteristica V(Z) = 0, estén todos

fuera de el circulo unitario complejo.

En adelante, cuando se haga referencia a un proceso
{Xz}, se.  supondrd un proceso lineal discreto {Xz}l, con
t =0,*1,..., media cero y varianza finita oﬁ , ¥y cuando se
haga referencia a un proceso {6}, se supondrd un proceso
{8ty con t = 0,*1,..., de variables aleatorias no



correlacionadas con media cero y varianza finita t@ .

1.10 Procesos Autorregresivos.

Un proceso autorregresivo de orden p, cominmente

denotado por AR(p), es un proceso lineal discreto como an

(13), pero donde sbélo existe un nuimero finito p de
parémetros Vi distintos de cero. Sea -vi = a; ,para
i=1,...,p, entonces un proceso AR(p) queda expresado como

Xe = 8¢ + ayXey + oo. + apXp-p
(15)

X, expresado como en (15) se puede observar como wuna
variable aleatoria, la cual, esta linealmente relacionada

con p valores pasados del mismo proceso, maAs un residual 6

“‘‘.discrepancia aleatoria &, semejando la relacidén observada’

en una ecuacidén de regresidn, de ahi el . nombre de

autorregresivo.

Expresando a Xg en términos de la funcién .  de

transferencia del proceso, se tiene



“Xe = [AC(R)] '8,
(16)

=} : .
donde A(R) = > aiR‘ ,con ao = 1 y R el operador de atraso.
=0 . A

Nuevamente, como se analizé en 1.9, para que, el proceso
en (16) sea estacionario se debe cumplir que [A(Z)]q, donde
Z toma valores complejos, converja en una regidn conteniendo
al circulo unitario complejo, & equivalentemente, que los
ceros de la ecuacién caracteristica A(Z) = O estén todos

fuera del circulo unitario complejo.

1,11 Procesos de Promedio Mbévil.

Un proceso de promedio mévil de orden g, -cominmente
-denotado por MA(a), es un proceso -lineal discreto. como en’

(11), pero en donde, los parédmetros u; se anulan- para toda i

después de un cierto en:éro q. - Sea u; = -b; ,para
i =1l,.+.,9, entonces, un proceso MA(q) queda expresado como ._
Xg = Ec ~ b18oy - ... - bqg:—q
) (17)



X. expresado como en (17), no se puede observar como un
promedio mévil tal cual, ya bque los ‘pesos b, para
i = 1,...9 no suman 1, pero si se puede ver como un miltiplo
de un promedio mévil, de q valores pasados del proceso de
raido blanco 8¢ .

Haciendo uso de 1la funcién de transferencia del

proceso, X se puede expresar también como

Xz = B(R) &.
(18)

O
donde B(R) = >, b] Ri - , con bo = 1 y R el operador de atraso.
j=0 .

En este  caso en que B(Z), .donde Z toma 'valores
qomplejos, es finito, no hay restricciones de convergencia
para que el proceso Xg. sea estacionario. Sin embargo,
(18) también se puede expresar como

[BCRII™ % =8¢

(19)

Comparando (19) con - (14) se debe cumplir . que.
V(Z) = 1/B(Z), expandiendo en fracciones parciales esta
Glrima igualdad ’



. (=} m.
R R D I e

donde, 1/ri son los ceros de la ecuacidén caracteristica
B(Z) = 0 y mi es la mnmultiplicidad del cero 1l/ri. Asi, para
que V(Z) «converja en una regién conteniendo al circulo
unitario complejo es necesario que Irif < 1, es decir, que
los ceros 1l/ri de B(Z) = 0 estén todos fuera del circulo
unitario complejo. Si ésto se cumple se dice que el proceso

en (19) es invertible.

Un proceso autorregresivo finito se puede expresar como
un proceso de promedio mévil infinito, tal como se muestra
en (16), si el proceso es estacionario. Un proceso de
promedio mdévil finito se puede expresar como un proceso
autorregresivo infinito, tal como se muestra en (19), si el

proceso es invertible.

‘1.12 Procesos Mixtos Autorregresivos y de Promedios Mbéviles.

Un proceso mixto autorregresivo y de promedio mdvil,
comiinmente denotado como ARMA(p,q), es como su nombre 1o

indica, un proceso doblemente finito, constituido por



términos autorregresivos y de promedios mébviles

Xe = 8c - b1y —eee— bgbe-g + ay;Xg-y +eau.t+ apXep
(20>
Este proceso también se puede expresar como
A(R) X¢ = B(R) §,
(21)

-donde, como antes, A(R) y B(R) son polinomios en el operador

de atraso R, de ordenes p y q respectivamente.

Para que un proceso como (21) sea estacionario, se
requiere que los ceros de 1la ecuacidn caracteristica
A(Z) = 0, estén todos fuera del circulo unitario complejo, ¥
para que sea invertible, se requiere que los ceros de la
ecuacidn caracteristica B(Z) = 0O estén todos fuera de el

circulo unitario complejo.



Capitulo 2

ESTIMACION DE PARAMETROS DEL MODELO ARMA(p,q) EN EL
' DOMINIO DEL TIEMPO

2.1 Métodos de Estimacidn.

Una vez que se ha elegido wun modelo tentativo . que
ajuste a la serie de tiempo observada X = (X,,...,Xy), el
siguiente paso es el de obtener estimadores de 1los

pardmetros involucrados en dicho modelo.

Supdéngase que la serie de tiempo observada x, fue
generada por un proceso gaussiano (ver apéndice A),

estacionario e invertible ARMA(p,q)

A(R) X, = B(R)&
(1)



donde, A(R) es un polinomio de orden p que satisface la
condicidn de estacionariedad y B(R) es un polinomio de orden
d que satisface 1la condicidén de invertibilidad. Se supone
ademds, que la sucesidén de variables aleatorias Xiooeos Xy
tienen media cero y matriz de varianzas y covarianzas r,
con su (i,j)-ésimo elemento igual a la cov(Xi,Xj) = nbdl R

es decir,

Yo Py P Pu—s

V‘ Yo e o - P’I-!

Puci Pz o . . Yo

\ / o @

donde P«» la autocovarianza de orden k del proceso, es una
funcién‘de los parédmetros del modelo en (1), y (Sn) es una
"sucesidn de variables aleatorias independientes ~ e
idénticamente distribuidas como normales, con media cero vy

varianza finita g2.



En una situacidn tal, el método de estimacidn de maxima
verosimilitud, se puede aplicar para estimar el vector de
parametros desconocido 6 = (a,,...8pyb3,...bg, ) en el
modelo (1).

2.1.1 Verosimilitud No Condicional.
Dada l1la serie de tiempo observada x, v el problema de

estimar el vector de paréametros o, la funcibén de

verosimilitud L( 8 ;x) para el modelo en (1) expresado como

Xe = a4y Xgoy + «ve + 8pXgp + 8 - b1 8oy - ... - bg8ea
(3)
es
x 1
1 \z 2 1 -1
LCoix) =(E) |r}? exp {—T xT r-'x}
4)
y la funcidn logaritmo de L( @ ;x) es igual a
1¢ 0 5x) =__2l_ tog (21 ) + —;—Ing Irl —-%{fo’ x}
(5)



A
el vector 6 buscado es el que maximiza 1(0 ;x), es decir,

que bajo condiciones de regularidad satisfaga la ecuaciédn

d1( e ;x) irl
- l .dlag|l’ _ 3 T - o
2 d# 2 d @ (x7rx)
d e .
(6)
donde, d1( @ ;x) es un vector de dimensibn (p+gq+1)x1, de
d 6

derivadas parciales de 1( @ ;x) con respecto a cada uno de
los elementos de 6.

Encontrar una expresidén analitica general para el
vector en (6), daria como resultado un desarrollo algebriico

sumamente complicado por las siguientes razones:

a) La  matriz I depende del vector de parémetros 6 a

través de las autocovarianzas I4 y éstas a su vez

. li—ji
dependen de € en forma no lineal.

b) La dimensién de la matriz I' depende del tamafio de

muestra observado N.

Primero, habria que ‘encontrar expresiones analiticas



para las autocovarianzas en términos de los parametros del
modelo, para después, expresar a la matriz inversa de ' y a
su determinante en términos de éstas en (5). Una vez que se
hubiese encontrado wuna expresién analitica general para
1( 0 ;x) en (5), faltaria encontrar la derivada de esta
funcidn con respecto al vector de pardmetrocs @0, lo cual,
daria como resultado un vector de derivadas parciales con

respecto a cada uno de los elementos de 6.

Es obvio que resolver el problema de estimacidn por
este camino, parece ser una hazafia casi imposible de
realizar. En este sentido, existen algunos trabajos
publicados donde se da solucién a algunos modelos en
particular, mas que una solucidn al modelo general
ARMA(p,q). Entre estos trabajos se encuentra el de Tiao v
Ali (1971), quienes dan expresiones explicitas para los
elementos de la matriz inversa de covarianzas, a partir de
la serie de tiempo observada, asi como para su determinante
en un proceso ARMA(1,1), ellos también dan un procedimiento
recursivo para calcular la funcidén de verosimilitud L( 8 ;x).
A pesar de que solamente son tres los parametros por estimar
para este proceso, las expresiones que cobtienen son

complicadas.

Shaman (1973), hace una discusibén sobre la inversidn de
la matriz de covarianzas muestral, para el caso md&s general
ARMA(p,q), v llega a una expresidn para los elementos de
dicha matriz. También encuentra expresiones explicitas para

la matriz inversa de covarianzas muestral, en un proceso



ARMA(O,2), sin embargo, no obtiene expresiones para su
determinante. Las expresiones obtenidas por é1l son

complicadas y necesitan de calculos muy laboriosos.

Existen otros trabajos publicados donde se da soluciédn
al modelo general ARMA(p,q), Newbold (1974) da una expresidn
explicita para la funcidén de verosimilitud de un proceso
ARMA(p,q), en la que no es necesario el calculo de la
inversa de la matriz de autocovarianzas. Su método sigue la
misma linea gue el desarrollado por Box y Jenkins, el cual
se vera mAs adelante bajo el nombre de enfoque no
condicional, pero donde las esperanzas de 8§t condicionadas a
la serie de ctiempo observada Xy se obtienen en forma
explicita para cualquier vector 8 dado, y donde el exponente
de la funcién de verosimilitud, consiste de una suma finita
de esperanzas condicionales, por lo que no es necesario usar
una aproximacidén a esta suma, como en el caso del enfoque no
condicional. Este procedimiento sin embargo, necesita del
cdlculu de matrices e idinversas de matrices a lo largo del
camino, que si bien tienen una estructura més sencilla que
la de covarianzas, no dejan de ser largos y algo

complicados.

En 1984 en un reporte técnico, Wincek vy Reinsel
desarrollan un método numérico basado en una transformacidn
de 1los residuales, a partir de la cual, derivan un
procedimiento recursivo para el calculo eficiente de 1la
funcidn de verosimilitud, asi como para las derivadas

asociadas. Un estudio mas detallado de este método, asi



como la programacidén de un algoritmo, que permitiese hacer
comparaciones con los estimadores obtenidos por otros
métodos, podria ser conveniente, ya que é&ste parece ser el
trabajo miAs completo y reciente en cuanto a la obtencidn de

la funcién de verosimilitud exacta.

‘Un camino altermativo para obtener 1la funcidn de
verosimilitud L( @ :x), es haciendo uso de la condicién de
estacionariedad del modelo ARMA(p.,q) en (1). Como se
menciond en el capitulo 1, cuando un proceso ARMA(p,q) es
eétacionario, éste se puede expresar como un proceso MA
infinito, o sea que cada X, depende de todas las &'s
anteriores hasta &, y en consecuencia 1la informacibén que
sobre el proceso proporcionan las variables X;,...,Xyu, esta
contenida en la informacidén proporcionada por las variables
ﬂb&...,ﬁ.. Por lo tanto, el modelo en la ecuacién (1) se

puede expresarx como

o]
Xe = [ACRIIT'B(R) &x = 2 ¥xbo-xk
B .

donde {%¥ ! son parametros fijos que dependen del vector de

parametros desconocido 6.

La funcidn de verosimilitud no condicional, asociada



con la serie de tiempo observada x, generada por el proceso
ARMA(p,q) en (7) es (ver Box y Jenkins (1970) pag.
269-273):

N
LCOsx) = (2m)y Flg2) T |m| * exp{_sw:)}

20 ‘8

donde gZ.M™'= T definida en (2)

0% = (a1 ,...,23p:b1,...,ba)

LI

SComy « 2 it /x0t)’ |
= ' S (9)

y E(§/x, 0% es la esperanza de &8¢ condicionada a  1la

serie observada x y a un vector de parametros dado 8% .

Box y Jenkins sugieren aproximar S(6%) en (9) por -una
suma .finita, argumentando, que dado.el caridcter estacionario
del operador autorregresivo A(R), se espera que las
esperanzas de €. condicionadas a la serie observada x
decrezcan en magnitud, cuando t tiende a menos infinito, y

en consecuencia puedan ser consideradas cero después de un



cierto punto en el tiempo, digamos t = 1-Q, para Q
suficientemente grande. Por lo que (9) se puede aproximar

por

v | 2
sCo*)= > (E(ge/x, 0*))
t=1—a (10)

La funcién logaritmo de L( & ;x), sin una constante y

substituyendo (10) es

. n . ' < . 2
1C83x) > ~ Slog (g2) + T‘OQIMI———T/—J(E(E,n/x,G ))
2% Iita (11)

El segundo término en el lado derecho de (11), es una
"funcibén del vector de parémetros 8* que no involucra a la
‘serie de tiempo observada x, por lo que seria importante
considerarla sdlo para N pequefa, asi, para tamafios de

muestra razonables o grandes, este término puede ser omitido



y 1( 0 ;x) en (11) estaria dominada por

1 o:x) = — ?1;?2 (E(sﬁ/x,e-))z
E

t=1-a : (12)

A
Encontrar un estimador del vector de pardmetros 6 que
maximice la funcidén en (12), es equivalente al problema de

- A
encontrar * que

MIN Z(E(Sc/x,e'))z

0% = (8y ysees8p,by y--a,bqg t=-ga
(13)

n .
y una vez _que un estimador 0% ha sido obtenido, se obtiene
el estimador de la varianza residual %1, derivando (ll) con

. respecto a éste e igualando a cero, de donde

N o ox
< i) 2
ZJ E(Ec/x, 0 ))

T=i1-a

(14)



Se espera que los estimadores obtenidos por este
camino, se aproximen lo suficiente a los estimadores maximo

PR
verosimiles.

Este desarrollo, sin embargo, presenta el problema
practico de «cbémo obtener las esperanzas de &, condicionadas
a la serie observada x. Box y Jenkins ofrecen una solucibn
a este problema conocida como enfoque no condicional, el

cual se describe a continuacidn.

2.1.2 Enfoque No Condicional,

Este tipo de enfoque consiste en estimar a las series
de valores iniciales y desconocidos xp = (&_p,...,xo) y
€1 = (Ei_q+»--,E0), necesarias para comenzar el proceso, a
partir de la serie de tiempo observada x. Para 1l1llevar a
cabo la estimacidén de estos valores iniciales, Box y Jenkins
han desarrollado un método iterativo, el cual ha sido

-ampliamente usado y consiste en lo siguiente:

Se parte del hecho de que las dos siguientes
representaciones de un proceso, tienen la misma estructura
de covarianza, ya que la funciébn generatriz de

autocovarianzas es la misma para ambos modelos

A(R) Xy = B(R)E«
(15)




AR ) Xe = B(RTY) 7,
(16)

donde, R en (15) es el operador de atraso, tal que

Rixt = X R™' en (16) es el operador de adelanto, tal que

-’
R" Xg = Xesi ¥y {7,) es una sucesibén de variables aleatorias
no correlacionadas con media cero y varianza finita "6 {(ias
series 7, y €¢ no son necesariamente iguales aunrnque la

varianza oﬁ de "M, es igual a la varianza of de €¢ ). Y por
lo tanto, ambas representaciones describen igualmente bien a
un proceso, (15) en términos del pasado, y (16) en términos

del futuro del mismo.

Se asigna a los valores desconocidos de E£'s y 1's,
valores iguales a sus esperanzas condicionadas en la serie

de tiempo observada x.

En (15) se observa que los valores de €+t 3E 642 yeves NO

dependen de Xg,X _4»+--5 POr lo que,

E(Ee /X seeer%Xy) = 0 para t > N
(17)

y en (16) se observa que los valores de Wn_‘,ﬂ € ~23 %<+ DO

dependen de Xg s Xg+1r ¢« » POT lo que,



E( Mg /X4 5e0a,%y) =0 para t < 1
(18)

por Gltimo, E(Xe/x) = x¢ para t = l,...,N
(19)

El cdlculo comienza con el prondstico hacia atras de la
A A
serie Xy_py..-,%0 , dadu un vector inicial de paramecros at,
para lo cual se hace uso de las esperanzas condicionales de
la ecuacidn en (16), es decir,
EC X /x) — a;- BEQ Xgyy /%) - oo. ~ ap E( Xgap/x) =
= E(Mg /x) - by E(W.,, /x) - ... = bg E(Tesq /x)
1 (20)

estimando valores para My _p»Mw—pyeces™hy @ Aqui Box y Jenkins

~hacen la aproximacidn adicional

E(M-p.j /x) = 0 para j = l,...,q
(21)



argumentando, que para series de tiempo observadas
suficientemente grandes, el efecto introducido por esta
aproximacién, va desapareciendo conforme nos acercamos al
principio del periodo de tiempo observado.,\Por lo tanto, se
genera la serie de valores f;:_p . '?:_p_,....,'l. comao:

E(M_o /x) = Mo = Xz o = a;Xp.py; = --- — 3pXa
A A
E(".-p_, /x) = "I—p—| = Xy_poqg T 294 Xmep T e — 8pXyy o+ b,'l._p
A A A
E(W, /x) =7y = %; — 8, X3 — «es — 8pXp., + by 4+ ... + bg Tqay

y posteriormente se comienza el prondéstico hacia atris de 1la
N A A

A

serie X;.pes-,X,,X0 como: )




A . A A
E(Xo/x) = X0 = a; X + ... + @8pXgy = by, = ... - bglg
A A A A
E(Xoy/x) = Xy = 21Xy + @3%) 4+ au. + apXy ., ~ bz - c.. - bgUq,
A A A . A
E(Xi-p /%) = X1_p = 81X p + a3%a_ 5 + «.o + 23pX; = bali—p.g
Observe que la sucesién {%.} , no es qtra,. que la

sucesidén de errores de pronbstico a un paso hacia atrds con

minimo error cuadrAtico medio-

Box vy Jenkins sugieren continua{ con el prondstico
hacia atréds, hasta encontrar un valor X,.4 aproximadamente
cero, en el cual, se espera que 1la esperanza de &¢
condicionada en la serie de tiempo observada x sea también

aproximadamente .cero, vya que el proceso es estacionario. Y

en consecuencia, sea vAlido aplicar en este punto -en el

tiempo (1-Q), la aproximaciédn




E(E€Eg /%Xy 3000,xg) = 0 para t < 1-Q
(22)

que ‘'permite aproximar la suma de cuadrados en (9) por 1la
suma en (10).
. El1 proceso terTina con la estimacién de valores para 1la

serie S:—n 3 eees&0, a partir de las esperanzas

condicionales de la ecuacién en (15), es decir,

EC X¢/x) - a, B( Xgo (/%) = .o — a EC X o/x) =
= E(&€. /x) -~ b, E(Cnfl /%) = ... = bg E(Er-q /x)

(23)




A A
La serie de valores &,-g+y...,60 se genera como:

A A
E(el—n+| /x) = Ei—gs1 = Xy
A A A A
E(€smqez /%) = €4 g2 = Xr—aws - 31 X4—aer + b€4ae
A A A A A A
E(Eo/x) = &0 = Xo — a;X_, - ... - agX_p + b€ + ... + bg&—q

En este momento del proceso, se termina con una

iteracidn.

Es conveniente notar que si el tamaiio de muestra
observado es pequefio, puede ser necesario un ndmero mayor de
iteraciones, para obtener estimadores de &i-g4y5...,50, que
‘no ' dependan mucho de las aproximaciones hechas en (17),
(18), (21) y (22). ’

Si un ndmero mayor de iteraciones - fuese necesario,
entonces, se tendrian que obtener los estimadores
A A .

Xu+1 »Xu42 »++-> a partir de 1la ecwvacién en (23), para
después, obtener estimadores me jores a los dados

inicialmente en la ecuacidén (21), a partir de la ecuacidn en
(20).



El procedimiente continia, hasta que 1la funcidén a
minimizar converja, es decir, hasta que la suma de cuadrados

en (10) o (13) converja.

2.2 Verosimilitud Condicional.

Otra forma de resolver el problema de estimacidn, la
cual es mas sencilla aunque menos eficiente que la anterior,

consiste en lo siguiente:

Conceptualmente, dada la serie de tiempo observada x,
generada por el proceso ARMA(p,q) en (1), el cual, se puede

expresar en términos de &t como

- «.. — apXg-—p + b1t Lg—y+ ... + bgfr_g
(24)

[of -V - Y
¢ ¥ Ag ay Ay

y un vector de pardmetros dado

-

] = (a,,...,ap,b,,...,bq),

puede ser posible obtener el conjunto de valores no

observables € ,...,E£4, a partir de (24), si las series de



valores 1iniciales x, = (X, g .--,%X0) ¥ E1= (E€-q,-+-.,E£0)
anteriores a la sarie de tiempo observada X, fuesen

conocidas.

Dado que la sucesidén de variables aleatorias e
independientes &,,...,f , se distribuyen como normales ‘con
media cero y varianza finita g , su funcién de distribuciébn

conjunta estaria dada por

N
_N _N 1N L2
f(£| seeerEn) = (27"-') 2(0(:2) 2 exp I— zatz/_J Et}
t=1

y la funcidn de verosimilitud asociada con el vector -de
parametros 6 = (a;,...,ag,b;,...,bqg, qf), condicionada a la

eleccidn de las series x, y &, seria

L(O :1x/%,,6) = (mr%(gzz)-%exp{—#Zsé(a‘/x,,e,,x)}

(25)
La funcién logaritmo de (25), sin una constante es
[
: 1 N -
1(0 x/x,,€:) = —-';—Iog(”cz)"za.tz&lic(o /%€, x)
o= (26)



A
Encontrar un estimador 6 del vector de parametros 0,
que maximice la funcidén en (26), es equivalente al problema

A
de encontrar @* que

L}
J
”5," E £2( 0%/ ,.E,.x)

=1

(275

Y una vez que estos estimadores han sido obtenidos se
q »
A

obtiene el estimador %2 de la varianza residual %z »

derivando (26) con respecto a éste e igualando a cero, de

donde

.
S EI(67x,.E,.%)
=, ,

N
(28)

‘por la propiedad de invarianza de 1los estimadores maximo

verosimiles.

Sin embarsgo, este método de estimacidbn presenta el



problema préctico, que las series de valores iniciales x, y
£, no son observables. Al respecto Box y Jenkins proponen
una solucibn conocida como enfoque condicional, el cual
consiste, en tratar a las dos series de valores diniciales,
como constantes conocidas y asignarles un valor igual a su
esperanza no condicional. Este método se describe en

detalle a continuacidn.

2.2.1 Enfoque Condicional.

A partir de la serie de tiempo observada x, y de 1la

representaciédn del modelo en (24)

Eu‘ = Xg - a4y Xg-y = ve. = apXgep + by fey 4+ .. + bgleqg

se pueden obtener los valores de la serie&; ,...,E4, dado un
vector inicial de parametros 6° y las series de valores
iniciales desconocidos x; y &; . Box .y Jenkins sugieren .dar a
estos valores desconocidos, un valor igual a su eéperanza no

condicional, es decir,

[}
o

E(£e) para t = 0O,...,1-q

(29)

]
o]

E(ZTy) para t =0,...,1-p



esto permite generar la serie &,,...,&,, para un vector de

pardmetros dado 0¢, como

£1 = x,
€ = %, ~ a; x, + by&,
En= Xy — ayXy_; = ... = apXy_p + by &1 + ... + bglug

Sin embargo, si alguna de las raices del polinomio
autorregresivo A(Z), estd muy cercana al circulo unitario,
la asignacién de las condiciones iniciales dadas por (29),
pueden ocasionar valores de las primeras€¢'s con una fuerte
dependencia en dichas condiciones, ya que existiria una alta
correlacidn entre valores sucesivos del proceso. En
consecuencia, si la serie extendida Xe = (%X ,%x,£,) fuese
usada para calcular prondsticos para la serie observada x o

para valores futuros del proceso, se obtendrian grandes

errores de prondstico.

Si se sospecha el comportamiento anterior para ‘el
operador autorregresivo, Box y Jenkins sugieren comenzar el

chlculo de la serie de valores £., al tiempo t = p+l, y asti,



a partir de la serie de tiempo observada x y de un vector de

pardmetros 6° dado, se obtienen

Epu= Xpyy — @1 Xp — ... — apX,
Epy= Xp,p ~ @yXp,; = -s. — apXy + b1 &gy
Ex = Xy — A1Xy_y = ees - apXg_p + b1Eg-y + «vs + bg En~q
donde, Ep+1~; = E(&pyy_57 ) = 0 H para j = l,...,Qq.

r que en el caso de muestras

H

=0
rt
o
(o]
(=2
4]
(0]
H
<

-

nv
sta

Es conveni
e

n a
tima zaproxim

pequenas,

acidén genérae un nimero pequeiio
de valores £, , peor aln en el caso de procesos estacionales,
donde el nimero de valores £c por calcular, seria igual a

,N—p¥ps, donde ps es el orden del operador estacional.

Algunos otros autores como comenta Denis J. Aigner
(1971), han desarrollado otros métodos iterativos ' para
calcular los valores iniciales desconocidos. Entre éllos,
Phillips, A, W. (1966) wutiliza un método de prondstico

"parcial" hacia atrds, mientras que Pagan, A. (1970) utiliza



un procedimiento recursivo algo diferente, el cual, también
suprime algunas observaciones a lo largo del camino. Basado
en experimentos de Monte Carlo, Pagan observé que no habia
bases suficientes, para preferir usar alguno de los métodos
desarrollados por él1 y por Phillips, al método condicional

que es mucho méds simple.

Existen otros problemas no mencionados hasta ahora,
derivados del de estimaciébn. Uno de éllos, se relaciona con
el hecho de que en general €: es una funcién no lineal en
los parédmetros por estimar, cuando se le expresa a ésta en
términos de la serie observada x, dado que 1la sucesibn{W!
en (7), son parédmetros fijos que dependen del vector de
parimetros desconocido 6, por lo que, se hace necesario el
uso de técnicas de regresidn no lineal. E1l otro problema,
se deriva del anterior y consiste en la buena eleccidbén de un
vector inicial de parédmetros 62 , necesario en cualquier

método de estimacidén de pardmetros en modelos no lineales.

'2.3 No Linealidad en los Parimetros.

Una vez que se ha tomado alguna decisidén, en cuanto a
cédmo resolver el problema de valores iniciales desconocidos,
se estd en posibilidad de decidir, cémo resolver el problema

de no linealidad en los parémetros.



Existen varios métodos de estimacibé4n de parédmetros en
sistemas no lineales, ampliamente usados en varios campos de
investigacibén, por lo que para muchos de éllos, ya existen
algoritmos programados en computadora, que permiten obtener,
en forma radpida 'y eficiente, los estimadores-  deseados. De
entre éstos, el método de linealizacidn o series de Taylof,
generalmente se wusa .en la estimacidén de pardmetros de
modelos tales como (24). Este tipo de método utiliza 1los
resultados de la técnica de minimos cuadrados lineales, cn

una secuencia de pasos, y consiste en lo siguiente:

Se define un nuevo vector de pardmetros, diferente del

vector & que se ha venido utilizando, como

C' = (Cy,Cp,2+23Cpsa) = (Bysecny@8pyby saeabg)

Sea C'’0 = (C1,0,C2,0,+++,Cpysgr0), un vector de
estimadores iniciales para los paridmetros, obtenido a partir
de ‘un procedimiento que se describird en detalle mas
adelante. Se espera que este estimador Co, sea mejorado en

cada una de las siguientes iteraciones.

) Dado que 1la variable aleatoria &;, depende de -los
pérémétros en forma no lineal, se considera la expansibn en
series de Taylor de £y alrededor del punto Co, hasta el

término que contiene a las primeras derivadas, es decir,



P+q

£ ~ €0 - [£E52]  (ei-ci)
C., c=acy
- i=1 30
donder£=,o, es el valor de &, que se obtiene al substituir

Co en el modelo en (24).

Ofe
Sea Ze,i = - ——— y di = Ci - Ci,o
ac; c =gy

entonces, la ecuaciédn en (30), queda como
£p = €r,0 — di Zg,i

Esta filtima ecuacibn, es una aproximacidn a la ecuaciédn
de minimos cuadrados

Es,0 = E d‘i Ze,i + &c

donde d% H con 1 = 1,...p+q, se estiman aplicaﬁdo la teoria



de minimos cuadrados lineales, como

do = (z'2) ' 2'€0
donde,
244 Z1s2 eee Zi,p+q &,0
Z2,1 2252 see Z3,p+q €2,0
. A
Z = . H €0 = - H do =
]
Zpss Zys 2 ao- zllpfq Em,0

A
Por lo tanto, do minimiza la suma de cuadrados

N P+ ]2

Z {Ec.o .—Z C’? Zr.-i[

t=1 i=1

Para mejorar el estimador inicial Co, se wutiliza  al

estimador do, como

It o _
C' = Co + do = Co + C - Co

>
~No



Se repiten todos los cllculos anteriores, pero ahora,

i P . -
reemplazando Co por C o. E1 procedimiento iterativo
continfta, hasta que la solucién converge, es decir, hasta

que se cumpla que

C“”)i,o - Cmi,o

< 3 s para i = 1,...,p¥+q
(i),
C'i,o

para dos diteraciones sucesivas j y j+l1, donde &, es una
precisién preestablecida.

Una vez que el procedimiento iterativo termina, se

obtiene el estimador de la varianza residual 0:2 s, como

i £ ;0
A
ol = ;
t=1 N-p-q
(31)
asi como, el estimador de la matriz de varianzas y

covarianzas V, de los pardmetros estimados



V= 42 o(zrzy
donde E&g,0 y Z, son el vector y la matriz, obtenidos en la
Gltima iteracidn. Estos resultados se pueden extender, para
el caso en que se decida utilizar un enfoque no condicional,
simplemente reemplazando, £¢ y € ,0 por E(€c/x) y E(E€q,0/x),
y el rango de variacidén de t, seria de 1-Q a N, en vez de 1

a N. El estimador de 1la varianza residual, para este caso,

seria
n E(E¢,0/x)’
N2 o
U: =
c=1-a N-p-q

(32)

Este método, sin embargo, presenta el problema préactico
de obtener una expresidén analitica para el gradiente de E¢
en (30), por lo que puede ser necesario obtenerlo
numéricamente, mediante una aproximacidn que use diferencias

finitas.

El gradiente de £y, esta dado por

[a—&—] = [zeiile=o,

o Ci

c=Cg



Sea

£:(C1,0,...,Ci,0 +5j,.--,Cpspo) ~ £,(Cy,0,...,Ci,0,...,Cp.q,0)
Ze,i =
8i
donde, i = 1,...,p+q y di es suficientemente pequeiio, tal

que, el limite cuando 8i tiende a cero es por definicibn 1la

derivada parcial Zg¢,i.

Para una descripcibén general, sobre los métodos
alternativoes de estimacibén de parémetros en modelos no
lineales, se puede consultar Draper y Smith (1981), segunda
edicién, capitulo 10, y para una descripcién mis detallada,

Yonathan Bard (1974), Nonlinear Parameter Estimation.

En todos los métodos de estimacidén de pardmetros en
modelos no lineales, es necesarioc contar con un vector de
valores iniciales para los pardmetros, la eleccidén de este
vector determina la diferencia entre éxito o fracaso, en
‘cuanto a la localiizacidén de un maximo o un minimo de 1la
“funcidn objetivo, secgun Sea el caso, o entre la réapidez o
. lentitud de la convergencia a la solucibén buscada. De ahi
vque sea conveniente, una buena eleccién del vector inicial

de parametros



partir de la serie observada x

1 K-k
N :
e = — 41J Xg Xeen
N t=1

70

Box y Jenkins proponen un método, para estimar valores
iniciales de los parametros en un modelo ARMA(p,q), a partir
de las autocovarianzas muestrales del mismo, el cual, se
describe en la siguiente seccidn.

2,4 Método General para obtener Estimadores Iniciales de

los Pardmetros de un Proceso ARMA(p,q).

Sea {Xg! un proceso ARMA(p,q) estacionario e
invertible, con media cero, tal que

Xeg = a1Xg-y — .- — apXe.p = &g — b,y €41 — «=. - bgfe-q
A(R) X = B(R) &¢

Para obtener los estimadores iniciales de los

pardmetros de dicho modelo, es necesario conocer la sucesion
A A
‘de autocovarianzas muestrales ¥ »=++3¥p.q obtenidas - a

= (Xy5eeesXy) COMO



asi como los ordenes p y q del modelo.

La estimacién se lleva a cabo en tres pasos,
se explican a continuacib6n.

los cuales

2) Estimadores iniciales de los pardmetros
autorregresivos.
. P a
Dado el modelo Xe = 2 a; Xe—q + £ - X b £x-j
i=1 R =1
se tiene que:
B =]
Ve = E(Xo-u Xe) = 2 a;E(Xgog Xe—i ) + E(Xpgfe ) ~ Z‘ b E(Xc-kEomj)
i=1 i=
2 a
= 2 8 Veeg + K (k) - }L bj Ke (k-3)
=t . =% (33)
- 0 si k> 0
donde Be (k) = E(Xeop€:) = '
# 0 si k £ 0



por lo tanto,

Ve = > ai Ve para k >

q+1

(34)

Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Yule

Walker, y se pueden expresar en forma

A(R) ¥ =0 para k 2 q+1 .

Substituyendo los

equivalente

estimadores

Ya pugy aees Faag s=ee3 Fasp en las ecuaciones en

obtiene el siguiente sistema

como

de
(34), se



A A A A
5 = ay g + a5, t ..+ BpYe,_pn

A A A N
XKup = a,?’CHD_‘ + a17q,p-2 + .o + 8pYg

este sistema se puede expresar en forma matricial como

A
Z\&
Qs

fatdatd
f
* .
[] [ ]
o
"
U -
1
o
[ )
. -
/———_\
— ~—
' o8¢
+ ¥
~N -
—

C A A CA ;
; _\)EHD Taspoy o= rcl / \ap/

y- resolviendo para X, se obtienen estimadores iniciales de
los ~parametros a,,...ap de la parte autorregresiva del

‘modelo.’



b) Dado que en (33) VYo,..., Vg dependen de 1la eleccidn
de los parametros 8y 5.ceap, y by,...,bg, el paso siguiente

A . *
es definir una nueva serie Xy tal que

A (R)*X. = X¥ =~ B(R)E,
A
donde los coeficientes de A¥(Z) son a|,..-£p obtenidos de
(35).

Tratando a Xﬁ como un proceso MA(q) aproximado, se
plz\'etendeA encontrar las primeras q+1 autocovarianzas
VB,...,K; para este proceso, y a partir de sus propiedades,
obtener estimadores iniciales de los paridmetros de promedios

méviles by,...,bg.

Lo primero que se Anccesita, es expresar a las
autocovarianzas estimadas VB,...,K; del proceso Xi, en
términos de las autocovarianzas estimadas de)] bproceso X,
obtenidas de (35).

Se sabe que (ver Box y Jenkins (1970), capitulo 6):

A P A e

. Az A A A A - A A

Vo = Y af b + 2. (8ga; + 8;8;., + ... + ap;ap)d, »
i=o =1 (37)



donde, dy = Peswr + Feey
80 = -1
k = 0,...,q

¢) Estimadores Iniciales de los Pardmetros de Promedios
Moviles.
A A
Dadas las autocovarianzas estimadas ¥5,...,¥5 del
proceso Xt ~B(R)&¢, obtenidas en (37), se pueden obtener
estimadores iniciales de los pardmetros de promedios

méviles, por alguno de 1los dos siguientes métodos

iterativos.
c.l) Método de Convergencia Lineal.

Las autocovarianzas para un proceso MA(q)‘se definen

qQ-ixi

]
nq"
o

E(Xe—x XD bi . o« con. bo = -1

S
1

para O =< k <'q°
P.
y ®x =0 para k > q

A )
Substituyendo Vs por ¥ se tiene que



Vo = g2 (1L + By + ... + Bg) de donde
A‘
Yo ]
o = y (38)
1 + g. + e.. + ﬁq
A
)x = fﬁ (-bg + by bxey + o.. + bg-lii bg) de donde
P.
b, = -( :2 — bibyger - oo - bq~|x|bq) (39)
(3

Como la relacién entre los pardmetros no es lineald, se
tienen que resolver las ccuaciones (38) y (39) para o2 y bx
en forma iterativa, obteniendo estimadores iniciales de 1los

parimetros of sbg,bg-y,.-.,b;, en este mismo orden.

Al iniciar el proceso iterativo se les da el valor

e . PR N - A H
inicial de cero a lus pardwmeiros by,...,bqg.
c.2) Método de Convergencia Cuadratica.

Wilson (1969) propuso un método usando el algoritmo de
Newtoﬁ—Raphson para obtener estimadores iniciales de los
'parémetros de ‘promedios mbéviles by,...,ba, y de la varianza
residual of , el cual, tiene propiedades de convergencia

superiores al método anterior en c.l.



Sea

si
iteracién,

T o= (T_nv'rl 1---’Tq)

ol y b; =

estimadof d
el

es el

entonces nuevo

e T

valor

(i+l)~ésima iteracidn se obtiene como

rli+y)

donde £
/To T‘

Ty T2

Tz T3
Tq 0

= T“)

- Ty
= (fouo--,'fq) H

- - - Tgqe2 Tgoy Tg

a—y Ta [
+

. Tq o o

o o o

£

Tg T,
(2] Tg
o o

o o -

obtenideo

T Tiaj

. donde

j=1.---.q
(40)

cn la i-ésima

de i+ en’ la

A .
- ‘Pi‘ y
To- 2 Tg—1 Tq

Tg-3 Tg-2 Ta-1
cTa-sTq—3 Ta-2

To



Conociendo el valor de T en cada iteracidn , se pueden
obtener los valores de los paradmetros en la ecuacidn (40).
Al iniciar el proceso iterativo se pueden dar los siguientes

valores iniciales a los parametros

Ay -
a:z = VYo y by = bz = ... = bg =0
el procedimiento continda hasta que se obtiene una

convergencia satisfactoria.

‘2.5 El Método de Minimos Cuadrados No lLineales a través

de las Autocovarianzas.

Un método = alternativo de estimacidén a los descritos e

]

: :
se desarrolla aqui. El métcdo consiste ¢en  obtener

.
P

stimadores del vector de par&metros € para un modelo com

o

en 1la ecuacidbn (1), a través del ajuste de las
. -’ ) . - .

autocovarianzas teodricas, expresadas en términos de los

pardmetros por estimar, a las autocovarianzas muestrales por

"minimos cuadrados no lineales.

En la seccibdn 2.2.1 se describen las propiedades que se
deben pedir a un modelo ARMA(p,q) para asegurar dque la

identificaciédn de dicho modelo a través de las



autocovarianzas sea (inica.

En la seccidn 2.2.2 se describen las propiedades que

poseen los estimadores de las autocovarianzas utilizados.

En la seccibén 2.2,3 se describe el ajuste de las
autocovarianzas tedricas, expresadas en términos de los
pardmetros, a los estimadores de las autocovarianzas por el
método de minimos <cuadrados no lineales; asi{ como sus

propiedades.

2.5.1 Estimadores de los Parédmetros de un Modelo ARMA(p,q) a

través de las Autocovarianzas.

Se sabe que para un modelo ARMA(p,q) dado, éste pcsee
una estructura de covarianza fnica, sin embargo dada wuna
estructura de covarianza, existen varios modelos que pueden
estar asociados a é&lla. Aparentemente este hecho hace
dificil la posible identificacidén de un modeio a partir . deil
'conocimiento de la funcidén de covarianza, pero, como se veré
en esta seccidn, se puede pedir que el modelo satisfaga
ciertas condiciones, - de tal forma que la funcibén de

covarianza pueda usarse en forma légica para identificarlo,
a) Invertibilidad.

Suponga que el proceso Xy , cuya funcidn generatriz de

autocovarianzas es Gx(Z), se representa por el modelo lineal



y estacionario

A(RYX, = B(R)E¢c
(41)

Este modelo también se puede expresar en términos de
las raices de los polinomios A(Z) y B(Z), como

P Q
[T (1 - o 2)%, [T (1 -8 2)e,
i=1 j=1

(42)

donde «@j' , con i = 1,...,p son las raices del polinomio
caracteristico A(Z) = O, las cuales se encuentran todas
fuera del circulo unitario complejo, ¥ A ' son las rajces

del polinomie caracteristico B(Z) = O.

Se sabe que la funcidn generatriz de autocovariauzas de
un proceso tal; es (ver apéndice A)

o2 B(Z)B(Z™)

Gx(Z)

A(Z}A(Z”)
q a
1 (v =p;2) T1 (1 - B;,27%)
== 0’2 ‘=‘ i=‘ =

P P
IT ¢1 -a;2y I1 ¢ -aiz')
i=1 =t -

(43)



2 2 -1 -1 -1

['_] Bi (1 - Bt z)(1 - ;7' z7Y)
tz J—p-‘

I (1 = a; Z2)(1 ~a; 27")

i=1

o sea, que los dos modelos siguientes

P q
I_l (1 - a; Z)Xt, = I—l (1 - ﬂ, Z) £¢

i=1 j=1

=] ) a
[T (1 - 2)X, = igl k(1 - B7'2) £q

i=1

tienen l1a misma funcidn generatriz de autocovarianza Gx(Z),
donde kj; j = l,e.ssq, son constantes escogidas de manera

conveniente.

De manera general, los modelos

[}
IT (1 -a; 2)X; = & !‘Il (1 - BF z) e,
i 2

(44)

poseen la misma Gx(2Z), produciendose asi una .elecciébn



miltiple de los parémetros de promedios mbviles.

Analizando el comportamiento de las raices fj H
3= 1400459 en (44), se observa que si alguna B es real y
se encuentra dentro del <circulo unitario complejo, entonces
'su inversa B’ se encontrarid fuera, y en el caso de zlguna
raiz compleja dentro del circulo unitario complejo, su
inversa Bx' y ‘la raiz inversa conjugada Bx' se encontrarén
fuera. Por 1lo tanto, si adicional a la condicién de
estacionariedad del modelo 1lineal en (41), se pide 1la
condiciédn de invertibilidad, se estari garantizando que el

modeloc lineal que se obtenga, tendrid todas sus raices ﬁf‘ H
j=10e.,9 en (42), fuera del circulo unitario complejo, ¥y
asi la eleccidén de los parlmetros de promedios méviles seré

.
unica.,.

b) Representacidn de X en términos del Pasado

Histérico del Proceso. '

A partir dc (43) sc pucdc ohservar gue lgs  siguicntes
modelos
=3 qQ
(1 ~a; Z7')%e = [] (1 -8,27') g
=1 =1
p q
[T -azyxe = J1 (1 -85 2) 8¢

~
Il
-

=1



)]

=]
(1 - e2)Xe = [l (1 -p27" ¢,
i

-

1

incluyendo al modelo en (42), estan asociados a 1la misma
funcibén generatriz de autocovarianzas Gx(2). De manera

general,se puede decir que todos los modelos de 1la forma

“ .
IT (1 - a;zF )%, = T1 (1 - Bi2*") &

=1 i=1

poseen la misma Gx(Z), sin embargo el modelo en (42) es el
{inico que expresa el valor del proceso al tiempo t, X,
exclusivamente en términos del pasado histdérico del mismo,
ya que la variable X, depende de las variables Xg_py eessXct
Y Eg-greessfre Por 1lo que, si a las condiciones de
estacionariedad e invertibilidad del modelo lineal en (41),
se agrega la condicidn de que el valor del proceso al tiempo
t, quede expresado sblo en términos del pasado histdrico del
mismo, sé sabra con certeza, al momento de identifidar un
modelo a partir de las autocovarianzas, a cual de entre

r
todos se esta refiriendo.
c) No Factores en comin.

Una forma afin mas general del modelo en (42), 'podria

ser



P Q
(1 -czy Tl -ez)%e =(1-c2) [l (1 -52) ¢
= i=

en donde (1-CZ) puede ser cualquier factor. Toda esta
familia de procesos lineales, estacionarios e invertibles
esta asociada a la misma Gx(Z). Este hecho no debiese causar
problemas, al momento de identificar a un modelo a partir de
las autocovarianzas, ya que se debe optar siempre por el
modelo mas sencilleo, sin embargo, es necesario a la hora de
ajustar un modelo, estar seguros de que no existan factores

en comiin entre los operadores.

En conclusidn, si {Xg}l es un proceso estacionario e
invertible, el cual no tiene factores en comiin, y donde el
valor del proceso al tiempo t se expresa exclusivamente en.
términos del pasado histbérico del mismo, entonces este
proceso es determinado en forma fdnica por su estructura de

covarianza.

2.5.2 Propiedades de los Estimadores de las Autocovarianzas.

LLa informacidn proporcionada por una serie de tiempo
observada, la cual se supone fue generada por un proceso
ARMA(p,q) estacionario, invertible y gaussiano (ver apéndice
A), con media igual a cero, se puede resumir en la sucesién

de autocovarianzas muestrales.



Dada una serie de

proceso {Xg;l, la autocovarianza de orden k

define como

cov(Xg ,Xewnw ) = E(XeXern) = Px para

tiempo observada x

(X1 ,e0e9xy) del

del proceso se

= 0,s.0,N-1

Los dos tipos de estimadores de ¥, més usuales son:

para k = 0,,..,N-1

1 R— &
Pe = ; Xe Xosr
Ay
N-k t=1
1 N—K
A ~
Ve = — >J Xe Xew g
N t=1

y las esperanzas de estos estimadores somn

. Ve para k] £ N
E( ¢ ) =
0 para 1kl > N
N-jkl Tk
Ve = (1 -
. A
EC V) = N N

(45)

(46)

——>V,¢_ para |k| < N

para. I'k| > N



Este Gltimo tiene la desventaja de ser sesgado, sin
embargo tiene una propiedad superior a la de ﬂ. Jenkins y
Watts (1968) comparan el error cuadritico medio para estos
dos estimadores, con un proceso autorregresivo de primer
orden, y observan dque el error cuadridtico medio de ﬁc, es
consistentemente mds grande que &1 de a s, como se observa el

la gréafica 2.1.

040

T T T T T T T T T T

- VARIANZA ,ERROR CUADRATICO MEDIO

o32f
VAR ( %, )=ECM( %)

0.249

ole-

(s} 1

1 1 1 1 5. 1. 1
02N 0.4N 0.6N 0.8NR

- Grafica 2.1: Varianzas y errores cuadriticos medios de los
' estimadores de la funcidn de autocovarianzas

para un proéeso continuo de primer orden.



Asi mismo, observam que la varianza de ¥V, tiende a cero
cuando k tiende a N, mientras que la varianza de ﬂ- tiende a
infinito.

Las varianzas y covarianzas para estos estimadores son
(ver Jenkins y Watts (1968))

1 %—5 .
A A ) . .
Cov( ¥ ¥ ) = — © (eh | P Posg-n +  Praa¥eox |
Vs 7 4 _
R . N o —(u—x) .
- . . ) (67)
1 nN—-s .
Cov(Pe »Ps ) = @ P B Faa—x + Prsa Bk

(N = K)(N - s8) r=Cin-x)

. donde ) ]
- I N-s-x ‘para r 2 O
@& (r) = "} N-=s para -(s-k) £ r £ 0
£.r £ —(s-k)

Nek+r ' para —(N-k)




y cuando k = s

1 [
A B
Var( ¥ ) = — E (8 — & —1r) {Pr Pn + Veybr—s }
N2 ~Zliw-n :
(48)
1. N
Var( ;;K ) = —_— E (N — k- —Ir) {rr" Ve + Pr‘+ic),r-n}
(N = k)2 r=Sin-n)
A partir de (46), se puede observar que ambos

estimadores son insesgados cuando N tiende a infinito, y a
partir de (48), que sus varianzas tienden a cero cuando N
tiende a infinito, por lo que ampos estimadores son
consistentes asintéticamente.

En cuanto a su distribucidén asintética, Anderson

~
Pt
(¢]
~!
ot
)

‘demuest:a.que, para n fifja, los vectores
) A A

VN (Po =% )yeuasVN ( Pn= ¥n)

VN (T =% d,eee /N ( Pn- Pn)

. i

tienen una distribucién normal n-variada, con. vector de

medias cero y matriz de varianzas y covarianzas 2 , cuyos
elementos estan dados por

- 88 -~



A A -~ -
Qs = 1im N Cov( Fg , ¥ ) = 1lim N Cov( Py , Vs )
— 00 N0

e .
= Z ( )frqumsl -+ ]'ir-slylrwcl)

r=—00

(49)

Aunque asintéticamente ambos estimadores se comportan
N
igual, se utilizd el estimador sesgado Vx, ya que como se

menciond antes, éste tiene un error cuadritico medio menor.

2.5.3 Ajuste de las Autocovarianzas por Minimos Cuadrados No

Lineales.

Como se menciond en las dos secciones anteriores,
cuando - -se cuenta con una serie  de  tiempo observada
X = (Xy,e0s0s%Xy)y, la cual se supone fue generada por un
proceso gaussiano ARMA(p,q), estacionario e invertibie, con
media cero, donde el valor del proceso al tiempo t se

expresa como

e L (50)



es posible resumir la informacidn proporcionada por élla en

la sucesidén de autocovarianzas muestrales

n

S N
P o= ( PoyaearPe)

donde k es un entero positivo menor que N-1, fijado dé
manera conveniente, y al cual nos referiremos en el capitulo
3. como lag. También se menciond que a partir de 1a
estructura de covarianza del proceso, se puede identificar
de forma Gnica al modelo, es decir que a través de las
autocovarianzas parece posible estimar el vector de

parametros de interés

2

0 = (ay,2c98psbrsecnsbgy %)
En la préctica, se espera que la sucesién de
autocovarianzas muestrales tengan un comportamiento parecido
al de 1la sucesidn de autocovarianzas tedricas para un

proceso en particular. Por ejemplo, en la gréfica 2.2 ce

observa el comportamiento tipico de la sucesidén de
autocovarianzas tedricas para un proceso’ AR(1), cuyo
parametro ajq es positivo, asi como el <comportamiento

esperado de la sucesidén de autocovarianzas muestrales para

el mismo proceso.



N> N

o]

Grafica 2.2: Autocovarianzas tedricas de un proceso AR(1l), y

comportamiento esperado de sus autocovarianzas
muestrales.

Como se puede observar, lo gque se espera es que los valores
de  la sucesién de autocovarianzas mnuestrales, filuctuen
équdedor de los valores de la sucesién de autocovarianzas
‘tebricas.

Por aotro lado se sabe (ver apéndice A), que la funcién
generatriz de sasutocovarianzas de un proceso ARMA(p,q),
relaciona sus autocovarianzas tebdricas con el vector de

parimetros #, mediante la igualdad



o a2 B(Z)B(Z2™")

K=o A(ZYA(Z™Y) ‘
(51)

De esta iguwaldad se puede observar que las autocovarianzas

tedricas son funciones no lineales del vector de parémetros
O«

Un método posible de estimar el vector de parémetros g ,
~puede ser mediante el ajuste de 1la sucesiodn de
autocovarianzas tedéricas, expresadas en términos de los

elementos de 6, a la sucesidn de auvtocovarianzas muestrales,
como

A A .
Yo = ECY0) + Mo = Yo(8) + 7Na
, N-1

~N "~ -

Y, =E( %)+ = Z—0 % (0) + "h

- \\- -
N- x|

n FaY

Ye= E( Y ) + Tk = ————— % (0) + T

N

(52)



por minimos cuadrados no lineales, es decir, el problema

ahora seria

MIN ( P-CY (o)) 1 (7 —¢cr(e ))

(53)
donde 9' = ( Toy400, %c)
Y'(8) = ( Yo( 8 )yeeu,y Ys(6))
%(0) = f(aj,eces8p,b1seee,bqg, atz)
N-1 N-|k|
o e(n 22
N N
k < N-1

Es importante observar que en (52) se tiene un sistema
sobredeterminado de k ecuaciones .con p+q+l incdgnitas, en
donde los segundos momentos muestrales (centrales), que son
sbélo funciones de la serie de tiempo observada x, se igualan
a sus correspondientes segundes momentos poblacionales
(centrales), mAs un error aleatorio, semejante al sistema
que se obtendria al utilizar el método de momentos
generalizado para estimar al vector de parimetros 6. Se sabe
que los estimadores obtenidos por este Gltimo méfodo. tienen

la propiedad de ser consistentes, por lo que se espera que



el estimador 5 de ¢, que se obtenga al minimizar la forma
cuadritica en (53), después de haber realizado el ajuste en
(52), tenga la propiedad de ser un estimador consistente de
8.

El método propuestoe sin embargo, presenta el problema
practico, nada sencillo de resolver, de obtener la sucesiébn
de autocovarianzas tedricas VY ( ¢ ), expresadas en términos
de 1los pariametros en (53). Se sabe por (51) que son
funciones no lineales de los parimetros de interés, pero se
desconoce la forma analitica de estas funciones para el
modelo general ARMA(p,q) en (50). En el capitulo 3, se
propone y desarrolla un método numérico, que parte de 1la
relacidn entre las autocovarianzas tedbéricas y los parametros
del modelo en {51), a través del cual se llega a valores
numéricos de las autocovarianzas tedricas, dado un vector de
pardmetros #, resolviendo en forma recursiva una serie de
sistemas de ecuaciones en diferencias.

Una vez Gue se& cuenta con un 2lgeritmo que de solucibn
al problema mencionado en el parrafo anterior, el método
propuesto de eétimaci6n no presenta mayor problema, ya que
dada una serie de tiempo observada X, y habiendo
identificado por algun camino apropiado el modelo ARMA(p,q)
que la generd, se obtendria la sucesidén de autocovarianzas
muestrales ﬁo,...,ﬁ;, a partir de la segunda ecuacidén en
(45), asignando un valor apropiado para k (algunos autores
como Box y Jenkins sugieren, en la practica dar un valor a k

igual a N/4, donde N es el tamano de muestra.).



Posteriormente, se obtendrian 1los valores numéricos de 1la
sucesibén de autocovarianzas tedricas, dado un vector inicial
de parimetros 0. Finalmente por medio de algun algoritmo de

optimizacidn se resolveria el problema en (53).

En el capitulo 3, se describe en detalle el
‘planteamiento e implementacidén del algoritmo desarrocllado
para este método de estimacibn.

Es importante hacer notar que este método de
estimacidén, no toma en cuenta la informacidn proporcionada
por la estructura de covarianzas de las autocovarianzas
estimadas. Un método el cual si considera esta informacidn,
es el de minimos cuadrados no linesles generalizados, donde

el problema a resolver seria
A T IaY
MIN ( Y- c Y (e)) @' (Y —¢c Y(e))

‘donde Q ., es la matriz de varianzas y covarianzas de las

.autocovarianzas, cuyos elementos son funciones no lineales



de los pardmetros, por lo que lo méAs que se podria intentar
resolver seria

MIN 9-cy(o))T o 'Ce) ( y - ¢ Y (6))

e (54)
o]
Mt (¥ —c ¥ (0))T oV (7Y —¢c Yoy
6 . (55)

donde la forma de los elementos de 1la matriz de varianzas y
covarianzas Q08 ) en (54) es desconocida, y los elementos
del estimador de la matriz de varianzas y covarianzas 6 en
{(55), son é&sos en la primera ecuacidn de (47). Obviamente,
el camino a seguir por este método, parece ser altamente
complejo, aunque se esperaria, que al introducir mas
informacidii sobre lcs pardmetros, nor considerar la forma

cuadritica en (54) o (55) para la estimacidn, se pudiesen

. obtener estimadores mAs precisos de los mismos. En (1984)

A, Bustos y M. Ahsanullah compararon ambos métodos de
estimacién, el de minimos cuadrados no 1lineales, y el de
minimos cuadrados no lineales generalizados para un proceso
AR(1); los resultados que observaron basados en un proceso
de simulacidén, y en términos del error cuadritico medio de
los estimadores, fue que el método de minimos cuadrados no

lineales, produjo mejores estimadores del paridmetro



autorregresivo a,, para algunos valores particulares de este
par@metro dentro de la regidén de estacionariedad, y varios
tamafios de muestra, sin embargo, el estimador obtenido para
la varianza residual %z fue el peor en todos 1los casos
considerados.

En la secciédn 2.3, cuando se describieron las
propiedades de las autocovarianzas muestrales, se vio que la

sucesidn

N n
\/F( Yo = Y0),4..VN (% - %) para k fija

se distribuye asintoticamente como normal k—-variada, con
vector de medias cero y matriz de varianzas vy covarianzas
(Rg,s) dada en (39), ¥y en consecuencia la sucesidn de

errores aleatorios

VN ’Fc,‘y.‘! ”i seewes VI Ty

tendrd la misma distribucidn asintética, donde N0yeeeslls
se definieron al ajustar las autocovarianzas tebricas, a las

autocovarianzas estimadas en (42).

Finalmente, es importante mencionar algunas de las
ventajas que se observan en el método propuesto en esta
Gltima seccibén, con respecto a los métodos descritos en la

seccidén 2.1 anterior. Primero, no es necesario asignar




valores iniciales a las series x, y £, definidas en seccién
2.1, como sucede en el enfoque condicional, evitando asi 1los
grandes errores de prondstico que se obtendrian, al utilizar
dicho enfoque cuando alguna de las raices del polinomio
A(Z), estid muy cercana al circulo wunitarioc complejo.
Segundo, no es necesario estimar las series x, y &, como
sucede en el enfoque no condicional, evitando asi el 1largo
proceso iterativo que se presentaria al utilizar ~dicho
enfoque, cuando el tamafio de la serie de tiempo observada
fuese pequeiio. Tercero, en todo momento se trabaja con
vectores y matrices de dimensidén k, la cual en la préctica,
siempre es mucho menor que el tamafio de muestra N,
facilitando asi las operaciones, y mejorando la eficiencia
computacional de los otros métodos. Cuarto, se llega a
expresiones numéricas "exactas" (no son exactas en el
sentido de que se obtienen para un vector de paridmetros 0%,
distinto del parémetro verdadero) de las autocovarianzas
tebricas, asi como de las derivadas parciales de las mismas,
para un vector 6 dado, a través de un método sencillo y
-facil de programar en una ccomputadora. como se verd en el
capitulo 3. -



Capitulo 3

ALGORITMO DE MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES PARA LA
ESTIMACION DE PARAMETROS DE MODELOS ARMA (p,q)

3.1 Introduccidn.

En este capitulo se describe la forma en que se llevd a
cabo la estimacidn del vector de pardmetros

~

0= (8; sceas@Bpsby yeeesbgs g )

del modelo ARMA(p,q)

A(R) X, = B(R)E,

Inicialmente, en 3.2, se presentan las relaciones




basicas que hacen posible llegar a2 las autocovarianzas, asi
como a las derivadas de las autocovarianzas del modelo, a
partir de los pardmetros del mismo.

Después, en 3.3, se describe en forma detallada, cbémo

fue que se implementd el algoritmo en una computadora
B-7800. .

Este glporitmo consta principalmente de dos bloques:

En el primero de ellos,se obtienen estimadores de las
autocovarianzas asi como, de 1los parametros iniciales del
modelo. Para poder hacer ésto, se simula una nuestra de
datos, dados los ordenes p y q del modelo.

En este bloque se utilizaron las siguientes subrutinas
del paquete IMSL:

FTGEN genera una serie de tiempo a partir de un
modelo ARMA(p,q) dado.

FTAUTO obtiene autocovarianzas estimadas a partir de

una serie de tiempo estacionaria.

" FTARPS estima parimetros autorregresivos iniciales
de un modelo ARMA.

FTMPS . estima parémetros iniciales de promedios
mbéviles de un modelo ARMA.
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En el segundo de estos bloques, se obtiene la funciébn
de autocovarianza valuada en el vector de pardmetros 6 asi
como, su jacobiano valuado en & . En si, este bloque es el

m&s importante, ya que aqui se implentaron las relaciones
presentadas en 3.2.

Aqui también se utilizaron las siguientes subrutinas de
apoyo:

Paquete de Anédlisis Numérico:
DECOMP calcula 1la descomposicidn triangular de  una
matriz cuadrada real.

SOLVE obtiene la solucidn de un sistema de
ecuaciones lineales, a partir de la
descomposicién triangular de 1la matriz

coeficiente,

Paquete IMSL:

ZRPOLY obtiene raices de polinomio con

[+
31

coeficientes reales.

~Por #iltimo 1la estimacidén de los pardmetros del modelo,
se lleva a cabo con la informacidn proporcionada por los dos
bloques anteriores, asi como la subrutina de apoyo LMDER1
del paquete de andlisis numérico, para encontrar .los

parimetros que minimizan la funcién
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( P-cP(anNT T (P -cCv(ad.

Existen otras subrutinas que se desarrollaron, y que se
explican dentro de esta misma seccién.

En el apéndice C, se puede encontrar una descripcién
detallada de cdémo funcionan las subrutinas de apoyo que se
emplearon.

Un listado del programa que se elabord se encuentra en
el apéndice B.

3.2 Relaciones Bisicas.

En esta seccibén se da solucidn analitica a un problema

cicnade con los procesos ARMA(p,q). El problema consiste

Como se menciond en la seccidén 2.2, el objerivo es
estimar el vector de parimetros desconocido 6, a partir de

las autocovarianzas P's del proceso, y para hacerlo se
A
pretende encontrar el vector de parametros 8 que minimice

( P-cr(gn" 1 (P-cr(g)) :
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En consecuencia, se tienen que determinar el vector de
autocovarianzas ¥ (8 ) a partir de un valor dado del vector

A
6, y el vector de autocovarianzas estimadas del proceso V.

A
El procedimiento para determinar ¥V se describe en 3.3,
y el problema de cémo determinar ¥ ( 0), es precisamente al

que se da solucibn es esta seccidn.

Se sabe (ver apéndice A), que la Funcidén Generatriz de
Autocovarianzas, a la que en adelante se denotara por FGa,
de un proceso ARMA(p,q), relaciona las autocovarianzas de un
proceso con los pardmetros del mismo, mediante la igualdad

oZ B(Z)B(Z™' )

oo
= o _
6x(Z) = Z Y, z : -
K==00 A(ZIA(CZT )

(2)

y dado que el proceso es estacionario e invertible se puede
lograr tal factorizacidén Gnica de Gx(Z) (ver apéndice A).
Igualando coeficientes de Z" en (2) se obtienen expresiones
para las autocovarianzas en términos de los pardmetros. Sin
embargo, la relaecidn que guardan las autocovarianzas con los
pardmetros en (2), es una relacidén no lineal, por lo que 1la
forma de los coeficientes de 2" en 1la parte derecha de 1la
.igualdad (2) no es inmediata. Por lo tanto, es necesario

hacer un andlisis mds profundo de esta igualdad.
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Sea {X,! un proceso ARMA(p,q) conm media conocida e

igual a cero, satisfaciendo condiciones de estacionariedad e

invertibilidad y expresado como

A(R) X = B(RYE,

o La FGA de un proceso tal satisface 1las siguientes

{guéldades

o B(Z)B(ZTY)

= .
Gx(2) = Z_J Ve 2% =
K=—00 ACZYA(Z™Y)
(3>

donde A y B son polinomios de grados p y q respectivamente,

de la forma

=] .
AZ) = X 8y 2
. j=o

con ao = 1 .y ap # 0

A(z7'Y = f a; 277 » ,
=0 . (4.1)
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q
B(Z) = > by 2z
{=o
con bo =1 y bg# 0
’ [=]
B(z7')y = 3 b z™t
i=p (4.2)
cen coeficientes reales (aj,b; ) 5 j = 0,.0.,p, i = 0,...,q.

) Se supone que A(Z) tiene todos sus ceros fuera del
"circulo unitario, y en consecuencia A(Z”') tendra todos sus
ceros dentro. Como el proceso es estacionario A(Z) no tiene
ceros sobre el circulo unitario, por lo tanto  la funcidn
Gx(Z) tendrd polos dentro del circulo unitario para Z = I,
donde r; es algun cero de ACZT" ), y polos fuera del_circulo
unitario para Z = l/g » donde 1/r; es algun cero de A(Z), y

ningln polo sobre el circulo unitario.

Para quitar los polos de Gx{(2Z) que se encuentran fuera

del circulo unitario, se define la siguiente funcidn:

Sea G1(Z) = A(Z) Gx(Z)



Sea u = k+j y v = j

G1(Z)

]
M8

P -3
Zohe e B

]
C
M8
8 N
C
<
1Mo
C‘
|
<
(V]
<
1]
M
wn
[~
N
C

vdonde, Su es un polinomio en ¥ de la forma

(5)
La nueva funcidén G1(Z) sdlo tiene polos dentro del circulo
unitario, es decir, G1(Z) satisface

o2 B(Z)B(Z™' )

G1(2) =
ACZT )

y por lo tanto, su expansidn como serie de potencias en £ y
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Z ' es infinita solamente en las potencias negativas, por lo
que Su en (5) es igual a cero para u > q.

Para remover Jlos polos se define una nueva funcidn
G2(Z) que satisface

G2(Z) = A(Z27') G1(2Z)

P _Joo o0
62(2) = ¥ 8 27 % suzd =3

j=0 w=—0o u

(6)
o r &2 foe) .
G2(2) = > zr 3 a, Sk+y = > de 2
. K=—00 v=0 . K=—a0
.donde, d; es un polinomio en § de la forma
[=]
d, = 2: ay Skiv
v=1 Ty
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Esta nueva

funcidén G2(Z) no tiene polos, ya que
satisface
62(2) = g?B(2)B(Z7")
(8)
y por lo t&hto. su expansién en series de potencias en. Z y
27" es finita, ya que
q a
o?B(Z)B(Z' ) = o2 3 b2t 3 b; z7/
i=o =0
s a q -
= gt ¥ > b, bzt
i=0 j=so
sea um i-3. y v = 3
—1 a+u

, 9
.donde Cu son los coeficientes de B(Z)B(Z™ ).



Suponga que 8 es conocido , es decir, que se conocen
los coeficientes de los polinomios A(Z) y B(Z), asi como 1a
varianza del proceso{g£_}, of . Entonces, se puede llegar a
expresiones numéricas para las autocovarianzas, dados éstos

parimetros conocidos; de la siguiente manera.

A partir de (9) se pueden encbntrar los coeficientes Cu

como
qQ—jul
ai:z by  byiu para ul £ ¢q
V=g
Cu =
o} para fut > q )
(10)
con Cu = C—u para u distinto de cero.
z tiesne  la  siguiente

Observe que de {0}, (8) y (¢
u

relacidn entre los coeficientes C

por ‘lo que
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Cu para k|l < q

s} para k] > gq
(11)

El sistema de ecuaciones en (7) ahora esta dado como

d para |kl < q

0 para k| > q
(12)

y resolviendo este sistema se encuentran los coeficientes

desconocidos S,.y .

Finalmente, se resuelve el sistema de ecuaciones en (5)

como

Vu-v8y para -0 < u £ q

<
Mo

0 ! para u > q
(13)

'y se encuentran los coeficientes ¥,, , los cuales son las

autocovarianzas del proceso.
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Por 1lo tanto dado un vector de parametros 6 , y
resolviendo los sistemas de ecuaciones en diferencias (10),
(12) y (13), se puede determinar el vector de
autocovarianzas ¥ ( 6 ) del proceso.

Para minimizar la expresion en (1), se hizo uso de 1la
subrutina LMDER1 del paquete de subrutinas de Andlisis
" Humérico. Esta subrutina minimiza la suma de cuadrados de M
funciones no lineales en N variables, utilizando una
modificacidn del algoritmo de Levenberg-Marquardt. La
subrutina necesita conocer la funcidn a minimizar, asi como
su jacobiano. Hasta ahora se conocen los sistemas de
ecuaciones que llevan a la funcidbén, pero aldn se desconoce

cémo llegar al jacobiano de dicha funcidn.

El jacobiano que se desea obtener tiene la siguiente

forma

PCO)Y = ( Po( 8 ),yuues ¥ (0 ))

0 = (8y yeeesrapiby,.earbg, g2 )
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@ro( 8 ) dro( 8) dvo( 0 )

3 a, dby : do?
3 = . . .
av(e) ¥, (6 o%(e)
0 a, dh, 92 (k+)X{p+g+1)
(14)

Para detééninar cada uno. de los e€lementos de este
jacdbiano. se dexrivan las expresiones en (10), (12) y (13)
cen respecto a cada uno de 1los . elementos de 0.
procedimiento, da como resultado una serxie

Este

de sistemas de

ecuaciones en diferencias para las derivadas, muy similares

a los que se obtuvieron para la funcibn de autocovarianzas.

Estos sistemas de ecuaciones se obtienmen a continuecién;
primero, para los parémetros autorregresivos; segundo,
los parAmetros de promedios méviles, y por tiltimo,

varianzs del proceso {E¢}.

para

para 1la

Dgrivando (10) con respecto a a; ; 1 =« 1,...,p sBe
.. obtiene
’ OCu da a-kl E) q-ful
- - 2. by bysm + oF 2 by bygtu = O
. =0 v=0
da; da; : BCEY.
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y por (11) se tiene que - d, = 0.
da;
Derivando (12) con respecto a a; ; i =1,...,p se
obtiene
[ Oay O Sk+v od,
E ——— Sk+v + ay =
v=0 53,: . aa,: da;
P ask-i—v
Syst + E ay = 0 para toda k.
v=0 6af
) Derivando . (13) con respecto a a; 3 1 = 1,...,p se
‘obtiene -
14 aav ayu+v dSu
v E ——— Aitv + ay =
v=0 da, 3a; day

por lo tanto, la secuencia de p sistemas de ecuaciones
que se tienen que resolver, para encontrar las derivadas de
las autocovarianzas con respecto a los parametros

autorregresivos, son:
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para i = 1l,...,p
P OSk4v - Sk+i
3 a. -
v=0 a ar 0
0Su
- Y
° o %, da;
Z%av =
ve 0a;
'7L—i
Derivando (10) con respecto
obtiene
OCu acf q— ful
= by bysyu +
Obj Obj v=0
q—1lu) abv
= "'52 bygqur  +
v=0 abj
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para

Ikl

< q

en otro caso

by

para

(15>

u < q

en otro caso.

0

abj

Obv +1ul

dbj

(16)

= 1l,...,9 se

q—lut

E by by ui

v=g




dCu

of (bjrim + bj-u

o bj+ lul

G'ez bj—jui
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si

o
A

3+ )

0 < j=- v
j- < 0
j+ < q
j- 1 2 0

j+ > q

j=-u < 0

j+ o> q




i Ody dCu
y por (11) se tiene que ——— =

para hut < q.
by b
Derivando (12) con respecto a by 5 3= 1,...,q
P aa., ask+v adk
E —— Sy, * 3, = de donde
VvEs Oy 9 by dhb;
p aSH_v — para tki< q
E ay — = Obj
¥=0 abj
¢] en otLro caso.

Derivande (13) con respecto a by ;3 j = 1,...,q

g Su
P i a):‘_v para u <£q
E ady —————— = abj
v=0 abj

0 en otro caso.

En consecuencia, los q sistemas de ecuaciones que
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tienen que resolver en forma recursiva, para obtener las
derivadas de las autocovarianzas, con respecto a cada uno de ;

los parémetros de promedios moviles son:

0 < j+ll € q
&? (bj+iut + bij-tut ) si y :
0 < j-lul £ q :
j=tul < O
o'az bj4tul si y ;
ddu j+lul € q L
= 1 %
9 b; j-iui. 2 0
|u;<q o bj-iul si y
- j+rlul > q
j-luj < O
[0} si y
| - . - j+ul > q

an - ._l
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3 dy

aSi\-o-v para [kl £ ¢

]
Zav = abj
V=0
abj
0 en otro caso
(18)
dsu
P d Yauv para u < gq
Tay ————— 3y
v=o
3 b;
o] en otro caso.
(19)

Derivando (10) con respecto a la varianza residual atz

’ obv by spuy = du/o.sz para ful £ q
dCu =

0 ag? 0 e.o.c.

por (11) se tiene que:
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od, = du/g? para |k] € q

_aaz
Q e.o.C.

(20)

Derivando (12) con respecto a la varianza residual Utz

du/of para lk[ < g

v=0
A o €.0.C.

21)

Finalmente, derivando (13) con respecto a la varianza

residual o':2

[ dSu
p Y% para u < g
ay u—v _ Boéz
= aof
0 e.o0.C.

(22)

En consecuencia, resolviendo los tres sistemas  de
ecuaciones anteriores en forma recursiva, se encuentran las

derivadas de las autocovarianzas con respecto a of .

- 119 -




3,3 Implementacidn del Algoritmo.

Esta seccidn, como se mencioné en la introduccién de
este capitulo, se divide en dos partes. En la primera de
éllas, subsecciones 3.3.1 y 3.3.2, se muestra el estimador
de las autocovarianzas que se utilizé, y el procedimiento
para calcularlo, también aqui, se describe cébmo se obtuvo el
estimador inicial del vector de parametros 8. En la segunda,
subsecciones 3.3.3 y 3.3.4, se describe el procedimiento que
se siguio, para obtener la funcidén de autocovarianzas y su

matriz jacobiana valuados en el vector de parametros 8.

3.3.1 Estimador de las Auwtocovarianzas.

Se decidio wutilizar los estimadores sesgados de  1las
autocovarianzas, ya que, como se menciond en el capitulo 2,
&ste posee un error cuadrdtico medio menor que 1los
estimadores insesgados de las mismas, y asintoticamente

ambos estimadores se comportan igual.
Dada una serie de tiempo observada x = (X,,...,%,) del

N
proceso (th. el estimador sesgado Y del vector de

autocovarianzas 7Y (8 ) se definio como
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donde

para i = 0,400,N-1

N .
Para obtener el vector de estimadores 7Y , primero se

simularon 300 muestras de tamano TM, donde TM tomb los
valores de 25, 100 y 300. Las series de tiempo se simularon
utilizando 1la subrutina FTGEN del paquete IMSL, y el

procedimiento que se utilizdé fue el siguiente:
i) Se impusieron condiciones iniciales iguales a cero.

ii) Se simularon 100+TM observaciones y se despreciaron
las primeras 100, con objeto de que las condiciones
iniciales impuestas perdieran influencia. En este punto se

obtuvo la primera muestra de tamano TM.

iii) Las deméas muestras, se obtuvieron dando como
condiciones iniciales, las @iltimas observaciones de 1la
muestra obtenida en un paso anterior, simulando 504TM
observaciones, y despreciando las primeras 50, con objeto de
que las 300 muestras estuvieran poco correlacionadas. Cabe

recordar que el proceso es gaussiano.

Una vez obtenidas las 300 muestras de tamano TM, se
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utilizé la subrutina FTAUTO del paquete IMSL, para calcular
A

el vector de autocovarianzas estimadas 7Y para cada muestra,

bajo el supuesto de que la media del proceso es cero.

Una descripcidén de cdédmo funcionan las subrutinas FTGEN
y FTAUTO se puede encontrar en el apéndice C.

3.3.2 Estimador inicial del vector de parAmetros @.

En 3.1, donde se desarrollaron las relaciones basicas
para obtener el vector de autocovarianzas Y (8 ), se supuso
que el vector de paradmetros 8 era conocido. En
consecuencia, como se verd en la seccib6n 3.3.3, se necesita

de un vector inicial para arrancar el proceso.

Para obtener un vector inicial 9", el cual se espera,
no se aleje mucho del vectior 8 que minimiza la funcidn en
(1), se estimaron por separado los pardmetros
autorregresivos vy los de promedios mdviles, haciendo uso de
la informacién proporcionada por el vector de
autocovarianzas estimadas ;. siguiendo el método planteado
en la seccidén 2.1l.4.

Los estimadores iniciales de los pardmetros
'autorregresivos, se obtuvieron con 1la subrutina.FTARPS del
paquete IMSL, tomando en cuenta la informacidén proporcionada
por cada vector ?, para cada una de ' las 300 muestras

simuladas. Después, se verificd que estos parametros
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obtenidos, satisficieran las condiciones de estacionariedad,
ésto se hizo «con 1la subrutina REST, cuyo listado se
encuentra en el apéndice B. Esta subrutina encuentra las

raices del polinomio caracteristico:

(23)

donde aj,...,8%,, son los paradmetros iniciales obtenidos a
partir de la subrutina FTARPS, y verifica que todas éllas se
encuentren fuera del circulo unitario. Si alguna o algunas
de las rajces del polinomio en (23), se encuentran dentro
del circule unitario, entonces toma los inversos de éstas vy
encuentré los nuevos coeficientes del polinomio
caracteristico, que tiene todas sus raices fuera del circulo
unitario. En esencia lo que hace REST es factorizar 1a
funcidn A* (Z) = A(Z)YA(Z™Y)Y, donde A(Z) tiene todas sus
raices fuera vy A{Z™') tiene +todas sus raices dentro del
circulo unitario.

Una vez que se tienen los parametros iniciales
autorregresivos, se procede a obtener los parametros
iniciales de promedios mbéviles, asi como el parametro
inicial de 1la varianza del proceso {€¢} , para lo cual se
utilizd la subrutina FTMPS del paquete IMSL, haciendo uso de
la informacién proporcioaada por el vector de

autocovarianzas estimadas Y y los pardmetros iniciales
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autorregresivos, para cada una de las 300 muestras
simuladas. Después, se verificé que estos parametros
obtenidos satisficieran las condiciones de dinvertibilidad,
ésto se hizo con la subrutina REST mencionada
anteriormente.

Una descripcidn de como funcionan las subrutinas FTARPS
y FTMPS se puede encontrar en el apéndice C, asi como 1la

subrutina ZRPOLY, la cual se utilizd en REST para encontrar

las raices de polinomios con coeficientes reales. Un
listado comentado de 1la subrutina REST se
apéndice B,

encuentra en el

Notas:

i) En todes 1los «casos se supuso que la media del
proceso era conocida e igual a cero, en base a este supuesto

se simularon las series y se estimaron las autocovarianzas.

ii) En ei <¢aso c¢cn gque el proceso era puramente
autorregresivo, se le dio el valor inicial arbitrario de 0.5
a la varianza residual.

iii) Cuando 1la subrutina - FTMPS no convergid para
encontrar valores iniciales de los parémetros, se les dio el
valor arbitrario de 0.5, tanto a los pardmetros de promedios
méviles como al de 1la varianza residual. En el caso en gque
el orden de la parte de promedios mdédviles era igual a 2, se

les dio el valor arbitrario de 0.4 a los parémetros, con el
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fin de evitar raices sobre el circulo unitario.

3.3.3 Determinacidn del vector de autocovarianzas Y (8 ).

Dado el vector de pardmetros inicial 8 , el cual se
obtuvo en la seccidn 3.3.2, se explica a continuacidn 1la
forma en que se implementaron los sistemas de ecuaciones
(10) - (13) desarrollados en 3.2, para la determinacidn del
vector de autocovarianzas Y (8 ), en una computadora
Burroughs 7800.

i) Dados los parémetros iniciales bT,...,S} v o2°, se
calcularon los valores d_q,..5d0,...5,dq, a partir de (10) y
(11) como:

q-tul
o2 2 by §v+|u| para k] £ q
v=0
dy = 0 para |k| > q
d_k para k # O

(24)

estos’ cdlculos se efectuaron en la subrutina ~CALD, cuyo

"“listado se encuentra en el apéndice B.
ii) Dados éﬂ,....a% y digses-sdo,...,dq, se resolvio el

sistema de ecuaciones en diferencias (12), para encontrar

valores de S0,...,8Sq. La relacién en (12) era de la forma:
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o dy para |kl £ q

para |k| > gq
(25)

"en forma matricial este sistema se puede expresar como

A S =D

donde A es la matriz de pardmetros autorregresivos, S es el
vector de soluciones, y D es el vector de valores conocidos

G_gsseesdo;...,dq obtenidos en (i).
La forma de la matriz A, asi como la de los vectores S

¥y D varia de acuerdo a los ordenes p y q del modelo ARMA, en
la forma siguiente:

a) p> 4
a.l) Se obtuvieron valores de So,...,Sq a partir .de

>(12)’y {13), resolviendo el siguiente sistema triangular‘dek
dimensibén (q+1)x(gq+1l) .
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ao oo o] Sq dyg
a, A0 . ceoe [} Sq-¢ dg-y
aq 8Qq-| e.e 8o So do
(26)
. 12 .
donde ao =1 y 8q-i = dq; ~ 9 aj Squj-¢ para i = l,c.a,q.

i

No se obtuvieron valores adicionales de S, ya que no

fueron necesarios para los sistemas siguientes.

bB) p < q
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b.l) Se obtuvieron valores de Sq—p,...,5q9q, resolviendo el

siguiente sistema triangular de dimensién (p+1)x(p+1l)

ao O «se. O Sq dg
a; ao cee O Sq-t dq_1

.
. =

-

\ap 8p_; e+ @0 \Sq—p \dq_p

(27)

b.2) Dados Sq-ps..«.:;3Q, se resolvio en forma

sucesiva
el siguiente sistema de

dimensidén (q-p)x(p+1l), para obtener
los valores de SO,.s.35q-p~1

So Sy «es Sp : ao do
Sy S, aee Sp+1 ay dy

Sq-p~t Sg-p ... Sg-y ap dg-p- .
* (28)
¥ = valores obtenidos en b.l

Ahora se tiene un sistema de la forma S A = D, con'S
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siendo una matriz de dimensidén (q-p)x(p+1l), cuyos dnicos

elementos conocidos son los obtenidos en b.l, A es el vector

de pardmetros autorregresivos y D es el vector de
conocidos do,ea..,dgq_p_y.

valores

Los cAlculos anteriores para encontrar SO,...,5q, en

ambos casos (a) y (b), se efectuaron en la subrutina CALS,
cu&o listado se encuentra en el apéndice B.

iidi) Dadas S0,.++,5q, se resolvio el sistemna de
ecuaciones en diferencias (13)

° Su para u < g
zav Nu-vi =
v=0 o] para u > q
(29)
para obtener el vector de autocovarianzas
Y(8) = ( Y0C8), %(8)seuey %o (8 )
(30)

donde Lag es un entero positivo especificado por el usuario,
y menor que N-l.

El proceso para obtener ¥ (8 ) varia de acuerdo a 1los
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tres casos siguientes:
a) p>4q

a.l) Se tenia que resolver el siguiente sistema, para
obtener Y0,...,7%

So
% Y4 oo p ao . (q+1)x1
7 Yo ...%, aq
. . . . Sq
. - - . o]
. (p—q)x1l
70_4 yp .o Y. ap_¢ -
¥,
% %—( .o o a,
]
(31)
_eh forma matricial: A X =0>

donde en este caso, la matriz A es una matriz Toeplitz cuyos
elementos son valores desconocidos por calcular.

Se resolvio un sistema equivalente al anterior, de

dimensidn (2P+1)x(2P+1), agregando p restricciones de la
forma
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Y =7 para i = 1,...,p

(32)
..y el nuevo sistema que se resolvio fue
_ 5 ¢ 3 ( b
8, a5, ... ao O «ee O R So
- s . . . . . q+1
8} PR ap dp4 ees a0 Yo = Sq
1 0 ess O 0 cee =1 Yy 0
. . . . . . - 2p-q
; 0 0 ... 10 -1 ... O o . O -] L
L . ] L ] R (33)

obteniendose asi Yo,..., %o

a.2) si Lag era mayor que p, entonces, dados 70.....73
se resolvio el  siguiente sistema homogéneo en . forma

recursiva, para obtener Y4y ..., Mg .
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Mo
[\
<

v=0
b) p
b.1)

. donde 1los

8p  Bp-y
0

1 0

0 0

‘partir de aqui se encontrd Yo,...,7,.

A = 0 donde u > p

(34)

se resolvio un sistema parecido a (33),. pero en

elementos del vector en la derecha cambian

R . N 3 3
. @0 0 ... O PN So

. . B . " . q+1
see  8p Bp ., .. ao Yo = Sq
eee 0 0 ... -1 % 0

N N - . . q
10 -1 ... 0 b4 0 o

L P L - ) .
’ ’ (35)
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b.2) Si Lag > p, entonces, dados Yo ,eees %, se resolvio en

forma recursiva

obtener iy seves ¥ g o
c) P <g

c.i) Se resolvio

nuevamente, el vector

ap Aap-¢ «.. ao 0
- '.‘ - -
- . . .
- . - .
8] «oe ap 8p_,y

- - - -
- - - -

‘a ‘partir de aqui

ca2) Dados 7,

un sistema homogéneo como

un

en

se encontrd Y0,...,

Oyeany

en

sistema parecido a (33),

la derecha cambia.

(345,

. 0 ] x.p
. ao Yo =
. -1 7,
. O L %
.
%, se encontré

Tors

para

pero donde

So
- p+l
Sn
=
0
. P
o /
(36)
saees Ty

‘resolviendo en forma recursiva las q-p ecuaciones siguientes
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g-Lag ecuaciones

c.3) Si Lag
recursiva el siguiente sistema homogéneo
ecuaciones

“‘para encontrar

subrutina CALR,

Su para p+l < u < q.

37M

mayor que p, pero menor que q, se resolvio

como en (37), para encontrar );H yem ey

YL AG*

> q entonces, dados 70,...,% s 8@ resolvio

P
E:av Yu-v = 0 para q+l1 € u <€ Lag

Yaey soess Yinee
cdlculos anteriores se efectftan en
cuyo listado se encuentra en el apéndice

otras dos, del paquete de subrutinas

:anélisis numérico, éstas son: DECOMP, la cual calcula
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(38)

la
B.
de
la

descomposicién triangular de la matriz cuadrada real de

coeficientes en (33), (35) y (36), y SOLVE, 1la cual obtiene



la solucidén de un sistema de ecuaciones lineales, a partir
de la descomposicidn triangular de la matriz de
coeficientes, Una descripcidén de como funcionan éstas

filtimas dos subrutinas, se encuentra en el apéndice C.

3.3.4 Determinacién del Jacobiano del vector de

Autocovarianzas Y (8 )

Al igual que se hizo en 3.2, aqui se describe primero
cémo se implementaron los sistemas (15) y (16), para obtener
3as derivadas del vector de autocovarianzas Y (8 ) con
respecto a cada uno de' los pardmetros autorregresivos,
después se describe cémo se implementaron los sistemas (17),
(18) y (19), para obtener 1las derivadas de 7Y (8 ) con
respecto a cada uno de los parédmetros de promedios mbviles,
y finalmente, se describe cbémo se implementaron los sistemas
(20), (21) y (22) para obtener la derivada del vector Y (8)

con respecto al parametro de la varianza residual.

i) Derivadas de Y (8 ) con respecto a los pardmetros
autorregresivos a8y ,<+.,ap-

Lo que interesa conocer son las primeras p columnas del

jacobiano en (l4), es decir:
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9%(8) - 9%(g)

- da4 aap
9% (8) 3%(8)
da, da,

(39)

donde k es el midximo orden de las autocovarianzas .que el
usuario desea considerar, y al que se ha hecho referencia
como Lag.

Dado que en 3.3.3 se calcularon valores de S0,S5) ,+..,5q
.y se conocen los parametros iniciales a; ,...,3p obtenidos en

3.3,2, el primer paso es resolver (15), para i = 1,...,p.

Recordando que (15) era igual a

P aSk+v : - Sk+1’ para jk+di}] £ g
S e —— -

=0
v da; 0 en otro caso.

‘Este sistema de ecuaciones se puede expresar en forma
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matricial como:

s*¥ A =S
(40)

donde S*, es la matriz cuyos elementos son las en (15),

para los cuales se desea encontrar un valor numérico, A es
el vector de parédmetros autorregresivos iniciales
‘B0 484 sesegd

ps» Con ao = l, y S es un vector cuyos elementos

pueden ser los valores conocidos So,...,Sq & ceros.

La estructura de 1la matriz S¥ y del vector S en (40),
varia de acuerdo a los ordenes p y q del modelo, de la forma
siguiente:

a) p< g

‘Para 0 < k<q e i=1,.,..,p, se tiene el sistema
. siguiente ‘
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-

W ( Y - 3
dSo a8, dSp
.se ao -Si
da; da; Jda;
684 aSz dSp+1
-ee ———— ay ~Si+t
6ai aal da,; ; q-p
0Sq-p 0Sg-p+1 3 Sq :
e | e—— -Si+q-p.
da, d a; dayg
aSq—-p+1 a Sq-p+2 o Sq
eee ——— ~Si+q-p+4
da, day Oa;
3Sq-¢ 0Sq .
one o] a, g -Si+q-4 L p+l
da‘- Bai
0 Sq
- 0 P 0 ap ~Si+q
da;
c - (41)
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7
Sk
w

en forma equivalente A =
s¥ Sy

donde S* se particiondé en dos submatrices; una matriz S: de
dimensién (q-p)x(p+l), y una matriz triangular ST de
dimensidén (p+1)x{(p+1), y el vector S se particiond en dos
subvectores; un vector S, de dimensidn (g-p)xl y otro vector
S;. de dimensibn (p+l)x1,

0 Sq~p 0 Sq

da; da;

a.l) Se obtuvieron valores de

resolviendo el siguiente sistema triangular de' dimensidn
{p+1)x(p+l)

st a =3
(42)

para i = 1,...,p, donde el vector Sy varia de la. forma -
"siguiente con respecto al valor de i
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a.2) Dados

"se obtuvieron

"forma recursiva

para i = 1,...,p, donde el vector

resolviendo el siguiente sistema de

=S,

S,

siguiente con respecto al valor de i

- 140 -

- _ <
i = 2 e o o = p
—S5q-p+z -Sq
. =5q-p+3 o]
b ? e ee -
Y o}
0 0
J L J (43)
0Sq-p 9Sq
valores de ey ——,
day da;
0So dSq-p—1
valores de ooy e,
aa( Ba[
(q-p) ecuaciones en

(44)

varia de 1la forma



-Sgq-p

=S, -Sp

-5y ~Sp +i
, . s e -

~S5q_p -Sq—

(45)

Fipalmente, lo que se obtuvo fue la siguiente matriz:

dSo

ay

aéo

0Sq
ay
4Sq
da, .
P % (Q+1) (46)
q

k £ q se tiene el siguiente sistema triangular
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dSo ds, 3sq | ) r ]
e ao -8i
da; da; Ba;
88q-4 dSg
cas 0 ap—y -Sit+qg—~y
aa[ aa,;
dSq
0 eee 0 ag -Si+q
{ 98 J \ / .
(47)
v dSo dSq
~bil) Para obtener 1los valores de seeny ,
A BE( aa,;

se  resolvio el sistema triangular en (47) de dimensidn

_(q+1)x(q+1), -para i = 1,...,p, donde el . vector en la

‘derecha, varia con respecto al valor
siguiente ..

de i en 1la forma
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= o . o i=op
-‘Sz -Sp = ~Sgq
-8, 0
] - 3 eee .
] o

48)

Al final se obtuvo una matriz igual a (46).
€) p>aq

dSo dSq

aai . aa,:

c.1l) Para obtener los valores de

se resolvio un sistema triangular de dimensidén (gq+1)x(q+1),

como en (47), pero ahora, sblo

autorregresivos 80,ceey8gs ¥ el

intervienen los parametros
vector en la derecha varia
-para 1 € i £ q como en (48),vy es igual al vector cero para
‘q+1 £ 1 < p. Al final se obtufo una matriz como (46).

Para encontrar las primeras p columnas de 1a
jacobiana del vector Y (8 ), en (39), 1o

matriz

que sigue es
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resolver el sistema de ecuaciones en (16), el cual estaba
dado como

dSu
o 3%, —_— - Y para ‘u = q
S ay = da;
v=0 aai
- %=t €.0.C.
dados los parametros autorregresivos 20,8 ,ees,38p, con
ao = 1, la matriz en (46), y el vector 7Y (8 ) obtenido en
3.3.3.

La forma de resolver el sistema de ecuaciones en (16),
varia de acuerdo a los ordenes p y g del modelo, de 1a

manera siguiente:

a) p < q
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a.1l) Se tenia que resolver el siguiente sistema,

'para obtener los valores de

8% 97
da; da;
3 9%
da; da;
9% 9%,
Ba; da;

37,

aa[

3%,

da,

3%_p

Oa;

¢

ao

a4

- 145 -

2%,

da;

¢ So

-7,
0 a;
aSy ,

-%
da,
dSp

-Yo-i
32,

(49)




es decir, A X =51, en este caso la matriz A, es una matriz

Toeplitz cuyos elementos son ‘los valores desconocidos por
calcular,

Al igual que se hizo en 3.3.3, se resolvio un sistema
equivalente a (49) de dimensidén (2p+1)x(2p+1), agregando p
restricciones como en ‘(32), pero ahora sobre las derivadas
del vector Y (8 ), es decir;g

9% Y,
— = para k = l,...5P
aa‘- aa,:

(50)
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El nuevo sistema que se resolvio fue

1
1 ) [ 8s
" ] ar—p . °
ap 8p_4 «es ao O eee O - ¢
da; | 28
. PO - - . . . p+l
3, as,
0] 0 ess - ap Bp-{ «es a0 = - Yo-i
da; da;
3y
1 o] ees O 8} ese =1 o
aai
. . . . . . . p
3%
V] 0O ...10 -1 ..." 0 (o]
l ] 'aa[
J . J :
(51)

‘"para i = 1,...,p.
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Dado que % =%, , el vector en la derecha varia con

respecto a i, en la forma siguiente

i =1 i= 2 e o o i =rp
dSo 8So ' W 2 So
- -% -%
day Oa, da,
d8Sp d0Sp 0 sSp
- Y% ’ —_— %2 v oese -%
da( Baz aap
(o} 0] 0
0 0 o}
} J : ! )
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o

a.2) Para encontrar los valores de

dadas

3%
da

+1

da;

se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema

0 %544 oY,

aa,: aa(-
0 Mpuz 0%
da; da;
0% 9%,
da; da;

a7

a7, |
da;

da;

de dimensién (q-p)x(p+1l), donde el

ao

a

ap

vector

en

0 7q
R »
da;
OSp+1
= Dowr—i
Oa;
OSp+2
7B+z~i
da;
0Sq
= Wi
Oa;
) (52)

la derecha,

"varia de acuerdo al valor de i en la forma siguiente
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OSp+i

da,

0Sp+2

0Sq

da,

Yo+

= Yay

os

da

as

da

0s

i= 2
P+1

..nﬂ
2
p+2

- yp_z
2
q

_'m_z

1 3
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dap
dSp+e

da

d0sq

da,

- 73-p




a.3) Si Lag = k
por el usuario en 3.3.3,

encontrar

0 Yass
Oa;

0%

da;

orden de la autocovarianza

es

dadas

mayor que

a7B+1

da;

Qs

e ey

entonces,

07%aq

da;

se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema

9 %4y 97
d a; 2 a;
0 %42 0% g
da; da;
87, ey,
L 9 a; da;

a7§+z-w

a7ﬁ+1—p

da;

da;
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de dimensidén (k-gq)x(p+l), donde el vector en 1la derecha

varia con respecto al valor de i, en la forma siguiente

i =1 i =2 « o o i=p
" ) 1
-7 W = g3 %+1-p
= Yaus -7 Yar2-p
L4 » - ') - & * -
Yk—1 V-2 ~ Yi-p
L L 3 ]
b) p = q
970 ar
p
b.1) Para obtener los valores de e e ey - e
da; da;
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se resolvio un sistema parecido a (51), pero donde el vector

en la derecha, varia con respecto al valor de i en la forma

siguiente
i=1 i =2 « o e i = p
2 r
3 So dSo ] dSo ]
- % -% -%
Jda, da, aa,
0 Sq 9 8q dsq
—):1"‘ 3 - “'yq—z y e==e 3 "70
d a, da, da,
o} o] o}
0 LY o]
J * » J
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entonces, para

b.2) Si Lag = k es mayor que P,
encontrar
%, ax, a7, 0%
— s eess , dadas s eeoy R
6a; da; da; da;
igual a (53) con

se resolvio en forma Tecursiva, un gistema

qQ = Pe.
c) p>q
% ar
c.1l) Para obtener los valores de seoaes .
dag da;

se resolvio un sistema parecido a (51), pero donde el vector
‘en--1a derecha, varia con respecto al valor de i en la forma

siguiente
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dSo

da,

dSq

da

ya que,

Y =

0 So

da

8Sq

da,

c.2) si Lag=k es mayor que

=

2 - o = i = P
7
dSo
- -%
da,
- - q+1
0Sq
~ N2 ~Yr-q
dap
-Ya-4 s aee 9 - Yo g1
. . P—q
Yooz -%
0] [¢]
- . P
0 0
J )

P, entences, para encontrar
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8% .4+ o% 9% 9%,
————— s ey , dadas sea ey

I3 68.[ aa" aai

se resolvio en forma recursiva un sistema parecido a (53),
pero ahora, p toma el papel de q y viceversa, dando como
resultado un sistema de dimensidén (k-p)x(p+l).

ii) Derivadas de 7 (8 ) con respecto a los parametros
de ptomedios moviles Dy seeassbge

En este punto, lo que interesa conocer, son las
columnas de la matriz jacobiana de Y (8 ), asociadas a los
pardmetros de promedios mbdéviles, es decir; de la columna p+l
a la p+q

0% (8 ) d%(6)
d b, dbq
% (8) % (8)
O b, 0 bq

(54)

Para obtener los valores de los elementos en estas columnas,



es necesario resolver los sistemas (17), (18) y (19) en este
orden.

Recordando que (17) era igual a:
. 0 <j+ijul £ q

.2 (bj+iu + bj—ju ) si y
0 <j-m < g

j-lu < O
g2 bj+iu si y
Jddu J j+lul £ q
Ob j=-Jul > O
CASR TR si y

j+ lul > g

-y < O

j+ el > q

ios calculos para resolver (17)v se 1llevan a cabo dentro de
-'la subrutina CALDB, cuyo listado se encuentra en el apéndice
B. Los valores que le llegan, son los estimadores ' iniciales
de los parametros qz, bo,by yeee,bgq, con bo = 1, y regresa
los valores
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dd_q ddo ddgq

de —— L ee e seees H para j = lsecesqa

Obj dbj dbj

Dado que d-u = du para u distinta de cero, sélo  se
necesita conocer la siguiente matriz de dimensidn

(g+1)x(q+1)

ddo ddo
db, @ by
ddq Gdg
db, Obg

~
U1
V]
~

y los estimadores iniciales de 40,8, ,see8p, COD 0 = 1, para

resolver el sistema de ecuaciones en (18).
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Recordando que (18) era igual a:

ddy
p aSu+k para lul £ gq
éoak —T;ZT—— = 9 b;
J
0 en otro caso

En forma equivalente, este sistema de ecuaciones

puede expresar como

dso 35, osp | [ 3do ]
.o [ ao\

0 b; Ob; d b; Oby

9s, 0s, dSp+t dd,
oo a,

A, db; db; = dbj

aSq ddg

0 ree 0 ap —
dbj . / L abj
~ J
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Al igual que en los casos anteriores, la estructura de (56)
cambia con respecto a las ordenes p y q del modelo.
Analizando los tres casos siguientes:

a) p<q ; b)) p=4g ;3 ¢) p> q, se tiene que;

a) p< ¢

a.l) Para obtener los valores de

dSq-p d5q ddq_p ddq
e mey T » dadas T s e s ey T »

dbj dbj 0 b; O b;

se resolvio el siguiente sistema triangular, de dimensién
(p+1l)x(p+l).
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- dSq-p 0Sg—p+1
abj ab_j
8Sq~p+1  0Sq-p+2
0 by Ob;
85q-1 0Sq
db; Ob;
dSq
)
db;
' para 3= 1,0ea,q.

dSq—1 dSq
abj abj
0Sq
0
abj
Q (6]
(o] (¢]

161 -

ap.y

ap

9dq-p
b
Odgpiy

abj

Odq-,
Obj
dd

abJ




dSo 9Sq-p~

5.2) Para obtener los valores de

tecsey
Ob; 0 b;j
2] Sq.p GSq ddo adq_p—(
dadas ——— e e e y soeny
abj abj dbj abj

se resolvio en forma recursiva, el siguiente sistema

dimensién (g-p)x(p+1)

dSo oS, 0Sp ] "
s e . a0
ob; Ob; db;
2 Sy 9S8, OSp+1
« o o ay
abj abj abj
8 Sq-p-1 8Sq-p 0Sq-t
. ; L ap
v, db; ab; J
para j = l,...,49.
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(3bj
dd,

Obj

Odg-p-1

abj




b) p

b.1) Para obtener los valores de

dSo

ab;

se resolvio el siguiente sistema triangular

[

\

para“ j -

1

dSo

dadas

dSq-1

abj

abj

-

0 Sg-1

Obj

dsq

Bb,—

Ob;

dSq

~ 163 -

O0dg

dbj

ao |

a

ap_y

ad,

6bj

dd,

db;j

Odq-1

abj

ddq

abj ]
(57)




c) p>gq
c.l) Para obtener los valores de

dSo ‘ dSq ddo ddq
PR . dadas e ey m— »

db; Ob; db; Obj

se resolvio un sistema triangular de dimensidén (q+1)x(q+l),
similar a (57), pero donde sblo intervienen los parAmetros

autorregresivos 20,...,3q, para j=1,c0.,q.

Finalmente se obtuvo la siguiente matriz:

dSo gs, 83q
Jb, db, b,
J So G 5, o0 Sq : . o
- e . (58)
O by b, ob,
Q . . -
2 So 0s, 9Sq
Obq dbg . Obgq J




la cual, se utilizd para resolver (19) como se explica a
continuacidn, para los tres casos
a) p <4q, b) p =4g, y ¢) p> q.
Recordando que (19) era igual a:
dSu
—_— para u < q
P axhv
zav = ab]
v=0
abj
0 en otro caso
a) p< q
a.l) Se tenia que resolver el siguiente sistema,
: A o,
para obtener los valores de ———— e ey —8—
abj abj
dados los estimadores de los parémetroé autorregrésivos, y

la matriz en (58).



( )
97
°© or, or,
db; db; . Ob;
0%, 9% %,
Ob; Obj Ob;
9%
97, or,_, o
abj abj abj

para j = l,...,q.

ay

0So

" db

3s,

db;

dSp

abj

59)

Tal como se hizo, en el caso en que se obtenian las

derivadas de 7 (8 ) con respecto a los pardmetros
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autorregresivos,

se resolvio uxn

sistema equivalente a (59),

de dimensién (2p+1)x(2p+1) de la forma siguiente

ap

ap-y

o

ao

ap

ao

167

dbj

670

db;

abj

dSo

Bw

dSp

abj

p+l

(60)



a.2) Para obtener los valores de

2%
27 97, 07,
—— P ., =8 | dadas — ., —E
abj 6b,- abj abj

se vresolvio el siguicnte sistema de (g-p) ecuwaciones, en

forma recursiva

[’]

p ax‘_v Su

ay = — para. p+l1 £ u < ¢
=0
Y O bj db;
a.3) Si Lag = k es mayor que q, entonces para encontrar

R A or, ayq—p+1 072
secas » dadas ———— ..., ——

d bj db; O b; Obj
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se resolvio el siguiente sistema homogéneo de (k~-q)
ecuaciones

4 a7,
E:av _uyY _ para q+1 € u £ k
v=0
Ob;
b) p = ¢
27
° a7,
b.1l) Para obtener los valores dc —————— e e ey .
abj 6b,-

se resolvio un sistema de dimensidén (2p+1)x(2p+l1l) como en

(60).

b.2) Si Lag = k¥ era mayor que pn, entonces DATa
encontrar
‘ 87,
: o
9% 9% a7,
—— e ey ——— , dadas —— e e ey
0 bj o b; Obj " 3
se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema

homogéneo de (k-p) ecuaciones.
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para

c) p >q

c.1l) Para obtener los valores de

se resolvio
(60),

primeros (q+1) elementos a

pero ahora, el vector en la

gSo gSq

O b;j dbj

y. ceros para los (2p-q) elementos

- 170

p+1 £ u £k
(61)
0% 3%
db; db;

un sistema de dimensidén (2p+1)x(2p+1l) similar a

derecha de (60) tiene como

restantes.




c.2) Si Lag = k era mayor que ©p, entonces para
encontrar

ayp*l a);{ dadas ayo a);’
" 3 es gy = ’ a g ey »
abj dbj ab] abj

se resolvio en forma recursiva, un sistema homogéneo de
(k-p) ecuaciones como en (61).

iii) Derivadas de 7Y (8 ) con respecto a la varianza
residual o .

Por dltimo, falta encontrar la columna p+q+l de 1la
matriz jacobiana del vector 7 (8 ) en (39), en donde se
encuentran las derivadas de las autocovarianzas con respecto

al parémetro de la varianza residual.

Los sistemas de ecuaciones en diferencias, por resolver
en forma recursiva songj (20), (21), y (22) para finalmente

obtener el vector

a7 o% 3%,

d o2 d o da

(62)
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Comenzando con (20), en donde se tenia 1la siguiente

relacidn
dCu
od, 5= - du/ o2 para |kl < ¢
= e
S o
0 : e.0.C.
Dado que los valores de d-qyecesdO,eeasdqgs, y un

estimador inicial del parametro o2 se obtuvieron en 3.3.3,

obtener
d do : ddq
s e ey —m— , no representa ningiin problema.
A ~2 D2

Continuando con (21), en donde se tenia

P [+ Sk;&- 9 dg /0 0'52 para Ikl € ¢
S ay -
v=0 ao'! o €.0.C.,

- 172 -



el procedimiento para encontrar los valores de

g So 08, 0 Sgq
dg2 9z T 7T 7 de2

varia como antes para los tres casos siguientes:

a) p< g

a.l) Dados el vector de parametros

autorregresivos ao0,a8¢,...,8p, CON 30 = 1,

ddg-p ddgq
y el vector T seses T
0.a* 9o,
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se resolvio el siguiente sistema triangular, de dimensidn
(p+1)x(p+l),

0Sq-p 98Sq
para obtener —— e eey -
do.? dod
; ] ¢
dSq—-p dSq-p+1 0Sq-1 8Sq dd,.,
. . = ao PRSI
dqt ool dof - A LA
98q-p—1 dSq-p 2Sq By g1
o o m — 4] ay
do2 do2 Oq2 dq;*
J Sq-t dSq - Odq_.,
s = e 0 0 Ap-1 RS
aaf 2 ok . . do2
‘dSq ' 0dq
: o “ . . o 0 a
3o . ao?
- J
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adO adq_,,,_1
a.2) Dados el vector — e ey  ee————— . ¥ los
dg? 302
dSq-p dSq—1
valores de sarey -~ obtenidos en (a.l},
aa'ez do?

se resolvio en forma recursiva el siguiente sistema de (q-p)

dSo 0Sq-p-1
ecuaciones, para obtener ve ey
do? aaf
Ep: ask+v adk
av = para 0 £ k£ q-p-1
v=0 do.? 8c?
by p =g
b.1) Dado el vector de pardmetros iniciales
autorregresivos ao,ay,...,a3p, CcOn ao =1,
ddo ddq
y 1los valores de ——— e ey mmm——
ao.EZ ’ v ao-Ez k]
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se resolvio

(p+l)x(p+l),

para obtener

valores de

el siguiente sistema triangular

dSo 98,
0ol 9ol
as, ds,
A do;?
05g-1 05Sq
a o aaj
dSq

0
ao-ez

-.176 -

dSo
aa'ez
0Sq-1q dSq
ooF dof
0Sq
——— o]
(3:'112
(o] 4]
] 0

dSq
seees .
da?
da,
ao P
€
dd,
a1 do2
e WP
Odq-
Zp-1 8a.?
€
.0dgq
a
) ") do?
(63)

de dimensidén




c) p>gq

c.l) Dado el vector de parametros iniciales
autorregresivos a0,a ,...;8q, con ao = 1, se resolvio wun

sistema triangular de dimensidn (q+1)x(q+1l) similar a (63),

dSo dSq
para obtener los valores de —7;:; SRR P
€ €

Para encontrar los valores que interesa calcular, se

hizo uso de (22), en donde se tenia

dSu
para u < q
d 0%y do®
a, =
v=0 aaéz
| V) e.o0.C.
Analizando 1los tres casos por separado a) p < 49,
b) p=4q, ¥y ¢) p > q, para obtener (62) se tiene que:

a) p < q

- 177 -



a.l) Dado el vector de
autorregresivos ao,a;,...,3p, con ao = 1,
dSo asp
y los valores de peeny T,
aqf aof

se tenia que resolver el siguiente sistema,

670
para encontrar los valores de
do?
€
a7,
° or, o0,
« . e ao
do? dod do.?
%
ox 97 _,
. e . a
dog? d o2 Ot 1
av,
o7, 0%, .
« . . ap
do.2 dq® do.?
J \

-~ 178 -

parametros

iniciales

d05p

2
0 o



Al igual que se ha venido haciendo para obtener el
vector de autocovarianzas ¥ (8 ), y las derivadas de éste
con respecto a los otros parametros, se resolvio el
siguiente sistema equivalente, de dimensidn (2p+1)x(2p+1).

S
v, dSo
ap ap~1 ... ao 0 PP 0 - =
. EA 0o,
. . . - . . . p+1
9% dsp
(o) 0 see @p Ap.qess. a0 P = 3oz
€ 3
3%
1 (o] ees O 0 ees =1 = [¢]
00'52
. . . . . N . P
3%
o] 0 eee 1 O -1 ees O (o]
\ ) aoézj

(64)
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! dSp+1 dsq

a.2) Dados los valores de ———m——— vee ———
a%z ’ ' dof ’
27
o] a A
y de g e T obtenidos en (a.l),
de o

resolvio en forma recursiva, el siguiente sistema de

s
(q-p) ecuaciones,

%ot o%;
para obtener los valores de ———r— rees rali
da, o,
dSu
2 0% v
Z a, = — para p+l1 < u < g
v=0 o2 do2
3 3 ‘
a:3) Si Lag = k = nimero de autocovarianzas obtenidas

en 3.3.3, es mayor que q, entonces,

- 9 %-» a
dados ‘los valores de s o eay ——— »
a'e2 ao‘cz
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se resolvio en forma recursiva, el siguiente

homogéneo de (k-q) ecuaciones

3% 3,
para obtener los valores de seces
2 ac,z
€ €
il a,
-V
z:av . = O para 4q+1 £ u X k
v=0 8.2
b) p = q
b.l) Pado el vector de parametros
autorregresivos a0,aysee..38ps CON a0 = 1,
0So dSq
y ~los .valores de s oo v
: dg.* T 3e2
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(65)

iniciales



se resolvio un sistema de dimensidn

(64),

para obtener 1los valores dc

b.2) Si Lag =

o,

o
de

dados 1los valores

8o?

€

se resolvio en forma recursiva

ecuaciones en diferencias como

k es mayor que g,

(2p+1)Yx(2p+1),

ar,
o a)a
do,? e EDS )

entonces,

a7,

ey ee——— »
2
%

un sistema homogéneo de
en (65),

ar._. a7,
q+i 13
para obtener los valores de s ey = -
O0c? do
[ €
) p >q
c.l) Dados el vector de parametros
autorregresivos ao,ay,...q,, con ao = 1},
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(k~q)

iniciales



dSo 0 Sq

y los valores de e e s ey ——
do2 do?

se resolvio un sistema de dimensidén (2p+1)x(2p+l), similar a
(64), pero donde el vector en la derecha, ahora contiene

(2p-q) elementos iguales a cero,

27
Q ayp
para obtener los valores de e s ey T .
6%2 aaf
c.2) Si Lag = k era mayor que p, entonces,
a7
o a)fp
dados los valores de T reees T »
dot oo

se resolvio en forma recursiva, un sistema homogéneo de
(k-p) ecuaciones en diferencias como en (65), para
~op+l € u £ k,

0 %41 a7
con lo que se obtuvieron los valores para ———— ,...,
dg? 6%2

Todos los cadlculos para los sistemas presentados en
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3.3.3 y 3.3.4, se llevan a cabo en 1la subrutina FCN, cuyo

listado se encuentra en el apéndice B.

En virtud de que los sistemas de ecuaciones en
‘diferencias, para obtener los valores numéricos del vector
de autocovarianzas 7Y (8 ), asi como de los elementos de su
matriz jacobiana JV' mantienen en general una estructura muy
similar, que difiere principalmente en las dimensiones de
los sistemas involucrados, y en los elementos conocidos o
por determinar, dependiendoc de la variacidn que exista entr
los ordenes p y q del modelo ARMA que se considere, y .del
indice del pardmetro con respecto al cual se esté derivando,
fue posible crear una serie de subrutinas bastante
generales, 1ogrando‘ con ésto un. ahorro considerable de

espacio en la memoria de la computadora.
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Capitulo 4

RESULTADOS

Con objeto de probar qué tan bien se comportan los
estimadores, obtenidos con el método de estimacidn de
paridmetros de modelos ARMA(p,q), descrito en el capitulo 2,
seccidén 2.2; se programbé en una computadora Burroughs 7800
el algoritmo descrito en el capitulo 3, seccidn 3.3 (un
listado de dicho programa se encuentra en el apéndice B); vy
se compararon dichos estimadores, con los obtenidos con el
método tradicional de Box y Jenkins. En ambos casos se obvid
el procedimiento de identificacidén, indicando a los paquetes
los ordenes py q de los modelos con que se generaron los

datos.

Para ambos métodos, se simularon muestras de tamaiios

25, 100 y 300 para 4 modelos
ARMA : (0,2), (2,0), (1,1 v (2,2). Los <cuatro conjuntos de
paridmetros asociados a los modelos anteriores fueron:
(a,,az.bl,bz,al ) = (0,0,.11,-.14,2), (.4,.45,0,0,1),

€
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(.91,0,.5,0,1) vy (45,-.17,.25,.13,3). Para cada una de las
12 combinaciones entre modelos y tamafios de muestra, se
simularon 300 muestras, utilizando la subrutina FTGEN del
paquete IMSL, la cual genera series de tiempo a partir de un
modelo ARIMA(p,d,q) dado, en todos los casos, d se hizo
igual a cero. Para cada tamafio de muestra TM, se impusieron
condiciones iniciales iguales a cero para generar las
primeras 100 + Tl observaciones, descartando las primeras
100. A partir de aqui, se utilizaron las Giltimas
observaciones de cada muestra generada, para generar 50 + TM

observaciones, descartando en cada vez las primeras 50.

Para el primer método de estimacién, el nlimero k, de
autocovarianzas muestrales, a las cuales el modelo se
ajustd, fue de 6 y 15 parz muestras de tamano 25 y de 25
para muestras de tamahnos 100 ¥ 300. IEstas autocovarianzas
muestrales se obtuviercn con la subrutina FTAUTO del paquete
1#MSL, bajo el supuesto de quc la media del proceso {Xc}, era

conocida e igual a cero.

En ambos métodos, se obtuvieron estimadores iniciales
de los parémetros, a partir del método descrito en el
capitulo 2, seccidn 2.1.4, por medio de las subrutinas
FTARPS y FTHPS del paquete IMSL., Cuando ésta - Gltima no
convergib, para encontrar valores aceptables de los
estimadores de los parametros de promedios mbéviles, se dio
el valor inicial arbitrario de 0.5 a los parametros de
promedios méviles, o de 0.4 cuando el orden q era igual a 2,

con objeto de evitar raices sobre el circulo unitario. Asi



mismo, se dio el valor inicial arbitrario de 0.5 al
parimetro de la varianza residual, cuando el orden q era
igual a cero, o cuando FTMPS no convergid. En la tabla 4.6
aparece el nfimero de veces de entre 300, en que FTMPS no

convergid, para los modelos ARMA (0,2), (1,1), (2,2). Se

verificd que los parametros iniciales obtenidos
satisfacieran las condiciones de estacionariedad e
invertibilidad, por medio de la subrutina REST, cuyo

algoritmo se explicd en la seccidn 3.3.2. y cuyo listado se

encuentra en el apéndice B,

Con objeto de resolver el problema de optimizacidn no
lineal, para el método de Minimos Cuadrados No Lineales a
través de las Autocovarianzas, se utilizé la subrutina
LMDER1 del paquete de anilisis numérico (ver Calderdén y
Nocedal (1681), y referencias ahi), para encontrar los

estimadores de los pardmetros que minimizan la funcién

[v-c.v(8)17 1 [r-c.-vCo)l ;

es decir, los estimadores de Minimos Cuadrados No Lineales.
La solucién nimerica del problema de optimizacidén no lineal,
necesita de valores iniciales con los cuales comenzar la
. blisqueda. Se utilizaron como tales valores a los
estimadores iniciales de los parametros. En todos los casos
se utilizd una tolerancia de .0001 para la solucidn. La
tabla 4.7 mueétra, el nfimero de veces en que la subrutina

LMDERY no canmbid los valores iniciales impuestos, de 0.5
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para el estimador del pardmetro de la varianza residual, Yy
de 0.4 para los estimadores de los pardmetros de promedios

moéviles, en los 12 casos considerados.

Para el segundo método de estimacién, se utilizdé el
paquete de subrutinas para anidlisis de modelos de series de
tiempo univariadas, gque utilizan una versidn modificada del
método de estimacidn de Box y Jenkins, basado en un enfoque
no condicional {ver David J. Pack (1974), y referencias
ahi). Al igual que en el caso znterior, se utilizaron los
estimadores iniciales de 1los parémetros, como los valores
iniciales a estas subrutinas. En todos los casos se utilizd
una tolerancia de 0.01 para la solucidn, con objeto de hacer

comparables los dos métodos.

En las tablas 4.1 a 4.4, aparecen los valores de la
raiz cuadrada del error cuadriatico medio de los estimadores,
para muestras de tamafios 25, 100 y 300, y para ambos métodos

de estimacién.

En general para este modelo, los valores de l1a RCECM
que aparecen en la tabla 4.1, son del mismo orden de
magnitud. El método de MCHNIL presenta valores de la RCECM un
poco mas pequeifios, en tamaiio de muestra 25, para el caso de

los

- 188 -



TABLA 4.1 RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO
(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DEL MODELO ARMA (0,2).

.393 + i2.644

RAICES DE B(Z) = O : = .393 - i2.644

- = 7.143
PARAMETROS : .11 -.14 2
N ~N 2
by b2 £
MCNL .2295 L2443 L6034
k=6 ; TM=25
BJ L2404 .2571 .5836
k=15 ; TH=25 MCKL .2295 L2443 .6034
MCNL .1073 .1101 .2952
k=25 ; TM=100 '
BJ .1028 .1035 .2970
MCNL .0586 .0638 .1627
k=25 ; TM=300 ‘ o
BJ .0562 .0590  .1629
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estimadores de los parédmetros de promedios mdviles by y bz,
¥y en tamafios de muestra 100 y 300, puta el caso del
estimador del paréametro de la varianza residual 42 . También
se observa que, los valores de l1a RCECH no cambian, cuando
aunenta el nanero de autocovarianzas k, de 6 a 15, en el
método de MCNL. Para ambos métodos, los valores de 1la RCECM
disminuyen aproximadamente a la mitad, cuando aumenta el
tamafio de muestra de 25 a 100, y de 100 a 300.

En general para el modelo a que se reiiere la tabla
4.2, se obtuvieron valores de la RCECM mas pequefios con el
método de BJ, siendo mas grandes las diferencias, entre
ambos métodos, en tamafio de muestra 300, asi como, en el
caso de 1los estimadores del pardmetro de 1la varianza
residual o2 . Por otro lado, se observa que los valeres de
la RCECM casi no cambian, en el método de MCNL, cuando
aumenta el nimero de autocovarianzas k, de 6 a 15, siendo

incluso menor para k igual a 6, en el caso del estimador del

primer parémetro autorregresivo a, . Para ambos métodos, se
presencts una disminucidn znn les valores de la RCECM, cuando
aumenta el tamanio de muestra, siendo mas TrTéapida esta
disminucién con el método de BJ.
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TABLA 4.2

RAICES DE A(Z)

PARAMETROS :

k=6 ; TM=25

k=15 H TM=25

k=25 ; TM=100

k=23 ; TM=300

RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO
(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS

PARAMETROS DEL

= 0

MCNL

BJ

MCNL

MCNL

BJ

MCNL

BJ

.2239
.2126
.2248
.1368
.1030
.1019

.0542

191 -

MODELO ARMA (2,0).

.2622

.1950

.2509

.1533

.0980

~1175

.0546



TABLA 4.3

RAIZ DE A(Z) = O

RAIZ DE B(Z) = 0O

PARAMETROS :

k=15 3 TM=25

k=25 ; TM=100

k=25 ;3 TM=300

RATZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO

MEDIO

(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DEL MODELO ARMA (1,1).

»”

MCNL

BJ

FICNL

MCNL

BJ

MCNL

BJ

.0830

.0559

.0404

En general para este modelo,

valores de la RCECH

mAs pequefios,
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.0712

el método

exceptuando

de

el

BJ

—

.3637

.3257

.3614

.0809

produjo

caso

del



estimador del pardmetro de promedio mdvil by, en tamano de
muestra 25. Las diferencias entre ambos métodos, fueron del
orden de 1/100. Nuevamente, como en los modelos anteriores,
las diferencias en los valores de 1la RCECH son
insignificantes, cuando el nGmero de autocovarianzas k,
aunmenta de 6 a 15, en el método de MCNL. Para ambos métodos,
se presenta una disminucidn en los valores de la RCECH,
cuando aumenta el tamafio de muestra, siendo mAs notoria esta
disminuciédn, para el caso del estimador del ©parémetro
autorregresivo ay . £1 mas grande valor de la HCECH, para el
método de PCKNL, se presenta en tamafio de muestra 25, en el
caso del estimador del parAmetro autorregresivo a,, en este
caso en particular, se conjugan dos hechos importantes, un
tamafio de muestra pequeno y una raiz cercanas al circulo

unitario.

Para el modelo en 1la tabla 4.4, el método de MCNL
presenta valores mAs pequeiios de 1la RCECM, en tamafio de
muestra 25, en el caso de los estimadores de los pardmetros
autorregresivos a, y a,, asi como, para eif de promedio mbvil
b, ¥y en tamaiio de muestra 100, para el caso del estimador
del parédmetro de promedio mdévil by . En todos los demés
casos BJ es menor, siendo mAs grandes las diferencias entre
ambos métodos, en el caso de los estimadores del parémetro_
de la varianza residual o2 . En el caso del estimador del
parametro de promedio mbvil by, en tamafios de muestra 25 y
300, MCNL produjo un valor mayor de la RCECM, mientra gue en

tamafio de muestra 100, BJ produjo un valor mayore.
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TABLA 4.4 RAIZ CUADRADA DEL ERROR CUADRATICO MEDIO
(RCECM) DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DEL MODELO ARMA (2,2).

1.471 + il1.929

RAICES DE A(Z) = O

1.471 - i1.929

= = 5,882
RAICES DE B(Z) = O : = 1.974 3 = -3.897
PARAMETROS : <50 -.17 «25 .13 3
a3 N Ta) " /\z
ay a, b, b, o
MCNL .6008 <4074 1.068 .3733 1.406
k=6 ; TM=25
BJ .6042 . W 4377 .7531 .7512 1.134
k=15 ; TM=25 MCNL .5899 .4049 .5585 .3825 1.409
MCNL .4995 «3272 .4536 .3624 .8430
k=25 ; TM=100
BJ . <4635 .2841 .4861 .3614 4630
MCNL .3081 .2090 .2890 .2388 «4400
k=25 ; TM=300
BJ «2556 .1759 .2616 .2046 2480
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En general, para ambos métodos, los valores de la RCECHM
disminuyen aproximadamente a la mitad, cuando aumenta el
tamafio de muestra de 25 a 300, en el caso de los estimadores
de los parametros autorregresivos, mientras que, para el
caso de los de promedio mbvil, la situacibén no es muy clara,
ya que, para el caso de b,, MCNL presenta una mayor
disminucién que BJ, y para bz, BJ presenta uma wmayor
disminucidn gque MCNL. Para el case del estimador del
pardmetro de la varianza residual ol » los valores de 1la
RCECM disminuyen aproximadamente a una tercera parte, con el
método de MCNL y aproximadamente a una cuarta parte, con el
método de BJ. Cuando el niimero de autocovarianzas k, aumenta
de 6 a 15, el método de MCNL aumenta un pdco los valores de
la RCLCM . en 21 caso de los estimadores de los pariametros
de promedio mbévil b2 y de 1a varianza residual of ’ y
disminuye un poco, para el caso de los estimadores de los
pardmetros autorregresivos a, y a,, en el caso del de
promedio moévil by, sc presenta una disminucidn de casi @ la

mitad.

Se decidio resumir la informacidn presentada en las
tablas 4.1 a 4.4, por tamaiio de muestra, para los casos en
gque cl método de MCNL resultd ser mejor en el experimento de
simulaciébn. En 1la tabla 4.5 siguiente, aparecen las
diferencias en la KCECH de estimacién, para los casos en que
MCNL tuvo una RCLECM menor que BJ.



TABLA 4.5 DIFERENCIAS TY RAIZ CUADRADA DEL EuxUR
CUADRATICO MEDIO DE LSTIMACIOH, EN LOS
CASOS EN QUL MCNL RESULTO HERNOR QUL BJ.

TAMANO DE HMUESTRA 25

a o by b a2

ARMA (0,2) .0109 .0128 '3

ARMA (2,0) X b x

©ARWMA (1,1) X .0415 X
ARMA (2,2) .0034 .0303 X .3779 X

TAMARO DE MUESTRA 100

5, as by 5y g?
ARMA (0,2) o x x .0018
ARMA (2,0} X x B R x
ARMA (1,1) x . x » x
ARMA (2,2) x : x ' .0325 % x
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TABLA 4.5 (CONTINUACION)

TAMANO DE MUESTRA 300

a, a, by b, Sf
ARMA (0,2) x x .0002
ARMA (2,0) x x x
ARMA (1,1) X b X
ARMA (2,2) X b3 b x x
x = BJ fue menor.

En la tabla anterior se observa, que el método de HCNL

produjo mejores cstimadores en nmuestras de tamafioc 25, para

el casc.de los estimadores de los pardmetros autorregrosives
y de promedios mbdviles, vya que, en 6 de entre 10

posibilidades tuvo una RCECM menor en el experimento  de
simulacién. En muestras de tamafios 100 y 300, y en general
para el estimador del parémetro de la varianza residual, BJ
fue consistentemente mejor cn los experimentos de
simulaciédn.
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4.1 Resultados Adicionales.

Anteriormente se menciond, que se asignaron valores
iniciales arbitrarios a los estimadores de los pardmetros de
promedios mdéviles, cuando 1la subrutina FTMPS no convergid
para encontrar estimadores idiniciales de los wismos. Se
decidio contar el nfimero de veces de entre 300 (nimero de
muestras), en que FTMPS no convergid, para los modelos ARDMA

(0,2), (1,1) y (2,2). La tabla 4.0 muestra estos
resultados.

El mayor ©porcentaje se presentd en el modelo ARMA
(2,2), para tamafio de nmuestra 25, es decir, que en un 23% de
los casos, se asigndé el valor de 0.4 a los ecstimadores
iniciales de¢ los parémetros de promedios moviles iy ¥ b2, ¥
de 0.5 al de 1la varianza residual o , cuindo los valores
verdaderos de los parimetros para este modelo fueron 0.25,
0.13 y 3 respectivamente. Los porcentajes no cambian,
cuando k aumentz de 6 a 15, porque FTMPS utiliza solamente
p+q+1l autocovarianzas muestrales para estimar a los
par&metros (ver apéndice C).
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TABLA 4.6 NUMERO DE VECES DE ENTRE 300, EN QUE FTMPS
NO OBTIENE ESTIMADORES INICIALES DE LOS
PARAMETROS DE PROMEDIOS MOVILES.

TM=25 TM=100 TM=300

kK = 6 k = 15 k = 25
ARMA " (0,2) 11 (4%) 11 (4%) 0 (0%) 0 (dZ)
ARMA (1,1) 54 (18%) 54 (183%) 33 (113) 5 (2%)
ARMA (2,2) 68 (23%1) 68 (23%2) 30 (102 9 (3%2)

Al momento de analizar los resultados, se observd que
la subrutina que se utilizé (LMDER1l), para encontrar  los
.estimadores de Minimos Cuadrados No Lincales, no cambiaba,
en algunos de los casos, el valor asignado arbiiraviaméntc o
los estimadores iniciales de los pardmetros, por lo que se
decidio contar el nimero de veces de entre 300, en que los
estimadores finales fueron iguales a los iniciales. La
.tabla 4.7 siguiente, muestra estos resultados.

4
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TABLA 4.7 NUMERO DE VECES DE ENTRE 300, EN QUE LMDER1
NO CAMBIA LOS VALORES INICIALES IHPUESTOS
DE 0.5 PARA EL ESTIMADOR DE LA VARIANZA
RESIDUAL Y DE O.4 PARA LOS ESTIMADORES
DE LA PARTE MA.

TM=25 TH=100 T=300
k = 6 k = 15 k = 25
ARMA (0,2) 6 (2%) 6 (2%) o (0%) 6 (0%)
ARMA (2,0) 77 (26%) 83 (282) 84 (28%) 79 (262)
CARMA (1,15 29 (10%) 26 (9%) 25 (8%) 5 (2%)
ARMA (2,2) 49 (16%) 47 (167%) 17 (6%) 2 (1%)

En general, los mayores porcentajes se presentan para
el modelo ARMA (2,0), en el cual, siempre se asignd un valor
inicial arbitrario de 0.5 al estimador inicial del parametro
de la varianza residual of . Curiosamente, para este mismo
modelo, el método de MCNL nunca resulto ser mejor que el de

BJ en el experimente de¢ simulaciédn, como se puede apreciar
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en la tabla 4.5. E1 hecho de que el nimero de
autocovarianzas k, se aumente de 6 a 15, no parece influir
en el comportamiento de LMDLERl, lo cual nos hace pensar que;
o los valores iniciales impuestos arbitrariamente a los
estimadores estaban muy cercanos a un minimo local de 1la

funcidén, o que la funcidn para algunos casos resultd ser muy
plana.

Se decidio buscar 1los c¢asos en que el método de IHCNL
produjo valores mayores de la RCECM al método de BJ, en méas

de 1/100. La tabla 4.8 siguiente muestra estos resulcados.

TABLA 4.8 DIFERENCIAS EN LA RATZ CUADRADA DEL ERROR
CUADRATICO MEDIO DE ESTIMACION, PARA
LOS CASOS EN QUE MCNL FUE MAYOR
QUE BJ, EN MAS DD 1/100.

Tii=25 Ti1=100 TM=300

by a2 52 &2
ARMA (2,0) .1878 .2242
ARMA (2,2) .3149  .2720 .3800 .1920

Los resultados en la tablas 4.7 y 4.8  anteriores, nos
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hacen pensar que las deficiencias en el método de MCNL, se
lpueden deber en gran medida, a la subrutina de optimizacidn
no lineal gque se utilizd, ya que como se puede apreciar en
las tablas anteriores, los casos en que el método de Minimos
Cuadrados No Lineales a trates de la Autocovarianzas, estiméb
menos bien a los parametros, en los experiemntos de
simuelacién, coinciden con los casos, en que la subrutina
LMDER]l no cambio los estimadores iniciales, en un nGmero

considerable de veces.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Con base en experimentos de simulacidn, un método de
estimacidn de parédmetros de modelos ARMA(p,q) basado en el
ajuste de las autocovarianzas tebricas, expresadas en
términos de los parametros por estimar, a las
autocovarianzas muestrales por !linimos Cuadrados No Lineales
(MCNL), se compard con &1 de Box y Jenkins basado en un
razonamiento de MAxima Verosimilitud (BJ). En términos del
‘Error Cuadréticc Mcdio de los estimadores, el método de MCNL
parece dar mejores resultados, para los parédmetros
autorregresivos y de promedios mbéviles, en muestras pequenas
(25). Sin embargo, MCNL parecce dar peores resultados, en
todos los casos, para el estimador del pardmetro de la
varianza residual, asi como, para muestras de tamaiic muy
grande (300). Cuando alguna de 1las raices de 1la parte
autorregresiva, esta cercana al circunlo unitario, es decir,
cuando algun pardmetro autorregresivo esta cercano a la

regidén de no estacionariedad, DJ es consistentemente mejor.
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Cuando el nimero de parametros por estimar (3) y el tamaifio
de . muestra son pequeiios (25), un ndamero pequefio de
autocovarianzas por ajustar, parece ser suficiente (6) en el
método de MCNL, sin embargo, cuando el nimero de pardmetros
por estimar aumenta a 5, MCNL presenta una leve mejoria, al
aumentar el nfimero de autocovarianzas de 6 a 15, en muestras
pequefias.

La subrutina de optimizacidn utilizada para resolver el
problema de optimizacidén no lineal (LMDER1), parece no ser
la mis apropiada, para el tipo de funcidn a minimizar en el
método de MCNL. Tomando en cuenta los resultados obtenidos
en esta tesis, seria conveniente hacer un andlisis de 1la
forma de las funciones gque se presentan, ¥ talvés utilizar
otro método de optimizacién no 1lineal que fuese nméas
apropiado, con lo que se esperaria obtener una mejoria del
método.
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Apéndice A

ANTECEDENTES ESTADISTICOS

A.l Procesos Gaussianos.

Se dice que un proceso Xt es gaussiano, si 1la
densidad conjunta de las variables aleatorias Xt1,...,XtN es

Normal WN-variada, para cada t, ,...ty, Y cada entero N.

Si el proceso {X,} es estacionario, entonces, éste seri
completamente caracterizado por su media g, y su matriz . de
varianzas y covarianzas I , con su (i,j)-ésimo elemento

es decir;

igual a la cov(X;,Xj) = Y5
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Yo 7 e e e 2%
7 o v v v %eath-e

T = . .

%

Y n Lw - Yy Y

N xN
1)

y la funcidn de densidad conjunta del vector de variables

aleatorias X = (Xt‘ ....,th)', esta definida como:

-t

2 -/, -
£(X) ={zm) IT1 exp {—-1/2 (X—,.L)'F‘(X—I.L)}

(2)

A.2 Funcibén Gencradora de Autocovarianzas y

Funcidn de Densidad Espectral de un Proceso ARMA(p,q).

Sean { X} un proceso gaussiano, estacionario e

invertible, y {€¢} un proceso de ruido blanco, tales que:
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Xe - 8y Xgq = eee — 8pXep = €¢ = by By = .o bg€eq
A(R) Xg¢ B(R)&¢

3

donde A(R) y B(R), son polinomios en R, de ordenes p y g
respectivamente.

Para encontrar la funcibn de densidad espectral del
proceso {X,}, £,(X ), se definen:

i) La funcibén de densidad espectral fe(Xx), del proceso
de ruide blanco {E'c} , se define como

OEZ
£ AN ) = —— para -w<AS<T
2w
ii) Sea {Y,}! un proceso, tal que Yy = B(R) €,

entonces, su funcién de densidad espectral, se define ‘como

: o2 1B(et> )2
£y (N ) = |B(e‘>~)|2 N = —meN<T
: 2w

(4)
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De (3), se tiene también que el proceso {Y¢}, es tal

que Y. = A(R) Xy, y su funcibébn de densidad espectral también
se puede expresar como

£, ) = [ACe™™) P52 cw <A<

(53

Por lo tanto, la funcidn de densidad espectiral. del

proceso {X!, se puede obtener a partir de (4) y (5), como

. 2
a® | Bet™)|

£y (X)) = = -T <A <7
27 |ACei™M)|

(6)
Por otro lado, la funcidén de densidad espectral del
proceso {X.,}, se define como un wiltiplo de 1la funcidn
generadofa de autocovarianzas Gx(Z) del proceso, sobre el ’
circulo unitarioe, es decir ‘

£,(N ) = —— Gx{e!M) . -7 <\ <7

(7)



donde Gx(eix), es la funcién generadora de autocovarianzas
del proceso {X.}, definida como

ex(z) = § % 2’

J=~oa
(8)
donde Z es una variable compleja.
A partir de (6) vy (7), se tiene que
{ 2
L et
2wf,(x)=cx(e"‘)=__.____2._. - <\ <ar

REN

Sea Z =eix y entonces, la funcidn generadora de

autocovarianzas del proceso {X¢} sobre el circulo unitario,

se puede expresar como

o 32|
Gx(Z2) = 5
|ac2z)] ,
(9)
Como se observa en (8), Gx(Z) es simétrica, ademds los
pblinomios A(Z) vy B(Z) no tienen ceros sobre el circulo

unitario, asi a cada cero de Gx(Z) en (9), fuera del circulo

unitario, correspondera uno dentro. Separando estos ceros,
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mediante una factorizacidn adecuada de los polinomios A(¥%) vy

B(Z), Gx(Z) en (9) se puede expresar en forma Unica como:

a2 B(Z)B(Z7Y)
Gx(Z) =

A(ZYA(Z™Y)
dond¢2 los polinomios A(Z) y B(Z), tiene todos sus ceros
fuera del circulo unitario, y A(Z™')y B(Z™') dentro.
Usando las expresidnes en (8) y (10) para G6x(2), se
llega a la siguiente relacidn, entre las autocovarianzas del

proceso y los parametros del mismo, en (3)

o2 B(ZIB(Z™Y)

2 v 7 -
j=—o0

A(Zya(z™h)
(11)

A partir de la igualdad en (l11), se puede obtcner una
expresidn para la autocovarianza de orden j, en términos de
los parimetros del proceso, igualando los coeficientes de
'ZJ. Obviamente la relacidbén entre 2 ¥ les pardmetros del

f]
modelo es una no lineal.

El lector interesado en un desarrollo mlds detallado, de
las definiciones presentadas en este apéndice, pucde

consultar Nerlove, Grether y Carvalho (1979), Cap. 3.
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ARERRERK KRR RORAOK KA AORANCKOR AR KR
DECOMP
AXRKE TR R KRR KRN K KA KKK AR KK K

PECOHP SUBRUTINA FORTRAN PARA CALCULAR LA DESCOMPOSICION TRIANGULAR
BE UNA MATRIZ CUADRADA REAL

1. DESCRIPCIOMN

1.1

2.1

PROPOSITO
DADA UNA MATRIZ CUADRADA REAL A DE ORDEN Ns LA SUBRUTINA
DECOMP CALCULA LA DESCOMFOSICION TRIANGULAR DE A DE LA FORHA

PA=LU,

~b
DONDE L ES UNA MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR CON UNOS EN SU
DIAGOHAL, U E€ UNA NATRIZ TRIANGULAR SUFPERIORy Y P ES UNA
MATRIZ BE PERHUTACION.

CALCULA ADEMAS UNA ESTIMACION DEL NUMERDO DE CONDICION DE A
coMo
KC A= 1t a1l 't INVCA)Y 1)

DONDE LA NORMA UTILIZADA ES LA NORMA 1r FPARA DETERMINAR QUE
LA MATRIZ ES SINGULAR.

HETODO

SE APLICAN K(K=1r...,8-1) ETAPAS NE ELTMINACION GAUSSIANA CON
PIVOTEOQ PARCIAL POR RENGLONES PARA ELIMINAR LOS N-K ELEMENTOS
DE LA K-ESIMA COLUMNA DE LA MATRIZ A FARA REDUCIRLA A UNA -—-—-
HATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR. EN CADR ETAPA SE CALCULAN Y SF
SALVAN LOS MULTIPLICADDRES USANOS PARA ELIMINAR LDOS N-K ELFEMEN
TOS DE LA K-ESIMA COLUMNA Y EL INDICE DE CADA FILA PIVOTE. AL
TERMINO DE LA REDUCCION SE HAN OBTENIDO TRES FACTORES? UNA
HATRIZ P ASOCIADA A LA ESTRATEGIA DEL PIVOTEOr UNA HATRIZ
TRIANGULAR INFERIOR L CUYDS ELEMENTOS SON LOS MULTIPLICADORES
USADOS CON 1°S EN SU DIAGOMAL (NO SE ALMACENAN)r» Y UNA HATRIZ
TRIANGULAR SUPERIOR U CUYOS £LERENTGS 50K LOS DE LA MATRTZ
TRIANGULAR SUPERIOR A. L ES ALMACENADA EN LA PARTE INFERIOR DE
Ay U EN LA PARTE SUFERIOR Y, P ES ALMACENADA EN UN VECTOR QUE
CONTIENE UNICAMENTE LOS INDICES DE LAS FILAS PIVOTES. PARA
CALCULAR EL NUMERD DE CONDICION DE LA MATRIZ Ar LA SUBRUTINA
UTILIZA LA SIGUIENTE RELACION

K €AY = C % 1t ACJ) 1! X vE Z 0y / 1t Y 1)

DONDE A(J) ES LA J-ESIMA COLUMNA DE A} Yr ¥ Z SON DOS VECTGRES
CALCULADOS POR LA SUBRUTIHNA TAL GUE 11 Z ! / 1t ¥ 1) ES
APROXIMADAMENTE LA NORMA DE LA MATRIZ INUERSA DEAY - € ES
UNA CONSTANTE CON VALOR 1 0O -—-1.

PARA UNA INFORHMACION MAS DETALLADA DEL ALGORITHMO UTILIZARO
CONSULTESE LA REFERENCIA 1, FPAGS. 30--30.

USO GENERALZ
EN EL PROGRAMA PRINCIPAL SE ODEHE DIMENSIONAR LOS ARREGLOS POR
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USAR» ESPECIFICAR EL ORDEN DE LA MATRIZ, Y LA MATRIZ QUE VA A
SER FACTORIZADA.
SI EL ALGORITHMO DETERHINA GQUE LA MATRIZ TIENE UN NUMERO DE

CONDICION MUY GRANDE, ENTONCES LA SUBRUTINA LD REGRESARA EN
EL PARAMETRO * COND "~ .

DESCRIPCION DE 1 0S PARAMETROS:
El. USDO DE LA SUBRUTINA SE REALIZA POR EL SIGUIENTE ENUNCIADO!

CALL DECOMP(NDIMrNsAyCONDy INPVUT»WORK)
TENIENBO LOS PARAMETROS EL. SIGUIENTE SIGNIFICADO!
PARAHETRDS DE ENTRADA

NDIM ES EL NUMERD MAXIHO DE L0S RENGLONES DE LA MATRIZ A»
DECLARADO EN EL PROGRAMA PRINCIPAL.

N ES EL ORDEN DE LA MATRIZ Ay Y DE L.OS VECTORES IPVUTY Y
WORK. @~ IGUAL T MENOR QUE NDINM.

L MATRIZ ORIGINAL QUE VA A FACTORIZARSE. ES DE DIMENSION
NDIMKN.

PARAMETROS DE SALIDA
A CONTIENE EN SU PARTE TRIANGULAR INFERIOR UNA VERSION PER-
HUTADA DE UNA MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR Lr Y EN St PARTE
SUPERIOR UNA MATRIZ  TRIANGULAR Ur TAL QUE PA=LY, SIENDO
P UNA MATRIZ DE PERMUTACION.

COND UNA APROXIMACION DEL NUMERO K(A). SI. COND+1=COND. SE
DICE ENTONCES QUE A ES SINGULAR. SI COND=1.06+32 SE
TIENE UNA SINGULARIDAD EXACTA.

IPVUT CONTIENE LOS INDICES DE LAS FILAS PIVOTES ASOCIADOS
A P. IPVT(K)=INDICE DE LA K-ESIMHA FILA PERMUTA
(K-ESYHA COLUMNA DE P>. TJIPUT(N)=(-1)xE(NUMERD DE
INTERCARDBIOSS .

WORK ARREGLD AUXILIAR DE DIMENSION Nr SU CONTENIDO PUEDE SER

IGNORADO .

A
CONDICIONES DE ERROR Y RETORINOS?
NINGUNO.

REQUERIHIENTOS DE HEMORIAR

EN EL PROGRAMA PRINCIPAL HAY QUE DIMENSIONAR LOS SIGUIENTES
ARREGLOSy A(NDIMSN)» IPVUTI(N) Y WORK(N).

SUBPROGRAMAS REQUERIDOS:

SOLVEr CALCULA LA SOLUCION DE LA ECUACION AX=R A PARTIR DE LA
DESCONPOSICION TRIANGULAR DE A.

LA INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA A PUEDE CALCULARSE A
PARTIR SU DESCOMPOSICION TRIANGULAR,COMO

INUC A D)= INVUC U ) INVC L ) INVC P )
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2. LA SOLUCION DE UN SISTEMA DE N ECUACIONES LINEALES AX = Br
FUEDE CALCULARSE A PARTIR DE LA DESCOMPUSICION TRIANGULAR LU
DE LA MATRIZ Ar RESOLVIENDO DOS SISTEMAS LINEALES

LYy
U X

INV(P) B
Y

3. EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA A PUEDE CALCULARSE"
A FPARTIR DE SU DESCOMPOSICION TRIANGULAR LU, COMO

DETC A D= € C(—1)xkK 3 UC1sid% .o XUCNPN)

DONDE K ES EL “UHERQ DE INTERCAMBIOS DE LOS RENGLONES DE A v
Y UCI»Id>eI=1»Nr SON LOS ELEMENTOS DIAGONALES DE U.

4. REFERENCIAS

At

1. FCRSYTHEy G.E.» MALCOLM» M.A. AND MOLER» C.B.r, COMPUTER HETHODS
FOR MATHEMATICAL COHFUTATIONS. ENGLEWOOD CLIFFS. N.J.s PRENTICE
HALL> 19277,

2. STEWARTy G.W.» INTRODUCTION YO MATRIX COMPUTAIONS. ACADEMIC
PRESS» 1973, :

3. FORSYTHE» G.E. AND MOLERs» C.E.» COMPUTER SOLUTION OF LINEAR
ALGERRAIC SYSTEMS. ENGLEWOOD CLIFFS» N.J.r PRENTICE-HALL, 1947.

4. CONTEs S.D. AND DE HOOR, C.r ELEMENTARY NUMERICAL ANALYSISr: AN
ALGORITHMIC APFROACHs 2ND. ED. NEW YORK, MCGRAW HIYLL.

5. ORSERVACIONES Y SUGERENCIAS

LA ESTIMACION DEL NUMERO DE CONDICION IE UNA MATRIZ ES UNA MEDRIDA
MUCHO MAS CONFIARLE Y UTIL DE LA SINGULARIDAD DE UNA MATRIZ GUE

UN DETERMINANTE O UN PIVOTE MUY CHICO. AL RESOLVER UN SISTEMA DE
ECUACIONES. LINEALES ES RECOMENDAEBLE VER ESTE NUMERO FARA DETERMI-
NAR QUE TaAaN EXACTA VA A SER LA SUOLUCION ESPERADA. EETD ESs SY

EL NUMEROQ DE CONDICION ES MUY GRANDE ENTONCES EL NUMERO DE CIFRAS
DECIMALES EXACTAS SERAN MUY FOCAS» EN CAMBIO SI ES MUY FEQUENO
ENTONCES EL. NUMERO DE CIFRAS AUMENTARA EN EXACTITUDR,

El. DETERMINANTE Y EL NUMERO DE CTONDICION DT LA MATRIZ

33 16 72
A= -24 -10 -57
-8 - 2 -17

FUERON CALCULADOS EN UNA COMPUTADORA RURROUGHS 6800 CON ARITHETICA
EN SIMFLE PRECISION.

FARAMETROS: NDIN=S, N=3,
RESPUESTAS DEL ALGORITHO @ DET({ A )= 6.0
CONDC A )= 7672.44
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ET AUTOBIND
$§!ND = FROM (ISAK>OBJECT/BIBDAN/=

T FREE

gigittttt8ttt8‘!t#t*lttltt!tttttltttt"tt**tlt*!ilttt*3tlttttttttt
€ PROBLEHMA? CALCULAR EL DETERMINATE Y EL NUMERO DE CONDICION DE !
c LA SIGUIENTE MATRIZ A.
[ SE EFECTUA PRIMERO LA DESCOMPOSICION TRIANGULAR DE ‘
[~ | LA MATRIZ PARA CALCULAR EL DETERMINANTE. x
st 2 2222 2222 2332232 2303208323333 332220223332 tit st st i st sttty
[ o4

€ PROGRAMA PRUEBA PARA LA SUBRUTINA DECOMP
[

REAL A(S5¢3Yr WORK(3)s» COND: CONDP1
INTEGER IPVUT(3)s I J», N» NDIM
NDIN =
N=2
Alls1)
Al2y1)
Al3e1)
ACl,2)
A(22)
A(3y2)
Alle3)
AC2,3)
A3 3)

u

33.0
-24.0
-8.0
15.0
~10.0
~-4.0
72.0
~57.0
~17.0

3 210 I = 1, N
HRITEC6¢21) CA(XrI)r JI=1sN)
10 CONTINUE

c
N CALL PECOMP(NDIM» N» Ar COND» IPVYT, WORK)>
c .

WRITE(&522)
PI=1.0
DO 12 I=1sN
12 PI= PISA(I+X)
DET= JIPVTI(N)SPI
DO 14 I=1+N
14 WRITEC&523) ¢ ACIrS)rJ=leN )
HRII§£6v24) DET»COND

21 FORMAT( SXr4F8.0 )
22 FORHATC( //r15Xs "HATRIZ FACTORIZADA®s/ )

23 FORMAT( SXr3F14.7 ) '
24 FORMAT( //:&Xc"EL DETERMINANTE DE A ES *eF5.19//v6Xy

x "EL NUMERO DE CONDICION DE A ES *rE14.7 )
sTOP
END
33. 16. 72
—24. -10. -57.
-8B, —~4. —17.

MATRIZ FACTORIZADA

33.0000000 16.0000000 72.0000000
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0.7272727 1.6363636 ~-4.6363636
0.2424242 0.0740741 O.11311111

EL. BDETERMINANTE DE A ES 6.0

EL NUMERO DE CONDICION DE A ES «7472340E+04
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BOLVE SUBRUTINA FORTRAN PARA OBTENER LA SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUA-
CIONES LINEALES A PARTIR DE LA DESCOMPOSICION TRIANGULAR DE tA MATRIZ

COEF ICIENTE.
i, DESCRIPCION
" 1.1 PROPOSITO!

DADA LA FACTORIZACION TRIANGULAR LU DE UNA MATRIZ A DE ORDEN N»
L0S INDICES DE LOS RENGLONES PERMUTADOS P Y UN VECTOR DERECHO B
ESTA SUBRUTINA EFECTUA LA SUSTITUCION HACIA ATRAS PARA OBTENER
LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES AX=B.

HMETODOS
EL METODO CONSISTE DE DOS PARTES!

1) ELiHINAC!DN HACIA ADELANTE. EN ESTA PARTE SE RESUELVE Et
SISTEMA
L Y = INV(P) Br

ESTO ES» SE APLICAN LOS MULTIPLICADORES USADOS DURANTE LA
DESCOMPOSICION TRIANGULAR AL VECTOR DERECHO B.

2) SUSTITUCION HACIA ATRAS. EN ESTA PARTE SE RESUELVE EL SIS-
TEMA
UX=1Y.
EL VECTOR X ES ALMACENADO EN EL. VECTOR B.

PARA UNA INFORMACION MAS DETﬁLLRDA DEL ALGORITMO CONSULTESE LA
REFERENCIA 2, PAGS. 127-129.

USO GENERALS

EN EL PROGRAHA PRINCIPAL HAY QUE DINENSIONAR LOS ARREGLOS QUE
USA ESTA SUBRUTINA. APEMAS HAY QUE OBTENER PRIMERO LAYFACTORI-
ZACION TRIANGULAR DE A USQNDD LA SUBRUTINA DECOMP. SI DECOHP
DETERMINDG GQUE A ES SINGULAR ENTONCES SOLVE NO SE USARA.

DESCRIPCION DE 1LOS PARAMETROS?
EL USO DE LA SUBRUTINA SE EFECTUA POR EL SIGUIENTE ENUNCIADO

CALL SOLVECHDIM/N,A¢ByIPVT?
TENIENDO LOS PARAMETROS EL SIGUIENTE SIGNIFICADO?
PARAHETROS DE ENTRADA

NDIN DIMENSXON MAXIMA DE LOS RENGLONES DE A» DECLARADC EN EN
PROGRAMA PRINCIPAL .

N ORDEN DE LA MATRIZ Af (N HENOR O IGUAL QUE NDIM).

L] ARREGLO DE DIMENSION NDIMYN QUE CONTIENE LA DESCOMPOSI-
CION TRIANGULAR LU.

B VECTOR DE DIMENSION N QUE CONTIENE EL VECTOR DERECHD B.

IPVT VECTOR DE DIMENSION N QUE CONTIENE LOS INDICES DE LAS
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FILAS PIVOTES.

PARAHFTRD% DE SALIDA

B CONTIENE LA SOLUC!DN CALCULADA X DEL. SISTIHA.

2.3 CONDICIONES DE ERROR Y RETORNOS:
NINGUNO

2.4 REQUERIMIENTOS DE MEMORIA!
HAY QUE DIMENSIONAR» ADEMAS DE LOS ARREGLOS ArIPUT, Y W, EL
ARREGLO B(N) EN EL PROGRAMA FRINCIPAL.

2.5 SUBRPROGRAMAS REQUERIDOS:
NINGUNO.

AFLICARILIDAD Y RESTRICCIONES -
—-— . e = e e oam - - —_ . w = = e — ~
LA INVERSA INV(A) DE UNA MATRIZ A PUEDE CALCULARSE TFAMRIEN APROVE-
CHANDO LA DESCOMFPOSICIGH TRIANGULAR DE Ny RESPLVIENUD N ECUACIO—
NES LINEALES»
AX=E(I)» » I=152s.4.N

DONDE £(I) ES €L I-ESIMO VECTOR UNITARIO. LA SOLUCION PARA EL
I-ESIMO LADO DERECHO E(I> CORRESFONDE A LA I-ESIMA COLUMNA DE INV(A)

ESTA SUBRUTINA DEBERA USARSE JUNTO CON LA SUBRUTINA DECOME.

1. FORSYTHEs G.E.r MALCOLN» M.A. AND MOLER, C.B.y COMPUTER METHODS
FOR MATHEMATICAL COMPUTATIONS. ENGLEWOOD CLIFFSy PRENTICE-HALL »
1977.

2. CONTEr S.Dy AND DE BOORs C.» ELEMENTARY NUMERICAL ANALYSIS: AN
ALGORITHMIC APPROACH» 2ND. ED.r NEW YORK:IMC GRAW-HILL. 1972,

3. STEWART s G1H-r INTRODUCTION TD MATRIX COMFUTATIONS. ACALEHIC

oo
PRESSs 1977 .

4. DAHLQUIST, G» AND BJORCK, A.», NUMERICAL METHODS. ENGLEWOOR
CLIFFS» N.J.PRENTICE-HALL» £974.

'Et. METODO DE SUSTITUCION HACIA ATRAS ES LA ETAPA COMFLEMENTARIA
PARA RESOLVER LA ECUACION AX=E.

ESTA SUBRUTINA NO DERERA USARSE SI LA SUBRUTINA DECOHWF DETLRHIND
QUE A ES SINGULAR. ES DECIR. SI CONDP1=CONDt1ls ENTONCES A ES
SINGULAR.

EJEHPLD DE PRUEBA

e - e m e e m — = m m = —

LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECU&CIDNES LINEALES

33X1 + 16x2 + 72x3%= -359
-24%1 - 10X2 - 57%3 = 281
- 8X1 - 4X2 - 17X3 = 85
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FUE CALCULADAs EN UNA COMPUTADORA BURROUGHS 46800 CON ARITMETICA
EN SIHPLE PRECISION.

PARAMETROS NDIM=5, N=3

- RESPUESTA DEL ALGORITHO ¢

X = 1.0
X2 = ~2,0
X3 = -5.0

4 SET AUTOBIND
BIND = FROM (ISAK)OBRJECT/BIBDAN/=
RESET FREE
CEr AR AA AR R R AT RE TS LTRSS LR R AR REE KRR KRS R R R AR EEERK
C PROBLEMA! RESOLVER EL SIGUIENTE SISTEMA DPE ECUACIONES LINEALEBR

.C A X = ByDADOS A Y B. L 3
c SE USA LA SUBRUTINA DECOHMP PARA EFECTUAR LA . =
c DESCOMPOSICION TRIANGULAR DE LA MATRIZ A.

3
(B 33222222233 3233233333223232323223 3323223332223 22332338522 232332431
c
C PROGRAMA PRUEBA PARA LA SUBRUTINA SOLVE
c

REAL A(S»3)»B(3)rWORK(3) yCOND» CONDP1
INTEGER IPVUT(3)r Xy Jr N» NDIH
NDIN = S

N =3

ACls1) = 33,0

A(2+1) = -24,0

A(3r1) = -B.0

Al1s2) = 16.0

A(2y2) =-10.0

A(39¢2) = -4,.0

ACL1¢3) = 72,0

Al2+3) = ~57,0

A(39s3) = -17.0

B(1)= -3%59.0

B(2)= 281.0

B(I= 85.0

[~

DO 10 X = 1y N

WRITE(6721) (ACIs e J=1sNI9B(I)
10 CONTINUE

.

CALL DECOMP(NDIM» Ns Ar CONDr IPUTr» WORK)

WRITE(&6922) COND -
c

CONDP1 = COND + 3
IF (CONDP1 .EQ. COND) GO TO 20

CALL SOLVE(NDINs N» Av.By IPVUT)

WURITEC&»23) ¢ IsB(X)rvI=irN )
sTOP
20 URITE(6v24) CONDP1
231 FORMAYTC( SXs8F4.0 )
22 FORMAT( /+5Xy"COND="rE14.7¢/)
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23 FORHATC S5Xp*X("2I2s.° y="yEL14:7 )
24 FORMATC SXr"LA MATRIZ ES SINGULAR. CONDP1="/sE13.7 )

STOP
END
33. TN 72, ~359.,
-24. ~10. -57, 281,
-a. -4, -17. as5.

‘COND= .767244A0E104

%¢ 1 )= .1000000E+0%
X¢ 2 )= —-.2000000E+01
X¢ 3 )= -.S5000000E+01

]
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Las subrutinas del paquete IMSL que se utilizaron,
no se incluyeron en este apéndice, por considerar que dicho
paquete es bastante usual. El1 lector interesado puede consul
tar IMSL (1980).
Las subrutinas usadas en este trabajo fueron:
- FTAUTO
. FTARPS
_ FTMPS
_ FTGEN

_ ZRPOLY
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