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PREFACIO

El objetivo de la presente tesis es el exponer los principales tipos de
procedimientos para escalamiento:

El méto s de escalamiento clasico , y

El método de escalamiento ordinal

Las técnicas de escalamiento encaran esencialmente el problema de encon
trar una configuracién de puntos (o individuos u objetos) a partir de la in-
formacién acerca de las distancias entre los puntos, las cuales a su vez pue
den estar sujetas a error estocdstico. Una caracteristica importante de este
tipo de procedimientos, es el poco uso de un modelo estocastico inherente. -
Para algunos expertos en métodos de analisis estadistico de datos, las téeni
cas de escalamiento son métodos de naturaleza exploratoria, cuyo fin princi-~
pal puede enmarcarse dentro del marco de generacién de hipotesis, mis que de
la prueba de ellas. El tipo de enfoque que proveen estos procedimientos se -

deacribe generalmente como “Analisis de Datos”, mis que “Estadistica".

Otro aspecto que caracteriza estas técnicas y las hace diferir eh forma
importante de otras téecnicas multivariadas como Andlisis Factorial, Analisis
de Correlacion Canonica, etc., es el hecho de que operan con una funcidn de
los puntos dados, i,gilflas nin~1}/2 distancias , disimilaridades o similari

dades , mis sue Tun las coordenadas de los n puntos mismos. Es decir, las -~

Zenicas de escalamiento multidimensional operan con una matriz de nxn cuyos
elementos comparan todos los pares de individuos u objetos de interés, ya -~

sea al medir "similaridad” o “disimilaridad”. El capf{tulo ! trata con cierto

detalle las medidas de similaridad, disimilaridad y distancia utilizadas mas
frecuentemente.

El capitulo 2 se ocupa del escalamiento clasico, el cual es esencialmen
te un metodo algebraico de reconstruccidn de coordenadas que supone a las di
similaridades como distancias euclideanas. En el caso de que estas distan- -
cias estén sujetas a error, el comportamiento de este procedimiento ¢s aun -
bastante satisfactorio . Orig;nalmente prapuesto por Tbrgerson,(1952Q1968) -
fué popularizado por Gower{1966), quien le did el nombre de "Analisis de Coor-
denadas Principales". Se expone también en este capitulo la relacion de es-

ta técnica con el metodo llamado "Andlisis de Componentes Principales".



E)l capitulo 3 expone los fundamentos del escalamiento no métrico o es-
calamiento ordinal . Cuando las disimilaridades observadas son de tal natu-
raleza que sus valores numéricos'o magnitudes son de poco interés, y el ran
go de orden de €stas es la unica informacién Util , es conveniente la utili
zacién de una técnica alternativa desarrollada por R.N. Shepard y J.B, - -
Kruskal a principios de la decada de los sesentas, la cual utiliza solo las
propiedades ordinales de las disimilaridades. Los desarrollos y alternati--—
vas propuestas hasta hoy, siguen los lineamientos originales propuestos pér

estos dos autores.

La comparacién de dos configuraciones obtenidas por diferentes métodos.
o aun bajo el mismo pero utilizando una métrica diferente, es expuesto bajo
el enfoque de una novedosa técnica debida a Gower llamada Rotacién de Pro=-

crustes, de la cual se ocupard el capitulod4.

El tema del capitulo 5 son los métodos numéricos utilizados para la im
plantacién automatica de estas técnicas que han sido desarrollades utili~
zando el lenguaje de programacién Algol y la computadora B7800 de la UNAM,
Algunos ejemplos de aplicacidn prdctica que {lustran el use de los procedi~

mientos expuestos en los capitulos anteriores es lo tratado en el capitulo
6.
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A mis tios Arq. Abel Iraizos , as{ como a su esposa Sra. Ma., de la Luz Ochoa
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CAPITULO 1

MEDIDAS DE SIMILARIDAD Y DISIMILARfDAD

En algunas aplicaciones los datos é analizérprovienen dé uhaymatrizv- -
D (nxn)que- consiste de similaridades o disimilaridades entre puntos, mis que
. de una matriz X(nxp) de coordenadas de los puntos, antes de continuar, es ng
‘ cesario definir precisamentg lo que‘se cpnéidera una medida de similaridad.

DEFINICION

Una medida razonable de aimilaﬁidad s(A,B), debe tener las siguientes ~ i
propiedades

1) s(A,B) = 8(B,A)
ii) s(A,B) > O
; 1i1) 8(A,B) se incrementa a medida que la similaridéd entre *

AyB ée‘incrementa. donde A y B son puntos que pueden‘representar_medidas -
X,y en dos objetos distintos. Las medidas de similaridad son frecuentemente
;lémadas coeficientes de similaridad.nLaB'medidas de similaridad y disimila-
ridad estén cercanamente relacionadas en forma inversa. Supongamos que tene-
mos una fqncién'a.~def1nida en cada par de individuos, que mide similaridad.
Una posible medida de disimilaridad puede construirde como d = constante -s.
Tanto las medidas de similaridad como las de disimilaridad pueden cons;derag
se como funciones PxP (donde P es un conjunto de objetos)a los nimercs rea--
les.Jardine y Sibson (1971) definen una clase de funciones de disimilaridad,
llamados "coeficientes de disimilaridad".Un coeficiente de disimilaridad es
una funcién d de PxP a los nimeros reales positivos tal que

1)-d(A,B) > 0 para todo A,B en P
ii) d(A,A) = 0 para todo A en P
iii) d(A,B) = d(B,A) para todec A,B en P.

Muchos de los procedimientos de clasificacidn autom&tica y escalamiento -
pueden ser considerados como métodos en los cuales coetictentes de similaridad
o diasimilaridad sén convertidos uno en otro(i.e.,similaridad a disimilarided,-
o, disimilaridad a similaridad) . Un ejemplo es proporcionado por las técnicas
de escalamiento multidimahsional no métrico, las cuales son métodos para ~ ~

la transformacién de una similaridad o disimilaridad numérica u ordinal, en un.



arreglo métrico de distancilas representable en un nimero pequefio decoordenadas
_euclideanas. Una fqncién de valores reales d(A,B) es una distancia si tiene -
las siguientes propiedades

1) d(A,B) = d(B,A) sinetria
1i) d(A,B) > .0 “no negatividad '

1) dA,8) = 0 identificacién

Para algunas funciones ‘de’ diatancia las siguientes propiedadea 'también se
cumplen T '

‘iv) d(A,B) = 0 - sl y'soio sl  A=0B
v). d(A,B) "< d(A,C) + d(B,C) desigualdad del-tridngulp.

Si las propiedades i) ~ v) se satisfacen d es llamada una m&trica. Para.aigu-
nos propositos es suficlente bdnsiderar‘funciones'de.distancia que aatisfégan
solamente 1) é i4i), sin embarﬁo es conveniente en general considerar funcigb
nes de distancia para las cuales i)} - v) son satisfechas., Es de esperarse qué
d(P,Q) ge incremente mientras 1a disimilaridad entie P ¥ Q se incremente; por
lo que d{A,B) es descrito también como un coeficiente de disimilaridad, aun -

cuando no cumpla -las propiedades de una métrica.

DISTANCIA EUCLIDEANA"

Posiblemente la medida de disimileridad mds comin sea la distancia eucli
deana. Sea X una matriz de datos de nxp (que'representa las coordenadas espa
ciales de cada uno de los n puntos) con filas X i=1,...n. Entonces la dia--

tancia euclideana entre los puntoa b es d,,, donde

1 ¥ %598 Y%

P 2 2
dI,‘j -E'(xik-x"k) =lx1-xJ|
kwl

La funcién q éatiaface las propiedades i) - v) ademds de verificarse:

a) Sea A=(- L dij ) Entonces HAH es positiva
2

-

semidefinida , donde H=I - At , es la matriz de “centrado"(centering -~ -

matrix), 1’(lxn) = (1,1,...,1)



METTICA DE MIMROWSKY

o«
Jna rlase importante de funciones de distancia son las llamadas métricas
Lo métocas vode Minicowsky. PurakcualQUler r >1, 32 define la r-distancia
cabre los puntos x, Y. como
L J
z /v
iy
={ L |X - X,
d (xj'xi) { | is sl '}
g=1
d, es una métrica (i.e.,sati=facen 1) - v) ). Las métricas r de Minkousky com
parten algunas propiedades con la métrica euclideana . En particular:
1)d (%, ,x,)=d{x, +x X, v % )
b ey wmg ) = d U wn ke
i1) d (kx, , kx. ) = k d (x, , v
)r(ll J) r(l’,A) i&}~‘is‘
. Al
es 4+ ir, ~t~5 métricas son invariantes bajo tr i{aciones y deformaciones uni
. . P . L3N
for. s . Ui punto de divergencia crucial entre . métrica euclideana y las mé

tricas lp, consiste en que la distancia bajo la 3trica euclideana permanece
inviriable cuando se involucran rotaciones rigid ; , mientras que las unicas

row. o ones aur dejan las distancias sin cambio © ‘o las métricas lp, son aque

Liag ooe c~ansforman ejes coordenados en ejes co +iwnados (i.e.,aquellaz - -

trir crmecionns lineales cuya matriz asociada »  aitaria), por lo que los -
: C . P I ;
ajes coordenados tienen una significancia para ! métricas lp que no tienen

para .o distancia euclideana.

Existen numerosas medidas de disimilaridad < probada utilidad que no sa
tisf -»n la desigualdad mét:ica . Tal es el caso del cuadrado de la distancia
euc. mana Y l},ﬁﬁd}jgmbq' {1a funcién de distor ia de Mahalanobis). Es en -

congucuane’ w0 requerimiento no necesario para * 1 medida de disimilaridad -

el cunr vento de la desigualdad métrica para s . considerada de utilidad, -

e

posea la medlda en cuestidn, eg. Sibson (1972) de:ine dog coeficientes d

auy frecuentemente es de mayor importancia  ; propledades de orden que

d

12

como i« orden global equivalente si

dlv(w.x) < dl {y,2) si y solo si d2 (w ¢) < d2 (y,z)

in



31 di , d. son de orden global equivalente entonces d1 , d, serdn medi

das de disimilaridad con el mismo rango de orden . Un ejemplo de este tipo
de medidas de disimilaridad estd dado por la distancia euclideana y el cua-

drado de dsta.
'

Hasta aqui congideramcs solo medidas o coeficientes de disimilaridad.

A continuacidn se daran algunos ejemplos de coeficientes de similaridad.

MEDIDAS DE SIMILARIDAD

Variables Cualitativas

Sean la presencia o la ausencia de p atributos en dos objetos P y Q de
notada (xl,....xp) , (yl,...,yp) donde X = 1 o 0 dependiendo 31 el - -
i-8simo atributo estd respectivamente ausente o presente en el sgbjeto P.

Hacemos:

a= zxiyi

o
¥

= £ (l-xi)yi

o]
[}

I xi(l-yi)

a
u

E1-x)) (1-y,)

estos es: a,b,c,d son las frecuencias de (1,1) , (0,1) , (1,0} y (0,0). La
medida mAs simple de similaridad entre py Q es 5 (P,Q) = a / p. Una alter-
nativa es el coeficiente de apareamiento simple (simple matching coeffi- -~

cient),

donde p=a+b+c+d.



Una dificultad inherente a este coeficieonte es la gue acarrea la consi
‘deracién de la ausencia en ambos opjetos de cierta caracteristica, en otras
palabras , la presencia de un atributo en arbhos individuos puede decir méds
acerca del parecido de estos, que la aussncia del atributo. El coeficiente
de Jacquard fué diseflado en forma tal qus salve el inconveniente menciona-
do.

a

S, (PyQ) = =-2eee
3 a+b+c

Sea X( ) una matriz de datos qﬁe contenga la informacién ausencia/ -

nxp
presencia de p atributos para n objetos . La matriz X 3e llama matriz de in .
cidencia ya que xj_‘j = 1,0,

Considerando el coeficiente de similaridad Sl' la matriz de similarida
des correspondiante es simplemente

mientras que la matriz de similaridades basada en S, es:

2

g o (K% (=X (J=X")

p
donde J = 11°

2
Sp=857

l‘ = (1.0--;1)
VARIABLES MIXTAS

Si hay variables tanto cualitativas como cuantitativas, Gower (197la)
ha propuesto el siguiente coeficiente de similaridad entre el i-égimo y -
J~ésimo puntos.

(3) 2

]

w b.4 - X

1
=l ik~ ik

k
k=1

donde w = 1 si k es cualitativa , w = -



81 k es cuantitativa y donde Rk es el rango de la k-ésima variable.

Existen muchas.otras medidas de las cuales no nos ocuparemos ya que no
es tal el tema principal de esta exposicidn. Finalmente podemos citar a -
Goodman (1954) quien en su articulo cldsico dentro de las medidas de asocia-
cién argumenta que: '"idealmente, cada tfabajo de investigacién deberia con-
tar con una medida de asociacibn desarrollada para sus necesidades dnicas".
A traves de los aflos los cient{ficos han desérrollado muchas diferentes me=-
didas. Por lo tanto , cuando se busca una medida de similaridad o asocia- -
cién , hay raramente necesidad de desarrollar una nueva. Mas que otra cosa
el problama consiste en escoger sabiamente de entre las medidas ya existen-

tes.



2

CA{':‘ITULO 2 i * e

ESCALAMIENTO CLAS1CO E

21 essalami=nto cldsics az un metodo de reconstruccidn algebraico para -
encontrar una configuracidn de puntos @ nartir de las disimilaridades entre
los migmos. Este emue gy particularmente apropiado cuando las disimilari-

dades gon eaxactas, o, al 5ios aproximadamente euclideanas.

Supongamos que tenemos una configuracidn X en un espacio euclideanoe -

mdimensional . Las distancias entre loa puntos de ia conliguracidn se pug——

#h calcular directamente a partir de la vatriz A= %, L=l.ooo,ng - -

o

ji=1,...,n. Un ernativa mdsg couveniente ag DPO)orcana
1 Una alt T § conv t DIOPOYE;

a por el uso de la
matriz de (nxn) B = XX, lamatrizde suma de productos y de cuadrados (}g ma

triz de productos escalares entre vectores puntos) la matriz B, i.e , b =~

rs

eatd dade por la sipuiente expresidn )
p
brg = T X X ()
k=1
..
La matriz D(nxn) de cuadrados de dis ins euclideanas de acuerdo a Lo

witerior , estd dado por ios elementos:

Sy 2
S T ‘
R
. p p

. ”

Ly 2% % x, eion
J rj sl ai

J=i j=1 =L

:,ﬂ L . . ., . 3
BEg decir las distanciag dij se pueder reprasentar en funcién de Loz ele

menzos de B o de las ceorlznadasg ij.

Ahora supongamos ane conocemos las ¢ -tancias  (y por consiguies-e los
cuugrados do astas) ners 5 las coordenad. s de los puntos que las genwran, -
Pnuémos imasinar ¢l orovsa de obtencidn <= conordenadas come ol probld§§31n~
Yarso al quz acabamoa de =:zpaner, La deter~inacidn consiste en dos etapas:

[(x]
1y La construcs{in de lo matriz 3

v

ii} Lo tacto-fzacian de la masriz Foon la forma B = XX°




£s evidente que a ﬁartir de (1) es poéible encontrar bij en términos de

las distancias conocidas, i.e.,dij . Como en muchos otros problemas , la ob-

tencién de una golucién inica depende enteramente e¢n la imposicidn de cier--

tas restricciones .
de localizacidn, y consisteen poner el centro de gravedad X en el origen.

Tal restriccidn puede reformularse en la siguiente condicidn

g 0
I xpj =

r=l

Ahora bajo esta restriccién tenemos :

L. P 3 Be 3
) = xrj g5 = er st = xsj T er = 0

g=1 g=lj=1 . J=ls=1 j=1 s=1

Esto es,la suma de términos en cualquier columma o fila de B es nula,
Sumando (1) sobre r, sobre s y sobre r y s, tenemos:

o

i)

Id® =(b_+b_ -2 )

T 4+ nb
8 rr S8 rs S8

£d> ={b_+b_ -2 ) =T+nb
rs r 886 rs or

2
T = - = N = o
drs { brr + bss Zbrs V=2 nT +« 0T = 2nT

rg

donde T em la treza de la matriz B.

Definimos
n
P T AT
r. n rs
S=]

1o’

En nuestro caso particular , tal restriccidn es del tipo



e rs
r=ls=l
by = - '%' ( dis = B = Bgg )
Prg = " —%" ( dis - di. * fg' - d?s * -E-ﬁ)
by = = _%- ( dia - di. - dg. * 3%_ )

Si D consiste en cuadrados de distanciaé euclideanas exactas, es posible
demostrar que B es una matriz simétrica, positiva semidefinida. Si B es de -
range k <n , entonces tendri k valores propios distintos de cero. Sean 11
12 yeveey lp tales valores , los vec?ores propios de longitud unitaria (ei }-
son normalizados de tal manera que la suma de los cuadrados de sus entradag -

sea igual 1, . Esto se logra haciendo f, = 1 e, - Mostraremos que una posi-—

i i i

ble matriz de coordenadas est& dada por

K=l £y 000 £ |

La matriz X es de dimensidn nxk, as{ que en consecuencia tenemos una con
figuracién en k dimensiones. El hecho de que una matriz positiva semidefini-
da pueda ser factorizada en la forma XX° depende del teorema de factorizacién
de Young-Householder. El hecho de X es de la forma X = {f,,...,f, | depende 8o

lamente en mostrar que si X tiene esta forma, entonces para i=l,...,k

1l



~

(XX )ei=x £ e, = X 0 | =Xf =1 ¢
1
: 1 |-(i-esima fila)
i
¢
k 0

; son ortonormales y fi = 11 e . Pero Bei=li e, por ser e,

vector propio; para i=1,...,k. Ya que los & forman una base ortonormal se -~

Ya que e un -

concluye que B = XX”,

En resumen , la matriz X puede ser vista en terminos de los vectores pro

pios de B y los puntos correspondientes
Vectores Pro ﬁ ios

P 1 L, Y

u Pl /(’//’( x11 x12 e e xlp

n . .
,;b(/// S Xo0

il
~F
P3 X1 x33 e x3p
o 1]
8 ' 3 '
P X Ko * 0 0o ' xné
e ,—~-

o . '
/ts dacir, la r-8sima fila de X contiene las coordenadas del r-ésimo punto

mientras que la r-eésima columna de X contiene al vector propio asociado a 1

. £
Todo lo dicho hasta aqui es vdlido mientras B no presente valores propios nega

tivos, dabido a la imposibilidad de normalizar un vector que tenga norma cua-
drada negativa,

12



MEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE

~ Una vez encontrada la configuracién asociada a una matriz de distancia
D, esperaremos que al escoger una dimensién baja para el espacio en el cual
se encuentra, las distancias entre los puntos de ésta, se asemejardn cerca-

namente a las entradas de la matriz considerada D.

‘ Consideremos una configuracién X eh Rp. un enfoque particularmente apro
piado al visualizar una configuracién en k dimensiones, es considerarla como
la proyeccién de la configuracién sobre un espacio de gP generada por las co
lumnas de una matriz ortogonal i; , siendo mas qiplfcitos

Séa (Ll ' L ) ] L

L(pxp) = 2

1(pxk)
X= XL1
al ser L ortogonal, las distancias entre las filas de X y aquellas de XL, se¢
réan iguales i.e, '

2

2 ) ' 2
deg = T Ky =Xgg) = x (g Ly =xp 1))

Sea D la matriz de distancias entre lag filas de XLl, entonces

- k :

. , , 2
dg = 3 Ol =%y L))

/ 1al

de aqui se sigue en forma directa la desigualdad

— <

~

-

rs rs

Es un hecho digno de consideraci6n darse .cusnta de la importancia de es
te resultado, pues podriamos considerar la discrepancia entre la configura--
cibén original y la configuracién ajustada como cuantificada por

5 5 2
0= (drs = )

"Es posible demostrar que de entre todas las proyescciones XLl de X sobre

espacios k-dimensionales de RP , ¢ se minimjza cuande X se proyecta sobre -

13



sus coordenadas principales en k dimensiones, obteniendo que el valor corres

pondiente para esta proyeccién en coordenadas principales

=2an et A
g=2n (A kel * et A g )
Cuando D es no necesariamente euclideana es méds conveniente trabajar con
la matriz B = HAH, H =1 - n-1 1'1, 1 = (1,...,1). Si X es una configuracién
ajustada con matriz asociada B entonces una medida de discrepancia'entpe By
B est4 dada por
n
. Y 2
¥ = L (brs - brs) = tr(B-B)
r,s=l

encontrandose que al igual que en el caso anterior que para una k fija la me
dida ¥ es minimizada sobre todas las configuraciones X en k dimensiones -
cuando X es la solucidn clasica al probl.ema del escalamiento multidimensio—

V4
nal, hallandose que el valor minimo de Y estd dado por

_ 2 2
v J\k»fl et Ap
De aqui que la discrepancia total entre la configuracién en cuestidn X
y cualquier otra X ajustada estd dada al considerar la suma total de los va-

lores caracteristicos en cada caso y. no a partir de kel.

Lo anterior sugiere posibles medidas de concordancia para "la propor- -
cién de matriz de distancia explicada". Suponiendo } k> 0 , Mardia (1970) -~

propene
, k /n v
o o =2 Aoy ! )yx100%”
Lik i=l 1"1=1 i
k n
%2,k =( I A.‘f/z Af ) X 100 %
i=l i=}

14



RELACION ENTRE EL ESCALAMIENTO CLASICO Y EL
ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

En esta seccién se describe la conexién entre el escalamiento c}ésico y
el analisis de componentes principales, suponiendo que una matriz xnxn corre
gida por la media es dada, en lugar de una matriz de disimilaridad (para una
definicién de componentes principales ver el apéndice B). Como se vid en la
seccidn anterior , el problema del escalamiento clasico, se reduce bAsicamen
te a encontrar los valores propios y los correspondientes vectores proplos -
asociados a la matriz XX°. Para efectuar un analisis de componentes principa
les es necesario encontrar los valores y vectores propios de la matriz de ¢co
varianza muestral X°{. Una pregunta natural que surge, es si existe alguna =
conexidn entre los valores y vectores caracteristicos de XX” y X'X, si algu

na relacién existe, entonces habri una liga interesante entre estas técnicas.

los valores y vectores propios de X“X entonces X'Xa, = l.a

Sean 1i , a L i3

i

Premultiplicando por X, encontramos

- =
( )Xai 1i Xa
Lo anterior nos permite visualizar que los valores caracteristicos de -
XX sun los mismos que aquellos de X"X , mientras que los vectores caracterfg
ticos de XX, ei estardn relacionados por una transformacidén lineal simple a
los de XX°, pues e
"

“"Es importante observar que e

debe ser proporcional a Xa

i i

i es un vector de orden (nxl) mientras aies

de orden tpxl). Si suponemos que tanto a; como e, han sido normalizados de -
tal forma que la suma de cuadrados de sus entradas sea unitaria, Xai eg un -
vector aue da los puntajes (scores) para cada individuo en relacién a la - -
i-esina componente, y la suma de cuadrados de Xai ge sabe‘que es li. Por lo -

tanto debemos tener

liai = Xai

(posiblemente despues de cambiar el signo de ei 0 ai ).

£ato tiene coro consecuencia inmediata que, es posible obtener los punta
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Jes (scores) de las componentes directamente de los vectores propios XX” en lu
gar de transformar los vectores propios de X“X. La fermula que relaciona lo an

terior es:

Por lo tanto, los resultados de un analisis de componentes principales -
son equivalentes {salvoposiblemente una reflexién) a los obtenidos del escala-
miento clasico, Gower (1966) muestra que los resultados anteriores se aplican
también a una matriz de datos que consista de ceros y unos, si las distancias
se calculan con el coeficiente de apareamiento simple (simple matching coeffi-
clent). La equivalencia del andlisis de componentes principales y el escala- -
miento clasico significa que, si queremos reducir la dimensionalidad efectiva
de una matriz de datos al transformar a nuevos ejes coordenados, entonces, no
tiere sentido efectuar ambos analisis. Esto implica que si n >p, entonces un - -
analisis de componentes principales se preferira generalmente, ya que es cler-
tamente ms facil encontrar loé valores propios de una matriz (X’X)pxp que de

una matriz (XX )nxn'

El escalamiento clasico es sorprendentemente robusto a alejamientos de la
distancia euclideana. Errores aleatorios comparativamente grandes pueden ser -
afladidos a las distancias euclideanas, sin distorsionar seriamente a la confi-
guracidn resultante; aun si tomdsemos una funcién mondtona de las distancias,
obtendrfamos una configuracién razonable. Sin embargo, si las disimilaridades
no son ni siquiera aproximadamente euclideanas, entonces el escalamiento clési
¢o no es recomendable. Esta situaci6n puede ser indicada al encontrar que B -
tiene un valor propio negativo "grande" o ul encontrar que B tiene varios valo
res caracteristicos positivos de tamafio medio, asi que la solucién trata de -
dispersarse en un nimero grande de dimensiones. En estas situaciones és prefe-
rible una técnica que utiliza el rango de orden de las disimilaridades, la -~

nual serd descrita en el capitulo siguiente.
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CAPITULO 3

ESCALAMIENTO NO METRICO

Definicidn del problema

El objetivo del escalamiento no métrico enlforma general, es el de encon
trar n puntos tales que, las distancias entre ellos se asemejen en algun sen~
tido a las disimilaridades experimentales entre n objetos, utilizando exclusi
vamente el conocimiento del rango de orden de las disimilaridades observadas
entre los objetos de interes. No existe razdn por la cual no sea posible el -
empleo de medidas de proximidad o disociacidn de cualguier otro tipo. Tales -
medidas incluirfan por ejemplo: coeficientes de correlacidr, probabilidades -
de confusién, relaciones de interaccidn entre grupos, ecc.El hecho de que un
valor grande implique cercanfa o lejania, es algo que no tiene relevancia al-
guna. Lo que es esencial para el empleo de esta técnica, es la existencia de
una relacién mondtona, ya sea creciente o decreciente, entre las medidas expe:
rimentales y las distancias en la configuracién.

UN POCO DE HISTORIA

Durante la época de aparicidén del libro de Torgerson (1958), los procedi

mientos de escalamiento en uso corriente podrian describirse como:

i) Procedimientos generales que pueden desglosarse en dos etapas. la pri
mera emplea una técnica de escalamiento unidimensional que tiene como objeto
convertir las similaridades o disimilaridades en distancias. la segunda etapa
tiene como meta encontrar puntos cuyas distancilas entre si, tengan aproximada
mente los valores encontrados en la primera etapa. Un gran avance en este cam
po fué la aparicién de una técnica debida a Shepard, que marcaria el camino a

seguir en investigaciones postericres, gue pueden describirse como:

i1) Procedimientos generales que adoptan como caracteristica principal, -
la obtencién de una relacién mondtona entre las disimilaridades o similarida-
des experimentales y las diatancias en la configuracién . Los procedimizntos
mencionados en 1), debido a la naturaleza de las técnicas de escalamiento uni
dimenaional disponibles en aquella época , aceptaban ya mea disimilaridades -
promediadas o alguna transformacién fija de ellas como distancias, o usaban -

la varinbilidad de los datos como elemento critico en la formacién de las dis
tancias.

-
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Los procedimientos en ii) establecen que la satisfactoriedad de una solu
cidn debe ser juzgada por el grado en que la condicién de monotonia es satis-
fecha, Shepard muestra que simplemente pidiendo un alto grade de satisfacto--
riedad en este sentido, y, sin hacer uso de la variabilidad en ninguna forma,
es posible obtener soluciones fuertemente restringidas, recuperando al mismo
tiempo la forma de las supuestas, pero desconocidas relaciones mondtonas; es
decir, para la determinacién de la solucidén es necesario solamente conocer el
rango de orden de las disimilaridades . No estd por demds recalcar que lo an-
terior convierte a esta clase de procedimientos , ajenos a cualquier suposi--
cion distribucional, asi como de suponer que las disimilaridades y las distan
cias estdn relacionadas por alguna f6érmula fija. Esta solucién se conoce con

el nombre de escalamiento multidimensional.

A pesar de la consideracidn que se hace acerca de la calidad de la solu-
¢ién a este problema (el de el escalamiento nultidimensional), no se incorpo-
ra la medida de alejamiento de la condicidn d2 monotonia , como criterio prin

c1nal para la terminacién de los procedimientos,

Shepard (1962) describe e implementa 2 procedimiento iterative con la
ayada de una computadora cuyes lineamlentos generales se ajustar aquellos -

smcionados en 1i),

Kruskal (1964) en un intento por fundamentar y perfecclonar las ideas de
Shupard propone una técnica similar a la de regresién por minimes cuadrados,
la que a sg/vez”ée inseribe dentro del marco central de una relacién mondtona
enr;g/IEE/disimilaridades y las distancias.

e
-

Brevemente la técnica de Xruskal consiste en lo siguiente:

Dada una configuracién, efectlia una regresién monbtona de distancia con
disimilaridad y usa la varianza residual, como una medida cuantitativa de ale
jamiento de la relacién ronctona, a la que Llama stress. Define una solucidn
el oroblema deescalimiento multidimensional como la configuracién que minimi-
za ¢l stress, dando de esta manera una definicién mateﬁética explicita de una
solueidn, lo cual habia hasta ese momento permanecido extrafiamente descuidado

por muchos autores , incluyendo al propio Shepard.
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Sea &ij la disimilaridad obtenida experimentalmente entre los objetos i
y J. Suponemos que el procedimiento experimental es inherentemente simétrico

de manera que &ij 5 &Ji ignorando las autodisimilaridades (i.e, &11 ),

Consideremos n objetos, entonces existen n{n-1}/2 némeros &ij' Supone-~

mos ademis la siguiente condicién: &ij # &kl para toda i £k y para toda j#£1

‘La  condicién anterior nos habilita para ordenar las disimilaridades -

en estricto orden creciente:

<

g Sy S fmgon

donde M=n (n-1)/2

Deseamos representar los n objetos como n puntos en un espacio t-dimen--
sional donde por el momento suponemos que gabemos el valor apropiado de t.Mas

tarde se abordard la cuestién de la determinacidn de tal valor.

Sea X = { x, | i=1,...,m; x, en R } 1lamanos a X una configuracién. Es-
peramos encontrar la configuracién que mejor se ajuste a un conjunto dado de
puntos, por lo que es necesario la construccidn de un criterio que nos permi-
ta juzgar la bondad de cualquier configuracién . Tal criterio se desarrolla a

continuacién:
" §L STRESS

Sea dij

considerara la distancia euclideana y més tarde al igual que con las restric-

la distancia que existe entre X,y xj ( donde por el momento se

clones hechas a las disimilaridades, serdn sustituidas por un esquema de supo
siciones mis generales).

Intuitivamente la aproximacién perfecta a las disimilaridades a partir ~

de las distancins , se darfa en =l caso de que se observase lo siguiente:

implica d

<
Ygm S g Lk 4w

en otros términos la aproximacién perfecta se da cuando las distancias entre



los puntos de la configuracidn presentan el mismo orden que las correspon--
dientes disimilaridades

Yy < G

Examinemos el diagrama que se presenta en la figura 3 .l. Como pueden -

ohservarse, consta de puntos con abscisa dij y ordenada &ij' Este tipo de -
diagramas son conocidos como diagramas de dispersidon (scatter diagrams). Po
demos hacer uso de los diagramas de dispersidn para visualizar que tan bien
las distancias se asemejan a las disimilaridades. En términos de diagramas

de dispersiédn, el concepto intuitivo de aproximacién perfecta, se traduce -
que al trazar cada punfo (di(k)j(k)' &i(k)J(k)) empezando con aquel con me~
nor ordenada y continuando de esta forma hasta llegar a aquel con ordenada

mayor, nuestra direccién de trazo sea siempre a la derecha, nunca a la ize-
quierda , fig. 3.2 . Para medir el alejamiento de una configuracién de la -
aproximacién perfecta, es natural ajustar una curva que represente la - - -

aproximacidn perfecta al qonjunto de puntos (di(k)J(k)' &i(k)j(k))
k=1,...,n(n=1)/2 v despues medir la desviacién de cada punto a la cur~
va. Las desviaciones entre la curva y los puntos se medirdn a lo largo del
eje de las distancias. Es conveniente hacer una reflexién en cuanto a lo an
terior.'¢0ue implicaria medir las desviaciones entre la curva y los puntos
a lo largo del eje de las disimilaridades?. Impiicaria clertamente, dar un
valor nimerico a los rangos, es decir, hacer uso de otra. informacién que so
lo el ri ,J”HS'Z;E;;—ze las disimilaridades. Lo anterior , en consecuencia,

_n«!'ﬂglzz’:ase para la construccién de una'medida de bondad de ajuste, en -

la que no hay efecto de distorsidn monctona en el eje de las disimilarida~-

des . La forma en que se medirén las desviaciones implica que de la curva -

ajustada se nacesitan solo M puntos ,i.e.,

Ly ) 3k) 4 gk

De aqui que ajustar la curva se reduce & ajustar los valores de di(k)j(k)

Por gupuesto, es necesario recalcar que los nlmeros dij'no son distancias
No uxfste necesariamente una configuracién de puntos cuyas distancias antre si
sean‘dij . .Estos nimerog son meramente una sucesidn monotcna de numerns que se
ascogen tan cerca de lag dij como sea posible, los cuales se usan como refe-

rencia 41 ln extensién en la cual los nuimerns dij ge alejan de la relacion de

monotonra. La definicidn exacta de los nimeros di se haré mas tarde 2on el -

J
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fin de simplificar la exposicidn, La curva ajustada es desde luego de carac-
ter ascendente, esto es, con las mismas caracteristicas que las expuestas en
terminos del diagrama de dispersién para una configuracién con aproximacidn

perfacta. Haciendo referencia a los nimeros di , esto significa que cuando

J

son arreglados en =1 orden normal , i.e.,

dGeygar o S

entonces se verificard la siguiente relacién

-~ . ~

Qg S Y

De acuerde a lo enterior el diagrama de la figura 3.2(b) muestra una re
lacién ascendente imperfecta, debido a que el conjunto de distancias no guar
da la misma relacidén ascendente que las correspondientes disimilaridades, en
otras palabras , & y d no son de orden global equivalente (Sibson (1972) ).
Un ejemplo lo proporciona el par de puntos 1,2-; 3,4 correspondientes a -

(d N (d34 , &34 ). Para este par en particular observamos

12! &12

d

&, <&, . no implica d12 < 34

12 734

La misma situacién se hace evidente al observar los pares de puntos

]

(dza' &Zd)’(dls' &15) H (d12 , &12 ),(d35 , &35). En la figura 3.2 (b) se
musstra ademds la curva ajustada por regresién mondtona a los puntos e -
kg Y L0 ) 10 Lo8 Puntes (i o &g g ) 8¢ han vepre-
sentado egﬂglwdiagrama por medio de un * , y ios puntos (d,,s &.,) por -
. 13" i

“"medTS'ag‘un pequefio circulo, En caso de que el punto ajustado coincida con -
el punto observado , se representa por un asterisco encerrado en un circulo.
La curva ajustada es finalmente representada por un conjunto de lineas rec--
.~ tas que unen los puntos ajustados. la figure 3.2  muestran una relacidn -
ascendente perfecta, donde, de acuerdo a la simbologia usada, se aprecia que
los puntos ajustados coinciden perfectamente con los puntos observados, esto
quiers decir simplemente que, dado cualquier par de disimilaridades &L(K)J(K)

< 1 i ‘ tanci -

&i(l)j(l) tales que &i(K)j(K) &l(l)J (1) las correspondientes distancias
cumplen di(K)j(K) < d $(1)301) esto v & y d son de orden global equivalen

te o estin relacionadas mondtonamente. Cuande cualquier conjunto de nimerds

satlsface las desigualdades anteriores , se dice que estdn relacionados moimé

tonamente a las distanclas dij Supongamos que tenemos los valores ajustadus
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dlj , definimos

a2

*
saz(dij iy

i<

como nuestra medida tentativa de bondad de ajuste (stress no normalizado), que
no es otra cosa que la suma de cuadrados regiduales asociados a muchas téc-
nicas de ajuste. Esta medida presenta dos particularidades especiales

1) el medir desviaciones en el eje de las distancias

2) la curva ajustada se escoge no de una familia de curvas paramé
tricas (i.e.,polinomios o series trigonométricas), sino de una familia de cur
vas no paramétricas: la familia de curvas monGtonas ascendentes . Esta medida
¢s invariante bajo movimientos rigidos de la configuracién (i.e., rotaciones,
traglaciones y reflexiones), sin embargo, no 2s invariante bajo defcrmaciones
uniformes, esto es si afectamos a cada punto de la configuracidn por el esca-
lar k (f(xi)= kxi). el stress cambia de S a k2 5" pues los ndmeros dij , aij
se afectan por el mismo factor . Cualquier deformacidn uniforme {expunsién, -
reflexidn o contraccién) al no afectar la relacién de orden entre las distan~
cias, deberia por lo tanto mantener inalterada la medida de bondad de ajuste.
ina forma obvia de remediar este defecto en el stress, es dividirlo por un -~
facror de escala, que tenga la misma dependencia cuadradtica en la escala que

éste. Un factor adecuado es :

» 2
'I':}jdiJ
1 <
Por lo tanto .
“‘2

£ (d -d,. )

s . pey WO

=2
* 2

T £ dij

1<y

*
es una medida que posee las propiedades originales de 5 con las ventajas de -
ser invariante bajo cambilos de escala. Finalmente. eg deseable Zr.lizar la ra-

{z cuadrada de esta expresidn , .in cual es equivasznte a utilizzr~ la desvia--

clén standard en lugar de la varianza, con lo que la definiciérn i stress nor-
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malizado es :

T4, -4, )°

. 137 %y
2. S 1<
* 2
T
L dyy
1< 4

Eata medtda nos represanéa la bondad con la que una configuracidn represen
ta loa datos . Mientraa menor streas, mayor ajuste. Un stress nulo representa -
un ajuste perfecto dentro de nuestro contsxto particular.

La defihiblén de los nimeros d Jque fué aplazada hasta este momento, serd

dada en terminoa de la funcifn stress a la que acabamos de 1legar. las cantida-

des dij son aquellas que minimizan S{ y en consecuencia S ) sujetas a la res- -

triceién de monotonia. Utilizando la anterior es posible condensar la defini~- -
¢ién de atress en la sigulente formula:

. 2
T (d,~-d,.)
1} i
52(x peeesX ) = mint-% 3
D

b4 dij
i<

“’("J By < - <y gy !}

_ fata minimizacién es logreda por un algoritme rdpido y eficiente que se

describe en el capitulo 6. No estd por demds recalcar que, la definicién de - ~

-

str2as nos proves de medios para la evaluacién de cualquier configuracidén. La -
eoifiguracién que se considera solucién al problema del escalamiento multidimen
cional es obviamente aquella a la cual estd asociada el stress minimo para un -
valor particular de t (la dimensién del espacio modelo). Tedricamente la obten-
cién de la configuracidén con minimo streas, es equivalente a minimizar la fun--

cidén S(xl , xz,‘..,xn) sujeta a_la restriceidn
dXJ < di'J‘ cuando &

1§ < &i'J'

Eate problema serd abordado en al capitulo siguiente.
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EL PROBLEMA DE LA DIMENSION

En la préctica es por lo general desconocido el nimero de dimensiones a
emplear. Es finalmente el criterio cientifico del investigador en donde }eai
de la determinacién|del ndmero de coordenadas & recuperar a traves de los da
tos. Kruskal (1964)|sugiere dos lineamientos generales para la determinacién
de t o que suponen dierta ayuda para tal fin.Estos dos criterios son intuiti

vamente obvios y de |sentido comin.

El primer criterio sugieré efectuar varios analisis utilizando diferen-
tes valores de t, 1a construccidén de una gréfica que muestre la dependencia
del stress minimo y la dimensién. Un punto importante debe ser tomado en -
cuenta en este paso.!A medida que el valor de t aumenta, el stress asociado
disminuye. Para t »|n-l, el stress asociado es nulo, (Siempre se puede lo--
grar un ajuste perfedto con n puntos en n -~ 1 dimensiones). Es razonable es-
tablecer un compromigo entre el valor de t y el stress asociado,consistente
en la eleccién de un valor de t aceptablemente pequefio, para el cual, valo--
res mayoreé de t no reduzcan en forma significativa el stress.Datos cualita
tivamente buenos exhiben un "codo" notable en la curva, apuntando el valor -
apropiado de t. El segundo criterio descansa enteramente en la interpreta- -
cidén de las coordenadas.Si la solucidn t-dimensional provee una interpreta—
cién satisfactoria, pero si la solucidn {t+l)-dimensional no muestra mis una
estructura, puede ser lentonces conveniente usar solamente la solucidn t-di--

mensional.
VIOLACION A LAS HIPOTERIS Y DATOS FALTANTES

El desarrolls antérior se hizo bajo ciertms hipotesis basicas en cuanto
a las disimilapidades.|Se expone a continuacién el procedimiento a seguir en
el caso de vidlacidn alla simetria e igualdad de disimilaridades.

NO SIMETRIA

Supongamos que el procedimiento de medida no es inherentemente simetri-
co i.e., &iJ ? &Jz + S suponenos que la diferencia observada se debe sim--
plemente a fluctuacién éstad{stica, podemos proceder utilizando dos enfoques
naturales:



{) Formar medidas simetricas promediando los valores de las disimilarida
des iguales &ij ' &Ji

ii) Generalizar la definicidn de stress dejando correr las sumatorias tan
to en el numerador como en el denominador sobre i#J (en lugar de solo i<§ )

En algunos casos pueden tener significado las autodisimilaridades y ser desea
ble la inclusién del caso isj.

DISIMILARIDADES IGUALES

-~

Los numeros diJ fueron definidos como aquellos que minimizan S sujetos a

la restriccidn que estén monotonamente relacionados a las disimilaridades &1j
El problema de interpretacién de esta restriccién tiene dos enfoques, a saber
primario y secundario.

a)} Enfoque Primario

En el caso &ij = &kl , el valor que tomen las correspondientes distan- -
cias dij , dkl no es considerado relevante, en consecuencia, no afectara la
configuracién al ocurrir dij # dkl' y es natural pensar que el gtress ng de~
Ee reflejar tal situac{én. La forma de lograr esto, es no restringiendo dij )
dkl , por lo que los terminos pueden ser cero, excepto por otras restriccio--

nes, Resumieﬁdo, para el caso de enfoque primario las unicas restricciones S0

bre dij

< <
Cuando &ij &kl entonces dij dkl
Nétese que en esfe enfoque se consideran los rangos de todas las disimi-

laridades y esto es algunas veces conocido como escalamignto global.

h) Enfoque Secundario

El caso &1J,= &kl es evidencia de que la dij debe ser igual a dkl Vo=
afectar la configuracidn si este no es el caso. El stress por su parte debe -
reflejar esta situaci6én . La forma de lograr esto es imponiendo la restric- -

¢idn diJ = dk1 . Si dij 4 dkl los términos no pueden ser cero y reflejan -
directamente nuestro malestar por la desigualdad de dU y dkl .

Regumiendo, para el caso de enfogue secundario las restricciones sobre -

las d,, son

i
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-

< <
Cuando &13 &kl entonces dlj dkl

Cuando &ij 3 &kl entonces diJ = dkl

Este enfoque es demasiado restrictivo y conduce frecuentemente a proble

mas de convergencia,
La implantacién para el uso opcional de ambos enfoques es muy simple.

La parte en la que la diferencia en estos dos enfoques tiene lugar es -
dentro del algoritmo para el ajuste de las dijﬂ

DATOS FALTANTES

En algunos casos no tod as las disimilaridades son susceptibles de ser ob
tenidas por causas de diversa indole (disefio, error,etc.) Para valores gran-
des de n esto puede ser bastante comin. Ante esta situacidn se hace necesa-~"
rio replantear la definicién original de stress, generalizdndola de tal mane
ra que cubra esta contingencia. La forma natural que surg~ para la solucién
de este problema, ea la simple omisién tanto en el numerador S' , COmo en el
denominador T*  do los términos correspondientes a las disimilaridades fal-
tantes.

Si no existen suficientes disimilaridades el método expuesto fallard. -
Esto es, habri una configuracién con stress cero que no tendrid ninguna rela-
'cién real con los datos. Es importénte tener presente que la cuestion del ni
mero considerado de disimilarides, no es determinante en la obtencién de re-
sultados con significado real, sino depende de que disimilaridades se consi-
deren.

En muchos casos de importancia préctica , la conslideracién de un .aedio
o cuarta parte , 0 aun menos, del total de disimilaridades son mis que sufi-

cientes , gl estln distribuidas propiamente en la matriz de d;simileridades.

DISTANCIA EUCLIDEANA

Otra posible generalizacién en el planteamiento original. a8 como se ~
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menciond, la utilizacidén de funciones de distancia mis generales que la eu—
clideana . En principio, no parece existir razén por la que la definicién de
stress, no pueda ser usada con cualquier distancia.lLa unica restriccién al -

parecer, es la dificultad de implantacién en un programs de computadora.
EL. PROCEDIMIENTO DE SHEPARD

La técnica expuesta, tiene su origen en los intentos de Kruskal por ra-
cionalizar y perfeccionar el procedimiento {terativo desarrollado por She--
‘pard. La comparacidn de estos dos procedimientos es un punto interesante que

puede ser descrito dentro del contexto de esta exposicidn.

Sea dij la m-ésima distancia en orden crectsnte, definimos &ij como la

m_egima disimilaridad . En lugar de hacer la influencia de x1 gsobre x, pro—

J

porcional a di iy~ 1J.No narece

LJ , Shepard la hace proporcional a &

J

posible describir bajo estas circunstancias su procedimiento como aquel que

minimice alguna medida particular de rno monotonia.
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CAPITULO 4
ROTACION DE PROCRUSTES

El problema de la evalucién de una configuraciép obtenida por alguno de ~
los dos métodos expuestos, ha quedado resuelto por las medidas propuestas por
Kardia de proporeién de matriz de distancia explicada para el escalamiento clé

sico y por el stress de Kruskal para el escalamiento ordinal.

El cardcter individual de estas medidas dado principalmente por el enfo-~
que diferente necesario para la leucién‘del mismo problema siguiendo un dis-
tinto esquema ipiciél de pramiaas‘o'aun bajo el mismo método, pero utilizando
alguna variacién permitida dentro del mismo, hace evidente la gonveniencia de

establecer algun método de evaluacién para la bondad de ajuste al comparar —-

dos configuraciones.
Q .
De contarse con alguna forma de evaluar dos configuraciones , el método
en cuestidn no estard limitado para su uso en el escalamiento, sino se aplica

ria en cualesquiera métodos de naturaleza semejante.

{Green 1952; Gower 1971) han desarrollado una medida de bondad de ajuate
para comparar dos configuraciones . Consideremos a la matriz,x(nxp) de coor=-

denadas de n puntos obtenida de la matriz D por una técnica,

Supongamos que Y(nxq) es la matriz de coordenadas de otro conjunto de pun
tos obtanidos por otra técnica , o utilizando otra medida de distancia. Pode-—
mogs considerar que 1as matrices son del mismo orden, al affadir columnas de ce-

ros a la matriz de orden menor,

La medida de bondad de ajuste adoptada es obtenida al mover les puntos Y.

con respecto a loa puntos X hasta que la suma de cuadrados residuales

n ' : .
A -y} e -y)
pel T T r r
sea minimo. Podemos mover ¥, con respecto a x, a traves -de rotacién, reflexién

y traslacibén , i.e., por,

'A'yr +b ral,...,n

donde A( ) 88 una matriz ortogonal, por lo que necesitamos resolver
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n
2

’ 1] ’ -
R =min I (xr - A ¥, - b} (xr -4 yr b)
-Ab =l .

para Ay b.

Es posible demostrar que los valores de A y b que nininizen la medida es-
t4n dados por

b=X-~A'Y, A=WV

donde las matrices V,U’ provienen de la descomposicidén en velores singulares -
de la matriz Z = ¥'X = UIV’ '

La obtencifn de estos valores particulares, vienen de resolver para =~ -
A y b la expresién equivalente, (suponiendo que X , ¥ son cercs)’

R2=m1n tr (X-A'Y) (X=A'Y)atrXX' + trYY’~ max trxX’YA

Hemos supuesto que los vectores medias de X,Y son ceros.Entonces la mejor
rotacién de Y con respecto a X es YA , donde A estd definida como anteriormen-
te, y A es llamada la Rotacién de Procrustes de Y con respecto a X,

FACTOR DE ESCALA

SiL las escalas de las dos configuraciones son diferentes, entonces la - -
transformacién debe ser de la forma

cA'yr +b con.c >0,

Puede demostrarse que

cn tr 7. 1y
trYY’

¥y los otros estimadores permanecen igual.

Esta transformacién se 1llama rotacién de Procrustes con escalamiento de Y
con respecto a X. La hueva minima suma de cuadrados residuales estd dada por



RZ = tr(XX') + ¢ tr(YY') ~2¢ tr(r)

donde ¢ esta dada por (1). Este procedimiento no es simétrico con respecto a -
X Y. La simetria puede ser obtenida al seleccionar el escalamiento de tal -

forma que

tr(XX') = tr(YY’).
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CAPITULO 5

METODOS NUMERICOS

Escalamiento Cldsico

Sea D una matriz de distancia que represente aproximadamente las distan--
slas entre puntos de una configuracién en un espacio euclideano de dimensién -
baja, teniendo en cuenta que D no necesariamente debe ser euclideana. Como sa=-
bemos la configuracidén asociada a esta matriz por el métode cldsico se obtiene
al tomar los primeros k vectores propios de la matriz B. Si los primeros k va-
lores propios de B son '"grandes'" y los restantes son cercanos a cero, entonces
las distanclas entre los puntos de la configuracién se aproximarédn cercanamen-

te a las entradas de la matriz D.

El metodo numérico utilizado para la obtencidén de la configuracidn asocia
da a la matriz D es bastante simple, la Unica dificultad es de hecho, el conse
guir una buena rutina para encontrar los valores propios y los correspondien--
tes vectores propios de una matriz simétrica.los caleculos involucrados en el -

metodo numérico pueden considerarse comprendidos en 4 etapas.

a) La constiuccién a partir de la matriz de distancia D de la matriz A -
cuyo elemento genérico es ( - e ) .
g TS
Zn caso de presentarse una matriz de similaridades, serd necesario trans-
formar las similaridades a distancias. Sea C la matriz de asimilaridades, pue--

de demostrarse que la transformacién de similaridades a distancia estd dada -

1,
POr d = (¢ =-2¢c _ +¢ )A
rs rr rs 88

b) La obtencién de la matriz B con elementosy, ., .3 -a +a
rs s r. .8 e

¢} La obtencidn de los k primeros vectores valores propios de la matriz -

e i t = s
B ll > lk , con correspondientes vectores propios X (x(l) . x(k) )

d) La normalizacién de los vectores x , en forma tal que xii) x(i)=li

(1)

(suponiendo que los primeros k valores propios son positivos)

e) Lds puntos requeridos son de la forma X, = ( Xp veeer X >, - -

re=1,...,k, las filas de ¥,
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ESCALAMIENTO ORDINAL

El metodo numérico expuesto en esta seccién tiene como finalidad, la obten
cién de la configuracién de mejor ajuste para un valor fijo de t(dimensién del

espacip de configuracién), esto es, }ja configuracién que minimice el stress

} . - 2
2_ 8 1<y

-2
Eoq
i<y

. mon fion
donde el minimc es tomado sobre diJ tales que diJ" &ij donde
lacionado monotonamente con.Un problema secundario de interds indepepdiente, es

la obtencidn de aij a partif de los valores fijos de diJ , este es el problema

computacional de regresidn mondtona.

e

significa re-

ENTRADAS FALTANTES

Egte método es fdcilmente adaptable en la situacidn en la que existen valp
res faltantes. Simplemente ase omiten las disimilaridades en el orden

Y < qangm

y se suprimen los terminos correspondientes del numerador y denominador. Mien--
tras no haya demasiados valores faltantes, el método parece todavia trabajar -
bien.

DISTANCIA

La posibilidad de utilizacién de una funcién de distancialmés general que
la euclidean; Qe incluye en este método. Especificamente, las técnicas numéri--
cas y las formulas dadas cubren una clase de funciones introducidas en el cap£~A
tulo !, conocidas como métricas lp ° LP , ocagionalmente llamadas métricas r -
de Minkowsky.
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METODO DE GRADIENTES

Entramos ahora a la descripcién del metodo computacional de obtencién de -
la configuracion que minimice el stress para valores fijos de r y.t, es decir,

para una métrica particular, en un espacio t-dimencional.

Hasta aqul ge ha descrito una configuraéién como n puntos en un espacio -~
t-dimensional; es conveniente, e igualmente vhlido, congiderar tal configura- -

¢ién como un solo punto en un espacio nt-dimensional,i.a.,

(xll e Xy ,.......xni "’f'xnt)

Nos referimos al espacio nt-dimenaional como el espacio de configuracidn -

y al esﬁacio t-dimensional como espacio modelo.

Supongamos que estdn dados los valores &ij" Para cada configuracién exis
te un valor de S asociado. En. forma equivalente S : Rnt —»" R es una fun~ -
cién definida en cada punto del espacio de configuracién. EL problema a resol--
ver es la cbtencién del punto que minimice a S. Nos enfrentamos con un problema .
comﬁn en analisis numérico, minimizar una funcién de varias variables, E1 méto-

do adoptado aquf es el metodo de gradientes.

Este metodo inicialmente considera un punto arbitrario en el espacio de -
configuracidén. El paso siguiente corsiste en intentar mejorar un poco la confi-
guracién moviendola ligeramente . El ﬁrocedimiento adoptado por el métodé para
lograr este fin, es seguir la direccién en el espacio de configuracién en la -
cual S decrece més répido. Tal direccién es proporcionada por el gradiente nega
tivo de la funcién S(ver apéndice C).El gradiente, por supuesto, cambia de di--
reccidn de punto en punto , pero si pudiesenos seguir la direccién del gradien—
te negativo local, seriamos guiados al minimo local. Ya que todas las direccio-

“nes cercanas conducen al mismo local, no es necesario segulr el gradiente nega-
tivo exactamente , podemos ger muy descuidados en este aspecto y todavia espe~~

rar el minimo locsl,



Curvas de
mvel

Gradientes.

El me€todo de gradiente simple tiene la desventaja de que cerca del miusmo,
dL gradiente negétivo apunta solo déebilmente (debido al error de redondeo) al -

minimo.

-

Sin embargo esta debilidad no debe ser muy exagerada; si todas las tangen-
tes son pequeflas, hay probablemente poca ganancia al refinar aun mis la estima-
cién de la posicidn del minimo. El metodo en su forma més sencilla consiste en

tomar

< (1+1) (1) 38

{2 X “w h o—ee

3 3x
. 3
el superfndice indica el nimero de iteracién , y h el tamafio del paso.

El primer problema ea adivinar un paso razonable h (tal punto es abordado
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mias adelante) , teniendo en cuenta que no necesitamos ser exactos, pues todas ~

las trayectorias cercanas conducen al mismo minimo local.

Un punto importante en la discusidén de cualquier metodo iterativo, ya sea
de minimizacién o de cualquier otra indole, es el criterio de terminacién del
proceso. Las respuestas existentes en lo referente a este metodo en particular,

no son satisfactorias. Existen varios criterios, entre los més populares estén:

Sea f (x) la funcién a minimizar, para cualquier real positivo € tenemos

2
n af
1) z <-'--a')'(-j > <. E
=1 |
n {1+1) (i)
Hyr s (x) - ¢ (x),- l< e
=1 o kN

Como en el caso de medidas de similaridad, el criterio de terminacién de -
un proceso debe idealmente ser disefiado en' forma espec{fica para cada problema.
Kruskal sugiere una forma modificada del criterio del cuadrado de la norméhdel
gradiente 1). El criterio en cuestién relaciona la norma del gradieﬁte Yy la —
norma de la configuracién normalizada, es decir, lo que Kruskal llama la magni-

tud relativa del gradiente.

Lo anterior es compatible con los criterios de obtencidn de minimos de fug‘
ciones vectoriales de valores reales dados en los textos standard de Calculo -
Vectorial, Especificamente,se afirma que dado un subconjunto de un espacio eu--
clideano U, y una funcién f : U---> R y k en R , €8 un extremo local si, y so
lo 8i, grad ( X ) = 0. La demostracién de este hecho y la justificacién acerca

de la direccidn en la cual decrece con mayor rapidez una funcién de valores rea

les , es dada en los apéndices.

LA DIFICULTAD DE MINIMOS LOCALES

Una dificultad general que padecen los métodos numéricos de minimizacién -

incluyendo por supuesto del que nos ocupamos, es el de arribar a un minimo local
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en lugar de un minin zloba{: En el problema de minimizacidn que tratamos, es
ta dificultad no llega\ékelc;nin( dimensiones de consideracién, por las razo-
nes que ge exponen a cdntiﬁuac16n¥\\
i) Es posible iniciar el md%odo.és\gifdientss con configuraciones inicia
les diferentes, las cuales pueden conducir a\giferentes minimos locales.Mien-~
tras sglo el ﬁenor de estos puede ser el minimo verdadero, podriamos pregun--
tarnos por minimos mas pequefios. Generalmente la mayoria de las configuracio-
nes conducen al mismo minimo local, el cual es mucho menor que los restanted

que encontremos. Parece innecesario preocuparse cuando esto suceds.

i1) La configuracién de mfnimq local no es en sf el producto final del -
nnélisis, la cual deba ser aceptada ciegamente. En la mayor{a de los casos la
configuracidn de minimo local es de interés solo si tiene algin gentido o pue
da ser interpretada. $i la configuracidén posee una de estas propiedades, no -

es muy probable que sea un error considerarla.

i

1ii} A munoa que el stress de 1a supuesta configuracidn con minimo local

sea lo suficlentemente bajo, esta configuracidén tendrd algun valor. Kruskal

suglere la siguiente clasificacidn de configuraciones con respecto a su -

stress asoclado,

stress ' bondad de ajuste
20% ‘ pobre
10 % aceptable
5% - buena '
2% "excelente
0% ’ perfecta

A la fecha esta consideracidn acerca‘de la calidad de la configuracidn -

se consldera demasiado simple ya que el stress depende de n y p.

iv) Existe la posibilidad de hacer varias pruebaa de la configuracién y

los datos, asi como de analisis gseparados de subconjuntos de datos.

DESCRIPGION DE LA IMPLANTACION

La técnica empleada para la minimizacidén del stress es de cardcter itera
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tivo. En terminos generales.consiste en empezar con una configuracién arbitra
ria , calcular el gradiente negativo, mover la configuracién en esta direc- -
cién una distancia conveniente y repetir estos dos pasos un nimero suficiente
de veces. Lo anterior se puede lograr dividiendo la tarea en siete subtareas

principales:

1) Creacién de una configuracién inicial

2) ‘Normalizacién de la configuracién

3) Calculo de las distancias entre los puntos de la configuracién
4) Ajuste de una regresién mondtona creciente a las distancias .
5) Calculo del gradiente de la funcidn stress

6) Calculo de la magnitud en que se moverd la configuracién

7) Creacién de una nueva configuracidn
La descripeidn detallada de cada subtarea se hard a continuac@én

1) La configuracién inicial que se construya debe reunir solo dos cuali-
dades, siendo arbitraria de otra manera.
a) La configuracién no puede estar en un espacio de dimensi6n menor al -
que se haya escogido para el analisis.

Una buena eleccién para la configuracién inicial es aquella que resulta
del escalamiento clasico en la dimensién requerida, si no hay configuracién -
disponible conveniente , una configuracién arbitraria debe ser generada. Una

forma satisfactoria de conseguirlo es tomer los n primeros puntos de la forma

(l'ol""io)’
(0,1,....,0),

(0,0,....,1),
(2,0y....,0),
(0,2,....,0),etc.

Otra solucién igualmente satisfactoria es la generaciSn de los puntos en

la configuracidén con la ayuda de un generador de nimeros aleatorios.
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2) La normalizacién de la configuracidn se logra en dos pasos.

a) Trasladando el cent;o de gravedad aé la configuracién al origen.
b) Haciendo que la raiz cuadrada del promedio de las distancias de los -

puntos al origen sea unitaria.

La normalizacidn de acuerdo a lo anterior implica la transformacién de =

los puntos originales en puntos de la forma

X = X

X 3 mm—e——
fn

donde

‘fn = L I x2
n i,8 is

3) E1 cdlculo de la distancia entre los puntos en la configuracién se -
hard utilizando la métrica de Minkowsky para un valor dado de r , el pardme--
tro de esta métrica, la formula a utilizar, como es bien sabido es la siguien

+po

4) Ajuste de una regresién mondtona creciente a las distancias. Sﬁpon-
gamos que las disimilaridades & presentan las siguientes relaclo--

1{k)3(x)

nes

st <Saim

~,

Los valores correctos de ¢

1]

pueden ser descritos de la siguiente

manera:

. Existe une particién 4 las disimilaridades en bloques consecutivos

bi 1s1,...,u tal que, dentro de cada bloque el valor de dij es constante, es-

te valor comun dbk es el promedio de las diilen ese bloque. Es por lo tanto,

al



~

suficlente encontrar la particidn correcta con el f£in de encontrar los --
numeros 513. En un principio considgramos la particién en bloqueéymés,fina -
posible, uniendo segin sea preciso, paso a paso los bloques apropiados hasta

encontrar la particidn correcta. La part;cién més fina posible cbnsiste - -

obviamente, de M bloques cada uno conteniendo una sola disimilaridad. '

Supongamos que tenemos cualquier: particién en bloques consecutivos. -~

Denotemos db como el promedio de las d ‘en el bloque b. Sean b- b ,b-+ tres

ij

bléques consecutivos en orden creciente.
Definicién '

Se dice que el blogue b es satisfecho superiormente (up-satisfied) gi - -

db db+ o si es el dltimo elemento en orden creciente de’ la particién.
Definicién .

Se dice que el bloque b es satisfecho inferiormente (down-satisfied) si

a

db- < db 0 8i es el primer bloque en orden creciente en particién.

En cada paso del algoritmo teneﬁoa una particitn en bloques:, de los cua
les solo uno se considera activo. Este bloque puede ser ya sea activo supe- -
rior (up-active) o activo inferior (down-active)}. Al principio el primer blo-
qus en la particién en orden ascendente, consistente solo de d '

1(1)3(1)* 8 8
tivo superior . Ei algoritmo procede posteriormente de la manera giguiente:

Si el bloque activo , es activo superior, verifica si es satisfecho supe
riormente. En caso afirmativo la particién en curso permanece inalterada; en
caso contrario el bloque activo es unido al siguiente bloque superior, altgf-
rando la particién. En ambos casos al‘bloqua resultants ge considera ahora ac
tivo inferior.

81 el bloque activo, es Activo inferior, verifica si es satisfecho infe-

riormente. En caso afirmativo ia particién en curso permanece lnalterada; en
caso contrario, el bloque activo se une al siguiente bloque inferior, alterﬂg

do 1a particitn. Bn ambos casos, el bloqus resultante se considera ahora acti



vo superior.

Esta alternacién de estadas, resulta eventualmente en un bloque active
el cual es simulténeamente satisfecho superior e inferiormente. Cuando esto
ocurre, ninguna unién adicional pdede hacerse por este procedidiento.ﬁl pro
cedimiento se repite hasta que el dltimo blogque en la particidn en orQen -
creciente o8 simultédneamente satisfecho superior e inferiormente. El caso -
de diéimilaridadesviguales puede ser manejado enteramente por el algoritnio,

el cual s6lo debe ser modificado por un preproceso. En caso de haberse adop
\ tado el enfoque primario, el preproceso consiste en arreglar las disimilari
dades de tal manera que las dlétancias formen una sucesién creciente en ca-
da bloque donde aparezcan disimi@dﬁidades iguales. En caso de que se hays -

adoptado el enfoque secundario, es decir, si restringimos a los nimeros d

iJ

a que sean iguales cuando los correspondientes &ij son iguales, el preproce
so consiste en formar bloques de tal manera que el bloque que contenga a -~
&ij contenga ademds a todas las disimilaridades que igualen a esta. De data
forma el algoritmo no empezard con la particidn més fina sino con la parti~
cién formada por bloques con disimilaridades iguales.

4) Procederemos a encontrar la forma explicita del gradiente de la fun

cién atress, para el caso particular de la funcidn de distancia de Minkows~
ky.

« 2
. g {d,~d )
2. 8 i<yt Y
‘ﬁ
2
T d
i}
i<y

el stress asociado a la configuracién.
§: Rnc > R

La componente ki del gradiente de S es:

) . O |

3 i mw%'% %hmtm'
-;-—.- SE(& -& )<—-—-:“- - - T signum(xg,- xgy)
R bg I
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donde &ki es8 la delta de Kronecke;

&ki = 1,0 8i k=i , k#1 respectivamente

La derivacién completa puede ser encontrada en el apéndice A

§) La magnitud h ("tamaflo de paso" en que se moverd la configuracién a
lo largo del gradiente) se varia en cada iteracién . La magnitud h escogida
en cada iteracidn, no afecta la solucidn obtenida al final. Lo que si es --
afectadq. es el nimero de iteraciones requeridas para llegar a la solucién,

lo que en efecto es, un factor computacional 1mpo:tante.

El procedimiehxo para el calculo de h, provee pasos grandes durante las
primeras iteraciones, y, pasos pequefios al final. El valor inicial de h para
una configuracidn inicialarbitraria debe ser aproximadamente 0.02, Despues, -

el valor h es determinado por la formula:

h:=h*fa*fr *fbs donde

coed
fa=4

@ =angulo entre el gradiente actual y el gradiente anterior

s |
¢. =min < 1, ~g== >
5 ! S5 '
|
fbs = min< 1, ~=g- >
IS

SS= Stress de la configuracién obtenida hace cinco iteraciones

S = Stress de la configuracién obtenida en la iteracién anterior

51 no han sido calculadas todavia 5 iteraciones, S5 puede ser tomado
como el primer stress calculado, Artificios similares pueden ser utilizados
an relacién a S” y © en la primera {teracién. Recordando el significado geo
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metrico del gradiente de una funcién de valores reales f como el vector

grad £ = ( jig— , Jif— e e s jif- )
3x1 ax2 axn

i ’
El angulo entre grad S y grad S estd dado por :

<grad S,grad § >

cos 8 = =
s |1s ! -

. ., 8 .
6) Supongamos que hemos llegado a una-configuraciénX en R, entonces —

formamos la nueva configuracidén siguiendo la direccidn del vector X + t grad(S)
donde

f = - cemmmmccacana

mag(grad(S))

i.e. , la componente x18 de la nueva configuracién es la dada por

X X, + h__ 35S
is '~ Tis mag{grad(s)) 3x
is

Si suponemos que X esta normalizada
2

zH

magz(grad 8) = -~

=

— A

25 |
9 x |

, lis

La ejecucién de los procedimientos descritos en los pé}rafos anteriores,
constituye el aspecto computacional central de la implantacién del metodo des-
crito en el capitulo anterior. Mientras este proceso se desarrolla se logran -
sucesivamente, valores mds pequefios de la furicién stress. Eventualmente el va-
lor del stress desciende en forma significativa, de tal forma que, iteraciones
adicionales resultan en un mejora nula o insignificantefs conveniente contar -
con.criteriog adicionales para la terminacidén del proceso, como puede ser sL -
nﬁpero de iteraciones , etc.Para una configuracién arbitraria, la condicién de
minimo local sugerida es aproximadamente del 2% (i.e.,mag{grad(S) = 0.02 }. Eg
te criterio dependerd en algunos casos de las condiciones espec{ficas de los -
datos. Para datos con gran variacién estad{stica (i.e., n=40,t=2,0,n=15,t=5) ~
un valor mayor es apropiado. Con mfs precisién lo anterior significa: un valor
grande del criterio podria representar tanto como e=0.05 o posiblemente tan al

to como €=0.10. Un valor bajo podria 60,005 o cualquier valor menor, incluyen
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do por: supuggte cero.

La compligada naturaleza de la rutina iterativa. arroja como resultado, -
que la cantidad de cémputo involucrado en la obtencidén de una configuracién -~
por el metodo ordinal, es mucho mayor que la necesaria ut{lizando el mdtodo -~
clasico. Para un conjunto ti{pico de datos, el escalamiento ordinal podria to-——
mar de 10 a 15 veces més tiempo que el escalamiento clébico.para la obtencién -,
de una configuracién asociada a una matriz dada. '



ROTACION DE PROCRUSTES

Abordamoa shora la descripcién del mtodo numérico utilizado en la tée ’
nica Procrustes.

Podemos considerar que la fnica dificultad en la implementacién de es-
ta técnica, reside en la descomposicién de la matriz Z=Y“Xen la forma - -
2=UT V' (descomposicién de valores singulares). Un excelente algoritmo puede
encontrarse en Wilkinson (1970) bajo el nombre de SVD.

Para propositos computacionales sumarizaremos los calculos involucra—a
dos.

Sean X, Y dos configuraciones

a) A partir de X,Y construir la matriz Z=Y'X.

b} Encontrar las matrices U,l,V tales que ZzUTV' donde U es una matriz
con columnas ortonormalizadas, V es una matriz ortogonal y I' es una matriz

diagonal de valores positivos.

¢) Calcular el factor de escala ¢

'} Calcular la medida de bondad de ajuste

RZ

= ¢ r(XX') + ctr(YY') - 2otr( r),
e) Encontrar la matriz de Rotacién A
A= VU

f) Encontrar al vector de rotacidn b

ba X- AY

a7



g) Rotar y trasladar la configuracién Y i.e

*
'
Yo =cAy +b
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CAPITULO 6

Es el propdsito de esta seccién el mostrar los reportes impresos de los -
subprogramas que conforman MDS, las tablas que componen la subseccién siguien-
te fueron en su totalidad generadas por MDS, y servirdn de base en la discusién

del ejemplo numérico que ilustrara el empleo préctico de los meétodos descritos
en los capitulos anteriores.

Ejemplo Numérico

3 218 3% 0

4 284 77 359 0

5 197 167 347 242 0

6 312 444 94 463 441 O

7 2l5 221 150 236 279 245 O

'8 469 583 251 598 598 169 380 O

9 166 242 116 257 269 210 55 349 O
10 212 53 298 72 170 392 168 531 190-0

11 253 325 57 340 359 143 117 264 91 273 O

12 270 168 284 164 277 378 143 514 173 111 256 O

La tabla e utilizé como matriz de prueba para los subprogramas Escalamiento
Clasico y Escalamiento Ordinal. Los datos utilizados corresponden a las distan

cias por carretera entre doce poblaciones de la Gran Bretafia.
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Escalamiento Clasico

* * *» *ESCALAMIENTO CLASICO* * » »

PROPORCION PROPORCION *
, DB DE
" Mo . VALOR PROPIO HATRIZ DE MATRIZ DE
: DISTANCIA DISTANCIA
EXPLICADA EXPLICADA
1 394472,79 79.73 97.25
2 6363437 92,59 99.78
3 $13544,07 95.33 99.90
4 ©110245,31 97.40 © 99.96
.5 '2466.68 $7.90 99.97
6 1460.27 08.19 99.97
7 500,89 98.29 99.97
8 ©-0.00 98.29 99.97
9 16,94 98.30 99.97
10 '-214.,08 98.34 -99.97,
11 -1141,22 98.57 99.97
12 ~7063.42 100.00 ~100.00

La tabla muestra los valores propios asociados a la matriz B asi co
mo las medidas de bondad de ajuste sugeridas.por Mardia para la gropor;—
cién de matriz de distancia explicada por una configuracién obtenida por
el método de escalamiento glagico,la expresién numérica correspondiente
a cada medida es respectivamente

B8 8
2
) |1r| i 1.
ral r=l
wl.a' ";"""’"- "z,s ® -n -
’ 2
rofa | 1
r=l ral

el empleo de cada medida depende del caracter de la matriz de datos consi
derada, recordando que la segunda medida es més conveniente en el caso de

que la matriz de distancia D no sea necesariamente Euclideana. Un exémen

& ]a tabla revala enseguida el caﬁactor bidimensional de la configuracidén



obtenida. Ambas medidas reportan una proporcidn superior al 30% y en el

caso concret

explica prac

La conf]

o de la segunda medida, la configuracién en dos dimensicnes

iguracién obtenida utilizando esta técnica se muestra en la

ticamente la totalidad de la matriz de distancia.

tabla siguiente

*CONFIGURACI

Egcalamiento

WESCALAMIENTO CLASICO® % # #»

DN DE PUNTOS, SOLUCION CLASICA*

1 2
0.249325 ~ 1,921810
1.117388 . -0.242210

-0.762621 - 0.424228
1.168113 -1.047268
1 1.042611 - 1.925208
-1.290233 0.426846
~0.042854 -0.691027
-2.104742 -0.353027
-0.174756 © -0.075266
0.842838 - -0, 369057
-0.661968 -0.462649
0.616892 . - -1.457587
Ordinal

*EsSCALAMIENTO ORDINAL®Y * # »

ESCALAMIENTO ORDINAL,
CORRIDO BAJO LAS SIGUIENTES OPCIONES

MATHIZ DE DATOS SIMETRICA

AJUSTE BAJO ENFOQUE PRIMARIO

CONDICION DE MINIMO LOCAL . =0.000100
MAXIMO DE ITERACIONES = 100
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DIMENSION REQUERIDA = 2

METRICA DE MINKOWSKY 2.000000
PARAMETROS ASOCIADOS A LA

CONFIGURACION OBTENIDA

ITERACION EN CURSO = 101
MAGNITUD DE GRADIENTE =0,000126
STRESS - =0.010643

El metodo de escalamiento ordinal fué ahora utilizado para la obtencién
Qe una configuracién asociada a la matriz de datos de la.tabla. La tabla nos
;Leatra algunos datos correspondientes.a la configuraéién obtenida impresos .
por el subprograma ESCALAMIENTO ORDINAL. En especifico se informa el tipo de
matriz de datos analizada, el criterio de ajuste en caso de medidas experi--
mentales con el mismo valor numérico, las condiciones que de cumplirse resul
taran en la terminacién del proceso iterative , i.e., la magnitud relativa -
del gradiente de la funcidn stress especificado como condicién de minimo lo-
cal y el niimero méximo de iteraciones permitidas para la bisqueda de la con-
figuracidn con stress minimo. A continuacién se muestran las condiciones que
resultaron al término del proceso,i.e., la iteracién en curso y la magnitud

relativa del gradiente de la funcién stress.

De acuerdo con el reporte mostrado, el metodo no convergid, pues la ter
minacidn del proceso fud causada por excederse en el nimero méximo de ite~ -
raciones permitido. Esto se debié al criterio tan restringido pedido como -
condicién de minimo local ( 0.0N0L00). Por otra parte, el stress asociado a
la configuracidén obtenida por este metodo nos lleva a clasificarla segﬁn el
criterio de Kruskal {considerado hoy en dia demasiado simple) como excelente
(stress = 1.06 %). La siguiente tabla muestra la configuracién de puntos a -

la que se llegb por el metodo que tratamos
# » ¢+ *ESCA LAMIENT.O CRDINAL®* e

* CONFIGURACION DE PUNTQS, SQLUCION ORDINAL *

0.723483 0.336022
-0:270878 1.035944
0.275689 -0.650876
-0.630301 0,964504
0.477298 1.145919
0.432855 -1.123869
~0.221228 -0,107837
0.149550 ~1.907132
0,062437 -0.105478
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-0.285246  0,734465
0,001730 -0,650266
-0,715389  0,328602

En cierto sentido esto podr{a parecer una muestra inutil deluso de las
técnicas,pues se conoce la configuracién real que did origen a la matriz -
analizada, sin embargo, servir# para mostrar algunos aspectos de interés -

inherentes a los métodos de escalamiento.

Lﬁs observaciones hechas sobre las configuraciones dbtenidas_ilustran
el hecho evidente acerca de la carencia completa de significado particular
de los ejes resultantes, por lo‘que es perfectamente factible la bdéqueda -
de otros que conduzcan a una 1ﬁterpbetac16n obvia. El problema de encontrar
dimensiones con significado es uno de los propositos principales del escala
miento , Kruskal y Wish (1978) sugieren que una regresién lineal miltiple -
entre alguna direccién en la configuracidn y varias caracteristicas de los

puntos, puede ser util al tratar de interpretar las dimensiones.

Otra forma en la que la grafica de una configuracién puede ser usada -
es para localizar grupos o conglomerados de puntos que estén cercanos. Si -~
se encuentra una configuracién en una dimensién mayor a dos, los prbblemas .
de interpratacidn son considerablemente mis complejos. Puede ser de ayuda -
graficar las dimensiones dos a la vez, una regresién lineal miltipls puede
ser también de utilidad.

COMPARACION DE CONFIGURACIONES

Las configuraciones obtenidas por cada uno de los metbdos tratados fue
ron comparadas por el subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES utilizando
la téecnica de Rotacién de Procrustes. En este ejemplo én particular al con-
tarse con la contigubacién real, fué posible la comparacién de cada configu

racidn generada con dicha ronfiguracicn,

El subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES reportd en cada caso la

suma de cuadrados residuales.

n
T | X - (Ayi + b))'(xi - (Ay1 + b))

£=1
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donde x, es un punto de la configuracién con respecto a la cual se compara

i

la configuracién Y de la cual y, forma parte.

Asimismo se imprimi6 el factor de escala correspondiente, la matriz -
de Rotacién A y el vector de traslacidén b que minimizan la suma de cuadraf
dos residuales. Por Gltimo el subprograma en bésg al factor de escala , la
matriz de rotacién y el vector de traslacién calculados. escala rota y - -~

traslada la configuracién que ge ha comparado. Los reportes impresos por -

egte subprograma se muestra a continuaci6n en forma condensada.

# *» » #ROTACION

DE

PROCRUSTES*

*

COMPARACION DE CONFIGURAGION CLASICA CON CONFIGURACION VERDADERA

* SUMA DE CUADRADOS RESIDUALES =
* FACTOR DE ESCALA . =

*MATRIZ DE ROTACION *

1 2
0.32 ~ -0.95
-0.95 -0,32

*VECTOR DE TRASLACION *

1.

- 424.25
383.42

# & » PROTACION

DE

4.0381E+06 *
1.75578+02 ¢

PROCRUSTES®

. &

COMPARACION DE CONFIGURACION ORDINAL CON CONFIGURACION.VERDADERA

* SUMA DE CUADRADOS RESIDUALES =

* FACTOR DE ESCALA ‘ =

# MATRIZ DE ROTACION *

1 2
-0.99 0.13
-0.13 -0.99

*VECTOR DE TRASLACION *

1

424,25
383:42

3.9357E+06 *
2.6492E+02 ¢

*



Un examen a la suma de cuadrados residuales correspondiente a cada com—
paracién en este ejemplo en particular muestra una spperioridad del metodo —
ordinal sobre el clasico, aun cuando tal superioridad es casi insignificante

pues al hacer el cociente de los cuadrados residuales este resulto ser casi

1 (0.9746 ).

La dltima tabla muestra por una parte A la codfigufacién real y por otra .
a las configuraciones obtenidas por el método cldsico y el método ordinal en
ese orden. El subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES imprime opcionalmen-
te la configuracién que ha sido comparﬁda escalada, rotada y trasladada con -

respecto a la otra configuracién.

 #**+ROTACION DE PROCRUSTES® »»s

257.00 279.00 -118.90 233.36 222.36 321.07
629.00 104.00  527.66 211.37 458.33 101.80
. 339.00 554.00 310.63 486,20 375.14 564.12
629,00 142.00 664.35 248,44 555.24 107.71
292.00 90.00 163.17 101.31 258.01 99.67
259.00 665.00 280.38 573.76 350,79 693.90
508.00 433.00 536.69.  429.59 486.18 403.82
265.00 842.00 363.98 753.22 453.15 - 889.39
433.00 438.00 426.28 416.72 411.63 413.34
533.00 183.00 533.23 264.18 472.88 180.42
420.00 563.00 463.74  519.60 447.03 564.17

627.00 308,00 701.40 . 363,26 - 600.30 271.59
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SUMEN DE LAS FUNCIONES DE MDS

omparacién de Configuraciones

lada por Gower.

gcalamiento Clésico

scalamiento Ordinal

Jecueién

Requerimiento

Compara dos configuraciones por la técnica Rotacién de Procrustes desarro

Obtiene la configuracién asociada a una matriz de datos por el métodg de

scalamiento clasico debido a Torgerson.y Gower.

Obtiene la éonfiguracién asociada a una matriz de datos por el metodo de

acalamiento ordinal desairollado por Kruskal.

Transmitir RUN MDS en respuesta al promptde CANDE.

El programa mostrars una lista de subprogramas en

la terminal. El usuario puede seleccionir uno a la
vez. El control serd transferido al subprograma se
leccionado,'el cual a su vez desplegard en la ter-
minal una lista de opciones o informacidn requerida
para el proceso deseado. Cualquier nimero ds reque
rimientos pueden ser ejecutados en el mismoo dife-
rentes archivos, asi como en los archivos creados

por el programa. Cuando la ejecucién del subprogra
ma seleccionado haya sido completada, el subprogra

~ ma devolverd el control al programa principal, mos
‘trard nuevamente el mend en-la pantalla y esperard

el siguiente requerimiento. Si el requerimiento no
puede ser completado se mostrari el mensaje de --
error apropiado y se devolverd el control al pro--
grama principal en espera del siguiente requeri- -
miento. En esta descripcién cualquier referencia a
un archivo debe ser un identificador de archivo vd
lido agociado a un archivo existente en el siastema.

Comparacién de Configuraciones



efinicion

Entrada y Salida

5
(Opciones o Informacidn

Requerida

: Raquerimiento

t Dafinicién

Compara dos configuracionss por la técnica de Ro-

tacién de Procrustes desarrollada por Gower. '

‘La expogsicion detallada de esta técnica se encuen

tra en el capitulo 4 ' de este trabajo. Este sub-—-
prégrama debe ser ejecutado cuando se tengan dos
configuraciones “X°, 'Y" obtenidas por diferen--
tes técnicas, o con una diferente funcién de dis-
tancia y se desee comparar la configuracién ‘Y" -
con respectoa la configuracién “X.

El subprograma requiere dos archives. Cada uno :»
conteniendo una configuracién. El formato requeri
do es (8F10.6). El subprograma al termino de su -
ejecucidn provee la facilidad de imprimir o crear
un archivo en disco con la configuracién’Y’ rota-
da y trasladada, el formato serd también (8F10.6)

Dimensién

- Indicard la dimensién del espacio en que se encuen

tra cada configuracién, la cual podra diferir para

' cada configuracién.

Tamafio de Muestra
Precisari el nimero de puntos en cada configura- -

clﬁn. Deberd tenerse en cuenta que este numero de-
peré coincidir en ambas configuraciones.

Escalamiento Cldsico
Obtiene la configuracién asociada a una matriz de
datos por el método de escalamiento clasico debi-

do a Torgerson.y Goweg.
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Digcusién

Entrada y Salida

Opciénes o Informacién
Requerida

Requerimiento

pefinicién

La fundamentacidn teorica de esta técnica puede ser
encontrada en el capitulo?2 de esta exposicidn. Este
gubprograma debe ser usado cuando se tenga una ha—~
triz de distancia que sea exacta o al menos aproxi-
madamente euclideana, o en el caso de una matriz de .
similaridad. !

El subprograma requiere solo un archive de datos, -
el cual contendri la natriz de datos analizar. El -
formato esperado es (8F10.6). Al completar la tarea
el programa estd en posibilidad de imprimir o crear
un archivo en disco con la configuracién obtenida -
por este metodo, el formato utilizado serd también
(8F10.6).

Espacio de Observaciones
Proporcionard el total de puntos considerados los -

cuales deben coincidir con la dimensién de la ma~ ~
triz de datos.

‘Bspacio Modelo

Indicard el nimero de coordenadas o dimensiones re-

queridas en la configuracidn por obtener asociada a
‘la matriz de datos en cuestién.

Matriz de Datos

El caracter de la matriz de datos determinard el ti
po de proceso a gseguir segun el caso. Si no se pro~
porciona dato al respecto se asumird una matriz de

distancia, la otra opcifn disponible es considerar

- una matriz de gimilaridad.

Escalamiento Ordinal

Qbtiene una configuracidn asociada a una matriz de

datos por al metodo ordinal debido a Kruskal.
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Discusidn

Entrada y Salida

Opciones o Informacién
Requerida

Una exposicidn detallada de esta técnica puede ser

encontrada en el capitulo 3 de este trabajo.

Este subprograma deberd utilizarse cuando las disi
milaridades observadas son tales que sus valores -
numéricos son de poco significado y el rango de or
den de estas s la Gnica informacién considerada -

relevante .

Este subprograma opera con un archivo de datos con
teniéndo la matriz a procesar. El formato esperado
es el usual (8F10.6). Al termino del procesamiento
de la matriz el programa podrd a eleccién del usua

rio, imprimir o crear un archivo en disco con la -

‘configuracién obtenida por este metodo. En este il

timo caso el formato a utilizar serd (8F10.6)
Dimensién

La dimensién de la matriz de datos es necesaria pa
ra la lectura de esta, por lo que respecta al ecpa
cio de observaciones. Para el espacio modelo, la -
dimensién del espacio en el que se encontrard la -
configuracién a obtener, lo cual indicard el nime-
ro de coordenadas requeridas en la configuracién -

buscada,
Configuracidn

Informerd al programa de la disponibilidad o ausen
cia de una configuracién inicial. Si esta opcidn -

no es considerada se supondrd la ausencia de ésta,
Medida experimental

Definir& el caracter de la medida experimental en-
contrada en la matriz de datos, esto es, si se tra
ta de un coeficlente de disimilaridad o de un coe-
ficiente de similaridad. Al ignorar esta opcidn se
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asumira que la medida utilizada corresponde a un -

coeficiente de disimilaridad.

Distancia

Seleccionard un elemento de la familia de funciones
de distancia Minkowsky al especificar el pardmetro
R de esta clase de métricas. Esta funcidn de distan

cia e utilizard en el calculo de distancias entre
los puntos de la configuracién. La métrica default

es la euclideana ( correspondiente a R=2).

Ajuste

Determinaré el entodue a utilizar en el caso de en;
contrar medidas que coincidan en valor numérico den
tro de las entradas de la matriz de datos. Los enfo
ques a elegir son el primario o secundario, tenien-

dose por default el primero de estos.
Criterio de Terminacidn

Determinaréd el criterio de terminacién del proceso

iterativo. Se elegird entre un nimero miximo de ite
raciones o la magnitud relativa del gradiente de la
funcién Stress. El proceso finalizard cuando alguna
de las dos condiciones se satisfagan. Los valores -
default considerados por el subprograma son de 100

iteracicnes y 0.025 como condicién de minimo local.
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APENDICE 4

EL GRADIENTE pE LA FUNCION STRESS

VS = I(d,. .4 )
1,5 W
V" e 2 L(g " s
s 2i,J(diJ diJ)D( (diJ du))
Vs = 2i£'J(diJ-d1J)p.(d1J-d )

)

* )
7D = 2 Laiy o (niJ |

» » ' . -q )0 (d ) d,, D(d, )
Ll {v(s" ~ T b1z Yy -9, . _2g %y,
=38 5% ™ 2 T T 5% N

'vsar. S{"q‘dq - "1,1} D‘(d“)
» f * .
o .8

i,J T ’

' ]
J(dij)sb({ ‘"‘"xis“f‘ -
1 ¢ ! r 1 # r
=;(efllxis-xjsl};-1 D(Bfllxis le )
1,5 rll . &
=;{£1lx“-xdsl }--.1. EID(lxts-—x ¥
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APENDICE B

EL ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

La relacién que existe entre el método de escalamiento cldsico y el and
lisis de componentes principales se discutid en el capitulo 3. Tratando de -
evitar una complicacién innecesaria en la exposicién se ha diferido hasta -

adui la presentacién de los fundamentos de tal técnica.
Definicién

Si x es un vector aleatorio con media u y matriz de convarianza $, en--

tonces la transformacidn de componentes principales es la transformecidn

T:x +» y=6(x-u)
donde t es ortogonal , G°SG = L es diagonal y11 > l2 Seerey lp s~ 0. E1l tener
valores de li no negativos esta garantizado si' S es positiva definida. La re-
presentacidn de S se sigue del teorema de descomposicién espectral. La i-ési
ma componsnte principal puede ser definida como =l i-eésimo elemento del vec--

tor y , denotade =omo:
Yy =8y -
Aqui B(y4) o8 la i-ésima colurna de G, y puede ser llamado el i-&simo vec

tor de cargas de componentij/principales.

7

Las propiedades gffggipales que poseen las nuevas variables generadas -
/
via la transformacion T son enunciadas por el siguiente teorema:

Tacrema //

flacion definida arriba , entonces se cumple

i
O

1{,)V(Yi)=1
i) ey, ¥ )1=0 , & |

tv) v ( yl) >Vy, )> . w0 VY yp )s O

63



P

v) L Vv( Yy ) =tr$
i=1
p
vi) HV(yi)=ls|
) i=1

las propiedades 1) a iv) se siguen a partir de la derinicién de la trang-
formacién T y las propiedades del-operador Esperanza. La propiedad v) se éigue,
a partir de ii) y el hecho de que tr S es la suma de los vulores caracteristi~
cos, vi) se sigue de ii) y del hecho de que | S | es el producto de los valo~-

res caracteristicos.



APENDICE ¢

TEOREMA DE DESCOMPOSICION ESPECTRAL

Cualquier matriz simetrica Apxp piede ser escrita como

A=GLG" =F L, g(;) B(y)

donde L es una matriz diagonal de valores propios de A, y G es una matriz orto

gonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados.
Demostracién

Supongamos que podemos encontrar vectores ortonormales g(l) peosy g(p) ta

les que A g 1) = 1i g(i) para algunos nlmeros li' Entonces

IS
g Agy,y=1 8, 8.y ¢ 1
(1) (1) i =(1) =(1) l o i /] '
o en forma matricialG°AG = L por lo que A y L tienen los mismos valores -

propios, asi que loa elementos de L son exactamente los vectores propios de A
con la misma multiplicidad. Por lo tanto debemos encontrar una base ortonormal
de vectores propios. Hay que notar que si 11 éﬂlj-gmn valores propios distine-

tos con vectores propios asnci;iea ® i respectivamente, entonces
e

A
e
"

- li XYy XAy =y A&x = lJ ¥y x, asi que y'x = 0

De aqui que para una matriz simetrica, vectores propios correspondientes
a vectores propios distintos son ortogonales entre si. Supongamos que hay k -~
valores pronios de A distintes con correspondientes espacios propios =~ - -

T e

H1 secay Hk de dimensiones rl yeeny rk

k

Sea refe

h|
J=1

Ya que aspacios proplos distintos son ortogonales , existe un conjunto or

tonormal de vectoras el peees er tal que los vectores
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31 i

L r sessay L I

g=p ¥ t=1

forman una base para H 'K de tal manera que r, es menor o igual a la multipili~
’ , .
cidad del valor propio correspondiente. De aqui que reordenando los valores -

propios 1 i si es necesario, podemos suponer:

Aeizliei , i:i. ses o ¥ IC=D

S$i r = p, hagamos g;= ey el teorema esté probado. ‘

8i r< p entonces nos lleva a una contradiccién y por lo tanto no puede -
aparecer tal situacién. Supongamos sin pérdida'de generalidad que todos ;os VE.
lores propios de' A soﬁ estrictamente positives ( si no, podemos reemplazar A -
por A + al para un escalar a apropiado., debido a que A_y A + al tiene los mig

mos valores propios.

r
SeaB=A-L lieie1
i=1
entonces
r ' P,
trB=trA- L1, (ei e, )=2 1, > 0
: i=]1 o i=r+l

ya que r< p. Por lo tanto B tiene al menos un valor propio no nulo, digamos -

f.

. L e
Sea x# 0 el vector propio correspondiente, entonces para 1€ je<=r

r
fej‘x=938x'=(lj.e3 -xli(ejei)ei)xso
: i=1
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asi que es ortogonal a e‘j ' j=Lli.er

Entonces

fx =Bx=(A-CL 1i e, e IX = Ax - ; 1i (ei x) e, = Ax

asf que x es vector propio de A también. Por lo tanto f = l1 para alguna i y x
es una combinacién lineal de las ei , 1o cﬁa; contradice la ortogonalidad en--

‘

tre las x v las ei .



APENDICE D

Teorema

Si UCRn es abierto y'f: UCR"+ R es diferenciable ¥y xoe U es un extremo -
local, entonces Vf{xo) = 0 . '

Demostracidn

Supongamos que f alcanza mi’nimo local en Xy Entonces para cualquier - -
heRn. 1a funcién g(t) = f‘(xo + th), teR fiene un minimo local en t = 0, esto

implica que g'(0) = 0. Por otra parte por la regla de la cadena
g’ (o) = vf (x).h=0
Por lo tanto Vf(xd).h=0, para cualquier h, por 1o que -yf = 0

Teorema

Supongamos are Wfonces -¢f apunta en la direccién en que f decre-

o rapidamente,

Demostracidn

8i n es un vector unitario, la rapidéz de crecimiento de f ;n la direc- -
cién nes<~¥f, n>= || yf || cosg donde g es el &ngulo entre ny-yf. -
Este es miximo cuando 8 = 0; esté es cuando n y -y { son paralelos. En otras
palabras, si se desea moverse en la direccifn en que f decrece mis rapidamente
ge debe proceder en la direccién de -9 f,
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