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PREFACIO 

El objetivo de la presente tesis es el exponer los principales tipos de 

procedimientos para escalamiento: 

El méto 1'.l de escalamiento clásico , y 

El método de escalamiento ordinal 

Las técnicas ne escalamiento encaran esencialmente el problema de enco~ 

trar una configuración de puntos (o individuos u objetos) a partir de la in­

formación acerca de las distanciRs entre los puntos, las cuales a su vez pu~ 

den estar sujetas a err.or estocástico. Una característica importante de este 

tipo de procedimientos, es el poco uso de un modelo estocástico inherente. -

Para algunos expertos en métodos de análisis estadístico de datos, las técn! 

cas de escalamiento son métodos de naturaleza exploratoria, cuyo fin princi­

pal ~uede enmarcarse dentro del marco de generación de hipótesis, más que de 

la prueba de ellas. El tipo de enfoque que proveen estos procedimientos se -

::!escribe generalmente como "Análisis de Datos", rn:is que "Estadística". 

Otro a$pecto qüe caracteriza estas técnicas y las haGe diferir en forma 

importante de otras técnicas multivariadas como Análisis factorial, Análisis 

de Correlación Canónica, etc., es el hecho de que operan con una función de 

los puntos dados, i.e., las n(n-1)/2 distancias , dlsimilaridades o similari 
./~'" . ...--

dades , ~~~n las coordenadas de los n puntos mismos. Es decir, las 

-~escalamiento multidimensional operan con una matriz de nxn cuyos 

elementos comparan todos los pares de individuos u objetos de interés, ya 

sea al medir "sími.laridad" o "disimilaridad". El capítulo 1 trata con cierto 

detalle las medidas de similaridad, disimilaridad y distancia utilizadas más 

frecuentemente. 

El capitulo 2 se ocupa del escalamiento clásico, el cual es esencialmen 

te un método algebraico de reconstrucción de coordenadas que supone a l3s d! 

similaridades como distancias euclideanas. En el caso de que estas distan- -

cias estén sujetas a error, el comportamiento de este procedimiento es aún -

bastante satisfactorio • Originalmente propuesto por Torgerson.(1952~1968) -

fué popularizado por Go·.ier(l966 ), quien le dió el nombre de "Análisis de Coor­

denadas Principales". Se expone también en .este capitulo la relación de es­

ta técnica con el metodo llamado "Análisis de Componentes Principales". 
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El capitulo 3 expone los fundamentos del escalamiento no métrico o es­

calamiento ordinal • Cuando las disimilaridades observadas son de tal natu­

raleza que sus valores numéricos o magnitudes son de poco interés, y el rS!! 

go de orden de éstas es la Única información útil , es conveniente la utili 

zación de una técnica alternativa desarrollada por R.N. Shepard y J.B. - -

Kruskal a principios de la década de los sesentas, la cual utiliza solo las 

propiedades ordinales de las disimilaridades. Los desarrollos y alternati-­

vas propuestas hasta hoy, siguen los lineamientos originales propuestos por 

estos dos autores. 

La comparación de dos configuraciones obtenidas por diferentes métodos 

o aun bajo el mismo pero utilizando una métrica diferente, es expuesto bajo 

el enfoque de una novedosa técnica debida a Gower llamada Rotación de Pro-­

crustes, de la cual se ocupará el capítulo 4. 

El tema del capítulo 5 son los métodos numéricos utilizados para la i!!! 

plantación automática de estas técnicas que han sido desarrollados utili­

zando el lenguaje de programación Algol y la computadora 87800 de la UNAM. 

Algunos ejemplos de aplicación práctica que ilustran el uso de los procedi­

mientos expuestos en los capítulos anteriores es lo tratado en el capitulo 
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CAPITULO 1 

MEDIDAS DE $IMILARIDAD Y DISIMILARIDAD 

En algunas aplicaciones los datos a analiz-arprovienen de una matriz - -

D (nxn)que· consiste de similaridades o disimilaridades entre puntos,· más que 

de una matriz X(nxp) de coordenadas de los puntos, antes de continuar, es ne 
' ' i -

cesarte definir precisamente lo que se considera una medida de simÜaridad. 

DEFINICION 

Una medida razonable de similaridad s(A,B), debe tener las siguientes -

propiedades 

i) s(A,B) = s(B,A) 

ii) s(A,B) .2: O 

iii) s(A,B) se incrementa a medida que la similaridad entre· 

A y B se incrementa, donde A y B son puntos que pueden representar medidas -

x,y en dos objetos distintos. Las medidas de similaridad son frecuentemente 

llamadas coeficientes de similaridad, Las medidas de similaridad y disimila­

ridad están cercanamente relacionadas en forma inversa. Supongamos qúe tene­

mos una función s, .definida en cada par de individuos, que mide similaridad. 

Una posible medida de disimilaridad puede construirse como d = constante -s. 

Tanto las medidas de similaridad como las de disimilaridad pueden considera~ 

se como funciones PxP (donde P ·es un conjunto de objetoe)a los números rea-­

leo.Jardine y Sibson (1971) definen una clase de funciones de disimilaridad, 

llamados "coeficientes de disimilaridad".Un coeficiente de disimilaridad es 

una función d de PxP a los números reales positivos tal que 

i) d(A,B) ~ O para todo A,B en P 

ii) d(A,A) • O para todo A en P 

iii) d(A,B) • d(B,A) para todo A,B en P. 

Muchos de los procedimientos de clasificación automática y escalamiento -

pueden ser considerados como métodos en los cuales coefiÓientes de similaridad 

o disimilaridad son conver~idos uno en otro( Le. ,similaridad a disimilaride.d,­

o, disimilaridad a similaridad) • Un ejemplo es proporcionado por las técnicas 

de escalamiento multidimeneional no métrico, las cuales son m6todce para - -

la transformación de una similaridad o disimilaridad numérica u ordinal, en un. 
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arreglo métrico de distancias representable en un número pequeílo decoordenadas 

euclideanas. Una función de valores reales d(A,B) es una distancia si tiene -

las siguientes propiedades 

i) d(A,8) = .d(B,A) 

11) d(A,B) .~ O 

iii) d(A,A) • O 

simetría 

·no negatividad · 

identificación 

Para alguna~ funciones ·de distancia las siguientes propiedades .tambi6n se 

cumplen : · 

iv) d(A,B) · 11 O si y solo si A = B 

v) d(A,B) < d(A,C) + d(B,C) deisigualdad del .trlángulp, ..,., 

Si las·propiedades 1) - v) se satisfacen d ea llamada una métrica. Para algu­

nos propósitos es' suficiente 'considerar.funciones.de distancia que satisfagan 

solamente i) - iii), sin embargo es conveniente en general considerar funci2 

nes de distancia para las cuales i) - v) son satisfechas. Es de esperarse que 

d(P,Q) se incremente rcientr-as la disimilaridad entre P y Q se incremente¡ por 

lo que d(A,B) ea descrito también como un coeficiente de disimilaridad, aun -

cuando no cumpla las propiedades de una métrica. 

DISTANCIA EUCLIDEANA 

Posiblemente .la medida de disimil&.ridad más común sea la distancia eucl!. 

deana. Sea X una matriz de datos de nxp (que representa las coordenadas esp! 

ciales de cada uno de los nºpunto~) con. filas x
1

, i.;l, .... n. Entonces la dis-­

tancia euclideana entre loe puntos xi y, .xj es dij' donde 

dtj • ~ . (xik - xjk)2 "' 1 xi - xj 12 

k•l 

La f'unci6n d satisface las propiedades i) - v) ade'!lás dé verificarse: 

1 2 
a) Sea A=(- - dij Entonces HAH es positiva 

2 

aemidefinida , donde H=I - n -l 11 , es la matriz de "centrado"(centering - -

matrix), 1·(lxn) = (1,1, ... ,1) 

2 

....... ' ~. 



:JnG r; la:;1} i.mp{ ir tdn t~:.· de fLnc iones de distancia J:.i·. las llam3.das métricas 

.n o mét. .';a:, r 1J.: :1llnicowr.ky. Pura cualqúler r > l, Je define La r-dis"t:ancia 

~nt'·~ los puntos x, ; y. como 
l J 

dr(xj 1x1 )={ Z 

s=l 

d es una métrica (i.e.,satj.,facen i) - v) ). L.1s métricas r de Minkowsky com 
r 

parten algunas propiedades con la métrica euclídcana . En particular: 

i) d (xi • X. = d { xi + xk 1 X • xk r J r 

ii) d {kxi kx. k d {\ 1 r J r ... >t:· ~· ,, 

es ~· l:-, · · 1 ''·1 métricas son invariantes bujo tI' '.:J.cioneJ y deformaciones uni 

fu:·. . Uii [lU!'lto de diverp;encia crucial entre . métrica euclideana y las~~ 

tric<Ll lp, con~ístr: en que la distancia tnjo la >5trica euclideana permanece 

L1111 inable cuando se involucran rotaciones rlgi 1.: ; , mientras que las Únicao 

r,, ·· ~ne!; :11 ' '.!ejan las rtis tancias sin cambio t ·o las métricas l¡;, son aqu~ 

lln'.; '''''! · "1nsr"orman ejes coordenado'; en ejes ce· ·1 !:nados ( i.e. ,aquellas 

'2JI':; •:oontenados tienen una si¡;inificancia para 

para ; ;i distancia euclideana. 

,~itJria), por lo que loG 

métl'icas lp ~~e no tienen 

Existen numerosas medidas de disimilaridad rJ • probada utilidad que no s~ 

tisf ·~n lJ desigualdad mét:ica Tal es el caso del cuadrado de la diatancia 

ew: ·:.m;l y J),r<i~_i_9;i. .. IJ~: (ta función de distar la de Mahalanob is). Es en 

requerimiento no necesario para · J medida de disimilaridad 

de 1'1 des1,~ualdad métrica para s . ·;onriidcrada de utilidad, -

frecueritemonte es de mayor importancia J propiedades de orden que 

posen la medida en i:uestióri, eg. Sibson ( 1972) d( ! ine (jos cooficitint~o d
1

, ct
2 

como !'1 rJrden global equiv·1 '.ente si 

d
1 

(w,x) < d
1 

(y,z) si y solo 3i d
2 

(;1 :) < ct
2 

{y,z) 

... ;.,'. 

o 
o 



Si di. , ,J.;~ ~;on de orden global equivnionte entonces cJ1 , d2 seriín medi 

das de disimi.Lar idad con el mismo rango de orden . Un ejemplo de este tipo 

de medidas de disi,nilaridad estd dado por la distancia euclideana y el cua­

drado de •is tu. 

Hasta aquí comiideramcs solo medidas o coeficientes de disimilaridad. 

A continuaci.ón se darán algunos ejemplos de coeficientes de similaridad. 

MEDIDAS DE SIMILARIDAD 

Variables Cualitativas 

Sean la presencia o la ausencia de p atributos en dos objetos P y Q d~ 

notada (x1, ... ,xp) (y1 , •.• ,yp) donde xi= 1 o O dependiendo si el - -

i-ésimo atributo está respectivamente ausente o presente en el objeto P. 

Hacemos: 

·;:) 

estos es: a,b,c,d son las frecuenci.as de (1,1) , (0,1) , (l,O) y (O,O). La 

medida más simple de similaridad er.tre p y Q es o
1 

(P,Q) = a / p. Una alter­

nativa es el coeficiente de apareamiento simple (simple matching coeffi-· -

cient). 

a+d s2 (P,Q) = --¡;-
donde p=a+b+c+d. 
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Una dificultad inherente a este coefic1~nte es la que acarraa la consi 

deraci6n de la ausencia en ambos objetos d~ ~ierta ca~~cterística, en Jtra3 

palabra~~ , la presencia de ·.in atribui:o en ar::bos ind:·;iduos puede decir más 

acerca del parecido de estos, q1Je la a1,.;c11cia del atributo. El coeficiente 

de Jacquard fué diseñado en forma tal qu~ ,,,llve el inconveniente m-:inciona­

do. 

a = -------
a+b+c 

Sea X( ) una matriz de datos que contenga la información ausencia/ -nxp 
presencia de p atributos para n objetos , La matriz X se llama matriz de in 

cidencia ya que x1j = 1,0. 

Considerando el coeficiente de similaridad s
1

, la matriz de similarid~ 

des correspondiente es simplemente 

mit:.ntras que la matriz de similaridades basada en s
2 

es: 

{xx· + (J - X) (J - X)' } 

82.. -----------------
p 

donde J "' i1 • 

l' .. (l, .... 1) 

VARIABLES MIXTAS 

Si hay variablee tanto cualitativas como cuantitativas, Gower (l97la) 

ha propuesto el siguiente coeficiente de similaridad entre el i-ésimo y -

j-ésimo puntos. 

5
(3) 1 p 

l - -p- ¿ Wk Xik - X jk 

k:;l 

dondd ~ = l si k es cualitativa , w 
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si k es cuantitativa y donde ~ es el rango de la k-ésima variable. 

Existen muchas otras medidas de las cuales no nos ocuparemos ya que no 

es tal el tema principal de esta exposición. Finalmente podemos citar a 

Goodman (1954) quien en su artículo clásico dentro de las medidas de asoci~ · 

ción argumenta que: "idealmente, cada trabajo de investigación debería con­

tar con una medida de asociación desarrollada para sus necesidades únicas". 

A través de los años los científicos han desarrollado muchas diferentes me­

didas. Por lo tanto , cuando se busca una medida de similaridad o asocia- -. 

ción , hay raramente necesidad de desarrollar una nueva. Más que otra cosa 

el problema consi~te en escoger sabiamente de entre las medidas ya existen-

tes. 

a· .. 



CAPITULO 2 .. 
ES·~.\ 1,AMIF.:NTO CLASlCO 
·--··~·---·~~-- --·----··---

.• •:f:.~alamt~t~ t;n dJs i.<:0 G•3 1:;1 método dr: reconstr·ucción ;;1lgebraico para -

encontr;:ir ti.1a cor:f1~1ir·1ci.ón d8 puntos a ·.•::irtir de las disimilaridades entre 

los mi~s. Esce A.@oque 1o;¡ particul.ar,1.•:ni;e apropiado cuando las d.i.similari­

dades s1in exactas, o, al :. ;nos apr·o;dmadamente euclideanas. 

:;upongamos que tenemos una configurac~éin X en un espa,;i.o eudideano 

.imensional • Las dístancias cntrfl los p:;ntos de la conlig•;r·ución se pu.;--

cL'n Calcular directaílléll\1;~ '1 partfr de la e· :1 t:r Í.Z /;• = XL j i.,=l.. , . , n ; 

j=l, ••• ,n. Una altcrnai:iva más convenitmte -Js propot·c,;0nc.dn poc el uso de la 

matriz de (nxn) B = XX'., la matriz de suma •fo produccos 'J de cuadrados (~ m:;: 

triz de· productos escalares entre vectore~ puntos) la matriz B , i.e , bes 

Pstg dado ~or ln siguiente expresión 

b 
rs 

k=l 

La matríz D(nxn) de cuadrados de dis~ius euclideanas de acuerdo : lo 

·.;.•tt~dor , está dado por .i.os elementos: 

[' 

- E X 

j"i 

2 

') 

X , - X , 1··· 
r,J SJ 

¡i 

- z 
rj 

2 X 
rj 

j=l 

.. :~ 
)( 

s,j 
+, j\ 

::i.i 
,1 

E:s decir l;:is distancian d .. se pu11de:--. repr~)sentar en función di! .. os el,;
0 

l,J 

men ·:os de a o de las coor .!em1das x .. 
LJ 

Ahora supon11.amm1 <111':' o::onocen•os las d · · ~ancias (y por con,iiguie·: ·e los 

cuaJrados de 1st;is) ocr0 1.~ las coordenac.~ rl~ los puntos que laa ee~uran. -

P :•iJollílO!l lm:i.:: 1 nar· '-' J nr·•J1' ,,Jri de ob tenc Uin :> •.:oordenai;l,¡:; ·;orne. •: l prob l •::~J in­

~f·or~Jo al a_u7~ ncnb-:unn:~ dí! .'!:~poner. Ln dete··"~.n~1ción r;rinsistt: er1 doa f!~-:?tpas: 
G:• 

i} L.1 r;onstrur.s i :r. d~ le1 m;itriz ., 

xx· 

9 



·f 

Es evidente que a partir de (1) es posible encontrar bij en términos de 

las distancias conocidas, i. e. , d. . • Como en· muchos otros problemas , la ob-
lJ 

tención de una solución úni~a depende enteramente <in la imposición de cier--

tas restricciones • En nuestro caso particular , tal reatricción es del tipo 

de localización, y consiste en poner el centro ~e gravedad X en el origen. 

Tal restricción puede reformularse en la siguiente condición 

n 
l: X . = 0 

rJ 

Ahora bajo esta restricción tenemos 

n 
E b rs 

S=l 

n 
= ¡; 

S:lj=l 

Esto es, la suma de términos en cualquier c9lumna o 

Sumando (1) sobre r, sobre s y sobre r y s, tenemos: 

& 

i:i = ( b + b - 2b rs rr SS rs 

r 

¡; d2 = b + b - 2b rs rr SS rs 
B 

i::i = b + b - 2b rs rr sz rs 

r,s 

donde ·T es la traza de la matrtz B. 

Def irtimos 

1 
::r; ---n 

n ., 
¡; d'" 

r5 

S=l 

= T + nb 
SS 

) = T + nb 
r-r 

) ::: n'l' + nT = 2nT .. 

o 

fila de B es nula. 



n 
d2 1 i:a2 = ---s. n rs 

r=l 

n n 
i 1 & E d2 = --n rs 

r=ls=l 

l 
b = - --.rs 2 a2 - b - b re rr ss 

T 
+-n 

i -i 2T 
+-r. s. n 

d
2 

- d
2 

- a2 + i ) rs r. s. 

Si D consiste en cuadrados de distancias euclideanae exactas, es posible 

demostrar que 8 es una matriz simétrica, positiva semidefinida. Si B es de -

rango k < n , entonces tendrá k valoree propios distintos de cero. Sean 11 
12 , •••• , lp tales valores , loa vectores propios de longitud unitaria { ei } -

son normalizados de tal manera que l~ suma de loe cuadrados de sus entradas -

sea igual li • Esto se logra haciendo f1 = 11 e1 . Mostraremos que una posi-­

ble matriz de coordenadas está dada por 

La matriz X ea de dimensión nxk, as! que en consecuencia tenemos una co~ 

figuración en k dimensiones. El hecho de que una matriz positiva eemidefini­

da pueda ser factorizada en la forma xx· depende del teorema de factorización 

de Young-Householder. El hecho de X es de la forma X= 1r1, ••• ,rk1 depende so 

lamente en mostrar que si X tiene esta forma, entonces para ial, ••• ,k 

ll 



(XX')ei = x r· 

1 

r· 
k 

o 

1 -(i-ésima fila) 

i 

o 

Ya que e1 son ortonormales y r1 = 11 e1 , Pero Be1=11 e1 por ser e1 un -

vector propio; para i=l, ••• ,k. Ya que los e1 forman una base ortonormal se -

concluye que B =XX', 

/ 

En resumen , la matriz X puede ser vista en terminos de los vectores pr~ 

pies de B y los puntos correspondientes 

V.ectores Propios 

p 11 12 lp 

u Pl /' xll xl2 ' ' ' • xlp 
I 

n / x2p x21 x22 • • ' • 
,,.~ 

_.,,~e 

P3 x31 X33 ' '. ' • x3p 

o 

s 

/------,~-
.. /c;s decir, la r-ésima fila de X contiene las coordenadas del r-ésimo punto 

----- . mientras que la r-esima columna de X contiene al vector propio asociado a 11.-

Todo lo dicho hasta aquí es v~lido mientras a no presente valores propios neg~ 

tivoo, debido a la imposibilidad de normalizar un vector que tenga norma cua­

drada negativa, 



MEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE 

Una vez encontrada la configuraci6n asociada a una matriz de distancia 

D, esperaremos que al escoger una dimensión baja para el espacio en el cual 

se encuentra, las distancias entre los puntos de ésta, se asemejarán cerca­

namente a las entradaR de la matriz considerada D. 

Consideremos una configuración X en RP, un enfoque particularmente apr~ 

piado al visualizar una configuración en k dimensiones, es considerarla como 

la proyección de la configuraci6n sobre un espacio de Rp generada por las co 
'· 

lumnas de una matriz ortogonal L1 , siendo más ~xplícitos 

Ll 
(pxk) 

al ser L ortogonal, las distancias entre las filas de X y aquellas de XL, se 

rán iguales i.e, 

Sea D la matriz de distancias entre las filas de XL1, entonces 

- x' s 

de aqu! se sigue en forma directa la desigualdad 

Es un hecho digno de consideración darse.cuenta de la importancia de e~ 

te resultado, pues podríamos considerar la discrepancia ·entre la confi¿·;.'."1-­

ci6n original y la configuración ajustada como cuantificada por 

0 m .t (d - d J2 
re rs 

·Es posible demostrar que de entre todas las proyecciones XL
1 

de J<. sobre 

eup11ciot1 k··:11mensional.es de nP , ~ se minim~za cuando X se proyecta sobr~ -

13 



sus coordenadas principales en k dimensiones, obteniendo que el va~or corre~ 

pendiente para esta proyección en coordenadas principales 

~ = 2n ( >. k+l + •••• + >. P 

Cuando D es no necesariamente euclideana es más conveniente trabajar con 

la matriz e .. HAH, H = I - n-1 l'l, 1 = (1, ... ,1). Si X es una configuración· 

~justada con matriz asociada B entonces una medida de discrepancia' entre B y 

B está dada por 

.n 

'I' = i: 
~ 2 ~ 2 

(b - b ) = tr(B-B) rs rs 
r,s=l 

encontrandose que al igual que en el caso anterior que para una k fija la m~ 

dida 'I' es minimizada sobre todas las configuraciones X en k dimensiones -

cuando X es la solución clásica al prob).ema del escalamiento multidimensio-, 
nal, hallandose que el valor mfnimo de '!' está dado por 

'I' = 
2 

). 
k+l 

2 
+ '•, + A p 

De aquí que la discrepancia total entre la configuración en cuestión X 

y cualquier otra X ajustada está dada al considerar la suma total de los va­

lores característicos en cada caso y.no a partir de k+l. 

Lo anterior sugiere posibles me4idas de concordancia para "la propor- -

ci6n de matriz de distancia explicada". Suponiendo ). k> O , Mardia (1970) -

propone 

k n 

lll,k = ( i: ,\i ~~11 :\.i X 100 % . 
i=l 

k 
>.2 /~ >.2 ll2,k = ( I: ) X 100 % 

i=l i i=l. i 
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RELACION ENTRE EL ESCALAMIENTO CLASICO Y EL 

ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 

En esta sección se describe la conexión entre el escalamiento clásico y 

el análisis de componentes principales, suponiendo que una matriz Xnxn corr~ 

gida por la media es dada, en lugar de una matriz de rlsimilaridad (para una 

definición de componentes principales ver el apéndice B). Como se vió en la 

sección anterior , el problema del escalamiento clasico, se reduce básicame~ 

te a encontrar los valores propios y los correspondientes vectores propios -

asociados a la matriz xx·. Para efectuar un análisis de componentes princip~ 

les es necesario encontrar los valores y vectores propios de la matriz de co 

varianza muestral x·x. Una pregunta natural que surge, es si existe alguna -

conexión entre los valores y vectores característicos de xx· y x·x, si alg~ 

na relación existe, entonces habrá una liga interesante entre estas técnicas. 

Sean 1
1 

, ai los valores y vectores propios de x·x entonces x·xa
1 

1
1
ai 

Premultipllcsndo ~or X, encontramos 

Lo a~terinr nos permite visualizar que los' valores característicos de -­

xx· :un los mismos que aquellos de x·x, mientras que los vectores caracterí~ 

ticos de x· X, ei esteran relacionados por unu transformación lineal simple a 

los de xx·, pues ei debe ser proporcional a Xa
1

. 

,.,...---
-· t:s importante observar que ei es un vector de orden (nxl) mientras ai es 

de O!'den '· pxl) . Si suponemos que tanto a
1 

como e i han sido normalizados de -

tal !arma que la suma de cuadrados de sus entradas sea uní tarié1, Xa
1 

es un 

vector aue da los puntajes (seores) para cada individuo en relaci6n a la 

i-ési.na componente, y la suma de cuadrados de Xai se sabe que es li. Por lo -

tanto debemos tener 

i 1ai = Xa1 

(poniblemen~e despues de cambiar el signo de e
1 

o a
1 

), 

i:sto tiene cr;r'.O consecuencia inmediata que, es posible obtener los punt:! 
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jea (seores) de las componentes directamente de los vectores propios xx· en l~ 

gar de transformar los vectores propios de x·x. La formula que relaciona lo ª!2 

terior es: 

Por lo tanto, los resultados de un análisis de componentes principales -

son e qui valen tes (salvo Posiblemente una reflexión) a los obtenidos del escala­

miento clásico. Gower (1966) muestra que los resultados anteriores se aplican 

también a una matriz de datos que consista de ceros y unos, si las distancias 

se calculan con el coeficiente de apareamiento simple (simple matching coeffi­

cient). La equivalencia del análisis de componentes principales y el escala- -

miento cl.::."sico significa que, si queremos reducir la dimensionalidad efectiva 

de una matriz de datos al transformar a nuevos ejes coordenados, entonces, no 

tiel".e sentido efectuar ambos análisis. Esto implica que si n > p, entonces un -

análisis de componentes principales se preferirá generalmente, ya que es cier-

tamente más fácil encontrar los valores propios de una matriz (X'Xl que de pxp 
una matriz (XX') • rucn 

El escalamiento clásico es sorprendentemente robusto a alejamientos de la 

distancia euclideana. Errores aleatorios comparativamente grandes pueden ser -

aftadidos a las distancias euclideanas, sin distorsionar seriamente a la confi­

guración resultante; aun si tomásemos una función monótona de las distancias, 

obtendríamos una configuración razonable. Sin embargo, si las disimilaridades 

no son ni siquiera aproximadamente euclideanas, entonces el escalamiento clasi 

co no es recomendable. Esta situ:ición puede ser indicada al encontrar que B -

tiene un valor propio negativo "grande" o al encontrar que B tiene varios velo 

res característicos positivos ae tamaño medio, así que la solución trata de -

r:lispersarse en un número grande de dimensiones. En estas situaciones es prefe­

~ible una técnica que utiliza el rango de orden de las disimilaridades, la --

1:ual será descrita en el capítulo s.l.guiente. 
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CAPITULO 3 

ESCALAMIENTO NO METRICO 

Definición del problema 

El objetivo del escalamiento no métrico en forma general, es el de enco~ 

trar n puntos tales que, las distancias entre ellos se asemejen en algun sen­

tido a las disimilaridades experimentales entre n objetos, utilizando exclus! 

vamente el conocimiento del rango de orden de las disimilaridades observadas 

entre los objetos de interes. No existe razón por la cual no sea posible el -

empleo de medidas de proximidad o disociación de cualquier otro tipo. Tales -

medidas incluirían por ejemplo: coeficientes de correlació~, probabilidades -

de confusión, relaciones de interacción entre grupos, ccc.El hecho de que un 

valor grande implique cercanía o lejanía, es algo que no tiene relevancia al­

guna. Lo que es esencial para el empleo de esta técnica, es la existencia de 

una relación monótona, ya sea creciente o decreciente, entre las medidas exp~· 

rimentales y las distancias en la configuración. 

UN POCO DE HISTORIA 

Durante la época de aparición del libro de Torgerson (1958), los proced! 

mientos de escalamiento en uso corriente podrían describirse como: 

i) Procedimientos generales que pueden desglosarse en dos etapas. La pr~ 

mera emplea una técnica de escalamiento unidimensional que tien<J como objeto 

convertir las similaridades o disimilaridades en distancias. La segunda etapa 

tiene como meta encontrar puntos cuyas distancias entre sí, tengan aproximad~ 

mente los valores encontrados en la primera etapa. Un gran avance en este cam 

po fué la aparición de una técnica debida a Shepard, que marcada el camino a 

seguir en investigaciones posteriores, que pueden describirse como: 

ii) Procedimientos generales que adoptan como característica principal, -

la obtención de una relación monótona entre l.as disimilaridades o simíla1·irla­

des eKperimentales y las distancias en la configuración . Los procedili1~~n ~'.)3 

mencionados en i), debido a la naturaleza de las técnicas de escalamiento 'Jni 

dimensional disponibles en aquel.la época , aceptaban ya sea disimilaridades -

promediadas o alguna transformación fija de ellas como distancias, o usaban -

la variabilidad de los datos como elemento critico en la formación de las dis 

tancias. 

,.., 
•' 



Los procedimientos en ii) establecen que la satisfactoriedad de una sol!; 

ción debe ser juzgada por el grado en que la condición de monotonia es satis­

fi;cha. Shepard muestra que simplemente pidiendo un alto grado de satisfacto-­

riedad en este sentido, y, sin hacer uso de la variabilidad en· ninguna forma, 

es posible obtener soluciones fuertemente restringidas, recuperando al mismo 

tiempo la forma de las supuestas, pero desconocidas relaciones monótonas¡ es 

decir, para la determinación de la solución es necesario solamente conocer el 

rango de orden de las disimilaridades . No está por demás recalcar que lo an­

terior convierte a esta clase de procedimientos , ajenos a cualquier suposi-­

ción distribucional, así como de suponer que las disimilaridades y las dista~ 

cias están relacionadas por alguna fórmula fija. Esta solución se conoce con 

el nombre de escalamiento multidimensional. 

A pesar de la consideración que se hace acerca de la calidad de la solu­

ción a este p~oblema (el de el escalamiento multidimensional}, no se incorpo­

r'l la medida de alejamiento de la condición J0 monoton:.a , como criterio pri~ 

e i ·J..i l para ln terminación de los procedimien t·Js. 

Shepard ( 1962) describe e imple1:ien ta :.:1 procedimiento iterativo con la 

'·'i .• Ja de una computadora cuyos lineamientos generales se ajustar. aquellos 

.: ,:1cionados en ii). 

:\ruskal ( 1964) en un intento por fundro:1entar y perfeccionar las ideas de 

.>ii·:pard propone una técnica similar a la de regresión por mínimos cuadrados, 

la que a su,,.vez·"§e inscribe dentro del marco central de una relación monótona 
/ 

en 1 ;:.¡:,--J:'ás disimilar ida des y las dis tandas. 

Brevemente la técnica de Kruskal consiste en lo siguiente: 

Dada una configuración, efectúa una regresión monótona de distancia con 

d1s1milarictad y usa la varianza residual, corao una medida cuantitativa de al! 

j<1~1iento de la reLlción 1~onótona, a la que llama stress. Define una solución 

el oroblema deescaL.1miento raultidimenslonal como la configuración que minimi­

za 81 stress, dando de esta manera una definición matemática explícita de una 

;wluc lón, lo cual había hasta ese momento permanecido extrañamente descuidado 

por muchos auto res , incluyendo al propio St11?pard. 
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Sea &ij la disimilaridad obtenida experimentalmente entre los objetos i 

y j. Suponemos que el procedimiento experimental es inherentemente simétrico 

de manera que &ij =&ji ignorando las autodisimilaridades (i.e, &ii ), 

Consideremos n objetos, entonces existen n(n-1)/2 números &ij' Supone-­

mas además la siguiente condición: &ij ¡. &kl para toda i ¡& k y para toda j '/. l 

La condición anterior nos habilita para ordenar las dieimilaridades -

en estricto orden creciente: 

&i(l)j(l) < ' ' ' < &i(M)j(M) 

donde M=n (n-1)/2 

Deseamos representar los n objetos como n puntos en un espacio t-dimen--· 

sional donde por el momento suponemos que sabemos el valor apropiado de t.Más 

tarde se abordará la.cuestión de la determinación de tal valor; 

Sea X = { x. 1 i=l., ... ,n; x. en Rt } llamamos a X una configuración. Es-
1 l 

paramos encontrar la configuración que mejor se ajuste a un conjunto dado de 

puntos, por lo que es necesario la construcción de un criterio que nos permi­

ta juzgar la bondad de cualquier configuración • Tal criterio se desarrolla a 

continuación: 

EL STRESS 

Sea e.ij la distancia que existe entre xi y xj ( donde por el momento se 

considerara la distancia euclideana y más tarde al igual que con las restriE­

ciones hechas a las disimilaridades, serán sustituidas por un esquema de sup~ 
siciones más generales). 

Intuitivamente la aproximación perfecta a las disimilaridades a partir -

de las distancias , se daría en el caoo de que· se observase lo siguiente: 

&i(K)j(K) < & i(l)j(l) implica d i(K)j(K) < d i(l)j (1) 

en otros t.érminos la aproximación p~rfocta se da cuando las distancias entre 
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los puntos de la configuración 'presentan el mismo orden que las correspon-­

dientes disimilaridades 

di(l)j(l) <' ' '< di(M)j(M) 

Examinemos el diagrama que se presenta en la figura 3 .1 . Como pueden -

observarse, consta de puntos con abscisa d .. y ordenada &.j. Este tipo de -
lJ l 

diagramas son conocidos como diagramas de dispersión (scatter diagrams). P~ 

demos hacer uso de los diagramas de dispersión para visualizar que tan bien 

las distancias se asemejan a las disimilaridades. En t•Jrminos de diagramas 

de dispersión, el concepto intuitivo de aproximación perfecta, se traduce -

que al trazar cada pw1to (di(k)j(k)' &i(k)j(k)) empezando con aquel con me­

nor ordenada y continuando de esta forma hasta llegar a aquel con ordenada 

mayor, nuestra dirección de trazo sea siempre a la derecha, nunca a la iz-­

quierda , fig. 3.2 • Para medir el alejamiento de una configuración de la -

aproximación perfecta, es natural ajustar una curva que represente la 

aproximaci.ón perfecta al conjunto de puntos (di(k)j(k), &i(k)j(k)) 

k = 1, ... ,n(n-l)/2 y despues medir la desviación de cada punto a la cur-

va. Las desviaciones entre la curva y los puntos se medirán a lo largo del 

eje de las distancias. Es conveniente hacer una reflexión en cuanto a lo an 

terior. ~Que implicaría medir las desviaciones entre la curva y los puntos 

a lo largo del eje de las disimilaridades?. Implicaría ciertamente, dar un 

valor númerico -~angos, es decir, hacer uso de otra.información nue s~ 

lo el r·; ,.,-~rden de las di similaridades. Lo anterior , en consecuencia, 

base para la construcción de una medida de bondad de ajuste, en -

la que no hay efecto de distorsión monótona en el eje de las disimilarida-­

des • La forma en que se medirán las desviaciones implica que de la curva -

ajustada se necesitan solo M puntos , Le. , 

,(di(k)j(k)' &l(k)j(k)) 

De aqu! que ajustar la curva se reduce " ajustar los vRlores de di(k).J(k) 

Por supuesto, es necesario recalcar que los números dij ·no son distancias 

No existe necesariamente una configuración de puntos cuyas distancias entrt~ si 

sean di i .. Estos nllmero~1 son meramente una· suces.i~n monotona de numeros que SI? 

•Jst:ogen tan <:erca do la::i dij como sea posib1 ·~, los cuales se usan como rofe­

renda tf,1 1,1 •ixtens.tón en l:i cual los núrner'Js d .. se alejan de la :"elación do 
J.] 

monotonÍ:1. La definición exacta de los número~; dij se hará más tarde ~011 el -
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fin de simplificar la exposicion. La curva ajustada es desde luego de :arac­

ter ascendente, esto es, con las mismas características que las expuestas en 

terminas del diagrama de dispersión para una configuración con aproximación 

perfecta. Haciendo referencia a los números dij , esto significa que cuando 

son arreglados en el orden normal , i.e., 

di(l)j(l)' ' ' ' ,di(M)j(M) 

entonces se verificará la siguiente relación 

di(l)j{l) < ••• < 

De acuerdo a lo anterior el diagrama de la figura 3.2(b) muestra una r~ 

!ación ascendenre :mperfecta, debido a que el conjunto de distancias no gua~ 

da la misma relación ascendente que las correspondientes disimilaridades, en 

otras palabras , & y d no son de orden global equivalente {Sibson (1972) ). 

un ejemplo lo proporciona el par de puntos 1,2 ¡ 3,4 correspondientes a 

(d
12 

, &
12 

), (d
34 

, &
34 

). Para este par en particular observamos 

La misma sitúación se hace evidente al observar los pares de puntos 

ld24' &24l,(dl5' &15) i (dl2 '&12 ),{d35 '&35). En la figura 3.2 (b) se -
c,u~stra además la curva ajustada por regresión monótona a los puntos 

(d¡(k)j(k) , & i(k)J(k) ) . Los puntos (d i(klJ(k) , &i(k)j{k) l se han 1·i:pre-
. sentado e~l-diagram~ por medio de un * , y los puntos (dij, & ij l por -

.. me~un pequeño circulo. En caso de que el punto ajustado coincida con -

el punto observado , se representa por un asterisco encerrado en un circulo. 

La curva ajustada es finalmente representada por un conjunto de !!neas rec-­

tas que unen los puntos ajustados. la figura 3.2 muestran una relación -

ascendente perfecta, donde, de acuerdo a la simbología usada, se aprecia que 

los puntos ajustados coinciden perfectamente con los puntos observados, esto 

quiero decir simplemente que, dado cualquier par de d~similaridades &i(K)j(K), 

&i(l)j(l) tales que &i(K)j(K) < &i(l)j IU las correspondientes distancias -

cumplen di(K)j(K) < d i(l)jll) esto _,.; & y d son de orden global equivale!:!_ 

te o est.'1n relacionadas monótonamente. Cuando cualquier conjunto de núm!~.:-:is 

,;:itisfac'! ~as desigualdades anteriores , -:;e di:e que están relacionados ~' )!1.~ 

ton1rnente a las diecancias d . Supongamos que tenr.mos los valores a jur.1:ad.J:; 
ij 
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dij , definimos 

i < j 

como nuestra medida tentativa de bondad d,e ajuste (stress no normalizado), que 

no es otra cosa que la suma de cuadrados residuales asociados a muchas téc­

nicas de ajuste. Esta medida presenta dos particularidades especiales 

l) el medir desviaciones en .el eje de las distancias 

2) la curva ajustada se escoge no de una familia de curvas parami 

tricas (i.e.,polinomios o series trigonométricas), sino de una familia de cu~ 

vas no paramétricas: la familia de curvas monótonas ascendentes . Ssta medida 

es invariante bajo movimientos rigidos de la configuración (i.e., rotaciones, 

traslaciones y reflexiones), sin embargo, no es invariante bajo deformaciones 

uniformes, esto es si afectamos a cada punto de la configuración por el esca-
* 2 ,. ... ' 

lar k (f(r.1)= kx1), el stress cambia de S a k S pues los números dij , dij 

se afectan por el mismo factor . Cualquier deformación uniforme íexpansión, -

reflexión o contracción) al no afectar la relación de orden entre las distan­

cias, debería por lo tanto mantener inalterada la medida de bondad de ajuste. 

Una forma obvia de remediar este defecto en el st::'ess, es dividirlo por un -

f;,l'~t:ar de escala, que tenga li! misma dependencia cuadrática en la escala que 

éstP. Un factor adecuado es 

* T ., 2 
¡; dij 

i < J 

Por lo tanto 

4 2 
s * . i } d ij - dij ) 

-~~ = --~-4--~-------~-
* T 

• 
es una medida que posee las propiedades originales de S con las ·1entajns de -

ser invariante bajo cambios de escald. Finalmente. es d·~:0~able ._,,lizar la ra­

íz cuarJr:id::i de esto expresión , ;? cual l!S equiva~:mte a uti.liz:i:- la desvla--

ción sta11<.IC1.t'd en lugar de la var~Jnza, con t~ qlle la definici.é~. -:·: str°"ss rwr-
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malizado ea . : 

s2 .. 

.. 2 
* t ( dij - dij ~ 

s i < j 
--- :a ---.. ·--------

T* 2 
t diJ 

i < j 

Eeta medida nos representa la bondad con la que una configuración represe~ 

ta loa datos • Mientras menor stress, mayor ajuste. Un stress nulo representa -

un ajuste perfecto dentro de nuestro contexto particular. 

La definició.n de loa números dij que fu6 aplazada hasta este momento, será 

dada en termines de la función stress a la que acabamos de llegar. Las cantida-... 
* des dij son aquellas que minimizan S( y en consecuencia S ) sujetas a la res- -

tricción de monotonía. Utilizando la anterior es posible condensar la defini- - · 

ción de stress en la siguiente fórmula: 

" 2 
t ( dij - dij ) 

52( = mini __ <__J ______ _ 
X , ••• ,X 

D 

< ••• <di (M)j(M) } 

i<:sta minimización es logre.da. por un algoritmo rápido y eficiente que se -

descrlbe en el capítulo 6. No está por demás recalcar que, la definición de - -

str·;(~{. nos provee de med_ios para la evaluación de cua.lquier configuración. La -

c011figuraci6n que se considera solución al .problema del eséalamiento multidime!! 

cional es obviamente aquella a la cual est~ asociada el stress mínimo para un -

valor particular de t (la dimensión del espacio modelo). Teóricamente la obten­

ción de la configuración con mínimo stress, es equivalente a minimizar la fun-­

ci6n S(x1 , x2, ••• ,xn) sujeta a.la restricción 

Este problema aerA abordado en el cap{tulo ai¡uiente. 
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"L PROBLEMA DE LA ~IMENSION 
En la práctica es por lo general desconocido el número de dimensiones a 

emplear. Es finalme1te el criterio científico del investigador en donde resi 

de la determinación del número de coordenadas a recuperar a través de los da 

tos. Kruskal (1964) sugiere dos lineamientos gen~rales para la determinación 

de to que suponen cierta ayuda para tal fin.Estos dos criterios son intuiti 

vamente obvios y de sentido común. 

El primer cri te io sugiere .efectuar varios análisis utilizando diferen­

tes valores de t, la construcción de una gr~fica que mue~tre la dependencia 

del stress mínimo y a dimensión, Un punto importante debe ser tomado en 

cuenta en este paso. A medida que el valor de t aumenta, el stress asociado 

disminuye. Para t >~-1, el stress asociado es nulo. (Siempre se puede lo-­

grar un ajuste perfecto con n puntos en n - 1 dimensiones). Es razonable es~ 

tablecer un compromi o entre el valor de t y el stress asociado,consistente 

en la elección de un alor de t aceptablemente pequeño, para el cual, vale--. 
res mayores de t no eduzcan en forma significativa el stress.Datos cualita 

tivamente buenos exhiJen un "codo" notable en la curva, apuntando el valor -

apropiado de t. El se~undo criterio descansa enteramente en la interpreta- -

ción de las coordenadcts.Si la solución t-tlimensional provee una interpreta­

ción satisfactoria, p1ro si la solución (t+l)-dimensional no muestra más una 

estructura, puede ser entonces conveniente usar solamente la solución t-di-­

mensional. 

VIOLACION A LAS HIPOTE IS Y DATOS FALTANTES 

El desarrolló ant•rior se hizo bajo ciertas hipótesis básicas en cuanto 

a las disimilatidadea. Se expone a continuación el procedimiento a seguir en 

el caso de violación a la simetría e igualdad de disimilaridades. 

NO SIMETRIA 

Supongamos c¡ue el rocedl.miento de medida no ea inherentemente simétri­

co i.e., &1J ~ &Ji . S suponemos qu~ la diferencia observada se debe sim-­

plemente a fluctuación 1~stadlstl.cn, podemos proceder utilizando <ioa enfoques 

naturales: 
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i) Formar medidas simetricas promediando los valores de las disimilarida 

des iguales &ij , &ji 

ii) Generalizar la definición de stress dejando correr las sumatorias tan 

to en el numerador como en el denominador sobre i .¡, j (en lugar de solo i < j ) 

En algunos casos pueden tener significado las autodisimilaridades y ser desea 

ble la inclusión del caso i=j. 

DISIMILARIDADES IGUALES 

Los números dij fueron definidos como aquellos que minimizan S sujetos a 

la restricción que estén monótonamente relacionados a las disimilaridades &ij 

El problema de interpretación de esta restricción tisne dos enfoques, a saber 

primario y secundario. 

a) Enfoque Primario 

En el caso &ij = &kl , el valor que tomen las correspondientes distan- -

cias dij , dkl no es considerado relevante, en consecuencia, no afectará la 

configuración al ocurrir dij .¡, ~l' y es natural pensar que el stress n~ de­

be reflejar tal situación. La forma de lograr esto, es no restringiendo d.j , 
• l 

dkl , por lo que los términos pueden ser cero, excepto por otras restriccio--

nes. Resumiendo, para el caso de enfoque primario las Únicas restricciones s~ 

bre dij 

Nótese que en este enfoque se consideran los rangos de todas las dislmi­

laridades y esto es algunas veces conocido como escalami~nto global. 

b) Enfoque Secundario 

El caso &if = &kl es evidencia de que la dij debe s.er igual a dkl v -

afectar la configuración si este no es el caso. El stress por su parte debe ~ 

reflejar esta situación . La forma de lograr esto es ~mponiendo la restric- -

ción dij = dkl • Si dij ~ dkJ. los términos no pueden ser cero y reflejan -

diractamente nuestro malestar por la desigualdad de dij y dkl . 

Resumlendo, para el caso de enfoque secundario J.as restricciones sobre -

28 

--------



Cuando &ij < &kl entonces dij < \ 1 

cuando &ij = &kl entonces dij = \ 1 

Este enfoque es demasiado restrictivo y conduce frecuentemente a probl~ 

mas de convergencia. 

La implantación para el uso opcional de ambos enfoques es muy simple. 

La parte en la que la diferencia en estos dos enfoques tiene lugar es -
~ 

dentro del algoritmo para el ajuste de las dij'. 

DATOS FALTANTES 

En algunos casos no todas las disimilaridades son susceptibles de ser o~ 

tenidas por causas de diversa indole (diseiio, error,etc.) Para valores gran­

des de n esto puede ser bastante común. Ante esta situación se hace necesa-­

rio replantear la definición original de stress, generalizándola de tal man~ 

ra que cubra esta contingencia. La forma natural que surg~ para la solución 
* de este problema, es la simple omisión tanto en el numerador S , como en el 

* denominador T , de los términos correspondientes a las disimilaridades fal-

tantes. 

Si no existen suficientes disimi.laridades el métode> expuesto faÜará. -

Esto·es, habrá una configuración con stress cero que no tendrá ninguna rela­

·ción real con los datos. Es importante tener presente que la cuestión del n~ 

mero considerado de disimilarides, no es determinante en la obtención de re­

sultados con significado real, sino depflnde de: que disimilaridades se consi­

deren. 

En muchos.casos de importancia práctica , la consideración de un :iedio 

o cuarta parte , o aun monos, del total. de disimilaridades son más que sufi­

cientes , si están distribuidas propiamente en la mat'riz de disimilaridades. 

DISTANCIA EUCLIDEANA 

Otra posible ¡eneralización en el planteamiento original, es como se -

29 



mencionó, la utilización de funciones de distancia más generales que la eu~ 

clideana • En principio, no parece existir razón por la que la definición de 

stress, no pueda ser usada con cualquier distancia.La única restricción al -

parecer, es la dificultad de implantación en un programa de computadora. 

EL PROCEDIMIENTO DE SHEPARD 

La técnica expuesta, tiene su origen en los intentos de Kruskal ?ºr ra­

cionalizar y perfeccionar el procedimiento iterativo· desarrollado por She--

· pard. La comparación de estos dos procedimientos es un punto interesante que 

puede ser descrito dentro del ~ontexto de esta exposición. 

. 
Sea dij la m-ésima distancia en orden crec18nte, definimos &ij como la 

m-¡sima disimilaridad • En lugar de hacer la influencia de xi sobre x· pro~ 
• . • j 

porcional a dij - dij , Shepard la hace proporcional a &ij - &ij.No ~areca 

posible describir bajo estas circunstancias su procedimiento como aquel que 

minimice alguna medida particular de no monotonía. 
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CAPITULO 4 

ROTACION DE PROCRUSTES 

El problema de la evaluci6n de una configuraci6n obtenida por alguno de -

los dos métodos expuestos, ha quedado resuelto por las medidas propuestas por 

Mardia de proporción de matriz de distancia explicada para el escalamiento el_! 

sico y por el stress de Kruskal para el escalamiento ordinal. 

El carácter individual de estas medidas dado principalmente por el enfo~ 

que diferente necesario para la sólución.del mismo problema siguiendo un dis-
. . 

tinto esquema inicial de premisas o aun bajo el mismo método, pero utilizando 

alguna variación permitida dentro del mismo, hace evidente la conveniencia de 

establecer algun método de evaluación para la bondad de ajuste al comparar ~ 

dos configuraciones. 

' De contarse con alguna forma de evaluar dos configuraciones , el método 

en cuestión no estará limitado para su uso en el escalamiento, sino se aplic! 

ria en cualesquiera métodos de naturaleza semejante.· 

(Green 1952; _Gower 1971) han desarrollado una medida de bondad de ajuste 

para comparar dos configuraciones • Consideremo.s a la matriz. X(rucp) de coor­

denadas de n puntos obtenida de la matriz O por una técnica. 

Supongamos que Y( ) ea la matriz de coordenadas de otro conjunto de pun 
~ -

tos obtenidos por otra técnica • o utilizando otra medida de distancia. Pode--

moa considerar que las matrices son del mismo orden, al afiadir columnas de ce­

ros a la matriz de orden menor, 

La medida de bondad de ajuste adoptada es obtenida al· mover los puntos y . . r 
con respecto a los puntos x hasta que la suma de cuadrados residuales r . 

n 
· (xr - 1r) ' (xr - 1r) 

r • l 

sea mínimo. Podemos mover y con respecto a x a través.·de rotación, reflexión · r r 
y traslación , i.e., por, 

A'y + b r•l, ••• ,n . r 

donde A(pxp) es una matriz orto¡onal, por lo que 'necesitarnos resolver 
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n 

R2 =·min t (x - A'y - b)'(x - A'y - b) 
. A,b r=l r r r .r 

para A y b. 

Es posible demostrar que los valores 1e A y b que minimizan la medida es­

tán dados por 

b = X - A'Y • A• VU' 

donde las matrices V,U' provienen de la descomposici6n en v~lores singulares -

de la matriz Z "' Y'X = U!'V' 

La obtenci6n de estos valores particul.ares, vienen de resolver para 

A y b la expresión equivalente, (suponiendo que.X, V son ceros)· 

R
2=min tr (X-A'Y) (X-A'Y)•trXX' + trYY'-.max trX'YA 

Hemos supuesto que los vectores medias de X,Y oon ceros.Entonces la mejor 
~ . 

rotación de.Y con respecto a X es YA , donde A ~atA definida como anteriormen-
• 

te, y A ea llamada la Rotación de Procrustes de Y con respecto a X. 

FACTOR DE ESCALA 

Si las escalas de las dos configuraciones son diferentes, entonces la - -

transf Órmación debe ser de la forma 

con.e >o, 

Puede. demostrarse que 

c • ~· (1) 
trYY' 

y los otros eatim~dorea permanecen igual. 

Esta transformación ae llama rotación de Procruates con escalamiento de Y 

con respecto a X. La hueva mínima suma de cuadrados reaiduale1 está dada por 
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2 ~2 
R = tr(XX') +e tr(YY') - 2 c tr( r) 

donde e está dada por (1). Este px-ocedimiento no es simétrico con respecto a -

X Y. La simetría puede ser obtenida al seleccionar el escalamiento de tal -

forma que 

tr(XX') = tr(YY'). 
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CAPITULO 5 

METODOS NUMERICOS 

Escalamiento Clásico 

Sea D una matriz de distancia que represente aproximadamente las distan-­

~ias entre puntos de una configuración en un espacio euclideano de dimensión -

baja, teniendo en cuenta que D no necesariamente debe ser euclideana. Como sa­

bemos la configuración asociada a esta matriz por el método clásico se obtiene 

al tomar los primeros k vectores propio~ de la matriz B. Si los primeros k va­

lores propios de B son "grandes" y los restantes son cercanos a cero, entonces 

las distancias entre los puntos de. la configuración se aproximarán cercanamen­

te a las entradas de la matriz D. 

El metodo numérico utilizado para la obtención de la configuración asoci~ 

da a la matriz D es bastante simple, la única dificultad es de hecho, el cons~ 

guir una buena rutina para encontrar los valores propios y los correspondien-­

t.::; v~ctoreu ¡¡¡•opios de una matriz simétrica.Los cálculos involucrados en el -

metodo numérico pueden considerarse comprendidos en 4 etapas. 

a) La construcción a partir de la matriz de distancia D de la matriz A -

cuyo elemento genérico es ( - _!_ d2 ) 
2 rs 

en caso de presentarse una matriz de similaridades, será necesario trans­

formar las similaridades a distancias. Sea C la matriz de similaridades, pue-­

de demostrarse que la transformación de similaridades a distancia está dada -

por d = (c - 2c + c )~ 
rs rr rs ss 

b) La obtención de la matriz B con elementos b = a _ a _ a + a 
rs rs r'. .s .. 

c) La obtención de los k ;irimeros vectores valores propios de la matriz -

••• > l , con correspondientes vec toras propios X = ( x ( 
1

) , ... , x ) 
k ' (k) 

d) La normalización de los vectores x(i) , en for~a tal que x(i) x(i)=li 

(suponiendo que los primeros k valores propios son positivos) 

e) Lela puntos requeridos son de la forma xr = ( xr , .•• , 

r = l, ••• ,k , las filas de x. 
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ESCALAMIENTO ORDINAL 

El metodo numérico expuesto en esta se~ci6n tiene como finalidad, la obte~ 

ci6n de la configuración de mejor ajuste para un valor fijo de t(dimensión del 

espacio de configuración), ea to es, ¡a configuración qu.e minimice el stress 

. . - 2 
• t ( dij - dij ) 

s2 .. s i < j 
-¡- = ---------------

T · 2 
t d 

. Íj 

i < j 

mon mon 
donde el mínimo es tomado sobre dij tales que dij H &ij donde H significa re-

lacionado monótonamente con.Un problema secundario de interés indepe9diente, es 

la obtencion de dij a partir de los valores fijos de dij , este es el problema 

computacional de regresion monótona. · 

ENTRADAS FALTANTES 

Este método es fácilmente adaptable en la situacion en la que existen val2_ 

res faltantes. Simplemente se omiten las disimilaridades en el orden 

&i(l)j(l) <'.' ' < &i(M)j(M) 

y se suprimen loe términos correspondientes del numerador y denominador. Mien-­

tras no haya demasiados valores faltantes, el m6todo parece todavia trabajar -

bien. 

DISTANCIA 

La posibilidad de utilización de una función de distancia más general que 

la euclidean~ ¿e incluye en este método. Especlficamente, laa técnicas numéri-­

carJ y las formulas dadas cubren una clase de tuncione.s introducidas en el cap!- · 

tulo l, conocidas como métricas lp o LP , ocasionalmente llamadas métricas r -

de Minkowaky. 
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METOOO DE GRADIENTES 

Entramos ahora a la descripción del metodo computacional de obtención de -

la configuración que minimice el stress para valores fijos de r y t, es decir, 

para una métrica particular, en un espacio 't-dimencional. 

Hasta aqul se ha descrito una configuraci6n como n puntos en un espacio -­

t-dimensional ¡ es conveniente, e igualmente vúlido, considerar tal configura- -

ci6n como un solo punto en un espacio nt-dimeneional,i.e., 

Nos referimos al espacio nt-dimensional como el espacio de configuración -

y al espacio t-dimensional como espacio modelo. 

Supongamos que están áados los valores &ij ~ Para cada configuración exi!!_ 
nt . 

te un valor de S asociado. En: forma equivalente S : R -" R es una fun- -

ci6n definida en cada punto del espacio de configuración. El problema a resol-­

ver es la obtención del punto que minimice a s. Nos enfrentamos con un problema 

común en análisis numérico, minimizar una función de varias variables, El méto­

do adoptado aqu! es ~l metodo de gradientes. 

Este método inicialmente considera un punto arbitrario en el espacio de -

configuración. El paso siguiente consiste en intentar mejorar un poco la confi­

guración moviéndola ligeramente • El procedimiento adoptado por el método para 

lograr este fin, es seguir la dirección en el espacio de configuración en la -

cual S decrece más rlipido. Tal dirección es prop'orcionada por el gradiente neg!! 

tivo de la función S(ver apéndice C).El gradiente, por supuesto, cambia de di-­

rección de punto en punto , pero si pudiésemos seguir la dirección del gradien­

te negativo local, seriamos guiados al mlnimo local. Ya que todas las dir'eccio­

nes cercanas conducen al mismo local, no es necesario seguir el gradiente nega­

tivo exactamente , podemos ser muy descuidados en este aspecto y todav!a espe-­

rar el mÍnimo·locél, 
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El método de gradiente simple tiene la desventaja de que cerca del tnLu.Lmo, 

cll gradiente negativo apunta solo débilmente (debido al error de redondeo) al -

mínimo. 

Sin embargo esta debilidad no debe ser muy exagerada; si todas las tangen­

tes son peque~as, hay probablemente poca ganancia al refina?' aun más la estima­

ción de la posición del mínimo. El método en su forma más sencilla consiste en 

tomar 

(1+1) 
X 

j 
" X (i) - h _!!_ 

j ax 
j 

el superÍndice indica el número de iteración , y h el tamal'lo del paso. 

El primer problema es adivinar un paso razonable h (tal punto es abordado 
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más adelante) , teniendo en cuenta que no necesitamos ser exactos, pues todas -

las trayectorias cercanas conducen al m1smo minimo local. 

Un punto importante en la discusión de cualquier metodo iterativo, ya sea 

de minimización o de cualquier otra índole, es el ·criterio de terminación del 

proceso. Las respuestas existentes en lo referente a este método en particular, 

no son satisfactorias. Existen varios criterios, entre los más populares están: 

Sea f (x) la función a minimizar, para cualquier real positivo e: tenemos 
2 

n 

i) i: 

j=j 

n 
ii) i: 

j=i 

(i+l) 
f 

< . e: 

(i) 
(xl - r (x.l · 1< & 
'j j 

Como en el caso de medidas de similaridad, el criterio de terminación de -

un proceso debe idealmente ser diseñado en· forma especifica para cada problema. 

Kruskal sugiere una f.orma modificada del criterio del cuadrado de la norma."del 

gradiente i) •. El criterio en cuestión relaciona la norma del gradiente y la -­

norma de la configuración normalizada, es decir, lo que Kruskal llama la magni­

tud rela.tiva del gradiente. 

, 
Lo anterior es compatible con los criterios de obtención de minimos de fun 

cienes vectoriales de valores reales dados en los. textos standard de ci1culo -

Vectorial. EspecÍficamente,se afirma que dado un subconjunto de un espacio eu-­

clideano U, y una función f : U--- > R y x en Rn , es un extremo local si, y s~ 

lo si,grad ( x
0 

) =O. La demostración de este hecho y la justificación acerca 

de la dirección en la cual decrece con mayor rapidez una función de valores rea 

les , es dada en los ap6ndices. 

LA DIFICULTAD DE MINIMOS LOCALES 

Una dificultad general que padecen los métodos numéricos de minimización -

incluyendo por supuesto :!el que nos ocupamos, es el de arribar a un mínimo local 
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on l"g" do "'·~loba!<'" ,¡ pcobl•M d• ''"''"''"ió" '"' '""''"°'• ·~ 
ta dificultad. no li~ga \~lean::" dimensiones de consideración, por las razo-

nes que se exponen a conti~uación~\ 
\ .· 

i) Es posible iniciar el m1Ítodo.dJ,~dientes con configu!:'aciones inicia 

les diferentes, las cuales pueden conducir a.,.diferentes mínimos locales.Mien­

tras s~lo el menor de estos puede sel:' el mlnimo verdade!:'o, podr1amos p!:'egun-­

tarnos por mÍnimos más pequeños. Generalmente la mayori~ de las configu!:'acio­

nes conducen al mismo mínimo local, el cual es mucho meno!:' que los restantee 

que encontremos. Parece innecesario .pre?cuparse cuando es to sucede. 

ii) La configuración de mínimo local no es P.n sf el producto final del 

analisis, la cual deba ser aceptada ciegamente. En la mayorfa de los casos la 

configuración de mÍnimo local es de interés solo si tiene p.lgún sentido o pu!:. 

da ser interpretada. Si la configuraci.ón posee una de estas propiedades, no -

P.S muy probable que sea un error conniderarld. 

iii) A rn;;,10a que el stress de la ::¡upuesta configuración con mínimo local -

sea lo suficientem1•n te bajo, es ta configuración tendrá algun valor. Kruskal -

sugieoo la siguiente clasificación de configuraciones con respecto a su 

stress asociado. 

stress bondad de ajuste 

20 % pobre 

10 % aceptable 

5 % buena 

2 % ·excelente 

o%. perfecta 

A la fecha esta consideración acerca de la calidad de la configuración -

se considera demasiado simple ya que el stress depende de n y p. 

iv) Existe la posibilidad de hacer varias pruebas de la configuración y 

los datos, as! como de analisis separados de subconjuntos de datos. 

DESCRIPpION DE LA IMPLANTACION 

La técnica empleada para la minimización del stress es de carácter itera 
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tivo. En termines generales consiste en empezar con una configuración arbitr~ 

ria , calcular el gradiente negativo, mover la configuración en esta direc- -

ción una distancia conveniente y repetir estos dos pasos un número suficiente 

de veces. Lo anterior se puede lograr dividiendo la tarea en siete subtareas 

principales: 

1) Creación de una configuración inicial 

2) Normalización dé la configuración 

3) Cálculo de las distancias entre los puntos de la configuración· 

4) Ajuste de una regresión monótona creciente a las distancias 

5) Cálculo del gradiente de la función stress 

6) Cálculo de la magnitud en que se moverá la configuración 

7) Creación de una nueva configuración 

La descripción detallada de cada subtarea se hará a continuación 

1) La configuración inicial que se construya debe reunir solo dos cuali­

dades, siendo arbitraria de otra manera. 

a) La configuración no P.uede estar en un espacio de dimensión menor al -

que se haya escogido para el análisis. 

Una buena elección para la configuración inicial es aquella que resulta 

del escalamiento c;ásico en la dimensión requerida, si no hay configuración -

disponible conveniente , una configuración arbitraria debe ser generada. Una 

forma satisfactoria de conseguirlo es tomar los n primeros puntos de.la forma 

(1,0, .... ,0), 

(0,1, .... ,0), 

(O,O, .... ,1), 

(2,0,., •• ,O), 

(0,2, •••. ,O) ,etc. 

Otra solución igualmento satisfactoria es la generación de los puntos en 

la configuración con la ayuda de un gonerador de números aleatorios. 
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2) La normalización de la configuración se logra en dos pasos, 

a) Trasladando el centro de gravedad de la configuración al origen. 

b) Haciendo que la ralz cuadra_da del promedio de las distancias de los -

puntos al origen sea unitaria. 

La normalización de acuerdo a lo anterior implica la transformación de -

los puntos originales en puntos de la forma 
' 

X - ·X' 

X :: -----
f n 

donde 

. 1 2 
fn=---- J: X 

n i,s is 

3) El cdlculo de la distancia entre los puntos en la configuración se -

hará utilizando la .métrica de ~linkowsky para un valor dado de r ' el paráme-­

tro de esta métrica, la fórmula a utilizar, como es bien sabido es la siguie~ 

p l/r./_.-· 
,.,.. .. 

- - / r / 

/~ / _/ . 

~ 4) Ajuste de una regresión monótona creciente 

gamos que las disimilaridades & presentan 

nes i (k)J(k) 

&i(l)J(l)· <' ' ' <&i(M)j(M) 

... 

a las distancias. Supon-

1.as siguientes relacio--

Los valores correctos de pueden ser descritos de la siguiente 
manera: 

Existe un<' partición -i.e las disimilaridades en bloques consecutivos .. 
b1 i=l, •.. ,u tal que, dentro de cáda bloque el valor de dij es constante, es-

.. 
te valor c:Jr,1ún dbk es el promedio de las dl.J en ese bloque. Es por lo tanto, 
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suficiente encontrar la partición correcta con el fin de encontrar loa --
A 

números dij' E~ un principio consideramos la partici6n en bloque·s más fina -

posible, uniendo según sea preciso, paso a paso los bloques apropiados hasta 

encontrar la partición correcta. La partici6n más fina posible consiste -

obviamente, de M bloques cada uno conteniendo una sola disimilaridad. · 

Supongamos que tenemos cualquier: partición en bloques consecutivos. 

Denotemos ~ como el promedio de las dij en el bloque b. Seen b- b ,b·'+ tres 

bloques consecutivos en orden creciente. 

Definici6n 

Se dice que el bloque b es satisfecho superiormente (up-satisfied) si -- . . 

~ < \+ o si es el último elemento en orden creciente de ·la partici6n. 

Definición 

Se dice que el bloque b es satisfecho inferiorÍnente (down-satiafied) si -'Íi- < \ o si es el primer bloque en orden creciente en partición. 

En cada paso del algoritmo tenemos una partición en bloques·, de los cu! 

les solo uno se considera activo. Este bloque puede ser ya sea activo supe- -

rior (up-active) o.activo inferior (down-active). Al principio el primer blo­

, que en la partici6n en orden ascendente, consistente solo de di(l)j(l)' es a~ 

tivo superior El aigoritmo procede posteriormente de la manera siguiente: 

Si el bloque activo , es activo superior, verifica si es satisfecho sup! 

riormente. En caso afirmativo la partición en curso permanece inalterada; en 

caso contt'at'io el bloque activo es unido al siguiente bloque superior, alt.11~ 

rendo la partición. En ambos casos el. bloque resultante se considera. ahora a~ 

tivo interior. 

Si el bloque activo, es activo inferi.or, verifica si 89 satisfecho inte­

riormente. En caso afirma~ivo la partición en curso pel'!11anece inalterada; en 

caso contrario, el bloque activo se une al siguiente bloque inferior, alterB!! 

do la partición. En ambos casos, el bloque resultante se con11idera ahora act! 



v<> superior. 

Esta alternaci6n de estados, resulta eventualmente en un bloque activo 

el cual es simultáneamente satisfecho superior o inferiormente. Cuando esto 

ocurre, ninguna un16n adicional paede hacerse por este procedimiento.El pr2 

cedimiento se repite hasta que el último bloque en la partición en orden -

creciente es simultáneamente satisfecho superior e inferiormente. El caso -

de disimilaridades iguales puede ser manejado enteramente por el algoritmo, 

el cual s6lo debe ser modifi~ado por·un preproceso. En caso de haberse adoe 

tado el enfoque primario, el preproceso consiste en arreglar las disimilar! 

dades de tal manera que las distancias formen una suces~6n creciente en ca­

da bloque donde aparezcan disimilaridades iguales. En caso de que se haya -
. . 

adoptado el enfoque secundario, es decir, si restringimos a los números dij 

a que sean iguales cuando los correspondientes &ij son iguales, el preproc~ 

so consiste en formar bloques de tal manera que el bloque que contenga a -

&ij contenga además a todas las disimilarida~es que igualen a esta. De ésta 

forma el algoritmo no empezará con la partición ~ás fina sino con la parti­

ción formada por bloques con disimilaridades iguales. 

4) Procederemos a encontrar ·1a forma explÍCi ta del gradiente de la t'u!! 
ción stress, para el caso particular de la funci6n de distancia de Minkows­

ky. 

82. 
s•. 

-r= 
T 

,. 2 
. t ( dij - dij ) 

1 < j ,;___ 

2 
t . d 

ij 
1 < J 

el stress asociado a la conti¡uraci6n. 



ki donde & es la delta de Kronecke¡ 

&ki = 1,0 si k=i ,k·#i respectivamente 

La derivación completa puede ser encontrada en el apéndice.A 

5) La magnitud h ("tamaflo de paso" en que se moverá la configuración a 

lo largo del gradiente) se varía en cada iteración. La magnitud h escogida 

en cada iteración, no afecta la.solución obtenida al final. Lo que si es -­

afectado, es el número de iteraciones requeridas para llegar a la solución, 

lo que en efecto es, un factor computacional importante. 

El procedimiento para el calculo de h, provee pasos grandes durante las 

primeras iteraciones, y, pasos pequefios al final. El valor inicial de h para 

una confi~uración inicialarbitraria debe ser aproximadamente 0.02. Despues, 

el valor h es determinado por la formula: 

h:=h*fa*fr *fbs donde 
3 

COE0 

fa=4 

0 =angulo entre el gradiente actual y el gradiente anterior 

fr=--!.!.~--- -
l + c5 

5 

1 
c5 = min < 

1 
. 

1 
fbs = min< 

1 1 

1 1 

s 1 

-5~- > 

1 

s 1 

--7- > 
s 

S5= Stress de la configuración obtenida hace cinco iteraciones 

S = Stress de la configuración obtenida en la iteración anterior 

Si no han sido calculadas todavía 5 iteraciones~ s
5 

puede ser tomado 

como el primer stress calculado, Artificios similares pueden ser utilizados 

~n relación a s· y 0 en la primera iteración. Recordando el significado ge2 
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métrico del gradiente de una función de valores reales f como el vector 

gr ad ar ar ·ar 
f = ( ---- ' .. ' a ic

1 ax2 ax n 
f 

El angulo entre grad S y grad S está dado por 

coa 9 = < grad S,grad S > 
----,~--¡-¡~~-¡---

6) Supongamos qve hemos llegado a una· configuráci6n X en R
8 

, entonces -

formamos la nueva configuración siguiendo la dirección del vector X + t grad(S) 

donde 

t 
h 

mag(grad(S)) 

i.e. , la componente xis de la nueva configuración es la·dada por 

Si suponemos que X está normalizada 

2 1 mag (grad S) = -- !: n 
l a s l <--- > 
1 a X 1 

, ls 

2 

as 
ax 

is 

La ejecución de.los procedimientos descritos en los párrafos anteriores, 

constituye el aspecto computacional central de la implantación del metodo des­

crito en el capítulo anterior. Mientras este proceso se desarrolla se logran -

sucesivamente, valores más pequeños de la fur1ción stress·. Eventualmente el va­

lor del stress desciende en forma significativa, de tal forma que, iteraciones 

adicionales resultan en un mejora nula o insignificant&F.s conveniente contar -

con criterio~ adicionales para la terminación del proceso, comq puede ser el -

nú~ero de iteraciones , etc.Para una configuración arbitraria, la condición de 

m1nimo local sugerida es aproximadamente del 2% (i.e. ;mag(¡zrad(S) = 0,02 ), Es 

te criterio dependerá en algunos casos de las condic:iones específicas de los -

datos. Para ~atoa con gran variación estadística (i.e., n=40,t=2,o,n=l5,t=5) -

un valor mayor es apropiado. Con más precisión lo anterior significa: un valor 

graqde del criterio podría representar tanto como e=0.05 o posiblemente tan al 

to como e=0.10. Un valor bajo podria e=0.005 o cualquier valor menor, incluye!! 
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do por·supuq§F.9 cero. 

La comp1~Gada naturaleza de la rutina iterativa, arroja como reaultado, -

que la cantidad de c6mputo involucrado en la obtención de una configuración -

por el método ordinal, es mucho mayor que la necesaria utilizando el método -

clásico. Pera U!'\ conjunto típico de datos, el escalamiento ordinal podría to-­

mar de 10 a 15 veces más· tiempo que el escaiamiento clásico para la obtenci6n" 

de una configuraci6n asociada a una matriz dada. 



ROTACION DE PROCRUSTES 

Abordamos ahora la descripci6n del m~todo numérico utilizado en la téc 

nica Procrustes. 

Podemos considerar que la única dificultad en la implementaoi6n de es­

ta técnica, reside en la deacomposici6n de la matriz Z=Y'Xen la forma - -

Z=Ur V'(descomposici6n de valores singulares). Un excelente algori~mo puede 

encontrarse en Wilkinson (1970) bajo el nombre de SVD: 

Para propósitos computacionales sumarizaremos los cálculos involucra-0 
dos. 

Se~n X, Y dos configuraciones 

a) A partir de X,Y construir la matriz Z=Y'K. 

b) ~ncontrar las matrices u,r,v tales que z=urv• donde U es una matr1r 

con columnas ortonormalizadas, V es una matriz ortogonal· y r es una matriz 

diagonal de valores positivos. 

e) Calcular el factor de escala e 

tr( r) 
c = ---------tr ( YY') 

•\ Calcular la medida de bondad de ajuste 

a2 = c2 tr(XX') + ctr(YY') - 2ctr( r) 

e) Encontrar la matriz de Rotaci6n A 

A = VU' 

f) Encontrar el vector de rotación b 

b• X- A~Y 
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g) Rotar y trasladar la configuración Y i.e 

* y = cA'y + b r r 
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CAPITULO 6 

Es el propc".11ito de esta sección el mostrar los reportes impresos de los • 

subprogramas que conforman MDS, las tablas que componen la aubsección siguien-

te fueron en su totalidad generadas por MDS,y servirán de base en la discusión 

del ejemplo numérico que ilustrará el empleo práctico de los métodos descritos 

en los capítulos anteriores. 

Ejemplo Numérico 

1 2 - ·3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 o 

2 244 o 

3 218 350 o 

4 284 77 369 o 

5 197 167 347 242 o 

6 312 444 94 463 441 o 

7 215 221 150 236 279 245 o 

·0 469 583 251 598 598 169 380 o 

9 166 242 116 257 269 210 55 349 o 

10 212 53 298 72 170 392 168 531 190. o 

11 253 325 57 340 359 143 117 264 91 273 o 

12 270 168 284 164 277 378 143 514 173 111 256 o 

La tabla se utilizó como matriz de prueba para los subprogramas Escalamiento 

Clásico y Escalamiento Ordinal. Los datos utilizados corresponden a las distan 

cias por carretera entre doce poblaciones de la Gran Bretafia. 

49 



Escalamiento Clásico 

* * * *ESCALAMIENTO e L A s I e o * * * * 
PROPORCION PROPORCION * 

DE DE 
No VALOR PROPIO MATRIZ DE MATRIZ DE 

DISTANCIA DISTANCIA 
EXPLICADA EXPLICADA 

l 394472.79 79.73 97.25 

2 63634.37 92.59 99.78 

3 '13544.07 95.33 99.90 

4 : 10245,31 97.40 99.96 

5 '2466.68 p7.90 99.97 

6 1460.27 98.19 99.97 

7 500,89 98,29 99.97 

8 -0.00 98.29 99.97 

9 -16.94 98.30 99.97 

10 -214.08 98,34 99.97 
' 

ll -1141.22 98.57 99.97 

12 -7063.42 100.00 100.00 

La tabla muestra los valores propios asociados a la matriz B así co 
' . .-

mo las medidas de bondad de ajuste sugeridas por Mardia para la propor--

ci6n de matriz de distancia explicada por una configuración obtenida por 

el m&todo de escalamiento clásico, la expresión numérica correspondiente 

a cada medida es respectivamente 

11 

t 
B 

I 

r=l 
w· ,. ----2,a n 

t 

r=L 

el empleo de cada medida depende del carácter de·la matri~ de datos cona! 

dorada, recordando que la segunda medida es m6s conveniente en el caso de 

que la matriz de distancia D no sea necesariamente Euclideana. Un exámen 

a la tabla revela enseguida· el caracter bidimensional de la configuración 

50 



obtenida. Am as medidas reportan una proporción superior al 90% y en el -

caso concretJ de la segunda medida, la configuración en dos dimensivnes -

explica prác icamente la totalidad de la matriz de distancia. 

La conf guración obtenida utilizando esta técnica se muestra en la ~ 

tabla siguie te 

* * * *Es e AL AMI EN To· e LA s I e o·~ * .* *. 

*CONFIGURACIJN DE PUNTOS, SOLUCION CLASICA* 

1 2 

0.249325 1.921810 

1.117395 . -0.242210 

-0.762621 0.424228 

1.168113 -1.047268 

1.042611 . 1.925208 

-1.290233 0.426846 

-0.042854 -0.691027 

-2.104742 -0.353027 

-0.174756 -0.075266 

0.842838 -0.369057 

-0.661968 -0.462649 

Q.616892 -L457587 

Escalamiento Ordinal 

* * * *gsCALAMIENTO ORDINAL**•·•· 

ESC LAMIENTO ORDINAL, 
CORFIDO BAJO LAS SIGUIENTES OPCIONES 

MATFIZ DE DATOS SIMETRICA 
AJUETE BAJO ENFOQUE PRIMARIO 
CON ICION DE MINIMO LOCAL 
MAX MO DE ITERACIONES 
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DIMENSION REQUERIDA 
METRICA DE MINKOWSKY 

PARAMETROS ASOCIADOS A LA 
CONFIGURACION OBTENIDA 
ITERACION EN CURSO 
MAGNITUD DE GRADIENTE 
STRESS 

2 
=2.000000 

= 101 
=0.000126 
=0.010643 

El metodo de escalamiento ordinal fuá ahora utilizado para la obtención 

de una configuración asociada a la matriz de datos de la.tabla.' La tabla nos 
~I: 

muestra algunos datos correspondientes.a la configuración obtenida impresos . 

por el subprograma ESCALAMIENTO ORDINAL. En específico se informa el tipo de 

matriz de datos analizada, el criterio de ajuste en caso de medidas experi-­

mentales con el mismo v~lor numérico, las condiciones que de cumplirse resu! 
I 

tarán en la terminación del proceso iterativo, i.e., la magnitud relativa -

del gradiente de la función stress especificado como condición de minimo lo~ 

cal y el número máximo de iteraciones permitidas para la búsqueda de la con­

figuración con stress minimo. A continuación Se muestran las condiciones que 

resultaron al término del proceso,i.e., la iteración en curso y la magnitud 

relativa del gradiente de la función s~ress. 

De acuerdo con el reporte mostrado, el método no convergió, pues la ter 

minación del proceso fué causada por excederse en el número máximo de ite~ -

raciones permitido. Esto se debió al criterio tan restringido pedido como -

condición de mlnimo local ( 0.000100). Por otra parte, el stress asociado a 

la configuración obtenida por este metodo nos lleva a clasificarla según el 

criterio de Kruskal (considerado hoy en día demasiado simple) como excelente 

(stress = 1.06 %) • La siguiente tabla mi.1estra la configuración de puntos a -

la que se llegó por el metodo que tratamos 

* * * *E s·c A L
0 

AMI EN T.O 

• CONFIGURACION DE PUNTOS, SOLUCION ORDINAL • 

0.723483 0.336022 
-0:270878 1.035944 
0.275689 -0.650876 

-0.630301 0.964504 
0.477298 1.145919 
0.432855 -1.123869 

-O, 221228 -O. 107837, 
0.149550 -1.907132 
0,062437 -0.10547A 
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-0.285246 0.734465 
0.001730 -0.650266 

-0.715389 0.328602 

én cierto sentido esto podría parecer una muestra inútil del uso de las 

técnicas,,pues se conoce la configuraci6n real que di6 origen a la matriz -

llnalizada, sin embargo, servirá para mostrar algunos aspectos de interés -

inherentes a los métodos de escalamiento. 

Las observaciones hechas sobre las configuraciones obtenidas ilustran 

el hecho evi.dente acerca de la carencia completa de significado particular 

de los ejes resultantes, por lo que es perfectamente factible la búsqueda -

de otros que conduzcan a una interpretación obvia. El problema de encontrar 

dimensiones con significado es uno de los propósitos principales del esca!~ 

miento , Kruskal y Wieh (1978) sugieren que una regresi6n lineal múltiple -

entre alguna direcci6n en la configuraci6n y varias características de los 

puntos, puede ser Útil al tratar de interpretar las dimensiones. 

Otra forma. en la que la gráfica de una configuración puede ser usada -

es para localizar grupos o conglomerados de puntos que estén cercanos. Si -· 

se encuentra una configuraci6n en una dimensión mayor a dos, los problemas 

de interpretaci6n son considerablemente más complejos. Puede ser de ayuda -

graficar las dimensiones dos a la vez, una regresi6n lineal múltiple puede 

ser también de utilidad. 

COMPARACION DE CONFIGURACIONES 

Las configuraciones obtenidas por cada uno de los metodos tratados fu~ 

ron comparadas por el subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES utilizando 

la técnica de Rotaci6n de Procrustes. ~n este ejemplo én particular al con­

tarse con la configuración real, fué posible la comparaci6n de cada config~ 

ración generada con dicha ~onfiguración. 

El subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES report6 en cada caso la 

suma de cuadrados residuales. 

n 
E ( x

1 
- (Ay

1 
+ b))'(xi - (Ayi + b)) 

i=l 
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donde x
1 

es un punto de la configuración con respecto a la cual se compara 

ta configuración Y de la cual yi forma parte. 

Asimismo se imprimió el factor de escala correspondiente, la matriz -

de Rotación A y el vector de traslación b que minimizan la suma de cuadra­

dos residuales. Por último el subprograma en bae~ al factor de escala , la 

matriz de rotación y el vector. de traslación calculados, escala rota y - -

traslada la configuración que se ha comparado.· Los reportas impresos por -

este subprograma se muestra a continuación en forma condensada. 

• • • • R o· T A c I o N D E p R o c R u s T E s * • * • 

COMPARACION DE CONFIGURACION CLASICA CON CONFIGURACION VERDADERA 

* SUMA DE CUADPADOS RESIDUALES = 
* FACTOR DE ESCALA "' 

*MATRIZ DE ROTACION * 

1 2 

0.32 -0.95 
-0.95 -0.32 

*VECTOR DE TRASLACION * 

1. 

424.25 
383.42 

4.0381E+06 * 
l.7557E+02 * 

* *' •ROTACION DE PROCRUSTES* * •·• 

COMPARACION DE CONFIGURACION ORDINAL CON CONFIGURACION.VERDADERA 

* SUMA DE CUADRADOS RESIDUALES = 
* FACTOR DE ESCALA • 

* MATRIZ DE ROTACION * 

1 2 

-0,99 0,13 
-0.13 -0.99 

*VECTOR DE TRASLACION * 

1 

424.25 
383:42 
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Un examen a la suma de cuadrados residuales correspondiente a cada com~ 

paración en este ejemplo en particular muestra una superioridad del método ~ 

ordinal sobre el clásico, aún cuando tal superioridad es casi insignificante 

pues al hacer el cociente de los cuadrados residuales este resulto ser casi 

1 ( 0.9746 ). 

La última tabla muestra por una parte a le configuración real y por otra . 

e las configuraciones obtenidas por el·método clásico y el método ordinal en 

ese orden. El subprograma COMPARACION DE CONFIGURACIONES imprime opcionalmen­

te le configuración que he sido comparada escalada, rotada y trasladada con -

respecto a le otra configuración. 

* * * * R o'T A e I o N D E 

257.00 
529;00 
339.00 
629.00 
292.00 
259.00 
508.00 
265.00 
433.00 
533,00 
42Q.OO 
627.00 

279.00 
104.00 
554.00 
142.00 
90.00 

665.00. 
433.00 
842.00 
438.00 
183.00 
563.00 
308.00 

• 118.90 
527.66 
310.63 
664.35 
163.17 
280.38 
536.69 
363.98 
426.28 
533.23 
463.74 
701.40 
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233.36 
211.37 
486,20 
248.44 
101.31 
573.76 
429.59 
753.22 
416.72 
264.18 
519.60 
363.26 

222.36 
458.33 
375.14 
555.24 
258.01 
350.79 
486.18 
453.15 
411.63 
472.88 
447.03 
600.30 

321.07 
101.80 
564.12 
107.71 
99.67 

693.90 
403.82 

. 889.39 
413.34 
180,42 
554.17. 
271..59 



SUMEN DE LAS FUNCIONES DE MDS 

om aración de Confi uraciones 

Compara dos configuraciones por la técnica Rotación de Procrustes desarr2 

lada por Gower. 

scalamiento Clásico 

Obtiene la configuración asociada a una matriz de datos por el método de 

scalamiento clásico debido a Torgerson.y Gower.· 

scalamiento Ordinal 

Obtiene la configuración asociada a una matriz de datos por el método de 

scalamiento ordinal desal'rollado por Kruskal. 

jecución 

Requerimiento 

Transmitir RUN MDS en respuesta al promptde CANDE. 

El programa mostrará una lista de subprogramas en 

la terminal. El usuario puede seleccionár uno a la 

vez. El control será transferido al subprograma S! 
leccionado, el cual a su vez desplegará en la ter­

minal una lista de opciones o informaci6n requerida 

para el proceso deseado. Cualquier número d~ requ! 

rimientos pueden ser ejecutados en el miemoo dife­

rentes archivos •. así como en loa archivos creados 

por el programa. Cuando la ejecución del subprogr! 

ma seleccionado haya sido completada, el subprogr! 

ma devolverá.el control al progrrona principal, mo! 

·trará nuevamente el menú en·la pantalla y esperará 

el siguiente requerimiento. Si el requerimiento no 

~uede ser completado se mostrará el mensaje de -­

error apropiado y se devolverá el ~ontrol al pro-­

grama principal en espera del siguiente requeri- -

miento, En esta descripción cualquier referencia a 

un archivo debe ser un identificador de archivo v~ 

lido asociado a un archivo existente en el sistema. 

Comparación de Configuraciones 



efinición 

iscusión 

kntrada y Sal~da 

Opciones o Información 

Requerida 

Requerimiento 

' Definición 

Compara dos configuracion~s por la técnica de Ro­

tación de Procrustes desarrollada por Gower. 

·La exposición detallada de esta técnica se encue~ 

tra en el capítulo 4 · de este trabajo. Este sub-­

programa debe ser ejecutado cuando se tengan dos 

configuraciones 'X', 'Y' obtenidas por diferen-­

tes técnicas, o con una diferente función de dis­

tancia y se desee comparar la configuración 'Y' -

con respecto a la con figuración 'lC'. 

El subprograma requiere ~os archivos. Cada uno:• 

conteniendo una configuración. El formato requer! 

do es (8Fl0.6). El subprograma al termino de su -

ejecución provee la facilidad de imprimir o crear 

un archivo en disco con la configuración'Y' rota­

da y trasladada, el formato será también (8Fl0.6) 

Dimensión 

Indicará la dimensión del. espacio en que· se encue~ 

tra cada configuración, la cual podrá diferir para 

cada configuraci6n. 

Tamal'lo de Muestra 

Precisará el'número de puntos en cada configura- -

ci6n. Deberá tenerse en cuenta que este número de­

berá coincidir en ambas configuraciones. 

Escalamiento Clásico 

Obtiene la configuración asociada a una matriz de 

datos por el método de escalamiento clásico debi­

do a Torgerson.y Gowe~. 
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Discusión 

Entrada y Salida 

Opciones o Informac'i6n 
Requerida · 

Requerimiento 

Definición 

La fundamentación teorica de esta técnica puede ser 

encontrada en el capitulo 2 de esta exposición. Este 

8ubprograma debe ser usado cuando se tenga una ma~ 

triz de distancia que sea exacta o al menos aproxi­

madamente euclideana, o en el caso de una matriz de 

similaridad. 

El subprograma requiere solo un a.rchivo de datos, .­

el cual contendrá la matriz de datos analizar. El -

formato esperado es (8Fl0.6). Al completar la tarea 

el programa está en posibilidad de imprimir o crear 

un archivo en disco con la configuración obtenida -

por este metodo, el formato utilizado será también 

(8Fl0.6). 

Espacio de Observaciones 

Proporcionará el total .de puntos considerados los -

cuales deben coincidir con la dimensi6n de la ma- -

triz de datos. 

Espacio Modero 

Indicará el número de coordenadas o dimensiones re­

. queridas en la configuración por obtener asociada a 

la matriz de datos en cuestión. 

Matriz de Datos 

El carácter de la matriz de datos determinará el t! 

po de proceso a seguir segun el caso. Si no se pro­

porciona dato al respecto se asumirá una matriz de 

distancia, la otra opción disponible es considerar 

una matriz de similaridad. 

Escalamiento Ordinal 

Obtiene una configuración asociada a una matriz de 

datos por el método ordinal debido a Kruskal. 
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Discusión 

Entrada y Salida 

Opciones o Información 
Requerida 

Una exposición detallada de esta técnica puede ser 

encontrada en el capítulo 3 de este trabajo. 

Este subprograma deberá utilizarse cuando las dis! 

milaridades observadas son tales que sus valores -

numéricos son de poco significado y el rango de º! 

den de estas es la única información considerada -

relevante • 

Este subprograma opera con un archivo de datos con 

teniendo la matriz a procesar. El formato esperado 

es el usual (8Fl0.6). Al término del procesamiento 

de la matriz el programa podrá a elección del usu~ 

rio, imprimir o crear un archivo en disco con la -

configuración obtenida por este método. En este ú! 
timo caso el formato a utilizar será (BFl0.6) 

Dimensión 

La dimensión de la matriz de datos es necesaria p~ 

ra la lectura de esta, por lo que respecta al ecp~ 

cio de observaciones. Para el espacio modelo, la -

dimensión del espacio en el que se encontrará la -

configuración a obtener, lo cual indicará el núme­

ro de coordenadas requeridas en la configuración -

buscada. 

Configuración 

Informará al programa de la disponibilidad o ause~ 

cia de una configuración inicial. Si esta opción -

no es considerada se supondrá la ausencia de ésta. 

Medida experimental 

Definirá el carácter de la medida experimental en­

contrada en la matriz de datos, esto es, si se tra 

ta de un coeficiP.nte de disimilaridad o de un coe­

ficiente de similaridad. Al ignorar esta opción se 
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asumirá que la medida utilizada corresponde a un -

coeficiente de disimilaridad. 

Distancia 

Seleccionará un elemento de la familia de funciones 

de distancia Minkoweky al especificar el parámetro 

R de esta clase de métricas. Esta función de dista~ 

cia Be utilizará en el cálculo de distancias entre 

los puntos de la configuración. La métrica default 

es la euclideana ( correspondiente a R=2). 

Ajuste 

Determinará el enfoque a utilizar en el caso de en­

contrar medidas que coincidan en valor numérico den 

tro de las entradas de la matriz de datos.- Los enfo 

ques a elegir son el primario o secundario, tenien­

dose por default el primero de estos. 

Criterio de Terminación 

Determinará el criterio de terminación del proceso 

iterativo. ·se elegirá entre un número máximo de it~ 

raciones o la magnitud relativa del gradiente de la 

función ·Stres11. El proceso finalizará cuando alguna 

de las dos condiciones se satisfagan. Los valores -

default considerados por el subprograma son de 100 

iteraciones y 0.025 como condición de mínimo local. 
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APENDICE A 

EL GRADIENTE DE LA FUNCION STRESS 

* 
V S = 2 E (.dij - dij ) O (dij ) 

* . 2 
o = i,~ dij 
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- 2. S* 

.. 
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8
,.
1 

. s s B•l 

O ( 1 xi~ - xJe ¡r) a r 1 xis - xJs Jr-l D (lxia - xJ
8

1) 
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l 1 )•- ---;-r 
r dr ... 

ij 

t 

= 
{ .!: ) 
B=l 1 xis - xis di. 1 
-:--------- .,..:..;¡_ = -

t 1 I r dr r-1 { ~ xis. - xjs } ij d 
" ij B=l 

t 

.i: 1 x18 - xjs l·r-l si&num (x
18 

- xj
8

). D (x
18 

- xjs ) 
S::rl 

De acuerdo a lo anterior la componente k l del gradiente de S es 

= s 
l 

d!J - d" 6kj ) . { • ~ 
s 
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APENDICE B 

EL ANALISIS DE COMPONENTES PRillCIPALES 

La relación que existe entre el método de escalamiento clásico y el an~ 

lisis de componentes principales se discutió en el capítulo 3. Tratando de -

evitar una complicación innecesaria en la exposición se ha diferido hast.a -

aquí la presentación de los fundamentos de tal técnica. 

Definición 

Si x es un vector aleatorio con media u y matriz de convarianza S, en-­

tonces la transformación de componentes principales es la transformación 

T X ~ y= G'( X - u ) 

donde tes ortogonal , G'SG =Les diagonal Yl > 12 >····> 1 > o. El tener 
1 p 

valores de li no negativos está garantizado si' S es positiva definida. La re-

presentación de S se sigue del teorema de descomposición espectral. La i-és~ 

ma co~pon~nte principal puede ser definida como el i-ésimo elemento del vec-­

tor y , denotado 'como: 

tor 

I 
via 

Aquí g(i) es la i-ésima coluní~a de G, y puede ser llamado el i-éaimo vec 

de cargas de componente~rincipales. , 

Las propiedades ~:pales que poseen las nuevas variables generadas -

la transformac1"6n' T son enunciadas por el siguiente teorema: 

/' 
'l'eorema 11 

definida arriba ; entonces se cumple 

(Vi ) = Ó 

V (Y ) = l 
/ i 

iii l e ( v 1 , v J ) = o i J 
lv) V ( y

1
) >V ( y

2 
)> 
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p 

v) 1: V ( y i ) = tr S 

i=l 

p 

vi) íl V ( Yi ) = 1 s 1 
i=l 

las propiedades i) a iv) se siguen a partir de la definición de la tran~­

formaci6n T y las propiedades del· operador Esperanza. La propiedad v) se sigue , 

a partir de ii) y el hecho de que tr S es la suma de los v~lores caracteristi­

cos, vi) se sigue de ii) y del hecho de que 1 S 1 es el producto de los vale-­

res caracteristicos. 
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APENDICE C 

TEOREMA DE DESCOMPOSICION ESPECTRAL 

Cualquier matriz simétrica A p·1ede ser escrita como pxp 

donde L es una matriz diagonal de valores propios de A, y G es una matriz orto 

gonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados. 

Demostración 

Supongamos que podemos encontrar vectores ortonormales g(l) , •.• , g(p) ta 

les que A g (i) = 11 g.(i) para algunos números 11. Entonces 

1 i = j 
g(i) A g(i) = 1i g(i) g(i) = < i 

o i ~ j 
o en forma matricialG'AG = L por lo que A y L tienen los mismos valores -

propios, así que 103 elementos de L son exactamente los vectores propios de A 

con la misma multiplicidad. Por lo tanto debemos encontrar una base ortonormal 

de vectores propios. Hay que notar que si 1.i ~-lj 9Cn valores propios distin-­

tos con vectores propios asor.; :!~tl··:ir-,--f~i~ispecti vamente, entonces 
.... .:. ........... .,., .... ..--~--··,..-- --

,,,...,.~.~ 

-·"" ....... ~ 

/ 
,,,.,. . ...- 11 x·y "x'Ay = y'Ax = lj y· x, así que y'x = O 

De aquí que para una matriz simétrica, vectores propios correspondientes 

a vectores propios distintos son ortogonales entre si. Supongamos que hay k -

valor0~ or~nios de A distintos con correspondientes espacios propios -_,,.. __ .. ·-...-·· _,__,- ,, 

H1 , •.. , t\ de dimensiones r
1 

, •.• , rk 

k 

Sea 

Ya que espacios propios distintos son ortogonales , existe un conjunto o~ 

tonormal de vectores e
1 

, ••• , er tal que los vectores 
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j-1 

i: r 
i=l i+l 

j 

, · .. •, I r 

1=1 
1 

forman una base para Hj , de tal manera que rj ~s menor o igual a la multipli­

cidad del valor propio correspondiente. De aquí que reordenando los valores -

propios li si es necesario, podemos suponer 

A ei = 1
1 

ei , i = i, , .. , r y r <= p 

Si r = p, hagamos gi= e1 y el teorema esté probado. 

Si r < ~ entonces nos lleva a una c.ontradicci6n y por lo tanto no puede -

aparecer tal situación. Supongamos sin pérdida.de generalidad que todos los V!. 
lores propios de A son estrictamente positivos ( si no, podemos reemplazar A -

por A + aI para un escalar a apropiado. ; debido a que A y A + ar tiene los mis 

mos valores propios. 

r 
Sea B = A - l: li ei ªÍ 

i=l 

entonces 

r 

i=l 

... 
p 

i=r+l 

ya que r < p. Por lo tanto B tiene al menos un valor propio no nulo, digamos -

f. 

Sea xi O el vector p~~pio correspondiente, entonces para .1 <:11 j < = r 

r 
f ej X = ªJ B JC "' ( 1 j e j - i: Li ( ej ei ) ei ) X ,; o 

i=l 
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así que es ottogonal a e . j = l, ••• ,r 
J 

Entonces 

así que x es vector propio de A también. Por lo tanto f = 11 para alguna i y x 

es una combinación lineal de las e. , lo cual contradice la ortogonalidad en~ 
l . 

tre las x y las e1 



APENDICE O 

Teorema ----
n · n 

Si UCR es abierto y f: UCR _,. R es diferenciable y x
0
e U es un extremo -

local, entonces Vf(xo) = O 

Demostración 

n Supongamos que f alcanza mínimo loc~l en x
0

• Entonces para cualquier - -

h&R , la función g(t) = f(x + th), teR tiene un mínimo local en t =O, esto 
o 

implica que g'(O) = O. P~r otra parte por la regla de la cadena 

g' (o) = Vf (x ) .h=O 
o ' 

Por lo tanto'lf(x
0

).h=O, para cualquier h, por lo que-vf= O 

,./ 
Supongamofl ,,,,,. ~.-Erit()nces -V f apunta en la dirección en que f decre-

_,,11'"".!.,. ··áp1d:en~e. • 

Demostración 

Si n es un vector unitario, la rapidéz de crecimiento de f en la direc- -

ción n es-c:-7f, n>= 11vr11 cose donde a es el ángulo entre ny-r¡f. -

Este es máximo cuando 6 = O; esto es cuando n y -V f son paralelos, En otras 

palabras, si se desea moverse en la dirección en que f decrece más rapidamente 

se debe proceder en la dirección de - V f. 
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"[?l :.=~fi:'l :=!\( ?,fl;. 
?CPl:~ .; - · 

-=t.; u-
f cfi 1':=1 f7fi' 1 UrHIL :;;·, !JO 
BfG:~ I(<'..,. = ... 

ÍOR P:~1 ::n: ;'> 1- l'l-iTlL ,. - 1 no 
fOG íl:=P + 1 ~TíP 1 U~TlL ~ 00 

~~:= * + ~~5{A(P Q)); 
J F S ~ = l T li ¡: ., ·:i C O IJ 'f; . 
lléf~I!!'= ¡F ! < 4 THDl : .i:. * 
F-1'.lí: ?:=l ::n::p 1 lJ:~Til I; • 1 

fri ,( 1:-==P + 1 ::ll i'P· '\ U>fl' lL 
•~fGJhl . . . 

Sfo! J 
()~ 
lf 110 

N•*2 u.se 11.•'·; 

r,: =1 .-, * •. r¡ -se" e f r11 > • iF ~- ~., ~hD 1esfD[P1). G = AB~(D[P]) ~N~ 
~q~CD['ll) + G = ADSCDC3]) THE~ . 

,d:·p, 'l]: =·. 
2L 5[ 

lf ~8S(A[P~Q]) > T~fSh lHf~ 
'~ '::; 1 ·-¡ 

11:=uroz - rirf.J; 
If Af.~ t.) + G = A8S(tt) T~tN 

T:=.1(?,.<ll I H 
t:LSt:. 

~EflN · · -
T 1-!.E TA • =- • 5 • H I A [ P .o l • 
1:=1 1 oas<T11E11.> ··si._h<1 • Hif.JA •• zu; 
lf THllA < .· THi:t. . • . · 

OUT: 

l:= - T; 
t "[t • . 

c:='í/ 1

'iORTC\ • T••2); 
::;:=T • e; 
T~U:=~ I (1 ·+ C>; 
l~:=T * J.[P,Ol;· 
Z[Pl:= ···-ii; 
H<l1:= • + H; 
I>[ Pl : ;: "' - - tt; 
0[ .. l:"' ~ + H; 
1\ (p ,o l: =! • 
Fí:>f. J: =1 ~T 1: P 1 UflT 11. f' 

~~GI~ . 
f:.=Aí·J,Pl;_ 

.• 

.. ou 

1t:.:J [J,fl 1; . . 
A[J,rl:=6 - S w CH + G * T4UJ; 
l~J,~J:•H + S * lG • ~ •TAU); 

F~D; .- -
FOH J:=f + 1 ~TfP 1 UNTJL Q • t DO 

1F-G·lN 
G:=J'CP,JJ; 
H:=A[JIG]; 
~[F,Jl:=C - S * IH + G * TAUf; 
J.[J,GJ:=~ + S • (6 - 1-·•• T1Hli; 

~;~ [); 
Fu~ J:•Q + 1 5TEP 1 U~l!L H 00 

'H:Glil 
G;:::¡.[P,Jl; 
h·=J[Q,J); . 
;,tP,J·J:=G - S *· (H + 6 * TAU); 
A[~,JJ:rh + S * (G ~ H • TAU); 

FNO; . 
FOR J:=1 ~l[P 1 UnllL ~ 00 

Hf:Gt I~ 
G&=;r[J f'l; 
H:=vCJ Q]; 
V(J,P] ;:G - <; * (H. +. G * TAU)¡¡ 

,_.,,v0 ~J,QJ =h_ + S * (G -·.ff a TAU); 
•• 'I 1 

i.rl t>¡ 
f HD; . 

FC!? f::1 ;iTEt> 1 U!.lIL t; b(I 
HEPI\ 

DfP];=~[P]:; * + l[Pl; 
Z(;>l:=i; 

¡:: 1-/ !:; 

fN:>; 
F~o· 
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X1° "1. Lit1L~li[~TC ~ffl)l~~L· I 
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<<<<<<<•,/_. 
<<<<<<· 1, 
<<<<<<-~); 

f!<CCtDUJ.i' 6TZCJP 1 P:1T); 
-Rffl{'P,P?-T• 

l r i)f' <= 'o illfN 
~ k f.í· ¡; 
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~PITE<TTYfsT?ºl~<· * ~OMBRE DEL ARC~lVO DE SALIDA ~-,1,x1>>; 
f[/O(TTY <A,•>,~T•>; 
~TP :=G~T¡~y;,) • 
~TJ.;= • "•''· F~FLIC~ !r~T~~(P[~l) 
J~FLAC! PC!NT~M(P( .]) 
~rFL~CF OUlF:Lr.TITL[ 
~HIL~ CUTFIL~.PRC~~NT 

~LGI~ . 
CLO'.i:: (GIJT F!U:); 

qy • • FO~ 14 WORDS; 
BY STR• 
~y POl~T~RCPC~l>; 
DO 

Wí<lT:'<Tlf <" * ARClllVC Pl~ESENTE *">)· 
4RIT~(TrYf'.iTOPJc<" • ~O~RRE DEL ~RCH!vo DE SALIDA •• ,,~Xt>>; 
fl[l[J(TfY,.C_il4:>,:.TR>; . - . · ·· 
c;11<:-=~i:1¡··r:o · 
'"'Tr•- * " f,. 
i'tal_:ci: t-¡f¡;~CP(é•)) llY " " FOR 14 WORDS; 
REFLACE P(l1:1T<::!HF(·cJ> BY STR• _ 
íld'L>c;: a•JTFIL'-:.llTLF El' POl,,TER(P[i)J); 

. EtlO; 
"11 D. 

PRCCfLU~f ~AT~lXOUTPUTCX,N,T,ttF,~F,OOV); 
AR~'y ~[•,•l; · 
1111 t:Gf r1 1-:, T ,•ll"J; 
FC'~l'JIT HF,Mf; 
H (!N 

ViLUI' .. P.'?.'Y 
~PC('' 6) . 
llCCLC1 í~>; 
I •il ¡:: t; ¿ f: ¡ < J,. ;: , L; 
e '' < li F r, e v , ; 
WhJTffF[Ja~l,~F>; 
K: =1 • . 
WJil~(F[J1~l,<X*,*(X4~I2,X4)>,SPC[OOV),~COL[OOV1 6 t'lJl< J;=·lC Jl.'"'.1'1111,.(K-11+1 SlEP 1 WHILE J <e NCOLC OV]•k 

. . A~D J <= T 00 J)· 
L:= 1 crv ~~~L~,JOJl + ( IF T MOD NCOL[ODV] = ~ JHEN ~ lLSE 1>;· 
Fflf· IC:=l <;l;'P UNTIL L DO- . 

ífJ•' r ;= i ~-¡ 101' 1 IJl'iTIL N Ou ' . 
•f. '.<P. TT '{ Fr·1 ;,-./] <Jl10 1 •f1;·.c.>,SPC[O.l>ll] NCúL[OOlll 

F0« J;=-1:0Ll61'J\/1•<K-1)-t-1 !:Ti-P 1 lol~lLE J <= .l.iCOL(O~Vl•K 
~4D J <=1 t~ X[l 1 J1J lHEN . 

·J ~ Gl \ . 
S T~,;~,. 1"ir ( ')fl V>; 
w-1-;· r.- < r r.o:>V 1,Pf >; . 
IJ 1<.L TL ( ¡::['.;¡ L>V l f'<X • ,• (lC4 ~12 ,ll4) >, :jPC [ODVJ, HCOL(ODV] L · 
F~~ J:=NCOl(uDlll•CK•t1+1 STEP l WHlLE Je= NCOL[O~VJ•k 

. · . · AHO J <= T DO J); 
~H(Hf,DOll); . · 

Hll; 
FNO • -

F~~cf~Ufff OPTFiL~Cx,~ .. ~,HF,~F>¡ 
,;F1r..1v xr•,•J; 
!l';l!'<:!"fl r; K· 
fQ·fll/. T llf:"t; 
F.r (;:J N 

FCf"'-41 
Cf"lF(~'·¡ ,"'.'i!'L(Cr.IO~E Uti.Jll/.D 

X~ 1
11 ;., Tr 1 • 11\f.L .. 1, 

x~· "f. ("·I?~ :Suii;."' I 

D~ SAL.IDA .. ,///, 

x .• .. ' •• -!. n r :. e c. .. f;' 
P~oc¿o11Rc -JÍ"ft-'C-•'"'>; 

l<fAL OP; 
e~",- e¡: :JF 
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FORl'IAf 

FOR I:=L + 1 STEP 1 UNTJL K DO 
aEGl fl 

G:=E(Il; 
Y:=Q(l]. 
H;'"S * f¡ 
G•:a .C * , . 
F.tl ··1J ;z:=SQRTCF * f + H * Hl~ 
C:·=F I l 
s:=H I l . 
~:=~ * G + G • S; 
G:=- X * S + G * C; 
H:='f * S· 
\':= * * t· 
FOR J:=1 ~TEF 1 UNTIL N DO 

<IEGih 
X:=<l[J,l • 1J; 
Z :=VCJ,I l• 
.V(J,I - 11:=x • e + z • s; 
VCJ,Jl:=·~ * S + z· * C; · 

!.: H I>. . • 
~CI -'1l:=z:~SQkT(f * f +. H * HJ; . 
C:=F I Z; 
$: = ¡1 ., 7.; 
F:=C * G + ~ * Y; 
X:=- $ * G. + C * Y• 
FON J:=1 STEP 1 UNfIL M DO 

8!;G1 ~ . 
Y: =.IJ í J, I - . 1]; 
z:=1JrJ,1l· 
urJ,1 - 1~:=Y • e + z • s; 
tJ(J,lJ;=- 'i * S + Z·• C; · 

f.'IO; 
l;ND; 

ECLl:="; 
c[Kl:=F; 
Q[KJ:=X· 

. GO SPL:fTI :<'i; 
CONVf.llGl:!l'~E : 

IF Z < .: TliEl\I 
'JEG!tl 

):--- Q(Kl !:$ liFCliO r-;o l'IEGATJVO ----
. •l[Kl :=- Z • ' . . 
. FJR J:=1 ~TEP 1 Uf;T JL ti DO 

. V[J,Yl:=- VCJ,K); 
E/ID; 

EHD; 
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l~TEGFR I~J~K; - _ 
FOR 1:=1 ~T~P 1 UNTIL P DO 
- FOR J:•1 STEP 1 UhTlL R DO 

FCR K:=t STEP 1 l•IHIL 'N·_oo - • 
Z[I,J1:= * + X[K,IJ * Y[K,Jl; 

FNO• 
~EAL ~ROCE)U~E TRXXTCX,~,F>; 

.H<R.-Y X[..,_,•J; 
Il\TEGE:t N,P; 
AEGI 11 -

I"tTl:'Gff( I,J • 
RE,IL T• ' 
fOq I :~1 $TEP 1 Ulffll N OC 

FOR J:=1 $TEP 1 U~TIL P DO­
T:= * + X[I,Jl 1l 1l 2; 

T;t;tXT:'-i"; 
END-

F~Ocf&URE cxcx,~,r,c>; 
VHUf C • 

- f. pp.y xt• •l; 
lhl~G~M ~:P; • 
l<E.~L C; 
fC'GTt. -

l"Trr-::~ l J • 
Fon 1:=1 ~T~P 1 O~TlL ~ DO 

FC-~ J:=1'.:T'.':P1 l..tlTlL F DO 
iC[I,Jl:= * * C; 

Ell [l-
F ¡¡o r r r.1rn r 1< P t. !J:: Y ex, Y, z, t., P >; 

~P~AY X,1,ZC•,•l; 
INT~í-rR ~,P; -
BíGfN 

r ·n E .; ;: r. r J • -
FOR T;=t ~T~P 1. UHTIL N DO 

F1fl J:=·I '>T~P 1 Ut.Tll P DO 
zr:,Jl:=Y[i,J] + Y[I,J]~ 

Fr.~-· 
PR~cr5u~r r~r~c~~1,c,oov>; 

fiFAt. :1s.1,c· 
l 11 T;: t; F •I O¡¡ ÍI; 
HGB 

li ;¡ J"f ~~ ( F [ D :.1111 , R S F, Ji 5 Q ) ; 
WR!liCFfl~11 1 SFF,C>; 
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f.j¡'>)'t 
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Z, 'I'. l",,T::;:z Y1 X -
A, % ~~TRll ~~ qorAClCN 
uf "( .J,v ·-1~n!tCt:.S DE FACTORIZ,t,CION OE 
V 1:P ~:Pl ~ Ynl~~es EilllGULAiES -

" G [ 1 : p"¡, T ~ t~•: <"1, l( ~ :' !, 1\ ,1? ~l : P, 1 : 1 1, W [1 ; 111 1 1 : 1]; 
fi<:fl c,1~~1,1'fYT,li_~,Tf\G, _ 
l l:T,'Gl'•I ·:; . 
no11Pr; 
INPUlDJS~(D~CFX); 
I I' P IJ 7 ll;, 1' .\ C '< (. 'J f: ~Y, P ¡, E O 1 ) ; 
ltlPUTO!!oK(P.:C Y); 
l !; PU l [l .\ 1 ; ( r, '1, l• Y, r: r. E 'J T) ; 
:1 T Y í Y,'<, 7 , :i, !', P > i 
SIJ)(F,r~1,:_;,.. 1,v>;. 
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T ¡: XT : =T .< l( n (X, •j, !'); _ 
TrVT:;1¡,~tT'V ~ P>· 
f(lR 1:=1 'iTt;f'

1
1

1
UNfIL P DO 

Ti\fi:= • t G[!l· 

~ Z = UGV 1 

'l.:ºTXXT:=TR<X)'') 
% T Y 'fT : -"T R ( YY t ) 

lf TYYT '1·: l . lrlt1J -
X TRG:=TRCG) 

r:~ G .':'~ 
C:,; li(~ I TYYT· 
~~l:= TXXT + f * (C 4 T'l'YT - 2 * TRG)J 
füi !:~:-~Tf~ 1 UhTlL N DO ·-

~r.,11.- 1, x w.-1 
JcTYCX~-Jt:Y. ll''.!1..:tllP(.1); X XMEl.N:=X 1 1 
CX(X'": -·. i,.r,1,.1 .>¿ " x11¿1,t.-:=1 /N )1 1 1 
lliY( f '-1 1'\."11 1-..,P 11;· ): Yl'!EAN;=-Y 1 1 • cxcnd.-.(i, .. ,!,f 7 ~>; X YMEAN:=1/N Y'1 
XTCY,P); X V:=V 1 

XTCU 0 >; ~ U:=u• 
XTYC v,11 \ r> ,P ,P) • X A:=VU' 
XT'fC/\f.l'fí;:~•;fT,P,P,1>; X T:=A''Hlf-AN 
CXCT • -¡ - >· ' % T: .. -A'YMl:AN 
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r 11 l: :~ _ · ' J • 
F n t " : = j ~ lf r , u N T ll. p I> o 
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F J 1¡ J : = 1 '-> 1 ,. i- U riT 1 t. 

Y[.:,Jl :=~[J,1J; 
[ti¡). 
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PRTii(íl$•:c,1u 
M~Tql~OU1Purt~,f,F,FnF~T,ílMF,e>; 
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FS, % STRFSS .\S(l°CIADO A LA ITERAClON AhTERlOR A LA EN CURSO 
Ji, .% FAQ:tl4t:Trl{> !>E LA l'ETRICJ, ·l'ltNlcOMSKl' . 
~ ~ ST~FSS DE LA ITEfiACION EN CURSO 
l: t CT~Eq~roq DEL rSPAClO·MODELO I 
S~STk X FACTOR.DE ESCALA orL STRESS .· 
l~STK~ X STRESS ~O ~OR~ALIZA~O DE L~ ITERACION EN CURSO 

IIWlEGFR . ·-----. _ 
CT, t CONFIGUR~CION 1~1CIAL <n = A~BllRA~IA , i e DISPONIBLE) 
IT 7; NUllE11ri DE ITl:R,l.ClúN EN CURSO . · 
ll~•x, i NU~ERO ~AXJl'O Ot 7TERACIO~ DES~AOAS.O~FAULT = zs~o 
~ X N~Mr1o DE E~TRAD~S EN LA MATttIZ DE DATOS . 
~tTRI~, t TIPO DF ~ATkIZ U[ DATOS cr=sI~lTRltA,1;NQ SIHEJRJCA) 
~E~SUíl~ ~ M(DlDA <1 = -~e· 1 = •se•> 
kL i NU~~NO O~ PU"TCS E' LA CONFlGU~ACION A OBT~NLR 
1~(· X TI~ T~EAT~~EhT (; •PRIMARY,1•5EC0NDARY) . 

~co rAu · · 
OK ~ VA~!~ALE USADA fhrA LA CONVfHG!NCIA D~L tt~TODO 
up¿ % VA<ll.rt'lLE PARA co~n lNUAR EL CALCULO Df UNA CONfl GUtACION 
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"• •• * .. ///), 
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x1··,,.~ •• ~::.DIOA ~llPERIME'NfAL•,/, 
X).: "1• 'IATRIZ L'E r.ATUS",/, 
X ~~t' 11 4 • DI ~·T ~ 1' C l /... I 
X~.'' 11 ~. '\JUSTi-" I , I 

X1~1 "i. CHJTE~IG 6E TCRMihACIOh"), 
CDrJFCICV,"rl~'Jrl Dt: Sflt:CCIC!\ •i"'.1",lll, 
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X> "1'1~ JP·'l:ICIOI~~ :" // 1 

x:F~";./Ul!EiW Of •'lBJrfos ORSF.~VADOS"), 
OMLFCll)º,ºN!1~L lt SElíCCICN •• ~.1",111, 

x~:,upe~Pn~CJCNE :" 11 
x~· 1 .' .. IU'l'- 11() !>F Dll'L'ÍSifiNé'S /\ llHUPHAR"), 

OCIJF(X:O~,"!ll'JCL DE St0 lf.CC!CN :'11",,///, 
X3 "SSL~cct~~F üPflU~" ,, . . 
X~~=··· C1~FlGURhC!UN l~lCÍhL AR~ITRARIA"~/, 
X1]~"1. ~D/fIGU~ACION !NlCtAL OJSPOhlBLE"1, 

OMCFCX"'","'<l'JrL Dl. St:LfCCitll ·¡',2",11 , 
x1· ,"~é'Lí:CCl•Jl!ló (•PC!ülr" 

. X':',""• -~ü;'.FlCli:llTC: IJF. ÓlS~MlLJ\fODl.D",/, 
X"' "i~ CO~fiCl~hlf DE SJ~lLAGIDAD") 

ODMF (X>. ~"'1JVEL [J;, Sili:CClOll "• 3",111, .' 
Y l, , , " •. '1t. T ilI Z S J "L T P. I CA", I 
x ~. , " 1. ., :.. T ;¡¡ z :Je ~ lf~ i:: r R: e''" l 
X~~,:~. l~TR!l Cth VALp~LS f'Lf 7'NlES"), 
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