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INTRODUCCION 

Un problema_ que aparece frecuentemente es ei de ajustar 

datos por medio de polinomios, esto es, s~ tenemos m valores da-

dos xi (i=l, ml de una variable real independiente x y a cada 

valor xi le corresponde un número real yi (donde Yi es el v~ 

lor observado o el valor calculado de alguna funci6n f de varia-

ble x), determinar los coeficientes aj (j=o, •• k} del polinomio 

Pk (x), tal que el polinomio pase lo m&s "cerca" posible de los 

puntos (xi , y i) [ver fig; l] • Donde 

(l.) • Pk (x) = a 0 + ~ 1 x + ••. + ~ xk = ~ aj xJ 
k j=o 

y el subíndice k indica el grado del polinomio. 

pk (X) 

·x 

Figura l. 
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Que el polinomio Pk (Je) pa,se lo Ilifüi "cerca" posible, 

quiere decir que 

sea "pequeño" para cada 1. Ci.=1, ••• m). Vemos que las ri son 

las componentes de un vector en ~ y, es deseable que alguna noE_ 

ma de tal vector sea cero. Debido a esto nos vemos en la necesi -

dad de hablar de la norma de un vector. 

Es bien conocido que toda norma de un vector satisface 

las siguientes condiciones: 

·i) 

ii) 

iii) 

Sean u, v e ~ y y e E 

l lül 1-- o. 

l IÜll==.o 

y 

-si y solo si u 

hl l IÜI 1· 

11ü+v11 < 11u1 1 + 1 1~11 • 

o. 

Si el grado del polinomio es mayor o igual que el nmnero 

de datos menos uno (k > m - 1) , la norma de r siempre puede 

ser hecha cero, ya que, los coeficientes aj se pueden escoger 

por cualquier método de interpolación polinomial, tal que, Pk (x) 

pase a través de cada punto (xi , yi). El caso interesante y el 

que veremos de aquí en adelante es, cuando k < m - 1, ya que, en 

la medición de una gran cantidad de f en6menos se txenen mucho más 

datos que el grado del polinomio que se desea ajustar, en este ca-
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so, la norma de r no siempre puede ser hech~ cero. Por esto, te 

nemas que elegir la norma de un vector tal que 

(3) 1lr11 sea mínima. 

Los siguientes ejemplos de norma de un vector son los 

m~s usuales en el an&lisis num~rico: 

(4) La norma Gershgorin 

(5) La norma Euclidiana 

11 -11 e~ lr 1· 1
2 > 112 

r 2 = i=1 

(6) La norma Chebyshev 

llrll
00 

= max lrd, i = 1, .•. m. 

Las =iguras 2, 3 y 4 muestran las "bolasª unitarias de 

las normas Gershgorin, Euclidiana y Chebyshev respectivamente. 

1. -1. 1 -1 l. 

Figura 3 Figura 4 
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Las normas ·Euclidiana· y Chebychev son l.as más popul.a-

res. Su diferencia básica es que mientras la norma ~'levreduce 

la desviación máxima al mínimo con el riesgo de incrementar el. poE 

centaje del error cuadrado, la norm~ ·Euclidiana permite gran-

des desviaciones en algunos puntos pero mantiene el porcentaje del 

error cuadrado al mínimo. 

Por lo tanto, la norma Chel:JYdlev puede ser usada si los V!!_ 

lores yi pueden ser observados o calculados con una gran exacti­

tud. Generalmente, conocemos muy poco de la distribución de los 

errores en los datos y se supone que son normales, si esto es váli 

do, la teoria de regresi6n pide el uso de l.a norma Euclidiana-

Por otra parte, la determinación numérica de los po1inomios Pk (x) 

correspondiente a la normaOleb-jchev es considerablemente más dificil 

que con la norma Eu.clidiana, ya que la norma OlelJyc:hev no es una 

función diferenciable. Así que, desarrollaremos en la teoría y en 

la práctica del ajuste polinomial de datos el criterio de la norma 

Euclidiana: Por lo tanto en lo sucesivo omitiremos el subindi 

ce 2. 

Nuestro problema es entonces, encontrar una a= Ca.,, ••• , 

ak) t tal que 11 r 11 sea mínima, pero esto . es equivalente a encontrar 

t 
a= (a~···., ak) tal que 1 1; 1 12 sea mínima, como veremos en el 

capítulo l. 

Expresando a r en notación matricial tenemos: 
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r1 Yi 1 .X1 
k X¡ ªº 

r2 Y2 1 X2 
k 

X2 ª1 
(7) r = 

rm Ym 1 Xm xk 
m ªk 

esto nos sugiere que la norma de r al cuadrado se puede expresar 

como: 

(8) 1lrl1 2 r~ 
l. 

1 1 ··y - xa: 1 1 2 

la cual tiene una interpretación geométrica corno lo muestra la fi-

gura 5. r 

xa 

Figura 5 

Si a es tal que minimiza 11 y.- Xa 11 entonces y. - Xa 

es ortogonal a la Im (X) donde X.j 

{Xj 
l t X~ , ... . t , xi> para j=0,1, ••• ,k Ya que si no lo fuera, 

existir:í.a un ª' tal que Y - xa• si es ortogonal a la Im Cx) , 

luego los puntos y, Xa y xa' formar.tan un triángulo rectángulo, 

teniendo lo siguiente: 
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i 1 Y - Xa' 1 1 2 + 11 X ta ~· l 11 2 
= 11 i - xa 11 2 

siendo a' el punto donde l lv - xa• 11 alcanza e1 minimo. 

Por lo tanto, claramente para j =O, 1, ••• , k tenemos 

(9) -t - -
X j (y - Xa) = 0 , 

donde xj es un vector coLumna de m componentes y t denota 

la transpuesta. De (91 nos queda 

c10> xt y - xt xi = o 

Por lo tanto 

(11) X t Xa = X t y 

Donde al sistema de ecuaciones (11) se les conoce como 

Ecuaciones Normales. 

SUMARIO. Nuestro trabajo consiste en 1a discusi6n de la 

soluci6n de1 problema antes p1antea4o y este ser~ desarrollado a 

grandes rasgos como se describe a c:;ontinuaci6n: 

En el cap1tu1o 1 se deducen, via cálculo diferencial, las 

~1<:neS noJ:J11ales. Notando._ la difiailtad- de resolver nuestro probleima 

por medio de estas, ya que, tienen un comportamiento numérico "ma-

lo" para un grado mayor que 7 u S. 

En el cap~tulo 2 hacemos ver que ·al usar polinomios or­

togonales las ecuaciones normales se simplifican de tal manera que 

la solución se obtiene silllplemente efectuando k + 1 divisiones. 
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En el capítulo 3, se implementan las ideas del capítulo 2 

con algunas modificaciones, se presentan comentarios al respecto, 

as! como las conclusiones ganerales. 

Observaci6n: En lo sucesivo, al hacer referencia de alguna 

fórmula, tabla o algoritmo, se usarán 2 n1lmeros; el pri.~ero indi 

cará el capitulo y el segundo la f6rmula, tabla o algoritmo de 

ese capitulo. Si se refiere a a1guna fórmula de la introducci6n, 

en vez del nCunero del cap~tulo tendra una I. 



CAPITULO 1 

ECUACIONES NORMALES 

DEL>UCCION ~ ~ ECUACIONES NOR~tALES 2 CALCULO DIFERENCIAL 

Aunque en la introducci6n planteamos el problema a resolver, 

ini~iamos este capitulo con la discusi6n de nuestro problema, des-

de un punto de vista vectorial. Con el objeto de plantearlo en foE_ 

mu m.is clara, asi como tambi~n, resaltar los elementos relevantes. 

Para ello, fijaremos nuestra atenci6n en el espacio vectorial 

V = {Todos los polinomios de coeficientes reales de grado me-

nor o igual a m - 1}, 

donde m es el nGmero de datos (xi,yi) dados. Es bien conocido que 

la dimensi6n.de V es m. Observese que para cada P en V existe un 

vector residual r(P) de la forma (I.7). 

Denotamós por p (P) e JR, a la norma del vector residual asocia 

do con P e V, esto es, 

p(P) = llr{P)lj. 

En base a estos términos planteamos nuestro Problema ~ ~-

ver: 

Determinar P* en V tal que, 

p (P*) .... p (P), 

para todo P en V. En otras palabr~~ que 

(1) p(P*) mini lrCPl 11-
PEV 
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La idea fundamental para la soluci6n al problema {1.1), es 

tomar subespacios; 

donde, 

Vk = {P e VI P es de grado < k} •. 

Ahora, el problema (1.1) se divide esencialmente en dos parte-7, 

que son: 

(la) 

Primero. Determinar, 

p = 
k 

min 1trCPl11 
FEVk 

para k = 0,1,2, ••• , m - l. (Cálculo de los coeficientes). 

Segundo. Determinar, 

(lb) 

(encontrar el grado). Definido en (1.4). 

Fiqura l. 
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Otro punto de importancia de nuestro trabajo, es que, a cada 

Vk se le asocia una base Bk, para K = 0,1, ••• m - 1, con la pro­

.Piedad de que: 

As1,. a lo largo de nuestro trabajo se muestra lo siguiente: 

1.- La selección de la base Bk 

2.- La selección de un método para resolver (l.la) 

3.- La selección de un criterio para determinar (1.lb) 

Ahora,. en lugar de minimizar (1.1) minimizaremos 

(2) 11r:11 2 

por ser . más fácil de trabajar. 

Para poder hacer. esto, veremos que (1.1) y. (L2) alcanzan· 
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su ~ínimo en el mismo punto {el mínimo de (1.1} es la raíz cua-

drada del m1nimo de (1.2)). 

Sea 

donde 

y sea 

donde 

y 

F(a) = ( ~ 2) 1/2 
i=1 ri 

F: :Rk+1 - :IR+ u {o} 

G(a} = 

qCz) 

goF 

-2 z 

G : :Rk+1_ JR+ u {o}·, 

entonces afirmamos que: 

F(a} tiene un punto critico si y s6lo.si 

G(;} tiene un punto cr!tico. 

ClaX'amente, F y G son diferenciables y 

VG(~*l = 2F(a*l VF(a*}. 

Primero, veremos la suficiencia: 

Si PC.a) tiene un punto crítico en ª*, 
W(a*} o, lo que implica que, 

. rncá .. i o, por lo tanto, 

G(al tiene un punto crítico en a* . 
Ahora, veámos necesidad: 

entonces, 

s:. G (a} tiene un punto crítico en a*, entonce..s 
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VG(a*) = o, l.uego, 

F(a*) = o 6 VF(a*} = o. 

Si F{a*) = e entonces a* es un m1nimo y, por ser 

diferenciab1e gF{a*) o, 1o que implica, que F(a) tiene Wl 

punto crítico en -. a • Por el otro lado, si 'l/F (a*) = o , ento~ 

ces F(a) tiene un punto critico en -. a • Con 1o cual, queda 

probada la afirmaci6n. 

Ahora, para 1a existencia y unicidad del m!nimo tenemos, 

sustituyendo Pk(xi) de (I.1) ll.egamos a 

cano lo que nos interesa son 1os puntos cr1ticos de G(a} debe-

mes tener 

VG(a) = o • 

Por otro lado 

De las dos igualdades anteriores tenemos , 

m l<. 
x~J (-xi> i;l .[y i - ~ ah = o , j = 0,1, .•• k h=o 

De aquí tenemos, 

m k h X~ 
m j ... l: 1: j O,l., ••• k. i~l h=o ªh xi l. i=1 yi xi , 
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Intercambiando sumatorias nos dá 

j 0,1, ••• k. 

Pero esto en notación matricial es 

que son las Ecuaciones Normales (I.11). 

Afirmación: Las co1umnas de la matriz X son 1inea1mente 

independientes. 

Demostración:Sabemos que 

X = 

1 X1 

1 X2 

1 X m 

2 
x1 • 

2 
X2• 

. . . . . k 
X1 

k 
X2 

denot;emos por x.0 , x.
1 

, x 2 , •••• , xk, 1as columnas de la matriz 

X. Tomemos una combinación 1inea1 de estas co1umnas igualada a 

cero, esto es, 

haremos ver que ai o para i. 0,1, ••. k. Para ello, basta 
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o 

con k < m, esto quiere decir que P k (x) : O • cuando a i = O , 

para :i = -o, l, ••• k, debido a que e1 po1inomio es de grado k 

y no puede tener ll1 ceros. De donde se sigue nuestra afirllla 

ción. 

Afirmación: La matriz xt X de las Ecuaciones Normal.es es 

definida positiva. 

Demostración: Sea z E .JRk+J , con z * o , entonces , 

Pero l lxzl 12 =o si y sólo ~i Xz o , pero X es de 

rango máximo, esto es, Xz = o solo si z = o Por lo tanto, 

j jXzj 12 >o si z "' o y es definida positiva. 

Afirmaci6n: La matriz Xt X es no-singular. 

Demostración: Supongamos que Xt X es singular, entonces 

existe z .,¡, o tal que Xt X z = o, luego, 

lo cual es una contradicción con la afi.nnación anterior. Por 

lo tanto, Xt X es no-singular. 
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En base a esta última afirmaci6n tenemos que solo existe 

un único punto crítico y por la forma de la función G este 

punto critico corresponde a un mtnimo de G • 

(';er figura 1.2.) 

Figura l. 

Así hemos yisto que (1.1) y (1.2] alcanzan su mínimo en el 

mismo punto. 

Con esto, ya tenemos p.:>sibi1.idades de resolver nuestro pr~ 

blema mediante la resolución de 1as ecuaciones normales (I.11) 

y escogeremos dos métodos para su solución, estos son: Elimina­

ción Gausiana con Pivoteo Parcia1 y Choleski. 

NETODO DE ELIHINACION GAUSIANA CON PIVOTEO PARCIAL. 

El método de Eliminación Gausiana con Pivoteo Parcial con­

siste, a grandes rasgos, en hacer de la matriz Xt .X una matriz 

triangular superior, donde las operaciones que efectuemos con 

esta raa~riz, también las debemos hacer con el vector Xt y, re 

s·!ltando así un sistema A.~ = b, donde, insistimos, A es una 
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matriz triangular superior, el vector i en este caso sería el 

vector a (los coeficientes del polinomio) y el vec~or b el 

vector Xt Y modificado por !.as operaciones. El pivoteo toma 

como base el primer elemento del pr.ü:;t!r renglón para eliminar 

los elementos bajo este elemer.to, después se torna cono base el 

segundo elemento del segunde renglón para eliminar 2os elemen­

tos bajo este elemento y así sucesivamente hasta el penúltimo 

renglón. Llegando así a la matriz triangular superior. El pi-

veteo parcial consiste en tomar como pivote el número mayor en 

valor absoluto e intercambiar los renglones, esto es, si el pr~ 

mer elemento del i-ésimo renglón es el número mayor en valor 

absoluto de la primera columna, se intercambia el primer rengl6n 

por el i-ésimo {2]. 

Ahora, este sistema lAi bl se resuelve fácil.mente usan-

do sustituci6n hacia atras, esto es, tenemos k + 1 ecuaciones 

con k + 1 incognitas, donde la última.ecu51ción sol.o tiene una 

incognita xk , se determina esta incognita, se sustituye en .la 

ecuación anterior y se determina la siguiente incognita xk_
1 

y así sucesivamente hasta determinar x 0 • 

Al resolver nuestro problema mediante este método, tendre­

mos que calcular 1 coeficiente para el polinomio de grado cero, 

2 coeficientes para el poliniraio de grado uno, 3 para el de gr~ 

do dos, así, hasta k + 1 para el de grado k , o sea, que en 

total tendremos que calcular (k + 1) (k + 2)/2 coeficientes, 

ya que, aunque hayamos calculado los coeficientes del. grado j 

no es posible utilizar los ccef icientes de este polinomio para 
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calcular los coeficientes del polinomio de grado j + 1 . Una 

vez calculados estos coeficientes deberr:.os seleccicnar el meneo. 

grado que mejor ajuste los catos. La pregunta sería ¿mediante 

qué criterio hacer esta selección? 

El criterio que usaremos será el siguiente: suponer que 

las yi (i = 1, 2, ••. m) se dis~ribuyen normal e independiente 

mente alrededor de alguna tendencia polinomial Ph+ 1 (x) = 

con varianza o 2 (error cuadrático medio mínimo) in-

dependiente de i Entonces, se ~ace la hipótesis nula de qu~ 

rh+
1 

sea igual a cero, sin importar que valores tengan 

ro, r1, •.••.• , rh Y La función de la prueba estadística 

para probar esta hipótesis es una función simple de 02 
h 

y 

Sea Pk(x) el polinomio de grado k que mejor ajusta a los 

datos yi Entonces. 

(4) (m - k - .1.) - 1 

Bajo la hip6tesis nula se sigue que la esperanza de la es-

tadística 2 
<:J k es independiente de k , para k = h+l, h+2, •••• , 

m-2. 

Por lo tanto, en la práctica uno calcula para k .1., 

2, ••••• Mientras decrece significativar.iente según k va 

incrementando, poderr.os decir que Pk(x) es un ajuste válido. 

Si, después de un cierto valor no decrece en forma 

s:>;nif1cativa o au::nenta, en::onces, el :_:iolinomio 
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senta real1sticamente a los datos, · 

Note que para k m - 1 , podemos pasar un polinomio de 

interpolaci6n Pk(.x) a través de los datos tal que (1.2) sea 

cero. Pero cr2 toma la forma indeterminada ~, mostrando como 
.111-1 

el decrecimiento en el denominador de se compensa con el 

inevitable decrecimieñto en (1.2), 

Como no podemos hacer uso d~ los coeficientes del polino -

mio de grado j para calcular los coeficientes del polinomio 

de grado j + 1 , tampoco podemos hacer uso de 

2 
lar ªj+1 (11. 

a~ para calcu­
J 

De aqui, nuestro criterio para seleccionar el mejor grado 
2 2 

del polinomio a usar, será cuando lak+l - qkl sea menor o 

igual a una cierta epsilon, que fijaremos de antemano, o cuando 

2 2 
ªj+l sea mayor que aj • 

DESCRIPCrON COMPUTACIONAL DEL METODO QUE tJSA ELIMliNACION G~USIANA 

Dados los puntos (x1 , y i) , :t :: .l, 2, •••• a, y epsi.lon. P:i;f_ 

mero calcul.amos la matriz A, esto es, xt .X y el vector b, ., 

esto es xt y , después hacemos la eliminaci6n usando la subru-

tina DECOMP y hacemos la sustituci6n hacia atrás usando la sub-

rutina SOLVE. 

la anterior, 

A continuaci6n se calcula c¡.2. 
j 

y se compara con 

2 
ªj-1 si es mayor el mejor polinomio es el de 

grado j - 1, s~ el valor absoluto de la, d_i.ferencia es menor o 

igual que epsilon, el mejor polinom.to es el de grado j y si 

no se cumplen estas condiciones volvemos a. ~pezar con el s~ 
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te grado. No podernos seguirnos indefinidamente, por lo tanto, 

si no se cumplen las condiciones de terminaremos cuando 

k = m - 1 , que es el máximo grado permitido y este será el me-

jor grado del polinomio. 

Al calcular la matriz Xt X , :resulta una matriz simétrica 

y las componentes son las mismas que las de la matriz anterior, 

por lo tanto, se utiliza esta información y solo se calcula la 

última columna. Y por ser simétrica no se necesita calcular 

las componentes ·que están debajo de l.a diagonal, solo basta asi2_ 

narles el valor de su respectivo COillponente de la columna, esto 

es, al elemento ai,j l.e asignamos el. valor aj i • Tampoco es 

necesario calcular todo el vector b, basta ir calculando uni-

camente el ú1timo elemento. No hay que confundir estas compo -

nentes con l.os coeficientes del polinomio. 

DECOMP y SOLVE son subrutinas escr;t.tr:i,s en lenguaje FORTRAN 

y son de lo •mejor", hasta l.a fecha, para resolver sistemas 

AX = b por el.iminación gaus iana ( 2 1 • 

ALGORITMO EH LENGUAJE INFORMAL. 

,La 'descr.tpci6n que acabamos de dar para resol.ver nuestro 

problema vta ecuaciones normales, la presentaretl)os mediante un 

algoritmo en lenguaje informal. La característica principal de 

un algoritmo en lenguaje informal, es qlle nos permite utilizar 

una notación matemática común, lo que nos.facilita entender lo 

que se est~ hací.endo (3 1. 
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Este dlgoritmo calcula el polinomio Pk(x} de mejor grado, 

resolviendo las ecuaciones normales por medio de la eli.":!.i.:;ación 

gausiana con pivoteo parcial (DECOMP y SOLVE). Dados los pun -

tos (xi, yil , í. = 1,2, •.• m y epsilon -

1) Para k 0,1, 2, •••• ,Iil - 1 

m 
X~ k-1 1) 

ªj ,k+l - i~l xi (j = 1.,2, ••. ,k + J.) 
l. 

2) ªk+l , j - ªj,k+l (j 1.,2, •• ;,k + .1) 

m k 3) bk+l i!il x. yi l. 

4) Resuel.ve Az b 

{utilizando DECOMP y SOLVE}. 

m 
[y i - p k (Xi)] 

2 ... 
5) cr2 i='1 

k m - k - 1 

6) Es lo~_ 1 - 0
2 1 k 

< Epsilon 

1) Alto 

7) Es 2 
ºk-1 < 2 

ºk 

l.) Alto 

Algoritmo 1. 

Este algoritmo está codificado en lenguaje FORTRA...~ y se en 

cuent~a en el apéndice I. 
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METODO DE CHOLESKr. 

Esce método, está diseñado especiaimente para matrices si-

:r.etricas y positivas definidas, y ccnsiste en aescc:mponer a la matriz A en 

dos matrices triangulares L y Lt , donde L es una matriz 

triangular inferior. Entonces, nuestro problema Ax = b , se 

transforma en resolver 

Para esto, se supone que 

y primero se resuelve 

Lf = b I 

haciendo sustituci6n hacia adelante, encontrándose así al. vector 

y después se resuelve 

haciendo sustituci6n hacia atrás, encontrándose as! los coefi -

cientes del polinomio. 

A continuación damos el algoritmo en lenguaje informal pa­

ra obtener la matriz L de la descomposición de Choleski {31. 
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l) Para i = 1,2, •••• k 

1) Para j = 1,2, •••• i - l 

2) 

Algoritmo 2. 

El. alc;prit:m:> para resolver las ecuaciones normales, por el. 

método de Choleski, seria el mismo· que el. algoritmo 1.1, unica­

mente modificando el paso (4), en vez de resolver Ai =b utili 

zando DECOMP y SOLVE, se util.iza CHOLYl, SUSADE y SUSATR. CHO--

LYl es la subrutina que encuentra la matriz L del método de 

Chol.eski (algoritmo 1.2), SOSADE es la subrutina que hace la 

sustituci6n hacia adelante y SUSATR..es la. subrutina que hace la 

sustituci6n hacia atras. La codificaci5n de este algoritmo es­

tá hecha en lenguaje FORTRAN y se encuentra en el apendice II .• 

IMPLEMENTACION PRACTICA DE LOS DOS METODOS. 

Se probaron los dos métodos con los siguientes 4 ejemplos: 

Ejemplo 1. xl + 2x l. = o. 

Ejemplo 2. X .. x1 + 3x2. - 4.x - l. = ·º 
Ejemplo 3. .les + X~ + x3 + x2 + X + l = o 

Ejemplo 4. xª 3x 7 
- 2x6 + Sx 5 - 3:x" + x2 - X - l. o. 



Se tomaron estos ejemplos polinomiales, ya que de antemano 

sab~mos cual debe ser el grado adecuado del ajuste y los coefi­

cientes exactos del problema, lo que nos facilita el análisis. 

En el ejemplo 1, se tomaron 11 puntos igualmente espacia 

dos en el intervalo [0,51; con un incremento de 0.5, en el ej~ 

plo 2, se tomaron 11 puntos igualmente espaciados en el interva 

lo [0,101 con un incremento de 1, en el ejemplo 3, se tomaron 

21 puntos". igualmente espaciados en el intervalo [0,20] con un 

incremento de 1, y en el ejemplo 4 se tomaron 21 puntos igual -

mente espaciados en el intervalo [0,10) con un incremento de 

O. s. El ejemplo 3 ful! tomado de (41 • 

-En la tabla 1.1 están las oi (i = 0,1, •• k + l), calcula -

das.por el método de eliminaci6n gausiana y en la tabla 1.2 las 

calculadas por el método de Choleski. Según nuestro criterio 

para determinar el grado adecuado vemos que en ambas tablas el 

grado seleccionado es el correcto. Como las a~ son los erro 

res cuadráticos medios m!.nimos el error que se comete es la ra!z 

cuadrada de estas Los errores cometidos utilizando elimi 

nac~6n gausiana son: 

Ejemplo 1: o 3 .21867095292 X 10-B 

Ejemplo 2: 04 = .16248114614 X io- 5 

Ejemplo 3: ªs .4922551134 lt 10- 2 

Ejemplo 4: ªa = l. 2533350089 

y utilizando Choleski son: 
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Ejemplo l.: C13 = .46454374458 X J.0-8 

Ejemplo 2: 04 .78803554798 X l.0-5 

Ejemplo 3: ªs .l.58491.91.211 X 10-2 

Ejemplo 4: ºs 8.8133339378 

En los ejemplos l. y 2 el error es pequeño, en el. ejemplo 

3, es aceptable y en el ejemplo 4 es grande. 

Observando 1.as tabl.as 1..3 (eliminaci6n ga~ 

siana) y 1.4 (Choleski), de los coeficientes, vemos que en el 

ejemplo l. tenemos hasta 8 cifras correctas, en el ejemplo 2 ha~ 

ta 5 cifras correctas, en el. ejemplo 3 unicamente 2 cifras co -

rrectas y en el. ejempl.o 4 errores hasta 1le una unidad 

en la eliminaci6n gausiana y de decenas en Choleski. Por lo 

tanto, la determinaci6n numérica de las ecuaciones normales 

(I.11.), trabaja bien para un ajuste polinomial de grado menor o 

igual que 4 y quiz~ hasta 5 6 6, pero para un grado mayor o 

igual. que 7 u 8 falla de al.gún modo. 

Al probar estos ejemplos y algunos otros con los dos méto­

dos, observamos que la a adecuada nos indica más o menos el nü­

mero de dígitos correctos en los coeficientes y aunque no se de 

muestra esto, se usa este criterio para inferir acerca de los 

resultados. 
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Sjemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 3jemplo 4 

. 
Intervalo I o, 51 [o, 10) e o, 201 [o ,10) 

Número 
de 11 1.1 21 21 

Puntos· 

Incremento 0.5 .1 1 0.5 

02 2057.653125 9357953 .9407.158604 .31654874932 
o X 1012 X l.015 

ª2· 
.32668476854 .17218794811 

1 
345.88125 2785277.7333 

X 1012 X 1015 

2 12.065625001 283912.2 .49150426213 .58850488269 
ª2. 

X 1011 X 1014 

2 .47816985653 .25980174397 .12076372127 
ª3 X 10-17 5883.4285696 

X 1010 X 1014 

0'2 .10047062963 .2640012285 • 27593428572 1 .13790642274 
4 X 10-14 X 10-11 

X 108 
X 1013 

ª2 .64244838869 .24231509666 .77098148103 
5 

X: 10-9 x 10-4 
X 1011 

0'2 .85049543877 .16611246535 
6 X 10-J X 1010 

02 • 7694354369 
7 

X 107 

02 
a 

1 

1.57084136445 

2 l 40940. 844284 (1 
9 

T.:ibla l. ~ : cuadrático (1'1étodo de Elün.inac::..=.n Gausiana} • 



Ejemplo l Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

Intervalo {o, 5] [ O • .!.O] [ o, 20] [ o, 10] 

NGmero 
de ll 11 21 21 

Puntos 

Incremento 0.5 l .l 0.5 

ª2 2057.653125 9357953 .9407.158604 .31654874932 
o 

X l.012 -X 1015 

ª2 345.88124999 21052n.1334 .32668476854 • l 7218794811 
·1 . X l.012 X 10 1 ~ 

a2 12.065625 21!3912.2 .49150426216 .58850488269 
2 X l.011 X 1014 

a2 • 21.580089063 5883.428569 .25980174397 .12076372129 
3 X 10-16 X 1.010 X 1014 .. 

a2 ·~2l.39lD288l.3 .62100002488 .2759~8607 .13790642286 
4 ,.. tn-14 ... 10-1°' X l.08 X 1013 

a2 .49fi586n975 .251.19686205 .77098148ll3 
5 y 10-8 -5 

X 1011 
X .li) 

a2 .109l378l2ll .166ll246327 
6 "'1n-3 "' 1n10 

a2 .76965552066 
7 X 10

7 

a2 77.6741355099 
8 

2 
ª9 

1 
301.34874085 

Tabla 2. Erxor Oladd.tico ~ de Ololeski) • 
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Ejemp1o l Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

IReal Calculado Real Calcu1ado Real Ca1culado IRPal Ca1culado 

<!o -1 -99999999864 -1 -99999727883 l .9921699147 -1 ;30278308264 

a, 2 2.0000000036 -4 -4.0000043531 l 1.0164238964 -1 -23.::!2066714? 

ª2 o >-27216899141 3 3.0000013599 l • 9939162683 l 41.233851734 . 
• xlO-e 

ª3 1 l. 0000000004 -1 -1.000000146 l 1.0008173053 o -27. 943550584 

ª4 l 1.000000005 l .99995441372 -3 6;710198309 

ªs l 1.0000008981 5 3.13785202 -

ª6 
-2 -1" 799595414 

.. 
- ª1 -3 :..3.011347U2. 

ªs l 1.0002632021 

Tabla 3. Coeficientas (Mlltocb de Blilninac~ Gaua:iana). 
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

1 
- .1. \: 99999271259 ªo -1 ¡-o .99999999412 1 .99821632199 -1 7.2833417417 

ª1 2 ~-9999999823 -4 4.0000245194 1 1.0043781048 -1 -156. 75073062 

1 

ª2 
o 1.92363976658 

X 10-S 
3 1 3.0000120698 1 .99824833455 1 303.45663424 

ª3 1¡.99999999877 -1 1.0000019112 1 1.0002475316 o 223. 51580946 

ª4 1 1.0000000949 1 .99998568268 -3 79 .281305249 

ªs 1 1.0000002899 5 -11.656206279 

ai; -2 -:ll389428544 

ª1 
-3 -3.1120380064 

ªª 
1 l. 0027190332 

Tabla 4. Coeficientes {Método de Cloleski). 
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BUEN CONDICIONll .. ~HENTO 

La matriz de las ecuaciones normales (I.11) es no-singular 

esto es, tiene sus columnas linealmente independientes. La so-

lución correcta de estas ecuaciones depende en gran medida de 

que tan"linealmente independientes"sean las columnas de la ¡¡¡a 

triz de las ecuaciones. Para hacer más claro este hecho, pens~ 

rnos en dos ecuaciones lineales con dos incognitas, es decir: 

de tal forma que los vectores (a11 , ~· ) y (a
12

, a 22 ) sean li-

nealmente independientes pero "casi" paralelos, y sea."l. 

la soluci6n exacta del sistema y x. "' (x~ , 

* x 2) , la solución aproximada. Cada una de las ecuaciones repr~ 

senta una recta, pensemos que estas rectas son "casi• paralelas 

de tal suerte que 

~1 

(donde - , significa "muy parecido") , y 

ª11 
xe 

1 
+ ª12 

xe 
2 bl 

~1 
xe 

1 + ~2 
e 

x2 b2 
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y sin embargo, 11 ·i* - ie 11 sea "bastante grande• (ver figura 

l. 2). 

== 
=-

Figura 3. 

Esta figura puede hacerse más dr~stica. 

Esto puede apreciarse num~ricamente, considerando e1 s~ 

qu;L~nte sistema como ejemplo: 

[

0.2161 

1.2969 

O.l.4411 

0.86481 [

x 1
] = [O.l.440] 

x
2 

0.8642 

Sea x., = (0:991.l.; -0.4870)t, si se calcul.a Ai. - b, se 

encuentra que 

Ax -
" 

_ [-o .ooo ooo 
b = 

o.ooo 000 
01.] 
01. . 

Sin eobargo, la solución exacta es Xe (2, -2)t. Y l.a 

! 1 x.. - Xe 11 > l., por l.o que podría decirse que la diferen -

cia es "grande". 
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CONDICION DE UNA MATRIZ. 

Los algoritmos de elirninac16n gausiana con pivoteo parcial y 

de Choleski, son estables .·(ver [3 l) , pero fal.la para un grado m~ 

yor o igual. que 7 u 8, lo que nos hace sospechar que muestra ma­

triz A(XtX) es mal condicionada, por lo cual iniciaremos un bre­

ve estudio del mal comportamiento de matrices. 

Como ya sabemos al resolver nuestro sistema Ai = 6, comete­

mos errores de observación o de redondeo, y esto nos 11.eva a la 

siguiente pregunta fundamental. ¿CISmo puede medirse la sensibili 

dad de X para cambios en A y b? 

La respuesta a esta cuestion se basa en hacer precisa la idea 

de matrices_ "casi" singulares. Si A es singular, entonces para al 

gunas b's la soluci6ri i no existirá, mientras que para otras no se 

rá (\nica. Asi, si A es "casi" singular podemos esperar que, pequ~ 

ños cambios en A y b causen cambios muy grandes en x. Y por otra 

parte, si A es "casi• la matriz identidad, pequeños cambios en A y 

b resul.tarian'en pequeños cambios en x. 
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A primera vista, podria parecer que existe a1guna relación 

entre el tamaño de los pivotes encontrados en la eliminación 

gausiana con pivoteo parcial y la proximidad a la sigularidad, 

ya que si la aritm~tica pudiera ser hecha en forma exacta, los 

pivotes serian distintos de cero, si y solo si, la matriz es n2 

singular. ~ambi~n, hasta cierto punto, si los pivotes son pe-

queños entonces la matriz es "casiR singular. Sin embargo, una 

matriz podr!a ser "casi• singular, aunque ninguno de los pivo-

tes sea pequeño. De aq~, que.esta no sea una buena forma pa­

ra medir 1a proximidad a la singu1aridad. 

Para tener una medida de la proximidad a la singularidad 

más precisa y confiable, utilizaremos el concepto de norma de 

un vector, definida en la introducción. Aunque aqu! usaremos 

11 X· 11
1 

= :t lxi l 1 que es la norma Gershgorin {I .4), pues esta 

norma necesita bastante menos cálculos que la norma m!nima cua 

drada. No obstante algunas de las propiedades de la norma mi-

nima cuadrada se pierdan, ya que para esto no son muy importa~ 

tes. 

Al-multiplicar el vector x por una matriz A resulta 

un nuevo vector .AX, el cual puede tener una norma muy d.ifere!!. 

te de x. Este cambio en la norma está directamente relaciona-

da con la sensibilidad que deseamos medir. El rango de los ~ 

sibles cambios puede ser expresado por 2 .. números 

M max 11 Ai 11 1 

i#o 11 X 111 
m min 11 Ai 11 1 

Jc;eo 11 X 111 
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Note que si A es singular, entonces m = o • El cocien 

te M/m es 1.l.amado e1 número de condici6n de A • 

If'_:lX 11 Ai lit 

~*° 1 ! - 11, X 
Cond (A) = 

min 11 Ai 11 1 

~ 11 - 11, X 

Consideremos el sistema de ecuaciones 

AX. = b 

y un segundo sistema obtenido de alterar e1 lado derecho 

A(x + óX) = b + ~ 

Pensemos en tib como el. error en b y t.X como el error 

resultante en x • Como A(tix) = lib , las defi.niciones de M 

y m nos llevan inmediatamente a 

11 b 11 1 °' M 11 X 11 1 

Consecuentemente, si m*c> 

11 6x 11, 

11 X 11 1 

< Cond(A) 

y 11 tib 11, < Jll 11 llx 11, • 

11 ~ 11, 

11 b 11, 

La cantidad 1 l t.b 1 11 / 11 b 11 1 es el cambio relativo 

en el lado derecho, y la cantidad 11 l1i J 1
1 

/ 1 1 i 1 1
1 

es el. 

error causado por este cambio. La ventaja de usar cambios re­

lativos es que no son afectados por factores escalares. 
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Esto demuestra que el número de condición es un factor de 

magnificaci6n del error relativo, esto es, que cambios en el 

lado derecho pueden causar cambios de Cond(A) veces en la solu 

ción. 

Citaremos algunas de las propiedades básicas del número 

de condici6n: 

Cond(A) ;;.. l. 

Cond(P) = 1, 

donde p es una matriz de permutaciones. En particular 

Cond (:I) = 1, 

donde I es la matriz identidad. 

Cond('YA) = Cond{A), 

donde y es un escalar. 

Cond{D) 
max dii 

i. 

min du. 
1. 

donde D es una matriz diagonal. 

El número de condición, tambi~n es una medida de la prox:f_ 

Qidad a la sí.ngularidad, o sea, puede pensarse que el número 

de condición es el reciproco de la distancia relativa de la ma 

triz al conjunto de matrices singUJ.ares. As!, si Cond{A) es 

grande, entonces A estS pr6xima a la sin9ularidad. Para ver 

esto, demostraremos el siguiente teorema. 

Teorema: Sea A E :Rnxn no-singular, A difiere de una 
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matriz singular en norma en no más que 11 A 11 / Cond (A), 

(Gastinel) esto es, dada A, 11 A 11 / Cond(A) = min 11 óA 11 

sobre todas las matrices singulares A+ 6A ([5}). 

Dernostraci6n: Claramente, si A + 6A es singular, enton-

ces existe algún ~. para el cual (A + 6A) i = o. 

Además 11 AA 1 1 ;. 1 1 6AX 1 1 / 11 x 11 = 1 1 AX 11 I 1 1 x 1 1 

= 11 AX 11 / 11 A-
1AX 11 ~ l/ 11 A- 1 11 

= 1 1 A 1 1 / Cond (A) • 

Para encontrar una 6A para la cual se cumpla la igual -

dad consideremos el vector y para el cual 

Entonces, sea wd el dual para 
_,_ 

A · y , esto es, 

y sea - d flA = -yW 

Tenemos (A + 6A) A- 1y = o r luego A + úA es singular. 

y 11 6A 11 = max 11 yWdi 1 1 / 11 i 11 con ii=o 

= 11 y 11, max 11 wdi 11 I 11 i 11 = 11 y 11 • 

11 wd 11 "' 

"' 11 Y 11 / 11 A-
1Y 11 = l/ 11 A-1 11 11 A 11 

Cond (A). 

con lo cual queda demostrado el teorema. 

El teorema de Hahn-Banach garantiza que para cada ii=o 

la corresponde una función dual yd tal que 

/ 
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El número de condición también juega un papel fundamental 

en el análisis de los errores de ·redondeo introducidos durante 

la eliminación gausiana. Supongamos que A y b tienen elemen 

tos que son números punto flotante exactos, y sea x. el vec­

to~ de números punto flotante obtenido de la soluci6n de la 

ecuación lineal. También supongamos que la singularidad exac­

ta no se detecta y que no hay ni bajo-flujo ni sobre-flujo. 

Entonces es posible establecer las siguientes desigualdades: 

11 b .AX. 11, 

11 A 1 j 1 1 1 x* 111 

11 X. - X,. 11 1 .;;; P cbnd (A) 13-t 

11 x. 111 

Aquí B es la base del sistema punto flotante y t es el 

número de dígitos, así, 13-t es casi el tamaño del número más 

pequeño representable por la máquina. La cantidad p se defi­

ne después, pero generalmente tiene un valor menor que 13. 

La primera desigualdad dice que el residual relativo se 

puede esperar que sea casi del tamaño del error de redondeo, 

sin importar que malamente condicionada sea la matriz. La se­

gunda desigualdad requiere que A sea no singular e involucra 

la soluci6n exacta de x. Se sigue directamente de la primera 

desigualdad y de la definición de Cond(A) que, el error rela­

tivo será pequeño si Cond(A) es pequeño, pero podr~a ser muy 

grande si la matriz es casi singular. En el caso extremo donde 

A es singular pero la singularidad no es detectada, la primera 

de~iqualdad se cu.~ple, pero la segunda no tiene sentido. 
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Para precisar más acerca de la cantidad p , es necesario 

introducir la idea de norma de una matriz y establecer algunas 

desigualdades. 

La cantidad M definida dntes es conocida como la norma 

de la matriz. La notación para la norma matricial es la misma 

que para la vectorial. 

nas 

de 

11 A 11 , max 
X*-o 

11 AX 111 

11 x 11 1 

Demostraremos que si ª· (j o, j, .•• , k) son las colum-
J 

de A, entonces, 

11 A 11, max 11 a.. 111 j J 

-Demostración: Si ªj' (j = 1,2, •••. n) son las columnas 

A, 

11 

entonces, 

Ax 111 11 - - 11, = a
1
x 1 + ª2x2 + ... + ax 

n n 

.; 11 ª1 111 I x 1 1 + 11 a2 11 i 1 x 2 1 + • • • • + 

1 1 ªn 1 11 • 1 1 Xn 1 1 • 

~ 11 ªj 1 l 1 • 1 1 11 - 11 1 • I x 2 
max x, + max a. 

j j J 

+ ••• 11 - 11 , 1 1 + max ª· X 
j J n 

11 aj n 
rnax 111 ( i~l 1 xi 1 ) = 

j 
max 

j 
11 a. 

J 11 X 

1 

11, 
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De aquí, 

11 AX 11 1 I 11 x l l 1 .;;; max 11 -
111 a. 

j J 

-Pero existe x. tal que 

11 Ai,. 111 / 11 - 11, 11 11, / 11 - 11, x,. = max Ax X 
x*<> 

l?or l.o que 

11 A 11 1 = = 11 AX 11 1 / 11 i l \ 1 .;;; m~ 11 aj 11 1 

Por otra parte, sea e.- el. j-~simo vector ortonormal, enton­
l 

ces, 

11 1 .;;; lt A 11 1 •11·e. 11 1 = 11A11 1 • 
. J 

Además 

Y_ podemos suponer sin pérdida de qeneral.idad.que 

- -
~x 11 aj 11 1 = 11 aj 11 1 • 

De donde 

max 11 á. 11 , .;;; 11 A 11 1 
, 

j J 

};~ como l l A 11 1 
.;; max 

j 
11 ªj 111 I 

concluimos que, 

11 A 11, = max 11 ª· 11 , 
j J 
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El resultado básico en el error de redondeo en la elimin~ 

ci6n qausiana es que la solución computada x* satisface exa~ 

tamente 

(A + E) x. = b 

donde E es 1a matriz cuyos elementos son casi del tamaño de 

los errore~ de redondeo en los e1ementos de A • Existen al~ 

nas situaciones raras, donde las matrices intermedias obteni -

das durante la eliminaci6n gausiana, tienen elementos mayores 

que los de A , hay algún efecto de acumulación de errores en 

matrices grandes, pero se puede esperar.que si p está definf. 

da por 

11 E 11 1 = pS-t 

11 A 11 1 

entonces, p raramente será mayor que e [ 2) • 

De aquí, podemos obtener desigua1dades invol.ucrando al r~ 

sidual y al error en la soluci6n ca1culada. El residual está 

dado por b - Ai. = Ex. y de aqu! 

11 b - AX* 11 1 = 11 Ex* 11 1 < 11 E 11·11 x., 11 

El residual involucra el producto AX* , asi que es apropiado 

considerar el res·idual relativo el cual compara a la norma de 
.· 

b - AX., con las normas de A y x. De la desigualdad ante -

rior se sigue directamente que 

l 1 b - A.~. 1 I , 
~~~~~~~~~~- ~ µS-t 

\ i A 11 1 • 11 x. i ! 1 
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Donde A es no-singular, el error puede ser expresado 

usando la inversa de A por x - -1 - -
x .. =A (b - Ax*) y así, 

1 1 X - X* 11 1 ..; 1 i A -
1 11 1 11 F. 11 1 • 1 1 X,. \ 1 • 

Es más sencillo comparar la norma del error con la norma 

de la solución calculada. Así, el error relativo satisface 

11 X x .. 1 l 1 11A11 1 •11 A-
1 .;;; 11, 

11 - 11, x. 

Esto.produce que 11 A-1 11, = 
l 
m 

Cond (A) = 11 A 11, 11 

.As1 

Estos calcules involucran el conocer 

las columnas de A y aj las de A- 1 

de la norma vectorial estamos usando. 

.filL115-t 
l IAI \ 1 

y as!. 

A-1 11, 

-1 A • 

-

Si son 

entonces en términos 

Cond(A) = max 
j 

max 
j 

11 aj 11 1 • 

f " . 1 1 1 1 1 A 1 \ 1 1 A-
1 

¡' 11 
Es aci ca cu ar 

1 
, pero encontrar 

llevaría más o menos el triple del tiempo requerido para la 

eliminación gausiana. Afortunadamente, el valor exacto de 

Cond(A) es raramente requerido. Cualquier estimador razona -

blemente bueno es satisfactorio. 
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La subrutina DECOMP estima el nGmero de condici6n de la 

matriz por 

Cond{A) :: max 11 ªJ· 11 1 j 
11 z 11, 
i 1 y 11, 

donde y y z son dos vectores dete:rminados por l.a subrutina 

tal. que 1 1 z 1 l 1 I 1 1 Y 11 1 :: 1 1 A-
1 1 1 ~ Esto invol.ucra re-

sol.ver dos sistemas de ecuaciones A t y = e y Az = y , donde 

e es un vector con componentes ± 1 escogidos para maximizar 

el. crecimiento durante la sustituci6n hacia atras para y. 

Este estimador es solo una cota inferior para el nGmero 

de condici6n real., pero se calcula de tal. forma que está casi 

siempre dentro de un factor de n de l.a condici6n real y gen:;_ 

ralmente es muy cercana. Esto es, 

Cond (A) <;; CONO <;; Cond (A} n • 

Si durante la eliminaci6n qausiana se encuentra un pivote 

exactamente cero, DECOMP hace COND == 1032 para señal.ar que ha 

detectado singularidad. Este valor está entre llt y au en todo 

sistema punto fl.otante normal.izado, as1, está. entre el. rec1pr~ 

co de l.a exactitud de l.a máquina y el nivel de sobre-flujo 

([2]). 

En la tabla 1.5 se encuentran los nfimeros de condici6n 

calculados por la máquina util.izando el. método de e1iminaci6n 

gausiana con pivoteo parcial. con los mismos ejemp1os polinomi~ 

les anteriores. · 



1 

CONO 

co:.;o 

cmm 

COND 

cmm 

CONO 

CO!m 

Cotm 

CONO 

-.!.2-

Ejemplo l Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

(1) 42.349576272 142. 26086957 548. 80620155 148.52325841 

( 2) 204 7. 0823819 19022.815073 282737.96093 21050.356629 

( 3) 145870.86197 2895395.1782 140696983 .14 3435889.3803 

(4) 13297776.261 575826061. 89 73413067224 694659427.08 

.43066240929 .16347471577 
( 5) 146801499460 X l.014 X 1012 

.28962479788 • 424558171607 
(6) X 1.017 X 1014 

.120327988917 
(7) 

X 1017 

• 387168412402 
(8) 

X 1019 

.188608795588 
(9) 

X 1021 

Tabla 5. Núnero de Condición (los núrceros entre parentesis, 

indican el grado). 

Como puede apreciarse, el número de condici6n para los 

grados adecuados es grande, pero bastante aceptable para los 

ejemplos l y 2, ya que son menores que ··at • 
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OTROS METODOS. 

Podemos concluir que no es un buen método resolver nues -

tro problema por medio de las ecuaciones normales, debido al 

gran número de operaciones que tenemos que efectuar y por el 

mal condicionamiento de la matriz Xt X, que nos hace tener 

una gran inexactitud en los coeficientes del polinomio ajusta­

do para un grado mayor o igual que 7 u 8. 

Si trabajamos directamente con las ecuaciones (1.3) 

G(a) 

Podríamos obtener mejores resultados, descomponiendo a la 

matriz X en dos matrices Q y R, esto es, 

X = Q • R 

donde O de m x k + 1 es ortogonal, y R de k + 1 x k + 1 

es triangular superior. Este método es conocido como la des 

composici6n QR. O descomponiendo a la matriz X en tres ma­

trices u, l: y vt , esto es, 

X = U • E • Vt , 

donde U de m x m y V de k + 1 x k + 1 son ortogonales, 

y ~ de m x k + 1 es diagonal. Este método es conocido co­

rno la descomposici6n de los Valores Singulares. Para detalles de 

estas dos desccrnposicic:nes y su aplicaci6n a m!n:ilros cuadrados véase (31. 

Otro método, seria construir otra base {q (x), q (x), ••• o 1 

qk ( xJ } , donde qi (x) son Polinomios Ortogonales, para í = O, 

1, .•. k, pc:.ra que las ecuaciones normales, que fueron construí 



-~-

das con la base {l, x, ••• , xk}, sean más sencillas de resolver 

o sea, lograr con esta nueva base que 

donde D de m x m e$ una matriz diagonal. 

En el siguiente capítulo desarrollaremos unicamente el úl­

timo método, ya que es el que nos interesa. 



CAPITULO 2 

Polinomios Ortogonales 

Producto Interior: Definic16n y Propiedades 

Para poder resolver nuestro problema por medio de poli-

nomios ortogonales, veremos primero la definic16n de producto 

interior (o escalar} y algunas de sus propiedades. 

Usaremos la notaci6n <u, v> para denotar el producto 

interior de las funciones u (x} y v (X}, definidas en el ccn 

junto {~ 1 , "~····· xm} para significar: 

(1) 

Para cualesquiera funciones u(x} y v(xl, se cumplen 

las.siguientes propiedades: 

<u, u> ;;. o. 

Si <u, u> O, entonces, u (x:11 l =· O para toda l.. 

<u, v> = <v, u> 
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y para cualesquiera constantes reales a1, 0.2, ••• , ªP y fun-­

ciones V1(x), V2(x), ••• , v?("<), definidas en {x.1,x.2, ••• ,x.m} 

p 
<u, ::!: o..v.> 

i=l l l 

p 
::!: a.<u, 

i=l l. 

v.> 
l. 

Veremos que efectivamente nuestra definici6n de producto 

interior cumple ias propiedades anteriores 

m m 
<u, u> = :':: u ( x.ll ) u tx2 } =- :t .u 2 (X } ;;.. O, 

l!=l 2=1 i 

ya que u 2 Cx.¡¡l ~O, para toda l. 
m . 

Si <u, u> = l': u;. (x.l! l = O, .entonces, 
2=1 
u 2 {xll) = o. para cada!, 

de aqu! O, para toda l.. 

m m 
<u, v> =E u(x2 )vtx2 ) =E v(x2 )u(x2 ) 

l!=l l!=l. 
<v, u>. 

n m p 
<u., · l; a . v . > = l: { u (x2 ) :t a • v • { x

2 
) ] 

i =l 1 l. 2 =l i =l l. l. 

m 
=2!1 [i!l CliU(Xi}vi(x2 )J 
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p m 
=;}:10.i[ ~ ~l tL(XI!) Vi (X~)} 

v.>. 
].. 

Si u{x) y v(x} están definidas en el intervalo [d,b) 

también podriamos definir el producto interior como: 

y la verificaci6n de las propiedades es s:í.milar a la del caso 

discreto. 

Construcción de Polinomios Ortogonales 

Vamos a construir un conjunto de polinomios q 
0 

(x.) , q 1~) ••• , 

to es, 

tales que para cada k., qk (x) es de grado exacto k, es­
k qk(x) = yx +potencias menores de x,y y~ O, y ade-

más 

(2) <q • , q • > = O • para i. + j 
].. J 

Los polinomios que cumplen estas propiedades se dice que 

son ortogonales y harán que la resoluci6n del problema de m.íni 

mos cuadrados sea más fácil. 

Un método para determinar tales polinomios puede ser, 



utilizando la base can6nica {l, x, ••• , xn}, para obtener la 

base ortogonal {q , q , ••• , qn}' 
Q l 

generada por la ortogonal~ 

zaci6n de Gram-Sc!":,.,'f.::"':., e.onde los polinomios ortogonales se-

rian: 

q a (X) 1 

q (X) = X - C. Q (X l 
l Q 1 Q 

q (x) 
2 

x 2 -. C. q (X.) - C. q (X} 
Q2 Q 12. l 

Qn {x) = xn- c. q (x.l - e q {.x}- ••• - c. q (x). 
on o in i n-1n n-1 

Donde 

O_sea que, 

q (X) = 1 
a 

q (X) = X 
l 

c.jk 
<xk, q.> 

= -J , 

<x, q > 
- ' Q 

<q ,q > 
a a 

<q.,, qJ.> 
. J 

q {.X) 
G 

<xz, 
q (X) = X2 -

2 

q> 
------º- qo{.x~ -
<qQ, qQ> 

q > 
Q 

para j < ,I¿ - L 

<x2, 

<n-
-. l, 

<xn, 

q > 
l 

q > 
1 

q > 
1 

q (x} 
l 

<xn,q > 
( } n-1 

'll " - ••• - ---""-q Cxl -
Q 

<q , q > 
a a <q , q > 

1 1 
<q ,q 
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Con esta nueva base, las ecuaciones normales (I.11}, se 

transforman en el nuevo sistema de ecuaciones normales 

íJ) 

donde Q es la matriz de mx.C~ + 11 

1 q (X. ) 
1 1 

Q • 
1 q (X ) 

l 2 

1 q ( x. ) • • • • • q k C.x l 
1 m m 

y los vectores a. y y son los .mismos. Q sea que (2.31 se­

rta: 

<q q > 1 , o <q , q > 
l l 

<~k' q > <qk, q,_> 
t Q 

a. 
Q 

<q Q, y> 

a. = <q , y> 
l 1 

<qk, y> 
) 

pero como <q., q.> =O para ~ ~ j, el sistema se reduce a 
1 J 

resolver 
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<q ., q > º·····º [""I r <.q o' y> 
o o 

'(4) 
o <q ,q > ... o !a <q 1' !i> 

1 l l 

~· ....... ·~~:J 
<qk, y> 

Al aplicar el método de ortogonalizaci6n de Gram-Schmidt a la 

ase can6nica, se preservan todas las propiedades. O sea, que las 

ropiedades del capitulo 1 también se cumplen con esta nueva base 

rtogonal. Esto es, las columnas de Q son linealmente independie~ 

es, QtQ es definida positiva y·no singular, y que las ecuaciones 

ormales (2.3) tienen una soluci6n que minimiza (1.3) y esta solu-

i6n es !inica. 

Asi .. nuestro problema or:icjinal, se reduce enormemente pues no 

xiste ninguna dificultad en resolver el sistema (2.4) para valo­

es grandes de k, ya que para calcular los coeficientes de.l poli-

omio ortogonal, solo es necesario efectuar una divisi6n, 

(5) ••• (aj= <qj. y>/<qj_ qj>), 

demás, la inconveniencia de no poder usar la informaci6n ya obte-
2 

ida de las a. y o. desaparece, pues para calcular los coeficien-
J J 

es del polinomio de grado k + 1, solo se necesita calcular el coe 

iciente ªk+l, ya que los coeffcientes anteriores, son los coefi-
2 

ientes del polinomio de grado k. Y tambien para calcular ~k+l 
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2 
~odemos utilizar ªk' ya que, 

de aqu.t, 

2 m k 2 
. ak (m-k-11 .. :E [y,- t ithqh(x.ll 

is} l. óaQ l. 

m 2. k 
=:E [y.- 2y. t ithqh(x.) + 
i• l 1 ih=O 1 

k 
+:E ithit"qh(x.)q~(x.)l 

h,J!•O "' l. "' 
1 



2 
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m 2 k 
::; t y. -2 l; a.h. 

i PL1. J. h.ñ a. 

Entonces ªk' también se puede expresar como: 

2 

y ªk+l ser!.a: 

m 2 k. 2 m 2 2 111 2 

:& y. - :& ah_ :& q h. (x. l -a.k.+-1 1.: Q_ ( x. ) 
i=l 1 h .. Q i .. l 1 i=il. 'k+l - l. = ---~~~~~--~~~~~~---~~~~~ 

m-k-2 
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DI .z k Z lll z 
ún-k-11[ .l:. q,- l: a.h l: qh cx¡>I 

i=l l. h=O ial 

ún-k-2) {m-k-1J 

z 
a.k.+l<t> , q. > 

. • h. t-1 

m-k-2 

m-k-1 = iii=k=2" 
z 

c;k 

z 
~+l <qh. ,qk.-1> 

m-k-2 

Notamos que al uti~izar polinomios ortogonale~, desapar~ 

cen las principales dificultades que surgieron en el cap!tulo 

1, con lo cual tenemos un nuevo camino para la soluci6n de 

nuestro problema. 

Relac16n del Tercer T!rmtno de Recurrencta 

A pesar de las ventajas obtenidas al generar polinomios 

ortogonales por el método de ortogonalizaci6n de Gram-Schmidt 

aplicado a la base can6n.ica, 
z n 

'{l, X, X, •• , X}, observamos 

que el n1intero de operaciones que se tienen que efectuar es -

bastante grande, ya que, requerimos de muchos productos inte­

riores, por lo tanto, buscaremos otra base para tratar de re-

ducir estos cálculos. 

Esta nueva base, se. generarta, tomando a la base ortogo­

nal obtenida por el método de GraJ11-Schmidt, ~q~, q
1 
•••• , q

0
}, 

pero,donde el t~ino a\.llllentado, ser!a el Gltimo término multi 

plicado por Je: Y aplicando nuevamente el proceso de Gram-

$cl1mi.dt , o sea, para un grado .i, tomar la base { q , q : , ••• , q • , 
Q 1 .(. 

xq.} y aplicar el proceso de G:am­
-<. 



Entonces, para oótener · {q q·} tomamos 
et• l 

vemos que: 

sea 

entonces, 

(6} 

q Ctl = xq Cxl. -
l o: 

·a 
l =-----

q Cx.l. = xqa.(xl - a q (x.l. 
l l a. 

fq a. , xq ll.} y 

Para obtener tomarnos · {q , q , xq } y 
a. l l 

vemos que: 

entonces, 

C7l 

q út:l ""' xq (x.l 
2 l <q , q > 

l l 

a 
2 

<xq , q > :::a ___ 1 __ __.1.__ 
y B = l 

<xq1, q1> 
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y vemos que 

<xq ,q > 
2 l 

<xq ,q > 
2 Q. 

8) q (xl = xq (x} -
3 2 q2 útl - ---­

<q • q > 
. 1 l 

q úl -
l 

---- q (Xl, a. <q ,q > 
2 2 

pero el altimo t~rmino es cero, ya que, 

m m 

<q a.' ,q a.> 

<xq , q > = ?! x,q (it.lq (x,l = l: q (xilx,q Cx1· 1 = <q ,xq > 
2 Cl i•l 1. 2 1 a. 1 i•l 2 1 11 2 a. 

~hora, despejando xq<L de (2.61 tenemos 

<q , xq > = <q , q > + a <q , q > 
2 a. 2 l 12 11 

pero cada. sumando es cero por (2.21. 

Entonces, si 

a 
3 = 

(2.S)quedarta como 

<xq I q > 
2 2 

<q • q > 
2 2 

y 8 
2 

= 
<xq • q·> 

2 l 

<q • q > 
1 1 

(9) q Cxl = xq Cxl - a q (xl - 6 q Cx.l. 
3 2 3 2 2 l 

de · {q , q , ••• , 
a.. 1 



donde, desde el. cuarto t~rmino hasta el últÍlllO son cero. Esto 

es fácil. de demostrar si razonamos como en e1 paso anterior. 

Entonces, si,.. 

~ .10) quedar!a como 

Si defin.imos q_ 1 CXl = Q y 

<xqTc.-.1' 'trt. .. 2> . 
:::¡ . 

<qk.-2, qk._z> 

q Cxl = 1 podremos fácilmen­
a 

te generar estos polinom.ios ortogonales utilizando la forma ge­

neral. (2.111.' Y este método es conocido como Relaci6n del Ter 

cer Término de recurrencia, pues para_ generar ún tercer término 

se necesi.tan canecer a los dos anteriores. Resumiendo, los po­

linomios ortogonales serian: 

qa.Cxl=1 

q CxI :::¡ (X - a 1q cxr 
1 1 a: 
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q CXl = Cx. - a lit Cxl - a q <'.xl 
2. 2 1 l Q. 

donde 

(12} .c. .. a, 1, • • • • k 

y 

(13) = 
<x.q i ,q i-1> , 
<q i-1' q t-i> 

.(; .. 1, 2' • • • • f¿ 

Ahora, comparemos el nGiriero de productos i~teriores y el 

nOmero de multiplicaciones y divisiones que se tendrían que 

realizar en ambos métodos. El n1hnero de productos interiores 

a realizar utilizando el proceso de Gram~Schmidt es de k(k+3l/2, 

ya que para q
1 

se necesitan 2, para q
2 

se necesitan 3 y en 

general para qk se necesitan (f¿ + 11, y por la relaci6n del 

tercer término de recu.rrencia se necesitan 2 para cada polino­

mio qi, para i = 1, 2, ••• k, esto es, 2k productos interio-

res. 

Al contar un~camente las multiplicaciones y divisiones -

efectuadas por cada, método, vemos que por· ·el proceso de Gram­

Schmidt se necesitan para q
1

, 3m + 3, y para qi' para i= 2, 

3, .••• k, 3m + S, o sea, son kC3m + 51 - 2 multiplicaciones 
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y divisiones, mi:.entras que por la relaci6n del tercer término 

de recurrenc.ia son f.:( (fi. + 31 (m + .l}_ + {k.. - 1) I /2, ya que, pa-

ra 

ral. 

2(m + 11, para q
2 

son 3(!11 + ll + l 

son (k + .11 ún + .l} + CfL - l.I • 

y en gene-

Para apreciar mejor estas diferencias, supongamos que 

m = 10 y que ~ = a, entonces, el ntlrnero de productos interio 

res es de 44 para Gram-Scfunidt y de 16 para la recurrencia del 

tercer término, y el ntlrnero de multiplicaciones y divisiones 

es de 512 para Gram-Schmidt y de 278 para la recurrencia del 

tercer t~rmino, o sea, que por Gram-Scfunidt es más o menos un 

85% más de multiplicaciones y divisiones. 



CAPITULO 3 

IMPLEMENTACION PRACTICA DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES 

Ortogonalidad de 1a Relac~6n del Tercer Término de Recurrencia 

Para saber si la relaci6n del tercer término de recurren-

cia realmente genera polinomios ortogonales veremos que cumple 

las dos propiedades principales, las cuales demostrare.~os por 

inducci6n. 

Primero probaremos que q a. (xl, q_
1 

Cxl, ••• , qk (x} están 

bien definidos y que son de grado exacto. 

Si. k = a, es evidente que q Cxl 
<L 

es de grado cero. 

si Ez. = 1, 

lo cua1 está bien definido y su grado es uno, ahora, suponie~ 

do que qk_ 2 (x) y qk-l {xl son de_ grado exacto k - 2 y 

k - l ·respectivamente, entonces, la def1nici6n 

hace claramente a qk(xl de grado exacto k. 

Demostrar que 

q .> 
J 

O, para i -7' j , 
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es equivalente a demostrar que 

si i < k, para cada ~. 

si k = a, no ñay nada que demostrar. 

Si ~ = 1, 

<x. - a ,l> ... <x,l.> - <a ,l> 
1 l 

= <x, l.> - a <1,.i>= 
l 

<x,l> 
= <x,l.> - ~~- <l,1> = o 

<1,l.> 

Supongamos ahora que es cierto hasta k - 1, entonces 

por la hip6tesis y por la defi.n~ci6n de ªk" 

Por 61ti:no si i < ~ - 2 
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= <xqk-1 'qi> 

por la hip6tesis de inducci6n, pero 

ya que i < k-2 y por la hipOtesis. 

Algunas Modificaciones 

Si en lugar de usar (2.13} para calcular Bk' utilizamos la for 

rna al.ternante 

(l.) 

la obtenci6n de los polinomios ortogonales, se simplifica atin más. 

Pues, no necesitanos calcular <qk .. qk> debido a que este producto inte 

rior se calcul6 para ªkº Para poder hacer esto, veremos que 

Por un lado tenemos que 

1:1 

i~l xiqklxilqk-i(xil 

a 

= i~l qk(xilxiqk-l(xil 

y p·::>r el otro tenemos que 



Otra rnodificaci6n es que en lugar de usar la expresi6n (2.51 

ara calcular ªk' usaremos la forma equivalente 

equivalente, ya que 

<qk,Pk-1> 

k-1 
l: a.<qk,q.> 

j=O J J 

Lp forma (3.2) para calcular ªk' se comporta mejor numerica­

nte, pues se esta calculando de tal forma que la expresi6n 

_ 1 (xl + akqktxl se aproxima a y lo mejor que se pueda; esto es, 

escoge ak tar que el t~rmino aumentado akqk(x! reduce el error 

- Pk_ 1 (xl tanto como se pueda. 

La altima modificaci6n que harémos será al calcular cri,i = 0,1, 

.. k, que no la.scalcular~s con la f6rmula recursiva. 

cr~+l = [ lm-ll.-11/ cr~ 

pesar de ser una de las ventajas principales de los polinomios ºE 

ogonales, debido a que no nos proporciona la informaci6n necesaria 
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p~ra poder inferir acerca del grado adecuado, ya que 1 en algunos 

casos estas cri son negativas, corno podem~s apreciar en o5 y cr 6 

cel eja~plo 3. Y tampoco nos proporciona la inforrnaci6n necesa-

ria para saber mas o menos cuantos dígitos correctos tenemos en 

los coeficientes del po1inomio ajustado, pues notarnos que en los 

4 ejemplos el n11mero de dígitos correctos no coincide, ni se apr~ 

xirna, con el nt1Inero de d1gitos correctos que predicen las a. ade 
l. -

cuadas. Para comparar esto tomemos el ejmplo 1 en donde el name-

ro de dígitos correctos es de 9 y cr 3 nos indica que ~nicamente 

tenemos 4 6 S. 

Las cri cal.culadas con la fórmula recursiva y utilizando los 

mismos ejemplos del capitulo 1 se encuentran en la siguiente hoja 

y los coeficientes se encuentran en la tabla 3.2. 

Por lo tanto, preferimos ut:iJ.izar la fórmula directa 

para calcular cr 1 , i = a. 1, ••• , ~.pues a pesar de que el número 

de operaciones es mayor, nos proporciona una medida del error más 

fidedigna ~el ajuste realizado. Las cr1 calculadas directamente 

se encuentran en la tabla 3.1. 

Algoritmo ~ Lenguaje Informal 

A continuación presentamos un algoritmo en lenguaje informal 

que calcula el polinomio Pk(xl de mejor grado, tomando en cuenta 

las modificaciones que acabamos de realizar. Donde Pk(iJ es una 
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EJEMPLO I 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.05765312500E+03 
4.656612B7310E-09 

EJEMPL0.2 

3.45881250004E+02 
5.43271501861E-09 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.35795300000E+Oó 
5.88342B5888BE+03 

EJEMPLO 3 

2+78527773334E+06 
1.91529591878E-05 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.40715860400E+11 
2+59801743153E+09 

-s.12154017896E+oo 

EJEMPLO 4 

3.26684768532E+11 
2.75934207656E+07 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

3.16548749316E+14 
1.20763721352E+13 
1.66113138172E+09 
8.82055894872Et03 

t.72187948113E+14 
1.37906423491E+12 
7.70182701920E+06 

lo20656250045E+01 

2.83912200012E+05 
2.29835510254E-05 

4.91504262045E+10 
-8.14010416672Et00 

5.88504882768E+13 
7.70981547648E+10 
8.08551236984E+03 
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combinación lineal de los polinomios ortogonales generados por la 

relación del tercer t~rmino de recurrencia. 

Dados los puntos (x1 ,y1 l, ~ = 1,2, ••. , m y Epsilon, y definie~ 

do los polinomios q_1 Cxl: O y q0 tx) = 1, para poder hacer uso de 

la relación de recurrencia. Este algoritmo determina el grado ade­

cuado (KA'.}, CLi, .l = 1,2, ••• KA, Si,'.(.= 0,1, .•• ,KA-1, rli y oi, 
i. = 0,1, ..• KA. 

1) Para .l = 1,2, ••• ,~ 

2) 

3} woo-

4) 

5) 

6) 

7) ªº .._ o 

8) y i. .._ (Xi ;;. al lqi 

91 Para Ez.. 1,2, •.• , m - 3 

1} ~ woo 

2) woo ,._ 
m 2 
~ y. 

i•l 1 
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m 
3) wo - i=l (yi - PEk-1) 

4) ºk - w~/woo 
. 2 m 

PEk)2/ 5) ªk 
~ i~h (yi - (m-k-1) 

6) ¿Es 02 > 2 6 1 cr~ ª~-11 ..;; Epsilon ? k ºk-1 -
J.) KA +- k (grado adecuado) 

2) Alto 

m 2 7) ªk - i=lx.iqi I woo 

8) ak - WT/w00 

9) Para i. = J.,2, ••• ,m 

1) pi -qi 

2) qi -·yi 

3) yi - (;ti - Clk)qi - 6kPi 

Algoritmo l. 
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Representación en Base Canónica 

Debido a que la gente no está muy familiarizada con la re-

presentación de un polinomio como combinación lineal de polinomios 

ortogonales (base n~ usual} y por el hecho de poder analizar más 

claramente los resultados obtenidos con el ajuste de polinomios 

ortogonales es preferible expresar-estos polinomios como combina-

ci6n lineal de potencias de x. Esto es, pasar de 

a 

n 
P(x) =i~Oóiqi(X) 

n . 
P tx>= .t0 a.. xi. 

l."' l. 

Para hacer esta transformación, utilizaremos la misma ecua~~ 

ción recursiva (2.11) con la que calculamos los polinomios ortog~ 

nales: 

( 3) 

Como el conjunto de todos los polinomios de grado < n cons 

tituye un espacio vectorial, podemos representar cualquier polin~ 

mio de grado n como un vector con n + 1 componentes, esto es 7 

(a0 ,a1 , ••• , a.
0

) E mn+l donde ai es el coeficiente de xi,~"= 0,1, 

••. , n. 

Entonces, si definimos 

q
0

{x) = (1,0, ... ,0) 

y q l (X) = (-a. 1 11, • ,O) 



y cooo ya conocemos el grado adecuado, ªi' ei y o.i fácilmente po­

dréoos obtener su representación en potencias de x, ya que para o~ 

tener los siguientes polinomios ortogonales solo basta aplicar la 

ecuaci6n (3.3), donde para tener xqi-l (x) únicamente es necesario 

recorrer las componentes de "Q. 
1 

{x) un lugar a la derecha y hacer 
1-

cero la primera componente, multiplicar Qi_ 1 {x) por - a.i y m~lt~ 

plicar Qi_ 2 Cx) por - Si-l y sumar componente a componente a com­

estos 3 vectores. Después multiplicamos cada polinomio~ 

ortogonal por su respectivo coeficiente (oi) y as1, al sumar com­

a componente todos los vector.es, obtenemos la representa­

en base canónica. 

A continuaci6n presentamos un algoritmo en lenguaje infornial 

ue lleva a cabo lo descrito en los parrafos anteriores. 

Dados KA~ 1 (grado adecuado), a~, i.. = 1,2, ••• KA, ai' i.. = 0,1, 

KA - 1, y ºi' ~ = 0,1, ••• , ••• KA. Transforma el polino~io or 

ogonal a la base can6nica. 

1) 

2) 

3} 

4} 

- (l,O, ••• , O) 

ql 

POL.X 

Para 

l} 

3) 

- (-a.l, 1,., 0) 

- 6 a'lo + 5 1<l1 

i.. = 2,3, ••• ,KA 

Qi ~ (o, qi-1) 

POLX - POLX + 6 • q • 
1 1 

Algoritmo 2. 
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Los a1goritmos 3.1 y 3.2 están codificados en un programa en 

lenguaje Algol como los procesos APOVCM y TRANSF respectivamente, 

y se encuentran en el apéndice III. En este programa también se 

incluyen otros dos procesos que son: PRODIN, que calcula el produ~ 

to interior de 2 vectores y, HORNER, que evalúa el polinomio en 

n puntos por el método de Horner. La codificaci6n fué hecha en a~ 

gol únicamente por tener la ventaja de poder declarar los arreglos 

variables. 

Cambio de Intervalo 

Sabemos que los polinomios ortogonales son de grado exacto, 

esto es, 

qn(x.) = ynxn +potencias menores, con y
0 
~O. Y que los err~ 

res en un sistema punto flotante son sensibles al redondeo, enton­

ces, al evaluar qn(xi) y al calcular los productos interiores <q
0

, 

q
0
> (que son necesarios para obtener a

0
, 8

0
_ 1 y ó

0
), si xi es "gra~ 

de" los errores tienden a "dispararse" según n vaya creciendo, o 

sea, que si.xi E [a.x,bx.} donde a.x. 6 bx es "grande" los errores se 

rán mayores mientras el grado del polinomio ajustado sea mayor. 

Por esta raz6n, decidimos cambiar al intervalo [0,11 donde este 

error es menor debido al sistema punto flotante. Entonces trans-­

formaremos las abscisas del intervalo [a.x,bxJ.al intervalo [0,1}, 

esto es, en vez de tener datos (xi,!fi) para xi E [a.x.,bxl, tendré-­

mas datos (.ti, !fi) para :ti E [ O,lJ, o sea, 
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T: X- E [ a.x. • b X) + .t. E ( 0 1 1} 
l. 1 

T(x.i) = .t:. 
1 

Donde además, 'I' es invertible 

-1 .t. E [O, 11 - E [ a.x, bx} T : X.. 
1 1 

T-1 (.ti) X.. 
l. 

Nuestro polinomio quedar1a como 

donde a.~ no necesariamente es igual a a.i' pero podr1amos aplicar 

-1 T para_ obtener ~i' esto es, 

1 n . 
P (T- C~>> • P {x.) =-~oa..xi, n n i.• i. 

aunque esta Gltima transformación no la realizaremos. 

En vista de esto: se probaron en el intervalo [0,1} los mis­

mos 4 ejemplos para el mismo ntlmero de puntos pero con las yi ge­

neradas en este intervalo, con los 3 códigos, los resultados se en 

cuentran en· sus respectivos apéndices. 

En los m~todos del capitulo 1 notamos que en los ejemplos 1 y 

2 los resultados son casi los mismos, pues mientras en e1 interva­

lo [ O, 11 son mejores los coeficientes de grado menor, en el inter­

valo [ix,bx.1 son mejores los de grado mayor, en los ejemplos 3 y 4 

los coeficientes mejoran en el intervalo [0,11 ,utilizando ~ECOMP Y 

SOLVE- aunque·en el ejemplo 4 la a adecuada nos indica que debemos 
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tener 6 6 7 digitos correctos y en algunos coeficientes solo tene­

mos 3, y en el ejemplo 4 utilizando CHOLYlnos indica que la matriz 

no es diagonal dominante, esto se· 1debe a la gran cantidad de opera­

cion·es que tenemos que -~fectuar. 

En el método de polinomios ortogonales, notamos que los coe­

ficientes de los ejemplos l y 2 mejoran un poco, pues no hay mucha 

diferencia, pero en los ejemplos 3 y 4 tienen una gran mejoria. 
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

-

f :lt.ervalo [o, 51 [ 0,10) [ o. 20] [ o, 10) 

ramero 
de 11 11. 21 21 

Puntos 
' f ncremento o.s l 1 o.s 

¡ 
ªo 2057.653125 9357953 9.407158604 3.1654874931E 

1 :ii 101.1 X 1014 
1 

3.26684768539 1.7218794811 

1 º1 345. 881249998 2785277. 73334 
X 10ll X 1014 

cr 2 12.0656249999 283912.200005 4.91504262143 5.8850488269E 

X 1010 
X 1013 

ª3 8 .59936964808 5883.42857216 2.59801744 1.20763721286 
X 10-21 

X 109 
X 1013 

ª4 9.33776620824 l. 7 4339709336 2.75934285613 1.3790642284 
X 10-21 X 10-1.G X 107 

X 1012 

ºs 2.07571268252 8.8807516896 7.70981480872 
-16 X 10-l2 X lQlO X 10 

ºG ~.18407316504 1.6611244137 

X 10-l2 X 109 

ª1 7. 69436097648 

X 106 

ºa 2. 21919588399 
x lQ-8 

1 º9 2.42064509543 
X 10-B 

TABLA 1 
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Ejemplo l Ejemplo 2 Ejemplo 3 Ejemplo 4 

Real Cal.cu1ado Real calculado Real calculado Real Calcalado 

ªo -:1 -1.0000000000 -l. -1 .0000000213 l 999999521414 -1 -.999944717653 

ª1 2 2. 00000000024 -4 -3.9999999937' l .999997636651 -1 -. 99998809841 

ª2 
o -. 123691279441 3 3. 00000000252 l 1.00000102946 l 999819103909 

X 10-9 

ª3 1 1.00000000001 -l. -1 • 0000000008~ l. 999999861848 !) 1. 46830326869 

x 10-4 

ª4 1 1.00000000006 l. 1.00000000881 -3 -3.00005034329 

:_:J 1 .999999999814 5 5.0000091922 

ª 6 1 
-2 -2. 0000009 3009 

~ -3 ..;;! .99999995 122 

~ l .999999998974 

TABLA 2 
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Comentarios 

Para darnos c::uemt.a del. grad-o ~iino en el cua.l el. pol:tnomi.o 

nos proporc~ona. 1llll?ll a.juste "'ad<!Cuado", se tomaron pol.inomios al. 

azar (coeficientes .generados al:eatoriamente} , 51 abscisas igual 

men.te es:;>aci.adas en el. i.ntervalo { O, 1} y se evaluaron estos pol.i-

ncm:ios en cada abscisa ~i para tener las ordenadas (qi}. Se emp~ 

::6 generando un polinomio de grado 9, despul?s un polinomio de gra 

do 10 y as1- sucesivamente hasta uno de grado 18, en donde nos di-

mos cuenta que el ajuste ya no era.adecuado, pues nos indicaba que 

el grado adecuado era 17, de aqu!, que nuestro c6digo nos indica 

una predicción de grado correcto hasta 17, pero en la mayor!a de 

los coeficientes del. polinomio ajustado de grado 17 hab!a errores 

de algunas decenas. Al. comparar el ajuste de grado 16, notamos en 

algunos coeficientes errores de unidades, en los ajustes de grados 
----

14 y 15 tenemos cuando menos un d~gito correcto en los coef icien-­

tes, en el. de grado 13 cuando menos 2 y en el. de 12 cuando menos 3. 

Entonces, podemos decir que tenemos un "buen• ajuste hasta un 

polinomio de grado 13, aceptable para 14 y 15 y mal.o a partir de 

16. 

Una desventaja que tenemos a.l usar el interva.lo [0,ll para gr! 

dos altos, es que la e adecuada no nos indica e.l na.mero de d!gitos 

correctos, ya que en todos .los po.linomios generados al azar, según 

la a adecuada deber!amos tener 8 6 9 d!gitos correctos y por ejem­

plo en el de grado 17, la mayor!a de los coeficientes no tienen ni 
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uno, la prillcipa1 razón de esta discrepancia es debido a la trans 

formaci6n del polinomío como combinación lineal de polinomios or­

togonales a potencias de ~, pues el n1Imero de operaciones que se 

efectúan para esta transformación es de 3(n+1)(n+2}/2-B multipl~ 

caciones y el mismo nGmero de sumas, o sea, que para un polinomio 

de grado 15 se requieren 400 multiplicaciones y 400 sumas. 

Se probaron los mismos polinomios generados al azar con el 

mismo c6digo, pero util.izando doble precisi6n y los resultados ob 

tenidos nos indican, que para el ajuste de datos por medio de pal! 

nomios ortogonales no es conveniente el uso de doble precisi6n, 

pues a pesar de que la predicción del grado correcto aumenta en unq 

los coeficientes son casi los mismos que al utilizar precisión SÍ!!!_ 

ple. 

Todos los ejemplos de este trabajo ~ueron probados dnicamente 

con una computadora Burroughs B6700, que trabaja un sistema punto 

flotante normalizado en base 8, con 13 d!gitos y exponente mayor o 

igual que -51 y, menor o igual que 77. 

En el apéndice IV, se presenta un listado en Fortran y en Algol 

de un método para generar nllmeros normalmente distribuidos. Les cua 

les se utilizan para perturbar los ordenes de los ejemplos del ap~n­

dice I y del apéndice III. 
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APENDICE I 

10000 
10100 
10200 
10300 
10400 
10500 
10600 
10700 
10800 
10900 
11000 
11100 
11200 
11300 
11400 
11500 
11600 
11700 
11800 
11900 
12000 
12100 

C*4~7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7. 

C* ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE AJUSTE DE DATOS POR 
C* MEDIO DE LAS ECUACIONES NORMALES. EN LA MATRIZ A GUARDA­
C* riOS LA MATRIZ X'X Y EN EL VECTOR B EL VECTOR X'Y, COPIAN­
C$ DOLAS EN LA MATRIZ C Y EN EL VECTOR D RESPECTIVAMENTE, PA 
C~ RA LLAMAR A DECOMP Y SDLVEr YA QUE, SI NO SE HACE ASI, SE 
C* PERDERIA ESTA INFORMACION y·sE TENDRIA QUE CALCULAR A Y B 
C~ PARA CADA GRADO. Y DE ESTA FORMA SOLO SE NECESITA CALCU­
C~ LAR LA ULTIMA COLUMNA DE A CCOPIANDOLA EN EL ULTIMO. REN­
C~ GLON) Y EL ULTIMO ELEMENTO DE B. 
C::(C 

12200 C* 
12300 
12400 
12500 
12600 
12700 
12800 
12900 
13000 
13100 
13200 
13300 
13400 
13500 
13600 
13700 
13800 
13900 
14000 
14100 
14200 C* 
14300 
14400 
14500 
14600 

"' 

INTEGER IPVTC22) 
REAL A<22,22>•BC22)rC(22,22>•DC22),EC10>•X<22>•Y<22> 
REAL WORK<22>• VC22>1FCl0>1TEMP1C22)•TEMP2C22>rINC 
NDIH=22 

LEE MCNUMERO DE PUNTOS> Y DELTA<CANTIDAD PARA 
DECIDIR CUANDO DETENER EL PROCESO>. 

READC5r/>HrDELTA 
LEE LAS ABSCISAS DATOS. 

.READ<5,./> <XCI> r I=1rH> 
LEE LAS ORDENADAS DATOS. 

READ<5,./) <YCI>r I=lrM> 
IMPRIME LOS DATOS. 

WRITE<611> 
WRITEC6,.2) <X<I>rI=lrH) 
WRITE<6•3> 
WRITEC6r2> <YCI>rI=lrH> 

INICIALIZA LAS VARIABLES. 
K=O 
YI=O.O 
SIGHAl=O.O 
DO 10 I=lrH 
B<I>=O.O 
D<I>=O.O 
TE11P1CI>=1.0 
DO 10 J=lrH 
A<I1J>=O.O 

10 C(I,J>=O.O 
CALCULA LAS ECUACIONES NORMALES DE GRADO O. 

[IO 20 I=lrM 
20 YI=YI+Y<I> 

8<1 >=YI/H 
CALCULA SIGMA CERO. 

DO 30 I=lrM 
30 SIGMA1=SIGMA1+<Y<I>-B<1>>**2 

SIGMAl=SIGMAl/CH-1) 
MI=O 
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14700 A( l rl>=M 
DC 1>=B<1) 
B<l>=YI 
WRITEC6,.4) 

14800 
14900 
15000 
15100 
15200 
15300 

C* 
C* 

CALCULOS GENERALES. 
ALMACENA LOS COEFICIENTES 

40 DO SO J=1•K+1 DEL GRADO ANTERIOR, 
50 F(J}=D<..J> 

K=K+! . .., .... \ ·~,'-~"' .;<: .. · ,:·.:::- ¡,, -::.<~~ ' 
c~u~ .~1·.:.;~-cat-~ ~-.., · · ;'~};\~"' . ·:;~¡;:'.~~:' 

15400 
15500 
15600 e* 
15700 
15800 IF <J+MI-1. NE.K> GO TO 70 
15900 DO 60 II=1rH 
16000 60 TEMP2<II>=TEHP1<II> 
16100 70 I10 80 I=lrM 
16200 TEMP1<I>=TEMP1<I>*XCI> 
16300 80 A(J,K+1>=A<..JrK+1>+TEMP1<I> 
16•100 C:ft COPIA LA ULTIMA COLUMNA DE A EN EL ULTIMO RENGLON, 
16500 DO 90 J=1rK 
16600 90 A<K+1rJ>=A<..JrK+1> 
16700 C* CALCULA EL ULTIMO ELEMENTO DE B. 
16800. • DO 95 I=1rM 
16900 95 B<Ktl>=B<K+1>+Y<I>*TEHP2<I> 
17000 C* COPIA LA MATRIZ A. 
17100 D0·85 J=1rK+1 
17200_ DO 85 L=1 rK+1 
17300 85 CCJrL>=A<JrL) 
17409 C* COPIA EL VECTOR B. 
17500 DO 75 J=1•K+1 
17600 75 D<J>=B<J> 
17700 C* LLAMA A DECOMP PARA HACER LA ELIHINACION GAUSIANA+ 
17800 CALL DECOMPCNDIM1K+lrCrCOND1IPVTrWORK> 
17900 IF CCOND. EQ •• 1E33) GO TO 35 
18000 C* LLAMA A SOLVE PARA HACER LA SUSTITUCION RECURSIVA. 
18100 CALL SOLVECNDIMrK+1rCrD1IPVT> 
18200 C* INVIERTE EL ORDEN DE LOS COEFICIENTES CALCULADOS, 
18300 DO 65 I=lrK+l 
18400 E<I>=D<K+2-I> 
18500 65 V<I>=O 
18600 C*· LLAMA A HORNER PARA EVALUAR EL POLINOMIO. 
18700 CALL HORNER<XrVrErM•K+1> 
18800 C* CALCULA SIGMA I. 
18900 DO 55 J=1rM 
19000 55 SIGMA2=SIGMA2+<Y<J>-V<J>>**2 
19100 SIGMA2=SIGMA2/CM-K-1> 
19200 orF~ABS<SIGMA2-SIGMA1> 

19300 C* COMPARA LAS SIGMAS. 
~9400 IF CDIF. LE. DELTA>GO TO 25 
19500 IF CSIGMA2. GT. SIGMA1> GO TO 15 
19ó00 SIGHA1=SIGMA2 
19700 SIGMA2=0.0 
19800 IF CK. GE. 10> GO TO 25 
t 
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14700 AC1r1>=M 
14800 DC1>=BC1) 
14900 BC1>=YI 
15000 WRITEC6r4> 
15100 C* CALCULOS GENERALES. 
15200 C:lc ALMACENA LOS COEFICIENTES DEL GRADO ANTERIOR. 
15300 40 DO 50 J=1rK+1 
15400 50 FCJ>=D<J> 
15500 K=Ktl 
15600 C* CALCULA LA ULTIMA COLUMNA DE A. 
15700 DO 80 J=1•K+1 
15800 IF <J+MI-1. NE.K> GO TO 70 
15900 DO 60 II=1•H 
16000 60 TEMP2<II>=TEHP1<II> 
16100 ~o DO 80 I=1rH 
16200 TEMP1CI>=TEHP1CI>*XCI> 
16300 BO A(J,K+1>=A<JrKt1>+TEMP1<I> 
16400 C.lt COPIA LA ULTIMA COLUMNA DE A EN EL ULTIMO RENGLON. 
16500 DO 90 J=1•K 
16600 90 ACKt1rJ)=A(J,Kt1> 
16700 C* CALCULA EL ULTIMO ELEMENTO DE B. 
16800. • DO 95 I=l•H 
16900 95 B<Kt1>=B<K+l>+Y<I>*TEHP2<I> 
17000 C* COPIA LA MATRIZ A. 
17100 D0·85 J=lrK+l 
1720~ DO 85 L=1rK+1 
17300 05 C<J,L>=A(J,L) 
17409 C* COPIA EL VECTOR B. 
17500 DO 75 J=1rK+1 
17600 75 D<J>=B<J> 
17700 C* LLAMA A DECOHP PARA HACER LA ELIMINACION GAUSIANA+ 
17800 CALL DECOMP<NDIMrK+l•CrCONDrIPVTrWORK> 
17900 IF CCOND+ EG •• 1E33) GO TO 35 
18000 G* LLAMA A SOLVE PARA HACER LA SUSTITUCION RECURSIVA. 
18100 CALL SOLVE<NDIMrK+1•CrDrIPVT> 
18200 C* INVIERTE EL ORDEN DE LOS COEFICIENTES CALCULADOS. 
18300 DO 65 I=1rK+1 
18400 ECI>=D<K+2-I> 
18500 65 VCI>=O 
18600 C*· LLAHA A·HORNER PARA EVALUAR EL POLINOMIO. 
18700 CALL HORNERCXrVrErMrKt1) 
18800 C* CALCUL.A SIGMA I. 
18900 DO 55 J=1rM 
19000 55 SIGMA2=SIGMA2t<Y<J>-V<J>>**2 
19100 SIGMA2=SIGMA2/CM-K-1> 
19200 DIF~ABSCSIGHA2-SIGMA1> 
19300 C* COMPARA LAS SIGMAS. 
19400 IF CDIF. LE. DELTA>GO TO 25 ···. 
19500 IF CSIGMA2. GT. SIGMA1> GO TO 15 
19600 SIGMA1=SIGHA2 
19700 SIGMA2=0+0 
19800 IF CK. GE. 10) GO TO 25 

• 



19900 
20000 
20100 
20200 C:tc 
20300 
20400 C* 
20500 
20600 
20700 

0800 
20900 
21000 
21100 C:t 
21200 
21300 C* 
21400 
21500 
21600 
21700 

MI=MI+1 
DO 45 I=lrM 

45 TEMP1<I>=TEMP2CI> 
REGRASh PARA HACER LOS 

GO TO 40 
IMPRIME RESULTADOS. 

35 WRITE<6r5>K 
GO TO 12 

25 WRITE<ór6) 
GO TO 12 

15 WRITE<ór7> 
12 WRITE<6r8>K-1 

IMPRIME SIGMA t. 
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CALCULOS DEL GRADO SIGUIENTE. 

WRITE(6p9)SIGMA1 
IMPRIME LOS COEFICIENTES. 

WRITE<ór 11 > 
WRITE<6r2><F<L>rL=1•K> 

1 FORMAT(/,5~,•LAS ABSCISAS DATOS SON:"r/) 
2 F.ORMATC3G21.11) 
3 FORHATC/r5Xr"LAS ORDENADAS DATOS SON:"r/) 
4 FORHAT</r5Xr"CRITERIO SELECCIOHADO •, 

-•PARA DETERMINAR EL GRADÓP r/) 
5 FORHATC/r5Xr"LA MATRIZ ES SINGULAR PARA K= •rI3> 
6 · FORMAT<h10Xr"ISIGHA I - SIGMA I+1l<= DELTA"> 
7 FORMATC/r10Xr "SIGMA I+1>SIGHA P > 
s FORHAT(/rSx.·EL GRADO ADECUADO Es:•.rs> 
9 FORMAT</Y5Xr"SIGHA AL CUADRADO ES:"rG21.11> 

11 FORMATC/r5Xr"LOS COEFICIENTES SON•, 
-•(DE GRADO MENOR A MAYOR>:•,/) 

CALL EXIT 

1800 
21900 
22000 
22100 
22200 
22300 
22400 
22500 
22600 
22700 
22800 
22900 
23000 
23100 
23200 
23300 
23400 
23500 
23600 
23700 
23800 
23900 
-4000 
24100 
24200 
24300 
24400 
24500 
24600 
24700 
24800 
24900 
25000 

END 
C*7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.%7.7.7.7.7.7.7.~%%:!%Z~7.7.7.7.7.7.7.7.%7.%7.7.7.7.7.7.7.7.7.7. 

• 

SUBROUTINE HORNER<X~YrErMrNC) 

ESTA SUBRUTINA EVALUA POLINOMIOS POR EL METODO DE HORNER. 

100 

X 
E 
H 

'iC 

y 

PARAHETROS DE ENTRADA: 
VECTOR QUE CONTIENE LOS PUNTOS A EVALUAR. 
VECTOR CON LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO. 
NUMERO DE PUNTOS. 
NUMERO DE COEFICIENTES. 

PARAHETRO DE SALIDA! 
VECTOR OUE CONTIENE EL POLINOMIO EVALUADO. 

DIMENSION X<M>rYCM>~E<NC) 
DO 100 I=lrM 
Y<I>=E<1> 
DO 100 J=2rNC 
Y<I>=<YCI>*X<I>>+E<J> 
RETURN 
END 



''5100 
25200 

C*Z7.ZZ~Z~/.7./.7.Z/.7./.7.%7.7.7.7./.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.Z7.7. 

25300 C* 
25400 C* 
25500 C* 
25600 C* 
25700 
25800 

C* 
C* 
C:I< 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

7200 C* 
7300 C* 
7400 
7500 
7600 
7700 
7800 C* 
7900 
8000 
8100 
8200 
8300 
8400 
8500 C* 
8600 
8700 
8800 C* 
8900 
9000 
9100 
9200 
9300 
9400 
9500 
9600 
9700 
9800 C* 
9900 
0000 
0100 C* 
0200 

SUBROUTINE DECOMP<NDIM~N•A,COND•IPUT,WORK> 
ESTA SUBRUTINA HACE LA ELIHIHACION GAUSIANA CON PIVOTEO 
PARCIAL Y ESTiliA EL NUMERO DE CONDICION. N ES EL ORDEN DE 
LA MATRIZ, A DE ENTRADA CONTIENE LA MATRIZ A SER TRIANGU­
LARIZADA Y DE SALIDA LA MATRIZ YA TRIANGULARIZADA u, Y EN 
LA PARTE I~FERIOR CONTIENE A LOS MULTIPLICADORES• EL VEC­
TOR IPVT GUARDA EL NUMERO DEL RENGLON PIVOTE Y EN EL ULTI 
MO ELEMENTO <IPVTCN>> UN 1 O UN -1, DEPENDIENDO DEL NUME­
RO DE INTERCAMBIOS• WORK ES UN VECTOR OUE SIRVE PARA GUAR 
DAR ALGUNAS VARIABLES GUE UTILIZA. . 

PARAMETROS DE ENTRADA: 
A 

NDIM 
N 

MATRIZ QUE CONTIENE x·x. 
DIMENSION DE LA MATRIZ A. 
DIMENSION DE LA MATRIZ U. 

PARAMETROS DE SALIDA: 
A 

COND 
IPUT 
WORK 

EN LA PARTE SUPERIOR COtffIENE LA MATRIZ U. 
NUMERO DE CONDICION, 
VECTOR QUE CONTIENE LOS RENGLONES PIVOTE. 
PROPORCIONA ALHACEN. DE TRABAJO, 

DIMENSION A(NDIM, 1) r IPVTOO, WORKCN> 
IPUT<N>=1 
IF (N, EO, 1> GO TO 45 
NMl=N-1 

CALCULA LA NORMA DE A. 
ANORH=O.O 
DO 20 J=1rtf 
T=O.O 
DO 10 I=lrN 

10 T=T+ABSCA(I,J>> 
20 IF <T. GT. ANORM> ANORH=T 

HACE LA ELIMINACION GAUSIANA CON PIVOTEO PARCIAL. 
DO 70 K=1rHJ11 
KP1=K+1 

ENCUENTRA EL PIVOTE •. 
H=K 
DO 30 I=KP1•N 

30 IF <ABSCA<IrK>>. GT. ABS<A<HrK>>> H=I 
IPVT<K>=H 
IF CH. NE. K> IPVT<N>=-IPVT<N> 
T=A<H•K> -
A<Mr IO=A(K,,K> 
A<K•K>=T 
IF CT. EG. O.O> GO TO 70 

CALCULA LOS MULTIPLICADORES. 
DO 40 I=KP1•N 

40 A<IrK>=-A<IrK>/T 
INTERCAMBIA Y ELIMINA POR COLUMNAS. 

DO 60 J=l<P11H 



30300 
30400 
30500 
30600 
30700 
30800 
30900 
31000 
'31100 C* 

T=A<M•J> 
A<M,J>=A<K,J) 
A<K,J>=T 
IF <T. EO. O.O) 
DO 50 I=KPt.N 

GO TO 60 

50 ACI,J>=A<I•J>+A<I,K>*T 
óO CONTUIUE 
70 COMTINUE 

RESUELVE A'Y=E. 
DO 95 K=lrN 
T=O.O 
IF <K. EQ. 1> GO TO 90 
KMt.=K-1 
DO 80 I=lrKM1 

80 T=T+ACI,K>*WORK<I> 
90 EK=l.O 

IF <T. LT. o.o> EK=-1.0 
IF <A<KrK>. Ea. o.O> GO TO 35 

95 WORK<K>=-CEK+T>IA(K,K> 
DO 75 KB=1rNH1 
K=N-KB 
T=WORK<K> 
KPl=Ktl 
DO 85 I=KP1rN 

85 T=T+A<IrK>*WORK<I> 
WORK<K>=T 
H=IPVT<K> 
IF <M. EO. K> GO TO 75 
T=WORK<H> 
WORK<M>=WORK<K> 
WORK<K>=T 

75 CONTINUE 
YNORH=O.O 
DO 65 I=1rN 

65 YNORH=YNORH+ABS<WORK<I>> 
LLAMA A SOLVE PARA RESOLVER AZ=Y· 

CALL SOLVECNDIHrN•ArWORKrIPVT> 
ZNORH=O.O 
DO 55 I=lrN 

55 ,zNORM~ZNORH+ABS<WORK<I>> 
ESTIMA EL NUHERO DE CONDICION. 

COND=ANORH*ZNORl1/YNORH 
IF (COND. LT. 1+0) COND=l.O 
RETURN 

45 COND=t.O 
IF <A<t,i>. NE. O.O> RETURN 

35 COND=1+0E32 
RETURN 
END 

\ 31::!00 
31300 
31400 
31500 
31600 
31700 
31800 
31900 
32000 
32100 
32200 
32300 
32400 
32500 
32600 
32700 
32800 
32900 
33000 
33100 
33200 
33300 
33400 
33500 
33600 
33700 
33800 C* 
33900 
34000 
34100 
34200 
34300 C* 
34400 
34500 
34600 
3•1700 
34800 
34900 
35000 
35100 
35200 
35300 

C :r. ~~ 7. 7.7. ~ ;! /. ;~'.Y.7. 7.7. 7.7. 7.%%7.7. 7. 7.7. 7.7. 7.7.%7. 7. % 7. 7. 7. 7. 7. 7. Z%7. X 7.7. i.:: 7.7. 7. /. i. 7. /.7./. /.7.7. %7. /.7. 7. 
SUBROUTINE SOLVECNDIH•NrA•BrIPVT> 

ESTA SUBRUTINA HACE LA SIJSTITUCION HACIA ATRASr ESTO ES, 



·35500 C:t. 
35600 
35700 
35800 
35900 
36000 
36100 

C* 
C* 
C:tc 
C* 
C* 
C* 

36200 e::< 
_3ó300 c:;c 
36400 C* 

C* 
Ci: 
C:t 
C* 

36500 
36600 
36700 
36800 
36900 
37000 C* 
37100 
37200 
37300 
37400 
37500 
37600 
37700 
37800 
37900 
38000 
38100 C* 
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RESUELVE EL SISTEMA AX=Br PERO ANTES REALIZA LAS OPERACIO 
NES QUE HIZO CON LA MATRIZ A AL VECTOR B. A ES LA HATRIZ 
OBTENIDA POR DECOMPr EL VECTOR B TIENE DE ENTRADA AL VEC­
TOR X'Y Y DE SALIDA LA SOLUCION DEL SISTEMA. 

A 
NDiM 

N 
B 

PARAMETROS DE ENTRADA! 
CONTIENE A LA MATRIZ U, 
DIMENSION DE LA MATRIZ A. 
DIMENSiON DE LA MATRIZ U. 
VECTOR CON EL LADO DERECHO 

PARAHETRO DE SALIDA: 

DEL SISTEMA. 

B VECTOR CON LA SOLUCION DEL SISTEMA. 

DIMENS!ON A<NDIMr1)rB<N>rIPVTCN> 
HACE OPERACIONES CON B. 

IF<N. EO. 1> GO TO 30 
NMi=N-1 
t10 10 K=1'NM1 · 
KPl=Ktl 

.M=IPVT<K> 
T=B<M> 
B<M>=BCK> 
BCIO=T 
DO 10 I=KP1rN 

10 BCI>=B<I>+A<IrK>*T 
HACE LA SUSTITUCION HACIA ATRAS. 

DO 20 KB=l•NM1 
KM1=N-KB 
K=KMl+l 
BCK>=B<K>/ACKrK> 
T=-BCK> 
DO 20 I=lrKMl 

20 B<I>=B<I>+ACirK>*T 
30 B<1>=BC1>/AC1r1> 

RETURN 

38200 
38300 
38400 
38500 
38600 
38700 
38800 
38900 
39000 
39100 
39200 
et 

END 
C*l.7./.7.t.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.Y.%7.7.%%%%%%%%X7.7.%%%%%%%%7.%%%Y.%%%7.7.7.7.7.%%/. 
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E.JE:MPLO 1: 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
1,500lJOOOOOO 
3.0000000000 
•l. 5000000000 

0.50000000000 
2.0000000000 
3.5000000000 
5.0000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 
5.3750000000 
32.000000000 
99.125000000 

0.12500000000 
11.000000000 
48.875000000 
134.00000000 

1.0000000000 
2.5000000000 
4.0000000000 

2.0000000000 
19.625000000 
71.000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA !+1:<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: , 478169856::i3E-17 

LOS COEFICIENTES SON< DE GRAI•O MENOR A MAYOR): 

-0.99999999864 
1.0000000004 

2.0000000036 -.27216899141E-08 
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EJEMPLO 2: 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
3.0000000000 
6.0000000000 
9.0000000000 

1.000000000-0 
4.0000000000 
7,0000000000 
10.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 
68.QOOOOOOOO 
1163.0000000 
6038.0000000 

-2.0000000000 
223.00000000 
2176.0000000 
9259.0000000 

2.0000000000 
5+0000000000 
8~0000000000 

11.000000000 
554.00000000 
3743.0000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

ISIGMA I - SIGMA It1l<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES! 

SIGMA AL CUADRADO ES: 

4 

.26400122850E-11 

LOS COEFICIENTES SON <DE GRADO ME!IOR A MAYOR> : 

-0.99999727883 
-1'.0000001460 

-4.0000043531 
1.0000000050 

3.0000013599 
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EJEMPLO 3: 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 1.0000000000 2.0000000000 
3.0000000000 4.0000000000 5.0000000000 
6.0000000000 7.0000000000 s.0000000000 
9.0000000000 10.000000000 11.000000000 
12.900000000 13.000000000 14.000000000 
15.000000000 16.000000000 17.000000000 
1a.ooooooooo 19.000000000 20.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

1.0000000000 6.0000000000 63.000000000 
364.00000000 1365.0000000 3906.0000000 
9331.0000000 19608.000000 37449.000000 
66430.000000 111111.00000 177156.00000 
271453.00000 402234.00000 579195.00000 
813616.00000 1118481.0000 1508598.0000 
2000719.0000 2613660.0000 3368421.0000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA Itl>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES: 5 . 

SIGMA AL CUADRADO ES: • 24231509666E-04 

LOS COEFiéIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

o.99216991470 
1.0008173053 

1+0164238964 
0.99995441372 

0.99391626830 
1.0000008981 



EJE.lfPLO 4-: 

LAS ABSCISAS 

o. 
1.5000000000 
3.0000000000 
4,5000000000 
b.0000000000 
7.5000000000 
9. 0000•)00000 

LAS ORDENADAS 

-1.0000000000 
-~5.878906250 

-481 ;00000000 
47453.855469 
781517.00000 
5760025.7774 
27910565.000 

DATOS 

DATOS 
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SON: 

o.soooooooooo 
2.0000000000 
3.5000000000 
s.0000000000 
6.5000000000 
0.0000000000 
9.5000000000 

SON: 

-1.3320312500 
-143.00000000 

1724.0898438 
138769.00000 
1617636.0742 
10113079 .ooo 
44284275.496 

1.0000000000 
2.sooooooooo 
4.0000000000 
s.sooooooooo 
7.0000000000 
a.5000000000 
10.000000000 

-3.0000000000 
-419.61328125 

12ss5.oooooo 
347690.30859 
3135747.0000 
17083696.043 
68470089.000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+l>SIGHA I 

EL GRADO ADECUADO ES: 

SIGMA AL CUADRADO ES: 

8 

1.5708486445 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A HAYOR>: 

0.38278308264 
-27.943550584 
.... :l.7995954140 

-23.220667147 
6.7101983090 

-3.0113471122 

41.233851734 
. 3 .1378520200 
1.ooó2632021 



EJEMPLO 1: 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
0.30000000000 
0.60000000000 
0.90000000000 

0.10000000000 
0.40000000000 
0.7000000000o" 
1. 00000000000. 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

...:.i.0000000000 
·O~ 37300000000 
0.41600000000 

1.5290000000 

-0.79900000000 
-0.13600000000 

0.74300000000 
2.0000000000 

0.20000000000 
o.soooooooooo 
o.aoooooooooo 

-0.59200000000 
0.12500000000 

1.1120000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+1l<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: .14205054491E-1S 

LOS COEFICIENTES SONCDE GRADO !..Y::MOR AMA.YO~>: 

-1.0000000006 
1.0000000124 

2.0000000078 -.19334712548E-~7 
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E.JEMPLO 2 

LAS ABSCISAS _DATOl? SON: 

o. 
0.30000000000 
0.60000000000 
0.90000000000 

0.10000000000 
0.40000000000 

·o.70000000000 
1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SONt 

-1.0000000000 -1.3709000000 
-1.9489000000 -2.1584000000 
-2.4064000000 -2.4329000000 
-2.2429000000 -2.0000000000 

0.20000000000 
o.soooooooooo 
o.aoooooooooo 

-1.6864000000. 
-2.3125000000 
-2.3824000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+ll<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 

SIGHA AL CUADRADO ES: .236731S9154E-17 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A HAYOR>t 

-1.0000000012 
-0.99999963161 

...;.3.9999999553 
0.99999981505 

2.9999997717 



EJEMPLO 3 

LAS ABSCISAS 

o. 
o.1sooooooooo 
0.30000000000 
o.4sooooooooo 
0.60000000000 
().75000000000 
0.9QOOOOOOOOO 

LAS ORDENADAS 

1.0000000000 
1.1764571875 
1.4275300000 
1.8030840625 
2.3833600000 
3.2880859375 
4.6855900000 

DATOS 

U A TOS 

SON: 

.sooooooooooE-01 
0.20000000000 
0.35000000000 
o.soooooooooo 
0.65000000000 
o.aoooooooooo 
0.95000000000 

SON: 

1.0526315625 
1.2499200000 
1.5356334375 
1.9687500000 
2.ó416ó03125 
3. ó892soooo·o 
5.2981621875 

o .10000000000 
o.2sooooooooo 
0.40000000000 
o.ssooooooooo 
0.70000000000 
o.asooooooooo 
1.00000000000 

1.1111100000 
1.3330078125 
1.6598400000 
2.1607096875 
2.9411700000 
4.1523365625 
6.0000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO.: 

ISIGMA I - SIGHA It11<= DELTA 

5 EL GRADO ADECUADO ES! 

SIGMA AL CUADRADO ES: .• 68004790368E-16 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

o.99999998416 
1.0000109080' 

1.0000005983 
0.99998814178 

0.99999579453 
.1.0000045805 
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EJEMPLO 4 

L~S ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
0.15000000000 
0.30000000000 
0.45000000000 
0.60000000000 
0.75000000000 
0.90000000000 

.sooooooooooE-01 
0.20000000000 
0.35000000000 
o.soooooooooo 
0.65000000000 
o.soooooooooo 
0.95000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 -1.0475172211 
-1.1286667132 -1.1633638400 
-1.2241984900 -1.2516393351 
-1.3043907898 -1.3320312500 
-1.4004966400 -1.4489135742 
-1.6064910889 -1.7360614400 
-2.1731554900 -2.5238893007 

0.10000000000 
0.25000000000 
0.40000000000 
o.ssooooooooo 
0.70000000000 
0.85000000000 
1.00000000000 

-1.0902522900 
-1.1949920654 
-1.2780518400 
-1.3630375070 
-1.5146628900 
-1.9185319586 
-3.0000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+1l<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 8 

SIGMA AL CUADRADO ES: .217B2236626E-14 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-0.99999993620 
-.64089983916E-03 
'-1.9971965176 

-1.0000071694 
-2.9981017011 
-3.0013185924 

1.0001085609 
4.9969075170 
1.0002487321 



0000 
0100 
0200 
0300 
0400 
0500 
0600 
0700 
0800 
o<;>oo 
1000 
1100 
1200 
1300 
1400 
1500 
1600 
. 1700 
.1800 
. 1900 
.2000 
. 2100 C* 
2200 
.2300 
.2400 
.2500 
. 2600 
.2700 
.2000 
f2900 
f3000 
l3100 
¡3200 
L3300 

t
3400" 
3500 

l360(f 
l3700 C* 
L3800 
f3900 
L4000 
l4100 
L4200 
L4300 
L4400 
L4500 
L4600 
t 

APENDICE. · II 

ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE AJUSTE DE DATOS POR 
MEDIO DE LAS ECUACIONES NORMALES. EN LA MATRIZ A GUARDA­
MOS LA MATRIZ X'Xr COPIANDOLA EN LA MATRIZ C PARA NO PER­
DER ESTA INFORl1ACIO~! Y TENER QUE CALCULAR NUEVAMENTE TODA 
LA MATRIZr SINO QUE SOLAMENTE EL ULTIMO RENGLON DE A. Y 
EN EL VECTOR B EL VECTOR X'Y, EN ESTE PROGRAMA UTILIZAMOS 
EL METODO DE CHOLESKI PARA RESOLVER NUESTRO PROBLEMAr YA 
QUE ESTA DISENADO ESPECIALMENTE PARA MATRICES SIHETRICASr 
EL CUAL ES NUESTRO CASO. 

DIMENSION A<22r22>•C<22r22>rB(22>rE(10>rX<22)rY(22> 
REAL INCrV<22>rW<22>rF<10),TEHP1C22),TEMP2C22> 
NDIH=22 · 

LEE M<UUMERO DE PUNTOS> Y DELTA<CANTIDAD-PARA 
DECIDIR CUANDO DETENER EL PROCESO>. 

READC5r/)HrDELTA 
LEE LAS ABSCISAS DATOS • 

R~ADC5r/) CWCI>r I=1rH> 
LEE LAS ORDENADAS DATOS • 

READCSr/) <V<I>• I=1r-1 
IHPRIHE LOS DATOS • 

WRITE(6r1> 
WRITE(6,2> <W<I>rI=1rH> 
WRITE<6r3> 
WRITE<6~2> CV(l)rI=lrH> 

INICIALIZA LAS VARIABLES • 
K=O 
YI=O.O 
SIGHA1=0.0 
DO 10 I=1rH 
B<I>=O.O. 
X< I>=O.O 
TEHP1<I>=l.O 
DO 10 J::1,¡ 
A<IrJ>=O.() 

10 ·c<IrJ>=O.O 
CALCULA LAS ECUACIONES ~OR~ALES DE GRADO O~ 

DO 20 I=1rH 
20 YI=YI+V<Y> 

B<1>=YI/M 
CALCULA SIGMA CERO. 

DO 30 1.::1,H 
30 SIGHA1=SIGMA1~<V<I>-B<1>>**2 

SIGHA1=SIGHA1/(H-1> 
HI=O 
A(1r1>=H 



14700 
14800 
14900 
15000 C* 
15100 C* 
15200 
15300 
15400 
15500 C* 
15600 
15700 
15800 
15900 
16000 
16100 
16200 
16300 C* 
16400 
16500 
16600 
16700 C* 
16800 
16900 
17000 C* 
17100 
17200 

. 17300 C* 
17400 
17500 C* 
17600 
17700 C* 
17800 
17900 
18000 
18100 C* 
18200 
18300 C* 
18400 
18500 
18600 
18700 
19800 C* 
18900 
19000 
19100 
19200 
19300 
19400 
19500 
19600 
19700 C* 
19800 
t 

XC1>=B(l.) 
BC 1 > =YI 
WRITEC6.-4> 

CALCULOS GENERALES. 
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ALMACENA LOS COEFICIENTES DEL GRADO ANTERIOR. 
40 DO 50 J=lrKt1 
50 F<.J>=X<J> 

K=KT-1 
CALCULA EL ULTIMO RENGLON DE A. 

DO 80 ..J=l•K+1 
IF (JtHI-1. NE. K> GO TO 70 
DO 60 II=l•M 

60 TEHP2<II>=T~HP1CII> 
70 . DO 80 I=1•H 

TEHP1<I>=TEMP1<I>*W<I> 
80 A<K+lrJ>=ACKt1rJ>+TEMP1CI) 

COPIA LA MATRIZ A. 
DO 90 J=t.1<+1 
DO 90 I=1•J 

90 CCJrI>=A<JrI> 1 

CALCULA EL ULTIMO ELEMENTO DE B. 
DO 95 :I=l•H 

95 BCl<t1>=B<K+1>tVCI>*TEHP2CI> 
LLAMA A CHOLY1 PARA HACER LA DESCOHPOCISION DE CHOLESKI. 

CALL CHOLYlCCrK+lrHDIH;IERR> 
IF <IERR. EQ. 1) GO TO 55 

LLAMA A SUSADE PARA HACER LA SUSTITUCION HACIA ADELANTE • 
CALL SUSADE<CoKt1rNDIMrB•Y> . 

LLAMA A SUSATR PARA HACER LA SUSTITUCION HACIA ATRAS. 
CALL SUSATRCCrKt1rNDIH•YrX> 

INVIERTE EL ORDEN DE LOS COEFICIENTES CALCULADOS. 
DO es I=11Kt1 
E<I>=XCK+2-I> 

as Y<I>=O 
LLAMA A HORNER PARA EVALUAR EL POLINOMIO. 

CALL HORNERCWrYrErH•K+1> 
CALCULA SIGMA I. 

DO 75 J=1•H 
7S SIGHA2=SIGHA2+<Y<J>-VCJ>>**2 

' SIGHA2=SIGHA2/CM-K-1> 
DIF=ABS<SIGHA2-SIGHA1> 

COMPARA LAS SIGMAS. 
IF <DIF. LE. DELTA>GO TO 45 
IF <SIGHA2. GT. SIGMA1> GO TO 35 
SIGHA1=SIGHA2 
SIGMA2=0.0 
IF CK. GE. 10) GO TO 55 
MI=MI+l 
DO 65 I=lrH 

65 TEMP1<I>=TEHP2CI> 
REGRASA PARA HACER LOS CALCULOS DEL.GRADO SIGUIENTE. 

GO TO 40 . 



1 ?·?OO C:t 
20000 
20100 
21"·2.)0 
:~·1~1¿(••.) 

·::o·~,Jv 

2G50•) 

2•)•~(·o e t. 
2090•) 
:•100-:;. 
..: 11 <JO 
21:!00 

l'.:. 

IMf-'íUME f.:ESllL TADOS, 
WRITEi.<;,5H:; 
{!G f•J ..!5 
!.JL'ITE\ 6r6) 
EU TO 25 
'JF-:ITE<6,.7) 
\l:-:1 fE:\6•8>K-1 

IMPi':IME :;>IGMA I, 
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i..J:. ne 6, 9 >l:lIGMAl 
JMP~TME LGS COE~ICIE"TES. 

WRlff::(¿:1t> 
:Ji·: í. TE< t.•2! (F<L> rL=lrK) 

1 FüRMAT</•5Xr"LAS ABSCISAS DATOS SON;•,/) 
2 FORHAfC3G:!1.11> 
3 ~QRMATC/r5Xr"LAS ORDENADAS DATOS SON:•,/) 
4 FGRM6TC/r5Xr"CRITERIO SELECCIONADO •, 

-"PARA DETERMINAR EL GRADO:"r/) 
5 FORMAT</r5Xr"LA MATRIZ ES SINGULAR PARA K= •,¡3) 
6 FORMAT(/,1ox.•:sIGHA I - SIGMA I+l:<= DELTA"> 
7 FORMAT(/•lOXr"SIGHA Itl>SIGHA Iª> 
8 ·FORMAT(/,SXrªEL GRADO ADECUADO Es:•,¡5) 
9 FORMAT<lr5XrªSIGHA AL CUADRADO Es:•,021.11> 

11 FORMAT(/,5X•"LOS COEFICIENTES SON"' 
~·<DE GRADO MENOR A HAYOR>:•r/) 

CALL EXIT 
END 

C*7.~7.~/.7.~~%X7.7.X~7.7.7.7.7.Y.7.%7.7.7.%X7.7.%%7.%%%%X%%%%7.%%%7.X%7.7.%%7.%%7.7.%%% 

2 t3v•) 
::!1400 
21500 
11ó00 
21700 
21BOO 
::!1900 
22000 
22100 
22200 
22300 
22400 
22500 
22600 
2270<> e• 
22800 C* 
2290<> C* 
23000 C* 
23100 e• 
23200 C* 
23300 C* 
23400 C* 
23500 e• 
23600 C* 
23700 C* 
23800 C* 
23900 
24000 
24100 
24200 

SUBROUTINE HORNER<XrYrErHrNC> 

ESTA SUBRUTINA EVALUA POLINOMIOS POR EL HETODO DE HORNER. 

100 

X 
E 
M 

NC 

y 

PARAHETROS DE ENH'<ADA: 
VECTOR QUE CONTIENE LOS PUNTOS A EVALUAR. 
VECTOR CON LOS COEFICIENTES DEL POLINOHIO. 
NUMERO DE PUNTOS. 
NUMERO I•E COEFICIENTES. 

PARAHETRO DE SALIDA: 
VECTOR QUE CONTIENE EL POLINOHIO EVALUADO. 

DIHENSION X<M>•Y<H>rECNC> 
DO 100 I=1rl1 
Y<I>=E<l> 
DO 100 J=2rNC 
Y<I>=<Y<I>*X<I>>+E<J> 
RETURN 
EUD 

c * r. r. r. ~' r. 7. r. 7. r. 7. ~~ r. r.;~ 7. r. 7.7. 7. 7. 7. 7.7. r.r. 7. 7. 7.7.7./. r.~' X r.-zY.r.r. %7. r.r. ~'7.7.7.7.%7. 7.7.'Y. ;, ;.:;.: 'Y.%:! 7. 

'24300 
24400 
2'1500 
24600 
24700 
24800 C* 
24900 C* 
25000 C* 
t 

SUBROUTINE CHOLYlCArNrNDIMrIERR> 

ESTA SUBRUTINA HACE LA DESCOMPOSICION DE CHOLESKY A LA MA 
TRIZ A SI LA SALIDA ES NORMALr EN LA PARTE INFERIOR DE A 



2~· l\)•) C:t. 
~~~~!'.)0 C:t 
2~::::.:h) et: 
=~· .. 100 e-:;: 
:2~i~O~ e:~ 

2:-:600 C:t. 
2~·700 C.* 
2:.:;~:()•) e+. 
~~·9C~Ct e+· 
26.,·.r,0 et 
2.-:, 1c .. 0 ;: ~. 
2..6.~o,, C:t 
:!1~300 C'I'. 
26·100 Cl< 
2650ü C* 
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SF GU~RDA LA MATRIZ L DE LA DESCOMPOSICION A=LL' DE CHO­
LESKI. IERR ES UN PARAMETRO DE ERRORr SI ES IGUAL A CEROr 
L~ snLI~~ ES NURMALr Sl ES IGUAL A 1. LA MATRIZ ES NO PO­
SITI'Ji'.1 '.:·EFlNID(-1, 

PARAHETROS DE ENTRADA: 
A h~TRIZ OUE CONTIENE x·x. 
ti r::1.cr~SIDM DE LA MATRIZ L. 

tHJil'I i:IiH'rlSifJN DE LA MATRIZ A. 

PARAMETROS DE SALIDA: . , 
A EN LA PARTE INFERIOR CONTIENE LA 'MATRIZ L. 

IF.:Rl~ SI ES CERO LA MATRIZ ES POSITIVA DEFINIDA• 
SI ES urm NO LO ES. . 

DIMEHSION A<NDIMr1) 
DO 5~C L=1rN 
JERR=Q 

CALCULA LOS ELEMENTOS DEL K-ESIMO RENGLON HASTA LA 
COLUMNA 1\.-1· 

IF <L. EQ, 1> GO TO 500 
DO 300 I=1rL-1 
IF <A<I,I>. NE. O.> GO TO 100 
WRITE<6r10) 
IERR=1 
RETURN 

26600 
26700 
:nao o 
26900 
27000 
27100 
:?7200 
27300 
27400 
27500 
:?7600 
27700 
27BOO 
27900 
28000 
28100 
28200 
28300 
28400 e• 

100 SUl'l=O.O 
IF (1.E0.1> GO TO 300 
DO 200 J=l•I-1 

200 SUl'l=SUH+A<IrJ>*A<LrJ) 
300 A<Lrl>=<ACLrI>-SUM>IA<IrI> 

IF CL. EO. 1) GO TO 500 
SUH=O.O 

CALCULA EL ELEMENTO DE LA DIAGONAL. 
DO 400 J=1•L-1 

400 SUM=SUH+A<L,J>*ACLrJ) 
IF CACLrL>-SUM. GE. 0) GO TO 500 
WRITEt6,20) 
IERR=1 

·RETURN 
500 A<L•L>=SQRi<A<LrL>-SUH> 

10 FORMATC/r5XrºELEMENTO CERO EN LA DIAGONAL•,/) 
20 FORHAT(/,sx,•LA MATRIZ NO ES DIAGONAL DOHINANTE•r/) 

F:ETURN 
ENit 

28500 
28600 
28700 
28900 
28900 
29000 
29100 
29200 
29300 
29400 
~9500 
:~, _L.Qt) C "'* :' ~ :' /. /. :' :~ ;, ~%~:~'Y.:•/. 7. :~ 7. 'Y./. 7. 'Y.~~'%/./. 'Y. 7. 'Y.:~ 'Y. 7. /.'Y. 7. % Z 'Y. 7. %::1: :"''Y. X 7. 7.X7.X'%% 7. 'Y.7. 7.7. 7. '% 7. 

:::.-· .~f":C· e-.. 
.:··~· .. '·) e·~ 

:";'Y~·O Cot. 
· ··: t v') c.t 
., - >)<: e·"* 

SUBROUTINE SUSADECArN,NDIMrBrY> 

ESTA SUBRUTINA HACE LA SUSTITUCION HACIA ADELANTE, ESTO 
ESr RESUELVE L*Y=B DE LA DESCOHPOCISION DE CHOLESKI. 

PARAMETROS DE ENTRADA! 



t 

A 
N 

NDIM 
B 

y 
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MATRIZ QUE COl'ITIENE LA MATRIZ L. 
DIHENSION DE LA HATRIZ L+ 
D!h"ENSION DE LA MATRIZ A. 
VECTOR CON EL LADO DERECHO DEL SISrEHA. 

f'ARAMETRO DE SALIDA : 
VECTOR CON LA SOLUCION DE LA SUSTITUCION HACIA 
ADELANTE. 

DIHENSION A<NDIH1l)rBCN>rY<N> 
Y(1 >=B<l )/A( 1r1) 
DO 200·!=2,N. 
DO 100 ..J=1,I-1 

100 TEM=TEH+A<IrJ>*Y<J> 
YCI>=<B<I>-TEH)/A<IrI> 

200 TEH=O+O 
RETURN 
-EN[I _ 

0300 C* 
0400 C* 
0500 C* 
0600 C* 
0700 C* 
0800 C* 
0900 C* 
1000 C* 
1100 C* 
1200 
1300 
1400 
1500 
1600 
1700 
1800 
1900 
2000 
2100 
2200 
2300 C* 
2400 C* 
2500 C* 
2600 C* 
2700 C* 
2800 C* 
2900 C* 
3000 C* 
3100 C* 
3200 C* 
3300 C:iC 
3400 C* 
3500 C* 
3600 
3700 

C*7.%~%~7.7.7.%7.7.%7.%%%%%%%%%7.7.%%%.%%%%%%%%%%%%%%%%%7.7.7.?.%%%%%%%7.7.%%7. 

· SUBROUTINE SUSATR<Ar-NrHDI11rYrX> 

3800 
3900 
4000 
4100 
4200 
4300 
4400 
4500 
4600 
4700 

ESTA.SUBRUTINA HACE LA SUSTITl,JC:rDN HACIA ATRASr ESTO 
RESUELVE L'X-=Y DE LA DESCOMPOCISION DE CHOLESKI. 

A 
N 

NDIM 
y 

X 

PARAMETROS DE ENTRADA: 
MATRIZ QUE CONTIENE LA MATRIZ L. 
DIMENSION DE LA MATRIZ L+ 
DIMENSION DE LA MATRIZ A. 
VECTOR CON EL LADO DEREC:HO DEL SISTEMA. 

PARAHETRO DE SALIDA: 
VECTOR SOLUCION DE LA SUSTITUCION HACIA ATRAS. 

DIMENSION A<NDIMr1>rYCNfrX<N> 
I=N 

. X<N>=Y<N>/A(ffrN> 
100 TEH=O.O 

I=I-1 
DO 200 J=I+l•N 

200 TEM=TEMtACJrI>*XCJ> 
X<I>=<Y<I>-TEH>IACirI> 
IF <I • GT. 1 > GO TO 100 
RETURN • . 
END · 

ESr 

C*7.7.7.Z%%7.%%7.%%7.%%%%7.%%%7.7.%%%7.%%%%%%%%%%7.%%7.%7.?.%%7.%~~%7.%7.%7.7.7.7.7. 
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EJEMPLO 1! 

LAS ABSCISAS DATOS SONI 

o. 
1.5000000000 
3.0000000000 
4.5000000000 

o.50000000000 
. 2. 0000000000 
3.5000000000 
5.0000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 
5.3750000000 
32.000000000 
99.125000000 

o.12soooooooo 
11.000000000 
48.875000000 
134.00000000 

1.0000000000 
2.5000000000 
4.0000000000 

2.0000000000 
19.625000000 
71.000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO! 

ISIGMA I - SIGMA I+l:<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO.ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: .21580089063E-16 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYnPi: 

-0.99999999412 
0.99999999877 

1.9999999823 .92363976658E-08 
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EJEMPLO 2: 

LAS ABSCI~AS DATOS SON: 

o. 
3 • OOOOON.H)00 
6.0000000000 
9.0000000000 

.l. 0000000000 
4.0000000000 
7.0000000000 
10.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON:· 

-1.0000000000 
68.000000000 
1163.0000000 
6038.0000000 

--2. 0000000000 
2'..!3.00000000 
21?6.0000000 
9259.000000(o 

2.0000000000 
3.0000000000 
8. 00()Ó000000 

11.000000000 
554.000000()') 
3743.0000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA.DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+t:<= ~ELlA 

EL GRADO ADECUADO ES: 

SIGMA AL CUADRADO ES! , 62-:. 00ü024f)8E-10 

LOS COEFICIENTES SONCDE GR1:;I.nJ MENOR f°\ r~YOR>: 

-0.99999271259 
-1.0000019112 

-4.00002'};:jl9'1 
1. 00000009•19 

3.0000120698 
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E,JEMF'LO 3: 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 1.0000000000 2.0000000000 
3.0000000000 4.0000000000 5+0000000000 
6.0000000000 7.0000000000 a;oooooooooo 
9.0vOOOOOOOO 10.000000000 11.000000000 
12.000000000 13.000000000 14.000000000 
15.000000000 16.000000000 17.000000000 
18.000000000 19.000000000 20.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

1.0000000000 6.0000000000 63.000000000 
364.00000000 1365.0000000 3906.0000000 
9331.0000000 19608.000000 37449.000000 
66430.000000 111111 .• 00000 177156.00000 
271453.00000 402234.00000 579195.00000 
813616.00000 , 1118481.0000 1508598.0000 
2000719.0000 2613660.0000 3368421.0000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES! 5 

SIGMA AL CUADRADO ES! .25119686205E-05 

LOS COEFICIENTES SONrnE GRADO MENOR A MAYO~: 

0.99821632199 
·1.00024753'16 

1+0043781048 
0+99998568268 

0.99824833455 
1 • 0000002899 . 
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EJEMPLO 4 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. o.soooooooooo 1.0000000001> 
1.5000000000 2.0000000000 2.5000000000 
3.0000000000 3.5000000000 4.0000000000 
4.5000000000 5.0000000000 5.5000000000 
6.0000000000 6.5000000000 7.0000000000 
7.5000000000 s.0000000000 a.5000000000 
9.0000000000 9.50-00000000 10.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 -1.3320312500 -3.0000000000 
-25.878906250 -143.00000000 -419.61328125 
-481.00000000 1724.0898438 12555.000000 

47453.855469 13876c/.ooooo 347690.30859 
781517.00000 1617636.0742 3135747.0000 
5760025.7774 10113079.000 17083696.043 
27910565.000 44284275»496 68470089.000 

CRITERIO SELECCIO~ADO PARA DETERHINAR EL GRADO: 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES! B 

SIGMA AL CUADRADO ES! 77.674855099 

LOS COEFICIENTES SONCDE GRADO HENOR A HAYOR>: 

7.2833417417 
-223.51580946 

-0•11389428544 

-156.75073062 
79.281305249 

-3. 1120380064 

303.45663424 
-11.656206279 

1.0027190332 



1 

•IDO-

E..JEMPLO 1: 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
0.30000000000 
0.60000000000 
0.90000000000 

0.10000000000 
o. 40·000000000 
0.70000000000 
1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 
-0,37300000000 

0.41600000000 
1.52900'00000 

-0.79900000000' 
-o .13600000000 

0.74300000000 
- 2. 0000000000 

0.20000000000· 
0.50000000000 
0.8t)000000000 

-0.59200000000 
0.12500000000 

t .1120000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+l:<= DELJA 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: +20655408908E-19 

LOS COEFICIENTES SON<IrE. GRADO l'o!!:NOR A MAYOR>: 

-1.0000000002 
1.0000000047 

2.000000002a- -.72407753878E-OB 
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LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
o.30000000000 
0.60000000000 
0.90000000000 

0.10000060000 
0.40000000000 
0.70000000000 
1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.0000000000 
-1.9489000000 
-2.4064000000 
-2.2429000000 

-1.3709000000 
.-2 .1584000000 
-2.43290000CO 
-2. 00~)0000000 

0.20000000000 
0,50000000000 
0.80000000000 

-1.6Só4000000 
-2. 31250•)0000 
-2.33::;:4000000 

C~ITERIO SELECCIONADO PAR~ DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA I+lt<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 4 

SIGMA AL CUADRADO ES: .44610048958E-17 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOP): 

-1.0000000009 
-0.99999951947 

-3.9999999485 
0.99999975267 

2.9999997142 
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EJEMPLO 3 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. .50000000000E-01 0.10000000000 
0.15000000000 0.20000000000 0.25000000000 
0.30000000000 o.35000000000 0.40000000000 
0.45000000000 0.50000000000 o.55000000000 
0.60000000000 0.65000000000 0.70000\)00000 
0.75000000000 o.soooooooooo 0.85000000000 
0.90000000000 0.95000000000 1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

1.0000000000 1.0526315625 1.1111100000 
1.1764571875 1.2499200000 1.3330078125 
1.4275300000 1.5356334375 1.6598400000 
1.8030840625 1.9687500000 2.1607096875 
2.3833600000 2.6416603125 2.9411700000 
3.2880859375 3.6892800000 4.1523365625 
4.6855900000 - 5.2981621875 6.0000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

lSIGMA I - SIGMA I+ll<= DELTA 

5 EL GRADO ADECUADO ES: 

.SIGMA AL CUADRADO ES: .63581681153E-17 

LOS COEFICIENTES SONCDE GRADO MENOR A MAYOR>! 

0.99999999498 
1.0000032875 

1.0000001064 
0.99999646971 

0.99999871331 
1.0000013501 
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EJEMPLO 4 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
0.15000000000 
0.30000000000 
0.45000000000 
0.60000000000 
0.75000000000 
0.90000000000 

.sooooooooooE-01 
0.20000000000 
0.35000000000 
o.soooooooooo 
0.65000000000 
0~80000000000 
0.95000000000 

LAS ORDENADAS. DATOS SONt 

-1.0000000000 -1.0475172211 
-1 .1286667132 -1.1633638400 
-1.2241984900 -1.2516393351 
-1.3043907898 -1.3320312500 
-1.4004966400 -1.4489135742 
-1. 6064910889 -1.7360614400 
-2 .1731554900 -2.5238893007 

0.10000000000 
o.2sooooooooo 
0.40000000000 
o.55000000000 
0.70000000000 
0.85000000000 
1.00000000000 

-1.0902522900 
-1.1949920654 
-1.2780518400 
-1.3630375070 
-1.5146628900 
-1.9185319586 
-3.0000000000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO! 

LA MATRIZ NO ES DIAGONAL DOMINANTE 

LA MATRIZ ÉS SINGULAR PARA K= 9 

EL GRADO ADECUADO ES: 8 

SIGMA AL CU~DRADO ES: ,65834797765E-12 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 
, 

-0.99999927498 
-.20480688541E-01 
-1.8278087363 

-1.0001416179 
-2.9246331042 
-3.1020604582 

1.0027669168 
4.8476454186 
1.0247116969, 



APENDICE 1 I I 

000 
100 
200 
300 
400 

7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7.%%%%7.7.7.7.7.7.7.7.%%7.7.7.7.7.7.7.7.%7.%%%7.%7.%7.7.7.%%%%%7. 
BEGIN 

FILE ENTCKIND=REMOTE>f 
FILE SALCKIND=REMOTE>f 
INTEGER K,MrHrKA,NC; 
REAL DELTA; 

L E E K<GRADO' HAXIMO DEL POLINOMIO> r M<NUHERO DE 
PUNTOS> Y DELTA<CANTIDAD PARA DECIDIR CUANDO 
DETENER EL PROCESO>. 

READCENTr/rK•MrDELTA>; 
SE EMPIEZA UN SEGUNDO BLOQUE PARA PODER TENER ARREGLOS 

VARIABLES. 
BEGIN 

ARRAY FrXE1:HJr cro:KJ, SIGMACO:K+1Jr ALFArBETACO:KJr 
ECUKJ; 

7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7./.7.7./.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7.%7.%%%% 
REAL PROCEDURE PRODINCHrA•B>; 

500 
600 7. 
700 7. 
800 7. 
900 
000 7. 
100 7. 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
BOO 
900 
000 
100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
BOO 
900 
000 
100 
200 
300 
400 
500 
600 
;100 
.80~) 

:900 

ººº 10~) 

200 
.300 
4G~) 

!)•Jl_l 

600 

COMl1ENT; · ESTE PROCESO EFECTUA EL' PRODUCTO INTERIOR O ESCALAR 
DE DOS VECTORES. 

P A R A M E T R O S · D E E N T R A D A: 

M [tIMENSION DE LOS VECTORES A Y 9. 
A•B ARREGLOS UNIDIMENSIONALES CON LOS CUALES SE 

REALIZA EL PRODUCTO INTERIOR. 

P A R A M E T R O D E SALIDA: 

PRODIN CONTIENE EL PRODUCTO INTERIOR DE A Y B. 

ÍNTEGER· 11; 
ARRAY Ar8(1J; 
BE GIN 

INTEGER J; 
PRODIN:=o; 
FOR J:=1\STEP 1 UNTIL H DO 

PRODIN:=*+ACJJ*BEJll 
ENit PRODHH 
7.~/.Y.7.Y.Y.7.7.Y.Y.Z7.7.?.7.7.7.Y.7./.7.%%7.X%7.Y./.7.7.7.7.Y.7.7.Y.7.7.7.7.Y.7.7.7.7.7.X7.7.7.7.Y.7.Y.Y.7.7.%%% 
PROCEüURE APOVCN< Mr KA r.DEL TA•F,XrSIGHArALFArBETA rC>; 
COMMENT: ESTE PROCESO AJUSTA UN POLINOMIO ORTOGONAL A UN CON­

JUNTO [tE DATOS VIA MINIHOS CUADRADOSr UTILIZANDO LA 
FORMULA [IE RECURRENCIA DEL TERCER TERMINO. Y ENCUEN­
TRA EL GRAitO ADECUADO DEL AJUSJ:E• 

P A R A H E T R O S D E ENTRADA: 



M 
K 

DELTA 

X 
F 

KA 
SIGMA 
ALFA 
BETA 

e 
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NUMERO DE PUNTOS DADOS. 
GRADO MAXIHO DEL POLINOMIO. 
CANTIDAD PARA DECIDIR CUANDO SIGMACJtlJ 
-SIGMACJJ ES DESPRECIABLE. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE ABSCISAS DATOS. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE ORDENADAS DATOS. 

P A R A M E T R O S D E S f.1 L I D A: 

GRADO DEL POLINOMIO ADECUADO. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE LAS SIGMAS AL CUADRADO. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS ALFAS. 

·ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS BETAS. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL DE LOS COEFICIENTES DEL 

POLINOMIO. 

14700 
1·l800 
14900 
15000 
15100 
15200 
15300 
15400 
15500 
15ó00 
15700 
15800 
15900 
16000 
16100 
16200 
16300 
16400 
16500 
16600 
16700 
16800 
16900 

INTEGER M•KA; 
REAL DELTA; 
ARRAY F,X[lJ, SIGHA1ALFA,BETA.CCOJ; 
BEGIN 

17000 " 
17100 
17200 
17300 
17400 
17500 
17600 7. 
17700 
17800 
17900 
18000 " 
18100 
18200 
18300 
18400 
18500 
18600 
18700 
10800 
18900 
'9000 % 

noo 
·. 9200 7. 
19300 
19400 /. 
19500 
19600 
19700 
19800 .• 
J 

INTEGER J; 
REAL WI1WII1WHH7 
ARRAY Pr01R1SrPE,FMPEC1:HJ; 

. D E F I N E Q-1 Y 00. 
FOR J:=l STEP 1 UNTIL H DO 

BEGIN 
PCJJ:=o; 
OC:JJ:=H 

END; 
e A L e u L A 

WI:=PRODIN<M•O•F>; 
WII:=PRODIN<H•OrO); 
CCOJ :=WI/WIH 

co. 

e A L e u L A SIGMA o. 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL H DO 

BEGIN 
PECJJ:=CCOJ; 
FMPECJJ:=FCJJ-PECJJ; 
SIGMACOJ:=•tFHPEC:JJ*FMPECJJ; 

ENii; 
SIGHAC:OJ:=SIGMACOJ/(M-1>; 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO 

S-CJJ: =XCJJ*OCJJ; 
e A L e u L A ALFA 1. 

ALFAC:OJ:=PRODIN<M•SrQ)/WII; 
D E F I N E BETA O. 

l:lETACOJ:=o; 
e A L e u L A 01. 

FOR J:=t STEP 1 UNTIL M DO 
REJJ:=<XCJJ-ALFACOJ); 

FOR K:=1 STEP 1 UNTIL M-3 DO 
e A L e u L A CK. 



BEGIN 
IJHH:=WII; 
IJII:=PRODIN<MrRrR); 
IJI!=PRODINCMrFMPErR>; 
CCKJ:=WI/WII; 
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e A L e u L A SIGNA K. 
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO 

BEGIN 
PECJJ:=*+CCCKJ*RCJJJ; 
FMPECJJ!=~CJJ-PECJJ; 
SIGMACKJ:=*+FMPE[JJ*FMPECJJ; 

END; 
SIGMACKJ:=srGMACKJ/(M-K-1>; 

C O M P A R A S I G'M A S. 
IF SIGMACKJ GTR SIGMACK-1J AND 

OR ABS<SIGMACKJ-SIGMACK-1J) 
THEN 

SIGMACKJ LSS .1@-16 
LEO DELTA 

BEGIN 
KA:=K-H 
K:=M-2; 

END 
ELSE 

BEGIN 
e A L e u L A ALFA I. 

FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO 
SCJJ!=XCJJ*RCJJr 

ALFACKJ:=PRODIN(M,S.RJ/WII; 
e A L e u L A BETA K. 

BETACKJ:=WII/WHH; 
REASIGNA VALORES Y CALCULA 

FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO 
DEGIN 

PCJJ:=GCJJ; 

m<+1. 

19900 
20000 
20100 
20200 
20300 
20400 ;.: 
20500 
20600 
20700 
20800 
20900 
21000 
21100 
21200 Y. 
21300 
21400 
21500 
21600 
21700 
21800 
21900 
22000 
22100 
22200 7. 
22300 
22400 
22500 
22600 7. 
22700 
22800 r. 
22900 
23000 
23100 
23200 
23300 
23400 

QCJJ!=RCJJ; 
RCJJ:=CXCJJ-ALFACKJ>*GCJJ-CBETACKJ*PCJJ>; 

23500 
23600 ENDi 

END; 
ENDr 

23700 7. I. M 'P R I M E R E S U L T A D O S. 
23800 IJRITE<SALt</rªEL GRADO ADECUADO Es:•.xs.I5rl>tKA); 
23900 WRITE<SALt</,ªLAS SIGMAS AL CUADRADO SON!")); 
24000 WRITECSALr(/,3CE21+11J>rFOR J:=o STEP 1 UNTIL KA+1 DO 
24100 SIGMACJJ J; . 
24200 WRITE<SALr(/t"LAS ALFAS SON:")); 
24300 WRITECSALr</r3CE21+11))rFOR J:=O STEP 1 UNTIL KA-1 DO 
24400 ALFACJJJ; 
24500 WRITE<SAL,(/r"LAS BETAS SON:">>; 
24600 WRITECSAL,(/r3CE21.11J>,FOR J:=O STEP 1 UNTIL KA-1 DO 
24700 BETACJJ >; 
24800 WRITECSALr</r"LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON:">); 
24900 WRITE<SAL•</r3<E21+11>>,FOR J:=O STEP 1 UNTIL KA DO CCJJ>i 
25000 END APOVCM; 
et 
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;: :;: Y. Z 7. ;~;.;: ;: 7. /. 7. 7. 7. 7. ;: :;;;~ ;~ :G:/.7. 7. Z ;:r. 7./.7. 7.%7. :::::;; 7.?. /! 7. 7. Y. 7. ~ ;.;;:;:: 7.7. 7. 7. 7. 7. 7.7.~%%7. 7.7. 7. 7. 7. 
PROCEDURE TRANSF<KA,AlFArBETA.C>; 
COMMENT: ESTE PROCESO TRANSFORMA EL POLINOMIO ORTOGONAL AJUS­

TADO A LA BASE CANONICA, ESTO ES, A POTENCIAS DE X, 5400 
5500 
5600 
5700 
5800 
5900 
6000 
6100 
6~00 
6300 
6400 
6500 
6600 
6700 
6800 
6900 7. 
7000 
7100 
7200 
7300 
7400 
7500 
7600 
7700 
7800 
7900 
8000 
8100 7. 
8200 
8300 
8400 
8500 
8600 
8700 
8800 
8900 
9000 
9100 
9200 
9300 
9400 
9500 
9600 
9700 
9800 
9900 

ºººº 0100 

KA 
ALFA 
BETA 

e 

P A R A M E T R O S D E 

GRADO DEL POLINOMIO ADECUADO. 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LAS 
ARREGLO UNIDIMENSIONAL CON LOS 
POLINOMIO ORTOGONAL, 

E N T R A D A: 

ALFAS. 
BETAS. 
COEFICIENTES DEL 

INTEGER KM 
ARRAY ALFA•BETA,C[OJr 
BEGIN 

7. 

DOUBLE ARRAY p,Q,POLXCOIKAJ,RCO:KA+1J; 
INTEGER. L,r; 

I N I e I A L I _z A L A s 
FOR L:=O STEP 1 UNTIL KA DO 

BEGIN 
P[LJ:=o; 
OCLJ:=o; 
POLX[LJ:=o; 

END; 
PCOJ!=l; 
QCOJ:=-ALFACOJ; 
QClJ!=H 
POLXCOJ:=CCOJtCClJ*OCOJ; 
POLXC1J:=CC:1J; 

V A R I A B L E s. 

REASIGNA VALORES Y TRANSFORMA. EL POLINOHIO ORTOGONAL DE 
GRADO.Itl. 

FOR I:=t STEP 1 UNTIL KA-1 DO 
BEGIN 

RC:óJ:=d; .. 
FOR.. l-. :=O STEP 1 UNTIL I+1 DO 

BEGIN. 
RCLJ:=*-<ALFACIJ*OC:LJ>-CBETACIJ*PC:LJ); 
POLXC:LJ:=~t<CCI+1J*RCLJ>; 
RCltlJ:=QCLJ; 
PCLJ:=QC:LJ; 
OC:LJ:=RCLJ; 

END; 
END; 

WRITE<SAL,<h • POLINOHIO EXPRESADO EN POTEtlCIAS DE Xº, 
"CDE GRADO MENOR A MAYOR>:•>>; 

WRITECSAL,</,3CE21.11>>r FOR L:=O STEP 1 t~TIL KA DO 
POLXC:LJ); 

EN[! TRANSF; 
r.;.;~/./.Z/.4Z7./.7.Z/.7.7.7./.;!7.7.X%%::<:7.Z7.7.7.7.7.::%7.%%7.7.7.7.7.7.%%:!7.7.X7.Z7.7.:::X%%%7.i:i.:7. 
PROCEDURE HORNER<XrF•E,H,NC); 
COMMENT: ESTE PROCESO EVALUA MEDIANTE LA REGLA DE HORNER. 



-l.08-

30300 
P A R A M E T R O S 30400 

30500 
30600 
30700 
30800 
3(Vi'OO 
31000 
31100 
:;1200 
31 :::;<.•O 
~1400 

31500 
:{l,SOO 
31700 
31800 

X ARREGLO UNIDIMENSIONAL 
E ARREGLO UNIDIMENSIONAL 

POLINOMIO. 
li NUMERO DE PUNTOS. 

NC _ NUMERO DE COEFICIENTES. 

P A R A M E T R O D 

F ARREGLO UNIDIMENSIONAL 

ARRAY x,F[1J~E[tJ; 
INTEGER MrNCr 
BE GIN 

31900 INTEGER Lrii 
32000 FOR L:=1 STEP 1 UNTIL M DO 
32100 BEGIN 
32200 FCLJ:=EC1J; 
32300 FOR I:=2 STEP 1 UNTIL NC DO 
32400 FCLJ:=<FCLJ*XCLJ>+ECIJ; 
32500 END; 
32600 END HORNER; 

D E E N T R A D A: 

CON LAS ABSCISAS DATOS. 
cm~ LOS COEFICIENTES DEL 

E S A L I D A: 

CON LAS ORDENADAS DATOS. 
; 

327-00 %7.7.7.7.7.?.7.7.7.7.7.7.7./.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7./.7.7.7.%7.7.7.7.7.7.7.7./.7.7.%%7.7.7.7.F.7.7.7.7.7.% 
32800 ~ L E E L O S D A T O S. 
32900. READ<ENTr/rFOR H:=1 STEP 1 UNTIL M DO X[HJ>; 
33000 READCENTr/rFOR H:=1 STEP 1 UNTIL M DO F[HJ>; 
33100 7. I H P R I M E L O S D A T O S. 
33200 WRITECSALr<h"LAS ABSCISAS rtATOS SON:">); 
33300 ~ WRITECSALr<h3<E21.11)>rFOR H:=1 STEP 1 UNTIL M DO 
33400 XCHJ); 
33500 WRITE<SAL,<l•"LAS ORDENADAS DATOS SON:">>; 
33600 WRITECSALr</r3CE21.11>>rFOR H:=1 STEP 1 UNTIL M DO 
33700 FCHJ); 
33BOO APOVCMCMrKArD~LTArF•XrSIGMA,ALFArBETArC>; 
33900 · TRANSF<KArALFArBETArC>; 
3·i000 END; 
34100 END. 
t: 



EJEMPLO l! 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
1.50000000000E+OO 
3.oooooooooooE+oo 
4.50000000000E·}00 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1. OC•OOO•)OOOOOE+•:OO 
5,37500000000E+oo 
3.20000000000E+01 
9.91250000000E+01 

EL GRADO AD~CUAPD ES: 

5.000000CUOOOE-01 
2.oooooooooooE+oo 
3.50000000000E+OO 
5,00000000000E+OO 

1.25000000000E-01 
1.10000000000E+o1 
4.8B750000000E+Ol 
1,34000000000E+02 

3 

l~S SIGMAS Al CUADRADO SON: 

2.05765312500E+03 3.45881249998Et02 
8.59936964808E-21 9,33776620824E-21 

LAS ALFAS SON; 

2.sooooooooooE+oo 2.50000000000Et00 

L:lS BETAS SON: 

o. 2.5ooooooooooE+oo 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON! 

3.83750000000Et01 
1.0000000000lE+OO 

2.52000000000Et01 

1.oooooooooooE+oo 
2.50000000000E+OO 
4.oooooooooooE+oo 

2.oooooooooooE+oo 
1.96250000000E+01 
7.10000000000Et01 

1.20656249999E+01 

2+50000000000E+O-O 

1.95000000000E+OO 

7.SOOOOOOOOOOE+OO 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X CDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-1.00000000001E+oo 
1.00000000001E+OO 

2.00000000024E+oo -1,23691279441E-10 
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EJEMPLO 2: 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 1.oooooooooooE+oo 
3.00000000000E+OO 4.oooooooooooE+oo 
6.00000000000E+OO 7.oooooooooooE+oo 
9.00000000000EtOO 1.00000000000E+o1 

LAS ORDENADAS DATOS SON! 

-1.oooooooooooE+oo -2.oooooooooooE+oo 
6.80000000000E+01 2.23000000000E+02 
1.16300000000E+03 2.17600000000E+03 
6.03800000000Et03 9.25900000000E+03 

EL GRADO ADECUADO ES: 4 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.35795300000E+06 
5.88342857216Et03 

LAS ALFAS SON: 

5.00000000000E+OO 
5.00000000003E+OO 

LAS BETAS SON: 

o. 
7.19999999992E+OO 

2+78527773334Et06 
1.74339709336E-1ó 

s.oooooooooooE+oo 

1.00000000000E+o1 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SONt 

2.11200000000E+03 
1.90000000003E+01 

7,89200000000Et02 
1.00000000006E+oo 

2.oooooooooooE+oo 
s.oooooooooooE+oo 
a.oooooooooooE+oo 

1.10000000000Et01 
5.54000000000E+02 
3.74300000000E+03 

2.83912200005E+05 
2.07571268252E-16 

5.00000000000EtOO 

7.BOOOOOOOOOOE+oo 

1.63000000000Et02 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X <DE GRADO MENOR A MAYOR>! 

-1.00000002133E+OO 
-1.oooooooooa4E+oo 

-3.99999999375E+oo 
1.00000000006EtOC 

3,00000000252Ef00 



E.JEi·1F'LO 3: 

LAS ABSCISAS DATOS SONI 

o. 
3,00000000000E+o0 
6.C0000000000E+OO 
9.00000000000E+oo 
1, 2<)•)00000000E+Ot 
1,:;;)<:<•0000000E+01 
t.80000000000E+01 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

1.oooooooooooltoo 
3.64000000000E+02 
9.33100000000E+03 
6.64300000000E+04 
2.71453000000E+05 
8.13616000000E+05 
2,00071900000E+06 

EL GRADO ADECUADO ES: 

-l.11-

1,00000000000E+OO 
4.oooooonooooE~oo 

7.00000000000E+OO 
1.00000000000E+o1 
1.30000000000E+01 
1.~0000000000EfOl 

1.90000000000E+91 

6.00000000000E+OO 
1.3650000000CE+03 
1.96080000000E+04 
i .11111000000E..¡..05 
4.02234000000E+05 
1.11848100000E+06 
2.61366000000E+06 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON! 

9-40715860400E+11 
2.59801744000E+09 
9.18407316504E-12 

LAS ALFAS SON! 

1.00000000000E+01 
9.99999999992E+OO 

LAS BETAS SON: 

o. 
2.77714285718E+01 

3.26684768539E+l1 
2.75934285613E+-07 

1. OOOOOOOOOOOEN>1 
9.99999999992E+CO 

3.6666666ó666E+01 
2.69841269844E+01 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON! 

6.23960333336~+05 
1.16155555555E+03 

t.27957514~86E+05 
5.Q999999~9~4E¿01 

2.oooooooooooE+oo 
5.00000000000E+Oo 
8.00000000000E+OO 
1.10000000000E+01 
1.40000000000E+01 
1.70000000000E+01 
2.00000000000E+o1 

6.30000000000E+01 
3.90600000000E+03 
~.74490000000Et04 
1.77156000000E+05 
5.79195000000E+05 
1.50859800000E+06 
3.3ó842100000E+06 

4.91504262143E+10 
8.88075168960E-12 

1.00000000001E+01 

2.91333333331E+01 

1.54031428573Et04 
9.9999999981óE-01 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X (DE· GRADO MENOR A MAYOR>: 

9.99999521414E-01 
9.99999851848E-01 

9.999976J6~51E-01 
1. ooo<)oooosa 1~:-:-00 

1.00000102946E+OO 
9.99999999814E-01 



EJEMPLO 4! 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
1.~0000000000E+OO 
3,00000000000E+OO 
4.50000000000E+OO 
6.00000000000E+OO 
7.50000000000E+OO 
9.00000000000E+OO 

LAS ORDENADAS DATOS SON! 

-1.oooooooooooE+oo 
-2.58789062500E+Ol 
-4.81000000000E+02 

4.74538554688Et04 
7+81517000000Et05 
5.76002577736Et06 
2+79105650000Et07 

EL GRADO ADECUADO ES! 

-112-

s.oooooooooooE-01 
2.oooooooooooE+oo 
3.SOOOOOOOOOOE+OO 
s.oooooooooooE+oo 
6.50000000000E+OO 
s.oooooooooooE+oo 
9.sooooooooooE+oo 

-1.33203125000EtOO 
-1.43000000000Et02 

1.72408984375Et03 
1.38769000000Et05 
1.61763607422Et06 
1.01130790000Et07 
4,42842754961Et07 

8 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

.3.16548749316Et14 
1.20763721286Et13 
1.66112441370Et09 
2.42064509543E-08 

LAS ALFAS SON: 

5+00000000000Et00 
s.00000000004E+oo 
4+99999999997Et00 

LAS BETAS SON: 

o. . 
6.94285714288Et00 
6,37237762232E+OO 

1.72187948110Et14 
1.37906422814Et12 
7.69436097648Et06 

5.00000000000EtOO 
4,99999999997Et00 
5.00000000006EtOQ 

9+16666666664EtOO 
6.74603174592E+oo 
6.15641025632E+oo 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

8.55732132480E+06 
2.96197931183Et05 
6.42233333344Et02 

3~98660352277E+06 

5.28236534090Et04 
3.7000000007SEt01 

1.oooooooooooE+oo 
2.sooooooooooE+oo 
4,00000000000E+OO 
5.sooooooooooE+oo 
7.00000000000E+OO 
8,50000000000E+OO 
1.00000oOOOOOE+01 

-3.oooooooooooE+oo 
-4.19ó13281250E+02 

1.25550000000E+04 
3.47690308594E+05 
3.13574700000E+06 
1.7083696Q430E+07 
6.84700890000E+07 

5.88504882696E+13 
7;70981480872E+10 
2.21919588399E-08 

4.99999999993E+OO 
s.oooooooooo9E+oo 

7.28333333~44EtOO 
6.56565656568Et00 

1.25613941089Et06 
ó.96384615392E+03 
9.99999998976E-01 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X CDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

- • 009·1 17653E-01 
.. : - .. :\ ~-, ~.869E-04 

. ',} ... ~ .. ) l; ·o,)?E roo 

-9.99988098410E-01 
-3.00005034329Et00 
-2.99999995122E+OO 

9.99819103909E-01 
5.00000919220Et00 
9,99999998974E-01 



1 
EJEMPLO 1! 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
2.99999999999E-01 
6.00000000000E-01 
9.00000000000E-01 

LAS ORDENADAS DATOS SONi 

-1.oooooooooooE+oo 
-3.73000000003E-01 

4.15999999997E-01 
1.52899999999E+OO 

EL GRADO ADECUADO ES: 

-llJ-

1.oooooooooooE-01 
4+00000000000E-01 
7.0000~000000E-01 

1.oooooooooooE+oo 

-7.?9000000000E-01 
-1.359999J9999E-01 

7.43000000000E-01 
2.oooooooooooE+oo 

3 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.62973000008E-01 2, 21364000010E-1>2 
1.29069717723E-2~ 1.6598757625~E-22 

LAS ALFAS SON! 

5.00000000000E-01 4.99999999996E-01 

LAS BETAS SON; 

o. 1. 000000000-cnE--<t-i-

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

2,74999999998E-Ol 
1.00000000001E+OO 

2.92aooooooooE+oo 

2.00000000001E-01 
s.oooooooooooE-01 
a.oooooooooooE-01 

-5.92000000000E-01 
1.25000000000E-01 
1+11199999999E+OO 

7.72200000024E-04 

5,00000000005E-Ol 

7.79999999992E-02 

1.50000000004E+OO 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE XCDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-1.00000000000E+OO 
1.00000000001E+OO 

1.99999999997E+OO 2.00088834390E-11 



C,JLtff'l O 2 ! 

LAS ~BSCISAS DATOS SON: 

o. 
2.99999999999E-01 
6.00000000000E-01 
9.00000000000E-01 
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1.oooooooooooE-01 
4.00000000000E-01 
7.00000000000E-01 
1.oooooooooooEtoo 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.oooooooooooE+oo 
-l.~4890000000E+OO 

-2.40639999999E+OO 
-2.24290000000E+OO 

EL GRADO ADECUADO ES: 

-1.37089999999E+OO 
.-2.15S4oooooooE+oo 
-2.43z90000000E+oo 
-2.oooooooooooE+oo 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.17695433999E-Ol 
S.88342857656E-05 

LAS ALFAS SON: 

s.oooooooooooE-01 
4.99999999985E-01 

LAS BETAS SON: 

o. 
7.20000000000E-02 

1.01427993333E-01 
1.76465197345E-22 

4.99999999996E-01 

1.00000000001E-01 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

-1.99470000000E+OO 
9.99999999960E-Ol 

-1.07200000000E+oo 
1.00000000044E+OO 

2.0000000000!E-01 
5.00000000000E-01 
a.oooooooooooE-01 

-1.68640000001E+OO 
-2,31250000000E+OO 
-2,38240000000E+OO 

8123679999960E-04 
2.1175823ó814E-22 

5.00000000005E-01 

7.79999999992E-02 

3o25000000001E+OO 

POLINOMIO EXF'f~ESALIO EN POTENCIAS UE X ([JE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-9.99999999997E-01 
-1,00000000090E+OO 

-4,00000000013E+OO 
1.00000000044E+OO 

3.ooooooooo6oE+oo 



EJEMPLO 3: 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
l.50000000000E-01 
~.999~9999999E-01 

4.49999999999E-01 
6.00000000000E-01 
7.50000000000E-01 
9.00000000000E-01 
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5,00000000000E-02 
2,00000000001E-01 
3.50000000000E-01 
5,00000000000E-01 

• 6,50000000000E-01 
8.00000000000E-01 
9,50000000000E-01 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

1.oooooooooooE+oo 
1.17645718750E+OO 
1.42753000000E+OO 
1.so30B406230E+oo 
2.38336000001E+oo 
3.28808593750E+OO 
4.6S558999999E+oo 

EL GRADO ADECUADO ES! 

1.05263156250E+OO 
1.24992000000Et00 
1.53563343751E+oo 

. 1.96875000000E+OO 
2.64166031250E+oo 
3.68928000001E+OO 
5.29816218748Et00 

5 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.2~34833185BE+OO 
4.75725223392E-04 
1.B2452409398E-22 

LAS ALFAS SON! 

5.00000000000E-01 
4.99999999995E-01 

LAS BETAS SON! 

o. 
6.94285714288E-02 

2.89441207588E-01 
2.69467076539E-06 

4+99999999998E-01 
5.00000000002E-01 

9.16666666664E-02 
6.74603174600E-02 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

2.S0277708334E+OO 
5.80138888888E+OO 

4.49936696430Et00 
3.50000000063Et00 

1.oooooooooooE-Ot 
2.50000000000E-01 
4.00000000000E-01 
5.50000000000E-01 
7.oooooooooooE-01 
s.sooooooooooE-01 
1.oooooooooooE+oo 

1.11111000000E+OO 
1.33300781250E+OO 
1,65984000001Et00 
2.16070968751E+oo 
2.94116999999E+OO 
4.15233656250E+oo 
6,00000000000EtOO 

1.865010i2749E-02 
1.69627170948E-22 

5.00000000002E-01 

7.2833333332SE-02 

6.06875000000E+OO 
1,00000000121Et00 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE XCDE ÓRADO MENOR A MAYOR>: 

9.99999999996E-01 
1.00000000139Et00 

9.99999999992E-Ol 
9.99?99997610E-01 

9.99999999829E-01 
1.00000000121Et00 



EJEMPLO 4; 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
1.50000000000E-01 
2.99999?99999E-01 
4.49999999999E-01 
6.00000000000E-01 
7.50000000000E-01 
9.00000000000E-01 

~AS ORDENnDAS DATOS SON! 

-1.oooooooooooE+oo 
-1.12866671324E+OO· 
-1.22419849000Et00 
-1.3043?078981E+OO 
-1.4004Q664000E+OO 
-1.60649108887E+OO 
-2.17315549000E+OO 

FL SRADO ADECUADO ES: 
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5.00000000000E-02 
2.0000000000lE-01 
3.50000000000E-01 
5.00000000000E-01 
6.50000000000E-Ol 
s.oooooooooooE-01 
9.50000000000E-01 

-1.04751722106E+oo 
-1.163363B3999Et00 
-1.25163933513E+oo 
-1.33203125000E+OO 
-1.44891357418Et00 
-1.73606143999E+oo 
-2.52388930072E+OO 

8 

LnS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.62182903465E-01 
3.12301256668E-03 
·1,27961389211E-08 
5.00519468832E-22 

LHS ALFAS SON! 

~.OOOOOOOOOOOE-01 
4.99999999995E-01 
5,00000000007E-01 

BETAS SON! 

l) ~ 1 

~.94285714288E-02 
6.J7237762232E-02 

6.89854859152E-02 
2.3834416Q944E-04 
7.69436029016E-10 

4.9999999999SE-01 
5.00000000002E-01 
4.99999999987E-01 

9.16666666664E-02 
6.74ó03174óOOE-02 
ó.15641025648E-02 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

-1.50954017734EtOO -1.429364373ó5E+oo 
-6.t73238~9944E+oo -B.66266420496E+oo 
-5.00766ó6593BE+oo 9.99999989440E-O~ 

1.oooooooooooE-01 
2.50000000000E-01 
4.00000000000E-01 
5.50000000000E-01 
7.00000000000E-01 
S.50000000000E-01 
1.oooooooooooE+oo 

-1.09025229000E+oo 
-1.19499206543E+OO 
-1.27805184000E+OO 
-t.36303750699E+oo 
-1.s1466209000E+oo 
-1.91853195855E+OO 
-3.00000000000E+OO 

2.355B3156702E-02 
4.60505215861E-06 
4i58809513098E-22 

5.00000000002E-01 
4.99999999995E-01 

7.28333333328E-02 
6,56565656560E-02 

-2.5147B963373E+oo 
-9.31923077032Et00 

9.99999954392E-01 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MENOR A MAYOR>! 

-1.00000000001E+oo 
J.67033400880E-09 

-:;>. 1~\()tl00•)25262E+OO 

-1.00000000022E+oo 
-3,00000005685E+OO 
-2.99'~<~9º02810E+OO 

1.00000000167EtOO 
s.00000017so6E+oo 
9.99999954389E-01 



APENDICE IV 

El objetivo del p~esente ap~dice e~ el mostrar los resulta­

os de los ap~ndices I y III de una menera más completa, esto es, 

os resultados presentados aqut se obtienen a par~ir de los datos 

xi, yi) con y 1 = P(xi) + Ei donde Ei (i = 1, ••• , m) se distribu­

en normalmente con mediaµ= O y varianza cri = 10-~. 

Cabe aclai;ar, que una hip6tesis central. ?e nuestro trabajo es 

l que las observaciones y i- (i = 1, ••• ,m) tienen "errores de medi­

i6nw que se distribuyen normalmente. En base a esto, se incorpo-

6 el criterio para la determinaci6n del grado. 
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tFrLE (JL99>MARIO/A2 ON UNAH1 
18 :1 0 o e :1t :~ :,~r. :-;1.7.:' 7.7.Z7.:~7.:~:' ;, :' :~7.:Y.7.7.'Y.7. 7.7.:::7.7. 7.7.7.7.Y-7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7. 7.7.%/.7.7. 
38800 SUBROUTINE NORHAL<MUrSIGMAC•PirIJrEE•UUrVV> 
38900 REAL MU 
39000 DIHENSION EEC22> 
39100 DESTAN=SORTCSIGMAC> 
39200 IF\MOD<IJ,2>• EO. 0) GO TO 10 
39300 UU=RANDOM<PI> 
39400 VV=RANDOM<PI> 
39500 EECIJ>=<<<-2>*ALOG<UU>>**<112>>*COS<6.2832*VV> 
39600 00 TO 20 
39700 10 EECIJ>=<<<-2>*ALOG<UU>>**<1/2>>*SIN<6.2832*VV> 
39800 20 EECIJ>=<EECIJ>*DESTAN>+MU 
39900 RETURN 
40000 ENO 
40100.C*7.7.7.7.7./.7.7-~7.7.7.7.Y.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.Y.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.%7.7.7.7.7.7. • 

10800 
10900 
11000 
11100 
11200 
11300 
11400 
11500 
11600 
11700 
11800 
11900 
12000 
12100 
12200 
12300 
1:!400 
12500 
12600 
12700 ,. 

7.X7.'4:'!7.7.:,7.7.7.7.%7.7.:Y.7./.7./.7.7.7.7.7.Y.7.7.7.7.7.7.7.7.7.Y.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.7.XX7.7.%%7.7.7.7.7.7.7. 
PROCEDURE NORHAL<HUrSIGMACrPirIJrEE>; 
REAL MUrSIGHAC; . 
INTEGER PlrIJ; 
ARRAY EEElJ; 

BE GIN 
REAL DESTAND; 

DESTAHD:=SQRT<SIGHAC>; 
IF IJ HOD 2 NEQ O 

THEN 
BEGIN 

uu:=RANDOH<PI>; 
vv:=RANDOH<Pl>; 
EECIJJ:=<<<-2>*LN<UU>>**<112>>*COS<6.2832*VV>i 

END 
ELSE 

EECIJJ!=(((-2)*LN<UU>>**<112>>*SINC6.2B32*VV1; 
EECIJJ:=CEECIJJ*DESTANO>+Mu; 

END NORMAL; .. 
:~ ~~ i. /./. ;~ 7. 7. % r.;,4;, 7. % 7.7. :~ 7. 7. 7. 7.7.7. 7. X 7. 7. 7. 7. 7. r. 7. 7. 7.7.7. 7.;.:: 7. % 7.7.7.7. 7. '.r./.%%%7.%7.7.7.%%7.%%% 
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EJEMPLO 1: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATO~ SON: 

•). 

1,500000COOO 
3.0000000000 
4.5000000000 

0.50000000000 
2.0000000000 
3.5000()00000 
5.0000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SQN: 

-1.0000086716 
5.3750688357 
31.999955864 
99.124900493 

0.12509962331 
10.999910145 
48.874910267 
134.00009897 

1.0000000000 
2.sooooooooo 
4. 0000•)00000 

2.0000725373 
19.625043887 
71. 000009911 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: .445916812.UIE-08 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

·O. 99998546202 
1.0000136851 

2.0001321731 -.92543202871E-04 



l 
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EJEMPLO 2! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
3.0000000000 
6.0000000000 
9.0000000000 

1.0000000000 
4.0000000000 
7.0000000000 
10.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SOH! 

-1.0000788844 
68. 0000481•15 
1162.9999110 
6037.9999479 

-1.9999385406 
223.00006352 
2175.9999544 
9258.9999099 

2.0000000000 
s.0000000000 
a.0000000000 

11.000087648 
554.00007724 
3743.0000853 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+l>SIGHA 1 

EL GRADO ADECUADO ES: 4 

SIGMA AL CUADRADO ES! .3B689404520E-08 

LOS COEFICIENTES SONCDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-1,0000801326 
-0.99998860138 

-3.9997886556 
0.99999947437 

2.9999172997 
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EJEMPLO 3: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

!) • 1.0000000000 2.0000000000 
3.0000000000 4.0000000000 s.0000000000 
6.0000000000 7.0000000000 0.0000000000 
9.0000000000 10.000000000 11.000000000 
12.000000000 13.000000000 14.000000000 
1s.ooooooooo 16.000000000 17.000000000 
10.000000000 19.000000000 20.000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON! 

1.0000302849 5+9999908992 63.000017410 
363.99997360 1365. 000022~; 3905.9999776 
9331.0000315 19607. 99999·7 37448.999979 
66430.000024 111110.99998 177155.99998 
271453.00000 402234.00003 579194.99999 
813616.00003 1118481 .oooo 1508598.0000 
2000719.0000 2613660.0000 3368421.0000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO! 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES! 

SIGMA AL CUADRADO ES! +9543987S690E-04 

LOS COEFICIENTES SON(DE GRADO MENOR A MAYOR>! 

0.98309401633 
1.0016261339 

1.0340076832 
0.99991041775 

o.98769487615 
1.0000017477 
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EJEMPLO 4: CON LAS ORDENADAS PÉRTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. o.soooooooooo 1.0000000000 
1.sooooooooo 2.0000000000 2.5000000000 
3.0000000000 3.5000000000 4.0000000000 
4,5000000000 s.0000000000 5,5000000000 
6.0000000000 6.5000000000 7~0000000000 
7.sooooooooo 0.0000000000 9.sooooooooo 

·9.0000000000 9.5000000000 10.000000000 

LAS ORDEHADAS DATOS SON: 

-1.0000196542 -1.3320560232 -3.0000290423 
-25.878918762 -143.00001373 -419.61325277 
-481.00000809 1724.0898743 12555.000031 

47453.855462 138768.99999 347690.30862 
781516.99999 1617636.0742 3135747.0000 
5760025.7774 10113079.000 17083696.043 
27910565.000 44284275.496 68470089.000 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+l>SIGHA I 

EL GRADO ADECUADO ES: 8 

SIGMA AL CUADRADO ES: 31.541634866 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A .MAYOR>: 

-5.0082548954 
138.31282954 

-3.2747686123 

86.785714137 
-55.677475066 
-2.9225923661 

-178.68153210 
15.977827818 

0.99808463276 
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EJEMPLO l~ CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS,SON: 

o. 
o.30000000000 
0.60000000000 
0.90000000000 

0.10000000000 
0.40000000000 
o. 700000.00000 
1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SOU! 

-1.0000959733 
-·'.) • 37292084325 
o.41599271677 

1.5290139769 

-0.79905107431 
:...0.13596900.1110 

o.74290026558 
1.9999000767 

0.20000000000 
0.50000000000 
0.00000000000 

-0.59193889183 
0.12490489877 

1.1119009816 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

:SIGMA I - SIGMA It1l<= DELTA 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMA AL CUADRADO ES: .37927331459E-OB 

LOS COEFICIEHTES SONCDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

·1.0000893123 
1.00143032óS 

2+0010018687 -.23915669455E-02 
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EJEMPLO 2: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
0.30000000000 
0.60000000000 
0.99000000000 

0.10000000000 
0.40000000000 
0.70000000000 
1.00000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-0.99990423074 -1.3709287793 
-1.9489834809 -2.1583294707 
-2.4063004913 -2.4329099005 
-2.:::!429247672 -2.0000602044 

o.:::?0000000000 
o.soooooooooo 
o.eoooooooooo 

-1.6863449460 
-2.3125708916 
-:::?.3824658788 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES: 4 

SIGMA AL CUADRADO ES: .73835725728E-OB 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>! 

-0.99991771136 
-1.0029473951 

-4.0008955956 
1.0010132488 

3.0027133940 
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~JEMPLO 3! COM LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
0.15000000000 
0.30000000000 
o.4sooooooooo 
0.60000000000 
0.75000000000 
0+90ÓOOOOOOOO 

• 50000•:>00000E-O 1 
0.20000000000 
0.35000000000 
o • 500()0000000 
0 • .!.5000000000 
o.aoooooooooo 
0.95000000000 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

0.99990485577 
1.1765552927 
1.4276181842 
1.8()30187222 
2.3833038596 
3.2881394431 
4.6856717813 

1.05260077913 
1.250006713:~ 

1.5355962830 
1.9688332091 
2.6417430667 
3.6893717928 
5.2981046391 

0.10000000000 
o.2sooooooooo 
0.40000000000 
0.55000000000 
').70000000000 
0.850()0000000 
1. 000000000-00 

1.1111293747 
1.3329580047 
1.6597642990 
2.1607651515 
2.91110855183 
4.1523762371 
6.000()532946 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERtfINAR EL GRA[IO: 

SIGMA I+1>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES! 5 

SIGMA AL CUADRADO ES! .479929B5970E-08 

LOS COEFICIENTES SON<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

0.99988971909 
1.0358789499 

1.0028371114 
0.96590034621 

0.98303004838 
1.0116890179 
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EJEMPLO 4: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
0.15000000000 
o.30000000000 
0.45000000000 
0~60000000000 
0.75000000000 
0.90000000000 

.sooooooooooE-01 
0.20000000000 
0.35000000000 
o.soooooooooo 
o.65000000000 
o.soooooooooo 
0.95000000000 

L,AS ORDENADAS DATOS SON! 

-0.99992603208 -1.0475845170 
-1.1286729983 -1.1632862245 
-1.2242578337 -1.2515588471 
-1.3044661160 -1.3319876210 
-1.4004076886 -1.4488678834 
-1.6065689660 -1.7360055772 
-2.1732553497 -2.5238840061 

0.10000000000 
0.25000000000 
0.40000000000 
o.5sooooooooo 
0.70000000000 
o.e5ooooooooo 
1.00000000000 

-1.0901524877 
-1.1949290112 
-1.2781176120 
-1.3631274876 
-1.5147256208 
-1.9186149004 
-2.9999587242 

CRITERIO SELECCIONADO PARA DETERMINAR EL GRADO: 

SIGMA I+l>SIGMA I 

EL GRADO ADECUADO ES! 8 

SIGMA AL CUADRADO ES: .59175522339E-OB 

LOS COEFICIENTES SON\DE GRADO MENOR A MAYOR>! 

-Ó.99993538278 
-0.44523042215 

0.10236310030 

-1.0043048782 
-1.6263110445 
-4.0806526623 

1.0710234900. 
2.6831007345 
1.2199941787 
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~JEMPLO l! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. s.oooooooooooE-01 
l.sooooooooooE+oo 2.oooooooooooE+oo 
3.00000000000EtOO 3.SOOOOOOOOOOE+OO 
4.sooooooooooE+oo s.oooooooooooE+oo 

LAS ORDENADAS DATOS SONt 

-l.00018397099E+OO .1.24940478506E-Ol 
5.37510259202Et00 1.10000584106E+01 
3.20001597329Et01 4.B8749145863E+01 
9.91249703296E+01 ·1.34000086714E+02 

EL GRADO ADECUADO ES: 3 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.05765470121E+03 3.4S880105499E+02 
5.09i21933018E-09 5.66200518904E-09 

LAS ALFAS SON: 

2.sooooooooooE+oo 2.so-000000000E+o~ 

LA~ BETAS SON: 

o. 2.sooooooooooE+oo 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOKIO SON: 

. 3.83750001098Et01 
i.00001872421E+OO 

2.s20001eao42E+o1 

1.oooooooooooE+oo-
2.sooooooooooE+oo 
4,00000000000EtOO 

2,0000202ó076Et00 
1.962496ó4491Et01 
7.09999656248Et01 

1.20660768474Et01 

2.sooooooooooE+oo 

1.9soooooooooE+oo 

7.4999827004SE+oo 

POLÍNOHIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

~i.000196032S1E+oo 
1.00001a12421E+oo 

2.00037305800E+OO -1.57731104991E-04 
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EJEMPLO 2: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 1.oooooooooooE+oo 
3.oooooooooooE+oo 4.00000000000E+OO 
6.00000000000EtOO 7.oooooooooooE+oo 
9.oooooooooooE+oo 1.00000000000E+01 

LAS ORDENADAS DATOS SON! 

-9,99948034816E-01 -1.99993370488E+oo 
6.79999625224E+01 2.22999878400E+02 
1.16300009232E+03 2.17600012261Et03 
6.03799998336E+03 9.25899997992Et03 

EL GRADO ADECUADO ES! 4 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.35795294904E+06 
.5.SS342505888E+03 

LAS ALFAS SON: 

s.oooooooooooE+oo 
s.00000000003E+oo 

LAS BETAS. SON! 

o. 
7·.19999999992E+OO 

2.78S27771625E+06 
4.99235B12408E-09 

s.oooooooooooE+oo 

1.00000000000E+Ol. 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

2.11200001as1E+o3 
1.B9?99984761E+01 

7.S9199997952Et02 
9.99999701480E-01 

2.oooooooooooE+oo 
S.OOOOOOOOOOOE+OO 
s.oooooooooooE+oo 

1.10000576142Et01 
S.53999973504Et02 
3.74300003506Et03 

2.B3912152206Et05 
1~B3776776342E-09 

s.oooooooooooE+oo 

7.sooooooooooE+oo 

1.63000000819E+02 

POLINOnIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-9.9992S615673E-01 
-9.99995553473E-01 

-4.00002276974E+OO 
9. 99999701478E-o·t 

2.9999B636206EtOO 
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EJEMPLO 3: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON! 

o. 
3.00000000000E+OO 
6.00000000000EtOO 
9.00000000000Et00 
1.20000000000E+01 
1,50000000000Et01 
1.80000000COOE+01 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

9.99985B2~9?2E-01 
3.63Y99966~33E+02 

9.33100014?76E+o3 
6.64300000304Ei01 
2.71453000031E+05 
8.13616000021E+05 
2.00071900004E+06 

EL GRADO ADECUADO ES: 

1.00000QOOOOOEtOO 
4.oooooooooooE+oo 
7.oooooooooooE+oo 
1.00000000000E+01 
1.30000000000E~01 
1.60000000000E+01 
1.?0000000000E+Ol 

6.00001502648~+00 
1.3650000919sc+o3 
1.96080001534Ef04 
1.1111100001~E+05 

4 .0223•1000.015E+05 
1+l1848099988E~06 

2+6136600000CE+06 

5 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9,40715860400Et11 
2.59801744119Et09 
5.83441991688E-09 

LA~ ALFAS sm~: 

1.00000000000Et01 
9.99999999992Et00 

LAS BETAS SON: 

o. 
2.77714285718E+01 

3.26684768559E+11 
2.7593~284109E+07 

1.00000000000E+o1 
9.99999999992E+O~ 

3.66666666666Et01 
2.69841269844Et01 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

6.23960333352Eto5 
1.16155555581E+03 

1.279575142B3E+05 
s.10000000126E+o1 

2.oooooooooooE+oo 
5.00000000000E+OO 
s.oooooooooooE+oo 
1.10000000000Et01 
1.40000000000E+Ol 
l.70000000000E+01 
2.00000000000E+Ot 

6.30000464968Et01 
3.90600004809E+03 
3.74489999757Et04 
1.77156000073E+05 
5,79194999768Et05 
1o50859799999E+06 
3.36842100009E+06 

4.91504262360Et10 
5.55654727936E-09 

1.00000000001E+01 

2.91333333331E+01 

1.54031428572E+04 
9.99999997080E-Ol 

?OLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MENOR A MAYOR>: 

9.99998831335E-01 
9.99997174621E-Ol 

9.99981836277E-C1 
1.00000015866E+OO 

1.00001748396EtOO 
9.99999997081E-01 
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EJEMPLO 4: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

L~S ABSCISAS DATOS SON: 

o. 5.oooooooooooE-01 
1.sooooooooooE+oo 2.oooooooooooE+oo 
3,00000000000EtOO 3.sooooooooooE+oo 
4.SOOOOOOOOOOEtOO 5.oooooooooooE+oo 
ó.OOOOOOOOOOOE+OO 6.SOOOOQOOOOOEtOO 
7,50000000000E+oo a.oooooooooooE+oo 
9.oooooooooooE+oo 9.sooooooooooE+oo 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-9,99931591752E-01 -1.33194B35940E+oo 
-2.58789657910Et01 -1.43000027725E+02 
-4.80999979960Et02 1.7240B974005Et03 

4.74538554392Et04 1.3S763999776Et05 
7,S1517000040Et05 1.61763607411Eto6 
5,76002577720E+06 1.01130789999E+07 
2,79105650002E+o7 4.42B42754961Et07 

EL GRADO ADECUADO ES: a 

LAS .SIGliAS AL CUADRADO SON: 

3.16548749316Et14 
1.207637212B3Et13 
1.66112441017E+o9 
3.89435938298E-OB 

LAS ALFAS SON: 

s.oooooooooooE+oo 
S.00000000004Et00 
4.99999999997E+oo 

LAS BETAS SON; 

o. 
ó.942857142BSE+oo 
6.37237762232E+oo 

1+721S794S110Et14 
1.37906422B01Et12 
7.69436077568Et06 

s.oooooooooooE+oo 
4.99999999997EtOO 
s.oooooooooo6E+oo 

9.16666666664Et00 
6.74603174592E+oo 
6.15641025632Et00 

LOS COEFICIEUTES DEL POLHIOMIO SON: 

B+557321324SOE+06 
2.961979311B3E+os 
6+42233333272E+02 

3.98660352290Et06 
5.28236534085E+04 
3.69999999698Et01 

1.oooooooooooE+oo 
2.50000000000Et00 
4.00000000000E+OO 
5.50000000000EtOO 
7.00000000000E+OO 
8.SOOOOOOOOOOEtOO 
1.00000000000E+o1 

-2.999995B7430E+oo 
-4.19613196193E+02 

1.25549999907E+04 
3.4769030S521Et05 
3.13574700009E+06 
1.70836?60430E~07 

6.84700890000Et07 

S.88504882696E+13 
7.709814SOó4BEt10 
3.5ó332012448E-OB 

4.99999999993EtOO 
s.00000000009E+oo 

7.28333333344Et00 
·6.5656565656BE+oo 

1.25613941090Et06 
6.96384ó15368Et03 
9.99999985936E-01 

PüLINOMJO EXPRESADO EN POTENCIAS DE XCDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-9.999~3600846E-01 

::.. '.~::~:'6976: -·:HE-04 
-z.ooocoe1:306Etoo 

-9.99e96207477E-01 
-3.00028186607E+OO 
-2.999999467S6Et00 

9.99322571660E-01 
5.00006469756Et00 
9.99999995934E-01 
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EJEMPLO 1: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

ABSCISAS DATOS SON! 

o. 1.oooooooooooE-01 
2.99999999999E-01 4.00000000000E-01 
6.00000000000E-01 7.00000000000E-01 
9.00000000000E-01 1.oooooooooooE+oo 

ORDENADAS DATOS SON: 

-9.?9950073064E-01 -7.9S911187992E-01 
-3.72938950688E-01 -1.36060388055E-01 

4.15957114521E-01 7.'42970572656E-01 
1.52900447825E+OO 2.00009727917E+OO 

GRADO ADECUADO ES: 3 

SIGMAS AL CUADRADO SON: 

9.62946010920E-01 2.21511628956E-02 
1.0666054214BE-09 9.46595912048E-10 

ALFAS SON: 

s.oooooooooooE-01 4.99999999996E-01 

BETAS SON: 

o. 1.0000000000lE-01 

2.00000000001E-01 
5.0000000QOOOE-01 
a.oooooooooooE-01 

-5.91901245472E-Ol 
1.24957323579E-01 
1.11195750430E+oo 

7.74263309032E-04 

s.oooooooooosE-01 

7.79999999992E-02 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON: 

2.7501658~290E-01 
1.00133449919E+OO 

2.92793747495E+OO 1.soo45198936E+oo 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MENOR A MAYOR): 

-9.99932396754E-01 
1.00133449919E+oo 

2.00024aa1913E+oo -1.54975943042E-03 
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EJEHPLO 2: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 1.oooooooooooE-01 
2.99999999999E-01 4.00000000000E-01 
6.00000000000E-01 7.00000000000E-01 
9.00000000000E-01 1.oooooooooooE+oo 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-9.99917129344E-01 -l.370898B8770E+OO 
-1.94881847óOOE+OO -2.15814868924Et00 
-2.40634813077Et00 -2.43294804938E+OO 
-2.242892130S1Et00 -1.99984103617E+OO 

EL GRADO ADECUADO ES: 4 

LAS S!GMAS AL CUADRADO SON: 

2.17708737619E-01 
.S.97725850000E-05 

LAS ALFAS SON: 

5.00000000000E-01 
4.99999999985E-01 

LAS BETAS SON: 

o. 
7.2oooooocoaoE-02 

1.01436597ó96E-01 
S.28728449820E-09 

4.9999999999óE-01 

1.00000000001E-01 

LOS COÉFICIENTES DEL POLINOMIO SL 

-l.99464804B93E+OO 
1.00185344780Et00 

-1.07202357374E+OO 
1.00790433197E+~O 

2.00000000001E-01 
s.oooooooooooE-01 
s.oooooooooooE-01 

-1,ó8b37498291E+OO 
-2.31249663742E+OO 
-2.38244438873E+OO 

B.27366129360E-04 
4~90717002828E-09 

s.oooooooooo5E-01 

7.79999999992E-02 

3,2sooss97737E+oo 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE XCDE GRADO MENOR A MAYOR>:. 

-9.99933178394E-01 
-1.0139ss21613E+oo 

-4.00102546194E+oo 
1.00790433197Et00 

3.0071e622oó1E+oo 
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EJEMPLO 3! CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SO!'!: 

o. s.oooocooooooE-02 
l.50000000000E-01 2,0000000000lE-01 
2.99999999999E-01 3.50000000000E-01 
~.49999999999E-01 5,oooooooooooE-01 
6.00000000000E-01 6.50000000000E-01 
7.sooooooooooE-01 s.oooooooooooE-01 
9.00000000000E-01 9.SOOOOOOOOOOE-01 

LAS ORDENAIIAS DATOS SON: 

EL 

LAS 

9.99941823264E-01 
1.176489b2994E+oo 
1.42758051197E+OO 
1.so307467999E+oo 
2.38334756556E+OO 
3.28809917351E+OO 
4.68562425618E+oo 

GRADO ADECUADO ES: 

SIGMAS AL CUADRADO 

2.22349506397E+oo 
4.75305082055E-04 
5.61313609296E-10 

LAS ALFAS SON: 

s.oooooooooooE-01 
·4.99999999995E-01 

LAS BETAS SQN: 

o. 
6.94285714288E-02 

1,05261274015Et00 
1.24993847105Et00 
1.53560642734Et00 
1.96877742115E+oo 
2.64167864159E+OO 
3,68929348754E+OO 
5, 29813808190E+•>O 

5 

SON! 

2.89436907094E-01 
2, 71752129353E-C•6 

4.99999999998E-01 
5,00000000002E-01 

9.16666666664E-02 
6.74603174600E-02 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON! 

2.50279011453Et00 
S.B0175800312Et00 

4.4993B535164E+OO 
3.49836626902E+OO 

1.oooooooooooE-01 
2.sooooooooooE-01 
4.00000000000E-01 
s.sooooooooooE-01 
7,oooooooooooE-01 
s.sooooooooooE-01 
1.oooooooooooE+oo 

1.11111640702E+OO 
1.33299720279E+oo 
1.65982912974E+OO 
2.16072796541E+oo 
2,94114910121E+oo 
4.15234239207E+OO 
6.00001729576E+OO 

1.86520206059E-02 
5.26258366969E-10 

5.00000000002E-01 

7.28333333328E-02 

6.06868056594E+OO 
1.o04139S3515E+oo 

POLINOMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE X<DE GRADO MEHOR A MAYOR>: 

9.99940551321E-01 
1.01273846375E+OO 

1.00116ss3sosE+oo 
9.88016681160E-01 

9.94005230881E-01 
1.00413983515E+OO 
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EJEMPLO 4: CON LAS ORDENADAS PERTURBADAS. 

LAS ABSCISAS DATOS SON: 

o. 
1.sooooooooooE-01 
2.99999999999E-01 
4.4?999999999E-01 
6.00000000000E-01 
7.50000000000E-01 
9.00000000000E-01 

LAS ORDENADAS DATOS SON: 

-1.00000007242E+oo 
-1.12e66635565E+oo 
-1.22419809058E+OO 
-1.30439065793E+oo 
-1.40049638272E+OO 
-1.60649072452E+oo 
-2.17315608123E+OO 

EL GRADO ADECUADO ES: 

s.oooooooooooE-02 
2,0000000000lE-01 
3.50000000000E-01 
5.00000QOOOOOE-01 
6.50000000000E-01 
s.oooooooooooE-01 
9.50000000000E-01 

-1.04751707586E+OO 
-1.16336403784Et00 
-1,25163948683E+OO 
-1.33203165840E+oo 
-1.44891378646Et00 
-1.73606127519E+OO 
-2.52388925795Et00 

8 

LAS SIGMAS AL CUADRADO SON: 

2.621B2965391E-01 
.3.12301389192E-03 
1.28012710744E-08 
6.46242584512E-14 

LAS ALFAS SON: 

5.00000000000E-01 
4.99999999995E-01 
5,00000000007E-01 

LAS BETAS SON; 

o. 
·6,94285714288E-02 
6.37237762232E-02 

6.89854904712E-Q2 
2.38341117651E-04 
7.6316B3ó1560E-10 

4.99999999998E-01 
5.00000000002E-01 
4.99999999987E-01 

9.16666666664E-02 
6.74603174óOOE-02 
6.15641025648E-02 

LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO SON! 

-1.50954017049E+oo -1.42936458299E+OO 
-6.17323815400E+OO -S.66267047776E+OO 
-5.0073981B469EtOO 1.00045314034E+OO 

1.oooooooooooE-01 
2.sooooooooooE-01 
4.00000000000E-01 
5.50000000000E-01 
7.00000000000E-01 
a.sooooooooooE-01 
1.oooooooooooE+oo 

-1.09025223830Et00 
-1.194991B6624E+OO 
-1.27805178189E+OO 
-1.363037B167óEtOO 
-1.51466263174E+OO 
-1,91853229330EtOO 
-3.00000000837E+OO 

2.35583132799E-02 
4.60456446345E-06 
7~21893752112E-14 

5.00000000002E-01 
4.99999999995E-01 

7.28333333328E-02 
6.565656565óOE-02 

-2.51478981751EtOO 
-9.31917910072EtOO 

9.95875248424E-01 

POLIHGMIO EXPRESADO EN POTENCIAS DE XCDE GRADO MENOR A MAYOR>: 

-1.~0000010243E+OO 

~.93643397518E-~3 

-2.s_2_60011seE+oo 

-9.99980713064E-01 
-3.01145994047E+OO 
-2.9830478533bE+00 

9,99625984932E-01 
5.02421101345E+OO 
9.95875~48427E-01 
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