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I NT R O D U C C I O N

Fundamentalmente el concepto de modelo estadistico para
una variable aleatoria, es tal que la variable en investigacién
tiene una estructura definida que explica los valores actua
les obtenidos y ademds predice valores futuros. La variable --
puede ser expresada en términos de otras variables bdsicas (los
componentes de la estructura), si sus valores son fijos (posi-
blemente desconocidos) son llamados componentes sistemfticos y
si hay también variables aleatorias son llamados componentes -

aleatorios.
Importancia de los modelos lineales.

Los modelos estadisticos lineales son la base de los mé-
todos estadisticos més usuales en fdreas tan importantes como re

gresién y disefio de experimentos.

E1 concepto bisico de los modelos lineales es el que con
sidera el estudio de varias poblaciones con un mismo grado de -
generalidad, en las que el modelo de las distribuciones de fre-
cuenéiu es normal con varianza constante e¢ independencia entre
observaciones, ademfis las medias de la poblacidén dependen,de ma
nera conocida, de los factores que definen a las poblaciones,
Se reconoce que la dependencia de la media sobre ciertos facto-

res es de tipo lineanl,
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Entonces se tiene como modelo lineal general el siguien

Y = XB+¢

Ye &, ge 1@ constantes fijas pero desconocidas, X matriz -

. . .. n
de constantes conocidas de dimensidén nxp & €8 vector alea-

torio con distribucién y media { y matriz de covarianza

02 1(2 VN (Q, ¢? 1))

Este modelo tiene un grado mdximo de flexibilidad.

Desde el punto de vista de la estadistica el problema -

consiste en encontrar estimadores de B que minimizen los erro

res, la manera mds conocida y eficiente es por medio de estima

dores obtenidos por el método de minimos cuadrados.

1)

Entre las aplicaciones mis importantes de regresidn es-

Descripcién y explicacidn.

Los modelos de regresidn son valiosos para describir el
tipo de asociacidén entre la variable y ( respuesta ) y
las variables X1,-Xp(explicativos ). [En este caso, lo
que se persigue es resumir las tendencias de los datos
y encontrar la forma de asociacion entre las variables.
A través de los modelos de regresidn es posible investi
gar si existe asociacién entre las variables ademis, -

también es posible determinar cudl es la forma de dicha
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asociaciébn.

Un empleo interesante en los modelos de regresifn se da
en la determinacién de las relaciones entre distintos -
factores que afectan el comportamiento de un fendmeno -
y que puedan pasar a ser establecidas como relaciones
de causa efecto. Aunque es importante sefialar que me-
diante los métodos estadisticos s8lo se pueden estable-

cer relaciones de asociacidn simple,

Prediccién.

Un empleo sumamente importante de los modelos de regre-
sidén es la posibilidad de predecir el valor que tendré
Yj o la media de la poblaci6én del conjunto Yj; que se

genera cuando se expecifica las condiciones del proceso

mediante los valores de las Xi@ 3=1.,,,p.

Un ejemplo son las llamadas series de tiempo, donde se
trata de predecir cudl serd el valor de una caracteris
tica que depende del tiempo. Por ejemplo el precio de

un cierto articulo dentro de un afio.

Otro ejemplo, es el predécir o pronosticar la produccibn
(Y) que se tendrd para ciertos costos, concentrados y

calidades ( X; ).

También se emplea para predecir el rendimiento (y) de -




:

un cultivo en una regi6én bajo ciertas condiciones de 1lu

via, nitrdgeno, fosforo, inudencias de plagas, etc. (X).

Control.

Un modelo de regresidn puede servir para encontrar cua-
les son los valores de las (Xi.s) que pueden optimizar
de acuerdo con algfin criterio, los valores de la varia-
ble dependiente (Y). En la industria se pueden usar -
los modelos de regresidn para controlar, es decir, para

optimizar procesos de produccidn.

En términos generales si es puede ligar mediante -
un modelo de regresidn wuna caracteristica de interés
econ6mico Y con un conjunto de factores o varisbles in-
dependientes Xj susceptibles de modificarse segln el
arbitorio humano, se optimizard la caracteristica Y va-
riando los valores de los factores Xj Este es el -

proceso estadistico conocido como control.

En Diseiio de Experimentos se encuentran las siguientes

aplicaciones :

comparacifén de medias de poblaciones distintas.
l.os modelos estadisticos lineales de diseiio de experi-
mentos tienen como objetivo principal comparar las me-

dias de las poblaciones estudiadas,
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En medicina es frecuente la comparacién de las medias de
poblaciones de ciertos caracteres fisiolégicos y mofold-
gicos, en este caso las poblaciones que se generan al -
considerar cierto tifio de drogas, désis de una misma dro

ga o tipos de tratamientos médico en general.

Estudio de efectos.

Un diseflo experimental puede planearse para estudiar las
relaciones entre varios factores cualitativos o cuantitativos
que se sirven como criterios para definir las poblaciones bajo
estudio con sus respectivas medias. Una hip6tesis de gran impor
tancia préctica es la de no interaccidén entre dos o mis factores
cualitativos o cuantitativos que sirven como criterios para defi
nir las poblaciones bajo estudio. Cuando la hipétesis de "no in
teraccién'" es rechazada, los resultados de un factor se ven modi

ficados por los niveles del otro(s) factor(es).

Los modelos estadisticos lineales se han empleado para ge
nerar algunas técnicas estadisticas muy especiales, entre las --
que se encuentran lags de-estadistica multivariada; gran parte de
las técnicas de este campo son consideradas como extensidon de -

los modelos lincales
Modelos Linecales Generalizados.
Los modelos linecales estin constituidos, como vimos en,

por una parte sistemitica v unn aleatoria {ervyror); donde usual-

mente se asume una distribucion normal para los ervores: Ta t6¢




nica de andlisis como anteriormente se menciondé es la obtencidn
de estimadores mediante el método de minimos cuadrados, el cual
asume solamente un componente del error; una extensidn para -
errores multiples fué desarrollada primeramente para anflisis -

de disefio de experimentos.

Las técnicas desarrolladas para datos cuya distribucidn
del error es no normal incluyen probit analysis, donde una varia-
ble binomial cuenta con un pardmetro relacionado con una distri
bucién de tolerancia. También para tablas de contingencia don-
de la distribucién es multinomial y las partes sistemdticas de
los efectos usualmente son multiplicativos. Ambos ejemplos tie
ne un aspecto lineal en el modelo de Probit el parametro p es
una funcibén de tolerancia, la cual es por si misma lineal en la
d6sis (o en una funcibén de ella). En tablas de contingencia
con un modelo multiplicativo, el logaritmo produce un mo-

delo lineal.

Aparte de estos modelos asociados con distribuciones nor
mal  binomial y multinomial (el cual puede pensarse como una fa-
milia de distribucién Poisson con contrastes), el problema se -
puede plantear. En general mediante los modelos lineales genera

lizados que pueden considerarse de la forma Yy o= uy o+ £
4

donde (11;) representa una parte de componentes sistemiti

cos Y representa un componente aleatorio,




La distribucifn ¢; es un miembro de una familia exponen-

cial

Esta familia incluye las distribuciones Normales, Bino-

{
mial, Poissos, X* y Gama entre otros.

A continuacidén presentamos algunos ejemplos de modelos

lineales generalizados.

Tablas de contingencia.

El uso mds importante es determinar el tipo de asociacidn

que se da entre variables categdricas.

Cuando ﬁa poblacidén es clasificada con respecto a dos o
mis variables cualitativas, formamos una tabla de contingencia.
La entrada en las celdas son frecuencias, cuando la tabla s6lo
se refiere a dos variables la 1llamamos tabla de contingencia de
dos dimensiones y cuando involucra tres o mis variables’ia lla-

mamos multidimensional.

Una tabla de 2 x 2 es la tabla mis simple de dos dimen-
siones y un ejemplo de ella seria

Insidencia de Tuberculosis por Sexo

Mujeres Hombres Total
Tub del 3534 1219 4853
Sist. Resp.
Otras 270 252 522

todas las f, 3804 1571 5375
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Como la poblacién se encuentra clasificada mediante varia-
bles cualitativas cada miembro de 1la poblacifén debe pertenecer a

una categoria y solo a una.

En el caso de tablas de 2 x 2 determinar independencia o
no independencia de las variables es relativamente fécil por ejem
plo en la tabla 1.1 se pretende probar independencia entre el -

sexo y la forma de tuberculosis.

Nosotros esperamos entonces que la proporcidn de mujeres -
que murieron de tuberculosis del aparato respiratorio es igual a la propor
cién de hombres que murieron por lo mismo. Si las proporciones
son diferentes entonces las muertes por tuberculosis en el siste-
ma respiratorio tienden a ser mids frecuentes €n un sexo que en
el otro. Es claro que las proporciones pueden ser diferentes, -
debido a mala recopilacién de informacibén u otras razones que pue
den ser atribuidas a causas aleatorias. Necesitamos tener un cri
terio para saber cuando la diferencia es demasiada grande para
atribuirla a dichas causas, por lo cual necesitamos realizar una
prueba que nos de esa medida, 1a prueba comunmente utilizada es -

la de X?*. (1).
In general cl concepto de independencia cn tablas de
se puede explicar como sigue:

Supongamos que la probabilidad de una observacidén en la

i-8sima categoria de la variable 1 (renglén) y la j-esima catego
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ria de la variable 2(columna) esta representada por Pij ; por
lo tanto, la frecuencia Fij esperada en la ij-ésima celda de

la tabla es Fij=Npij

Si Pi. representa la probabilidad "en la poblacibn", de que una
observacibn corresponda a la i-&sima categoria de la '"primera
variable (no importando la categoria de la segunda) y p.j -
representa la probabilidad correspondiente a la j-&sima cate-
gorfa de la segunda. Entonces la hip6tesis de independencia

se puede plantear mediante la siguiente proposicién.

Pij = Pi. p-j

Sin embargo, los valores de Pi- y P. son desconocidos, pero

j
pueden ser estimados por medio de las frecuencias observadas;

los estimadores son
Pi. = "y P.i =R

Por 1o tanto, de (1) se espera que bajc la hipdtesis de inde

pendencia Fij se estime mediante

FaY . n. . » >
Eij = N ﬁi. P.j = N_ﬁl %Nl~ = M D]

( BEij frecuencia estimada)

Cuando las variables son independientes las frecuencias esti-

madas y las observadas difieren por cantidades pequefias que

se pueden atribuir al azar, por el contrario si no sonindepen
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dientes esperamos una diferencia grande.

La prueba de la X? consiste en calcular la estadis-

tica

(nij - EijY
1 E1

oMo

La magnitud de esta estadistica depende de los valores
de las diferencias (nij - Eij); por lo que la X? es pequefia
cuando es cierta la hipdtesis de independencia. Buscando en
tablas de X* a un cierto nivel de significancia rechazamos o

aceptamos la hipdtesis.

Tablas de rxc

El andlisis de tabla_ de contingencia de rxc, con réc
mayores que 2, presenta a diferencia de las tablas de 2 x 2,
cierta dificultad en la interpretacidn cuando no se cumple

la independencia.

En las tablas de rxc las categorfas de las variables,

pueden guardar un orden por ejemplo: bajo, medio, alto.

Si la prueba de X? para una tabla de rxc indica no-in-

dependencia, no tenemos suficiente informacidn para saber si
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es en toda la tabla o en una parte especifica donde se rompe
la independencia. La situacién es semejante a ténicas de
andlisis de varianza, que nos determinan la existencia de di
ferencias en las medias, pero no nos dice cuales son las que
difieren. De la misma manera que en anilisis de varianza -
existen té€cnicas o métodos para identificar los elementos de
la tabla de contingencia rompen la hipbtesis de independencia.
Un método propuesto con este objetivo es el de Lancaster y

Ferwin que se presenta a continuacién,

Método de Lancaster y Ferwin.

Consiste en partir la tabla en tantas tablas como gra
dos de libertad. Cada componente de la X? corresponde a una
tabla particular de 2 x 2 proveniente de la original y cada

componente es independiente de los otros.

En el caso de 2 x 3, por ejemplo, necesitamos cons-

truir 2 tablas y estas serian :

a1 4ap (a, + aj) ajs
by b, (b, + bz) bj

Kimball desarrollé una formula para obtener los valo-

res de la X? correspondientes al método de Lancaster y Ferwin.
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En el caso de tablas de 2xc es:

2 - N2 (a) _, (b)y 2
Xe = N7 [BeyqSe 7 map4qSe 7}
(n) (n)
t : t n
donde Sga) I aj St(b) = I bi St(n) = L nj
i=1 i=1 i=1
considerando la tabla n, 4z ..... ac A
b be B
nj nz ne N

de manera que los valores de la X®> se obtienen al ir sustituyen

do t por 1, 2,..., C-1 de tal manera que

Existen otros métodos que consisten en partir tablas de
CXZ en tablas no-independientes de 2x2, por ej. cuando se apli-
can diferentes tratamientos y un placebo, el principal interés
es ver independencia entre los diferentes tratamientos y el pla
cebo., Este procedimiento afecta seriamente el nivel de signifi
cancia, y podemos encontrar mis diferencias entre placebo y tra
fique la que realmente existen. Broden demuestra gque un método

razonable es obtencr una o' para probar el método de la X, esa




a' = a/2(C-1).

Otra té&cnica que se utiliza con el mismo objetivo de iden
tificar las celdas que contribuyen a que no se cumpla la hipé6te-
sis de independencia es el de ajustar . modelos logaritmos 1li-
neales, como se presenta mids adelante, y posteriormente analizar

los pardmetros obtenidos en el modelo.

Tablas Multidimensionales.

Los métodos para analisis de tablas de contingencia provenien
tes de 2 variables son en general bien conocidos,pero aquellos para ana

lizar tablas provenientes de 3 6 mids variables son muy poco conoci-

dos.

El andlisis de tablas de tres dimensiones presenta mis
problemas conceptuales comparado con el anidlisis de tablas de dos
dimensiones. La extensibn de tablas de tres dimen-
siones a cuatro & mds no presenta nuevos problemas conceptuales

Por lo que presentaremos con detalle el caso de 3 variables,

Un ejemplo del caso de 3 variables seria los datos que se
presentan a continuacién fueron citados por Cochran (1954)., Ma-
dres que tienen hijos que han sido clasificados por los macstros
como con problemas de comportamiento son comparados con madres

con hijos que no han sido puestos en esta clasificacifn., Los dos




grupos mencionados se referirdn como problemas y controles.
También se han clasificado las madres en las que han sufrido de
abortos y las que no han sufrido de abortos y con el orden de

nacimiento del niifio.

Orden de Nacimiento

2 3-4 5+
Problemas Controles Problemas Controles Problemas Controles

Con Abortos 20 10 26 16 27 14

Sin Abortos 82 54 41 30 22 23

La hipbtesis de indepencia mutua de las variables en una

tabla de 3 dimensiones puede ser formulada como sigue:

Hot Pigp = P50 Py, Pk

donde Pi' representa la probabilidad de que una observacitn

jk
ocurra en ijk-€ésima celda y pi..p.j.P.j. y P'.k son las proba
bilidades marginales del rengldén, columna y estrato de la va-
riable respectivamente. En ¢l ejemplo existen dos renglones
representados por haber sufrido o no abortos, dos columnas

representadas por nifios con problemas o controles y 3 estratos

representados por 2, 3-4 y 5+,
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El procedimiento es jgual = al de tablas de 2 dimensio-
nes: calculamos los estimadores de las frecuencias cuando H,
es cierta; comparamos esos estimadores con las frecuencias
cuando'Ho es cierta; comparamos esos estimadores con las fre-
cuencias observadas por medio de la estadistica usual X? y
comparamos con la X? en tablas con rcl-r-c-1+z grados de liber

tad, donde r, ¢ y i representan el nfimero de renglones, colum-

nas y estratos respectivamente.

Si la prueba es no significativa no es necesario un anili
sis detallado - de la‘'tabla y concluimos que existe independen-

cia entre las variables.

Cuando es signficativa no podemos asumir que la depen-
dencia es entre las tres variable. Puede darse el caso por
ejemplo que dos de las variables estén asociados, pero la ter-
cera sea completamente independiente; en ese caso la hipdtesis
de independencia puede plantearse, Puede haber situaciones en
que dos variables son independientes en cada nivel de la terce
ra, pero pueden estar asociadas con ella, es decir las prime-
ras 2 variables son condicionalmente independientes dado el ni

vel de la tercera.




Las hipdtesis de indepencia parcial en términos de

probabilidad serian:

(1), =
Ho 70 Pygy = Py 0 P sk

n‘“&"
rengldn independiente de columna y estrato.

(2). -
Ho "7t Py = Py, Py

columna independiente de rengldn y estrato

(3). -
Ho "7t Pisgp = P g Pyy,

estrato independiente de renglén y columna.

La prueba que se¢ realiza es la de X? y el procedimien-

to es el ya anteriormente descrito donde para el primer caso

Eiyje = NPy Pk
y Py =N Pk T Nk
N N
entonces Eijk = ﬂi;- N.'k
N
y se compara con un X’ de tablas con ¢ ir - ¢l - r + 1 grados

de libertad.
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Interacciones.

En tablas de 2xZ cuando el efecto de la columna j-&sima
depende del rengldn en que nos encontramos, decimos que existe

interaccidén entre las 2 variables.

De este modo en tablas multidimensionales podemos hablar
de interacci6n de segundo orden (entre tres variables) y de or

denes superiores.

Modelos Logaritmicos-lineales para tablas de contingencia

Comenzaremos por la tabla de 2 dimensiones, la hip6tesis
de independencia o de no interaccidén de primer orden entre las

2 variables es:

lo que nosotros queremos es encontrar un modelo tal que Pij o]
alguna funcién de ella pueda ser expresado como la suma de las
probabilidades marginales 6 alguna funcién de ellas. De modo
tal ﬁue el modelo sea similar a los modelos de andlisis de va-

rianza.

Si aplicamos logaritmo natural en ambos lados de (1)

o oA e e A




tenemos que

Log pij = Log Pi. + Log P.j

y si lo escribimos en términos de las frecuencias tenemos que

en F.. = en F.
i nty

j + en F.j - en N

sumados sobre i, y sobre j tenemos que:

T c n
X Z en F.. = C )

c
en F, +r ¥ en F . - rc 1In N
i=1 j=1 ij i i.

y la ecuacién 1 se puede escribir

on Fij =V i) Tz

L L log Fi' L log Fij LT en Fij
y = i ooy . _ij
Tre 1(1) 1 rc
. F.. r I F,.
uz(J) ? en ij i 3 en ij
T rCe
u‘(.) = izl l11(j) 0, i (uZ(j) = () = “2(,)

.18
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Los parametros se encuentran dados en términos de Fij’

por lo cual en 14 préictica es necesario estimarlos.

Es necesario, introducir un término extra que represen

ta la interaccibn entre las dos variables,
L. = + . A S -
en Fyy = * Uiy T M) Y Mz)

donde u12(ij) representa la interaccibn entre los efectos de

los niveles i y j de las variables 1,2 respectivamente.

En términos de la interaccibn de los paridmetros la hi-
pbétesis de independenciaseria u12(ij) = 0 i, j, es decir todos
los términos de interaccidn son cero, que es equivalente que

el primer modelo especificado ajusta adecuadamente a los datos.

El modelo logaritmico lineal para una tabla de tres-di-

mensiones seria
Log Fijpe = U * Uy Y Y2qyy Y W) Y Mi2cig) Yo Yi3ciK

Y UWsiik) T M230i5k)

Este modelo incluye el efecto para cada variable, inte
raccién de primer orden para cada par de variables, e interac

cidén de segundo orden entre las tres variables.

Para estimacidén se debe de considerar el principio de

jerarquia el cual pide que para estimacion se debe considerar el prin




. 20

cipio de jerarquia lo cual cuando un término de alto orden es
incluido en el modelo, los efectos de menor orden compuestos por las va
riables incluidas en el efecto mayor deben de ser también in-

cluidas. Otro ejemplo serfia de:

Probit Analisis.

Suponemos que se tienen K dosis de un estimulo y cada do
sis se aplica a nj individuos (i=1,...,k). Al final del experi
mento se observa en cada individuo si se presentd o no una res
puesta predeferminada. E1l objetivo del experimento es estimar
la dosis necesaria para que una proporcidén dada de los individuos

de la poblacién presente la respuesta.

Por ejemplo aplicar fertilizante con varias dosis a cier
tas plantas y observar después de 8 dias cuantas florecieron.
Otro ejemplo seria dar veneno en varias concentraciones a roedo

res y ver después de ciertos dfas cuantos mueren.

Si D1, DZ"“' Dk son las dosis aplicadas y sean TisesTy
los individuos que muestran la respuesta a cada dosis. La dis-
tribucidn probabilistica de las tolerancias a las dosis del es-
tfmulo generalmente es asimétrica, ya que se ve afectada por los
individucs que tiene una tolerancia muy grande al estimulo. Por
esta razén y con el objeto de volver simétrica la distribucién

o . ha vuelto prictica comin trabajar con los logaritmos de las




dosis.

en la poblacibn cuyo logaritmo es Xi'

Sea X, = log Di y sea Pi la proporciébn de individuos

Si el cambio de varia-

ble efectuado mediante la transformacifn logaritmica ha vuel

to simétrica la distribucién, tenemos

- - -~

/

~ Log Di

es claro entonces que P, es una drea de la Distribucién proba

bilfstica de las tolerancias.

Si se supone como es usual, que la distribucibn de tole

rancias a los logaritmos de las dosis es normal se tiene como

expresibn para Py

[X;

P

1]
i
——d
o)
>
=
~
N t—
N
—~
c*
—
Nt
N
N

- {53
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Por lo que X = u y D_=c¢

Por influencia de los experimentos en toxicologia, a D,
se le llama la dosis letal 50 & DL50, es decir la dosis necesa
ria para que el 50% de los individuos sujetos al estimulo mue-

ran.

El problema entonces es estimar u, la media de la distri
bucidn del logaritmo de las tolerancias. Se requiere también
estimar o? para la obtencién de intervalos de confianza. La for

ma tradicional de hacerlo es a través de 1la transformacidén Probit.

La primera transformacidn a la ecuacibn (1) fue propuesta
por Gaddum quién definié 1la Derivacién Normal Equivalente (D.N.E.)

estandarizando la variable bajo la integral., Entonces.

- 0)
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Si 2, = Xj-u entonces Z;, es 1a D.N.E. propuesta por

Gaddum. o

Bills propuso la llamada transformacibn Probit, la cual
se obtiene simplemente sumando 5 a cada D.N.E, E1l propbsito
es en la practica los numeros negativos. Entonces si Y es el probit
de una dosis

Y=054+2=25+ X-u
o

Mediante el uso de la tabla normal estandar cualquier
proporcién puede transformarse a probits, Como ejemplo supon-

ga que se tiene una proporcidn V,.67.

( -
Xi u
o 2
~t4/2
67 = 1 e
exs dt
2, = XTY = 44
(e}

y por lo tanto Y. = 5 + .44 - 5.44

Estimacibn,

En un experimento en el que se va a usar anfllisis probit,
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se tiene el siguiente conjunto de datos (Di, Ni’ ri) i=1,...,
K Los cuales, mediante la transformacidn logaritmica; se con

vierten en

(X;» Ny, ;) i=1,...k

i Ui

La proporcidn de individuos que responden a cada dosis
esti dada por
T.
i

Pi-':'"ﬁ—— i=1,...,k

Si obtenemos el probit de cada P. tendremos los valores Y1,

.o Yk , los cuales tienen como expresibn

Y. =5 + iU i=1...,k

lo que puede escribirse en la forma mads conocida de una ecua-

cib6n de regresib6n lineal simple como sigue

Yi = a + BXi yooi=1, 2,...,K

fi
I

'
e
ko]

i
—

donde o

El problema es estimar u y o

Bstimaci6n por mAxima verosimilitud

Considerese la teoria (D, N ri) donde, como antes:

i ’
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iésima. Di = dosis iésima

Ny = nimero de individuos que reciben 1la dosis iésima
T, = nimero de individuos que responden a la dosis i&sima
P =

i proporcién (desconocida) de individuos que son suscepti-

bles a la dosis iésima

fo]
ey
H

1-Pi

Entonces la funcib6n de probabilidades T, estd dada por

1a distribucién binomial

]
r. |1 3 i 0,1,2,..., Ni
i
F(ri) = <
0 de otra forma
Por lo tanto
k N. T, N.-r
- i i i i
F(ri,...,rk) 121 ry Pi Qi

E1l logaritmo de la funcidn de verosimilitud de las obser

vaciones es proporcional a

k k

TPy, Py) =.r,1 r; log P, + _r,1 (Nj-ry) log Q;
i= i=
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Entonces para cualquier -, funcidn de Pi

FES S T
i i
=x i %Py g Nty oony SPy }
P, s —— o e ‘
1 1
. %P [_ri - NgPg
5 | TP
ST S St DS SN ¢
P3Q; §-
ademis Xi-u
o 1 -t2/2
P.= ©
i V2m dt =¢\fxi-u)
- 00 5

P.= ¢( a+ BX, - 5)

1 1

8P,

G- = 0(a + BX; - 5)
Sp,




usando estos resultados en (9)

: \ ) L

8h - p Ml gz

bu PO, 1
1T

\ N. ('PA- -P.

$ L W !

R U0 M 9 (233X

Igualando a cero las ecuaciones anteriores y resolvieron
para 2« y £ se obtendrian los estimadores de mixima verosimilitud.

Es decir los estimadores son la solucidn a

«

s
54 8

El sistema de ecuaciones no tiene una solucidn explici-
ta, sin embargo existe un método iterativo, el cual seri trata

do posteriormente.
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1T. MODELO MATEMATICO

Planteomiento.

Los modelos lineales generalizados son una combinacibn de
componentes sistemdticos y componentes aleatorios. Caracteriza-

do por:

1) Una variable dependiente Z proveniente de una distribucién con

funcidn de densidad

n(z, 0, ¢,) =expla (¢) {Z 0 - v(-) *+ h(Z)} + B(2, 2)]
donde a(¢) > 0, para ¢ fijo se trata de una familia exponencial.
El parametro ¢ puede ser un parametro tal como la varianza o¢?
de una distribucidén normal o el pardmetro P de una distribucibn

gamma. La media de Z es denotada por u.
Es posible encontrar expresiones para la primera y segun
da derivada del logaritmo de la funcidn de verosimilitud en tér

minos de 1a media y varianza de Z y el factor escalar a(¢).

tUsando los resultados:

F(&L/80) = 0y E(S'L/86%) = -E(S8L/E0




donde 1.(Z; g, ¢)

.30

Log H(Z; Ty ¢)

n(z, o, ¢) = exp la (¢) {Z-- g(-) + h(Z)} + B (¢, Z)]
L = () (Z2- - g(®) + h(Z)) + B (-, Z)
L= a(e) (2 - g'(-))
g - g ' =
;8L - BCa) - g () =0
a(¢) (u -g' (-)) =20
Entonces u= E(Z) = g'(-)
Yo s aw) 2o
Ahora 62L _ ~a(9) g"(-)
§-2 .
E —-gi% = -a(¢) g"(-)

it

-E [a($) (Z - u)}?

i

fa(¢)]? E(Z-u)? = - [a(¢)]? Var (2)
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Entonces

alé) g"(-) [a(4)]?® Var (Z)

por lo que

g"(-) = o) Var (Z) =V

es decir V es la varianza de Z cuando el factor escalar es unita

rio.

= - a(¢) V

O O

2y
2

se puede notar también que

Q

Ve -

lo anterior constituye la parte aleatoria del modelo

2) Un conjunto de variables independientes X1,..., Xm y predic

tor

donde suponemos concidos los valores de las X, y las B, represen
tan parametros, cuyos valores pueden ser fijos conocidos o pue-

den ser desconocidos y requieren estimacién.




Una variable independiente puede ser cuantitativa y pro-
ducir una variable X - cuantitativa en ¢l modelo, o cualitativa
y producir un conjunto de X - variantes cuyos valores son 0 y 1,

3 puede ser un modelo con mezcla de los 2 tipos de variable.

Considerese el modelo

Yij = a; ¢t Buij + Yj oij (i=1,...n, j=1,..., P)

los datos son '"acomodados'" por factores cuyos niveles son denoté
dos por i y j. El término o; incluye n pardmetros asociados con
una variacién cualitativa representada por n indicadores, (mudos
0 componentes dummy) que toman el valor de 1 para un nivel y 0
para el resto; Suij represente una variacién cuantitativa, y

Y vij demuestra P parimetros asociados con variables mixtas
independientes cuyos P componentes toman los valores vij para un
nivel de j y cero por el resto.

3) Una funcidén de enlace 0 = F(Y) que relaciona el par@metro
© de la distribucidn de Z con las Y's del modelo lineal
cuando Z esta normalmente distribufida con media O y varian

2

‘za 0? y cuando © = Y, se trata de un modelo lineal ordina-

rio con errores normal,




Andlisis de Desviacidn (Deviance).

Un modelo lineal se dice ordenado si el ajuste de la B's
es realizado en la misma sccuencia como son declarados en el mo
delo. la ordenacidén (o ordenacién parcial) puede ser producida por
la estructura del modelo, por ejemplo no tiene sentido ajustar
el término de interaccidn (ab)ij antes de ajustar los correspon
dientes efectos a;, y bj. Es posible también que el orden sea
implicado = por los objetivos del ajuste es decir una ten
dencia debe ser removida antes del ajuste de efectos adicionales.
Mas comunmente, el ordenamiento es en alguna parte arbitrario,

y eso ocasiona un problema de inferencia el cual no es tratado.
Para la exposicidon de las ideas bdsicas se supone que el modelo
estid ordenado y los términos se van a ajustar secuencialmente.
Los objetivos del ajuste son determinar cuantos t&rminos son re-
queridos para una descripcifn adecuada de los datos y derivar de
ahf la estimacibn asociada de los pardmetros y la matriz de infor

macibn.

Dos modelos extremos son concebibles para un conjunto de

datos, el modelo minimo el cual conticne el conjunto mis peque
fio de términos que el problema permite y el modelo complcto
en ¢l cual todas las Y's son diferentes y el ajuste a los datos

Al
cs perfecto,entonces u =
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El caso extremo del modelo minimo es el modelo nulo,
el cual es equivalente - ajustar solamente la gran media vy
asignar & efectivamente toda la variacidn en los datos al com
ponente aleatorio del modelo, lo mismo que el modelo completo
que ajusta exactamente y -asigna toda la variacién con los da
tos a la parte sistemAtica. El proceso de ajuste del modelo
con un modelo ordenado consiste en un proceder a ajustar el
modelo partiendo de un modelo minimo hacia el completo. A ca
da paso se trata de incrementar la bondad de ajuste incrementa
do la complejidad del modelo. El ajuste de los parametros en
cada paso es hecho maximizando la_funcién de verosimilitud pa
ra el modelo correspondiente y el ajuste del modelo a los da-
tos se medira cuantitativamente a través de la estadistica
-2L max. La cual es llamada "' Darvance'. Para las cuatro dis

tribuciones mencionadas la desviacidén toma la forma

Normal 5(Z - U )2/02
Poisson 2(% Z log (Z/%) - £(Z-u)}
Binomial 2(& Z 10g (Z/u) + Z(N-Z)10g {(N-Z) / (N-u)}

Gamma 2P {- 1 1og(Z/G) + E(Z-ﬁ) / u }

Asociado con cada modelo estd el término r, los grados
de libertad, ¢l cual e¢s dado por el rango de la matriz X, o equi

valentemente el nfimero de parametros linealmente independientes
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que se estimaron. Para una muestra de n observaciones indepen
dientes la ''desviacidn' del modelo tiene grados de libertad
residuales (n-r). Los grados de libertad multiplicados, cuando
es necesario, por el factor escalar formar una escala para un
conjunto de modelos secuenciales, en el cual la desviacidn pue
de ser comparada. El factor escalar puede ser conocido (por
ejemplo en la distribucidn Poisson) o desconocido (para la dis-
tribucién normal con varianza desconocida). Si es desconocida
puede ser estimada directamente por las observaciones o indirec

tamente por la desviacibén después de que un modelo adecuado fue

ajustado. Lo adecuado del modelo puede ser determinado en algunas

ocasiones al realizar una grafica.

Ejemplos de algunos modelos lineales generalizados.

Distribucidn Normal

En el caso normal se tiene

} 1 1 .
L=oXz - 5w -5 2%) - 5logo?

en donde al comparar con el L = o(¢) (20 - v (0) + h(Z)) + Bg(¢, Z)

n e
IS

u =0 , a(4) =0-? y(@) = 0%= - 2

, . 1 ,
h(Z) = ‘; z? R(O, 2) = -, lop o’ y por lo tanto

Vs odu oo
do
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Los Polinomios inversos proporcionan un ejemplo donde 1las ob
servaciones u son normales en la escala logaritmica y los efec
tos sistemlticos aditivos en la escala inversa.

Z=1logu y Y =¢els= LB Xy

Mds generalmente, se pueden considerar modelos en los
cuales hay una transformacidbn para linealizar F y una transfor
macidén para normalizar g, ‘“al que si las observaciones son dg
notadas por u entonces g(u) estd normalmente distribufido con

media u y varianza constante o®> y F {g"'(u)} = IB;X; =Y

entonces se tiene

V=1 vy Y=F{Y ')}
y Y=Y+ {g(o) -u} /[ (d/dY) g {F *(Y)}
E (Y) = ZB.:X,

11

La distribucidn Poisson

En este caso se tiene

L =2 logy - u




\

en donde © = log u y V = %2 = qu
Cuando Y = ZBiXi lop uw hay estadistica suficiente y un

inico estimador maximo verosimil de B, si es finito. Siempre

serd finito si no hay observaciones cero.

Si Y = ZBiXi ul (0 <« A<1), L » @ cuando |R| »ey por
lo tanto L debe tener un miximo para un valor finito . En
tonces

§2L _ §2L
5B OB 5vz X%,

Es facilmente verificable que §2L/§ Y? <0 vy por esa ra
zén L es negativa definida. Por lo tanto 8 es determinado uni
vocamente. Cuando Y = IB;X; = u los mismos resultados se man
tienen con tal que la X's sean lineales cuando las unidades con

Z=0 son excluidas.

La principal de aplicacién de los modelos lineales generali
zados con errores Poisson son las tablas de contingencia. Los
modelos probabilisticos para tablas de contingencia son construi
dos suponiendo una distribucidn multinomial o un conjunto de dis
tribuciones multinomiales, (Birch demostrd que la estimacidn de

un conjunto independiente de distribuciones multinomiales es equi
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valente a la estimacién de un conjunto de distribuciones
Poisson independientes, y por esa razfn se estima las tablas
de contingencia como un conjunto de distribuciones Poisson in

dependientes).

La distribucidon Binomial

Si reescribimos la forma usual

und
1}

Nlogp + (N - 1) logq

como

=
i}

Z log (u/N) + (N-2) log {1-(u/N)}

Z log (u/(N-u)} + N log(N-u) + terminos en N

es decir, substituyendo Z por r y u = E(Z) = NP,

Asi
=en {y/(N-u)} , g(-) = Nen (N-y)

V= u (N-u)/N.)
Estadfsticas suficientes son obtenidas por la transfor
macién logaritmica dada por

uo=NeY /(1 + e
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Probit Analysis
En probit analysis se¢ tiene

=N &(Y)

donde ¢ es la distribucidn normal acumulativa. En este caso

no hay estadisticas suficientes.

La distribucidn Gama
L= -P (Z/u + logu ~-1log Z) - logl
a(¢) = -P g(o) = - logu, h(Z) = - logZ vy B(d, 2) = - 1logZ

Es decir - = -1/u y V = du/d- = p? . Hay estadisticas sufi

cientes cuando Y = 1/yp

Una aplicacibén de los modelos lineales que involucran 1la
distribucidn Gama es la estimacién de los componentes de varian
za. La suma de cuadrados son proporcionales a X y la esperanza

es una combinacién de varias varianzas las cuales son estimadas,

Se puede escribir:
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L= - (2/2u) - (V/2) logu + (V/2 + 1)1log Z

donde V son los grados de libertad de Z

- V/zu V- du/y = 2uB/V Y =2

Y=u y W= V/2u?

La desviacifén toma la forma
IV [-en (Z/u) + {(Z-9) /0 Y

y cuando IV(Z-)/fi } = 0 se simplifica a &V -log(1/2)

Relacién con Glim

Glim es un paquete disefiado para realizar el ajuste de
modelos lineales generalizados como los descritos anteriormen
te. Consta de una parte central concerniente con la especifi
cacidén y ajuste de los modelos y facilidades auxiliares tales
como la lectura de los datos transformaciones de los datos
asf como la posibilidad de hacer varios tipos de grificas pa
ra auxiliar al usuario en la interpretacidén de los datos.

Glim es probablemente mis Gtil cuando es usado de manera ex-
pPloratoria, como herramienta para experimentar con los ajustes
de varios modelos para un conjunto de datos dados, ya que sc

pucde utilizar el paquete en forma interactiva.
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La manera de ajustar un modelo lineal generalizado es por

medio de las siguientes directivas.

YVARIATE
ERROR
LINK
WEIGHT
OFFSET
SCALE

En donde

YVARIATE corresponde a la declaracién de la variable

dependiente.

Su sintaxis es
$ YVARIATE identificador

en donde el identificador se refiere a una variable declarada
anteriormente. Para datos con distribucidn Binomial, donde
se debe especificar la variable Y en la observacibn Y; en

la forma r,/N; donde ry es el total de éxitos y N, el total
de ensayos realizados. 1la YVARIATE consistir8 del numera-
dor r;; la especificacifn de los valores N; se hace en la di

rectiva del error.

ERROR en esta parte se especifica la distribucidn del




componente aleatorio. Su sintaxis es
$ ERHOR neabre [identificador]
donde el nombre puede ser:

NORMAL, POISSON, BINOMIAL 6 GAMMA

Si es omitida la directiva por default la distribucibn
se considera normal. El identificador es necesario solament:
con distribucidn Binomial, este consiste de un vector donde se

especifica el total de ensayos N; realizados en cada observa-

cién Y..
ién Y,

LINK, se refiere a la funcifn de enlace que relaciona
al predictor y el parametro de la distribucidn del componente

aleatorio. Su sintaxis es

$ LINK 1letra [nGmero]

G Logit

R Reciproca

P Probit

C Log-Log

S Raiz Cuadrada
B Exponenciacién
1 Tdentica

1 L.ag
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Solo es necesario una letra y en el caso de la exponencia
cidén es necesario dar ¢l nfimero al cual se desea elevar el para
metro, el cual debe ser diferente de cero. La omisidn de la di-

rectiva LINK causa por default que las siguientes funciones se

usen;
Error link
N (Normal) I (Idéntica)
P (Poisson) L (Log)
G (Gamma) R (Reciproca)

Estas funciones de enlace proporcionan estadistica sufi
cientes para sus respectivas distribuciones. La declaracidn
LINK debe aparccer después (no necesariamente inmediatamente)

a la declaraci6én ERROR. Las funciones de enlace G, P y C son
apropiadas para datos con distribucibn binomial solamente, y no

pueden ser usados con otra distribucién,

SCALL

De las cuatro distribuciones standard de las cuales
GLIM permite describir la estructura del error se dividen cn
dos pares. Un par comprende la binomial y Poisson, las cuales
tienen una relacidn entre media v varianza conocida completamente,

para ¢l otro par, La Normal y Gamma, la relacidn conticne un
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parametro escalar ¢ , el cual es generalmente desconocido,
Para la distribucién Normal, se tiene ¢ = o2 , la varianza,

mientras que para la distribucifn Gamma

Var (Yi) = K pu?

y se tiene ¢ = K, el cuadrado del coeficiente de variacién.

. . ~ s A
Como la matriz de varianza de B es funcidn de ¢, enton
ces el valor de ¢ es substituido para- calcular 1a matriz y otros

valores como los errores standard derivados en &1.
Entonces la simtaxis de la directiva es.

$ SCALE { numbers]

donde el niimero es no-negativo. Si el nimero es positivo en-
tonces se asume ese valor para ¢ . Si el nfimero es cerod no exis
te entonces ¢ es estimado por la desviacién de la media del mo-
delo correspondiente.

La ausencia de 1la declaracibn de SCALE en el caso de Bino
minal y Poisson, implica por default el valor de ¢ igual a 1,

mientras que en Normal y Poisson implica la estimacién ¢.

PIT esta dircctiva define 1a estructura linecal del mo-

delo que se va a ajustar. Su sintaxis es.
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$ FIT formula del modelo

La formula del modelo asemeja una expresifn aritmética
ya que consta de operandos, operadores y paréntesis., Los
operandos son factores o variables, los operadores comprenden

el conjunto siguiente de simbolos con las jerarquias indicadas.

» + - '/ -%

mayor 1° 2° 3° 4° 4° 4° 4° 4° menos

El significado de los operadores, es diferentes al que

tendria en una expresion aritmética comfin.

Los términos bésicos en la f6rmula del modelo correspon
den a las tres posibles clases de términos en el modelo lineal,

es decir cuantitativo, cualitativo y mixto.

En la f6rmula del modelo los tres t&rminos se describen

como sigue:

En el modelo lineal En 1a férmula del modelo
B
o




Los operadores + y , son sindénimos en este contexto, y
son usados para uiidr términos en la férmula del modelo. Asi
un modelo de regresidn con tres variables aparece simplemente
como

X1, X2, X3
0 equivalentemente

X1 + X2 + X3

Para el caso de modelos anidados, con dos factoes A vy B
donde A indica un grupo de unidades y B indica los elementos
dentro del grupo, el modelo lineal correspondiente puede escri
birse como A/B donde / es el operador de anidamiento. Los mo-

delos anidados se expanden en términos bdsicos como sigue:

A/B equivale a A+ A.B
A/B/C equivale a A+ A.B + A.B.C

Cuando A.B no esta precedido por B, su interpretacidn
es B dentro de A, E1 término B no ocurre ya que no hay rela-
cifn entre el elemento j del grupo 1 y el elemento j de el gru

po 2.

E1l operador * define el modelo lineal para una clasifica

cidn "cruzada" de 2 6 maAs factores. Asfi,




A*B es equivalente a A+ B+ A.B

AYB*D es equivalente a A+ B+ R+ AB

+ A.C + B.C + A.B.C.

cuando el término A.B es precedido por A y B, su interpretacién
es AxB interaccidn. Similarmente A.B.C es la interaccién de

tres factores.

El uso de los paréntesis es similar al uso comlin en ex-

presiones aritméticas. Asf{
(A*B) . (C+D) es equivalente a (A+B+A,.B).(C+D)
que a su vez es equivalente a

A.C + A,D + B.C + B,D + A.B,C + A,B.P

Existe también el operador -, el cual retira ¢l térmi-

no siguiente a el, Asi.

A%*B - A.B es A+ B

A*B*B -~ A,B(B*C) es A+ B+ C+ B.C

1 operador -* remueve el siguiente término y todos 1o0s

términos presentes en cl modelo que lo contengan, Asf.

<47




A*B*C -* B, C. se convierte A+B+C+A.B+A.C

El operador -/ remueve todos los términos que contienen

al término siguiente pero no el término en si mismo. Asi.

A*B*C - /A se convierte en A+B+C+B.C

El modelo especificado normalmente incluye la gran media

implicitamente como el primer término. El modelo nulo es permi
tido e implica el ajuste de la gran media solamente. Para el
manejo de la gran media es neccsario referirse explicitamente
(y puede ser removida o re-inclufda en el modelo) usando el tér
mino especial % GM. La manera de removerla es anteponiendo el
operador - y reincluirla por medio de +. La gran media no pue-

de ser removida de el modclo nulo.
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Estimacidén por Minimos Cuadrados

Sea x = (Xq4,...Xp)" un vector aleatorio
x = AB + ¢

donde A es una matriz conocida de orden nxp con p<n

B = (81,...,Bp)' es un vector de parimetros desconocidos
€ = (€9,...,€4)* €S un vector de desviaciones de la media,

o errores, cuyo valor esperado és cervro.

Si estimamos B minimizando la suma de cuadrados
L ei?=¢c'e = (X-AB)' (X-AB)

~
El valor minimo B es llamado el estimador minimos-cuadrades de B

E1l método para la obtencidon del cstimador minimo-cuadrado es
obteniendo las derivadas de la forma cuadritica, con respecto a

B1,...,Bp,se obticnen ast Ilamadas ecuaciones normales
(A'A) B = A'X

y una solucidn de esas ecuaciones en efecto minimiza
(X-AR)' (X-Af)

Prueba
(X-ARYY(X-AG) = [X-AP © ACL BYITTX-AR + A(R-8)]

[OX-AR) T4 (R E)Y AT IX A o A(E-p)]
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= (X-AB)' (X-AB) + (B-8)! Al (X-AB) + (X-AR)* A (B-p) +
(B-8)' A A (B-8)

~

y como AYAR = A'X

entonces A‘(X-Aﬁ) = 0

y (X-AB)' A =0

Entonces
(X-AB)} (X-AB) = (X-AB)' (X-AB) + (B-8)! A' A(B-8)

y cono (B-£) ! A! \(6—8) =0
Entonces para toda B

(X-AB)Y (X-AB) < (X-AR)! (X-AR)

Si A es de rango completo entonces A'A es de rango

completo i.e no-singular y existe un Gnico estimador minimos cua

drados.

-1

B = (ATA) 'AYX

i el ranpo de A < p, entonces A'A es singular, las ecua
ciones normales no tienen solucidn Gnica, es decir existe una
familia de cstimndores minimos cuadrados la cual puede ser deter
minada en un coaso particular por los métodos usuales de resolu

cidn de sistemas de ecuaciones,




Teorema de Gauss-Markov

Sea X un vector aleatorio en IR" expresado en la forma

X = AB + ¢

donde A es una matriz conocida nxp 8 es un vector en IRP descongo
cido y ¢ es un vector de errores en E(e) = 0 y Ver (g) = o?I
donde o? es desconocida.

Es decir los componentes de ¢ tienen 1a misma varianza descono-
cida y son no correlacionados. Sea B un estimador minimo cuadra

do de By sea ¢ = c!B una funcidn lineal paramétrica. Entonces

~
1

¢! es un estimador de ¢ y si ¢ es algln otro estimador lineal

insesgado de ¢ y Var (¢'B ) < var (i)n

E1l teorema de Gauss-Markov ascgura que el estimador mini-
mo cuadrado de § es el mejor cuando los componentes no estin co-
rrclacionados, sin embargo cuando 10s componentes de e estun corre
lacionados el estimador minimos cuadradospuede no ser el mejor,
ya quc al suponer que la matriz de varianza del error es oI,
estamos suponicndo que los componentes ticuen la misma varianza

y que no estdan correlacionados,

Existe una modificacion al método de minimos cuadrados
cuando los crrores tiencen ditferente varianza o cestan correlacio-

nados,
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Consideremos el modelo

X = AB + ¢

Con las mismas suposiciones que¢ antes excepto que ver

e=0?%L donde I es una matrix conocida, positiva definida.
[ 4

Ahora bien si I es positiva definida, puede ser expre-
sada de la forma PP! donde P es no-singular y si n = P l'e ,

Y = P! X. Podemos escribir el modelo de la forma

Py = AB + Pn

o equivalentemente

Y = P! Ag + P-! pp
cs decir
Y = B + n
donde
Var n = D Y(Var ¢) PP- = ofp dppilpt) o= 771

y B o= P YA

Ls decir en términos de¢ YV ¢l modelo ¢: ¢) ya discutido,
entonces de acuerdo al Teorema de Gauss-Markov se obtiene un

mejor estimador de gminimizado




donde

]

drados
tor de

método
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(Y-BB)'! (Y-BR)

(Y-BB)' (Y-BB) = (X-AB) (PP')"'(X-AB)
(X-AB) I"'(X-AB)

Si A es de rango completo

B = (B'B)-! g'Y = (A'(P!P)"! A)" P'P Y
(A'Z=1 A) A (P-Y) (P! X)
(A Z-'A)-t At p-l X

Estimadores de Madxima Verosimilitud.
~
7
Mientras que 1la aplicacigﬁ del método de minimos cua-
P d
,." 3 3 3
no requiere el conocixiento de la distribucibn del vec
4

4 . . .
errores, aparte de la media y matriz de varianza, el

de mdxima verosimilitud es aplicado principalmente en

las situaciones donde la verdadera distribucifn en el espacio

muestral es conocida, excepto por los valores de un nfimero fi-

nito de parémetros reales desconocidos,

El método de mixima verosimilitud es usualmente aplica-

do cuando 1a familia de posibles distribuciones en el espacio

muestral puede ser identificado por un paridmetro © tomando va-

lores en wun espacio cuclidiano de dimensidon finita. BEn suma
H




estd aplicacidén es generalmente restringida en el caso donde

esta familia

{Pg ¢ -€ O} (O ¢ |R?)

pose funcibén de densidad, {Pg: 0e O}

En el caso discreto Pyg(X,0) es la probabilidad en el
punto X cuando - es el parametro verdadero; en el caso conti
nuo Pg(X,-) es la densidad de probabilidad en Xcuando - es el para-

metro verdadero.

Es conveniente hacer una distincién entre P (+,-) 1la
cual es la funcidn de densidad cn el espacio muestral y la fun
¢cién P (X,:) la cual es una funcidn en el espacio parametral,

LLa funcidén P (X,*) es llamada 1a funcidén de verosimilitnd.

El método de mixima verosimilitud, como su nombre lo in
dica consiste en estimar el verdadero valor del parametro 0 co
mo el valor que maximiza la funcidn de verosimilitud; este pari

metro resulta ser el mis plausible  Jdespués de haber observado X.

Fn la mayoria de los casos, existe un (nico valor que
maximiza ¢l cnal es el mis pousible v es el estimador miximo

verosimil deo .

(¥}




Definicion.

- - . > . I '3
El estimador mdrximo verosimil O(X) es un elemento de

O dado por

P {X,” (X)} = max P(X,-)

- e C

Si esto es posible, si por el contrario O es un conjun
to abierto, el estimador miximo verosimil no existe. En 1la

prictica por lo general no existen inconvenientes.

Obtencibn.

Por lo general no es posible la obtencibn directa del es
timador miximo verosimil es necesario recurrir a métodos numéri
cos para determinarlos. s usualmente posible asumir que el
estimador mAximo verosimil emerge como una solucidn de las
ecuaciones normales de verosimilitud

_.8  log(X,0) =0 (i=1,...,9)
8§01

Estas ccuactones « ooneral pueden resolverse numerica-

mente,

Propiedades ded o timador sfizimo verosimil.,
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El teorema de Gauss Markov da una justificacidén para cl
método de minimos cuadrados en témminos de estructuras lineales insesgados de
minima varianza. En cuanto al estimador de mixima verosimilitud
no siempre es insesgado, sin embargo existen argumentos que

justifican parcialmente el método.

Primero en la situacidn donde existe un estimador inses-
gado cuya varianza alcanza la frontera inferior de Cramer Rao
el estimador mAximo verosimil coincide con el. Es posible de-
mostrar que el estimador mdximo vercsimil es eficiente y fun-
cidn de la estadistica minima suficiente. Sin embargo la jus-
tificacidn mds importante del método de mixima verosimilitud es

cuando se trata de una muestra grande.

Propiedades con muestras grantes

Se hablari de una muestra crande, cuando X es la forma
X~ (Xq,...X,;) donde n es grande y las X; son independientes c

identicamente distribuidas.

[

STOPRM(X,0) es Ta funcidn de Jensidad corrvespondicnte al
vialor del pardmetro 0 cn el espacic de una observacion simple

tntonces,

CEX,0) ~ Top (Y, o) o PREX,0)
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es una variable aleatoria, ya que es la suma de variables aleca-

torias idénticamente distribuidas.

La justificacién del método de méxima verosimilitud en
el término del criterio de insesgados de minima varianza, es po
sible demostrar que para muestras grandes, el estimador midximo
verosimil es aproximadamente insesgado y tieme varianza aproxi
madamente igual a la frontera inferior de Cramer-Rao. Es mis,

-~ X
se puede demostrar que © tiene aproximadamente una distribucién
N(o, i)

donde 1 es la cota inferior de Cramer-Rao,

Solucidn lterativa a las ecuaciones M.V,

En caso de que las ecudaciones miximo varosimiles no ten-
gan solucidn explfcita, es necesario utilizar métodos numéricos
esto es posible al asumir que el estimador miximo verosimil es
la solucifBn de las ecuaciones midxime verosimiles es ¢l método de

-

Newton o una adaptacidn o 1.

Las ecuaciones vevrosimiles son:

) lap POX,M 0 s ey D)
605




Las cuales podemos escribir cimb6licamente como:
DgL(X,0) = 0

Donde £ (X,-) = log P(X,-) vy De es un operador, diferen
cial cuyo i-&sima componente cs §/803., Por la exploracién de
una caracteristica especial acerca de la investigacibn (o por
método grédfico) es posible obtener una buena aproximacibn ini
cial al valor - solucién de las ecuaciones,esa aproximacibn la

denotamos por 0(°). Dpesarrollando el Teorema de Taylor alre

>

dedor de 0 hasta los términcs del primer orden se obtiene como

DgL(X,0) = 0

0

DL(X,0) = DgL(X,0(0)) + {D3L(X, (033 (7= (o)

Donde Dé es la matrix operador

[ 2 ]
ﬁﬁiaej
Entonces

6 ~ 0(9) - (2 L(x, o0)))-1 porx, (0

Después se repite el proceso, usando 0(1) obtenido do

0lo) | obteniendo una nucva aproximacion 0(2) y asi sucesiva

mente.  Entonces se estublece un procedimiento interativo del que

. « . . P ) . ~
se obtiene una sucesion (08")y 1a cual converge a 0 ,

P1T aspecto laboricss del proceso jterativo es la inver

sié6n de 1o matrix HSQ(X,U(’)) en el paso j-esimo.  Si omuestra




aproximacibn inicial 0(9) es buena, entonces Dé Q(X,O(O)) debe

ser cercana Dé Q(X,Q(i)), entonces es posible usar la primera

matriz en cada paso de el proceso y eliminar la necesidad de

una nueva matriz de inversifn en cada paso. Este proceso modifi
N

cado da una nueva sucesibn de aproximaciones a -, la cual conver

”~
ge a O posiblemente mis lentamente que la sucesién (O(")).

Una modificacifn adicional, es suponer que la matriz
Dg Q(X,-(O)) es relativamente cercana a su esperanza Eéo)n
' - . - A
Dé Q(X,G(O)), la sucesidn de aproximacién de - basada en la es

peranza de Dé ¢ (x,0(0)), 10 mismo que en Dé e (X,-9) converge

a -.
El proceso interativo serf definide como sigue
o(m+1) - g(n) , p-1 m, Lv, aMy)
G(n) 0
. plo) _ = (o) 2 (0)
dondc Be Py {DO L(X, o )1
Solucidn a Fstimacidn miximo verosimil con modelos linea
les.,

La solucidn de las ccuaciones miaximo verosimiles c¢s equj
valente a un proceso iterativo de estimadorves ponderados por mi

nimes cuadrados cuvi funcidén de ponderacitin co

W~ o du/dy) /v
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Consideremos a Y la variable dependiente y la expresidn

y = Y + (Z-u)(du/dy)

donde u, Y y V son basadadas en estimaciones comunes.

Considerando el modelo

N(z, 0,8) = exp [a(¥) (2 ©- g(€) + h(2)Y + B(4,%2)]

Prueba

Si L es el logaritmo de la funcidn de verosimilitud
de una observaciodn.

L = a(d) 120 g(e) + hiZ)] B{C, )

Par la regla de Jla cadena y ya que 9 es funcidn de u, u de Y

y g de las Bi's'

SL a(d) (2 - ¢'(a)) 80 3u 8y

et e

55 Ty W
= a(p) (2 - g'(e)) 0 du
su &y |
= ald) (7 uy 1 Su
vV sy *i
y oL = 8L ey Y
86568 5Y”? 5F

sy?




«Uu

donde
§2L = §7L_ _:,__'_&)2 +  _S8L 520
§Y? §0°? s§Y &0 NE
~ a(#) {-V (80)*(8u)?(Z-u) 8% }
Su Sy sy*
= a($) {-(30)* Vv + (L-u) 620}
Su (\5),?
Entonces

E(38*L ) = E(a(s){-(8u) V o+ (Z-u) &%8
éBi6Bj sy 5%

XiXj) = -a(é) {(g%)Q VI XjiX;

Escribiendo o como la funcidén de ponderuacidn, entonces

6L = a(d) (Z-u) du Xj w. (V. (Su)7)

SBY \ Ty 5y
o= ale) (Z-u) Xyoo (su)
B Sy
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As1 el proceso Newton-Raphson reemplazando el valor por

el valor esperado, para una muestra de tamafio n, se tiene

donde A es un matriz de m x m con

g
1
e~z

.. = X.,. X,
ij K=1 Wrh ik jk

y C es un vector dem x 1 con

[ o P

c. = wy Xs g (Z-u) (du/dy)

i k=1

Finalmente se tiene

(AB); = LA BI= 3wy Jyy 0 Yy

entonces ASB = C puede scer escrito Ap* = vy

donde Ty = b o X“, ‘/]{

YooY - (B ) /o (du /dy
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En la practica sc puede obtener un buen proceso de itera-

ci6ébn de la siguiente manera:

ciébn u = Z y se calcula Y
y=Y. Entonces se obtiecne
por regresi6n. El método
tarse de valores extremos
ci6n binomial es probable
yos de Z=0 6 Z=n con 1=}
probit o transformaciones

para Y.

Se toma como una primera aproxima
para esa u, se calcula w y se hace
una primera aproximacién de las B's
puede necesitar modificaciones al tra
de Z. Por ejemplec cuando la distribu
que sea mis adecuado reemplazar ensa
vy Z=n-4 , es decir con el anflisis

logit, u=0 6 u=n produce valor infinito

Un caso impurtante especial ocurre cuando O , el parimetro

de la distribucibén de Z, v Y el predictor de modelo lineal coin-

ciden. Entonces
L = Z2Y- g(Y) + h(Z)
Y &l = ai$) (Z-u)

B
1

X

Las ccuaciones midximo vevosimiles son entonces de la forma

(2 -u) )\'ik )




Por lo tanto

L Z
k

KYik ©

LUy X,
K k71ik

.03




.04
tjemplos de Aplicaciones

En este capitulo se trataran problemas vrecales,cada uno de
los cuales se ajustan a un modelo logaritmico lineal de los ante
riormente descritos, los ajustes para este modelo se realizaron

por medio del programa GLIM. (Generalized Linear Interactive Modelling)

En los problemas que se resolveran se encuentran el ajuste
a las curvas que definen el porcentaje de germinacidn de semillas
de cebada seca Caryopses, en relacién a la dosis de radiacién de
1.0 Me Velectrons y de 60 Co Gama, a las que han sido expuestas
encontrandose en ambos casos la dosis mediana, es decir aquella do
sis que permite la germinacidén del 50% de las semillas, asi como
otras dosis como la 70 es decir la que permite que germinen ¢l

70% de semillas, e intervalos de confianza para estas.

Otro problema presentado en este capitulo se refiere a una
investigacibn acerca de la eficiencia de un cierto detergente

comparada con la de un detergente estandar,

£1  {iltimo problema se refiere a un estudio sobre una cier
ta variedad de gusanos, en el cual se pretende investigar si las
diversas formas y colores que adquieren depende o no del sexo o

de 1a localidad en la que se encuentren.,
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Ejemplo 1.

El objetivo del esperimento es obtener las curvas del por-
centaje de germinacidén de cebada seca Carypses que se obtiene al
exponer las semillas a radiaciones de 1.0 Mev electrones y 60 Co
gamma, bajo condiciones similares de experimentacibén. Posterior
mente s¢ determind para los dos tipos de radiacién la dosis mediana,
es decir aquella dosis que permite que el 50% de las semillas ger
minen, con sus respectivos intervalos de confianza. Tambié&n se
determinaron otras dosis de interés con sus respectivos interva- -

los de confianza,

Este experimente fue realizado por G. Palomino, F. Nepamuceno
y R. Villalobos-Pietrini en el laboratorio de Gen8tica y Radiobio-
logfia, Departamento de Biologfa Experimental, Instituto de Biolo-

gia, Universidad Nacional Autbnoma de México.

Los datos con los que se cuenta es el nimero de semillas ger-
minadas de 100 semillas quc fueron expuestas, para cada dosis apli-
cada. De acuerdo al tipo de datos y al objetivo del problema, sur-
gid 1a idea de ajustar un modelo Probit, s6lo que en lugar de
tratar de obtener la dosis minima letal es decir aquella que permi-
te que mueran el 50% de los animales, como tradicionalmente se hace
se trata de obtener la dosis mfixima que permite que no se afecten

el 50% de las semillas, es decir que germinen el 50% de las semillas.
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Los datos obtenidos fueron:

Dosis 1.0 MeV 60 Co gamma
(Kr) electrons radiation

0 100 100
50 100 97
100 99 99
125 100 95
150 100 95
175 99 96
200 100 91
300 : 98 97
400 94 92
500 94 93
600 85 87
700 59 83
800 50 . 76
900 41 59
1000 34 *
1100 24 *
1200 0 45
1400 0 23
1600 0 4
1800 0 0

0o existe medida

l.os datos fueron analizados por medio de GLIM considerando

lTa funcidén de enlace Probit y error Binomial.

Para ¢l primer caso, 1.0 Mev electrons, se tienc al consi-
derar al ajuste de solamente a la pgran media tenemos que la desvia
cidn es de 1752 con 19 prados de tTibertad 1a cual es altamente sig

nificativa,
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Si consideramos el ajuste incluyendo la dosis la desviacidn
baja considerablemente siendo de 42.12 con 18 g.1l. 1a cual resul

ta ser significativa al 5%.

Si consideramos ¢l ajuste en relacidn a el logaritmo natural
de la dosis de desviacifn se vuelve a incrementar resultando de
101.2 con 18 g.1. 1o que indica que el ajuste es peor que sin

aplicar el logaritmo a la dosis,

Si consideramos el ajuste de la exponencial de 1la dosis en-
contramos que el ajuste no converge en el ciclo 10, y la desvia-

cidn vuelve a subir a 425.8 con 18 g.1.

Si calculamos ahora dosis al cuadrado y realizamos el ajuste,

encontramos una desviacidn de 71.14 con 18 g.1.

Posteriormente considerando todas las observaciones en las
que germinaron 100 semillas como 99.5 semillas germinadas, y las
observaciones en que germinaron o semillas como .5 semillas ger-

minadas,

Los ajustes que encontramos son los siguicntes:
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Al ajustar dosis la desviacidén es de 36.86 con 18 g.1.

Al ajustar log dosis la desviacidn es de 144.4 con 18 g.1.
Al ajustar exp(dosis) 1la desviacidn es de 1294 con 18 g.1.
Al ajugtar dosis al cuadrado la desviacidn es de 81.90 con

18 g.1.

De estos ajustes todos con excepcidén de el ajuste de do-
sis, resultan significativos a cualquier nivel. E1l ajuste de
dosis resulta significativo al 5% pero no éignificativo al 1%.
No obstante que el ajuste resulta ser todavia significativo
al 5%, la reduccldn en elvalor de la desviacidbn es tan consi-
derable: de 1757 a 36.86, para solo un grado de libertad que

se considera que se tiene ya un ajuste razonable.

Entonces el mejor ajuste es aquel en el que tomamos en
cuenta los valores extremos 99.5 en el caso de 100 y .5 en el
caso de cero y ajustamos dosis. Para este caso calcularemos
las dosis 50, 70 y 90% asi como intervalos de confianza corres

pondientes a estas dosis,

En primer lugar se obtendri de los resultades proporcio-
Y

nados por GLIM estimadores de parfimetros adicionales,

S

GLIM nos proporciona l1os valores correspondientes a

-~

~ " M | . g
By o os el parimetro correspondiente al ajuste de Ta pran
y I . ’W




media o media general del modelo, # es el valor correspondiente

al ajuste de la dosis, tenemos también sus respectivos errores
estandard. Directamente del paquete podemos obtener el coeficien

te de correlacidn, la covarianza entre a y B y los valores ajus-

tados de acuerdo al modelo, asi como los residuales de dichos ajus

tes.

El primer parfmetro a estimar es la media 0 dosis 50 (DL50)

la cual estid dada por

it

A
DL50 woo-

™ > D>

y el intervalode confianza para y va a estar dado considerando el teo-

rema de Fieller.

. A I .
Teorema de Fieller.- Supongamos que O; y 0, son estimadores

tales que:

s ~ ) N
1) Oy ~ N (04, 0y3), 0O, « N (92, 022)

Ll) Cov (Og, 02) = Jy

iii) Vi1, Va2, Viy son estimadores de oy, 022, 012

respectivamente, cada uno con f grados de libertad




Sean R = y R =

Entonces

Los limites del intervalo de confianza (1-a) para R estan

dados por

. Vi ¢ / ~ N vi, Y
R-8 Va2 l -T:* \V11 - 2RV, + R*V,, - g (Vy, - Vs )
- g
t*V,,
donde g = A7 y t = td () es una t-student con f g.1.
0] A
2
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Aplicando el teorema para obtener un intervaio de confianza

para u se tiene

0, = «a 0 = B
N - A ~
0; = a 0, = B
Vi, = 82 = s? Voo = 87 =87
Q4 o 02 f
Vlg = 361,62 = “Sa‘,ﬁ

Intonces el intervalo se convierte en:




7

 esng) . T

- e 4 ? - S2 + 2(""‘%—) S a,B + (- _W_)zsi -

B B 3 a B B8
tS2

(a3 n ,\ t2 2
Cem RSt g ) s 2 B)

8 o — »éz

Ba

Para obtener otras dosis el mecanismo a seguir es el siguien

te:

Se encuentra el valor en la distribuclén de una normal que
equivale a tener ¢l area acumulada a la dosis deseada, por ejem-
plo para la dosis 70, se busca el valor de la normal que da un

70% de Area acumulada el cual es .84, el cual equivale a

84 =+ X
.84 - &

~

3

y {inalmente aplicando a x la transformacién inversa de la trans-
formacibn aplicada a la dosis, en este caso particular se obticene

dircctamente ya que la dosis no fue transformada.
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Y para la obtencién del intervalo de confianza basta subs
tituir este valor en el lugar correspondiente a — ——o
B

Entonces para este caso

8 = -.3679 E-02
& = 3.065
S8 = .152 E-03
Sa = .1274
p = .9330

s2, 8 = -.1812 E-05

La dosis media o DL50

3.065
- .023679

DL50 = - = 833.107

y el intervalo de confianza correspondiente al 95% de confianza es

(807.654, 859.352)

Lo dosis letal 70

NL70 = 089.040




y el intervalo de confianza

(630.857, 745.831)

DLY0=482.468

y el intervalo

(402.465, 557.918)

Es decir la dosis mdxima que se puede aplicar para que germi
nen el 50% de las semillas se encuentra entre 807.654 y 859.352 Kr;
para que germinen el 70% de las semillas la dosis se encuentra entre
630.857 y 745.831 Kr y para que germinen el 90% de las semillas 1la

dosis se encuentra entre 402,465 y 557.918 Kr.

Para el caso de 60 Co Mev radiacidon gama se realizaron los

mismos ajustes encontrandose:

1) Al ajustar Gnicamente la media general se obtiene una desviacifn
de 1025 con 17 g.l. la cual resulta también altamente significa-

tiva.
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Incluyendo en el ajuste la dosis la desviacién resulta ser

de 44.32 con 16 g.1 lo cual resulta ser significativa al 1%.

Al ajustar log dosis la desviacién resulta ser de 216 con

16 g.1.

Al ajustar dosis al cuadrado la desviacidn es de 33.25 con
16 g.1l. lo cual resulta significativa al 5% y apenas significati

va al 1%.

Cambiando los valores extremos 100 por 99.5 y 0 por .5 los

resultados de los ajustes son los siguientes:

Al ajustar dosis la desviacidbn es igual a 39.34 con 16 g.l.

Al ajustar log (dosis) la desviacibn resulta ser de 231.6

con 16 g.1l.

Al ajustar dosis al cuadrado la desviacidn resulta ser de
29.16 con 16 g.1. lo que resulta significativa al 5% y no signi
ficativa al 1%. En este caso al igual que ¢l anterior sec logra
un ajuste razonable en el que ahora la desviacidn se reduce de

1025 a 29.106 con la pérdida de solo un grudo de libertad.
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Por 1o que el mejor ajuste resulta ser aquel en el que consi
deramos los valores extremos 99.5 por 100 y .5 por cero y ajusta
mos dosis al cuadrado, con ese modelo se calcularon 1 s intervalos

de confianza para estimar las dosis 50, 70 y 90.

Los valores de los parfimetros de interés proporcionados por

GLIM para este caso son:

B = .1326 E-05
a = 1.603
Su = .5728 E-01
S8 =  .5717 E-07
p = .6721

s2 ,8 = 2.201 E-09

La media general estard dada por

1
\\/2
\

1.603 } = 1099.499

1326 E-05 )

DL50 =y =

y el intervalo de confianza

(1018.996, 1187.923)



v 76

l/2

.68 + 1.603

DL75 = 834.313 = (—omr—gpe—

y el intervalo de confianza al 95 %

(750.963, 922.652)

A continuaci6n se presentan los listados correspondientes de 1los

programas realizados para los anflisis anteriores.



}
R$SERVICIO/GLIN g nuqlgunu pnnqg
$RUNNING 3543 ‘

7 [1
GLIM 2.11 (C)1977 ROYAL STATISTICAL SOCIETYr» LONDON h"dl"|h"|"“| "J"LJ
UNITS 20
tDATA DOSIS Y
$READ
0 100 !
50 100
100 99
125 100 )
150 100 k
1175 99
200 100 )
300 v8
400 94
500 94 L
600 85 i
700 59
80O 50 LI
900 41
1000 34
1100 24 N )
1200 0
1400 0
1600 0 )
1800 0
$YVUARAITE Y
$CALL NI = 100 R
SERROKR B NI
$LINK P
SFETSDISELAY E € M )
SCALED
CYCLE DEVIANCE nF
4 1752, 19
ESTINATE G.E, FARAMETER '
10,3545 (2O67E-01  ZOM
GCALE PARAMETER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONG OF ESTINATES
! 1.0000
1

Y -UALIATE Y
Flebedfe RINGHINL LLINK FROBIT
HIHIOMIAL TIFNAMINATOR MT




]

o4

P R P T N L

LINEAR PREDICTOR

%“GM
SFIT + DOSISSNISPLAY E C M¢
SCALED
CYLLE DEVIANCE DF
) 42,12 18
ESTIMATE G.E.
1 3.269 0.1418

2 ~.3933E-02 v1692E-03
SCALE PARAMETER TAKEN AS

CORRELATIONS OF ESTIMATES
1 1.0000
2 -0,2430 1,0000
1 2

Y-VARIATE Y
ERROR BINOMIAL LINK PROBIT
RINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PREDRICTOR

7ZGM nasi

$CALEL 2 = ZLOB(DOSIS)
$CALC X = DOSIS/100

$CALC X =
$CALC K =
$FIT

ZEXP(X)
DOSTEKRD
ZPDISFLAY E C M$

SCALED

CYLLE  DEVIANCE nr
e UNIT 1 HELD AT LIMIT
UNIT 1 HELD AT LIWIT
UNIT 1OHELD AT LIMIT
.- UNETY 2 HELIY AT LIMIT
UNTT I HELIN AT LIMIT
s HUNIT 2 HELD AT LIMIT
- - UNIT 1 HELIE AT LIMIT
- UNTT DOHELD AT LIMIT
UNTT 1 HELLDY AT LIMIT
s OUNLTY 2 HELDD AT LIMIT
/ 1002 149

ESTIMATE
1 1770

S -2 A5
COALE BARAMETE b

Y o
0. 135208
04,1266

Ak e A

m“ i mz.;l i‘““ﬂ :||:::: i
i

Hltceatthenthog m:lm il :!mil

PARAMETER .

Z06M

pOSI

1,000

= IS FG"

INVALID FUNCTION/OPERATOR ARGUMENT(S)

FARAMETER
XOM

Z
1 Nnn

Rl Y LR




ZGM 2

CYCLE

1

‘1
&

HSONALE

L DY o T2 S B [RY T TSy RO

LINEAR FPREDICTOR

SCALED
DEVIANCE
UNIT 20 HELD
UNIT 20 HELD
UNIT 20 HELD
UNIT 19 HELD
UNIT 20 HELR
UNIT 19 HELD
UNIT 20 HELD
UNIT 19 HELD
UNIT 20 HELD
UNIT 18 HELD
UNIT 19 HELD
UNIT 20 HELD
UNIT 18 HELD
UNIT 19 HELD
UNTE 20 HELD
UNIT 18 HELD
UNIT 19 HELD
UNIT 20 HELD

425.8

$EIT XSDIGSFLAY E C M

LRATAT N LI o 1)

CORRELATIONS OF ESTINATES
1 1.0000
rj 2 =-0.9986 1.0000
1 o
l Y-VARIATE Y
ERROR BEINOMIAL LINK PROBIT
RINOHIAL DENOMINATOR NI

DF

AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT
AT

LIMNIT
LINITY
LINIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LIMIT
LINIT
LINIT
LIMIT
18

NO CONVERGENCE BY CYCLE

ESTIMATE

1.13%

S783E-04

8.

E,

+408B5E-01
+ 2094E-05

PARAMETER TAKEN AS

CORRELATTONS OF ESTINATES

11

2 -0,

Y--Unikl
F ke

BIHDM NI

10000
1005 1t
{

arE Y
BINOMLAL

» 0000

;)

LINK PRORIT

DENOMINATOR NI

PRIV

iy [l“"ll [
"llnnll m“ujm“u l

nK

——— OV

10

PARAMETER
AGH

X

1,000

T e emvewedd




LTHEAR FREDICTOR

Z6M X
$FIT KSDIGPLAY E C M$X
SCALEDR
CYCLE. DEVIANCE DF
] 71414 18
KSTIHATE 6.E» FARAMETER
i 2,124 7857E-01  2GM

2 W 27B2E-05 1127E-06 K
RIM mr PARAMETER TAKEN AS 1.000

CORRELATIUNYS OF ESTIMATES
11,0000
20,8093 1,0000
1 2

Y-UARIATE Y
ERROR BTINOMIAL LINK PROBIT
BRINUMIAL BENODMINATOR NI

LINEAR FRERTCTUR
AT I

EEALE Y1) = 99,0 1 Y()=99.5 | Y(&)=99.5 § Y(5)=99.5 § Y(7)=99,5

Z-- = CURRENT DISPLAY INHIRITED

SCALEC Y(17)=.% 3 YU =% § Y(19)=,5 § Y(20)=
SYUNRIATE Y

$EIISNIGPLAY F [0 M

Shaten

CYCLE DEVIANGE nr¥
] 14696, 19
FSTINATE Bl PARAMETER
1 038530 WABE7E~-01 ZGM
HUALLE PARAME VER EAREN AR 1.000

FUREELATHING OF S ETRNTES
I 11,0000
|

F-VARIATFE Y
Bkl HINOMIAL LINK FRORLT
HEHOMIAL BENGHINATOR NT

I THE AL PREDTET Ok
AN

tEL HOSISSNISEIAY F M RV S

un

rp:n;i |p: e

i “: ahni

e HUISKT G



BCALED

CYCLE DEVIANCE DF
4 36.86 18
ESTIMATE S«E. PARAMETER

1 3,069 0.,1274 X0M
2~ 3679E-02 +1523E-03 DOSI
SCALE PARAHETER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONS OF EBTIMATES

1 1.0000
2 ~0.7538  1,0000
1 2

Y-YARIATE Y
ERROR BINODHMIAL LINK PROBIT
BINOHMIAL DENOMINATOR NI

LINFAR FREDICTOR
%Z6GM NOSKI

UNIT  ORSERVED OUT OF FITTED RESIDUAL
1 100 100 99.89 -1.,187
Q 100 100 §9.,80 ~0.46789
3 9y 100 PP 65 ~-1.102
4 100 100 99,94 ~+6060E-01
4 100 100 ?9.40 0.12272
b Yy 100 992,23 -0.,2589
14 100 100 ?7.01 0.,4965
g 83 100 97.51 0,3152
v ?4 100 24,45 ~0.19460

10 P4 100 a8.98 1,602
11 8% 100 80,45 1,147
12 59 100 68,79 ~2,113
13 50 100 54,086 -0.9765
14 41 100 40,29 0.1441
15 349 100 2697 1.583
té 24 100 16,32 2.079
17 1 100 H.8461 ~2.942
ta 1 100 1,853 -1.003
19 1 100 0,2395 0.,%5330
20 ) 100 1878801 3.%512

CCINDUVARIANCE MATRIX
1 Lo 206 02
1L, 00180 2,3203E-08
} S
SEALEC PARARMETER TAKEN AR 1,000

Sl OF DIPFERENCES

1 Al

mm;li

Illulll

———— RIS



L3

40,1278 0

i 2

GUALE PARAMETER TAKEN AS
$FLIT Z$NIBPLAY E 0 M$

SCALED

CYCLE  DEVIANCE bF
= e UNET 1 HELD AT LIMIT
———— LINIT 1 HELD AT LIMIT
e UNTT 1 HELD AT LIMIT
=mmee UNET 1 HELD AT LIMIT
meeeme UNIT 1 HELD AT LINMIT
s UNIT U HELD AT LIMIT
""" ~ UNL1T 1 HELD AT LIMIT

(&) 144.4 i8

ESTIMATE 8.E»

1 14.14 0.66081
40 =2, 130 9931E-01

GUALE FARAMETER TAKEN AS

GCORRIZLATIUNS OF ESTIMATES
1 1.0000
2 -0.9900  1.0000
1

2

Y~-VARIATE Y
ERROR BINONIAL LINK PRORIT
ININOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PREDICTOR
%eM 7
1T XENIEFLAY F € M¢

SCALEDN
CYLLE  DEVIANCE nF
s UNTE RO HELE AT LIMIT
éh 1294, 18

ESTIMAIE H.E
10,5405 ¢ 3145E-01
2 =~ 1012E~06 1 766E-07

GUALE PARAMETER TAKEN A6

CORRELATIING OF ESTIMATES
13,0000
2 -000433 1,0000
1 2

Y-VARTAIE Y
EEbe HINIIS CAL ) TRK BRORTY

1.000

PARAMETER
z6M

Z

1,000

PARAMETER
7%06H

X

1,000

Y

Lif

iy

b

e vy FEIIT IOWTO g S




L N Y N P | S O Y C R I Y SV Y

BINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PREDICTOR
Z6M X
$FIT KNIGPLAY € C M8

SCALED
CYCLE  DEVIANCE DF
#] i1.90 18
EGTIMATE S.E,
1 1,992 + 7232E-01
2 -,2545E-05 +1027€-06

SCALE FARAMETER TAKEN AS

CORRELATIONS OF ESTIMATES

11,0000

S =0.7922  1,0000

1 2
'

Y-VARIATE Y
ERROR RINOMIAL LINK PRORIT
BINUMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PREDICTOR
ZGH K
$ET0°¢

$ET=14128,4 PT=40.1 1071.0

PARAMETER
AGH

K

1,000

Il""ll
u"m

]

- yusmgewe AEAE CTC Emm—-
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UNAM

1]
GLIM 3.11 (Y1977 ROYAL STATISTICAL SOCIETYs LONRON f I
$UNITS 18 ittt bt
s$ATA husSIS Y
sREND
0 100

50 97

100 99

1295 95

150 ?Y k
174 Qs

200 9t

300 @7

400 92

900 93

&00 87

700 83

800 76 i
200 59
1200 43
1400 23
14600 4
1800 [}

$YVARTATE Y

sCALLL NI = 100
$ERRDR B NI

$LLINK P
tF1T$DISFLAY E © M$

SCALED

CYCLE  DEVIANCE nE
3 102%, 17
EGTIMATE GeE PARANMETER
1 0.6433 +3187E-01  %GH
SCALE FARAHETER TAKEN AS 1.000
CORRELATIONS OF ESTINATES
11,0000
1 |

Y-UARIATE Y
ERROR RENOHIAL LINK PROBIT
HINUHIAL RENDHMINATOR NI

P YME AR PREDIPIDR




[ N S T LR B Y PP PRI

%GH

SFIT DOGISSDISPLAY E C Ms
£ SCALED

CYCLE DEVIANCE DF

4 44,32 16
ESTINATE S.E, PARAMETER

1 2.316 +O0367E~01  ZOM
2 =, 2234E-02 +8927E-04 DOSI
HSCALE PARﬂHhTER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONS QF ESTIMATES
11,0000
2 -0.,8617 1,0000
1 2

Y-VARIATE Y

ERROR RINOMIAL LLINK PRORIT

HINOMIAL DENOMINATOR NI
LINEAR FREDICTOR
2GH NOST
$Cotl Z - ZLO6(DOSIS)
ALl X = DASIS/Z100
L}
~== = INVALID FUNCTION/OFERATOR ARGUMENT(8)
$CALC X = ZEXF(X)
$0ALE K = [0SISkK2

$FIT Z¢D1SPLAY E C M%

SUALEDR

CYCLE  DEVIANCE [
e UNET 1 HELD AT LIMIT
UNIT 1 HELL AT LIMIT
s e UNLT bOHELD AT LIMIT
4 216.0 16
EYTIHATE S.E. FARAHETER
i 1,410 0.4086 AGH
I 1.210 16126E-0L 2
SCALE PARAHETER TAKEN A% 1.000

CORRELATIONS OF ESTIMATES

H 1,0000
09953 11,0000
1 2
Y-vakinll vy
FRIRAOE BTHUMIAL LINK PRORIT
Ay LI STATER NN Vo S TR A |

m“m -:mgmpm;:

unan|

o




BINGA Lo, wervuriami ey v

LINEAR PREDICTOR

zG4 2

SCADEL

$FIT X$DISFLAY E C M$

SCALED

CYCLE  DEVIANCE ¥
-—==- UNIT 18 HELD AT LIMIT
~—-~= UNIT 18 HELD AT LIMIT
e UNIT 18 HELD AT LIMIT
---en UNTIT 18 HELD AT LIMIT
=== UNIT 18 HELD AT LIMIT
- = UNIT 18 HELD AT LIMIT
—==-- UNIT 18 HELD AT LIMIT
—-eee UNTT 1B HELD AT LIMIT
=== UNTT 18 HELD AT LIMIT

10 364.5 16
—=--= N{I CONVERGENCE RY CYCLE 10

ESTIMATE GoE, PARAHETER
1 1.026 +3B48BE~01  ZBM
4 - 4184E-06 yHAP0E-07 X
SCALE FARAMETER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONS OF ESTIMATES

11,0000
d-0,2322 1.,0000
1 2

1-UARTATE Y
ERRGE RINOMIAL LINK FRODIT
RINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR FREDLCTUR
zGM X
SETT WeNLSELAY 1 CH$

sCALEDR

CYCLE REVIANCE nF
4 33,25 14
ESTIMATE Heb PARAMETER
1 1,693 JH761E-01  ZGH

J s 1321E-0% H786E-07 K
SCALE PARAMETER TARKEN A% 1,000

CORRELATIANS OF FSGOITHATES
L 1.0000
Poona673a 1.34000
' W

o

-+




Y-VARIATE Y

ERROR BINOMIAL LINK PROBIT s lllln" ||m||| ||l|lm|l

{"}. EINOMIAL DENOMINATOR NI

- LYNEAR PREDICTOR “ “ ! " ” _](
M K
BOALE Y(1)=99.5 1 Y(18)=.S QTR AT THIT T

$YVARIATE Y

~==~ CURRENT DISPLAY INHIBITED
TFITHRIGPLAY E C M$

SCALED .
GYCLE  DEVIANCE nF g
3 1012, 17 o
ESTIMATE S.E. PARAMETER
i 0.6433 «3187E~01  %ZGM
SCALE FAFAMETER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONS OF EBTIMATES
1 1.0000
1

Y~VARTATE Y
ERROR BINOHIAL LINK PROBIT
BINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR FREJICTOR
%GM
$FIT DMOSIGEDIGPLAY E C M$

SCNALEDR
CYCLE DEVIANCE nF
41 37,34 14
ESTINATE .k, PARAMETER
1 2,302 +B30HE~01  X0OM
. vy 2ALTE-0R JBE62E-04  NDOST
SCALE PARAMETER TAKEN AS 1.000

COFRELEATIONG OF FSTINATES
1 1.,0000
D0.8607 1.,0000
1 2

YUNAGRTATE Y
Llgediie BEROMY AL LINK FRORBET
BIHOMIACL BENOMINATEIIR NI



LINEAR PRENICTOR
ZGM st

tEIT Z$DISPLAY E C M uuipnqﬁuuuu”
[}

]
SCALED i oy §5
LYCLE  DEVIANGE F ' i i
—— . e - . ]
UNIT 1§ HELD AT LIMIT bttt

e e UNIY
- e UNTT

HELD AT LIMIT
HELD AT LIMIT

1
1
=+ = LNIT 1 HELIY AT LIMIT
s - UNIT 1 HELD AT LIMIT
seeoe UNLT 1 HELD AY LIMIT
7 231.1 16
ESTIMATE SeE, PARAMETER
| 7,832 0,3843 ZGH
2 -1.1348 5783E-01 Z
SCALE PARARETER TAKEN AS 14000

CORRELATIONS OF ESTIMATES
11,0000
J-0.99198  1.,0000
1 2

Y-VARIATE Y
ERROR BINDMIAL LINK PROBIT
RINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PRETIICTOR
pAL1L B
SEVT X$NTGSPLAY E € M$

SCALED
CYCLE NEVIANCE uF
. UNIT 18 HELD AT LIMIT
. UNIT 168 HELDI AT LIMIT
- UNTT 10 HELID AT LIMIT
- UNTT 18 HELD AT LIMIT
UNTT 18 HELD AT LIMIT
& 403, 3 16
ESTIMATE Gk PARAMETER
I 0.9448 y372E-01 ZUGM
T - 1Y8aBE-04 V31452607 X
SCALE FARAMETER TAKEN A5 1,000

CORRELATEONS (F LSTIMATES
11,0000
0.1 11,0000
1 o

Rabtaatade 1% < &8



Y-VARIATE Y
ERRDR BINOMIAL LINK PROBIT
RINOMIAL DENOMINATOR NI

LINEAR PREDICTOR
x6M X
$FIT K$DISPLAY E C M R V S

SCALED
CYCLE DEVIANCE DF
4 29,16 16
ESTIMATE S.E, PARAMETER
1 1.483 +5728BE-01  %GM

2~ 1326E-05 'y 5787E-07 K
SCALE PARAMETER TAKEN AS 1,000

CORRELATIONS OF ESTIMATES

1 1.0000
2 -0.6721  1.0000
1 2

Y~VARIATE Y
ERROR BINOMIAL LINK FRORIT
RINOMIAL DBENOMINATOR NI

LINEAR PREDICTOR

ZGM K
UNIT OFSERVED OUT OF FITTED RESIDUAL

1 100 100 95.38 1.96%

2 97 100 95,35 0.78264

3 99 100 95426 1.762

q P93 100 95.18 ~+B441E~01}
) S 100 95,09 -+4109E-01
6 9?6 100 94.98 0.4678

7 91 100 94,85 ~1.741

g 97 100 94,41 1.228

9 P2 100 92,94 ~0,3663
10 ?3 1040 91.18 0.6420
11 a7 100 88,61 ~0.+5068
12 a3 100 84,94 ~0.,5411
13 76 100 79.81 ~-0,9487
14 59 100 72.89 ~%.124
341 At 100 11,06 0.8001
14 LX) 100 18,00 1.301
17 4 100 4,355 -0+1740
14 1 100 0.,44%4 + 755BE-01

(COIVARIANCE MATRIX

' TN

Huanld

;

i

E

NI G°



.- 7]

£

L S N Y
2 -2 2010E~09  3,24681E~15
1 2
SCALE FARAMETER TAKEN AS 1,000
SyE. OF DIFFERENCES v
1 0.
DORV7A81E-02 0 0.
1 2
SCALE PARAMETER TAKEN AS 1,000
SETUNE

$T1=9108.8 PT=31.2 J0=1.,3

un

it

nf

H

in

sl

- iy s MIWQ



Ejemplo 2.

Como se menciond anteriormente este ejemplo se refiere
a una investivacidn realizada para estudiar la eficiencia de un

nuevo detergente X comparada con la de un detergente estédndar M.

Se eligi6 una muestra de 1008 individuos y se les pidid
que compararan los dos detergentes y dijeran cual de los dos prc
ferfan, también se les preguntd que temperatura usaban (alta, ba
ja); que tipo de agua utilizaron (suave, de mediana dureza, dura)
y finaimente si anteriormente usaban o no usaban el detergente de

tipo M.

Los datos con que se cuenta, por lo tanto, son frecuen-
cias clasificadas de acuerdo a las cuatro variables mencionadas
anteriormente, es decir nuestros datos se pueden representar en

una tabla de contingencia de 4 dimensiones.

Previo uso de M Previo no uso de M
Tipo de Preferencia Temperatura Temperatura Temperatura Temperatura
Agua Alta Baja Alta Baja
suave X 19 57 29 03
M 29 49 27 53
mediana X 23 47 33 66
' M 47 55 23 50
Dura X 24 37 42 68
M 43 52 30 42




Los resultados de los ajustes realizados se muestran a
continuacidn, en donde Tem, representa temperaturas PRE, preferen

cia; USO, uso; AGUA, agua;.

™~
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R$SERVICTO/GLIM

TWATTING FOR AVUATLANLE TASK
FRUNNTME 92005

LIS

GLIN S.10 G977 ROYAL STATISTICAL SOCIETYy LONDON
$UNLTE g

LRATA Y

tREAD

19 W7 39 &3

29 a4y 27 53

23 97 B34S

A7 6% 23 850

a4 47 2 &0

A3 H2 O30 A

FYVARTATE Y

SFALTOR PRE 28 TEN 2 AUA 3 ¢ U8SO 2

SCALE PRE = Y%G1L.(2¢4) ! TEM = Z0L (2 1) ¢ AGUA = %GLCEE)E LUEO = %GL(2y2)

$L G5 DEFINTERDN LAS CUATRO VARTARLES CON LOS VALORES QUE TOMA CADA UNA
EM (.AS 24 CELDAS DE LA TARLA

$ERROR P
LUREE N [

£ SE N AHISTAR EL MDDELO QUE 8010 TNCLUYE COMO PARAMETRD LA MEDIA
BEMERAL « FS NWIE

SE PRUERA LA HIPOTESIS 0E QUE LA PROBARIL IDAD
DE TENER UNA OUSERUACTON EN CUALQDTER CELIN ES LA MISMA, ES DECIR
GF PRUEBA LA HIFNTESTS DE INDERFENDENI: LA NE 1.AS VARIABLES MAS
TGUALTDIAL BE ARG INALE G, BN CARA-VARTAR-FH .

AET Y
BEALED
CVELF BEVTANEE e
3 11,6 24

st ay 14

Vs ok FREDTCTRE

UNE

[

— :WHJSIPW“

N oAt



S

26N

o LA DESVIACION RESULTA SER ALTAMENTE SIGNIFICATIVA
$C AHIRA SE AJUSTAN LOS EFECTUS PRINCIPALES PARA FPROBAR L.n HIPOTESIS
DE INDEPENDENCTIA ENTRE LAS 4 VARIABLES.

$FIT + PRE H AGUA + USUE TEMS

SCALED
CYCLE DEVIANCE il
3 40,55 18

B0 FU O MODELO AJUSTADD ES EL SUIGUIERTE
$NIGELAY Lt

LINEAR FREDICTOR
%GM3 FRE$AGUA YIS0 TEN

$C LA NESVINCTON RESIH 1A SER ALTAMENTE SIGNIFICATIVA LES DECIR NO EXISTE
INDEFENDERCIA  INTRE LAS CUATRO UARIABLES.

$0 0 EL SYWIBUIENTE aubFLO QUE SE AJUSTARA CONTIENE TODOS LO& EFCTAOS PRIN-
CIPALES E INTERACCIONIES DE PRIMER ORDEN

$IT ¢ TEM.AGUA + TEMJPRE O TEMWUSO + US0.PRE + USO.AGUA + AGUAPRE
FhisetAy 9
Sentlh
YU E BEVLANEE (3
! LRI Y

Sl
IR BT & PRI ms - ®

UNANE

v LT P

Sa0evgRnel



e whsio beveae [ PN B0 ke atbaoa wiivee

. |
™ !
il
g ""‘lﬁ[‘-“"ﬂiii“'“'ﬂ!
il | m
$C EL. MORELO ANISTADO ES ElL SUIGUTENTE i' * ,%
DISPLAY LS l““!l HERG R IR

LINEAR FRENICTUR
Z6M PRE AGUA USD TEM FPRE.AGUA PRE.USO AGUA,USO PRE.TEM AGUA.TEM USO.
TEM

$C EHTE MODELO RESULTA TEMER UNA DESVIACION NO SIGNIFICATIVA POR LO
QUE VEREMDS S1 EXISTE UN MODELDO CON UN NUMERO MENOR DE TERMINOS P&w(wdj*os
UE SE AJUSTE A L0 DATOS., PARA ESO VEREMOS QUE INTERACCIONES DE
FRIMER DROEN SIN LAY QUE SE ENCUENTRAN MENOS REPRESENTADAS, ES
hECIR CUALES DE 108 PARAMETROS QUE REPRESENTAN LA INTERACCION
e PRIMER ORDEN EBSAN CERLCANOS A CERO

— S gy°

10aLe A1 = ZERGAGUAY 1) ~ ZEBRAGUAYD)

A2z ZEQOAGUAY 1Y ~ ZER(AGUAY 3)

£+ UEQUFRE 1Y ~ XEQPREY D) .
ZEQCTEMy 1) ~ %EQUTEM2)

U - ZEQOUSOy1) - %EQUSD 2

PU= FkT 1 UT = WY 1 FU = PYU ¢ Pl= PY¥AL 1 P2 = FXA2IUL = txal

. UEA2 L TEAY - TRAL T DEL

U= oA 1 11 T¥al 12 = T¥AQ

sa o3 4w se na =a wm

$ELT AN HUETHRT AP UTE T4 T 24P L 4F2HU L 02
SNIGFLAY ET

HCALEN

CYULE  DEVIANCE nE
B 9 5a6 ?
FETIMATE FARAMETER

1 3477 Z6M

S BNLLE- O ni

i A7NBE-0 SAALRE-01 AR

) c1I96E -0 CANEOE-0) P

Y LIVE- V331 AE-01 U

& -0,2710 c3304L-~01 7 .
! DA 01 (&) :
®o0, 1304 1l .
" 2301k M KX ur ’
1 VRO EOR o GG T
i obon AL AN - T




-~ d

-

12 J134BE-01  ,44B9E-01 Pl
13 L OIRIE-02 L 4540E-01 PR

14+ L AS00E-01 cAAB3E-0L UL - !IHE““““H“ﬁF"“H“HHHﬁ
16 2A7E-01  JAS5A7E-01 U2 - A L
SEALE PARAMETER TAKEN A8 1,000 | i i i i !I
l.i i
Hitnth chidhbed
12 LOMD BE BFUEDE WER 6T ORDENAMOS LNAS INTERACCION EN ORDEN DE REPRESENTACION !“"“""" i “h"d““"

EN El. MODELOEL PRIMER LUGAR LO OCUPA LA INTERACCTION ENTRE PREFERENCIA Y
380, DESPUES TEMFERATURA Y AGUAy PREFERENCIA Y TEMPERATURAs USD Y ABUASUSD Y TEMPERATUAR
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Considerando

como la media general

el i-&simo nivel de Agua (i=1,2,3)

A

Tj el j-€ésimo nivel de Temperatura (j=1,2)

Pk el k-&simo nivel de Preferencia (k=1,2)

U1 el 1-é&simo nivel de Uso (1=1,2)

PUkl la interaccién entre el k-&simo nivel de Preferencia y el
1-ésimo nivel de uso.

ATij la interaccidn entre el i-Esimo nivel de Agua y el
j-ésimo nivel de temperatura

Tij la interaccibn entre el j-&simo nivel de Temperatura y

k-ésimo nivel de preferencia

Podemos observar que el modelo
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Log Fijkl =y o+ A‘ + Tj + Pk + U] + PUk‘ + ATij + Tij

tiene una desviacién de 10.98 con 14 g.1l., lo que resulta ser no
significativa y al retirar el término de interaccibn entre tempe
ratura y preferencia la desviacibén se incrementa a 14.59 con 15
g.1., a pesar de que la desviacién se incremente en 3.61 ganan-
dose un grado de libertad, 3,61 para un grado de libertad no es
significativo al 5%, lo mismo que 14.59 no lo es para 15 grados
de libertad y como lo que se pretende es encontrar el modelo mis
sencillo, que explique el comportamiento de los datos, el modelo

con el que nos quedaremos es el siguiente ,

Log Fijkl = u + A‘ + Tj + Pk + U' + PUkl + AT‘j

En este modelo podemos observar que no existe aso
ciacidn de los variables preferencia y uso con los variables tipo
de agua y temperatura, es decir la preferencia es independiente
del tipo de agua y la temperatura, sin embargo estfi relacionada
con el uso previo de M; al igual que la variable temperatura no
esta asociada con la preferencia y del uso previo de detergente M,
sin embargo esta relacionada con el tipo de agua que usan las per

sonas,




Los pariametros obrenidos son los siguientes

u = 3.679

Ay = -0.0346
A = -0.0176
A3 = 0.0428

P, = -0.0049
P, = 0.0049

U, = -0.0367
U = 0.0367

T, = -0.270

T, = 0.270
PU,; = -0.1370
PU,, = 0.1370
PU;; = 0.1370
PU,, = -0.1370
AT, = ,0033
AT, = -0.118
ATy, = 0.1085
ATy, = 0.0033
ATz, = 0.1118
AT,3 = -0,1085

De los parfimetros estimados para la interaccibn entre

preferencia y

L

o O 8 o o o o o o o O 0o o o o0 o o o

E.S.
033

.046
.046
.046
.031
031
.031
.031
.032
.032
.031
031
.031
.031
.046
.046
.0406
.046
.046
.040

uso previo de M como PUy; es negativo las celdas

101
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correspondientes a esta combinacién de valores de las variables
tienen menos observaciones de los que se esperaba si fueran inde
pendientes es decir, si la gente previamente habia usado el deter
gente M era mis factible que prefiriera X y si la gente no habia

usado el detergente M era menos factible que prefiriera X.

Esto se puede ver mis claro si colapsamos la tabla, hacer
esto es valido debido a que hay independencia entre 2 grupos de
variables, considerando la independencia entre los dos grupos de

variables.

Uso ‘Previo |y Uso Previo

Preferencia de M de M
207 301
M 275 225

En relacibn a los parimetros estimados para la interaccién
entre temperatura y tipo de agua se observa que AT;; = -0.1118

ATy, = 0.0033, AT;; = 0.1085 es decir que en las celdas que tienen

la combinaci6bn (1,1) de las variables tienen menos observaciones de
las esperadas mientras que en las celdas que tienen la combinaciodn
(1,3) tienen mas observaciones de las esperadas. Es decir que

existe una tendencia de las personas a utilizar temperaturas mis al

tas entre mis dura sea ¢l agua.,
s
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Al igual que en el caso anterior la tabla se puede pre

sentar en forma colapsada como a continuacidn

Tipo de Agua Temperatura

Alta Baja

Suave 104 222
Mediana 126 218
Dura 139 199

En esta tabla se observa como la proporcién de personas
que utilizan temperaturas altas en su lavado es mayor en el caso
en que tienen aguas mis duras. Esto Gltimo es explicable ya que
se sabe que el detergente - tiene menor eficacia en aguas duras
y por consiguiente se requiere de temperaturas mfs altas para rea

lizar un buen lavado.

Es importante hacer notar que en este ejemplo se podria
considerar una variable respuesta y 3 variables explicativas, ajustan
do un modelo logistico, ya que este modelo permitiera interpretar las
asociaciones como cfectos sobre la respuesta y clertas interacciones.
Es decir se considerarfa la preferencia como variable respuesta y el
uso, agua y temperatura como variables explicativas, es decir se cxpli
carfia la preferencia de acuerdo a si es usado o no previamente el de-

tergente, ¢l tipo de agua y la temperatura con que se lava,
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Ejemplo 3.

Se refiere como ya se habia mencionado, a un estudio para
investigar si las diversas formas y colores que adquieren cierta va
riedad de gusanos depende o no del sexo y localidad en que se encuen

tren.

Esta variedad de gusanos puede tomar 7 diferentes varieda

des de formas y colores las cuales son:

Populi (POP), Typica (TYP), Trilineata (TRI), Marginella (MAR),
Lateralis (LAT), Flauicollis (FLA), y Albomaculota (ALB). Las for
mas MAR, LAT y FLA estin ausentes en el sexo masculino. Estos gu-
sanos se recolectaron en dos sitios diferentes denominados A y B

respectivamente.

Los datos con los que se cuenta es el nGmero de gusanos
de cada forma clasificada por sexo y localidad. LEs decir contamos
con datos clasificados de acuerdo a tres variables y lo que se pre
tende es probar si existe relacidén o no entre esas variables, por
lo que nuestros datos se pueden representar cn una tabla de contin

gencia de tres dimensiones.

l.os datos que sc obtuvieron son los siguientes:
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FORMA
Sexo Localidad POP TYP TRI MAR LAT FLA ALB

M A 51 123 18 - -
M B 116 303 44 - . - -
F A 58 91 15 7 5 12
F B 133 289 44 31 13 2 7

Al conocer que las formas MAR, LAT y FLA no se presen

tan en el sexo masculino, se sabe que existe una relacibn entre el
sexo y la forma y color de los gusanos, por lo que al ajustar el
modelo de antemano se sabe que debe existir interaccibn entre sexo

y color-forma, por lo que se recalizaron dos tipos de ajustes. Los
primeros considerando un peso igual a todas las celdas y posterior
mente dando un peso de cero a las celdas correspondientes a sexo mas
culino y MAR, LAT y FLA. Lo que equivaldrd a probar la independencia
entre los variables una vez que se ha eliminado la dependencia que

se¢ conoce en forma a-priori de que ciertas formas y colores no se

presentan en el sexo masculino.

Los resultados obtenidos se muestran a4 continuacidn.
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Como se puede observar cuuando no consideramos que las
formas MAR, LAT y FLA no se dan en el sexo masculino, es decir
todas las celdas tienen el mismo peso, el modelo obtenido es el si

guiente

... = u+ F, + S, + + -
Log FUk u F1 SJ Lk FS,‘J

se confirma la dependencia conocida entre sexo y color y forma.
Mientras que cuando a las celdas anteriormente mencionadas les da
mos un peso de cero el modelo que mejor ajusta a los datos resulta

ser

3 = + + +
Los thk u FI Sj Lk
Es decir, al eliminar la parte de 1la interaccidn entre forma y
sexo esperada, las variables resultan ser independientes. Al
asignar peso cero a las celdas en las que no puede haber observa

ciones se esta dando estimacidn a-priori de cero para esas celdas.

Es decir, el no asignar a-priori un peso cero a dichas celdas, nos
. . |1

conduciria a un modelo endneo, en el sentido que estaria reflejando

una dependencia entre sexo y forma que de hecho no existe. De ahf

la importancia de considerar explicitamente los ceros estructurales.
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