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INTRODUCCION 

Fundamentalmente el concepto de modelo estadístico para 

una variable aleatoria, es tal que la variable en investigación 

tiene una estructura definida 	que 
	explica los valores actua 

les obtenidos y además predice valores futuros. La variable --

puede ser expresada en términos de otras variables básicas (los 

componentes de la estructura), si sus valores son fijos (posi-

blemente desconocidos) son llamados componentes sistemáticos y 

si hay también variables aleatorias son llamados componentes -

aleatorios. 

Importancia de los modelos lineales. 

Los modelos estadísticos lineales son la base de los mé-

todos estadísticos más usuales en áreas tan importantes como re 

gresión y diseño de experimentos. 

Ll concepto básico de los modelos lineales es el que con 

sidera el estudio de varias poblaciones con un mismo grado de -

generalidad, en las que el modelo de las distribuciones de fre-

cuencia es normal con varianza constante e independencia entre 

observaciones, además las medias de la población dependen,de ma 

nera conocida, de los factores que definen a las poblaciones. 

Se reconoce que la dependencia de la media sobre ciertos facto-

res es de tipo lineal. 
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Entonces se tiene como modelo lineal general el siguien 

te 

Y = 	+ E 

Yelln,  0E10 
	

constantes fijas pero desconocidas, Y matriz - 

de constantes conocidas de dimensión nxp c CIO vector alea-

torio con distribución y media Q y matriz de covarianza 

a 2 1(E 1\-' N ( 	u2 1)) 

Este modelo tiene un grado máximo de flexibilidad. 

Desde el punto de vista de la estadística el problema -

consiste en encontrar estimadores de 0 que minimizen los erro 

res, la manera más conocida y eficiente es por medio de estima 

dores obtenidos por el método de mínimos cuadrados. 

Entre las aplicaciones más importantes de regresión es-

tán 

1) 	Descripción y explicación. 

Los modelos de regresión son valiosos para describir el 

tipo de asociación entre la variable y ( respuesta ) y 

las variables X v.Xp(explicativos ). En este caso, lo 

que se persigue es resumir las tendencias de los datos 

y encontrar la forma de asociación entre las variables. 

A través de los modelos de regresión es posible investi 

gar si existe asociación entre las variables además, 

también es posible determinar cuál es la forma de dicha 
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asociación. 

Un empleo interesante en los modelos de regresión se da 

en la determinación de las relaciones entre distintos 

factores que afectan el comportamiento de un fenómeno 

y que puedan pasar a ser establecidas como relaciones 

de causa efecto. Aunque es importante señalar que me-

diante los métodos estadísticos sólo se pueden estable-

cer relaciones de asociación simple. 

2) 	Predicción. 

Un empleo sumamente importante de los modelos de regre-

sión es la posibilidad de predecir el valor que tendrá 

Yí o la media de la población del conjunto Yi que se 

genera cuando se expecifica las condiciones del proceso 

mediante los valores de las X., j s j=1 .,,,p. 

Un ejemplo son las llamadas series de tiempo, donde se 

trata de predecir cuál será el valor de una caracteris 

tica que depende del tiempo. Por ejemplo el precio de 

un cierto artículo dentro de un año. 

Otro ejemplo, es el predecir o pronosticar la producción 

( Y) que se tendrá para ciertos costos, concentrados y 

calidades ( Xi ). 

También se emplea para predecir el rendimiento ( y) de - 
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un cultivo en una región bajo ciertas condiciones de llu 

via, nitrógeno, fósforo, inudencias de plagas, etc. (X). 

3) 	Control. 

Un modelo de regresión puede servir para encontrar cua-

les son los valores de las (Xus) que pueden optimizar 

de acuerdo con algún ctiterio, los valores de la varia-

ble dependiente (Y). En la industria se pueden usar -

los modelos de regresión para controlar, es decir, para 

optimizar procesos de producción. 

En términos generales 	si es 	puede ligar mediante 

un modelo de regresión una característica de interés 

económico Y con un conjunto de factores o variables in-

dependientes Xj susceptibles de modificarse según el 

arbitorio humano, se optimizará la característica Y va- 

riando los valores de los factores Xj 	Este es el -

proceso estadístico conocido como control. 

En Diseño de Experimentos se encuentran las siguientes 

aplicaciones : 

comparación de medias de poblaciones distintas. 

Los modelos estadísticos lineales de diseño de experi-

mentos tienen como objetivo principal comparar las me-

dias de las poblaciones estudiadas, 
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En medicina es frecuente la comparación de las medias de 

poblaciones de ciertos caracteres fisiológicos y mofoló-

gicos, en este caso las poblaciones que se generan al 

considerar cierto tiño de drogas, dósis de una misma dro 

ga o tipos de tratamientos médico en general. 

Estudio de efectos. 

Un diseño experimental puede planearse para estudiar las 

relaciones entre varios factores cualitativos o cuantitativos 

que se sirven como criterios para definir las poblaciones bajo 

estudio con 'stis respectivas medias. Una hipótesis de gran impor 

tancia práctica es la de no interacción entre dos o mas factores 

cualitativos o cuantitativos que sirven como criterios para defi 

nir las poblaciones bajo estudio. Cuando la hipótesis de "no in 

teracción" es rechazada, los resultados de un factor se ven modi 

ficados por los niveles del otro(s) factor(es). 

Los modelos estadísticos lineales se han empleado para ge 

nerar algunas técnicas estadísticas muy especiales, entre las 

que se encuentran las de - estadística multivariada; gran parte de 

las técnicas de este campo son consideradas como extensión de 

los modelos lineales, 

Modelos Lineales Generalizados. 

Los modelos lineales están constituídos, como vimos en, 

por una parte s';stemAtiea y una aleatoria (error); donde usual-

mente se asume una distrilmcirm normal para los errores; la téc 
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nica de análisis como anteriormente se mencionó es la obtención 

de estimadores mediante el método de minimos cuadrados, el cual 

asume solamente un componente del error; una extensión para 

errores multiples fué desarrollada primeramente para análisis 

de diseño de experimentos. 

Las técnicas desarrolladas para datos cuya distribución 

del error es no normal incluyen probit analysis, donde una varia-

ble binomial cuenta con un parámetro relacionado con una distri 

bución de tolerancia. También para tablas de contingencia don-

de la distribución es multinomial y las partes sistemáticas de 

los efectos usualmente son multiplicativos. Ambos ejemplos tie 

ne un aspecto lineal en el modelo de Probit el parametro p es 

una función de tolerancia, la cual es por si misma lineal en la 

dósis (o en una función de ella). En tablas de contingencia 

con un modelo multiplicativo, el logaritmo 	produce 	un mo- 

delo lineal. 

Aparte de estos modelos asociados con distribuciones nor 

mal, binomial y multinomial 	(el cual puede pensarse como una fa- 

milia de distribución Poisson con contrastes), el problema se - 

puede plantear. En general mediante los modelos lineales genera 

lizados que pueden considerarse de la forma Yi  = u•1  + F. • 1, 

donde ( III) representa una parte de componentes sistemáti- 

cos y 	i representa un componente aleal )r o. 



La distribución ci  es un miembro de una familia exponen-

cial 

Esta familia incluye las distribuciones Normales, Bino-.

mial, Poissos,X2  y Gama entre otros. 

A continuación presentamos algunos ejemplos de modelos 

lineales generalizados. 

Tablas de contingencia. 

El uso más importante es determinar el tipo de asociación 

que se da entre variables categóricas. 

Cuando la población es clasificada con respecto a dos o 

más variables cualitativas, formamos una tabla de contingencia. 

La entrada en las celdas son frecuencias, cuando la tabla'sólo 

se refiere a dos variables la llamamos tabla de contingencia de 

dos dimensiones y cuando involucra tres o más variables la lla-

mamos multidimensional. 

Una tabla de 2 x 2 es la tabla más simple de dos dimen-

siones y un ejemplo de ella sería : 

Insidencia de Tuberculosis por Sexo 

Mujeres 	Hombres Total 

Tub del 3534 1219 4853 

Sist. 	Resp. 

Otras 270 252 522 

todas 	las 	f, 3804 1571 5375 
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Como la población se encuentra clasificada mediante varia-

bles cualitativas cada miembro de la población debe pertenecer a 

una categoría y solo a una. 

En el caso de tablas de 2 x 2 determinar independencia o 

no independencia de las variables es relativamente fácil, por ejem 

plo en la tabla 1.1 se pretende probar independencia entre el -

sexo y la forma de tuberculosis. 

Nosotros esperamos entonces que la proporción de mujeres -

que murieron de tuberculosis del aparato respiratorio es igual a la.propor 

ción de hombres que murieron por lo mismo. Si las proporciones 

son diferentes entonces las muertes por tuberculosis en el siste-

ma respiratorio tienden a ser más frecuentes en un sexo que en 

el otro. Es claro que las proporciones pueden ser diferentes, -

debido a mala recopilación de información u otras razones que pue 

den ser atribuidas a causas aleatorias. Necesitamos tener un cri 

terio para saber cuando la diferencia es demasiada grande para 

atribuirla a dichas causas, por lo cual necesitamos realizar una 

prueba que nos de esa medida, la prueba comunmente utilizada es 

la de X2 . (1). 

En general el concepto de independencia en tablas de 

se puede explicar como sigue: 

Supongamos que la probabilidad de una observación en la 

i-ésima categoría de la variable 1 (renglón) y la 	j-esima catego 
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ría de la variable 2(columna) esta representada por Pij ; por 

lo tanto, la frecuencia Fij esperada en la ij-ésima celda de 

la tabla es 	Fij=Npij 

Si Pi. representa la probabilidad "en la población", de que una 

observación corresponda a la i-ésima categoría de la "primera 

variable (no importando la categoría de la segunda) y p.j 

representa la probabilidad correspondiente a la j-ésima cate-

goría de la segunda. Entonces la hipótesis de independencia 

se puede plantear mediante la siguiente proposición. 

Pij = Pi. P.j 

Sin embargo, los valores de P.  y P. 	son desconocidos, pero 

pueden ser estimados por medio de las frecuencias observadas; 

los estimadores son : 

Pi. ni. 	_ = -1•  y P.1 	N 

Por lo tanto, de (1) se espera que bajo la hipótesis de inde 

pendencia Fij se estime mediante 

Eij = N j 	P. = N-Zi ali_ 	n.j  
Pi. N 

( Eij frecuencia estimada) 

Cuando las variables son independientes las frecuencias esti-

madas y las observadas difieren por cantidades pequeñas que 

se pueden atribuir al azar, por el contrario si nosonindepen 



dientes esperamos una diferencia grande. 

La prueba de la X2  consiste en calcular la estadís-

tica 

X' = E 	E 	(nij - Eij)  
i=1 	j=1 	Eij 

La magnitud de esta estadística depende de los valores 

de las diferencias (nij - Eij); por lo que la X2  es pequeña 

cuando es cierta la hipótesis de independencia. Buscando en 

tablas de X2  a un cierto nivel de significancia rechazamos o 

aceptamos la hipótesis. 

Tablas de rxc 

El análisis de tabla- de contingencia de rxc, con róc 

mayores que 2, presenta a diferencia de las tablas de 2 x 2, 

cierta dificultad en la interpretación 	cuando no se cumple 

la independencia. 

En las tablas de rxc las categorías de las variables, 

pueden guardar un orden por ejemplo: bajo, medio, alto. 

Si la prueba de X2  para una tabla de rxc indica no-in-

dependencia, no tenemos suficiente información para saber si 

. 1 0 



es en toda la tabla o en una parte específica donde se rompe 

la independencia. La situación es semejante a ténicas de 

análisis de varianza, que nos determinan la existencia de di 

ferencias en las medias, pero no nos dice cuales son las que 

difieren. De la misma manera que en análisis de varianza -

existen técnicas o métodos para identificar los elementos de 

la tabla de contingencia rompen la hipótesis de independencia. 

Un método propuesto con este objetivo es el de Lancaster y 

Ferwin que se presenta a continuación. 

Método de Lancaster y Ferwin. 

Consiste en partir la tabla en tantas tablas como gra 

dos de libertad. Cada componente de la X2  corresponde a una 

tabla particular de 2 x 2 proveniente de la original y cada 

componente es independiente de los otros. 

En el caso de 2 x 3, por ejemplo, necesitamos cons-

truir 2 tablas y estas serían : 

al 	a 2  

b1 b2 

(al  + a2) 
	

a 3 

(b1  + b2) 
	

b 3 

Kimball desarrollé una formula para obtener los valo-

res de la X2  correspondientes al método de Lancaster y Ferwin. 



En el caso de tablas de 2xc es: 

X 2  = N2- [btil St (a)-a t4.1St (b)1 2  

A B 	S (n)  s 771)  nt+1 	t+1 

t 	 t 	 n 
donde Sta)  = 

E a, s 
t 
 (b) 	

E bi S (n)  = 	ni   
i=1 	i=1 	1=1 

considerando la tabla 	n
1 	

az 	 ac. A 

b1 	bc  

ni nz 	nc  N 

de manera que los valores de la X2  se obtienen al ir sustituyen 

do t por 1, 2,..., C-1 de tal manera que 

Existen otros métodos que consisten en partir tablas de 

C5a en tablas no-independientes de 2x2., por ej. cuando se apli-

can diferentes tratamientos y un placebo, el principal interés 

es ver independencia entre los diferentes tratamientos y el pla 

cebo. Este procedimiento afecta seriamente el nivel de signifi 

cancia, y podemos encontrar mis diferencias entre placebo y tra 

fique la que realmente existen. Broden demuestra que un método 

razonable es obtener una W para probar el método de la X2, esa 

.12 
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a' = a/2(C-1). 

Otra técnica que se utiliza con el mismo objetivo de iden 

tificar las celdas que contribuyen a que no se cumpla la hipóte-

sis de independencia es el de ajustar . modelos logaritmos li-

neales, como se presenta más adelante, y posteriormente analizar 

los parámetros obtenidos en el modelo. 

Tablas Multidimensionales. 

Los métodos para analisis de tablas de contingencia provenien 

tes de 2 variables son en general bien conocidos,pero aquellos para ana 

lizar tablas provenientes de 3 6 más variables son muy poco conoci-

dos. 

El análisis de tablas de tres dimensiones presenta más 

problemas conceptuales comparado con el análisis de tablas de dos 

dimensiones. 	La extensión 	de 	tablas de tres dimen- 

siones a cuatro 6 más no presenta nuevos problemas conceptuales 

Por lo que presentaremos con detalle el caso de 3 variables. 

Un ejemplo del caso de 3 variables sería los datos que se 

presentan a continuación fueron citados por Cochran (1954). Ma-

dres que tienen hijos que han sido clasificados por los maestros 

como con problemas de comportamiento son comparados con madres 

con hijos que no han sido puestos en esta clasificación. Los dos 



.14 

grupos mencionados se referirán como problemas y controles. 

También se han clasificado las madres en las que han sufrido de 

abortos y las que no han sufrido de abortos y con el orden de 

nacimiento del niño. 

Orden de Nacimiento 

2 	3-4 	5+ 
Problemas Controles Problemas Controles Problemas Controles 

Con Abortos 20 10 26 16 27 14 

Sin Abortos 82 54 41 30 22 23 

La hipótesis de indepencia mutua de las variables en una 

tabla de 3 dimensiones puede ser formulada como sigue: 

U0: Pijk 	Pi.. P.j. P..k 

donde Pijk  representa la probabilidad de que una observación 

ocurra en ijk-ésima celda y Pi..P.j.P.j.  y P..k  son las proba 

bilidades marginales del renglón, columna y estrato de la va-

riable respectivamente. En el ejemplo existen dos renglones 

representados por haber sufrido o no abortos, dos columnas 

representadas por niños con problemas o controles y 3 estratos 

representados por 2, 3-'i y 5+, 
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El procedimiento es igual'  al de tablas de 2 dimensio-

nes: calculamos los estimadores de las frecuencias cuando 110  

es cierta; comparamos esos estimadores con las frecuencias 

cuando Ho  es cierta; comparamos esos estimadores con las fre-

cuencias observadas por medio de la estadística usual X 2  y 

comparamos con la X2  en tablas con rcl-r-c-l+z grados de liber 

tad, donde r, c y i representan el número de renglones, colum-

nas y estratos respectivamente. 

Si la prueba es no significativa no es necesario un análi 

sis detallado' de la "̀tabla y concluimos que existe independen-

cia entre las variables. 

Cuando es signficativa no podemos asumir que la depen-

dencia es entre las tres variable. Puede darse el caso por 

ejemplo que dos de las variables estén asociados, pero la ter-

cera sea completamente independiente; en ese caso la hipótesis 

de independencia puede plantearse. Puede haber situaciones en 

que dos variables son independientes en cada nivel de la terce 

ra, pero pueden estar asociadas con ella, es decir las prime-

ras 2 variables son condicionalmente independientes dado el ni 

vol de la tercera. 



Las hipótesis de indepencia parcial en términos de 

probabilidad serían: 

(1) • H 	P.. 	P. 	P . 
o 	• 	13k 	1.. 	.3k 

renglón independiente de columna y estrato. 

Ho
(2): P.. = P . 	P. 

13k .3. 1.k 

columna independiente de renglón y estrato 

Ho(3): Pijk = P..k Pij. 

estrato independiente de renglón y columna. 

La prueba que se realiza es la de X2  y el procedimien-

to es el ya anteriormente descrito donde para el primer caso 

A 	A 
= 	P. 	P P. 

	

ljk 	1.. 	.3k 

Y 
A 

' P. 	N. 	1) . 	N 1. 	1. 	.3k 	.3k  
N 	N 

entonces 	E.. 	 N ijk 	Ni1.. 	.jk  

N 

y se compara con un X2  de tablas con c ir - cl 	r + 1 grados 

de libertad. 
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Interacciones. 

En tablas de 2x7, cuando el efecto de la columna j-ésima 

depende del renglón en que nos encontramos, decimos que existe 

interacción entre las 2 variables. 

De este modo en tablas multidimensionales podemos hablar 

de interacción de segundo orden (entre tres variables) y de or 

dones superiores. 

Modelos Logarítmicos-lineales para tablas de contingencia 

Comenzaremos por la tabla de 2 dimensiones, la hipótesis 

de independencia o de no interacción de primer orden entre las 

2 variables es: 

P. . = P. 	P 13 	1. 	.3 

lo que nosotros queremos es encontrar un modelo tal que Pij  o 

alguna función de ella pueda ser expresado como la suma de las 

probabilidades marginales 6 alguna función de ellas. De modo 

tal que el modelo sea similar a los modelos de análisis de va-

rianza. 

.17 

(1) 

si aplicamos logaritmo natural en ambos lados de (1) 



tenemos que 

Log Pij  = Log Pi.  + Log P.i  

y si lo escribimos en términos de las frecuencias tenemos que 

en F 	= en F
1. 
 + en F. 

3  
. - en N 

sumados sobre i, y sobre j tenemos que: 

r c 
E 	E en F.. = C 	E en F. + r E en F . - rc ln N 

i=1 j=1 	
1j 

i=1 	
1. 

	

j-1 	* 3  

y la ecuación 1 se puede escribir 

en F
iJ 

= u +. u . 	+ 
u2 ( 

 . 
1(1) j) 

u 	j 
E 	

- 

log F.. 	E log F.j 	
j 

j en F
i  

- i  
rc 	

u 	
i 

l  (i) 	
i 	rc 

u2 
(J) 

E en F.. 	
_ 	

E 	E en F.. 
i=1 j 	

13 

r 	rc 
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u1(. ) 	
O, 	E (u20) = 	112(.)  ¡El u1(J) 	j=1 



Los parámetros se encuentran dados en términos de Fij, 

por lo cual en lá práctica es necesario estimarlos. 

Es necesario, introducir un término extra que represen 

ta la interacción entre las dos variables, 

en 	 = 	+ F.. 	u u1ij 	(i) 4- u2  (j) 	u12(ij) 

donde u12(ij) representa la interacción entre los efectos de 

los niveles i y j de las variables 1,2 respectivamente. 

En términos de la interacción de los parámetros la hi- 

	

pótesis de independencia sería u12(ij)  = 0 	i, j, es decir todos 

los términos de interacción son cero, que es equivalente que 

el primer modelo especificado ajusta adecuadamente a los datos. 

El modelo logaritmico lineal para una tabla de tres-di-

mensiones sería 

Log 	Fijk  = u 4- ul (i) 	u2  (y) 	u3(k) 	u12(ij) 4- u13(ik) 

+ u23(jk) 	u123(ijk) 

Este modelo incluye el efecto para cada variable, inte 

racc.ión de primer orden para cada par de variables, e interac 

ci6n de segundo orden entre las tres variables. 

Para estimaclibi se debe de considerar el. principio de 

jerarquía el cual pide que para estimación se debe considerar el prin 

.19 
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cipio de jerarquía lo cual cuando un término de alto orden es 

incluido en el modelo, los efectos de menor orden compuestos por las va 

riables incluidas en el efecto mayor deben de ser también in- 

cluidas. 	Otro ejemplo seria de: 

Probit Analisis. 

Suponemos que se tienen K dosis de un estímulo y cada do 

sis se aplica a ni individuos (i=1,...,k). Al final del experi 

mento se observa en cada individuo si se presentó o no una res 

puesta predeterminada. El objetivo del experimento es estimar 

la dosis necesaria para que una proporción dada de los individuos 

de la población presente la respuesta. 

Por ejemplo aplicar fertilizante con varias dosis a cier 

tas plantas y observar después de 8 días cuantas florecieron. 

Otro ejemplo seria dar veneno en varias concentraciones a roedo 

res y ver después de ciertos días cuantos mueren. 

Si Di , D2,..., Dk  son las dosis aplicadas y sean ri ,..,rk  

los individuos que muestran la respuesta a cada. dosis. La dis-

tribución probabilistica de las tolerancias a las dosis del es-

tímulo generalmente es asimétrica, ya. que se ve afectada por los 

individuos que tiene una tolerancia muy grande al estímulo. Por 

esta razón y con el objeto de volver simétrica la distribución 

se ha vuelto práctica común trabajar con los logaritmos de las 



dosis. Sea X. = logDi  . y sea P. la proporción de individuos 

en la población cuyo logaritmo es Xi. Si el cambio de varia-

ble efectuado mediante la transformación logaritmica ha vuel 

to simétrica la distribución, tenemos 

Log Di  

es claro entonces que Pi  es una área de la Distribución proba 

bilística de las tolerancias. 

Si se supone como es usual, que la distribución de tole 

rancias a los logaritmos de las dosis es normal se tiene como 

expresión para P. 

X. 

,21 

P. 

	

1 		exp ("- 	(t1 )7) 
20 o 	 2  727 	 dti 	 (1) 

01 



En particular si Pi  = 

.22 

     

1 (t ) 2 , (-77 
dt 2 - 

k-1  

1 

 

e xp 
aiFf 

     

Por lo que X.= u y Do=eu  

Por influencia de los experimentos en toxicología, a D. 

se le llama la dosis letal 50 ó DL50, es decir la dosis necesa 

ria para que el 50% de los individuos sujetos al estímulo mue-

- ran. 

El problema entonces es estimar u, la media de la distri 

bución del logaritmo de las tolerancias. Se requiere también 

estimar a2  para la obtención de intervalos de confianza. La for 

ma tradicional de hacerlo es a través de la transformación Probit. 

La primera transformación a la ecuación (1) fue propuesta 

por Gaddum quién definió la 'Derivación Normal Equivalente (D.N.E.) 

estandarizando la variable bajo la integral. Entonces. 

X. -u 
t. 
6 

- 01 

1  e - t2/2 
FT 	dt 
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Si Z. := x.1-u entonces Z. es la A.N.E. propuesta por 

Gaddum. 
	o 

Bilis propuso la llamada transformación Probit, la cual 

se obtiene simplemente sumando 5 a cada D.N.E. El propósito 

es en la practica los numeros negativos. Entonces si Y es el probit 

de una dosis 

Y= 5+ Z= 5+ X-u 
a 

Mediante el uso de la tabla normal estandar cualquier 

proporción puede transformarse a probits. Como ejemplo supon-

ga que se tiene una proporción Ve.67. 

'Xi -u 

    

.67 = 

 

o 
1 	e -t2/2  

//757 	dt 

Z1 
r  X.-u 
	 = .44 

y por lo tanto Y . 5 + .44 - 5.44 

Estimación. 

En un experimento en el que se va a usar análisis probit, 
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se tiene el siguiente conjunto de datos (Di, Ni, ri) i=1,..., 

K 	Los cuales, mediante la transformación logarítmica; se con 

vierten en 

(Xi, Ni, ri) i=1,...k 

La proporción de individuos que responden a cada dosis 

está dada por 

r. . = n  1 i=1,...,k 

Si obtenemos'el probit de cada Pi  , tendremos los valores Y1 , 

Yk  , los cuales tienen como expresión 

	

Y. = 5 + X.-u 
	

i= 1 . .,k 
a 

lo que puede escribirse en la forma más conocida de una ecua-

ción de regresión lineal simple como sigue 

Y. = a + OXi 	i=1, 2,.. • ,K 

donde 	a= 5 - u 	R= 1 

	

o 	o 

El problema es estimar u y o 

Estimación por máxima verosimilitud 

	

Considerese la teoría 	N i , ri  donde, como antes: 



iésima. Di  = dosis iésima 

Ni  = número de individuos que reciben la dosis iésima 

r. = número de individuos que responden a la dosis iésima 

P. = proporción (desconocida) de individuos que son suscepti- 

bles a la dosis iésima 

Q1 = 1-Pi 

Entonces la función de probabilidades ri  está dada por 

la distribución binomial 

.25 

F(ri) 

Ni  ri  
Pi  

ri  

{ 

N.-r. (4.  
ri 	0,1,2 

de otra forma 

Ni  

Por lo tanto 

  

k 
F(r 	11 

i=1 

 

Ni 	r. 	N.-r. 
P. Q. 

   

El logaritmo de la función de verosimilitud de las obser 

vaciones es proporcional a 

	

k 	 k 

	

-1(P1'...,P,K
) = E 	r. log P. 4. 	E 	(Ni-r1)  log Q. 1 

i=1 1 	1=1 



X.-u 

a 	
1 	e-t2/2 

/2n 	dt =I(Xi-u) 
-00 

a 

además 

P.= 
1 

Entonces para cualquier 0, función de Pi  

k r. 	6P. 	R N.-r. 	S016R,  
TI = E  17  TI—  " O. 	60 

= E 
r.I. SP.

1 + 1 
N. 
-1 
r. 	1  (-1)  6P. E 

 P.1  60 	O.1 	60 

= E  SPi 	NiPi  

TU L  P.Q. 

(SR, _ E  Ni(Pi-Pi) 6P1  
10 	

..••(9) 

	

PiQi 	
60 

.26 

P.= (1)( a+ (3X. - 5) 

619. 

-(50¿1=4)(a4."'-5)  

6 P. - o (ot, 	5)xi  
1(3 



.27 

usando estos resultados en (9) 

N..- 
E 1

(P
1 ____ 	eb(Zi) 

p i.  . o . • 1 

N.U.-P.) 
..L ' 3. 	.1 

	

E P.Q. 	
(1) 

i  
(Z)X. 

). 	1.  

Igualando a cero las ecuaciones anteriores y resolvieron 

paray P, se obtendrían los estimadores de máxima verosimilitud. 

Es decir los estimadores son la solución a 

62,
= 
	
S2 = 

6,y 	6I 
A 
	o 

El sistema de ecuaciones no tiene una solución explíci-

ta, sin embargo existe un método iterativo, el cual será trata 

do posteriormente. 



Ti. MODELO MATEMATICO 

Planteamiento. 

Los modelos lineales generalizados son una combinación de 

componentes sistemáticos y componentes aleatorios. Caracteriza-

do por: 

1) Una variable dependiente Z proveniente de una distribución con 

función de densidad 

1I(Z, O, cp,) = exp Ca (fp) (Z O - y(0) + h(Z)} + 8(1,, Z)] 

donde a(cp) 	O, para 4) fijo se trata de una familia exponencial. 

El parametro (I) puede ser un parametro tal como la varianza e2  

de una distribución normal o el parámetro P de una distribución 

gamma. La media de Z es denotada por u. 

Es posible encontrar expresiones, para la primera y segun 

da derivada del logaritmo de la. función de verosimilitud en tór 

minos de la media y varianza de Z y el factor escalar cl(q)). 

Usando los resultados: 

y EWLno2) - -FULPn 



donde 1,(Z; e , fi ) = Log 11(Z; 0, 4)) 

11(2, e, 0) 	exp 	((I)) {Z O - g(0) + h(Z)}  + B (4), Z)] 

L =a(4)) (ZO 	g(0) + h(Z)) + B (0, Z) 

6L T5-6  = a(4)) 	g'(0)) 

.30 

E 61. r 60 E a(4) (Z - g' (0))) = O 

a(cP) (u - 	(0)) = 0 

Entonces 	u = E(Z) = g' (0) 

Y 	6L = (1(4)) (Z-u) 

Ahora 6 2 4  = -auto g"(0) 

60 2  

E  6
602

2 	a(4)) g„ (0)  ,L 
 

por otro lado 

2  

	

-E -1-(4 	= -E [ ct(49) (Z - u)] 2  

6L 2  

	

z-6 	= -[ ac(4)1 2  Ii(Z-u) 2 	- 1(1(01 2  Var (Z) 



Entonces 

a(4) 	g"(0) = 

por lo que 

g”(0) = 

es decir V es la varianza de 

rio. 

.31 

[a(cp)1 2  Var (Z) 

a(0) Var (Z) = V 

Z cuando el factor escalar es unita 

52L a(0) V 
502  

se puede notar también que 

V = g"(0) = 11 

lo anterior constituye la parte aleatoria del modelo 

2 
	

Un conjunto de variables independientes X1 ,..., Xm  y predic 

tor 

Y = EB.Xi  

donde suponemos concidos los valores de las XI  y las Bi  represen 

tan parametros, cuyos valores pueden ser fijos conocidos o pue-

den ser desconocidos y requieren estimación. 
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Una variable independiente puede ser cuantitativa y pro-

ducir una variabl€ X - cuantitativa en el modelo, o cualitativa 

y producir un conjunto de X - variantes cuyos valores son O y 1, 

ó puede ser un modelo con mezcla de los 2 tipos de variable. 

Considerese el modelo 

Y.. = a- + O 13 	3 u.. + y. o.. 	(i=1,...n, j=1,..., P) 13 	13 

los datos son "acomodados" por factores cuyos niveles son denotl; 

dos por i y j. El término al  incluye n parámetros asociados con 

una variación cualitativa representada por n indicadores, (mudos 

6 componentes dummy) que toman el valor de 1 para un nivel y O 

para el resto; Ouij  represente una variación cuantitativa, y 

yi  vij  demuestra P parámetros asociados con variables mixtas  

independientes cuyos P componentes toman los valores vii  para un 

nivel de j y cero por el resto. 

3) Una función de enlace O = F(Y) que relaciona el parámetro 

O de la distribución de Z con las Y's del modelo lineal 

cuando Z esta normalmente distribuida con media O y varian 

.za a2  y cuando O = Y, se trata de un modelo lineal ordina-

rio con errores normal. 



Análisis de Desviación (fleviance). 

Un modelo lineal se dice ordenado si el ajuste de la Bis 

es realizado en la misma secuencia como son declarados en el mo 

dilo. La ordenación (o ordenación parcial) puede ser producida por 

la estructura del modelo, por ejemplo no tiene sentido ajustar 

el término de interacción (ab)ii  antes de ajustar los correspon 

dientes efectos al  y bi . Es posible también que el orden sea 

implicado • por los 	objetivos del ajuste es decir una ten 

dencia debe ser removida antes del ajuste de efectos adicionales. 

Más comunmente, el ordenamiento es en alguna parte arbitrario, 

y eso ocasiona un problema de inferencia el cual no es tratado. 

Para la exposición de las ideas básicas se supone que el modelo 

está ordenado y los términos se van a ajustar secuencialmente. 

Los objetivos del ajuste son determinar cuantos términos son re-

queridos para una descripción adecuada de los datos y derivar de 

ahí la estimación asociada de los parámetros y la matriz de infor 

'nación. 

Dos modelos extremos son concebibles para un conjunto de 

datos, el modelo mínimo el cual contiene, el conjunto 	más peque 

fin de términos 	que el problema permite y el modelo complc,to 

en el cual todas las Y's son diferentes y el ajuste a los datos 

es perfecto, entonces u 

.33 
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El caso extremo del modelo mínimo es el modelo nulo, 

el cual es equivalente 	ajustar solamente la gran media y 

asignar . efectivamente toda la variación en los datos al com 

ponente aleatorio del modelo, lo mismo que el modelo completo 

que ajusta exactamente y asigna toda la variación con los da 

tos a la parte sistemática. El proceso de ajuste del modelo 

con un modelo ordenado consiste en un proceder a ajustar el 

modelo partiendo de un modelo mínimo hacia el completo. A ca 

da paso se trata de incrementar la bondad de ajuste incrementa 

do la complejidad del modelo. El ajuste de los parámetros en 

cada paso es hecho maximizando la.función de verosimilitud pa 

ra el modelo correspondiente y el ajuste del modelo a los da-

tos se medirá cuantitativamente a través de la estadística 

-2L max. La cual es llamada "' Darvance". Para las cuatro dis 

tribuciones mencionadas la desviación toma la forma 

A 
Normal 	E(Z - u )2 /c12  

Poisson 2(E Z log (Z/ú) 	E(Z-U)} 

Binomial 2(E Z. log (Z/ú) 	E(N-Z)log UN-2) / 

Gamma 	2P {- E log(Z/ú) 	E(Z-ú) / ú } 

Asociado con cada modelo está el término r, los grados 

de libertad, el cual es dado por el rango de la matriz X, o equi 

valentemente el nümero de parametros linealmente independientes 
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que se estimaron. Para una muestra de n observaciones indepen 

dientes la "desviación" del modelo tiene grados de libertad 

residuales (n-r). Los grados de libertad multiplicados, cuando 

es necesario, por el factor escalar formar una escala para un 

conjunto de modelos secuenciales, en el cual la desviación pue 

de ser comparada. El factor escalar puede ser conocido (por 

ejemplo en la distribución Poisson) o desconocido (para la dis-

tribución normal con varianza desconocida). Si es desconocida 

puede ser estimada directamente por las observaciones o indirec 

tamente por la desviación después de que un modelo adecuado fue 

ajustado. Lo adecuado del modelo puede ser determinado en algunas 

ocasiones al realizar una gráfica.. 

Ejemplos de algunos modelos lineales generalizados. 

Distribución Normal 

En el caso normal se tiene 

L 	(1 -2(Zu - 	«2-. Z 2) - 	log a2  

en donde gil. comparar con el L = oc((p)(Zo - y(0) 	h(Z)) 	13(4), Z) 

u =O 	a((h) 	-2 	“0) = 2 02 = Ti. p 2 

h(Z) 
	

2 
	

(3(0, Z) = 	log o' y por lo tanto 

V =- 	= 1 
(10 
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Los Polinomios inversos proporcionan un ejemplo donde las ob 

servaciones u son normales en la escala logarítmica y los efec 

tos sistemáticos aditivos en la escala inversa. 

Z = log u y 	eu = ZOiXi  

Más generalmente, se pueden considerar modelos en los 

cuales hay una transformación para linealizar F y una transfor 

mación para normalizar g, tal que si las observaciones son de 

notadas por u entonces g(u) está normalmente distribuido con 

media u y varianza constante a2  y F {g-1(p)} = EOiXi  = Y 

entonces se tiene 

V= 1 
	

Y Y = F {Y 1(P)} 

Y 
	= y + {g(a) -p} / [ (d/dY) g {F 1(Y)}} 

E (Y) = 	EOiXi  

La distribución Poisson 

En este caso se tiene 

L = Z log 	- p 



en donde 	= log p du y v au  
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Cuando Y = E01Xi  log p hay estadística suficiente y un 

único estimador máximo verosimil de 0, si es finito. Siempre 

será finito si no hay observaciones cero. 

Si Y = E0.X. pX 
(O < A <1), L + o. cuando 	1(31 +0,y por 

lo tanto L debe tener un máximo para un valor finito 	. En 

`tnnroc 

621. 

  

x.  X. 1 j (S0 k 6(3i  

  

Es fácilmente verificable que eL/6 Y2  <O y por esa ra 

zón L es negativa definida. Por lo tanto 1 es determinado uni 

vocamente. Cuando Y = 	EOiXi  = p los mismos resultados se man 

tienen con tal que la X's sean lineales cuando las unidades con 

Z=0 son excluidas. 

La principal de aplicación de los modelos lineales generali 

zados con errores Poisson son las tablas de contingencia. Los 

modelos probabilísticos para tablas de contingencia son construí 

dos suponiendo una distribución muitinomial o un conjunto de dis 

tribuciones multinomiales, 	(Birch demostró que la estimación de 

un conjunto independiente de distribuciones multinomiales es caqui 



valente a la estimación de un conjunto de distribuciones 

Poisson independiente3, y por esa razón se estima las tablas 

de contingencia como un conjunto de distribuciones Poisson in 

dependientes). 

La distribución Binomial 

Si reescribimos la forma usual 

L = N log p + (N - r) log q 

COMO 

L = Z log (p/N) 	(N-Z) log {1-(p/N)} 

= Z log (p/(N-p)} + N log (N-p) + terminos en N 

es decir, substituyendo Z por r y p = E(Z) = NP. 

Así 

e = en {p/(N-p)} 	, g(0) = N en (N-p) 

V = p (N-p) /N.) 

Estadísticas suficientes son obtenidas por la transfor 

mación logarítmica dada por 

.38 

p = NeY / (1 + eY 
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Probit Analysis 

En probit analysis se tiene 

p = N 11j(Y) 

donde 1 es la distribución normal acumulativa. En este caso 

no hay estadísticas suficientes. 

La distribución Gama 

L = 	(Z/p + logp - log Z) - log 

u((h) = -P g(a) = - log u, h(Z) = - log Z y 0(4), Z) = 	log Z 

Es decir O = -1/p y V = du/d0 = P2 
. Hay estadísticas sufi 

cientes cuando Y = 1/p 

Una aplicación de los modelos lineales que involucran la 

distribución Gama es la estimación de los componentes de varían 

za. La suma de cuadrados son proporcionales a X y la esperanza. 

es  una combinación de varias varianzas las cuales son estimadas. 

Se puede escribir: 



L = - (Z/2p) - (V/2) log P + (V/2 + i) log  Z 

donde V son los grados de libertad de Z 

O = - V/2p 	V - du/
do 

= 2p2/V 	Y = Z 

Y =p y W= V/2p2  

La desviaci6n toma la forma 

EV [-en (Z/p) + {(Z-ri) 4 Y 

y cuando EV(Z-1)/11 } = O se simplifica a 	EV •log(rt/Z) 

Relación con Glim 

Glim es un paquete diseñado para realizar el ajuste de 

modelos lineales generalizados como los descritos anteriormen 

te. Consta de una parte central concerniente con la especifi 

cación y ajuste de los modelos y facilidades auxiliares tales 

como la lectura de los datos transformaciones de los datos 

así como la posibilidad de hacer varios tipos de gráficas,pa 

ra auxiliar al usuario en la interpretación de los datos. 

Glim es probablemente más útil cuando es usado de manera ex-

ploratoria, como herramienta para experimentar con los ajustes 

de varios modelos para un conjunto de datos dados, ya que se 

puede utilizar el paquete en forma interactiva. 

.40 
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La manera de ajustar un modelo lineal generalizado es por 

medio de las siguientes directivas. 

YVARIATE 

ERROR 

LINK 

WEIGHT 

OFFSET 

SCALE 

En donde 

YVARIATE corresponde a la declaración de la variable 

dependiente. 

Su sintaxis es 

$ YVARIATE identificador 

en donde el identificador se refiere a una variable declarada 

anteriormente. Para datos con distribución Binomial, donde 

se debe especificar la variable Y en la observación Yi  en 

la forma ri/Ni  donde ri  es el total de éxitos y Ni  el total 

de ensayos realizados. La YVARIATE consistirá del numera-

dorri;laespecificacióndelosvaloresNj se hace en la di 

rectiva del error. 

ERROR en esta parte se especifica la distribución del 



componente aleatorio. Su sintaxis es 

$ 	nobre [ identificador] 

donde el nombre puede ser: 

NORMAL, PO1SSON, BINOMIAL 6 GAMMA 

Si es omitida la directiva por default la distribución 

se considera normal. El identificador es necesario solamente 

con distribución Binomial, este consiste de un vector donde se 

especifica el total de ensayos Ni  realizados en cada observa-

ción Y.. 

LINK, se refiere a la función de enlace que relaciona 

al predictor y el parametro de la distribución del componente 

aleatorio. Su sintaxis es 

$ LINK letra [número] 

G Logit 

R Reciproca 

Probit 

C Log-Log 

S 	Raíz Cuadrada 

E Exponenciación 

1 	Tdentica 

L Log 
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Solo es necesario una letra y en el caso de la exponencia 

ción es necesario dar el número al cual se desea elevar el para 

metro, el cual debe ser diferente de cero. La omisión de la di-

rectiva LINK causa por default que las siguientes funciones se 

usen; 

Error link 

N (Normal) I (Idéntica) 

P (Poisson) L (Log) 

G (Gamma) R (Reciproca) 

Estas 	funciones de enlace proporcionan estadistica sufi 

cientes para sus respectivas distribuciones. La declaración 

LINK debe aparecer después (no necesariamente inmediatamente) 

a la declaración ERROR. Las funciones de enlace G, P y C son 

apropiadas para datos con distribución binomial solamente, y no 

pueden ser usados con otra distribución. 

SCALE 

De las cuatro distribuciones standard de las cuales 

GLIM permite describir la estructura del error se dividen en 

dos pares. Un par comprende la binomial y Poisson, las cuales 

tienen una relación entre media y varimaza conocida completamente, 

para. el otro par, la Normal y Gamma, la relación contiene un 
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parámetro escalar fi , el cual es generalmente desconocido. 

Para la distribución Noriiial, se tiene 0 = 0' , la varianza, 

mientras que para la distribución Gamma 

Var (Y1) = K 112 

y se tiene 4) = K, el cuadrado del coeficiente de variación. 

Como la matriz de varianza de S es función de (p, enton 

ces el valor de 4)  es substituido para' . calcular la matriz y otros 

valores como los errores standard derivados en 61. 

Entonces la simtaxis de la directiva es. 

$ SCALE 	Enumbers] 

donde el número es no-negativo. Si el número es positivo en-

tonces se asume ese valor para 4) . Si el número es ceroó no exis 

te entonces 4) es estimado por la desviación de la media del mo-

delo correspondiente. 

La ausencia de la declaración de SCALE en el caso de Bino 

minal y Poisson, implica por default el valor de 4) igual a 1, 

mientras que en Normal. y Poisson implica la estimación 4). 

PIT esta directiva define la estructura lineal del mo-

cielo que se va a ajustar. Su sintaxis es. 



$ FIT 	formula del modelo 

La formula del modelo asemeja una expresión aritmética 

ya que consta de operandos, operadores y paréntesis. Los 

operandos son factores o variables, los operadores comprenden 

el conjunto siguiente de símbolos con las jerarquías indicadas. 

• 
	 * 	 _* 

mayor 	1° 	2 o 	30 	4° 	4° 	4° 	4° 	4° 	menos 

El significado de los operadores, es diferentes al que 

tendría en una expresión aritmética común. 

Los términos básicos en la fórmula del modelo correspon 

den a las tres posibles clases de términos en el modelo lineal, 

es decir cuantitativo, cualitativo y mixto. 

En la fórmula del modelo los tres términos se describen 

como sigue: 

En el modelo lineal 	En la fórmula del modelo 

X 

A 

A.X 
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Los operadores + y , son sinónimos en este contexto, y 

son usados para uuir términos en la fórmula del modelo. Así 

un modelo de regresión con tres variables aparece simplemente 

como 

Xl, X2, X3 

o equivalentemente 

X1 + X2 + X3 

Para el caso de modelos anidados, con dos factoes A y B 

donde A indica un grupo de unidades y B indica los elementos 

dentro del grupo, el modelo lineal correspondiente puede escri 

birle como A/B donde / es el operador de anidamiento. Los mo-

delos anidados se expanden en términos básicos como sigue: 

A/B 	 equivale a 
	

A + A.B 

A/B/C 
	

equivale a 
	

A + A.B + A.B.0 

Cuando A.B no esta precedido por B, su interpretación 

es B dentro de A. El término B no ocurre ya que no hay rela-

ción entre el elemento j del grupo 1 y el elemento j de el gru 

po 2. 

El operador * define el modelo lineal para una clasifica 

ción "cruzada" de 2 6 más factores. Así. 



A*I3 	es equivalente a 	A + 13 + A.B 

A*B*D 	es equivalente a 	A+ B+ B+ A.B 

+ A.0 	B.0 + A.B.C. 

cuando el término A.B es precedido por A y B, su interpretación 

es AxB interacción. Similarmente A.B.0 es la interacción de 

tres factores. 

El uso de los paréntesis es similar al uso común en ex-

presiones aritméticas. Asi 

(A*B):(C+D) 	es equivalente a (A+B+A.B).(C+D) 

que a su vez es equivalente a 

A.0 + A.D + B.0 + B.D + A.B.0 + A.B.P 

Existe también el. operador -, el cual retira el térmi-

no siguiente a el, Así. 

A*B 	A.B 
	

es 	A + B 

A*B*B 	A,B(B*C) 	es 	A + B + C + B.0 

El operador -* remueve el siguiente término y todos los 

términos presentes en el modelo que lo contengan, Asf. 
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A*B*C -* B.C. se convierte A+B+C+A.B+A.0 

El operador -/ remueve todos los términos que contienen 

al término siguiente pero no el término en si mismo. Asi. 

A*B*C - /A 	se convierte en A+B+C+B.0 

El modelo especificado normalmente incluye la gran media 

implicitamente como el primer término. El modelo nulo es permi 

tido e implica el ajuste de la gran media solamente. Para el 

manejo de la gran media es necesario referirse explicitamente 

(y puede ser removida o re•incluida en el modelo) usando el tér 

mino especial % GM. La manera de removerla es anteponiendo e]. 

operador - y reindluírla por medio de 4. La gran inedia no pue-

de ser removida de el modelo nulo. 
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Estimación por Mínimos Cuadrados 

Sea x = (X1,—Xn)' un vector aleatorio 

X = AO '1" 

donde A es una matriz conocida de orden nxp con p<n 

0 = (01,—,0p)' es un vector de parámetros desconocidos 

e = (e1,...)en)' es un vector de desviaciones de la media, 

o errores, cuyo valor esperado és cero. 

Si estimamos 	minimizando la suma de cuadrados 

E ci 2  = 	= ( X-A(3) ?  (X-A(3) 

El valor mínimo fl es llamado el estimador mínimos-cuadrados de 

El método para la obtención del estimador mínimo-cuadrado es 

obteniendo las derivadas de la forma cuadrática, con respecto a 

(1 1 , • • • , f3p , se obtienen así 	llamadas ecuaciones normales 

(A 1 A) 	= A'X 

y una solución de esas ecuaciones en efecto minimiza 

(X-A(3)' (X-A() 

Prueba 

( X - 	) 	( X - A íj 	r--• 	X' A¡> 	A(•.N)1 1 1X-Af';, 	A('N-N)1 

( X- AN) 	(N-;'.)'A'1 	1 	-AN I 	A (1, 	f)1 



= (X-A1)1  (X-A1) 	(ú -n1  A l  (X-Ah 	(X-4)1  A (1-O) 

(1-n1  A l  A a-n 

y como 	A' A0 = A I X 

entonces A 1 (X-A1) = O 

Y (X-A(3)' A = O 

Entonces 

(y-A()1  (X-A(3) = (X-A1)1  (X-A1) 	(1- 0) 
1 Al A(I- R) 

y como 
	(o-ni A l 	o  

Entonces para toda (3, 

(X-A) 1  (X-Aí3) 	(X-A() 	(X-A(3) 

Si A es de rango completo entonces A I A es de rango 

completo Le no-singular y existe un único estimador mínimos cua 

drados. 

1 = (AIA) -1 A 1 X 

SI el rango de A < p, entonces A I A es singular, las ecua 

ciones normales no tienen solución única, es decir existe una 

familia de estimadores mininos cuadrados la cual puede ser deter 

minada en un caso particular por los métodos usuales de resolu-

ción de sistemas de ecuaciones. 
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Teorema de Gauss-Markov 

Sea X un vector aleatorio en IRn  expresado en la forma 

X = Af3 	F. 

donde A es una matriz conocida nxp 	es un vector en IRP descorro 

cido y E es un vector de errores en E(c) = 0 y Ver (c) = G2 I 

donde o2  esdesconocida. 

Es decir los componentes de e tienen la misma varianza descono-

cida y son no correlacionados. Sea R  un estimador mínimo cuadra 

do de O y sea 0 = c 1 0 una función lineal paramétrica. Entonces 

c' 	es un estimador de 0 y si O es algún otro estimador lineal 

insesgado de 0 y Var (c'f3 ) 	var (0), 

El teorema de Gauss-Markov asegura que el estimador míni- 

mo cuadrado de 	es el mejor cuando los componentes no están co- 

rr lacionados, sin embargo cuando los componentes de cestan corre 

lacionados el estimador mínimoscuadradospuede no ser el mejor, 

ya que al suponer que la matriz de varianza del error es o 2 1, 

estamos suponiendo que los componentes tienen la misma varianza 

y que no están correlacionados, 

lixiste una modiCicaeión al mí5todo de mínimos cuadrados 

cuando los errores tienen direrente varianza o estan correlacio-

Dados. 



Consideremos el modelo 

X = AB + c 

Con las mismas suposiciones que antes excepto que ver 

c=a2E donde E es una matrix conocida, positiva definida. 

Ahora bien si E es positiva definida, puede ser expre- 

sada de la forma PP 1  donde P es no-singular y si n = P-'e , 

Y = P-1  X. Podemos escribir el modelo de la forma 

Py = AO 	Pn 

X = PY 	c = Pn 

o equivalentemente 

Y = P-' AB + P-1  pn 

es decir 

Y = BB 	n 

donde 

Var n 	11-1 (Var c) P i-! 	02 
	

I1'1'1p1-1 =  2T 

y 	- P-1 A 

Es decir en términos de Y el modelo el; el ya discutido, 

entonces de acuerdo al Teorema de Gaw.s-Markov se obtiene un 

mejor estimador de P,minimi zoclo 
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(Y-130) 1  (Y-130) 

donde 

(Y-B0)' (Y-B0) = (X-A0) (PP 1)-1(X-A0) 

= (X-A0) E-1(X-AS) 

Si A es de rango completo 

= (B 1 B)-' 0 1 Y = (A 1 (P 1 P)" 1  A)" P 1 P lY 

= (A 1 E-1  A) A (P-') (P-1  X) 

= (Al  E-1 A)-1  A l  E-1  X 

Estimadores de Máxima Verosimilitud. 

Mientras que la aplicaci91 del método de mínimos cua-
, 

drados no requiere el conocí tinto de la distribución del vec 
/# 

tor de errores, aparte de la media y matriz de varianza, el 

método de máxima verosimilitud es aplicado principalmente en 

las situaciones donde la verdadera distribución en el espacio 

muestral es conocida, excepto por los valores de un número fi-

nito de parámetros reales desconocidos. 

El método de máxima verosimilitud es usualmente aplica-

do cuando la familia de posibles distribuciones en el espacio 

muestral puede ser identificado por un parámetro fi tomando va- 

lores en un espacio euclidiano 	de dimensión finita. En suma, 

. S2 



está aplicación es generalmente restringida en el caso donde 

está familia 

(Po  : Oc 	(O r. IR') 

pose función de densidad, {Po: Oc 

En el caso discreto Po(X,O) es la probabilidad en el 

punto X cuando O es el parámetro verdadero; en el caso conti 

nuo Po (X,O) es la densidad de probabilidad en X cuando O es el pará-

metro verdadero. 

Es conveniente hacer una distinción entre P (,,O) la 

cual es la función de densidad en el espacio muestral y la fun 

ción P (X,.) la cual es una función en el espacio parametral. 

La función P (X,.) es llamada la función de verosimilitud. 

El método de máxima verosimilitud, como su nombre lo in 

dica consiste en estimar el verdadero valor del parametro O co 

mo el valor que maximiza la función de verosimilitud; este pará 

metro resulta ser el más plausible después de haber observado X. 

En la mayoría de los casos, existe un único valor que 

maximiza el cual es el más uusible y es el estimador máximo 

verosimil de 

r 



.54 

Definición. 

El estimador máximo verosímil 15(X) es un elemento de 

O dado por 

P {X,E) (X)} 	max P(X,O) 

O c 

Si esto es posible, si por el contrario O es un conjun 

to abierto, el estimador máximo verosimil no existe. En la 

práctica por lo general no existen inconvenientes. 

Obtención. 

Por lo general no es posible la obtención directa del es 

timador máximo verosimil es necesario recurrir a métodos numéri 

cos para determinarlos. lis usualmente posible asumir que el 

estimador máximo verosimil emerge como una solución de las 

ecuaciones normales de verosimilitud 

log(X,O) =O 	(i=1,...,S) 

Lstas ecuaciones e n ?,'ttern1 pueden resolverse numeriea-

mente. 

Propiedades del o timador mriximo verosimil. 
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El teorema de Gauss Markov da una justificación para el 

método de mínimos cuadrados en términos de estructuras lineales insesgados de 

mínima varianza. En cuanto al estimador de máxima verosimilitud 

no siempre es insesgado, sin embargo existen argumentos que 

justifican parcialmente el método. 

Primero en la situación donde existe un estimador inses-

gado cuya varianza alcanza la frontera inferior de Cramer Rao 

el estimador máximo verosimil coincide con el. Es posible de-

mostrar que el estimador máximo verosimil es eficiente y fun-

ción de la estadística mínima suficiente. Sin embargo la jus-

tificación más importante del método de máxima verosimilitud es 

cuando se trata de una muestra grande. 

Propiedades con muestras grantes 

Se hablará de una muestra 7rande, cuando X es la forma 

X-(X1,...Xn ) donde n es grande y las XI son independientes e 

idénticamente distribuidas. 

Si 1"("X,0) es la Función de densidad correspondiente al 

del parámetro O en el espacH de ;aria observación simple 

k' I X,1)) 	1e  't Pt'(X,o) 
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' es una variable aleatoria, ya que es la suma de variables alea-

torias idénticamente distribuidas. 

La justificación del método de máxima verosimilitud en 

el término del criterio de insesgados de mínima varianza, es po 

sible demostrar que para muestras grandes, el estimador máximo 

verosimil es aproximadamente insesgado y tiene varianza aproxi 

madamente igual a la frontera inferior de Cramer-Rao. Es más, 

se puede demostrar que O tiene aproximadamente una distribución 

N(0, i) 

donde i es la cota inferior de Cramer-Rao, 

Solución iterativa a las ecuaciones M.V. 

En caso de que las ecuaciones máximo varosimiles no ten-

gan solución explicita, es necesario utilizar métodos numéricos 

esto es posible al asumir que el estimador máximo verosimil es 

la solución de las ecuaciones máximo verosimiles es el método de 

Newton o una adaptación le (1. 

has ecuaciones verosimiles son: 

fi 	 G 	( : x, c }̀'1 

(5 



Las cuales podemos escribir simbólicamente como: 

DeL(X,O) = O 

Donde 2(X,O) 	log P(X,O) y De  es un operador, diferen 

cial cuyo i-ésima componente es S/101. Por la exploración de 

una caracteristica especial acerca de la investigación (o por 

método gráfico) es posible obtener una buena aproximación ini 

cial al valor O solución de las ecuaciones, esa aproximación la 

denotamos 	por 0(°). Desarrollando el Teorema de Taylor aire 

dedor de O hasta los términos del primer orden se obtiene como 

DoL(C,O) = O 

O 	DeL(X,O) 	DeL(X,0(°)) + {DIL(X., 0(0))}(.5-0(o)) 

Donde D2  es la matrix operador 

60.60.  
,2 

L 	3   

Entonces 

0(°) - 11)1.L(X, 0(0))}-1  D0L(X, 0(°)) 

Después se repite el proceso, usando 0(1 ) obtenido de 

0(0), obteniendo una nueva aproximación O(2 ) y así sucesiva-

mente. Entonces se estabioce un procedimiento i.nterativo del que' 

se obtiene una sucesión (0(n)) la cual converge a 	. 

El aspecto laborioso del proceso iterativo es la inver 

Sión de la inatri:. 1)71'P: L(1)) en el paso i-esimo. ' Si muestra 
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aproximación inicial 0(0) es buena, entonces DI 2(X,0(°)) debe 

ser cercana DI 	X,€ (i)), entonces es posible usar la primera 

matriz en cada paso de el proceso y eliminar la necesidad de 

una nueva matriz de inversión en cada paso. Este proceso modifi. 

cado da una nueva sucesión de aproximaciones a 0, la cual conver 

ge a O 	posiblemente mas lentamente que la sucesión (0(10 ). 

Una modificación adicional, es suponer que la matriz 

DI 2(X,0(°)) es relativamente cercana a su esperanza E1°)n 

DI 2(X,0(°)), la sucesión de aproximación de 15 basada en la es 

peranza de I-)(2  2 (X,0(°)), lo mismo que en DI 2 (X,0°) converge 

a O. 

El proceso interativo será definido como sigue 

0(n+1) = 0(n) .f Be(n) 	{1) 1.(v, 0(n))) 

donde -15(Y))  = P,((3°) 	{1.) 	L(X, 0(°))) 

Solución a Estimación máximo verosimil con modelos linea 

tes. 

La solución de las ecuaciones mázimo verosimiles (' equl.  

valente a no proceso iterativo de estimadores ponderados por m'i. 

nímcs cuadrados cuyA función de pondúradón es 

W , 	du/dV):/V 



Consideremos a Y la variable dependiente y la expresión 

y = Y 	(Z-u)(du/dy) 

donde u, Y y V son basadadas en estimaciones comunes. 

Considerando el modelo 

11(Z, 0,1) r. exp [a(16) (Z O- g(C) 	h(Z)Y + B(6,Z)] 

Prueba 

Si L es el logaritmo de l.a función de verosimilitud 

de una observación. 

L 	a(q3) EZO - g(0) 	n(Z)) - B(G, Z) 

Por la regla dela cadena y ya que 9 es función de u, u de Y 

y g de las B. 	. 
s 

SL  a(d) (Z 	g l í0)) fS0 bu 
SBj 	 ,u 6y Bi  

= a(1) (7, - gl (0)) 	60 6u 
6u 6y 
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Y 

u(0) (Z - u) 

6 L 	= 6 7 1, 	6y 

(1.60, 	6Y 2 
	

60 

tt 
,sy? 

6y 



donde 

52 L  = 52 i 	2 + SL ,5 20  

6Y2 	602 	5Y 
	

(5(j 

= u(0) í- 	(60)'(5u)2 (Z-u) 52 ú 
6u 	5y 	(Sy' 

= a(0) {-(60) 2  V + G-n) .6 2 0} 
611 	(5y 2  

Entonces 

E(YL 	) = E(a(991,-(¿u) 	V + (7,-u) ee 
6B.(513. 	67 	5y 

XiXj) = -(1( 073) 	 (51.1} 2 	V} XiXi 

Escribiendo w como la función de ponderación, entonces 

(51, = QW) (2,-11 ) 611  Ni 
V 73; 

= ((0) 	(7.•-u) X i 	(e.;9) 
—6—y 
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Así el proceso Newton-Raphson reemplazando el valor por 

el valor esperado, para una muestra de tamaño n, se tiene 

AdB = C 

donde A es un matriz de m x ni con 

A;. = E 	w X X. 
K=1 	

k ik jk 

y C es un vector de m x 1 con 

C. = 	 K 
w,
K
X
1
., (,Z-u) (du/dy) 

k=1 

Finalmente se tiene 

(AB)i  = 	
Wk X

ik  Yk  

entonces 	A613 = C puede ser escrito A(Ot - y 

donde yi  = 1 w  Xu  Yk  

(71,, 	) / (du /d1 
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0* = 060 

En la práctica se puede obtener un buen proceso de i.tera-

ci6n de la siguiente manera: Se toma como una primera aproxima.  

ci6n u = Z y se calcula Y para esa u, se calcula w y se hace 

y=Y. Entonces se obtiene una primera aproximación de las Bis 

por regresión. El método puede necesitar modificaciones al tra 

tarse de valores extremos de Z. Por ejemplo cuando la distribu 

ción binomial es probable que sea más adecuado reemplazar ensa 

yos de Z=0 6 Z=n con Z=.1- y Z=n-4i , es decir con el análisis 

probit o transformaciones logit, u=o 6 u=n produce valor infinito 

para Y. 

Un caso importante especial ocurre cuando O , el parámetro 

de la distribución de Z, y Y el predictor de modelo lineal coin-

ciden. Entonces 

L = ZY- g (Y) + h(Z) 

Y 
	= a(v1) (Z-11) X i  

Las ecuaciones má.yimo verosímiles son entonces de la forma 

Y.(7 -U) X ik 	O 



Por lo tanto 

•, 
E Z X• 	Eu X k ik 	k ik k 	• 

.t33 
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Ejemplos de Aplicaciones 

En este capítulo se trataran problemas reales,.cada uno de 

los cuales se ajustan a un modelo logaritmico lineal de los ante 

riormente descritos, los ajustes para este modelo se realizaron 

por medio del programa GLIM. (Generalized Linear Interactive Modelling) 

En los problemas que se resolveran se encuentran el ajuste 

a las curvas que definen el porcentaje de germinación de semillas 

de cebada seca Caryopses, en relación a la dosis de radiación de 

1.0 Me Velectrons y de 60 Co Gama, a las que han sido expuestas 

encontrandose'en ambos casos la dosis mediana, es decir aquella do 

sis que permite la germinación del 50$ de las semillas, así como 

otras dosis como la 70 es decir la que permite que germinen el 

70% de semillas, e intervalos de confianza para estas. 

Otro problema presentado en este capítulo se refiere a una 

investigación acerca de la eficiencia de un cierto detergente 

comparada con la de un detergente estandar. 

El animo problema se refiere a un estudio sobre una cier 

ta variedad de gusanos, en el cual se pretende investigar si las 

diversas formas y colores que adquieren depende o no del sexo o 

de la localidad en la que se encuentren. 
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Ejemplo 1. 

El objetivo del esperimento es obtener las curvas del por-

centaje de germinación de cebada seca Carypses que se obtiene al 

exponer las semillas a radiaciones de 1.0 Mev electrones y 60 Co 

gamma, bajo condiciones similares de experimentación. Posterior 

mente se determinó para los dos tipos de radiación la dosis mediana, 

es decir aquella dosis que permite que el 56% de las semillas ger 

minen, con sus respectivos intervalos de confianza. También se 

determinaron otras dosis de interés con sus respectivos interva- • 

los de confianza. 

Este experimento fue realizado por G. Palomino, F. Nepamuceno 

y R. Villalobos-Pietrini en el laboratorio de Genética y Radiobio-

logfa, Departamento de Biología Experimental, Instituto de Biolo-

gía, Universidad Nacional Autónoma de México. 

Los datos con los que se cuenta es el número de semillas ger-

minadas de 100 semillas que fueron expuestas, para cada dosis apli-

cada. De acuerdo al tipo de datos y al o,jetivo del problema, sur- 

gió la idea de ajustar 	un modelo Probit, sólo que en lugar de 

tratar de obtener la dosis mínima letal eti decir aquella que permi-

te que mueran el 50% de los animales, como tradicionalmente se hace 

se trata de obtener la dosis mfixima que permite que no se afecten 

el 50% de las semillas, es decir que gennTne». el 50% de las semillas, 
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Los datos obtenidos 

Dosis 
(Kr) 

fueron: 

1.0 MeV 
electrons 

60 Co gamma 
radiation 

0 100 100 

50 100 97 

100 99 99 

125 100 95 

150 100 95 

175 99 96 

200 100 91 

300 98 97 
400 94 92 
500 94 93 
600 85 87 
700 59 83 
800 SO 76 
900 41 59 
1000 34 * 
1100 24 * 
1200 O 45 
1400 0 23 
1600 0 4 
1800 O 0 

o existe medida 

Los datos fueron analizados por medio de GLIM considerando 

la función de enlace Probit y error Binomial. 

Para el primer caso, LO Mev electrons, se tiene al consi-

derar al ajuste de solamente a la gran media tenemos que la desvia, 

cióa es de 1752 con 19 grados de libertad la cual es altamente sig.  

aificativa. 
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Si consideramos el ajuste incluyendo la dosis la desviación 

baja considerablemente siendo de 42.12 con 18 g.l. la cual resul 

ta ser significativa al 5%. 

Si consideramos el ajuste en relación a el logaritmo natural 

de la dosis de desviación se vuelve a incrementar resultando de 

101.2 con 18 g.l. lo que indica que el ajuste es peor que sin 

aplicar el logaritmo a la dosis. 

Si consideramos el ajuste de la exponencial de la dosis en-

contramos que el ajuste no converge en el ciclo 10, y la desvia-

ción vuelve a subir a 425.8 con 18 g.l. 

Si calculamos ahora dosis al cuadrado y realizamos el ajuste, 

encontramos una desviación de 71.14 con 18 g.l. 

Posteriormente considerando todas las observaciones en las 

que germinaron 100 semillas como 99.5 semillas germinadas, y las 

observaciones en que germinaron o semillas como .5 semillas ger-

mlnadas, 

Los ajustes que encontramos son los siguientes: 



Al ajustar dosis la desviación es de 36.86 con 18 g.l. 

Al ajustar log dosis la desviación es de 144.4 con 18 g.l. 

Al ajustar exp(dosis) la desviación es de 1294 con 18 g.l. 

Al ajustar dosis al cuadrado la desviación es de 81.90 con 

18 g.l. 

De estos ajustes todos con excepción de el ajuste de do-

sis, resultan, significativos a cualquier nivel. El ajuste de 

dosis resulta significativo al 5% pero no significativo al 1%. 

No obstante que el ajuste resulta ser todavía significativo 

al 5%, la reducción en elvalor de la desviación es tan consi-

derable: de 1757 a 36.86, para solo un grado de libertad que 

se considera que se tiene ya un ajuste razonable. 

Entonces el mejor ajuste es aquel en el que tomamos en 

cuenta los valores extremos 99.5 en el caso de 100 y .5 en el 

caso de cero y ajustamos dosis. Para este caso calcularemos 

las dosis 50, 70 y 90% así como intervalos de confianza corres 

pondientes a estas dosis. 

En primer lugar se obtendrá de los resultados proporcio-

nados por GLIM estimadores de partimet ros adicionales. 

CLIM nos proporciona los valores correspondientes a 

Y 	os el parámetro correspondiente al ajuste ele.• 1a gran 
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media o media general del modelo, 	es el valor correspondiente 

al ajuste de la dosis, tenemos también sus respectivos errores 

estandard. Directamente del paquete podemos obtener el coeficien 

te de correlación, la covarianza entreayOylos valores ajus-

tados de acuerdo al modelo, así como los residuales de dichos ajus 

tes. 

El primer parámetro a estimar es la media O dosis 50 (DL50) 

la cual está dada por 

01,50 = p a 

 

y el intervalo dé confianza para p va a estar dado considerando el teo-

rema de Fieller. 

Teorema de Fieller.-  Supongamos que 81  y82 son estimadores 

tales que: 

1) 	01 - N (01, 011), 32 	N (02, 022) 

ii) Coy' (01, 02) = GI2 

iii) V11, y22, y11 	son estimadores de 011, 022, 012 

respectivamente, cada uno con f grados de libertad 



y t= t (f) 	es una t-student con f g.l. 
c92 

donde g 

2 
02 

 

o, 

 

A 	01  
R = 	 

02 
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Sean R= 
02 Y 

 

Entonces 

Los limites del intervalo de confianza (1-a) para R estan 

dados por 

  

V12 

Y22 ) 

112 A 	Y12 
R - g V2 2  ± —w 

02  

A  

- 21-1v12 	R2V22 	g (Vii 

 

(1 - g) 

t 2 Y2 2 

Aplicando el teorema para obtener un intervalo de confianza 

para p se tiene 

01 = a 	02 	13 
A 

01 = a 	02 	0 

VII  = 	= S2  
01  

1/22 = 132P, 
U2 

= s' 

12 = S^ = -SA 
(9 1 	O 2 	rl 9  

Entonces el intervalo se convierte en: 
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^ 	t2(S^ ^ , ) A A a O 	+ 	t 
—A-- + 	 SI + 2( 	S a,0 + (- —9A1—)2S - 
S 	R 	A 	a 	0 	R 	f3 

2 
ts^ 

2  
(SI S2^  I ) / - 

0 	a 	al m 

2 

Para obtener otras dosis el mecanismo a seguir es el siguien 

te: 

Se encuentra el valor en la distribución de una normal que 

equivale a tener el área acumulada a la dosis deseada, por ejem-

plo para la dosis 70, se busca el valor de la normal que da un 

70% de área acumulada el cual es .84, el cual equivale a 

.84 = 	+ 	X 

.84 - á 
X= 

y finalmente aplicando a x la transformación inversa de la trans-

formación aplicada a la dosis, en este caso particular se obtiene 

directamente ya que la dosis no fue transformada. 

t 2  
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Y para la obtención del intervalo de confianza basta subs 

tituir este valor en el lugar correspondiente a 

Entonces para este caso 

-.3679 E-02 

3.065 

.152 E-03 

.1274 

.9330 

S2, R 	= -.1812 E-05 

La dosis media o DL50 

DL50 = 
	3.065 	

- 833.107 
- .023679 

y el intervalo de confianza correspondiente al 95% de confianza es 

(807.(154, 859.352) 

Ln dosis letal 70 

01,70 - 689.046 

0 = 

a = 

SI = 

Sa = 



y el intervalo de confianza 

(630.857, 745.831) 

M90=482.468 

y el intervalo 

(402.465, 557.918) 

Es decir la dosis máxima que se puede aplicar para que germi 

nen el 50% de las semillas se encuentra entre 807.654 y 859.352 Kr; 

para que germinen el 70% de las semillas la dosis se encuentra entre 

630.857 y 745.831 Kr y para que germinen el 90% de las semillas lu 

dosis se encuentra entre 402.465 y 557.918 Kr. 

Para el caso de 60 Co Mev radiación gama 	se realizaron los 

mismos ajustes encontrándose: 

1) Al ajustar únicamente la media general se obtiene una desviacién 

de 1025 con 17 g.l. la cual resulta también altamente significa-

tiva. 

.73 
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Incluyendo en el ajuste la dosis la desviación resulta ser 

de 44.32 con 16 g.l lo cual resulta ser significativa al 1%. 

Al ajustar log dosis la desviación resulta ser de 216 con 

16 g.l. 

Al ajustar dosis al cuadrado la desviación es de 33.25 con 

16 g.l. lo cual resulta significativa al 5% y apenas significati 

va al 1%. 

Cambiando los valores extremos 100 por 99.5 y O por .5 los 

resultados de los ajustes son los siguientes: 

Al ajustar dosis la desviación es igual a 39.34 con 16 g.l. 

Al ajustar 	log (dosis) la desviación resulta ser de 231.6 

con 16 g.l. 

Al ajustar dosis al cuadrado la desviación resulta. ser de 

29.16 con 16 g.l. lo que resulta significativa al 5% y no signi 

ficativa al 1%. En este caso al igual que el anterior se logra 

un ajuste razonable en el que ahora la desviación se reduce de 

1025 a 29.16 con la pérdida de solo un grado de libertad. 
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Por lo que el mejor ajuste resulta ser aquel en el que consi 

doramos los valores extremos 99.5 por 100 y .5 por cero y ajusta 

mos dosis al cuadrado, con ese modelo se calcularon 1 s intervalos 

de confianza para estimar las dosis 50, 70 y 90. 

Los valores de los parámetros de interés proporcionados por 

CLIM para este caso son: 

0 = .1326 E-05 

u = 1.603 

	

Su = 	.5728 E-01 

	

SO = 	.5717  E-07 

.6721 

	

S2 ,B = 	2.201 E-09 

La media general estará dada por 

\1/2. 

/1.603  D1.50 = ji = 	1099.499 
.1326 E-05 ) 

y el intervalo de confianza 

(1018.996, 1187.923) 
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1/2  

DL75 = 834.313 -( .16326 E-05
603 

 

y el intervalo de confianza al 95 % 

(750.963, 922.652) 

A continuación se presentan los listados correspondientes de los 

programas realizados para los análisis anteriores. 



OLIM 3.11 (C)1977 ROYAL STATISTICAL SOCIETY, LONDON 
*UNITS 20 
$DATA DOSIS Y 
$READ 

R$SERVICIO/OLIM 
fl  MUNNING 3563 

4 	
11? 

i  Hipa uwil  

O 	I 
hindulim 

0 100 
50 100 
100 99 
125 100 
150 100 

1175 99 
200 100 
300 98 
400 94 
500 94 
600 115 
700 59 
ROO 50 
900 41 
1000 34 
1100 24 
1200 0 
1400 0 
1600 O 
11300 0 
$YVARAITE Y 
$GALC NI . 100 
$ERROR O NI 
$I1NK P 
$VIT$DISPLAY 	C M$ 

SGALED 
CYGLE DEVIANGE 	DF 

4 	1752. 	19 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 0.3545 	.2067E-01 218M 
-11.7ALE PARAMETER TANEN AS 	1.000 

GORRFLATIONS UF ESTIMATES 
1 1.0000 

1 

Y—VARIAIE Y 
FUROR D1NOMIAL LINK PRODIT 
o.rom.mim IWW1M1NAVIR UY 



LINEAR PREDICTOR 
%13M 
$FIT 	I 

CYCLE 
5 

1 
2 

DOSIS$DISPLAY E C Mi 

SCALED 
DEVIANCE 	DF 
42.12 	18 

ESTIMATE 	S.E. 
3.269 	0.141(3 
-.3933E-02 	.1692E-03 

PARAMETER 
;COM 
DOSI 

luir au! 

milm 

pum! 

N 
umn: 

SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0.9430 1.0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PROBIT 
BINUMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTOR 
X.Ohl DOSI 
$CALC Z 	7.LOWDOSIS) 
$(:ALC X . DOSIS/100 

INVALID FUNCTION/OPERATOR ARGUMENTES) 
$CALC X 	XEXP(X/ 
$CALC K 	DOSIS**2 
$FIT Z$DISPLAY E C M$ 

SCALED 
CYCLE 	IIEVIANCE DF 

UNIT 1 HELD AT LIMIT 
M'II 1 HELD Al LIMIT 
IJNIT 1 HELD AT LIMIT 
UNIT 2 HELD AT LIMIT 
HNII 1 HELD AT LIMIT 
HNIT 2 HELD AL LIMIT 
UNIT 1 HELD Al LIMIT 
UNIT 2 HELD AT LIMIT 
UNIT 1 HELD Al LIMIT 
HN1T 2 HELD Al' LIMIT 

ESTIMAIE 	S.E. 	PARAMETER 
1 	17.70 	0.0528 	XOM 

-2.650 	0.1266 	Z 
t.' t'Al 1:" PAPAMW1r1:1> Tnl: r/.1 An 	I . (mil 



CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0.9986 1.0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PROBIT 
BINOMIAL DENOMINATOR NI 

111111111 
H 

JIU 

wo“,1“, 	 10~. nw 	a.vvy 

LINEAR PREDICTOR 
ZOM 
WIT X$DISPLAY E C M$ 

SCALED 
CYCLE 	DEVIANCE DF 

UNIT 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 20 HELD AT LIMIT 

	 UNIT 19 HELD AT LIMIT 
	 UNIT 20 HELD AT LIMIT 

UNI1 19 HELD AT LIMIT 
UNIT 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 19 HELD AT LIMIT 

	 UNIT 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 18 HELD AT LIMIT 
UNIT 19 HELD AT LIMIT 
UNI1 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 18 HELD AT LIMIT 
UNIT 19 HELD AT LIMIT 
UNIT 20 HELD AT LIMIT 
UNIT 18 HELD AT LIMIT 
UNIT 19 HELD AT LIMIT 
UNIT 20 HELD AT LIMIT 

10 425.8 10 
NO CONVEROENCE BY CYCLE 10 

ESTIMATE S.E. PARAMETER 
1 1.139 .4085E-01 7:6M 
2 -.3783E-04 .2094E-05 X 

GCALE PARAMEIER TAKEN AS 	1.000 

~RELATIONS OF ESTIMAlES 
1 1.0000 
2 -0.4005 1.0000 

1 	2 

Y-VAR1ATF Y 
~OR BINOMIAL LINK PRODIT 
D1N11MIM DENOMINATOR NI 



1

4  

LINEAR PREDICTOR 
%GO X 

$F1T E$DISPLAY E C M$% 

CYCLE 
SCALED 
DEVIANCE DF 

5 7/.14 16 

FM-MATE S.E. PARAMETER 
1 2.124 .7857E-01 %UN 
2 -.2762E-05 .1127E-06 K 

SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

~RELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0.8093 1.0000 

1 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINUMIAL LINK PRODIT 
BINUMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTUR 
%UN K 
$CALC Y(1) = 99.5 	Y(2)=99.5 S Y(A)=99.5 i Y(5)=99.5 t Y<7)=99.5 

z-- 	cumNr DISPLAY INHIDITED 
$CA1C Y(17),.h 	r(18)-,ts : Y(19)=.5 i Y(20)=.5 
svvAutArr Y 
$1 11$DISPLAY r r M$ 

SCALED 
CYCLE DEVIANCE 	DE 

4 	1696. 	19 

EST1MATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 0.353D 	.2867E-01 %0M 

11CALF rARnmvivu 1AKEN Al; 	1.000 

01(11.1. Al 1 ONS 111 	I S I 11.1A I ES 
1 	1 .0000 

1 

r-VARJA1V Y 
1Ada8? PINOMIAL LINK 1'ROD1T 
11101181A1. DENOMINAIOR NI 

1 1111 	PRI SIC 11111 
%AM 
11. 1 I 1101311i $111!ill AY 1 C 11 R V S$ 

1 
1 

mipurumillinurilimmill  

1 	!: 	ill 	r7 
iii: ai inihn mi

, 
 hn :11. ...  ii  



SCALED 
CYCLE 	DEVIANCE 	DF 

4 	36.66 	18 1119 p11119 
ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 

1 	3.065 	0.1274 	ZOM 

11111 2 	-.3679E-02 	./523E^03 	DOSI ha lil 111 11111 
SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
-0.9330 1,0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
DINOMIAL. DENOMINATOR NI 

LINEAR FREDICTOR 
%DM DOSI 

ONU OBSERVED OUT OF FITTED RESIDUAL 
1 100 100 99.89 •-1.187 
2 100 100 99,00 -0.6789 
3 99 100 99.65 -1.102 
4 100 100 99.34 -.6060E-01 
5 100 100 99.40 0.1272 
6 99 100 99.23 .-.0.2589 
7 100 100 99.01 0,4965 
13 96 100 97.51 0.3152 
9 94 100 94.45 -0.1960 
10 94 100 88.96 1,602 
11 05 100 00.45 1.147 
12 59 100 68.79 -2,113 
13 50 100 54.86 -0.9765 
14 41 100 40.29 0.1441 
15 34 100 26.97 1.583 
16 24 100 16,32 2.079 
12 1 100 6.861 -2.942 
ID 1 100 1.053 -1.003 
/9 1 100 0.2395 0.5330 
20 1. 100 .1076E-01 3.512 

(CO)VARIANCE MAIRIX 
1 1.6276F-02 
2 -1.0116F-05 2.3205E-011 

1 	2 
WAVU PARAME1FR TAKFN AS 

	1.000 
<i 	1111111,1,14c1:0 

I 	Il 



2 	0.1275 	O. 
1. 

SCALE PARAMETER 
$E1T Z$DISPLAY E c; 

SCALED 
CYCLE 	PEVI ANCE 

----- ONU 	1 HELD 

2 
TANEN AS 	1.000 
M$ 

DF 
AT LIMIT lutdi 

puull 
I  

11111 
UNIT 1 HELD AT LIMIT 
UNIT 1 HELD AT LIMIT 
UNIT 1 HELD AT LIM1T 
UNIT 1 HELD AT LIMIT 
UN1T 1 HELD AT LIMIT 
UN1T 1 HELD AT LIMIT 

O 	144.4 	18 

ESTIMATE 	S.E. 
1 	14.14 	0.6681 
2 —2.130 	.9931E-01 
UCALE PARAMETER TAKEN AS 

CORRCLA110NS UF ESIIMATES 
1 1.0000 
2 	1.0000 

1 	2 

Y—VARIATE Y 
ERROR ~M'AL LINK PRODIT 
PINUMIAL DENOM1NATOR NI 

LINEAR PREDICTUR 
ZSM 
$111.  X$DISPLAY E C MS 

PARAMETER 
%DM 
2 
1.000 

CYCLE 
SCALED 
DEVIANCE 	DF 

UN11 	20 HELD AT LIMIT 
6 1294. 18 

ESTIMA1E S.E. PARAMETER 
1 0.5405 .3145E-01 A1OM 
2 —.1012E-06 .1766E-07 X 
SCALE PARAMETER TANEN AS 

	
1.000 

~RELATIONS Or ESTIMATES 
1 1.0000 
2 —0.2413 1.0000 

1 	2 

Y-VARIAIE Y 
141.111M I Al 1 1" MI(rI;rmt l  



L.“"Loo, 	 1.b.011,41 

BINOMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTOR 
%DM X 
$FIT K$DISPLAY E C M$ 

CYCLE 
SCALED 
DEVIANCE DF 

5 01.90 10 

ESTIMATE S.E. PARAMETER 
1 1.992 .7232E-01 %DM 
2 -.2545E-05 .1027E-06 K 
SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

Ir

i unglpfluirmil 
:: i  

ihndi mihn nihil Int Hin' 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 

2  
1 1.0000 
-0.7922 1.0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PROBIT 
DINOMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTOR 
%HM K 
	 • 

$STUP$ 

4ET=14t20.4 1'1'=40.1 I0-1 .0 



qn 

ii ititlil nihni nAn 

R$SERVIC10/8LIM 
•RUNNING 3709 

[ 
GLIM 3.11 (0)1977 ROYAL STATISTICAL GOCIETY, LONDON 
$UNITS 18 
$PATA DOSIS Y 
$RFALI 

0 100 

	

50 	97 
100 99 

	

1215 	95 
150 95 
175 96 

4 200 91 
300 97 
400 92 
500 93 
600 87 
700 83 
800 76 
900 59 
1200 45 
1400 23 

	

1600 	4 

	

1800 	0 
$YVARIATE Y 
$CALC NI = 100 
*ERROR 8 NI 
$L1NK P 
$F11481SPLAY E C M$ 

SCALED 
CYC1E DEVIANCE 	PF 

3 	1025. 	17 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 0.6433 	.3187E-01 %UN 

SCALE 	PARAMETER TANEN AS 	1.000 

á 
CORPULATIONS UF ESTIMATES 

1 1.0000 

Y—VARIATE Y 
FRWIR DINOMIAL LINK PROBIT 
PINHMIAL DENOMINATUR NI 

1 YIB. tr7 PC. Ir ro rrior,  



%DM 
$F11' DOSIS$DISPLAY E C M$ 

SCALED 

	

CYCLE DEVIANCE 	DF 
4 	44.32 	16 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 2.316 	.8367E-01 %Mi 
2 -.2234E-02 .8927E-04 DOSI 

(CALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0.8617 1.0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
D1NOMIAL PFNOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTOR 
ZOO DOSI 
$CALC Z 	ia-013(DOSIS) 
$CALC X 	DOSIS/100 

- INVALID FUNCTION/OPERATOR AROUMENT(S) 
$CALC X = %EXP(() 
$CALC K = DOSIS**2 
$FIT Z$D1SPLAY E C M$ 

SCALED 

	

CYCLE DEVIANCE 	DF 
- UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
- UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
- UN1T 	1 HELD Al LIMIT 

4 	216.0 	16 

ESTIMAIE 	S.E. 	PARAMETER 
1 	8.310 	0.4086 	%CiM 
2 -1.210 	.6126E-01 Z 
scuE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

CORPELArIONS OF FST1MATES 
.1 	1.0000 

-0.99153 1.0000 
1 

Y -VARIA1F Y 
vRunp SINOMIAI LINK PROBIT 

Vol -1.(1I/41MA '1,111) 1.1 1 

nqpn ummilunmpunil 

W II 	ill: 
la ,1116 .1,,d6.6.1::, 

• 



BiOndlrIL 	...."u"atlifelm. 	"4 

LINEAR PREDICHA 
7.611 	Z 
$CADEL 
$FIU X$DISPLAY E C MS 

SCALED 
CYCLE DEVIANCE DF 

UNIT 	18 HELD AT LIMIT 
UNIT 	18 HELD AT LIMIT 
UNIT 	18 HELD AT LIMIT 

18 HELD AT LIMIT 
UNIT 	18 HELD AT LIMIT 

18 HELD AT LIMIT 
18 HELD AT LIMIT 

e UNIT 	18 HELD 
UNIT 	IO HELD 

AT 
AT 

LIMIT 
LIMIT 

10 	364.5 	16 
----- NO CONVERGENCE BY CYCLE 10 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 1.026 	.3868E-01 %DM 
2 -.4194E-06 .6690E-07 X 
SALE PARAMETER TANEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1,0000 
2 -0,2322 1.0000 

1 

Y-VARIATE Y 
ERROR BINOMIO!~ LINK PRODIT 
DINOMIAL DENOMINATOR NI 

1 	LINEAR PREDICTOR 
%OH X 

K$D1SPLAY CMS 

SCALED 

	

CYC1E: DEVIANCE 	DF 
4 	33.25 	16 

ESUIMAlt 	S.E. 	PARAMETER 
1 1.693 	.5761E-01 %DM 
2 -.1341E-05 .5786E-07 K 

PARAMETER fAIWN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMAIES 
1 1.0000 
2 -0.6)34 1.0000 

119MUUNTIRTJUNTI 

l 11 I in 	I I 1  

i 

i hunfittubleimilut minintill 



Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
B1NOMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREL1ICTOR 
%HM K 
/CAIC Yl1>..99.5 1 Y(18).5 
1YVARIATE Y 

4 

11111 

JÍin 

----- CURRENT DISPLAY INHIDITED 
$FIT$DISPLAY E C MR 

SCALED 

	

FYCLE DEVIANCE 	DF 
3 	1012. 	17 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 0.6433 	.3187E-01 %GM 

SÉALE PAFAMETER TAKEN AS 	1.000 

CORRELATIONS UF ESTIMATES 
1 1.0000 

1 

Y-VARIATE Y 
	 • 

ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
BINOMIAL DENOMINATOR NI 

LINEnft PRFDICTOR 
7.611 
$E11 DOSIS$DISPLAY E C M$ 

~LED 

	

CYCLF DEVIANCE 	DF 
1 	39.34 	16 

ESTIMATE 	S,E. 	PARAMETER 
1 2,302 	.9308E-01 ZOM 
2 -.2217E-02 .0062E-04 DOSI 
SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 

COERTLATIONS 0I ESTIMA:ES 
1 1.0000 
2 -.0.0607 1.0000 

1 	 2 

v-vnurAIL Y 
LURCIR DíOOMIAL LINE FRODIT 
lo:Noma. DLNOMINATUR NI 



LINEAR PREDICTOR 
%HM DOSI 

	

$F1T Z$DISPLAY E 	M$ 

SCALED 

	

CYCLE DEVIANCE 	DF 
UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
UNIT 	1 HELD AT LIMIT 
UNIT 	1 HELD Al LIMIT 

7 231.1 16 

lSIIMATE S.E. PARAMETER 
1 7.832 0.3843 %8M 
2 -1.138 .5783E-01 Z 

SCAI..E PARAMETER TANEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0.9948 1.0000 

1 	2 

Y-VAR1ATE Y 
ERROR BINOMIAL LINK PRODIT 
DINOMIAL DENOMINATOR NI 

IIMEAR PREDICTUR 
%HM 
$111.  X$D1SPLAY E c ms 

SCALED 
MIT 	DEVIANCE 

UNIT 113 HELD Al LIMIT 
UNIT 18 HELD AT LIMIT 
UNIT 10 HELD Al LIMIT 
UNIT 10 HELD Al LIMIT 
UN1T 18 HELD AI LIMIT 

483.3 	16 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 0.9460 	.3721E-01 7.00 
2 -.1998E-06 .16s2E-07 X 

131'A1E PARAMETER TANEN A13 	moo 

CtMadLATIONS OF ESTIMAUES 
1 1.0000 
2 -0.11191 	1.0000 



1111111 
u 

llltlili Jhn 

111: 1119 
Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
DINOMIAL DENOMINATOR NI 

LINEAR PREDICTOR 
%0M X 
$EIT K$D1SPLAYECMRV S$ 

SCALED 

	

CYCLE DEVIANCE 	DF 
4 	29,16 	16 

ESTIMATE 	S.E. 	PARAMETER 
1 1.683 	.5728E-01 %DM 
2 -.1326E-05 ,5717E.-07 
SCALE PARAMETER TANEN AS 	1.000 

CORRELATIONS OF ESTIMATES 
1 1.0000 
2 -0,6721 • 1.0000 

1 	2 

Y-VARIATE Y 
ERROR DINOMIAL LINK PRODIT 
KINOMIAL DENOMINATOR NI 

• 
LINEAR PREDICTOR 
%0M K 

UNIT ODSERVED OUT OF FITTED RESIDUAL 
1 100 100 95.38 1.961 
2 97 100 95.35 0.7826 
3 99 100 95.26 1.762 
4 95 100 95.18 -.8441E-01 
5 95 100 95.09 -.4109E-01 
6 96 100 94.98 0.4678 
7 91 100 94.85 -11741 
33 97 100 94.11 1,228 
9 92 100 92,94 -0.3663 
10 93 100 91.18 0.6420 
ti riv 100 89.61 -0.5068 
12 83 100 94.94 •-0.5411 
13 76 100 79.81 -0.9487 
14 59 100 72.89 ' 	-3.124 
15 45 100 41.06 0.8001 
1.6 23 100 18.00 1.301 
17 4 100 4.355 -0.1740 
18 1 100 0.4494 .7558E-01 

(CO)VAR1ANCF MATRIX 
o 	, ,I11141. nr 



2 -2.2010E-09 3.2601E-15 
1 	2 

SCALE PARAMETER TANEN A13 

53,E. UF 01WERENCES 
1 0. 

5,72H1E-02 0. 
1 	2 

 

u: umpuumpummi 

i n1 	U' 
miluuulhuhdud 

1.000 

  

SCALE PARAMETER TAKEN AS 	1.000 
$STUP$ 

#171,=4:00.0 PT=31.2 10-1.3 
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Ejemplo 2. 

Como se mencionó anteriormente este ejemplo se refiere 

a una investiciación realizada para estudiar la eficiencia de un 

nuevo detergente X comparada con la de un detergente estándar M. 

Se eligió una muestra de 1008 individuos y se les pidió 

que compararan los dos detergentes y dijeran cual de los dos pre 

ferian, también se les preguntó que temperatura usaban (alta, ba 

ja); que tipo de agua utilizaron (suave, de mediana dureza, dura) 

y finalmente si anteriormente usaban o no usaban el detergente de 

tipo M. 

Los datos con que se cuenta, por lo tanto, son frecuen-

cias clasificadas de acuerdo a las cuatro variables mencionadas 

anteriormente, es decir nuestros datos se pueden representar en 

una tabla de contingencia de 4 dimensiones. 

Previo uso de M 	 Previo no uso de M 

Tipo de 	Preferencia Temperatura Temperatura Temperatura Temperatura 
Agua 	Alta 	Baja 	Alta 	Baja 

suave 	X 	19 	57 	29 	63 
M 	29 	49 	27 	53 

mediana 	X 	23 	47 	33 	66 
M 	47 	55 	23 	50 

Dura 	X 	24 	37 	42 	68 
M 	43 	52 	30 	42 
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Los resultados de los ajustes realizados se muestran a 

continuación, en donde Tem, representa temperaturas PRE, preferen 

cia; USO, uso; AGUA, agua;. 
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Considerando 

como la media general 

A. 	el i-ésimo nivel de Agua (i=1,2,3) 

T. 	el j-ésimo nivel de Temperatura (j=1,2) 

Pk 	el k-ésimo nivel de Preferencia (k=1,2) 

U1 	el 1-ésimo nivel de Uso (1=1,2) 

PUkl 	la interacción entre el k-ésimo nivel de Preferencia y el 

1-ésimo nivel de uso. 

ATii 	la interacción entre el i-ésimo nivel de Agua y el 

j-ésimo nivel de temperatura 

TPjk 	la interacción entre el j-ésimo nivel de Temperatura y 

k-ésimo nivel de preferencia 

.99 

Podemos observar que el modelo 



Log Pum  = u + A i  + Ti  + Pk  + Ul  + PUki  + ATij  + TPik  

tiene una desviación de 10.98 con 14 g.1., lo que resulta ser no 

significativa y al retirar el término de interacción entre tempe 

ratura y preferencia la desviación se incrementa a 14.59 con 15 

g.1.., a pesar de que la desviación se incremente en 3.61 ganan-

dose un grado de libertad, 3,61 para un grado de libertad no es 

significativo al 5%, lo mismo que 14.59 no lo es para 15 grados 

de libertad y como lo que se pretende es encontrar el modelo más 

sencillo, que explique el comportamiento de los datos, el modelo 

con el que nos quedaremos es el siguiente , 

Log F ijk, = u 	Ar + Ti  + Pk 	u! + Pukr 	ATIJ 

En este modelo podemos observar que 	no existe aso 

ciación de los variables preferencia y uso con los variables tipo 

de agua y temperatura, es decir la preferencia es independiente 

del tipo de agua y la temperatura, sin embargo está relacionada 

con el uso previo de M; al igual que la variable temperatura no 

esta asociada con la preferencia y del uso previo de detergente M, 

sin embargo esta relacionada con el tipo de agua que usan las per 

sonas. 
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t. 

u = 

Los parámetros obrenidos son los siguientes 

E.S. 

3.679 	 0.033 

Al 	= -0.0346 0.046 

A2  = -0.0176 0.046 

A3  = 0.0428 0.046 

PI 	= -0.0049 0.031 

P2  = 0.0049 0.031 

U' 	= -0.0367 0.031 

U2 = 0.0367 0.031 

T 1 	= -0.270 0.032 

T2 = 0.270 0.032 

PU11  = 	-0.1370 0.031 

PU12  = 	0.1370 0.031 

PU21  = 	0.1370 0.031 

PU22  = 	-0.1370 0.031 

AT2 1  = 	.0033 0.046 

ATI1  = 	-0.118 0.046 

ATgi  = 	0.1085 0.046 

AT22  = 0.0033 0.046 

AT21  = 	0.1118 0.046 

A123 = 	-0.1085 0.046 

De los par5metros estimados para la interacción entre 

preferencia y uso previo de M como PUll  es negativo las celdas 
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correspondienteá a esta combinación de valores de las variables 

tienen menos observaciones de los que se esperaba si fueran inda: 

pendientes es decir, si la gente previamente habla usado el deter 

gente M era más factible que prefiriera X y si la gente no había 

usado el detergente M era menos factible que prefiriera X. 

Esto se puede ver más claro si colapsamos la tabla, hacer 

esto es válido debido a que hay independencia entre 2 grupos de 

variables, considerando la independencia entre loS dos grupos de 

variables. 

-llsolgrevio br, Uso Previo 

Preferencia 
	

de M 	de M 

X 
	

207 	301 

M 
	

275 	225 

En relación a los parámetros estimados para la interacción 

entre temperatura y tipo de agua se observa que AT11 = -0.1118 

AT12  = 0.0033, AT13  - 0.1085 es decir que en las celdas que tienen 

la combinación (1,1) de las variables tienen menos observaciones de 

las esperadas mientras que en las celdas que tienen la combinación 

(1,3) tienen más observaciones de las esperadas. Es decir que 

existe una tendencia de las personas a utilizar temperaturas más al 

tas entre más dura sea el agua. 
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Al igual que en el caso anterior la tabla se puede pre 

sentar en forma colapsada como a continuación 

Tipo de Agua 	Temperatura 

Alta Baja 

Suave 104 222 

Mediana 126 218 

Dura 139 199 

En esta tabla se observa como la proporción de personas 

que utilizan temperaturas altas en su lavado es mayor en el caso 

en que tienen aguas más duras. Esto último es explicable ya que 

se sabe que el detergente 	tiene menor eficacia en aguas duras 

Y Por consiguiente se requiere de temperaturas más altas'para rea 

lizar un buen lavado. 

Es importante hacer notar que en este ejemplo se podría 

considerar una variable respuesta y 3 variables explicativas, ajustan 

do un modelo logistico, ya que este modelo permitiera interpretar las 

asociaciones como efectos sobre la respuesta y ciertas interacciones. 

Es decir se consideraría la preferencia como variable respuesta y el 

uso, agua y temperatura como variables explicativas, es decir se expli 

caria la preferencia de acuerdo a si es usado o no previamente el de-

tergente, el tipo de agua y la temperatura con que se lava. 
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Ejemplo 3. 

Se refiere como ya se había mencionado, a un estudio para 

investigar si las diversas formas y colores que adquieren cierta va 

riedad de gusanos depende o no del sexo y localidad en que se encuen 

tren. 

Esta variedad de gusanos puede tomar 7 diferentes varieda 

des de formas y colores las cuales son: 

Populi (POP), Typica (TYP), Trilineata (TRI), Marginella (MAR), 

Lateralis (LAT), Flauicollis (FLA), y Albomaculota (ALB). Las for 

mas MAR, LAT y FLA están ausentes en el sexo masculino. Estos gu-

sanos se recolectaron en dos sitios diferentes denominados A y B 

respectivamente. 

Los datos con los que se cuenta es el número de gusanos 

de cada forma clasificada por sexo y localidad. Es decir contamos 

con datos clasificados de acuerda a tres variables y lo que se pre 

tende es probar si existe relación o no entre esas variables, por 

lo que nuestros datos se pueden representar en una tabla de contin 

gencia de tres dimensiones. 

Los datos que se obtuvieron son los siguientes: 
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FORMA 

Sexo Localidad POP TYP TRI MAR LAT FLA ALI3 

M 	A 	51 123 18 

M 	B 	116 303 44 	, 

F 	A 	58 	91 	15 	7 	5 	1 	2 

F 	B 	133 289 44 31 13 2 7 

Al conocer que las formas MAR, LAT y FLA no se presen 

tan en el sexo masculino, se sabe que existe una relación entre el, 

sexo y la forma y color de los gusanos, por lo que al ajustar el 

modelo de antemano se sabe que debe existir interacción entre sexo 

y color-forma, por lo que se realizaron dos tipos de ajustes. Los 

primeros considerando un peso igual a todas las celdas y posterior 

mente dando un peso de cero a las celdas correspondientes a sexo mas, 

culino y MAR, LAT y FLA. Lo que equivaldrá a probar la independencia 

entre los variables una vez que se ha eliminado la dependencia que 

se conoce en forma a-priori de que ciertas formas y colores no se 

presentan en el sexo masculino. 

Los resultados obtenidos se muestran a continuación. 

1~11111111~111111111111111•11M 
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X.GM FI F2 F3 F4 r5 F6 S L SI 52 93 84 95 Sh L1 L2 L3 L4 L5 Lh 

$GC DEL 
1C 	•cOMO LA DESVIAC1ON RESULTA SER NO SIGNIFICATIVA QUITAREMOS DEL 

MODELO LOS TERMINO! CORRESPONDIENTES A LA INTERRACCION ENTRE 
FORMA-COLOR Y LOCALIZACTON. 

$FIT 

SCALED 
CYLLE DEVIANCF 	DF 

10 	6.942 	13 

Ln usvinumm FEHULTA SER NO SIGNIFICATIVA Y POR LO TANTO ESTE ES EL MODFLWOUE 
MEJOR AJUSTA A LOS DATfiS, YA QUE SOLO CONTIENE LA INTERACCION ENTRE SEXO Y 
FORMA-(::(.ICOR, LO CUAL. SU. ESPERABA DESDE UN PRINCIPLOT 	AL SABER QUE CIERTAS 
FORMAS NO SL DAN EN EL SEXO MASCULINO. 

$C cONSIPERANDO LAS CELDAS EN QUE DE ANTEMANO SABEMOS QUE NO VA A HABER OBSERVACIONES 
CON UN PESO DE CURO. SE OBTIENE LO SUIGOTENTE. 

$rAif 	Uf = 1 

4.c(iii 1,4(4) ,,. NI(5) 	WI(6) = WT(11) = W1'(12) = WT(13) = O 

$NET!u! 	141 

44,To4 



sc II..  MODULE' OUE SOLO INCLUYE A LA NEDIS GENERAL COMO PARAMETRO 

----- CURRENT DISPLAY INNIBITED 

SCALED 
crur DEVIANCE 	DF 
5 2059. 	. 21 

$ LDEI. 
LE LA DESVIACION RESULTA ALTAMENTE SIGNIFICATIVA. 

te 	AHORA AJUSTANDO LOS EFECTOS PRINCIPALES PARA PROBAR LA HIPOTESIS 
DE INDEPENDENCIA DE LAS VARIABLES 

SEU^ 41,C+ SEX 1 LOCS 

SGALED 
• CYCIF DEVIANcr 	DE 

A 	15.92 	• 	13 
• 

tr1 A DE991ArION R17.(1111 .1A SVP NO 11IONIF1CATIvA ES DECIR LAS VARIABLES 
141N INDEPENDIEWTS 

tet. 	1101*1.0 	 E5 II. SUIGUIF141179 

III U Ay 

11?1,11IC'ITW 
X 	1.111: 

11 I I 	I I 11 "..1 	111 	ti F.11 	f 5 I I 1,1Ij 911 t)Y El 

5YA11, 11 
1 01 u DINIANIT 

4 	1.f12 

I 	I I Mey 1 F.' PAPAMVUER 
0,1,1411 	wOM 
is 

 
1,, -.1 



3 -0.5-/Y5 0.1290 F2 
4 -0.1201 0.1721 F3 
h 	o.61an 0.22411 F4 
6 	2.411 0.49119 FS 
7 	1.H10 0.2750 E6 
13 	.1309E-01 .2.770E -01 11 
Y -0.4US9 

SCALE PARAMFVER 
.3041E-01 
FAKEN AS 

1 
1.000 

hund 
$STOP$ 

1:111
i
11111111111111111:111: 1 

I 	
i ii 	i  !  . 	. 	I  

m h.; mil. Ni Ilirst 1 

fu1.,1;59:07.2 1'irmti0.0 1~.9 
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Como se puede observar cuando no consideramos que las 

formas MAR, LAT y FLA no se dan en el sexo masculino, es decir 

todas las celdas tienen el mismo peso, el modelo obtenido es el si 

guiente 

Log Fijk  = u + Fi  + Si  + Lk  + FSij  

se confirma la dependencia conocida entre sexo y color y forma. 

Mientras que cuando a las celdas anteriormente mencionadas les da 

anos un peso de cero el modelo que mejor ajusta a los datos resulta 

ser 

Los F
ijk 

= u + F 1  + S, + L
k 

Es decir, al eliminar la parte de la interacción entre forma y 

sexo esperada, las variables resultan ser independientes. Al 

asignar peso cero a las celdas en las que no puede haber observa 

ciones se esta dando estimación a-priori de cero para esas celdas. 

Es decir, el no asignar a.-priori un peso cero a dichas celdas, nos 
rr 

conduciría a un modelo enóneo, en el sentido que estaría reflejando 

una dependencia entre sexo y forma que de hecho no existe. De ahí 

la importancia de considerar explícitamente los ceros estructurales. 
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