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I NTRODUCCT1T ON

En los Gltimos tiempos el Diseflo de Experimentos ha veni
do tomando mayor importancia y se ha utilizado en areas tales
como Medicina, Veterinaria, Biologia, Psicologia, etc.; esto se
debe que disefiar un experimento consiste en plantear lo que se
desea probar, determinar como se va a realizar el experimento y
cual es el modelo estadistico que se requiere para probar la

hipotesis planteada, todo esto sirve para obtener resultados 6p

timos en el experimento.

El método estadistico que se utiliza en el analisis de
los datos de modelos de Disefio de Experimentos se llama Anali-

sis de Varianza, el cual se presenta en el primer capitulo.

Al realizar un experimento muchas veces no podemos obte
ner el mismo nimero de observaciones en los distintos trétamieg
tos, ya sea porque nos es imposible probar ciertos niveles de
los factores o porque algunas de nuestras observaciones se nos

""pierden'". A estos modelos les llamamos Desbalanceados.

Cuando tenemos un modelo desbalanceado el andlisis de
los datos es mas complicado ya que se necesita reparametrizar

cl modelo para hacer el Andlisis de Varianzao.

E1l objetivo de esta tésis o introducir al lector al
analisis de modelos de disceihos experimentales balanceados v

deshalanceados.,




En el primer capitulo se presentan algunos de los mo-
delos de diseio de experimentos y el Analisis de Varianza

cuando éstos son balanceados.

En el segundo capitulo se presentan algunos de los
métodos de Comparaciones Miltiples. Estos se utilizan para
captar las diferencias cuando el Analisis de Varianza nos

indica que el efecto de los tratamientos no es igual.

En el tercer capitulo se da una idea general de los
modelos de Regresidén Lineal, ya que para reparametrizar un

modelo es necesario considerarlo un modelo de regresién.

En el cuarto capitulo se habla de los métodos de Re-
parametrizacion y su aplicacidn a los modelos de disefio de

experimentos.

Por Gitimo se da un ejemplo de un modelo de disefios
desbalanceado al cual es necesario reparametrizar para obte-

ner el Analisis de Varianza.




ANAL IS TS DE VARIANZA

Al hacer un experimento nos qustaria saber por cjemplo, cudl es la
dosis de fertilizante mas adccuada para optimizar la produccidén de un terreno,
qué tipo de fungicida y en qué dosis nos cénvicno mas aplicarlo para disminuir
los hongos en las semillas a menor precice, cudl es el tipo de perfume de mayor
venta en cierto tipo de tiendas y por qué la gente lo prefiere, cual es la me-
jor combinacidon de alimento para la produccidn porcina de cierta region, ectc.
Sin embargo, al experimentar encontramos fendmenos en los cuales no se pueden
predecir los resultados, ya sea por desconocimiento total o parcial de las le-
yes involucradac, a éstos se les llaman fendmenos aleatorios; para poder estu-
diar estos fendémenos es necesario utilizar métodos estadisticos.

Por ejemplo, si queremos saber cudl de diez fungicidas nos conviene
utilizar para eliminar cierto tipo de hongo en las semillas, encontraremos que
al aplicar los fungicidas a distintas semillas después dz un tiempo algunas se
millas presentaran mucha presencia del hongo, otras tendrdn menos vy algunas no
tendran hongo, en este caso parte de la variabilidad de los resultados es de
tipo aleatorio; incluco semillas tratadas con ¢l mismo fungicida presentardn
cierta variacion en relacion a la incidencia del haongo.

En este tipo de experimentos se busca la comparacidn entre distintos
factores: mejor dosis, mas efectivo fungicida, tipo de perfume de mayor venta,
mejor combinacion de alimento, etc, es por esto que se les llama experinmenton
comparativos,

Como dijimos antes, existe on los resultados una variabilidad de tipo
aleatoriog uno de los métodos eotadicticos para analizar Tos resulbtados de cote
tipo de experimentos en el Analisis de Varionza, ¢l cual <o plantea el cotudio
de los efectoc de una o s variables independicates (cualitativas o cuantita-

tivas) cn ana variable do Fespucsba,




En un experimento cn el que quercemos comparar cual dosis de anestesia
es la OpLima en una operacion, debemos incluir todas las variables que pueden
alterar la respuesta: edad, peso del paciente, estado de salud, sexo, tipo de a-

. nestesia, etc. Estas variables junto con la dosis aplicada seran las variables
independientes que nos van a determinar la variable de respuesta, la cual es la
variable que depende de esos factores (variables independientes) y que en cste
caso seria el estado de salud del paciente después de la operacidén.

El Anadlisis de Varianza es una técnica mediante la cual la variabili-
dad total de una respuesta sc distribuye entre las variables independicentes quce
la determiinan. El razonamientc de este procecimiento es que las variables de
respuesta varian Gnicamente por las variaciones de un conjunto de variables in-
depgndientes desconocidas.

El objetivo del Andlisis de Varianza es determinar las variables inde
pendientes mas importantes en el estudio y determinar cémo interaccionan vy afec
tan la respuesta.

Por ejemplo, si queremos saber cudl de las dosis A1 6 A2 de la subs-
tancia A hace que la concentracidon de adrenalina sca mayor en ratas de tabora-

torio, podriamos tener un modelo de la forma:

Y = f (A,B,C,D,...)

en donde A,B,C,D,... serian las variables independientes que determinan la res-
puesta; edad de la rata, sexo, régimen alimenticio, temperatura, dosis aplicada
de la substancia, cte. y la variable Y corresponde a la variable que doponds

de las variahles independientes, Tlamada variable de vespuesta, la cudl, en o -

t

)

o

cjemplo medirTa la concentracian de adrenalina en alguna escala, tn cote o
jemplo, Ta variable independicente que principalmente nos interesa conocoer u
efecto en ta variable de respuesta, ¢s la dosis de la substancia A aplicadag

a esta variable e 1lamamos Vactor de interds.

A cada micembro de Ta poblacion del cudl se va a obtener una reapue:, -




ta se le llama unidad experimental; ¢éstas pueden ser: ratas, nifios, lotes de sC

millas, parcelas, tiendas, ctc.
En un estudio como éste, tenemos que confirmar que la variabilidad no
aleatoria en la respuesta se deba efectivamente a las distintas dosis de la

substancia aplicada y no a la variacion de las ratas en relacidén a la edad, ali

mentacidn, o alguna de las otras variables que afectan la respuesta. Para esto
lo que se hace es identificar aquellas variables que pueden ser controladas ta-

les como la alimentacidn suministrada, el peso de la rata, sexo, edad, etc. vy
mantenerlas constantes como condiciones experimentales durante el estudio; es
decir, es conveniente realizar ¢l experjmento con ratas que tengan caracteris-
ticas semejantes en relacidn a estas variables. Es necesario distinguirlas de
aquellas variables independientes que no podemos controlar, tales como que una
rata coma mds que otras, que una se caiga a) agua y tenga distinta temperatura,
que alguna haya sido mordida, ... es decir, todo aquello que puede modificar la
concentracion de adrenalina y que nos es imposible controlar, las cudles, en al
tima instancia determinaran la variacidn alcatoria o no explicada por los fac-
tores estudiados.

Mientras mas variables controlemos, con mas confiabilidad podremos
pensar que la variabilidad se debe al factor de interés, sin embargo, al misio
tiempo el grado en el que podemos generalizar los resultados se reduce, ya que
éstos sc obtuvicron para cicerto tipo de rata, todas ue scxo macculino, todas
de cierta edad fija, ete. y podemos generalizar nucstros resultados Gnicamen-

te a poblaciones gue cumplan con todos estor roequisito,.

Do esla mancra, nuestro wmede To pod g Gucdar:

o donde 5 e el factor que no dnte reca medic y compoar g Ao

con Tas condiciones cxper imentales (vari bl o Cija on today Tae unidadcn -




perimentales del estudio) y D,E,F,... son las variables que no podemos contro-
lar.

Cemo las condiciones experimentales son fijas para todos los miembros
en estudio, podemos supohcr que la variabilidad de Ta respuesta no estd siendo
afectada por éstas, de mancra que podemos suprimirlas de la evaluacion sin per-
derias de vista, ya que nos indican ¢l grado de gencralidad de nuestros resul-
tados.

Por otro lado, las variables que no podemos controlar van a ocasionar
variabilidad en las respuestas que no se deberan a nuestro factor de interés,
esta variabilidad da como resultado un error en nuestros resultados que debemos
considerar. Como no podemos conocer este error en un determinado individuo de

nuestro estudio, podemos considerar que se trata de un error aleatorio. Conside

rando esto, nuestro modelo queda:

Y= f (S) + £ (D,E,F,...)

Intuitivamente f (S) es lo que esperamos obtener como respuesta vy
la funcién ¢ nos indicarfa ta variabilidad no explicada o aleatoria.

Supongamos que nos interesa comparvar la substancia ST y la substan-
cia S$2 en cierto fendmeno; podriamos pensar en dos submodelos: uno para 51
y otro para S52. Como el error esta dado por las variables no controlables vy
son las mismas para todas las unidades experimentales, podemos suponcr que ¢l

error tiene el mismo comportamicnto, que es del mismo tipo. Por lo tanto, ten-

driamos nucotros submodelos:

Y f (s1) + ¢

Y - f (82) 4 €

Podr Tamon atacar ol problema hacicndo una comparacion de nicdias de
Y hajo Ta influencia de Tas dos substancias, pero como no sabemoy oi | (S1)

f (572) won tas medias o solamente una wedida de Tocalizacion, pademos ver g




neccsitamos para poder hicer la comparacion:

Queremos que f (Si) scan las medias, s decir que E(Y) - € (Si),

pero vemos que

E(Y) = E( f (Si) + )

il

E(f (si) ) + (¢«

= (Si) + EC )
es decir, necesitamos que E(¢ ) = 0,
Supongamos que E(Y) = f (Si) + ¢ en donde ¢ = E( ° , si rede-

finimos nuestro modelo, éste podria quedar:

Y = f (Si) + ¢ +'( “-c)

en el cual, vemos que

it

E(y) = E( T (Si) + c + (g-c) )
=  f (Si) + ¢+ EC-c)
= f (Si) +c+ E(:+) -c

= f (Si) +

e}

Por lo tanto, nuestro modelo quedaria:

en donde 7 (Si) = 1 (Si) + ¢ es 1z media de 1o poblacidn v o F( )y -0

!

De cuta manera si suponemos que ¢l ervor es alcatorio y que e di-

2

. . . 4 . -
tribuye normalmente con media - 0y varianza (o ) desconocida pera cor tan-

te para toda Ta poblacidn v que existe independene o entre O tos, o doeo i,

que el error cxistente en o ung respuesta o ceove alectado deo minguna e o

por el error cnootra respuesta, puestro, cubmode bons




o

quedarTian: ~

Y = Wi+ ¢

en donde 1y upz serian las medias corrnspondientes a la pobia-

recibid la substancia S2 respectivamente,

tancia determinada, podriamos tener:

111= “-{- T,

H?_:. 1~1+ T2

quedaria:

en donde ¢ N(O,s)

se les llama niveles; en nuestro ejemplo tencmos un factor

tamioento.

ciéon a la cual se le aplicd la substancia S1 y la poblacion que

Tomando en cuenta que estas medias estdn dadas por

condiciones experimentales mas el efecto de suministrar una

en donde |l serfa la media general de todas las unidades experi-
mentales y 71i serfa el efecto de suministrar la substancia Si.

Con estas consideraciones, nuestro modelo original:

Y = f (S) + f' (A,B,C) + £'' (D,E,F,...)

A las diferentes modalidades de un factor de interdés

interés (substancia $) con dos niveles (ST y S2 ). A la conbi-

nacion de niveles de varios factores distintos sco e 1 Tama

Para poder comparar los cefectos de los tratamientor
cotadicticamente, ¢s neceosatio aplicar ¢otos a varian unidad
expelicentales . Mientra, mds unidades oxperimentales peciban
distintos tratanicntos conoceremos mejor ol celcecta de dotor

Fa o menot la variabilidad de los eotimadores) v onectros resultag -




dos tendran un mayor grado de confiabilidad y precisidn.

Para una unidad experimental en particular, nuestro modelo queda-

j= 1,2,...n
en donde Yij es la respuesta obtenida al aplicar el tratamiento i al j-8simo
individuo de la poblacidn en estudio; ''i es el efecto o la desviacién que su-
fre la media al aplicar el tratamiento i-8simo yffij es una componente de la
variacibn producida por las variables que no controlamos y que Suponemos alea
toria,

Tomando 1+ T i como una funcidén de i (u+ Ti = ui) y partiendo en

dos modelos, podemos tener:

2
= + ¢ ~ Y
Ylj P €1 con € N(O,c")
Y n e con ¢ .. N(O 32)
27 M2 2] ) '
como Ylj y Y2j estan en funcidén de la variable aleatoria (v.a.) 1Y g
respectivamente, se desprende que Y1] % Y?j son también variables aleatorias
y que
== -+ o= |
= { I B
Var(y,.) = Var(y . | ) s x4
1] 1 1]
Var(Y..) = Var/( | ) ?
2] 7 2]
Por « jemplo, i suponemos que ;o el dlecto que o obitiene g
car cicrta droga vy ) el efceto obtenido al no aplicar droga, ;e i Ta me .
dia do Ta poblacidn o Ta caal e Te suminisird Ta droga y Vomedia de 1

7
poblacidn a Ta cual no e Te aplicd Cutar S0l comparar eotas redio s v aalig

que ol iquales (o ) podemos ponear que ol electo producido al aplicar

1 ?




la droga es igual al producido al no aplicarla, ya que si

1'1 ’1'2
I S U 1,
[ ] :.L 2

es decir, la droga no afecta al individuo.

Como vemos, al hacer una comparacién entre medias lo Gnico quec cs-
tamos haciendo es comparando los efectos de aplicar uno u otro tratamiento
(que es en realidad lo que nos interesa) por lo que (nicamente tendremos
que probar si LoE o,

Para poder comparar laST’i,S tenemos que estimarlas para lo cual
existen varios métodos; uno de los mads comunes es el de minimizar los errores
por el método de "minimos cuadrados', el cual Lrata de encontrar el minimo de

. 2
la funcion:

n .
!
F= Z % c..z
i vl ”
con respecto a T 11 Y T2 .
Vemos que =YL e ey
€] ) I
y quercmos encontrar: ?

Recordemos que para encontrar los valores minimos de una {uncién,

cs necesario derivarla ¢ igualarla a cero, por lo que si derivamos nuestia

funcion con respecto ol | y l7, obtenemos que:
- n 9 1
o F A - N 9 -’ 1
e (Y., =0 -t ) (V.- )
0! : i : ! ! i I [
- 7
ar - (Yo, = j= 1) = =2 (v.. - = )
G )}_ . IJ | l] ]
O | / j '
JF R N O P L MY (Y, = v - 1.)
O I i i 2] %
Jl o at oy ’ j

igualando o cero, e obticne un oictema de ccuaciones que ©  conoce con ol

nombre de Yecuaciones normales por medio del cual o obticnen Tor eatimadone




Nuestro sistema

la suma de las ecuaciones (2) y (3), por lo que no encontraremos una solu-

cion Gnica de este sistema y no podremos estimar 1, Cy vy, por separado.

estimar en forma Gnica la expresidn T T Ty €N lugar de inferir sobre ¢

12 por separado.

con lo que nuestro sistema

o

(2

(3

y i hacemos (20)

d(‘ N (ZIL:

)
)

—_—
~

.

~ .

[l
e

Como lo que nos

Para facilitar

COUACTones

de eccuaciones

kn,
i

de ecuaciones normales queda:

fi

(Y

normales es

o
’

.
”~

J

fi

l.

STV e T3

il

b3
-

—

fi

En este sistema de ecuaciones,

interesa saber

3) obtoncmo

siguicnte:

podemos ver que la

las padenmos veosoribin g

ccuacion (1) es

veamos si podemos

el andlisis, cambiaremos la notacién de manera quec:

N

0



por lo que T, -7 =V - Y

ueda univocamente determinada por las ecuaciones normales yuede ser esti-
q Y

mada; ecs decir

Hasta aqui hemos resuelto un gran problema ya que hemos podido es-
timar la diferencia entre los efectos, sin embargo surge el problema de la

variabilidad aleatoria que presentan los estimadores.

Veamos ahora por qué es importante la variabilidad. Ya que pudimos
estimar la diferencia entre los efectos producidos al aplicar un tratamiento
y otro vemos que si esta diferencia es ‘''grande' significa que el efecto pro-
ducido por un tratamiento difiere mucho del efecto producido por el otro tra
tamiento y si esta diferencia no es muy grande, se puede pensar que se tiene
el mismo efecto al aplicar cualquier tratamiento.

Ahora bien, icémo podemos saber si esta diferencia es grande o chi
ca?... ise puede pensar que la diferencia es grande si vale 1,100,500,...7

Para poder saber si la diferencia entre los efectos es grande o
chica, es necesario compararla con algo, y es en esta parte donde la varia-
bilidad de las poblaciones adquiere importancia.

Supongamos que cn una muestra, al aplicar cierta dosis Al obtenc-
mos  respucstas que en las figuras uno a cuatro denotamos por "'y al apli-
car la dosis AZ obtenemos respucestas las cuales se denotan O U, Las respues

tas cestan distribuidas de la siguiente manera:

Figura 1 R

12
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O O O 00 000
0000 0 [0 30

N

Figura

Ylo Y?o

Q0O O OO 00O
Figura 3 Qoo O E]E}D?

Y]o V?_o

En la figura 2, tenemos las mismas dos poblaciones ob* nidas con le

muestra, excepto que la distancia entre éstas (medidas con 7& y Y2 ) se ha

incrementado. En la figura 3 esta distancia crece todavia mas, pero la varia

cidn en estas tres figuras permanece constante.

Viendo estas tres figuras, lcual de ellas ofrece mayor evidencia de

que exista diferencia entre My v :12? Seqguramente escogeriamos la figura 3,

ya que los datos nos muestran una diferencia mayor entre las medias en compa
racién con la variacion interna de cada muestra.
En la figura 1 no podemos decir que las medias ( Y ?) SO CL-

tadisticamente diferentes, ya que la variacidn de los datos con respecto su

media poblacional co muy grande cn comparacion con la diferencia entre Y

.Y
P

OO0
Figura h iy pg Q000

. v,

4 .
En 1o fiqura b, tencnos 1a mismg difercenciao entre tas medias mue,
troles que en o figqura by pero 1o variaciaon entre los datos con reapecto o

mediao ha oido voeducidar Inocata dlitima figura oo ve mas claramente que puedne

crintiv diterencia entroe “1 YARY

X




Para verlo mas claramente, supongamos que nuestras poblaciones Pl y

P2, se distribuyen normalmente, de tal manera que:

2

P1~ N(Cwr, 07)

y P2~ N( vy, 02)

cuya grafica es la siqguiente:

Figura 5 — ' -
H Mo

Si mantenemos la misma varianza, pero la distancia entre las medias

aumenta (Figura 6), o si reducimos la varianza cuando la distancia entre Hyoy

W, permanece fija (Figura 7), en ambos casos la probabilidad de que exista di

ferencia entre Ay VY b, Aumenta:

e
\‘.
hY
\\
~
. N - AN
Fiqura 6 — , ~. - l ~— ;
A1 o |
f
1
Figura 7 _ \\H ’// X S
ih iy

Es dociv, para poder saber i

by /o, es necesario saher cudnto \a-
1 7
Fian los datos con respecto o si moedia poblacional, y «olo asi sabremos i 1o
distanci entre Y‘ y Y? cs suliciontemente qrande parva poder decir que

eriste diferencia estadictica entre 1o, mead ias

P por esto que e Tlama Padtivie e Yarianza, yva que 1o comparacion




entre los dos tipos de varianza (entre medias y entre qrupos) es la que nos ha

ce determinar qué decisidn es la que debemos tomar.

v



Modcelo de un criterio de Clasificacion.

-

En particular, estamos intercsados en determinar como podenos dividir
la suma de cuadrados total de las desviaciones en dos partes que correspondan:
= Variacién entre las medias de las poblaciones vy
- Variacién dentro de cada una de las muestras.

Si tencmos dos muestras poblacionales de tamaio npyon, respectiva-
mente, la suma de cuadrados total de las desviaciones de las observaciones

(n1 + n2) con respecto a la media general, estd dada por:
£ ng _ 9
SCT= 5% % (y..-Y )
e ij .
1=1j=t
En donde Y es la media general que contempla todas las observacio-

nes de ambas muestras y esta dada por:
2

— i
L ? ? Yij / n. en donde n.=n4n,
' J

Ahora veamos como podemos partirr esta suma de cuadrados:

nij _
SCT = ) 5, (Y..- V..)?

. . I
i J

= ) Y o - v !
5, 2 (YiJ. Yoo+ y, .= ¥ )
P

= 7. foo- Y ’ - Y, .- Y + Y. -¥ ‘
) 2 ( \‘J Y' )Y o+ 2 (Yij Yl ) ( \I Y..) ( . )
]

_ ~ . l]i .

=) (Yl ~_Y‘ )7 w25 | Yi.~Y. ) o Yo -YI Y, (v| - )7
b : | J ' i

) oy Vo) L2 (\i.~Y. ) (ni Y..-nioy ) (1’, %
I J . I Lo
Yo, (YI.— ?' ) 40 4 s YI - Y..)
P ' i
Yoo YL e ) s oy YY)

' . i [ , I
| } ’ I
en donde YL, - Y Yij e la media poblacional de Ta i-daima nmuest ra,




£ derec

1 &

primer sumando a

(% % (Yi ~Yi )*) nos mide cuanto sc
i ’
dos de lta media de la poblacidn a 1la
en cuenta todas las poblaciones (es
datos en cada una de las poblacione
/l—'t
| cudnto
L~_M$\\ dentr
— ; S
Y.
A este sumando se le llama "

-

Error'(SCE), ya que esta variacidn

mente atribufda al error experimenta

Al seqgundo sumando le llamamos "Suma de Cuadrados de
los Tratamientos''(SCT) y si vemos, esta cantidad la podemos
transformar de la siquiente manera:

2 2
YonidY, =Y ) = n (Y -Y )?4n (Y -Y )°?
P I . 1 1 . . o 2 2 . .
‘.-
— Vv ? v < - V2 l’) .-/ -( Ls 4 N - ./
= n —~2n Y Y n Y oY -2n N Y oy
1 1 1 1. . R > 2. O B S
= n Y Zen Y 7 =2V (oY an ¥ )Y T (n o4n )
11 2 . 1 . 2 7 . 1 v
MUY AT Y
. Fo - |,)
o . , , \ j
n Y oan o7 Tapp U (Y v
5o ;oo non I 2 noobn
) : J J i 7
coy o\
7 i )
Y Yoy - (v ny .. ( Y., ) /
b /R n I'n . (1 , i) nodn
) ! o U ]

de

ha del signo iqual

S

alejan los datos obscerva

que pertenccen, tomando
decir, cuanto varfan los
s ).

sc alejan los datos
o de su poblacian
Suma de Cuadrados del

la muestra es gencral

1.



cuando 1

nos

mide

Con

a diferencia entre Y

que

il

1

cstlc

tan

n +n

Fesul

lejos

]
9

. 2
(%%Yii>
S L
n o +n
1 2
- -l~~ (XY
n o tn .1
1 2 J
1 -
no+n [(%Y
2 J

tado podemos ver q

estan

»I
1 -

las

Y cre

2

medias

ue

ce;

de

la S

S

cada

L
?> \I __<__-___; ____ >
1« 2. notn
2 1 2

3 NNy
2 (D S 2
> n +n 1 -
1 2

CT aumenta,
decir, la SCT

poblacidn
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Como vimos antes, para poder determinar si hay di fe-
rencia estadistica entre las medias de las poblaciones, es
necesario saber qué tan lejos se encuentra una de la otra
(cantidad medida por medio de la SCT) y cudnto se alejan Jlos

datos de su media poblacional (cantidad dada por la SCE), que

son las 2 clases de variaciones que vimos en las qr&ficas.

Mientras mds grande sea Jla SCT en comparacidn con la
SCE, mds evidencia habri de que existe diferencia estadistica

entre las medias ul Y% “2'

Pero icémo podemos determinar cuando es grande?
{Cudndo la SCT es suficientemente mayor que la SCE para que
. . . . , oo |
nos indique que existe diferencia estadistica? Para saber |

esto, podemos hacer una prucba de hipdtesis.

Lo que nos interesa saber es si existen diferencias
entre los tratamientos. Vimos antes que analizar esta dife-
rencia Ot]—r ) es igual a analizar la diferencia entre las

Z
medias de las poblaciones que recibieron tratamicentos distin
tos (Ul~n ) va que IR y ¥ —U+T? por lo quec:
) .

1 ?

F e L O O e A SR
L

Viwos tambicdn que cstas difcerencias tionen un e Ui

-

dor Gnivocament e terminado por lao couacionrs nermal e




Ahora nos intevesa saber si este estimador es estadis

ticamente igual a cero (lo que nos dirfia que no cxiste dife-

rencia entre los tratamientos:

<
]
Q
~j
il
<

-

<]

Para saber si es estadisticamente iqual a cero, es
necesario comparar esta diferencia con algo del cual conozca
mos su comportamiento. Para ésto se puede hacer una prueba
de hipotesis en donde:

La hipdtesis que queremos probar (hipétesis nula) es:

H ¢+ pn - =0

contra la hipdtesis alternativa:

Veamos ahora qué estadistico de prueba podemos usar

para ecsta prueha de hipdtesis.,

Gucremos < aber s ba SUH v ectadisticomente mayor
que SCE; i dato pana quicre deciy que of exiote diferencia

entre oo tratamiont o, Para ¢oato podriamos hacer ol cocionte:

SCT
e




Si este cociente estd cercano a 1 significa que SCT
no cs estadfisticamente mas grande que SCE y si es mucho méas
grande que 1, significa que sT hay difercencia entre los (ra

tamientos.

Hasta ahora, no hemos comparado ¢l resultado con nada
conocido pero veamos cdémo podemos hacerlo:

Recordemos que estamos suponiendo que nuestras obsecr
vaciones (Yij) se distribuyen como una funcidn de distribu-
cién normal: YiJNN(Ui’cz) y que son independientes; recorde
mos también que la sumatoria del cuadrado de las variables
que se distribuyen como N{(O0,1), ticnen una distribucidn Ji-

cuadrada. Por lo tanto, se puecde demostrar que si:

e 2
YU. N(ui,d )

Yi.~ui
—d = N0, )
2
? \I — \{' P _
y que 5 on =t ’~lﬁ ~ Ji“cuadrada en donde Yi *ﬁi
i o '
o SCE . Y
s decir: R L!i~cua<h ada,
O

Tambicn ¢o posible demostrar que <i la hipdtesia nula

S5 o clerta ontonces:




1
= ~ Ji~cuadrada
i

Los grados de libertad asocliados a la SCT son el
ndmero de poblaciones a las que se les aplicd distinto tra-

tamiento menos 1, (en este caso 2-1).

Los grados de libertad asociados a la SCE ecs el to

tal de observaciones, menos 1, menos el nimero de grados de

libertad asociados a la SCT, (en este caso =n1+n?~l~1)
Los grados de libertad asociados a SCtotal (E5(Y; -Y..)z)
i

estan dados por el total de observaciones menos 1.
Tomando en cuenta que el cociente de 2 distribucio-
nes Ji~cuadrada divididas entre sus grados de libertad nos

dan una distribucidn F, podemos conclufr que si llamamos:

Cuadrado Medio del Tratamiento (CMT) a (§£l) y Cuadrado
2
. CME ] ¢
Medio del Error (CHME) a (»wé)(ﬁmTﬁwmg) entonces nucsiro esta
) : oy é
a 1 ?

que bajo el supuesto de que 1a hipdtesio nula es cicrta tiene
una distribiucidon Iy los grado, de Tibertad ascoiados 1 ot

cotadistico son los asociados a la SCT v oa la SCI

S,ovs decir

choenle caso, tencemos que comparsilo con una funcidn




L1 estadfstico de prueba I, vimos que se distribuye
como una funcidén ; si este valor es muy grande nos indica
que la hipdtesis nula (“1:“0) no es cicrta y que c¢xiste dife
rencia significativa entre las medias de las poblaciones que
recibieron distinto tratamiento, es decir, no c¢s lo mismo

D

aplicar un tratamiento u otro,

La zona a partir de la cual decimos que F_ ., es grande

Ca t C
y por lo tanto no aceptamos la hipétesis H de iqualdad de
0
tratamientos, estd dada por:
> F
F Fa
Si suponemos por ejemplo que H, es cierta, y que

P(F=F_ ) <a
' si a=0.01 y obtenemos

un valor de Feo tal que F > F , como la probabilidad

alc calc c 0]

es tan vaja, se considera que ha sucedido algo improbable
bajo el supuesto de que H es cierta por lo que H se consi
0 9 -

dera falsa, y optamos por la hipdtesis alternativa.

o vona vavada reprosenta ol {oca ca 1o

aque b hipdtecia U e considera bupaanbable
~ 0

() ’(ll’]ll.




Al valor de « sc¢ le Vlama nivel de significancia.
En realidad es muy dificil fijar este valor, ya que existen
2 tipos de crrores que se pucden cometer en una prucba de

hipotesis, los cuales sec presentan en el siguiente cuadro:.

\\\\\\\\\\\ S I TUAC I 0N
DECISION H CIERTA HA CIERTA

0 .

Decision
ACEPTAR H correcta no hay Evror Tipo I

0 _ error
Decision
RECHAZAR H Error Tipo | correcta no hay
0 error

Dados estos posibles errores, se busca minimizar la
probabilidad de cometer el error tipo I!l, ya que hemos fijado

la probabilidad del error tipo 1 (o).

Si nos ponemos muy '"'exigentes' en la captacidn de
diferencias (cs decir escogemos o muy pequefa), scrd necesa-
rio gque los efectos de los tratamientos scan "muy'" diferentens

para que nuestro valor de F sobrepase el valor de I
calc G

Figura A

(muy ecxigenteos)




Por el contrario, si somos muy poco exigentes (« muy

grande), la prucba serd tan scensible que quizd captemos dife

rencias sin importancia practica, Con cualquier ¢ ¢ dife-

rencia nuestra F podra secr mayor que F
calc 8

Figura B

(poco exigentes)

Fa’.

Es 16gico pensar que por lo general se buscard que
el error tipo | sea el de méds graves consecuencias, ya que
es el que se va a Tijar. La probabilidad de cometer el error
tipo | se fija con una probabilidad '"baja'" o y se elige de
manera arbitraria; no podemos olvidar que si nos volvemos
muy estrictos en el control del error tipo |, el error tipo

'l aumentaria.

Es necesario que captemos las diferencias entre los

tratamicntos cuando éstas tienen sentido. Por ejemplo, si

’
a es muy "grande' es posible que digamos que existe diferen
cia entre la diecta Ay B a pesar de que A reduce 100qgr. mas
de peco a determinaodo tipo de perconas que B, 1o cnal no
tendria onucho wentido practico (Fig, B); en cambio si o ey
muy "pequeino' podriamos decidir qgue una anectesia os iqual
que oltra porque una ducrme al paciente aproximadamente !

hocas v o la otra 8 hovas, lo cual padria tencr graves conse

cucnelas (Fig. n),

24



Los valores que se eligen mas frecuentemente son:
a=,05 y «a=,01,

Hasta aqui ya tenemos todo ¢l proceso que debe de
seguir un investigador desde que tienc sus datos hasta saber
si existe o no diferencia entre una y otra poblacidon. Todo
este andlisis estda basado en un modelo de 1 criterio de cla
sificacién (una variable de interés), y 2 niveles (2 pobla-
ciones que reciben tratamiento distinto):

L EUHET L HE . ~N 2
Y|J WHT ¥ con ¢, (0,°)
i =1,2,
i =1,2, » 1
y los resultados se pueden resumir en una Tabla de Andlisis
de Varianza para este modelo:
TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA
MODELO: 1 criterio de clasificacidn con 2 niveles
Suponiendo H 1 =y
o1
e e e e+ i e e+ oo e e+ e e e e e
FUENTE GRADOS SUMA . -
OF OF DL CURDRADOS :
VARTACTON | LIBERTAD CUADRADOS HEDTOS
. . R . 7 - -~ . ? (1 ..
FRATAMIENTO 1 Von (Y. -y )7 LY. ey vl
) | | .. . [ i - Gl ror
N - R i
) n., .
- i (v v )
LRROR noan =2 |y Ay ey )7 L,y
] Y . ) . , oo
! J b |
TOTAL notn -l A A
1 p i i U .




de

grados de libertad asociados al crror.,

26

Los grados de libertad asociados al total es la suma

los grados de libertad asociados a los tratamientos v los

Veamos ahora algunos cJemplos:

.= Supongamos que tenemos 12 ratas de laboratorio como uni-

dades experimentales y que queremos saber si existe dife
rencia entre una sustancia A y una sustancia B al respon

der ante cierto estimulo.

lLa variable de respuesta es el tiempo que tarda en res-
- . - |
ponder al estfmulo. £l experimento se hard balanceado, |

es decir en las 2 poblacjones (la que recibe Ay la quec

recibe B) se tomardn el mismo ndmero de observaciones (6).

Los datos obtenidos son:

TIEMPO QUE TARDA TIEMPO QUE TARDA
REPE (G0N AL APLICAR A AL APLICAR B
1 6.1 9.1
2 7.1 8,2
3 7.8 .6
Iy 6.9 6.9
3) 7.6 7.5
6 8.2 /.4

TO1AL



La Tabla de Andalisis de Varianza para estos datos ces
FUENTE DE G ! SUMA DE CUADRADOS ’ - ; .
1o | P !
VARIACION dl"‘ | CUADRADOSS meoros o cate
TRATAMIENTO 1 1.6875 1.6875 E 2.88 ; -, 05 |
ERROR 10 ! 5.8617 | 5862 i j
e ‘ - e ; .
TOTAL 11 7.5092 ; { t
. . J
Buscando en una tabla de F(1,10), vemos que F.05=4,96,

Si

situamos

esto en una grafica:

e
—' ’%‘;f't\’f:‘\
O ‘,’\._
el e D,
2.88 b, 96
Podemos darnos cuenta facilmente que nuestra F s
calc
menotr que £ para »=.05 por lo que podemos concluir que cl
Ct
tiempo que tardan las ratas al reaccionar ante ol estimulo
es estadiosticamente ¢l mismo <i se le aplica |la custancia
A d Ta sustancia B, Es decivr, no exioste suficiente eoviden-
cia para concluir que las do sustancia, produacen ostiomnlo,
distintos en las ratas,
Fho= Sopongamos ah 1o que not dntereas caber o cietto fungi
cida aplicadg plont dooma i b ve realhont o peor




evitar la
mos h

camos e

aparicion de

lotes de

100

fungicida (a 1a

pararlo, tomamos h lotes
tros "testigos'" (no les
mos bajJo las mismas

Después de

tiempo,

hongos en

semillas

cst

de mafiz
misma dosis
de 100 semi

medimos

d

aplicamos fu

condiciones.

¢ alguna

a. Para ésto,

cada uno vy les
) y para poder
Ilas que scran

ngicida) v los

manera la

de hongo en los lotes, obteniendo los siguientes
dos:
o ]
LOTE , CON FUNGICIDA SIN FUNGICIDA
(een o) N
1 1,2 5.3
2 1.5 b
3 2.8 5
g 1.5 3.7
Total 7.0 18.0

La tabla de

de estos

FULNTE DE

VARITACTON

VRATAMTENTO 1

FRROR

TOTAL

anadlisis

datos es:

de varianza

que

SUMA
DE
CUADRADOS

15,125

CUADRADO
MEDIO

se obtiene a

R

, .
calc A

- e mreo e e a aew - ——- PR

Po . 125

hu1667

27 . hy S

py— PN -

toma
apli
com-
nues

pone

existencia

resul ta-

partir

28



29

Buscando en una tabla de F(1,6), vemos que F.01=13.75
por lo quc chlc es mayor que F,01, por lo que rechaza-
mos la hipdtesis H y podemos decir que existe evidencia
ecstadistica de que hay diferencia en la aparicidn de
hongos al aplicar ¢l fungicida y al no aplicarlo.

Como estamos midiendo la existencia de hongo y resulta
mayor al no aplicarlo podemos decir que el fungicida si

es eficiente.

l.1.2

Modelo de 1 cr[terio_gg clasificaciaon

Y

k=niveles. -

Si en lugar de comparar 2 medias, quisi

3 6 mds, tendriamos un modelo de 1 criterio de

k-niveles (en donde k es el namero de medias

Y

ria comparar).

Por ejemplo, si quisiéramos ver si

en el qusto de las peliculas dependiendo del

realiza, vy si los trabajos que donsider

amos

son: medicina, historia, enfermeria rducadora

)

’

cidn, tomando como coidades experimerncales

(pora evitar confusicnnes i ol

existe

tr

Onic

Eramos compatar
clasificacion
que

nos gusta

diferencia

abajo que e

Fepresentativos

N/

vy camunicar

amente e e

coexo alecta), tendriamos un
modelo de 1 criterio de clasi“icacidan (el qunto de las pelid
culas en mujeres) v O oniveles (loo H trabajos que noa inter

Cooocomparac .,



Si tenemos §

comparar, cada una

drTamos poner:

REPETICION MEDICINA

(1)

con n i

HISTORIA
(2)

poblacioncsy

obscrvaciones,

distintas

lo

aque quoerenos

s datos los po-

(3)

ENFERMERA

EDUCADORA
()

COMUNMICACION

(5)

1 Y Y21 Y31 Yu Y51
2 Yiz Ya2 Yao Yo Yso
m Y Y Y Y
1m 2M am nn 5M
n, Y Y Y Y Y
1n 2N 3N 4N 5N
1 2 3 t 5
5
MNe= & n Y Y Y Y Y
i= ! 1. 20 3 I 5.
i=1
AN cste tipo de disceiios en donde se obtienen aleatoria-
mente muestras independientes de k-poblaciones se conoce cono

en Dis

Como nos

trabajo e

realizado vy

cno Completamente

quataria

al Azar.

cabiog

qustlo,

tendr famos

eyiate d

que

iforenct ntreo ol

Ve S
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Nucstro modelo lincal estadistico serfac:

Y., , -1, e, con
Fl | I hJ

en donde Ui=U+T..

Como vemos es una gencralizacian del

veles y la mancra de analizarlo es andloga:
La hipdtesis que nos gustaria probar
H oty =un =,,.=U

(VA H

para alguna | #j con P, i=l. ..,k

Por otro lado, generalizando el anali

€., .~N

(0,67)

modelo con 2 ni

es e

W \ K A:“i:¢LU

sis para mode-

los con 2 niveles a modelos con k niveles, la Talba de And-

lisis de Varianza para modelos de 1 criterio

cion y k niveles, bajo la hipdtesis H 1y =y =.,

de clasifica-

C= queda:

0 1 2 S
FUENTE G | sumA CUADRADOS ~ i
DE de | DE e cale | ™
MED
VARI/’\CI()N\ L CUADRADOS MERTOS
T TR — R 20 D A T
TRATAMIENTO | k-1 DRSS O 2D T N SO AL S L
PR B B . k-1 CME
i=1 i=1
— et e e ! ——— - e e e s e fom oo
1 ko, B Ko (Y, =y, )~
ERROR LR A O L IR “-»-—_--l-';-:---m
b o i )
T T T .l‘_-ﬁim— T - N
TOTAL TN i - (Yi; y o)
pood '
Podemon obvcrvar que Too oLt acociados al tratamioen

o

» OO N

ol

nitme o

doe

|)t)h|dk.'ful](' } ].l‘

micnto

divtiinto

(hiveles

(,l']

factar)

que  se

"], o ar

e plichd Trata

H .
e iados bl oy rar
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sOon

el total

factor y los

de observaciones menos el namero de niveles del

asociados al total es la suma de los anteriores,

que son el total de observaciones menos 1.

Veamos

algunos ejemplos para este modelo:

Se quiere probar la conductividad de cuatro tipos de

recubrimiento en tubos de televisidn, considerando que

el Gnico
Para ver
B, Cy D
con cada
dad., A

fija que

los, Los

factor importante era el tipo de recubrimiento.
si la conductividad de los recubrimientos: A,

es distinta, se hicieron 5 tubos de televisidn

tipo de recubrimiento y se midid la conductivi

los valores obtenidos se les restd una cantidad

no afecta los resultados y facilita los calcu-

datos obtenidos son los siguientes:

RECUBRIMIENTO

l('.(jr\lf:!.g\(\)'\::l‘\ A B ¢ D
1 6 14 -5 -8
2 5 [l - =11
3 12 0 -5 -5
L 9 5 -11 -7
5 10 =7 -9
o= 8.4 7.2

Con estos datos, hemos obtenido la siqguiente Tabla

de Analisis de Varianzas

32




c

significativa entre

s ,01

N "N - ‘, S]
FULNTE ( A CUADRADOS ' ct
DE de DE HED1OS calc
VARIACION |1 _CUADRADOS, B
[NTRE - - , -
RECUBRIMITHTO, O 35 378-3 29.8 »- 01

ERROR 16 203.2 12.7 ;
!

TOTAL 19 1338.2 s

Como F(

y F

ca

3 16)=5'29 cuando el nivel de significancia (&)
]

lc

> 5.29

los

Es decir, rechazamos la hipdtesis:
T L=
ATl e ™Hp
Hasta aqui podemos ver qgue no e¢s lo mismo poner cual-
quicra de esos I recubrimientos, Para poder saber ddnde
radican esas diferencias, es decir para saber si el A cs
mejor que ¢l B 6 ¢l D mejor que ¢l A ¢s necesario hacer
otro analisis estadistico llamado Comparaciones Maltiples
que trataremos en ¢l siquiente caplitulo.

1.

AN cuatro

companfac,

oo

recubrimientos.

Interoe:

o

CoOmpat

Al S

prodai

ypodemos concluir que hay diferencia

VI

de ventas y saber cul b de estoo b mejor, Parva ¢ atao

seohan asignado Greas que ticron aua potone i vl idad o

venta equivalenteo v ha qoe tido ol va Tame oo de vond

co o alaguunos dign encoqgidos de neg catolia,




Los volimenes de venta registrados por las U tiendas

fueron los siquientes:

X BENEN v
65 75 59 94
87 69 78 89
73 83 67 80
79 81 62 88
81 72 83
69 79 76

90

Y. =| 75.67 78.43 79.83 87.75

La Tabla de Analisis de Varianza correspondicnte a estos

datos es:

ITE f 3
FUENTE - uns CUADRADOS
DE de D& MEDIOS F e o
VARTACION | L CUADRADOS catc
ENTRE . . - e
| PROGRAMAS 3 712.6 237.5 3.77 0% 0l ’
b e e A SN F
t
ERPOR 19 1196.,06 63 ,
! - ——— o e . - - e e e - ————n——tn - e e et e mnn + 4 et tn o e i e e e e —
TOTAL 27 ’
Siobuscaoman cen tabilas de ’(3,19)’ cncontramos que o
O 2013 o gue nos o suqgerdiria o rechacar la hipdteais
P | ! o i 00 : i L0 P 0
N T My e by e

o que ne Suqger it o no o vecth azar oy g o que | _
“ « ale
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A
(O]

—

CLASTFEICACTON

— e b A b e tee @

MODELOS CON ? CRITERIOS DY

e e o e b tes e e $4mm A S ttan st o At Rt 4 s &1 b A acbrn e e

Dela misma manera en que nos interesa saber cémo afectan los
distintos niveles de un tratamiento en una variable de respuesta
( por ejemplo quc reaccidn producen distintas cantidades de cier
to microorganismo en la fijacidn de nitrdgeno en el suelo ), mu-
chas veces queremos conocer la recaccidn que sc¢ produce en la va-
riable de respuesta al tener 2 o mids factores de interés, con va-

rios niveles cada uno.

Tomando el ejemplo anterior, podrfamos querer comparar la fi
jacidn de nitrégeno producida por distintas cantidades de microor

ganismo, y a distinta temperatura,

Supongamos que nuestro microorganismo es el Rizobiuw?acioli
en cantidades: 200, 500, 1,000, 1,500 unidades; y la temperatura

en que queremos medir el experimento es: 15, 25, 35°C,

En cste ejemplo tendrTamos un modelo con 2 criterios de cla-

. sificacion Ky v Ko niveles respectivamente,
’

Criterios de Clasificacion: 1) Cantidad de Microorganismo,

2) Temperatura.

Hivelos o Ky h para Ta cantidad de microorganiamo:200,500,1007,1000,
- opara Cotper ctoe o VL 208, 34,

(n et e nodeto, gqueremos probar oo do, factores al micmn

Picipos, qucrenns ver gquic ofccta ticne ol Rizobhiardtacioli woboe 1o




fijocion de nitrdgeno al variav la temperatura y ol efcecto que pro

duce una cierta temperatura en la fijacion de nitrdogeno al tener

distintas cantidades de microorganismao.,

Como nos intercsan ambos componentes, es ncecesario hacer un
modelo con 2 criterios de clasificacidn y no 2 modelos por separa

do, cada uno de un criterio de clasificacidn

Se le llama tratamiento a las combinaciones entre los nive-
les de los distintos factores de interés., En el ejemplo anterior
tendriamos entonces un modelo de 4x3=12 tratamientos.

Bajo este modelo estadistico, nos gustaria saber si existen
diferencias entre los distintos tratamientos, es decir, cuadndo po
demos decir que la diferencia entre las medias de los tratamientos
es grande, tomando en cuenta la varianza de las poblaciones ( tra-

tamientos ).

En estos modelos, puede ormexistir "interaccion' entre los

tratamientos., fsto quicre decir que el cfecto producido por un tra
tamicnto, vartTa dependiendo del nivel en el que nos encontramos de

los {actores de interdés.,

Con alqguno, fcrplos podrfamos verlag ma  clavanente,

Supongamos que nos interes. saber o cudl de 4 o dietas di tintay
Ay, B, Cy hace que nos mantengamos oo omejor ootado deoalad, leom
bres vy mujere o Como quevemos saber caal o0 Ta m yor nar o amhor
)

cexos, tenemo  un o modelo con 2 critevios: bieta (A B0 )y k0

C M, 1), Partimos 1a pohilacidn por weson va que o cabogs,




guna de las dictas ¢s mejor para las mujeres y otra para los hom-

bres ( no wabemon si exioste interaccion Y. Si o oen nuestros resul -

tados obtenemos que el efccto de las dictas son parecidos
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independientemente de si estamos en el nivel "hombres' &6 "mujeres'
del factor sexo, decimos que no existe interaccidén entre dietas vy
sexo (es mejor la dieta C para hombres y mujeres); sin embargo, e¢s
posible que la dicta B tenga incluldos ciertos alimentos que la

mujer aproveche mucho mas que el hombre, en cuyo caso sc sequirTa

-

un comportamiento como el que se ilustra a continuacidn:

.
~
.
L R / Lo v
t"‘“ . .
ISR I v S )
»"
oo =" .
-~ RN S v amir o f e st a i Sw e < op e sin§ s
. . )
I'. (W] ¢ ¢ - «
e .
v e [ A

En coste caco e ve claramente que la mejor dicta, deponde
ded nivel en que e cncuentre del otro factor: cn b nivel o rc s,

ta tejor dicty eo la Gy en ¢l nivel nujeres Ta mejor dicta oo

~

la B In oeote cano 0 dice que existe interaccidn entre dict., ;

Oy,

for ol ejrnplo de 1o fijacidn do nitvogono on el wnelo, de




bida a la cantidad de microorganiamo v a la temperatura pucde o
ceder que con 500 unidades de microorganismo <o obtenga lta mayor
fijacion de nitroa:-no en el suclo, no importando la temperature
en que se trabajo:
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(no necesariamente tendrd la misma fijacidon de nitrdgeno, ya quec
la tempecratura también puede producir cambios en ésta, pero el
comportamiento del microorganismo es el mismo a cualquicr tempera
tura, es decir, 200 unidades fijan menos nitrdgeno que 1500, 1500
menos que 1000, y todas menos que 500 unidades, no importandn la
temperatura en la que nos encontremos) .

En este caso no hay interaccidon entre la cantidad de micro-

' organismaos y la temperatura,

Cn el caso en el que existicera interacidn, lta cantidad do
Mleroorcanitosn que i S 1 g tepemd g g e
AL Croorganismo ouc Lo mas nihlrogeno ol e lo, aepend g 1a i
nivel de lTa temperatura en ol que nos encontraramos:
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Cuando 1a temperatura es de 159C, 500 unidades son las que
s i
mas fijan ¢l mitrdgeno; cuando cstamos trabajando a 25°C,, 1500 u

nidades son Tas que mas hidrdgeno Yijan, y a 357°C.,, 1000 unidades

son las que mas fijan,

En un experimento, ¢s muy importante saber si existe o no
interaccidn entre los tratamientos, ya que puede succder quu crea
mos quce haya diferencia entre las medias de las poblaciones de un
cierto tratamiento, y sim embargo estas diferencias scan debidas
a la interaccidn entre tratamientos.,

Por ejemplo: si queremos saber cual de las materiales plis-
ticos A, B, C, D son mas resistentes a distintas temperaturas
(<10°C, entre 10 y 20°C., entre 20 y 40°C., >40°C.), y encontra-

mos quec se compotirtan:
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Si no tomamos en cuenta la interaccidn, podrTamos creotr que
el material 3 ¢ mojor que los olvos, ya que cnoalagunas piin

resultd mayor o su o recisteneia,

Pero i tomama ., cn cucenta que puede oxistint interaccion
ver oo que Tas o vecoo , cnogque ool amayor coineidT o conoque ba tome

pevaturay cra o neeyor ode ot er 0 ot temperature o bas owmato i bes

Coenian o i ma e, cive o, o o podenoc de i aimplomente que B




¢ nejor, tenemos que decir que

B es mejor

raturas mavores de h0°C. v depende del
y Y ]

material que va a usar tomando en cucnta a 1a

que va a trabajar y el costo de los materiales.,

Por todo esto, si queremos trabajar con un

criterios de clasificacidn, es importante saber s

nejar con o sin interaccidn, El modelo de varios
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ficacidn sin interaccidén es conveniente
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res de interés.,
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es, si consideramos I temperaturas a 3
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cn donde

Yijhk ¢co la respucesta obtenidao al aplicar el nivel i del
factor Ay ¢l nivel | del factor B en la L-=Cqima

repeticion,

¥ es la media general (dada por las condiciones expe-

rimentales).

O c¢s el efecto producido al palicar el nivel i del

factor A,

R es el efecto producido al aplicar el nivel j del

factor B.

Eijk es el error aleatorio.

Bajo este modelo estadistico, nos gustaria saber si existen
diferencias entre los niveles del fTactor Ay entre los niveles del
factor B.

Para esto se puede usar comparaciaon de media
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las po-
blaciones del factor A vy del factor B. Como suponcmos que no i
te interaccion centre los factores, estas diferencias <o pucden a-
nalizar por scparado para ol factor » vy para B,
El andalisic de los datoa eo parecido al modeto unoo e
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tio de claasilicaciaon, vy hecho eo cu goncralizacion,




Feally AN A

A

laxs

cCiones o

camoente

S0ON

.
O‘I(

I)I'|H_‘>l, ¢ quUe querenos probar sons:
Hoo Y e G- 1. Vo, H/\1 i L/ bogoe
I O R T L S I S L
A oo |
Lo decir, en (1) queremos saber i las medias doe )
b
los que e dew aplich el factor A <on iquales
ISR . . . -
y eni?2, i las medias a tas que se les aplicd o
iguales estadisticamente,
Poniendo la informacion en una tabla, se pueden
VoA !
1 .? Y
e e e e e e e ‘ — - - -
Y Yo Sl i e '
. . : e : ! T
7o 5 YA - ! !
. SN Vs ;
o Yzt ! LAY k ! !
R . . v ‘ .t
) I . l h TR ,
AN / i j b _7 o '_‘ . R I_-:...' -
X . . :
e e e e e e
Vo 1 RN !
l . . | ‘
{ J
i 3
‘\
L]
» ] .
L ! 14 i
! ' ©t !
\ Yoy
bt SRR c o K . :
- [ et - - - -
\ (A s r
claram ot Lo pabd Fone ., hipdie " quo :
Veoremo, pooimerame oo o [ S N T R TN l ( !
;o] friv ol S D I o o o, n
i [ A R 1'|i' 1 | Pactar oty

i'l ‘\

P

estad]

pobla

I factor B

ver

QUi

[ [ |
VAar {
teo bty



bidas al efaedcto

producido por

Tencemos nuestro

Yijk- v + ai

Yijk= 1 + (1

en donde
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Podemos observar que:

abn

a) 2 L2 ( Yi.o.=Yo. ) (Y.j.-Y...) = 2n 55 (Yi..-V...) (¥ Jo=Y...)
ij

ik

b) 2 E1E
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bn

ijk

abc _ _ _ _ _
c) 2 L% (Y.ojo=Yeuo) (Yijk=Yi..-Y.j.+Y...)

ijk -
b _ ot a n _ _
= 2 ¥ (Y.j.-Y...) z % (Yijk-Yi..=-Y.j.+Y...)
j i k
b - - - -
= 2 % (¥.j.-V...)(an Y.j.- an Y... - an Y.j. + an Y...)
J

Por lo tanto vemos que:

abn abn - abn _ 3 -
55 (Yijk-Y...)2 = 55n (Vi..-V.o. %208 (Yoj.-Y.o. o 485 (Yijk=Yi..=Y.j.+Y...)?
' ijk ijk ijk
a _ b ~ abn _ _
= bn % (Yi..-Y...)%+an % (Y.j. =Y. .0+ o8 (Yijk-Vi..-Y.j.+y...)?
i j i jk

como una generalizacién del modelo de un criterio de clasificacidn

se puede demostrar que:

SCToTAL = SCfactn * SCraces * SCerror

en donde:

abn
SCrotal = ??E ( Yijk"Y...)? (Cudnto se separa cada respucsta
J
de la media estimada de la po-

blacidn general),
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SCLotal los G.L. sociados
menos uno: abn-1.,
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. Y. ]
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y las pruebas estadisticas de F:

FfactA

FfactB

CMf‘actA
CMerror
CMfactB

CMerror

La Tabla de Analisis de Varianza es entonces:

Tabla de Analisis de Varianza para un

Clasificacidon sin

Interaccion:

modelo con dos Criterios de

FUENTE DE Grados de Suma de Cuadrado Cuadrados '
VAR | AC | ON Libertad @ adrados | Medios calc. “
ST SC cM
Factor A a-1 bn I (Yi' -Y...)?2 A A tip
i=1 a-1 CME
b~ - sC cH
Factor B b-1 an I (Y.j. v...)? B B
j=1 b-1 CME
. - = SCE
- - “a- + sdala H - - ?
Errol abn-a-b+1 %?Y(Yqu YieomYo ot W) Do
ijk
Total abn=-1 REE(Y i gYeen)?
ijk
En dondefLA y oy son ¢l nivel de significancia descriptivo
correspondientes al factor Ay al factor B,




Para ilustrar este modelo, veamons
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DISERO DE BLOQUES ALEATORIOS

En las secciones anteriores para realizar el analisis se
SUpUSC que las unidades experimentales son relativamente homo-
géneas por lo que la aplicacidédn de los tratamientos a 6sta§ se
ha hecho en forma completamente al azar, sin que se tenga un
error demasiado grande y por tanto las diferencias observadas en
tre tratamientos se deberan a efectos de los tratamientos y no a
diferencias entre unidades experimentales., Si las unidades expe-

rimentales son muy heterogéneas es posible que al aplicarles los

tratamientos al azar se tenga un error considerable y que incluso,

el efecto de los distintos tratamientos se pueda confundir con el
efecto de diferencias entre las unidades experimentales. Para cir
cunstancias como é€sta se ha definido el disefio experimental de
BLOQUES ALEATORIOS, que consiste en aplicar los k tratamientos

en cada uno de los tipos de unidades experimentales con las que
se cuente para el experimento.

Para ilustrar este disefio consideramos el siguiente ejem

Se deseca comparar 4 variedades de maiz ( A,B,C,D )en re

lacidén a su produccidn y supongamos que se cuenta para el experi-
mento con 4 parcelas que se encuentran en distintos lugares vy
tienen, por lo tanto caracteristicas de productividad distintas,
Supongamos ademas que en cada parcela definimos b unida-
des experimentales, Si recalizamos un diseifio complctamente al a-
zar entre las 4 parcelas y escogemos al azar las parcelas vy las

sembramos cada una, con una varicdad ¢l disefo resultaria como el

presentado en 1a figura 1,
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Figura 1. Diseno en el cual a cada parcela se le aplica un
tratamiento.

A simple vista podemos constatar la falibilidad de este
disefio experimental ya que confundiriamos el efecto de las distin
tas variedades con el efecto de diferencias en productividad de
las parcelas.

PodrTamos pensar en un segundo tipo de aleatcrizacidn
en el cual aplicaramos al azar los 4 tratamientos en las 16 uni-
dades experimentales., En este caso podriamos obtener un discio
como el que aparece en la figura 2,

Al observar la figura 2 podemos también notar gque exis-
ten deficiencias en un disefio como tste,ya que por ecjemplo las
diferencias entre la variedad A y la B se verfan confundidas
con diferencias entre las parcelas 2 y by &6 diferencias entre

las variedades Ay D con diferencias entre las parcelas 1 y 2,
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En la experimentacidn es comin contar con heterogenei-
dad en lasunidades experimentales y por consiguiente el diseno
de bloques se utiliza con frecuencia., Es posible realizar blo-
que en relacidn a unidades experimentales que difieren: tiempo,
espacio, material experimental, etc. y asil podemos obtener blo-
ques que representent familias, camadas de animales, partes de una
planta, establecimientos comerciales, zonas de la ciudad, per-
sonas, etc., Una restriccidn muy importante que se debe cumplir
en relacidn a los bloques es que no exista interaccidn de estos
y los tratamientos.

En el caso general para b bloques y k tratamientos, los

datos se presentan en una tabla como la siguiente:

_ TANTA ML EN TO -
Bloaut \ 2 e I Tolalea de Rig GatS
l Y Y S Yin Yo -
2 Ta  Tn S Yo i Yo ‘
- b Thi  Yhbe . v The b,
el Y1 Y2 R Y.k 7.

Al igual que en caso de un disefio completamente al azar
nos interesa verificar si existen diferencias entre los k trata

mientos para esto se define un modelo de la forma:

Yijg = w4 1y o+ By o+ o]
donde ahora i es el cfecto del tratamiento i al iqual que on el
modelo completamente aleatorizado y ahora j cs el cfecto del

j=é+ximo bloque,




La hipdtesis que nos interesa probar
Ho: 1= Ho= ... = MK VS, Ha: i # 43 para alguna i#]
donde ;= U+ T

Es decir nos interesa probar

Ho: T)= T2= ... = Tk = 0 Vs, Hy: Tj# O para alguna i,

En este caso es necesario incluir una fuente mas de va-
riacidén en la tabla de andlisis de varianza, que es la variacidn
debida a bloques., Siguiendo razonamientos similares a los ex-

puestos anteriormente se obtiene la siguiente tabla:

Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Fcalc
Variacion Libertad Cuadrados Medios
k _ - 2 k
Tratamientos (k-1) b¥ (Y.i-Y..) b ¥ (Y.i-\?..)L ~%%%
i=1 i=1
(k-1)
b 2 4
bloques (b-1) k2 (Yj.-Y..)
j=1
k b - .. 2
Error (b=1) (k=1) YL (vij-V.i- EL(Yij-v.i-vjey )
=1 j= Yj.+V¥..)!
(b=1) (k=1)
k b -
Total bk -1 L% (Yij-vY..)
i=1 j=1

Ahora, para ilustrar cste disefo utilizaremos como cjemplo loc da-
tos obtenidos del disefio de bloques planteado en la figura 3, los

cuales se presentan en la siquiente tabla:




Tratamiento

Blogue A B C D Yi
1 1h 11 9 10 &
2 1. 11 9 8 39
3 10 10 7 8 35
4 10 5 6 6 27
Y. i b5 37 31 32 1hs=v,,

56

La tabla de andlisis de varianza que se obtiene con los
datos de este ejemplo es la siguiente:
Fuente de Grados de Suma de Cuadrados Fcalc
Variacion Libertad Cuadrados Medios
Variedad
de Maiz 3 30.6 10,2 7.8
Bloques 3 38,6
Error 9 1.7 1.3
Total 15 )
En este caso Fcalc = 7.8 se compara con el valor de las
tablas para una distribucidn F con 3 y '3 grados libertad,
el cual para 4= 0.01 es 6.99. Como 7.8. 7 6.99 se rechaza

la hipdtesis nula, es decir al menos dos de las variedades de

maiz tienen una produccidon promedio por hectirea distintas,
Para detectar cuales de las medias son disti ntas es ne-
cesario recurrir a las técnicas de comparaciones miltiples plane

teadas en el capitulo 2.
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Modelo de dos criterios de clasificacidn con interaccidn.-

Cuando se tiene un diseiio con dos factores para el cual
existe interaccidén entre los factores o que el investigador no
tiene la certeza da que exista 8 no exista interaccidn y desee
como parte de su investigacidn probar hipdtesis acerca de la
existencia o no existencia entre sus factores, el modelo presen
tado en la seccidn anterior no contempla la existencia de &nterag
cidn. En este caso es necesario incluir en el modelo los térmij-
nos correspondientes a la interaccidn de los dos factores obte-
niéndose el siguiente modelo para un diseiio con dos factores
Ay B con ay b niveles respectivamente y r repeticiones.

Yijk= u+ ai + Bi + qBij + egijk
donde
Yijk es 1a respuesta obtenida al aplicar el nivel i del del fac
tor A y el nivel j del factor B en la k-ésima repeticidn.
I es la media general
ai es el efecto producido al aplicar el nivel i del factor A.
Bj es el efecto producido al aplicar el nivel j del factor B.
aBij es el efecto de la enteraccidn entre el nivel i del factor A
y el nivel j del factor B,

€eijk es el error aleatorio,

Para un diseio factorial como este se tienen 3 tipos de

hipotesis de interés que por lo general se desean probar:

1) Hovt 1w Jowe = oo = i ..

Haov: Wi # 1. para alqgunas 1,]j.




vl
o

Es decir, queremos probar que las medias de poblacio-
nes a las que se les aplicaron distintos niveles del factor A
son iguales. En té€rminos del modelo‘lineal esto es equivalente a
probar que no hay efecto del factor A, es decir

Ho,: o, = az2= .. = a4 = 0

HA ¢+ a, # O para alguna i.

2) HOZ: H « le & He2¢e = 4 o Ucb.
HA2: U .i.¥ u.j. para algunas i,j.

Es decir, queremos probar que las medias de poblaciones
a las que se les aplican distintos niveles del factor A son i-
guales. En términos del modelo lineal esto equivale a probar que
no hay efecto del factor B, es decir:
Hoz: By = B2= ... = Bp = 0

Ha2: BRI # 0 para alguna i,

3) Hos @ Mpp = Mrj.= MHgi, - Vgj, iyJj,r,s
Has @ Mrie = urje# usi. - Hsje para algunas i,j,r,s.

Es decir, queremos probar que la diferencia observada
entre dos medias de poblaciones gque poseen distintos niveles del
factor B e¢ igual nivel del factor A, es la misma para todos los
niveles del factor Ay viceversa,

s decir queremos probar que no existe interacciaon entre
lov factores Ay B, Lsta hipdtesis se puede plantear en Lérminos

del modelo linecal en lta forma:




aBij = 0 hv/

Ho 3

oo

HA3

Sigquiendo argumentos similares al

varianza para este disefio esta dada por:

sin interaccidn se puede verificar que la

iy ]

oBij # O para algunas i,].

caso de 2 criterios

tabla de analisis
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En un disefo factorial si la interaccidn resulta significativa,
entonces las comparaciones entre las medias entre los niveles de A se de-
ben realizar por separado para cada uno de los niveles de By lo mismo se

debe hacer si se desean comparar las maedias de los distintos niveles de B.

Si no resulta significativa la interaccion las pruebas sobre las
medias de los distintos niveles de A y de B se deben hacer sobre la tabla
dada anteriormente.

La generalizacidon a disefios con mas de dos factores tiene una gran
variedad de alternativas y se sale de los objetivos de esta tesis, en la

cual solo se pretende presentar los disefios mas sencillos.
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-

Introduccidon, -

En un experimento, después de hacer el Andlisis de Varian
za, se tienen dos alternativas: Si la hipdtesis Ho:iT =To2=,..=Tk
no se rechaza, el analisis se termina, concluyendo que no existe
diferencia entre los efectos de los tratamientos, pero si la hij-
péteéis Ho es rechazada y llegamos a la conclusidn de que existe

diferencia entre las medias de los tratamientos es necesario ave

riguar en donde radican estas diferencias.

Existen muchas maneras de rechazar HoiTi1=Tz=...=T vy que-
remos saber si fué porque T1=T2=...=Tk_y # T O porque

T, # T # T3 = Tye. =T etc..., es decir, necesitamos conocer

cuales tratamientos son iguales y cudles se consideran distintos.

Por ejemplo, si en un experimento comparamos 2 distintos
tipos de fertilizante con un testigo ( ausencia de fertilizante)
y en el Andlisis de Varianza rechazamos la hipdtesis Ho de iqual
dad de efectos, es posible que la hayamos rechazado debido a que
los fertilizantes resultaron ser iguales pero el testiqgo distin-
to, en cuyo caso escogeriamos el fertilizante mis ccondmico: qui
zd el fertilizante | resultd igual al testigo y distinto al fer-
tilizante 11, en tal caso decidirfamos utilizar el fertilizante
tipo Il, ete.v., es deciv, para poder tomar una desicidon c¢o nece

sario conocer en donde radican las diferencias.,

Exioten varios métodos cestadfisticos que nos permiten de-




terminar donde se encuentran estas diferencias. A estos métodos
se les llaman Mé&todos de Comparaciones Miltiples y en este capf-
tulo mencionaremos algunos de los mids importantes: Método de Tu-

key, SNK, Duncan, Contrastes Ortogonales y Scheffé,




PRUEBA DE TUKEY, -~

Tukey diseidd una prueba estadistica especial para comparar
diferencia de medias., Es aplicable de manera optima en modelos
balanceados (cuando todas las poblaciones tienen el mismo nimero

de repeticiones, nj=n Vi ).

Tukey lo que hace es ordenar las medias de los tratamien-
tos para comparar la mdxima diferencia (es decir, la media mayor
con la media menor), si esta diferencia no es significativa, con
sidera que las medias adentro del intervalo tampoco lo sonn y con
cluTmos que en ese intervalo no hay diferencia entre las medias;

si la diferencia resulta significativa se investigan las diferen

cias menorecs bajo el mismo procedimiento.

Es posible demostrar que
max { V;.-n-Ti}—min{Vi.-p-Ii}
in i i

CHME

tiene una distribucidn de rango estudentizado por lo que bajo la

hipdotesis Ho:T =T2=,..=TKkK se tienc que
]

max { ?i.i* min {7~.}

. |
i n - | ]
FF«"F




Al comparar este estadistico de prucha con el valor corres

pondiente de las tablas de rargos estudentizados la regla de desi

.
cion queda:

CME

se rechaza la hipdtesis HoiT;=T; y no se

J

rio.

rechaza en caso contra-

Esta prueba es muy estricta ya que como podemos ver, todas

las diferencias se comparan contra una constante:

CME
qa(kan-"k) —

Ja cual se obtuvo a partir de la prueba

Por ejemplo si en un experimento
mientos las medias de las poblaciones a

distinto tratamiento fueron:

Yi. = 5 Yo.=10 VY3.=15  Y,.=16, es
Yi.=Yu. = 11 resulte no significativa
te asociada a un modelo para b medias vy

-~

ramos unicamente Y;, Yz y Y3. puede ser

para el P ]

ma x - =
{ io—Y—;-}o
de un modelo con 4 trata

Jas que se les aplicd

posible que al comparar
comparada con la constan
sin embargo, si conside

que Yi.-Ys. = 0 re-

sulte significativa comparada con la constante asociada a un mo-

delo para 3 medias. Como todas las diferencias las compararemos

con la constante asaciada al total de medias del modelo, csta

prucba resulta scr muy exigente, es dec

-

ir, solo captaremos 1 as

diferencias cuando éotas sean muy grandes,

6L



Veamos un ejemplo de esta prueba,

Tres grupos de pacientes de fisioterapia se sometieron a
regimenes de tratamientos distintos. Al final de un perTodo espe
cificado cada uno se sometid a una prueba con el fin de medir la

efectividad de)l tratamiento, en la cudl se obtuvieron las califi

caciones siguientes:

Tratamientos

| I 1
76 58 95
70 74 90
90 66 80
80 60 ' 87
75 82 88

en donde Yy, = 78.2
’Y-p,. = 68
Y. = 88

después de hacer el Andlisis de Varianza v rechazar la hipdtesis
| Y J

Ho:T1=T2=T3, se decidid ver en donde sec encontraban estas diferen

cias por el Método de Tukey.

E1 cuadrado Medio del Error del experimento es:

p2 (Yij‘vi-)? 742.8
CHE = i = = 61,9
n.-k 12
Buscando en Tablas de rango estudentizado, vemons que
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Por lo que la constante con la que vamos a comparar nues-

tras diferencias es :

g’ %5 (k,n.-k) CME = (3.773) (3.519) = 13.275

n

i) Probando Ho: Ta= T3 tenemos que:

-

Yo.-~ 73{ = 20 > 13,275 por lo que concluimos que

existe diferencia entre el tratamiento Il y el I,

ii) Probando Ho

T1=To2 tenemos que:

Ivl.- 72.‘= 10.2 por lo que se concluye que el trata
miento | es estadisticamente igual al 1|1,

iii) Probando Ho: Ti1=T3 tenemos que:

l?1.~ Y3.l = 9,8 por lo que concluimos que el trata

miento | es igual estadisticamente al 111,

Como se puede observar en este ejemplo, en las pruebas no

existe la transitividad ya que T1)=T, y T1=T3 pero T2#T3.

Cuando tenemos un modelo desbalanceado, es decir niédnj, es

ta prueba se pucde aplicar mediante un artificio, tomando en cuen

ta que los resultados no sceran optimos,

En los modelos baltanceados e asume que la varianza de las

medias de las poblaciones es congtante:




- CME
v ( Vi') = Vi

Si nos interesa comparar ‘Y Y

siste en usar una varianza promedio:

por lo que el estadfstico de prueba nos queda:

Yie - YJ" ~ q%(k,n.-k)
————
1 CME + CHE
2 ni

j" , el

artificio con
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Prueba de Student-Newman-Keuls (SNK).-

Esta prueba es una modificacidon de la prueba de Tukey en
donde se trata de subsanar el hecho de comparar todas las dife-
rencias de medias contra una constante, siendo demasiado exigen

te; es también aplicable Ooptimamente en modelos balanceados.

En esta prueba se consideran el nimero de medias (p) con

tenidas en un intervalo que se va a comparar y se comparan con-

tra la misma estadistica de prueba, pero ahora se considera el

valor q(p,kn—k) en lugar de q(k,kn-k)'

Por ejemplo, si al ordenar las medias obtenidas en un eX

perimento con 5 niveles (k) y 3 repeticiones nos queda:

71 . Y Tp ‘7";- \7"! )

’
(R

-

Si queremos ver si existe diferencia entre Y;. y Yu. com

-” | - N C'TE
arartamos {Y . = Yy, con — en
P 1 ool 5,15-5) "

queremos saber si existe diferencia entre Ys. y Yo. tendriamos

que comparar l?g.- Vz.\ con qa(? 15-5) E%E
-

cambio si

lLa regla de decisidén es la misma que en la prucha de Tukey:
. : o ) CME o
Si la diferencia es menor que q Jeetcon el oque conmpa
(p,kn-k) 4 n -
ramos, se considera que estas medias v las que se encuentran den
tro del intervalo son iquales, y oi la diferencia resulta mayor
se considera que exioste diferencia entre Vas dos medias extremos

y sc¢ procede a comparar las medias que se encuentran en el inte-

rior siqguicndo el mismo procedimiento,




Este método es un poco mas flexible que el de Tukey, va
que mientras menos medias estén involucradas en la prueba, el

valor gq K se reduce, y es menos diffcil que una diferencia
p,kn-k

CME
p,kn-k) n °

de medias exceda el valor q(

Por ejemplo, si nuestras medias son:

Yi.= 503
Yo.= 511
Ys.= 507
Yu.= 522
Ys.= 520

en el experimento del ejemplo anterior y si el CME= 45, al com-

r—

5 CME _ hs
(5,10) {7n~ = 4.66 -5 = 18.05

como 19 es mayor que 18,05, decimos que existe diferencia entre

parar \71.- ?qJ = 19 con q°

el tratamiento 1 y el 4; al comparar ‘71.- Ys.l= 17 con

q'°5(h,10) EE%E = 4,33 &i% = 16.78 decimos también que el tra

tamiento 1 es distinto al tratamiento 5 por ser 17 mayor que
e R 0 CME _ )
16,78; si comparamos \73. Y.l 15 con q (H,10)S—F_ 16.78 con

cluTmos que el tratamiento 3 es igual al tratamiento 2, al 5 vy

al 4,

Pebemos notar que al comparar Y,. vy Y;. de no haber modi-
ficado el nGmero de medias del intervalo, hubiéramos utilizado
’
la constante 18,05 como comparacidon, con lo que no hubiéramos
| ) |
captado la diferencia que existe entre los tratamientos 1y 6
ya que 17 e menor que 18,05 por lo que hubiéramos conclufdo que

los tratamientos son iquales,

Como podemos ver, al modificar ¢l estadistico de prueba
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en base al nGmero de medias involucradas, esta prueba

nos exigente que la de Tukey.

Esta prueba al igual que la de Tukey se puede

modelos desbalanceados, aunque los resultados no son

resulta me

aplicar a

los optimos,

En los modelos balanceados suponemos la varianza de las

medias de las poblaciones constante:

V(¥ = N N i

Para poder aplicarla en modelos desbalanceados, podemos to

mar la varianza promedio de las medias de las poblaciones que nos

- o~

interesa comparar; si nos interesa probar \Yi.- YJ.L

mo varianza:

" - 1 CME CME
) (Yi') = 7 (—FT‘ + nj)

y el estadistico de prueba resulta entonces:

- C]Oi(p’n.__k)

tomamos cCO
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Duncan, -

La prueba de Duncan es otra modificacidédn de la prueba de
Tukey y de SNK, también aplicable en forma G6ptima a modelos ba-

lanceados.

Duncan quiso mejorar estas pruebas, debido a que en ellas
la Gnica con cardcter inferencial es aquella en la que se compa
ran las medias maxima y minima y las demas pruebas son considera
das un andlisis de estadistica descriptiva debido a que al valor

de q de la distribucidn del rango estudentizado con el cual se

comparan, no es el que les corresponderfa, pues como vimos antes,

en Tukey este valor es una constante -calculada en base a la maxi
ma diferencia observable de un total de k medias y en SNK se ha-

ce Gnicamente un ajuste de éste en base al nimero de medias con-

tenidas en el intervalo.

Duncan en su prueba trata de corregir los valores de la
tabla de rango estudentizado, construyendo ast las llamadas Ta-
blas de Duncan. Toma el hecho de que el nivel de significancia

() estd tomado en base a la hipdtesis Ho:ui=|i1=...=} Ya que

-

Es por esto que al comparar el maximo con el minimo invo-

lucrando ¢l total de medias se pucde considerar que la significan

cia o o4 covrrecta,
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En cambio si queremos comparar alguna diferencia interior
Duncan pensd que era necesario modificar el nivel de significan-
cia, de tal manera que si quisiéramos probar la hipdtesis

*
Ho: j1= Yz escogiéramos un nivel de significancia tal que

ol
o

o CME

*
(p,n.-k) n Ho:ui= U2

o = P {-Y"."—Y.z. Z q

La manera como Duncan calculd estos niveles de significan

cia estd basada en lo siguiente:

Si queremos probar Ho :U;=u2 con un nivel de significancia
01=.,05 y por otro lado queremos probar Hoz:U2=u3 con az=.05, tenc
mos que:

bajo Ho; a; = P(rechazar Ho,) y (1-a;)=P (aceptar Ho))

y bajo Hoj a2 = P(rechazar Ho,) y (1-az)=P (aceptar Hoz)

por ser pruebas independientes (*), se puecde demostrar que bajo

Hostp=U2=U3

(1-03) = P (aceptar Ho, y Hoz) =P(aceptar Hoi;)P(aceptar Hoz)

% (1-a3) = (1-01) (1-az)
por lo que
as = 1= (1-0y) (V1-az).

Si generalizamos un modelo con P medias en donde

(+)

Duncan ha ido bastante criticado con respecto a su prucba, debido a que para
’ . . L . . -~ » .

calecular el nivel de wignificancia asociado a cada prucha de hipotesis, usa el

supticato de gne éatas son independicentes, lo cual es falso.




0 = P (rechazar Hoy, / Hoi: Wi=u; )

o = P (rechazar Hos / Hoas MHa=y3 )
Op-, = P (rechazar Hop - / Hop,lz Wp-, = Mp )

tendremos que el nivel de significancia (ap) de la hipdtesis glo

bals Hop:u1=u2=...=up quedarTa:

ap= 1- (1-a,) (1-a2) ... (1-a

y si suponemos que para cada par de medias, el nivel de signifi-
cancia es el mismo, es decir OU=Q1=02= .. =0po nuestro nivel de

significancia de la hipdtesis global (Hop) queda entonces:

a0y = 1= ( 1-a)P™"

Si fijamos el nivel de significancia para las pruebas en-
tre dos medias (a), vemos que el nivel de significancia global
(ap) se eleva demasiado. Por ejemplo, en una prueba de 3 medias,
si fijamos a=.05, el nivel de significancia para la prueba
Hoi1:pt1=12 serfa 01=.05, para Hoa2t}2=y3 serfa az=.05, pero para

la prueba global Hosz:uy=yur=), serTa

a3 = 1= (1-a)?
Q. 3 = 1~ ,9025%
0 3 = ,0975

lo cual se eleva demasiado (casi al doble) y deja de tener siqgni

-
")

ficancia iqgual a w, Por ser la prucba global la de mayor interé

5,

co Cote el nivel de significancia que se fija y de ah? se saca e




nivel de significancia para pruebas entre 2 medias. Mientras me-
nos medias estén involucradas en el experimento el nivel de sig-
nificancia de las pruebas entre 2 medias aumenta y éstas se vuel

ven menos exigentes,

Si suponemos un modelo con 5 medias, y fijamos el nivel de

significancia as=.05, el nivel de significancia asociado a pruebas que

involucran 2 medias (a) es:

- 1. - 51
o = 1 ( 1-a )

.05 = 1- ( 1-q )"

(.05-1) = - ( 1-a )"
(1-,05) = (1-o)"
95 = 1-a
a = 1= *1.95
Q = 1= .987
o = ,0127

y es con este nivel de significancia a con el que hacemos las com

paraciones entre las medias.

Si en lugar de tencr 5 medias en nuestro experimento, tu-
vidramos 4, y si fijamos el nivel de significancia global (a4) en
.05, ¢l nivel de significancia ¢ con ¢l que deberifamos de hacer

nuestras comparaciones entre las medias serta:

L0500 = - ( 1= )°?

o = 1- "f1-.0y

S L0169




Si se tratara de un experimento de 3 medias, el nivel de
significancia con el que compararfamos nuestras medias serfa en

tonces:

o = ,0253

Y si se tratara de un experimento con 2 medias, nuestro
nivel de significancia global, seria -obviamente- el mismo que
el que usamos para comparar 2 medias. Si queremos az=.05 el ni-

vel de significancia o serfa .05,

Modelo con 5 medias y nivel de significancia

AJ.O\Z? g]oba‘

L AL LT TR

.05

Modelo con 4 medias y nivel de significancia

A=z 018
-.-:‘75,"," g]Oba]

.05

Modelo con 3 medias y nivel de significancia
\ ds L0287
T global .05

i

Modelo con 2 medias y nivel de significancia

> ... global = .05.

La prueba de Duncan es igual a la de SHK, excepto por eol

- -

modificacidn, por lo que la regla de decision queda:

¢ VA . ap CME
S Y'. YJ. . q ([),n.~k) X 3

Ja hipétesis de iqgualdad de tratamientos Ho correspondiente es




rechazada y se prueban las diferencias interiores; en otro caso

se acepta la hipbtesis y se consideran iguales todas las medias

-

contenidas en el intervalo (Y;j. , Y:.).

Esta prueba resulta menos exigente que la prueba de SNK

por la modificacidén al nivel de significancia.

Veamos un ejemplo para que esta prueba quede mas clara.

Supongamos que en un experimento en el que comparamos &

tratamientos (k) con 3 repeticiones obtenemos las siguientes

medias:
20 \29 .8 {22 \u?
'l=
Yl ’ Yo ':{t( . :73)‘

en donde CME = 50,

Tomando a,=.05 con p= 4, sabemos que el nivel de signifi
cancia a con el que estamos haciendo las comparaciones entre 2

medias es:

o =1 - 2[1-.05 = .0169

Si queremos comparar dos tratamientos, es necesario buscar
en las tablas de Duncan el valor qO‘p (p,nk-k) con el que vamos a
b

comparar nuestras diferencias.

Si queremos ver si existe diferencia entre el tratamiento

1y 3, vemos que

\?1 . - ?3.\= 23 > q?a,B) \SQ = (3.0h75)(4.08): 14,186
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con lo que podemos concluir que el efecto del tratamiento | es

distinto estadisticamente al efecto del tratamiento 3,

Si comparamos {Y,. vy ?3.ltehemos

[

\?2."‘?3- = 15.5 > q.o.,(3 8) 5%‘9' (3~399)(L‘-08) = ]3.88

con lo que se puede concluir que el efecto del tratamiento 2 di

fiere del efecto del tratamiento 3.

Al comparar VY,. % Vq., tenemos:
|90, Vol =12 < 13.88,

por lo que se puede considerar que el efecto de los tratamientos

1,2 y 4L es el mismo.
Al comparar Y,. y ?3., vemos que:

\Vuo-vsl = 11 < %, 8 I-S-g- = (3.261) (4.08) = 13.3129

con lo que podemos concluir que los tratamicntos 3y h tienen el

mismo efecto,

Graficamente nuestras conclusjiones son:

es deciv, el tratamiento 3 difiere estadfsticamente de los trata-

mientos 1y 2




Estas pruebas ( Tukey, SNK y Duncan ) se pueden usar para
cualquier disefo, usando (a,t) como grados de libertad asociados
a la q% , en donde 'a‘es el nGmero de niveles del factor ( en Tu_
key) o el niimero de medias involucradas en la prueba ( para el

caso de SNK o Duncan) y t son los grados de libertad asociados al

error del modelo.

En las pruebas de Tukey, SNK y Duncan se asume que la va-

rianza de las medias de las poblaciones es constante:

N - CME
v (Y;.) = Y

Si tenemos una comparacion \Vi.-?j.\ , en un modelo desba
lanceado (ni#nj), podemos utilizar la varianza promedio de las me
dias de las poblaciones, para calcular el estadistico de prueba:

Y 1 CHME CME
(¥q.) ( ni T nj )

por lo que nos queda éste:

‘V-.~V-.{ ap
' ~o
. : “ (p,n.-k)
1 (CME H[)
— e 4 -
\ 2 ni nj
Al usar este artificio, los resultados no son Gptimos como en los

modelos balanceados,

78
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Contrastes Ortogonales.-

Algunas veces, deseamos comparar mas de 2 tratamientos
al mismo tiempo, por ejemplo, si el tratamiento 1 es aplicar el
fetilizante tipo 1, el tratamiento 2 es aplicar el fertilizante
tipo 2 y el tratamiento 3 es no aplicar fertilizante, y nos inte-
resa saber el efecto de aplicar fertilizante contra no aplicar,
podriamos comparar el promedio de los efectos de los tratamientos

1 v 2 contra el efecto tratamiento 3:
1 ( Ti1+72 ) - T3
2 .

Si esta diferencia se parece a 0 podemos decir que el
efecto promedio de la aplicacidon de los dos fertilizantes es igual
al efecto que se obtiene cuando no se aplica el fertilizante, vy
si esta diferencia resulta grande podemos pensar que existe una
diferencia al aplicar cierto fertilizante y se podria tratar de a

veriguar si entre éstos hay diferencias; es decir, estudiar:
(11 = 12 )

Cuando los coeficientes de una comparacidén entre tra-

tamientos suman cero, se les did el nombre de contrastes. Nuestra

. . . 1 1 .
primera comparacién es un contraste, ya que 5 * 5T 1 = 0, las di

ferencias de medias (t1-T2) son un caso particular de contrastes

ya que 1-1=0,

Lo importante de los contrastes es que pucden ser esti
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mados estadisticamente, en cambio otro tipo de comparaciones no

se pueden estimar y no se puede sacar informacién de ellas.

De esta manera, un contraste (¥),

lo podemos definir

como cualquier combinacidn lineal de los efectos de los tratamien

tos de tal manera que:

Y= ¢c;1;.+ CaTy. .+, ..+ CkTk
en donde Citcat...+c = 0
A _ -

N Y = C1Y1.+Cz?2.+...+CkYk.

Cuando nos interesa probar varios contrastes, es desea

ble que éstos sean independientes entre s7. Que ninguno tenga al-

guna proyeccidn sobre los demds ya que de esta manera se pueden

hacer pruebas de hipdtesis independientes, comparando el cuadrado

medio de cada contraste contra el cuadrado medio de]l

error del ex
perimento. A cada contraste le corresponde 1 grado de libertad.
Cuando los contrastes son independientes se les |lama

Contrastes Ortogonales.

contrastes Y y Y’

0y

Dos son ortogonales si:

k
Loocje*; = 0 'y para modelos balanceados
P=1 ni -

(hi=nj ) dos contrastes

50N

La suma deo

Tanceado con n repeticionens

cuadrados de un

esta

ortogonales si Jcijci*~0.

conlraste de un modelo ba-

dada

por:



<
N

e
n
El cuadrado medio de cada contraste CHW se obtiene al di
vidir SCW entre sus grados de libertad (1), el cudl, bajo la hipd
tesis Ho ¢+¥ = 0 se distribuye como una X?*(1), por lo que al di-
vidirlo entre el CME del experimento que se distribuye como una
Xﬂ (G.L. del experimento) se puede comparar con una F (1, g.1.

del error).

En un modelo estadistico con t Tratamientos se pueden ob

tener t-1 contrastes ortogonales como ‘maximo.

El estadistico de prueba para probar una hipdotesis
Hot ¥+ ~ 0

seria entonces:
st
F = el cual se debe comparar
CME

o _ . .
con una F con uno y el nimero de g.l. asociados al erroi del

experimento como grados de libertad.

Veamos un ejemplo del uso de contrastes ortogonales:

Nos intcresa caomparar cual de h sistemas distintos de on
seiianza resulta mas eficiente,

Se aplicoron cstos sistemas a ninos con caracteristicas
semcjantes obteniendo resultados a los cuales se les restd und
constante para facilitar los cilculos, no alterando ol analisin,

Loy recultados fuevron:

81
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Tipo de Ens:phanza

I I P Y
6 14 -5 -8
5 i -4 -11

12 0 -5 -5

9 5 -11 -7

10 6 -7 -9

en donde Y, .=8.4, ¥ .=7.2 ¥ .=-6.4 Y .=-8 Y..=.3

Tenemos un modelo balanceado de un criterio de clasifi-
cacidén con b4 niveles y 5 repeticiones, por lo que la tabla de A-

nalisis de Varianza resulta:

Fuente de g. . S.C. M. F N.S.
Varianza
Tipo de 3 1135 378.33 29.79 | <.001
Ensefanza
Error 16 203.2 12.7
Total 19 1228.2

Al buscar en tablas vemos que F %Y1 (3. 16) - 5.29, como

Fcale = 29.79 podemos concluir gque existe diferencia en el cfec

to de aplicar un método de ensenanza y otro.

Veamos donde radican éstas diferencias por ¢l método de

contrastes ortogonales,

Como tenemos h tratamientos distintos, podemos obtener 3

contrastes ortogonales,




Un posible conjunto de 3 contrastes ortogonales podr
ser
Y T, - Ty
‘{'2 = To - T3
Y3 = 1, - T, - T3 + Tu
Podemos ver que:
¥! es ortogonal a Y* ya que
L
ncj & o= 1%0+40% 1405 (=1)+(=-1)%0 = 0
j=1
¥2 es ortogonal a ¥? ya que
L
L d c3j = 0% 1+(1)*(-1)+(=-1)*(=-1)+0%(1) = ~141= 0
=1 .
¥3 es ortogonal a ¥" ya que
L
&) o= (1)F(1)+(=1)(0)+ (1) (0)+(1)(~1) = 1-1 = 0
j=1
Vemos que §lo= 1(8.2) - 1 (-8) = 16.2
2 = 1(7.2) - 1 (-6.4) = 13.6
¥ = 1(8.2) -1(7.2) -1(-6.4) +1(-8) = -0.6
Por lo que las sumas de cuadrados correspondicecntes a
contraste son:
2
6.2 .
SC\PI~ (;;5 ) = 0656.1 -2 CMWl =  0656.1
: (13.6) .
scy? = h62 .4 CHy o h62.h
W (-.6) ,
SC 7T, b5 CMys = b5
Cada uno de ceostos cuadrados medios dividido entre ol
dirado medio del c¢ryor del cexperimento se puede comparar con

Ta

cada

Cuar

una

83
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F (1,16) g.1., de tal mancra que:

H| T1= Ty F (1,]6) = 17"‘—'7*— = 51.66]
h62 .4
= = s == 1
H., Ty T3 F (1,]6) 19,7 36 {
b5
H, ¢ 1Tai+ Ty =Ta2+ T3 F(1,16) = —37 = ,0354
Comparando éstas F(1,16) con una F*0!'(1,16) = 8.53 podemos

ver que las primeras hipdtesis deben ser rechazadas y la tercera
no; con lo que podemos concluir que el 1°método de ensefanza di-
fiere del 4° que el 2°difiere del 35 pero que la suma de los efec

tos Tiy Ty es igual a la suma de los efectos de T2 y Tis.

Este modelo también es aplicable a modelos desbalanceados

en cuyo caso se tiene lo siguiente:

i) Y y ¥ son contrastes ortogonales si:

iii) La suma de cuadrados para estos contrastes esta dada por:

2

(Sci¥i.)

)
¢

2 ci

i=1 ni

E1 andalisis en este modelo es andlogo al método balanceasdo.




Método de Scheffé. -

Este método es de aplicacién muy general, se puedec apli-
car a cualquier contraste ( no sélo a diferencias de medias ), ra
z6n por la cual resulta ser muy estricto.

Los contrastes que se pueden probar por el método de Sche
ffé no necesitan ser ortogonales., Como este método es valido pa-
ra cualquier nimero de contrastes, requiere que las diferencias
sean muy grandes para poder captarlas.,

Si nos interesa hacer pruebas con U‘contrastes ortogona-

les y cualquier otro contraste que se pueda expresar como combi-

nacion lineal de éstos, Scheffé nos dice que para probar:

Ho : ¥ = O

la regla de decisidnestse rechaza Ho si

sc. > d Ff“

y (d,n.-k) CME

en donde

(% oci ¥; )2
, .
! Zgli

n
y e¢n caso contrario no se rechaza. Donde Y es alguno de los d con

trastes & una combinacidén lineal de ellos.

Como no sicmpre e¢s posible fijar de antemano cudntos con
trastes nos gustarfa probar, o si suponemos que nos interesan Lo
dos los contrastes ortogonales posibles, Como a lo mds tenemos

k-1 contractes ortogonales podemos suponcer que d- k-1, por lo que

comparariamos

v
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sc, con (k-1) FE (k-1,n.-k) CML.

Como vemos, cada SCW la vamos a comparar con una constan
o .
te: (k-1) F" (k-1,m.~k) CME,la cualwobtuvo suponiendo que vamos
a probar todos los contrastes posibles. Es por ésta razén que al
probar una diferencia de medias, esta prueba resulta mucho mas e

xigente que las pruebas de Tukey, SNK, Duncan y otras que se hi-

cieron para probar exclusivamente diferencia de medias.

Veamos en un ejemplo coémo se modifican las conclusiones
en base al método de comparaciones maitiples utilizado. En este
ejemplo utilizaremos las pruebas de Tukey, SNK, Duncan y Scheffé

y veremos en donde cambian las conclusiones acerca de las hipdo-

tesis planteadas.

Una fabrica de camisas de fibra sintética para caballece-
ro, estd interesada en saber tuanto encogen, de acuerdo al por
centaje de algoddén de la fibra., Les interesa comparar 5 distin-
tos porcentajes de algoddédn: 15,20,25,30,35, por lo que se hivso
un experimento con 25 observaciones de clanto enceogia la fibra
de acuerdo al porcentaje de algoddn de ésta; se tomaron 5 obscr
vaciones por cada uno de los 5 niveles de algoddn.

Los resultados obtenidos, fueron los siguientes:

Purcéntaje de Algodon
15 20 25 30 35
7 12 14 19 7
7 17 18 25 10
15 12 18 i 11
11 I8 19 19 15
9 18 19 23 11

Yi. o+ 9.8 15,k 17.6 21.6 10,8




Con éstos datos, si hacemos la tabla de analisis de varian
za para un modelo balanceado de un criterio de clasificacidn, ¢s
ta queda: .

Tabla de Analisis de Varianza
Fuente de G.L. Suma de Cuadrados Fcalc o
Variacion Cuadrados Medios
Porcentaje
de L 475,76 118,94 14,76 <.01
Algodon
Error 20 161.20 8.06
Total 24 636.96

Si buscamos en tablas F*%1(4,20) = 4. 43 y como F.,y.> ol

tenemos evidencia suficiente para rechazar la hipétesis de igual

dad de tratamientos, por lo que vamos a utilizar métodos de com

paraciones miltiples para localizar las diferencias. Usaremos

o=,.,01 como

1) Utilizan

Ordenamos nuestras

Como
xiste difer
rencia se e

lo que pode

siderando g

lLa ¢

nive |

do la prueba

de significancia.

de Tukey:

medias:

19 .6

3% 106 b MG
i~ 4 t 1
< R 7. ¥
y‘ ) Y‘.’F- ?b. ]
con la tabla de andlisis de varianza vimos que i e
encia entre las medias, podemos pensar que esta dife

ncuentra al

menos entre

1 a

menor y la mayor media, por
mos pensar que no cos necesario probar Yy, y Yu., con
e estos tratamientos resultaron ser distintos,

onstante con

la que

Vamos

compa rar

Y
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TR~ q**(5,20) = |8.06
&*n *e *;gw 5.294 = 6.722

Probemos ahora Y.y Yj.

\71.~ Ya.‘ =

el efecto del

Comparando

-

7.8 >6.722 Por lo que podemos considerar

qun~

tratamiento 1 es distinto al del

tratamiento 3.

Vs, y Yy

\75 - Yy \= 10.8 > 6.722 Por lo que podemos considerar
que el efecto de los tratamientos 5 y 4 son distintos.
Comparando Ys. vy Yy,

\75. - 73.\ = 6.8 > 6.722. Por lo que se considera que
el efecto del tratamiento 5 difiere del tratamiento 3.
Comparando 2 y Yo,

\71. - ¥, = 5.6. < 6.722. Por lo que se puede con
siderar que el efecto de las tratamientos 1,5 y 2 son iguales.
Comparando Y. y Vq.

k?z. - Vq.i = 6.2 < 6.722, Por lo que se puede con
siderar que el efecto de los tratamientos 2,3, yv U son iguales.
Si unimos los tratamientos iguales con una recta, podemos
ver nuestras conclusiones graficamente:
Y. Vs bz /. I,
L e )
s decir: Si la fibra tiene 15, 35, 207 de algoddn, l1a camina
encoge lo mismo y si la fibra contiene 20, 25 &6 30,

la fibra cncoge lo miasmo, pero cencoge mids que o

contience 15, 6 357 de algoddon que 0 contiene 245 o

307,




2) Veamos el ejemplo con la prueba de SNK:

También aqui podemos considerar que la hipdtesis
HoiT1 =T,=1,=T4=Ts fué rechazada debido a que existe diferencia
entre el tratamiento que obtuvo la media con valor midximo y el
tratamiento con media minima, es decir, podemos considerar quc

el efecto del tratamiento 1 es distinto al efecto del Ly .

7.8 > a "y L) EE%E = (5.018) i8506 = 6.371

Podemos entonces concluir que existe diferencia entre a-

s
~<!
—t
}
=<1
w
i

plicar el tratamiento 1 y 3.

—

Probando Ys. y Y. )
CHE _

v v - o ..+ 01
\Y:,."Yu.‘ = 10.8 /q (11,20) A n

6.371 vemos que el

efecto de los tratamientos 5 y I difieren.

— —

Si comparamos Ygs. y Yg.

s 5 . CHE
Yeo- Youl= 6.8 > 01 \ — = 5,89 vemos quec
5 3 q (3,20) LN !

los tratamientos 5 y 3 son distintos.
Si comparamos Yi. y Yz,

\V\.—Vz.\ = 6.6 < 5,89 vemos que los tratamientos 1,5 y 72 pue
den considerarsce iquales.
Comparando Ya. vy Y.

\Y;».*Yn..\ 6.2 5.89 vemons que los tratamientos 2 y b tienen

cfecto distinto,

89
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Comparando Y, . y Y, . :

¥ -y . < + 01 CPQE = = €

\Y3‘ Yl;.l - [{ ~ q (2,20) n - l. - )0109
vemos que los tratamientos 3 y h tienen el mismo efecto,
Comparando ?,. y 73. :

\72.-73. = 2,2 < 5,109 podemos concluir que el efecto del

tratamiento 2 es igual al del 3.

Nuestras conclusiones las podemos ver graficamente de la

siguiente manera:

i Jo. i

es decir: Si la fibra contiene 25% de algoddn, encoge mas que si
tuviera 15 o 35%; si la fibra contiene 30% de algoddn, encoge mas que
si tuviera 15, 20 o 35% de éste; en otro caso se puede considerar

ue encoge lo mismo.
q ¢

Como podemos observar este método es menos estricto ague Tu

key ya que capta mas diferencias como significativas.

3) Por el Método de Duncan, también podemos pensar que al menos
la maxima diferencia entre medias e¢s distinta, cs decir, ¢l tra

tamiento 1 distinto del h,

Como nuestro nivel de signiflficancia global P00 en don

de pos, el nivel de significanciao con ¢l que estamas hacicndo lTay

comparacionens entre 2 medias (o) et

-



- p-a |y LT
a = 1 - jl R
o = 1=~ .01 = .002%

|
!

Queremos probar Y . vy Yo. por ser la segunda mayor diferencia:

PR e o

_ 8Toe”
7.8 > q.ox(“ ZO)XEEE =(q,312)4§;%§ =5,475

<)
<1
w

]

n
por lo que podemos concluir que existe diferencia entre aplicar

el tratamiento 1 y 3.

Si probamos ahora Ys. y Y,., vemos que:

P

v v = - 01 E.ri..E. = Ll
Yo. = Yy, 10.8 > q (4,20) ™% 5.475

con lo cual podemos decir que el efecto del tratamiento 5 y 4 di

fieren,

Al comparar 92. vy Yi. tenemos:

\72. - V3.\ = 2.2 < 5.109, con lo que se puede concluir
que el efecto de los tratamientos 2 y 3 es estadisticamente ¢l

mismo.

Si comparamos Y,. Y,. tenemos :
[ 3 i

\.\?3. - ?:..\ = 4 < 5,109, por lo cual los cfectos de los

tratamientos 3 y U pueden ser con<iderados iquales.

91
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Comparando Y. y Y;. tenemos que

SIS

(3,20) SE%E'= (h.197) (1.27) = 5.329

- < B .0l
‘Yf;o - Y3. e 608 > q

por lo que podemos concluir que el efecto del tratamiento 5 dificere del efecto
del tratamiento 3,

Si comparamos Y,. vy Y

- — .0l CME
Y'. - Y?," = 5.6 > q (3’20) T = 5.329

vemos que existe diferencia entre los efectos de los tratamientos 1y 2,

Comparando los tratamientos 2 y 4 tenemos:

- _—_— ol CHE
lYZ‘ - Yq.‘ = 6,2 q (3,20) X“;“ 5.329

Por lo que se pueden considerar distintos los efectos de los trata
mientos 2 y 4.
Si comparamos V,. y Yg., venos que
_ - ol CME
- ol ¢ ———— — l =

.
S

con lo que podemos concluir que los tratamientos 1 y 5 tienen el mismo efecto.

Comparando 75. y Y,., vemos que
Y. - Y..] = h.6 5.109,

por lo que el efecto del tratamiento 5 es igual al del tratamiento 2.

Estas conclusiones las podemos ver graficamente de la siguiente

forma:




Esto quicere decir que si la fibra contiene 15% de algoddén
encoje menos que si contiene 20,25 0 30%: si la fibra contiene

20% de algoddén encvje mds que si tuviera 15% y menos que si tuvie

ra 30%; si la fibra contiene 25% de algoddn, encoje mas que si tu-
viera 15 o 35% de éste; si tiene el 30% de alqoddén, la fibra en-

coje mas que si tiene 15, 20 o 35% dec algodén y si tiene el 35% de
algodén, la fibra encoje menos que si tuviera el 25 o 35% de éste:

’

en otro caso puede considerarse que encoje le mismo,

Podemos observar que este método es menos estricto que

SNK ya que capta mas diferenc.ias significativas.

93
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Método de Scheffé. -

Analizando las diferencias por el método de Scheffé,

probaremos primero:

si i=]
Y, = 11~ T4 = O en donde ci =-1 si I=h
en otro caso

Por lo que vamos a comparar la suma de cuadrados de)

contraste (SC._)

lil
con (k—1)F'°’(k_] n.-k)CME = (4) (B.43)(8.06) = 142,82
en donde
Y 2 -
- ) (ScivYi) _ (ci1V1)2 + (CqYL{)"
¥ Tci? ci) + (c?2,)
ni
(9.8 - 21.6 )72
sC. = ——— = 3481
Y 2
5
como SCW > 142.82 podemos decir que existe cvidencia suficien-
i

te para decir que el tratamiento 1 es distinto al tratamiento 4,

Querecmos ahora probar

T si i=1
Yo=1,~-13 = 0 en donde cj =-1 si -3
O en otro caso,

y compararemos SC. con 1h2.82, en donde

ll

(9.8 ~17.6)7
SC = T 152 .1
5
Vemos que  como SCW’ > 1h2,82 podemos decir que existe diferencia
Z

covtadiostica entre el Lratamiento 1y ¢l 3,




1 si i=5
Si probamos ahora Y3 = T5-Ty = 0 en donde cj=3% -1 si i=h
0 en otro caso.

al comparar SCW con 142.82, vemos que
3

ey - (10.8 - 21.6)% _ ,q4, ¢

v N

por lo que podemos concluir que el tratamiento 5 resulta estadfs-

ticamente distinto al tratamiento 4,

Al probar Yy = To~-T3 = 0 vemos que

sc = L10.8-17.6)2 _ 1o ¢ o 442 82
Yy 2

—

5

por lo que consideramos que el efecto del tratamiento 5 es igual

al del tratamiento 2 y éstos son iguales al del tratamiento 3.

Si probamos Y4 = 1,-1t, = 0 vemos que

-1c 2
sC, = (9.8 ]Q‘Al = 78.4 <142,82 por lo que

podemos decir que los tratamiento 1, 5 y 2 son cstadisticamente

iguales.

Probando Y6 = 19 = Ty = 0 vemos que

SC AN

y wrime Dl 96,1 1h2. 82 potr 1o que
6

o

se pucde concluir que Tos tratamientos 2, 3 vy b von eqstadiactica-

mente jqguales,
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Graficamente vemos las conclusiones de la siguiente

forma:

con lo que se puede concluir que bajo este método las fibras que

contienen 25% de algoddn encojen mds que las que contienen 15%

y las que contienen 30% encojen mas que las que contienen 15 o

35% de algoddn; en otro caso se puede concluir que encojen lo

mismo.
Si vemos las conclusiones gréaficas de todos los méto-

dos, )

Y, Y, Y, Y, V.. DUNCAN

» It “_.._...____._J [ —

Y, Y., Y, v, Y. SNK

fi iA il d

Y, Y. V.. Y. Vo TUKEY

Yi Y., Y, v, ' SCHEFFE

podemos ver como Duncan es menos estricto que SNK y éstos menos

que Tukey y que Scheffé resulta ser el mas estricto; ya quc micen
tras mas cestricta es la prueba, mas dificil e¢s captar las dife-

rencias.,




introduccidn .-

En el capitulo de introduccidn presentamos algunas ideas ge-
nerales que estan detras de los métodos de regresién. En este capitu
lo vamos a presentar el modelo general de regresién lineal vy discuti
remos el problema de estimacid6n y pruebas de hipdtesis sobre los pa-

rametros involucrados.

Modelo. -

Tenemos que Y es una variable aleatoria que depende de cier-

tas variables X, Xo,..., Xp~-1 en forma:

Y= P ( Xy, Xp‘,...,'Xp"1) + €
en donde € es la desviacidn o el error.

Este error puede representar una fluctuacidn natural inheren
te en el experimento ( si buscamos la forma de dependencia entre la
altura y el peso de las personas, veremos que hay fluctuaciones entre
el peso de las personas que tienen la misma altura; por lo que cual-
quier funcidn que se proponga tendra un cierto ervor) o ¢l error pue
de deberse a errores de medicidon del experimento.

) - ~ - bl X - .

Podemos suponer que P(7) pucde cexpresarse:

X R Ly , Ce : ,
P ( - ) - [‘»0'1‘ f,)l)\] - F)QX,’) 4 A (’)p—l)\p-]

X . . .
en donde ( 1,7,, %5 —-om yXp=1) son variables conocidas ( por cjom
plo variables experimentales controladans) vy [’j ( j-° o ,p-1) son
parametros desconocidos que debemos o timar.

En ecste caso Y dpende de p-1 variables independientos
|

(Y., i+t p=1) v los pardmetros f

nog indicaran cuanto depende Y
i

—
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de estas variables.

Si tomamos n observaciones de Y (Y;, Y2, "",Yn) tendremos que:

(1) Yi= ot BlXi1+Gin2+°°'+ Bp'xxip"1+,9i

CON 15 1,925+ ¢.,Nn

en donde xij sera la i-ésima observacidén de la variable X..

Si escribimos estas n ecuaciones en forma matricial, tenemos:

- - r~ -3 i - -
Y, 1 Xi1 s X1 _ B €1
P~
Y. 1 X21 ., X2p-1 B €2
. = . . . . + .
jn‘ | 1 - Xng c e Xnp-1 | LBp-U  En
es decir: Y = X B + ¢

Podemos suponer que el ervor ¢ sc distribuye de manera normal
y que fluctda alrededor de 0. También podemos suponer que el error a-
sociado a una observacidén es independiente al asociado a otra, por lo

que podemos decir que:
N (0, o 1)

Podemos ver que el modelo (1) es muy general. Por cjemplo si

Xij = X'.J obtenemos el modelo polinomial:

Yo= fot BaX, 4 PaX.toa T fpeax PT
Lo importante de este modelo (1) es que es lineal con respecto a los
parametros desconocidos Hj, por lo quce también <e lTe 1lama Modelo L

neal.
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Métodos de Estimacidén.-

Existen varios métodos para estimar los parametros R entre
los cuales hemos escogido dos de ellos por considerarlos lo
portantes:

1) Estimacidén por Minimos Cuadrados, vy

2) Estimacién por Maxima Verosimilitud.

1) Estimacién por Minimos Cuadrados.-

En este método no se requiere el conocimiento de la distribu
cion del vector de errores; Gnicamente necesitamos conocer su media
y su matriz de varianzas Yy covarianzas.

Para ilustrar este método mas claramente, supongamos que la
variable de respuesta Y estd relacionada con una sola variable inde
pendiente de la siguiente forma:

Y = B0 + B1X + €

Este método 1o que busca es : (dado un conjunto de n puntos
(X1Y1), ...,(Xn¥n) ) encontrar una recta que se aleje lo menos posi
ble de los puntos obtenidos, es decir, que minimice la suma del cua
drado de las desviaciones de los puntos observados con el valor que

le corresponde en la reccta.,

Por cjemplo, si a ocho (8) mujeres les medimos su peso y U
altura, tendremos ocho (8) parcjas de datos que podriamos graflicar

de Ta siguiente forma:




il\-lu('(\
~,
(16 = e 4 by X
10 . 4
- ]
o
. . .
IHO .
- ~eno
50 D0 o T

Por el método de minimos cuadrados encontramos los estimado-
"~ A
res de B ( B o = bo y B:1 = b, ) de tal manera que la recta

< >
i

bg + b,;X

se aleje lo menos posible del conjunto de datos. Para esto, tenemos

que encontrar la recta que minimice la suma del cuadrado de los erro

res €i |,

_(7

y.‘ . e e .. P
r t
¢

" L {

",

>
&

lo cual se puede obtener minimizando la funcidn:

™D
~y
~
.
i
-
—_
—

1,2,°°"%,

_.
i
-

con respecto a [,
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Si tenemos el modelo:

vemos que: e = Y- XB

por lo que nos interesa minimizar:

poe? =¢ele = (y-xp) 1 (Y - XEB)
1=1 T A N )
= iy oT-o2gt o xty o+

(tomando el

1

Diferenciando ©°¢€ con respecto a

mos obtener las llamadas ecuaciones

sera una solucion de ellas.

|
i
]

1
1
N
>
1<

-
N
>

?

hecho de que B8!X'y = ( p*x'y

g
—
]

P e

normales

YiXNB ).

igualando a cero,

Y

0

el

estimador

de

pode -

[’.
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I lomando el hecho de que:

i) d ( B' A)
. ’ = A
d B
ii) d (R' A B)
= 2 A B ( siendo A simétrica ) I

d B

Podemos ver que

( Y-XB)'

ya que

Como

(Y-xp)!

se pucde

A

que | e

S

( v-x8) = [(Y-xB)+(xg-xB) ] ' [(Y-XB) + (XB- x8)]

|

= (v-xB) ' (v-x8) + [x(B-g)]' [x(B-p)]

i

(Y=XB) ' (Y-XB) + 2 (Y=XB)'(XB-X2) + (XE-XE)' (XB-XE)

>

A

-

>

= (y-Xxg)' (y-xB) + (B-B)' X'X (B-R)

(Y-X5)' (X8-XB)

A

(Y'X-8'X'X) B - (Y'X-8'X'X) B

i

= 0

#

(y-xg) = (Y-XB

observar que !

p]

n
( por satisfacer P las ec. normaies).

N

) (y=xp) 4 (=) (x'X) (p-)

vose minimiza cuando B %y podemas concluir

el estimador que minimiza la funcidon,
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2) Estimacidn por maxima velpsim]ljtud,r

El método de maxima verosimilitud es un método muy atjl para
la obtencidn de estimadores insesgados y de varianza minima, y tra-
ta de maximizar la funcidén de verosimilitud L.

Este método es aplicado principalmente cuando se conoce la
verdadera distribucidén en el espacio muestral, excepto por los valo
res de un namero finito de parametros reales desconocidos.

La funcidén de verosimilitud de una muestra de tamaio n
(Y1, Y2,...,Yn) obtenida de forma independiente de una misma distri
bucidn, se define como la funcidn de densidad conjunta de la muestra,
considerada como una funcidn de los parametros.

Si la muestra se obtuvo de una distribucidon normal con media

Yy y varianza o, la funcidn de verosimilitud esta dada por:

\ n 1 1 ,
L (p,0%) =1 . exp{—= ( yi-u)? }.
1=1  (2u02)"* 202
1,
= | Zﬂoz)—n/2 exp{ - —— S (c'c) }.
207

De la Gltima expresion se puede notar que si tenemos un valor
fijo de o’, maximizar la funcidn de verosimilitud resulta cquivalente
a minimizar €'e,

Para obtencer el estimador de [ de maxima verosimilitud, nece-

sitamos resolver:

0 log L
s emiee B 0

o
obteniendo asi las ccuaciones pnormales.

(Cabe notar que maximizar

L eqs cquivalente o maximizar Yog L)




Vemos que

n, 1
log L ( B,0%) = -— log (2n0?) ( - (Y-XB)"' (Y-XB))
2 20°
n
= ——— log (2ma?) ( Y=-XB)' (Y-XR)
Yg?
0 log L n
- - log ( 2mo2) (-2x'Y + 2X'XB)
5 B yo?
= 2 log ( 2mwo?) (-x'Y + X'XxB)
L2

que al igualarlo a cero obtenemos las ecuaciones normales:

-X'Y + X'XB

I
o

X'XB

1
>
<

Como vemos, las ecuaciones normsles obtenidas en los 2 méto
dos son iguales, lo cual no resulta raro pues como dijimos antes,
obtener el minimo de la suma de cuadrados del! error (¢ ' €) es e-
quivalente a obtener el mdximo de la funcidn de verosimilitud (L),

cuando la distribucidédn del error es normal.,

Sabemos que de las ecuaciones normales podemos obtener un

estimador de i, sin embargo para resolver las ccuaciones:

>
>
= >

X'y

existen dos osltuaciones distiniasy:
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1) Si la matriz X (nxp) tiene sus columnas lincalmente indepen-
dientes (tiene rango p), entonces X'X es una matriz de rango p, no

singular y por lo tanto existe su inversa (X'X) ! con lo que nucs-

tro estimador resulta ser:

™ -
R =  (X'x) ! xr'y.

Es decir, queremos estimar p parametros y tenemos p ecuacio-
nes linealmente independientes; por lo que nuestros parametros se
pueden determinar en forma univoca a partir de las ecuaciones nor-
males.,

En este caso decimos ue nuestro modelo es de rango completo.
q g p

2) Cuando la matriz X es de rango incompleto, es decir, tiene
rango K<p, tenemos sdlo K columnas linealmente independientes y las
demas dependen de éstas. La matriz X'X resulta secr singular vy no e-

~
xiste su inversa; por lo tanto no existe una solucidn Gnica para R
en las ecuaciones normales. De hecho tendriamos K ecuaciones inde-
pendientes y p pardmetros a estimar, con k<p.por lo que existirfian
infinidad de soluciones a este sistema de ecuaciones.

En este caso se dice que nuestro modelo es de rango incomple
to y lo que se puede hacer es expresar ¢l modelo en funcidn de menos
parametros o agregarle algunas rvestricciones 4 los parametros pira
obtener p ccuaciones lincalmente independicentes, toto se discutirg

en el siquiente capitulo,
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. CASO DE RANGO COMPLETO.

Cuando nuestra matrijz X es de rango completo, vimos que nues

———

tro estimador de R esta dado por:
B o= ( x'x ) 2 xry.
Los elementos de B son combinaciones lineales de las observq

ciones Yi,Y2,...,Yn y nos da estimadores insesgados de los componen-

tes de B ya que:

E (B) E ((x'x)" Y x'y )

i

= (x'x) ! x' €E(Y)
= (X'X)" ! x' xB

B

i

La varianza de este estimador esta dada por:

(oo i)
S
i

Var ( Var ( ( X'X ) Y x'vy )

\‘(X'X)—IX'-’\ Var (Y) [(Xlx)_l Xl_!,

[(xrx) 73 x'\ o1 [x (xix)7t]

i

1l

K }‘(x'x)~1 X1x (x'x)"1 |

n

= o’ (x'x) 1!

Como f es una fupncidn lincal de las Yi's y éstas se distribu

yen de forma normal, podemos decir que:

po NP, o (x'x) 1)
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A
Observe que {3 es un estimador lincal en Y y es insesgado.
Se puede demostrar por el Teorema de Gauss-Markov que es el estima-

dor lineal insesgado de f que tiene varianza minima.

Teorema de Gauss-Markov para el caso en que X es de rango complecto. -

Si tenemos el modelo

en donde X es una matriz conocida de nxp de rango p, B es un vector

de paradmetros desconocidos de dimensidon p y € es un vector de erro-

2 en donde 0% es

res de dimensidn n con E (e) = 0 vy Var (g) o}
desconocida; es decir los componentes del error (gi) tienen la misma

. . 2 - ¥ i .
varianza desconocida (g°) y no estan correlacionados,

Fa)
Sea P el estimador de 5 obtenido por minimos cuadrados vy

seca ¢ = c'Pf una funcidn lineal paramétrica.

A
Entonces c¢'B es un estimador lineal insesgado de o y si ¢
es cualquier otro estimador lineal insesgado de ¢, se ticne que;

Var ( ¢c'p) < Var (4 )

(La demostracidn de coste teorema pucde verse en S, D.Silvey, 1970,
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Ejemplo del modelo de regresidon lineal en el caso en que X es de ran

go completo. -

En un proceso quimico que involucra a los catalizadores X;, X,
X3, se quiere investigar si existe relacidén lineal entre éstos y la
velocidad de reaccion de la substancia Y.

Suponemos que

Y = XB + € ,
en donde
le(])l’)809’318v9)
B = ( Bo, B1, B2, B3 )
1 -1 -1 1
1 1 -1 1
1 -1 1 ]
X = 1 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 0 ? 0

se puede ver que X es una matriz de rango completo, ya que sus colum

nas son linealmente independientes:; por tal motivo, sabemos que:

B X)Xy
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Para obtener estos coeficientes tenemos que hacer algunos cal

culos:
7 0 3 4
0 y 0 0
( X'X ) =
3 0 9 0
Ll; 0 0 l;ﬁ
1/2 0 -1/6 -1/2
_ 0 1/4 0 0
( X'x ) ' =
-1/6 0 1/6 1/6
-1/2 0 1/6 3/4
2]
4
X'y =
3Y
22
11/3
Por lo que B = ( X'X) ! X'y = 1
3
11/6

Con esto, podemos concluir que si existe relacidon lincal en-
tre la velocidad de recaccion de la substancia y los catalizadores,

y que o esta relacion esta dada por:

Y - 1t/ 4 Xy e 3 X, 1176 X%y




11, CASO DE RANGO INCOMPLETO. -

Cuando nuestra matriz X es de rango incompleto, vimos que nuestras

ecuaciones normales
”~
X'XR = X'Y

tienen infinidad de soluciones y B no se puede estimar en forma insesgada
como una combinacidon lineal de Y ,

Sin embargo existen combinaciones lineales de B de la forma
c' B las cuales se pueden estimar én forma insesgada como combinacidn 1i-

neal de Y, a estas se les conoce como funciones estimables.

Para que la funcidon paramétrica c'R sea estimable es necesario

que tenga un estimador lineal insesgado b'Y de tal forma que:

c'R=FE (b'Y)
= b'XR
» c' = bh'X

¢s decir, es necesario que ¢! pueda expresarse como combinacion lincal de los
y

renglones de X,

Para poder utiltizar lTas ecuaciones normales, podemos ver que sioa

¢y un vector en el rango de X, entonces:

/~
a'ypo - oaly
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Si nos fijamos Unicamente en las funciones estimables c'R, estas se

pueden estimar en

que

ademas

en donde

Es decir, si ¢ =

Por el

dor ( a'XR ) es de

Teorema de Gauss-M

~

forma lineal ¢ insesqgada, por una combinacién a'XR de

'8 =E (a'¥) = E (a'XB )

it
H

c'B =E (a'Y) = a'XB

]

c' a'X,

~
a'X , c'8 es estimable y su estimador ecsta dado por a'XR = a'y.

teorcma de Gauss-Markov es posible demostrar que este

varianza minima.

arkov para c¢l caso en el que X es de ranqgo incompleto.

Restrin
gamos que b o= 'l

~
S i ,(‘ ¢S

un estimador innses

B vya

estima-

gicendonos Gnicamente a las funciones estimables '3, supon

cs una de éstas,

s

una solucion de las ecuaciones normales, entonces ',

gado de 9 en donde

V\] I (‘(. ! (‘yr ) N V/‘} t ( (l) )

para cualquicr otro estinador Tineal inesqgado , on donde

QS
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N
Var ( ¢'R ) =wvar (a'Y ) . ( La demostracidn de este teorema puede verse en

S.D. Silvey, 1970, p. 52 ).

Como a'Y es un estimador lincal insesgado de ¢, se tienc que

= a'X y de csta manera:
"~ A
c'B=a'Xp = a'y.

N
Como a estd en el rango de X y B satisface las ecuaciones normales,

se tiene que:

Var (¢'8 ) =Var ( a'y )

=a' Var(Y)a

Se tiene entonces que en el caso de rango incompleto a'Y es el esti

mador lineal insesgado de c¢'f de minima varianza.

En un caso general, se puede decir que cualquier estimador obteni-
do de las ecuaciones normales es mejor que cualquicr otro estimador lincal, en
el sentido de que nos dan estimadores insesqgados de funcioncs lincales eotima-

bles con menor varianza,
Ejcmplo del caso en gque X es de rango incompleto. -

Supongmnas que tenemos 3 tipos de plantas: ALBLGC, 5y nos intercaa oo

ber si el tipo de planta afcecta el pesa de Guta,

Supongamos que en el experinento oblenemos 1o siqguicntes daotor:
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TIPO DE PLANTA

A B C

101 81 32
Peso en gramos. 105 88

94

Podemos ver que para el tipo de planta A, tenemos 3 unidades experi
mentales, en el tipo B tenemos 2 y en el tipo C tenemos 1.

Vemos que nuestro modelo es:

Yij =y +oai + €i] con i 1,2,3

Jo=1,2,...,ni
en donde Yij es el peso de la j-ésima observacidn del i-ésimo tipo de planta.
ai es el efecto del i-ésimo tipo de planta y €ij es el error aleatorio de la

i-ésima observacidon del i-&simo tipo de planta.

En forma matricial podemos ver nucstro modelo:

101 Y, 1100 €11
105 Yo 1100 N €17
94 \& 1100 g €13
8hi= Y| = 1010 (0o | o
88 Y. 1010 i foy
32 Y 1001 )

™ . . . . I {
En donde Y es el vector de obscervaciones, X es la matriz de 0'y vy

oy, 15 e ol vector de pardmetiras:




B' = ( naar ay )

y € es ¢l vector de errores.

Como podemos observar, la primera columna de la matriz X se puede
expresar como combinacion lineal de las otras 3 columnas, por lo que X no es

de rango completo. ( El rango de X = 3 ).

Sabemos que las ecuaciones normales de este modelo estan dadas por:

X'XE = X'Y
esto es: |
. i ) C 8 4
6321] 0 11111 101 504
[y
3300 o) 111000 105 300
= 91} -
2020 & 000110 " 172
1001 Qs 000001 88 32
. A .

Como vimos, no podemos tener una solucion Gnica para este sistema de ccuariones,

sin embargo podemos estimar ciertas funciones.

SUPONgamos que nos interesa estimar |14 w3 necesitamos entorass que

y deoesta mancea tener Ta funcion estimables
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»
c¢'g = (1,1t,0,0) (i =1 o+
' (V)
(3
vemos que
.
1100
1100 .
a'X = ( ay, aa, az, ay, As, as ) 1100 = (1,1,0,0)
~ 1010
1010
1001
- a|=(1/3,1/3’1/33030’0)

es decir a esta en el rango de X.

~

Sabemos que c¢'B es estimable ya que hemos podido expresar c! como com
binacion lineal de los renglones de X (c'=a'X).

Vemos entonces que:

E (a'Yy ) = a'Xp = ¢'B

y por el teorema de Gauss-Markov sabemos que ol mejor estimador de estée funcion

paramétrica esta dado por:

Id ’

(/'[) (']Ix["t

¢l cual, despuds diousar Tas ccuaciones rormabes nes guedas
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Tenemos entonces que el mejor estimador de c'B es:

.

101]
105
‘ 9h

vy oo 84 -
d Y = (]/3,]/3a]/330’010) 88 - ]OO

32

Por lo que

U + 0.1 = 100

De esta manera podemos estimar cualquier funcidn estimable, con las

cuales es posible hacer algunas pruebas de hipotesis de interés.
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Prucbas de Hipdtesis.-

. Frecuentemente se tienen investigaciones en las que se desca probar
si el modelo de regresidn que se ha obtenido para predecir Y en téminos de

X1, Xz,..., Xp"l

Y=Bo+ Bl X1+ ... +Bp"‘1 Xp"l + €

(

es adecuado en el sentido de que Xy, X2 ,..., Xp-1 tienen poder predictivo so ‘

bre Y. }
También muchas veces se desea probar si algunas de las variables

Xry , Xra ,..., Xrs ( S< p-1 ), pueden representar la informacién sobre VY,

contenida en todo el conjunto de variables.
La prueba de estas conjeturas se lleva a cabo a través de diversas
prucbas de hipdtesis estadisticas sobre los parametros 3o,B1,...,Pp=1, las cua

les se presentan a continuacion.

o = ... = [(p-7 = 0

hon]
1l

1) Prucha de la hipdtesis Ho @

Si nos intcresa probar si el modelo que escoginos cs correcto, pode

mos probar la hipHtesis

Ho

.~
—_—
—
-_—
al
!
—
-

co doecir, verificor i la variable Y etectivanente e relaciona cn Forma Tineal

con el conjunto d  variableo Zyy Xoyoo o Xpeg oy enootras palabras quereno,
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Si pensamos que no existe ninguna relacion Vincal entre Y y el con-

junto Xy , X2 , ... , Xp=1, es decir, si suponemos que Ho % 31 =... =fp~; =0

saber si estas variables ( Xi ) tienen poder predictivo sobre Y.
es cierta entonces la prediccidon de un modelo

y en el modelo
4

seria la misma, es decir, que el error en ambos modelos seria igual.

Si calculamos el error, estos serfan respectivamente:

CT =Y - |
€ =Y - X B
N por lo que la suma de cuadrados del error en cada modelo, estarfa dada por:
el e, = (Y- ) (v-1 )
SR = (Y- X)) (Y- XB).

51 para probar cota h ipOotesia, tenemos una muestra de tamano n, ve-

nos que nuestro modelo




podemos escribirlo en forma matricial para nuestras n observaciones de

la siguiente forma:

- - n 7 -
Y, 1 £
Yo, 1 €2
. = . U t .
Yn 1

. c

- n

que equivale a

Y = Wp + ¢

en donde W' = \1,1,...1) de dimensidn n.

El estimador ﬁ obtenido a partir de las ecuaciones normales

resulta ser:

Wiwp o= W'Y
an = D
5 Y
171
nu = Ny
H t4

N
Tomando [ como ¢l cestimador obtenido o partir de las ccuacio
nes normatles del seqgundo modeto (Y X0t ), podemos obtener laa sumas

de cuadrados corvrespondientes a4 travdés de nuecstra muestn o
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Cel b x (X W) CX - W)

= Y'Y - 2p'VIY o+ ptW Wy

= Y'Y - 2¢yny + ¥ny

::XI X" n)/;: ‘
ele = (Y - XB )" (Y -xB )

- X.l _Y__ - 2 B'X'.X. + B'X'XB

=_Y_l l_z leli ‘*_lel-y—

=yt Y - B'X'Y

Esto nos dice que la reduccién en la suma de cuadrados to-

tal al introducir las variables X,,Xz,..:,Xp~. en el modelo estd dada

por:

Si esta reduccidén es estadisticamente cero, podemos ver que

las variables X;, X2,..., Xp=-1 no tienen ningdn poder predictivo sobre

Y v no rechazamos la hipdtesis Ho:B1= .. Bp-1= 0; y si es mayor que
cero, vemos que Xi1,X2,...;Xp=1 si estdn relacionadas en forma lineal

con Y, por lo que debemos rechazar Ho.

En caso de que Ho seca rechazada, es decir, que X1,X,,...,%Xp~

tengan,cfectivamente, poder predictivo sobre Y, al modelo

e le cononce como modelo completo,
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Para saber si esta reduccidn es estadisticamtne cero, pode
mos compararla con la suma de cuadrados del error (SCE) del modelo

Y = X + €, de tal forma que si el cociente:

Reduccibn

SCE

es pequeifo, esto nos indica que la reduccidn en la suma de cuadrados
total al introducir X,,X2,...,Xp-1no es significativa, por lo que el

modelo no se ajusta mejor al

ncorporar estas variables y la hipdte-
sis Ho 3 By = B, = ... = Bp~; = 0 no es rechazada; si el cociente es
grande nos indica que la suma de cuadrados total se reduce al incor-
porar las variables X3, Xao,...,Xp-1 por lo que el modelo Y=XA + ¢

nos brinda un mejor ajuste y la hipdtesis Ho no es rechazada.

Para poder comparar estos valores, es necesario dividirlos
entre sus grados de libertad correspondientes, siendo éstos p-; vy

n-p respectivamente,

Es posible demostrar que el cociente:

Reduccion / p-1

b ot e cean

SCE / n-p

i

F calc

se distribuye como una  (p-3, n=-p ) por lo que debemos comparar os-

te valor con ¢l valor de las tablas,

il ocale - b tablas debemos vechazar Ho y no rechazarla on

Caso contirarito,
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Es posible resumir todos estos resultados en la siguiente

tabla de Analisis de Varianza:

TABLA DE ANALISIS DE VARITANZA

bajo la hipdétesis Ho = B} = B2 =... = Bp-1 =0

Fuente G, de L. Suma Cuadrados Fcalc Q
de de
Variaciodn Cuadrados Medios
Reduccion ~ _
al incorporar p-1 B‘X'i-ny2 SCR CMR
X1yeou,Xp= —_—
p-1 CME
Error n-p i'Y-B'X'Y SCE
n-p
Total n-1 Y'Y-ny?

Para ilustrar esta prueba de hipdtesis, veamos un ejemplo:

Supongamos que nos interesa saber si las variables X;,X2,...,
X¢ tienen poder predictivo sobre Y; nos intcecresa probar si existe una
relacion tincal entre estas variables y nuestra variable dependiente Y

de tal forma que:

Y - PBo By Xyp 4000t PBeXe 4o

Para esto, podemos probar la hipotesio Ho 3 fBysf, o0 (5,0

. - - , e X . ) ¢ -
en o caso de o ser oprechazada esto nog dindicaria que o7 existe tal relacinn
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lincal por lo que nuestro modelo resulta ser el adecuado; si lta hipd-
tesis no es rechazada esto nos indicarTa que en realidad las varjables

X1,X2,...,Xg no tienen poder predictivo sobre Y.

Para realizar esta prueba, hemos obtenido la siguiente mues

tra:

oNiDAD Y X1 X2 X3 X4 X5 X6
* 1 & 43 51 30 39 61 02 45
* 2 # 61 64 51 S4 63 73 47
* J ¢ 71 70 68 69 76 86 48
A 4 6l 63 45 4?7 9S4 14 35
® 5 + 8l 78 56 66 71 R} 47
* 6 * 43 55 49 44 54 49 34
® 7 % SR 67 42 56 66 hR 15
* B * 71 75 50 55 70 66 oA
* 9 # 72 R2 72 67 71 3 31
+ 10 62 61 45 47 62 80 41
* Iy & 64 S3 53 SR 5R 67 34
* 12 * A7 hO 47 39 50 74 41
* 13 % 60 h2 57 4.2 55 63 25
* 14 # {}3 3 83 45 59 17 35
* 15 * 77 77 54 72 79 17 L6
* 16 # R} 90 50 72 60 54 36
* 17 » 74 85 64 69 79 79 63
* IR &  hAS 60 65 75 55 &0 hD
* 19 * 65 mn 46 57 795 85 4 h
* 20 * 50 38 68 54 Ay 78 52
A 21 4 39 40 R} 34 43 64 33
b22 k64 61 52 62 66 S0 41
, * 23 * 53 hHo 2 50 63 80 37
k24 x40 37 42 SH 50 57 4n
* 29 * 63 54 42 %] (X7) 75 33
* 26 * 66 77 66 63 88 76 2
27 % 8 75 58 74 80 78 Lo
* 28 * 4R 57 X3 45 91 23 e
* 20 %+ RS R& 71 71 7 74 53
* 30 & A2 82 3a 59 64 78 39

con la cual hemos obtenido la siquicente recta de regresidn:

Y - 10,787 « L0613 X, - L0073 Xo 4 .32 Y4 4,081 ¥, VR A B A

3




Podemos

y el valor de ny?

Obteniendo

ver que nucstro vector f# esta
™ .
10.787
A .613
= -.073
. 320
.081
.038
-.217
es (30) (64.33)% = 125,324,033
SCR = BX'Y - ny? = 3148
SCE = Y'Y - B'XY = 1149
SCT = Y'Y - ny? = 4297

dado por:

podemos construir la siguiente tabla de andlisis de varianza bajo la

hipdtesis Ho

y nuestra |

Lo

X),tou

podomosy

Bl="'= BG= 0
Fuente de G.de L., Suma de Fcalc a
Variacidn Cuadrados
Reducciédn 6 3148 10.50 <,01
al
incorporar
X1>-°'DXP—'1
Error 23 1149 hg,96
Total 29 297
Como ¢l valor en tablas de una F(G,?B) 3070 para o 0,01
calc resulta mayor, la hipdtesis Ho eo recharzadia; con

yXp=a1y Ta

concluir

vartable

que exi

7

N l ¢

Y

[

q e

lacion lTinceal

nue gt iro

modela o

cntire

l

(“’ 'ﬁ

valiabloes

adecundo,

Qe

y o
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2) Prueba de la Hipdtesis Ho v G 1R = 0,

|52 ]

Ya que sabemos que X1,X2,...,Xp-1tienen poder predictivo so

|
bre Y, nos gustarfa saber si algunas de estas variables (por ejemplo 1
Xfl, o0 ,Xrg con s<p-) ) pucden explicar a Y tan bien como el conjunto
total de las X's; esto es, nos gustaria encontrar las variables mas
importantes en la explicacidon de Y, de manera que nos den la informa-
cién de Y contenida en todo el conjunto de variables, esto es importan
te vya que de esta forma se trabaja con un nimero menor de variables,

lo cual es mas simple de interpretar,

Por ejemplo, si tenemos el modelo
Y = Bo +B1 X1 +...+ Bp=-1 Xp-1 7 ¢

y creemos que X; y X2 guardan la mayor cantidad de informacidn sobre

Y, nos gustaria probar la hipdtesis:
Ho ¢ B3 = By =,..= Bp~-1 =0
|
|

En caso de ser rechazada, podemos pensar que efectivamente i

Y puede ser explicada por X, y Xz Onicamente en igual forma que con

todo el conjunto de variables, i
Esta hipotesis podemos escribirla en forma matricial de 1a

|

sigquicnte mancra:
- : |
’ |
|
|

0()01()...()1 %0 1 0
00001,..0 /R 0

Ho: . . |
00000, .. 1 (fp-1 0

Ho : G B ()
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en donde G, es una matriz de dimensidn (p-3 x p) de rango P

En general, si queremos probar la hipdtesis

Ho: G, 8 = 0

en donde G, es de rxp de rango r<p, e¢s posible construir una matriz

G de pxp de rango p, tal que

G

G2

Por ser G una matriz no singular, sabemos que existe su in-

versa.:

G-' = ( Hy, Hz ) =H

en donde H, es de dimensidn pxr.

Si hacemos
XG-1 = XH
= X ( Hy, Hz )

= ( XH,, XHz)

it
~N

G

N———
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Podemos ver que nucstro modelo completo Y=X8 + & lo podemos reescribir:

Y = XG-'GR + ¢

|t

Z o + ¢

i

Z,o07 + Zoay + ¢

y que la hipdtesis Ho + G,B = 0 es equivalente a que ay = 0, por lo
que bajo la hipdtesis Ho t ay = 0, nuestro modelo se reduce a
Y = Z,02 + €

Al modelo que resulta después de suponer la hipdtesis Ho

cierta se le llama Modelo Reducido.

Podemos ver que si Oz es una solucidn de las ecuaciones nor

males de este modelo, la suma de cuadrados del error del modelo reduci

do estd dada por:

por lo que la reduccidn en la suma de cuadrados total al incorporar

el modelo reducido estd dada por

Cualquict prucha de hipGtesic compara c¢j ajuste en ol mo-
delo completo con el del modelo reducido, Si el modelo reducido noy

bidnda un ajuste tan buceno como ol que nos da el modelo completo, en-

e e mp A



tonces la hipdtesis Ho ¢ G,B = 0 no se rechaza.

Para ver si el modelo reducido es adecuado, podemos comparar
la reduccidn en la suma de cuadrados debida a la hipdtesis Ho con

la suma de cuadrados del error en e¢l modelo completo.

La reduccidn debida a la hipdtesis se puede obtener restan
do la reduccidn al suponer la hipdtesis Ho cierta de la reduccidn al

incorporar las x's al modelo, por lo que tenemos que:

Reduccidn debida a Ho

fl

Para comparar estos valores, es necesario dividirlos entre
sus grados de libertad correspondientes. Los G, de L. asociados a la
reduccidén debida a Ho son r ( rango de Gi) y como vimos antes, los a

sociados a la SCE en el modelo completo son n-p.

Es posible demostrar que el cociente

Reduccidon debida a Ho / r
Fcalc =

SCE / n

!
ge]

se distribuye como una F(r,n-p) por lo que para saber si cste valor

es grande o chico es necesario compararlo con o

I valor en tablas,
Si o lFcale Ftablas debemos rechazar Ho con lo que podria-
mos concluir que existen otras variables (ademds de las que suponda-

mos), que ticnen poder predictivo vobre Y, en caso contravio, no recha
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zarTamos Ho, por lo que podemos pensar que en realidad nuestro modelo
reducido explica tan bien como e completo a nuestra variable VY,

Todos estos resultados los podemos reunir en la sigquiente
tabla de Analisis de Var' nza.
Tabla de Anadlisis de Varianza
bajo la hipdtesis Ho v G,B = 0 .
Fuente G. de L. Suma Cuadrados Fcalc a
de de
Variacion Cuadrados Medios
Reduccion p-| B'X'Y-ny?
al incor-
porar
Xigeoo, Xp=y
Reduccidn L
debida al p-1-r G2'Z2'Y-ny
modelo
reducido
Reduccidn r B'XIY-G,'Z2'Y SCHo CMHo
debida a e ————
Ho r CHME
Error n=p Y'Y-prX'y SCE
n=p
Total n=1 Yty - ey’
e e e e e e e e et e v e
Porva tlustrar eota prucba de hipdtecio vamor Veor o ouno e joem:
plo:

Towmaremoc o miaomo ejemplo anterion.




AhT vimos que en realidad s7 existe relacidn lincal entre

X1,X2,...,X6 y la variable Y, y que esta relacidn estd dada por:

Y = 10,787 + .613X1 - .,073X2 + .32X3 + ,081X, + ,038Xs - ,271Xg

Como podemos ver, las variables X, vy X, son las que mayor
poder predictivo tienen sobre Y (ya que sus coeficientes son los mas

grandes), por lo que nos gustarfa saber si Y podrfa ser explicada en

términos de estas variables,

Esto resulta Gtil ya que nos permite encontrar las variables

mas importantes en la explicacidn de Y y tener una descripcidn mas sim

—

ple del proceso en estudio,
En este caso, nos gustarfa probar la hipbdtesis:

Ho ¢ Ba2= Buy= Bs= fBe= 0

que es equivalente a

en donde 0010000 \
0000100
G, = 0000010

0000001 /.

Vemos que el rango de G ¢s - menor que ¢l rango de X,p 7.
] g | . )

Al suponer Ho eierta, obtenemos ¢l modelo reducido

130 ,
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Y=Z;>_(12+C

con

Z?= (],XI,XS ) YG:Z: (80)8])83 )
es decir:
Y = Bo+ B1X1 + B3aXs + e,
La recta de regresidén de este modelo esta dada por
Y = 9,871 + 643X, + 211 X3,
Si obtenemos la suma de cuadrados.del mode lo reducido tenemos:

Y'Y - E5'Z5'Y = 125k.6

por lo que la reduccidn en la suma de cuadrados total debido al mo-

delo reducido esti dada por

G2'Z2'Y = ny? = (Y'Y -ny?) - (Y'Y-8,'Z,Y) = 4297-1254.6 = 3042.4

Como habtTamos visto, la reduccidn en la suma de cuadrados

total debida al modelo completo es RB'X'Y —ng? = 3148 por lo que la
reduccion debida a Ho es:
Reduccidon debida a Ho= 31h8 - 3042.4 = 105.6.,

Resumiendo eqstos resultados, obtenemos la siquiente tabla de Analisis

de Varianzaz:
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Fuente G. de L. Suma Cuadrados Fcalc Q
de de

Variacion Cuadrados Medios

Reduccidn 6 3148 >.05

al incor-

porar

xl,ovo,xp—l

Reduccidn 2 3042, 4
debida al
mode lo

reducido

Reduccién

debida a

Ho 4 105.6 26.4 . 5284
rror 23 1149 L9 ,96

Total 29 297

-
Como F'O)

(4,23)

resulta significativo, por lo que no rechazamos la hipdtesis Ho.

= 2,76 > Fcalc, el valor obtenido de F no

Podemos considerar entonces, que X,, Xy, Xs y X¢ no tienen

poder predictivo sobre Y adicional al cxplicado a partir de X; y Xi.




R EPARAMETRI ZACI 0N

Hemos visto que cuando X es de rango incompleto,
no podemos obtener estimadores de g determinados en forma

unfvoca a partir de las ecuaciones nromales, Esto se debe

a que algunos parametros dependen de otros, por lo que tencmos

k< p ecuaciones linealmente independientes (en donde k es el

rango de X) y queremos estimar p pardmetros (g ”"’Bp 1).
0 -

Este problema se puede resolver haciendo una re-

parametrizacidén en nuestro modelo. Existen 2 formas de repa-
rametrizacidon: implfcita y explfcita, las cuales analizaremos
a continuacion,

|) Reparametrizacidén Implficita.-

Cuando z es de rango incompleto, sabemos que las
ecuaciones normales estdn constitufdas por k<p ecuaciones
linealmente independientes, por lo que existen infinidad de
soluciones a éstas. Para poder determinar cudl de estas ecua

ciones es la que nos interesa, es necesario incorporar p-k

ecuaciones l.i, a las ecuaciones normales, de tal manera que
nos determinen las condiciones bajo las cuales nos interesa
que estén los pardmetros., De esta manera tendremos p ccuacig
nes lincales 1.i. y podremos determinar los p parametros
Bo""’ﬁp“l’ que cumplen con las restricciones impuestas, de

forma unfvoca.
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Al hecho de agregar esta restriccién a los pard

metros le llamamos Reparametrizacién Implfcita.

En general cuando Z es de dimensidn nxp de rangqo
k<p, es posible Incorporar p-k restricciones 1.i. que sirven
para identificar una solucidn particular de las ecuaciones
normales., M&s especlficamente, existe una matriz L de dimen

sIén (p-kxp) y de rango (p-k) de tal forma que las ecuaciones

1>
1>l
%
i
>
-

-
™
]
o

tienen solucién Gnica.

En forma matricial estas ecuaciones las podemos

escribir:

I><|
<]

1l

Una condicidn necesaria y suficiente para quec
estas ecuaciones tengan una solucidén Gnica es el hecho que

XX

rango = p.
L
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De hecho, si tomamos cualquier subconjunto de
k ecuaciones linealmente Independientes de las ecuaciones

. normales (X'XB= X'Y) y lo escribimos en la forma:

MB=m

en donde M es una matriz de dimensién kxp de rango k subcon
junto de X'Z y m es un vector de kx!1 subconjunto de Z'Y,

tenemos que las ecuacjiones

X
B

M 0 m
X o
BP‘J

tienen solucién dnica. Esta solucidn cumplird con las ecua
ciones normales y con las condiciones impuestas, de tal

forma que serd la solucién que nos interesa.

Por ejemplo, si tenemos el modelo de diseno de

experimentos con un criterio de clasificacién

=UHT e, i=1,2,.,.,k

VigmwrTtey REERRE
J=1,2,...,ni

de tal forma que si consideramos la observacidn j del i-é&simo

grupo tendremos E(Ylj)=u+Ti, podemos escribir este modelo en

forma matricial como sigue:
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X X x X X
0 ! 2 3 k
— - - — -
1 Y B 1 1 0 O 0 £
11 11
Y 1 1 0O O 0 £
12 12
Y 1 1 0O o0 ... 0 €
1n1 1n
1
Y 1 0 1 0 .. O £
21 H 21
Y 1 0 1 0 0 £
22 T 22
1
= T +
Y 1 0 1 0 . 0 .2 €
2n . 2N
——_2 . s . - 2
T
........ ) k
P 1 0 0 1 L €
Ykz t1 0 o o ,, 1 €k2
Y 1 0 0 O 1
knk knk
— J - - L .
equivalente a: Y=X B+ €
en donde §1= (U’Tl"f"Tk)'

Sabemos que las ecuaciones normales de este

modelo estan dadas por:

-—-—-——A —
X'X B = X

en donde:




P‘nn n n e o o nkj -no Y..T

n n 0 eeas O n Y .
(x'x) = n 0 n ... 0 (x'vy= |n v .

[ ] In L]

n, O 0 k nkK Yyi

. - . o

con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones normales:

N A ~ ~ —
n.y + Nni1Tyr + n2aTa2 + e + NET = n. Y..
~ ~ —
N1y + N7 = nj Y.
A n ——
noH + naTa2 = na Ya.
~ ~ —
Nk M + Nt = N Y.

En este caso, la matriz (X'X)-! no existe ya que X'X
es singular., Esto se debe a que las ecuaciones normales no son
linealmente independientes ya que la primera ecuacidn es la suma
de las otras k ecuaciones, De hecho tenemos k ecuaciones 1.,i. vy
k+1 (U1F1,---, k) pardmetros a estimar,

Para poder determinar de manera univoca estos paréame-

tros es necesario incorporar una condicidon a las ecuaciones nor

males, por ejemplo:

~ ~ ~
N1ty + NaTa+ o0 + NETi

n
o

Esto nos da una ecuacidén adicional 1.i. a las ecuaciones
normales, de tal forma que si tomamos k ecuaciones de las ecua-

*

ciones normales y esta condicion adicional, obtendremos un con-
junto de k+1 ecuaciones 1.i. las cuales podran ser usadas como
ccuaciones normales,

51

5t quitamos la primera de las ecuaciones normales y nos

quedamon con el subconjunto:

137
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~ ~ —
n; ¢ + ni1Ty = n1Yi.

A ~n -
n, u + NaTo = NnaYso.

~ ¢ ~ =3
N M + DTk = nEVYk -

equivalente en forma matricial a:

”nl njy 0 . o 0.-1 {l ”nl’\?l.'
no 0 N2e oo 0 T1 nzvz.
¢ o o o o : : ‘
A - |
n, 0 0 ., n T k NkYg.
i k k_ i K k-]
|
N
M B = m
~
al incorporar la condicién LB = 0 en donde L = (0,n;,n2,...,0nK)

tendremos el sistema

de k+1 ecuaciones lineales l.i. el cual podremos considerarlo
nuestro conjunto de ecuaciones normales, La solucidén a este sis

tema cumple con las ecuaciones normales y con la restriccidn pro

puecsta.

Nuestras ecuaciones normales, son entonces:

r~ ,a -
niyjp 4 nyT = ni1Yq,

~ ~ -
noil + NoTo = nyYo,

N A -
Nk Nk = N Y

’”~ ~
Npty + nate 4o0. 4 NKTK = 0
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De las primeras k ecuaciones, se desprende que:

,\-

i =‘?; - U1 i = 1,2,...,k

—_>

que substituyendo en la Gltima ecuacidn se tiene:

K A
0 = ) n1Th

i=1
k ~ A

= I ni ( Y;.-u)
i=1
n 3

= I niYie =W L o0
i=1 i=1

por lo cual tenemos que:

N -
o= Y..
Y ,:Ei =-Y-i' "'.?.. .

siendo esta la solucidn que buscabamos.

En general lo que nos interesa encontrar es la suma de
cuadrados, ya que a partir de ésta es que sacamos conclusiones
en Analisis de Varianza.

Como vimos en la seccidén relacionada a pruebas de hipd-
tesis, la suma de cuadrados del modelo Y=X{ + ¢« estd dada por

Y'Y = Brx'Y

v la reduccidén en la suma de cuadrados al incorporar las para-

metros B oal modelo esta dada por
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Estas relaciones permanecen aidn si X'X es singular vy
no puede ser invertida y se necesitan condiciones extra de la
A
forma LR = 0.
No importa la forma de L., la suma de cuadrados del
modelo completo es \nvarisnlee Si tenemos b,y b, dos soluciones a
las ecuaciones normales provenientes de distintas condiciones

vemos que:

X'Xb, = X'Y
X'Xbp = X'Y
de donde
b'y (X'Y) = b'y (X'Xby)
= (b';X'X) b
= (X'Xby)' b,
= (X'Y)! by
= Y'Xb,
= bt X' Y
por lo que
Y'Y - ByX'Y = Y'Y - by X'y
Veamos un cjemplo numérico:
Supongamos que del modelo
Yijg = + 14 + £ i= 1,2 .
j= 1,2

obtenemos los siguientes datos:



Yi1 = U
Yy = W

Y21 = U

Yoo = U

equivalente a

es decir,

Y

+ To + €

+ T2 + €

= XB + €

~ 11

21

21

22

101

101

10

H

T2

de donde las ecuaciones normales X'Xé;= X'Y resultan:

nes.

do

| a

1
T 1 11 1
1 100 1
0 0 1 1 1

Como X'X es

Tomando las

condicion:

10 .
H
10 .
T
0 1
A
v T
o1/

singular

2 Gltima

-

N

, €S nccesario

9
11 1 10
10 0 5
\
o1 1/ 3
27
19
8

5 ecuacioncs

normales

c

incorporar condicio-

incorporan-

141
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tenemos que:

*~ ~
2 u + 2 T, = 19
2w+ 27T, = 8 = b' = (6.75, 2.75, -2.75)
?1 + ?2 = 0

y si incorporamos la condicidn

( 2) T = 0
tenemos:
~ ~
2 u + 2 T, = 19
fa) " .
2 4 o+ 2 T, = 8 b' (9.5,0,-5.5)
A
T1 = 0

Por lo que la suma de cuadrados al poner la condicidn

(1) es
9
10 27\

Yty - b'y x'y = ( 9,10,5,3 )} 5 ~(6.75,2.75,-2.75)13}-215-212 5=2,5
3

y al poner la condicidon (2) es:

9
| t 1 r ]0 - (27\
YIY-bl XY= (9,10,),3)\ 5/~ (9.5,0,-5.5) 119 ) =215-212.5=2.5
3 \ 8
Como vemos, dada cualquier condicidon adicional a las

ecuaciones normales, vemos que la suma de cuadrados del error

en ¢l nmodelo completo no varta., En general podemos decir que
la tabla de Analisis de Varianza para probar una cierta hipo-

tesis, coincide para cualquicr tipo de repavametrizacion, -
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Reparametrizacibén Explicita.-

Como vimos antes, cuando X (nxp) es de rango incomple
to, sabemos que se debe a que algunas de las variables depen-
den linealmente de otras, por lo que resulta imposible encon-
trar un estimador de los parametros determinado en forma unt-

voca por las ecuaciones normales,

Como ciertas variables dependen de otras, resulta 15-
gico pensar que es posible explicar nuestra variable dependien
te (Y ) en términos de menos variables, las cuales sean inde-
pendientes entre si; a este proceso le llamamos Reparametriza
cidn Explicita,

Al obtener un conjunto de k<p variables independientes
que nos describen a Y tan bien como el conjunto total de varia
bles, es posible encontrar un nuevo modelo de rango completo
(k), en base a las nuevas variables que nos dén la misma infor

macidén sobre Y que las p variables originales,

Si tenemos el modelo Y = XB + ¢ con X (nxp) de rango
k<p, sabemos que k de las ecuaciones normales son independicntes
y que las otras dependen de dstas, por lo que tratarcmos de re-
parametrizar nuestro modelo y encontrar un modelo de rango com=
pleto k.

-

Por reparametrizacion vamos a entender una transforma-

v

cidn del vector de parametros (A al vector o de tal forma que

143
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en donde cada componente a; de o es una funcién estimable.

Sabemos que una funcidn c'R es estimable si

c'B = E ( a'y )
= a'XB
c! = a'X

es decir, c' es un vector de Ixp que puede expresarse como com

binacidon lineal de los renglones de X. Como X solo tiene k ren
glones linealmente independientes (por tener rango = k), a lo
mas podremos encontrar k vectores ci',ca2',...,ck' linealmente

independientes en este espacio.

De esta manera sabemos que a lo mas tendremos k funcio

nes estimables b
o = c !
‘ {
Qo = ¢, !
2 2
a = ocy!

para reparametrizar nuestro modelo.

Si llamamos \

a) c1f €
o c'o fl €y

a o= = = B Ufh

! gl

Oy kP < Kk

]

C

tendremos que U = ' es una matriz de dimensidon kxp y rango

o0

k-p.
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Para poder reparametrizar nuestro modelo, es necesario

construir una matriz cuadrada U¥* de rango completo (p), por lo

que es posible agregar p-k vectores 1,i a nuestra matriz U, de

tal forma que:

u

c
1

U,

en donde U es de dimensidén pxp y rango completo (p).

Por ser U* de rango completo, sabemos que existe su in

verso U%-1, 1a cual también podemos partir en dos matrices:

us=-1 = ( W, Wi )

con W de dimensidon pxk,

Con las matrices U* y U%-! podremos obtener relaciones

de gran importancia para nuestro modelo reparametrizado. Sabe-

mos que(U*MU*—f)= 1, en donde

U UwW U, 1 0 |
(W, W) -

U, U W Uiw, . 0 1

]

De aquil podemos obtener que:

Por ser c; estimable se pucde expresar en la forma c;-ai X




por

Y =

i . XW1 = O

lo que podemos concluir que XW, = 0,

Por otro lado, sabemos que(U*~1XU*)= 1, de donde

u
(W, W, ) = (WU + W, U,) = T.
Uy,

Con estos resultados, vemos que nuestro modelo

XB + €, lo podemos escribir como

Y = XU%-1! U* B + ¢

It

X (WU + W, ,U; ) B + ¢

It

XWUR + XWiU 1P + e

lo cual podemos reducirlo a

ya quec como vimos antes, XW,

tro

acn

<
Il

XWUR + ¢

I
)

Llamando 7=-XW y «Uf entonces es posible cocribin
modelo
Y « Za b o

donde 7 e una matriz de nxlk de rango k.,

nuce:

8]
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Para estimar o o cualquier combinacién lineal de ésta,
usaremos las ecuaciones normales:
A
2'2 o = 72'Y

- .

las cuales tienen solucidn lnica,

Este estimador de a posce todas las propiedades de los
estimadores del modelo de rango completo y las conclusiones se

ran obviamente en referencia a este nuevo parametro.

Para ilustrar este método de reparametrizacidn, tome-

mos el ejemplo anterior en donde tenfamos los siguientes datos:

.

Yii1 = L €11 = 9
Yi2 = MW + T+ €12 = 10
Ya1 = U + Tat €21 = 5
Y22 = W + Taot €22 = 3

del modelo

en donde

9 110\
10 JA 10 1
Y = 51 , R = 1|y X = 101 | de ranqgo k=2
3 "l v101

Como vimos antes, X'X es singular, por lo que no pode
mos estimar R en forma unfvoca; nos interesa entonces estimay

ciertas funciones de los parametros.

Supongamos que nos interesara estimar

147
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u
oy = | + T = (1,1,0) T = ¢c1'B
T2
M
az = QU + T2 = (1,0,1) T = c2'B
T2
Vemos que o) y 02 son funciones estimables linealmente

independientes ( ya que ci1' vy c2' son l.i.).

Tenemos entonces que

Q
[

Ug

i
fon]

Nos interesa ahora encontrar un vector l.i. a U para
poder construir la matriz cuadrada de rango completo U,
Se puede ver claramente que el vector ( 0,1,0 ) satis-

face esa condicidn, con lo cual hemos encontrado la matriz

1 10
U = 1 0 1
0O 10
Y
. 1 0 -1
U1 0 0 1
-1 1 1
en donde
1 0
W = | 0 O
-1 1
por lo quce
1 10 1 0
1 10 10 10
L = XV 1 0 1 0 0 == 0 1
1 01 -1 1 1

de rango completo = 2,




De esta manera hemos obtenido

de rango completo = 2, en donde ¢ es

estimables 1.i. Las conclusiones sobre este

das en términos de estos nuevos parametros,

el

mode lo

un conjunto de funciones

modelo estaran da-

los cuales pueden

ser obtenidos en forma unfvoca de las ecuaciones normales:

A
Z'2 9 = 2'Y

en donde " ( 2'z2 )

En esta forma hemos obtenido

tros nucvos parametros

/’\s
L O 9
H L N -

]

Z'yY

S

9

0 0 0

5

b 3

\ 9 |

0 0 0

5

1 1 3
cstimadores de nue s
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Si obtenemos la suma de cuadrados del error del modelo,
vemos que:
SCE = Y'Y - a'Z'Y

O —
O —
— O
- O
~

W oW

i

215 - 212.5

= 2.5
siendo ésta la misma que obtuvimos al reparametrizar el modelo
en forma implicita. En forma intuitiva resulta 18gico pensar que
dada cualquier reparametrizacidn la SCE no varTa, cebido a que
al reparametrizar un modelo lo Gnico que hacemos es expresar la
misma informacidn obtenida en la muestra, en términos de dis-

tintos pardmetros,

Para reparametrizar un modelo, hemos visto que necesita
mos un conjunto de k funciones estimables 1.i,, sin embargo,
podemos encontrar varios conjuntos diferentes de k funciones es
timables 1.i., por lo que pueden existir distintas reparametri-
zaciones de rango completo; por ejemplo, en el modelo Y=X{ + =&
supongamos dos reparametrizaciones de rango completo:

Y = Zoa + g

y Y = T§ + ¢

Por definicion esto implica que existen matrices U v ¥
de dimension pxk y rango k tal que
o = UP

§ = V3




]
€y

[
L ]

pero como U = coven donde cada c¢'; es una combinacidn lineal
k

de los renglones de X vy !

d,
d

<
I

N en donde cada d'; es una

c.!. de los renglones de X, sabemos que existe una matriz A no
singular tal que U=AV lo que nos indica que existe una relacidn
lineal entre las reparametrizaciones de rango completo. Esto
quiere decir que si el modelo reparametrizado de rango completo
Y= Zo + B se usa para estimar la funcidn estimable A'B vy si
cualquier otro modelo reparametrizado de rango completo

Y = T§ + € se usa para estimar M'8 , entonces las dos estima-

ciones de A'B son idénticas.

Con esto podemos concluir que cualquier reparametriza-

cidn de rango completo nos di3 la misma estimacidn de la funcidn

estimable A'R.

Si se elije U de tal forma que Z sea una matriz ortogo-
nal i.e.,tal que Z'Z sea diagonal, entonces se tiene un modelo
en el que los elementos de J. estadn no correlacionados.

Es posible demostrar que csta reparametrizacidon siem-
pre existe y se le llama Reparvametrizacion Ortogonal vy la ven-
taja que obtenemos es que la inversidon de (2'2) es muy sencilla
de obtener, lo cual nos simplifica mucho la estimacion de los

parametros.,
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Consideraciones Finales.~-

Después de haber analizado el método de Andlisis de Va-
rianza en Disefio de Experimentos y los métodos de Regresidn vy
Reparametrizacidon, podemos ver claramente que un modelo de di-
sefio de experimentos visto como un modelo de regresidon, tiene
la matriz "“X" formada por ceros y unos, siendo ésta de rango

incompleto.
Por ejemplo un modelo de un criterio de clasificacion
con k niveles:

Yij= u+ ti + €1i] con i = 1,...k

puede verse como el modelo de regresion:

Y = pu+ 11 + T2 + ... + TRk + €
que en forma matricial quedaria Y = XB + € con
1 , R
. ) f & ¢ "_1 ~
Yy, | 1 1 0 0 €11
Ylnl ] ] O O 1Ny
Yo T 0 1 0 M ’ €21
T
Y:. Y?_n? % = 1 0 1 0 ' ' o AN S

Tk

——

Yk 1 0 O | bk

Yknk L1 0 0 1 e knk
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Todos los modelos de diseiio de experimentos puecden verse
como un modelo de regresidédn de forma andloga al anterior; no pon
dremos su estructura matricial ya que por ser tan complicada no

es posible apreciarla claramente.

Todas las férmulas planteadas en las tablas de Analisis
de Varianza para disefos con dos criterios de clasificacidn se

basan en el supuesto de que todos los tratamientos tienen el

mismo ndmero de repeticiones lo cual no siempre es posible de

lograrse, en situaciones en que no se tiene igual! nimero de reg
peticiones en cada tratamiento o Que existe alguna combinaciodn
de los niveles para la cual no se tienen observaciones, se dice
que el modelo es desbalanceado.

El cidlculo de la tabla de Anidlisis de Varianza para estos
casos se dificulta, por lo que es necesario recurrir a diversas

reparametrizaciones del modelo para obtener las sumas de cuadra

dos requeridas para las distintas pruebas de hipdtesis.

Se presenta & continuacidn un ejemplo de un diseiio facto
rial desbalanceado el cual se analiza a través del uso de las

técnicas de reparametrizacion,
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EJEMPL O

Sabemos que las semillas tratadas con radiaciones sufren dafos fisio
légicos que disminuyen la efectividad mutagénica de la gente, por lo que se
ha introducido el uso de radiprotectores, substancias quimicas que protegen
a los organismos tratados de las radiaciones ionizantes, permitiendo que un
mayor ndmero de plantas expresen los cambios genéticos producidos por el a-
gente mutagénico.

Es por este motivo que nos interesd probar cual de 3 radiprotectores
resulta mas eficiente a distintas désis de radiacién.

Para hacer el experimento se eligid semilla de cebada variedad Hima
laya ya que existen antecedentes de ésta en investigaciones de mutagénesis
y radiobiologia.

Se eligieron lotes de 100 semillas y se hicieron 3 repeticiones por
tratamiento; los lores fueron pretratados aleatoriamente con tres tipos de
protectores: agua, aminoetil isotiourea (AET), y L-Cistefna durante una ho-
ra, a 9 distintas désis de rayos gamma de 60 Co. Las désis fueron : 0, 100,
200, 400, 600, 800, 1000, 1200 y 1400 Kr. El agua fue usada como testigo.

El experimento se hizo en un laboratorio, pudiendo tener como con-
diciones experimentales la luz, temperatura y humedad.

Las plantulas fueron evaluadas al término de su crecimiento, midien
do su longitud a fin de cuantificar el efecto de las sustancias protectoras
y las dosis de radiacién.

Algunos de los tratamientos no fueron observados por lo cual se ob-
tuvo un modelo desbalanceado. Estos tratamientos fueron: aplicacion de agua

a 1200 Kr. y aplicacién de aqua a 1400 Kr.

Con esto podemos ver que nuestro modelo es de dos criterios de cla-

|

4

sificacidn con interaccién: “ l
Yijk =y + ai + B +apij + eijk l

|

en donde

Yijk 2s la lengicud de la pléantula después de haber aplicado e¢l protectos |
iy la désis j en la k-ésima repeticidn.

ol es el efecto de aplicar el protector i.

B es el efecto de palicar la désis j.

a Ri ] es la interaccién producida al palicar el protector i y la désis j.

\
|
|
ceijk es ¢l error aleatorio.




Las observaciones obtenidas fueron:

*

) — .
Dosis PAG U A A E T L - CISTEINA,
Kr '] Long.plantyj] Long.planty Long.plantu
la (mm) I 1a (mm) la {mm)
: 153 157 153 ‘
0 ' 155 ‘ 157 157
165 155 156
n 10 13 1
100 ' 10 10 |
10 )] 12 )
8 : 11 10
200 9 10° 1
.10 12 )
12 12 . 10
400 1 1 12
1 1] 10
: 14 14 . 12
600 f 13 12 1]
! 13 13 '
8 13 1k
800 9 13 ! 13
9 12 ' 13 !
8 12 9
1009 8 1 . 8
8 11 . 9
10 9
1200 11 9
11 9
: 9 9
1400 10 9
10 Q

Como es un modelo desbalanceado es necesario reparametrizarlo para
obtener los valores de las sumas de cuadrados y hacer el analisis de varianza.
Nuestro modelo de regresidn seria:

Y = X3 + ¢

en donde X es
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Si hacemos una reparametrizacion en donde

RO = 1 cuando el nivel de désis es igual a 0 y cero en otro caso.

R1 = 1 cuando el nivel de la dbsis es 100 y cero en otro caso.

R2 = 1 cuando el nivel de la désis es 200 y cero en otro caso. A
R3 = 1 cuando el nivel de la désis es 400 y cero en otro caso.

R4y = 1 cuando el nivel de la ddsis es 600 y cero en otro caso.

RS =1 cuando el nivel de la désis es 800 y cero en otro caso.

R6 = 1‘ cuando el nivel de la désis es 1000 y cero en otro caso.

R7 =1 cuando el nivel de la dosis es 1200 y cero en otro caso.

El nivel de désis = 1400 queda determinado cuando RO = = R7 =
T1 =1 cuando el protector es agua y cero en otro caso.
T2 = 1 cuando el protector es AET y cero en otro caso.

El nivel protector = L-Cisteina queda determinado cuando T1=T2= 0.

Las interacciones quedan determinadas por el producto de los para

metros RiTj. (Donald C. Weber, Miami University, 1971.)

Vemos que en este caso tenemos el modelo de regresidon Y=Zo + ¢
en donde Z es como se muestra en la siguiente pagina.

Podemos ver que en esta forma hemos obtenido una reparametrizacidn
de rango completo.

Como para hacer el Andlisis de Varianza, necesitamos encontrar la
suma de cuadrados del factor A (SCA), la suma de cuadrados del factor B (SCB)
la suma de cuadrados de la interaccién (SCI) v la suma de cuadrados del error

(SCE), es necesario hacer varias regresiones.
Si hacemos una regresidén con todos los nuevos parametros

1) Y = RO + Rl + ... + R7 + T1 + T2 + ROT1 +...+ R7T2 + i
podremos obtener la SCE de nuestro modelo original.
Si hacemos una regresidn con todos los parametros excepto aquecllos

que nos indican la interaccidn, tencmos

2) Y = RO+ Rl + ... + T2+ ¢
(esto es equivalente a probar la hipdtesis de que los coeficientes de las in-

teracciones son 0), la SCE de este modelo menos SCE en el modelo complelo nos
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daria 1la SCI.

Si hacemos una regresidn con todos los parametros relacionados con
el factor A:

3) Y=R0+ ... + R7 + ¢

(esto es equivalente a probar que los coeficientes del factor B son cero), la

SCE en el modelo menos la SCE en el modelo sin la interaccidn (2) nos daria
la SCB.

Si hacemos una regresidn con todos los pardmetros relacionados con
el factor B:

1y Y=T1 +7T2 +¢
(esto es equivalente a probar que los coeficientes del factor A son cero), la

SCE de este modelo menos la SCE del modelo sin la interaccidon nos daria la
SCA.

Haciendo estas regresiones en la versidn 7 del paquete estadistico

SPSS hemos obtenido los siguientes resultados:

1S9
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Como hemos visto en las regresiones, las sumas de cuadrados de los

modelos 1,2,3 y b estan dadas por:

- SCE en (1)
- SCE en (2)
SCE en (3)
SCE en (4)

. Con

de Analisis de

36

85.49
124,94
165,669.92

estos valores podemos sacar las sumas de cuadrados de la Tabla

Varianza, siendo éstos:

SCE = 36

SCl = 85.49 - 36 = 49,49

S5CA = 165,669.92-85.492 = 165,584,428

»

SCB = 124.944 - 85.492 = 39.452
Por 1o que la tabla de An3lisis de Varianza queda:
FUENTES DE VARIACION sC L CH F exp
Tr?tamicnto (AGUA, AET Y L-CISTEN 39,452 2 20.07 28.41 =&
NA '
Dosis (1) 165584 .428| 8 120089.48 | 29277.39
Tratamiento X Dosis 49,49 14 3.91 5.53 =,
Error . 36 | %6 0.71
TOTAL 1656Lk5.99 | 74
*

L3

DIFERENCIA SIGNIFICATIVA AL 52

DIFERERCIA ALTAMENTE SIGHIF!CATIVA.

(1) = 0, 100, 200, 4or, ~Z0, 800, 1000, 1200y 1400 Kr.

+

EN CADA FLPETICION SE TABULARON 100 O0BSERVACIONES,

Como la interaccion fué significativa, esto nos indica que para

saber dénde se encuentran las diferencias en los factores es necesario partir

el otro factor en sus niveles y captar las diferencias en cada nivel,

para cada nivel de dosis veremos si hay diferencia entre los protectores vy

para cada nivel de protector veremos si hay diferencia entre las dosis aplica-

das. Por el método de Tukey se obtuvieron los siquientes resultados:

Esto es,

[4o)




PR BAD TKEY AC RA MU  LE ED DE  LTU DE PLA  AS
v ) DE SEMILLAS DE CEBADA TRATADAS UNA HORA CON AGUA, AET y L-CISTEINA ANTES DE LA IRRADIACION -
A DIFERENTES DOS!S ALTAS DE RAYOS GAMMA DE 60Co.

TRATAMIENTOS

A G U A A E T L - CISTEINA
1 154,33 1 156.33 1 155.33
5 13.33 T 5 13.00 T 6 13.33 T
l 11.33 ’ T 6 12.67 2 11.33 T
2 10.00 T 7 12.00 T 5 11.33 |
3 9.00 2 11.33 T 3 10.67 T
6 8.67 k 11.33 X 10.67 1
7 8.00 | 3 .00, | 8 9.00
8 - 8 10.67 1 9 9.00
S - 9 9.67 A 7 8.67 1

Dosis 1-0, 2-100, 3-200, 4-400, 5-600, 6-800, 7-1000, 8-1200, 9-1400, 10-1600 Kr.

"
S

bt DIFERENCUIAS NO SIGHIFICATIVAS AL

19}



Prueba de Tukey para comparacién mGltiple de medlas de la altura de las plantulas

ol st i whe nane o il

(mm) de semillas de cebadas tratadas una hora con AGUA, AET y L-CISTEINA antes de la irradia---
clon a diferentes dosis altas de rayos gamma de 60Co.
' DOSIS (Kr)
0 100 200 400 600 800 1000 1200 1400
v T T T
T2 156.33 T2 11.33 T2 1].007‘ | 11.33 T1 13.33 T3 13.33 T2 12.00~— T2 10.67— 2 9.67
T3 1565.33 T3 11.33 T3 10.67- T2 11.33 T2 IB'OO_L T2 \2.67d- T 8.67 T3 9.0 -~ 9.0 1
T, 154.33() T, 10,00 || T 9.00=|  10.67||T, 11.33-] 8.67—|, 8.0 ||T, -7 -
1 1 ! . IR
TRATAMIENTOS Tl AGUA,
T, ATy ’
T3 L~CISTEINA.

——
-

| DIFERENCIA NO SIGNIFICATIVA AL 5%.

19}



En las tablas podemos ver que si protegemos las semillas con aqua
(testigo), las plantulas tienen menor crecimiento si aplicamos las dosis 200,
800 y 1000 kr que cuando aplicamos 400 o 600 kr; si las protegemos con AET,
resulta mejor, ya que si aplicamos de 206 a 1000 kr. la plantula crece lo mis-
mo; al aplicar L-Cistefna, se puede ver que a dosis altas (1000,1200 vy 1400)
de radiacidn, la plantula tiene un menor crecimiento.

Para los distintos niveles de radiacién, podemos observar algunos
resultados muy interesantes: al no aplicar radiacidn, la plantula tiene el
mismo crecimiento, lo cual nos indica que los protectores no tienen efectos
negativos ; también podemos observar que a dosis altas (600 - 1400 kr) resul-
ta mejor aplicar los protectores que no aplicarlos. No habiendo diferencia

entre cudl de éstos protege mejor.
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PERCENTAGE POINTR 0r Tk STrnrNTizen HanGy %,

Table |

=9 bcﬂuhc%

o, .05
N2 3 ‘ s ¢ 7 s 0 10
3 ] 1797 | 26,08 | 32.82 | 37.08 | 40.4) ] 43,12 | 45.40 | 47.38 | 45,07
2 6,065 8.3)) 9.7v0 10. 84 11.74 12. 44 13.03 13. 54 13.99
3 | 4% | 5910 | 6.825 | 7.502 | 8,037 | 8.478 | 8.253 | 9.177 | 9.462
4 | 3.927 | 5040 | 5,357 | €.267 | 6.707 | 7.053 [ 7.347 | 7.002 | 7.826
$ |3.¢35 | «c02 {85218 fs.¢13|6.033]6.330 {6,562 }6,802 |6.995
€ ] 3.461 | 4.530 | 4. 896 | 5.305 | 5.628 | s.885 | 6.122 | 6.319 | 6.43)
7 | 3340 | 4165 | 4661 | 5,000 | S.3%9 | 5.€06 [ 5.815 | 5.008 | 6. 158
@ 3,261 ) .04 | 4.%28 | 4. 656 | 8067 | 5.389 | 5.597 | 5,767 |5.018
9 | 3.129 | 3945 | 4,13 | 4,756 | s.024 | 5.244 | 5.432 | 5,505 | B.739
10 | 3,151 | 3,877 | 4.327 | €.654 | 4.912 | 5.32¢ | 5,303 | 8.461 | 8.509
1 3,113 | 3,820 ] 4.256 |4.574 | ¢.823 | 5,028 | 5,202 | 5.35) | s.4m7
1| 3.082 | 3,773 | 4169 | 4.508 | 4.750 | 4.950 | S, 119 | 8.265 | 5.398
13 [ 3.058 [ 3,738 {4151 [ «.453 | 4.co0 | «.mes {5,040 | 5,192 |5 318
14 13,033 | 3,702 | 4.10) | 4.407 | 4.039 | ¢.820 | 4.990 | 5.131 | 5.25¢
15 | 3,014 | 3,674 | 4.076 | 4.367 | 4.%95 | 4.782 | 4.940 | 5.077 | 5.108
36 12,998 | 3,649 | 4.046 [ 4.333 | 4.557 | 4.741 | «.837 | 5.031 | 5. 1%0
17 [ 2.984 | 3,628 | 4.029 | 4.303 | 4.524 | 4.705 | ¢.858 | 4.991 | 8,108
18 | 2,971 ] 3,609 | 3.997 | 4.277 | 4.495 | 4.673 | 4.824 | 4.956 | 5.071
19 | 2.900 | 3,593 | 3,977 | 4.253 | 4.469 | 4.64% | 4.794 | 4.924 | 5.038
20 | 2.950 | 39.578 | 3.958 | 4.232 | 4.445 | 4.620 | 4.76B | 4.693 | 5 008
2¢ | 2919 | 3,532 | 3.001 | 4.166 | 4.373 | 4.543 | «.684 | 4. 807 | 4515
30 | 2.888 | 3. 486 | 3.E45 | 4.102 | 4.302 | 4.464 | 4.602 | 4,720 | 4.524
40 | 2.658 | 3.442 | 3,741 14,039 | 4.232 | 4.359 | 4.521 { 4.635 | 4.735
60 | 2,820 | 3.399 | 3.737 [3.977 | 4.163 | 4.304 | 4.441 | 4,510 [ 4.646
120 §2.600 | 3.3% [ 3.635 |3.917 | 4.093 | 4.241 [ 4.3¢3 | 4.4c0 | 4. 560
© 2.772 [ 3.314 P3.e3s | 3.e%s | 4000 | 4,170 | 4.286 | 4.367 | 4.474
v ’| 11 12 13 14 15 16 17 18 19
) | 50.59 } 51,96 | 53,20 |54.33 | 55.36 | 36.32 |57.22 [ 58,04 |58.83
2 [ 14.99 | 1475 [ 15,08 | 15.38 | 15.65 | 15.91 | 16,14 [ 16.37 [ 16.57
S }9.717 | 9.946 | 10,15 ]10.35 | 10,53 | 10.69 | 10.84 | 10.98 | 11. 11
¢ | 8027 | B.208 [8.373 |8.525 | B.c6a | B.79¢ |8.914 | 9.028 | 0,134
5 17.168 | 7324 {7.¢66 |7.596 | 1.717 | 7.828 |7.932 | 8.030 |8.122
[ 6,649 6.789 | 6,317 7.0¢ 7. 143 7.244 7.338 | 7.426 7.%08
7 [6.302 | 6.431 {6.550 |6.658 | 6.759 | 6.852 |6.939 | 7.020 {7.097
8 |6.05¢ | 6,175 | 6.287 [6.389 | 6.483 [ €.571 | 6.65) | 6.7129 | 6.502
® |5.507 | 598 {c.083 |6.186 | 6.276 | 6.359 | 6.437 [ 6.810 |6.579
30 15722 {5,833 | 5.03% |€.028 | 6.10¢ | 6,194 | 6.269 [ 6.339 |6 405
13 | 5.605 § 5.7133 | s.611 |5.900 | s.984 ] 6.062 | 6.134 | 6,202 |6.265
12 §5.511 ] 5615|5910 |s5.798 | 5.878 | 5.953 [6.023 | 6,069 |6.15)
13 ] 5.431 ] 5,533 | 5625 §5.731 | 5.789 [ 5.652 | 5,931 | 5.995 | 6.035
34 | 5.364 | 5.463 | 5.554 §s.¢37 | 5.714 | 5.986 | 5.852 [ 5.015 [5.574
15 }5.306 | 5.404 [5.49% |s5.574 | 5.643 | 5.720 | 5.765 | 5.846 |5.004
3¢ | s.2:6 ] 5,552 [ s.430 |s.520 | 5.%93 | 5.662 |5.727 | 5.186 |5 843
17 | 5.212 | 5,307 | 5,852 |5.471 | 5.544 | 5.612 |5.675 | 5.734 |5.790
3 15,074 | 5.267 {5332 |5.429 | 5.%0) | 5.505 [5.630 | 5.c08 |5.743
39 }5.140 1 5.231 [5.318 |5.391 [ 5.462 | 5.528 | 5.589 | 5.647 |5.701
20 | 5.108 ] 5.199 | 5.2B2 |5.357 | 5.427 | 5.42) ]| 5.553 | 5.6)0 |5.063
; ’
24 5.0:2 5,099 5,179 5.251 $.319 5.38} 5.439 5. 494 5. 545
-30 [a.s17 |si001 {s0mr {5047 {5.210 | s.2m1 [ 8327 [ s310 |54z
40 ¢.824 4.904 4.931 5. 044 $. 106 5. 163 5.21¢€ 5.2066 5.313
o 4.7132 4.B08 4.878 4.942 5. 00) 5.056 S, 167 5.154 5.109
120 ’.Gll 4.714 4.78) 4.842 4.898 4.950 4.098 5.044 5.066
- 1.5 4.022 4.683% 4.743 4.795 4.845 4.891 4.904 4.97¢




Table | (Continved)

a..0

N 0 22 2 28 30 32 3 38
1 | so.56 | ¢o.o1 | ca.12 | 63.22 | 64,23 | 63.13 | 6s.01 [ 66,283 | 67.88
3 | 1697 | ;oas | ar.es | 17,78 [haei02 | 10021 | 18,50 | 18,72 | 1892
3 | 124 {11ar | ares | a3 87 | 12,08 | 12,31 | 12,30 | 32,80 | 12,63
4 | 0.239 [ o.q18 | 0.58¢ | 9738 | 0. £75 | 10,00 | 10,12 | 10.23 | 10.34
$ | 6.200 | 8.360 | 8.512 | B,C43 | 8,704 [ 6.875 | 8.979 | 9. UI5 | 9.163
¢ | 7.587 | 7.730 | 7.801 | 7979 | 8.088 | B.189 | 8.253 | 8.370 | 8,452
v | 7.170 [ 70303 [ 7.423 [ 70833 | 734 [ 7.728 [ 1834 | 7.895 | 7.973
8 |eer0 | eoss [1.000 [ 7.212 | 70507 | 7398 | 1437 | 1iese | 128
® | .64 | 6763 [ €871 | 6.970 | 7051 | 7,348 | 7222 | 7295 | 1,363
10 | 6.467 | 6.522 | e.cec | 6.783 | 6.808 | 6.948 | 7.023 | 7.093 | 7.159
11 | 6328 | 6,436 | 6.538 | 6.628 | 6.712 | 6.790 | 6.8¢3 | 6.930 | 6.09¢
13 [ ®e.200 | 6.517 | 6.414 | 6,503 | 6.525 | 6.660 | 6.731 | 6.706 | 6.858
13 | 6312 {6217 |6.312 | 6.398 | 6.478 | 6.551 | 6.620 | 6.684 | 8.744
14 | 6.029 | 6.132 | 6.224 | 6.309 | 6.387 | 6.459 | 6.52¢ | 6.308 | 6.647
15 | 5,958 | 6.059 | 6.149 | £.233 | 6.309 { 6.370 | 6,445 [ 6.506 | ©.564
16 | 5.897 | 5.995 | 6.084 | 6.165 | 6.241 | 6.310 | 6.374 | 8.43¢4 | 6.493
17 | 5.842 | 8.940 | 6.027 | 6.107 | 6,181 | 6.245 [ €.313 | 6.372 | 6.427
18 | 8.79¢ | 5.800 | 8.977 | 6.cs5 | 6,126 | 6.195 ['6.258 | 6.316 | 6.371
10 | 5,752 | s.646 | 5.932 | 6.009 [ 6.081 | 6.347 | 6,209 | 6,207 | €.321
30 | 5.714 [ 5,807 | 5.691 | 5,968 | 6.03% | 6.10¢ | 6,165 | 6.222 | 6.275
3¢ | 5594 | 5683 | 5,764 | 5,838 | 5.506 | s.e68 | 6.c27 | 6.081 | 6.132
30 | 5.475 | 5.561 | 5.638 | 5.709 | 5.774 | 5.233 | 5,29 | 3.541 | 5.990
40 | 5.358 | 5.439 | 5.513 | s.581 | 5.642 | 5.700 | 5.753 | 5.803 | 5.849
60 | 5.241 | 5310 | 5.389 | 5.453 [ 58502 [ 5,566 | 5.617 | 5.664 | 5.708
120 | $.126 [ 5.200 | 5.206 | .37 | 5.322 [ 5.434 | 5.481 | 5.526 | 5.5C8
w | 5012|5081 | 5144 | 5200 | 5250 | 5.301 | 8,340 | 5,368 | 8,427

o\ 40 50 60 70 80 90 100

1 |68.20 [ 68.92 | 7173 | 73,97 | 15.82 | 17.40 [ 58,77 | v9.08

2 | w1 | 19.28 | 20,08 | 20,66 | 20,16 | 21.99 | 21.5€ | 22.29

3 | 12,75 [ 12,87 | 13.36 | 13.76 | 14.08 | 14.36 | 3461 | 14082

¢ | 10.4¢ 10,53 f10.03 | 1324 | 318y | 1073 | 11e2 | 12,09

& |9.25 [9.330 | 9.674 | 9.949 | 10,18 | 10.38 | 10.54 | 10,69

6 |8.520 | 8.601 [8.913 | 9.263 | 8.370 | 9.545 | 5.702 | 9.639

7 18043 | 8.110 |8.400 | B.632 | B.224 | B.v89 | 9,133 | 9.26)

8 |7.69 | 7.756 | 8029 | 8.248 | 8.430 | 8.5¢6 | 8.722 | 8. 843

© |7.428 | 7.488 |7.749 | 7.958 | 8.132 [ 8.281 | 8.410 | 5.520

10 | 7220 [7.279 | 7.529 | 5.730 | 7.897 | 8.041 | 8166 | 8.378

11 | 7.05 | 7.110 | 7.352 | 7.566 | 7.708 | 7.247 | 7.968 | .07

12 | 6.916 | 6.970 | 7.205 | 7.394 | 7.552 | 7.¢37 | 7.£04 | 1.509

19 |e6.800 | 6.85¢ |7.083 | 7.267 | 7.421 | 7.552 | 7.667 | 1.709

14 | 6.702 | c.15¢ | €979 {1,159 | 7.203 | 7,438 | 7.850 | 7650

15 |6.cid [6.600 {6.£88 | 7.005 | 7.292 | 7.339 | 7.449 | 7546

16 [ 6.5¢ | 6.59¢ | €810 | €.ons | 7328 | 7,252 | 7,350 | 7.4%

17 | 6,410 | €.520 | 6741 | 6.912 | 1.0%¢ | 7.376 | 7263 | 1.277

18 | 6.422 | 6.¢71 |e.6n0 6 848 | cowed [ 70000 | 7,213 | 7,300

19 | 6371 |6.c1p {6.626 | 6.752 [ €530 | 7.048 [ 7,132 | 7.24¢

20 | 6.325 | 6.373 | 6.976 | 6.740 | 6.871 | 6.994 | 7.Co7 | 7.187

24 |e8 [6.22¢ Jea21 | 6.570 | 6,710 | 6.522 | €.520 | 7.008

30 {6,037 |6.080 |€.267 | 6.417 | G.543 | 6.¢50 | 6.744 | 6.E27

40 | 5653 | 5934 {6,002 | 6,255 {€.375 [ 6.477 | 6.566 | 6.648

60 |5.750 | 5,789 {5,048 | 6.053 | €.206 | 6.503 | 6,357 | 6. 462

120 | 5,601 | 5.64¢ |s5.802 | 5,029 | € 035 | 6.126 | 6.205 | 6.278

o 6460 | 5498 |5 6¢o | s70e [ 5.803 | 8547 | €.620 | 6 085




Yable | (Continved)

as 0]

. 2 ) ] s 6 1 (] (] 10
| ©0.03 13%.0 164.3 18%. ¢ 202.2 215.8 227.2 237.0 | 24%.8
2 14.04¢ 19 02 22,29 34.72 36.6) 28,20 20.5) JJ.c8 31.00
3 8.26) 10.€2 12. 17 13.3 14.24 15.00 15,64 16.20 16.C9
4 6.512 8.120 £.173 9.058 10.58 11,10 11.8% 11.9) 12,27
1 3.702 6.5676 7.804 t.421 8.91) 0.321 9.069 0.£72 10. 24
[ ] 5.243 6.331 7.02 7.958 7.973 8.8 3.81) 8.B50 | 0.087
1 4.040 3.919 6.54) 7.00% 7.3713 7.679 7.029 8. 106 8.368
] 4.540 $. €38 6.204 | 8.625 | 6.960 | 7.237 7.474 7.68) 7.863
] 4.506 8,428 $.957 | €.348 6.C%8 | 6.01% T.134 7.325 ] 7.493
10 4.452 $.270 8.769 | 6.13¢68 6.428 | 0.669 6.875% 7.0%% { 7.213
11 4.392 $.146 5.621 | 3,970 6.247 | 6.478 | 6,672 6.842 | 6.802
12 4.320 $.046 5.502 5. 836 6.10} 6.321 6.507 8.670 | 6.814
13 4.260 4.064 5.404 .77 5.981 £.192 6.372 6.528 | 6.667
14 4.210 4.89% 5.322 3. €34 5.88) G.085 6.258 6.409 [T ]
18 4.168 4.£36 5,252 %.556 5.796 5.694 G. 02 6.309 6.439
16 4.12) 4.786 S.192 S, 469 $.72 5.915% 8.079 6.22 6.349
n 4.050 4.742 3.140 | $.430 3. €659 S.847 6.007 6. 147 ¢.270
18 4.071 4.70) 5.0%4 5,379 $.603 5,788 5.944 6.08) 6.20)
19 4.046 £.670 $.054 | 5.334 5. 554 5.73% $.8E9. | 6.022 6.141
a0 4.02¢ 4.629 5.018 5,294 5. 510 5.688 5.£37 3.970 | 6.087
24 3.93%8 4.%548¢ 4.907 5. 168 5.374 5,542 5.68% . 809 5.819
30 3.88% 4.455 4,799 $.048 5.242 5,40} 5.536 5. 05) 9.758
40 J.B25 4.3C7 4.658 $.531 5.114 5.285 5.382 $.602 5.599
€0 J.7C2 4.282 4.5%95 4.818 4.991 5.13) 5.253 $.3%6 5.447
120 3.702,] 4.200 4.4%57 4.709 £.872 5.005 5.118 §. 214 5.299
- 3.64) 4,120 4,403 4.003 4. 7157 4.552 4.5%87 5.078 5,157

v 1 32 13 14 13 16 17 16 19
3 251.2 260, 0 366.2 271.8 277.0 281.8 286,13 230. 4 254.3
3 32.5 33.40 34.02 34.81 35.43 36.00 36.53 37.03 37.50
3 17.13 17.5) 17.862 18.22 18,82 18. 81 19.07 19.32 18,959
4 12. 57 12.b4 13.09 1}. 32 13.83 13.33 13.91 14.08 14.24
1 10. 438 10,70 10. 89 11.08 11,24 11.40 11.5% 11.¢8 11.81
[ 9.301 P.4ES .65 g.608 9.%51 10.08 10.2) 10.32 10, 43
9 B.548 B.711} 8.BCO B. 997 9.124 9.242 9.353 9.45%6 9.55¢
[ | 8.0 8.17¢ 8.312 B.436 8.552 8.659 8.700 6.854 8.043
[} 7.637 7.784 7.91C 8,025 8.132 8.232 8,32 &. 412 B. 495
10 T7.356 T.48% 7.603 7.712 7.812 7.506 7.983 £, 076 8.15)
1) 7.128 7.250 7.3C2 7.465 7.500 | 7.649 7.732 |1.809 7. 863
12 6.94) 7.060 7.167 7.26% 7.356 7.441 7.5%20 7.994 7.069%
1 6.791 6.903 7.008 7.101 7.1t8 7.2089 7.345 7.417 7.4E3
14 6.66¢ 6.772 5.871 E.0C2 7.037 7,126 7.199 7.2068 7.333
. 13 6.53)% 6. 660 6.757 6.645% 6.927 7.003 7.074 T7.132 | 7.204
v 18 6.4G2 6.504 6.658 6.744 6.823 6.£98 6.907 %.032 7.033
. n 6.38) G. 450 6.572 6.650 6.%34 6. 806 6.673 6.937 6. 9vY
L SR 18 ¢.310 6. 407 6.497 G6.5%9 6.655 6.725 6.7%2 G.85%4 6.912
DN 19 6. 241 6.342 0, 430 6.510 6. 5ES 6.654 6.7)9 6.7:0 6. 817
.. 20 6.1%9) 6.28%5 6.3} . 450 6.523 6,591 6.654 6.714 6.771

.. &,

.30 3 T2¢ 16.037 |6.306 |6.106 |e.261 |£.330 |6.39¢ |6. 453 {6.%10 | 6.563
¢ rco., . 30 $.849 3.932 6.006 €.078 G. 143 5.20) 6.2% 5.311 6.361
! 7 ee v 40 5.686 5.764 5.0)5 5.900 $. 961 6,017 6. 06D 6.}19 6. 165
TS 60 $5.%28 $.00) 5. 667 3.728 $. 789 5.037 5. Bi6 3.9 5. ¥74
.., 1o $.37% 5.44) $.%05 S. %02 $.C14 5.062 $.708 5.7%0 5.790
B e $5.227 5.250 $.348 5. 400 3.448 5.49) $.53% S. 454 5.611)




Toble 1 {Continued)

Omn ,O]
’ 1 20 22 24 26 28 30 N 3 38
3 | 208.0 | 304.7 ) 310.8 |310.3 321,93 | 326.0 ) 330.3 | 334.3 | 3380
g ] 37.05 | 38.76 | 30,40 | 40,15 | 40.76 | 41,32 | 41.84 | 42,33 | 42.70
s 11077 [ 20,107 | 20,83 | 20,86 | 21,16 | 21.4¢ | 20,70 | 21.95 | 22. 17
¢ J16.40 ] re.68 | 1a.0d Jas.0e 15,37 | as.s7 | 15,78 | 1s.92 | 16.08
s | 1n.0 | arae | 2.6 a2.54 1207 | 12,87 | 13,02 | 13,05 | 13,28
¢ [ 10.5% | 10.73 | 10.91 [ 11,06 | 11,21 | 1R3¢ | 1547 | 11.98 ] 11690
7 {9.646 | 0.615 | 9,870 | 10,13 | 10.2 10,26 | 10.47 { 10.58 | 10.87
8 [9.027 | 9.182 | 0.322 {9.450 | 9.5¢0 | p.678 | 9.779 | 0.874 | 9.964
o [6.57 8,717 ] 8.847 {8,966 | 90.075 | 9.177 | 9.271 | 9.360 | 9.443
30 | 8.235 | £.35) | 8.48) | B.305 | 8.G98 | 8.704 | 8.88) | 8.966 | 9.044
11 [17.952 | e.o80 | &.196 | 8,300 | 8.400 | 8. 491 | 8.575 | 8.65¢ | 0,728
32 | 7.731 | 7.853 | 7.064 | 6.006 ] B.150 | 8.2¢6 | B.327 | B.402 | 8.473
13 | 7.%48 | 7.665 | 7.772 [17.870 | 7.9C0 | 8.043 | 8.121 ] 8.193 | 8.262
316 | 7.39% | 7.500 | 7.631 | 7.705 [ 7.782 | 1.873 | 7.048 | 8.018 | 6.084
15 | 7.264 | 1.97¢ | 7.474 | 7.%68 | 7.6%0 | 7.728 | 7.800 | 7.860 | 7.932
18 | 7,152 | 71,258 | 7,350 [ 7.445 | 7.527 | 1.602 | 7.673 | 7.739 | 7.602
17 §7.05 | 7,158 | 7.25) | 7.340 | 7.420 | 7.493 | 7.563 | 7.627 | 7.687
18 | 6,068 §7.070 | 7.163 | 7.247 | 7.325 | 7.398 | 7,465 | 7.528 | 7.%87
19 [6.801 [ 6.992 [ 7.082 |7.366 | 7.242 | 7.313 ] 7.370 | 7.440 | 7.498
20 |6.820 |6.922 | 7,010 | 7,092 | 7.168 | 7.237 | 7.302 | 7.3¢62 | 7.4
3¢ [6.632 ]| ¢6.705 [ 6,769 [6.865 | 6,938 | 1.001 | 7.052 | 7.119 | 7.173
30 6. 407 €,404 6,572 8.644 6.710 6.772 6.E28 6.E8) 6.932
40 6,209 6.289 6.362 G. 429 6.490 6. 547 6.€00 6.€%0 6.6917
60 |6.015 | 6.090 | 6,158 }¢.220 | 6.277 | 6.330 | 6.378 | 6.424 | 6.467
120 | 5.€21 | o.637 | 5,959 | 6.00¢ | 6.0%9 § 6.007 | 6.1€2 | 6.20¢ | B.244
- 5.645 | 5.709 | 5.7¢6 [ s.818 | 5. 626 | s 91t { s.952 | s5.5350 | c.0u8
NI 38 40 50 60 70 60 00 100
3 | 3418 [ 3448 | 3589 §370.1 | 370.4 | 387.3 | 394.3 | 4003
2 43.21 4),.61 45. 33 46.7%0 47. 63 48.60 49.04 50.38
3 | 22,39 [ 22,59 ) 23.45 [24.13 [24.71 | 25.19 | 25.62 | 25.99
« 4 | 16,23 }16.37 | 16.98 | 17.46 | 17.86 | 18.20 | 18.50 | 18.71
5 113,40 | 13.52 | 14.00 §94.99 § 14.72 | 14.09 | 15.2 15.45
6 | 11,80 | 11,90 | 12.31 [ 12.65 | 12.92 { 13.16 | 13.37 | 13.5%
T {1077 | 10.85 | 1128 | t1.62 | 15,57 | 1199 217 | 12,34
& 10,05 o3 | 10.47 | 10.75 | 16,97 [ 3137 ] 1134 | 11,49
9 | o.521 |9.504 {9.612 }10.07 | 10.38 | 10.57 | 10.73 | 10.87
10 | 6.117 } 9.187 | 9.456 |8.726 | 9.927 | 10.10 | 10.25 | 10,39
11 | 8998 | B.864 | 0.148 | 9.377 [ 9.568 | 9.732 | 9.875 | 10.00
12 8,538 8.60) B.E71% 0.054 9.201 0. 434 2.57) 0.69)
13 8.326 8.3681 8.648 B.ES 9.035 9.187 0.318 0.438
14 8.146 8.204 8. ¢57 B8.661 8.E32 B.978 9. 106 9.219
15 | 7.992 | 2,040 | 8.29% }6.452 | B.658 | E.EDO | B.92¢ | 9,015
16 ] 7.860 | 7.936 | B.154 | 8.347 { @8.507 | B.c4n | 8.707 | B.874
17 | 1745 [ 7.790 {8001 {8,219 | 8.377 | 8.511 | £.630 | 6.735%
18 ] 7.643 | 7.¢56 | 7.92¢ {8,107 | B.261 | 8,393 | 8.508 | B.611
10 | 7.953 | 7.605 | 7.8268 | 8.0c8 | 6.159 | 6.228 | 8.401 | 0.502
20 | 7,473 | 7.52) | 7.542 | 7.919 | 6.067 | 6.194 | B.305 | B.404
24 | 2223 {1710 11476 17.642 | 7.780 | 2.900 | B.004 | B.027
30 6.978 7.02) 7.215 7.370 7.%00 7.611 9.709 7.708
4 | 6,740 | 6.782 { G.000 | 7,104 | Y.225 | 1.328 | 7.419 | 7.500
60 0.007 6.546 6.710 C.04) 8.054 7.0%0 7.133 1.207
120 | 6,281 [ 6.016 | 6.40c1 |G.488 | 6.68y | 6.u76 | 6.052 | 6.919
- 6020 | 6.007 | 6.225 |G.338 [6.420 |&.507 | 6,575 | 8.¢36
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. 120 3,800 | 2,947 | J.048 | 3. 018 [ 3,172 | 3,217 | 3.2%¢ ALY
- 3.772 | 2,918 ] 3.017 | 3,080 {3,148 | 3,003 ) 3, 222 3454
- ————
o . ) ’ R
R v L ‘
. 1 . .|.‘ , '..:.“ L BN
'.1-5 . . ?' ' T (e ; Voo i L . : '
: L
| ." r
' ' Yable V (Conlinved): a = .05
s {
c -
A I 12 24 26 28 30 17 | N 1 an 0 50 60 10 80 90 100
1] —
t Vv baner et by Lo 1ot | e | 1707 ) 11N 17971 V.91 | 1101 [ 1191 | 1191 | 17,97 [ 1791 |11
L 2 | 6,085 6,085 | 6,085 | 6.0n5 | 6.085 | 6,085 | 6,085 | 6,085 | 6,085 6.085 | 6.085 | 6,085 | 6,005 | 6,085 | 6.085 | 6.0%5 | 6. 0m$
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T4 4¢ 3.607 | 8,807 | a.en7 | 3,697 } 3.600 | 3.697 | 3.691 | 3.C91 | d.C01 3.697 | 3.697 | 3.697 | 3.6091 | 3,697 | 3.607 | 3. 697 |3 &M
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