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En los últimos tiempos el Diseño de Experimentos ha veni 

do tomando mayor importancia y sé ha utilizado en áreas tales 

como Medicina, Veterinaria, Biología, Psicología, etc.; esto se 

debe que diseñar un experimento consiste en plantear lo que se 

desea probar, determinar cómo se va a realizar el experimento y 

cuál es el modelo estadístico que se requiere para probar la 

hipótesis planteada, todo esto sirve para obtener resultados óp 

timos en el experimento. 

1 
El método estadístico que se. utiliza en el análisis de 

I los datos de modelos de Diseño de Experimentos se llama An¥Jli- 

sis de Variariza, el cuál se presenta en el primer capítulo. 

Al 	realizar un experimento 	muchas veces 	no 	podemos 	ob t e 

ner 	el 	mismo 	número de observaciones 	en los 	distintos 	tratamien 

tos, ya sea porque nos es imposible probar ciertos niveles de 

los factores o porque algunas de nuestras observaciones se reos 

"pierden". A estos modelos les llamamos Desbalanceados. 

Cuando tenerlos un modelo desba lanceado el anú 1 i sis de 

los da tos es mas comp 1 I cado ya que se naces i ta repu ramal r" i la r 

e l 	111ode 1 o pa r 	hace r e l A n 5 1 I s I s de Va r I a n 	. 

El 	O I.) j e t i V O de esta tés i s es introducir al lector n 1 

i1n51 I ¶ÍS (.1e rl1OCI('1o'-i 	de 	(-ÍIS('.I1OS experimentales baIi111c.eadOs 	y 

(1 a % 1) a 1 il n (: (. tJ O O 1 . 
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En el primer capítulo se presentan algunos de los mo- 

delos de diseño de experimentos y el Análisis de Varianza 

cuando éstos son balanceados. 

En el segundo capítulo se presentan algunos de los 

métodos de Comparaciones Múltiples. Estos se utilizan para 

captar las diferencias cuando el Análisis de Varianza nos 

indica que el efecto de los tratamientos no es igual. 

En 	el 	tercer capítulo 	se da 	una 	idea 	general 	de los 

modelos 	de 	Regresión Lineal, 	ya que 	para 	reparametrizar-  un 

modelo 	es 	necesario considerarlo un 	modelo 	de 	regresión. 

1 
En 	el 	cuarto capítulo 	se habla 	de 	los 	métodos 	de Re- 

1 los parametrización 	y 	su aplicación a 	modelos 	de 	diseño de 

experimentos. 

1 Por 	último 	se da 	un 	ejemplo de 	un 	modelo 	de 	diseños 

desbalanceado 	al 	cual es 	necesario reparametrizar 	para obte- 

ner 	el 	Análisis 	de 	Varianza. 

1 
1 
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1 



fl K, 
1 ANM.ISIS 	DE 	VARIANZA 

Al hacer un experimento nos gustaría saber por ejemplo, cual es la 1 
elos i s de fert i 1 i zante mas adecuada para opt Inlr zar la prodtic,c ión de un terreno, 

qué tipo de fungicida y en qué dosis nos conviene más aplicarlo para disminuir 

los hongos en las senil 1 las a menor precio, cuál es el tipo de perfume de mayor 

venta en cierto tipo de tiendas y por qué la gente lo prefiere, cuál es la me- 

jor combinación de alimento para la producción porcina de cierta región, etc. 

Sin embargo, al experimentar encontramos fenómenos en los cuáles no se pueden 

predecir los resultados, ya sea por desconocimiento total o parcial de- las le- 

yes involucrada:, a éstos se les llaman fenómenos aleatorios; para poder estu- 

diar estos fenómenos es necesario utilizar métodos estadísticos. 

Por ejemplo, si queremos saber cuál de diez fungicidas nos conviene 

utilizar para eliminar cierto tipo de hongo en las semillas, encontraremos que 

al aplicar los fungicidu¥s a distintas semillas después de un tiempo algunas se 

millas presentaran mucha presencia del hongo, otras tendrán menos y algunas no 

tendrán hongo, en este caso parte de 	la 	variabilidad de los 	resultados 	es 	de 

tipo 	aleatorio; incluyo 	semillas tratadas 	con 	el mismo functicida 	presentarán 

cierta variación en relación a la incidencia del hongo. 

En este tipo de experimentos se busca la comparación entre distintos 

factores: mejor dosis, nlís ef,(ectivc.) fungicida, ti¡)o de perfume de mayor v( rlt,l, 

mejor combinación de al Intento, etc, es por es10 que se 1e— 1la(11a (':;I)l'.I'llllen1 

C(.H111)arat IVC)S, 

í.C¥III) 	(II 	II111¥; 	¿lites, 	exI 	ti' 	en 	1(l'., 	I c' ;lll (.i-1d(ols; 	u11,l 	Va]I'IaI)i 1 I(1,1d 	d 	t II)C) 

[1 leal.l)r I(I; 	1_Iri(.) (d('. 	1(.1`; metodos es  íidIs1 l(o`.i par) .-111,`111 zar — 	lo, resol t ¿idos de 1.,1('. 

1 ¡p(7 	d(' ('XI)('1 ¡metilos 	e 	el 	nfl l I 1; I '; 	de 	U.Ir I 1117 1, 	el 	cija 1 	s,('. I11 111 t('.') 	el 	(:', 1 tld i O 

(1e 	l O; 	electos 	(I(' 	orla o In<l', 	va rr i ,ll:) I e', 	i ll'l( l)'.'ncl ¡(-li t e 	(r.u,l l II al ¡vas s 	(_, c:ll,)I1 l i t .,-- 

Í IV,I',) 	l'll 	IIIhI 	VI)I 	¡lII)1e 	(Ji ' 	rl',I)(l( 

Hi- 
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1 
e En un experimento en e 1 que queremos comparar cual dosis de Emes tes i a 

es la óptima en una operación, debemos incluír todas las variables que pueden 

alterar la r"espuc s t a : edad, peso del paciente , es todo de salud, sexo, tipo de a-

nestesia, etc. Estas variables junto con la dosis aplicada sera las variables 

independientes que nos van a determinar la variable de respuesta, la cual es la 

1 

	

	variable que depende de esos factores (variables independientes) y que en este 

caso sería el estado de salud del paciente después de la operación. 

El 	Análisis de Varianza es una técnica mediante la cuál la var - iabili- 

dad total de una respuesta se distribuye entro las variables independientes que 

la determinan. El razonamiento de este procedimiento es que las variables de 

1 

	

	respuesta varían ünicamente por las variaciones de un conjunto de variables in- 

dependientes desconocidas. 

1 

	

	El objetivo del Análisis de Varianza es determinar las variables indo 

pendientes más importantes en el estudio y determinar cómo interaccionan y afee 

tan la respuesta. 

1 

	

	
Por ejemplo, si queremos saber cuál de las dosis Al 6 A2 de la subs- 

tancia A hace que la concentración de adrenalina sea mayor en ratas de >•nbora - 

1 	torio,' podríamos tener un modelo de la forme 

1 Y = f (A,B,C,D, ... 

1 	en donde A,B,C,D,... serían las variables independientes que determinan l,1 res- 

puesta; edad de la rata, sexo, r gimen al iinenticle, temperatura, do`.;is aO1 ¡cada 

1  de la substancia, etc. y la variable 	Y o:orrcsponde cr la var i lhlc. que depende 

S
de las 	Variables indcl)cndicnte 	llamada 	variable 	de respuesta, 	1-1 Cu 	enenal, 	es-- 

te 	ejemplo 	nli_:cliría . 
la 	concc¥rrtr¥rclón 	de 	adr en al ¡na 	en :Ilc(r.ln;, 	escalar. E:.rr 	este 	e- 

1 empio, 	la"! 	Varial)ie independIt 	Illt' 	que 	OI" inc ¡pa llllt'Ir1i' nos 	interes;1 CM11Oc"er 	su 

e1.ccto 	eti 	la 	va  1ablc' 	de 	respr.,c st.;,, 	es 	la 	do 	i 	((C 	la ;r,P ,t ine1a n 	a 	ic ad;i; 

1 i 	1 a 	c 	,1a 	var 	al) 	e le 	l lcrrn rnlc,, 	factor 	de 	interc's. 

/\ cada rrl i embr() 	de 	la 	OOI, l alca 1011 	dí 1 	cual 1 val 	;I 	r)l)t.eiier tina 	tespite s  



1 
1 	ta se le llama unidad experimental; éstas pueden ser: ratas;, [linos, lotes dei se 

nii 1 las, parcelas, tien(las, etc. 

r 	 En un estudio corlo éste, tenerlos; que con firnnclr que la vclrlab¡1 ¡dad nc¥ 1 

aleatoria en 	la 	respuesta se deba efectivamente ar 	las distintas dosis 	de. 	la 

substancia apl icada 	y no 	a la 	variación 	de 	las ratas en 	relación a 	la 	edad, 	.al I 

1 mentacion, o alguna 	de 	las otras variables 	que afectan la 	respi.resta. Para 	esto 

lo que se hace 	es 	identificar aquel las 	variables que pueden ser controladas 	tn- 

' les como 	la alimentación suministrada, 	el 	peso de 	la rata, 	sexo, edad, 	etc. 	y 

mJntcnc.r-las 	constantes 	corno condiciones 	experimentales durante 	el 	ec.tuciio; es 

decir, 	es 	conveniente 	realizar el 	experimento con ratas 	que tengan 	caracterIs- 

' ticas 	semejantes en 	relación 	a estas variables. 	Es necesario distinguirlas de 

aquellas variables 	independientes que no podemos controlar, tales como que una 

r rata conga más 	que otras, 	que una 	se caiga 	al 	agua y 	tenga 	distinta temperatura, 

que alguna haya sido mordida, ... es decir, todo aquel 10 que puede modificar la 

concentración de adrena,ln_, y que nos es imposible controlar, las cuáles, en ül 

' 

	

	tima instancla de term1narvn la var inc lon a lea ter 1a o no exp1 (Cada por los fac" 

toros estudiados. 

1 

	

	Mient:ras mas VC)r¡ah les controlemos, Con tilas conf ¡al)¡ 1 ¡dad OCJdIC`!11(:)'. 

pensar que la variabi 1 ¡dad se debe al factor de interc s, sin enlOcli- go, al nli ,:a 

1  tiempo e l C rado en e l 	)odcnio`:; e "r 	izar 	s 	s 	s se 	ya 	e ( 	J 	 que( 	q nc ¥¥ 1 I < < r 	1 u_. r c.,u 1 tildo_. 	rc¥cl¥lc.c. ,  	c{u.. 

1  estos se 	C)L)t(.IVIeron para CIorto 	tipo de rata, 	toí1 s 	uC 	5CXO 	Illé1`,;CllI I110 	toCl¥3¥, 

de 	cierta edad 	fija, etc. y 	podemos 	rtc:ner tizar 	nuestros 	resu 	t.3íieS 	Grlic..arU,:lv  

t e 	¿I I)<)I) I lIC 	I OIIC`5 	(le' C'.l inri 	con 	t C>Ch1 C(Pl (', I 	le>`, 

OC' 	(',tj 	Ill.)llel gil, Ill)(',l 	íO 	111t`(it 	l( 1)(¥(L 	I:1  

1 

l ir 	rlo ido (, ('l 	frl(.f 	(,r 	($I1Y I1 	Hl 	i 	(1 	r'-J i 	r 	; 	c 	 iuI?,l 	,Ir 	/\,b,; 

l.Is, 011 ((Ilclic.'.iun( (r(,c.r irni 	nl,llt 	(v;Iri ;II 	f 	i 	jrl 	(II 	I()cll 	la 	!Irlicll 	1(", 	(>Y  

1 
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1 	per imenta es del estudio) y 1),E,F,... son las vari:;bies que no podemos contro- 

lar. r CG;mo 111ieml)ros las fijas 	todos 	los condiciones experimentales 	son 	para 

r en estudio, podernos suponer que 	la 	variabilidad 	de 	la 	respuesta 	no es t.i siendo 

afectada por 	éstas, de manera 	que 	podemos 	suprimirlas de 	la evaluación sin 	per- 

1 der las 	de vista, 	ya que 	nos 	indican 	el 	grado de 	generalidad 	de 	rices t: ros resr.l l 

Lados. 

Por otro lado, 	las variables que no podemos controlar van 	a ocasionar 

r
variabilidad en 	las respuestas que no se deberán a 	nuestro factor de 	interés, 

esta 	variabilidad 	d como 	resultado 

considerar. 	Como no 

un error en nuestros 	resultados que debemo

1 	

; 

podemos conocer este error en un determinado 	individuo de 

nuestro estudio, 	podemos considerar que se 	trata de 	un error aleatorio. 	Conside 

randa esto, 	nuestro modelo queda: 

1 	Y = f (S) + 15 (D,E,F,...) 

' 	 Intuitivamente f (S) es lo que esperamos obtener como respuesta ;' 

la función 	nos indicaría la var- iabi1 ¡dad no explicada o aleatoria. 

1 	Supongamos que nos interesa comparar la substancia Si y 1 a SI.Jt)S 1n -- 

cia 	S2 en cierto fenómeno; podríamos pensar en dos subinode 1 os : uno para Si 

y otro Para S2. Corno el error esta dado por las variables no cc)ntrolahlc,s y 

1 	
son las rlllsm s para todas las unidades experimentales, podemos Sul")UnC'I" que el 

error tiene_ el mislllo comportamiento, que es del mismo tipo. Por lo tan 1tu, tcll- 

di- í amos nue t rc)', subniode 1 os 

r Y -. f (si) 

Y = f (s2) , F 

r 
Vodr í Init) 	.ht(;ir 	el 	I>I (,I, I c iii:l 	Il, lc ¡ 	ido 	luid 	C( rluI) I I 	I( i 	I1 	(l('. 	n0 	l le 

' 	 Y 	¡)¥J . jO 	la 	Irlf 1Ut'11C Ia de 	1 ,f', (JO', 	1.11)5L111(.I l',, 	Oc'.I'O CCJlllc.i i) 	11)('ih1O , 	si 	t 	(1 	y 

r f 	(') J) 	!,(JI I 	111' 	Illl'c 	¡.1', 	O 	'1(1 1 	1111' ll t ( 	(II I1 	111(`11 ¡ 	i,1 	11(', 	1 ()(ti 1 1 % • IC. I (I1 	1 O(J' Ill(1`, 	V!' 1 	( l 1' • 



nece s i larnos para poder h1 .,ce r 1 a compa rac 1 on 

Queremos que f (Si) sean las medias, es decir que E(Y) _- f (Si) , 

pero vemos que 

[(Y) -- E( f (Si) ► 	) 

E( f (Si) ) + E( 	) 

= f (Si) 	+ E( : ) 

es decir, necesitamos que E( : ) = 0. 

Supongamos que E (Y) = f (Si) ± c 	en donde c = E ( ,:' ) , si rede- 

f inimos nuestro modelo, éste podría quedar: 

Y 	= 	f (S i) -r- c ±( 	- c ) 

en el cual , venlos que 
E (y) = E( 	f (Si) + c + ( e -c) 

= 	f (Si) + c ±  

= 	f (Si) + c + E( r_::) - c 

= 	f (Si) ± c 

Por 	10 tanto, nuestro alúdelo quedar - ía: 

Y -= f 	(5;) .+. 

erg donde f' (Si) - f (Si) -r c 	es l::: rancia de lo 	h1.,c ión y 	F( : ') _= O. 

De esta rllc7nt?ra si suponemos qUe (!1 error es alc']t(.1rIn y que m, di'_, - 

t r i huye norma 1lilerl%('_' con IIIF'd la 	O y vil r" lanzo 	Q 	(JeSCO(mc 1 (JO pero? Ci (;' r 

t e 	paro 	tl.ld l 	l o 	poN1 gil(_ 1 all 	y 	(ji JO 	e% 1 `,t(' 	I Fi(1('¥Í1..'ll(h Ii',. 1 	I" Ilt 1- ¥' 	l"".1'.)` 	1! , 	(l('i 	I  

que el 	error 	(.'Y. i siente en 	m).1 	re'.;p1,lu 	11O 	'.,(' 	V(' 	i 1 (. I ,ido (l(' 	I' 111 X111 1 I i lli 	II 

j)OI" el 	error 	ell otra 	r'esj)U(',t,r, 	rlll(":,LI (' 	Il!)ri1i)(1(` lr)', 

Y 1 ( l) 

Y 	1  

7 



quedarían: 

Y _ 11 1+ F: 

Y = 	z+ 

en donde ;I1 y }l2 	serían las medias corr ,¥spondientes a la I,obra- 

ción a la cual se le aplicó la substancia Si y la población 'que 

recibió la substancia 52 respoct i vanien te 

Tomando en cuenta clue estas medias están dadas por 1 as 

condiciones experimentales mas el efecto de suministrar una subs 

tanc a determinada, podríamos tener: 

1 1 = 1.1+ T 1 

u 2 = la + T 

en donde 1..1 sería la media general de todas las unidades exile r i - 

mentales y ri sería el efecto de suministrar la substancia Si. 

Con estas consideraciones, nuestro modelo original: 

Y = f 	(S) 	+ f' 	(A,13,C) 	±f 	(D,E,F, . . . ) 

quedaría: 

y - 	'11 	+ •c i 	. 

en donde f: 	;J  

A las diferentes modal idades de un factor cie interr':5 

se les 11ama niveles; en nuestro ejemplo tenemos un ialctc1r de 

interés (su1)staanc i a S) con elos n i ve les ( Si y S2 ) 	A la coi 1) - 

n¥1CIOIl 	de 	I1ive1e`, 	(le 	varios 	I(.lc:1.tlr(- s 	ciiSt In1.o 	se 	1( :; 	11.1111,1 	I. I" , 

t í] Ill i e r 1 t o. 

Para dei 	(()rrl¡)._l r a r 	1 o', 	efecto 	de los 	f r'¡ 	1 	1 -1rn 	i 	erl 	t. 	u`, 

C'.', 	ta(I 	í 	̀ , 	1. 	i 	(..) 	1!('111 (` 	o 	Ilf,r:!:`,I-l1 ¡O 	(11) 	1 	I 	e 	11 	C 	100`. l 	V I-ll l 	,l`. 	tII 	¡(1,1d 	: 

(O x1)vI 	ilR , 	I11,l1e 	. I 	icllt 	l,l5 	I,l,l`, t1nicl,.,(.10`; 	c`Y1,c ri(I('r1t 11'' r 	c 	1.l,,ln 	Ic), 

(11 	51 	i 	rtt 	o', 	I 	r":rf 	;lrti c 	ntw, 	c.()rl<,(.( r( 	Inri 	nlcO 	jclr" 	cal dei 	t 	(1 do 	"H u`, 	( 	,¥ 

nnc 	o 	r 	1 .t 	v.l v i 	a1, i 	1 	i d 	d 	dc` 1 	01`, 	e-, 	1 	i 	lnad(ll 	`, 	) y 	Ile  1 	r 	,`, 	r 	(`,II 	1 	1 	,, 

8 



1 
I

dos ten(t rata un mayor cj r'aelo de corl l I a1) i 1 ¡dad y 1) rec NJ ón . 

Paren una unidad expe rimen La1 en pa r t icu1ar, nuestro modelo quecl.1- 

1 	ría: 

• Y.. 	_ 	►1 	+ 	i 	+ iJ con 	i= 	1 ,2 

I-- J 	1 	?_ 	...n. 

en donde Y. 	es 	la respuesta 	obtenida 	al 	ap l i ca r 	el 	t ra tam i en i.o 	i 	al 	j -c s i mo 1 
rJ individuo de 	la 	población en 	estudio; ;l i 	es 	el 	efecto o la 	desviación 	que su- 

f re 	la 	inedia al 	aplicar 1 f 	es el 	tratamiento 	i -és i mo 	y
ij 

una componente de la 

variación producida por 	las 	variables que no 	controlamos y que suponemos alea 

1 toria. 

r 
Tomando 	,r + T 	i 	cono una 	función de 	i 	(a + 	T. = 	1.1 i ) 	y 	partiendo en 

dos modelos, poderlos tener: 

Y 1 	= t,1 + C 	 con F. 1 .j ~ N(O,
2 

) 

Y2 j 	1 ; 2 + 	2 j 	con E. 2] -. N (o, 2 ) 

como Y 1 	y Y 2 	estón en función de la variable, 	aleatoria 	(v.a.) 
 

respectivamente, 	se desprende queY¥ 
.1 

y Y¥ 	son 	también 	variables 
.1 

01 cato ri¥¥s 

y que 

E(Y 1 .) = E( ,1 + _1J) = 	1!1 

E(Y7j ) = E('¥, 	1 	?J ) __ 11 2 

2 

Vaa r (Y ? 	:- 	vcl r (, : 	.r . j ) ) 	_. 	2 2 
1 

Por 	&' j ('inp 	o, I :>tipt.)Ilelnw-, 	que 1 	e", 	el 	l' I ec L J'  

calr 	(:ic•.r - ta 	(.lroq,l 	y 	i 	J el efecto 	c,l)tinicl() al 	no 	apl 	icor 	clro&I,-I, 1 	1-,c¥r - i.a 	lo 	le-- 

d  i aa 	cfc'. 	1 	.a 	I)c)I, 1 	ac: 	i can 	.:l l a cita 	',c_' 	l l+ 	run i n i 	'> I 	rc í 	1 aI 	cl 1 	0{1 	, 	y ,i 	¥ 	l, i 	lil( 'cf 	i 	I 	cle 	1 	., 

r,h l 	le i cll 	a 	I a 	c_.II,.1 1 	I u , l c' 	.lp l 	i 	u 	e, t, l.  l 	c 	i 	l, 	i 	r e, 1 	1 r 	o 	l 	i 	i', 	i 	! 	I 

cirio 	!,()r .i 	i 	cJu.i 	1 	e 	(¥ l 	1 	:- 112 ) 	I,oclt 	llll'> 	I)c'll', 	I I' 	dite 	e 1 	c' E 	1 () l 	c idii .ido 	;I 1 	o 	1 	i 
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la droga es igual all producido al no apl icarla, ya que s¡ 

	

Hl 
	1 c_11 2 

11 	}- -t 1 = l l± T2 

r l =r 2 

es decir, la droga no afecta al individuo. 

Copio vemos, al hacer una comparación entre medias lo único que es- 

tamos haciendo es comparando los efectos de aplicar uno u otro tratamiento 

(que es en realidad lo que nos interesa) por lo que únicamente tendremos 

que probar si T1 = 
T ? . 

Para poder comparar 1asT 	tenemos que estimarlas para lo cual 

existen varios métodos; uno de los más comunes es el de minimizar los errores 

por el mótodo de "mínimos cuadrados'', el cual trata de encontrar el mínimo de 

la función: 	 2 n1 	2 
F= ? . 	e 

i j 	rJ 

con respecto a 11 , q 1 
y 1- 2 

Venos que 
Y 

E. ij 	ij  

y querernos encontrar: 	 2 r¥ i 

	

niín 	 (Y.. -¥¥ - 	 ) 

	

J,T 1 ,t, 	¡ 

Recordemos que para encontrar los valores nn in irnos de urna función 

es necesario derivarla e i gu lar la a cero, por lo que s i de r l vaiiio5 rll.ie . 1. ra 

func i óri con respe(-tu ¿) :: , 	1 y t 2' obtenemos que: 

(Y 
2 I 	

¡) 
	- 	-2 ({ 	- 	¡ 	) 

11 (Y 	_ 11 	r i 	)¥ 	2 (y 1 	- 	- 1 

I 	(y 
1  

II 	r 	) 2 	_2  

) 	i 	,, 	II i 	J 
j 

(jud l 	 111(IO 	la 	curo, 	su 0I)1. I ('no 	un 	Si H_'ma 	(lo 	O(:.LJíI(:. I Orll."S (illu 	se 	(.0t(()(.( 	(.Oil 	el 

IIOnlhr 	( 	I(: 	''& 	c.u;r(.. 	i 	11(5 rruI 	In,l 	l 	(,,. 	1)OI - nl( ,d 	i u 	(1l, 	l 	(.(I,i 	l 	'e r,h t 	i l_ Ilc 	II 	1 1, , 	es t 	¡n,Hí,i 

LI 



y; 	Y 	=Y. 

1 	
Ij  

n si i=1,2,...,k 

j=1,2,...,n. r 

Nuestro sistema de ecuaciones normales es el siguiente: 

i i i 
(2) 

.J 
-2 	1 i 1 Í 

1J j - 
3) -2 >; 	'2j 	- - ?; 	12 = 0 

_1 j J 

En este sistema 	de ecuaciones, podernos ver 	que 	la 	ccuación 	(1) 	es 

la 	suma de 	las ecuaciones (2) y (3) , 	por lo que no encontraremos una 	sol u•- 

c i ón 	única de este sistema 	y no podremos estimar p, 	c 	y 	por 	separado. 1 	2 

Como lo que nos 	interesa saber es 	si 	¥ - 1 2, 	veamos si 	podemos 

estimar en 	forma única la 	expresión 	•t1 	- r2 , 	en lugar 	de 	inferir 	sobre 	t.l 	y 
12 por separado. 

Para 	facilitar el 	anál isis,.cambiaremos la 	notación de manera que: 

Y 

kn 

con lo que nuestro sis tema de ecuaciones normales queda 

(1) -2 1. Y 	- (u1 + u2 ) p- ( r o l 	1 + n? ' 	
2 
	= 0 

(2) -2 1 Y1. 	Íi - Ir l i 	= 

(3) -2 	Y
2. 
	

" 
	t - r

2 	2 r 

en ChiJlc:Ie 1.i .̀, (:l11,10Icl(IC':, (2) y Cl) Ll (`¥ ¥tl'1r!', f('e5(:.l- I})II 

(2') Y 1 	_ 	;i  

(3') Y2. 	►¥ 	I 	 fl 

y 	i 	Ii,I(:¥ IIJo', 	(2 	) 	(Í;')  

(Y l . 	II 	(Yl ... 	i; 	l) 

Y I. 	Y 2 	i 	1  	2 
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por lo que 	

r  1 	r  2 	'1. 	T2 

queda unívocamente determinada por las ectiacIones normales y puede ser est1-- 

mada; es decir 	,f,,̀ `  

r  1 	2 	= 	1. 	
Y2. 

Hasta aquí hemos resuelto un gran problema ya que hemos pod ido es- 

timar la diferencia entre los efectos, sin embargo surge el problema de la 

variabilidad aleatoria que presentan los estimadores. 

Veamos ahora por qué es importante la variabi1idad. Ya que pudimos 

estimar la diferencia entre los efectos producidos al aplicar un tratamiento 

y otro vemos que si 	esta diferencia 	es "grande'' 	significa 	que el efecto pro- 

ducido por un 	tratamiento difiere mucho del 	efecto producido por el 	otro 	tra 

tamiento y si esta diferencia no es muy grande, se puede pensar que se tiene 

el mismo efecto al aplicar cualquier tratamiento. 

Ahora bien, 	¿cómo podemos saber si 	esta 	diferencia es grande o 	chi 

ca?... 	¿se 	puede pensar que la 	diferencia es grande 	si 	vale 1,100,500,...? 

Para poder saber 	si 	la diferencia entre 	los efectos 	es grande o 

chica, 	es 	necesario compararla con 	algo, 	y es en esta parte donde la 	varia- 

bi1idad de las poblaciones adquiere importancia. 

Supongamos que en una muestra, al aplicar cierta dosis Al ol) t.ene-

I11os r"espues tas que en las figuras uno a cual ro denotamos por 11 r - ' 11 y a 1 ap 1 1 " 

ca r la dosis AA2 obtenemos respuestas tas 1 as cuales se denotad ''O '' . Las re`:pue:", 

tals l:5trn di st r IbuI(dals de 	1:1 sIgnIC(1te I11m eI:1 

C1 	( 	C) 	(.) C)  

i i jlir;l 1 	11 (I II 	(I 
 

Y 1 	Y;' 



1 1 3 

1 

1 0 O 	O 	O Q  
Figura 	2 	El 	[ 1 	[1 	[11 	Cl 	[11 	[ _.l 	1-1 

. 	 Y 2 , 

1 

I00  o 00 000 
Figura 	3 	E=1 E7 El fn 	El 	L7 C; Li 

1 Y1. ' 
En 	la 	figura 	2, 	tenemos 	las mismas 	dos 	poblaciones 	ob'._ nidas 	con 	1m 

1 muestra, 	excepto que 	la 	distancia entre éstas 	(medidas 	con Y1• 	y Y2.) 	se 	ha 

incrementado. 	En 	la 	figura 	3 	esta 	distancia 	crece 	todavía más, 	pero 	la 	varia 

ción en 	estas 	tres 	figuras 	permanece constante. 

Viendo estas 	tres 	figuras, 	¿cuál 	de ellas 	ofrece mayor evidencia 	de 

que exista 	diferencia 	entre 	fj 1 	y 	;1 2? 	Seguramente escogeríamos la 	figura 	3, 

1 ya que 	los 	datos nos muestran 	una diferencia  mayor entre 	las medias en cuumpa 

ración 	con 	la variación 	interna 	de cada 	muestra. 

1 En 	la 	figura 	1 	no 	podemos 	decir q ue 	las 	medias 	1 !, f 	 ( 	1 	y 1 ) 	sor] 	cs- 

1 
tadísticomente 	diferentes, 	ya 	que 	la 	var - iaci6n 	de 	los 	datos 	cori respecto 	su 

media 	pob 1 nc i ona 1 	es muy 	grande 	en 	r. on,pn rac. i ón 	con 	l a 	diferencia entre 	Y 1 

1 

1 

c) 
I-¥ít¥ur<► 	11 	 l 	!I 	! 	IL' 	(¥ 	FI <.;<¥ 

• 
!¥'(iI 

1 	 '' ¥ 	 Y, 

1 [ti 	1,.¥ 	T 	I 	t ¥ 	I 	I 	r;l 	I 	, 	t 	i¥rlt 	I¥¥.,¥, 	1,:1 	In 	I 	,I¥1, 	I 	c1 	t 	1 	c¥ 	I¥'I 	Ic 	I 	¥I 	c:l¥ 	t. 	tt: 	I 	¥1, 

	

I 	, ¥¥¥ 	c1 	I 	; I¥¥ 	lu 	1.. 	', 

.l 	Í 	i: 	UII 	1.i 	Í 	I 	1.1 I 	d 	1, 	I)t' 	I 	c) 	l 	a 	VII 	I - 	I; I( 	i ¿
.•

II 	eti 	I 	i 	e 	l 	c)`; 	(1.1 	t 	C)!, 	U , )II r,:!,I,t 	t. 	l 	c) 	5 

fII('d 	i 	.) 	II.I 	5 	i (l,) 	I 	t. 	clllc. 	i ,l,l 	. 	I 	n 	('1 	,1 	ti 	l 	I 	i 	I 	I 	( 	Hurra r,l 	!,t 	ve 	Ilui', 	c 	l 	rlr 	ílnl, 	11 t 	, 	quc 	I,11E  

1 d'x 	1 	¡ 	r 	,ii 	i,'I, 	Irc:i.1 	(.11t 	r,1 	I1 	'/ 	11 
1 	2' 



Para vel'- lo mas ciarnnlentc, SUI)011,C1111os CILIO nuestras 1)0blac¡01105 ¡'1 y 

P2, se distribuyen normal mente, de tal manera que: 

P1 	N( 1 r , 0.2) 

y 	P2 	N( tll , 0.2 ) 

cuya grifica es la siguiente: 

Figura 5 

Si mantenemos la misma varianza, pero la distancia entre las medias 

aumenta (Figura 6), o si reducimos la varianza cuando la distancia entre }1 1 

1.1 2 permanece fija (Figura J), en ambos casos la probabilidad de que exista di 

ferencia entre ¥¥ 1 y }a2 aumenta: 

/_• _\ F i q u r a 6 	 -. 	.-¥ 	 ¥--, 

I I 1  

Figura 7 	 ¥. 

Es 	dl'.('.I r , 	¡)i:ll a 	pude r 	sí)bi,1" 	:i I 	¡1 1 	II¥ 	es Ill.'(_C`.ill 1 	'1 NV r (lllrlt(.)  

rían 	los (kit.os (1011 res ¡)c:t. ) ;:1 511 1110(1 Í I 1)01)1;lCi0rl11 

(.l i ate+rlc i,:l 	(lit ro 	Y 1 	y 	Y 2 	r':; 	stif ¡(1 i ( rll (ni 	llt ( 	(JI ,,n(Ir. 	¡);Ira 	pudor 	cll.c ir 	cl,lo 

(:i ;tc:'. ciií(1"cll("i,, (1;1(li5I ic,) ( ,rltle 1;,; 1110(1¡.:0). 

[5 por ("51(1 (¡III„ so 	1 1 .IIIÍ l t,1 11 l'. (' 	(.le V ir lílllld, 	y,l (Illl` 	l ,1 c( I11¡),11 .1(, I")II 



1 	 15 

1 	entre lees dos tipos de vaarianzar (en t:re mecíias , cntre qrupo;) es 1a que nos fi► 

1 
	ce det:ei nr i nar gric dcc i s i ón es la que debemos tomar 

J 

LI 
J 

LI 

LI 

1 



16 

Modelo de un criterio de Cl(ls¡ficac¡ón. 

En 	parí ¡cri1¿'It , estarnos ¡ti te rosados en dete rm¡fiar corno pc)dcnlos divjclj r 

la 	suma de cuadrados total 	de 	las desviaciones en dos 	par tes 	que 	correspondan 

- 	Variación entre 	las medias de las 	poblaciones 	y 

- 	Var¡acjón dentro de cada una de 	las muestras. 

Si tenemos dos muestras poblecionales 	de 	tamaño nl 	y n2 	respectiva- 

mente, 	la suma de cuadrados 	total de 	las desviaciones de 	las observaciones 

(n 1 	+ n2) 	con respecto a 	la media general, 	está 	dada 	por: 

l_ tl j 	— 	2 
SCT -- 	>; 	(Y.. 	-Y 	) 1-1 j_  

En donde Y 	es 	la media general 	que contempla 	todas 	las observacio- 

nes de ambas muestras y está dada por: 
2 	tl 

V.. 
_ 	} 	'T' 	n. 	en 	donde 	n.=n 1 +n 2 

i 	j 

Ahora veamos cómo podemos partir 	esta 	suma de cuadrados: 

f ni 
SCT 	- 	1: Í; 	( 	1' 	- 	Y .) 2 

IJ 
i j 

_ z 	(Y
i 	

-Y 	. 
•• 

	 - 
i 

Y. 	•)'' 
ji 

- 	?¥ . 	( 	Y..- 	Y 	.) ' + 	2 	(Y..- 	V..) 	( 	1' i 	. - 	Y . 	.) 	+ 	( 	V. 
	

- Y . 	.) 
j ij 	j j ¡j 	j  

ti 	i  

j 	i ?;  
j 	 ¡ 	i  

j j 
_ j 	. 

t 	 J 	 i 	.1 

j 
(Y ¡.l - 	Y 	)' 	+ 

J  

2 	;: 	(Y i 	.-Y. 	) 	(ni 	1'i 	Y 1 .-ni 	1'i 	) 	r  
i 	 i 	j 

;, (Y ij 	- 	i 	.) 	' 	
.+ o 	+ 	( 	' 	

i
- 	' 	) 

i j i 	j 

r, 	dc, rl 	ul i 	Y  i 	j 	(' 
i 	j 	►¥ 

1 	, 	In( 	(1 	j 	,, 	1) OI, 	1 	n 	c. 	i 	, n 	,, 	1 	c) ( 	1 	., 	i 	í 	', 	i 	1 ti e 	1 	i  



¥Í 

r 

C1 hinler sun1,111do a la derecha del ciarlo i(111al 

(y y(y  	-y 	 ) 1 
) nos mide cuanto se alejan los datos 01),;e rva 

i j 
dos 	de l a rllod la de l a f)ob l a c l on a. la que per t enec('11 , (:oma11C10 

en cuenta t:o[da5 las poblaciones (es Clce i r, cuánto varían 10 

datos 	en cada una de las poblaciones) . 

cuanto se. alejan los datos 
dentro de su población 

y; • 

A este sumando se 1e llama ''Suma de Cuadrados del 

Errol- "(SCE), ya que esta variación de la nuestra es general 

mente atribuida al error experimental. 

Al seclundo sumando 1e llamamos "Suma de Cuadrados de 

los 	Tratamien tos ''(SC T ) y s i vemos , esta can t: I da (1 la l.)odemlos 

transformar  de la s i (.1 rl l e n t e ti]a ne r a: 

2_ 2 

	

n i (Y i . -Y 	) - 	 n 	(Y 	-Y 	) 2 4-n 	( 	 Y 	) 2 
1 	1. 	.. 	2 	2. 

= n Y ¥.-2n Y 	Y 	+ n Y 	2 -r n Y 	-2n Y 	Y 	+ rl Y ? 
1 	1 • 	1 	1 • 	• • 	1 	• • 	2 	2 • 	.. 	1 •  

	

n Y 2 +n Y 1 -2Y 	(n Y 	r n `r 	)+ 	2 (n a r r ) 
1 	1 	22.. 	•• 	1 	1• 	22• 	•• 	1 	7 

;,Y 	 Y 	1' 

1 	1• 	2 	2 . 	I1 	+ n 	i. 2 	• n 

1 	1• 	2 	 Il11 
1. 	. 	1 1 	 l 	r 

	

1 	
I 	 i 	

.Í 	11 1 



Y j \ 2 

+  2 -al __—_ l n Y 	n Y 2 - 
1 	1• 	2 	2• 	r-1 	-+' n 

1 	2 

n y 2 +n Y 2 - — -- (¥;Y 	+¥;Y 	2 
1 	1 	2 	2• 	n +.n 	 1 j 	2 J ) 

ri Y 2 +-n Y '- 	L--- C (}-.y j ) ? +?_(?;Y J ) (¥,Y j )¥.(:Y 	 ) 2 1 
1 	1 

 
22. n +n 	 2 

1 	2 	_1 

2 
2 n n n 

n y 2 .r. n 	Y 2 - _ n—_, Y 	2 - Z ___ 1 2 Y 
1 1 • 	2 2 • n 	+n ( n +n 1. 	2 	n -f-11 

1 2 1 2 1 	2 

n 2 n 2 _ 
= 	Y 	2 n- 1 r Y 2 	n- 

n 	rl 

1 1 	fi +n z 	2 n 	+ n J +n
1 

1. 	2. 
1 z 1 2 2  

n 	n n 	n n 	n _ 	Y 	2 1 2  2 1 	2 -z ___1 ? 	y 	Y 1 . n 	+n 2 . n 	+n n +n 1 	2, 
1 2 1 	2 1 2 

fi 	fi 

	

n +nz 	[(1._2» 21 
l 	2 

Con este resul Lado podemos, ver que la SCT numen ta. 

cuando la diferencia entre Y 	y Y 	crece; es decir, la SCT 
2 • 

nos mide que tan lejos est¿'an las medias de cada población 

18 



Conio 	vimos 	antes, 	para poder determinar si hay 	di fe-- 

reacia 	esladística entre 	las 	medias de las 	poh1aiciones, es 

necesario 	saber 	q uó 	tan 	lejos se 	encuentra una 	de la 	otra 

(cantidad 	medida por 	medio 	de. 1 a 	SCT) 	y cuánto 	se alejan 	.1 os 

datos 	de 	su 	media poolacional (cant i dad dada 	por la 	SCE) , 	que 

son 	las 	2 	clases de 	variaciones que 	vimos en 	las grficas. 

Mientras liras cjrande sea ja SCT en comparación coti la 

SCE, más evidencia habrá de que existe diferencia estadística 

entre las medias V; y l.r 
1 	2 

Pero ¿cómo podemos determinar cuando es grande? 

¿Cuando la SCT es suficientemente mayor que la SCE para que 

nos indique que existe diferencia estadística? Para saber 

esto, podemos hacer una prueba de fh i pótees i s . 

Lo que nos 	interesa saber 	es 	si existen 	diferencias 

entre los tratamientos. Vin,ios antes 	que ana1 	izat - es la di 	fc'- 

rencia (1 -r 	) es 	igual 	a analizar 	la 	diferencia entre las 
1 z 

ni e d i a s de las poblaciones que 	recibieron t r a t-. a rn i e rn t o s d 	i 	s( 	i 	I i 

tOC, 	(11 -l1 ) 	y  que 	lr 	= 11-I-la 	r y 	11 	-11 -t- 	1. por- 	l o que 
1 	2 1 1 	 1 

-- 	1 1 -1- 'r 	- ; ; 	- - I 	 •r 
1 	2 	 ] 	2 	 1 	1 

V IIliO 	il 	I i'It 	11('. 	í', l .l'., 	(1 I ( (:I't`II( I Is 	1 I ('1)('Il 	1111 	c' 	( I ! 	1 

(1()1 	l¡1111Vní,1111(Il1(' 	t('IIIII lid d 	0I 	1 	is 	('(.(II 	1onr', 	II!?IIn)1' 



= Y - Y 
1 z 	i 	2 

Ahora nos i n t e r e `i ca saber si este estimador es e s t é) d Í S 

r ticaniente ic¥ual a cero klo que nos al r a que no existe dife- 

rencia entre los tratamientos: 

Y 	-- Y 	= o '-)V 	=V 	). 
i• 	2. 	i• 	^• 

Para saber si es estadísticamente iqua1 a cero, es 

necesario comparar- esta diferencia  con algo del cual conozca 

mos su comportamiento. Para ésto se puede hacer una prueba 

de hipótesis en donde: 

La hipótesis que queremos probar (hipótesis nula) es: 

H : t! -ji =0 
0 	1 	2, 

contra la 11ipótcsi s alternat:iv•I: 

H A : 	1_!L' - L"! 	/: 0 2 _  

Veamos ahora c{u(: 	estac.lí t ir.;o 	de 	prueba 	{)c)cic.mc) ; 	usar 

pa r a 	es t a prueha 	de I1 i p6tes i 	s 

(1 I1 C' ( l' Ili O `, 	Ir 	si 	L•) 	SLI 	(' .., 	e'' 	(I I s t I c < 111 t.' I I 1 	I!! `) ,' i I' 

c") t I ('. 	 de r. ir 	q (1c-: 	5 l 	l' X I `; l ( 	(II f c v t' I -I c 	Í 	l 

( r► 1' I'(' 	1 ( 	1 1' 1. iilil i C 5 l i,', . 	f' I I•,I 	(s1 0 	()(l► í • lUÍ) 5 	I1,I( r 	r- 	e 1 	c (( 	II 1 

13 
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Si este cociente está cercano a 1 significa que SCT 

no es es tadrst i car;lenle nia s granele que SCE y si es mucho nlcís 

grande que 1, sicanifica que sÍ hay diferencia entre los tra 

tani1 estos 

Hasta ahora, no henos comparado el r- csu l t aclo con nada 

conocido pero veamos cómo podemos hacerlo: 

Recordemos que estarnos suponiendo que nuestras obser 

vac i ones (Y 	 ) se distribuyen congo una función de d i s t r i bu - 

ción normal 	Y i j -N(u i , C? ) y que son independientes; recordé 

mos también que la sumatoria del cuadrado de las variables 

que se distribuyen corno N(0,1) , tienen una distribución J 1 -

cuadrada.  Por lo tanto, se- puede demostrar que si: 

Y
iJ

, '-N(11 i >07 2 ) 

Y. 	-l1. 
N ( 0 , 1 ) z 

y 	_ y 	2 

y que 	}; }; 	_!! ----'-- 	ti J 1 -cuadrada  c:n donde Y . • -.•iri 
i J 	o-• 

SCE es 	clec i r : 	-- - 	J .  -  cua d raada 
•¥ 	I 

Til111I)I( Il 	('•`-1 	I)C)`.'iI)1e 	C1eI11O`¥t ré)r 	(111 C`. 	si 	la 	IIiI)O1('`iI ; 	Ill11' 

e 	C 1 e 1' t a 	(' 11 1 el i c (ee '> : 

20 
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SCT 	n (Y 	-y 	) 2 

2 
	-- i 	¥ 	 - j i cuad 	ci rada 

0• 	i 	0_ a 

Los grados de 1 ihertad asociados a la SCT son el 

número de poblaciones a las que se les aplicó distinto tra- 

tamiento menos 1, (en este caso 2-1). 

Los grados de libertad asociados a la SCE es el to 

tal de observaciones, menos 1, menos el número de grados de 

	

1 ibertad asociados a la SCT, 	(en este caso =n +n •-1-1) 
1 	2 

	

Los grados de libertad asociados a SCtotal 	¥.:(Yij- . •) 2 
íj 

están dados por el total de observaciones menos 1. 

1 

1 
II 

1 

1 

Tomando en cuenta que el cociente de 2 distribucio- 

nes J i -cuadrada divididas entre sus grados de 1 i bertad nos 

dan una distribución  F, podemos concluir que si 1 1 arpamos : 

Cuadrado Medio del Tratamiento (CMT) a ( SCT ) y Cuadrado 

C 1.1E 	1 	 G Medio del Error (CME) a (---) (--- 	-- .) entonces nuestro esta G. 2 	n ►- n -2 
l 	2 

dístico de prueba correspondiente seria: 

1 

1 
CMT 

1 	que 1>,I3O el supuesto de que la I)i4)t)1:e<;is nt11..3 es cierta tiene 

una O1tt Iii1_IC:IO1) 	7 	105 Or 3dC) 	í.' 	1 Ii , tI l )(í 	iC)(.I .I(L', a  

1 	( 	 , t 	.`, 	I C., (.) 	¶ull 	105 	1) '.i o c i a (I (1 s 	a 	1 	SCT 	yÍ 	1 r.l 	I C I_ 	(  

('tl 	e 	¥.c 	'1 cl1('11lr.)'.i 	 c.O11)p l l 	1 1 (1 	con  

u 

L' 



1 
[1 cst:adf stico de prueba F, vimos que, se di st:rihuye 

como 	una 	f unc i 6 	[; 	s i e ,te 	va 1 o 	es 	niuy 	q r ¿infle 	nos i ncl i ca 

que 	la 	hip6tesi s 	u u 1 a 	( r 	=)1 	) 	no 	es 	cierta 	y que 	exi s t e 	di fe 
1 

r-eucia 	sigui f ieat:iva 	entre las 	medias 	de 	las poh1acio11es que 

recibieron 	distinto 	t:rataniiento, es 	decir, 	no es 	lo mismo 

a p 1 1 c a r 	u n 	tratamiento u 	otro. 

La zona a partir de la cual decimos que F • es grande 
cd t C 

y por lo tanto no aceptamos la hipótesis H de igualdad de 
0 

tratamientos, está dada por: 

F>F 
a 

Si suponemos por ejemplo que H, es cierta, y que 

PU: >F )  
c¥ 

si 	cx~0 , O 1 y obtenemos 

un 	valor 	de 	F ea1e 	tal 	que Fealc>F 	, 	como la pro1)abi 1 ¡dad 
.o¥ 

e s 	tan 	raja, 	s e 	considera que 	fi 	s(rccdido 	a1e)o iinp roba b1e 

bajo 	el 	supuesto 	de 	que 	Fi es 	cierta 	por 	lo que II 	se 	consi 
0 0 

dera 	falsa, 	y 	optamos .por la 	hipótesis 	alternativa. 

1 
ll 

1 	
/ 

f) ( 	) 

7 	(.í e a 
(r 

u 	 .... 

ra 	rr,r14r 	/ri(i 	r 4'I,I c 	rit 	el 	ri1 	i. 	(n 	la 

c:u( 	I ;, 	I. i I,í;i c• 	i 	II 	{¥ 	c.:ori 	i (r r i 	1 0 ;; r ¥,1) ¥li 1 

22 
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Al valor 	de 	v: 	sc le 	llama nivel de siqnificancia. 

En 	real ielad es 	muy 	di f íci 1 	f i jar 	este valor, ya 	chic 	existen 

2 	tiros 	de errores 	que 	se pueden 	cometer en unja 	prueba 	ele 

hipótesis, los 	cuales 	se presentan en el 	siguiente cuadro:. 

S 	1 	T U A 	C 	I 0 	N 

DEC I S I ON 	lio  CIERTA 	 II 	CIERTA 

Dec i s i ón 
ACEPTAR H 	correcta no hay 	Error - Tipo 1 1 

0 error  
Decisión 

RECHAZAR II 	Error Tipo 1 	correcta no hay 
0 error- 

Dados estos posibles errores, se busca minimizar la 

¡irobabi 1 i dad de cometer el error tipo 1 1, ya que hemos fijado 

la p ro1)ab i 1 i dad del error ti po 1 (a) 

S 1 nos ponemos muy "c.x i ctente,s'' en la captación de 

diferencias  (ees dec i r escogernos cY muy pequeña) 	sera necesa-

rio que los efectos ele los tratamientos sean ''muy" diferentes 

para que nuestro valor de F 	sobrepase el valor efe (E cnlc 	 a 

F i qn r 	A 

(muy ex i q (1 1 i: 



2 4¥ 

Por el Con t1 (1r lo, s i sonsos muy poco ex¡oentes (c nitry 

grande) , la prueba ser¥l tan serls i b1e que qu (i'íl captemos dl fe 

reacias sin importancia f.rcíctica, 	Con cualquier 	ce 	di Fe- 

renc i a nuestra Fc,a 1 c podr,5 ser mayor que F 
lY 

Figura  I3 

(poco exigentes) 

r1. 

Es 	lógico pensar que 	por 	lo general 	se buscará que 

el 	error 	tipo 	1 	sea el de 	mis 	graves consecuencias, ya que 

es 	el 	que 	se 	va 	a fijar. La 	probabí 1 [dad 	de cometer- 	el error- 

tipo 	1 	se 	fija 	con una p r- obab i 	l 	i dacl ''baja" 	o, y 	se 	elige de 

manera 	arbitraria; no podemos 	olvidar que 	s'i nos 	volvemos 

muy 	estrictos 	en 	el control del 	error tipo 	1, el 	error tipo 

1 	aumentarla. 

Es necesario que captemos 1 as diferencias entre 1 os, 

tratamientos cuando estas t¡e_rion sf,ntldo. 	1)0r eje111p1C.), SI 

cx 	e s niuy ''gt- ande " es posible que (1 i (1 a ni c) s que c, x¡st:e eli fe ron 

ci I entre la dieta A y f3 a pesar de quc! A reduce 100rgr. nl[s 

ele 	peS(.) 	a 	(I C.'ter1,1IIl1Cio 	t.iI1(-) 	(1e 	I)er`,)(l 1'l 	(]lIe 	Ii, 	1C) 	('.11:11 	IlO 

tendría  mllc I10 	e lt t ido p t- Oc t [co 	(f i q , 	í3) ; 	en 	ninhio c; I  

nluy I 'I,(l(It1(. t1O H pr)(1rí,ln1(; decidir (jtie tina aneStesia es iqua1 

rlu( 	(:)t ril 	porque 	tina 	(I t){ r11)e 	al 	pacieot.c, 	f1)1(.)xi111ílcl(1li1erlte 	11 

hor .l 	y 	la 	al ra 	R 	Ilcl (l) , 	lo 	c-.1l;1 l 	1clt la 	tener 	(jr aves ; 	(.(,rl',C 

1 
1 
1 



Los valores clue se el I cien rn(ls f r'ecuenterllent.e son: 

(=.05 y 	cc-.01 . 

Hasta aquí y.- tenemos todo el ¡,roce5;o que dele de, 

seguir un investigador- desde que tiene sus datos hasta saber 

si ex i s te o no diferencia  entre una y otra población. 	Todo 

este anal i s i s es ttí basado en un modelo de 1 criterio de c 1 a 

sificación (una variable de interes), y 2 niveles (2. pobla-

ciones que rec¡ben tratamiento dista¡rito) : 

=11 T i +E i.l 
	 con c.. N(O, 2 ) 

i =1,2, 

j =1,2,...,n i 

y 1 os resultados se pueden resunm i r en una Tabla de An¥7 l¡ s i s 

de Varianza para este modelo: 

TABLA DE 	ANAL 1 S 1 S 	DE 	VAR1ANZA 

MODELO: 1 	criterio de 	clasificación coro 2 	niveles 

Supon ¡endo II 	: 	¡1 	ala 
0 	1 	2 

FUENTE GRADOS SUMA 
1)E DE [)E 

Ct¥/\¡ZA) )C 
i 

VAR IAC ION L1111UAI) CUAA1)PAD0 r1C_U I 	c)`:; 

1RA*i/1I.1 	I 	UIJ 	10 1 i; 	u. 	(Y i Y . 	) 
 

i¥-1 i•=1 

¡ (Y 	
) 

) 2 

1 	2 j 	r J H 	r 	11 	i 

1 	2 i 	¡I 

25 



1 
	

26 

1 
E_os 	1ríldos 	cie 	1 I1)CI't'ad a5oC1 7(ÍC)S fl 1 	t.Ota1 	e5 	la 	`itl111íl 

(le los grados de 1 ihert:a(1 asociado.` t) 10`..i tratani1ent0`_+ y los 

II 
	grados de 1 ihertad )Sc¡¿1(105 al error. 

Veamos ahora al chinos e j emp 1 os : 

(. - Supon9antos cque t: ene nlos 12 ratas de 1aborate)ri0 cono tlni 

dades experimentales y que querernos saber s 	existe di fc 

rcncia entre una sustancia A r una sustancia B al res1,on 

der ante cierto estímulo. 

La variable de respuesta es el tiempo que tarda en res-

ponder al estimulo. El experimento se hará balanceado, 

es decir en las 2 poblaciones (la que recibe A y la que 

recibe B) se tomarán el mismo número de observaciones (6) . 

Los datos obtenidos son: 

1' I E11f'0 QUE TAE'DA 	T 1 F11P0 OU E TAP,DA 
r¥rra 	 c,1c 	 Al- APE_ 1 CAR A 	 A L 1\PL 1 C A R B 

1 	6.1 	 9.1 

	

7.1 	 8,2 

3 	 7. 8 	 8.6 
It 	 6.9 	 6.9 

	

7 , 6 	 7.5 
6 	 8.  

-rO 	AI 	 1t 3 . 7  

1 
1 
1 



- 	- 

2.88 	14i6 

1 	 27 

L a labia de Anii i';is de Varianza para esc)s dato; es: 

FUENTE DE 	G 	SUMA DE 	CUADRADOS
ca c 

- 

VARIAC ION 	CUADRADOS 
J 	

MEDIOS 

tRATAMIENTO 	1 	1.6875 	1.6875 	2.88 	.05 

ERROR 	10 	5.8617 	.5862 

TOTAL 	11 	7.5t92 

Buscando en una tabla d  F(1,1o), vemos que F.05=1;.96. 

S i situamos esto en una qrfica: 

1 
vi 

1 
1 
1 
H- 
1 
1 
1 

Po de mo s d a r nos C (JO (it a f á C ¡ 1 RiO ti t e Cl 11 O fl u e 5 t 1 fl 	 0 5 
C ¿i 1 c 

menor que F 	para i=.O5 por lo que podemosconci urr que el 

tiempo que tardan las ratas al reaccionar ante el csrruIu 

es estadísticamento el misnio si se le Tplica la ';ustancia 

A 	ó 	1 a s u : t a n c a 	. 	E s do c ¡ r , u c) c x ¡ 	i: e s u f ¡ c ¡ e ti t. e (—vi   d 

c, ¡¿l 	para 	(c)ncluir 	cue 	las 	d.; 	il 	Ii 	Ii 	1)ru(N1(e:1 	tin!l() ', 

(1151 lutO 	fl las ralas. 

	

1 •  - 	Snporg;iinas 	que 	tios 	lutrrr.a 	aher 	¡ 	1 1(111) 	ltJiiq 

c ¡ ci a 	1 	1(1U 	1 	fl 1 	(1 	Rl l 	1 	1 	u u 	i 	a 

1 
1 
vi 

1 
1 
E 
1 
1 
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t 
evi lar 	la a1)tirición elc 	tic.)nyos 	en esta, 	Para c.slo, toma 

1 !1 
f 

nios  lotes de 100 scmi 1l as 	cle mar z 	cacla.a uno y 	1 aE)l 	i 

canros 	e 1 f un c; i c i d a (a 	1 a 	nii srna do 	i s) 	y 	haa r a pode r eoni- 

pararlo, tomamos 1+ lotes 	de 	100 sonii 1 	las que ser.7n pues 

1 t r- os 	''test i gos" (no les 	ap 1 i caamos f unq i c i da) y 	los pone 

mos 	bajo las 	mismas cc)ndiclones. 

1 
Después ele tiempo, medirnos dei a l guna manera l a c--ex i s lene l a 

de hongo en los lotes, obteniendo los siguientes resulta-

dos :  

T o t a 1 

LOTE 	C0N FUNGICIDA 	SIN FUNGICIDA 

1 	1,2 	 5.3 

2 	 1.5 	 11 

3 	2.8 	5 

44 	 1.5 	 3.7 

	

7.0 	 18.0  

La tab1 a de an¥11 I s I s ele var- lanza que se o1)t I ene a hart 1 r 

cle estos datos es: 

F U C. Il T E. 	DE 	G̀ _.-- CUADRADO---¥ --v-----.-__ S U Il /1  
dr DE 

r 	
i'¥ 

VAR• 	I F¥.c 1 oN 	L CUnDRADOS 
I.tir v 	I 	o cal c 

FRAI AMI LI1iC) 	1 ( 	15, 	12 5 1!i. 	125 7 %.!I1 	% 	.01'. 

1 ERROR 	G 3.31 55 1 ((Y/ . 

TOTAL 	! l 18.Ir3¥¥  

Li 
1 
1 



1 	 2 ) 

1 
Buscando e.n una tal) 1 (1 de F ( 1 ,6) , venlos que F .01-- 1 3. 75 

por 	lo 	que 	F
c¥lc_ 	es mayor 	que 	F.01 , por 	lo 	que 	rcc11aza- 

ralos 	la 	11 i pótes i s 	11 y 	podemos 	dcc i r elrle 	ex i s tc, 	ev i denc i -1 

est¥aellstica c]c 	que 	liay di fcrencia 	en la 	apar - ic.ic)n 	de 

hongos 	al aplicar 	el fungicida 	y 	x"11 no 	aplica l- 	o. 

Como estamos ni 1 eliendo la ex1stenc1a de liongo y resulta 

mayor al no aplicarlo podemos decir que el fungicida sí 

es eficiente, 

1.1.2 	Modelo -de l -criteriode clasi f ic¿lción yk-nivoles.- 

S i 	en 1 u q a r de con)pa r a r 2 me  i a s , q u i s i é rangos c0 nipa:, r  r- 

3 	ó 	más, ten drlamos un modelo de 1 cri t.e l- io •de e 1 a s i f 1cac1611 

y k-n i ve 1 es (en donde k es el número de medias que nos qu_s ta 

ría cc)ni1)aral- ) 

1 	Por ejemplo • s 1 q u i si é rc)nlos ve r si existe di fe l-  rc.'nc la 

en 	el gusto ele las pr_t 1 t cu l as (iepend i endo del t rala jo que ;e 

1 	real iza, y sí los tr_1h¿ljos que c]onsidcranlo5 rcpresentat ivr):s 

son; medicina, historia, enfc.,rrnc,ri,., educadora r comunica- 

( 	i( rl 	t o 111 ¡l f f i O 	('. () (110 	I, f i n 1 C¡ ,! (I (' s 	c. x 4) (' I" I f l i l' 1' ",- , 1 I c; 	L l l l i c "'! I l l r n I l' 	11 1 1  

((hi la eVi lar 	Cl)rlÍ(lslol'1('`; 	,I 	el 	sexo alf.'.(-tcl), 	rulldI'I Inlr'), 	1.1r 

rvr1e1 c.1 de 	1 	criterio 	de c: l .I 	i Íjeaióii 	(el 	qr.l , tO 	de 	1u; 	pi] 

1 1 jI 	eII 	ti 	Í 	)y 	, 	II I y 	I ( `. 	( 1 o 	1 ( -11)Íl ¡ e' 	(I I1e 	Ilil` 	I rl t (  

('O111j)í1 1 	í 

u 
1 
1 
1 
1 
1 
11 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 



Si tenemos 5 po)1)1C1cimie.) di stiiitns que queremo s  

Collif)arci Í , CadCl tinCl con u 1 ol)sC r'Vdc i oIlt' 5 , 	los dLl t os 	los (7o 

Ci t' r ¿11110 S 	1) C) Cl C r 

REF ET 1 C ION I1ED 1 C 1 NA 
(1) 

1 -1 1 STOR 1 A 

(2) 
ENFL- R1-1E-RA 

(3) 
EDUCADOiIA 

('t) 
C0MUN 1 CAC 1 0N 

(5) 

1 Y 11 Y21 Y31 Y41 Y,i 
2 Y12 Y22 Y32 Y 42 Y 52 

m Y Y Y Y Y 
1M 2m 3m i,m 5111 

n. Y Y Y Y Y 
l Il l 2n2 3n 3 y n l} i1 t; 5 

s 
rl. 	n Y Y Y Y Y 

1=¥ 	I 1. 2. 3. 5. 

A este tipo de d i seños en donde se of)t. I en(:'.In ¿. l cC-i 	r I l - 

171C'Il LC' nlllC =, L r_i S 	independientes 	ClC' k• pof) l ric I oneS SC' COrl Ce'_ COf; O 

e ri O i serlo U omp 1 e tamcn t e al 1 Az¿i r 

I I o 	; r2 u `: 	l 	i 	r 	Í 	.l  f 	c' 	r 	si C 	>; 	i 	t r.' 	di i 	I 	r' 	I1 	r.: 	i 	.: 	n 	f 	re 	1 

t 11f) .ije 	r( Ji í z ido y 	el 	gtlstc,, telidl 	f;;l,lOs q ue Ver 	<;i 

11 	11 	. . . b 	 (CuII I: j) 
2 

:3o 



NllC'stro moCIe10 1Ine(.-,1 eitaCII':itICo sC.'.rIa 

Y. -11•r-T i+ 	con 	F: j ...N(O,G ) 

en donde 	 11 i =11-+-•r. 
I 	I 

Como vemos es una general i lac i can del modelo con 2 ni 

veles y 1 n manera de analizarlo es an¥i l oga1 : 

La hipótesis que nos gustaría probar es: 

11:u=11-...=11k 	vs 	H :¥r
A 

i 

	

o 	1 	2 	j 

para alguna 	i =/ j 	con 	i,jz1,...,k 

Por otro lado, general izando el ana1isis para mode-

los con 2 niveles a modelos con k niveles, la Talba de Anr- 

t i s i s de Va r 1 an z a pa ra mode l os de t e r¡ te r i o de c 1 a s i fi ca - 

ci6n y k niveles, bajo la hip6tcesis F¥ :}? =)a ¥,.,=11 	queda: 

	

01 	2 	 k 

FUENTE 

E V/1Rli C 1 Of! 

•̂ ---- 
 C ¥I 	

SUMA 
UMA¥_¥ 	

CUADRADOS 

cIL 	CUAUf2t¥U0S 	 -MEDIOS 

---_-___.—._------ 

c¥rlc 

{ 

Tf,ATA111 E= PJ -f•0 I:-1 	 n. 	(Y . 	-Y 	) `- ----  
- 

ERROR n . 	k 	1 	); 	); 	(Y . 	-Y . 	) 1 
i 1 

1 OTAL. n . 	-I:  
I 	II I 

I'o(1('nlo:o'.. 	O 	,c I. va r - 	c¡IIt 	1 	í 	1 	t 	c¥c i ,ccln 	1 	l I- 	In i u1l 

tu 	()fl 	í'1 

 

1l iinit , ► () 	(lc' 	I)ul) l cf c: 	i cinc 	i 	l 	l 	cl (1 c' 	;(' 	I r 	. 	; j) 1 	N. 	1 	i t a 

Illll'111.Ci 11i 1 Iril1) ((1iv('lr"'; (NI í,)c Ol ) 1, lu' 	l't>r Ia(Ic>', ,"11 1', rot 
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son el total de observaciones menos el núne ro de n ¡veles  de l 

factor y l os a so c i a do) s él 1 t () t a l es 1 E SU m a do' l 05 ante 1- i C) re s 

que son c 1 total de observaciones menos 1. 

Veamos algunos ejemplos para este modelo: 

I.- Se quiere probar la conductividad de cuatro tipos de 

recubrimiento en tubos de televisión, considerando que 

el único factor importante era el tipo de recubrimiento. 

Para ver si la conductividad de los recubrimientos: A, 

B, C y D es distinta, se hicieron 5 tubos de televisión 

con cada tipo de recubrimiento y se midió la conductivi 

dad. A los valores obtenidos se les restó una cantidad 

fija que no afecta los resul tados y faci 1 ita los c¥ílcu- 

los. Los datos obtenidos son los siguientes: 

RECUBRIMIENTO 

TUBO A B C D 

1 6 14 -5 -8 
2 5 11 -4 -11 

3 12 0 -5 -5 

4 9 5 -11 -7 

5 10 6 -7  

;. 8»i 7.2. - G. 4 -8 

Coil c a tos 	(1 ca 1:o5 , 	hemos 	01) i rn i cJc'i 	1 .i 	s i cJu i O (l t c 	I 	I) 1 

cl e 	A u :í t i s i s 	c.1 c' 	V ci r i .gil n z a: 

32 
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FljU 	'1 G SUMn 
--:.:  Cu/1E¥I;¥r¥C.¥s r 

DE 	de 	DL

VAR1AC1ON 	t_ 	CUADRADOS 	
11E.O10¥ 	 ! 

RECUBRIMIENTO 	3 	
1 1 3 5 	378.3 	29.8 	<.01 

ERROR 	16 	203.2 	12.7 

TOTAL 	19 	1338.2  

Corno F (3, 16) -5. 29 cuando el n i ve1 de s i gn i f i canci a (ci) 

es .01 y F 	> 5.29 ,podemos concluir que hay diferencia 
c i c 

s i g  i f i ca t i va entre 1 os recubr i ni i entos . 

Es decir, rechazamos la hipótesis: 

11A-1r0`.'11C -11D 

Hasta 	aquí 1)odcnios 	ver 	que 	rio es 	lo 	mismo poner 	cual l - 

quiera 	de 	esos I 	recubrimientos. Para 	poder 	sa1)rer d6ride 

ra d i can 	esas 	di f e re rI c Í a s, 	es 	Clec i r para 	saber si 	el 	A 	es 

mejor 	que 	el 	E3 6 	el 	D mejor- 	que 	el /, 	es 	necesario) hacer- 

otro 	anal 	i sis 	estacií:;tico 1 	1ania(lo Comparaciones M1 	t.i1)1c 	s, 

(Irte 	tratare naos erl 	el 	sigtliente c_,pí ttilo. 

1 	. 	A cuatro 	c,(Jll,l;d íi 	f 	,1 5 	, 	l(' 	', 	i 	vi 1 	C, 	rc. 	,1 ( 	o1111)d 	r 	;, 	l 	, 	I., 	<; 	I) 	► 	(f 	; 	l 	,:¥ 	l¥,,l 	., 

ele V<. 11Las 	y 	,11)e.1 - 	eII; 	1 	de e .;10 	c 5 	Inc .) 	rol -. 	(',11 	,1 	e 	I 	¥¥ 

e Ilílti 	as 	i 	(111a(1() 	;íl 	5 	I!r , t 	í 	(.. tui 	1 	1,x,1 	( , 1 	( 	i 	1 	i 	(1,, 	1 	d¥, 

V('llt d 	(01111 	V<f 	1 	i¥II 	I 	r" 	 101 Ii1r 	; 	1 	H() el 	\ira 	1 	IllHn 	tN 	',.O¥111 	,I 

111 1 	(1111 	O.; 	(1 	e 	t)'j 	; 	,I,,,. (1 er 	;;ll l 	.l 	;I 	1 	,, 	1 	í 	. 
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Los 	vol (i me n e s de venta re g 1 s t r a do s por 1 as 4 u ¡ e n ti a s 

fijaron los S i q 1 lentes 

T 1 E N D A 

1 II 	Hl 1  

65 75 59 94 

87 69 78 89  
73 83 67 80 
79 81 62 88 
81 72 83 
69 79 76 

90 

75.67 	78.43 79. 87.75 

La Tabla de Anlisis de Varianza correspondiente a estos 

datos es: 

FUENTE 	G 	SUMA 
DE 	de 1 	DE 

VARIACION 	L 	CUADRf[)0S 

CUADRADOS F 	
f MEDIOS 	calc 

	

712.6 	237.5 	 3 77 fflllt:1J 

	

ERROR 	19 	1196,6 	63 

	

FOTRI. 	22 

Si 	I)(l(dÇ' 	c,  11 	11I1'1. 	(1( 	I 	, 	e1COI)I I,tII1) 	qtie 
- / 

¡ 

1 1 	1 	1 	1 '1 	"' 	í • 	. 	1 	, 	1 	 () 

q  ' 	ti 	ti 	ti 1 	 1 	no 	1 	. 	i 	. 	l 	11 (1 	7 	It 	1 	• 

31i 



LI 

	

35 

r10 DF. LOS 	CON 	 7¥...._.0 1', TER 1 OS 	 DF 	C FLAS 1 l 1 CA C 1 0 N 

De1a misma manera en que nos interesa saber c.6nio afectan 10s 

d I S t: i n t o s niveles de un 	t r él t a nl l e n t o e rl U ÍI 	variable de r e_ s p u e t: a 

por 	ejemplo que t' C fl C G I c) n producen distintas c a n t I CI C1 CI e s de c 1 C:' I' 

to 	microorganismo 	en la f í .j ae. ti de 	n i t.rócicno en 	el 	SUCIO ) 	, 	mu- 

chas 	veces 	queremos conocer la 	reacción 	que 	se produce 	en la 	va- 

riable 	de 	respuesta al tener 	2 	o más factores de 	i n1C rés, con 	va - 

rios niveles cada uno. 

Tomando el ejemplo anterior, podríamos querer comparar- la f i 

jacion de nitrógeno producida por distintos cantidades de nlicroor 

ya 	i smo, y a d i s t i n t a tenipe -  eratura. 

Supongonlos 	que n u e s t ro 	ni 	croorgan i salo 	es 	el R1 z o 1) i unl/f a c i o1 	i 

en 	cantidades: 	200, 500, 	1,000, 	1 p 500 	unidades; y 1 a tenipe-at: ura 

en 	que 	queremos 	medir el 	experimento 	es: 15, 	25, 35 ° C. 

En 	este ejoínl:p10 tendríamos 	un 	mode1c) 	con 	2 	e r i terios 	de 	e 1 a - 

s i f 1 eac i rin 	y I:1 y 	I:2 n i ve 1 es , 	reshec t i vdnle_n 1, e . 

Criterios 	de 	C1<ISificaac1 6rl: 	1) 	C,-1n t.1dalci de PIíc, roo rga II1 	rno. 

	

2) 	feIlI,cr¿,t ure. 

Nivele ', . 	I; I 	11 	I,,Ir" , 	( y 	c :;II ¡((id 	de 	r,li c.rur,rcl ,n lino: 700,',(.)0, 1OC"), l00. 

• ) , r 	 , l 	I, 	l 	i 	i 	I 	l' 	; í 	I I I 	1. 	1 	¶, 	, 	:) ¶ 	, 	31, 

Ir 	r" 	I 	r 	li,r;(1c' 	1 	r1 	, (j 	11( 	I'r' 	I,Ir>'. 	I, I 	c,l) 	►' 1 	u 	rlr, 1 	I( 	l 	¡I 1 	ri, 	I 	irr 

r'lill 	O 	ttII 	1 	ilr,' 	Vr• 	1 ', 	r , 	1 	r.1 	( 1 	I,'lle 1 	E 	174)11 I 	Ilr 	1 	;Ir_.I 	t) 	I 	I í,l,I 	r' 	1 	.I 

Li 

í] 

1 
LI 

1 



1 	 6 1 

1 
II 

fijC1c.ió_)n de 	nit:rógc!no al 	variar 	la temperatura y 	el 	efecto 	que 	t)t- o 

atice tlrl1-1 cierta tcnlper•aatural en 	la f i jació)n 	de ni trocjeno 	,11 	tener 

di s t 	i rlta`; can t I dado`, de 	nii c roorC)ati I 	sI11C). 

Corno 	nos interesan ambos componentes, 	es 	necesario 	hacer 	un 

nioc]c.,10 	con 	2 c r i terios 	de 	c 1 a s i f icaci6n 	y 	no 	2 	modelos 	pr)r 	sepa1ra 

do, 	cada 	uno de un 	criterio 	de c_1as i f i cnción. 

Se 	le 1 lama 	tratamiento a las 	combinaciones 	entre 	los 	nive- 

les 	de 	los distintos 	factores de interés. 	En 	el 	ejemplo 	anterior 

tendríamos entonces 	un 	modelo de '4x312 	tratamientos. 

Bajo este: modelo es1ad7stico, tios gustaría saber si existen 

di ferenc.ias entre los distintos tratamientos, es decir -, cuando po 

demos decir que la diferencia entre las medias de los tratamientos 

es grande, tomando en cuenta la varianza de las poblaciones ( tra- 

tamientos ) 

Eti estos modelos, puede o ns: existir ''interacción" entre los 

tratamientos. Esto quiere decir q tJ e el e f e c t o producido por un 	iin 

t tl til i a r i t o, v a r i a dependiendo del 	n i v e 1 	Oil e l t1 11 e t1 s e t1 c (.) n t r f l íH') 	de 

los factores de inter(11;. 

COI1 	1-1 1 glu(IC)"; 	e 	e 	01 i)`. 	p 	U I I ,_IliiO`> 	ve r 1 0) 	0 1', 	c 1 ,:I t - •fl ('11 t 

S 	(,', 	(,tic 	I1os 	1 u 1. (' r es 	sa1,e 1 	CULI 1 	IÍI' 	.i 	(.1 I'' t a', 	(11 	, ! 	111 t a`, 

A, 	li , 	t, , 	¥1a1 e 	II!` 	11O 	III a11 t 1' II 	1fim)' 	t'I1 	IIIe 	u t - 

1111

5 	aII 

 j (' 1 1',', . 	t,t)Illli 	1( Ilí' I 	 Hitl)', 	a l)'' I' 	1 11 a 1 	( '. 	la 	Ili , ' j rl [ 	,a1 :1  

)'(1',, 	Iuti( , ll!o5 	1111 	111(1U e1(1 	Hall 	21.1 	j 	 r 	t . io', 	1)Ii't•1 	( 	1', 	I;,E 	y 	';¥'¡'i) 

( 	iI, 	I¥¥1rI 	¡ro 	1.l 	11 [Il¥ 	i1 	11 	ioI 	)".10, 	1 	qlll' 	fl(; 	aI)''I;I'; 	I 	a1 



f 

C. 

quIl¿l de 	1cl¥, 	cIi( 	tas 	es mejor 	ilara 1 -,s nlrrjerus y 	otra 	1)ara 	1(.>s 	hc>Ill- 

1)1'C'. 	s ( 	Iio 	s a h e mc s 	s) exI: te 	it,teraccir)11 ) 	Si en 	II 11 c s t 	ros 	I'l";lll - 

taCIoS u1)tenelllc.)s 	ci11e. 	el ef e.CtO 	CIC'. l.:lt, eliOta°, 	5 aI t 	C 1 dOS 

3) 

independientemente de s estamos en el nivel "honlbres 11 ó 11111ujeres" 

del factor sexo, decimos que no existe interacción entre dietas y 

sexo (es mejor la dieta C para hombres y nlujeres); sin enll.)argc,. es 

posible que la dieta 13 tenga incluidos ciertos al irnentos que la 

mujer aproveche mucho mas que el hombre, en cuyo caso se sequi rta 

un comportamiento cono el que se i lustra a cont.inuación: 

• .7i.::u: 	
L_..:: 

	

En 	e.st:e 	CasO 	;e 	ve 	c:1.Ir,lrir Irl 	que 	1t1 	mejor 	diet:,1, 	cit 1.;1d 

	

del 	IliV('.1 	i' 11 	q11 	c, l' 	lllc;l1e ntre 	del 	º)t1'(1 	filc1rol' 	u11 	e1 	11I\'(' 1  

1 	1 	¡ 	( 	r 	I 	(i I ! : t. 	1 	e' 	la 	í, 	j 	(, li 	e 1 	11 I 'J ! 	1 	Iil t l j e I" e ` 	1 1- 1 	in : f i 1 I 	(1 I i' i , i 

1l 	C. 	Cn 	('',t( 	r:,I',(, 	diere 	(illc' e 	1 	1 e 	int 	r,.Ic.c i¿',n (e'11 r 	1i 	a 

	

f 11 	t' 1 	(' j 1 1,x, 1', 	'1(' 	1 ,I 	l 1 j :Ic. I 	1 	I 1 	> 	u 	1 	,Ilc' 1 O, , 	11 ,... 



1)I(.lil 	il 	a 	Cilntldad 	ele 	Illlcr'oor- ( l,1 11 1 55 111l) 	y 	íl 	la 	tO(1)1)('It.11l'í1 	I)ll(.'(I`. 	Sll 

ceder que con 500 unidades de. nl i crc.,o rgnn i srllo se oh) t(,nqil la nlíl (, I 

U i jaci<)rl 	de 	ni t.r6c;: 1 -10 	en 	el 	s1.lc, 1o, 	no 	inll)or't(lrl(Io 	1 	ten1l)eratul'í 

en que se t ra1)a j e : 

:i d 

(no 	ne ces a r i arllerit.e 	tendrá 	l a ni i snla 	f i j ac i án 	de 	n i t r6 gen o, 	y a 	que 

la 	temperatura t:anibién 	puede producir cambios 	en 	ésta, 	pero 	el 

conlportani¡ento del 	microorganismo es el 	ni 	s mo 	a 	cualquier 	teni1)era 

tuca, 	es 	decir, 200 	unidades f i j an 	menos nitrógeno 	que 	1 500 , 	1500 

menos 	que 	1000, y 	todas 	menos elue. 	500 unidades, 	no 	importando 	la 

temperatura 	en la 	cllle 	¡los 	encont remos) . 

En 	este caso 	no hay 	i n tc racc i c)rl entre 	la 	caan t i clad 	d 	micro- 

organismos y la 	tenil)erílt urni 

En 	el 	caso 	e.Il 	el que 	CxIstlera Illter(1CIó11, la 	cn111..1dad 	de 

niicroor.sllisnio 	que 	f i 	jil mis 	ni 1.rugerto 	c11 	Cl 11 	ln 	cic1 	riel: 	l- t(1 	dr'I 

nivel 	de 	la 	tu1111)ut'r1t.111, il en 	c1 que 	no`_, 	e11co111_r`írílllio 



	

Cuando 	1Ll t:eml.)ertltura es de 	15 ° C. , 	500 uun i dad(, s son 	l,1'..' que  

nl -1 s 	fijan el 	n' i t: I- (1 q c 11 	; 	cuando  e s t antes 	trabajando !a 2 5 C. , 	1 5 t) 0 u 

n i dadc's 	`ien 	1 as 	Cl 11e 	111ras 	11 i drC)C)et10 	1 I 	a11 , 	y 	il 	35 1¥t.. , 	1000) 	un I J;l (l c'.5 

son las que nlaas f i j cln, 

En 	un 	eY.pel- inlen1o, 	es 	muy 	importante saber si 	existe 	o Ilccc 

interacción 	entre 	los tratamientos, 	ya 	que puede suceder 	que., crea 

mos 	q ue 	haya 	d i fe rene i a 	en t re 	1 a s 	me 	i a s 	de 1 a s f)ob 1 aae i oncs sir 	un 

cierto 	tratamiento, 	y sine 	embargo 	estas 	diferencias sean 	de1)idas 

a 	la 	interacción 	entre. tratamientos. 

Por 	ejemplo: 	s  que remos 	saber 	cual de 	las materiales p1¿s- 

ticos 	A, 	B, 	C, 	D 	son 	mas res i stentes 	a 	di st i titas temperaturas 

(<10 ° C, 	entre 	10 	y 	20 ° C., entre 	20 	y 	tr0 ° C., >110 ° C.), y 	ericontra- 

mos 	quo. 	se 	comportan: 

1 
U . 

- 	e- 

1 - v 	'- 

S i I10 tornarnos 	en cuenta 	1a ir1t.crarc.i6rl, poc1r'ir:ltilos 	creer 	que 

1 e l 	ni 	t e l' i 	(.l 	l 3 	e 	r 	m,: j c, r q ul 	l c:, S 	o I y es ,y a cl 	t1c 	e 	11 	rl 	l 	u 	11 	gil'-, 	I, 	I" 	II 1 	!, 

C 	tl 	1 	t 	cí nlr1 y  y 	11 	I• e si 	'; I 	( - II 	c. 	i 	;l 

U 

1'l'IU i 	1()l!1(1lU(1', Cll 	(.0 1.111 	I tltltl 	jlllu(.1 xi',Liv 	illl 	I'<I(..( 

V( 	1, 	t{1' 1 Y 	&Y 	ti 1 	I; 	f 	llY 1 	1 	1_(i 1111 	1 	11 	Il 	Iltlt'  

I 	,II 	it1' 1 	r { 	In.{y(al 	cic: 10)' 	(;< 	/ 	;1 1)1 	I;Ir, 	I 	111 11'x;11 	II 	r 	r'-, 	1 	III 1I1 	I 	irl1c¥¥, 

I 	111 l 	rl 	I 	i l 	111x) 	1 1 	I 	1 1 	II 	I 	r l 	1 	0 e t 	5 	1111 	1 	1 	1 	lila 	)1  

1 



e,, 	Il(.' 	CJr' 	1:en('.111O5 (11(' 	CIeC.Ir 	C11c 	l 	e`:; 	111c.'. 	o1- 	tÍIlIC,lnle11te 1 71r'¥l 	tc.111)e I 	f 

r'at.11rk-1 ; 	mayores de 	1In " C. 	, 	y 	(1e1)ende 	(II' 	1 	111vc 	t 	i(JrlclOr c'; c. cr 	el 

ni a t e r i a 1 	C( tl e 	v a Ll 	ti s a r 	C C) 11111 11 do 	e u 	c U e ri 1. 	l 	a 	l a 	t (' 111 1) c r a 1 u r a 	c rl 	1 a 

iuc 	va 	a 	trabajar y 	el 	costo 	de 	los 	materiales. 

Por 	todo esto, 	si 	queremos 	trabajar 	con 	un 	rllodc1c) de 	2 	o 	reas 

Cr I te r" I os 	de 	c 1 ClS i f i cac I orl, 	es 	importan te 	saber 	S I 	10 vC1111os 	a 	rll1-l -- 

n ej a r 	con 	o 	sin iut:eraccion. 	El 	niode1c) 	de 	var¡os 	c 	 i t e r i o s 	de 	c 1 a 

s i fi c a c i 6n 	s i n i n te r• ca c c i 6n 	es 	c, o rl v c n i en te 	u t i 1 i zar lo il n i c a n i c_ n te 

cuando 	estamos secJuros 	que 	no 	existe 	interacción 	entre los 	facto- 

res 	de 	intcres. 

Un 	uno de10 	de 	varios criterios 	de c1asificacióti 	en 	donde 	va- 

mos a 	combinar 	todos 	los niveles 	de 	un factor 	con 	todos 	1c)s 	nive-- 

les de 	los 	demás 	factores es 	11amado 	experimento factorial, 	Es- 

to 	es, s i 	cotisideramos temperaturas a 	3 	a 1 t 1 t udcs 	distintaS 

tendremos un 	expo.rinlento factorial 	de lix3. 

A1dunas 	de 	las 	ventajas de 	usar ex(-lerinlellto5 	fact(:)r- i1-11es, 

son: Los 	datos 	Se 	usan 	para anal i/ar 	ambos electos 	al 	Ill1 	SIllC) 	t 	I 	i'. I'1 

o C'. `i 	ni 	> 	e f I c. 1 e 	j:c 	q u c I1ace r 	va r 1 C)`_; eXj)C: 	r 	I 	fileIl 	tC)s 	(1e 	rlIl 	C. r 	i 	1 	e 	r 	i 	c) 

t: 	►(' 	; Il cl :; 	(l í 	idea 	(TU 	¡) o ,; 	i I) 	l e S 	i 11 t e r a c c i ¥) I l c, s, 	el 	c. 

1 
/t' l t) 	I 	11 	l tl ( t' ;I CIO 	i.(rll 	2 	(. I 	I I 	¡' I (!' 	¥It 	i 	1 	1 	I r .! 	I 	1 	5 I I1 	( Ii I t 	I 	I (( 	1 1 i 11 

1 
1) I. 	¡I 	1 	1 	j 	r 	f 	1 	¡1. 	 r_ t r Il 	¡ 	1 	J L 	H ( 1) ,; 

i 

1 



c 11 	ci (.) n (1(¥ 

Y i j 
	

CS 	1 	l)uc.!sta obtenida al 	al l)1 icar el 	nivel 	i 	del 

factor Ay el nivel 	j del 	factor [:3 en la 1,- 	; i rn;l 

repet: i c16n. 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

11 	C!S la mC dia gcneI•a1 (dada por" 1 a co ti d 1 c i o nc s e pe - 

I¡ mc n t a 1 e s ) 

es el efecto producido al pal icar el nivel i del 

factor A. 

es el efecto producido al ap1 icar el nivel j del 

factor- B. 

Lijk 	es el error aleatorio. 

[3ajo este modelo estadístico, nos gustaría saber s i exictcn 

diferencias entre los niveles del factor A y entre los tiivcle del 

factor- 13. 

Para 	esto 	se 	puede usar 	comparación 	(.1e 	medias 	entre 	las 	po 

b]aciorlcs 	cle1 	factor A 	y del 	factor 	[3, Como 	5111)ollemos 	que 	1 .1 O(xi'.; 

te 	interacción 	entre los factores, 	estas di fc1 	tic.i a.1s 	se 	pueden 	;1- 

n;al 	izar 	por 	sc¡.;lrad para el 	factor 	A', y 	E>ar;l 	f3. 

L_1 1111[l isis (Í(' 	1o', (i,ltC)`, es 1);1I('(:IdO X11 Illodi_:10 d 	U(1 cII It' 

1 () 	(lU 	e l a', 11 I e 1( I OII , 	y 	de 	c. ¶ i o 	e 	ti 	O :Il 	r 	1 I l ;i( j ril1 



Le'; 	Il I ¡u t i 	1 '. 	(1I 	(j llt' r't l;u) 	¡I t'(ti),i l 	(111 

1) fiar. 11 	1I:.." ... - ll,r. 	v: . Iln r 	III..r jH.. 

2) ¡¡ c, 	• t •._ 	11• . .' 	• .= 	, ¡,, 	v 	• 	1!; . 	)I• 	.-, 	H. i 

E: ¶ 	(1c.c1 	r , 	ion ¥1) 	clu.'1('110 el)( 	I 	i 	1 	; I11U rlins 	de 	1,l'; ¡,0!)1 	e 

c.ic',ric<; 	,a 	1c; 	que e 	1e_. 	a¡>l 	icc") c1 	fcactol- 	/\ ;on 	iqt!elt' cst,lclí(•t 	i 

canlcnLe 	y 	c n ;2 	;i 1¿i 	2 c;i 	e:> 	e 1e.; 	q ti e 	;c' 1 	 s 	ap1 	i c 	c1 fec:to1- 	13 

5C)►1 	i 	c)1..1e 	l 	i`S 	e; 	t: 	L-lc.1 	í s 	t 	i 	cc.!r,lcr-1 	t 	e. 

Poniendo 	la inforrii,,c.ic:6lr era 	una 	teh1a, so 	puedeu ve l- 

•. 

i 

	

I'1 	17T'"1 

'1.'.•, 	 . 	L 	"! 

ti a 	! 	' II 

i 	 t 

i 	 t 1
.. . 

1)1 U `. 	1 	1 I 	,l 0' II ? 	.. 	1 	 1 	1 	.: 	i 	ltII( 	i 	! ,. 	() 	I 	!)(1 f 	!.' ", 	I 	.. 	 l l(' 	< 	1 	i 	I 	li 

	

Vt 	1('l t)'. 	'r i Illc t .'IIi¥ I¥ I t• 	i 	1;t 	'./.11 í .It i (I 	 II  

i 	I (tl 	 1 . 	O' 	i 	 o 	! 	) 	1 	. ' . 	1 	, 	t!. 	O ! 	lit 	11 	V' 	1 I  

II'.,, 	t' 	L I 	d.'' 	( 	!1 	1 	 . 	1 	! 	!. I 	H; I 	1. 	y 	I I I 	I, f 



h¡cl:1'; al 	ef(1'ctO de rlI)1 	¡CdI - l 	y e1I 	'.''Ir¡ac.¡c)lIe¥- (le L)ici 	I 	i1 	error 

I , 	r (! (1 U C: I 	(1 c 	I, C) 	I - 	1i ̀, v ¥i 	t - 	11-1 	I1 	1 	e 	̀_, no c. e n t t - o l a Í) 1 	l' 	') 	. 

T cC n e ri) C) S n u c. _, 11- o modo l o: 

o.i ¡;j 	t 	el jk  

Y i 	I< - I 	-r- 	r 	't r 	-r- 	r t  (2') 

en 	dende 

1_r¡..- 1: 	e s la 	variad 6n que, 	ex  s t e 	entre- -• 	la 	mied¡a 	cle 

la población 	de nivel ¡ 	del 	fnc1or 	A 	(;.I¡..) 	y 

la meci1a 	general (U) 	, es 	decir- 	el 	efecto 	al 	ca - 

p1 ¡ c a r 	el 	n*¡ ve1 1 	del factor 	A 	(c).¡) 

li•j. - 1r 	es la va r - ¡ac¡can entre la me,d¡a de la pob1ac¡ñn 

de nivel j del factor C3 (;.i, j . ) y la media cene 

r - a1 	(11) , e s de c ¡ r el efecto) al a 	1 1 e a r e 	n ¡ve 1 

j cic.1 factor - r (;=,.j) 

l'i jl< 	 1i 	Yi{< 	(ti .. 	li) 	- 	(1'•.J'rl  

- 
Yi j{c` 	i 	`¥ ¥¥j 	Li 

e 	1 	ct val - ¡,Ih 1 	de re ,p11e .ta 	m- 11e, 	e 1 e fcr.t 	dc 	1 

f 	f l 	c: 	1 	(.1 	F A, 	lile 1,10 ', 	c 1 	e. 	1 (:e e 1 o 	c1 0 	1 	1' '; 	( 	t 	C, 	F I 	r 	t; 	r 	1 	,.. 

nlccl 	i 	;, q e ti 	r 	l l 	c de fi 

(I 	¡ 

	

II.) 

¡ 	1 	0 	e l 	I 	r 	r a 	l 	e 	t 	;, 	l 	i 	c, 

	

1 	Jll I ('ll!i , , 	11.1 	,111 1 11)1('ll 1 (,', 	(ii' 	,' , 1 1 1,111, I .¥¥II 	(I(' 	1 	,r'C e. i x,11 	_!I I ' I I (0 

¥(¥ 	¥,tl¥'(It 	III(,',1 1 	II ( 	1t5', 	III(' j(11'' 	(' 	.1 	IIli;tri',l.('  



1 	, 	11 i . , , 	1 • ¡ . 	c,OI1 	1'C", flí-C t ¡ V"1r11i:I11 C' : 

1 . • • 	_ 	., 	,. 	I j Ic 
Ic 

 

j k brl 

a 	rr _ 

	

¡ k 	a n 

ÍOS cuales nos dan ( a par"t i r de 1 a ecuación (2 y substrayendo Y • • • ) 

un filode lo : 

Y¡ik-Y...== 	(Y¡..-Y...) 	+ 	(Y.i•- 	Y...) 	+ 	(Y i jjÍ -Y¡ ••  - Y.i. -r - y'..) 

lo cual, elevando al cuadrado y sumando   sobre_ toda la I)oli l ac i 6f"1 

(sobre ¡=11 2,...,n s .x=1 1 2,...,1) y 1:==Í,2,...,n) nos del: 

c7 I.) rl 	 7  a b r1 
}; 	?: ): 	(Y¡jl-}' 	) 	y, 	r; 	(}`¡..-Y• • ) 	(}•.l•_7 	••)'u. ( Y¡jl,•- 1i•• - 7. i • 	y_••)! 
i j k 	 ¡ ¡ k  

; 	: 	,, 	(í ¡ 	.' Y. . 	) 2 	::::, 	(1, j • 	 '. 	) 	i 	( í̀  	 . ., i 	_. 	 • 
Y 

r l l: 	 i 



+ 2 F E E ( Y..-Y...) (Yijk - Yi..-Y. j . +- Y...) 
i j k 

+ 2 	E E ( Y.j.-Y...) (Yijk- Yi..- Y.j. + Y. 
i j k 

Podemos observar que: 

abn    	ab  

ijk 	 ij 

a 	_ 	b _ _ 
= 2n E(Yi..-Y...) F (Y..-Y..) 

j 

a _ 	b 
= 2n E (Yi..-Y...) (E Y.j.-by...) 

i 	 j 

a 

b) 2 EFE ( Yi..-Y...) (Yijk-Yi..-Y,j.+Y...) 
i ,j k 

a 	b n  
= 2 E (Yi..-Y...) F E (Yijk-Yi..-Y.j.+Y...) 

j k 

a  	 _ 	 _ 
= 2  i 



1 
1 Por lo tanto vemos que: 

	

bn 	abn 
EE (Yijk-Y...)? _ EEE 

	

i jk 	 i jk 

1 

abn _ 	abn 
(Yi.e-Y...)2+ EF. (Y.j.-Ye )2+nE (Yijk-Yi..-Y,j.+Y...) 2 

ijk 	 ijk 

abe  
c) 2 EEF (Y.j.-Y...) (Yijk-Yi..-Y.j.+Y...) 

ijk' 

	

b 	• a n  
= 2 F (Y.j.-Y...) E F (Yijk-Yi..-Y.j.+...) 

	

j 	i 	k 

	

b 	_  

	

= 2 E 	(Y.j.-Y...)(an Y.j.- an Y... - an Y.j. + an Y...) 
J 

a _ 	_ 
Y 	E

b 	abn 	_ 
= bn E (Yi..-...) 2 +an 	(Y.j.-Y...)¥+ F?F (Yiik-Yi..-Y.j.+y...) 2 

1 	 j 	 ijk 

1 	corno una generalización del modelo de un criterio de clasificación 

se puede demostrar que: 

' 	 SCTOTAL = SCfact/\ + S C facta + S Cerror 

¥ en donde.. 

SCtota l = 	};};}; 	( 	Y i j l<-v..) 2 

1 

1 

C uc7u t o s e Separa cada re `, p u  s t cl 

de la mccaiaa es ima1da de la 1)o- 

1) 1 zi 	i 6n gene r  1 ) . 



d e 	1 a 	1l c 	f 1s q u e r e i e u o 1 

Lictor A (lo la 1I((iin c 	iiiiaJn de 

1 a 	1)1) ! nc i o ti 	e 	u e l -  a 1 ) 

1) 
(.3.-Ç• ••)2 	(CLIntu 50 scpnnn 	leS inedi.::d 

les poi)lnc iones que reciben el fac,Lot 

B 	ci e 1 a me d 1 a e s L ¡ ni a d a d e 1 a p ob 1 a 

LIOfl 	(jotI0i çiI/ 

S C 	r ro r 	(Y i•i  k Y 	. Y . ¡ i y • • ) 2 (c U u Lo se sepa r a cada o  ser 
1 j k 

y a c ¡ 6 n d e 1 	r o me ci i o (l e s u 

tratamiento cuando se asume 

que no hay ¡nteracci6n). 

con 	1 o que se ha pod i do descompone r la ver cc 6n t o 1 e 1 

en variaciones debidas al factor A, al ftctor B 
i j k 
y al error. 

Es 	pos Ible demostrar 	t.3rnl)i.n que 	cacle sume 	de 	cuadrados 	es 

¡iidcpendienl:e 	de las 	otras, 	y 	ademns que tienen 	una 	Jis! 	ribt.i.in 	J 

cuadrada. 	por 	lo que 	si 	se 	dividemi cutre los 	qrados 	(le 	1 	¡birlad 

a s 0 C 	i a (1 	1 	a 	e a (1 	3 ti u .m 	, 	p mi e J u 	, 	d e i 	u a 1 ( 	1 	0 	3 	1 	. 	1 

lot 	'Hl ti 	IIH tliitHv[Ii 	}',ii( 	 Jo 	1 	Ji 	:. 	,, 	Hiel 

1 	chI 	¡'ti', 	. 	•', 	ib 	' 	t' 	' 	li 	, 	 JI, 



1 	f ,.:C1 	r 	/'1 	u 	I 	l.l,l 1 	 o 	lli.' í' l l' 	a 1 	s U 	fl 	u o 	1 <I 	Il l il 	( ("; 

fI 	1 	11 I 	 . 	11 	 . . 	'; 	c. i t 	t" ( 	l) 	•  	c L ¿, I' 	' 1. 
t i cn,: 	(1 e 	111i' r,l 	1 oq 

Gc 	I1 c' 	►"a 	1 	i rr1cir, 	del modo ]u u p 	1 I 	a un 	c r i 	(( 	t 	¡o 	lo; 	q 1- ncf( 	do 	1 

f)cr'taJ 	isuc i aclo =, 	a 	1 a -; 	sumas de cu 	rlr,1do<, ,ori 

Para 	SC tc 	 11 los G.L. asociados 	son cl total 	de ohsc,rvaciorue; 

nieflo5 uno: abre - 1 

SCfactA los G.L. asociadas 	son cl número 	de nivelas del fcrc 

tor menos uno: 	a-1, 

SCfactB los G.L. asociados 	son el número 	de niveles del fC3c 

tor menos uno: 	b- 1. 

SCe r- ;- ol los G . L . asociados 	son el total 	c1c observaciones r,1ce 

nos uno, mcrios 	1 os 	G,L, a soci 1dos 	del factor 	A, me- 

nos los G. L. 	asociados del factor 	C: 

(clbn-- 	1) ` 	(a-1) 	- 	(b-1) abn 	él f) r 	j 	. 

De donde obtenemos los cuadrados medios 

JC L<¥t<r 1 

t; 	t1 
1,•1 

í 	t1 

Ji Í7 



1 

1• 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1l 

1 
1 

y las pruebas estadísticas de F: 

CM
factA 

FfactA = 
CMe r ro r 

CMfact6 

FfactB = 
CMerror 

La Tabla de Análisis de Varianza es entonces: 

Tabla de Análisis de Varianza para un modelo con dos Criterios de 

Clasificación sin Interacción: 

FUENTE DE 

VARIACION 

Grados de 
Libertad 

Suma de Cuadrados 
Cuadrados 
Medios 

F 
calc. 

Factor A a-1 

a 
bn 	E 	(Y.,-y.,.)2 

SCA CMA 

i=l a-1 CME 

Factor B b-1 
b 	_ 

an 	F. 	(Y.j .-Y. , ,) 2 SCB CMB  
r 

j=1 b-1 CME 

Error abn-a-b+1 FFF(Yijk- i.. -Y.j. 4-Yb J? abn-a-b+1 i j I< 

Total abn-1  

1 

1 
En donde rj A y ¥Y Ij 	¶-,ori el nivel de s i can i f i canciri desCr i pt i vo 

1 	C".o C' i 	pon ( l e n t e% a l f i)c i:o r A y a l f a e t o r I1 . 

11 



F' l r i 	i 1 11.., t r 	l r 	c', t ( 	111.o) clk, 1 k) , 	Vt , ¿1M )', 	1,111  

Se (luir( 	,;rl)e I. 	;i 	();i',te c;i i( r('nci;, c11 el 	ct - . ;.iti] 	rlt( 	J&1 

i Ii jc1 	11 	lE,1 ic;Ir 	ciisl:iilt,l', 	cici¥, 	c.iCt 	 (, 	(c¥I't i 1 i¥::1rItc' 	(i) , 	\' 	, 

a(cct':I s:lr ci- ce 	)icrito (,1 	;cnlhr,ll- 	 cnli 1 ln 	n di (, r rete 	cli 	t 	 n 

c. i ¿l s 

Los 	ti i ve 1 es; can elue s e h¿, 	cJ i v i cl i (lo F s.on 

100 cir. x1112, 2 50 gr. x rn2 , 750 gr. x 1,n' 	 y los 

niveles para la distancia (D) a sembrar son: 

2cm. , 5cnl. , 15cm. 

Se sabe 	que 	no existe interacción 	entre 	la 	dósis 	de 	fcrti 1 i 

zante 	y 	la distancia entre 	las semillas. 

Se fijan ciertas condiciones experimentales para disniinui r 

la variabi 1 idad de los resultados (temperatura, tipo de suelo, es- 

pecie de semi 1 la, humedad, etc.). 

Dado el presupuesto, se determina que se van a tener- 3 re-

PC t 1 c 1 C) n e s por tratamiento (por 10 que necesitamos 3;:3x_3 - 27 uni•-  

da des expe. r I me  t ci 1 es )  . N ne. s t ras un I dades ex pe I" 1 rime n t ci 1 e s son 1 o 1 C. s 

de 5 semi 11 as de frijol. 

De S p ll f '; 	ele 	el 1 C) ll Il 	t: I c 111 Il o 	':; c 	111 I CI e 	C' 1 	c I- — (_ 1 lil 1 í.' 1l i C o 	d-i te' 	1 ci 	¡; 1 %; - , 1 <l , 

101;Ic1tiCIC) 	(.011O 	V"lI - i¿11)1c 	d.' 	I - eI1(' `,t :i 	el 	pt- 011t•¥1¡ci 	d. 1 	1;;1, 	."f 1,l ) 	(i i'  

i 1ciilt.il¥i`, dú.. c—J ,, 1()1t', cell iC.'I1t I 	11"U'¥ 	C:(l1) 1 	t1, 	1 	Í¥l ic1ie 

i (l tl i 	1) 1 	I ,i fi l •1 	c1c' 	1 c", 1,1 1 1, I 	I.  

'l l 



1 
r 

1 
, D6s i s de 

f c r t¡ 1 I z a r) t e 

1 

1) 	`1 -1 , A11 C 1 r, 	I l -AN 	A`; 

3 	 2 . 5 
100 qr- . 	3. 1 . 	 6.9. 	2.8 

3.6. 	8.9. 	 3.1 

6.7, 	10.5 	 7.1 
250c,r. 	5.1 
	

12.0 	 6.9 
6.0 
	1 14.2 	 8.3 

1.5 
7500x. 	3. 1 

1.8 

	

5.2 	 6.1 

	

6.3 	 5.8 
11.9 

 
5.3 

Nuestro modelo es: 

Y ¡jk 	l.1-r-r; ¡+¡3 j + t 	¡gil, 	con 	e¡jlK tiN 	(p, c-,- 2 

i= 	1,2,3 

j 	1,2,3 
k 	1,2,3 

1 
Y¡.jk= 	altura 	pr orne d¡o 	en 	c ni. 	del 	lote 	(un¡dac] 	exper1mental) 

¡.t= 

 

media 	cgetiera1 	dacio 	por 	las 	corld1c¡ores 	e xper'¡nietila1e 

Efecto 	de 	la 	d6sis 	correspondiente 	nl 	nivel 	i 	de 	fcl- t i 1 ¡:.,ente, 

)= 	efecto 	del 	nivel 	j 	de 	1C-1 	distancia 	cnt.rc 	las 	;enl¡l1¿I„ 

1 	error 	,r1c 	t_oric, 	ciaclr) 	)O1 	1k] 	\! 	rLo.icrles 	tic, 	¥•,n( 	rn1u1:1L 	 . 

1 	0Li( 	('(' 	 0I 	I 	¥'i:i,1¥` 	r1i 	ir.'V 	Ilt 	i.I 	('fi 	('1 	I' 	 li  

1 	li 	r 	u¥  

1.11I 	ri 	1 	I 	i 	I 	I 	i 	1 	i, 	- 	H1 	(1 	1 	0.! 	i 	I 	1.¥  

1 
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L 	• 	: 	d .: 	it 	dc 	u 	r 	ti it c 	t 	 ( 

dcíH, 	r1Í 	c:':::tc.t 	cri. 	í 

ti • i - 	E 	(7  , >. :) 

1 	 1 	E 1 	t 	1 i 	i 	r 	 ti 

	

1 líJ 	 d 	E It 1 	) 	1 
2 	 : 	2 	 ¡• 	¡ 

	

1 	 • 	• 

	

1' 	 1 	11 	 t Y i 	 Y 

1.i 



¿1 	 (1 	1. 	 i 1 
 

i c, 1.oi 

1 

H 

1 

E 
1 
E 



1 51 

DISEÑO DE BLOQUES ALEATORIOS 

En las secciones anteriores para realizar el análisis se 

supuso 	que las unidades experimentales son relativamente homo- 

géneas 	por lo 	que la 	aplicación de los 	tratamientos a 	Estas 	se 

ha 	hecho 	en forma completamente al azar, 	sin 	que 	se tenga 	un 

error demasiado grande y por tanto las diferencias observadas en 

tre tratamientos se deberán a efectos de los tratamientos y no a 

diferencias entre unidades experimentales. Si las unidades expe- 

rimentales son muy heterogéneas es posible que al aplicarles los 

tratamientos al azar se tenga un error considerable y que incluso, 

el efecto de los distintos tratamientos se pueda confundir con el 

efecto de diferencias entre las unidades experimentales. Para cir 

cunstancias como ésta se ha definido el diseño experimental de 

BLOQUES ALEATORIOS, que consiste en aplicar los k tratamientos 

en cada uno de los tipos de unidades experimentales con las que 

se cuente para el experimento. 

Para ilustrar este diseño consideramos el siguiente ejem 

úe desea comparar 4 variedades de maíz ( A,B,C,D )en re 

lación a su producción y supongamos que se cuenta para el experi- 

mento con 44 parcelas que se encuentran en distintos lugares y 

tienen, por lo tanto características de productividad distintas. 

Supongamos ademes que en cada parcela definirnos Ii luri i da- 

des experimentales. Si real izarnos un diseño completamente al a- 

zar entre las 4 parcelas y escogemos al azar" las, parcelas y lo.s 

cif'.(ni)ramos ca da tina, C,on (JIla va r ¡e dad c.1 diseño res tllt ir a Coma el 

1)resentado c,n la figura 1. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
i7 
1 
1 
LI 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Figura 1. 	Diseño en el cual a cada parcela se le aplica un 
tratamiento. 

A simple vista podemos constatar la falibilidad de este 

diseño experimental ya que confundiríamos el efecto de las distin 

tas variedades con el efecto de diferencias en productividad de 

las parcelas. 

Podríamos pensar en un segundo tipo de aleaterización 

en el cual aplicaramos al azar-  los 4 tratamientos en las 16 uní-

dades experimentales. En este caso podríamos obtener un diseño 

como el que aparece en la figura 2. 

Al observar la figura 2 podemos tambicn notar que exis-

ten deficiencias en un diseño como éste k ya que por-  ejemplo 1 

diferencias entre la variedad A y la B se verían cotifundidas 

Col] di f erer1cias entre las parcelas 2 y 1i; U di ferenc ias entre 

las Variedades A y 1) Con) diferencias entre las Parcelas 1 y 2. 



CafeCI-1 1 

Parceles 

•¥eN n 

eta 	 -- 

i 

Ii 	 53 . 1 

Figura 2. 	Diseño completamente al azar en las 16 parcelas. 

Después de analizar estos dos diseños resulta evidente 

las ventajas de uti 1 izar un diseño de ''Bloques Aleatorios'' congo 

el que se presenta en la figura 3, en el cual se aplican todos 

los tratamientos en cada uno de los tipos de unidades exilerinien 

tales. En este caso se pueden aplicar las 4 variedades en cada 

una de las parcelas. 	 ---------- 

II 
	LOO- 	

b) LO cW. & 

II 
II 
II 
1 

L 
F i gu r.i 	3. 	D¡'¥rvi 	(t( 	u 	Al( 	tor ice-, e►1 	1 	11 	t: i ¡)c>-, 	dre.1+l a ¡),- jr,i e 1 

'x¡'ri u 	ol,re pIOcli►c;c:i(►► de mai¥. 
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En la experimentación es común contar con heterogenei- 

dad en lasunidades experimentales y por consiguiente el diseño 

de bloques se utiliza con frecuencia. Es posible real izar blo- 

que en relación a unidades experimentales que difieren: tiempo, 

espacio, material experimental, etc, y así podemos obtener blo-- 

queS que representen: familias, camadas de animales, partes de una 

planta, establecimientos comerciales, zonas de la ciudad, per- 

sonas, etc. Una restricción muy importante que se debe cumplir 

en relación a los bloques es que no exista interacción de estos 

y los tratamientos. 

En el caso general para b bloques y k tratamientos, los 

datos se presentan en una tabla como la siguiente: 

5 ti 

- ii 

y ii.y, ¥r 	tt - 

2 Ya YL c 	, 	c

I±i' 
7T •y 

\/ ________ ____-- 

rz., 	T \-t>  _ 

' Al 	igual 	que en 	caso de 	un diseño 	completamente 	al 	a>ar 

nos 	interesa 	verificar 	si 	existen diferencias 	entre 	los 	k 	trate 

niientos 	esto 	se de 	ine 	un rnodelo de 	la 	forma: pclra 

Yi j 	= 11 	A- 	- 	ui + 	(;j + 	Ci j 

donde. 	ahora 	i 	e s 	e 1 efecto 	del tr¿1tamrc.rrlo r 	a1 	iq 	1 	que 	can 	el 

1 modelo 	eontp1et:a_amente a1eatorizado y 	aahor.1 	es 	el 	efec -Io 	del 

j 	--e=;irno 	1)1c:,cau¥ 

S 

1 



La Hipótesis que nos interesa probar 

Ho: U1- 1J2= ... = Uk 	vs. 	HA: lri Y uj 	para alguna i¥j 

donde 	i 1 = 	u+ Ti 

Es decir nos interesa probar 

Ho: 	T1= T2= ... = Tk = 0 	vs. 	HA: Tia 0 para alguna i. 

En este caso es necesario incluir una fuente mis de va- 

riación en la tabla de análisis de varianza, que es la variación 

debida a bloques. Siguiendo razonamientos similares a los ex-

puestos anteriormente se obtiene la siguiente tabla: 

Fuente de 	Grados de 	Suma de 	Cuadrados 	Fcalc 
Variación 	Libertad 	Cuadrados 	Medios 

55 

Tratamientos 	(k-1) 	b E 	(Y.i-Y..) 

i=1 

b 
bloques 	-(b-1) 	k E  

j=1 

k b 
Error 	(b-1) (k-1) 	F 	E (Yi j-Y. i- 

i=1 j=1  

k 
b E 	(Y. i -?.. )L 	SME 

i=1 

(k-1) 

Yi j-Y. i-Y.j+Y 	)¥ 

(b-1) (k-1) 

k b 
Total 	 bk-1 	E 	F (Yi j-Y..)t 

i=1 j=l 

Ahora, para ilustrar este diseño uti1izaremos como ejemplo lc,, da-

tos obtenidos del diseño de bloques planteado en la f¡qurcl 3, los 

cuales se ¡lre`ienton en la siguiente tabla: 



Tratani í e n t o 
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La tabla de análisis de varianza que se obtiene con los 

datos de este ejemplo es la siguiente: 

En este caso Fca1c = 7.8 se compara con el valor de las 
tablas para una distribución F con 3 y '9' grados de libertad, 

el cual para i= 0.01 es 6.99. 	Como 7.8. 7 6.99 se rechaza 

la hipótesis nula, es decir al menos dos de las variedades de 

rnaiz_ tietieti una? producciÓti 	ronledio po r heet¿J rea distint:ais. 

Para detectar cuales de las medias son di st I ntas es ne-  

cesarlo recurrir a las tC'.cnicas de comparaciones nl111tIp1es pla')I1— 

tead<as en el car) í tt,10 2 
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Modelo de dos criterios de clasificación con interacción.- 

Cuando se tiene un diseño con dos factores para el cual 

existe interacción entre los factores o que el investigador no 

tiene la certeza de, que exista o no exista interacción y desee 

como parte de su investigación probar hipótesis acerca de la 

existencia o no existencia entre sus factores, el modelo presen 

tado en la sección anterior no contempla la existencia de e¥.nterac 

ción. En este caso es necesario incluir en el modelo los térmi- 

nos correspondientes a la interacción de los dos factores obte- 

niéndose el siguiente modelo para un diseño con dos factores 

A y B con a y b niveles respectivamente y r repeticiones. 

Yi jk= p+ cti + 0i + ccsi j + ci jk 

donde 

Yijk es la respuesta obtenida al aplicar el nivel i del del fac 

tor A y el nivel j del factor B en la k-ésima repetición. 

}.t es la media general 

cti es el efecto producido al aplicar el nivel i del factor A. 

Sj es el efecto producido al aplicar el nivel j del factor- B. 

c,Qi j es el efecto de la rrnteracción entre el nivel i del factor A 

y el nivel j del factor- B. 

cijk es el error aleatorio. 

Para un 	diseño 	factorial como 	este se 	tienen 3 	tipos 	de 

hipótesis 	de interés 	que 	por- 	lo general 	se desean probar: 

1) 	Hol : )t l 	.. 1.t1.. 	-_ ...  

FIA 1 lti.. liJ.. para 	alcjunas 	i , j. 

1 
LJ 



Es decir, queremos probar que las medias de poblacio- 

nes a las que se les aplicaron distintos niveles del factor A 

son iguales. En términos del modelo lineal esto es equivalente a 

probar que no hay efecto del factor A, es dec i r 

Ho r . a r = a2= ... = aa = 0 

HA : cc r 	0 	para alguna i. 

2) Ho 2 : U .. = 3l.2. 	- ... 	u.b. 

HA2 : U . 	i. p. , para 	algunas 	i , j . 

Es decir, queremos probar que las medias de poblaciones 

a las que se les aplican distintos n.iveles del factor A son i- 

guales. En términos del modelo lineal esto equivale a probar que 

no hay efecto del factor B, es decir: 

Ho2: 	1 = R2= ... = Sb = 0 

HA2 : i 	0 para alguna i. 

3) Ho 3 	: 	ir i. - 	l¥rj•= 	lisi a - 11s j, 	 i , j , r,s 

HA S 	: 	- 	larj. 	Isi. - jisj. 	para algunas 	i ,j , r,s. 

Es 	decir, queremos 	probar que 	la 	diferencia observada 

entre 	dos 	medias de 	poblaciones 	que poseen distintos 	niveles 	del 

factor 	4s 	e 	i(qual nivel 	del 	factor- A, 	es 	la misma 	para 	todos 	los 

rniveles 	del 	factor A 	y 	viceversa. 

Es 	decir que remos 	probar gLIe 	no 	existe iI-1t.el"aCc.:loI1 	entre 

los 	factores 	A 	y 13. 	l:st:a 	hi1)6tesis ',e 	1)ue(1e p1x,11tealr 	erl 	t.( 	I - IIIinc,s 

del 111o(.1(.1O 1 ilea,1 en 	1a fornia: 
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rri 
t. ►.. 
ti 1) 
rl} rU 
u. I4_ 

HO 3 : aí3 i j = 0 
	

V i,j 

HA3 	: aRi j y 0 
	

para algunas i,j. 

Siguiendo argumentos similares al caso de 2 criterios 

sin interacción se puede verificar que la tabla de análisis de 

varianza para este diseño esta dada por: 

U 

ro 
u 

L1.. 
Q 
U 
w 
U 

m w 
U U 

z 
U 

w 
C..) 

tn O I 
(U N 
►- O 
(U v Q e— m r-- —1 I 	w 

Q) U t U 	1 U 1 lD 	 U 	1] 
U V) (U N 1] N N 	rD 

U 
U) 
11 

E- 
• 

• U 
>- w (1) 
+ U 

• t/) 11 
Li CT] •--¥ 
V) U • II  

V) O 
11  II (1) 11 1 ...— • 

-0 

L e . -..  
1>- 1>- 

Ñ ? 

Q) • r > ?- >- 

E t¥ •— W 	, 
(1) L. L 

.n (O L• - 

e— 

.I_'1 .n 
ri7 N N 

u 
(II 
1.. L 
Al 0 N 

►- O 
1.. LI l  



En un diseño factorial si la interacción resulta significativa, 

entonces las comparaciones entre las medias entre los niveles de A se de-

ben real izar por separado para cada uno de los niveles de B y lo mismo se 

debe hacer si se desean comparar las medias de los distintos niveles de B. 

Si no resulta significativa la interacción las pruebas sobre las 

medias de los distintos niveles de A y de B se deben hacer-  sobre la tabla 

dada anteriormente. 

La generalización a diseños con mas de dos factores tiene una gran 

variedad de alternativas y se sale de los objetivos de esta tesis, en la 

cual solo se pretende presentar los diseños mas sencillos. 

m 
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1 	C 0 M P A R A C 1 0 N E S 	M U L T 1 P L ES 

i 
1ntroduccitn.- 

1 
En un experimento, después de hacer el Análisis de Varian 

za, se tienen dos alternativas: Si la hip6tesis Ho:T 1 =T2=...=Tk 

1 	no se rechaza, el análisis se termina, concluyendo que no existe 

diferencia entre los efectos de los tratamientos, pero si la hi-

pótesis Ho es rechazada y llegamos a la conclusión de que existe 

diferencia entre las medias de los tratamientos es necesario ave 

riguar en dónde radican estas diferencias. 

Existen muchas maneras de rechazar Ho:Ti=T 2=...=T k  y que-

remos saber si fue porque T1=T2=...=Tk- 1  Y Tk o porque 

T1 51 T2 91 T3 = T4...=Tk etc..., es decir, necesitamos conocer 

cuáles tratamientos son iguales y cuáles se consideran distintos. 

Por 	ejemplo, 	si en 	un 	experimento 	comparamos 2 	distintos 

tipos 	de 	fertilizante con 	un 	testigo 	( 	ausencia 	de fertilizante) 

y en el Análisis de Var i anza rechazamos la hipótesis Ho de i ctua l 

da-d de efectos, es posible que la hayamos rechazado debido a que 

los fertilizantes resultaron ser iguales pero el testigo distin-

toto , en cuyo caso escoger Í amos el fert i 1 izan te ni; economice:,; caui 

z é 	el 	fo.rt i 1 izarte 1 	re su  t6 i gua 1 al 	t:est i go y dise finto al 	fer -- 

t 11 izante I I , en tal caso decidiríamos uti l izar el fertilizante 

tapo II, 	etc..., es 	decir, para poder tomar una 	desic.ion 	riese 

sacio conocer 	en donde radican iris 	(Ji feererrcias. 

Ix1sten y ti í os mí todo s e 	a (Ir 55ticos chic nu 	perrnit( r1 (le- 
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terminar dónde se encuentran estas diferencias. A estos métodos 

' 	se les llaman Métodos de Comparaciones Múltiples y en este capí- 

tulo mencionaremos algunos de los más importantes: Método de Tu-

key, SNK, Duncan, Contrastes Ortogonales "y Scheffé. 

1 
1 
II 
II 
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PRUEBA DE TUKEY.- 

Tukey diseñó una prueba estadística especial para comparar 

di.:ferencia de medias. Es aplicable de manera óptima en modelos 

balanceados (cuando todas las poblaciones tienen el mismo número 

de repeticiones, n¡=n 'sJ¡ ). 

Tukey lo que hace es ordenar las medias de los tratamien- 

tos para comparar la máxima diferencia (es decir, la media mayor- 

con la media menor), si esta diferencia no es significativa, con 

sidera que las medias adentro del intervalo tampoco lo son y con 

cluímos que en ese intervalo no hay diferencia entre las medias; 

si la diferencia resulta significativa se investigan las diferen 

cias menores bajo el mismo procedimiento. 

Es posible demostrar que. 

max { Y¡.-¥i-¥t'¡3 -m¡n{Y¡.-¥i-'r¡} 
n 	i 	i 

ti q (k n. k) 

CME 

tiene una distribución de rango estudent izado por lo que bajo la 

I1 i pó te s I s HU "i 1 �`C == 	= T k 	5e tiene  que 

 

nrax { 	Y¡.¥ - niiri¡. } 

F L  i 	I 	_ N ci (I: ,n.--k) 

1 

 



Al -comparar este estadístico de prueba con el valor corres 

pondiente de las tablas de rangos estudentizados la regla de desi 

ción queda: 

	

Si 	F 	Yi - Y J'  •> 	a 
q (k,n.-k) 

CME 

se rechaza la hipótesis Ho:Ti=Tj y no se rechaza en caso contra- 

rio. 

Esta prueba es muy estricta ya que como podemos ver, todas 

las diferencias se comparan contra una constante: 

a(k,n.-k) 

rLr¥— 

g 

la  cual se obtuvo a partir de la prueba para el mal 	Y i 	}. 

Por ejemplo si en un experimento de un modelo con 11 trata 

alientos las medias de las poblaciones a las que se les aplicó 

distinto tratamiento fueron: 

Yr. 	5 	Y2.=10 Y3.=15 	Y¥4 .=16, es posible que al comparar 

VI. -Y., . 	= 11 resulte no s i gn i f i ca t i va compa rada con la Con -) 1 arl- 

te 	asociada a un modelo para 11 medias y s i u emba rco, s i co 11 , i (Ira 

ramos unicamente Y1, Y f y Y 3 , puede ser que 	Y1. 	 .r0 I•('- 

S111te slgnlf1cativa col11parada con la con s1aute as (-)ciada a 1111 rllo` 

de 1 o i 	r a 3 111ed l a s . 	Como todas 	1 a s d i f e re 11c ( a 	1 as cOmpfl t a I'(.'Inc)' 

COIl 	la 	Con stilrlte 	tl`iocia(ja 	al 	t(ot¿11 	de 	111 (- (1 i L-i 	de..1 	Ill(")(1e10 	e';1a 

prueba resulta ser nitiy exige11te, ('.s decir, 561O ca1)trIre'Illos Lis 

diferencias cuando (',tas seali Int.ly rtrande ;. 
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Veamos un ejemplo de esta prueba. 

Tres grupos de pacientes de fisioterapia se sometieron a 

regímenes de tratamientos distintos. Al final de un período espe 

ci f i cado cada uno se sometió a una prueba con el fin de medir- la 

efectividad del tratamiento, en la cuál se obtuvieron las califi 

caciones siguientes: 

Tratamientos 

76 

II 

5 8 

III 

95 
70 74 90 
90 66 80 
80 60 87 
75 82 88 

65 

en donde Y,. 	= 78.2 

Y ?. 	= 68 

Y 3. 	= 88 

después de hacer el Aná T i s i s de Va r i anza y rechazar la h i p6tes i s 

Ho :T1=T2=T3 , se decidió ver en donde se encontraban estas diferen 

cias por el Método de Tukey. 

El cuadrado Medio del Error del experimento es: 

742.8 
C M E 	= 	! 	 6 1. 9 

n.-k 	12 

l u s c a n (l o en 1 Tablas de r i) n (j o e s t u d e 1 1 i. i7 í 1 d o, v e P] o s Cq u e 

¥a •0 ,̀ (3,12) c._ 3.1 3 



Por lo que 1 

tras diferencias es 

q •05(k,n  - 

i) Probando Ho: T 2 = 

1 Yz.-  Y3 

existe diferencia e 

ji) Probando Ho: Ti 

IY'.- Y2 

miento 1 es estadís 

i i i) Probando Ho: T J =T3 	tenernos que: 

I 1. -  Y 3 .1 = 	9,8 	por lo 	que 	concluirnos 	que 	el 	trata 

miento 	1 	es 	igual estadísticamente al 	111 

Como 	se 	puede observar en este ejemplo, en 	las pruebas 	no 

existe 	la 	t:ransi t" ivi dad 	ya 	que 1'1=T2 y 	T1`*T3 pero 'I'2V-T3, 

Cuando tenemos un modelo ciesba l anc:c ado, es decir n i /n j , es 

ta prueba se puede aplicar mediante un art i ficIo, tomando en cuera 

ta que los resul tados no ser ti 6 t irnos, 

En 1Os ti]od(e 	los; 	1)a 	1 í111ce ad(.) ; `,C' 	a]slline 	q{11ee 	la 	Ni, 	n 	i 	Ariza! 	de 	iris 

11)ec.iiaá 	(Ir las 17o1)1aciorle; 	es constante: 
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CME 
= 
	

M 
n 

Si nos interesa 	comparar IYi.- Yj.I ,el 	artificio 	con 

siste 	en usar una 	varianza 	promedio: 

v (yi.) = _. 
2 

CME + CME 

ni 	nj 

por lo que el estadístico de prueba nos queda: 

	

pi.  - Yj . 	¥ga(k,n.-k) 

1 CME +  
2 ni 	nj 
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Prueba de Student-Newman-Keu1 s (SNK) . - 

Esta 	prueba es 	una modificación de 	la 	prueba 	de Tukey en 

donde 	se 	trata 	de subsanar el hecho 	de comparar 	todas las 	di fe- 

rencias de medias contra una constante, siendo demasiado exigen 

te; es también aplicable óptimamente en modelos balanceados. 

En esta prueba se consideran el número de medias (p) con 

tenidas en un intervalo que se va a comparar y se comparan con- 

tra la misma estadística de prueba, pero ahora se considera el 

valor 
q(p,kn_k) 

en lugar de 
 

Por ejemplo, 	si al 	ordenar 	las medias obtenidas 	en 	un 	ex 

perimento con 	5 	niveles (k) 	y 	3 	repeticiones nos 	queda: 

Si queremos ver si existe diferencia entre Y 1 . y Y. com  

pararíamos 	1Y1. 	- Y 4 . con 
Cn 

en 	cambio si 

queremos 	saber 	si existe 	diferencia entre Y3. 	y Y 2. 	tendríamos 

que 	comparar 	l Y 3 .- Y 2.' con 	gcx (2 15 _ 5) C nE 

I_a 	regla 	de decic,i6n es la 	misma que 	en lea 1)rueha_a de 	Tukey: 

CM[ 
Si 	la 	diferencia 	es menor que q 	kn_k u

con el 	q 	ue Con1I)fl_ 

ramos, 	sC 	cOnS iderrTi que estas medias 	y las 	que se enc 	iierit r ar1 	den 

tro 	del 	intervalo son 	iqr.iriles, y 	psi 	1(, diferenciar re'tiltaa mayor 

se considera que exi ;te diferencia cni re lais, dos m eclia'S (, xt.rt, nIOS 

y se procede a compara 1 	las mcdi ,-is que 3C etrcr1et)t rrtri en el 	i rrte- 

t - ¡()¡- 	s i q 	i P11 (h) 	e I 	ni i t,Irrr¥ 	pr ce cc d i hl 1 eri t O 

1 
Li 
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1 
Este método es un poco más flexible que el de Tukey, ya 

que mientras menos medias estén involucradas en la prueba, el 

valor q p¥kn-k se reduce, y es menos difícil que una diferencia 

CME 
de medias exceda el valor 

 

Por ejemplo, si nuestras medias son: 

Y1.= 	503 

'Y2.= 	511 

Y3.= 	507 

Y4.= 	522 

Y5.= 	520 

en 	el 	experimento del 	ejemplo 	anterior y si 	el 	CME= 	45, 	al 	com- 

parar 	`Yi.- 	YJ = 19 	con 	q'°5 10) rC___ tnE = 	4.66 	43 = 	18,05 

como 	19 	es 	mayor 	que 18.05, 	decimos que existe 	diferencia 	entre 

el 	tratamiento 	1 	y el 	4; 	al 	comparar I 	Y 1 .- Y 5 .`= 	17 	con 

q q5 (4 10) Fn 	= 
r 

4.33 	3 = 	16.78 decimos también 	que 	el 	ira 

tamiento 	1 	es 	distinto al 	tratamiento 5 por 	ser 	17 	mayor 	que 

16.78; 	si 	comparamos 	`Y 3 .- 	Y.f, = 	15 con q'05 ( t 1 	C¥nE=16.78 	con- 
,10) 

cluímos 	que 	el 	tratamiento 3 	es 	igual al tratamiento 	2, 	al 	5 	y 

1 
II 

H 

1 

1 

1 

al 4, 

Debemos dotar que al cOmr)arar Y r . y Yr,, de no haber tiiodi-

fi ca do el número de medias del intervalo, hubiéramos uti 1 iz,aado 

la constante 18.05 corno conl¡pr:,rac i6n, corl lo que no htll) i( rr.,Inos 

captadO lía diferencia CItie eXi St.('' entre los tratanlieiltos 1 y 5, 

ya (Itie 1/ eS; menor que 18.05 por 10 que I111I) ¡sinos conc1IIí (Ir, que 

lc)', t.ratarnie111os ',orl i(jual('s. 

Corleo I)oOVnl(i'; 	V(- r - , 	r)1 	InOdificar (,1 	eS,tn(lístiCo de 	{)r(i(-l)a 

1 

1 
Pli 



70 . 1 

en base al número de medias involucradas, esta prueba resulta me 

nos exigente que la de Tukey. 

Esta prueba al igual que la de Tukey se puede aplicar a 

modelos desbalanceados, aunque los resultados no son los óptimos. 

En los modelos balanceados suponemos la varianza de las 

medias de las poblaciones constante: 

V (Yi.) = 
CME 
 n 

Para poder aplicarla en modelos desbalanceados, podemos to 

mar la varianza promedio de las medias de las poblaciones que nos 

interesa comparar; si nos interesa probar \ Y 	 tomamos coi.- Yj.`,  

mo varianza 

V (Yi.) = 2 
CME + CME 

ni 	ni 

y el estadístico de prueba resulta entonces: 

L ç'1.  " Yj•¥ 
N 	cia

(p,n. -- k) 
1 	 CM 
¥ 	

i 
2 	n i 	n j 
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Duncan. - 

La prueba de Duncan es otra modificación de la prueba de 

Tukey y de SNK, también aplicable en forma óptima a modelos ba-

lanceados. 

Duncan quiso mejorar estas pruebas, debido a que en ellas 

la única con carácter inferencia) es aquella en la que se compa 

ran las medias máxima y mínima y las demás pruebas son considera 

das un análisis de estadística descriptiva debido a que al valor 

de q de la distribución del rango estudentizado con el cual se 

comparan, no es el que les correspondería, pues como vimos antes, 

en Tukey este valor es una constante•calculada en base a la máxi 

ma diferencia observable de un total de k medias y en SNK se ha-

ce únicamente un ajuste de éste en base al número de medias con-

ten idas en el intervalo. 

Duncan en su prueba trata de corregir los valores de la 

tabla de rango estudentizado, construyendo así las llamadas Ta-

blas de Duncan. Toma el hecho de que el nivel de significancia 

(ci) está tomado en base a la hipótesis Ho:1J1=111=...=11k ya que 

	

ci - P 	Y . -- 	
q(? 	

- 	
CML 	

Ho . 	1  =1i =_ ... 

Es por esto que al comparar el mÍximo con el mínimo inve> - 

lucrando el total de Illed I as se puede considerar que la s I gn I f I can 

C 	1 	í 1 	i t. 	(' `.i 	C o 1 r  r e c t i 1. 



En cambio si queremos comparar alguna diferencia interior 

Duncan pensó que era necesario modificar el nivel de significan-

cia, de tal manera que si quisiéramos probar la hipótesis 

Ho: 111= lag escogiéramos un nivel de significancia tal que 

as = p 	 Y i .-y2. 	qa (p,n•-k) E i, 	Ho:v-11= U2 

La manera como Duncan 	calculó 	estos 	niveles 	de 	significan 

cia 	está basada en 	lo siguiente: 

Si queremos probar Ho :U1=U2 ¿on un nivel de significancia 

a l=.05 y por otro lado queremos probar Ho2:1J2=V13 con a2=.05, tepe 

mos que: 

bajo Ho1 al 	= 	P(rechazar Ho,) y 	(1-al)=P (aceptar Ho) 

y 	bajo Ho2 a2 	= 	P(rechazar Hoz ) y 	(1-a2)=P (aceptar 110 2 ) 

por ser pruebas independientes (-), se puede demostrar que bajo 

Ho3 :11 1 = lJ2 =u3 

(1-an) = P (aceptar Hol y Ho2) =P(aceptar Hol)P(aceptar Ho;) 

_> 	 (1-a 3 ) = (1-a1) (1- a?) 

por lo que 

Cx 3 - 1-- (1-(1,1) (1-a?) 

Si 	yerre rn 1 i rantr)s un modelo con P media; en donde 

('`) 
i)Ur'IC.irrl ha '.i i (lo ba, t íltlt e. (:I'i 1.. iCaldo con I"r_`.ipC ( tO a sU prueba, debido 	a (¥(IY 	 ara 

cr1c:u1tr (.1 r►iv('1 (J( ;i(1nilic:;)nc,ia rv.,o(:t:,dr) a cada prueba de hÍpóte í , cl'.i., el 
¶;ttptt(:c¥.,10 de 	(itte 	i ¥.tí.,r, 	!;r,r) 	irt(l(.!t)rttl(ii(,trr.(",, 	1c) 	cual 	e 	la 1!;c). 
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al 	= P (rechazar Hol / 	Ho1 % 	11 1=112 ) 

a2 	= P (rechazar Ho2 / 	Ho2 ; 	1¥ 2 =1.1 3 ) 

• 

ap _ 1 = P (rechazar Hop _ 1 / Hop _ 1 : lap - 1 = 11p ) 

tendremos que el nivel de significancia (ap) de la hipótesis glo 

ba1t 	Hop:P1=U2=...=P p quedari a: 

ap= 1- (1 -a1) (1 -a2) ... (i-a.1 ) 

y si suponemos que para cada par de medias, el nivel de signifi-

cancia es el mismo, es decir a=a1=a2=...=ap _ 1 nuestro nivel de 

significancia de la hipótesis global (Hop) queda entonces: 

ap = 1- ( i-a) 'p 

Si fijamos el nivel de significancia para las pruebas en-

tre dos medias (a), vernos que el nivel de significancia global 

(ap ) se eleva demasiado. Por ejemplo, en una prueba de 3 medias, 

si 	fijarnos a=.05, el nivel de s i gn i.f i cinc l a para la prueba 

Ho3 :)11=1.12 sería a.1=.05, para H02t 112=113 sería a2=.05, pero para 

la prueba global Ho3:111=112 11 3 sería 

a 3 	1- ( 1- 1) 2 

O! 3 	- 1- .902.5 

_ 

lo 	cual se eleva demasiado (casi a l doble)  y deja de t e l e r s I g n I 

f 1 c íl 11 c i íl I g u a l a 	. Po r se r l a O r tic 1) a q 1 o ha l 	l a de ma y o r í n te r 

e ci 	( `.it(! el 	11 i ve 1 	dr 	s 1 g11 i f I C:rlClc i n (i11e 	se 	fija y de 	FIh 1 	se saca el 
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nivel de significancia para pruebas entre 2 medias. Mientras me-

nos medias estén involucradas en el experimento el nivel de siq- 

nificancia de las pruebas entre 2 medias aumenta y éstcts se vuel 

ven menos exigentes. 

Si suponemos un modelo con 5 medias, y fijamos el nivel de 

significancia 	as=.05, el nivel de significancia asociado a pruebas que 

involucran 2 medias (a) es: 

a5 = i- ( i-a ) 5-1 

.05 = 1- ( 1 -a ) 

(.05-1) _ _ ( 1_a ) 

(1 -.o5) 	_ 	(1 -a)`' 

	

.95 	= 	1-a 

	

a 	= 1- 

	

a 	= 1- 	.987 

	

a 	- 	.0127 

y es con este nivel de significancia a coro el que hacemos las com 

paraciones entre las medias. 

Si en 	lugar 	de 	tener 	5 	medias en 	nuestro experimento, 	tu- 

viéramos 4, 	y 	si 	fijamos 	el 	nivel 	de siguificrincia global 	(a:,) 	en 

.05, 	el 	nivel de 	significancia 	con el 	clue de ber1anro 	de 	hacer 

nues t ras compa r a c i o tic s 	e 	t re 	l as 	me 	¡ u s 	Se r i a 

• o 	= 	1- 	( 	1 	(Y. 	) 

(x 	- 	1- 	' ¥r 1 	0'; 

	

a :: 	, ol 16') 
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Si 	se tratara de un 	experimento de 	3 	medias, el nivel de 

significancia con 	el que compararíamos nuestras medias sería en 

ton ces: 

a = .0253 

Y si se tratara de un experimento con 2 medias, nuestro 

nivel de significancia global, sería -obviamente- el mismo que 

el que usamos para comparar 2 medias. Si queremos a2=.05 el ni - 

vel de significancia a sería .05. 

Modelo con 5 medias y nivel de significancia 

:.n►2k 	g 1 ob a 1 = . 05 

Modelo con 4 medias y nivel de significancia 

otJ 
global = .05 

Modelo con 3 medias y nivel de significancia 

global = .05 

Modelo con 2 medias y nivel de significancia 

global = .05. 

La 	prueba ele 	Du11can e5 	i qua 1 	a la 	de 	S11K, excepto 	1)or 	esta 

morfi f icaci0n, 	por lo 	que 	la regla 	de decisi(sn queda: 

Si OP 
Y j' 	¥i (i),n.-I<) 

-1i 

1 i l 11 i 1) C) l es I s de 	I g l I ¿i 1 (:) ! (i de 	t 1' a t: am Í e r l i os i 	i C) co r r e s p C) n (J I e n t e es  

f7 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

Li 
1 
1 
1 



rechazada y se prueban las diferencias interiores; en otro caso 

se acepta la hipótesis y se consideran iguales todas las medias 

contenidas en el intervalo (Y¡. ,  

Esta prueba resulta 	menos exigente 	que 	la 	prueba 	de 	SNK 

por 	la 	modificación al 	nivel 	de significanc.i•a. 

Veamos un ejemplo para que esta prueba quede mas clara. 

Supongamos que en un experimento en el que comparamos 4 

tratamientos (k) con 3 repeticiones obtenemos las siguientes 

med¡as: 
tic) 	¥¥j.S 	i3"L 	 1y7a 

1— 
sil, y`t. 	Y3. 

en donde CME = 50. 

Tomando a=.05 con p= 4, sabemos que el nivel de signifi 

cancia a con el que estamos haciendo las comparaciones nitre 2 

medias es: 

a 	= 1 - 3F1 -.05 	= . 01 69 

Si queremos comparar dos tratamientos, es necesario buscar 

en las tablas de Duncan el valor qap (p,nk-k) con el que vamos a 

comparar nuestras d¡ ferenc i as. 

Si queremos ver si existe diferencia entre el tratamiento 

1 y 3, venlos que 

76 
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con 	lo que 	podemos 	concluir- que 	el efecto 	del 	tratamiento 	1 	es 

distinto estadísticamente 	al efecto del 	tratamiento 	3. 

Si comparamos 1Y 2 . y Y 3 .1 tenemos 

r 
	

• ¥ J 
 15.5 	> 	q 	(3  8) 430 	(3. 399) (4. o8) = 13.88 

con 	lo que se 	puede concluir 	que el 	efecto 	del 	tratamiento 	2 	di 

fiere del efecto 	del tratamiento 3. 

Al comparar Y 1 . y Yt,., tenemos: 

17 1 .- y►,. ( 	= 12 	< 13.88, 

por lo que se puede considerar que el efecto de los tratamientos 

1,2 y 4 es el mismo. 

Al 	comparar y 	Y 3 ., vemos que: 

11 < 	q'05(2,8) 
1£13.(3.261) (4.o8) 	= 	13.3129 

con lo que podemos concluir que los tratamientos 3 y 4 tienen el 

mismo efecto. 

Graficameute nuestras conclusiones son: 

es decir, cl t rÜirrmientc,o 3 tiifierc e lidisticamcnte (le los trata 

rnícetitci¶; 1 y 2 
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Estas pruebas ( Tukey, SNK y Duncan ) se pueden usar- para 

cualquier diseño, usando (a,t) como grados de libertad asociados 

a la q 	, en donde 'a' es el número de niveles del factor ( en Tu^ 

key) o el número de medias involucradas en la prueba ( para el 

caso de SNK o Duncan) y t son los grados de 1 ibertad asociados al 

error del modelo. 

En las pruebas de Tukey, SNK y Duncan se asume que la va-

rianza de las medias de las poblaciones es constante: 

	

_ 	CME 

V ( Yi) =  
n 

	

Si tenemos una comparación 	\Yi.-Y.\ , en un modelo desba 

lanceado (ni¥nj ), podemos utilizar la varianza promedio de las me 

diás de las poblaciones, para calcular el estadístico de prueba: 

1 	CME + CME 
V 	(Yi') 	

_ 

	( 	ni 	•nj 

por lo que nos queda éste: 

I Yi'yY j'I 	 qap 
-k) (p r¥ 

CI`1E 	ChfE 
2 ` ni 	ni 

Al 	usar este 	a r t i f i c i o, los 	resul tados 	no 	son 	t i nio5 	CO 1110 	e ti 	1 o s 

r>>ode los ha 1 anceddos . 
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1 
Contrastes Ortoaonales.- 

jI 
,, 

	

	 Algunas veces, deseamos comparar mas de 2 tratamientos 

al mismo tiempo, por ejemplo, si el tratamiento 1 es aplicar-  el 

fetilizante tipo 1, el tratamiento 2 es aplicar el fertilizante 

1 tipo 2 	y 	el tratamiento 3 	es 	no aplicar 	fertilizante, y 	nos 	inte- 

resa saber el 	efecto 	de aplicar fertilizante contra 	no aplicar, 

	

II 	podríamos comparar el promedio de los efectos de los tratamientos 

	

H 
	

1 y 2 contra el efecto tratamiento 3: 

1  ( T1+T2  ) - T3  
2 	l 

Si esta diferencia se parece a 0 podemos decir que el 

efecto promedio de la aplicación de los dos fertilizantes es igual 

al efecto que se obtiene cuando no se aplica el fertilizante, y 

si esta diferencia resulta grande podemos pensar que existe una 

diferencia al aplicar cierto fertilizante y se podría tratar de a 

veriguar si entre éstos hay diferencias; es decir, estudiar: 

( Ti - T2 

Cuando los coeficientes de una comparación en tre t ra-

tamientos suman cero, se les dd el nombre de contrastes. Nuestra 

primera comparación es un contraste, ya que 	+ 	- 1 = 0, las di 

fereiic1as de medias ('C1 - 'C2) So ti llti Caso particular de Contrastes 

ya que 1--1=0. 

1.o inrI ort.arite d( 	los cc.ont.rast.es  es que pueden svvr-  est: i 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
LI 
1 



mados 	estadísticamente, en 	cambio 	otro tipo 	de comparaciones 	no 

se 	pueden 	estimar 	y 	no se 	puede 	sacar información de 	ellas. 

De esta manera , un contraste (Y') , lo podemos de f i n i r- 

como cualquier combinación lineal de los efectos de los tratamien 

tos de tal manera que: 

'Y= c 1 T 1 .+ c2T2.+...+ CkTk 

en donde 	cl+c2 +.,,+ck = 0 

y 	` = c1Y1.+cz?2.+...+ckYk. 

Cuando nos interesa probar varios contrastes, es desea 

ble que éstos sean independientes entre 'si. Que ninguno tenga al- 

guna proyección sobre los demás ya que de esta manera se pueden 

hacer pruebas de hipótesis independientes, comparando el cuadrado 

medio de cada contraste contra el cuadrado medio del error del ex 

perimento. A cada contraste le corresponde 1 grado de libertad. 

Cuando los contrastes son independientes se les llama 

Contrastes Ortogonales. 

Dos contrastes 'i' y 'son ortogonales si: 

k 
0 y para modelos balanceados 

i1 	ni 

(ti I = (1j 	) dos contrastes son ortogjollal 1 es si J.c c i =0 

La S11111,1 el(` Cuadrados de un contraste de un modelo ba - 

lanc(`¥ldo con (l repeticiones esta (dada por: 



(Y,ci 	y 1.)2 

Sc T = 	
'.c¡ 2 

n 

El 	cuadrado 	medio 	de 
` 

cada 	contraste CM,,, 	se 	obt¡ene 
I 

al 	di 

vidir 	SC¥ entre 	sus 	grados 	de libertad 	(1), el 	cuál, 	bajo 	la hipó 

tesis 	Ho :4' 	= 	0 	se 	distribuye cono 	una 	¥(,? (1), por 	lo 	que 	al di- 

vidirlo entre 	el 	CME 	del 	experimento que 	se distribuye 	como una 

%2 
	 (G. L. del 	experimento) 	se puede 	comparar con 	una 	F 	(1, 	g. l. 

del 	error) . 

En un 	modelo estadístico con t 	Tratamientos 	se 	pueden 	oh 

tener 	t-1 contrastes ortogonales como -máximo. 

El estadístico de prueba para probar una hipótesis 

Ho, '11 :: = 0 

wi 

sería entonces: 

F= e 1 cua 1 se debe comparar 
C ti E 

con una Fcx 	con uno y el número de g. 1. asociados al error del 

experimento como grados de libertad. 

Veamos un 	ejemplo 	del 	uso 	de 	contrastes ortogonales: 

Nos 	itit:eresa C0111parar 	c u ó 1 	de 	II si 	;terr,as clist 	i n t os 	(le 	<rr 

sciran%r:, 	resulta raras 	eficiente. 

e 	¿ipl 	¡caroti estos 	sIstema5 	a 	11 os 	c'íirl cnrncteri 	t 	icrl` 

seiii 	l r.rn t c 	s 	obten t endo 	resol t idos 	.a 	los cua l(S 	se les 	resto 	un,, 

c Oil ,,1, 1r,te 	parra f a c 	i 	1 	¡t,ir 	Icor, 	c i1cu1os, ti 	a1t.eraando el 	¿arr 	1 	Ira 	i 

l.os 	r(': ti 	1 	1.aldo`s 	f 	11ere.)ti 	: 



Tipo 	de 	Enseñanza 

1I Hl IV 

6 14 -5 -8 

5 ' 	11 -4 -11 

12 0 -5 -5 

9 5 -11 -7 

10 6 -7 -9 

en donde 	Y 1 .=8.4, Y .=7.2 	Y .=-6»  
2 	 3 

Y..=.3 

- Tenemos un modelo balanceado de un criterio de clasifi- 

cación con 4 niveles y 5 repeticiones, por lo que la tabla de A-

nálisis de Varianza resulta: 

Fuente 	de 

Va r i anza 
g.1. S.C. C.M. F N.S. 

Tipo 	de 3 1 1 35 378.33 29.79 <.001 

Enseñanza 

Error 16 203.2 12.7 

Total 19 1228,2 

Al buscar en tablas vemos que r• 0u1 
(3,  16) 	5.29, como 

Fca l c  = 29.79 podernos concluir que existe diferencia en el efec 

to de ap 1 icor un método de enseñanza y otro. 

Veamos d011(1e 	I'c-  l(d i ca 11 (. S 1 a 	d i fe rellc i tl'_i 	1)Or e l 	mé to(Io (le 

contra_)st(• , oIrt(7C)(.)Ilr:l1e ;. 

Como tetlelllO'.. 11 tlí)té)Illl('11r.O 	di .1 Ifld()`i, 1)0(Ic11)os (.)1)t,e11('I 	3 

(:o,t1 1 ¿1 	1 e' 	OI'1.01]0111.11e'c. 
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Un posible conjunto de 3 contrastes ortogonales podría 

ser: 

- Ti, 

T 2•= T2 - T 3 

T 3 = T1 - T2 - T3 + T'+ 

Podemos ver que: 

'Y' es ortogonal a '(12 ya que 
4 

	

F 	cj cj = 1 0+0-;1 +0- (-1)+(-1)-0 = 0 
j=r 

Y'2 es ortogonal a 4'3 ya que 
4 
F, cj cj = 01+(1)(_1)+(_1)(_1)+p(1) _ _1a_1= p 

j r 

'Y 3 es ortogonal a 'l'" ya que 
4 

	

E 	¥j crj = (1)- (1)+(-1) (0)+( -1) (0)+(1) (- 1) = 1-1 = 0 
j-r 

	

Vemos que 	= 	1(8.2) - 1 (-8) = 16.2 

	

= 	1(7.2) - 1 (-G.4) = 13.6 

	

T 3 = 	1(8.2) -1(7.2) -1(-6.4) +1(-8) _ -0.6 

Por lo que las sumas de cuadrados correspondientes a cada 

contraste son: •i. 
SC 	.- 	

(16.2) 	656. 1 	-; 	CM',, 	656. 1 - 

.= 	462.4 	CM  z / 5  

	

S C ¥lJ = 	(~-1 G) --- 	, lt 5 	 = 

íic1 i 	(In(.) 	(t(.'' 	(.".'¥ tO , 	(:ll.:.I(1 r'cldo 	111('.d i U`.i 	d1 V I d i (iO 	CIl t I.('  

d cado II e(1 jo 	(Ic l 	( r ro r' 	del 	(xJ)e I' i rllcurl t.c) 	'>('. 	pll('.dc 	coiii1)a ra r 	elOfl 	una 



F (1,16) d.1., de tal manera que: 

N 	T1 T►, 	 F (1,16) = 	612.E = 51.661 

N 	Tl ̂  T3 

	 F (1,16) 	— 	412 .ti 	36.tr 

H3 	T1+ Ty =T2+ T3 	F( 1 ,16) - 	¥?'¥ 	- .0354 

Comparando éstas F(1,16) con una F'°'(1,16) = 8.53 podemos 

ver que las primeras hipótesis deben ser rechazadas y la tercera 

no; con lo que podemos concluir que el 1°método de enseñanza di-

fiere del 4º que el 2°difiere del 3; pero que la suma de los eFec 

tos Tly Ti, es igual a la suma de los efectos de T2 y T. 

Este modelo también es aplicable a modelos desba1anceados 

en cuyo caso se tiene lo siguiente: 

i) Y' y T 	son contrastes ortogonales si: 

k 
cri c 	0 I1 	n1_ 

iii) La suma de cuadrados para estos contrastes este dada por: 

(?¥c¡Y¡.) 
5 C 4¡ 	_ i<  

c i ` 
i=1 	n¡ 

E 1 	a 	1 ¡ s i :; en e 	te mode 1 o es tin 	1 o ro aa 1 	uni. t <>clo ha 1 atic.e -a(JO . 
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1 

Método de Scheffé. - 

Este método es de aplicación muy general, se puede ap1i- 

car a cualquier contraste ( no sólo a diferencias de medias ), ra 

zón por la cual resulta ser muy estricto. 

Los contrastes que se pueden probar por el método de Sche 

ffé no necesitan ser ortogonales. Como este método es válido pa-

ra cualquier número de contrastes, requiere que las diferencias 

sean muy grandes para poder captarlas. 

Si nos interesa hacer pruebas con 'd 4 contrastes ortogona-

les y cualquier otro contraste que se pueda expresar como combi-

nación lineal de éstos, Scheffé nos dice que para probar: 

Ho : `I` = 0 

la 	regla de dec i s i ón c;:.c rechaza Ho si 

SC¥, 	d 	Fa (d,n. -k) CME 

en donde 

( ¥: c i 	Y !___ ) SC y, 	- 	
Fc i rl i 

y en caso contrario no se rechaza. Donde I' es alguno de los d con 

tras tes o una como i nación 1 inca 1 de e 1 1 os . 

Como Ilo siempre  es pos I h 1 e fijar de ati t.errialno (;uí.)n Lo`i C(ln 

trastes nos, (tr.1St.aría 1)r(.)1)ar, o si suponernos que reos interel,.)rl to 

do 	1(.)`.i corri.ri'1`'it(.'.`.i OI"t<)Oona1et OoSiI)1e`i. COIIl(J í] 1O Illrl`.i t('.r1Clll)'. 

k-1 	col)t:l —a 	teti 	orto(Jorl.)1(s 	1)Odell)O5 	5(l1) 	1)er cl no 	d 	1, 	{)Or 	10 (111. 

comparar í dlrnOs 

1 



1,1  

1 	SC y, 	con (k-1) Fa (k-1 ,n. -k) CME. 

	

LJ 
	 Como vemos, 	cada SC,, 	1 a vamos a conipa ra r con una cons tan 

te: (k-1) Fa (k-1 ,n.. -k) CME, la cuaIs,obtuvo suponiendo que vamos 

a probar todos los contrastes posibles. Es por ésta razón que al 

probar una diferencia de medias, esta prueba resulta mucho mas e 

xigente que las pruebas de Tukey, SNK, Duncan y otras que se hi- 

cieron para probar exclusivamente diferencia de medias. 

Veamos en un ejemplo cómo se modifican las conclusiones 

en base al método de comparaciones múltiples utilizado. En este 

ejemplo utilizaremos las pruebas de Tukey, SNK, Duncan y Schefl=é 

y veremos en donde cambiad las conclusiones acerca de las hipó-

tesis planteadas. 

Una fábrica de camisas de fibra sintética para caballe-

ro, está interesada en saber :canto encogen, de acuerdo al por 

centaje de algodón de la fibra. Les interesa comparar 5 distin- 

tos porcentajes de algodón: 15,20,2.5,30,35, por lo que se hi¥¥¥¥ 

un experimento con 25 observaciones de cuan tco encogía la fibra 

de acuerdo a 1 porcentaje de algodón de ésta; se tomaron 5 obre r. 

vac i cines por cada uno de los 5 niveles de a 1 clodón . 

Los 	resu 1 tados obten i dos , fueron 1 os s i yu i entes : 

Poicetit jje d 	A1rtO(16n 

	

15 	20 	25 	30 	35 

	

7 	12 	1G 	ly 	7 

	

7 	11 	1; 	25 	10 

	

1'; 	12 	18 	72 	11 

	

11 	18 	1 j 	19 	15 

	

9 	18 	19 	23 	11 

Yi. 	¶3.8 	15.!t 	17.6 	71.6 	10,8 



Con éstos da tos , s i hacemos la tab l a de an5 t i s i s de va r i ar 

za para un modelo balanceado de un criterio de clasificación, és 

ta queda: 

Tabla 	de 	An3lisis 	de 	Varianza 

Fuente 	de G.L. Suma 	de Cuadrados Fcalc a 
Variación Cuadrados Medios 

Porcentaje 

de 4 475.76 118.94 14.76 <.01 
Algodón 

Error- 20 161.20 8.06 

Total 24 636.96 

Si buscarlos en tablas F'o1 (4y20) = 4.43 y corlo Fcalc> F' u1 

tenemos evidencia suficiente para rechazar la hipótesis de igual 

dad de tratamientos, por lo que vamos a utilizar métodos de com 

paraciones múltiples para localizar las diferencias. Usaremos 

a=.01 corlo nivel de significancia. 

1) Utilizando la prueba de Tukey: 

Ordenamos nuestras medias: 

I¥  

y,. i¥• y¥ 	¥3. 'r;• 

Corlo 	C O lI 1 ¿1 	t al) l a 	CI e 	a 11 a 1 	i s 1 5 	Cl e 	va r i a n z a V i 111 o s q U C S i 	e 

xI 	̀ :te 	dl 	fer(:'-11CI a 	etltr 0. 	1x_15 	Il]ed iaS, po d C 11105 	pensar que 	esta Cli 	fe 

r- enc i .l 	se 	encuen t r a 	a l 	nle11oS 	e 	t re 1 (1 	fileno 	y 	1 a Inalyor mecí i a, 	I)or 

lo 	c1t1e 	pe)(1entc>5 1)e Fi sa 1 	que 	110 	es 	IleCe5 riu 	preo1)ar Y 1 . 	y Y 	., cc>rl 

i 	d e.e 	t— 1 11 (1 o 	(11.1 e 	c' ;tos 	1. 	r a t 	(-.1 111 i e 11 t o c, 	t- e ; U 1 l a r o 11 	ser ci 	i 	t 	i 	I1 	I o 
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La C;;o(ls( ante con 1 a que Vamos .a Co11111 1ralV es: 



II 

[I 

1 
II 

1 
II 

Probemos ahora Yt.y Y 3 . 

Y1 . - 	Y 3 . = 	7.8 	>6.722 	Por 	lo 	que podernos considerar 	qu^ 

el 	efecto 	del tratamiento 1 	es 	distinto 	al del 	tratamiento 3. 

Comparando 	Ys. y 	Y1,. 

- Y,,. 	= 	10.8 > 	6.722 	Por 	lo que 	podemos considerar 

que 	el 	efecto de 	los 	tratamientos 5 	y 	4 	son 	distintos. 

Comparando 	Y s. 	y 	Y 3 . 

1Y5. 	- Y3.\ 	= 	6.8 > 	6.722. 	Por lo 	que se 	considera 	que 

el 	efecto 	del tratamiento 5 	difiere 	del 	tratamiento 3. 

Comparando 	Y1, y 	Y 2. 

Y 1 . - 	Y 2 ., 	= 5.6. 	< 	6.72.2. Por- 	lo que 	se 	puede 	con 

siderar 	que 	el efecto 	de los 	tratamientos 1,5 	y 	2 son 	iguales. 

Comparando y 

`Y 2 . 	— 	Y¥, .! = 	6.2 	< 	6.722. Por 	lo que 	se 	puede 	con 

siderar 	que 	el efecto 	de los 	tratamientos 2,3, 	y 14 	son 	iguales. 

II 

II 

II 

CMt` 	q'0¥ (5,2.0) = 	8 06 - 

	

	 5 --- 	5. 2 9 1+ 	= 	6.722 ri 
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Si unimos los tratamientos iguales con una recta, podernos 

ver nuestras conclusiones graficamente: 

E 	clec i r: 	S i 	la 	f i b r a 	t lene 15, 	35, 	20 (1e 	a 1 god6u, 	1 a 	c,:¡nii 

eA CC) ge 	lo 	mismo 	y si 	1,r 	U i 	1)ra c_oir1 1 e u e 	20, 	25 	6 	3O, 

1 a 	1 	¡ 1)ra 	eireOge 	10 ni 	:,Illr), 	1)C ro e.11c q e 	111, 	; 	q 	i 	i 

c oti 1 	r 11 	1 	!i 	, 	6 	!i';, d 	a l qo d6 n que i 	con 1 	¡ene 	2' 	o 

30,. 



2) Veamos el ejemplo con la prueba de SNK: 

También aquí podemos considerar que la hipótesis 

'io%T 1 =T 2 = T 3 = T I+ =T s; f.ué rechazada debido a que existe diferencia 

entre el tratamiento que obtuvo la media con valor miximo y el 

tratamiento con media mínima, es decir, podemos considerar que 

el efecto del tratamiento 1 es distinto al efecto del 	. 

Probando Vi. y Y3. . 

(Y1.- Y3.t = 7.8 > q o l (4,20) 	C n E - (5.018) 	8 506 _ 6.371 

Podemos entonces concluir que existe diferencia entre a- 

plicar el tratamiento 1 y 3. 

Probando Y 5. y Y. 

C¥1E 
l Y,. Y4 	 oi .¥ 	= 10.8 >q' 	( 1t,20) 	n 	_ 	6. 3 71  

efecto de los tratamientos 5 y it difieren. 

vemos que el 

Si comparamos Y. y Y 3 . 

CME 
5 .- Y.( = 	6.8 	> 	q - °t 	70 	n - 

(3, 	) 

los tratamientos 5 y 3 son distintos. 

5.89 	vernos que 

Si comparamos Yt. y  

¥Yt.-. 	5.6 < 5.8 3 	vemos que los tratain ion tos 1 ,5 y 2 pue 

den 	coas i de r  r s e i qua 1 es . 

Corno a 1'1indo Y z. y Y  . 

6.2 
	yii o1: (1r1c' 	los t ratarnic'r1to¶, 2 y fi t ienen 

el( c.. 1O cli st i nto, 

89 
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Comparando Y, . y Y r 	. 

oi
(?_ ?..0) 	

Cn1E 	1r.02 4r 	01 = 5.109 

vemos que los tratamientos 3 y 4r tienen el mismo efecto. 

Compa rando Y ;: . y 

`Y2.-Y 3.I = 2.2 < 5.109 podemos concluir que el efecto del 

tratamiento 2 es igual al del 3. 

Nuestras conclusiones las podemos ver gráficamente de la 

siguiente manera: 

it 

es decir: Si la fibra contiene 25º5 de algodón, encoge nlás que si 

tuviera 15 o 35; si la fibra contiene 30 de algodón, encoge alas que 

si tuviera 15, 20 o 35% de éste; en otro caso se puede considerar 

que encoge lo inisino. 

Como poderlos observar este método 	es plenos estricto 	que 	Tu 

key 	ya 	que capta 	alas di fe renc i as como 	s i gn i f i ca t i vas . 

3) Por el Método de Duncarn, tanib1él) podemos pensar que al menos 

l a 	Ill él x I rll .l 	ci 1 fe r e rl C I 1l 	en t re me d í as es 	d i s e ¡ti t a.l , 	es 	(1 e e I r , 	e l 

t fl rn i c:e l) t () 	1 	(l i s t i n t o 	ci e l 	/I 

Como 	nuc—, I. ro rliVe1 	de signi íIcnncia global 	=' 	P -̀ .01 	en 	don 

(-1 e 	r, , 	e 1 	n 	i vi ce 1 (1 e «, 	X111 	1 	1* 	i 	(. .i 	1)c: 	i 	l Lcill 	e 	l (hace 	c., 	i. 	IH( 	fi 	C 	i 	el 	(.10 

cuino) 	1r'aei)Ites 	Crll re 2 	ine(1Ia,) (¥¥,) es 
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a - 1  

1- 	. 0 1 	- 	. 002 5 

Queremos probar Y r . y V. por ser la secunda mayor diferencia: 

ti. 	 7.8 > 	• 01 	CMC 	 (4 312) 8 06 = q 	( ¥r y20) 	 5 	5 1+75 

por lo que podemos concluir que existe diferencia entre aplicar 

el tratamiento 1 y 3. 

Si probamos ahora Y;. y 	z+ . , vemos que: 

	

Y,. - 	. - 10.8 > q°' 	[IIICME 	
5.1+75 (4,20) 	n 

con lo cual podemos decir que el efecto. del tratamiento  5 y 4 di 

f ieren, 

Al comparar Y 2 . y Y 3 . tenemos: 

IY 2 . - Y 3 . ` - 	2.2 	< 5.109, 	con lo que se puede cone l u i r 

que el efecto de los tr- atani1entos 2 y 3 es estaelístic amen te c,1 

ni  smo. 

Si 	compararnos Y 3 . y 	. tenernos : 

	

Y 3 , 	 Ir <5.109, por lo cual los c,fee1os de los 

t r fl tr,m i en tos 3 y 1I pueden ser - con 	i de r;3clos 	i clr_ra les. 



Comparando V. y Y . tenernos que 
	 92 • 1 

I 	. _ Y¥ I = 6.8 	
q.°1 (3,20)n 	(14.197) = (14. 197) 	1 .27) = 5.329 

por lo que podemos concluir que el efecto del tratamiento 5 difiere del efecto 

del tratamiento 3. 

Si comparamos Y r . y Y2 . : 

- v .( = 5.6 > q.0, (3,20) 	Cn¥ 	= 5.329 

vemos que existe diferencia entre los efectos de los tratamientos 1 y 2. 

Comparando los tratamientos 2 y 4 tenemos: 

I Y 2 . - V. . 	= 6.2 	q. o1 (3,20) 
	CnF - 	5.329 

Por lo que se pueden considerar distintos los efectos de los trata 

mientos 2 y 4. 

Si comparamos 	. y Y. , vemos que 
Y1 	_ Y   I _ 1 	q.01 	

JS = (1►. 024) (1.27) 	= 5. 109 
(2,20)  

con lo que podernos concluir que los tratamientos 1 y 5 tienen el mismo efecto. 

Comparando V. y V2. ., vemos que 

- 	1 = 't.6 	5.109, 

por lo que el efecto del tratamiento 5 es igual al del tratamiento 2. 

Estas conclusiones las podemos ver graficamente de la siguiente 

1 
Lis 

forma: 

H 

1 
II , 1 '> 

1 

Ll 

1 



Esto quiere decir que si la fibra Contiene 15 de algodón 

encoje menos que si contiene 20,25 0 30; si la fibra contiene 

20% de algodón encbje más que si tuviera 15";, y menos que si t:;j'ie 

ra 30; si la fibra contiene 25`3,, de algodón, encoje mas que sí tu-

viera 15 o 352, de éste; si tiene el 30i de algodón, la fibra en-

coje mas que si tiene 15, 20 o 35 de algodón y si tiene el 35%; de 

algodón, la fibra encoje menos que si tuviera el 25 o 35 de éste; 

en otro caso puede considerarse que encoje lo mismo. 

Podernos observar que este método es menos estricto que 

SNK ya que capta mas diferenc.ias significativas. 

93 



94• . 1 

Método de Scheff¥..- 

Analizando las diferencias por el método de Scheffé, 

probaremos primero: 

1 si i=1 

	

1 = Ti- r 	= 0 	en donde c i --1 si 1-1+ 
0 en otro caso 

Por lo que vamos a comparar la suma de cuadrados del 

contraste (SCq; ) 

con (k-1)F"' (k-1,n,-k)CME 	= (4) (4.x+3) (8.06) = 142.82 

en donde 

	

(Fc i Y i) 2 	(c I Y l) 2 + 

ni 	 5 

(9.8 - 21.6 ) 2 
SC¥, = 	 = 3'8.1 

2 
5 

como SC yfj > 	1 112.82 podemos decir que existe evidencie suf icien 

te. para decir que el tratamiento 1 es distinto al tratamiento 1 . 

Queremos ahora probar 

1 si i=1 
Mi2 T, 	 1 3 = 0 	en donde c i =- 1 si i3 

0 en o  ro caso. 

y corrlpa r¥) remos SC kI1 	con 1 X12.82_ , en donde 

( 9.8 - 17.6) 
1 5 2. 1 

5 

Vemos qnc Corleo SC II, 	> 1 X12. 82 pod mos d e e i r que eX 1 s t e d 1 Í (Tefe l a 
J 

e s 1 c1 d 1 ', 1 i C 	( , 11(»( - (. 	e l 	1. r i 1. ¿1Itt 1 e u t o 	1 	y 	e 1 	3. 



1 s¡ ¡=5 

	

Si probarlos ahora 	'1) 3 = •tr-t(¥ = 0 en donde c¡= -1 s¡ ¡=13 
0 en otro caso. 

al comparar 	SC '1, 	con 142 . 82 , vemos que 

	

Sc 	
_ (10.8 - 21.6)2 	

291.6 '13 	 2 

5 

por 	lo 	que podemos concluir- 	que 	el tratamiento 	5 	resulta 	estadis- 

ticamente distinto al 	tratamiento 4. 

Al probar 	'4 = T y - T3 	0 	vemos que 

SC 	= (1 0 . 8- 1 7. 6) 2 	= 	1 1 5 . 6 < 1 1+2.82 

por lo que 	consideramos que el 	efecto 	del tratamiento 	5 	es igual 

al del tratamiento 	2 	y éstos son 	iguales al 	del 	tratamiento 3. 

Si probamos -'Í', _ T J T7 = 0 venlos que 

r 	2 
S C 	_ 	¥8_¥. _¥._.4.._ = 78. la < 1 1f 2. 8 2 	p e) r- lo q u e 

5 

podemos decir que los tratamiento 1, 5 y 2 son estadísticamente 

iquaa1es. 

Pr(.oI,arlcl(:o 	11 F, 	= 	l7 	'l ii 	_- 	0 	Ve tu o`; 	que 

S C  	_._.1_...¥r...... 	96.  1 	1 /I I . 82 	1) ( ) r 	o 	ti (' 

	

I 	I, "l_ 

('. 	r) 1 I ('. (1 (' 	(": e) 1) c l ti 1 I - 	(I u ( 	1 ( ( 	t I" 1 1 i l rl, l ('. rl i O ¥, 	2, 	3 	y 	11 	O Il 	C' 'i 	il (I I 	r 	I : ) 

I1I 	I 	1 ( 	O tI el 1 1' 	. 
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Graficamente vemos las conclusiones de la siguiente 

forma : 

Y,, 	Yq 	 Y?, 	Y3. 	 YH, 

con lo que se puede concluir que bajo este método las fibras que 

contienen 25°/a de algodón encojen más que las que contienen 15% 

y las que contienen 3O°/ encojen mas que las que contienen 15 o 

35°; de algodón; en otro caso se puede concluir que encojen lo 

nii smo. 

Si vemos las conclusiones gráficas de todos los méto-- 

dos % 

	

Y¡• 	Y } 	Y¥ . 	Y,. 	y.4 . 

Yc., 	Y¥. 	Y¥.  

	

,. 	 ¥¥ 	Y. 	Y.,. __ 	,..._____  

	

YI 	Y,¥. 	 Y,• 	Y¥,. 	Y;;. 

DUNCAN 

S N K 

TUI<EY 

SCFIEEEE 

podemos ver como Duncan es menos estricto que SNI: y éstos menos 

que Tukey y que ScIneJ-fc resulta ser el nis estricto; ya que rnien 

tras  m a s 	e st ricta es 	la prueba,  n'1 a s Cd i f I c i l es captar Lis `.i CI !{ e 

t - etic I as . 
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RE G RE S 1 0 N 

Introducción ,- 

En el capítulo de introducción presentamos algunas ideas ge-

nerales que están detrás de los métodos de regresión. En este capítu 

lo vamos a presentar el modelo general de regresión lineal y discutí 

renos el problema de estimación y pruebas de hipótesis sobre los pa- 

rámetros involucrados. 

Modelo. - 

Tenemos 	que Y 	es una 	variable 	aleatoria 	que 	depende de 	cier- 

tas 	variables 	X 1 , 	X 2 ,..., Xp-1 	en 	forma: 

Y= P ( Xi, X2,...,Xp-1) + c 

en donde E es la desviación o el error. 

Este error puede representar una fluctuación natural inheren 

te en el experimento ( si buscamos la forma de dependencia entre la 

altura y el peso de las personas, veremos que hay fluctuaciones entre 

el peso de las personíjs que tienen la misma al tura; por lo que cual - 

quier función que se proponga tendr,5 un cierto error) o el error pue 

de deberse a errores de niedicion del experimento. 

x Podemos s u pone r que P () ¡),.lede e x p re s a r ;c¥ 

p 	( 	. 	) 	i,o + i¥ iXi 
	

2X, 	.' 	+ 	í,p-1 Xp-1 

Y, 
en donde 	( 1 ,X,, X ; , 	---,XII 1) son vírridblcs colroeidas ( 1)or ejem 

¡)1O vari¿,f)1c,5 	ex 1) F:rinlelrtíl1es 	c.orntrolada ,) 	y 	Ç. 	( 	j 	°» 	,l)-) 	;can 

1).:1I"cllllt`t'ros (IescotiOe¡dos que (Ie1)('111)`., e`,I_ rlll]r  

Lrl 	(5t.(.' 	caso 	Y 	d(-pc,ncic 	c.1(. 	p1 	v:l r` i al) 1 e 	i 11del)erld i e11 t.c ; 

(x., 	i:-t ,... ,I)•-1) y 1c►s Ill- '11nwt í(.)5(; 	nO) , , irlcli(.,lr.ill (.ualltO .ft)eItdde Y 
.1 
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de estas variables. 

Si tornamos n observaciones de Y (Y 1 , Y2, " ',Yn) tendremos que: 

(1) 	Y 1 = 	13o+ X. 1+13 2 X. 2 ++  

con 	i= 	1,2,...,n 

en 	donde 	X ij 	será 	la 	i-ésima 	observación 	de la 	variable 	X.. 
J 

Si 	escribimos 	estas 	n 	ecuaciones 	en forma 	matricial, 	tenemos: 

Y1 1 	X11 se* 	Xlp-i 13o 	El 

YL 1 	X2 1 e. e 	X2P - 1 131 	 £2 

Yn 1 	Xnl ... 	Xnp-i í3p- 1 	En 

es decir: 	Y = X 13 + c 

Podemos suponer que el error c se distribuye de manera normal 

y que fluctúa alrededor de 0. También podemos suponer- que el error a-

sociado a una observación es independiente al asociado a otra, por lo 

que podemos decir que: 

N ( ©, Q 2 t) 

Podemos ver que el modelo (1) es muy general. Por ejemplo si 

X . . = X. 	obtenemos cl modelo po1inomia1
Ji 

 

Y. = ( o -+- 	í ¥X. 	+ 	(? 2 X.' 	+ 	... 	íp- 1 X.P -1 	-r- i:i r   

Lo importante de este modelo (1) es que es lineal con respecto <:a los 

pafr'time.t:ros desconocidos ( . , por lo que t¿rnibiion se le 1 Zanca fiode lo Li 

rica 1 . 



1 
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1 
Métodos de Est imac ión. - 

Existen varios métodos para estimar los pa reme t ro s Í3 ., entre 

los cuales hemos escogido dos de ellos por considerarlos los más im 

portantes: 

1) Estimación por Mínimos Cuadrados, y 

2) Estimación por Máxima Verosimilitud. 

1) Estimación por Mínimos Cuadrados.- 

En este método no se requiere el conocimiento de la distribu 

ción del vector de errores; Gnicamente necesitarnos conocer su media 

y su matriz de varianzas y covarianzas. 

Para ilustrar este método mas claramente, supongamos que la 

variable de respuesta Y está relacionada con una sola variable inde 

pendiente de la siguiente forma: 

Y = í3o + GiX + c 

Este método lo que busca es : (dado un conjunto de n puntos 

(X 1pY1) , . . . , ( Xrr,Yn) ) encontrar una recta que se aleje lo menos posi_ 

ble de los puntos obtenidos, es decir, que minimice la suma del cua 

dcado de las desviaciones de los puntos observados con el valor que 

1 e corresponde en la recta. 

Por ejemplo, 	si a 	ocho 	(8) mujeres les medimos 	su peso 	y 	su 

al 	1 u r a , 	te11(.lr- enos oc11C) (Ú) 	pare j a s (le datO que 	po d r Iarfo Ora1 I Ca  

de 	1 tl 	s i 1)U i el.1 1 	(o t"In.a : 

1 

1 

1 

1 

1 

Li 



)C) •+ L) %  7\ 

JC_

HO 

 

Por el método de mínimos cuadrados encontramos los estimado- 

res de S ( 	o = bo y S1  = b 1  ) de tal manera que la recta 

A 

Y = b o  + b 1 X 

se aleje lo menos posible del conjunto de datos. Para esto, tenernos 

que encontrar la recta que minimice la suma del cuadrado de los erro 

res ci 

lo cual se puede obtener minimizando la función: 

i -.= 	1 , 7 , . . . , 	ti 
i-3 

CC)rl 	I"l.".)1)CC; 1:o 	1 	V. 

loo 



S i tenemos el modelo : 

vemos que: 
	

E 

por lo que nos interesa, mininmi.zar: 

Y lY 	- 2¥1 	X 1 Y 	+-S1 X 1 Xí? 

(tomando el hecho de que B'X1 Y = ( (31 X 1 Y) 1 = Y 1 x 	). 

Diferenciando ¥:lc con respecto a (; e igualando a cero, pode-

mos obtener las llamadas ecuaciones normales y el estimador de (, 

será una solución de ellas. 

¥¥- = - 	2 X Y + 2 X X 	(, 

> - 2 X Y A. 2 X X (', _= 0 

PS 

X' X (' - 	X' Y 
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I tomando el hecho de que: 

102 

i) 	d ( ' A) 

• d (J 
_ A 

u) d (Í3' A ) 
= 2 A ¥3 	 siendo A simétrica ) 

	

I 
d 

Podemos ver que 

Y-x)' 	( Y-X ) = G(v-xc3)+(x¥3-x) 1 ' 	[(Y-X¥) + (x¥- Xa) i 

	

A 	n 	n 	n 	A  

_ 	(Y-xf3)' 	(Y-x) + 2 (Y-xíf)' (x¥-x) + (x-x) 	(x¥-x) 

_ 	(y -X)' 	(v - x) + ¥ x 	- Ij) 	' 	[ x «-i') .1 

_ (Y - x)' (Y-x ) + (¥-¥)' x'x  

ya que 	(Y -X)' 	(XG-X) = (Y' X - ¥' X' X) Q - (Y.' x - f¥' x' x) 

= 0 

( por satisfacer r> las ec. normaies). 

C orno 

	

(Y-xí)' (y-x ) = (Y-X(;)' (Y-x ) 	((¥-¥)' (x'x)  

se 	percc)e O b s í C r 	U 	'+ 	se mi ri inri rd C  jUcl0 ;',: r'; y F 	() cnuc 1 u i r 

que M es el estimac.lor- que niiriirrriz,'► la futic:ioti. 
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2) 	Estimación 	por 	m-xima 	verosimll¡tud,- 

El 	método 	de 	míxima 	verosjmj1i,t:ud 	es 	un 	método 	
muy 	útil para 

la 	obtención 	de 	estimadores 	insesgados 	y 	de 	varianza 	mínima, 	y tra - 

ta 	de 	maximizar 	la 	función 	de 	veros ¡mil itud 	L. 

Este 	método 	es 	aplicado 	principalmente 	cuando 	se 	conoce la 

verdadera 	distribución 	en 	el 	espacio 	muestral, 	excepto 	por 	los valo 

res 	de 	un 	número 	finito 	de 	parámetros 	reales 	desconocidos. 

La 	función 	de 	verosimilitud 	de 	una 	muestra 	de 	tamaño 	n 

(Y,, 	Y2,..,,Yn) 	obtenida 	de 	forma 	independiente 	de 	una 	misma 	distri 

bución, 	se 	define 	como 	la 	función 	de 	densidad 	conjunta 	de 	la 	muestra, 

considerada 	como 	una 	función 	de 	los 	parámetros. 

Si 	la 	muestra 	se 	obtuvo 	de 	una 	distribución 	normal 	con media 

la 	y 	varianza 	Q 2 , 	la 	función 	de 	verosimilitud 	está 	dada 	por: 

n 	1 	 1 
L 	( o 2 ) 	= 	1I 	 -- 	exp{¥ 	( 	Yi-1-i) 2 	}• 

1=1 	(21102)%i 	 202 

,. 
= 	( 	2•no 	 exp{ 	- 	 - (¥.'F) 	}. .'n/2 

20 2 

De 	la última expresión se puede notar que si ten e[nc)s un vn1or 

fijo de cs2 , maximizar la función de verosinii 1 itud resulta equivalente 

a minimizar ['E. 

liara o1)tene r e 1 	es t 1 maClor - de í 	de ni x 1 in 	y  r 	i I I11I 1 I t lId , 	u('Le - 

;  I t a Ino`i re so 1 Ve r 

) 	1 i) g 	L_ 

0 

)(; 

o1)1 	Ii¡ifl(10 f 	I 	1d 5 	cita c 	onus flCII'IUa11e 

(Cilbe 	notar que III 	Y.IIIIiL(it 	L_ 	es i¥ql.liVllrllt( 	d 	IUIXitnI/lr 	looq 	1.) 



Vemos que 

n. 	 1 

	

log L ( R,a2 ) = -- 1og (2no 2 ) ( - 	(Y-xí)' (v-x)) 
2 	 20.2 

n 
log (2irco2 ) ( Y-X)  

4cr 2 

log L 	n 

log 	( 2Trc2 ) 	(-2 X' Y + 2X' X )  
a f3 

 
4 2 

= 	2n 	
I og ( 2Trw2 ) 	(-X' Y + x' XR ) 

4Q 2 

que al igualarlo a cero obtenemos las ecuaciones normales: 

-X'Y + XIX = 0 

X' XÍ3 = 	X' Y 

Como vemos, las ecuaciones normales obtenidas en los 2 rmméto 

dos son iguales, lo cual no resulta raro pues como dijimos antes, 

obtener el mínimo de la suma de cuadrados del error (c. ' c) es e- 

quivalente a obtener el m5ximo de la función de veros inri l i tud (L) , 

cuando la distribución del error es normal, 

Sabemos q u e (le 	1 as 	e c u a c i ores tiornici I es podemos 	ohtepe r 	un 

est.inla(I(oor 	d e 	Í',, sin enibargo 	para 	re so1ver las ecuaciolies: 

A 

X' Xí. 	¥- 	X' Y 

1011 

( x r `.i 1 l.' ti 	d O '.'i 	` 1 1 u a c 1 o rl ( s 	(I I '.i 1. 1 u 
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1 

1 
1 

1) Si la matriz X (nxp) tiene sus columnas 1 irrealmente indepen--

dientes (tiene rango p), entonces XIX es una matriz de rancio p, no 

singular y por lo tanto existe su inversa (X'X)-1 con lo que pues -- 

tro estimador resulta ser: 

= (X'X)-1 X"(. 

Es decir, queremos estimar p parámetros y tenemos p ecuacio- 

nes linealmente independientes; por lo que nuestros parámetros se 

pueden determinar en forma unívoca a partir de las ecuaciones nor - 

males. 

En este caso decimos que nuestro modelo es de rango completo. 

2) Cuando la matriz X es de rango incompleto, es decir- , tiene 

rango K<p, tenemos sólo K columnas linealmente independientes y las 

demás dependen de éstas. La matriz X'X resulta ser singular y no e- 

A 

xiste su inversa; por lo tanto no existe una solución única para (3 

en las ecuaciones normales. De hecho tendríamos K ecuaciones inde- 

pendientes y p 	parámetros 	a estimar, 	con 	k<p,por 	lo que 	existirían 

infinidad ele soluciones 	a 	este sistema de 	ecuaciones. 

En este caso 	se 	dice que 	nuestro modelo 	es 	de rango 	irrcomple 

t 	y 	l o 	que se 	puede 	hace r 	e s 	ex 	res a r e 1 	rnocle l o 	en fu nc  i en 	de 	menos 

pa r 	nrr.tros o agre 	arte 	a1q una s 	re s t r ¡ cc i cric s 	a 	los paríntc^t 	i, (.>', 	pp,ir.¥ 

o1)t:ener 	') ecuaciones 1 inca lmente incic'pindientes. [sic se 	disctit 	i 	rli 

en el ssiqtiícrite capítulo. 

1 

rl 
Li 

1 
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1. CASO DE RANGO 	COMPLETO. 

Cuando nuestra matriz X es de rango completo, vimos que nues 

tro estimador de (3 está dacio por; 

= 	(. X'X )¥1 X'Y• 

Los elementos de (3 son combinaciones 'lineales de las observa 

clones Y, ,Y2,...,Yn y nos da estimadores insesgados de los componen- 

tes de í3 ya que: 

	

E 	() = E ((X' X) 	1 X' Y 

_ (XIX) _ ' X' E(Y) 

_ (X'X) 	X' x 

=(3 

La varianza de este estimador está dada por: 

Var ((3) = Var ( ( X'X ) 1 X'Y 

Var (.Y) [(XIXr 1 x 

X'x) 1 x 1 o 2 1 	¥X (XIX) -1.1 

	

crz 	I(XIX)-1 X , X ( X ' X ) — ¥ 1 

_ 	c} ¥ 	(X , X) 	i 

Como (; es una función lineal dé las Yi's y 	.,c dis rif)u 

yen de f oFRid normal , podemos clec i r - que: 

A 
N(I o 2 (X'x)¥¥ 
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Observe que (l es un estimador 1 ineal en Y y es insesctado. 

Se puede demostrar por el Teorema de Gauss-Markov que es el estima- 

dor lineal insesgado de p que tiene varianza mínima. 

Teorema de Gauss-Markov para el caso en que X es de rango completo.- 

Si tenemos el modelo 

Y = X¥ + e 
N 	 ti 	 N 

en donde X es una matriz conocida de nxp de rango p, S es un vector 

de parámetros desconocidos de dimensión p y E es un vector de erro-

res de dimensión n con E (c) = 0 y Var (c) = o'2 I en donde Q 2 es 

desconocida; es decir los componentes del error (ni) tienen la misma 

varianza desconocida (cj2 ) y no están correlacionados. 

A 
Sea (; el estimador de h obtenido por mínimos cuadrados y 

sea 	4) = c' í3 una función lineal pa ramé t: r i ca . 

A 
Entonces c' G es un estimador 1 i nea 1 i nsesctado de <<) y s i 

es 	cualquier - otro c-stimador 1 inca 	inses9ado de (1), se t iene que; 

V 

( L.a dcrnns t r',:1c: 	i 6n 	c.1e 	t,,; tía t e0 rc¥m;i 	1)tiecle 	verse en 	S , 17 . 	Si 	1 vey , 1 9 7(1 

I• 1 



ñ, 

V( 

er 

Y' = ( 1 	4, 8, 9, 3, 8, 9) 

¥ 1 = 	o, Q1, í2, í33 ) 

1 	 --1 

1 	 1 

1 	--1 

1 	 1 

1 	 0 

—1 

--1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 	 0 1 0 

1 	 0 2 0 

Se puede veí que X es tlll¥1 m(lt.riz cle 	 COI11¡)letc), ya (Iue, 5c.1 cr,1t)nt 

tias s()tl 	1 II1( i)1IlleIIll 	II1deperldIeI11.(ii 	41or t- i"11 	(¡]()l IvO, 	̀.it)1)eI1111%  

t 	X I y,) 	1 	x I y 

x= 



Por lo que [;3 = ( X'X) 1 X'Y = 

Con esto, 1)0denios cc)ric l u i r que sí ex i s, ira 1-e l ac i 6ri 	1 i roce 1 en- 

[re 1il velocid.:Id de rei)CcI(.)rl de 1 	ritlbst:nnCiíl y los C:íltdl I1dc)I"es, 

y titiO e>ta r.e1¥lci6r► esta d¥rc1¥a por: 

Y 	1 1 / 3 I X 13 X 2.. I 11/C) X:I 



. CASO DE RANGO 1NCOMPLETO.- 

Cuando nuestra matriz X es de rango incompleto, vimos que nuestras 

ecuaciones normales 

X'XE3 = X'Y 

tienen infinidad de soluciones y Q no se puede estimar en forma insesgada 

como una combinación lineal de Y . 

Sin embargo existen combinaciones lineales de 	de la forma 

c' (3 las cuales se pueden estimar en forma insesgada como combinación li- 

neal de Y, a estas se les conoce como funciones estimables. 

Para 	que 	la función paramétrica c'C3 sea estimable 	es 	necesario 

que 	tenga un estimador lineal insesgado 	b'Y de tal forma que: 

c'í3 = E (b'Y) 

= b'XP, 

c' 	= b'X 

C5 decir, es necesar ¡o que c' pueda expresar se corno cornf) i nac ¡6n 1 i ne.a 1 de l os 

renq1ones de X. 

Para poder 	ut i 1 	i zr1r 1 gas 	ecrrac iones 	normales, 	poc.lerno, 	ver 	que 	si 	a 

es 	un 	Vedar en el 	rana() de 	X, entonces 
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Si nos fijamos unicarnente en las funciones estimables c'(3, estas se 

pueden estimar en forma lineal e insesgada, por una combinación a'X(? de (3 ya 

que 

c' E3 = E (a'Y) = E (a' X3 ) 

además 

c'3 = E (a'Y) = a'XR 

en donde 

c' = a'X. 

Es decir, si c' = a'X , c 1 O es estimable y su estimador esta dado por a'X r; = a'Y. 

Por el teorema de Gauss-Markov es posible demostrar que este estima- 

dor 	( a'X ká ) es de varianza mínima. 

Teorema de Gauss-Ma rkov para e l caso eri el que X es de rancio i ncoenp loto.  - 

Res tringiendrnos i nlcalllme'nte a las funciones es1:irnables e', supon 

cjnmos que t, 	c 	OS tlnfl de estas 

I Si ¡ es Uní] 	io11.1CI(7n de 	1 Ti5 ('.Cl.l(: lIC1nes 1101-1 i1(:'.i , entÉ)I'1C:C 	(: ;"i 	es 

un es  imador i n ;esq,1do de 	' 	en donde 

Vr ir'' ¡' ) 	r 	( 

para 	cual tllllt'1' 	tal ro 	('s1 II11[1(t()I" 	1 111('.11 	Iri', (' ,(NltlO 	, 	( ti 	ti')n(i(' 
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Var ( c' íí ) = var ( a' Y ) . ( l.a demostración de este teorema puedo verse en 

S.D. Silvey, 1970, p. 52 ). 

Como a'Y es un estimador lineal inses9ado de (i), se tiene que 

c' = a' X y de esta manera: 

c`í3 = a'Xf 	= a'Y. 

A 

Cono a está en el rango de X y 	satisface las ecuaciones normales, 

se tiene que: 

Va r (c' S ) = Va r ( a'Y ) 

= a' Var(Y)a 

=a' Ci 2  Ja 

= o.2  a'a 

Se tiene entonces que en 	el 	caso 	de 	rango 	incompleto a' Y 	es 	el 	esti 

arador 	lineal insesgado 	de 	c' de mínima 	va r i anta . 

En un caso general, se puede decir que cualquier estimador obteni-

do de las ecuaciones normales es mejor que cualquier otro est: inador-  1 inca l , en 

el 	sentido de que nos dan est Inladores irise sc)ados de funciones 1 Inea1es es  Illla" 

b1 es Con nlc'rlor var latiza. 

Ejemplo del cnsc) en que X es de rango incomp lelo. -- 

	

SLIJ'c.)ncj linos (1.11' 	l criemos 	3 	1 I pos de J) 1 IIl 	, Í', C, , 	y 1v)`; 	1 tul ("' re'„I 

be r 	5 I 	('' 1 	t 111O (le 	)1 ,_1111 .l íl fe (. t,1 (-1 	J)(' ̀)O (1( 	l S 1 I . 

	

(lile 	('rl 	e 1 	('Xji 	I' i ¡lucir t 	(1I)t.('1 	'fui()', 	1 05 	5 I (j 1,1 I c'lll (", 	da r os 



TIPO DE PLANTA 
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Peso en c 

Podemos ver que para el tipo de planta A, tenemos 3 unidades experi 

mentales, en el tipo B tenemos 2 y en el tipo C tenemos 1. 

Vemos que nuestro modelo es: 

Yi j= p 4- al 	+ LIJ 
	

con i = 1,2,3 

j= 1,2,...,ni 

en donde `iij es el peso de la j-ésima observación del i-ésimo tipo de planta. 

al es el efecto del i-ésimo tipo de planta y eij es el error aleatorio de la 

ii-ésima observación del i-ésimo tipo de planta.  

En forma mat:ricia1 podemos ver nuestro modelo: 

101 Y 11 1 	1 	0 	0 

los Y 17 1 	1 	00 11 

y 1 911 1 	1 	0 	0  

&¡i= Y 21 1 	0 	1 	0  

88 Y 2 ; 1 	0 	1 	0  

32 Y¥ 1 1 	0 	0 	1 

t.. n donde. Y e; el vector de 	b ,v l vÜc. i ollc '; , X e' la mal r i z de 0 	y 

(e el VecI.{or de prII III 1:I: 



~ ( )1 (.Y 0:2 03 ) 

y c es el vector de errores. 

Como podemos observar, la primera columna de la matriz X se puede 

expresar como combinación lineal de las otras 3 columnas, por lo que X no es 

de rango completo. ( El rango de X = 3 ). 

Sabemos que las ecuaciones normales de este modelo están dadas por: 

X'Xp = X'Y 

esto es: 

6321 	1.11 	 111111 1 101 

3300 	cal 	111000 11 10' 

81+ 
2020 

	

0:2 	000110 

1001 	000001 88 

32 

Como vimos, no podemos tener una sol uc i6rl única para este s i stcnla de ccu. c i unes, 

S1n efllbatr(lo podef11o`i eSi. lila C: lertas íutic¡nne:. 

Stipoflc),-1filos (1UU nos i lteresa f_",f intar 	-+ (Yt 	; fcceS1 tafl)s e1) 	r r;,"•> clac 

( 1 , 1 , 0 , o ) 

y 	de c ,t a luiltc l t 	Iertc.1, 	1 , 	ftifIc.i¿mi (¥St 1 mal) 1e: 

504 

300 

172 

32 



_ ( 1 , 1 , 0 , 0 ) = l 	+ C 1 
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vemos que 

a'X = ( al, a2, a3, ac;, a5, a6 ) 

1100 

1100 
1100 

1010 
1010 

1001 

(1,i,o,o) 

->* 	a' = ( 1 / 	/3,1 / 3, 0 , 0 , 0 ) 

es decir a esta en el rango de X. 

Sabemos que c'Pi es est iniable ya que hemos podido expresar c' cono com 

binaci6n lineal de los renglones de X (c'==a'X) 

Vemos entonces que: 

E ( a'Y ) = a'X(> = c'i 

Y 	por el tc_uc¥rerna de 	Gal_ISs¥Mn1!:Ov ssahcmo,.. 	que 	el 	mejor 	c 	t irn.idor 	de 	e51 	finoion 

pa rilm 	1 r I 	Cal 	c' `.y t í.l cinldo por: 

x 

e 1 	cual , 	d[, 	1111 	. 	(!r• 	I1';aa 	1 	l', 	( 	(' I1 1C. l 	1 tll'lll l 1 	i i 	¥lLI¥'rlti : 



a'Y 

	

Tenemos entonces que el mejor estimador de c'ü 	es: 

101 

105 

91 f 

a'Y = (1/3,1/3,1/3,0,0,0) 	88 	 = 	100 

32 

Por lo que 

v1 + a1 	= 100 

De esta manera podemos estimar cua'lgüier función 	estimable, 	con 	las 

cuales 	es 	posible hacer algunas 	pruebas de hipótesis de 	interés. 
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Pruebas de [ti I)Otesis.- 

1 	 --__ _ 

I 

Frecuentemente 	se 	tienen 	investigaciones en 	las que 	se desea 	probar 

si 	el 	modelo de 	regresión que 	se 	ha obtenido para 	predecir Y en 	téminos 	de 

X1, 	X ?,..., 	Xp- 1 

1 Y 	= 	13o+ 	í31 	X 1+ 	... 	+ 	íp- 1 	Xp- 1 	+ 	c 

1 
es 	adecuado en 	el 	sentido de 	que 	X 1 , 	X 2 	,..., 	Xp-1 	tienen 	poder 	predictivo 	so 

1 bre 	Y. 

También muchas veces 	se desea probar 	si 	algunas de 	las variables 

Xrl 	, 	Xr 2 	,..., 	Xrs 	( 	S< 	p- 1 	), 	pueden 	representar 	la 	información 	sobre 	Y, 

1 
contenida en 	todo 	el 	conjunto de variables. 

1 La prueba 	de estas 	conjeturas 	se 	lleva 	a 	cabo a 	través 	de 	diversas 

pruebas 	de 	hipótesis 	estadísticas 	sobre 	los 	parámetros 	(;o,(.>>,...,íp- 1 , 	1 aS 	cua 

' les 	se 	present an 	a 	cont inuación. 

1 
1) 	Prueba 	de 	la 	hipótesis 	Ha 	rol 	í2 	_ 	... 	= 	í:>p- ] 	_ 	0 

1 Si 	nos 	inte resa res 	probar 	si 	el 	modelo 	que 	e 	coetinu,s 	es 	correcto), 	pode. 

. 
nio; 	F roba r 	la 	I1i¥;Í,tc 	r s 

1 
c'5, 	(ir'( 	i 	r, 	Veril f 	iLJr 	si 	la 	v.¥ri 	,I)l(' 	Y 	c 	t 	(.I 	iv,iii 	rit 	 &H 	Iurin,, 	1 	iiR.,1 

(Oil 	¿1 	cUiijIiillo, 	(L 	v,irir,l,ho, 	/ 1 , 	X ;,,..,Yli 	en 	atlas 	I>,,IiI,r,, 	qui 	r 	in,, 



saber si estas variables 	( X. ) 	tienen poder predictivo sobre Y. 

Si pensamos * que no existe ninguna 	relación 	lineal entre Y y el con- 

junto 	X 1 	, 	X 2 , 	... 	, 	Xp-i 	, es 	decir, si 	suponemos que Ho (gi l 	-... =p- 1 0 

es cierta entonces la predicción de un modelo 

Y = 1p+ ET 

y en el modelo 

Y = X Í + e 

sería 	la 	misma, 	es 	decir, que el 	error en ambos modelos 	sería 	igual. 

Si 	calculamos el 	error, 	estos serían respectivamente: 

e 
T 

C = Y - X 

por lo que la suela de cuadrados del error en cada modelo, estaría dada por: 

e l ' 	F 	. _ 	( 	Y- p )' ( 	Y- ¡r 

t:' 	r.: - 	( 	Y-- X (¥ 	) ' 	( Y- X i¥ 	) 	. 

Si para probar (—,ter Iii 	¡<;, tcncmo una muestra de tantaíc> n, ve 

1110'., (11.1e nue , t r O rilodd(' 1 o 
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podemos escribirlo en forma matricial para nuestras n observaciones de 

la siguiente forma: 

Y 1 ' 

Y. 

Yn 

11 	4. 

e 
n 

que equivale a 

Y = wii + E 

en donde W' 	1,1,..,1) de dimensión n. 

El estimador ; obtenido a partir de las ecuaciones normales 

resulta ser: 

W' Wla 	= W 
A 

n nlr 	= 	.1 i 

i¥ 
A 

n LI = 	ny 
A 

A 
7OI1iII1(lo 	í 	CoIllo el 	c `,t:IIllador o1)1.eri ido 	J 	I)¥art I r 	de 	las 	Cecu1ciO 

11(:5 	1)0I'Iil t 1 e ; 	c.ie l 	U(1tJI1(lC) 	Ill 	dr 1 o 	( 	y -y(; I c ) , 	1)oder, c)', 	of)te11e. I" 	l i 	¶,tim¿a S 

d 	e 	C(1;I(11':)dlcl'; 	t:or - r - e ;OOrlcl 	I11 c•', 	,t 	1 I (-)V 	d e 	1)m , •, t I'¿ 	111Ir(,', t ► 	t : 



e ' E 	= ( Y - v1r ) ' ( 	- W11 ) 

= Y' Y - 211' \T' Y 	+. II'Vl'VI¡ 

= Y' Y - 2yny + yny 

•y' .Y - n 

c'c 	= (Y - x3 )' ( Y -Xt3 ) 

= Y' Y - 2 (3' X' Y •+- O' X' Xí3 

= Y' Y - 2 (3' X' Y 	-+-(3' X' Y 

= Y' Y -  

Esto 	nos dice 	que 	la reducción en 	la suma de 	cuadrados to- 

tal 	al 	introducir las 	variables X„X, 	...Xp-, en 	el modelo 	está dada 

por: 

( Y' Y - ny ? ) - (Y' Y - Q' X' Y ) - (•3' X' Y - ny`' 

Si esta reducción es estadísticamente cero, podemos ver que 

las variables X 1 , X2,..., Xp-1 no tienen ningún poder pred1ctive sobre 

Y y no rechazamos la hipótesis Ho:(31= .. = (3p-1= 0; y si es mayor que 

cero, vemos que X 1 ,X 2 ,...;Xp- 1 si están relacionadas en forma lineal 

con Y, por- lo que debemos rechazar Ho. 

En caso de que Ho sea rechazada , es decir, que X 1. , X ;> , ... , Xp- 

t. c, ricjin,r.fect:ivainente, poder predict:ivo sobre Y, al modelo 

Y 	. 	X i, 	•r 	s. 

`. 	¥: 	1 e 	c:oIIOC 	como 	rllr)(1( 1 () 	C I)Iiit) 1 c t c) . 
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Para saber si esta reducción es estadísticamtne cero, pode 

nios conipararla con 1 a suma de cuadrados del error (SCE) d e 1 modelo 

Y = X(3 + e, de tal forma que si el cociente: 

Reducción 

SCE 

es pequeño, esto nos indica que la reducción en la suma de cuadrados 

total al introducir-  X 1,X 2,...,Xp- 1no es significativa, por lo que el 

modelo no se ajusta mejor al incorporar estas variables y la hipóte- 

sis Ho 	(31 = f32 _ •.. = P•-1 = 0 no es rechazada; si el cociente es 

grande nos indica que la suma de cuadrados total se reduce al incor-

porar las variables X 1, X 2,...,Xp-1  por lo que el modelo Y=X( + c 

nos brinda un mejor-  ajuste y la hipótesis Ho no es rechazada. 

Para poder comparar estos valores, es necesario dividirlos 

entre sus grados de libertad correspondierít.es, siendo éstos p- 1  y 

n-p respectivamente. 

Es posible demostrar que el cociente 

¡leducc i 6n / I)- 1 

F cale 

SCE / I') 

Se so (fiSir 	i1)rryc cOn)o 	tina 	F (I).- 1 , n._p 	) 	por 	lo 	clue 	debernos 	ccornl)r)rrar 	es- 

t: e valor 	co r1 	el \olor 	de las 1a1)1a 

5 i 	I 	r_ 	1 c 	1 	t ,r l) 1 a s 	ti (e1w.m ,¶; 	reufia/a r 	110 	y 	rrr) 	I- (•c.tid/ u r 1 a 	rol► 

1 	U el',O 	('.(III 1 1aa r Í O 
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Es posible resumir todos estos resultados en la siguiente 

tabla de Análisis de Varianza: 

TABLA DE 	ANALISIS DE VARIANZA 

bajo 	la hipótesis 	Ho 	= R1 	= ¥2 	=... 	_ 	(3p-1 	= 	0 

Fuente 
de 

Variación 

G. 	de 	L. Suma 
de 
Cuadrados 

Cuadrados 

Medios 

Fcalc c£ 

Reducción 
al 	incorporar- p-1 S'X'Y-ny 2 SCR CMR 
X1,.••,Xp- 

p-1 CME 

Error n-p Y' Y-(3' X' Y SCE 

n-p 

Total n-1 Y'Y -ny 2 

Para ilustrar esta prueba de hipótesis, veamos un ejemplo: 

Su pon gamos que nos interesa saber si las variables X I ,X 2 ,..., 

X G t cenen poder predi ct i vo sobre Y; nos i nte_rosa probar s i existe tina 

r e l a c r O Ci lineal entre estas variables y nuestra variable el e p (e n d i e. i i i c Y 

de t.íl1 f(lr'nlal C1ue 

Y 	O 	+►+ 	(> 1 X 	•+• .. 1 	(; 	y, 	t-. 

I¥íl rti 	("i t..o 1 	po(1e111o .., 	I) r(ll.)a r 	la 	11 í')(.) Í 1...i r s 	Ilo) 	( j ;. I 	• • • 	(¥ I c r) ; 

122 
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lineal por 	lo 	que 	nuestro 	modelo 	resulta ser 	el adecuado; 	si 	la 	hipó- 

tesis no 	es 	rechazada 	esto 	nos 	indicarla que 	en real idad 	las 	variables 

X 1 ,X 2 ,,.,,X 6 no 	tienen 	poder 	predictivo sobre Y. 

Para realizar esta prueba, hemos obtenido la siguiente mues 

tra: 

U,y I DAe> Y X1 X2 X3 X4 \5 X6 

* 1 * 43 51 3n 39 61 `►2 45 
2 * 63 64 5l S4 63 73 47 

* 3 * 71 7n 69 69 76 86 48 
* 4 * 61 63 45 47 54 91. 35 
* 5* sl 78 56 66 71 K3 47 
* fi * 43 55 49 44 54 49 34 
* 7 * 5H (,7 42 56 66 (,R 35 
* 8 * 71 75 50 55 70 66 41 .. 
* 9 * 72 82 72 67 71 83 31 

l(1 * 67 61 45 47 62 RO 4! 
* 1) * 64 53 53 58 5R 67 34 

12 * 67 60 4 7 39 59 74 4 1 
* 13 * 6 1) h2 57 4.2 55 63 25 
* 14 * 68 43 83 45 59 77 35 
* 15 * 77 77 54 72 79 77 46 
* 16 * 91 90 50 72 60 54 36 
* 17 * 74 85 64 69 79 79 63 
* 18 * 65 69 65 75 55 RO 6n 

19 * 65 70 46 57 75 85 46 
* 20 * 50 • 58 6 56 64 78 5? 

21 * 50 40 33 34 43 6 6 3J 
22 * 64 61 52 62 Gh QO 41 

* 23 * 53 66 52 50 63 RO 3? 
* 24 * 40 37 4' 5R so 57 4¥ 
* 25 * 63 54 47 48 66 75 31 
* 26 * 66 77 66 63 MR 7(1 72 
* 27 * 78 75 58 74 Rn 7P, 6" 
* 28 * 48 57 44 45 51 83 3¥ 

29 * R5 85 71 71 77 74 5•i 
* 3() * 82 82 :3') 59 64 78 3'1 

COn la cual hcmo,- obtenido la si(1l.iiente recta de regresión: 

Y .. 10,/87 1 ,613 X l - .073 X, -+ .32 X-, t- ,o81 X', i .038 x •- .21/ Y' 



Podemos ver- que nuestro vector (3 está dado por: 

10.787 
,. 	.613 

_ 	-.073 
.320 

,081 

.038 
-.217 

y el valor de ny2 es (30) (64.33) 2 = 125,324.033 

Obteniendo 	 SCR = (;X' Y - ny 2 = 3148 

SCE = Y'Y - R'XY = 1149 

SCT = Y' Y - ny2 = 4297 

podemos construir- la siguiente tabla de análisis de varianza bajo la 

hipótesis Ho : (31 =.. , _ ¥s= 0 : 

Fuente 	de 
Variación 

G. de 	L. Suma 	de 
Cuadrados 

Fca l c a 

Reducción 6 31 118 10,50 <.01 
al 

i ncorporar 
X1,..., 	Xp - 1 

[_rror 23 1149 149,96 

Total 29 4297 

Como 	el 	vallar cele 	has de 	una 	r(6,23) 3.11 	para 	c: 	0.01 

y 	riue`.;t 	la 	( 	Cal 	C: 	resulta riialycor, la 	11I potes 	i:; 	Ho l'•, 	1"[ 	cli 	i:'.Id 	I 	rr)II 	(`, 

t 	Ocle 	l()5 	COuc.1 	11 	r 	cjticV e x ¡ 	1. e r e 	l.i 	i¿iu 	1 	irlcal1 	eut re 	la 	v,Iriablc.¥,, 

Xi,...,Xp) .- ry 	1d 	v,lI'1¿11)1(' Y, 	y (l(1e 	IiIIe5f 	1'cl 	rilr)(Ir 	1c) c'', 	acic'c:.Uacic). 
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2) Prueba de la H¡pótesis Etilo : G1(3 = 0. 

Ya que sabernos que X 1 ,X 2 ,...,Xp- l tienen poder predictivo so 

bre Y, nos gustaría saber si algunas de estas variables (por eZemplo 

Xr1,...,Xrs  con s<p-1 ) pueden explicar a Y tan bien como el conjunto 

total de las X's; esto es, nos gustaría encontrar las variables mas 

importantes en la explicación de Y, de manera que nos den la informa-

ción de Y contenida en todo el conjunto de variables, esto es importan 

te ya que de esta forma se trabaja con un número menor de variables, 

lo cual es mas simple de interpretar. 

Por ejemplo, si tenemos el modelo 

Y = Ro +(3X1 +...+ (3p-1 Xp-'i -t e 

y creernos 	que 	X 1  y 	X 2  guardan 	la mayor 	cantidad 	de 	información 	sobre 

Y, nos 	gustaría probar la 	hipótesis: 

Ho : P3 = 11 =...= (3p- 1  = 0 

En caso de ser rechazada, podemos pensar que efect i vamen te 

Y puede ser exp1 i cada por X 1  y X 2  ún i comente )en E gura 1 forma que con 

todo el conjunto de variables. 

Esta 11ip 1: esis pocierrios escribí r 1 a en forma mat rrieia1 d 	1._3 

s 1 q  i en te manera 

0 00 1 0 ... 01 	(; r) 	 0 
00001 . . . 0 	(i r 	 0 

Ho 

O0í)O0. . . 1 	(3 i) 	1 	O 

1k) 	. 	ii 1 	O 	O 
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en donde G, es una matriz de dimensión (p-3 x p) de rango p. 

En general, si queremos probar la hipótesis 

Ho: G 1 3 = 0 

en donde G, es de rxp de rango r\<p, es posible construir una matriz 

G de pxp de rango p, tal que 

G1 

G = 

G2 

Por ser G una matriz no singular, sabemos que existe su in-

versa: 

G -1  = ( H3 , H2 ) = H 

en donde H, es de dimensión pxr. 

Si hacemos 

XG- 1  - XFI 

= X ( Ii,, H 2. ) 

= ( XH,, Xli2 ) 

( 	j 1, 	7 2 	) 

=7 

r: 	(I 
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`' 	 - Podemos ver que nuestra modelo completo Y-X(3 + r: lo podemos reescribi r: 

1 
Y = Xc-G¥ + E 

t 

= z,al + Z2a2 í- c 

	

y que la hipótesis Ho : G,Í3 	0 es equivalente a que al = 0, por lo 

que bajo la hipótesis Ho : al = 0, nuestro modelo se reduce a 

1 
Y = Z 2a 2 + e 

1 

Al modelo que resulta después de suponer la hipótesis Ho 

cierta se le llama Modelo Reducido. 

1 

Podemos ver que si á2 es una solución de las ecuaciones nor 

males de este modelo, la suma de cuadrados del error del modelo reduci 

do está dada por: 

1 	C'E 	( Y ` Z?a2 )' ( Y ' L?a2 ) 

Y'Y - a2 'Z2'Y 

1 	-- 	 - . 

por lo que la reducción en la suma ele cuadrados total al incorporar 

el m0clr 1e 	r•edUCi(1o est¿t dada por 

u 
( y' Y 	ny' 	) -- 	( y' y —¥¥; 'Z 	y ) 	c: 7 ' Z 2 ' Y — 

1 

Crr¥r1ciciic't 	1, r - rrc'1,ri 	cl t. 	(ri1,c;tc.si 	c01111,(,rr1 	c¥j 	.1 	ti 	1:e 	et1 	el 	Inc)— 

	

r 	 .c 	 c 	 c- (1i 	í) 	re cl r1C i (1c 3 	11oo'_, cic¥ I c, 	c r,¥i¥l, j c¥ I ¥.¥ 	r 	,I¥ 	e 1 	c1 c. 1 	nr ¥c1c¥ 1 c.¥ 	I 	clac: I <1c,, 	,, I 	c 	1 	Ir> > 	1  

I, I 1 u it,i 	iil► 	a j rr , I e 	1 .in 	Lime 110 	corno 	r' 1 	(bree 	Ir o', 	da 	el 	lm►odc.' 1 co 	ccuinp 1 c- 1 r, , 	c.e rr - 



tonces la hipótesis Ho : G ( í3 = 0 no se rechaza. 

Para ver si el modelo reducido es adecuado, podemos comparar 

la reducción en la sunia de cuadrados debida a la 	hipótesis Ho con 

la suma de cuadrados del error en el modelo completo. 

La reducción debida a la hipótesis se puede obtener restan 

do la reducción al suponer la hipótesis Ho cierta de la reducción al 

incorporar las x's al modelo, por lo que tenemos que: 

Reducción debida a Ho = 	 Y - ny2 ) - (ó;2'Z2'Y - ny s ) 
A 

= í'X'Y -•á21 Z2 1 Y 

Para comparar estos valores, es necesario dividirlos entre 

sus grados de libertad correspondientes. Los G. de L. asociados a la 

reducción debida a Ho son r ( rango de G) y como vimos antes, los a 

socíados a la SCE en el modelo completo son n-p. 

Es posible demostrar que el cociente: 

Reducc i ón deb i da a II  / r 
Fc a 1 c 	= 	 - - 	____  

SCE / rl--p 

se 	di stri1)uye, cOnlO 1111,-1 	U(r,n 	I)) h(ar 	10) (.1tie para 5iiI)er 	si este 	vdlor 

es 	cg1'i11)(1e o 	C.hicr) 	eS 1OCUs 1ri(.) co1111)ddrrlrlc) c:o11 	el vk-)1cor en 	tf)I)1115. 

S i 	I c .) 1 c 	11. <II, 1 	I'., 	(1Y 10('In0:) 	r e C l) rzrr r 	I10 	c.c,n 	1 c) 	cl ll( 	I)c)(1 r 	l 

rllO`.i 	CO11C 1 Ii 1 r 	(II¿(' 	eX 1 `i t.e11 	Ot r r1 'i 	Vil r 1 ill) 1 e ; 	(ild('.Ill 15 	(I(:' 	1 a5 	(I(l(2 	S 111)OII 1 ¿:I" 

111(1'. ) ( 	qu(. 	1 	1('ll''II 	J)0 	e r 	I)1 - 1`(11U1 I VI) 	50)1)1 ('.' 	Y, 	1'Il 	(:515(1 	(.O1)1 r i 	iO, 	IlO 	l•(2 (JI¥1 
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zar l amos lío, por lo que 	podemos pensar 	que en real idad 	nuestro modelo 

reducido explica tan bien 	congo el 	completo a nuestra 	variable Y. 

Todos estos resultados los podemos reunir en la siguiente 

tabla de Aná1 isis de Var. 'nza. 

Tabla de Análisis de Varianza 
bajo la hipótesis Ho ; G,Q = 0 

Fuente 
de 

Variación 

G. 	de 	L. Suma 
de 

Cuadrados 

Cuadrados 

Medios 

Fcalc a 

Reducción p-I  
al 	incor- 
po ra r 

...,Xp- 1 

Reducción 
debida 	al p-1-r á2'Z2'Y-n,7 
modelo 
reducido 

Reducción r X' Y-¥t» Z 2 1 `; SCHo CMHo 
ci e b i d a 	a 

lio r CME 

Error- n-p Y' Y-ÍY X' Y SCL 

rl 	" ¡) 

1o1. 	1 ti  Y ' Y 	- 	lis 

1, ;1 r ¡ 	1 1 ll'H 1 r,I 1' 	( 	t ,1 	1) r ul 	L1f1 	d(' 	Il i i ( 	t (", 1 ', 	V4ll¡)O:1 	."1 	V(' I" 	U(1 	('  

¡)1(): 

l (,111,1 I'( - In(,', 	y 1 	In i 	r, 	j (' 	) 1 (, 	-I II 1 (." 1 	i (11 
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Ahí vimos 	que en realidad sí 	existe 	relación lineal entre 

X1,X 2,...,X G 	y la 	variable Y, 	y que esta 	relación 	est dada por: 

Y = 10.787 + .613X 1 - .073X 2 + .32X 3 + .081X1, + .038Xs - .271X5 

Como podemos ver, las variables X r y X3 son las que mayor 

poder predictivo tienen sobre Y (ya que sus coeficientes son los mas 

grandes) , por lo que nos gustaría saber sí Y podría ser explicada en 

términos de estas variables. 

Esto resulta útil ya que nos permite encontrar las variables 

mas importantes en la explicación de Y y tener una descripción mas sim 

pie del proceso en estudio. 

En este caso, nos gustaría probar la hipótesis: 

H o 	: Q 2- f3,,= 	5 = 	' 0 

que es equivalente a 

Ho : 	G , (¥ = 0 

en donde 
	

0010000 
0000100 
0000010 
0000001 

Vemos que el rang() ele G t cs r¥_- 1t menor que el rango de X,1p--/. 

Al 	(t1)oner I1(.) eícrt , ol)tcti(mros el 111Í)(I(_'.10 t-ed.tcido 



Y = Z 2(Y2 + c 

con 

Z 2 	= (1, 	, X3 ) y 	' 2 = (í3 0 , ¥ l , ¥3 ) 

es decir: 

Y = 	0+ t3 1X1 + 	3X3 + !~. 

La recta de regresión de este modelo está dada por : 

Y= 9.871 + .643X1 + . 2 1 1 X 3. 

Si obtenemos la suma de cuadrados del modelo reducido tenemos: 

Y' Y - 	 2 1 z2 1!. =   1 254. 6 

por lo 	que 	la reducción en 	la 	suma 	de 	cuadrados 	total 	debido 	al 	mo- 

delo reducido está 	dada por 

a2'Z2'Y - ny 2 = (Y'Y -n72 ) - (Y'Y-U-2'z2Y) = 1}297 -1254.6 = 3042. 44 

Como habíamos visto, la reducción en la suma de cuadrados 

total debida al modelo completo es h'X'Y -ny 2 = 31 1,8 por lo que la 

reducción del) ¡ da a Ho es 

Red flce i <)n del) i da a Ho 	31 h 8 - 304 2 , 11 = 1 05.6 . 

IZ 	ll ITl I (: fl (I O 	(".' ' t o ', 	I - (:¥ s 11 1 Í. O (i C) 5 , 	o b 1: e 11 e Ill (.) 5 	l 	1 e] 11 1 e Il t e 	t íi b 1 ¥) 	d (' 	A 1 	1 i s i 

(i( 	V 	t" 1 X111 / (-1 : 
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Fuente 
de 

Variación 

G. 	de 	L. Suma 
de  
Cuadrados 

Cuadrados 

Medios 

Fcalc n 

Reducción 6 31148 >.05 
al 	incor- 
porar 

X1,...,Xp- 1  

Reducción 2 3042.4 
debida 	al 
modelo 
reducido 

Reducción 
debida 	a 
Ho 4 105.6 26.4 .5284 

Error 23 1149 49.96 

Total 29 4297 

r 
Como E' °5 	= 2.76 > Fcalc, el valor-  obtenido de F no 

(4,23) 
resulta significativo, por lo que no rechazamos la hipótesis Ho. 

Podemos considerar entonces, que X 2 , Xt,, Xs y X6 no tienen 

poder predictivo sobre Y adicional al cxpl icado aa parti r-  de X 1  y X,{ . 

1 
1 
E 
1 
1 
1 

1 
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R E P A R A M E T R 1 Z A C 1 0 N 

Hemos visto que cuando ñ es de rango incompleto, 

no podemos obtener estimadores dedeterminados en forma R 

unívoca a partir de las ecuaciones nromales. Esto se debe 

a que algunos parámetros dependen de otros, por lo que tenemos 

k< p ecuaciones linealmente independientes (en donde k es el 

rango de X) y queremos estimar p parámetros (R ,, .. ,¥p _ 1 ) o   

Este problema se puede resolver haciendo una re-

parametrización en nuestro modelo. Existen 2 formas de repa- 

rametrización: 	implícita y explícita, las cuales analizaremos 

a continuación, 

1) Reparametrización Impl ici ta.- 

Cuando X es de rango incompleto, sabemos que las 

ecuaciones normales están constituidas por k < p ecuaciones 

linealmente independientes, por lo que existen infinidad 'de 

soluciones a éstas. Para poder determinar cuál de estas ecua 

ciones es la que nos interesa, es necesario incorporar p-k 

ecuaciones l.i. a las ecuaciones normales, de tal manera que 

nos determinen las condiciones bajo las cuales nos interesa 

1 

que estén los parámetros . 	De esta manera tendremos p ecuaac io 

nes 1 ineales 	1 . i . y podremos determinar los p paarHHmetros 

qUe cumplen con 1 as restricciones impuestas, de 
o P Í 

forma unívoca. 

1 
1 
1 



Al hecho de agregar esta restricción a los paró 

metros le llamamos Reparametrización Implícita. 

En general cuando X es de dimensión nxp de rango 

k <p, es posible incorporar p-k restricciones 1.i. que sirven 

para identificar una solución particular de las ecuaciones 

normales. Mgs específicamente, existe una matriz L de dimen 

sión (p-kxp) y de rango (p'-k) de tal forma que las ecuaciones 

IX¥= •XIy 

L 0 — 0 

tienen solución única. 

En forma matricial estas ecuaciones las podemos 

escri b i r; 

. 0 	 XIX. 

L] L 	' 

Una condición necesaria.y suficiente para que 

estas ecuaciones tengan una solución única es el hecho que 

X'X 

rango 	 = p 

L 

13 11 



De hecho, si tomamos cualquier subconjunto de 

k ecuaciones linealmente Independientes de las ecuaciones 

normales (X'X ¥i = X'Y) y lo escribimos en la forma: 

M 0 =m 

en donde M es una matriz de dimensión kxp de rango k subcon 

junto de X' X y ni es un vector de kxl subcon j unto de X' Y, 

tenemos que las ecuaciones 

3 	•i 

	

o' 	tm] 
[L] 

[40

= Lj 

tienen solución única. Esta solución cumplirá con las ecua 

ciones normales y con las condiciones impuestas, de tal 

forma que será la solución que nos interesa. 

Por ejemplo, 	si tenemos el 	modelo 	de 	diseño 	de 

experimentos 	con un 	criterio de 	clasificación 

Y ji ~11+¥ iij 
	

ir1,2,...,k 

j=l,2,...,n¥ 

de 	tal forma que si consideramos la observación •j del i - cesimo 

grupo tendremos E(Y 1j )=1.t•¥•'r, podemos escribir este modelo en 

forma matricial como sigue: 

135 
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x 	x 
0 

x 
2 

x 3 ... x 

1 	1 0 0 ... 0 

1 	1 0 0 ... 0 

1 	1 0 0 ... 0 

Y 
11 

 
12 

Y 
ln l 

E 
11 

12 

E in 

Y 
21 

Y 
22 

Y 
2n 2  

Yk i__ 

Y k2 

Y knk  

1 0 1 0 .,. 0 

1 0 1 0 ... 0 

1 0 1 0 ... 0 

1••••o 0  
0 ......... 

1 0 0 0 ... 1 

1 0 0 0 ... 1 

E: 
2i 

E 
22 

E 2n 
2  

k1 

E k k2 

knk  

T 
1 

T 
2 

T 
k 

C: 

equivalente a: 	 Y=X R+ 
- N N 

en donde 	(3 1= (p,T , ... ,Tk ) 
N 	 1 

Sabernos que las ecuaciones normales de este 

modelo están dadas por: 

XtX 13 = X 1 Y 

C( donde: 
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n. n* n e.. nk 	n 	Y.. 

n 	n 	0 ... 0 	n 	Y. 

`X' X) = 	n 	0 	n 	... 0 	(X' Y) = 	n 	Y 

nk  0 0 	nk 	nk Yk  

con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones normales: 

n. + n1T1 + n2T2 + ... + nkTk = n. 	Y.. 

n1p + n i T 1 	 = ni 	Y1. 

nzli 	+ n2T2 	= nz Y 2 . 

nk ú 	 + nkTk = nk  Yk. 

En este caso, la matriz (X'X)- 1  no existe ya que XIX 

es singular. Esto se debe a que las e,cu.aciones normales no son 

linealmente independientes ya que la primera ecuación es la suma 

de las otras k ecuaciones. De hecho tenemos k ecuaciones 1.1. y 

k+1 (u1 T1,..., k) parámetros a estimar. 

Para poder determinar de manera unívoca estos paráme-

tros es necesario incorporar una condición a las ecuaciones nor 

males, por ejemplo: 

n l T 1  + n 2 T2+ e.. + nkTk = 0 

Esto nos da una ecuación adicional 1.i. a las ecuaciones 

normales, de tal forma que si tomamos k ecuaciones de las ecua-

ciones normales y esta condición adicional, obtendremos un con- 

junto de k4-1 ecuticiorles 1. i. las cuales podrán ser usadas como 

ecuaciones nornmales. 

5 1 quitamos la primera de las ecuaciones normales y ríos 

(,Ilr'.daiilcl'. con1 e 1 	subco l j  un top 

1 
1 
1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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ni u + n1T1 	 n1Yi. 

A. 	 n 
n 2 V1 + 	n2T2 	 = n2Y2. 

n 	 n Y . nk u 	 + k T k 	= k k 

equivalente en forma matricial a: 

fi nl 0 ... 0 	ii 	n 1 Y 1 . 

n ? 0 n2... 0 	T1 	n2Y 2. 

nk 0 	0 	•nk 	T k 	r¥kYk• 

M = m 

al incorporar la condición LS = 0 en donde L= (0,n1,n2,...,nk) 

tendremos el sistema 

1.L 0 

de k+1 ecuaciones lineales l.i. el cual podremos considerarlo 

nuestro conjunto de ecuaciones normales. La solución a este sis 

tema cumple con las ecuaciones normales y con la restricción pro 

puesta. 

Nuestras ecuaciones normales, 	son entonces: 

n¥jI -4- 	nr i'r - 	nlY1 . 

n2 jl + 	11 2. 2 

nk1 + 	k 	k nkY!< 
h 

1 't 1 	+ 	11 1 	r 2 +... 	a 	nk  w 0 
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De las primeras k ecuaciones, se desprende que: 

que substituyendo en la última ecuación se tiene: 

k 
0 = 	E 	ni uí 

¡=1 

k_ 	,, 
= E 	n¡ ( Y¡.-lt) 

1=1 

	

n 	 r  k 

	

= E 	n¡Y ¡. - 	E 
i=1 	 ¡=1 

n i  

= n. Y.. - n.p 

por lo cual tenernos que: 

11 	= 	Y . . 

y T¡ = Y¡. - Y.. 
siendo esta la solución que buscabamos. 

En general lo 	que 	nos 	interesa 	encontrar 	es 	la 	suma 	de 

cuadrados, ya 	que a 	partir de 	ésta 	es 	que 	sacamos 	conclusiones 

en 	Análisis de 	Varianza. 

Como vimos en 	la 	sección relacionada 	a 	pruebas 	de 	hipó- 

tes i s, 	la suma 	de cuadrados del 	modelo 	Y=X(', 	+ 	f.. 	e s t 	da (1 ¿1 	,por 

Y' Y  

y 	la 	reducción eti la 	suma 	de cuadrados 	al 	1ncorpor-Ir 	los 	pa 	í- 

ti)( 	1.r'os (3 	0l 	mode10 est 	dada 1)or 



h 
¥3 XI Y - n 2y2 

Estas relaciones permanecen aún si XIX es singular y 

no puede ser invertida y se necesitan condiciones extra de la 

1 
forma LS = 0. 

No importa la forma de L., la suma de cuadrados del 

modelo completo e¥tnv¥,r►f¥r¥k Si tenemos b; y b.,. dos soluciones a 

las ecuaciones normales provenientes de distintas condiciones 

vemos que: 

X' Xb l 	= X' Y 

X' Xb 2 	= XIV 

de donde 

b'1 (X'Y) 

por lo que 

= b1 1 (X'Xb2) 

_ (b'1X'X) b2 

_ (X'Xb1)' b2 

_ '(X1 y) 1 b 2 

= Y' Xb 2 

= b 2 ' X' Y 

Y' Y - b'1 X' Y 	= Y' Y ..- b'2 X' Y 	0 

Veamos un ejemplo numérico: 

Su pon (j amos que de 1 modo 1 o 

Y iÍ - + 'ri + i:i.i 

o1)tene(11O5 I()5 S i q11 ien Les dalos 

í= 1,2 

j= 1,2 

1)1 0 



t 9 110 

10 110 

5 101 

1 3 101 

1I 

TI 

T2 

+ 

vil 	_ 	+ 	T 	+ 	c11 	= 9 

Y 1_ 	= 	Vi 	+ 	T 1 	+ 	C2 1 	= 10 

Y21 	= 	1.1 	+ 	T 2 	+ 	9,2  1 	= ' 5 

Y 22 	= 	11 	+ 	T2 	+ 	C22 	_ • 3 

equivalente a 

es decir, 

Y = XO + E 

de donde las ecuaciones normales X'X= X'Y resultan: 

1 1 0 	 9 
11  

1 1 1 1 	1 1 0 	 (1111\ 	10 	27 
T 1 	 —  

1 1 0 0 	1 0 1 	^ 	 1 1 0 0 	5 	19 
IT2 

0 0 1 1 	1 0 1¡ 	 0 0 1 1 	\ 3 	 i3 

11 2 2 	u 	 27 

2 2 0 	T 	 = 	19 

2 0 2 	r 2 	 8 

Como X'X es singular, es necesario incorporar condicio-

nes. 

Tomando las 2 ultimas ecuaciones norrlla1es e incorporan -

do la cundiei6n: 



1 1r 2 

tenemos que: 

2 u + 2 Ti = 19 
ts 

2 p + 2 T2 = 	8 

Ti + T2 	- 	0 

y si incorporarnos la condición 

( 2 ) 	T1 = 0 

tenemos 

b4 ' = (6.75, 2.75, -2.75) 

ti 

	

2 U + 2 T 1 	= 	19 

	

2 }, + 2 T 2 	= 	8 	b' (9.5,0,-5.5) 

	

T1 	= 	0 

Por-  lo que la suma de cuadrados al poner-  la condición 

(1) es: 

9 
10 	 (27\  

Y'Y - b'1 X'Y 	= ( 9,10,5,3 ) 	5 	- ( 6.75,2.75,-2.75)18 =215-212.5=2.5 

r 
y al poner la condición (2) es: 

9 

	

10 	 (27\ 

	

Y'Y-b'2  X'Y= (9,10,5,3)j 5 - 	(9.5,0,-5.5) 	19:215212.5=2.5 

	

1.3 	 8)  

Conio venlos darla 	cua1yuier 	condicir6ri 	ad1C1 una 1 	a las 

ecuaciones 	normales, vemos 	que 	la 	suma (le 	cuc{rvcios del e rror 

en 	el 	modelo comp1e.to no 	varía. 	En 	general podemos decir-  que 

la 	t: ab1a 	de 	Aria 1 	1 	s 	i 	s de 	V¿rriarrza 	1) ara -  a probar 	una eierI_a 1rij)c:,- 

1vsi ;, 	co1ueide para cua1(1uíer 	t. 	11)o 	de r e 	a r 	ni(,i.r 1 	ae166rt.-- 
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1 2) ' Reparametrización 	Expl ícita.- 

1 Como 	v 	rnos 	antes, 	cuando 	X 	(nxp) 	es 	de 	rango 	i ncomp 	e 

to, 	sabemos 	que 	se 	debe 	a 	que 	algunas 	de 	las 	variables 	depen- 

imposible 	encon- den 	linealmente 	de 	otras, 	por 	lo 	que 	resulta 

trar 	un 	estimador 	de 	los 	parámetros 	determinado 	en 	forma 	uní- 

voca 	por 	las 	ecuaciones 	normales. 

1 
Como 	ciertas 	variables 	dependen 	de 	otras, 	resulta 	1ó- 

9 ico 	pensar 	que 	es 	posible 	explicar 	nuestra 	variable 	dependien 

te 	( 	Y 	) 	en 	términos 	de 	menos 	variables, 	las 	cuales 	sean 	inde- 

pendientes 	entre 	sí; 	a 	este 	proceso 	le 	llamamos 	Reparametriza 

ción 	Explícita. 

Al 	obtener 	un 	conjunto 	de 	k<p 	variables 	independientes 

' que 	nos 	describen 	a 	Y 	tan 	bien 	como 	el 	conjunto 	total 	de 	varia 

bles, 	es 	posible 	encontrar 	un 	nuevo 	modelo 	de 	rango 	completo 

á (k), 	en 	base 	a 	las 	nuevas 	variables 	que 	nos 	dn 	la 	misma 	infor 

oración 	sobre 	Y 	que 	las 	p 	variables 	originales. 

Si1 	tenemos 	e l 	modelo 	Y 	Xí3 	+ 	e 	con 	X 	(nxp) 	de 	rango 

k<p, 	sabemos 	que 	k 	de 	las 	ecuaciones 	normales 	son 	independientes 

r  y 	que 	las 	ot:ras 	dependen 	de 	estas, 	por 	lo 	que 	trataremos 	de 	rr

1 	

.•- 

paranietrizar 	nuestro 	modelo 	y 	en cc) ntrar 	un 	modelo 	d 	rancio 	e.ow 

¡Meto 	k. 

1 	Por repaarametri7ac¡on v.arnios a centerrder un, -  r t:r - rrns;fc>rrrrr,- 

1 	ci¿n del Ve c.tor de par me1:ros (' al vector 	de 1 a 1 forrnr e¡uc 

c

1  



en donde cada componente al de a es una función estimable. 

Sabemos que una función c' es estimable si 

c'3 = E ( a'Y ) 

= a'Xí3 

c' = a' X 

es decir, c' es un vector de 1xp que puede expresarse como com 

binación 1 ineal de los renglones de X. Como X solo tiene k ren 

glones linealmente independientes (por tener rango = k), a lo 

más podremos encontrar k vectores cl',C2',...,ck' linealmente 

independientes en este espacio. 

De esta manera sabemos que a lo mas tendremos k funcio 

nes estimables 	I, i 

a¥ 	= c 1 r 

az = 

or.k= c k 

para reparametrizar nuestro modelo. 

Si l lamamos 
a1 	 c 1 f 	C 1 

(12 

a 	- 	 _ 	= i; 	:. U í; 

cx l¥ 	 c < (' 	C k 

C 1 
te11drel11()s (111e U = C; 	Chi tina matriz (:le di(11e115IUn i':Xp) y rn(I fi  

C1k 
1C' O . 
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Para poder reparametrizar nuestro modelo, es necesario 

construir una matriz cuadrada U , de rango completo (p) , por lo 

que es posible agregar p-k vectores 1.1 a nuestra matriz U, de 

tal forma que: 

U 
_ 

(
Ul 

en donde U-. es de dimensión pxp y rango completo (p). 

Por ser U de rango completo, sabenios que existe su in 

verso U-;- 1 , la cual también podemos partir en dos mat r i ces : 

U'- 1 = ( W, Wi ) 

con W de dimensión pxk. 

Con las matrices U-c y U-¥-' podremos obtener relaciones 

de gran importancia para nuestro modelo rep-arametrizado. Sabe-

mos que (U-,)(U-:- 1' _ 1, e'n donde 

U 
(w ,W1 

U ] 

De aquí podemos obtener que: 

UVI 1 = 0 

cI 

c¥ 

Wr 	=0 

cN 

Por s r ci e,a¡rridbl( 	5( 1)ur.-(I P (X1)res. ¿Ir c.n la forma ci--Ni X 
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1),6 
a 1 ' X 
a2 'X 

v 
	 W 1  = 0 

a'kX 

a '  1 
a' 2 

XW 1  = 0 

a'k 

por lo que podemos concluir que XW1 = 0: 

Por otro lado, sabemos que (U-- 1 )(U-z' _ 1, de donde 

U 
( W, W1 ) 	 _ (WU +.v 1u 1 ) = I. 

U .  

Con estos resultados, vemos que nuestro modelo 

Y = X(3 + r✓ , lo podemos escribí r como 

y = XU:.- 1  11 	p, ± £ 

= x (wu + W 1 U1 ) r + 

= XWU() + XW 1 U 1  ( 	+ 	E 

10 cual podemos reducirlo a 

Y= 	X W U (?, r- 	r 

ya que corno vimos antes, XW1 = 0. 

L 	amando 7--XW y 	(í --UJ(', en 1 o ti ce 	e s poi; 11) 1 e e c r i ti i r tinte: - 

t ro 111co cie 1 o 

Y== Z( -3- r. 

en 	dondei ti 	7 c<; tint-1 i1 ]1 r i 2 (le nxk de i atigo k 



Para estimar a o cualquier combinación lineal de ésta, 

usaremos las ecuaciones normales: 

A 
Z'Z a = Z'Y 

las cuales tienen solución única. 

Este estimador de a, posee todas las propiedades de los 

estimadores del modelo de rango completo y las conclusiones se 

rán obviamente en referencia a este nuevo parámetro. 

Para ilustrar este método de reparametrización, tome- 

mos el ejemplo anterior- en donde teníamos los siguientes datos: 

Y11 = U + T1+ Ei1 = 	9 

Y 12 = u + 11-f- C12 = 	10 

Y21 - 11 + T2+ E21 = 	5 

Y 22 = u + T2-I- e22 = 	3 

del modelo 

Y = X ¥3 + C 

en donde 

g 	 110 1 
10 	 M 	 1 110 1 

Y 	= 	5 	, 	 = l;1  y 	X = 	101 	de rango k=2 
3) 	 rz 	 \ 1 0 1 

Como vimos antes, XX es singular, ¡por- lo que no Pode 

mo s estimar 	Í3 en forma unívoca; nos interesa entonce s e')t ininr 

ciertas funciones de los pa Hnietros, 
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Vi 
al = 	Ii 	+ 	Ti 	= ( 1 , 1,0) 	Ti 	 = c l ' Í3 

T2 

11 
a2 = 	Ti 	+ 	T2 	= ( 1, 0, 1) 	T 1 	 = c 2' 3 

T2 

Vemos que 	al y a 2  son funciones 	estimables 	linealmente 

independientes ( 	ya que ci' y c2' 	son 	1..). 

Tenemos entonces que 

1 1 0 
a =U _ 

1 0 1 

Nos interesa ahora encontrar un vector 1 , i . a U para 

poder construir la matriz cuadrada de rango completo U. 

Se puede ver claramente que el vector ( 0 3 1 ,0 ) Sat i s- 

face esa condición, con lo cual hemos encontrado la matriz 

1 10 
U-< 	= 1 0 1 

0 1 0 

y 
1 0 -1 

U- - 1  z0  0 1 
-1 1 1 

1148 

en donde 

por 1c que 

10 
W 	- 	00 

-1 1 

	

1 1 0 	 1 0 

	

1 1 0 	1 0 	1 0 

	

Z = XW == 1 0 1 	0 0 	= 	O 1 

	

1 0 1 	-1 1 	0 1 

de 	1-  ari o cO1n1 1 	t O - 2 



fÍ 
cx1 	 )I 	+ 	T1 

a 	
= ( 

a2 	¥1 	+ 	T 2 ) 

De esta manera hemos obtenido el modelo 

Y = ZcG + E 

de rango completo = 2, en donde C,(, es un conjunto de funciones 

estimables 1.1. Las conclusiones sobre este modelo estarán da-

das en términos de estos nuevos parámetros, los cuales pueden 

ser obtenidos en forma unívoca de las ecuaciones normales: 

Z'Z = Z'Y 
-1 

en donde 	 d = ( Z' Z ) 

2 o\'  

0 2)  

.5 0' 

0 .5 ) 

z'Y 

9 
1 1 0 0 	10 

5 
0 o 1 i 	3 

9 
1 1 0 0 	10 

5 
0 0 1 1 	3 

(9. 5¥ 

\ h 

II n e i L ¿1 f o I" fll ¥l hemos o b U e fi ( C1 l) 	1 (..) S e s U 1 in íl d o res d e f 1 u e s 

t ro 5 Il U(' V  `s 1) í1 I' 1me 1 rC) i 

jI 	-1- 	C 1 	9 . 5 



Sí obtenemos la suma de cuadrados del error del modelo, 

vemos que: 

A 

	

SCE = Y'Y - a'Z'Y 	 9  

215  - 
 

11 o o 	10 
0 0 1 1 	5 

3 

215 - 212.5 

= 2.5 

siendo ésta la misma que obtuvimos al reparametrizar el modelo 

en forma implícita. En forma intuitiva resulta lógico pensar que 

dada cualquier reparametrización la SCE no varía, c:ebido a que 

al reparametrizar un modelo lo único que hacemos es expresar la 

misma información obtenida en la muestra, en términos de dís-- 

tintos parámetros. 

Par- a repar- ametrizar-  un modelo, hemos visto que necesita 

mos un conjunto de k funciones estimables 1.i., sin embargo, 

podernos encontrar varios conjuntos diferentes de k funciones es 

timables 1. i., por lo que pueden existir distintas reparametri- 

zaciones de rango completo; por ejemplo, en el modelo Y=X +- 

supongamos dos reparametr- izaciones de rango completo: 

Y = Za + c 

y 	Y = Tó + E 

Por definición esto impl ica que existen matrices U y V 

de 	d i mens 1 6 n pxk y raango k tal que 

cx 	U(, 

d 	Ví 
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c 	
íI\ 

pero como U = (ck en donde cada c'i es una combinación lineal 

de los renglones de X y 	di' 

	

V =d , 	en donde cada d' i  es una 
k 

c.l. de los renglones de X, sabemos que existe una matriz A no 

singular tal que U=AV lo que nos indica que existe una relación 

lineal entre las reparametrizaciones de rango completo. Esto 

quiere decir que si el modelo repa ramet r i zado de rango completo 

Y= Za + 0 se usa para estimar la función estimable X' 	y si 

cualquier-  otro modelo reparametrizado de rango completo 

Y = TS + e se usa para estimar a'(3 , entonces las dos estima- 

clones de X' 	son idénticas. 

Con esto podemos concluir que cualquier- reparametriza- 

ción de rango completo nos dá la misma estimación de la función 

estimable X'(3. 

Si se el i je U de tal forma que Z sea una matriz o rtogo- 

real ¡.e.,tal que Z'Z sea diagonal, entonces se tiene un modelo 

en el que los elementos de (i• estati no correlacionados. 

Es pos i1)lo. demostrar que esta repararnetrizaci6n siem- 

pre existe y se 1e 11ama Re parametrizcac1ón Or►.ogC)I1ri1 y la ven - 

taja que obtenerlos es que la invers•iórl de (7 7) es muy senci 1 la 

de obtener, 10 cual nos sirllp1ifIca mucho la e')tiIIlacion de los 

pa r0Ille t 1'os 

1 
1 



Y = 	11+ T 1 + T2 + ... + Tk + c 

que en forma matricial quedaría 	Y = XP; + E 	con 

Y 11 	 1 	1 	0 	0 

Yln 1 	 1 	1 	0 	0 

1 	0 	1 

1 	0 	1 

0 

0 

1 	0 0 	1 

1 	00 1 

Y2 

M 
	

Y2n2, 	X¥ 1 

Y  

Yknk 

Consideraciones Finales.- 

Después de haber analizado el método de Análisis de Va-

rianza en Diseño de Experimentos y los métodos de Regresión y 

Reparametrización, podemos ver claramente que un modelo de di-

seño de experimentos visto como un modelo de regresión, tiene 

la matriz "X" formada por ceros y unos, siendo ésta de rango 

incompleto. 

Por ejemplo un modelo de un criterio de clasificación 

con k niveles: 

Yij= u+ T i + Eij 	con i = 1,...k 

j= 1,... ,ni 

puede verse como el modelo de regresión: 
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Todos los modelos de diseño de experimentos pueden verse 

como un modelo de regresión de forma análoga al anterior; no pon 

dremos su estructura matricial ya que por ser tan complicada no 

es posible apreciarla claramente. 

Todas las fórmulas planteadas en las tablas de Análisis 

de Varianza para diseños con dos criterios de clasificación se 

basan en el supuesto de que todos los tratamientos tienen el 

mismo número de repeticiones lo cual no siempre es posible de 

lograrse, en situaciones en que no se tiene igual número de re 

peticiones en cada tratamiento o que existe alguna combinación 

de los niveles para la cual no se tienen observaciones, se dice 

que el modelo es desbalanceado. 

El cálculo de la tabla de Análisis de Varianza para estos 

casos se dificulta, por lo que es necesario recurrir a diversas 

reparametrizaciones del modelo para obtener las sumas de cuadra 

dos requeridas para las distintas pruebas de hipótesis. 

Se presenta a continuación un ejemplo de un diseño facto 

rial desbalanceado el cual se analiza a travós del uso de las 

técnicas de reparametrización. 

E 

E 



1 	 ló4 

E J EMPL O 

Sabemos que las semillas tratadas con radiaciones sufren daños fisio 

lógicos que disminuyen la efectividad mutagénica de la gente, por lo que se 

ha introducido el uso de radiprotectores, substancias químicas que protegen 

a los organismos tratados de las radiaciones ionizantes, permitiendo que un 

mayor número de plantas expresen los cambios genéticos producidos por el a- 

gente mutagénico. 

Es por este motivo que nos interesó probar cual de 3 radiprotectores 

resulta mas eficiente a distintas dósis de radiación. 

Para hacer el experimento se eligió semilla de cebada variedad ¡lima 

laya ya que existen antecedentes de ésta en investigaciones de mutagénesis 

y radiobiología. 

Se eligieron lotes de 100 semillas y se hicieron 3 repeticiones por 
tratamiento; los lores fueron pretratados aleatoriamente con tres tipos de 

protectores: agua, aminoetil isotiourea (AET), y L-Cisteína durante una ho-

ra, a 9 distintas dósis de rayos gamma de 60 Co. Las dósis fueron : 0, 100, 

200, 400, 600, 800, 1000, 1200 y 1400 Kr. El agua fue usada como testigo. 

El experimento se hizo en un laboratorio, pudiendo tener como con-

diciones experimentales la luz, temperatura y humedad. 

Las plántulas fueron evaluadas al término de su crecimiento, midien 

do su longitud a fin de cuantificar el efecto de las sustancias protectoras 

y las dósis de radiación. 

Algunos de los tratamientos no fueron observados por lo cual se ob-

tuvo un modelo desbalanceado. Estos tratamientos fueron: aplicación de agua 

a 1200 Kr. y aplicación de agua a 1400 Kr. 

Con esto podemos ver que nuestro modelo es de dos criterios de cla-

sificación con interacción: 

Yijk = p + al + í3j +a(3ij + cijk 

!I 

ri,  
1 
1 

en donde 

Yijk 

al 

a f3  i j 

rijk 

•s la lana;Lud de la plántula después de haber aplicado el proyectos 

i y la dósis j en la k-ésima repetición. 

es el efecto de aplicar el protector i. 

es el efecto de palic.ar la dósis j. 

es la interacción producida al pal icor el protector i y la dósis j. 

es el error aleatorio. 

E 
1 
1 
1 
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Kr 

0 

100 

200 

400 

800 

1000 

1200 

Long.plántu¥ 
la 	(rn ) 

153 
155 
1 Ç 
10 
10 
10 
8 

9 
10 

12 
11 
11 

13 
13 
8 

4 

6 
8 

8 

Las observaciones obtenidas fueron: 

Dosis 	A G U A 

1400 

A E T 	L - CISTEINA. 

Long.plántL Long.p1ntu 

	

la (mm) 	ala (mm) 

	

157 	153 

	

157 	157 

	

155 	__ 

	

1) 	11 

	

10 	11 

	

11 	12 

	

11 	10. 

	

10 	11 

	

12.. 	.11 

	

12 	,• 	10  

	

11 	12 

	

11 	t 	10 

	

14 	12 

	

1 2 	11 

.._.13..._.¥. 	11 

	

13 	; 	14 

	

1 3 	! 	13 

	

12 	 i 	13 
12 9 

	

11 	8 

11 

	

10 	9 

11 

	

9 	 9 

	

10 	9 

	

10 	a 

Como es un modelo desbalanceado es necesario reparametrizarlo para 

obtener los valores de las sumas de cuadrados y hacer el an5 l i s i s de va r i anza . 

Nuestro modelo de regresión sería: 

i 	 Y 	X( -  + -c 

en donde X es 



156 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
	x. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

U cy c+, a3 ¥ íli fas í, 6 ¥ti ¥ k¥ (9 ¥f a¥cxE,ic¥yGciEs:yE c ( (¥n¥3cl(3cY(¥a(¥n(¥a(3ci3a ¥¥(raRaaa(3a¥in ixk'n(ia(¥a¥?n(i 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 00 00 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 00 1 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 00 00 1 0 0 00 00 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 00 00 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 00 00 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 00 00 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 90 00 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 10 00 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 00 00 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 10 00 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
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0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 G 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
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0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
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	 l5t 

Si hacemos una reparametrización en donde 

I Rl 

RO = 1 

= 	1 

cuando 

cuando 

el 

el 

nivel 

nivel 

de 

de 

dósis 

la 

es 

dósis 

igual 	a 

es 	100 

0 y cero en otro 

en otro 

caso. 

y cero caso. 

R2 = 1 cuando el nivel de la dósis es 200 y cero en otro caso. 

'  R3 = 	1 cuando el nivel de la dósis es* 400 	y cero en otro caso. 

R4 = 1 cuando el nivel de la dósis es 600 y cero en otro caso. 

1 R5 = 1 cuando el nivel de la dosis es 800 y cero en otro caso. 

R6 = 	1 cuando el nivel de la dósis es 	1000 y cero en otro caso. 

R7 = 	1 cuando el nivel de la dósis es 	1200 y cero en otro caso. 

El 	nivel 	de dósis = 1400 queda determinado cuando RO = 	... 	= R7 = 0 

Ti 	= 	1 cuando el protector es agua y cero en otro caso. ' T2 = 1 cuando el protector es AET y cero en otro caso. 
' 	 El nivel protector = L-Cisteína quéda determinado cuando T1=T2= 0. 

'Las interacciones quedan determinadas por el producto de los par 

metros RrT 

	

	

ó 

J• (Donald C. Weber, Miami University, 1971.) 

1 	Vemos que en este caso tenemos el modelo de regresión Y=Za + C- 

en donde Z es como se muestra en 	la 	siguiente página.  i Podemos ver que en esta 	forma fiemos obtenido una 	reparametrización 

de rango completo. 

1 Como para hacer el Análisis 	de 	Varianza, necesitamos encontrar 	la 

suma de cuadrados del 	factor A 	(SCA), 	la 	suma de cuadrados del 	factor 	B 	(SCB) 

la suma de 	cuadrados de 	la 	interacción (SCI) 	y la 	suma de cuadrados 	del 	error 

(SCE), 	es necesario hacer varias regresiones. 

Si hacemos una regresión con todos los nuevos parámetros 

1 	1) 	Y = RO + Rl + ... + R7 + Ti + T2 + ROT1 +...+ R7T2 + 

podremos obtener 	la SCE 	de nuestro modelo original. 

Si 
	hacemos una 	regresión 	con 	todos 	los 	pa ramet ros excepto aque= l 1 os 

que nos i nd i can 	la interacción, 	tenemos 
2) Y 	= 	RO 	-i*- 	R 1 	A- 	... 	-r- 	T2 	+ 	C- 

(esto es equivalente a 	probar 	la 	hipótesis 	de 	que 	lo-) 	coeficientes 	de 	las 	in- 

te racr.Iones son 0) , la SCE de este modelo menos SCE en cal modelo compleI u nos 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
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rC Rº Rr R. R, Ry R,. R R i Ti T. f¥TNTRT¥RT¥RTRTfjTRT, jTRTRTRT¥J.RTF TRT 

1 1 0 0 00 0 0 0 1 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 10 1 00 00 0 0 0 0 00 0 0 0 00 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 10 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 
10 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 ,0 0 0 0 0 00 
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 '0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 00 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0. 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 00 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 

1 0 0 0 0 0 0 0 10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (10 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 o o o o o o o o o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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RO 

R1 

R2 

R3 

R4 

R5 

R6 

R7 

Ti 

T2 

ROT 1 

R1TI 

R2T 1 

R3T1 

R4T1 

R5T1 

R6T1 

R7T1 

ROT2 

R1T2 

R2T2 

R3T2 

R4T2 

R5T2 

R6T2 

R7T2 



daría la SCI. 

Si hacemos una regresión con todos los parámetros relacionados con 

el factor A: 

3) Y= RO+ •.. +R7+c 

(esto es equivalente a probar que los coeficient©s del factor B son cero), la 

SCE en el modelo menos la SCE en el modelo sin la interacción (2) nos daría 
la SCB. 

Si hacemos una regresión con todos los parámetros relacionados con 

el factor B: 

4) Y=T1 +T2+E 

(esto es equivalente a probar que los coeficientes del factor A son cero), la 

SCE de este modelo menos la SCE del modelo sin la interacción nos daría la 

SCA. 

Haciendo estas regresiones en la versión 7 del paquete estadístico 

SPSS hemos obtenido los siguientes resultados: 
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0.Y¥¥'5 ).YY9¥Y O,O0O0V 
75 . 	/Y;Y  

O.9¥¥7 ),.`'.`¥¥O O,OSÚO| 
4YYY75  .¥¥¥¥` ~i 

O.Y9Y/5 ().'Yr50 .¥Ú`¥;(' 
'2`7 ('i,'/;:`¥ O.,)'/0¥¥| 

.YY'/85 0.''`(' v."V0|¥' 
V^'/Y¥¥¥5 u).r''`' . :'.0h``` 
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TRANSPÚCE LLi/U1k[D,^:¥¥ WURDS 
36 Tti/¥.FURhA[ldtS 

0 REL.ULL. V\LUES f LAG VARIA¥LES 
148 Il:/L.Uh}UT[ O[RATIONS 

CPU TIME kLOUlR[D^° 	2^42 SECOND3 

REGRE8S]ON 	VAklABL¥S=V¥~k0 [/| |// 
R!¥¥CESCIOV`'JI Wi[H k(/ /'` |/¥¥-'). 

***** REGRESSlUN PROBLLM REQUlRES 	2/9 WORD 	 , NOi 	 HU /1:S¥¥//,US  

EJEMPLO DE REPARAMETRIZACION 1I/1 /82 	 PAGE 

FILE 	NONAME 	(CREATION DATE = 12/11/82> 
 

/¡ [ ; k í S S I  	. 	1 
DEPENDENT VARlABLE~, 	V1 	 ALTURA pLúNTULA 	 REGRES¥ION L¥¥T i 

VARIABLE (S> ENTERED UN STEP NUMBER 1~^ 	R7 
RO 

. 	 k1 
P2 
R3  
R1 
1 
R6 

MULTIPL[ R 	 0,v9y¥3 
k SQU/\kE 	 ü.9Yy26 
ADJUSTED ¡ 	OUARE 	0^99918 
STANDARD ERROR 	1^35928 

DF  

RLS]DÜ ) 1. 

----------------- oARIABLES IH THE EQUAFION -------------- 	-'— 

VARIABLE D .:EL 	 /D [RROk 8  

R7 
R0 

0^50O000o 
116^O000 

O.O2O3 
1. 	83 

0^784¥'O 	¥.4¥.. 
0,716¥¥  

R1 1.''55 0^O1075  
R2 0^8888889 O^ O0614 ')^71a1O  
R3 1.77J778 0^0í228  

DF 	:.UK UF SQ3Ak[S 	 MEAN SO(}AR[ 	 F 
U. 	 ¥O1Y,73028 	 11214^141O0 

	

121,9i1i4 	 1^847¿4 

-' ---------- VAKlABL¥S KUT IN THE EUUA|]ON 

1 	 1I: 0FTA IH 	7kTIL 	TOLERANCE 	 F 

` 



¥5 
R¥ 
(|¥1.)H8[('iN1) 

¥>~j¥Z¥¥  

- 	:.i  

ALL V¥kIABLES A8E /N >UF. EUUATIUN 

ST¥TISlICS WHICH CAANOl 8E COMP(JTED ÚI 	PR]NTED AS ALL NlHiS. 
EJEMPLO DE R[PRAAET 	1UH 

FlLE 	NUNAME 	(CREA7lOH DATE = 12/11/U2) 

******************::**** MUL[I!`L/ 

DEPENDENT VARIABLE,~ 	V1 	 ALTURA PLANTULA 

12/!| 	 P¥:E 	O 

1 
REGRESSION L|ST 1 

VA8IABLE 

R7 
RO 
R1  
R2 	 . 
R3 
R4 
G5 
R 1. 

(CONSTAHT) 
EJEMPLO DE REPARAMETRIZAClON 

MUL}I/`L[ 	K R 	N.'.kE kSU 	1.tHo6E S]ÜLL 

^ ui .]1 	3: 
. '^'Y•1| 

0-9Y¥1¥ ¥ O 	}'i'.)) . ^¥/8 
9`/!`13 O9,:  .; 	')o,}i -0^14OV1 

.9:1 .¥Y¥:`¥ ``'¥(`¥.)o -(',|3J03 
-¥^1219 

0.¥9963 O,9¥926 0^OOO17 -v^¥¥'y¥¥ 
0.99Y63 O,9¥Y¥'/' ¥0Ú;0 -,.]ooYY 

11/82 

8 

0.5O0()V0 
|16.(|0¥¥ 

0.38U8UUY 
1.77/7/O 
¥^2222¥2 

22¥ . !2¥ 
. 9773065E-O9 
Y~J33¥J3 

PA6E 	9 

CPU TIME REQU ti. FE. D.^ 	0~47 ECUNDS 

VÚk[ 1..[S''V1,)1, Y 
KE6RESSlOM=V1 WlTH li,T¥¥(2¥/ 

;:** RESKEGS]UU PkuN'LM kt.UU[RES 	57 	 T 1¥CLUl.111G NI.lDUhL6 ¥¥:,1 ,i 

EJEMPLO DE RLPARAMETRIZACION 	 12/1 	 GE 	1O 

FILE• NONAME 	(CREATION UA[E = 12/11/82) 

. h U L lF l P L L 	|: L 6 R [ ¥ : 1 U N * * t i< *: * * 	. * * ; * 	VARlASLE L[S[ 1 
1[G<E3SION 1.. 1. 	1 

DEPENDENT VARlÚBLE^^ 	V1 	 AL>l/RA PLANTULA 



_¥¥ _¥¥ _¥¥ _¥ _¥ _¥ 	_¥¥ _¥¥ _¥¥ 	_¥¥ 	_¥¥ -- --¥ 

VAR1¥1¥Lt:.(S) [NTEKEU ÚX S(EI 	 1~. 	|2 
11 

HUL[lPLE R 	 O~O3557 
R SOUARE 	 O^00127 
ADJUSTED R SQUARE -0^0264O 
STAUD¥RD [RRUR 	47.9¥844 

o¥  
^/./¥ 

Y^ 

MEAN SOUARE 
10).93037 

230O^Y/]]9 
0^01:..60 

--------------'-' Vo!:IABLES IN THE EQUAT[ON ---------------'- 

VARIAB¥E 	 D 	 Dz:;[A 	STD ERúUk B  

T2 	 0,88888O9 	O. 0090/ 	13,0553ú  
T1 	 4^0740"4 	 0^03890 	13.95¥76 	0,0¥|5 
(CONSTANT) 	26^59259 

ALL VARIADLES ARE IN THE EOUA[IUN 

STATlSTICS WHICH CANNUl' 1'E COMPUTED 	RlNTEU AS AiL t IH[¥¥. 
EJEMPLO DE REPAKtMEl'RIZACIUN 

FILE 	NOUAME 	(CVEATI(:N DATE = 12 /11/O2)  

*** :..* 	 *.*. *** 	 * 	 LTTPLF 

DEPENDENT VARlADLE^^ 	V1 	 ALTURA PLANTULA 

- -'------- Y¥t..U,ES NÜ| [N THE EOUATTON 

'(t) ¿ 	wE 	N 	F':'TI4L 	TOLER¥NCE 	 F 	| 

12/11/82 	 PAGE 	11 

|/F(¥RES¥.lU(' 	 A¥[A¥LELIST :1 
REGRESSlON LIS[ 1 

. 	 S|/¥MARY TÚxL¥ 

MU|]Th. 1'. 	R :/]UoC/ 	RSQ [ti:;; 	;lNPLE 2 

O'),0VY1J 	•,l,(»9 	̀).`'o00./ 	'O^0ÇiYJ:• 

/1/82 

D l¥ETA 

O^8838SO9 0.00907 
4^O/4O;'4 0^03890 
2¥^5Y259 

PIiGE 	12 

VARIABLE 
° 

T2 
l'1 
(COUSTANF) 
EJEMPLO DE R¥PoRAMETR1ZACIUN 

CPU T[ ME REOUII';:ED,^ 	O^37 SECONDS 

R[GRESS[ON 
	

VAR|úDLFS`C¥ )U  
RE¥N¥S3[O(J=V1 Wl1H  

¥:i,*** 8EGRESSION PRO0fM RFUTCES  ¥O5 WURUS (okKS|`oC[, //' t 



PNáLYSIS OF V(kIANC[ 
RECkESSIUN 
RESIDi!/1. 

EJEMPLO DE 3EP'P313:.|i:/7¥x¥T¥N 

FILE 	hOHAhF 	(CREA[ION D TE ' l2/i|/¥J) 

[¥Pi( 

DEPENDE 1T VAkIABLE,^ 	1)1 	 ALlURA PLANFUL¥ 

VARIA¥LE(S) ENTERED ON STEP NUhBER 1.^ 	¥O 
1 

R2 
R3 

|¥6 
k7 
T1 
T2 

MUL[I II. [ R 	 0^99Y74 
R COUARE 	 0,Y9948 

D.}USTED R SQUARE 	0^9994O 
S7ANDARD ERROR 	1^|5577 

---------------- VÚRTlBLES TN TV/ 

YAKIABLE 	 B 	 Dt.lA 	STD ERROR P 

R0 1¥.Ç^4521 1,0i196 0^6i719 19/-1^¥1 
R1 2^ 	07137 O^O/387 C.¿L/7¥ |e.|¥¥4 
R2 1.311270 O~OO¥27 0^.177Y  
33 1 O,^177v 1J^033 

O.u17/.$ ¥5.J7v 
k5 2.f O 	)l U48 1¥^74¥ 
R6 O~1 1)^OC313 O.61779  
R7 0.3O,O000 1)~0C 	38 0.6672y 0^5^1 
T1 •0')'j'6)O4 -0^O0871 0.3¥663 :,Y; 
T2 O.8O8OU8Y 0^O0/o7 0.3]454 7.935 
(CONST(tNT) 3J^8O8889 

ALL VAPIADLES ARE .3 ('3 [HE EQU0TION 

STATIST]CS WHTCH CANN0T RE COMPUT1:.D ARE PkINTEU A3 AU' N[UES. 
EJEMPLO DE REPARAMET8lZACIUN 

FILE 	NUNAME 	(CREAlIOH DATE = 12/11/82)  

|:| 	: 	 ,: 	.} 	,  
K[[k[SSlON LlS[ ] 

DF 	SUM UF :;u ';3:3; 	 MEAN 'SOUAkE 	 F 

	

,¥946O 	 (¥5:.'Y^42946 	 12411~48¥27 
6i. 	 85.A9,`O/ 	 1.33581 

- ------------  V 3}10U.ES NOT ]N THE EUUt []Vh -------------- 

VAk¥¥S/E 	BFl IN PI':T] 	TULE¥A¥CE 	 F 	| 

i /.'/ ¥ `, 	 |'..6F 	11 
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Como hemos visto en las regresiones, las sumas de cuadrados de los 

modelos 1,2,3 y 4 están dadas por: 

- SCE en (1) = 36 
- SCE en (2) = 85.49 
- SCE en (3) = 124.94 
- SCE en (4) = 165,669.92 

Con estos valores podemos sacar las sumas de cuadrados de la Tabla 

de Análisis de Varianza, siendo éstos: 

SCE = 36 
SCI = 85.49 - 36 = 49.49 
SCA = 165,669.92-85.492 = 165,584.428 

r 
SCB = 1,24.944 - 85.492 = 39.452 

Por lo que la tabla de Análisis de Varianza queda: 

FUENTES DE VARIACION SC GL CM F exp 

Tratamiento 	(AGUA, AET Y L-CISTEI 2 
NA) 

 39.452 20.07 28.41 

Dosis 	(1) 165584.428 8 20G89.48 29277.39 	•`•` 

Tratamiento X Dosis 49,4 14 3.91 5.53 	*• 

Error 36 50 0.71 

T 0 T A 1 165645.99 74 

* 	DIFERENCIA SIGNIFICATIVA AL 5% 

* 	DIFERENCIA ALTAMENTE SIGNIr!CATIVA. 

(1) p 	0, 100, 200, 400, , O, 800, 1000, 1200y 1400 Kr. 

+ 	 EN CADA 'Ct ETICION SE TABULARON 100 OBSERVACIONES. 

Como la interacción fu é significativa, esto nos indica que para 

saber dónde se encuentran las diferencias en los factores es necesario partir 

el otro factor en sus niveles y captar las diferencias en cada nivel. Esto es, 

para cada nivel de dosis veremos si hay diferencia entre los protectores y 

para cada nivel 	de protector veremos 	si 	hay 	diferencia 	entre 	las 	dosis 	aplica- 

das. Por el 	método de Tukey se obtuvieron 	los 	siguientes 	resultados: 

1 
1 
1 

t] 
Hl 
Hl 

1 
u 

1 i  

1 
1 
1 
Ll 
Li 
1 
1 
1 



m m  PR A DEIUKEYPARA C01EARAJQN MU"LE WEDIíbDE JWLTUWE "PLA"AS 
<) DE SEMILLAS DE CEBADA TRATADAS UNA HORA CON AGUA, AET y L-CISTEINA ANTES DE LA IRRADIACION -

.A 

 

'DIFERENTES DOSIS ALTAS DE RAYOS GAMMA DE 6OCo. 
1' 1 

TRATAMIENTOS 

A G 	U 	A A 	E 	T L - CISTEINA 

1 154.33 1 156.33 1 155.33 

5 13.33 5 13.00 6 13.33 

4 11.33 	1 	T 6 12.67 2 11.33 

f 2 1,0.00 	1 7 12.00 5 11.33 	j 

3 9.00 2 11.33 3 10.67 

6 8.67 4 11.33 4 10.67 

7 8.00 3 11.00. 8 9.00 

8 - 8 10.67 9 9.00 

9 - 9 9.67 7 8.67 

Dosis 1-0, 2-100, 3-200, 4-400, 5-600, 6-800, 7-1000, 8-1200, 9-11400, 10-1600 Kr. 

--4 DIFERENCIAS NO SIGNI►'ICt.TIV,Y AL Y. 



Prueba de Tukey para comparación múltiple de medias de la altura de las plántulas 

(mm) de semillas de cebadas tratadas una hora con AGUA, AET y L-CISTEINA antes de la irradia--- 

cien a ,diferentes dosis altas de rayos gamma de 60Co. 
DOSIS (Kr) 

0 100 200 ,400 600 800 1000 1200 1400 

T2 156.33 T2 	11.33 

1 
T2 	11.00— T1 	11.33 T1 	13.33 T3 	13.33 T2 12.00— T2 10.67— T2 9.67 

T3 	155.33 T3 	11.33 T3 	10.67- T2 	11.33 T2 	13.00. T2 	12.67 T3 	8.67 T3 	9.0 — T3 	9.0 

T1 	154.33 T1 	10.00 T1 	9.00— T3 	10.67 T3 	1I.33 — T 1 	8.67-- T1 	8.0 	• T1 	--, T 1 	— 

TRATAMIENTOS T 1 AGUA, 

T2 	AET y 
T3 	L-CISTEINA. 

F--------¥ 	DIFERENCIA NO SIGNIFICATIVA AL 5%.. 



fi 

rj 

En las tablas podemos ver que si protegemos las semillas con agua 

(testigo), las plántulas tienen menor crecimiento si aplicamos las dosis 200, 

800 y 1000 kr que cuando aplicamos 400 o 600 kr; si las protegemos con AET, 

resulta mejor, ya que si aplicamos de 200 a 1000 kr. la plántula crece lo mis-

mo; al aplicar L-Cisteina, se puede ver que a dosis altas (1000,1200 y 1 1 00) 

de radiaci6n, la plántula tiene un menor crecimiento. 

Para los 	distintos niveles de 	radiaci6n, 	podemos observar algunos 

resultados muy interesantes: al 	no aplicar radiación, 	la 	plántula 	tiene 	el 

mismo crecimiento, lo cual nos indica que los protectores no tienen efectos 

negativos ; también podemos observar que a dosis altas (600 - 1 4+00 kr) resul-

ta mejor aplicar los protectores que no aplicarlos. No habiendo diferencia 

entre cuál de éstos protege mejor. 

rl 
1 
1 
1 
1 
E 



Tabl• 1 

¥¥l:Itt'I:NTII: 3 )INT$ (ir Tlll:TI'I'Y.NTI7..YI( 1 	N;: q,', 	!>f_ IU¥-Cti¥ 

o•.05 

2 3 4 5 6 7 • 9 10 

1 17.97 26.98 32.82 37.08 40.41 43.12 45.40 47.36 49.07 
2 6.085 0.331 9.78 10.89 11.74 12.44 13.03 13.54 13.99 
3 4,501 5.910 6.825 7.502 8.037 8.478 6.853 9.177 9.462 
4 3.927 5.040 5.757 6.287 6,707 7.053 7.347 7.602 1.826 
5 3,635 4.602 5.218 5.673 6.033 6.330 6. 582 6.802 6.975 
4 3.46) 4.439 4.896 5.305 5.626 5.895 6.122 6.319 6.413 
7 3.344 4.165 4.681 5.060 5.359 5.606 5.815 5.998 6.155 
• 3.261 4.041 4.529 4.606 S. 107 5.399 5.597 5.767 5.910 
9 3.129 3.949 4.415 4.756 5.024 5.244 5.432 5.595 5.739 
10 3.151 3.677 4.327 4.654 4.912 5.124 5.305 5.461 5.599 

11 3.113 3,820 4.256 4.574 4.823 5.028 5.202 5.353 5.487 
11 .1.082 3,773 4.199 4.508 4.751 4.950 5.119 5.205 5.395 
33 3.055 3.735 4. 151 4.453 4. G90 4.585 5.049 5. 192 5.318 
14 3.013 3,702 4.111 4.407 4.639 4.829 4.990 5.231 5.254 
15 3.0)4 3,674 4.076 4.307 4.595 4.782 4.940 5.077 5.198 
36 2.998 3.649 4.046 4.333 4.557 4.741 4.897 5.031 5.150 
17 2.984 3.626 4.020 4.303 4.524 4.705 4.858 4.991 S. 308 
18 2.971 3,609 1.997 4.277 4.495 4.673 4,.824 4.956 5.071 
19 2.910 3.593 3.977 4.253 4.469 4.645 4,794 4.924 5.038 
20 2.950 3.578 3.958 4.232 4.445 4.620 4.768 4.698 5.008 

24 2.919 3.532 3.901 4.166 4.373 4.541 4.684 4.807 4.915 
30 2.668 3.466 3.645 4.302 4.302 4.464 4.602 4.723 4.824 
40 2.858 3.442 3.791 4.039 4.232 4.369 4.521 4.635 4.735 
60 2.829 3.399 3..37 3.977 4.163 4.311 4.441 4.550 4.646 
120 2.600 3.356 3.685 3.917 4.093 4.241 4.303 1 	4.460 4.560 
p 2.772 5.314 3.1,33 3.E'8 4.030 4.170 4.286 	J 4.367 4.474 

11 12 13 34 15 16 37 18 19 

3 57.59 51.96 53.20 54.33 55.36 56.32 57.22 58,04 58.83 
2 14.39 34.75 15.08 15.38 15.05 15.91 16. 14 16.37 16.57 
3 9.117 9.946 10, 35 10.35 10.53 10.69 10.84 10.98 11. 1 1 
•4 8.027 8.208 8.373 8.525 8.664 8.794 8.914 9.028 9.134 
5 7.108 1 324 7.166 7.596 7.717 7.828 7.932 8.030 8.122 
6 6.649 6.789 6.9)7 7.034 7.143 7.244 7.338 7.426 7.508 
7 6.302 6.431 6.550 6.658 6.759 6.652 6.939 7.020 7.097 
8 6.034 6.175 6. 28# 6.389 6.483 6.571 6.653 6.729 6.602 
9 5.617 5.983 6,089 6.186 6.276 6.359 6.437 6.510 6.579 
10 5.712 '5.833 5.935 6.028 6.111 6.194 6.269 6.339 6.405 

31 5.605 5.713 5.911 5.901 5.984 6.062 6.134 6.202 6.265 
32 5.511 5.635 5.710 5.798 5.878 5.953 6.023 6.069 6.151 
13 5.431 5.533 5.625 5.711 5.789 5. 62 5.931 5.995 6.055 
14 5.364 5.463 5.554 5.037 5.714 5.786 5.852 5.915 5.974 
35 5.306 5.404 5.491 5.574 5.641 5.120 5.765 5.846 5.904 
36 5.216 5.552 5.439 5.520 5.593 5.662 5.727 5.78ti 5.843 
17 5.212 5.307 5.92 5.471 5.544 5.612 5.675 5.734 5.790 
38 5.174 5.267 5.332 5.429 5.50) 5. 566 5,1530 5.608 5.743 
19 5.140 5.231 5.315 5.391 5.462 5.528 5.589 5.647 5.701 
20 5.108 5.199 5.282 5.357 5.427 5.493 5.553 5.610 5.663 

24 5.0:2 5.099 5.179 5.251 5.319 5.381 5.439 5.494 5.545 
30 4.917 5.001 5.077 5.147 5.211 5.271 5.327 5.379 5.429 
40 x.624 4.904 4.977 5.044 5.106 5.163 5.216 5. 206 5.313 
LO 4.732 4.808 4.8-48 4.942 5.00) 5.056 5. 307 5.154 5.199 
720 4.041 4.714 4.781 4.842 4.898 4.950 4.998 5.044 5,006 
w 1.552 4.622 4.685 4.743 4.795 4.845 4.891 4.954 4.974 



labio 1 (Con►inv.d) 

a ■ . 05 

lo 22 24 26 25 30 32 34 35 

1 59,56 60.91 62.12 63.22 84.23 65.15 63.01 66.83 67.58 
3 16.71 17.1*. 17.45 17,15 '38.02 18.71 35.50 18.72 18.92 

11.24 11.47 11.08 31.87 12.05 12.21 12.30 22.50 12.63 
4 9.233 9.418 9.584 9,738 9.875 10.00 10.12 10.23 10.34 
5 8.206 8.368 5.522 8. 643 8.764 8.575 8.879 9. D'IS 9. 165 • 7.587 1.730 7.801 7.979 8.088 8.189 8.263 8.370 8.452 
1 7.170 7.303 7.423 7.531 7.634 7.728 7.814 7.895 7.972 • 6.870 6.925 7.109 7.212 7.301 7.395 7.577 7.5 	4 7.625 • 6.644 8.763 6.871 6,970 7.051 7.145 7.222 7.295 1.363 

10 6.467 6.583 6.686 6.761 8.506 6.948 7.023 7.093 7.159 

11 6.328 8.436 6.536 6.628 6.712 6.790 6,863 6.930 0.094 
12 6.209 6.317 6.414 6.503 0.5E5 6.660 6.731 0.796 6.855 
13 6.112 6.217 6.312 6.398 8.478 6.551 0.620 6.094 8.744 
14 6.029 6.132 6.224 6.309 6.387 8.459 6.526 6.508 6.847 
15 5.958 6.059 6.149 6.233 6.309 6.379 6.445 6.508 0.564 
26 5.897 5.995 6.084 6.166 8.241 6.330 6.374 5.434 6.491 
17 5.842 5.940 6.027 6.107 6.181 8.249 6.313 6.372 6.427 
38 5.794 5.870 5.977 6.055 6.128 6.195 '6.258 6.316 6.371 
19 5.752 5.646 5.932 6.009 8.081 6.147 6.209 6.267 6.321 
20 5.714 5.807 5.691 5.968 6.039 6.304 6.365 6.222 6.275 

24 5.594 5.683 5.764 5.878 5.906 5.968 6.627 6.081 6.332 
30 5.475 5.561 5.638 5.709 5.774 5.833 5.069 5.941 5.990 
40 5.358 5.439 5.513 5.581 5.642 5.700 5.753 5.803 5.849 
60 5.2<1 5.319 5.389 5.453 5.512 5.566 5.617 5.664 5.708 

120 5.126 5.200 5.266 5.327 5.322 5.434 5.481 S. 526 5.568 • 5.012 5.081 5.144 5.201 5.253 5.301 5.346 5.368 5.427 

38 40 50 60 70 60 90 100 

3 68.211 £8.92 71.73 73.97 75.82 71.40 78. 77 79.98 
2 19.11 19.28 20.05 20.66 21. 	16 21.59 21.9E 22.29 
3 12.15 12.87 13.36 13.76 1<.00 14.36 34.61 14.82 
4 10.44 20.53 10.93 11.24 11.51 11.73 11.92 12.09 
5 9.250 9.330 9.674 9.949 10.18 10.38 10.54 10.69 
6 8.529 8.601 8.913 9.163 9.370 9.548 9.702 9.639 
7 6.043 8.110 8.400 8.632 8.824 8.589 9.133 9.261 • 7.693 7.756 8.029 8.248 8.430 8.566 8.722 6.84.3 
9 7.428 7.488 7.749 7.958 8.132 8.281 8.410 8.526 

30 7.220 7.279 7.629 7.130 7.897 8.041 8.166 8.276 

31 7.053 7.310 7.352 7.546 7.706 7.847 7.968 8.075 
12 6.916 6.970 7.205 7.394 7.552 7.687 7.804 7.909 
13 8.800 6.854 7.023 7.267 7.421 7.552 7.667 7.769 
14 6.702 6.754 6.979 7.159 7.10,3 7.425 7.550 7.650 
15 6.619 8.669 6.688 7.OGS 7.212 7.339 7.449 1.546 
36 6.544 6.594 6.810 6.984 7.128 7.252 7.300 7.457 
17 6.479 6.529 6.741 6.912 7.054 7.176 7.263 1.377 
15 6,422 6.471 6.680 6.848 6.9P9 7.309 7.213 7.307 
29 6.371 6.419 6.626 6.792 6.530 7.048 7.152 7.244 
20 6.325 6.373 6.576 6.740 6.877 0.994 7.097 7.187 

24 6.181 6.226 6.421 6.579 6.710 6.822 0.920 7.00B 
30 6.037 6.080 6.267 6.417 6.543 6.650 6.744 6.627 
40 5.893 5.934 6.112 6.255 6.375 6.477 6.566 6.645 
60 5.750 5.789 5.958 6.003 6.206 0.503 6.387 6.462 

120 5.601 5.644 5.802 5.929 6.035 8.126 6.295 6.275 
.a 5.403 6.498 5.646 5.764 S. 863 6.947 6.620 6085 



e 

Tabla 1 (Continuad) 

a• .01 

2 3 4 5 6 7 8 9 30 

1 90.03 135.0 164.3 185.6 202.2 215.6 227.2 237.0 245.6 
3 14.04 39 02 22.29 24.72 26.63 23.20 29.53 3J. 63 33.69 
3 8.261 10.62 12.17 13.33 14.24 35. CO 25.64 16.20 16.69 
4 6.532 6.120 9.373 9.958 10.58 11.10 11.55 11.93 12.27 
1 5.102 6.976 7.804 8.421 8.913 9.321 9.669 9.972 10.24 • 5.243 6.331 7.033 1.556 7.973 8.338 4.613 8.839 9.097 
7 4.949 5.919 6.543 7.005 7.373 7.679 7.939 6.166 8.368 • 4.746 5.635 6.204 6.F25 '6.960 7.237 7.474 7.681 1,863 • 4.596 5.428 5.957 6.348 6.658 6.915 1.134 7.325 1.493 

30 4.462 5.270 5.769 6.136 6.428 G. 669 6.975 7.055 7.213 

11 4.392 5.146 5.621 5.970 6.247 6.476 6.672 6.642 6.992 
17 4.320 5.046 5.502 5.835 6.101 6.321 6.507 6.670 6.814 
33 4.260 4.904 5.404 5.127 5.981 6.192 6.372 6.526 6.667 
14 4.210 4.695 5.322 5.€34 5.881 6.085 6.258 6.409 8.543 
25 4.368 4.836 5.252 5.556 5.796 5.994 G. 362 6.309 6.439 
16 4.1 	1 4.786 5.192 5.489 5.122 5.915 6.079 6.222 6.342 
17 4.099 4.742 5.140 5.430 5.659 5.847 6.007 6.147 6.270 
21 4.071 4.703 5.094 5.379 5.603 5.788 5.944 6.081 6.201 
19 4.046 4.670 5.054 '5.334 5.554 5.135 5.8E9• 6.022 6.141 
20 4.024 4.639 5.018 5.294 5.530 5.688 5.137 3.970 6.087 

24 3.956 4.546 4.907 5.168 5.374 5.542 5.685 5.1109 5.919 
30 3.889 4.455 4.799 5.048 5.242 5.401 5.536 5.653 5.756 
40 3.825 4.367 4.696 4.931 5.114 5.255 5.392 5.502 5.599 
60 3.702 4.282 4.595 4.838 4.991 5.133 5.253 5.356 5.447 

120 3.702. 4.200 4.457 4.109 4.872 5.005 5.118 5.214 5.299 • 3.643 4.120 4.403 4.603 4.751 4.bb2 4.987 5.078 5.157 

t  11 32 13 14 15 16 17 18 19 

3 253.2 260.0 265.2 271.8 277.0 281.8 286.3 290.4 294.3 
2 -32.52 33.40 14.13 34.81 35.43 36..00 36.53 37.03 37.50 
3 37.33 17.53 17.82 18.22 38.52 38.81 19.01 39.32 19.55 
4 12.57 12.64 13.09 33.32 13.53 13.73 13.91 34.08 14.24 
5 30.48 10.70 10.69 11.08 11.24 11.43 11.55 31.68  11.81 
6 9.301 8.<65 9.653 9.808 9.551 10.08 10.23 30.32 30.<3 
7 6.548 8.711 8.860 8.997 9.124 9.242 9.353 9.456 9.554 
3 8.027 8.176 8.312 8.436 8.552 8.659 8.760 6.854 8.943 
6 7.647 7.784 7.910 8.025 8.332 8.232 0.325 8.412 8.495 

10 7.356 7.485 7.603 7.712 7.812 7.906 7.993 8.076 8.153 

31 7.128 7.250 7.3C2 7.465 7.560 7.649 7.732 •7.809 7.863 
12 6.943 7.060 7.167 7.265 7.356 7.441 7.520 7.594 7.665 
13 6.791 6.503 7.006 7.101 7.168 7.269 7.345 7.417 7.465 
34 6.664 6.772 6.871 6.962 7.0-17 7.326 7.199 7.268 7.333 
35 6.555 6.660 6.757 6.645 6.927 1.003 7.074 7.142 7.204 
16 6.462 6.564 6.658 6.744 6.823 6.878 6.967 14.032 7.093 
37 6.381 6.<60 6.577 6.656 6.134 6.606 6.673 6.937 6.997 
18 4.310 6.407 6.497 6.579 6.655 6.725 6.792 6.854 6.912 
19 6.247 6.342 6.430 6.510 6.565 6.654 6.719 6.7 	0 6.637 
20 6.191 6.285 6.373 6.450 6.523 6.591 6.654 6.714 6.771 

24 6.017 6.106 6.186 6.261 6.330 6.394 6.453 6.510 6.563 
30 5.849 5.932 6.036 0.078 6.143 6.203 6.259 6.311 6.361 
40 5.666 5.764 5.6.35 5.9X0 5.561 6.017 6.069 0.129 6.165 
60 5.528 5.603 5.667 5.728 5.765 5.637 5.886 5.931 5.474 

120 5.375 5.443 5.1.05 5.562 5.614 5.662 5.708 5.750 5.790 
+0 5.227 5.290 5.348 5.400 5.448 5.493 5.535 5.574 5.611 



TabI. 1 (Conlinu.d) 

o..01 

' r 20 22 24 26 28 30 32 34 36 

296.0 304.7 310.8 316.3 321.3 326.0 330.3 334.3 338.0 
2 37.95 38.76 39.49 40.15 40.76 41.32 41.84 42.33 42.71 
3 19.77 20.37 20.53 20.. 86 21.16 21.44 21.70 21.95 22.17 

14.40 14.68 14.93 15.10 15.37 15.57 15.75 15.92 16.08 
5 11.93 12.16 12.36 12.54 32.71 12.87 13.02 13.15 13.28 • 10.54 30.73 10.91 11.00 11.21 11.34 11.47 11.58 11.69 
7 9.646 9.815 9,970 10.11 10.24 10.36 30.41 10.58 10.67 
8 9.027 9.182 9.322 9.<50 9.569 9.678 9.779 9.874 9.964 • 8.573 8.717 8.847 8.968 9.075 9.177 9.271 9.340 9.443 

10 8,226 8.361 8.483 8.595 1.698 8.794 8.083 8.966 9.044 

11 7.952 8.080 8,196 8,303 8.400 8.491 8.575 8.654 8.728 
11 7.731 7.853 1.964 0.066 8.159 8.2<6 8.377 8.402 8.473 
13 7.548 7.665 7.772 7.870 7.940 8.043 8.121 8.193 8.262 
34 7.395 7.508 7.611 7.705 7.792 7.873 7.948 8.018 8.084 
35 7.284 1.374 7.474 7.566 7.650 7.728 7.800 7.869 7.932 
36 7.152 7.258 7.350 7.445 7.527 7.602 7.673 7.739 7.602 
37 7.052 7.158 7.253 7.340 7.420 1.493 7.563 7.627 7.687 
18 6.966 7.070 7.163 7.247 7.325 7.398 7.465 7.526 7.587 
39 6.891 8.992 7.082 7.166 7.242 1.313 7.379 7.440 7.498 
20 6.823 6.922 7.011 7,092 7.168 7.237 7.302 7.362 7.419 

24 6.612 6.705 6.769 6.805 6.938 7.001 7.052 7.119 7.173 
30 6.407 6.494 6.572 6.644 6.710 6.772 6.E28 6.E81 6.932 
40 6.209 6.289 6.362 6.429 6.490 6.547 6.600 6.650 6.697 
60 6,015 6.090 6.158 6,220 6.277 6.330 6.378 6.424 6.467 

120 5.E27 5.697 5.959 6.010 6.069 6.117 6.162 6.204 6.244 
r 5.645 5.709 5.7(6 5,8)8 5. 866 5.911 5.952 5.990 6.024 

38 40 50 60 70 80 90 300 

1 341.5 344.8 358.9 370.1 379. 4 367.3 394. 1 400, 1 
2 43.21 43.61 45.33 46.70 47.83 48.60 49.6< 50.38 
3 22.39 22.59 23.45 24.13 24.71 25.19 25.42 25.99 

• 4 16.23 16.37 14.98 17.46 17.EO 18.20 18.50 18.77 
5 13.40 13.52 14.00 14.39 14.72 14.99 15.23 15.45 
6 11.80 11.90 12.31 12.65 12.92 13.16 13.37 13.55 
7 10.77 10.85 11.23 11.52 11.07 11.99 12.17 12.34 
8 10.05 10.13 10.47 10.75 14.97 11.17 11.34 11.49 
0 9.521 9.594 9.912 10.17 10.38 10.57 10.73 10.87 

10 9.117 9.187 9.466 9.726 9.927 10.10 10.25 10.39 

11 8.798 8.864 9.148 9.377 9.568 9.732 9.875 10.00 
12 8.539 8.603 8.675 9.094 9.277 9.434 9.571 9.693 
13 8.326 8.381 8.648 8.E59 9.035 9.187 9.318 9.436 
14 8.146 8.204 8.457 5.661 8.632 8.978 9.106 9.219 
15 7.992 6.049 8.295 6.492 8.658 6.600 8.924 9.035 
16 1.E60 7.916 8.154 8.347 8.507 8.646 6.767 8.674 
17 1.745 7.799 8.031 8.219 8.377 8.511 -C.630 6.735 
16 7.643 7.696 7.924 8.107 8.261 8.593 8.508 8.611 
19 1.553 7.605 7.628 8.008 8.159 8.288 8.401 0.502 
20 7.473 7.52) 7.742 7.919 8.067 8.194 8.305 8.404 

24 7.223 7.210 7.476 7.642 7.780 7.900 8.004 8.09? 
30 6.976 7.023 7.215 7.370 7.500 7.611 'i.709 7.706 
40 6.740 6.782 G.960 1.104 '7.225 7.328 7.419 7.300 
60 8.907 6.546 0.710 6.843 8.054 7.050 7.333 1.207 

120 6.281 6.316 6.467 G.588 6.689 6.'178 0.057 6.919 
w 6.000 6.022 6.128 6.338 6.429 6.507 6.575 8.636 



r  ' 	1 	', 	. ' 	r 	 Tcbl. V 
' 	 Pntc, irrAo1c Potttn or TiM UVNCAN Mut.ri, ,l:' RANO Tre'r q; 	,1 - (1 

' 	 / 	 e•,05 

1 1 4 S A 1 e f 10 I1 12 	11 1/ 15 18 17 11 	11 

1 11.97 11,97 17,97 17.97 17,91 17,97 17,71 17,97 11,91 17,97 11,7 11,11 11.11 11.91 11,17 11.97 11.11 11 	97 
1 6.085 6,085 6,085 6,003 6,085 6,005 6,035 6.003 6,085 6.083 6.065 6,085 0,045 8,ON5 6,083 6.045 6.083 C.05 
3 4.501 -1;516 4.511 4.516 4.510 4.510 4.11,10 4.510 4.516 4,5)6 4.510 4.516 4.515 4.516 4.516 1.516 4,511% 4 	516 
4 3. 927 4.013 4.033 4.0:1.5 4,033 4. 013 4, 033 4. 033 4,0:1:1 4.033 4,033 4. 033 4.033 4. 013 4,033 4.0'3 4 013 4.013 •' 	9 3.635 3.749 3,797 3.814 3,814 3,814 3.814 3,814 3.014 3.814 3.814 3.814 3.814 3,814 3.814 3.814 3.814 3.114 
9 3.461 3.587 3,649 3,6,10 3.614 3.697 3,697 3,117 3.697 3.697 3.197 3.697 3.697 3.697 3.(97 3,197 3.691 3r'7 
1 3.344 1.477 3.548 3.568 3.611 3.622 3,6203.525 3.620 3,e26 3.626 3.626 3,626 3.626 3, F26 3,626 3.625 3. (28 
11 3.261 3.399 3.475 3,521 3.349 3.560 3,515. 3.379 3.579 3.579 3,579 3,571 3.579 3,579 3.379 3.519 3. 57) 3.579 

• 9 3. 199 3.339 3.420 3.470 3.502 3. 523 3. 516 3.44 3. 517 3.547 3.547 3.347 3. 547 3. 547 3.547 3. 541 3. 54: Y. 547 
10 3.151 3.293 3.376 3.430 3,405 3,499 3.505 3.518 3,622 3.525 3,528 3.524 3,626 3,526 3,526 3.526 3,525 3.526 

11 3.113 3.258 3.342 3,301 3,435 3.462 3,490 3.493 3,501 3.506 3.500 3.510 3,110 3.110 3.517 3.110 3.510 3.510 
12 3.082 3,225 3.313 3.370 3,410 3,439 3,459 3.414 3.404 3.491 3,496 3.498 3.499 3,499 3,419 3.4'1 3.499 3.479 
13 3.055 3.200 •3,229 3,348 3,189 3,419 3.442 3.458 3,470 3.476 3.484 3.481 3,400 3.490 3,490 3. 40 3.410 3.410 
14 3.033 3,176 3.268 3.329 3,312 3,403 3,420 3,444 1,4,1 3.401 3,414 3.479 3,402 3.4 1, 4 3,484 1.461 3.413 1.05 

• 11 3.014 3.160 3.250 3.312 3,358 3.309 3,413 3,432 3,448 3,457 3,465 3.411 3.416 3,478 3,480 3.491 3.481 5 	441 
16 2.998 3,144 3.235 3.208 3.343 3.370 3.402 2.422 3.437 3,441 3,458• 3,465 3,410 3.473 3,177 3.411 3.417 3.471 
17 2,984 3,130 3.222 3:285 3.b31 3.366 3.192 3.412 3,427 3,441 3.451 3,451 3,465 3,469 3.473 3.473 3.476 3 	476 
11 2.011 3,118 3.210 3.214 3,321 3,356 3,383 3.405 3,421 3.435 3.445 3,454 3,460 3.475 3,470 3.412 3.474 3.471 
If 2.980 3,107 3.199 3.204 3,311 3.347 3,315 3.391 3.415 3,429 3.440 3.449 3,450 3,462 3.467 1.470 3.472 3.413 
10 1,950 3.097 3.190 3.255 3,303 3.339 3,368 3.391 3,409 3.424 3,430 3.445 3,453 3,459 3,464 3,461 3.470 3.472 

11 2.919 3.006 '3. 160 3.221 3,216 3.315 3.345 3.310 3, 390 3.406 2,420 3.432 3.441 3.449 3.456 3.461 3, 4,  S 3.46 9 
30 2.888 3,035 3.131 3.199 3,2',0 3.200 3.322 3.349 3.311 3.399 3.405 3.410 3.430 3,439 3,447 3.454 3. 4(0 3.486 
40 2,856 3,006 3.102 3',171 3.224 3,296 1.1oU 3,322 2 3.351 3.373 3,390 3.405 3,418 3,429 3.110 3.441 3.456 3.4'3 

•' l0 3,629 2,970 3.013 3,143 3,198 3,241 3,277 7,307 3.333 3.355 3.374 '3,391 3,404 3.419 3.431 3.442 3.451 3.4'0 
120 2.800 2.947 3.045 3.116 3,172 3,217 3.254 3,207 3,314' 3,337 3,359 3,311 3.394 3.409 3.423 3.435 3.445 1 	3.451 - 3.712 2.918 3.017 3.089 3,148 3,193 3,237 3,265 3,294 3.320 3,343 3,303 3,392 1,399 2.414 3.428 3._4 ,,,j3._45.4 

1,. . 	, 	i 	 I 	; 1 ; ,; 
f'0'' 

r 

! 	. 	

;',:: 	':. 	
Toble V (Confinued): a - .05 

v 	P  20 22 24 26 28 30 32 	9  34 36 38 40 50 FO 70 60 90 100 

1 11,97 17,97 17.77 17.91 17.97 17.91 11.91 11.97 17.97 17.97 17,97 11.^7 11,91 17.97 17.97 11.91 17.91 
3 6,085 6,085 6,085 6,0145 0.095 6,005 6.005 0,005 6,085 0,085 6.005 0.085 6,085 5.085 6,085 6.055 6.005 . 	3 4,516 4,510 4.516 4, 5)r,  4,410 4,516 4,516 4,510 4,516 4,510 4.516 4.516 4,5 l6 4,516 4.515 4.510 4 	515 " 4 4.03) 4.033 4.033 4.033 4.033 4,033 4.033 4,033 4.033 4.033 4.033 4,033 4,033 4.033 4.033 4. 0 1 3 4 	013 
5 3,814 3,814 3,014 3.814 3.814 3,814 3.814 3,814 3.814 3,814 3,814 3.814 3,814 3.814 3.814 3.614 3.614 

I`' 	6 3,691 3,601 3,6,91 3,691 3.601 3.691 3,601 3,6.91 3.617 3.697 3.007 3,097 3.697 3.697 3.697 3.(91 3 	311 
1 3,626 3.626 3,620 3.620 3.620 3,620 3,628 3,626 3,620 3.426 3.676 3.026 3,626 3,626 3.626' 3,676 3 	'.76 
1 3,579 3,519 3,519 3,579 3,579 3.579 3,579 3.519 3.519 3.519 3.519 3.579 3,519 3,577 3.379 3.5.9 3 	579 
9 3,347 3,547 3. 547 3.547 3,547 3.547 3,341 3.511 3.541 3. 541 3.541 3. 547 3,547 3,541 3,547 3.341 3 	541 

10 3.526 3.526 3,526 3,520 3.526 3,510 3.526 3,526 3,526 3,520 3,526 3.520 3,52.3 3,526 3.526 3.526 3.526 

11 3.510 3,510 3,510 2,510 3,510 3,510 3.510 3.510 3.510 3,510 3.510 3.510 3,510 3,510 3.510 3.510 3.510 
'12 3.499 3.499 3,499 3,4)0 3, 499 3,49') 3.499 3,4)0 3.499 3. 499 3,49') 3.409 3,499 3. 499 3.499 3 . 479 3 	479 

13 3. 490 3,490 3.490 3.4)0 3,490 3.410 3,400 3. 490 3.490 3, 490 3.490 3, 490 3. 490 3.470 3. 4.10 3. 410 3. 497 
14 3,405 3,485 3.485 3,40'. 3,405 3.4I'. 3,485 3.485 3,4415 3,483 3,485 3.485 3.48, 3,485 3,405 3.405 3.445 

' 	15 3.481 3.481 3,491 3,40) 3,481 3,4111 3.481 3.401 3.481 3,481 3,461 3.481 3,481 3,481 3,481 3.44I 3.4 8 1 
• 16 3.478 3.478 3. 178 3,478 3.478 3,478 3.478 3. 478 3,470 3,474 3,478 3,478 3.474 3. 478 3,474 3.474 3 	474 

17 3.470 3,476 3,416 3,476 3.476 3,476 3.416 3.416 3,475 3,416 3.4147 3.476 3.476 3.416 3,476 3.4:6 3,476 
18 3,474 3.474 3.474 3.474 3,474 3.414 3.474 3, 474 3, 474 3.474 3,414 3.474 3,474 3.414 3.474 3,4',4 3. 474 
19 3,414 3.474 3.474 3.474 3.474 3.474 3,474 3.414 3.414 3.474 3.414 3,474 3,414 3.474 3.474 3.414 3.474 
30 2,473 3,474 3,414 3,474 3.474 3,474 3,414 3,474 3,414 3.474 3.474 3,414 3,474 3,474 3.474 3.414 3.414 

11 3,471 3. 415 3,417 3.477 3, 471 3,477 3,477 3,477 3,477 3.471 3. 471 3.477 3477 3477 34'?') 3. 471 3,417 
30 3.470 3,477 3. 481 3,404 3,446 3.406 3.486 3.4C. 3,486 3,406 3.486 3,404 3,444', 3,486. 3,4(6 3 	4(6 3. 4*6 
40 3,469 3,479 3,406 3,492 3.431 3,51)1)  3,503 3. 504 3.504 3.504 3. 504 3. 504 3. 504 3.504 3.504 3,51)9 3 	5'14 
C0' 5,467 3.481 3.412 3,501 3,509 3.515 3,521 3.525 3.529 3.53) 3.534 3.537 3,531 3.531 3.537 3.517 3 	337 

120 3,466 3,483 3,470 3.511 3.522 3.5123.541 3,j4R 3.533 1,501 3.566 3.585 3.506 3.600 3,6h1 3.601 3 	301 
3.468 3,440 3. SUS 3.522 3.530 3.550 3,502 3.5'14 3.584 3.594 3.603 3.640 3,668 3,670 3,749 3.722 3.735 



1 
	

1 

Table Y (Conlinued) 

7 J 1 6 6 1 8 9 10 il I1 13 14 15 16 17 te 1! 
1 
2 

90,03 
14.04 

90,03 
1404 

90,03 
14.04 

90,03 
14.04 

90.03 
14.04 

90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.01 90.03 90.03 90.03 90,0) 90.03 90. C3 
3 8.281 8,321 6.321 8.321 0,121 

14.04 
0.321 

14.04 
13.321 

14.04 
0,321 

14.04 
6.321 

14.04 14.04 ¡4.04 14.04 14.04 14. n4 14. 04 14.04 14 	04 
4 6.5(2 6,677 6.740 6.158 0.751 6,756 6,155 6,755 6.756 

8.321 
6.750 

8.321 
6.755 

9.321 8,321 0.311 0.311 0.721 6.711 8.7:1 
8. S 5.102 5,0') 5.989 0.040 f..nr,5 6.014 6,074 8.074 6.014 6.074 6.074 

6,7Sr, 
6.014 

1,756 
6.0714 

0.155 1.75+5 6.751 6,756 lis 
6 5,243 5,419 5.549 5.r14 5 ,6 5 5,600 5,694 5.701 5,103 5.103 5.703 5.703 5.103 

6,014 6.014 6.074 6.074 6 	( 	4 
' 1.919 S. 145 5, 2+10 5.334 S. 1,+J 5.4)6 5,43 5,454 3.444 S. 170 5./72 5.412 5.412 

5.103 5.703 5,703 5.103 S. 702 
8 I 4.746 4,979 5,057 S. 135 5,197 5.227 5.2S6 5.278 5.291 5.302 5.309 5.314 5.3(6 

3.412 
5.317 

5.412 S. 172 S. 111 S. 	2 
9 4.596 4,787 4, 900 4.908 5.013 S. QIlr, 5. 1 (A S. 142 S. 160 S. 174 S. 185 5. 193 S. 199 5. 203 

5.317 5.317 5.317 5.317 
10 4.482 4.011 4,790 4.511 4.93% 4.975 5,010 5.037 5.058 5.074 5.085 5.098 5.106 

S. 2r5 S. 71M 5. 1^1 S. I( 
5.11? 5, I )7 S. 120 S. 122 S. 124 

11 
12 
13 

4.392 
4.320 
4.200 

4.519 
4,504 

4.691 
4.622 

4,700 
4.706 

4.6(1 
4.7+1 

4.007 
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25 2-02 2.53 2.32 2.18 2.09 202 1.97 1.93 1.89 1.87 1.82 1.77 1.72 1.69 1.66 1.03 1.59 1.50 1.52 
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