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INTRODUCCION

| Uno de los problemas bdsicos en la construccidn de mode
| los estoc8sticos, es la obtencién de la distribucién asocia
I da a la variable aleatoria.

Usualmente los libros de introducci®én a la estadistica
suponen que la distribuci6n es normal para muchos de los fe
némenos de la naturaleza.

Dado que esta suposicibn no es cierta, para algunos de
los fenBmenos, se requiere un método o varios m&todos que
permitan encontrar la forma funcional de la variable aleato
ria bajo estudio.

Dentro de los campos en que se requiere conocer la dis-
tribucibn estén:

Fiabilidad

Control estadistico de calidad
Teoria de colas

Simulacib6n de sistemas

Teoria de decisiones

Etc.

Para determinar si la distribucifn elegida es o no la
indicada, existen pruebas estadisticas que lo determinan,
por ejemplo la prueba W, cuando se supone una distribucién
Normal o Log-Normal; la prueba WE, cuando se supone unadis
tribuci6bn exponencial; sin embargo la prueba Ji-cuadrada,
es la mA&s comunmente usada por sus propiedades que la hacen
mis versdtil.




Estas pruebas normalmente se realizan para funciones

de distribucibn conocidas (o esténdar), sin embargo, cuando
el criterio de aceptacibn no se satisface, se hace necesa-
rio utilizar métodos mas elaborados, que permitan obtener
la forma funcional requerida, por tal motivo, se presenta
la distribucifn empfrica unimodal propuesta por Rambergqg y
Schemeiser (Lambda generalizada), por su versatilidad y
f&cil manejo.

En el presente trabajo se estudia esta funcifn de dis-
tribuci6n. Las bases tefricas son estudiadas en los prime
ros tres capfitulos: I Probabilidad, donde se apoya la
teoria matemitica de la estadistica; II Familias de funcio
nes de probabilidad en una variable aleatoria, las cuales
se encuentran frecuentemente en los textos de Estadistica;
y III Descripcibén de los modelos para obtener una familia
de distribuciones probabilisticas que englobe a las fami-
lias de distribuciones inclufidas en el Capftulo II, en este
capitulo se presentan distintos m&étodos para abordar el
problema anterior, describiendo en particular la distribu-
cibén Lambda generalizada. En los Capitulos IV y V se des-
cribe la obtencién de los parémetros de la distribucién
Lambda generalizada, y las aplicaciones directas que tiene
dicha distribucién. Y, por fltimo, en el Capitulo VI se

d4 un programa Fortran para ajustar la distribucifn Lambda
generalizada.




I. PROBABILIDAD

La Probabilidad es una disciplina matem&tica, como es
el caso de la Geometria. En cada rama de las ciencias de-
bemos distinguir cuidadosamente tres aspectos:

a) El contenido l6gico formal
b) El antecedente intuitivo
¢) Las aplicaciones

El caricter y el encanto de toda la estructura, no pue
den ser apreciados sin considerar estos tres aspectos rela
cionados adecuadamente.

a) El contenido 16gico formal

Desde el punto de vista axiom8tico, las matem&ti-
cas se ocupan solamente de relaciones entre cosas
indefinidas. Un buen ejemplo de este aspecto es
el juego de ajedrez. Es imposible "definir" el
ajedrez de otra manera que no sea estableciendo un
conjunto de reglas. El tablero y las piezas son
una ayuda, pero se pueden prescindir de ellos, lo
esencial es saber como se mueven las niezas. De
la misma manera, la Geometria no se ocupa de lo

lo que en un punto y una recta "en la realidad".
Se quedan como ideas indefinidas. Ahora bien, los
axiomas de la Geometria establecen las relaciones
entre estos conceptos.

b) Antecedentes intuitivos.

En contraste con las reglas de ajedrez, los axiomas




4,

de la Geometrfa se refieren a un conocimiento in-
tuitivo del medio ambiente. Y este conocimiento
aumenta y se desarrolla conforme a la experiencia,
Por ejemplo, el jugador principiante de ajedrez,
confundido, se mueve cautelosamente por medio de
reglas individuales, mientras el jugador experto
asimila una situacidén complicada y es incapaz de
explicar racionalmente su intuicidén. De manera
parecida la intuicibfn matemitica crece con la ex-
periencia.

3) Las Aplicaciones

Los conceptos de la Geometrfa, se identifican con
ciertos objetos ffsicos, pero el proceso es tan
flexible y tan variable que es imposible dar re-
glas generales. Por ejemplo, la idea de cuerpo
rfgido es fundamental y Gtil, sin embargo, ningfn
objeto es rifgido. El tratar un cuerpo como rfgi-
do, depende de circunstancias y el grado de aproxi
macién deseado. En las aplicaciones, los modelos
matemdticos abstractos sirven de instrumentos; por
ejemplo, la idea de nfimeros irracionales, en la
préctica, no podemos concebirlos como eﬁactos, te
nemos que considerar un redondeo, de acuerdo con

la precisidn y los medios con que se cuenten.

La probabilidad dentro de las matemiticas se le considera
como una parte de la teoria de la medida. ES importante
recordar en esta parte, la descripcidn de la probabilidad
hecha por A.N. Kolmogorov y B.V, Gnedenko "...De hecho,
todo el valor epistemolbégico de la teoria de probabilidad
estd basada en Esto: qué fenomenos aleatorios en gran esca
la y en su accibn colectiva crean una regularidad no alea-
toria. El concepto de probabilidad serfa est&ril si no se encontra




ra su realizacibn en las frecuencias de la ocurrencia de
eventos bajo repeticiones en gran escala en condiciones
uniformes...".

Para mostrar el contenido 16gico formal de la probabilidad

es necesario revisar tres campos de las matemlticas:

A) Conjuntos
B) g- &lgebra
C) Teoria de la medida

Se dar8 un paranorama general de estos tres aspectos:
A) Conjuntos

Por conjunto se entender&8, cualquier coleccién,
agregado o poblacibfn de miembros, elementos o pun-

tos. Y se entender& gque los elementos xl, x2...xn,

pertenecen al conjunto A, representado por xie A
i =1, n. El conjunto que contiene todos los ele
mentos de un experimento, problema o discusibn se
llama conjunto universal, y se representar8 por 0.

Definicibén 1. E1l conjunto que no contiene ningGn
elemento, se denomina conjunto vacio, representado
por @.

Definicibn 2. Dados dos conjuntos Ay B ¢U, se
dice que la diferencia (representada por A - B) es
el conjunto: Xe A pero Xg£ B.

Definicién 3. Dados dos conjuntos A y Be U, se

dice que B consta de los elementos gue no estén en




A si B = U-A y se presenta por A® (=B).

Definicién 4. Dados dos conjuntos A y Be U se
dice que A est8 contenida en B, si y sblo si para

todo elemento X€ A, se tiene que X € B, se represen
ta por ACB,

Se dir8 que A = B si y s6lo si ACB y ADB.

Definici6n 5. Dpados dos conjuntos A y B €U se de-~
fine la uni6n de conjuntos, como el conjunto cuyos
elementos pertenecen por lo menos a uno de los con
juntos A 6 B, y se representan por AUB, En gene-
ral dados los conjuntos Al, AZ,... se define 1la
unidén (ij: Ai) como el conjunto cuyos elementos ver-
tenecen por lo menos a algfin Ai’ i=1,2,...
Definici6n 6. Dados dos conjuntos A y B€ U, se de
fine la intersecci6n de estos conjuntos, como el
conjunto cuyos elementos pertenecen a Ay a B y se
representa por ANB & AB. En general dados los
conjuntos Al’ AZ,..., se define la interseccibn

(ﬁA;) como el conjunto cuyos elementos pertenecen
a todos los Ai i=1,2,...

Se dir& que los conjuntos Ayr RAy..., son mutuamen-
te ajenos si para todo par de conjuntos Ain Aj =@,
i # j.

Notacifn: se usari, para A y B, dos conjuntos de
Uque AUB =A + B si ANB =@,




En general

Y, Ai=i§1Ai si Ai(\Aj=¢ i# 9

A continuacifn se enunciarin algunas propiedades
de los conjuntos:

1. 1Idem potencia AQAA = A
A+A =2
2. Conmutativa ANB = BNA

A+B = B+ A

3. Asociativa ANn(BnC) = (ANB)NC
A+ (B+C) = (A+B) +C
|
|
4. Distributiva A N(B+C) = (ANB) + (ANC) . |
A+(BNC) = (A+B)N(A+C)
6. ANg=¢ A+@= A
ANU = A ANA® =¢
a+a¢ =u
7. De Morgan (aAnB)® = ay B°
(auB)€ = a°A B®, (a%)€ = a
8 Si A,c A, entonces ASH AS
. 1< A 12 82
c _ ,cC _ c
AT = A, 4 (A2 Al)D A,




Por lo cual las siguientes relaciones son equiva-
lentes:

a) A BC(NC)E
k}{ k k k

c _ .C
b) ) ag =8°3Qc,
_ c
c) EAk“BC}JCk

de 8 aplicado en a) BCD[( Qch)‘]c" Q Cw

y de 7 aplicado en a) ( \')t ﬂk\‘: Q ﬂ‘h

por lo tanto se obtiene b).

de 7 aplicado en a) se tiene ( ,2 (l3c= ‘{Cf
por lo tanto se obtiene c)

con lo cual se tiene que de b) se obtiene c).

por lo tanto a), b) y c¢) son equivalentes.

Si por una instancia W es la recta real (esto es,
vell tal que -© & X { +00)

Entonces un intervalo en la recta real es un con-
junto o subconjunto del conjunto W, pero el con-

junto de todos los intervalos, es un conjunto de
conjuntos.




B)

Al conjunto de conjuntos es llamado clase. Como
una clase es un conjunto, cumple con las propieda-
des de conjuntos antes mencionadas, siendo el con-
junto de conjuntos una clase y el conjunto un ele-
mento.

d- dlgebra

Un anillo (o anillo Booleano) de conjuntos es una
clase no vacia R de conjuntos que cumplen:

Sean E y F conjuntos de R, entonces EUF€R Yy
E - FE€R

En otras palabras, un anillo es una clase de con-
juntos no vacia y que es cerrada con respecto a 1la
unién y a la diferencia (esto es, que tanto el con
junto unién, como el conjunto diferencia de los
conjuntos E y F, pertenecen a la clase R).

Un 8lgebra (o &lgebra Booleana) de conjuntos es
una clase no vacia R de conjuntos tales que:

a) Si E y F son conjuntos tales que E, FE€R,
entonces EUFeR.

b) ©Si E € R, entonces ESe R.

E-F = ENFS = (E°u F)©

Entonces, toda &lgebra es un anillo. La relacibn
entre el concepto general de anillo y el muy espe
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cial concepto de &4lgebra es, que un &lgebra puede
ser caracterizada como un anillo gue contiene a W
donde:

EC = v - E,

Yy Ee R, entonces U = EUECC R,

Un @g-anillo es una clase R no vacifa de conjuntos
tales que

a) Si E€R y Fe€R, entonces E -~ F¢R

-
b) 8i Eii.R, i=1,2,..., entonces U Eit R
i=1

En otras palabras, un ¢- anillo es un anillo cerra
, / -
do con respecto a uniones numerables;.

Definiciln 7. Una ¢~ 8lgebra de conjuntos, se de-

fine como una clase de conjuntos A no vacfa tal
que:

a) Si Ae.A Y Be.A, entonces A - B e./4

b) siaed, i=1,2,..., entonces U Ait.A
i=1

En otras palabras, una ¢- &4lgebra es un ¢~ anillo
que contiene a .

l/numerable: Toda sucesi6n finita o infinita que

tiene corresmondencia uno a uno con el conjunto de
los nGmeros naturales.
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11.

Teorfa de medida

Una funcibn de conjuntos, es una funcifn cuyo domi
nio de definicifn es una clase de conjuntos. Una
funcifn de conjuntos de valor real M definida so-
bre una clase R de conjuntos, es aditiva si, siem-
pre que se cumpla lo siguiente:

Sean E, F conjuntos de la clase R EUF¢R vy
ENF =¢ , entonces MEVF) = /4(}’::) + M(F)

Una funcib6n de conjuntos de valor real/M definida
sobre una clase R es finitamente aditiva, si para
toda clase finita {El, Epreeny En} de conjuntos
ajenos en E cuya unidén estd también en R, se tiene:

3 E,)
Al T

Una funcidn de conjuntos de valor real 4 definida
sobre una clase R, es numerablemente aditiva si,
para toda secuencia {Ens de conjuntos ajenos en R
cuya unifn est8 en R, se tiene:

]

3" ME)

i=1

w -
M(UT E.) =2 _. u(E))
=1 I i l/“ i
Una medida es una funci6n de conjuntos M de valor
real, no negativa, y numerablemente aditiva, defi-
nida sobre un anillo R, y tal que/K(f) = 0.

Si/u es una medida sobre un anillo R, un conjunto
E en R, se dice que tiene medida finita si /“Um(an
la medida de E es g-finita si existe una secuen-
cia {En} de conjuntos de R tales que:
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o
ECU En y/u(En)<oo , n=1,2,...,

Si la medida de todo conjunto E en R es finita

( g-finita), sobre R: Si U€ R (esto es, si R es
un 8lgebra) y #(U) es finita o o&-finita, entonces
es llamada totalmente finita (o totalmente ¢-fini
ta) respectivamente.

La medida M es llamada completa si cumple lo si-
guiente, .
Sea E un conjunto de la clase Ry si FQE, y AM(E)
=0 implica que F € R.

Medidas sobre intervalos.

Sea U la recta real, I la clase de todos los in-
tervalos cerrados por la derecha, y abiertos por
la izquierda, esto es, los intervalos de la forma
wce < X¢b<w y R la clase de todas las uniones fi
nitas de los conjuntos de P, i.e.,, la clase de
todgs los conjuntos de la forma \3 {Q;(i&fbi}

i=1

Sobre la clase P de intervalos semiabiertos se de-

fine una funcibn de conjuntos/u por.
M((a,b}):zb-a

Si a=b entonces/((ﬁ) =0,

Todo conjunto el cual pudo ser construido de inter
valos T, aplicando un nGmero de veces, finito o in

finito, las tres operaciones elementales unibn, in
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terseccibn y diferencia %*resta"; es un conjunto de
Borel. Y asumimos que u estd definido para todo
conjunto de Borel.

Si Sl’ SZ""' son conjuntos de Borel en U, enton
ces

]

1fm sup Sn U...)

1fm (SnUSn+1

]

1fm inf S 1im (S S
n n

n+l o)

Si,lfm sup S, Y 1fm inf Sn son iguales, entonces
1im S, = 1fm sup S, = lim inf S,
Y el 1im Sn es también un conjunto de Borel,

En particular, la suma y el producto de una suce-
si6én infinita de conjuntos de Borel son, también,
conjuntos de Borel,

Si Si’ i=1,2,... son conjuntos de Borel mutuamente
ajenos, la medida es numerablemente aditiva, esto
es

/u.(sl + 5, + ...) =/“(51) +/u(52) + ...

Sea U un conjunto universal no vacio, sea 4 la
0 ~8lgebra de los conjuntos Aic U, i=1,2,...

Definici6bn 8, Una medida/u(.) sobre una g-4lge-
bra A de conjuntos A
cibén mon6tona definida en los reales, que cumple

i& u, i=1,2,... es una fun-

las siguientes propiedades:




i) u(A;) >0 para toda A, € A, i=1,2,...

ii) /A(U) = m, si m=1, se dice que estd norma
lizada.

iii) Si Ai’ i=1,2,..., son conjuntos mutuamen

te ajenos, entonces

AR ) = Z A

Estos conceptos forman los cimientos de la teorfa de
la medida, para conjuntos. Ahora, haciendo referencia a
ellos para describir la teoria de probabilidades, es nece-
sario considerar los siguientes aspectos:

D) Eventos

E) Espacio muestral

F) T -4lgebra de eventos
G) Medida de probabilidad

La teoria matem&tica de probabilidades adquiere valor
préctico y significado intuitivo al relacionarla con fen6-
menos reales, tales como: lanzar un dado, jugar a la rule-
ta, observar el lapso de vida de una persona, el control
de calidad de un proceso de producci6n, la frecuencia de
accidentes, el decaimiento de radiocactividad de un radio-
isb6topo,etc.

Todas estas descripciones son coloquiales y por ello,
con el objeto de dar un significado a la teorifa, debemos,
ponernos de acuerdo acerca de lo que se entender8 cuando
hablamos de los resultados posibles de un experimento u ob
servacibn.



Por ejamplo se convendrd en considerar en el lanzamiento
de un dado, como finicos resultados (1, 2, 3, 4, 5, 6) vy no
considerar, que &ste, quede parado en alguno de sus vérti-
ces, rodar, perderse, etc.

Esta convencibn simplifica la teorfa sin afectar su
aplicabilidad.

D) Evento

Se llamarén eventos a los resultados de experimen-
tos u observaciones. Por ejemplo, se hablari del
evento de que al lanzar dos dados, resulte seis co
mo suma de los nfimeros marcados en las caras res-—
pectivamente, equivale a decir que ha resultado
(r,5), (2,4), (3,3), (4,2) o (5,1). Podemos hablar,
entonces de eventos simples (o indivisibles) y even
tos compuestos (o divisibles). En el ejemplo ante
rior los cinco resultados posibles, descomponen el
evento compuesto "suma seis" en cinco eventos sim-
ples. Estos términos quedan indefinidos de la mis
ma manera que los términos punto y linea son inde-
finidos en Geometrfa. Estas son las ideas primiti
vas e indefinidas de la teoria. La coleccifn de
todos los eventos simples que representan resulta-
dos en los que ha ocurrido el evento compuesto A,
describe completamente este evento,

E) Espacio Muestral

Definicién 9. Espacio muestral (S) es el conjunto
de todos los elementosl/ posibles de un experimen-
to, como son las observaciones 3/.

1/ 1a palabra elemento representari a un evento simple.

2/ 1los espacios ruestrales pueden ser finitos o infinitos
sin embargo en este trabajo se utilizaron, tan solo es-
pacios muestrales infinitos,
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En correspondencia con el conjunto universal (U)
el espacio muestral (S) representa el conjunto uni
versal para la teorfa de probabilidades.

A continuacibn, se hari referencia a las @ -8lge-
bras de eventos gque son semejantes a las o -8lge-
bras de subconjuntos, pero antes se considerar&n
las relaciones entre los eventos.

Se S un espacio muestral no vacfo, sea A eventos
de S y X elemento del evento A que se representar$i
como X€ A por lo cual X¢ S.

A continuacif6n se hace referencia a las definicio-
nes descritas anteriormente en los conjuntos y su

representacifn asociada al término evento en proba
bilidad.

De la definicibén 1, el evento que no contiene nin-
gGn elemento de S, se denomina por evento imposi-
ble, se representa por ¢.

Por ejemplo, al lanzar un dado y que su cara mues-
tre (resulte) un real distinto a los enteros 1, 2,

3, 4, 5 6 6, se denomina evento imposible ().

De la definicibn 2, sean dos eventos Ay Bé¢S, se
dice que la diferencia (representada por A - B) es
el evento. X€ A, pero Xf B,

Por ejemplo, sea B el evento de elegir al azar un
nGmero natural que sea par, B = (2, 4, 6, By}

A el evento de elegir al azar un nGmero natural,
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A= (1,2,3,...}, entonces A - B = (1,3,5,7,...}, son los
nimeros naturales nones.

A todo evento A le corresponde otro evento defini-
do por la condicifn, "A no ocurre", Este evento
consta de los elementos no contenidos en A.

De la definicibn 3, dados dos eventos A y B€S se
dice que B consta de los elementos que no est&n en
A si B = S-A y se representa por AS (=B).

Por ejemplo, sea A el evento de elegir,al azar un
nimero natural par, entonces AS consta de los nime
ros naturales nones, si el espacio muestran son los
nGmeros naturales.

De la definicibn 4, dados 1los eventos A y B€ S, se
dice que A estard contenida en B, si y sélo sipara
todo elemento X, X €A, se tiene que Xe¢ B y se re~
presenta por A CB.

Por ejemplo sea B el evento de elegir un nfimero na
tural tal que sea divisible entre 2 y sea A el even
to que al elegir un nGmero natural sea divisible

entre 100, entonces cada elemento X € A pertenece a
By ACB,

Se dir8 que A = B si y s6lo si ACB y BCA.

De la definicién 5. Dados los eventos A, B¢ S se
define la unibn de estos eventos, A 6 B y se repre
senta por AUB. En general para los eventos A1’
Az,... con Aie s, 1=1, 2,..., se define la unién




18.

o

(U Ai) como el evento cuyvos elementas pertenecen
i=1

por lo menos a algfin Ai, 1i=1, 2,...

Por ejemplo sea A el evento de elegir un natural
non y sea B el evento de elegir un n@mero natural

par entonces AU B es el evento de elegir un nfimera
natural,

De la definicibn 6, dados los eventos A y B €5, se
define la interseccifn, como el evento cuyos ele-
mentos pertenecen a A y a B y se representan por
AnB 6 AB.

En general, sean Al’ YAREN, eventos con.Aie s,
i=1, 2,... se define la interseccibn ( H A, ) como
el evento cuyos elementos pertenecen al® 1todos las

Ai, i=1,2,...

Por ejemplo, sea A el evento de elegir un nfimero
natural par y B el evento de elegir un nimero natu
ral divisible entre 100, entonces ANB es el even~
to de elegir un nfimero natural par y divisible en-~
tre 100.

Se dir§ que Ai, i=1,2,..., son eventos ajenos si
A n‘A =@ con j# i 1i,3j=1,2,... notacibn: sean

A y B dos eventos de S, se usard AVB = A+ B si A

y B son eventos ajenos, en deneral G Ai = i
i=1 i=1

si Al, Az,..., son eventos mutuamente ajenos,
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g -8lgebra de eventos

Sea S un espacio nuestral no vacio, sean Ai,

i=1,2,..., eventos de S.

De la definicibn 7 se dice quevA es un G-4lge
bra de eventos de S, si satisface las condicio
nes:

i) _A no es vacta

¥ A
i1i) Dado A; €5, i=1,2,... (U Ai)e
i=1

. C X
iii) si A€ A, 8 - Ay =Ai(_/4, i=1,2,...

Una §-48lgebra adecuada, considerando S como
la recta real y los eventos representados como
intervalos semiabiertos (a,b), seri la clase
de todos los conjuntos de Borel en S.

Medida de probabilidad.

Sea S la recta real, ai< X ¢ b son los even-
tos y considere la clase de todos los conjuntos
de Borel en S, entoncesiuuav—élgebra represen
tada por los conjuntos de Borel\/4, es una fun
cibn de valor real, teniendo como dominio a VA

Yy que satisface los siquientes axiomas:

Axioma 1. Para todo B conjunto de Borel en S
corresponde un nGmero, no negativo,
P(B).

Axioma 2. P(S) = 1 (esto es, esta normalizada)

Axioma 3. P(B) es una funcibn de conjuntos

g -aditiva, esto es
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p(Bl + 32 + ...) = P(Bl) + P(Bz) + ...

donde Bl, Bz,... son conjuntos de Borel mutua-
mente ajenos.

P(B) es llamada la funcibén de probabilidad en S.
Consecuencias de los axiomas.

0 ¢P(B) & 1
y P(B) + P(BS) =1

Si Bl Y 82 son dos eventos tales que B
tiene B, = B, + (B1 - Bz)

1:) Bz, se
1
entonces P(8,)= P(8,+ (B, -8,))

Por el axioma 3 se tiene
P(B,) = P(B,) + P(B, - B,) ) P(B,)

por lo tanto
P(By) » P(By) . . . (l.a) '

y P(B,-B,) = P(B;) - P(By) . . . (l.a'")

Teorema 1 para toda sucesién de conjuntos Bl’
BZ""’ en 5, se tiene que converge al conjun-

to ACS y si existe el 1im P(B_) entonces si
n-oe

P(lfm B_) = 1im P(Bn) = P(A)...(1.b)
n-ee n n-pow

se tiene que P es una medida continua en la
g -dlgebra.
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Demostracidn.

Sea {Bn} una sucesién creciente (Blc Bzc B3) P |

y sean A, = By, A,=B,~A, Ay = Bg- (Alqu),...,
)
An = Bn - YA.

donde A, son mutuamente ajenos y se observa que

%)
B, = U A
Rt

4] - i - (.)R
Por lo tanto P(lim U 8)* P({.{Bh) P(h h)
nae A "
= i PLAL) = lim i P(RR) ¢ liwm P(g."&)
& n-ew R=ot n-ew
fd ‘lW\ P(eh)
" 4o
Para una sucesibn decreciente {B ] (B, 2B, B,...),
se consideran el conjunto complemento

(Bi Bg Bg...) que forman una sucesibn crecien

te, entonces por la propiedad demostrada en el
limite superior de la sucesifn creciente se tie
ne:

P(de): P(s-(§ ByY)

por (2a') se tiene

e( RB,‘) = () -P((:i B:)zP(s).\ni:A“P(B:)
) [ 3
= liwa [ P - PCBI)]) = Vim P(s-8.)

- "o 60 wee
- 1w P(B“)
- wn—beo
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Para toda sucesibn {Bn] mon6tana, ya se
demostr6 anteriormente, en el caso en que
no sea una sucesifn mondtona se constru-
yen los siguientes conjuntos:

A

il

1 BIUBZUB3 U...

A3 = B3UB4 U...

An = BnU Bn+l U...

Por lo tanto

Ay = A - By

A3 = Al - Blu B2 = A2 - B2
n-1

Ap=m- U By =4, ,-B
i=1

Estos conjuntos son monb6tonos decrecientes
0 sea Ala AZ'J A3...

por lo gue es posible aplicar el resultado
obtenido con la sucesibn decreciente,

P(lim A ) = lim P(A )
n-eo n -4
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Con lo cual se muestra que la medida de
probabilidad es una medida continua.

La demostracifn se hizo sin usar las pro-
piedades de los conjuntos de Borel, sin
embargo es posible demostrarla, usando las
propiedades de estos conjuntos por medio
de los lim sup. B, v 1im in€f, B, los que
ya se demostraron en el inciso D, de este
capitulo.
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II. FAMILIAS DE FUNCIONES DE PROBABILIDAD EN UNA
VARIABLE ALEATORIA CONTINUA

Sea S un espacio muestral con funcibén de probabilidad
P(.), en particular sea S la recta de los reales.

Definici6bn: Una variable aleatoria X es una funcién
de valor real con dominio en S, cuyos valores estén distri
buidos conforme a una funcién probabilistica.

Considérese ahora el conjunto particular Bx, con Bx €3S,
definido por el intervalo en los reales

XX vesnoaonsonsneo(2a)

Para toda variable aleatoria X se define una funcién
F (x) por F(x) = P(Bx)

de acuerdo a los axiomas de probabilidad F(X) representa la
probabilidad del evento dado por (2a). Entonces F(x) es

llamada la funcibén de distribucién de la funcién probabilis
tica dada por P(Bx).

Teorema 2. Toda funcibn de distribucién F(x) cumple
con las siguientes propiedades:

a) Para toda variable aleatoria X, F es una funcién

creciente, la cual es completamente continua por la
derecha y tiende a O cuando X —%-o@

b) 1im F(x) = 1
X ~»oo
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c) Para todo intervalo I, a¢<x¢b se le asocia el valor
de la diferencia de valores F(x), para x=b y x=a,

no negativa.
F(b) ~ f(a) >0

Entonces, toda funcibn F(x) la cual posee las propieda
des de los incisos a, b y ¢ determinan de forma finica una
distribucibn de probabilidades en S, tal que F(x) represen
ta la probabilidad del evento(2g). .

Demostracifn:

F(x) es una funcibn creciente para toda x, es inmedia-
to de la relacién (la).

Bx, definido como en (2a), si se incrementa % con h,
entonces para toda h >0, Bx + h = {X\ X¢xsentonces By B

F(x+h) - F(x) = P(Bx + h-Bx)

si h tiende a cero, consecuentemente el segundo miembro
tiende al conjunto vacio. Y por el Teorema 1 el otro miem
bro tiende a cero, por lo cual F(X) es contfnua por la de-
recha. Y se observa que F(x) tiende a cero cuando X—b-®
dado que el conjunto Bx tiende al conjunto vacfo. Cuando
X ~»o0 el conjunto Bx tiende al espacio muestral S y conse-
cuentemente F(x) tiende al valor P(S) = 1.

Del inciso a se demuestra que dado que F(I) es una fun
cibn creciente

F(b) -~ F(a) %0

para todo a ¢ x £ b.
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De acuerdo al Teorema 2, se puede definir una distribu
ci6n de probabilidad por su funcién de probabilidad & por
su funci6n de distribucién. La distincibn de los métodos
es puramenté formal y algunas veces es conveniente prefe-
rir una de estas.

Ahora se caracterizarin dos importantes clases de fun-
ciones de distribucibn

Sup6ngase que F(x) crece solamente por saltos, mis pre
cisamente, supbfngase un conjunto numerable de eventos El’
E2,... y en correspondencia los nfimeros positivos Pypr Pyr
ooy Piaqgr tal que F(x) = P; sumando sobre toda j la

cual Xj$i( se llama a este caso discreto.

Para el caso continuo se empezari por definir la inte-
gral de Stieltjes sobre los conjuntos de intervalos I defi
nidos anteriormente.

Supbngase que se tienen dos funciones,ﬁ(x),l"u) continuas
para a < x ¢ b. Subdividiendo (a,b) en subintervalos Ij:
(xj-l’ xj] por medio de a=% <% ¢ . . .<x3b,En cada inter-
valo se selecciona arbitrariamente una {scI%. Se usaré

AjF(x) = F(xj) - F(xj_l) v se considera la suma
m
M= 38 (€) A F(x)
j=1 J J

Si Uj es el miximo de ¢ (X) en Ij' Yy Lj' el minimo, en
tonces
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donde m
= , F
M, 1§1L3Aj (x)
Y m
M = X U A, F(x)
U= e
sea ¢-=

max (Uj - Lj) entonces

m
m
ogmM - M = j§1 (U - L) Q; Pl g € F D Foo

Lia)
€ ZAi F(x) = € [F(b) - F(a))
i=1

De agqui que si los intervalos I_i son nuevamente subdi-
vididos, y este proceso se continGa tal gue la norma de la
subdivisién, J = max (Xj - Xj—l)' se acerque a cero, enton
ces como @ (X) es uniformemente continua sobre (a,b] cuan-
do €-0

Mu - ML-_" 0

se observa que ML no es decreciente, dado a las subdivisio
nes.

De aquf y de (2.b), M se acerca a un limite, dado que
ML 3% Mu no dependen entre =i de la §; escogida arbitraria-
mente en Ij' por lo tanto de (2b), limite de M es igualmen
te no dependiente del valor escogido. Por lo anterior

1im M no depende del método de subdivisibn.
§~-»o
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Se llamard a este limite la integral de Stieljes de
g (X) con respecto a F(x) sobre un intervalo a < x £ b y se

denotar& por

b
lim M = J @(X) 4 F(X)
FEL a

Se examinard también el significado de la integral de
Stieltjes cuando F(x) es una funcibtn de distribucién dis-
creta.

Supbngase que F(xX) es una funcibn de distribucibn dis-
creta con un n@imero n, finito, de saltos con probabilidad
Py en los valores a, , valores de la variable aleatoria X
en el intervalo (a,b).

Suponiendo que se tiene el siguiente orden a <a,<ad..
<, < b.

Como los valores de a son distintos para toda subdivi-
si6n del intervalo contfnuo (a,b), cada intervalo Ij' don-
de Ij ={§\,€ ¢ (Xj-l' Xjﬂ contendrd, por construccibén no
mis de un punto a, -

Si Ij contiene al punto a, , esto es Xj_l<a < X se

jl
'

denota por Ii, llamando al punto jﬁ en este Llntervalo como

p + Entonces d

P sia € I,

k j

D F(x) =
J N
0 s I.

iay f1y

m \
de aquf que M = S g (§) P
k=1 ?h R

Ahora como la norma J—0, ?k-o 3, v # (f;) ¢ (a, ),




entonces

b n
fﬂ(x) dF(x) = 2 @ (a) P. . . o . . . (L9
o k=1

donde se nota que la continuidad de @(X) en los puntos a,
es esencial. El resultado (2c) se puede demostrar cuando
se tiene un nGmero numerable de puntos ay de continuidad
de F(x) en (a,b).

En el caso continuo se obtiene la funcibn de densidad
de probabilidad f(x) dada por

dr (x)
dx

= £(x) y dF(x) = f(x) dx

y de aqui se puede escribir

b b
o o0 arto = fo (0 £ ax. ... .. (20)
(]

Q

Esta relacibn puede ser probada como sigue:

Se supondrd que f(x) es continua en el intervalo (a,b).
Entonces en cada intervalo Ij se selecciona f} como el va-
lor para el cual

F(x) = F!' . X, = X.
D 5F (x) (i’s)(J 5-1)

La existencia de este valor es garantizado por el teo-
rema del valor medio. Entonces

)£ O (X=X )

m
M= 2 (S,
j=1 :

Por el teorema fundamental del cllculo, el limite de
esta suma se obtiene cuando la norma se acerca a cero y es

¢l miembro derecho de (2d)., TLa prueba puede ser extendida




31.

para el caso donde f(x) es discontinua en (a,b].

La integral de Stieltjes sobre un intervalo infinito
se define como

@ b
@F(X) dr(x) = limite @ (X) dF(x)
- 00 a-~» - -® «

b —+

si y s6lo si el limite existe cuando a —¥.y b-woo , indepen
dientemente.

Teorema 4. Toda funcibn de distribucibn puede ser re-
presentada como

F(x) = a; F1 (%) + a2F2(x)

donde a; y a, son nlmeros positivos como suma 1, mientras

F1 y F2 son funciones de distribuci6n tales que:

Fl(x) es absolutamente continua: Fl(x) = Fi(t)dt
para todo valor de x

Fz(x) es una "funcibn de escalones"; que se puede represen
tar por una secuencia fn(X) de funciones tipo B* si, para
cualquier funcibn, tipo B, g (X) el limite

»
1fm _ffn(x) @(x) dx
n-de it

* Definicibn. Una funcibén (casi) tipo B es aquella que

es diferenciable en todo punto cualquier nfimero de_vye-
ces y tal que ella y todas sus derivadas son 0( x ')
cuando x para (algquna N) toda N,
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existe. F(x) es la suma de los saltos de F(X) en toda
discontinuidad $x, y se obtiene de las funciones "generali

zadas" 6 "distribuciones". Como es el caso de la { (delta)
de Dirac, definida por

J(x) =0 six#0 .
] oo terdn: 8
j&(x) dx = 1 para €20, con Jen Fmdx 2 beoy
M -

En base a lo anterior y al teorema 1, F(X) es crecien-
te en (-o0 ¢x¢eo ), continua con valores F(-e)= 0, P (o )=1;
entonces existe una funcibén inversa (Gnica de F, la cual es
llamada funcib6n del percentil, R, definida en (0 & p & 1)

~
la cual es estrictamente creciente y continua en este inter
valo. Entonces

X = R(P) = F 1 (p)
donde
} 4
P = F(x) = j’f(t) dt, donde se denota el percentil por p.
- D

Como anteriormente se indic6é, una distribuci6n de pro-
babilidades es usualmente definida por su funcibn de distri
bucién o por su funcién de densidad. Alternativamente ésta
puede ser definida por su funcién de percentiles (6 cuanti-
les), si &sta existe. Por lo cual se afirma que si X es
una variable continua con funcién de percentiles R, y U es
una variable aleatoria con distribucién uniforme sobre el
intervalo (0O, 1). Con la transformacién X = R(U) produce

una variable aleatoria con funci6n de percentil R.

Momentos de una variable aleatoria.
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Si X es una variable gleatoria con funcidn de distribu

cidén F(x) y la integral

jx d F(x)
xeS

si es convergente

f|x| d F(x) < o
xeS
con
Jarm =1
(%]
se llamar8 valor medio, media o esperanza matemitica de la
variable aleatoria X. Y es representada por:

E(x) = [xdF(x) . .. .... (2h)
x¢sS
Una funcién, g(x) de la variable aleatoria X, vor la
definicibn de variable aleatoria.

E (g(x)) = [g(x) 4 F(x)
x€CS
Entonces el valor medio de la funcidn particular g(x)=

(x-—E(x))2 es llamada la variancia de X. La rafz positiva
de este valor es llamada la desviacibn est&ndar de X, asu-
miendo la convergencia de la integral

p?2 (%)= JUx-Ex)2 ar(x) = f (x%-2xE(x)+E2(x)) dF (x)
IS aF(x) - 2 B(x) ["xdF(x) + E%(x) JaFx)

E(x) - 2E2(X) + Ez(x) = B(xz) - Ez(x) =

]

2

2 ,
E(x®) - E(x) = 0 st y s6lo si F(X) es constante
sobre todo intervalo cerrado, el cual no contiene el valor

X = E(X). En este caso extremo se tiene probabilidad 1 de
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que la variable aleatoria X asuma el valor E(x), y se tenga
F(x) = € (x-E(x)), donde €(x) es la funcibn de distribucidn

particular dada por:

0 para x <0
(x)= 1 para x 720

E (xz)- E%x) = 0 implica que
1
fxz d F(x) = [fx a E(x)]
neS l‘s

como E(x) = j(x d F(x), implica que si
TE)

F(x) = constante, para toda X ¢ fav bi), por lo tanto

F(x) = €(X - E(x)) e implica la funcibn €(x) anteriormen-

te descrita, por lo cual si

d F(x) = J(X ~ E(x)) ax

E(x?) = fxz d F(x) = [ x* §(x - E(x)) dx = E*(x)
s x¢S
“FoarFrmx =[x gx-Ex) & =B (%)
xeS %65
por lo tanto
E(x%) - E®(x) = 0

en los demis casos la desviaci6bn estindar es positiva.




S5i X es una variable aleatoria con valor medio finito,

entonces

E(ax + b) = aEB(x) + b

para toda a y b, constantes con respecto a X.

Si la desviacibn est&ndar es finita entonces

D(ax + b) = jal D(x)

En particular la variable §:§i§l-tiene un valor medio
D (x)
de 0 y desviacibén est&ndar de 1 dado que D (i_:_giil)= il
N (x)
D(x) _ 1 ya que D(x) >0
D(x)

La media y la variancia son los primeros momentos de
la distribucidn de la variable aleatoria X. Ahora conside

remos el tercer momento alrededor de la medida o esperanza.
My= E(x - E(x))3
Este momento es una medida de asimetria (6 "skewnes")

de la distribucifbn. Una funcibn de distribucién unimodal

con /M5<O: es asimétrica cargada a la derecha de la media
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figura 2.1; si‘/h<oes asimétrica cargada a la izquierda de
la media figura 2.2 y si‘/(:o la funcién es simétrica res

pecto a la media figura 2.3

El valor

A

mide la asimetrfa de la distribucibn relativa a la medida
de dispersién/n‘. Esta estandarizacibtn tambi&n es usada
para comparar la simetrfa de dos distribuciones cuyas esca

las son diferentes;9? se denota tambi&n por x, .




-60

-]

1.20

0.80

FIX])

0-40

-00

FUNCION DE DENSIDAD [m”

CON N= 4

0.62

1.25

2

X
GRADOS DE LIBERTAD

1.87

F\%ura

DEPTO. DE ESTADISTICA APLICADA I.B.P.
FPRO/JVEN

.50 3.12 3.78 4.37 5.00
—

TLE



.00

1.00

FUNCION DE DENSIDAD: ”M

2.00

OEPTO. DE ESYADIBTICA APLICROA 1.8.P.
PPROZJYIN

3.00 00 6.00 6.00 7.00 8.00 -
—

F'\oduwa 2.2

“8¢



F(X)

0.20 0.30 0.40

0.10

0.00

-8.00

FUNCIOGN DE DENSIDARD
T DE STUDENT

V]

OEPTO. OE ESTROISBTICR RPLICAUR I.8.P—
FPROVIVEN -

CON N= 20 GRADOS DE LIBERTAD

"6000 "4000 ‘ZCOO 0000 2-00 4-00 6000
X —

F\Qu*a 2.3

8.00

“6E




FiX)

0.20 0.30 0.40

.10

también conocida como
dés.

Y por Gltimo,

Este momento es una medida de "picudés"
aplaneamiento)

Para valores positivos de

E(x- E(x))v

>

de la distribuciédn.

40

el cuarto momento alrededor de la media

(kurtosis o

La razbn

/,_:—ﬁl-’ R

o, es una medida relativa de mpicu-
¥, mayor serd la picudés

de la distribucibn respecto a la distribucién normal para

el
forme y la distribucién normal,

b/,_ = O . Por ejemplo, considérese la distribucidén uni-
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Familia de funciones de distribucién

A continuacibn se mencionar8n algunas funciones especia
les:

Funcidén Gama

Una importante funcién contfnua e infinitamente diferen
ciable, definida por medio de una integral, que depende de
un parémetro, es la funcibén Gama dada por:

n.‘ .
T‘(x)=j € ¢ de donde x>0

(]

El integrando es singular en t = 0 y x 1.

Propiedades:

1) Pxs)=xMx) x>0
2) (vt = nl
3) (V) = Jar

) v\:o,l’l,3l---

Funcibn Beta

Una funcidn Intimamente relacionada a I es 1a funcién
Beta dada por: I ox Y.
-t [}
A= [ () g
o
esta funcifn es contfnua en x »0, y >0,

Propiedades:
1) AKX Y)= TIX)T(9)/ (x4 y)

2) B (X,8)= B(4,x)




Estas funciones son utilizadas en distintas funciones

de distribucibn.
Funcibn de distribucibn Beta

Una variable aleatoria X tiene distribucién Beta 96(‘“5
'X}) si (para alguna «, Ay~1)

o ) §
X _(1-x) , Si ogxsy
_ ) Aty A e)
§ (x)- _
o , S¢ x#€Con)

Funcibn de distribucibn Gama

Una variable aleatoria X tiene distribucibdn Gama
G(Xlot,/!,“) si (para alguna aL‘.'-l,ﬂ>° , ~® < R<oo)

(K-M‘ e-(x-ﬂ)/(, 5 AL x<o '
AR Pt !
fx“): * o , si x ¢ Ca,c0)

Funcibn de distribuci6n uniforme

Una variable aleatoria X tiene distribucién uniforme
sobre (0,1) si

\ S © sx slI
y

fx(“:\o , 51 x §Co,1)

esta funcibn de distribucibn es un caso particular de la
funci6n de distribuci6n Beta (X /o, 0),

81 o=z 0 gy Azo, se tiene/g(xlo, o)
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entonces | x'(/_x)" o O&x 4
- €1, 1)
{0 A% o; xgCo,]
o
o sea \ s 0 & XS
/ 0,13
CS B si x4

Funciones de distribucibfn exponencial

Una variable aleatoria X tiene distribucifn exponencial
si (para alguna/?ol-wd(c)
- (x-R)/s A< x
e ' o <

i’ (X) =

Funcibén de distribucién Normal

Una funcifn de distribucifn, muy importante en la esta-
distica es la distribucién Normal o de Gauss.

W (x-e)

f=we

definida sobre el intervalo -o <x<e& donde k, h y ¢ son
constantes., Varios intentos fueron hechos para establecer

esta distribucibn, a partir de vpostulados y otras suposicio
nes bé&sicas.

Gauss, por ejemplo, deduce &sta del postulado de la
media aritmética, que para un conjunto de mediciones equi-
probables de una observacibn la media aritmética es el va-
lor m8s probable. Pearson la deriva como la solucién a una
ecuacibn diferencial. Adem8s, puede ser obtenida como la
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distribucifn limite de la distribucién binomial o de

Bernoulli., A continuacifn se enunciar8n algunas razones

por las cuales se le considera la distribucibén continua m&s
importante dentro de la estadistica.

1.

Algunas veces una variable no est8 distribuida nor-
malmente, pero se puede convertir en una variable
con distribucifn normal por medio de una transforma
cién sencilla.

Existen distribuciones cuyo limite es la distribu-
cidén normal. Esto se cumple para la distribucién

binomial, la‘xz, la t de Student y otras.

La distribuciétn de los promedios de muestras de ta-
mafio n, en poblaciones con distribuciones distintas
a una normal, tienden a la normal cuando n —b®®
(Teorema central del limite).

Ciertas variables aleatorias gque son b8sicas para
justificar pruebas estadisticas, provienen de una
variable aleatoria distribuida normalmente como en
el caso de las variables‘xz, t vy la F que permiten
elaborar pruebas sobre estadisticas.

Muchas variables aleatorias que aparecen en la na-

turaleza estin distribuidas normalmente. b

Otras variables estén distribuidas normalmente, en
forma aproximada.

A continuacifn se obtendr8 la forma conocida del mode-
lo de esta distribucién.
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Se puede determinar k en la distribucién al aplicar el
Axioma 2 de Probabilidad.

Si usamos u: h (K'<), se tiene
(] -'U.t

jgpuy:—}: e du

S

1

ob

[_J M‘
para evaluar la integral I= j e d

se observar& que
-~ 0

o» o T
1 J w

I = e du dv

‘o Jo

usando la transformacibn a coordenadas polares
WUz ¥Cos @

dw  dw coso -vsen®
= vsen © dv 40 -
N dv N \' send vcose
Ty %3

2 -
- v (cost@+ sem 6) =Y

por lo cual, se tiene

L
AY , 00 <t
IR

g =
-]

por lo tanto, se tiene que k

= h/Ac
La esperanza de la distribucibn es
® -‘1‘(*—()1 w 1
. Jc e J 2"
de = g )

de 4 h | (g (x-d‘&x
N

® L\ (x-e)
Em:-%jxe )
- 00




La segunda integral es cero porque el integrando es
una funcibn impar de x-c. Asfi que si denotamos por

w A(x-€Y
/4=Ecx>=c;;?§e dx =¢
-0

la varianciaes encontrada integrando por partes

- [ J oY 'h‘(x-‘)‘
= ELex-e] = J“““‘ ¢ d x
w A
T oaw

Usualmente se escribe la distribucifn normal con c y h
LS
expresados en términos de/M y @, respectivamente, entonces:

LS

£(x) - \ é e
T gyin

y se har8 referencia a esta distribucibn como N&/U ¢')

Para encontrar los demis momentos es conveniente que se
use la funcibn caracteristica de momentos de la variable
aleatoria X, que est8 dada por la transformada de Fourier,
de la densidad probabilistica, denotada por la esperanza de

e(xe

#(or= E(e'®) -

(P (25 |
ey Le € dx v ()
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entonces las exponenciales se pueden reescribir como;
: ‘€O (@ o 1 (cT6) . L qa)
‘ex - 6_{ (tce) - /_"‘u_._(l.r ’ + AO‘. ((0' )" ,-( '_(l )

2
(io @) (:_;__.d) U"")"}_ (5%“‘)

+ A ((ce) + L (iTe)

. RPPIL Y
LBK-%(."?ﬁ‘);-

&
T '676)
- XM L cT0) 4l + L (L
.{. = + ) /4 2.

. 2
“-_{(x-,u 4 ‘cr'é)";(/u(e +.%((0'0)

- \ o
@(6) = = _‘59 d x
usando
W, XM , GO dy . cl‘ﬁ-‘-"b‘
11} / JK = o } q
' LY 4w+ L (iro)t
6) =
goy= _j_e 1 1
: ot [® Y7 . SR §
] e iAo +i(ive) e 14'5’- ecQA t4(coq)
;’-ii -

para evaluar los momentos a partir de la funcidn caracteris
tica se emplea la siguiente expresidn:

(n) J"ﬂ(”) _ _h Y A ) )
¢ (0) = ~J o ora f-/‘n 4
ya que de (2i): o
k L ’{(%&)A‘l .
d ¢(6.) - X e &0
T4 o® lese (TS
por ejemplo = (d)s/qh
) M0 '-};(0'9) = L'/’(
B (o) =[(mi-Tte) e }ew

L L 8
v .6Y0)  ued- LcGG)J
‘e L (T (Mui -6 M 1
() Aoc- g (T6) 4+ (X e 8:0

@' oy =[-a"€

. 'z' 1 "
Y crate et 0T A




3 2 : MO - L (Fo)T ¢ ~(00)}
¢“(o)=[-<¥(/u-<r‘e)e ( +L(/(L—0‘e)(6)€"

MO - 1
" (/446-6"9)36 1(0.6)]9—0
=i - 20N 4-/434'3; -3 G uc 4./44’4'3_—
(T + 4P

() Mec~Lrqge)* ' 48 - 2
@ oy _____[_0.7. (-6%) € x( Z O'L('/u'-d"e)"e‘ﬂ 4(90)

v L (-89 (-c?) e mﬁ(mi 2 (ui-G) (- )

MO - L (gd)?
e (-4 (c )]L~°

1"

= YOV utely 2 VoY Mt t"l-61)+3/‘4"¢"'(-¢‘)
+ udcy
= 1 (6amty 30-"4-/““)

estos son los primeros cuatro momentos no centrales.

La distribucibn normal es simétrica respecto a la

linea X= M que es la media. El valor Ges la concentracién
alrededor de la media.

Si M=0, entonces E [ (x../q)"] =€EW)=¢
3 -

£ (x-My) = E ()= y

e ( (x-M)') =€ (x4) = 39

por lo tanto

3.
PR AL
/4 = ol =3

1

y X o
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Funciones de distribucién'X? (Ji~cupadrada)

Sean Xl, Xz,..., Xn variables aleatorias independientes
con distribucién N(/“/ gt ), entonces la variable aleatoria

1
Xt = gt (x;j:*)
q

(=
tiene distribucibn Ji-cuadrada con n grados de libertad
1
( -xz ~ K (v\))

A continuacidn se obtendr8 la funcién de distribucibn
de esta variable,

Para una mejor apreciaci6n del procedimiento, se consi-
derar8 para n = 2, y después para cualquier n.

Considerando la transformacifn

‘ﬁ‘=x, = x, = 9,
Y
\'5,.'-'-5)(? — Ko, = ( Y- :L)L

=1

entonces el Jacobiano de la transformacién es

\ o

Wi+ RO LT CEL S

\
z(%'f)&l
considerando cuatro regiones de integracién:

X, € Rn = ("w,/*) ) X, € R'l. = (/‘) w)

X, € R,, = (-m‘/&) , X, & R:.L: (/"(, 00)
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como la funcibn de distribucidn normal es par ‘(-X¢Q='(xuq
entonces se pueden considerar las transformaciones x;-X,
y dxi o -dx; cuando x; ¢ Ry, , entonces

" M ~©
] f dx - -f {fwydy = f‘tx)dx
© ”t

por lo cual las integrales que resultan de las regiones R“
R\L J R‘J Y R"’"

o 4 M e - M " g0
J/ fp(x' / x;) Ax\ A&l + I[ '(‘ (x', x%) Ax. Ax—; t!'[-(,(l,/h,) JK.sz*!”“!(”IQJIOJx‘

se reduce a
LA
J} Lx,oxy e 8 Cx, )t {,(x.,'&)f.ﬁ(x,,x,) dx, dx,
MM

entonces el integrando

m[("' AN - ]
R funq de acuerdo a la regibn
Gl(qgﬂu de integracién, k=14 .

considerando los diferentes exponentes de las R;qumncsy(qs‘h

funciones, y usando las transformaciones en Y. i a
) ¢

Ru® Ry o [ (-y,- ) + (9 85) "m0 ]

Wy + 1y, /1+/¢+3-3—‘-/‘(”z‘5)y‘*/‘
Y, + 2 M 41./4[‘5/—(‘5;’9:) J

Ru® Ry, [(‘a-,q)"*:((‘i,_-‘i)" —/“)] )
g oy s+ MEE Ja T -2 (-9 oM
‘3&+,_/,_,~/[9+<s, -41)h]

)]

W

1
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Syt ')
R® R, [ 9,0+ (- (h 300 A N
SR b e
= "l * 1“/‘:+L/‘£%‘r(q’-_‘j'{)yl]
" h /: TR eV
R, @Ry : [ Laom)tt LR e
,_*_\51-‘5;‘+ 1(‘31_"‘)/‘4 */‘

‘5:‘.~1“5'/‘4 */‘ y
-4) %]

\j,' " 1/‘1._ l/“ t‘i."(gl

i

entonces el integrando ser$

{
ot (@)t 2 (9, 9"

dea (M) ¢y y,-a)%
oo {e L8 (-3) ]+ o H (8-t

S CRITRL L) ef%-w*(%v‘if)"’}
+

e.i‘?' (3t 124 [cos\\ (A9~ (Be- '5.1)!,l ]) v cosh (G D1ty 5?)”-])]
gt (m)‘(lé:' |

Si/l= 0, e integrando con respecto a Yl, como el miximo valor
de Yl es {3: la integral se reduce

' ’ - h 5\ ﬁ-‘
ﬁ?e'i“i‘"' et LTI 49, . em TP !,) H
i S | R o S5
[ ] 0‘(@ v d‘ “ ('} !
]

)‘L‘ss"“\) *
(A I% | .
e’ 1T« e 1o
- v-! oy T - ot |

que es la funcibn de densidad x?(z),




Igualmente para
macibén;

. = X,
Y=

el Jacobiano de la
\
[~}

W

©

w-t t"/t
- L%n' Z‘%‘) "5‘

1"t

]
L(4a-Y ut )

52.

X(n)’ para toda n, usamos la transfor-

:) x| z %.
= X,= \Jt
:‘) x“~l=‘5\1;—'
LX)
=" x,,:(‘j..-?__. x; )
transformacién es
o o
} .. Q
o e . 1 y
e -y oAy /A
"(.\30\'2‘,‘5?) 1‘51 '(“w-g t') 3., {l‘i!

considerando las 2n regiones

X, € R, = (-co,/(]'
XL [ RL\ - (‘w‘."l,

Xy © &vu'-' L-m‘ﬂ]'

X, ¢ Rn-'(j"w)
Xt [3 k'll: ‘/‘Id)

Ky € Rant U4

(]
o
o
.- 1-7
39)"
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como la funcién de distribucifn normal es par entonces se
pueden considerar las transformaciones

X, =9 -Xiy dx; -'-'7-AX;
cuando X: e R¢,

N
J (..I'V\

jﬂf (%) AX; : - J?(x;) dx: = I;(x:)clx.;

MM

por lo cual las integrales que resultan de las regiones
R(; ,i:‘l“,é='ll‘

S

I

—IAS:T. ..j:‘{.(X.,x.,....lxv.)éx\éz‘.. Ao 4 m

BRI .{'(x.)x‘..;x.)“,'.. J‘.
fz-ﬁr““ i
+f

- i L. el“(x.,n...,x.) Jx.‘jx‘,. . dxw

, Se veduce a

M

M A

considerando los diferentes exponentes de las (ﬁ , Rz an

funciones, y usando las transformaciones en 3¢, iayn
n

Wl o y‘
R e oy (9.t (et ({8 - 2 %) ) ]

= Y- 1‘5./4+/«H9:-w,/&+/«‘+--~+ q.\-?gg_“g”.g.,g)v)‘yf
- .
= Ya twut- 1/4[?._..‘5, + (Yn %5‘)]

= Yu bnutpim [o-%

K“QR‘; G~~---Q%U\L'«[(’%| _)‘)1-} (\5;"/{)’:'...-*,((\)“_“2;' \j:‘.)Vl—/‘)IJ
Pra) %i i (‘“-?.'ﬁ' )v‘.]

’

R.BR®- - ®Ry, [ GOm0 )" -
&" Ya + V\/q'-,,y,( [ ‘Z‘_‘)”(‘jn'“i 3:)\’1]
3t ‘

. (- (4. -2"5;‘)%-/4)1]
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entonces el integrando serfa

gt ) o S LRTENS SN -d[o. -F 4y- 0 T) “]

o (i)™ L (Y- zs "
A e,‘["‘j“‘:, (3a-592"]}
- e (Jntan?) { 2 3 :

e i cos h ( & (i 4+ (90-2 91 ) ) ¢ cosh(- 5 5.'}"5'
CNCEP YOS U g ‘ ) nO

- (‘3,,-?_‘5:)")4_ ce e e cosh( [z 5 + (9 - i 5 JV,J}

Si M=zo0, e integrando para las Y, |, ¢=,

donde cada Y, est8 acotada por os y ¢ ‘"}1§; para i=1, n-1
H11]

w . V\’ .:" "‘.
s\".x ." -t ‘s'\ " | b
J o g T “‘_,j‘:‘e"f ”‘“"
o T"(Jx ‘) (9. f 5‘3)% T oo ° (sn )V"

e

n-) variables,

usando la integral definida encontrada en tablas

qu(a“- x“)'Ax . anm' r( (mﬂ)/nl rle4)
n C(na)/mrest)
o

haciendo n=2, m=0, p=‘;L

Z. 3 Q= J‘ﬂn t ‘5’ pavo <z ym-

P HRT ’ d:it

se tiene, para Yl’ i=1

oo ,
® 't Wi, avh e P4 (1)
J (3,-;1: 4 -91) de= = Lf?(‘)

(4 (2 9




La sigqguiente integral, para Y
-2y}
T3 4 - T
Y - Y
l (3n-2 %, -4 ) d,

la siguiente integral, para Y

S

2

a P(3) 00
L (3

3

_at rinesy

S - ‘2"3 - Y
( Y- fﬁij"ss) d4y
() ,:‘.

La siguiente integral, para Y
IR A 5;

135

L

La siguiente integral para Y

o)

5

1 r(2)

4

b YR ') re
(Su“i“ﬂi-ﬁq) JS.’ = % X ) P'(2)

r(4)

r(4)

L ")

) (-2 %, - 9, Ytas, = a* L)

Para la i-ésima variable Yi

v Bn ;itto ‘53

- Lt ()
s ("V\ 5"'%1 - ‘j ) tl 5,, - "-il'f—_
' Para el término i=n-2 :
V9 - 9. .‘ - S N A s )
j (3u-90- 9,,) S d 9T NEES

55.
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Y para i=n-1

v NS § o () 1 )
(-%“ -Sn-t) * JB"., = - 8 r'“%)

en este caso a2=Yn, a={3“ ; multiplicando todas las constan

tes obtenidas en las n-1 integrales, se tiene

I
. -y -
2 Gl ["(%)]"Fu)mi)r‘m,.,,N‘:-;:) Y212 ] ey,
" qr2 g IND) P) ray - -- .[‘( &‘.L) p(%) 1q T r\(%)

i

que es la funcidbn de densidad Ji-cuadrada con n grados de
. w2 _ n 2
libertad, como Yn~X =3 Xi, entonces

i=1

X‘ . e (Y)Y

La funcibn caracteristica de momentos para la distribu
cibn Ji-cuadrada

Y Wk -Xn
B (0)=— Semx‘e/'“

() %

) ‘ J“éxb**io)x%ldx
1t g Je

haciendo

2= x(£-¢6) dz= (4-c06)dx
2

X 2 (10 dx = de

/ T (L-ce)
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se tiene

- . RN
¢ (9) - f e 1 3 z("
STy (L -0 L d

®

donde ”

e.itq-' d= = I'(%)

por lo tanto

: | \
(0) = -
@ A3 (4-co)™  (1-2i0)"

para obtener los momentos se evaluar8 usando la relacidn
(2.).
J)

Los primeros 4 momentos estén dados por:

¢c-:°) =[-%(‘_1‘:65%" (.1(')) = - %(-LC) = Cn

=0

! ;[n;[(_%_,)U-L;ej?"‘(.,_‘-)): ni(ni¢ai)
2 (H(nt i)
. B3 .
) nt + -1t0) -8-2) (c1c
@ m-{x SESHIV (-2-) (2]

' = (I3t 648
S qnd (g ()= e (Rer) 2 L ")

R »
¢Mlo)={‘im3({‘+|)(%+1)(l-ch) (J{-:ﬁ)( 1.)}

6:9

= (Y Y eran’eny nty4en)
- Bng'i(z{,.\)(!‘ll'y 1.)(%43)- Y (n 4

por lo tanto

y 3= n? Fenti Bn
E(x) = n, E(,('-):Vll-iit’l/ﬁ(.x) J

€ (xY) = # +tth3+4qn‘+¥0n




13} [(x-/«)‘] = E(x?) - E'¢x) = 2w

£ [(x-/u)‘] s E(Xx?) -3 E (XDEW+ LENX): 8

EL (x -~)Y]

L}]

E(xY) - 4 E(XP)Exd + 6 E () E') -3 E%)

1t

[1n 1 48 n

por lo tanto

58.
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Funcidn de distribuciétn t de Student

La distribucitn de la razén de dos variables indepen-
dientes, una con distribucibn normal y la otra con distribu
cib6n Q(t(m). Sea § una variable distribuida N(0,1) y Xah
distribuida‘xz(ml. Si estas estdn independientemente dis-
tribuidas, la probabilidad conjunta es:

f‘ ] ":“" ]
e ) x e dgdx
vie 1 r(y)

usando el cambio de variable

{ =
\E3

W= X

- o0 { { < oo

Oy (e
entonces §= t" _:Si ) Xt-:u,

El Jacobiano de la transformacibn es

W=V |
o |

de aqui que la distribucibén conjunta de t y W es

-p (S

| (%%

+ u)
w d
Vam' r(g) VR dude

para encontrar la distribucibn marginal de t, se integra
con respecto a U

g,.( o f‘}; (9T tg Fiy
wmt) = R rearae) ~ w
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. Y
la integral de la funcibn Gama de Q;*Q%con parémetro i

por lo tanto

wAa » t .‘.‘.
e . wmer g - (En)=
Jurk) J (La)e]™ " e (% > +1) du
B 0= TR (D) .[ )

wAd )
Mn 1 'T
S L) (v £)

U

1“u)es llamada la funcibn de densidad de probabili-
dad de la distribucifn t de Student con m grados de liber-
tad.

Para obtener la funcibn caracteristica se empleard la
transformacibn

b L€
wh £ tudua iEde

. WNLV-JV
u."m_: "1/ -4.:14.\/—07 ) J{— ’_Lu@-—\—')
A{’___méu “ cown n___w\:\ ) ¥:1ﬁi:1
=> ) (v w) ™" g
C(a= )/
usando
h: ~_——-_.._~h(“) f:-u
AT
((0

g o= k / urd)

Esta integral tiene un punto singular en t=Vy-i'=
por lo que para que su evaluacibn se usaré el teorema de
residuos de Cauchy, dado por:

Ifcz)éz- iu‘Y_Ru i(*.)+ Rer §(2) 4+ - 4 Ren ((1..\]

.z0, tpra,
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donde a, son puntos singulares encerrados en la regibn de
integraci6n; y el residuo en el polo i-&simo (“;’3&“’}
puede calcularse por la f&rmula siquiente, si &ste polo es

mGltiple:

Ro_,\_ 'e(’é) z ! &‘M.' [ t(i) (e ’“)W‘ 21s0

2:a (ma)! g™

()" =t

hf- e;zo da . h a4T¢ Ru.g(!\

oy wAsy 20 L\
A o™ = t A [e (z-(.) ]
Rew £00) = oy, o oy (2-) ara (M 4T L QT

- wasy .
(w ﬂ! 31 (Y1)

- 4 [e‘:“(z-q“‘ _ ! 4 [e"“(zu')'“j .
-

Cw-n)! [ awe L ey l,, . (=)t gnn

Como la integral serd tomada sobre el semicirculo supe
rior, cerrado, en direccidn contraria a la del movimiento
de las manecillas del reloj, se debe cumplir gque ©» © por

lo que se tomari 10!, para toda ©. Se calcularin las de-
rivadas de los residuos con m=2,3,...,k,s..,m.

- ' 246
dtw. reeyt L 2 e
42 - 2¢¢
2 . ) .
d f® (2+‘.)'3 e""‘ 3(3+) _ A(3)c/o/4 + g'[a/}
dat = RIIBE 240
' 2
3 Y gt -4 (401) (i) (el () 3lel'™H
A Ae(:): (2“() e [ \20(’)3 ¥ (1“‘)l 23
2
v (el
: 1815 (541) (542
4 .5 _lzlelf s (sk)(ser)(sed) _ ‘!_5_/___(__.%‘—)
AAI (? = (2+d) € taec)Y ( 2+i)
2

. (cMerts Lt _ e’ s gﬂ/e/j
(24 ¢) (2+6)
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J“{m: (z“)\hm dm[i U‘)(-u)k'l(c'lel)jisﬁ’“"" si ,hk}]

d 2z

L:0 (;+c§-'l ' si A=k

J 2 (1#{)“"""' { st Ao mey

3“'8‘.‘:.’ S ey eme'[z (2) L-t)"""(ilelz'l,.. (wh-1) s-,!«mn

Ahora evaluando en 2=i, y multiplicando por (w‘“,,) se
obtiene

RCA. e(‘) _ u.:)'"’e': /o/[ f_l \."-.) (.‘)WM“
2=l LM~|)!

\

[ XI0¥ §
Lc’)’ ,9,-‘ { ‘.l"l: (nej-r) s A <m-.~”

mai. g \ sl Lz

ot oL~ detewmn DX 4
(M.)-m Val[t FEL LA -1 {‘}K (wega) s /lcwvu}]

Cmer-)) i 2m*)

Jao LM-Q-‘ ‘,

L si Az want ;
weiof . N
W wmee  _-lolras tei? {Tfn(n‘fé—u) TIPS ”
= (,\.t) t e [2‘; (w-l-,‘)! 1:(’:t\-l-l) ! si J: M-t
_ e e g __caren)! i) s “Wl”
put Ry [‘“ (me1-4) (L { A si dzmn

multiplicando por 1 ¢k se obtiene la integral buscada:

:. e =18 e/ 2 ﬂ (mr -) s0 A cw-t ]
& (o) = kj 2 J!_. ko e [Z (1100) {, b }

Im =2 xn. (M-l“):,“. ) 5‘ "-M-‘

L
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Funcién de distribucibfn F de Snedecor.

Considé&rese la razbn de dos variables aleatorias inde-
pendientes con distribucidn '){2, divididas entre sus grados de
libertad.

Sean Xi Y ’)L; independientemente distribuidas con moy
m, grados de libertad respectivamente,

La distribucibn conjunta es

[ 11ty

1 P(2p) L r(2a)

usando el cambio de variable

l' O« F oo
="('—l'n/_w:i ! 'U’:’K:. o <Ve
(‘x‘/“‘t)
entonces

XE:U%F X";:V

y el Jacobiano de la transformacibn es

meom,
Ve, W .wmev

=] o -

(e} \

la distribucién de las variables transformadas es

(@) P (R g e

e

2 P2y P(%2)
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Integrando con respecto a  , se obtiene la funcién de
distribucién de F.

w M;AM; w"HM - '('* ‘“'t‘ 4
(‘:%23{ F~_-‘ L+ W F) J[(” F)%) )Jw
veg) T

W, L= @"-.‘:’m

. \ o =1
remges) ()7 F
NELES

ésta es la funcibn de densidad de probabilidad F de Snede-

cor con m, y m, grados de libertad y se denotarid como

F(w,, wy)

La funcibn caracteristica, correspondiente, se obtiene
de la forma siguiente:

Reescribiendo el resultado anterior

S R Sl o L LT
m, ¥ w, * F—t"(m,*m.F) PowmT T qF
/3 (3%‘13%'>
i, .
A df___ _w ¥UF dr

"

AU, ) (ratm)TT T Cm g

donde

3 T
2 (3, )
usando la transformacidn
L2 12
F= € AF: 2 € da

)

h - ml.'? ML”‘)

rhoe MY et _ahe™ Jd,

Cone s, e‘>+ Con T e )5S




Ahora considerando

a(«.‘efm) dz

o0 (gt _tm, ®
- Lh e € d'?' = Lh. R
¢(N *f zq&?‘ (m+meﬁﬁ

oo (m;i- m, &

usando la transformacidn
ws e' J_u e J-‘! )

oo
s, ze(ao,oo) =2 w e (o,

L0 du

¢(e) Lk} (Mlkw‘\:)‘“"w‘

usando 1la 1ntegral definida (Table of Integral Series and

Products, le Gradshteyn, Ryzhik, Academic Press, 1965, nft-
mero 3.241.4)

. (.;.)’—‘: F(2) Pl -4)

- P(i+n) g

./ e & M ¢nty
(P“gx\’)”ﬁ "IP L'

Yy considerando

- v = 4
M=z i0tm,  p= M, ] o= B, ,

%

(O +wy 6 v, v (Oenn

g8y = Ltk — ()" 5 _Lleepe) Plmgen - copm
i'"gt r‘(m.;u,)

::) r\( L6+Wh)r( Lo (.'GfLM.)
wo T‘(*“fzf‘g =) oreen)

(e




i

WAq
VA

)

m1>‘.te r‘( (o fLM) rl( W\f"ﬁ - (:9-0:‘.)

F) P (%)

2 (i) P(iLe)

M) P
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ITI. DESCRIPCION DE LOS MODELOS PARA OBTENER UNA FAMILIA
DE DISTRIBUCIONES PROBABILISTICAS QUE ENGLOBE A LAS
FAMILIAS DE DISTRIBUCION INCLUIDAS EN II.

Un problema comn en la construccitn de modelos estocis

ticos es seleccionar una distribucidn apropiada a la varia-

ble aleatoria estudiada. La seleccifn es algunas veces un

proceso simplificado de distribuciones conocidas como son:

Normal, Gama, Log-Normal, Weibull para variables continuas;

Bernoulli, Binomial y Poisson para variables discretas. En

muchos casos estas distribuciones escogidas de manera apro-

piada, o porque el proceso para generar variables seudo
aleatorias es facil.

Una forma

usual para escoger una funcibn de distribucién

apropiada, es utilizando los tres pasos siguientes de mane-

ra iterativa:

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3,

Se calcula a partir de datos observados y los
esperados de acuerdo al modelo seleccionado, un
nimero conocido como prueba estadistica.

Se determina la probabilidad de obtener la prue
ba estadistica calculada, considerando que el
modelo seleccionado es correcto. Frecuentemen-
te se hace por referencia a las tablas de per-
centiles de la distribucifn de la prueba esta-
distica.

Si la probabilidad de obtener la estadistica
calculada es "baja" se concluye que el modelo
considerado no provee una representacibn adecua
da. En caso contrario se concluye que los da-
tos no proveen evidencia que el modelo conside-~
rado sea inadecuado.
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Estos tres pasos son repetidos hasta que el diagnéstico
sea satisfactorio. En los casas donde el diagn6stico no
sea satisfactorio se recurre a otro m8todo como en el caso

de la aproximacibn de la funcibn inversa de distribucién.

A continuacifn se presentan los m&todos m&s conocidos
para obtener los modelos que describen la distribucibn de
alguna variable aleatoria, ademds se presentan los mé&todos
que se denominan de cuatro parimetros, los que representan
un nuevo enfoque a este problema canénico.

Presentacifn de un criterio para conocer la generalidad
de los métodos para seleccionar un modelo que describa la
distribucién de una variable aleatoria.

El tercer y cuarto momento estandarizados vistos en el
capitulo anterior y nombrados POr 4,:u;, 4, -4, donde x;:eﬁuuq
/c]?i%wen el cual m es la media y 6 la desviacibn esténdar
de X. Considerando el plano (f&,/&) figura 3.1 donde se
marcan los puntos, lfneas y zonas propias a cada funcifn de
distribucibn, como son las distribuciones Bernoulli, Beta,
Weibull, Gama, Normal, Log-~Normal, t de Student y Laplace;
la generalidad de una aproximacidén depende del &Srea que cu-
bra dicha aproximacifn, mientras mayor &rea sea cubierta su
generalidad aumenta. Note que las distribuciones simétri-
cas est8n sobre el eje /%_(p,=q Bernoulli sobre la linea
Au-p =1 la distribucibn normal (4, ,64)=(o,3) la distribu-
cibn t de Student, es la linea /5,79 abajo de la normal; las
distribuciones asimétricas se encuentran dispersas alrede-
dor del cuadro; por ejemplo: la distribucibn exponencial
est8 en el punto (/d,,/$)=(w1), sobre las lfineas Weibull vy
Gama. Una caracteristica de las distribuciones representa-
das es que cubren una regibn del plano de/h) por ejemplo:
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las distribuciones usualmente consideradas generales
(Weibull, Log-Normal, Gama y t de Student) son asociadas
con lineas, mientras modelos limite (normal, exponencial y
uniforme) son representados por puntos. De lo anterior se
concluye que las distribuciones est&ndar corresponden tan
s6lo una pequeifia parte de los modelos disponibles.
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En los m&todos de aproximacién a la funcibn inversa de

la distribucién existen tres técnicas:
a) Desarrollo en series
b) Regresibn polinomial
c) Rectangular
A continuacifn se trata, brevemente, estas técnicas.
a) Desarrollo en series

Esta técnica se aplica a una variable aleatoria que
tiene cuatro pardmetros 6 cuatro 6 mis momentos.

Por lo que se pretende desarrollar a la funcién de den-
sidad o de distribucidn dentro de una serie infinita de tér
minos, bas&ndose en algunas familias de distribucibn inicia
les. Si &stas se desarrollan en la serie, por lo que todos
los momentos deberin ser conocidos con exactitud. Cuando
se aplica este método usualmente la distribucifn inicial es
la normal, sin embargo se pueden usar otras, tales como la
Gama,

Se ilustra este procedimiento, con el propuesto por
Cornish-Fisher, el que requiere de los primeros cumulantes
(k=M , K= My, My gy, W= My-_) y genera la varia-
ble aleatoria normal =2 ~@(9\) con

1 3
- (122581

K= 2 ¢ (&-1) ka/ze & (-3 2)ky/2y




73.

3
- (2. 52taa) K Ky fay ¥ (k' - 53 2'413) Ky /ey

k 3
5. Y, 009 Q)K K 188
- (3252424 22 2) K faBy w Liv 2T i0r 2t YK/

c (251 10- BB P4 1sURIKS 9796+

lo que da  Y:%+{K'X como la variable aleatoria que des
cribe el sistema.

Esta técnica converge ripidamente cuando la distribu-
cibn inicial es similar a la distribucibén buscada.

b) Regresi6bn polinomial

Tocher usa el siguiente modelo

l -
F-'(“)= a+bu rcuw v o - ) log tw) + B U log C1-u)

donde a,b,c,x)wa son constantes que se obtienen por mini-
mos cuadrados, Para generar variables aleatorias se usa

una variable aleatoria uniforme , W& C%‘], X= Ftw)

se distribuye de acuerdo a la funcibn F(x). Para mayor
exactitud, se pueden usar cinco cuantiles, resultando cin-
co ecuaciones lineales que pueden ser resueltas con facili
dad. 5in embargo Fﬂcu)no es una funcibn de distribucibén -
inversa para todos los valores de los parimetros.
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c) Rectangular

Esta aproximacién es la té&cnica m&s usada para generar
variables aleatorias, las cuales no provienen de distribu-
ciones estf@ndar. La funcibn de distribucién inversa es
aproximada por una funcifn lineal en pedazos, la cual es
equivalente a las distribuciones uniformes que no se trasla
pan La generacién de variables aleatorias es directa, sin
embargo la aproximacifn lineal no es sencilla. No obstante
esta té&cnica trabaja para toda distribucibn deseada y no se
requiere que la distribucibén sea unimodal.

Las distribuciones de cuatro par8metros.

Se presentan 3 distribuciones con las cuales se cubre una
amplia regibn del plano

i) Gama cuatro parfmetros
ii) Burr

iii) Lambda generalizada

todas tienen exactamente 4 parfimetros y una sola forma fun
cional,

i) Gama cuatro par8metros

Esta distribucibn incluye diversas distribuciones est&ndar,
como casos especiales. La funcibén de densidad es:

Pixye,a,b,0): pex-o)t "axpl-Terazml /e T(b)

donde a, b, p»0 y x »c. Aquf ¢ es el parlmetro de ubica-

cibn, a es el par8metro de escala y b y p determinan la
forma.
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Cuando c=0, esta distribucibn se reduce a una Gama, si
p=1; a una Weibull, si b=1l; a la exponencial, si b=p=l. La
normal est8 dada por el limite cuando p=l y boo ,

Esta distribucifn presenta las siguientes dificultades:
calcular sus momentos, excepto para casos especiales; la es
timacibn de parfmetros no es directa; y s6lo permite generar
variables aleatorias para valores enteros de los parémetros.

ii) Burr

La funcifn de distribucifn de Burr es representada por la
expresidn

P |
Foxyz 1= Drefoeaze) o xae

donde los pafémetros k y b son positivos, a es el par&@metro
de ubicacibn, b el par&metro de escala y ¢ y k son los pard
metros gque determinan la forma,

La regifn cubierta por esta distribucifn incluye las
curvas de Weibull y Gama y alguna &rea correspondiente a
grandes valores de/él. Cuando c ¢ 0 se cubre una regifn pa-
ra la linea f#,-4,=1 de la regifn Beta. Los estimadores de
mé&xima verosilimitud pueden ser obtenidos por una té&cnica
iterativa numé&rica. Para generar variables aleatorias se
usa la funcibn inversa de una manera directa, utilizando
una variable aleatoria W con distrihucibn uniforme, de la

forma siguiente:
Ve

-‘/
XUM:F%M a{b[(vu)&tl
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iii) Lambda generalizada

Los antecedentes de esta distribucifn provienen de la dis-
tribucibn Lambda de Tukey

Xw) = Flew = L wh. (\'“)>.3 /\

donde u se distribuye uniformemente en Le1). El intervalo
de variacibn de X es

Texeg o we

. 2\ Vol x(w) = - =
va que |liwy Xtw) = 4w e 0 N
W -\

-0 & X OO N &o

ya ‘0' l\m X = 9 Q\ \'\M X(w) = -00
A S ] A 40

La funcibn de densidad de X se define de manera implifcita
por

A A1y
3(th)=[“ '#CP“)'J » en donde se usa el teorema de
. -l
inversibn 4 f¢x). [ dx Y. [ dx
dnrn s ( JF(‘)) ( ‘\L)

Y los valores de las ordenadas en los extremos del interva-
lo de variacibn de X est&n dados por
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G(x(D) = Ytxey) = ( Yo 33 M=)

cuando A= 1 o 2 la transformacibn es lineal por lo cual la
distribucifén de X es uniforme. La funcifn de densidad de X
es ligeramente uniforme para I1¢ A < 2 con un valor mf
nimo en /3, aproximadamente de 1.75, con A = i.45 . La fun
cién de densidad es unimodal para A<l o A>Z1 .

Los momentos pares de X estédn dados por

E( )(h) = .3):_‘ 3:. ( ?) (~l)§/ (37X, (h-;)ln)-& ):‘ (:)(ﬂ)”/g(nXHJMXN)

1<
donde m = k/2, y/é es la funcibn Beta, descrita en el capi-
tulo II.
El momento par de orden k no estd definido si

Xe-L

Los momentos impares de X, cuando estdn definidos son cero,

por simetrfa y los momentos impares absolutos son datos por:

ECitys &8 (8) G0 L ey (a8 - BCa, ) ]
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donde

,:(hd)/t az 4Avl, b= Ch-g)hen

/

/‘y,_(?,ﬁ) = I.hx"‘(l-x)"'&x p>0, §>o0

Estas f6rmulas simplifican la obtencién de los momentos,
por ejemplo:

S=ECmya = (-2

= %= 2 Y." 'l-)‘- (-‘\:l .
My =0 = A Caae) 2 /3 SJ e (34)

L P L [\-3x[3(3x,k\+3x/s(1>,1})_]. . (3)
X (4 h01) '

como se indic6, el valor minimo de A, para la familia de
distribuciones Lambda es cercana a 1.75 correspondiente a
un valor de Lambda de 1.45. No existe un limite m&ximo en
los valores posibles de/%_para esta familia.

Cuando N\ es grande,/_e‘_ estd dado por:
3
/3:. = '}_ ()” ¥ 'i)

la que se obtiene de las expresiones 3.a y 3.b; para valo-
res negativos de N estd dado por:

. -1
/= (Nt 24) $i -.13 &% &-.03

Ramberg y Schemeiser generalizaron esta distribucién con el
propbsito de generar variables aleatorias unimodales asimé-
tricas, aumentando el nGimero de par8metros en la distribu-

cibn,
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Ay
X(u):f-'(u)-fRLu): P [u’“-— (1-u) J/)ﬂ , (osu )

Jonde XL ) )\_, v ).,' tienen el mismo signo; el par&metro de
ubicaci6n es A, , el par&metro de escala es Ay, y la for-
ma esti determinada por los par&metros 15 y Ay . Para
generar variables aleatorias con distribucién R(u), se usa

una variable aleatoria, w «{e] con distribucibn uniforme.

La funcibén de densidad, se obtiene de la siguiente ma
nera.

O Il WL LN W TR VW

como W = F(x) , funcibn de distribucibn, y

4_{_(_0: i“ :f(x)

funcibén de densidad, por el teorema de inversibn.

W

‘oz A/ ( Ny LL'\'-' + A, (\-u)(’“‘") 1 :{,(RL\&))
Sk
dw
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la cual cumple con las caracteristicas de las funciones de
densidad de probabilidad

j‘.(uual- \

-0p - .
“ . \ JIL‘\
j fa) dx :]{LR(\»\)A‘UA) = J T = j. duz &
- o - -t du

gue la funcibn de densidad de probabilidad fw) sea positiva

( ) 20) » esto es equivalente a que few) 2 0 como 2o,

{
4 Ry
esto se cumple si dK{u) % 0 du

entonces A
Myt )"‘"J S 0
[ A, WY ¢ Ay (-u) /2 %

Ay Nyt . o
comoc MW {1-u) 2,0 , se consideran las distintas

posibilidad;s de los valores de los par8metros, las cuales
determinan que esta expresibn sea positiva, de tal forma

que se obtiene la Grafica 3.2 y la Tabla T3.1. En las que
se dan los intervalos de definici6bn de la funcifn R(u) de-~
pendiendo de los valores que tomen los parémetros, los cua

les han sido separados en 4 regiones.
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Regibn Valores de Intervalos de defini-
ci6n de la funcibn
R(u)
Aq As Ay
4 Ay <0 Vel AN (-, A4 V)
1L X, 4O A 21 Ay <o (X, =)
(A, 0 A, 00 Xy Yo L acr¥a ) Xt Ya)
3 A Do X, =0 Ay VO [X,))\,*V)\;]
(x50 200 Ay zo L=V, W)
rku o }\s o ANy <o (-co) o)
§ { A <o Ay =0 M <o T, ®)
L hs <0 A, <o Ny 50 ( -, X.)
Nota:

El intervalo de definici6n de R(u) es [_Ru),R(OJ

Tabla T3.1 salvo en el caso de que el limite de

R(u), cuandow-—9o¢ 6 uw—y | , tienda a =00
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Para )\gso0, el k-enésimo momento de la distribucibfn &= R(u)
estd dado por

Oy = XE 3 (8 ('8 (4, 0w, Mein) L )

cuando el k-&simo momento existe, donde A(X §) es la fun-
}

cibén Beta con parimetros « y . Esto se obtiene de la si-
guiente manera:

ECx® = [ RewI® du
siendo \*0y sustituyendo R ()

EGY) = X' [ L uh a-uwt
= X0 AL ?—, (%) P u M T de
3R (e it e

donde la integral resulta ser la funcién Beta con los paré-
metros

AR SRLIE LAl Mg de1), Alhedlerd> 0 g Agdti>e

por lo cual el k-&simo momento existe si y sblo si -Vk'<WNn(k,lxd
por lo tanto
EG) = ykE (¢ ‘ ' Ny (1)
=N, 2 ()60 Y. ( Xy (=Y, Ny
vso

En la gré&fica 3.2 se muestra que todos los momentos po-
sitivos existen en la regibn 3 y no existen momentos positi
vos en la reqgifn 1 y 2; en la regifn 4 todos los momentos
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positivos existen, aunque la mayorfa est&n cerca del ori-
gen.

Para calcular los primeros cuatro momentos: A, 01//u3 g My

es necesario calcular los momentos E(Xﬁhhcride la relacibn
(3.C) se obtiene para:

k=i, i
E(x)= \;‘ [/d( ) +1,1) _ﬁ (1, 4\.,+1)J
como
- Pan) Py _ Nasn) o
ﬁ( A, fll ‘) i P(l“g“)‘l) - Q)““’(&‘N)- At
igualmente
E) = [VOnan) = L +)) /A
k=2
E(xY)- ):: [/A(u,ﬂ,n) - Lﬁ(x,n, A1) +ﬁ (1, 24441) ] -
= )\:[ VIERSTIVECNIIEE D IR W SN L) Y ot1)]
k=2, 34 (A1, 27 %1)
E(X’)z x‘: (-_/3(31\:"“) ') - aﬁ[L.\;Q!/XVfI) r / )
= A1, 32 0)]
. Mo #1 Aq+t)
s 'X:[\/(s,\,n)-‘/(ﬂv*') - 3ﬁ(1 T,
$ 3@ (a1, L2ur1)]
=y Aut V)4 682241, 2 dutl)

‘¢ B(XY:z X}*{I,(um,t) -4/8 (3 X4, +
-4 (3¢t INytt) + 8 L) 4rq*1)]
= N L Vax41) + YV (4hytr) - 4/8(3N3%1, Qb
S4B (M, 3]

) +6A (1Mt 2 Aqti)
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considerando
A= Y (aa)- V(A
B = a/(1hah) 4 V(13ah) =24 (A1, Aust)
C = V() - Y Bhn) - 3F(AREY, i) o 39 Ayl 2 Aq¥1)
Lhatl, LAy )
D = y/(4dy#1) + V(4ht)) - q/.e(sx,n,)\-.n) v 68 (L2t LAy

- 48 (AgH, 3xyt)

como )\, es el parimetro de ubicacién M= A +R/3,, este pars-
metro no afecta a los momentos centrales,

q- [_(bi.u))] E(x)- -Eix)= (B~ ﬂ)/lz

My ELex-Eo0’) = BOaY)-3EGD) EGY + 2 By = (c—uauﬂ)q/h

Sty = E[ (- E0)Y] 2 BLx4) - 4B E W) + € E(X') EXte) -3€7L0)
2 (D-4cn4é0gt -3RY) /N,

entonces el tercer y cuarto momentos estandarizados

Ay = M3 /g°
Y oLy = My/ch

los cuales son funcidn de X; Y Xq y pno dependen de

xt%\z




Ahora para encontrar los valores de l.l'kll\,yxﬁes necesa

rio partir de un valor de :L"&L , tal que de la solucibn
a las ecuaciones no lineales

0(5(')\">~.,)-Q3:o
La LAy, M)~ R =0

se obtengan los valores de A, y Ay y con estos calcular
X, ¥ X, . Los valores de 5?, V‘Z. pueden ser valores de

distribuciones conocidas o pueden ser estimados por los mo-
mentos dados por:

3
Q.,: m)/(wh.)/z
5(‘., = Wy / (.W\z)t

donde

n N )
W\h: Z (xi‘x)/\f\l k".z,%q y 2: :1 ixl:
is) e

P
[

obteniendo los valores de xs v A, rse obtienen los valores

de X, ‘/kl

) = X ‘ﬂ/)\;
. =y La-a')
W,

y asi obtener el modelo R(u) deseada.

Como la funcibn Lambda generalizada es unimodal, sus valo-
res p,:u} y /%, = «, no consideran la parte del plano
(/3,,0%2) de la distribucibn "U - Beta" que es bimodal,
Sin embargo la distribucifn lfmite de R{u) cuandc Ay o Mg

tienden a infinito, es un caso especial de la familia Beta
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con uno de sus parémetros igual a uno. En la vecindad de
las funciones de distribucifn exponencial y normal, se pue
den generar variables unimodales aleatorias de la distribu
cibén Lambda generalizada. La distribucifn exponencial es
el 1lfmite de la funcién R(u) considerando A, = )\/)q

N R T T Wy
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IVv. OBTENCION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO DE RAMBERG Y
SCHEMEISER (TABLAS Y GRAFICAS)

La obtencifn de los par8metros A,,'X,, }, y )” de 1la
distribucién Lambda generalizada, se realiz& con dos mé&to-
dos:

1) Solucibn a las ecuaciones no lineales por medio del
método de Brown.

Ry oz oy (A, ) (o)
0(“ = 0(.‘()\'/ )\.‘)

2) Minimizando la norma Euclidiana usando el mé&todo de
Lenvenberg-Marquardt combinado con el método de
pasos descendentes (Stepet descent).

[5?3_ oy ( }a,\q)]l + (-.Qu '“q(la, )\q)]L

Dada la cantidad de méximos y minimos en estas regiones
se decidib subdividirla para observar el comportamiento de
esta funcibén con méds detalle, mostrado en las gréficas [4.1
4.2 ]. Ppor lo que el método de Brown no da la solucién
"mds adecuada" y en base a &sto, se decidi6 cambiar el cri-
terio de solucidn por la norma euclidiana, con la que se
trataron diversos métodos de optimizacién no-lineal siendo
éstos:

1) Brown

2) Levenberg-Marquadt (con pasos descendentes)
3) Gradientes conjugados

4) Quasi-Newton




5) Modificacibn de Levenberg-Marquadt

6) Newton Raphson y pasos descendentes

Actualmente se estan estudiando los m&todos de optimi-
zacibn global para resolver este problema, se considera que
llevard un largo periodo de estudio debido a que la mayoria
de estos mé&todos son para funciones con dominio en Rl. Por
lo que hay que generalizarlos a Rn, antes de poderlos apli-~
car a este problema.
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Como se indicé en el Capitulo III la distribucifn Lambda
generalizada cubre todo el plano (/QIAJ excepto la regibén de
distribucién "U Beta" por esta raz6n los valores de &g y QL
deben ser considerados fuera del 8rea de la distribucidn
"U-Beta".

Por lo cual la Tabla T4.1 de los pardmetros ‘\i,£=gﬂ
excluye los valores para esta drea. Estos valores son calcu

lados para una distribucibn con uzo 1@2) para otros valores
se usar§

ARt ST
%L(-x.,m;)-': ‘\1(0,\)/\’“1

donde X es la medida muestral y m, es la variancia muestral.

Si Q., <0 ., puede usarse el valor absoluto de Q, ya
que ambas distribuciones son iguales; por tal motivo, des-
pués de encontrar los valores de ks Y }g , se intercambian
y se cambia el signo de k‘ .

Pueden encontrarse otras soluciones, que fuera de inter
valor tratados en la Tabla 5.1, para algunos valores de &,
y #y . Pero generalmente con valores de A37l-'§7'oambos
(X;,X.>0 por tal motivo la funcibén de densidad estd trunca-
da por la izquierda, ({(Rtd)>06) o truncada por la derecha
(Q(g(n\>o) o ambos lados, respectivamente.

Para verificar que la distribuci6n Lambda generalizada
obtenida, es representativa de un conjunto de datos, se de-
ben elaborar tablas y gr&ficas que comparen resultados, para
poder decidir si los valores \i, ¢(%),4 de la distribucién
Lambda generalizada son representativos, otro criterio que
se considera, es la prueba de ajuste ')(2
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1

FPR/MER2JVE

ALFA4

1.8000
2.0000
2.2000
2.4000
2.6000
2,8000
3.0000
3.2000
3.4000
3.6000
3.8000
4.0000
4.2000
4.4000
4.6000
4.8000
6.,0000
65,2000
6.4000
6.6000
5.8000
6.0000
6.2000
6.4000
6.6000
6.8000
7.0000
7+2000
7.4000
7.6000
7.8000
8.0000
8.2000
8.4000
8.68000
8.8000
8.0000
8.2000
8.4000
9.6000
8.8000

NOTR: EL fw) INDICA QUE OEBE MULYIPLICARSE POR 1/100

LARORL

+0000
.0000
»0000
+0000
»0000
»0000
»0000
+0000
+0000
+0000
+0000
+0000
»0000
-0000
»0000
«0000
+0000
+0000
+0000
+0000
+0000
+ 0000
+00600
«0000
+6000
+0000
»0000
»0000
+0000
+0000
+0000
+0000
»0000
+0000
»0000
»0000
»0000
.0000
+0000
+0000
+0000

QEPTO. OE ESTAD. RPLIC.
EFETRA

ALFA3= 0.0

LANOA2
6774
+4962
+4187
<3633
+2860

<0281

+0873w
-.0242
~.0466
-.0676
-+.0870
~+1064
~.1228
-.1388
-«1541
-+ 1686
-.1823
~+1963
~+2077
~-.2196
-+2307
~+2416
~2617
-+2815
-+2710
~.2800
~.20807
-12970
-.3050
-.3128
~+3202
-2 3274
-+3344
-.34i1
~.3475

LAMOAY
1.0000
+5843
+4092
+3032
+230
+ 178
+ 1848
+1018
20742
20512
»0817
0148

+0371e
-.0130
~:0246
-.0350
~.0443
-.0628
-+,0606
~+06877
~+0742
~+.0802
-.0068
~.0910
~.09658
-.1003
~+J045
~+1085
-+1123
~+{168
"bl‘B‘
~.1228
«.1263
-.IZBl
-.1308
~.1334
~+1968
-+1882
~. 1404
- 1426
~.1448

LAKOA4
1.0000
46843

«178¢
.1348
.1018
20742

~-.1428
-.1448

RLFA3= 0.06

LANOAZ
«2891
»3021
+2990
22743
«2368
« 1887
+1643
1348
Jd110
.0928
«07089
0888

EPTD. OE ESTRO. RFLIC.

TEFETRA

TPR/NLE/ 4V

ALF A4 LRMOA|
2.0000 ~1.9610
2.2000 -+96189
2.,4000 ~.8480
2.6000 ~«4383
2.8000 ~+ 33088
3.,0000 ~+»3006
3.2000 ~+293}
3.4000 ~+3046
3.6000 ~+3292
3.8000 -.3631
4.0000 ~+4022
4.2000 4433
4.4000 -. 4044
4.8000 =.6246
4.,8000 ~.65835
5.0000 -.6008
5.2000 -+5370
65.4000 ~+8719
5.8000 ~.7086
6.8000 ~-+7383
5.0000 =+7702
8.2000 ~-.8012
6 +4000 -.083 i 5
6.6000 =-.8612
8.0000 ~.8904
7.6000 ~.8181
7.2000 ~.9473
7.4000 ~+8762
7,6000 ~1.0028
7.8000 +0366
8.0000 0344
8.2000 +0325
8.4000 «0308
8.6000 +0292
8.8000 20278
$.0000 +0268
$.2C00 + 0265
9,4000 0244
9.8000 +0236

o . Tabla YA4.)

LANRORY
.0288
+0736
+1140
+1301
+1193
+0998)3
.0792
<0619

+0026
+0020
+003 4
«0009
»0004
- 1217
=.1249
- 1278
-+1308
~+1333
-+1369
-.4383
-+1408
-.1420
1449

LANOA4
+T146
.6803
4213
+3078

~-.1368
~+1391

DEPTD.
TEFETR

ALrR4
2.2000
2.4000
2.6000
2.8000
3.0000
3.2000
3.4000
3.6000
3.8000
4 .0000
4.2000
4.4000
4.6000
4.08000
$.0000
$.2000
5.4000
$.6000
3.8000
6.0000
6.2000
6.4000
6.6000
6.8000
7.0000
7.2000
7.4000
7.6000
7.8000
8.0000
8.2000
8.4000
8.5000
8.8000
9.0000
$.2000
9.4000
$3.6000
9.8000
10.0000

LUy
“oc ESYAD. APLIC.

rre/aes/ave

LANDR!L
~1.9173
~1.0148

-.8168

-.6376

~.56363

~.6123

-.6116

~.6252

-.6473

-.6744

~.7043

-.7987

-.7678

~.800}

~.832%

~-. 8044

~.8962

~-.8927T
~.9509

-.90898
-1.0208
-1.0%30

334}
.90828
.4230
-45688
4916
5222
.5512
.5789
-6033
6311}

.6360
-6802
-70380
.7269
74935
L7718
+7936
.8151

ALFAR3I= BD.10
LANDARZ2 LANORY
+2611 »0173
+2602 0470
+Z460 .0635
+2251 0675
.2008 +0633
1774 03537
-13570 .0475
«1401 .0400
<1262 »0336
»1148 0283
+1056 .0238
»0980 -0200
.0918 -0168
<0862 0lay
.0o1e 0117
«07786 -Q096
0742 0077
0711 .0060
0684 0045
-0880 »0031
.0638 .0018
-0618 +0006
-.0983 ~.0633
-.0007 ~.0594
-.0822 ~.0567
-.0773 ~.0546
=~.0733 -.0523
~.0688 -.0815
~.0671 -.0303
=.0846 ~.0432
--0623 -.0483
~.00804 -.0474
~-.0508 ~.0467
-.0870 ~-.0460
~.0553 ~.0434
~.0343 ~.0440
~.0528 ~.0442
~.0317 -.0437
~.0306 ~.0433
~.0496 -.0429
Xl
w
(I

LRNOAY
.5649
4471
+3538
-2826
+2303
1924
1647
144
-1290
1173
-1082
.1010
+0951
0303
+0863
-0823
-0800
-0778
.0753
0734
0717
-0702

~.0336

--0284

~.0247

-.0218

~.0195

~.0175

-.0187

--0142

~.0128

~-.0316
~.0104
~.0094

-.00084

~-.0078

~.0086

-.0058

-.0050

=-.0043
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V. APLICACIONES

Como se mencionb en el Capfitulo III los valores de Q,y
Q,se pueden obtener de los momentos de funciones de distri
bucibén conocidas o ser estimaciones de los momentos muestra
les cuando se desconoce la funcibfn de distribucibn; por lo
cual se ilustra la aplicacibén de estos casos. |

Para funciones de distribucibn conocidas, la distribu-
cién Lambda generalizada ayuda a obtener una buena aproxima
cién a los percentiles de la distribucién conocida de una
manera fécil, conociendo los valores de los parémetros.

En los siguientes ejemplos se ilustra el procedimiento:

1) &La funcibn Normal (0, 1), del Capitulo II, tiene
los valores de ?;w y R,3 (estos valores son exac-
tos, por razones de notacién se considera R yw®, )
entonces la solucién de las ecuaciones no lineales
(4.a) se obtienen los valores de X200 Az L1994
Ny = Xy = -43419 las tablas T5.1 muestran los valo-
res de la distribucién Lambda generalizada y la ta-
bla T5.2, muestra la tabla de distribucibén normal
(original). Se puede apreciar la pequefia diferen-
cia que existe entre estas dos tablas gue se enmar-
ca en los valores extremos. De manera equivalente
se muestra en la gr&fica 5.1 la comparacibén de es-
tas distribuciones.

2) La funcién‘x%n) consideremos n=2 grados de libertad,
del Capftulo II, se obtiene que a,‘:l._,«/x\.‘:?, entonces
la solucién de las ecuaciones no lineales (4.4) se
obtienen los valores siguientes:
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TABLA DE LA DISTRIBUCION

LAMBOA GENERALIZADA overrs. o exvasioricn ariceon 5.s.r.

[l T80,

z X Y 8- o = [] X v - o

-4.00 M~-4,000 0.000000 0.000008 0.900081 =158 M-5.850°  0.110788 0.000828 O0.8M01TS
-3.7% M-3.79”  D.00028E 0.000048 0.0000885 -1.60 4-1.600"  0.120120 0.000908 0.939004
-3.60 M -.-W 0.000790 0.000188 0.0900008 ~§ .48 M-t om 0.({87008 O-Wuﬂ 0.920088
-3.00 M-3.000" 0.004800 O0.001204 0.000719 ~1.40 M-3.400  0.140057 0.000708 0.9192§3
-2.08 [ '2.” 0.000880 0.001588 0.”“7 -1 .36 M -1 -m’ 0.160848 O.Wu 0.911849
~2.90 M -:-w 0.0062i8 0.0018622 0.000:78 ~§.80 “"om 0.100408 0.008880 O.9085380
-2.08 M-2.080 0.007i9% 0.002188 D.987844 ~$.28 M-L.0007  0.(00884 0.108400 0.9%4000
-2.00 4~2.000" 0.008287 0.002848 D0.997487 =3.20 M-1.2007  O.100120 O.114758 O.008282
-2.78 M -2.780"  0.008818 0.0029897 0.907010 ~1.18 M-3.1607  0.208871 0.124917 0.078389
~2.70 M -2.700°  0.010000 0.003497 0.908809 ~1.10 M-1.300"  0.2L5050 0.1985108 0.084891
~-2.08 M -2.060  0.01R488 0.004080 0.005820 ~1.0b M-1.000 0.227814 0.146201 0.053788
-2.80 M-2.000 0.014188 0.004744 0.905288 ~3.00 4-1,0000  0.240108 0.15700C O.842090
~2.58 M-2.000” 0.010089 0.008450 0.9948301 ~0.98 M-0.05 O0.252M4E 0.170218 0.029797
~2.50 M-2.500" 0.018178 0.006884 O.900040 ~0.90 M-0.900" 0.284550 0.108138 0.010008
~2.48 [ -!.m 0.0808,0 0.007820 0.902900 ~0.9% [ 'Oaw O.270000 OC.100008 0.908034
~2.40 M-2.400°  0.02808¢ 0.00840¢ 0.091881 -0.80 4-0.000" 0.200028 0.250780 0.79920%
~2.8% M -2.360° 0.028608 0.000888 0.900300 ~0.7% M-0.790 0.500080 O.22E825 O.T744T8
-2.50 M-2.500 0.0B8000 0.011004 O0.900008 ~0.70 M4=0,700" 0.311770 D.2408¢8 O0.788175
-2.26 M-2.250° 0.0828%7 D0.012680 0.987482 ~0.08 M-0.807  0.522011 D.260008 0.748004
~2.20 -2.200 0.030082 0.014249 0.90878} ~0.80 H-0.800  0.335300 0.275109 0.720087
~2.48 M-2.180”  0.040418 0.048152 0.908849 ~0.68 A-0.657  0.045481 0.290027 0.70007)
~£.10 M-2.100”  D.044471 0.019208 0.981734 -0.80 M-0.600" 0.360008 0.507490 0.900681
~2.08 M-2.080"  0.049309 0.020008 O0.978884 ~0.48 M-0.450" 0.901724 0.325908 0.874082
-2.00 M-2.000”  0.084200 0.02013f 0.970009 -0.40 M-0.400"  0.300785 D0.348580 0.968401
-1.88 M-1.080" 0.089789 0.020040 0.973080 -0.38 M~0.960 0.57T096 0.382274 0.897728
~5.80 M-3.900" 0.086830 0.020178 0.970987 -0.850 M-C.300" 0.303480 0.301282 0.018708
=5 .08 M-3.080" 0.0718088 0.08R011 0.007590 ~0.26 M-0.280"  0.900018 D.400808 O0.500092
-1.80 M-1.900" 0.070882 0.098874 0.063828 ~0.20 M-0.200°  0.583088 0.420(79 0.67902¢
=178 M-1.790"  0.008805 0.040488 O0.988817 ~0.16 M~0.160" 0.367208 O0.430962 0.580049
~$.70 “"‘-7W 0.008800 0.044005 0.0050099 ~0.10 u'ootw 0.300700 0400085 O-SWHO
~1 .88 M-3.080" D0.5014517 0.0409028 0.98017% -0.08 M-0.080"  0.401084 0.479814 0.520008
~5.80 M-£.900°  0.500804 O0.085550 0.844000 0.00 M+0.009  0.40)007 0.500000 D0.500000

U QNI k-8




TRBLA DE LA DISTRIBUCION
LAMBOA GENERALIZADA . ox esmpsrice s 1.0,

- T5.0-

| X Y $= < -~ E X \i 1= » s
0.08 M +0.060  0.405084 0.820008 0.479954 1.80 L+1.000 0.100004 0.944090 0.088510
0.30 M+0.1000  0.300798 0.540119 0.450081 1.08 M+1.080 0.105457 0.980171 0.049829
0.18 L+0.550  0.997203 0.300048 0.490962 1.70 L+3.7000  0.0080080 0.085000 0.044981
0.20 K40.200°  0.308580 O.578022 0.420178 1.78 M1, 780  0.000002 0.9680IT7 0.040409
8.28 M+0.250”  0.300018 O0.506382 0.400800 1.80 L+1.000" 0.070842 0.989628 0.098374
0.5 K+0.500° 0.388490 0.818708 0.385208 1.06 L1000  0.07.088 0.987808 0.08205)
0.98 4+0.350°  0.577008 0.087728 0.802274 1.00 L+5.000 0.006890 0.870827 0.009579
0.40 40,400  0.300785 O0.888401 0.543898 1.08 Meg.080”7 0.088788 0.973980 0.020040
0.48 Me0.450" 0.301724 0.974002 0.328308 £.00 M +2,000° 0.084280 0.970008 0.02918)
0.50 4+0.500”  0.3652020 0.00288! 0.307438 e.08 M<2.000” 0.043109 0.970384 0.020900
0.68 M e0.850"  0.343483 0.700873 0.290027 2.30 L+2,100  0.044471 0.9851784 0.019200
0.00 4+0.000"  0.300008 0.700887 0.278109 2.6 U+2,180”7 0,040155 0.989047 0.010189
0.08 Me0.080 0.302811 0.740904 0.259000 .20 Me2,200° 0.090082 0.90676! 0.054249
0.70 M+0.700)  0.515770 0.768171 0.240028 e.25 M<2.200”  0.032387 0.997482 0.012080
0.78 Me0.TEY” 0.300360 0.774478 0.225828 .80 +2.900° 0.020000 0.009008 0.015004
0.80 440.000' 0.200828 0.798201 0.218799 2.9 MNe2. 8850  0.085909 0.990000 0.009882
0.98 Le0.05 0.270000 0.008304 0.190000 2.40 M+2.400 0.02508Z O0.991581 0.000400
0.90 M+0.000” 0.284550 0.010008 0.183108 2.48 M<2.480” 0.0208i0 0.902080 0.007820
0.98 M +0.050 O.28284F O.9297¢7 0.170218 .80 U+, 800 0.010178 0.989848 0.008384
1 .00 M +§ .000” 0.240109 0.642098 0.557902 2.08 M <2500 0.010088 0.994802 0.008490
1.08 Nel.080"  0.2R7914 0.985790 0.149201 t.00 M+2000” 0.034100 O.908258 0.004744
1.0 M+1.3007  D.230913 0.084005 0.105109 2.08 Ma2.080”  0.052409 O.905800 0.004008
1448 M3 4507 0.200875 0.875808 D.124837 .70 L+2.,7000  0.010000 0.900608 0.000487
1.0 Moej 2000 0.i02120 0.008202 0.5114710 2.78 M +2.700  0.009813 0.987013 0.002007
1.28 Moeg.2680° 0.180834 0.904800 0.(08400 z.00 h+2,000” 0.000297 0.907487 0.002843
1.90 M+5.500°  0.100420 0.803360 0.008880 .08 M+2.080” 0.00718 O0.907844 0.002168
1.98 YRS 4 0.568646 0.0511848 0.009452 2.%0 M+2,000” 0.0092i8 0.909178¢ 0.001622
140 M+3.400°  D.348057 0.850255 0.0007688 2.9% MN+2.060° 0.006088 0.999487 0.0015639
1.48 Mei.a80”  0.137000 0.8I0088 0.079844 3.00 M +8,000° 0.DO4603 0.908710 0.001004
1.80 M+1.500° 0.120120 0.903004 0.000008 3.80 Wa+3,500 0.000760 0.909838 0.000198
1.58 M o] 550 0.116788 0.990178 0.080005 4.00 ih+4.000° 0.000008 O0.90008 0.000008

K-8




TRBLA DE LA DISTRIBUCION
LAMBDA GENERALIZADA CEPTS. B& ESTABISTICE aPLiCASN 1.0.P.

] X Y 1~ & o z X Y t- oL
0.00  M19.000° 0.48i007 0.000008 {.000000 .08  MX1.0007  0.101417 0.008841 0.000088
0.08  ME0.080” 0.401804 0.048175 O0.050009 £.70 MX1.7007  0.000008 O0.91087¢ 0.000822
0.0  MX0.100° O0.300798 O.000888 O.919792 78 MEE.N0”  9.000082 0.919884 0.000008
018 M20.100°  0.987289 0.120007 OC.0THNNP 1.90 Ux1.9007 0.070852 0.0R7289 0.072747
G20 M20.2000 O.308508 O0.150848 0.940088 108  MRIG90” 0.07i880 O0.804779 0O.0U8222
0.28  MEp.290°  0.909019 O.108704 0.001218 1480 MX1.000” 0.000808 0.0450868 0.088847
0,30 MZ0.000° O.304480 O0.197417 0.79035809 1.05 Mk1.990” 9.0858798 O.547980 0.0852080
0.08  MEo. 390" O.97TIOS O0.27B482 0.724540 2.90  Mk2.000” (0.0B4200 O0.053019 0.04838%
040  M30.4000  O,800798 O.3I2005 0.987i00 2.06 ME2.080” 0.040108 0.950799 0.041R11
0.48  ME9.400" 0.981724 0.540000 0.080817 B30 MER.LO0”  9.044475 0.000408 0.00083%
0.50  ME0.500° O.2852008 0.308i2 0.0L8979 00 MR2.190”7  9.548150 O.09798S 0.032508
0.68 ME0.600° 0.040481 0.410040 0.990084 2.20  MER.2007  9.000002 0.971682 0.000408
0.80 M20.000° O.300008 O0.438784 0.340208 228 MEZ.290”  9.08E867 O.974004 0.008078
0.08  MF0.080° O.ED045 0.400008 O.550001 2.00 ME2.000”7 0.0R0000 O0.977982 0.0LCONS
0.70 M20.790°  0.8511770 0.810841 0.49:080 2.8  MER.0007  9.008009 O.000708 0.018284
0.7% N20.70)  O0.808880 O.840080 0.451080 240 MER2.4007  D.ORBOSE O.000105 0.010817
0,80 NZ0.00V  0.20802% O.470405 0.421009 2.48  ME2.400” O.0RSSI0 O.908301 0.054880
0.08  MEp.00" 0.270008 0.000007 O.580080 250 ME2.000”7 9.010178 0.097288 0.0i2707
0.0  ME9.000° O.204080 0.008728 O.00027% L85  MER2. 390”7  0.050000 O.000089 0.010087
0.08  M20.000° O,282042 0050874 0.540428 2,00 ME2.9007 0.014150 0.0008i2 0.000400
1,00 M25,0000  0,240108 0.8804197 0.510808 2.08  MEp.090” 0.01R2408 O.091841 0.000159
1.0  ME25.000° 0.2R70514 O0.707897 0.292400 2.70  KEE.700”7  0.0{0000 O.000008 0.000084¢
1,30 ME1.300° O,.R10859 O0.700788 0.2702317 2.7 MX2.790”  0.000810 0.004028 0.008974
1.8 M25.3007 0.200071 O.TS0788 O.240284 2.00 ME2.000” 0.000097 O.084813 0.008008
1.80 ME1.200°  Q,100128 O.7T70884 O.2294B8 2.08  Mke.090” 0.007195 U.908007 0.004818
1.6  ME1.260° 0.100084 O.709200 0.210800 2.0 MEP.900”7 0.000019 O.908867 0.009848
1,00  ME1.000°  (.3100428 O.908780 O.100000 2.06 ME2.090” 0.008088 0.9009088 0.008088
5.0 MX5.0007  0.150845 O.020008 O.579004 3.00 ME9.000”7 0.004000 0.007452 0.002600
1.4 MX1.400°  0,340017 O.008421 0.105678 3.50 MED.500” 0.0007TSC 0.908871 O0.000828
.48 MZ5.40°  0.197900 O.9827ik 0.147209 4.00 Mk4.0000 0.000000 0.900005 ©.000019
1,80 ME3.600° 0.120120 O.990000 0.190992 4,850 MX4.5007 0.000009 O.900008 U.000002
166 NELIEH0”  0.110790 0.970380 O.I230860 4,78 ME4.7907 0.000008 O.900000 ©.000002
1.00 ME5.000°  0.500084 0.090780 0.550220 5.00 MX3.000 0.000000 0.900008 0.000002
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TRBLA DE LA DISTRIBUCION

N UR M g L SEPTE. B EITAUIBIICA MPLICANR J 0P,
rrwJvan
1 K Y 1-a o ? X Y 1=k ol
=600 K -¢.000 0.0001%¢ 0.000032 O.003008 -l .48 K-t.050 5120008 0.00007L 0.535428

378 M -2.760° 0.0003§3 0.0000%

-1 .80 XN {4 0120510 G.00087 N.022M
-3.80 M -y 500 0.000073 0.000223

1. 48 [TEIRYY .4 0128430 00NN RS2V

=2.00 4 -2 ,000° 0.000422 0.001340 0.800080 -l.40 M ~1.000" 0.40727 0Q.000787 0018240
-2.08 M -2.000 9.006L43 0.00L608 O.0004L1 -1.3€ (TN ] g 0.100313 0. 000500  B.OLLEM?
-2.80 M -2.000° 0.006062 2.001800 Q.000134 -1.30 M -1 0.071368  2.080000 8.500200
~2.4€ M -2.080 §.000073  0.002100 O.8870t¢ -1.26 B =120 0.182048 0.1O6860 R.0043K0
-2.%0 K -2 AW 0.007018 Q.00268C 0.007448 -1.20 (PRI | g G.L06108  0.LLETTR  R.006NR
=278 K -2,960 0.00808¢ 0.0020%0 0.087020 =118 K110 0.206038  £.124072 8.0
2.8 K -2.700" 0.010421 0.003487 0.08080) -l.10 (TR Y 0.217982  0.136844  B.084204
~2.06 K -2.480 0.011812 U.00402¢ 0.0000 N -1 .08 MK -l.080 §.220002 R.L40060 B.ANALMY
-2.48 K -2.40 S.013009  0.004001L 0.050338 ~1.80 M -1.080" B.21071  0.LE086E 8.041348
-2.86 K -2,560 0.010440 0.006300 D.00 0L -0.0% M-0.00 0.264060 0.171068 0.0200¢4
~2.60 M -2.500° 8.017629 0.008210 0.502700 ~0.00 M -e.000 .208088  0.104000 O.0t6440
~2.48 K -2, 480" 0.000007 0.00714% O0.002087 -0.08 K -3.00 1.277088  0.10784%  §.007300
=2.40 M -2,400° 0.022206 §.000100 Q. 0010 -0.90 K -0.000 205602 S.211008  §.7N0H 4
-2.36 M -2.,360" 0.02821%  0.008317 0.00M012 -0.7% M -3,7%0 0.30L197  §.924827 0.TIMM
-2.90 M -2,900° .00 6.010724 N.000OM -0.70 K- G264 0241844 0750
-2.26 M -2.260° 0.031740  0.012228 0.99777% -0.08 M -3.000 0.322072  0.287040  8.7421 64
-2.20 M -2,200 0.036476 0.013804 0.PRA0S -0.40 (TR N .393226 §.274200  0,720600
216 K -2.180 0.030660 0.01E770 0094920 -0.88 TR N { g 0302044 0201100 RI0%84D
~2.10 M -2.100 0,04300¢ 0.017086 OQ.8921%8 -0.80 M-8 0, 9F20408  8.,300607 N.881480
-2.86 M -2.080 S.060702 £.0200%2 0.07001% ~0.48 TR N Y g 00877 B.R03EF  0.07%44C
~2.80 MK ~2.000 0. 003001 £.072760 0.977260 -0.40 TR Y - §. 200770 8. 344670 0. OEC422
-1.06 M-1.050” 0.080008 0.026E00  0.874412 ~0.38 K-8 £.076240  0.303100 &.030001
~1.80 K-t a0 0.0080(8 0.079U7 0.0712WY -0, M -s000 301300 0.20200 0.81701L
-1.98 M-t .07088 L.ONUET 0.0 02 -0.28 (TR ] 0. 900000  §.40020¢ 0.BOVINN
-1.48 I 1 g L0080 S.00E00 600N -0.%0 M -0.200 A0 5420040 2.670240
=176 M -1 .7850” 0,004277 0.0L88E0 0.0KP041 -0.18 [T 1Y g BA044770 D L4UNNE 8. BEN0LY
~1.78 M-t 0.884048 U,044806 0.068428 -0.10 (VRN 1 -4 0200082 0.400172  C.098090
-1 .88 (TR [ 4 0,1072208 0.040471 C.060ER8 -0.08 B ~8.080 0300044 D 000041 0.CGL00W
-1.00 (TR W | g 8.010021 O.R64780 0.0¢520% 8.00 K oena 0.36%042 0.500000 6.500000

~{5.2-




TABLA DE LA DISTRIBUCION

NORMAL BEPTE. AE EOTABIBTICA AFLICABA 1.0.P,
PRIV IYAN
1 X Y 1-ol ol 1 ] v -5 <

0.0F M e0.050  D.38%444 0.5L5838 0.489081 1,80 K e1.000°  @.110821 0.840200 0.084788
B0 M e0.100”  0.3SR8FY Q.030018  B.4AL7 1.0 K150 0.107260 D.880828  0.048¢71
BulE  HebW 5354078 0.558810  O.44mINR 10 K170 D.0SEO4E 0.086638 B.044EES
0.20  He0.200° 835100 0.51M0  0,420740 198 M0 0.088777  0.0E8841  0.0400E8
0.25 M e0.260° 038880 O0.688708 0.40120¢ 190 M0 0.079068 0.684070 8.031830
8,30 H 0,300 0,381300 O.178L1  0.392088 1,06 Mol 0.077085 0.967843 0.032157
0,36 HeR.360  0.375240 0.830931 0.393108 1,00 Me1.500°  0.08E8LE O0.871293 0.829717
B.40 M 40.400°  0.308770 0.6K€¢22  0.344670 186  Me1.080  0.068685 0.974412 0.720508
D.46 M en.46  0.O0REFT 0.873848  0.320368 2.00  K+2.000° 0,081 0.977260 0.037IRN
0.60 0,600  0.36208¢ 0.821482 0,300 2,00 He2.06  0.009782 C.970NIN 0.020192
0.65  MoR.ES0°  0.3¢2044 0.700040 0.281140 2.0 Ke2.100°  0.0430%¢ D.002L38 D.OLT4E
8,80 HoN.as”  8.333228 096747 0.K1436Y 2.6 Ke2.050° 0,060 R.804222 U.0LEI
805 M08 0.322070 0.T40LE6  D.2E7048 .20 M e2.200°  0,036470 0.PE60H  0.0L388¢
8,70 M +Q.100°  0.912284 0.769038  D.2¢1864 2.20 M 2,050 0,030 0.M7716 B.012298
876 MR 0,301197 0.779393  0.%20830 £.30 M +2.300°  0,029927 0.080770 0.0iWI24
0,80 M eB.000°  0.708881 0.780144 C.211866 2,385 M e2.380°  0.00621% 0,880013 0,0089%7
NAE Mo 0,270 000NN U.10988Y 2,40 M e2.400°  0.022388 0.08L%07 0,00V1EY
8,00 M o0.800°  0.268008 O.015840 0.104000 2,48 Me2.460  0,010897 0.887957 0.807143
U6 M e9.gF  0.264068 0.929844 0.171088 2,80 M e2.500°  0.01752% 0.883780 0.004218
1,00 H4e1.000°  0.261871 0.04134K O.UEN0ES 2.50 Me2.66  D.01E60 D.604814 0.00FING
1,08 M e1.080°  0.920982 D.063141 O.1¢0088 280 H2.000°  0.013500 O0.995338 0.DO4R4)
140 K e1,100°  0.217962 0,98433¢  0.136808 2,05 W28 0.011812 0.008878 D0.00402¢
18 Me1.160°  0.206838 0.074928 0.128072 2,70 K42,7%0°  0.010021 0.860530 0.003¢47
1,20 M e1,200°  0.004186 0.9948030 0.118070 2,96 M 2.960°  2,00808¢ 0.987020 0.0028%0
1,26 He1.260°  0.092645 0.984360 0.108060 2.80  H42.800°  0.009818 0.98744€ 0.00726KK
130 M e1.300°  0.171388 0.201200 O.089800 2.05  Me2.050  0.008873 0.899814 0.002198
136 Mot 200 D.100383 D.511402  0.DROEMY 2.80 M e2,000°  0.005963 0.88%1%¢ 0.001940
1,40 B e1.400°  0.1407Y)  0.518241  0.080787 205 M 2,067  0.005143 0.88%11 0.DOLERS
1046 Moot o460 D.030431 0.028070  0.073628 3.00 M +3.000°  0.006432 0.860850 0.GDIIEE
1,80 M e1.600  0.120510 0,833(83  0.0809D) 3.60 M3.500  0.000873 0.884°747 £.000793
1,65 M o1.860°  0,120000 0.530428 0,080 4,00  Moet.000  ©,00013¢ 0.98988% 0.000032

s




TABLA DE LA DISTRIBUCION

NORMAL BEPTE. BF FOTABIBTICA APLICAMA J.2.P,
PRIV
] X 1 { 1- og o d X \{ - ot

B.00 M23,000°  0.300042 U.380000 1.000000 1,05 M21.000° 0.102200 §.001087 U.04%84)
.08 MAR.000°  0.SNE 0.53WY  0,080LTY 190 ME21.700° .086000 R.0LINES  B.OVOIM
00 ue 000 g.30880Y Q.OTBEESE  D.92034S 16 KURLI0° 500217 §.0LAN02  B.0001L1Y
08 BEDAE0"  0.304470  D.118226  D.V80788 1,80 ME1.000°  B.070%860 0.999138 OQ.DVLNA
020 MAE00”  0.301063 0.1E0610  O.nelent LaF M1.80°  0.072085 9.836488  R.084314
028 MR 0.8 BT 0.802E7 1.00  ME1.000°  2.008810 §,042687 0.08749)
.30 MR0I007  B.ANIMT 0.7E92 0. 1,05 MR1.000°  §.050%86 R.040824 0,00ULME
236 BEe.300° G2 L7068 0.138230 2.00  M22.000°  9.08308L N.85¢408 D.0¢EERI
.40 MR 0.N70 D.ANE4  D.ANILES 2.0 M22.000° B.0402 W.8858838  D.0IONE
B.48  MERIEO 5.380827 0.347200 0,08527L0 .10 M22.0000  0.043084  S.884271  0.095729
.50 MI0.E00”°  D.ISR00E 0.302020F 0.0L71076 RS MR2.E07  D.0MEED  R.BEN44E  Q.01EEE
.66 KRANS00° 2.3028¢¢  D.4170TL %.E92010 2,80 MZ2.200° D.00647C 0.873182 0.02700)
.40 Mie.a00”  D.33IR2C  0.461406  N.ENEDE 2,26 MR F.0NTE BATEEEL  B.024440
.86 MEal 0322077 B4R B.0LERS2 .30 ME25.3000 5.020377 L.N80R  D.D21400
70 MEE.00°  8.31220¢  D.610072  D.403090 A ME3.300° 5028210 0980277 0.OLYTTY
0 KRN0 1ADIIYT B B4 0.483288 2,40 M22,400° 2.020300 B.000I06  G.010988
.80 U200 .22 0.5 DM .45 ME22.000°  0.01I0Y7 R.00ENG B.0L0PN
.06 HERAE0’ LATINNE §.804076  0.998316 .00 M. 5.017690  R.E0TTNL 0.0124%0
.00 MEN.000°  0.2040%0 0.0310%8  O.286L20 .85 MRZ.EE0 0.016440 V580279 R,.01NMN2
.05 Mie.F0’  0.254088 D.REIMEN D.242112 2,80  ME3.400°  §.019E8) R.4S0IN  0.0083)
1,00  ME1.0000 00411 S.0020%0  O.OLI%ML 0.8 MRRANO"  0.0110L2 Q.0tEft  0.00VO04S
1,08 MRL,000°  0.220002 0.708782 0.20301% 270 KAERI07 0.000621 D.I0E  N.COSOYE
10 ME1000  0.2017082 0770080 0.9719%2 T BRROEC 0.000084  0.884041  %.008068
1468 MELAT0°  0.2080%0 0740088  0.26414¢ 2,90  M22.090°  5,007016 8.854038 0.00E110
1,20 M21.2000  0.1001%0 0. °M48%L D.MRW 245 UR2.8607 0.004070 0.88887%  0.004IM2
12 M21.2000  0.19%48  0.70070L  B.211200 .00  Mi2.e00"  4.00605T R.008288 §.0007
130 ML, 5171980 0.000300  D.1ANRDL .05 MERaF”  0.000L4Y R.838822 Q.00WM
L4386 REVI50°  B.198398  0.0278%¢  D.177018 3,00  B29,0000  4.000432 0.087900 §.002700
140 M21,4007  0.01407%1 00307 0.10LELS .60 K23.500°  0.000070 O.0405%C D.00840E
108 M21,0007  §.130631 D.RE2042  0.147080 €00 B24,0000  9.000034 O0.8880W T.000064
1,60 MR2L.EWD  0.120810  0.9843%0  D.13081¢ 4,80 MR.EN0”  0.0000L8 R.B00850  0.0000D
188 MRLER  0.120000 0.979068 0.191140 €8 MRe007  0.000088 0.08008) §.0CEOD2
1.80 M21.400°  C.LLE001 0.N0NN2  G.l0OKEY .00  M2E.000°  0,000001 QR.000080 §.00ROOL

-1T5 L
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108.

A= =163 , N, = - 001081 y st-.ooooo‘«o?
Y Xy -.001036, ctowmo A:9 Y Ty

se usari (4.b), resultando A\ c(2,2) = (-.99 ML+

= .ol4 ) N,y €C2,2)= -.001081/2 =~-.00054905 "
lo to bla 5.3

muestra los valores de la distribucibén Lambda gene-
ralizada y los valores de la distribucibn X"E 2y ¥
la gr&fica 5.2 compara las densidades de estas dis-
tribuciones. La tabla T5.4 muestra los valores de
los pard@metros para ajustar la distribucibén Lambda
generalizada a distintos grados de libertad de la

. R 2
distribucibn X(n) .

FUNCIONES DE DENSIDAD ”M]
X_l

CON N= 2 CGRADDS OE LIBERTAD

otrro. 9 TETAOICTICA APLICAOR 3.0.7.
ety Jyen

Y LA FUNCION LAMBOR GENERALIZADR

10.00 t1e.00 14.00 16.00

S. 1




0.1
0.2
0.3
0¢5
0.75
049
0.95
0.99
04995
0.999

Grados de
libertad

Lambda 'X(n
generalizada
0.206 0.211
0.446 0.446
0.715 0.713
1.389 1. 386
2.774 2.772
4.603 4.605
5.987 5991
9.204 9.210
10.592 10.597
15. 817 13.81%
Tabla T 5.4
X3 oCy )h }\t
l.414 6 ~-.782 0.0379
1.265 5.4 =.812 0.0634
1.153 5 ~+792 0.0764

)3

0.005603
0.009148
0.0124

hY

0.0365
0.0645
0.0784




Coeficientes de

friccién
- O 0.015
0.015 0.020
0.020 0.025
0.025 0.030
0.030 0.035
0.0135 0.040
0.040 0.045

0.045
0.050
0.055
0.060

0.050

0.055

0.060
oo

Tabla

T 55

Precuencia

30
44
58
45
29
17

110.




111.

En base a estos ejemplos, se puede subrayar que esta
distribucién aproxima muy bien a las distribuciones origi-
nales conocidas, por medio de sus momentos. Ahora se con-
sidera el caso de que se desconoce la distribucibn y se
tiene una muestra de la poblaci8n que se quiere estudiar;
considerando los momentos muestrales mencionados en el Ca-

pitulo III, por los cuales estimamos los valores de Q} y Qﬁ.

Ilustramos este método tomando los datos de Hahn y Shapiro
(1], sobre las medidas del coeficiente de fricci6n para un
metal, con 250 muestras, los valores son mostrados en la
Tabla T5.5, de los cuales se calcularon Xz .o034s Jnw:
©.0098 , "Ry = 0. 83 B Rqz 4.1,

entonces la solucibn de las ecuaciones no lineales {(4.a)
obtienen los valores )\ =z - 413 , Ag = . 0134 Ay z .00 4581
Y ANy = .o0l02 .

Los valores para A\, ) e son calculados usanto (4.b),
obteniendo X,(.oa«a .0090) =z - . 41(3(.0098)+.0345 = , 0105

Y k,_k.osqs,-oo?a)= 10134 /.00%8 =1.3633 Lo qragice 5.3 compemn
la funcibn de densidad de la distribuci6tn Lambda generaliza

da y el histograma de la tabla T5.5 el valor de la prueba

de ajuste‘xflo) = 2,04 ¢omp =3 . Sin embargo como los pard
metros del modelo Lambda generalizada son estimados por los
momentos muestrales y no por el método de méxima verosimili

tud, el uso de la prueba de la x? es solamente aproximado.




P.47

x10Q°

0.39

EFICIENTE DE FRICCION

0.31

0.23

.18

o
C

€6 09 9z- 8t 02°'SE  E1°¥32
SINDITHBANISED

112,

gtq;icm




113.

BIBLIOGRAFIA

1. Hahn, G.J. and Shapiro, S.S.
Statistical Models in Engineering, New York.
John Wiley & Sons, Inc. (1967)




1236567090125 0 789013007 90 LE3GHGTII0TP3050T 9012365078901 3456780012345 73901 ¢

100u C VI FRUGIKAMA U nJULTF 114,
1001 C

1002 C

lugs € PROGHARA OE ACGPLAMIEHNTO A LA RISTRIBUCION LAMADA GFIE-
ooy C LWERALTZAD) POR 6 )TO DL LOS DATOS DL ENTHADAY EnCONTRANLO
luus C LuS PARARMETROS LA- (1) s1=1s930¢e4 PPOR LOS SIGUENTES METONOS ¢
100u C I NOWLI; (KESUeLVE Uil SISTEMA DE ECUACIONES ALGERRAICAS
1007 C nwo LTOEALES  DE M VARIABLES » USANDO

1oy C ulv METONO DE CORVERGENCT CUATRRATICA

10uy C CUHOCTIU0 CoMO BROWHE yBASAL'O EN LA E~-

101u C LIMILACTON GAUSIANA. ELL ALGORITMQ =~

1011 C HOULME  QUE LAS FUNCIOIES TIENEN 1~-FRAS DERIVALAS
1012 € CONT IHUAS e ESTINADAS PoR SIFERENCIAS

1013 C PILITAS) .

1014 C 2 LMGEI (MINIAIZA UNA SUMA DE CUADRADGS DE FUNCIONES

101y C vkt N VARIABLES, USANDO Uty COMBINACION DEL ALGORITMO
1010 C LLVEHBERG=MARGUANT Y | METUDO DE PASOS=DECFMDENTES
1017 C APLICAD0 A LA FUNICTOMH)

1uly C 3 GCFLRY (CALCULA EL MIILIMO DE yHA FUNCION OBJETIVO DE N VARIA-
1019 C bLES USANDO "EL METOON pE GRAIENTES CUNJUGADOS Y SE EM-
1020 C FLEAY OPCTIQNALMENTE

1021 C LAS FupMublaS UE @

1022 ¢ 1 FLETCHER~REEVES

1023 ¢ 2 PolLak~RIEBIERE

1024 C 3 HESTEMES~STIEFEL

1uz2b C el! ESTE PROGRAMA SE PRULPFAN LOS 3 METODDS)

1020 C 4 GEHFGY (CALCULAR EL “INIMO DE Utip FUNCTION OUJETIVO LE N
1027 C VARTAPLES USAKNED M METOUDO QUASI-NEwWTON Y SE

1028 C ELPLEAN OPCIUNALMENTE LAS FORMULAS UE:

1029 C 1 DFp

103V C 2 BFGS .
1031 C EN ESTE PROGRAMA SE PRUERAN LOS 2 METCDOS)

1032 C S LACHOL (MINTWAIZA UNA SUYA OE CUALRADOS DE FUNCIOHMES DE I
1033 C VARTAULES USAIDC UHA MODIFICACION DEL ALGORITMO
1034 C LEVEHHBERG=MARWUANT)

1035 C O SHGINY (KRFSUELVE UN SISTEMA LDE ECUACIONES ALGEBRAICAS MO
1U3b C LINEALES DE H VARIAGLES) UDANDO UNA COMBIMNACION
lud7 C Lkl ALT000 LE LEWTOMN RAPHSON Y EL METONO DE

1038 C FhSOS DECENDELTES APLICAKREO A LA SUMa NDE CuAuRA-
1039 C b0S. EL ALGORLTMN SUPOHE QUE LAS ECUACIONES TIENEN
loyu C PRIVEI{A LERIVADA CONTINUA, ESTIMANDO EMTONCES

lo4y C FUR DIFERENCINS FINITAS,.)

1042 C

1043 C

104y REAL®A X (200 £ e LETAYLEL ALFAS ) ALF a4 o ALF2 0 ALFR

104Y REAL NEppCLy

1040 DIMENSEON LT(H) ea1S(6r2) 9 YHC (100U )1 XCL2G(52) 2 YC12Q(H2)

1047 OIME SSLGI ACLER (82 ) 2 YCOLER(52)

1044 CHARACTE i (*6U TITXe TITT»TITULO(Y)

1049 CHARACTEL  TLAT#5paS0Le0 {6)

1050 COMMCI ALLFA3» ALE NG

1051 COMMON /1 LLZLEL

1052 REAL XU (3uu) oL () p XF(300) y £KGC502) 1 YG(R02) yLXLY

1059 LOGICAL ,0ukr1s2uLl #BALFAS .

lo5y LEL =,10=6

1055 FHLNT 99

1050 Yo FORDAT (i)

107 C TIPC e UnlOS LE LNTRACA @

10bu C TLAT=LLYS LOS GATOY Sud v L MALFRA STGUENTE

1uLby C CUH LUTERVALOYS | (ASE EN GOGLWOE




1u6U
lUo}
1002
1063
1064
106b
10bu
1067
llod
1009
1070
1071
107¢
1075
1074
1075
1070
1077
1078
1079
1080
1031
1082
1083
1084y
1048%
1086
10047
10488
1049
1090
1091
1092
1093
1094
109
1090
1097
1098
1099
1100
1101
1102
1103
1ludg
11vuo
llvo
1107
llub
1109
1110
1111
111¢
1110
i1y
1119
1110
1117
1116
1119

OO0 OO0O0OOO0O00

COOOOO0O0

105
106

11
107
109

6V

L4

Xf = FRECUFENCIA :

TUAT=FCA LuS CAYT0S SO DE LA MANERA SIGUIENTE
CoM AGKLPADNNDS Err FRECUEMCIAS
XOB = uaTns
XK = FRECUENCIA

TUATSULLR LUS LATOS SOJ DE L)\ MANERA SIGUIENTE
LuS DATOS SOl DIRECTOS
XuB - ULATO

KEAD (L9 1US) TOAT

READ(S5e ¢ ) PUSIGIN

RELAD (S0 o) 1emSOL

ARITE (6, 100) TDAT o NMSOL

FURMAT (A3, 1XvAD)

FORIMAT (1K, *LOS DATOS ENTRAN EM LA FORMA '9A3,//,

1SE UTILIZARAL. teI2,' METOUOS DOE SOLUCION')

SE ESCoGEN LOS METODOS DE SOLUCION QUE SE DESEE
WMSOL=y DE METONOS LE SOLUCION

MSOL(I) = NOHMpERE DEL METODYO DE SOLUCIQN
X15(¢(Lry) = VALORES INICIALES PARA C/METODO

DO 11 1=1e1,M50L

REAG(S 10714500 (1) o (X1S{T0d) v J=102)
WRITE (b9 109)MSOL (1) e (XIS (T ed)ed=102)
FORMAT (Arr 2F 100 4)

FORMAT (229 'METCUO0 DE SOLHCIOHN *9A6,* VALORES INICIALES'2F10.8)

i=1

S1=0

5220

5320

H4 =0

PRINT sp0 uUnTO0S o0

PEAC (591 ERRZOGUIENDZEH)IXOB(T) e XFLT)
WFATOATEQ,'UIRYXFLIN=L,
WhATECL» 10U XOO (L) o XF ()

XT=X08(1)

S1=S14XF (1) eXT R SUHA (X0u(I))
XT2=XxTeXT

S2=524)F(1)*xT2 R SUMA (X0ALI)*4s2)
XT3=xTax72

SI=SIexF(I)*NT3 R SUMA (XD (1)es3)
xTuzaTexX13
SQUZSUHAF (1) sx Tl
LF=tF+xF (1)
I=I+t

60 TG LU
izS1/70F w CalCuLy LE LA MECIA

fou=l=yg

PRINT 49 v durnE RO LE OQSERVACINONES=Y 9 1'F

FRINT wp v 2 ufASY X

PRIVT o) 0S1=0,51,0 S2z0952¢0 L3082, 0SU=Y, 54" NFz ' IF 2 NOB

2

SURA (XOL(L1)+*al)

ChC'iLo LB LOS 4 PRLIMEDOS MOMENTOS 8

.




1120
1121
il2e
1123
1124
1129
1120
1127
11eb
1129
113v
1131
1132
1133
1134
1135
1130
1137
1136
113y
1140
1iug
1142
1143
114y
11uYy
1140
1147
114
1149
1150
1151
11be
L1H3
1154
1155
11lbo
19 %%
11by
1159
Llou
livl
lloe
1100
11luy

[319)
lluo
llo7
1loby
Lioy
117y
1171
1172
1173
1174
1174
1170
1177 ¢C
1170 C
1179 C

aEaEaNeEaNaNg]

aNaKel

Si

IF(TDAT €W
S2=S2/1F
S3=S3/nF
SY=Sy/\F
PRINT #oV
HCLS=AGS (
SAM2=52-1
SAM3I=S3-1
SxMy=Sh.l
PRINT #¢10V
A2 =SxMp=
XI'\S--SXMS'
Xl =S aivily =
LLSE
ATESXMe Xt
AM2=S2/NF =
XTS=AT2exH4
ANMZI=(SS=-3,
ATLUEXT %)M
AL (S4=y,
ENU IF
S=SULRT (X2
FRENT ag0
PRINT #peV
FRLHT s
FPRINT #oeM

albFA3zLGLE
ALr AizudtE
FRILT #9ef
PRINT xp0
LALFASZ,,FA
IF(ALFAS L
LALFA3=, TR
ALFA3z=ALF
Lhw iF
wlk2z=alr 13
ALFR=1,.7_U
IF(ALF Y L
ik (/\erfla

(B STY Y ALY X'S 2"

Ll AREA oo
CALL EXIY
Lhiu IF

Fclic) e p Vkwey

» ?

Ll AEn
LAl Al
teh, IF

LE L.SCUU(;,
VisLb RV o

1 1E..JIA

2 VARIANZA

3 oFEk MOMENTO CONIl RESPECTO A LA MEDIA
4 y4FR MOMEWTN CON qFSKFECTC A LA MEDIA

116,

LUS DATOS SON CLS SE HACE LA CORRECCLON UE SHEPPARD
TCLSY )y TEn

ALCKES DE S PARA CLSY »xMyS$2+¢53,54
AGR(2)~XUB(3))

o /12,5 CL.Ses2

/U HHLLS S 428 XM

/¥ HCLSR 6245247, /200 ,*HCLS w2y

nLOKES CORREGIUUS BE Seyp XMpSAM2pSXMI ) SXtal
A a2

SexSXMPEAN 2 s XMuad

o kGY AT XML o ¥ SAM2 4 XM 42T, e XMp Y

x12
Rl *S2)/iNF 2o ¥ XT B
BAHSI46 , #AT24S2) /1F=-3 % XTH

}

S5z1,S
ARV X 52
d=tp Xty
"2 'S STAN

LaTIMACTUN LE LOS PARAMETROS ALFA 3 Y ALFA 4

(X 3/ A0lne(5/2))

AR Y/ A2ak)

Al MFA3ZY 2ALF A3
A Falkzy o ALFAY

LJ'. L]

TeUu)ThiLy

(V] 2

M

enllFAS

sHhiF2+41.000

VpLFIt) THEN

treuT o LFAY)Y IET!

LUS PUTOS (BETAY p v ETAY=v s ALF2 e Yo ¢y ALFAL 'S TAN ENY
FOSIOLy RECTIFINUE SU MUt STPAY

LUS PULTOS (BETAT ST ETAD) Iz s ALFD e v o ' p ilLF AL » 'S TAN ENY
u=ETa > !

el HRALT'O 7 Eu bTwlag Al 9% DATOUS
¢ LAn PECULICLAS,




1181
l1d¢
1103
11ld4y
1169
118
1137
11d8
1149
119y
1191
1192
L1935
1194
1195
1190
1137
1198
1199
120v
12ul
l12u2
1203
1204
1204
1200 C
1207
298
1209
1210
1211
21«
1213
1214
1215
1210
1217
1216
1219
1220
1221
1222
1223
1224
12245
1220
1227
1220
122y
1250
1231
1232
1235
1234
1235
1230
1237 C

OO0 00n

o

o000

[eX2Xg]

Ju

YM/\X:Xf (l) 117.
Y ELEAF ()
AMAXZXGE (1)
AMLIN=Xu (1)
L 3 I=2,Hun
Ris AXZ AL OXMAN , XOB(
Xin TS AMINL (XMYIL, XOB (
YHuAXS A AXL(YRAK XF (]
T INZAMINL(YMTN, YF (]
COGTINUE
AOGMItiz=X 1y
XOirM AX=XKAX
AFRIDZYMLN
AF ALz YN X

I
@)
))
))

SI LOS OATUS HO ESTAN POR THTERVALO DE CLASES »SE ESCOGEN
LOS IMTERVALOS FOR MEDIO DEL METQDO DE WILLIAMS 4C.A.(1950)
>Qis THE CHVICE OF THE NUMBERS AHD WIDTH OF CLASSES FOR THE
CHia=SQUAKE TEST OF GOODIESS OF FIT>,JOURNAL OF THE AMERICA
STUTISTICAL ASSGCIATION VOL 4S5,PAG 77-86,

IF(TOAT JE. *CLSY ) THEN

HIUTSRINCLIINF)
CLASESRIDCLIINT (LIF ) o HINT o XOB» XF » XOBMAX » XOBMIN)
1i0Ls=hF
FRAUT w0 v AUB=MAAZ? s XOIIMAXY ¥ XOB=MIN=*»XORMIN
CLASE=ABS (XOBMAX=XOBMIN) / (NINHT=1)
PRINT #p o INTERVALC DE CLASEZ=' »CLASE o+ 'NINT=¢,MINY
CALL CAME (XF »1iOu8y CLASE o1 TNT y XUR)
PRLUF ¢ 1 X=U[NSERVAULA » FRECUENCIA 1:0b= v9NOB
LO 30 fN=zl,u0B

PHIYT &, ACis (1) o XFOIN)
COILT IHIVE
Lau IF

IFATOAT Q. 'CLSY ) HINT=MOY

CACily LEL vALO» B JUI=-CUADKADA COFRESPONDIENTE A LA
SIGILIFICANCIA PoLTGl ¥ A LOS LRAMCS DE LIBERTAD NGLIB

LOLI= O =t =1

AHOASALOG (oAvimA(FLGAT GIGLINR) /2,.))

X222 AJICUAIPGSLGH FLOAT (NGLYG) » AMGAY IFAU)
PRIGT a0 vUMERO E IHTERVALOS DE CLASEY NINT

LeCTithey wE LA THFORMACTON DE GRAFICACION

KEWD (S 192)0PGrl k0 LY

PRINT 20 tHPGZY 916Gy ' XSV LXer LYz LY
HERDIS» It )niTXe T JTK

W ITE (e J0OS)VITXe TITX
KEADIS»13)NTY W TITY
vRITEC(ur108)UTY»TITY
READ(S»104). 11T
afATE (oo 104 )TIT

L0 2 Izl,nllT

HREAD (S 103)NT (T, TITHLOL(T)
vRETE(or 10T L) o TITULV(TY

IHICIALLZICYI00 Ei LA GRAFICA




1ehu
1241
1242
1245
1244
124%
1240
1247
1244
124y
l12bu
1251
12ve
12H3
1254
1254
leho
12u7
1258
1249
12uu
1201l
1262
1263
1204
12069
1200
1267
1206
126%
1274
1271
127¢
1273
1274
1279
1270
12717
1270
1279
1240
1241
12u¢
1235
IR
lzaby
1280
12A7
lezdb
1244
L2930
1291
129¢
12493
1294
1245
1290
1297
1294
1249y

o000

25

[e¥eXeRaRakake!

CAtL PLOTYS(er 20 1) 118.
CALL AVISO(YIE Y Fpt)
CALL PLOT (1,044 =%)

ULCaC10:, wh LG DIFERETES PETu,0% DL SobuCloln
CO SUL pELPECTEVOS VALUKES TIICTIALLS

00 12 rSsolzlateasgl
X)) 2o LialStrs0Le 1))
ALY TulLE (AT (ns0L2) )
TF(MSOL(RSUL) Eu 1 0NLTHY) CALL 1ONLIN(Z2y693001eX0)0~5)
WF(X(1)ex{c) LE OO0 THLH
CRIDT s i, LA HOLUCTOL TIPHL SIGHO UISTINTO v,X{1),x(2)
PRIET apoliu S LuCuTas CAMTLIE EL VALOR TRICIALY
GO 17 12
ttis IF
IFCRO0L (r DUt W Fo PLEGENV Y)Y CALL SOLVE(UBLE (X1S(KSOLe1) )

OB XIS IRGUL e 2) ) e n)

KURKZY)
IFAMS0LCr SUL) JFu Y GEFLIRV Y ) THE
AN
CALL SULviel (BuLFEIX1SInSCLy 1)) p  BLE(ATIS(KSOL e ) ) s KK e X)
l"O(JL:o TK(,’C..
IF (ROK o6 o 5)1B00L=.F ALSE o
[C11 0 RS IS
i AF
nbn=uy
IFL A5Gt nS0L) W, 00 GL Y ) THE
rUb.Zrlint)
CALL SOLAVEZ2IDLLu (YIS (rSvl v 1)) o MLLE(A 1STRSOLe2) ) 1 KDK W X)
Boull=, TR UL,
TFLKOK GG e ) HOOL 1= FALSE,
Livg IF
IF(MSOL(ASLL) JEu, "LMCHOL ) CALLL Soblvy 3(DBLE(X1S(KSOLs1) )
UBLE (X119 (KSULs2) ) o2}
IFAMSOL (500 ) JEu, "9GIHT Y Y CALLL SoLVES(DUBLE (X1StKSOLe1))
VHLE(X LS (RSLL Q) j e x)
YFAN(L)*ex(2) LE .. 00) THEL,
ERINGT w0 r 5.,GINT, LA SOLUCTON TIFDE SIGHO DISTINTO v,X (1) eX(2)
PRINT speide G LuCuTae CAMALE FL. VALOR INICIALY
vy T 12
thie IF

vUTALTE Ly Subuctuli O3TERTUA SE CALCULAN LOS PARAMLTRGS @
Lo DN = DPARALETRKG O LCCALIDAD
LAY D = PACARITTEIO o koCALA
La~UAN 3§ PARAFETED D FORMA
Livswdh o= FPARAMNTTR Y i FORMA

P T wpeSoLCICQ . g LAVGAIZ e ) sy LAMDAGZY y X (2)
Al D0/ (1 Lue X)) =1, 00713 0004 X(2))
S G LUZ Y 012, 00Xt 4L 00/t 04 04AL12))
et sl ot shea(lY el aNudX(, )
Lo ky VRUATeD CALCULD Yy YAS Yy r=teli
TS HGL () =09 2)
PRLIGT e Temzsy o
IFCTE oY ,ua iy
Pl et Dou> Ly S LUCTOL B e AGLLARTIA <€ 0
[ S L Y U |
Lol Ir




130y LAM(2)zTt ved 0

1301 IF(X{1)ab Touadnn(2)==lntd(2) 13.
130¢ LAM{1) s=500L A/ LAMIE2)

1303 Laltlyzlpia(l) ¢S ¢+ &M

1304 LAv{2)z=Lati2) /S

13uYy Lab{3)=90uiatll))

1300 LAM{4) 25100 (x(2))

1307 LF (BALFA3) THEN

1304 LAm{ L) 2= Anill)

1309 AURZLAM(Y)

131v . Lam{3)zbav4)

1311 Laa{a)zAr X

1312 thie IF

1310 IF(LA"'(S)obtolo)THt“

131y PRINT ®pvlpn pULCION LAMBOA GELERALIZADA ES TRUNCADA POR LA 12Q.0
131% LrL IF

131lu IF(Lail(4) ok, 1.) THEN

1317 RIGT s tLa FULCTUN LANMBLA GELERALIZADA ES TRUNCADA POR LA DER.?
1316 LML IF

1324 FRINT sy ePurtAt niFA3='»ALFAJ

1320 PRINT w2 ALFAU=" ) ALFAY

1320 PRIMT %0 SE TIZHE LA SIGUIENTE SOLUCION $¢
1327 FRINT #2090 0

1324 FRANT %90 LAMDALZ "2 LAM(])

132y PRILT oo LAMUAZZ Y I LAM(2)

1330 PRINT 490 LAMDAZZ " LAM())

1331 PRIGT 490 LAMUAGZY P LAM(Y)

1332 C

1332 C CUNTROL E LA K=S1MA GuaFICA

1334 C

1335 HGHC =GP +1

1330 ALYZALY4LY 2,

1337 TIF ALY . OT e 03 THE

1338 CALL PLOT(LA, r={1IuPC=1V2(LY42,),=3)
1339 nGPCzy

1340 ALYZLY 42,

1341 tLSE

134c IF P e o 1ICHLL PLOT(D o LY42, 9=3)

1343 Lha IF

1344 C

loub C SE ESCuvE k] Fu NUMERD DE PUNTOS Eh C/INTEGRAL ENTKE
1340 C C/LATO ULSERVADY

1347 C

1344 Ml =AUl (HFG NG )

1344 TF (M 00U u) THLY,

13H0 TR S NI CWARIV] )

1301 ELSE

13he HETZ (LPC=liGH) /1104

1353 HPG= Ui i)

13by tho IF

13 C

13%0 C SE TLTEOHA ERTRE C/DATO OBSENRVALO

1357 C

1340 CALL CuabINCIZu, YCIZUoHna X0 (1) =XLCL 04y NF)
1359 ALCLz=ASS (Xub ()=-a0u(2))/2.

13o0v XAZXO )y ealCL R X ANTERIUR

1361 PR nT 00N

13u SXeZ e b =al (1)) %2/ (1 o1F)

13bo YHCOL )y =P 0 F

14 el T e, telcab i X FPX2z Py YHC 1) e XFUL)zv o XE (1)




1365
1360
1307
1366
1369
1370
1371
1372
1372
1374
1375
1370
1377
1370
1379
1380
138l
L3se
1385
13k
1365
1380
13847
13448
13489
1390
1391
1392
1393
1394
139%
1396
1397
1394
1399
1400
1401
140
1403
1404
1409
1400
1497
140b
14909
410
1yl
lyte
1413
141y
1415
14106
1417
141lo
1419
142v
1421
liaea
L1425
1424

2B aXe]

la¥aKaXse)

141

140

10

PRIVT €, %5229 ,9X 120,
AAZXOn (1) =-aLCL
V0 8 I=1,livy

XAC=XO0R (1) +XLCL

IF (G oNE o Ots) oA Do (L TLHE LT DY) THE

PzX IEATH(AAC)

EPX2=(P=-Pa) s NF

YnC(l)=yPa2

Pr=pP

SA2ZSK2 4+ (LPX2=KAp (1) ) #%2/E9X2

PRILT #,'"FRUERA Xz EPX2= ',EPX2," XF(I)='yXF (1)
PRINT x, %00 Sty SX2=19SX2

enr IF

Pl 4, VINTEGRAL 'o1e' CE taXa, ' A'eXACe? =P
XINCZ(AAC=AK) /NPT B THCREMEMNTO gMN LA ILTEGRAL
X1=XA
nKlz(l=1)% 141
KK2=I# P
PLz=XEnwli(X1)

SE LITLGIFA ELJPE Y ¥ XaC CONSILERANDO Pl SURLIVISIONES

WwRITE (6,141)
FORMAT(OX»Yil? plUs o P oy 1OAs "X o 16X Y oliX,

YIDTERVALY B 1HTFO(ACTONY)

FORMAT (U4 s L3¢ 4XeF10sB)U2)F 12504 20F12.504X0 (1,

2 F12.50 0% sF12.50%) 1)

LU 10 J2=Kh1+kKe

Xez=X1+X10C

Xoll2yz=x2

PezXNewTii(a2)

Yo(I2)=(Pe=P1)x, Felp|

WRITE(O, La0)YI20 02 e X6t T2) 0 YG(I2) , X1, X2
Pi=Pz

Xiza2

COLTINUE

Xn=XKAC

CORT LHIGE
SXezoX2+ ({hLe=P )2 F=XF{NO{3) )®e2/( (1 .=P)4LF)
CALL CULAS(ACHER ) YLDERR »HGeXYACe 1ot ,F)

YHC GO ) = {1, ~P)# F
il 2T« "WHURD W Yo TPX2z 4o YiC (O ) 0 * XFUHNOR) =Y » XF (NOis)
HRINT &, "ULTING VALOR SX2=1,5X%2,0 (1.=-P)*pNF=1y{1.=P)#1iF

PRAUT %o ' PrULDA F Ly JI=CHADRALAS Y

2en e et ¥ & KA EPERNE LNy
PRINT 2 0 VALOKh £ TIMALY =% »5X2

RIOT etV oR X2 =0, X220 COM UIIA STIGHLIFICANCIA VE 'y 1 .=-PGSIGN
FRIGT 20 0CO, ot GLLIger Y 50ALIS DE LIRERTADY

SE £5Cust La E£SChala b wRAFICACION Bl BASE AL MAXIMO
Y mMIHLMO VALGR v A 0 Y Y LA LONGITED RE LOS EJES

DU & 1=y na’G
YHMARZA WA LY fE» Y6 ]
KMnXZians L 819AX ) G L
YMANZAMT L (Y I Y6
AATNZAMT LA L0 aGY

CO T 1 B

))
1))
Iy
Iy

L9 33 izjrbu

VAAXZAIOL LY Y e v CObRIT) o YOI 2wt ) y)




142h
1420
427
1420
1429
1430
1431

1430
ludi
L4 3b
1430
1437
1438
1439
l44u
144}
144z
1443
1444
la44h
l4u6
1447
1444
1449
1450
1451
1452
1453
1454
1455
1450
1457
l4bhH

I59
l46UL
146l
L462
14602
1464
1465
14vo
1407
1408
1409
1470
1471
1472
1473
1474
1475
1476
1477
1478
1479
1480
14481
lyne
1483
1484

OO0

(2 X2 X2l

OO0 s XaNal

[aNaXel

33

ié
Lo
10u
102

AAAXZAMARL (X AX o ACLER(T) » XCI29(1))
YHINZAS L L (YMINYCLER(L) » YCIZA(]))
XMIN=AMI, L (AMIN Y ACOERIT) 9»RCI2Q(]))
COUT INUE

FRINT sp o XteaX=ty (MAX, PYMAXZY , YMAY
PRINT wp 0 XMaXZ 0o AMAX p VYHART Y ) YMAX

ESCALAS

AG (MG 2) = (A nX=xMIN) /LX
X6 uhPG+L)y=amln
YG(hPG+1)SYMIN
YOIRPG+#2 )= (YMAX=YMIN) /LY
KCLER(H1)y=xmIN
ACLUER(52)ZA6 (HPG+2)
YCLER(51)y=yMIN
YCLER(52) Y6 (1NPu+2)
XClZQ(H1l)y=aliln
XC1Z2A(H2)=a0lilPG4+2)
YCLZu(bl)symINl
YCIZTU{B2)= 10 INPG4+2)

GRAFICACIOI: DE TITULDO(S) DE LA GRAFICA

YPAGE=LY4+1,18

TITULO (IkTIT+1)=1S0kl (KSOL)

LT(MTIT+1) =0

DO S I=1,NTIT+}

APAGE= (Lx=,14*NT (1)) /2,

TPAGE=YPAGE=.17

CALL SYMPOL (XPAGE» YPAGE » o 149 TITULO(TI) »Q.0eNT(1))
CONLTILUE

OGRAFICAC10is OE LOS EJES

CALL AAIS(O0,0r 0,0 TITXe=HTX oL A41,0,0¢XGINPG+1) ¢ XGINPG#2))
CALL Axls(u.U'O.n'TITY;HTYvLY+1og0.0oYG(NPG#l)oYG(NPG#Z))

ESCALAS pARK GRAFICAR EL HISTOGRAMA

ESCAX=Z1,/XG(1PG+2)
ESCAY=1,/Y6(1:PG+2)

GRuF ICACION UE LA CURVA AJISTADA

CALL LINE (RC12u,YCIZUs50e1+0,0)

CALL LINE (AGIYGsNPG,100,0)

CALL LINE (RCOFR,YCDER!S5001:0+0)

FRINT 9 0SE TERMIMU DE GRAFICAR?

CALL HISTU AV AF s O ESCAX s ESCAY s XMIMN, YMIND
PRINT «92SALIO LE HISTO!

CALL NEWPEN(2)

CALL HISTO (xURyYHCrHUBPESCAX s ESCAY p XMIN,, YMIN)
CALL NCWiENt L)

IF{BOOL)GO 10 1o

IF{D0L1)6u TO 24

COnT XNUE

CALL FllipbL

FOKMAT (24 1%, 7)

FORMAT (130 2F10,4)




1485
1480
1487
14886
1489
1490
1491
1492
1493
L4944y
1495
1496
1497
1494
1499
1500
1501
1v02
1503
1504
150%
1500
1507
15086
1909
110
1511
1512
1513
1514
1515
1ble
1517
151y
1519
1520
1521
1522
1923
1524
1525
1520
1527
1526
1529
1530
1531
1532
1530
1H 354
155,

15

1537
1530
1539
1540
1541
1Hue
1543
1544

OOAOOOOOOO0OO0O0O0

103
104

uf

N9

131

1354

FOKMAT (122 A60)
FORMAT (12) 122,
CALL EXIT
SUBROUTINE HISTO(X e XFiNIESCAXIESCAY XMIN YMIN)
SULRRUTI.A HISTO
OBVETIVO : OKAFLICAR EL HISTOGRAMA DE LOS DATOS DF ENTRADA
PARAMETROS @
x = MARCA DE CLASE
xF = FRECUENCIA
v = # DE DATOS
ESCAX - ESCALA RELATIVA AL EJE X
LSCAY = ESCALA RELATIVA AL EUE Y
AMIN = VLLOR MIMNIMO EN EL EJE X
YMEi - VALOR MINIMO €N EL EJE Y
SULRRUTNAS USALCAS:
pel PAGUETE DL GRAFICACIOH LA SUBROHIINA BAP
GUE DIHUJUA UNA BARRA DEPERNIENIDO OE SUS PARA-
pMETROS

LIMENSTION AtH) o XF (1)

,\NULF_:U ] b

nluTHS(X (1) =X{2) ) *#LSCAX

AICHOZ (X (1 )=X(2)) /2

IHAT=1

HPl=n

SH=U0 .0

wo 1 I=g,n

MPAGE= (X (1) =ANCHO=XMTIII)*ESCAX

TPAGE=0,0

HELGUHT=()F (1) =YIIIN)*ESCAY

CALL BAR(XPAGE» YPPAGE ¢ ANGLE ¢yHEIGHT+WIDTHeSH) IHAT NP 1)
CONT INUE

KETURI

SUBROUTILE NONL L Cue HUMS TG o MAXI T, IPRINT o X0 EPS)

REAL#8 X(30),PART(3U) e TEMP(30)»COE(30031) RELCONeFeFACTORHOLDH,
» FPLUS)DERMAX » TEST
REAL#8 VELTA,FimAX EPS PRECPETA

O IMENS TV Isuncsu).LOOKUP(bn.sui
DELTA XQU
hELCON-lU.b+b&t(-NUMSlGl
JTLST=1
IFCIPRINY obuw, L IPRINT 4
FORMAT(11,1)

QO 700 Mzl ,MAXIT

JoulT=y

FHAXZ0,.00

M1 =M=1t

IFCIPRINT Wit o 2000 TO 9

PRILT 49, M1 (XCL)elz)oll)
FOUMAT(IN 0 3,180,307 (0234802018,4))
LD 30 J=ter,

LOUKUB (1 ,J)=J

LO 500 K=1 i«

IF(K=1)15H 134,131

KMIlzK=1 .

CALL BACK Cadltinidy X ISUR COF»LIOKE)
CALL AUXECI (XeF o)

FMAXZOMAX YL (FMAX i ALS () )

IF (LRSI ) 4ot LEI'S) GO TO 1344
IQUIT=10yu11+1




1544
1540
1547
1548
1549
155v
1551
1552
1553
1554
15595
1 50
1557
1598
1559
1560
1561
1562
1563
1564
1565
1566
1567
1568
1569
157U
1571
157«
1573
1574
1575
1576
1577
1578
1579
156u
15381
1582
1543
1504
1569
1580
1567
1580
1589
1590
1591
1592
1994
1594
159%
1590
19597
1594
1599
16006
16G1
louleg
leUd
1604

1345
13%

101
16)

190
200

202

203

20a
210

220
500

6lo
625

0 31()

LFCIGUIT HE L) O TO 1344
GO To 725
FACTOR =,0UlD+00 '
I1TALLY=O
w0 200 I=K,i,
ITEMP=ZLOGKUP (K 1)
HOLD=X (ITEMP)
PRLC=5,D~6

ETA=FACTOR*)ARS (HOLND)
HSUMINLI{FMAR P ETA)
IFtHLTpPRECIH=PREC
X{1TEMP) =HOLD+H
IF(K=1)161s161,251
CALL HACK(KMTIHiv) X ISUBICOE,LOOKYP)
CALL AUXFCIN(XFPLUS!K)
PART(ITEMP )= (FPLUS=F)/H
X{ITEMP) =HuLD
IF(DABS(PART(ITE#P)) ,LT.DELTA) 6O YO 190
IF(UABS(F/PART{1ITEMP)),LE«1,D#15) GO YO 200
ITALLYZITALLY+1
CONT INUE
IF(ITALLY.LE JHN=K) GO TO 202
FACTOR =ZFACICH#10.,UD+00
IF(FACIOH.6T,11.)G0O 1O 775
60 TO 13y
IF(K,LT.1) 00 TU 203
IF(DABS(PART(ITEMP) ) ,LT.DELTA) GO YO 775
COE(KiN+1)I=U,0D+00
AMAXZITEMP
w0 TO 500
AMAX=LOOKUP (K¢ K)
QERMAXZDABS (PART (KMAX))
KPLUS=ZK+1
LO 210 IzKKLUS»il
JSUBZLOORUP (K 1)
TEST=DAHBS (PART (JsUs) )
IF(TEST LT, LERMAX) GO TO 209
VEKMAXZTEST
LOOKUP {KELUS, 1) =nMAX
kMAXZ=JSUR
Lo TO 210
LOUKUP (KLUS» I) 245Ul
COLTINUE
IF (DABS(PART(KMAA) ) 4EGLU.DN)GO Tp 775
ISURB{K) =nMAX
COE{k,yl441)=0,00+00
LU0 220 J=KPLUSli
JSUB=LOOKUP(KPLUS 1 J)
COE(KouSUEI = =PaiRT{JSUB) /P ART (KMpAX)
COE(K»iN¢1)=COE(h,Hel) +PART (JSUNK) A X (JSUB)
CONTINVE
COE (KN4 )= (COE(K N+ )~F ) /PART (KMAK) $X (KMAX)
AMKMAX)Y=COE (H1etit})
IF{NJEwsl) GO TO 610
CALL BACK (h=1oHeX0¢ SUBCOE ¢ LOOKUP)
IF(M=1)650,050r025
LO 630 I=1.h

IF(UABSCIEMP (T ) =2 (1)) GT DABSIX (1) )2RELCON) GO TO 649

COnT IHUE
JTEST=UTE S+l




16ub
lolo
1607
l6un
1609
1610
lell
lol2
1old
loly
1éi1b
16lu
lot?
lolt
1619
locU
lo21
ltoee
1623
1624
lu2b
le26
1627
1628
1629
1630
1631
l63e
1639
lody
1635
lodo
1637
1636
1639
lo40
lehl
le4e
1oy
164y
loydh
1690
le47
loby
lo4y
lobU
16b1
165
1653
loby
1659
lebo
lob7
164t
Leby
loou
lo6l
loue
1bos
Loty

[aXeXeXaXel

LFAJTEST=3)650, 125,725

649 JTEST=) 124.
6L0 GO 660 I=1,N

oo TEMP(I)=x (1)

700 CONTINUE

PRINT 1753

1753 FORMATY (/e LK, iU SE ENCONTRO CONVERGENCIA EH EL MAXIMO DE ITER.')
IFUIPRINT L. 1)G0 TO 800
FRANT 1763

1703 FORMAT (1) 9 *VALORES DE LA FUNCION EN LA ULTIMA APROXIMACIONY, /)
IFLAGZ]
GO TO 7777

725 LF(IPR1MY & HEL 1160 10 800

7717 LU 750 Kzlen
CALL AURFCHIX s PART (K) ¢K)

750 COnT INUE

IFUIFLAG.NEST) us 10 777
PRANT 77983 (PART(K)rRK=1 W)

7768 FORMAT (3Dp20.H)
L0 TO 4o
B777 PRANT 754
753 FUBAT (/70 1A e *CO.VERGENCTIA OBTENLIDA, VALORES DE LA FUNCIOM')
PRINT 7519, (PART (K)rK=19t])
7515 FOKMAT (Lx» *COMO LA APROXIMACION FINAL: Y //0(3D20,8))
PRINT 37, (A(K) era=tybl)
Ky FURMAT (Lae P0G TU DOHDE SE FVALUGY /70 (3D20,.8) )
GO TO wsUy
775 PRINT 792

792 FURMATE/ZZ 91Xy Vi GACGIIALD vORTFICALC ES SINGULAR . PROBAR A
*JIFERENTE v)
PRINT 7525

7525 FURMAT (1x 0 "APROALMACTON INTICIALY)
8U0 MARIT=14141
WE TURH

SUUKOUTIE BACK (MIN,I1e X9 LSUR» COE ¢ LOOKUP)
HEAL*8 X(30) e COL(30Gr3L)

UIeENISION 1S113 (40) e LOIRUP (300 30

1o 200 K =1lerKM T

RMZKA T=g K 42

RAAXSISU: (n=1)

AlKMAX) = 040N

LO LUD JzKpr!ls

JSUBZLOOKUP (K J)

KIRMAX ) =X (hIAX) +COE (Kid=1 s JSUR) 2 X (JS1113)

100 COnT I hUE
ACRBMAX)SX (R AY Y +COL (=1 plid4l)
2un COLTYINUE
HETUR"Y

FUMCTION SpSP (i)
FUNC IO SHEMSK
UHJETIVY ¢ CALCULAK LA FUHICION UE FCRCENTILES R(P)
PARAMETRYS 3 -
1= PR ARTLIIAD

IF(PnEu'U-)‘“E” '
SHEASR=L AR (L) =L, ZLAM(2)

HETURD

thu IF

l" (').Eu.l . )' (KT
SUHEMSEHELANEL ) 4L . ZLAM(2)




16ob RETURN

1660L ENUL JF 125.
lo67 SHEMSRILAMUL) + (P ¥LAM(3) = {1 ,~P)%sLAM{4) ) /LAM(2)

166 C PRIHT 4, *SHEMSR= 'y SHEMSR Py (LAM(T)s1z104)

1LY hETURR '

1670 FULCTION RAMDER (i)

1671 C

1672 C FULC 100 RAMUER _ .

lo73 € CBUETIVO ¢ CALCULAR LA FUNCION DE DENSIDAD DE

lo74 C ’ PROBAUILIDAD DE LA DISTRIBUCIOM Re R S,

le7b C PARAMETRO ¢

1670 C F - PRUBABILIDAD

1677 C

le7u IF(PEGena) THEN

lo7Y9 RAMBER=LAN(2) /LAM(Y)

1680 RETURRN

le4l BN IF

lovz IF(P.Ewale) THERN

1683 RAMBER=|LAM(2) /7LAM(3)

loB4 RETURN

1685 LMY IF

1660 BAASERILAM2) Z (LAM(3) *P* & (LAMI3) =1, ) sLAM{U) ® (1, =P) e (LAM (U )~],
log7 C PRINT #9 *RAMBER=" ¢ RAMBER oo (LAM{T) ,I=104)

1686 RETURN _

loY FUNCTIUN XNEWTH(XO0B)

logu C '

le9l C

1692 C FUNLCIOR xHEwTNh

1693 C OBJETIVO ¢ ENCONTRAR EL VALOR P CcORRESPONDIENTE AL

1694 C VALOR x0pe¢ POR MEDIVU DEL METODO DE NEWTOHN PARA -
1695 C CEROS LE FUNCIONES,

lovo C PARAVETRG ¢

197 C KGOl = VALOR X AL CltaL SE pUSCA EL VALOR CE LA
lovyy C FUNCTIVN DE DISTHIBUCIONM ’
1699 C FUNLCTOIES USADAS ¢

1700 C ’ SHEMSR,RAMBER.,

1701 C ’

1702 P=,N000}

1700 DU 9 uz=1+20

1704 PP (SHEMSR(P ) =x03 ) xiAMBER(P)

17(1{) lF(f’.Lt.O.U)P:U.UOUUﬂl

17u0 IFIF,GE.140)P=0,999999

1707 C PRINT %, Pz 29" R(P)~X=*ySHEMSKR(P)~XOB

1708 C PRIAT #, 'F(P)=',RAMBER(P)

17u9 XEWThzp

171u I CABS(SHEMSR (P )=X08) JLE. 1 ,E=8) THEH

1711 ANEW T =P

1712 NE TUKN

1715 EnD IF

1714 9 CONT 1HIVE

1715 PRINT #o'NO SE EHCONTRO COWV, PUR MNEWTON * 4J=1 4P, X0B»SHENSR (1)
1710 RETURG

1717 EHLD

1716 SULROUTIHE CAMF(XFoMH,CLeNINT» XKOW)

17y LIMENSION XF(HN) o X0 (N)

1720 REAL LINF2LSUP

1721 h=}

172 [Mz=0

1723 C CALL ORKUENA (X0 XF o)

1724 LINnFzXon(K)




1725
1726
1727
1728
1729
1730
1731
1732
1733
1734
1735
1736
1737
1738
1739
1740
1741
1742
1743
1744
174
17406
1747
1748
1749
175v
1751
1752
1753
1754
1755
1756
1757
1754
1759
1760
1761
1762

1763

1764
1765
1760
1767
1768
1769
1770
1771
1772
1773
1774
1775
1776
1777
1778
1779
1780
1781
1762
1783
1784

oo

ONOOO0O0O00 O OO0

100

-

LSUPZXOB (K) +CL 126.
00 L Iz=1,NINT
XFS=0
DO 2 J=Koly
IFEX0B(J) «GTLSUPILO TO 3
XFSE=XFS+XF ()
CONTINUE
IF(J,GT , I)THEN
XFl)=XFs
XOBLI)=(LSUP+LIWF) /2,
IF(J.GE o 14) THEN
PRINT #,9%YA J=ii =Vvelie? NINTZVHINT,* IS0e}
PRINT #,' IM Ell EKROR s&%2aes1 M
EnL IF
K=Jd
LINF=LSUF
LSuP=LSUp+CL
COLTINUE
N=ivINT
RETURN
END
FUNCTION RINCLOOR THTER » XOR o XF o XMo XMI)
DIMENSION X0B(NOE) o XFINORB)
ITER=0
CALL ORDEHA(XOBe xXFeN2B)
PRILT 9 9SnLE DE ORDENHIA®
CALL LINTIROEBosHO e XIMeXIM])
INTERSINT(FLOAT (1N0B) /75.-575./75,)
INTER=RItCLII{NOL)
PRINT #»SALE DE RINCLW(IMOR) =, INTER
ITER=ITER+]
IF(ITER,GE,.20)GLV TO |}
IFCINTER ,LT.5) INTER=S
IFCINTER ,GT 4 195) 1nTER=1S
RINCLS (XM=XMI)/ (INTER=~1)
IF(RINCL/XIM, LT, ,75) THEN
INTERSINT (A IMeFLOAT(INTER) ZRINCL)
GO TO 10y
END IF
IF (NOBaXIMI/15,.G6T.RINCL)THEN
IFC(INTER,LLL.SIGU Ty
INTER=IHNTEIK+Y
GO TO 10y
Eiw IF
KL TURN
SUUBROUTILRE URDENA(Xe XF ¢iv)
DIMENSION x (1) e XF (i)
O 1 I=1,il-1
GO 1 Jdzl, =i
IF(X(J)e6T X (J41))VTHEN
AUX=X(J)
AUKXF=XF (g)
alui=X(Jsl)
XF(J)=AF (J+l)
X(Jel)zAayL
XF(J41) =, UXF
EilD IF
CONTIHLE
RETURN
ENL

. .




1785
1786
1787
1788
1789
179v
1791
1792
1793
1794
1795
1796
1797
1798
1799
1800
1801
1802
1803
1804
1805
1806
"1807
1808
1809
1810
1811
1812
1813
1814
1815
1816
1817
1814
1819
1820
1821
1822
1823
1824
1825
1826
.1827
1828
1829
1830
1831
1832
1833
1834
1835
1836
1837
1836
1839
1840
1841
1842
1843
r844

SUBROUTINE LINT(XeNeXIMyXIMI) 177
DIMENSION X (i) )
XIMEX(N)=X (N=1) :
XIMI=XIM
LO- 1 Iz1,N=1
IF(X(1)EQ X{I+1))GO TO 1
XIMSAMAX L (XIMeX{I)=X(1+41))
XIMIZAMINL(XIML )X (I)=X(I+1)).
1 CONT INUE
RETURN
END
SUBROUTINE SOLVE (X1eX2¢X)
IMPLICIT REAL*8(A=H10=2)
DIMEHSION X(2)R(2)epad(2,2)
UIMENSION 51(6)-52(2)aS3(2)cSu(Z)oSS(“)oSG(O)057(“)058(2)
EXTERNAL FUN
PRINT &+ SUBROUTINE LMGEHV?
h=2
=2
MAXF 1000
X(1)= X1
X(2)= X2
DIST: .50 Q
EPS=1.00-8
1S1=8
155=4
156=8 .
1S7=4 o
CALL LMGENV‘NaMoX:MAXF.DIST.FUN.EPS-R:AJ-lERRoNFCALLolSl.S!JS@i
- 83154+ 1551551156056, 1STSTeSBDUM)
FF=R{1)sR(1)I4R(2)*R(2) .
PRINT », *VALORES FIMALES: IERR=',IERRs* NFCALL=',NFCALL
PRINT 2 *SOLUCION X1=%eA (1) X22%,X(2)
FRINT %9 ' VALORES DE LA FUNCION F1=';R(1),"' F2=',R(2)
PRINT sy eVALOR UE LA SUMA DE CUADRADOS=?® ,FF
"RETURN
END _
SUBROUTINE AUXFCNIXeYsK)
COMMON ALFA3¢ALFAY
REAL®8 X{2)sYsArB¢CrDIBETA,ALFAS, ALFAY4
IFUIXCL) X (2) LT o0,00) e OR{X(1) LEew1sD0)eOR(X(2) .LE,~1, DO)lTHEN
Y=Y*1,p5
RETURN
EnD IF
AS1e00/( .LU+X(1))~1,00/(1,D0+X(2))
B=1.00/(1,0042,00%X(1))+1.D0/(L,D0+2,00%X(2))
* ~2.LOSBETA(L1sD0+X(1)» 1,D0eX(2))

[eXaXaRa]

g

P

C=1.00/(1.0,043,00%X(1))=1.D00/(2.0043.,00¢%x(2)) T

* =3.DU*BETA(LL0+2.D06X 1)), D04X(2))
* +3,DUSHETA(1.D0+X(1)22,00+42,0024X(2))
GO TO (1,2)K
1 Y=(C~3, UOmA‘8+2.bU‘A‘t3)/(B-Av‘Z)t‘(3/2)'ALFA3
RETURH
2 0=1.00/(10044,00%X(1})+1.D0/(1,D0+4,00%%(2))
* “4 . D0&BETA(L.D043,D0%X(1)»1,D0+X(2))
+~6.DO¢[‘9£TA(I.UO#Z.DOtX(l YeloD0s2,D0EX(2))
=4, 00*BETA(L.DO+X(1)»1,0043.,002X(2))
YZ(D=4 ,DU*A*C+H, D0sAe2¥3=3,D00A0%4) /7 (B=A*42) e ¥ 2=ALF AL
RETURIY
END

* *




1045
1846
1847
1848
1849
1850
1851
18b2
1853
1854
1855
1856
1857
1856
1859
1860
1801
1802
1863
1864
180%
1806
1867
1868
1869
187u
1871
1872
1873
1874
1875
1876
1877
1878
1879
1880
1861
1882
1883
1884
1885
1860
1867
188bL
188y
1890
189}
1892
14993
14894
1895
1890
1897
18494
1899
1900
1901
1902
1903
190K

SULROUTTLLE FUU,Ma X o F o ILKHR) 128
IMPLICLT REAL®:y (A=iiy=2) ¢
OIMERS IO a (i) oF (M)
COMMON ALF A3 ALF AL
IFCACL) X (2) ol T oot} oORUX(L) JLE =1 ,L0) dOR {X(2)  LFe=1,00))THEN
FCLIZF(1)+1.00
FI21=F (2)+1.D0
PRINT #,* LL PRODUCTYO LS NEGATIVO CONYexX{1)eX(2)
RETUR
L IF
IEKR=IER
=100/ (1LUSXIII=1.00/7(1.00¢X(2)) )
21 D0/ (1, 004200 eY (1) 14100/ (1 0N42 ,D04A(2))

* =2 LUt BETA(LDO#X (L) o1 DL X(2))
CZ1aD0/701 0 LU+3,Buex (1) 1=1.N0/(1,n0+43,00%x(2)}
* =3,0U%pETA(L.L0+2,L0sX (L)Y, 004X (2))

+ +3,DUSRETA(L LU+X (1) 01 LU+2.D0%X(2))
FOLIZSHC=3,00% /2142, ,0¢A43) /7 (F-Nsa2) 49 (3/2)=ALFAT
UZ1e00/(1euU+8LUsX{L) 14100/ (1.N0+4 ,DO*X(2))

x =4 U SBETA(L U043 ,00¢X (1) 0l UO+X(2))
* 00.00*‘;;5];”1-&(;02-8005(1 | ) l.f\UfQ.DO“X(Z))
* =4 JurnE TALL,DUEX (L) e 1 D0¢3,00¥Y (2))

FA2)Z(C=U,00%a0CH+6 J0v A=, 1000004 ) /(B=A%22) 2 2=ALF AU
PRINT #oX (L)Y ALFA3F(L) o X(2) 0 ALFA4,F(2)
nE TR
Ehu
SUDBROUTINE SOLVEL(XLsXx2)KCHpX)
IMPLICIT Real.*B8(n=teQ=2)
CINENSL01; A (g) 2O (2)
DIMEASTIOG S1(2)1052(2)053(2) 954 (2)
EXTERNAL Fuiel
PRINT »0v SURONTINE GCFLRV 0
=14
ANFZI00Y
x(1)= «1
Ale)z= a2
hFl= U401,0
EPS=1.UD-8
F=U. 000
SPREC=UL, 1D
CALL GCFLIN Gaa 2 s KU in AXFrF UL L s EPS SO E CrEATRND o Fo Gy TERR,
~ NFCHRLL»S19S2e55e54 011 1)
PRINT #9oVALORES FINALES, TERRzY, IEFR»Y MNFCALLZ'  HFCALL
PRIMNT &0 ¢ SGLUCTO, KLz% X (1)t X2=9,%x(2)
PRINT sy eVpaltiies DEL GRAGIFHNTL G100 ,G6(L)," 6G2=0,G(2)
FRALWTY 2o evallOik FxtF
RETUR
[RTY)
SULROUTIE FULYIC e Ne YOI F e IFHIKY)
IMHLICTT nAL&E (A=liru=2)
GIMEAS IO a2 )avule)
LIMENSLIOL AR(Z)
COh Ot L F 3 Al pht
COmMOle e/t
IER =i,
P CENCLY4X U2 o lTo0e0n) O, (O (1) LE, =1 oiu0) o OK (X(2) W LEa=1,N0) ) THEN
Faob vty
Pl T oy th bl 2PFopuCTO £9% LEGATIVO CCHYar ()X ()
Re. Ty
LU IF




190%
1900
1997
1908
1909
1910
1911
1912
1913
1914
1915
1910
1917
1918
1919
1920
1921
1922
1923
1924
1925
1920
1927
1928
1929
1930
1931
1932
1933
1934
1935
1930
1937
1934
193y
1940
1941
194
1943
1944
1944
194y
1947
19486
1949
1990
1951
195
1955
1954
19bhY
1950
1947
19Hy
1954
196v
1961
L9b¢
1963
1964

1

2
*
'y
»

BSleO/ (1, DG2.D0AX(1))+L. 07 (1, 00+2,008%X(2))

ATl e /(e U+X(1))=1,00/7(1.00%X(2)) 129,
=2oLUehETACL.DO+A(1)01.D04X(2))

C21a00/03.00+43,00%X(1))=1N0/(1.n0+3.0D0%X(2))

=3 00ETA (1042, 00X (1)1, DO+X(2))

+3.D0%HETA (L LOUX(1) v 1,00+42.N0%X(2))
TOZ(C=3.006n*p+2,DUsAx%3)/ (B=A%e2) % (3/2)~ALFA3

U100/ C1eL0+H.LO*X (1)) +1.N0/7C1n0+4,D02X(2))
“4,L04BETA(L00+3,00%X (1) ),0n+X(2))
0 DustETANLDU+2.00%X(1)e1eD042.C0#X(2))
=4 OU*HETACLNO+X(1)r1.00+3,1)0x(2))

T1Z(D=4 DU ARC+6. D0 sAs#24B=3.N0% A%y )/ (B=A%x2) s 22=ALF AU

FTO*TU+711aT1
XX(1Y=A(1)+DEL/2,DU

XX (2)=X(2)

CALL AUXFCHIXXsF1lel)

CALL AUXFCHWIXXyF1102)
EX(1)=X(1)-LEL/2,D0

CALL AUXECHIXXoF22¢2)

CALL AUXECH(XXsF2e1)
YG(Ll)=(F1oFl1eF11aF11=(F24F24F22%F22))/DEL
KA (l)=x(y)

X (2)=Xx(2)+UEL/2.D0

CALL AUXFCN(XXsFlo1l)

CALL AUXFCH{XXeF1le2)
XX(2)=X(2)=LEL/2,DU

CALL AUXFCH(XX»F201)

CALL AUXFCIi{XX)F22,2)
YG(2)S(F1*#F1+4F112aF11=(F2»F2+F22%F22))/0EL
KETUrd)

END

SUBROUTINLE SOLVE2(X1yX2)KCH X)
IMPLICLIT RLALMR{a=He0=2)
CIMENSION Al2)r0(2)0AJd D)
UIMENSTOy S1(2)052(2)153(2)eSU(2)
EXTERMAL FUNI

PRINT w90 SUROUTIMNE GUBFGS ¢
=

MAAF=1U09

x(l)= X1

Xle)= a2

RFW= Ul.U1.0

EPS=1,0D=-8

F=u.0DL

SPKEC=U .y

EXTEINZ2,00.0

THLSS=3

CALL GOBFGY (1in XoKCH e MAXF o FUNTIEPS, SPRECIEXTBND»F 0o IHESS»AUIG e

= IERRewFCALL, 919520535054 ,,0UM)

PRINT st VALORES FINaLES, TERR=,TERR, ' NFCALLZY' yNFCALL
PRLIMNT #2090SULUCTIOI X1z o X (1) et X2=%,X(2)

PRANT %90 VALORF'S DEL GRADIENTE 01=1,6(1),* G2=*,6(2)
PRINT 200 VALOR =2 F

HLTUR:«

EHD

SUUROUT INE URVLisMe Xy Ade TERR)

JTMPLICLT ReALer (A-tl,u=Z)

LIMENS IO, MG endltrriy)

DIMENSIONn AA(2)

COMMGIT /ZDEL/ZDEL




1965 xxX{2)yz=afz)

19606 AX{L)=n(1)suEL/2,000 130.
1967 CALL AUXFCHI(XXeFLel)

1968 XX{1)=x{1)~UEL/2,000

1969 CALL AUXFCI(XXKeF201)

1970 Adilel)=(Fl=F2)/0FL

1971 CALL AUXFCINIAXeF2e2)

1972 XX L) =X (1) +0ELZ2,000

1973 CALL AUXFCHi(XXoFlre2)

1974 AJ(201)=(F1-F2)/0EL

1975 AA(L)=Xx{])

1970 XX(2)=x(2)+0EL/2,000

1977 CALL AUXFCH(XXeF1r2)

1978 AX(2)=k{2)=LUEL/2,00L0

1979 CALL AUXFCINIXXiF202)

1980 AJ(202)=(F1=F2)/0EL

19481 CALL AUXFCHhIXXeFzel)

1982 AX(2)=X(2)+uEL/2,000

1983 CALL AUXFCN(XXoF101)

1984 Ad(1e2)=(F1=F2)/NEL

1985 KEVTURN

1980 END

1987 SUBROUTINRE SOLVES (X1, X2:X)

1968 IMPLICIT REAL#B(p=H»0=2)

1949 LIMENSION 220 R(2)e0(2) ¢ AJ(202) AUV (292

1990 DIMENS1O L1(2)e52(2)¢S3(2)05U4(2)055(2)

1991 EXTERNAL FLiieDRY

199z PRINT #»r SURROUTINE LMCHOL?®

1993 =2

1994 m=2

1995 MAXF=1000

1996 X{i)= xi

1997 x(2)= xe

19906 tPo=1,00-8

1999 CALL LMCHOL (lieiteX o Lo bAXF Do FUINIDRV ,EPS»RyAJr AV LERRINFCALL»
2000 - HJCALLISLeS2093054,550UM)

<001 FFR(L)*R (1) +R(2)*R(2) .

2liue FRINT %o 9 VALURES FINALES, TYERR=z=?',JLRR.' NFCALL=',NFCALL
2003 PRINT #p0 NJCALL=® oNJUCALL

2004 PRINT #p 9SULUCTION X1zteX (1) X2=t,x(2)

20059 PRINT 2ot VALOREYS NDE LA FUICION F1=¢,R{1)," F2=')Rr(2)
2U00o0 BT et VALOR UE LA SUMA DE CUAPRALOS= ,FF

2007 RETURL,

2000 END

2009 SUpROUT L1 .E SCLYER (X1, X2 X)

PV YY) IMPLICLT R AL*B(A=Nhr0=2)

2011 LDIMENSIONn 2x{2) et (2)eAJ(202) 1 AUV (20 2)

2012 DIMENSION S1{2)952(2)053(2)19S4(2)955(2)056(2)57(2)
2014 EXTERMAL Fun2

2014 PRINT st SUBKOUTTINE SHGINT®

2015 NZE

2016 MAAF=100n

2017 x(1)= Al

2010 x{e)= x2

2019 BIST= 5 v

2020 LP5z1 ,0)-3

2021 hFh=u,0uy

2022 I1Su=h

2023 CALL SIGINT e X e ?AxF aDISToFUHEPSy e AJe AJV TERR ) HIFCALL ¢ $10 52

2024 ~ S30 L5454 0950 HL LT V)




202%
2020
2027
2026
2029
<030
2031
2032
2033
2034
2035
2030
2037
20306
2039
204U
201
2042
2043
2044
2045
2040
2047
2046
2049
2050
2051
2052
2053
2054
2055
2056
2057
2050
2059
2060
2061
2062
2063
2064
2069
2060
297
2068
2069
207V
2071
2072
2075
2074
2075
2070
2077
2070
2079
2080
2001
208z
2083
2084

FFER(1)sp (1) 4R (2)*ri2)

11.

PRINT #, ' VALORES FINALES, TERR=',IERR¢? NFCALL=* o NFCALL

PRIET &9 vSOLUCION X1zt e X (1)t X2='pX(2)

PRINT +9 'VALORES DE LA FUNCIOH Fi=*,R(1),* F2="

PRINT - #» vVaLOR UE LA SUMA NE CUAPRADOS=',FF
RETURHN

END

SUBROUTINE FUN2(1er M XoF o IERR)

IMPLICLT REAL*S (A=H!C=2)

OIMENSION A(b) oF (M)

COMMON ALFA3 ¢ ALFAH

TIERR=IERR
A=1.,D0/7¢1.00+X(1))=1,00/(1.D00+X(2)) !

u:l.DO/(l,Dsz.DOcX(l))+1.D0/(1.Do+2.00¢X(2))

~2.DOFBETA(L1.DO0+X(1)01.D04X(2)) . .

C=1.00/¢1.00+3.00%X(1))~1.D0/(1,00+3.D02x{2))
~3D0*BETA(L1.D042,.00X(1)¢1,004X(2))

+3.DO'BE[A(1.00+X(1)ol.Usz-DOOX(Z))
F(1)=(C~3,D0%A*B+2,D09Ase3)/ (B=A®s2)88(3/2)=-ALFA3

D=1.00/7¢1.00+4.000X(1))+1.00/(1.,n0+4.D09X(2))
3 U0SBETA(L.D04+3,D0%X(1)01,D04¢X(2))
+6.DO¢5ETA(1.UO+2-DOtX(l)cl.DO;Z.uotX(z))
-4 DO*BETA(L,D04X(1)»1.00+3,p0eX(2))

KETURM

END
OUUBLE PRECISION FUNCTION BETA(XreY)
REAL*8 X,Y
BETAZDGAMMA (X ) *UGAMALY) /DGAMMA (X+Y)
RETURH

ENUV

FUKCTION RINCLN(1iOb)
RINCLIIZUH,# (< THe(510B=1)**2) 0 (),./5.)
1F (NOB/RINCLIW,GE (54 ) THEN
RINCLN=AINT (RINCLI)+L,

ELSE ’

RINCLH=RINCLII=1,

GO0 TO HO

ENL IF

RINCLIN =idlCLi/2,

PRINT 49 ¢RLCLM K=o RINCLEH

RETURHN

EHL

FURCTION XGICUA(PsVIGo IFAULT)
E:UOSE_b

AA=0.6931471805

XJICUA==},

IFAULT=1

IF ((P.LT.us000002)0R.(P.GT+0,939998)) RETURH -

1IFAULT =2

IF(V.LE.,Q» IRFTURN

IFAULT =0

XX=045sV

C=XX-1,

IF(V.GE.=1.200ALOG(P)Y) GO T0 1}
CH (P oA X4EXP(G+CoAA) ) #x (1 ,0/XX)
IF(CH=t)prlel

IF(VeGT,0.82)60 10 3

(Hz0.4

ne2)

F(2):(D-M.00*A0c+6.DOvocztB-B.DOtA.tu)/(B-Atoa)toe-ALFAu
PRINT t-X(x).ALFAS.F(l)oX(Z)oALFA“.F(z)



VRS A=Ak Co (1 =)

132,
FAVRTH 2 w=CH
2087 P1=1o4CHA (4 ,6T7+C 1)
2080 P2z=Ciis (6, 754CHhiv (hoobh+CH) )
2009 12=0:54(qeu7+24LoCI1)/ZP1=(6.T24C114{13,32+43,6CtH)) /P2
2090 CHzCH= (L U= X (A1 G+0 S CHICR AR )Y *P2 /1) /T
2091 IFCAS(W/Cri=l ) =001 )40 lis2
209¢ 2 ASOGAUINV P, IFY)
PACK! FLzU.22222e/\
2094 CHZV e (RSB T(PL) #1,=P1) %23
209% IF(CH,GT ,2,2%V40,)CHz=2,2(ALOG (1 ,=P)=CsALOG(0 ., L*CH)+6)
209 4 Lw=H
2097 P1=6,5+Ci
2069¢ FezP=GaAINv iy s Xarr IFL)
£099 IF(IFLEwsu)GG Tu B
210u IFAULTZ=3
2101 HETURN
2102 5 TPeEXP (XX 4 WA+G+P 1= ALOG (CH))
2103 :=T/CH
2104 AZUH$T=pag ,
2105 SIZ(21luetAr (140, A4 (YOS A ¥ (HY,L4AN (TD.+60,2A)) ) ) ) 27420,
2llo S22 (420 4h e {735+ 490042 (1141,0+1278.4R))))/2520,
2107 SIZ(21U A (UDB2, 4N (TUT . 4932,%A))) /2520,
2108 SHZ (252 4A4 (67241182, ¢ A)+Cx (204 +42 (BBG,41T7U0=A) ) ) /5040,
2109 DHZ(EL 420 a0 4Cx {175, 000G %A) ) /2520,
PPNV SOHS{LI204Ca (36 12T ,#C)) /50010, .
2111 CHzCHT v (1 4+ 0¥ T o1 =p*Ce (01N (524 (S 3=0% (SY=-R4(S5-E#56))))))
211z IF(ALS(a/Ch=1,.) . 3T L,E)LO TO 4 i
2113 ¢ XolCUp=cn
clly I Tt
2115 Liew
2116 FULCTION GAMTINV Ixev e 50 IFAULT)
2117 LImErS Q. ila)
2llu ACUZY JE=~4
2119 CFLUZ) E43u
212y vIihiz0,0
2121 1FAULLT =0
cl22 1IFIPLE eu) IFAL TZY
2123 IF (X LTaneu) IFALLT=2
2124 LEUIFAULT 0T 0 .U e Ao G0 )BO D 50
2129 FALTORZLAP (P e ALUGG (L) = A=)
212vu IF X 0Tl eUeAD . o GEL,P)SC TO 30
2127 oliz=li,u
212b TEKMzZY .0
129 iti=p
213y a0 R Lo
2131 TEUMZTER * /710
2132 SIS LideTEpm
21345 IFLTERe T aC) O TO 20
2134 GLoEsEasp ACT L/t
2139 GU TO 5y
dldeo Su n=t.=P
«l3? i ThtXel,
clst THuv =0,
2139 iy =1,
214U Bit(2)=a
2141 Fie3d)zae) .
dliye IMET D -9 Y ¥
2143 LSS ) 21ty

2Ly 22 SN,




2il4Y
Zl“h
2147
r- 3 11Ys)
elidvy
2150
2151
21hz
2159
215w
2155
21H
2157
2150
2159
2160
21bl
2loc
2163
2lo4
210
2106
2167
2168
2lbYy
2170
2171
2172
2173
2174
2179
2170
2117
2176
1749
214U
clul
2ibe
21835
2184
2145
<1l8u
2187
21806
2189
21490
2191
219¢
21493
2194
219Y
219¢
2197
<196
2199
220U
2201
22U
2200
204

373

34
38
36

41

42
0

LInd2,

TEKMZTCR ¥ L,

ANZARTLR.,

O 33 13102
PhllsgyspePr(l+2)=A0elPHiCI)

IF(PU(B) LEL. IGO0 TO 35

HHZPM(5) /Pl L)
VIFSANS (6THH=RI)
IFILIF.GT.ACUIGU TO 34
IFILIF JLE o nCL#R)GL TO 42
Gliizitly
wO 3u =14
FPin(L)yzptligl+2)
LFLARS (P (%)) LT, OFLO)GD T 32
LO 41 I=1ey
RHRLT)SpN (L) /0FLLO
L0 TO 32
LINZL =FACTOR4GTH
GAMINV=G 1y
RETUR:I
EHD
FUNCTLIuin GAULEV IR IFAULT)
CEnG=0,
UNO:I.
MEwl0=,5
aLlMz=l E=2y
Plz==.32223243100n0
Plz=1,0
F2z=e 3428 0EB547
F3==,20451210245F=1
Pho=453642210140E-4
Q0= 9984140260/ UE=]
L1z, HAYLE1LTOHAY
U2=45311(3402360
W3S, L03H377L2350
Uhz, 3850 TUlhAIULE-2
IFAULT=L
ChulilvzCeru
psz=pP
[FIPS, 6T MEUTO)IPS=UNQ=-PS
IFIPS LT, ALLE Y RETUKH
IFAULT=0
IF(PS.EQ ,MELIOIRETUR
YLLZ50KT (ALUG (ULG/Z (PSePS) ) )
CAULI VYT L4 0V LIP3 4R ) oY1 14D2) Y 114P1)2Y114P0)
ZCUUIYLI*CU+ws)+ Y11 H32)2Y11401)9Y114G0)
IF(P LT WELLID) GAULNY==GAUTINV
FETULRYN
bty
SULROUT LLE COLAS(X» YeiieP?gLaiiF)
LTHERSTIO () o Y(N)
KA=SHEMS (P)
AALZSHEMGR (L)
IF lhee@, 1) THEid
XINC={XAC=nrp) / 1i=1)
')}l:['
Alzxa
Lok
XINC=(Xy=anC)/C =1)
Pizt




220Y
2ebu
2207
220
22399
2210
2211
2212
2214
edih
221%
2210
2217
2¢16
2219
2220
2221
2222
2223
2224
2225
2220
2227
2220
22249
223U
2231
2232
2235
2234
2235
2230
2237
2200
2234
2249
cecdl
224¢
2245
2244
c2uhs
224t

(lﬁhﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁhﬁﬁﬁﬁhﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

10

AL=X

Lo TF

) 10
X2=al
rie)

ne

i2z1y1
+41:.C
=3

FREXUEwT(ac)

Y(l2)
PL=P?
Al=X2

=(P2=i"1 ) *liF*Su.

CO1.TINLE

KhETUR
il
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