.

FACULTAD

%
5
3
1
3

TR TR

B b ey A



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



~

CAPITULO 1.

CAPITULO II.

CAPITULO III.

CAPITULOC IV,
CAPITULO V.
TABLAS

BIBLIOGRAFIA

G

Concepto. Bdsicos

Pruebas de una muestra

Prueba de dos Muestras

Pruebas de,K muestras

Medidas de Correlacién

12

;68‘

110
163
201

223



PROLOGO

 ’Este trabéjo fué llevado a cabo con un doble bropésitoﬁ

Pfoporcionar material'didéctico para.ia.éhseﬁanza de Estadistica
No'Paramétrica en los cursos que se imparten en esta Facultad -
‘(principalmenté en Estadfstica II) y realizar un texto accesible
a personas‘de otrasfdﬁsciplinas, que no cuenten con mucpos cono-
cimientos en el 5re$. Debido a lasvcarreras que existén en‘estav
Facultad la orientacifn de este trabajo se inclina mds a Biolo -

'

gia que a otra ciencia. ) .

Debe afiadirse también que, debido a los dos.puntos anteriores, -
este trabajo forma barte de uno de los proyectos del Laboratorio
de Estadfstica de la Facultad: el de formar un acervo de textosen
estadistica que cubran las diferentes ramas de la misma, en un -
lenguaje accesible a la mayoria de la gente, y que sirvan para in

troducirlos en la materia y al mismo tiempo de consul'ta.



© uamonucety

En muchos experimento (no necesariamente cientfficos), es desea -~

ble contar con técnicas que permitan escoger, de entre varips al-"
.gernativés, la mejor dentro de los objetivos del experiménio.‘ G
Otras veces, el exberimentador desea averiguar sila informacibn .
con la que trabaja, o las suposiciones en las que su.experimento :
) se basa, pﬁeden ser justificadas satisfactoriamentg,v La estédis%i
tica tiene una serie de técnicas, que el esgadistico puede usaf,‘
para estudiar estos problemas. Por ejemplo: En un momento dado -
puede ser de interés saber cudl de dos articulos elaborados con.
disﬁintog métodos de fabricacidén, cumple con ciertas normas de cg”
lidad, Para &sto, pueden tomarse articulos elaborados con cada -
uno de los-'métodos de fabricacién, para comparar su calidad y 1lle
_gar a una conclusién. El patrén de produccién en cada uno de los
métodos, puede ser conocido o desconocido, Si el patrén es cono-
cido, puede ser caracterizado con'ciertas medidas .(parimetros) co.
mo son: 1la produccidn media, la variabilidad en la produccién en
el transcurso de una semana,etc, En estos casos, una comparacién
entre esas medidas, pueden llevar a tomar una decisién, Sin embar
go, en los casos en que el patrdn de comportamiento deibfenémeno
b#jo estudio sea desconocido, una comparacifn como la antes mencio

¢

nada no puede hacerse, Esto hace necesario, la utilizaci6n de -



BN

Gy ) ; .
‘;técnlcas estadist1cas que ‘no necesxten de esta sup051c16n para po

' der ser apllcadas‘r

“*Cuando la d1str1buc16n de probabllldades del fenémeno (patr6n de
comportam1ento) sea conoc1da, las técnicas estad1st1cas que se -
' ap11can, son las 1lamadas técnicas paramétr1caS‘ mientras que parab
los casos en'quefdlcha distribucién se desconozca, las técnlcas -
que se“usan son las té&cnicas no ﬁaramétricas (conocidas ﬁor varios
autorés, como té&cnicas de distribucibn libre, por razones obvias),

Este tra%ajo,'esté enfocado al tratamiento de estas Gltimas técni-

cas. '

Las pruebas no baramétricas 56n relativamente nuevas (si se;excep-
tGan las pruebas de Bondad de Ajuste y la prueba de Signos) y han
surgido de la necesidad de tener procedimientos que sirvan para -
probér hipétesis® sobre poblaciones en 1a§ que se desconozcan las
leyes de probabilidad que ﬁas gobiérna. Estos procedimientos pue-

den ayudar a resolver los siguientes problemas:

1) Verificar si cierta poblacién tiene asociada una distribu-
ci6n de probabilidades especifica,

ii) Averiguar si.un conjunto de observacionés forman una mues-
tra aleatoria de una poblacién,

iii) Probar si dos o mis poblaciones o trathmientos; pueden con
siderarse estadisticamente iguaies, b

iv) Medir 1a correlacién entre dos muestras y saber si las por

‘*'.I‘odos los téminos estad{sticos serfin explicados en el Capitulo 1,



:ﬁblac1ones ‘de donde prOV1enen las muestras, estan correlac1onadas.,

Una de ‘las ventaJas de estas pruebas, es la facllldad con 1a que T

puede trabaJarse, pues no estsn basadas enkexpre51ones matemdticas
‘complejas 4ue bﬂeden ser engorrosas,' Por‘otro lado, la mayoria de
las pruebas se basa en los rangos de las observaciones y varias de
‘ellas requiéren Ginicamente que las variableé,estén referidas en -
~una escala nominal®, bor 1o que el rango de aplicabilidad es muy - =

grande. .

En este trabajo se desarrollan 27 pruebas no paramétricas, que cu-

bren los cuatro puntos. anteriores,

En el Capitulo I se tratan los conceptos, estadisticos bdsicos, -
que se utilizardn a lo largo del trabajo, Sirve también comékuna
introduccién al broblema de prueba de hipdte§is. Estd escrito de

tal forma que no es necesario un conocimiento avanzado de la esta-

.
i

distica.

En el Capftulo II se presentan las pruebas de una muestra, que se
utilizan para verificar aleatoriedad, asi como también, para averi

guar si el modelo supuesto para la boblacién es vdlido,

_%las variables pueden ser clasificadas, de acuerdo a la escala en leg que estdn
medidas. Estas escalas son;

Nominal + Cuande no existe ¢ no puede introducirse un orden natural,

Ordinal =~ Cuande puede introducirse un orden en lag observaciones, o exis
te en forma natural,

DeIntervuloar Cuando ne conoce lg digt tancis que separa g des ohgerv;c1qn03, -
independientementa de la unld%d de medidn y del-lugar en donde~
el cero ea colocadd,

DeProporcioneswCuandose tiene ung escala de intervalos y se tiene un cero u -
origen verdadero,



Ellsiguiente'CapItnlo; Capftulo III, contiene los procedimientos -
‘ﬁtilesvpara'probar si dos poblaciones puedén considerarse iguales,
o bien, si dos muestras ﬁrocedén de boblacfones con la misma media
na, e

La generalizacifén de este ﬁroblema al caso de k poblaciones, es - .

“tratado en el Caﬁitulo Iv.

Por Gltimo, el Cabitulo V, se presentan lias medidas de‘correlacién

y las pruebas de hipStesis asociadés‘

Al inicio de cada exﬁosicidn, se plantean diferentes situacioﬂes -
en que la'prueba puéde ser utilizada; sirviendo también como intro
duccién al problema; A partir de esto, las hipGtesis a verificar
. son planteadas y la estadfstica de ﬁrueba es generada en forma in-
tuitiva, evitando expresiones matem&tiéas superfluas, y mantenien-
do "estas iltimas a un nivel elemental, Al final de cada prueba,-

ésta se ilustra con ejemplos numéricos resueltos, que al mismo -

tiempo, muestran el-uso de las tablas anexadas al final del traba-
jo.
Este trabajo no pretende ser exhaustivo, sino una guia ecn el estu

dio de la estadistica no paramétrica,



CAPITULO Lot
CONCEPTOS BAsmos

La curiosidad innata del hombre le ba llevado a tratar de expli-
carse los' fénomenos que le reodean, como por ejemﬁlo la 1luvia y
el universo; asimismo desea conflrmar sus conocimientos sobre as-
_ pectos sociales y cientificos como pueden ser las leyes de Newton
o el nivel de vida de cierta comunidad, “Esta curiosidad lleva -
también a buscar nuevas técnicas que le permitan ciertas condicio
nes de vida o simplemente mejdrar las ya existentes. Es'décir,xr
el hombre busca constantementg’gxﬁlicarse cosas o confirmarlas, o
bien, inventar algunas yvmejoraf otras,_ Para cualquiera de estas
cuatro actividades, necesita experimentar, o sea, observar, simu-
lar o interactuar con 105 fen6menos para descubrir, comprobar o -
determinar algo.

Para ilustrar las ideas antes expuestas, se dan los siguientes -

ejemplos:

i} La Direccién General de Estadistica realizé un estudio con‘

" el objeto de conocer las razones por las que los habitantes

de la frontera norte del pais, recurren a la compra de arti
culos extranjeros, Para llevar a cabo dicho estudio, perso
nal de la DGE observ$ durante dos sémanbs, a 1o0s mexicanos-
que regresaban al pals por la frontera norte, En base a es
tas observacjiones, se seleccionaban a algunas personas y se
les preguntaba primero si eran residentes de la frontera, y
si esto era afirmativo, se les preguntaba acerca de las ac-
‘tiyidades realizadas en elvecino pafs y si habian hecho -~
compras, cuales eran los motivos de dichas compras,

En este ejemplo, el experimento consisti6é en observar el paso de
gente en la froﬁtera, y con eso determinar a qué gente se le pre



- guhtaba'y qué preguntas eran-ias qué déberién’haéersé.
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" Para - confirmar que cierta velocidad del viento no es céracf

ter15t1ca particular de zonas desérticas, se han hecho ob-

‘servac1ones en zonas no desérticas y se han comprobado me -

diante esas observac10nes, que la velocidad del viento es -
similar en.ambas zonas. E1 experlmento consisti6é entonces

en determinar que zonas desérticas y no desérticas deberian"""
ser observadas para medir la velocidad con la que el viento
“‘viajabha, ;

»

Cuando se busca un nuevo tratamiento médico para curarcier-

- ta enfermedad o medicamentos que la alivien, son necesarias

ciertas ciertas pruebas de laboratorio para-saber si dichos-
medicamentos ‘o el tratamiento son efectivos.

" En este caso la exper1mentac16n consistird en eleglr adecuadamente
los seres vivos (generalmente animales como ‘las ratas, chimpancés,
etc) a los que se les aplicarin los medicamentos o tratamientos, -
verificar las reacciones y determinar la efectividad de ellos. '

iv)

En la investigaci6n agricola, para mejorar la produccidn de
cierto tipo de cultive, se busca el fertilizante que ayude-
a tales prépositos, Aqui, la experimentacién va a consis -
tir en seleccionar el terreno de cultivo a utilizar para '-
érobar‘los fertilizantes, que tipos de &stos dltimos serén
probades y también, como serdn aplicados y en que cantida-
des,

‘

Con estos ejemplos puede observarse que la experimentacifn se utir
liza, tanto al estudiar fenbémenos cuyos tesultados no son totalmen
te predecibles o que un momento dado no se puede determinar 1o que

sucederd; a los cuales se les 1llama fenbmenos aleatorios; como -




‘tambzén, al estudxar fenémenos determxnlstas.

‘Como se ha v1sto, la experlmentaclén juega un papel bés1co en.casi
‘toda actividad humana, por lo que es importante que la persona que
vaya a realizar un exper1mento,, tenga cuidado al planear;o. Para:
8sto, Méndez (1976} sugiere, como una gufa para llevar a cabo un -
'vexperimento, los siguientes‘pasos;

¢

'il Se deben establéEer objetivos, es decir qué se pretende estu
' diar con el experlmento y que tipo .de preguntas se desean re B
solver a partir de &1, : '
ii) . Definir las vyariables de interé&s involucradas en el expeiir
mento, que estardn sujetas a control o en observacién, y que
~ ayudarin a cumplir 195 objetivos.

iii) Decidir que tipos de observaciones se van hacaer y cuantas -
de ellas.,

iv)  Determinar las suposiciones sobre las cuales el experimento
se basard y se realizard.

v} Efectuar el experimento y'recolectar informacién,
vi) Analizar la informacidn,

vii) Obtener todas las conclusiones posibles y las probables con
: jeturas que se quieran comprobar mediante otro experimento.

Una de las formas para llevar a cabo el paso scis, es mediante el
anilisis estadistico, y como la finalidad de estas notas es presen
tar ciertos métodos estadfsticos es oportuno introducir un ejemplo
que al mismo tiempo que ilustre los pasos antes mencionados, ayu-



: de a establecer los térmxnos estadist1cos necesarxos.

En Balt1more ex1ste un hosnltal esnec1allzado en tratar clinlcamen ,3§;

te a las personas alérgicas. en particular,al veneno de abeia, Se
ha Drobado aque si una persona es alérgica al veneno. 6ste le puede
nroduc1r entre otras cosas un shock anafilactico (reaccidn alérgi-
ca) el cual a su vez puede producir la muerte de la persona, Debi
"do a esto, el hospltal tiene como obJet1vo el definir que tipo de~
tratamiento médico se le debe dar a una yersona alérgica, para con
trarrestar la reaccidn al veneno, Para esto, primero debe determi

. narse si una ﬁersona es alérgica al veneno, ﬁara lo cual se hace -
lo siguiente: - ’ : -

v

Se sabe qué el veneno de abeja, estd compuesto por un cierto nfime-
ro de prote1nas, cuatro de la cuales estin en mayor proporc16n con
" respecto a las demfs, Se tenfa en la clinica cierta cantidad de -~
veneno, parte de la cual se purific6 para aislar cada una de las -
cuatro proteinas principales, pues se deseaha verificar si estas -
proteinas podfan ser consideradas como alergenos (substancias que
producen alergia). ' .

1

Para determinar si una broteina es alergena o no, se introduce en
la sangre de la persona y se cuantifica la cantidad de histamina -
liberada por los leucocitos; si es mucha la histamina liberada, 1la
protefna se considera como alergeno; si es poca, no se considera -
como tal, Por desconocer la veaccifn del paciente al alergeno, €5
te tipo de pruebas se realiza en vitro, es decir, se toma una mues
tra de sangre de la‘persona y a esta muestra donde el alergeno se-
aplica, '

Cada proteina es probada por separado para:
i) Evitar que el fenbmeno sea enmascarado al usar todo el vene

no, pues éste contiene histamina, la cual puede confundxrsc
con una reaccidn alérgica; y .



.

bzxiiil ,ff EStablécer5ia7pOtencia de‘alergénos en la persona (en fun-
© cién de liberacién de histamina) T tratar de desen51b11123rfﬂilf

la sdlo que aquellos que 1e causen dafio.

Deb1do a que no toda la gente estd dlspuesta a servir-como "cone;l-
‘11o de ‘indias”, para poder realizar el experimento, se toman volun-
tarlos, a los cuales se les ha diagnosticado clin1camente como ‘alér .
gicos. A . estas personas, se les toman varias muestras de sangre, Y.
cada una de ellas se les afiade cada uno de los 4 alergenos en varias

“dosis, asf como también cantidades de veneno no purificadas para me-
dir la potencia del alergeno con respecto al veneno. Finalmente se

observa y cuantifica 1la histamina liberada por cada ?ersona en cada

_dosis y‘se obtienen conclusiones. ' Te Piao King et al (1976,) reali'
zaron este :experimento con siete voluntarios y las preguntas y con- - ..
clusiones a las que se llegaron son las-siguientes (dadas aqui en - '

forma somera):

S6lo en uno de losialargenps‘probados, ?odia ser considerado como-
potente, es decir, lasmﬁiete personas reaccionaron mucho a €1, y la
pregunta inmediata.es, ipuede generalizarse este resultado?, esto -
es, lesta substancia es siempre alergena para toda persona alérgica?.
Algunas personas reaccionaron a s6lo una de las protefnas y otra -
proteina no produjo reaccién alguna. ;La primera protefna puede con
siderarse como alergeno parcial? esto es (s6lo afecta a cierto tipo

.de personas?. La protefna que no produjo reaccién, ipuede no consi-

derarse como alergeno, para todas las personas?,

Para poder contestar a estas prégdntas, se hace necesario realizar -
otro experimento que tenga come objetivos las respuestas a estas cues
tiones.

En el experimento tratado, el problema principal, era determinar cuales de las
cuatro protefnas.eran substancias alergenas, pues-el tratamiento médico pa-
ra tratar a 1a persona, depende del alergeno, Por otro lado, s6lo -
se trabaj0 con estas cuatro protefnas, pues las demas sc¢ encuentran en baja pro
porcibén y no producen reaccién a la persona,



Para averiguar cuales proteinas eran alergenas, se utilizé un gru- - -

po de personas que eran aldrgjcas al veneno de abeJa.. Todo el con
- junto de personas alérgicas al veneno, define la poblac16n bajo es'
tudio; las personas cuya.sangre fue analizada, constituye a una -

- muestra de dicha poblacidné- En general, la poblacidn bajo estudio’
'es el conjunto de personas, objetos, etc, sobre el que un investi-
gador estd intéresado;"y‘una muestra es un subconjunto de ella, a
partir de la cual se desean hacer conc¢lusiones sobre toda la ?o -
blacién( como serfa contestar las. preguntas planteadas al finai -
del e)emplo y a 1o que se le llama: hacer inferencias a la pobla

cién a partir de la muestra), '

" El suministro de proteinas para determinar si son’substanciasaiegi

~ ;genas, représenta la aﬁlicaci&n de tratamiento; uno por cada do-.
sis de cada alergeno. Se éuede decir que en general, un estimulo
“aplicado a un sujeto que ﬁueda producir un cambio en alguna carac
teristica del sujeto » puede considerarse como un tratamiento,

Ahora bien, se ha hablado de muestra,la ?regunta que hay que con-
testar en este momento es: (Es necesario tomar una muestra, para-
estudiar a toda la poblacifn?. La respuesta es: no siempre,

En algunos casos, es posible trabajar con toda 1la poblacifn, estu
diarla, experimentar con ella y concluir sobre sus caracteristi -

‘.

cas., : .

En estos casos, que pueden considerarse como ideales, no se hhcén

inferencias, pues se tiene todo el material, por asf decirlo, para
estudiarlo, Sin embargo, como s¢ vid en el ejemplo no simpre es -
posible trabajar con toda 1la poblqcién, existen ocasiones, en los

que hay que restringirse a estudiar s6lo parte de ella, como fué -
el estudiar y experimentar s6lo con voluntarios, o bien, el tomar

muestras de sangre para conocer las reacciones de las personas, ar
los alergenos. ’



Esto es, Cuandonb sé puede trahajax con toda la poblacibn, ya sea - .-
porque esto es. 1mpos1b1e dehido a las caracterfisticas del fenéme-
no, o bien,. porque la poblac16n es muy gmnﬁe Y llevaria tlempo es-
- tudiarla, lo cual acarrea, que al final del estudio, los resulta-
dos obtenidos, brobablemente no reflejen la situacién, debido a -
que perdieron actualidad; o simplemente ﬁorque el fenfémeno bajo -

estudio, es un fendmeno no renovable, como‘puede ser la duracidn :
de un foco,o la polarxzac16n de un dtomo; se hace necesario tomar. =
una muestra de la. poblaclén‘ '

En vista de la necesidad de tomar muestras en algunas ocasiones,
éstas .deben ser tales que representen enuna forma objetiva a toda
la poblacidn y no tener desviaciones sistemiticas a c1ertas carac
terfsticas. Por ejemplo, si se estudia el nivel econémico de los
habitantes de una ciudad, la muestra debe contener a bersonas que
pertenezcan a las diferentes clases socjales y no finicamente a -
los que tengan ingresos superiores a cierta cantidad.

Una forma de obtener este tipo de muestras, es mediante procésos
aleatorios y a las muestras asf obtenidas, se les llaman muestras
aleatorias, Estos procesbs; suponen que -todo elemento de la po-
blaci6n tiene una cierta probabilidad de pertenecer a la muestra.
En estas notas se supondri que las muestras que se utilizan, son
muestras aleatorias, o bien, pueden considerarse como tales, por
lo que los métodos estadisticos que se presentan, serfin aplicables
para el estudio y andlisis de los problemas,

Dentro de 1os objetivos del anilisis estadistico, cstd el de la -
construccién de modelos, el de estimar algunas caracteristicas de
la poblacidén, o bien verificar si ciertas conjeturas surgidas en-
investigaciones o experimentos anteriores, o de la experiencia en
situaciones que de una u otra forma se relacionan con el problema
que se estudia, son verdaderas, Para los primeros dos puntpos se
recomindan las obras de Cox(1958), Nelson(1973}, Ross(1972)) Hoel



.(19621, Hoog&Gralg (19701. Lmdgren C19681 }"Valencm et a1(4978)_,

E1l G1timo ‘punto es . conoc1do en estadistlca como-el problema de pro
bar hipbtesis (Prueba de HipGtesis). En general, una hip6tesis es
tadist1ca,,es una afirmaci6én acerca de -la poblac15n bajo estudio,-~

y el problemq es encontrar una regla que lleve a validar (o invali

- dar) dicha afirmacidn, en base a la informacifn que arroje una m3g

tra obtenida en forma aleatoria; La hlpdte51s puede ser rechazada'
lo .que significa que la informacién que df la muestra,’arroja du-~
das suficientes para decir con cierta confianza, que la- hlpéte51s
es falsa; o bien,  puede ser "aceptada", lo cual 51gn1fica que la -
hipétesis no se rechaza, esto es, no existen dudas suf1c1entes co--
mo para decir que la hipbtesis es falsa, (En vista de esto, cuan-
do se dice que una_h1pﬁte51s se "acepta" lo que significa es que
no se~iéchaza).~ Al conjunto de puntos que lleva al rechazo de la

.~ hipbétesis se 1lama regidén crftica., Como la regla de decisién de-
pende de la muestrak es necesario encontrar una estadfstica (una-
funcién que dependa finicamente de la muestra y no de variables o-
constantes desconocida%) a la que se le llamarid Estadistica de -
Prueba, que lleve a tormar una decisidén.

En general, un procedimiento de prueba de hip6tesis puede resumir
se en los siguientes pasos:

i) Establecer las hiéétesis en términos de 1a poblacién bajo
estudio.
ii) Definir una regla, en términos de la estadistica de prue-

ba, que sirva para decidir si la h1p6tes1s se rechaza o -
no se rechaza, ,

)

iv) En base a la informacién que arroje la muestra, la estadfs
tica de prueba se¢ evala y se toma una decisién.

Debe notarse, que cuando se tiene una hip6tesis a verificar implici
tamente se tiene una alternativa que es su negacién, 'Esto es, si-



:,ghybése a-la evidencia que arzoja 1akmuestra;‘1é:hip6tesis en conr
- sideracidn, se rechaza, significa que se'”acebtéﬁ”la negaciﬁﬁ; y -
“wiceversa,  (La desicifn de 'mo rechazar la hibétesis" no és equi- 4
valente a acepéarla, lo que debe de entenderse es que la evidencia

de 1la muestra no demuestra que sea falsal A 1a'primera se le 1l1a
mar4 hlpdte51s nula y a la segunda hlpgte51s alternatlva y deberi
_tenerse cuidado al definir quien es quién, para no crear amb1gdeda
des en el momento de tomar una dec1516n.

Ahora bxen, dada la h1pote51s que se le llamard nula de aqui en - -
adelante y se notard con Ho, puede darse dos situaciones después -
’ de tomar una decisién::

i)_Rechazar la hipStesis Ho y que en efecto sea cier

ta.

.y ii) No rechazar 1la hip6tesis Ho y tenerse que sea, fal

N

s5a.

4 ]

En cualquiera de los dos casos, la decisién tomada es err6nea, -
Cuando se di el primef caso se dice que sé ha incurrido en un -
error del tipo I y cuando sucede el otro, se dice que es un error
del tipo II. Debido a que la decisién estd basada en la muestra,
cada error tiene asociada una' probabilidad de ser cometido, tenién
dose que la probabilidad de cometer el error tipo I es igual a la
probabilidad de rechazar Ho (lo que es equivalente a que la mues-
tra herUﬂwzca a la regién critica), siendo que es cierta y la pro-
babilidad de cometer el error tipo II es igual a la de no rechazar
Ho, dado que Ha es la verdadera, Para encontrar la primera; se su-
pone que Ho es cierta y se calcula la probabilidad de encontrarse

en la regién critica, Si esta hip6tesis cs simple (lo que signifi
ca que la hipétesis especifica completamente a la poblaci6n) esta
probabilidad es fnica. 8Sin'embargo, si Ho es compuesta (es decir,
no especifica comﬁletumente a la ﬁoblaqidn), no es finica bor lo -



que se calcila la mdxima probahilidad de rechazar Ho, considerando
el maxino sobre todas las diStribuciones‘dé'probahiiidad que Ho.es
"pecificé. A esta probabilidad que genéralmente se denota con wr "
. se le 1lama tamblén nivel de $1gn1f1canc1a de la prueba. Bl segun

fdo error, . denotado comiinmente con g, se calcula en forma 51m1lar&

. Puesto que el valor de a; es 1mportante, pues define la regi6n de-

rechazo de la h1p6tes1s nulaz deberi determinarse de acuerdo a la
1mportanc1a o al significado pr&ctxco del estudio del 1nvest1gador.

Esto es, no existe una regla general para asignar un valor a,u, si

" no que depende de quien hace el estudio, y del estudio mismo.

Algunas veces no es necesario definir una regifén critica para tomar
una de¢isibn con respecto a las hip6tesis bajo consideracifn. Si-
con la informacifn que la muestra arroja, la estadistica de prueba

toma un valor determinade {, y se supone que el experimento se re-

pite, puede calcularse la prohabilidad de observar un resultado -
tanto o mds extremo que §, suponxendo que la hipote51s nula es co-
rrecta. Si esta probabilidad, llamada nivel de significancia des-
criptivo, es menor que un cierto nivel de significancia fijado an-
teriormente para realizar la prueba, la hiﬁétesis nula se rechaza.

En caso contrario, no se rechaza.

Se supondri que con .estos conceﬁtos, estas notas, pueden ser enten
didas, sin embargo, una presentacifn mis amplia y muy sencilla se
d4 en Valencia et al (1978), ﬁov lo que se recomienda que de ser-
posible,, se lea antes de :estas notas.

Para finalizar este Capftulo:, es importante mencjionar que cuan
do se disefie un experimento, se husque el que sea "bueno“ en cier-
to sentido, Cox(1958) propone que un experlmento es “bueno'" cuando
se cumple lo siguiente:

i) Ausencia de errorsistemﬁtﬁco; Es decir que los elementos
" de una muestra no difieran en forma sistemitica de los -

4



iii)

iv)

En esta
i)

ii)

iii)

‘elementos de otra muestra.r*'

‘Precisin, Si existen errores aleatorlos al estimar los’e_

resultados, 0.en las conclusxones, estos deben ser 10 mis

'pequeﬁos posihles y con el menor nﬂmero de observaciones -

que se pueda, , ,
las conclusionéS-éeben tenr un amélio grado de validez.

E} experlmento debe ser 1o mis simple en andlisis y d1sen
fio. :

El an#lisis estadtstlco debe ser posible sin suposiciones:

art1f1c1ales,

parte el estadfstico puede hacer tres contr1buc1ones.

Aconsejar 6 'asesorar sobre los principios generales en los
que se realiza el experimento,

"

Construir disefios aprobiados éara el experimento, y

Analizar o instruir al investigador en como analizar los-
datos experimentales.
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CAP ITULO Il

FRUEBAS ms UNA MUESTRAv?YJ," '

PRUEBA BINOMIAL

Algunas veces, sucede que, dada una poblécidn, 16kque interesa .es
. conocer la proporcién de elementos de la poblaci6n que posee cier
ta caracterist1ca, o) blen, saber si cierto tratamiento afecta a -
no a la poblac1on.A

En general dada una poblac16n en la que cada 1nd1v1duo puede ser .
- clasificado en una de dos categorias excluyentes y exaliustivas, i
es de 1nterés determinar si la proporc16n de individuos que perte'
necen a una de las categoria es mayor, menor o igual que cierto -

.

. nGmero.

Por ejemblo* Cierta industria farmac&utica quiere introducir al -
mercado un nuevo anlgésico que cura el dolor de cabeza, pero para
poder hacerlo, necesita garantlzar que el analgésico tlene una, -
efectividad del-70% para curar el dolor de cabeza, es dec1r, para
que el analgésico pueda ser lanzado al mercado es necesario que -
la probabilidad de que cure a una persona sea 0.70.

Supéngase entonces que a 100 personas se les administré el analgé-
sico, y se quiere comprobar que cura en un 70% de los casos el do-
lor de cabeza; las 100 personas se clasificarin en dos categorias:
en la primera se anotari a las pefsonas que el analgésico si curé, -
y en la-otra a las que no curf: (aqui se supone que no hay mis que
estas dos opciones). La hip6tesis a probar .seria p=0.7 contra -
p<0.7, donde p es la probabilidad de que una persona sea curada -
" por el analgésico.

Un ejemplo en el cual se quiere averiguar si cierta proporcibn de
la poblacifn tiene determinada caracteristica es el siguiente: Su-
ponga que un grupo de biblogos intuye que el 40% de los peces que
existen en un cierto lago cercano a la localidad donde ellos traba
jan; poseen sélo dos aletas, en lugar de tres o mis. Para poderlo
confirmar se tomd una muestra de tamafio n: X1,Xz2,..0.X ;3 en donde-
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Cada observac16n seria clasxflcada de acuerdo al 51gu1ente crlte
rlo"'El pez. t1ene dos aletas, o no.k De acuerdo a. 1a proporc16n :

' de peces que: tiene dos aletas del total de la muestra, se aceptaf

~ria‘Ho: p=0.40 o no. o

‘Un ﬁltimo ejemplo es el que se di.a continuacién: La méyoria de;Jk,

la gente cree que la probabilidad dé que al nacer un bebé,-é%te‘-x' 
' sea nifio, es 1a misma que la de‘que’sea'niﬂa,‘sin importar las ca .
racteristicas de la madre. Para comprobar esto, se tomaron los -
fegiStros de nacimientosde un hospital, y se llevé a cabo la prue
ba para verificar que p=1 , donde p denota la probabilidad de que
sea nifio. ' 2 : : .

Nétese que . en estos treé ejemplosyla‘escéla en la cual 1las obsér7
vaciones son medidas, es nominal, lo cual no es estrictamente ne-
cesario (por ejemplo, podria probarse el que la proporcién de ni-
fios de edad 12, cuya altura fluctla ertre 1.50 y 1.60 es p), ade-
mis todas las observaciones pueden ser clasificadas en una de dos
categorias ajenas donde las obsérvacione; son independientes unas
a otras. - :

Sin pérdida de generalidad se pueden "etiquetar" las categorias -
n 0" y "1", y suponer que fla proporcién de individuos de la pobla-
cién que pefteﬁecen a la categorfa "0 es P, y por tanto los que pertenecen a
lacategorfa "1" serd 1-P. Al tomar una muestra a}eatoxia de, iamgpo ny X, Xz -
;20 Xp» 5e tendrd que r elementos de la muestra pueden ser clasificados en Ia
categoria 0" y n-r en 1a categorfa '1'‘, Sin emhargo, debido a que se toma una
muestra, la proporcifén de elementos de la muestra que pertenezcan
a la clase "0", no necesariamente seri la misma que la proporcién
de. elementos de la poblacifn que pertenece a la clase "0'", Debi-
do a &sto, puede incurrirse en el error de rechazar la hipGtesis
a verificar , Ho (Ho: p=p*, donde p* es’'la proporcibén de objetos
que pcrtenccen a la categoria 0}, cuando es verdadera, que es a -
lo que se llama nivel de significancia. Si 1la probabilidad de -



aceptar Ho dado que es c1erta es mayor que q el n1ve1 de . 51gn1f1-'
canc1a, se tiene que la p* supuesta es cons1stente con la h1p6te-‘

‘s1s y por tanto se aceptana.

-Debido a que la 1nformac16n s6lo puede ser clasificada en dos caytg
gorias, la d1str1vbuc16n adecuada pax‘akcalcular las probabilidades

anteriores, es la binomial,: Entdnces, para poder llegar a una dev oo

.cisibén sobre aceptar o no la h1p6te51s da verlfxcar consuiérese o,

el n1ve1 de significancia y sean Gy %2 e[O 11.4. a= ('n +az y por

iltimo supSngase que la h1p6tesms es Ho: p=p y el tamafio de mues-
tra es n, Entonces, blsquese Y tz € R tales que P(y<ti)= a; ¥
- P(y<tz)=1-a, donde y es una vanable aleatorla binomial con paré-

metros p* y n. Ademis los valoies o3y deben ser lo mis pareci-
' dos(*). Entonces, ‘de acuerdo a lo que se dijo anteriormente con -
resi)ecto a la aceptacifn. de Ho, €ésta se aceptard si r<t; o si -

"‘r>t1. de otra forma, no se aceptard Ho, es decir si r>tz o si -~
r<ta. -

Puede probarse también las hipdtesis Ho: p<p* 6 Ho p>pi* el pro-
cedimiento de hacerlo es el mismo, lo Gnico que cambia es la regién
de rechazo (Conover 1971).

EJEMPLO 1 Bajo las leyes de la herencm Mendel, al realizar un in
jerto entre plantas de dos genotlpos partlculares, se espera que -
produzcan progenie de la cual 1/4 de ella fuese "enana" y 3/4 de -
ella fuese "alta", En un experimento i)ara determinar sila hipStesis ~
de las leyes de Mendel son razonables, se obtuvo progenie de una -
cruza de dos plantas, resul tando .243 plantas 'enanas" y 682 plantas Yaltas'

Se quiere prdbar ent.oncgas, que p*= %, Para esto se considerard -
que una planta pertencce a la categorfa Q si es "alta" y si es -
"enana" se clasificard en la categorfa 1. Como los elementos de
la muestra se clasifican en dos categorfas, la prucha binomial es
adecuada para verificar la hip6tesis: -

(*)aéneralmente &y #* 0z, pues se trata de una distribucién discreta, en cago de
que se quiera que 1= 02, deberd usarse unas pruebsa aleatorizada, Eataa prue,
bas pueden verse en Lindgren (1968},

.



HQV;A pts % ‘ tenléndose conp a.lternatlva natural

i L;" . e vHan pt #%

’,‘Se tiene que e1 total de plantas clasxfzcadas {cada planta. repre A o
senta una ohservacion) es 925, Supéngase que el nivel de 51gn1f1-‘
cancia es a=0. 05. De acuerdo a lo desarrollado, deben buscarSe B
"t_\ y tz tales que P(y<tnl~ a1y P(y<t:)= 1~a2, con u=ou+o¢z y y
una varlable bmomxal con parﬁmetros n=925§ y p=3/4,

»

~ Como n es muy: grande la tabla 3 del apendxce A, ‘dice que los cuan-

: tiles de’ la binomial, deben aproximarse mediante la distribucién  - ' '
. normal, usando: N ‘

+ ¥ra nps¥r Jnp(a-p).

donde “r es el r-ésimo cuantil de una distribucién normal (0,1) vy
Yr el correspondiente a una binomial con parimetros n y p.

-La hipdtesis se rechaza si r>t, ,6 si r<ti donde
t1= NP** Woozs SMPF(1-P*)] ¥ tz=np*+wosrs JHp* (1-p
Substituyendo los valores, se tiene que ti= 667,93 y tp= 719.56.

Ahora es el nfimero de obietos  clasificados en la categorfa 0, En -
el ejemplo, r=682, Como r>t; y'r<t: lafhipétesis no se rechaza,
por lo que se concluye que los datos concuerdan con las leyes de -
herencia de Mendel,

EJEMPLO 2, Un ilnvesti'gadm.‘ preguntd a 400 personas clegidas al azar.
pertenecientes a una poblacién especifica, si favoreclfan al candida
to A o al B; 220 votaron a favor de A y 180 a favor de B, 8Si el ni
" vel de significancia se fija en 0,05, L{Suede decirso que la opinién




 fde 1a poblac16n esté 1gua1mante d1v1d1da

B34

';.~Esto es equlvalente a plantear las $1gu1entes h1potesls. R

Ho: p*= ¥ Vs Ha; p*%%7 R _ v./'ﬁ

donde ?* es la ?roborcian de individuos de 1la boblacidn cuya opinién

favorece al candidato A, y en donde la categoria O, estdi definida i
por las gentes que estin .a favor del candidato A. (Podria conside-
rarse el andlogo, peroporlasimetrfa de 1a prueba es lo mismo). Al-
igual que el ejemplo pasadosel tamafio de muestra es grande, por 10
que’ se usari la aproximaci6n normal. " ;

Entonces, como qFOEUS,,se necesita encontrar el cuantil 0.025 y el

- cuantil 0,975 de una variable normal con media cero y varianza uni-

taria. Para ésto, se utiliza la tabla 3 del aﬁéndice, teniéndose -
que: ’ - :

Woa2s=1.96 7y Waugs ®1,96

Por lo que los cuantiles correspondientes de una binomial con pard
metros n=400 y p= §3 Son:

ti= 180,40 y  tz= 219,6

. ,Como r=180," se tiene que r<ti, por lo que la hip6tesis Ho debe .

ser rechazada. ,

Como observacién debe notarse lo siguiente: Debido a que v ¥y ty -
difieren muy poco, puede tomarse mids informacifnp para tomar una de
cisién,

EJEMPLQ 3, En un estudio de los efectos de la tensidn, un experi-
mentador ensefid a 18 cstudiantes, dos métodos diferentes para hacer



~un'nudo, La mitad de los suictos (seleccionados al azar de los --
‘.Ji8) avrendid antes el métbdq A v la otra mitadQ antes el método
B. Mis tarde se pidié a cada suieto que hiciera un nueve nudo, =
 La prediccién era que la tensién inducirfa regresifn, es decir, -
'que 10s sujetos retrocederfan al método aprendido antes. Cada su .°
S ieto fue clasificado de acﬁerdo a que usara el método aprendido -
“antes o el aprendido Besﬁués, al pedfrsele atar el ‘nudo estando -
bajo ‘tensidn, Suboﬁiendo que o= 0.01 y teniéndose que todas las
personas excepto dos; usaron ‘el método'aprendido antes, (puede sos
tenerse la prediccién de que la tensién induce regreSién?,

.81 p es la probabilidad de usar bajo tensidn el método aprendido -
antes (y por tanto J-p, la probabilidad de usar bajo tensidén el mé

todo aprendido despuBs), entonces la hip6tesis nula puede ser es-

crita como: )
Ho: p=% teniéndose que Hai p#% .

Supéngase a=0,01 y que la clasificacién O es: "usar el método apren
‘dido antes'", por lo que la clasificacidén 1 es: "usar el método -
aprendido después".

De acuerdo al enunciado del problema, se puede construir la si-
guiente tabla:

METODO ESCOGIDO

Método aprendido antes Método aprendido después

Frecuencia. 16 2,

En este caso n<20, por lo que 1la tabla 3 puecde ser usada para en
contrar la regién critica, Como n=18, r=16 y p=%‘ los valores -

5



tiy t: t P {p<tilmaa y P {p<ta}alvas con dit oz sons
113 y ta= 14, Como r>t,, 1a hipStesis nula Ho:p= % es rechazada




| BONDAD DE AJUSTE.

)

;,En estadist1ca paramétrlca, cuando se hace una prueba de h1p6tes1s,‘*"

‘se conoce de antemano que familia de d1str1buc1ones estd asociada -
a la poblac16n y lo Gnico que se prueba es si los parémetros toman
‘unr cierto valor especifzqo, o-varian en un cierto rango.  Asi por-

'ejempld; se tienen pruebas como las siguientes: RN
i) Se tiene una muestra aleatoria Xy,...X de una distribucién -
' normal, y se quiere probar o= a1, 0= o; contra M #p o?#;o;'f'

i1} S84 Y;,...,Y es una muestra aleatoria de una distribucibn -
Poisson, probar. 7\>7\ contra A<A, . ‘ ‘

fiii) Si se tiene. X;....X una muestra aleatorla, se puede probar‘
: -_f(x 8)= £(x; Ol)contra £(x3;0)= £(x;0,) donde £(x;0;)y £(x; 02)-
son dos densidades completamente especificadas.

-8in embargo hay situaciones en las cuales no s6lo se desconoce -

uno. o varios pardmetros de la distribucién de probabilidades, sino
atn mis, a la distribucién misma. Es decir, en ocasiones se quie-
re checar que la muestra aleatoria provenga de cierta poblacién, -
por ejemplo, de una poblacién binominal, donde el parimetro p, pue
de o no ser conocido, O bien probar si las observaciones obteni -
das aleatoriamente, provienen de una poblaci6n Poisson con paréme-
tro A, o simplemente si la muestra que se tiene, es una muestra de

una poblacién Normal, sin lmpoitar los valores de p y 07, ‘

Dicho de otra manera, se quiere probar si la muestra aleatoria -
tiene como funci6n de distribucibn a F*(x), lo cual se escribiri

Ho: rx(x)= F;(x) ¥xecX. Para este tipo de problcmas se ha desa-
rrollado las pruebas llamadas: Pruebas de Bondad de Ajuste,que cg



'm0 su fombre lo indica, se utilizan para probar si una ciertafdig
- tribucién de probabilidades pueden ser ajustada a una cierta pobla -

'¢ibn o no. |

En esta seccibn, se tratardn. tres de estas pruebas, que formalmen-
te pueden clasificarse en dos: la prueba X? para Bondad de Ajuste
,(muchOS-libros la llaman prueba X? de Pearson) y la prueba de Kol-
mogoroff~ Smirnoff. La tercera es'la prueba de Lilliefors, que - -
-puede considerarse como una variante de la prueba de Kolmogoroff —

- Smirnoff. | - |

Las tres pru?bas.se usan bara verificar F;(x)= Fx(x) ¥x eX contra
Fx(x)=#F; (x) para alguna xeX, en donde F;(x) es la distribucién -
que se cree s¢ ajusta a los datos, la cual puede o no, estarcomple
tamente especificada, en el sentido de que no necesariamente se co

nocen todos los parfmetros, ’ . ‘

La primera prueba, la prueba X2, se basa en la distribuci6n X? y
fue propuesta en el afio de 1900 por Karl Pearson. A grandes ras-
gos, este método considera que la informacién de la muestra aleato
ria puede ser clasificada en un nGmero arbitrario de clases o cate
gorias y a partir de esto define a la estadistica de prueba - -
2181-0522 , en donde el significado y relacibn de E; ¥y 0, se verd
i Ei

mis adelante.

El nombre de prueba X? es debido a que puede demostrarse que si -
L -(:)2

Ho es cierta, entonces se distribuye como X“(c_1), don

i Ei
“de ¢ es el nfmero de cétegorias en' 1as cuales la miestra se clasifica, suponien
do que F2(x) estd completamente especificada, Fn ¢aso de que la funci6n F2(x])-
esté especificada exceptuando por k pardmetros desconqeidos, entonces la distri
Inpidn a la cual se aproxima la estadfstica de }nmwba eélnﬂfﬁ’&ﬁk;1).

Apesax de que Pearson propuso el quq«ﬁrgﬁglhl se distrihuye como
i= - &y )



X?(r)'(rfson.Ibs grados'de’iibertadvsggﬁh'el“caéb)'él'no ilég6{éf'
'demostrarlo'mas que intiutivamente (1900) En~e1‘articﬁ10' "Y2-
'test of goodness of fit' de William G.Cochran se hace una recop1—

Vlac16n de lo que hasta 1952 se habfa estudiado de la prueba, 1nc1u
yendo la demostracién que hizo Pearson.

En 1963 y 1964 M.E. Wlse exam1n6 las- consecuenc1as de aprox1mar

: E_LE%?QLl - a una Xz(r 1} y demostr6 que el error es pequeno cuan
i=1 i

do las. E son 1gua1es 0 casi 1gua1es

- L3 2 )
Cuando Ej = 1 » Good et al, (1970), tabulardn valores de2i§ﬁ§¥l~:
n i=t -7

Zahan § Roberts (1971) tabularon el caso Ej = 1
n
La segunda prueba es del tioo de las oruebas KolmogoroffrSmirnoff;
estas pruebas se basan en estadfstica que involucran tanto distri- -
buciones emp1r1cas, como a la distribucién que se cree es la verda
dera. -

La estadistica que se usa para llevar a cabo la prueba es Te supIF*(x)’Sn(x)l ;

donde F*(x) es la distribucibn que se cree es 1la verdaderé y Sn(x)
" es la d15tr1buc16n empirica de los datos.

Este tipo de estadistica para llevar a cabo estas pruebas, fueron
introducidas por A.N.Kolmogoroff en 1933, mis tarde Smirnoff la -~
ampli6é en el sentido en que la estadfstica podria ser definida como
funci6én de 1a distancia vertical entre dos distribuciones empfiricas,

Generalmente a las pruebas que se basan en una estadfstica como T,

se les conoce como prucbas del tipo Kolmogoroff y a las que en la -
estadistica es funcibén de la distancia vertical entre dos distribu
ciones empiricas, son las llamadas pruebas del tipo Smirnoff.

En 1933 Kolmogoroff encontrd la distribucién asintética de T y -
Smirnoff tabulé algunos valores en 1948. La distribucibn exacta de
T s8lo ha sido estudiada para muestras pequefias por Wald y Wolfowitz
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.en 1939 Y. valores tabulados para esta dlstr1buc16n las d16 Massey b,fii

en 1950

Un método para encontrar los valores tabulados para T fué dado por-'7*
-Blrnhauly Tingey en 195] :

La_variante de Lilliefors,que se basa en estadfsticas del tipo 2
Kolmogoroff~ Smirnoff, fué propuesta por Lilliefors en 1967.  La-
" Ginica diferencia es que esta ‘prueba s6lo sirve para comprobar si --
una muestra aleatoria dada, proviene de una distribucién normal, -
sihv importar los valores de los parﬁmeytros, lo que lleva a que la

. funcibén empfrica que se usa, no sea la que se obtiene directamente

de las observaciones, sino que primero hay que estandarizarlas'y -
es con estds observaciones ya estanderizadas que se calcula la dis '
tribucidn ‘empfirica i)ara llevar a cabo la prueba,




PRUEBA X2 DEBONDAD DE AJUSTE

A cont1nuac16n se dar&n algunos ejemplos en donde podria apllcarse,‘
esta prueba. ~

i) \‘Una compafiia de barcos mercantes ha sufrido bajas en sus gananx
' Cias, debido a que c1erto tipo de sus barcos:‘les han ocurrido - '
accidentes, ya sea porque ha habido mal tiempo, por incendios
o por que las miquinas se han descompuesto.

A,la.compaﬁia le interesa cqntar con un modelo probabilistico que -
le pueda servir para estudiar mds a fondo el problema y poder lle-
gar a una posible solucién. Ademds la compafifa sabe que se han he-
cho estudios sobre estos.problemas y que el modelo que mejor expli-
ca el fendmeno de los accidentes, es un modelo de Poisson, es. decir
la distribucifn que mejor se ajusta a este tipo de pfoblemas es. la
distribucién Poisson. Sin embargo la compafifa desea verificar si -
el modelo Poisson se puede ajustar a su caso, para 1o cual tienen -,
informacién de lo que ha estado sucediendo con ese tipo de barcos -
en los Gltimos seis meses.

ii) Existe en una universidad un grupo de personas interesadas en
formar un equipo de basket-bol que los pueda representar en -
los juegos que se efectfian con otras universidades del pafs.

.Para.poder formar el equipo llegan a la conclusién de que ng
cesitarfin un total de 25 personas cuya altura no sea menor -
de 1,85 cmf, sin importarles lo demis, pues ellos se encarga
rin de entrenarles para que resulten buenos jugadores. Sin -
embargo reconocen que no es fdcil buscar entre toda la pobla-
cibn estudiantil a estas personas, y aGn mis no estén seguros
de encontrar a tantos con esa caracterfistica. Para esto deci
den calcular la probabilidad de encontrar a esas gentes, ba-



: séndose en el hecho de que la altura de los estudlantes de’ la': "

¥ universidad es una varlable aleatoria normal de media y varlan”f
;'za conocidas. Pero antes de calcular dicha probab111dad se -‘
‘propone ver si efectlvamente las alturas de:los.muchachos si-
guen el patrén probabi11st1co propuesto anterlormente. Para-: .
~verificar este hecho deciden seleccionar a 50 estud1antes f’
'completamente al azar y con esa informacién reallzar una prue ;Ml
ba que los lleve a justificar su modelo.

En estos dos ejemplos puede observarse lo sjguienfeﬁﬂ

i) - En los dos casos la informaci6én que se va usar para verificar'
las suposiciones constituye una muestra aleatoria de la pobla
cidn. :

Estas muestras pueden clasificarse en un nlmero arbitrario de -
grupos o categorias o clases: En el primer ejemplo, segln el-

e
[
R

¥

nimero de accidentes en un perfodo de seis meses y en el segun-
do segGn su altura, : "

iii) Se desea averiguar si las observaciones obtenidas en forma alea
toria, se comportan segfin el modelo probabilistico propuesto.

- Puede notarse que la escala en la cual las observaciones sc miden‘es
al menos nominal y que por otro lado puede conocerse la probabili -
dad de que una observacifén aleatoria de la variable de interés per-
tenezca a alguna de las categorfas que se han definido, si es que -
la suposicién del modelo, que se cree es el real, es cierta.

Entonces, sc¢ tiene una muestra aleatoria X,,...,X de una poblacién
que se cree tiene asociada una funcién de dlstrlbucxén I*(x), y lo-
que se desea c¢s checar si esto es cierto, es decir se quiere verifi
car si la funcién de d15tr1buc16n F (x) de la poblaciébn, es F*(x)
Esto 51gnif1ca probar que F (x)= P*(x)v xeX teniéndose como alterna
tiva que F (x)*F*(x) para al menos una xeX, :



R

Para voder verlfxcar esta hlpéte51s. sundngase Drlmero que se tie.

ine una nuestra aleatorla X;,....,X de 1la poblac16n y que estas N
=observac1ones se clasifican en forma exahustlva y exclusiva en k--

. categorfas~en donde el nGmero k, es arb1trar10~ esto es,cada obser

 vacibn pertenece a una y s6lo una de las k categorias, pero debido

a que las observaciones ‘son aleatorias, ‘cada observaci6n tiene una
probabilidad p, de pertenecer a la i-6sima categorfa, suponiendo -

Que’F*(x) es la distribucién de las variables; entonces el ntmero

de observac1ones que se espera pertenezcan a 1a. i- 651ma categoria S
serd np, . - . : : '

Esto puede verse de otra formai para cada categoria se tiene un 5 
experimento binomial, es decir, n experimentos bernoulli ya sea f‘
que ‘1a observacién pertenezca o no a la categoria, y como se cono
ce-que el valor esperado de una varlable aleatoria binomial es np,,
se tiene entonces el nimero de observaciones_esperadas por catego-‘
ria.

Por otro lado, ya clasificada la muestra en las diferentes catego-
rias, se sabr4 el mGmero de observaciones que pertenecen a cada ca
tegorfa i, al cual se le denotar4 por O.. S5i se denota por E; al-
nGmero esperado de observaciones por categoria o sea E;=np,, lo -
que se desea probar es si 0, v E; difieren poco. Dicho de otro mo
do, 0, es el nfimero observado de elementos de la muestra que perte
necen a la i-ésima catagoria o clasificacién y E, es el nlmero es-
perado de observaciones en la i-ésima categoria 51 la distribucién
de la poblacibn es F;(x). Si 1a hipbtesis Fx(x)=F;(x)A#xex es -
cierta, es de esperarse que las difgrencias entre 0i y E; sean pe-
quefias, para todo iedn.

Para que esto suceda, deberd tenerse que E (D J,) sea pequefia, sin -
embargo puede ocurrir que algunas de estas! d1fcrcnc1as sean negati
vas y otras positivas de forma tal que al sumarse (Oi'ﬁi) sobre -

iedn, la suma llegara a anularse o.fuese pequefia, lo cual no daria

N




1nformac16n suf1c1ente para ‘tomax” alguna dec1516n, pués podria -
darse el caso que a pesar de que las diferencias fuesen grandes,
fueran de diferente signo, Y asi la ‘suma resultara relatlvamentek,n~'
chica. o ‘

‘Para evitar este problema puedé pensarse ‘en tomar a 2 [E; -0, VY g
- asi ‘la comparacifn tendria mds 51gn1f1cado pues si 1} suma es pe
quena es debido a que las diferencias entre la O, y E 'son peque-
‘fias. Pero trabajar con la funcibn valor absoluto no 51empre es f4
- cil, por lo. que podrfa pensarse en otra cosa. - Si se considera -
g ﬂL-O.) , S€ tendr&n.d1£erenc1as “"absolutas'! pero elevadas al cua‘

i=
~drado; es decir, se cambia, por asi decirlo, 1la unidad de medida -

usada, entonces se divide cada (Ei Oi]? por Bi’ regresando a la‘ - o
unidad usada y el criterio de comparacifn quedaria entonces como - .
gE;-O;) que es la estadistica que Karl Pearsoon propuso‘en 1900.
= E; :

11 i

n LoBaY2 :
Ya con E~igélhl- se. puede comparar si lo observado y 1o esperado
i=1 i - . )
difieren mucho.
. n L p.Y2
Puede demostrarse que si Ho es cierta, ¥ Lgﬁghl se distribuye -
imt . M1 .
aproximadamente como una chk_1), (donde k es el nfimero de catego
rias en las que se clasifican las observaciones) , si es que F;(x)
estid totalmente especificada. (En caso de que se estimen r paréd-
metros por el método de mixima verosimiltud, los grados de liber-
tad serén k-r-1),

Si 1a prueba se hace a un nivel de significancia «, la estadisti-

ca E—LQLlhl- se compara con el (1-a) cuantil dc una variable X?
i=1 ‘i ’
con k-1 grados de libertad- si el valor de 2 igkjhl— es mayor -

il ‘l
que el correspondiente valor de la variable aleatoria, se dird -

que la diferencia entre las 0, y E, es grande y se rechazard la-



‘h1p6tes1s F (x)=F*(zj vxmx, en caso contrarlo se d1r5 que 1a d1fe
rencia entre 1o esperado Y lo obsarvado es pequena, b4 se- aceptaré
- el hecho de que 1a ‘distribucién de.la poblaC16n es F*Cx)

*;EJEMPLQS

EJEMPLO 1. La teorfa de Mendel estahlece que las probabllldades de
.clasificaciones de los guisantes son\ O

al,Redondo y\Amarillo ;916

b) Arrugado y Amarillo: 3/16 -
‘c}'Redondo y Verde y 3/16

d]_Afrugado y Verde v 116

- 6i de 160 observaciones independientes, las frecuencias observadas .
de las clasificaciones anteriores son: 86,35, 26 y 13 respectiva -
mente (Puede decirse que la poblac16n muestreada esta regida por -
las leyes de Mendel? Usando q=0 as.

Puesto que se tiene una escala nominal Y la muestra estd clasificgb
da en cuatro categorfas, la prueba X? es adecuada, ?ues si se quie
re probar si la poblaci6én tiene cierta distribucién,(Ho; La distri
bucifn de la poblaci&n es la dada al inicio del ejemplo],

Como se usard la prueba X? deberﬁ calcularse, z-ﬁQ%?_;f , donde k -
es el nGmero de categorfas en que los elementos de 1a muestra son
clasificados, E, es el niimero esperade de observaciones que debe-
rfan pertenecer a la categoria i si la hipftesis Ho fuese cierta;
por dltima, O; es el nlmero de ohservaciones de la muestra que per
tenecen a la categorfa i.

Entonces, como n=160 se tiene:



(86 90)} (35‘.30)2‘ gza 3012' g13 10)2

Como k=4, se busca el valor de X2 con 3 grados de libertad, en la =~

tabla 2 del Apéndice A, teniéndose que Wi-g= Woess = 7.815,

Entonces la hipStesis nula no se rechaza, pues 2,43 < 7,815, por lo que puede
decirse que la pohlacién muestreada es regida por las leyes de Men
del. ' '

éJEMPLd,z Un pescador lanzd 30 veces su red a unklago, cadavez -
que sacaba la red, contaba el nfimero de peces asi capturados. Los )

resultados se muestran en la siguiente tablav

N{imeros de peces capturedos al

lanzar una sola vez la red, Frecuencias
o . 12
3 10
2 ' 6
3 a
4 2

¢

1

Se quiere verificar, que ¢l nGmero da peces asf caﬁturados, sigue -’
. una distribucién Poisson, con ¢=0.01.

Como se trata de ajustar una distribucifn que no esti completamen-
te especificada, se usarf la prueba X? de Bondad de Ajuste,

Lo primerq que se hard es estimar el parfimetro de la Poisson, que
es x, Sc sahe que el estimador miximo verosimil de es X (valen-
cia et al (19]8]). Como los datos estén agrupados, la media Xy -



se calcula de 1a 51gu1ente forma‘ Xn g
~~de peces capturados v £y la frecuenc1a

"Entonces.

Las categorias son: ﬂ,.J,Z,S y 4

X~

=1

0x]’+]xJﬂ+2x6+3x0$4xz
30

SR H; CaArx .
sk e | EDE con ye

. LR i.-a O,J,Z’g-,
0 en otro caso

bajo Ho son;-

4 A 2 (2
« 9 (05-E{)? _(12-11.03)
7150 E, Ty '

- >

4
irnQ

0+

_%Elr»donde-xi‘eS'el.hﬁmérd 

1y sevqﬁiere’ﬁrdbar:

" vs Hag

A

F, )+ e

X

Las probabilidades réspectivas

X eM¥f g

0 10,3678 pa

1 0.3678 - Ps

2 0.1839 P2

3 0.0613 P3

4 0.0153 Ps

(10-11,03) , (6-5.517)% , (0-1,839%
~I7.0% 5,597 7,830

«Es

2-0.459)2
* £“671§§‘l“

2
= 5,3975




".buscando en la tabla 2, con 3 grados de libertad, pues se,estimé

un‘parémetro y se tenian § clasificéciones, Se tiéne que wo'n~1134~

" por 1o que no se rechaza la hlpétes1s Y se concluye que el nﬁmero—,

“de peces capturados al. lanzar una sola vez la red, 51gue una dis-

tr1buc16n P01ssdn o : e SR

.

EJEH@LO 3 “Dos -tipbs de mafiz (amérillb y verde) continen genes"
recisivos. Cuando estos dos tiﬁosvde‘maiz fueron cruzados, la prime -

ra generacién fué consistente normal., Se obtuvo descendencia de -~ =

esta primera generacién y resultaron cuatro tipos distintos de -
mafz: normal, amarillo, verde y amarillo verde. En 1200 plantas -
este proceso produjo los siguientes datos:

Maiz Normal 676
Amarillo 230
Verde 238
Amarilio Verde 62

" iEStos datos son consistentes con la teorfa de Mendel?,

De acuerdo al ejemﬁlo 1, la distribucifn de la segunda generacién
esti dada por la proporcién 9:;3:3:1, por lo que los valores espe-
_ rados, para n=1200, son;: '

Ei= 675 E;=225 E3=225 y E4=75

4 . 2 2
. 3 (0i-Ey)?. (670-675)7, (230-225) - (238-225)% , (62.72
Asti g, ~=g 575 778 575 . EETA

lo que ddun valor de 3.1525, Usando la tabla 2, se tiene que con
tres grados de libertad Wyrq® 7,815 (a=0.05). Por lo que se con-
cluye que esta poblacién cumple con las leyes de Mendel,



"En algunas oéasiones, cuando se observan fenémenos aleatorioé, los
experimentadores desean tener un método que les pueda ayudar a de-
cir si el fenbmeno que estdn observando tiene una cierta regulari-
’~dad estadistica, en el sentido de que si es posiﬁle‘decir que al -
fenémeno €n cuestidn se le puede asoc1ar una distribucién de proba
bilidades. '

.

Por ejemplo: Una bersona estid en las Végas jugando a los dados, y
ha estado apostando durante 300 lanzamientos de &stos (algo asi co

"mo dos horas) a la combinacién (3,6)., Esta persona‘empieza a dudar
de la honestidad de los dados pues no ha ganado durante todo ese -~
tiempo, sin embargo el "grupier" le asegura que los dados son hones
tos, Y. que por lo tanto la probabilidad de que al lanzar los dados,
aparezca la combinacién’ (3,6), es la misma que la de cualquier otra
combinacidén, esto es, que la probabilidad de que al lanzar los da-

dos, resulte (i,J) es ? yi,Jede .

En v1sta de que esta persona y el ”grupler" estin a punto de darse
de golpes, algulen sugiere que 'se pruebe estadfsticamente el que la
distribucién de probabilidades de las combinaciones due aparecen al
lanzar los dados es en efecto una uniforme discreta con parémetrd -
N=36, contra de que no lo es, en cuyo caso alguien tendrd que dar -
disculpas o regresar dinero. :

Otro ejemplo: [l nGimerc de errores en una pfgina de un libro, fre-
cuéntemente es tomado como una variable aleatoria Poisson con un -
cierto parimetro A conocido, donde ademis los errores de una plAgina
son independientes de los errores en otras péginas,

iCoémo comprobar este hecho, para un libro especifico?

En los dos ejemplos se tienen completamente especificados los mode



“los que se suponen son c1ertos Yy ademas se tiene una serie de oh-;
servaciones 1ndepend1entes entre sf asociadas a una cierta dlstrl k
bucién desconocida, y en los dos casos se quiere probar que el mo
delo F*(x) es al que realmente pertenece los datos, esto es,. pro-' 
bar que F (x)= F*(x) ¥xeX donde Fo (x) es el modelo verdadero para-,;
‘las observac1ones. - , N

Ahora bien, si se tiene una serie de n observaciones 1ndepend1en—~

“tes X1,...X ; se puede calcular la funcién de distribucién empiri «ﬂ,;

.'ca para las observaciones, denotindola. pox” $ (x) ,hac;.m:do S; (x) kpq .
donde k(x) es el nGmero de observaciones que cumplen con ser’menor

o 1gqa1 que x, esto es, k(x) es el ntmero de elementos Xx,...Xn -

‘que satisfacen que x; <x, con ieJn,

Es de esperarse que si F;Cx)es el modelo verdadero, entoncesF;(x)
y Sn.(x )Jno deben de diferir mucho para los mismos valores de x,
es decir si F;(x) y Sn(x) estén "suficientemente cerca' *.xeX, no
se tendrian razones para no aceptar que Fx(x) y F;(x) coinciden.

Habria- entonces que calcular las diferencias entre F;(x) b4 sn(x),
y ver si son pequefias o no: como s6lo basta la diferencia absolu-
ta y no el signo de la diferencia, se considera IF;(x)—Sn(x)l.

Ahora bien, para saber si la diferencia es pequefia o no, se ten-
drfa que comparar cada diferencia con un cierto nfimcro £, de tal
forma que si la diferencia excede al valor £ se dirfa que esa di-
ferencia es significativa, es decir, que la diferencia es tal que.
llevarfa a dudar el que F;(x) y Fx(x) coincidan. En caso de que-
la diferencia fuese menor que &, entonces se tendrfa una diferen-
cia no significativa. ‘

Sin embargo, debido a que las dos funciones de distribuciones, -

F;(x) y Sn(x), estdn definidas en los reales, el estar comparando
cada diferencia no es eficiente, pues llevarfa mucho tiempo, por-
no decir que nunca se acabarfan de efectuar las comparaciones, y-
como por otro lado lo que interesa es que todas las diferencias -




no sean 51gn1f1cat1vas,1es dPClr, que S (x) Yy F*(x) se parezcan‘-
wxeX., resulta 16gico considerar a sup lF*(x) -8 (x)l y compararlo con
~el nGmero £; propueste de ‘&sta forma, si su IF*Cx) -5 CX)I es peque
fio comparado-con &y se sigue que todas 1a3" 1ferenc1as IF*(x) S(xN
" son pequefias, 'y si seg lP;(x) Sn(x)[ es grande, existe al menos -
e

_una xeX tal que la 3 rencia entre Fx(x) y ShCX] es signifi;ativa.'
y no se aceptard el que F,(x) y F}(x) coinciden.

A esta prueba de 'bondad de ajuste", que se basa en la estadistica

su lr*(x) -S (x)l, es la llamada prueba de Kolmogoroff- Smlrnoff

'para lo cual existen valores tabulados a distintos niveles de a, -

~si la prueba Se realiza a un nivel a, el nQimero £ que se utiliza -

.en la comparacién es el (1-a) cualtil Wi-q donde w son los cuanti- ’
les de 1a distribucién asint6tica de sup IF*(x) -S (x)I cuando la -
hipotesis es cierta.. : 7 '

Por ﬁltlmo notese que suplr*(x) S (x)| significa, que el nﬁmero -
con el cual E se compara es la m5x1ma distancia vertical entre -
las grificas de F(x) y Sn(X{, o de otra forma, calcular para ca-

da xeX la distancia vertical entre FA(x). y S, y tomar la mxima -
para compararla con &,

EJEMPLOS

EJEMPLO 1 Una clfnica médica determ.nﬁ, por larga experlencm, v
que el nGmero de plaquetas en la sangre de perqonas del 'sexo mas-
cullno sanos, se distribuye como normal con media 235,000 por mm®
y desviacién estandar. de 44,600 por mm?®, Los conteos de plaquetas

obtenidos de 25 pacientes con cancer pulmonar fueron los siguien -
tes (en unidades de 1000 por mm?):

173~ 189 196 207 215 237 275 282 293 300
305 316 346 382 395 300 4071 437 480 504
524 634 682 882 999



" Mediante 14'pruehé»Kbimbgﬁroffasmirnofféise quiere»deCidir’sivdej;'
~ todas maneras, estas observaciones pueden ser‘consideradas como‘,; —
”provenlentes de una poblacién de Qersonas del ‘sexo mascullno, sa-

' fknas, (con q=a 01).

De acuerdo al proced1m1ento de prueba, debe encontrarse el valor
T-skp |P*(x) S (X)l, en donde S (xl,representa a- la distribucién

" empirica de la muestra Y P*(x) a una, dlstrlbuc16n normal con paré-

. metros: p=235,000 y- 0=44, 6&0

Con los datos al principio, estas dos distribuciones son: -

‘x - 173 188 1 207 215 237 275 282 203 3@
s,(1 0,04 .08 032 016 020 0.2 0,28 0,32 0,36 040
F(x) 0.0823 0.1515 0,1922 0,2676 0,330 0,5160 0.7852 08531 0,9032 0.9265

X 305 316 346 - 382 395 399 - 401 437" 480 504
Sn(x) 0.44 Q.48 0.52 0.56 0.60 0.64 0.68 0,72 0.76 0.80
F;(x) 0.9406 0.9648 0,9934 1.00 1.00 100 1.00 1.00 13.00 1.00

x 524 634 682 882 999
S(3) 0.84 0,88 0,92 0,9 1,00
FAG) 1,00, 1.00 .1,00 1,00 1,00

.
.

Los valores de F*(x) fuerdn encontrados como sigueq

Se estandarlzaron.los valores  Xi usande a #4 y a ¢ haciendo

vi® Eigﬁg y después se buscaron los valores de W,

tales ques ‘ '
P {Yr‘:i%fﬁ')f W, donde Y, es una variable normal con

pardmetros p=0 y o%=1, (Usando la tabla 1),



Tenlendo las dlstribuc1ones se calculgn las dlferencxas[F*(x )S O()l

y lP*(Xi)'S Gy, )l o P
BT (xlvl xRS, )

0.0823 N 173 " 0.0423
0.3115 189 . 0.07%s
0.3322 196 i 0.0722

10,1476 207 i 0.1076
@.1700 215 0.1300
a.3160° 237 0.2760

o 0. 5452 o 278 0.5052
R 0.5731 282 - 10,5331
: - 05832 293 - 0.5432

1 0.5665 300 0.5265 -
0.5406 305, ' 0.5006 -
0.5248 oor316 0.4848
a.5134 346 ‘ 0.4734
0.4800 387 0.4400
0.4400 11 ' 0.4000"
0.4000 399 , 0.3600
0.3600 a1 0.3200
.3200 437 0.2800
0.2800 480 © 00,2400
a.2400 504 0.,2000
a.2000 524 0.1600
0.,1600 .. 634 © 00,1200
a.,1200 682 0,0800
0.0800 ) 882 0,0400
0.0400 999 - ,0000

La diferencia méxima es 0,5832, Buscando cn la tabla 4 del apéndi



ce A se ohtiene que Wq,gg =0, 3]7 por. lo que T>t{uq Y se rechaza la S
h1p6te51s‘ Es decir, los datos no provienen de personas saluda -
‘bles. ‘(Se rechazé el que la dxstrlbuc16n fuese upa ‘normal con pa g
rémetvosky=235v000 Yy ¢=44,600. - Sin embargo la d15tr1buc16n puede :
>'»$er"noxma1, sélo que con otros parimetros), . o , »

EJEﬁpLd 2 Sﬁpc‘mgase la si*guiienﬁe muestra aleatoria de tamafio 10:

X3=0.621  Xo= (L5035 Xo= 0,203 Xe=0.477 Xs=0.710
X6s0.581  Xr= 0,328 Xpm 0,480 Xom 0,554 Xym0,382,

Se desean proba‘r las sigdienteyhibétesis;

Ho: F (x)-w F* (x) ¥x

Ha I’ xX)# F"’ Cx) para al menos una X; - con F;(x) como si-
gue: .

6 si x<0

Fxx2 si 0<x<]

1 si 1<x

Para 1llevar a cabo esta prueba de hip6tesis, la prueba Kolmogoroff-
Smirnoff es adecuada, pues F*(x) estd completamente determinada, -
(Supdngase que a=0.01), :

La siguiente tabla, contiene las diferencias entre la distribucién
empirica y la distribucién F2(x):



N
. <

xS, L (RGeS O 0] IR G es, G

203 age Vf,_d;203~- ;;ff;'  0,103
o328 020 i a.209° 0.2
0,382 3¢ o oasz o.082
0.477  @ad . 0177 v;  o a077
0480 g.sa . o0.080 . 0,020
0,503 .60 - 0,005 0,007
d,ss4 a.7a T B Y 10,146
0.581  0.80 ’;~ f 0,119 " 0,219
0.621.°  0.90 0.179 0.279
0.710 1,00 . 0,190 10,290
R T . |

Puede observarse que la estadfstica T=s§p IS (x)- F*(x)l para es -
tos datos, toma el valor:

T= 0.2940

Usando 1a tabla 4, para n=1d y—an‘OJ, el cuantil correséondiente
© es 0.489; por lo que la hip§tesis nula no es rechazada , pudiéndose -
decir que la muestra proviene de upa distribucién’uniforme en el
intervalo (0,1].

EJEMPLﬁ 3 Los datos de la siguiente tabla muestran ¢l nGmero de.
aparatos automiticos que sirven para dar cambio en teléfonos, que
estahan en uso en un instante dado, Se desea verificar la h1p6te
sis de que los datos constituyen una muestra aleatorla de una po-
blacion de Poisson con x=10,5, La tabla muestra también los valo

res de S (x), FA(x), |F,(x;)-S (x;)| vy [F,(x;)-8 (x1-;)'




- No.de Aparatbs  Precuencin

.Ocupados, - = . Observada,
o o
1 s
2 SR TR
3 .24
4 . Y
5 i1

6 197
7 - 278
8 378
q 418
10 461
11 433
12 413

13 358,
14 219.

15 145,
16 109.
17 57
18 43
19 16
20 -

21 8
22
Ix]

*> =
En donde Fx(x) 1£1 T

o)

i

§,(x)

..0

a.001.
0.005.
0,011

0.027

- 0,056

4,109
0,183
0.283
0.395
0,518

0.633
0,743

0.838
0.897
0.935.
0.964
0,979
0.991
0,995
0,997
(.,999
1,000

*Kkl

Para probar Ho: F,(x)= Ff(x)

0.002
0,007
0,04
0.050
0,102
0.179
0.279
0,397
0,521
0.639
0,742
0.825
0,888
0,932
0,960
0.978
0,988
0,994
0.997
0.999
0,999

0,001,

4,005

10,009

"
Fa(x) WQh%%:

0.020

0.035

0.059 -

0.081

0.104 -

0.116
g.121
0,112
0.104

0.096°

0.072
0.047
a.032
0.019
0.013
0.007
0.003

0.002

Q0.001
Q,001

en otro caso

contra Ha:

F (x)+ P*(x) 5 S€ usard la
prueha Kolmogoroff Smlrnoff, pues F%(x) est& completamente espec:

si i€Nu{Q}, A=10,5

) IF*(x )+ (xln

0.001

0,003

0,004
0,006

‘0,006

0.007
a,004
0,004
0,002
0.003
0,006
0,001
0,013
0,009
0,003
0.004
0,001
0,003
0,001

0,001



» ficada. ~ Suponxendo a-O DS Yy tenlendo ‘en cuenta que T~0 121 Sé- ‘
tiene que Ho es rechazada pues Wi- o;=0 022 por 1o que se concluye '
- que estos datos no pueden ser a;ustados por una d1str1buc16n de -'

»POISSOH con )\=10 5 4




_ PRUEBA LILLIEFORS

Supﬁngaée el problema del equiﬁo de bdsket-bol que se plantel an-
teriormente, s6lo que ahora las personas interesadas en formar el .

equipo lo Gnico que saben es que las alturas de los estudiantes. -
son variables aleatorias, donde cada una se distribuye segn una -
normal con ciertos pardmetros § (media) y @2 (varianza) que no- co-
nocen. . ,

Esto es, en el problema original se tenfa. que la distribucién de -
las alturas de los estudiantes. era una normal N(g,0?) con g y 02 «
conocidos, pero ahora s6lo se cree que es una normal pero no saben
con que # ni con que ¢2.

En este caso s6lo les interesa probar si efectivamente las alturas
son variables aleatorias normales y en caso de que asi fuese, idear
después un procedimiento para estimar los valores de g y ¢?,

]

Para probar &sto, se va a usar una variante de la prueba Kolmogoroff-

Smirnoff, llamada prueba Lilliefors, que se basa en una estadisti-
ca del tipo iﬁ% IF;(x)~Sh(x){.' o

Como en los casos pasados, Supbngase X1y.44,X una muestra aleato-
ria de la poblacién que se supone tiene una distribucién normal -
con parfmetros gy ¢? desconocidos. Al igual que en la brueba -
Kolmogorqff~ Smirnoff, se desean calcular las diferencias ~ . -
lF;(x)-sn(x)I, donde F%(x) es la distribucibn que se cree es la -
real; que en este caso de la prueba de Lilliefors es. una normal, y
Sn(x) es la distribucidén empirica de la muestra,

Sin embargo para calcular~F§(x) para cada xex, es necesario conocer
los parémetros gy ¢?, pero en este caso se desconocen los valores -
de pyo?, Para subsanar esto y poder usar una estadfstica del tipo
Kolmogoroff~ Smirnoff, las diferencias que se toman son entre la ' -



el

- d1str1buc16n empirlca de la muestra y una d1str1buc16n normal con

. media x=;vax y varianza 52= —w— E(X -X)Z‘ donde estos valores‘
~ son usados como estimadores de. u y e respectlvamente y se calcu-}
lan con 1la informaci6n que di 1la muestra, es dec1r, con- los elemen
tos de la muestra, ' v

‘ Pero puede seguirse otro método para efectuar esta prueba que es «
‘equivalente al que se acaba de mencionar, La idea es cqm07$1gue,

Si las observaciones X:,...,Xn, brovienen de una distribucién nbg
mal con pardmetros # y ¢° entonces las observaciones wi=¥%}ﬂ—, =
son observaciones de una poblacién N(0,1). . En este caso lo finico
que se quiere prgbar es si las observaciones son normales con me-
dia cero y variang uno, pero nuevamente, para construfr las LA

se necesita conocer el valor de ¢ y o2 entonces en lugar de usar

las observaciones w}, se construyen las observaciones estandariza

das y,= XX con'X y S*® definidos como antes,

f“‘!’s ’

De este modo las diferencias ]F*(x) S (x)[ se calcularén tomando

a F*(x) como la distribucidn normal con media cero y varianza uno,

para lo cual existen valores tabulados; y S (x} como la distribu-
cién empirlca de la muestra estandarizada, usando a F*(y) con -
y ~N(0,1) en lugar de F*(x) y a Sn(y) en lugar de Sn (x) quedando
las diferencias como lF*(y) -8, (y)l

Ya calculadas estas diferencias, se tomari como antes la estadfs-
tica T=§gp [F;(y)vsn(y)lcon F;(y) y S_(y) como las especificadas
en el pdrrafo anterior y se comparari a T con el (I~aq) cuantil de
las tablas obtenidas por medio de simulacifn en computadora por -
Lilliefors (1967). Si 1la prueha se hace a un nivel de significan
cia a, se rechazarf la hip6tesis de que las observaciones provie-
nen de una distribucién normal con g y @2 desconocidas, si el va-
lor de T es mayor que el (1~q); aceptdndose en caso contrario,

Cabe recalcar que la prueba de Lilliefors sirve finicamente para -

[




: checar si- la muestra aleatorla que se tlene prov1ene de una pobla o
c16n que tiene asociada una dlstrlbuc16n normal sin 1mportar el va

lor de los par&metros #ya? especiflcos. Por otro ladc 1a prueba _V -

. de Kolmogoroff«Smirnoff, sirve para probar otras hlpéte51s sobre -
distribuciones que no necesar1amente son la normal por. lo que la- -:f
© prueba de Lilliefors puede con51derarse como‘una varlantg de la -

Kolmogoroff-Smirnoff, cuando la distribucién que se desea probar o

es una normal, Otra diferencia, es que en la Kolmogoroff-Smirnoff, 1la
"distribucién empir1ca se calcula directamente con la muestra alea-
- toria que se obtiene, mlentras que en la prueba de Lilliefors, 1la
- distribucién empirica se calcula a partir de datos ya estandarjzados.

EJEMPLOS | S ,

EJEMPLO 1 Cincuenta nlimeros de dos cifras fueron obtenidas aleato.
" riamente de un directorio telefénico., Afn cuando la variable-alea-
toria de la muestra es claramente discreta, se puede justificar el
probar normalidad si se tiene en cuenta que aceptar la hipétesis -
'de normalidad no quiere decir que la variable aleatoria es normal

y por tanto continua, sino que indica que la diferencia entre la -
distribucifn. normal y la verdadera distribucifn, es suficientemen-

te insignificante como para detectarla.

Los nlmeros Xi's, estfn ordenados de menor a mayor y losxvalores v
-vx

estandarizados, denotados con Yi's, se calculan como Yi==4g= , en

donde x=55.04 y S=19. 0Q.



CUxi oty UUXT YR Xt YR XLYE XL YR

’153 L S1.69 36 1,00 54 .0,05 61 (.31 73 0,95
23 +1.69% 37 «0.95 54 . <0,05 6]  0.31 73 0,95
Y -1.63 40 <079 56 . 0,08 S 62 037 74 1,00
27 a1.48 42 068 57 0.0 63 0.42 75 1,05
‘20 +1.37 43 0,63 57 0,10 64 0,47, 77 1,16
31 1,27 43 -0.63 S8 0,96 65 ° 0,582 81" 1.37
32 -1.21 44 - :0,58 58 0,16 66  0.58 87  1.68
33 -1,06 45 -0.53 S8 0,06 68 | 0,68 89  1.79
33 1,16 48 0,37 58 0,16 68  0.68 93 2,00
35 -1,05 48  +«0.37 59 0,21 70 0.79 97  2.21

La hip6tesis de normalidad,se prueba con 1la estadistica:

v

T=s§b lF;(y)»Sn(y)I, en donde’F;(y) es la distribucién

normal estandar y Sn(y), la distribucién embirica de las Yi's.,

'La siguiente tabla muestra de valores de Sn(y), F;(y) y las dife-

rencias lF;(yilen(Xill y IF; (Yi)vSn(Yi_lll.

Yy S,(y;) F;_(Yi).. IF;‘,(Y'i)vSn(Yi_]H IF)'}(Yi)'S’n(Yi)l
1,69 0. 04 .0455 0,0455 0.0055
-1.63 . 0.06  0.0516 0,0116 0.0084

21,48 2,08 - 0.0694 0,0094 0,0106
1,37 0.16 - 0,0853 0.,0053 Y 0,0147

-1,27  0.12 6.1020 0.0020 0.0180



B A
=116

- ~1.05
-1.00

-0.95

-0.79

-0.69
«0.63

- -0.58
0. 53
-0,37
-0.,05

0.05
0.10
0.16
‘0. 21
0.31
0.37
10.42
0.47
0.52
0.58
0.68
0,79
0.95
1.00
1.05
1.16
1,37
1.68
1.79
2.00
2.21

0.14
00,18
020
Q.22
0.24
0,26

0.28
0.32
0,34
Q.36

0.40

0,44
0.46
0.50
(.58
a.6a
0.64
0.66

0.68

a.70
0.72
0.74
0.78
0.80
0.84
0.86
0,88
0.90a
0,92
0,94
0.96
0,98

1,00

0.1131
0.1230

¢.314649

Q,1587
01733
0.2148

(.2451.
0.2643
0.2830.

. 2981.

0. 3557

.4801.

0.5199
0.53498
0.5636
0.5832
0.6217
0.6443

0.6628

0.6808
0.6985
¢.7190
0.7517
0.7852
0.8289
0.8413
0.8531

0.8770 .

0.9147
,9535
0,9633
0.9772
0.9864

AVTE

Ly

Q,0069 L
1.0170"

0.0333.

Feirs
0.0489

Q. 0252
0.0149
a.ais7
¢.0890
a.0419

0.0043 -

0.08a1

0.0799

0.0798
0.0636

- 0.0032

0.0217
' 0.0043
0.0028
0.0008
0.0015
00010
0.0117
0.0052

0.02940

0.0033
0.0069
0,0030

10,0347
0,0335
0,0233,
0,9772
0,0064

10,0269
S0.0570
70,0531

0.0613

. 0,0689
- 0.0452 -
- 0,0349 1

0.0557

0.0590

10,0619

o (0, 0443
) 0.0401

0,0599
0.0398
0.0164
0.0168
0,0183
0,0157

<0.0172

0.0192
0,0215
0.0210
0,0283
0.0148
0.0110

0,0187
0,0269
0,0230
0,0053
0,0135
0.0033
0,0172
0,0136




[

" El vaior'mﬁximo‘es a, OBOJ; esto‘eslT O”OSOf Buscando en la ta -.

~ bla 5 del apéndice se tiene que para n>30, el (I- a)-cuantll [

0.866.0.866

(con a=0.05) es Wo.s= e _7—57— = 0.7225. Por lo que T<*w0(%'y,;:

entonces no se rechaza normalldad

o El no rechazar normalldad no 51gn1f1ca que los datos 51guen una-
dlstrxbuc16n normal, sino que la distribucién normal no parece ser -
una mala aprox1mac16n de la verdadera distr1buc16n (la cual es’ des;
conc1da) :

EJEMPLb 2 Subéngase la situacifn descrita en el ejemplo uno de 1la
prueba Kolmogoroff-Smirnoff. Para esos datos se tiene que x=402.12
y S=210.68. Si se calculan las Y, 's, haciendo Y = «Zl§5— y se ha-
ce lo mismo que en el ejemplo 1 de esta prueba, se tiene que la di
ferencia mayor es: T=0.1800 y usando la tabla 5 se tiene que -
Wou9s.70.200 por lo que la hi?étesis de normalidad no se rechaza. -
Es decir los datos provienen de una normal; lo cual no contradice '
la conclusién obtenida anteriormente.

EJEMPLQ 3 Se obtuvieron 20 muestras de un tipo particular de *
alambre y su resistencia en ohms fué medida, Los resultados son
los siguientes: ' .

i i

9.8 9.3 10.4 ,  13.8

14.5 11.1 8.3 12,9 z
13.7 10.1 11.5 10,6 '
7.6 12,7 10,0 8.9

10.5 9.9 9.4 9.5

(Se podria justificar el suponer que estas observaciones proviecnen
de uns distribucién normal?,

Para responder a esta pregunta se usara la prucba de Lilliefors,-
que verifica si ciertas observaciones pueden suponerse provenien-



' tesde,unévnormalg_f:flk

Procediendo como en los ejemplos anteriores, se tiene el siguiente -

‘cuadrg:

Cox e BE s BOD RO, ) IRO)-S001
7.6 - -1.62 ©0.05  0.0526.  0,0526 . 0.,0026
8.3 +1.26 -0,1Q° | 0.1038 0,0538 .. 0,0038
8,9 0,94 0.1s 0,736 0,0736 - 0.0236
9.1  -0.84 . @.20  0,2005 0,0505 0,0005
9.3 «0,.72 0,25 0,2358 0.0358 - - 0,0142
9.5 0,63 0.30  0,2643 0,0143 0,0357

9.8 C-0,47 .35  0,3192 0,0192 0,0308
9.9 +0,43 0.40.  0,3372 0,0128 0,0628

10,0 =Q.37 Q.45 0,3557 0,0443 0,0943
10.,1 +0,32 0.50  0,3745 0,0755" . 0.,1255
10,4 £0,16 0,55 0.4364 0.0636 0,1136
10.5 0,11 0.60 0,4562 0,0938 0,1438
10.6 -0.,06 Q.65 0,4761 0.1239 0,1739
11,1 0.20 0,70 00,5793 “0,0707 0,1207
11.5 Q.41 0.75 0.6591 0.0409 0,0909
12.7 1.04 0.80 0,8508 0,1005 0,0508
12,9 1,14 0.85 0.8729 0,0729 0.0229
13.7 1,56 Q.90 0,9406 0,0906 Q.0406
13,8 1,61 .95 0,9463 0,0463 0,0037
14.5 1,97 1,00 0,9756 0,0256 ©0.0244

Como puede observarse, la diferencia méxima es T=0.1739, Usando
q-OﬁOS, se tiene que el cuantil correspondiente es: 0,190, por -
lo que la hip6tesis de nulidad Ho: Las observaciones se distribu
&en como normal, no es rechazada. . .



BONDAD DE AJUSTE . Sl i e e
-OBSERVACI,ONES“""}. R p e R T

Como se dijo antes, para la prueba de Xz, el ‘niimexo de categorias

en que la informaci6én de'la muestra es c1a51£1cada, €s arbltrarlo,
esto es, el total de categorfas queda a criterio del que hace la -
prueba o del tipo de informacién que se tenga., 'Sin embargo para -

‘que la prueba tenga alguna validez se recomienda lo siguiente;

i.=  Si el nGmero de categorfas es dos, la prueba se aplicard s§
lo-que E; sea mayor o igual a cinco, pues para valores mengo
res, la prueba no tiene mucho sentido, .

ii.» -Si el ndmero de categorias es maYor que dos, se buscard que
el 80% de los-valores de E, sean mayores o iguales a cinco.,

_Si esto no sucede deherd buscarse el asociar o juntar dos o
mds categorfas (suponiendo el que tenga sentido hacer esto,
en caso_coﬁtfario buscar otro procedimieﬁto para llevar a -
cabo 1la prueba por ejemplo usar la prueba Kolmoroff-Smirnoff)
para que los valores de E aumenten y asi se cumpla que el -
80% de los valores de E; sean mayores o iguales a cinco,

Por otro lado, en vista de que las observaciones muestrales se cla
sifican, esto puede hacer que se pierda algo de informacién al -
combinarse en categorfas, cosa que con la prucha Kolmogoroff-Smirnoff
no suce&e; ademds si las muestras son pequefias y tienen que combi-
narse en bocas categorfas, la prueba Kolmogoroff-Smirnoff es mis -
potente que la X?, es por esto que es mAs recomendable usar mds la
prueba Kolmogoroff~ Smirnoff, que la prueba X?, Sin embargo la -
pfueba X? tiene una ventaja bastante importante sobre la otra, vy
es que para usar la prueba de Kolmogoroff-Smirnoff ecs necesario -
que la distribucién que se supone verdadera debe estar completa -
mente especificada, es decir deben conocerse todos los pardmetros



_'de 1a d15tr1buc16n lo cual en la prueha de Xz, no es necesarlo ;u  ff
pues si algﬁn par&metro se desconoce, éste puede ‘ser estmado (per
diéndose por ésto un grado de 11beptad], para después apllcarse 1a

”ﬂprueba.‘




X2 PRUEBA DE INDEPENDENCIA
Supéngase que los elementos de una poblacxén, pueden ser c1351£1ca
dos de acuerdo a dos criterios, por ejemplo: ‘Si 1la poblac16n estai’
formada por gentes, uno de los criterios podria ser el color de -
ojos y el otro la altura; o bien, uno de ellos el peso y el otro -
1a rama de actividad a la cual el sujeto se dedique. Si la pobla-
cibn esté formada'por animales, una clasificacién podria ser hecha -
- de acuerdo al tipo de animal (rata, conejo, etc. )y otra ‘de acuer- -
",do al efecto de c1erto tratamiento apl1cado a ‘ellos.

“'La pregunta que resulta obvia al hacer 1as dos clasificaciones es:
¢Los dos criterios de clasificacifn son independeintes entre si? -
es decir ¢Influye uno del otro? por ejemplo, se podria pensar, da-
. do un estrato social establecido en cierta poblacién, que a.mayor
posicién dentro del estrato de gentes que estén estudiando alguna
carrera, mayor aprovechamiento de sus estudios,es decir, en este-
caso, se podria pensar que existe relacién entre las dos qlasifi~
caciones: posicién econépica y aprovechamiento académico.

Para desarrollar la prueba, suponga que se toma una muestra aleato
ria (o bien, tomar toda la poblacién, si esto es posible) de tama-
fio N, donde la informacién puede ser clasificada de acuerdo a dos
criterios, dentro de los cuales existen varias categorfias., Por -
ejemplo, en el caso de que las clasificaciones fuesen color de ojos
por un lado y altura, por el otro, las categorfias podrian ser ca-
fés, verdes, negros, azules,etc., en una y menos de 1,50, entre -
.1.50 y 1.60, entre 1.60 y 1.70, entre 1.70 y 1,80; en la otra.

De acuerdo a &sto, si se tienen dos criterios de, clasificacién, el
Ay el By dentro de A existen p categorfas y dentro del B, g cate
gorfas; la informacién puede escribirse de la forma siguiente.

B



_ én donde 0iJ es el nlmero de elementos en la poblacién, que de
acuerdo al criterio A queddron clasificados en la categorfa i-ésima

"- 50 .

B ‘f3 CRITERIO B
,rr' 2 3

1 “011 3 03: - 0y

2 021 02 | 02

R 3 "031 Qu f O3;
_ CRITERIO
A. .:.

p ‘ op1 0 O,

- O01q
“ 02 q‘ .

Oszq.

o

Pa

-

y de acuerdo al criterio B, se clasificaron en 1la j-ésima catego-

ria. (A este arreglo se le llama tabla de contingencia de pxq).

Por otro lado, cada elemento de la poblacién tiene cierta probabi

1dad Piy de ser clasificado en la i-&sima categorfa del criterio Ay en la

j-ésima categorfa del B, Esto es, todo elemento de 1la poblacién bajo estudio -

tiene una probabilidad de clasificarse en un renglén y en una columna,-
simulténeamente; si se denota con p;
sificado en el renglfn i-&simo, y con pJ la de ser clasificado en la -

columna j-&sima, entonces la hip6tesis de independencia en leos criterios-de cla

sificaci6n, puede ser escrita como:
Ho: pxj=p1;p.J 1edp,

y la alternativa natural serfa:

Ha: Piy

Si la hipbtesis Ho, fuese cierta, entonces, los valores observados -
oid deberfan ser muy parecidos a los valores esperados Np; P

Jedq

*pi'.p‘d para alguna ieJpy alguna J€Jq4

por lo que la estadistica de prueba puede ser:

uJ’

a la probabilidad de ser cla




B §(°
i=1 3= '."'N

f

1’1.13J

siguiendo el razonamiento usado en la brueba' X2 de bondad de ajus-
te. R : ‘ :

‘ sin embargo p Y P .y son valores desconocidos, por lo que tienen
que estlmarse Puede demostrarse (Mood y Graybill (1963), pp 311-

319) que los estxmadores son: y respectivamente ; e€én donde Ri- -
es. el total de observaciones que se c1a51f1caron en el i-ésimo renglon,

(ie. Ri- 2 013)" CJ es total de observaciones que se clasific{an -
en la columna J-ésima (CJ=_§OiJ) vy N es el total de observaciones
clas'ificadas. o :

Con esto 1la esitadistica de prueba quedarfa como:

p a 0i3-N(RiCj) .2
=2 £ ( N )

i=t y=1 “N(RiCj)

o equivalentemente:

: RicC]
=% % (Qid=N__ 2
i=1  g=1 B}T“l:i

+ la cual se distribuye asintdticamente como una X* con (p-1)(q-1) -

grados de libertad (Mood y Graybill Op.Cit).

De esta forma, si la prueba de Ho: pJ P; P ; S reali7ax a un nj
]

velq, 1a }upﬁtems de independencia Ho, ge rec}mza,ra sx la csmdisnca T esma
yor o igual que el cuantil de orden (1=-g) de una X? con (p 1](q 1)
grados de libertad, de otrp forma no se rechazari.

® NStese que Ri, es una variable nleatoria,



v

Sih7embargo, como se éstﬁ(usando una distribucibn‘ asintética, la
, aproximacién no es buena cuando algunas de las cantidades B&Ei

'La literatura existente sobre esta prueba y sobre tablas de contin

_k poblac1ones 1ndepend1entes, en donde la prueba Xz se usa para -

' EJEMPLO 1’ Se desea saber si la posicifm en la cual los caballos - =

N
son pequenas, Cochran (1954) demostr6 que si alguna de 'las canti-

dades —19i es menor que la unidad, o, si.-mis del 20% de ellas,mef
‘nor que c1nco, la aprox1m3016n a la X2§“

6_es buena. Si esto suce
de, pueden combinarse varias categorfas para evitarlo, siempre y
cuando el significado de la hip6tesis Ho, no varie.

genc1a es bastante, la mis importante se menciona en la seccién de -

probar diferencia de poblaciones,’ y en la cual la eStadistica es -
anéloga a la vista aquf,. s6lo que con pequefias diferencias. Por -
esto, se recomienda que al ver esta prueba, se vea la prueba de d1 f
ferencias de probab111dades en la parte de k muestras, e

llegan en una carrera dependen del carril del cual parten, con es-

te objeto se eligi6 un caballo al azar de cada una de 80 carreras, fi

y se observé el carril que ocupaban al iniciar la carrera (del 1 r]f 

al 4 y del 5 al 9) y en que posicién llegaron a la meta (primera -'

(1), segunda (2), tercera (3} y otra). Los resultados obtenidos -fl

son: ‘ ' N
- . Posici6n de llegada

2 3 otra

Posicifn de 1-4 8 6 8 16
Partida 5-9 3 6 5 28

(La prueba se quiere realizar a un nivel 4=0,05)

La prueba que se utiliza es la X? para probar independencia de - ‘
criterios, pues puede considerarse, una sola muestra clasificada
de acuerdo a dos criterios (posicién de partida y de llegada),en
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'fVarias5categoxiasi* Entonces Hoi Los criterios son independiéhfes.;:'

- Lo prlmero que se har&, serd calcular-los valores esperados, que - o

de acuerdo a lo visto, se definen como:- E, —l—i donde R; es el-
total del renglén 1nésxmo, CJ el total de ia columna j'851ma yiN -
el total de observaciohes. En e€l:ejemplo, i=2y j=4, ten;endose '

R1=38 y R;=42; C3=11, C;=12, C3=13 y Ca=44, y N=80 .-
.por lo que: | G

- Bn = 5,225 En = 5.‘.775‘

E1. = 5.700 " Exm= 6,300
Eis= 6.175 Exm = 6,825
E1 220,900 Ez =23.100

- Como son cuatro columnas y dos renglones, se tienen (4-1)(2~1)=3
’grados de libertad. -El 'cuantil Q.95 es: 7,815, Ya que el valor
calculado es menor que el obtenido en tablas (tabla 2), la hipé-
tesis nula no es rechazada y se concluye que los criterios son -
independientes es decir, la posicifén de salida no 1nf1uye en la-
posicifn de llegada.

EJEMPLO 2 En un estudio de la relacifn entre el tipo de sangre
y enfermedad, se tomd una muestra de 8766 pacientes de un hospi-
tal y se clasificé con respecto a su tipo de sangre (0,A,B) y a
la enfermedad (ﬁlcéra, cdncer gastrointestinal, ninguna de las -
dos), Las observaciones ya clasificadas se muestran en la siguien
te tabla:



x

e finAé"&n‘ é"Ti‘ dev ”ﬁ;-h L _‘;:  e “:sk" R e
e 81? Eilgmedad Ulcera  Cancer G.I, Ninguna de las dos Total

‘ .6‘ o oes | e Caeen. | 4%58!
A'__.,  = ' 679 . 416 1 2625 3720
B S 1} 134 | 4 - _57:d - "733‘

TdeL | ;A :v ‘;?796l | osss | 6087 8766

Para probar si existe independencia'entre los dos criterios (Ho),-
la prueba X* es adecuada, por lo que se calcularid la estadistica:

013+E541)2 o ‘ o
;42 3‘2 —4-%1——3-)—- , para ésto , se sabe que:

J

Ri= 4258 - C,= 1796 N= 8766 N
Ry= 3720 Com 883 : , : " N
Rs= 788 Cs= 6087 i
entonces: '
Ey = 8723896 Exn = 762.1629 Eu = 161,4474
By = 428 9087 Ez = 374,7159 By = 79,3753
Eis =2596,7015 . B n2583,1211 By = §47,1772

y los valores ohservados son:



5678 Oy = 134

Oz 383 Om =416 03:.“ 84
01y"2892 ~ Ox = 2625 o,,- 570
© por 1o que: S e
_44__1Al_.
MJ‘:‘, 405429

Buscando en tablas (tabla 2).con 4 grados de libertad, se encben-

tra que Wo.ss = 9,4880Q, por lo que 1la hipdtesis Ho de 1ndependen -

cia es rechazado, tenléndose que existe relacién entre el tipo de,
sangre 'y el,tlpo de enfermedad del pac1ente{

Ejeano 3 Se sabe que existen dos tipos distintos de amoebas -. .
(amibas) que pueden alojarse en los intestinos del hombre, Un ti
po, puede causar la muerte y el otro no, pero la presencia del se
gundo’ puede prevenir el fallecimiento de la persona causado gene-
ralmente por el primero.

En una planta donde se trabaja la madera, en South Bend, Indiana;
hubo una epidemia intestinal entre los trabajadores de la planta.
Los doctores atribufan 1la epidemia a un tipo de amoeba llamado -
Entamoeba histolytica., Después de estudiar todas las posibles al
ternativas, representantes de la oficina de Salud PGblica conclu-
yeron que la amoeha se introducfa por la planta de agua del lugar.
Para averiguar cuantos de los hombres de la planta que no se senr
tfan enfermos, estaban infectados con la amoeba, se tomé una mues
tra aleatoria de 138 trabajadores aparéntemente sanos y se encon-
tré amoeba en el contenido intestinal de 70 de estos hombres, Se
distinguieron dos razas de Entamoeba histolytica: grande y peque-
fia, Se encontrd que 35 homhres tenfan (Gnicamente entamoeba histoty



‘ 71”txca grande, 23 tenian entamoeba hlstolytica pequeﬁa ﬁn1pamente y ;357
12 ‘tenian ambas. : i

Raza Grande 3

Presencia Ausencia
Raza Presencia ’ 12 - 23 .35
Pequefia Ausencia 35- . 68, 103
47 ' 91 138

La pregunta que se querfa contestar era‘bLas dos razas 1nteractﬁan
en el hombre infectado?.

Para contestarla se usé e1 criterio de la X? para probar indepen-

‘dencia en las clasificaciones, Se calcularon los valores espera- :
dos, resultando el siguiente cuadro: '

Raza Grande

‘

Presahcia Ausencia
Raze  Presencia 11.93 23.07 : .
Pequefia Ausencia ' 35.07 , -67.93

Entonces:
% % Oi;'51'122= 12-11.93 2+23~23.07 2 (.'55 35 Q7% . . (68-67. 93)2
i=1)=1 iy 11,93 23,07 35,07 . 67,93

- 2 2 2
©Ois-Eip® .
-> i§13§1“‘&'{r‘ﬂ' 0.0008




A

Como - se. txenen dos columnas y dos renqlones. hav 5610 un. grado de ‘
libertad. ' Buscando en 1la tabla 2 del apéndice A, se ye que - s
0. 0008<‘w.1ra para cualquier « .(de las tabuladas de esa tabla) por
“1o que la h1p6te515 de’ 1ndependenc1a no. se rechaza, Esto es, la -
infeccidn con una raza, no hace al 1nd1v1duo mis. o menos suceptl <

ble a la mfeccmn con la otra. ‘ ‘




, _,'.‘PRUEBA DE CORR‘IDAS (VWAIY.D‘.,-‘- ‘WOLFOWI'VI“Z’)‘TI“

Cuando se tlene una poblac1on bajo estudlo, muchas veces es desea—
ble © necesario el hacer c1ertas inferencias acerca de ella a par-f
tir de la informacién que se. obtiene al tomar una muestra, que. co-

mo se vié anterxormente, debe ser aleatOtla.

Sin embargo, no siempre las personas que van a hacer las inferen-
-.cias, son las mismas que las que tomaron la muestra, ,por lo que -
pueden no estar seguros de si la muestra es realmente aleatoria.

0 bien en un momento dado puede ser de interés aberiguar si cier-
tos fendmenos son aleatorios, como por ejémplo los resultados obte
nidos al lanzar la moneda, o el nGmero de individuos de cierto -
sexo que esperan ser atendidos en 1a caia de un supermercado -
etcétera,

En general el problema podria plantearse como sigue: Supéngase -
que se tiene n observaciones X;, Xz,..‘,Xn y lo que se quiere -
averiguar es si el proceso que las gener6 es aleatorio. Suplngase
ademis que cada observacién es tal que puede clasificarse en una -
de dos categorfias, (por ejemplo, si la informacién estd referida en
una escala nominal u ordinal y puede tomar tres valores distintos,
dos de cllos pueden tomarse dentro de una misma clasificacién para
formar asi las dos categorias);la forma en que se definan las dos
categorias va a depender del problema especifico que se tenga y de
la hipdtesis que se desee probar. Si la informacidn estd dada en
forma numérica, puede tomarse un punto a partir del cual todas las
observaciones muestrales mayores o iguales a &1, sean clasificadas
como del tipo "a'" y las menores a él, del tipo "b'". [Este punto po
dria ser la mediana de las observaciones o un percentil convenicn-
te de acuerdo al problema, o un punto cualquicra. En caso ¢n que

.



_“la'informaCiGh'de 1a‘nuestré'ho pueda ser clasificada en-dos Caté4i}
 gor1as, la técn;ca que a cont1nuac16n se dlscute, no ‘es ﬁtll para
'probar 1a aleatorledad en la muestra. -

Bl procedimiento se”basa en corridas o rachas. Dada una sucesién
ordenada de dos o mis tlpos de 51mbolos, una corrida o racha es -
una}suce51on de uno o mds simbolos semejantes que estén seguidos 'y
gprécedidos por un simbolo diferente o bor ﬁinguno.b Por ejemplo, -
en la sucesién A BB A B AA B hay 6 corridas o rachas; si se supone -
que todos -los nlimeros menores o iguales a 15 son semejantes entre-
si y los mayores.son semejantes entre si, se tendrd que en 13 17 -
9121519 217 18 existen seis rachas o corridas. " Cualquier. fal-
_ta de 1ndependenc1a se reflejard en ciertas tendencias en las co-
rridas, por eJemplo. muchas corridas, pocas corridas, una corrida
muy grande, se toman como” indice de falta de independencia.

Comb se mencioné antes, las corridas se utilizarin al existir una-
dicotdmia, en los datos u observaciones; si son cualitativos, o -
sea, medidos en escala nominal u ordinal, 1a dicotomia usual es -
inherente a los datos, o si son datos cuantitativos (escala de pro
porciones o de intervélos), se puede usar la media o 1la mediana pa
ra clasificarlos.

Cons1derese entonces una muestra de n elementos, en donde ni, son
de un tipo y n; son de otro tlpo (con n;* ng= n) Y supéngase que existen E,COPTl
da-da'elementos del; prme'r tipoy T2 corrldas de clementos del segundo
tipo, por lo que habri r= r;+r, corridas en total. Debido a que
el nGmerc de corridas es el que ayudard a decidir si la muestra es
aleatoria o no, la prueba se basa en la distribucién del nfimero de
corridas, R, Ahora, la hipftesis a probar serd: Ho: la muestra es
aleatoria.




s

N

‘ Bajode;,cualquier arrégio dé los n elementos es igualméﬁﬁe proba-

. ble, entonces la probabilidad dé‘bbtener_rj.;orridas de ny objetos

y T2 corridas de n, objetos, seri el cociente entre el nfimnero de - - -
‘arreglos posibles con r, corridas de n, objetos y r» corridas de. -~ .
n, objetos, entre el total de arreglos de n, elementos formados de . ~

*

'n, esto es:
P(Rz‘rx,Rz?fz?’rgi +

comi’ L ik S G K E o : 7 f>
wi= al nfimero de arreglos posibles formados con (r1 corridas de n{'.;
objetos y rz corridas de ny objetos), y wam ~;?%757 donde R;,R; -
son variables aleatorias que cuentan el nfmero de corridas de uno
~(r1) y otro tipo (r:) en una muestra de n elementos. o

Para evaluar el numerador de P {R;=r;,R2=r;}, es necesario evaluar
el nGmero de arreglos posibles de objetos de. uno u otro tipo, ¢on
la propiedad de que Ri=r: ¥y R2=ra.

Para hacer ésto, nftase que solo puede haber una corrida mis de un
tipo que de otro, o igual nGmero de corridas, de acuerdo a la defi
"nicién que se dié. -

Supéngase entonces que r3;=rz +1, esto quiere decir que la muestra
de clementos de uno y otro- tipo, comienza cpn una corrida de -
elecmentos del primer tipo, a las que se les denotari con a's, y -
terminard con otra corrida de a's (En caso de que r2=r1+1, la su-~
cesién comenzari y terminari con corridas de elementos del segun-
do tipo, o b's). Para dividir las a's en r) grupos separados, di
visiones para las b's son insertadas en ri-1 lugares selecciona-

dos de ny~1espacios entre las n,; a's, lo que se puede hacer de -

ru-i)maneras, andlogamente para las b's, se tendrén(nz-}> formas
ri-1] T2*



fde d1str1bu1r las corrldas de b's en las d1V151ones an* es hechas
‘entre las a's, Entonces un arreglo que contenga r: corridas de - .

a's y.r2 de b‘s, se puede ‘lograr defn;-1 [n2-\ ‘maneras.
o : r;—I rz-I :

Cuando- r;=rz, la muestra comienza con a's y termlna con b's o vi-

ceversa,  y de nuevo la forma en construlrla puede hacerse de n;-1
ry-1

ni1-1. maneras, pero como- puede darse G uno (empezar con a's y ter

7] ra-1
. minar. con b's)uotm casqg: (empezar con b‘s y terminar con a's), el to

tal de maneras para formar una suces16n con r1 corridas de a's y-

‘12 corridas de b's, con Ti=T; es 2 [a2-1) " [nz-1
r2-1 r2-1).

Por lo tanto:
. : r

2 (;;,4) nz-i) :
r1-1 r2-1i si ri=riz
P{R;=ry,Re=rs}={ - (f1)

(:1"1) (nz 1 .
1-1 \rp-1 si ri=rz+i
TP) o

B
asi, la distribucién del total de corridas R=R;+R2, bajo Ho, serd
-

. t
2 (n1'1 (nz’T) :
x -1 lk -1, r=2k,ri1=r,;=k,
(n1 * na,

] )

. ny
P {R=r|Ho} = { ., -1 \52-1 ny-N\ [na-1
. Krv1 ) T i L] L W e :
7 N 2 20V 2 y Y150 +1 y r=2k+l
N niy + n»

5 . ( ni )
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”7fDe aqui, que la h1p6te51s Ho. 1a muestra es aleatorxa, se rechaza .
T4 si R<C. «/2 6 R>Cy-a/2 si el nivel de significancia deseado- A
es a, donde Cp es el p- e51mo cuant11 de la dlstrlhuclén encontrada;~
fpara R, : : '

La d15tr1buc16n del nmero total de corrldas fué dada por Ising en
1925, Wald y Wolfwitz (1940) usaron é&sta dlstxlbuc16n<para,el prg e
;abblema de dos muestras, Ellos también demostraron que si ny ¥ na -~
son grandes, la estadistlca thl -ni ny sedistribuyen asint6ticamen

‘te normal. 7

rr*mnz

2
~ Mood (1940) escribib un articulo donde menciona la historia de co~ :
© rridas de varios t1pos Yy sus apllcac1ones Valores tabulados para b

la d15tr1buc16n de R, fueron dados por Swed y Elsenhart en 1943

EJEMPLO 1 Un equlpo profe51onal de be15bol tiene 1a sigulente sef
cuencxa de_triunfos y derrotas en el mes de Jullo., : :

GPGGPGPPPGPPGGPGGPGPGPGPPGPGP

{G=gan6 el juego, P= berdlb el juego}.

¢Puede decirse que el record de sus trlnfos y derrotas es aleatorxo,
suponlendo que a=0,057.

Lo primero que debe hacerse es contar el nﬁmgroude rachas' o corri-
das que existen en la sucesidn:

G PG PG PPP GPP G P GEPGPGPGPGPGTP

-

Como puede verse el nlmero de corridas es R=22, Ahora, sca n el
nfimero de juegos ganados y m el ndmero de juegos perdidos, enton-
ces: n=14 y m=15. La regifn crftica esti definida como:

{x: R< W, 6 R>Wi-a/,}. \
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. Uiahdo»ia“tihla‘bfdelyabéndice;-se‘encuentra-aue:‘

e P

-

"':,"&z;*"n.nmm bs Wasaz'zf W'mys-%zﬁ' cﬁaciandowwm?“zl |
Como R>Wirg, se concluye que el record de triunfos y derrotas -
_del equlpo ne es aleatorlo, esto es, existen tendenc1as‘ B

]

"EJEMPLO 2 Se tiene la siguientg‘lista de nﬁmefos:”

15 77 Q1 64 69 58 40 81 16 60 20 00 84 22
28 26 46 66 36 86 66 i7 4% 85 40 S1 30 10

(Puede ‘decirse que estos nfmeros proyvienen de una tabla de nﬁmeros
aleatorios?.

Para contestar a esta ﬁregunta: debe recordarse, en que consiste -
una tabla de ndmeros aleatorios. Una tabla de nﬁmeros'aleatorios,
es un conjunto de nimeros generados por cualquier método que garan
tice los tres puntos siguientes:

i) Debe existir una éroborcidn igual, para todos los dfigitos.
Esto quiere decir que hay tantos o’s como 1's,2's,3's,etc.

ii) Si se toma una parte de la tahla, que sea suficientemente
grande, estas proporciones deben mantenerse.

iii).8i se tiene una sucesidn de estos nlmeros, el nGmero - -
siguiente no puede ser predecido,

Entonces para saber, si estos nlmeros son aleatorios, habrfa que-
checar, los tres puntos anteriores, lo cual no es posible (al me-
nos el punto 1). Sin embargo si calcula la mediana de la’ muestra
y se d1v1den en dos grupos de ndmeros (menores o mayores que la -
mediana), la prueba Wald~ Wolfowitz, puedc utilizarse, Podria -

B



: iczonadas ‘anterjormente.

:usarse otrc cuantll para d1v1d1r 1a poblac16n, Pero en este caso,,f'
" 1a mediana Parece ser mis adecuada para 1as tres condlclones men".:t

Se procedera entonces. -a_ordenar la muestra y\calcular la medlana.

oo’_uJ 10 1s 16 17 20 22 26" 28 30 36 40 40 ',‘
46 49 51 S8 60 64 66 66 69 77 81 B4 B85 86
| ' = 4086 _ .
Como el total de- observac1ones es par, la med1ana X es: X= 5 43,

Si se- denota con' a .a los nﬂmeros menores a 1a mediana y con la b
al complemento, la sucesxén original quedar& ‘

a b a bbbk a b a & ‘aa b aaa bbh a- bb a bh
a6 ac . ‘ , ; _

Teniéndose que el total de corridas es: T=19

‘Consultando la tabla 6; con n=m=14 y @=0.01 se tiene qué:

Wa/2=8 y wleal&-zz, ﬁor lo que la hiéétesis nula de alea-

toriedad no se rechaza, concluy8ndose que los nfimeros pueden con-
siderarse aleatorios. '

EJEMPLO 3 Un fabricante calcula el costo promedio de producci6n
de cierto articulo para cada uno de 44 meses, con los siguientes
resultados: ‘ '

(a todas las unidades se les rest6 13, para facilitar los cdlculos)

0.65 0.41 0,53 0,58 0.43 0,73 0.40 0,70 0,58 0.80 0.23
0.40 0.63 0.69. 0,92 0.68 0,72 0,42 0.66 0.98 0,81 0.60
0.32 0,45 0,27 0.26 0,28 0.29 0,10 0,09 0.36 0.40 0.35
0.53 0.66 0.10 0.28 0.33' 0,02 0.09 0.12 0.16 0.96 0.95



465 .

¢4Ex1ste alguna tendenc1a estadist;camente s;gnxflcat;va ‘en. estos .
promedios?. : , , R
"~ La pregunta establece la sigu1ente hlpétesxs

1

Ho‘ No emste tendenc1a estadistzvamente 51gmf1ca

tiva., . A

Ha: Existe dicha tendencia.

Si'la‘hipdtesis'Ho es rechazada, lé respuesta-a la ?regunta es - _i '

afirmativa, en caso contrario, negativa.

Puesto que 1la hlpote51s nula es equ1valente a dec1r que los nfime-
ros fueron generados por un mecanismo aleatorlo, se usard la prue
ba Wald-Wolfowitz.. Para’ ésto, se ordenard la muestra y se calcu-
larid la.mediana, dividiendo a la muesfra como en el ejemplo pasa-
do (No necesariamente la mediana debe ser usada por dicotomizar a
1a muestra), %'

0.02 0.0 0.09 e¢.70 0,10 0,12 0,16 0,23 0.26 0.27 0,28
0.28 0.29 0.32 0,33 0,35 ,0.36 0.4Q0 0.40 0,40 0,41 0,42
0.43 0.45 0.53 0.53 0,58 (¢.58 0.60 0,63 0.65 0.66 0,66
0.68 0.69 o0.70 0.72 0.73 0,80 Q.81 @.92' 0,95 0.96 0.98

La mediana es X= 0.425, Las corridas que se generan son;
& a b & & b @ h & & a
a b b b b b a b b b b
a b a a a a;' a a a a a
b b a a a a a a a b b

Por lo que T=15,

Si sc usa g=0.01, en la tabla 6, para n=mal2, se tiene: Wd/z' 6y



"'vwl "oy, = ]8 pQr 10 que Ho no es rechazada, ten;éndoqe que no ex1ste
"tendenc1a estadistzcamente s;gmflcatlva en-. los promedlos.
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_ PRUEBA WILCOXON PARA UNA MUESTRA. -

Otra prueba que-.se utiliza en el caso ‘en que se ténga una muestra
¥ que sirve para checar si la mediana de la poblacitn toma cierto valor,
es la prueba de rangos de Wilcoxon, que se basa en la mediana de -
~1a muestra. Esta prueba no se verd en esta seccién pues es un ca-
so particular de la prueba de rangos-de Wilcoxon para dos mue,st‘ras_," s
- que se tratard en la seccifn siguiente. ‘ R




| CAPTTULO III
PRUEBAS ma nos MUESTRAS

B

'Clerto tlpo de problemas que -son muy frecuentes en las cienclas -
sociales y en laslbroléglcas, son aquellos en los que se desean «
ffcomparar los ‘efectos producidos por dos .tratamientos apllcados a -
. miembros de la poblacxén bajo estudio; o bien cuando se quiere de
kterminar si un tratamiento es mejor que otro (sin que esto signifi
- que que uno de ellos sea el mejor tratamiento p051b1e), o simple-
~mente comprohar 1la efectividad de un tratamiento. En estos casos
la aplicaci6n de cada tratamiento define a subconjuntos ajenos de
la poblacién, que pueden a su vez, -ser considerados como poblacio
nes. Por ejemplo: '

Suponga que se quiere averiguar si una d?ogé"Aies'his efectiva -
que una droga B. Para ésto; se toma un conjunto de ratones,a al-
gunos de los cuales se les inyecta'la droga A y a otros.la droga
B. De esta forma la poblac16n de ratones queda dividida en dos:

La poblac16n de ratones inyectados con droga Ay la poblacién de
.ratones con droga B.

Nétese que aunque originalmente se tenfa una sola poblacién, al -
aplicar los. tratamientos se han generados dos, es por ésto, que -
se dice que se ticnen dos poblaciones, cada una de las cuales reci
be uno y s6lo un tratamiento,

Como ya se sabe, no siempre es posible trabajar con toda la po -
blacibn, sino que se hace nccesario el tomar una muestra aleato -
ria de ella a partir de la cual se podrdn hacer inferencias de 1la
poblacién. En este caso se tendrdn que tomar dos muestras, una de
cada poblacién; aunque, como se verd después, en ocasiones basta
una poblacién y seleccionar de ellas una muestra.



TVSlsedﬂwta(mn.X ala ir6sima observacién de 1a primera muestra -
y can Y la’ observac16n i-ésima de la segunda, se pueden dar dos
151tuac1ones\ que las muestras estén relac1onadas, en cuyo caso. -
son A€l Mismo tamafio
y no necesarlamente del mlsmo tamafio,

o bien que sean 1ndepend1entes entre si,

En general se-dice que las dos muestras estan relac1onadas, cuan
do las parejas (X.,Y ). guarden alguna semejanza de acuerdo a c1er"
tos factores que pueden 1nf1u1r al experimento, de forma tal que
el efecto del tratamlento no se confunda con estos factores, . La-
forma en que estas pareJas se construyen es arbitraria, observan-
do solamente que los elementos de la parejas sean semejantes’ en -
el sentido antes expuesto; lo cual involucra ademds de la experien
cia del experimentador, un conocimiento adecuado de los factores
que puedan influir en los resultados. Un esquema de dos muestras
relacionadas puede ser obtenido también, cuando se tiene una po -
Jblacidn nada mis; en este caso, la poblacién sirve como su propio
grupo control y las parejas pueden ser formadas como antes, sdlo
que X, denotard al individuo i-6simo antes del tratamiento y Y-
al mismo individuo después del tratamiento. Este es el mejor de
los esquemas de muestra relacionadas, pues la sémejanza entre X;
my Yi es obvia, cosa que puede no suceder en otros casos. Un -
ejemplo de esta situacidn-es el siguiente:

Supbngase que se tienen 30 individuos, a los que se les mide su pe
so en kilogramos, y se les somete a una dieta durante 20 dias, al-
final de los cuales, quiere saberse si la dicta es efectiva para -
bajar de peso, En este caso, s6lo se tiene una poblacién (la de -
los individuos que se §ometef5n a la dieta), pero pueden conside -
rarse dos: la primera serf la de los individuos antes de someterse
a la dieta y la segunda, después de haber sido sometidos a la die-
ta (en este caso la dicta es el tratamiento); nftese que.aqui cada
individuo funciona como su propio control, cs @ecir, el mismolgru-
po, es grubo control (antes de la dieta) y grupo tratado (después



- de la d1eta), por lo que pueden generarse pare)as (x ,Y ) en donde:}.JA

'X denota el peso ‘del i~ésimo individuo antes de la dleta Y Y e11 
peso del mismo 1nd1v1duo después de 1a dleta.v La d1ferenc1a de o
los pesos, puede dar una medida de que tan efectiva es la dleta;b

Cuando las dos muestras son tomadas combletémente al azar de las
dos poblaciones, esto s, se toma una. muestra aleatoria de la pri-
mera poblacién y otra de 1a segunda lo que se obtendrd son dosnmes
“tras independientes. : . » ) L .

En ocasiones el estudio puede ser realizado usando cualesquiera de -

los dos esquemas, pero en‘algunas. s6lo uno de los dos tipos puede

ser usado. .Para ilustrar estas situaciones, se tiene los siguien-

tes ejemplos: ' ' o PR

i) Supbngase que se tienen dos métodos de ensefianza, y se quie-
‘re determinar cual de los dos es mejor. Para esto es necesa
rio el tomar dos muestras de estudiantes, en donde, a una de
ellas se les ensefia de acuerdo a uno de los métodos y al otro
grupo o muestra se les ensefia con el otro método (Aqui, .cada
poblacidén ha quedado def1n1da por el metodo de ensefianza). -
Si se desea hacer el estudio por medio de muestras relacxona
das, deberd tenerse que los estudiantes del primer grupo o -
muestra, tuvieran caracteristicas sémejantes a los del segun
do grupo, como por ejemplo: que tuvieran la misma capacidad
de aprendizaje. Sin embargo, determinar estas condiciones
no es facilg adem&s podria llevar mucho tiempo, lo cual po-
drfa ser costoso, por otro lado, tratar de usar a cadg indi-
viduo como su propio control es imposible, pues si ya se -
les ensefid con un método, al hacerlo con el otro, el aprove-
chamiento que se tuviera por el segundo, sc confundirfa con -
los conocimientos obtenidos al haber utilizado el primer mé—
todo,



 ;Bntonces, esta 51tuac16n puede estudlarse sdlamente si se to_f
‘man las dos muestras completamente al azar, obten1éndose de*ff‘
'Lesta forma, dos muestras 1ndepend1entes\,- : :

.

Una cierta varledad de planta ha 51do estudlada ‘durante cier

to tiempo, y se ha encontrado que esta planta crece tanto ‘en e

zonas montaﬁosas, como en”zonas localizadas dentro de un va-

“1lle, 'en donde 'la compos1c16n del terreno y las cond1c1ones,-,"ff
‘climatoldgicas, son completamente distintas a la de las zo - '

nas montafiosas, cuyo suelo, generalmente es rocoso, PoT otro

“lado, una compaﬁia de fertilizantes Ha comprobado que tiene

dos tipos de fertilizantes, el A y el B, que ayudan al desa-

rrollo de este tipo de planta, sin embargo, desea saber, cual

de esos tipos de fertilizantes es el mejor,

Para ello la compafifa cuenta con una cierta 4rea de terreno
.que esta constituida por varias zonas: unasde las cuales son

montafiosas y otras se ubican dentro del valle, Toda el 4rea
del terreno es dividida en n bartés iguales; que se les lla
marfinunidades, y que comprenderin el total dé la poblacidn

bajo estudio, De estas n unidades, se eligen aleatoriamente
r unidades (r<n) y nuevamente al azar se toman r; unidades
(r1<r) y a ellos se les aplica el fertilizante Ay a las -~
r-r3; unidades restantes'el fertilizante B, Entonces, se -
tienen dos muestras aleatorias independientes, una de tama-
fio ra y la otra de.tamaﬁo r-ri1(Né6tese que las muestfas no -
necesariamente son del mismo tamafio). 8in embarge puede su
ceder que el fertilizante A se aplique a mds unidades que -
se encuentren en la zona montafiosa, que a unidades que se -
encuentren en la otra zZona, y que el tipo del suelo tenga -
que ver con los efectas del fertilizante, Esto buede suceder

también para el fertilizante B, teniéndose que las caracte-
risticas del suelo influirfn en los efectos de los fertili-




.

iii)

"iantes; 'Si esto sucediese, podrié seleccionarse otras doé‘
muestras independientes tratando de que cada ‘una de ellas

tenga el mismo nGmero de unldades de un’ tlpo que de. otro,
"dentro de cada muestra; pero si al elegir las r unidades .
‘existen mis de un t1po que de otro al tratar de que se ten-{
“ga igual nfimero de unidades de uno y otro tlpo en cada mues'
tra, serfa forzar un poco el experlmento, ademis de que se
volveria mis complicado 'y p051b1emente no’ refle;aria la si~ -
“tuacién real de lo que-se estd estudiando, Otra solucién -

que es mucho mejor que 1la planteada anteriormente, es divi-
“dir en dos parteS'semejanfesvcada unidad, y en cada una de
, ellas, aleatorlamente, distribuir los . fertllxzantes, uno en'

cada parte; formandose as? dos muestras relacionadas.

Si en el ejemplo anterior se supone qﬁe todo el terreno»tig

‘ne las mismas caracterfsticas de suelo y climatolégicas, se
pueden seleccionar dos muestras 1ndepend1entes, o bien, for

mar dos muestras relac1onadas,

‘Cuando cualquiera de las dos formas de tomar las muestras es

posible,»es recomendable usar dos muestras relacionadas, -
pues esto ayuda a evitar que factores externos al .tratamien-
to, pero que pueden influir en los resultados del experimen-
to, interfieran con los efectos del tratamiento, budiéndose
de esta forma detectar finicamente a estos filtimos.

En esta seccibn se tratardn siete pruebas; tres de ellas son para
el caso de muestras relacionadas y las otras cuatro cubren el caso
en que las muestras scan independientes, )




_ PRUEBA DE MC NEMAR '

La73a

‘Como se dljo en la Introducc1ﬁn a’ este capitulo, no es necesarlo’ “
el tener dos poblac1ones para trabaJar con un esquema de muestras -

relacionadas. Como ejemplo se 11ustr6 una situacién en.la. que un

" grupo de 1nd1v1duos ‘eran usados como su propio control, para ave-

rlguar si una cierta dieta era o no efectiva. La Prueba de McNe-

mar que se va a describir a cont1nuac16n es partxcularmente apro-...

piada para este t1po de problemas, en los que cada individuo’'es_
usado como su propIo control; y en donde ademis cada observacién.

. puede ser clasificada en una de dos categorias ajenas, lo que per
“mite el poder usar informacifn 'referida en'escala nominal al me-

nos . : ‘ ‘ ‘ : ' .

*

Como ejemplo se tierme el siguiente*:

. Supb6ngase que un psicélogo infantil estd interesado en la inicia-
-cién de los nifios en los contactos sociales y ha observado que -

los nifios recién llegados a una guarderia suelen iniciar sus con-
tactos personales con adultos antes que con otros nifios,  El supo
ne que, con creciente familiaridad y experiencia, los nifios inicia
rdn cada vez mds contactos sociales con otros nifios y no con adul
tos. Para probar esta ﬁipdtesis, observa 25 nifios en su primer -
dia en la guarderfa, y clasifica su iniciaci6én en los contactos -
sociales de acuerdo con que haya sido con un adulto o con un nifio,
Después de que transcurre un mes, vuelve a observar a cada uno de
los 25 nifios haciendo la misma clasificacién. Asfi, sus datos estdn cla
sificados de acuerdo a la siguiente tabla’

* Tomando de: B,8iegal (1976) Pag.80 ' ’ : ' ',




» Ind1v1duos con los que
R se iniciaban el dfa 30 -
Lo P Adulto G Nifio " ©

. ¢ Individuos-con los ' - S S PARER o
. que se iniéiaban - Adulto [ Am b e
- .los-nifios emel . PR I . ' o
‘ prlmer dfa, Nifio SN PLRRIELTARS B Azz

ESdecir a,; nifios mantenian sus contactos personales con adu1tos,‘ B
s @2pnifios 1n1c13ban sus contactos personales con nifios" y después -‘

-de 30 dias los seguian ‘manteniendo de esa forma, “Sin embargo az
.nlﬁos iniciaban sus contactos con nifios y a los treinta dfascambia -
ban por adultos. Andlogamente ai . : ' ' o

* La hip6tesis a .probar es: Para cualquler nifio que cambié de 1nd1 L

viduo ‘en sus contactos personales 1a proba5111dad de haber cambia
do al adulto por un nifio es 1la misma que camb1ar al n1ﬁo por un -
adulto y es 1gual a 1/2. ‘

La hip8tesis implfcitamente desecha la informacién de los nifios -
que ‘no cambiaron de individuo,‘independientemente de con quien se
hayan iniciado los contactos petsonales y establece que la probabi
lidad de cambiar de categorfas es la misma para las dos y consi--
dera a estos eventos exahustivos, de forma tal que -la pro -
babilidad de cambiar de categorias es %

En general, debido a que los casos en que no se observé cambio algu-
no no entran en el anilisis de esta prueba, la informacién puede
‘ser clasificada en dos categorfas: La primera estarf formada por
los individuos que pertenecfan a una categorfa A y después del -
tratamiento cémbiaron a la categorfa B, Y la segunda estari for

mada por aquellos que pertenecian a la categorfa B y cambiaron a
la categoria A después del tratamiento. La hipétesis a probar -
seria, ‘

Ho: P(x;eAjy;eB)=P(x;eB; v e A)w;



i en donde x . representa al- 1nd1vaduo 1fés1mo
y 71 al mlsmo ~individuo después de haberle ]
‘miento, y ademas los pares son 1nternamente

© dice). ;v”> Lt
En v1sta del tipo de hlpdte51;\y de como- ha

Vformac16n, la estadistica que “se utiliza ‘es

fpo L(~li§ll— ) ‘en donde 0, son los valores

_perados % Si se denota por a a el 'nfimerq de
Ton ‘de la categoria ‘Aala categoria B; y po

‘ de 1a B a la A~ se tendrd que.

01Ra,02= b 'Y Ei,y ® .atb
’ : : S

antes del tratamlentq 
ido aplicado el trata-*v”
con51stentes (Ver apén .

sido clasificada la in

una estadistica del ti

observados y E; los es:

individuos que cambia- - .

r b los que cambiaron

“lo - que v AN : A 2
o lesiE)? (av g..z__)2 (b-g:;.bg
= EE = ith D
2 o2

a-b)P

- 2.(Qi'Ei)z = (F(ea-a-by+ ($(2b-
ot B a +p
. 2
=> 3 (0i-E)* = 4(a-by +(a-b)’
ik a+b) .
' 2
o T !0;"3;”2 = '(a vi
* i E. a+b

y de acuerdo a lo visto en el cap.II, (a-b)? ~Xirt

a+

Recordando lo visto en el capitulo II, refere

si 1a frecuencia esperada 5%9 es menor que 5,

ba X?, no es muy buena, por lo que es recome

#* Ver pruecba X? bondad de ajuste cap.II.

{

(1}

nte a 1a prueba X?, -
s¢ sabe que la prue
ndable el usar la -

*% %n virtud de que se esta usando una distribucidn 'continua para aproximar -
una discreta, es recomendable hacer una correcmén, quedando lp estadisti-
ca (Ja-b]-1)¥a+h, 1a cunl se sigue distribuyendo }(( )




.‘A

prueba b1nom1a1 en lugar ‘de 1a Xz, usando como estadist:xca de prue-
ba a b. | s ‘f, | : . L
" En caso en que 1a. prueba X2, Sea‘aplicable, la'hibﬁfesiévde':echg"”
.zard si el valor Z:b excede ‘el [qu)acuantll cuando la prueba
1:se hace a un nlvel de 51gn1f1canc1a o, A BN

o EJEME_’LOSZ'

iEJEMPL6 1. -Supéngase que un experimentador estd 1nteresado en de
! termlnar si su pelfcula acerca de la delincuencia juven11 cambia-
r4 las op1n1ones de los miembros de una comunidad partlcular acer-
. ca de la severidad con que debe :castigarse a los jévenes que de-
linquen. Ohtiene una muestra de 100 adultos de la comunidad'y -
) conduce un estudio de "antes y después" siendo cada sujeto su -

‘proplo control. Les plde que tomen posicién sobre si deberfan -
castigarse m4s o menos a los delincuentes juveniles en relacxén
a las précticas penales actuales. Después de esto proyecta la pe
1fcula a los 100 adultos y rep;te la pregunta obteniendo lasiguien
te informacién: _ '

Fuerza de castigo favorecida despubs de la pelfcula’

+ : -~
Fuerza de cas- + . 59 . 7
tigo favorecida - -
antes de 1la per
1icula. - ] ’ 26

Lo que se quiere averiguar es si la opinién sobre el c6mo casti-
gar a los delincuentes juveniles, se vié influenciada 'por 1la pe-
l1fcula. Es decir, las hip6tesis que se desean probar son:



‘ Ho‘ La op1n16n de las personas no. cambxa por la pe-v e

licula

Ha ‘La op1n16n se ve 1nf1uenc1ada s;gn1f1cativamen-f'Aj"

te, por la peltcula

‘L:;Debldo al disefio del experlmento, la prueba McNemar, seri utlllza

- da,. ten1éndose que a=7 y b=8, asi’ que a+b=]5 por 1o que 1a esta-"'

'4,dist1ca de prueba queda comO'“

't= !avb! ’ .  p s
T ath j§ S Tm 0‘9667
'Buscando en la tabla 2, el cuantil de una X? con un grado de 1i-
' bertad, se observa que el valor de T es menor que todos los cuanr
tiles. que aparecen, por lo que-la hlpéte51s Ho, no se rechaza, es
to es, no existen cambios significativos debido a la pelfcula.

EJEﬁpLo 2 Antes de que los debates éntre dos candidatos preéideg
ciales de cierto pais fueran teleVisados, una muestra aleatoria -
de 100 personas fué tomada y se les preguntﬁ cual era el candida-
to de su preferencxa Ochenta y ' cuatro personas favorecieron al

candidato A y las restantes al B. Después del debate, las cien -
personas expresaron su preferencia nuevamente. En esta ocasién, -
la cuarta parte de las personas que habfan mostrado preferencia -
por el candidato A, mostraron ahora, preferencia por el candidato
B, En forma similar, de la gente que favorecia al candidato B, -
una cuarta parte favoreci§ su opinién al candidato A, después del
_debate. La pregunta es: (Puede decirse que el debate influyd sig
nificativamente en la opinién de las personas?,

tES»dQClr, si Ho: La opinién.de'las personas no canbi por el de-
bate y

Ha: La opinién de las personas cambié por el debate,
la pregunta es: .Se rechaza la h1p6tesxs nula? (Usando a=0.0Q1),



, LR o Foy T R , , e
'ILa prueba Mc: Nemar, puede contestar a’ la pregunta. _~a“
<; ’La 1nformac10n que se drﬁ queda esquematxzada como s1gue~

Preferencxas de 1a Gente después del debate ST

¥,

I*’f: S ,‘ __Candidato A~ __Candidato B
L cnﬂi¢J R T T
Preferencias . to A"} 63 o T B 21
" .de la gente - i T T
antes del - Candidal "~ .~ , . PR 12
debate " to B..] ] : : AT

- Ast, la estadistica,de'prpeba T vale:

C(21-47 . 289 _ 44 oo
T2l = Se=11.56.
Usando la tabla 2, el cuantil de una X* con un grado de libertad
y a=0.01 es: 6,635, Como T> 6,635, la hip6tesis nula es rechaza-

da, teniéndose que en efecto, el debate 1nf1uy6 51gn1f1cat{vamen-
‘te en.la op1n16n de las ‘personas. ,

EJEMPLO 3 El tiempo de reaccifn antes del almuerzo fué comparado
con el tiempo de reaccidﬁ después del almuerzo. .  En un grupo de -
- 28 oficinistas veintid6s de ellos, tuvieron un tiempo de reacci6n
mis pequefio. antes del almuerzo, a cuatro de ellos les pas6é lo con
trario y Gnicamente dos de ellos nos presentaron cambios en su tiempo
de reaccién. (Puede decirse que el almuerzo.provoca cambios signi
ficativos en el tiemﬁo de reaccifn de los oficinistas?,

Anilogo al caso anterior, se usari la preﬁba de Mc,Nemar, pues se
tiene un esquema de dos muestras relacionadas, en donde cada per-
sona en su propio control. Como en esta prueba, los elementos que
no sufrieron cambios dehido al tratamiento no entran para el andli
sis, no es necesario clasificar a las dos personas que no presenta
ron camhios en su tiempo de reaccién, después del almuerzo. La -
forma en como estd definida la estadfstica de prueba permite defi-
nir en forma arbitraria a:




',fa“ ZZ (Nﬁmero de personas que tuvxeron un tlempo
L de reacc:tdn m&s pequeno antes del almuerzo)

 ﬁ;? o PR después del almuerzo], JREITIE -
. asi que T=12.416,

La hip6tesis que se desea probar,vcon~&=0ﬂ05, est

i

_Ho: E1l almuerzo no provoca cambios 31gn1f1cat1vos
en el tlempo de reaccifn de las persomas.

Usando la tabla 2 y comparando T con el cuantil (1-a) de una X2 -
con un grado de libertad (3.841), se tiene que la hipétesis Ho, -

es rechazada, diciéndose por tanto que el almuerzo causa cambios
51gn1£1cat1vos en el tlempo de reaccién de las personas.

f}b- 4 (Nﬁmero de personas que tuvieron un t1empo -
‘ . de reaccidn mayor antes del almuerzo, que e

=

o’
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©-_ PRUEBA DE‘SIGNDS{7fi

"Es frecuente que dados dos ohjetos, tratamlentos ‘0 s;tuacxones, a~‘"’
: pueda decidirse cuando una alternativa es mejor o preferlble a la:
otra, donde por efectos pr&ct1cos, no sea necesario establecer que
' tan mejor es. una que otra.  Asf puede dec1rse que un autombvil es
mejor que otro de acuerdo. a la gasolina que gaste, o bien de acuer
do a la»yeldcidad“qge desarrolle. Sin embargo; no siembre es inme
diato el pdder determinar cuando uno de los dos objetos & tratamien
tos, es mejor que el 6tro, sino que sée hace necesario el tomardos
muestras relacionadas, y a partir de ellar tomar una decisién. -
Por eJemplo, supdngase que un grupo de personas esti interesado -

en probar que dos vodkas A y B tienen la misma calidad, Para ésto, -

deciden seleccionar 25 personas aleatoriamente, a las que se les -
dard a probar cada uno de las dos marcas de vodka. Se mide la pre
ferencia con la siguiente escala: excelente, buena, regular, mala
y pésima, y de acuerdo a esto se tendrin 25 respuestas para el -
vodka A: X1,X2;...,Xss ¥y 25 para el B: Yi,...Y25, en donde(Xi,Yi)
denotari las preferencias del individuo i-ésimo, para cada uno de
los vodkas, Esta escala define un orden: excelente, mejor (mayor)-
que buena, buecna mejor que regular, etc, pudiéndose decir que un-
vodka es mejor que otro, si obtiene una calificacién mayor que la
del otro, De esta forma se ordenan los pares internamente:

i) X;<Y,, lo que significarf que para el individuo i-ésimo, el
vodka B es mejor que el vodka A,

ii) Xi=Yi, ésto querrf decir que los dos vodkas tienen la misma
calidad para el individuo i)

iii) X,<Y, que quiere decir que el vodka A, para el individuo i,
es mejor que el B.



- 81.

-'f‘_fEn v1rtud de que 5610 se ha toxuado ‘una muestra para. poder Just1f1-:‘
car su: supos1c16n, Y no a toda la’ poblac:dn, el grupo de personas
~propone que la h1p6tes1s a probar sea: P(X <Y, )_= P(X Y 1 v “te

niendo como alternatlva POX, <Y, )<P(X >Y, ) v '8 P(x <Y, )>P(X >Y]_V
v ¥a que supone que las parejas son mternamente cons1stentes* .o

Esta alternativa lo que’ seﬁala es que exlste una preferencxa por o
: algﬁn tlpo, de vodka, Si se proponen probar que P(X <Y, )<P(X >Y, ) )
' v .y contra P(X <Y > P(X >Y ) , entonces conclulrén cual vodka '
es mejor. Sln embargo, aquI se desarrollar& un procedlmlento pa-’
ra verificar 1la primera Iupdtems propuesta (no preferencia), y -',
el procedimiento para verificar 1la segunda ser§ anélogo, lo ﬁmco‘
que varfa es la regién crftica (Conover 1871).

N6tese que la escala de medicién.--en que la informacién debe ser -
dada, es tal que pérmita ordenar internamente las parejas, por lo .
que la escala de medici6n serd al menos ordinal, Por otro lado -
como lo que interesa es detectar alguna ﬁreferenéia en uno de 1los
tratamientos u objetos, las parejas (Xi'Yi) tales que Xi=Yi, no -
son relevantes para el estudio*, lo que significa que s6lo serén
de interé&s las pareJas (X S } tales que X <:Y o] X > Y Ahora,
si se denota con un signo mas (+) alas: parejas (X_l,Yl) tales que
X;<Y;, y con un signo menos (-], a aquellas tales que Xi>Y&, se
tendri que el nGmero de signos mis (+), marcari la preferencia -
del segundo tratamiento (cuyas respuestas estdn dadas por Yi“"%ﬁ
y anflogamente para el otro tratamiento. Como s8lo existen dos -
opciones: X; < Yi 6 X,> Y, bajo Ho la probabilidad de cada una -
de 8stas, es 1 ;si se toma a n como el total de signos mis (+) vy
signos menos 2(&) {(recuerde que se eliminan del andlisis los empa
tes es decir, lasg parejas, tales que XiHYi), se tiene que la pro
babilidad de obtener un signo mds (+) se distribuye como una bino
mial con barémetros nyl, por lo que la decisi6én de aceptar o -
no la hipdte51s Ho: P(X; 'Yi)ﬂ P(xi>>Yi),'se basard en esta dis. -
tribucién, Esta h1p6t051s se rechazard si el total de signos
*Ver apéndice, ,



7 °fmés (+) es menor [ 1gua1 at 6 s1 es~mayor o Igual a nut donde»t s
'f:es tal que PCT<11 -9** ~donde T es una varlable aleatoria bino- -;f{

mial con parimetros n y ify a es el nivel de 51gn1f1canc13 de la
V'prueba‘ En caso de que .nhinguna de estas dos tosas suceda), se acegrf
‘tard Ho. Si n >20se puede usar t=i§(n+wa[ Y1), en donde vqr Te w

presenta el a- ~8simo -uuantll de una varlable aleatorla con d15tr1fj
" ‘bucién norimal con media: cero y varianza uno, E

fEste mismo: preocedimlento puede ser utllizado para probar la hlpo-['
te51s

HotELX 1= B [Yylv,  contra Hy EIX1# E[Y,1¥%

o bien

, Ho: la mediana de X; es la misma que la de'Yi, Vir contra - .-
H;: las medianas son distintas, ¥

Esta prueba, llamada prueba de signos por razones obvias, es bas-
tante antigua (1710) y ha sido estudiada por Walsh (1951), Dixon-
(1953), Hodges y Lehmann (1956), Gibbons (1964) y Moses (1852).

EJE?&PLo"sf

EJEMPLO 1 En una inyestigacién que se bizo, para averiguar si el

agregar 10 mcg de vitamina B12 por libra- a.unma racién de ganado
en engorda,tenia algtGn efecto, se tomaron ocho parejas de puercos

donde a uno de ellos se les daba el alimento comin y a otrxo el ali
mento con yitamina B12, El promedio diario de aumento de peso -
(en libhras)estén resumidos como sigue;

**Recuérdeseqpe& puede ser aproximado o se pueden utilizar pruebas aleatoriza
das,



Con Vitamina B12~ 1.60 1,68 .1.52 1.64 1,75 1.56 1.78 1.60
'SinVitamina B2  1.56 J._5.2 ‘1,75 ~1.49 ,J._59 1.79 1.56 1.77"

.Para verxflcar que las dos poblac1ones son 1guales, puede ut111zar T
se la prueba de 51gnos, pues Jas supositiones para que sea véllda,w
son. cumplidas.

La hipGtesis a probarse esi*Ho: La Vitamina B)2 no tiene efecto en
la engorda. : ‘ '

.
5

5i se asocian a las ocho parejas se tienei’

12 3 4 5 6 7 8.

™ Ly + - ‘- + — R oy e

Por lo que la estadistica de prueba, que es el total de signos +,-
es igual a 3, '

La regifn critica para este ejemblo es encontrada, usando-la tabla
3, con n=8 y p= % . Suppniendo &=0.10, se tiene que t=1, por lo -
que n-~t=7, Como 1<3<7, la hipftesis Ho no se rechaza, es decir,
puede decirse que 1la v1tam1na B12 no tlene efectos s1gn1f1cat1vos
en_la engorda.

EJEﬁPLO 2 A 22 consumidores de una-tienda de abarrotes, les pedie
ron probar dos tipos de quesos distintos y decir cull era el de su
éreferencia, Siete consumidores prefirieron .un tipo, 12 prefirie-
ron el otro tipo y 3 no tuvieron preferencia por ninguno, (Estos

resultados indican una diferencia significativa en la-preferencia?

Aunque este problema no se tienen los valores de las X;'s y de las

Y;'s, las preferencias por uno u otyxo tipo de queso, pueden ser -

consideradas comop signos, es decir; el total de signos de un tipo



 :'Se puede tomar entonces que el total de signos + es 7 (seria anélo

TR

H

_'és 7;°eijde1 otro tiﬁo Jz-y\s'éarejas-fﬁerqn‘tales'qué'x -th

"~ go si se toma como 12), y que la hlpéte51s que se quiere probar es,
-que. no existe d1ferenc1a s1gn1f1cat1va en la preferencza '

Con la tabla 3 y haciendo a=0.05 se tiene que t=5§ y nrt=14 por 1o
que 1la h1p6tes1s no es rechazada, queriendo dec1r esto que no exls
te diferencia sxgnlflcatlva en la preferenc1a ‘

' EJEMPLO 3 En. el eJemplo 3 de la prueba de Wilcoxon, se menciona: -
7 un estudio que se hizo, para determinar si los valores bloldglcos'
de proteinas de cacahuates crudas (P) y cacahuates tostados (R} -

- ‘eran significativamente diferentes. '

Paravesto sg tienen las siguientes diez ﬁarejas (P,R)}
(61,55) (60,5411-' (56,47) - (63,59) . (56,51)

(63,61) (59,57) (_56;54) (44,63) ., . (61,58)
Las hipb6tesis a probar son:

Ho: No existen diferencias significativas en los valores -
biol6gicos.

Ha; Si existen tales diferencias,

Usando la prueba de signos, se tiene que T=1, pues nueve de las -
diez parejas son tales que Xi:)Yﬁ’ y s6lo una de ellas cumple con
Xi<$Yi, por lo que sc¢ tiene finicamente un signo +,

Buscando en la tabla binomial (tabla 3), se tiene para n=10 que:
t=1 si g= 0.0214 y que t=2 si q= 0.1094

En el érimer caso, no puede tomarse una decisién, pues se¢ estd en



fla frontexa de ia. reglén, ten;éndcsq que. cualquxera de las dos'4

o h1p6te51s son rechazadas. Se podrfa tomar mis informacidn Y repe :

1: tir la prueba para solucionar el problema. Para el segundo caso,
se tiene que la hipStesis Ho es rechazada (Al igual que en el ca-
so.de la Wilcoxon), Parecé ser, que la prueba no resulté muy bue
na, quizd debido 'a que se p1erde 1nformac16n al consideray 56101-
el signo.,'k-A‘ TR : '



" .PRUEBA DE WILCOXON, =~ =
Enla prueha de 51gnosvde$avr011ada anter1ormente, la ﬁnica Infbmmac16n que se
utilizaes la direcci6n de las diferencias de las parejas &, ,Y\), asf si: x, >Yi :
ala pareja le corresponde un signos (s) 7 sivX, <Y\ ) 1m signo m&sGL Sin embar
go si se considera adends de la direcéidn, a 1a magnitud relativa de

;las diferencias, se puede cpnstruir una prueba mﬁs.coméletav, en-

el sentido en que toma en cuenta més:informacién‘ - Por ejemplo:-‘c

Sup6ngase que un bsicélogo infantil desea comérobar'si la asisten

" cia al jardin de nlﬁos tiene algfin efecto o capac1dad de percep-
cién social de los nifios. Califica la percepc16n mediante una .-
evaluaci6n de 1las respuestas de los nifios a un grupo de cuadros
“que representan una diversidad de situaciones sociales; haciéndo-.
les una serie estindar de ﬁreguntas acerca de cada cuadro. Com -
este procedlmlento é1 puede obtener mediciones entre el 0 y el 100,
inclusive, para cada nifio,

Aunque el 1nvest1gador estd.seguro de que un valor alto representa
una capacidad ‘de percepc16n social mayor, no 'lo esté con’ respecto
a que estas mediciones ssean suficientemente exactas como para ser
tratadas numéricamente, esto es, no estd seguro de que un nifio ca-
lificado con 60, sea doblemente perceptivo que otro que obtuvo 30,
sinﬁémbargo estd seguro de que la diferencia entre la calificacién
de 60 y otrade 40 es mayor que la diferencia entre una de 40 y otra
de 30. Es decir, no puede asegurar la exactitud numérica de las -
diferencias, pero sostiene que son suficientemente significativas
para poderse clasificar por ofdcn_de tamafio absoluto,

Para probar el efecto de la asistencia al jardin de nifios con el
procedimiento de medicién antes mencionado, sobre la percepcidn
social de los nifios, el investigador consigue 8 pares de gemelos
idénticos como sujetos. Al azar asigna un gemelo de cada par al-

* Tdmado del Siegel (1976),



'Jardin de nlﬁos por un’ txempo mlentras que el otro permanece o »
fuera de la. escuela. Al final del plazo,'se da a‘los 16 nifios la -
-prueba de percepc16n social, e

B1 prpcedzmzento para probar estas hipStesis es como sigue: Si -
X; representa la calificacién obtenida en la prueba de percepcién
social del gemelo que permaneciﬁ en casa » Y, la del gemelo que -
' ‘asistid al jardin de nifios, sea D =Y rX w4 lo cual dard 1a di-
"Vrecc16n de las diferencias. these que 1as D . son variables aieg
torias continuas e 1ndepend1entes Ahora, blen, como interesa la
-magnitud relativa de las diferencias, se‘podrian ordenar a las -
D.'s de acuerdo al valor_queftoman; bero como sf6lo interesa la‘magk
nitud y no el sigho, se wva a ordenar la muestra [Dyf,{Dz],...,|Ds] y-
nb la muestra Dj,...Ds. Considérese entonces la muestra ordenada
[D(i)l <‘|D(J)| si i< j, El1 subindice encerrado en el paréntesis
se le conoce como el rango asociado a la observacién D( ) es de-
cir el rango 1 se le asocia al par cuya D; sea la minima diferen-
cia apsoluta, el rango 2 se asocia al par cuya D; sea la segunda
diferencia minima y asi sucesivamente, hasta asociar el rango 8 a
la pareja cuyo D sea la mayor en valor absoluto. Debido a que -
lo que se ‘est4 tratando de averiguar son las diferencias que exis
ten entre las parejas, se suprimirdn del anidlisis aquellas pare-
jas cuyas diferencias sean cero, asignando rangos Gnicamente a -
las parejas para las cuales ID1|>'O‘ Por otro lado, si existen -
dos o mis parejas cuyas D's en valor absoluto son iguales, no exis
te razbén alguna para asignarle un rango menor a una de ellas y una
mayor a la otra, por tanto en €ste y solamente en:éste caso, se -
les asigna a estas parejas el promedio aritmético de los rangos -
que se les hubiera asignado si no hubiesen sido iguales (Esto es,
si los rangos 2,3 y 4 pertenccen a tres pares tales que IDi] es‘—
la misma para las tres,entonces el rango 1 (2+3+4)=3 serd asigna-
do a las tres parejas; este rango no necézariamente es entero).




En resumen, si se tienen las parejas (XJyYJI;x(xﬁ,Yzljiﬁi;(&“Yg)yif
- suponiendo que de ellas, s6lo r<n son tales que D.7Y;-X; es dis-

tinto de cero. ' Entonces aséciese el rango'l a la pareJa cuya ID [
es la mds chica, el rango 2 a la pare;a cuya ]D | es la menor de =
las restantes, y asf hasta llegar a asocfar el rango r a la pareJa e
‘que tenga la m&xxma ID | ‘ : ‘

Ahora, si el tratamxento apllcado a las X.'s tiene los mismos efec
tos que el aplicado a las Y; s es de esperarse que la suma de los-

rangos-de las parejas cuya D es mayor que cero, debe ser aprox1ma

damente la misma que la suma de los rangos de las pare]as cuya D -

es negativa. Ademids debe tenerse que P(D =c)=P(D =-c) para ceR ,

es decir, que no existe ninguna preferencxa sobre las poblac1ones,

"1o cual sxgn1f1ca que la distribuci6n de las D.'s debe ser simétri

ca.  Esto puede expllcarse de esta forma: las D 's pueden definir-

se como Y,~X. o como X Y 0 ¥ 12 probabllidad de que, ID | tome un-

valor es la misma en los dos casos, lo que justifica que los rangos
asociados a las D 's sea en cuanto a magnitud sin jmportar el sig-
no. Por otro lado si P(D =c)#=P(D mec), podria crearse un sesgo a

la hora de tomar una dec1516n pues se estarfa dando mis xmportan-

cia a un tipo-‘de diferencias que a la otra..

Si se define a R* como 1a suma de los rangos asociadas a las pare-
jas cuya diferencia sea positiva y a-R” en forma aﬁéloga; bajo 1la
hip6tesis de que no existe diferencja entre los tratamientos, es -
de esperarse que R+-R', entonces lo mis comn es tomar R+,R' o el
minimo de ellas, como estadistica de prueba, '

Conover (1971) usa como estadistica de prueba a RY {que es andloga
a tomar R™ debido a 1la 51metrta de 1las R 's), mientras que Siegel-
(1976}, usa al minimo de R Y R”

En el caso de que se use R* , la hlpétesis se rechazarfa si el va-

lor de R es muy grande (lo que significarfa que R™ es muy chico y
. o . . + .
por tanto difieren mucho) o bien si el valor de R es muy chico -~



G nd

':1(10 que 1mp11ca que R es muy grande Y de nuevo d;f;eren)‘ 'Si la-

";prueba se’ realxza a un n1ve1 de s;gn1f1canc1a o, entonces la zona
‘,de rechazo serfa: R >w1 a[zo R‘<<w a/2 , donde w; €es el i-ésimo - -

cuantil.de 1a distribucién de R' , para lo cual existen valores ta

" bulados (Conover 1971). En caso en que R e [w o2 ,w1 a/zlla h1po-
te51s se aceptaria\"

Si 1a estadfstica de prueba es el min (R R"), entonces la h1pote"'
sis se'rechazarfa si el min (R ,R ) es muy chico (lo que querria-
decir que el otro valor es muy grande Yy por tanto RY y R™ difieren
. mucho). ‘Este valor se compara con el a-~cuantil (si la prueba se -
_“hace a un nivel a) de 1la distribucién del minimo 'de (R+,R')(Siqw1
~1976) y si este cuantil es mayor o‘igual que el valor del min -
(R+,R_)entonces se rechazaria la hip6tesis de que los efectos de
los tratamientos son.iguales. k

. La hipdtesis de que los tratamientos son iguales pueden plantearse
también como d-m =0, donde d.x, es la mediana de 1la D, 's, ya que -
si d., . esto quiere decir que P(X :*Y )= P(Y > X.) ¥ En visté -
de la simetrfa, también puede probarse la hlpéte51s E[ X]= E{Y], -
usdndose el mismo procedimiento que el mencionado anteriormente, -
pues si la distribucibn es simétrica entonces. la media y la media-
na coinciden. Este proced1m1ento se conoce como la prueba de ran-
gos de Wilcoxon, quien la propuse en 1945 y hallé la distribucidn:
de R* » @ partir de la cual es senc1110 calcular la del minimo; va-
lores tabulados para R* fueron dados por Owen (1962) cuando el nG-
mero de parejas con diferencias distintas de cero es menor o igual
que 20. Cuando este nlmerc es menor o igual que 100, existen ta-
blas dadas poer Mc,Cornack (1965},

La prueba de Wilcoxon, también es Gtil en el caso en que sc tenga
una muestra X,,...,Xn Y se quiere probar si la mediana de la po -
blacién es igual a un cierto valor m. Para esto, sc forman las -

parejas (X;,m),...,(xn,m) las que son tratadas de igual forma que




- 991ri“v' M

w7como se menc1on6 antes Y se usa el procedlmxento sin camblo algu*»**
“no. Es decir se def1nen las varxables D ts como‘ D. -mnx V; se v
. quitan las parejas cuya D, es cero, se asrgnan rangos y la regién
. de rechazo es la misma que para el caso de dos muestras relaciona

0

‘ das. , _ SN
Otros trabéjos importantes basados en la prueba de Wilcoxon son:
_Bennett (1965) quien la extendid en el caso multlvarlado Hollander
(1970), la adoptd para probar para1e11smo entre dos rectas de re-
‘gresién. : :

EJEMPLOS

EJEMPLO 1 Muestras se sangre fueron tomadas de ocho pacientes, -«
En cada muestra el contenido de Serum Albumen de la sangre fué de-
terminado por dos m&todos de labaratorjo; A y B, El objetivo era
descubrxr, si existfa una d1ferenc1a consistente, en la cantidad -

de Serum Albumen encontrada por los dos métodosa Las ocho dlferen L

cias entre las medidas fueron 0.6, 0.7 .8, 0,9, 0,3, 0,5,-0.5, =
_],St (Las unidades fuerom gr. por 10 ml).

Del enunciado del problema se puede establecer las hi?dtesis que -
se desean verificar:

Ho:. No existe una diferencia consistente signjficativa en la
cantidad de Serum Albumen calculada por los.dos métodos

4 Hay Si existe una diferencia consistente,

Puesto que se tiene una escala por intervalos, se usard la prueba
de Wilcoxon, para lo cual se asignar&n rangos a las diferencias -
absolutas (sin consjiderar signg) ’

Diferencia 0,6 0,7 0.8 .9

(=)}
~
—t
[\
K
192}
0~
(%]
oo

Rango . 4 5



HvComo la estadist1ca de prueha es la suma de: 105 rangos asoc1ados a
las d1ferenc1as p051t1vas, se. t1ene -que; '

BT

T= 33.5

Buscando en la tablaf7; a un nivel q=0.05, se tiene: Nh/2¥4 Y W{—abeZ,
- por lo que Ho es rechazada, teniéndose que existe una diferencia con
sistente 31gn1f1cat1va en la cantidad de Serum Albumen calculada por

ambos métodos. '

EJEMPLO 2 Dos investigadores desean encontrar si dos preparaciones
de virus producirén diferentes efectos en plantas de tabaco. El1 mé
todo a emplear esel de frotar 1a mitad de una hoja de tabaco con una-
estopa mojada con una preparac16n de extracto de virus y después -
frotar la otra mitad de la hoja en forma similar, pero con una pre-’
paracién del segundo extracto de virus.

La medici6n de potencia es el nimero de lesiones locales que apare-
cen en cada mitad de la hoja. Estas lesiones se aprecian como unos
pequefios anillos oscuros y que ficilmente se pueden contar,

Se realiz6 un experimento con 8 hojas (que se consideran como 8 pa-
rejas de medias hojas) y los resultados que se observaron fueron:

Nomero de Lesiones en
~mitades de hojas de tabaco

Pareja ' Preparacién 1 Preparacién 2
1 = 31 ' 18
2 ' 20 17
3 18 14
4 17 . 11
B 9 10
6 8 7
7 10 5
8 7 6



‘Para probar 51 ex;sten d;ferenclas $1gn1f1cat1vas entre las dos po
‘blaciones, se usari la prueba de Wilcoxon (pues se. cumplen los re-
querimientos para utilizarla), tenléndose como h1p6te51s nula.

PP

‘

Ho, No hay d1ferenc1as sxgmflcativas entre las
" dos poblac1ones, '

y como alternativas ' Ha: Si hay- diferencias ‘significativas.
- E1 procedimiento requiere que se calculen 1las diferencias entre -
X. (preparacxén uno} y Y (preparamdn 2). Estas son:

_ Pareja 1 - 2 3 4 5 6 7 8

Diferencia‘ 130 w3 4 6 1 -1 «5 . -] r);los Tangos
correspondlentes son 8 4 5 7z 2 6 2, por lo =

que la estadi‘.snca de prueba es; T==2 SL q=(1 03 entonces Wo.m=J ye
Wouges= 35, teniéndose que Ho no es rechazada (ndtese que si se inter-.
cambian las X's y las Y!s, la decisifn es la misma), concluyéndose
que no existhe_n diferencias significativas. (Si se toma a=a‘us, e
puede concluirse que Ho es falsa, Lo que muestra la importancia r
de escoger g). : ‘

EJEMPLQ 3 Mitchel, Burroughs y Beadles (19361_', calcularon los va-
lores biolfgicos de ;‘)rotefl‘nas de cacahuates crudos (P) y cacahua =
tes tostados (R), mediante un experimento con 10 parejas de ratas,
Las parejas de datos (P,R) obtenidas son;

(61,55) (60,54) (56,47) (63,59) (56,51) (63,61)
(59,57) (56,54) (44,63) (61,58). :

Usando el procedimiento de prueba de wilcoxon,' ﬁue<1e probarse;

Ho: No existen diferencias entre los valores biolbgicos de



.?7fjfcacahuates crudos Y tostados tenléndose como arternatxva, 1a natuiV

: _*al, es declr, que si ex;sten d1chas d1ferenc1as,.

-

s

Si X mide los valores bloldglcos de protelnas de cacahuates cru - :

‘1dos y T la de los tostados, se t1enen 1as d1ferenc1as y rangos si

guientes:

Pareja’ 1 2 3 - 4 s
Diferéncia «6 <6 . <@ . -4 5
Rango 75 75 & 5 6

Entonces T=JO,2y‘si‘&=0taJ se tiene que Woiaos =4 y Wo,0es =51,
chazédndose la hip6tesis de que no existen diferencias.

EJEMPLO 4 Un comerciante desea saber si el nGmero medio de arti
culos comprades en cada yenta puede ser considerado como 10,

10

Pa

ra esto, observa 12 compradores en las cajas registradores y cuen

ta el ndmero de articulos que cada uno lleva,

siguientes;

Comprador No.de Articulos

1. 22

2 9

3 4

4 5

5 1

‘ & », 16
7 15

8 26

o 9 47
10 8

11 31

12 7

Los datos son los-




Como se desea 11ustrar la prueba W11coxon para verlflcar si: 1a me i. :
. diana de la poblac16n toma cierto valor, se. forman las’ sxgulenteS';j"
,;parejas,, . : e ‘ : o

(22,10, (8, 101, (8,101, (s ), (J 101 (16,10), f15 101, (26 10) (47 ‘03’
1(18 10),, (31,10, (7,10,

'Calculando las d1ferencias Dy =10 X Y- 351gnando rangos se t1ene

1 2 3 4 5 6 7 8 4 10 11 12
D «12 -1 6 5 G 6 -5 16«37 . 2 21 3
R, 9 1 6,54,5 8 6,54,510 12 2 11 3
Resultando entonces que TézS

‘Las hip6tesis son Ho:m=10 y Haxn#10 donde m-es. 1a medxana de 1a
y poblac16n s : ‘ ; e

Usando ‘la 'tabla 7 se tiene que si a=0, 05 los cuantiles correspon-
"dlentes son: W,, =14y Wi-g=64. Como T cae enmehio de esos dos va
lores, puede decirse que la mediana de la poblac16n es 10, a un ni
vel de significancia del 0,05.



~ PRUEBA X?:DOS MUESTRAS INDEPENDIENTES =~

. Cuando se tlenen dos poblaciones en donde los 1nd1v1udos pueden ser. i
) c1851f1cados en una y $6lo una de k categorias (donde k es un en-

tero pos1t1vo arb1trar10] pueden hacerse dos preguntas que son dev T

1nterés..

: La primera de ellas es: ¢(La probabilidad de que un elemento de 1a
- primera poblacién bertenezca a una categoria es la misma que la -
ﬁrobabilidad de que un elemento de la segunda poblacién pertenez-
~ca a la misma categoria, y esto sucede para todas las categorfas?.
Dicho en otras palabras, si P;; es la probabilidad de que un ele-
" mento de la primera poblacién pertenezca a la categoria i, y Paj-
1o anflogo para la segurnda?poblaci'én,la pregunta serfa iPy1;=P23 ieJy

La segunda preguhta que se hace es sobre las clasificaciones: Son
las clasificaciones indebéndientes?. Suponga que se tienen dos -

tratamientos quimicos, el A y el'B, } estos se'aplican a 200 semi-
llas cada uno, entonces las semillas pueden clasificarse en: germi
naron y no germin@ron, que esquemﬁgiqamente quedarfa:

Germinaron No Germinaron

Semillas tratadas con A

Semillas tratadas con B

" S8i se llega a concluir que las clasificaciones son independientes
(én este caso las clasificaciones fueron germinaron y no germina-
ron) querria decir que el tratamiento A y el B no influyen-en la-
germinaci6n de las semillas y que por tanto-las 400 semillas per-
tenecen a una misma poblacién. .

\



"Estas preguntas pueden ser generahzadas para. el caso en que, se - 5
,’:tengan mis de dos poblacmnes, digamos (x> 2), ademds las técni-
' cas estadfsticas para resolverlas son las mismas para ambas casos,"
“por-lo que se trataridn postenormente en la parte de T poblacio -
nes mdepend1entes, (r>2) y en ese “tratamiento se dardn eJemplos

" ‘del caso de dos poblaciones, e ’ ‘




* PRUEBA DE LA MEDIANA

La prueba de la medlana, como Su nombre lo indica es un procedl ;f; o

miento que sirve para probar si dos poblac1ones 1ndepend1entes -

“tienen el mismo par&metro de localizacidn: la mediana, - Esta prue' -

" ba es un caso particular de la prueba X?, que ademds puede ser ge _i
meralizada al caso de k poblaciones 1ndepend1entes,‘como se verﬁ-,‘
més ‘adelante., . Debido a su utilidad en el caso de dos poblaciones’
independientes, se tratard. de forma general en esta parte, y se -
supondrd que los resultados que se obtengan para la pruebakxz con
k poblaciones independientes son vdlidos en este momento aunque -
atin no se hayan sido explicados. A continuacifn se veri un ejem-
plo para introducir 1la ﬁrueba*e ;

SupSngase que dos‘méfodos diferentes de germinacién de maiz fue-
ron asignados-aleatoriamente a diferentes parcelas, y que se quie
re determinar si existe una diferencia entre la produccién demaiz
de cada parcela debido al método usado, Ademds se ‘tiene la expe-
riencia de que una diferencia en las medianas poblaciones puede -
ser interpretada como una diferencia en el método usado, por lo -
que se quiere probar si la mediana de la produccién es la misma -
para los dos métodos.

Si se identifika con X, a la poblaciﬁn,de la i-ésima parcela tra-
tada con un método y y, a la j-&sima parcela tratada con el otro
método de germinacidn (N6tese que no necesariamente el nfmero de
parcelas que son tratadas con un método, es el mismo que el nlme-
ro de parcclas tratadas con el otro) y se suponc que la hipbtesis
de igualdad de medianas c¢s vdlida, deberd tenerse que el nfmero -
de X.'s que sean mayores que la mediana de la muestra combinada -
sea el mismo que el nlmero de Xi's menores a la mediana de 1la -
muestra combinada y lo mismo deberd suceder para_las y,'s (Deacuer

* Adaptado de Conover,



*?,do a. esto la escala en la que se mxda 1la 1nformacx6n debers ser -
al menos, ord1na11:”

fEsto es, si las dos poblacionen tienen la mis i

- ma mediana, entonces 1a medlana que se calcula a partir de 1a mues -
tra conjunta de, Xis y y s.deberd ser 1a mediana de las X's y de -

“las y's separadamente, 10 que significa que habri tantas X's @y's)~
mayores que ese valor, ‘como, X’s (by s] menores que ese valor.

8i los. datos se acomodan Como . se Jmuestra en ‘el cuadro, deberi te- O

nerse, ‘si la h1p6te51s es\c1erta, que XP= X! y Y°= Y! eritonces se
~usa como estadfstica de prueba a la siguiente, la cual se deducc

~en el caso de la prueba X2, por lo que no se yeri aquf,
e S v ‘ .

X's ' Y's -

' Niimero de valores mayoreg'wy
- que la mediana de 1a muestra .
L conJunta ;
E b. “f‘ " . \.Xo 1. YOA‘
. NGmero de valores menores
que la mediana de la muestra =« } . ' .
conjunta, X Y!
T= N(/XAy ~ y°x!' /—-M)2 * Esta estadfstica se distribuye segtn

Py ") (X ) (XX (4D
una X? con um grado de libertad, Si la prueba 'se hace a un nivel
a de significancia, la h%pdtesis se rechaza si el valor T es ma -
yor que el (1rg) cuantil de una distribucién x%x)’ en otro caso -
la, hip6tesis no se rechaza.

EJEMPLOS

EJEMPLO 1 En un examen de la resistencia que al aplastamiento -
ofrecen los granos de una mazorca, se eligieron al azar dos lotes
de 10 granos cada uno, con los siguientes resultados:

© ®N es el tamafio de la muestra conjunta,



Re51stenc1a al Aplastamlento

(En puntos) i

Lote I . LoteII :

g s S8 BT B .
1“2 ‘18 - 20
16 22 16 24
R I/ 27 a8 o 28
18 020 31

i

tPuede decirse que la resistencia media al aplastamxento en la -
misma para ambos lotes?. Aln mis: (La med;ana es la misma para at
“ambas poblac1ones’ (Usando q=0 05). Esto es; Ho: Las dos pobla -
ciones tienen la misma mediana y Ha: Las dos poblac1ones tienen -.
- diferentes medianas.

~ Debido a como la informacidn estd dada, y a la hip6tesis qué se -
desea verificar, la érueba de 1a mediana serd utilizada. Para &s.
_ to las muestras serdn ordenadas en forma conjunta sin perder iden
tificacidn: ’ '

BUIL 8() 14011 15(2) 16Q1) 16() 170 18(1) 18(1) 18(2)
20(01) 20(2) 20Q2) 20(2) 22(1) 24(2) 27(0) 28(2)' 30(1) 31(2)

La mediana de la muestra conjunta es: 19, Entonces:

Poblacién 1 Poblacifén 2

QOuseryaciones me-
norea Q iguales a
lga mediang conjun
ta.

Obgervaciones ma- 4 ] 6 1 10
‘yores & la medip- e
na conjunta.

6 . 4 10

Totales 10 4 10 20



" y N= 20, x°= 6, =4, x'=4 y 1'=6 '§ej- tiene- que:-
20(136-16|-10F RS e
(10)(10 T iR e

. '

. T'-
=> T= u’..zo

:Como a=0.05, el cuantll correspond1ente de una )((n i3, 841, por .
1o que la hlpdte51s nula Ho no se rechaza, esto es, las dos poblar

* ciones tienen la misma mediana,

EJEMPLO 2 Se tomaron dos muestras de familias, una de familias ru
rales'y otra de familias urbanas, con. el objeto de estudiar las di
ferencias en.compras de café de los dos grupos. Esta diferencia,-
‘se sabe, puede ser detectada por una diferencia en las medjanas. -
A continuaci6n se enlistan los datos obtenidos, en kilogramos, -
comprados anualmente por familia. v

Rural Urbana
5.49  3.08 4.13 3,76 4,22 4.17
5,03 §,17 6,03 5,03 4,35 2,09
4.45 5,13 4,26 4,45 3,58 3.86
4,62 ~ 4,13  4.40 2,81

Lo que se quiere probar es Ho: Las medianas de ambas poblaciones-
son iguales,

Al igual que el problema anterior, se ordenard la muestra conjunta
para calcular la mediana y poder generar uny tabla de contingencia



2.09(2) 2.81(2) 30831 3.51(2) 3.76¢2), 3.86(2) 4.13(1) 4.13(2) 4.17(2).4,22(2) 4.26(1
4.40(2) 4.45(1) 4,45(2] 4.62(1) 4.85(2) 5.03(1) 5.03(2) 5.13(1) 5.17(1)5,49(1) 6.03(1

A?:i' I © Familias Familias -
: Rurales. = - Urbanas.
Observaciones menores ] :
o igunles s la mediam R R T -8 N B Co
na conjunta. : : ‘ pues_la mediana ..
. L \ es 4,33
Observaciones mayores 7 4 11 R
a la mediand conjunta. ' : '
10 12 22
» e 22(112-561-11)% .
Por 10 que T CIDIEAIGIIEH) ==> T=1,65
8i aaﬂ_,.OIV, entonces Ho no es re’c:hazada,k ,. T e - S :

A




. PRUEBA WALD-WOLFOWITZ,

Una prueba que es muy ﬂt11 para el caso en que se tengan dos- pobla

.

c1ones 1ndependientes, es la prueba de - corrldas de Wald Wolfow1tz.
La utilidad de esta prueba radica en que puede usarse para probar
si las dos poblac1ones difteren de alguna manera, ya sea-en alguna

‘medida (tendencia central, dlspersién etc) o en cualqu1er otra co-.

sa (dlstr1buc16n de probabilidades]. De esta forma puede usarse -
para probar una gran variedad de h;p&tesis alternativas (Aqui sélo
se veri un caso pero puederversé Conoverv(]971) para ampliar),mien

~tras que otras pruebas s8lo sirven para probar si existem ciertas:

diferencias entre las poblaciones (p.e: La prueba  de la mediana, -
prueba igualdad de medianas). Ademds el método es répldo y f5c11

“de ut111zarse, como se veri a continuacién, . _ ,

Supéngase que se desea probar un nuevo método de ensefianza prima-
ria de upa escuela, Para esto se seleccionan n; alumnos de 6% gra
do ¥ se les ensefia usando este método,al final de un perfodo d¢ 6

. meses se decide hacer una exdmen para ver si este nuevo método da-

resultados diferentes en los ‘alumnos, que el método tradicional. -
Para poder llevar a cabo cierta comparacifén con los alumnos que si
guieron'el método tradicional, se toma una muestra de tamafio n: de
alumnos de 6% grado que no llevaron el nuevo método (NGtese que -
las muestras son 1ndepend1entes entre st},

Ya que se tienen 10s ni+n; alumnos, se les aplfica un examen de co-
neocimientos para boder evaluar el aprendizaje obtenido con los dos
métodos de ensefianza. Por lo pronto la dlrectlva de la escuela ~:
quiere saber si el aprovechamlento de los alumnos difieren de méto
do a método y ya después averiguar si uno es mejor que otro (é€sto-
se puede hacer en una sola ctapa, plénteando una alternativa de -
una cola, sin embargo el ejemplo pretende ilustrar el método y es
por eso que se supone una alternativa de dos colas),



:‘La forma de med;r el apxovechamlento sera 1a trad;c;onal ‘ es_vde—f;
‘cir, una escala de calificaciones entre ay 1a, ;- SR
Si el nuevo método no introduce algﬂn efecto nuevo, es de esperar'
.se entonces que el aprovechamiento de los alumnos sea el mismo, -
tanto para aquellos que sjguieron el nuevo método, como para los =
que siguieron. el método trad101ona1‘

'Si -esto es c1ertol 1a probab111dad de que un alumno obtenga cieta
calificacién sera la misma, si aprend16 con el nuevo método o con
el tradicional, por 1o que la h1p6t951saprobar serfa Ho:F (t)=F {tivt
contra la alternativa Ha x(t]frF,(kl para algung t, donde Px( B
es la distribucidn de probabilidades de obtener una cierta califi
cacifn si el alumno estudif con el método tradicional } F_(.) se-
T4 la anﬁloga, si es que el alumno estud16 con el nuevo método.

La forma de ver1f1car esta hlpdte51s, es la sigu1ente*

S1 se ordena-1la nmuestra conjunta de los nx*ng alumnos. de menor -

a mayor, pero manteniendo identificades lo« elamentos de una y -

atF¥a muestra, se puede saber cuantas corridas de elementos de -
una y.otra muestra se generan, St 1a Rip6tesis “"Ho fuese cier

ta, es de esperérse que el ‘nimero total de corridas no fuese muy-

chico, pues si este es el caso, significarfa que una de las dos -

poblacigones tuvo mejor aprovechamiento‘

De acuerdo a esto: la hip6tesis Ho se rechazaria si T, el nlmero
total de coxrridas, es menor que el a-cuantil de la distribucién -
de T (encontrada anteriormente) si es que el nivel de significan-
cia usado es &ﬁ

Pero puede suceder que existan "éméatés” }ntre algunos valores de

X; v Y, (las calificaciones obtenidas. para los alumnos de una y -
otra muestra), es decir que X, wyd para ‘algunos iy}, lo cual pro-
ducirfa ambiglledades respecto a que elemento se pone primero en -



la muestré ordenada‘conjunfa; 81 esto pasa, se recomlenda que se.

“hagan todos- 1os arreglos p051bles (ponlendo primero X. Yy luego yJ
Yy en otro arreglo poner prlmero YJ y después X ) 1o cual generaria
dlferentes T's, digamos T;,Tz,.,.,T ( si es que ex1sten varios ot
empates), entonces la estadistlca de prueba T se calcularfa como —‘[f
el promedio arltmétlco de los valores TJ,;.,T que se encuentren -

_.en cada arreglo. . : '

" Otro método que se sugiere para estos casos es checar primero si -
todos los valores T;,“,Tr son significativos (es decir, llevan al .
rechazo de la hip&te51sI,vasi los empates no causan ya problemas y .

 1a decisién es rechazar 1la hlpdte51s de igualdad de poblac1ones. -
Pero si algunas T's son significativas y otras no, la decisi6n es-
mis diffcil, Lo que ﬁuede hacerse es calcular la probabilidad de ‘
que T-tome cada uno de esos valores y el promedio de ellas servird
para decidir si se acepta la h1pdte51s Ho, Si dicha probabilidad
es 1gua1 0 menor que q, se rechazara Ho, en caso contrario se acep’
tard. :

Si el nGimero de '"empates' es muy grande, entonces la prueba de
Wald-Wolfowitz es inoperante, y tendrd que usarse otro método para
‘verificar la hipOtesis,

N6tese que .si existen ompates entre elementos de la misma muestra,
el nGmero de corridas T no se altera pues definen uno y s6lo un -
arreglo, por lo que el broblema s610 se did en el caso en que exis
‘tan empates entre elementos de las dos muestras,

EJEMPLOS | N

EJEMPLO 1 Lotes de 10 ahejas fueren alimentades con dos tipos -
distintos de concentraciones de almibar, al 20% y al 60% en una >



,;granja, a med1a m111a de la colmena. 5

‘;Al llegar a la columna. se les qultaron los sacos de m1e1 a las —;:f}f
‘abejas 'y la concentrac16n del fluido se midié6. En cada caso, hu--ff' i

“ bo un decremento de la concentrac16n del almlbar., ‘Los decrementos;ykf-'i
fueron (en %) : : e K _ o ’

~De la concentracidn de1 20%
1.7 1.5 2. 2,770.5 1.4 0.7 1.4 1.2 1.5

De 1a concentrac16n del 65\

A

1.7 2.8 2.2 2.4 1.3+2.1 1.8 3.4 0.9 1.6

La hip6tesis a probar es Ho: No existen diferencias -significati - :
vas debida a 1la concentracién de almibar; teniéndose como alterna
tiva, a la natural. ' ‘ '

Para verificarla, se ordenarf la muestra, sin perder la identifi-’
cacién de los elementos (entre paréntesis),

0.5(1)  0.7(1) 0.9(2) 1.2(1) 1.3(2) 1.4(1) 1.4(1) 1,501) 1.5(1)
1.6(2)  1.7(1) 1.7(2) 1.8(2) 2.1(2) 2.2(2) 2.4(2)2,5(1) 2,7(1) 2,.8(2) 3.4(2)

Pudidndose generar también el siguiente arreglo:

0.5(1). 0,7(1) 0.9(2) 31.2(1). 1.3(2) 1.4(1) (1‘4(51_1z5C1)v1‘5(1)1-6(2)
1.7(1) 1.8(2)  2.1(2) 2.2(2) 2.4(2L 2.5(11 2.7(1) 2.8(2)  3.4(2)
1.7(2}

Para el ﬁrimer arreglo, la estadistica de prucba vale T=10 y para el

segundo T=10, asf que no importa que arreglo se considere, Tomando
a=0, 05 y- usando la tabla 6 del ap@ndice se tiene (usando los valo-



res m&s cercanos NJ-]J
;h1p6te51s Ho no es rechazada, por 1o que-no ex1sten diferenc1as
: 51gn1f1cat1vas entre los dos grupos de. datos ‘ -~ :

'gdtMpLo 2" “Los 51gu1entes datos refleJan 1a gananc1a de peso de -

Nz

a1 ‘que Wo.os =8, Como T> Waas “1‘a‘ -

'j‘dos muestras de. ratas hembras C24 28 dias de edadl baJo dos dxetas :
_dxstlntas . : - o

Ganancia- (en gramos)

Altas Protefnas

134
146
04

119
124

161
107
83
113

129 .

97
123

~'Bajas Protefnas

; 700 132
e 118"
101
SR Vigs
S 107

Para probar si el ti?o de dieta influye en la ganancia de besq en
las ratas, se establece 1a hipdtesis:

Ho: Ambas poblaciones son iguales

Si esta hip6tesis es aceptada, puede decirse que la dieta no influ
ye en la ganancia de pesoy caso contrario, si influye,

Se usard la prueha Wald-Wolfowitz, por lo que se. ordenar§ la mues-
tra conjunta: ‘

7a(2) 83(1), 85(2), 94(2), 97(2), 101(2), 104(1), 107(1), 107(2), .113(1)
]18(2) 119(1), 12303}, 124(])

129(1), 132(2), ]34(1), 146(1) y 161(1).



;Como exxste un Qmpate, la muestra tambxén genera el sxgulente 5§lf‘
;,arreglo ordenado\ : o v S

‘ 70(2), ss(gl, asczl, a4(zl, 12y, 104(11, 107(2), 107 (1)
113(1), 118(2), -31903), 123(3), Jza(J),129(1),q32(23,134(1),
146(1) ¥ 162.(J),

. Puede verificarse que en ambos caso§ T=10. §i se usa un nivel RN
&;qﬁju, se tiene que ?ara‘n=32 yfm=7 el cuantil correspondiente -
€si Woue=8. Para ambas corridas, se tiene que T> 8, por,lo que -~
la hipdtesis nula no es rechazada, . éoncluyéndose que F UJ= G (tlvt
',donde F () es la distribucidn de probabilidades de 1la poblac16n ‘
uno (la tratada con altas proteinas) y G_,(.) la correspondiente a-
la poblacxﬁn dos (bajas prote1nasig Esto significa que ambas pobla
ciones son jguales, '

,EJEMPLO 3 Al comienzo del semestre en cierta escuela, los alumnos
de primer ingreso fueron divididos, en forma aleatoria, en dos gru-
pos. A uno de ellos se les ensefi§ con un nuevo- texto de estadisti
ca para aprendizaje programado,’mientras que al otro se le dieron

clases con los métodos tradicionales. Al final del semestre se -
les sometif a todos a un examen de estadistica y se observaron las
siguientés calificaciones:

227 55 184 . 174 209.. 271 63 19

176 234 147 194 © .14 151 184 127
252 194 88 248 165 235 53 181
149 247 161 206 171 147 228 1Q1

e 99 1371 89. 292 99 271 1749

{Que puede opinarse del nueyo texto?. Es decir, iExisten diferen
cias antre un método y otro?, Esta pregunta puede escribirse como:



‘f THo‘ No existen deerenc1as slgnlflcat1vas entre -
~ los dos métodos, . SRR
lHa; 5i ex1ste tales d1ferenc1as,

En una segunda etapa, puede preguntarse, en caso de que Ho sea re:f
chazada, cudl método es mejor que el otro. Por lo pronto, se pro
bardn las h1pdte51s ya establecidas. Como las dos muestras son -
1ndepend1entes, ‘puede usarse la prueba Wald- Wolfow1tz, la cual dlx
ce que hay que ordenar la muestra conjunta, sin perder 1a identi-

-~ ficacién de cada elemento. ' ’

La muestra ordenada es (Los nfimeros en paréntes1s, 1nd1can a que
grupo pertenece la observac16n1

14(2) 16(1). 1921 53(2) 55(1) . 63(2) 88(1) 89(1) 99(1) 99(2)
101 (12).,'JZ<7(.2LM_ 149,(3). 151(2) 153(2). 161(1). 165(2) 171(1)

T MY 174Q0) 160) 179, (2)° T8ACY) 184(2) 194(1) 194(1) 206(1) 209(2)

227 (1) 228(2) 234(1) 235 (2). 247(1)_258(11,252(1) 271(2) 271(2) 292(2)

Como buede notarse, existen varjas observaciones empatadas entre -
los dos - grupos (recuérdese que las observaciones empatadas dentro
“de un mismo grupo no causan ningdn broblemal Deben considerarse to
das las sucesiones posibles, es decir {ntercambiando las observa .

ciones empatadas, )

Estas sucesiones son 16 y algunas de elllas se enlistan a continua
¢ifn,

14(2) 16(1) 19(2) 53(2) 55(1) 63(2). 88(1) 89(1) 99¢1) 99(2)
102(2) 127(2) 147(2) 147(1) 149(1) 151(2) 151(2) 161(1) 165(2) 171(2)
171(1] 174(1) 176(1) 179(2) 184 (1) 184(2) 194(1) 194(1) 206(1) 209(2)
227(1) 228(Z) 234(1) 235(2) 247(1) 248(1), 252(1) 271(2) 271(2) 292(2)

T= 24




CM42) 16(1) 192) S3(2) SS(1) 63(2) 88(1) 89(1) .99(2) 99(1)
102(2) 127(2) 147(2) 147(1) 149(1) 151(2) 151(2) 161(1) 165(2) 171(1)

171(2) 174(0) 176(1) 179(2) 184(1) 184(2) 194(1) 19401 206¢1) 209(2) .

227(1) 228(2) vzsa(g)“.zs’s(z)‘ ‘24}7_,(_1:); ’248(])_252‘("1) 271(2) 271(2) 292(2)

Te27

14(2) 16(1) 19(2) 53(2) 55(1) ' 63(2) ‘8’8(1)' 89(1) 99(2) 99;1)‘»';[;';_"0,
102(2) 127(2) 147(1) 147(2) 149(3) 151(2) 151(2) 161(1) 165(2) 171(1) -

171(2) 174(1) 176(1) 179(2) 184(1) 184(2) 194(1) 194(1) 206(1) 209(2) |
227(11 228(2) 234(1) 235(2) 247(1) 248(1) 252(1) 271(2) 271(2) 292(2) .

T= 29

En forma andloga, se obtienen las 12 sucesiones restantes,

Los valores para T, el nlimero total de corridas, que se encuentran .. -0

son: .
25 25 24 24 27 25 25 23
27 25 27 23 29 27 27 25

Como se tienen varias sucesiones, la estadistica de prueba puede -
ser el promedio de las T's encontradas. Este promedio es:

T*= 25.5

Usando la tabla 6, se tiene que la hip6tesis nula no es rechazada
. si «€{0,05,0,10,0,01}, concluyendo que no existen diferencias sig
nificativas entre los dos métodos,

Por otro lado, puede verse que los valores 27 y 29 som significati
vos (es decir, llevan a rechazar Ho), si a=0,10,



. PRUEBA DE MANNw WHITNEY

‘En las . s1tuac1ones en que se tengan dos muestras mdePendtentes en”
tre si, no necesanamente del mismo tamano, 1o que se trata de ave .

_«‘nguar es, si las dos muestras provxenen de la msma poblacu‘m. S
" Por ejemplo: :

’ Una compafifa ﬁroduqe cable éara telégrafo utilizando dos brocesos

diferentes. De cada pr;ceso se extrae una muestra aleatoria y se-
mide la fuerza que soportan los cables aﬁtesrde reventarse, Debi-
do a que un -proceso. es mis caro que el otro, se quiere determinar

si los cables que se producen con uno y otro brocéso tienen la mis
ma resistencia, si esto es asI. se tendrd entonces, que a la compa
 fifa le convendrd produc1r 1os cables con el proceso mis econﬁmxco.

Supdngase que de un proceso se tomd una muestra de tamafio n y que
de_l otro (proceso ‘2) se tom6 una muestra de tamaflo m. Si se defi--
ne a X, como la fuerza' que sof)ortan los cables hechos con el pro
ceso 1 antes de reventarse, yijeJn, ¥y con yJ lo correspondlente pa
‘ra el proceso 2,¥ jeJm, la Iupstens que se desea probar es -
Ho.Fx(t)nyCt) vt. contra F (t)e Fy(t] para alguna t,

;

Si se toma la muestra conjunta de tamafio m+n, y se ordena de menor
a mayor {sin ﬁerder la jdentificacib6n de cada elemento), para que-
la hip6tesis Ho;Fx(_t)_aFY(_t)vt, sea sostenible, debe espararse que
el nGmero de veces que una YVJ precede a una )(:t en el arreglo combi-
nado de ambas muestras, no sea ni muy grande ni muy chico, pues si
alguna de las dos cosas sucede, significarfa que uno de los dos pro-
,cesos produce cables con mayor resistencia, ‘

1 si yJ<Xi ted

§i se define Dy, = entonces uw?? DiJ,darﬁ el nG
, 1

| o si yJ>Xi JeJ

mero de veces que una Yy precede a una X; en la muestra conjunta or



denada,A

Si‘el valor de. v es. -muy grande o muy ch1co la h1p6te51s F (t)=F (t)vtv"

se rechaza, en caso contrario seri aceptada, Para determlnar quevvb

51gn1f1ca el que v sea muy grande ‘o muy chica, se necesita cono -k:f
cer la distribucién de v, l1la cual no es muy "fdcil de obtener (ver;’
Glbbons ‘1971) sin, embargo existen valores tabulados de v; entonces

si la: prueba se realiza a un nivel- a de conf1anza, la h1p6te51s F,,,7i"

Ho:F (t)=F (t) ¥t se rechazaré siv<w oy © si v>w1 q/z_donde Wp _
es el P- 651mo cuantil de la d1str1buc1dn de v, ‘

Bn ocasiones es laborioso calcular &I valorvdeV, sobre todo en’ los

casos en que n y m son grandes, por lo que una forma alternatxva

se basa en los rangos asociados a los elementos de la muestra con
junta ordenada y se obtiene haciendo v= R~ Eﬁﬂ:ll donde R es 1a-
suma de los rangos asociados-a las X 's.

Esta forma alternativa, es mis f&cil de calcularse ademés de que-’
el problema de empates entre las X's y las y's lo resuelve al as1g
nar el promedio de los rangos que les hubiera tocado si no hubiese
empate, mientras que en el otro caso si existen empates entre las .
X's y las y's deberdn considerarse todos los posibles arreglos y -
el promedio de v's que se obtengan serf la estadfstica que se use.
Sin embargo si se supone que las variables son continuas, entonces
los empates no causarfin ningfin problema para calcular la distribu-
cién de v, pues la probabilidad de que haya empates es cero, Né6te
se que la escala de medicifn es al menos ord1nal '

Este procedlmlento también es Gtil en el caso de que se tenga idea
de que la diferencia entre las dos poblac:ones sea s8lo una dife -
rencia de localizaci6n, es decir, F (t)= F F (t+c), con ceR, y lo -

que se quiere probar es By (t)e Fy(t] yt, o sea c=0,.

La hip6tesis a probarse quedari entonces en términos de las espe -
ranzas de las variables, si es que existen, y sec pueden establecer
como E[ x]» E[y]., El procedimiento para verificar esta h1p6te~‘



sis, asi como la estadistlca de prueba, son los mismos que en el

< 'caso anterior, pues si‘el nﬁmero de veces que una Y precede a una

X en el arreglo combinado, no es muy grande, ni muy CthO, se ten

‘ dré que‘ la d15tr1buc16n de Y es la misma que la de X, En caso de
que el valor de v fuese muy grande o muy chico, se puede concluir
que las dos poblac1ones son distintas en el Darémetro ‘de 1ocallza,

C16n Y- por tanto es c1erto que P (t) F (t+c), con c¢=0,

Puede hacerse también pruebbs considerando hip6tesis de una sola
cola (Conover 1971) o bien, probar si la diferencia entre las po
blaciones es debida a la varianza (Conover 1971).

Este preocedimiento de prueba fue .dado brimero por Wilcoxon (1945)
en el caso n=m, quien uso R como estadfstica de prueba. Después
'se extendid al caso n#m por White (1952) y Van de Reyden (1950)~
Mann y Whitney (1947) fueron los primeros -en considerar el caso

n#m y el construir tablas de la distribucién de v y usarla como
estadistica de prueba. Tablas mds extensas estin dadas en Ver-

dooren (1963) para n,m< 25 y en Milton (1964) para n<20y m<40,

‘Mds bibliografia puede encontrarse en Conover (1971) y Jacobson
(1963). ) )

EJEMPLOS

EJEMPLO 1~ En un laboratorio se realizd una prueba para obtener
la temperatura medio ambiente mds agradable al hombre, Djez -
hombres y diez mujeres opinaron acerca de la temperatura més con-
fortable para cada ung de ellos, Los resultados fueron:

Hombres 74 72 77 76 &6 73 75 73 741 75
Mujeres 75 77 78 79 77 73 78‘ 79 78 80



';;sUpéngase qua amd, uJ Buscando en la tabla 8 ael qpéndlce se.
f;tiene que los. cuantlles correspond1entes a n=]0 y m=10 son.'.x,

Wt.mu 24 Y"'chrys,'f7ﬁz

“Como, J3<:24 la ﬁlpétesxs nula se rechaza, teniéndose entonces -
v que 1la temperatura promedlo no es 1a misma para ambos sexos.

- EjéﬂpLo 2 ‘En un estudio en el cual se queria verificar la tébria’”' e

de equipotencialidad, Ghiselli compar& el aprendxzaje de 21 ratas

normales, con el aprendizaje de 8 ratas después de ser operadas . el

de lesiones corticales. Esto es, el nimero de ensayos para rea r
prendizaje requeridos después de la operacién por las 8 ratas, se
compara con los ensayos de lgs 21 ratas normales, para saber si -
existen diferencias en la velocidad de aérendizaje y reaprendiza-
_je entre las ratas normales y las o?eradasﬂ Esto significa que -
1a hip6tesis que se desea probar es:

" Ho: No hay: diferehcia entre las ratas normales 'y -
las de lesiones corticales con respecto a la velocidad de aprendi
zaje y reaprend1za3e

La h;pdtesis alternativa ser2 la natural: Si hay diferencia.

El n(mero de ensayos requeridos ?ara los dos tipos de ratas se dd
a continuacidny

Ratas Normales ' Ratas operadas

23 8 24 15 8 6 16 20 55 29 24 75
15 15 14 21.23 18 24 56 31 45

15 21. 15 18 14 22 15

Como se va a usar la prueba Mann-Whitney (pues las suposiciones r



'*?pSuponxendo que estas temperaturas forman una muestra aleatoria de i
las poblac1ones respect1vas ¢Es la. temperatura promedlo la mxsma~,_‘j
para hombres y muJeres ' ' ‘

Debido a que las suposxciones necesarias para que la prueba"l " .
Mananhltney pueda ser realizada, se aplicarf a estos datos.' Para :
&sto, supéngase que la muestra de hombrés se representa con X's y

"~ 1a de mu3eres, con y's (para trabajar con la notac16n desarrolla- lt,
da). - ’ ’ : L N :

" Las hipdtesis a probar son entdnces:'

Hoi E(X)= E (Y) contra Ha;E(X) #E@).

Para probarlas es necesario ordenar las muestras en forma conjunta y . ¢
asignar rangos. Este proceso es mostrado en la siguiente tabla:

X4 Yy gango a Xi ' Yi  Rango
72 1 76 10.5
73 3 77 13
.73 3 77 13
' 73 '3 77 13
74 ' 5.5 78 16
74 5.5 78 16
75 8 78 16
75 . 8 79 18.5
75 8 79 18,5
76 10.5 8a 20

Para calcular -la estadistica de prueba. nrimero debe. calcularse la

suma de los rangos asociados a la muestra de las X!s. este valﬂr "
N i ' +

es S=G8. por 1o que la estadistica de prueha es T=13.(TnSw 233l



son satlsfechas), se va a ordenar 1a muestra con;unta 51n perder
- 1a 1dent1ficac16n de los elementos, y se as1gnara los rangos co
rrespondlentes - : ‘

‘ Obs:: 6(11 sm a(;i)~ 14(1). 14Q1). 1500) 15(1) 15(1) 15(1) 15(1) 15(1) 15(1)°
Rango: 1 2.5 2.5 4.5 . 4,5 9 9 9 9 9 9 .9
Obs:16(1) 18(1) 20(2) 21(1) . 21(1) 22(1) 23(1) 23(1) 24(1) 24(1) 24(2) 23(2)
Rangy: 13 14 15 16,5 16,5 18 19,5 195 22 022 224
Obs:31(2). 45(2). 55(2) 56(2). 75(2), S
Rango: 25 26 27 28 . 29

. I

Ahora, S=263 y como n=21 se tiene que T=32. Como n>'20,'se'tiene — 
‘que usar 1la aprox1mac16n a la normal para los cuant11es, la cual es.
ta dada por: '

- e M ynm (n+m+1 ) P o

= * - -
wp 5 xp JZ —- , en donde Wp es cuantil de . 
seado y xp~e1 cuantil correspondiente a una normal con media cero y
varianza uno. '

Entonces:
21(8),  /ZIEIOS0]
= -7L)-+ xp
Do . wp- 84+xp(S.Q161)

q12=.72.40 Y Wirasz #95,60, Como 'I'<W(H2 y "

la hipdtesis nula se rechaza, concluyéndose que existen diferencias
significativas en la velocidad de aprendizaje o reaprendizaje, entre
las ratas normales y las operadas.

Si a=0.05, se tiene que W



EJEMPLO 3 Un experxmento senc1110 fue dlseﬁado para ver 51 p1e-»'
dras que se encuentran en una cierta drea, (A}, t1enen el mlsmo S

',  grado de dureza que piedras que se encuentran en otra &rea (B). ,‘_

‘ ‘Para ésto, se obtuvieron dos muestras de 4 y & p;edras en cada -~
- drea y se rasparon para determinar su grado de dureza. - o

La ﬁiedra menos daﬁada se 1e'¢onsider6 1a mids resisfente; De es-~

ta forma, las nueve pledras se ordenaron de acuerdo a su dureza.-

 E1 rango ‘uno fué 351gnado a la p1edra menos res1stente y as{ suce
Sivamente, : : o

h v . o T , ,

~Origen de la Piedra A A A B A B B B B

o . F Rango 1 2 3 74 57 78 ¢

(Puede decirse que el grado de dureza de las piedras encontradas

en el irea Ay en el 4rea B, es el mismo? O dicho de otra forma;

(Exksten diferencias entre las dos 4reas en cuanto a. 1a dureza de

sus piedras?.

Esta pregunta . establece las siguientes hipétesis:
He: No existe diferencia en el grado de dureza de -~
las piedras de drea A y B.
Ha; Si existe diferencia.

Como la informacién que se tiene son los rangos asocjados a las -
observaciones, se utilizard la prueba de Mann-Whitney para verifi
car las hipbtesis. Se considerari que las piedras de la frea A -
son las observaciones Xi,yu. X,

La estadistica de prueba toma; para estos datos, el valor de 1. -
Buscando en la tabla 8, se tiene que para a=0 05, W ah " 2y Wirgfa®
=18, rechazindose por tanto Ho, (81 «=0,01, la decisifn es no re-

chazay Uo]



APENDICE

? &En este apéndlce se trataron dos puntos que estan muy conectados
j,con las pruebas de ‘dos muestras, : o0

El primero de ellos, es el problema de los embates, :Se recardarﬁ,': 
que en la prueba de McNemar, las observaciones que no sufren cambios - :‘
después, dei tratamiento, no entran en el anﬁliéis.' De igual foimafwfffﬂ
en la prueba de s1gnos, Si xy=y. no se asocia signo y por tanto,.e e
esa pareja no part1c1pa dentro de la estadfstica de prueba. En la e
prueba de signos, cuando hay empates, lo que se hace es asociar el
‘rango promedio de los rangos que les hubiera. tocado, 51 las obser-
vaciones no estuvieran empatadas, etc, - .

Cuando el nlmero de observaciones empatadas es pequeﬁo a juicio de
la persona que hace el anflisis, no existe problema y la prueba -
puede ser llevada a cabo (Sxegel(]9761, propone modificaciones a - '~ s
las pruebas en caso de empates). Sin embargo, si el nlimero de T
empates es muy grande, la prueba puede resultar inoperante y 1lo N
que se recomienda es tomar una nueva informacién para realizar la
" prueba, si esto no es posible, el anflisis puede ser llevado a ca-
bo, pero debe mencionarse el ndmero de empates, para que la perso-
na que interprete las conclusiones, tenga en cuenta esa informacién.

El segundo punto a considerar en este apéndice, es el siguiente: -
En varias pruebas se pedfa que las parejas fueran "internamente -
consistentes'", Al pedir esto, lo que esti buscando, es que los -
efectos del tratamiento no sean debidos a la constitucifn de la bg
reja, sino al tratamiento en sf. Por ejemplo en la prueba de sig-
nos, esta suposicifn significa que si P {X;>Y;}> P {x,<v;} para algu-
na i, entonces P {X >Y, }>P{X <Y. } debe suceder para toda i,
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CAPITULO .
PRUEBAS DE K MUESTRAS

' Hasta este mdmento, se han desarrollado pruebas éara checar si ‘ ;
',c1erta informacidn o clerta poblacidén tiene asociada una dlstrlbu J
“cién de probabxlidades, ya sea que 8sta esté completamente especxff
ficada o no. Tambi&n se ha visto si dadas dos poblaciones, estas .

son iguales, o difieren en algo. Asf mismo puede ya probarse, ~5  

. cudndo dados dos tratamlentos, uno es me;or que el otro.

Sin embargo existen 51tuac10nes en las>que es necesario probar, -
si-dados k tratamientos (k>2), producen o no los mlsmos,efectos;
- esto.es, si se tienen k poblaciones, la pregunta es: ;soniguales?.

Por ejemﬁlo, pueden tenerse dos tratamientos que se apliquen a -

dos grupos de personas Y tener un tercer grupo, que func1onar5 co’
mo un grupo control. Para averlguar que tratamiento es mejor y -

Que tan mejor, se necesitarfa un proced1m1ento para trabajar con-
tres poblaciones,'que hasta ahora no se ha desarrollado.

Otro ejemplo es aquél en el que se tienen 'varias marcas de automd
viles y se desea averiguar cual de ellas es mejor,

* Puede pensarse en el porqué de desarrollar procedimientos de prue
ba para k poblaciones y no utilizar.los ya desarrollados para dos
poblaciones, probando igualdad de poblac1ones por parejas. Es de
cir, supfngase que se tienen cuantro poblaciones A,B,C y D; y quie.
re probarse que las cuyatro son jguales,. 5i se quieren utilizar -
los métodos de dos poblaciones ya vistos, tendrfan que hacerse -
seis pruebas de igualdad de poblaciones; éstas serfan;

i] entre A y B iv) entre By C
ii) entre A y C v) entre By D
iii) entre A ¥y D © vi) entre Cy D



B N

‘E1 prxmer argumento en contra de este proced;m;ento es 1o 1aborlo o

" so que resulta, En el caso de cuatro poblac1one$, tienen que . - -

jihacerse seis pruehas, si se tienen c1nco poblac;ones, el nﬁmero -

de pruebas asc1ende a d1eZ\ en general, si se tienen k poblacxo vi'

“nes, el ndmero de pruehas que tienen que efectuarse es jgual a. -
~las comblnaciones de k tomadas de dos en dos, ‘esto es (1), de don

de si k es grande, el nﬂmero de pruebas aumenta considerahlemente.

Otro argumento en contra de este procedlmlento, es 1a posibilidad

‘de generar contradicciones. Volviendo al ejemplo de las cuatro -

\

- poblaciones; puede llegarse a concluir que 1las poblac1ones Ay B

sean iguales, que A y C también lo sean, pero que sin embargo se
llegue a rechazar el que las poblac1ones B y C sean iguales lo -~ =
cual geqeraria'una contradiccién, Situaciones como estas. se dan
con mucha frecuencia en estos casos. : '

Un Gltimo argumento en contra de usar pruebas de dos poblacxones
en el caso en que se tengan k poblac1ones , es que puede demostrar

'se tanto tedrica como prﬁctlcamente, que la probabilidad de error

tipo 1 en el caso de usar pruebas de dos poblaciones,aumenta.

Estos argumentos justifican entonces, el desarrollar procedimien-
tos de prueba para el caso en que se trabajen mis de dos poblacio
nes. )

N

Al igual que en el caso de dos poblaciones, se tienen pruebas.pa-
ra cuando se tengan poblaciohes independientes, asi como también
para el caso de pohlaciones relacionadas. La djiferencia y uso de
estas bruebas es andiloga que ¢l caso de dos pohlaciones,

En-esta seccidn se verdn dos pruebas para el caso relacionado y -
tres para el caso de muestras independientes, ’



 PRUEBA Q DE' COCHRAN, . .

N La prueba 'Q de Cochran, ‘es la- extensxdn ak poblacxones (K>2) de—:fﬂ
la prueba de Mc Memar para dos muestras relac1onadas.k' R
Este proced1m1ento se utiliza en el caso en que se tengan mis de-»§°
" dos’ poblac1ones relacionadas y lo que prueba es igualdad de pobla
ciones. Unvejemplo en donde este método es apllcable‘es el siguien
te: : e ,

" Una compafifa que produce ?esticidas, tiene cinco procesos distin-
tos para producirlos y quiere averiguar si los pesticidas elabora ..
dos por estos c1nco métodos tlenen la misma efect1v1dad, en cuyo

caso sflamente produc1r8 el pest1c1da cuyo proceso de produccién

sea el mis ecSnomico. La efectividad seri medida de acuerdo a si
la planta a la cual es aplicado el pesticida sobrevive-a un cier-
to tipo de élagaA '

Para poder llevar a cabo el experimento se seleccionaron aleatoria
mente 25 parcelas de un plantio, "Como las 25 parcelas no son ho-
mogéneas entre si (algunas son mis grandes que otras, unas estédn-
localizadas en ciertos terrenos de diferente constitucién que e
otras), se decide que cada ﬁa;cela serd dividida en seis partes -
semejantes y en forma aleatoria se aplicaridn los pesticidas a cin
co de ellas y la restante quedard como control. EL motivo de de-
jar a una porcifn del terreno de la parcela como control, es para
poder establecer si el pesticida es o no efectivo. Si no se usa-
ra este control, y si se acepta la igualdad de tratamientos, pue- -
de pasar que todos los tratamientos sean igualmente malos,

En el caso en que se acepte la igualdad de tratamientos y se in -
‘cluya al grupo control lo que se intuye es que los tratamientos
no son eficaces, pues la planta sobrevive de igual forma, apllcan
dolde pesticida o no.



"51 se- rechaza la 1gua1dad puede establecerse 51 unftratam1ento es
‘.me)or que otro Yy adem&s 51 es bueno, en el sentldo en que si sirve
- para detener la plaga\ dsando ‘al grupo control.

8i las porc1ones de tierra sobreviven a c1erto tlpo de plaga, se -

dird que el pest1c1da es efectlvo, en caso contrarlo se dlré que «f
no 10 es, :

- En este eJemplokpuede notarse varias cosas: Una de ellas es que se "

tienen seis poblaciones; la tratada con el pesticida elaborado con'i
el proceso 1, con el proceso 2, y asf sucesivamente hasta llegar a :
la tratada con_ el pestic1da elaborado con el proceso 5.

Por ﬁ1t1mo 1a sexta poblacién es 1a que no fué tratada con algln
pesticida, ’ )

‘

Puede notarse también, que se.han generado poblaciones'relacionadas;
pues cada parcela ha sido tratada ﬁor los cinco diferentes tipos -,
de pesticida y se ha dejado una porcién sin tratar,  De esta forma
la relacifn que guardan entre sf, es obvia por parcela. Se denota
Td con 1 si el ﬁesticida es eficiente y con 0 si'no lo es.

La eficiencia del pesticida serd medida de acuerdo al nfimero de -
plantas que sobreviven a la plaga dentro de cada parcela; si el +
75% de ellas lo hace, se dice que el pesticida es efectivo, en ca
so contrdrio, no lo es,

De acuerdo a’esto puede hacerse un arreglo rectangular, en donde,
por un lado aparezca el nimero de la parcela tratada, y por otro,
el tratamiento usado,

El arreglo quedaria comoy



e X X2 Xaa- Xao | Xis ] 'x{"s

2 . A Xz X227t ~Xa3 qu k Xas e X 26

25 Xz Xaz | X Xos | Xoss. | Yess |

“en donde X es uno o cero y es el resultado obtenido al ap11car -
el j- 651mo pestic1da a la irésima parcela‘

La hip6tesis a probar es entonces, que los pestlcxdas dan el mismo
resultado, contra que no lo dan.

v

S1 se define a p, 5 P {x =31}; 1a igualdad de efectividad de pesii
cidas puede escrlblrse como.

P *P;,” EVieJB, esto es las hip6tesis queda

M Aqtnpis

ia
. rian como:
Hot py ™ Py, "usa= Py ¥icdes
Ha: P; # p&k para alguna J#k y-alguna iedy(J,kels)
J .
Nétese que no se¢ estd probando el que los tratamientos (en este -
caso, los pesticidas) sean igualmente efectivos, en todas las par

celas, sino sdlo por parcela. Esto quiere decir, que los trata-
mientos pueden ser mids efectivos en algunas parcelas que en otras,



Ced23 .

"dqnde tal vez 1a constltucldn de la parcela y el medxo amblente ,’{
que 1la rodea 1nf1uya en 1a efectindad : ‘

Ahora bien, como se vera un puco mﬂs adelante, la estadist1ca de S
prueba estd basada en promedxos, 1o cual hacen que. puedan existir
-amblgﬂedades en cuanto a que la efectividad del tratamiento puede
deberse a 1la constitucién de la ﬁarcela o al'mismo tratamiento o -
"a una combinacién de ambas cosas, o ' -

’ « w M . . . . (3
Pero, si: la hIpdtes1s Ho es aceptada, lo que si se puede asegurar
es que, todos los tratamientos son 1gua1mente efectlvos, sin 1mpor
tar las causas. :

. .Sean R J es decir, Ri es total del renglén *—
'*éSlmo y CJ e1 total de %a jrésima columna, (Supongase que ex1s
ten n columnas y m renglones, es decir, existen m muestras, compues
tas por n elementos, Esto'se hace para que el desarrollo que si-
‘gue, sea general).

Como XiJ es cero o uno, quierc decir que Xi se~distribufebenmm1ﬁ,
entonces CJ= z X serd una variable aleatoria, Sin embargo, como
se dijo antes, la hip8tesis Ho no establece el que p13=kaVi,kamn

por lo que CJ no es una variable ‘aleatoria binomial. Pero se¢ quie
re probar que los tratamientos son iguales, entonces, en forma in-
tuitiva, debe probarse que en promedio las columnas son iguales, -
Para esto se necesita conocer la distribucién de CJ, para encontrar

la se.utiliza el teorema central del limite:

Cy~E(cy) ~ N(0,1) (aproximadamente)
; ‘/’VTEET‘ ‘ , ‘
Sin embargo, lés C, no son independientes®, prro ha sido probado -

(Tate y Brown 1970) que si m es grande, puede suponerse 1ndcpen -
dencia, por lo que .la variable:

*Esto es debido a que las XiJ eatfn relacionadas o renplén,
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‘se dlstrlbuye aprox1madamente como

una Xz con m grados de 11bertad ke

k ‘Como E(CJI y V(CJ) no se conocen, pueden estimarse. perdiéndose -
asf un gradokdeilxbertad.(ﬁlomqvlst,1951), los estxmadqres son;

13

_v =. 1 A - -
E('CJ)— 38 CJ Yy V(’CJ) m ?ﬂ, R’i’(m. Ri)"' ’

= J e

Entonces 1la estadfstica de ﬁrueba‘quedari como s

N

Q=m (m- 1y JE’(CJQC) e B e

o‘equivaléﬂtemente: ~

m m '
m(m'..T)Ja, c; .(mﬂ‘)A(IﬁCJ.)‘Z

Q= n n
mZR. « TR

imi L i=y 1
Si Q es mayor que el (lra)w~ cuantil de una X? con m-1 grados de
libertad, 1a hip6tesis Ho se rechaza; en caso contrario se acep
ta (Suponiendo que la prueba se realiza a un nivel a),

Para terminar, basta agregar que en el caso en que m=2 se tiene
la prueba de Mc Memar, que como se sefiald anteriormente, la prue
ba Q es la generalizacién de dicho procedimiento (Conover 1971).

Para ampliar lo visto aqui;‘puede consultarse: Fleiss (1966} -
quien dd otro modelo equivalehte; Cochran (1950), que es donde es
te proced1m1ento se propone Y Mc Nemar (1955), donde se discute -
esta prueba.



Cesmplost

i

e

EJEMprV1  La efectividad relativadéjmes}técnicas diferéhtes'de"'ajj“

ventas, fué probada en 12 amas de casa, que se prestaron como Vo-
luntarias., A cada ama de casa se le tratd de.vender un cierto -
producto, de acuerdo a las tres técnicas. ‘Al final de las exposi
-ciones del vendedor, cada ama de casa calificé con un uno a cada-
. técnica si es que ella sentfa que hubiera comprado el producto y-
con un cero, si no lo. hubiera comprado. Los resultados del expe-
rimento son: ! : :

B

g 1a 11 12

/

Ama de Casa 1 2 3 4 5 6 7 8
' Técnica 1 11 0 0 6 171 0 1 1 1 -1
Técnica 2 : 1 1°1 1.1 0001 1 0 1
Técnica 3 011000001 0 0 1

Lo que se desea averiguar es si se puede considerarse que las tres
técnicas tienenp la misma efectividad. Esto es, la hip6tesis que-
se desea probar es:

:

Ho: La efectividad de las tres técnicas es’ la misma, ..

contra Ha: La efectividad de las tres técnicas no es la misma

Esta hip6tesis se quiere probar a un niyel de significancia ¢=0,05,

Como se tienen mds de dos tratamientos y la informaci6n estd dada-
en forma dicotdmica, se utilizarid la prueba de Cochran, (De acuer-
do al desarrolle de la prueba, en este ejemplo, las columras y los
renglones estén intercambiados -pues en la‘exposicién, los renglones eran los-

objetos tratados y las columnas los tratamientos).

0




Coc126.

'~Para QStO hay que calcular c ,46.13 y R, ,;esJJZ._ De aCuerdofa;:‘JT‘
= la definrclan se tiene que: - LI B o

. 01'8 s Czﬂs ,r: C3=4 , .y“ RJHZ Rzﬂ3 ’ R,az Ra=l, Rsﬁ] Red,'&“

" Rs=1, Re=0, Rg=3 , Rnsz 4 Ra - Y, Raxr3,

Entonces: -

Qe LA 0888) > o= 3,9999
El (1~q]) cuantil de una X? coﬁ dos grados de libertad es:

W'J"q *» 5,991

teniéndose que Ho no es rechazada pues Q< Wi:a, por lo que pue-
. den considerarse a las técnicas como igualmente efectivas,

EJEMPLQ 2 Cada uno de tres aficionados al hasketbol, ha desarro
1lado su ?ropio sistema para ?redecir los resultades de los jue-
gos que se vealizan, Doce juegos fueron seleccionados aleatoria
“mente y cada aficionade presenté su prediccién para cada juego.-
Despuds de terminados los partides, los resultados fueron tabula
dos. Se usd un 1 si la prediccidn fud acertada y O en caso con-
trario, teniéndose los siguientes resultados;

Aficionado 1

2 3
Juegos 1 3 1 1.
) 2 1 1 1.
3 Q 1 a

4 1 1 0

5 Q a 0

.61 1.3

7 3 17
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Lo que se quiere saber, es si. los tres aficionados son igualmente @ . .
efectivos en su habilidad para predecir los resultados de los jue =
gos. e ; S : » i

La hip6tesis nula quedard entonces como:

~Ho: La efectividad en las predicciones es la misma. =
" para los tres aficionados, -~ ' R
‘ IERENSRESS

S

y 1a alternativa

Ha: Las efectividades en las predicciones difieren
- de aficionados a aficionado,

La hipftesis y el tipo de informacién hacen que la prueba Q de -
Cochran sea la utilizable, para probar estas hipétesis. _Por lo-
que la estadfstica de prueba es: '

Q= Mm-1) ,E (Cy-TI2
n
iEl Ri (m'Ri)

en donde m=3, n=12, Cy*8, €210 y Ca=7, = ==

Entonces:

Q=-804,667) o 3 5002

10

Si'a=0,01, el cuantil correspondiente es: WJ'&; QWZJQ‘ Por lo -
que la hipdtesis Ho no se rechaza, es decir, la efectividad en -
las predicciones es la‘'misma para los tres aficionados, ’



2 ?;{uEéA DE FRIBDMAN i

’

VLa prueba Q de Cocbran desarrollada anterlormente, sirve anlcamen
. te cuando los datos est&n dados es forma dicot6m1ca, o la informa 
‘ci6ni-puede clasxf;carse en dos categorfas exluyentes. Sin embar-
go, existen problemas en los que -la informacién obtenida de un ex
perxmento o situacién, esté dada en forma ordinal al menos, y elr
‘tratar de dicotomizarla puede hacer que se p1erda paxte de ella,-
Por esto, es deseable el contar con una prueba que haga uso de es

- ta informacifn, y sea Gtil para probar igualdad de poblaciones, -
‘La prueba que se veri en este momento,'cumple con los requxsxtos
arriba mencionados, y se llama prueba de Friedman, debldo a que &1
la- introdujo en 1937,

Antes de dar el método y sxguxendo los llneamientos'de estas notas, ’
'se verd un ejemplo, en el cual la prueba de Fr1edman, es aplicable, =
El ejemplo es el siguientey :

Se tiene cuatro tipos de alimentos vitaminicos para puercos y quie-
re verse si dan o no el mismo resultado en el crecimiento de ellos.
Es decir, quiere averiguar si el crecimiento de los puercos varfa
por el tipo de alimentacién.

Para estos se seleccionan al azar seis camadas.de puercos con cin--
co puerquitos cada una, y aleatoriamente a cuatro de ellos se les -
.alimenta con cada uno de los alimentos vitaminicos, y al restante
se le da alimentaci6n usual®, Para evitar efectos de sobrealimenta
. €idn en algunos puerquitos, las cantidades de alimentos son las mig
mas para los treinta,

Después de dos meses de ser alimentados, se pesardn a los puerqui-
tos y la informacifn que se obtenga se arreglard de 1la forma siguien
te: ‘

MEate grupo alrmentado con alimentg usuul, ser& el grupo de conirol, cuye
importancia se vié en la prueba Q de Cochran, dada anteriormente,

B
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Ccawapa 2 f o Xm b X X
caMapA 2 | X X! || X
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donde Xij denota el peso del puerquito de la camada i-ésima, y al

que le fué administrado alimento del tipo j-é&simo, en donde el nd

mero cinco corresponden a la alimentacidn usual, . .
‘Para poder probar igualdad de tratamientos. lo que se hace es lo -
siguiente: ' '

"'Sea m el nfimero de renglones y n el de columnas. Entonces, sea -
RiJ el rango asociado por renglén al lugar (iJj)-€ésimo, es decir, --
se asocian rangos por renglén, de- forma tal que todos.los renglo -
- _n{n+l) . . Lo .
nes, sumen 5 . De esta' forma se genera el siguiente arreglo:

Ria Ri2 Ris o« « 4 Ri, ]

Rz Raz Raa 4 o Rz,

my my ' ms mn




Tk

"’en donde 2 R1J= —iﬂgl% "YiéJm. -Sea’ RJ 2 R J' el'tbtal'déblaVCQf 
' lumna Jnés1ma St la hibétésis de 1gualdad de tratamientos (0.~
"igualdad de poblac1ones) es véllda, es de esperarse que el total - [7
de cada columna sea aprox1madamente igual al promedzo de todaselkﬁ
es décir, si la hxpétesxs de igualdad es v4lida, debe esperarse e
que RJ y mnt1) qeqp aproximidamente 1gua1es, y esto debe suceder

VJEJn.
Esto es equlvalente a pensar, en que los rangos asoc1ados por ren-

glén, lo fueron aleatoriamente, y que en promedio todos los totales.
por columna son 1guales. ' : C

Como se ha visto anterlormente en estas notas, 1a mejor forma de -
checar si R, y m{n*1) gifieren o no, ¥y€Jn, es consxderar auna
,func16n de la estadfstica‘ - : : o

R~ Eiﬂgll)?

Esta func16n es T —BT%%TTJ ER @lﬂilljz, 1a cual puede demos -

;trarse (Friedman,Wilks (1937))5& dlstxlbuye segin una Xz con n-1 -
grados de libertad. ’

~

Si la prueba se realiza a un nivel g de confianza, la decisifn es:

Si T es mayor que el cuantil qu de una X* con n+1 grados de liber
tad, querrd decir que las diferencias son grandes y por tanto la -
hip6tesis de igualdad de tratamientos debers rechazarse. En caso -
contrario, las d1fercncias no son significativas y la hipGtesis de
berd aceptarse.

La distribucién exacta de T para los casos n=2, m<15 y n=3 m<8; -
estd dada por Owen (1962), Esta prueba también estd discutida en-
Noether (1967) y Kendall (1930 y 1948 caps. 6 y. 7),



Cweelos

. EJEMPLO 1. Cuatro vanedades de friJol e soya fueron plantadas, :
.-en tres Parcelas. Las cosechas fueron ' L o

Variedadgs-de frijél de soya

A : B x “Ct D

1 as a8 43 a1
Parcelas 2 49 45 - a2 33 &
o3 38 3a 38 36

'LExlste diferencia en el Promedlo de cosechas de las cuatro varie--
dades de fr1j01 de soya’ : !

Puesto que se tiene un esquema de muestras relac:onadas (parcelas)
y la informacifn no estf dada en forma dicotémica, el procedimien-
to de prueba de Friedman, puede ser apllcado para probar la hipfte
sisy : ‘

~

Ho: Ellpromedio de cosechas de las cuatro varieda-
des es el mismo, teniéndose como alternativa

Ha: Existen diferencias s1gn1f1cat1vas 2n los prome
dios de cosechas. - .

En este ejemplo, los tratamientos sén la variedad de frijol de so-
ya, por lo que la asignacjén de rangos se hace como sigue:

Variedades de frijol de soya
A B C

|
l

NN

D
1|
1
2

3 4
Parcelas 2 4 3
: 3 4

—




SR

De esta forma 1a estadi§t1ca de prueba es‘ (m=3 x n=4)

3(4)(5) f CR _§§D’= 0.20 (16+25+1+41, 7,40

"Si a=0.05, el cuantil 0.95 de una X? con 3 grados,de libertad es;f 
- (tabla.,2) #.815 1a ‘cual lleva a no rechazar la hipGtesis Ho,: =

EJEﬁpr 2 - Una muestra de doce estﬁ@iantes tomada aleatoriamente,
es usada para un experimento acerca de un método de ensefianza, -
Cuatro listas de palabras fueron hechas por el experimentador, Ca
da lista contiene 20 péres de‘palabras, pero métodos distintos de
apareamiento fueron usados en cada lista, Cada estudiante escoge
una lista, sele dan cinco minutos para estudiarla y es éxaminado-
para érobar que tan bien recuerda.laspalabras‘ Este brocedimiento
se repite para las cuatro listas y para cada estudiante;"Las call
ficaciones de los exfimenes son las giguientes: (el nimero 20 deno-
ta: perfecto) '

Estudiante 1 2 3 4 §5 & 171 8 g 10 N 12

Lista 1 38 -7 13 38 12 13 3% 10 14 9 8 10
2 14 6 14 10 11 9 16 8 32 9 6 11
3016 15 16 12 12 9 10 11 13 g 913
4 20 1q JJ,J4'J8 16 14 16 JS_;;O,fjﬁ 16

aPuede decirse que algunas listas son mas f&c;l de memonzar que -
otras?, Lo )
tAlgunps estudiantes son mejores memoristas que’ otros

Para contestar ambas preguntas la prueba de Friedman serd utiliza-
da debido al tipo de informacifn y las hip6tesis que se desean pro
bar, ‘ ’

Para 1a pr;mer pregunta, se puede establecer la siguiente pareja -
de hipétesis:



f; Ho Todas las 11stas son 1guales S :
o Ha' ‘Existen d1ferenc1as 51gn1f1cat1vas entre las -
"listas, ‘ :

Como 1a h1p6te51s es sobre las 11stas, se tlenen entonces doce - B
muestras a las que se le aplxcan ‘cuatro tratam1entos, y 1o que se
qu1ere responder es si el tratanuento afect6 'a las muestras ( -
si 1as poblacmnes de donde se tomaron las muestras son 1guales)

‘La 351gnac16n de rangos se muestra en 1a tabla, que de acuerdo as-
“ella se t1ene que:

R1-29. 5, R;_']Q S R3'26 0 ¥y Rg’ 45,0

o LISTA , S
S Y 20 3 40 Calculando la estadist1ca de prue- -
. Estudiante ‘1 "3 1. .2 -4 ba; R
31754 '
3 3 4 . SR
‘4 4 1 2 3 - ELE:;L_ s
. 5251 25 4 “("*‘ 3"(R ST
6 3 1,51.5 4 ;
g g g ; 2 se tiene:
9 31 2 & o . .
10 2.2 2 4 w32 EHONANR
11 21 3 4 T=1720y} (39-5 R
. 12 1 2 3 4 ,
29,519.526.045.0 (450 « ;g_gﬂ); ‘
de donde:
T= 17,5750,

Si se pone a=0.05, el cuantil-de una X? con tres grados de liber-
tad esi 7.815, '

Como T2 7.815, la hip6tesis nula se rechaza y se concluye que las
listas tienen diferentes grados de dificultad.

Para la segunda pregunta; la hiﬁatesis nula es:



, ABn este caso’ las listas son las poblac1ones Y: los tratamlentos los .
j'estud1antes.' Para esto, 1a a51gnac16n de tangos ess i
1z 34 ,5,"5’ -7 8 9 10 1 12

Listas

10 1201 8 0.5 7 6 105 45 9 3 2 45
2 10.5 'J 5105 6 7.5 45 12 3. 9 45 15 7.5
'3 15 1115 7.5 7.5 3 05 6 95 3 3. 95

4 12 1510 4 M 8 4 8 6 1,5 4 8

.y los totales R, respectivos:

46; S, 40, 28, 33;'21.5, 31.5, 21.5, 33.5, 12, 10.5,29.5) e
: Pprklo que{

L1z _4(13)y2 e 413)
T aamamy) W T Tt @98 T

de donde T=32.0288. Como n=12, se busca en la tabla 2, para 11 -
grados de libertad. Puede observarse, que cualquier nGmero del -
renglén de la tabla (cuando k=11) es menor que T, por lo que se -
rechaza la hipétesis y se concluye que algunos estudiantes memori
zan mejor que otros. :

EJEMPLO 3 Dos investigadores de la UNAM, -interesados en el proble
ma de mortandad por causas de picaduras de-alacrdn, querian verifi
‘car si la mortandad por grupo de edad sufria cambios significati -
vos a través de los afios, Para tal propbsito, se recolecté infor-
macidn, la cual se muestra en el siguiente cuadro:

Ho, Todos 1oes estudiantes aprenden de 1gual forma‘{.i7



CaIss.

| “63' 19407 1950 1960 1965 -, 1970 - 1978 -
04 45,73 37,73 13,3 11,52 812 4,88

 Grupos de 59 834 632 157 0 156139 0,64
 edad, 1014 1,33 . 1.06 0,23 031 0I5 042
1519 0,40 042 0,08 0,07 0,08 ~0.03 Las entra
12039, 047 0,26 Q.04 05 042 0,25 das dela
S o s T . s ) 4 v e L) tabla mwi B
U S a0s54 - 0.94 0,28 Q.13 0.17  0.29 0,127 tran las -
v » ' . y . : . : tasas de -
| ‘60.,6 mis 1 sa 1,62 0"84, . 2,65 0,41 0,334 e ndad
oo c ' por 100,000

_ habitantes.
~La hip6tesis que se establecid fue por tanto:

"Ho: La mortandad por grupo de edades es la misma para to-
dos los afios. ; . .

En este caso, los tratamlentos son los grupos de edad, por lo que
la 351gnac16n de rangos queda como sigue: ’

Grupo de Edad

Afio 0-4 - 5.9 10+4 15:19  20-39 40+59 60 o més -

1940 7 6 4 2 1 3 5
1950. 7 6 4 3 1 2 S
1960 7 6 4 2 1 3 ‘ 5
1965 7 5 4 1 2 3 6
1970 7. 6 3 1 2 4 5
1975 7 6. 2 1 4 3 5
Teniéndose que: . . T= 30.04,

Como n-7; se busca una X? con 6 grados de libertad, teniéndose -
que T> Wiwa, para cualqu1er o de la tabla 2, por lo que se recha-
za la h1p6te51s de nu11dad,



'PRUEBA X? PARA K POBLACIONES.

N N

En ocasiones cuando se tienen varias muestras, que son independien

tes entre si, se quiere determinar si las diferencias que existen- .

entre ellas, es debido a que provienen de diferentes poblaciones,r~
O son d1ferenc1as deb1das al azar, entre varias muestras de la mis

“ma-poblacién. "Por ‘esto, es necesarlo contar con un proced1m1ento-

- estadistico que ayude a probar hlpdte31s de 1gua1dad de poblac1o -

HES.

i

-

El procedlmlento que se verd a contlnuaciﬁn es Gtil, si se tienen
k muestras que son Jndependlentes entre si, y la escala en que las
observac1ones se m1den sea al menos nominal.

El 51gu1ente, es un eJemplo en el cual, el procedimiento de prueba
X?*, es utilizado: N S - ;

Supfngase que se seleccionS en forma aleatoria una muestra de n; -
estudiantes de una escuela, en la cual se ensefia de acuerdo a un -
cierto método. Asfmismo, se seleccionaron muestras-aleatorias de

tamafio n2yf3,44.,0) €N escuelas distintas, en donde los métonS.dé
ensefianza son distintos entre si y al primero,

A todos los estudiantes les fué# aplicado un exfmen de conocimientos
y fueron clasificados de acuerdo a la calificacién obtenida, de la-
forma siguiente;

_— 1 2 3 10

ESCUELA 1 O Gz O . O .
. ESCUELA 2 0a; 0;,  Oas 2 Oam
ESCUELA K« 0, 0p 0Oy Ok,



_en donde o es e1 nﬁmero de alumnqs de 1a escuela 1, que obtuv;e SN
ron 1a callf1cac16n oo ,' ar

El Ob]thVO del estud;o, es Probar que todos 1os mutodos de ense e.“'

" fianza son igualmente efectivos, lo que se traduce a decir que la -
proporc16n de alumnos que ohtuvieron ca11f1cac16n Ji es ‘la misma .-
" ‘para todas las escuelas. Esta hipdtesis puede escribirse como., '

H»o:,PJJ't sz?“‘spka VJEJXL SR ‘ B
teniéndose como alternativa:
Ha: P:J' 'rg ﬁara‘alguna JsJﬁvy algdﬁ par i,reJk;

en donde p i) denota la proba
651ma.

111dad de pertenecer a la celda (ij)-

De acuerdo a 1o visto en las pruebas de Bondad de Ajuste e Indepen
dencia, la forma de probar esta hipftesis es considerar a la esta-
distica siguiente, como estadistica de prueba:

' con’ E " -1&~l- en donde ng,es

el tamafio de la ir~&sima muestra; C, es total de estudigntes que en

la prueba obtuyieron la calificacién ), es decir, CJ T 0, J’ N es
k i=

Sk ag
T=3 T =g
i=1 Jmi i}

el total de estudiantes, esto es, N'ifini*

En general, si se tiene k muestras, donde cada muestra puede clasi
ficarse en r clases, y se quiere probar;

HO:PIJ' PZJ“se\'PkJ viedJr

contra: ‘ ' ,
Ha:pia'f.peJ para alguna jeJr y algln par i,ngr,



',total de observaczones.

.iia;éStédIQtitaidéﬁﬁrueﬁavse'define cbmo}f'f’h o
KT [" 'Eu;.z Se , :ﬁ*C‘;7 kU‘f ey
i T=]F1ﬁ%£534——14l——k, con EiJ= —fﬁTl—— en donde;,

-

13 ‘es e1 nﬂmero ‘de observac1ones de la i~8sima muestra, que se-”
clasifican en la jréSlma clase; ng, €s el nGmero de observacxones

©.ipor muestra, CJ, es total de observac1ones de la columna Jy N e1

Puede demostrarse (Mood y Grayblll (19631, p 3]]»3191 que T se -
-dlstt1buye as1ntdt1camente como una X? con (k~1)(r- 1) grados de: _,'
vllbertad por lo que la h1p6te51s Ho- de igualdad de poblac1ones -
se rechaza a un nivel &, s T es mayor que el cuantil de orden -
" (1-a) de una X* con (k-1)} (r-1). grados de 11bertad en caso con-
trarxo, 1a hlpdtesis Ho no se rechaza. '

La prueba desarrollada aqui y 1la prueba de 1ndependenc1a de crite
rios, que se vi8 en la parte de pruebas de una muestra, tienen mu-
chas cosas en comin, sin embargo son distintas, Para hacer notar
esto Gltimo, se verdn las semejanzas y diferencias entre estas dos
pruebas, por lo que se recomienda revisar la brueba de independen- . -
cia antes de ver esta parte. - '

Entre las semejanzas pueden notarse las siguientes;

i) = Las dos estadisticas de prueba se definen en forma andloga;

1R13;’9§Jf?;4l_, en donde E, iy se definen como

el producto del total de la columna jrésima por el total del
renglén i-ésimo, dividido entre el total de observaciones, y -
las O,, son el total de objetos clasificados en la (ij)-8sima

i)
celda,

ii) En ambos casos la estadfstica se distribuye aproximadamente -



v Acomo una - X2 ‘con’ (ng](va) grados de 11bertad, es decxr, el-.-~ 
ntmerq de grados de llbertad es igual al producto entre él ni
mero de renglones menos uno por el nﬁmero de columnas menos - -

uno o - : 4

bebido a estas semejanzas, los criterios que se vieron en la prue—"”
ba de independencia, con respecto al nGmero de elementos por clase -

que -serfa deseable tener para que la- aprox1mac16n fuese buena, son . ©

~ recomendados en esta prueha tamblén"

¥

Las d1ferenc1as,m5$ notorias son:

i)

ii)

En la prueba de indeéendencia, se tiene una sola poblacién -

que puede ser clasificada de acuerdo a dos criterios, donde
cada criterio puede tener varias categorfas. En el caso de -

~la prueba tratada aquf, se tienen varias muestras, que pueden

ser clasificadas de acuerdo a un criterio, donde el criterio-
puede tener varias categorfas, Esta diferencia se hace notar

"en los totales por renglén; En el caso de que Se pruebe inde- -

ﬁendencia de criterios, estos totales no se conocen de antema
no, es.decir, son variables aleatorias; en el caso de probar ‘
igualdad de poblaciones, estos totales estdn fijos desde el -
principio, pues son el ndmero de elementos que se toman de ca
da poblacién, es decir, son los tamafios de las muestras. Es-
to quiere decir, que en la segunda prueba se est4 -diciendo -
cuintos elementos va haber en cada rengldn, mientras que en -
la primera esto no se sabe., Esto involucra, la forma en cémo
la informacidn, se obtiene, o sea el disefio del experimento.

Otra diferencia es sobre las hip6tesis: En la prueba de inde
pendencia de criterios, la hip6tesis que se prueba es -
Ho;piénpiip'J, donde piJ es la probabilidad de que un elemen-
to de la poblacién quede clasificado en 1a celda(iy), Py es-



;'1a prohah;l;dad de ser clas;f;cado en la categorla i del prx
" mer criterio y p. J, la de ser claSfocado en la categlria J
~de1 segundo crlterlo‘ : f :

En ‘1la prueba de 1gualdad de poblac1ones, 1a hlpdte51s que se prue~'

‘ ba es Ho: p;J sz \ e JeJr, en donde p es la probabllzdad de: ] ;
que un elemento de. 1a irésima poblac16n, se claSiflque en la JnéSL'Q,':
ma categorta : S g W

De acuerdo a la ﬁipstesis; es-obvio que"i);J no juegan el mismo ﬁa-
pel en ambos cases, y ademds no se afirman las mismas prop051c10 "
nes, por lo que las h1p6tesxs son diferentes,

Por todo 10 anterxor. se recomienda tener cuidado al establecer -
las hip6tesis y sobre todo en las conc1u51ones que se obtengan de '
una situacién que, intuitivamente, podria parecer que cae en cual-
qu1era de los dos casos.,

Si se desea ampllar, pueden consultarse los siguiéntes articulos:

Goddman (1970) y Ireland, Ku y Kullback (1969} quienes discuten en
forma detallada pruebas de 1ndependenc1a entre mis de dos criterios.
En Chapman y Meng (1966) se estudia ‘la potenc1d de estas pruebas’-
X?, mientras que Haynam y Leone (1965} dan una aproximacién a la
dlstr1buc16n exacta de la estadistxca T, El caso en que los valo-
res observados por celda es pequeﬁo o cero, 1o discuten Ku (1963)

y Sugiura y Otake (1968), Conover (1971) menciona algunos articu-
los mis, sobre trabajos y estudios de .la prueba X?, Una bibliogra
fia exahustiva, es casi imposible de dar, pues existen muchos tra-
bajos sobre estas éruebas Yy contfnuamente se publican nuevos, Por
esto, es recomendable, que el que est& interesado en estos tépicos,
consulte los fndices de estadfstica (por ejemplo: Current Index To
Statistics) en donde podria ampliar la lista dada aquf, .

li



’ EJEMPLOS

Ry

-~ »E1 programa ‘escrito se eva1u6 como correcto 0 1ncorrecto y 105 re  j e
' sultados fueron los s1gu1entes. o ‘

' Método Tradicional - 23 S 7

S

"EJEMPLO 1 Sesenta estudiantes fuerdﬂ”divididos”en dos grupos de fljsz

' 30 cada uno,  En cada grupo se les enseﬁé como escr1b1r un progra [
ma para una computadora. ' : '

En uno de 1os grupos se us6 el médtodo trad1c1onal de enseﬁanza y-;r
‘en el*otro se usé un método experlmental de ensefianza, Al final ’f?
del curso se le di§ a cada estudiante un examen que consistid en . -

’fescr1b1r un programa para computadora,

Programa Correcto . Programa Incorrecto = =

Método Experlmental 217 -3

Lo que se desea es averiguar si existen diferencias entre los mé-

“‘todos de ensefianza., Como las muestras son independientes estre -

sf, se usard el criterio de la X2.

Para esto, se t1enen los valores observados y los equrados se -
calculan como Ei = TF‘R c El cuadro siguiente da los valores
observados en primer térn1no Y los esperados en segundo,

Programa Correcto Programa Incorrecto
Método Tradicional 23 25 7 5
Método ﬁxperimental 27 25 3 5
Entonces:
2 2 . 2
Ta z, I {0i4-Eiyl o g g2

i1 g=1 By




*“Buscando en la tabla 2y fijando &ao'os se tiene que el 1-G cuan-

til de una X? con un grado de libertad es: Wo,ss =3. .841, por lo que
la h1p6tes1s de que no ex1$ten dlferem,la.s entre 105 dos métodos, v
( que sean: s1gn1£1cat1vas ‘no se rechaza.:" ;

e e DR RN

g ' 3 et ¢

‘QEJEMPLO 2 JOO hombres b4 jaon mujeres, gartlcxparon €n una encueS'f,
ta acerca ‘de una nueva pasta de dlentes. Se les pidid contestar

si les gustaba o no, el nuevo sahor de la pasta. ;32 hombres v 26 e

. mujeres respondieron que no les gustaba el nuevo sabor. iIndican-
- estos datos una dlferencla en la preferencia entre hombres y muje-
Ares en general : SN P :

Para verificar esta h1p6te51s los datos pueden ser acomodados en
una tabla de contingencia de 2X2 de la forma siguiente: ’

v

g

_ Les gusté la pasta No les gustd la pasta
Hombres 68 ‘ 32

- Mijeres | 74 26

’

La hipdtqsis nula queda como sigue:

Ho: No existe diferencia en la preferenc1a entre homhrcs
.y mujeres. .

Como las dos muestras (hombres y mujeres) son independientes entre
sf, y estdn clasificadas en dos categorias, la prueha X? es adecug
da para verificar la hlthQSLS-

Para esto, se calculan los valores esperados, los cuales resultan-
sery . '
Eyy =71 Ey;p =29 Ep =71 Epp=29

2

«E3’ 2 T
Por lo que; T i§1,j£1 0 igdl o) 0,8.742 | . W



- Como se tlene un grado de l}bertad e1 cuant11 correspondlente de:

“una X2 es (a0, (u) wnq- 16.63. (pe hecho, si q-—O 25, 1a declslén":'

”~es la. m1sma]

Por tanto, ya que T‘<vaa, se concluye que fo exlste d1ferenc1a .o
en'la preferenc1a entre hombres y muJeres, que pueda consxderarse
s1gn1f1cat1va. '

-~
- . : . e

~
N

éJEﬁPLO 3 Para detectar las diferencias que existiah entre'persg

nas de dos poblaciones distintas, con respecto a su opinién a fa- . .
vor de una nueva ley, se tomaron 135 personas al azar de una po - o

‘blacibn y 140 en la segunda.

De las- 135 personas de 1la primera poblacién,‘43 estuvieron en con
tra, mientras que la segunda poblacidén, 103 estuvieron a favor, -
(Existe una diferencia significativa en la proporcifn de gentes -
que estd en contra de la ley, en las dos poblaciones?, k

De acuerdo al enunciado del problema las hip6tesis a probar son:

Ho: No existen diferencias sighificativas'entre las dos -
7 poblaciones.
b4 Ha: No exlstm1d1£erenc1as 51gnif1cat1vas entre las poblg
ciones.

[y

Si: 1a informacidn es resumida en la siguiente tahla; -

Opinién a favor ‘ _Opini6n en contra  Total

Poblacién 1 . 52 ' 43 135
Poblacifn 2 103 37 J40

La prueba que sirve para checar las hipétesis es la X?, teniéndo-
se que: .



ESURS

0 E3 95,72 E3;=39.27  E;=99.27 - E5;p=40,72.
’A?Eﬁtan§§{7 "

B o." 9’787’.‘?. SRR

 Si a=0 05, el cuant11 correspondlente (se tiene sélb un gxado de

‘ llbertad) :esy 3.841,-1lo cual 1lleva a no- rechazar la h1p6tc51s de
‘que -no existen d1ferenc1as s1gn1f1cat1vas en la proporc16n de gen
tes que estd en contra ‘de ley, en las dos poblaciones. T

) EJEMPLO 4 - Para probar_la'poteqcia de cuatro drogas, unOS'inVééti
gadores hicieron el siguiente experimento: Tomaron cuatro muestras
de 50 ratas cada uno, en forma aleatoria. Después de esto se in-
.yectaba una droga a todas las ratas de una muestra; haciendo lo -
mismo’ con las drogas y muestras restantes. La potencia se medfa-
de acuerdo al nGmerc de manchas rojas (o rdnchas) que aparecia en
cada rata. De acuerdo al nGmero de ronchas, se hizo la 51gu1ente

‘clasificacibn: -

Ndmero de Manchas

0-1 2-3 4+-5 mgs de S
Tipo de 1 12 20 .8 10
Droga. . 2 19 14 10 7
3 15 22 5 8 ’
, 4 12 33 13 12 : '

La hipétesis que sa desea probar es; .

Ho: La potencia de las drogas es la misma para las cuatro,

teniendo como alternativa:



: ‘EJEMPLQ 5 En una’ fabuca se tienen tres procesos dlstlntos para s
produc1r el mzsmo articulo, sin embargo el costode produccién va .
ria de proceso a pxoceso.; Debido a esto, se desea averlguar si ' ‘

la efectividad de los procesos es la misma, pues si esto es. c1er—k lv 
to, entonces se usara el mis barato., ‘La efectividad de cada pro-

ceso, se medird en. func16n del ndmero de. art1culos defectuosos -
que Produzca,

Se tomaron muestras de lotes de producc16n de cada proceso, donde
cada lote cont1ene 5 articulos‘ Del primer proceso, setomaron -

63 lotes, del segundo 46 y del tercero 30. Se revisd cada'lote‘yff3' f
- se contd el nlmero de articulos defectuosos encontrados. La in - AR

formacidn fué la siguiente: Los renglones indican de que proceso
proviene la muestra y en las columnas clasifican los lotes de -
acuerdo al nfmero de articulos defectuosos, Asi, la entrada colo
cada es la primera columna y el ﬁrimer renglén, sefiala el nﬁmero

de lotes de los fabricados con el. proceso 1 en los que no se en - .

contr6 n1ngﬂn articulo defectuoso.
Nimero de Articulos defectuosbs‘por lote

+

0 1 : 2 g oy .
Proceso 1 12 18 . 7 9 10 7
Proceso 2 | 14 6 5 6 8 7
Proceso 3 10 4 5 kN ’ 6 v

La prueba que se utilizarf es una X2 bara checar igualdad de po-
blaciones, en este caso de "efect1v1dad de procesos" esto es, -
. las hipdtesis a contrastar son:
Ho: Los tres procesos son igualﬁente efectivos .
Ha: Existen diferencias significativas entre los tres -
. procesos. '



tanto, 51 se- substltuyen

j_ o

“v'3

D o

s

: ¥Se tlene que N=147 y los valores esperados se encuentran en la —if
s1guiente tabla; S P G T :

Y

i 2 G
e 15.426 | 11.998 | 7,2845  10.284 | 10.284 1 7,713
11.2644 "1 8.7612 | 5,3193 | 7,5096| 7.5096] 5.6322{
o 9.306° 7.238 | 4.3945 | 6.204 | 6.204 | 4.653
; ' ‘ 3 6 O3ia4-Es+ 2 ‘ .
,“Se sabe que T= 1J£1 = - - €es la estadistlca de prueba,por -

ios valores de Olj y “de ElJ se tlene que

: T= 9, 171269 ‘
1a cual se d1str1buye como una X2 con ‘10 grados de 11bertad

81 a=0.05, el cuantil correspondlente es: 18,31 por lo que la hipd
‘tesis Ho no es- rechazada, es decir, puede buscarse el proceso mis
econémico para usarse, pues los, tres tienen la misma efectividad.



'PRUEBA DE LA MEDIANA .

fLa prueba que a cont;nuac16n se vera, no es més que una extens16n i
‘de la prueba de la medlana que se v16 en la parte correspondlente
a pruebas para dos poblaciones 1ndepend1entes. Como egemplq, su-

péngase 1a siguiente situacidn: S !

,Unakcompaﬂia fabrica una componente-eléctrica que es bdsica en 1la

produccién de aparatos‘electréniCOs.> Sin embargo, en los Gltimos -
meses, 'se ha encontrado que varias componentes han salido defectuo
sas, Jgnoréndose las causas, '

En vista de que esta situacién ha causado que las ventas de 1la com
pafifa disminuyan, la directiva re(ine a un grupo de expertos en la-
fabricaciSn de la componente, para que traten' de encontrar la fa -

1la en la produccifn o al menos orienten hacia donde debe buscarse.

Después de examinar toda'la informaci6én disponible, la cual consis 1
te bésicémente, de los resultados de las pruebas de calidad que se

aplican al final de cada etapa del proceso de fabricacifn, el gru-
po de expertos concluye en que la dltima etapa de éste, es. en don-~ .
de radica el problema, Ellos creen que la temperatura en la que -
esta filtima etapa se realiza, no es la adecuada, y hace que las -
componentes se deterioren, Sin embargo, no estin seguros de esta
aseverac16n. ’

Para poder verificar 1la proposxc16n de los expertos, la d1rect1va

decide tomar, en forma aleatoria, una parte de la produccién, que

esti por pasar a la dltima etapa del proceso de producciébn. Supon
gase que el nlmero de componentes asf elegidos es N, Después de -
ésto, se forman varios grupos; en forma también aleatoria,-donde -
cada uno de ellos serd sometido a diferentes temperaturas en la dl
tima etapa; es decir, se toman N componentes aleatoriamente, de €5
ias, se toman aleatoriamente n) para someterlas a cierta temperatu



'ra, en 1a Gluma etapa 1uégo se toman B2, ¥ se hace lo mismo, pe
ro a otra temperatura, y asi sucesivamente hasta agotar las N com
ponentes 1n1c1a1es, i ‘

* Cuando todas las componentes hasg pasado por esta etapa, se ‘les ha
cen varias pruebas de calidad, en las que los resultados se medi-
rdn en una ‘escala de 1 a 10, Donde, la minima calificacidn esta-
ri representada por el 1 y la m#&xima por el 10, Por Gltimo, la -
*calidad" de cada componente serd la suma de calificaciones obteni
das en cada una de las pruebas. ‘ ' ' :

El ﬁrocedimiento estadistico que a continuacién se describe-no tra.
ta de averiguar 51 la "ca11dad" de cada componente es bueno o ng, ‘
sino que servird para detectar si la temperatura influye en la ca-

lidad o no. ‘ : '

Ya que las componentes han éasado ﬁor todas las pruebas de calidad
y tienen asxgnadas una ca11f1cac16n la muestra conjunta (conside-
rando las N componentes) puede ser ordenada de menor a mayor, de -
acuerdo a la calificacién obtenida, y a partir de esto calcular la
mediana de todas las calificaciones, '

El prdbosito de hacer esto, es que 5i la temperatura no influye en
el proceso de fabricacibn, deberi tenerse que la mediana de las ca
lificaciones a51gnadas a las componentes, sea la misma para todas-
las muestras e igual a la mediana de la muestra conjunta.

Si se denota con 0,,; el nlmero ‘de’ observaciones de la i-éSihg mues

tra que son mayores que la mediana de la muestra conjunta, y con -
Oz, a las que son menores o iguales; se puede generar el siguiente
arreglo: (suponiendo que se formaron K muestras o grupos, con las-
N componentes) )



"fmqufes‘ ’1°”,L< an »,Q}§f ?%%/,_,O1F; ;Bi:, ;
menores 0 On . Op  Oxm - :s. Oz Ra
igual.” T LR o R TRk TR

ny ny .. n3 oy

Este arreglo no es mis que una tabla de contlngenC1a de Zxk donde.'
R: es el total de valores que exceden a la mediana de la muestra -
con;unta, en todas las myestras y R: e1 total de valores que son -
menor o igual a ella.

Puesto que las muestras son indeééndientes entre si, el método pa-
ra probar 1a hipStesis de igualdad de medianas, no es mis que un -
caso particular de 1la prueba X? para K muestras, vista en la sec -
cidén anterior. De-aqui que la estadistica de prueba sea:

o . k . - . X ; 2 '
N2 i . . .
T= Tgﬁ} gal (D;iffghB#Qz , la cual se distribuye -

aproximadamente como una X2 con k-1 grados de libertad,

Si la prueba S8e realiza a un nivel &, la regi6én critica estd defi
nida por valores de T mayores que €l (1-a) cuantil de una X? con-
k1 grados de libertad, se rechaza la hip6tesis de igualdad de me
dianas; en caso contrario, la hipftesis no se rechaza,

EJEMPLOS

EJEMPLO 1 Se quiere probar la hip6étesis de que las 'siguientes -
muestras fueron ohtenidas de pohlaciones con 1la misma mediana.



29, 29,717, 21

35, 42, 42, 30; 15, 31,

:, :Mu§s;rafj: » o
' . 2: 34,-38,°26, 17, 42, 28,35, 33, 16, 46,5
. 3: 17, 29, 30, 36, 41, 30, 31, 23, 38, 30.
4 39,'34,‘22,‘27,'42; 33, 24, 36;,29,725g.

A

se ‘dehen ordenar las 40 observac1ones Y
(El nGmero entre pav

Pafa probar 1la hipdtesis
Vcalcular la-mediana de,la muestra conjunta,

"rénte51s, 'significa la muestra a la que pertenece 1a observac16n)

15(1)

‘.26(21
30(3)
36(4)

Para calcular la mediana, se busca el niimero que divida en
S8i se clasi-

16(2)
27(4)
31(1)

38(2)

17(1)
28(2]
31(3)
38(3)

17(21
29(1)

33(2)
39(3)

17(3).

29(1)
33(4)

41(3)

29(3)
34(2)
42(1)

21(11

22(4).

22(4)
34(4}
42(1)

23(3).

30(1)
35(1)
42(2)

partes iguales a la muestra; en este caso es m=30.

24(4)
30(3)

35(2)
42(4)

25(4)
30(3)
36(3).
46(2).

dos -

flcan las observaciones de acuerdo a la muestra de que provienen

y de si son mayores o menores (menores o iguales) 4 la mediana,

se genera la siguiente tabla de contingencia:

1 2 3
Valores mayo- 4 6 4 5
res a la me- ' ' )
diana conjunta
Valores meno-
Tes oiguales a 6 4 6 5 .
1la mediana con- ‘

junta.

P

La hipbtesis es Ho: Todu#s las poblaciones tienen la misma mediana.

La estadistica,

NS
T= mz 1w

de acuerdo a lo visto es:

BT (014~ QﬁfiLﬂz



.en donde N es’ el total de observac1ones, R1 el total del pr1mer :

*rengldn ¥y Rz del segundo, 014 los correspondlentes valores obsér

vados ¥ nj los tamaﬁos de las muestras.

- En e1 eJemplo.

l.—

N'40 n;-](). nz=10" n:'JO n."JO R_"]g. Rz"Z]

Yy - Ou=4, 012-6 013 %4 ¥ O1a=5,

Entoncesy

Tl*JGOO I

A

3990 I

=> T= 1,1028

c 190
(47

v

~

2 + C‘Q'l%%f* 4 "J-%g—)z + (5,"1%%"),2 }

, - ‘
Como el nfimero de muestras es cuatro, se tienen tres grados de -
libertad, Usando la tabla 2 del apéndice, se ve que la hip6tesis
no es rechazada, esto es, las cuatro poblaciones tienen la misma

mediana.

]

EJEﬁPLO 2 Cuatro diferentes m8todos de hacer crecer mafz, fueron

asignados aleatoviamente a 34 parcelas.

fué registrada para cada parcela:

Método

1
83

94
89
849
96
1

92
an

2

91
a0
81
83
84
83
88

T 91

89
84

101.
100

a6
95

4

La produccién por acre,-«

78
82
81.
77
79
81
80

81



"'Se sabe que si las poblacmnes t;enen distlntas medlanas, enton
ces son d1ferentes, por lo que se qu1ere verificar si- todas t1eef
' nen la misma medlana, es decxr, la lu,p6tesxs Ho, seré

Ho; Las muestras prov1enen de poblaczones de 1gual

» mediana.. :
contra Ha: Existe al menos una poblac16n, con medlana dlsunta
: a las demfs. L

Como se sabe, para probar estas hipbtesis, es necesario calcular
1a, medmna de la muestra conjunta Yy construu' una tabla de contin
‘genc1a S : o

’La medlana de la muestra con;unta es m=89, por lo que la tabla -
queda comoy ' ' '

Mé&todo ! 2 3 4

Observaciones meno- ' .

res o iguales a la 3 7 0 - 8

mediana conjunta, - ; :
Observaciones mayo- v

res a la mediana - )

conjunta. 6 3 7 0, .

. a( " ni i)z
. . . N? 0y "W

La estadfstica de prueba es T R'IR?{?-:

ng

Ahora, N=34 "Ri=16 R.=18 011%6 01273 Op=7 Oy, =0 ni=9 n,=10

N ns“z Y nu=8,
2 2 2 L 2
Por lo que T!4..0.](;('6”4624) N (3w§670) A 3729) N !3.;6[,)~

~> Te 4.01(0.34+0.29+1,37+1,77)
L T= 17,52



El cuantil carrespondlente a una X2 con tres grados de 11bertad o
siendo q-a 05 es WJ?Q‘ 7,818, tenléndose que la hipftesis nula es. '
‘rechazada, esto es, las poblacxones no tienen 1a misma medlana -, ~'*

(1o que significa que al menos una difiere en med1anal

De hecho la hipStesis Ho se rechaza adn si a=0,001,

EJEMPLO 3 Se tiene tres marcas diferentes de bulbos, y se toma-

" ron muestras aleatorias de tres lotes conteniendo cada uno, una

" marca de bulbos. (Esto es, cada lote contiene una y sélo una mar

ca y distinta a las otras dos, de forma tal que se tiene una mues
tra aleatoria de cada marca). A cada bulbo seleccionado, se le - -
mide su vida media, teniéndose los siguientes resultados: S

Marca A B C
Duracibn 73 84 82

64 80 79

67 81. 71

62 77 75

70 .

Se quiere verificar si la vida media de los bulbos de las.dife-
rentes marcas es la misma, para lo cual se establece la hip6te-
sis:

‘Ho: Las tres muestras érovienen,de poblaciones de igual
mediana teniéndose como alternativa, la negacién -
de Ho,

-

_La prueba- adecuada parece ser la prueba de la mediana; por lo -
que se ordenard la muestra conjunta, se calculari la mediana y -
se construiri la tabla de contingencia:



Y62 (AL 64 (AL 67 (AL 70 (AY 71 (€173 (AL 75 €1
v '»77_(BIf 79.(C);vso‘xB)_,81 (BL sz‘(cl,;84 gB1 7  {“ '

" por lo que m=75 Entonces: ) P 5 S
A B c
Observaciones Q -4 - ,F 2.0
mayores 6 - . - RN R
iguales a m=75 T, ; .
Observaciones | S0 2e 1 S
. menores 6 - g

jguales a m-7§

Ahora, N-13 :y Ri=6, Rz=7 _

-> T= 4;0233(3.0651+1.1598+b;06591 |  -'-,   ;_*3
"L T= 8.9764

. Haciendo a=0.05, el cuantil cofreséondiente a‘uha X2 con dos gra
dos de libertad es: Wiram 5.991,'rechazindose por tanto Ho, pues
T>Wra.

Por lo que no éuede decirse que la vida media de los focos sea la
misma para todos.

Si a=0.01, el cuantil es Wira =9.210, por lo que Ho no se rechaza
rfa. De acuerdo a los intereses del experimentador, debe de ele-
girse el valor de g y por tanto la decisi6n,



' PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS

Como casi todas laS'éruehas que se refieren a k poblaciones (k>2),
la prueba de Kruskal- Nallls, es una generallzacxén de un proced1-v
m1ento de prueba desarrollada para dos poblaciones.

Esta prueba de k poblac1ones, es una extensién hecha a la prueba
Mann-Withney para dos poblaciones independientes, por Kruskal y =
Wallis (1952); de. ahi el nombre de 1la prueba,

Como un e)emplo para ilustrar esta prueba, se t1ene el slgu1ente*“

En un laboratorio de andlisis clinlcos, trabajan seis personas que
se dedican a hacer el mismo tiﬁo de anf#lisis. E1 jefe del labora-
torio, no estd muy convencido de como realizan este trabajo y por
lo pronto desea verificar si las seis personas trabajan al mismo -
ritmo.o no. Para tal efecto, registra varios tiempos por persona,
de lo que se tardan en hacer un anflisis, pues €1 cree que elregis-‘
trar las tiempos, es mejor que contar el nlimero de. an511s1s, que -
cada persona efectfia al dfa, pues los anflisis se van distribuyen-
do de acuerdo a como llegan; es decir, al llegar un andlisis, éste
se le dd a la persond,que estd desocubada, si existe mids de una en
esta situacién, entonces se asigﬁa aleatoriamente; si todas las -
personas estén ocﬁpadas, la primera que se desocupe, efectuari el
anfilisis. De esta forma, no a todas las personas les toca el mis-
mo nimero de andlisis y por otro lado, el nfimero de andlisis que -
llega a cada dfa es variable. ’

En vista de que el jefe del laboratorio no quiere actuar subjetiva
mente a la hora de emitir un juicio, decide buscar un procedimien-
to estadfstico que 1le ayude a decidir si las seis personas traba -
jan al mismo ritmo .

N6tese entonces, que se¢ tienen seis muestras aleatorias que son in

% Sugerido por Lelia Mendoza,,




dependxentes ‘entre si, Yy que lo que se quxexe probar es si las A
sels, prov1enen de la misma pohlac16n, esto: es, trabajan al. mlsmo,

v1tmo..lo cual qu;ere decir, sxvtodas 1as observaciones son,genqrax‘
das por la misma distribucién, = e R g

v

En general supdngase que se tienen k poblaciones 1ndepend1entes €
entre si, y considerese el siguzente arreglo‘ REERSEY . f;'

“ Xy Ry . Xa Ry X R

, k3 ky
Xe Rz Xz  Ra  X_ R S
Xina Rini  Xzp2  Rene Xkuk- Ren
’ k

en donde Xij denota la j—ésiﬁa observacién de la poblaci6n i-ésima,

y Ri) el rango asociado a Xij. Esto es, sf se ordenan las muestras
de menor a mayor en forma -conjunta, sin perder la identificacién de
cada elemento, y se asocian rangos del 1 hasta el N (con N§§1ni),se
tiene que Rij denotari el rango asociado en la muestra conjunta, a~

la.j-ésima obervacién de la i-&sima poblacién.
i
La hip6tesis a-probar serd: '

Ho; La funcién de distribucién, es la misma para todas
las poblaciones, - . -

y- la alternativa natural,es:

Hy: Al menos dos funciones de distribucién son distin-
tas. )

En forma matemftica, quedarfan:



CHoy Fy(x)e x:*.(;); exeX y v;#.j ek
H§~ \('X) *P 1. para alguna ch y alguna 1*JeJk
donde . Cxl_denota 1la funcidn de dlstribuc16n de la i-~6sima poblaw

cién, -

Si la h1p6tesxs Ho, fuese cxerta, .es de esperarse, que en promedlo’b -

R, » R.j sean 1gua1es en donde R denota la suma de rangos asoc1a~
dos a la i~ésima muestra, esto es, Ry ® f_, Ry ieJk,

- Usando el teorema central del 1fmite se tiene que:

T R,-Q E(R;) » se distribuye aﬁroximadamenfe como una
TVERY - -

N(O,1).

donde puede demostrarse (teorema 5, i)agAG,Conover (1971)) que:

oy (N+1) "ny(N#1)Y(N-nj)
E(R;1" 3 5 Y V(Ri.')'a 1 17 L

por lo que: Ri'-'} ni (N+1) |? se distribuye como -una X% con un-
4 ni(N+’;(ani ) . -
1z ' '

grado de libertad,

Si las Rits fuesen inde[‘)endientes; se tendria que:

;(R,-,‘Lﬁ 'ni--g%u‘ln’ vvo (1)se distribuiri como una X? con
i=1 &ni + =nj

‘



-k grados de 11bertad . Sin-embarge," las Ri's no son independien F
CN(N+1 v
tes pues E R s 51empre‘ Kruskal (1952], demostrﬁ que -

si el 1r651mo term1no de 'la suma (J) es multlpllcado por N-ni vudk o
entonces: ' <« N :

Ta. % ( iv i',gNﬂ )12, se distribuye asint6ticamente co-

i= 1 CN"'])(N n,)

mo una X2 con k- 1 grados_ de llbertad._

. " . : N
Por todo lo anterior, 1a estadfstica T, serd 1a estadistica de LR
prueba, ‘1la cual puede reescribirse como:

i ‘ni;
12 (Rl *ﬁ ni (N*l))_ con N- 2 n, yR;= 21 Ri
N(N*Jj m‘l n, i " ’ J .

X

o en forma equivalente:

Te i 3 R 3(N+1)

NN+T) im1 ny
Ahora, si ka3 y n,€ 5 vieJk, la hipdtesis Ho es rechazada, a un -
nivel a, si- T»T* es el valor crftico de T para la o dada, para el
cual existen tablas (Tabla 12, Conover()&?]]). En caso de que T<TH,
la hip6tesis no se rechaza, '

'5i estas.condiciones no se cumplen, se usa la aproximacidn a la X%,
en donde, si T>Witwa se rechaza Ho; donde Wp, es el p-&simo cuantil
de una X? con k+1 grados de lihertad, Si T<W;~a, la hip6tesis Ho,
no se rvechaza,

Para otras pruebas similares a la‘Krusknl-Wallis,.buede verse la pd
gina 263 de Conover (1971), para las referencias,



EJEMPLOS

EJEﬁPLd.l Cuatxo Prosramas de entrenamlento para empleados fue-r
ron probados en 20 empleados nuevos, los cuales fueron asxgnados
aleatoriamente a cada programa en grupos'de cinco. Los vexnte Lo
empleados fueron puestos bajo el cuidado del mismo superv1sor Yy

al final de un cierto perfdo de tiempo, asignd rangos a los emﬂea
dos, de acuerdo-a su habilidad en el trabaJo (el rango menor se -
asigné al empleado con _menos habll;dad)

Rangos
1 4 6 7 2 10
2 1 8 12 3 11
Programa 3 20 19 16 14 5°
4

18 15 17 13 9

(Existe alguna diferencia en la efectividad de los distintos pro-
gramas de entrenamiento?,

La forma es como los empleados fueron asignados a cada brograma,
hace que las cuatro muestras de cinco personas sean independien-
tes entre sf, y como en la informacifn se dan los ranéos asocia-
dos a la habilidad de cada trabajador, la prueba de Kruskal-Wallis
es la apropiada para contestar la pregunta planteada, '

Para poder aplicarla, es necesario calcular la suma de rangos aso
ciados, por programa, Estos valores son:

R1m29 - R2=35 R,y=74 RW=72

El total de empleados es 20, por Yo que la estadistica de prueba
queda como: '




f‘-_‘:'Tsv.':Jz ) ;;QRZ-, ni3(_?,J)
T 20027) i=1 nyg O T

" m> T= 0,0286(168,2+245+1095,2+1036.8) ~ 63
=> T= 9,7927.

" Como el niémero de muestras es distinto de 3' la tabla 9 no puede

vser usada, y es necesario utllxzar la tabla 2,

Si a=0.05, el cuantil correspondiente es: Woges =7.815, Como v
T>Woess la hipbtesis Hoi No existe diferencia en la efect1V1dad ‘
de 1os distintos programas;y es rechazada, T

EJEHPLb 2 En el ejemplo 2 de la prueba de 1la mediana para k po-
blaciones, se 1leg6 a la conclusién de que no todas las QoblaciOv‘
nes tenfan la misma mediana. En este ejemplo, se mostrari, median
te la prueba de Kruskal-Walis, que en efectoc los cuatro tratamien
tos para hacer crecer mafz son significativamente diferéntes

Para esto, la muestra conjunta es ordenada (sin perder 1dentif1ca
cibén) y se les asigna rangos:

Método 1 Rango Méiodo 2 Rango Método 3 Rango NEtodo 4 Rango
77 1
78
79
80
81
81
81

T Y, N S YRS

[= 30 = AT = ]

81 6.5
83 11 ’ 82 9



Mé&todo J_j;Ranédf

<

Méﬁbdo 2 ;;»_Rar\‘gb ,‘Métovd‘d,i ' Rango Método‘}l Rango S

- a3 .v ?“ijj :

.ng’:; 17
89 .17
90 319458

91 .23 -
91 . 23

92 ' 26

94 _ 28,5

96 31.5

De donde Ri» 196,5

Las hip6tesis son:

Como T= —AZ_ T ;Ei‘
N(N+1)ix1

83 13
‘88 . 135
88 15
8a a7

a0 195

91 S 23
a1 23,

, ’ . . ,‘ . 93 4

94

95

96
100
jal

R2m153  Ry=207 y

91

I

23

27
28,5
30
31,5
33
34

R4=38,50

Ho: No existe diferencias significativas'en

los cuatro métodos,

Ha: Existen diferencias significativas en -

los cuatro métodos.

ny

- 3(N+1), se tiene que T=24,28, Para buscar

“1‘;.,(”._’
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" el cuant11 aproy;ado, debe saberse que tabla usar, en este casor.

ok 4, por lo- que se busca el cuantxl A+ de una ¥? con txe; gra-~
dos de . libertad, teniéndose que si qu us, W;nqn78]5*q-0]0 LT
 Wi~a=6.251 y a=0.01, Wi=q=11,34; por lo que en los tres casos se
~estd en la regién de vechazo, teniéndose entonces que existenldi-;
ferencias en los cuatvo métedos (Esto es, Ho se rechaza),

EJEMPLO 3 Se tienen tres‘conjuntqs de ocho medidas_cada uno, de
..1a suavidad de un cierto tiﬁo de paéel; obtenidas en tres labora-
torios distintos; :

Laboratorio
A . 38.7 41,5 43.8 44.5 45,5 46,0 47,7 58,0
B 39.2 39.3 39.7 41.4 41.8 42.9 43.3 45.8
C ) 34.0 35.0.39.0 40,0 43.0 43.0 44.0 45,0

SupGngase que los tres conjuntos son muestras aleatorias, indepen,
dientes entre si. jExisten diferencias sistemlticas entre los dis
tintos laboratorios?

Establézcanse las siguientes hip6tesis:

Ho: No hay diferencias sistemdticas entre los distintos La:
boratorios.
Y Ha: Si hay diferencias sistemdticas,

Puesto que se tiene mds de dos muestras independientes, la prueba
de Kruskal-Walis es aplicahle.

Para poderla dplicar, se necesita asignar rango a las ohservacio-
nes, este preocedimiento se muestra en la siguiente tabla:
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CAPITULO V

MEDXDAS DE CORRELACION

'En 1las situaciones en que los datos son presentados en parejas -
(como es el caso de las'pruebas de dos poblaciones), es frecuente:
querer saber si las dos variables estdn relacipnadas o no; y adn-
mids, saber el grado de relacién, si es que existe, Lo que se tra
ta de averlguar es si existe una relac16n entre dos variables,: es .
to es, una relac16n matemét1ca, que no debe confundirse con una -
relac16n causa-efecto,

Las medidas de asociacifn o correlaciébn, pueden dar 1mportantes in

~dicaciones acerca de 1as causas o efectos, pero pue@e suceder -
también que existan correlaciones debidas al azar, correlaciones- '
sin sentido o correlaciones que son précticamehte insignificantes. -

Esto es mis notorio cuando el tamafio de las muestras es pequeilo, f:'

en estos casos se encuentran fiacilmente correlaciones engafiosas, -
‘debido a efectos aleatorios.

E1l cémo una correlacidén entre un ?ar de variables pueda ser expli- -
cada, depende en mucho del conocimiento que el intérprete tenga -
cerca del problema o a su experiencia. Ademis las correlaciones -
no deben ser extrapoladésusin un conocimiento a fondo del problema
en cuestién y alin asf, puede darse el caso que al extrapolar, se -
llegue a resultados carentes de ldgica. .

La relacién que'bﬁeda existir entre dos variables, no necesariamen
te es lineal; sino QUe puede‘darse en forma cuadritica, logarfitmi-
ca, o en otra forma no lineal, y como la mayoria de las medidas de
correlacidén, lo que miden es la‘rclacidn lineal entre dos varia -

bles, debe tenerse mucho cuidado en su interpretacién; Si una me-
dida de correlaci6n lineal marca una asociacién muy. baja, no debe

interbretarse como' no relacionados, sino como no relacionados 1i -
nealmente, sin que esto niegue‘uha'poéible asociacién no lineal, -




Laboratorio . - .. . Total por Renglén

A3 10 16 18 20 22 23 24 136
5 6 7 a9 11 12 15 21 86
c 1 2 4 8 13.513.517 13 78

‘ Entonces Taﬁ—(ﬁ%y i-gm'—?; - 3(,N+1), , para estos datos T= 4-.94
En este caso k=3, pero los tamaﬁos de las muestras son mayores a '
cinco, por lo que tiene que utilizarse la d15tr1buc16n X2, para- :
calcular’los cuantiles de T. Si a=0. 01, Wira=9.21, por lo que - .
T<Wi-q, teniéndose entonces que la hip6tesis Ho no se rechaza,

- ie, no existe diferencias sistemiticas entre los distintos labora
torios para medn la suavidad del tipo de papel en cuest16n



entre los dos varlables.~:

*Sin embargo, hay cosas’ en que una asoc1ac16n no lxneal puede ser -
" detectada por una medida de correlacién lineal, como es el caso de
la tau de kendall, en las sztuacxones en que la asociacién entre -
las dos var1ab1es, estd dada por una func16n monétona.

Debido a esto, en lo que resta de esta introduccién, se hablarid de s

correlaci6én entre dos variables, en lugar de correlacién lineal en o

tre ellas, por 1a p051b111dad de que otro tipo de relaci6n sea de-
tectado por una medlda de correlacién.

‘En el caso de estadfstica paramétrlca, la medida de correlacxén -
mﬁs comiin, es el coefxciente de correlacidén de Pearson, que se deno
ta con Pxy y se def1ne como: '

Pxy= —EQELELXl— , donde X y Y son las dos varia-
[Var(x)Var(yll’“ bles de interés.

Haciendo analogfa con este coeficiente y sobre todo con sus propie-
dades (ser invariante.bajo cambios de escalas de las variables, en-
tre las mis imbortantes), se diri que una medida de correlacién es-
"“buena' si cumple con:

i) Si valores grandes de X y Y tienden a ser aparcados y pdr lo -
tanto lo mismo sucede con valores chicos de X y Y; la medida -
deberd ser-positiva Yy tender a uno, a medida que esta asocia -

~cifn sea m4s fuerte, Es decir, si para cualesquiera dos pares

independientes (Xi,Yi)y(x!le Qe variables aleatorias inde =- -
pen’d:i:entes;“)(i <X, siempre que Yi<Y,j ( o bien X;>X siempre -
que Y‘C»Yﬂ); la medida serd igual a uno, y disminuiri a medida
que la relaci6én no sea tan marcada, pero permaneciendo siempre
como un valor pOSitIVO. .



'ii)  Si valores grandes de X tienden a ser apareados con valores
~_chicos de Y o viceversa; la medida deheri ser negativa y a-
med1da que esta relacién sea mﬁs fuerte, tender a menos uno,

Es decir si XY )y (XJ ,Y,) san dos pares 1ndepend1entes -_g?
“de variables aleatorlas 1ndepend1entes,)fx1>Yj : 51empre que
Y, >Y‘j o bien si x>xJ swmpre que Y. <YJ entonces la medi-
~ da deberd ser igual a menos uno, e ird aumentando a medida -uAf
‘ que la-tendencia disminuya, pero sxempre 51endo negativa,

iii)  La med1da puede tomar valores en el xntervalo[rJ J]_ﬁnlcamen -
te. ' '

iv) Si las variables (X‘Y) fueron construidas aleatoriamente, es
decir, no existe tendencia; o bien, son independientes;..1a
. medlda debiers aproxtmarse a cero, '

Cuando (1) sucede. se dice que existe ‘correlacién positiva entre = -
Xy Y; ysila medida es uno, se dice qﬁe existe concordancia. per-
- fecta, " Si (ii) sucede, se dice que existe correlacidn negativa en-
tre Xy Y, y si 1a medida es menos uno, se dice que X y Y son per-
fectamente discordantes. Cuando sucede (iv), se dice que existe no
correlacién entre X y Y. )

Ahora bien, la medida de correlacién, d4 el grado de asociacién que

existe entre las dos variables; sin embargo, es importante también -
el poder afirmar si el encontrar correlacifn en l1a muestra, signifi-
que que las poblaciones estén relacionadas o son fluctuaciones del -
azar; pues los resultados ﬁuméricos, incluso cuando han sido calcula
dos a partir de material completamente correcto y libre de objecio-
' nes, no demustran nada; sino que s6lo dan una indicacién sobre aigo,
llaman la atencién o exigen la construccién de hipdtesis y la consir
guiente prueba de hip6tesis; por lo que en esta parte, ademds de las
medidas de correlacidén, se verfn pruebas que determinen, si la asocia
cifn existe en las pohlaciones de las que se tomaron las muestras, -






_ : \;,1)\. 5 ROt S el g
»COEFICIENTB DE CONTINGENCIA*DE PEARSON =~
Una forma facil‘de deteétar si existe -alguna relacién entre dos G
conJuntos de datos, es usando una.tabla de contlngenc1a, (1o que-[V'7”
supone, que los datos deben estar referldos en escala nominal, al’
menos). ‘ :

En el caso de 1a prueba X2 para probar independencia de criteries,

una dependencia entre renglones y columnas, @uede interﬁretarse en i
forma obvia, como una dependencia.entre los dos criterios de clasi ‘
ficacién que estén usando. De la misma forma, en el caso de la - f"’
prueba X2 para probar igualdad de K poblauloneé, una dependencia -
entre renglones y columnas, significard una dopendencia entre las.
probabilidades de ser clasificado en cierta categoria.

Para estos casos, la estadfistica T definida por:

14

r c¢ ; o
T=.2 I (Ollvrlil»’ con E: RL}QL“; donde R, es el
im1 =1 Emg TR i

~

total de observaciones del }englan irésimo, CJ lo andlogo'bar1 la
columna j-&sima, N el total de observaciones clasificadas y 0, iy ©
nGmero de observaciones clasificadas cn la celda (iJ); es usada -
para probar independencia. Sin embargo en muchos casos, .no nada - -
mis quiere saberse si hay deﬁendencia, sino medir el grado de depen -
dencia que existe sobre las dos variables y determinar si es signi.
ficativo estadisticamente o no lo es, (este gradoe de dependencia).
Yule y Kendall (1950,p.53), le atribuyen a Pearson cl siguiente .-
coeficjente, que se utiliza para medir el grado de asociacifn entre
dos conjuntos de datos, que se arrcglan en una tabla de contingcn—'
cias

g b Y
[ C= b&l ]‘2 “en donde T es la estadistica que se defi-
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“nxo en la paglna anterior.,

Para probar st el valor de c es slgnxflcatlvo, es declr, si el.va~
lor de C representa 0 Lndgca asocxacxdn entre las dos: variables - de .
la poblaczon de que se obtuvieron los dos conjuntos de datos, se -.
usa a la estadistlca T, haclendoq , R ERE '

v

Ho: EL valor de C indica 1ndependencxa entre las dos -

variables, { )
Ha: E1 valor de C indica dependencia entre las dos va-
_ ‘riables, : ' :
Si el valor de T es mayor que el (1~a). cuantil de u;a X c¢con .

(r«1) (ce1) grados de libertad, se rechaza 1a hip6tesis Ho, si es-
que l1la prueba se hace a un nivel @, Yy en donde r es el nlmero de -
renglones y ¢ el de columnas, de la tabla de contingencia.

Aunque el grado de aplicacidn del coeficiente C es muy amplio, tie .
ne sus limitationes, las cuales hacen que elvcoeficienterc, no sea
muy bueno, en el sentido de la definicifn dada en la introduccién.

En Conover (1971} se demuestra que el valor médximo de T buede to -
mar es N(s-1), donde S=min (r,c}, por 1o que C siempre serf menor
o igual a, s/ § 3 , la cual 51empre es menor que uno, y se aproxima

T4 a ese valor, a medida que S aumente, Por lo que el valor-de C-
no cumple con todas las probiedades, ademds de que esta'cota,'&ehuég
tra que el valor de C depende de la dimensién de la tabla de contin
gencia, lo que impide compaxrar diferentes coeficientes C's de ta -
blas de diferente tamafio.” Por otro lado, C hereda, por decirlo de-
alguna forma, las restricciones que se tenfan en la prueba de inde-
pendencia, para el cdlculo de T, con respecto al ntmero de celdillas
que deberfan tenev una cierta frecuencia esperada,

A ﬁesér de todo esto, el coeficiente C, (llamado de contingencia, -
por razones obvias) es usado con mucha frecuencia; paTa medir el -
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. Palit:
R

8rado de asoczacxén entre dos varlahles,"‘~;~‘< o ,
Otros coef;cxentes que se deflnen a partlr de T, son‘ ‘

,‘ T ,yl ST ~ ,_los cuales se discu
NG-TY N/-G',ﬂt‘cﬂl PR

ten brevamente en Conover (]9711 Yy un- poco mas amplxo en Yule y

Kendall (1950) y Cramér (]946) ' : e

‘234-.

EJEMPLOS

gJéﬁpLd 1 Cincuenta obreros de una fdbrica acudieron a la enfermé
rfa quejindose de inflamaciones dehidas a la artritis.

A ve1nt1c1nco de ellos se les dig asplxlnas y al resto se les dif
- un placebo sin que lo supieran.. Una hora mis tarde a cada trabaja

dor se le pregunté si el medicamento tomado habia ayudado a dismi-

nuir la inflamacién. .17 de los que tomaron aspirinas y 12 de los

que toﬁaion placebo contestaron afirmativamente. (Puede pensarse

que las aspirinas ayuda a disminuir el mal?., La pregunta puede "

plantearse de otra forma: Los criterjos: tom§ aspirina o no y d1§
- minuy6 el dolor o no, ison independientes?,

Para responder esta bregunta, se calculard primero el grado de asg
ciacifn que existe entre los dos criterios dé clasificacién, y des
pués se verd si es significativo,

Para lo primero,se calculari el coeficiente de contingencia de -~
Pearson, dado por la expresifn:’

| fr SR (053vEi)?
‘ e/ i + donde T.t;‘:w‘g,_i-&ﬂ_i?u).. y N es el



total de . ohservac1ones. En este caso N=50 y para calcular T r
los datos se. arreglan en la sxgulqnte tabla de contlngencla de - -

Respuesta.

" Toms: L"‘Afirmativn Negativo :
Asplrlna R | 8 |

Placebo a2 R K
Teni#ndose que Ex =14.5, E12=10.5, Exy=14,5, Ez2=10,5
de donde T= 2.0524

asf C= 0.1985, lo que muestra un grado de asociacidn @equeﬁo.

Usando la tabla 2 delraﬁéndice, se tiene que el cuantil (1'6) es:
a= 0.05 o= 0,10 i

3.841 2,706 , en ambos casos la hipdtesis

~ deé independencia de criterios no es rechazada, por lo que se con

cluye que la aspirina no ayud6 a la cura del mal.

éJEﬁPLd 2 En el ejemplo dos de la prueba de independencia de cri
terios X*, se llegd a la conclusi6n de que existia relacifn entre
el tipo de sangre y el tipo de enfermedad del paciente, Ahora lo
que interesa saber es el grado de asociacidn. Para @ésto, se cal-
cularg el coeficiente de contingencia de Pearson,

Se tiene que C= [NIT Como T= 4Q, 5429 Y N= 8766 entonces:

C= a,0680




Lo que se conluye es que el grado de asoc;acidn entre el tlpo de .
,sangre y el t1po del pacxente ‘es 0 0680 ¥ 1o cual puede ser muy - j;

)

pequeﬂo

.

EJEM?LO 3 En el‘éjemplo tres de la misma érueba, se concluy§ qué

‘1a infeccién con una raza no hace al individuo mis o menos _sucep-

‘

tlble a la 1nfecc16n con la otra raza de amoebas. . e

Si se calcula el coef1c1ente de contingencia, el cual es:

C= 0.002407, puede darse cuenta, de que a pesar de existir wpa -

asociacién entre los dos criterios, esta ocasifn es tan pequefia,
que se considera como no significativa (No es qde se considere, -

-sino la prueba X%, dice que no es significativa la asociacién).

win ‘



 COEFICIENTE DE CORRELACION DE SPEARMAN, =

'!‘Como se menc1on6 en la 1ntroducc16n, la medlda de asocxac16n més bt
~‘usada en el caso paramétrlco es €1 coef1c1ente de correlac16n de
: Pearson, que se define como: . S St

z (x 3() (y -
Pxy=3 .
gﬁtcx XY, E (Y rY)z

"y mide el grado de asociacién lineal entre X;,,,;,any Yisewo Yoy

en donde se supone que la escala de medida para las variables Xy Y

es de intervalos. Ademds, debe suponerse normalidad, para que pug L

da hacerse una prueba de hipéte;is basada en &1,

Sin embargo, dados dos conjuntos de datos, no siempre se cumplen .

estas dos suposiciones, por lo gue es necesario el-contar con una
medida de asociacién para estos casos.

Spearman’ (1904), sugiri6 el usar los rangos de las variables, en -
lugar de los valores, para construir una medida que pudiera ser -
utilizada para detectar asociacién lineal entre dos variables y al
mismo tiempo fuera €Gtil para llevar a cabo pruebas de hipétesis, -
con la Gnica restriccién de que la escala de medida fuese al menos

ordinal, para que se puedan asbciar rangos,

El coeficiente de correlacidn de Spearman, se define entonces, de
manera anfdloga al coeficiente de correlacidén de Péarson, s6élo que
en lugar de los valores de las variables, se utilizan los rangos.-
Si se denota con Pg al coeficiente de Spearman, sc tiene entonces

que



i T RO R ROAL-RG) | |
/ iQ(R(XiJs .(inzig(ncrirm)f

k en’ donde R(X. ) es el rango asociado a la varlable X (f)el pro-, .
-medio de los rangos asoc1ados a las X‘e, y RCY 1y EZY}_lo anﬁlo—V{]

go Para Yl, [ -"”Yn\
’ ¥
z R(?‘il

: :Ahora R(X)='& 13 ‘por definicién, entonces;

=] N A
s R(X)= y\anélogamente Rf?]a ﬂil
":qu otro lado;

ERe)ROOEE, o- eeE o u(n+1)+("” %)

imy

n o 1)(2n+1) - n@+1)? + n(prl)?
> oI, (chil."‘m),lz'gin——ié(—l}"l- ,’lﬁ.‘i—l- "(E?f'l"

VT

2 Cmriyize RNH1) (20¢1) | n(nel)?
~>Z, (R~ RO 5 - B

n — . 1
= Eme. TE - 20

) n — o 2
. i : . 2, n(n®-1
y en forma andloga se tiene queg 'EI(R(Y‘i). R(Y))?: ""("Tl1



' por lo que ps puede escrihlrse como.

2.E, (R(%;1x n+,u (RO ;) “f“ " i
Ps»af_ - n(n J)_ L

lécwu.es equivalente (Siegel’ 1976) a:.

6.2, IRCX, ) -R(Y)I®
2]
_Ps _ n(n JL

En la segunda ex#résién se puede notar que si la relaci6én que exis
te entre las variables X y Y estd dada por una funcién mon6tona -

(por ejemplo: Y= logeX, Y=X? con X» 0,etc), el coeficiente p . Serd

igual a 1, Es decir, este coeficiente no s6lamente detecta rela -
cifn lineal, sino en general, lo que determina es si valores gran-
des de X tienden a ser abareadés'con valores grandes de Y, tenién-
dose que valores chicos de X tiendan a ser apareados con valores -
chicos de Y; o bien, si la tendencia es que valores grandes (chi -
cos) de X se aparean con valores chicos (grandes) de Y. Por esto,
debe tenerse cuidado al momento de concluir sobre los resultados -
que se ohtengan a partlr del coeficiente,

Ahora, si se desea probar que el grado de asociacién obtenido por
el coeficiente de Spearman, determina o puede considerarse como un
grado de asociacién significativo dentro de la poblacién, se utili
2a a la estadfstica;

T= 3, (r(X1)eR(YED)? ‘

o bien a la misma £ ..




“En ‘ambos casos las hipétesis que se establecen son:i

- ‘Hoi Las Xi y: Yi son 1nde9end1entes,f' L

 Ha: Existe una tendencia en aparear a valores grandesl S
de X con valores grandes de Y, o bien, la tenden-

_cia es aparear valores grandes de X con yalores .-
ch1cos de Y. ‘ SR

‘51 se usa a p, como estadfstica de prueba, existen tablas (tabla "

~10,. Conover. (]Q]J)l, donde aparecen los cuantiles.de P bajo la hxr'
- pbtesis Ho, de donde, si pg €3 mayor que el 1- {} cuant11 o menor ..

que el — 2 cuantil, la hipftesis Ho'se rechaza, en caso contrar1o, o

no se rechaza.

Si se usa a T como estadistica de ﬁrueba‘(la'ﬁnica diferencia es - .
la reducc16n de c&lculos ar1tmét1cosl, existen también tablas (ta- '
‘bla 9, -Conover, Op .Cit) para los cuantiles,s teniéndose que la hipé
tesis Ho se rechaza si el valor de T es mayor que el 1- 1%— cuantil ’
o menor que el TF cuantil correspondiente.

En el caso que se quiera hacer pruebas de s8lo una cola, debe notar
se que p crece cuando T disminuye y viceversa, por lo que debe te-
nerse cuidado al definir la regi6n de rechazo de esos casos.

N8tese que en ambos casos (ys sea usando p_ © usando T), 1la distri-
bucién de la estadfstica de prueba no depende de los valores que to
man las variables X y Y y por lo tanto, tampoco de su distribucién,
por lo que esta medida o ﬁuede ser usada en el caso en que no se -
cumpla la suposicifén de normalidad, pues la distribuci6n de p, 4, .

pende Ginicamente de los rangos asocjados a X y Y.

La bibliografia que puede mencionarse, es: El artfculo escrito por
Spearman en 1904, donde se introduce esta medida y el articulo de-
tiotelling y Pabst de 1936, quienes recalcan el caracter no paramé-
trico de esta prueba y utiliza a T como estadistica de prueba, pa-
ra la comprobacién de las hipbtesis,



' Puesto que se esta trabaJando con rangos Y al 1gua1 que en todos
los casos ‘en que se usan (Pruebas de w11coxon, Mann-Whltney, etc. ).
‘~pueden ex1st1r dos o mis observaciones iguales y asoc1ar1es el mis

- mo rango i, 1o que se hace es asignarles el rango promedlo de los-‘ﬂffﬁ‘

‘yangos que les hubigra tocado si no fueran iguales. En el caso -
.~ del coeficiente de_correlacifn p., esto también es vdlido y debe -

de hacerse\ sin embargo si existen muchos empates, estos hacen que!Z” ;?
- el valor de, 2‘(RCX11 iil), dzsmlnuya, si ‘es que los empates suce-~:  [f7

-den en los valores X:.q' X (en el otro caso, es anélogo), y afec
tan al valor de Py La suma de cuadrades se corrige resténdole Sely

;2_153‘ en donde t es el ndmero de observaciones ”empatadas" en un fgf'ﬂ

rango dado, de esta forma o quedaria comoi

z R,l lz ER(X )<R(Y, )]

.pa =1 2:L11

s. /-—~——-———-——-
R B Ry

n
donde: EfRZ 2 (R(X )- R(X)f ET ,donde T, es la correcc16n
por empate, para X ' :

n n S — )
i5 Rgi-i§1 (R(Y;)~ R(Y))* - }:'ry, donde Ty"es la ;orreccidn
por empate, para 1as,Yi.

Con esta "nueva" p., se ﬁueden llevar a cabo la prueba de hipbte -
sis sin que los empates causen ambiglledades,



,,,‘ﬁjénPLQs?;;?f ‘”“__L-

: EJEﬁPLO:J Un grupo de siete ratés, fué somepido a:una‘dieta]defi e
- ciente durante tres semanas. A final de estas tres semanas, dos- . .
~observadores asignaron rangos a las ratas de acuerdo a su estado: .

B

N% de Rata . ‘Obsérvadéf 3 Observador 2
Ly e »
-3 6 5
4 5 6
5 3 B
6 2 3
7 7 7

iLa asignaci6én de rangos por cada observador es independiente?’

Se<calcu1arﬁ primero el coeficiente de correlacién de Spearman, y
a partir de €1, se verificard si el grado de correlaci6n es signi
ficativo. ) .

El coeficiente de Sbbafnan se calcula a partir de la siguiente -
expresién;:

n
6,2, (ROX)-R(Y,))?
n(n?<1)

psnln

Substituyendo los valores dados en la tabla se ‘encuentra que:
ps= 0.8571,

Si o=0.0S5, se usa la tabla 10 del apéndice y se buscan los cuan-
tiles correspondientes a n»7, los cuales resultan ser w0,7450 y -



Co-179 .

&,7450,por10“que nO'se‘maﬁmzi~la hipéteSis defindependehcia;
O Si Se uéang(R(X Y~ R(Y, 1)‘ como estadist1ca de prueba,‘se llega
“a la m1sma conclusxén (Usando la tabla. JJ los cuant11es oy I-q .

son 18 y‘94 ¥ como T-48 1a h1p6tes1s de 1ndependenc1anose recha
za). ' :

EJE”PLQ 2 En la situacién descrita en el ejemplo 3 de la prueba’
de Friedman, con respecto al estudio de la mortandad causada por -
picaduras de alacténi se quizo averiguar si el fendmeno' mortandad
estaha relacionado con el ndmero de viviendas rociadas anualmente
con insecticida para combatir el mosco que trasmite el paludismo.
Para ééto; se contabén con }a siguiente informacién:

Afio Tasa x 100,000 habitantes*(X;).  Nmero de Viviendas Rociadas (Y,)
1956 4.23 (18) 465 146 (1)

1958 3.21 (17). 3287 642 (17)

1959 2,64 (35) 3502 730 (18).

1960 2.21 (10) o 3270 740 (16)

1961 - . 2,60 (14) 1730 572 (5)

1963 3.08 (16) ' ©1713 479 ( 4)

1964 2.51 (13) ; 1939 534 ( 9)

1865 2,31, (12). 1933 981 ( 8)

1266 2.22 (11) , 1918 461 ( 7)

1967 1.86 ( 6] 1800 907 ( 6)

1968 1:87 (1) 1619 521 ( 2)

1969 2,06 ( 9) ©© 1665°153 ( 3)

1970 1.91 ( 8) , 1982 360 (10).

1971 1.47 (15). 2692 533 (15) '
1972 1.46 ( 4). ' 2579 648 (14)

1973 1.30 ( 3) 2407 711 (13}

1974 . 1.02 (1) 2144 993 (12)

1975 1.06 ( 2) 2042 413 (11)

* La tasa, 8 una tasa bruta de mortandad general por picadura de alacrdn, en
la Repfiblica Mexicana.



'Deb1do A que una columna la 1nformac16n es absoluta (Nﬁmero de v:k
“V1vxendas) Yy en la otra es una tasa (tasa por 100,000 hab1tantes)”
uma forma udecuada para comparar las cantldades en forma dlrecta f,,
Ty poder medir la correlac16n es asignar rangos. Esta 351gnac16n‘Q , 1
se muestra en la tabla, a la derecha de los nGmeros 'y entre parén” o
tes1s :

La medida de correlac16n*que se calculard, serf la P de Spearman,
(aunque también puede usarse la T de Kendall, como se ver8 en la
siguiente seccién), y después’ se ﬁroba}é la hithesis Ho: Las ta
sas y’el nimero de viviendas rociadas son independientes,

Para calcular el coeficiente de correlacién de Spearman, se eva-
1Ga 1a siguiente expresidn, usando los rangos asignados a la in~ -
formacién:

e Y - 2312
p =1 - & EROGIR(Y))

n(n?-1) -

Al substituir los valores se obtiehne que:

pgz - 0,21 . | | , Cod

Si se fija .oqm0,05, se puede ver (usando la tabla 10 del apéndice)
que 1a hipdtesis de independencia no es rechazada.

En forma andloga, si se usa a Tm I (R(Xilw R(Yil)’, se tiene que

T= 1174

Y los cuantiles correspondientes son:

Woas,™ 512y Wata/z= 1320 (a= 0,05)

1legando a la misma conclusidn de no rechazar Ho, como era de
esperarse. '



EJEMPLO 3 Contlnuando con esta 51tuac16n 10 51gu1ente que ‘se. -  ' -
”‘chec6, era si el indice: de’ ruralldad (Poblac16n rural ‘entre pobla‘~
c16n urbana) estaba relaczonado con la tasa de mortandad Pues -~
se tenfa la sospecha, que 1la mortandad era; mayor en la poblac16n

v rural que-en la urbana y esa informaci6n no se tenfa, sin embargo
. una alta correlacién podria dar 1nd1cxos de este problema. EI -
- problema es que s6lo se pudo conseguir poca 1nformac16n y de esta
" forma el coef1c1ente de correlac16n no puede ser interpretado tan
f5c11mente. R - ST

r

" Los datos se pueden resumir en la s1gu1ente tabla, en donde &mm1é1
se muestra la as1gnac16n de rangos. ‘

Tasa de Mortandad Indice de Ruralidédk,
1940 . 8.27 -(6) o 1.849  (6) '
195 747 (5) S 1,388 (8)
1960 . So2.21 0 (3) 0,972 (4)
1965 , 2.31  (4) . 0.801 (3)
1970 , 1.91° (2) , - 0.703  (2)
1975 e 1.06 (1} © 7 0.593 (1

Al calcular p_ se obtuvo que p_= 0.9429, y consultando tablas se
tiene que la hip6tesis de independencia es rechazada,

Sin embargo,.esta decisifn debe tomarse con reservas, pues la in
formacifn es poca.



*  COEFICIENTE DE CORRELACION DE' KENDALL = .
Otra medida de asociacidn muy usada en el caso no patamétrico es ~-
el coeficiente de correlacién de Kendall, Este coeficiente, al "=
igual que el coeficiente de correlacifn de Spearman, estd basado -’
en el orden de las. observac1ones (o sea e1 rango de las observacio
nes), en lugar del valor de las mlsmas, por lo que se nece51ta al-
‘menos una escala ordinal para poder ser ut111zado Debido a que -
no depende del valor de las observaclones, la distrlbuc1dn del coe
ficiente no dependera de 1la distribucidn de las dos varlables, si- o
es que 8stas son independientes, o

Esta medida de asociaciln tiene dos ventajas sobre 1a medida de co
rrelaci6n de Spegrmah, La primera es que la funcign de distribu -
cién del coeficiente de correlacifén de Kendall (1lamado asf, debi-
do a que &1 1la éroﬁuso (Kendall 1938)) se aproxima a una normal, =~
cuando el ndmero de pirejas crece, en forma mds rédpida que 'la fun-
cién de distribucién del coeficiente de Spearman, Por otro lado, ’
este coeficiente puede ser extendido a un coeficiente de correla - - -
‘¢cifn. parcial, como se verf en-la siguiente prueba, '

Debido a estas dos razones y al hecho de contar con varias medidas
de asociacién, de forma tal, que se pueda elegir entre varias; se-
incluye. esta medida,

Sup8ngase entonces, que se tienen dos conjuntos de observaciones:-
S Xisee X, ¥ Ya,eeanY), dadas enla siguiente foma(X;.Yx) (X2,Y2),404p =
( ) Si dadas dos parejas (X .Y )y (X ,Y ) se tiene que X <X LX >X ) y -
;Y <:YJ(Y;>Y:) se dird que las parejas son concordantes ren caso de que X ‘GXJ -
(X >X ) y \’ >Y (Y < Y ) se dird que son discordantes-;encaso de 1gualdad en
alguno de los dos nuenbros, las parejas no son ni concordantes ni discordantes.

Si sedenota con Nc¢ al total de parejas concordantesy con Nd al to --
tal de parejas discordantes, el coeficiente de correlacién de Kendall



. -;~“;183 ?~;_“ kR

[l

puede ser éscrito como: . 1

uzn@dl

' Debxdo a que el nﬂmero de paves que‘yueden formarse es(z) i‘nﬁrﬂ),
si todos los pares son concordantes se tendrd que T=1y si todos-
-son discordantes, serd igual a menos unoj 1o que s1gn1f1ca que la-
medida de correlacidn T verifica la definicidn dada en la introdu-
ccién. :

Una forma fdcil de calcular T; es ordenar en forma creciente a las

X'S y entonces las Y'S se combaran dnjcamente con los valores que
1le breceden y -asf contar el total de pares concordantes y discor -
" dantes, VEstg precedimiento, se ilustrarid con el siguiente ejemplo. -

4

Suponga las ohservaciones:

(;7,55), (52,331, (45,79), (21,13), (56,89),(37,68)
(45,741, (41,02), (30,03}, (53,37), (54,33)v(79,79)

Ordendndolas con respecto a X se tiene:

(21,13) (30,03) (37,68) (41,02) (45,79) (45,74) .
(47,55) (52,33) (53,37) (54,33) (56,89) (79,79)

Ahora considérese la pareja (21,13), para ella; existen 9 pare-
jas concordantes y 2 discordantes, despufis de ella,

Para (}O;USI existen 9 concordantes y una discordante,

Si se sigue asi se genera el siguiente arreglo:



ol Nﬂmnro de parejas concoxﬂantes- Nﬁmero de gareJas dlscordaﬂ
(KLY, - abaje de GHLY, - teyabaiode (Y. D

@nas. e g
(30,03) L T e
| (37,68) SRR
wney 8
ey
(45,74) 2
(47,55) 2
(52,331
 (53,37)
(54.33)
-(56,89)
(79,79)

§3
p""w e e

SR - T U R NRR T

Entonces N.= 42 y Nd-.ziq
de aqul resulta que T=» (.1590,

El coeficiente de correlacidn de Kendall, puede ser usado bara pro
bar hipStesis de 1ndependencia, sin embargo si s0lo se usaa N."Ng -

se simplifican los calculos, por lo que se propone a T=N 'Nd como =«
la estadfstica de prueba para la cual existen valores tabulados -
(tabla 11, Conover (1971}), Si T es menor que el q/2 cuantil o ma-
yor que el J~a/2 cuantil, 1a h1p6tesis de independencia se rechaza.



EJiEMPl.-,O,S“'i e

EJE”PLO 1 Una pareJa va a jugar hOllChe Y por curlosldad anota -1‘ 
.sus puntuac1ones para ver sx estdn relaclonadas. Los resultados ..

som:,

";Linéa J_.

(Y

N ’_
© 100 N O U R W

El

© 147

. 158
131
142

183

© 351
186

129

155

158

- La hip6tesis a bfobar es Ho:

dientes a los de ella.

Para probar que la hipftesis se usard el coeficiente de correla-
cién T de Kendall, por lo que se ordenarin los resultados de €1,
para caltular Nc, nimero de parejas concordantes\ y Nd, nlmero de

o e85

Ella

122
128

125"

123
115
120
108
143

124 .

123

Las puntuaciones de &1, son indepen-

parejas discordantes. Entonces:

EL

129
131
142
147
183

Ella

143

C128

123
122
120

Parejas Concordante Parejas Discordantes
por debajo de (X,Y) por debajo de (X,Y)

Wt v L

N W e



: PareJas Concordante Parejas Dlscordantes‘
_por debaJo de (X,Y) por debajo de(X Y)

ot ase o Tiazs oo o gn T g
coo1s8 o128 00 o z
183 0 3]s 0 e
196 108 Nes11 Nd=33
B \ i * . - R N u >,A
Entonces: S ; L
,0T=‘ 11‘33 - 22

v27009) T4

~» T= = 0,4888

Por lo que el grado de asociacidn entre los resultados de la parejab
es ~ 0.4888. Para ver si este grado de asociacifn es 51gn1f1cat1v'
"vo, se usa T= Nc-Nd como estadistlca de prueba

En este ejemplo:

Te = 22

Si a=0,01, los cuantjles W Y Wis-a/y soni--(tabla 13)

0/2 .
~27 y 27, : : ‘ LT -

Como - "ﬁl < T <Wi~a/z, la hipftesis nula de independenc1a no se re
chaza, es decir a pesar de que el gradodeasocxac16n esmas o menos
grande, no es significativo,

EJEMPLO 2 Recordando el problema del estudio de la mortandad cau-
sada por picadura de alacrdn, se querfa saber si la produccifn del
suero que servia como antfdoto y la tasa de mortandad, estaban re-
lacionadas., Desgraciadamente se tenfa esta informacién, dnicamen-
te por perfodos decenales, Sin embargo, se llevé a cabo una prue-
ba de correlacidn, para ohbtener una idea m&s amplia del panorama.



Se ut11116 el coeflcxente de cqrrelaczén de Kendall por consxde;
rarlo adecuado (la elecc16n entre la T y p fug arb1trar1a) :

La 1nformac16n es: g ' ',fb'
" Produccidn de Suero - T B R
Periodo ‘ @rascos X 100, 00(1 hab ] 'rasa de Mortandad‘

1940-1949° . 11 B 99]f7”u;
1950 « 1959 166 S 3,36
1960 « 1969 ‘ 235 2
19705 3478 - ' 338‘ “ . 3.37

Es fdcil verificar que T=NcrNd= +6 y que T= <1, R

Por 1o que puede concluirse que existe una relacifn entre suerb'y ,f i
mortandad de -1, que es significativa (Los cuantiles que'se‘obtig S
nen en la tabla 13, son tales que W,, <T< Wira/2). S6lo que es-

ta conclusién debe tomarse con.reservas, pues la 1nformac16n es-

t5 muy condesada y puede enmascarar a1 fenémeno.

EJEMPLQ 3 En el ejemplo dos del coeficiente de correlacién de - L
Spearman se estudi6 la relacidn que existfa entre el ndmero de vi = .
viendas rociadas por cierto pesticida y la tasa de mortandad,

En este ejemplo se hari 1o ﬁismo, usando la T de Kendall. La in-
formacidn es;

[y

Afio Tasa por 100,000 habitantes (X,) Nimero de Viviendas Rociadas.
~ 1

1956 4,23 ‘ 3287 642 -

1958 ' 3,21 3502 730 :

1959 2,64 " 3270 740 :

1960 . 2.2 1730 572

1961 : 2.640: 1713 479




,f,ﬁ:1963
71964

S2.81
. 1965° 2,31
1966
1967 1.86°
1968
1969 2,06 ¢
1970
1971 1.47
1972 C1.46
1973 1030
1974 1,02
1975 " 1.06 .

Para poder calcular T es necesario contar el niimero de pares con-
-cordantes y el nimero de parea discordantes. Para esto se ordena

rdn los datos, con respecto a X,

(1.02,

(x; ¥;)

2144 993)

(1.06, 2042 413)

(1.30,
(1.46,
(1.47,
(1.86,
(1.87,
.9,
(2.06,

2407 111)
2579 648).
2692 533)
1800 907).

1619 521)
11982 360) .
1665 153}

'l'asa por 100, 000 habzta.ntes ()( ) N&nero de waendas Roc1adas
308 o

2,22

1,91

Pares Concordantes por
debajo de X, ,Y 1

N W e oo

10

(7

1.87

~a73at
1713

©.1939
‘~1333
1918

1800

1619
1665
1982

2692

2579
2407
2144
2042

11

1a
1a
a0
io

A3 - N

572
479
534
981
461

153

360

533

648
711

993
413

Pares Dlscordantes por
debajo de (Xi .

Q7.
521




€2.21,
(2.22,
(2.51,
 2.60,

o 2.68,
( 3.08;

S (3.2,
(423,

3270_7401
1918 461) .
1939 534)

1730 572)

3502 730)
1713 479)
3287 742)
1465 146)

Entonces

. Pares Gmﬁoh&mfééf
worp e B

'Pures Dlscerdantes por gfj1~5'
debaJo de (x Y. )

Wi b N WL WO

3

o T .
e NN W N

Nc

T=Nc-«Nd=~21.por lo que T= -0,1273"

Si a igual a'0.05 el cuantil wa/z‘ =51y Wyra/z=51 ?or lo que

la hip6tesis de independencia no se rechaza, como era de esperar-

se.
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* COEFICIENTE DE CORRELACION PARCFAL DE KENDALL

¥

En ocasioﬁés, la existencia de correlacifn entre dos variabies, no
~es debida a que las dos variables estén correlacionadas directameg7b
. te, s;né que‘existé otra variable ‘que provoca dicha correlaci6n; -
esto €s existe otra variable que esta correlacionada con .cada una
de las dos variables originales y esto causa la presencia de co -
rrelacién entre ellas, Por ejemﬁlo, puede encontrarse correlaciSn
entre el volGmen diario de agua quekse gasta para cubrir las nece-
sidades de todos los habitantes de una ciudad y el ntimero de deso-
cupados de la misma, y &sta sea debida a que ambas cosas estfin co-
rrelacionadas por sebarado con el nGmero de habitantes que hay en
la ciudad,-

En estas situaciones lo interesante es saber si la correlacién en-
tre dos variables, es debida a la influentia de otra variable, o -
es porque estan correlacionadas directamente, entendiendo por &sto
que la correlacién entre las variables existe, sin importar si hay
o no, influencia externa, como podrfa ser el caso de altura y edad.
O bien, medir la correlacifn entre las dos varjables, eliminando -
la influencia de la otra variablg de algupa forma, ‘

Para poder calcular esto, se introduce .el coeficiente de correla -
ciﬂn.parcial de Kendall, cuya definicifn es analogé al coeficiente
de correlacién parcial de Pearson del caso paramétrico, y hace uso
de la definicifn de la Tau de Kendall‘ Este coeficiente de corre-
lacidn parcial se denota como Tx;,xz.xa, en donde la correlacién -
que se esta midiendo, es la que existe entre %1 y X2 eliminando la in
fluencia de la variable xs, El coeficiente de correlacidn parcial




Coene

~ ‘se define como:y

Ty i Ty o Ty
- X3X5 X X3 XXy

«T2 2
/(,J TX]XI)(] Ty xs)'
en donde T

x;X, es el coef1c1ente de correlac;dn de Kendall, defini
do anteriormente. (El caso general, se trata en el apéndice anexa-

T
X1X24Xy

do al flnal de la seccién de medldas de correlacién). v

8i no ex1ste .correlacién entre las varlables X1)'Xs y las varxablee

S X2 Y Xy se tendrd que Taxzexs™ Tx;xz. pudlendose 1nterpretar ésto,

como que las variables X1 y X2 estdn relac1onadas directamente. -

De esta f
orma una comparac16n entre Tx;x:-x; y TXlxz podrfa dar una

idea de la influencia de x; en x; Yy X2,

El problema de probar hip8tesis basados en este coeficiente, no ha

sido resuelto aln por lo que no puede llevarse a cabo, lo que limji

ta un poco el uso de esta estadistica. Sin embargo por lo dicho -

en el pdrrafo antérior, puede servir para dar una idea de lo que - -
sucede al eliminar la influencia de la otra variable,

EJEMPLOS - \

- EJEMPLO 1 Despu@s de varios estudios, se ha visto que la demanda
de un producto es afectada por varios factores, En un estudio, -
 mediciones sobre urbanizaci6n relativa y nivel educativo fueron -
hechas en nueve ireas geogrédficas, Los datos obtenidos fueron:
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Demanda del producto X  Urbanizacidn Relativa  Nivel Bducatiyo -

X3 o Xa Xy
o 167.1. a2 112
. 1748 . 88l6 " 10,6
160.8 42,6 . ' 10,6
o 162.0 3.0 0 10,4
- 140.8 - 37 ey
174,06 . a5 - oo 10,8
163,7 o 3ea 1007
. 174.5 S 40,1 10,0
- . 188.7 . .as.89 12,0

'

" ‘En donde 1la demanda del producto X fué medida como el nGmero de - -~ =
articulos demandados por JOOO.habxtantes; La urbanizacién relati

va, como cantidad de metros cuadrados construidos por cada Sp.mev"

tros cuadrados y el nivel educativo como grado de educacidn ﬁromg

dio en una escala de 15 unidades.

Se quieré medir la correlaci6n parcial entre Xi Yy X: y entre X, Y.
X3 para tener una idea de cual de los dos factores X2 y Xs influ-~
ye mis en X;. ‘

Para esto, se ordenari de menor a mayor Xi para calcular;

- XxXz TXxxs szxz YT = TX1X1 Tx;x; szxz
x;xz-x; X1X35eX2 .
2
’/1 11Xy / “Tyaxs /Jn’l‘z /J'T;Qx
Entonces: ' '

Xy X2 Xs
'140,8 34,7 9,2
160.8 42,6 10,6



Para calcular,Txe2

o X; K

162.0

- 163.7

C167.1
1744

1174.5
1746 -
1185.7

medida de correlacién T:

Xy X2 Parejaé Concordante. Parejas Discordantes =<
140.8 34,7 B T - 0
160.8  42.6 '3 4
162.0 39.0Q 6 (]

"163.7 39,1 5 (1}
167.1 42.2 3 ‘1
174.4  48.6 e 3
174.5 40,1 2 0
174.6 44.5 1 )

- 185.7 45,9 T

- 2848
_‘> TXJXZ' *"2—3—-" 0.‘9523
Para T se tiene que T = 25-9 . g 7619
X3 1 X1X3 21 :

X3

39,
i
42,

a

J>,

2

48,6,

40,
44,
45,

De forma andloga se obtiene que: T

1
8.
g

xzx

11,2

10,6

310,07

10,4
S1a,7

10.8

12,0

™ 0.8095,

' se usa la técnica empleada en la secci6n de la . -



0.9523~ 0.7619(0,8095)

. _
XXz : S
IR 0 0.7619)7 ((1+(0.8098)7)

' L - 0,3355
Feiet 4 'rx;xz.xs“

.
R}

* Txigpox,™ 0.8824

Nzﬁlogamenté:,

. 0,7619-0,9523(0.8095)
J-(0.9523)%) (1- (0,00057)

Tx:x: X2

-0.0089
-2 '.rx.lx:qxza 0‘]7§2 :
b TX1XuJ(z- - 0.0496

Dados’ estos resultados,' puede pensarse que X: estd mds correlacio-
nada (o puede explicar me‘jorl a X1 que X3, 'Sin embargo,' como no -«
existe un procedimiento de prueba para verificar esta suposicién,
la conclusidn se queda como una conjetura, '
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| COEFICIENTE DE CONCORDANCIA DE KENDALL

Hasta este momento se han visto medidas de correlacién que dan el.
"~ grado de asociacifn existente entre dos variables. Sin embargo,-
puede darse el caso en que sea necesario conocer el grado de aso--
ciacién entve mis de dos variables. Al igual que en el caso de -
‘pruebas para k éoblaciones, éuede pensarse en usarde;ﬂgumifonm;—‘
las medidas de correlacidn desafrqlladas para el caso de dos va -
~ riables. Una forma de hacer esto, serfa calcular los coeficientes
de correlacién para todas las parejas posibles y 1la asociacién to.

tal ‘'entre las k variables, podria ser medida por medio del prome- . -

dioc de los coeficientes de correlacifn. (El coeficiente de corre
lacién puede ser tanto la Rho de Spearman, como la Tau de Kendall).
‘Si se tiene k variables el n(mero de coeficientes que tendrfan -~
que calcularse serfa el mismo que el nGmero de parejas que ﬁuedan
formarse, las cuales son (%)_- Si k es grande, el procedimiento -
para medir la asociacifn de las k variables, es laborioso. Por -
otro lado, las pruebas de hipdtesis que se quisieran hacer a par-
tir de este procedimiento, no serfan confiables, puesto que al. -
igual que el,caso de k ﬁoblaciones, la ﬁrobabilidad de error tipo
1 cambia. 3 ‘ )

Para estos casos Sse iienevuna medida de asociacién; llamada coefi
ciente de concordancia de Kendall, el cual fué introducido por -
el mismo Kendall 'y Babington~Smith en 1939 y simultfineamente y en
forma independiente por Wallis (1939),

Para definir el coeficiente de :concordancia, supbngase que se
tiene k variables, y de cada una de ellas n obervaciones, Al igual
" que-el la prueba de Friedman; puede formarse el siguiente arreglo:
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" Observaciones -
" Ry "‘ Ry i R“n :
Ra- . Ra n e Rzn

variables en
estudio. o

'RkJ Rez .. . Rkn

donde Ri} denota el rango .asociado ?or renglénvde la jrésima obser'

vacidén de la 1«651ma variable.  Esto es, los rangos se asocian- de~
n(n+1) .

forma tal que todos los renglones sumen 7 ; asi, una posible .

asociaci6n podr4 ser medida por medio de los totales por columna, -

En efecto, sea RJ 1%, 13, el total de la columna j- 651ma. Si exis
tiera una asoc1ac16n o relac16n perfecta entre las varlables, la -
asociaci6n de los rangos en los variables serfa la misma para todas
ellas y la sucesidn de RJ serfa de la forma k, 2k, ek,...,nk; aun-
que no necesariamente en ese orden, En cambio, si no existiera -
una asociacién entre las variables, las RJ serian aproximadamentg

iguales. ’

Por esto el coeficiente de concordancia de Kendall estd definido
en funci6n de RJ y debido al pérrafo anterjor, es también funcidn
de la estadistica usada en la prueba de Friedman vista anteriormen
te. Si se-denota”ppr W a este coeficiente, se le define como:

.

12 . o . k(n+1
" e Ty 958 Ry Kngllye

Recordando que la estadistica usada en la prueba de Friedm&n se de
finfa como:

“ k(n+1) 5 .

F(nﬂj J-1 (R



L o197 o

‘e tiene que W puede escribirse como: .

+

XS DR

[

por lo que T puede usarse para llevar a cabo pruebas de hipétesis
sobre ‘W, pues si T excede 1-a cuantil ‘entonces W excede el suyo,.de forma de -
que la hip6tesis de que existe independencia entre’las k variables se rechaza -
si esto sucede, a un nivel de significancia a. .

- 'En caso de que existan empates al momento de asociar rangos, se hg'
ce la siguiente correccifn: o

12 n k(m+1)s
W T kTe -351 (Rye 7Y

v B . '
donde e es igual a 2137751 , en'el cual tesel nlmero de observacio-
nes empatadas en un rango dado, y la suma es sobre todos los grupos
en donde exista empate de cualquiera de las k ordenaciones; por lo

que ¥e significa sumar todas las ordenaciones.
EJEMPLOS -

. EJEMPLO 1 En la situacién descrita en el ejemplo tres de la prue-
ba de Friedman, se 1legé a la conclusién de que la hip6tesis nula

se rechazaba, lo que queria decir que la mortandad por grupos de -
edades no era la misma para todos los afios, es decir que las seis

poblaciones (definidas por los afios) no eran las mismas, Lo que -
se va a hacer ahora es ver si las variables bajo estudio (en estos:
casos los grupos de edad) estén o no relacionados, Como se sabe -
esto se contesta mediante la prucba de Friedman, esto es, si se Te



‘chaza Ho en la prueba Frledman,_se recha;a 1a hlpdtesxs Ho. Las “”

“variables bajo estudic son independientes. . Lo Gnico que queda -

‘por preguntarse’ es: ;Cudl es el grado de asociacién entre las va-
riables?. Como son mis de dos varxables, el coeficiente de con -«
cordanc1a de Kendall ‘es el indicado para responder esta pregunta,

El coef1c1ente de concordanc1a se define, ~como ya se vi& de 1a ~
forma siguiente:

' T (n+J) 2 ’ L
W= 12 3 z CR Y s que es lo mismo que:
k®n n*]l(nv]) Jm1

w-.FTgiTT , donde T es la estadfstica que se usa en la -
prueba de Friedman. '

En el ejemplo 3 de la brueba de Friedman, se encontrd que T-era:

T= 30.04

. ~30.04
entonces: W= 576

s We0,8344, 10 cual indica un alto grado de asociacién,

EJEMPLO 2 En el ejemplo uno de 1af§rueba de Friedman, se querfa -
saber si el promedio de cosechas de las cuatro variedades de fri-
jol de soya, era el mismo, concluyéndose que esta hip6tesis no se
rechazaba, Andlogo.al ejemplo anterior de esta seccifn, interesa
conocer el grado de asociacifn que existe entre las tres parcelas,
ya que se sabe que estas son independientes, es decir, ninguna -
propiedad de alguna parcela interfiere con las otras dos,

En este caso T=7.40, por lo que W=0,8222, Aunque este grado de aso
ciacifn es muy grande, no es significativo. Es decir, las muestras
pueden estar muy_relacionadas, pero esto no implita necesariamente
que las poblaciones lo estén,
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¢ APENDICE

Sean xa,.,..x varIables aleator;as con’ la mlsma dlstrxbuc16n. {
Sea Tig con medxda de correlac16n entre X, y XJ
que’ r.;=1 \1eJn‘ Considérese la matrlz cuyos elementos son estas
'coef1c1entes de correlacifn;

‘

3 T2 Tas PR 1‘1"'
- 'y‘
T2 J o T23 ' Y \' : k’l‘zn
: rn; Paa o Tag vt oe 1

a 1la cual se le llama matriz de correlacidn,

Sea C'ij el menor i) de la matriz de correlacién C, es decir, ¢!
es el determinante de la submatriz de C, que se obtiene al elimi-
nar .el i-8simo renglén y la .j-&sima columna, A Definase Cijﬂ(-1f+5-
013 , a1l cual-se le llama el ij-cofactor de la matriz C,

Con esto, Kendall (1973: pags 331-332) define el coeficiente de co
rrelacifn mGltiple entre dos variables, e11m1nando la influencia -
de 1las (naZ) restantes, como:

. C-2

Puede mostrarse que si n=3, Tiz«3;, queda como:

Ti2ey = Tiz ™ T3 Y3y

{(’ ri) rn }%

Nétese que esta expresidn coincide con la dada ﬁara el coeficien-

I,§€JIn, "Es obv1o‘

iy
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“té de cofrelaci&n parcial de Kendall, substituyenao r,éor T,
'+ Este coeficiente de correlacién parc1a1, es el coef1c1ente de co -
rrelac16n parc1a1 de 1a poblacxdn,’el cual para fines pr&ctlcos,
es necesario estimarlo, -El problema de que’ “estimador usar para -
la matriz de correlac;dn, dependers del experrmentador, 81 puede ;;f
g escoger ,al coeficiente de correlac16n de Pearson, el de Spearman
' o el de Kendall, para estimar r, J . 1o que dependerd de la expe -
riencia del experlmentador, del tlpo de problema, etc,
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Tabla 1, Distribucisn .N{0,1)

TR PO

: o 1 2 3 4 5 6 1 8 9
<3 | 0013 .0010 .0007 .000S .000) .0002 .0002 .0001 000 0000
—~29 | .0019 .0018 0017 .06!7 .0016 .0016 .0015 .00IS .00t

-:,g 0026 0025 0024 .0023 .0023 0022 .0021 .0021 .0023 :88:;
-2 0035 .0038 0033 .0032 0031 .0030 0029 .0028 .0027 0026
-2 0047 0045 .0044°.0043 0041 0040 0039 .0038 .0037 0036
-25 | 0062 0080 .0059 .0057 .00SS .00S4 0032 .00S1 .0049 .0048
24| 0082 .00ND 0075 .007S .0073 0071 .0069 .0068 .0066 10064
~23 ] 0107 0104 010 0099 0096 0084 0091 .0089 0087 0084
,-%2 .Olf'.‘ 0136 .013F 0129 0126 .0122 0119 0116 0113 .0I10
-;.x £179 0173 0170 .0166 0162 0158 0154 .0150 .0146 .0143
~20 | .0228 L6222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 0192 .0188 0183
Z10 | 07 0281 0274 0263 0261 0356 .0250 0244 0238 .0233
“U5 | 0159 (0352 0344 0336 0329 032270314 .0307 0300 .0294
17| 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367
~1.6 | 0548 0517 0526 0816 0505 0495 .0485 0475 .0465 0435
—l.% 0668 0655 .6643 0630 0618 0606 0394 .0$32 .0570 .0359
"% | 0s08 0793 0778 0763 0749 0735 0722 .0708 0694 0681
13| 0968 0951 0934 0918 0501 0885 0869 0853 0838 .0E13
-1.2 118t L1130 1112 .1093 .1075 .10S56 .1038 .1020 .1003 .0985
Tut ] 387 1338 (314 L1292 4270 1251 1230 1210 L1150 1170
~10 ] L1587 L1562 L1535 1515 .1492 1469 1446 .1423 .1d01 .1379
-9 _1841 LiBIS (1788 (1762 1736 .1711 1685 .1660 .163S :1611
~ 8] 2119 2090 3061 2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 1367
~ 7] 2430 .2339 2358 .2327 2297 .2266 .2236 .2206 .2177 2148
Z 6] 31y 2709 2676 2643 L2611 2578 2546 L2514 2483 L2451
- .5 | .3085 .3050 .3015 .2981 .2546 .2912 .2877- .2843 .2810 .2176
~ 41 3446 3409 3372 .3336 3300 .3264 .3228 .3192 3136 3121
— 31 3k 3783 3745 3707 L3669 3632 (3594 (3557 .3520 .3483
2| 4307 4168 4129 4090 4052 4013 .3974 .3936 .1897 .3BSH
- 1| a6y 3562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 aa
-0 SO0 3560 4920 830 4840 4KOD 3761 4721 4588 :464!

9987 9990

1o 1 2 3 4 s & 1 % -9
0 |.5000 8040 5080 5120 .5160 5199 .5239 S279 L5319 8389
O Si0h sa3s 5478 517 3887 3506 Sd6 Sers 5714 78D
2 .5§793 5832 5871 .5910 .5948 .SOR7 6026 6064 6103 i.ﬁlll
3 Loie a7 6255 6293 4331 6368 6406 63 8480 &
4 | .6554 6591 (6628 .6664 6700 6736 .6772 680 6844 6009
s |.6915 6950 .6983 .7019 7054 7088 (7123 .87 190 L 2M
6 |.7287 7201 3 73857 (1389 7422 7454 7386 L7517 (1549
7 1.2580 (76117642 767} L7703 7734 7764 7794 823 882
M Jugt VIO (7939 L7967 799$ ,R02) 8051 .ROTR R106 - 813)
S Llstso s 8212 82w W2l 3209 BUS W30 BMS B
1.0 |.8413 8438 8361 _848S 8508 _BS)t .¥SS4 8377 8599 8621
.l 5643 8665 8686 8708 8129 &749 8770 870 BSI0 R}
1.2 | .8849 .BuG9 8888 8907 3925 8944 8962 (8930 4997 - .90i3
13 0032 .9049 9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162 N
14 8192 9207 9222 9236 92531 _9265 9278 9192 9306 9319
1.5 1.9332 9348 9357 9370 932 9394 9406 94i¥ L9430 9441
1.6 [.9452 9463 0474 9484 5498 9505 - 9515 9325 9535 9545
L7 L'osse 9564 ‘9573 (952 9591 9399 9608 616 9625 ShdI
vy | 5641 oeas .o6s 9864 9671 9678 96¥6 983 9NN Ik
1.9 19N N9 9726 §732 9738 9744 9730 9756 9762 9167
20 .1.97172 9778 9783 9788 9793 9793 .9803 9808 9312 9817
Sl 9828 .9826 .9R30 9834 5838 9842 9846 985S0 5884 YNST
22 9861 .ys64 .9868 9871 9874 9878 .9881 9854 JONS7T 9390
23 | .v893 .ng9s 9398 .9901 9904 9906 .9909 .99lf .91} Mia
24 |.9918 9920 9932 9925 9927 9929 9931 93T 9934 0 996
25 |'9938 0040 9041 9943 9945 9946 9948 Y94y sl Jisd
2.6 0953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 963 9904
2.1 |.9968 9966 9967 5968 .9969 9970 Y971 9972 BT 2 IR )
28 9974 9975 .9976 9977 L9977 9978 9970 9979 _9MEY. -.5uK]
29 . |.9981 .9982 59§2 .9953 9984 .9984 9985 9955 G980 0 e
3. 5993 0995 9997 9998 9995 S 549

- [oz -

ked
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Tabla 2, Cuantiles .de X

S pmas0 900 950 . 975 . 990 95 - .99

kwm ,

: U273 4605 . S991 7378 9210 10.60 - /13,82
o 4,108 6.251 7815 9348 . 11.)4 11.84 16,27
-+ 5,388 1919 . 9488 1114 - 13.28 1486 - 1847
. 6.626.  9.236 11.07 1283 . 15.09 16..75 20.51

7841 10.64 1259 1445 1681 1855 - 22.46
©90M 1202 1407 1601 1848 208 2432
1022 1336 1S.S1 1153 2009 2096 2613

COun naAwN-

10 - 1255 1599 1831- 2048 - 2321 2519 2959

I 1370 12.28 1968 - 21.92 .24.13 26.76 31.26
12 1488 18.55  21.03 2).34 2622  "28.30 3291
13 15.98 19.81 22.36 24.74 27.69 2982 . 3453
4 112 21,06 2068 2612 29.14 332 36.12
1} 18.25 2231 . 2500 - 2749 30.38 .3280 3170

16 1937 2354 2630 2885 3200 3421 - 3925
17 2049 2477 ¢ 2189 3009 334l 3572 ' 40
18 260 2599 2887 3183 3481 . 3716 4231
19 2272 21200 3004 3285 3619 3858 4382
20 218 2841, 34l . 3417 3157 4000 4532

21 2493 - 29.62 32,67 35.48 3893 ' 4140 46.80
n 26.04 30.81 3392 36.18 40.29 = 4280 48,27
a3} 27.14 J2.01 35.17 18.08 °  41.64 44.18° 49.73
24 2824 3320 3642  139.37 42,98 45.56 5118
25 29.34 34 37.65 4065 - 44.)1 46.93 52.62

6 3043 15.56 38.89 41.92 45.64 48,29 $4.05
2 31.5 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 §5.48
28 32.62 37.92 41.34 4346 - 48.28 .09 §6.89
29 BN 9.0 42.56 45.12 49.59 $2.14 $8.30
30 34.80 40,26 43.77 46.98 50.89 $3.67 59.70

40 45.62 s181 1 85.76 $9.34 6.6 . 66.77 73.40
50 56.33 63.17 67.50 71.42 76.15 7949 B0.66.
60 66.98 13.40 79.08 83.30, 88.38 91.98 99,61
20 77.58 85.53 90.53 95.02-  .100.4 1042 - 1123
80 88.13 96.58 101.9 106.6 . 1123 116.3 124.8

90 98.65 1026 .. 1.1 118.1 124.1 128.3 137.2
o 109.1 118.5 1243 129.6 135.8 140.2 149 .4
X 675 1.282 1.645 1.960 2.326 257 J.0u0

[

S1 k> 100 usar la aproximacién:
1
, "p"”i (Xp+ Y 2k-1 P

1323 2706 3841  5.024 6635 - 1819  108)

11.39 14.68 1692  19.02 21.67 2159 2788 . i




= Tabla 3, Distribucién Binomial,

) ) ) ’ ” ’ ) » . . .
! pwos 40 4§ @ 25 0 4 -8 43 p=30 35 60 63 .m 25 0 A5 90 95 .
J . 4500 8000 7500 .7000 6300 .6000  .3500 . i 0 5000 4500 4000 -.3500° 3000 .2500 .2000 .1500 |1000 - .0500 - ..
IO 0 Gy ifow 10000 1000 1000 10000 10000 1.0000 1 1.0000 1.0000 10000 1.0000 0000 1,0000 10000 1.0000 10000 0000 . -
Ruthd a ]S 6400 5625 4900 .42) 3600 J02s , 2 0 2500 2028 1600 .1225 0900 0625 .0400 .0225 .0i00 0028 . .
! 7 .-mi .5-;%3 75 9600 9318 9100 8718 8400 95 17500 6975 6400 .S775° 5100 4315 3600 .277S .1900 QU8 .
3 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000- .} 2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 5.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. ',
.3 |
0 4574 90 61 810 219 3430 2ME 2160 L1664 30 L1250 .91 0640 4% 0270 - 0ISé .00 00N
’ | s §730 9302 0. B T80 e 6as0 S | 5000 4252 .3520 2818 2160 .1S62 1040 820.‘. :8'3'}8 :88‘,’;
2 e 990 9966 20 SM4 9130 95T1 9360 MUKY 2 8750 8316 84D (7254 6570 .S781 .4BED 385 1710 L1426
3 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 30000 1.0000 1.0000 3 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 §.0000 i.0000 1.0000
. 5330 4096 164 2401 1788 A6 OIS 4 0 0625 0410 0256 0150 0081 .0039 0016 . e
! ? '.?x;g gi% s A2 383 6517 5630 A1 U1 1028 341S .92 1265 0837 0508 .oz;g 3?93 :3; jm
2 u9wS 9963 9Ns0 M8 AN 4i6) 4735 9208 7585 “ 3 6BIS 6090 .S348 4370 3483 2617 L1808 .109S 0323 .00
3 10000 999 o99s  D9Bd 9961 9H19 9850 9T, 950 _ 3 ss So8S M4 ES ISW 66 SH04 ATE0 343 LI8S5
4 10000 10000 10000 1.0000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 4 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 16000 - -
S90S L4437 I 2373 L1681 1160 . 0778 0303 5 0 0312 0185 0102 0053 .0024 .0010 .0003 .000] 0K
g ? 3335 .;ms W352 373 6N .sam 4284 30 2362 . I .I875. .1312 0870 0540 .030¥ 0156 .0067 .0022 ,‘?‘.;,, %
3 st ouls 9T 943 BY6s 8369 7648 6836 S0 25000 . 4069 3174 2352 L1631 .1035 L0579 . .0266 0086 0012
3 ro000  LOWS 978 931 O 9692 9460 9130 BGNR 18125 I8 6630 SM6 4718 I6T2 L2627 (1648 OIS 0226
110000 LO0D LM T 90 96 9947 T 98 RIS 4o GES M7 92 a0 39 6T G720 SS6) 4098 262 4
S JOK0 10000 1000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 _1.ov00 $ LDO0U 1.0000 1.0000 1:0000 4.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000,
6 0 LTSI S34 AT 26 A70 U176 0088 0467 0277 6 0 0156 0083 0041 0018 .0007 0002 .000] 0000 .0000 0000 < S
| o6y 88ST 7765 6534 8339 .02 9 232} 1636 | IoW 061 0410 0223 -.0109 0036 006 L0064 000l 0on0
s lo9Ts o842 9527 01 8306 443 6471 343 - 1S 33038 3883 L1792 L1174 0105 0376 0170 0059 0013000l 1
3 9wy w87 9941 9830 96N 9295 8826 9208 .47 3 G563  .SSBS  .4SST 1520 ..3557 1694 0989 .73 OISE 402D .
I 10000 wovy 986 wust  vss 98Il 9777 9590 9308 4 506 .BIG4 (7667 680 5798 4661 3446 2235 1143 . .0028
S 1000 10000 10000 9wy mE 999) 9982 995 il S O8N0 9503 96 B8 BN20 73TV .6220° 46KG 264V
& 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 6 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000.
3 0 9y a3 306 2097 (L4318 0024 040 0260 0152 7 0 007 .0037 .006 .0006 Q002 0001 .0000 0000 K00 .OMMKI -
1 sss B0} 7166 ST6T 4449 394 n8. IS86 .10 .1 L0625 0387 .0ISS 009 .00)8 .0013 0004 0001 .0000 .00
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IS8 054 441D 2369 LD 0462 00 0083 L00IS 3 S0 0008 600! % -/0000 ;0000 ~.0000 0000 ~.0000 0000 .
3oo%) 8BS0 6l 4sst 2 .U s om0 oot | 1 nR SO 0000 0000 0000 00000000 *.00UD <0000
4 U0 86 8556 673 4634 M2 100 0% o' | g gqg glg R 090 000 00007 .0wd 0000 0000 0000
3 99 9914 Si6] 69 . GTE AT 2968 1629 - 077 6 DA OM2 OIS o0l - oo0s od0 0000 .0000 0000 OO0UO .
6 10000 9983 9837 9324 8251 6635 .ABi2- . 3081 .A72T: 70019 o1 032 ouls oo 0001 10000 0000 0000 0000 -
7. 10000 9997 9959 95T 8125 BIE0 6636 478 .J169 HER I S Q4 0o - ooos 000000 . 0000, 0000
) § 10000 10000 992 9933 INI  BI6l 8145 6615  4MO ; 9 5000 3290 1861 0875 0326 008 e ::‘l'm <0000
g L . e . e 104762 5060 3125 L1855 ORI 0287 0067 0NN 0000 000
10 :&g ‘lw o000 10000 9995 0811 oam6  Seds 9139 o o 11 204 M 8122 3349 (18200775 1023 w4l 0003 000
L L O o ot iy e s SO0 1SS BT 6919 51BN 3N J749 0676 - .016)° 0017 - .0000
121000 1000 L0000 1 e e oy e et 139682 1920 )71 7001 L5261 ° 3322 .163(" 0837 0us6 0002
13 L0 1000 10000 L O o et o 14 9904 9720 9204 8500 7178 306 73267 14447 L0382 020 .
15 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 M0 9995 1599787 9923 9770 9409 .B66E 7360 S4d9 3189 S.180 002 el
15 10000 10000, 10000 10000 L0 1O0OD 10000 ke 3%0S 16 9996 9983 9045 0830 9838 BNET 7631 ..SSE7. 2946 .0G6S
17 10000 1.0000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 Cf7.1.0000 9998 9992 9963 96 96Y0 9171 GOIS ST9D 2483
18 10000 10000 1.0000 10000 10000 10600 1.000 10000 [.0000 18 10000 10000 MUK 9997 99 WSE W6 9SM MG 616
19 10000 1.0000 1.0000 10000 {0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1910000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 - |.0000
: 20 ¢ 0000 0000 .0000. 0000 0000 0000 ..0000 0000 0000 - 0000
20 © 3585 .26 0388 OHS 0012 .0008 0002 .0000  .0000 _ . X 0000, 0000 000D
1 .3S§ - INT 1136 0692 .024) 0076 .002f .0OOS .00 3 % m %g 0000 g&h Q0000000 - N0 000U £,0000 -
T S0 4k 206 i) 0N o) 00k 00 } 0013 0000 000 ooy ey o000 -Doos .o 00009000
3 oMl 860 T Al 2 1. 060 - 0003 0000, y 0000 0000 00 0000 .
4 997 8568 ENE 616 Al 318 L1 0510 0189 $ .0 o8 -g}’% 0000 0000 0000 0000 0000 KO 0000
S 90T  SSRT 9321 8042 6172 4164 2454 L1256 0553 5 0571 016 o3 0Ot 0003 ooon 0000, 0000 oud 0000
€ 10000 9976 9781 9133 -TESE 6080 4166 2500  .12W 7 116 00 00 o060 013 o -6000 m AXN0D... O
7 10000 9996 9941 9679 982 .12} - 6010 4189 2520 § 217 1308 0365 096 095 00 ‘-m“m 000 mm
8 10000 999 9987 _ 9900 9591 .BBE] J624- 5956 414} 9 N9 93 1175 092 01 009 own oo e uaa,
9 10000 110000 9998 " 9914  SM6l 9520 M2 3583 .S9M4 0 S X086 den s e N o0e 00w 0wo o0’
o 10000 10000 10000 e oot s O e o . L83 SHST 044 12076 L1113 0409 D00 0013 0001 |
1110000 1 . T00  9wB 9087 oo 9190 8420 13 8684 7480 5841 .3990 2277 1018 0320 0059 ONOd -
12 1.0000 10000 1000 10000 10000 9597 oS L9938 97Th6 13009423 8701 73007 5834 -.3920° 2142 0867 09 0023
i3 LONO 10000 10000 10000 1000C 997 9983 ewds Sk 14 5OM3. 44T 744 546 3036 3828 19 0673 0113
14 10000 10000 LOGKO 10000 10000 10000 %7 4 %6 1500941 SBIT 9490 BBNE 7625 SWS2 37081702 0d)2
5 1000 100D 10000 OO LODOO 10000 10000 97 9ot 169087 9951 9840 9556 8979 .7748 .5886 351 . .1330 - . .
16 10000 100G 1.0000 1000 1.0000- 10000 1.0000 10000 4% 179998 991 9964 9879 9645 90BT. .1939: .SO5f M
17 10000 10000 1.0000- 1. . 0000 1.0000 1. . 18- 1.0000 © 9999 9ws 519 o S77 9308 44~ ean)
L L o me S Im RSS N amm O 2n 0 A -»
19 10000 1 1.0000 1. ) | 0000 1, 0000 o ¥ i . :
20 10000 10000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0 10000 1.0000 '°°“° ‘-0000 1.0000 '0000 10000 10000 lmm;,
Si n>20, el -r-simo cuantil se puede aproximar poy;, - S .
Yp= np¥ W /np u-") donde Wl es e] r- és.vo, ci:an;ti-i de una N(0,1),
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Tabla 4, cuantiles de 1a estadfstica Kolmogoroff Smirnoff : i
pE=.8U U 95 WS 99 p=40 U .95 Y8 9
=1. 900 950 975 990 995 a2 L2628 T
2,684 776 842 900 929 2200220 253 281 L34 38T
30565 -.636 708 .I8S 829 2} . 216 - .47 275 L3073 o
4 .493 %65 624 889 7M. 240 212 0 242 026900 301 o3 o
5447 509563 627 669 25 208 238 264295 T
6 .410 46R 819877 617 26 204- L2330 259 90 LM
7381 43 4B} 538 .576 27 2000 .29 2SE 284 L5
8, 358 410 454 507 S92 28 . L1970 .225 250 2Ty M
9 0339 - IK7 410 480 .SI3 29 193 221 246 275 .S
10,323 369 40y 457 489 30190 208 242 2700 290,
1008 3520 301 437 6B 31 87 24238 L2066 285
422296 338 375 419 499 320184 L2021 262281
13 .285 325 361 .404 432 33 1820 208 231 - 25K 277
142275 314 349 360 418 MM s 221 sy 2
1S 266 304 A8 377 404 S35 477,202,224 251 A
M6 258298 2T L366 392 60 AT4 199 2 .47 268 “
17 .250 .286 M8 .3S5 .38t 317472 96 218 L 244262
18,243 1279 309 46 L3710 . M 4700 94 L2018 24 s
19237 270 300 337 L3sd 39 168 .91 L2130 23 288
20 232 .265 .294 129 352 40 165 g9 2100 235 282
v , : 107 122 136 152 16 «
. o , om0 \va o Va  \an VNa o Aa .
/ =
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: Tahlq 5. Cuqntfles de la Estadistlca Ltlliefors.

p=280 8 0 95 99
300 319 . 382 S 1] B

288 ,299 0 .31s 337 - 405
265 2717 294 393064
247 258 276 . 300 348
233 ;244 261 - .285

223 233 249 0 2T S 1 B
215 0 224 239 2580 294
206 - 217 © 230 .249 284
.199 2120223 242

190 202 214 234 .208
183 194 207 227 261
A7 187 201 220 257
A73 a8 195 213 250
169 477 189 206 245
166 A73 184 200 N9
163 169 179 195 238
160 166 A74 0 .190 231
142 147 158 173 .200
131 136 144 .161 .187
736 768 805 .B8G 1031
A - A'n Vi Vi Vi

I

I



Coear- '

S1 n 8 m mayor que 20, el cuanti) Hp

donde xp

W
P

es el p-&simo cuantil de una N(0,1).

2mn

m+

+ 1+ X

P

(

mén)2 men-1)

se aproxima por:

Jgrerer e

' ’Yn N we W.ni Woss Wos Wi W.oo Was W Wy W,
D EEIENS: RE Rt e AR e
M- = 2 Yy e e e =
14 - =3 K | — — —
17— = 3 33— =
s § 3 3 4 4 8 8 9 9 o
8 3. 3 4 4 5 9 1010 —  —
M4 45 5 6 10—  — =
4 44 S 6 6 L — —
.4 s s 61 L -~ =
20 s s 6 6 1 e
8 8. 4 S 5 6 6 12 12 1313 W
“n s 6 6 1 8 13 14 .14 15 15
4 6 -6 1 8 8 14 1S 15 16 . 16 -
7 6 7 & 8 9 15 .15 16 — -
0 77 8 9 10 15 16 116 e -
Moo 6 7 8 8 9 15 16 16 11 18
: 4 7 8 9 .9 10 16 17 18 19 19
17 8 9 10 10 q1-- 17 .18 19 20 2
200 9 9 10 112 18 19 20 20 2
4 145 8 9 .00 112 B 19 20 u 2
i 9 10 12 13 00 a2 232
L0207 10 11 12 13 142 22 .23 24 24
7 17 1 1t 12 13 14 2 23 24 28 25
20 12 12 14 14 16 2 24 25 26 27
20520 13 14 45 16 17 25 26 21 28 29



Tablar\'7.b_k Cu_antile's"de l_a'zlEst‘adif‘sti‘éja:Aﬁilco'}(o’n;" e

: o)

Wous. W Waxn Wes © Wi Wao Wao Wag Wiy

.

s o0
7.5 15
s 21

4 28

1836

225 45

2725 58

I 33 66

12 , » 18

1310 13 18 22 27 33 38 42 455 9

14 13. 16 22 26 32 39 44 48 525 105

15 16 2 26 3t 37 45 Ss1 55 60 . 120

16 20 24 .30 36 43 51 58 63 68, 136

17 24 28 35 42 49 S8 65 71 .165 153

18 28 33 41 438 s6 66 73 80  BSS T

19 33 38 47 sS4 63 74 82 ¥ 95 190

38 44 53 61 70 82 9 vs s - 210

(RS Rr N P
—
~

[ 29 I

10

wosNnw=coce |
by
o
W W PO 1D e e )
caoLcanYa &

Si n>20, el cuantil W, se aproxima por:’

W= [n(n=1)/41+ X /a(ari)(Z417/24
donde X_ es el cuantil de una normal.
si p> .50 entonces: P

wp a_'n(nn Y72 - Wyep.

*
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- Tabla 8. Cuantiles de la vEstavqfstica Mann-whitney, e
m=2 3 4. S 6 7 8 9 101 1213 M 15 16 17 18 19 2
0 ' ' 050 c0 00 0.
00 0 0’0 0.0 0 0 o0 | a
™S 0 o0 0 0 00 00 o0 0 09 © o e o 0 1 1
2 00 0 0o 0 0 © 6 00 001 1 1 1 112 2
o008 808 IR T N T T U S S SR S S TR B
oo ) 2 S5 3
R SURE S TS RO ST 34°4 3.5 3 6 6 1 7 3 |
gt ' ' 9 0.0 -0 0 0 1 1 1  1-
‘0 0 0 0 06 0 0 0 0 0-0 :
'ggé g 3 6-0 0 0 0 1 11 22 2 3 3 ; g 44
300 © 0 0 0 0 1 1 2 2 2 33 3 43 I
ol R O S S O B I U S S SRR S A
T ? . ; o : 6 6 7 8 9 10 11 1. 12 13- 14 15 1
BN y 2 2 3 3 4 4 4.
- 6.0 0 0 0 0 1 1 1 2 4
IR I OIS A O A N N O O O
‘s g g ?‘ ; § 4 5 5 6 7 8 9. 10. 11 12 12 1; 14 :g
0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 15 16 718
tT SR SIS S-S Bl S-SR S-S S TSR A

" Cuantiles ‘superiores pueden ser encontrados usando:

. - Wyg Wy

"Pm=23 4 5 6 7 8 9 100 12 03 10 15 61 18 1 2
M0 w0 0 0 1 o2 32 3 3 4 4 5 6 6 7 g g
A0 0 0 1 2 203 &5 & 7 35 & 9 10 12 43 g4

Se 0 0 0 2 3 4 s ¢ 7 5 o L T A P TS
05 o L R A A T AN R I I I TR Y B S 19 20 21
05 3385 6 7 900 2 B3 o g7 19 g 2l 3 24 3
a0 2 305 6 8 9 11 B o6 a8 15 m 2 o .26 28 29 3
001 o 000 0 0 0 2 3 4 s 56 7 5 o 10 012 g3
005 o o b2 3 4 s 6 7 8 000 o3 g5 19 1718 g9

6 .00 o 9 T 3 4 s 7 8 o8 0 B g g5 4 e 0 n N
01 ¢ 2 32 4 6 7 9 0 145 17 18 20 o 23 2 26 i
05 208 6 8 9 U B s 17 ol 20 3 34 5 3 29 31 33
g0 2 T6 B 1012 14 6 18 20 2 2 2 8 3 3 33 37 39
001 0 OO S S T B S A S S R TR 1516 17
L05 0 Vol o2 4 5 7 8 100 1B o a6 1715 20 2 23 2

7 .00 o 1024 3 7 8 00 B35 1 g 2 2 g 25 27 29
015 o T e T e o os oo o 3 3 s 33 3
05 20307 912 14 06 18 20 2 25 2 29 3 39 36 38 40
02 =T e 208 1w om 4 ;39 3 34 037 39 &2 w4
0 g o Sl 2 3 8 6 7 9 90 12 13 a5 46 g5 e TR 3.
05 g © 2 3 5 7 8 10012 14 16 18 19 21 29 26 27 2 3

8 01 o y 3 3 7 8 10 12 116 18 oy 23 25 27 39 o 335
025 Y27 9 0 1416 1 20 23 35 37 3 33 4w 39 a2
e 2 e S % D14 16 19 2 24 02 29 33 3 37 a0 2 0 46
o3 S R M 11720 23035 28 31 34 03 a0 43 46 45 ss




~Tabla 8, (Continuacin), ‘

-

NP mwm2e 7. 8 9 0 11213

3 45 6 :

o001 0.0 00 2,34 689 1113 1S . .

40,008 0 2. 4 6 810 '12-14 17 19 21 2 23N 2s

900 0 24 68 10 1215 17 19 22 24

Looes 35 8 11 1316 18 21 4 1Y .43
03 285 71013 16 19 22 25 28 31 34 137 40 43 46 49 52 55
J0 -3 6 10 13 16 19 23 26 29 32 36 39 42 ,46- .49 53 36 39 63
o 0.0 1 2 4 6 7 9 11 131518 20 2 24 26 28 B N

L 008 0 1 3 5°7 10 12 14 1719 2225 21730 32 35 38 40 4

0. 0 0 2 4 7.9 12 14 17 20 23 25 28 3 134 37 39 42 45 ‘48
05 1 4 69 1215 18-21 24 27 30 34 3] 40 43 46 49 53 56 LN
o5 -2 S 8 1215 18 21 25 28 31 35 38 42 45 49 52 %6 59 & 5
10 4.0 7 31 14 18 2225 29 33 37 40 44 48 52 55 59 €3 67 I
Q- 0 0 1 3 5 7. 9 11 13 16 18 21 23 -25 2 30 33 35 38

: .0 1 3 -6 8 11 14 17.19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 &

1m0 0. 25 8 10 13 16 19 23 26 29 32 35 38 42 45 48 51 54 o
0s -1 4 710 34,17 20 24 27 31 34 38 41 45 .48 52 56 39 6 :
03 2 6 9 13 17 .20 24 28 32°35 39 43 47 51 55 S8 62 6 0 _
Jo 4 $ 12 16 20 24 28 32 37 41 45 49 53 S8 62 6 10 . .7
01 0 0 1 3. 5 8 10 13 15 18 21 24 26 29 32 35 ¥ 4 &
o008 0 2. 4 7 10 13 16 19 22 25 28 32 '35 3B 42 45 48 52 55

1201 0 36 9 12 15 1B-22 25 29 32 36 39 43 47 50 54 5T 6l
Qs 02 5 8 12 15 19 23 27 30 34 3 42 46 S0 54 5B 62 66 10
08 3 6 10 14 16 22 27 31 35 39 43 48 52 56 61 65 €& T 78
05 9 1

18 2227 3136 40 45 50 S4 59 64 68 73 M- B2 L 1

] p m=2 3 4 5 6 7 3 9 W I 12 13 M4 15 16 17 18 I 2
001 ] 0 2 4 6 9 12 15 18 21 2¢ 21 30 33 36- 39 43 46 49
003 0 2 4 8 11 14 I8 21 25 28 32 35 39 43 46 S0 54 58 6!
13 .01 1 3 6. 10 713 17 21 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68
025 2 309 13 17 21 2% 29 34 3B 42 46 51 S5 60 64 68 T3 0T
.05 3 7 1 16 20 .25 29 34 33 4) 48 52 51 6 66 70 76 % BS
.10 3 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 64 69 75 8O 8 90 95
00t 0 6 2 4 7 10 13 16 20 23 26 30 33 37 40 44 47 51 55
.00 0 . 2 5 8 12 16 19 23 27 31 35 39 43 47 5 55 39 64 68
14,01 1 3 7 11 4 18 23 27 31 3% 39 44 48 52 ST 61 66 0 T4
025 2 6 10 14 B 23 27 32 37 41 4 51 6 60 65 70 IS5 79 84
05 . 4 § 12 17 22 27 32 37 42 41 52 57 62 61 72 18 83 88 93
10 5 M 16 21 26 32 37 42 .48 53 59 &4 10 715 .81 86 92 .98 103
001 0 0O 2 S B M 15 18 22 25 29 33 31 4t 44 43 52 56 6D
008 [ 3 6 9 13 17 21 25 30 34 38 43 47 52 56 61 65 10 74
15 .01 ] 4 8 12 16 20 25 29 34 38 43 48 52 5T 62 €1 T 6 8
025 "2 6° 11 15 20 25 30 35 40 45 S50 55 60 65 7 76 8} 86 917
05 4 8 13 19 24 29 34 40 45 St S6 62 67 73 76 B4 8% 95 10
Jdo 6 117 23 28 3 40 46 52 SB 63 69 75 51 87 93 9 105 1IN
001 0 0 3 6 9 12 16 20 24 28 32 3 40 44 19 S} 51T € 6
005 0 3 6 10 14 19 23 28 32 31 .42 46 8 6 6] 66 7 75 80
16 .01 1 4 8 13 17 22 27 32 M 4 47 22 81 62 6 72 T B 8%
025 2 7 12 16 22 27 32 38 43 48 54 60 65 71 6 B2 81T 93 99
: (')é :) 12 15 20 26 31 37 43 49 55 61 € 12 78 B4 90 96 101 108

1B 24 30 37 43 49, 55 62 65 75 &) §7 %4 100 107 i3 120




. Tabla 8. (Continuacign).

m.p m=2 3 4 S 6 7 8 9 J0_ 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
o001 0 136 10 14 18 22 26 30 35 39 44 48 53 S8 62 67 71
L0005 0 0 3 7T 11 16 20 2530 35 40 45 50 S5 61 66 71 76 82 87
O 1 .5 .9 14 19 24729 34 3% 45 S0 56 61 67 72 78 83 8% 94
3 7 12 18 23 29 35 40 460 S2 S8 64 70 76 82 88 94 100 106
-4 10 16 21 27 3 40 45 S2° S8 65 71 -78 84 90 97 103 110 116
7T 13 19026 32 39 46 53 59 66 73 80 8 93 100 107 114 121 128
S0 1. 4 711 15°19 24 °28 33 .38 43 47 52 5T 62 61 12 77
0 3 7 12317 22 27 32 38 43 48 54 59 65 71 76 82 88 93
1 5 10 15 20 25 31 37 42 48 S4 60 66 71 77 8 8 95 101
"3 .8 13 19 25 31 37 43 49 56 62 68 75 81 .8 94 100 107 113
5 10172329 36 42 49 S5 62 69 76 83 89 9 103 110 117 12
ST 14 210 28 35 42 49 56 63 70 78 85 92 <99 107 114 121 129 136
0 ) 4 8 12716 21 26 30 35 4 46 51 S6 61 67 T2 18 83
1. 4 813 18 23 29 34 40 46 52 S8 64 70 75 8 88 94 100
2 -85 1016 21 27 33 39 45 51 57T 64 70 76 "8 8 95 102 108
-3 8 14 20 26 33 39 46 53 59 66 T3 79 8 93 100 107 114 120
5 11 18 24 31 38 45 S2 59 66 73 81 R8 95 102 110 117 124, 131
8 1522 29 37 44 52 59 67 74 8 90 98 105 113 121 129 136 144
0 1 4 8 13 17 22 27 33 35 43 49 55 6 66 71 77 83 89
1 -4 .9 14 19 25 31 37 43 49 55 61 68 74 80 87 93 100 106
02 6 11 17 23 2935 41 48 54 61 63 74 81 88 94 101 108 115
o025 0.3 - 9. 15 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84 91 99 106 113 ‘120 128
cox 080 -5 1219 26 33 40 48 55 63 70 78 85 93 10t 108 116 124 131 139
Lo o008 1602331 39 47 55 63 71 79 87 95 103 111 120 128 136 144 152
s SRy .~ sy - - - e et et g

" st 6 m>20 el p-€s

imo cuantil se aproxima por:
: - N amin s m+ 1)
x, t

"

donde X es o) p-&simo cuantil do uﬁa'nor

nmn

2 -

mal.

12
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*f Tabla 9, Cuantiles de 1a Estadfstica Kruskal- Hallis

Tanaﬂos de muestra. valor “5"'{. R Thmanos de muestra. valor
o : -~ erftico. .- ‘ crItlco FAEDR e
n.( nyomy e :n, Sy Hy RO S
2 1 1 .27000 500 4 2 2 60000 014 °
2 2 1 30000 @ .200 s e
2 2 2 45714 - 067 S S 51250 08
o 3.7143 . .200 R C o 4.4583 .100

3 1 1 32000 300 e : 4.1667 105
32 42857 100 4 3 1 5.8333 020
IR 3.8571  .133 S 52083 050
e 8 , R 3 50000  .057
=303 27 535712 029 , _y T a0886. L 003
o o 4TI 048 3ggg . 129
4.5000 067 S : e :

44643 105 4.3 2 64444 008

3 3. 1 5.1429 .043 o 0 6.3000 o1
- ~ 4,5714 ©.100 ' 54444 046
4.0000 129 NI 54000 - .051
: S i 4.5111 098
3 3 2 6.2500:. .0lL S 4.4444 102
o 5.3611 032 . o

51389 .06l
4555 100
42500 121

4 3 3 6m4s55 - .00
A 67091 013
57909 .046

3 3 3 72000  .004 57213 - 050

6.4889 001 ' o

o 5.6889 029 4.7091 092
- 5.6000 050 4.7000 101
= 5.0667 - .086 , . ,
4.6222 .100 4 4 | 6.6667 010

- C61667 0 o2

4 -1 1. ‘3.5714 .200 49667 018
4 2 1 4.8214 057 4.8667 054
4.5000 .076 41667  .082

4.0179 J14 4,0667 - ,102



Tabla 9. (Continuacton). -

o 4 -

. 45.&

)

o
hedt

7.0364,
o 68121
54545
52364 .
o 45845 .
44455
C 73439 0
S 73640
55985 .
55758 .
74,5455 _
44113 -

3.6538
15385
-~ 5.6923
. 5.6538
46539
45001 .

3,857
5.2500

5.0000
4.4500

" 4.2000

4.0500
6.5333

6.1333

5.1600
5.0400
4.3733
4.2933

6.4000

4.9600

4.8711
4.0178
3.8400

7 6.9545
© - 6.8400 -
T 4.9855
T 4.8600

S 39873
< 3.9600

©7.2045
7.1182

5.27121

5.2682 .
4.5409

4.5182

7.4449
7.3949

- 5.6564
5.6308

4.5487
4.5231

7.7604
7.7440
5.6571
5.6176
4.6187
4.5527

008

011

-.044

056

-.098

102

009
.010

049
050

098
101

110
011

. 049
050

099

.103

009
011

1,049

050
100
102




~ Tabla 9. (Continuacién). ‘'

73001
. 68364
s1am

40091
40364

7.3385

072692
53385
5.2462

46231

-~ 4.5077

7.5780

7.5429
3.7055

010
010 <

047

010
010
046

3

BRI ) § EEEE

046 ) S
053
086 .
105

oSt
097
100

o s6263
Lo Asast
48363 - .
78229
o914
5.6657

5.6429

4520
4.5200° .

8.0000
7.9800

5.7800 -

5.6600
4.5600

4.5000

R O
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Tabla 10, Cuantf1es de Ia Estadfstica de Speirman.fE?:  ”" i'

n ,. -S00 9507 975 990 .995. -
4 8000 8000 .
ﬁ5557j.,7000',.‘ 8000 - 9000.“a;‘«9000 _*ﬁ¢ T el

. 6:.,.6000 7714 (8286~  .8857 . . 9429 .

7 5357 678 ' 7450 - 8571 - .B92Q . .
87 5000 - .6190 7143 8095 .. .857L -,

9 4667 5833 . . .6833 . . .7667 - . .BI67 . ..

10 4424 - SSIS L6364 L7333 .81 .
b 418205273 6091 7000 7455 o,

1203986 0 ,4965 5804 - 6713 .7273

13 3791 - 4780 - 5549 6429 . .6978

14 ¢, .3626 - 4593 5341 - - 6220 . .6747 . . 7670
15 3500 4429 5179- - .6000 - 6536 .. .7464
16 3382 4265 5000 5824 6324 . 7265
17 3260 - 418 T 4853 5637 . .6152 ©.7083
18 3148 23994 - 4716 0 5480 5975 L6904
19 3070 - - 3895 - 4579 5333 5825 ..6737 .
20 2977 3789 4451 5203 5684 .6586 -
20 290 .3688 4351 5078 - .5545 6455
n 2620 A597 - 4241 4963 .5426 6318
230767 3518 4150 A852 .5306 .6186
24 2704 3435 - 4061 4748 5200 - .6070 -
25 - .20646 3362 3977 4654 5100 5962
26 1588 ©.3299 3894 4564 - .5002 5850
27 2540 3236 3822 4481 4915 5757
28 .2490 3175 3749 4401 - .4828 5660
29 .2443 A3 3685 4320 4744 5567 -
30- .2400 Jose 3620 4251 4665 5479
Para n>30 se usa la aproximacién:

W gy b
. YT =

donde )(p es el pi-ési'mo cuantil de una normal.
Los cuantiles inferiores se obtienen mediante la relacién:



Tabla 11 Cuantt\es de la Estadfstica Hotelling Pabst

p =001 f .005 000 ,(,25,.., 050 }n(n-’--l)
gl it i I e P B S R
5 B I R B
6 2 468
S 2 6 8 . 14 18- 26 - 2
8. 6 12 16 24 - 32 4 6B
9 2 22228 38 50 64 M0
S22 36 44 60 4 92 o0
o1 36 56 .66 - 86 104 128 440
o1 82 78 94 . 120 144 172 s12 0
13776 0 1o 1300 162 190 226 . 7128
14 L 106 148 172 7212 246 290 - 910 .
15 142 994 224 270 312 364 - 1120
16. 186 - 250, 284 - 340 390 . 450 1360
17 . 238 314 356 420 480 S50 - 1632
18 - 300 390 . 438 S12 . 582 664 1938
19 3n 476 . 532 618 696 - 790 ~ 2280
©20. . 454 574 638 738 826 934 . 2660
21 546 686. 758 870 - 972 1092 3080
22 - 682 810 892 1020 M33 1270 3S42
23 m T950 1042 1184 1312 1464 ~q0148
24 904 1104 1208 1366  15i0 1678 3600 -
250 1050 C 1274 1390 1566 1726 1912 8200
26 1212 1462 1590 1786 1960 2168 5850
27 1390 1666 1808 2024 2216 2444 6552
28 1586 1890 2046, 2284 2404 2744 7308
29. 1800 . 2134 2306 2564 2796 3068  _ 8I20
30 2032 "2398 2584 2868 3120 3416 8990

Para n> 30 los cuantiles pueden ser aproximados pof%

e L on(nt = 1)
w, 2 $1(® — 1) + Al',‘z) : ._:-:l'-‘
[ B

donde )(p es el p-ésimo cuantil de una normal. .
Cuantiles superiores pueden ser obtenidos usando:

Wi-p= n{n-1)/3-W



Tabla 12.:Cuant11es de la Estadistica de Kendnll

,, ,,_m -.950 975

4 4 6 .
a9 o B
10 B I S [ 3
2 e 18

oot s 1 2 5 27
BEEE 0 ¥ IR | 2 25 29 -3

FEEED DI | 0 R X 28 3 36
Sl 22 260 32038 A2
Sl 23 3 35 R I R
15 Py R X § 3 47 -1

B R - 3 44 50 56
Rt Y SRR L 40 48 - 56 62
]8. 35 43 51 - 64 67
St 37 - 47 - S5 .65 73
S 40 50 60 70 78

21 - 4 54 64 16 84
2 45 59 69 81 89
23 - 49 63 k! 87 97
24 52 66 78 92 102
25 56 - 0 84’ 98108

26 - 9 75 89 - 108 1s
21 61 79 93 1t 123
28 . 66 84 - 98 116 128
29 68 88 - 104 124 136
30 73 93 109 129 143

Cuantiles inferiores se obtienen usando:

wp‘ -~ W 1l-p.
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- Tabla 12, (Continuacidn). - - * .=

n ,,.;;900,'  S0 975 990 - 995

N s 9 L s 138 149

3 so. 102 - 1200 142 158

3 8d . 1060 126 150 164
4. - 87 1 13t 188 7
3 et oons 137 163 D

~36 -9 1200 144 170 188
3. 98 126 150 176 196
38 103131 155+ 183 203

39 107 13716l 9l -2

2

0 10 142 168 198 220
“Para n> 40 los cuantiles pueden ser aproximados usando:

- n(n - 1)2n + 5)
Wp = ":p\/ TE — ‘ .

donde Xp es el p-&simo cuantil de una normal.

fto.-
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