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P R Ó L O G O 

Este trabajo fué llevado a cabo con un doble propósito: 

Proporcionar material didáctico para. la. ensefianza de Estadística 

No Paramétrica en los cursos que se imparten en esta Facultad 

(principalment' en Estadistica Ifl y realizar un texto accesible 
, ~ 

a personas de otras· disciplinas, que no cuenten con muchos cono-

cimientos en el área. Debido a las carreras que existen en.esta 

Facultad la orientación de este t~abajo se inclina más a Biolo -

g!a que a otra cienc~a. 

Debe afiadirse tambi~n que, debido a los dos puntos anteriores, -
. . 

este trabajo forma parte de uno de los proyectos del Laboratorio 

de Estadistica de la Facultad: el de formar un acervo de texfos en 

estadística que cubran las diferentes ramas de la misma, en un 

lenguaje acce.sible a la mayoría de la g~nte, y que. sir".'an para in 

troducirlos en la m~teria r al mismo tiempo de consufta. 
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tttrRoouéét6N 

En muchos experi111ento (no necesariamente cient!ficosl 1 es desea ·

ble contar con UScnicás que per111i'tan escoger.1 de entre vari11s al

ternativas, la m.ejor dentro de los objetivos del experimento. 

Otras veces, el experimentador desea averiguar si la información 

con la que tuba.ja, o las suposiciónes en las que su' experimento 

se basa, pueden ser justificadas satisfactoriament~, La estadls; 

tica tiene una serie de t@cnicas, que el estadístico puede usar, 

para estudiar. estos problemas. Por ejemplo: En un momento dado -

puede ser de inter6s saber cull de dos artículos elaborados con 

distintos m@todos de fabricación, cumple con ciertas normas de ca 

lidad, Para ~sto, pueden tomarse arttculos elaborados con cada -

dno de los·M@todos de fabricación, para comparar su calidad y lle 

gar a una conclusión. El patrón de producción en cada uno de los 

metodos, puede ser conocido o desconocido, Si el patrón es cono· 

cido, puede ser .caracterizado con 'ciertas medidas .(parámetros) CQ.. 

m~ son: la producción media, la variabilidad en la producción e~ 

el transcurso de una semana,etc, En estos casos, una comparación 

entre esas medidas, pueden llevar a tomar una dec1sión, Sin emba!:_ 

go, en los casos en que el patrón de comportamiento del fenómeno 

bajo estudio sea desconocido, un~ comparaci8n como la antes mcnci~ 

nada no puede hacerse, Esto hace necesario, la utilizaci6n de 
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técnicas estadísticas que no necesiten de esta suposición para p~ 

der ser aplicadas, 

·cuando la distribuci6n de probabilidades del fen6111eno. (patr6n de 

comportamiento) sea conocida, las técnicas estadísticas que se ~ 

aplican,/son las llamadas técnicas p~ramétricas¡ mientras que para 

los casos en que ·dicha distribuci6n se desconozca, las técnicas -

que se usan son las técnicas no paramétricas (conocidas por varios 

autores, como tecnic~s de distribuci6n·libre, por razones obvias). 

Este trabajo, está enfocado al tratamiento de estas últimas técni-

cas. 

Las pruebas no paramétricas son relativamente nuevas (si se .excep

tGan las pruebas de Bondad de Ajuste y la prueba de Signos) y han 

surgido de la·necesidad de tener procedimientos que sirvan para 

probar hipótesis* ~obre poblaci?nes en las que se desconozcan las 

leyes de probabilidad que ~as gobierna. Estos procedimientos pue

den ayudar a resolver los siguientes problemas: 

i) Verificar si cierta población tiene ~sociad~ una distribu· 

ci6n de probabilidades es~ectfica, 
•, 

ii) Averiguar si ~n conjunto de observacione$ forman una mues· 

tra aleatoria de una población, 

iii) Probar si dos o más poblaciones o tratamientos, pueden co~ 

siderarse estadísticamente iguales, y 

iv) Medir l~ correlación entre dos muestras y saber si las po• 

*Todos los tel'l!linos qstad!sticos serán explicados en el Capítulo 1, 
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bfaciones de donde provienen las muestras, están correlacionadas. 

Una de ·l~s ventajas' de estas pruebas, es la facilidad con la que -

puede tribajar$~, ~ue~ ho están basadas en expresiones matemáticas 

complejas que pueden ser engorrosas, Por otro lado, la mayorla de 

las pruebas se basa en los rangos de las observaciones y varias de 

ellas requieren Gnicamente que las variables ,estén referidas en 

u~a escala nominalA, por lo que el rango de aplicabilidad es muy ~ 

grande. 

En este trabajo se desarrollan 27 pruebas no paramétricas, que cu

bren los cuatro puntos. anteriores, 

En el Capltul~ 1 se tratan los conceptos, estadísticos básicos, • 

que se utilizarán a lo largo del traBajo. Sirve también comÓ una 

introducción al problema de prueba de hip6tesis. Está escrito de 

tal forma que no es necesario Ufi. conocimiento avanzado de la esta-

dística. 

En el Capítulo 11 se presentan las pruebas de una muestra, que se 

utilizan para verificar aleatoriedad, asl como también, para averi 

guar si el modelo supuesto para la poblaci6n es válido, 

, A LQs vs.ris.bles pueden· ser cls.sif:i:cs.ds.s 1 de e.cuerdo s. la esca.la. en· le. c¡ue estl\n 
medidas. Estas escalas son¡ 

Nomina,1 

Ord.ina,l 
..,... Cusndo no existe 9 no pued.e introducirse un orden natural, 

..., Cua.ndo puede introducirse un orden en lar; obse.rvaciones, o exi~ 
te en fornia. na.tur1ü .. 

DI! Intervl'.lo~ .. Cu!lndQ se conoce le, d:i~tl\ncii¡. que sep¡¡.rn t\ dos 9bJ¡erv!!-Ci<;mes 1 -
indepenrlientemente. el.e l.'ii\ uni:d\\d d~ ~edido, ':/, deJ. .. 1ug~r en dondc
el ~ ca colcicsdói, 

De Proporciones ... Cu!\ndo se tiene una escala de intervalo& y se tiene u.n cero u :
orlgen verdadero, 
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El. siguiente ·Cap1'.tulo, Capttulo lll, contiene los procedimientos 

"útiles para•probar si dos poblaciones ~ued~n considerarse iguales, 

o bien, si dos muestras proceden de poblacfones con la misma medi!!, 

na, 

' La generalizaci6n de este prob~ema al caso de k poblaciones, es • 

tratado en el Capttulo IV, 

Por Gltimo, el Capítulo V, se presentan las medidas de correlación 

y las pruebas de ñip6tesis asociadas, 

:Al inicio de cada exposicit'ln, se plantean di.ierentes situa.ciones • 

en que la·prueba puede ser utilizada, sirviendo también como intro 

duc¿i6n al problema. A partir de esto, las hipótesis a verificar 

. son planteadas y la estadf stica de prueba es generada en forma in

tuitiva, evitando expresiones matem~tiéa~ superfluas, y mantenien

do estas· últimas a un nivel elemental. Al final de cada prueba,-

6sta se 'ilustra con ejemplos num6rt·cos resueltos, que al mismo 

tiempo, muestran el uso de. tas tablas anexadas al final del traba• 

jo. 

Este traba'º no pretende ser exhaustivo, sino una guía en el est~ 

dio de la estadlstica no param~trJca, 



· .. 1 -1. 
..... ,.;_ . ~- • .... . .• 

- 1 -

CAPITULO t. 
CONCEPTOS~BÁSICOS 

La curiosidad innata del hombre le ha llevado a tratar de expli:.. 
car se los· fénomenos que le re.odea,n 1 como por e) emplo la lluvia y 

~l universo' asimismo desea conhrmar sus conocimiento.s :obre as
pectos sociales y cientfficos como pueden ser las leyes de Newton 
o el nivel de vida de cierta_comunidad, Esta cu~iosidad ll~va -
también a· buscar nuevas técnicas que le permitan ciertas condici2_ 
nes de vida o simplemente me}o!ár las ya existentes. Es decir 1 . -

el hombre busca constantemente ~xplicarse cosas o confirmarlast o 
bien, inventar algunas y.mejorar otras,_ Para cualquiera de ~stas 
cuatro actividades~ ~ecesíta experimentar, o sea, observar, simu
lar o interactuar con los fen6menos para descubrir, comprobar o -
determinar algo, 

Para ilustrar las ideas antes expuestas, se dan los siguientes 
ejemplos: 

il La Dfrecci6n General de Estadistica realizó un estudio con 
el objeto de conocer las razones por las que los habitantes 
de la frontera norte del pats, recurren a la compra de ar.ti 
culos extranjeros\ Pira llevar a c~bo dicho estudio, pers2_ 
nal de la DGE observ6 durante dos seman'as, a los mexicanos
que vegresaban al pals por 1a frontera norte, En base a es 
tas observaciones, se seleccionaban a algunas personas y se 
les preguntaba ~rimero si eran residentes de la frontera, y 

si esto era afirmativo, se les preg~ntaha acerca de las ac· 
"tiyidades realizadas ~n elvecino pais y si habían hecho 
compras, cuales eran los motivos de dichas compras, 

En este ejcmpl~, el experimento consisti6 en observar el paso de 
gente en la fro~tera 1 y con eso determinar a qu~ gente se le pr~ 



gunt~ba y qu~ preguntas eran-1as que debertan hacerse, 

i~l Para confirmar que cierta velocidad del yiento no es carac 
teristic~ particular de zonas des~rticas, se han hecho ob~ 
servaciones en zonas no desérticas.y se han comprobado, me
diante esas observaciones, que la velocidad del viento es -
simpar en ambas zonas._ El experimento consistiéi entonces, 
en determinar que zonas desél'ticas :r .no desérticas debería~ 
ser observadas para medir la velocidad con la_que el viento 
viajaba, 

iiil 
. ··-

Cuando se busca un nuevo tratamiento médico para curar.cier
ta en{ennedad o medicamentos que la alivien, son necesarias 
ciertas ciertas pruebas de laboratorio para·sab~r si dichos 
medicamentos'o el tratamiento son efectivos, 

'< 

En este caso la ex~erimentaci6n consistirá e~·elegir ad~cuadamente 
los seres vivos (~eneralmente animales como las ratas, chirnpancds, 
~tc),a los que se les aplicar!n los'medicamentos o tratamientos, -
verificar las reacciones y determinar la efectividad de ellos. 

iv) En la invdstigaci6n agrl~ola, para mejorar ln producción de 
cierto tipo de cultivo, se busca el fertilizante que ayude
ª tales própositos. Aquí, la experimentación va a consis -
tir en seleccionar el terreno de cultivo a utilizar para 
probar· los fertilizantes, que tipos de éstos óltimqs serán 
P!ObadQS r tambi6n, como serán aplicados y en que cantida· 
des. 

Con estos ejemplos puede observarse que la experimentaci6n se uti~ 
liza, tanto al estudiar fenómenos cuyos resultados no son totalme~ 
te predecibles o que un momento dado no se puede determinar lo que 
sucederá¡ a los cuales se ~es llama fen6menos aleatorios; como 

',\ 
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también, al estudiar ~en6m~nos deterministas~ 

Como se ha visto, la ex~erimenta¿iOn juega un ~apel básico en casi 
toda actividad humana, por l.o que es importante que la persona que 
vaya a realizar un experimento~·~. tenga cuidado al planearlo, Para 
6sto, Ml!ndez (1976}. sugie~e., como una guía para llevar a cabo un • 
experimento, los siguientes pasos; 

il Se deben establ~cer objetivos, es decir qué se pretende estu 
diar con el experimento r que tipo.de preguntas se desean re 
solvér a partir de él, 

ii) Definir las variables de interés involucradas en el expeii· 
mento, que estar§n sujetas a control o en observaci6n, y que 
ayudar.fo a cumplir los objetivos .. 

iiil Decidir que tipos de observaciones se van hacaer y cuantas -
de ellas. 

iv) Determinar las suposiciones sobre las cuales el experimento 
se basará y se realizará, 

v) Efectuar el experí~ento y recolectar informacidn, 

vi) Analizar la información, 

vii) Obtener todas las conclusiones posibles y las probables co!!. 
jeturas que se quieran comprobar mediante otro experimento. 

Una de las formas para llevar a cabo el paso seis, es mediante el 
andlisis cstadístico 1 y como la finalidad de c~stas notas es presc!!_ 
tar ciertos métodos estadtsticos es oportuno introducir un ejemplo 
que al mismo tiempo que ilustre los pasos antes mencionados; ayu• 
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de a esta.ble.cer los· thminos esta.d!.sticos necesarios. 

En Bal timo re ex is te un hospital especiali.zado en tratar cUnicamen 
te j las Personas ~lér2tcas. en particular,a.1 veneno de abeia, Se 
ha orobado aue si una nersona ,s aléreica al veneno. ~ste le nuede 
nroducir entre otras .cosas ur; shock. anafi.láctico íreacci6n alér2i .. 
ca) el cual a su vez puede oroducir la muerte de la oersona, Debi 
do a esto, el hos~ital tiene como objetivo el definir que tipo de· 
tratamiento m@dico se le debe dar a una persona al~rgica, para cog 
trarrestar la reaccí6n al veneno, Para esto, primero debe detenn! 
narse si una persona e·5' alérgica al veneno, para lo cual se hace -
lo siguiente: · 

Se 'sabe que el. veneno de abeja, esU compuesto· po1· un cierto núme
ro de proteínas, cuatro ~e la cuales est~n en mayor proporción con 

·respecto a las demSs. Se tenta en la clínica cierta cantidad de • 
veneno, parte de la cual se purificó para aislar cada una de las -
cuatro proteínas principales, pues se deseaba verificar si estas ~ 

proteínas podtan ser consideradas como ¡1lergenos (.substancias que 
producen alergia), 

Para determinar si una ~roteina es alergena o no, se introduce en 
la sangre de l~ persona r se cuantifica la cantidad de histamina ~ 

liberada por los leucocitos; si es mucha la histamina liberada, la 
proteína se considera como alergeno¡ si es poca, no se, considera -
como tal, Por desconocer la ~eacci6n del paciente al alergeno, ~~ 
te tipo.de pruebas se realiza en vitro, es decir, se toma una mue~ 
tra de sangre de la ,Persona y a esta muestra donde el alergeno se
aplica, 

Cada proteína es probada por separado para; 

i) Evitar que el fenómeno sea enmascarado al usar todo el ven~ 
no, pues tíste contiene histamint\ 1 la cul\l puede confundirse 
con una reacción al@rgica; y· • 
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Esta,blecer l,a potenci.a de í'hrgeno!?. en ),a, penona (_en fun
ci6n de liberación de histamina) r· tratar de desensibiliza~ . 
la s6lo que aquellos que le causen dafto, 

Debido a que no toda la gente es~« dh~ueHa. a serviT·como "coneji
llo de indias", para poder realizar el experimento, se.toman volun
tarios, a los cu~les se les ha diag~osticado clínicamente como alé~ 
gicos. A estas personas, se les toman varias muestras de sangre, ~ 
cada una de ellas se les añade cada uno de los 4 alergenos'en varias 
dosis, así como tamhién cantidades de veneno no purificadas para mc
.dir la potencia del aler~eno con respecto al, veneno, Finalmente se 
ObSeTVa y cuantifica la histamina. liberada por cada persona en cada 

_dosis y ·se obtienen conclusiones,· Te Piao King et al (J976,l reali 
zaron este experimento con siete volunt~rios y las preguntas y con
clusiones a las que se Hegaron son la's e siguientes (_dadas aqui en -~ . , 
forma somera): 

S6lo en uno de los a1?7gen~s·probados, podia ser considerado como
potente, es decir, las siete personas reaccionaron mucho a él, y la 
pregunta inmediata .es, ¿puede generalizarse este resultado7. esto -
es, ¿esta substancia es siemp'r.e alergena para toda persona alérgica?, 
Algunas personas reaccionaron a sólo una de las protetnas y otra 
proteína no produjo reacción alguna, ¿La primera proteína puede co~ 
siderarse como a.lergeno parcial7 esto es ¿s61o afecta a cierto tipo 

.de personas?. La proteína que no produjo reacción, ¿puede no ~onsi
derarse como alergeno, para todas las personas?, 

Para poder contestar.a· estas preguntasr se hace necesario realizar -
ot:ro experimento que tenga como objetivos las respuestas a estas cue.:?_ 
tiones. 

En el, experimento tratado, el problema principal, era determinar cuales de las 
cuatro proteínas.eran substancias alergcnas, pues el tratamiento médico pa
ra tratar a la persona, depende del, alergcno, Por otro lado, s6lo -
se trabajó con estas cuntro protefnas, pues las <lemas so encuentran en baja pr~ 
porción y no producen reacción a la persona, 
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Para averiguar cuales proteinas era,n a.lergenas, se utiliz6 un gru
po de personas que eran al~rglcas al veneno de abeja,. Todo el cbn 

\ . 
junto de personas alérgicas al veneno, define la poblaci6n bajo e~ 
tudio~ las personas cuya.sangre fue analizada 1 constituye a uná ; 
muestra de dicha poblaci~n; En general, la'poblaci~n bajo estudio 
'es el conjunto de personas, oBjeto~, etc, sobre el que un investi-
gador ~stá int~resado~_y una m~estra es un subconjunto de ella, a 
partir de la cual se desean hacer conclusiones sobre toda la po -
bla,ci6nt como serta contestar las.jreguntas planteadas al final ~ 

del ejemplo, y a lo que se le llama~ hacer inferencias a la pobl!_ 
ci6n a partir de la ·muestrat, 

El suministr9 de prote~nas para determinar si son substancias ale!.·· 
,genas, representa la aplicaci6n de tratamientoi uno por cada do-. 
sis fte cada alergeno. Se puede decir que en general, un estímulo 
aplicado a un sujeto que pueda producir un cambio en alguna cara~ 
tertstica del sujeto • puede considerarse como un tratamiento, 

Ahora bien, se ha hablado de muestra, la pregunta que hay que con· 
testar en este momento es; ¿Es necesario tomar una muestra, para
estudiar a toda la poblaci6n7. La respuesta es: no siempre, 

En algunos caso&, es posibl~ trabajar con toda la poblaci6n, estu 
diarla, exp~rimentar con ella y· concluir sobre sus caracterlsti -
cas . 

. En estos casos, q_ue pueden considerarse .como ideales, no se hacen 
inferencias, pues se tiene todo el materi~l. por as! decirlo, para 
estudiarlo, Sin embargo, como se: vi O en el ejemplo no simpre es • 
posible trabajar con toda la pobl~cidn, exi~ten oca$iones, en los 
que har que restringirse a estudiar sólo parte de ella, como fué • 
el estudiar y experimentar s6io con voluntarios, o bien, el tomar 
muestras de sangre para conocer.las reacciones de las personas, a~ 

los alergenos, 
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Esto es, cuando~ se puedetra.bajaJ; coti toda. la población, ya sea -
poTque esto es imposible·debido a las características del fen6me-
no, o bien,. porque la poblaci6n es n1uy grande y. llevaría tiempo es
tudiar~a, lo cual acarrea, que al final del estudio, los resulta
dos obtenidos, probablemente no reflejen la situación, debido a -

·que perdieron actualidad¡ o simplemente porque el fenómeno bajo -
estudio, es un fenómeno no renovable, como puede ser la duración 
de un foco, o la polarizacilSn de un átomo~ se hace necesario tomar 
una muestra de la. población, 

En vista de la necesidad de .tomaP 1Duestras en algunas ocasiones, 
éstas .deben ser tales que rep~esenten en una forma objetiva .ª toda 
la población y no tener desviaciones sistemáticas a ciertas caras 
terfsticas. Por ejemplo, si se estudia el nivel económico de los 
habitantes de una ciudad, la muestTa debe contener a personas que 
pert.enezcan a las diferentes, clases sociales y no 11nicamente a 
los que tengan ingresos superiores a cierta cantidad. 

Una {orma de obtener este tipo de muestras, es mediante procesos 
aleatorios r a las muestras ast obtenidas, se les llaman muestras 
aleatorias~ Estos procesos, suponen que ·todo elemento de la po
blaci6n tiene una cierta_probabilidad de pertenecer a la.muestra. 
En estas notas se supondrá que las muestras que se utilizan, son 
muestras aleatorias, o bien, pueden considerarse como tales, por 
lo que los métodos estadísticos que se presentan, serán aplicables 
para el estudio y an&lisis de los problemas, 

Dent~o de los objetivos del análisis e~t~d!stico, está el de la -
construcción de modelos, el de estimar algunas características de 
la. poblaci6n, o bien verificar si ciertas conjeturas surgida~ en
investiiaciones ~ experimentos ánteriore$, o de la experiencia en 
situaciones que de una u otra forma se relacionan con el problema 
que se estudia, son verdaderas, Para los primeros dos puntos se 
recomindan las obras de Cox(1958), Nelson(1973}, Ross(.1972), Hocl 
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(19.6Zl. Hoog&Graig (,19701, Li.ndgren (J96Bl.rValencia et l\l(J978l, 

El último punto es conocido en estad!stíca como el problema de :pr2. 
bar hiJ?6tesis (prueba de Hip6tes·is), En ge~eral, una. hipótesis e! 
tad!sti:ca, _ e-s una afir111aci6n acerca de -la pob~ación bajo estudio J" 

y el problema es encontrar una regla que lleve a validar to invali 
dar)_ dicha afirmaci6n, en base a la informaci6n que arroje una 111e! 

tra obtenida en forma a~eato~ia. La hi~6tesis puede ser rechazada 
lo .que significa que la información qu~ dá la muestra,,'ar:oja du~ 
das suficientes para decir con cierta confianza, que la~hipótesis 
es falsa¡· o bren,. puede ser "aceptada''• lo cual significa que la -
hipótesis no se rechaza~ esto es; no exi:stet1 dudas s·ufi~ientes co
mo para: decir que la hipótesis es falsa, (.En vista de .;~sto, cuan
do se dice que una.hip6tesis se "acepta", lo que significa es que 
no se -rechaza}. · Al conjunto de puntos que lleva al rechazo de la 
hipótesis se llama.región critica, Como la regla de decisión de
pende de la ~uestra',. es necesario encontrar una estad!stica (una
función que dependa únicamente de la muestra r no de variables o
constantes desconocidas) a la que se le llamará Estadistica de 
Prueba, que lleve a tormar una deaisi6n. 

En general, un procedimiento de prueba de ñip6tesis puede resumi~ 
se en lo~ siguientes pasos~ 

i) Est•blecer las hip6tests en términos de la población bajo 
estudio. 

ii) Deiinir una regla, en t6rminos de la estadlstlca de prue~ 
~a, que sirva para decidir si la hip~tesis se rechaza o -
no se rechaza, 

iv} En base a la información que ~rroje la muestr~, la estad!! 
tica de prueb~ se evalOa y se toma una decisión. 

Debe no~arse, que cuando se ti~ne una hip6tesis a verific~r bnplfc! 
tamente se tiene una alternativa que es su negacl6n, 'Esto es, sir 
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en base ala ~Videncia que a,r¡;oja, la, )11Ue$t).'a~ la hipótesis en COnT 
sideración, se rechaza, signi:fica que se "a.cepta'' la negacl6n¡ y ~ 

viceversa, (_La desici:6n de "no rechazar la hipótesis" no es equi
valent~ a aceptarla, lo que debe de entend~rse es que la evidencia 
de la m~·estra no demuestra que sea falsa).. A la. 'primera se le 1)!, 

mará hipdtesis nula y a la seguqda hip6tesis alternativa,. y deberá 
tenerse cuidado al definir quien es qui~n, para no crear ambigiled~ 
des en ~l momento de tomar una decisión. 

Ahora bien, dada la hipótesis, que se le llamará nula de aquí en •· 
adelante y se notar§. con Ho, puede darse dos situaciones d,espués • 
de tomar una decisión: 

i) R,echaZaT la hip6tesis Ho y qu? en efecto sea cier 
ta. 

y ii1 No rechazar la hip6t'esis Ho y tenerse que sea. fa!_ 
sa. 

En cualquiera de los dos casos, la decisión tomada es errónea, 
Cuando se da el primer caso se dice que sé ha incurrido en un 
error del tipo l y· cuando sucede el otro 1 se dice que es un !:L!.Q_! 

del tipo II. Debido a que la dechi6n está basada en la muestra, 
cada error tiene asociada una' probabilidad de ser cometido, tenié~ 

dose que la probabilidad de cometer.el error. tipo ¡es igual a la 
probabilidad de rechazar Ho (lo que es equivalente a que la mues• 
tra pertenezca a la regi6n crítica), siendo que es cierta y la pro
babilida4 de cometer el error tip<) II es :igual. a la de no rci::hazar 
Ho, dado que Ha es la verdadera, Para encontrar la primera, se su
pone que Ho es cier~a y se calcula la probabilidad <le encontrarse 
en la regi6n crítica, Si esta hipótesis es simple (lo que signifl 
ca que la hipótesis especifica completamente a Ja poblaci6n) esta 
probabilidad es única. Sin'cmba.rgo, si Ho es compuesta (es decir, 
no especUi:ca. completamente a la poblac_i6n), no es única por lo 
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, 
que se calculª lª JIJá~i~a prQb~bilid~d de rechazar Ho, considerando 
el JJJá:lciJJJo s'obre todas las distri.buciones de ·probabilidad que Ho. e~ 
pecifica, A esta probabilidad, que generalmente se denota con Q•· 

$e J..e llama ta.mbi~n· ntvd de stg~~ftcancia. de la prueba, El segu!!_ 
do erF~r, denotado comúnme'nte con [ 1 se. calcula en forma similar: 
' . 

. Puesto que el valor de e(• es importante, pues define la regi6n de· 
rechazo de la hi~<Stes·is nula e, deberá determina~se de acuerdo a la 
importancia. o al significado práctico del estudio del in'vestigador. 

Esto es, no existe una regla general para asignar un valor a a, ~i 
no que depende de quten hace el es'tudio. r del estudio mismo. 

Algunas veces no es necesario de~inir una regi6n crttica paratQmar 
una déd:sien con respecto a las híp6tesis bajo consideración. Si· 
con la informaci6n que la muestra arroja, la estadistica de prueba 
toma un valor· determinado r. y se supone que el experimento se re* 
pite, puede calcularse la probabilidad de observar un resultado 
tanto o más extremo que r. suponiendo que la hipdtesis nula es co
rrecta, Si esta probabilidad, llamada nivel de significancia des_
criptJvo, es menor que u~ cierto nivel de significancia fijado an-

' teriormente para realizar la prueba, la hip6tesis nula se rechaza. 
En caso contrario, no se rechaza. 

Se supondrá que con .estos conceptos, estas notas, pueden ser ente~ 
didas, sin embargo, una presen.tacilSn mli,s amplia y muy sencilla se 
dá en Valencia et al (l 978)., pol' lo que se recomienda que de ser .. 
posible,. se lea antes de :estas notas, 

Para finalizar este Cap1°tul•O•; es Í)l)portante mencionar que cua.!l 
do se disefie un experimento, se busq.ue el que sen "bueno'' en cier
to sentido, Cox (J 9581 propone qtie un experimento es "bueno" cuando 
se cumple lo siguiente: 

i) [\usencia de errorsistemát'ico, Es decir que los elementos 
· de una muestra ·no difieran en forma sistemática de los 



t. .. .. ~· 

- 11 -

ele111ento~ d~ otra. muestra.~ 

· iil Précisi6n, Si existen erl'ores a.lea. to ríos d es tiJ11ar los ~ 

resultados, o en las conclusiones, estos deben ser io más 
pequefios posi'bles y con el 111enor ntl111ero de observaciones .. 
que s·e pued~., 

iiil. 

iv) 

"f V} 

La.s conclusiones.d~ben tenrun aJ11plio grado de validez, 

El experimento debe ser lo m~s simple en aniilisis y dise~ 
fio. 

El an4lísis estadfstico debe ser ~osible sin su~osiciones• 
artificiales, 

En esta parte el estadfstico ~uede hacer tres contribuciones: 

i) Aconsejar a·asesorar sobre los principios generales en los 
que se realiza el experimento, 

. ' . 
iil Construir disefíos apropiados para el experimento, y 

iii) Analizar o instruir a.1 i;nvestigádor en como analizar los
datos experimentales, 
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CAPITULO U 
l 

rRUEBAS DE UNA MU~STRA 

PRUEBA BINOMIAL. 

Algunas veces, sucede que, dada una poblaci6n, lo que interesa 
conocer la proporci6n de elementos de la poblacl6n que 
ta cara·cteristica, o bien, saber si cierto tratamiento afecta a -

·no a la población. 

En gene·ral, dada una población en la que caña individuo puede ser 
clasificado en una de dos categorías excluyentes y exahustivas, -
es de interés determinar si la proporción de individuos que pert~ 
necen a una de las categoría es mayor, menor º· igual que cierto -
número. 

Por ejemplo: Ci~rta industria farmacéutica quiere introducir al -
mercado un nuevo anlgésico que cura el·dolor de cabeza, pero para 
poder hacerlo, necesitr garantizar que ei analgésico tten~ una. -
efectividad del.70\ para curar el dolor de cabeza, es decir, para 
q~e el analgésico pueda ser. lapzado al ~ercado es necesa~io que ·
la probabilidad de que cure a una persona sea 0.70. 

Supóngase entonces que a 100 personas se les administró el analgé
sico, y se quiere comprobar que cura en un 70% de los casos el do
lor de cabeza; las 100 personas se clasificarán en dos categorías: 
en.la primera se anotará a las personas que el analgésico si curó, 
y en la-otra a las que no curó: (aquí se supone que no hay más que 
estas dos opciones), La hipótesis a probar .sería p=0.7 contra 
p <O. 7, donde p es la probabilidad de que una persona sea curada -
por el analg6~ico. 

Un ejemplo en el cual se quiere averiguar si cierta proporción de 
la población tiene determinada característica es el siguiente: Su
ponga que un grupo de biólogos intuye que el 40% de los peces que 
existen en un cierto lago cercano a la localidad donde ellos trab~ 
jan; poseen s6lo dos aletai, en lugar de tres o más. Para poderlo· 
confirmar se tom6 una muestra de tamafio n: X1,X2 0 •••• Xn; en donde-
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cada observación serla clasificada de acuerdo al siguiente crite~ 
ria:· El pez tiene dos aletas, o no. De acuerdo a.la proporción 
de peces que tiene dos aletas del total de la muestra, se acepta~ 
ría· Ho: p=0.40 o no. 

Un Qltimo ejemplo es el que se dá, a continuaci6n: La mayoría de ··~ 1. ·. 

la gente cree q.ue la probabilidad de que al nacer un beb6, éste -
sea niño, es l'a misma que la de que sea niña, sin importar las C!, 

racterísticas de la madre. Para comprobar esto, se tomaron los -
registros de nacimientosde un hospital, y se llev6 a cabo la pru~ 
ba para verificar que P~·L• donde p denota la proba~ilidad de que 

2 sea niño. 

N6tese que en estós tres ejemplos la escala en la cual las obser-. 
vaciones son medidas, es nominal, lo cual no es.estrictamente ne
cesario (por ejemplo, podría probarse el que la proporción de ni
ños de edad 12, cuya altura fluctaa entre 1.50 y 1.60 es p), ade
más todas las observaciones pueden ser clas~ficadas en una de dos 
categorías ajenas donde las observacione? son independientes unas 
a otras. 

Sin pérdida de generalidad se pueden "e~ique.tar" las categorías -
con "O" y "1", y suponer qu~ ·1a proporci6n de individuos de la :pobla

ci6n que perteñecen a. la categorfa "0" es P, y por tanto los que pert~necen a 
la categorfa "l" será hP. Al toma.r 1..IM muestra aleatQ],'iíl, de. i~ n; X1 ;X2 -
, : •• Xn ;, se tendrá que r elCJl\entos de la 1111..1estra rueden ser clasificados en ta 

categoría"º'' r n~r en 111. categorfa '!J!\ sm ~go, debido ~ que se- toma una 

muestra, la proporción de elementos de la mue'stra que pertenezcan 
a la clase "0", no necesariamente serli la misma que la proporci6n 
de. elementos de la poblaci6n que pertenece a la 'clase "0". Debi
do a ésto, puede incurrirse en el error de recha~ar la hip6tesis 
a verificar, Ho (Ho: p•p*, donde p* es'la proporci6n de objetos 
que pertenecen a ,la categoría O), cuando es vc~rdadera, qu'o es a -
lo que se llama nivel de significancia. Si la probabilidad de -
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aceptar Ho dado que es cierta e$ llJaYQr que ~ el nivel de signifi
cancia, se tiene que la p* supuesta es consistente con la hip6te
sis y por tanto se aceptaría. 

·Debido a que la informaci6n s61o puede ser clasificada en dos cate 
· gorias, la distribución adecuada para calcular las probabilidades 
anteriores, es la binomial,' Entonces, para p'oder llegar a una de,. , 

cisión sobre aceptar o nD la hip6tesis da verificar considérese a, 
el nivel de significanda y sean ~.l• a2 & [O,] ) , .... a .. a.1 + a2 y por 
Oltimo sup6ng~se que la hip6tesis es Ho: p•p* y el tamafio de mues

tra es n, Entonces, basquese t\ ~1:2 e~ tales.que P(y<t1l• ai y 
P(y< t 2 ).•l-c:1.2 donde y es una variable aleatoria binomial con pará· 

metros p"' y n, Adem!is los val.ores a.i y <X2 ·deben ser lo más par~ci
dos ("'}. Entonces, de acuerdo a lo que se dijo anteiiormente con • 

respecto a la aceptacH3n de Ho, ésta se aceptará si r < t2 o si 
r>t1, de otra forma, no se aceptará Ho, es decir si r>t2 o si 
r c;t1. 

Puede probarse tambilin las hipótesis Ho~· pt;;p"' 6 Ho p:>p1"' el pro

cedimiento de hacerlo es el mismo, lo único que cambia es la región 

de rechazo (Conover 19. 71} • 

EJEMPLO .1 Bajo las leyes de la herencia Mendel, al realizar un i!}. 
jerto entre plantas de dos genotipos partitulares, se espera que • 
produzcan progenie de la cual ,l /4 de ella fuese "enana" y 3/4 de • 

ella fuese "altaº, En un ~xperimento para determinar sila hipótesis 
de las leyes de Mendel son razonables, se obtuvo progenie de una -
e ru za de dos. p_lantas, resultando .243 plantas !'enanas'' y 682 plant~s '•'al t{1.s" • 

Se quiere probar ent~nc~s f que p"'• i 1 • Para Cl:itO se C9Miderar:i ~ 
que una planta pertenece a la categorta O. si es "alta" y st es ~ 

"enana" se clasificará en la categorta l. Como los elementos de 

la muestra se clasifican en dos categorf~s, la prueba binomi~l es 
adecuada para verificar la hipótesis: 
("')Oénero.lmente a1 +Q2 , puee se trata de uno. diotribuci6n discreta, en co.ao de 

que ee quiero. que <Uª u2 1 deberii usnrse uno. prueba aleatori za.da, Est11a prue 
baa pueden verse en Lindgren (1968), 
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teniéndose c~ ~lteniativ~ natural, ,, . 

Se tiene q_ue el total de. plantM clas.:i..i;i.ca.das . (~a.da planta repre .. 
senta una observaciÓnl es 925., . Sup6nga.se que el ntvel de signifi
cancia es Q=U.US. De acuerdo a lo desarrollado, deben buscarse 
tJ y tz tales que P(}"•'"t:il• (41. r· P(r< tzl'"' hq2, con á .. a.1+a2 y y 
una variable binomial ·con'parametros n=9ZS y p=3!4, \ 

Como n es muy grande la taola 3 del ap8ndíce A1 'dice que _los cuan
tiles de· la binomial, deben aproximarse mediante la distribución 
normal, usando~ 

donde wr es el r-ésimo cuantii ~e una distribución normal (0,11 y 
Yr el correspondiente a una binomial con parámetros n y p. 

La hipótesis se rechaza si r> tz o si r <"t1 donde 

t:i"' np"+ Wo,ou .lnp* (l ·.p"l y t2"'np"+wa,t75 .l"np* (1-p*) 

Substituyendo los valores, se tiene que t1= 667,93 y t2~ 719.56. 

Ahora es el número de obietos·c1asificados en la cate~orta O, En· 
el ejemplo, r""682, Como r>t1 y·r<-t2 la.hipótesis n·o se rechaza, 
por lo que se ~oncluye que los datos concuerdan con las leyes de -
herenci~ de Mend~l, 

EJEMPLO 2, Un investigado~ preguntó a. 400 personas elegidas al azar. 
pertenecientes a una poblaci6n especifica, si favorcc!an al candid~ 
to A o al B¡ 220 votaron a favor de A r .180 a favor de B, Si el ni 
vel de significancia se fija en 0,05, ¿puede decirse que la opinión 
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de la poblact6n está i
0

guaJme.nte d:i:v:j:.dida?, 
·).• 

Esto es eq.ui.valenté a plantear las siguientes hipotesís: 

Ho: p*= !' vs 

donde p* es la proporci5n d·e individuos de la poblacitin cuya opinión 
favorece al candidato A! y en donde la categoría O, está definida ~ 

por las ge~tes. que están .a :f;avor del candidato A •. (Podria conside-
' rarse el análogo, p-.ero·por la simetría de la prueba es lo mismo)_. Al

igual que el ejemplo pasado.el tamafto de muestra es grande, por lo 
que' se usará la aproximación normal, 

Entonces, como ~~a.as, ,se necestta encontr~r.el cuantil 0.025 y el 
cuantil 0,975 de una variable normal con media cero y varianza µni
taria. Para ~sto, se utiliza la tabla 3 del ap_éndice, tenillndose -
que~ 

r wo.,,,s ¡:: J '9.6 

Por lo que los cuantiles correspondientes de una binomial con par! 
metros'n•400 y p• ~. sori~ 

y· 

Como r= 180; se tiene que r <-tJ, por lo que la hipótesis Ho debe 
ser rechazada, 

Como observaci6n debe notarse lo siguiente~ Debido a que r y tJ • 
difieren muy poco 1 puede tomarse mis informaci6p para tomar una de 
cisión, 

EJEMPLO 3, En un estudio de los efectos de la tensión, un experi
mentador ensct\d a J 8 estudiantes, dos métodos diferentes para hacer 
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un nudo, La mi.tad de los suiet~S; (seleccionados al azar de los 
18) aurendl6 antes el métod~ A Y la ritra mitad. antes el m6todo 
B. Más tarde. se pidió a cada suieto que hiciera. un nuevo nudo, .,. 
La predicción era que la tenstón inducida regresión, es decir, -
que los sujetos retrocederian al m6todo aprendido antes. Cada su 
ieto fue clasificado de acuer<Jo a Que Usara el método a.Prendido -
antes o el aprendido ~espuAs, al pedlrsel~ atar el ·nudo estando T 

bajo ·tensión. Suponiendo que á"i O~Ol r teniéndose que todas las 
personas excepto d,os, usaron 'el 111@todo aprendido antes, ¿puede so!!. 
tenerse la predicción de que la tensi6n induce regresión?, 

Si p es la probabilidad de usar bajo tensió~ el método aprendido -
antes (y por tanto l•p, la probabilidad de usar bajo tensión el m! 
todo aprendido despu@sl, entonces la hi'p6tesis nula puede ser es
crita coino: 

Ho: p• 1 teniéndose que Ha~ p.;.~ . 

Supóngase aa0,01 Y' que la clasificación O es~ "u.sar el m@todo apre!!_ 
dido antes", por lo· que la clasU;icación 1 es: "usar el método 
aprendido después'1:. 

De acuerdo al enunciado del problema, se puede construir la si· 
guiente tabla~ 

METODO ESCOGJDO 

Método aprendido antes Método aprendido despu!s 

Frecuencia. 16 2' 

En este caso n < 20, por lo q_uq la tabla 3 puede ser usada. para en 
contrar la región critica .. Como n'".18, r .. :J6 r p=t los valores• 
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'ti y ti ' t p fr<· ti}""C4:i r p fr<:ta}=d..:~2 con ,\h t '42.= ·a.; 
.tl"'3 y t2=- 14, Como r>tz. J.<i hipQtesis nula.Ho:p=..; es 

' ... 

·, 
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BONDAD DE AJUSTE . r 

én estadística param~trica, cuando se hace una prueba de hipótesis, 
se conoce de antemano que familia ·de distribuciones está asociada -
a la poblaci6n y lo único que se prueba es si los parámetros toman 
un cierto valor específic.o, o varían en u:i;i cierto rango. Así por
ejemplo, se tienen pruebas éomo las siguientes: 

i) 

ii) 

Se tiene una muestra aleatoria X1 ,, •• X áe una distribución -
n 

normal, y se quiere probar µ= µ
0 

o 2 = o~ contra µ "'- µ o 2 tl: r;i ~ 

Si Y1 , ••• ,Y es una muestra aleatoria de una distribución 
n 

Po is son, probar: >. > >.Q contra >.<>. 0 • 

iii) Si se tiene X1•···Xn una muestra aleatoria, se puede probar: 
f(x;8~· f(x;8 1 ) contra f(x¡O)= f(x;82) donde f(x;Oi) y f(x;02 )

son dos densidades completamente especificadas. 

Sin embargo hay situaciones en las cuales no sólo se des'conoce -
uno o varios parámetros de la distribución de probabilidades, sino 
aún más, a la distribución misma. Es decir, en ocasiones se quie
re checar que la muestra aleatoria provenga de cierta población, -
por ejemplo, de una población binominal, donde el parámetro p, pu~ 
de o no ser conocido. O bien probar si las observaciones obteni -
das aleatoriamente, provienen de una población Poisson con paráme
tro ~. o simplemente si la muestra que se tiene, es una muestra de 
una población N6rmal, sin i~portar les valore~ deµ y o¡.· 

Dicho de otra manera, se quiere probar si ln muestra aleatoria 
tiene como función de distribución a F*(x), lo cual se escribirá . X 
Ho: F (:x)• F*(x) vx ex. Para este tipo de problÓmas se ha dcsa-x X · 
rrollado las pruebas llamadas: Pruebas de Bondad de Ajuste,que co 
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· ·ro su rlombre lo indica, se utilizan par_!Í probar si una cierta di~ . , 
tribuci6n de probabilidades pueden ser ajustada a una cierta pobl!_. 
ción o no. 

En esta sección, se tratarán tres de estas pruebas, que formalmen
te pueden clasificarse en dos: la prueba X2 para Bondad ~e Ajuste 
(muchos libros la llaman prueba X2 de Pearson) y la prueba de Kol
mogoroff- Smirnoff. La tercera es ·1a prueba de Lilliefors, que 
puede considerarse como una variante de la prueba de Kol.Joogoroff -
Smirnoff. 

Las tres pru:bas se usan para verificar F~(x)• Fx(x) Vx e:X' contra 
Fx (x) "i: F~ (x) para alguna xe;>;, en donde F~ (x) es la distribución -
qu~ se cree se ajusta a los datos, la cual puede o no, estarcompl~ 
tamente especificada, en el sentido de que no necesariamente se e~ 
nocen todos los parAmetros. 

La primera prueba, la prueba X2
, se basa en la distribución X2 y 

fue propuesta en el afio de 1900 por karl Pearson. A grandes ras
gos, este m6todo considera que la información de la muestra aleato 
ria puede ser ciasificada en un nGmero arbitrario de clases o cat~ 
gortas y a partir de esto define a la estadística de prueba 
i;Cll;- 0;) 2 

, erí donde el significado y relación de Ei y O i se verá 
i Ei 
mtis adelante. 

El nombre de prueba X2 es debido a que puede demostrarse que si -
(E·-0·) 2 

2 Ho es cierta, entonces t ~i 1 se distribuye como X (c- 1), do!!. 

· de e es el ntlmér~ de ~tegor.fos en' 1:is cuales la nuestra se clasifica, suponie!! 
do 9uc f~ (;¡¡:J cs.t~ cqn¡vlctwne.nte es~if.ico,díi, , F.n ~~so tlc que la fUJ14:i6n Ji~(~) -
est~ e~i:ic.ci,f;ii::~®. ®:eJ?tua.ndo por k parámetros- de~COllQCtdos, cntoncos la distr! 
buci6n a la cua,1 se apro:x i111n la estadtstica' de }m1cba es. urJ.ii-Xlt (c~k~1), 

' E T º' )l A pe~a1" de que l'.c:arson propµso c:l quc,."~~E~ so di!ltrih\tye corno 
i=l . i ' 
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x2 (r) Cr son. los. grados de libertad según el caso) ~1· no lleg6. a· 
demostrarlo' más que intiutivamente. (1900). En. el articuio; "X 2 - · 

test of goodness of fit" de William G.Cochran se hace una recopi
laci6n de lo que hasta 1~52 se había estudiado de la prueba, incl~ 
yendo.la demostraci6n que hizo Pearson. 

En 1963 y 1964 M.E. Wise examin6 las· consecuencias de aproximar 
~- (Ei -Oi) 2 
~ a una X2 (r-1) y demostr6 que el error es pequeño cuarr 
i,..1 Ei 
do las Ei son iguales .o c_asi iguales. 

Cuando lii • 1 Good et al, (1970), tabular6n valores de~Cfü-Oi)
2 

n r i=1 Ei· 
Zahan g Roberts (1971) tabularon el caso Ei = 1 . 

n n 

La segunda prueba es del tioo de las nruebas Kolmogoroff~Smirnoff; 
estas pruebas se basan en estadística que involucran tanto distri
buciones empíricas, como a la distribuci6n que se cree es la verd~ 
dera. 

La estadística que' se usa para llevar a cabo la prueba es Ta suplF;(x)-Sn(x) 1 
xe:X .. 

donde fA(x) es la distribuci6n que se cree es la verdadera y Sn(x) X . 
es la distribuci6n empírica de los datos. 

Este tipo de estadística para llevar a cabo estas pruebas, fueron 
introducidas por A.N.Kolmogoroff en 1933, más tarde Smirnoff la 
amplió en el sentido en que la estadística podría ser definida como 
función de la distancia vertical entre dos distribuciones cmpiric'as. 

Generalmente a las pruebas que se basan en uná estadística como T,. 
se les conoce como pruebas del tipo Kolmogoroff y a las que en la -
estadistica es función de la distancia vertical entre dos distrib~ 
clones cmpiricas, son las llamadas pruebas del tipo Smirnoff. 

En 1933 Kolmogoroff encontr6 la distribuci6n asintótica de T i 
Smirnoff tabuló algunos valores en 1948. La distribuci6n exacta de 
T s6lo ha sido estudiada para muestras pcqucfias por Wald y Wolfowi.tz' 

• 
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en 1939 y valores tabulados para esta distribuci6n las di6 Massey 
en 1950. 

' Un método para encontrar los valores tabulados para T fué dado por 
Birn._.. y Tingey en 1951. 

La.variante de Lilliefors,que se basa en estad!sticas del tipo 
Kolmogoroff- Smirnoff, fué propuesta por Lilliefors en 1967. La
única diferencia es que esta ·prueba s61o sirve para comp~obar si - . 
una muestra aleatoria dada, proviene de una distribución normal, -

' . 
sih importar los valores de los parámetros, lo que lleva.a que la 
funci6n emp!rica que. se usa, no. sea la qti.e se obtiene directamente 
de las observaciones'· ~ino q_ue I:"P:i::nie,rQ h1;1,r ci.ue e$.ta.nd¡n:~t.z¡i:rlM :y ~ 

es con es·tás oo's·e11vacíones ya estánde'l'j:zada.s que se calcula la di~ 

tribuci6n emp!rica para llevar a cabo la prueba\ 
' 

}.r t ., 
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PRUEBA X2 DE·.BONDAD DE AJUSTE 

A conÚnuaci6n se dará,n algunos ej~mplos en donde podría aplicarse 
esta prueba: 

.e 

i) Una compafiia de barcos mercantes ha sufrido bajas en s..us gana!!_ .. 
,cías, debido i que cierto tipo de sus barcos ·1es han ocurrido 
accidentes, ya sea po~que ha habido mal tiempo, por incendios 
o por que las máquinas se han descompuesto. 

A la compafiia le interesa contar con un modelo probabpistico que -
le pueda servir. para estudiar más a fondo el problema y poder lle
gar a una posible soluci6n. Además la compafiia sabe que se han he
cho estudios sobre estos.problemas y que el modelo que mejor expli
ca el fenómeno de los accidentes, es un modelo de Poisson, es decir 
la distribuci6n que mejor se ajusta a este, tipo de problemas e~ la 
distribución Poisson. Sin embargo la compafiia desea verificar si -
el modelo Poisson se puede ajustar a su caso, para lo cual tienen -
información de lo que ha estado sucediendo con ese tipo de barcos -
en los Gltimos seis meses. 

ii) Existe en una uriiversida~ un grupo de personas in~eresadas en 
formar un equipo de basket-bol que los pueda representar en -
los juegos que se efectüan con otras universidades del pais. 

Para.poder formar el equipo llegan a la conclusión de que n~ 
cesitarán un total de 25 personas cuya altura no sea menQr -
de 1, 85 cm.·, sin importarles lo dern5.s, pues ellos se encarg!!_ 
rán de entrenarles para que resulten buenos jugadores, Sin -
embargo reconocen que no es fácil buscar entre toda ~a pobla
ción estudiantil a cstas'pcrsonas, y aún más no están seguros 
de encontrar a tantos coh esa caracteristi¿a, Pard esto dec! 
den calcular la probabilidad de encontrar a esas gentes, ba· 
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s!indose en el hecho de que la 'al tura de los estudia.ntes de la 
universidad es una· variable aleatoria normal de media y vari3!}, 
za conocidas. Pero antes de calcular dicha probabilidad se ~ 

propone ver si efectivamente las' al turas. de. los muchachos si
guen el patr6n probabilístico propµesto anter~ormente. Para-. 
verificar este hecho .deciden seleccionar a 50 estu.diantes 
compietamente al azar y con esa informaci6n realizar una prue 
baque los lleve a justificar su.modelo. 

En estos dos ejemplos puede observarse io's~guiente: 

i) En los dos casos la informaci6n que se va usar para verificar 
las suposiciones constituye una mueitra aleatoria de la pobl~ 
ci6n. 

,. 

ii) E~tas muestras pueden clasificarse en un nGmero arbitrario de -
grupos o categorías o clases: En el primer ejemplo, según el
número de accidentes en un período de seis meses y en el segun
do según su altura. 

iii) Se desea averiguar si las observaciones obtenidas en forma alea 
toria, se comportan según el modelo probabilístico propuesto. 

>Puede notarse que la esca.la en la cual las observaciones se miden es 
al menos nominal y que por otro lado puede conocerse la probabili -
dad de que una observaci6n aleatoria de la variable de interés per
tene~ca a alguna de las categorias que se han definido, si es que -
la suposici6n del ·modelo, que se cree es el real, es cierta. 

Entonces, se ti.ene una muestra aleatoria X1 , ••• ,X de una población 
n 

que se cree tiene a~ociada una función de distribución F~(x), y to-
que se desea es checai si esto es cierto, ~s decir se quiere verif! 
car si la función de distribución Fx(x) de la población, es F;(x).
Esto significa probar que Fx(x)•F:(x)v XEX tQni6ndose corno altcrn! 
tiva que Fx(x)+F~(x) para al menos una xcX. 
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Para poder verificar' esta hi1'6tesis. sup6n2ase primero Que se tie · • 
·ne una muestra aleatoria X1 , •••• ,X de la población, y qu~ estás-\ 

n . . ' 
observaciones se clasifican en forma exahustiva y exclusiva en k-· 
categor!as~en donde el núm~ro k, ~s arbitrario- esto es~cada obseL 
vaci6n pertenece a una y s6lo una de las k categorías, pero debido 
a que las observaciones ·son aleatori.as, 'cada observaci6n tien~ una 
probabilidad p. de pertenecer a la i-ésima categoría, suponiendo ·-

1 . 

que F~(x) es la distribuci6n de las variables; entonces el número 
de observaciones que se espera pertenezcan a la i-ésima categoría 
ser4 npi. 

Esto puede verse de otra forma: para cada categoría se tiene un -
experimento binomi~l, es decir, n experimentos bernoulli ya sea -

·que la observaci6n per~enezca o no. a la categoría, y como se con.2_ 
ce-que el valor esperado de una variable aleatoria binomial es np., 

l 

se tiene entonces el número de observaciones .. esperadas por ca tego-
rh. 

Por otro lado, ya clasi~icada la muestra en las diferentes catego
rías, se sabrá el número de observaciones que pertenecen a cada c~ 
tegoría i, al cual se le denotará por 0

1 
•• Si se denota por E. al-

. l 

número esperado de observaciones por categoría o sea Ei•npi' lo 
que se desea probar es si o1 y Ei difieren poco. Dicho de otro m.2. 
do, Oi es ~1 número observado·de elementos de la muestra que pert~ 
necen a la i-ésima catagoría o clasificación y E. es el número es-

• 1 

perado de observaciones en la i~ésima categoría· si la distribución 
de la población es F~ (x). Si 1~ hipótesis F x (x) =F~ (x) V xe:~ es 
cierta, es de c~pcrarse que las diferencias entre O. y E. sean pe-

i l. 

qucfias, para todo ie:Jn. 
n 

Para que esto suceda, deberá tenerse que I: (O.~E.) sea pequeña, sin -
. 1 l. 1 

embargo puede ocurrir que algunas de estis diferencias sean negati 
vas y otras positivas de forma tal que al sumarse (0.-E.) sobre -

l 1 

iaJn, la suma llegara a anularse o .fuese pequeña, lo cual no da ria 
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informaci6n suUciente para tomar1 alguna decisi6n, pu!Ss podr!a -
darse el caso que a pesar d~ que~, las di.~erencia:? fuesen grandes 1 

fueran de diferente si'.gno,_ y as~. la ·suma resultará :relativamente 
chica. 

n· 
Para evitar ~ste problema pÚedé pensarse en tom~r a~ IE.-0.j y -

·~ '.\. l. 
asi la comparaci6n tendría m:is significado, pues si lfa suma es p~ 
quefia es debido a que las diferencias entre la O.y E. son peque-

1 1 

fías. Pero trabajar con la funci6J?. valor absoluto_ no siempre es f! 
cil, por ~~que p~dria pensarse en otra cosa. Si se considera 
E (Ei-Oi) 2 ~ se ·tendrán. diferencias "absolutas" pero elevadas al cu~ 
i=1 

·drado; es decir, se cambia, por asi decirlo, la unidad de medida. -
usada, entonces se divide cada (E.-0.)~ por E., regresando a la 

l. l J. 

unidad usada y el criterio de comparaci6n quedaria entonces como -
~ (Ei-Oil\ que es la estadística que Karl .Pearsoon propuso ·en 1900. 

i=1 Ei 

Ya Con ~ (Oj-Ei)
2 d . 1 b d 1 d u - - -- se.oue e comoarar s1 o o serva o y o espera o 

i=1 Ei 
difieren mucho. 

Puede demostrarse que si Ho es cierta ~ (Oi-Ei)
2 

se distribuye 
'· i .. 1 Ei 

aproximadamente como una X2 (k· 1), (donde k es el número de categ~ 
r1as en las que se clasifi~an las·observaciones), si es que F:(x) 
está totalmente especificada. (En caso d~ que se estimen r pará-. 
metros por el m~todo de máxima verosimiltud, los grados de liber
tad serán k-r-1). 

Si la prueba se·hace a un ni~el de significancia a, la estadtsti

ca ~ (OfEi)
2 

se compara con el (1-a) cuantil de una variable X2 

i=1 'i . . n (O·-E·)2 
con k-1 grados de libertad; si el valor de .'E 1 E_'1 es mayor· 

1"'1 l 

que el correspondiente valor d~ la variable aleatoria, se dirá -
que la diferencia entre las Oí y Ei es grande y se rechazará la-
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hip6tesis F x (x). =F~ (x) v.xeX 1 en caso contrario se dirá que la dif~ 
rencia entre· lo esperado y lo observado es J>equeña, Y se aceptará 
el. hecho de que la d~stribuci6n de la pobl,_aci6n es F~(x) • 

EJEMPLOS 

EJEMPLO 1, r..a te.Qrfa d~ Me.ndel .est{l.llleci:: que las J?robabiUda.des d~. 
clasificaciones de los guisantes son~ 

al. R,edondo Y' Amarillo ~ 9.LJ 6 

bl Al'rugado y· Amarillo; 3[jó 

el Redondo r Verde 
dJ. Arrugado )" Verde 

3/j6 

1[J6 

Si de j6Q observaciones independientes, las frecuencias observadas 
~e ~as clasificaciones anteriores son; 86,35, 26 y J3 res~ect!va p 

mente ¿Puede decirse. que la población muestreada eita regida por -
las leye~ ~e Mcndel? Usando ~-0,05, 

Puesto que se tiene una escala nominal y la muestra está clasific!!_ 
da en cuatro categorías, la prueba X2 es adecuada, pues si se qui~ 
re probar si la poblaci6n tiene cierta. distribución, (Jfo ~ La dist•!. 
bucí8n de la poblaci6n es la dada al inicio del e~emplo), 

. . k (O .. E, ,2 
Como se usarli la prueba X2 deberá. calcularseif1 ~~ , donde k -
es el nO~ero de catego~fas en que los elementos de 1a muestra son 
clasificados; Ei es el nOmQro esperado de obs.ervaciones que debe
rlan pertenecer a la categorla i si la hip6tcsis Ho fuese cierta; 
por a1 ti.mo' oi es el' número de. observaciones de la muestra que per 
tenecen a la categoría i, 

Entonces, co.mo n=160 se tiene~ 
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Como k=4, se busca el valor de X2 con 3 grados de libertad, en la 
tabla 2 del.,Apéndice A, teniéndose que W1·a= Wo. 9s = 7.815, 

Entonces la hipótesis nula no se rechaza, pues 2,43 < 7,815, por lo que puedo 
decirse que la población muestreada es regida por las leyes de Men 
del. 

EJEMPLO ~ Un pescador lanzó 30 veces su red a un lago, ~adavez ~ 
que sacaba la red, contaba el nOmero de peces as! capturados. Los 
resultados se muestran en la siguiente tabla:· 

Números de, peces capturados aJ. 
lanzar una sola vez la red, 

o 
.1 

2 

3 

4 

1' 

Frecuencias 

12 

JU 

6 

o 
2 

" Se quiere verificar, que el nOmero de peces ast ca~tura.dos, sigue • 
una. distribución Poisson, cQn ~·O, QJ •. 

Como se trata de ajusta~ una distribución que no estd completamen
te especific~da, se usará la prueba X2 de Bondad de Ajuste, 

Lo primero que se har~ es estimar el parámetro de la Poisson, que 
es ). , Se Sí\be que el estimador máximo verostmil do es X (Valen· 
cia et al O~JB)}. Como los datos están agrupados, la media (X) -
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se calcula de·la siguiente ~orma: x~\~./§ii;L,.do~de xi es el número 
. de .peces capt~rados r fi' la frecuencia, . 

Entonce~: 

x- o x12+1 xJ O.t2x6+3x0+4xz .. 1 30: r se quiere probar: 

vs Ha: Fx(xl* e·>-?..x 
.x: 

Las categorías son: 0.t .J ,2,3 y 4.. Las probabilidades respectivas 
bajo Ho son~· 

X ~'Axx/~! 

o o .. 3678 pa 

1 0 .. 3678 p.i 

2 0.1839 p2 

3 0~06.13 p3 

4 a .. o..l 53 p4 

:;.~ (Oi·Ei}2 ~(J2·1L03).2 + (J0~11ÓU3) 2 + (6·5.517) 2 + (O•J,839)2 

i"' o. E i J.l , tl3 j l • 3 S, SJ 7 ' . j , 8 '3 9 

-> 

+ (2·0.459) 2 

o .. 459 
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buscando en. l,a. t\1.bb z., cQn. 3 gr~dos de :U.bert~d, pues se/estimó 

un parámetro y- se tenían S. clas·i.ficaciones 1 se tiene que ~ o,,,g•ll ,34 

por lo q.ue no se rechaza la hi~6tesh r· se concluye· que el. número

de ~eces capturhdos al.lanzar un~ sola yez la red, sigue una &is-
tribuci6n Poiss~n~ - -

EJEM~LO 3 ··nos ti p~s de maíz (amariJ.lo r verde) continen genes 
recisivos. Cuando estos dos tipos de maíz fueron cruzados 1 ia prirn~ 
ra generación fué consistente normal, Se obtuvo descendencia de -
esta primera generac~6n y resultaron cuatro tipos distintos de 
maíz: normal, amarillo, verde r amarillo verde. En J200 plantas -
este proceso produjo los siguientes datos: 

Matz Normal 670 
Amarillo 230 
Verde 238 
Amarillo Verde 62 

¿E~tos datos son consistentes con la teoría de Mend~l?, 
1 De acuerdo al ejemplo 1, la distribuci6n de la segunda gcneraci6n 

está dada por la proporci6n 9,;3;3:.l, por lo que i"os valores espe
rados, para nm120ti, son; , 

EJ~ 675 E2 =225 E3 a225 y E~·75 

,. ! (0;-Ei) 2 ., (670T675) 2 + (230··2~ +· (238"225) 2 + 
Asi:i;l Ei 675 225 225 

(62-72)2 
75 

lo que dlíun valor de 3.JS25. Usando la tabla 2, se tiene que con 
tres grados de libertad WJra• 71 815 .(a•O.OS}. Por lo que se con• 
cluye ~uc esta población cumple con las leyes de Mendel, 
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PRUEBA DE KOLMOGOR,OFF.- SM¡R,NOF}l. DE BONDAD DE AJUSTE, 

En algunas ocasiones, cuando se observan tenómenos aleatorios, los 
experime·ntadores desean tener un método que les pu~da ayudar a de
cir si el fenómeno que están observando tiene una cierta regulari
dad estadística, en el sentido de que si es posible decir que al -

1 

fen6meno en cuestión se le puede asociar una distribución de prob~ 
bilidades. 

Por ejemplo: Una persona está en las Vegas jugando a los dados, y 
ha estado apostando dura~te 300 lanzamientos de éstos talgo así c~ 
mo dos horas) a la combinación (3,6) .. Esta persona· empieza a dudar 
de la honestidad de )os dados pues no ha ganado durante todo ese--· 
tiempo, sin embargo el "grupier" le asegura que los dados son hone~ 
tos, y que por lo tanto la probabilidad de que al lanzar los dados, 
aparezca la combinaci6n'(3,6), es la misma que la de cualquier otra 
combinación, esto es, que la probabilidad de ~ue al lanzar los da
dos, r~sulte (i ,J) es it -vi,Je:JE:•. 

En vis.ta de que esta persona y el "grupier" estlin a punto de da.rse 
de golpes, alguien sugiere que. •se pruebe estadísticamente el que la 
distribución de probabilidad?s de las combinaciones que aparecen al 
lanzar los dados es en efecto una uniforme discreta con parámetro -
N=36, contra de que no lo es, en cuyo caso alguien tendrá que dar -
disculpas o regresar dinero. 

Otro ejemplo: El nGmcro de ~rrores en una página de un libro, fre
cu~ntemente es tomado como una variable aleatoria Poisson con un 
cierto parámetro ~ conocido, donde además los errores de una página 
son indepcndicn~es de los errores en otras páginas, 
¿C6mo comprobar este'hecho, para un libro especifico? 

En los dos ejemplos se tienen completamente especificados los mod~ 
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los qu~ se suponen son ciertos y a,demás se tiene una serie de 
serváciones independientes entre s! asociadas a ~na cierta distri 
buci6n desconocida, y en los dos casos se 'quiere probar que el m.!:!. 
delo F;(x) es al que realmente pertenece los datos, esto es, pro
bar que Fx(x) .. F~(x) VxeX donde Fx(x) es el modelo verdadero para
las observaciones. 

Ahora bien, si se tiene una serie de n observaciones indepéndien
tes X1, ..• Xn; se puede calcular la función de distribución emp!ri 
ca para las observaciones, denot!ndola,¡;ior-Sn(x)·, .hacie,ndo;S~(X)=..!fil_, 
_dond~ k(x) ·es e·l ntimero de observaciones que cumplen con sernmenor 
o ig~al que x, esto es, k(x) es el ·número de elementos X1, ... X -. n 
que satisfacen que x1 < x, con ie:Jn. 

Es de esperarse que si F~(x)es el modelo verdadero, entoncesF~(x) 
y Sn .( x )no deben de diferir mucho para los mismos valores de x, 
es decir si F; (x) y Sn (x) estlin "suficientemente cerca" -v.xe:x, no 
se tendr!an razones para·no aceptar que Fx(x) y F~(x) coinciden. 

Habr!a· entonces que calcular las diferencias entre F*(x) y S (x), 
· X n 

y ver si son pequefias o no: como sólo basta la diferencia absolu-
ta y no el signo de la diferencia, se considera IF~(x)-Sn(x)I, 

Ahora bien, para saber si la diferencia es pequefia o no, se ten-· 
dr!a que comparar cada diferencia con un cierto namcro ~. de tal 
forma que si la diferencia excede al ~alor ~ se dir!a que esa di
ferencia es significativa, es decir, que la diferencia es tal que. 
llevar!a a dudar el que F~(x) y Fx(x) coincidan. En caso de que
la diferencia fuese menor que ~,-entonces se tendr!a una diferen
cia no significativa. 

Sin embargo, debido a que las dos funciones de distribuciones, -
F;(x) y Sn(x), están definidas en los reales, el ~star comparando 
cada diferencia no es eficiente, pues llevar!a mucho tiempo, por
no decir que nunca se acabarran de efectuar las comparaciones, y

como por otro lado lo que interesa es que todas las diferencias 
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no sean s~gn~f~cati~ai_, 'es decir, que sn(_x) y F~(x) se parezcan -
V-4~:/C.. .• resulta 16gico considerar a sup IF~(x)-Sn (x) 1 y compararlo con 
el n_tímero F;; piiopuesto de ·&sta form·a, si ~~il F~(x) -sn ~) ! ·es pequ~ ... 
fío comparado:i::o~ i;, se .sigue que todas las 8iferencias 1 F* (x)-S {x)I 

· · .. ., .. . X n 
son pequefias, y sis~~ IF~(x)-Sn(x)I es grande, existe al menos -
una xe:X tal que la átlerencia entr~ Fx(x) y S

0 
(x) es Úgnificativa 

y no se aceptará el ~ue Fx(x) y F~(x) coinciden. 

A esta prueba de "bondad de ajuste", que se basa en la estadística 
su~. !F~{x)-S0 (x) 1, es la llamada prueba de Kolmogoroff-Smi~noff, -
~~ralo cual existen valores tabulados .a· distintos niveles de a, -
si la prueba se realiza a un nivel a, el número F; que se utiliza -
en la comparaci6n es el (1-a} cualtil WJ-a donde w son los cuanti
les de la distribuci6n asint6tica de s1m IF~{x)-Sn{x)j cuando la -
hipotesis e.s cierta,~. 

Por'tí1timo nótese que suplF~(x)-S0 (x) 1 significa, que el número -
con el cual~ se compara es.la máximá distancia vertical entre -

las gráficas de F~ (x) Y s0 Cx~, .o de otra forma, calcúlar para ca-

da ~e:X la distancia v~.rtical entre F_;(x). Y' 8 0 y tomar la máxima -
para. compararla con t, 

EJEMPLOS 

.. 
EJEMPLO l Una c:U.nica, médica determin6 ·, por larg!l experiencia 1 r 

que el nQmero de pl~quetas en la sangre de ~ersonas del sexo mas• 
culino sanos, se distribuye como normal con .media 235.,000 por mm 3 

y'desviaci6n estandar. de 44 1 600 ~or mm 3 , Los conteos de piaquetas 
obtenidos de 25 pacientes con cancer pulmonar fueron los siguien -
tes (en unidades _de 1000 por mm 3 ); ·' 

173~'.189 

305 316 

524 634 

196 

346 
682 

207 215 237 275 282 293 300 

382 395 399 401 437 480 504 
88 2 999 
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Mediante la, ¡>rueba Kolmogol'oif .. Smt.rn.o~~ ~ se qui.ere dectdir si de .. 
todas maneras, .. estas observa.ci.ones pueden se~ consi:dera.áas ~omo 
provenientes de una población de ¡>eJ;":¡o:na.s del sexo n¡asculi_no, sa -

1 • 

n.as. (con ~"'n .. Qj) •• · 

De acuerdo al proct::cÍimiento de p-rueba, 1 debe encontra.rse el, va·lor 
T·s~p l F~ üc)" Sn (x) 1. en donde Sn Cxl representa a la distribuci6n 
empfrica de la muestra y P~ (x) a una distribución noI111al· con pará

metros: f1=235,000 y· a=44,6UO, 

Con los datos al prind:pío; estas· dos distribuciones son: 

X 173 j 89. 196 207 Zj5 237 275 2.82 293 . 300 

sn Cxl ª· 04 a,os . o,n Cl,16 0 .. 20 0,24 0,28 0,32 . 0,36 0,40 
F~(x) 0.0823 o. J 5.15. 0,.1922 0,2676 0,3300. O;-.Sl60 0,7852 0,853.1 0,9032 0.9265 

X 305. 31.6 346 382 395 399 . 401 437 480 504 

S (x) 0.44 0.48 0.52 o.s6 0.60 0.64 0.68 o,n 0.76 0.80 n ' 
F~(xl 0.9406 0.9648 0.9934 l.00 1.00 1~00 1. 00 1.00 l. 00 1.00 

X 524 634 682 882 999. 

SnC.x) 0.,84 0,88 O., 92 º~ 9.6 1,00 

f1xl l '00 .. 1.00 .. 1 ,00 l,00 l,OU 

Los valores de F;(x] fueron encontrados como sigue~ 

Se estandarizaron. los valores Xi usando a p. y a q haciendo 

Y'i"' x:v·tt 
Q ~ '( después se busca.ron lo~ valores de Wr 

tales que:, 

p {Y .;; ~_:e. ~ • r q . wr, donde Yr es una variable normal con 

pad.metros µ•Oyo 2 .. 1, (Usando la tabla l)' 
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Teniendo. la.s di$trUJuc:i:Qne~ se. Cí\lcul.¡¡.n las di,:i;ere~cbs IF~C~i).-Sn(xi) l 
't !P~(.X~-Sn(X¡.,_ 1 )1: 

1 F~ C.Xi J ... s n (xi ... _,, ll x . . :). . IF~(l<i)"'Sn(xi) 1 

Q.0823 .173 0.0423 
o . .1lJ s. l89 o .. oii s 
o. JJ22 J96.. o. 0722 
0,1476 207 0.1076 
a.J100 2.15. 0.1300 
a._ 316a 237 0.2760 
0 .•. 5.45.2 275.. 0.5052 
a. 573.l 282 0,5331 
u~. 5.832 293 0.5432 
o._.!'1665 300 0.5265 
o. 5.406 30.5. 0.5006 
o·. 5.248 . 3.16 0.4848 
O .. SJ34 346 0.4734 
0._4800 382 0,4400 
o.._ 44 o.o. 39.S. 0,4000· 
0..,4000 39.9 o.3600 
0,3600 40J 0.3200 
o.._3200. 437 0,2800 
o . ._2800 480 o. 2400 

o. •. 24 ºª 5.04 o•, 2000 
n.,2000 5.24 0,1600 
a .,l 600 634 o' l 200 
O..) zoo 682 0,0800 
0.0800 882 0._0400 
o .. 04 bo 999 0,0000 

La di:f erencia máxima es o•. 5.83 2 •. Buscando en la tabla, 4 del apénd,!_ 
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ce A se obti:ene que w.,.fg·?.0,3.17! J?Or lo q.ue T>~ü .. ~ 't ~e. rechaza la ,. 

hiv6tesis~ Es decir,. los dato~ no proviene~ de personas $aludR p 

bles. (.Se rechaz6 el que la. di.str~'bución fuese una normal, con pg_ . . 
rámet't'os· ¡.t .. z3 S, ooa y· u=44, 600 .. · S:i:n elllbargo, la dis tl'ibuc i.ón puede 
serno'J:ma.1 1 sólo que con otros pará.me.trosL 

' 
EJEMPLO 2 Supóngase la sig\liente muestra aleatoria de tamafio 10: 

. ' 
1 

X.1 =0.62.1 Xz;= Q._5.03 X3= 0,203 X4=0,477 Xs= o.no 
Xs ~o .,5.81 X1"' o .. 329. Xa=- <l,480 X9;o 0,554 X.i~"'0,382, 

Se desean probar las siguientes·hipótests~ 

Ho: P X (Xl'"' F~ (JC) "f X 

Ha: Fx(X.)i' P~ (_x) para al menos uf!<\ x; con F~(x) comos~~ 

gue~ 

si x<O 

X si O ~·x < j 

.l si j<x 

Para llevar a. cabo esta prueba de.hi~6tesis 1 la. prueba Kolmogoroff. 
SmirnoJ;f es adecua.da, pues F;(x) está completa.mente determinada. -
(Supóngase que ~~O,Ol), 

Li siguiente tabla, contiene las dif~rencias en~re la distribución 
emplrica y la distribución F:(x)~ 
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)!.'. sn [21'.)_' lP ~~il.~s0 úci:"l ll IFxCi¡)'"Sn(xi)I 
¡-

Q.203 O,J Q u .. Í03·· .. 0,103 .. 

0,329. 0 •. 2.Q 0.,209. O • .J29. 

0.,382 º~ 30. O.,j82 0,082 

o .. _477 a,4á 0.,J..77 Q,077 

0.480 a._so 0,080 0.,020 

o•. 5.Q.3 0.60 u.,aa3 0,097 

o.. •. 55.4 o ... rn 0.,0.46. ' o, l 46 

0.581 0,80 o ,jJ 9. . Q' 2.19 

0.,6.ZJ.· 0..90 ª· j 79. 0.279 

o .. n o J,aa a .. .190 0.290 ---Puede observarsc·que la estadfstica T=s~p jS0 (x)-~~(x)I para es -
tos datos, toma el valor; 

T= o •. zga 

Usan~o la tabla 4, para n;=.JQ y· ~=O,OJ 1 el cuantil correspondiente 
es O. 489.; por lo que _la hipótesis nul,a no es rt:.:chazada,, pudiéndose ~ 
decir que la muestra proviene de una di~tribuci6n"uniforme en el 
intervalo (.O., l.J .. 

EJEMPLO 3 Los tlatos de la siguiente tabla muestran el ndmero de. 
aparatos automáticos que sirven para dar cambjo en teléfonos, que 
estaban en uso en un instante dado, Se desea verifjcar la hip6t~ 
sis de que los <latos constituyen.una muestra aleatoria de una po
blacion de Poisson con x•J0,5, La tabla muestra tambi6n los valo 
res <le Sn(x}, F~(x) 1 IF.x(xiJ·Sn(xi'JI y 1Fx(xi)•S

0
(xi.

1
)1 

. \ . 
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No. de Apara.tos :Frecuenci• 5nCx1 ~;c~1 IF~C~i 1.-Sri(?Ct,.1? 1 IF~(xi). .. Sn(xi) 1 
Ocupados, Observada., 

o - o o. o º·· 001 o 
1 5 a.a.ru. o. 0~005 O,OOl 
2 ' ·14 o .. a.as. 0 •. 002 0,009 0.0.03 
3 _24 a .. o.u a,001 0.020 0,004 
4 ::57 a •• 021 0,04 0.035 0,006 . . 
5 JJj_ a .. as6 O •. OS:Q. 0.059 0,006 
6 J9J a.J09 n,~oz 0.081 0,007 
1 218 Q,J83 O~JJ? o .104 0,00.4 
8 318 o .. 283 a .. 279. o .116 0,004 
9 4J8 a:,395. 0\397 o .121 0,002 
JO 46.l 0~5.l 8 0...521- o. l l 2 O,OU3 
ll 433 0 •. 633 a;,639 0.104 0,006 
J2 413 a • .743 . a,742. 0.096 o ,00.l 
l3 35.8. U-.838 n •• 82s 0.072 0,013 
.14 2.19. o •. 897 0,888 o. 04 7 0,009 
15 .145. 0-.935. 0~932 0.032 0,003 
J6 JQ9. o .. 964 U,960 0,019 0,004 
.17 51 0,979 n •• 978 0.013 O,O(U 
18 43 o...991 0,988 0.007 O,OQ.3 
19. .16 0,995. a.,994 0,003 O,OOJ 
20 7 o •. 997 a .• 997 0.002 o 
21 8 0.,999 0-.999 0.001 o 
22 3 ~ .. aao 0,999 0,001 0,001 

{ fxJ 
~ >.>.i 

iEt'ufO.}, En donde F~(x)"' . l: . 
~t si. ~pJQ,5 

:p'lj 

o en otro caso 

t ~. Para probar Ho; Px(x)• J7~(JC) contra Ha.: Px(x) rf. P~(xl, se U$ará la 
J?l'Uebn Kolmogoroff ... Smirnoff, pues· F~ (x) está completame.nte especi 
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f~cada. ·Suponiendo a•0.05 y teniendo en cuenta que T•0.121, se· 
tiene que Ho es rechazada pues W1·~=0.ozi·por lo que se con¿luye 

' que estos datos no pueden ser ajustados po:runa distribuci6n de -
Poisson con 1=10.5 , 

1' 

-· 
- f 
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·PRUEBA LILLIEFORS 

Supóngase el problema de.1 equipo de basket·bol c¡ue se pl1;mte6 an
teriormente, s6lo que ahora las personas interesadas en formar el 
equipo lo único que saben es que las alturas de los estudiantes • 
son variable~ aleatorias, donde cada una se distribuye segan una -
normal con ciertos parámetros ~ (media) y q 2 (yarianza) que no co
nocen. 

Esto es, en el problema original se tenía.que la distribuci6n de -
las alturas de los estudiantes.era una normal N(p,a 2

} con p y ~2 
• 

conocidos, pero ahora sólo so cree que es una norm~l pero no saben 
con queµ ni con que '1 2 • 

En este caso sólo les interesa probar si efectivamente las alturas 
son variables aleatorias normales .Y en caso de que as:l fuese;ide'lr 
después un procedimiento para estimar los valores deµ y a 2

, 

Para probar ésto, se va a usar una variante de la prueba Kolmogoroff· 
Smirnoff, llamada prueba Lilliefors, que se basa en una estadísti
ca del tipo sup IF*(x)-S (x) 1. · 

. ' XEX X n 
. ¡ 

Como en los casos pasados, Supóngase X1, .•• ,x
0 

una muestra aleato· 
ria de la población que se supone tiene una distribuci6n normal ~ 

con par!ímetros µ.y o2 desconocidos. Al igual que en la prueba 
Kolmogoroff- Smirnoff, se desean calcular las diferencias 
IF:(x)-S

0
fxll, donde F~(x) es la distribuci6n que se cree es la 

real, que en este caso de la prueba de Lilliefors cs. una normal, y 
S (x) es la distribuci6n empfrica de la muestra, 

n 

Sin e~bargo para calcular ~:(x) para cada XEX 1 es necesario conocer 
los parámetros p. y '1 2 , pero en este caso se desconocen los valores -
de µ.y o 2 , Para subsanar esto y poder usar una estadh tica del 'tipo 
Kolmogoroff- Smirnoff, las diferencias que se toman son entre 1 a · ~ 
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distribucit5n emp!rica de la muestra _y una distríhud6n normal con 

medja x=+ I:J(i r varianza S 2 =·. ~·-1 1=CX('i)2 
1 donde estos_ valores 

son usados como cstimadol'eS de~}" '1
2 respecti.vamente y Se calcu~ 

lan con la in¡ormaci6n que dá la muestra, e~ decir~ con los eleme~ 
tos de la muestra, 

Pero puede seguirse otro m@todo para efectuar está prueba que es ~ 
equival_e[lte al que se acaba de mencionar, La idea es como sigue: 

Si las observaciones 
mal con parámetros µ 

son observaciones de 

XJ,,,.,xn, provienen de una distribuci6n no~ 
~ x.- .u. 

Y' "~ entonces las observaciones W/'~, 
una poblaci6n N(0 1j), En este caso lo único 

que se quiere pr~bar es si las observaciones son normales con me· 
dia cero y varia!lz~ uno. pero nuevamente, para construfr la~ wi 

se necesita conocer el valor de µ y u 2 entonces ~n lugar de usar 
las observaéiones wi, se con~truyen las observaciones estandariz.!!_ 
das y.= ')l:; , con X y S2 definidos como antes, 

l s. 
De este modo las diferencias 1 F*(x)-S (x) 1 se calcularán tomando 

X n 
a F*(x) como la distribuci6n normal con media cero y varianza uno, 

X 
para· lo cual existen valores tabulados; y S · (x) como la distribu-, n 
ci6n empírica de la muestra estandarizada, usando a F;(yl_ con •. 
Y- N (O, 1) en lugar de F~(x) y a Sn (y) en lugal' de Sn (x) quedando 
~as diferencias como IF;(y)~s0 (y)I. 
Ya calculadas estas diferencias, se tomará como antes la estadís
tica TFsup IF*(y)·S (y) !con F*(y) y S (y) como l~s especificadas ye y n y n · 
en el párrafo anterior y se comparará a T con el (1-a) cuantil de 
las tablas obtenidas por medio de simulaci6n en computadora por -
Lillicfors (1967), Si la prueba se hace a un nivel de significa~ 
cia Q, se rechazará la hipótesis de que las observaciones provie
nen de una distribución normál con µ y q 2 desconocidas, si el va
lor de Tes mayor que el (1-a); aceptándose on caso contrario, 

Cabe rccalc~r que la prueba de Lilliefors sirve Onicamcnte para 

1 
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checar si la muestra.aleatoria que se t~ene, proviene ~e una pobl!!_ 
ci<sn que tiene asociada una distribuci6n. normal sin importar el V!!_ 

lo~ de .los parámetros p y u 2 específicos, Por otro lado la prueba 
.de Kolmogoroff~Smirnoff; sirve para probar otras hipótesis sobre -
distribuciones que no necesariamente són la normal por. lo que la -
prueba de Lilliefors puede considerarse como una variante de la 
Kolmogoroff~Smirnoff, cuando la distribución que se desea probar -
es una normal, Otra diferencia, es que en la Kolioogoroff .. Smirnoff, la 
distribución empírica se calcula directamente con la muestra alea• 
toria que se obtiene, mient~as que en l.a prueba de Lillieí;ors, l~ 
distribución emptrica se calcula a partir de datos ya estandarizados~ 

EJEMPLOS 

EJEMPLO ¡ Cincuenta ~dmeros de do& cifras fueton obtenidas aleat2 
riamente de un directorio telefónico.. Aan cuando la variable ·alea~ 
toria de la muestra es claramente discreta, se puede justificar el 
probar normalidad si se tiene en' cuenta que aceptar la hip6tesis ,. 
de normalidad no quiere decir que la variable aleatoria es normal . . •\. . 

y por tanto continua, sino que índica que la diferencia entre la .. 
distribucidn.normal y la verdadera distribución, es suficientemen· 
te insignificante como par~ detectarla. 

Los nümeros Xi's, están ordenados de menor a mayor y los valores ,. 
estandarizados, denotados con Yi's, se calculan como Yi•Xisr , en 
donde j( .. 55,04 y s .. 19..0Q. 
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Xi Y'i Xi Yt Xi Y'i: Xi. Yi Xi Yi. 
~ 

Z3 d •. ML· 36 .;.j '·a.o. 5.4 .-a., ns . 61 ci, 3J .73 'o., 95 

Z3 .,.j ,69. 37· ... o.. 95. 54 T·O., Q!i 6J o. 3J 73 0,95 

Z4 ... ) \ 6.3 4 o. ... o.~79. 56 o,os. 62 0\37 74 .l, OQ 

27 ' . "'·1 • 48 42 -o., 69.. 57 O • .JU 93 o .. 42 75 1 'os 

. 29.. .,.j • 37 43 .-0 .. 6.3 57 0 ... .10 !')4 0,47 77 1'16 

31 ... 1 \ 27 43 ... u .. 6.3 5.8 O.,J~ 65. O., 5.Z 8J - 1,37 

32 -l . z l 44 .,. o.. 58 58 O • .J 6 66 O.SS 87 1. 68 

33 d .)6 4 s. .. O. •• S3 58 O.,J6. 68 0,68 89 .l. 7 9 

33 d '16 48 ... 0,37 SS 0 . .,.16 68 U,68 93 2,0Q 

3S .,.J •• os 48 .o.37 59 º·· 2.l 7Q 0~79 9.7 2.21 

La hipótesis de normalidad 1 se pr~eba con la estadistica; 

T=s~p 1 Fy (y) -Sn (y) 1, en donde 'pY. (y) es la distribución 

normal estandar r Sn(y), la distribución empirica de las Yi's. 

La síguiente·tabla muestra de valores de Sn (y), Fy(Y) y las dife-

rencias 1Fycyi1•Sn(Y1ll y IF"' y (.Yi).,.Sn()'hl11 • 

Yi 5n (yi) F"'C ) y Yi· IFy(Yi) .. s
0

(yi_
1
JI IPy(yi)·S

0
(yi) 1 

d ,69 o •. a4 0.0455 O •. 04 SS 0.0055 
~ 1 •. 63 0.06 . 0..0516 U,0116 0.00&4 
.,. J \ 48 a,os o. .. 06.94 º·· 0094 0,0106 
.,.] ,37 o.lo o.,oss3 0,0053 0,0147 

-1 '27 o. 1 2 0,1020 o,aozo.. 0,0180 
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-1:21 o, 14 O.._j j 3j 0,0069 0.0269 

-1. 16 O.,.l 8 0 • .1230 a,OJJU. 0.0570 
;-1. os o.\ 2.Q. o •. .l469. a~ a.3.3J. ·0~053.l 

··~ -1. ao. a •. 22 O. • .J 5.8 7 o. 04J 3 o. 0613 
-Q.95 0 .. 24 ci. •• D.1J. 0.,0489 0,0689 
,.Q,79 ·º"26 o •. 2J48 o •. 02s.2. o•. 0452 
-0.69 o. •. 28 a •. 245.l a •. Ql49 0.,0349 
.. o~63 0 .. 32 a •. 2643 o..,ru51 a, os.57 
·O. 58 o., 34 0.,2.SJU. a •. 0.890. 0,05.90 
"'º· 5.3 0...36 a.._Z!l8J. 0.;.0U!l o.., 06J 9. 
-0,37 o.._ 4Q. a.:. 35:5.7 a •. oa.43 0,0443 
·0,05 o., 44 a •. 480J .. 0 .•. 080.l o •. 040J 
o,as o. •. 46 O; S.l 99 o.~. G.799 O •. OS.99 
o. tu o. s.o. 0.5.39.B o •. 0798 o. 0.398 
O. l 6 o., 58 U.S.6.36 0..,0636 o. Q.l 64 

·O. Z.l U •. 6.U 0.5832 º·· 0032 O,OJ68 
o.. 31 0.,64 o. 6.2.J 7 0 •. 02.11 o •. 0183 
o •. 37 0 •. 66 0. •. 6443 o.._0043 0,0157 
0,42 o. .. 68. O. •• 662S 0 •. 00.28 ·0 •. 0172 
0.47 Cl._ 7 a. o. .. 6808 o. •. 0008 '0~0192 
0.52 a, 12 a •. 698s o..,oru s º· 02.l s. 
O,S8 o. .. 74 o •. 7.190 O.,OQ1 O 0.0210 
0.68 º·· 78 o._7SJ 7 o •. ruJ 1 0.0283 

.0,79. o.. 80 0.78S2 a. .. oosz o·. 01 ~8 
0.95 o •. 84 o •. 8289 0,0290 o. O]] o 
l. 00 o •. 86 o •. 8413 o.., oru 3 0,0187 
J.05 0,88 o •. 85.3.l 0.0069 0,0269 
1. 16 0.9U o •. 877.0 0.0030 0\0230 
1,37 0.92 0.9147 o' 0.147 0,0053 
l. 68 0,94 º·· 9535 o., 0335 o •. 013s 
l. 79 0.96 0,9633 ~ •. 0.23.3, º·· 00.33 
2 •. 00 o •. 98 o. 9772 o~ 9772 o, 0.172 
2.21 1, OO. 0.,9864 0,0064 0,U136 
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El va.lor máxi.mo es O.. USQj, esto es T=O. 0801. · Buscando en la ta -
bla S del ap@ndice se tiene que para· n > 30, el (1,.a)-cuantil 
(con ~=O.OS) es W11o~= ~~ 07~~~ = 0.1225. Por lo que T<Wo.9s y 

entonces no se rechaza normali~ad, 

El no rechazar normalidaq, no significa que los datos siguen una
distrtbución normal, sino que la distribución normal no parece ser 
una mala aproximaci6n de la ve~dadera distribución (la cual es des 
concida). 

EJEMPLO 2 Sup6ngas~ la situación descrita en el ejemplo uno de la 
prt;eba Kolmogoroff-Smirnoff. Para esos datos se tiene que x=402.12 

y S=210.68. Si se calcula~ las Yi's, haciendo Yi=· X1;x y se ha
ce lo mismo que en el e~emplo 1 de esta prueba, se tiene que la d! 
ferencia mayor es: T•0,1800 y usando la tabla 5 se tiene que 
Wa~gg=0,200 por lo que la hipótesis de normalidad no se rechaza. -
Es decir los datos provienen de una normal; lo cual no contradice 
la conclusión obtenida anteriormente. 

EJEMPLO 3 Se obtuvieron 20. muestras de un tipo· particular de 
alambre y su resistencia en ohms fué medida, Los resultados son 
los siguientes:· 

9 •. 8 9. •. 3 l 0,4 l 3. 8 
14. 5 l J , l 8.3 J 2' g 

13.7 .10 •. j l .. l .: 5 jo. •. 6 

7 •. 6 l 2 •. 7 1 o, o 8 t 9. 

1.0. 5 9, 9. 9,1 9., 5 

¿Se podría justificar el suponer que estas observaciones provienen 
de uns distribución normal?, . 

Para respo~<lcr a esta pregunta se usara la prueba de Lilliefors,
que verifica si ciertas observaciones pueden suponerse provenicn-
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tes de una normal, 

Procediendo como en los ejemplos anteriores, se tiene el siguiente 
cuadro: 

Xi 

7,6 

8,3 

8' 9. 
9, l 

9,3 

9,5 

9,8 

9.,9. 
10..,0 

.10 .. 1 
la, 4 

lO. 5 

JQ,6 

ll .. l 
l 1._5 

l 2 •. 7 

l 2 '9 

.13 •. 7 
13.8 

14 •. 5 

-.1. 62 

.. 1. 26 

~o .•. 94 

... a._84 

.... o' 72 
,,0,63 

-.0.,4 7 

~ 0,43 

T•Q,_37 

T0,,,3~ 

... o ,16 

~0.)1 

~a .. 06 

0.20 

o •. ,4J 

l '· 04 
1 ,J4 

l '5.6 

l '6J 
J ,9J 

o.os 

0 •. 10.· 

O..,J 5 

n. .. 20 

0.,25 

o. .. 30. 

a. •. 35 

o. .. 4 o.. 
o. .. 45 

o.. s.a. 
o., 5.5 

o. 6.0. 

ª·· 6.5. 
~70. 

o., 7 5 

o., 8 o 
0 •. 85. 

o., 90 

o•. 9 5. 

l 'o.o. 

F*(Y ) y. i. 

0.0526 

0..)0.38 
0..)736.. 

0,20.05 

0,2358 

0,2643 

0,3192 

0,3372 

o,_3557 

0,3745. 

0,4364 

0,4562 

0,4761 

o ,S.793 

o._659,1 

0,85.08 

0,8729 

o~ 94 06 

o·. 94 63 

o' 97 56 

0,0526 

0,0538 

0,07;56 

0.,0505 

0,0358 

O.,OJ43 

o., OJ 92 

0,0.128 

0,0443 

0,0755. 

0 •. 0636 

0,0938 

o .. .l 239 

·0~0707 
0,0409 

0.,1005 

o' 072 9 
0,0906 

0,0463 

0,025.6 

0,0026 

0,0038 

0,0236 

0,0005 

0,0.142 

0,0357 

0,0308 

0,0628 

0,0943 

0,1255 

0,1136 

0,1438 

o ,,1739 

0,1207 

0\0909 
0,050"8 

0.0229 
O., 04 06 

0,0037 
0.0244 

Como puede observat,e, 1~ diferencia mlxima es T~0,1739, Usando 
Q•0,05 1 se tiene que el cuantil correspondiente es: 0,190, por -
~o que la hipótesis de nulidad Ho~ Las observaciones sb dlstrib~ 

yen como normal, no es rcch~zada. 
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Como se dijo antes, para la ~rueba de x2 , el nOmero de categorfas 
en que la informaci6n de ·la muestTa. es clasi:l;i.cada, es arbitrario¡ 
esto es, el. total de ·categorfas queda a Cl'i terio del que hace la ,. 
prueba o del tipo de información que se tenga, ·sin embargo para -
que la prueba tenga alguna validez se recomienda lo siguiente; 

,! 

i. - Si el número de categorfas es dos 1 la prueba se aplicará s6 
lo-que E. sea mayor o igual a cinco, pues para valores men~ 

:¡_ • 

res, la prueba no tiene mucho sentido, 

ii .... Si el número de_categorías es mayoT que dos, se buscará que 
el 80% de los· valores de E, sean mayores o iguales a cinco, 

. l. 

Si esto no su~ede deberá buscarse ~l asociar o juntar dos o 
más categorfas. Csuponiendo el que tenga sentido hacer esto 1 

en caso .contrario buscar otro procedimiento para llevar a ~ 
cabo _la p~~eba, por ejemplo usar la prueba Kolmoroff-Smirnoff) 
para que los valores de Ei aumenten y así se cumpla que el -
80% de los valores de E. sean mayores o iguales a cinco, 

:¡_ 

Por otro lado, en vista de que las observaciones muestrales se cla 
sifican, esto puede hacer que se pierda algo de información al -
combinarse en categorfas, cosa que con la pru'cba Kolrnogoroff-Smirnoff 
no sucede 1 además si las muestras son pequeñas y tienen que combi
narse en pocas categorfas, la prueba Kolmogoroff·Smirnoff es más ~ 

potente que la X2
1 es por esto que es más recomendable usar más la 

prueba Kolmogoro.ff,... Smi'rnoff, qtie la prueba x'2 , Sin embargo la -
piucha X2 tiene una ventaja bastante importante sobre la otra, y 

es que para usar la prueha de Kolmogorofe-smirnoff es necesario -
que la distribuci6n que se supone verdadera debe estar completa -
mente es~ecificadn, es decir deben conocerse todos los pn~ámctros 
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de la distribud6n,. lo cual en la prueba de X2
, no es neces~l':l:o 

pues si algún parámetro se desconoce, éste puede. se;t' estimado (¡)er_: 
diéndose por ésto un. grado de li.be;r:ttad) ~ ~ara despµt:s a.J.>Ucarse la 
prueba, r' 
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X2 PRUEBA DE INDEPENDENCIA 

Supóngase que los elementos de una población, puede~ ser clasi~ic! 
dos de acuerdo a dos criterios, por ejemplo: 'Si la población está 
formada por gentes~ uno de los criterios podría ser el color de 
ojos y el otro la altura; o bien, uno de ellos el peso y el otro -
la rama de actividad a la cual el sujeto se dedique. Si la pobla
ción está formada por animales, una clasificaci6n podría ser hecha 
de acuerdo al tipo de animal (rata, conejo, etc.) y otra de acuer
do al efecto de cierto tratamiento aplicado a ellos. 

La pregunta que resulta obvia al hacer las dos clasificaciones es: 
¿Los dos criterios de clasificación son independeintes entre sí? -
es decir ¿Influye uno del ¿tro? por ejemplo, se podría pensar, da
do un estrato social establecido en cierta poblaci6n, que a.mayor 
posición dentro del estrato de gentes que estén estudiando alguna 
carrera, mayor aprovechamiento d~ sus estudios,es decir, e~ este
caso, se podría pensar que existe relación entre las dos clasifi-. . . 
caciones: posici6n econ6mica y aprovechamiento académico. 

Para desarrollar' la prueba, suponga que se toma una muestra aleat~ 
ria (o bien, to~ar toda la población, sí esto es posible) de tama· 
fio N, donde la informaci6n puede ser clasificada de acuerdo a dos 
criterios, dentro de los cüales existen varias categorías. Por 
ejemplo, en el caso de que las clasificaciones fuesen color de ojos ' 
por un lado y altura, por el otro, las categorías podrían ser ca
fés, verdes, negros, azules,etc., en una y menos de 1.50, entre -

. 1.50 y 1.60, entre 1.60 y J.70 1 entre 1.70 y 1.80; en la otra. 

De acuerdo a ésto, si se tienen dos criterios de, clasificación, el 
A y el B y dentro do A existen p categorías y dentro del B, q cat~ 

gorias; la informaci6n puede escribirse de la 'forma siguiente. 
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:+ CRITERIO B 

2 3 q 

J o 11 Ou: 013 01q 

2 021 022 ,023 . 02 q 

3 031 ÜJ2 Ü33 03 q, 

CRITERIO 

A 

p OP1 OP2 o 
p3 

o 
pq 

in donde OiJ es el ntlmero de element.os en la población, que de 
acuerdo al criterio A quedaron clasificados en la categoría i-ésima 
y de a~uerdo al criterio B, se clasificaro~ en la j-é~ima catego
rta. (A es~e arreglo se le llama tabla de contingencia de pxq). 

Por otro lado, cada elemento de la pobiici6n tiene cierta probabi 
lidad p. , de ser clasificado en la i-és:ima categoría del criterio A y en la 

1 J . . . 
j~ésinia categor!a del B •. Esto es 1 todo elemento de 1{1. población bajo estudio -
tiene \llla probabilidad de clasUtcarse en un renglón y en una columna. -
simultáneamente; si se denota con p. a la probabilidad de ser cla 

i. . -

sificado en el rengl6n i-ésimo, y con P,J 111 de ser clnsificado en la •" 

columna j•ésima, entonces la hip6tesis de independencia en lo~ criterios·deélJ!. 
si.ficaci6n, puede ser escrita. como: 

Ho: P·j'"P· 'p J i e: Jp, Je:Jq 
l. 1 • • 

y la alternativa natural sería: 

Ha: p.J 4' p.· p J para alguna icJvY algi.ma JEJn 
1 1. • "1-

Si la hip6te~is Ho, fuese ticrta 1 entonces, los valores observados 
Oij doberian ser'muy parecidos a los valores eiperados Npi.P,J , -

por lo que la estadística de prueba puede ser: 
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¡- (_~·~iJ .. - NPi ~p "J )2 

i=1 J"'1 . N . 
. pi• P:.3 

.. 

,•,. 

siguiendo el razonamiento usado en la prueba·x2 de bondad de ajus
te. 

Sin embargo p, y P .i, s.on valores desconocidos, por·lo•que tienen 
i. . y 

que estimarse. Puede demostrar~e (Mood y Graybill (1963), pp 311-

319) que los es.timadores son: f' y 1'1 respectfvamente; en donde IU. ~ 
es el total de observaciones que se Clíl.Siiicaron en e~ i-ésimo rengl6n, 

q • 
(ie, Rt·E OiJ)*, Cj es total de observaciones que se clasifi~an -

J=l p 
en la columna J-ésima (CJ~EOtJl y N es el total de· observaciones 

• l.m1 

clasificadas. 

Con esto la estadística de Prueba quedaría como: 

o equivalentemente: 

T= t ~ ( OiJ-~~.9J) ) 2 

i=t j=1 N(RiC-J) 
N2 

( OiJ-B/P- )2 
' RiCj 

N 

la cual se distribuye asínté\ticamcnte como una x2
• con (p-1) (q-1) 

grados de libertad (Mood y Graybill Op.Cit). 

De esta forma, si la prueba de .llo:piJ" Pi, P. j se realiza a un n.!_ 

vel ~' 11'1 hipótesi~ de independQncií\ llo, ~e rO<:"~'\zará. ~i la cstndistica T es ID!!. 
yor o igu•l que el cuantil de orden r1~~Jde una X2 ~on (~·1)(~-1) 
grados de libertad, de otr~ form~ no se rechazará. 

*Nótese que Ri, es una variable aleatori~, 
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Sin embargo, como se estti usando una distribÚci6n· asint6tica, la 
aproximaci6n no es· buena ~uando algunas de las cantidades RiNCJ 
son P,equeñas; Cochran (1954) demostró que si alguna de las canti
dades R~CJ es menor que la unidad, o, si m!s del 20\ de ~llas,m~ ' 
nor que c.inco, la aproximación a la X2 Jlí.9 ~s buena. Si esto suc~ · 
de, pueden combinarse variás categorf~s ~·~·1'~ evitarlo, siempre y-: 
cuando el significado de la hipótesis Ho, no varíe. 

La literatura existente sobre esta prueba y sobre tablas de contin 
gencia es bastante, la más importante se menciona en la sección de·· 

k pobiaciones.independientes, en donde la prueba X2 se usa para 
probar oiferencia de poblaciones,' y en la cual la estadística es -
análoga a la vista aquí,· s6lo que con peq~efias diferencias. Por -
esto, se recomienda que al ver esta prueba, se vea la prueba de di 
ferencias de probabilidades en la parte de k muestrás. 

EJEMPLO 1 se desea saber si la po$ici6n en la cual los caballos··. 
llegan en una carrera dependen del carril del cual parten,· con es
te objeto se eligió un caballo al azar de cada una de 80 carreras, 
y se observ6 el carril que ocu~aban al iniciar la carrera (del 1 ~ 
al 4 y del 5 al 9) y en que posición llegaron a la meta (primera -
(1), segu~da (2), tercera (~1 y otra), Los resultados obtenidos· 
son: 

Posición de l.hga~¡i. 

2 3 otra 
Posición de 1-4 8 6 8 16 
Partida 5-9 3 6 5 28 

cia prueba se quiere realizar a un nivel ~-o.os) 

La prueba que se utiliza es la X2 para probar independencia de • 
criterios, pues pue~e considerarse, una sola muestra clasificada ' 
de acuerdo a dos criterios (posición de partida y de llegada),en 
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varias ca, te.goih~... Entonce~ Ho ~ Los crl:.teri.os son independientes, 

Lo primel'o que se hará, será calcular-los valores esperados, que -
de. acuerdo a lo visto? se d~,fínen como~- Ei " RiNC J, donde Ri es el -
total, del, renglOn ¡ .. ~si1110, CJ el, total de Ía. columna j•hima y 1N -

el total de observaciohes, En el. ejemplo, i=2 y j=4, teniéndose: 

R1=38 r R2=42¡ C1=.l.l, C2=.12, C3;::.J3 '! c,.=44, y N=80 

. por lo que: 

Entonces; 

EJJ = 5,22-5 

Eu= 5.700 

lha• 6,.175 

E11t =20, 900 

E21 = 5.,715 

E22;:: 6 •. 300 

E23,.. 6\BH 

E 2~ =23.JQQ 

2 4o. -Er:~~)1 _2 
-~ ~. ~~~ ~ 6.0~29 
t=1 j .. 1 Eij · 

Como. son cuatro columnas y dos renglones, se tienen (4-1) (2-·1)=3 

grados de libertad, ·El·cuantil n •. 9.5 es: 7,815, Ya que el val,or 
calculado es menor que el obtenido en tablas ttabl~ 2), la hip6-
tesis nula no es rechazada y se concluyb que los criterios son -
independientes es decir, l~ posición de salida no influye en la
posici6n de llegada, 

EJEMPLO 2 Bn un estudio de la rclaci6n entre el tipo de sangre 
y enfermedad, se tomó una muestra de 8766 pacientes de un hospi

tal y SQ clasiiic6 con respecto a su tipo de sangre co,A,B) y a 
ln cnfc!medad (Glc¿ra, cdnccr g~s~rointestinal, ninguna de las • 
dos)\ Las observaciones yn clasificada~ se muestran en la siguieg 

te tabla:. 
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Tipo de San~e Tipo de . 
Eilfermeda.d Ulcera Cancer G. I. w01ma e las os ota N' d 't 1 

o 983 383- 2 8 9 2. 4258 

I 

6.79 416 2625 3720 ' A 

134 84 5 7 o 788 -B 

TOTAL 1796 883 6 o 8 1 8766 

Para ~robar si existe independencia entre los dos criterios (Ho} 1 ~ 

la prueba X2 es adecuada, por lo que se calcular( la estadistrca: 

"' "' Üi"e'"EU) 2 " .b " ~ -- ·-- , para ~sto , se sa e que: 
i J ÍJ 

R1= 4258 c.l= 1796 No; 8766 
/ 

R2"' 3720. C2= 883 I· 

R.3 .. 788 C3= 6087. 

entonces: 

E.u o; 872~ 3896 E21"" 762 •. .1629- En• J6J ,4474 

EJ2"' 428,9087 E22 o; 374,7159 E32" 79,3753 

Bu "'2S9.6 .. ,70J s E 23 ;a12S8 3, l 21.1 En .. 547 .. 1772 

y los valores observados son:, 



por ~o que; 

'1 l. 

011 PI 9.83 

0~12.'" 383 

O.u ,.zs!U 

55 

02.l !'i 679.. 

022"'416 

02.:1 - 2625 

Ou .. l 34. 

On"' 570 

Buscando en tabla& (tabla 2)_ con 4 grados de libertad, se enc~en
tra que Wo,u.:; 9,4880, por lo que la hipótesis Ho de independen -

.. ' 

cia es rechazado, teniéndose q_ue existe relación .entre el tipo de 
sangre y el tipo de enfermedad del ~aciente, 

EJEMPLO 3 Se sabe que existen dos tipos distintos de amoebas -. 
(amibas) que pueden alojarse en los intestinos del hombre, Un t!_ 
po, puede ca~sar la muerte r el otro no, pero la presencia del s~ 
gundo'puede prevenir el fallecimiento de la persona causado gene
ralmente por el primero. 

En una planta donde se trabaja la madera, en 'south Bend, Indiana; 
hubo una epidemia intestinal entre los trabajadores de la planta. 
Los doctores atributan la epidemia a u~ tipo de amoeba llamado -
Entamoeba histolytica, Después de estudiar todas las posibles al 
ternativas,. representantes de la oficina de Salud POblica conclu
yeron qu~ la amoe~a se introducfa por la planta de agua del lugar. 
Para averiguar cuantos de los hombres de la planta que no se sen• 
tian enfermos, .ostaban .infectados con la amocha, se tomó una mue~ 
tra al.eatQ:ri'a de .138 trabajadores aparéntemente sanos y se encon
tró amocha en el contenido intestinal d~ 70 de estos hombres. Se 
distinguieron dos razas de Entamoeba histolytica; grande y peque· 
n~, Se ancontr6 que 35. hombres tenían Onicamente entamoebahisWt~ 
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t'i.<.:a gTande, 23 tenian entamoeba histolytica pequefia aniFamente y 
1 i tenian ampas .. 

Raza Grande 

Presencia Ausencia 

' Raza Presencia 12 23 .35 

~equefta Ausencia 35· 68 

47 9j 138 

La pregunta que se querta contestar era~&Las dos razas interactdari 
en el hombre infectado?. 

Para contestarla se usó el criterio de la X2 para probar indepen
·dencia en las clasificaciones, Se calcularon los valores espera
dos, resultando el siguiente cuadro: 

Raza Grande 
. 

l're.sencia Ausencia 

Raza Presencia 11. 93 23.07 

Pequefta Ausencia 35.07 67.93 

Entonces: 

Í; ~ Oij~EiJ) 2 ,. (12-11.93) 2 +Z3-.Z3.07)\(35-3~Qlt.+(68·67.93.l2 
i .. ,J ... , -uiJ J1,93 "23,01 3s,01 .67.93 

~ ª (Oif Eu) ª • o. o o os i .. , j•1 .ij 
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Como se ti.enen dos columnas: v do!i rendones. hav s6lo un grado de 
libertad, Busca~do en la ta.bla 2 dd apéndice A. se ye que ~. 

o. 0008 <: w.i ... a. para cualqui.er ~ . (_de las tabula.das de esa tabla). por 
lo ~ue- 1a hip6tesi:s de:".:i,.ndependencia no se rechaza, Esto es~ la .. 
infecci'dn con una raza; no ha.ce 'al i.ndi.v:i:duo m$s o menos sucepti -
ble a la in~e.c.ción ·con l.\'I.. otra\ 

t--: 

' :-~ ,i" 
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. PRUEBA DE CORRIDAS (WALD- WOLFOWITZ) . 

Cuando se tiene una poblaci6n bajo estudio, muchas v~~es es desea
ble o ne~esario el hacer ciertas inferencias acerca de ella ~ par
tir de la informaci6n que s~ obtiene al tomar una muestra, que co
mo ~~ vi6 pnteriormente, debe ser aleaioria. -

Sin embargo, no siempre las personas que van a hacer las inferen~ 
.cias, son las mismas que las que tomaron la muestra, ,por 19 que -
pueden no estar seguros de si la muestra es realmente aleatoria. 

O bien en un momento dado puede ser de interés averiguar si cier
tos fen6menos son aleatorios, como por ejemplo los resultados 9bt~ _ 
nidos al lan-zar la moneda, o el número de individuo,s de cierto - · 
sexo que esperan s~r atendidos en la caja de un supermercado, 
etcétera. 

En general el problema podría plantcar~e como sigue: Supóngase -
que se tienen observaciones X1 , X2 , ••• ,Xn y lo que se quiere 
averiguar es si el proceso que las gener6 es aleatorio. Supóngase 
además que cada obser'vaci6n es tal que puede clasificarse en una -
de dos ~atcgorlas, (por ejemplo, si la informaci6n está referida en 
una escala nominal u ordinal y puede tomar tres valores distintos, 
dos de ellos pueden tomarse dentro de una misma clasificaci6n pa·ra 
formar asl las dos categorlas);la forma en que se definan las dos 
categorías va a depender del problema especifico que se tenga y de 
la hipótesis que se desee probar. Si ,la informaci6n está dada en 
forma numérica, puede tomarse un punto a partir del cual todas las 
observaciones muestrales mayores o iguales a 61,.sean clnsificadas 
como del tipo "a''. y 1 as menores ª·él, del tipo "h". Este punto p~ 
drfp ser la mediana· de las observaciones o un pcrccntil convenien
te de acuerdo al problema, o un punto cualquiera. En caso en que 

¡ 

.. 
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la informa.ción de la nuestra no pueda ser clasif;icada en· dos cate- .• 
gorias, la técn~ca H,Ue a continuaci6n se discute, no 'es útil para 

. \l. 

probar la aleatoriedad en la muestra. 

El procedimiento se basa en corridas o rachas. Dada una sucesión 
ordenada de dos o más tipos de símbolos, una corrida o racha es -
una sucesi6n de uno o más símbolos semejadtes que están seguidos.y 
pr~cedidos por un simbolo difeiente o por ninguno. for ejemplo, -
en la sucesión ~ BB ~~AA !! hay 6 corridas o rachas; si se supone 
que todos-los n6meros menores o iguale~ a 15 son semejantes entre
s! y los mayores,~on sem'ejantes entre sí, se tendrá qué en Jl.17 -

9 12 15 .!2_1l 1.1! existen. seis rachas o corridas. Cualq1;1ier fal
ta de independencia se reflejará en ~íertas tendencias en las co~ 
rridas, por ejemplo: muchas corridas, pocas corridas, una corrida 
muy jrande, se toman ~orno" indice de falt~ de independencia. 

Como se mencionó antes, las corridas se utilizarán al existir una
dicotomía, en los datos u observaciones; si son cualitativos, o -
sea, medidos en escala nominal u ordinal, fa dicotomía usual es -
inh~rente a ios datos, o si son datos cuantitativos (escala de pr~ 
porciones o de intervalos), se puede usar la media o la mediana p~ 
ra clasificarlps. 

Considér~sc entonces una muestra fte n elementos, en dbnde n1, son 
de tm tipo y n2 son de otro tipo (~cm nJ+·.n2."' n). ( ~nSíi!ie que existen !.:t COl'l"i 

da·.doelementoS. del; pri:Jne1'; tiPo y r2 co~ridas de elementos del segu~do· 
tipo, por lo quo habrfi r= r1+r 2 corridas en total. Debido a q~e 
el ndmero de co~ridas es el que ayudará a decidir si la muestra os 
aleatoria.o no, la prueba se basa en la distribución del n6mero de 
corridas, R, Ahora, la hipótesis a probar será: !fo: la muestra es 
aleatoria. 
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Bajo Ho, cualquier arreglo de los n elementos- es $.gualmente proba· 
ble, entonces. la probabilidad de ·obtener. r 1 corridas de n1 objetos 
y r 2 corridas de n2 objetos, será el cociente entre el ·número de · 
arreglos posibles con r 1 corridas de n1 objetos y r2 corridas de -
n2 objetos, entre el total de' arreglos de n1 el_ementos fonnados de 
n, esto es: 

con: 

w1= al número de arreglos posibles formados con (r 1 corridas de n1 

objetos y ra corridas de 
" . ? 

n! n2 obietos}, y w2~ donde R1 ,R2 -.; n1 ! n:z! 
son variables aleatorias que cuentan el número de corridas de uno 

_ (ri) y otro tipo (r2) en una muestra de n elementos. 

Para evaluar el numerador de P fR 1 •r1,R2=r2}, es necesario evaluar 
el número de arreglos posibles de objeto~ de. uno u otro tipo, con 
la propiedad de que R1=r1 y R2=r2. 

Para hacer ésto, n6tase que solo puede haber una corrida más de un 
tipo que de otro, o igual n1lmero de corridas, de acuerdo a la dcf}, 
nici6n que se di6. 

Supóngase entonces que r1~r2 +1, esto quiere decir que la muestra 
de elementos de uno y otro· tipo, comienza cpn una corrida de 
elementos del primer tipo, a la~ que se les denotará con a's, y -

terminará con otra corrida de a's (En caso de que r2=r1+l, la su
cesión comenzarft y terminará con corridas de elcmcnt~s del segun
do tipo, o b's). Para dividir las a's en r1 grupos separados, di_ 

visiones para las b's son insertadas en r1·l lugares selecciona
dos de nx-1 espacios entre las n 1 a's, lo que se puede hacer de -

ln 1 -1\ maneras, análogamente para las 'b's, se tcndrán(n2.~l) formas 
r1-1J ri-1 
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de distribuir las corridas de b's en la.s divisiones an""es hechas 
entre las a' s. J?ntonces un arreglo q,ue contenga r 1 corridas de -
a's ,y .rz de b's,, se puede 'lograr de.(n1-~ lii2-~ maneras. 

r l" 1} r z ·V 
' 

termina con b's o vi
puede hacerse de ni-1 

Cuando r1=r2, la muestra comienza con a's y 

~eyersa, y de nuevo la forma en construi!la 
r 1 -1 

maneras, pero como.puede darse o uno (empezar con a's y tcL 
·' 

minar con b' s) u otro ca,sci. (fllll!>ezar con b 1 s y terminar con a! s), el t2_ 
t~l de maneras para formar una sucesi6n con r 1 corridas de a's y

r2 corridas de b's, con rJ=r2 es 2 /n1-1\' .. (n2-1\ . 
\r 2 -1} r 2 -1) 

Por lo tanto: 

2 (~~=~) ~~=~)' 
I 

CR1) 

así, la distribuci6n del total de corridas R=R1+R2, bajo Ho, será 
"-

P {R=r 1 Ho} = 
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l~ hip6tesis· Ho; la muestra es aleatol'b, se' i;echaz!!. 
6 R> el -Q/2 si el nivel de significancta ~eseado
es el p-ésimo cuantil de la distribuci.6n encontrada 

De aqu!, que 

rá si R<C~/2 
es a,, donde Cp 
para R. 

,. 
La distribución del nOmero total de corridas fu~ aada poi:" Ising en 
1925. Wald y Wol:fwitz (1940) usaron ésta dis1'._ribuci6n para .el pr2_ 
blema de dos muestras. Ell~s también demostraron que si nJ y n2 -

son grandes, la estad!sticá R·2n: rii n2 se distribuyen asintóticame_n 
-- . :;fh:T 

te normal. i ~n2--n2-
Mood (1940) escribió un artículo donde menciona la historia de co~ 

,., it 

rridas de varios tipos y sus aplicaciones. Valores tabula~os para 
la distribución de R~ fueron dados por S~ed y Eisenhart en 1943. 

EJEMPLO l Un equipo profesional de beisbol tiene la siguiente se· 
cuencia de triunfos y 'derrotas en el mes de julio: 

GPGGPGPPPGPPGGPGGPGPGPGPPGPGP 
. . 

(G•gan6 el juego, P= p·erdió el juego} •. 

¿Puede decirse que el record de sus trinfos y derrotas es aleatorio, 
suponiendo que Q•o,. 0.5.?. 

Lo primero que debe hacerse es contar el namero de rachas· o corri
das que existen en la sucesión; 

G p GG p G ppp G pp l3G p 00 r G l' G r G pp G p G }l 

Coioopuede verse el namero ~e corridas es R•22, Ahora, sean ol ~ 

nOmcro de juegos ganados y m el nOmero de juegos perdidos, enton• 
c·es: n=14 y m .. 15. La regidn crítica está· definida como: 
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U$ando ia.·t~b.h 6 del au~ndice. se e.ncue.nt'r~ que; 

-~ 

Wa¿:/· Wa.aus."'Jcl r Wi"~L2"' l1 0 ._ 97 s.;=.z'a (fiaciendon=N.lym=N2) 

Col!lo R> th~~, se concluye. q,ue. el, re.col'd de triunfos r denotas ,. 
del equi:po no es aleator~o, e.i¡to e~~· ~is ten_ tendenci~s, 

., 1 .. ~-
EJEMPLO 2 Se tiene la siguiente l.i.i¡U de números~ 

.15. 77 OJ 64 69. 5.8 40.. 81 .16 60. 2Cl OG 84 22 

28 26 46 66. 36 86 66. j¡ 49: 85 40. SJ 30 .10 

¿Puede 'decirse que estos nGmeros provienen de una tabla de números 
aleatorios?._ 

Para contestar a esta pregunta• debe recordarse, en que consiste • 
una tabla de ndmeros aleatorios, Una tabla de nGmeros'aleatorios, 
es un conjunto de ndmeros generados por cualquier'm@todo que gara~ 
tice los tres puntos siguientes! 

il Debe existir una proporciOn igual, para todos los d!gitos. 
Esto quiere decir que hay tantos o's como J's,2's,3's,c~c. 

iil Si se tomi una parte de la tabla, que ;ca suficientemente 
grande, estas proporciones deben mantenerse. 

iiil.Si se tiene una sucesión de estos números, el nfunero 
sig.uiente· no puede ser prt:decido, 

Entonces para saber, si estos ndm~rO$ son aleatorios, ha~rla quc
checar, los tre$ puntos anteriores, lo cual no es posible (al me
nos el punto .l}. Sin emb'argo si ca.lculíl, la mediana de la' muestra 
y se dividen en do: grupos de numeros (menores o mayores que la -
mediana), la prueba Wald .. Wolfowitz, puede utilizarse, Podría 
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usarse otro cuantil ·para divi.dir la- ¡>obla.cHln, ¡>ero en: e~e caso, 
la mediana I?arece ser má.s adecu"da pa:rí\ l.as _tt~!i condic·~one~ men,. 

- cionada$ anteriormente .. 

Se procederá entonces a o-rdení\r la muestra Y' calcular la. mediana~ 

00 Ul JO. l5 16 JJ 2U 22 26. 28 30 36 40 40 

46. 49. SJ 58 .60 64 6.6. 66. 69. 17 81 84 85 86 

. . . . ..... ... 40+46 . 
Como el total d~ -observaciones es pal',. la J11ediana. X es: X• ~=43. 

Si se denota con ~ a los nOmeros menores a la mediana y con la b 

al complementó, la sucesi6n original quedar~~ 

a. b a bbb a b a 6 'aa. b a«Q. bb lt bb a bb 

a. 'ó aa. 

Teni~ndose que el tota_l de corridas C$~ T•l!l 

·consultando la tabla 6.' con n .. m=.14 y· a=O, 01 se tiene que: 

w / •8 y W1~a~ •22, por lo que la hiv8tesis ~ula de alea~ 
q .. 2 L~ 

toriedad no se rechaza, concluy~ndose· que los ~ameros pueden con• 
siderarse aleatorios. 

EJEMPLO 3 Un f'a.bricante calcula el costo promedio de producci6n 
de cierto articulo para cada.· uno de 44 meses, con los siguientes 
resultados: 

(a todas las unidades se les ·rest6 13, para· facilitar 1 os. cálculos) 

0.65 o. 41 0,53 0.58 o. 4 3 o. 73 0.40 0,70 0,58 0.80 0.23 
o ._40 0.63 0.69. 0,92 0.68 o. 72 0,42 0.66 0.98 o. 8.1 0.60 
0.32 0,45 o._ 27 o. 26 0,28 0.29 0.10 0,09 0.36 o .40 0,35 
0.53 0.66 0.10 0.28 o. 33' 0,02 0.09 0.12 o .16 0.96 0,95 

.. ·.' ::< 
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¿Existe a,l.guna tendenci~ e!?t~dí~tj,call}ente sl~ni,ficat~V4\ en estos 
proll!edios¡. 
La pregunta estable~e la siguiente hipdtesis~ 

" 
Ho ~ No e~is·t~ teincletlci:?. e~tí\dísticamep.,te signifi~ 

tiva .. 

Ha~ Existe d,ich2' tendencia. .. 

Si la hipótesis Ho es rechazada., la respuesta"ª la Rregunt~ es 
afirmativa, en caso contrario, negativa, 

Puesto que la hipótesis nula es equivalente a decir que los núme
ros fueron generados. por un mecanis11)0 aléatorio 1 se usará l¡i, pru~ 
ba Wald-Wolfowi tz .. Para· ésto, se ordenará la muestra y se calcu-
lará la.mediana, dividiendo a la m4estra como en el ejemplo pasa-
do (No necesariamente la. mediana debe ser .usada por dicotomizar a 
la muestra}, 

·~ 

0.02 0.09 0.09 O., 1 O 0,10 Q,j 2 0, 16 0,23 0,26 o .. 27 0,28 
0,28 0.29 0.32 0,33" 0,35 0 •. 36 0.40 o. 40 0,40 o' 4.1 0.42 
0,43 0.4·5 0.,53 0.,53 0,58 a .. 58 o .. 60 0,63 o .. 65 0.66 0,66 
0.68 0.69 0.70 0.72 0.73 0,80 0.81 Q. 92. 0,95 0.9,6 0.98 

La mediana es x .. o .. 425, La~ corridas que se generan son; 

b a b b b b. (.l. b Q Q ~ 

Cl b b b b b Cl b f.¡ b b 

11 b 11 Cl a. a a a. a a. a 
b b a a. a a (\ a a b b 

Por lo que T=lS, 

Si se usa..~'"º·• 01, en J.a, ta,bla. 6, pnra n"'m"'l 21 se tiene~ W· • 
C!i/i 

6 y 
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W1~a¡,_ = 18 pcrr lo que Ho no eli rec~z~gá, t;entendos'e- que no' existe 
tendencia. estadísticamente si'.gn:j.fh~ativa. en los· ~-;romedios, 
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PRUEBA WJ:LCOXON PARA UNA MUESTRA; 
;,,. 

1 

Otra prueba que.se utiliza en el caso en que se tenga una muestra 
y que sirve para checar sj, la mediana de la. poblaci6n toma cierto valor, 
es ia prueba de rangos de Wilco:xon, que se basa en la mediana de. -
la muestra. Esta p~ueba no se verá en esta sec'ción pues es un e.a
so particular de la prueba de rangos· de Wilcoxon para dos muestras, 
que se tratará en la sección siguiente. 

'. 

,. 

- / .,. " 
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CAPITULO rn 
¡·· ' ..• 

. '. "PRUEBAS DE DOS MUES.TRA~ 

1 

Cierto tipo de problemas que,son mur frecuerites en las cie~cias' -
sociales Y' en las, biológicas; son aquellos en los que se desean ~ 

comparar los efectos producidos por.dos .tratamientos aplicados a 
miembros de la poblaci6n bajo estudio¡ o bien cuando se qui~re d~ 
terminar si un tratamiento es mejor que otro (sin que esto signifi." 
que que uno de ellos sea el mejor tratamiento posible), o simple
mente comproba,r la efectividad dé un tratamiento, En es.tos casos 
la aplicaci6n .de cada tratamie~to define a súbconjuntos ajenos de 
la población, que pueden a su vez, ~er considerados como poblaci~ 
nes. Por ejemp~o: 

Suponga que se quiere averigua?' si una d~oga·A es más efectiva· 
que una droga B. P~ra ésto, se toma un conjunto de ratones,a al
gunos de los cuales se les inyecta.la droga A y a otros. la droga 
B. De esta forma la población de ratones queda dividida en dos: 

La población de ratónes inyectados con droga A y la población de 
,ratones con droga B.". 

Nótese que aunque originalmente se tenia una sola poblaci6n, al • 
aplicar los. tratamientos se han generados dos, es por ésto, que -
se dice que se ti~ncn 1os poblaciones, cada una de las cuales reci 
be uno y sólo un tratamiento. 

Como ya se sabe, no siempre es posible trah~jar con toda la po • 
blaci6n, sino que se hace necesario e~ tomar una muestra aleato · 
ria de ella a partir de la cual so podrán hacer inferencias de la 
población. En ~ste ~aso se tendrán que tomar dos muestras, una <le 
cada población; aunque, comp se verá después, en ocasiones basta 
una pobl~ci6n y seleccionar de ellas una muestra. 

,;,."-'' 
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Si se denota con Xj_ a la. i"'ésima observación dei l.a. primE::rí\ muestra P. 

y ~on Yi la·obs~rvaci6n i~ésima de la segunda.! se. pueden dar dos 
situaciones~ que las muestras est~n relacionadas, en cuyo caso 
son .:d~l :Jll'i'snro ··tamaño ( o bten que sean independien~e~ entre si, 
y no necesariamente·del mismo tamaño, 

En general, se dice que las dos muestras estan relacionadas, cua~ 
d_o las parejas (X¡.~Yil guarden alguna semejanza de acuerdo a cier 
tos factores que pueden influir al experimento, de forma tal que 
el efecto del tratamiento no se confunda con estos factores, .La
forma en que estas parejas se construyen es arbitraria, observan
do solamente que los elementos de la ~a.rejas sean semejantes· en p 

el sentido antes e.xpuesto, lo _cual involucra además de la experie,!l 
cia del experimentador, un conocimiento adecuado de los factores 
que puedan influir en los resultados, Un esquema de dos muestras 
relacionadas puede ser obtenido también, cuando se tiene una po -
~laci6p nada más; en este caso, la póblaci6n sirve como su propio 
gr.upo control y las parejas pueden ser formadas como antes, s6lo 
que X., denotará al individuo i-ésimo antes del tratamiento y Y

1
.• 

l. . 

al mismo i~dividuo después del tratamiento, Este es el mejor de 
los esquemas de muestra relacionadas, pues la semejanza entre Xi 

·y Yi es obvia, cosa que puede no suceder en otros ~asos. Un 
ejempl~ de esta situaci6n·cs el siguiente: 

Sup6ngase que se tienen 30 individuos, a los que se les mide su p~ 
so en kilogramos, y se les somete a una dieta durante 20 días, al
final de los cuales, quiere saberse si la dicta es efectiva para -
bájar de peso, En este caso, s6lo se tiene una población (la de -
los individuos que se ~omcterán a la dicta), pero pueden conside -
rarse dos; la primera será la de los individuos antes de someterse 
a la dieta y la segunda, después de haber sido sometidos a la dic
ta (en este caso la dicta. es el tratamiento),· ndtese que aquí cada 
individuo funciona como su propio contro1 1 es ~ecir, el mismo gru· 
po, es gru~o controi (~ntes de la dieta) y grupo tratado "(dcspufis 
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de la dieta.1., por lo que pueden generarse pa'X'e~as (Xi,Yil en donde 
Xi denota el ~eso del inésimo individuo ante~ de la dieta· y Yi 1 el 
peso del mismo individuo después de la dieta, La diferencia de • . 
los pesos 1 puede dar una medida de que· tan. efectiva es la dieta. 

Cuando las dos muestras son tomadas completamente al azar de las 
dos poblaciones, esto ~s 1 se toma una muestra aleatoria de la pri· 
mera poblaci6n y otra de la segunda, lo que se obtendrá son dos mues 
tras independientes. 

En ocasiones el estudi~ puede ser realizado usando cualesquiera de 
los dos esquemas, pero en algunas, s6lo uno de l~s dos tipos puede 
ser usado •. Para ilustrar estas situaciones. se tiene los siguien• 
tes ejemplos: 

i) Supóngase que se tienen dos métodos de ensefianza, _y se qui e~ 
re determinar cual de los dos es mejo~, Para esto es neces~ 
río el tomar dos muestras de estudiantes, en donde, a unáde 
ellas se les ensefia de acuerdo a uno de los métodos y al otro 
grupo o muestra se les enseña con el otro método (Aquí, .cada 
poblaci6n ha quedado definida por el metodo de enseñanza). -
Si se desea hacer el estudio por medio de muestras rela~ion~ 
das, deberá tenerse que los estudiantes del primer grupo o • 
muestra, tuvier~n características semejantes a los del segu~ 
do. grupo, como po~ ejemplo~ que tuvieran la misma capacidad 
de aprendizaje, Sin embargo, determinar estas condiciones 
no es fácil~ además podría llevar mucho tiempo, lo cual po
dría ser costoso, por otro lado, tratar de usar a cadq indi
viduo como su propio control es imposible, pues si ya se 
les ensenó con un m~todo, al hacerlo con el otro, el aprove
chamiento que se tuviera por el seg~ndo, se confundiría con· 
los conocimientos obtenidos al haber utilizado el primer m6-
todo .. 
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Entónces, esta s·ituaci6n puede estudiarse s6lamente si se to 
man las dos muestTas completamente .al azar, obteni'éndo

0

se de-' 
esta forma, dos muestras independientes,•· 

iil Una cierta va'l'iedad de planta ha.sido estudiada durante cier 
to tiempo, y se ha encontrado que esta 'planta cTece tanto en 
zonas montafiosas,. como en·~onas localizadas dentro de un va
lle, en donde la comP,osici6n del terreno y las cond~ciones -
climatoldgica,s, son completamente distintas a la de las zo -
nas montafiosas·, CU)'Q suelo, generalmente es rocoso, Por otro 
lado, una compafita de fertilizantes ha comprobado que tiene 
dos tipos .de ~fertilizantes, el A r el B, que ayudan al desa~ 
.rrollo de este tipo de planta, sin embargo, desea saber, cual 
de esos tipos de fertilizantes es el mejor, 

Para ello la compafiia cuenta con una cierta área de terreno 
que esta constitui4a por varias zonas: unasdelas cuales son 
montafiosas y otras se ubican denti:o del valle, Toda el área 
del terreno es dividida en n partes iguale~, que se les 11~ 
maránunidades, y que comprenderán el total dé la población 
bajo estudio, De estas n unidades, se eligen aleatoriamente 
r unidades (re;; nJ y nuevamente al azar se toman T.1 unidades 
(~ 1 <r) y a ellos se les aplica el fertilizante A y a las 
r-rJ unidades restantes'el fertilizante B, Entonces, se 
tienen dos muestra's al'eatorias independientes, una de tama-. . 
ño r 1 y la otra de tamaño r~r1(N6te5e que las muestras no -
necesariamente son ~el mismo tamafio}, Sin embargo puede s~ 
ceder que el fertilizante A se aplique a más unidades que -
se encuentren en la zona montañosa, que n unidades que se·
encuentren en la otra zona, y que el tipo <lcl suelo tenga -
que ver .con los efectos del" fert i 1 i zante, Es to puede suceder 
tambión para el fertilizante B, teniéndose que las caractc
rtsticas del suelo influirán en los efectos de los fertili-
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zantes, Si es:to suc~di.e~e, (>Odrb. s.eleccj.onat'se otras dos 
muestras. independientes tratando de que cada una de ellas • 
tenga el mismo númer.o de unidades de un tipo que de otro, • 

·dentro de cada 111uestra; pero si al elegtr la.s r unidades 
existen.más de un.tipo que de otro al tratar de que se ten· 
ga igual n~mero de unidades de ~no y otro tipo en cada mue~ 
tra, serta forzar un. poco el experimento, además de que se 
volv'eria má~ complicado r posiblemente no reflejaría la si ... 
tuaci6n real de lo que-se es~á estudiando. Otra solución • 
que es mucho 111ejor que la planteada anteriormente, es divi· 
,oir en dos part~s·sem~jantes cada unidad, y en cada una de 
ellas, aleatoriamente, ~tstribuir los fertilizantes, uno en 

. ' I 

cada pa'l'te; form!ndose ast dos muestras relacionadas, 

iii) Si en el ejemplo anterior se sui:>one que todo el terreno ti~ 
ne las mismas caracteristicas de suelo r clim~tol6gicas, se 
pueden seleccionar dos muestras -indepenpientes, o bien, for 

1 -

mar dos muestras relacionadas, 

Cuando cualquiera de las dos formas de tomar las muestras es 
posible,-es recomendable usar dos muestras relacionadas, 
pues esto ayuda a evitar que factores externos al .tratamien~ 
to, pero que pueden influir en los resultados del experimen
to, interfieran con los efectos del tratamiento, pudiéndose 
de esta forma detectar dnicamente a estos dltimos. . . 

En esta sección se tratarán siete. pruebas~ tres de ellas son para 
el caso de muestras relacionadas r las otras cuatro cubren el caso 
en que las muestras sean independientes, 
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PRUEBA DE MC NEMA.~ 

Como se dijo en la introducci:6n a este capitulo, no es necesario 
el tener dos popl,aciones ~ara trabajax: con un esquema de muestras 
relacionadas. Como e,jemplo se ilustró una situación en. la que un 
grupo de individuos ~ran usados

0

como su pro~io centro~, para ave~ 
riguar si una cierta dieta era o no efectiva. La Prueba de McNe
mar que se va a describir a continuaci6n es particularmente apio
piada para este tipo de problemas, en los que cada individuo'es -
usado como su propio control, y en üonde además cada observación 
puede ser clasificada en una de dos categorías ajenas, lo que pe~ 
mite el poder usar informaci6n referida en•escal~ nominal al me
no~.-

Como ejemplo se tiene el siguiente•; 

Supóngase que un psicólogo infantil está interesado en la inicia-
. ci6n de los nifios en los contactos sociales y·ha observado que 
los nifios .recién llegados_a una guardería suelen iniciar sus con
tactos personales con adultos antes que con otros nifios, El sup~ 
n~ que, con creciente familiaridad y experiencia, los nifios inicie 
rán cada v~z más contactos sociales con otros nifios y no con adul 
tos. Para probar esta hip6tesis, observa 25 nifios en su primer -
dia en la guardería, y clasifica su iniciación en los contactos -
sociales de acuerdo con que haya sido con un adulto o con un nifio, 
Después de que transcurre un mes, vuelve a observar a cada uno de 
los 25 nifios haciendo la misma clasificaci6n, Así, sus datos están el!!_ 
sificados de acuerdo a la siguiente tabla~ 

*Tom~ndo de; S,Siegcl (1976) Pag,88 
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Individuos con los que 
se iniciaban el d!a 30 

/':' · I 

ulto N:iJ'lo · '·. 

Multo 

Nifto 

Es d~cir 111 l nifios Jllantenian sus contactos personales con adultos; 
1122 nifios iniciaban sus contactos personales con nifiós- y después ~ 

de 30 dfas los· segu!an 1nanteníendo de esa fol'!lla. Sin embargo 1121 

.nifios iniciaban sus contactos con ni.nos· y a· los treinta días cambia 
~an por adultos. Análogamente an, 

La hipótesis a probar es~ Para cualqu~er niño que cambi6 de ind.!_ 
viduo 'en sus contactos personales la probabilidad de haber cambi~ 
do al adulto por un niño es lá misma que cambiar .al nifio por un -
adulto y es igual a 1[2. 

La hipótesis implkitamente desecha la informaci6n de los nif\os -
que'no cambiaron de individuo,'independientement:e de con quien se 
hayan iniciado los contactos personales y establece que la probabi 
lidad de cambiar de categorias es la misma para las dos y consi·
dera a estos eventos e'Xahústivos, de J:orna. ·t~l .·que ·la, pl'o .... 
habilidad de cambiar de categor!as ~s ~ 

En general., debido a que los casos en que no se obsel'VÓ cambio algu· 
no no entran en el análisis de esta prueba, la informaci6n puede 
·ser clasificada en dos categor!as: La primera estará formada por 
los individuos que pertenecian a una categor!a A y después del · 
tratamiento cambiaron a la categorfa B, Y la segunda estará for 
mada por aquellos que pertcnecian a la categorfa B y cambiaron a 

la categorra A después del tratamiento, La hip6iesis a probar • 
seria, 
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en dond.e Xi' representa al indiyiduo i"ési~o antes del tratamiento 

y Yi al mismo individuo después''de haberle sido aplicado el trata-. 
miento, y además los pares son •. 'fnternamente consistentes. (Ver apé!! 

dice)\ 
\\ 

En vista del tipo de hip6t~sis.''Y· de como ha sido clasificada la i!!, 
fonnaci8n, la e·stadistica -que ,,se utiliza es una estadística del ti 
po EropE;)

2 
(*) en donde O. son los valores observados y E. los es 

i Ei i 1 

parados. Si se denota por a a el nOmero de indivi,duos que cambia-

~on de la c~tegorta A a la categorta B; y por b. los que cambiaron 

de la B a la A¡ se tendr4 que: 

lo que 

O.iRO., 02 ... b y· E:i,2 "' ~ 
2 

(b-~2 

a.+b 
-2-

a. .¡. b 
--2-

-> tCa-b f tca.~b )2 

a+ 
2 

. .. 

y de acuerdo a lo visto en el cap.!J, (a-~)2 MXz""' 
a.+ e i l 

''·\• 

Recordando lo visto en el capítulo II, referente a la prueba X2
, -

si la frecucnc~a esperada. !\~es menor que 5, se sabe que la pru~ 
ba X2

, no es muy buena, por lo que es recomendable el µsar la -

" Ver prueba X2 bonda.cl de n,lnste cap.JI. 
"'" J.n virtud de que se eoto. uoando una diotriliuci6n ·continua para aproximar -

una. discreto., es recomendable hacer una corrccci6n, quedando la estadíoti
ca (!a-b!-1) 2/a.+b, la. cua.1 11e sigue di!.ltribuycn<lo x{i), 
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· prueba binomial en lugar de la \X2 , usando COJllO estadistica de ~rue
ba a b. 

En caso en que.la prueJ>p. X2 , sea aplicable, la hip6tesis de rech!!_ 
zará si el valor (~~~) excede el (1 ... a) ".cuant-il, cuando. la prueba 
se hace a un nivel de significancia a, 

EJEMPLOS: 

EJEMPLO l• Supóngase que un experiJnentador esta inte:resado en de 
terminar si su peUcula acerca d~ la delincuencia juvenil cambia-=
rá las opiniones de los miembros de una comunidad particular ~cer
ca de la severidad con que debe ·:castigarse a los j6venes que de

linquen, Ohtiene una muestra de jQQ adultos de la comunidad' y -

conduce un estudio d~ 11antes y después" siendo cada sujeto su 
propio control. Les pide que tornen posición sobre si deb~rían -
castigarse más o menos a t"os delincuentes juveniles en relación 

• ' ' 1 

a las prácticas penales actuales. Después de esto proyecta la p~ 
licula a los 100 adultos y repite la pregunta obteniendo la sigui e!!_ 
te información: 

Fuerza de cas- + 
tigo favorecida 
antes. de la pe" 
lícula. 

Fuerza de castigo favorecida despu~s de la peUcula' 
+ 

59 7 

26 

Lo que se 
ga:r a 1.os 
lfcula. 

quiere averiguar es si la opinión sobre el cómo casti
delincuentcs juveniles, se vió influenciada ~or la ye

Es decir, las hipótesis que se desean probar son: 
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HQ ~· La 
1
opini6n de la,s persc;>n~l? no Cí\ll}bia por la l>e-

1.kul.a. .. 

. ffa: La opini.6n !ie ve influenciada significat!vamen· 
te~ pol' la peUc'ul.a .. 

Debido al disefio del ex~erimento? la prueba McNemar 1 será util:i.Z!. 
da, teni@ndose que a•7 y- b•S, a.d. 'que a+b=H, por lo que la esta· 
dtstica de prueba queda como: 

T= (á..-bL .1 
atb 15. : . . r.. n, 0667 

Buscando ~n la tabla 2, el cuantil de una X2 con un grado de li• 
bertad, se observa ~ue el valor de T es menor que todos los cuan~ . - ~ . -
tiles, que aparee.en, por lo que·la hip6tesis Ho, no se rechaza, es 
to .. es, no existen ca~bios significativos debido a la película. 

EJEMPLO 2 Antes de que'los debates entre dos candidatos presiden 
ciales de cierto pais fueran televisados, una muestra aleatoria • 
de 100 personas {Üé tomada y se les preguntó cual era el candida· 
to de su preferencia, Ochenta y'cuatro personas favorecieron al 
candidato A y las restantes al B. De~pu~s del debate, las cien • 
personas expresaron su preferencia nuevamente. En esta ocasión,· 
la cuarta parte de las personas que hablan mostrado preferencia • 
por el candidato A, mostraron ahora, preferencia por el candidato 
B, En forma !ii~flar, de la gente que f~vorecfa al candidato B, -
una cuarta parte favoreció s~ 9pini6n ~l c~ndidato A, d~spu~s del 
debate. ,La pregunta es: ¿Puede decirse que el debate influyó si¡ 
njficativamente en la opinión de las personas7, 

Es deci~ 1 si Ho; La opini(in.de'las personas no cambió por el de· 

baü: r 
'. 

H•: La ortni6n de las personas cam~ió por el debate, 
la pregunta es~ ¿Se techaza la hi~dtesis nula.T (Usando .~·O~Ol), 



., 
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La prueba. Mc,Ne111~r; ~uede conte$ti\r a la pregunta: 

La infor11Jación que se di':6, .queda ésquemat~·zadá como siguE!: 

Pl:derencias 
de la gente 
antes del • 
debate 

Candid 
to B •. 

1 Pre{erencias de la Gente · de~s del debate 
Candidato A Candidato B 

63 . 21 

4 12 

·Así, la estadística de pr~eba T ,vale: T• ( 2 ~~ 4 )
2 

= 289. 
25 1.1. 56 • 

Usando la tabla 2, el cuantil de una X2 con ~n grado de libertad 
y a=0.01 es: 6.635. Como T>6,635, la hipótesis nula es rechaza
da, teni6ndose que en efecto, el debate inf~uy6 significat1vamen
te en la opinión de las personas. , 

EJEMPLO 3 El tiempo de reacción antes del almuerzo fué comparado 
con el tiempo de reacci6~ despu~s de·l almuerzo. En un grupo de • 
28 o{icinistas veintidós de ellos, tuvieron un tiempo de reacción 
más pequefio. antes del al~uerzo, a cuatro de ellos les pasó lo co~ 
trario r únicanicnte dos de ellos nos presentaron cambios en su tiempo 
de reacción, ¿Puede decirse que el almuerzo.provoca cambios sign! 
ficativos en el tiempo de reacción de los oficinistas?, 

Análogo al caso anterior, se usará la preúba de Mc,Nemar, pues se 
tiene un esquema de dos mue~tra• re1acion~das, en donde cada per• 
sona en su propio control, Como en esta prueba, los elementos que 
no sufrieron cambios debido al tratamiento no entran para el análi 
sis, no es necesario claslficar a las dos ~ersonas que no present! 
ron caJl)bios en su tiempo de rcacci6n, después del almuerzo. La 

forma en como estd definida la estadf$tlca de prueba permite defi
nir en ~orma arbitraria a; 
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a,.- 2.2. (NÚJljero de ~erson¡t$ que tuvteX'on un U.empo 
,\l de reacci6n ma~ pequeñ,o a.ntes del dmue-x:zo) 
( ... -,, 

\ ·. I {··~,,. 

·- b• 4 (N11nlero de ~ersonas que tuvieron un tiempo ·~ . , 
de reacci6n mayor antes del almuerzo, que --
después- ·del almuerzol, 

asi que T·J~.416, 

La hip6tesis que se desea pro~ar, con ~-n,os~ es< 

Ho~ El almuerzo no provoca cambios significativos· -
en el tiempo de reacción de las personas, 

Usando la tabla 2 y com~arando T con el cuantil (l~a) de una X2 :~ 
con un grado de liberta.d (3 ~ 84J L se tiene que la hipótesis Ho, - ~ 

es rechazada, diciéndose ~or tanto qµe el almuerzo· causa cambios 
significa_tivos en el tiempo de reacción de las personas. 

··• 
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Es frecuenté que dados ~os ohJet'os, trata.n1ientos .. o sf_tua.ct.ones, "' 
pueda decidirse cuando- una al ter·nativa es mejor o pre;íerible a la 
otra, donde .por efec_tos· prd,ctiCOS~ no Sea, necesario es'tablecer q~e 
tan mejor' es una que otra. As! puede decirse que un autom6vil es 
mejor que otro de acuerdo a la gasolina que gaste, o bien de acue~ 
do a la velocidad que desarrolle; Sin embargo, no siempre es inm~ . ' 
d,iato el poder determinar cuando uno de los dos objetos a tratamiC!!_ 
tos, es mejor que el.otro, sino que sé hace necesario el tomardos 
muestras relacionadas,- y a partir ~e ell~r tomar una decisión. 
Por ejemplo, supOngase que un grupo de personas está interesado -
en probar que dos vodkas A y B tienen la misma calidad. Para ésto, 
deciden seleccionar 25 personas aleatoriamente, a las que se les -
dará a probar cada uno de las dos marcas de vodka. Se mide la pr~ 
ferencia con la siguiente escala: excelente, buena, regular, mala 
y pésima, y de acuerdo a estp se tendrán 2~ respuestas para el 
vodka A: Xi,X2; .. .,X25 y 25 para el B: Y1,." •• Y2s, en donde(Xi'Yi) 
denotará las preferencias del individuo i-ésimo, para cada uno de 
los vodkas. Esta escala define un orden: excelente, mejor(mayor)
que buena, buena mejor que regular, etc, pudiéndose decir que un- _ 
vodka es mejor que otro, si obtiene una calificaci6n mayor que la 
del otro. De esta forma se ordenan los pares internamente: 

i) 

ii) 

iii) 

Xi<Yi, lo que significará que para el individuo i-ésimo, el 
vodka B es mojor que el vodka A. 

X.•Y., ~sto querrd decir que los dos vodkas tienen la misma 
1 1 

calidad pnra el individuo i: 

Xi< Y i que quiere decir que el vodka A, para ol individuo i, 

es mejor que el B. 



Eri vi~tud de que s6lo se ha. toll)ado.una muestrf!, para..J?oder justif!
. ca!. su suposici6n, r no a t~da la poblaci6n, el. grupo de personas 
propone que la hip6tesis a nrobar sea: P(X.<Y.l"' P(X.>·Y.l' v., te 

. "" • l i· :¡.' 1 1 -
niendo como alternativa P(A.«Y.)< P(X.·>Y.) v~ 6 P(X.<Y.)>P(X.>Y.) 

' 1 ' ' :¡: . l ¡ l' . :¡. . ¡ .l , 1 . 

vi, ya que supone que las pareja~ son internamente consistentes*, .... 
Esta alternativa lo que sefi,ala es que existe una preferencia por 
algtín tipo1 de vodka, Si se proponen probar· que P (X. <Y.).;; P(X.>Y.) 

. t . . l 1 l l 

vi' contra P(Xi<Y·il > P(Xi>Yrl, entonces conclufrán cual vodka 
es mejor, ·Sin embargo, aquf se desarrollará un ~rocedimiento pa
ra verificar la primera hip6tesis propuesta (no prefer.encia), y -
el procedimiento para verificar la segunda será análogo, lo único 
que varfa es la región crftica (Conover J971), 

N6te~e que la escala de rnedici6n··en que la información debe ser -
dada, es tal que permita ordenar interna~ente las parejas, por lo 
que la escala de ~edición será al menos ordinal, Por ~tro lado -
como lo que interesa es detectar alguna preferencia en uno de los 
tratamientos u obje~os, las parejas (X 1,Yi) tales que XiªYi, no -
son relevantes para el estudio*, lo que significa que sólo serán 
de inter~s las par~jas (X.,Y.) tales que X. <Y. 6 X . .>·Y., Ahora, 

. 11 l 1 1 1 ' 

si .se denota con un signo mas C+J a las· parejas (Xi, Y) tales que. 
x 1.< Y i, y con un signo menos (-1, a aquellas tales que Xi> Y i , se 
tendrá que el nOmero de signos más (+),marcará la preferencia~ 
del segundo tratamiento (cuyas respuestas están dadas por Y i'' • . Ya) 

y análogamente para el otro tratamiento. Como sólo existen dos -
op.ciones: Xi< Y i 6 xi> Y i' bajo Ho la probabilidad de cada una -
de ~stas, es L ¡si se toma a n como el total de signos más (+) y 

signos menos 7. ( ... ) (recuerde que se eliminan del- análisis los emp!!:_ 
tes es decir~ la~ parejas, tales que Xi•Yi), se tiene que la. pr~ 
habilidad de obtener un signo más (+) se distribuye como una bin~ 
mial con parámetros n y i 1 ~or lo que la ~ecisi6n de aceptar o -

.no la hi~6tesis Ho: P(Xi<Yi) .. P(X1 >Yi), se basará en esta dis.
tribuci6n, Esta hip6tesis se rechazará si el toiaf de signos 
"Ver !\PÉ!ndice, 

• 
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más {+)' es menor o igual a t 6 si es mayal.' o ·:j:gual a n .. t, donde t. 

es tal (\Ue P(T"t);;ofu;.donde Tes una varia.ble aleatoria bino -

mial con parámetros r:i Y' tY ~ es el nivel de ~ ignif:tcancia de la 
prueba, En caso de que ninguna de estas dos cosas suceda·, se aceE. 

tará Ho, Si n > 20 se puede usar t ... · ,;fn+.ww-
2 

lñ'J, en donde wq, re .. 

presenta el q~@simo ·~auantil de una ·varia.ble aleatoria con distri 
'/". ~· -

buci6n normal con 111edi:a cero y varianza uno •. 

Este mismo preocedimiento puede ser utilizado para probar la hip6-
tesis: 

o bien 

Ho: la mediana de Xi es la misma que la de Y i, 't't contra -

H1 : las medianas son distintas, vi-. 

Esta prueba, llamada prueba de signos por razones obvias, es b~s
tante antigua (1710) y ha sido estudiada por Walsh (1951), Dixon

(1953), Hodges y Lehmann (19.56), Gibbons { 1964) y Moses (1952). 

l '· .~ 

EJEMPLOS 

EJEMPLO l En un!\ i?1YEl~t!.g!\c~n que ~e b.i':-zo ! Pl\l'" t\VElr.j:guar $! el. 
iJ.gr~gar JO. mcg .de vi:twninl\ BJ 2 poJ:' U.bra.:.- a.. úna _ración de ganado 
en engorda, tenia algtln efecto, se tomaron ocho parejas de puercos 

donde a uno de ellos se les daba el al nncnto comlln r a otro. el ali 
mento con vitamina Bl 2 ._ El promedio diario de aumento de peso ~

(en libras)est~n pesumidos como sigue; 

Hllecuérdeee·que~ puede eer aproximado· o se pueden utilizar pruebe.e aleatoriz~ 
das. 
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J 2. .3 4 5 6 7 8 
Radlin· 
Con Vi ta111ina Bl 2 .l. 60 J • 68 . 1~52 1.64 J '75 1.56 1. 7'8 1. 60 

Sin Vitamina BJ2 l •. 56 j ·. 5.2 l •. 75 l,49 J '59 L79 1 •. 56 1, 77 

Para verificar que las dos pobl~ciones son iguales~ puede utiliza! 
se la p~ueba de signos, ~ues las suposi~iones para que sea válida, 
son cumplidas .. 

La hipót;esis a probarse es~·Ho: La Vitamipa BJ2 no tiene efecto en 
la engorda, 

Si se asocián a las ocho l?arejas se tiene: 

2 3 4 s 6 7 8 

~ 
,... + ""' 

. ...,.. + + 

Por lo que la estadtstica de prueba,, que es el total de s~gnos + -' 
es igual a 3., 

La regi6n crítica para este e~emplo es encontrada, usando·la tabla 
3, con n•8 y p~ l Su~oniendo ~=0,10 1 se tiene que t•1! por lo -
que n..'.t•7, Como l <: 3 < 7·, la hip6tesis Ho no se rechaza, es decir, 
puede decirse que la vitamina B12 no tiene efectos significativos 
en. 1a engorda. 

, 
EJEMPLO 2 A 22 consumidores de una·tienda de abarrotes, les pedí~ 
ron probat dos tipos de quesos distintos r decir cuál era el de su 
preferencia, Siete consumidores prefirieron un tipo, 12 prefirie
ron el otro tipo y 3 no tuvieron pre~erencia por ninguno, ¿Estos 
result~dos indi¿an un~ diferencia significativa en la-preferencia~ 

Aunque este problema no se tienen los valores de la.s x1 •s y de las 
y1•s, las preferencias por uno u o~~o tipo de queso, pueden ser -
considerad(l.s como signos, _es decir, el total de signos de un tipo 

. 
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es 7, el del. otro tipo J 2 y- 3 'pa,re)a.s ~ueron· tales que x1 •Yi, 

Se puede tomar entonces que e~ total de ~ignos + es 7 (serla 
go si se to111a como J 2). 1 Y' que la hip6tesis qu~ se quiere probar 
que no existe diferencia. signif:Í:cativa en la preferencia, 

Con .la ta~la 3 y- hachmdo Q=O,OS se tiene que t=S y n"t=14 por 
que la hip6tesis no es rechazada~ queriendo decir esto que no 
te diferencia significativa en la prefe~encia. 

EJEMPLO 3 En el ejemplo 3 de la prueba de Wilcoxon, se menciona • 
Ün estudio que se hizo, para determinar' si los valor.es biol6gicos 
de proteinas de cacahuates crudos (.P) y cacahuátes tostados (R) -

eran signÍfica.tivaménte diferentes. 

Para es~o se tienen las siguientes diez parejas (P,R): 

(61, SS} 

(63,61) 

(60,541\· 

(S9, S7). 

Las hip6tesis a probar son; 

LS6, 47) 

(56, 54) 

(63, 59) 

(44,63). 

(56,51) 

(61,58) 

Ho: No existen diferencias si?nificativas en los valores • 
biol6gicos. 

Ha: Si existen tales diferencias, 

Usando la prueba de sig~os, s~ tiene que T•J, 
diez parejas son tales que x. > y·l., y s6lo una 

. l 

pues nueve de las·
de ellas cumple con 

X1 <·Y1, por. lo que se ti.ene únicamente un signo+, 

Buscando en la tabla binomial (tabla 3), se tiene para n=lO que: 

si ~p: O·. O Z.1 4 y que t,.z si ~ .. 0.1094 

En el primer caso, no puede tomarse una decisión, pues se está en 
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la fro~terl\ de l.,_. reg:L91.1~ te.1.1i.&ndo~E:. que~ cu¡¡,lquie;r¡i. de las dos -
hip6tes~~ son !echazadas~ Se pod~!a tomar mCs 1nformaci6n y rep~ 
tir la. prueba para soluctonar el problem~ ~ Para el. segundo caso, 
se tiene que ~a. hipótesb Ho es reci;aza.da (Al ~gu¡t,l que en el é:a .. 
so,de la Wilcoxon1, Párece ser, que la prueba no result6 muy bu~ 
na, quizá debido a que se pierde informaci6n al considerar s6lo -
el signo. 

; . 
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PRUEBA DE WILCOXON ., · · 

En la prueba de SÍ1P!OS: desa,JlrQlla~ {l.nteño~te 1 -1~ tin!ca j:pt'qxmaci(5n que. se 
utiliza es· la direcd6n de 18.$ di:ferencíp.s· de la,.c¡ ~~eliJ,5. (X.i; 1 Ytlt. asf si'. xi >Yv 
a la pareja le cou-esporde un Si'gnOS Gl r st Xi«V'i:'' un signo 11lM(})~ Sin emba!, 

go si se considern·ad~ de la. dtl;'ecéi~n, ·· a la mag!litud relativa de 
. las diferenci.as, se puede c~nstrutr una ~rueba más com12Ieta , en
el sentido en que toma en cuent~ más información~ Por ejemplo:* 

Sup6ngase que un psicólogo infantil desea com~robar si la asiste~ 
· cia aJ jardín de nifios tiene algGn efecto ó capacidad de percep

ción social de los niños, Califica la percepci6n mediante una ... 
evaluación de las Fespuestas de los nifios a un grupo de cuadros 
~ue representan una diversidad de situaciones sociales; haciéndo
les una serie est§ndar de ~reguntas ac~rca de cad~ cuadro. Co~ -
este procedimiento El puede obtener metlicíones ~ntre el O y el 100, 

inclusive, para cada nifio, 

Aunque el inv~stigador está.seguro de que un. valor alto representa 
una capacidad ·de percepcHin social mayor, no 'lo está con r~s.pec'to 
a qu~ estas mediciones ·sean suficientemente exáctas c-0mo para ser 
tratadas numéricamente, esto es, no está seguro de que un nifio ca
lificado con 60, sea doblemente perceptivo que otro que obtuvo 30, 
sin.embargo est! seguro de que la diferencia entre la calificación 
de 60 y otrá de 40 es mayor ·que la diferencia entre una de 40 y otra 
de 30, Es decir, no.puede asegurar la exactitud numérica de las •. 
diferencias, pero sostiene que son suficientemente significativas 
para poderse clasificar por orden. de tamaño absoluto, 

Para probar el efecto de la asistencia al jardín de niños con el 
procedimiento de medición antes men~ionado, sobre la percepción 
social de los niftos, el investigador consigue 8 pares de gemelos 
idénticos como sujetos, Al azar asigna un gemelo de cada par al-

*Tdmndo del Siegel (1976), 
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jardtn d~ nif\os por un· tiempo, m:j:entras. que el otro permanece 
fuera de lá escuela. Al ·final del plazo, se. dá a 'los l 6 niños la 
prueba de percepci6n social, 

El procedimiento para probar estas hipótesis es como sigue; Si ~ 
Xi representa la calificación obteriida en la prueba de percepción 
sociai del gemelo que permaneció en casa Y' Y i la del gemelo que • 
asistió al jardín de niños, sea Di"' y·1 ,.xi \fi' lo cual dará .la di· 
recci6n de las diferencias, Nótese qÚe las D. son variables alea 

l -
torias continuas e.independientes, Ahora, bien, corno interesa la 
magnitud !'elativa de las· dif~rencias ~ se podrían ordenar a las -
Di 1 s de acuerdo al valor que toman, pero corno s~lo interesa la rna¡ 
ni tud y no el signo 1 se ·va a ordenar la muestra 1 D.i I, ID2 I, .. ., IDa I y
no la muestra DJ,, •. Da. Considérese entonces la muestra ordenada 

ID(i)I < 'ºrJJI si i<j, El subindice encerrado en el paréntesis 
se le conoce como el rango asociado a la observación D(i)' es de
cir el rango 1 se le asocia al par cuya D. sea la mínima diferen· 

]. 

cia absoluta, el rango 2 se asocia al par cuya D. sea la segunda . ]. 

diferencja minima y as! sucesivamente, ha~ta asociar el rango 8 a 
la pareja cuyo Di sea la mayor en valor absoluto. De~ido a que -
lo que se ·está tratando de averiguar son las diferencias que exi~ 
ten entre 1as parejas, se suprimirán del análisis aquellas pare· 
jas cuyas diferencias Sean cero, asignando rangos dnicamenfe a 
las parejas para las cuales IDil>O, Por otro lado, si existen.,. 
dos o más parejas cuyas D's en valor absoluto son iguales, no exi~ 

te razón alguna para asignarle un rango menor a una de ellas y una 
mayor a la otra, por tanto err ~ste y solamente en:éste caso, ~e -
les asigna a estas parejas el promedio aritm6tico de los rangos -
que se les hubiera asignado si no hubiesen sido ig~ales (Esto.es, 
si los rangos 2,3 y 4 pertenecen a tres pares tales que ID. 1 es -

]. 

la mi~ma para las tres 1 entonces el rango L (2+3+4)Ql será asigna-
3 

do a las tres parejas¡ este rango no nec~snriamente es entero). 
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Bn resumen., ~t$e ti.e~.en,l.u ~~r~jas (~.J',YJl,,(i2. 1 Y2l,_-¡;~(X0 ,Y0)y 
~uponiendo que de ellas, !!Ól~ r<~n son tales que Di;=.yi~x:i es dis
tinto de cero .. Entonces a.sdciese,el, rango·J a la pareja cuya IDil 
es la md.s chica, el rango Z a la pa.Pe)a cuya 1D,1 es la menor de 

. ~ t :i l . " 

las restantes, r as! hasta. llegar a asoc:tar el rango .r a la 'pareja 
que tenga l~ máxima IDil' 

Ahora, si el tratamierito a~l~c~do a las Xi's tiene los mismos efec 
tos que el aplicado a las Y'i's es de esperarse que la suma de los .. 
rangos-de las pa!eJas cura Di es mayor que cero, debe ser aproxim~ 
damente la misma que la suma de los rangos de las parejas cuya Di" 
es negativa. Además debe tenerse que _P(Di"'cl,,.P(Di=·c) .para ctll ,
es decir, que no existe ninguna preferencia sobre las poblaciones, 
lo cual signifiéa que la distribuc:Mn de las D~'s debe ser simétri 

. • ·. J. 

ca. Esto puede explicarse de esta forma: las D,'s pueden definir· 
' . J. 

se como Y ... x. o como x ... Y'iª y la probabilidad de que jD. I tome un-i J. J. . • 1 

valor es la misma en los dos casos, lo que justifica que los rangos 
asociados a las Di's sea en cuanto a ma~nitud, sin importar el sig· 
no. Por otro lado si P(Di'"C),;. P(Oi .... c), podrl'a crearse un sesgo a 
la hora de tomar una decisidn, pues se estarfa dando más importan
cia a un tlpo'de diferencias que a la otra,. 

Si se define a R+ como la suma de los rangos asociadas a la8 pare~ 
Jas cuya diferencia sea positiva y a-R~ en forma a~áloga¡ bajo la 
hi~6tesis de que no existe diferencia entte los tratamientos, es ~ 

+ ~ + ? de esperarse que R •R • entonces lo mds coman es tomar R ,R o el 
mínimo de ellas, como estadística de prueba, 

. + Conover (1971) usa como estadistica de prueba a R (que es análoga 
a tomar R~ debido a la simctrfa de las D.'s), mientras que ·siegcl· 

l 

(1976), usa al mfnimo de R+ y R~,, 

En el _caso de que se use R+, la hipótesis se 
lor de R+ os muy grande (lo que significaría 
por tanto difieren muchd) o bien si el valor 

rechazaría si ~1 va
que R~ es muy chi~o y 

de R+ es muy chico 
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. 
(lo que ill)plica q_ue R". eia m~y gT!l,nde y de nUeyo difieren), Si la 

· prueba se realiza a qn nivel de stgnificancia Q 1 entonces la zona 
. de rechazo seria: R+>w:i-~f2 ó R+<w a{2, donde w. es el. i-ésimo -

~ . 
cuantil.de la distribtici.6n de R+, pal'a lo cual existen valores t!!_ 

bulados (C,onover 19.71). En caso en que R+ e: [ w~/:z. ,w1 -~/2 ]la hipó
tesis se ~ceptarfa, 

Si la estadí'stica de prueba es el ~i-n (R+ ,R-), entonc·e$ la hipót~ 
sis se· rechazaría si el min (.R+ ,R~) es mur chico (lo que querría
d~cir que el otro ~alor es muy grande f por tanto R+ y R- difieren 
mucho). Este valor se· compara con el a'~cuantil (si la prueba se '" 
hace a un nivel a) de la distribución del. mfoimo 'de (R+ ,R-) (Siegel 
1976) y si este cuantil es mayor o igual que el valor del min 

+ -(R ,R }entonces se rechazaría la hipótesis de que los efectos de 
los tratamientos son.iguales . 

. La hipótesis de que los tratamientos son iguales pueden plantearse 
también como d-~ =O, donde d.~ es la mediana de la D.'s, ya que -

. 1 . 

si d.50 ·esto quiere decir que P(X.>Y.)=' P(Y.> X.) .... , En vista -
l l 1 l "1 

de la simetría, también puede probarse la hipótesis El XJ= E[YJ, 
usándose el mismo procedimiento que el mencionado.anteriormente, -
pues si la distribuci6n es simétrica entonces. la media y la media
na coinciden, Este procedimiento se conoce como la prueb~ de ran· 
gos de Wilcoxon, quien la pro~uso en 1945 y halld la distrib~ción· 
de R+, a partir de la cual es sencillo calcúlar la del mrnimo; va-

+ . 
lores tabulados para R · fueron dados por Owcn (1962} cuando el nQ-
mero de parejas con dlferencias distintas de cero es menor o igual 
que 20, Cuando este nOrnero es menor o igual que 100

1 
existen ta

blas dadas por Mc,Cornack (1965), 

La pruebo de Wilcoxon, tambifin es Otil en el caso en que se tenga 
una muestra Xr, .•. ,Xn y se quiere probar si la mediana de lapo -
blación es igual a un cierto valor m, Para esto~ se forman las -
parejas (X1,m) 1 ••• ,(X ,m) las que son tratad4s de igual forma que .n 
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como se 111'encion6 .antes y se Usí\ el, procedi.Jili~nto $í.n cambio, al~u .. 
no, Es decir se ~efinen las yaria~les D:¡:!S. como\ Di"'m"XiY:¡:.r Ser 

quitan las parejas cuy-a Di es cero, se as:i::gnan rangos r la región 
de rechazo es la mtsma que para el caso de dos muestras relacion! 

das. 

Otros traba~os importantes basados en la prueba de WUcoxon son: 
Bennett (1965) quien la extendió en el caso mul ti variado i f-Pllander 
(1970), la ado~td para ~robar ~aralelismo entre dos rectas de re

gresi~n. 

, 
EJEMPL9S 

EJEMPLO l Muestras- se ·~angre fueron tomadas de ocho paclentes, 
En cada mues·tra el contenido de Serum Al.humen de la. sangre fué de• 
terminado por dos m@.todos de laboratorto; A y B, El objetivo era 
descubrir, si existfa una diferencia consistente, en la cantidad • 
de Serum Albumen e~contrada ~or los dos m@t?dos, Las ocho dif~ren 
cias entre las medi'das .fueron ~,6, a,7, a.s, 0.,9, .o.3, o,s,'l'.'o.s, • 
1, 3 •. (.Las uni'dades fueron gr, por .l O ml 1 .. 

Del enunciado del problema se puede es.tablecer las hipótesis que • 
~e desean yerificar: 

Ho~.No existe una diferencia consistente significativa en la 
cantidad de Serum Albumen calcula.da por los. dos método·s · 

y Ha~ Si existe una diferenci• consistente, 

Puesto que se tien~ una escal• ~or interv•los 1 se.usará llJ. prueba 
de Wil.co.xon, para lo cual se. i\$ignar'an rangos a las diferencias ~ 
ab~olutas (~in considerar signq) 

Di :!;eren.e ia. 

Rango. 4 s 
º··ª 

6 7 

1 '3 

1 2 •. s 2. 5 8 
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·.·Como la estadíStica de J?rueba. eli. l.a s·uma de· los rangos asociados a 
las diferencias positivas, se tiene que; 

r .. 33·. s 

Buscando en la tabla 7, a un nivel ~ .. a .. OS, se tiene; Wa/
2 

=4 y Wi-a.¡t32, 
por lo que Ho es re~hazada, teni~ndose que exist~ una diferencia coil 
sistente significativa en la cantidad de Serum Albumen calculada por 
ambos m~~odos. 

EJEMPLO 2 Dos investigadores desea'n encontrar si dos preparaciones 
de virus producirán diferentes efectos en plantas de tabaco, El m! 
todo a emplear es el de frotar la mitad de una hoja de tabaco con una· 
estopa mojada con una preparaci6n de extracto de virus y después 
frotar la otra mitad d~ la hoja en forma similar, p~ro con una pre-· 
paraci6n del segundo extracto de virus. 

La medici6n de potencia es el número de lesiones locales que apare
cen en cada mitad de la hoja, Estas lesiones se aprecian como unos 
pequefios anillos oscuros y,que fácilmente se pueden contar. 

Se realiz6 un experimento con 8 hojas (que se con~ideran como 8 pa
rejas de medias hojas) y los resultados que se observaron fueron: 

Número de Lesiones en 
mitades de hojas de tabaco 

Pareja Preparación j Preparaci6n 2 

l 31 JS 

2 20. 17 
3 J8 j4 

4 17 _1.1 

s 9 .10 

6 8 7 

7 10 s 
8 7 6 
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Para p-ro bar 'si eds ten di.J;erenci.¡i,i¡ significa ti vas entre las dos 1?2. 
blaciones, se usará la prueba de Wilcoxon epues se cumplen los 're· 
querimientos para utilizarla.}, teni~ndose como hip6tesis n~la: 

.. ,_( 

Ho\ No hay diferencias' significativas entre las 

dos poblaciones' 
,. 

y COllD alternativa~· Ha: Si hay- diferencias significativas. 

El procedi~iento requiere que se calculen las diferencias entre • 
Xi (preparacicSn unoI .Y Yi (pFeparaci~n 21~ Estas son: 

. Pareja , l 2 3 4 5 6 7 8 
Diferencia -.13 · ;..3' ,_4 "'6 j ~.1 ... 5 .. _1 y los rangos 

correspondientes son 8 4 5 1 2 2 6 2 , por .lo " 
que la estadfstica de prueba'es; T .. 2 .. Si_ ~1'10,Qj 1 entonces Wo•oas=j f" 
Wo•ats"' 35, teniéndose que Ho no es rechazada Cn~tese que si se :jnter ... 
cambian las X's r las Y-\s, la deci'si6n es la mísmal 1 conc1uy~ndose 

que no existen diferencias si:gnHica.ti.va:s, (_Si se t<?ma. ~ .. n\os, 
puede concluirse que Ho es falsa, Lo que muestra la. import¡¡ncia ,. 

' . 

de e.scoger ~J .. 

EJEMPLO 3 Mitchel, Burroughs y Beadles (J 936}1 calcularon los va~ 
.lores hiológi·cos de prote~nas de cacahuates crudos (?l y cacahua " 
tes tostados (R.), mediante u.n experimento con JO parejas de ratas, 
Las parejas de datos (P 1 R) obtenidas son; 

(6j,55) 

(:59,57) 

(60, 54) 

(5 6, 54) 

. 
(56 ,4 7) 

(44,63) 

(63 1 59) (56 1 51) 

( 6..1, 58) •. 

(63,611 

Usando el procedimiento de erueba de Wilcoxon, ~uede probarse: 

Ho~ No exi~ten di~erencl~s entre los valores biológicos de 
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C.acahuates et;'UdQS. Y' tO:StadOS tenit!ndose como al1ternativa,, la natU: 
l"lll, es decir' que si. existen dichas diferencj,:as' 

Si X mide los valores biológicos ae proteinas de cacahuates cru -
' dos r r la de los tostados, se 'ti:enen las difere~cias r rangos si 

guientes;, 

Pareja l 2 3 4 5 6. 7 8 9 10 

Diferenda ,,. 6 .. 6 .. ,g_ ... 4 .. s ,. 2. ,.z ·2 19 -3 . 
Rango 75 7,5 9 5 6. 2 2 2 jQ 4 

Entonces T=l0 1 
y ·si' Q•O,Q.J se tiene que W o~aos· 10 4 y Wo.ogs•51, re-

chazándose la hipótesis de que ,no existen diferenci~s. 

EJ~MPLO 4 On comerciante de$ea saber si el número medio de arti 
culos comprados en ca,d~ venta puede ser considerado como 10, Pa 

1 ' ' • 

ra esto, observa 12 compradores en las cajas registradores y cue!!_ 
ta el ndmer~ de arttculos,que cada un~ lleva, Los datos son los· 
siguientes\ 

Comprador No,de Arttc"ulos 
J. 22 
2 9. 

3 4 
4 s 
s. 1 

6 .16 

7 15 

8 26 

!l. 47 
lO 8 

jj 3J 

J 2 7 

' 
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Como se desea ilustrar la prueba Wi:lcoxon para yeri.f1car si la m~ 
diana de la poblaci6n toma cierto valor, se forman las siguientes 
parejas, 

(_22,.10)_1 (4 1 101, (4,JO.), (S,O). (_j, 101, (.16,.101., (15,10), (26, 10), {47, 10), 
[18,10)1 (.3:1,10}, (.7,10).. . ~-

Calculando las diferencias Di..;Jo .. xi y asignando rangos se tiene: 

2 3 4 s 6 7 8 g_ fo .11 12 

n. 
.1 

.. 12 1 6 5 9. ,..6 ,.. s: ... 16· ... 37 2 .. 21 3 

R. 
1· 

9 .l 6._5 4 .. 5 8 6' 5 4,5 lO 12 2 11 3 

Resultando entonces que T=25. 

Las hi.p6tesis son !fo :m='.1 O y Ha :m >F 1 O, donde m es la mediana de la 
poblaci6n. 

Usando la 'tabla 7 se tiene que si a.=O, OS~ los cuantiles correspon· 
- dientes son~- W

3
'2 =14 '( Wp·a.=64. Como T cae enmedio de esos deis V!!_ 

lores, puede decirse que la mediana de 1• poblaci6n es 10, a un ni 
vel ·de significancia del 0,05. 
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PRUEBA x2 ~nos MuESTRAS lNDEPENDJENTES 

Cuando se ·tienen· dos poblaciones en donde los indiviudos pueden ser 
clasificados en una y sólo una de k categorlas ~onde k es un en
tero positivo arbitrario) pueden hacerse dos preguntas que son de 
intert!s; 

La primera de ellas es: ¿L~ probabilidad de que un elemento de la 
primera población pertenezca a una categorta es la misma que la -
probabilidad de que un elemento de la segunda población pertenez
ca a la misma categorta, y esto sucede para todas las categor~as?. 
Dicho en otras palabras, si P1 i es la probabilidad de que un ele
mento de la primera población pertenezca a la categoría i, y P2i

lo análogo para la s~gtmda:, poblac:i:6n,la pregunta seda lP1i=P2i if: Jk 

La segunda pregunta que se hace es sobre las clasificaciones: ¿Son 
las cl~sificaciones independientes?. Suponga que se tienen dos · 
tratamientos quimicos, el A y el B, y estos se ~plican a 200 semi· 
llas cada uno, ento.nces las semillas pueden clasificarse en: germi 
naron y no germinaron, que esquemáti~amente qucdarta: 

' . 
Genninaron No Germinaron 

Semillas tratadas ~"AJ. 
1 1 Semillas tratadas con B 

Si se llega a concluir que las clasificaciones son independientes 
(en este caso las clasificaciones fueron germinaron y no germina
ron) querría detir que el tratamiento A y el B no ipfluyen·cn la
germinaci6n de las semlllas y que por tanto·las 400 semillas per
tenecen a una misma población. 
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'" , Estas pregunta.s pu.ederi ser gerier~lizadas para el caso en que se .. 
tengan más de do's poblaciQnes 1 digamos r(r > 2) 1 ade.m~s. las t8cni ... 
cas estadfsti~as ~ara re~olverla.s son las mismas para ambas casos, 
por lo.que.se tratarán.posteriormente en la parte del' pobla.c:lo ... 
nes independi'entes, (r > 2) Y' en ese trata.miento se dartin ejeinplos 
del caso de dos poblaciones, 
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···. PRUEBA ne LA MEDlANA. 

.. 
1La prueba de la media.na., como su nombre l.o :j:ndtca es un. procedi -
miento que sirve para probar si dos poblaciones independien.tes 
tienen el mismo par§me'tro de localización:; la mediana, Esta pru!:_ 
ba es un caso particular de la ~rueba X2

1 que además puede ser g~ 
rteralizada al caso de k poblaciones independientes, como se veri· , 
más adelante, Debido a su utilidad en el tasó de dos poblaciones· 
independientes, se tratará· de forma general en esta· parte, y se -
supondrá que los resultados que se obtengan para la prueba X2 con 
k poblaciones in~ependientes sori válidos en este momento aunque -
aún no se hayan sido explicados .. A cont·inuacHln se verá un ejem
plo para introducir la prueba*, 

Sup6ngase que dos·m~to4os diferentes de germinación de maíz fue
ron asignado~ a~eatoriamente a diferentes ~arcelas, y q~~ se qui~ 
re determinar si existe una diferencia entre la producci6n demaíz 
de cada pa_rcela Clebido ~l método u.sa~o, Además se 'tiene la expe
riencia de que una diferencia en las medianas poblaciones puede · 
ser interpretada como una diferencia en el método usado, por lo -· 
que s~ quiere probar si la mc~iana de la producci6n es la misma • 
para lós dos métodos. 

Si se identifica con X. a la poblacidn de la i-ésima parcela tra-
1 

tada con un método y yJ a 1~ j·~sima parcela tratada con el otro 
método de germtnaci6n (Nótese que no necesariamente el namero de 
parcelas que son tratadas con un método, es el mismo que el name
ro de parcelas tratadas con ~1 otro) y se supone que la hipótesis 
de igualdad de medianas es v~lida 1 deberá teners~ que el namero -
de Xi' s que sean mayores que la mediana de la muestra combinada -

sea el mismo que el nOmcro de Xi's menores a la mediana de ln 
mue.stra combinada y lo mismo debcri( suceder p::\ra, las y_,' s (De acuer. 

A Adaptado de Conover, 
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do a. e$fo, l~. escah· ,.en la que se Jllida. l~ inforrnaci6n deberá ser -
al menos. 

1

0Pdina1f· ';·Es.to es, $:!: las dos poblacioncn tienen J.a mis 
ma median~,, eñ.tonces"ú ·~ediana. que .se calcula a partir de la mue~ 
tra conjunta d~X~~ ~ Y'.~~~eberá ser la mediana de las X's y de -
las yt s. separíid¡tmeni.·~ : .. io· que significa que habr§ tantas X' s (oy's} - \· . . 

mayores que es·e valor·•~ ·como X 1 s· Cor' s 1 menores que ese valor. 
. ... . I , .·, ,,,.. -.. · 

Si los· datos se acomodiln'.éomo se l!lUestra en 'el cuadro, deberá te
ners~, 'si la hip6t~~is ~s<é:iert:a~' qu~ X"!'< .X' y Y° ... Y'. entonces se· 
usa como estad!strca de prueba a la siguiente, la c~al se deduce 
en el caso de la prueba X2 , por lo que no se yerá aquf, 

Nt1111ero de valores mayores 
que la mediana de la·.muestra ~ 
conjunta, · 

Nümero de valores menores 
que la mediana de la lllUestra ~ 
conjunta, . X' 

. Y's 

Yº 

Y' 

... N(/X~y'- yºX'/- '? * Esta eitad!stica se distribuye seg6n 
T (Xº+yº) (X 1+y1 ).(Xº+X' )(yº+y') 

una X2 con un grado de libertad, Si la prueba ·se hace a un niyel 
a de significancia, la hipótesis se rechaza si el valor T es ma -

1 

yor que el (l~a) cuantil de una distribuci6n xt
11

, en otro caso -
la, hip6tesis no se rechaza, 

EJEMPL.0$ 

·,· 

EJEMPLO l En un exi'Jll~n dE: !¡¡, reslstencía que íl.l. apl.a~tl\lll:Í'.ento 
ofrecen los granos de una maztirca, se eligieron al az~r dos lotes 
de la granos cad~ uno, con los siguientes ~esultados: 

· • N eo el ~amano de la muestra conjunta, 
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Resistencia d A¡>la$tallliento . . 
\ 

(en {>Unto~) 

Lote I Lote JI 
8 .Ja 8 20 , 

H 20 . .lS 20 

j6 22 J6 24 

l7 21 J8 28 

18 30. 20 3.1 
1 

¿puede dec!rse que la :r.esi!itencta. inedia al aplastaiiiiento en la .. 
mis111a para aRtbos lotes?. Aún más:, ¿La mediana ek la misma para ~ 

.. 1 • • 

ambas poblaciones? O.Jsando (\=<l •. OS)._,, Esto es; Ho ~ La.s dos pobla • 
cienes tienen la misma mediana r Ha~ Las dos poblaciones tienen • 
diferentes medianas. 

Debido a como 1~ informaci6n e~tá dada, y a la hip6tesis que se • 
desea verificar, la prueba de la mediana sera utilizada, ~ara 6! 
to las muestras serln ordenadas en ~orma conjunta sin perder iden 
tH;icación :. 

8 CJl sc.21 .1401 15(..21 1601 16(.Zl l7(J) 18(1) 18(11 lSCZl 

20 (1) 20(2) 20(21 20(2) 22(.1) 24(2) 27(1) 28(2) 30(,1) 31 (2) 

La mediana de la muestra conjunta es: l~. Entonces: 

Observl\ciones me
nQr~& o ¡sualea a 
la, ll)e.dfo,na, conJu!!. 
t11. •. 

Obaerva.ci.ones ma
forea a, la media
na, conjunta.. 

Totl\les 

Población l 

6 

4 

1 o 

Población 2 

4 10 

6 10 

10 20 

~· 
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Como 

y N= 20,· xº"' 6
1 

y!>"' 4, x' .. 4 y r' •6 se tiene· que: · 

.. , T• 20 e~ 36~16 ~-1 ot 
(j 0110) (10 (10) 

•> T= O. 2.0 

Como a=-0. 05, el cuantil correspondiente de una X~n es: 3, 84.1 ~ por 

¡ 0 que la hip~tesi,s nula. Ho no se rechaza, esto es, las dos pobla,. 

ciones tienen la misma mediana, 

EJEMPLO 2 Se tonu~ron dos muestras· de J;ami'lias, 
rales 'f otra de fami.Uas urbanas, con. el objeto. 
ferencias en.compras de café de los dos gru~os. 
se sabe, puede ser detectada por una diferencia 
A continuaci6n se enlistan los datos obtenidos, 
comprados anualmente por ~amilia. 

R u r a 1 u r b a n 
5.49 3.08 4 • .J 3 3'\16 4,_22 

s\ 03 5,17 6.,03 S,OJ 4,35 

4,45 5,13 4 .. 26 4,45 3,58 

4,62 4 \ l 3 4.40 

a 

una de familias r~ 
de estudtar las di 
Esta dtferencia,

en las medi~nas. -
en kil,ogramos, .. 

4.J7 

2,09 

3,86 

2,8] 

Lo que sa quiere probar es Ho: Las medianas de ambas po~laciones
son iguales\ 

Al igual que el problema anterior, se ordenará la mu~stra conjunta 
para calcular la mediana y poder generai unR tabla de contingencia 
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de 2X2~ 

2.09(2.) Zo.81 (~} :3~08(H 3 .. Sl(i} 3~76(2).3 .. 86(?) 4.13(.l) 4. 13(21 4,17 en 4~ 22(2) 4~26(1)", 
4.40(2) 4.4501 4,45(.214,62CJ)..4.sscz) s •. a3Cn s.a3(2) s .. 13(1) s •. 11(1) 5,49(1) 6~03(p1 

As!: Familias Familias 
Rurales, Urbanas. 

Observaciones menores 
o iguales· a la media~ .3 8 
na conjunta, 

Observaciones marores 
a. la. mediana conJunta.. 7 4 

10 12 

Por lo que T= 2 2 (1J2-561 -11) 2 

(10)(12)(11) (11) -=> T=l,65 

Si a=~.01, entohces Ho no es rechazada, 
.. \. 

11 
pues la mediana 
es 4,33 

.11 

22 
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PRUEBA WALD-,,WOL.POWTTZ" . 

. ' 
Una prueba que es muy- ilt:U para el caso en que se tengan dos 'pobl!_ 
ciones independientes, es la prueba de corridas de Wald-Wolfowitz, 
La utilidad.de ~sta ~rueba radica en que ~uede usarse ~ara probar 
si las dos poblaciones difieren de alguna man·era, ya sea· en alguna 
medida (tendencia central, dispersi6n,etcl o en cualquier otra co-

r. , . 

sa (distribución de probabilidades}~ De est~ forma ~uede usarse -
para probar una gl'an vari'edad de hi:p6tesis alternativas (Aquí s6lo 
se verá un caso pero puede vers'e Conover (1971) para ampliar), mie!!_ 
tras que otras pruebas sólo si'rven para probar si existen ciert.as 
diferencias ~ntre las poblaciones (p.e: La prueba· de la mediana, -
prueba igualdad de medianas). Además el •~todo es rápido y fácil 
de utilizarse, como se verá a continuación, 

Supóngase que se desea prob~r un nuevo método de ensefianza prima
ria. de u~a escuela, Para esto se seleccionan n 1 alumnos de 62 gr!_ 
do Y se les ensefia usando e~te m6todo,al final de un ~eríodo ~é 6 
meses se decide hacer una exámen para ver s~ este nuevo m~todo da
resul tados diferentes en los ·alumnos, que el m6todo tradicional. -
Para poder llevar a cabo cierta comparación con los alumnos que si 
guieron el m6todo tradicional, se toma una muestra de tamafio n2 de 
alumnos de 61! grado que no llevaron el nuevo m6todo (N6tese que 
las muestras son independientes entre sf). 

,ya que se tienen los n~+n2 alumnos, se les aplica un examen de co
nocimientos para poder evaluar el aprendizaje obtenido con los dos 
métodos de ensefianza, Por lo pronto la directiva de 1a escuela 
quiere saber si el aprovechamiento de los alumnos difieren de mét~ 
do a método y ya despu~s averiguar si uno es mejor que otro (ésto
se puede hacer en una 'sola etapa, pl~nteando una alternativa de 
una cola~ sin embargo el ejemplo pretende iiustrar el m~todo Y es 
por eso que se supone una alternativa de dos colas), 
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La fo1;111a de medh· .. el aJ?rovech.an¡i.eti:to s.ei~ l.a tradicj:onal, eS. de

cir, una e~cala de c,ali:fl.caciones entie a y J.Q\ , 

,· 

Si. el nuevo mt!todo no introduce al~tln efecto nuevo, es de esperar. 
.se entonces que el aprovechamiento de los alumnos-- sea el mismo, ~ 

tanto para aquellos que si-guieron el nuevo método, como para los 
que sigui:eTon. el mt!todo tradicional, 

Si ·esto es cierto• la probabilidad de que un alumno obtenga cieta 

calificación ser4 la misma, si aprendi6 con el nuevo método o con 

el tradicional• por lo que la ñ.ip6tesis a probar seda lb:F (t)=F (t)'W't 
· · X ·Y 

contTa la aiternattva ff~}Px(tJ+Py.Ctl para algun~ t, donde Fx(.)'-

es la distribución de probabilidades de obtener una cierta califi 

cací6n si el alU111no estudM con el me todo tradicional y F (.) se

rá la análoga, si es que el alumno estudió con el nuevo m~to~o. 
La forma de TeTificaT esta·hip6tesis, es la siguiente: 

Si se ordena"l3. r.n;1estra CQnjunta de lo!'i n1 +n:t a.l~os. d-e menor -

a mayor, pero manteniendo iden'tifi.ca~os. lo$ ele,mentQs de una y ':. 

O't•~ muestra, se puede saber cuantas corridas de elementos de 

una y· otra muestra se generan. Si la ñipt:itesis ,. Ho fuese cie!. 

ta, eS. de esperarse que el ·número total de corridas no fuese muy~ 
chico, pues si este es el caso, significaria que una de las dos ~ 

poblaciones tuvo. mejor aprovecha~iento, 
1 

De acuerdo a esto, la hrp6tesis Ho se rechaza ria e-.i T, el número 
total de· corridas, es menor que el ~~cuantil de la distribución -
de T (~ncontrada anteriormente) si es que el nivel de significan

cia usado es ~' 

Pero puede suceder que existan ''empates" entre algunos valores de 

ii y Yt (~as calificaciones obtenidas.para los alumnos de una y -
otra muestra), es decir que Xi "'YJ para· algunos i y J , lo cual pro· 
duciria ambigUedade~ respecto a que el~meriio se pone primero en -
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la muestra ordenada conjunta\ Si esto pasa, se recomienda que 
hagan todos -10.s arreglos. posibles (poniendo primero xi y luego yj. 
y en otro arreglo poner primero YJ y después Xi) lo cual generaria · · 
diferentes tis, digamos TJ,T2,,,,,Tr ( st es que existen varios 
empates), entonces la_estadfstic~ de pruebá T ~e calcularía como· 
el promedio aritm~tico de los valores TJ, .•• ,Tr que se encuentren• 
en cada arreglo. 

\ 

Otro método que se sugiere para estos casos es checar primero si • 

todos los valores T~,,,,T. son ~igni'ficativos (es decir, llevan al 
. r . 

rechazo de la hip6tesi'sl, as:t los empates· no causan ya problemas y 

,la decisi6n es rechazar la ñip6te~is de igualdad de poblaciones. -
\ 

Pero si algunas T•s son significativas y otras nó, la decisión es• 
más dificil, Lo que puede hacerse e~ calcular la probabili~ad de 
que T·tome cada uno de esos valores y el promedio de ellas servirá 
para decidir ~i se ace~ta la hi~6tesis· Ho, Si dicha probabilidad 
es igual o menor que ~. se rechazar4 Ho, en cáso contrario se aceE· 
tará~ 

Si el nfimero de "empates'' es muy grande, entonces la prueba de ,.. 

Wald·Wolfowitz es inoperante, y te~drá que usarse otro método para 
vcr~ficar la hip6tesis, 

Nótese que .si existen empates entre elementos de la· misma muestra, 
el nóméro de corridas T no se altera pues definen uno y s6lo un ~ 
arreglo, por lo que el problema s61o se dd en el caso en que exi~ 
tan empates entre elementos de las dos muestr~s. 

EjEMP~O l Lote$ de 10 ~bejas fue~on alimentados co~ dos tipos 
distintos de concentraciones da ~lmibar• al ZQl r al 60\~ en una 
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granja, .a media milla ·de la colmena. 

Al llegar a la columna, se les. quitaron los sacos de miel ~ las · ~ 
abejas y ia concentración del fluido se midi6. En .cada caso~ hu-· 
bo un decremento de

1
la concentraci6n ,del almibar. Los decrementos 

fueron (en n .. 

De la concentraci6n del 20t 

1.7 1.5 2.5 2,7 0.5 1.4 0.7 1.4 1.2 J.S 

De la concentraci6n del 65\ 

1.7 2.8 2.2 2.4 1.3 2.1 1.8 3.4 0.9 1.6 

La hipótesis a probar es Ho: No existen'diferencias ·significati -
vas debida a la concentración de almibar; teniéndose como alterna 
tiva, a la natural. 

Para verificarla, se ordenarli la muestra, sin perd.er la identifi-· 
caci6n de los elementos (entre paréntesis), 

o. s (1) 0.7(1) 0.9(2) 1.2(1) 1.3(2). 1.4(1) 1.4(1) 1,5(1) 1.5(1) 

1.6(2J L1c11 1. 1c21 J.8(21 2.1c21 2.2c21 2.4(2) 2,scn 2,1.u1 2,8(71 3,4Cn 

Pudi~ndose generar también el $iguiente arreglo: 

0,5[1) 0,7(11 0.'9(2) j,2(1)_ j,3(7)_ 1,4(1) (J,4(11. 1,5(.l) .1,5(1} 1.6(2) 

1. 7(1) 1.8(2) 2.1 (2) 2.2(21 2,4(21 2 •. S(JJ 2.7(JJ 2 .. 8(2) 3.4(2) 

l,nn 

Para el primer arreglo, .la es tadfstica de prueba vale T• JO y para el 
segundo T•10, a~í que no importa que arreglo.se considere, Tomando 
~ .. a~05. y usando la tabla 6 del apl?ndice se tiene (usando los valo· 
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. 11es; mb· cercanos N1•JJ> N2•JjJ ·que Wp,u •8, Como T> Wa.a.5'; b 
hip6tesis Ho no e$ rechazada, por lo que no exbten diferenci.as 
signiftcáti.vas entre los do!! grupQS de datos 

· sfEMPLO 2 I.0$ siguientes da.to$ re:Oejiln la ganancia de peso de · .. 
dos mue.!itras de ratas hembx:a.!i (24 .. 28 'd!a$ de edadl bajo dos dietas 
distintas. 

Ganancia (en gramos} 

Al ta.& Protdnas Baja.s Prote!nas 

l34 16.1 97 70. HZ 

146 107 .123 l.l 8 

J04 83 .10.1 

119 .l.l3 85 

J24 . J29. .] 07 

Para proliar Si' el tipo de dieta influye en la ganancia de pesQ en 
las ratas, se establece la hip~tesis~ 

Ho ~· A.mf>as poblaciones son iguales 

Si esta hip6tesis es aceptada, puede decirse que la dieta no infl!!, 
ye en la gan~tlcia de pe$O i" caso contrari.o, si influye, 

Se usad la prueba Wald .. WoUowitz, por lo que se.ordenar6 la mues .. 

tra. conju'nta \ 

7n(2). 83(1), 85(2). 94(21. 97(2). l0l(2), .1.04(1), JOJ(ll. .107(2), J13(1). 

11sc2J,n°90J, 123ol, l24C1L 129c1J~ J32C2); l34CJJ~ 14601 r 1610). 



-107 ... 

... 
COlllo ~i~tEt ·un ~P,a.te, l.it. .19uestr.a. t~mbi.@n genera el siguiente 
ªrr.eglo orden~do~ 

1nGt. 83.CJl .. ss.c_21~ YA c21~ J 0.1 c21, .J 04o1, 101 (21., 101CJ1 
J.1.3(.Jl~ JJ8(_2},·JH.(J)_; J23(J}, J24(.:J), .129(,1)., 132(.2), 134(1), -

. J46JJL y.-.l6Jll1~ 

Puede verificarse que en ambos casos T=.10. Si se usa un nivel 
~=Q~JQ, se tiene que ~ara n=J2 r m=7 el cuantil correspondiente -
es~- Wa-Jtt"'8; Para ambas corridas, si; tiene que T> 8, por .lo que -

. la bipóteliis nula no es rechazada,. éoncluyéndose que Fx(.t)• Gy(tlvt, 
_dond~ Fx(,l es la distribución de probabilidades de la poblaci6n 
uno_ (.la tratada con alta~ proteinasl y Gy(.) la correspondiente a
l• poblaci~n dos (bajas proteínas]. Esto significa que ambas pobl~ 
clones son iguales, 

,EJEMPLO 3 Al comienzo del semestre en cierta escuela, los alumnos 
de primer ingreso fueron divididos. en forma aleatoria, en dos gru
pos, A uno de ellos· se l6s ensefiB con un nuevo· texto de estadlsti . . 
ca para apr~ndizaje programado, mientras que al otro se le dieron 
clases con los métodos tradicionales. Al final del semestre se 
les sometió a todos a un examen de estadfstica y se observaron las 
siguientes calificaciones: 

227 s.s. j84 l 74 209. 27.1 63 jg 

.176. 234 J47 194 .J4 J Sj J 84 127 

25.2 J94 88 248 j 65. 235. 53 J SJ 

149 247 l 6.1 206 171 147 228 J 0.J 

.16 99- J 11·. 89. 292 99 27.1 J 79 

¿Que: puede opinílrse di!! nuevo texto? .. ns decir, ¿Existen difere!! 
cias QOtre un m@todo y otro? 1 Esta pregunta puede escribirse como: 



• 

- 108.p 

ffo'\ No ex is ten di:f;erenctas s igni:E':ica ti vas entJ:'e '" 
los dos m@todos, 

Ha~ Si ~xiste tales diferencias, 

E~ una segtinda etapa,. puede preguntarse, en caso de que Ho sea re 
chazada, cuál mQtodo es mejor que el• otro. Por lo pronto,. se pr~ 
harán las hiplltesis ya estab~ecidas. Como las dos muestras son -
independientes, 'puede usarse la prueba Wald ... Wolfowitz, la cual di 
ce que hay que ordenar la muestra conjunta, sin perd¿r la identi-

· ficaci6n de cada elemento, 

La muestra ordenada es~(J..os nOmeros en par@ntesis, indican a que 
grupo pertenece la observaci6nl. 

14(2) .16(Jl. l9-(.2l 53(2)_ SS(ll. 63(2°). 88(1) 89(l)_ 99(1) 99(2) 

101 (2). J27(.2Ll.~7(1) 147 (2)_ H9,(_J). l5l (.2). l5l (2). 161 (11 165(2) 171 (,1) 

11l en. l74CJ11160). 119, czl· rs4c1'11s4\21 19.401 l.94Cll 20601 209cz1 

221 c1) 228(2) 234c11 23s en z41ol. 248CH 2s2c11 211 ch. 211 c2) 292c21 

Como puede notarse, existen va~!as ob~ervaciones empQtadas entre • 
los dos grupos (~ecu@rdese que las observaciones empatadas dentro 

·de un mismo grupo no causan ningOn problema} Deben considerarse t~ 
das las sucesiones posibles, es decir Intercambiando las observa • 
ciones empatadas, ' 

Estas suce~ione~ son J6 r algunas de elllas se enllstan a continu~ 
ción, 

14(_2) 16J1I j!l(2) 53(2) SS(l) 63(2) 88(11. 89(1) 99(1) 99(2) 

102(_2) .127(_2} 147(2) 147(11 14!1(.ll 151 (2) 151(2)161(_1)_ 165(2} .171(2) 

171 Cll .174(1) J76(lf 179(2) 184(1) .184(2) 1940) 194(1} 206(1) 209(2) 

227(1) 228(_2') 234(1) 235C2) 247(1) 248(1). 252(1) 271(2) 27.1(2) 292(2) 

T=. 24 



14(2) 16(11 19(2) 5.3J2J 55(1) 63(2) 88 (1) ~9(11 . 99(2) 99(1) 

102(2) 127(.2) 147 (2) 14 7 (1 l 149(1.) 151(2) 151 (2) 161 (1) 165(2) lliffi 
171(21 1740) 176(1) 11g en l 84 (l) 18illl 194{1) 194(.ll 206(J} 209(2) 

2 2 7 (:1) 228 (.2) 234(_1) .235(.2) 247(11 248(1) 252(1) 271(2) 271(2) ,292(2, 

T= 27 

14(2) 16(1) 19(2) 53(2) 55(1) 6.3(2) 88(1) 89(1) 99(2) 99(1). 

102(21127(21 147(1) "147(2) 149(1) 151 (_2) 151(2) 161(1) 165(2) .!1ll!l 
171(.Z.} 174(1) 176(_1) 179(2) 184(1) 184(2) 194(1)" 194(1) 206(1) 209(2) 

227(11 228(.21 234(1) 235(2) 247(.1) 248(1) 252(1) 271(2) 271(2) 292(2) 

T• 29 

En forma análoga, se obtienen las 12 sucesiones restantes. 

Los valores para T, el nOmero total de corridas, que se. encuentran 
son: . 

25 

27 
25· 

25 

24 

27 

24 

23 

27 

29. 

25 
27 

25 
27 

23 

25 

Como se tienen varias sucesiones, la estadf.stica de pru·eba puede -
.ser el promedio de las T' s encontradas, , Este promedio es: 

T*= 25.5 

Usando la tabla 6, se tiene que la hip6tcsis nula no es rechazada 
. si ~efo .. os.,a,J0 10,0J}, concluyendo que no existen diferencias sig_ 
nificativas e~tre los dos ml!todos \ · 

Por otro lado, puede verse que los valores 27 y 29 sorr significat! 
vos (.e~ decir, llevan a rechazar llo)., si ~ .. a,10, 
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PRUEBA DE MANN .... WHlTN.EY. 
-r 

1· 

' En las situaciones en q;ue se ten'gan dos JllUestrá.s :i:.ndeJ?endtentes ea 
tre sí, no necesa.r~a.Jnente del m:i:s1110 tamaji,o, lo que se· tra,ta de ave 
riguar es, s~ las dos· 111uestras p11ovienen de la mi,sma población, 
Por ejemplo~ 

Una compafita produce ca.~le para teHigrafo utU:i:zando dos procesos 
diferentes. De cada proceso se extrae u~~ muestra aleatoria y se~ 
mide la fuerza que soportan los cables antes de reventarse, Debí~ 
do a que un.proceso es más caro que el otro 1 ~~ q~~ere determinar 
si los cables que se l,'roducen ~on uno y otro proceso tienen la mi!_ 
ma resistencia, si esto es as!, se tendr4 entonces, que a la comp! 
ñía le convendrá producir los cables con el proceso más económico. 

Suptlngase ~ue de un proceso ~e toma una muestra de tamaño n y que 
del otro (proceso ·zy se tom5 una muestra de tamai\o m.. Si se defi~ 

·ne a Xi como la fuerza' que soportan los cables hechos con el pr~ 
ceso 1 antes de reventarse, yiJEJn, r con yJ lo correspondiente P! 

· ra el proceso 2,v· JEJ'Jl'I, la hip5tesis que s~ desea probar es 
Ho:Fx(t)•Fy(t) v-t. contra Fx(t)_.,.Fy(t) para alguna t, 

Si se toma la muestra conjunta de tamaño m+n, y se ordena· de menor 
a mayor (Jin perder la identlflcaci6n de cada elemento), para que
la hipótesis Ho\FxLtl"Frlt) v t, sea sostenible; debe espararse 9ue 
el nfünero de veces que una Y'j precede a una Xi en el arreglo combi
nado de ambas muestras, no sea ni muy grande ni muy chico, pues si 
•lguna de las dos cosas ~ucede, significa~!~·que uno de los dos pro· 

,cesos produce tables con mayor resistencia, 

¡ si Y J ~xi 'cJ 
Si se def;l.ne Dij .. ~ n1 entonces u .. l: l: D iJ'darli el nQ. 

o si YJ >X¡ EJ . i J 
J n2 

mero de veces que una y J precede a una xi en la muestra conjunta or 
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denada,·· 

Si el val,or de 11 es muy· grande o muy· 'chico la hipótesis F~(t)=F;(t) . .f.t 
se rechaza, en caso contrari.o será aceptada, Para determinar que 
significa el que v sea 111uy· grande o muy chica, se necesita cono -
cer la distribuci6n de 11, la cual no es muy Ucil de obtener (ver 
Gibbons 1971) sin emba'rgo existen -va!Ores tabulados de 11; entonces 
si la ~rueba se realiza a u~ nivel ~ d~ confia~za, la hipótesis ~ 
Ho:Fx(t)=Fy(t) \' t se rechazará. si 11 <w~¡2 o si 11 >w1 - a/2 donde wp
es el p-6simo cuantil de la distribucidn de v, 

En ocasiones es laborioso calcular i!I-Vlllor::de•I.!, sobre todo en .. los 
casos en que n y m son grandes, por lo que una Jorma alternativa 
se ba·sa en los rangos asociados· a los elementos de la muestra con 
junta ordenada y se obtiene haciendo 11= Jl,.·n(n; 1l donde ll es la
suma de los rangos asociados a las X. 1 s. 

l 

Esta forma alternativa, es más fácil de calcularse además de que
el problema de empates entre las X's y las y's lo resuelve al así& 
nar el promedio de los rangos que les hubiera tocaao si no hubiese 
empate, mientras que en el oiro caso si existen empates entre las 
X's y las y•s deberán' considerarse todos los posibles arreglos y -
el promedio de v•s que se obtengan será la estad!stica que se use. 
Sin embargo si se ~upone que las variables- son continuas, entonces 
los empates no causarán ningan problema para calcular la distribu
ción dé u, pues la probabilidad de que haya empates es cero. Nót~ 

se que la escala de medici~n es al mepos ordinal. 

Es.te procedimiento también e5 tltil en el caso de que se tenga idea 
de que la diferencia entre las dos poblaciones sea sdlo una dife -

rencia de ~ocalizaci6n, es decir, Px(t}'" Fy(uc). 1 con ci:;~ 1 y lo • 
que se quiere probar es Px(t)" Fy(t) vt 1 o sea c .. o~. 

La hip6tesis a probarse quedará entonces en términos de las espe • 
ranzas de las variables, si e~ que existen, r se ~ueden establecer 
como Jl ( x. J" E ( y J.. El procedimiento para verificar esta hip6te• 
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sis, así como la estadístic~ de prueba, son los mismos que en el 
1 

caso anterior, pues si ·el número de veces que una Y precede a una 
X en el arreglo cdmbinado; no es muy grande, ni muy chico, se te~ 
drá que la dist~ibÜci6n de Y es la misma que la de X, En caso de 
que el valor de 'V fuese muy grande o muy' chico, s·e puede concluir 
que las dos poblaci~nes son distintas en el Parámetro ·de localiza 

\ -
¿i6n, ~por tanto es ci~rto que Px(t)= Fy(t+c), co~ c=O. 

Puede hacerse.tambi6n pruebas considerando hipótesis de una sola 
cola (Conover 19711 o bien, probar si li diferencia entre las p~ 
blaciones es debida a la varianza (Conover 1971), 

Este preocedimiento de prueba fue .dado primero por Wilcoxon (1945) 
en el caso n=m, quien uso F. como estadística d~ prueba. Despué~ 

se exte.ndió al caso n+m por White (1952} y Van de Reyden (1950)· 

Mann y Whitney (1947) fueron los primeros en considerar el caso 
n ~ m y ~l construir tablas de la distribución de .,) y usarla como 
estadística de prueba. . Tablas más extensas están dadas en Ver
dooren (1963) para n,m< 25 y en Mil ton (1964) para n<20 y m<;40. 

Más bibliografía puede encontrarse en Conover (1971) y Jacobson 
(1963). 

EJEMPLOS 

EJEMPLO 1 En un laboratorio se realizd una prueba para obtener 
la temperatura medio ambiente mrts agradable al hombre, Diez 
hombres Y diez mujeres o¡Jinaron <1.cerca de la temperatura máscon· 
fortahlQ para c~da uno de ollo~, Los resultados ·fueron: 

Hombre:$ 

Mujeres 

74 72 77 76 76 73 75 73 74 75 

7& 77 78 79 77 73 78 79 78 80 
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Sup6ng•:¡e que ~!'!U\0'..1:;: Buscí\ndo ~n l~-tabJ.a 8 del ~p~nd:i:ct:i $e, ~ 
\. . . . 

ti.ene que- l,os· 'cu~ntiles correspondf.entes a n=JO r 1110\JO son: 

CQlllO J 3 <: 24, la hip~tesi:$ nula se l'ecñaza ~ teniendo se entonces " 
que la te•peratura ptomedio no es la misma para ambos sexos, 

EJEMPLO 2 ·En un estudio en el cual se quería. verificar la teor!a 
de equipotencialidad, Giii~elU: compa:r;6 el aprendiZaje de .2.l ratas 
normales, con el a~rendizaj~ de 8 ratas des~u~s de ser operadas • 
de les tones cqrticales ~. Es.to es, el nOl!lero de ensayos para rea " 
~rendizaje requeridos des~u~s de la o~eraci6n por las 8 ratas, se 
compara con los ensayos de las 2.1 ratas normales, para saber si '" 
exi~ten di~erencias en la velocidad de aprendizaje y reaprendiza
je ~ntre las ratas norma~es y· las operadas.. Es.to signifka que ~ 

la hi~~tesis que se desea proba.res~ 

Ho~ No har diferencia entre las ratas normales y ~ 

las de lesiones corticales co~ respecto a la velocidad de aprend! 
zaje r reaprendízaje~ 
La h:j.pOtesis al terna.ti va sed la natural:· Si hay dii;erencia, 

el número de ensayos requeridoia para los dos tipos de ratas se dá 
a continua.ción~ 

Ratas Nol'J!lales Ratas operadas 

2.3 8 24 j 5. 8 6 J6 20 55 29 Z4 75 

15 15 l4 2J. 23 JS 24 5.6 31 45 
JS 2J. l s. j 8 l 4 22 JS. 

Co1110 s~ va a U$ar la P,rueb'll. Mann .. WhHner (pues las supos!cl:ones • 
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Suponiendo que es·tas temperaturas ·forman una mue$tra aleatoria, de 
las poblaciones respectivas ¿Es la temperatur_a promedio la misma· 
para hombres y mujeres?« 

Debido a que las suposiciones necesarias para que l~ prueba 
Mann~Whitney pueda ser realizada, se aplicarll ª_.estos datos. Para 
~sto, supóngase que la muestra de hombres se representa con X's y 
la de mujeres, con y's (para trabaj~r con la notaci6n desarrolla
da). 

Las hipótesis a probar son entonces: 

Ho: E(.X).• E (Y) contra Ha~E(X} 'F EQ'). 

Para probar1-s es necesario ordenar. las muestras en forma conjilnta y 

asignar rangos. Este proceso es mostrado en la siguiente tabla: 

72 

73 
73 

74 
74 
7S 
75 

76 

73 

75 

Rango 

-1 
3 

3 
·3 

s.s 
s.s 
8 

8 

8 
.10, 5 

xi yi Rango 

76 JCl. 5 

77 13 

71 13 

77 13 

78 16 
78 H1 
78 16 

79 18.5 
7 9. j8 \ 5 

ªª 20. 

Para calcular.la estadistica de orueba. nrimero debe. calcularse la 
suma de los ranRos asociadoa a la muestra de las Xts. este valor p 

. ' r!nj1) es s~6s. oor lo Que la estad1$tlca de orueba aa T=13.(T~s~ ) 
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son satisfechas)_, se va a. ordenar .la muestra conjunta 
· la :identificación· de los elementos, y se asignará los 
. rrespondientes < 

Obs: 6(11 8(1) 8(1)_ 14(1). l4(,1) 15(1) 15(1) .15(1) .15(1) 15(1) 
Rango: 1 2.5 2.5 4.5 4,5 9 9 9 .9 9 9 9 

Obs: 16(1) 18(1) 20(2) 21 (1) 2.1 (1) 22(1) 23(1) 23(1) 24(1) 24(1) 24(2) 29(2) 
Ran~~ 1314 15 16.5 16,5 18 J9.,5 l9,5 22 22 22 24 
obs:31 C.21 45Cn 55(71 56C2l 75Cn 
Rango: 25 26 27 28' 29. 

Ahora, S=263 y como n=2.l se tiene que T=32. Cómo n> 20, se tiene -
que _usar la aproximaci~n a la normal para los cuantiles, la cual es 
t1i dada por: 

.,., 

Wp• + + xplnm(~fm•1) en donde WP es cuantil" de -

seado y x -el cuantil correspondiente a una normal con media cero y p 
varianza uno. 

Entonces: 

Si Q•U,05, se tiene 

la hipdtaqls nula se 
signi~icativas en la 

que W •.72.40 y W.PCX/2 P95.,60, Como T<W,".
2 

, .. 
Q~ - . M~ 

r~chaza, concluyéndose·que existen diferencias 
velo~idad de a~rendizaje o reaprendizaje, entre 

las ratas norm~les r las operadas. 
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EJEMPLO 3 µn experimento' sencillo fue disefiado para ver si pie .. 
dras que se encuentran en una cierta area, (Al, tienen el mismo .,. · 
grado de durez~ que piedras que se encuentran e'n otra área (.B),,. 

Para llsto, se obtuvieron do.s muestras de 4 y: S p~edras en cada ,. , 
&rea y se rasparon para determinar su grado de dureza. 

La piedra menos dafiada se le consider6 la mis resistente, De es~ 
ta forma, las nueve piedras se ordenaron de acuerdo a su dureza .. -
El rango 'uno fué asignado a la piedra menos resistente y asr suce 
sivamente, 

Origen de la Piedra A A A B A B B 
Rango .J 2. 3 '4 5 .. , 1 

B B 
B q, 

¿Puede decirse que el grado de dureza de las piedras encontradas 
en el área A y en el área B, es el mis~oT O dicho de otra forma; 
¿Ex:itsten diferencias entre las dos áreas en cuanto a la dureza de 
sus piedras?. 

Esta pregunta , establece las s~guientes hip6tesis~ 

Ho: No existe diferencia en el grado de dureza de ,. 
las piedras de ~rea A y B. 

Ha; Si existe diferencia. 

Como la informaci6n que se tiene son los rangos asociados a las • 
observaciones, se utilizar~ la prueba de Mann-Whitney para verifi 
car las hip6tesis, Se considerar~ que las piedras de la área A ,. 
son las observaciones X1,~\~ 1 xn,· 
La estadtsttca de prueba toma; ~ara estos datos, el valor de J. -
Buscando en la tabla 8, se .tiene que para Q"O,OS, W~¡2 '" 2 Y W1·0./1• 

•18, rcchaz.lindose por tanto llo, (.Si a•0,01 7 la dec'j.$!6n es no re• 
chaii.a r lit> I \ 
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l. 

A P~ N D CE 

En este apl!ndice se trataron d.os puntos qué están muy conectados 
con las pruebas de dos muestras, 

El primero de ellos, es el problema de los empates, Se recQrdará, 
que en l~ prueba de McNemar, las observaciones que no sufren cambios 
despul!s.del tratamiento, no entran en el an~lisis, De igual forma. 
en la prueba de signos, si Xí'"Yt no se asocia signo y por ta"nto, -
esa pareja no pa~ticipa dentro de la estadística de ~rueba. En la 
prueba de signos, cuando hay empates, lo que se hace es asociar el 
rango promedio de los rangos que les hubiera toca~o, si las obser
vaciones no estuvieran empata~as, etc. 

Cuando el nümero de observaciones empatadas es pequefio a juicio de 
la persona que hace el análisis, no.existe problema y la prueba 
puede ser llevada a cabo (Siegel(J976l, propone modificaciones.ª -
la_s pruebas en caso de empates).. Sin embargo, si el nfünero de · 
empat~s es muy grande, la prueba puede resultar inoperante y lo -
que se recomienda es tomar una nueva información para realizar la 
prueba, si esto no es posible, el análisis puede ser llevado a ca
bo, pero debe mencionarse el nOmero de empates, para que la perso
na que interprete las conclusiones, tenga en cuenta esa informaci6n, 

El segundo punto a considerar en este ap~ndice, es el siguiente: -
En varias pruebas se pedía que las pareja~ fueran "internamente 
consistentes'', Al pedir esto,. lo que está buscando, es que los 
efectos del tratamiento no sean debidos a la constitución de la P?
reja, sino al tratamiento en st~. Por ejemplo en la prueba de sig
nos, esta suposici6n signi{ica que si P {Xi> Yi} > P {xi <Yi} P<\ra ~lgu
na i, entonces P fXi>Y 1}>P{Xi <Y1l debe suceder para toda i, 



.; 118 

Cl\P lTULO lV . ,' 
1 

PRUEBAS DE K MUE&TRAS 
'í ,' 

' ' 

,\\.' 

Hasta este momento, se han desarrollado pruebas para checar si 
cierta informacidn o cj:erta población tiene asociada una distrib.!:!_ 
ci6n de probabilidades~ ya sea que hta esté completamente espec,!. 
ficada o no, Tambi@n se ha visto st dadas dos poblaciones, estas 
son iguales, o difieren en algo. As! mismo puede ya probarse, 
cuándo dados dos tratamientos, uno es mejor que el otro, 

Sin embargo existen situaciones en las' que es necesario probar, -
si dados Je tratamientos (k>2),, producen o no los mismos. efectos, 
esto es, si se tienen k poblaciones~ la pregunta es: ¿sonigi.iales?. 

Por ejemplo, pueden tenerse dos tratamientos que se apliquen a -
, dos grupos de per~onas y tener un tercer grupo, que funcionará c~ 

' -
mo un grupo ~ontrol. Para averiguar que tratamiento es mejor y -, 

que tan mejor, se necesitarla un procedimiento para trabajar cen
tres poblaciones, que hasta ahora no se ha desarrollado". 

Otro ejemplo es aquél en el que se tienen ·varias marcas de autom6 
viles, y se desea averiguar cual qe ellas es mejor, 

· Puede pensarse en el porqu~ de desarrollar procedimientos de ~ru! 
ba para k poblaciones y no utilizar.los ya desarrollados par~ dos 
poblaciones, probando igualdad de poblaciones por parejas. Es de 
cir, supóngase que se tienen cuantro poblaciones A,B,C y D; y qui~ 
re probarse que las cuatro son iguales,. Si se quieren utilizar -
los m@tod6s de dos ~oblaciones ya vistos; tendrían q~c hacerse 
seis pruebas de igualdad de poblaciones; éstas scrtan~ 

í] entre A y B 
ii) entre A y C 

iii) entre A y D 

iv) entre B y C 

v) entre B y D 

vi) entre e Y' D 
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El pr"1!er argunumt~ en. co'ntr~ de e~te I>rocedinliento e$ lo laborio 
1 ¡ ,, ·~ rf• \• :/ ·-· - ~· • 

so que resulta, En el caso de cuatro poblaciones, tienen que 
hacerse sei.s pruebas!· si s·e ti.enen ci.nco poblaciones, el neimero -. . . ... . 
de pru~bas asciende a dtezt en general, si se tienen k poblacio p 

nes, e1 nilmero de pruebas que tt.enen que efectuarse' es_ ~gual a -
las combinaciones de k tomadas de dos en dos, esto es Cll. de don 
de si k es' grande; el nümero de éruebas aumenta considerablement~, 
Otro ar?umento en contra de este procedi•iento, es la posibilidad 
de generar contradicciones, Volviendo al ejemplo de las cuatro -
poblaciones~ puede llegarse a concltiir que las poblaciones A y B 
sean iguales, que A y C tamhién lo sean, pero que sin embargo se 
llegue a rechazar el que las poblaciones b y e sean iguales lo -. -

, cual ge~erarfa·una contradicci6n, Situaciones como estas. se dan 
con mucha "frecuencia en estos casos. 

Un a1 timo argumento en contra de usar ·pruebas de dos poblacione_s 
en el caso en que se tengan k poblaciones , e~ que puede demostra! 
se tanto teórica como pr~cticamente, que la probabilidad de error 
tipo J en el caso de usar pruebas de dos poblaciones.aumenta. 

Estos argumentos justifican entonces, el desarrollai procedimien• 
tos de prueba para el caso en que se tr~baje~mfts de dos poblaci~ 
nes, 

Al igual que en el caso de dos poblaciones, se tienen pruebas.pa
ra cuando se tengan poblaciones independientes, as! como también 
para el caso de poblaciones relacionadas. La diferencia y uso de 
e~tas p~uebas es anftloga que el caso de dos poblaciones, 

En-esta secci~n se ver~n dos pruebas para el caso relacionado y -
tres para el caso de muestras tndependientes, 

·' 
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PRUEBA. Q. DH COCH~, 
-~. 

La prueba Q de Cochran, es la extensilln a k poblaciones (k> 2) de
la prueba de Me Memar para dos muestra.s relacionadas .. 
Este procedimiento ~e utiliza en el caso en que se tengan más de
dos poblaciones relacionadas r lo que prueba es igualdad de pobl~ 
ciones. Un ejemplo en donde este método es aplicable es el sigui!:.Jl 
te: 

Una compaft1'.a que produce pestícidas, tiene cinco procesos distin
tos para .producirlos y- quíere averiguar si los pesticidas elabora 
dos por estos cinco métodos· tienen la misma .efectividad, en cuyo 

I 

caso s61amente producir§ el pesticida curo proc.eso de producción 
sea el mds ecónomico. La efectividad serd medida de acuerdo a si 
la planta a la cual es aplicado el pesticida sobrevive a un cier
to tipo de plaga~ 

Para poder llevar a cabo el experimento se seleccionaron aleator~ 
mente 25 parcelas de un plant.J:o, ·como las 25 parcelas no son ho
mogéneas. ent~e s! (~lgunas son m!s grandes que otras, unas están
localizadas en ciertos terrenos de diferente con.stituci6n ,que 
otras), se decide que cada parcela será dividida en seis partes -
semejantes r en forma aleatoria se aplicarlin los pesticidas a ci_!l_ 

co de ellas y la rest•nte quedará como control. El motivo de de
jar a una porción del terreno de la parcela como control, es para 
poder establecer si el pesticida es q no efectivo. Si no se usa· 
ra este control, y si se acepta la igualdad de tratamientos, pue- · 
de pasar que todos los tratamientos sean igualmente malos, 

En el caso en que se acepte la igualdad de tratamientos y se in • 
·cluya al grupo control, lo que se intuye es que los, tratamientos . . 
no ~on cficacc~, pues la planta sobrevive de igual forma, aplicá~ 

dolde pesticida o no. 
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Si. se rechaza la. :j.gua.l.dad, pu~de estahlecers.e $i. un •tl'atamie11to es 
mejor que otro y adem1is si es bueno, en el sent.ido en que sí sirve 
para. dete~et' la plaga;- tisando a.l. grupo contt:ol,, 

Si las porciones de tierra soqr7viven a cierto tiJ?O de plaga, se • 
dir4 qtie el pesticida es efectivo, en caso contrario se dir~ que • 
no lo es, 

En este ejemplo puede notarse varias cosas~ Una de ellas es que se 
tienen seis poblaciones~ la tratada con el ~esti~ida elaborado con 
el proceso 1, con el ~roceso Z, ras! sucesivamente hasta llega! a 
la tratada con er pesticida elaborado con el proceso 5. 

' - ' Por lll timo, la sexta población es la que no fué tratada con algún 
pesticida, 

Puede notarse tambi~n. que se.hangenerado po~laciones relacionadas, 
pues cada parcela hi sido iratada por los cinco diferentes tipos ~ 
de pesticida y se ha dejado una porción sin tratar. De ·esta forma 
la relación que guardan entre si, es obvia por parcela, Se denot~ 
rl con 1 si el pesticida es eficiente y con O s(·no lo es. 

La eficiencia del pesticida será medida de acuerdo al namero de • 
plantas que sobreviven a la plaga dentro de cada parcela; si el ~ 

75\ de ellas lo hace, se dice que el pesticida es efectivo, en C! 
so contrario, no lo es, 

De acuerdo a· esto puede ~acerse un arreglo rectangular, en donde, 
por un lado aparezca .el nOmero de la parcela tratada, y por otro, 
el tratamiento usado, 

El arreglo qued~ría comoi 
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1, 

·1 2 3 4 5 .6 ' 
~ ~.~~..... ' .·~¡ 

.. 1 

j Xu X.i2 X.i.3 · x.l, Xts 
' 

x.l6 

2 x2.l X22 X23 X2, X2s X26 

3 X31 X32. X33 x~ JC35 ·. X.1& 

25. X251 X252 X253 Xa X2ss· Xi56 

en donde xiJ es uno o cero r es el resultado obtenido al ·aplicar -
el j·ésimo pesticida a la l~~sima parcela, 

La hipótesis a_probar es entonces, que los pesticidas dan el mismo 
resultado, contra que no lo dan. 

St se define a p1J= P fxiJ~l}; la, igualdad de efectividad de pest! 
cidas puede escribirse como: 

·p. '"P· .... ,=p. VicJz;, esto es las hipótesis qucd~ 
11 12 16 

. rtan como: 

Ha: p. '+ p.. pa,ra alguna J+k r-alguna ~e:J2s(J 1 kch) l.J lk 

Nótese que no se esta probando el que los tratámientos (en este -
caso, los pesticidas) sean igualmente efectivos, en todas las par 
celas, sino sOlo por parcela. Esto quiere decir, que los trata~ 
mientos pueden ser más efectivos en algunas parcelas que en otras, 



.. l23 "' 

" .. ·~ 

,.. 1' dqñde t_a.l vez l.a. const:ituci.6n de la. J?íl.~cela. r el medio ambiente -
que la. rodea. influya en la. e.fec:tividad, 

Ahora bien, como se ver§, un paco J11lis adelante, la. estad~_stica de "'.' 
pru~ba esd b~sada en pl'omedios~ lo cua.l hacen que puedan existir 
ambigOedades- en cuantC! a q_ue la. efectividad. del trafamiento puede 
deberse a la constituci8n de la pal'cela o al'misll\O tratamiento o -
a una combinaci6n·de ambas cosas. 

Pero,· si la hip8tesis Ho es aceptada, lo que si se puede asegurar 
es que, todos los tTatamientos son igualmente efectivos, sin impo!. 
tar las- causas. 

Sean F..• :tX,_j y CJ"' 1:"X.i, es decir,'-. es total del rengl6n 
l.il.' Jl. l. ' ' 

i~~simo y CJ el total de a J~~sima columna. [Supongase que exi~ . 
ten n columnas y· m renglone$ 1 es decir, existen m muestras, compue~ 
tas por n elementos, Esto'se nace para que el desarrollo.que si
gue, sea general), 

Como xij es cero o uno 1 qui7.re decir que xiJ Se· dj stribuy'e hernoulli, 
entonces cJ~ 1 XiJ será una variable aleatoria, Sin embargo, como 
se dijo antes, la hipótesis Ho no estab·lece el que P_iJ'"PkJ V i,kclm, 
por lo que CJ no es una variable 'aleatoria binomial, Pero se qui~ 
re probar que los tr~tamientos son isuales, entonces, en forma in
tuitiva, debe pl'oflarse que en promedio las columnas.son iguales~ -
Para esto se necesita conocer la distribución de C J, para encontra!. 
la se.utiliza el teorema central del limite; 

C3- E(c.Jl "' N(O,l)_· (aproximadamente) 
I V (e 

1
] 

~ 

Sin embargo, las CJ no son independientes", J?f r" ha sido probado-· 
(Tate y Brown, 1970) que st m es grande, pue;Je :;uponcrse indepen -
dencia, por lo que la variable: 

*Esto es· debido a que laa XiJ c11t8.n relacione.do.o r.,1~ !'engl6n, 

,.:. 
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· se d:j.std.buye aproximadamente como 

' una X2 con m grados.de libertad,' 

Como E(c
3
1 y· vc.c

3
J rto se conocen, pueden es,timarse'perdUndose ... 

ast .un grado de libertad (.Blomqvist 19.5.1), los estimadores son: 

y 

Entonces la estadtstica de prueba quedar§. como~ 

o equival~ñtemente: 

Q= 

m. 
m(md) ~ 

j P1 
n 

·m .l: Jt. "". 
1"'1 J. 

n 
.~ JRl. 
1=1 l 

!· 

Si Q es mayor que el (l~a)" cuantil de una X2 con m~l grados de 
llbertad, la hip6tesis Ho se rechaza¡ en caso co~trario se ace~ 
ta (Suponiendo que la prueba se realiza a un nivel a}, 

Para terminar, basta 'agregar que en el caso en que m•2 se tiene 
la prueba de Me Memar ,. que como se sefí.aH3 ·anteriormente, la pru~ 
ba Q es la generalizaci6n de dicho procedimiento (Conover 1971). 

Para amp~iar lo visto aquí, puede consultarse~ Fleiss (1966) 
quieQ dá otro modelo equivale~te~ Cochran (1950), ~ue es donde~! 
te procedimiento se propone y Me Nemar (1955), donde se discute -
esta prueba, 
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EJ;MPLOS: - , 

EJEMPLO l La e~ect:i.vUad relativa de __ tres: t~cnícas c'li_ferentes de 
véntas, fu@ probada en j2 amas de c¡1,sa,, que se pre$ti1;ron como vo.,. 
luntarias, A cada ama de casa se ie trató de vender un cierto .,. 
producto, de acuerdo a las tres Uknicas. Al fi'na_l de las expos!_ 
cienes del vendedor, cada ama de casa calificó con un uno a cada-

: técnica si es que ella sentta que hubiera comprado el producto y-

con un cero, si no lo- hubiera comprado._ Los resultados del expe.,. 
rimen to son~· 

Ama de Casa .1 2 3 4 5 .6 7 8 g 1Q ,] 1 .12 

Técnica 1 .l j o o o .1 l o 1 - 1. 

Tt?cnica 2 j .1 l o o o o J 

Técnica 3 o 1 o o o o o ,1 o o 
1 

.Lo que se desea averiguar es si se puede considerarse que las tres' 
técnicas tienen la misma efectividad. Esto es, la hip6tesis que~ 
se desea probar es:. 

Ho: La efectividad de las tres técnicas es· la mlsma~-~l 

contra Ha:. La efectividad de 1,as tres tl!cnicas no es la misma 

Esta hip6tesis se quiere probar a un nivel. de signif'icancia ~=O, 05, 

Como se tien~n m~s de dos tratamientos r la informaci6n estS dada
en forma dicot6mica, se utilizar~ la prueba de Cochran, (De acuer
do al desarrollo de la ~rueba 1 en este ejemplo, las column1s y los 
renglones están intercambiados pues en la. exposici6n, los renglones eran los~ 

objetos tratados y las columnas los tratamientos). 

/ 
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Pa;ra e5to hair que calculat C J, ~ ~ J 3 't R:i:' i e ;l.iu 

la de:t;'i.ni'Ción se tiene q,ue~ 

"( C3""4 
-· ' ( 

Y' 
• 1 

. •""'• 

Entonces;. 

De acuerdo a ... 

El (] ... ~ l cuantil de una X2 co~ dos grados· de libertad es: 
• 

t~,niéndose que. H? no es rechazada pues Q. <' W.i.,, a , por lo que pue-: 
den considerarse a las t~cnicas como igualmente efectivas, 

EJEMPLO 2 Cada uno de tres a~iciQnado~ al basketbol, ha desarr~ 
llado su propio sistema para predecir los resultados de los jue
gos que se Tealizan~ Doce juegos fueron seleccionados aleatori~· 

·mente y cada aficionado presentó su predicción para cada juego.~ 
Des~u~s de terminados los partido5, los resultados fueron tabul~ 
dos, Se.us6 un!. si la predicciOn fué acertada y Q en caso con" 
trario, teni~ndose los sigutentes resultados; 

Aficionado J 2. 3 

Juegos J j _] .]. 

2 j j. 

.3 a j Q 

4 1 o 
s a Q o 
6 :1 J. j 

7 1 l J 

'. 
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8· 1 j o 
9 o o 1 
1 o o 1 o 

' 
11 1 1 1 " 
12 

Lo que se quiere saber, es si• los tres aficionados son igllalmente 
efectivos en su habilidad para pred~cir los re'sul tados de los ju~ 
gas. · 

La hipótesis nula quedar.a entonces como: 

Ho: La efectividad en las predicciones es la misma 
para los tres aficionados, 

. ' " >( .~ ... , .. ,• 

y la alternativa 

Ha: Las efectividades en las predicciones difieren 
de aficionados a aficionado~ 

La hip6tesis y el tipo de información hacen que la p~ueba Q de -
Cochran sea la utilizable, para probar estas hipótesis. Por lo
que la estadlstica de prueba es: 

Entonces: 

\ 

Si ·~·O .. OJ, el cuantil correspondiente es: Wi- 0.= 9., 21 O, Por lo . 
que 1 I'. hipd te~ is Ho nQ se rcchaz.a, es decir, la efectividad en . 
las predicciones es la 'misma para los tres aficionados, 



PRUEBA DE f RtED"fAW 

La prueba Q de Cocbtan d~~arrollada anteriormente~ strve Onlcamen 
- ... te cuando lo.s datos est~n da.dos es forma ~icot6mica~ o la infonn!!:_ 

ci6rí·puede clasUica.rse en do$ categorf.•u eJ:l\lren~es ~ S~n e111bar
go-, existen problemas en los qué -la infonnaci6n obtenida de un e!_ 
perimento o situación, est§. dada en forma ordinal al menos~ y el .. 
tratar de·dicotomizarla puede hacer que ~e pierda parte de ella,~. 
Por esto, es desea.ble el contar ~on una prueba que haga uso de e! 
ta informaci~n. y sea attl para probar i~ualdad de poblaciones, • 
La ~rueba que se ver§ en este mo~~nto; cumple con los requisitos 
arriba 111endonados, y. se llama prueba de Frtedman~ debido a que él 

la introdujo en 1931 .. 

Antes de dar el m@todo y siguiendo los lineamientos-de estas notas, 
se ver~. un ejemplo, en el cual la. erueba de Friedman, es aplicable, 
El ejemplo ~s el siguiente~ 

Se tiene cuatro tipos de alimentos vitamínicos para J?Uercos r quie· 
re verse si dan o no el mismo resultado en el crecimiento de ellos, 
Es decir, quiere averiguar si el creciaiento de los puercos varía 
por el tipo de alimentacldn, 

Para estos se seleccionan al azar seis camadas.de puercos con cin·~ 
co puerquitos cada unaj r aleatoriamente a cuatro de ellos se les • 

. alimenta con c•da uno de los alimentos vitamlnicos, y al restante 
se le da ali111entaci6n usual*, Para ev:ttar efectos de sobrealimenta 
ci6n en algunos puerquitos, las cantidades de alimentos son las mi~ 
mas para lo~ treint~, 

Despu8s de dos mes~s de ser alim~ntados 1 se pesarán a los puerqui· 
tos r la informaci6n que se obtenga se arreglará de la forma sigui~ 
te; 

*Ente srupo a.Ünientado con tiUll¡entQ u11ual 1. ser~ el grupo de cont1·01 1 cuya 
illlporta,ncia se vió en la prueba Q de Cochran 1 dada anteriormente, 
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CNW>A J 

CAMADA Z. 

•. 

CAMADA 6 

· Alimento Tipo 
. .] 

' ,~, 

~u 

1 
X:u 

Xu 

- 12!1 ... 

Alinlento tipo . . 2 

X12 X1s 

Xu \ X2s 
·-

X52 X6s 
-

' donde ~ij denota el peso del puerquito de la camada i-ésima, y al 
que le fué administrado alimento del ~ipo j-ésimo, en donde el nú 
mero cinco corresponden a la alimenta~ión usual, 

·Para poder probar igualdad de tratnmientos lo que se h·ace es lo -
siguiente: 

Sea m el nüm~ro de renglones y n el de columnas. Entonces, sea -
RiJ ~l ran~o asociado por rengl6n al lugar (iJ)-ésimo, es decir, •· 
se asocian rangos por renglón, de· forma tal que todos.los renglo -
nes. sumen n(~+.l) •. De esta· forma se genera el siguiente arreglo: 

Rll R.12 Ru • . . R1n 

Ru R22 R21 ' • R2 . n 

. 
R R . Rm R 

m.1 m2 . 1 mn 
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en donde J~l R,iJ;i=; n(n;11. VieJm. Sea RJ "'i~-1 R:i:J , el tota~ de la co 
lumna j~f!sil!Ja.. Si' la hipótesis de igua.lda.d de trata.¡nientos (o 

igualdad de pobl~ci:ones.) es válida!' es de esperar.se q~e el .total • 

de cada columna sea aproximiidamente igual al pr~medio de. todas e.llas 
es d~cir, si la hip6tesis de igualdad es válida, debe esperarse 
que RJ y m(nr~) sean aproxi.111~damente 'iguales~ y esto debe suceder 

Vj E~n • 

. Esto es equivalente a pensar, en que los rangos asociados por ren• 
gl6n, lo fueron aleatoriamente~ r que en promedio todos los totales 
por columna son iguales·, 

·' 

Como se ha visto anteriormente en estas notas, la mejor forma de 
checar si RJ y· m~n·;;1 I difieren o no~ VJ E; Jn ~ es considerar a una .. 

. funci6~ de la estadfstica, 

~ CR ... m(n+J))z 
j .. 1 J 2 ' 

. ···12· m(n+llz 
Esta funci6n es T"' mn(n+l)J~lÜlj .... e z -}. , la cual puede demos -
trape (Friedman,Wilks (19.37)}se dist1·ibuye según una X2. con n-1 

grados de libertad. 

Si la prueba se realiza a un nivel ~ de confianza, la decisi~n es; 

Si T es ~ayor que el cuantil l~~ de una X2 co~ n~l grados de libeE 

tad, querrá decir que las diferencias son grandes y por tanto la_· 
hipótesis de igual'dad de trata.mientos deberá rechazarse, En caso 
contrario, las ~iferencias no son significativas y la hipótesis de 
berli aceptarse. 

La distribución exacta de T para !'os .casos n .. 2, m<.15 y n=3 m<:B; .-· 

estli dada por Owen (l962)., Esta prueba tambi~n· estd discutida en~ 

Noether () 967) y Kendall (J 930 y J 948 caps, 6 y: 7), 
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EJEMPLQf¡ 

EJEMPLO l Cuatro va.ried~des de frijol de soya fueron 'plantadas, 
en tres parcelas~ Las cosechas fueron; 

Variedades de frijol de soya 

A B e D 

] 45 4g 43 41 

Parcelas 2 49 45 4Z 39 

3 38 39 35 3tí 

i 

¿Existe ~iferencia en e·1 -promedfo de cosecha.s de las cuatro varíe-
dades de frijol de soya? ... 

Puesto que se tiene un esquema de muestras relaci.onadas (parcela~) 

'f la informaci6n no estli dada en forma dicotómica, el procedimien
to de prueba de Friedman, puede ser apli~ado para probar la hip6t~ 
sis\ 

Ho; El promedio de cosechas d~ las cuatro varieda· 
des es el mismo, teniéndose co~o altern~tiva 

Ha\ E.xisten diferencias significativas '}n los prom~ 
dios de cosechas~ 

En este cjem~lo, los tratamiehtos són la variedad de frijol de SO• 

ya, por lo que la a$ignac~6n de rangos se hace cpmo sigue; 

Variedades de frijol de soya 
A B e D 

1 

3 

1 

4 

1 

2 

1 

Parcelas 2 4 3 2 

3 3 4 1 . 2 



·.¡, , . .. 
. \ 

.· ... 132 -

De esta ~OrJll"- la; e:;tadht:!-c~ dtl prueba es\ l111 ... 3 r n .. 4) 

. ·l2 4 . 
T• 3 (~).(S) J!1CRJ,.3pnz... 0,20 (16+25+j+41= 7,40 

Si ~-o.os. el cuanttl 0.95 de una X2 con 3 srados de libertad es~ 
[tabla. 21 1 .. 8l5 ].a cual lleva a no rechazar la bip6tesis Ho~ 

.; ., .. 
EJEMPLO 2 Una muestra de doce estu~iantes tomada aleatorta~~nte, 

. ', ...,·~ 

es usada para un e~perimento acerca de un método de ensefianza, 
Cuatro· listas de palabras fueron hec.has ~or el e;icper"imentador, C!!, 

da lista _contiene 20 pares de ~atabras, pero métodos distintos de 
apareamient<? fueron usados en cada lista, Cad~ estudiante escoge 
una lista, se le dan cinco minutos para estudiarla y es ~:icaminado.,. 

para probar que tan bien recuerda las palabras, Est~ procedi111iento 
se repite para las cuatro listas y para cada e.studiante \. · Las call. 
ficaciones de los exámenes son las siguientes: (el número 20 denp-

' ta: perfecto)_ 

Estudiante j 2 3 4 5 6 1 8 9 lO ' l~ 12 
Lista j .. JI ' Jl .JS J 2. Jl JS. JO J4 g 8 . 10 

2. .l 4 6 J4 JO jj 9 J6 8 H 9 6 jJ 

3 J6 JS. .16 l2 J2 9 .lo l.1 .13 9 g .13 

•: ~ 20 JO .11 ..14 JS J6 14 l6 .l5 10 l4 .16 

¿Pued~ deciTse q_ue alguna$ lbtas son lllh UcU de. memoriz~r ,q1,1e • 
otras1 \. 

1
, • • • 

LAlgun9$ estudi~ntes son.mejores memoristas que:otros7~ 

Par~ contestar ambas pregunta~ la prueba de Pr!edman será utiliza~ 
d~ debido al tipo de información y· las hip6tesis que se desean pr~ 
bar, 

Para la prj:mer pregunta, se puede establecer la s).guicnte pareja • 
de hipótesis~ 
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' .. ,Ha~ Todas las listas son iguales, 
' Ha~ Existen diferencias significativas entre las -

, ·listas, 

.Como la hip6tesis es.sobre las listas, se tienen entonces doce 
- muestras a las que se le aplican cuatro tratamientos, y lo que se 

quiere responder, es si el tratamient~ afect6 a las mu~stras,( 
si las poblaciones de donde se tomaron las muestras son. iguales). 

La asignación de rangos se muestra en la tabl~. que de acuerdo a-
- ella se tiene que: 

LlSTA 
1 2 3 4 Calculando la estadtstica de prue·' 

Estudiante l 3 1 2 4 ha~ 
2 3 2, l 4 
3 1 2 3 4 j2 ~ m(n+..U: 4 4 1 2 3 T'"mn(n+l}j=1 (RJ"' -z 
5 2.5 1 2.5 4 
6 3 l,5 J.5 4 
7 3 4 l 2 se tiene: 8 2 .1 3 4 
9 3 1 2 4 

T(~:::i:{;;} ~)'+.,.+ JO 2 2 2 4 
ll 2 J 3 4 
12 l 2 3 4 

29. 519. 5 26.0 45.0 

de donde: 
T=1 J7 .. 5750, 

Si se pone a•0,05, el cuantil·~e una ~~con tres grados de liber
ta.d es~ 7, 81 S. •• 

Como T>7.815, la hip6tcsis nula se rechaza y se concluye que las 
listas tienen diferentes grados de dificultad, 

Para la segunda pregunta, la hipOtesis nula es: 
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Ho ~· Todos loes estudtantes aprenden de i:.gual forll)a: 

En este caso las lista.-s-· son las ~oblaciones y. l.os tratami~ntos los 
estudiantes. Pal'a esto, la asign~ci.6nde rangos e!l; 

. .1 2 3 4 .5 "' 6 ·7 8 9 JO .ll .12 
. Listas 

j 12 'l 8 10 •. 5 7 6 :10,5 4,5. 9 3 ,2 4,5 

2 10.,5 l •. 5 J0,5 6 1._5 4 .. s J2 3. 9 4. s. j ~s. 1.5 
J" 

3 J.1, s. j 11. 5 7.5 7.5 3 5 6 9.5 3 3 9.5 
4 12 1.5 10 4 11 8 4 8 6 l .S 4 8 

y los totales Ri, respectivos! 

46, 5, 40; 28, 33, ,21.S, 31.S, 21..S, 33.S, 12, 10.S, 29.5 

Por lo que: 

' 12 ¡ 
T= 4(12)(13) (46-~) 2 +,,.+(29'.S 

de donde T•32~~288. Como n•12, se busca en la tabla 2, para 11 
grados de libertad. Puede observarse, que cualquier número del .. 
reng16n_de la tabla (cuando k•ll) es menor que T, por lo que se .. 
rechaza la hipótesis y se concluye que algunos estudiantes memori 
zan mejor que otros. 

EJEMPLO 3 Dos investigadores de la UNA..~, ·interesados en el probl~ 
ma de mortandad por causas de picaduras de alacrán, querían verifi 
car si la mortandad por grupo de edad sufría cambios signlficati ,. 
vos a través de los afios., Para tal prop6sito, ~e recolect6 infor~ 
maci6n, la cual se muestra en el siguiente cuadro: 
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.· .. 
. 

·Afio$. J940 .l950 J960 . j965 ·. J970 .1975 

0:::-4 45,.73 37.)3 lJ,3 ll,52 8.,-12 4.,88 

Grupos de 5-:-9 8 •. 34 6._j2 . J.,57 J,56 j ,39 0,64 

edad, Ja,.J4 l,33 'j ,06 °"'23 0,31 O,JS. 0,12 
15"19.. o •• 4o. 0~42 0,08 0,07 0,08 0.03 La.s entra 
20. ... 39. O.J7 0 •. 26 Q.,.04 O,JS O,.lZ o,zs das de la 

tabla JJJJC~ 

' 
. 40.;5g_ Q._94 Q.28 (l,l3 O •. H 0~29 O, 12.7 tran las · ~ 

60.. d Jlliis J •. 59.. -1,62 0...84 2 •. 65. 0,41 0 334 ~sas de -
' mortandad 

por 100,000 
habitantes. 

La hip6tesis que se"estableci6 fue por tanto: 

Ho: La mortandad por grupo de edades es la misma para to· 
dos los afios. 

En este caso, los tratamientos son los gr~pos de.edad, por lo que 
la asignaci6n de rangos queda como sigue: 

Grupo de Edad 

Mo 0-4 5,,.g_ 1 o -«4 JSd9. 20 .. 39 40"59 60 o m4s . 

l 940. 7 6 4 2 l 3 5 

1950. 7 6 4 3 l 2 5 

.l 960 7 6 4 2 l 3 5 

l 9.65 7 s 4 .l 2 3 6 

.1970 7 6 3 .1 2 4 5 

1975 7 6. 2 .1 4 3 5 

Teniéndose que: Ta 30.04. 

Como n"'7 ,· se busca una X2 con 6 grados. de libertad, tcmiéndo$c -
que T>Wi"ª• para cualquier a de la tabla z, por lo quo se r~cha· 
za la hipótesis d~'nulidad, 
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PRUEBA X2 PARA K PODLA'C¡ONES. 

En ocasiones cua.ndo se· tienen Vl\,;'Í.íl,S muestras, que sol;l, independi.e?; 
tes entre si, se quiere determinar si las dlferencias que e~isten~ 
entre ellas, es debido a que provienen de diferentes poblaciones, .. 
o son diferenciás debidas a~ azar, entre varias' muestras de la mi~ 
ma poblacic5n. ·Por esto, es necesario contar con un procedimiento-

. ' -
estadístico que ayude a probar hip<3tesis de igualdad de poblac:j.o .. 
nes. 

\ 

_El p~oc.~dimiento que se verá a continuación es Qtil, si se tienen 
k mUestras que son independientes entre si, y la escala en que las 
o&servaciones se miden, sea al menos nominal.· 

El siguiente, es un ejemplo en el' c~al. el procedimiento de prueba 
X2

, e~ utilizado: 

Sup6ngase que se seleccion6 en form~ aleatoria una muestra de ni .. 

estudiantes de una escuela, en la cual se ensefia de acuerdo a un -
cierto m~todo. Asimismo, ~e seleccionaron muestras·aleatorias de 
tamafio n2,n,,,,.,nk en escuelas distintas, en donde los métodos.de 
en~anza son distintos entre st y al primero, 

A todos los estudiantes les fu~ aplicado un examen de conocimientos 
y fueron clasificados de acuerdo a la calificación obtenida,'de la
forma siguiente~ 

ESCUELA 

ESCUELA 2 

ESCUELA K · 

1 

Ou 
2 

Oi 2 

023 

••• 10 

0.1,1a_ 
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en dondt'l OiJ es el nOmero de al,ull)nQ~ de l.a .(~scut'll.I\ ~·~. (\Ue obtuvt~ 

ron la califi.cación J, 

El objetivo del estudio, es probal' que todos los ·metodos de ense -. 
fianza son i-gualniente efectivos, lo que se traduce a decir que la -
proporci6n de alumnos que obtuvi:.eron calif,icaci6n J 1 ~s la misma ,. 
para todas las es·cuelas, Esta hip~tesís puede escribirse como: 

teniéndose "como alternativa: 

Ha~J>q ~ prJ para alguna Je:J.ll 'l algOn par i,rclk; 
en donde piJ denota la probabilidad de pe~tenecer a la ceida (ij)
ésima, 

De acuerdo a lo visto en las ~ruebas de Bondad de Ajuste e Jndepe~ 
dencia, la ~orma de probar esta hipótesis es considerar a la esta.
distica siguiente, como estadistica de prueba: 

el tamafío de la i"'ésima 111uestra;. CJ es total de estudi~ntes que en 
la prueba obtuvieron la calificación j, es decir, CJ• i O.J¡ N es 

. k i=1 
1 

el .total. de estudiantes, esto es, N'":1;f1 ni' 

En general, si se tiene k muestras, donde cada muestra puede clas! 

ficarse en r clases, y se quiere probar~ 

contra: 
Ha:pij +.. pcJ para alguna Je:J'I;' 'f algOn par :t,lcJr, 
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la estad!stica de prueba se define como.; 

en donde: 
• .. 

OiJ, es el nOmero de observaciones -de la. i,.,@sima muestra, que se
clasifican en la j ... ~sima clase¡. n,, es el nOmero de observaciones 

. l. 

por muestra; C j, es total d'e observaciones de la columna J y N el 

total de observaciones. 

Puede demostrarse (Mood Y'. Graybill (19-631, pp 3JJ .. 319} que T s·e ~ 

distribuye asint<!ticamente como una X2 con (k"l)(r-1) grados de -
\ . 

libertad, por l~ que ia hipótesis Ho-de igualdad de poblaciones -
se rechaza a un nivel ~. st T es mayor que el cuantil de orden 
(1-a) de una X2 con (lc-1) (r~l).,grados de libertad¡ en caso con
trario, la hipOtesis Ho no se rechaza, 

La prueba desarrollada aqut y la prueba de independencia de crite . . 
rios, que se viO en la parte de prueb.as de una muestra,, tienen mu-
chas cosas en coman, sin embargo son distintas. Para hacer notar 
esto Oltimo, ·se verán las semejanzas y· diferencias entre estas dos 
pruebas, por lo que se rec0111ienda revisar la prueba de independen· 
cia antes de ver esta parte. · 

Entre las semejanzas pueden notarse las siguientes: 

il Las dos estad!sticas de prueba se definen en forma análoga; 

k r (O, .., 8 . ,2 
T• .~ 2: 1-. tJ . ,lJ.;.L-.- en donde E; J se definen como 

¡~ J~ iJ .. 
el producto del total de l~ columna j·~sima por el total del 
rengldn i-@simo, dividido entre el total ~e observaciones, y 
las Dij son el total de objetos clasificados en la (ij).~sima 
celda, 

ii) En ambos casos la cstad!stica se distribuye aproximadamente • 
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como una ·X 2 ºcon (_k.~J l.(r..J l. sr~dos de. U.bertad.,· e::¡ decir, el~ 
' . . .. ' 

ntlmero. de ~rados de lJbertad,es igual a.lºproducto entre el nQ. 
mero de renglones menos uno por el namero de columnas menos -
uno. 

bebido a estas semejanzas, los criterios que se vieron en la prue- ·· 
ha de independencia, con respecto al nOmero de elementos por clase 
que serta deseable tener para que la aproximaci6n fuese buena, son 
recomendados en esta prueba tambí@n, 

Las diferencias ~ls notorias son~ 

i) En la prueba de independencia, se tiene una sola población 
que puede· ser clasificada de acuerdo a dos criterios, donde 
cada criterio puede tener virias categorías~ En el caso de -
la prueba tratada aqui', se tienen :varias muestras, que pueden . '. 
ser clasificadas de acuerdo a un cri~erio, donde el criterio-. ' 

puede tener varias categor!as. Esta diferegcia se hace notar 
en los totales por renglón~ En el caso de que ~e pruebe inde
pendencia de criterios, es·tos totales no se conocen de an.tem! 
no, es.decir, son variables aleatorias~ ~n el caso de probar 
igualdad de poblaciones, estos totales ~st§n fijos desde el • 
principio, pues son el ntlmero de elementos que se toman de C!, 

da poblaci6n, es decir, son los tamafios de las muestras. Es
to quiere decir, que en la segunda pru·eba se está diciendo -
cu4ntos elementos va haber en cada rengldn, mientras que en -
la primera esto no se sabe. Esto involucra, la forma en cómo 
la informaci~n.se obtiene, o sea el disefio del experimento. 

ii) Otra diferencia es sobre las hip6tesis: En la prueba de indo 
pendencia de criterios, la hipótesis que se prueba es 

Ho:piJ'"Pi,P,J' donde Pq es la probabilidad de que un elemen
to de la población quede clasificado en la cclda(iJl, p. es· 

l. 
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la.. l,>ro~biH.dad de ser clui.ncado en. la. Ci\teB,orta t del pr!:. 
mer c~ite~io r p ,Ji l~ de ser claüfica.do en b · cat~¡i.rb, J 
del segundo cri:teri:o ... 

. . 
En la prueba d~ igualdad de poblaciones, 
ba es Ho~p13 =p2 3 c,\•cPkJ JcJr~ en donde 
que un elemento de la i:..-6_si.111a poblaci:(3n, 
ma categorfa. 

·, 
la hipc5tesi.s que se prue~ 
PtJ es la ~robahilida.d de 
se ~laslfique ~n la jft6~! 

De acuerdo a la hiP,6tesis: es· obvto que p~J no juegan r:l Jlli.sino pa· 
pel en ambos casos·, Y' además no se afirman las mismas proposicio -
nes, p~r lo q_ue las hi'J?~tesis· son diferentes, 

Por todo lo anterior, se reco11ienda tener cuida.do al establecer 
las hip6tesis y sobre todo en las conc.lusiones que se obtengan de 
una situaci6n que, intuitivamente, podrf~· parecer que cae en cual· 
quiera de los dos cas~s. 

Si se desea ampliar, pueden consultarse los siguientes artículos: 
Goddman (1970) y Ireland, Ku y Kullback .(1969) quienes discuten en 
forma detallada pruebas de independencia entre más de dos criterios. 
En Chapman y Meng (1966) se estudia la potencia de estas pruebas • 
X2 , mientras que Haynam r Leone (J9651 dan una aproximaci6n a la 
distribuciOn exacta de la estadtstica T, El caso en que los valo• , . 
res observados por celda es pequelio o cer~, lo discuten !Cu (1963) 

y Sugiura y Otake (19.68), Conover (J9J.l}menciona algunos artícu
los m4s, sobre trabajos y estudios de .la prueba X2 , _Una biblio~r~ 
fla exahustiva, es casi imposible de dar, pues existen muchos tra
bajos sobre estas pruebas y conttnuament~ se publican nuev~s, Por 
es~o, es recomendable,, que el que est@ interesado en estos t6picos, 
consulte los indices de estadtstica. (~or ejemplo: Current Index To 
Statistics) en donde podda. ampU.ar la Usta dada aqur, 
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, ¡ EJEMPLOS 

EJEMPLO l Sesenta estudiantes fueron-di;vididos en dos grupos de 
30 cad.a uno, En cada grUJ?O se les ensefiq coll)o escribí r un pro gr!, 
ma para una ~omputadora, 

En '!no de los grupos se us6 el_11i!todo t!ad~cional de ensefíanza y
en el ·otro se us6 un método experimental de enseñanza, Al final 
del curso se le di6 a 'cada estudiante un examen que consistió en 
escribir. un prog·ra11a para co111putadora, 

.:.El programa 'e¡;crito se evalu6 como correcto o incorrecto "'( lo$ re 
sultados fueron los siguientes~' 

Progra111a Correcto 
Método Tradicional 23 

Método Experimental 27 

Pro~rama lncorrecto 
1 

3 

Lo que se ~esea es averiguar si existen diferencias entre los mé
todos de enseñanza, Como 1as muestras son independientes estre. -
st, se usara· el criterio de la X2 , 

Para esto, 'se tienen los valores observados y los espe.rados se -
calculan como EiJ• -/r Ri C J, El cuadro siguiente da. los valores 
observados en l?l" .LJl\er tér111ino r los esperado~ en segundo' 

Program~ Correcto 

Método Tradicional 23 
Método Experimental 27 

Entonces: 

25 
2!i 

Programa Incorrecto 

1 

3 

!i 

5 
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. Bu$cando en la. ta.bla 2' r i;i.jando ql"\O,Cl.S .se ti.ene que el 
til de una X2 con un gfado de Uberta.d e~:. W-o~,s .F.3 ~ 84.l, pcn: lo 
la hiplJtesis de que no existen· díferencia.s entre los dos Jl)étodos ~. 
que sean si:gnificativas, no .!ie rechaza. 

EJEMPLO 2 JOO hombres r Jan ~ujeres, ~articiparon en una encu~$; 
ta ace~ca de una nueva pasta de dientes, . Se les pidi6 contesta.r 
si les gustaba o no, d nuevq sabor.de la pasta, 32 hombres Y 26 

mujeres respondieron que no les gustaba el nuevo Sabor~ ¿Indi~an~ 
estos datos una di~erencia en h prefe.rencia, entre honibres r JIJU~S 
re.s en general?. 

Para verificar esta h~p6tesis los datos pueden ser aco~odados en 
una tabla de contingencia de 2X2 de· la forma siguiente: 

Les izust 6 la oasta ' No les 2ust 6 la Pasta 

lbnbres 68 32 -
M.rjeres 74 26 

-

La hip6t~sis nula queda como sigue: 

Ho • No existe diferencia en la preferenc}:a entre bombrcis . r mujeres. 

Como las dos 111uestras (.hombres y mujeres). son i.ndependientu eptre 
si, y estdn clasificadas en dos categoría.s, la prueba X2 e~ adecua 
da para vcri{icar la. hi·p~te!iis.. · -. 

Para esto, se calculan los valores esperados, los cual.es i·esul tan~ 
ser\· 

E11 •7.l E12 "'29. E2l '"71 E22 =29 

2 2 (O E. ) 2 
0,8742 Por lo que; Tn :& E ro l l'" lJ "' 

i .. 1 J "'11 ..J.:!! J . ·•' 
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Como se ti.ene un grado de Ubertad, el cuantU corr~$.J?Ondie.nte de 
una X2 es (~;oo,Q,Q.l}\ W1~~·.16,63 •. (Pe hecho, si. ~=Q\~5.r l~ deci:~l-6.n 

es la mismal. 
I .. \ 

Por -tanto, ya que T<:W.J~·a' se con,cluye que no e)\iste. diferencia ~ 

en ·1a preferenci.a entre hombres y mujel"es? que pueda considerarse 
sig~ifkativa •. 

EJEMPLO 3 Para detectar las diferenci~s que existían entre pers~ 
nas de do~ poblaciones distintas, con respecto a su opinidn a f~
vor. de una nueva ley, se toll)aron 135 personas al azar de una po -
blaci6n y 140 en la segunda. 

De las·l35 personas de la primera poblaci6n, '43 es~uviero~ en co~ 
tra, mientras que la segunda poblaci6n, JO~ estuvieron a favor, -
¿Existe una diferencia' significativa en la proporción dt:i gentes -
que está en contra de la ley, en las dos poblaciones?, 

De acuerdo al enunciado del problema las hipótesis a probar son; 

Ho: No existen diferencias significativas entre las dos -
poblaciones. 

y Ha: No existen dífel'encias si~nifica.tivas entre las pobl!, 
e iones•. 

Si la inforJ11aci6n es re.suJ11ida. en la slgui:i:nte tabla; 

Poblaci6n 

Poblaci6n 2 

o '6 IDlnl n a 

92 

103 

f avor . o . i6 IDl.D n en contra 

43 

37 

T o t a 1 

l 35 

.140 

La prueba que sirve p~ra checar las hip6tesls es la X2
, tcniéndo· 

se que:. 
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Eu:=-99,27 E22i=40,72 

Entonces: 

T= 0.~9787 ~ 

Si ~=o,os, el cuanti.l correspondiente (se tiene sólo un grado de· 
libertad) es~ 3-.84J ~· lo cual, lleva a no rechaz.ar la hip6tcsis .de 
que no existen diferencias significativas en la proporci6n de ge~ 
tes que está en contra de ley, en las dos poblaciones. 

EJEMPLO 4 Para probar.la -pote~cia de cuatro drogas, unos invest! 
gadores hicieron el siguiente experimento: Tomaron cuatro muestras 
de SO. ratas cada uno, en forma aleatoria. Después de esto se in
yectaba una droga a todas las ratas de una muestra, haciendo lo • 
mism¿co~ las drogas y muestras restantes, La potencia se medía· 
de acuerdo al nOmerc de manchas rojas (o ronchas) que aparecía en 
cada rata. De acuerdo al número de ~onchas, se hizo la siguiente 
clasificación; 

; 

Número de Manchas 

O·d 2·3 4 .. 5 má,s de s. 
Tipo de 1 .12. za _8 10 

Droga. 2 19 J4 JO 7 

3 l 5 22 s B 

4 12 J3 13 12 

La hip6tesis que s~ desea probar es; 

Ho; La potencia de las· drogas es la misma para las cuatro. 

teniendo como alternativa: 
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EJEMPLO 5 En una' ~ti.bri:ca. se t~.ei:um tre$ f¡lroce$os di.!ltinto~ para 
prQducir el Jl)islllo articulo; si:.n embargo e¡ costo ·de J?roducci6n V!!_ 

rfa de pro ces.o a proceso.. Debiclo a es to, se .desea averiguar .si -
la efectividad de los pPocesos- es la misma, pues si esto es. cier ... _ 
to~ entonces se usarti el Jl)ás barato, La efectividad de ca~a pro-. 
ceso, se 111edira en.funcidn del nOmero de.artículos defectuosos -
que traduzca .. 

Se to11Jaron muestra~ de lotes de produccié3n de cada proceso, donde 
cada lote_conti~ne SQ artfculos. Del primer proc~so, setomarorr - _ 
63 lotes, del segundo 46 y del tercero 30., Se revis6 cada· lote y 

se contó el nOniero de artículos defectuosos encontrado~. La in -
(orJllación futl la siguiente~·- Los· renglones indican de que proceso 
proviene .la 111uestra r en las column·as clasit:,ican los lotes de 
acuerdo al nOmero de arttculos defectuosos, As!, la entrada col~ 
cada es la primer.a columna y el primer renglón, sefiala el número 
de lotes de los fabricados con el.proceso l en los que no se en -
contr6 ningOn articulo deféctuoso ._ 

Nümero de Artículos defectuosos por lote 

o 1 2 ·3 4 5 

Proceso l 12 18 7 9 10 7 

Proceso 2 14 6 s 6 8 7 

Proceso 3 10 4 s !l 6 4 

La prueba que se utilizará es una x1 pl\ra checar igualdad de po-
blaci.ones, en e.ste caso de "e~ectivida.d de procesos'', esto es, -
las hip6tesis a "contrastar son: 

Ho\ Los tres procesos son igualmente efectivos 
Ha~ Existen diferencjas significativas e~tre los tres -

procesos. 



"/ 

Se tiene que N=d 41 y· los val.or.~!3 espei-ados. se encuentran en la .,. 
siguiente tabla 

í 

B. .J 
1j i 

·j 

.l 2 3 4 5 6 

l.15.426 

·-

1J.998 7,2845 J0.284 J0.284 7,713 

z 

- 1 3 

IT, ... 8.7612 .S. 3193 7,5096 7. 5096 S.6322 

,306 7.238 4.3945· 6.204 6,204 4.653 
~ 

.3 6. (O· E· Jz 
Se sabe q~e T ... E E 1 ¡- JJ es la estadlstica de prueba, por -

1'"1 J .. 1 i,1. • 
tanto, si se.substitbyen los valores de Oij y de Eij se tiene ~ue 

T= 9,171269 

la cual se distribuye como una X1 con 10 grados de libertad, 

Si a=0.0.5, el cuantil correspondiente es: 18.31 por lo que la hip§_ 
tesis Ho no es rechaza~a, es decir, puede buscarse el proéeso más 
econ6mico para usarse, pues lo~ tres tienen l~ misma efectividad. 
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PRUEBA DE LA MEDlANA 

La prueba que ·a continuaci6n se vertt, no es· más que una extensión 
de la prueba de la mediana que ¿e vi.6 en la parte correspondi_ente 
a pruebas para dos poblaciones independientes. Como ej:m~lo,, su
póngase la siguiente situación: 

Una compaftla fabrtca una componente el@ctrica que es básica en la 
producción de aparatos electrónicos, Sin embargo, en los últimos 
!lleses, ·se ha encontrado que va,rias componentes han salido defectuo 
sas, ignorándose las causas, 

En vista de que es·ta s·ituaci6n ha causado que las ventas de la co!!! 
pafl.ia di.sminuyan, la ~irectiva retlne a un grupo de expertos en la
fabricaci6n de la component~, para que traten· de encontrar la fa -
lla en la producción o al menos orienten hacia donde debe buscarse. 
Despu@s de examinar toda'la información disponible, la cual ~onsi~ 
te básicamente, de los resultados de las pruebas de calidad que se 
aplican al final de cada etapa del proceso de fabricación, el gru
po de expertos concluye en que la dltima etapa de éste, e~ en don
de iadica el ~roblema~ Ellos creen que la t~mperatura en la que -
esta tlltima etapa se realiza, no es la adecuada, y hace que las 
componente~ se deterioren, Sin embargo, no están seguros de esta 
aseveración, 

Para poder verificar la proposici6n de los expertos, la directiva 
decide tomar, en forma aleatoria, una parte de la producción, que 
est~ por pasar a la Gltima etapa del proceso de producci6n. Supo~ 

gase que el namero de componentes asl clegjdos es N, D~spués de -
@sto, se forman varios grupos, en forma también aleatoria,.dondc -
cada uno de ellos será sometido a diferentes temperaturas en la 6! 
tima etapa; es decir, se toman N componentes aleatoriamente, de é~ 
tas, se toman aleatoriamente n1 para somcterlQs a cierta tcmpcr1t~ 

·, ., 
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·-
ra., en la. tll tiJlla etapa.\· ;I.uego SQ toman .° 2.t :r s~ hace lo J1Jis11to, p~ 
ro a otra temperatura.. r asi ~uced.va111ente.hMta. agotal' hs N CO!!J_ 

ponentes iniciales, 

Cuando todas las componentes ha~ pasado por esta etapa,_ se 'les ha 

cen varias pruebas de calidad, en las que los resultados se ~edi
rán en una escala de l a JO, Donde, la m!nima calificación esta~ 
ra .representada por el 1 y la mbirlla por el l O, Por último, la -
"calidad" de cada componente sed. l,a suma de calificaciones obten.!. 
das e~ cada una de las pruebas, 

El procedimiento estadtstico que a continuaci6n se describe-no tra 
~a de av~~iguar st la ' 1 calidad"~ 4e cada componente es bueno o no, 
sino que servir! para detecta.r sí la te111peratura influye en la ca
lidad o no, 

Ya que las componentes han pasado por todas las pruebas de calidad 
y tienen ~signadas una calificact~n, la muestra conjunta (conside
rando las N componentes) puede ser .ordenada de menor a mayor,- de -
acuerdo a la calificación obtenida, y a -~artir de esto calcular la 
mediana de todas las calificaciones, 

El pr6posito de hacer esto, es que ~i la temperatura no influye en 
el proceso de fabricación, deber• tenerse que la mediana de las ca 

. . 
lificaciones asignadas a las componentes, sea la misma para todas-
las muestras e igual a la mediana de la muestra conjunta. 

Si se denota con ,01 i el ntlmero 'de· observaciones de la i-6s~·m~ mue~ 

tta que son mayores que la mediana de la muestra conjunta, y con -
02. a las que son menores o iguales¡ se puede generar el siguiente 

1 . 

arreglo~ (supon~endo que $e formaron K muestras o grupos, con las-
N componentes) 
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' 
: l. 2. 3 .. -- . k 

mayores . o~ O.u O.i3 olk R1 

menores 
igual. 

o Qz¡ o~ 023 . '. 01:\';. R2. 

llJ n2 D3 nk 

I;st~ arreglo no es 111b que una tabl<:J. de contingencia de Zxl<, donde 
Ri es: el total de valore.s· (\Ue

0 

exceden a la mediana de la muestra -
~onjunta, en todas l~s m9estras T R2 el total de valores que son -
menor o igua.1 a..ella, 

Puesto que las muestras son independientes entre si, el método pa
ra pl"obar la fUp6tests de igua1dad de 1ne6lanas, no es mh que un -
caso particular de la prueba X2 para Kmuestras, vista en la sec -
ción anterior~ 'De. aquí que la estadtstica de prueba sea: 

la cual se distribuye -

aproximadamente como una X2 con k~1 grados de libertad, 

Si la prueba •e realiza a un nivel Q, la región critica está defi 
nida por valores de T mayores que el (1-(ll cuantil de una X2 con
k~l grados de libertad, se rechaza la hipótesis de igualdad de m~ 
dianas; en caso contrario, la htp6tesis no se rechaza .• 

EJEMPLOS 

EJEMPLO .1 Se quiere probar la hipótesis de que las 'siguientes 
muestras fueron ohtenldas de I?Oblaciones con la misma mediana. 
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MuMtra l : 35' 42, 42, ~o!· l 5, 31, 29; 29, 17, 
2; 34, 38, 26, 17,. 42, 28, 35, 33:. j6~ 46 ,::« < 

' 3 . .. J 7' 29., 30, 36, 4J. 30, 31, 23, 38, 30. 
4: 39, 34' 22, 27, 42, 33, 24; 36, < 29, 25~ 

Para probar la hipótesis se deben o~denar las 40 observ~ciones y 
calcular la mediana de.la muestra conjunta, (pl número entre pa~ 
réntesis-, signH:ica la muestl'a a ].a que pertenece la observaci6n). 

15 (ll 

26.(21 
30(3) 
36(4) 

16(_2) 
27(4) 
31 (l) 
.38 (2) 

.l 7(11 

28 C2J 
31 (3) 

38(3) 

17(21 
29.(1) 
33(2) 
39(4) 

17(_3) 2J(1} 

29(1) 29.(3) 
33(.4) 34(2) 
41 (3) 42(1) 

22(41 23(31 24(4) 25(.4) 
29(~) 30(1) 30(3) 30(3) 
34(4) 3'5(1) 35(2) 36(3) 
42(1) 42(2) 42(4) 46(.2) 

Para calcular la mediana, se busca el nOmero que divida en dos -
partes iguales a la muestra; en este caso es m~30. Si se clasi
fican las observaciones de acuerdo a la muestia de que provienen 
y de si son mayores o menores (menores o iguales) a la mediana, 
se genera la siguiente tabla de<contingencia: 

Valores mayo~ 
res a la me• 
diana conjunta 
Valores meno~ 
res o iguales a 
la mediana con~ 
junta. 

2 

4 6 

6 4 

4 

4 5 

6 s 

La hipótesis es Ho :< Todi..J las poblaciones tienen la rnisml\ mediana. 

La estadistica, de acuerdo a lo visto es; 
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. en donde N es el total de observaciones, R; el total del primer 
rengHln y R2 del segundo; 01 ~ los corres:pondi.entes ·valores obser, 
vados y 'ni los tama.fios de la,~. muestr3:s •. 

¡ __ ,. .• 

En el ejemplo:.· 

y 011 •4. 0.12 11116. 013 ,,¡4 y 0.1~ •.S.'I. 

Entonces\ . 

. T•, ~:~~ l (.4cl:g l' +(6~1 r~ J'.•C.4,! :g J'+ (S·1 ~g J.' l' 
' Como el namero de muestras 

libertad, 'usando la tabla 
no es rechazada, esto es, 
mediana, 

es cuatro, se tienen tres grados de ~ .. 
2 del apéndice, se ve que la hipótesis . . . 

las cuatro poblaciones tienen la misma 

EJEMPLO 2 Cuatro di~erentes m6todos de hacer crecer ma!z, fueron 
asignados aleatoriamente a 34 parcelas .. La producci6n por acre,·" 
fue registr~da para cada parcela:.-

Me todo .1 2. 3 4 
83 9.l JOJ. 18 

9J 9.cl .lo.o. 82 

9.4 8.1 9.l 81 .. 

89.. 83 9.3 1J 
89. 84 96 79. 

96 83 95 81 

91 88 9.4 80 

92 9.l 81 
-- h~ 

90 89 

84 

··. '. 
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Se sabe que si las ¡:>oblaci.one's U.en.en distintas Jl)edi~nas, eriton-. 
ces sori dif'.!'rentes, por lo que se quiere verificar si todas . , 
nen la misma mediana, es decir, la hj,p6tes.is Ho,. será; · 

Ho:. Las muestras provienen de poblaciones de igual 
11ediana •.. 

contra Ha~. B:dste al menos una poblaci6n, coi:i mediana distinta 
a las demás~ 

Como se sabe, para probar estas hip6tesis, es necesario calcular 
la, mediana de la muestra conjunta y construir una tabla de conti~ 

I 

'gencia. 

La mediana de la muestra conjunta es m•89, por lo que la tabla ~ 

queda como:.-

Método 
Observaciones meno· 
res o iguales a la 
lllediana conjunta. 

Observaciones mayo· 
res a la niediana • 
conjunta. 

3 

6 

2 

. 
7 

3 

3 4 

o 8 

7 o 

· n·I 4( l i)2 
N

2 ·"OH·~ La ·estadlstica de prueba es T• JGlf2 r., 1 - Di 

ns•7 y n,.•s, 

P 1 T 4 a.l( (.6"4.24)2 + (3,..,4.70) 2 + (7.3.29)2 + p.~6)2 }_ or o que •. •. 9 jo 7 

-> T• 4.0l(0.34+0.29+l,97+.1,77) 

J. T• .11 •. 52 
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El cuántil cQrrespondiente a una. X2 con úes grados de. l.ibertad, 
siendo ~-o.. US. es W.i .,.a• 7 ._'s1 S., tenié~dose. que la hipótesis nula es. 
rechazada, esto es, las poblacio~es no tienen l~.rnis~a mediana ~ 
(lo que significa que al menos 1;1na difiere e_n medianal. 

De hecho la hipótesis Hose rechaza a'lln si á=0,001, 

EJEMPLO 3 Se tiene tres marcas diferentes de bulbos, y se torna~ 

ron muestras· aleatorias de tres lotes conteniendo cada uno, una 
marca de bulbos. (Esto es, cada lote contiene una y s6lo una ma!. 
ca y dis~inta a las otras dos. de ~orma tal ~ue se tiene una mue! 
tra aleatoria de cada marcal, A cada bulbo seleccionado, se le 
mide su vida media, ~eniéndose los siguientes resultados: 

Marca A 8 e 
Duraci6n 73 84 82 

64 80 79 
~.i .... 

67 . gj Jj 

62 71 75 

70 

Se· quiere veriHcar si la vi.da 111edia de los bulbos de las. dife~ 
rentes marcas es la misma, para lo cual se establece la hip6te
sis ~ 

Ho: Las tres muestra~ proviene~ de poblaciones de igual 
median.a teni~ndose como alternativa, la negacidn ~ 

de Ho, 

La prueba· adecuada parece ser la prueba de la mediana¡ por lo -
que SQ ordenará la muestra conjunta, SC Calculará la mediana y • 
se construirá la tabla de contingencia: 



62. CAl 64 CAl 
77 CBl 79. CCl 

por lo que m•7S._EntQnces • 

Observaciones 
ma:yores 6 -
iguales a m•75 
Observaciones 
menores 6 -
iguales a 111"75 

A B 

67 

80 
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CA l. 
.CBl 

.... ; 

e 

70 

81 

r . 

CAl 
C~l 

-> T• 4.0238(l.06S1+J.1S98+o:_oris91 

:. T• 8.9764 

7j 

82 

' 
ua 73 

na· 84 , r-
> ,. 

,~-

. 
' 

., 

(Al 75 C.Cl 
CBl 

... 

Haciendo a•o.ns, el cuantil co~res~ondiente a una X2 con dos gr! 
dos de libertad es~ Wp.a,.S,99J,. ·recha.z~ndose por tanto Ho, pues 
T> W1-a. 
Por lo que no puede decirse que la vida media d~ los focos sea la 
misma para todos. 

Si a•O.Ol, el cuantil es WJ•~ ~9~2J0 1 por lo que Ho nQ se rechaz! 
rta. De acuerdo a los intereses del experimentador, debe de ele
girse el valor de ~ r por tanto la decisi6n, 
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PR.UEBA DE KRUSKA.L-WALL'lS 

- ' 

Como casi todas las. pruebas que se refi.eren a k poblaciones (k> 2), 
la prueba de Kruskah.\fallis 1 es una generalización de un procedi
miento de prueba desarrollada paTa dos pÓblaciones. 

Esta prueba de k poblaciones, es una extensión hecha a la prueba 
Mann-Withney para dos poblaciones independientes, por Kruskal y -· 

' . 
Wallis (1952)~ de·ah1, el nombre de la prueba, 

\ ' 
Como un ejemplo para ilustrar esta prueba, se tiene el siguiente*:· 

En un laboratorio de análisis cllnic6s, trabajan seis personas ~ue 
se dedican a hacer· ei miSJllO tipo de an!lis·is, El jefe del labora
torio, no está muy convencido de como realizan este trabajo y por 
lo pronto desea veríi,'icar si las seis personas t'rabajan al mismo -
ritmo.o no, Para tal efecto, registra varios tiempos por persona, 
de lo que se tarqan en hacer un análisis, pues él cree que elrcgis
~rar los tiempos, es mejor que contar el nümero de análisis, que -
cada persona efectaa al día, pues los análisis se v~n distribuyen
do de acuerdo a como llegan; es decir, al llegar un análisis, éste 
se le dá a la persona.que est4 desocupada, si existe más de una en 
esta situación, entonces se asigna aleatoriamente¡ si todas las 
personas están ocupadas, la primera que se desocupe, efectuará el 
análisis. De esta forma, no a todas las personas les toca el mis
mo nümero de an41isi$ y por otro lado, el namero de análisis que -
llega a cada dfa es variable.' 

En vista de que el }efe del laboratorio no quiere actuar subjetiv~ 
mente a la hora de emitir un Juicio, decide buscar un procedimien
to estadlstico que le ayude a decidir si las seis personas traba -
jan al mismo ritmo.-

N6tese entonces, que se tienen seis muestras aleatorias que son in 

* Sugerido por Lelia Mendoza., 
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r~ ·~ l 

~ ~ 

dependbn tes entre d, r q_ue l.o que se C\ui.ex-e p~oba~ .~s si ll'~ ·"-~·' 
seis, provienen ~e ·1~ misma pobl.aci1'n , esto es·, traba'j :in a1: ínisnÍ() ·, 

ri1:m~, lo c.u~l. C\UÍ.~l'~ ~~el~. ~:P toda.s· ·tas ob:¡e~vacl:one~ .~on g~~c;¡;~_ ~ 1 
da$· por la m:i.:s11¡¡1 di:s·tribuc:Mn.. · · ' 1 

En general, sup6ngase que se tienen k poblactones independiente~ ~: 
entre si, y cons:i:d@rese el siguiente ureglo ~ , 

Xu Ru X:u R21 xk1 

X12 R12 X22 R12 xk2 

. . . 
X1n1 . R1n1 X2n2 Rzn2 xkn 

k 

en donde XiJ denota la j .. @sima observación de 

y Rij el rango asociado a XiJ. Esto es, sí se 
de menor a mayor e~ f~rma·conjunta, sin perder 
cada elemento, y se asocian rangos del 1 hasta 
tiene que Rij denotarA el rango asociado en la 
la ~j ·ésima obervaci6n de la i .. bim~ polHación. 

La ~ip6tesis a-probar serll~ 

Rk1 

Rkz 

Rkn 
k 

la poblaci6n i·@sima, 

ordenan las muestras 
la identificación de 

. k 
el N (con N=i~l ni), se 
mu~stra conjunta, a~ 

Ho; La funci6n de dlstrlbuct6n, es la misma para todas 
las poblactones, ,.· 

y la alternativa natural,es: 

~ ··• 

H1: Al meno~ dos functones de distribución son distin· 
tas .. 

En forma mat~mática, quedartan ;. 
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ffO~· 1'1;¡.Cítl!=.F_,~l.. "IACeX f "l~.'f:J&Jk. 

• H.J ~ f t(x) ~·JI J Qr'l para alguna xe:x· y alguna :t""J&Jk 

donde F :j..úcl den.ata la funci<Sn de dhtrtbudón de la t~hi:illa pobla." 

ci6n, 

Si la hip6tesis Ho, fuese cierta, .es de esperarse, que en promedio 
.. 

R. Y' Rj sean iguales-, en donde R. denota .. la suma de rangos asocia~ 
• J. ' .. J.. lll. 

dos a la t-..@sima 111uest:u., esto es, Ri·,s; f •1 R:i.J ie:Jk. 

Usando el teorema central ,del limite se tiene que: 

1 • 

Ri- E'(Ril se distribuye aproximadamente como una 

rvtiQ 
N(!l,1}, 

donde puede demostr-arse [teorema 5 1 ~ag,46 1 Conover (197.l))que: 

por lo que~· 

grado de libertad, 

n':! (N+l). 
2 

y 

se distribuye como una X2 con un• 

Si las Rils tuesen independientes~ se tendría que; 
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k grados de libertad~ Sin·embargo,.las Rl's no son independien. 
k . · N(N+l) 

tes pues i~l R¡'" 2 · , siempre, Kruskal (1952), demostr6 que ~ 

si el hésimo término de la suma Cll es multiplicado por N-ni vie:Jk, , , rr .. 
entonces~ 

r"'J (Ri·!~1(N+l)l 2 , se distribuye asint6ticamente co· 
1•1 .1 ni(N+l)(_N~n:iJ 

12 

mo una X2 con k~l grados de libertad, 

' " Por todo lo anteri'or, l~ estadfsttca T, ser§ la estad!stica de 
prueba, la cual ~uede reescribirse como: 

12 
T111 N(Ñ+j) 

o en {orma equivalente~ 

k 
.t 
i ... 1 

Ahora, si k~3 r ºi~ s ~iEJk, la hip6tesis Ho es rechazada, a un ~ 

nivel ~. st T ;iio T* es, el valor crftico de T para la Q dada, para el 
cual existen tablas ()'abla l2, Conover(.197-1)1, En caso de queT<T", 
la htpótesis no se rechaza, 

Si es·tas. condiciones no se cumplen, se usa la aproximación a la X2
, 

en· donde, si T > \{J ~~ se rech~za Ho ,. donde Wp, es el p·~simo cuantil 
de una X2 con kd grados de lHiel'tad~ Si T<WJ"a, la hipeltesis Ho, 
no se rechaza, 

Para otras pruebas similares. a la Kruskal .. Wallls, .puede "'.erse la P! 
gina 26.3 de Conover (1971) ~ para las. referencias, 
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EJEMPLOS 

.. 
EJEMPLO 1 Cuatto progra,n¡a,s de entren<\DJi.ento p!lra e111pleados ~ue". 

ron probados en 20 e111pl.ea,dos nuevos 1 l.os cu~l.E:s fueron asignados· 
aleatoria111ente a cada. progra~a en grupos de cinco.. Lo!i veinte ,. 
eapleados fueron puestos bajo él cuidado del mismo supervisor y 
al final de un cierto peri'.do de tiempo, asignó rangos a.los emple<!_ 
dos, de acuerdo a su ha,bilidad en el trabajo (el rango menor se -
asignó al emple~do con_aenos habilidad). 

Rangos 

j 4 6 7 2 10 

2 .1 8 12 3 11 
Programa 3 20 l9 .16 14 5 

4 18 15 17 13 9 

¿Existe alguna diferencia en la.efectividad de los distintos pro
gramas de entrenamiento?, 

La forma es como los empleados fueron asignados a cada programa, 
hace que las cuatro muestras de cinco personas sean i~dependien· 
,tes. entre sl' r como en la información se dan los rangos asocia
dos a la habilidad de cada trabaJador, la prueba de Kruskal .. Wallis . . \ 

es la apropiada para contestar la pregunta planteada, 

Para poder ~plicarla, es necesario calcular la suma 'de rangos as~ 
ciados, por programa, Estos valores son; 

El total de empleados es 20, por ro que la csta,d1stica de pru~ba 
queda ;como; 
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-> T• O •. OZ86(_l68,2+24S.+.l095 •. 2+1036.8}.;. 63 

•> ·T• 9, 7927. 

Como el número de muestras es distinto de 3, la tabla 9 no puede 
ser.~sada, y es necesario utilizar la tabla 2, 

Si a•0.05, el ~uantil correspondiente es: ~Qin •7,815, Como ~ 

T > Wo. ts la hip6tesis Ho~ No e~iste diferencia en la efectividad· 
de los disti.ntos prosTa.111as ~ e'$ uchazada, 

EJEMPLO 2 En el ejemplo 2 de la prueba de la' mediana para k po
bla~iones, se lleg6 a la conclusión de que no todas la~ ~oblacio~ 
nes tenian la misma mediana.. En este ejemplo, se mostrará, media!!_ 

te la prueba de KruskalTWalis; que en efecto los cuatro tratamien 
tos para hacer crecer maiz son significativámente diferentes. 

Para esto, la muestra conjunta es ordenada (.sin perder identific!_ 
ci6n) y se le~ asigna rangos: 

Método 1 Rango M~todo 2 Rango Método 3 Rango ~todo 4 Rango 
77 1 

78 2 

79 3 

80 4 

81 6,S 
81 6,5 

8.1 6,S 
81 6\5 

83 jj 82 9 
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Método l Rang<f Método 2 Rango ,Método 3 Rango Métodoj4 Rango 
~ 

83 
83 
84 
88 
89. 

89 11· 

89 11 

90 l 9,S 

90 
91 23 
9J 23 

9J 

9J 

92 26. 

94 28,S. 

96 3.1. 5 

Las hip6tesis son: 

t ·~ 

.lJ 

l.l ' ,,,.-" 
.13. 5 \"'} 

.l s ~ ~-

.17 \>·:·~ 
.... ···~ "(J, 

'; \ -·· ~-., 

l 9. 5 

"J"lt 
·' 

_ _, 

23. 
9.l 23 

93 27 
94 28,5 
95 30 

96 31,5 
.100 33 
lOl 34 

Rs,.207 'f R.~=38~ 50 

Ho: No existo diferencias significativas·en 
los cuatro métodos, 

Ha• Existen diferencias significativas en -
los cuatro métodos. 

12 . ~ R~ Co11<> T• Ñ(Ñ+T)i• 1 ºi .. 3(N+.ll, se tiene que 1~2.4,28, Para buscar 

' q 
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el cuantil íl.{>l:'OJ?i.ado, debe saberse que ta,bla ui:;i:u'r en este Cíl.,so .. 
k 4, por lo que se busca el cuan.ti.l, .j .... ~ de una X2 cop_ tJ;e~ ¡ir"" 

. . ¡ . } 
dos de libertad, teniéndose que si. ~l"o •. us. , \'JiT\~"17,815¡. ~·0,.10, 

W1 .. ~=6.25j f' ~·0.01, W.i .. ·~=-.ll,34¡ por lo que en lo!l Úes CMOS se 
estli en la región de l'echazo, tenil!ndose entonces que existen di .. . ' 
ferencias en los cuatl'o 111étodos (.EstQ es! Ho se rechaza.l.t 

EJEMPLO 3 Se tienen tres ~onjuntos de ocho medidas cada uno, dq 
la suavidad de un cierto ti~o de pa~el~ obtenidas en tres labora .. 
torios distintos~ 

Labora.torio 

A 38 •. 1 4j •. s. 43,8 44 .. 5 45,5 46,0 47,7 58,0 

B 39.2 39,3 39,7 41.4 4-l..8 42,9 43,3 45,8 

e 34. o 35.0 . 39 .. 0 40 •. 0. 43.0 ,43,0 44,0. 45,0 

Supóngase que los tres conjuntos son muestras aleatorias, indepe~r 

diéntes entre sL. ,lExisten_ diferencias sistemiiticas entre los dis 
tintos laboratorios1 

Establhcanse las siguientes hi.p6tesis: 

Ho~ No hay diferencias sistemáticas entre los distintos L~· 
boratorios. 

y Ha~ Si h~y diferencias ststem4tlcas, 

Puesto que se t:i:ene mfs de dos muestras independientes, la. prueba 
de Kruskal .. Walls es épllcable\ 

Pa~a poderla áplicar, se necesita asignar rango a las ob$ervacio~ 
nes, este preocedimiento se muestr~ en la siguiente tabla: 



- j 63 -. 

CAPITULO ·y 

MEnI.DAS DE CQRRELACIÓN 

En las situiciones en que los datos son ~resentados en parejas -
(~omo es el caso de las ~ruebas de dos poblaciones), es frecuente 
querer saber st las aos variables est4~·relacipnadas o no¡ i adn
más, saber el grado .de relaci6n, si es que existe, Lo que se tr!!_ 
ta de aver~guar es si. existe una.rel~ci6n entre dos variables, e~ 
to es, una relaci6n m,temática, que no debe confundirse con una -
relaci6n causa~efecto, 

~as medidas de asoc'iaci6n o correlaci6n, pueden dar importantes Í!!. 

dicaciones acerca de las causas o efectos, pero pue~e suceder 
t_ambiiin que existan correlaciones debidas al azar, correlacionesr 
sin sentido o correlaciones que son prácticamente insignificantes. 
Esto es más notorio cuando el tamafio de las muestras es pequeño, • 
en estos casos se encuentran fácilmente correlaciones engafiosas, • 
~ebido a efecto~ aleatorios, 

El .c6mo una correlación entre un pa,r de v"riables puedi'l ser expli· 
cada, de~e~de en mucho de~ conocimiento que el int@rprete tenga -
cerca de~ problema o a su experiencia, Además las correlaciones • 
no deben ser extrapoladás .. sin un conocimient,o a fondo del problema 
en cuesti6n y adn asr, puede darse el caso que al extrapolar, se -
llegue a resultados carentes de lógica. 

La relaci6n que pueda existir entre dos variables, nd necesariamcn . . 
te es lineal, sino que puede darse en forma cuadr&tica, logarítmi-
ca, o en otra forma no lineal, r como la mayoría de las medidas de 
correlación, lo que miden es la rclaci6n lineal entre dos varia -
bles, debe tcn~rse mucho cuidado en su interpretación. Si una me· 
dida de correlación lineal marca una asociación muy baja, no debe 
intcr~retarse comd no relacionados, sino como no relacionados li -
nealmcnte, sin que esto niegue una posible asociaci6n no lineal, • 

',. ;:; 
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Laboratorio 

A 3 1 o 16 18 20 22 i3 24 136 

B 5 6 7 9 jj 12 15 2.1 86 

e l 2 4 8 13.S l3. 5 .17 19. 78 

Eritonces 12 
T=N(N+l) 

3 R~ i:
1
;-iit _.,.. 3 (N+ l }. , para estos datos T= 4~94 

En este caso k=3, pero los tamafios de las muestras son mayores a 
cinco, por lo que tiene que utilizarse la distri,buc~6n X1

• para
calcular'los cuantiles de T. Si a•O.Ol, W1~a•9.21, por lo que -
T<W1·a, t'eniéndose entonces que la hipótesis Ho no se rec~aza,· 
ie, no existe diferencias sistemáticas entre los distintos labora 
torios para medir la suavidad del tipo de papel en cuestión: 
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entre los dos variable~. 

·Sin embargo, hay cosas en que una asociaci6ñ no ·1 ineal puede. ser -
detectada por una medida de correlación li-:n~al, como es el caso de 
la tau de kendall~ en las situa¿iones en que la asociación entre -
las dos variables, est4 dada por una función monótona. 

Debido a esto, en lo que resta de esta introducción, se hablará de 
co'rrelaci6n entre ,dos variable.s, en lugar de correlación lineal e!!_ . . 
tre ellas, por la posibilidad de que otro tipo de relación sea de-
tectado jor una me~ida de correlación. 

En el caso de estadtstica paramétrica, la medtda de correlación 
más comün, es· el coeficiente de correlaci6n de Pearson, que se den2_ . 
ta con Pxy y se define como: 

Pxy• cov(X,y) J 

( Var Oc)Var Cy11'%' 
donde X y Y son las dos varia
bles de tnterés. 

Haciendo analog1a con este coeficiente r sobre todo con sus propie
dades (ser invariante bajo cambios de escalas de las variables, en
tre las mis importantes), se dirá que una medida de correlación es-
11buena'' si cumple con: 

il. Si valores 1?rande$. de ·x y y tienden a ser aparcados y por lo -
tanto lo mis·mo sucede con valores chicos de X y Y; la medida -
deberá ser positiva y tender a uno, a medida que esta asocia -
ción sea m4s fuerte, Es decir, si para cualesquiera dos pares 
independientes (Xi,Yi)y_C?:JiYjl de variables aleatorias inde -- · 
pendtentes,,.xi «XJ siempre que Y1<YJ (o bien X{>XJ siempre -
que ):\'>Y'J)í la ·medida serlí igual a uno, y disminuirá a medida 
que la relación no sea tan marcada, pero permaneciendo siempre 
como un valor positivo. 
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iil Si. val-ores g11andes de X tiendett a. s·er apa.1:'eados con valor~s 
chicos de Y o viceversa~ ~a medida deberá s~i negativa y a~ 
medida que esta relación sea más fuerte, tender a menos uno,, 
Es decir si (Xi,Yi)_y CXJ,YJl so.n dos pare~ independien~es -
de variables aleatorias independientes, y Xí>Yj siempre que 
Yi->YJ o bien si X?XJ sie111pre ~ue Yi<:YJ' e.ntonces la medi· 
da deberá ser tgual a menos uno, e irá aumentando a medida .• 
que la tendencia disminuya. pero siempre siendo negativa, 

iii). La medida ~uede tomar valores en el lntervalo [d .l l tlnicame!!. 
te. 

iv) Si las variables (X ~Yl fueron construidas aleatoriamente, es 
decir, no exist~ tendencia, i o bien, son independientes;. la ,. 
medida dellerá aproxtmarse a c·ero. 

Cuando (i) sucede~ se dice que existe correlación positiva entre 
X, y Y; y- si la medida es uno, se dice que existe concordancia. per· 
fecta ." Si (ii) sucede, se dice que existe correlaci6n negativa en
tre X y Y, y si la medida es menos uno. se dice que X y Y son per· 
fectamente di'scordantes. Cuando sucede (1v), se dice que -existe no 
correlación entre X y Y. 

Ahora bien, la.medida de correlaci6n, dd el grado de asociaci6n que 
existe entre las dos variables¡ sin embargo, es importante tambi~n ~ 

el poder afirmar si el encontrar correlací~n en la muestra, .sígnifi~ 
que que ~as poblaciones est@n relacionadas o son fluctuaciones del ~ 

azar; pues los resultados num6ricos, incluso cuando han sido c~lcul! 
dos a partir de material completamente correcto r libre de objecio~ 
ne~, no demustran nada~ $lno que sólo dan una indicación sobre aigo, 
llaman la atención o exigen la construcci6n de hipótesis r la consi~ 
guicnte prueba de hipótesisi por lo que en esta parte, ademas de las 
medidas de correlación, se ver8n prueb~s que determinen, si la asoci! 
cidn existe en las poblaciones de las que se tomaron las ~uestras, • 
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·COEFIC:J:EN,TE DE CONTJNGENClN DE PEARSON 

Una forma faci1 de deteétar ~i e~iste. alguna re1aci6n entre dos p 

conjuntos de datos, es usando una tabla de contingencia, (lo que
supone, que los datos ~eben estar reierid~s en escala nominal, al 
menos). 

En el caso de la prueba xi para probar independencia de criterios, 
una dependencia entre renglones t columnas, puede interpretarse en; 

forma obvi:a, como una dependencta· entre los dos. criterios de el ns!_ 
ficaci6u que est~n usando. De la misma forma, en el caso de la 
prueba xi. para probar igualdad de K poblacione~. una dependencia ,. 
entr~ renglones y columnas, significará una do~endencia entre las 
probabilidades de ser clasificado en cierta categoria, 

Para c5tos casos, la estadfsttca T definida por: 

r 
T= ,l: 

1.,,.1 
(011•E··~ 2 con . R; C1 -~ .. l...J.:l-,.1 E'.J.=-~~N . ;-

EiJ ... 
donde Ri es el 

total de observaciones del renglón i~ésimo, cj lo an~lo~o para la 

columna j-ésima, N el total de observaciones clasificadas y Oij el 
nGmero de observaciones c~asificadas en la celda (iJ); es usada~ 
para probar independencia. Sin embargo en muchos casos, .no nada ~ 

más quiere saberse si hay dependencia, sino niedir el grado de dcpe!!_ 
dencia que existe sobre las dos variables y determinar st es signi_. 
ficatlvo C5tad!sticamcnle o no lo es, (este grado de dependencja). 

Yulc y Ken<lall (1950,p. 53) 1 • le atdbuycn a Pearson el siguiente 
,coefidente, que se utiliza para med'ir el grado de asociacilJn entre. 
dós conjuntos de datos, que se arreglan en unn tabla· de contingen
cia: 

C .. -Ht'f- ' 2 
• cm donde T es la estad1'sticn que se defi· 

[ 
T · ]

1

' 
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ni«5 en la. 1,>-gina. antel'l:.QT \ 

Para probaJ; .si el valor de e ,es !iigniU.cativo~ e.!?.· dech·, si el va
lol' de e representa, o indtc~ asoci.a.c:i:6n en.tre las dos var~llbles de 
la poblaci6n de que se obtuvieron los dos conjuntos de dato!¡··, !!e -
usa a la es.tadtstica, T~ ha.c:i:.endo ~ 

Ho:. El valor de' e indica independfZ'ncia entre las dos -
variables .. 

Ha: El valor de e indica dependencia entre las dos va-
riables, 

Si el valor de .T es ma.yor q,ue el (;l "'(Ü cuantil de una. X con ~ 

~J' .... _l l (c .. 1)_ grados de lí:bertad~ se recha.za la hipótesis Ho, si es .. 
que la prueba se hace a un nivel ~. r en .donde r es el n~mero de -
renglones y c el de columnas¡ de la tabla de contingencia, 

Aunque el grado de- aplicación del coeficiente C es muy' amplio, tie 
ne sus limitationes, las cuales hacen que ei coeficiente'c, no sea 
muy bueno, en el sentido de la definici6n dada en la introducción. 

En Conover O 971}. se demuestra que el valor máximo de T puede to -
mar es N(s .. 1), donde S•mín (J-~cj_, por lo que e siempre sed meno~ 
o igual a.¡-g-;-r-, la.cual siempTe es menor que uno, Y. se aproxim~ 

-g-
r4 a ese valor, a medida que S aumente, Por lo que el valor·de c .. 
no cumple con todas la.s propiedades, además de que esta cota, deínue~ 
tra que el valor de C ~epende de la dimensi6n de la tabla 'de conti!!_ 
gencia, lo que i~pide comparar diferentes coeficientes C's de ta • 
bl!"S de diferente U.mano,· Por otro lado, e hereda, por decirlo de· 
algun~ iorm~, las Testricciones 'que $e tenian en la prueba de inde
pendencia., ~a~a el c~lculo de T1 con respecto al ndmero de celdiil~s 
que deber!an tenew una cierta frecuencia esperada, 

A pQsár de todo esto, el coeficiente e, (llamado de contingencia, -
por razones obvias) es usado con muchá frecuencia~ para medir el 

'. 
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gr11.do de asocbci6n ·entre do$ va:i;i.a.bl.e$, 

Otros coeficientes que se definen a partir de r, son\ 

T 
Ñ 

T 
N(.S-J) 

, los cuales se 

ten .brevemente en Conover (19711 y un poco más amplio en Yule Y ..,. 

Kenda.11·(l950) y Cramér (.l 9461, 

EJEMPLOS 

' . ' EJEMPLO l Cincuenta obreros· de üna f§bri.ca ~cudieron a li\ enferm~ 
rta quejándose de inflamactones debidas a la artrttts, 

A veinticinco· de ellos se les di6 a~~irinas r al resto se les di6 
· un placebo sin que lo supieran~ Una hora mas tarde a cada tra,baj!!, 

dor se le pregunt6 si el medic~mento tomado había ayudado a dismi
nui-r la inflamacHln. J 7 de los que tomaron aspirinas y 12 de los 
que toma~o~ placebo contestaron afirmativamente, ¿puede pensarse 
que lai¡ aspirinas ayuda a disminui.r el mal?.. La pregunta puede : 
plant".arse de otra for111a; Los criterios~ to1116 aspirina o no y di! 
minuy6 el dolor o no. uon independientes·?, 

Para responder esta pregunta, se calculará primero el grado de as~ 
ciaci~n que eilste entre los dos criterios d~ clasificaci6n, y de! 
pués se verá si es signi~icativo, 

Para lo primero,se calcular- el coeficiente de contingencia de 
Pearson, dado por la expresi6n; · 

)"' ·.' 
e"' . T 
.·~ 
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total de observaciones~ En e~t~ ~a,$Q N~5a1 y para. calcular T, ~ 

los datos s.e arresla.n en. l~ si.¡ui.ente tabl.a, de cont:i:ngencia de -
2X2: 

Resput::sti\ 

Tom6~ AfiTmativo Negativo 
'.~ f-.. 

Aspirina .lJ 8 
' Placebo .l 2 13 

de dpnde T• 2.0524 

as! C• 0.1985, lo que muestra un grado de asociacidn pequefio. 

Usando la tabla 2 del a~@ndice, se ttene que el cuantil (1-o} es: 

q• O.OS q., O,lQ 

3,84.l 2~7Cl6 , en ambos casos la hipatesis 
de independencia de criteriqs no es rechazada, por 1~ que se co!!_ 
cluye que la aspirina no ayud6 a ,b cura del mal. · 

EJEMPLO 2 · En el ejemplo dos de la prueba de independencia de cri 
terios X2

, se lleg8 a la conclusl6n de que existía re1aci6n entre 
el tieo de sanBre y el tipo de enfermedad d~l paciente, Ahora lo 
que interesa saber es el grado de asociacidn. rara ~sto, se cal
cular~ el coeficie~te de contingencia de rearson, 

Se tiene que c·IN!r. · .. ~01110 T• 40,5429. r N= 8766 entonces: 

c .. 0,068U. 

.. 
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Lo que se cqnluye es que el. sr~do de a$.oci.ac,;6n entJ:'e el tipo <le 
sangre y el tipo del eaclente es 0~0680 f lo cu~l pued~ ser mur • 
pequefio. 

EJEMPLO 3 En el eje11Jplo tres .de h. t1Ji.$.Jlla prueba, se concl.1,l'y6 qu~ 
la infección con una r-aza no hace a,l ind:lviduo mb o menos sucep· 
tible a la infección c~n la otFa raza de amoeoas, 

Si se calcula el coeficiente de contingencia, el cual es: 

C"' 0 .. 002407, puede darse cuenta, de que a pesar de existir una -: 
asociación entre los dos criterios, esta ocasión es tan ~equefia, 
que se considera como no significati.va (_No. es que se considere, • 
~ino la prueba X2 , dice q~e no es significativa la asociaci6nl, 

j ... 1-
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COEFICIENTE DE CORRELAC ION DE SPEA.R.MAN •. 

Como. se mencion6 .en la intro4uc~i6n, la medida de asQc,iac·:t~n niás~: ~ 
usada en el caso paramétrico es el coeficiente de correlaci6n de -
Pearson, que se define como: 

n 
.l:

1 
(X. ·X') (Y. ,.y..) 

Pxy=1= 1. 1 . 
h11~1 (X. "CX)'-.t1 (.Y . .,,y)2 

... I . 1'" l. 

y mide el grado ~e asociación lineal entre XJ 1 ,,,,Xn y YJ,.,,,Y~ y 
en donde ·se supone que la escala de medida para las va~iables XyY 
es de intervalos. Además, debe suponerse normalidad, para que pu~ 
da hacerse una prueba de hipótesis basada en él. 

Sin embargo, dados dos conjuntos' de datos, no siempre se cumplen -
estas dos suposiciones, por lo ~ue es necesario el·contar con una 
medida de asociación para estos casos. 

Spearman· (1904), sugi ri6 el usar los rangos de las variables, en -
lugar de los valores, para construir una medida que pudiera ser 
utilizada para detectar asociación lineal entre dos variables y al 
mismo tiempo fuera Otil para llevar a cabo pruebas de hi~6tesis, -
con la Qnica restricción de que la escala de medida fuese al menos 
ordinal, para que se puedan asociar rangos. 

El coeficiente de correlación de Spearman, se define entonces, de 
manera análoga _al coefic~ente ~e correlacic:ín de Pearson, sólo q.ue 
en lugar de los ~alores de las variables, se utilizan los rangos.
Si se denota con P 5 al coeficiente de Spearm~n, se tiene entonces 
que: 
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i Ps•i~ .C.R(~.il~ITT.X:l CR.(Jil ... IfGJJ. 

/ i~1(R(X~) ~RCXlJ2 ~J1 CRO'il-RCYJl2 

en donde RCXi) es el rango asociado a la variable Xi, R(X):e1 pro
medio de los ·r~ngos.asociados a las X'e., "! R(Yi'l y R"Cll lo an41o~ 
go para Y1,, •. ,Yn' 

Ahora R(XJ= tr i~t R(XiJ por definiCi6n, entonces~ 

. . . 

... lt(XJ= :n.;i: r anUogamente RCYl"' n;·1-

Por otro lado~ 

n ~ 2 n (n .1}(Jn+_J.)_ .. !1Ú1~j)~ + rmat),2 

•> ;t?il (R (Xi}_ ... ~ l.A)l • ¡) ,, 

n 
•>l: (R(Xi)- R(.X))2a 

i .. 1 
n(N+l) (2n+1) ~ n(n+J) 2 

6 4 

... :> .t (R (X . ) " RCY' 12 "' n (n 2T'1 ¡ 
1""1 . 1 . LAJ . . .12 

n - ' nén 2 "'l) Y' en forma análoga se tiene qu~ ;,CRCY'il·R(Y))2
.. - 12 -
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• 
por lo que p 5 puede esct"ibi:ne COll\O: 

'-

; 

la <:ual es equivalente (Siegel" J 976) a: 

n 
6 .2:

1 
'(R{X.) .. R (Y . .) l 2 

A -j"' . i• l. - l. 
rs n(n;J[ 

En la segund~ expresi8n se puede not~r que si la relación que exi! 
te entre las variables X y Y está dada por una función monótona -
"(por ejemplo: YzlogeX,Y,....X 2 con X>O,etc), el coeficiente Ps será 
igual a 1, Es decir, este coeficiente no s6lamente detecta rela -
ci6n lineal, sino en general, lo que determina es si valores gran
des de X tienden a ser apareados 'con valores_grandes de Y, tenién
dose que valores chicos de X tiendan a ser apareados con valores -
chicos de Y; o bien, si la tendencia es que valores grandes (chi -
cos) de X se aparean con valores chicos (grandes) de Y. Por esto, 
debe tenerse cuidado al momento de concluir sobre los resultados .. 
que se obtengan a partir del coeficiente, 

Ahora, si se desea probar que e~ grado de asociación obtenido p~r 
el coeficiente de Spearman, deter111ina o puede considerarse como un 
grado de asoctaci6n significativo dentro de la población, se utili 
za a la estadtstica: 

n 
T• i:I (J"(Xil,..~CYill 2 

o bi.Qn a. l.a. rds111a. P s • 
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En .ambos ca,~0$ las· .híJ;>6tes h que se establ.ecen son; 

Ho ~ Las Xi y yt son i:ndependt.entes:, 
Ha: Extste una tendencia en a.parear a valor~s grandes 

de X con valores gr.andes de Y, o bien~ la tenden
ci--a es aparear valores grandes de X con valores -
chicos de Y., 

·Si se .usa a p 
5 

como esta.dtstic1' de _prueba, exi'sten tablas (tabla ... 
10,. Conover (.19.JJ)J; donde aparecen los cuantiles.de p

5 
ba'o la h! 

p6tesis Ho, de donde, si' ~s· es má.yor. que el .l• ~ cúántil o menor 
que el ~ cuantil, la hip6te~ts Ho·se rechaza, en caso contrario, 
no se rechaza, 

Si se usa a T como estadtstica de prueba· (la ílnica diferencia es ,. , 
la reducci6n de cUculos u·itm~ticosl, existen también tablas (ta
bl~ 9, ·Conover, O~,Ciil para ios cuantiles,· teniéndose que la hip~ 
te.sis Ho se rechaza si el valor d~ T es mayor que el .1- ·~ cuantll 
o menor que el + cuantil correspondiente .• · 

En el caso q~e se quiera hacer pruebas de selo una cola, debe notar 
se que ('~ crece cuando T di:s11inuye y· viceversa, por lo que debe te• 
nerse cuidado al definir la regi~n de rechazo de esos casos. 

N~tese qµe en ambos casos (ja sea usando.p
5 

o usando T), la distri
buci6n de la estadf~tica de prueba .no depende de los valores que t~ 
man las variables X y Y y por lo tanto, tampoco de su dhtribución, 
por lo que esta medi~a p

5 
puede ser usada en el caso en que no se ~ 

cumpla la $uposici6n de nor~alidad, pues la dtstribución de Ps de ~ 

~ende Onicamente de los rangos asociados a X y Y. 

La bibliografia que puede mencionarse, es: El artfculo escrito por 
51,learnu~n en J 904; donde se introduce esta medida r el artículo de
Hotelling y Pabst de 1936 1 quienes recalcan el caracter no p~ram~
trico de esta prueba y utiliza a T como estadística de prueba, pa~ 

ra la comprobaci6n de las hip6tesis, 
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Puesto q_ue se es'U traba.jando CQll l"a{lgos' r al i.gual que on todos 
los casos en que se usan (Pruebas de Wilcoxon, Mann .. WbiÍney, etc,l 
puede.n e.1'istir dos o 11145 observaciones igua.les y asociar.le~· el i_ni! 
1110 rango i:, ~o que se hace es asign~rl,e!i el rango promedio de los .. 
~angos que les hublera tocado si no fueran iguales, En el caso -~ 

del coe~i'c!.ente de_corX'elacUln p
5

, esto tambi~n es v4lido y debe -
de hac~rse;-- sin embado si existen muchos empates, estos hacen que n ·- , . 
el va1or deiEl (R.(XiJ..i~'(j1)_1 disminuya, si es que los empates suce-
den en los valores XJ,.,. ,'X

0 
(en el. otro caso, es análogo) 1 y afes 

tan_ d valor de ~ s ~ La suma, de cuadrados .se corrige restándole -
J:')it , en donde t es el n1lmero de observaciones "empatadas" en un 

ra~go dado~ de esta fo~a f s quedaría como~ 

p .. . s. 

n n ne· . ]2 
.:&

1
Rf.+.%

1 
R~.-.t1 R(Xi}~R(Y.) 

l• l l.• 1 ¡= 1 . 

j r~i ~ R~i 
n n _ .. 

donde' .t1 R~i·.::& (R(X.)-R(X))2- ET , donde Tx es la correcci6n 
l•. .. +•1 :¡. . X 

por empate, para xi. 

n n ~-

i ?j 1 R~i·i~l (R(Yi)- R(Y))~ - try, donde Ty es la corrección 

por empate, para las Yi~ 

Con esta'"nueva" p
5

, se pue~en llevar a cabo la prueba de hip6te -
sis sin que los empates causen ambigüedades, 
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EJEMPLO l Un grupo de siete ratas, fue some~ido a una.dieta defi 
ciente durante tres sea~nas, A final de estas tres semanas, dos .. 
observadores asignaron rangos a las ratas de acuerdo a su estado: 

Nt de Rata 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Observad~r 

4 

l 

6 

5 

3 

2 

7 

j Observador 2 

4 

2 

s 
6 
j 

3 

7 

¿La asignaci6n de rangos por cada observador es independ~ente? 

se.calculará primero el coeficiente de correlación de Spearman, y 
a partir de 61, se verificará si el _grado de correlaci6n es signi 
ficativo. 

l;!l coeficiente de si>earilan se calcula a partir de la siguiente ~. 
expresión:. 

Substituyendo los valores dados en la tabla se ·encuentra que: 

Ps"' 0.8571, 

Si «·a~a~~ se usa la tabla 10 d~l apEndice r se buscan los cuan· 
tUes correspondientes a n"'7, los cuales resultan ser -.. 0,7450 r · 
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0· •. 7450, 119rlo qu~ no se reéhaza h h.ip6tes.i.$ de :i.ndependencia, 
ll 

Si. se usa ~j ~~(Xil~ RJ.Yill.2 ~01110 esta.dbti.ca de pJ"ueba~ se llega 
a. la JllÍ/UI)~ conclu~:i,.6n C.Vsando la ta,bl,a .l.l, l.os cuantiles a r .1 ~a 

~OR 18f94 ." y- como T•48~ l~ hi'~~tests de independencianose rec:h!! 
za); 

EJE.1'f>LO 2. En ¡a, situación descrita en el ejemplo 3 de la prueba 
de Friedman, con respecto al estudio de la mortandad causada por 
picaduras de alacrán~ sequizo averiguar si el fen6meno·mortandad 
es~ab~ rel~ci~nado con el nGmero de viviendas ~ociadas anualmente 
con insecticida par~ combatir el mosco que tra~mite el paludismo. 
Para ~s·to ~ se contllhan con la siguiente información: 

Ai'iQ Tasa x lOD,O!lO habitantes*(X';il Número de Viviendas Rociadas (Yi) 

1956 
1958 
1959 

1960 
1961 
1963 
1964 
19.65 
19.66 
1967 
19.68 
J9.69 
1970 
j97l 

_] 9.72 

1973 
1974 

1975 

4.23 (18) 

3 '2.l (.17 l_ 
2 .. 64 (J 5.)_ 

2 •. 2l (l O)_ 

. 2.\ 60 .(14 l 
3. as Cl 6) 

2 .. s.J 03l 
2,3j_ 021 
2 .. 22 (11 l 
l.86 ( 61 
.l ;·87 ( 71 
2. 06 (. 9) 

j._9.j (_8) 

l.,47 (JSL 

j •. 46 ( 41. 

J.30 ( 3) 

.J. 0.2 ( 11 

1.06 ( 2) 

465 146 
3287 642 
3502 730 

3270 74Q 

,730 572 
'1713 479 

l 939. 534 

J933 98.l 
l918 461 
.1800 907 

l 619 52J 
J665 ·]53 

1982 360 

2692 533 

2579 648 
24 07 7JJ 
2144 993 

2042 413 

(1) 

(171 

(18) 
(16) 

('Sl 

( 4) 

e 91 
( 8) 

( 7) 

e 61 
( 2) 

( 3) 

(l O}. 

(15) 

(14) 
(13). 

(12) 

( 11) 

A La tasa, ea una tasa bruta de mortandad general por picadura de alacrán, en 
la República Mexicana. 
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Debido a que uná columna ·1a informaci~n es absoluta (Namero de. ~ 
viviendas) y en la otr~ es una tasa (tasa por 100,000 habitantes)~ 

UAa forma adecuada para comparar las cantidades en forma directa · 
· y poder medir _la cor,relaci8n es asignar rangos, Esta asignación 
se muestt.a en la tabla, a la derechá de los nameros y entre paré_!! 
tesis. 

La medida de correlación.que se calcular§, ser§ la p de Spearman, 
(aunque también puede usarse la T de Kendall, como se ve~á en la 
siguiente sección), y despu~s·se probará la hipótesis Ho: Las ta 
sas y el nOmero de viviendas rociadas son independientes, . 
Para calcular el coeficiente de correlacHln de Spearman, se eva· 
lda la siguiente expresi6p, usando los rangos asignados a la in~ 
formaci6n: 

p •1 • 6 iCRCXi)~RCYill 2 

s h(_n2 .. .1). 

Al ~ubstituir los valores se obtlehe que: 

Si se fija .Q~o.os, se puede ver (usando la tabla lO del apéndice} 
que la hip~tesis de independencia no es rechazada. 

En forma antUoga, si se usa a T111 i (R(X11 ... RC.Y11) 2
, se tiene que 

T• Jl 74 

r los cuantiles corres~ondiente& son; 

't!CJ./2•512 y r~· o,os1 

llegando a la ais•a conclusidn de no rechazar Ho, como era de 
esperarse. 
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EJEMPLO 3 Continuando con esta .situación lo siguiente que se 
. chec6, era si el indice de ruralidad (Pobladtln rural entre pobl!_ 
ti6n urbaria) estaba reiacionado con la tasa de mortandad, Pues • 
se tenía la sospecha, que la mortandad era.mayor en la poblaci6n 
rural que-en la urbana y esa informaci6n no se tenfa, sin embargo 
una alta correlación podrfa dar ·indicios de este problema. El • 
problema es que s61o se pudo conseguir po'ca informaci6n y· de esta 
forma el coeficiente .de correlación no puede ser interpretado tan 
f4cilmente, 

Los datos se'pueden resumir en la sigu.iente tabla, en donde también 
se muestra la asigna~i6n de rangos • 

• 

Tasa de Mortandad Indice de Ruralidad 

1940 8.21 . (.6) 1.849 (6) 

1950 7,47 
\ 

(5) l,348 CSl 
1960 2.21 (31 0.,972 (.4) 
1965 2. 3.l (4)_ 0.801 (3) 
1970 l.91 (.21 0.703 (21 
1975 l. 06 (1) 0.593 (l] 

Al calcular p
5 

se obtuvo que p
5

• 0.9429, y consultando tablas se 
tiene que la hip6tesis de independencia es rechazada, 

Sfn embargo,.esta decisi6n debe tomarse con 'reservas, pues la in 
formacidn es poca, 
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COEFICIENTE DE CORRELACION. DE KENDALI. 

Otr¡ll · 111edida de a.soci.aci6n mur usada en el c&oso no paran¡Strico es .,. 
~ ei coeficiente de co~relaci6n de Kendall, Este coe~iciente~ al .,. 

igual que el coe~ictente de correl.~cidn de Spearinan, est§ basa.do ... • 
en el ar.den de las. observaciones (o se~ ~1 rango de las observaci~ 
nes), en lugar del valor ~e las mismas, por lo que se ne7esita al~ 
menos una escala ordinal pa~a poder ser utilizado, Debido a que ~ 

no depende del valor de las observaciones, la distribuci6n del coe 
' . { 

ficiente no depender§ de la distribucidn de las dos variable~ 7 sí-
es que éstas son inde~endientes~ 

' Esta medida de asociaci~n tiene dos ventajas sobre la medida de co 
rrelaci6n de Spe¡¡rman, La primera es que la funci6n d~ distribu - " 
ci6n del coeficiente de correlaci6n de Kendall (llamado as!, debi
do a que l!1 la propuso (Kendall .l 9.38ll se aproxima a una normal. • 
cuando el namero de parejas crece, en for~a· más ráp¡da que 'la fun-

. . 
ci6n de distribución del coeficiente de Spearman. Por otro lado, 
este coef ic~ente p~ede ser extendido a un coeficiente de correla -
cien.parcial, como se ver! en'la siguiente prueba. 

Debido a estas dos razones y a'i hecho de.contar con varias medidas 
de asociaci6n, de forma tal, que se pueda elegir entre varias; se· 
incluye· esta medida, 

Sup~ngase entonce~, que se tienen dos conjuntos de observaciones:
XJ, ,. ,,x y Yl 1 •• ,,Y, dadasenla siguiente fonna(X1,Y1),(X2;Y2),,,.,.,. 

n · n . . 
(Xn,Yn). Si dadas ~os parejas (Xi'Yi)'·y (XJ,YJ) se tiene que Xi<xj·L\_>X.} y .r 

.Yi<YJ(Y?YJ) se dirll que las parejas son concordantes;•en caso de que X/::XJ -

(Xi>XJ).y Yi>YJ (Yi< YJ) se dirá que son discordantes·;cncaso de igualdad en 
alguno de los dos miembros, las parejas .no son ni concordantcs ni discordantes .. 

Si se denota con Ne al total de pa.rej as concordantesy con Nd al to.·· 
tal de parejas discordantes, el coeficiente de corrclacHln de Kendall 

; '~,: 



.... . i. -·· .. 

. . 
~- 183 ... 

puede ser e~cri to coi11o ~- .... 

T• Nc ... Nd-
1/2 n (Jl.•JL 

... , • •• 1; °" 
\.! 

.:. -~ / 

Debido a que el ntlnu:ro de pa11e'$ que -~uden formarse es(~)•! n(p.,J).¡ 
si todos los pares son concordantes r se tendrá que T .. J y si todos~ 
son discordantes 1 sed igual a menos uno i' lo que .~ignifica que la -
medida de correlaci~n T ~ertfica la deftnici6n dada en la introdup 
cciOn .. 

Una forma fici.l de .calcular T ~- es ordenar en forma creciente a las 
XI s r entonces las y·1s. se CORlpa.ran 11nicaJ11ente con los valores que 
le preceden r~st contar el _total de pares concordantes y discor p 

·dantes, Este precedimiento, se ilustrar! con el siguiente ejemplo, 

Suponga las observaciones~ 

(_47,55), (52 1 331. (45,79.}, C:2J,J3), (56 1 89),(37,68) 

(!'5,741. (4J,02)_, (_30,03). (.53,37). (_54,33)y(79,79) 

Orden4ndo1as con respe'c.to a X se tiene: 

(.Z.l ,B). 
[47 1 55) 

(.30' 03} 
(Si 133) 

{.3~,68) 

(.53' 371 

(_4J, O.Z)_ 

(54. 33) 

(45,79). 

(56,89) 

(45,74) 

(79,79) 

Ahora considérese la pareja (Zl ,J3).1 para ella, existen 9 pare
jas concordantes r 2 discordantes, despu~s de ella, 

. . 
Para (,0,03} existen 9 concordantes y una discordante, 

Si se sigue ast se genera e-1 siguiente arreglo: 
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OCi., Yi} 
~ro de ctre~as concordante$: 

. abajo de t1 Yü\ · 
Nl)Qf:1;0 de r:eja$ discorda!!. 
t~ ~bajo. e cxt, n1\ . 

cz.1:,l 3J. 9.. ,2 .. 

(30., Q3}. 9. J 

(37. 68) 4 s 
(.4.1. 02) 8 o 

~ (.45,79) 
j 4 

~ (.45, 74)_ 2. 4 

(47, 551 2 3 

(52, 331 3 n 

(.53, 37,l 2 _, 

(_54 ,331 2 o 

(56. 89) o. J 

(79, 79) a º' 

Entonces Ne• 42 T Nd• 21~ 

de aqul resulta ctue T• a.._J S!lO, 

El coeficiente de cor~elacidn de lendall, puede ser usado para pr~ 
bar hip6tesis de independencia, sin emba,rgo si stllo se usa a Nc .. Nd .. 
se simplifican los_ cUculos, por J.o que se propone a T•Nc·Nd como .. 
la estadlstica de prueba, para la cual exi~ten ~alores tabulados ~ 

(tabla ll, Conover (J 97J l), Si T es menor que el a12' cuantil o ma~ 
' . 

yor que el J~Q(2 cuantil, la hip6tesis de independencia se rechaza, 
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EJE.HPLQ~ 

EJEMPLO.l Una pal'eja v~ a 'u_gar boliche y- iJor curiosi'd"d anota 
sus puntuaciones p~l'a vel' si. están :fdacion¡i.d~$ .. Los rei¡ul tados .. 

.. son:, 
., 

Linea J 

,j 

2 

3 

4· 

s 
6 

7 

8 

9. 

jo. 

El 

J47 

Ji8 
J3j 

H2 
183 

'jSJ 

.l 9.6 

-129. 

155 

J58. 

El.la 

J22 

j 28 

J 25 

J'z.3 

1.l s. 
JZO 
-108 

H3 
j 24 

JZ3 

La hip6tesis a probar es Ho: Las puntuaciones de €1, son indepen~ 
dientes a los de ell~. 

Para probar que la hipótesis se usar4 el coeficiente de correla~ 
ci6n T de Kendall, por lo qu~ se ordenarán los resultados de g1, 
para caltular Ne, nOmero de parejas concordantes~ y Nd, nOmero de 
parejas discordantes, Entonces~ 

parejas Concordante Parejas Discordantes 
EL Ella 1;>0r deba.jo de (;<,Y) por debajo de OC, Y) 

l 29 .143 u 9 

J 31 . 125, j 7 

J42 .l 23 2 4 
. 14 7 l 22 3 3 

151 l 20 3 2 
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El Ell~ 
Parejas Concordante Parejas Discordantes .. 
por debajo de QC, Y) por debajo de (X, Y) 

1 j 55 124 J 3 

.158 . .l 23 .l 2 

j 58 l28 o · .. 2 

J83 .115 o. .1 
1 

J96 .108 Nc.o::.lJ Nd .. 33 ,. 
'?°"i'"t 

Entonces: 

:. T• ""'0,4888 

Por lo que el grado de asociaci"n entre los resultados de la pareja 
es - 0.4888. Para ver si este grado de asociaci~n es significati~ 
vo, se usa T• Nc·Nd como estadistica de prueba. 

En este ejempio: · 

T• .... 22 

Si a•O.. O.l, los cuantHes wo.
12 

'( WJ .. a/2 son~ {tabla 13) 

... 21 r 21. 

Como·w· 1 < T < WJ•ah., la hipOtesis nula de independencia no se r~ a 2 . 
chaza, es decir a pesar de que el grado de a sociaci6n es mas o 11enos 
grande, no es signi~icativo, 

EJEMPLO 2 Recordando el problema del estudio de la mortandad cau· 
sada por picadura de alacrdn~ ~e querta saber si la produ~ci6n del 
suero que scrvta como ant!doto y la tasa de mortandad, estaban re~ 
lacionadas, Dcs~raciadamente se tcnfa esta ini;ormación, tlnic11men.· 
te por pertodos decena.les, Sin embargo, se llev~ a cabo una prue• 
ba de correl~ci~n. para obtener una idea mSs amplia del panorama. 
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se utiÜ:z6 el coeÜciente de cQnel.~c~ón de Kendall ~ por conüd.!:_ . . .; 

rarlo adecuado (1a elecci."n entr~ la T y f i;u~ arhi tra-ri,a). 

La i.nforJJ1aci'.6n es~· 

.. Producci'& de Suero 
Periodo (frru¡cos X JOO~OOO. hab.J_ Tasa. de MJrtandad~ 

1940· ... l94!l ljj 7,99 

l 9.50."' l 9.59. j 6.6 3,36 

l 9.60 "' j 969- Z3S: 2.;30 

l 970. ~ 19.79. - 33S ).37 

Es ficil veri~ical' que T•Nc .. Nd• .-6 'f' que T= ... .l. 

Por lo que puede concluirse que exi'ste una relacidn entre suero y 
mortandad de .. 1, que es significativa (Los cuantiles que se obti~ 
nen en la tabla l 3, son tales que W ¡ < T < WpaÚ), Sólo que es· a 2 
ta conclusión debe toll)ar.se con reservas, pues la información es• 
ti muy condesada y puede enmascarar al fenómeno. 

EJEMPLO 3 En el ejemplo dos del coe~iciente de correlacidn de 
Spearman se estudió la Telaci6n que existb entre el name~o de vi 
viendas.rociadas por cierto pesticida r la tasa de mortandad. 

En este ejemplo se hará lo mismo, usando la T de Kendall. La in· 
formación es~ 

. .. 

Afio Tasa por l 00, 000. babi tantes ail Naniero de Viviendas R~ciadas 
(Yil 

19.5.6. 4,23 3287 642 '")_, .. 

j 9.58 3' 2-1 3502 130 
j 9.59 2 •. 6.4 3270 740 
.1 !160 2.,2l. J 730. 572 
J96l 2 •. 60• J7.13 479. 
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Ano' · Tasa por 100, 000 babi tantes OCil · Ntmiero de Vivietidas Rociadas 
. ()".} 

1963 3.08 jJ3Q l. 572 

1964 2.51 ,. l7B 479 
1965' 2.3.1 j 939. 534 
1966 2.i2 .1933 98.1 
1967 l.,86 .19.l 8 4.61 
1968 1.87 1800 907 
.1969 2.06 1619 . 52.1 

1970 l. 91 1665 153 
1971 l.47 19&2 .360. 
1972 l. 46 2692 533 
1973 l,30 2579 648 
1974 . l. 02 2407 7U 

1975 . : .t. 06 . 2144 99.3 
2042 413 

Para poder calcular T es necesario contar el número de pares con-
· cordantes y el nGmero de parea discordantes. Para esto se ordena 
rán los datos. con respecto a xi: 

(1.02, 2144 99.3) 
(1.06, 2042 4131 
(1.30, 2407 7111 
(1. 46, 2579 6481 
(1.47, 2692 5331 
(1.86, .1800. 90Jl 

(l ,87, .1619 52.1) 
(1.9.1,, 1982 360). 
(2,06, .1665 j53l 

Pares Concordantes por 
debajo de O:i, Y i)_ 

6 

6 

5 ,, 
4 

3 

7 
lO 

3 

8 

.1.l 

.lO 

lQ. 

.10 

.lo. 

5 

1 

7 
l 



·e 2. 21, 3210 1401 

(_2.22, :1918 4611 

(. 2. 51, 1939 5341 

(. 2. 60, 1730 5721 

( 2.64, 3502 7301 

( 3.08; 1713 4791 

( 3.2J, $287 7421 
c. 4. z~. :465 1461 

F.ntonces · ~ 

.· . 

-¡:·· 

~~res Concotdante
1
· ~ ~*' t.7<. ···. , J>n.re!i Di~cQrdante)$ pQr 

..... bajo de Oh .• Yi ;»~<:> debajo de QCi,Yi _ 

, Ne 

2 

4 
3 

2 

2 

o 
l 

a. 
66 

.. 

Nd 

16 

3 

3 

3 

'2 
3 

j 

l 
87 

Si a igual a·o.oS el cuantil W / • ~s1 T W1Taf2~s1 por lo que 
a .2 

la bip6fesis.de independencia no se rechaza, como era de esperar~ 
se. 



' . '-~ 
;.:. .. 

~ 190. .. 

COEFICIENTE DE CORR,ELACION PMClAL DE KENDALL 

.. 

En ocasiories, la existencla de correl~ci6n entre d6s variables, no 
/ es debida a que las dos variables est~n correlacionadas directa111e!!. 

te, sin~ que existe otra variable·que provoca dicha correlaci6n; -
est-0 és existe'otra variable que esta correlacionada con .cada una 

.de las dos variables originales resto causa la presencia de co 
rrelacidn entre ellas, for ejemplo, puede encontrarse correlaci6n 
entre el volúmen diario de agua que se ga~ta para cubrir las nece
sidades de todos los habitantes de una ciudad y el número de deso
cupados de la misma, y ~sta sea debida a que ambas cosas estin co
rrelacionadas por separado con el ntlmero de habitantes que hay en i• ciudad\ 

En estas situaciones lo interesante es saber si la correlación en
tre dos variables, es debida a la influencia de ~tra variable, o -
es porque estan correlacionadas directamente, entendiendo por ésto 
que la correlaci6n entre las variables existe, sin importar si hay 

' . . 
o no, influencia externa, como podr!a ser el ca~o de altura y edad, 
O bien, medir la correlact~n entre 1as dos vartables, eliminando -
la influencia de la otra variable de algu~a forma, 

Para poder calcular esto, se introduce .el coe;i~ieote de correla .. 
cidn ~arcial de Kendall, cuya definición es an~log~ al coeficiente 
de correla~iOn ~arcial de Pearson del caso param@trlco, y bace uso 
de la defi~l~16n de la Tau de Kendall, Bste coe~i~lente de corre~ 
lac~n parcial se denota como TxJ. ,'x2. x,, en donde la correlación -
que se e!ita midiendo, es la q_ue existe entre x1 y x2 Elltminando la i!! 
fluenci~ de la variable x,, El coeficiente de correla.ci~n parcial 
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se de~ine como~ 

T · . .,,... T T · 
X1X~ X1X1 XaX> 

/ Cl .. r 2 ) c1 .. r 2 ) 
:xixa · · xa:xr 

en donde 1 xixJ es el coe:t;iciente de correlaci<1n de Kendall, defini 
do anteriormente •. (El caso general, se trata en el ª1?~1'dice anexa:
do al final de la secci6n de ~edidas de correlaciqnl. 

Si no ~xiste correlaci6n ent1'e las variables x1 y x, y las variable!'; 

Xa Y x, se' tendrá que Tx..i:xa ·.x 3 "' TXJX2, pudiéndo~e interpretar é's"to, 

como que las variables x1 y xz est4n relacionada~ directamente, 
De esta forma una comparaci~n entre T y T. X1x2 •X3 x1x2 podrla dar una 
idea de la influencia de X3 en x1 .Y x2. 

El problema de probar hip6tesis basados en este coeficiente, no ha 
sido resuelto aan por lo que no puede llevarse a cabo, lo que limi 
ta un poco el uso de esta estadística. Sin embargo por lo dicho -
en el p!rrafo anterior, puede servir para dar una idea de lo que -
sucede al eliminar la influencia de la otra variable, 

EJEMPLOS 

. EJEMPLO l Dupul!s de varios estudios, se ha visto que la demanda 
de un producto es afectada por varios factores, En un estudio, -
mediciones sobre ufbanizadón rdativa. y nivel educativo fueron -
hechas en nueve 4reas geográficas, ~os datos obtenidos fueron: 



'"· .~ · ... 

I ... 

.. ¡ •• 

~ l 92 .. 

~ del producto X Urham.zaci6n Relati:v~ 
X-1 X2 

J67 •. J. 42.'!. 2. 

l14 ._4 48~6 
160-.8 42-.6 

.l 62 ~a 39.,0. 

J40 •. 8 34 :.1 

J.74-.6 44 .•. s. 
.l63._7 39...,.l 

J.74.,S 40., 1 

l 85.. 7 4S,9 

Nivel F.ducatlyo 
x, 

J.l,2. 

J a·.,6 
.l0.,6 

J0,4 

9.,3 
jQ,_8 

1O,7 

. 10,0 .. 

J2.,U 

'En donde la .de111anda del producto X i;u~ medida co1110 el ntlmero de 
articulas demandados por .lQOQ habitantes, La urbanización relat! 
va, como cantidad de metros cuadrados construidos por cada s.a me .. 

tros cuadrados r el nivel educativo como grado de educaci~n prom~ 

dio en una escala de 15 unidades, 

Se quiere medir la correlaci~n parcial entre XJ y X2 y entre XJ y 
XJ para tener una idea de cual de lÓs dos ia~tores ·X2 y x, influ" 
ye m:is en XJ • 

Para esto~ se ordenará de menor a mayor XJ para calcular; 

Entonces: 

140., 8 

.160.'8 

x, 
9,3 

1a •. 6 

·. 
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.x.l X2 X3 

J 6.2.._ o. 39., o. JO, 4 

j 6.3 ~' 39.,J. · J a,1 
A .. "¡,- . l 67 •. .l 42'1.2 JJ •. 2 

. J74._4 48 •. 6. . J.O, 6 

.174 •. 5. 40.,J . j º·o 
J74.,6. 44 •. s. 10.8 ~ 

.185.,7 45.,9 12,0. 

Para calcular Tx
1
x

2 
se usa la técnica empleada. en la s~cc:j:6n de la 

medida de correlaci6n T; 

XJ X2 Parejas Conco:\'dal)te Parejas Discordantes 

140, 8 34,7 8. o 
l 60. 8 42 •. 6 3 -4 

162.Ó 39 .• Q 6. o 
163.7 39. •. J 5 Q 

167 • .l 42.2 3 j 

J 74,4 48.6 o. 3 

174 •. 5. 40,.l 2 o 
l 74 •. 6 44. s· J a 

·185,7 45. '· 9 

.-> 

Para Tx $e tiene que T "' ·zs,.g • o., 76.l 9 
lX3 X1X3 2J 

De forma anllloga se obtiene que~ Tx
2
x

3
""' 0 •. 8095, 
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As1~ 

T • 0.9523...- 0.76j9(0,8095} 
X3X2•X3 j ..--o T co~ 1619.) 2 cc.1 ~ co. s09s) 2) 

AM.logainente' 

T •. 0,7619~0,9523(Q.8095) 

Xl X3 • X2 - /c_1 ,., (9..9523) 2) ó-@,o.a95),) 

. .. T ' • ,.... Cl. 0496 
X.tXJ \X2 

' ' 

4• . - , '. •. t ~' 

Dados· estos resultados, ~uede pensarse que X2 está más correlacio~ 
nada.Ca puede explicar mejor} a XJ que 13, ·Sin embargo; como no~ 
existe un p~ocedl~lento de ~rueba para verificar esta su~~slción, 
la conclusión_ se queda como una conjetura, 
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COEFlc¡ENTE Dli CONCORDANCIA DE KENDALI., 

Hasta este llJOJJJento $e han visto medidas de correlación que dan el · 
grado <le asociaci:6n ext.stente entl'e dos variables •. Sin embargo,p 
puede dapse 'el caso en ·q_ue sea necesatio conocer el grado de aso-· 
ciaci6n entl'~ m~s de do$ variables, Al igual qu·e en el caso de -
pruebas para k poblaciones, puede pensarse en usar de al~ fonna, -
las medidas de correlac~6n desarrolladas para el caso de dos va -
ria bles, Una· forma. de hacer esto, ser fa calcular los coeficientes 
de cor_relaci6n para todas las parejas 'posibles y la aso'ciaci6n t!!, 
tal ·entre las k variables, podria ser medida por medio del prome- , .. 
dio de los· coe(icientes de correlacit5n, (El coeficiente de corr~ 
laci6~ puede ser tanto la Rho de Spearman, ~orno la Tau de Kendall). 
'Si se tiene k variables el namero de coeficientes que tendrian 
que calcularse serta el lllismo que el nGmero de parejas que puedan 
fomarse, 1 as cuales son (~ ) .• Si Je es grande, el procedimiento -
para medir la asociación de las k variables, es laborioso. Por -
otro lado, las pruebas de hipótesis que se q}Jisieran hacet a par
tir de esie procedimiento, no serian confiables, puesto que al. -
igual que el.caso de k ~oblaciones, la probabilidad de error tipo 
l cambia .. 

Para estos casos se tiene una medida de asociacidn; llamada coef! 
ciente de concordancia de Kendall, el cúal fu~ introducido por • 
el mismo Kendall ·y Bablngton~Smith en 1939 y simultáneamente y en 
~ol'll\a i'ndepe_ndiente por Wallis (l 939.), 

Para definir el coeficiente de ~concordancia supóngase que se 
tiene k v¡irittbles, y de cada una de ellas n obervaciones, Al igual 
que· el la prueba de Friedman; puede formarse el siguiente arreglo: 

-

,· 
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Obsex-vacione$ 

Ru R.12 R1 ; 
n ' .. 

Rn R22 R2 
variables en n 

estudio. 

RkJ .Rk2 Ritn ' 

donde RiJ denota el rango .asociado por renglón de la ) .. ésima obse!. 
vaci6n de la t~ésima v~riable~ Esto es, los rangos $e asocian de~ 
forma tal que· t~d~s los renglo'nes sumen n(n~ 1 ) ¡ así, una posible 
asociaci6n podrd ser medida por medio de los totales por columna.
En efecto, sea Rj = i~1 RiJ, el total de la c;:olumna j-ési~a. Si exi~ 
tiera una asociaci~n o relaci6n perfecta· entre las variab~es, la -
asociaci6n de los rangos en los variables seria la misma para todas 
ellas y la sucesi~n de RJ serta de la forma k, 2k, ek, ••. ,nk; aÚn
que no necesariamente en ese orden, En cambio, si no existiera 
una asociaci6n entre las variables, las RJ serían aproximadamente 
iguales. 

Por esto el coeficiente de concordancia de Kendall estd definido 
en funci6n de RJ y debido ai pirrafo anterior, es también función 
de la estadística usada en la prueba de Friedman vista anteriormen 
te. Si se denota· 'p_or W a este coeficiente, se le define como: 

w· 12 .j~1 cRJ'" kcn2n)2 k2n(n+1) {n-1). ¡;; 

Recordando que la estad!stica usada en la prueba de Friedman se d~ 
finia como: 

12 · n k(n+l) )2 
T"' nk{n+1)-·j?i1CRJ" 2 

r 
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~e tiene <\Ue W puede e5cri.bir:fe como' 

W• T 
. k(p"j) 

~or lo que T puede usarse para llevar a cabo prÚebas de hipótesis 
sobre w, pues si T excede 1:a cuantil 'entonces W excede el suyo,.de fonna de -
que la hipótesis de que existe. independencia entre·las k variables se rechaza 

si esto sucede, a \Dl nivel de significancia a. 

En caso de que ex~stan emp~tes al momento de asociar rangos, se ha' 
ce la s:i:guiente cof'rección: 

donde e es igual a :&(t;;t;_l , en·elcual tes el nOmero de ob5ervacio: 
nes empatadas en un rango dado, y la suma es sobre todos los grupos 
e·n donde exista empate_ de cualquiera de las k ordenaciones; por' lo 
que ~e significa sumar todas las ordenaciones. 

EJEMPLOS· 

EJEMPLO 1 En la :¡ituaci6n descrita en 'el ejemplo tres de la prue
ba de Friedman,· se llegó a la conclus16n de que la hipótesis nula . 
se rechazaba, lo que querta decir que la mortandad por grupos de • 
edades no era la misma para todos los afios, es decir que las seis 
poblaciones (definidas por los afios) no eran las mismas, Lo que • 
se va a hacer ahora es ver si las variable~ bajo estudio (en estos· 
casos los grupos de edad), est!in o no relacionados, Como se sabe • 
esto se contesta mediante la prueba dq Fricdman, esto es, si se r~ 
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chaza Ho en la _prueba. f'l'i.edman~ ·!ie J'echa~a. la b...ipOte!il.-S Ho ~ Las " 
varíables bajo estudio son _independientes •. i.o· 1lnico que queda " 
por preguniarse'es: ¿Cu~t es el grado de asociaci6n entre las v~~ 
riables?. Como son mAs de dos variables, el coe~itiente de con ~ 

cordancia de Kendall ~s el indicado para responder esta preBunta, 
.. \ 

El coeficiente. d~ concordancia, se define, como ya. se v:li5 1 'de la ,. 
forma siguiente: 

que es lo mismo ~ue: 

T W• k Cn";' l} , donde T es la e$tadf.stica que se U$a en la, ~ 

prueba de Priedman. 

En el ejemplo 3 de la prueba de ~riedma~, se encontrd que T·era: 

30.04 entol\ces: W• 6 ( 6 l 

T• 30.04 

~ W•0,8344, lo cual indica un alto ~rado de asoctaci6n, 

EJEMPLO 2 En el ejemplo. uno de la prueba de hiedman, se quería·~ 
saber si el promedio de cosechas de las cuatro variedades de ~ri~ 
jol de soya, era el mismo, concluyéndose que esta hipótesis no se 
rechazaba~ Análogo.al ejemplo anterior de esta sección, interesa 
conocer el grado de asociación que existe entre las tres parcelas, 
ya que se sabe que estas son inde~endientcs 1 es decir, ninguna 
propiedad de alguna parcela interfiere con las otras dos~ 

En este caso T•7~40~ por lo que W•0,8222, Aunque este grado de as~ 
elación es muy grande, no es significativo. Es decir 1 las muestras 
pueden estar muy_ relacionadas, pero esto no implica necesariamente 
que las poblaciones lo estén, 
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APENDlCE 

Sean Xoi, •.• , ,Xn variables aleato;r-h$-. con la misma distribuci6n, 

Sea riJ con medi.da de. correlac;i:6n entre Xi y XJ · i 1 JE;~n, ·Es obvio 
que· r ii"" 1 de~n, Consid6rese la matriz cuyos elementos son estas 
coeficientes d~ correlact6n: 

j r.12 rJ3 • rln 
;· 

ru j r23 r2n 

rn.l l' r • j 
n2 n3 

a la cual se le llama matriz de correlaci6n, 

Sea C' iJ el menor· iJ de la matriz de correlaci6n C", es decir, C' iJ 
es el determinante de la submatriz de e, que se obtiene al elimi
nar .el i·@s'imo renglón y la .j-ésima columºna, . Definase CiJ=C-lf+j -

C'iJ, al cual·se le llama el· ij-cofactor de la matr!z C, 

Con esto, Kendall (1973: pags 331~332} define el coeficiente de c~ 
rrelación maltiple entre dos variables, eliminando la influencia -
de las (.n .. 21 restantes, como: 

Cü t r.i Hllt,,, n • • (C_llc
22

) 

Puede mostrarse que si n .. 3, rlz• 3 , queda como: 

r.i2•3"· l 
{ (1 -r~~ (1-r~) }2 

!12 - ru rzl 

N6tese que esta expresión coincide con la dada para el coeficien· 

1 

"\ 
' ; ...... 



,, .. 

te de correlación parcial de K~nda,l,l; sub~tttu~ndo r por T, 

Este coefi'ciente de correlación parci:al ~ es el coefici·ente de C!?_ 

rrelaci6n parcial dé la P,obl~ci6n;'.- el cual para fines práct~cos;,. 
es necesario estímal'lo, El problema de que-~~timador usar para ~ 

' ' 

la matriz de cor~elac¡6n, dependerá del experimentador, @1 puede 
escoger.al coefic~ente de correlaci6n de Pearson, el de Spearman 
o el de Kendall, para estimal' i:iJ¡,lo que dependerá de la expe -
riencia del experimentador,. del tipo de problema, etc, 
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Tabla 1, Di.i¡tribuc\6n .. N(O,l) 

•• 1 ( 
C>{:) - J__ vi: exp -+w') "" - ~z s 1) 

~ 
' 

jj-.00-ºl_J_._OO_l_O .~7 .~3 .~l .~2 .~2 .~I .~I .~ 
-2.9 
-2.8 
-?.i 
-2.6 
-2.S 
-~ • ..& 

-2.3 
7'1.l 
-2.1 
-2.0 
-1.9 
-1.s 
-1.7 
-1.6 
-U 
-L4 
-1.3 
-J.~ 

- 1.1 
-1.0 
- .9 
- .8 
- .7 
- .6 
- . .s 
- .4 

- .3 
- .2 
- .1 

- o 1 

.0019 .0018 .0017 .0017 .0016 .0016 .0015 .OOIS .0014 .0014 

.00=6 .002.S .0024 .0023 .0023 ,()()22 .0021 .0021 .0020 .0019 

.0035 .OOJ.I .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026 

.0047 .0045 .0044 · .0043· .0041 .OOW t.OOJ9 .0038 .0037 ".0036 · 

.0062 .OObO .OOS9 .0057 .OOSS '.0054 .OOS2 .OOSI .()().19 .0048 
,OO¡tl .00~0 .0075 .007' .007J .0071 .0069 .0068 .0066 .0064 
.0101 .01°" .0102 .0099 .()')% .ocm .oo'l1 .oos? .oou .ooa4 
.OIJ9 .0131> .0132 .0129 .0126 .Ol:U .0119 .0116 .011) .0110 
.lH7~ .01 H .0170 .0166 .0162 .OUI .0154 .0150 .0146 .0143 
.022s .0222 .0211 .0212 .0201 .0202 .0197 .0192 .0111 .0113 
.02n .02s 1 .021-1 .0268 .0262 .02s6 .0250 .02« .0231 .02JJ 
.OJS9 .0352 .0344 .OJJ6 .0329 .0322 .• 0314 .0307 .0300 .0294 
.0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .Q.401 .0392 .0384 .Ol7.S .0367 
.o~s .os~1 .0526 .os16 .osas .049S .048S .047S .046S .o4Ss 
.066S .OóSS .('643 .0630 .0618 .0606 .0394 .0582 .0570 .0'59 
.osog .0793 .0118 .0764 .0749 .ons .0122 moa .0694 .0681 
.091>8 .0951 .093~ .0918 .0901 .088S .0869 .0853 .0838 .0823 
.llSI .llll .1112 .t09J .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985 
.1357 .llJS .1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170 
.1S8i .15~2 .1539 .1515 .1~92 .1469 .1446 _l42l .1401 .1379 
.!841 .iSl-1 .1768 .1762 .liJ6 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611 
.2119 .:090 .:<•61 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1167 
.24:0 .2JS9 .2358 .2J27 .2297 .2.266 .2236 .2206 .2177 .2141 
.n.i1 .2109 .2616 .2643 .2611 .2n1 .2s-t6 .2514 .2413 .2451 
.JOSS .3050 .3015 .:?981 .2946 .2912 .2177' .2143 .2810 .2776 
.34-16 .3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .31S6 .3121 
.J~21 .J7Sl .3745 .3707 .J66Q .3632 .JS94 .3JS7 .3S20 .3483 
A207 .416! .•129 .4090 .40H .-IOll .3974 .3936 .3897 .3159 
.~6l'l2 A562 4522 .4483 .4443 .4404 .4364 A325 .4256 .4247 
.Stll\l A%0 .4'120 .48~0 .4~40 .~l<OI .4761 .4721 .4681 .4641 

o 2 3 4 ¡¡ • .9 

' ----l-~~~~~~_..:.~~~~~~~-~~------
.o. .5000 ·'º"º ,SOBO. s120 .5160 ,Sl99 .5239 .s!7~ .5Jl9 .SJJ'} 
.1 .sm .sm .ms .sm .sm .55?6 .5616 .561~ .m.a .sm 
.2 .S79l .3Hl2 .5871 .5910 .59-41 .S987 .• 6026 .60ó4 .611il .6141 
.3 .6179 .6217 .62.SS .6293 .6331 .616~ .6406 .~O .64!!0 .6'17 
.4 .65S4 .6'91 .662R .666'1 .6700 .6736 .6772 .610~ .M44 .687? 
.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .72?4 
.6 .72~7 .7291 .7324 j357 .7389 .7422 .7454 .7~K6 .7.517 :1$49 
.1 .7Sl!O .7611 .7642 ,7673 .7703 .7734 ,776" .7794 .7KZl ,7U2 
•• .7Mll .7?10 ,79J9 ,7967 .79'>5 ,R02l .IOSI ,,07g .1106 .llJJ 
.9 .11s9 .m6 .1212 .. 1211 .•~6-1 .1219 .u1s .mu .Kll.S .1m 

1.0 .84ll .1438 .8461 .1485 .9511! .UJI .1554 .8577 .U99 .1621 
1.1 .564) .8665 .5686 .8708 .8729 .5749 .8770 .8790 ,UIO ,llJO 
1.2 .8149 .K869 .8888 ,8907 .1925 .19-M .1962 .89~0 ,8997 .9015 
J.3 .90)2 .9049 .9066 .9082 .9099 .9113 .9131 .91ol7 .9162 .9177 
1:4 .9192 .9207 .9222 .9136 .9251 • 9265 .11211 .9292 .9306 .9ll9 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9312 .9394 .9406 .941M .9-130 .9-MI 
1.6 .94Sl .9461 .947.& .9484 ,9495 .9SOS .9SIS .9HS .9535 .9S·U 
1.1 .m• .9s64 '.9m .m2 .9591 .. 95'1'1 .9608 .9016 .9625 ,w;~J 
l.~ .9641 .%48 .96'6 .9664 .9671 .967• .96Mfl .961

)) .9700 .971l!t 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .97JS .97"4 .97'0 .9756 .9762 ·'""' 
10 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .979S .9803 .960~ .9312 .\1117 
2.1 .9821 .9S26 .91130 .9834 .9838 .9842 .9S46 .9850 .

1
i8S4 .9~57 

l.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9874 .987S .9gSl .9SS~ ,9~~7 .9~'l0 
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .~ .9906 .9909 .9~11 .'>'lll .'>'1111 
2.4 .9911 .9920 .9922 .99?J ~9927 .9929 .9931 .9?Jl .~·>H .9'1llÓ 
H .99lt .9?40 .9941 .990 .994' .9946 .9!1~H .'>''4'1 .orm .ws: 
2.6 .99Sl .995' .9?56 .9957 .9959 ,9960 .9961 .9~1>? '.V'lt•J .9'11•4 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 ,9910 .omt .991! .991J .9'11~ 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .99i9 .99N .<1•1~t1 ·.9'1MI 
~ .99.81 .99K2 .9982 .99$3 .99~4 .9~84 .9985 _::1~~ .WSh . :'~)~~, 

3. .998··¡ .9•J90 .9993 .?99S .9997 .9998 .9998 .9'1'1? ,im•1 l.1'11100 

f 
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Tabla. 2. Cuantiles de X~ 202 

1 • .1so .900 .9.SO • 91S .990 .951.S . .999 

" .. t 1.32) 2.706 3.841 S.024 6.635 . 7.179 10.83 
2 l.nJ 4.60S .. S.9!>1 7.378 9.210 10.60 •1u.12 
J. 4.108 6.251 7.815 9.348 11.34 . 12.84 16.27 .. S.385 7.179 9.488 11.14 Jl.28 14.86 . 18.47 
s 6.626 9.236 JJ.07 12.83 JS.09 16.7.S 20.51 

• 
6 7.141 10.64 12.S9 14.4S 16.81 18.55 . 22.46 
7 9.037 12.02 14.07 '16.01 J8.48 20.l8 24,32 

• J0.22 JJ.36 15 • .SI 17 • .SJ . 20.09 2L96 26.l) 
9 11.39 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88' 

10 12 • .S.S IS.99 · 18.31 . 20.48 23.21 2.S.19 2~ . .59 

11 13.70 17.28 19.68· 21.92 . 24.73 26.76 JJ.26 
12 14.BS 18.55 . 21:0J 21.34 26.22 '28.JO J.2:91 
ll JS.98 19.&l 22.36 24.74 27.69 29.82 . 34.Sl 
14 17.12 2Ul6 23.68 26.12 29.14 Jl.12 36.12 
IS Jl.2S 22.ll 2.S.00 27.4!> 30.'8 Jl.80 )1.10 

16 19.37 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25 
17 20.4') 24.77 ' ·27.S9 . 30.19 ll.41 3S.7l 40.79 
18 ll.60 25.l,)lJ ·28.87 31;53 34.81 37.16. 42.JI 
111 2?.72 27.20 30.14 32.85 36.19 .38.Sll 43.82 
.?O 2l.8l 211.41 . lJ.41 34.17 31.51 40.00 45.32 ... 
21 24.'i>J 29.62 32.67 JS.48· 38.93 41.40 46.80 ,., :!6.o4 ·30.KI 33.92. 36.78 40.2') 4.:um .it«.27 
2\ 21.1.¡ 32.01 JS.17 38.08 . 41.G4 44.18' 4'J.7l 
2.i . 28.24 ll.20 36.42 39.37 42.98 4S.S6 '1.111 '\ .. 2S ltJ.34 34.311 37.65 40.6S 4-'.31 46.'Jl ,.?,61 

26' J0.4J ~S.S6 38.81J 41.92 45.6.f . .48.?IJ .54.05 
27 31.SJ 36.74 40.11 43.19 46.96 •W.64 55.48 
28 32.62 37.9? 41.34 44.46 48.:?8 ·S0:.1N 56.tilJ 
29 ll.71 J'),()I) 42 . .56 4S.72 49.5\) S:?. 14 S8.l0 
JO 34.80 40.26 43.77 4'6.98 .S0.81J Sl.67 S9.70 

40 45.62 SI 11 ~5.76 59.34 63.69 . 66.77 73.40 so 56.JJ 6tl7 ~7.SO 71.42 76.IS 71) • .fL) 8ti.66. 
60 66.98 f.MO 71J.08 83.30, 88.38 91. 'JS !N.61 
70 77.SS 85.53 90.53 95.02. .100.4 10-'.:? IJ:?.3 
80 118. IJ 96.SS 101.9 106.6 . 112.l 116.J 12-4.8 
'10 98.6.S 107.6 .. l ll. I 118.1 124.I 128.3 137.2 

IUO 10'>. I 118.S 124.l 129.6 IJS.8 140.2 l41J..f 
X ,, .675 1.282 1.64.S J.!)60 2.326 2.$7(1· J.O•JO 

Si k > 100 usar la aproxi macf 6n: 

W • 1 (X + l'2i(:'f"' )2 p p 



- Tabh 3\ D\!ltr\buci.~n Bi.noml~ T., 

" ~ .. !J .JO JJ . ·'° .4J , - .J(J .JJ ·"' .6J' ·'° .1s .IO JJ_ .fO ·" , • .os .ID .11 .10 .2J 

.9000 .1500 .8000 .7SOO .7000 .6SOO .60llO .ssoo o .5000 .4SOO .4000 .J50CJ .JOOÓ .2$00 .2000 .• ISOO .1000 .05()0 
o .9500 

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.oóoo J.0000 J.0000 1.0000 1 1.0000 1.0000 l .0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1 

.9100 .7ll5 .6-100 .5625 .4900 .42!1 .3600 .lOZ$ 2 o .2,0ll .202$ ·'"°° .1m .0900 .0625 .<MOO .om .0100 .0025 
l o ,9!llS 1 .7SOO .&ns .6400 .ms· .SIOO 

.Y'l7S .'l'JOO mn .'JfiOO .9J7S .9100 .1m .lolOO .7975 .4J7S .)600 .ms .l'IOO .QIJ7S 
1 2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 '·000\l 1.0000 1.0000 
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000- :;- 1.0000 1.0000 1.0000 

o .am .7290 .6W .5120 ... 219 .)430 .2146 .21611 .166-l o .mo ,QIJI 1 .0640 .IM!'I .0270 .0156 .OOIO .00.14 .OlllO .OOlll 

1 .lJ'J:?J .97!0 .9J'>l .9%0 ,U.ll .7840- .7111 .6480 .51-1• 1 .5000 .4!52 .mo .2111 .2160 .1561 .lo.10 .0601 .02IO .0072 

:? .'Hi'J .'l910 .'1966 .9'120 .9144 .9730 .9m .9360 .\IOll') 2 .17.SO .UJ' .71140 .725" .6570 .S711 .41&0 .)IS'J .?710 .l:f26 

3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0IJOO 1.0000 

4 o .114S .6S61 .5220 ,,096 .3164 .2401 .1715 .12'.MI .O'JIS 4 o .0625 .O.ÍIO .OlS6 .ouo .0081 .003'1 .0016 .0005 .0001 .0000 

1 .~60 .~77 .l'IOS .11•12 .nu .6Sl7 .SliJO .47'2 .)'110 1 .Jl25 .24U .17'12 .126S .0837 .osos .0?7l .01:0 .UOJ7 .111105 

2 .'J<.NS .9'J6} .9380 .9na .9 .. Y2 .916) .am- .l!OS .1m ;? .6875 .6090 .. ms .070 .J41l .2617 .1101 .IO'JS .om .111-IP 

l 1.0000 .9'l'l'J .99'JS .99114 .9'161 .~19 .9150 .970 • • YS'JO J .'ll1S .90IS .110-C .1215 • 7$'19 .6136 .5'1M .4780 .JU# .1m 

4 1.0000 ·1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

o .7731 .5905 .•4l7 .1277 .237l .1611 .llllO .0771 .OSOl ' o .0112 .OIU .OIOl .oon .00?4 .0010 .0003 .0001 .00110 .0000 

1 .'177-1 .91~S .1352 .7373 .6l2S .5282 .4?H .Jl70 .2S6l 1 .1875 .IJl2 .0870 .• 0540 .• OJ0·1 .0156 .0067 .cxm .ooos .0000 

! .'J'ISS .9'114 .•1734 ,'.14!1 .llJ6S .Sl69 .76-11 .61!6 .s•>.11 2 .sooo .4069 .Jl74 .2m .16)1 .IOJ$ .051'1 .0!66 .1111116 ,001? 

1.0000 .9'1'15 .'l'J71 .'l'll.l .'1844 .96'12 .?460 .9130 ·"'"ª .1 .•m .ma .66.10 :s116 .mí .367? .26?7 .l~I .ONU .0!!6 

4 1.0000 l.OOoo .9'1'1'1 .'l'l'l7 .Y'l'lO ,'J'J76 ,9',..7 . .91'11 .cms 4. .'X.KM .'14''7 .•JU:! .8140 .lll'I .76!7 .67?J .S"5J .~,, .!!6! 

s 1.0000 1.0000 1.0000 1.0l100 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.OOÓO ~ l.llOOÓ 1.0000 1.0000 ÚlOOO UlOOll 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
N 

6 o _1351 .331-1 .l711 .!621 .1710 .1176 .0754 .0467 .0277 6 o .0156 .OOIJ .flO.ll .0011 .fl007 ,000? .0001 .0000 .OOCIO .0000 o 

.9671 .8857 .776S .6SS4 .SJJ9 .•202 .)191 .2lll .1636 1 .lll'Jol ,06•12. .Q.110 .022) .. 0109 .00-16 .0016 .OIMU .0001 .11000 
w 

1 
.•1978 .9SH .9'27 .9011 .8306 .7443 .6471 .S-143 · ,441.S 2 .l~.18 .1m .1792 .llN ,0705 .0376 .0170 .OOS'.I .OOIJ .1111111 

.9'JlJ'J .'l'J87 .9941 .'l8JO .')6!4 .9295 ,8826 .9201 .7447 J .6562 ·'''' .45$7 .lS29 . . 25S1 .16°J-I .(l'lS•J .0"17) .01~1 .lKl.:!.:! 

.i 1.0000 .!.t'Jt)~ ,OJ<J'IG .Wi;.$ .•WS4 .9191 .9777 .9S'JO .'1308 .¡ .S'J06 .ll64 .7667 .68Cl'J .5798 ,46"1 .3446 .2235 .1141 - .03?8 

s J.()()()() 1.0000 1.0000 .'l'.l'J'I .'1'1'11 .9')93 .9'Jll .995') .9917 s .9844 .97!J .9SJJ .9!~6 8824 .mo .7J71J .6l2'J . .46111 .?649 

6 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.01100 1.0000 

7 o .698) .47Sl :)206 .20'17 t'.lll5 .0124 .0490. .0280 .OU? 7 o .007~ .OOJ7 .0016 .0006 .000! .0001 .0000 .0000 .01100 .OOl~I 

1 .9S56 .1503 .7166 .S767 .4441J • 3294 .llll . .ISl6 .!024 1 .0615 .OJS7 .0188 ,0090 .OOJI .OOIJ .()00.4 .0001 .0000 ,(J(l()J 

? -~ .974) .9?6? .8SZO .'1564 .6'171 .3323 .419'J .3164 2 .2~66 .1529 .0'16J .OlS6 .O?SI .0129 .oon .0012 .000? .0000 

.•)')•JS .997J .9!79 .9667 .92'1~ .17-40 .I002 .7102 .6083 l .sooo .3917 .28'J8 .llJ'.l8 .1260 .0706 .OlJl .0121 .0027 000' 

.¡ J.0000 .9W8 .998' .9YSl .'1871 .9812 .9444 .9037 .1471 4 .7734 .6836 .llOI .4677 .3521) .2436 .1480 .0131 .0257 .OUJll 

5 1.0000 1.0000 .99'19 .91J<J6 ,?'J&1 .9962 .9910 .9812 .96-U s .9375 .l'n6 .8414 .7M2 .6706 .JSSI .42)3 •• 2134 .1.a•n .o.14-1 

IJ ·1.0000 1.0000 1.00110 1.0000 .•l'l'J'J .9'J'JI .9994 .9')84 .9'J6) 6 ,9')22 .9143 .•J7!1l .9510 .lJl76 .1665 .7903 .6~ .5217 .31117 

7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000· 1.0000 l.OIJOO 1.01100 l.OOIJO 

re r s 1> - i (;) p'<I - r1•-•. 
•-o 1 '. : . 

f 
1 



. Tabla 3. · (.Continuaci6n). 

n , • , f•.IJS .10 .IS .10 .lJ .JO JJ .fO . ,fJ ,. ,;, .JJ .IO .IJ ,10 .7J ·"' ,IJ ·'° ·" 
' o .6634 .4305 .272, .1671 .1091 .051' .0319 .OIGI .0014' 1 o .00)~ .0017 .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 .GODO .0000 .0000 

1 .1}429 .!!JI .6572 .SOJJ .)671 .25Sl .1691 .1064 .0632 1 .OJSl .0111 .0015 .0036 .• OOll .0004 .OOOI .0000 .0000 .CIOIJl) 
2 .9'142 .9619 .l?-11 .796? .671J .5511 .4271 .)154 .2101 2 .1445 .• OllS .0491 .om .Olll .Q0.12 .0012 .ooo: .oooo .·.oooo 
J .lJ9'J6 .9950 . 9786 .9~J7 .1162 ·'°'' .7064 .. J'l41 .• 4770 ) .36J.l .2~ .1731 .1061 .OSIO .0273 .0104 .D029 .OOIM .0000 

" 1.0000 .9'196 .9971 .91196 .9727 .9420 .19)9 .126) .7396 ¡: 4 .6)67 .mo .405~ .2936 .1941 .llll .om .0214 .oo'° .oocu 
5 1.0000 1.0000 .9'.19! .99!1 .9951 .9117 .9747 .9SD2 .9115;¡. s .1m ,7799 .6846 .5722 · .4412 .J21S .:OJI .1052 ,OJ~I .oosa 
6 1.0000 1.0000 i.0000 .9999 .99')6 .9917. .9964 .9'"5 ,9119 ; ' .96-tl .9l61 .1936 .1309 .7447 .'329 .4967 ..m1 :116') .OS7l · 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9\199 .9'Jtl .11')9) .991J . 7 .!1961 ·"" .11m .9611 .9"24 .19\l'J .ml .ms JG'IJ JJ66 • 1.0000 1.0000 1.0000 1.()000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 

9 o .6J02 .3874 .2316 .ll4? .cm .0404 .0207 .0101 .0046 9 ~ .0020 .0001 .0003 .0001 .0000 .. 0000 .0000 .0000 .0000 .0000. 
1 .9~81 .7741 .S'NS .4362 .3003 .1960 .1211 .0705 .• OJ8' 1 .Ol9S .OO'JI .Ollll .0014 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000 .OOOll 
2 .'J<J16 .9470 .1591 .7382 .6007 .4621 .337J .llll .1495 2 .0891 .0491 .0250 .0112 .~) .oou .0003 .0000 .0000 .0000 
J ,'19').1 .9917 .9661 .9144 .1343 .72~7 .6019 .48~6 .)614 J .2539 .1651 .Cl'.r.14 .0536 ,O?Sl .0100 .OOlt' .0006 .0001 ·.oooo 
4 1 0000 .9'.1'11 .9944 .98().1 .9511 .9012 .821J .7JJ~ .6!14 " .sooo .J716 .2661\ .1711 _0919 .0419 .0196 .OOSll .0009 .0000 
s 1.0000 .999') .9994 .9')6'J .9900 .9747 .9464 .9006 .SH? J .7461 .Ul6 .5174 .)911 .1703 .1651. ·°''' .OJJ9 .OOl3 .0006 
6 1.0000 1.0000 1.0000 .m1 .9987 -~51 .9181 .97SO .9SO! ' .9102 ·"º' .7682 .6627 .sm .J'l')J .2611 ',1'°'' .0'30 .OOC-1 

.1 
7 f.0000 1.0000 1.0(100 1.0000 .W'J<I .9'M .9916 .9%? .9'!119 , .'IKOS .lllílS .•Jl•IS .1719 .1040 .6997 .5'.11 .4llOS .m2 .0111 
1 1.1)(()0 l.0000 1.0000 1.0000 1.0010 J.0000 .9999 .9'1'11 . crin • .wkO .99'4 .•JK•l<J .11793 .9S96 .92"11 .1651 .7614 .6126 .l&JI 

1 ., 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 1.0000 9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.00UO l .OOUO 1.000!> l.Ouoo 1.0000 1.0000 

10 o .S987 .3417 .Oooo .oóoo .0000 
i 

.1969 .1074 .OS6l .0212 .OllS .OOGO .0025 10 o .0010 .0003 .Olllll .0000 .0000 .0000 .0000 1 1 .91J9 .7)61 .S~4l .3758 .?440 .14•>] OSiO .0-1~ .O?ll 1 .0107 .QO.IS .0017 .ooos .0001 .ODOO .0000 .0000 .0000 .oow ¡ 2 .9185 .9?9g .8202 .ó771 • .5256 .38ll .2616 .1673 .D'r.16' 2 .OS47 .0274 .om .0041 .0016 .llQO.f .0001 .0000 •. 0000 .UllllO 
J. .'»>O .9872 .9500 .8791 .7759 .1>196. .5131 .lm .2660 l .1719 .1020 .OS41 .b260 .0106 .OOJS .000\I .000.1 .0000 .0000 

1 
• .'l9'l':I .9'JU .'l'JOI .9672 .9219 .1497 .ms .6lll .SO-H 4 .mo .:!1116 .1662 ,0949 . om .0197 .ooc; .. .0014 .0001 .0000 1 

' 1.0000 .9'}'.19 .9~86 .9'JJ6 .'1803 .9521 .90SI .8338 .7384 ' .6VO .49S6 •• 1669 .241S .IS03 .0711 ,OJ!I ',IJO'l'l .0016 .llOOI 
6 1.0000 1.0000 .9"'19 .'J'm .9'J6S ,9894 .9740 .'J4S? .1980 11 .8!81 .mo .6177 .4962 .JS04 .2241 .120CJ .osoo .0121 .0010 N 

o 7 1.0000 1.0000 1.0000 .'NV'J .99~6 .9914 .9952 .9877 .9726 7 .CJ4H ,\IO().I .1)27 .7lA4 .6171 .4744 .l22~ .17'>& .0702 .OllS ... 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .99'J9 . • 9995 .9'>SJ ,'19lS • .YW•J) .9767 .95)6 .. 9140 .1507 .7'60 .6242 .. 4551 • :?639 .0861 • 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 1.0000 .9')99 .9'}')7 9 ,9\l'lO .997S .9''40 .986S .9718 .·1~37 .8•126 .81lll .6m .4011 1 i 10 1.0000 1.0000 1.0\.'00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000· 10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.OOOj) 1.0000 1.0000 1.0000 

' 11 o .!6U .JI)! .1673 .08SIJ .o.m .0199 .OOH .OOJ6 .0014 11 o .ClOOS .0002 .0000 .0000 .00110 • 0000 .oooO .0000 .01100 . ··---l • 1 .S'ISI .6~74 An2 .32!1 .1971 .llJO .0606• .0)02 .OIJ'> 1 .OOS'J .0022 .0007 .0002 .0000 .0000 .OlklO .. 0000· .IKMIO .0000 l 2 .'IUI .YI~ .nss .61H .4SS2 .3127 .2001 .1119 .0"52 
, .0127 .0148 .0059 .0020 .0006 :0001 .OllO~ .0000 .llOOll .001111 

l .99~ .'lSIS .'1306 .&JB~ .71ll .5696 ,,4256 .291.l' .MI l .llll .0610 ·&;93 .om .004) .0012 .0002 ,.OOllO .0000 .OIJO(I , 
4 . 999'.) .9~72 .98~1 .9~96 .1854 .7897 .66tl .512• .1971 ~ .27~4 .1739 . ~· .OSOI .ow• .0076 .0020 .. 0001 .0000 .UIM:U 
s 1.0000 .9997 .9973 :m1 .9657 .9211 .un .mf .6JJI s .sooo .3'69 .ms .1417 .078? .OlO .0117 .0027 .OÓOJ .OllOO. 

' 
6 1.0000 1.0000 .CJ<N7 .9980 .9924 .9714. .\M99 .9006 .8262 6 .72S6 .6029 .4672 .3317 .2103 .1146 ·º'°" ,0159 .0021 .000.l 
7 1.0000 1.0000 1.0000 .9'.1')8 .'l'JSI .9957 .9171 .9101 .9390 7 .8867. .I089 .7037 .5744 .• OH .2167 .1611 .06'1.f .OISS .0016 
8 J.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .99'.19 .9'.194 .9910 .9'l-ll .98S2 1 .'.1671 .9348 .8811 .7999 .687l .$448 .m6 .2212 .OH•l6 .ouz 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9991 .999) .9'171 9 .'N41 .9161 .9698 .9194 .1170 .I0?9 .6779 .S071 .1016 .1019 ., lll ·1.0000 UlOOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000· .9')')1 10 .9'.195 .!'986 .9')64 .9'Jl2 .9802 .lllil .9141 .1327 .6862 . .4312 

11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

.. ., 

• :· ·: ; 



T~bla 3, tContinua~i6n}. 

lf , 
1 -.DJ ./O .IS 

12 o .5404 
1 .81116 
l .·l~ 
J .9'178 
~ .CJ<N! 
5 1.0000 
6 1 rooo 
1 1.0L'lll.l 
ll 1.00l~ 
., 1.0000 

10 1.0000 
11 1.0000 
I! 1.0000 

1) o 
1 
2 
J 

.51lJ 
.lló-l6 
.11755 
.')<)6'1 

4 .•m1 
s 1.0000 
6 l.OOtll.) 
7 l.lUlO 
8 1.1'\nl 
9 1.0000 

10" l.0..100 
11 1.000ll 
1~ tJJ()(X} 

l.l 1.0000 

14 o .4877 
1 .8-170 
1 .96'Ñ 
J .'J'Jsg 
.¡ .ll'})tl 
5 1.0000 
6 1.0000 
7 1.0000 
~ 1.0\lOO 
•1 1.0000 

:o l.~l 
ti 1.0000 
I! 1.0000 
1) 1.0000 
H 1.0000 

.!M!4 .14!1 
.65.JO .035 
.88'>1 .7351 
.97-14 .9071 
.9'J57 .9761 
.•l')'J5 .'l'ls-1 
.\l?'N .'l'J<I) 

1.0000 .'l'N') 
roono · 1.0000 
1. 0000 1.0000 
l.OO<lO 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

.!5"'2 .1 !O'l 

.621} .)98} 

.8661 .72'16 

.%SS .•ion 

.'>ll5 .9740 

.'1'1'11 .'J'J-17 

.'19')<) .'1'•~7 
1.0000 . 9'~18 
1.IX1ll0 l.OOllO 
1.oono t.IXJOO 
l.{J()(lO 1.0000 
1.0llOO 1.0ll!lO 
1.\JOOO 1.0lllO 
1.0000 l.0000 

.22gs .102a 

.58-16 .3567 

.U16 .6-IN 

.<1s~-1 .ss;s 

.9'10S .115Jl 

.9'185 .?!&5 
.'1991 .'l'J7& 

1.0000 . ?9'17 
i.0000 1.0000 
1.0000 l.OOtlO 
1.0000 1.0000 
1.00UIJ 1.0000 
1.onoo 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

.:n 

.0687 
.274'.I 
,,,ll 
.79-l6 
.'1!74 
,?S06 
.9''61 
.•l')')4 .. ')')'}'/; 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.00110 

.0550 

.m6 
.5017 
.747) 
.9009 
.'17110 
.9'1l0 
.•}'J81 
.9'l'l8 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.O-l-10 

.l'JN 

.-1-181 
.6~>:s! 

.5702 

.9561 
.!ISS' 
.9976 
.'1'1'16 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.1' .JO 

. Oll7 

.151-f 
.J'I07 

.. 64•• 
.84!4 
.9<13' 
.9U7 
•11'172 
• •1'}')6 
1.0000 
l.{)000 
l.OOUO 
1.0000 

.02JK 

.1m 

.Jl:!li _,.., 
.7'}.10 
.111111 
.'1757 
.'1'1-14 
.'l'~JO 

·"""" 1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.0171 

.1010 
.m1 
.5?1l 
.7415 

.. l&ll 
.•Jf>l7 
.'111117 
.'i'.171 
.9'1'J7 

f.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.Olll 

.OISO 

.ll?I 

.492J 
.1237 
.HU 
.9614 
.mJ 
.'i'Jll 
.'l?JI 

1.0000 
t.0000 
1.0000 

.ron 

.06l1 

.262J 

.4206 
.654] 
.1346 
.9176 
.9111 
.'i'l60 
.9'193 
.'l'H'I 

1.0000 
1.0000 
1.0000 

.0061 
.0-175 
.1601 
.3352 
.m2 
.7SOS 
.9067 
.9685 
.9917 
.99!1 
.mi 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.JS 

.00'1 
.0424 
.UIJ 
.l4'1 
.sm 
.717J 
.9154 
• 9745 
.99:"f 
.9'191 

-.'Hl'I 
1.0000 
1.0000 

.00l7 
.Ol'l6 
.llll 
.271J 
.soos 
.71~ 
.1705 
.9531 
.917-i 
• 91175 
.9?97 

1.0000 
1.0000 
1.0000 

.OOH 
.tJ205 
.0139 
.2~0S 
.4ll7 
.IMOS 
.1164 

.. 9241 
.9757 
.9'140 
.9'18'> 
.m<J 

1.0000 
1.0000 
t.0000 

·"' 
.OO?l 
.04?4 
.Olll4 
.22') 
.4l8l 
.66!! 
-•~11 
.'M27 
.'1847 
.•J<J72 
.')'J'J7 

1.0000 
1.0000 

.oon 

.01!6 

.OS7'l 
.11>86 
.mo 
.S744 
.771! 
.'l02l 
.')fi7'J 
.Y.Jll 
.9'117 
.9')')') 

1.0000 
1.0000 

.ooos 
.0081 
.Ol'ld 
.12~3 
.2n.1 
.~859 
.6'12' 
.14')'1 
.9-117 
.98?5 
.9')61 
,9')')~ 

.9•l'l1.I 
1.0000 
1.0000 

.4.J 

.0001 • 
.OOSl 
.0-121 
.llH 
.3044 1 
..S26')" 
.n•1J ": 
.188l • 
.'16-14 . 

·.'1<121 
,'l'lK? 
.'11~1 

1.0000 

.0004 

.IX~'I 

.0~611 

.0'12'1 

.m!I 

.4?<·• 

.6437 
.1?12 
,'1.\0? 
.'17•)} • 
.'i'IS'I 
.'.l'l<lS 

1.IMKIO 
l.UOOO 

.000? 
JlO!') 
.0110 
:om 
.1672 
.m1 
.5461 
,7414 
.8811 
•1J57~ 

.'Jl!6 

.9'J71 

.9'1'17. 
l.0000 
t.COOO 

11 ' , - .J(J .JJ .611 .6J ·'° .7J .IO .IJ .WI ·'' 
12 o 

1 
2 
.I· .. 
' 6 
7 

• 1) 

'º 11 
ll 

ll 11 
1 

J 
4 

' 6 
1 
11 
11 

io 
11 

.000? 

.ocm 

.0193 

.ono 

.19.\1 
.117? 
.6121 
.106? 
.'1270 
.9I07 
.9'161 
."'1')11 

1.0QOO 

.0001 

.0017 

.0112 
.Q.161 
.lll4 
.:•1os 
.5000 
.7tl'JS 
.1666 
.'IS)•) 
.9191 
,998) 

I? .'l'JY'J 
IJ 1.0000 

14 o .0000 
1 .00()1) 
2 .0065 
l .om 
.i .os•1s 
s .mo 
6 .l9SJ 
7 .6047 
ti .7180 
9 .910? 
10 .97ll 
11 .9'JJ5 
12 .'Hll 

IJ ·""'"' H 1.0000 

.0001 .oooo .oooo .oooo .oooo .ooro .OllllO .oonn .OllPO 
.0011 .0003 .0001 .0000 .0000 .OllllO .0000 .IMKIO .0000 
.l>Oi'I .1io21 .oooa .0002 .oooo .onoo .oooo .oooo .oouo 
.0.1'6 .015.1 .0056 .0017 .0004 .01101 .OtKIO .IMIOtl .01100 
.1111 ' .9'73 .0255' .00<'5 .002' .()006 .Olllll .IUlll .OOno 
.2607 • 158? .0546 .0356 .010 .OOJ•I . • Oll01 .1111111 .IKIOll 
.47]1 .)348 .l1?7 .1171 .PHol .01'14 .IMM6 .U005 .0111111 
.69'6 .5618 .41C.7 .2763 .IS76 .07?6 .0?.l'I .111».l .IJIXI! 
.865' • 7747 .6SJJ .5075 .3512 .20'4 .11'1.?.? .02'6 .00?1 
.'1579 .9166 .8-187 .7472 .60'1} .4417 .2642 .110'1 ·º''" 
.9'111 .'ll!Ot .• '1576 .9150 .1·116 .7?51 ·'"' .)4111 .11114 
.fJ<l'I? .•.ma .IJ'J·U .m2 .9613 .9313 _.,,. .7116 .45•16 
1.~1.~l.00001.~l~l~l.~1.~l~I 

.oooo .nooo .oooo .nooo .nono .oooo .oooo .oooo .11A011 

.llOll5 .0001 .0000 .0000 .0000 .oooo .OOOll .0000 .11111111 

. OIM 1 .00 IJ. .000 l .0001. .oóoo .0000 .0000 .OUOU .1111110 

.0203 .00711 .0025 .0007 .0001 .0000 .0000 .IMJOO .IJllllO 
,116'11 .0.1?1 .0126 .oo.10 .0010 .0011? .0000 .0111111 .llllUO 

:~i:~ :~~~ :t~ :~~! --~~~ :~~~ :::i ::=: :::: 
.573? .4256 .2841 .16'4 .O~ll! .OlOll .llllH .lllll>l .0000 
.7721 .6470 .49'JS .:1457 .201.U .ll'Jlll .0260 .0065 .00111 
.lJ071 .Mll4 .7217 .57'~ .41S7 .2527 .iri.7 .034! .0031 

:~~: ::!~! .. ~~: :!~~~ :~;~ .. ~~~ :!~ :g:~ :~i~~ 
.'1!1116 .')'187 .9'16] .'JIJO) .'1762 .. 9450 .17'11 .745~ .4867 
l.~l~l~l~l~l~l~l~I~ 

.0000 .0000 .0000 :oooo .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 

.0003 .01101 .oooo .oooo .00110 ;oooo .nooó .oooo .OIKkl 

.oon .0006 .0001 .oooo · .oooo .oooo .01100 .oooo lllKlll 

.011• .0019 .0011 .000! .nono .llÓOO .0000 .0000 :(U)() 

.0462 .01 H .oow .0011 .0001 .0000 .oooo .oouo .1•n1 

.ilS9 .O~Sl .OW .OOSl .OO!! .OIJQ.I .OUOll .Oóoo ,(l(llll 

:m! :~~~~ ·º1'1 .om .0101 .002-t '.0001 .oooo .00110 
.1 )(> .O'JJJ ,038) .0111. .00!? .000! .001111 

.66!7 .Sl41 .3'95 .ltlJS .1117 .OU'.I .OllS ,llllU .OOUU 

.1321 .7207 .S77J .4151 .2585 .12•11 .04'7 .00-.1! .llll04 
.V361 .87'7 .7795 .6441 .4787 .lllll .1465 .O·W ~0042 
.9130 .%02 .9161 .U92 .7119 .SSl9 .3'21 .UM .OJOI 
.9971 .~19 .9795 .9J2' .P•NO .~021 .60J .4154 .15.10" 
_.,.,.,. .9'N2 .9'm ·""-'2 .9•ll .9560 ... m .m:?. ·"!l 

1.0000 l.ooOo l .ooOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

'\ 

N 
o 
Ut 

1 

1 

.. 



Tabla 3. (Continuaci6n}. 

" , " y 
p-:os .1! .10 .1S .JO JS .40 ,fS ,~.JO .n .60 .6S .10 .7J .lO .IJ .90 • .PJ ./O 

u o .46ll .20.59 .0!74 .OJS2 .0134 .0047 .0016 .ooos .0001 u o .0000 .oooo .0000 .0000 .oooo· .oooo .0000 .oooo· .0000 .llODO 
1 .mo .5-190 .lll6 .1671 .OSO? .om .0141 .0052 .0011 1 .ooos .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000· .0000 .0000 .0000 
2 .9611 .IU9 .60.ll .]9~0 .2361 .1261 .0617 .0271 .0107 2 .ocm · .0011 .OOOJ .0001 ,0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .ooao 
l .W4S .94« .1227 .648! .4613 .2969 .1727 .O'JOS .().124 :'. J .0176 .006J .0019 .ooos .0001 .0000 .oouo .0000 .0000 .nooo • ,</')']4 . 'JSH .9lSl .BJSI .686$ -'15S .3519 • 217J .120. ~ . .. .OS?2 .OlSS .0093 .0021 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 

.'l'N<I .IJ<JJR .9!32 .938? .Ul6 .7216 "'º .4032 .2608 J .ISO? .D76? .om .om .OOJ7 .or.os .0001 .0000 .0000 .0000 
6 1.0000 .IJ<J'l7 .'l%-I .9119 .9-134 .8619 .7S41 .6098 .4522 

' .1036 .1111 .C)'JSO .0-122 .OlU .O<Wl .OOIJS .0001 .oooo .0000 

' 1.000ll 1.0000 .9'J'J.4 .??'8 .91l7 .9500 ;8861 .7869 .6JlS 7 .sooo .l<l6S .2131 .llll .0500 .Ol7l .0012 .UOCK. .ooc~ .OOllO 
g 1.Uaoo 1.0000 ·'""' .9'l'll .'l'lSI .91~1 .9571 .90SO .8112 ·• .6!164 .sna ,3?02 .24S2 .1311 .OS66 .0111 .0016 .ooo .0000 
9 1.0000 !.COOO 1.0000 .9?99 .9'J9l .9963 .9876 .9662 .92ll 9 .loiYI .7392 •,5961 • 4357 .271.& .14U .0611 .Olli • .00?2 .0001 

10 1.0000 1.0000 J.0000 1.0000 .9999 .9993 .9972 .9'J07 .970 10 ,.,..08 .8796 .7M27 .6491 ...... , .JllS .• 16-IJ .0617 .0121 .011116 
11 l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .11999 • 9'.rJS .'1'111 .•NJ1 11 .9KH .9516 .909S .1m .7031 .sm .me '.171) .OH6 '. .llllSS . 
12 1.0000 1.0000 1 0000 1.0000 1.0000 1.0000 .99'J9 •• 9'N7 .9')ij9 12 ,IJ'HiJ .9891 ,9719 .931J .17J2 .76)\1 .6020 .ma .1141 , .OJ6l 
ll 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 l.0000 1.0000 1.0000 .9'1')9 ll .?'r>S .9'Jl3 .9948 • 9958 .9647 .9191 .IJZY .6814 . .4SIO .• 1710 
u 1.0000 1.0000 1.0000 J.OO(l() UJOOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 14 1.0000 .999'.l .9995 .9984 .\llJH .9166 .9648 .9126 .N41 .. SJ47 
IS 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 IS 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000: 1.0000 

16 o . .UOI .IBSJ .0743 .0211 .OUJO .OOJl .0010 .OOOJ .0001 16 o .0000 .0000 ,0000 .0000 .0000 .0000 .onoo .0000 .0000 •• Ol!OO 
1 .llot .5147 .:!839 .1407 .06.15 .0261 .0091 .0033 .0010 1 .OOOJ .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .OIJllO 

.9S71 .789~ .S614 .3'18 :1971 .0'.>94 .o.m .018] .0066 l .0021 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 
) .9'1)0 .9JJ6 .71'1'J ·'"SI . .wso .2459 .1339 .06$1 .O~dl J .0106 .00.U ,000\1 .000? .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .• 0000 
4 ·.'l'l'll' .•>s.10 ,9?<N .7~d~ .610? .4,,, .2192 .1666 ,OUJ 4 .OJl4 .Ol~IJ JlO~IJ .OOIJ .OOOJ .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 

,\'llol .'IJ6j .'IUJ .SIOJ .6591 .4900 .32H .l'J76 J .10'1 .04116 .0191 .0062 .0016 • OOOl .0000 .0000 .0000 .0000 . N 1 .IJ'l'l'I o 6 1.0000 .9'rlS .~H .97Jl .'1204 .1247 .6HI • 5272 .3660 • 

' .2172 .1241 .11'83 .022Q .0071 .0016 .0110? .0000 .0000 .OIW OI 
J.{l()(l() .IJ'm • 'NSY .'rllO .Y72V .92S6 .1~06 .7161 .S62') 7 .4011 .m9 .142) .0611 .om .0075 .OOIS .0002 .0000 •. 0000 

8 1«100 1.0000 .'l'rl& .W~S .99?5 .9i·il .93:?9 .un .7441 1 .S912 .4J71 .2K39 .1594· .0744 .0271 .0010 .0011 .0001 .llOOO 
9 1.1\100 1.0000 1.0000 .'.l'rJ& .9'l84 .9929 .9171 .9417 .8759 9 .1228 .6340 AnH .)119 .1753 .ON6 .021>7 .OOS6 .ooos .0000 

10 1.0000 1.0000 l.OllOO 1.0000 .'1997 .9'111-1 .9931 .9809 .9Sl4 10 .8949 .8024 .671? .5100 .3402 .1897 .0817 .02JS .Oll.ll .0001 
11 1.0000 1.0000 ¡_Q(,'{){) 1.0000 1.0000 .99'l1 .9987 .9951 .98SI 11 .9616 .9147 .8134 .7108 .5501 ,J6'll .2011 .0791 .0171! .Ol»J 
l! UXJOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9<198 .9'.l'JI .'1'16S 12 .9IQ4 .9119 •11349 .8661 .7541 .5'JSO .4019 .2101 .()(.~4 •. OÓ70 
ll 1.0000 1.(lOOO l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.OQOO .9'>"n .'l'l'J.I ll .9979 ,9'))4 • 11Sl7 .9.549 .•!006 .1729 .6481 .4J•ci .2IOH .0.ll'I 
14 1.0000 :.OOOll . 1.0000 l.~, 1.!UlO 1.0000 1.0000 1.0000 .IJ'IW 14 . .m1 .'J"90 .'.1'167 .9902 .97lll ,YJ6S ,8S9J .7161 AMSJ • .11•1! 
IS 10000 1.0000 1.0000 t. l.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 s :. 1.00!>0 .'1'1'J'I ,•1')'17 .9WO , 111)67 '.9'l00 .9719 .92'7 .~IH .. H'N 
16 1.0000 1.oonu 1.(1000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 16 1.0000 1.0000 l.OCOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.1.1000 l.UOUU 

1 ~ 

l. 
1 

1 ¡ 

r 
! 



Tabh 3 ·. lCQnt.i.nuac i.6n~., .. t 
11 ' • r p - .DJ .ID .IJ .10 .2J .JD JJ .40 ·'' , •• JO .SJ .60 .tJ JO .1s .llJ .iJ .1111 .llJ 

17 \l. ·"" .1661 .0631 .0225 .007' .OCl"J .0001 .Cllllll' .0000 11 o ,0000 .0000 .0000 .0000 .oóoo .0000 .0000 .onno .cnwl .0000 
1 .1911 .4111 ·"" .1182 .MOi .019] .~ .Ollll ·ººº' 1 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .ooou ,0000 .DlllO ,0000 .11!00 
2 .'J.1'11 .761' .51?1 .30'16 .16)7 .0174 .0317 .0113 .0041 2 .0011 ,000] .0001 .0000 .0000 .ouoo .0000 .ouoo .UOllO .00110 
3 .9'11l .?174 .1SS6 .5-119 .3530 .2019 .1021 .04~ .0114 ,( l .0064 .001'1 .ooos .0001 .0000 .01100 .0000 .OIDJ .ClllllO •• 1n10 
.i .9911! ·.9779 .901J .1m .m9 .3117 .2341 .1260 .0596 :. .. .om .OOl6 .0025 ,OO(l(í .0001 .0000 .ouoo .Olnl' • 111111'1 Ulnl • 

' .99'n .9'.15) .9611 .8<J.I) .76B ..5961 .4191 .2639 .1471 . s .0717 .0)01 .0106 .0010 .0007 .0001 .0000 .OOllO ,OClllO .oum 
6 1.0000 .99'12 .9'117 .%~) .1929 .77'1 .61U ;4471 .2902 ! ' .1661 ,0816 .0341 .0120 .0011 ,0906 .IJOOI .OllllO .OllllO .Olllltl 
1 1.0000 .9'1'19 .9'1ll .9'11 .9591 .l'I~ .1171 .6405 .47~] 7 .ms· .lll' .11'119 ,0)93 .0121 .OOJI .ooos .oouo .0000 .OOlll 

• 1.0000 1.0000 .'1'1'17 .'1'11-' .'lf76 .'1"17 ·'°°' .8011 .662' 1 .'600 .3)74 .llll'J .O'l')4 .040) .0114 .CIU~ .Olllll .onno .110110. 
9 1.0000 Í.0000 1.0000 .99'15 .m., .9S7J .'l617 .9<111 .1166 9 .6155 .m1 .ms .212• .ICMti .~o? .OIO'J ,0011 .OUOI ·.oooo 

ID 1.0000 1.0000 1.0000 .'1'1')9 .9'1'.14 .9961 ,9UO .9651 .9174 10 .Ull .70'18 .5522 .3811 .1241 .1071 .0117 ,OUI.\ .Ollll• .0000 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .99'J9 .9993 ,'l<J70 .98':14 .9699 11 .921] .1529 .7361 .5803 .40)2 .:?H7 .1057 ,0)1'1 .~7 .lllOI ~ 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9'194 .9975 .9914 ll .97SS .9~1» .1740 .7652 .6111 .4261 .. 141& ,11',.7 .11~!1 .0012 

l 1l 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,99Q9 .'J'J9S ,\1'111 1) ,9936 ,9816 .9Sl6 .8972 .7911 .6470 .4511 .244~ .08~6 .OU8S, 
14 1.0000 l.Olr'IO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9\199 .•l'l'J7 14 .'1''88 .'l'JS'J .9877 .9673 .9226 .8163 .6•)1).1 .41111! .238! .OSOl 
15. 1.0000 1.0000 UlOOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 IS .'»19 .9'1'N .9\179' .9'))) .9I07 .9499 .1818 .1.m .SIR? .:!117' 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 16 1.0000 1.0000 .9991 .9'19) .9rm ,9'12S .977S .\l)(,•J .Ul2 .SlllJ 

, 
" 

.1 
11 tonoo 1.Cl<'l!l() 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.OCW 1.0000 1.0000 

11 o .3'17! .ISOI .0Sl6 .0180 .ODS6 .0016 .0004 .0001 .0000 11 o .0000 .0000 .ooro .0000 .ÓOOO .0000 .0000 .011110 .0000 .oooll 
1 .77)5 .4Slll .2!41 .D'l'Jl .Ol\15 .010 .0046 .0013 .000) 1 .OllOI .0000 .oono .0000 .OllOll .ll!lllO .onoo .Mili .OlllO .tllllO 
2 .'Ul9 .7llS .4797 .:?7ll .ml .0600 .0236 ' .008! .oois ! .0007 .0001 .0000 .0000 .ouou .01100 .01100 .Ollllll .OOClll .0000 

.9,'ll .9011 .720? .SOIO .3057 .1646 .0711 .Ol28 .0120 l .0031 .• 0010 .0002 .0000 .oPOO .00110 .0000 .OOIK! .oouo .111100 , 
4 .'NSS .9711 .87'1-4 .71~ .5197 .)J27 .1116 .O'J42 .o.tll- 4 .015-1 .004'J .OOll .000) .0000 .01100 .OOOll .oouo .OllOO .lJWll N 

o s .9'1'JS .9'>36 ,9JKI .9671 .1115 .Sl44 .3SSO .2081 .1071 ' .Out · .Olll .oosa .0014 .000) .0000 .01100 ,Clllllll .llUlll) .tlllllll .... 
6 1.0000 .'l'JU .'111~ .~17 .1610 .7217 .5491 .lNJ .22'1 6 .118~ .OS17 .oml .006! .0014 .0002 .onoo .OllllO , .0000 .OOllll 

·,:< 

1 UlOOO .9'199 .997) .9117 .9411 .15\ll .7211 .S6)4 ,3q15 1 .14Dl .1210 .OS16 .0211 .0061 .0012 .000! .Ollllll .0000 ~1111.10 

s 1.0000 1.0000 .99'1S .99S7 .•Ji07 .94().l .l609 .ll61 .ma • .407l .2S27 .1m .05'>7 .0!10 .OOS4 .11111ri .111•11 .0000 _, ... , ! 

\) UJOOO 1.0000 .99''9 .9'1'11 .9'146 .9790 .940) .16Sl .7~73 9 ,$'}27 .4122 .2632 .1m .05'16 .Ol'>l .00-ll .1100~ .Oll•ll .lllklll 

ID 1.0000 1.0000 1.0000 .9'J91 .9'llS .99J'I ,9718 .9424 .17!<1 10 .m1 .6015 .4166 .2717 .1407 .056'J • 016) .oim .. ow: -Ol~lO • 

11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9'J~g .9'J86. .9931 .97~7 .·1~6l 11 ... 11 .7742 .m1 .45U'I .211J .ll'lll .0513 .0111 .Olll! .IUMI 
I? 1.0000 1.0000 1 0000 1.0000 1.0000 .99'l7 .9916 .9'm .•>817 12 .'151'> .8\lll .7912 .6450 .ol656 .282' .ll:!'I ,1).11~ .Oll64 .111111:! 
ll 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9987 .'NSI 13 .9846 .9'8•> .9058 .8114 .5671 .481) .?'36 .1?116 .om .OOIS 
I~ UJtXX) 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 ,9')'18 ,IJ')'l(J 14 .9962 .9110 .9672 .\1217 .1154 .6941 .49')\) .!7'111 .O'IS? JlHW 
IS 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 •. 9'J'l9 15 .99'Jl .• 9975 ,q91j! .9764 .'MOO .16H .1287 .SWl • .266! .om • 
16 1.0000 1.0000 ·1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 f.0000 1.0000 1.0000 16 .9'J'J9 .99''7 .9'187 .9954 .91SI ,'1605' .900'J .775'1 .~ .. , .w.s 
n 1.0000 1.0000. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 17 1.0000 1.0000 .9999 ,!1996 .9914 .9'J.14 .9120 .9-IM .14'1') .60?8 

u 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.000() 11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 l.!JOllO 1.0000 1.0000 l.OllOO l.CllllXJ 1.0000. 



Tabla 3. {Continuaci6n}. . , 
, -.aJ .10 ./j .20 

" o .317-4 
1 .1541 

.1351 .IW5' 0144 
.Ol!9 
.2)69 
.4SSI 
.6713 
.1369 . 
.9324 
.9767 
.99Jl 
.9914 
.9'1'11 

.4201 .19&S 
2 .'IHS 
3 .916'1 

.7054 .441) 
.llSO .6!41 

4 .9'JSO .'!.641 .ISS6 

' .9991 • 9914 .9461 
6 1.0000 .9983 .91l7 
'7. 1.0000 
• 1.0000 
9 1.0000 

10 1.0000 
11 1.0000 
11 l.!X>OO 
13 1.0000 
14 1.0000 
15 1.0000 
16 1.0000 
ll 1.0000 
18 t.0000 
19 1.0000 

• 99'J7 .WSt 
1.0000 .ml 
1.0000 .~ 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.ro.xl 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 . 1.0000 
1.0000 • 1.0000. 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

:?O O .JSSS .1216 
1 .73,. . ,)917 
:? .9l4S .676•1 
'3 .91-11 .1670 
4 .9'174 .9S&a 
s .9991 .'1!87 
li 1.0000 .'l1i6 
7 1.0000 . 9'196 
• 1.0000 .99')9 
9 1.0000 . 1.0000 

10 1.0000 1.0000 
11 '.0000 1.0000 
12 !.0000 1.0000 
ll 1.0000 1.0000 
14 1.0000 1.0000 
u l. 0000 '.0000 
16 1.0000 1.0000 
11 1.0000 1.0000 
11 1.0000 1.0000 
19 l.0000 1.0000 
20 1.0000 ·1.0000 

.Olll .OIU 
.11'6 ,06'12 
.4049 .1061 
.6·1n .4114 
.12'11 .62'~. 
.9327 .lo.ll 
.9111 .91l3 
.9941 .9679 
.9981 •• 9900 
.ma .9974 

1.0000 .9994 
1.0000 .9'.l'I'/ 
1.0000 1.0000 
l.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 
1.0000. _1.0000 
1.0000 .1.0000 
¡ .0000 1.0000 
1.0000 1.0000 

.0042 
.0310 
.llll 
.Mll 
.46J.4 
.6671 
.llSI 
.ms 
.971) 
.'911 
.9'17 

.• 999S 
.999'.I 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.ocm 

.014] 

.O'lll 

.22'2 

.4141 

.6112 
-.1151 
.1'1'2 
.9591 
.9161 
.91161 
.9991 
.99'JI 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.OOÍI 

.OllM 
• 0462 
.lll2 
.llll 
• 413' 
.1655 
.lllO 

·"" .9674 

·"'' .9"72 

·"" .'999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 

.ooot 

.0016 

.om 

.1071 

.ll75 

.4164 

·'°'° .7723 
.m1 
.9S20 
.9129 
.9949 
.9911 
.9997 

1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
l.CIOOÓ 
1.0000 
1.0000 

·" 
.OOOJ .000 Í .OOIXI 
.OOJI .OOOl .0001 
.ono ., .oou .001' 
.0591 .0230 .non . 
. uoo .06''6 ,02111)! ; 
.2911 .16..'9 .0777• . 
.4112· .>Oll .1727: 
.6'56 .4171 .3169 . 
.114' .667S . ..-uo 
.9121 .11311 .6710 
.MU " .9111 .IU9 
.9116 ."641 .'1129 
.9969 ."814 . }16,. 
.9"l .996'1 .98'JI 
.9999 ,9994· .'l'm 

1.0000 ·"'"'1 .ms 
1.0000 1.0000 .9?99 
1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 

.0001 .0000 .0000 

.0021 .ooos .0001 

.0121 .0036 -~ ·°"" .0160 .OQ.19 

.1112 .0510 .0119 

.2454 ·.1:?S6 .05'3 
.416' .2SOO .129'1 
.6010 .4159 .2'20 

'.7624 · .59S5 -.4143 
.1711 .155) .5914 
.9461 .sm .1so1 
• 91().1 • 94 lS .16ll2 
.99-40 .IJ'!iJO .'J.120 
.998' ,993S .9716 
.m1 .Y'.114 .w36 

1.0000 .9')97 .998' 
1.0000 1.oqoo .9991 
1.0000 1.0000 1.0000 
J.ooOo 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 1.0000 

. , 
, • :JO .JJ .111) .dJ .111 ,7J .IO . .IJ .tJ. 

19 .o . .óooo .. oooó .oooo .0000 .• 0000 .0000 .0000 .0000 ..... .0000 
~ .0000 ,OOQO .IJOOO . : .0000 .• 0000 .oooo .0000 .0000 .OODO .ODOD · 
J .. 0004 .0001 )(!000 .oooo •. 0000 :oooo .0000 .0000 .0000 ..... 1 

.0022 .CIOllS .0001 .OOIO .0000 .0000 .0000 .0000 .ODllO :OUOO 
• 4 .DOH .OOlt .CICI06 .0001 .0000 .oooo· .0000 .0000 .Uld .OOllll 

S .• OJll .Oillf .QOl 1 :0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .ooilo .ODllO . 
6 .DIJS .Ol42 .0116 '.0031 -.0006 .0001 :.oooo .0000 .0000 .ODOO 
~ 179' .Olll .om -.0114 .0021 .0005 .ocíoo .oooo .oooo .oooo 
t 231 .llMI :!)11$ .0347 .OIOS .0023 .OOOJ .0000 .CIDOO .ODUO 

: 
10 
= ·= .1161 · .Oll5 .• 0126 .0099 .0016 .0001 .0000 .OUCIO 
• • .. .Jlll .1155 .Oll9 .0217 .0067 .CIOOll '.0000 .0000 

11 .1.204 '.61JI .Jlll. .. JJ4-t .1120· .• om .om .11CM1 oooJ ;00110 
12 .t1iss .am :6919 .ma :ms .J749 .11676 .ol6J ·. :111111 .oooo 
u .961J .9UJ .•m .1012 .s261 · .1122 .16ll .osn .OOSfi .CIOOl 
:: .9904 .. '>120 ,9104 ,.1590 .1111 · .sl~ ·.12s1 .1-444 .om .. po20 
16 .9971 .99?l' .ll770 .• 940'.I .1661 .7369 .5"1411 .lUll .. 11~ .01)2 .. 
l"I .99911 .!NH .oms .91lo .95JI .1u1 .1631 .5517 .2'145 .066S -

1.0000 .W'll .9')'12 ,•J969 .9ll'J6 .96'JO .11171 .IOIS .S7'11 .l4Sl 
11 1.0000 1.0000 :911w .m1 .9'JllJ .w11 '""' .11'4.& .~., .6ll6 
111 1.oell;10 l.llOOO l.O<,IOO 1.0000 1.0000 UIOOO l.~ 1.0llGO 1.opuo 1-~ 

20 ~ .DOOO .0000 .0000. .0000 .0000 .0000 .0000 .IPIO .CWI .ciooil 
2 

.aooo .oooo .oooo .oooo .oooo .oooo .OOOll .0111111 .lkklU .oooo 
.• DOOl .0000 .0000 .QC!OO .0000 .0000 .0008 .0000 .11000 .0000 

J ' .ODll .OOOJ .jlOOO .0000 .0000 .0000 .OOllCI .lllUl .111\oO · .111100 
4 . • 00$~ .OOIS .OllOJ .0000 .0000 .. 0000 .OOOil .ODllO .lllklll .0000 
! .0207 -~ .QOl6 .000] .0000 ,00011 ,0000 .OOllO .llUOd ,00110 
~ .OS77 .Ollol .006S .OOts .OOOJ .0000 .0000 .OOOU .llllOO .lk~ll 
1 .• ll16 .OSllO .0210 .0060 .OOll .000? .OOOQ .jJOOO .llllUO .OUUO 
• .2m • tJOI .om .01"6 :0051 .OCIO'J .ooo~ .oooo .llllW .oooo 
9 .4119, .249J .1271 .05)2 .0171 .0019 .0006 .0000 .01100 .0000 

10 .Jlll :'40H .24-47 .1211 .041Q .0139 .• 002~ • .OODl .(11100 .GIKlll · 
J.I ·'4il .SU7 .ll0-l4 .2)76 .llll .0-IO'J .DlllO .ODU .l'llJl)I .OIW 
11 ·.168-4 .7oll0 .5HI .l9'l0 .2211 .1or1 .om .ODS'I :~ .uuuu 
ll ··""'" .1101 .noo .saj• · .J92o .214? .Ol67 .0219 .002-1 .oeaiu 
14 º.97YJ .11447 .1144 .7.54(1 ~5836 .3821 .111511 .061! .UI j:) .lillll 
IS -.9941 .91il .11,'lO .•a11 .7fi2S .5152 .J7CM. .110? · .u.112 .00211 
16 '.9!117 .99St .9140 .9S56 .1929 .7748 .5Q6 .)5ll .JJJO .uu• 
11 · .9!191 . .9'.191 .9'>64 .9179 :9'4s .90&1 .79l~, ·'"" .mt .om 
1~ · 1.0000 ' .'J<J91) .Y.m ;11979 ,991~ · .9757 .9>0I .1244 · .60IJ .lM? 
1.1 1,.0000 1.0000 1.0000 .99'.lt ."'92 .9'J6a ;9SU· .9'1~ .• f'N .6-llS 
20 1;0000 1.0000 1.!KJtlD 1.0000 l.~ 1.0000 'l.OOOI! 1.0000 1.~l t.~AIO 

. , . ~ . . . . 

Si n > 20. el· r-himo cuantil se P.Uede aproximar ox:.:...:. ______ -....; _ _,_ ____ .....;.;,.;.;.. _ _;_~..;.;;;.,..;.... 

es ~1 r-ési~o e anti~ d• una 

N 
o 
m 

,_., 

•' 

1 
J• 
1 
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ob.h 4, ·CUanti 1 es de h. estadhti ca Kolmogoroff-Smirnoff. 
p-= .BQ .9U .95 .IJS .99 p = .80 .9U .95 .~s .Y!I 

----
= ... .900 .950 .915 .•NtY .9~>5 11 = 21 .226 .259 .287 • .UI . '"" 2 .6K-l .77(1 .K-12 .•mo .921> 22 .221 .2H .281 .Jl4 .J ;7 

l .565 · .636 .7011 .7KS .821) 23 .216 .247 .27S .:;1l7 .3.lLI 
·4 .493 .5C>S .624 .bll') .7.\4 24 .212 . H2 .::?M' . ,JO! .• .1.?.1 

s .447 .SO'J .SC1.l .(127 .6fi9 2S .208 -.. 238 .264 .29S .317 

6 .410 .4fill .s I•> .S77 .617 ::?6 .20.i • .2J3 .259 .:?•JO .JI 1 
7 .llU .4Jh .411.l . 5.'8 .su. 27 .200 .22•> .25-1 .284 . 30~ 
1, .JS8 • .tlO .454 . .Sll7 ;S42 28 .197 .225 .250 .27\1 .301) 
9 .))'.) •. 1K7 ;4.lO .-180 .Sil 2? .19.1 .221 .24<i .275 .. l'JS 

10 .321 ,)(1'J .-lll') .4S7 .489 )0 .190 . 218 .242 .270 .Na . 

11 .308 .352 .391 .437 Ac\8 31 .1117 .21.t .2311 .266 .:!liS 
12 .21J6 .:Bll .J7.S .41') .44') 32 .184 .211 .214 1.2i1:? ~¡¡ 1 
1.1 .28.S .32S .361 .404 .4.12 JJ .182 .Z1JS .231 .:?Sli .277 
14 .275 .314 .H•> • .l•JO .418 3·1 .17') .:hl.S .227 .254 .213 
1.5 .266 .)(14 .HS .177 .404 JS .177 .in:: .l24 .:?SI .21.11 

"' • .?SS .21JS .127 ··"'(¡ . .l"2 _,(,: .174 • 11)!) .2?1 .2.i1 .26.S 1 
17 .2.SO .2ii6 .. ll8 .3.S.S .Jlll 37 .172 .1% .218 .. 2-1·1 .262 
18 .2H .279 . J()'J . ,l.; (i .371 31! .170 .19-1 .21 s .241 .HS 
19 .237 .271 .J1ll .l.17 .J.61 39 .1<18 .191 .• 213 .2.111 .lSS 
20 .2J2 .26S .2')4 . .12•) .352 40 .H•S • 1 !11) .210 .235 .252 

1.07 1.22 Uti U:? 1.6.\ 
-= -: -.: --= -n >40 \ /1 \ 11 \ /1 

\ " \ " 

/ 
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~•bh ·s, ~u~nt11e.s de la Est~df,s~tc~ lllliefon. 

11 =.80 .85 -.90 .95 .95> 

,. "= 4 .,- .300 .319 .352 .381 .417 
1 

.S. 1 .28.5· .• 299 .315 .337 .405 
~ .265 .277 .294 .319 .364, { 

7 .247 .258 .276 .300 .348 
8 • 2Jl .. 244 . .261 .285 .331 
9 .2:?3 .233 .249 .271 .311 

IO .21S .224 .239 .258' .294 
11 .206 .217 .:?30 .249 .284 
12 .199 .212 .223 .242 .:ns 
13 .190 .202 .214 .234 .268 
14 .183 .194 .207 .227 .~fil . 
·u· .177 .187 .201 .220 .257 
16 .173 .182 .19S .213 .250 
n • 1 .169 .177 .189 .206 .245 
18 1 .1(16 .173. .184 .200 .239 
19 .163 .169 .179 .195 .235 
20 .160 ·.166 .174 .190 .231 
2S .142 ·.147 .158 .173 .200 
30· :13l .136 . 144 .161 .187 

> 30 ! .736 .768 .805 .886 1.031 
• 1 --::- - --=' 

\1;¡ -
1 ' " 

. ,.11 '. ll . , .. 11 
1 

.. 
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T1bl1 &; Cu1ntfl es del totll dt n0111ro de 

~· Na . w.oo~ w.111 .... ,. "'·º' W,¡Q "·'° ...... ~ ll'.t7& ' '"·. w . .,~ 

2 ' 3 ,.. - -
8 -· 3 3 

11 3 3 
1.; 3 3 3 
17 3 J 3 --20 J 3 3 4 -

s s 3 3 4 4 8 8 9 9 
s J 3 4 4 s 9 10 10 
ll 4 4 s s ·6 10 
14 4 4 s 6 6 
17 4 s s 6 7 

. -
:o s s 6 6 7 -

. ' 8 8.· 4 s s 6 6 12 12 13 lJ 14 
11 s ,6 6 7 8 13 14 14 u lS ¡ .. 
· 14 6 . 6 7 8 8 14 JS IS 16 IG •, 

17 6 7 11 s 9 IS 15 16 
20 7 7 8 9 10 IS 16 , ! 16 

11 11 6 7 8 8 9 IS 16 Jtí 17 111 
14 7 8 9 9 10 16 17 IR l'J 19 

. 17 8 9 10 10 11 . 17 . 18 19 20 21 
. 20 9 9 10 11 12 18 19 20 21 '21 

14 14. 11 9. "JO 11 12 18 19 20 21 22 
17 9 . 10 11 12 13 20 21 22 23 ll 

~ 20 10 11 12 13 14 21 2l 23 24 24 

17 17 11 11 12 13 14 22 23 24 2S 2S 
:?O 12 12 14 14 16 21 24 2S 26 27 

,;::... 
20 20 ll 14 JS 16 17 2S 26 27 211 29 

S1 n a m mayor que 20, el cuantfl WI> se aproxima por: 

W • m_+ l+ X / Alllo ló1mo-•·ni p m+n p (m+n)2 (m +n-1 ) 

donde xP es el p-hh10 cuantfl de una N(O,l). 
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•bh 7. Cujlntiles de la Estadfstit~ Wilcoxbn. 

11(11 + 1) 
W.0115 tv.111 h'.11:!1> .W.u¡ . W,10 "'.zo U',:ic) 11'.¡u "'-~11 --2 . 

' 
1 ..: 4 o o o o 1 3 J 4 s . IO 

s o o o 1 l 4 s 6 1.S IS 
,6 o o 1 3 4 6 8 9 10.S 21 
7 o 1 3. 4 6 9 11 12 14 28 
8 1 2 4· 6 9 12 14 16 18 36 
9 2 4 ·6 9 J J .. IS 18 20 22.S 45 

10 4 6 9 J 1 15 19 22 25 27.S 5S 
11 6· 8 11 14 · 18 23 27 30 33 66 
12 8 IO 14 16 22 28 32 36 39 78 
13 JO 13 IH 22 27 33 38 42 4S.S 91 
14 Jl. 16 22 26 32 39 44 48 52.S 105 
IS 16 20 26 31 37 45 51 55 60 120 . 

. 16 20 24 30 36 43 51 58 63 68 1 136 
17 24 28 35 42 49 58 65 71 76.S 153 
18 28 33 41 '48 56 66 73 80 85.5 171 
19 33 38 47 Sil 63 74 82 39 95 190 
2() 38 114 ~3 61 70 82 91 ~s 105 210 

Si n > 20, el cuantfl wP se aproxima por: .. 

Wp= i n(n=1)/4) + X ln(n+1 )(2n+1 )'/24 
·P 

donde X P es el cuantfl de una norma 1. 
si p > . 50 .entonces: 

w .. n(n+1) /2- W1-P. p ;::_ 
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Tabla 8. Cuantiles de la Estádfstfca Mann-Whitney • 

" , 
.001. o 
.oos o 

2 .01 o 
.02' o 
.os o 
.10 o 

.001 o 

.oos o 
3 :OJ O 

.025 o 
·º' o .10 1 

.001- o 

.oos o 
4 .01 o 

.O!S O 

.os o 

.10 J 

o o o 
o o o 
o o o 
o o' o 
O .O 1 
1 J 2 

o o o 
o o o 
o o o 
o o 1 
J 1 2 
2 2 l 

o o o 
o o o 
o o 1 
o 1 2 

.1 2 J 
2 4 s 

6 7 a g M n U n U 

o 
o 
o 
o 
1 
2 

o 
o 
o 
2 
3 
4 

o 
1 
2 
·3 
4 
6 

o 
o 
o 
o 
1 
2 

o Cl o 
o o o 
o o o 
l 1 1 
2 2 2 
3 3 4 

o o o 
o o o 
o o 1 
1 2 2 
2 3 ,. 
4 s s 

o 
o 
1 
2 
4 
5 

o 
o 
1 
2 
l 
s 

o o O· O o. o o 
o J 
1 2 
3 3 
4. s. 
6 6 

l l 
2 2 
4 4 

2 2 2 
·J J 3 
5 s 6 

o o 
1 2 
2 _.. 3 
4 5 
s 6 
7 11 

' 6 7 • 
6 7 . • 

o 1 
2 ,3 
4 .. 
s 6 
7 8 

10 JI 

9 10 J1 

1 J 2 
3 .. .. 
s 6 6 
7 • 9 
9 10 11 

12 13 14 

2 

' 7 
10 
12 
16 

IS /6 

o .o 
o o 
J 1 
2 2 
4 4 
6 6 

o o 
3 3 
4 4 
6 7 

. 8 9 
11. 12 

2 3 
6 6 
9 8 

11 12· 
13 IS 
¡·; 18 

11 " /1 20 

o o o o 
o o 1 1 
1 . 1 .2 2 
3 3 3 3 

4 s ' ' 7 7 11 8 

1 1 
J 3 
s s 
7 8 

10 10 
ll . 14 

1 J 
4 4 
s 6 
8 9 

u 12 
15 ' 16 

3 .. 4 4. 
7 7 s 9 
9 10 . JO 11 

12 13 . ·14 1.S 
16 17 18 19 
19 21 22 23 

· Cuant11es·superiores pueden ser encontrados usando: 
. ·-

w1• 1 - nlff- ... 

11 p m - 2 J 4 S 6 7 11 9 JO JI 11 IJ U JJ 16 17 18. 19 10 

.001 

.oos 
$ .01 

.O:?S 

.os 
·'º 
.001 
.oos 

6 .01 
.O:?S 
.os 
.JO 

o 
o 
o 
(1 

1 

o 
o 
o 
o 
J 
2 

.001 o 

.c..os o 
7 .01 o 

.O:!S O 

.os 1 
,JO '. 2 

.001 

.oos 
a .ó1 

.O.!$ 

.e~ 

.10 

o 
ú 
o 
1 
2 
l 

.-;:v ,·o 
o o 
o 1 
1 2 
2 .J 
3 s 
o 
o 
o 
2 
3 
11 

o 
1 

J 
4 
6 

·º 1 

J 
~ 
,6 

o 
2 
3 
4 
6 
8 

o 1 2 
2 3 4 
4 $ 6 
6 7 8 
7 SI JO 
9 11 13 

o o o :? 3 
2 3 4 s 6 
J 4 s 7 8 
4 6 7 9 JJ 
tí 8 9 IJ 13 
8 10 12 14 16 

:? J 
$ 6 
7 g 

9. 'º 
l.:? IJ 
14 J6 

J 
7 
9 

I:? 
14 
18 

4 
8 

10 
13 
16 
19 

4 s s tí 
7 8 10 JI 

.9 10 i'2 "13 
12 14 IS 17 
IS 17 18 20 
18 20 22 24 

o o ·o l 2 3 
7 
8 

4 6 7 8 9 o 1 2 
l 2 4 

4 s 
$ 7 

8 JO JI 13 J4 
JO 12 J3' JS J7 

~ 4 (1 7 SI 11 
J4 
17 

13 ·~ 17 19 21 3 . s 7 9 12 16 18 20 22 25 
!- 7 '9 12 ,J4 19 ·2~ 24 27 29 

o 
o 
1 
l 
4 
(. 

o 

J 
.s 
6 
~ 

1 2 
3 s 
s 7' 
7 9 
9 11 

11 14 

3 .S 6 7 9 JO 12 
7 8 10 I~ 14 16 18 
8 10 12 14 16 18 2J 

JI 14 16 J 8 20 23 :?S 
14 16 19 21 24 ~7 29 
17 20 23' 25 28 JI )4 

4 
8 

JI 
14 
17 
:?I 

7 
12 
14 
18 
21 
26 

JO 
J6 
J8 
23 
27 
32 

13 
19 
:!) 
27 
J:?. 
37 

' 9 
J2 
15 
19 
23 

8 
13 
16 
20 
24 
28 

11 
17 
:?O 
25 
29 
34 

15 
21 
25 
JO 
J4 
40 

6 6 7 
IO 11 · 12 
13 J4 IS 
16 18 19 
20 21 :J 
24 . 26 28 

9 
14 
J7 
1:? 
26 
30 

12 
19 

.:?2 
27 
31 
37 

16 
23 
27 
32 
37 
43 

JO 
16 
19 
13 
:?7 
3.2 

14 
20 
24 
29 
34 
39 

JB 
25 
29 
35 
40 
46 

JI 
17 
20 
25 
29 
3$ 

IS 
22 
25 
JI 
36 
42 

19 
21 
JI 
J7 
42 
49 

8 
13 
16 
20 
14 
:?9 

12 
IS 
21 
26 
31 
37 

16 
23 
27 
33 
.38 
44 

:?! 
29 
ll 
39 
45 
S.:? 

8 
14 
17 
::1 
:?6 
:o 
13 
19 
23 
28 
3.l 
39 

17 
2.S 
29 
35 
40 
47 

n 
31 
35 
42 
4S 
~~ 

• 
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hbla a, (ConUnuac1anl. 

.. ··· . ·-,_ ; ' . 
.. 

• , m • 1 J 4 " S 6 7 ! 9 JO JI 11 JJ U ~· l!I 16 11 11 19 20 

.001 

.005 
' .01 

·o 
o 
o 
1 
2 
J 

.ms 

.05 

.10 

.001 . o 

.005 o 
10 .01 o 

IJ 

.O"J 1 

.os ·2 

.10 4 

.001 .., 

.01 
.025 
.os 
.10 

.001 

.005 

o 
o 

·o 
1 
2 
4 

() 

o 
12 .01 ·O 

2 
3 
s 

.O!S 

.0.5 

.10 

o o· 2 J4 
1 2 4 6 • 

6 1 
10 • 12 

!1 JI 13 IS 16' -- 18 
14 17 19 :?I ' ::?l '" 2S 
17 19 22 24 '

1
27 29 2 4 6 • 10 

3 s • 11 .IJ 
s 1 10 n 16 
6 10 IJ 16 19 

12 IS 
16 11 
19 22 
23 26 

21 24 27 :!9 32 3S 
25 21 31 34 137 40 
29 32 36 39 42'.¡~ 

o 1 
1 J 

2 4 .6 7 9 11 13 IS 11 
s 7 10 12 14 17 19 22 25 

20' 22 
271 ' 30 
31 - ; 34 
37 '40 
42 ;•4s 
48 ,S2 

2 4 
4 6 
s • 
1 11 

7 ' 12 14 17 20 23 2S 28 
9 12 IS JI 21 24 27 30 34 

12 IS JI 21 25 28 32 3S 38 
~ 11 22 ~ ~ n n '° ~ 

o 1 J s 
1 J ' • 
2 5 • 10 
4 7 10 14,, 
6 9 u 17 
• 12 16 20 

o 1 J 5 
2 4 7 10 
l 6 9 12 
s • ll JS 
6 10 14 lli 
9 I~ 11 22 

7 9 J 1 13 16 11 21 
11 14 17 19 22 l.S 21 
13 16 19 23 26 29 32 
17 20 24 27 31 34 38 
20 24 28 32 3S 39 43 
24 21 32 37 41 4S 49 

23 "25 
31 34 
3S 38 
41 4S 
47 SI 
.53 .58 

• 10 13 1 s 18 21 24 26 29 
38 
43 
so 
S6 
64 

13 16 19 22 2S. 21 32 3~ 
15 18 · 22 :?S 29 32 36 39 
19 23 27 30 34 38 42 46 
22 27 31 3S 39 4) 48 .52 
27 31 36 40 4S SO .54 '9 

!-------------------------.. -- -···· 

20 
28 
32 
38 
'43 
. 49 

24 
32 
37 
43 
49 
SS 

211 
37 
42 
48 
SS 
62 

32 
42 
47 
54 
61 
61 

22 
30 
34 
40 
46 
53 

26 
35 
39 
46 
S2 

'' 
30 
40 
45 
52 
S8 
66 

35 
45 
so 
.58 
65 
7J 

24 
32 
J7 
4J 
49 
S6 

26 27 
34 37 
39 41 
.... 49 
52 .5S 
59 6J 

21 
31 
42 
49 
S6 
63 

33 
4J 
48 
.56 

•62 
10 

30 
40 
4.5 
53 
59 
6? 

JS 
4' 
SI 
.59 
61) 

74 

38 '41 
48 s2· 
.54 S7 
62 66 
69 73 
71. 12 

3J 
43 
48 
56 
63 
71 

38 
49 
S4 
63 
10 .,, 
43 
SS 
61 
70 
71 
17 

• , ., • 1 .J 4 J fl 1 8 SI JU // 12 ·JJ U IS 16 11 11 19 20 

.001 

.oos 
13 .01 

.02.5 

.os 

.10 

o 
o 
l 
2 
3 
s 

.001 o 

.00.5 . o 
14 .01 1 

.O:!S 2 

.05 . 4 

.10 .5 

.001 

.00.5 
1.5 .OJ 

.025 
Al5 
.10 

.001 

.oos 
16 .OI 

.O:!S 

.O! 

.10 

o 
o 
1 

·2 
4 
6 

o 
o 
1 
2 
4 
6 

o 2 
2 4 
3 6· 
.5 9 
7 11 

10 14 

4 6 9 
• 11 14 

10 · 13 17 
13 17 21 
16 20 . 25 
J!I 24 29 

1:! IS 111 21 
18 :1 25 28 
21 24 28 32 
:?~ 29 34 38 
29 34 38 43 
34 39 44 49 

24 27 
32 35 
36 40 
42 46 
48 .S2 
.S4 .59 

30 33 
39 . 43 
44 48 
.51 SS 
57 62' 
64 69 

O 2 4 7 JO 13 16 20 23 26 30 33 37 
2 S 1 12 I~ 19 23 27 31 3S 39 43 47 
3 7 11 14 IH 23 27 31 3.5 39 44 48 52 
6 10 14 18 23 27 32 37 41 "46 51 56 60 
1 12 17 22 27 32 37. 42 47 S2 57 61 67 

J 1 16 21 26 '3~ 37 42 . 48 S3 S9 64 70 7S 

o 2 
l 6 
4 8 
6. 11 
11 13 

JI 17 

o 3 
3 6 
4 a 
7 12 
9 IS 

n 1s 

s ·a 11 1 s 1 s 22 2s 29 33 
9 13 17 21 25 30 34 38 43 

12 16 20 25 29 34 38 -43 4R 
l'S 20 25 30 3S 40 4.5 50 SS 
19 24 29 34 40 4.5 51 56 62 
23 28 34 40 46 52 58 M 6Y 

6 9 
10 14 
13 17 
16 22 
20 26 
24 30 

12 16 20 24 28 3! 3( .. 
19 23 28 3:! 37 .4: 46 
:u 27 32 37 42 47 ~~ 
27 32 38 43 48 . 54 6(1 
31 37 43 49 ~s 61 6b 
37 43 49. 5.5 62 f1S 75 

37 
47 
S:? 
60 
(¡1 

1S 

40 
SI 
57 
65 
n 
.hl 

41 
S2 
Si 
65 
73 
SI 

44 
~6 
62 
71 
78 
67 

)6. 39 
46 so 
.52 56 
60 64 
66 71 
7S 80 

43 
.54 
60 
68 
76 
8.5 

46 ,. 
64 
73 
11 
90 

4!1 
61 
68 
77 
IS 
9S 

40 44 47 .51 SS 
51 SS 59 64 . 68 
57 61 6li 70 74 
65 70 75 79 84 
72 78 83 88 93 
SI .86 92. 98 103 

44 
56 
62 
71 
7& 
87 

49 
61 
67 
76 
84 
94 

48 
61 
67 
76 
ll4 
93 

.52 
65 
71 
61 
89 
99 

53 .57 
66 71 
72 77 
82 87 
90 96 

100 107 

Sf1 
70 
'76 
66 
9S 

JOS 

60 
74 
81 
91 . 

101 
111 

61 t.(· 
75 8(1 
u . 8~ 
93 99 
10~ 10~ 
1 ll IZO 
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1abla 8;~(Continuaci6n). -
n p m =-.2 J 4 j 6 1 8 9 JO. JI 12 IJ u 15 16 17 18 19 20 

.001 ·o l 3 6 10 14 - ,18 22 26 30 3S 39 44 48 53 S8 62 67 71 
~oos o 3 1 11 16 20 '2S 30 35 40 4S ·so SS . 61 66 71 76 82 87 

J7 .01 l s 9 14 19 24 :.29 34 391· 45 50 S6 . 61 67 72 78 83 S9 94 
.025 3 7 12 18 23 29 3S 40 46~-- 52 58 64 70 76 82 88 94 100 106 
-.. os 4 10 16 21 27 J4 40 46 52: 58 65 71 - 78 84 90 97 103 110 116 • · ..• 1. 19. 26 32 39 . 46 53 59 66 73 80 86 93 100 107 114 121 128 1: .• ~ ' • _.JO •· 7 13 

.001 o 1 4 7 11 15 j 19 24 28 33 . 38 43 47 52 57 62 67 72 77 

.005 o 3 1 12 17 22 27 32 38 43 48 54 59 "65 71 7ó ~2 88 93 
JS .01 1 s 10 15 20 25· 31 37 42 48 54 60 66 71 77 83 89 95 101 ... .025 3 8 13 19 :!S 31 37 43 49 Sñ 62 68 75 81 . 87 94 100 -107 113 

.,,_ .os 5 JO 17 23 29 36 42 49 ·56 62 69 º76 83 89 96 103 110 117 124 ...... .. ·, . 

.10 .;_ 7 28 -42 49 56 SS 92 .N 14 21 35 63 70 78 ,99 107 114 121 129 136 
" .001 ·O J .. 8 12 . 16 21 26 3(\ 3~ 41 46 . Sl S6 61 67 72 78 83 

.005 1 4 8 13 18 23 29 34 40 46 52 58 64 70 75 82 88 94 100 
19 .01 ., s JO 16 21 27 33 39 45 51 57 64 70 76 '83 89 95 10.2 JOS • 1 , .07s 3 8. 14 20 26 33 39 46 53 S9 66 73 79 86 93 100 107 114 120 . 

. os s IJ 18 24 31 38 4S 52 59 66 73 81 RS 95 10:! 110 117 ·124. 131 

.J_O . 8 1S 22 29 37 '" 52 59 67 74 82 90 98 105 113 121 ·129 136 .144 

.001· o ] 4 8 13 l7 22 27 33 38 43 49 55 60 66 71 77 83 89 

.oos l 4 9 14 19 2S 31 37 43 49 55 61 68 74 80 87 93 100 106 .. 
.ilO .01 .. 2 6 11 17 23 29 35 41 48 61 68 74 54 81 88 94 101 rns 115 

'( .025 3 " 9, JS 21 28 35 42 . 49 56 63 70 77 84 91 99 106 113 · 120 128 .os s 12 . 19 26 33 40 48 55 63 70 78 85 93 101 108 116 124 131 139 
t:.· ~JO 8 16 23 31 39 47 -~" 63 71 79 87 95 103 JU 120 128 136 144 152 -. --·~'\.;'.•· 

· · Si n. 6 111> 20 el p-himo cuantil se aproxima por: ,,,,, \'nm'n -t- m + J) ,.. - - +:r - p 2 • " ll 
donde X 11~ ol *.,!d mo cuant i1 do un.11 normal. 
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Tabla 9. Cuantiles de la Estadfstica Kruskal-Wallis. --
· . Tamaftos de muestra. valor Tamarl.os de muestra, valor 

crítico crítico. 
. "• "~ ll;s 11¡ 11;: //;j " 

2 J 1 . 2.7000 .500 4 2 2 6.0000 .014 
2 2 1 3.6000 .200 S.3333 .o.u 
2 2 2 4.S714 .067 s 1250 .052 

3.7143 .200 4.4583 .IDO 

3 l 3.2000 .300 
4.1667 .IOS · 

3 2, 4.2851 . .100 4 3 5.8333 .021 
3.8571 .133 5.2083' .050 

S.0000 .057 
- 3 •' ·3 2 S.3572 .029 4.0556 .09J 

4.7143 .048 ~.8889 •, .129 
4.5000 .067 .. 

4.4643 . 105 4 . 3 2 '6.444.4 .008 
3 J. S.1429 .043 6.3000 .011 

4.5714 ' .100 5.4444 .046 

4.0000 .129 S.4000 .051 
4.5111 .09$ 

3 3 2 6.2500 '. .011. 4.4444 • IO:? 
5.3611 .032 
5.1389 .061 

4 3 3 6.1455 .010 4.SS:i6 .1.00 
6.7091 .013 4.2500 .121 
5.7909 .0-16 

3 3 3 7.2000 .004 5.7273 .oso 
6.4889 .001 
.5.6889 ,.029 4.7091 .09.? 
S.6000 .oso 4.7000 .10( 

-=.. 
5.0667 .086 
4.622:? .100 4 4 1 6.6667 .0\l) 

3.57Í4 6.1661 •\ '") 
4 1 .200 ·"--

4.9667 .0~3 
4 2 4.8214 .057 4.8(167 .054 

4 . .5000 .076 4.lti67 .08! 
4.0179 .114 4.0667 • JO:? 
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Tabla g·. ,lConti nu·1ci6n) ~ 

4 4· . ., 
7.0364. • 006 ... 5 . 3 2 ' 6.9091 .. 
6.8727 .Oll 6.8281 
S.4545 .046 . S.2509 
5.2364. .052 5.1055 
4.SS45 · • 098 . 4.6509 . 
4.44SS .H~3 4.4121 

4 4 3 7.1439 .010 ' 5 
.. 

·-3 3 '7.0788 .OQ9 '. 
7.1364 ' .011 - . 6.9818 .011 
S.S98S ' .049 S.6485 ;049 
S.5758 .051 5.5152 . .051 
4.5455 . 099 4.5333 .097 ... 
4.4773 .102 4.4121 .109 

4 4 4 :J.6538 .008 ' s 4 1 6.9545 .008 
7.5385 .011 6.840Q .011 
5.6923 .049 4.9855' .044 
5;6538 .054 4.8600 .056' 
4.6539 ,097 3.9873 . .098 
4.5001 .104 3.9600 .102 

5 . l 1 '• 3.8571 .143 < 
s 4 2 7.2045 .009 

7.1182 .010 s 2 . l S.2500 .036 5.2727 .049 
S.0000 .048 S.2682 .oso 
4.4500 :,071 4.5409 .098 

'4.2000 ~095 4.5182 .101 
4.0500 .119 

s 4 3 7.4449 .110 
5 ., 2 6.5333 .oos 7.3949 .011 .. 

6.1333 .013 S.6564 '.049 
S.1600 .034 5.6308 .oso 
S.0400 .. 056 4.5487 .099 
4.3733 .090 4.5231 .103 
4.2933 .112 

s 4 4 7.7604 .009 
5 3 1 6.4000 .012 7.7440 .011 

4.9600 .048 5',6571 .049 
4.8711 .052 S.6176 .oso 
4.0178 .095 4.6187 .100 
3.8400 .123 4.5527 .102 
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Tabla 9. tconttnuaci 6n). ··:_, ... ;-: 
~-:'";;-; 

,, .. 

s· , S·.,·· 1 7.3091 .009 ' 5.6264 .OSI--·. . -.> . 

. • ~ ·:·t . 6.8364 .011 4.S45l .IOÜ . " .. -.·~ 

5;1273 .046 4.~363 .1u:r 
4.9091 .053 
4~1091 .086 s s 4 7.8229 .010' 

-·4.0364 .JOS 7.7914 .010 
S.6657 .l).11) 

5 s ., 7.3385 .010 5.b42'.> .050 -
7.2692 .OJO< 4.5229 .100 
5.3385 .047 4.5200 .101 
S.2462 .051 
4.6231 .097 s s s 8.0000 .009 
4.5077 .100 7.9800 .010 

S.7800 .049 
s. s 3 7.5780 .010 .5.6b00 .051 

7 . .5429 .010 - 4.SbOO .100 
S.10SS .046 4.5000 .102 

-

. ~ . " 

·. 
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Tabla 10~ Cuantnes de li Estaetfst1.ca _de Spearman. 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

.10 
1.1 
12 
13 
14 
15' 

·~ . 
17 
18 
19 
20 

21 
:?1 
23 
24· 
2S 

26 
27 
28 
29 
30·· 

.8000 
.• 7000 
.6000 
.5351 
. sooo 
.4667 . 

.4424 
1 

• 4182 
.3986 
.3791 
.3626 
.3500 

.3382 

.3260 
;3'1-18 
.3070 
.2977 

.:?90~ 

.~~;:!1) 

.:.7(1 i 

.:?704 

.2646 

.2588 

.2S4.0 

.2490 

.2443 

.2400 

• 950 

:.8000 
.8000 
.7714 
.6786 
.619() 
.5833 

.SSIS 

.5273 

.4965 

.4780 

.4593 

.4-129 

.4265 

.4118 
·.3994 

' .3895 
.3789 

.3688 

.. 1597 '. 

.3518 

.3435 

.J,362 

' .3299 
.3236 
.317S 
.3113 
.)OSQ 

·.97S: 

.9000 
:8286 
.7450 
.7143 
.6833 

.6364' 

.6091 
.580-i 
.5549 
.. Sl41 
.5J19· 

.5000 
A8Sf. 
.4716 
.4579 
.4451 

.4351 

.4241 
AISO. 
.4061 
.3977' 

.3894 

.38.22 

.3749 

.3685 

.3620 

.9YO · 

.9000 

.sss1 

.8S7J 

.8095 

.7667 

·.7333 
.. 7000 
.6713 
.6429 
.6220 
.6000 

.5824 

.5637 
.. 5480 
.SJJJ 
.5203 

.5078 

.4963 

.4852 

.4748 

.4654 

.4564 

.4481 

.4401 

.4320 

.4251 

Para n > 30 se usa' 1 a aprox1mact 6n: 

:r·,, 
u·,,::.:.~~-==

' /1 - 1 

donde XP es el p~~stmo cuantil de una norm~l. 

• 995 • 

.9429 

.892~ 

.8S7J . 

.8167 

• 7818 
.1455 

·, .7273 

.6978 
:6747 
.6536 

~6324 
.6152 
.5915 
.5825 
.5684. 

. • 5545 
.5426 
.5306 
.5200 
• .SIOO 

.5002 

.4915 
.• 4828 
.4744 
.4665 

Los cuantfles inferiores se obtienen mediante la relac16n: 

W • - W1-P p 

.9643 

.9286. 
·.9000' 

~8667 . 
.8364 . 
.8182 
.791'2 
.7670 
.7464 

.7265 

.7083 

.6904 

.6737 

.6586 

.64SS 

.6318 

.6186 

.6070 

.5962 

.5856 

.5757 

.5660 

.5561 

.5479 

·-·-.--·¡ 

:··t.:;\, 
:' '; 

',;-, 
'·-.·,· . 
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Tabla 11 •. Cuant11es· de la Estadfst~ca Hot~lltng~Pabst. · 

11 I' mJJOI ,{)()5 .O/O '' .015 • • Ci.ScJ • J()(J ,,,,,,: ~..; l) 
' l 

• .., ., .'.?O .. .. -s ., 2 4 b •10 , ... 
6 2 4 6 8 14 70 
·7 2 6 8 14 18 '26 · .. 112 
8 6 12 16 . 24 32 42 168 
9 12 22 28 38 so 64 240 
• 

10 22 36 44 60 74 92 J)O 
11 36 S6 66 86 104 128 4-40 
12 S2 78 94 120 144 172 sn · 
13 76 110 130 162 190 226 728 
14 

' .106 148 172 212 246 -~ 290 . 910 
IS 142 194 . 224 270 312 364 llW 

!6· 186 2SO, 284 340 390 4SO 1360 
17 238 314 356 420 480 sso 1632 
18 300 390 . 438 512 582 664 1938 
19 ,, 372 476 532 618 696 790 2280 
20· ·454 S74 638 738 826 934 2660 
21 546 686. 758 870 972 1092 3080 
2:? 6S:! 810 892 1020 l ·13 .¡ 1270 354! 
::?3 772 950 10-42 1184 1312 146-1 -10-W 
24 904 1104 1208 1366 1510 167S 4600 . 
25 .. IOSO 1274 1390 1566 172<> 1912 S.200 

2~ 121°2 1462 1590 · 11S6 1960 2168 ssso 
27 1390 1666 1808 2024 2::?16 2444 ,6551 
28 1586 1890 20-16. 2284 2494 27·H 730S 
29· 1800 2134 :?306 2564 2796 3068 8.1~0 
JO 2032 . 2398 2584 ~868 3120 3_416 8'.)~U 

Para n> 30 los cuantiles pueden ser aproximados porf 
.. 1 11( 11" - 1 ) 

w, !! tn(u- - 1) + ~,, · - --=---=-
ú\11-I 

donde XP es el p~himo cuantil de una normal. 
Cuant11 es superiores pueden ser obtenidos usando: 

W1-p• n(n 2 -1 )/3 - W p 



' . 

.... ' ,,, ., . ;;t~ 

-~-·-· ..... ·----·---- . ' 't . 1 ; -

- 221 
Tabla 12. . cuant11es de- la Estadfitfca·de Kend111 . 

" p -·.900 .9JO .975 .990 .· 

4 4 4 6 6 6 
s 6 6 8 ·s 10 
61 7 9 ll 11 . 13 
7 9 11 J3 15 17 
8 10 14 J6 i8 20 
9 12 16 JS .,., . 2·1 .... 

10 JS 19 21 25 27 
r lJ 17 ·21 25 29. 31 

12 IS u 28 34 36 
. 13 .,., .... .26 32 ·l8 42 

14 23 31 35 ·U .¡5 
15 27 33 39 47 51 

16 28 36 44 so 56 
17 J:! 40 48 - 56 62 ' 
J8. JS 43 SI . 61 67 
19 37 .¡7 SS 65 73 
2u 40 so 60 70 71:) 

21 42 54 64' 16 8-1 
22 4S 59 69 SI 89 
23 49 63 13 87 97 
24 52 66 78·· n 10:! 
25 56 70 84' 98 I08 

26 59 ?s 89 IO$ ! IS 
·27 61 79 93 111' 123 
28 '66 84 98 116 1~8 

29 68 88 104 12.i 136 
JO 73 93 109 129 14.l 

Cwant11es f n.ferfores se obtienen usando: 

w = - W 1-p. p 
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T•bh 12, (..Cqnt i.nu•ci.c1n t. • 1'· 

n JI - .900. .Y.5() .975 .990 .995 

31 15 97 .. ::, ._. .... 115 135 149 
3:? so 102 ;":· 120 142 158 
33 84 106 126 150 164 
34 87 111 J31 ISS 173 
35 91 lJS, 137 163 179 

36 94 120 144 170 "188 
37 98 126 '150 176 196 
38 103 131 155· 183 203 
39 107 q1 161 191 211 
40 ,110 142 '168 198 220 

·Para n> 40 los cuantiles pueden ser aproximados usando: 

",.,p ~ XpJll(ll - 1)(211 + S) 
. 18' 

·' 

donde xP es el p-hfmo cuan ti 1 de una normal. 

·. 

-
' 
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