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Capítulo 1

Preliminares

Este trabajo tiene el objetivo de demostrar los conocimientos y habilidades ad-
quiridas durante el tiempo en que el autor cursó la licenciatura en matemáticas en
la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autónoma de México. Como tal,
este trabajo se puede entender compuesto de dos partes: la primera es aquella que
contiene el Capítulo 1, que pone de manifiesto los conocimientos matemáticos adqui-
ridos fundamentales del análisis que se desarrolla en la segunda parte, es decir, en los
Capítulos 2 y 3, quienes se encargan de evidenciar las habilidades matemáticas desa-
rrolladas durante el estudio de la licenciatura. Los objetos definidos y los resultados
demostrados en el Capítulo 1 deben ser conocidos por toda persona que haya cursado
Álgebra Superior 1, Álgebra Moderna 1, Teoría de Gráficas 1 o Gráficas y Juegos,
y que tenga familiaridad con los resultados básicos de geometrías de incidencia. La
presentación de todos los objetos construidos en esta primera parte es original, pero
se apoyan en una variedad de libros que se mencionan oportunamente. La nomencla-
tura y notación se apega en gran medida a convenciones ampliamente adoptadas y la
mayoría de los resultados el autor considera que forman parte de la “cultura general”
de un matemático. Por lo tanto, se incita al lector iniciado en el lenguaje matemá-
tico moderno a considerar el Capítulo 1 como un capítulo referencial: su objetivo
es incluir explicaciones completas y consistentes de todas las ideas necesarias para
entender el desarrollo de este trabajo y es posible consultarlo fácilemente cuando se
encuentre un término desconocido en el texto gracias al índice alfabético.

1.1. Conjuntos

En este texto todos los objetos son construidos con base en la Teoría de Con-
juntos de Zermelo-Fraenkel [24], sin embargo, seguimos la aproximación intuitiva de
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Avella y Campero [8]: prescindimos de la axiomática formal que define los conceptos
de conjunto y pertenencia, y nos conformamos con la noción primitiva de que los
conjuntos tienen elementos y un conjunto está formado por todos sus elementos.
Esta noción primitiva de conjunto debe interpretarse como que dos conjuntos serán
iguales siempre y cuando tengan exactamente los mismos elementos. Para indicar la
pertenencia de un elemento a un conjunto se utiliza el símbolo P, de manera que la
fórmula

a P b

se lee como “a es un elemento de b”, “a pertenece a b”, o “a está en b”. La negación
de la afirmación a P b la denotamos a R b y extendemos la terminología anterior de
forma natural diciendo, por ejemplo, que a no pertenece a b. Existe un único conjunto
sin elementos, al que denotamos ∅ y llamamos el conjunto vacío o simplemente el
vacío. Abusaremos la nomenclatura para decir que un conjunto “es vacío” cuando es
igual al conjunto vacío. A los conjuntos que no son el vacío les decimos no-vacíos. No
está de más subrayar que todos los objetos de la Teoría de Conjuntos son conjuntos,
por lo tanto, obviamos la aclaración de que cualquier objeto que consideramos es un
conjunto.

Es posible construir nuevos conjuntos a partir del vacío, que es el único que
sabemos que existe a priori. Buena parte de esto lo hacemos basados en el Esquema
de Separación, axioma de la Teoría de Conjuntos que afirma que, dado cualquier A y
una propiedad P , existe B compuesto por todos los elementos de A que cumplen P .1
Cuando definimos un conjunto de esta forma escribimos B “ tx P A : P pxqu. Por otro
lado el Axioma del Par asegura que, para cualesquiera a y b, existe el conjunto que
los tiene a ellos por elementos, al que denotamos ta, bu y le decimos el par formado
por a y b. En particular, si a “ b, denotamos al par formado únicamente por a
como tau y le decimos el unitario de a. Generalizamos esta notación de forma que,
cuando conocemos los elementos de un conjunto, lo describimos escribiéndolos entre
corchetes y separados por comas, por ejemplo, el conjunto ta, b, c, du es el conjunto
formado por a, b, c y d. Además, dado F cualquier conjunto, existe un conjunto
formado por todos los elementos que están en los elementos de F , a éste le decimos
la unión de F y está definido (axiomáticamente) como

a P
ď

F si y sólo si existe A P F tal que a P A.

1Este nombre tiene su origen en la misteriosa noción de “propiedad”, seguimos la interpretación
de Skolem, quien formaliza este concepto restringiendolo a aquellas propiedades que pueden ser
postuladas en el lenguaje de primer orden de la Teoría de Conjuntos. Esto tiene como resultado
una colección infinita de axiomas, uno por cada propiedad, a la que se le dice esquema.
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Por otro lado, si F ‰ ∅, definimos la intersección de F como el conjunto
č

F “ ta P
ď

F : para toda A P F pa P Aqu.

Cuando F es el par formado por A y B escribimos
Ť

F “ A Y B y
Ş

F “ A X B.
Un subconjunto de un conjunto A es un conjunto B tal cada uno de sus ele-

mentos es también un elemento de A, esto se denota B Ď A y decimos que B está
contenido en A o que A contiene a B. Si además existe un elemento en A que
no está en B, se dice que B es un subconjunto propio de A, lo que escribimos
como B Ă A, lo que leemos como “B está contenido propiamente en A”. Otro de
los axiomas de la Teoría de Conjuntos asegura, para cualquier A, la existencia del
conjunto de todos los subconjuntos de A, a este lo llamamos el conjunto potencia
de A y lo denotamos PpAq. Es decir,

PpAq “ tB : B Ď Au.

Lo anterior es un abuso de notación ya que no se puede utilizar el Esquema de
Separación para definir el conjunto potencia pues no conocemos un conjunto que
contenga a todos los subconjuntos de A antes de tener el conjunto potencia, sin
embargo, por practicidad usamos la notación anterior para describir conjuntos incluso
cuando no se usa el Esquema de Separación, lo que es un abuso de notación común.
Para ejemplificar los conceptos anteriores, observemos que para toda A se tiene que
Ť

PpAq “ A, por lo tanto, B Ă A si y sólo si B Ă
Ť

P .
A un par formado por conjuntos no-vacíos cuya intersección es el vacío le decimos

un par de conjuntos ajenos. Si un conjunto satisface que, cualesquiera dos de sus
elementos forman un par de conjuntos ajenos, decimos que es un conjunto formado
por elementos ajenos por pares. Por otro lado, al conjunto formado por los elementos
de A que no están en B le decimos la diferencia de A con B y se denota AzB,
además, el conjunto A△B “ pAzBq Y pBzAq es la diferencia simétrica de A y B.
Como ejemplo de estos conceptos, demostramos el siguiente resultado que será de
utilidad en el El Capítulo 2.

Proposición 1.1.1. Si A y B son subconjuntos de C, entonces

AzB “ pCzBqzpCzAq.

Demostración. Primero veamos que, si x P AzB, entonces x P A pero x R B. Por lo
tanto x R CzA y x P CzB, de forma que x P pCzBqzpCzAq. Lo que muestra que todo
elemento de AzB es elemento de pCzBqzpCzAq. Usando el mismo razonamiento, si
x P pCzBqzpCzAq, se deduce que x P CzB y x R CzA, por lo tanto x R B y x P A.
Se concluye que x P AzB, por lo que todo elemento de pCzBqzpCzAq es elemento de
AzB. Así, estos conjuntos son iguales. ■



4 Preliminares

Como los conjuntos están determinados por los elementos que están en ellos, no
existe una noción de “orden” ni de “repetición” en los conjuntos. Es decir que, por
ejemplo, ta, bu “ tb, au “ ta, a, b, a, bu. Podemos crear conjuntos que sí capturen esta
información, para ello se define el par ordenado de a y b como

pa, bq “ ttau, ta, buu.

La idea de esta definición es que pa, bq es igual a pc, dq siempre y cuando a “ c y
b “ d, lo que refleja la idea intuitiva de listas ordenadas. Con base en esta definición,
dados A y B, definimos su producto cartesiano como el conjunto

A ˆ B “ tpa, bq P PpPpA Y Bqq : a P A y b P Bu.

Si R es un subconjunto de A ˆ B, decimos que es una relación entre A y B, en
particular, si A “ B, el conjunto R es una relación binaria sobre A. En cualquier
caso, a la afirmación pa, bq P R la denotamos aRb y decimos que a está relacionado
con b . Una relación binaria es reflexiva si aRa para toda a P A, es simétrica si
aRb implica bRa para cualesquiera a, b P B, y transitiva si aRb y bRc implican aRc
para a, b, c P A. Una relación que es reflexiva, simétrica y transitiva es una relación
de equivalencia. También, si R satisface que siempre que aRb y bRa se tiene a “ b,
decimos que la relación es antisimétrica y, si para cualesquiera a, b P A se cumple
que aRb o bRa decimos que es total. Una relación reflexiva, transitiva y antisimétrica
es un orden parcial de A, o simplemente orden de A. Si un orden parcial además es
total, decimos que es un orden lineal. Si R es un orden parcial de A y a P A es tal
que bRa implica b “ a entonces a es un elemento minmal de A del orden R; de forma
análoga, si aRb implica a “ b entonces a es maximal del orden R. Por otro lado, si
a satiface que aRb para todo b P A entonces es un mínimo de R y, si bRa para toda
b P A entonces a es un máximo de R. Es claro que todo mínimo y todo máximo son,
respectivamente, minimales y maximales, sin embargo lo recíproco es falso. También
vale la pena observar que la antisimetría implica que los mínimos y máximos, cuando
existen, son únicos. En cualquier conjunto A, la relación R sobre A dada por aRb
si y sólo si a Ď b es un orden parcial; cuando este es el orden que consideramos,
decimos que los elementos minimales, maximales, mínimos, y máximos de R son,
respectivamente, mínimales, máximales, mínimos y máximos por contención .

Una relación f entre A y B, que satisface que para toda a P A existe una única
b P B tal que afb, es una función de A en B. En este caso, para toda a P A, al
único elemento de B que está relacionado con a lo denotamos fpaq y le decimos la
evaluación de f en a. En un contexto en que la función a la que se hace alusión es
clara, usamos la fórmula a ÞÑ b para expresar que b es la evaluación de dicha función
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en a. Los conjuntos A y B son el dominio y el contradominio de f respectivamente.
Además, para cualquier función f de A en B, introducimos la fórmula

f : A Ñ B,

que se lee como “f de A en B” que nos sirve para nombrar una función a la vez que
especificamos su dominio y contradominio. Cuando A y B son conjuntos dotados
de ordenes lineales, ďA y ďB respectivamente, entonces decimos que f : A Ñ B es
una función creciente si siempre que a1 ďA a, para a1, a P A, entonces fpa1q ďB

fpaq. Si además sucede que fpaq ‰ fpa1q si a ‰ a1, entonces f es estrictamente
creciente. De forma análoga, decimos que f es decreciente si a1 ďA a implica que
fpaq ďB fpa1q y que es estrictamente decreciente si además fpaq ‰ fpa1q cuando
a ‰ a1. Una función que es o creciente o decreciente, es una función monótona.
Introducimos también los adjetivos no-creciente, no-decreciente y no-monótona
para referirnos, respectivamente, a una función que no es estrictamente creciente, una
que no es estrictamente decreciente, y una que no es ni creciente ni decreciente.

Como los conjuntos están determinados por sus elementos, las funciones están
determinadas por su dominio y la asignación que hacen a cada elemento de él, así
que es válido definir funciones especificando éstos. Por ejemplo, si A,B, y C son
conjuntos y existen funciones f : A Ñ B y g : B Ñ C definimos la composición de
f seguida de g como la función g˝f : A Ñ C dada por a ÞÑ gpfpaqq para toda a P A..

Para f : A Ñ B y A1 Ď A, definimos la imagen directa de A1 bajo f como el
conjunto

f rA1
s “ tb P B : existe a P A tal que fpaq “ bu,

y la función restricción de f a A1 como la función f |A1 : A1 Ñ B dada por

f
ˇ

ˇ

A1 “ tpa, fpaqq P f : a P A1
u.

También, si B1 Ď B, la preimagen de B1 bajo f es

f´1
rB1

s “ ta P A : fpaq P B1
u.

Por último, si A Ď B, el soporte de una función g : A Ñ B es el conjunto

soppgq “ ta P A : gpaq ‰ au.

Si algún elemento a P A no está en soppaq decimos que g fija a a o que a es un
elemento fijo de g.

Una función es suprayectiva si f rAs “ B. Por otro lado, si para toda b P f rAs

se tiene que f´1rtbus es unitario, decimos que f es inyectiva. A una función supra-
yectiva f : A Ñ B también le decimos una A-indexación de B, usamos la notación
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Ba “ fpaq y, en algunas ocasiones, escribimos B “ tBauaPA para hacer referencia
a una A-indexación arbitraria de B o que es clara en el contexto. Intuitivamente,
una A-indexación es una asignación de un elemento de B a cada elemento de A de
manera que todo elemento de B es asignado a alguno de A, como el nombre sugiere,
sirven para referirnos a elementos de B mediante el índice de A que le corresponde.
Cuando un conjunto B está A-indexado denotamos

ď

aPA

Ba “
ď

B y

č

aPA

Ba “
č

B.

Todo conjunto A está A-indexado gracias a la existencia de la función a ÞÑ a, por lo
tanto siempre podemos suponer que los conjuntos están I-indexados para algún I al
que le decimos un conjunto indexador o de índices. Cuando una f : A Ñ B es
inyectiva y suprayectiva, decimos que es una función biyectiva o una biyección de
A en B. Una propiedad importante de las biyecciones es que su composición vuelve
a ser biyectiva, la demostración de esto es rutinaria y, por ello, lo damos por hecho.
Más aún, la existencia de una biyección f : A Ñ B implica la de otra, de B en A,
que a cada elemento de B le asigna el único elemento de A que lo tiene asignado en
f , a esta le decimos la inversa de f y la denotamos f´1. La inversa de una función
biyectiva f : A Ñ B es la única función g : B Ñ A que satiface que g ˝ fpaq “ a
para toda a P A. De hecho, la existencia de una función así es equivalente a que f
sea biyectiva y g su inversa. Con esto, podemos demostrar el siguiente resultado, el
cual es una propiedad fundamental de las relaciones de equivalencia y es una de las
razones por las que éstas son objetos omnipresentes en matemáticas.

Proposición 1.1.2. Una relación binaria en un conjunto A es de equivalencia si y
sólo si existe P “ tPiuiPI una colección de subconjuntos no-vacíos de A, ajenos por
pares, tales que

A “
ď

iPI

Pi,

y dos elementos de A, a y b, están relacionados si y sólo si existe i P I tal que
a, b P Pi.

Demostración. Primero supongamos que „ es una relación de equivalencia en A,
definimos, para a P A, el conjunto

Pa “ ta1
P A : a „ a1

u.
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Afirmamos que tPauaPA satisface el enunciado. Es claro que ésta es una colección
de subconjuntos de A, para ver que estos conjuntos son ajenos por pares argumen-
taremos por contrapositiva que, si existe b P Pa X Pa1 entonces Pa “ Pa1 . Para ello
notemos que, por la definición de Pa y Pa1 , se tiene que a „ b y a1 „ b, como „ es
simétrica esto es que a „ b y b „ a1, por la transitividad de „ se sigue que a „ a1.
Ahora, veamos que para todo c P Pa se tiene que a1 „ a y a „ c, por lo tanto a1 „ c
y c P Pa1 , comprobándose que Pa Ď Pa1 . De forma análoga se concluye que también
Pa1 Ď Pa y, así, Pa “ Pa1 . Además, como „ es reflexiva, a P Pa para toda a P A, de
forma que estos conjuntos son no-vacíos y

A “
ď

aPA

Pa.

Ahora suponemos que P “ tPiuiPI es una colección de subconjuntos no-vacíos de
A, ajenos por pares, tal que

A “
ď

iPI

Pi,

y veremos que la relación binaria en A definida como a „ b si y sólo si existe i P I tal
que a, b P Pi es de equivalencia. Como A “

Ť

iPI Pi, entonces para toda a P A existe
i P I tal que a P Pi, de forma que „ es reflexiva pues cada elemento de A está en el
mismo Pi en el que él mismo está. También es claro que es simétrica pues, si a y b
están en Pi, entonces b y a están en Pi. Por último, si a „ b y b „ c entonces existen
i, j P I tales que a, b P Pi y b, c P Pj, como entonces b P Pi XPj y, recordando que los
conjuntos de tPiuiPI son ajenos por pares, se tiene que Pi “ Pj. Por lo tanto a, c P Pi

y, así a „ c, siendo esto lo que queríamos demostrar.
A un conjunto como P le decimos una partición de A y a sus elementos les

decimos las clases de equivalencia de la relación „. Como este resultado nos
asegura que las particiones dan lugar a relaciones de equivalencia que cuyas clases de
equivalencia son sus elementos y viceversa, también les decimos clases de equivalencia
a los elementos de una partición y hablamos de la partición que induce una relación
de equivalencia. ■

Asumimos la existencia del conjunto de números enteros, al que denotamos Z, la
de ď, un orden lineal en ellos, y familiaridad con su suma y multiplicación. Además,
damos por hecho la siguiente proposición, a la que dentro de este texto le decimos el
principio de inducción, y es fundamental para una gran cantidad de argumentos en
este texto. Su demostración se sale de los alcances de este texto, al lector interesado
lo dirigimos a [30].



8 Preliminares

Proposición 1.1.3. (Principio de inducción) Si A Ď Z es tal que a P A y se
satisface que n P A implica n ` 1 P A para toda n P A, entonces para todo entero b
tal que a ď b se tiene que b P A.

El principio de inducción normalmente se usa para conjuntos A Ď Z definidos
como A “ ta P Z : a tiene una propiedad P u. Este tipo de conjuntos nos sirven
para demostrar muchas afirmaciones ya que, si mostramos que algún entero — usual-
mente 0 o 1— cumple P y que, si un entero cumple P entonces el siguiente entero
también cumple P , por el principio de inducción podemos asegurar que todos los
enteror mayores o iguales a a cumplen P .

Por otro lado, dados m,n P Z tales que m ď n, definimos el intervalo entre m y
n como el conjunto

vm,nw “ tk P Z : m ď k ď nu.

En particular, si m “ 1 escribimos v1, nw “ vnw. Es claro que esto solo está definido
para n ě 1, por lo que siempre que escribamos vnw se entiende que k es un entero
mayor o igual a 1. A los enteros que satisfacen esto les decimos positivos y al
subconjunto de Z formado por ellos lo denotamos Z`. Además, al conjunto Z` Y t0u

le decimos el conjunto de los enteros no-negativos.
A una vnw-indexación de un conjunto le decimos una enumeración y a un con-

junto que admite una enumeración (y al vacío) le decimos finito. Damos por hecho
que para todo conjunto finito no-vacío, A, existe un único entero positivo n tal que
existe una biyección entre vnw y A, al que le decimos la cardinalidad de A, y lo
denotamos |A|. Definimos la cardinalidad del conjunto vacío como 0. A la colección
de subconjuntos de cardinalidad k de un conjunto A, con k P Z` Yt0u, la denotamos
`

A
k

˘

y a sus elementos les decimos k-subconjuntos de A. La cardinalidad de
`

A
k

˘

la
denotamos

`

|A|

k

˘

, ya que claramente esta solo depende de la cardinalidad del conjunto
A y no de sus elementos. Por lo que además escribimos

`

r
s

˘

, para r y s enteros tales
que 0 ď s ď r, para referirnos a la cardinalidad de la colección de s-subconjuntos de
cualquier conjunto de cardinalidad r. Es fácil ver que, si 0 ă r ă s entonces 1 ă

`

r
s

˘

.
También damos por hecho la regla de Pascal2 que enunciamos a continuación.

Regla de Pascal. Si r y s son enteros tales que 0 ă s ď r entonces
ˆ

r

s

˙

“

ˆ

r ´ 1

s

˙

`

ˆ

r ´ 1

s ´ 1

˙

.

2Blaise Pascal (1623-1662) fue un matemático, físico, filósofo, y teólogo jansenista francés. Sus
aportaciones matemáticas más importantes fueron la creación de la primera máquina calculadora
y sus tratados sobre cónicas, probabilidad, y el triángulo que lleva su nombre.[47]
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Observamos también que la existencia de una biyección f : vnw Ñ A induce un
orden lineal en A dado por a1 ďA a, para a, a1 P A si y sólo si f´1pa1q ď f´1paq.
De hecho, la existencia de una biyección así es equivalente a que un conjunto finito
A tenga un orden lineal. En efecto, si suponemos que existe un orden lineal en A
entonces debe existir un máximo ya que, de otra forma, siempre podríamos encontra
un elemento de A mayor en el orden que todos los de un subconjunto finito cualquiera
de A, por lo que A no podría ser finito. Entonces, definimos que el único elemento
máximo de A será la imagen bajo una función f : v|A|w Ñ A de |A|. Definimos A1

como el conjunto obtenido de A al borrarle su máximo, es fácil ver que el orden lineal
de A se vuelve un orden lineal de A1 si eliminamos todos los pares que involucran al
máximo de A, y que |A1| ă |A|. Por lo tanto, podemos repetir el mismo argumento
para A1. Iterando este proceso |A| veces, construimos una función biyectiva de v|A|w

en A que induce el orden lineal con el que empezamos. Toda esta discusión busca
formalizar, para un conjunto A dotado de un orden lineal y i P v|A|w, la utilización de
la terminología el i-ésimo elemento de un orden lineal en A, como aquel elemento
de A que es la imagen de i bajo la biyección que recién construímos.

Dada una colección de conjuntos indexada tAiuiPI , definimos su producto car-
tesiano generalizado como

ź

iPI

Ai “ tpa : I Ñ
ď

iPI

Ai : papiq P Ai para toda i P Iu.

A un elemento de
ś

iPI Ai le decimos una I-tupla y a la evaluación papiq, que sole-
mos denotar pai, le decimos la i-ésima entrada o la i-ésima coordenada de pa. En
particular, si I “ vnw decimos que pa es una n-tupla y en ocasiones las describimos
escribiendo sus evaluaciones en una lista ordenada ppa1, . . . ,panq. Si Ai “ A para toda
i P I, denotamos

ś

iPI Ai “ AI y decimos que AI es la I-ésima potencia de A. En
particular, si I “ vnw para alguna n P Z` escribimos Avnw “ An y le decimos la
n-ésima potencia de A. En general, en toda notación en donde se utilice un conjunto
como parámetro sustituímos vnw con n.

Por último, suponemos familiaridad con la llamada aritmética modular. Es decir,
asumimos que el lector está familiarizado con la noción de múltiplo de un entero n
—cualquier número de la forma kn para alguna k P Z— y con el hecho de que, para
cualesquiera n P Z y m P Z`, existen únicos k P Z y r P v0,m ´ 1w tales que

n “ km ` r

A r le decimos el resto módulo m de n, y lo denotamos nmodm, con esto se define
la suma módulo m de dos enteros, a y b, a la que denotamos a`m b como el residuo
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módulo m de a ` b, es decir,

a `m b “ pa ` bqmodm .

En este contexto, denotamos Zm “ v0,m´1w. Más aún, podemos definir una relación
ternaria R sobre Zm, es decir un subconjunto de Z3

m, dada por pa, b, cq P R si y solo
si a ď b y b ď c, o b ď c y c ď a, o c ď a y a ď b; la cual satisface que

pa, b, cq P R entonces pb, c, aq P R

pa, b, cq P R entonces pc, b, aq R R

pa, b, cq P R y pa, c, dq P R entonces pa, b, d, q P R, y
si a, b y c son distintos entonces pa, b, cq P R o pc, b, aq P R.

A esta relación le decimos el orden cíclico de Zm, y reciclamos el símbolo ď para
denotar pa, b, cq P R por a ď b ď c, afirmación que leemos como “’b está entre a y c
en el orden cíclico de A”. De forma análoga a los órdenes lineales, la existencia de un
orden cíclico en un conjunto finito A es equivalente a la existencia de una biyección
f : Z|A| Ñ A. De forma que también hacemos referencia al i-ésimo elemento de un
orden cíclico en A, para i P Z|A|, para referirnos a la imagen de i bajo la biyección que
induce el orden cíclico de A. Por esto, no es ambiguo hablar del elemento “siguiente”
o “anterior” en orden cíclico de un elemento a en A, ya que, si a es el i-ésimo elemento
del orden cíclico de A, entonces los elementos referidos son, respectivamente, el pi`1q-
ésimo y el pi ´ 1q-ésimo elemento del orden cíclico de A.

1.2. Álgebra
Una operación sobre un conjunto A es una función ‹ : Ak Ñ A para algún en-

tero k P Z`. Si k “ 1 decimos que se trata de una operación unitaria sobre A.
Cuando k “ 2 es una operación binaria sobre A, en este caso, para escribir a
las evaluaciones ‹ppa, bqq “ c adoptamos la notación a ‹ b “ c e incluso, cuando la
operación es clara en el contexto, nos conformamos con yuxtaponer los elementos
operados y escribimos, por ejemplo, ab “ c. En esta sección nos ocupamos de in-
troducir los resultados relativos a las operaciones binarias, por esto, dentro de ésta
decimos simplemente operación para referirnos a operación binaria. Algunos ejem-
plos bien conocidos de operaciones son las que existen en los enteros: la suma y la
multiplicación. Estos ejemplos son fundamentales para lo siguiente ya que buscamos
abstraer las propiedades que tienen estas operaciones. Para lograr esto es necesa-
rio imponer propiedades adicionales en la operación, por ejemplo, decimos que una
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operación es asociativa si

‹p‹pa, bq, cq “ pa ‹ bq ‹ c “ a ‹ pb ‹ cq “ ‹pa, ‹pb, cqq.

La asociatividad de una operación nos permite escribir sin ambigüedad expresiones
como a ‹ b ‹ c, ya que cualquier orden que elijamos para realizar las operaciones
nos llevará al mismo resultado. En particular, al resultado de operar a un elemento
consigo mismo n veces, para alguna n P Z`, lo denotamos an. Además, si e es un
elemento de A tal que, para toda a P A se satisface que

e ‹ a “ a ‹ e “ a,

decimos que e es un neutro de la operación ‹. Ejemplos de neutros son el 0 para la
operación suma y el 1 para la multiplicación en los enteros. Un par ordenado pA, ‹q,
formado por un conjunto A y una operación asociativa en A, para la que existe un
neutro, es un monoide. Así, se tiene que el conjunto de números enteros, ya sea
con la operación suma o multiplicación es un monoide. Para ver otro ejemplo de
monoide definimos una palabra de un conjunto X como una función w : vnw Ñ X,
a n le decimos la longitud de la palabra w y solemos describirla yuxtaponiendo
sus evaluaciones w1 ¨ ¨ ¨wn, a las evaluación wi le decimos el i-ésimo término de la
palabra w. Sobre el conjunto de las palabras de X definimos una operación a la que
llamamos concatenación de la siguiente forma: si w : vnw Ñ X y v : vmw Ñ X son
palabras, la concatenación de w con v, a la que denotamos wv, es la palabra de
longitud n`m dada por w1 . . . wnv1 . . . vm. Esta operación es claramente asociativa,
sin embargo, como las palabras son funciones con dominio no-vacío, esta operación
no tiene neutro. Para solucionar este problema agregamos al conjunto de palabras
de X un elemento adicional que no se encuentra en éste, por ejemplo el conjunto
vacío, al que llamaremos la palabra vacía de X, la cual se denota ε, y se define su
concatenación con cualquier palabra w como

εw “ wε “ w.

Así, el conjunto de palabras con la concatenación es un monoide.
Notemos que, si se restringe la suma de los números enteros a Z` Y t0u esto sigue

siendo un monoide, sin embargo, perdemos una propiedad que tiene la suma al ser
considerada sobre todos los números enteros, a saber, la existencia, para todo entero
z, de otro z1 tal que z` z1 “ 0. En general, decimos que b es un inverso de a para la
operación ‹ si a ‹ b es un neutro. Un grupo es un monoide en donde todo elemento
tiene inverso. En ocasiones también decimos que una operación ‹ tal que pA, ‹q es un
grupo, “forma un grupo” sobre A o que “le da estructura de grupo” a A. Existe una
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enorme variedad de grupos, pero los más representativos son los llamados grupos
simétricos, estos están definidos como pSX , ˝q en donde

SX “ tf : X Ñ X : f es una biyecciónu

y ˝ es la composición de funciones. El elemento neutro es la función identidad en
X, dada por x ÞÑ x para toda x P X, a la que denotamos IX ; mientras que el inverso
de una función f es, apropiadamente, su función inversa f´1. A un elemento de SX se
le dice una permutación de X. El siguiente resultado es fundamental en el estudio
de los grupos

Proposición 1.2.1. En cualquier grupo pA, ‹q el elemento neutro es único y, para
cada a P A, su inverso es único.

Demostración. Suponga que I y I 1 son neutros para ‹, entonces satisfacen, para
cualesquiera a, b P A que a ‹ I “ a y I 1 ‹ b “ b. Así, si a “ I 1 y b “ I, se tiene que
I 1 ‹ I “ I 1 y I 1 ‹ I “ I. Como ‹ : AˆA Ñ A es una función, se concluye que I “ I 1,
lo que demuestra que el neutro es único.

Por otro lado, si b y c son inversos de a, entonces, como ‹ es asociativa, se tiene
que

b “ b ‹ I “ b ‹ pa ‹ cq “ pb ‹ aq ‹ c “ I ‹ c “ c.

Así se concluye la afirmación. ■

Lo anterior nos permite homogeneizar la notación de los elementos inversos en un
grupo, generalizamos la que usamos para función inversa y para cualquier a, elemento
de un grupo, denotamos a su único inverso como a´1. Por lo general al elemento
neutro de un grupo lo denotamos por IA o 1A, aunque la gran variedad de contextos
en que surgen los grupos a veces da lugar a notaciones más sugerentes. Un ejemplo
de esto lo tenemos cuando la operación de un grupo es conmutativa, esto es que,
para cualesquiera a y b, se satisface que

a ‹ b “ b ‹ a.

Este es el caso de la suma en los números enteros, sin embargo, no lo es del grupo
simétrico. Los grupos conmutativos forman una colección importante de grupos, pero
tienen un comportamiento significativamente diferente del caso general, razón por la
cual distinguimos claramente cuando tratamos con un grupo conmutativo escribiendo
su neutro como 0 y, cuando no se presta a confusiones, incluso denotamos su operación
con `.
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Un homomorfismo de grupos entre pA, ‹q y pB, ¨q es una función φ : A Ñ B
tal que, para cualesquiera a, b P A, se cumple que

φpa ‹ bq “ φpaq ¨ φpbq.

Si φ es inyectiva le decimos un monomorfismo de grupos entre pA, ‹q y pB, ¨q,
cuando es claro en el contexto la operación que da estrctura de grupos a A y B,
decimos que φ es un morfismo de grupos entre A y B. Si un morfismo de grupos
es suprayectivo entonces es un epimorfismo de grupos, y si es biyectivo es un
isomorfismo de grupos. A lo largo de este texto, llamaremos simplemente mor-
fismos a los homomorfismos de grupos ya que, como también será el caso en la
Sección 1.4, estos son un caso particular del concepto de morfismo, el cual surge en
diversos contextos dentro de las matemáticas, en todos ellos expresa la misma idea de
“una función que preserva la estrucutra”. En este caso, dicha estructura es la que la
operación binaria proporciona al que, de otra forma, sería simplemente un conjunto.
Por lo general el contexto hace obvia la estructura a la que nos referimos y, por ello,
es natural simplificar la terminología y decir simplemente morfismo, monomorfismo,
epimorfismo e isomorfismo. Para leer más sobre este concepto se refiere al lector a
[49]. Dos grupos entre los cuales existe un isomorfismo son isomorfos, dos grupos
así se entienden como “esencialmente iguales”, es decir, la única diferencia entre ellos
es el nombre de sus elementos y un isomorfismo funciona como un diccionario que
permite traducir cualquier elemento en uno de ellos al otro de manera que es igual
trabajar en el primero o en el segundo. Es por esto que tratamos a los grupos iso-
morfos como idénticos, sin embargo, hacemos la distinción entre una igualdad en el
sentido conjuntista y un isomorfismo escribiendo A – B cuando A y B son isomorfos.

La imagen directa de cualquier monomorfismo de grupos φ : B Ñ A, equipada
con la operación de A restringida a ella, es un subgrupo de A. Es decir, como
φpaq ‹ φpbq “ φpa ¨ bq se deduce que pφrBs, ‹|φrBs

q siempre es un grupo, esto ya
que la operación de A, restringida a la imagen de φ es una operación que hereda la
asociatividad de ‹ y, además, cumple que φp1Bq “ 1A y φpaq´1 “ φpa´1q, por lo que
tiene neutro e inversos de todos sus elementos. Observemos que, si pφrBs, ‹|φrBs

q es
un subgrupo de A, φ es un isomorfismo entre B y él, de forma que también decimos
que B es subgrupo de A. Resulta que la intersección de una colección arbitraria de
subgrupos vuelve a ser un subgrupo, esto es claro ya que todos todos ellos contienen
al elemento neutro del grupo y el resultado de la operación de dos elementos en la
intersección debe estar en cada uno de los subgrupos y, por lo tanto, en la intersección
de todos ellos. Esto nos permite definir, para cualquier X subconjunto de A, “el
subgrupo más pequeño que contiene aX” como la intersección de todos los subgrupos
que le contienen. Este subgrupo es conocido como el subgrupo generado por X
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y lo solemos denotar xXyA. Este concepto nos es de gran utilidad cuando queremos
estudiar un subgrupo que conocemos de forma abstracta, ya que, si podemos asegurar
que contiene algunos elementos (el subconjunto X), entonces podemos asegurar que
contiene a xXyA.

Por otro lado, un grupo cociente de pA, ‹q es la imagen directa de cualquier
epimorfismo ϕ : A Ñ B equipada con la restricción de la operación de B. Para
entender los grupos cocientes introducimos el concepto de kernel3 del morfismo
ϕ : A Ñ B, que se define como

kerϕ “ ϕ´1
rt1Bus “ ta P A : ϕpaq “ 1Bu.

Con esto, para cada a P A definimos

a{ kerϕ “ ta ‹ z : z P kerϕu,

al que le decimos la clase de amódulo kerϕ. Como el nombre de sus elementos sugiere,
el conjunto A{ kerϕ “ ta{ kerpϕq : a P Au es una partición de A. Más aún, sobre ésta,
se puede definir una operación, que denotamos concatenando a los elementos a operar,
como

pa{ kerϕqpb{ kerϕq “ ppa ‹ bq{ kerϕq,

la cual hace de A{ kerϕ un grupo. Resulta que, si ϕ es un epimorfismo, este grupo
es isomorfo a B, por esto pensamos que todos los grupos cocientes son aquellos
formados por las clases de elementos de A módulo algún kernel. Este resultado es
una consecuencia directa del Primer Teorema de Isomorfismo, cuya demostración no
es complicada pero requiere del desarrollo de conceptos que se salen del objetivo
de este texto. Enunciamos formalmente, sin demostración, la afirmación anterior, y
referimos al lector a [50].

Proposición 1.2.2. Si ϕ : A Ñ B es un epimorfismo entonces A{kerϕ – B.

Para toda m P Z`, es posible definir una estructura de grupo sobre Zm, a la
que denotamos `m, dada por a `m b “ pa ` bqmodm para cualesquiera a, b P Zm.
Si consideramos modm como una función de Z en Zm, este será un epimorfismo de
pZ,`q en pZm,`mq. Se sigue por la Proposición 1.2.2 que Zm » Z{kermodm.

Ahora, veremos que es posible utilizar el producto cartesiano para crear nuevos
grupos a partir de otros. En efecto, definimos el producto de grupos pA, ‹q y pB, ¨q
como el grupo definido sobre el conjunto A ˆ B con la operación dada por

pa, bqpa1, b1
q “ pa ‹ a1, b ¨ b1

q

3Del alemán kern: núcleo, centro.
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para cualesquiera pa, bq, pa1, b1q P A ˆ B. Naturalmente, esto se puede extender al
producto de cualquier colección de grupos indexada, si tpAi, ‹iquiPI es tal, entonces
su producto es el grupo definido sobre

ś

iPI Ai con la operación ‹ dada por

pf ‹ gqi “ fi ‹i gi para toda i P I

para f, g P
ś

iPI Ai. Además, si Ai “ A para toda i P I, decimos que este producto
de grupos es la I-ésima potencia de A. Esta terminología no causa conflictos con
la propia de conjuntos ya que el grupo I-ésima potencia de pA, ‹q se define sobre
el conjunto I-ésima potencia de A y, si hay en el contexto una estructura clara de
grupo para A, tendremos siempre en mente que la I-ésima potencia de A admite
esta estructura de grupo a la que le llamamos y denotamos de la misma forma:
ś

iPI A “ AI y An si I “ vnw. En general, si las operaciones son claras, al producto
de una familia de grupos tpAi, ‹iquiPI lo denotamos

ź

iPI

Ai.

Esta colisión notacional es natural ya que tanto el producto cartesiano como el pro-
ducto de grupos forman parte de un concepto más general de producto que, como
también veremos en la Sección 1.4, aparece en distintas áreas de las matemáticas.
De forma que extendemos esta notación y terminología a todas ellas ya que suele ser
claro, en el contexto, el tipo de objeto con el que estamos trabajando. Para leer más
al respecto, volvemos a referir al lector a [49].

Una acción de un grupo pA, ‹q sobre un conjunto X es una función f : AˆX Ñ

X, cuya evaluación fpa, xq denotamos simplemente ax, que satisface que

1Ax “ x para toda x P X y
apbxq “ pa ‹ bqx para cualesquiera ab P A y x P X.

Hay dos conceptos relacionados al de acción que nos serán de utilidad, el primero de
ellos es el de órbita de x, un elemento en X, esta se define como el conjunto

Opxq “ ty P X : existe a P A tal que ax “ yu.

El segundo es el de estabilizador de x, que se define como

Ax “ ta P A : ax “ xu.

Las órbitas forman una partición de X, este hecho será de crucial importancia en
el El Capítulo 2, razón por la cual lo enunciamos y demostramos en el siguiente
resultado.
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Proposición 1.2.3. Si pA, ‹q actúa sobre X, entonces tOpxquxPX es una partición
de X.

Demostración. Como 1Ax “ x entonces x P Opxq para toda x P X, de forma que

X “
ď

xPX

Opxq.

Por otro lado, si suponemos que existe un elemento z en Opxq X Opyq, se sigue que
z “ ax “ by para algunos a, b P A. Ahora veamos que, si w P Opyq, existe c P A tal
que w “ cy, se sigue que w “ cppb´1‹aqxq “ pc‹b´1‹aqx, por lo que Opyq Ď Opxq. De
forma análoga se obtiene que Opxq Ď Opyq y, por lo tanto Opxq “ Opyq. Se concluye
que las órbitas son ajenas por pares y que tOpxquxPX es una partición de X. ■

Decimos que una acción es transitiva si tiene una única órbita, es decir, si
Opxq “ X para toda x P X. En general, decimos que es k-transitiva si, dados
px1, . . . , xkq y py1, . . . , ykq en Xk, existe a P A tal que axi “ yi para toda i P vkw.
Notemos que el concepto de transitividad y 1-transitividad coinciden. Un ejemplo
claro de acción de grupo es la de SX sobre el conjunto X, en efecto, si definimos
f : SX ˆ X Ñ X como pα, xq Ñ αpxq, en virtud de la definición de la función
composición y que el neutro de SX es la función identidad, f es una acción. Además,
esta acción es k-transitiva para toda k ď n.

Para terminar esta sección, profundizaremos un poco en el estudio de los grupos
simétricos que, como mencionamos, son el caso más representativo de grupo y los
principales protagonistas de la aplicación de la teoría de grupos que desarrollaremos
en este texto. Para ello, si una permutación α P SX , para algún X, que satisface que
soppαq “ ti1, . . . , iru y

αpi1q “ i2, . . . , αpir´1q “ ir, αpirq “ i1,

decimos que es un r-ciclo de SX , o simplemente un ciclo de SX . Los 1-ciclos de SX

fijan a todos los elementos de X y, por lo tanto, el neutro IX es el único 1-ciclo de
SX . Por otro lado, sus 2-ciclos intercambian la imagen de dos elementos de X, de ahí
que a un 2-ciclo le decimos una transposición. Usamos la bien conocida notación
de Cauchy4 para describir un r-ciclo como el anterior como

α “ pi1 ¨ ¨ ¨ ir´1irq.

4Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) fue un matemático francés cuyo trabajo, servido del de
J. L. Lagrange y junto con los de P. Ruffini, P. Abbati, N. H. Abel, y E. Galois, fue pionero en la
teoría de grupos. A los 26 años, Cauchy publica Mèmoire sur le nombre des valeurs qu'une fonction
peut aquérir, lorsqu'on y permute de toutes les manières possibles les quantitiés qu'elle renferme,
en donde introduce esta notación, ampliamente adoptada por multitud de autores.
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En particular, escribimos IX “ pxq para toda x P X. Los ciclos nos sirven para
entender a SX ya que es posible “descomponer” a todas las permutaciones en ciclos.
Para ser precisos, definimos una factorización completa de una permutación α P

SX , como una palabra de ciclos, β1 ¨ ¨ ¨ βs, de SX cuyos soportes son ajenos por pares,
que tiene un 1-ciclo distinto por cada x P sopα, y tal que

α “ β1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ βs.

Notemos que, al tener soportes ajenos por pares, el orden en el que realicemos la
composición de los ciclos en una descomposición completa no afecta el resultado,
por lo que, si tenemos una factorización completa de alguna permutación, cualquier
reordenamiento de sus términos resulta en otra factorización completa. Por ejem-
plo, algunas factorizaciones completas del 3-ciclo en S5, dado por α “ p135q son
p135qp2qp4q, p2qp135qp4q, y p4qp135qp2q. Aunque puede parecer extraña la insistencia
en agregar un 1-ciclo por cada elemento en el soporte de α, ya que no alteran el
resultado de la composición, esta es importante para clasificar las permutaciones se-
gún la longitud de una de sus factorizaciones completas. Lo anterior es válido ya que
resulta que todas las permutaciones tienen al menos una factorización completa y la
colección de todas las factorizaciones completas obtenidas de reordenar sus términos
tiene a todas las factorizaciones completas de esa permutación. Es decir, podemos
pensar que la factorización completa de una permutación es única salvo el orden en
el que aparecen los ciclos. Esto lo demostramos a continuación.

Proposición 1.2.4. Si X es finito y no-vacío, toda permutación α P SX tiene una
factorización completa y, si β1 ¨ ¨ ¨ βs y γ1 ¨ ¨ ¨ γt son dos factorizaciones completas de
α, entonces s “ t y existe f P Ss “ St tal que

γ1 ¨ ¨ ¨ γt “ βfp1q ¨ ¨ ¨ βfpsq.

Demostración. Como todo conjunto finito y no vacío es biyectable con algún vnw,
y como una biyección f : X Ñ vnw induce un isomorfismo de SX en Sn dado por
α ÞÑ f ˝ αf´1, entonces nos limitamos a demostrar la afirmación para los grupos
simétricos Sn con n P Z`.

Primero veamos que toda permutación α P Sn tiene una factorización completa.
La prueba es por inducción sobre el número de elementos que no son fijados por
α. El caso base, cuando fija a todos los elementos de vnw es cierto ya que, en este
caso, la definición de factorización completa afirma que ésta debe ser una palabra
formada por un 1-ciclo por cada elemento de vnw. Por lo tanto, la única factorización
completa de In es p1q ¨ ¨ ¨ pnq, ya que cualquier reordenamiento de los términos resulta
en la misma palabra pues piq “ pjq para cualesquiera i, j P vnw.



18 Preliminares

Por otro lado, si α no fija t elementos en vnw, con t P vnw, consideremos i1 un
elemento que no es fijado por α y definimos, recursivamente,

i2 “ αpi1q, . . . , y ir`1 “ αpirq.

En donde r es el menor entero en vnw para el cual ir`1 P ti1, . . . , iru, el cual tiene que
existir porque vnw es finito y, mientras el siguiente término ij no esté en ti1, . . . , ij´1u,
el conjunto ti1, . . . , ij´1, iju será un subconjunto de vnw de cardinalidad estrictamente
mayor. Afirmamos que ir`1 “ i1, de otra forma αpirq “ ij con j ą 1, pero αpij´1q “

ij, lo que contradice que α esté en Sn. Así que α satisface que

αpi1q “ i2, . . . , αpir´1q “ ir, αpirq “ i1.

Definimos σ como el r-ciclo de Sn dado por pi1 . . . irq. Como σ´1 ˝ α fija a todos los
elementos que fija α y además a aquellos de ti1, . . . , iru, se concluye por hipótesis
inductiva que existe α1 ¨ ¨ ¨αs ¨ ¨ ¨αs`r una factorización completa de σ´1 ˝ α tal que
αs`i “ IX para toda i P rrs. Por lo tanto, como

σ´1
˝ α “ α1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ αs,

se deduce que α “ σ˝α1˝¨ ¨ ¨˝αs y, entonces, σα1 ¨ ¨ ¨αs es una factorización completa
de α.

Para ver que es única, como cualquier factorización completa de una permutación
debe tener exactamente un 1-ciclo por cada elemento que fije, y estos no alteran la
composición de los términos de la factorización, basta ver que las palabras de r-ciclos
con soportes ajenos por pares y tales que su composición resulta en una permutación
son únicas salvo el orden de sus términos. Por ello suponemos que β1 ¨ ¨ ¨ βs y γ1 ¨ ¨ ¨ γt
son palabras obtenidas de dos factorizaciones completas de una permutación α P Sn

al borrar todas las apariciones de IX . Si βs no fija a i1 entonces, ya que todos los
demás términos en esta descomposición fijan a todos los elementos de vnw que no fija
βs, se tiene que αkpi1q “ βk

s pi1q para toda k P Z`. De forma similar, como i1 no es
fijada por α existe j P rts tal que γj no fija a i1 y, nuevamente, γkt pi1q “ αkpi1q para
toda k P Z`. Se concluye que βk

s pi1q “ γkt pi1q para toda k P Z` y, como βs y γj son
ciclos, sus potencias conforman todas sus evaluaciones, de manera que βs “ γj. Así,
como

α “ β1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ βs “ γ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ γt

“ γ1 ˝ ¨ ¨ ¨ γj´1 ˝ γj`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ γt ˝ γj,

se deduce que
β1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ βs´1 “ γ1 ˝ ¨ ¨ ¨ γj´1 ˝ γj`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ γt.
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Por inducción sobre máxts, tu se concluye que s´ 1 “ t´ 1 y que existe una permu-
tación f P Ss´1 “ St´1 tal que

γ1 ˝ ¨ ¨ ¨ γj´1 ˝ γj`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ γt “ βfp1q ¨ ¨ ¨ βfps´1q.

Si definimos f 1 P Ss “ St como f 1piq “ fpiq si i P vs´ 1w y f 1psq “ j, se concluye que

γ1 ¨ ¨ ¨ γt “ βfp1q ¨ ¨ ¨ βfpsq.

■

Este resultado nos permite definir, para cada permutación α P Sn, el signo de α
como el entero

sgnpαq “ p´1q
n´t,

con t la longitud de cualquier factorización completa de α. Esta función resulta ser
un morfismo entre Sn y el grupo formado por t1,´1u con la operación dada por la
multiplicación de enteros [50]. Esto es decir que, si α y β son permutaciones en Sn,
entonces

sgnpα ˝ βq “ sgnpαq sgnpβq.

Observemos ahora que cualquier permutación es producto de transposiciones, esto
se sigue de la Proposición 1.2.4 y del hecho de que cualquier ciclo pi1 . . . irq se escribe
el producto de transposiciones pi1irq ˝ pi1ir´1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pi1i2q. Además, si τ “ pijq es
una transposición de Sn, tiene un In por cada uno de los n ´ 2 elementos fijados
por τ , por lo tanto, su longitud es n ´ 1, de forma que sgnpτq “ p´1q1 “ ´1. Se
deduce de todo esto que, si α se escribe como producto de transposiciones, siempre
se debe hacer o con una cantidad par, o con una cantidad impar de trasposiciones
y es precisamente la paridad de transposiciones necesarias lo que determina si una
permutación tendrá sgn igual a 1 o ´1. El hecho de que sgn sea un morfismo además
asegura que sgnpIXq “ 1, que si sgnpαq “ 1 y sgnpβq “ 1 entonces sgnpα ˝ βq “ 1,
y que sgnpαq “ 1 implica sgnpα´1q “ 1. Por lo tanto, si definimos el conjunto de
permutaciones pares de SX como

AX “ tα P SX : sgnpαq “ 1u,

éste, provisto de la operación dada por la composición de funciones, vuelve a ser un
grupo. Así que para cualquier conjunto finito y no vacío X, el grupo pAX , ˝q es un
subgrupo de SX . A AX le decimos el grupo alternante de X. Naturalmente, a las
permutaciones que no son pares les decimos impares, sin embargo, el conjunto de
ellas con la composición no forma un grupo por la misma razón que el de enteros
impares no lo hace con la suma.
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De lo anterior se deduce que cualquier grupo simétrico es generado por el con-
junto de sus transposiciones y que cualquier grupo alternante es generado por las
permutaciones de la forma pijq ˝ pi1j1q. Además de esto, damos por hecho que el
grupo AX es generado por los 3-ciclos de SX .

1.3. Geometrías
Una geometría es una pareja ordenada pΩ, Iq, en donde Ω es cualquier conjunto

e I es una relación binaria en Ω que es simétrica y reflexiva. Esta misteriosa definición
se basa en la idea de que una geometría es una colección Ω de objetos geométricos
(puntos, rectas, círculos, triángulos, planos, etc.) los cuales pueden incidir entre sí
(una línea pasar por un punto, un triángulo estar contenido en un plano, etc.), lo
que queda expresado en la relación I, a la que le decimos una relación de inciden-
cia. A los objetos geométricos solemos decirles simplemente objetos. Por supuesto,
el ejemplo emblemático de geometría es la formada por los puntos y rectas del plano
euclideano, en donde dos objetos inciden si alguno de ellos es elemento del otro. Ob-
sérvese que, aunque la relación “ser elemento de” no es simétrica, esta relación sí lo
es, ya que pedimos que alguno de los objetos sea elemento del otro y no que necesa-
riamente el primero sea elemento del segundo. Este es un detalle técnico que tenemos
siempre presente cuando hablamos de la incidencia inducida por la pertenencia, así
como por la contención.

Una bandera F en una geometría pΩ, Iq es un conjunto de elementos de Ω que
son incidentes por pares. Una bandera es maximal si no existe x P ΩzF tal que
F Y txu también es una bandera. Por ejemplo, si consideramos la geometría formada
por el conjunto de puntos, rectas, y triángulos en el plano euclideano, en donde dos
objetos inciden si alguno está contenido o es elemento del otro, entonces una bandera
en esta geometría podría ser tA,AB,ABCu, en donde A es un punto, AB es la única
recta que pasa entre dos puntos A y B, y ABC el triángulo que tiene por vértices
a los puntos A, B y C para alguna C fuera de AB. De hecho, esta es una bandera
maximal, ya que ningún punto, recta, o triángulo es incidente con otro punto, recta,
o triángulo, respectivamente, de forma que no es posible agregar otro objeto a esta
bandera de manera que todos sus elementos sean incidentes por pares. Lo anterior
nos lleva a observar que, en una geometría, no necesariamente todos los objetos son
iguales, por ejemplo, es intuitivamente claro que una línea y un punto en el plano
son objetos de una naturaleza distinta. Para formalizar esta noción introducimos
el concepto de geometría de rango r, la cual es una geometría cuyo conjunto
de objetos admite una partición tΩ1, . . . ,Ωru tal que cada bandera maximal tiene
exactamente un elemento de cada Ωi, para i P vrw. Decimos que los elementos de
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Ωi son elementos de tipo-i. En particular, en una geometría de rango r, todas las
banderas maximales tienen r elementos.

A una geometría de rango 2 con frecuencia se le llama una estructura de in-
cidencia, en este caso les decimos puntos a los elementos de tipo-1 y líneas a los
de tipo-2. Además, adoptamos un lenguaje geométrico para hablar de la relación de
incidencia, diciendo, por ejemplo, que un punto está sobre cierta línea o que la línea
pasa por aquel punto. Es posible describir una estructura de incidencia mediante una
3-tupla pP,L, Iq, en donde P es el conjunto de puntos, L es el conjunto de líneas, e
I una relación entre P y L. Es decir, no es necesario tener una relación simétrica y
reflexiva definida sobre todo el conjunto de objetos geométricos para describir una
estructura de incidencia, ya que sabemos que todo elemento está relacionado consigo
mismo y las 2-tuplas pp, bq P I que relacionan objetos de tipos distintos son suficien-
tes para reconstruir la relación original. Se sigue de esto que, dados conjuntos P y
L, cualquier relación I Ď P ˆ L induce una estructura de incidencia pP,L, Iq. Esto
puede resultar un poco desalentador, ya que pareciera que nuestras definiciones son
demasiado generales para reflejar alguna noción intuitiva de geometría, veremos que
esta es una ventaja de esta aproximación, ya que al imponer diferentes condiciones
en las geometrías, obtendremos diferentes familias de ellas que conforman un cam-
po de estudio en sí mismas, por lo que este enfoque nos permite entender mejor la
relación entre ellas al poder verlas como instancias particulares de una noción más
general. En este texto nos preocupamos únicamente por estructuras de incidencia
cuyo conjunto de objetos es finito, esta suposición está implícita en todo lo siguiente.

Antes estudiar alguna familia interesante de geometrías, es necesario introducir
la siguiente notación. Si p es un punto en una estructura de incidencia pP,L, Iq,
denotamos ppq al conjunto de líneas incidentes con él, esto es

ppq “ tl P L : pIlu.

De forma más general, si Q Ă P , entonces

pQq “ tl P L : pIl para todo p P Qu,

análogamente, si C Ă L, escribimos

pCq “ tp P P : pIl para toda l P Cu.

Al entero |ppq|, para p P P , le decimos el grado de p, de igual forma a |plq| para
l P L. Observamos que, en principio, dos líneas podrían ser incidentes con la misma
colección de puntos, por ejemplo, se puede verificar que si P “ t1, 2, 3u y L “

tl1, l2, l3u, si definimos

I “ tp1, l1q, p1, l2q, p1, l3q, p2, l1q, p2, l2q, p3, l3qu
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entonces, la geometría pP,L, Iq cumple que pl1q “ pl2q “ t1, 2u, y pl3q “ t1, 3u. Por lo
tanto, uno no puede describir esta geometría mediante el conjunto tpliq : i P t1, 2, 3uu,
ya que para reconstruir correctamente la geometría a partir de ellos, también debemos
comunicar la cantidad de líneas distintas que dan lugar a cada conjunto pliq. Cuan-
do hay líneas diferentes cuyos conjuntos de puntos incidentes con ellos son iguales,
decimos que se trata de líneas repetidas. En este texto tratamos únicamente con
estrucutras de incidencia en donde no existen líneas repetidas, a una estructura de
este tipo le decimos simple. En este caso, podemos identificar el conjunto de líneas
de la geometría con tplq : l P Lu y la relación de incidencia con la que induce la per-
tenencia P, razón por la cual, de ahora en adelante, describimos una estructura de
incidencia con una pareja ordenada pP,Lq en donde L Ď PpP q. El siguiente resultado
expresa una condición necesaria para la existencia de una estructura de incidencia;
su demostración es una técnica importante en combinatoria.

Proposición 1.3.1. Si los puntos y líneas de una estructura de incidencia tienen
grados r1, . . . , rn y k1, . . . , ks, respectivamente, entonces

n
ÿ

i“1

ri “

s
ÿ

j“1

kj.

Demostración. Suponemos que P “ tp1, . . . , pnu y B “ tl1 . . . , lsu son los puntos
y líneas de la estructura tales que los grados de pi y lj, con i P vrw y j P vsw, son ri
y kj respectivamente. Observamos que es posible contar la cantidad de incidencias
entre puntos y líneas, esto es el conjunto de los pares ordenados ppi, ljq tales que pi
es un punto en la línea lj, de dos formas distintas: contando las parejas incidentes
con cada punto pi y luego sumando los resultado, esto es

n
ÿ

i“1

ri ;

o contando las parejas incidentes con cada línea lj y luego sumando los resultados,
esto es

s
ÿ

j“1

kj.

■

La primera clase de estructuras de incidencia en la que fijamos nuestra atención
es la de aquellas que satisfacen lo siguiente:



1.3 Geometrías 23

Plano proyectivo.

1. Para cualesquiera dos puntos existe una única línea que pasa por ambos.

2. Cualesquiera dos líneas se intersectan en un punto.

3. Toda línea es incidente con al menos tres puntos.

4. Existen al menos dos líneas.

A una estructura de incidencia que satisface estos cuatro axiomas, a los que nos
referimos como P.1,P.2, P.3, y P.4 respectivamente, le decimos un plano proyectivo.
Un ejemplo de plano proyectivo nos lo brinda el plano de Fano5, una imagen de éste
se puede ver en la Figura 1.1. Como veremos también en la Sección 1.4, suele ser más
sencillo describir estructuras de incidencia particulares con diagramas como este, en
donde se dibuja un pequeño círculo o símbolo por cada punto y curvas o rectas que
pasan por los puntos con los que inciden.

Figura 1.1: El plano de Fano.

Notemos que en el plano de Fano cada línea tiene tres puntos y por cada punto
pasan tres lineas; además el plano tiene siete puntos y siete líneas. Esto no es casua-
lidad, sino una condición necesaria para los planos proyectivos, esto lo demostramos
en el siguiente resultado.

5Gino Fano (1871-1952) fue un matemático italiano cuyo trabajo estuvo enfocado principalmente
en la geometría proyectiva y algebráica. A los veintidós años propuso un sistema axiomático para
la geometría proyectiva, el plano que lleva su nombre es un modelo que cumple dicho sistema y es,
notablemente, el primer ejemplo publicado de una geometría finita.[14]
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Proposición 1.3.2. Si pP,Lq es un plano proyectivo, existe n P Z` tal que |ppq| “

|plq| “ n ` 1 para cualesquiera p P P y l P L, y |P | “ |L| “ n2 ` n ` 1.

Demostración. Primero notemos que, si p es un punto que no incide con una linea
l, entonces podemos definir una función de plq a ppq como q ÞÑ pq, en donde pq denota
a la única línea que pasa por p y q, que existe por P.1. Esta función es inyectiva ya
que l es la única linea que pasa por cualesquiera dos puntos en plq, de manera que, si
q y q1 son puntos distintos en plq, entonces pq no pasa por q1, y pq1 no pasa por q, así
que pq ‰ pq1. Además es suprayectiva ya que cualquier línea en ppq debe intersectar
a l en algún punto gracias a P.2. Se deduce que |ppq| “ |plq| siempre que p no está
en l. Para concluir que cualesquiera dos objetos en el plano tienen el mismo grado,
mostraremos que si l y l1 son dos líneas, entonces existe p que no está en l ni en l1.
Observemos que al suponer la existencia de tales líneas se utiliza P.4. Para ver que
en efecto existe tal punto observamos que, por P.1, P.2 y P.3, l y l1 tienen un único
punto en común y existen cuatro puntos distintos: p, p1 P lzl1 y q, q1 P l1zl. Además,
por P.1 y P.2, podemos llamar r al único punto en pq X p1q1 y r no está en l ni en
l1 ya que, si por ejemplo r P l, entonces l es la única línea que pasa por p y r, como
pq pasa por p y r, P.1 asegura que l “ pq, lo que contradice que q P l1zl. Se concluye
que existe un punto fuera de cualesquiera dos líneas, lo que implica que cualesquiera
dos líneas tienen el mismo grado y, de forma muy semejante, se puede ver que para
cualquier punto existe una línea que no pasa por él. Con lo que podemos concluir la
primera afirmación del enunciado si definimos n “ |ppq|´1 “ |l|´1 para cualesquiera
p P P o l P L.

Para ver la segunda afirmación, volvemos a contar de dos formas distintas, en
este caso, consideramos p P P cualquiera y observamos que el número de banderas
tq, lu con p P l y q ‰ p por un lado, gracias a P.1, es |P | ´ 1. Por otro lado, por
la primera afirmación, hay n ` 1 líneas incidentes con p y cada una de ellas tiene n
puntos distintos de p (que además son diferentes por pares por P.2), de forma que
hay npn ` 1q banderas de este tipo. Se concluye que |P | ´ 1 “ n2 ` n y así que
|P | “ n2 `n`1. Para concluir que lo mismo es cierto para |L| sin necesidad de hacer
un argumento análogo recordamos la Proposición 1.3.1, que en este caso asegura que

n2`n`1
ÿ

i“1

n ` 1 “

|L|
ÿ

i“1

n ` 1, por lo tanto

pn ` 1qpn2
` n ` 1q “ pn ` 1q|L|, y así

|L| “ n2
` n ` 1.

■
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Al número n de la proposición anterior le decimos el orden del plano proyectivo.
Ahora, introducimos una segunda familia de geometrías, íntimamente relacionadas
con los planos proyectivos. Estas geometrías son aquellas que satisfacen lo siguiente:

Plano afín.

1. Para cualesquiera dos puntos existe una única línea que pasa por ambos.

2. Dada una línea y un punto fuera de ella, existe una única linea que pasa por
el punto y no intersecta a la línea.

3. Existen al menos tres puntos que no están en una línea común.

A una estructura de incidencia así le decimos un espacio afín. Como es de espe-
rarse, nos referimos a estos axiomas como A.1, A.2, y A.3 respectivamente. Decimos
que dos lineas l y l1 que satisfacen que |ptb, b1uq| “ 0 son paralelas, así, A.2 es el
quinto postulado de Euclides y el plano euclideano es un ejemplo de espacio afín.
Los espacios afines son muy útiles para entender los planos proyectivos, la razón
es que, además de estar claramente ejemplificados con la geometría euclideana, es
posible construir planos proyectivos con base en cualquier espacio afín y viceversa.
Esencialmente, los planos proyectivos son espacios afines con una línea adicional, a
veces llamada línea al infinito, formada por puntos donde se intersectan las rectas
paralelas. Otra relación muy útil entre los espacios afines y los planos proyectivos
es que algunos de los segundos se pueden construir también a partir de ciertos es-
pacios afines “tridimensionales”: apelando a la idea intuitiva del espacio euclideano
tridimensional, se consideran como puntos de una geometría a las rectas que pasan
por un punto fijo y como líneas a los planos que pasan por el mismo punto. Es fá-
cil convencerse de que, como cualesquiera dos rectas determinan un plano, y como
cualesquiera dos planos que se cortan en un punto se intersectan en toda una recta,
entonces se satisfacen P.1 y P.2. Lo anterior, sumado al hecho de que Zpn , cuando
p es un número primo, tiene una estructura algebráica llamada campo, nos permite
considerar sobre él otra estructura algebráica, un espacio vectorial tridimensional, la
cual puede entenderse como un análogo finito al espacio euclideano tridimensional,
en tanto que ambos son instancias de espacios afines, y, con base en ellos, es posible
construir planos proyectivos de orden pn. Lamentablemente, la relación entre estas
geometrías, y las hermosas construcciones que la sustentan, escapan los alcances de
este texto, por ello nos limitamos a referir al lector a [10, 11] para más detalles al
respecto. Enunciamos la existencia de estos planos en la siguiente proposición, y
mostramos un ejemplo del espacio afín asociado a borrar una línea del plano de fano
en la Figura 1.2.
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Proposición 1.3.3. Si p es un número primo y n P Z`, entonces existe un plano
proyectivo de orden pn al que denotamos PGp2, pnq.6

Figura 1.2: Cuando se le borra una línea a un plano proyectivo se obtiene un espacio
afín.

Si una estructura de incidencia satisface que existe algún entero positivo k tal
que para toda línea l se cumple que |l| “ k, le decimos una k-hipergráfica. En
particular, cuando k “ 2 decimos que se trata de una gráfica, éstas son el objeto
principal del presente texto, y dedicamos la Sección 1.4 a establecer la teoría necesaria
sobre ellas. Antes de esto, nos fijamos en que, por la Proposición 1.3.2, los planos
proyectivos de orden n son instancias de pn ` 1q-hipergráficas; no debe sorprender
al lector que los espacios afines, que se pueden obtener de borrar una línea de un
plano proyectivo, sean n-hipergráficas. El último tipo de geometría que nos compete
generaliza a todos los anteriores, para obtenerlo es preciso generalizar los axiomas
P.1 y A.1 con el siguiente:

Existen t y λ enteros positivos tales que para cualesquiera t puntos existen λ líneas
incidentes con todos ellos.

A las k-hipergráficas que satisfacen esto les decimos diseños con parámetros t, k, y λ.
Esto lo hacemos más preciso diciendo que un diseño es una estructura de incidencia
pP,Lq tal que existen t, k, λ P Z` que se satisfacen, para cualquier t-conjunto de
puntos Q y cualquier línea l

|l| “ k

y
|pQq| “ λ.

6Del inglés Projective Geometry, el primer parámetro denota la dimensión del espacio proyectivo,
el segundo su orden.
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Una estructura de incidencia que es un diseño con parámetros t, k, y λ, y que tiene n
puntos es un t´ pλ, k, nq-diseño o un Sλpt, k, nq. La existencia de diseños con ciertos
parámetros es la principal pregunta en la teoría de diseños, por lo que la construcción
de ellos no suele ser inmediata, por esto posponemos la exhibición de un ejemplo de
diseño diferente de los ejemplos que ya conocemos hasta el El Capítulo 2, en donde
veremos que es posible caracterizar la estructura de las anticipadas gráficas de fichas
usándolos.

1.4. Gráficas
A continuación, exponemos los conceptos y resultados de la teoría de gráficas

necesarios para el desarrollo de los Los Capítulos 2 y 3. Como ya hemos discutido,
una gráfica es una estructura de incidencia en donde cada línea tiene dos puntos. En
realidad, en este texto trataremos con una noción ligeramente diferente, la de gráfica
reflexiva. Esta es una gráfica, como la hemos descrito anteriormente, que modifi-
camos añadiendo a su conjunto de líneas los conjuntos unitarios de cada punto. Es
decir, para obtener una gráfica reflexiva, añadimos en cada punto de una gráfica una
línea que solo incide con él, a una línea de este tipo le decimos un lazo. Llamamos
a una geometría así una gráfica reflexiva ya que es posible definir una relación sobre
su conjunto de puntos en la que dos de ellos están relacionados siempre y cuando
exista una línea b tal que pbq es el par formado por dichos puntos. Esta relación cla-
ramente es simétrica, además, una gráfica queda completamente determinada por su
conjunto de puntos y esta relación, ya que es posible reconstruir el conjunto de líneas
a partir ella. Así, podríamos definir una gráfica como una pareja pP,Rq en donde
R es una relación simétrica sobre P y en donde ningún elemento está relacionado
consigo mismo. Si modificamos la última condición pidiendo que, al contrario, todo
elemento esté relacionado consigo mismo, obtenemos una definición equivalente a la
de gráfica reflexiva. Veremos que las gráficas reflexivas tienen un comportamiento
fundamentalmente diferente al de las primeras gráficas, paradójicamente, al trabajar
con ellas suele ser fácil ignorar la presencia de los lazos. Es decir, el analisis que
hacemos sobre las gráficas reflexivas, y de los objetos que construimos con base en
ellas, depende fuertemente de su reflexividad y, sin embargo, en pocas ocasiones es
necesario apelar a la existencia de los lazos para realizar argumentos. Antes de ver
un ejemplo de esto, convenimos que, si G es una gráfica — reflexiva o no— entonces
denotamos V pGq “ P y EpGq “ B. A los elementos de V pGq les decimos vértices
de G y, a los de EpGq, sus aristas. En el contexto de las gráficas, denotamos a un
par de vértices tx, yu por xy, por esto, decir que existe una arista que incide con x y
y en una gráfica G, es igual a la afirmación xy P EpGq. Además, cuando xy P EpGq,
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decimos que xy es la arista que “une a x y y”, que “está entre x y y”, que x y y son
extremos de xy, y que x y y son adyacentes. Al conjunto de todos los vértices
adyacentes a x en G le decimos la vecindad de x en G, lo denotamos NGpxq, y a sus
elementos les decimos vecinos de x. Notemos que x P NGpxq para toda gráfica refle-
xiva gracias a los lazos. Por otro lado, el grado de un vértice x en G, es la cantidad
de aristas incidentes con x contando a los lazos dos veces. Cuando G no tiene lazos,
equivalentemente dGpxq “ |NGpxq|. Para fines de este trabajo, consideramos una no-
ción ad hoc de grado, a saber, para un vértice x, su grado es el número de aristas,
que no son lazos, incidentes en G, al que denotamos dGpxq. Notemos que esta noción
coincide con la noción clásica de grado en el caso de las gráficas sin lazos. Si x P X
y y P Y , con X, Y Ď V pGq, entonces xy es una XY -arista. Al conjunto de todas las
XY -aristas en G lo denotamos EGpX, Y q. Cuando el contexto lo permite, omitimos
el subíncide G de las notaciones anteriores y escribimos Npxq, dpxq, y EpX, Y q para
denotar a estos objetos, a los que les también les decimos simplemente la vecindad
de x, el grado de x, y las XY -aristas, respectivamente. El orden de una gráfica
es la cardinalidad de su conjunto de vértices. A la única gráfica cuyo conjunto de
vértices es vacío le decimos nula. A ésta y a la única gráfica reflexiva con un único
vértice les decimos gráficas triviales. En ocasiones las gráficas triviales son útiles
para realizar argumentos inductivos, en otras se vuelven contraejemplos molestos;
para evitar ambiguedades, al inciar una discusión y enunciar resultados, expresamos
el orden que debe tener una gráfica para que el análisis sea válido. Si no se hace
explícito el orden de las gráficas, es porque el análisis es válido para toda gráfica,
incluyendo a las triviales.

Si G y H son gráficas, definimos un homomorfismo de gráficas de G en H
como una función f : V pGq Ñ V pHq tal que

xy P EpGq implica que fpxqfpyq P EpHq.

Así como para los homomorfismos de grupos, llamaremos morfismos a los homo-
morfismos de gráficas y usamos la fórmula f : G Ñ H para denotar que f es un
morfismo de G en H. Los morfismos, como cualquier función, inducen una partición
en su dominio dada por θf “ tf´1rtuusuuPV pHq. A una clase f´1rtuus de esta par-
tición, le decimos la fibra de u bajo f . Observemos que si no existe un lazo en u
entonces, como f es un morfismo, cualesquiera vértices en la fibra de u bajo f no son
adyacentes. Es decir, que los vértices en f´1rtuus no tienen lazos y no hay dos de ellos
adyacentes. En cambio, si existe un lazo en u, para cualesquiera x, y P f´1rtuus se
satisface inmediatamente que fpxqfpyq P EpHq. De forma más general, la estructura
de la gráfica en el contradominio de un morfismo f impone a éste restricciones sobre
la existencia de adyacencias entre vértices en fibras de θf , las cuales están subordi-
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nada a las adyacencias entre los vértices de H que dan lugar a ellas. Precisamente, si
u, v P V pHq y uv R EpHq entonces, para cualesquiera x P f´1rtuus y y P f´1rtvus se
tiene que xy R EpGq. De hecho esto es equivalente a que f sea un morfismo, es decir,
un morfismo de G en H es una función f : V pGq Ñ V pHq tal que para cualesquiera
x P f´1rtuus y y P f´1rtvus

uv R EpHq implica que xy R EpGq.

Así, la existencia de un morfismo de G en H es equivalente a la de una partición de
los vértices de G indexada por los de H, tSuuuPV pHq, tal que uv R EpHq implica que
un vértice en Su no es adyacente a uno en Sv. Esta identificación entre los morfismos
de gráficas y estas particiones de vértices nos permite, en primera instancia, apreciar
una diferencia cualitativa entre los morfismos de gráficas y los de gráficas reflexivas.
En los primeros, las clases de θf están formadas por vértices no adyacentes por pares,
mientras que en las gráficas reflexivas, éstas están formadas por vértices que satisfacen
la condición de morfismo sin importar si son o no adyacentes. En la Figura 1.3
podemos ver dos gráficas tales que existe un morfismo de la gráfica a la izquierda en
la que se encuentra a la derecha, y un dibujo de la partición inducida en su dominio.
Notemos que esta función no sería un morfismo si no fuera por la presencia de los
lazos de la gráfica a la derecha, ya que existen vértices adyacentes en sus fibras.
Por otro lado, esta forma de aproximarnos a los morfismos de gráficas también nos
permite, dada θ “ tSiuiPI una partición de los vértices de una gráfica G, construir la
gráfica cociente de G sobre θ como la gráfica G{θ con V pG{θq “ I y tal que, para
i, j P I

ij P EpG{θq si y sólo si existen x P Si y y P Sj tales que xy P EpGq.

Definiendo la función de V pGq en V pG{θq dada por x ÞÑ i, con i el único elemento
de I tal que x P Si, ésta resulta ser un morfismo de G en G{θ cuya colección de
fibras es θ. En general, si f : G Ñ H es cualquier morfismo, entonces la gráfica con
conjunto de vértices f rV pGqs y aristas de la forma fpxqfpyq P EpHq para xy alguna
arista de G, le decimos la imagen de G bajo f y la denotamos fpGq. Observemos
que, en el caso particular en que f es suprayectiva, se tiene que fpGq “ H. Resulta
que los cocientes de una gráfica y sus imágenes son dos caras del mismo concepto,
esto lo precisamos y demostramos en la siguiente proposición.

Proposición 1.4.1. Sea G una gráfica. Para toda gráfica H, existe f : G Ñ H tal
que fpGq “ H si y sólo si existe θ, una partición de los vértices de G, tal que
G{θ “ H.
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Demostración. Si primero suponemos que θ “ tSiuiPI es una partición de V pGq

entonces la función de V pGq en I dada por x ÞÑ i si x P Si es un morfismo de G
en G{θ ya que la adyacencia entre vértices de la gráfica cociente está definida de
forma que se cumpla la condición de morfismo de esta función. Además, como θ es
una partición, para cada i P I existe x P Si y, por lo tanto, V pfpGqq “ I. Además,
nuevamente, por la forma en la que se definen las adyacencias en la gráfica cociente,
es claro que todas las aristas de G{θ son de la forma ij para alguna xy P EpGq tal
que x ÞÑ i y y ÞÑ j. Así, G{θ es la imagen de G bajo esta función.

De forma semejante, si existe un morfismo de G en H tal que fpGq “ H entonces,
haciendo la gráfica cociente de G sobre la partición θf “ tf´1rtuusuuPV pHq, se tiene
que ésta tiene conjunto de vértices V pHq ya que en este caso I “ V pHq. Además,
f´1rtuus y f´1rtvus son adyacentes en G{θf siempre y cuando existan vértices de G,
x P f´1rtuus y y P f´1rtvus adycentes. Como fpGq “ H, lo anterior sucede siempre
que uv P EpHq. Se concluye que EpG{θf q “ EpHq y, así, H “ G{θf . ■

Figura 1.3: Epimorfismo de una gráfica no-reflexiva en una gráfica reflexiva y la
partición asociada.

Ahora observemos que, siG yH son gráficas reflexivas, es evidente que los lazos de
G, es decir, las aristas de la forma uu para algún u P V pGq, cumplen que fpuqfpuq P

EpHq para toda f : V pGq Ñ V pHq. De forma que, para comprobar que una función
es un morfismo, basta ver que esta condición se cumple para las aristas que no
son lazos. Esta es una de las formas en que la reflexividad de las gráficas es una
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suposición que es fácil omitir al trabajar con ellas. Otro ejemplo es que, para definir
una gráfica reflexiva, es suficiente describir la adyacencia para vértices diferentes. Es
decir, no es necesario dar una definición de las aristas que incluya a los lazos ya que
esta información es redundante en el entendido de que se está definiendo una gráfica
reflexiva, de forma que basta con describir la adyacencia entre vértices diferentes.
Para aprovecharnos de lo anterior, convenimos que de ahora en adelante todas las
gráficas con las que tratamos son gráficas reflexivas y, por simplicidad, a éstas les
decimos “gráficas” sin especificarlo. Además, al dibujar diagramas de ellas, definirlas,
y demostrar que funciones entre ellas son morfismos, omitimos la presencia de los
lazos que existirán en todos los vértices que consideremos.

Dadas G y H gráficas y f : G Ñ H, decimos que f es un monomorfismo de
gráficas si f : V pGq Ñ V pHq es inyectiva. Por otro lado, es un epimorfismo de
gráficas si fpGq “ H. Hacemos énfasis en que la condición fpGq “ H implica que
f es suprayectiva, pero no toda función suprayectiva satisface lo primero. Natural-
mente, f es un isomorfismo de gráficas si es un monomorfismo y un epimorfismo.
En este caso notemos que, como f es un monomorfismo, entonces θf está compuesto
de conjuntos unitarios y, como es un epimorfismo, se tiene que θf “

`

V pGq

1

˘

. Por lo
tanto, como uv P EpHq implica que existen x P f´1rtuus y y P f´1rtvus tales que
xy P EpGq, se sigue que fpxqfpyq P EpHq implica xy P EpGq. Así que un isomorfismo
de G en H es una función biyectiva f : V pGq Ñ V pHq tal que

xy P EpGq si y solo si fpxqfpyq P EpHq.

Cuando existe un isomorfismo entre G y H decimos que estas son gráficas isomorfas,
lo que denotamos por G – H. Así como con los grupos, dos gráficas isomorfas se
entienden como “idénticas salvo el nombre de los vértices”, por lo que en ocasiones
las tratamos como la misma gráfica, extrapolando cualquier resultado válido en una
gráfica a todas las gráficas isomorfas a ella. Por ejemplo, notemos que para cualquier
monomorfismo f : H Ñ G se tiene que f 1 : V pHq Ñ f rV pHqs definida como f 1pxq “

fpxq para toda x P V pHq, es un isomorfismo de H en fpHq. Esto nos lleva a pensar
en que dentro de G hay una “copia” de H

Lo anterior nos lleva al concepto de subgráfica de una gráfica G, esta es cual-
quier gráfica H tal que V pHq Ď V pGq y EpHq Ď EpGq. Es común que abusemos
de la terminología y le digamos subgráfica de G a toda gráfica H que admita un
monomofismo f : H Ñ G ya que, en este caso, H es isomorfa a fpHq, la cual es una
subgráfica de G. En esta circunstancia, podemos definir una subgráfica de G dada
por G1 “ pf rV pHqs, EGpf rV pHqsqq. Sucederá que fpHq es subgráfica de G1 pues, evi-
dentemente, f rV pHqs Ď V pG1q y EpfpHqq Ď EGpf rV pHqsq. En este sentido G1 es la
subgráfica de G con conjunto de vértices f rV pHqs más grande, pues contiene a todas
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las aristas entre vértices de f rV pHqs que existen en G. En general, si X Ď V pGq, a la
subgráfica de G dada por pX,EpXqq le decimos la subgráfica de G inducida por X
y la denotamos por rXsG. Como las subgráfica inducidas de G se pueden identificar
sin ambiguedad con el conjunto de vértices que la induce, entonces —como un sub-
conjunto V de V pGq se puede describir mediante el conjunto W “ V pGqzV ya que
V “ V pGqzW— las subgráficas inducidas de G también se pueden entender como
subgráficas de G que se obtienen de borrar un conjunto de vértices de G junto con
todas las aristas que tuvieran un extremo en éste. Es decir, si W Ď V pGq, definimos
la gráfica G´W como rV pGqzW sG. Semejantemente, si E Ď EpGq, definimos G´E
como la subgráfica pV pGq, EpGqzEq, obsérvese que en este caso, a menos que E “ ∅,
G´E no es una subgráfica inducida de G. En particular, si W “ txu o E “ teu para
x P V pGq y e P EpGq, escribimos G´W “ G´x o G´E “ G´ e, respectivamente.
El conjunto tG ´ xuxPV pGq es el mazo de G, lo denotamos DpGq, y a sus elementos
les decimos las cartas de G. El mazo de una gráfica es el objeto central de una
importante pregunta abierta en teoría de gráficas, atribuida a Ulam7 y Kelly8 [28],
que enunciamos a continuación.

Conjetura de la recontrucción. Si G y H son gráficas de orden al menos 3,
entonces G – H si y sólo si existe una biyección r : V pGq Ñ V pHq tal que G ´ x –

H ´ rpxq para toda x P V pGq.

Otro tipo de subgráficas particularmente interesante comprende a aquellas H,
subgráficas inducidas de G, tales que existe φ : G Ñ H que satisface φ|V pHq

“ IV pHq.
En este caso, decimos que φ es una retracción de G en H, o simplemente una
retracción de G, y que H es un retracto de G. Más aún, cuando φ es una retracción
de G tal que | soppφq| “ 1, decimos que se trata de una retracción de un punto de
G. Obsérvese que los retractos de este tipo de retracciones son cartas de G. Veremos
en el El Capítulo 2, que las retracciones de un punto resultan de enorme utilidad
para estudiar el juego de policías y ladrones en gráficas.

Como mencionamos en la la Sección 1.2, los conceptos de morfismo y producto
son nociones que aparecen en diferentes áreas de las matemáticas. A continuación
introducimos el producto de gráficas y demostramos la Proposición 1.4.2, que

7Stanisław Marcin Ulam (1904-1984) fue un matemático y físico polaco-americano, famoso por
idear un mecanismo para iniciar la fusión necesaria para hacer una bomba de hidrógeno y por crear
el método Monte-Carlo, una técnica muy importante en estadística. En 1960 publicó A collection
of mathematical problems, en donde plantea esta conjetura. [44, 52]

8Paul Joseph Kelly (1915-1995) fue un matemático americano, estudiante de doctorado de Ulam
en University of Wisconsin. En su tesis de doctorado A congruence theorem for tress, publicada
en 1945, demostró que la conjetura es cierta para cierto tipo de gráficas y, por exhausión, que se
cumple para todas las gráficas con a lo más seis vértices.[45][34]
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es conocida como la “propiedad universal” del producto. El producto cartesiano de
conjuntos y el producto de grupos satisfacen propiedades idénticas, remplazando la
palabra “gráfica” por “conjunto” y “grupo”, respectivamente. Esta propiedad es la
razón por la que esta construcción resulta tan importante, nuevamente dirigimos al
lector a [49] para leer más al respecto. Si tGiuiPI es una colección de gráficas, su
producto es la gráfica

ś

iPI Gi con conjunto de vértices
ś

iPI V pGiq y tal que

pupv P E

˜

ź

iPI

Gi

¸

si y solo si puipvi P EpGiq para toda i P I.

Proposición 1.4.2. Una gráfica H es isomorfa al producto de tGiuiPI si y sólo si
existen πi : H Ñ Gi para cada i P I tales que, para cualquier gráfica K y ρi : K Ñ Gi

para cada i P I, existe un único f : K Ñ H tal que ρi “ πi ˝ f .

Demostración. Veamos que podemos definir πi :
ś

iPI V pGiq Ñ V pGiq como πippuq “

pui. Por la definición de la adyacencia en el producto, se sigue que si pupv P Ep
ś

iPI Giq

entonces puipvi P EpGiq. Además, si K es una gráfica para la que existe ρi : K Ñ Gi

para cada i P I, entonces definimos f : V pKq Ñ
ś

iPI V pGiq como x Ñ px en donde
pxi “ ρipxq para toda i P I. Es claro que entonces ρi “ πi ˝f y, más aún, f es la única
regla de asignación que cumple esto.

Por otro lado, si existe H y π1
i : H Ñ Gi para i P I tales que para cualquier gráfica

K y ρi : K Ñ Gi para cada i P I, existe un único f : K Ñ H tal que ρi “ πi ˝ f ,
entonces, tomando K “

ś

iPI Gi y ρi “ πi, se tiene que existen únicas f : H Ñ K y
f 1 : K Ñ H tales que

π1
i “ πi ˝ f y πi “ π1

i ˝ f 1

para toda i P I. Ahora consideremos la composición f ˝ f 1 : K Ñ K, como

πi ˝ pf ˝ f 1
q “ pπi ˝ fq ˝ f 1

“ π1
i ˝ f 1

“ πi,

entonces f ˝ f 1 “ IV pKq. De forma análoga f 1 ˝ f “ IV pHq, con lo que se concluye que
f 1 “ f´1 y, por lo tanto, f es un isomorfismo entre H y K. ■

Nuevamente, en el caso en que Gi – G para toda i P I denotamos
ś

iPI Gi “ GI ,
en particular, si I “ vkw entonces GI “ Gk. Más aún, al producto de tG,Hu lo
denotamos G ˆ H.

Una construcción parecida es el llamado producto caja, subrayamos que éste
no es un producto en el sentido de la la Proposición 1.4.2, lo que es evidente ya que
esta proposición afirma que la gráfica que satisface esta propiedad es única salvo
isomorfismo. Sin embargo, esta construcción resulta igualmente útil y, como veremos
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en el El Capítulo 2, su estructura está íntimamente relacionada con las gráficas de
fichas. Dada una colección de gráficas tGiuiPI , su producto caja es la gráfica liPI Gi

con conjunto de vértices
ś

iPI V pGiq y tal que

pupv P Epl
iPI
Giq

ðñ

existe una única i P I tal que pui ‰ pvi y, para ella, puipvi P EpGiq.

Cuando G – Gi para toda i P I denotamos liPI Gi “ Gl I y, cuando I “ vkw escribi-
mos Gl I “ Gl k. También, al producto caja de tG,Hu lo denotamos GlH. Antes
de ver un ejemplo de estas construcciones, nos conviene introducir algunas familias
de gráficas que tienen estructuras sencillas, por lo que son fáciles de visualizar, y nos
ayudarán a lo largo del texto a analizar la estructura de gráficas con estructuras más
complejas.

Una gráfica G de orden n P Z` Y t0u es vacía si no tiene aristas que no son lazos.
Se sigue que dos gráficas vacías con el mismo orden son isomorfas y, además, si H es
una gráfica que no es vacía, no existe ninguna función inyectiva f : V pHq Ñ V pGq

que sea un morfismo de H en G. Es decir, las gráficas vacías con la misma cantidad
de vértices son todas isomorfas entre sí y ninguna de ellas es isomorfa a una gráfica
que no lo sea, sin embargo, dado que el conjunto de vértices sobre el que puede
definirse una gráfica vacía de orden n puede ser cualquiera de cardinalidad n, no es
preciso referirse a la gráfica vacía de orden n. Por esto, resulta conveniente definir
una gráfica vacía “estándar” a la que todas las demás gráficas vacías de ese orden
son isomorfas y tratarla como si fuera la única gráfica vacía. Así que definimos O0

como la gráfica nula y, para n P Z`, la gráfica On tiene conjunto de vértices vnw y
cualesquiera i, j P V pOnq satisfacen que

i ‰ j ùñ ij R EpOnq.

Ahora, con el mismo espíritu, decimos que una gráfica es completa si cualesquiera
dos de sus vértices son adyacentes, vuelve a resultar que las gráficas completas del
mismo orden son isomorfas entre sí y no lo son con ninguna otra gráfica. Por ello,
definimos Kn como la gráfica nula si n “ 0 y, para n P Z`, como la gráfica con
conjunto de vértices vnw y que cumple

i, j P vnw ùñ ij P EpKnq.

Por otro lado, una gráfica es una trayectoria si existe un orden lineal sobre sus
vértices tal que dos de ellos son adyacentes si y sólo si son consecutivos en el orden.
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Por lo tanto, si dos gráficas son trayectorias del mismo orden y asociamos los i-ésimos
vértices de cada orden líneal, se obtiene una correspondencia biyectiva de manera que
dos vértices de la primera trayectoria son consecutivos en uno de los ordenes lineales
siempre y cuando sus imágenes lo sean en la otra. Se concluye que nuevamente las
trayectorias están determinadas —salvo isomorfismo— por su cantidad de vértices.
Por ello, para n P Z` Y t0u, la gráfica Pn es la gráfica nula si n “ 0 y es la gráfica
con conjunto de vértices vnw y que satisface

ij P EpPnq ðñ i “ j ` 1

en otro caso. De fomra similar, una gráfica G de orden n, para n P Z`zt1, 2u, es un
ciclo si existe un n-ciclo α P SV pGq tal que

xy P EpGq ðñ x “ αpyq.

Los ciclos vuelven a estar determinados, hasta isomorfismo, por la cantidad de vérti-
ces que tiene, por eso efinimos Cn, para n P Z`zt1, 2u, como la gráfica con conjunto
de vértices vnw y en donde

ij P EpCnq ðñ i “ j ` 1modn .

Es particularmente productivo encontrar la estructura de alguna de las gráficas an-
teriores “dentro” de otras gráficas, es decir, saber cuándo son subgráficas de alguna
gráfica. Por ello, si f : On Ñ G es un monomorfismo, decimos que fpOnq es un coclan
de G y, de forma análoga, a la imagen de un monomorfismo de Kn en G le decimos
un clan de G, a la de uno de Pn en G una trayectoria de G y, a la de uno de Cn en
G, un ciclo de la gráfica G. Al conjunto f rV pOnqs para f un monomorfismo es un
conjunto de vértices independientes en G. Por ejemplo, cualesquiera dos vértices
de una gráfica que no son adyacentes forman un par de vértices independientes. En
la la Figura 1.3 la gráfica imagen es una gráfica completa de cinco vértices, es decir
que es isomorfa a K5; en la la Figura 1.4 se pueden ver diagramas de P3, C4, su
producto, y su producto caja.

Para introducir una última gráfica “estándar”, la cual resultará muy comoda para
construir algunos contraejemplos, definimos primero que V es un conjunto domi-
nante de una gráfica G si es un subconjunto de sus vértices tal que, para todo
x P V pGq, x tiene un vecino en V . Como V “ V pGq es un conjunto dominante
para cualquier gráfica G, entonces es correcto definir γpGq como el menor entero tal
que existe un conjunto dominante de G de cardinalidad γpGq, al que le decimos el
número de dominación de G. Si en una gráfica existe x P V pGq tal que txu es un
conjunto dominante de G, decimos que x es un vértice universal de G. Con base
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Figura 1.4: Diagramas de P3, C4, P3 ˆ C4, y P3 lC4.

en esto definimos que una gráfica G es una rueda si tiene un vértice universal x tal
que G´ x es un ciclo. Nuevamente una rueda solo es isomorfa a otras ruedas con el
mismo orden, entonces para n P Z` Y t0u definimos Wn como la gráfica con conjunto
de vértices vnw Y t0u, tal que 0 es universal y Wn ´ 0 “ Cn.

Si G es una gráfica y P : Pn Ñ G es un morfismo decimos que P es un camino de
G. Cuando P es un camino escribimos V pP q “ V pP pPnqq y EpP q “ EpP pPnqq, a los
que le decimos los conjuntos de vértices y de aristas del camino P respectivamente. A
P1 y Pn les decimos los extremos del camino P , más aún, a P1 le decimos el vértice
inicial de P y a Pn su vértice final. Obsérvese que una arista xy da lugar al camino
P : P2 Ñ G cuyos extremos son x y y, por lo que esta terminología generaliza la propia
para aristas. En general, a Pi le decimos el i-ésimo vértice de P y, a los vértices de la
forma Pi para algún i R t1, nu les decimos sus vértices internos. Cuando un camino
es tal que su vértice incial y final son iguales, le decimos un camino cerrado, si
dicho vértice es x, entonces es un camino cerrado basado en x. Observemos que
los caminos, al ser funciones de rns en V pGq para alguna n P Z`, son palabras de
vértices de G, así que recuperamos esa notación para describir a un camino P en
G como P “ x1 . . . xn, para algunos x1, . . . xn P V pGq tales que xixi`1 P EpGq para
toda i P rn ´ 1s. Además, si P es tal camino en G, adoptamos notación semejante
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para denotar el camino P restringido de xi a xj, al que definimos como

xiPxj “ P
ˇ

ˇ

vi,jw
.

En particular, si i “ 1 o j “ n, escribimos x1Pxj “ Pxj o xiPxn “ xiP , respecti-
vamente. Además, si X, Y Ď V pGq y P es un camino de G con vértice inicial en X
y vértice final en Y , decimos que P es un XY -camino y, si P es un monomorfismo,
entonces es una XY -trayectoria. En particular, si X “ txu y Y “ tyu para algunos
x, y P V pGq, entonces decimos que se trata de un xy-camino o una xy-trayectoria,
respectivamente. Dos xy-trayectorias de G son internamente ajenas si la intersec-
ción de sus conjuntos de vértices es tx, yu, además decimos que las trayectorias que
conforman una colección arbitraria de xy-trayectoria son internamente ajenas si son
internamente ajenas por pares.

Teniendo presente que un camino en una gráfica G es una palabra de vértices
x1 ¨ ¨ ¨ xn tales que, si n ě 2 entonces xixi`1 P EpGq para toda i P rn ´ 1s, será de
utilidad asociarle a cada uno de ellos la palabra de las aristas que “recorre”. Es decir,
cuando n ě 2, la condición xixi`1 P EpGq nos permite asociarle a cada camino la
palabra de aristas x1x2 x2x3 ¨ ¨ ¨ xn´1xn, esta es la palabra de longitud n ´ 1 dada
por i ÞÑ xixi`1 para toda i P rn ´ 1s. Es claro que esta correspondencia es inyectiva
ya que, si dos caminos x1 ¨ ¨ ¨ xn y y1 ¨ ¨ ¨ yn son diferentes, existe un primer i P rn´ 1s

tal que xi “ yi pero xi`1 ‰ yi`1, de forma que la palabra de aristas asociada al
primer camino tiene por i-ésima evaluación a xixi`1, mientras que la asociada al
segundo camino tiene a xiyi`1. Si n “ 1 entonces le asociamos la palabra vacía, ya
que el conjunto de aristas de un camino así camino es vacío. Obser vemos que, si
P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn y Q “ y1 ¨ ¨ ¨ ym son caminos de G para cualesquiera n,m P Z`, entonces
la concatenación de P con Q, como palabras de vértices, es x1 ¨ ¨ ¨ xny1 ¨ ¨ ¨ ym, mientras
que la concatenación de la palabra de aristas asociada a P con la de aquella asociada
a Q es x1x2 ¨ ¨ ¨ xn´1xn y1y2 ¨ ¨ ¨ yk´1yk. Notemos que la primera es un camino si y
solo si xny1 P EpGq, por otro lado, para que la segunda sea la palabra de aristas
de algún camino es necesario que xn “ y1. Preferiremos quedarnos con esta segunda
concatenación para definir la concatenación de caminos, es decir, si P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn
y Q “ y1 ¨ ¨ ¨ ym son caminos en una gráfica G tales que xn “ y1, la concatenación de
P con Q es el camino

PQ “ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1xny2 ¨ ¨ ¨ ym “ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1y1y2 ¨ ¨ ¨ ym.

Notemos que, como palabras de vértices, la longitud de P y Q es n y m respectiva-
mente, sin embargo, la longitud de PQ será n ` m ´ 1. En cambio, las palabras de
aristas asociadas a los caminos P y Q tienen longitud n´ 1 y m´ 1 respectivamen-
te, mientras que la longitud de la palabra de aristas asociada a PQ es de longitud
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pn´1q ` pm´1q “ n`m´2. Es decir que, al definir la concatenación de caminos de
esta forma, será más conveniente decir que la longitud de un camino P es la lon-
gitud de la palabra de aristas asociada, a la que denotamos ℓpP q. Con esta notación,
lo anterior es la afirmación de que, para cualesquiera dos caminos de una gráfica, P
y Q, tales que el vértice final de P es igual el vértice inicial de Q, se cumple que

ℓpPQq “ ℓpP q ` ℓpQq.

Esto tiene como consecuencia que, si P es un xy-camino, entonces los caminos de
longitud cero Q “ x y Q1 “ y son tales que su concatenación con P satisface

QP “ P y PQ1
“ P.

Además de mostrar la consistencia entre las notaciones de camino restringido y con-
catenación, ya que QP “ P “ xP y PQ1 “ P “ Py, lo anterior es evidencia de
la existencia de caminos que se comportan como neutros de esta yuxtaposicón. En
efecto, para tener una estructura de monoide usando la yuxtaposicón de caminos co-
mo operación, es necesario restringirnos a considerarla sobre el conjunto de caminos
cerrados basados en cualquier vértice x P V pGq, esto ya que la operación debe estar
definida entre cualesquiera dos elementos de un monoide, por lo que cualesquiera
dos caminos en un conjunto sobre el cual esta operación pueda formar un monoide
deben tener el mismo vértice inicial y final. En este conjunto la concatenación de
caminos en efecto forma un monoide en el que el neutro es el camino de longitud
cero basado en x, al que denotamos ϵx. Ahora, nos preocupamos por modificar este
monoide para obtener una estructura de grupo. Para ello definimos CGpxq como el
conjunto de caminos cerrados de G basados en x, como es usual, si el contexto lo
permite, denotamos a este conjunto como Cpxq. El monoide sobre Cpxq formado por
la yuxtaposicón de caminos no es un grupo ya que no existen elementos inversos
para ningún camino más que ϵx. Para corregir esta situación, recordamos la relación
simétrica sobre V pGq “es adyacente a”, este es el conjunto de parejas ordenadas px, yq

tales que xy P EpGq, aunque pueda parecer que esta relación es, para todo efecto
práctico, idéntica al conjunto EpGq, veremos que el hecho de que las parejas ordena-
das px, yq y py, xq no son iguales, nos permitirá expresar nociones de “dirección” en
las gráficas. Es decir, interpretamos a px, yq como la parte de la arista xy que va “de
x a y”, le decimos la flecha de x a y, y, ya que esta relación será de gran utilidad a
lo largo del texto, reservamos para ella la notación

RpGq “ tpx, yq P V pGq
2 : xy P EpGqu.

Así pues, veamos que a cada camino P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn con n ě 2, le podemos asociar
la palabra de flechas px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxn´1xnq. Esta asignación vuelve a ser inyectiva y
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la concatenación de dos de estas palabras, asociadas a P,Q P Cpxq, coincide con la
palabra de flechas asociada a la concatenación de caminos PQ. De manera que, si a ϵx
le asociamos la palabra vacía, la concatenación forma un monoide sobre el conjunto
de las palabras de flechas asociadas a caminos en Cpxq muy parecido al que forma la
concatenación de caminos sobre Cpxq. Sin embargo, en el primero existen dos flechas,
px, yq y py, xq, por cada arista xy P EpGq, con base en las cuales podremos construir
definir los elementos inversos que buscamos. Para ello, para cualquier P P Cpxq

con P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn, decimos que un camino Q P Cpxq dado por Q “ y1 ¨ ¨ ¨ ym, se
obtiene de P con una cancelación elemental si existe j P rm ´ 1s tal que P “

y1 ¨ ¨ ¨ yjxyj ¨ ¨ ¨ ym para alguna x P Npyjq. Una reducción de un camino P P Cpxq

es otro camino Q P Cpxq tal que existen Q0, . . . , Qt P Cpxq con t P Z` Y t0u que
satisfacen que Q0 “ P , Qt “ Q, y, si t ą 0, enotnces para cada i P r0, t ´ 1s el
camino Qi`1 se obtiene de Qi con una cancelación elemental. Obsérvese que el caso
t “ 0 de esta definición dice que cada camino es su propia reducción. Además, si Q se
obtiene de P con una cancelación elemental, y la palabra de flechas asociada a Q es
py1, y2q ¨ ¨ ¨ pyj´1, yjqpyj, yj`1q ¨ ¨ ¨ pym´1, ymq, entonces la palabra de flechas asociada a
P es

py1, y2q ¨ ¨ ¨ pyj´1, yjqpyj, xqpx, yjqpyj, yj`1q ¨ ¨ ¨ pym´1, ymq

para algunas j P rm ´ 1s y x P Npyjq. Recíprocamente, si la palabra de flechas de
P es px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi, xi`1qpxi`1, xiq ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq, es decir, si xi`2 “ xi para alguna
i P rn´ 2s, entonces el camino Q “ x1 ¨ ¨ ¨ xi´1xixi`3 ¨ ¨ ¨ xn es tal que Q se obtiene de
P con una cancelación elemental (si no existiera xi`3 es porque i “ n´2 y xn “ xn´2,
en este caso Q “ Pxn´2 “ x1 ¨ ¨ ¨ xn´2 se obtiene de P con una cancelación elemental
ya que P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn´2xn´1xn´2; en general podríamos definir el camino Q como la
concatenación del camino Pxi con xi`2P , sin embargo, por claridad preferiremos
obviar el caso i “ n ´ 2 y escribiremos los caminos obtenidos de cancelaciones
elementales como en lo anterior). Por todo esto, podemos pensar en las reducciones
de P P Cpxq como los caminos que dan lugar a las palabras de flechas que resultan
de borrar sucesivamente pares de flechas consecutivas de la forma px, yq y py, xq

de la palabra de flechas asociada a P . Además, si P se obtiene de Q mediante una
cancelación elemental, entonces ℓpQq “ ℓpP q´2, por lo tanto, como la longitud de los
caminos debe ser un entero no-negativo, deben existir caminos para los que no existe
elemento alguno en Cpxq que se obtengan de él con una cancelación elemental, a tales
caminos les decimos simplificados. Afirmamos que cada camino en Cpxq tiene una
única reducción simplificada, lo que tiene como consecuencia que podemos definir
una relación de equivalencia sobre Cpxq relacionando pares de caminos que tienen la
misma reducción simplificada. Resulta que la yuxtaposicón de las únicas reducciones
simplificadas de caminos P,Q P Cpxq es una reducción de PQ, de forma que la
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concatenación de las reducciones simplificadas de P y Q tendrá la misma reducción
simplificada que PQ y, por ello, podremos definir un grupo sobre el conjunto de clases
de equivalencia asociadas a esta relación basados en la concatenación de caminos en
Cpxq. Esto lo argumentamos en la demostración del siguiente resultado.

Proposición 1.4.3. La relación sobre Cpxq “tener una reducción simplificada en
común” es de equivalencia. Además, si Cpxq “ trP suPPCpxq es la partición de Cpxq

que induce dicha relación, y definimos una operación binaria sobre ella como

rP srQs “ rPQs,

entonces ésta forma un grupo sobre Cpxq.

Demostración. Primero mostramos que todo camino tiene una única reducción
simplificada. Para ello, si P P Cpxq es el camino x1 ¨ ¨ ¨ xn, procedemos por inducción
sobre la cantidad de i P rn ´ 2s tales que xi “ xi`2. Como ya vimos, si existe algún
Q P Cpxq que se obtiene de P con una cancelación elemental, entonces existirá al
menos una i P rn ´ 2s que satisfaga lo anterior, por lo que en el caso base, cuando
no existe tal i, se tiene que P es simplificado y, por lo tanto, P mismo es su única
reducción. Por otro lado, si existe al menos una i P rn ´ 2s que satisface xi “ xi`2

entonces la palabra Q “ x1 ¨ ¨ ¨ xi´1xi xi`3 ¨ ¨ ¨ xn se obtiene de P con una cancelación
elemental y, por hipótesis inductiva, Q tiene una única reducción simplificada. Para
ver que esta es la única reducción simplificada de P debemos ver que, aún si existe
j P rn´ 2s, tal que xj “ xj`2 y Q1 “ x1 ¨ ¨ ¨ xj´1xjxj`3 ¨ ¨ ¨ xn entonces las reducciones
simplificadas de Q y Q1 son iguales. Para esto podemos suponer sin pérdida de la
generalidad que i ă j, entonces tenemos dos casos: j “ i ` 1 y j ą i ` 1. En el
primero las palabras de flechas asociadas a P , Q y Q1 son

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi´1, xiqpxi, xjqpxj, xj`1qpxj`1, xj`2qpxj`2, xj`3q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq,

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi´1, xiqpxj`1, xj`2qpxj`2, xj`3q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq, y
px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi´1, xiqpxi, xjqpxj`2, xj`3q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq,

respectivamente. Como j “ i ` 1, entonces j ` 1 “ i ` 2, por lo que pxi, xjq “

pxj`1, xj`2q y así que las palabras de flechas de Q y Q1 son iguales. Como sabemos
que esta correspondencia es inyectiva entonces Q “ Q1 y así que tienen la misma
reducción simplificada. Por otro lado, si j ą i ` 1, entonces las palabras de flechas
de P , Q y Q1 son

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi, xi`1qpxi`1, xi`2q ¨ ¨ ¨ pxj, xj`1qpxj`1, xj`2q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq,

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi´1, xiqpxi, xi`3q ¨ ¨ ¨ pxj, xj`1qpxj`1, xj`2q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq, y
px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxi, xi`1qpxi`1, xi`2q ¨ ¨ ¨ pxj´1, xjqpxj, xj`3q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq,
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respectivamente. Es decir, como j ą i ` 1 los pares de flechas consecutivas que bo-
rramos al realizar una cancelación elemental en P para obtener a Q y Q1 no se inter-
sectan. Es decir, en Q aún existe el par de flechas consecutivas pxj, xj`1qpxj`1, xj`2q

y en Q1 el par pxi, xi`1qpxi`1, xi`2q. De forma que el camino obtenido de Q con la
cancelación elemental correspondiente a borrar el par de flechas pxj, xj`1qpxj`1, xj`2q

coincide con el obtenido de Q1 con la cancelación elemental correspondiente a borrar
pxi, xi`1qpxi`1, xi`2q. Se sigue que Q y Q1 tienen una reducción en común que por
hipótesis de inducción tiene una única reducción simplificada, la cual será también
la única reducción simplificada de Q y Q1. Así que P tiene una única reducción
simplificada. De esto se sigue inmediatamente que la relación “tener una reducción
simplificada en común” es de equivalencia, es trivialmente reflexiva y simétrica, ade-
más, gracias a la unicidad de la reducción simplificada de cada camino, es transitiva.

Ahora, veamos que si P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn y Q “ y1 ¨ ¨ ¨ ym son dos caminos en Cpxq,
entonces las palabras de flechas asociadas a P , Q, y PQ son

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxn´1xnq,

py1, y2q ¨ ¨ ¨ pym´1, ymq, y
px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxn´1,xnqpy1, y2q ¨ ¨ ¨ pym´1, ymq,

respectivamente. De manera que toda eliminación de pares consecutivos pxi, xi`1qpxi`1, xiq
en la palabra de flechas asociada a P , se corresponde con la eliminación del mismo
par en la palabra de flechas asociada a PQ. De la misma forma, la eliminación de
pares de flechas consecutivas de Q se puede replicar con las correspondientes flechas
de PQ. Se sigue que es posible realizar la sucesión de cancelaciones elementales que
convierten a P en su única reducción simplificada en las primeras n ´ 1 flechas de
la palabra de flechas asociada a PQ y la sucesión de cancelaciones elementales que
convierten a Q en su única reducción simplificada en las últimas m´ 1 de éstas. Así
que la concatenación de las reducciones simplificadas de P y Q tiene la misma re-
ducción simplificada que PQ. Denotamos rP s a la clase de P P Cpxq bajo la relación
“tener una reducción simplificada en común”, lo anterior es que para cualesquiera
P1, P2 P rP s y Q1, Q2 P rQs se tiene que la reducción simplificada de P1Q1 y P2Q2 es
la misma, es decir que la clase rP1Q1s “ rP2Q2s no depende de los representantes de
la clase que se elijan. Así, si definimos la concatenación de caminos simplificados
como la operación binaria sobre Cpxq dada por

rP srQs “ rPQs,

entonces, como prP srQsqrRs “ rPQsrRs “ rPQRs “ rP srQRs “ rP sprQsrRsq, es
asociativa y, ya que rP srϵxs “ rPϵxs “ rP s “ rϵxP s “ rϵxsrP s, entonces rϵxs es
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un neutro de esta operación. Para ver que cada camino tiene inverso definimos, en
cualquier gráfica G y para todo camino en ella, P “ x1 ¨ ¨ ¨ xn, el camino invertido
de P como el camino

P´1
“ xn ¨ ¨ ¨ x1.

Es decir, P´1
i “ Pn`1´i para toda i P rns. Observemos que la palabra de flechas

asociada a PP´1 y P´1P son

px1, x2q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnqpxn, xn´1q ¨ ¨ ¨ px2, x1q y
pxn, xn´1q ¨ ¨ ¨ px2, x1qpx1, x2q ¨ ¨ ¨ pxn´1, xnq,

respectivamente. Es fácil convencerse, por inducción sobre la longitud de P , que estos
caminos tienen como reducción simplificada a ϵx, de forma que rPP´1s “ rP´1srP s “

rϵxs. Así que rP´1s es el inverso de rP s para todo rP s P Cpxq, finalmente concluímos
que la concatenación de caminos simplificadas forma un grupo sobre Cpxq. A este
grupo le decimos el grupo de caminos simplificados de G. ■

Ahora introducimos los conceptos de conexidad de gráficas que necesitaremos.
Primero, definimos la distancia entre dos vértices x y y de una gráfica G de orden
n P Z`, como

dGpx, yq “ mı́ntℓpP q : P es un xy ´ camino en Gu.

A un xy-camino P tal que ℓpP q “ dGpx, yq le decimos una xy-geodésica. Como este
xy-camino es de longitud mínima, no existen aristas de la forma PiPj con j ‰ i ` 1
para i P rn´ 1s alguna. Es decir, que P , por ser una xy-geodésica, es una subgráfica
inducida de G. Por otro lado, decimos que el diámetro de una gráfica es

diampGq “ máxtdpx, yq : x, y P V pGqu.

Los morfismos C : Cm Ñ G para algún entero m P Z`zt2u están en biyección con
los caminos cerrados de G si asociamos a C el camino cerrado C1 ¨ ¨ ¨CmC1. Así,
decimos que la longitud de un ciclo de una gráfica es la longitud del camino cerrado
asociado, es decir, si C : Cm Ñ G es un ciclo de G —recordemos que esto es que C
es monomorfismo— entonces C tiene longitud m, lo que denotamos también como
ℓpCq “ m. Decimos que el cuello de una gráfica G es

gpGq “ mı́ntℓpCq : C es un ciclo en Gu.

Una gráfica G con orden n P Z` es conexa si para cualesquiera x, y P V pGq existe un
xy-camino en G. Si definimos una relación sobre V pGq relacionando x con y siempre
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y cuando exista un xy-caminos, entonces ésta es de equivalencia. Es reflexiva gracias
a la existencia de ϵx para cada x P V pGq, es simétrica ya que si P es un xy-camino
entonces P´1 es un yx-camino, y es transitiva ya que la concatenación de un xy-
camino con un yz-camino es un xz-camino para cualesquiera x, y, x P V pGq. Esta
definicón es equivalente a relacionar x y y si existe una xy-trayectoria entre ellos,
como toda xy-trayectoria es un xy-camino una de las implicaciones es inmediata,
argumentamos la otra por inducción sobre la longitud del xy-camino. Todos los
caminos de longitud cero son trayectorias, por lo que el caso base se cumple. Si P
es un xy-camino de longitud al menos 1 y no es una xy-trayectoria, entonces P no
es una monomorfismo, de forma que existen vértices en el camino que se repiten.
Consideramos Pj el mínimo en rℓpP qs tal que existe i ă j que satisface Pi “ Pj,
entonces PPiPjP es un xy-camino de longitud estrictamente menor, por inducción
se concluye que existe una xy-trayectoria. A la subgráfica de G inducida por una clase
de equivalencia de esta relación le decimos una componente conexa de G. Notemos
que, por lo tanto, una gráfica es conexa si y sólo si tiene una única componente
conexa. Si A,B Ď V pGq y X Ď V pGqYEpGq son tales que todo AB-camino tiene un
vértice o una arista de X, entonces decimos que X separa a A y B. Esto implica en
particular que AXB Ď X. Más generalmente, decimos que X separa a G si existen
x, y P V pGqzX tales que X separa a txu y tyu, lo que escribimos como que X separa
a x y y. En este caso, a X le decimos un conjunto separador de G. Si X Ď V pGq es
un conjunto separador de G, entonces X es un corte por vértices de G; en cambio,
si X Ď EpGq, este será un corte por aristas de G. En particular, si X “ txu es un
corte por vértices de G para algún x P V pGq entonces decimos que x es un vértice
de corte de G; análogamente si X “ teu para alguna e P EpGq, entonces e es una
arista de corte o un puente de G. A una gráfica de orden n P Z`zt1u tal que para
toda X P

`

V pGq

k

˘

, con k P rn ´ 1s, se tiene que X no es separador, le decimos una
gráfica k-conexa. Observemos que, por ejemplo, una gráfica es 1-conexa si y sólo
si es conexa y es 2-conexa si y sólo si no tiene vértices de corte.

Definiremos un orden parcial de la colección de subgráficas de una gráfica G,
para esto nos apoyamos en la identificación de las subgráficas de G con su imagen,
de manera que tratamos con el conjunto de gráficas H tales que V pHq Ď V pGq y
EpHq Ď EpGq. Así, si H y H 1 son subgráficas de G, decimos que “H 1 contiene a
H” si V pHq Ď V pH 1q y EpHq Ď V pH 1q. A un elemento máximal en este orden le
decimos una subgráfica de G máxima por contención. Es fácil ver que, si H es una
subgráfica de G que tiene vértices de dos componentes conexas de G, entonces H no
será conexa ya que EpHq Ď EpGq, por lo que todos los caminos en H son caminos
en G. Por lo tanto, si H es conexa, su conjunto de vértices debe estar contenido en
el de una componente conexa H 1. Como la componente conexa H 1 es una subgráfica
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inducida entonces EpH 1q “ EGpV pH 1q, V pH 1qq y, como V pHq Ď V pH 1q, se concluye
que EpHq Ď EpH 1q y así que H Ď H 1. Por lo tanto, si restingimos el orden Ď a la co-
lección de subgráficas conexas de G, lo anterior muestra que las componentes conexas
de una gráfica son precisamente los elementos maximales de este orden. Es decir que
las componentes conexas son las subgráficas conexas máximas por contención. Esto
nos permite generalizar esta noción para la k-conexidad con k P Z` definiendo una
componente k-conexa de una gráfica como una subgráfica k-conexa máxima por
contención. A las componentes 2-conexas de una gráfica les decimos sus bloques.
Para entender cómo se ven los bloques de una gráfica conviene observar que toda sub-
gráfica de la forma ptx, yu, txyuq para algunos vértices adyacentes x y y es 2-conexa.
En efecto, si borramos cualquiera de los dos vértices de esta subgráfica obtenemos
la gráfica trivial de orden 1, que es conexa. Este comportamiento es patológico, en
esta gráfica no existen vértices de corte ya que no es posible borrar un vértice que
separe a otros dos porque solamente existen dos vértices. A un bloque de esta forma
le decimos un bloque trivial, a pesar de lo que esta terminología podría sugerir,
los bloques triviales serán de gran importancia al desarrollar algunas ideas del El
Capítulo 2, esto es porque su comportamiento es cualitativamente diferente al de los
demás bloques. Se sigue que, además, toda arista está en alguna subgráfica 2-conexa,
de manera que estará en algún bloque. Observemos que si B y B1 son bloques de una
gráfica G, entonces |V pBq X V pB1q| ď 1, esto es así ya que, si existieran dos vértices
x, y P V pBq X V pB1q, entonces sin importar qué vértice z de B2 “ rV pBq Y V pB1qsG

borremos, B ´ z y B1 ´ z seguirán siendo conexas y tendrán al menos un vértice en
común, de manera que ese vértice tendrá un camino hacia cualquier otro en B2 ´ z,
lo que demuestra que B2 es 2-conexa. Como B y B1 son bloques y, por lo tanto,
subgráficas 2-conexas máximas por contención, se concluye que B “ B2 “ B1. Más
aún, si B y B1 son dos bloques para los cuales existe z P V pBq X V pB1q, entonces
z es de corte ya B2 “ rV pBq Y tyusG no es 2-conexo para toda y P V pB1qztzu, por
lo que debe existir un vértice de corte en B2, no puede ser y pues B2 ´ y “ B es
conexo y no puede ser x P V pBqztzu ya que B ´ x es conexo y, por lo tanto, existen
caminos desde z hacia cualquier otro vértice en B2 ´ x. Esto de hecho caracteriza a
los vértices de cualquier gráfica G, en efecto, si z es un vértice de corte de G y x y y
son vecinos de z que pertenecen a componentes conexas distintas de G´ z, entonces
zx y zy deben estar en bloques de G diferentes, de otra forma x y y estarían en
el mismo bloque, lo que está en contradicción con la hipótesis de que z los separe.
Esto nos sugiere definir, dada cualquier gráfica G, la gráfica que tiene por vértices
a los bloques y a los vértices de corte de G, y en la que las aristas existen entre un
bloque B y vértice de corte x si y sólo si x P V pBq. A esta gráfica le decimos el
b́osque de bloques y cortes de la gráfica. Antes de explicar la razón de este nom-
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bre, enunciamos el siguiente famosísimo resultado de la Teoría de Gráficas, conocido
como el Teorema de Menger9, el cual caracteriza a las gráficas k-conexa de forma
que generaliza nuestra definición original de gráfica conexa mediante caminos y que
expresa la dualidad que existe entre los k-conjuntos de vértices separadores y las
colecciones de k trayectorias internamente ajenas de una gráfica. Lamentablemente,
su demostración requiere lidear con detalles técnicos ligeramente complicados y que
no son particularmente relevantes para el desarrollo de este texto. Afortunadamente,
este resultado ah sido ampliamente estudiado y existe una multitud de demostracio-
nes diferentes de él, tres de ellas, incluída la de la versión ligeramente modificada de
este teorema que asumiremos, pueden encontrarse en [20]. Para resarcir la omisión
de este argumento mostraremos una consecuencia de él, conocida como el Lema del
Abanico, la cual usaremos en el El Capítulo 2.

Proposición 1.4.4. (Versión Global del Teorema de Menger) Una gráfica G
de orden n P Z` es k-conexa para algún k P Z` Y t0u si y sólo si para cualesquiera
x, y P V pGq existe una colección de cardinalidad k de xy-trayectorias internamente
ajenas.

Proposición 1.4.5. (Lema del Abanico) Si G es una gráfica k-conexa entonces,
para cualesquiera x P V pGq y Y Ď V pGqztxu, existe una colección de cardinalidad k
de xY -trayectorias tales que, por pares, su único vértice común es x.

Demostración. Primero observemos que si x y Y son como en el enunciado, en-
tonces la gráfica H con conjunto de vértices V pHq “ V pGq Y tzu para z cualquiera
tal que z R V pGq y conjunto de aristas

EpHq “ EpGq Y tzy : y P Y u,

es k-conexa. Esto es claro ya que, si existiera X Ď V pHq separador en H de menos de
k veértices, entonces z R X, ya que, en otro caso se tiene que H ´X “ G´ pXztzuq

y así que G tiene un conjunto de vértices separador de cardinalidad menor que k,
contradiciendo su k-conexidad. Por lo tanto, como H es k-conexa, se sigue de la
Proposición 1.4.4 que existe una colección P1, . . . Pk de xz-trayectorias internamente
ajenas, como z tiene k vecinos, cada una de ellos es el vértice adyacente al vértice
final de alguna Pi con i P rks. Por lo tanto, si llamamos Qi a la restricción de Pi

desde su vértice incial hasta su penúltimo vértice es un xY -camino en G. Como
9Karl Menger (1902-1985) fue un matemático austriaco-americano, miembro del Círculo de Vie-

na, y conocido por sus trabajos en álgebra, geometría, teoría de curvas y teoría de la dimensión. En
1928 publicó el libro Dimensionstheorie que contiene el teorema que lleva su nombre y que Frank
Harary describe como “el teorema fundamental de conexidad en gráficas”. [43, 40]
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además V pPiq X V pPjq “ tx, zu para cualesquiera dos i, j P rks, se concluye que
V pQiq X V pQjq “ txu para cualesquiera dos i, j P rks. ■

Una gráfica G de orden n P Z` Y t0u es acíclica si no tiene ciclos, si además
n P Z` entonces es un bosque. Como es de esperarse, el bosque de bloques y
cortes de una gráfica es un ejemplo de bosque. Para ver eso es suficiente observar
que, si existiera un ciclo p1B1p2 ¨ ¨ ¨ pmBmp1 en el bosque de bloques y cortes —en
donde pi es un vértice de corte y Bi un bloque de G para toda i P rms— entonces
existe una pipi`1-trayectoria Qi en G para toda i P rm ´ 1s. Notemos que como
los ciclos deben tener al menos 3 vértices y en ésta gráfica no existen dos bloques
o dos vértices de corte adyacentes, entonces m ě 4, de manera que este ciclo pasa
por al menos dos bloques de G diferentes. Si llamamos x al penúltimo vértice de
Qm, entonces se tiene que P “ Q1Q2 ¨ ¨ ¨Qmx es una p1x-trayectoria distinta de xp1
ya que P contiene aristas de al menos dos bloques, de manera que C “ Pp1 es un
ciclo en G que contiene vértices de al menos dos bloques diferentes. Esto es una
contradicción ya que un ciclo es una subgráfica 2-conexa y con al menos 3 vértices,
de forma que, por pares, todos los bloques B1, . . . , Bm tienen más de un vértice en
común, lo que muestra que B1 “ B2 “ ¨ ¨ ¨ “ Bm, una contradicción. A un bosque
conexo le decimos un árbol. Resulta que, si G es conexa, entonces su bosque de
bloques y cortes es un árbol, para convencernos de esto es suficiente observar que,
como cada arista está en un único bloque de G, entonces, si x1 ¨ ¨ ¨ xm es un camino
de G, utilizando la palabra de aristas asociada, e1 ¨ ¨ ¨ em´1, podemos construir la
palabra w de bloques de G dada por wi “ B si ei está en el bloque B y modificarla,
añadiendo el único vértice en la intersección de dos bloques consecutivos en w entre
ellos. Intuitivamente, simplemente recordamos los bloques por los que pasa el camino
x1 ¨ ¨ ¨ xm y, poniendo entre ellos el vértice de corte por el que debemos pasar para
cambiar de bloque, obtenemos un camino en el bosque de bloques y cortes. Si x1 y xm
están en los bloques B y B1 respectivamente, la construcción anterior nos proporciona
un BB1-camino en el bosque de bloques y cortes. Si alguno de x1 o xm son de corte,
entonces podemos añadirlo al extremo del camino que nos da esta construcción para
encontrar un camino en el bosque de bloques y cortes que lo tenga por extremo.
Así, se concluye que existe un camino entre cualesquiera dos vértices del bosque de
bloques y cortes de una gráfica conexa. Por lo tanto, si G es conexa hablamos de su
árbol de bloques y cortes. Si un vértice de un b́osque tiene grado 1, le decimos una
hoja. Todo arbol no-trivial T tiene al menos dos hojas, esto es claro si consideramos
x, y P V pT q tales que diampT q “ dpx, yq ya que, como T no es trivial, x y y son
distintos y, dado que no existen ciclos en T , x y y no pueden ser adyacentes a ningún
vértice interno de una xy-geodésica y, por estar a distancia diampT q, tampoco pueden
ser adyacentes a ningún vértice fuera de ésta. Así que x y y solo son adyacentes al
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segundo vértice y pdiampGq ´ 1q-ésimo de una xy-geodésica, respectivamente. Así
que x y y son hojas de T . Con esto definimos también un bloque terminal de una
gráfica G como un bloque que es una hoja en el b́osque de bloques y cortes de G.
Los árboles son tremendamente útiles en Teoría de Gráficas ya que su estructura es
relativamente sencilla, para ver esto caracterizamos la estructura de los árboles de
dos formas distinas en la siguiente proposición.

Proposición 1.4.6. Para toda gráfica G de orden n P Z` son equivalentes

1. G es un árbol

2. para cualesquiera dos vértices x y y existe una única xy-trayectoria en G.

3. Existe un orden lineal de su conjunto de vértices, x1 ď ¨ ¨ ¨ ď xn, tales que
Gi “ rtxj : j ď iusG es un árbol y xi una de sus hojas para toda i P vnw.

Demostración. Para ver que 1 es equivalente a 2 argumentamos que la existencia
de dos xy-trayectorias, para x, y P V pGq, es equivalente a que exista un ciclo en G.
Esto es sencillo ya que, si existe un ciclo c1 ¨ ¨ ¨ cmc1 entonces entre los vértices x “ c1
y y “ cm existen las dos xy-trayectorias dadas por xy y xc2 ¨ ¨ ¨ cm´1y. Por otro lado,
si P : Pm Ñ G y Q : Pk Ñ G son xy-trayectorias distintas, como P1 “ Q1 “ x
y son trayectorias distintas, debe existir un a P vmı́ntm, ku ´ 2w tal que Pi “ Qi

para toda i P vaw y Pa`1 ‰ Qa`1. Así mismo, deben existir un b P va ` 1,m ´ 1w

y b1 P va ` 1wk ´ 1 tales que tPa`1, . . . , Pbu X tQa`1, . . . , Qb1u “ H y Pb`1 “ Qb1`1.
Intuitivamente, esto es que los caminos P y Q deben dejar de coincidir en algún
momento y deben volver a hacerlo por primera véz en algún punto más adelante. Es
claro que estos dos puntos, la unión de las trayectorias describe un ciclo, es decir, la
concatenación de caminos PaPPb`1Qb1`1Q

´1Qa es un ciclo de G.
Por lo anterior, en todo árbol existen únicas xy-trayectorias entre cualesquiera

dos vértices. En efecto, existen ya que es una gráfica conexa y son únicas porque
todo árbol es una gráfica acíclica. Así mismo, si en una gráfica existen únicas xy-
trayectorias entre cualesquiera dos vértices, entonces la gráfica será conexa porque
existen estas trayectorias y será acíclica porque son únicas. Así que 1 es equivalente
a 2.

Ver que 3 implica 1 es inmediato ya que de 3 se sigue que, en particular, Gn “

rtx1, . . . , xnusG “ G es un árbol. Por lo tanto, resta ver que 1 implica 3. Para ello
basta demostrar dos cosas: un árbol de orden al menos dos tiene alguna hoja y,
cuando borramos dicha hoja, volvemos a obtener un árbol. Eso es suficiente para
concluir 3 ya que podemos construir el orden definiendo xn como cualquier hoja
de G y, recursivamente, para i P vn ´ 1w, definimos xi como cualquier hoja del
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árbol Gi “ G ´ txi`1, . . . , xnu. Ver que todo árbol tiene una hoja es claro ya que,
si consideramos P una trayectoria de G de longitud máxima, su extremo no puede
ser adyacente a ningún vértice fuera P ya que esto contradiría que su longitud es
máxima. Además, ningún extremo de P puede ser adyacente a más de un vértice de
P ya que se formaría un ciclo en G. Así, los extremos de P son hojas de G. Para
ver que borrar una hoja de un árbol resulta en un árbol es ver que una hoja nunca
es un vértice de corte, ya que es evidente que borrar un vértice no provocará que
se viole la aciclicidad de G. Sin embargo esto es claro ya que los vértices internos
de una trayectoria de G tienen grado al menos dos, por lo que z solo puede ser
extremo de trayectorias en G. Así, borrar a z no afecta a las xy-trayectorias de G
para cualesquiera dos x, y P V pGqztzu. ■

La Proposición 1.4.6 nos permite denotar xTy a la única xy-trayectoria que existe
en un árbol T para cualesquiera x, y P V pT q. Más aún, al orden que se describe en 3 le
decimos un desmantelamiento por hojas de G. De forma que la Proposición 1.4.6
también dice que una gráfica es un árbol si y sólo si tiene un desmantelamiento por
hojas. Veremos en el Capítulo 3 que es posible generalizar esta idea para estudiar el
juego de policías y ladrones, entonces la Proposición 1.4.6 nos servirá para entender
la estructura de algunas gráficas como una muy parecida a la que tienen los árboles.

Los árboles son las gráficas conexas “más pequeñas”, en el sentido de que toda
gráfica conexa contiene tiene un subgráfica generadora que es un árbol. Este hecho
es inmediato si observamos que hay una biyección entre el conjunto de subgráficas
generadoras de una gráfica G y PpEpGqq dado por H ÞÑ EpHq. Por lo que podemos
imponer el conjunto de gráficas generadoras el orden parcial ď dado por H 1 ď H
si y sólo si EpH 1q Ď EpHq. Además, como estamos suponiendo que G es conexa,
entonces la subgráfica generadora correspondiente a EpGq es conexa. Por lo tanto,
la colección de subgráficas generadoras de G es finita y debe existir alguna de ellas,
H, tal que H es conexa pero toda H 1 ‰ H tal que H 1 ď H no lo es ya que, en
el peor de los casos, no existirá H 1 ‰ H y tal que H 1 ď H. Afirmamos que tal
H es un árbol, es conexa por construcción y no puede contener un ciclo ya que la
subgráfica de obtenida de borrar una arista a un ciclo de una gráfica conexa sigue
siendo conexa. Así se concluye que H debe ser un árbol. A una subgráfica de G así
le decimos simplemente un árbol generador de G.

Una gráfica es bipartita si es trivial o si existe un par tA,Bu que es una partición
de V pGq y tal que A y B son conjuntos de vértices independientes. Es decir, una
gráfica es bipartita si todas sus aristas que no son lazos son ApV pGqzAq-aristas para
algún conjunto no vacío A Ď V pGq. A una partición tA,Bu de V pGq que satisface
esto le decimos una bipartición de G. A las clases de una bipartición les decimos
colores y cuando un vértice que está en una de ellas decimos que está coloreado con
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ese color, que “tiene” ese color, o que “es” de ese color. Normalmente les llamaremos
a los colores de una bipartición blanco y negro, de manera que si dos vértices son
adyacentes entonces uno es blanco y otro negro. Es fácil convencernos de que una
gráfica bipartita no puede contener un ciclo de longitud impar 2k ` 1 para k entero
positivo alguno. Si así fuera, digamos que existe el ciclo C “ x1 ¨ ¨ ¨ x2k`1x1, entonces
podemos suponer sin pérdida de generalidad que x1 está coloreado de blanco, de
manera que x2 está coloreado de negro, x3 de blanco, y así sucesivamente+. De
forma que x2k`1 será blanco, al igual que x1, lo que es una contradicción al hecho de
que esta coloración represente una bipartición de G. Resulta que la condición de no
tener ciclos de longitud 2k` 1 para toda k P Z` es equivalente a que una gráfica sea
bipartita. Demostramos esto a continuación.

Proposición 1.4.7. Una gráfica G es bipartita si y sólo si no tiene ciclos de longitud
2k ` 1 para toda k P Z`.

Demostración. Mostraremos que si una gráfica no tiene ciclos de longitud 2k ` 1
para k P Z` alguna, es posible construir una bipartición de G. Observemos que, por
definición de componente conexa, no existen aristas entre vértices que se encuentren
en componentes conexas distintas de una gráfica. Por lo tanto, si cada componente
conexa de G es bipartita o trivial, podemos construir la bipartición de G coloreando
los vértices de G blancos o negros según están coloreados en la componente conexa.
Por lo tanto, podemos suponer sin pérdidad de la generalidad que G es conexa y
no-trivial. Entonces consideremos T un árbol generador de G y x P V pGq cualquiera.
Definimos

A “ ty P V pGq : dpx, yq “ 2k ` 1 para algúna k P Z`
Y t0uu y

B “ V pGqzA. Como G es no-trivial, T no lo es, de forma que x tiene al menos un
vecino distinto de él, éste estará a distancia 1 de x, de forma que A no es vacío.
Además, B no es vacío ya que x P B. Además tA,Bu es un par de conjuntos ajenos
y tal que V pGq “ AYB por la forma en que construimos a B. Resta ver que si dos
vértices son adyacentes entonces uno es de color A y otro de color B. Sin embargo,
esto es claro ya que si yy1 P EpGq es una arista que no es un lazo en G entonces,
si yy1 P EpxTyq entonces xTy “ xTy1y, de forma que dpx, y1q “ dpx, yq ´ 1 y así
que son de colores diferentes. En cambio, si yy1 R EpxTyq entonces xTy1 “ xTyy1,
de forma que dpx, y1q “ dpx, yq ` 1, lo que de nuevo nos permite concluir que y y y1

tienen colores distintos. Se concluye que una gráfica es bipartita si y solo si no tiene
ciclos de longitud 2k ` 1 para k P Z` alguno. ■

Podemos construir una gráfica bipartita G a partir de cualquier estructura de
incidencia pP,B, Iq definiendo V pGq “ P Y B y que xy P EpGq si y sólo si xIy,
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de forma que, sin pérdida de la generalidad, x P P y y P B. Así tP,Bu forma una
bipartición de V pGq. A G le decimos la gráfica bipartita asociada a la estructura
de incidencia pP,B, Iq. Por ejemplo, el bosque de bloques y cortes de una gráfica
es la gráfica bipartita asociada a la estructura de incidencia cuyos puntos son los
vértices de corte, sus líneas son los bloques de la gráfica, y la incidencia es la relación
inducida por la pertenencia de elementos.

Finalmente, concluímos este capítulo definiendo, para cualquier gráfica G de or-
den n, con n P Z`, un conjunto M Ď EpGq es un empareamiento si cualesquiera
dos aristas xy, x1y1 P M forman un par ajeno. Si además existen A y B subconjuntos
de V pGq tales que M Ď EpA,Bq entonces se trata de un AB-aparemiento en G.
Cada AB-apareamiento de una gráfica da lugar un subconjunto de RpGq que resulta
ser una función biyectiva, a ésta les decimos la biyección subyacente a M que va
de A en B y se define como

fM “ tpx, yq P Rpxq : x P A, y P B, y xy P Mu.



Capítulo 2

Gráficas de fichas

2.1. Introducción
Dada una gráfica G de orden n, con n P Z` y k P rns, definimos la gráfica cuyo

conjunto de vértices es la colección de todos los k-subconjuntos de V pGq y en la que
cualesquiera dos de estos, u y v, son adyacentes si y solo si u△ v P EpGq. Esta es la
gráfica de k fichas de G, la denotamos FkG, y a sus vértices les decimos configu-
raciones de k fichas en G. Esta gráfica ha sido definida independientemente por al
menos cuatro autores. En 1988, en su tesis de doctorado, Johns [32] la llama la gráfica
de k-subgráficas de G y estudia algunas de sus propiedades métricas. En 1991, Alavi
y Erdős [2] las definen para el caso k “ 2, se refieren a ellas como gráficas de vértices
dobles1 y, con ello, dan inicio a una línea de investigación sobre sus propiedades de
conexidad [55, 5], planaridad [3], y hamiltonicidad [4]. Poco después, Zhu, Liu, Lick
y Alavi [56] las generalizan para cualquier k P rns, O'Neil [46] investiga su conexidad,
y Weinreich [53] su hamiltonicidad. En 2002, al analizar las interacciones en un sis-
tema cuántico de k qubits con dos estados en donde las interacciones entre diferentes
partículas están restringidas a una relación predeterminada entre ellas, Rudolph [51]
llega a un modelo equivalente. Muestra, además, un par de gráficas coespectrales
cuyas gráficas de 3-fichas no lo son. Audenaert, Godsil, Royle y Rudolph [7] amplían
esta dirección de investigación, demostrando que las gráficas de 2-fichas de gráficas
fuertemente regulares con los mismos parámetros son coespectrales. Finalmente, en
2012, Fabila-Monroy, Flores-Peñaloza, Huemer, Hurtado, Urrutia y Wood las rein-
troducen [22] bajo una interpretación inspirada en construcciones de pebbling que
siguen diversos autores desde entonces [19, 16, 18, 23, 26, 36, 17, 37]. Su propuesta
se inspira en interpretar a las gráficas como una abstracción de tableros de juegos de

1Double vertex graphs
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mesa, en donde los vértices son “casillas” sobre las que colocamos algunas “fichas” y,
si una ficha está en una casilla adyacente a otra desocupada, puede trasladarse a ella
mediante un “movimiento”. De esta forma, los elementos de V pFkGq se pueden in-
terpretar como las posibles formas en que k fichas pueden acomodarse sobre vértices
diferentes de G y dos de estas configuraciones serán adyacentes en FkG cuando una
se pueda convertir en la otra moviendo una de sus fichas a una casilla desocupada
adyacente.

Figura 2.1: Las gráficas se interpretan como tableros sobre los que se colocan fichas
que se pueden muever, una a la vez, a casillas desocupadas adyacentes.

En la Figura 2.1 podemos ver un tablero formado por diez casillas dispuestas de
forma similar a las casillas de un tablero del juego de la oca, en donde las casillas
admiten un orden lineal de manera que dos casillas son colindantes si y sólo si son
consecutivas en el orden, esto es, el tablero se puede interpretar como una trayectoria
cuyos vértices son las casillas en donde dos de ellas son adyacentes siempre y cuando
sean colindantes. En el juego de la oca cada jugador empieza colocando su ficha en
un extremo de la trayectoria, luego se toman turnos tirando un par de dados para
decidir cuántos movimientos puede realizar cada jugador, el ganador es el primero
que llega al otro extremo de la trayectoria. En este juego cada jugador cuenta con una
única ficha, de manera que la colección de todas las posiciones en las que se puede
encontrar un jugador se corresponden biyectivamente con las casillas del tablero en
que se puede encontrar su ficha. En general, esto es equivalente a decir que para
toda gráfica G se cumple F1G – G. En efecto, por definición de la gráfica de fichas,
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V pF1Gq “ ttxu : x P V pGqu y para vértices distintos, txu y tyu en F1G, se tiene que
txutyu P EpF1Gq si y solo si xy P EpGq, por lo que txu ÞÑ x es un isomorfismo. Si
modificamos el juego para que cada jugador tenga dos fichas en el tablero, pero que
solo una de ellas pueda ocupar una casilla a la vez, entonces las posiciones en las que
puede estar un jugador se corresponden con los vértices de F2P10. En la Figura 2.2
podemos ver un diagrama de la gráfica de dos fichas de P10. Obsérvese que tomamos
la libertad creativa de representar la configuración tx, yu con la palabra xy, seguimos
esta convención a lo largo de este texto con el propósito de no saturar las figuras
para que sean lo más claras posible.

Figura 2.2: La gráfica de dos fichas de P10.

Como es de esperarse, en lo que resta de este texto, en muchas ocasiones consi-
deraremos la gráfica FkG para G una gráfica de orden n P Z` y k P rns, notemos,
sin embargo, que las gráficas de fichas se definen solo cuando la gráfica tiene orden
un entero positivo y el parámetro k está entré 1 y dicho entero, así que estas con-
diciones están implícitas al considerar FkG, por lo que, para evitar ser repetitivos,
nos permitimos expresiones como “considere FkG una gráfica de fichas” o “para toda
gráfica de fichas FkG” para hacer alusión a la gráfica de k fichas de una gráfica G
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con orden un entero positivo al que, a menos que se precise de otra forma, se denota
con la letra n y k P rns. Al parámetro k le decimos el número de fichas de FkG.
También resultará útil, para describir nuestras construcciones de forma precisa e in-
tuitiva, formalizar las nociones de “ficha” y “movimiento”. Para ello, dada cualquier
configuración u P V pFkGq, llamamos a los elementos de u sus fichas y, en particular,
a cada x P u le decimos la ficha de u en x. Los movimientos, por otro lado, serán un
“análogo de fichas” a las flechas de las gráficas, en el sentido de que nos permitirán
diferenciar entre movimientos que se realizan “en direcciones contrarias”. Así, si x es
una ficha de u, definimos el conjunto de movimientos de la ficha de u en x como

mupxq “ ttpx, yqu P V pGq ˆ V pGq : y P Npxqzpuztxuqu .

Notemos que los movimientos de una ficha x de u están en biyección con los ele-
mentos de Npxqzpuztxuq, este es el conjunto de vecinos de x en G en los que no
hay ficha alguna de u y el vértice x. Es decir, interpretando a G como un tablero,
los movimientos de una ficha están en biyección con el conjunto formado por las
casillas colindantes a x en donde no hay una ficha de u y la casilla x, estas son,
precisamente, las casillas en donde es posible posicionar a la ficha de u en x si ésta
se mueve a una casilla colindante. Obsérvese que, en esta metáfora, la existencia del
lazo en x debe interpretarse como que la casilla x es colindante consigo misma, por
lo que se permite que un movimiento de la ficha en x consista en no moverse de
x. Por esto, a un movimiento de la forma tpx, xqu para x P u le decimos un pase
de la ficha de u en x. Además convenimos que, en el contexto de gráficas de fichas,
se denota mxy “ tpx, yqu. Con base en esto definimos, si mxy P mupxq para alguna
configuración u P V pFkGq, el movimiento de x a y de la configuración u como

Mxy
u “ mxy

Y
ď

zPuztxu

mzz.

A la colección de todos los movimientos de una configuración u la denotamos Mu. La
cualidad más importante de los movimientos de una configuración u es que son fun-
ciones Mxy

u : u Ñ V pGq tales que Mxy
u rus “ puztxuq Y tyu. Es decir, intuitivamente,

al considerar la imagen directa de la una configuración bajo su movimiento de x a y
obtenemos la configuración adyacente que resulta de mover la ficha en x a y. En par-
ticular, si xy es un lazo, entonces Mxy

u “ Iu, de forma que los movimientos asociados
a los lazos en los elementos de una configuración son todos el mismo movimiento Iu,
al que le decimos el pase de la configuración u o simplemente el pase de u. Más
aún, si u y v son dos configuraciones adyacentes, entonces uzv “ txu y vzv “ tyu

con xy P EpGq, de forma que Mxy
u P Mu, Myx

v P Mv y, por lo tanto, Mxy
u rus “ v y

Myx
v rvs “ u. Para simplificar nuestra notación, introducimos Mxy, una función con
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dominio la colección de configuraciones u P V pFkGq tales que Mxy
u P Mu, y dada por

Mxypuq “ Mxy
u rus. Además, usamos la formula Mxy P Mu para decir que Mxy

u P Mu.
Como consecuencia, es posible asociarle a todo uv-camino P en FkG, con palabra
de flechas pu1, u2q ¨ ¨ ¨ pum´1, umq, la palabra de movimientos mx1y1 ¨ ¨ ¨mxm´1ym´1 en
donde uizui`1 “ txiu y ui`1zui “ tyiu para i P rm´ 1s, es decir, la palabra obtenida
de la palabra de flechas de P al sustituir cada flecha pui, ui`1q en la palabra de flechas
de P por el movimiento mxiyi . Se sigue que Mxiyi P Mui

y Mxiyipuiq “ ui`1 para
toda i P rm ´ 1s, en particular

Mxm´1ym´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Mx1y1puq “ v.

A la palabra mx1y1 ¨ ¨ ¨mxm´1ym´1 le decimos la palabra de movimientos que subya-
ce a P y la denotamos wpP q, mientras que a la función Mxm´1ym´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝Mx1y1 : u Ñ

V pGq le decimos el movimiento subyacente de P , y la denotamos MpP q. Re-
cíprocamente, dada una palabra de movimientos w “ mx1y1 ¨ ¨ ¨mxm´1ym´1 si existe
u P V pFkGq tal que x1 P u, Mx1y1 P Mu y, definiendo recursivamente u1 “ u y
ui`1 “ Mxiyipuiq, siempre sucede que Mxiyi P Mui

para toda i P rm ´ 1s, entonces
decimos que w es una palabra válida. A una configuración que satiface lo que u en
lo anterior, le decimos una configuración inicial de mx1y1 ¨ ¨ ¨mxm´1ym´1 . Dada una
palabra válida y una configuración inicial u1, podemos definir el camino P “ u1 ¨ ¨ ¨um
tal que wpP q “ mx1y1 ¨ ¨ ¨mxm´1ym´1 . Por lo tanto, en esta discusión hemos construído
una biyección entre los caminos en FkG y los pares formados por una palabra valida
de movimientos junto con una configuración inicial de ella. Explotamos esta identi-
ficación utilizando terminología de movimientos de fichas para describir caminos en
las gráficas de fichas con un lenguaje más natural. Por ejemplo, si x P u, y P Npxqzu
y z P Npyqzu, decimos que “movemos la ficha de u en x a y y luego a z” para referir-
nos al camino en FkG asociado a mxymyz con configuración inicial u. Continuando
con el ejemplo, si existiera P “ z1 ¨ ¨ ¨ zm una zz1-trayectoria tal que V pP q X u “ ∅,
podríamos decir que “a continuación movemos la ficha en z a lo largo de P ” para
referirnos al camino asociado a la palabra de movimientos obtenida de concatenar
el camino que ya hemos construido con el asociado a la palabra de movimientos
mz1z2 ¨ ¨ ¨mzm´1zm con configuración inicial puztxuq Y tzu. Es decir, como resultado
de lo anterior habríamos construido el camino asociado a mxymyzmzz2 ¨ ¨ ¨mzn´1z1 con
configuración inicial u. Notemos que, más aún, la longitud de wpP q coincide con
ℓpP q, por lo que podemos conocer la longitud de un camino que construímos de esta
forma recordando la cantidad de movimientos. Además de proporcionarnos este tipo
de recursos lingüísticos, veremos en la la Sección 2.3 y el Capítulo 3, que el concepto
de movimiento resulta útil al trabajar con una variedad de gráficas relacionadas a
las gráficas de fichas.
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Para terminar esta breve introducción a las gráficas de fichas, observemos que, si
a cada configuración u P V pFkGq le asociamos la configuración de los n´k vértices de
G que no son ocupados por sus fichas, es decir u ÞÑ V pGqzu, se obtiene una biyección
de V pFkGq en V pFn´kGq. Además, como z P u si y sólo si z R V pGqzu, entonces para
cualquier xy P EpGq, se cumple que Mxy P mu si y sólo si Myx P mV pGqzu. Más aún,

Myx
pV pGqzuq “ V pGqzMxy

puq,

es decir que el movimiento de una ficha de u se puede interpretar a su vez como el
movimiento, en dirección contraria, del espacio desocupado hacia el que se movió.
Dicho de otra forma, la función de V pFkGq a V pFn´kGq dada por u ÞÑ V pGqzu es
biyectiva y, para u, v P V pFkGq diferentes, se cumple

uv P EpFkGq ðñ u△ v P EpGq

ðñ puzvq Y pvzuq P EpGq y, usando la Proposición 1.1.1,
ðñ ppV pGqzvqzpV pGqzuqq Y ppV pGqzuqzpV pGqzvqq P EpGq

ðñ pV pGqzvq△pV pGqzuq P EpGq

ðñ pV pGqzvqpV pGqzuq P EpFn´kGq,

por lo que es un isomorfismo entre FkG y Fn´kG. Este hecho nos sirve para suponer
que k ď n

2
pues, para cualquier k P Z` tal que n

2
ă k ď n, se cumple que n ´ k ă

n ´ n
2

“ n
2

y Fn´kG – FkG. Veamos, por ejemplo, el caso cuando G “ P6. Si k “ 2
entonces n ´ k “ 4 y, en efecto, F2P6 y F4P6 son isomorfas, lo que se puede ver
claramente en la Figura 2.3:

Figura 2.3: Las gráficas F2P6 y F4P6 son isomorfas.
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2.2. Conexidad de las gráficas de fichas
Una gráfica de fichas FkG es conexa siempre que G es conexa. Esto es intuiti-

vamente claro ya que una gráfica conexa representa un tablero en donde siempre es
posible llegar de una casilla a otra, por lo que es de esperarse que es posible manipular
las fichas en él para lograr cualquier configuración que deseemos. Para argumentarlo,
en [22] construyen un uv-camino para cualesquiera dos configuraciones de k fichas u
y v. Para ello primero analizan el caso cuando uzv “ txu y vzu “ tyu, consideran P
una xy-trayectoria y px1, . . . , xqq la tupla de los elementos de V pP q Xu ordenados de
acuerdo al orden en que los visita P . Entonces pP es el camino de FkG que resulta de
hacer los siguientes movimientos a partir de u: primero se mueve la ficha posicionada
en xq a lo largo de P hasta llegar a y, esto es posible pues no existen otras fichas de
u en los vértices de xqP . Al hacerlo obtenemos una configuración que tiene una ficha
en y pero no una en xq, de manera que la ficha en xq´1 se puede mover a lo largo de
xq´1Pxq. De esta manera, movemos la ficha en xi a lo largo de xiPxi`1 de forma tal
que, si i ą j, realizamos estos movimientos para la ficha en xi antes que para aquella
en xj. Es claro que entonces pP es un camino en FkG tal que mp pP qrus “ v, como
queríamos ver. Más aún, para mover la ficha en xq hasta y se necesitan ℓpxqP q movi-
mientos, así mismo, para mover cada ficha posicionada en xi hasta xi`1 se necesitan
ℓpxiPxi`1q movimientos, por lo tanto

ℓp pP q “ ℓpPx2q ` ¨ ¨ ¨ ` ℓpxq´1Pxqq ` ℓpxqP q “ ℓpP q.

Si ahora tenemos uzv “ tx1, . . . , xru, vzu “ ty1, . . . , yru con r ą 1, definimos ui “

puztx1, . . . , xiuq Y ty1, . . . , yiu para cada i P rrs y, como G es conexa, para todo par
txi, yiu existe una xiyi-trayectoria P i. Por lo tanto, pP 1 es un uu1-camino y pP i un
ui´1ui-camino para i P v2, rw. Como ur “ v entonces pP 1

pP 2 . . . pP r es un uv-camino,
demostrando que FkG es conexa siempre que G es conexa.

El análisis anterior también nos da una cota superior para el diámetro de FkG
pues, como r ď k y ℓpP iq “ ℓp pP iq ď d, entonces ℓp pP 1

pP 2 . . . pP rq ď kd. Esta cota
superior es justa, para cualesquiera d, k P Z`, existe una gráfica de diámetro d
cuya gráfica de k fichas tiene diámetro dk. Para d “ 1 consideremos G “ K2k y
u, v P V pFkGq tales que u X v “ ∅, como cada ficha de u debe moverse a algún
vértice en v entonces dpu, vq “ kd. Si d ą 1 llamemos G a la gráfica obtenida al
agregarle 2k vértices a Pd´1, haciendo que la mitad de ellos sean adyacentes a un
extremo de la trayectoria y la otra mitad al otro extremo. Denotemos u y v a las
configuraciones formadas por los vecinos que fueron agregados a cada uno de los
extremos de Pd´1.

Como u y v son ajenos, en cualquier uv-camino de FkG todas las fichas de u
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Figura 2.4: El diámetro de la gráfica de k fichas de esta gráfica alcanza la cota
superior.

tienen que moverse a vértices de v, además cualquier par de vértices x P u y y P v
están a distancia d, que es el diámetro de G, por lo tanto dpu, vq “ kd. En [22]
también encuentran una cota inferior para el diámetro las gráficas de fichas, la cual
también es justa, esto lo demostramos a continuación.

Proposición 2.2.1. Sean n P Z`, k P rn
2
s y d P rns. Si G es una gráfica de orden n

y diametro d, entonces kpd´ k ` 1q ď diampFkGq ď dk. Más aún, para cualesquiera
d, k P Z` existen gráficas de diámetro d cuyas gráficas de k fichas alcanzan estas
cotas.

Demostración. Ya sabemos que esto es cierto para la cota superior. Para ver que
kpd ´ k ` 1q ď diampFkGq consideremos x, y P V pGq a distancia d y la partición
de los vértices, tViuiPr0,ds, definida como Vi “ tz P V pGq : dpx, zq “ iu, llamemos
a “ mı́ntm P v0, dw : |V0 Y ¨ ¨ ¨ YVm| ě ku y b “ máxtm P v0, dw : |Vm Y ¨ ¨ ¨ YVd| ě ku.

Para acotar el diámetro de FkG es suficiente acotar inferiormente la distancia
entre pares de configuraciones u y v tales que

V1 Y ¨ ¨ ¨ Y Va´1 Ă u Ď V1 Y ¨ ¨ ¨ Y Va´1 Y Va y
Vb´1 Y ¨ ¨ ¨ Y Vd Ă v Ď Vb Y Vb´1 Y ¨ ¨ ¨ Y Vd,

pues, por la forma en que se construyeron a y b, estas son configuraciones tales
que tienen la mayor cantidad de fichas más lejos entre sí que cualquier otro par de
configuraciones, y, por lo tanto, los pares de configuraciones a distancia el diámetro
de FkG serán de este tipo. Por la forma en que definimos la partición tViuiP

ş

0d todas
las aristas de G tienen extremos en vértices en la misma parte o uno en Vi y otro en
Vi`1 para i P v0, d ´ 1w, de forma que para mover una ficha de un vértice arbitrario
en la configuración u a cualquier vértice en v, digamos, del vértice z al vértice z1, son
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necesarios al menos dpx, z1q ´ dpx, zq movimientos. Como consecuencia, el diámetro
de FkG es al menos

ÿ

zPu

pdpx, z1
q ´ dpx, zqq “

ÿ

z1Pv

dpx, z1
q ´

ÿ

zPu

dpx, zq.

La primera suma se minimiza cuando b “ d ´ k ` 1 y |Vi| “ 1 para toda i ě b, la
segunda se maximiza cuando a “ k ´ 1 y |Vi| “ 1 para toda i ď a. Por lo tanto FkG
tiene diámetro al menos

d
ÿ

j“d´k`1

j ´

k´1
ÿ

i“0

i “ kpd ´ k ` 1q.

Por último, notemos que, para d, k P Z`, si k ď d` 1, entonces Pd`1 tiene diámetro
d y FkPd`1 tiene diámetro kpd ´ k ` 1q. ■

Otra observación importante es que para cualquier gráfica G de orden n P Z` y
x, y P V pGq, si P y Q son dos xy-trayectorias internamente ajenas y u P V pFkGq con
x P u, entonces pP y pQ son dos uu1-trayectorias internamente ajenas en FkG, en donde
u1 “ puztxuqYtyu. En efecto, si suponemos que V pP qXu “ V pQqXu “ txu entonces
los caminos pP y pQ consisten en mover la ficha en x sobre P y Q, respectivamente,
hasta y, de forma que todas las configuraciones internas de pP tienen algún vértice
interno de P , mientras que ninguna configuración interna de pQ lo hace. En otro caso,
sin pérdida de generalidad, se tiene que |V pP q X u| ą 1. Entonces, suponemos que
px1, . . . , xqq es la lista de todos los elementos de V pP q X u ordenados de acuerdo a
como los visita P . Observémos que ninguna configuración interna de pP contiene a
tx2, . . . , xqu, pues el primer movimiento de pP mueve la ficha en xq sobre P hacia
y, después xi se mueve sobre P hasta xi`1 para i P tq ´ 1, . . . , 1u, de forma que
siempre habrá algún vértice de tx2, . . . , xqu desocupado por alguna ficha, hasta la
configuración final de pP , en donde la ficha que estaba en x “ x1 ahora ocupa x2.
Por otro lado, como P y Q son internamente ajenas, pQ no mueve ficha alguna del
conjunto tx2, . . . , xqu y, por lo tanto, todas sus configuraciones internas lo contienen.
Esto nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Si G es una gráfica t-conexa entonces FkG es t-conexa para toda
k P rns.

Demostración. Sean G una gráfica t-conexa de orden n P Z y k P rn
2
s. Si u, v P

V pFkGq y |u△ v| “ |tx, yu| “ 2 entonces, por la Proposición 1.4.4 sabemos que
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existen t xy-trayectorias internamente ajenas P1, . . . , Pt en G y, por en análisis previo,
xP1, . . . , pPt son t uv-trayectorias internamente ajenas en FkG. De otra forma, si |uzv| “

|vzu| ą 1, sean uzv “ tx1, . . . , xru, vzu “ ty1, . . . , yru, y consideremos C Ă V pFkGq

un corte por vértices de FkG de cardinalidad mínima. Suponemos que u y v están en
componentes conexas distintas de FkG ´ C y que |u△ v| es mínima tal que esto se
cumple. Definimos para z P V pGqzpuYvq e i P rrs las configuraciones uz,i “ puztxiuqY

tzu y vz,i “ pvztyiuq Y tzu. Notemos que para toda i, j P rrs y z P V pGqzpu Y vq se
tiene que u△uz,i “ txi, zu, v△ vz,j “ tyj, zu, y uz,i △ vz,j “ pu△ vqztxi, yju. Por lo
tanto si uz,i, vz,j P V pFkGq ´ C, por la minimidad de |u△ v|, se tiene que uz,i, vz,j
están en la misma componente conexa de FkG ´ C. De la misma forma u está en
la misma componente conexa que uz,i, y v está en la misma componente conexa
que vz,j. Como ésto contradice que u y v estan en componentes diferentes, entonces
tuz,i : z P V pGqzpu Y vq, i P rrsu Ă C ó tvz,j : z P V pGqzpu Y vq, j P rrsu Ă C. Ya
que |u Y v| “ k ` r, se tiene que hay al menos rpn ´ k ´ rq vértices en C.

Si definimos además ui,j “ puztxiuqYtyju y vi,j “ pvztyiuqYtxju para cualesquiera
dos i, j P rrs. Nuevamente, como u△ui,j “ txi, yju y |v△ui,j| “ 2pr ´ 1q, por la
minimidad de |u△ v|, entonces ui,j P C. Análogamente para vi,j. Como existen 2r2

conjuntos ui,j y vi,j con i, j P rrs, r ě 2, y k ď n
2
, se tiene

|C| ě rpn ´ k ´ rq ` 2r2 ą rpn ´ kq ě 2pn ´ kq ě n ą t.

Y por lo tanto FkG es t-conexa. ■

En [22] se prueba además que, si t ě k y n ě 1
2
kt, entonces FkG es kpt´ k ` 1q-

conexa y se conjetura que, siempre que t ě k, se tiene que FkG es kpt´k`1q-conexa.
Esta conjetura fue demostrada en 2018 por Leaños y Trujillo-Negrete [37].

2.3. Fichas, diseños, y mazos
Dadas FrG y FkG gráficas de fichas, buscamos entender la relación que existe

entre sus estrcucturas, para ello introducimos el concepto de k-vecindad de una
configuración u P V pFrGq, que denotamos por Nkpuq, y se define como

Nkpuq “ tw P V pFkGq : u Ď wu si r ď k

y, si r ě k, entonces
Nkpuq “ tw P V pFkGq : w Ď uu.

En el primer caso Nkpuq se compone de las configuraciones de k fichas que tienen r
de sus fichas “fijas” en los vértices de u, en el segundo Nkpuq son las configuraciones
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de k fichas que se encuentran contenidas en los r vértices de u. El siguiente resultado
relaciona la gráfica inducida en FkG por el k-vecindario de una configuración de r
fichas y la gráfica de |k ´ r| fichas de una subgráfica inducida de G.

Proposición 2.3.1. Para cualquier gráfica G de orden n P Z`, cualesquiera enteros
r, k P rns y cualquier u P FrG, si r ď k entonces rNkpuqsFkG – Fk´rpG ´ uq, y si
k ď r entonces rNkpuqsFkG – Fr´krusG.

Demostración. Es claro que, si r “ k, entonces

Fr´krusG – Fk´rpG ´ uq – rNkpuqsFkG – K1,

por lo tanto basta demostrar este teorema para los casos en donde las desigualdades
son estrictas.

Si r ă k definimos la función ψ : Nkpuq Ñ V pFk´rpG ´ uqq como v ÞÑ vzu, que
es suprayectiva pues para cada w P V pFr´kpG ´ uqq existe la configuración de k
fichas v “ w Y u, que satisface que v P Nkpuq y ψpvq “ w. También es inyectiva
pues, si v, v1 P Nkpuq son diferentes, dado que ambos contienen a u, entonces ψpvq “

vzu ‰ v1zu “ ψpv1q. Esto último también nos permite justificar que es un morfismo:
para v, v1 P Nkpuq diferentes, vv1 es una arista de FkG si y solo si v△ v1 P EpGq

o, equivalentemente, pvzuq△pv1zuq P EpGq. Ya que la última expresión coincide con
ψpvqψpv1q P EpFk´rGq, se concluye que ψ es un isomorfismo.

Si k ă r, basta ver que Nkpuq “ V pFkrusGq y por lo tanto rNkpuqsFkG – FkrusG –

Fr´krusG. ■

El concepto de k-vecindad nos ayuda a entender la estructura de FkG ya que nos
permite dividirla en subgráficas inducidas isomorfas a gráficas de fichas de gráficas
más pequeñas. Por ejemplo, para F2C5, la 2-vecindad N2pt5uq es la colección de todas
las configuraciones de dos fichas en C5 en las que alguna de las fichas ocupa el vértice
5. Hay cuatro de estas: t5, 1u, t5, 2u, t5, 3u y t5, 4u. Por la Proposición 2.3.1, estas
configuraciones inducen una subgráfica de F2C5 isomorfa a F1pC5 ´5q – P4 en F2C5.
El resto de los vértices de F2C5 son aquellos que no tienen ficha alguna en el vértice
5, estas son las configuraciones de N2pV pC5qzt5uq, por lo que inducen una subgráfica
de F2C5 isomorfa a F2pC5 ´ 5q – F2P4. En la Figura 2.5 vemos un diagrama de
ambas subgráficas.

Para terminar de bocetar F2C5 resta analizar las adyacencias que existen entre
pares formados por configuraciones de ambas subgráficas, las cuales se corresponden
con los movimientos que puede realizar la ficha posicionada en el vértice 5: hacia el
vértice 4 o hacia el vértice 1. Así, conseguimos el boceto de F2C5 que aprece en la
Figura 2.6.
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Figura 2.5: N2pt5uq y N2pV pC5qzt5uq en F2C5.

Figura 2.6: Boceto de F2C5.

De forma semejante, las gráficas de fichas de las trayectorias se pueden dividir,
recursivamente, en gráficas de fichas de trayectorias más pequeñas y con menos fichas.
Veamos un ejemplo en F3P7, queremos obtener una partición de las configuraciones de
tres fichas en P7 en la que cada clase esté formada por configuraciones cuya “primera
ficha” está en la misma posición. Para esto definimos primero L1 “ rN3pt1uqsF3P7 ,
de esta manera los vértices de L1 son las configuraciones de tres fichas en las que
alguna de ellas ocupa el vértice 1. Por la Proposición 2.3.1, L1 es una subgráfica de
F3P7 isomorfa a F2pP7 ´ 1q que, como P7 ´ 1 – P6, es isomorfa a F2P6. De forma
semejante, si L2 es la gráfica

rN3pt2uqsF3P7 ´ N3pt1uq “ rN3pt2uqsF3pP7´1q,

sus vértices son las configuraciones de tres fichas en P7 que tienen una ficha en 2
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pero ninguna en 1. Utilizando nuevamente el isomorfismo entre P7 ´ 1 y P6, estas
configuraciones se corresponden con aquellas de F3P6 que tienen una ficha en el
vértice inicial de la trayectoria. De nuevo, gracias al la Proposición 2.3.1 se tiene que
L2 es isomorfa a F2P5. Así, si definimos

Li`1 “ rN3pti ` 1uqz

i
ď

s“1

V pLsqsF3P7 – rN3pt1uqsF3P7´i
– F2P7´pi`1q

para i P r4s, entonces tV pLiquiPr5s es una partición de V pF3P7q y toda Li es una
subgráfica inducida de F3P7 isomorfa a F2P7´i. Para completar el análisis de F3P7

veamos que un par de configuraciones u P Li y v P Lj con i ‰ j, serán adyacentes
si v se obtienen de mover la ficha de u en i al vértice j, es decir, si u△v “ ti, ju y
ij P EpP7q. Así obtenemos el boceto de F3P7 de la Figura 2.7.

Recursivamente, para cada Li se pueden definir Lij con j P ri ` 1, 6s como la
subgráfica de F3P7 inducida por las configuraciones de tres fichas cuya primera y
segunda ficha están en i y j respectivamente, de manera que Lij – F1P7´j – P7´j. En
general, los vértices de FkPn se pueden dividir en n´k`1 partes ajenas L1, . . . , Ln´k`1

de forma que Li – Fk´1Pn´i y dos vértices u P Li y v P Lj son adyacentes si y solo
si j “ i ` 1 e v “ mij

u rus.
Por otro lado, resulta productivo considerar Nk como una función que a cada

configuración en FrG le asocia una colección de configuraciones en FkG dada por
u ÞÑ Nkpuq. Para u P V pFrGq sucede que |Nkpuq| “

`

n´r
k´r

˘

si r ď k y |Nkpuq| “
`

r
r´k

˘

si k ď r, por lo tanto
Nk : V pFrGq Ñ V pFaFkGq

con a “
`

n´r
k´r

˘

si r ď k y a “
`

r
r´k

˘

“
`

r
k

˘

si k ď r.
Si r “ k, entonces Nk : FrG Ñ F1FkG es un isomorfismo pues, para toda u P

V pFrGq se tiene que Nkpuq “ tuu, siendo este el isomorfismo que conocemos entre
FrG y F1FrG. Sin embargo, si k ‰ r y r r

2
s ă k ă n`r

2
, entonces Nk no es un morfismo

de gráficas, más aún si u, v P V pFrGq son diferentes entonces Nkpuq y Nkpvq no son
adyacentes en FaFkG. Para ver esto notemos que, como u ‰ v, entonces uzv y vzu
son no-vacíos. Por lo tanto, si x P uzv, y P vzu y k ă r podemos definir

Su “ tw Y txu : w P Nk´1puztxuqu y
Sv “ tw Y tyu : w P Nk´1pvztyuqu.

Se tiene entonces que Su Ď NkpuqzNkpvq y Sv Ď NkpvqzNkpuq. Como 1 ď r y
r r
2
s ă k ă r se sigue que 1 ă k ă r y, por lo tanto, |Su| “ |Sv| “

`

r´1
k´1

˘

ą 1, así
|Nkpuq△Nkpvq| ą 2 y entonces Nkpuq△Nkpvq R EpFkGq.
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Figura 2.7: Las subgráficas L1, L2, L3, L4 y L5 nos ayudan a visualizar F3P7.

El caso r ă k se puede argumentar de forma semejante definiendo ahora

Su “ tw Y u : w P V pFk´rpG ´ u Y vqqu y
Sv “ tw Y v : w P V pFk´rpG ´ u Y vqqu,

y viendo que, nuevamente, Su Ď NkpuqzNkpvq y Sv Ď NkpvqzNkpuq. Como r ă k ă
n`r
2

ă n se tiene que 0 ă k´ r ă n´r
2

ă n´ r y por lo tanto 0 ă k´ r ă n´ r´1. Se
concluye que |Su| “ |Sv| “

`

n´|uYv|

k´r

˘

ě
`

n´pr`1q

k´r

˘

ą 1, y así Nkpuq△Nkpvq R EpFkGq.
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Obsérvese que, en el argumento anterior, si u, v son dos configuraciones de r
fichas adyacentes en FrG, entonces NkpuqzNkpvq “ Su y NkpvqzNkpuq “ Sv, más aún,
en este caso existe un SuSv-apareamiento en FkG cuya biyección subyacente es un
isomorfismo entre las subgráficas de FkG inducidas por Su y Sv. En efecto, llamando
uzv “ txu y vzu “ tyu para alguna xy P EpGq, veamos que como Mxy P Mw para
toda w P Su entonces Mxy está definida en todo Su y su imagen está contenida en
Sv. De forma análoga, Myx es una función definida en todo Sv y con imagen en Su.
Más aún, Myx “ pMxyq´1 ya que

Myx
pMxy

pwqq “ pppwztxuq Y tyuqztyuq Y txu “ w.

Por lo tanto, Mxy es una biyección que, al construirse con base en movimientos,
sabemos que subyace al SuSv-apareamiento twMxypwq P EpFkGq : w P Suu. Final-
mente, para ver que Mxy es un isomorfismo entre rSusFkG y rSvsFkG veamos que, si
dos configuraciones en Su, w y w1, son adyacentes, entonces existe un movimiento
M zz1

P Mw tal que M zz1

pwq “ w1. Como w,w1 P Su entonces tz, z1u X tx, yu “ ∅, de
forma que M zz1

P MMxypwq y

M zz1

pMxy
pwqq “ pwztx, zuq Y ty, z1

u “ pw1
ztxuq Y tyu “ Mxy

pw1
q.

Por lo tanto Mxypwq y Mxypw1q son adyacentes en FkG. Para ver que la adyacencia
en la gráfica rSvsFkG también implica la adyacencia en de sus preimágenes en rSusFkG

se hace el mismo argumento ahora con la función inversa Myx : Sv Ñ Su. Se concluye
que Mxy : rNkpuqzNkpvqsFkG Ñ rNkpvqzNkpvqsFkG es un isomorfismo siempre que
uv P EpFkGq.

Lo anterior sugiere definir una variante de las gráficas de fichas en la que se
permita mover varias fichas a la vez: para G una gráfica de orden n P Z`, k P rns

y l P rks definimos PlFkG, la gráfica de k fichas con movimientos l-paralelos,
como V pPlFkGq “

`

V pGq

k

˘

y, para u, v P V pPlFkGq distintos, uv P EpPlFkGq si y solo
si existe un puzvqpvzuq-apareamiento de cardinalidad a lo más l en G. Un ejemplo
de estas gráficas se puede ver en la Figura 2.8. Entonces, si consideramos Nk como
una función de FrG en PlFaFkG con a “

`

r
k

˘

y l “
`

r´1
k´1

˘

si k ď r, o a “
`

n´r
k´r

˘

y
l “

`

n´r´1
k´r

˘

si r ď k, resulta ser un monomorfismo, por lo que FrG es una subgráfica
de PlFaFkG que, además, es inducida. Esto lo argumentamos en la demostración de
siguiente resultado.

Proposición 2.3.2. Si G es una gráfica de orden n P Z` y r, k P rns son tales que
k ď n

2
y r

2
ă k ă n`r

2
entonces

NkpFrGq “ rNkrV pFrGqssPlFaFkG – FrG,

con a “
`

r
k

˘

y l “
`

r´1
k´1

˘

si k ď r, y a “
`

n´r
k´r

˘

y l “
`

n´r´1
k´r

˘

si r ď k.
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Figura 2.8: Gráfica de 2 fichas con movimientos 2-paralelos de P10 y el tablero que
modela.

Demostración. Primero notemos que el caso r “ k es inmediato, por lo que solo
analizaremos los casos donde r y k no son iguales, y que la condición r

2
ă k ă n`r

2

se pide para que, cuando k ď r, entonces r ´ k ă r ´ r
2

“ r
2
, lo que asegura que

la cantidad de fichas en rusG no excede la mitad de los vértices. De la misma forma
cuando r ď k, se tiene que k´r ă n´r

2
, asegurando que la cantidad de fichas en G´u

no excede la mitad de los vértices. Por supuesto, esta hipótesis no pierde generalidad
ya que, como discutimos al inicio de este capítulo, todas las gráficas de fichas son
isomorfas a una gráfica de fichas con a lo más tantas fichas como la mitad de los
vértices.

Para el caso k ă r supongamos que a y l son como en el enunciado, por la
Proposición 2.3.1 sabemos que Nk : V pFrGq Ñ V pPlFaFkGq es inyectiva, ahora
veamos que es morfismo: si u, v P V pFrGq son adyacentes entonces u “ I Y txu y
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v “ I Y tyu con I “ u X v y xy P EpGq, por lo tanto

Nkpuq “ tw P Nkpuq : x P wu Y tw P Nkpuq : x R wu

“ tw Y txu : w P V pFk´1Iqu Y NkpIq, y
Nkpvq “ tw P Nkpvq : y P wu Y tw P Nkpvq : y R wu

“ tw Y tyu : w P V pFk´1Iqu Y NkpIq.

De manera que |Nkpuq△Nkpvq| “ 2|Fk´1I| “ 2
`

r´1
k´1

˘

“ 2l, para ver que hay un
emparejamiento deNkpuqzNkpvq yNkpvqzNkpuq hay que notar que las configuraciones
del primero son de la forma wY txu con w P V pFkIq y se pueden hacer corresponder
biyectivamente con las configuraciones w Y tyu P NkpvqzNkpuq, estas parejas de
configuraciones siempre son adyacentes y por lo tanto NkpuqNkpvq P EpPlFaFkGq.

Para ver que es un isomorfismo consideremos u, v P V pFrGq diferentes tales que
NkpuqNkpvq P EpPlFaFkGq, como u y v son diferentes |Nkpuq△Nkpvq| ě 2

`

r´1
k´1

˘

“ 2l,
sin embargo, ya que estas dos k-vecindades son adyacentes moviendo a lo más l fichas,
necesariamente |Nkpuq△Nkpvq| “ 2l.

Si existieran x1, x2 P uzv diferentes, entonces existirían y1, y2 P vzu diferentes, si
R “ ruztx1, x2usG entonces

Nkpuq “ V pFkRq Y tw Y tx1u : w P V pFk´1Rqu

Y tw Y tx2u : w P V pFk´1Rqu

Y tw Y tx1, x2u : w P V pFk´2Rqu,

y análogamente para v. Por lo tanto, |Nkpuq△Nkpvq| ě 2p2
`

r´2
k´1

˘

`
`

r´2
k´2

˘

q, por la
Regla de Pascal,

`

r´2
k´1

˘

`
`

r´2
k´2

˘

“
`

r´1
k´1

˘

“ l, por lo tanto |Nkpuq△Nkpvq| ě 2pl `
`

r´2
k´1

˘

q ą 2l, lo que es una contradicción. Así podemos afirmar que u “ I Y txu y
v “ I Y tyu con I “ u X v, resta ver que xy P EpGq, y esto es así ya que para
cualesquiera z P NkpuqzNkpvq y z1 P NkpvqzNkpuq, se cumple que tx, yu Ă z△ z1,
como ya sabemos que Nk es morfismo, si existen u y v adyacentes en FrG, es necesario
que xy sea una arista de G.

El caso r ă k se argumenta de forma similar, para ver que es morfismo se observa
que para u, v P V pFrGq diferentes y adyacentes, si S “ G ´ pu Y vq, uzv “ txu y
vzu “ tyu, entonces

Nkpuq “ tw P Nkpuq : y P wu Y tw P Nkpuq : y R wu

“ Nkpu Y vq Y tw Y u : w P V pFk´rpG ´ u Y vqqu, y
Nkpvq “ tw P Nkpvq : x P wu Y tw P Nkpvq : x R wu

“ Nkpu Y vq Y tw Y v : w P V pFk´rpG ´ u Y vqqu.
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Por lo tanto, |Nkpuq△Nkpvq| “ 2|Fk´1S| “ 2
`

n´r´1
k´r

˘

“ 2l, y el emparejamiento
de los elementos de la forma w Y tyu P NkpuqzNkpvq con w Y tyu P NkpvqzNkpuq

justifican que NkpuqNkpvq P EpPlFaFkGq.
Si ahora suponemos que u, v P V pFrGq son diferentes y tales que NkpuqNkpvq P

EpPlFaFkGq, como sabemos que |Nkpuq△Nkpvq| “ 2l se puede argumentar de forma
muy semejante al caso anterior que u “ I Y txu y v “ I Y tyu con I “ u X v.
Nuevamente el hecho de que Nk es un morfismo nos permite concluir que xy P EpGq.

■

Naturalmente, si FkG es una gráfica de fichas, l P rks, y u P V pFkGq, definimos
un movimiento l-paralelo de u, o simplemente un movimiento paralelo, como
una función M : u Ñ V pGq tal que | soppMq| ď l y txMpxq P EpGq : x P soppMqu

es un upV pGqzuq-apareamiento. El término paralelo se explica si recordamos que
decimos que dos líneas son paralelas cuando no inciden en un punto común, por lo
que un apareamiento no es otra cosa que una colección de líneas de G paralelas por
pares. Además, un movimiento 1-paralelo de u coincide con la de un movimiento
usual de u en FkG, por lo que la noción de movimiento paralelo generaliza la de
movimiento. Denotamos PlMu al conjunto de todos los movimientos l-paralelos de
u. Observemos que a un movimiento l-paralelo M , a diferencia de un movimiento
usual, no es posible describirlo con una notación semejante a Mxy, ya que ahora
son varias fichas las que se mueven y, aún si damos los conjuntos A “ soppMq y
B “ M rsoppMqs, no es necesariamente cierto que existe un único AB-apareamiento.
Sin embargo, tras un poco de reflexión, el lector podrá convencerse de que, si la
gráfica G tiene cuello mayor que 2l, entonces de existir un emparejamiento entre A
y B, dos conjuntos de cardinalidad a lo más l, debe ser único. De forma que, en este
caso, los movimientos l-paralelos son suceptibles no solo de la notación MAB, sino de
un análisis semejante al que realizamos en FkG para encontrar una biyección entre
los caminos de FkG y parejas de ciertas palabras de movimientos (en este caso, los
movimientos serán de configuraciones w P Nrpuq con r P rls) y sus configuraciones
inciales. Sin embargo, en este texto no emprendemos esta dirección de investigación y
nos conformamos con apoyarnos en la noción de movimiento l-paralelo para entender
a PlFkG como la gráfica cuyos vértices son las configuraciones de k fichas en los
vértices de G y en donde dos de ellas son adyacentes si es posible mover a lo más l
fichas “simultáneamente” a lo largo de un upV pGqzuq-apareamiento.

Obsérvese que, por la Proposición 2.3.1, si |k ´ r| “ 1 entonces Nkpuq – G ´ u
o Nkpuq – rusG, por lo que NkrV pFrGqs se puede entender como la colección de
todas las subgráficas inducidas de cierto tamaño (n ´ r ó r) de G. En particular,
si r “ 1 y k “ 2, entonces tNkptxuq : x P V pGqu es el mazo de G y, como en este
caso l “

`

n´r´1
k´r

˘

“
`

n´2
1

˘

“ n ´ 2, la Proposición 2.3.2 nos asegura que las cartas
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de G se pueden encontrar como subgráficas inducidas en F2G cuyos conjuntos de
vértices son configuraciones de n´ 1 fichas en F2G que inducen una gráfica isomorfa
a G en Pn´2Fn´1F2G. Se tiene que cualesquiera dos de estas cartas, rN2ptxuqsF2G

y rN2ptyuqsF2G para x, y P V pGq, se intersectan en exactamente un vértice de F2G,
a saber N2ptxuq X N2ptyuq “ ttx, yuu. Es decir que, como entre cualesquiera dos
cartas existe una única configuración de F2G que está en ambas, para cada confi-
guración de F2G existen exactamente dos cartas que le contienen, y hay n cartas,
entonces ptN2ptxuqu, V pF2Gqq es una estructura de incidencia S1p2, 2, nq. Así, toda
gráfica de dos fichas admite que su conjunto de vértices sea las líneas de un con-
junto un sistema de incidencia así. Además, el conjunto de aristas con extremos en
Sx “ N2ptxuqzN2ptyuq y Sy “ N2ptyuqzN2ptxuq, como ya vimos, contiene un SxSy-
apareamiento asociado a Mxy si xy P EpGq; sucede que, si xy P EpGq, estas son
todas las SxSy-aristas y, si xy R EpGq, entonces EpSx, Syq “ ∅. Como consecuencia,
si EpSx, Syq ‰ ∅ entonces xy P EpGq, de forma que, para todo z P V pGqztx, yu, se
tiene que tx, zuty, zu P EpSx, Syq y, además, es la única arista de EpN2ptzuqq que está
en EpSx, Syq. Se sigue que tEpSx, Syq X EpN2ptzuqquzPV pGqztx,yu es una partición de
EpSx, Syq. Todavía más, como el hecho de que dos configuraciones de dos fichas, u y
v, sean adyacentes implica que uXv ‰ ∅, entonces de hecho toda arista de F2G es de
la forma tx, zuty, zu para alguna z P V pGq y xy P EpGq, por lo que toda arista está
en EpSx, Syq para una y solo una arista xy P EpGq. De forma que tEpSx, SyquxyPEpGq

es también una partición de EpF2Gq. Veremos que, como consecuencia de la Propo-
sición 2.3.2, la existencia de una estructura de incidencia cuyas líneas son los vértices
de una gráfica H que cumpla todo lo anterior implica que H – F2G. Es decir que
estas propiedades determinan únicamente a la gráfica de dos fichas de G. Este resul-
tado se puede extender para dar una caracterización de FkG. Para argumentar esto,
introducimos la noción de un sistema de incidencia no-degenerado, el cual es
un sistema de incidencia en donde no existen dos puntos p y q tales que ppq “ pqq.
En una geometría así, es posible identificar a cada punto X con la colección de líneas
con las que incide y tomar la incidencia inducida por la pertenencia. Todas las es-
tructuras con las que trabajamos en este argumento son no-degeneradas, por lo que
siempre suponemos que son pares pP,Lq tales que P Ď PpLq. Además, a lo largo del
siguiente argumento denotamos, para X, Y Ď V pHq para alguna gráfica H,

EHpXzY, Y zXq “ SpX, Y q.

Teorema 2.3.3. Sean G y H dos gráficas, con G de orden n P Z` y k P rns, entonces
H – FkG si y sólo si V pHq admite ser el conjunto de líneas de un k´p1, k, nq-diseño
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pP, V pHqq tal que
EpHq “

ď

tX,Y uPpP
2q

SpX, Y q y

tSpX, Y qXEprpW qsHq : W P
`

P ztX,Y u

k´1

˘

u es una partición de SpX, Y q para cualesquiera
dos X, Y P P que satisfacen SpX, Y q ‰ ∅.

Demostración. SuponemosH “ FkG y verificaremos que la familia P “ tNkptxuquxPV pGq

forma un conjunto de puntos tal que la estructura de incidencia pP, V pFkGqq es
un diseño como lo buscamos. Notemos que esto no pierde generalidad ya que, si
H – FkG, existe f : FkG Ñ H un isomorfismo, de forma que P 1 “ tf rXsuXPP

es un conjunto de puntos de la estructura de incidencia pP 1, V pHqq que es un dise-
ño como lo buscamos siempre que pP, V pFkGqq lo sea. Recordemos que, para mos-
trar que pP, V pFkGqq es un k ´ p1, k, nq-diseño debemos ver que para cualesquiera
k puntos Nkptx1uq, . . . , Nkptxkuq P P existe una única línea u P V pFkGq tal que
u P

Ş

iPrks
Nkptxiuq. Conviene observar que, para todo w Ď V pGq con |w| ď k, se

cumple que
č

zPw

Nkptzuq “ Nkpwq,

de forma que la existencia de la línea u que buscamos es equivalente a que u sea
la configuración tx1, . . . , xku. Además, cualquier línea u “ tx1, . . . , xku P V pFkGq

incide con exactamente k puntos, a saber, Nkptx1uq, . . . , Nkptxkuq. Por último, es
claro que hay n puntos, uno por cada x P V pGq, de manera que en efecto se trata de
un k ´ p1, k, nq-diseño.

Ahora vemos que EpFkGq “
Ť

tX,Y uPpP
2q SpX, Y q ya que, si uv P EpFkGq, entonces

u△ v “ tx, yu P EpGq, por lo que u P NkptxuqzNkptyuq y v P NkptyuqzNkptxuq, lo que
implica que uv P SpNkptxuq, Nkptyuqq. Por otro lado, si SpNkptxuq, Nkptyuqq ‰ ∅,
entonces existen u P NkptxuqzNkptyuq y v P NkptxuqzNkptyuq tales que u△ v P EpGq.
Pero, como tx, yu Ď u△ v P EpGq, entonces u△ v “ tx, yu y xy P EpGq. Se sigue
que uX v P

`

V pGqztx,yu

k´1

˘

y, por lo tanto, u, v P Nkptzuq para toda z P uX v, con lo que
se deduce que

uv P SpNkptxuq, Nkptyuqq X Ep
č

zPuXv

Nkptzuqq “ SpNkptxuq, Nkptyuqq X Nkpu X vq.

En general, si xy P EpGq, entonces el conjunto SpNkptxuq, Nkptyuqq X EpNkpwqq,
para algún w P

`

V pHqztx,yu

k´1

˘

, es el unitario formado por la arista pw Y txuqpw Y

tyuq P EpFkGq. Así que la familia formada por estos conjuntos es una partición de
SpNkptxuq, Nkptyuqq.
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Ahora, suponemos que existe pP, V pHqq un k ´ p1, k, nq-diseño que satisface las
hipótesis para alguna gráfica H. Definimos una gráfica G con conjunto de vértices
P y en donde dos vértices, X y Y , son adyacentes si y sólo si SpX, Y q ‰ ∅. Afir-
mamos que H – FkG. Para ello definimos la correspondencia f : V pHq Ñ V pFkGq

dada por u ÞÑ puq. Como pP, V pHqq es un k ´ p1, k, nq-diseño, se tiene que f en
efecto tiene contradominio en V pFkGq, ya que toda línea incide con exactamente k
puntos, y, como por cualesquiera k puntos X1, . . . , Xk P P existe una única línea
u P V pHq tal que fpuq “ tX1, . . . , Xku, entonces f es una biyección. Ahora veremos
que es un isomorfismo. Si u y v son dos vértices de H adyacentes, entonces, como
EpHq “

Ť

tX,Y uPpP
2q SpX, Y q, existen dos X y Y en P tales que uv P SpX, Y q. Luego

tSpX, Y q XEprpZqsHq : Z P
`

P ztX,Y u

k´1

˘

u es una partición de SpX, Y q, por lo que existe
W P

`

P ztX,Y u

k´1

˘

tal que uv P EppW qq. Si W “ tX1, . . . , Xk´1u, entonces, como sin
pérdida de la generalidad u P XzY y v P Y zX, se concluye que

fpuq “ tX1, . . . , Xk´1, Xu y
fpvq “ tX1, . . . , Xk´1, Y u.

De forma que fpuq△ fpvq “ tX, Y u y, como uv P SpX, Y q, entoncesXY P EpGq. Por
lo tanto, si uv P EpHq entonces fpuqfpvq P EpFkGq. Ahora, si fpuqfpvq P EpFkGq pa-
ra algunos u, v P V pHq, entonces, de forma muy semejante, fpuq “ tX1, . . . , Xk´1, Xu

y fpvq “ tX1, . . . , Xk´1, Y u con XY P EpGq. Se sigue que SpX, Y q ‰ ∅ y así que,
como W “ tX1, . . . , Xku P

`

P ztX,Y u

k´1

˘

, se tiene que

SpX, Y q X EppW qq ‰ ∅.

Es decir que existe una arista entre dos vértices deH que inciden con todos los puntos
de W y uno de ellos con x y otro con y. Es decir, que la arista tiene por extremos a
los únicos vértices que inciden con los k puntos X1, . . . , Xk´1, X y X1, . . . , Xk´1, Y .
Como la geometría es un k´p1, k, nq-diseño, estos vértices son únicos y, por lo tanto,
uv P EpHq. Se concluye que f es un isomorfismo de H en FkG. ■

Inspirados por este resultado, si H es una gráfica y P es una colección de subcon-
juntos de vértices de H tal que pP, V pHqq satisface las hipótesis del Teorema 2.3.3
para algunas n P Z` y k P vuw, le decimos una estructura de k fichas de H. Ob-
servemos que, por el Teorema 2.3.3 y la Proposición 2.3.2, las gráficas inducidas en
H por los elementos de una estructura de k fichas en H son isomorfas a Fk´1pG´xq,
con G la gráfica construída en el Teorema 2.3.3 tal que H – FkG. Es decir, son las
gráficas de k ´ 1 fichas de las cartas de G. Definimos entonces, el k-mazo de una
gráfica G con al menos k ` 1 vértices, como

DkG “ tFkpG ´ xq : x P V pGqu.
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A sus elementos, naturalmente, les decimos las k-cartas de G. Es claro que, el con-
cepto de 1-mazo coincide con el de mazo ya que F1G – G para toda gráfica. Por lo
anterior se tiene la siguiente consecuencia de la Proposición 2.3.2 y el Teorema 2.3.3.

Corolario 2.3.4. Una familia de gráficas D “ tH1, . . . , Hnu es un k-mazo si y sólo
si existe una gráfica H que admite una estructura de k ` 1 fichas P “ tX1, . . . , Xnu

tal que rXisH – Hi para toda i P rns.

Demostración. La Proposición 2.3.2 y el Teorema 2.3.3 muestran que todo k-mazo
de una gráfica G satisface el enunciado ya que tNk`1ptxuquxPV pGq es una estructura
de k ` 1 fichas en H “ Fk`1G tal que rNk`1ptxuqsFk`1G – FkpG ´ xq para cada
x P V pGq.

Por otro lado, si tH1, . . . , Hnu es una familia de gráficas para la cual existe una
gráficaH que admite una estructura de k fichas P “ tX1, . . . , Xnu tal que rXisH – Hi

entonces se tiene que Xi “ Nk`1ptXiuq con Xi P V pGq para G la gráfica construida
en la demostración del Teorema 2.3.3, cuyo conjunto de vértices es P y que cumple
H – Fk`1G. Por lo tanto, por la Proposición 2.3.2 se concluye que Hi – rXisH –

rNk`1ptXiuqsFk`1G – FkpG ´ Xiq para cada Xi P V pGq. ■

Figura 2.9: Estructura de 2 fichas formada por las 2-vecindades de F2P8 y el 1-mazo
asociado.

Para concluir esta sección, observemos que, si existieran dos gráficas de k ą 1
fichas FkG y FkH tales que FkG – FkH entonces la existencia de un isomorfismo
f : FkG Ñ FkH implica que toda estructura de k fichas de FkG es también una
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estructura de k fichas en FkH. En [22] se conjetura que, si FkG – FkH, entonces
G – H, de ser cierta esta afirmación se tendría que cualesquiera dos estructuras de
k fichas en la misma gráfica tendrían asociado el mismo pk ´ 1q-mazo. Proponemos
que, recíprocamente, para cada pk´1q-mazo existe una única gráfica que admite una
estructura de k fichas que da lugar a él y que, por lo tanto, es equivalente que dos
gráficas tengan el mismo pk ´ 1q-mazo es a que tengan la misma gráfica de k fichas.

Conjetura 2.3.5. Sean G y H gráficas de orden n con n ě 3 y k P v2, n ´ 1w,
entonces FkG – FkH si y sólo si existe una biyección r : V pGq Ñ V pHq tal que
Fk´1pG ´ xq – Fk´1pH ´ rpxqq para toda x P V pGq.

2.4. Gráfica de fichas etiquetadas

La forma en que hemos definido las gráficas de fichas modela una situación en la
que las fichas son idénticas, esto ya que las configuraciones de fichas son conjuntos
de vértices y, por lo tanto, la única forma de referise a una de ellas es mediante el
vértice en el que se encuentra. Sin embargo, gracias a lo noción de movimiento, si es
posible alcanzar una configuración v a partir de otra u con la sucesión de movimientos
mx1y1 ¨ ¨ ¨mxtyt , entonces la función Mxtyt ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Mx1y1 : u Ñ v es una biyección que
asigna a cada ficha x P u una única ficha y P v, de forma que la ficha de u que estaba
en el vértice x ocupa el vértice y de la configuración v después de dicha sucesión
de movimientos. En cambio, si no quisieramos registrar todos los movimientos que
realizamos, una alternativa para saber qué ficha de u termina algún vértice de v es
marcar las fichas con símbolos diferentes antes de realizar la sucesión de movimientos,
de esta forma podríamos relacionar una ficha en una configuración con la única ficha
de la otra configuración que tiene la misma marca. Notemos que, de hacer esto,
ya no podríamos identificar la posición de las fichas con el conjunto de vértices
que ocupan, ya que ahora que las fichas están marcadas, podemos diferenciar entre
todas las formas en que los símbolos se pueden asignar a las fichas de una misma
configuración. Esta discusión nos invita a considerar otra variante de las gráficas
de fichas en donde este sea el caso. Esta idea surge naturalmente al considerar el
popular rompecabezas 15-puzzle, para jugarlo se necesitan quince fichas enumeradas
del uno al quince y un tablero semejante a uno de ajedrez con cuatro casillas por
lado. El juego consiste en colocar las fichas en las casillas, dejando la casilla de la
esquina inferior derecha desocupada, e intentar manipularlas, deslizando una a la
vez a una casilla adyacente desocupada, hasta lograr posicionar las fichas como se
muestra en la Figura 2.10. A principios de 1880, Johnson y Story [33] mostraron que
es posible ordenar las fichas como lo indica el juego solo si la posición inicial de las
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fichas es una permutación par de la configuración de la Figura 2.10. En 1974, Wilson
[54] generalizó este resultado planteando el juego en cualquier tablero cuya gráfica
subyacente es 2-conexa, de orden n, y hay n´1 fichas etiquetadas en él. Mostró que el
comportamiento del rompecabezas depende de si la gráfica es bipartita. Si lo es, solo
se pueden obtener las permutaciones pares, en otro caso, es posible conseguirlas todas.
Una década más tarde, Kornhauser [35] generalizó el juego al caso cuando el tablero
es cualquier gráfica y hay cualquier cantidad de fichas menor que su orden, además
dio un criterio para saber cuando es posible llevar las fichas de una configuración
etiquetada a otra. Bajo una definición apropiada de la gráfica cuyos vértices son las

Figura 2.10: La configuración ganadora del 15-puzzle.

posibles maneras de posicionar fichas etiquetadas en un tablero, lo anterior intenta
dar solución al problema de decisión sobre cuando dos de ellas están en la misma
componente conexa. En esta sección desarrollaremos estos resultados bajo nuestro
marco de trabajo, basado en la idea de los movimientos de fichas, lo que no solo nos
permitirá demostrar de forma sencilla la solución al caso más general del 15-puzzle,
sino que además veremos que, gracias a la existencia del movimiento subyacente de
cualquier camino en FkG, estos resultados son válidos incluso cuando las fichas no
tienen etiquetas. Así obtendremos una interesante propiedad de FkG en términos de
un grupo cociente del grupo de caminos cerrados simplificados basados en u para
cualquier u P V pFkGq, la cual podrá entenderse como una “etiquetación intrínseca”
de las fichas en FkG.
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Sea G es una gráfica de orden n P Z` y k P rns, definimos la gráfica de k fichas
etiquetadas, denotada F ˚

kG, como

F ˚
kG “ rtpx1, . . . , xkq P V pGq

k : xi ‰ xj si i ‰ jusGl k .

La definición del producto caja asegura que los vértices de esta gráfica, a los que
llamamos configuraciones etiquetadas, se pueden interpretar como las posiciones
de k fichas en vértices diferentes de G, y dos configuraciones etiquetadas son adya-
centes si una se puede obtener de la otra mediante el movimiento de una ficha a lo
largo de una arista de G. El ordenamiento de las listas es información adicional que
distingue a los vértices de la configuración de acuerdo a la entrada de la lista en la
que aparecen, es decir, el contenido de la i-ésima entrada se puede entender como la
casilla que ocupa la ficha marcada con la i-ésima etiqueta. Para el caso en que hay
n ´ 1 fichas en una gráfica de orden n, Wilson define una configuración etiquetada
en ella como una función biyectiva de V pGq en t1, . . . , n´1,∅u y dos de ellas, f y g,
son adyacentes si existe una transposición pxyq P SV pGq con xy P EpGq, fpxq “ ∅ y
g “ f ˝ pxyq, es decir, el vacío se mueve a un espacio adyacente. Ambas definiciones
son equivalentes por el isomorfismo f ÞÑ pf´1p1q, . . . , f´1pn´1qq. Al definir las confi-
guraciones etiquetadas con base en el producto caja, éstas son funciones biyectivas de
t1, . . . , ku en V pGq, lo que nos permite considerar una menor cantidad de fichas sin
agregar elementos al contradominio que denoten espacios vacíos, lo que complicaría
el lenguaje al considerar cualquier cantidad de fichas, distinta de n ´ 1.

Figura 2.11: La gráfica F ˚
2 C8 y el tablero que modela.

Definimos Λ: V pF ˚
kGq Ñ V pFkGq como Λpx1, . . . , xkq “ tx1, . . . , xku, esta fun-

ción es un morfismo pues, para dos configuraciones etiquetadas pu “ px1, . . . , xkq y
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pv “ py1, . . . , ykq adyacentes, existe una única j P rks tal que xj ‰ yj y además
xjyj P EpGq, de forma que Λppuq△Λppvq “ txj, yju P EpGq. Sin embargo, a menos
que k sea uno, Λ no es un isomorfismo, esto es fácil de verificar pues cada forma
posible de enlistar los vértices de una configuración u se corresponde con una con-
figuración etiquetada cuya imagen bajo Λ es u. Nos referimos a Λ´1rtuus como el
conjunto de etiquetados de u y a uno de sus elementos como un etiquetado de u.
A pesar de que Λ no es un isomorfismo, si consideramos dos configuraciones u y v
adyacentes en FkG y pu “ px1, . . . , xkq un etiquetado de u, entonces existe un único
etiquetado de v adyacente a pu. Esto es decir que, como los vecinos de Λppuq están
en biyección con los movimientos de Λppuq, entonces los vecinos de una configuración
etiquetada pu en F ˚

kG están en biyección con los movimientos mxy P MΛppuq, ya que
para cada movimiento así existe un único vecino de pu dado por Mxy ˝ pu. Por esto,
decimos que las fichas de Λppuq son también fichas de pu y que los movimientos de
Λppuq son los movimientos de pu. Esta terminología no ocasiona conflictos ya que, in-
tuitivamente, para efectos de los movimientos que es válido realizar en un tablero, es
lo mismo jugar con fichas idénticas o con fichas etiquetadas; la única diferencia entre
los movimientos de configuraciones y de configuraciones etiquetadas se encuentra en
formalismo de tomar la composición de una configuración etiquetada pu : vkw Ñ V pGq

con el movimiento, en lugar de la imagen directa de un conjunto de vértices de G,
para obtener el resultado de realizar ese movimiento. Para justificar cuidadosamente
lo anterior, definimos un isomorfismo local, de una gráfica G en otra gráfica H,
como un morfismo f : G Ñ H tal que para cada x P V pGq la restricción de f a la
vecindad x es un isomorfismo de gráficas, es decir, si

f
ˇ

ˇ

Npxq
: rNpxqsG Ñ rNpfpxqqsH

es un isomorfismo para toda x P V pGq. Se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.4.1. Si G es una gráfica de orden n, con n P Z` y k P rns, entonces
Λ: F ˚

kG Ñ FkG es un isomorfismo local.

Demostración. Sea pu “ px1, . . . , xkq P V pF ˚
kGq y denotemos u “ Λppuq, mostrare-

mos que Λ|Nppuq
es un isomorfismo entre rNppuqsF˚

k G y rNpuqsFkG. Primero veamos que
Npuq Ă ΛrNppuqs, para ello tomamos cualquier v P Npuq y suponemos que v ‰ u. Es
claro que, si u P ΛrNppuqs, entonces uzv “ txiu y vzu “ tyu con xiy P EpGq, de forma
que Mxiy ˝ pu “ px1, . . . , xi´1, y, xi`1, . . . , xkq es un etiquetado de v adyacente a pu, lo
que necesitábamos exhibir.

Para ver que es inyectiva e isomorfismo consideremos pv1 “ py1, . . . , ykq y pv2 “

pz1, . . . , zkq diferentes en Nppuq. Si alguno de los dos es pu, se tiene que pv1pv2 P EpF ˚
kGq,
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por ser diferentes Λppv1q ‰ Λppv2q, y Λppv1qΛppv2q P EpFkGq. De otra forma, existen
únicas i, j P rks tales que yi, zj R u. En cambio, si i ‰ j entonces pv1pv2 R EpF ˚

kGq

y Λppv1q△Λppv2q “ txi, yi, xj, zju, por lo que Λppv1q ‰ Λppv2q y Λppv1qΛppv2q R EpFkGq.
Si i “ j, necesariamente yi ‰ zi. En ese caso Λppv1q X Λppv2q “ tyi, ziu y, entonces,
Λppv1qΛppv2q P EpFkGq si y solo si yizi P EpGq, lo que es equivalente a pv1pv2 P EpF ˚

kGq.
Se concluye que Λ|Nppuq

es un isomorfismo y, por lo tanto, que Λ es un isomorfismo
local. ■

Como consecuencia del lema anterior afirmamos que, si pu0 y pu1 son dos etiquetados
de u, entonces Nppu0q X Nppu1q “ ∅. En efecto, como Λ es un isomorfismo local, si
existiera pv P Nppu0q X Nppu1q se sigue que existen dos etiquetados pu0, pu1 P Npvq tales
que Λppu0q “ Λppu1q, lo que es una contradicción. Es posible demostrar otros resultados
con un espíritu parecido de “separar” los etiquetados de las configuraciones cercanas
a una configuración dada, por ejemplo, si G tiene cuello mayor que 3 entonces

“

Λ´1
rNpuqs

‰

F˚
k G

– k! rNpuqsFkG
.

Para ver esto, indexemos Λ´1rtuus “ tpui : i P rk!su y notemos que, como Λ es un
isomorfismo local,

Λ´1
rNpuqs Ď

ď

iPrk!s

Nppuiq.

Por lo tanto, tNppuiq : i P rk!su es una partición de Λ´1rNpuqs y, como para toda
i P rk!s se tiene que Λ es un isomorfismo entre rNppuiqsF˚

k G y rNpuqsFkG, podemos
definir f : Λ´1rNpuqs Ñ Npuq ˆ rk!s como fpvq “ pΛppvq, iq si pv P Nppuiq. Para ver
que f es un isomorfismo basta ver que, si i ‰ j, pvi P Nppuiqztpuiu, y pvj P Nppujqztpuju,
entonces pvipvj R EpF ˚

kGq, pues pui no es adyacente a nadie en Nppujq y viceversa ya
que Λ es un isomorfismo local.

Denotemos pui “ px1, . . . , xkq, puj “ py1, . . . , ykq, pvi “ pa1, . . . , akq, y pvj “ pb1, . . . , bkq,
sabemos que existen r, s P rks tales que ar P Λppviqzu y bs P Λppvjqzu. Si Λppviq ‰ Λppvjq
entonces ar ‰ bs o xr ‰ ys, si ambas condiciones se cumplen entonces

|Λppviq△Λppvjq| “ |txr, ar, ys, bsu| “ 4.

Por lo tanto ΛppviqΛppvjq R EpFkGq. Si ar “ bs, entonces ΛppviqzΛppvjq “ tysu y
ΛppvjqzΛppviq “ txru, como G es libre de triángulos xrys R EpGq y así ΛppviqΛppvjq R

EpFkGq. Si xr “ ys, de forma análoga se deduce que Λppviq△Λppvjq “ tar, bsu y, nue-
vamente, como G no tiene triángulos, arbs R EpGq. En cualquier caso, como Λ es un
morfismo y las imágenes de pvi y pvj no son adyacentes, se tiene que pvipvj R EpF ˚

kGq. Por
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otro lado, si Λppviq “ Λppvjq, como Λ es un isomorfismo local, no existe pw P Nppviqztpviu
tal que Λp pwq “ Λppviq, de forma que pvipvj R EpF ˚

kGq, lo que demuestra la afirmación.
De forma similar, si G tiene cuello mayor que cuatro, para toda u P V pFkGq

Λ´1

»

–

ď

vPNpuq

Npvq

fi

fl

F˚
k G

– k!

»

–

ď

vPNpuq

Npvq

fi

fl

FkG

.

Este resultado generaliza el Lema 2.4.1 en el sentido de que, dado cualquier etiquetado
de u y una configuración v a distancia a lo más dos de u en FkG, existe un único
etiquetado de v a distancia a lo más dos de cualquier etiquetado de u. Sin embargo,
la principal consecuencia del Lema 2.4.1 es el siguiente resultado.

Proposición 2.4.2. Para toda gráfica G de orden n P Z`, k P rns y u P V pFkGq,
si P : Pm Ñ FkG es un camino tal que P1 “ u y pu es un etiquetado de u, entonces
existe un único camino Q : Pm Ñ F ˚

kG tal que

Q1 “ pu

y
P “ Λ ˝ Q.

Demostración. Procedemos por inducción sobre m, para m “ 1 es claro pues
Q1 “ pu es el único camino que satisface las condiciones en este caso. Supongamos
que para m ě 1 se cumple el resultado, y consideremos un camino P : Pm`1 Ñ FkG
con P1 “ u. Por hipótesis inductiva, P |V pPmq

: Pm Ñ FkG es un camino para el que
se cumple el resultado, de forma que existe un único camino Q1 : Pm Ñ F ˚

kG tal que
Q1

1 “ pu y P |V pPmq
“ Λ ˝ Q1.

Por lo anterior, en caso de existir un camino Q como el que buscamos deberá
cumplir que Q|V pPmq

“ Q1, por lo tanto, resta ver que existe una única forma de
extender Q1 a un camino de m`1 vértices que satisfaga las condiciones. Pero sabemos
que esto es así gracias a que Λ es un isomorfismo local, ya que existe un único
x P NpQ1

mq tal que Λpxq “ Pm`1. Definiendo

Qi “

#

Q1
i i P rms

x i “ m ` 1

concluimos que Q : Pm`1 Ñ F ˚
kG es el único camino tal que Q1 “ pu y P “ Λ ˝Q. ■

Al camino Q en el teorema anterio le decimos el levantamiento de P con eti-
quetado inicial pu, y lo denotamos P pu. Obsérvese que, además, cualquier camino Q
en F ˚

kG es el levantamiento de un camino en FkG, a saber, Q “ pΛ ˝ QqQ1 .
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Recordemos que, si P y Q son caminos en FkG tales que el vértice final de P
es igual al inicial de Q, como las palabras de movimientos wpP q y wpQq se cons-
truyen a partir de las palabras de flechas de P y Q, y con base en estas últimas se
define la concatenación de caminos, se tiene que wpPQq “ wpP qwpQq. Por lo tanto,
el movimiento subyacente de PQ se obtiene de la composición MpQq ˝ MpP q. To-
davía más, si P no es un camino simplificado, en su palabra de flechas aparece un
par de términos consecutivos de la forma pu, vqpv, uq, estos dan lugar a la pareja de
términos consecutivos mxymyx, con uzv “ txu y vzu “ tyu, en la palabra de mo-
vimientos de P . Así, como Mxy “ pMyxq´1, se sigue que el movimiento subyacente
a P será idéntico a aquel asociado a cualquier camino obtenido de una cancelación
elemental. Por lo tanto, el movimiento subyacente de un camino en FkG solo depen-
de de su reducción simplificada. Por lo anterior, si nos restringimos al grupo Cpuq

para cualquier u P V pFkGq, la función M : Cpuq Ñ Su dada por MprP sq “ MpP q

para cualquier P P rP s está bien definida y, además, MprPQsq “ MprQsq ˝ MprP sq.
En estricto sentido, este no es un morfismo de grupos pues la asignación voltea el
orden en que se operan los factores. Esto es una consecuencia de las convenciones
notacionales sobre cómo escribimos los términos de las palabras –de izquierda a
derecha– y de la composición de funciones –de derecha a izquierda–, y se ve reflejada
también en la definición de movimiento subyacente frente a aquella de palabra de
movimientos de un camino. Es decir, si definimos una operación de concatenación
de caminos simplificados c : Cpuq2 Ñ Cpuq como PcQ “ QP , entonces se tiene que
MprPQsq “ MprP sqcMprQsq y, por lo tanto, M es un morfismo del grupo definido
sobre Cpuq equipado con la operación c en Su con la composición. Es fácil ver que c
es equivalente a la concatenación usual de caminos pues la función dada por tomar
el camino inverso ´1 : Cpuq Ñ Cpuq es una función biyectiva que además satisface
que pPQq´1 “ Q´1P´1 “ P´1cQ´1, por lo que es un isomorfismo de Cpxq con la
concatenación de caminos simplificados en Cpuq con c. Por lo tanto, abusamos del
lenguaje diciendo que M es un morfismo de C en Su y obviamos la cuestión del orden
de los factores. Definimos entonces el grupo Σpuq como el subgrupo de Su que induce
el morfismo M , ya que sus elementos son las imagenes bajo M de elementos en Cpuq,
los solemos denotar por MpP q para P P Cpuq. Notemos que, como M es un epimor-
fismo de Cpuq en Σpuq, entonces este grupo también es un grupo cociente de Cpuq.
Este cociente es tal que Σpuq es independiente de la configuración u, solo depende
de G y el número de fichas. Para ver esto consideremos u y v dos configuraciones de
k fichas en G y R una uv-trayectoria en FkG, definimos un isomorfismo de grupos
f : Σpvq Ñ Σpuq dado por fpMpP qq “ MpR´1PRq. Es claro que es un morfismo
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pues

fpMpP q ¨ MpQqq “ MpR´1PQRq

“ MpRq ˝ MpQq ˝ MpP q ˝ MpRq
´1

“ MpRq ˝ MpQq ˝ MpRq
1

˝ MpRq ˝ MpP q ˝ MpRq
´1

“ fpMpP qq ¨ fpMpQqq,

y es biyectiva ya que podemos definir su inversa f´1 : Σpuq Ñ Σpvq como f´1pMpP 1qq “

MpRP 1R´1q para P 1 P Σpuq. Por esto, denotaremos el grupo de reetiquetados de
cualquier configuración de k fichas en G como ΣkG y le decimos el grupo de reeti-
quetados de k fichas de G. La Proposición 2.4.2, nos dice que un camino en F ˚

kG
está únicamente determinado por un camino de FkG y un etiquetado de su vértice
incial. Como los caminos en FkG están determinados por su palabra de movimientos
y una configuración incial de ella, entonces cada camino Q de F ˚

kG se puede iden-
tificar con el par formado por la palabra de movimientos wpΛ ˝ Qq y un etiquetado
de una configuración inicial de ella. Más aún, si u, v P V pFkGq y P es un uv-camino
de FkG, se tiene que el movimiento subyacente de P es tal que MpP q ˝ pu “ pv es
el vértice final de P pu para cualquier pu etiquetado de u. Como consecuencia de todo
lo anterior, cuando la gráfica G es conexa, el problema de saber qué configuraciones
etiquetadas se pueden alcanzar desde una inicial, pu, es equivalente al de saber que
otras etiquetaciones de Λppuq se pueden alcanzar desde pu. En efecto, como en este ca-
so FkG es conexa, para cualesquiera dos configuraciones etiquetadas, pu y pv, existirá
un ΛppuqΛppvq-camino, por lo que pu alcanza a algún etiquetado de Λppvq a través del
levantamiento de ese camino con configuración etiquetada incial pu. Así, saber si pu
puede alcanzar a pv a través de una sucesión de movimientos se reduce a conocer los
etiquetados de Λppvq que puede alcanzar pv, lo que es conocer el grupo ΣkG. También
se tiene la siguiente consecuencia de la Proposición 2.4.2, que relaciona la cantidad
de componentes conexas de la gráfica de F ˚

kG con la cardinalidad de ΣkG.

Corolario 2.4.3. Sea G una gráfica conexa de orden n con n P Z` y k P rns. Si
denotamos σ “ |ΣkG| entonces F ˚

kG tiene k!
σ

componentes conexas isomorfas por
pares.

Demostración. Primero veamos que, para cualesquiera dos etiquetados pu0 y pu1 de
una configuración u P V pFkGq, si pu0 “ px1, . . . , xkq, entonces existe una permutación
α P Sk tal que pu1 “ pxαp1q, . . . , xαpkqq “ pu0 ˝ α. Definimos A : V pF ˚

kGq Ñ V pF ˚
kGq

como Ap pwq “ pw ˝ α para toda configuración etiquetada pw. Es claro que A es una
biyección pues su inversa es la función pw ÞÑ pw ˝ α´1. Además, como Λ es un isomor-
fismo local, dos configuraciones etiquetadas pv y pw son adyacentes en F ˚

kG si y solo
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si Λppvq y Λp pwq son vecinos en FkG y, como Λ ˝A “ Λ, esto ocurre siempre y cuando
ApvqApwq P EpF ˚

kGq. Así, A es morfismo y, por el mismo argumento, su inversa tam-
bién lo es, por lo que A es un automorfismo de F ˚

kG tal que la evaluación de pu0 bajo
A es pu1. Recordando que la conexidad de G asegura que en todas las componentes
conexas de F ˚

kG hay algún etiquetado de u, se concluye que las componentes conexas
de F ˚

kG son isomorfas por pares.
Para ver que hay exactamente k!

σ
componentes conexas notemos que cualesquiera

dos elementos en ΣkG, es decir, dos movimientos subyacentes MpP q y MpQq, dan
lugar a dos etiquetados de u en la componente conexa de F ˚

kG en donde está pu, a
saber MpP q ˝ pu y MpQq ˝ pu. Así que en cada componente conexa de F ˚

kG hay σ
etiquetados de u, como en total hay k! etiquetados de u concluímos que la cantidad
de componentes conexas es k!

σ
. ■

Para ilustrar todo lo anterior, calculemos el grupo de permutaciones de k fichas
de algunas gráficas. Si G – Kn, para toda k P vn ´ 1w se tiene que ΣkG – Sk. En
efecto, para cualquier u P V pFkGq y x, y P u definimos xyP como el camino cerrado
basado en u dado por la siguiente sucesión de movimientos: “llevamos la ficha en x
a algún vértice z con z P V pGqzu, el cual existe pues k ď n ´ 1; movemos la ficha
en y a x y, finalmente, llevamos la ficha en z a y”. Como para cada pareja x, y P u
se cumple que MpxyP q “ pxyq P Su y, ya que las transposiciones generan a Su, se
concluye que ΣkG “ Su, que es isomorfo a Sk. Si G – Pm, entonces Σ˚

kG “ xIuySu ,
esto se argumenta por inducción sobre ℓ, la longitud de un camino cerrado basado
en u para algún u P V pFkGq. Si pu “ px1, . . . , xkq es un etiquetado de u tal que
x1 ă . . . ă xk en el orden lineal que induce el isomorfismo con Pm, observemos
que, después de un movimiento, el orden en el que se encuentran las fichas sobre la
trayectoria no cambia. Es decir, si Mxy ˝ pu “ py1, . . . , ykq para algún Mxy P Mu, se
satisfacerá que y1 ă . . . ă yk. Por lo tanto, si consideramos Q “ u1 ¨ ¨ ¨uℓuℓ`1 P Cpuq

tal que ℓ ą 1 se tiene que pw “ MpQuℓq ˝ pu “ pz1, . . . , zkq satisface z1 ă . . . ă zk por
hipótesis inductiva y, por el paso base, Mxy ˝ pw satisfacerá lo mismo para cualquier
Mxy P MΛp pwq. Por lo que MpQq ˝ pu “ py1, . . . , ykq es un etiquetado de u que satisface
y1 ă . . . ă yk, como hay una única forma de ordenar linealmente un subconjunto
de un orden lineal, entonces MpQq ˝ pu “ pu para toda MpQq P ΣkG. Por lo tanto
MpQq “ Iu y, entonces, ΣkPm “ xIuySu . De forma similar, si G – Cn, k P vn ´ 1w,
y pu1 “ px1, . . . , xkq es un etiquetado de una configuración u P FkG tal que xi´1 ă

xi ă xi`1, tomando índices módulo k, en el orden cíclico de Zn para toda i P rks,
entonces cualquier otro etiquetado de u en la componente conexa de F ˚

kG donde está
pu1 tendrá la misma propiedad. Existen k formas de ordenar cíclicamente k elementos
en Zn, pues cada una de ellas queda determinada por el vértice que ocupe la primera
ficha, explícitamente, estas son la colección de las pui “ pxi, . . . , xk, x1, . . . , xi´1q con
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i P rks. Se deduce que, la función de Zk en Σ˚puq que a cada i le asocia la clase de
caminos basados en u cuyo levantamiento con etiquetado inicial pu tiene su extremo
final en pui es un isomorfismo de grupos. Concluimos que ΣkCn – Zk. Apoyados en
estos ejemplos podemos ver que en general ΣkG no es isomorfo a Σ˚

n´kG y, por lo
tanto, F ˚

kG no es isomorfa a F ˚
n´kG, lo que contrasta con el caso para gráficas de

fichas no etiquetadas.
La consecuencia que más nos interesará de la Proposición 2.4.2 es el hecho de

que podemos considerar la acción de ΣkG sobre u dada, para P P Cpuq, por x Ñ

MpP qpxq. Es decir, la acción usual de Su sobre u restringida al subgrupo ΣkG. Por
la Proposición 2.4.4, se tiene que ésta induce la partición de u dada por sus órbitas,
a la órbita de una ficha de u en x la denotamos Oupxq y no es otra cosa que la
colección de todos los vértices de u en los que es posible colocar a la ficha de u en
x tras permutar las fichas de u con alguna sucesíon de movimientos. A estas órbitas
les decimos las órbitas de la configuración u. Se sigue que, si O1, . . . , Oℓ son las
órbitas de u, como para todo MpP q P ΣkG e i P vℓw se tiene que MpP q|Oi

P SOi
,

entonces

ΣkG Ď

ℓ
ź

i“1

SOi
.

Además definimos el subtablero de x, que denotamos Bupxq, como la gráfica

Bupxq “ rtMpP qpxq : P : Pm Ñ FkG con vértice incial uusG.

El subtablero de una ficha es la subgráfica de G a la que puede llegar la ficha en x
bajo alguna sucesión de movimientos, es decir, la parte de G a la que está confinada
esta ficha. Es claro que, si dos fichas de u, en x y en y están en la misma órbita,
entonces Bupyq “ Bupxq, por lo que no hay ambigüedad al referirse al subtablero
Bi de una órbita Oi de u. Además, por la definición de los subtableros, si existe
MpP q P ΣkG tal que MpP q|Oi

“ α P SOi
para alguna órbita Oi de u, de cardinalidad

ri y con subtablero Bi, entonces α P ΣriBi. Es decir, si es posible permutar las fichas
de u en Oi realizando movimientos de todas las fichas de u en G, entonces es posible
lograr esa misma permutación de ri fichas en el subtablero de la órbita Oi. Así se
deduce que

ΣkG Ď

ℓ
ź

i“1

ΣriBi Ď

ℓ
ź

i“1

SOi
.

Por lo tanto, dada una configuración en FkG, el grupo ΣkG la divide en sus órbitas, de
forma que sabemos que es imposible que dos fichas en órbitas diferentes intercambien
lugar. Es decir, podemos diferenciar entre fichas que están en órbitas diferentes, de
forma que las fichas de FkG están “intrínsecamente etiquetadas” por su órbita.
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Veamos que, si G es una gráfica 2-conexa y k P rn ´ 1s, entonces FkG tiene una
única órbita. Si G tiene únicamente dos vértices se cumple trivialmente pues G – K2

y k “ 1, de forma que el unitario formado por la única ficha es la única órbita de
cualquier configuración. En cambio, cuando G tiene más de dos vértices, por ser 2-
conexa, existe un ciclo que contiene a x y a cualquier otra ficha y P u. Si en este ciclo
hay una casilla desocupada, como ya conocemos la forma en que se pueden permutar
las fichas sobre un ciclo, es posible lograr que la ficha en x ocupe el vértice y tras una
permutación de las fichas en el ciclo. En otro caso, por la Proposición 1.4.5, existen
dos trayectorias internamente ajenas desde algún espacio desocupado hacia el ciclo.
Si los extremos de estas trayectorias sobre el ciclo son x y y, entonces existe un ciclo
que contiene a x, y y al espacio desocupado, por lo que se procede como en el primer
caso. Si no es así, podemos llevar el espacio vacío al ciclo, realizar la permutación
deseada como el caso anterior, y regresarlo a su posición inicial. Concluimos que, si
hay al menos un espacio vacío en una gráfica 2-conexa, entonces todas las fichas de
cualquier configuración están en la misma órbita. Por lo tanto, cuando una gráfica
G es 2-conexa el anterior análisis no nos ayuda a conocer ΣkG pues la única órbita
está formada por todas las fichas y su subtablero es toda G. Sin embargo, lo anterior
tiene como consecuencia que, si G es separable y hay n ´ 1 fichas en ella, entonces
para cada órbita existe un bloque de G tal que su subtablero es dicho bloque. En
efecto, si una ficha de una configuración u P V pFn´1Gq está en x, un vértice de G que
no es de corte, entonces Bupxq es el único bloque al que pertenece x; de otra forma
Bupxq es el bloque al que pertenece la primera arista de cualquier xz-trayectoria,
con z el vértice desocupado. Esto es así ya que, si la ficha empieza posicionada en
un vértice de corte, solo podrá moverse cuando el espacio vacío recorre una arista
incidente con él, naturalmente, los movimientos de una ficha en esta situación solo
pueden hacerse hacia el bloque que debe cruzar el espacio vacío para llegar a este
vértice. Por otro lado, si la ficha no está posicionada en un vértice de corte, entonces,
para salir del bloque en el que se encuentra, es necesario que llegue a un vértice de
corte, pero, en el movimiento que realiza la ficha para ocuparlo, el espacio vacío se
mueve hacia bloque en el que estaba la ficha, de manera que el siguiente movimiento
de la ficha será hacia un vértice en ese bloque. Esto implica que, aquellas fichas cuyo
subtablero es un bloque trivial, son el único elemento en su órbita. En efecto, si
hubiera otra ficha en su órbita, ésta debería estar siempre en el mismo bloque, lo
que haría imposible que se movieran las fichas de esa orbita, contradiciendo por ello
que estén en la misma órbita. En cambio, las fichas cuyo subtablero es un bloque
no-trivial están relacionadas con todas aquellas que tienen el mismo subtablero, ya
que es posible poner un espacio vacío en el bloque junto con todas ellas, y se concuye
gracias al análisis de las gráficas 2-conexas. Por lo tanto, en el caso k “ n´1 existen
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tantas órbitas como bloques en G, y además ΣkG “
śℓ

i“1Σni´1Bi con B1, . . . , Bℓ los
bloques de G de orden r1, . . . , rℓ. Así, conocer Σn´1G se reduce a conocer los grupos
Σni´1B con B una gráfica 2-conexa de orden ni.

En [54] se muestra que, para una gráfica G que es 2-conexa, distinta de un ciclo, y
de la gráfica Θ0 que se ve en la Figura 2.12, se tiene que Σn´1G – An´1 si G es bipar-
tita, y Σn´1G – Sn´1 si no lo es. Además, Σ6Θ0 – S5 y, recordemos, Σn´1Cn – Zn´1.
El argumento que se da consiste en observar primero que, si la gráfica es bipartita,
apoyados en el isomorfismo ϕ : Fn´1G Ñ G, podemos asociar cada camino P en
Fn´1G con el camino en G dado por ϕ ˝ P . Es decir, usamos el isomorfismo entre
estas dos gráficas para describir el camino que siguen n ´ 1 fichas en G mediante el
camino que sigue el único espacio vacío que hay. De esta forma, como G es bipartita,
se deduce que todos los caminos cerrados en Fn´1G tienen longitud par. Además, co-
mo ya hemos discutido, en este artículo se definen a las configuraciones etiquetadas
como funciones de V pGq en t1, . . . , n´1,∅u, por lo que identifican el movimiento de
la ficha en x de una configuración u, como la transposición px∅q de t1, . . . , n´1,∅u.
De manera que la composición de una configuración etiquetada con su definición y
esta noción de movimiento tiene como resultado la configuración que esperaríamos
de mover la ficha en x al vértice en donde se encuentra el espacio vacío. Por lo tanto,
para todo camino P P Cpuq con wpP q “ mx1x2 ¨ ¨ ¨mxmxm`1 , le asocian la permutación
de t1, . . . , n´ 1,∅u dada por px1xm´1q ˝ pxm´1xm´2q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ px3x2q ˝ px2x1q. Se deduce
que, como todo camino cerrado en Fn´1G tiene longitud par, estas permutaciones
están en At1,...,n´1,∅u. Como además estas permutaciones dejan fijo a ∅, pues vienen
de caminos cerrados basados en u, si las restringimos a u obtenemos permutaciones
pares de u. Así, los movimientos subyacentes a los caminos cerrados de Fn´1G están
en Au, es decir, Σn´1G Ď Au. Más aún, si G no es bipartita, existirá un camino
cerrado de longitud impar que inducirá una permutación impar de u, de forma que
es necesario que la gráfica sea bipartita para que esto suceda. Ahora, veremos que, si
G es bipartita, es posible obtener todas las permutaciones pares de una configuración
de n´ 1 fichas, con lo que podremos concluir la afirmación. Para lograr esto, en [54]
primero centran su análisis en las gráficas 2-conexas con número de Betti dos, es
decir, intuivamente, gráficas que se obtienen a partir de la unión de dos ciclos ajenos
al identificar subgráficas isomorfas a trayectorias de la misma longitud de cada uno
de ellos. Alternativamente, son gráficas que se obtienen a partir de un ciclo agre-
gando vértices y aristas nuevas que formen una trayectoria entre dos vértices de él.
Éstas son gráficas que admiten una parametrización a través de la longitud de las
tres xy-trayectorias internamente ajenas que unen a x y y, los dos únicos vértices
de grado tres en esta gráfica. Denotamos a la gráfica de este tipo tal que dichas
trayectorias tienen longitud r, s y t, con r, s, t P Z` y t ď s ď r, como Θpr, s, tq. La
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gráfica Θ0 es un ejemplo de una gráfica de esta familia, de hecho Θ0 “ Θp2, 2, 1q.
Es suficiente estudiar esta familia de gráficas pues cualquier otra gráfica 2-conexa
que no es un ciclo contiene alguna de estas como subgráfica, por lo que se puede
utilizar este resultado como base —de una cierta inducción— para demostrar que
el resultado es válido para todas las gráficas 2-conexas. La idea principal es que, en
Θpr, s, tq, si llamamos A, B, y C a las xy-trayectorias de longitud r, s y t respec-
tivamente (véase la Figura 2.12), y consideramos una configuración de n ´ 1 fichas
cuyo único espacio vacío está en x, entonces, usando el camino que sigue el espacio
vacío para referirnos al camino que siguen las n ´ 1 fichas, MpCA´1BC´1ABq es
igual a paryq ˝ pb1c1q si t ą 1 y a paryb1q si t “ 1. Como la colección de todos los
3-ciclos, así como la de todas las composiciones de dos transposiciones, generan el
grupo alternante Au, entonces bastaría ver que Σn´1Θpr, s, tq es 4-transitiva si t ą 1,
y 3-transitiva si t “ 1. En [54] no muestran esto, sino que se ve que los grupos de
reetiquetados de n´1 fichas de gráficas del tipo Θpr, s, tq siempre tienen un 3-ciclo y
son 2-transitivos, lo cual, con un poco más de trabajo, se puede ver que es suficiente
para generar Au. Sin embargo, esta solución utiliza una cantidad de movimientos
del orden de Opn5q para obtener las permutaciones. El argumento de [35] es más
eficiente ya que necesita Opn3q movimientos para lograrlo, procedemos a explicarlo
a grandes rasgos. Si máxtr, s, tu ě 3, se puede ver sin demasiada dificultad que se
pueden llevar cualesquiera cuatro fichas a los vértices de la xy-trayectoria P con al
menos tres vertices internos pues, al borrar sus vértices internos, obtenemos un ciclo,
así que x y cualquier otro vértice fuera de P están en un ciclo común. Llevando
el espacio vacío a este ciclo es posible hacer girar las fichas en él hasta colocar la
ficha deseada en x sin modificar las fichas en vértices internos de P . De esta manera
podemos colocar en los tres vértices internos de P y x a cualesquiera cuatro fichas
que elijamos. Concatenando el camino que lleva una primera colección de cuatro
fichas a estos vértices con el inverso del camino que lleva una segunda colección de
cuatro fichas ahí, obtenemos un camino que lleva a la primera colección de 4 fichas
en la segunda. Esto es que ΣkΘpr, s, tq es 4-transitivo si máxtr, s, tu ě 3, por lo que
podemos concluir en este caso. Resta analizar lo que sucede si máxtr, s, tu ď 2, estas
gráficas resultan tener un comportamiento muy irregular, tanto en [54] como en [35],
las tratan de manera particular. No es posible demostrar que el grupo de reetique-
tados de estas gráficas es 3-transitivo ya que Θp1, 1, 1q no lo satisface. Además, Θ0

es una de estas gráficas, esta es la única excepción a la sencilla caracterización de
Σn´1G que cumplen todas las demás gráficas 2-conexas, pues es la única cuya gráfica
de n ´ 1 fichas etiquetadas tiene más de dos componentes conexas, en efecto, como
Σ6Θ0 – S5, usando el Corolario 2.4.3 se deduce que tiene seis componentes. Todo
lo anterior nos da un criterio general para resolver la generalización de 15-puzzle
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a cualquier gráfica G con n ´ 1 fichas en ella. En efecto, para saber si es posible
obtener una permutación de una configuración u dada, basta ver que la permutación
que necesitamos realizar se restringe a una permutación en cada órbita de u, y que
la permutación que debemos hacer de aquellas órbitas cuyo subtablero es un bloque
no-trivial y bipartito es par. Si todo lo anterior sucede, entonces es posible obtener
dicha permutación con movimientos de las fichas, en otro caso es imposible lograrlo.

Figura 2.12: Las gráficas Θpr, s, tq y Θ0 “ Θp2, 2, 1q.

Resulta que en todos los demás casos, si G es una gráfica de orden n con n ą 2, k P

vn´2w, y FkG tiene orbitas O1, . . . , Oℓ con cardinalidades r1, . . . , rℓ respectivamente,
se cumple que ΣkG –

śℓ
i“1 Sri . Esto es que, en este caso, siempre es posible conseguir

todas las permutaciones de las fichas de una configuración que se restrinjan a una
permutación en cada órbita. Para argumentar esto primero definimos la relación „u

en u como x „u y si y sólo si x P Oupyq, con esto enunciamos el siguiente resultado.

Proposición 2.4.4. Para toda gráfica G de orden n, con n P Z`, k P rn ´ 2s,
u P FkG y x, y P u, se cumple que x „u y si y sólo si pxyq P ΣkG.

Demostración. Observamos primero que, si pxyq P ΣkG es claro que x „u y, por
lo tanto nos ocupamos de demostrar solo la otra implicación. Para ello denotamos
por S “ ts1, . . . , sℓu, al conjunto de vértices de corte de grado al menos tres, a sus
elementos les decimos “respiraderos” de G. Decimos que una ficha que está en un
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respiradero, z, está “ahogada” si existe un puente, e, incidente con z, tal que todos
los espacios vacíos de G están en la componente conexa de G ´ e en donde no está
z. Dados dos vértices z, z1 P V pGq denotamos Azz1 al conjunto

tw P V pGq : z está en toda wz1-trayectoriau

Así definimos

R1puq “ tpz, iq P u ˆ rℓs : z no es de corte y existe una zsi-trayectoria sin puentesu,
R2puq “ tpz, iq P u ˆ rℓs : z es de corte, z ‰ si y dpz, siq ` 1 ď |V pGqzpAzsi Y uq|u,

R3puq “ tpz, iq P u ˆ rℓs : z es de corte, z “ si y no está ahogadau,

R4puq “ tpi, jq P rℓs2 : dpsi, sjq ď n ´ k ´ 2u, y
Rpuq “ R1puq Y R2puq Y R3puq Y R4puq.

Dividimos el argumento en dos partes, primero veremos que, si x y y no son
de corte y existe una xy-trayectoria sin puentes, entonces x „u y y pxyq P ΣkG.
De otra forma, afirmamos que x „u y si y solo si existen i1, . . . , it P rℓs tales que
px, i1q, pi1, i2q, . . . , pit´1, itq, py, itq P Rpuq y esto implicará que pxyq P ΣkG.

Para ver lo primero, supongamos que x, y P u no son de corte y que P es una
xy-trayectoria sin puentes. Se sigue que P solo usa aristas en bloques no triviales,
denotémoslos B1, . . . , Br de acuerdo al orden en que son recorridos. Si r ą 1, como
x y y no son de corte, es posible llevar un espacio vacío a algún vértice de B1, y
otro a un vértice de B2 que no sea de corte y que sea adyacente al único vértice
z P B1 XB2, sin mover las fichas en x y y. Entonces, ya que tanto la ficha en x como
un espacio vacío se encuentran en B1 simultáneamente, se tiene que B1 Ď Bupxq.
Así, movemos la ficha en x a z y, luego, al espacio vacío adyacente que colocamos
en B2. Al hacer esto, la ficha no bloquea el acceso a B1 a las fichas en B2, por lo
tanto, es posible colocar ambos espacios vacíos, junto con la ficha, en vértices de B2.
Un argumento inductivo sobre r asegura que es posible llevar la ficha que inicia en
x y dos espacios vacíos hasta Br sin mover a y. En el caso en que x y y están en el
mismo bloque no trivial B junto con dos espacios vacíos, es posible mover la ficha en
x a un vértice de corte z y, luego, a uno de sus vecinos fuera del bloque, a, dejando
los dos espacios vacíos en B. Estos espacios los usamos para mover la ficha que inicia
en y a un vecino de z en B, que llamamos b, para luego colocarlos en z y en otro
de sus vecinos dentro del bloque, c. Llamemos a esta configuración v. Movemos la
ficha en a hasta c, aquella en b hacia a, y, por último, la que está en c hacia b. Como
el resultado de estos últimos movimientos es la transposición de la ficha en a con
aquella en b de v, al deshacer los movimientos que hicimos para llegar a v desde u,
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Figura 2.13: Imagen de configuración v y los movimientos que transponen las fichas
en a y b.

obtenemos la transposición de las fichas en x y y de u. Se concluye que, en este caso,
pxyq P ΣkG.

Por otro lado, para argumentar que, de existir i1, . . . , it P rℓs tales que

px, i1q, pi1, i2q, . . . , pit´1, itq, py, itq P Rpuq,

entonces x „u y, procedemos por inducción sobre t. Si alguno de x o y no es de
corte, por la definición de R1puq existe un camino hacia si1 o sit , respectivamente,
sin puentes. Por el argumento previo, sabemos que podemos llevar la ficha en dicho
vértice hasta este respiradero sin ahogarla. Si la otra ficha tampoco estaba en un
vértice de corte, entonces, como ya lo mostramos en otro caso, suponemos que hay
un puente en toda xy-trayectoria y, por ello, existe un vértice de corte distinto de
aquel en donde colocamos la primera ficha, en donde, podemos colocar a la segunda
ficha sin ahogarla. Por lo tanto, suponemos que x y y son de corte.

El caso base, cuando t “ 1, es que exista i P rℓs tal que px, iq, py, iq P Rpuq. El
primer subcaso del caso base es que, sin pérdida de la generalidad, px, iq P R3puq.
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Entonces, como la ficha en x no está ahogada, existen al menos dos de sus vecinos en
los cuales es posible colocar espacios vacíos sin moverla, llamémoslos a y b. Si P es
una xy-geodésica, ésta utiliza a lo más un de vecino de x, suponemos que no utiliza
a ni c, con c algún vecino de x que podría ser b. Si a no es de corte, movemos la ficha
en x ahí y los dpy, siq ` 1 espacios vacíos que existen en V pGqzpAysiq a los vértices
V pP q Y tcuztyu. Llamamos a esta configuración v, movemos la ficha en y a c, la ficha
en a hasta y, y aquella en c al vértice a. El resultado de estos movimientos transpone
las fichas en a y y de v, nuevamente, al deshacer los movimientos realizados para
llegar a v, obtenemos la transposición de las fichas en x y y de u. Por otro lado, si a
es de corte, movemos la ficha en x a b, llevando las fichas en V pGqzAbsi a los espacios
vacíos de Aasiztau. Como existen al menos dpy, siq ` 1 espacios vacíos en V pGqzAysi ,
si deja de ser posible mover fichas a vértices de Aasiztau y aún no hay dpy, siq ` 1
espacios vacíos en V pGqzpAysi YAasiq, es porque hay fichas en AbsizAysi y la ficha en
b no les permite salir. En esta situación el vértice c debe estar desocupado, así que
podemos mover la ficha en b a él para ahora permitir el flujo de fichas en Absi a Aasi .

Figura 2.14: Proceso realizado en el primer subcaso del caso t “ 1 si a es de corte.

Finalmente, movemos la ficha en c al vértice a, obteniendo una configuración
con suficientes espacios vacíos en V pGqzpAysi Y Aasiq para quitar todas las fichas en
V pP q Y tcuztyu sin mover a las fichas en a y y. Llamamos a esta configuración v,
movemos la ficha en y a c, la que está en a la colocamos en y, y, por último, aquella
en c la movemos al vértice a, lo que resulta en la transposición de las fichas en a y
y de v. Este proceso se ilustra en la Figura 2.14. De la misma forma que antes, se
construye la transposición de las fichas x y y de u.

El segundo subcaso es que px, iq, py, iq P R2puq. Podemos suponer, sin pérdida de
la generalidad, que x R Aysi , pues no es posible que x esté en toda ysi-trayectoria y
y esté en toda xsi-trayectoria. Por lo tanto, si P es una xsi-trayectoria que no pasa
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por y y c un vecino de si fuera de P , como hay al menos dpx, siq ` 1 espacios vacíos
en V pGqzAxsi , es posible quitar las fichas en V pP q Y tcuztxu sin mover las fichas en
x y y. Moviendo la ficha en x a si, obtenemos una configuración v en la cuál la ficha
en si no está ahogada y, como no movimos a y, la cantidad de fichas en V pGqzAysi

no cambió, deducimos que se cumple que dpy, siq ` 1 ď |V pGqzpAysi Y vq| y, gracias
al primer subcaso, concluimos que el caso base es cierto.

El paso inductivo es sencillo, supongamos que el resultado es válido para t ě 1
y que existen i1, . . . , it`1 P rℓs tales que px, i1q, pi1, i2q, . . . , pit, it`1q, py, it`1q P Rpuq.
Si py, it`1q P R2puq, P es una yst`1-geodésica, y c es un vecino de st`1 que no está
en P , realizamos el mismo procedimiento descrito en el segundo subcaso base para
permitir el flujo de espacios vacíos en Ayst`1 al conjunto V pP q Y tcuztyu para luego
mover la ficha que inició en y a st`1 sin ahogarla. Renombrando a esta configuración
como u y y “ st`1, se tiene que siempre podemos suponer que py, it`1q P R3puq.
Como pit, it`1q P R4puq, si Q es una stst`1-geodésica y d un vecino de st fuera de ella,
realizando el procedimiento descrito en el primer subcaso base para quitar todas
las fichas de V pQq Y tc, du para luego mover la ficha que inició en st`1 hasta st,
obtenemos una configuración v tal que la ficha en st no está ahogada. Por lo tanto
px, i1q, pi1, i2q, . . . , psit , itq P Rpvq. Así, por hipótesis inductiva, es posible transponer
las fichas en st y en x de v y, revirtiendo los movimientos realizados para llegar a esta
configuración, se obtiene la transposición de las fichas en x y y de u, concluyendo la
inducción.

Para concluir esta proposición resta demostrar que, si x „u y, entonces existen
i1, . . . , it P rℓs tales que px, i1q, pi1, i2q, . . . , py, itq P Rpuq. Supongamos primero que
existe una xy-trayectoria sin puentes, podemos suponer que x es un vértice de corte
pues, si no es así, como hay dos espacios vacíos en la gráfica es posible llevar uno
de ellos al bloque donde está x sin mover a la ficha en x y utilizarlo para mover
esta ficha a un vértice de corte en su bloque. Entonces, como x está en al menos un
bloque no-trivial, es un respiradero, llamémoslo sj. Si la ficha en x no está ahogada,
se concluye inmediatamente que px, jq P R3puq y py, jq P R1puq. Si la ficha en x está
ahogada, solo puede moverse a lo largo del único puente incidente en x, digamos xa,
hacia el cual están los espacios vacíos. Por lo tanto, mientras esta ficha se encuentre
en un vértice de grado dos, solo podrá regresar a x o seguir alejándose de x mediante
el único puente que tiene disponible para hacerlo, dejando espacios vacíos en todos
los vértices que va recorriendo en el proceso. Lo anterior implica que, si la ficha que
inicia en y sí puede llegar a aquella en x, la ficha que inicia en x eventualmente
ocupa un respiradero, si, distinto de sj. Llamémos v a la configuración en donde esto
sucede. Como la ficha que inició en x solo se movió sobre puentes, la cantidad de
fichas de u que hay en Axy y de v que hay en Asiy es la misma. Afirmamos que hay
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al menos dos espacios vacíos de v en Asiy, argumentaremos por contrapositiva que,
si existe solo un espacio vacío en Asiy (el caso en donde no existe ninguno es idéntico
a excepción de que las fichas en Axsi no podrán ocupar si), entonces y no está en
la órbita de x. En este caso se tiene que, la ficha en si solo puede moverse hacia
vértices de Asiy en la componente de G´ si que tiene al único espacio vacío en Asiy.
Al hacerlo, este espacio vacío se mueve a si, de forma que todos los espacios vacíos
en la gráfica se encuentran en la trayectoria que siguió la ficha que inició en x para
llegar hasta si, llamémosla P . Así, las fichas de esta configuración llenan todos los
vértices de Asiyztsiu y Axsi, y todos los espacios vacíos están en V pP q. Afirmamos
que las fichas en Axsi están confinadas a los vértices de pV pGqzAsiyq Y tsiu. Para esto
hacemos un argumento parecido al que hicimos para demostrar, en el caso k “ n´1,
que toda ficha está confinada al único bloque en el que se encuentra la arista hacia
donde está el espacio vacío. En efecto, si una ficha de v en Axsi se mueve, debe
hacerlo hacia algún vértice de P , al que llamamos z, entonces hay ℓpzPsiq espacios
vacíos en Azy, además, como las aristas de P son puentes, la cantidad de espacios
vacíos en dirección de si disminuye en uno cada vez que la ficha se mueve sobre P
en dirección de si. Por lo tanto, aún si esta ficha logra llegar a si, estará ahogada,
ya que todos los espacios vacíos estarán en V pGqzAsiy. Así, la ficha que inició en y
jamás podrá ocupar vértices en Asiyztsiu. Como en este caso la ficha que inició en
x sí puede ocupar un vértice de este conjunto, la primera jamás podrá llegar a la
posición que ocupa la segunda. Se deduce que el tablero de x no está contenido en
el de y y, entonces, y no está en la órbita de x. Se concluye que existen al menos dos
espacios vacíos en Asiy y así que px, iq P R2puq, pi, jq P R4puq, y py, jq P R1puq, como
queríamos ver.

Por último, suponemos que toda xy-trayectoria pasa por un puente. Sea P una xy-
trayectoria. Procedemos por inducción sobre el número de respiraderos en vértices
internos de P . En el caso en que no hay respiraderos entonces, como P pasa por
puentes pero ningún respiradero, todas las aristas de P son puentes y todos sus
vértices internos tienen grado dos. De forma semejante al argumento anterior, para
que la ficha en y pueda ser llevada a la posición que ocupa la ficha en x en u, es
necesario que alguna de ellas pueda llegar a un respiradero si0 . Supongamos que es
la ficha que inicia en x la que lo hace, nuevamente, como solo recorrió puentes, hay
espacios vacíos en toda la trayectoria que recorrió para llegar a este respiradero. Si
en esta configuración la ficha en si0 está ahogada o solo existe un espacio vacío en
Asi0y

, entonces para que la ficha en y pueda llegar a los vértices de Asi0y
a los que

puede llegar la ficha que inicia en x, es necesario que esta última pueda alcanzar otro
respiradero si1 de tal forma que, al hacerlo, tenga un espacio vacío en Asi1si0

hacia
el cual moverse, permitiendo que las fichas (entre aquellas la que inició en y) que se
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encuentran en Asi1si0
puedan pasar a los vértices de P . Se sigue que la ficha en y

también puede llegar a si1 y moverse a un vecino fuera del camino que sigue hasta
él, por lo tanto se tiene que

|V pGqzpAxsi1
Y uq| ě dpx, si1q ` 1, y

|V pGqzpAysi Y uq| ě dpy, si1q ` 1,

se concluye que px, i1q, py, i1q P Rpuq. Por otro lado, si la ficha que inicia en x puede
llegar a si0 de forma que existan dos espacios vacíos en Asi0y

pero no sucede que

|V pGqzpAysi0Yuq| ě dpy, si0q ` 1,

entonces, para que la ficha en y pueda llegar a los vértices de Asi0y
a los que puede

llegar aquella que inicia en x, es necesario que llegue a un respiradero si1 , distinto
de si0 , y después, a un vecino de si1 fuera del camino que recorrió para alcanzarlo,
permitiendo que todas aquellas fichas en la si0si1-trayectoria que no puedan llevarse
a espacios vacíos de Asi0x

se muevan a espacios de Asi1y
, de otra forma las fichas

que inician en x y y siempre estarán separadas por aquellas fichas que no sea posible
sacar de la si0si1-trayectoria, que está formada por vértices de corte, lo que está en
contradicción con la suposición de que y está en la órbita de x. De aquí se concluye
que

|V pGqzpAxsi0
Y uq| ě dpx, si0q ` 1,

|V pGqzpAysi1
Y uq| ě dpy, si1q ` 1 y

dpsi0 , si1q ě n ´ k ´ 2.

Para el paso inductivo, notemos que si alguno de x o y no es de corte entonces está
relacionado, mediante R1puq, con algún respiradero en la xy-trayectoria. Supongamos
sin pérdida de generalidad que x no es de corte. Luego, es posible llevar la ficha en
x al respiradero que aparece en P más cercano, pues está dentro de su bloque no-
trivial. Si hacemos esto, el camino que une a esta ficha con la que está en y tendrá un
respiradero menos en sus vértices internos que en los de P , y podemos concluir por
hipótesis inductiva. Por otro lado, si suponemos que tanto x como y son de corte,
llamando sir al último respiradero que aparece en P , si

|V pGqzpAysirYuq| ě dpy, sirq ` 1

entonces py, irq P R2puq, llevamos la ficha en y a sir , y volvemos a concluir por induc-
ción. Así que suponemos que no hay suficientes espacios vacíos en el lado correcto
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de y para que ésta llegue a un vecino que sir fuera de la única ysir -trayectoria. Sin
embargo, como es necesario que la ficha en y haga esto para llegar a x, esta ficha
debe poder llegar a otro respiradero fuera de P , sir`1 , y permitir que las fichas que
le impiden llegar un vecino de sir se muevan a vértices de Asir`1

sir
. Esto implica que

py, ir`1q P R2puq y
pir`1, irq P R4puq,

movemos la ficha que inició en y a sir y concluimos por inducción. ■

Todo este trabajo da frutos pues nos permite demostrar el Teorema 2.4.5 que,
entre otras consecuencias que discutiremos en el Capítulo 3, da una solución al caso
más general del 15-puzzle: jugado en tableros arbitrarios y con cualquier cantidad de
fichas.

Teorema 2.4.5. Si G es una gráfica de orden n, con n P Z`, k P vnw, y u P

V pFkGq tiene órbitas O1, . . . , Oℓ de cardinalidades r1, . . . rℓ y subtableros B1, . . . , Bℓ,
respectivamente, entonces

ΣkG –

ℓ
ź

i“1

ΣriBi.

Más aún, si k ă n ´ 1, entonces ΣriBi “ Sri para toda i P rℓs, por lo tanto

ΣkG –

ℓ
ź

i“1

Sri .

Demostración. Primero recordemos que, por definición de órbita, para cualesquiera
rP s P ΣkG e i P rℓs, se cumple que rP s|Oi

P SOi
. Por lo tanto, ΣkG Ď

śℓ
i“1 SOi

.
Además, como las fichas de cada órbita se mueven solo en su subtablero, es posible
realizar la permutación que sufre Oi en FriBi para toda i P rℓs. Así,

ΣkG Ď

ℓ
ź

i“1

ΣriBi Ď

ℓ
ź

i“1

SOi
.

En el caso k “ n ´ 1 es claro que la primera contención es una igualdad ya que
los subtableros coninciden con los bloques de G y, una vez que se lleva el espacio
vacío a uno de ellos, Bi, las fichas que quedan en él nunca podrán salir, por lo que los
movimientos válidos para ellas coinciden con los movimientos válidos que tendrían
de encontrarse jugando en cualquier copia isomorfa de Bi. La segunda contención,
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sin embargo, no es necesariamente una igualdad, pues los bloques que solo contienen
ciclos pares solo admitirán permutaciones pares.

Por otro lado, si n ă k ´ 1, se sigue del Lema 2.4.4 que es posible transponer
cualesquiera dos fichas en la misma órbita, como estas transposiciones generan al
grupo simétrico de cada órbita, la segunda contención es una igualdad. ■



Capítulo 3

Policías y ladrones

3.1. Introducción

Una de las ideas más comunes en todo tipo de juegos, desde niños jugando a
las atrapadas en el recreo hasta dos Grandes Maestros disputándose el campeonato
mundial de ajedrez, es la de persecusión y captura. Y es que la tensión entre dos
sujetos, uno que intenta restringir el movimiento del otro y el segundo que intenta
evitarlo, es una experiencia humana universal, que predomina en nuestra imagina-
ción, y hace muy natural la pregunta ¿es posible para el persecutor dar captura al
evasor, o éste podrá escapar indefinidamente? Como es de esperarse, la respuesta de-
pende de exactamente en qué juego estemos pensando. Por simplicidad, analicemos
un juego de atrapadas entre dos niños que corren a exactamente la misma velocidad
en un patio de juegos. En este caso, la capacidad del persecutor de atrapar al evasor
depende de la forma que tenga el patio de juegos. En efecto, es fácil convencerse de
que, si éste fuera un pasillo del ancho justo para que pase un niño a la vez, entonces
al persecutor le basta dirigirse hacia el evasor, quien, al llegar al final del pasillo,
no tendrá más opción que esperar a su captura o moverse hacia su perseguidor. En
cambio, si en algún lugar del patio existe una región circular que los niños no pue-
den atravesar (por ejemplo, un área verde sobre la que no tienen permitido jugar),
a cualquier posición en la que se encuentre uno de los niños es posible asociarle el
único punto del perímetro de esta área en el que se intersecta con la recta que pasa
por la posición del niño y el centro del círculo. De esta forma, vemos que el juego que
realizan los niños en el patio da lugar también a uno que juegan los puntos asociados
a su posición en la circunferencia. Sabemos que, si el persecutor lograra capturar,
entonces el punto asociado a la posición de ambos sería el mismo, por lo que en el
juego que se lleva a cabo en la orilla del área verde, también se logra la captura. Por
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lo tanto, si el evasor sabe evitar ser capturado en la orilla del círculo y puede moverse
en el patio de forma que el punto sobre la circunferencia asociado a su posición siga
la estrategia para evitar captura, entonces el evasor podrá evitar ser capturado. Para
quien haya jugado atrapadas alguna vez, lo anterior es una sobreexplicación de algo
que es empíricamente evidente: el perseguido puede evitar ser capturado indefinida-
mente moviéndose alrededor de la circunferencia en el mismo sentido que lo haga su
persecutor. Esta situación se ilustra en la Figura 3.1 Sin embargo, esta estrategia
colapsa rápidamente si introducimos un segundo persecutor en el juego, en este caso,
uno de ellos puede dedicarse a moverse a lo largo de una línea que radía del centro
del área verde, intentando igualar la distancia a la que está el evasor del perímetro,
con la intención de “cortarle el paso” al evasor que intente seguir la estrategia de mo-
verse siempre en la misma dirección que un persecutor. Así, llegamos naturalmente
a la pregunta ¿cuál es la menor cantidad de persecutores necesarios para asegurar
la captura de un evasor? En este capítulo estudiamos el planteamiento discreto de
estas preguntas, cuando el espacio en donde se mueven los jugadores se puede mo-
delar como un tablero e instauramos un sistema de turnos alternantes tal que, en el
turno de cada jugador, éste puede elegir moverse a una casilla adyacente o quedarse
en el mismo lugar. A este juego se le conoce como el juego de policías y ladrones1 en
gráficas. Por razones obvias, usamos el término policía como sinónimo de persecutor
y ladrón como sinónimo de evasor.

Intuitivamente, dada una gráfica G, una partida de policías y ladrones en G se
desarrolla con dos jugadores, un ladrón y un equipo de policías, de la siguiente forma:

1. Los policías eligen sus posiciones iniciales, colocándose en cualesquiera vértices
de la gráfica. En cualquier momento del juego, dos o más policías pueden ocupar
el mismo vértice.

2. El ladrón elige su posición inicial, colocándose en cualquier vértice de la gráfica.

3. Los jugadores se mueven en turnos alternantes a vértices adyacentes, empezan-
do por los policías, quienes se pueden mover todos en su turno.

4. Los policías ganan si se llega a una posición en donde existe un policía ocupando
el mismo vértice que el ladrón. El ladrón gana si puede evitar que los policías
ganen.

Este juego fue definido independientemente por Quillot [48] en 1978 y por Nowa-
kowski y Winkler [41] en 1983, quienes estudiaron únicamente el caso en donde hay

1 cops and robbers o cops and robber
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Figura 3.1: La estrategia de evasión si hay un obstáculo circular en el patio de juegos.

un policía. Fueron Aigner y Fomme [1], en 1984, quienes generalizaron el juego per-
mitiendo la presencia de más de un policía y definiendo el número policiaco2 de G
como el menor número de policías necesarios para asegurar la captura del ladrón.
Esta invariante ha sido ampliamente estudiada, véanse [6] y [27].

Formalmente, para cualquier gráfica G de orden n, con n P Z` y c P vnw, una
partida de policías y ladrones con c policías en G es una función f : Z` Ñ

V pGqc`1 tal que

1. Para toda i P vc ` 1w y t P N se cumple que fiptqfipt ` 1q P EpGq.

2. Los policías ganan la partida f si existe t P Z` tal que fiptq “ fc`1ptq o
fipt ` 1q “ fc`1ptq. El ladrón gana si no ganan los policías.

En este contexto, a los elementos en el dominio de la partida les decimos turnos, y a
las funciones fi “ πi ˝ f , con πi las únicas funciones que caracterizan al producto de
gráficas de acuerdo a la Proposición 1.4.2, les decimos piezas. En particular, a las

2cop number
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primeras c piezas f1, . . . , fc les decimos policías —más aún, fi es el i-ésimo policía—
y a fc`1 el ladrón. De esta forma, cualquier evaluación de una partida de policías y
ladrones, fptq, es una lista de vértices de G que se interpreta como aquellos en los se
encuentran los policías y el ladrón después de la t-ésima ronda de turnos. Es por esto
que a la evaluación en un turno t de cualquier pieza de f le decimos su posición
al turno t o su t-ésima posición. La primera posición de cualquier pieza, fip1q, se
corresponde con la elección de su posición inicial, la condición fiptqfipt ` 1q P EpGq

es que dos posiciones consecutivas de una pieza deben estar unidas por una arista de
G y, si en algún turno t se satisface la segunda condición, es decir que fiptq “ fc`1ptq
o fipt` 1q “ fc`1ptq, decimos que el i-ésimo policía captura al ladrón en el turno t.
Subrayamos que la disyunción con la que se define la captura refleja la alternancia de
los turnos, ya que pensamos que el turno del ladrón sucede después de que el policía
elija su t-ésima posición, entonces el ladrón puede ser capturado de dos formas:
si decide que su t-ésima posición sea un vértice ocupado por el policía al turno t,
o si, en el turno t ` 1 algún policía alcanza la posición ocupada por el ladrón al
turno t. Una estrategia para el ladrón es una función e : V c`1 Ñ V pGq tal que
fc`1ptqepfptqq P EpGq para toda partida f y t P Z`; el ladrón sigue esta estrategia en
la partida f si, para toda t P Z`, se cumple que fc`1pt`1q “ epfptqq. Una estrategia
para los policías es una función e : V c`1 Ñ V pGqc tal que, para toda i P vcw y
t P Z`, se tiene que fiptqeipfptqq P EpGq, en donde ei “ πi ˝ e. Naturalmente, los
policías siguen esta estrategia en f si fipt ` 1q “ eiptq para toda i P vcw y t P Z`.
Una estrategia, para los policías o para el ladrón, es ganadora si se gana en toda
partida en la que se le sigue. Nótese que, por lo tanto, la existencia de estrategias
ganadoras para los policías o para el ladrón son afirmaciones mutuamente excuyentes.
Finalmente, definimos el número policiaco de G como el minimo c P vnw tal que
existe una estrategia ganadora para los policías. Como n policías siempre tienen la
estrategia ganadora dada por elegir todos una primera posición diferente, el número
de policiaco está bien definido. A las gráficas que cumplen cpGq ď k para alguna
k P Z` les decimos k-copwin, en particular, a las gráficas 1-copwin les decimos
simplemente copwin. A mfiptqfi`1pt`1q le decimos el movimiento de la i-ésima ficha
(o del i-ésimo policía o del ladrón), es claro que podemos describir una partida de
policías y ladrones especificando una posición inicial y los movimientos que realiza
cada ficha en cada turno. De esta forma, recuperamos el lenguaje de movimientos
para las piezas de un juego de policías y ladrones. El primer paso para estudiar una
invariante de gráficas es computarla para las familias más clásicas, de esto se encarga
la Proposición 3.1.1.

Proposición 3.1.1. Para n P Z` se cumple que cpPnq “ 1, cpKnq “ 1, y cpOnq “ n.
Además, si n ě 4 entonces cpWnq “ 1 y cpCnq “ 2.
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Demostración. Esto es claro para Kn y Wn ya que existen vértices universales,
por lo tanto, un policía que se posicione en uno de ellos en el primer turno podrá
capturar al ladrón apenas este elija su posición inicial. Sabemos que n vértices son
suficientes para capturar en On porque son suficientes para capturar en cualquier
gráfica de orden n, además son necesarios ya que, si jugáramos con menos policías,
existiría un vértice sin policía y que es su propia componente conexa, de forma que
los policías no podrán llegar a él. Por lo tanto, si el ladrón se coloca en este vértice
en el primer turno, jamás será capturado.

Para ver que cpPnq “ 1, denotemos R al ladrón y A al policía. Si definimos
ρ : Z` Ñ Z como

ρptq “ dpApt ` 1q, Rptqq,

notemos que, si ρptq “ 0 para algun turno t, entonces R es capturado al turno t.
Definimos una estrategia para A en Pn de la siguiente forma: si A no ha capturado a
R después de que el policía eligiera su pt`1q-ésima posición, entonces el ladrón tiene
dos posibilidades, moverse en dirección de su captor o en dirección opuesta. Si elige
lo primero —y si esto no resulta en la captura del ladrón al turno t— el policía se
moverá en dirección del ladrón al turno t`2, por lo tanto, ρpt`1q “ ρptq´2. Si realiza
lo segundo, el policía se moverá en la misma dirección que él, así ρpt` 1q “ ρptq. Se
deduce de esto que la función ρ es no-decreciente si el policía sigue esta estrategia.
Además, como el ladrón eventualmente llegará a un extremo de la trayectoria y no
podrá realizar más movimientos del segundo tipo, la función decrece estrictamente
tras una cantidad finita de movimientos. Esto demuestra que existe t0 P Z` tal que
ρpt0q “ 0, lo que prueba la afirmación.

Por último, para ver que cpCnq “ 2, primero veamos que un policía no basta
para capturar. Definimos la función ρ de la misma forma que anteriormente para un
policía y un ladrón en Cn. Notemos que, sea cual sea el movimiento que realice el
policía al turno t ` 1, si el ladrón se mueve en el mismo sentido del ciclo que él lo
hizo, entonces, sin importar el movimiento del policía al turno t ` 2, se tiene que
ρpt`1q ě ρptq. Por lo tanto, ésta es una estrategia ganadora para el ladrón, de forma
que cpCnq ą 1. Para ver que dos policías son suficientes basta colocar un primer
policía en cualquier vértice del ciclo y no moverlo durante la partida, si el ladrón
no quiere ser capturado por él, está restringido a jugar en el resto de los vértices.
Sin embargo, éstos inducen una trayectoria en donde puede ser capturado por un
segundo policía. ■

El argumento anterior, particularmente lo correspondiente a Kn y Wn, permite
reparar en una cota superior obvia para el número policiaco de una gráfica: su número
de dominación. En efecto, es claro que, si posicionamos a los policías en un conjunto
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dominante, podrán capturar al primer turno. Sin embargo, esta cota es mala ya que
existen familias de gráficas en donde la diferencia entre estos parámetros es arbitra-
riamente grande. Por ejemplo, las trayectorias, que tienen número de dominación rn

3
s

y número policiaco 1. Esta demostración también introduce una técnica que resulta
muy útil para argumentar que las estrategias son ganadoras: mostrar propiedades
sobre la monotonía de la función ρ. Por ejemplo, la unicidad de la trayectoria entre
cualesquiera dos vértices de un árbol implica que, si definieramos la función ρ para
un policía y un ladrón en él, el ladrón, así como sucede en las trayectorias, tendrá
la disyuntiva de moverse en dirección del policía (hacia el siguiente vértice sobre la
única trayectoria que lo une a él) o en dirección opuesta (cualquier otro vértice) y,
nuevamente, si el policía siempre se mueve en dirección del ladrón, ρ será no-creciente
y eventualmente decrecerá ya que el ladrón eventualmente llegará a una hoja y no
tendrá más movimientos que eviten la disminución de la distancia entre ellos.

Para concluir esta introducción al juego de policías y ladrones, mostraremos que
el número policiaco puede ser arbitrariamente grande, es decir, construiremos una
familia en la que pueden encontrarse gráficas con número policiaco tan grande como
se desee. Para ello, nos será de utilidad el siguiente resultado de Aigner y Fomme [1]
que encuentra condiciones suficientes para que el grado mínimo de una gráfica acote
inferiormente su número policiaco.

Proposición 3.1.2. Si G es una gráfica con cuello al menos 5, entonces cpGq ě

δpGq.

Demostración. Supongamos que δpGq ´ 1 policías juegan en G, mostraremos que
existe una estrategia ganadora para el ladrón. DenotamosR al ladrón, A1, . . . , AδpGq´1

a los policías, y definimos, para cada i P rδpGq ´ 1s, la función ρ : Z` Ñ Z como

ρiptq “ dpAipt ` 1q, Rptqq.

Veamos que, si existe t P Z tal que ρiptq ě 2 para toda i P rδpGq ´ 1s, como en
G no hay ciclos de longitud cuatro, entonces cada policía es adyacente a lo más a
un vecino de Rptq, por lo tanto, existe un vecino del ladrón que no es adyacente a
ningún policía. Se deduce que, si el ladrón se mueve a este vértice en el turno t ` 1,
se cumplirá que ρipt ` 1q ě 2. Lo anterior implica que, si siempre es posible que el
ladrón elija su primera posición de forma que ρp1qi ě 2 para toda i P rδpGq ´ 1s,
el ladrón podrá moverse en cada turno a un vértice que preserve esta propiedad
y, por lo tanto, esto será una estrategia ganadora para él. Para ver que esto es
posible, llamemos P “ tA1p1q, . . . , AδpGq´1p1qu y consideremos z P V pGqzP . Si X
es el conjunto de vecinos de z fuera de P y Y el conjunto de vecinos de z en P ,
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entonces, como no existen ciclos de longitud tres, no hay vértices en X adyacentes
a vértices en Y . Además, como no hay ciclos de longitud cuatro, dos vértices de Y
no comparten vecinos. Se deduce que los policías que son adyacentes a vértices de
Y están contenidos en PzX y no hay policías adyacentes a dos vértices de Y . Como
|Y | ě δpGq ´ |X| y δpGq ´ 1 ´ |X| ě |PzX|, existe algún vértice en Y que no es
adyacente a ningún policía, y, por lo tanto, está a distancia al menos dos de todos
los policías, siendo esto lo que queríamos demostrar. ■

Vale la pena mencionar que la Proposición 3.1.2 fue generalizada por Frankl [25],
quien mostró que, para toda t P Z`, si G es una gráfica con cuello al menos 8t ´ 3,
entonces cpGq ą pδpGq ´ 1qt.

Las Proposiciones 1.3.2 y 3.1.2 tienen como consecuencia que la gráfica bipartita
asociada al plano proyectivo GP p2, pnq, para cualquier p primo y n P Z`, tiene
número de policía al menos pn ` 1. En efecto, como la gráfica es bipartita, no tiene
ciclos de longitud tres, y, como dos líneas de un plano proyectivo se intersectan en
un único punto, no pueden existir ciclos de longitud cuatro, por lo que su cuello es al
menos 5. Así, como estas gráficas son ppn`1q-regulares, gracias a la Proposición 3.1.2
se deduce que el numero policiaco de estas gráficas es al menos pn ` 1. Esto muestra
que existen gráficas con número de policía arbitrariamente grande.

3.2. Sombras, productos, y caracterizaciones
Para motivar el concepto de sombra, retomemos el ejemplo en donde un equipo

de dos niños intentan capturar a un tercero en un patio de juegos con una obstruc-
ción circular. Fijémonos en que la estrategia descrita para los persecutores al inicio
del Capítulo 3 depende fundamentalmente de nuestra capacidad de asociar a cada
posición en el patio de juegos una posición en el perímetro del área verde y en la línea
que radía de su centro sobre la cual se mueve uno de los persecutores. Sin embargo,
admitimos que esta solución dista mucho de ser un argumento válido para afirmar
que es posible realizar esta estrategia y capturar al ladrón, la razón de esto es en gran
parte la falta de precisión respecto a exactamente cómo debe ser esta asociación para
que lo anterior tenga sentido. Veremos que, en el caso discreto que nos ocupa, tiene
sentido pedir que esta asociación debe ser una correspondencia entre las posiciones
de todo el espacio y las posiciones en una parte restringida de él, de forma que las
posiciones en la parte restringida son puntos fijos y los movimientos válidos en el
espacio se convierten en movimientos válidos en la parte restringida. A la imagen
de una pieza bajo una correspondencia así es a lo que le diremos la sombra de la
pieza, veremos que este es un concepto clave para entender las gráficas k-copwin y,
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en general, para diseñar estrategias tanto de evasión como de captura. El segundo
ingrediente de esta sección es el producto de gráficas, particularmente las potencias
de gráficas, que resultan ser el “hábitat natural” de las partidas de policías y ladrones
jugadas en esas gráficas. A continuación, desarrollaremos estas ideas y las usaremos
para demostrar las dos caracterizaciones que Clarke y MacGillivray [15] dan de las
gráficas k-copwin, que generalizan las propias de Nowakowski y Winkler [41] para
las gráficas copwin.

Para formalizar el concepto de sombra, consideremos f , una partida de policías
y ladrones jugada en una gráfica G, y H un retracto de G con retracción g : G Ñ H,
entonces, la sombra de fi proyectada por g al turno t es gpfiptqq. La importancia
de la sombra proviene de que las estrategias ganadoras para los policías se heredan
a sus sombras, esto queda enunciado en el siguiente resultado.

Proposición 3.2.1. Si H es un retracto de G, entonces cpHq ď cpGq.

Demostración. Antes de ver que cpGq policías son suficientes para capturar en
H, observemos que, en general, la existencia de una estrategia ganadora para los
policías en G no implica la existencia de una estrategia ganadora para los policías
en una subgráfica inducida, ya que éstos pueden necesitar salir de la subgráfica para
llevar a cabo su estrategia. Un ejemplo claro de esto lo ofrecen las ruedas, que son
copwin pero la gráfica obtenida al borrar el vértice dominante es un ciclo, en donde
se necesitan al menos dos policías si su longitud es al menos cuatro. Es por esto
que es necesaria la existencia de una retracción g : G Ñ H, pues con ella podemos
definir la sombra de una estrategia para los policías e “ pe1, . . . , ecpGqq como
g ˝ e “ pg ˝ e1, . . . g ˝ ecpGqq. Dado que g es un morfismo, preserva adyacencias, por lo
tanto g ˝ e es una estrategia para los policías en H. Para ver que la sombra de una
estrategia ganadora en G es ganadora en H, identificamos a H con la subgráfica de G
isomorfa a H tal que V pHq Ă V pGq y pensamos que en G se desarrollan dos partidas
de policías y ladrones simultáneamente: una jugada por el ladrón, quien se restringe
a los vértices de H, y los policías, que siguen la estrategia e en G; y otra que juegan
en H las sombras de los policías, que siguen la estrategia g˝e, y del ladrón. Así, dado
que g es una retracción, g|V pHq

“ IdV pHq, de forma que la sombra del ladrón coincide
con la posición que realmente ocupa y, cuando los policías capturan al ladrón en
G, sus sombras lo hacen en H. Se concluye que cpGq policías son suficientes para
capturar en H. ■

Observemos que, como consecuencia de la Proposición 3.2.1, si H es un retracto
de G, es posible capturar a la sombra del ladrón en H con cpHq policías y, una vez que
ha sucedido esto, podemos asignar al policía que lo logra, la misión de recapturarla en
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Figura 3.2: Las estrategias de las sombras sobre rt1usPn ˆ Cm de dos policías y un
ladrón que juegan en Pn ˆ Cm ă.

cada turno. De manera que, si los policías siguen esta estrategia, el ladrón ya no podrá
ocupar ningún vértice de H, ya que, de hacerlo, su sombra coincidirá con su posición
y será capturado en ese turno por el policía dedicado a recapturar su sombra. Por
lo tanto, cpHq policías son suficientes para confinar al ladrón a jugar en G ´ V pHq,
dejando uno de ellos encargado de “defender” los vértices H. En esta situación, si
tuvieramos otros cpG ´ V pHqq policías en la partida, podríamos capturar al ladrón
en G. De esta forma se argumenta el siguiente corolario de la Proposición 3.2.1.

Corolario 3.2.2. Si H es un retracto de G, entonces

cpGq ď máxtcpHq, cpG ´ V pHqq ` 1u.

Demostración. ■

Las retracciones de un punto juegan un papel particularmente importante en la
estructura de las gráficas copwin, pues la existencia de una de ellas, g : G Ñ G ´ x,
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dada por

gpzq “

#

y z “ x

z z ‰ x,

para dos vértices x y y, es equivalente a que Npxq Ď Npyq. Observemos que, entonces,
si en el turno t el ladrón ocupa el vértice x y un policía está en y, el ladrón será
capturado al turno t. De hecho, si un ladrón siempre puede ser capturado por un
solo policía, es necesario que exista un vértice que tiene su vecindad contenida en la
de otro. Ya que, de otra forma, siempre existe un vecino de la posición del ladrón que
no es adyacente al vértice en que se encuentra el policía y el ladrón podría moverse a
él en cada turno, asegurando que el policía no lo captura al turno siguiente. Es por
este análisis que a un vértice x le decimos una esquina de G si existe otro, y, tal que
Npxq Ď Npyq. Resulta que las gráficas copwin son exactamente aquellas a las que se
les pueden ir borrando esquinas hasta quedarnos sin vértices. Precisamente, decimos
que una gráfica G es desmantelable si es posible ordenar sus vértices, x1, . . . , xn,
de forma que xi es una esquina de rtxi, xi`1, . . . , xnusG para toda i P rns. A un
ordenamiento de este tipo de decimos un desmantelamiento de G. El siguiente
resultado es gracias a Nowakowski y Winkler [41].

Proposición 3.2.3. Una gráfica G es copwin si y sólo si es desmantelable.

Demostración. Para ver que una gráfica copwin es desmantelable, lo hacemos por
inducción sobre su orden. En el caso base, cuando n “ 1, no hay nada que probar. Si
n ą 1, por la discusión anterior, debe existir una esquina en G, llamémosla x0. Como
G ´ x0 es un retracto, por la Proposición 3.2.1, se tiene que cpG ´ x0q “ 1 y, por
hipótesis inductiva, existe un desmantelamiento de G´x0, dado por x1, . . . , xn´1, de
forma que x0, x1, . . . , xn´1 es un desmantelamiento de G.

El argumento de la otra implicación es parecido. Por inducción sobre el orden
de G, como es evidente que las gráficas de orden uno son copwin, basta ver el paso
inductivo. Para ello, sea x el último vértice en un desmantelamiento de G y y otro
vértice tal que Npxq Ď Npyq. Por lo tanto, existe una retracción de un punto g :
G Ñ G ´ x tal que gpxq “ y. Así, como es claro que borrar el último vértice de una
gráfica desmantelable resulta en una gráfica desmantelable de orden menor, gracias
a la hipótesis inductiva, tenemos que G´x es copwin. De forma que el policía puede
capturar a la sombra del ladrón en G ´ x. Si la sombra del ladrón no fuera igual a
su posición, es porque éste se encuentra en x, y, como el policía captura a su sombra
en G ´ x, él se encuentra en y. Como Npxq Ď Npyq se concluye que el ladrón será
capturado al siguiente turno y, por lo tanto, G es copwin. ■
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Este resultado lo entendemos como una generalización de la estrucutra de los árboles,
que se caracterizan por tener un desmantelamiento en donde cada esquina de él es
una hoja.

Figura 3.3: Dos desmantelamientos de una gráfica copwin y su similitud con dos
árboles.

Además, con base en la Proposición 3.2.3 es posible construir una estrategia
ganadora para el policía que captura en a lo más n movimientos. A esta estrategia le
decimos una estrategia sin retroceso, y queda descrita en el siguiente resultado.

Corolario 3.2.4. Sean n P Z` y G una gráfica copwin de orden n, entonces un
policía puede capturar al ladrón en a lo más n movimientos.

Demostración. Supongamos que x1, . . . , xn es un desmantelamiento de G, llame-
mos Gi a la gráfica rtxi, . . . , xnusG, y gi a la retracción de Gi en Gi`1. Definimos
F1 “ IdV pGq y, para i P v2, nw, la retracción de G en Gi dada por Fi “ gi´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ g1.
Notemos que Gi es la gráfica obtenida de borrar los primeros i ´ 1 vértices del des-
mantelamiento y, como cada gi es una retracción, para cada i P v2, nw, se satisface
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que Fi´1pxqFipxq P EpGq. Así, la estrategia sin retroceso inducida por el desmante-
lamiento es aquella en donde el policía captura la sombra del ladrón proyectada por
Fn´i`1 sobre Gn´i`1 en el i-ésimo turno. Esta estrategia está bien definida ya que
Gn es un único vértice, que será la posición inicial del policía, y la sombra del ladrón
proyectada por Fn´i`1 es adyacente a la proyectada por Fn´i en todos los turnos.
Finalmente, como F1 “ Id, esta estrategia resulta en la captura del ladrón en no
más de n turnos. ■

En [41] se preocupan por estudiar el número policiaco en gráficas cuyo conjunto
de vértices puede ser infinito, a pesar de que no tratamos este caso en el presente
texto, mencionamos que la caracterización de la Proposición 3.2.3 falla para este tipo
de estructuras. Además, la estrategia sin retroceso está lejos de optimizar la cantidad
de turnos necesarios para la captura, las ruedas son un ejemplo claro de esto. Con
la intención de resolver estas dificultades, Nowakowski y Winkler desarrollan una
caracterización alternativa, definiendo una colección de relaciones ăαĎ V pGq2 para
algunos α P Z, que deben entenderse como que, si x ăα y y en algún turno el ladrón
está en x y el policía en y, entonces el ladrón es capturado en a lo más α turnos a partir
de ese momento. Con esta técnica, además de una caracterización de las gráficas
copwin, podremos construir una estrategia que optimiza el número de movimientos
del policía y será una herramienta central para generalizar esta caracterización a una
para las gráficas k-copwin. Las relaciones ăα las definen recursivamente, es natural
que ă0“ IV pGq pues esta relación está formada por las parejas de vértices, px, yq,
tales que el policía en y puede capturar al ladrón en x sin hacer ningún movimiento.
Para α ą 0, se define x ăα y si y sólo si, para toda x1 P Npxq, existen y1 P Npyq y
β P v0, α ´ 1w tales que x1 ăβ y

1. Como es claro que β ă α implica ăβĎăα, por la
finitud de V pGq existe un γ P Z tal que ăα“ăγ para toda α ě γ. A la relación ăγ

la denotamos simplemente ă. Con esto, enunciamos una segunda caracterización de
las gráficas copwin.

Proposición 3.2.5. Una gráfica G es copwin si y sólo si ă“ V pGq2.

Demostración. Para la primera implicación procederemos por contraposición, su-
poniendo que existen x1, y1 P V pGq tales que x1 ć y1 y viendo que, entonces, G
no es copwin. En efecto, si tales vértices existieran, podemos suponer que el policía
empieza en y1 y el ladrón en x1. Esto es válido ya que, si G es copwin, el policía
debe tener una estrategia ganadora con posición inicial en cualquier vértice, pues
la gráficas copwin son conexas y, por ello, el policía puede colocarse en la posición
que desee para empezar a seguir una estrategia ganadora en un numero finito de
turnos. Entonces, por la definición de ă, existe x2 P Npx1q tal que x2 ć y2 para toda
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y2 P Npy1q. Por lo tanto, denotando xi y yi a la posición del ladrón y el policía al
turno i respectivamente, usando recursión sobre i es posible elegir xi`1 P Npxiq tal
que xi`1 ć yi`1. En particular, el ladrón siempre se puede mover a un vértice que
no es vecino del policía, asegurando que el juego se extiende al menos un turno más.
Así, esta es una estrategia ganadora para el ladrón y la gráfica no es copwin.

Para la implicación faltante, supongamos que ă“ăγ para alguna γ P Z`. Veamos
que, si x1, y1 P V pGq son las posiciones iniciales del ladrón y el policía, respectiva-
mente, entonces el policía tiene una estrategia que captura en a lo más α turnos si
y solo si x1 ăα y1. Esto es claro si α “ 0, por lo tanto, veamos que el paso inductivo
es válido. Suponiendo x1 ăα y1 para alguna α P rγs y x1 ‰ y1, por la definición
de ăα, esto es equivalente a que para toda x2 P Npx1q exista y2 P Npy1q tal que
x2 ăα´1 y2. Por lo tanto, tras el movimiento del ladrón a algún x2, el policía mueve
al correspondiente y2 y, por hipótesis inductiva, el policía tiene una estrategia que
captura en a lo más α ´ 1 turnos con posiciones iniciales x2 y y2. Esto último es
equivalente a que el policía tenga una estrategia que captura en a lo más α turnos
con posiciones iniciales x1 y y1, con lo que se concluye la afirmación. Como al seguir
esta estrategia se logra una captura en no más de α turnos, si además en cada turno
encontramos la menor α tal que x1 ăα y1, se logra una captura en la menor cantidad
de turnos posible. ■

Como hemos discutido, a pesar de que esta caracterización no nos brinda una
intuición geométrica respecto a cómo se ven las gráficas copwin, resulta mucho más
fácil de generalizar esta idea para obtener una caracterización de las gráficas k-copwin
que, una vez tengamos, nos servirá para encontrar un análogo a la Proposición 3.2.3
también en este caso. Para ello, recordamos que una partida de policías y ladrones
es una función f : Z` Ñ V pGqc`1 tal que fiptqfipt` 1q P EpGq para toda i P vc` 1w,
lo que es equivalente a que, para toda n P Z`, la función f |

rns
es un morfismo de

Pn en Gc`1. Es decir, una partida de policías y ladrones se puede entender como
un camino infinito en Gc`1, y es en los vértices de esta gráfica en donde existirá un
orden análogo a un desmantelamiento. Antes de ver esto, enunciamos el siguiente
resultado, que muestra otra relación importante entre el juego de policías y ladrones
y el producto de gráficas.

Proposición 3.2.6. Si G y H son gráficas k-copwin para alguna k P Z`, entonces
G ˆ H es k-copwin.

Demostración. Si e y e1 son estrategias ganadoras para k policías en G y H res-
pectivamente, entonces, por la definición de la adyacencia en el producto de gráficas,
la función pe, e1q : V pGqk`1 ˆV pHqk`1 Ñ V pGqk ˆV pHqk es una estrategia ganadora
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para k policías en V ˆH. Para ser más específicos, las estrategias e y e1 son idénticas
a e y e1 cuando los policías, en G y en H respectivamente, no han capturado; una
vez que lo han hecho, recapturan en cada turno, de forma que es cuestión de tiempo
para que la otra estrategia también logre capturar y, entonces, se capture al ladrón
en G ˆ H. ■

Las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.6 muestran que la familia de gráficas k-copwin es ce-
rrada bajo retracciones y productos, a una familia de gráficas que satisface estas dos
condiciones se le conoce como una variedad. Las variedades se estudian en [21, 42]
con el objetivo de desarrollar un esquema general de clasificación de gráficas.

Siguiendo a Clark y MacGillivray r15s, generalizamos la relación ă al caso de k
policías de la forma natural, através de una colección de relaciones ăα que indiquen
cuando los policías capturarán en no más de α turnos. Es decir, ă0Ď V pGqk ˆ V pGq

está formado por todas las parejas pp, xq tales que x está en alguna coordenada de
p, y, si α ą 0, definimos que x ăα p si y sólo si para toda x1 P Npxq existe p1 P Nppq

tal que x1 ăβ p
1 para algún β P v0, αw. Nuevamente, estas relaciones satisfacen que

ăβĎăα si β ď α y, por la finitud de G, existe una γ P Z tal que ăγ“ăγ1 para toda
γ ă γ1. Y denotamos ăγ por ă. Obsérvese que en el uso de esta notación se da por
entendida la cantidad de policías a la que nos referimos, esto no debe causar conflictos
ya que nunca analizaremos dos juegos simultáneamente, pero es importante tenerlo
presente para evitar confusiones.

Teorema 3.2.7. Una gráfica es k-copwin si y sólo si ă“ V pGqk ˆ V pGq.

La demostración del Teorema 3.2.7 es idéntica a la de la Proposición 3.2.5 salvo
que los policías ahora son vértices de V pGqk sustituyendo esto en la demostración de
la Proposición 3.2.3 obtenemos el argumento de esta afirmación, por ello la omitimos.

Para ver el orden de eliminación al que da lugar el Teorema 3.2.7, diremos que
un vértice de Gk ˆG, pp, xq, es removible respecto a S Ď V pGk ˆGq si x ă0 p o si,
para toda x1 P Npxq, existe p1 P Nppq tal que pp1, x1q P S. Un k-desmantelamiento
de G es un orden de los vértices de Gk ˆ G tal que pp, xq es removible respecto a
tpp1, x1q : pp1, x1q es menor que pp, xqu. A una gráfica que tiene un k-desmatelamiento
le decimos k-desmantelable, por supuesto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Una gráfica G es k-copwin si y sólo si es k-desmantelable.

Demostración. La primera implicación se sigue del Teorema 3.2.7 ya que, ordenan-
do de cualquier forma todas las parejas pp, xq Pă0, luego todas aquellas en ă1 z ă0, y
así sucesivamente, añadiendo en cualquier orden las parejas en ăi`1 z ăi, se obtiene
un k-desmantelamiento de G. Para la otra implicación mostraremos por inducción
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que, si ď es un k-desmantelamiento de G y si en una partida de policías y ladrones
sucede que al turno t ` 1 los policías están en p P V pGqk y al turno t los ladrones
están en x P V pGq, si pp, xq es el α-ésimo elemento de ď, los policías tienen una
estrategia para capturar en menos de α turnos. Esto es claro para α “ 1, ya que el
primer vértice de un k-desmantelamiento es removible respecto al conjunto vacío, lo
que implica que x es una coordenada de p y, por lo tanto, los policías están captu-
rando al ladrón. Ahora, si α es mayor que uno, para cualquier x1 P Npxq hacia donde
decida mover el ladrón al turno t` 1, existe p1 P Nppq tal que pp1, x1q ď pp, xq. Como
pp1, x1q es, a lo más, el pα ´ 1q-ésimo elemento de ď, la hipótesis inductiva asegura
que los policías tienen una estrategia para capturar en menos de α ´ 1 pasos desde
esta posición, lo que implica que tienen una estrategia para capturar en menos de α
pasos desde pp, xq. ■

Finalmente, veamos que un 1-desmantelamiento da lugar a un desmantelamiento
de G, para ello recordemos que en este caso el policía ocupa un vértice y P V pGq. Con-
sideremos py, xq el primer elemento del 1-desmantelamiento tal que x ‰ y, como todas
las parejas anteriores son de la forma px1, x1q y para cada vecino de x hay un vecino de
y tales que forma una pareja previa del 1-desmantelamiento, entonces Npxq Ď Npyq.
Habiendo encontrado una equina de G, construímos un 1-desmantelamiento de G´x
partiendo del 1-desmantelamiento de G eliminando las parejas de la forma py1, xq pa-
ra toda y1 P V pGq, remplazando aquellas del tipo px, x1q para x1 P V pGq por py, x1q, y
eliminando las instancias repetidas de estas últimas. Como Npxq Ď Npyq, si px, x1q es
removible, entonces también lo es py, x1q. Por lo tanto, este es un 1-desmantelamiento
de G´ x y, como en cada aplicación de este procedimiento se encuentra una esquina
de la gráfica, al repetirlo n ´ 1 veces más obtenemos un desmantelamiento de G.

En [12], Bonato y MacGillivray definen un juego de policías y ladrones generaliza-
do, que representa una generalización tremenda de los juegos que hemos considerado
hasta ahora. Sin entrar en demasiados detalles, lo definen como un juego de dos ju-
gadores —el ladrón y el policía— en donde ambos cuentan con información perfecta,
hay un conjunto de posiciones para el policía PP y otro para el ladrón PL, el con-
junto de posiciones permitidas del juego es cualquier S Ď PP ˆ PL, y un estado del
juego es una pareja de la forma ppp, lq, Xq con pp, lq P S y X P tP,Lu, que indica la
posición actual del juego a la vez que el jugador que debe mover a continuación. De
esta forma, para cada estado del juego existe una relación simétrica, que entendemos
como un conjunto no-vacío de movimientos válidos, AP pp, lq Ď P2

P o ALpp, lq Ď P2
L,

tales que cambian la posición del policía o del ladrón, respectivamente, y cambian
el jugador al que le toque mover. Por lo tanto, los movimientos que puede realizar
cada jugador no dependen únicamente de su propia posición, si no también de la de
su oponente. Además, se fija con anterioridad un conjunto de “posiciones de captu-
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ra” F Ď PP ˆ PL y, después de que ambos jugadores elijan sus posiciones iniciales,
empezando por el policía, mueven alternadamente, de acuerdo al conjunto de movi-
mientos permitidos. El policía gana si en algún momento de la partida la posición
del juego está en F , el ladrón gana si el policía no gana. Los autores muestran que
incluso en un contexto así de general es posible obtener una caracterización de las
gráficas en donde el policía puede ganar semejante a aquellas de la Proposición 3.2.5
y el Teorema 3.2.7.

En [12] también definen un juego de movimientos independientes como aquel en
donde AP y AL solo dependen de la posición del policía y el ladrón, respectivamente.
Por ejemplo, policías y ladrones es un juego de movimientos independientes. En este
caso, podemos definir GP como la gráfica con conjunto de vértices PP y en donde
pp1 P EpGP q si y solo si pp, p1q P AP pp, lq para toda l P PL. De forma completamente
análoga se define GL. En este texto nos restringimos a trabajar con juegos de este
tipo, ya que son estos los que podemos definir como una 3-tupla pGP , GL,Fq con
GP y GL gráficas, y F Ď V pGP q ˆ V pGLq. De forma que, para nosotros, un juego
policías y ladrones generalizado es una 3-tupla de esta forma y una partida de
él es una función f : Z` Ñ GP ˆ GL tal que

1. fptqfpt ` 1q P EpGP ˆ GLq para toda t P Z`, y

2. Los policías ganan en f si fptq “ pfP ptq, fLptqq P F o pfP pt ` 1q, fLptqq P F
para alguna t P Z`. Los ladrones ganan en f si no lo hacen los policías.

Naturalmente, una estrategia para el policía es una función η : V pGP q ˆ V pGLq Ñ

V pGP q tal que fP ptqηpfptqq P EpGP q, se dice que el policía sigue esta estrategia en f
si fP pt` 1q “ ηpfptqq para toda t P Z`, y que es ganadora si el policía gana en toda
partida donde siga η. De forma análoga se definen las estrategias y las estrategias
ganadoras del ladrón. Con esta definición volvemos a recuperar la terminología de
movimientos observando que, ahora, estos se realizan en cada turno por el policía—
o los policías— en GP , y por el ladrón —o los ladrones— en GL. Bonato y MacGi-
llivray muestran que, en este caso, además se puede dar una caracterización de las
gráficas en donde gana el policía semejante a aquellas de la Proposición 3.2.3 y el
Teorema 3.2.8. Para finalizar esta sección, demostraremos estas generalizaciones y las
usamos para definir algunas variaciones del juego de policías y ladrones. Prevenimos
al lector que la demostración será idéntica a aquellas de la Proposición 3.2.5 y el
Teorema 3.2.8, sin embargo, desarrollamos los detalles para dispersar las dudas de
cualquier escéptico. Para hacer esto, reciclaremos los términos “removible” y “des-
mantelamiento”, obsérvese que la forma en que lo haremos generaliza el contexto en
el que originalmente definimos estas nociones y, por lo tanto, no causa conflictos en el
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lenguaje. Primero, dada una partida de policías y ladrones generalizada, decimos que
un vértice pp, lq de GP ˆGL es removible respecto a S Ď V pGP qˆV pGLq si pp, lq P F
o si, para toda l1 P Nplq existe p1 P Nppq tal que pp1, l1q P S. Un desmantelamiento
de GP ˆGL es un orden lineal de sus vértices tal que, si cada pp, lq P V pGP q ˆV pGLq

es removible respecto al conjunto de vértices que lo preceden en el orden. Además,
definiremos ă0 como la relación entre V pGLq y V pGP q dada por l ă0 p si y sólo
si pp, lq P F y, recursivamente, para p P V pGP q, l P V pGLq, y α P Z`, que l ăα p
siempre que para toda l1 P Nplq exista p1 P Nppq tal que l1 ăα´1 p

1. Nuevamente,
ă0Ďă1Ď ¨ ¨ ¨ Ď V pGP q ˆV pGLq y, como solo consideramos gráficas con conjuntos de
vértices finitos, existe γ P Z tal que ăγ“ăγ1 para toda γ1 mayor que γ1. Denotamos
a ăγ por ă y, con base en esto, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.9. En un juego de policías y ladrones generalizado pGP , GL,Fq, si
GP es conexa, entonces existe una estrategia ganadora para los policías si y sólo si
ă“ V pGP qˆV pGLq, lo que es equivalente a que GP ˆGL tenga un desmantelamiento.

Demostración. Primero veamos que, si ă‰ V pGP q ˆ V pGLq entonces existen p P

V pGP q y l P V pGLq tales que l ć p. Por lo tanto, pp, lq R F y existe l1 P Nplq tal que,
para toda p1 P Nppq se tiene que l1 ć p1. Ahora observemos que, si el policía tiene
una estrategia ganadora, entonces tiene una estrategia ganadora empezando desde
cualquier vértice de GP , ya que, como GP es conexa, puede utilizar los primeros
turnos de cualquier juego para colocarse en la posición inicial que desee. Por lo tanto,
podemos suponer que la posición inicial del policía es p y, con base en eso, construimos
una estrategia ganadora para el ladrón definiendo que su primera jugada será l y, en
cada turno posterior, se moverá hacia algún vecino del vértice en que se encuentre,
para el cual sucede que ninguno de los vecinos del policía está relacionado con él, el
cual debe existir siempre que la posición actual del ladrón no esté relacionada con la
del policía. Evidentemente, cada vez que el ladrón sigue esta estrategia en un turno,
sin importar lo que haga el policía, en el siguiente turno sus posiciones seguirán sin
estar relacionadas a través de ă. Como, en particular, todas las parejas de F forman
parte de ă, se deduce que el policía no puede ganar mientras el ladrón siga esta
estrategia.

Ahora, mostraremos que, si la posición del policía al turno t ` 1 y del ladrón
al turno t en una partida de policías y ladrones generalizado, para alguna t P Z`,
son p P V pGP q y l P V pGLq respectivamente, entonces l ăα p para algún entero
α P Z` Y t0u si y solo si los policías tienen una estrategia para ganar en a lo más α
turnos. La afirmación es evidente si α “ 0, por lo tanto lo mostraremos por inducción
sobre α. Así, suponemos que pp, lq R F y que l ăα p para algún α P Z`. Se sigue, por
la definición de ăα, que debe para toda l1 P Nplq existe p1 P Nppq tal que l1 ăα´1 p

1.
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Así, si al turno t`2 los policías mueven al vecino de p que cumple lo anterior para la
posición del ladrón al turno t ` 1, podemos concluir, usando la hipótesis inductiva,
que los policías tienen una estrategia para capturar en no más de α´ 1 turnos desde
p1, lo que muestra que tienen una estrategia para ganar en no más de α turnos desde
p. De forma muy semejante, si suponemos que los policías tienen una estrategia para
capturar en a lo más α turnos desde p, entonces para cada l1 P Nplq, esta estrategia
indica que el policía deben moverse a algún p1 desde el cual tiene una estrategia para
capturar en no más de α´1 turnos. Nuevamente, por la hipótesis inductiva, se deduce
que l1 ăα´1 p

1, de forma que l ăα p, como queriamos ver. Se deduce inmediatamente
que, si ă“ V pGP qˆV pGLq entonces los policías tienen una estrategia ganadora, pues
capturan en a lo más γ turnos sin importar las posiciones iniciales. Recíprocamente,
si los policías tienen una estrategia para ganar, como esa estrategia asegura que es
posible capturar en una cantidad finita de pasos dado cualquier par de posiciones
iniciales p P V pGP q y l P V pGLq, entonces ă“ V pGP q ˆ V pGLq.

Por otro lado, si suponemos que ă“ V pGP qˆV pGLq, definimos S0 “ă0 y para i P

vγw, recursivamente, Si`1 “ăi`1 zSi. Entonces dotamos a cada Si de un orden lineal
arbitrario ďi y, con base en ellos, definimos un orden lineal sobre V pGP q ˆ V pGLq

en donde, para pp, lq, pp1, l1q P V pGP q ˆ V pGLq, se tiene que

pp1, l1q ď pp, lq si y solo si existen enteros β ă α tales que pp1, l1q P Sβ y pp, lq P Sα

o si pp1, l1q ďα pp, lq para alguna α P v0, γw.

Afirmamos que ď es un desmanetelamiento de GP ˆGL. Las parejas en S0 evidente-
mente cumplen la condición de que ď sea un desmantelamiento pues S0 “ F . Y, por
la definición de ă, para todo pp, lq P Sα con α ą 0, y para cualquier l1 P Nplq existe
p1 P Nppq tal que pp1, l1q P Sβ para alguna β ă α. Así, todo pp, lq P V pGP q ˆ V pGLq

cumple la condición necesaria para que ď sea un desmantelamiento de GP ˆ GL.
Finalmente, si suponemos que ď es un demantelamiento de GP ˆGL, mostraremos

por inducción que si pp, lq es el α-ésimo elemento de un desmantelamiento de GP ˆGL

entonces, si en alguna partida de policías y ladrones generalizada sucede, para algún
t P Z`, que el policía que se encuentra en p al turno t ` 1 y el ladrón se encuentra
en l al turno t, entonces el policía puede capturar en a lo más α ´ 1 turnos. Esto es
evidente para α “ 1 ya que el primer vértice de un desmantelamiento de GP ˆ GL

es removible respecto al conjunto vacío, por lo que debe suceder que está en F . Si
ahora suponemos que pp, lq es el α-ésimo elemento del desmantelamiento con α ą 1,
entonces sabemos que, sin importar que movimiento realice el ladrón, digamos que
lo hace a l1, existe p1, un vecino de p, tal que pp1, l1q ď pp, lq. Por lo tanto, pp1, l1q es a
lo más el pα´1q-ésimo elemento del desmantelamiento y, por hipótesis de inducción,
el policía capturará al ladrón en no más de α´2 turnos. Se concluye que si existe un
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desmantelamiento de GP ˆ GL entonces, desde cualquier posición inicial de ambos
jugadores, el policía capturará en a lo más |V pGP ˆGLq| “ |V pGP q||V pGLq| turnos.
■

Con este resultado podemos idear juegos como el de policías perezosos y la-
drones, en el que restringimos la movilidad de los policías, permitiendo que en
cada turno solo uno de ellos pueda moverse a un vértice distinto. Si jugamos con
c P Z` policías en una gráfica G, este es el juego pGl c, G,Fq en donde F está for-
mado por todos los pares ordenados ppp, xq tales que x es una coordenada de pp. Si
queremos permitir que más policías se muevan en cada turno, definimos la función
dif : V pGqc ˆ V pGqc Ñ Pp

`

V pGq

2

˘

q dada por

difppp, pp1
q “ tppipp

1
i : ppi ‰ pp1

iu.

Además, denotamos dhppp, pp1q “ |difppp, pp1q|, entero al que le decimos la distancia de
Hamming entre pp y pp1. Entonces, para cualquier gráfica G, k P vnw, y r P vkw,
definimos la k-ésima potencia r-parcial de G como la gráfica Gpk,rq con conjunto
de vértices V pGqk y en donde dos vértices px y py son adyacentes si y sólo si

difppx, pyq Ď EpGq

y
dhppx, pyq ď r.

Es claro que Gpk,1q “ Gl k y que Gpk,kq “ Gk. Entonces, definimos el juego de policías
con r movimientos y ladrones jugado en G con c policías, para alguna c P vnw

como pGpc,rq, G,Fq en donde F es el conjunto de las parejas ppp, xq P V pGqc ˆ V pGq

tales que x está en una coordenada de pp. Así, si jugamos en G con c policías, el juego
de policías y ladrones es el juego de policías con c movimientos y ladrones, y el juego
de policías perezosos y ladrones en G es el juego de policías con un movimiento y
ladrones. Con esto, definimos el numero r-policiaco de una gráficaG como la menor
c P Z` tal que los policías tienen una estrategia ganadora para el juego de policías
con r movimientos y ladrones jugado con c policías en G, al que denotamos crpGq.
Es claro que, como EpGpk,1qq Ď EpGpk,2qq Ď ¨ ¨ ¨ Ď EpGpk,kqq, entonces toda estrategia
ganadora para c policías en el juego de policías con r movimientos y ladrones es
también una estrategia ganadora para c policías en el juego de policías y ladrones
con r1 movimientos para toda r ď r1. Se sigue que no tiene sentido considerar juegos
en donde admitamos que los policías realicen más de cpGq movimientos, ya que en
estos juegos siempre existe una estrategia ganadora de los policías. Además, se tiene
que toda gráfica G cumple

cpGq “ ccpGqpGq ď ¨ ¨ ¨ ď c1pGq ď γpGq.



114 Policías y ladrones

Si, por otro lado, queremos modificar la gráfica GL para hacer justicia a la utili-
zación del plural “ladrones”, hemos de ser cuidadosos. Puede parecer tentador definir
un juego de policías y ladrones con r ladrones jugado en G como pG,Gr,Fq con F las
parejas py,plq tales que y está en alguna coordenada de pl. Es decir, el juego en donde
permitimos que cada ladron se mueva en cada turno a un vértice adyacente a su po-
sición y el policía gana si captura a alguno de los ladrones. Sin embargo, esto resulta
en un juego poco interesante, en efecto, este juego se ganará si y sólo si G es copwin.
Es fácil convencerse de esto ya que, si G es copwin, el policía sigue la estrategia que
existe para capturar a un ladrón en G fijándose solamente en los movimientos que
realice una coordenada cualquiera de pl, a la que eventualmente capturará. En cambio,
si G no es copwin, los ladrones eligirán posicionarse todos en el mismo vértice de G
en el primer turno y moverán todos de la misma forma que lo haría un único ladrón
siguiendo la estrategia de evasión que tiene en G. No es de sorprender que si un
policía puede capturar a un solo ladrón, pueda capturar a alguno entre varios, más
bien, esperaríamos que la modificiación de la gráfica GL le hiciera más difícil a los
ladrones evadir. Sin embargo, esto no sucede en este juego ya que cualquier cantidad
de ladrones pueden ocupar la misma posición simultaneamente, por lo que pueden
actuar como si se tratara de un solo ladrón. Por esto, e inspirados en la definición
que hicimos para las gráficas de fichas con movimientos paralelos definimos, dada
una gráfica G de orden n, con n P Z`, k P vnw y r P vkw, definimos la gráfica de
k fichas con movimientos r-compuestos, a la que denotamos CrFkG, como la
gráfica imagen

Λprtpx1, . . . xkq P V pGq
k : xi ‰ xj si i ‰ jusGpk,rqq.

Naturalmente, hemos de definir un movimiento r-compuesto de una configura-
ción u P V pCrFkGq “ V pFkGq como una función inyectiva M : u Ñ V pGq tal que
| sopM | ď r y xMpxq P EpGq para toda x P sopM . Sobre este concepto damos por
evidentes dos cosas: primero, la definición de movimiento 1-compuesto es equivalente
a la de movimiento 1-paralelo y a la de movimiento de una configuración en FkG;
segundo, dos configuraciones de k fichas u y v son adyacentes en CrFkG si y sólo
si existe M , un movimiento r-compuesto de u, tal que v “ M rus. Para justificar la
razón del término “compuesto”, así como entender un poco mejor la adyacencia de
CrFkG, definimos, para cada configuración de k fichas u, un u-ciclo como un ciclo
C de G tal que V pCq Ď u. Además, para cada u-ciclo C “ x0 ¨ ¨ ¨ xmx0, definimos
MpCq : u Ñ V pGq como

MpCqpxq “

#

xi`1 si x “ xi para alguna i P v0,mw y
x si x R V pCq.
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A MpCq le decimos el movimiento del u-ciclo C. Además, para facilitar la no-
tación, en el siguiente enunciado denotamos por f ` g, para cualesquiera funciones
f : u Ñ V pGq y g : u Ñ V pGq tales que sop f X sop g “ ∅, a la función de u en V pGq

dada por

pf ` gqpxq “

$

’

&

’

%

fpxq si x P sop f

gpxq si x P sop g

x en otro caso.

Es fácil convencerse que esta “suma” de funciones es asociativa, por lo tanto, es
correcto definir, para f1, . . . , fs cualquier colección de funciones de u en V pGq con
soportes ajenos por pares, la función

řs
i“1 fi como f1 ` ¨ ¨ ¨ fs. Apoyados en esto

demostramos el siguiente resultado.

Proposición 3.2.10. Para cualquier u, configuración de k fichas en G, una función
M : u Ñ V pGq es un movimiento r-compuesto de u si y sólo si existe una familia de
u-ciclos ajenos por pares, C1, . . . Cs, y Q un camino en FkG con configuración incial
u, el cual cumple que MpQqpxq P Npxq para toda x P sopMpQq, tales que

sopMpXq X sopMpY q “ ∅ para cualesquiera X, Y P tQ,C1, . . . , Csu,

M “ MpQq `

s
ÿ

i“1

MpCiq, y

ℓpQq `

s
ÿ

i“1

ℓpCiq ď r.

Demostración. Esto lo demostramos por inducción sobre r. Para r “ 1 se tiene que
SrFkG “ FkG, por lo tanto, para toda u P V pFkGq, como los movimientos de u son
sus movimientos 1-compuestos y estos se corresponden con los caminos de longitud
a lo más 1 en FkG con configuración inicial u. Por esto se concluye que en este caso
se cumple la afirmación. Si r ą 1 y consideramos M un movimiento r-compuesto con
| sopM | ą 1, afirmamos que para cada x P sopM existe un entero positivo m tal que
tal que Mmpxq R u o Mmpxq “ x. Para ver esto veamos que, si tomamos x0 P sopM
cualquiera y si definimos recursivamente xi`1 “ Mpxiq mientras xi P u, por la finitud
de u, debe suceder que xm`1 “ Mpxmq R u o que xm`1 “ xi con i P vmw para algún
entero m P vkw.

En el primer caso, si Mpxmq R u, se deduce que px0, x1q, . . . , pxm, xm`1q P M

y, definiendo P “ x1x2 . . . xmxm`1, se tiene que pP — que recordemos, es el ca-
mino obtenido de mover la ficha en xm a xm`1, luego la ficha en xm´1 a xm, y así
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Figura 3.4: Diagrama de un movimiento compuesto de una configuración de 16 fichas
en P8 ˆ P8.

sucesivamente hasta mover aquella ficha en x0 a x1— es tal que Mp pP q

ˇ

ˇ

ˇ

sopMp pP q
“

tpx0, x1q, . . . , pxm, xm`1qu. Por lo tanto, si definimos

M 1
pxq “

#

Mpxq si x R sopMp pP q “ tx0, . . . , xmu

x en otro caso,

se tiene que M 1 : u Ñ V pGq es tal que sopM 1 “ sopMz sopMp pP q. Por lo tanto,
como | sopMp pP q| “ m, M 1 es un movimiento pr´mq-compuesto de u. Así podemos
aplicar hipótesis de inducción para concluir que existen C1, . . . , Cs y Q1 un camino
en FkG que satisface que MpQ1qpxq P Npxq para toda x P sopMpQ1q, y que son tales
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que

sopMpXq X sopMpY q “ ∅ para cualesquiera dos X, Y P tQ1, C1, . . . , Cmu,

M 1
“ MpQ1

q `

s
ÿ

i“1

MpCiq y

ℓpQ1
q `

s
ÿ

i“1

ℓpCiq ď r ´ m.

Como sopMp pP qXsopM 1 “ ∅, entonces se sigue que podemos realizar los movimien-
tos que realiza el camino Q1, seguidos de los que realiza pP , para obtener un camino
Q de longitud ℓpQ1q ` m tal que

MpQq “ MpQ1
q ` Mp pP q.

Como Q1 y pP satisfacen que MpQ1qpyq P Npyq y Mp pP qpzq P Npzq para cualesquiera
y P sopMpQ1q y z P sopMp pP q, entonces MpQqpxq P Npxq para toda x P sopMpQq.
Además, como sopMpQq “ sopMp pP qYsopMpQ1q, entonces sopMpQqXsopMpCiq “

∅ para toda i P vsw y, así, que

sopMpXq X sopMpY q “ ∅ para cualesquiera X, Y P tQ,C1, . . . , Csu,

M “ MpQq `

s
ÿ

i“1

MpCiq, y

ℓpQq `

s
ÿ

i“1

ℓpCiq ď r.

En el segundo caso, cuando xm`1 “ xi para alguna i P v0,mw, aseguramos que
i “ 0. Si no fuera así, entonces Mpxi´1q “ Mpxmq “ xi, por lo tanto M : u Ñ V pGq

no es inyectiva, lo que es una contradicción a que M sea un movimiento r-compuesto.
Por lo tanto, como Mpxmq “ x0, entonces, C “ x0x1 . . . xmx0 es un u-ciclo y además
tpx0, x1q, . . . , pxm´1, xmqpxm, x0qu Ď sopM . Si definimos ahora

M 1
pxq “

#

Mpxq si x R sopMpCq “ tx0, . . . , xmu

x en otro caso.

De la misma forma que en el primer caso, M 1 es un movimiento pr ´ mq-compuesto
y aplicando la hipótesis inductiva en él se concluye la afirmación.
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La afirmación recíproca es directa, debemos demostrar que cualquier función
M : u Ñ V pGq de la forma MpQq`

řs
i“1MpCiq, para Q,C1, . . . , Cs como en el enun-

ciado, es un movimiento r-compuesto. Sin embargo, es claro que una función así es
inyectiva porque MpZq es una función inyectiva para cualquier Z P tQ,C1, . . . , Csu.
Además, sopM “ sopMpQq Y

Ťs
i“1 sopMpCiq y | sopMpZq| “ ℓpZq, así como

xMpZqpxq P Npxq, para toda Z P tQ,C1, . . . , Csu y x P sopMpZq. Por lo tanto,
M cumple que

| sopM | “ ℓpQq `

s
ÿ

i“1

ℓpCiq ď r y

xMpxq P Npxq para toda x P sopM.

■

La Proposición 3.2.10 se entiende como que los movimientos r-compuestos de una
configuración u mueven hasta r fichas de u de forma que, o cada ficha de un u-ciclo
se desliza al siguiente vértice en el orden cíclico, o existe una secuencia en que se
pueden realizar movimientos de FkG para obtener la configuración final. Véase la
Figura 3.4. A los movimientos r-compuestos de u de la forma M “

řs
i“1MpCiq para

una colección de u-ciclos C1, . . . , Cs con conjuntos de vértices ajenos por pares, les
llamamos movimientos r-circulares de u. Así mismo, a aquellos de la forma MpQq

para Q un camino en FkG con configuración inicial u, les decimos movimientos r-
secuenciales de u. Por lo tanto, la Proposición 3.2.10 dice que los movimientos
r-compuestos de u son precisamente aquellos de la forma M1 `M2 con M1 y M2 mo-
vimientos r1-circular y r2-secuencial de u con soportes ajenos y tales que r1 ` r2 ď r.
Observemos que, como los movimientos circulares de u son biyecciones de su soporte
en sí mismo — ya que el movimiento de cada u-ciclo que lo compone cumple esto—
entonces los movimientos circulares no contribuyen a cambiar la configuración de
fichas al realizarlos. Es decir, como las configuraciones no están etiquetadas, los mo-
vimiento circulares son intrascendentes. Por lo tanto, los vecinos en CrFkG están
en correspondencia con los movimientos r-secuenciales de u, los cuales son, preci-
samente, las configuraciones que se pueden alcanzar desde u moviendo a lo más r
fichas diferentes de u a vértices desocupados por u diferentes. Gracias a esto, pode-
mos entender a la gráfica SrFkG como la gráfica que modela un tablero con k fichas
posicionadas casillas distintas y en el que, en cada turno, podemos mover hasta r
fichas diferentes a vértices adyacentes desocupados.

Por todo lo anterior, esta gráfica nos permite plantear la siguiente pregunta, si
los policías pueden capturar en G permitiendo que varios de ellos ocupen el mismo
vértice de G, ¿pueden hacerlo si no lo permitimos? Formalmente, esto es decidir
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si, para toda gráfica G con número policiaco c, los policías tienen una estrategia
ganadora en el juego pCcFcG,G,Fq, con F el conjunto de las parejas pv, xq tales que
x P v. Intuitivamente, ya que para los ladrones el poder ocupar el mismo vértice
les sirve para comportarse como si fueran una menor cantidad de ladrones de los
que son, es razonable pensar que el colocar varios policías en la misma casilla no
es particularmente ventajoso para ellos, ya que cubren menos vértices de G. Sin
embargo, también es intuitivamente obvio que, cuando admitimos que haya varias
piezas del policía en la misma casilla, los policías no se estorban mutuamente, lo que
les aporta mayor movilidad. Lamentablemente, la investigación cuidadosa de este
juego escapa a los objetivos de este trabajo.

Por otro lado, gracias a esta gráfica podemos pensar también en un juego de
policías y ladrones en donde haya un equipo de ladrones en el juego, y que estos no
puedan ocupar la misma posición simultáneamente, y si alguno de ellos es capturado,
el ladrón pierde. Para esto, dada una gráfica G, k P vnw, y t P vkw, definimos el juego
de policías y ladrones con movimientos t-compuestos jugado con k ladrones
en G como pG,CtFkG,Fq con F el conjunto formado por todas las parejas px, uq

tales que x P u. Definimos el número t-criminal de G como la menor k P Z` tal
que el policía tiene una estrategia ganadora para policías y ladrones con movimientos
t-compuestos jugadada en G con k ladrones. A este entero lo denotamos rtpGq y, en
particular, a r1pGq lo denotamos por rpGq y le decimos el número criminal de
G. Finalizamos esta sección calculando el número criminal de algunas familias de
gráficas.

Proposición 3.2.11. Para n P Z` se cumple que rpPnq “ 1, rpKnq “ 1 y rpOnq “ n.
Además, si n ě 4 entonces rpWnq “ 1 y rpCnq “ 2.

Demostración. Observemos que, si k “ 1 entonces r P vkw es equivalente a r “ 1
y, por lo tanto SrFkG “ FkG – G. De forma que este juego coincide con el juego
de policías y ladrones cuando k “ 1. Como consecuencia de esto, si G es copwin
entonces rpGq “ 1, por lo que, gracias a la Proposición 3.1.1 la afirmación es cierta
para Pn, Kn y Wn. Además, la afirmación es trivial para On ya que, si no hay al
menos tantos ladrones como vértices de una gráfica vacía, existe una configuración
de fichas que no contiene al vértice que ocupa el policía. Por lo tanto, si los ladrones
la eligen como posición inicial, como el policía quedará en una componente conexa
que no tiene a ninguna ficha del ladrón, nunca podrá capturar.

Para ver que rpCnq “ 2 primero nos convencemos de que rpCnq ą 1 ya que
cpCnq ą 1 y ya hemos visto que, cuando k “ 1, entonces este juego coincide con el
de policías y ladrones. Para ver que el policía tiene una estrategia ganadora para el
juego pCn, F2Cn,Fq con F el conjunto de parejas py, uq P V pCnqˆV pF2Cnq tales que
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y P u, afirmamos que basta con que, en cada turno, el policía se mueva al siguiente
vértice en el orden cíclico de Cn. Al hacerlo, el conjunto de los vértices de Cn que
están entre la posición que ocupa el policía y cualquiera de las fichas del ladrón en
el orden cíclico disminuye en 1. En el mismo turno, el ladrón solo puede responder
moviendo una de sus fichas. Si mueve alguna de ellas al vértice anterior en el orden
cíclico, entonces, al ver cuál ha sido el resultado de esta ronda de turnos, la cantidad
de aristas entre cada ficha de ladrón y el policía de acuerdo al orden cíclico disminuye.
Así, si el ladrón responde de esta forma a la estrategia del policía, la cantidad de
aristas entre alguna ficha y el policía será cero en una cantidad finita de turnos,
por lo que será capturado si responde de esta forma suficientes veces. Por otro lado,
si el ladrón decide mover su ficha al siguiente vértice en el orden cíclico, entonces
“cancela” el acercamiento que había realizado el policía hacia ella, de forma que al
final de una ronda de turnos, la cantidad de aristas entre esta ficha y el policía será
igual que antes de iniciarla. Sin embargo, para la otra ficha del ladrón la cantidad
de aristas al policía aún habrá disminuído. Se deduce que, sin importar qué haga el
ladrón, perderá en una cantidad finita de turnos. ■

3.3. Número policiaco de gráficas de fichas
Dedicaremos la última sección de este texto a estudiar el número de policías en

las gráficas de fichas de las trayectorias, los ciclos, y las gráficas completas. Pero,
antes, empezaremos precisando la forma en que los conceptos que desarrollamos en
la Sección 2.4 se relacionan con el juego de policías y ladrones jugados en gráficas
de fichas. La idea es, como ya hemos anticipado, que las órbitas de las configura-
ciones de fichas se pueden entender como una “etiquetación intrínseca” de las fichas.
Explícitamente, dadas u y v dos configuraciones de k fichas en una gráfica conexa
G de orden n, con órbitas O1, . . . , Oℓ y O1

1, . . . , O
1
ℓ respectivamente, afirmamos que

para todo uv-camino P y cualquier i P vℓw existe j P vℓw tal que MpP qrOis “ O1
j.

Esto debe ser así ya que si existieran O1
j y O1

j1 dos órbitas de v tales que existen
x P MpP qrOis X O1

j y y P MpP qrOis X O1
j1 , entonces MpP´1qpxq y MpP´1qpyq son

dos fichas distintas de Oi. Como k ă n ´ 1 se tiene que el grupo de reetiquetados
de las fichas de Oi en su subtablero es el simétrico de Oi, de forma que es posible
transponer a MpP´1qpxq y MpP´1qpyq tras realizar el movimiento asociado a un ca-
mino Q. Concluímos que MpPQP´1qpxq “ y y MpPQP´1qpyq “ x, esto muestra que
es posible transponer fichas en órbitas diferentes de v, lo que es una contradicción
a que estas órbitas sean distintas. De forma análoga, si MpP qrOis fuera subconjun-
to propio de alguna O1

j, entonces debe suceder que MpP´1qrO1
js tiene fichas tanto

de Oi como de una segunda órbita de u, lo que sabemos que es imposible. Más
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aún, la biyección que tomar la imagen directa bajo MpP q induce, entre el conjun-
to de órbitas de u y aquel de v, es idependiente del uv-camino que consideremos.
Esto es claro ya que si consideramos P y P 1 dos uv-caminos y suponemos que Oi

y Oi1 son órbitas de u tales que MpP qrOis “ MpP 1qrOi1s, entonces se sigue que
MpPP´1qrOis “ Oi1 , por lo que se deduce que Oi “ Oi1 . Todo lo anterior nos lle-
va a lo siguiente: si consideramos u P V pFkGq y ennumeramos a sus órbitas como
O1, . . . , Oℓ entonces, para toda v P V pFkGq e i P vℓw, denotamos Oipvq a la órbita de
v dada por MpP qrOis para cualquier uv-camino P . Esta información es útil, tanto
para el ladrón como para el policía, en una partida jugada en una gráfica de fichas
FkG ya que nos permite “dividir” la posición de ambos jugadores pu, vq en una colec-
ción de posiciones pO1puq, O1pvqq, . . . , pOℓpuq, Oℓpvqq en sus subtableros, B1, . . . , Bℓ,
respectivamente. En cada turno, los jugadores solo pueden mover una ficha, por lo
que cada movimiento se traduce en que solo una estas posiciones cambia, y el poli-
cía debe capturar todas las órbitas para ganar. Por esto, una partida de policías y
ladrones en FkG es muy similar a una partida de policías y ladrones en lℓ

i“1FriBi,
en donde ri “ |Oi|. Sin embargo, es importante notar que, ya que los subtableros
pueden sobrelaparse, es decir V pBiq X V pBjq puede ser no-vacío, no todas ℓ-tuplas
pu1, . . . , uℓq con ui P V pFriBiq se obtienen de posiciones válidas en FkG. De hecho,
no es difícil convencerse que la correspondencia entre FkG y lℓ

i“1FriBi, que recién
describimos, es un isomorfismo entre FkG y la subgráfica de lℓ

i“1FriBi inducida por

tpu1, . . . , uℓq P lℓ
i“1FriBi | ui X uj “ Hu.

Esta construcción es semejante a la forma en que definimos las gráficas de fichas eti-
quetadas con base en productos de gráficas, lo que formaliza la idea de “etiquetación
intrínseca”, con la importante diferencia de que no se trata de la potencia de una
gráfica, si no del producto de ℓ gráficas distintas.

Conjeturamos que gracias a la relación que existe entre FkG y lℓ
i“1FriBi, es

posible acotar cpFkGq en función de cpFr1B1q, . . . , cpFrℓBrℓq. Específicamente, pro-
ponemos que es posible construir una estrategia de evasión para el ladrón en FkG
jugando contra

řℓ
i“1pcpFriBiq ´ 1q policías. Para esbozar la idea denotamos por

A1, . . . , Ac y R a los policías y el ladrón que juegan en FkG, respectivamente, con
c “

řℓ
i“1pcpFriBiq ´1q. Sabemos que, para que algún policía Ai capture a R al turno

t, cada órbita de él, OjpAipt ` 1qq, debe capturar a la correspondiente órbita del
ladrón, OjpRptqq. Sin embargo, OjpRq tiene una estrategia para evadir a cpFriBiq ´1
policías, por lo que OjpRq puede ejecutarla contra una colección de policías cada vez
que alguno de ellos mueve una de sus fichas en Oj, asegurando así que cpFrjBjq ´ 1
policías no le capturan. Es decir, por ejemplo, las fichas de la órbita O1pRq siguen
su estrategia de evasión en respuesta a los movimientos que realicen las fichas de
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O1pA1q, . . . O1pAcpFr1B1qq, asegurando que los policías A1, . . . , AcpFr1B1q´1 nunca po-
drán capturar la primera órbita del ladrón y, por lo tanto, no pueden capturar a R
en FkG. De forma idéntica lo hace el ladrón con cada una de sus órbitas, de for-
ma que los conjuntos de policías que evade cada una de sus órbitas son ajenos por
pares. Se concluye que ningún policía podrá capturar al ladrón ya que para todos
existirá una órbita del ladrón que juega su estrategia de evasión contra las fichas
de su correspondiente órbita. Por supuesto, este argumento supuso la afirmación en
cursiva, que no tiene por qué ser cierta ya que, como la intersección entre subtableros
puede no ser vacía, al intentar la estrategia de evasión de una órbita, las fichas de
una órbita pueden encontrarse en el vértice al que una ficha en la primera necesita
moverse. Suponemos que debe ser posible definir una función que acote inferiormente
la distancia entre el ladrón y el policía de manera tal que, mientras el ladrón pueda
ejecutar sus estrategias de evasión en cada órbita no disminuirá y, cuando no le sea
posible llevarla a cabo en alguna órbita, podrá realizar movimientos provechosos en
otra órbita, contrarrestando el efecto negativo que la imposibilidad de mover sus
fichas en la primera le causó. Otro hecho, que Kornhauser [35] demuestra, es que la
intersección de dos subtableros siempre induce una trayectoria, lo cual es intuitiva-
mente claro ya que, de haber un vértice de grado al menos tres en la intersección
de dos subtableros, éste podría ser utilizado por las fichas en ambas órbitas para
transponerse. Esto nos invita a pensar que quizá esta imposibilidad de ejecutar una
estrategia de evasión no puede suceder, pues la ficha del ladrón tendría que buscar
moverse hacia un vértice que induce una trayectoria en su subtablero, por lo que una
ficha del policía que entre a dicha trayectoria detrás de ella seguro podrá capturarla
— dicho de otra forma, existirá una cantidad finita de movimientos que la manten-
gan a distancia no-decreciente de la ficha del policía que la busca capturar y, una vez
agotados, deberá moverse en dirección contraria, hacia su persecutor.

Notemos que en ésta dirección de análisis general para acotar el número policiaco
de gráficas de fichas no tiene sentido analizar al caso en que hay n´ 1 fichas en una
gráfica de orden n, ya que esto es equivalente a tener una sola ficha en ella y, por lo
tanto, al juego de policías y ladrones estándar. Por lo tanto, de ser posible obtener
un resultado de este tipo, por el el Teorema 2.4.5, podríamos acotar cpFkGq para
cualquier G y k si conocemos el número policiaco de gráficas de fichas con grupos de
reetiquetados isomorfos a grupos simétricos, pues siempre sucede que ΣriBi – Sri .
Desafortunadamente, esta empresa supera los alcances de este texto, por lo que nos
limitamos a indicarla como una posible dirección de investigación. Sin embargo, las
gráficas con las que nos ocuparemos en esta sección representan una selección de casos
sencillos de las diversas problemáticas que la anterior aproximación al problema de
calcular cpFkGq presenta:
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1. Las trayectorias, que son gráficas en donde cada ficha es su propia órbita, por
lo que determinar su número de policía es un buen primer paso para enten-
der cómo utilizar las estrategias de captura que existen para cada órbita para
capturar todas las fichas.

2. Los ciclos, que forman la familia de gráficas con grupos de reetiquetados distinto
de un producto de grupos simétricos (recordemos que k ă n ´ 1), por lo que
de cualquier forma habría que tratarlos por separado.

3. Las gráficas completas, que son el caso más simple de una gráfica con grupo de
reetiquetados isomorfo a un grupo simétrico.

Iniciamos viendo primero que el número policiaco de la gráfica de k fichas de una
trayectoria es el mismo que el número policiaco que el del producto caja de k copias
de la trayectoria, es decir

cpFkPnq “ cpPl k
n q “

R

k ` 1

2

V

.

Para hacerlo nos apoyamos fuertemente en las técnicas utilizadas para calcular
cpPl k

n q, ideadas por M. Maamoun y H. Meyniel [38] en 1987, las cuales se adap-
tan fácilmente para capturar en FkPn. Para evitar ser repetitivos, nos restringimos a
mostrar cómo se hace este argumento para el caso de las gráficas de fichas sin exponer
el argumento original para los productos caja. Es decir, que damos por sabido que
cpPl k

n q “ rk`1
2

s pero no lo utilizamos en ningún argumento.
Nos ponemos manos a la obra demostrando la siguiente proposición, que muestra

que es necesaria esta cantidad de policías para poder capturar a un ladrón en FkPn.

Proposición 3.3.1. Si n y k son enteros tales que 4 ď 2k ď n, entonces cpFkPnq ě

rk`1
2

s.

Demostración. De la misma forma que para las gráficas completas, como FnPn es
la gráfica trivial de orden 1 y F1Pn – Fn´1Pn – Pn, por la Proposición 3.1.1 se tiene
que siempre que k P t1, n ´ 1, nu entonces cpFkPnq “ 1.

Para el caso 4 ď 2k ď n veamos que no es posible capturar a un ladrón en FkPn

con menos de rk`1
2

s. Para ello veremos que el ladrón tiene una estrategia de evasión
para rk`1

2
s ´ 1 policías en un retracto de FkPn. Este retracto será una subgráfica de

FkPn isomorfa a Pl k
2 , gráfica a la que, por razones obvias, se le conoce como el cubo

de dimensión k y que es usual denotar por Qk, convención que adoptaremos y por la
cual definimos

Qk “ rtu P V pFkPnq : ui P t2i, 2i ´ 1uusFkPn .
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Interpretamos esta definición como la subgráfica de FkPn inducida por aquellas con-
figuraciones en donde a cada ficha le asignamos un par de vértices consecutivos en
Pn para moverse. De hecho, la i-ésima ficha de Pn está en los extremos de la p2i´1q-
ésima arista de Pn, ya que 2i y 2i ´ 1 son los extremos de ésta. Es fácil ver que los
conjuntos de extremos son ajenos para cualesquiera dos pares de estas aristas y, por
lo tanto, cada ficha en una configuración en Qk siempre puede realizar un movimiento
—y solo un movimiento— a lo largo de la arista a la que está confinada para que
la configuración resultante vuelva a estar en Qk. Esto implica que esta gráfica es
isomorfa a Pl k

2 , para verlo observamos que a cada configuración u P Qk le podemos
asociar el único vértice de pv P V pPl k

2 q tal que ui “ vi mód 2, como ya hemos dicho,
cada vecino de u dentro de Qk se obtiene de mover una de sus fichas al otro extremo
de la arista p2i´1q2i, lo que cambia la paridad de dicha entrada del vértice asociado
en Pl k

n y, por lo tanto, los vecinos de u en Qk se corresponden biyectivamente con
los vecinos del vértice que le asociamos en Pl k

n . La función descrita en lo anterior es
además una biyección ya que basta con colocar las fichas en 2i o 2i´1 de acuerdo a la
paridad de la i-ésima entrada de un vértice en Pl k

2 para obtener una configuración
en la preimagen de éste. En general, todas las configuraciones de FkPn se pueden
asociar con el vértice de Pl k

n que en cada entrada tiene 1 o 2 de acuerdo a la paridad
del vértice en el que se encuentra ui. Como en Pn cada ficha solo puede moverse a
vértices cuya paridad es distinta a la de aquel en el que está, entonces configuraciones
adyacentes dan lugar a vértices de Pl k

n adyacentes bajo esta asignación, es decir, es
un morfismo de gráficas. Así, como existe un epimorfismo ϕ : FkPn Ñ Pl k

n que se
restringe a un isomorfismo ϕ|V pQkq

: Qk Ñ Pl k
n , entonces ϕ´1 ˝ϕ : FkPn Ñ Qk es una

retracción de FkPn en Qk.
Ahora sí, veamos que en Qk se necesitan al menos

P

k`1
2

T

policías para caputrar
a un ladrón, para esto nos referiremos a los vértices de Qk por medio de la k-tupla
asociada a él en el isomorfismo con Pl k

2 . Observemos primero que

R

k ` 1

2

V

´ 1 “

R

k ` 1

2
´ 1

V

“

R

k ´ 1

2

V

.

Mostraremos que el ladrón puede elegir su posición inicial de forma que no será
capturado en el primer turno, para esto, debemos mostrar que la k-tupla asociada
a la configuración inicial del ladrón difiere en al menos dos entradas con la k-tupla
asociada a la configuración inicial de cada policía. Veamos que cada policía está en
una k-tupla cuyo grado es k, por lo tanto, hay k ` 1 configuraciones a distancia a
lo más 1 de cada policía. Así, si hay rk´1

2
s policías en Qk, entonces hay rk´1

2
spk ` 1q



3.3 Número policiaco de gráficas de fichas 125

configuraciones que el ladrón debe evitar. Como rk´1
2

s ă k´1
2

` 1, entonces
R

k ´ 1

2

V

pk ` 1q ă

ˆ

k ´ 1

2
` 1

˙

pk ` 1q “
k2 ´ 1

2
` k ` 1

“
k2 ` 2k ` 1

2
“

pk ` 1q2

2
.

Por otro lado, en Qk existen 2k vértices, de forma que, mientras pk`1q2

2
ă 2k entonces

será posible elegir una posición inicial segura para el ladrón. Sin embargo, esto es
cierto para k ě 2 ya que se cumple para k “ 2 y 2k tiene un crecimiento exponencial
respecto a k, mientras que pk`1q2

2
tiene uno polinomial (se puede ver que la función

de k dada por pk`1q2

2k`1 tiene derivada negativa si k ě 2, por lo que las evaluaciones de
la función pk`1q2

2
son una porción cada vez más pequeña de las evaluaciones de 2k).

Así, es posible para el ladrón sobrevivir a la primera ronda.
Para concluir que rk´1

2
s policías no pueden capturar al ladrón supongamos que,

después del turno de los policías, hay ℓ policías que capturan k ´ 1 fichas del ladrón
y ℓ1 policías que capturan k ´ 2 de sus fichas, en donde ℓ ` ℓ1 ď rk´1

2
s, podemos

suponer que se da la igualdad, al hacerlo no se pierde generalidad ya que podemos
ignorar a todos los policías que capturan a lo más k ´ 3 fichas, pues estos jamás
podrán capturarnos al siguiente turno sin importar lo que hagamos. Por lo tanto,
existen ℓ` 2ℓ1 entradas de la k-tupla del ladrón que no están siendo capturadas por
alguno de estos policías, sin embargo notemos que, como ℓ ě 1 pues de otra forma
no es necesario que el ladrón mueva ficha alguna en este turno, entonces

ℓ ` 2ℓ1
ă 2

R

k ´ 1

2

V

ď k.

Así, debe existir al menos una ficha capturada por todos los ℓ ` ℓ1 policías que
capturan k ´ 1 o k ´ 2 entradas, al moverla evitamos que cualquier policía capture
en el turno siguiente. Aplicando esta estrategia en cada turno, el ladrón evade a los
rk´1

2
s policías indefinidamente. ■

Ahora, mostraremos el siguiente lema, que nos será útil para demostrar que rk`1
2

s

policías son suficientes para capturar en FkPn.

Lema 3.3.2. Un policía puede capturar en F2Pn, con n ě 4, si el ladrón no puede
permanecer indefinidamente en la misma configuración.

Demostración. Denotamos A y R al policía y ladrón, de forma que la posición
de cualquiera de los dos jugadores después de jugar su t-ésimo turno es Aptq y Rptq
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respectivamente. Etiquetamos las fichas de ambos y denotamos Ai y Ri, con i P t1, 2u,
a la i-ésima ficha del policía y ladrón respectivamente, naturalmente, Aiptq y Riptq es
la posición de la i-ésima ficha de A o R después de su t-ésimo turno. La etiquetación
de ambos jugadores la hacemos de forma que A1p1q ă A2p1q y R1p1q ă R2p1q, como
Σ2Pn “ 0 sabemos que estas desigualdades se cumplirán para toda t P Z`. Ahora
definimos las siguientes funciones, δ1, δ2, δ, ρ1, ρ2, ρ : Z` Ñ Z` Y t0u como

δ1ptq “ dpA1ptq, R1ptqq, δ2ptq “ dpA2ptq, R2ptqq,

ρ1ptq “ dpA1pt ` 1q, R1ptqq, ρ2ptq “ dpA2pt ` 1q, R2ptqq,

δptq “ δ1ptq ` δ2ptq, y ρptq “ ρ1ptq ` ρ2ptq.

La función δ nos servirá para definir la estrategia que seguirá el policía, mientras que
ρ nos servirá para demostrar que esta estrategia es en efecto ganadora. Observemos
que δptq es una función que depende de las posiciones de ambos jugadores antes
del pt` 1q-ésimo movimiento del policía, mientras que ρptq se mide inmediatamente
depués de que el policía realice dicho movimiento.

El policía jugará de la siguiente forma: “Si δptq “ 0 mód 2 entonces el policía
no mueve. Si δptq “ 1 mód 2 entonces el policía mueve alguna de sus fichas, Aiptq,
hacia Riptq.”

Primero veamos que el policía siempre puede mover una de sus fichas, Aiptq, en
dirección de la ficha del ladrón Riptq que intenta capturar ya que, de no ser así, es
porque la segunda ficha del policía Ajptq es el vértice adyacente a Aiptq en la dirección
en que se encuentra Riptq. Sin embargo, suponiendo sin pérdida de la generalidad
que Aiptq ă Ajptq, se sigue que Aiptq ` 1 “ Ajptq ď Riptq ă Rjptq, por lo que Ajptq
puede moverse en dirección de Rjptq.

Observemos que, cuando el policía sigue esta estrategia, si ρptq “ 0 mód 2 enton-
ces ρpt` 1q “ 0 mód 2. Esto es así ya que, si ρptq “ 0 mód 2 y el ladrón no mueve
ficha alguna en su pt ` 1q-ésimo movimiento, entonces δpt ` 1q “ ρptq “ 0 mód 2
y, por lo tanto, el policía tampoco mueve, de forma que ρpt ` 1q “ 0 mód 2. Por
otro lado, si el ladrón sí mueve en el pt` 1q-ésimo turno, δpt` 1q “ 1 mód 2, por lo
que el policía mueve alguna de sus fichas en dirección de la correspondiente ficha del
ladrón. Dependiendo de si el ladrón movió su ficha en dirección de la ficha del policía
que lo quiere capturar o en dirección opuesta tendremos que ρpt ` 1q “ ρptq ´ 2 o
ρpt ` 1q “ ρptq. En cualquier caso ρpt ` 1q “ 0 mód 2.

Por otro lado, si ρptq “ 1 mód 2, entonces ρpt ` 1q “ 0 mód 2. En efecto, si
ρptq “ 1 mód 2 y el ladrón no mueve entonces δpt ` 1q “ 1 mód 1, por lo que el
policía mueve una de sus fichas en dirección de las fichas que quiere capturar, por
lo que ρpt ` 1q “ ρptq ´ 1. Por otro lado, si el ladrón sí mueve una ficha entonces
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δpt ` 1q “ 0 mód 2 y el policía no mueve, de forma que ρpt ` 1q “ ρptq ` 1 o
ρpt ` 1q “ ρptq ´ 1, así que ρpt ` 1q “ 0 mód 2.

Por todo lo anterior, en a lo más un turno se tendrá que ρptq “ 0 mód 2 y, en
este caso, ρ es no-creciente y el único movimiento que el ladrón puede realizar en su
pt ` 1q-ésimo movimiento de forma que ρpt ` 1q no es estrictamente más pequeño
que ρptq es mover una de sus fichas en dirección contraria de la ficha de A que
quiere capturarlo. Como existe una cantidad finita de movimientos de este tipo que
una ficha puede realizar, ya que cada ficha eventualmente alcanzará un extremo de
la trayectoria, y como el ladrón tiene que mover eventualmente ya que no puede
permanecer en la misma configuración indefinidamente, entonces existe un turno T
tal que ρpT q “ 0, lo que significa que el ladrón es capturado al turno T . ■

Con esto, finalmente enunciamos el siguiente teorema, en donde mostramos que
cpFkPnq “ rk`1

2
s. Para hacerlo, generalizamos la notación del lema anterior, denotan-

do por Xiptq a las órbitas OipXptqq de cualquier pieza X. Además, esta notación la
consideramos de tal forma que las f́ichas de una configuración v P V pFkPnq satisfacen
O1pvq ă O2pvq ă . . . ă Okpvq. Como ΣkPn “ 0, cada ficha es la única en su órbita,
por lo que a Xiptq le decimos la i-ésima ficha de X al turno t. A Xiptq también le
decimos simplemente la i-ésima ficha de X cuando el turno al que hacemos alusión
es claro.

Teorema 3.3.3. Sean n, k P Z`, si n ě 2k entonces cpFkPnq “ rk`1
2

s.

Demostración. Lo demostramos por inducción sobre k. Para k “ 1 sabemos que
es cierto ya que cpF1Pnq “ cpPnq “ 1 y r1`1

2
s “ 1, veamos que también es cierto para

k “ 2. Para esto veamos que un primer policía puede aplicar la estrategia descrita
en el Lema 3.3.2, de forma que si el ladrón sigue moviendo sus fichas, eventualmente
será capturado. Por lo tanto, el segundo policía puede acercarse al ladrón en cada
movimiento en que éste no mueva. Es claro que esto resulta en la captura del ladrón.
Gracias a la Proposición 3.3.1, y como r2`1

2
s “ 2, concluímos que cpF2Pnq “ 2.

Ahora consideremos k ą 2, para ver que rk`1
2

s policías pueden capturar en FkPn

elegimos la posición inicial de los policías de forma que cada uno tenga sus últimas
dos fichas en los últimos dos vértices de Pn. Es decir Aipk ´ 1q “ n ´ 1 y Aipkq “ n
para i P vrk`1

2
sw. Como 2k ď n entonces 2pk ´ 2q ď n ´ 2, así, por hipótesis de

inducción, se tiene que r
pk´2q`1

2
s “ rk´1

2
s “ rk`1

2
s ´ 1 policías pueden capturar las

primeras k ´ 2 fichas del ladrón, que juegan en Pn´2. Una vez un policía ha captu-
rado, siempre que el ladrón mueva alguna de sus primeras k ´ 2 fichas, este policía
movera la correspondiente ficha para recapturar. Por otro lado, si el ladrón mueve
alguna de sus últimas dos fichas, entonces este policía aplica la estrategia descrita
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en el el Lema 3.3.2 para capturar las dos fichas restantes. Se concluye que el ladrón,
para no ser capturado por éste policía eventualmente deja de mover sus últimas dos
fichas, por lo que los rk´1

2
s policías restantes pueden simplemente capturar estas dos

fichas estáticas y, luego, aplicar su estrategia ganadora para capturar las k´ 2 fichas
restantes. Por hipótesis inductiva sabemos que esta cantidad de policías es capaz de
hacer esto, por lo que se concluye, gracias al 3.3.1 que cpFkPnq “ rk`1

2
s. ■

Ahora, mostraremos que cpFkPnq “ cpFkCnq para k P t2, 3u. Este resultado es
inesperado en vista de los resultados obtenidos por Neufeld y Nowakowski [39], en
donde muestran que cpCl k

n q “ k ` 1 si n ě 4. Podemos ver que, a diferencia de
lo que ocurre en la trayectoria, cpFkCnq ‰ cpCl k

n q al menos para k P t2, 3u. Así,
este resultado se puede entender intuitivamente como que, mientras que para las
trayectorias es igual de complicado capturar una colección fichas que pueden ocupar
el mismo vértice simultáneamente, en el ciclo no es así, pues es considerablemente
más fácil capturar en FkCn que en Cl k

n . Eurísticamente, esto se explica ya que
cada ficha en una configuración de FkCn con k ě 2 está confinada a jugar como lo
haría en la trayectoria a menos que se utilice algún turno para mover a las demás
fichas, es decir, que las demás fichas en el ciclo impiden el movimiento de las demás
de tal forma que capturar en FkCn se vuelve muy parecido a capturar en FkPn.
Conjeturamos que, en general, cuando k ě 2, se cumple que cpFkCnq “ cpFkPnq

y en este sentido mostraremos que esto es así cuando k “ 2 y k “ 3. Primero
mostraremos que son necesarios cpFkPnq policías para capturar en FkCn, para ello,
así como lo hicimos para las trayectorias, argumentaremos que FkCn tiene como
retracto una gráfica isomorfa a Pl k

2 , sin embargo, como no todos los ciclos son gráficas
bipartitas, no es tan sencillo construir una retracción explícitamente con base en una
bipartición como con las trayectorias. Para solventar esta dificultad apelaremos a la
teoría conocida sobre los llamados retractos absolutos, estas son las gráficas H
tales que son retracto de toda gráfica G que la tenga como subgráfica y que, para
cualesquiera x, y P V pHq Ď V pGq, se satisface dHpx, yq “ dGpx, yq. A una gráfica
H que cumple esta última condición le decimos una subgráfica isométrica de G.
Bandelt [9] mostró que estas gráficas son precisamente los retractos de productos caja
de trayectorias, en particular Pl k

2 es una de estas gráficas al ser el producto caja de
k copias de P2. Desgraciadamente, la justificación íntegra de este hecho requiere del
desarrollo de varios conceptos relacionados con esta familia de gráficas, los cuales se
salen del alcance de este texto, por esto damos por hecho este resultado y al lector
interesado lo dirigimos a [29] y [31].

Proposición 3.3.4. Si n y k son enteros tales que 4 ď 2k ď n, entonces cpFkCnq ě

rk`1
2

s.
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Demostración. Como ya hemos dicho, ya que Pl k
2 es un retracto absoluto, es

suficiente mostrar que existe una subgráfica isométrica de FkCn isomorfa a Pl k
2 .

Para esto hacemos una construcción idéntica a la que hicimos para FkPn definiendo

Qk “ rtu P V pFkCnq : ui P t2i, 2i ´ 1uusFkCn ,

en donde ui ă ui`1 para toda i P vk ´ 1w, considerando el orden lineal de Z. Es de-
cir, etiquetamos las fichas de cualquier configuración en el ciclo de acuerdo al orden
lineal que existe en V pCnq “ vnw Ď Z. Así, la definición de Qk la podemos entender
pensando que coloreamos alternadamente las aristas del ciclo de dos colores, las de
la forma t2i, 2i ´ 1u de azul y aquellas de la forma t2i ´ 1, 2iu de rojo, y Qk está
formada por aquellas configuraciones en las que hay una y solo una ficha en cada
una de las primeras k aristas azules. Nuevamente, es claro que estas configuraciones
se corresponden biyectivamente con los vértices de Pl k

2 asociando a cada u P V pQkq

la única k-tupla cuya i-ésima entrada tiene la misma paridad que ui. Como en un
movimiento se puede mover una ficha sobre la arista a la que está confinada, cam-
biando la paridad del vértice en que se encuentra, entonces esta correspondencia es
un isomorfismo entre Qk y Pl k

2 .
Ahora, veamos que Qk en efecto es una subgráfica isométrica de FkCn, es decir

que, para cualesquiera u, v P V pQkq, se tiene que dQk
pu, vq “ dFkCnpu, vq. Como

Qk – Pl k
2 , entonces la distancia dentro de Qk entre dos configuraciones u y v es

igual a la cantidad de fichas en u que no coinciden con la posición de una ficha en v,
esto es

dQk
pu, vq “

1

2
|u△ v|,

Naturalmente, una trayectoria de longitud mínima dentro de Qk de u a v se obtiene
de mover cada una de las fichas ui P u tal que ui ‰ vi, sobre la arista t2i, 2i ´

1u a la posición de vi. Además, es claro que 1
2
|u△ v| ď dFkCnpu, vq ya que para

llegar de u a v es necesario que todas las fichas en uzv se muevan a algún vértice
en v, como 1

2
|u△ v| “ |uzv| y cada una de estas fichas se debe mover al menos

una vez, entonces dQk
pu, vq ď dFkCnpu, vq. Como para cualquier subgráfica H de

una gráfica G se satisface, para cualesquiera x, y P V pHq Ď V pGq, que dGpx, yq ď

dHpx, yq pues todo xy-camino en H es también un xy-camino en G, concluimos
que dQk

pu, vq “ dFkCnpu, vq para toda u, v P V pQkq. Finalmente, como sabemos que
Pl k
2 es un retracto absoluto y Qk es una subgráfica isométrica de FkCn isomorfa

a Pl k
2 , entonces Qk es un retracto de FkCn. Por la Proposición 3.3.1 sabemos que

cpQkq ě rk`1
2

s y, por la Proposición 3.2.1, concluimos que rk`1
2

s ď cpFkCnq.
■
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Es interesante observar que en el argumento anterior no fue necesario apelar
específicamente al hecho de que la gráfica con la que tratamos es la gráfica de fichas
de un ciclo, es decir, para mostrar que existe una subgráfica isométrica de FkCn

isomorfa a Pl k
2 solo fue necesario notar que Cn tiene un apareamiento de tamaño k,

a saber, el formado por las primeras k aristas azules, de la forma t2i, 2i´ 1u, en Cn.
En general, si G es una gráfica en la que existe un apareamiento de tamaño al menos
k, podemos definir la subgráfica de FkG inducida por todas las configuraciones de
k fichas en G en las que hay una y solo una ficha en cada una de las aristas de
dicho apareamiento. Esta subgráfica es isomorfa a Pl k

2 , para verlo basta enumerar
las fichas de cualquier forma e interpretar cada arista del apareamiento como una
copia de P2 —entendiendo sus extremos como los vértices 1 y 2—, y con base en ello
asociar cada configuración de esta subgráfica con la k-tupla en la que en la i-ésima
coordenada se encuentra el vértice de P2 en donde se encuentra la i-ésima ficha de
la configuración. Esta subgráfica de FkG es isométrica por la misma razón que lo
expuesto en la Proposición 3.3.4: dadas dos configuraciones u y v en ella se tiene
que 1

2
|u△ v| ď dFkGpu, vq ya que en todo uv-camino en FkG cada ficha en uzv debe

llegar a algún vértice en v, por lo que cada una de ellas se debe mover al menos una
vez, y dentro de esta subgráfica de FkG isomorfa a Pl k

2 existe una uv-trayectoria
cuya longitud es precisamente esta cantidad. Nuevamente, como Pl k

2 es un retracto
absoluto se deduce que Pl k

2 es un retracto de FkG y, gracias a la Proposición 3.2.1,
se concluye que rk`1

2
s ď cpFkGq. Este resultado lo dejamos enunciado a continuación.

Corolario 3.3.5. Sea G una gráfica, si existe un apareamiento de tamaño k en G
entonces cpFkGq ě rk`1

2
s.

Ahora, mostraremos que rk`1
2

s policías son suficientes para capturar en FkCn si
k “ 2 y k “ 3. Para esto, primero veremos que F2Cn tiene un retracto isomorfo a Cn,
lo que nos ayudará a demostrar un lema análogo al 3.3.2 que usaremos para hacer
un argumento semejante al del Teorema 3.3.3 para determinar F2Cn.

Proposición 3.3.6. Si n ě 4 entonces F2Cn tiene un retracto isomorfo a Cn

Demostración. Para construir la retracción que buscamos, empezamos por eti-
quetar cualquier configuración u P V pF2Cnq apoyándonos en el orden lineal que
existe en V pCnq “ vnw, de forma que u1 ă u2. Con esto definimos una función
φ : V pF2Cnq Ñ V pF2Cnq dada, para u “ tu1, u2u P V pF2Cnq, por

φpuq “

#

tu1 ´ 1, u2 ` 1u si 1 R u y u1 ´ 1 ‰ u2 ` 1

u en otro caso.
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Es decir, φ deja fijas todas las configuraciones de 2 fichas en Cn tales que tienen
alguna ficha en 1 o si u1 “ 2 y uk “ n, en otro caso φ mueve tanto la ficha en u1
como aquella en uk a lo largo de una arista en dirección del vértice 1. Obsérvese que
en lo anterior la suma es aquella en Zn, por lo que u2 `1 puede ser 1 si u2 “ n. En la
Figura 3.5 podemos ver un boceto de la forma en que φ afecta a las configuraciones
que no deja fijas.

Figura 3.5: Ejemplo de dos iteraciones de φ de la evaluación de φ en una configura-
ción. Obsérvese que φ2puq es una configuración fija de φ.

Es evidente que dos configuraciones adyacentes que son fijas bajo φ tienen imá-
genes adyacentes bajo φ; tampoco es difícil ver que dos configuraciones adyacen-
tes en FkCn que no son fijas bajo φ también tendrán imágenes adyacentes bajo
φ ya que si u y v son tales configuraciones y v “ Muipui˘1qpuq, entonces φpvq “

Mφpuqipφpuqi˘1qpφpuqq. Por lo tanto, para concluir que φ es un morfismo resta ver que,
si u y v son configuraciones adyacentes en FkCn tales que φpuq ‰ u y φpvq “ v, enton-
ces φpuqφpvq P EpFkCnq. Para ello vemos que, si 1 P v, es necesario que u “ M12pvq

o u “ M1npvq, suponiendo sin pérdida de la generalidad que u “ M12pvq, entonces
φpuq “ puzt2, u2uq Y tu2 ` 1, 1u “ pvztu2uq Y tu2 ` 1u “ M v2pv2`1qpvq. Por otro
lado, si v “ t2, nu, entonces u “ M23pvq o u “ Mnpn´1qpvq, suponiendo sin pérdida
de la generalidad que u “ M23pvq “ t3, nu, se tiene que φpuq “ t2, 1u, lo que es
φpuq “ Mn1pvq. Así, se concluye que en cualquier caso φpuqφpvq P EpFkCnq, por lo
que φ es un morfismo de gráficas.

Notemos que para toda u P V pF2Cnq, si c “ mı́ntu1, n ` 1 ´ u2u, entonces φcpuq

es una configuración fija bajo φ. Es decir, al iterar la evaluación del morfismo φ en
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cualquier configuración de F2Cn eventualmente se llega a una configuración fija bajo
φ. Como existe una cantidad finita de configuraciones en F2Cn, entonces existe una
C P Z` tal que φCpuq es fija bajo φ para toda u P V pFkCnq, así que definimos el
morfismo ϕ : FkCn Ñ FkCn como ϕ “ φC . Es claro que ϕ es un morfismo pues es
composición de morfismos, además, como ϕpFkCnq está formada por las configura-
ciones de FkCn fijas bajo φ, entonces también son configuraciones fijas bajo ϕ, por
lo que ϕ es una retracción de F2Cn.

Para concluir, resta ver que ϕrFkCns – Cn. Para esto recordamos que V pϕpFkCnqq “

tu P V pFkCnq : 1 P u o u1 ´ 1 “ u2 ` 1u y definimos g : V pϕpFkCnqq Ñ V pF1Cnq de
tal forma que para u P V pϕpFkCnqq

gpuq “

#

uzt1u si 1 P u

t1u si 1 R u.

Esta función es inyectiva ya que, dada cualquier configuración gpuq en la imagen
de g, si 1 P gpuq entonces u “ t2, nu y, si 1 R gpuq, entonces u “ gpuq Y t1u.
También es cierto que g es suprayectiva, para verlo consideremos una configuración
v “ txu P F1Cn, si x “ 1 entonces u “ t2, nu es tal que gpuq “ v y, si x ‰ 1 entonces
u “ t1, xu satisface que gpuq “ v. Se concluye que g es un isomorfismo y, por lo
tanto, ϕpF2Cnq – F1Cn – Cn.

■

Lema 3.3.7. En una partida de policías y ladrones jugada en F2Cn, con n un en-
tero tal que n ě 4, un policía que ha capturado la sombra del ladrón en ϕpF2Cnq

puede capturar al ladrón si éste no puede permanecer indefinidamente en la misma
configuración.

Demostración. Suponemos que en una partida de policías y ladrones jugada en
F2Cn, justo antes de que el ladrón realice su pT ` 1q-ésimo movimiento, un policía A
se encuentra en ϕpF2Cnq capturando la sombra del ladrón R, es decir, que ApT`1q “

ϕpRpT qq. Si el ladrón se encuentra en algún vértice de ϕpF2Cnq entonces ApT ` 1q “

RpT q porque ϕ es una retracción, por lo que el policía ha capturado al ladrón, así que
suponemos que el ladrón no se encuentra en ϕpF2Cnq. Por la definición de ϕ sabemos
que debe existir una mínima C P Z` tal que φCpRpT qq “ ϕpRpT qq, afirmamos que
el policía A puede jugar de forma que para toda t ě T existe cptq P v0, Cw tal que
φcptqpRptqq “ Apt` 1q, que la función c : Z` Ñ v0, Cw es no-creciente, y que el ladrón
solo puede realizar una cantidad finita de movimientos consecutivos tales que c no
decrece estrictamente. Esto lo demostramos por inducción sobre t, suponiendo que
justo antes del pt`1q-ésimo movimiento del ladrón se satisface que existe cptq P v0, Cw
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tal que φcptqpRptqq “ Apt ` 1q, entonces el policía juega de acuerdo a la siguiente
estrategia:

1. Si en su pt ` 1q-ésimo movimiento el ladrón no mueve, el policía no mueve en
su pt ` 2q-ésimo movimiento.

2. Si en su pt ` 1q-ésimo movimiento el ladrón mueve de forma que R1pt ` 1q “

R1ptq ´ 1, el policía responde en su pt ` 2q-ésimo movimiento de forma que
A2pt ` 2q “ A2pt ` 1q ´ 1.

3. Si en su pt ` 1q-ésimo movimiento el ladrón mueve de forma que R1pt ` 1q “

R1ptq ` 1, el policía responde en su pt ` 2q-ésimo movimiento de forma que
A1pt ` 2q “ A1pt ` 1q ` 1.

4. Si en su pt ` 1q-ésimo movimiento el ladrón mueve de forma que R2pt ` 1q “

R2ptq ` 1, el policía responde en su pt ` 2q-ésimo movimiento de forma que
A1pt ` 2q “ A1pt ` 1q ` 1.

5. Si en su pt ` 1q-ésimo movimiento el ladrón mueve de forma que R2pt ` 1q “

R2ptq ´ 1, el policía responde en su pt ` 2q-ésimo movimiento de forma que
A2pt ` 2q “ A2pt ` 1q ´ 1.

Para argumentar que el seguimiento de esta estrategia tiene como resultado la
existencia de un cpt ` 1q P v0, cptqw tal que φcpt`1qpRpt ` 1qq “ Apt ` 2q notemos
que, para que dos configuraciones u, v P V pF2Cnq sean tales que φcpvq “ u, con c la
mínima tal que satisface esto, es necesario y suficiente que los intervalos —medidos
en el sentido positivo del ciclo, de acuerdo al orden que existe en Z— satisfagan que
|ru1, v1s| “ |rv2, u2s| “ c. En otras palabras, φcpvq “ u siempre y cuando u1 “ v1 ´ c
y u2 “ v2 ` c. Esto es así ya que, al iterar la evaluación de φ sobre v en c ocasiones,
obtenemos como resultado la configuración tv1 ´c, v2 `cu. Por lo tanto, sabemos por
hipótesis que R1ptq ´ cptq “ A1pt ` 1q y R2ptq ` cptq “ A2pt ` 1q. De esta forma, es
fácil comprobar que la estrategia anterior preserva esta condición de igualdad entre la
longitud de estos intervalos. Por ejemplo, si R mueve como lo indica 2. provoca que la
longitud del intervalo rA1pt` 1q, Rptqs disminuya en 1, por lo que el policía responde
en su pt`2q-ésimo moviento acortando en 1 la longitud del intervalo rR2ptq, A1pt`1qs,
por lo que, en este caso cpt ` 1q “ cptq ´ 1; en cambio, si el ladrón mueve como se
describe en 3. está aumentando la distancia entre A1pt`1q y R1ptq en uno, y el policía
responde moviendo A1, contraarrestando esto y asegurando que cpt ` 1q “ cptq. El
caso que se describe en 4. es el análogo a 2. para las fichas A2 y R2, mientras que el
caso 5. es el análogo a 3.. Concluimos que en efecto existe cpt`1q como la buscábamos
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y, además, los movimientos del ladrón que no provocan que cpt`1q ă cptq son mover
R1 positivamente y R2 negativamente (casos 3. y 5.), por lo que, si el ladrón insiste
en realizar únicamente movimientos así, sus fichas eventualmente chocarán y se verá
forzado a realizar un movimiento que haga disminuir a c.

Lo anterior implica, como el ladrón no puede permanecer indefinidamente en la
misma configuración, que para alguna t ě T se tendrá cptq “ 0 y, así, que el ladrón
será capturado por el policía al turno t. ■

Teorema 3.3.8. Para todo entero n P Z` tal que n ě 4 se satisface cpF2Cnq “ 2.

Demostración. Por la Proposición 3.3.6, y como cpCnq “ 2, con dos policías es
posible que uno de ellos capture la sombra del ladrón en ϕpF2Cnq. Acto seguido,
dicho policía aplicará la estrategia descrita en el Lema 3.3.7, por lo que capturará al
ladrón si éste sigue moviendo sus fichas, de forma que, para evitarlo, el ladrón debe
dejar de moverse eventualmente. El segundo policía puede capturar acercándose al
ladrón cada vez que éste no mueva en un turno.

■

Vale la pena observar que la construcción de la retracción ϕ se puede repetir para
FkCn siempre que k ě 2. Esto es así ya que podemos generalizar φ, para que sea una
función de FkCn en FkCn, definiendo que ésta deja fijas todas las configuraciones en
Nkpt1uq YNkpt2, nuq mientras que, a cualquier otra configuración u “ tu1, . . . , uku P

V pFkCnq con u1 ă . . . ă uk en el orden lineal de Z, la manda a la configuración
resultante de mover la ficha en u1 a u1 ´ 1 mód k y aquella en uk a uk ` 1 mód k.
Haciendo un análisis análogo al que se hizo en la Proposición 3.3.6 es fácil ver que
φ sigue siendo un morfismo, y, como para cada configuración en V pFkCnq existe una
cantidad finita de veces que podemos iterar la evaluación de φ antes de que llegue
a alguna configuración que deja fija, podemos definir ϕ de forma análoga a como lo
hicimos antes y, por lo tanto, volverá a ser una retracción de FkCn. Sin embargo, a
diferencia de lo que sucede en el caso k “ 2, no se cumple que ϕpFkCnq – Fk´1Cn.
Para verlo definimos g : V pϕpFkCnqq Ñ Fk´1Cn como

gpuq “

#

uzt1u si 1 P u

puzt2, nuq Y t1u si 1 R u.

Obsérvese que, cuando k “ 2, la regla de correspondencia de g es idéntica a la
del isomorfismo entre ϕpF2Cnq y Cn que construimos en la Proposición 3.3.6 y, de
forma análoga a lo que hicimos antes, es posible ver que esta definición de g resulta
en un monomorfismo. Pero, cuando k ą 2, no resulta ser un isomorfismo porque las
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configuraciones en Nk´1pt1, 2uq Y Nk´1pt1, nuq no forman parte de la imagen de ϕ,
pues todas las configuraciones en Nk´1pt1uq que están en la imagen de ϕ necesaria-
mente tienen espacios vacíos en 2 y n. Este problema no surge cuando k “ 2 ya que
N1pt1, 2uq “ N1pt1, nuq “ ∅, por lo que no hay configuraciones de Cn que no son al-
canzadas por ϕ y así que ϕ sí es un isomorfismo en este caso. Por lo tanto, en general,
esta idea solo nos permite afirmar que FkCn tiene un retracto isomorfo a una subgrá-
fica inducida de Fk´1Cn, a saber Fk´1Cn ´Nk´1pt1, 2uq YNk´1pt1, nuq. Sabemos que
no es posible concluir una relación entre el número policiaco de una gráfica y una
subgráfica inducida cualquiera, pero, si fuera cierto que cpϕpFkCnqq ď cpFk´1Cnq,
podríamos utilizar tantos policías como son necesarios para capturar en Fk´1Cn para
capturar la sombra del ladrón en ϕpFkCnq con un policía —obsérvese que esto im-
plica, en particular, que este policía capturará las k ´ 2 fichas que no son afectadas
por ϕ: R2, . . . , Rk´1— y aplicar una estrategia como la del Lema 3.3.7, en donde
recaptura cada vez que el ladrón mueve una de las k ´ 2 fichas que ya han sido
capturadas, para obligar al ladrón a dejar de mover R1 y Rk. Cuando el ladrón está
en esta situación, para el resto de policías capturarlo se reduce a capturar las k ´ 2
fichas que sí puede mover, las cuales juegan en una trayectoria, es decir, se reduce a
capturar en Fk´2Pm para alguna m ă n. Como cpFkPnq ´ 1 policías pueden lograr
esto último, haciendo un argumento inductivo, se podría concluir que cpFkPnq poli-
cías pueden ejecutar esta estrategia de captura en FkCn. Conjeturamos que esto es
así, sin embargo, no hemos sido capaces de obtener una demostración satisfactoria
en el curso de esta investigación, por lo que nos conformamos indicar esta idea para
futuras indagaciones en el tema.

A continuación, veremos que para k “ 3 también sucede que cpFkCnq “ cpFkPnq,
es decir, que cpF3Cnq “ 2 si n ě 6. Para ello, utilizaremos una técnica diferente
que la que usamos en el Teorema 3.3.8, la idea en la que se basa este argumento
se resume a continuación: un policía jugando una partida de policías y ladrones en
F3Cn siempre puede capturar una ficha del ladrón, llamemos A0 a la ficha del policía
que captura a la ficha R0 del ladrón al turno t, es decir, que A0pt ` 1q “ R0ptq. Así,
justo antes del pt` 1q-ésimo movimiento del ladrón las otras dos fichas de cada uno
se encuentran en vértices de la trayectoria Cn ´A0pt`1q “ Cn ´R0ptq, por lo que las
etiquetamos como A1, A2 y R1, R2 de la forma en la que se deberían etiquetar en la
trayectoria para que Ai pueda capturar a Ri, esto da lugar a tres posibles situaciones,
a las que llamamos S1, S2 y S3 (véase la Figura 3.6). De ahora en adelante, el policía
recapturará R0 con A0 siempre que el ladrón mueva esta ficha y al policía le sea
posible realizar el mismo movimiento — más adelante veremos qué sucede cuando
esto no es posible— y se acercará sin llegar a capturar, con A1 o A2, a R1 o R2

respectivamente, siempre que el ladrón mueva alguna de estas dos fichas, en otro
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caso no se moverá. Como se puede ver en la Figura 3.6, en cada situación existen
diferentes secciones del ciclo que la ficha Ai debe recorrer para llegar a capturar
Ri, con base en ellas podremos definir una función ρ : Z` Ñ Z` Y t0u que acota
superiormente la distancia entre la configuración del policía y la del ladrón dada por
la suma de las longitudes de estas secciones del ciclo. Afirmamos que, al seguir la
estrategia que se está describiendo, esta función es no-creciente y que, al pasar de
una situación Si a otra Sj, con i, j P t1, 2, 3u, el ladrón debe realizar un movimiento
tal que ρ decrece estrictamente, por lo que eventualmente debe decidir permanecer
en una de estas tres situaciones. Finalmente, veremos que en cada una de estas
situaciones, para evitar ser capturado por el policía, el ladrón se ve forzado a jugar
de forma que un segundo policía puede darle captura. Desarrollamos los detalles de
esta estrategia y demostramos que es ganadora en el el Teorema 3.3.9

Figura 3.6: Las tres situaciones en las que se pueden encontrar un ladrón y un policía
que captura una de sus fichas.

Teorema 3.3.9. Para todo entero n P Z` tal que n ě 6 se satisface que cpF3Cnq “ 2.

Demostración. Suponemos que el ciclo está dibujado de forma que, al mover una
ficha en sentido antihorario, ésta pasa de ocupar el vértice x a ocupar x` 1 mód n,
también diremos que éste es un movimiento positivo de la ficha en x. Extendemos
este lenguaje para decir que una ficha que se mueve de x a x ´ 1 mód n realiza un
movimiento en sentido horario o negativo. Además, dados x, y P V pCnq, denotamos
por rx, ys a la xy-trayectoria en Cn dada por px, x` 1, . . . , y´ 1, yq, a esta subgráfica
le decimos el intervalo positivo de x a y y siempre es una trayectoria, pues si x “ y
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entonces rx, ys “ rtxusCn – P1, por lo que hablaremos también de la longitud de
rx, ys a la que denotamos por |rx, ys|.

Empecemos por ver que un policía en efecto puede capturar una de las fichas del
ladrón en F3Cn, para ello basta que el policía etiquete las fichas del ladrón, R0, R1

y R2, e intenta dar captura a R0. El policía eligirá una de sus fichas y, sin importar
lo que haga el ladrón, la moverá siempre sobre el ciclo en sentido antihorario. Si
en algún momento esta ficha no puede realizar un movimiento en este sentido, es
porque otra de las fichas del policía se encuentra en el vértice hacia el cual quiere
mover su ficha destacada, como nuestro objetivo es capturar a R0 con cualquier ficha
del policía, éste simplemente cambiará la ficha destacada por aquella que le estorba,
que ya está en la posición en la que quería ponerla. Más aún, como el policía aún
puede mover esta nueva ficha, esta circunstancia es incluso ventajosa para el policía,
pues para efectos prácticos es como si el policía hubiese movido dos veces su ficha
destacada en el mismo turno. Es claro que para que un ladrón jugando en Cn evada
a un policía que sigue esta estrategia (moverse siempre en sentido antihorario), éste
eventualmente debe moverse solo en sentido positivo, pues la longitud del intervalo
positivo entre el policía y el ladrón es no-decreciente y disminuirá siempre que el
ladrón no mueva positivamente. Sin embargo, R0 no puede hacer esto, ya que al
intentar moverse siempre en sentido antihorario eventualmente chocará con alguna
de sus otras fichas, viéndose forzado a moverla y perdiendo un turno para mover
a R0, o deberá mover R0 hacia un vértice ocupado por alguna de las otras fichas
del policía, en cuyo caso habremos logrado nuestro objetivo de capturar R0. Así, es
válido suponer que empezamos la partida en alguna de las tres situaciones que se
ven en la la Figura 3.6.

Suponemos que las fichas del policía A, quien captura R0, son etiquetadas de
acuerdo a la situación en la que se encuentren al inicio de la partida como ya hemos
descrito y se ilustra en la Figura 3.6. Subrayamos que si alguna Ai, con i P t1, 2u, se
encontrara capturando a Ri, entonces, mientras el ladrón no mueva una de sus fichas
capturadas, A solo necesita capturar la tercera ficha del ladrón, que se encuentra
confinada en una trayectoria junto con la ficha del policía que desea capturarla. Esto
último puede lograrlo moviendo únicamente su ficha que no ha capturado ya que
cpPmq “ 1 para toda m P Z`. Por lo tanto, en este caso podemos suponer que el
ladrón mueve alguna de sus dos fichas capturadas, y entonces podemos reetiquetar
las fichas del ladrón de ser necesario para que la única ficha capturada sea R0 y,
ahora sí, estemos en S1, S2 o S3. Entonces, con base en esa etiquetación, definimos
la función ρ : Z` Ñ Z` Y t0u como
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ρptq “

$

’

&

’

%

|rR1ptq, A1pt ` 1qs| ` |rA2pt ` 1q, R2ptqs| si están en la situación S1,

|rA1pt ` 1q, R1ptqs| ` |rR2ptq, A2pt ` 1qs| si están en la situación S2,

|rA1pt ` 1q, R1ptqs| ` |rA2pt ` 1q, R2ptqs| si están en la situación S3.

Observemos también que, técnicamente, S3 describe dos situaciones análogas,
pues es posible también que las fichas A1 y A2 se encuentren “del otro lado” de las
fichas R1 y R2, no hacemos distinción entre estos casos ya que se lidia con ellos
de forma perfectamente análoga y su consideración solo serviría para entorpecer el
lenguaje.

Como ya hemos dicho, el policía A jugará recapturando a R0 con A0 siempre
que el ladrón mueva R0, y A0 pueda hacerlo, y acercando A1 o A2 a R1 o R2,
respectivamente, si el ladrón mueve alguna de estas últimas fichas, con la condición
de que, en este último caso, no suceda que el resultado de este movimiento sea que A1

o A2 capture a R1 o R2. Naturalmente, al decir que A1 y A2 se acercan a R1 y R2, nos
referimos a moverse de manera que la longitud de alguno de los intervalos que se están
considerando para definir ρ en esa situación disminuya. Por otro lado, la condición
de no capturar Ri, con i P t1, 2u, con Ai la podemos interpretar intuitivamente como
que Ai no está intentando capturar a Ri, si no a una “ficha virtual” que se encuentra
justo detrás de Ri en la dirección en que Ai la persigue. Estas “fichas virtuales” se
ilustran en la Figura 3.6 con perímetro punteado. Por otro lado, veamos que solo en
las situaciones S2 y S3 puede suceder que R0 realiza un movimiento tras el cual A0 no
puede recapturarle, y esto sucede cuando R0 se mueve hacia la posición de A1 o A2.
Estos movimientos provocan que el ladrón pueda escapar de las situaciones S1, S2 y
S3 sin provocar que ρ disminuya y, más aún, provocarían que ρ deje de estar definida.
Para solventar esta situación es necesario introducir dos situaciones adicionales: S0

y S4, con las cuales también expandimos la definición de ρ. Estas situaciones se
muestran en la Figura 3.7, en donde también se indican los intervalos del ciclo que se
deben considerar para definir ρ en estos casos, por lo que nos abstendremos de escribir
la definición de ρ en estos casos. Así como S3, se tiene que S4 también representa
dos situaciones análogas que no trataremos por separado. Cuando se encuentre en
algunas de estas situaciones, de forma análoga a las primeras tres, el policía moverá
cualquiera de sus fichas, acercándose a la ficha virtual que quiere capturar.

Observemos que en todas las situaciones, cuando el ladrón realiza un pt ` 1q-
ésimo movimiento con una de sus fichas que no ha sido capturada de forma que la
longitud del intervalo entre la ficha del policía que la quiere capturar y ella disminuye,
entonces el pt`2q-ésimo movimiento del policía, que también provoca que la longitud
de alguno de estos intervalos disminuya, provoca que ρpt ` 1q “ ρptq ´ 2. Mientras
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Figura 3.7: Las situaciones S0 y S4.

que, si el ladrón utiliza su pt`1q-ésimo movimiento para alejar Ri de Ai, entonces se
tendrá que ρpt ` 1q “ ρptq. Así se ve que ρ es no-creciente. Además, como el policía
nunca realiza un movimiento que capture una de las fichas que no ha capturado,
para pasar de una situación a otra el ladrón debe, en algún momento, mover una
de sus fichas hacia la ficha del policía que la busca capturar, provocando que ρ
disminuya estrictamente. Aquí es importante subrayar que la única situación en
que el policía sí moverá una de sus fichas hacia la verdadera posición de ficha del
ladrón que persigue es si esto tiene como resultado que A capture a R, cosa que solo
puede ocurrir si se encuentran en alguna de las situaciones S1, S2 o S3, si tanto A1

como A2 están capturando a las fichas virtuales del ladrón, y si el ladrón mueve una
de sus dos fichas no-capturadas hacia la ficha del policía que la quiere capturar. En
particular, si se encuentran en la situación S0 o S4, el policía está capturando todas
las fichas virtuales, y el ladrón mueve una de sus fichas hacia la posición de la ficha
del policía que la quiere capturar, entonces el policía no moverá, aún así tendremos
que ρpt` 1q “ ρptq ´ 1. Por todo esto, y como ρ es claramente una cota superior de
la distancia entre Apt ` 1q y Rptq, el ladrón eventualmente debe permanecer en la
misma situación Si para alguna i P v0, 4w.

Como sabemos que para evitar que ρ disminuya, el ladrón solo puede mover una
de sus fichas de forma que la longitud del intervalo entre la ficha del policía que lo
quiere capturar y ella disminuya, eventualmente, dependiendo de la situación en la
que decida permanecer, para evitar ser capturado por A, el ladrón debe jugar como
a continuación:
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S0. R0 y R1 solo se mueven positivamente, mientras que R2 solo se mueve negati-
vamente, por lo que eventualmente deja de mover todas sus fichas.

S1. R1 solo se mueve negativamente y R2 solo positivamente, por lo que eventual-
mente solo se mueve R0.

S2. R1 solo se mueve positivamente y R2 solo se mueve negativamente, por lo que
eventualmente solo se mueve R0.

S3. R1 y R2 solo se mueven positivamente.

S4. Todas las fichas del ladrón se mueven positivamente.

Finalmente, veamos que al comportarse de esta forma, un segundo policía B
puede capturar al ladrón. Esto es evidente en el caso de S0, así mismo para S1 y S2
pues basta con que el policía B capture primero las fichas estáticas R1 y R2, y luego
capture a R0, que juega en una trayectoria. En los casos S3 y S4 el policía B etiqueta
sus fichas de forma congruente a como están etiquetadas las fichas del ladrón, es
decir, que ambas configuraciones etiquetadas estén en la misma componente conexa
de F ˚

3 Cn. En cada turno el policía B mueve alguna de sus fichas que no ha capturado
negativamente, de forma que la longitud del intervalo positivo entre la i-ésima ficha
del ladrón y la i-ésima ficha del policía disminuye. El policía B recaptura siempre
que una ficha capturada se mueva positivamente. Para ver que esta estrategia es
ganadora podemos definir ρ1 : Z` Ñ Z` Y t0u como

ρ1
ptq “ |rR0ptq, B0pt ` 1qs| ` |rR1ptq, B1pt ` 1qs| ` |rR2ptq, B2pt ` 1qs|.

En vista de que el policía B recaptura siempre que una ficha capturada se mueve
positivamente y en otro caso mueve alguna ficha que no ha capturado en dirección
negativa, ρ1 es no-creciente. Además, los únicos movimientos que pueden realizar
R1 y R2 de forma que ρ1 no disminuya es moverse positivamente una vez han sido
capturadas, por lo que podemos asumir que B las captura a ambas. En esta situación,
para evitar que ρ1 disminuya, el ladrón solo puede mover R1 y R2 positivamente o
R3 negativamente, cosa que solo puede hacer una cantidad finita de veces antes de
que sus fichas colisionen. Se concluye que en cualquiera de las situaciones el policía
B puede capturar a R.

■

Para finalizar este texto, veremos que k policías siempre pueden capturar en FkKn

y que son necesarios rk`1
2

s policías para hacerlo.
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Proposición 3.3.10. Para cualesquiera enteros n, k P Z` tales que 2k ď n, se
satisface que rk`1

2
s ď cpFkKnq ď k.

Demostración. La desigualdad rk`1
2

s ď cpFkKnq se sigue del el Corolario 3.3.5.
La otra desigualdad la argumentaremos por inducción sobre k. La base se sigue de
que cpKnq “ 1, por lo que suponemos que es válido para k ´ 1 ě 1 y veremos que
también lo es para k. Supongamos que tenemos k policías en una partida de policías
y ladrones jugada en FkKn. Entonces podemos ignorar una de las fichas del ladrón
y capturar las k ´ 1 restantes con algún policía. Este policía recapturará las fichas
del ladrón capturadas si éste las mueve a un vértice desocupado por él en Kn, en
otro caso, capturará con su única ficha que no ha capturado a la única ficha del
ladrón que no ha sido capturada. Se sigue que el ladrón no podrá mover la ficha
que no ha sido capturada por este policía y tampoco podrá mover al vértice que la
ficha de este policía que no ha capturado ninguna ficha. En particular, el ladrón está
confinado a jugar con solo las k ´ 1 fichas que han sido capturadas en una gráfica
isomorfa a Kn´2. Por hipótesis de inducción, sabemos que los k´1 policías restantes
pueden capturarlas después de capturar la ficha del ladrón que no se puede mover,
capturando al ladrón. ■

Por último, veamos que, si n ě 10k, entonces esta cantidad de policías es necesaria
para lograr la captura del ladrón.

Proposición 3.3.11. Sean n, k P Z` tales que n ě 10k, entonces cpFkKnq ě k.

Demostración. Para ver que lo anterior se cumple, es suficiente ver que, si hay
k ´ 1 policías en FkKn, el ladrón está en una configuración u P V pFkKnq y algún
policía ocupa una configuración adyacente a u, siempre existe un vecino de u que
no es adyacente a la configuración de ningún policía. Esto asegura que siempre que
el ladrón está forzado a moverse, puede hacerlo de forma segura para sobrevivir un
turno más.

Primero observemos que, como los vecinos de u “ tx1, . . . , xku en FkKn se obtie-
nen de mover una de las fichas de u a un vértice en donde no hay ficha de u, entonces
éstos se pueden clasificar en k conjuntos, a los que denotamos Nx1 , . . . , Nxn , definidos
como:

Nxi
“ tpuztxiuq Y tzu : z P V pKnqzuu.

Es claro que cada |Nxi
| “ n ´ k. Además, como cualesquiera z1, z2 P V pKnqzu son

adyacentes, se tiene que rNxi
sFkKn – Kn´k, por lo que, al haber un policía en una

configuración de Nxi
, el ladrón ya no podrá moverse a ningúna configuración en Nxi
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sin ser capturado. Así mismo, si definimos para cada z P V pFkKnqzu el conjunto Lz

como
Lz “ tpuztxiuq Y tzu : xi P uu,

se tiene ahora que |Lz| “ k y, nuevamente, rLzsFkKn “ Kk. Por lo tanto, si un policía
se encuentra en puztxiuq Y tzu, el ladrón no podrá moverse a ninguna configuración
en Nxi

YLu. Sin embargo, si v es un vecino de u que no está en Nxi
YLu, es decir, si

v “ puztxjuq Y tyu con xj ‰ xi y y ‰ z, se tiene que |ppuztxiuq Y tzuq△ppuztxjuq Y

tyuq| “ 4, por lo que estos vértices no son adyacentes. Se sigue que, si todos los k´1
policías se encuentran en algún vecino de u, es decir, en alguna configuración de Nxi

para algún xi P u, existirá alguna Nxj
en donde no se encuentre policía alguno, y

a lo más k ´ 1 configuraciones de Nxj
serán vecinos de algún policía por estar en

algún Lz. Como k ď n ´ k pues 2k ď n, entonces existirá alguna configuración en
Nxj

que no es adyacente a ningún policía. Resta ver que, si existen policías fuera de
la vecindad de u, aún así no será posible que defiendan todos los vecinos de u.

Supondremos que cada uno de los k´1 policías son adyacentes a algún vecino de
u, de otra forma el análisis sería equivalente a ver que tantos policías como aquellos
que sí son adyacentes a algún vecino de u no pueden capturar al ladrón, lo cual
es evidente si k ´ 1 policías no pueden hacerlo. Supongamos que hay ℓ policías en
configuraciones adyacentes a u y ℓ1 que son adyacentes a algún vecino de u pero no
a u. Veamos que, si v es una configuración adyacente a un vecino de u genérico,
digamos puztxiuq Y tzu, entonces puztxiuq Y tzu se puede obtener de v moviendo una
ficha y de v a alguna de puztxiuqYtzu. Sin embargo, como v no es adyacente a u, esta
ficha no se puede mover a z, ya que entonces v ya contendría a uztxiu. Por lo tanto,
v “ puztxi, xjuq Y ty, zu. Se sigue que v es adyacente a únicamente cuatro vecinos de
u, a saber: puztxiuqYtzu, puztxiuqYtyu, puztxjuqYtzu y puztxjuqYtyu. Así, el ladrón
solo puede moverse a vecinos que estén en un Nxi

en el que no se encuentre policía
alguno y, dentro de éste, debe hacerlo a una configuración que no esté en algún Lz

en donde se encuentra un policía. Suponiendo que cada uno de los ℓ policías en la
vecindad de u están en un Nxi

diferente habrá k ´ ℓ de estos conjuntos en donde
no se encuentra un policía, si también sucede que cada policía está en un conjunto
Lz diferente, en cada uno de los Nxi

en donde no se encuentra un policía tendrá
pn´ k´ ℓq posibilidades para moverse sin ser capturado. Se sigue que el ladrón tiene
a lo más pk ´ ℓqpn ´ k ´ ℓq vecinos disponibles para moverse sin ser capturado por
un policía que se encuentra en una configuración adyacente a u. Por otro lado, cada
uno de los ℓ1 ladrones que no se encuentran en configuraciones adyacentes a u, son
adyacentes a 4 vecinos de u, por lo que, para que el ladrón no tenga opción alguna
para moverse sin ser capturado, deberá satisfacerse que pk´ ℓqpn´k´ ℓq ď 4ℓ1. Para
concluir, veremos que esta desigualdad no se puede satisfacer si n “ 10k.
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Recordando que ℓ ` ℓ1 “ k ´ 1 se tiene ℓ1 “ k ´ ℓ ´ 1, lo que sustituiremos en la
desigualdad anterior para obtener pk´ ℓqpn´ pk` ℓqq ď 4pk´ ℓ´ 1q. Simplifiquemos
lo anterior:

pk ´ ℓqpn ´ pk ` ℓqq ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

npk ´ ℓq ´ pk ´ ℓqpk ` ℓq ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

10kpk ´ ℓq ´ pk2 ´ ℓ2q ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

10k2 ´ 10kℓ ´ k2 ` ℓ2 ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

9k2 ´ 10kℓ ` ℓ2 ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

9k2 ´ 6kℓ ` ℓ2 ´ 4kℓ ď 4pk ´ ℓ ´ 1q,

p3k ´ ℓq2 ď 4pk ´ ℓ ` kℓ ´ 1q,

p3k ´ ℓq2 ď 4pk ´ 1qpℓ ` 1q.

Observemos que, como ℓ ď k ´ 2, entonces 3k ´ ℓ ě 2k ` 2 y p2k ` 2q2 “ 4pk ` 2q2.
Finalmente, como k ` 2 ą k ´ 1 ě ℓ ` 1, entonces

p3k ´ ℓq2 ě 4pk ` 2q
2

ą 4pk ´ 1qpℓ ` 1q.

Por lo que p3k ´ ℓq2 ď 4pk ´ 1qpℓ ` 1q no se puede satisfacer y así se concluye que
existe algún vecino de u no-adyacente a policía alguno. Finalmente k´1 ă cpFkKnq.
■
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