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Capitulo 1

Preliminares

Este trabajo tiene el objetivo de demostrar los conocimientos y habilidades ad-
quiridas durante el tiempo en que el autor cursoé la licenciatura en matemaéticas en
la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México. Como tal,
este trabajo se puede entender compuesto de dos partes: la primera es aquella que
contiene el Capitulo 1, que pone de manifiesto los conocimientos matematicos adqui-
ridos fundamentales del analisis que se desarrolla en la segunda parte, es decir, en los
Capitulos 2 y 3, quienes se encargan de evidenciar las habilidades matematicas desa-
rrolladas durante el estudio de la licenciatura. Los objetos definidos y los resultados
demostrados en el Capitulo 1 deben ser conocidos por toda persona que haya cursado
Algebra Superior 1, Algebra Moderna 1, Teoria de Graficas 1 o Graficas y Juegos,
y que tenga familiaridad con los resultados basicos de geometrias de incidencia. La
presentacion de todos los objetos construidos en esta primera parte es original, pero
se apoyan en una variedad de libros que se mencionan oportunamente. La nomencla-
tura y notacion se apega en gran medida a convenciones ampliamente adoptadas y la
mayoria de los resultados el autor considera que forman parte de la “cultura general”
de un matematico. Por lo tanto, se incita al lector iniciado en el lenguaje matema-
tico moderno a considerar el Capitulo 1 como un capitulo referencial: su objetivo
es incluir explicaciones completas y consistentes de todas las ideas necesarias para
entender el desarrollo de este trabajo y es posible consultarlo facilemente cuando se
encuentre un término desconocido en el texto gracias al indice alfabético.

1.1. Conjuntos

En este texto todos los objetos son construidos con base en la Teoria de Con-
juntos de Zermelo-Fraenkel [21], sin embargo, seguimos la aproximacion intuitiva de
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Avella y Campero [3]: prescindimos de la axioméatica formal que define los conceptos
de conjunto y pertenencia, y nos conformamos con la nocién primitiva de que los
conjuntos tienen elementos y un conjunto esta formado por todos sus elementos.
Esta nocion primitiva de conjunto debe interpretarse como que dos conjuntos seran
iguales siempre y cuando tengan exactamente los mismos elementos. Para indicar la
pertenencia de un elemento a un conjunto se utiliza el simbolo €, de manera que la
formula

acb

se lee como “a es un elemento de 0", “a pertenece a 0", o “a esté en b”. La negacion
de la afirmaciéon a € b la denotamos a ¢ b y extendemos la terminologia anterior de
forma natural diciendo, por ejemplo, que a no pertenece a b. Existe un tinico conjunto
sin elementos, al que denotamos @ y llamamos el conjunto vacio o simplemente el
vacio. Abusaremos la nomenclatura para decir que un conjunto “es vacio” cuando es
igual al conjunto vacio. A los conjuntos que no son el vacio les decimos no-vacios. No
estd de mas subrayar que todos los objetos de la Teorfa de Conjuntos son conjuntos,
por lo tanto, obviamos la aclaracion de que cualquier objeto que consideramos es un
conjunto.

Es posible construir nuevos conjuntos a partir del vacio, que es el tnico que
sabemos que existe a priori. Buena parte de esto lo hacemos basados en el Esquema
de Separacion, axioma de la Teoria de Conjuntos que afirma que, dado cualquier A y
una propiedad P, existe B compuesto por todos los elementos de A que cumplen P.!
Cuando definimos un conjunto de esta forma escribimos B = {z € A: P(x)}. Por otro
lado el Axioma del Par asegura que, para cualesquiera a y b, existe el conjunto que
los tiene a ellos por elementos, al que denotamos {a, b} y le decimos el par formado
por a y b. En particular, si a = b, denotamos al par formado tnicamente por a
como {a} y le decimos el unitario de a. Generalizamos esta notacion de forma que,
cuando conocemos los elementos de un conjunto, lo describimos escribiéndolos entre
corchetes y separados por comas, por ejemplo, el conjunto {a, b, c,d} es el conjunto
formado por a, b, ¢ y d. Ademas, dado F' cualquier conjunto, existe un conjunto
formado por todos los elementos que estan en los elementos de F', a éste le decimos
la unién de F'y esta definido (axiomaticamente) como

anF si y solo si existe A € F tal que a € A.

!Este nombre tiene su origen en la misteriosa nociéon de “propiedad”, seguimos la interpretaciéon
de Skolem, quien formaliza este concepto restringiendolo a aquellas propiedades que pueden ser
postuladas en el lenguaje de primer orden de la Teoria de Conjuntos. Esto tiene como resultado
una coleccion infinita de axiomas, uno por cada propiedad, a la que se le dice esquema.
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Por otro lado, si F' # &, definimos la intersecciéon de F' como el conjunto
ﬂF ={ae UF: para toda A€ F(a€ A)}.

Cuando F es el par formado por Ay B escribimos | JF =AU By (|F=AnB.
Un subconjunto de un conjunto A es un conjunto B tal cada uno de sus ele-
mentos es también un elemento de A, esto se denota B € A y decimos que B esté
contenido en A o que A contiene a B. Si ademas existe un elemento en A que
no estéd en B, se dice que B es un subconjunto propio de A, lo que escribimos
como B < A, lo que leemos como “B esté contenido propiamente en A”. Otro de
los axiomas de la Teoria de Conjuntos asegura, para cualquier A, la existencia del

conjunto de todos los subconjuntos de A, a este lo llamamos el conjunto potencia
de A y lo denotamos P(A). Es decir,

P(A) = {B: Bc A}.

Lo anterior es un abuso de notaciéon ya que no se puede utilizar el Esquema de
Separacion para definir el conjunto potencia pues no conocemos un conjunto que
contenga a todos los subconjuntos de A antes de tener el conjunto potencia, sin
embargo, por practicidad usamos la notaciéon anterior para describir conjuntos incluso
cuando no se usa el Esquema de Separacion, lo que es un abuso de notaciéon comun.
Para ejemplificar los conceptos anteriores, observemos que para toda A se tiene que
UP(A) = A, por lo tanto, B < A siy solosi B c [ JP.

A un par formado por conjuntos no-vacios cuya interseccion es el vacio le decimos
un par de conjuntos ajenos. Si un conjunto satisface que, cualesquiera dos de sus
elementos forman un par de conjuntos ajenos, decimos que es un conjunto formado
por elementos ajenos por pares. Por otro lado, al conjunto formado por los elementos
de A que no estin en B le decimos la diferencia de A con B y se denota A\B,
ademaés, el conjunto AAB = (A\B) u (B\A) es la diferencia simétrica de Ay B.
Como ejemplo de estos conceptos, demostramos el siguiente resultado que sera de
utilidad en el El Capitulo 2.

Proposicion 1.1.1. Si A y B son subconjuntos de C', entonces
A\B = (C\B)\(C\A).

Demostracion. Primero veamos que, si x € A\B, entonces = € A pero z ¢ B. Por lo
tanto z ¢ C\A y x € C\B, de forma que x € (C\B)\(C\A). Lo que muestra que todo
elemento de A\B es elemento de (C\B)\(C\A). Usando el mismo razonamiento, si
x € (C\B)\(C\A), se deduce que z € C\B y = ¢ C\A, por lo tanto = ¢ By x € A.
Se concluye que x € A\B, por lo que todo elemento de (C\B)\(C\A) es elemento de
A\B. Asi, estos conjuntos son iguales. [ |
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Como los conjuntos estan determinados por los elementos que estan en ellos, no
existe una nociéon de “orden” ni de “repeticion” en los conjuntos. Es decir que, por
ejemplo, {a,b} = {b,a} = {a,a,b,a,b}. Podemos crear conjuntos que si capturen esta
informacion, para ello se define el par ordenado de a y b como

(a7 b) = {{a}v {a’ b}}

La idea de esta definicion es que (a,b) es igual a (¢, d) siempre y cuando a = ¢y
b = d, lo que refleja la idea intuitiva de listas ordenadas. Con base en esta definicion,
dados A y B, definimos su producto cartesiano como el conjunto

Ax B ={(a,b)e P(P(AuB)):ac Ay be B}.

Si R es un subconjunto de A x B, decimos que es una relacion entre A y B, en
particular, si A = B, el conjunto R es una relaciéon binaria sobre A. En cualquier
caso, a la afirmacion (a,b) € R la denotamos aRb y decimos que a estéa relacionado
con b . Una relaciéon binaria es reflexiva si aRa para toda a € A, es simétrica si
aRb implica bRa para cualesquiera a,b € B, y transitiva si aRb y bRc implican aRc
para a,b,c € A. Una relaciéon que es reflexiva, simétrica y transitiva es una relacion
de equivalencia. También, si R satisface que siempre que aRb y bRa se tiene a = b,
decimos que la relacion es antisimétrica y, si para cualesquiera a,b € A se cumple
que aRb o bRa decimos que es total. Una relacion reflexiva, transitiva y antisimétrica
es un orden parcial de A, o simplemente orden de A. Si un orden parcial ademés es
total, decimos que es un orden lineal. Si R es un orden parcial de A y a € A es tal
que bRa implica b = a entonces a es un elemento minmal de A del orden R; de forma
analoga, si aRb implica a = b entonces a es maximal del orden R. Por otro lado, si
a satiface que aRb para todo b € A entonces es un minimo de Ry, si bRa para toda
b € A entonces a es un maximo de R. Es claro que todo minimo y todo maximo son,
respectivamente, minimales y maximales, sin embargo lo reciproco es falso. También
vale la pena observar que la antisimetria implica que los minimos y méaximos, cuando
existen, son unicos. En cualquier conjunto A, la relacion R sobre A dada por aRb
si y sblo si @ € b es un orden parcial; cuando este es el orden que consideramos,
decimos que los elementos minimales, maximales, minimos, y maximos de R son,
respectivamente, minimales, maximales, minimos y maximos por contencién

Una relaciéon f entre A y B, que satisface que para toda a € A existe una tnica
b € B tal que afb, es una funciéon de A en B. En este caso, para toda a € A, al
tnico elemento de B que esta relacionado con a lo denotamos f(a) y le decimos la
evaluacion de f en a. En un contexto en que la funcion a la que se hace alusion es
clara, usamos la formula a — b para expresar que b es la evaluaciéon de dicha funcién
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en a. Los conjuntos A y B son el dominio y el contradominio de f respectivamente.
Ademas, para cualquier funciéon f de A en B, introducimos la formula

f+ A— B,

que se lee como “f de A en B” que nos sirve para nombrar una funcién a la vez que
especificamos su dominio y contradominio. Cuando A y B son conjuntos dotados
de ordenes lineales, <4 y <p respectivamente, entonces decimos que f: A — B es
una funciéon creciente si siempre que a’ <4 a, para a/,a € A, entonces f(a') <p
f(a). Si ademas sucede que f(a) # f(a') si a # o/, entonces f es estrictamente
creciente. De forma analoga, decimos que f es decreciente si a’ <4 a implica que
f(a) <p f(d’) y que es estrictamente decreciente si ademéas f(a) # f(a’) cuando
a # a'. Una funcién que es o creciente o decreciente, es una funcién monétona.
Introducimos también los adjetivos no-creciente, no-decreciente y no-mondétona
para referirnos, respectivamente, a una funcién que no es estrictamente creciente, una
que no es estrictamente decreciente, y una que no es ni creciente ni decreciente.

Como los conjuntos estan determinados por sus elementos, las funciones estan
determinadas por su dominio y la asignaciéon que hacen a cada elemento de él, asi
que es valido definir funciones especificando éstos. Por ejemplo, si A, B, y C' son
conjuntos y existen funciones f: A — By g: B — C definimos la composicion de
f seguida de g como la funcion go f: A — C dada por a — ¢(f(a)) para toda a € A..

Para f: A > By A’ € A, definimos la imagen directa de A’ bajo f como el
conjunto

f[A"] = {be B: existe a € A tal que f(a) = b},
y la funcién restricciéon de f a A’ como la funcion f|,: A’ — B dada por
fly =10 fl@) e f:ae A,
También, si B’ € B, la preimagen de B’ bajo f es
B = fae A: fla) e B,
Por dltimo, si A € B, el soporte de una funcién g: A — B es el conjunto

sop(g) = {a € A: g(a) # a}.

Si algin elemento a € A no esta en sop(a) decimos que g fija a a o que a es un
elemento fijo de g.

Una funcion es suprayectiva si f[A] = B. Por otro lado, si para toda b e f[A]
se tiene que f~1[{b}] es unitario, decimos que f es inyectiva. A una funcién supra-
yectiva f: A — B también le decimos una A-indexaciéon de B, usamos la notacion
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B, = f(a) y, en algunas ocasiones, escribimos B = {B,}.,ca para hacer referencia
a una A-indexacion arbitraria de B o que es clara en el contexto. Intuitivamente,
una A-indexacién es una asignacion de un elemento de B a cada elemento de A de
manera que todo elemento de B es asignado a alguno de A, como el nombre sugiere,
sirven para referirnos a elementos de B mediante el indice de A que le corresponde.
Cuando un conjunto B estd A-indexado denotamos

U -Uss

aceA

(B.=()5.

ageA

Todo conjunto A estd A-indexado gracias a la existencia de la funcién a — a, por lo
tanto siempre podemos suponer que los conjuntos estdn /-indexados para algin [ al
que le decimos un conjunto indexador o de indices. Cuando una f: A — B es
inyectiva y suprayectiva, decimos que es una funcién biyectiva o una biyecciéon de
A en B. Una propiedad importante de las biyecciones es que su composicion vuelve
a ser biyectiva, la demostracion de esto es rutinaria y, por ello, lo damos por hecho.
Mas atn, la existencia de una biyeccion f : A — B implica la de otra, de B en A,
que a cada elemento de B le asigna el tinico elemento de A que lo tiene asignado en
f, a esta le decimos la inversa de f y la denotamos f~!. La inversa de una funcién
biyectiva f: A — B es la tnica funciéon g: B — A que satiface que g o f(a) = a
para toda a € A. De hecho, la existencia de una funciéon asi es equivalente a que f
sea biyectiva y ¢ su inversa. Con esto, podemos demostrar el siguiente resultado, el
cual es una propiedad fundamental de las relaciones de equivalencia y es una de las
razones por las que éstas son objetos omnipresentes en matemaéticas.

Proposicion 1.1.2. Una relacion binaria en un conjunto A es de equivalencia si y
solo si existe P = {P;}ier una coleccion de subconjuntos no-vacios de A, ajenos por

pares, tales que
A= U Pia
1€l
y dos elementos de A, a y b, estan relacionados si y solo si existe i € I tal que

a,be P;.

Demostracion. Primero supongamos que ~ es una relacién de equivalencia en A,
definimos, para a € A, el conjunto

P,={d€A:a~d}
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Afirmamos que {P,}.c4 satisface el enunciado. Es claro que ésta es una coleccion
de subconjuntos de A, para ver que estos conjuntos son ajenos por pares argumen-
taremos por contrapositiva que, si existe b € P, n P, entonces P, = P,.. Para ello
notemos que, por la definicion de P, y P, se tiene que a ~ by a’ ~ b, como ~ es
simétrica esto es que a ~ by b ~ a’, por la transitividad de ~ se sigue que a ~ a’.
Ahora, veamos que para todo ¢ € P, se tiene que ¢’ ~ a y a ~ ¢, por lo tanto a’ ~ ¢
y ¢ € P,, comprobandose que P, € P,. De forma analoga se concluye que también
P, € P, vy, asi, P, = P,. Ademas, como ~ es reflexiva, a € P, para toda a € A, de
forma que estos conjuntos son no-vacios y

A=UPa.

acA

Ahora suponemos que P = {P;};c; es una coleccién de subconjuntos no-vacios de
A, ajenos por pares, tal que
A= U Piv

iel

y veremos que la relacién binaria en A definida como a ~ b si y s6lo si existe ¢ € I tal
que a,b € P, es de equivalencia. Como A = [ J,_; P;, entonces para toda a € A existe
1 € I tal que a € P;, de forma que ~ es reflexiva pues cada elemento de A esta en el
mismo P; en el que él mismo esta. También es claro que es simétrica pues, si a y b
estan en P;, entonces b y a estan en P;. Por tltimo, si a ~ b y b ~ ¢ entonces existen
t,7 € I tales que a,be P,y b,ce P;, como entonces b € P, n P; y, recordando que los
conjuntos de {P;};c; son ajenos por pares, se tiene que P, = P;. Por lo tanto a,c € P,
y, asi a ~ ¢, siendo esto lo que queriamos demostrar.

A un conjunto como P le decimos una particiéon de A y a sus elementos les
decimos las clases de equivalencia de la relacion ~. Como este resultado nos
asegura que las particiones dan lugar a relaciones de equivalencia que cuyas clases de
equivalencia son sus elementos y viceversa, también les decimos clases de equivalencia
a los elementos de una particion y hablamos de la particiéon que induce una relaciéon
de equivalencia. [ |

Asumimos la existencia del conjunto de nimeros enteros, al que denotamos Z, la
de <, un orden lineal en ellos, y familiaridad con su suma y multiplicaciéon. Ademas,
damos por hecho la siguiente proposicion, a la que dentro de este texto le decimos el
principio de induccion, y es fundamental para una gran cantidad de argumentos en
este texto. Su demostracion se sale de los alcances de este texto, al lector interesado
lo dirigimos a [30].
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Proposicion 1.1.3. (Principio de induccion) Si A € Z es tal que a € A y se
satisface que n € A implica n + 1 € A para toda n € A, entonces para todo entero b
tal que a < b se tiene que b e A.

El principio de induccién normalmente se usa para conjuntos A < Z definidos
como A = {a € Z: a tiene una propiedad P}. Este tipo de conjuntos nos sirven
para demostrar muchas afirmaciones ya que, si mostramos que algtin entero — usual-
mente 0 o 1— cumple P y que, si un entero cumple P entonces el siguiente entero
también cumple P, por el principio de inducciéon podemos asegurar que todos los
enteror mayores o iguales a a cumplen P.

Por otro lado, dados m,n € Z tales que m < n, definimos el intervalo entre m y
n como el conjunto

[m,n] ={keZ:m<k<n}.

En particular, si m = 1 escribimos [1,n] = [n]. Es claro que esto solo esta definido
para n = 1, por lo que siempre que escribamos [n] se entiende que k es un entero
mayor o igual a 1. A los enteros que satisfacen esto les decimos positivos y al
subconjunto de Z formado por ellos lo denotamos Z*. Ademaés, al conjunto Z* u {0}
le decimos el conjunto de los enteros no-negativos.

A una [n]-indexacion de un conjunto le decimos una enumeracion y a un con-
junto que admite una enumeracion (y al vacio) le decimos finito. Damos por hecho
que para todo conjunto finito no-vacio, A, existe un tnico entero positivo n tal que
existe una biyeccion entre [n] y A, al que le decimos la cardinalidad de A, y lo
denotamos |A|. Definimos la cardinalidad del conjunto vacio como 0. A la coleccion
de subconjuntos de cardinalidad k& de un conjunto A, con k € Z* u {0}, la denotamos
(‘2) y a sus elementos les decimos k-subconjuntos de A. La cardinalidad de (‘2) la
denotamos ('Ql), ya que claramente esta solo depende de la cardinalidad del conjunto
A y no de sus elementos. Por lo que ademas escribimos (2), para r y s enteros tales
que 0 < s < r, para referirnos a la cardinalidad de la colecciéon de s-subconjuntos de
cualquier conjunto de cardinalidad r. Es facil ver que, si 0 < r < s entonces 1 < (;)
También damos por hecho la regla de Pascal® que enunciamos a continuacion.

Regla de Pascal. Si r y s son enteros tales que 0 < s < r entonces
() -(2)-()
= + .
s s s—1

?Blaise Pascal (1623-1662) fue un matemaético, fisico, filésofo, y tedlogo jansenista francés. Sus
aportaciones matematicas méas importantes fueron la creacion de la primera maquina calculadora
y sus tratados sobre conicas, probabilidad, y el tridngulo que lleva su nombre.[47]
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Observamos también que la existencia de una biyeccion f: [n] — A induce un
orden lineal en A dado por a’ <4 a, para a,a’ € A siy solo si f~1(a') < f~(a).
De hecho, la existencia de una biyeccion asi es equivalente a que un conjunto finito
A tenga un orden lineal. En efecto, si suponemos que existe un orden lineal en A
entonces debe existir un maximo ya que, de otra forma, siempre podriamos encontra
un elemento de A mayor en el orden que todos los de un subconjunto finito cualquiera
de A, por lo que A no podria ser finito. Entonces, definimos que el tnico elemento
méximo de A sera la imagen bajo una funcion f: [|A|] — A de |A|. Definimos A’
como el conjunto obtenido de A al borrarle su méaximo, es facil ver que el orden lineal
de A se vuelve un orden lineal de A’ si eliminamos todos los pares que involucran al
méaximo de A, y que |A’| < |A|. Por lo tanto, podemos repetir el mismo argumento
para A’. Iterando este proceso |A| veces, construimos una funcion biyectiva de [|A|]
en A que induce el orden lineal con el que empezamos. Toda esta discusion busca
formalizar, para un conjunto A dotado de un orden lineal y i € [|A|], la utilizacion de
la terminologia el i-ésimo elemento de un orden lineal en A, como aquel elemento
de A que es la imagen de 7 bajo la biyecciéon que recién construimos.

Dada una coleccion de conjuntos indexada {A;};c;, definimos su producto car-
tesiano generalizado como

nAi = {a: ]—>UAZ»: a(i) € A; para toda i € I}.

el el

A un elemento de [ [, ; A; le decimos una I-tupla y a la evaluacion a(i), que sole-
mos denotar a;, le decimos la i-ésima entrada o la i-ésima coordenada de a. En
particular, si I = [n] decimos que @ es una n-tupla y en ocasiones las describimos
escribiendo sus evaluaciones en una lista ordenada (as, ..., a,). Si A; = A para toda
i € I, denotamos [ [,.; 4 = A’ y decimos que A’ es la [-ésima potencia de A. En
particular, si / = [n] para alguna n € Z* escribimos A"l = A" y le decimos la
n-ésima potencia de A. En general, en toda notacion en donde se utilice un conjunto
como parametro sustituimos [n] con n.

Por ultimo, suponemos familiaridad con la llamada aritmética modular. Es decir,
asumimos que el lector esta familiarizado con la nocién de miultiplo de un entero n
——cualquier nimero de la forma kn para alguna k € Z— y con el hecho de que, para
cualesquiera n € Z 'y m € Z*, existen tunicos k € Z y r € [0, m — 1] tales que

n==ktkm+r

A 7 le decimos el resto médulo m de n, y lo denotamos nmod,,, con esto se define
la suma modulo m de dos enteros, a y b, a la que denotamos a +,, b como el residuo
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modulo m de a + b, es decir,
a4, b= (a+b)mod,,.

En este contexto, denotamos Z,, = [0, m—1]. Méas atn, podemos definir una relacion
ternaria R sobre Z,,, es decir un subconjunto de Z3 , dada por (a,b,c) € R si y solo
sia<byb<c,ob<cyc<a,oc<aya<b;lacual satisface que

(a,b,c) € R entonces (b,c,a) € R
(a,b,c) € R entonces (c,b,a) ¢ R
(a,b,c) € Ry (a,c,d) € R entonces (a,b,d,) € R, y

si a,b y ¢ son distintos entonces (a,b,c) € R o (¢,b,a) € R.

A esta relacion le decimos el orden ciclico de Z,,, y reciclamos el simbolo < para
denotar (a,b,c) € R por a < b < ¢, afirmacion que leemos como “’b esta entre a y ¢
en el orden ciclico de A”. De forma anéloga a los 6rdenes lineales, la existencia de un
orden ciclico en un conjunto finito A es equivalente a la existencia de una biyeccion
f:Zja — A. De forma que también hacemos referencia al i-ésimo elemento de un
orden ciclico en A, para i € Z 4|, para referirnos a la imagen de 7 bajo la biyeccién que
induce el orden ciclico de A. Por esto, no es ambiguo hablar del elemento “siguiente”
o “anterior” en orden ciclico de un elemento a en A, ya que, si a es el i-ésimo elemento
del orden ciclico de A, entonces los elementos referidos son, respectivamente, el (i+1)-
ésimo y el (i — 1)-ésimo elemento del orden ciclico de A.

1.2. Algebra

Una operacién sobre un conjunto A es una funcién x: A¥ — A para algtin en-
tero k € Z*. Si k = 1 decimos que se trata de una operacién unitaria sobre A.
Cuando k£ = 2 es una operacion binaria sobre A, en este caso, para escribir a
las evaluaciones ((a,b)) = ¢ adoptamos la notaciéon a * b = ¢ e incluso, cuando la
operacion es clara en el contexto, nos conformamos con yuxtaponer los elementos
operados y escribimos, por ejemplo, ab = c. En esta seccién nos ocupamos de in-
troducir los resultados relativos a las operaciones binarias, por esto, dentro de ésta
decimos simplemente operacién para referirnos a operacion binaria. Algunos ejem-
plos bien conocidos de operaciones son las que existen en los enteros: la suma y la
multiplicacion. Estos ejemplos son fundamentales para lo siguiente ya que buscamos
abstraer las propiedades que tienen estas operaciones. Para lograr esto es necesa-
rio imponer propiedades adicionales en la operacion, por ejemplo, decimos que una
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operacion es asociativa si
«(x(a,0),0) = (a*b) x = ax (bxc) = #(a, x(b,)).

La asociatividad de una operacién nos permite escribir sin ambigiiedad expresiones
como a * b * ¢, ya que cualquier orden que elijamos para realizar las operaciones
nos llevara al mismo resultado. En particular, al resultado de operar a un elemento
consigo mismo n veces, para alguna n € Z", lo denotamos a”. Ademas, si e es un
elemento de A tal que, para toda a € A se satisface que

exa=ax*e=a,

decimos que e es un neutro de la operaciéon . Ejemplos de neutros son el 0 para la
operacion suma y el 1 para la multiplicacion en los enteros. Un par ordenado (A, *),
formado por un conjunto A y una operacion asociativa en A, para la que existe un
neutro, es un monoide. Asi, se tiene que el conjunto de ntmeros enteros, ya sea
con la operacion suma o multiplicacién es un monoide. Para ver otro ejemplo de
monoide definimos una palabra de un conjunto X como una funcion w: [n] — X,
a n le decimos la longitud de la palabra w y solemos describirla yuxtaponiendo
sus evaluaciones w; - - - wy,, a las evaluacién w; le decimos el i-ésimo término de la
palabra w. Sobre el conjunto de las palabras de X definimos una operacion a la que
llamamos concatenacion de la siguiente forma: si w: [n] - X y v: [m] — X son
palabras, la concatenacién de w con v, a la que denotamos wuv, es la palabra de
longitud n + m dada por w;y ... w,v; ...v,,. Esta operacion es claramente asociativa,
sin embargo, como las palabras son funciones con dominio no-vacio, esta operaciéon
no tiene neutro. Para solucionar este problema agregamos al conjunto de palabras
de X un elemento adicional que no se encuentra en éste, por ejemplo el conjunto
vacio, al que llamaremos la palabra vacia de X, la cual se denota ¢, y se define su
concatenacion con cualquier palabra w como

EW = Wwe = W.

Asi, el conjunto de palabras con la concatenacion es un monoide.

Notemos que, si se restringe la suma de los niameros enteros a Z* u {0} esto sigue
siendo un monoide, sin embargo, perdemos una propiedad que tiene la suma al ser
considerada sobre todos los ntimeros enteros, a saber, la existencia, para todo entero
z, de otro 2’ tal que z + 2z’ = 0. En general, decimos que b es un inverso de a para la
operacion * si a x b es un neutro. Un grupo es un monoide en donde todo elemento
tiene inverso. En ocasiones también decimos que una operacion = tal que (A, x) es un
grupo, “forma un grupo” sobre A o que “le da estructura de grupo” a A. Existe una
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enorme variedad de grupos, pero los mas representativos son los llamados grupos
simétricos, estos estan definidos como (Sx, o) en donde

Sx ={f: X —> X: f es una biyeccion}

y o es la composicion de funciones. El elemento neutro es la funciéon identidad en
X, dada por x — x para toda z € X, a la que denotamos [x; mientras que el inverso
de una funcién f es, apropiadamente, su funcién inversa f~!. A un elemento de Sx se
le dice una permutaciéon de X. El siguiente resultado es fundamental en el estudio
de los grupos

Proposicion 1.2.1. En cualquier grupo (A, ) el elemento neutro es inico y, para
cada a € A, su tnverso es unico.

Demostracion. Suponga que I y I’ son neutros para *, entonces satisfacen, para
cualesquiera a,be Aqueaxl =ay I'xb=>5. Asi,sia= 1"y b= 1, se tiene que
I'sxI=1'yI'xI=1 Comox*:AxA— A esuna funcion, se concluye que I = I,
lo que demuestra que el neutro es tnico.
Por otro lado, si b y ¢ son inversos de a, entonces, como * es asociativa, se tiene
que
b=bxI=bx(axc)=(bxa)xc=Ixc=c.

Asi se concluye la afirmacion. [ |

Lo anterior nos permite homogeneizar la notacion de los elementos inversos en un
grupo, generalizamos la que usamos para funcién inversa y para cualquier a, elemento
de un grupo, denotamos a su tnico inverso como a~!. Por lo general al elemento
neutro de un grupo lo denotamos por I4 o 14, aunque la gran variedad de contextos
en que surgen los grupos a veces da lugar a notaciones més sugerentes. Un ejemplo
de esto lo tenemos cuando la operaciéon de un grupo es conmutativa, esto es que,
para cualesquiera a y b, se satisface que

axb=>bxa.

Este es el caso de la suma en los nimeros enteros, sin embargo, no lo es del grupo
simétrico. Los grupos conmutativos forman una colecciéon importante de grupos, pero
tienen un comportamiento significativamente diferente del caso general, razon por la
cual distinguimos claramente cuando tratamos con un grupo conmutativo escribiendo
su neutro como 0 y, cuando no se presta a confusiones, incluso denotamos su operacion
con +.
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Un homomorfismo de grupos entre (A, *) y (B, ) es una funcion ¢: A — B
tal que, para cualesquiera a,b € A, se cumple que

plaxb) = ¢(a) - @(b).

Si ¢ es inyectiva le decimos un monomorfismo de grupos entre (A,*) y (B, "),
cuando es claro en el contexto la operacion que da estrctura de grupos a A y B,
decimos que ¢ es un morfismo de grupos entre A y B. Si un morfismo de grupos
es suprayectivo entonces es un epimorfismo de grupos, y si es biyectivo es un
isomorfismo de grupos. A lo largo de este texto, llamaremos simplemente mor-
fismos a los homomorfismos de grupos ya que, como también sera el caso en la
Seccién 1.4, estos son un caso particular del concepto de morfismo, el cual surge en
diversos contextos dentro de las matematicas, en todos ellos expresa la misma idea de
“una funcién que preserva la estrucutra”. En este caso, dicha estructura es la que la
operacion binaria proporciona al que, de otra forma, serfa simplemente un conjunto.
Por lo general el contexto hace obvia la estructura a la que nos referimos y, por ello,
es natural simplificar la terminologia y decir simplemente morfismo, monomorfismo,
epimorfismo e isomorfismo. Para leer mas sobre este concepto se refiere al lector a
[19]. Dos grupos entre los cuales existe un isomorfismo son isomorfos, dos grupos
asi se entienden como “esencialmente iguales”, es decir, la tinica diferencia entre ellos
es el nombre de sus elementos y un isomorfismo funciona como un diccionario que
permite traducir cualquier elemento en uno de ellos al otro de manera que es igual
trabajar en el primero o en el segundo. Es por esto que tratamos a los grupos iso-
morfos como idénticos, sin embargo, hacemos la distincion entre una igualdad en el
sentido conjuntista y un isomorfismo escribiendo A =~ B cuando A y B son isomorfos.

La imagen directa de cualquier monomorfismo de grupos ¢: B — A, equipada
con la operacion de A restringida a ella, es un subgrupo de A. Es decir, como
p(a) » p(b) = ¢(a - b) se deduce que (p[B],*| ) siempre es un grupo, esto ya
que la operacion de A, restringida a la imagen de ¢ es una operacion que hereda la
asociatividad de * y, ademas, cumple que p(1g) = 14y p(a)™! = ¢(a™'), por lo que
tiene neutro e inversos de todos sus elementos. Observemos que, si (p[B], *| w[B]) es
un subgrupo de A, ¢ es un isomorfismo entre B y él, de forma que también decimos
que B es subgrupo de A. Resulta que la intersecciéon de una colecciéon arbitraria de
subgrupos vuelve a ser un subgrupo, esto es claro ya que todos todos ellos contienen
al elemento neutro del grupo y el resultado de la operaciéon de dos elementos en la
interseccion debe estar en cada uno de los subgrupos y, por lo tanto, en la intersecciéon
de todos ellos. Esto nos permite definir, para cualquier X subconjunto de A, ‘el
subgrupo mas pequeno que contiene a X” como la intersecciéon de todos los subgrupos
que le contienen. Este subgrupo es conocido como el subgrupo generado por X
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y lo solemos denotar (X 4. Este concepto nos es de gran utilidad cuando queremos
estudiar un subgrupo que conocemos de forma abstracta, ya que, si podemos asegurar
que contiene algunos elementos (el subconjunto X), entonces podemos asegurar que
contiene a (X )4.

Por otro lado, un grupo cociente de (A, x) es la imagen directa de cualquier
epimorfismo ¢: A — B equipada con la restriccion de la operacion de B. Para
entender los grupos cocientes introducimos el concepto de kernel® del morfismo
¢: A — B, que se define como

ker¢ = ¢~ [{15}] = {a e A: ¢(a) = 15},
Con esto, para cada a € A definimos
a/ker ¢ = {ax z: z € ker ¢},

al que le decimos la clase de a médulo ker ¢. Como el nombre de sus elementos sugiere,
el conjunto A/ ker ¢ = {a/ker(¢): a € A} es una particion de A. Més ain, sobre ésta,
se puede definir una operacion, que denotamos concatenando a los elementos a operar,
como

(a/ ker §)(b/ ker ¢) = ((a x b)/ ker ¢),

la cual hace de A/ker ¢ un grupo. Resulta que, si ¢ es un epimorfismo, este grupo
es isomorfo a B, por esto pensamos que todos los grupos cocientes son aquellos
formados por las clases de elementos de A modulo algiin kernel. Este resultado es
una consecuencia directa del Primer Teorema de Isomorfismo, cuya demostraciéon no
es complicada pero requiere del desarrollo de conceptos que se salen del objetivo
de este texto. Enunciamos formalmente, sin demostracion, la afirmacion anterior, y
referimos al lector a [50].

Proposicion 1.2.2. Si ¢ : A — B es un epimorfismo entonces A/ker¢ =~ B.

Para toda m € Z*, es posible definir una estructura de grupo sobre Z,,, a la
que denotamos +,,, dada por a +,, b = (a + b) mod,, para cualesquiera a,b € Z,,.
Si consideramos mod,, como una funcién de Z en Z,,, este serd un epimorfismo de
(Z,+) en (Zy,, +m)- Se sigue por la Proposicion 1.2.2 que Z,, ~ Z/ker mod,,.

Ahora, veremos que es posible utilizar el producto cartesiano para crear nuevos
grupos a partir de otros. En efecto, definimos el producto de grupos (A4, *) y (B, )
como el grupo definido sobre el conjunto A x B con la operaciéon dada por

(a,b)(a',b") = (a*d,b-V)

3Del aleman kern: nicleo, centro.
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para cualesquiera (a,b), (a’,b') € A x B. Naturalmente, esto se puede extender al
producto de cualquier coleccion de grupos indexada, si {(A;, *;)}ies es tal, entonces
su producto es el grupo definido sobre [ [,_; A; con la operacion x dada por

(f * g)i = fi*; g; paratodaie [

para f,g € [ [..; Ai. Ademas, si A; = A para toda ¢ € I, decimos que este producto
de grupos es la [-ésima potencia de A. Esta terminologia no causa conflictos con
la propia de conjuntos ya que el grupo I-ésima potencia de (A, x) se define sobre
el conjunto [-ésima potencia de A y, si hay en el contexto una estructura clara de
grupo para A, tendremos siempre en mente que la I-ésima potencia de A admite
esta estructura de grupo a la que le llamamos y denotamos de la misma forma:
[1ic; A= A"y A" si I = [n]. En general, si las operaciones son claras, al producto
de una familia de grupos {(A;, *;)}ier lo denotamos

[ T4

i€l

Esta colision notacional es natural ya que tanto el producto cartesiano como el pro-
ducto de grupos forman parte de un concepto més general de producto que, como
también veremos en la Seccion 1.4, aparece en distintas areas de las matematicas.
De forma que extendemos esta notacioén y terminologia a todas ellas ya que suele ser
claro, en el contexto, el tipo de objeto con el que estamos trabajando. Para leer més
al respecto, volvemos a referir al lector a [19].

Una accidon de un grupo (A, x) sobre un conjunto X es una funcion f: A x X —
X, cuya evaluacion f(a,r) denotamos simplemente ax, que satisface que

lpz =z paratodaxre Xy

a(bx) = (a * b)x para cualesquiera abe Ay x € X.

Hay dos conceptos relacionados al de acciéon que nos seran de utilidad, el primero de
ellos es el de 6rbita de z, un elemento en X, esta se define como el conjunto

O(z) = {y € X : existe a € A tal que ax = y}.
El segundo es el de estabilizador de x, que se define como
A, ={a€ A: ax = x}.

Las orbitas forman una particion de X, este hecho sera de crucial importancia en
el El Capitulo 2, razén por la cual lo enunciamos y demostramos en el siguiente
resultado.
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Proposicion 1.2.3. Si (A, *) actia sobre X, entonces {O(x)}ex es una particion
de X.

Demostracion. Como 142 = x entonces = € O(x) para toda x € X, de forma que

X = U O(z).
zeX
Por otro lado, si suponemos que existe un elemento z en O(z) N O(y), se sigue que
z = ax = by para algunos a,b € A. Ahora veamos que, si w € O(y), existe c € A tal
que w = cy, se sigue que w = ¢((b"'*a)x) = (cxb~'xa)z, por lo que O(y) < O(x). De
forma anéloga se obtiene que O(x) < O(y) y, por lo tanto O(z) = O(y). Se concluye
que las orbitas son ajenas por pares y que {O(x)},cx es una particion de X. [

Decimos que una accién es transitiva si tiene una tnica Orbita, es decir, si
O(x) = X para toda z € X. En general, decimos que es k-transitiva si, dados
(x1,...,21) y (y1,...,yk) en XF existe a € A tal que az; = y; para toda i € [k].
Notemos que el concepto de transitividad y 1-transitividad coinciden. Un ejemplo
claro de accion de grupo es la de Sx sobre el conjunto X, en efecto, si definimos
f:Sx x X - X como (a,z) — «(z), en virtud de la definicion de la funcion
composicion y que el neutro de Sy es la funcion identidad, f es una accion. Ademas,
esta accion es k-transitiva para toda k < n.

Para terminar esta seccion, profundizaremos un poco en el estudio de los grupos
simétricos que, como mencionamos, son el caso mas representativo de grupo y los
principales protagonistas de la aplicacion de la teoria de grupos que desarrollaremos
en este texto. Para ello, si una permutacion o € Sy, para algin X, que satisface que

sop(a) = {ila SR >ir} y
a(il) = 7;27 cee 705(7:7"—1) = im 04(7;7«) = il,

decimos que es un r-ciclo de Sy, o simplemente un ciclo de Sx. Los 1-ciclos de Sx
fijan a todos los elementos de X y, por lo tanto, el neutro Ix es el tinico 1-ciclo de
Sx. Por otro lado, sus 2-ciclos intercambian la imagen de dos elementos de X, de ahi
que a un 2-ciclo le decimos una transposiciéon. Usamos la bien conocida notacion
de Cauchy” para describir un r-ciclo como el anterior como

o = (21 tet ir—lir)-

4Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) fue un matematico francés cuyo trabajo, servido del de
J. L. Lagrange y junto con los de P. Ruffini, P. Abbati, N. H. Abel, y E. Galois, fue pionero en la
teoria de grupos. A los 26 anos, Cauchy publica Mémoire sur le nombre des valeurs qu'une fonction
peut aquérir, lorsqu'on y permute de toutes les maniéres possibles les quantitiés qu'elle renferme,
en donde introduce esta notaciéon, ampliamente adoptada por multitud de autores.



1.2 ALGEBRA 17

En particular, escribimos Iy = (z) para toda x € X. Los ciclos nos sirven para
entender a Sy ya que es posible “descomponer” a todas las permutaciones en ciclos.
Para ser precisos, definimos una factorizacién completa de una permutaciéon « €
Sx, como una palabra de ciclos, ;- - - 85, de Sx cuyos soportes son ajenos por pares,
que tiene un 1-ciclo distinto por cada x € sop «, y tal que

a=PBio- 0B,

Notemos que, al tener soportes ajenos por pares, el orden en el que realicemos la
composicion de los ciclos en una descomposicion completa no afecta el resultado,
por lo que, si tenemos una factorizacion completa de alguna permutacion, cualquier
reordenamiento de sus términos resulta en otra factorizaciéon completa. Por ejem-
plo, algunas factorizaciones completas del 3-ciclo en S5, dado por o = (135) son
(135)(2)(4), (2)(135)(4), y (4)(135)(2). Aunque puede parecer extrana la insistencia
en agregar un l-ciclo por cada elemento en el soporte de «, ya que no alteran el
resultado de la composicion, esta es importante para clasificar las permutaciones se-
gun la longitud de una de sus factorizaciones completas. Lo anterior es valido ya que
resulta que todas las permutaciones tienen al menos una factorizacion completa y la
coleccion de todas las factorizaciones completas obtenidas de reordenar sus términos
tiene a todas las factorizaciones completas de esa permutacion. Es decir, podemos
pensar que la factorizacion completa de una permutacion es tnica salvo el orden en
el que aparecen los ciclos. Esto lo demostramos a continuacion.

Proposicion 1.2.4. Si X es finito y no-vacio, toda permutacion o« € Sx tiene una
factorizacion completa y, si 51+ Bs y 71+ -V son dos factorizaciones completas de
a, entonces s =t y existe f € Sy = .S; tal que

Yo Y = Bray o Brs)-

Demostracion. Como todo conjunto finito y no vacio es biyectable con algiun [n],
y como una biyeccion f: X — [n] induce un isomorfismo de Sx en S, dado por
a — foaf!, entonces nos limitamos a demostrar la afirmacion para los grupos
simétricos S, con n € Z*.

Primero veamos que toda permutacion « € S,, tiene una factorizacion completa.
La prueba es por inducciéon sobre el nimero de elementos que no son fijados por
a. El caso base, cuando fija a todos los elementos de [n] es cierto ya que, en este
caso, la definicion de factorizacion completa afirma que ésta debe ser una palabra
formada por un 1-ciclo por cada elemento de [n]. Por lo tanto, la tnica factorizacion
completa de I,, es (1) - - - (n), ya que cualquier reordenamiento de los términos resulta
en la misma palabra pues (i) = (j) para cualesquiera i, j € [n].
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Por otro lado, si a no fija ¢ elementos en [n], con t € [n], consideremos i; un
elemento que no es fijado por « y definimos, recursivamente,

g = a(i1)7 e Y ir-i—l = O‘@r)'

En donde r es el menor entero en [n] para el cual i,,4 € {i1,...,4,}, el cual tiene que
existir porque [n] es finito y, mientras el siguiente término i; no esté en {iy, ..., 41},
el conjunto {7y, ...,4;_1,%;} serd un subconjunto de [n] de cardinalidad estrictamente
mayor. Afirmamos que 4,41 = i1, de otra forma «a(i,) = i; con j > 1, pero a(ij_y) =
i, lo que contradice que « esté en S,,. Asi que « satisface que

a(?‘1> = 7;27 <o 7a(i7'71) = ir, 05(717») = ?:1.

Definimos o como el r-ciclo de S,, dado por (i; ...i7,). Como o' o « fija a todos los

elementos que fija o y ademas a aquellos de {iy,...,i,.}, se concluye por hipotesis
inductiva que existe oy --- - - - as4, una factorizacion completa de o= o o tal que
asy; = Ix para toda i € [r]. Por lo tanto, como

0_1004:0410‘--0045,
se deduce que oo = coaj0-- -0, y, entonces, oq; - - - g es una factorizacion completa
de a.

Para ver que es tnica, como cualquier factorizacion completa de una permutacion
debe tener exactamente un 1-ciclo por cada elemento que fije, y estos no alteran la
composicion de los términos de la factorizacion, basta ver que las palabras de r-ciclos
con soportes ajenos por pares y tales que su composiciéon resulta en una permutacion
son Unicas salvo el orden de sus términos. Por ello suponemos que 81 -+ Bs v 71+
son palabras obtenidas de dos factorizaciones completas de una permutaciéon « € S,
al borrar todas las apariciones de Ix. Si 5 no fija a i; entonces, ya que todos los
demaés términos en esta descomposicion fijan a todos los elementos de [n] que no fija
Bs, se tiene que o*(i;) = B¥(i;) para toda k € Z*. De forma similar, como 7; no es
fijada por « existe j € [¢] tal que v; no fija a i; y, nuevamente, 77 (i) = o*(i1) para
toda k € Z*. Se concluye que 3%(i1) = ¥ (i;) para toda k € Z* y, como 5 y 7, son
ciclos, sus potencias conforman todas sus evaluaciones, de manera que 3, = ;. Asi,
como

a=pfio-0f;="y 00y
=7 O Y1 O V41 C O O,

se deduce que
Bro-- 0By =710 7-10%+10 N
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Por induccién sobre méx{s, t} se concluye que s —1 =t — 1y que existe una permu-
tacion f e Sy 1 = Sy tal que

V1O Y1 041 O oY = Bray Bris—1)-

Si definimos f’ € S; = S; como f'(i) = f(i)sii e [s—1] y f'(s) = j, se concluye que

Yo Ye = Bray o Brgs)-
|

Este resultado nos permite definir, para cada permutacion a € 5, el signo de «
como el entero

sgn(a) = (1),
con t la longitud de cualquier factorizacion completa de «. Esta funcion resulta ser
un morfismo entre S, y el grupo formado por {1, —1} con la operacion dada por la

multiplicacion de enteros [50]. Esto es decir que, si a y 8 son permutaciones en S,
entonces
sgn(avo () = sgn(a)sgn(s).

Observemos ahora que cualquier permutaciéon es producto de transposiciones, esto
se sigue de la Proposicion 1.2.4 y del hecho de que cualquier ciclo (iy . ..1,) se escribe
el producto de transposiciones (i14,) © (i1,—1) o - -+ © (i172). Ademés, si 7 = (ij) es
una transposicion de S, tiene un I, por cada uno de los n — 2 elementos fijados
por 7, por lo tanto, su longitud es n — 1, de forma que sgn(r) = (—1)! = —1. Se
deduce de todo esto que, si « se escribe como producto de transposiciones, siempre
se debe hacer o con una cantidad par, o con una cantidad impar de trasposiciones
y es precisamente la paridad de transposiciones necesarias lo que determina si una
permutacion tendra sgn igual a 1 o —1. El hecho de que sgn sea un morfismo ademas
asegura que sgn(/x) = 1, que si sgn(a) = 1 y sgn(f) = 1 entonces sgn(a o ) = 1,
v que sgn(a) = 1 implica sgn(a™!) = 1. Por lo tanto, si definimos el conjunto de
permutaciones pares de Sy como

Ax = {a e Sx: sgn(a) = 1},

éste, provisto de la operacion dada por la composiciéon de funciones, vuelve a ser un
grupo. Asi que para cualquier conjunto finito y no vacio X, el grupo (Ax,o) es un
subgrupo de Sx. A Ax le decimos el grupo alternante de X. Naturalmente, a las
permutaciones que no son pares les decimos impares, sin embargo, el conjunto de
ellas con la composicién no forma un grupo por la misma razén que el de enteros
impares no lo hace con la suma.
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De lo anterior se deduce que cualquier grupo simétrico es generado por el con-
junto de sus transposiciones y que cualquier grupo alternante es generado por las
permutaciones de la forma (ij) o (i'j"). Ademas de esto, damos por hecho que el
grupo Ax es generado por los 3-ciclos de S.

1.3. Geometrias

Una geometria es una pareja ordenada (€2, I), en donde € es cualquier conjunto
e I es una relacion binaria en €2 que es simétrica y reflexiva. Esta misteriosa definicion
se basa en la idea de que una geometria es una coleccién €2 de objetos geométricos
(puntos, rectas, circulos, tridngulos, planos, etc.) los cuales pueden incidir entre si
(una linea pasar por un punto, un tridngulo estar contenido en un plano, etc.), lo
que queda expresado en la relacion I, a la que le decimos una relacién de inciden-
cia. A los objetos geométricos solemos decirles simplemente objetos. Por supuesto,
el ejemplo emblemético de geometria es la formada por los puntos y rectas del plano
euclideano, en donde dos objetos inciden si alguno de ellos es elemento del otro. Ob-
sérvese que, aunque la relacion “ser elemento de” no es simétrica, esta relacion si lo
es, ya que pedimos que alguno de los objetos sea elemento del otro y no que necesa-
riamente el primero sea elemento del segundo. Este es un detalle técnico que tenemos
siempre presente cuando hablamos de la incidencia inducida por la pertenencia, asi
como por la contencion.

Una bandera F en una geometria (2, /) es un conjunto de elementos de 2 que
son incidentes por pares. Una bandera es maximal si no existe x € Q\F tal que
F U {z} también es una bandera. Por ejemplo, si consideramos la geometria formada
por el conjunto de puntos, rectas, y triangulos en el plano euclideano, en donde dos
objetos inciden si alguno esta contenido o es elemento del otro, entonces una bandera
en esta geometria podria ser {A, AB, ABC}, en donde A es un punto, AB es la tnica
recta que pasa entre dos puntos A y B, y ABC el tridngulo que tiene por vértices
a los puntos A, B y C para alguna C fuera de AB. De hecho, esta es una bandera
maximal, ya que ningtin punto, recta, o tridngulo es incidente con otro punto, recta,
o tridngulo, respectivamente, de forma que no es posible agregar otro objeto a esta
bandera de manera que todos sus elementos sean incidentes por pares. Lo anterior
nos lleva a observar que, en una geometria, no necesariamente todos los objetos son
iguales, por ejemplo, es intuitivamente claro que una linea y un punto en el plano
son objetos de una naturaleza distinta. Para formalizar esta nocién introducimos
el concepto de geometria de rango r, la cual es una geometria cuyo conjunto
de objetos admite una particion {€2y,..., .} tal que cada bandera maximal tiene
exactamente un elemento de cada €);, para i € [r]. Decimos que los elementos de
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); son elementos de tipo-i. En particular, en una geometria de rango r, todas las
banderas maximales tienen r elementos.

A una geometria de rango 2 con frecuencia se le llama una estructura de in-
cidencia, en este caso les decimos puntos a los elementos de tipo-1 y lineas a los
de tipo-2. Ademas, adoptamos un lenguaje geométrico para hablar de la relacién de
incidencia, diciendo, por ejemplo, que un punto esté sobre cierta linea o que la linea
pasa por aquel punto. Es posible describir una estructura de incidencia mediante una
3-tupla (P, L, I), en donde P es el conjunto de puntos, L es el conjunto de lineas, e
I una relacion entre Py L. Es decir, no es necesario tener una relacion simétrica y
reflexiva definida sobre todo el conjunto de objetos geométricos para describir una
estructura de incidencia, ya que sabemos que todo elemento esta relacionado consigo
mismo y las 2-tuplas (p,b) € I que relacionan objetos de tipos distintos son suficien-
tes para reconstruir la relacion original. Se sigue de esto que, dados conjuntos P y
L, cualquier relacion I < P x L induce una estructura de incidencia (P, L, I). Esto
puede resultar un poco desalentador, ya que pareciera que nuestras definiciones son
demasiado generales para reflejar alguna nocién intuitiva de geometria, veremos que
esta es una ventaja de esta aproximacion, ya que al imponer diferentes condiciones
en las geometrias, obtendremos diferentes familias de ellas que conforman un cam-
po de estudio en si mismas, por lo que este enfoque nos permite entender mejor la
relacion entre ellas al poder verlas como instancias particulares de una nocién mas
general. En este texto nos preocupamos tnicamente por estructuras de incidencia
cuyo conjunto de objetos es finito, esta suposicién esté implicita en todo lo siguiente.

Antes estudiar alguna familia interesante de geometrias, es necesario introducir
la siguiente notacion. Si p es un punto en una estructura de incidencia (P, L,T),
denotamos (p) al conjunto de lineas incidentes con él, esto es

(p) ={le L: pll}.

De forma mas general, si () < P, entonces

(Q) = {l € L: pll para todo p € Q},

analogamente, si C' < L, escribimos
(C) ={pe P: pll para toda l € C}.

Al entero |(p)|, para p € P, le decimos el grado de p, de igual forma a |(I)| para
[ € L. Observamos que, en principio, dos lineas podrian ser incidentes con la misma
coleccion de puntos, por ejemplo, se puede verificar que si P = {1,2,3} y L =
{l1,15,13}, si definimos

I = {(1, ll>, (1, l2>, (17 l3)7 (27 ll)a (27 12)7 (37 l3>}
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entonces, la geometria (P, L, I') cumple que (I;) = (I2) = {1,2}, y (I3) = {1,3}. Por lo
tanto, uno no puede describir esta geometria mediante el conjunto {(l;): i € {1, 2, 3}},
ya que para reconstruir correctamente la geometria a partir de ellos, también debemos
comunicar la cantidad de lineas distintas que dan lugar a cada conjunto (I;). Cuan-
do hay lineas diferentes cuyos conjuntos de puntos incidentes con ellos son iguales,
decimos que se trata de lineas repetidas. En este texto tratamos tinicamente con
estrucutras de incidencia en donde no existen lineas repetidas, a una estructura de
este tipo le decimos simple. En este caso, podemos identificar el conjunto de lineas
de la geometria con {(I): € L} y la relacion de incidencia con la que induce la per-
tenencia €, razoén por la cual, de ahora en adelante, describimos una estructura de
incidencia con una pareja ordenada (P, L) en donde L < P(P). El siguiente resultado
expresa una condicién necesaria para la existencia de una estructura de incidencia;
su demostracién es una técnica importante en combinatoria.

Proposicion 1.3.1. Si los puntos y lineas de una estructura de incidencia tienen
grados ry,...,m, Yy ki, ..., ks, respectivamente, entonces

n S
2= ks
i=1 j=1

Demostracion. Suponemos que P = {py,...,p,} v B = {l;...,ls} son los puntos
y lineas de la estructura tales que los grados de p; y I;, coni € [r] y j € [s], son r;
y k; respectivamente. Observamos que es posible contar la cantidad de incidencias
entre puntos y lineas, esto es el conjunto de los pares ordenados (p;,[;) tales que p;
es un punto en la linea [;, de dos formas distintas: contando las parejas incidentes
con cada punto p; y luego sumando los resultado, esto es

n
S
i=1

o contando las parejas incidentes con cada linea [; y luego sumando los resultados,

esto es
S
2k
j=1
|

La primera clase de estructuras de incidencia en la que fijamos nuestra atencién
es la de aquellas que satisfacen lo siguiente:
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Plano proyectivo.
1. Para cualesquiera dos puntos existe una tnica linea que pasa por ambos.
2. Cualesquiera dos lineas se intersectan en un punto.
3. Toda linea es incidente con al menos tres puntos.
4. Existen al menos dos lineas.

A una estructura de incidencia que satisface estos cuatro axiomas, a los que nos
referimos como P.1,P.2, P.3, y P.4 respectivamente, le decimos un plano proyectivo.
Un ejemplo de plano proyectivo nos lo brinda el plano de Fano®, una imagen de éste
se puede ver en la Figura 1.1. Como veremos también en la Secciéon 1.4, suele ser més
sencillo describir estructuras de incidencia particulares con diagramas como este, en
donde se dibuja un pequeno circulo o simbolo por cada punto y curvas o rectas que
pasan por los puntos con los que inciden.

Figura 1.1: El plano de Fano.

Notemos que en el plano de Fano cada linea tiene tres puntos y por cada punto
pasan tres lineas; ademaés el plano tiene siete puntos y siete lineas. Esto no es casua-
lidad, sino una condicién necesaria para los planos proyectivos, esto lo demostramos
en el siguiente resultado.

®Gino Fano (1871-1952) fue un matemético italiano cuyo trabajo estuvo enfocado principalmente
en la geometria proyectiva y algebraica. A los veintiddés afios propuso un sistema axiomaético para
la geometria proyectiva, el plano que lleva su nombre es un modelo que cumple dicho sistema y es,
notablemente, el primer ejemplo publicado de una geometria finita.[14]



24 PRELIMINARES

Proposicion 1.3.2. Si (P, L) es un plano proyectivo, existe n € Z* tal que |(p)| =
()] = n + 1 para cualesquierape P yle L, y |P|=|L| =n*+n+ 1.

Demostraciéon. Primero notemos que, si p es un punto que no incide con una linea
[, entonces podemos definir una funcion de (1) a (p) como ¢ — pq, en donde pg denota
a la tnica linea que pasa por p y ¢, que existe por P.1. Esta funcién es inyectiva ya
que [ es la tnica linea que pasa por cualesquiera dos puntos en (1), de manera que, si
q y ¢ son puntos distintos en (1), entonces pg no pasa por ¢’, y pq’ no pasa por ¢, asi
que pq # pq'. Ademas es suprayectiva ya que cualquier linea en (p) debe intersectar
a | en algin punto gracias a P.2. Se deduce que |(p)| = |()| siempre que p no esta
en [. Para concluir que cualesquiera dos objetos en el plano tienen el mismo grado,
mostraremos que si [ y I’ son dos lineas, entonces existe p que no estd en [ ni en [’.
Observemos que al suponer la existencia de tales lineas se utiliza P.4. Para ver que
en efecto existe tal punto observamos que, por P.1, P.2 y P.3, [ y I’ tienen un tnico
punto en comun y existen cuatro puntos distintos: p,p’ € I\l' y ¢q,¢" € I'"\l. Ademas,
por P.1 y P.2, podemos llamar r al Gnico punto en pg N p'q’ y r no esta en [ ni en
" ya que, si por ejemplo r € [, entonces [ es la tnica linea que pasa por p y 7, como
pq pasa por py r, P.1 asegura que [ = pq, lo que contradice que ¢ € I'\l. Se concluye
que existe un punto fuera de cualesquiera dos lineas, lo que implica que cualesquiera
dos lineas tienen el mismo grado y, de forma muy semejante, se puede ver que para
cualquier punto existe una linea que no pasa por él. Con lo que podemos concluir la
primera afirmacion del enunciado si definimos n = |(p)| —1 = |I| —1 para cualesquiera
pePolel.

Para ver la segunda afirmacion, volvemos a contar de dos formas distintas, en
este caso, consideramos p € P cualquiera y observamos que el niimero de banderas
{q,1} con p € l y q # p por un lado, gracias a P.1, es |P| — 1. Por otro lado, por
la primera afirmacién, hay n + 1 lineas incidentes con p y cada una de ellas tiene n
puntos distintos de p (que ademés son diferentes por pares por P.2), de forma que
hay n(n + 1) banderas de este tipo. Se concluye que |P| —1 = n? + n y asi que
|P| = n?+n+ 1. Para concluir que lo mismo es cierto para |L| sin necesidad de hacer
un argumento analogo recordamos la Proposicion 1.3.1, que en este caso asegura que

n2+n+1 |L]|
Z n+l=2n+1, por lo tanto
i=1 i=1
(n+1)(n*+n+1)=(n+1)|L|, y asi
L] =n*+n+1.



1.3 GEOMETRIAS 25

Al ntimero n de la proposicion anterior le decimos el orden del plano proyectivo.
Ahora, introducimos una segunda familia de geometrias, intimamente relacionadas
con los planos proyectivos. Estas geometrias son aquellas que satisfacen lo siguiente:

Plano afin.

1. Para cualesquiera dos puntos existe una tnica linea que pasa por ambos.

2. Dada una linea y un punto fuera de ella, existe una tnica linea que pasa por
el punto y no intersecta a la linea.

3. Existen al menos tres puntos que no estan en una linea comun.

A una estructura de incidencia asi le decimos un espacio afin. Como es de espe-
rarse, nos referimos a estos axiomas como A.1, A.2, y A.3 respectivamente. Decimos
que dos lineas | y I’ que satisfacen que |({b,b'})] = 0 son paralelas, asi, A.2 es el
quinto postulado de Euclides y el plano euclideano es un ejemplo de espacio afin.
Los espacios afines son muy utiles para entender los planos proyectivos, la razén
es que, ademéas de estar claramente ejemplificados con la geometria euclideana, es
posible construir planos proyectivos con base en cualquier espacio afin y viceversa.
Esencialmente, los planos proyectivos son espacios afines con una linea adicional, a
veces llamada linea al infinito, formada por puntos donde se intersectan las rectas
paralelas. Otra relacion muy tutil entre los espacios afines y los planos proyectivos
es que algunos de los segundos se pueden construir también a partir de ciertos es-
pacios afines “tridimensionales”: apelando a la idea intuitiva del espacio euclideano
tridimensional, se consideran como puntos de una geometria a las rectas que pasan
por un punto fijo y como lineas a los planos que pasan por el mismo punto. Es fa-
cil convencerse de que, como cualesquiera dos rectas determinan un plano, y como
cualesquiera dos planos que se cortan en un punto se intersectan en toda una recta,
entonces se satisfacen P.1 y P.2. Lo anterior, sumado al hecho de que Z,», cuando
p es un niamero primo, tiene una estructura algebraica llamada campo, nos permite
considerar sobre él otra estructura algebraica, un espacio vectorial tridimensional, la
cual puede entenderse como un anélogo finito al espacio euclideano tridimensional,
en tanto que ambos son instancias de espacios afines, y, con base en ellos, es posible
construir planos proyectivos de orden p". Lamentablemente, la relaciéon entre estas
geometrias, y las hermosas construcciones que la sustentan, escapan los alcances de
este texto, por ello nos limitamos a referir al lector a [10, 11] para mas detalles al
respecto. Enunciamos la existencia de estos planos en la siguiente proposicion, y
mostramos un ejemplo del espacio afin asociado a borrar una linea del plano de fano
en la Figura 1.2.
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Proposicion 1.3.3. Si p es un nimero primo y n € Z*, entonces existe un plano
proyectivo de orden p" al que denotamos PG(2,p™).°

Figura 1.2: Cuando se le borra una linea a un plano proyectivo se obtiene un espacio
afin.

Si una estructura de incidencia satisface que existe algin entero positivo k tal
que para toda linea [ se cumple que |l| = k, le decimos una k-hipergrafica. En
particular, cuando k = 2 decimos que se trata de una grafica, éstas son el objeto
principal del presente texto, y dedicamos la Seccion 1.4 a establecer la teoria necesaria
sobre ellas. Antes de esto, nos fijamos en que, por la Proposicién 1.3.2, los planos
proyectivos de orden n son instancias de (n + 1)-hipergraficas; no debe sorprender
al lector que los espacios afines, que se pueden obtener de borrar una linea de un
plano proyectivo, sean n-hipergraficas. El ltimo tipo de geometria que nos compete
generaliza a todos los anteriores, para obtenerlo es preciso generalizar los axiomas
P.1 y A.1 con el siguiente:

Existen t y A enteros positivos tales que para cualesquiera ¢ puntos existen \ lineas
incidentes con todos ellos.

A las k-hipergraficas que satisfacen esto les decimos disenos con parametros t, k, y \.
Esto lo hacemos mas preciso diciendo que un diseno es una estructura de incidencia
(P, L) tal que existen ¢, k,\ € Z* que se satisfacen, para cualquier ¢t-conjunto de
puntos @ y cualquier linea [

U] =k

(@) = A

Del inglés Projective Geometry, el primer parametro denota la dimension del espacio proyectivo,
el segundo su orden.
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Una estructura de incidencia que es un disenio con parametros ¢, k, y A, y que tiene n
puntos es un t — (A, k,n)-disefio o un S)(¢, k,n). La existencia de disefios con ciertos
parametros es la principal pregunta en la teoria de disenos, por lo que la construccion
de ellos no suele ser inmediata, por esto posponemos la exhibicién de un ejemplo de
diseno diferente de los ejemplos que ya conocemos hasta el El Capitulo 2, en donde
veremos que es posible caracterizar la estructura de las anticipadas grdficas de fichas
usandolos.

1.4. Graficas

A continuacion, exponemos los conceptos y resultados de la teoria de gréficas
necesarios para el desarrollo de los Los Capitulos 2 y 3. Como ya hemos discutido,
una grafica es una estructura de incidencia en donde cada linea tiene dos puntos. En
realidad, en este texto trataremos con una nocion ligeramente diferente, la de grafica
reflexiva. Esta es una grafica, como la hemos descrito anteriormente, que modifi-
camos anadiendo a su conjunto de lineas los conjuntos unitarios de cada punto. Es
decir, para obtener una gréfica reflexiva, anadimos en cada punto de una gréafica una
linea que solo incide con él, a una linea de este tipo le decimos un lazo. Llamamos
a una geometria asi una grafica reflexiva ya que es posible definir una relacién sobre
su conjunto de puntos en la que dos de ellos estan relacionados siempre y cuando
exista una linea b tal que (b) es el par formado por dichos puntos. Esta relacion cla-
ramente es simétrica, ademés, una grafica queda completamente determinada por su
conjunto de puntos y esta relacion, ya que es posible reconstruir el conjunto de lineas
a partir ella. Asi, podriamos definir una grafica como una pareja (P, R) en donde
R es una relaciéon simétrica sobre P y en donde ningin elemento esta relacionado
consigo mismo. Si modificamos la tltima condiciéon pidiendo que, al contrario, todo
elemento esté relacionado consigo mismo, obtenemos una definiciéon equivalente a la
de grafica reflexiva. Veremos que las graficas reflexivas tienen un comportamiento
fundamentalmente diferente al de las primeras gréaficas, paraddjicamente, al trabajar
con ellas suele ser facil ignorar la presencia de los lazos. Es decir, el analisis que
hacemos sobre las graficas reflexivas, y de los objetos que construimos con base en
ellas, depende fuertemente de su reflexividad y, sin embargo, en pocas ocasiones es
necesario apelar a la existencia de los lazos para realizar argumentos. Antes de ver
un ejemplo de esto, convenimos que, si G' es una grafica — reflexiva o no— entonces
denotamos V(G) = Py E(G) = B. A los elementos de V(G) les decimos vértices
de G y, alos de E(G), sus aristas. En el contexto de las graficas, denotamos a un
par de vértices {z,y} por xy, por esto, decir que existe una arista que incide con x y
y en una grafica G, es igual a la afirmacion xy € E(G). Ademas, cuando zy € E(G),
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decimos que xy es la arista que “une a x y y”, que “estd entre x y y”, que z y y son
extremos de xy, y que x y y son adyacentes. Al conjunto de todos los vértices
adyacentes a x en G le decimos la vecindad de x en G, lo denotamos Ng(z), y a sus
elementos les decimos vecinos de x. Notemos que x € Ng(z) para toda grafica refle-
xiva gracias a los lazos. Por otro lado, el grado de un vértice z en G, es la cantidad
de aristas incidentes con = contando a los lazos dos veces. Cuando GG no tiene lazos,
equivalentemente dg(x) = |[Ng(x)|. Para fines de este trabajo, consideramos una no-
cion ad hoc de grado, a saber, para un vértice x, su grado es el nimero de aristas,
que no son lazos, incidentes en GG, al que denotamos dg (). Notemos que esta nocion
coincide con la nocién clasica de grado en el caso de las graficas sin lazos. Si x € X
yyeY,con X,Y € V(G), entonces xy es una XY -arista. Al conjunto de todas las
XY -aristas en G lo denotamos Eg(X,Y’). Cuando el contexto lo permite, omitimos
el subincide G de las notaciones anteriores y escribimos N(z), d(x), y E(X,Y) para
denotar a estos objetos, a los que les también les decimos simplemente la vecindad
de z, el grado de z, y las XY-aristas, respectivamente. El orden de una grafica
es la cardinalidad de su conjunto de vértices. A la tnica grafica cuyo conjunto de
vértices es vacio le decimos nula. A ésta y a la tnica grafica reflexiva con un tnico
vértice les decimos graficas triviales. En ocasiones las graficas triviales son ttiles
para realizar argumentos inductivos, en otras se vuelven contraejemplos molestos;
para evitar ambiguedades, al inciar una discusién y enunciar resultados, expresamos
el orden que debe tener una gréafica para que el analisis sea valido. Si no se hace
explicito el orden de las gréaficas, es porque el analisis es valido para toda gréafica,
incluyendo a las triviales.

Si G y H son graficas, definimos un homomorfismo de graficas de G en H
como una funcion f: V(G) — V(H) tal que

zy € E(Q) implica que f(z)f(y) € E(H).

Asi como para los homomorfismos de grupos, llamaremos morfismos a los homo-
morfismos de graficas y usamos la férmula f: G — H para denotar que f es un
morfismo de GG en H. Los morfismos, como cualquier funcién, inducen una particion
en su dominio dada por 6y = {f'[{u}]}uev (). A una clase f~'[{u}] de esta par-
ticion, le decimos la fibra de u bajo f. Observemos que si no existe un lazo en u
entonces, como f es un morfismo, cualesquiera vértices en la fibra de v bajo f no son
adyacentes. Es decir, que los vértices en f~1[{u}] no tienen lazos y no hay dos de ellos
adyacentes. En cambio, si existe un lazo en u, para cualesquiera z,y € f~[{u}] se
satisface inmediatamente que f(z)f(y) € E(H). De forma mas general, la estructura
de la grafica en el contradominio de un morfismo f impone a éste restricciones sobre
la existencia de adyacencias entre vértices en fibras de 6y, las cuales estan subordi-
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nada a las adyacencias entre los vértices de H que dan lugar a ellas. Precisamente, si
u,v € V(H) y uv ¢ E(H) entonces, para cualesquiera x € f[{u}] y y € f~[{v}] se
tiene que zy ¢ E(G). De hecho esto es equivalente a que f sea un morfismo, es decir,
un morfismo de G en H es una funcion f: V(G) — V(H) tal que para cualesquiera

ze f{ul]l y ye fH{v}]
wv ¢ F(H) implica que zy ¢ E(G).

Asi, la existencia de un morfismo de G en H es equivalente a la de una particion de
los vértices de G indexada por los de H, {S,}uev(m), tal que uv ¢ E(H) implica que
un vértice en S, no es adyacente a uno en S,. Esta identificacién entre los morfismos
de graficas y estas particiones de vértices nos permite, en primera instancia, apreciar
una diferencia cualitativa entre los morfismos de graficas y los de graficas reflexivas.
En los primeros, las clases de 0 estan formadas por vértices no adyacentes por pares,
mientras que en las graficas reflexivas, éstas estdn formadas por vértices que satisfacen
la condiciéon de morfismo sin importar si son o no adyacentes. En la Figura 1.3
podemos ver dos graficas tales que existe un morfismo de la grafica a la izquierda en
la que se encuentra a la derecha, y un dibujo de la particion inducida en su dominio.
Notemos que esta funcién no seria un morfismo si no fuera por la presencia de los
lazos de la grafica a la derecha, ya que existen vértices adyacentes en sus fibras.
Por otro lado, esta forma de aproximarnos a los morfismos de graficas también nos
permite, dada 6 = {S;};c; una particion de los vértices de una grafica G, construir la
grafica cociente de G sobre 6 como la gréafica G/0 con V(G/0) = I y tal que, para
1,7€l

ij € E(G/0) siy sélo si existen x € S; y y € S; tales que zy € E(G).

Definiendo la funcion de V(G) en V(G/0) dada por z — i, con i el tnico elemento
de I tal que z € S;, ésta resulta ser un morfismo de G en G/6 cuya coleccion de
fibras es 0. En general, si f: G — H es cualquier morfismo, entonces la grafica con
conjunto de vértices f[V(G)] y aristas de la forma f(z)f(y) € E(H) para xy alguna
arista de GG, le decimos la imagen de G bajo f y la denotamos f(G). Observemos
que, en el caso particular en que f es suprayectiva, se tiene que f(G) = H. Resulta
que los cocientes de una grafica y sus imégenes son dos caras del mismo concepto,
esto lo precisamos y demostramos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.1. Sea G una grdfica. Para toda grdifica H, existe f: G — H tal
que f(G) = H si y sdlo si existe 0, una particion de los vértices de G, tal que

G/o=H.
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Demostracion. Si primero suponemos que 6 = {S;},c; es una particion de V(G)
entonces la funcién de V(G) en I dada por x — i si € S; es un morfismo de G
en GG/0 ya que la adyacencia entre vértices de la grafica cociente esta definida de
forma que se cumpla la condicién de morfismo de esta funciéon. Ademas, como 6 es
una particion, para cada i € [ existe x € S; y, por lo tanto, V(f(G)) = I. Ademas,
nuevamente, por la forma en la que se definen las adyacencias en la grafica cociente,
es claro que todas las aristas de G/6 son de la forma ij para alguna zy € E(G) tal
que £ — iy y +— j. Asi, G/ es la imagen de G bajo esta funcion.

De forma semejante, si existe un morfismo de G en H tal que f(G) = H entonces,
haciendo la gréafica cociente de G sobre la particion 0y = {f~![{u}]}uev (), se tiene
que ésta tiene conjunto de vértices V(H) ya que en este caso I = V(H). Ademas,
F{u}] y 7 [{v}] son adyacentes en G/6; siempre y cuando existan vértices de G,
re f{u}] y y e f'[{v}] adycentes. Como f(G) = H, lo anterior sucede siempre
que wv € E(H). Se concluye que E(G/0;) = E(H) y, asi, H = G/6;. |

Figura 1.3: Epimorfismo de una grafica no-reflexiva en una grafica reflexiva y la
particion asociada.

Ahora observemos que, si G y H son gréficas reflexivas, es evidente que los lazos de
G, es decir, las aristas de la forma uu para algin u € V(G), cumplen que f(u)f(u) €
E(H) para toda f: V(G) — V(H). De forma que, para comprobar que una funcion
es un morfismo, basta ver que esta condiciéon se cumple para las aristas que no
son lazos. Esta es una de las formas en que la reflexividad de las graficas es una
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suposicion que es facil omitir al trabajar con ellas. Otro ejemplo es que, para definir
una grafica reflexiva, es suficiente describir la adyacencia para vértices diferentes. Es
decir, no es necesario dar una definiciéon de las aristas que incluya a los lazos ya que
esta informacion es redundante en el entendido de que se esta definiendo una gréfica
reflexiva, de forma que basta con describir la adyacencia entre vértices diferentes.
Para aprovecharnos de lo anterior, convenimos que de ahora en adelante todas las
graficas con las que tratamos son gréaficas reflexivas y, por simplicidad, a éstas les
decimos “graficas” sin especificarlo. Ademaés, al dibujar diagramas de ellas, definirlas,
y demostrar que funciones entre ellas son morfismos, omitimos la presencia de los
lazos que existiran en todos los vértices que consideremos.

Dadas G y H graficas y f: G — H, decimos que f es un monomorfismo de
graficas si f: V(G) — V(H) es inyectiva. Por otro lado, es un epimorfismo de
graficas si f(G) = H. Hacemos énfasis en que la condicion f(G) = H implica que
f es suprayectiva, pero no toda funcién suprayectiva satisface lo primero. Natural-
mente, f es un isomorfismo de graficas si es un monomorfismo y un epimorfismo.
En este caso notemos que, como f es un monomorfismo, entonces 6, estd compuesto
de conjuntos unitarios y, como es un epimorfismo, se tiene que 05 = (V(lG)). Por lo
tanto, como uv € E(H) implica que existen z € f~![{u}] y y € f~![{v}] tales que
xy € E(Q), se sigue que f(x)f(y) € E(H) implica xy € E(G). Asi que un isomorfismo
de G en H es una funcion biyectiva f: V(G) — V(H) tal que

zy € E(G) siysolosi f(zx)f(y) e E(H).

Cuando existe un isomorfismo entre G y H decimos que estas son graficas isomorfas,
lo que denotamos por G =~ H. Asi como con los grupos, dos gréficas isomorfas se
entienden como “idénticas salvo el nombre de los vértices”, por lo que en ocasiones
las tratamos como la misma grafica, extrapolando cualquier resultado valido en una
grafica a todas las graficas isomorfas a ella. Por ejemplo, notemos que para cualquier
monomorfismo f: H — G se tiene que f': V(H) — f[V(H)] definida como f'(z) =
f(z) para toda z € V(H), es un isomorfismo de H en f(H). Esto nos lleva a pensar
en que dentro de G hay una “copia” de H

Lo anterior nos lleva al concepto de subgrafica de una grafica GG, esta es cual-
quier grafica H tal que V(H) € V(G) y E(H) € E(G). Es comtn que abusemos
de la terminologia y le digamos subgrafica de G a toda grafica H que admita un
monomofismo f: H — G ya que, en este caso, H es isomorfa a f(H), la cual es una
subgrafica de GG. En esta circunstancia, podemos definir una subgrafica de G dada
por G’ = (f[V(H)], Ec(f[V(H)])). Sucedera que f(H) es subgrafica de G’ pues, evi-
dentemente, f[V(H)| < V(G") y E(f(H)) € Ec(f[V(H)]). En este sentido G’ es la
subgrafica de G con conjunto de vértices f[V(H)] més grande, pues contiene a todas
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las aristas entre vértices de f[V(H)] que existen en G. En general, si X < V(G), a la
subgrafica de G dada por (X, F(X)) le decimos la subgrafica de G inducida por X
y la denotamos por [X|g. Como las subgréfica inducidas de G se pueden identificar
sin ambiguedad con el conjunto de vértices que la induce, entonces —como un sub-
conjunto V' de V(G) se puede describir mediante el conjunto W = V(G)\V ya que
V = V(G)\W— las subgraficas inducidas de G' también se pueden entender como
subgraficas de G que se obtienen de borrar un conjunto de vértices de G' junto con
todas las aristas que tuvieran un extremo en éste. Es decir, si W < V(G), definimos
la grafica G — W como [V(G)\W]g. Semejantemente, si £ € F(G), definimos G — E
como la subgréfica (V(G), E(G)\E), obsérvese que en este caso, a menos que F = &,
G — E no es una subgréfica inducida de G. En particular, si W = {z} o E' = {e} para
reV(G)yee E(G), escribimos G—W = G —x 0 G— E = G — e, respectivamente.
El conjunto {G' — z},ev (@) es el mazo de G, lo denotamos D(G), y a sus elementos
les decimos las cartas de G. El mazo de una grafica es el objeto central de una
importante pregunta abierta en teorfa de gréficas, atribuida a Ulam” y Kelly® [25],
que enunciamos a continuacion.

Conjetura de la recontruccién. Si G y H son graficas de orden al menos 3,
entonces G =~ H si y solo si existe una biyeccion r: V(G) — V(H) tal que G — z =
H — r(z) para toda x € V(G).

Otro tipo de subgraficas particularmente interesante comprende a aquellas H,
subgréficas inducidas de G, tales que existe ¢: G — H que satisface g0|v( my = lvim)-
En este caso, decimos que ¢ es una retraccion de GG en H, o simplemente una
retraccion de G, y que H es un retracto de G. Més atun, cuando ¢ es una retraccion
de G tal que | sop(¢)| = 1, decimos que se trata de una retraccién de un punto de
G. Obsérvese que los retractos de este tipo de retracciones son cartas de G. Veremos
en el El Capitulo 2, que las retracciones de un punto resultan de enorme utilidad
para estudiar el juego de policias y ladrones en graficas.

Como mencionamos en la la Secciéon 1.2, los conceptos de morfismo y producto
son nociones que aparecen en diferentes areas de las matematicas. A continuacion
introducimos el producto de graficas y demostramos la Proposicion 1.4.2, que

"Stanistaw Marcin Ulam (1904-1984) fue un matematico y fisico polaco-americano, famoso por
idear un mecanismo para iniciar la fusion necesaria para hacer una bomba de hidrégeno y por crear
el método Monte-Carlo, una técnica muy importante en estadistica. En 1960 publico A collection
of mathematical problems, en donde plantea esta conjetura. [14, 52]

8Paul Joseph Kelly (1915-1995) fue un mateméatico americano, estudiante de doctorado de Ulam
en University of Wisconsin. En su tesis de doctorado A congruence theorem for tress, publicada
en 1945, demostro que la conjetura es cierta para cierto tipo de graficas y, por exhausiéon, que se
cumple para todas las graficas con a lo més seis vértices.[415][34]
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es conocida como la “propiedad universal” del producto. El producto cartesiano de
conjuntos y el producto de grupos satisfacen propiedades idénticas, remplazando la
palabra “grafica” por “conjunto” y “grupo”, respectivamente. Esta propiedad es la
razéon por la que esta construccion resulta tan importante, nuevamente dirigimos al
lector a [19] para leer mas al respecto. Si {G;}ic; es una coleccion de graficas, su
producto es la grafica [ [,.; G; con conjunto de vértices [ [,.; V(G;) y tal que

uwek <H Gi> si y solo si u;0; € E(G;) para toda i € I.

el

Proposicion 1.4.2. Una grdfica H es isomorfa al producto de {G;}icr si y solo si
existen m;: H — G; para cada i € I tales que, para cualquier grifica K y p;: K — G
para cada v € I, existe un unico f: K — H tal que p; = m; o f.

Demostracion. Veamos que podemos definir m;: [[,.; V(G;) — V(G;) como 7;(4) =
;. Por la definicion de la adyacencia en el producto, se sigue que si 40 € E(] [,.; Gi)
entonces 4;0; € E(G;). Ademas, si K es una gréfica para la que existe p;: K — G}
para cada i € I, entonces definimos f: V(K) — [[,.; V(G;) como z — Z en donde
Z; = pi(x) para toda i € I. Es claro que entonces p; = m;0 f y, més atn, f es la tnica
regla de asignaciéon que cumple esto.

Por otro lado, si existe H y 7;: H — G; para i € I tales que para cualquier grafica
Ky pi: K - G; para cada ¢ € I, existe un tnico f: K — H tal que p; = m; 0 f,
entonces, tomando K = [[,.; G; y p; = m;, se tiene que existen tnicas f: H — Ky
f'm K — H tales que

m=mofym=molf

para toda i € I. Ahora consideremos la composicion fo f': K — K, como
Wio(fofl) = (Wiof)oflzﬂ'z{oflzﬂm

entonces f o f" = Iy k). De forma analoga f'o f = Iy, con lo que se concluye que
f' = f~'y, por lo tanto, f es un isomorfismo entre H y K. [ |

Nuevamente, en el caso en que G; =~ G para toda i € I denotamos [[,.;G; = G',
en particular, si I = [k] entonces G! = G*. Mas atin, al producto de {G,H} lo
denotamos G x H.

Una construccion parecida es el llamado producto caja, subrayamos que éste
no es un producto en el sentido de la la Proposicion 1.4.2, lo que es evidente ya que
esta proposicion afirma que la grafica que satisface esta propiedad es tnica salvo
isomorfismo. Sin embargo, esta construccion resulta igualmente ttil y, como veremos
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en el El Capitulo 2, su estructura esta intimamente relacionada con las grdficas de
fichas. Dada una coleccion de graficas {G,}icr, su producto caja es la grafica [ie; G;
con conjunto de vértices | [..; V(G;) y tal que
uv € E(JG;)
el
<

existe una tnica i € [ tal que u; # 0; y, para ella, 4;0; € E(G;).

Cuando G =~ G; para toda i € I denotamos [Jic; G; = GBI y, cuando I = [k] escribi-
mos GH! = GU*. También, al producto caja de {G, H} lo denotamos G'[1H. Antes
de ver un ejemplo de estas construcciones, nos conviene introducir algunas familias
de graficas que tienen estructuras sencillas, por lo que son féciles de visualizar, y nos
ayudaran a lo largo del texto a analizar la estructura de graficas con estructuras mas
complejas.

Una grafica G de orden n € Z* U {0} es vacia si no tiene aristas que no son lazos.
Se sigue que dos gréficas vacias con el mismo orden son isomorfas y, ademas, si H es
una grafica que no es vacia, no existe ninguna funcion inyectiva f: V(H) — V(G)
que sea un morfismo de H en G. Es decir, las graficas vacias con la misma cantidad
de vértices son todas isomorfas entre si y ninguna de ellas es isomorfa a una gréfica
que no lo sea, sin embargo, dado que el conjunto de vértices sobre el que puede
definirse una grafica vacia de orden n puede ser cualquiera de cardinalidad n, no es
preciso referirse a la grafica vacia de orden n. Por esto, resulta conveniente definir
una grafica vacia “estandar” a la que todas las demas graficas vacias de ese orden
son isomorfas y tratarla como si fuera la tnica grafica vacia. Asi que definimos Oy
como la grafica nula y, para n € Z*, la grafica O,, tiene conjunto de vértices [n] y
cualesquiera i, j € V(0O,,) satisfacen que

i#j = ij¢ E(O,).

Ahora, con el mismo espiritu, decimos que una grafica es completa si cualesquiera
dos de sus vértices son adyacentes, vuelve a resultar que las graficas completas del
mismo orden son isomorfas entre si y no lo son con ninguna otra grafica. Por ello,
definimos K, como la gréafica nula si n = 0 y, para n € Z", como la grafica con
conjunto de vértices [n] y que cumple

ijen] = ije B(Kp).

Por otro lado, una grafica es una trayectoria si existe un orden lineal sobre sus
vértices tal que dos de ellos son adyacentes si y s6lo si son consecutivos en el orden.
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Por lo tanto, si dos graficas son trayectorias del mismo orden y asociamos los i-ésimos
vértices de cada orden lineal, se obtiene una correspondencia biyectiva de manera que
dos vértices de la primera trayectoria son consecutivos en uno de los ordenes lineales
siempre y cuando sus imagenes lo sean en la otra. Se concluye que nuevamente las
trayectorias estan determinadas —salvo isomorfismo— por su cantidad de vértices.
Por ello, para n € Z* U {0}, la grafica P, es la grafica nula si n = 0 y es la grafica
con conjunto de vértices [n] y que satisface

ijeEP,) — i=j+1

en otro caso. De fomra similar, una grafica G de orden n, para n € Z"\{1, 2}, es un
ciclo si existe un n-ciclo a € Sy () tal que

ry € E(G) < == ay).

Los ciclos vuelven a estar determinados, hasta isomorfismo, por la cantidad de vérti-
ces que tiene, por eso efinimos C,,, para n € Z\{1, 2}, como la grafica con conjunto
de vértices [n] y en donde

ije E(C,) < i=j+ lmod,.

Es particularmente productivo encontrar la estructura de alguna de las graficas an-
teriores “dentro” de otras graficas, es decir, saber cudndo son subgraficas de alguna
grafica. Porello, si f: O,, — G es un monomorfismo, decimos que f(O,,) es un coclan
de Gy, de forma anéloga, a la imagen de un monomorfismo de K,, en G le decimos
un clan de G, a la de uno de P, en G una trayectoria de GG y, a la de uno de C), en
G, un ciclo de la grafica G. Al conjunto f[V(O,)] para f un monomorfismo es un
conjunto de vértices independientes en G. Por ejemplo, cualesquiera dos vértices
de una gréafica que no son adyacentes forman un par de vértices independientes. En
la la Figura 1.3 la grafica imagen es una grafica completa de cinco vértices, es decir
que es isomorfa a Kj; en la la Figura 1.4 se pueden ver diagramas de P3, C}, su
producto, y su producto caja.

Para introducir una ultima grafica “estandar”, la cual resultard muy comoda para
construir algunos contraejemplos, definimos primero que V' es un conjunto domi-
nante de una grafica G si es un subconjunto de sus vértices tal que, para todo
x € V(G), z tiene un vecino en V. Como V = V(G) es un conjunto dominante
para cualquier grafica GG, entonces es correcto definir y(G) como el menor entero tal
que existe un conjunto dominante de G de cardinalidad v(G), al que le decimos el
nimero de dominaciéon de G. Si en una grafica existe z € V(G) tal que {z} es un
conjunto dominante de GG, decimos que = es un vértice universal de G. Con base
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Y

C.

P,OC,

Figura 1.4: Diagramas de P, Cy, Py x Cy, y P3[1C}y.

en esto definimos que una grafica GG es una rueda si tiene un vértice universal = tal
que GG — x es un ciclo. Nuevamente una rueda solo es isomorfa a otras ruedas con el
mismo orden, entonces para n € Z* U {0} definimos W), como la grafica con conjunto
de vértices [n] u {0}, tal que 0 es universal y W,, — 0 = C,,.

Si G es una graficay P: P, — G es un morfismo decimos que P es un camino de
G. Cuando P es un camino escribimos V(P) = V(P(P,)) vy E(P) = E(P(P,)), a los
que le decimos los conjuntos de vértices y de aristas del camino P respectivamente. A
P, y P, les decimos los extremos del camino P, mas atun, a P le decimos el vértice
inicial de P y a P, su vértice final. Obsérvese que una arista xy da lugar al camino
P: P, — G cuyos extremos son x y y, por lo que esta terminologia generaliza la propia
para aristas. En general, a P; le decimos el i-ésimo vértice de P y, a los vértices de la
forma P; para algiun i ¢ {1,n} les decimos sus vértices internos. Cuando un camino
es tal que su vértice incial y final son iguales, le decimos un camino cerrado, si
dicho vértice es x, entonces es un camino cerrado basado en z. Observemos que
los caminos, al ser funciones de [n] en V(G) para alguna n € Z*, son palabras de
vértices de (G, asi que recuperamos esa notaciéon para describir a un camino P en
G como P = zy...x,, para algunos z1,...z, € V(G) tales que z;x;,1 € E(G) para
toda i € [n — 1]. Ademaés, si P es tal camino en GG, adoptamos notaciéon semejante
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para denotar el camino P restringido de z; a x;, al que definimos como

r;Pr; = P‘[iﬂ.
En particular, si ¢ = 1 o j = n, escribimos x1Px; = Px; o x;Px, = x;P, respecti-
vamente. Ademaés, si X,Y < V(G) y P es un camino de G con vértice inicial en X
y vértice final en Y, decimos que P es un XY -camino y, si P es un monomorfismo,
entonces es una XY-trayectoria. En particular, si X = {x} y Y = {y} para algunos
x,y € V(G), entonces decimos que se trata de un xy-camino o una zy-trayectoria,
respectivamente. Dos zy-trayectorias de G son internamente ajenas si la intersec-
cion de sus conjuntos de vértices es {x,y}, ademas decimos que las trayectorias que
conforman una colecciéon arbitraria de xy-trayectoria son internamente ajenas si son
internamente ajenas por pares.

Teniendo presente que un camino en una grafica G es una palabra de vértices
x1---x, tales que, si n > 2 entonces z;x;41 € E(G) para toda i € [n — 1], sera de
utilidad asociarle a cada uno de ellos la palabra de las aristas que “recorre”. Es decir,
cuando n > 2, la condiciéon z;x;41 € E(G) nos permite asociarle a cada camino la
palabra de aristas x1x9 xox3 -+ T,_17,, esta es la palabra de longitud n — 1 dada
por i — x;x;41 para toda i € [n — 1]. Es claro que esta correspondencia es inyectiva
ya que, si dos caminos -+ &, y Y1 - - - Y, son diferentes, existe un primer i € [n — 1]
tal que x; = y; pero x;1 # ¥yi+1, de forma que la palabra de aristas asociada al
primer camino tiene por i-ésima evaluacion a x;z;,1, mientras que la asociada al
segundo camino tiene a x;y;41. Si m = 1 entonces le asociamos la palabra vacia, ya
que el conjunto de aristas de un camino asi camino es vacio. Obser vemos que, si
P=uxy2,yQ =1y ymson caminos de G para cualesquiera n, m € Z", entonces
la concatenaciéon de P con (), como palabras de vértices, es xq - - - py1 « + - Y, ientras
que la concatenacion de la palabra de aristas asociada a P con la de aquella asociada
a @) es Ty - Tp 1Ty Y1Yo - Yr_1Yk. NOtemos que la primera es un camino si y
solo si z,y; € E(G), por otro lado, para que la segunda sea la palabra de aristas
de algiin camino es necesario que x,, = y;. Preferiremos quedarnos con esta segunda
concatenacion para definir la concatenaciéon de caminos, es decir, si P = x1 -+ -z,
y Q = y1 -y, Son caminos en una grafica G tales que z,, = y1, la concatenacion de
P con () es el camino

Pszl"'$n—1=’Eny2"'ym=$1---$n_1y1y2~-ym.

Notemos que, como palabras de vértices, la longitud de P y ) es n y m respectiva-
mente, sin embargo, la longitud de P(Q) serd n + m — 1. En cambio, las palabras de
aristas asociadas a los caminos P y () tienen longitud n — 1 y m — 1 respectivamen-
te, mientras que la longitud de la palabra de aristas asociada a P(Q es de longitud
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(n—1)+(m—1) = n+m—2. Es decir que, al definir la concatenaciéon de caminos de
esta forma, serd més conveniente decir que la longitud de un camino P es la lon-
gitud de la palabra de aristas asociada, a la que denotamos ¢(P). Con esta notacion,
lo anterior es la afirmacion de que, para cualesquiera dos caminos de una grafica, P
y @, tales que el vértice final de P es igual el vértice inicial de (), se cumple que

((PQ) = £(P) + £(Q).

Esto tiene como consecuencia que, si P es un zy-camino, entonces los caminos de
longitud cero Q = x y Q' = y son tales que su concatenacion con P satisface

QP =Py PQ =P

Ademés de mostrar la consistencia entre las notaciones de camino restringido y con-
catenaciéon, ya que QP = P = xP y PQ' = P = Py, lo anterior es evidencia de
la existencia de caminos que se comportan como neutros de esta yuxtaposicon. En
efecto, para tener una estructura de monoide usando la yuxtaposicon de caminos co-
mo operacion, es necesario restringirnos a considerarla sobre el conjunto de caminos
cerrados basados en cualquier vértice x € V(G), esto ya que la operacion debe estar
definida entre cualesquiera dos elementos de un monoide, por lo que cualesquiera
dos caminos en un conjunto sobre el cual esta operacion pueda formar un monoide
deben tener el mismo vértice inicial y final. En este conjunto la concatenaciéon de
caminos en efecto forma un monoide en el que el neutro es el camino de longitud
cero basado en x, al que denotamos €,. Ahora, nos preocupamos por modificar este
monoide para obtener una estructura de grupo. Para ello definimos Cg(z) como el
conjunto de caminos cerrados de GG basados en x, como es usual, si el contexto lo
permite, denotamos a este conjunto como C'(z). El monoide sobre C'(z) formado por
la yuxtaposicon de caminos no es un grupo ya que no existen elementos inversos
para ningin camino mas que €,. Para corregir esta situacion, recordamos la relacion
simétrica sobre V(G) “es adyacente a”, este es el conjunto de parejas ordenadas (z,y)
tales que xy € F(G), aunque pueda parecer que esta relacion es, para todo efecto
practico, idéntica al conjunto E(G), veremos que el hecho de que las parejas ordena-
das (z,y) y (y,x) no son iguales, nos permitiré expresar nociones de “direccion” en
las graficas. Es decir, interpretamos a (z,y) como la parte de la arista zy que va “de
x a y’, le decimos la flecha de = a y, y, ya que esta relacion sera de gran utilidad a
lo largo del texto, reservamos para ella la notacion

R(G) = {(z,y) e V(G)?*: 2y € E(G)}.

Asi pues, veamos que a cada camino P = x1---x, con n > 2, le podemos asociar
la palabra de flechas (z1,x9) - (z,_17,). Esta asignacion vuelve a ser inyectiva y
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la concatenacion de dos de estas palabras, asociadas a P, @ € C(z), coincide con la
palabra de flechas asociada a la concatenacion de caminos P(). De manera que, si a €,
le asociamos la palabra vacia, la concatenacion forma un monoide sobre el conjunto
de las palabras de flechas asociadas a caminos en C'(z) muy parecido al que forma la
concatenacion de caminos sobre C'(z). Sin embargo, en el primero existen dos flechas,
(z,y) y (y,x), por cada arista xy € E(G), con base en las cuales podremos construir
definir los elementos inversos que buscamos. Para ello, para cualquier P € C(z)
con P = zy---x,, decimos que un camino @) € C(z) dado por Q = y; -+ Ym, se
obtiene de P con una cancelacion elemental si existe j € [m — 1] tal que P =
Y1+ YjTY;j - - Ym para alguna x € N(y;). Una reduccién de un camino P € C(x)
es otro camino @) € C(z) tal que existen Qy,...,Q; € C(x) con t € Z* U {0} que
satisfacen que Qo = P, Q; = @, y, si t > 0, enotnces para cada i € [0,t — 1] el
camino ;41 se obtiene de (J; con una cancelacion elemental. Obsérvese que el caso
t = 0 de esta definicion dice que cada camino es su propia reduccion. Ademés, si () se
obtiene de P con una cancelacion elemental, y la palabra de flechas asociada a @) es
(y1,92) - (Yj—1,¥) (Y5, Yj+1) - - (YUm—1, Ym), entonces la palabra de flechas asociada a
P es

(Y, 92) - (Y-1,95) W5, ©) (@, 95) (Y5, Yie1) - (Y15 Ym)

para algunas j € [m — 1] y € N(y;). Reciprocamente, si la palabra de flechas de
P es (x1,29) - (T4, wiv1) (X1, ;) - - (Tpo1, Xn), es decir, si x;19 = x; para alguna
i € [n — 2], entonces el camino Q = xy - - T;_12;X;43 - - - T, €8 tal que @ se obtiene de
P con una cancelacion elemental (si no existiera z;,3 es porque t = n—2y x,, = ,_a,
en este caso () = Px,,_9 = 1 x,_s se obtiene de P con una cancelacién elemental
va que P = x1 -+ Ty 2%y 1%, 2; en general podriamos definir el camino ¢) como la
concatenacion del camino Px; con x; P, sin embargo, por claridad preferiremos
obviar el caso ¢ = n — 2 y escribiremos los caminos obtenidos de cancelaciones
elementales como en lo anterior). Por todo esto, podemos pensar en las reducciones
de P € C(x) como los caminos que dan lugar a las palabras de flechas que resultan
de borrar sucesivamente pares de flechas consecutivas de la forma (z,y) y (v, )
de la palabra de flechas asociada a P. Ademés, si P se obtiene de () mediante una
cancelacion elemental, entonces ¢(Q)) = ¢(P)—2, por lo tanto, como la longitud de los
caminos debe ser un entero no-negativo, deben existir caminos para los que no existe
elemento alguno en C(x) que se obtengan de ¢l con una cancelacion elemental, a tales
caminos les decimos simplificados. Afirmamos que cada camino en C'(x) tiene una
tnica reduccion simplificada, lo que tiene como consecuencia que podemos definir
una relacion de equivalencia sobre C'(z) relacionando pares de caminos que tienen la
misma reducciéon simplificada. Resulta que la yuxtaposicon de las tinicas reducciones
simplificadas de caminos P, € C(z) es una reduccion de PQ, de forma que la
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concatenacion de las reducciones simplificadas de P y ) tendra la misma reducciéon
simplificada que PQ y, por ello, podremos definir un grupo sobre el conjunto de clases
de equivalencia asociadas a esta relaciéon basados en la concatenacion de caminos en
C(z). Esto lo argumentamos en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicion 1.4.3. La relacion sobre C(x) “tener una reduccion simplificada en
comun” es de equivalencia. Ademds, si C(x) = {[P]}pec(x) es la particion de C(x)
que induce dicha relacion, y definimos una operacion binaria sobre ella como

[PI[Q] = [PQ],
entonces ésta forma un grupo sobre C(x).

Demostracion. Primero mostramos que todo camino tiene una tnica reduccion
simplificada. Para ello, si P € C(z) es el camino x - - - ,,, procedemos por induccion
sobre la cantidad de i € [n — 2] tales que z; = x;,2. Como ya vimos, si existe algin
@ € C(x) que se obtiene de P con una cancelacion elemental, entonces existira al
menos una i € [n — 2| que satisfaga lo anterior, por lo que en el caso base, cuando
no existe tal 7, se tiene que P es simplificado y, por lo tanto, P mismo es su tnica
reduccion. Por otro lado, si existe al menos una i € [n — 2| que satisface z; = ;49
entonces la palabra Q = x1---x;_1x; ;43 - - x, se obtiene de P con una cancelacién
elemental y, por hipétesis inductiva, () tiene una tnica reduccion simplificada. Para
ver que esta es la tinica reduccion simplificada de P debemos ver que, atn si existe
je[n—2], talque x; = xj10y Q = @1 Tj_1T;Tj43 - - T, entonces las reducciones
simplificadas de @ y Q' son iguales. Para esto podemos suponer sin pérdida de la
generalidad que 7 < 7, entonces tenemos dos casos: j =1+ 1y j > ¢+ 1. En el
primero las palabras de flechas asociadas a P, @ y Q' son

(@1, @2) -+ (@i, ) (20, 25) (@5, Ty (Tj1, Tja) (T2, Tyas) - (T, Tn),
(z1,m2) - (w51, *Ti)(xj+17 flfj+2)(flfj+2, xj+3) o (Tpo1, ), Y
(@1, @2) -+ (@1, ) (@3, ) (T2, Tjas) - - (Tno1, Tn),
respectivamente. Como j = i + 1, entonces j + 1 = i + 2, por lo que (z;,x;) =
(w41, 2j42) y asi que las palabras de flechas de @) y @’ son iguales. Como sabemos

que esta correspondencia es inyectiva entonces Q = @' y asi que tienen la misma

reduccion simplificada. Por otro lado, si j > ¢ + 1, entonces las palabras de flechas
de P, Q y Q" son

(3717 5132) s (371'7 33i+1)(33i+1, ﬂfi+2) s (%‘7 -Tj+1)(33j+17 33j+2) s (%—17 xn)v
(1717 $2) s (901‘—1, xz)(xu $i+3) ce (xj; $j+1)($j+17 $j+2) s (%—17 xn)7 y

($1, 1’2) T (l’z‘, $i+1)<37i+17 l‘i+2) o (xj—la xj)(xja $j+3) T (ﬂinfl, 37n)7



1.4 GRAFICAS 41

respectivamente. Es decir, como j > i + 1 los pares de flechas consecutivas que bo-
rramos al realizar una cancelacion elemental en P para obtener a (Q y @)’ no se inter-
sectan. Es decir, en ) atn existe el par de flechas consecutivas (z;, z;+1)(%j11, Tj42)
y en @' el par (x;,z;+1)(%ir1, Tir2). De forma que el camino obtenido de @ con la
cancelacion elemental correspondiente a borrar el par de flechas (z;, xj41)(Zj4+1, Tj42)
coincide con el obtenido de )’ con la cancelacion elemental correspondiente a borrar
(i, Tiv1)(Tig1, Tiya). Se sigue que @ y @' tienen una reduccién en comun que por
hipotesis de induccién tiene una tnica reduccion simplificada, la cual sera también
la tnica reduccion simplificada de Q y @'. Asi que P tiene una tnica reduccion
simplificada. De esto se sigue inmediatamente que la relaciéon “tener una reduccion
simplificada en comin” es de equivalencia, es trivialmente reflexiva y simétrica, ade-
mas, gracias a la unicidad de la reducciéon simplificada de cada camino, es transitiva.

Ahora, veamos que si P = z1---x, vy Q = y1 - Ym son dos caminos en C(z),
entonces las palabras de flechas asociadas a P, ), y PQ) son

(21, 22) - (Tno120),
(Y1, 92)  (Ym—1,Ym), ¥
(1, 22)  (Tn—12,) (Y15 Y2) (Y15 Ym),

respectivamente. De manera que toda eliminacion de pares consecutivos (x;, ;4 1) (%11
en la palabra de flechas asociada a P, se corresponde con la eliminacién del mismo
par en la palabra de flechas asociada a P(@). De la misma forma, la eliminaciéon de
pares de flechas consecutivas de () se puede replicar con las correspondientes flechas
de PQ. Se sigue que es posible realizar la sucesion de cancelaciones elementales que
convierten a P en su tnica reducciéon simplificada en las primeras n — 1 flechas de
la palabra de flechas asociada a P(Q) y la sucesion de cancelaciones elementales que
convierten a () en su tnica reducciéon simplificada en las dltimas m — 1 de éstas. Asi
que la concatenacion de las reducciones simplificadas de P y () tiene la misma re-
duccion simplificada que PQ. Denotamos [P] a la clase de P € C(x) bajo la relacion
“tener una reduccion simplificada en comiin”, lo anterior es que para cualesquiera
P, Py e [P]y Q1,Q € [Q] se tiene que la reduccion simplificada de PQ; y P>Qs es
la misma, es decir que la clase [P1Q1] = [PQ2] no depende de los representantes de
la clase que se elijan. Asi, si definimos la concatenaciéon de caminos simplificados
como la operacion binaria sobre C(z) dada por

[PIIQ] = [PQ],

1=
entonces, como ([P[Q)[R] = [PQ][R] = [PQR] = [P][QR] = [PI([Q][R]), es
asociativa y, ya que [Plle,] = [Pe;] = [P] = [e.P] = [e:][P], entonces [e,] es

)
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un neutro de esta operacion. Para ver que cada camino tiene inverso definimos, en
cualquier grafica G y para todo camino en ella, P = x; - - - x,,, el camino invertido
de P como el camino

Pl—z, - a.

Es decir, P;' = P,,1_; para toda i € [n]. Observemos que la palabra de flechas

asociada a PP~' y P71P son

(Ith) T (an—lv xn)(xm xn—l) T (x%xl) y

(T, Tn-1) -+ - (T2, w1) (21, 02) -+ (T, Tn),

respectivamente. Es facil convencerse, por induccion sobre la longitud de P, que estos
caminos tienen como reduccion simplificada a €, de forma que [PP~1] = [P7][P] =
[e.]. Asi que [P7!] es el inverso de [P] para todo [P] € C(x), finalmente concluimos
que la concatenacion de caminos simplificadas forma un grupo sobre C(z). A este
grupo le decimos el grupo de caminos simplificados de G. [ |

Ahora introducimos los conceptos de conexidad de graficas que necesitaremos.
Primero, definimos la distancia entre dos vértices z y y de una grafica G' de orden
n € Z*, como

dg(x,y) = min{{(P): P es un zy — camino en G}.

A un zy-camino P tal que {(P) = dg(z,y) le decimos una zy-geodésica. Como este
xy-camino es de longitud minima, no existen aristas de la forma P;P; con j # i + 1
para i € [n — 1] alguna. Es decir, que P, por ser una xy-geodésica, es una subgrafica
inducida de G. Por otro lado, decimos que el diAmetro de una gréfica es

diam(G) = max{d(x,y): z,y € V(G)}.

Los morfismos C: C,, — G para algiun entero m € Z*\{2} estan en biyeccion con
los caminos cerrados de G si asociamos a C' el camino cerrado C---C,,C;. Asi,
decimos que la longitud de un ciclo de una grafica es la longitud del camino cerrado
asociado, es decir, si C': C,,, — G es un ciclo de G —recordemos que esto es que C'
es monomorfismo— entonces C' tiene longitud m, lo que denotamos también como
¢(C) = m. Decimos que el cuello de una grafica G es

g9(G) = min{¢(C): C es un ciclo en G}.

Una grafica G con orden n € Z* es conexa si para cualesquiera x,y € V(G) existe un
xy-camino en G. Si definimos una relacion sobre V(G) relacionando x con y siempre
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y cuando exista un xy-caminos, entonces ésta es de equivalencia. Es reflexiva gracias
a la existencia de €, para cada x € V(G), es simétrica ya que si P es un zy-camino
entonces P~! es un yz-camino, y es transitiva ya que la concatenacién de un xy-
camino con un yz-camino es un xz-camino para cualesquiera z,y,x € V(G). Esta
definicon es equivalente a relacionar z y y si existe una xy-trayectoria entre ellos,
como toda zy-trayectoria es un xy-camino una de las implicaciones es inmediata,
argumentamos la otra por inducciéon sobre la longitud del xy-camino. Todos los
caminos de longitud cero son trayectorias, por lo que el caso base se cumple. Si P
es un xy-camino de longitud al menos 1 y no es una zy-trayectoria, entonces P no
es una monomorfismo, de forma que existen vértices en el camino que se repiten.
Consideramos P; el minimo en [¢(P)] tal que existe ¢ < j que satisface P, = P;
entonces PP P;P es un xy-camino de longitud estrictamente menor, por induccion
se concluye que existe una ry-trayectoria. A la subgrafica de G inducida por una clase
de equivalencia de esta relacion le decimos una componente conexa de G. Notemos
que, por lo tanto, una grafica es conexa si y sé6lo si tiene una tnica componente
conexa. Si A, B< V(G) y X < V(G)u E(G) son tales que todo AB-camino tiene un
vértice o una arista de X, entonces decimos que X separa a A y B. Esto implica en
particular que A n B € X. Méas generalmente, decimos que X separa a G si existen
z,y € V(G)\X tales que X separa a {z} y {y}, lo que escribimos como que X separa
a 'y y. En este caso, a X le decimos un conjunto separador de G. Si X < V(G) es
un conjunto separador de GG, entonces X es un corte por vértices de GG; en cambio,
si X € F(G), este serd un corte por aristas de G. En particular, si X = {z} es un
corte por vértices de G para algin x € V(G) entonces decimos que x es un vértice
de corte de G; analogamente si X = {e} para alguna e € F(G), entonces e es una
arista de corte o un puente de G. A una gréfica de orden n € Z*\{1} tal que para
toda X € (V(ICG)), con k € [n — 1], se tiene que X no es separador, le decimos una
grafica k-conexa. Observemos que, por ejemplo, una gréafica es 1-conexa si y s6lo
si es conexa y es 2-conexa si y solo si no tiene vértices de corte.

Definiremos un orden parcial de la colecciéon de subgraficas de una gréafica G,
para esto nos apoyamos en la identificacion de las subgraficas de G' con su imagen,
de manera que tratamos con el conjunto de graficas H tales que V(H) < V(G) y
E(H) < E(G). Asi, si H y H' son subgraficas de G, decimos que “H’ contiene a
H”siV(H) < V(H') y E(H) < V(H’). A un elemento maximal en este orden le
decimos una subgrafica de G maxima por contencién. Es facil ver que, si H es una
subgrafica de G' que tiene vértices de dos componentes conexas de GG, entonces H no
serd conexa ya que E(H) € E(G), por lo que todos los caminos en H son caminos
en (. Por lo tanto, si H es conexa, su conjunto de vértices debe estar contenido en
el de una componente conexa H’. Como la componente conexa H' es una subgréfica
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inducida entonces E(H') = Eq(V(H'),V(H')) y, como V(H) < V(H'), se concluye
que E(H) € E(H') y asi que H < H'. Por lo tanto, si restingimos el orden € a la co-
leccion de subgraficas conexas de GG, lo anterior muestra que las componentes conexas
de una gréfica son precisamente los elementos maximales de este orden. Es decir que
las componentes conexas son las subgraficas conexas maximas por contencion. Esto
nos permite generalizar esta nociéon para la k-conexidad con k € Z* definiendo una
componente k-conexa de una grafica como una subgrafica k-conexa maxima por
contencién. A las componentes 2-conexas de una grafica les decimos sus bloques.
Para entender como se ven los bloques de una grafica conviene observar que toda sub-
grafica de la forma ({x,y}, {zy}) para algunos vértices adyacentes x y y es 2-conexa.
En efecto, si borramos cualquiera de los dos vértices de esta subgrafica obtenemos
la grafica trivial de orden 1, que es conexa. Este comportamiento es patologico, en
esta grafica no existen vértices de corte ya que no es posible borrar un vértice que
separe a otros dos porque solamente existen dos vértices. A un bloque de esta forma
le decimos un bloque trivial, a pesar de lo que esta terminologia podria sugerir,
los bloques triviales serdn de gran importancia al desarrollar algunas ideas del El
Capitulo 2, esto es porque su comportamiento es cualitativamente diferente al de los
demas bloques. Se sigue que, ademés, toda arista esté en alguna subgrafica 2-conexa,
de manera que estara en algin bloque. Observemos que si B y B’ son bloques de una
grafica G, entonces |V (B) n V(B’)| < 1, esto es asi ya que, si existieran dos vértices
x,y € V(B) n V(B'), entonces sin importar qué vértice z de B” = [V(B) u V(B')]a
borremos, B — z y B’ — z seguiran siendo conexas y tendran al menos un vértice en
comun, de manera que ese vértice tendra un camino hacia cualquier otro en B” — z,
lo que demuestra que B” es 2-conexa. Como B y B’ son bloques y, por lo tanto,
subgréficas 2-conexas méaximas por contenciéon, se concluye que B = B” = B’. Mas
aun, si B y B’ son dos bloques para los cuales existe z € V(B) n V(B'), entonces
z es de corte ya B” = [V(B) u {y}]¢ no es 2-conexo para toda y € V(B’)\{z}, por
lo que debe existir un vértice de corte en B”, no puede ser y pues B” —y = B es
conexo y no puede ser z € V(B)\{z} ya que B — z es conexo y, por lo tanto, existen
caminos desde z hacia cualquier otro vértice en B” — x. Esto de hecho caracteriza a
los vértices de cualquier grafica G, en efecto, si z es un vértice de corte de Gy z y y
son vecinos de z que pertenecen a componentes conexas distintas de G — z, entonces
zx vy zy deben estar en bloques de G diferentes, de otra forma x y y estarfan en
el mismo bloque, lo que estd en contradiccion con la hipotesis de que z los separe.
Esto nos sugiere definir, dada cualquier grafica G, la grafica que tiene por vértices
a los bloques y a los vértices de corte de GG, y en la que las aristas existen entre un
bloque B y vértice de corte x si y solo si x € V(B). A esta grafica le decimos el
bosque de bloques y cortes de la grafica. Antes de explicar la razén de este nom-
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bre, enunciamos el siguiente famosisimo resultado de la Teoria de Gréficas, conocido
como el Teorema de Menger”, el cual caracteriza a las graficas k-conexa de forma
que generaliza nuestra definicion original de grafica conexa mediante caminos y que
expresa la dualidad que existe entre los k-conjuntos de vértices separadores y las
colecciones de k trayectorias internamente ajenas de una grafica. Lamentablemente,
su demostracion requiere lidear con detalles técnicos ligeramente complicados y que
no son particularmente relevantes para el desarrollo de este texto. Afortunadamente,
este resultado ah sido ampliamente estudiado y existe una multitud de demostracio-
nes diferentes de él, tres de ellas, incluida la de la version ligeramente modificada de
este teorema que asumiremos, pueden encontrarse en [20]. Para resarcir la omision
de este argumento mostraremos una consecuencia de él, conocida como el Lema del
Abanico, la cual usaremos en el El Capitulo 2.

Proposicion 1.4.4. (Version Global del Teorema de Menger) Una grifica G
de orden n € Z* es k-conexa para algin k € Z* U {0} si y sdlo si para cualesquiera
x,y € V(G) existe una coleccion de cardinalidad k de xy-trayectorias internamente
ajenas.

Proposicion 1.4.5. (Lema del Abanico) Si G es una grifica k-conexa entonces,
para cualesquiera x € V(G) y Y < V(G)\{x}, eziste una coleccion de cardinalidad k
de xY -trayectorias tales que, por pares, su unico vértice comun es x.

Demostraciéon. Primero observemos que si  y Y son como en el enunciado, en-
tonces la grafica H con conjunto de vértices V(H) = V(G) u {z} para z cualquiera
tal que z ¢ V(G) y conjunto de aristas

E(H)=FEG)u{zy:yeY},

es k-conexa. Esto es claro ya que, si existiera X € V(H) separador en H de menos de
k veértices, entonces z ¢ X, ya que, en otro caso se tiene que H — X = G — (X\{z})
y asi que G tiene un conjunto de vértices separador de cardinalidad menor que k,
contradiciendo su k-conexidad. Por lo tanto, como H es k-conexa, se sigue de la
Proposicion 1.4.4 que existe una coleccion P, ... P, de xz-trayectorias internamente
ajenas, como z tiene k vecinos, cada una de ellos es el vértice adyacente al vértice
final de alguna P; con i € [k]. Por lo tanto, si llamamos Q; a la restriccion de P;
desde su vértice incial hasta su peniltimo vértice es un zY-camino en G. Como

9Karl Menger (1902-1985) fue un matematico austriaco-americano, miembro del Circulo de Vie-
na, y conocido por sus trabajos en algebra, geometria, teoria de curvas y teoria de la dimensién. En
1928 publico el libro Dimensionstheorie que contiene el teorema que lleva su nombre y que Frank
Harary describe como “el teorema fundamental de conexidad en graficas”. [43, 40]
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ademés V(P;) n V(P;) = {z, 2} para cualesquiera dos i,j € [k], se concluye que
V(Q:) nV(Q;) = {z} para cualesquiera dos 1, j € [k]. |

Una grafica G de orden n € Z* U {0} es aciclica si no tiene ciclos, si ademas
n € Z% entonces es un bosque. Como es de esperarse, el bosque de bloques y
cortes de una grafica es un ejemplo de bosque. Para ver eso es suficiente observar
que, si existiera un ciclo p1Bips - - - pmBnp1 en el bosque de bloques y cortes —en
donde p; es un vértice de corte y B; un bloque de G para toda i € [m]— entonces
existe una p;p; 1-trayectoria @); en G para toda i € [m — 1]. Notemos que como
los ciclos deben tener al menos 3 vértices y en ésta grafica no existen dos bloques
o dos vértices de corte adyacentes, entonces m > 4, de manera que este ciclo pasa
por al menos dos bloques de G diferentes. Si llamamos x al pentltimo vértice de
@, entonces se tiene que P = Q1Q)s - - - Q,,x es una pyx-trayectoria distinta de xp;
ya que P contiene aristas de al menos dos bloques, de manera que C' = Pp; es un
ciclo en G que contiene vértices de al menos dos bloques diferentes. Esto es una
contradicciéon ya que un ciclo es una subgrafica 2-conexa y con al menos 3 vértices,
de forma que, por pares, todos los bloques By, ..., B,, tienen mas de un vértice en
comin, lo que muestra que B; = By, = --- = B,,, una contradicciéon. A un bosque
conexo le decimos un arbol. Resulta que, si G es conexa, entonces su bosque de
bloques y cortes es un arbol, para convencernos de esto es suficiente observar que,
como cada arista estd en un tnico bloque de G, entonces, si x - - - x,, €s un camino
de G, utilizando la palabra de aristas asociada, e;---e,,_1, podemos construir la
palabra w de bloques de G dada por w; = B si e; esta en el bloque B y modificarla,
anadiendo el tnico vértice en la interseccion de dos bloques consecutivos en w entre
ellos. Intuitivamente, simplemente recordamos los bloques por los que pasa el camino
1T, Y, poniendo entre ellos el vértice de corte por el que debemos pasar para
cambiar de bloque, obtenemos un camino en el bosque de bloques y cortes. Si x1 y x,,
estan en los bloques B y B’ respectivamente, la construcciéon anterior nos proporciona
un BB’-camino en el bosque de bloques y cortes. Si alguno de z; o x,, son de corte,
entonces podemos anadirlo al extremo del camino que nos da esta construcciéon para
encontrar un camino en el bosque de bloques y cortes que lo tenga por extremo.
Asi, se concluye que existe un camino entre cualesquiera dos vértices del bosque de
bloques y cortes de una grafica conexa. Por lo tanto, si G es conexa hablamos de su
arbol de bloques y cortes. Si un vértice de un bosque tiene grado 1, le decimos una
hoja. Todo arbol no-trivial 7" tiene al menos dos hojas, esto es claro si consideramos
x,y € V(T) tales que diam(7T) = d(z,y) ya que, como T no es trivial, x y y son
distintos y, dado que no existen ciclos en T', x y y no pueden ser adyacentes a ningin
vértice interno de una zy-geodésica y, por estar a distancia diam(7"), tampoco pueden
ser adyacentes a ningin vértice fuera de ésta. Asi que x y y solo son adyacentes al
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segundo vértice y (diam(G) — 1)-ésimo de una zy-geodésica, respectivamente. Asi
que x y y son hojas de T'. Con esto definimos también un bloque terminal de una
grafica G como un bloque que es una hoja en el bosque de bloques y cortes de G.
Los arboles son tremendamente ttiles en Teoria de Graficas ya que su estructura es
relativamente sencilla, para ver esto caracterizamos la estructura de los arboles de
dos formas distinas en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.6. Para toda grifica G de orden n € Z* son equivalentes
1. G es un drbol
2. para cualesquiera dos vértices x y y existe una unica xy-trayectoria en G.

3. Existe un orden lineal de su conjunto de vértices, r; < --- < x,, tales que
Gi = [{z;: j < i}]g es un drbol y x; una de sus hojas para toda i € [n].

Demostracion. Para ver que 1 es equivalente a 2 argumentamos que la existencia
de dos zy-trayectorias, para x,y € V(G), es equivalente a que exista un ciclo en G.
Esto es sencillo ya que, si existe un ciclo ¢; - - - ¢,,,¢; entonces entre los vértices © = ¢;
y Yy = ¢, existen las dos xy-trayectorias dadas por xy y xcy - - - ¢,_1y. Por otro lado,
si P: P, - Gy Q: P. - G son xy-trayectorias distintas, como P, = (); = =
y son trayectorias distintas, debe existir un a € [min{m, k} — 2] tal que P, = Q;
para toda i € [a] y Piy1 # Qar1. Asi mismo, deben existir un b € Ja + 1,m — 1]
y U € a+ 1]k —1 tales que {P,i1,..., B} 0 {Qur1,---,Quv} = Ty Poy1 = Quia-
Intuitivamente, esto es que los caminos P y () deben dejar de coincidir en algin
momento y deben volver a hacerlo por primera véz en algiin punto més adelante. Es
claro que estos dos puntos, la uniéon de las trayectorias describe un ciclo, es decir, la
concatenacion de caminos P,PPy,1Qy+1Q Q. es un ciclo de G.

Por lo anterior, en todo arbol existen tnicas xy-trayectorias entre cualesquiera
dos vértices. En efecto, existen ya que es una grafica conexa y son tnicas porque
todo arbol es una grafica aciclica. Asi mismo, si en una grafica existen tnicas zy-
trayectorias entre cualesquiera dos vértices, entonces la gréafica serd conexa porque
existen estas trayectorias y sera aciclica porque son tnicas. Asi que 1 es equivalente
a 2.

Ver que 3 implica 1 es inmediato ya que de 3 se sigue que, en particular, G,, =
[{z1,..., 2.}l = G es un arbol. Por lo tanto, resta ver que 1 implica 3. Para ello
basta demostrar dos cosas: un arbol de orden al menos dos tiene alguna hoja vy,
cuando borramos dicha hoja, volvemos a obtener un arbol. Eso es suficiente para
concluir 3 ya que podemos construir el orden definiendo x, como cualquier hoja
de G y, recursivamente, para i € [n — 1], definimos z; como cualquier hoja del
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arbol G; = G — {x;y1,...,x,}. Ver que todo arbol tiene una hoja es claro ya que,
si consideramos P una trayectoria de GG de longitud méxima, su extremo no puede
ser adyacente a ningin vértice fuera P ya que esto contradiria que su longitud es
maxima. Ademas, ningin extremo de P puede ser adyacente a mas de un vértice de
P ya que se formaria un ciclo en G. Asi, los extremos de P son hojas de G. Para
ver que borrar una hoja de un arbol resulta en un arbol es ver que una hoja nunca
es un vértice de corte, ya que es evidente que borrar un vértice no provocara que
se viole la aciclicidad de G. Sin embargo esto es claro ya que los vértices internos
de una trayectoria de G tienen grado al menos dos, por lo que z solo puede ser
extremo de trayectorias en GG. Asi, borrar a z no afecta a las zy-trayectorias de G
para cualesquiera dos x,y € V(G)\{z}. [ |

La Proposicion 1.4.6 nos permite denotar 7'y a la Gnica xy-trayectoria que existe
en un arbol T para cualesquiera x,y € V(T'). Méas atn, al orden que se describe en 3 le
decimos un desmantelamiento por hojas de GG. De forma que la Proposicion 1.4.6
también dice que una grafica es un arbol si y sélo si tiene un desmantelamiento por
hojas. Veremos en el Capitulo 3 que es posible generalizar esta idea para estudiar el
juego de policias y ladrones, entonces la Proposiciéon 1.4.6 nos servirad para entender
la estructura de algunas graficas como una muy parecida a la que tienen los arboles.

Los arboles son las graficas conexas “mas pequenas”, en el sentido de que toda
grafica conexa contiene tiene un subgrafica generadora que es un arbol. Este hecho
es inmediato si observamos que hay una biyeccién entre el conjunto de subgraficas
generadoras de una grafica G y P(E(G)) dado por H — E(H). Por lo que podemos
imponer el conjunto de gréaficas generadoras el orden parcial < dado por H' < H
siy solo si E(H') € E(H). Ademés, como estamos suponiendo que G es conexa,
entonces la subgréfica generadora correspondiente a E(G) es conexa. Por lo tanto,
la coleccion de subgréficas generadoras de G es finita y debe existir alguna de ellas,
H, tal que H es conexa pero toda H' # H tal que H' < H no lo es ya que, en
el peor de los casos, no existira H' # H y tal que H' < H. Afirmamos que tal
H es un arbol, es conexa por construccién y no puede contener un ciclo ya que la
subgrafica de obtenida de borrar una arista a un ciclo de una grafica conexa sigue
siendo conexa. Asi se concluye que H debe ser un arbol. A una subgrafica de G asi
le decimos simplemente un arbol generador de G.

Una gréfica es bipartita si es trivial o si existe un par { A, B} que es una particion
de V(G) y tal que A y B son conjuntos de vértices independientes. Es decir, una
grafica es bipartita si todas sus aristas que no son lazos son A(V(G)\A)-aristas para
algiin conjunto no vacio A € V(G). A una particion {A, B} de V(G) que satisface
esto le decimos una biparticiéon de G. A las clases de una biparticiéon les decimos
colores y cuando un vértice que esta en una de ellas decimos que esta coloreado con



1.4 GRAFICAS 49

ese color, que “tiene” ese color, o que “es” de ese color. Normalmente les llamaremos
a los colores de una biparticion blanco y negro, de manera que si dos vértices son
adyacentes entonces uno es blanco y otro negro. Es facil convencernos de que una
grafica bipartita no puede contener un ciclo de longitud impar 2k + 1 para k entero
positivo alguno. Si asi fuera, digamos que existe el ciclo C' = 1 - - - X951 171, entonces
podemos suponer sin pérdida de generalidad que x; esta coloreado de blanco, de
manera que xy estd coloreado de negro, x3 de blanco, y asi sucesivamente+. De
forma que g1 serd blanco, al igual que z1, lo que es una contradiccion al hecho de
que esta coloracion represente una biparticion de G. Resulta que la condiciéon de no
tener ciclos de longitud 2k + 1 para toda k € Z* es equivalente a que una gréafica sea
bipartita. Demostramos esto a continuacion.

Proposicion 1.4.7. Una grifica G es bipartita si y sélo si no tiene ciclos de longitud
2k + 1 para toda k € Z7.

Demostracion. Mostraremos que si una grafica no tiene ciclos de longitud 2k + 1
para k € Z" alguna, es posible construir una biparticion de G. Observemos que, por
definiciéon de componente conexa, no existen aristas entre vértices que se encuentren
en componentes conexas distintas de una grafica. Por lo tanto, si cada componente
conexa de GG es bipartita o trivial, podemos construir la biparticion de GG coloreando
los vértices de GG blancos o negros segiin estan coloreados en la componente conexa.
Por lo tanto, podemos suponer sin pérdidad de la generalidad que G es conexa y
no-trivial. Entonces consideremos 7" un arbol generador de G'y = € V(G) cualquiera.
Definimos

A={yeV(G): dx,y) = 2k + 1 para algina k € Z* U {0}} y

B = V(G)\A. Como G es no-trivial, 7' no lo es, de forma que z tiene al menos un
vecino distinto de él, éste estara a distancia 1 de x, de forma que A no es vacio.
Ademas, B no es vacio ya que x € B. Ademas {A, B} es un par de conjuntos ajenos
y tal que V(G) = A u B por la forma en que construimos a B. Resta ver que si dos
vértices son adyacentes entonces uno es de color A y otro de color B. Sin embargo,
esto es claro ya que si yy' € E(G) es una arista que no es un lazo en G entonces,
si yy' € E(xTy) entonces 2Ty = xTy'y, de forma que d(x,y’) = d(z,y) — 1 y asi
que son de colores diferentes. En cambio, si yy' ¢ E(zTy) entonces 2Ty = xTyy/,
de forma que d(z,y’) = d(z,y) + 1, lo que de nuevo nos permite concluir que y y ¢/
tienen colores distintos. Se concluye que una grafica es bipartita si y solo si no tiene
ciclos de longitud 2k + 1 para k € Z* alguno. [ |

Podemos construir una grafica bipartita G' a partir de cualquier estructura de
incidencia (P, B,I) definiendo V(G) = P u B y que xy € E(G) si y solo si xly,
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de forma que, sin pérdida de la generalidad, x € P y y € B. Asi {P, B} forma una
biparticion de V' (G). A G le decimos la grafica bipartita asociada a la estructura
de incidencia (P, B, I). Por ejemplo, el bosque de bloques y cortes de una grafica
es la gréfica bipartita asociada a la estructura de incidencia cuyos puntos son los
vértices de corte, sus lineas son los bloques de la grafica, y la incidencia es la relacion
inducida por la pertenencia de elementos.

Finalmente, concluimos este capitulo definiendo, para cualquier grafica G de or-
den n, con n € Z*, un conjunto M < E(G) es un empareamiento si cualesquiera
dos aristas xy, x'y’ € M forman un par ajeno. Si ademés existen A y B subconjuntos
de V(G) tales que M < E(A, B) entonces se trata de un AB-aparemiento en G.
Cada AB-apareamiento de una grafica da lugar un subconjunto de R(G) que resulta
ser una funcién biyectiva, a ésta les decimos la biyeccidon subyacente a M que va
de A en B y se define como

fu={(z,y)e R(x): x€ A, ye B, y xy € M}.



Capitulo 2

Graficas de fichas

2.1. Introduccién

Dada una grafica G de orden n, con n € Z* y k € [n], definimos la grafica cuyo
conjunto de vértices es la coleccion de todos los k-subconjuntos de V' (G) y en la que
cualesquiera dos de estos, u y v, son adyacentes si y solo si u Av e E(G). Esta es la
grafica de k fichas de G, la denotamos Fi,G, y a sus vértices les decimos configu-
raciones de k fichas en G. Esta grafica ha sido definida independientemente por al
menos cuatro autores. En 1988, en su tesis de doctorado, Johns [32] la llama la grafica
de k-subgraficas de G y estudia algunas de sus propiedades métricas. En 1991, Alavi
y Erdés |2] las definen para el caso k = 2, se refieren a ellas como grificas de vértices
dobles' y, con ello, dan inicio a una linea de investigacién sobre sus propiedades de

conexidad [55, 5|, planaridad [3], y hamiltonicidad [1]. Poco después, Zhu, Liu, Lick
y Alavi [50] las generalizan para cualquier k € [n], O'Neil [10] investiga su conexidad,
y Weinreich 53] su hamiltonicidad. En 2002, al analizar las interacciones en un sis-

tema cuéantico de k qubits con dos estados en donde las interacciones entre diferentes
particulas estan restringidas a una relacion predeterminada entre ellas, Rudolph [51]
llega a un modelo equivalente. Muestra, ademas, un par de graficas coespectrales
cuyas graficas de 3-fichas no lo son. Audenaert, Godsil, Royle y Rudolph [7] amplian
esta direccion de investigacion, demostrando que las graficas de 2-fichas de graficas
fuertemente regulares con los mismos parametros son coespectrales. Finalmente, en
2012, Fabila-Monroy, Flores-Penaloza, Huemer, Hurtado, Urrutia y Wood las rein-
troducen [22| bajo una interpretacion inspirada en construcciones de pebbling que
siguen diversos autores desde entonces [19, 16, 18, 23, 26, 36, 17, 37]. Su propuesta
se inspira en interpretar a las graficas como una abstraccion de tableros de juegos de

! Double vertex graphs
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mesa, en donde los vértices son “casillas” sobre las que colocamos algunas “fichas” vy,
si una ficha esta en una casilla adyacente a otra desocupada, puede trasladarse a ella
mediante un “movimiento”. De esta forma, los elementos de V(F,G) se pueden in-
terpretar como las posibles formas en que k fichas pueden acomodarse sobre vértices
diferentes de G y dos de estas configuraciones seran adyacentes en FjG cuando una
se pueda convertir en la otra moviendo una de sus fichas a una casilla desocupada
adyacente.

;,wm’

WA

e

Figura 2.1: Las graficas se interpretan como tableros sobre los que se colocan fichas
que se pueden muever, una a la vez, a casillas desocupadas adyacentes.

En la Figura 2.1 podemos ver un tablero formado por diez casillas dispuestas de
forma similar a las casillas de un tablero del juego de la oca, en donde las casillas
admiten un orden lineal de manera que dos casillas son colindantes si y solo si son
consecutivas en el orden, esto es, el tablero se puede interpretar como una trayectoria
cuyos vértices son las casillas en donde dos de ellas son adyacentes siempre y cuando
sean colindantes. En el juego de la oca cada jugador empieza colocando su ficha en
un extremo de la trayectoria, luego se toman turnos tirando un par de dados para
decidir cuantos movimientos puede realizar cada jugador, el ganador es el primero
que llega al otro extremo de la trayectoria. En este juego cada jugador cuenta con una
tnica ficha, de manera que la coleccion de todas las posiciones en las que se puede
encontrar un jugador se corresponden biyectivamente con las casillas del tablero en
que se puede encontrar su ficha. En general, esto es equivalente a decir que para
toda grafica G' se cumple F1G =~ G. En efecto, por definiciéon de la grafica de fichas,



2.1 INTRODUCCION 53

V(F1G) = {{z}: x € V(G)} y para vértices distintos, {z} y {y} en F1G, se tiene que
{z}{y} € E(F1G) si y solo si zy € E(G), por lo que {z} — x es un isomorfismo. Si
modificamos el juego para que cada jugador tenga dos fichas en el tablero, pero que
solo una de ellas pueda ocupar una casilla a la vez, entonces las posiciones en las que
puede estar un jugador se corresponden con los vértices de F5Pyy. En la Figura 2.2
podemos ver un diagrama de la grafica de dos fichas de P;y. Obsérvese que tomamos
la libertad creativa de representar la configuracion {z, y} con la palabra xy, seguimos
esta convencion a lo largo de este texto con el propésito de no saturar las figuras
para que sean lo mas claras posible.

910
I
em—elg
I
710 —79—78
| l |
610 — 6 9-——68—-B|7
l I |
510 —59—58—57—56
1 | | I I
410 — 49— 48— 47— 46— 45
l l | | I l
30 — 39 —38—37— 36—35 —34
| | | i ! | |
210 — 29 —28—27— 26— 25 —24 — 23

1 | | l | ! | |

10 —19—18—17—16—15—14—13— 12
Figura 2.2: La grafica de dos fichas de Pjy.

Como es de esperarse, en lo que resta de este texto, en muchas ocasiones consi-
deraremos la grafica FyG para G una gréfica de orden n € Z* y k € [n], notemos,
sin embargo, que las graficas de fichas se definen solo cuando la grafica tiene orden
un entero positivo y el parametro k esta entré 1 y dicho entero, asi que estas con-
diciones estan implicitas al considerar FjG, por lo que, para evitar ser repetitivos,
nos permitimos expresiones como “considere F;G una grafica de fichas” o “para toda
grafica de fichas Fj,G” para hacer alusion a la gréafica de k fichas de una gréafica G
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con orden un entero positivo al que, a menos que se precise de otra forma, se denota
con la letra n y k € [n]. Al pardmetro k le decimos el namero de fichas de F;G.
También resultara ttil, para describir nuestras construcciones de forma precisa e in-
tuitiva, formalizar las nociones de “ficha” y “movimiento”. Para ello, dada cualquier
configuracion u € V (FG), llamamos a los elementos de u sus fichas y, en particular,
a cada x € u le decimos la ficha de u en x. Los movimientos, por otro lado, seran un
“analogo de fichas” a las flechas de las gréficas, en el sentido de que nos permitiran
diferenciar entre movimientos que se realizan “en direcciones contrarias”. Asi, si x es
una ficha de u, definimos el conjunto de movimientos de la ficha de u en z como

my(2) = {(z,y)} € V(G) x V(G): y e N(x)\(u\{z})} .

Notemos que los movimientos de una ficha x de u estan en biyecciéon con los ele-
mentos de N(x)\(u\{z}), este es el conjunto de vecinos de = en G en los que no
hay ficha alguna de w y el vértice z. Es decir, interpretando a G' como un tablero,
los movimientos de una ficha estan en biyeccién con el conjunto formado por las
casillas colindantes a x en donde no hay una ficha de u y la casilla z, estas son,
precisamente, las casillas en donde es posible posicionar a la ficha de u en x si ésta
se mueve a una casilla colindante. Obsérvese que, en esta metafora, la existencia del
lazo en x debe interpretarse como que la casilla z es colindante consigo misma, por
lo que se permite que un movimiento de la ficha en z consista en no moverse de
x. Por esto, a un movimiento de la forma {(z,z)} para € u le decimos un pase
de la ficha de u en x. Ademéas convenimos que, en el contexto de graficas de fichas,
se denota m*™ = {(z,y)}. Con base en esto definimos, si m*¥ € m,(x) para alguna
configuracion u € V(F;G), el movimiento de = a y de la configuracion u como

MY =m™ U U m.
zeu\{z}

A la coleccion de todos los movimientos de una configuracion v la denotamos M,,. La
cualidad més importante de los movimientos de una configuracién v es que son fun-
ciones M*: u — V(G) tales que M*[u] = (u\{z}) u {y}. Es decir, intuitivamente,
al considerar la imagen directa de la una configuracion bajo su movimiento de = a y
obtenemos la configuracion adyacente que resulta de mover la ficha en z a y. En par-
ticular, si zy es un lazo, entonces MY = I, de forma que los movimientos asociados
a los lazos en los elementos de una configuraciéon son todos el mismo movimiento 7,
al que le decimos el pase de la configuraciéon u o simplemente el pase de u. Més
aun, si u y v son dos configuraciones adyacentes, entonces u\v = {z} y v\v = {y}
con zy € E(G), de forma que M € M,, MY* € M, y, por lo tanto, M*¥[u] = v y
MY*|v] = u. Para simplificar nuestra notacion, introducimos M®Y, una funcién con
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dominio la colecciéon de configuraciones u € V (FG) tales que M € M, y dada por
M™(u) = M*|[u]. Ademas, usamos la formula M*¥ € M, para decir que M* € M,,.
Como consecuencia, es posible asociarle a todo uv-camino P en Fj.G, con palabra
de flechas (uq,uz) - (Um_1,un), la palabra de movimientos m*¥t - . . m*m-1¥m-1 en
donde u\u;y1 = {x;} v w1 \u; = {y;} para i € [m — 1], es decir, la palabra obtenida
de la palabra de flechas de P al sustituir cada flecha (u;, u;11) en la palabra de flechas
de P por el movimiento m®¥. Se sigue que M*¥% € M, y M"¥i(u;) = u;4; para
toda i € [m — 1], en particular

Mom9nt oo M (u) = o,

A la palabra m®¥! . . . m;®m-1¥m-1 le decimos la palabra de movimientos que subya-
ce a Py la denotamos w(P), mientras que a la funcion M*m—1¥m-1o...0 M*Y1: ¢ —
V(G) le decimos el movimiento subyacente de P, y la denotamos M (P). Re-
ciprocamente, dada una palabra de movimientos w = m®¥! ... m*m-1¥m-1 gj existe
u € V(FyG) tal que x1 € u, M™% € M, y, definiendo recursivamente u; = wu y
i1 = MT¥i(u;), siempre sucede que M*¥ e M, para toda i € [m — 1], entonces
decimos que w es una palabra valida. A una configuracién que satiface lo que u en
lo anterior, le decimos una configuraciéon inicial de m*¥! ... m*»-1¥»-1_Dada una
palabra vélida y una configuracion inicial u,, podemos definir el camino P = wuy - - - Uy,
tal que w(P) = m*W ... mPm-1¥m-1_Por lo tanto, en esta discusion hemos construido
una biyeccién entre los caminos en Fj,G y los pares formados por una palabra valida
de movimientos junto con una configuraciéon inicial de ella. Explotamos esta identi-
ficacion utilizando terminologia de movimientos de fichas para describir caminos en
las graficas de fichas con un lenguaje mas natural. Por ejemplo, si x € u, y € N(x)\u
y z € N(y)\u, decimos que “movemos la ficha de u en x a y y luego a 2” para referir-
nos al camino en Fj,G asociado a m*mY* con configuracion inicial u. Continuando
con el ejemplo, si existiera P = z; - - - 2, una zz'-trayectoria tal que V(P) nu = &,
podriamos decir que “a continuacién movemos la ficha en z a lo largo de P” para
referirnos al camino asociado a la palabra de movimientos obtenida de concatenar
el camino que ya hemos construido con el asociado a la palabra de movimientos
mA#2 ...m#m=1%m con configuracion inicial (u\{z}) u {z}. Es decir, como resultado
de lo anterior habriamos construido el camino asociado a m*¥m¥*m??2 - .- m*1* con
configuracion inicial u. Notemos que, mas atn, la longitud de w(P) coincide con
((P), por lo que podemos conocer la longitud de un camino que construimos de esta
forma recordando la cantidad de movimientos. Ademéas de proporcionarnos este tipo
de recursos lingiiisticos, veremos en la la Secciéon 2.3 y el Capitulo 3, que el concepto
de movimiento resulta util al trabajar con una variedad de graficas relacionadas a
las graficas de fichas.
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Para terminar esta breve introduccion a las gréaficas de fichas, observemos que, si
a cada configuracion u € V(F;,G) le asociamos la configuracion de los n—k vértices de
G que no son ocupados por sus fichas, es decir u — V(G)\u, se obtiene una biyeccion
de V(F,G) en V(F,,_1G). Ademaés, como z € u si y sblo si z ¢ V(G)\u, entonces para
cualquier xy € E(G), se cumple que M* € m,, si y sélo si MY* € my (gy.. Mas atn,

MY (V(G)\u) = V(G)\M™(u),

es decir que el movimiento de una ficha de u se puede interpretar a su vez como el
movimiento, en direccién contraria, del espacio desocupado hacia el que se movio.
Dicho de otra forma, la funcion de V(F,G) a V(F,_xG) dada por u — V(G)\u es
biyectiva y, para u,v € V(FpG) diferentes, se cumple

wv € E(F,G) < u/lve E(Q)
> (u\v) U (v\u) € E(G) vy, usando la Proposicion 1.1.1,
(VIGN\oNV(GN\w)) v (VG \u)\(V(G)\)) € E(G)
— (V(G)\v) AV(G)\u) € E(G)
(V(GN\0)(V(G)\u) € E(F,G),

<

<

por lo que es un isomorfismo entre Fj,G y F,,_rG. Este hecho nos sirve para suponer

que k < § pues, para cualquier k£ € Z* tal que § < k < n, se cumple que n — k <

n—35 =735y G = F.G. Veamos, por ejemplo, el caso cuando G' = Fs. Si k = 2
entonces n — k = 4 y, en efecto, FoPs y FyFPs son isomorfas, lo que se puede ver
claramente en la Figura 2.3:

56 1%34

4|6 — 45 12I35 —12|36

36 — 315 — 34 12145“1245 ~—12|56

26 — 2|5—— 2|4 — 23 13|45 —')3l46 _— 1315(3 — 1456
1i6—-15— 14 —~'l|3-—12 2345—2.’&4%*—23:56 — 24‘&"6 — 3456

Figura 2.3: Las graficas FyFPs y F4FPs son isomorfas.
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2.2. Conexidad de las graficas de fichas

Una gréfica de fichas FpG es conexa siempre que G es conexa. Esto es intuiti-
vamente claro ya que una grafica conexa representa un tablero en donde siempre es
posible llegar de una casilla a otra, por lo que es de esperarse que es posible manipular
las fichas en él para lograr cualquier configuracién que deseemos. Para argumentarlo,
en [22]| construyen un uv-camino para cualesquiera dos configuraciones de k fichas u
y v. Para ello primero analizan el caso cuando u\v = {z} y v\u = {y}, consideran P
una zy-trayectoria y (x1,...,x,) la tupla de los elementos de V(P) nu ordenados de
acuerdo al orden en que los visita P. Entonces P es el camino de F G que resulta de
hacer los siguientes movimientos a partir de u: primero se mueve la ficha posicionada
en z, a lo largo de P hasta llegar a y, esto es posible pues no existen otras fichas de
u en los vértices de z,P. Al hacerlo obtenemos una configuracién que tiene una ficha
en y pero no una en z,, de manera que la ficha en x,_; se puede mover a lo largo de
Zq4—1Pz,. De esta manera, movemos la ficha en x; a lo largo de z; Pz, de forma tal
que, si ¢ > j, realizamos estos movimientos para la ficha en z; antes que para aquella
en z;. Es claro que entonces P es un camino en FiG tal que m(P)[u] = v, como
querfamos ver. Més atin, para mover la ficha en x, hasta y se necesitan ¢(z,P) movi-
mientos, asi mismo, para mover cada ficha posicionada en x; hasta x;,1 se necesitan
{(x;Px;;1) movimientos, por lo tanto

UP) = U(Pxy) + -+ + l(xq_1Pxy) + L(z,P) = {(P).

Si ahora tenemos u\v = {z1,...,z,.}, v\u = {y1,...,y,} con r > 1, definimos u; =
(u\{z1,...,2:}) U{y1,...,y;} para cada i € [r] y, como G es conexa, para todo par
{x;,y;} existe una z;y;-trayectoria Pt. Por lo tanto, P! es un uU-camino y P un
u;—ju;-camino para i € [2,r]. Como u, = v entonces P'P?2. .. P es un UV-camino,
demostrando que F,G es conexa siempre que G es conexa.

El analisis anterior también nos da una cota superior para el diametro de F,G
pues, como r < k y ¢(P") = ((P") < d, entonces ¢(P'P?...P") < kd. Esta cota
superior es justa, para cualesquiera d,k € Z%, existe una grafica de diametro d
cuya grafica de k fichas tiene didmetro dk. Para d = 1 consideremos G = Koy v
u,v € V(F,G) tales que u n v = &, como cada ficha de u debe moverse a algin
vértice en v entonces d(u,v) = kd. Si d > 1 llamemos G a la grafica obtenida al
agregarle 2k vértices a P;_ 1, haciendo que la mitad de ellos sean adyacentes a un
extremo de la trayectoria y la otra mitad al otro extremo. Denotemos u y v a las
configuraciones formadas por los vecinos que fueron agregados a cada uno de los
extremos de P,_;.

Como u y v son ajenos, en cualquier uv-camino de FiG todas las fichas de u
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Figura 2.4: El diametro de la grafica de k fichas de esta grafica alcanza la cota
superior.

tienen que moverse a vértices de v, ademés cualquier par de vértices x € uy y € v
estan a distancia d, que es el didametro de G, por lo tanto d(u,v) = kd. En [22]
también encuentran una cota inferior para el didmetro las graficas de fichas, la cual
también es justa, esto lo demostramos a continuacion.

Proposicién 2.2.1. Seanne Z*, ke [§] yde [n]. Si G es una grdfica de orden n
y diametro d, entonces k(d —k + 1) < diam(F,G) < dk. Mds ain, para cualesquiera
d,k € Z* existen grdficas de didmetro d cuyas grdaficas de k fichas alcanzan estas
cotas.

Demostracion. Ya sabemos que esto es cierto para la cota superior. Para ver que
k(d — k + 1) < diam(F,G) consideremos =,y € V(G) a distancia d y la particion
de los vértices, {V;}icp0,q, definida como V; = {2z € V(G): d(x,2) = i}, llamemos
a=min{m e [0,d]: Vou---UVy,| =k} yb=mix{me [0,d]: |Vi,u--- UV, =k}

Para acotar el diametro de F,,G es suficiente acotar inferiormente la distancia
entre pares de configuraciones u y v tales que

Viv--uV,jcucViu---uV,1uV,y

Viciu-ruVygcovceVyuVqtu---uVy,

pues, por la forma en que se construyeron a y b, estas son configuraciones tales
que tienen la mayor cantidad de fichas mas lejos entre si que cualquier otro par de
configuraciones, y, por lo tanto, los pares de configuraciones a distancia el diametro
de F;G seran de este tipo. Por la forma en que definimos la particion {V;}ieSOd todas
las aristas de G tienen extremos en vértices en la misma parte o uno en V; y otro en
Viy1 para i € [0,d — 1], de forma que para mover una ficha de un vértice arbitrario
en la configuracion u a cualquier vértice en v, digamos, del vértice z al vértice 2/, son
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necesarios al menos d(z, z') — d(z, z) movimientos. Como consecuencia, el didmetro
de F,.G es al menos

Dz, ) = d(x,2)) = Y d(x,2') = Y d(z, 2).

ZEU zlev ZEU

La primera suma se minimiza cuando b = d — k + 1y |V;| = 1 para toda i > b, la
segunda se maximiza cuando a = k — 1y |V;| = 1 para toda i < a. Por lo tanto F,G
tiene didmetro al menos

k—1

gk

i=k(d—Fk+1).

d
>, i
j=d—k+1

Por ultimo, notemos que, para d, k € Z*, si k < d + 1, entonces Py, tiene didmetro
dy Fy Py, tiene didmetro k(d — k + 1). [ |

0

%

Otra observacion importante es que para cualquier grafica G de orden n € Z* y
z,y € V(G), si Py @ son dos zy-trayectorias internamente ajenas y v € V(FG) con
T € u, entonces P y @ son dos uu/-trayectorias internamente ajenas en F;,G, en donde
u = (u\{z})u{y}. En efecto, si suponemos que V(P)nu = V(Q)nu = {x} entonces
los caminos P y @ consisten en mover la ficha en x sobre P y (), respectivamente,
hasta y, de forma que todas las configuraciones internas de P tienen algtn vértice
interno de P, mientras que ninguna configuracién interna de ) lo hace. En otro caso,
sin pérdida de generalidad, se tiene que |V (P) n u| > 1. Entonces, suponemos que
(21,...,24) es la lista de todos los elementos de V(P) n u ordenados de acuerdo a
como los visita P. Observémos que ninguna configuracion interna de P contiene a
{za,..., 2,4}, pues el primer movimiento de P mueve la ficha en z, sobre P hacia
y, después x; se mueve sobre P hasta x;.; para i € {¢g —1,...,1}, de forma que
siempre habra algan vértice de {xs,...,x,} desocupado por alguna ficha, hasta la
configuracion final de ]3, en donde la ficha que estaba en x = z; ahora ocupa .
Por otro lado, como P y () son internamente ajenas, () no mueve ficha alguna del
conjunto {zs, ..., z,} y, por lo tanto, todas sus configuraciones internas lo contienen.
Esto nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Si G es una grdfica t-conexa entonces Fp,G es t-conexa para toda
ke [n].

Demostracion. Sean G una grafica t-conexa de orden n € Z y k € [5]. Si u,v €

V(FrG) y |[uAv| = [{z,y}| = 2 entonces, por la Proposicion 1.4.4 sabemos que
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existen ¢ xy-trayectorias internamente ajenas Py, ..., P,en Gy, por en andlisis previo,
Py, ..., P son t uv-trayectorias internamente ajenas en FiG. De otra forma, si |u\v| =
|o\u| > 1, sean v\v = {z1,...,2,}, vV\u = {y1,...,y,}, y consideremos C' = V(F;G)
un corte por vértices de FjG de cardinalidad minima. Suponemos que u y v estan en
componentes conexas distintas de Fy,G — C' y que |u A v| es minima tal que esto se
cumple. Definimos para z € V/(G)\(uuwv) e i € [r] las configuraciones u, ; = (u\{x;})u
{z} y v.; = (W\{y:}) U {z}. Notemos que para toda i,j € [r] y z € V(G)\(u v v) se
tiene que u A wu,; = {z;, 2}, vA v, ; = {y;, 2}, ¥y u; D v, j = (uAv)\{z;,y;}. Por lo
tanto si u;,v,; € V(F,G) — C, por la minimidad de |u A wv|, se tiene que u,;, v, ;
estan en la misma componente conexa de FpG — C'. De la misma forma u esti en
la misma componente conexa que u,;, y v estd en la misma componente conexa
que v, ;. Como ésto contradice que u y v estan en componentes diferentes, entonces
{u,;: ze V(G\(uuvw),ie|r]} cCo6{v,;: ze V(G)\(uuvw),je|r]} < C. Ya
que |u U v| =k + r, se tiene que hay al menos r(n — k — r) vértices en C.

Si definimos ademas u; ; = (u\{x;})u{y;} v vi; = (V\{v:})u{z;} para cualesquiera
dos 7,7 € [r]. Nuevamente, como u Awu;; = {z;,y;} vy [vAw; ;| = 2(r — 1), por la
minimidad de |u A ], entonces u; ; € C. Analogamente para v; ;. Como existen 2r?
conjuntos u;; y vi; coni,j € [r], r =2,y k < 3, se tiene

IClzr(n—k—r)+2r*>r(n—k)=2(n—k)=n>t
Y por lo tanto Fi.G es t-conexa. |

En [22] se prueba ademés que, sit = kyn > %k:t, entonces FyG es k(t — k + 1)-
conexa y se conjetura que, siempre que t > k, se tiene que FyG es k(t—k+1)-conexa.
Esta conjetura fue demostrada en 2018 por Leatios y Trujillo-Negrete [37].

2.3. Fichas, disenos, y mazos

Dadas F,.G y FpG graficas de fichas, buscamos entender la relaciéon que existe
entre sus estrcucturas, para ello introducimos el concepto de k-vecindad de una
configuracion u € V(F,.G), que denotamos por Ni(u), y se define como

Ni(u) ={weV(EG): ucw}sir<k

y, si 7 = k, entonces

Ni(u) ={w e V(F;G): w < u}.

En el primer caso Ni(u) se compone de las configuraciones de k fichas que tienen r
de sus fichas “fijas” en los vértices de u, en el segundo Ny (u) son las configuraciones



2.3 FICHAS, DISENOS, Y MAZOS 61

de k fichas que se encuentran contenidas en los r vértices de u. El siguiente resultado
relaciona la grafica inducida en FjG por el k-vecindario de una configuraciéon de r
fichas y la grafica de |k — r| fichas de una subgréfica inducida de G.

Proposicion 2.3.1. Para cualquier grifica G de orden n € ", cualesquiera enteros
r.k € [n] y cualquier uw € F,G, si v < k entonces [N(u)|pc = Fr—r(G —u), y si
k < r entonces [Np(u)|p.c = Fri[ulc.

Demostracion. Es claro que, si r = k, entonces
Fr,k[u]g = kar(G — u) = [Nk(u)]FkG = K17

por lo tanto basta demostrar este teorema para los casos en donde las desigualdades
son estrictas.

Si r < k definimos la funcion ¢: Ng(u) — V(Fp—.(G — u)) como v — v\u, que
es suprayectiva pues para cada w € V(F,_x(G — u)) existe la configuracion de k
fichas v = w U u, que satisface que v € Ni(u) y ¥(v) = w. También es inyectiva
pues, si v,v" € Ng(u) son diferentes, dado que ambos contienen a u, entonces ¥ (v) =
v\u # v'\u = ¥ (v'). Esto tltimo también nos permite justificar que es un morfismo:
para v,v" € Ni(u) diferentes, vv' es una arista de FyG siy solo si v Av' € E(G)
o, equivalentemente, (v\u) A(v\u) € E(G). Ya que la ultima expresion coincide con
Y(v)Y(v') € E(Fy_,.G), se concluye que 1 es un isomorfismo.

Si k < r, basta ver que Ny (u) = V(Fy[u]e) y por lo tanto [Ny (u)]|p.¢ = Filu]e =
Fr,k[u]g. |

El concepto de k-vecindad nos ayuda a entender la estructura de Fi,GG ya que nos
permite dividirla en subgraficas inducidas isomorfas a graficas de fichas de graficas
més pequenas. Por ejemplo, para F5Cs5, la 2-vecindad No({5}) es la coleccion de todas
las configuraciones de dos fichas en Cy en las que alguna de las fichas ocupa el vértice
5. Hay cuatro de estas: {5,1},{5,2},{5,3} y {5,4}. Por la Proposicién 2.3.1, estas
configuraciones inducen una subgrafica de F,Cj isomorfa a F(Cs —5) =~ P, en F5Cs.
El resto de los vértices de F,C5 son aquellos que no tienen ficha alguna en el vértice
5, estas son las configuraciones de Ny (V' (C5)\{5}), por lo que inducen una subgrafica
de FyC5 isomorfa a Fy(Cs — 5) =~ FyP;. En la Figura 2.5 vemos un diagrama de
ambas subgréficas.

Para terminar de bocetar F,C'5 resta analizar las adyacencias que existen entre
pares formados por configuraciones de ambas subgraficas, las cuales se corresponden
con los movimientos que puede realizar la ficha posicionada en el vértice 5: hacia el
vértice 4 o hacia el vértice 1. Asi, conseguimos el boceto de Fy,C'5 que aprece en la
Figura 2.6.
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Figura 2.5: Nao({5}) y No(V(C5)\{5}) en F»Cs.

/.,/”’3'4
e 2l4 — 2l3
S T T 3 —
15 — 25 — 35 —45 - €

Figura 2.6: Boceto de F»Cs.

De forma semejante, las graficas de fichas de las trayectorias se pueden dividir,
recursivamente, en gréaficas de fichas de trayectorias mas pequenas y con menos fichas.
Veamos un ejemplo en F3 P, queremos obtener una particion de las configuraciones de
tres fichas en P; en la que cada clase esté formada por configuraciones cuya “primera
ficha” estd en la misma posicion. Para esto definimos primero L; = [N3({1})]mp,,
de esta manera los vértices de L; son las configuraciones de tres fichas en las que
alguna de ellas ocupa el vértice 1. Por la Proposicion 2.3.1, Ly es una subgréfica de
F3P; isomorfa a Fy(P; — 1) que, como P; — 1 = Fg, es isomorfa a F,FP;. De forma
semejante, si Lo es la grafica

[Na({2})]mp, — N3({1}) = [N3({2})]mpr-1),

sus vértices son las configuraciones de tres fichas en P; que tienen una ficha en 2
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pero ninguna en 1. Utilizando nuevamente el isomorfismo entre P; — 1 y Fg, estas
configuraciones se corresponden con aquellas de F3FP; que tienen una ficha en el
vértice inicial de la trayectoria. De nuevo, gracias al la Proposicion 2.3.1 se tiene que
Ly es isomorfa a FyP5. Asi, si definimos

Lii = [N?)({Z + 1}>\ U V(LS)]F3P7 = [N3({1}):|F3P77i = F2P7*(i+1)

para i € [4], entonces {V(L;)}ie[5) es una particion de V(F5P;) y toda L; es una
subgrafica inducida de F3P; isomorfa a FyP;_;. Para completar el analisis de F3P;
veamos que un par de configuraciones v € L; y v € L; con ¢ # j, serdn adyacentes
si v se obtienen de mover la ficha de u en i al vértice j, es decir, si uAv = {i,j} y
ij € E(Pr). Asi obtenemos el boceto de F3P; de la Figura 2.7.

Recursivamente, para cada L; se pueden definir L;; con j € [i + 1,6] como la
subgrafica de F3P; inducida por las configuraciones de tres fichas cuya primera y
segunda ficha estédn en 7 y j respectivamente, de manera que L;; =~ F1P;_; =~ P;_;. En
general, los vértices de Fy P, se pueden dividir en n—k+1 partes ajenas L1, ..., L, _j41
de forma que L; = Fj,_1P,_; y dos vértices u € L; y v € L; son adyacentes si y solo
sij=i+1ev=mul

Por otro lado, resulta productivo considerar N como una funciéon que a cada
configuracion en F,.G le asocia una colecciéon de configuraciones en Fj,G dada por
u — Ny (u). Para u € V(F,G) sucede que |[Ny(u)| = (}77) sir <k y [Ny(u)| = (,”,)
si k < r, por lo tanto

Ny : V(F,.G) - V(F,F,G)
con a = (Z::) sir<kya= (T:k) = (;) sik<r.

Sir = k, entonces Ny : F,.,G — F|F,G es un isomorfismo pues, para toda u €
V(F.G) se tiene que Ni(u) = {u}, siendo este el isomorfismo que conocemos entre
F.Gy FiF,.G. Sin embargo, sik # ry [g] <k< ”;T, entonces N; no es un morfismo
de graficas, mas aun si u,v € V(F,.G) son diferentes entonces Ni(u) y Ni(v) no son
adyacentes en F,F,G. Para ver esto notemos que, como u # v, entonces u\v y v\u
son no-vacios. Por lo tanto, si x € u\v, y € v\u y k < r podemos definir

Sy ={wu{z}: we N_1(u\{z})} ¥y
Sy =A{w v {y}: we N1 (v\{y})}.

Se tiene entonces que S, < Ni(u)\Nr(v) v Sy, € Ng(v)\Ng(u). Como 1 < 7y

[£] < k < r sesigue que 1 < k < ry, por lo tanto, |S,| = |S,| = (Zj) > 1, asf

2

| Ni(u) A Ni(v)| > 2 y entonces Ni(u) A Ni(v) ¢ E(FpG).
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Figura 2.7: Las subgraficas Ly, Lo, L3, Ly y L5 nos ayudan a visualizar F5P;.

El caso r < k se puede argumentar de forma semejante definiendo ahora

Su={wourweV(F_.(G-—uuvwv))ty
Sy ={wuv:weV(F_.(G—uuv))l,

y viendo que, nuevamente, S, S Ni(u)\Nk(v) v Sy € Ni(v)\Ni(u). Como r < k <
T < nsetiene que 0 < k—r < %5f <n—ryporlotanto 0 <k—r <n—r—1. Se
concluye que |S,| = [S,| = ("_|“U”|) > ("_k(:fl)) > 1, y asi Np(u) A Ni(v) ¢ E(FpG).

k—r
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Obsérvese que, en el argumento anterior, si u,v son dos configuraciones de r
fichas adyacentes en F,.G, entonces Ny (u)\Ng(v) = S, ¥ Ni(v)\Ng(u) = S,, mas ain,
en este caso existe un 5,5,-apareamiento en FyG cuya biyecciéon subyacente es un
isomorfismo entre las subgraficas de Fi.G inducidas por S, y S,. En efecto, llamando
u\v = {z} y v\u = {y} para alguna zy € FE(G), veamos que como M® € M, para
toda w € 5, entonces M™ esta definida en todo .S, y su imagen esti contenida en
Sy. De forma analoga, M¥* es una funcién definida en todo S, y con imagen en .S,,.
Més atin, M¥* = (M*¥)~! ya que

MM (w)) = ((w\{z}) v {yh)\{y}) v {z} = w.

Por lo tanto, M™® es una biyeccién que, al construirse con base en movimientos,
sabemos que subyace al S,S,-apareamiento {wM*(w) € E(F,G): w € S,}. Final-
mente, para ver que M es un isomorfismo entre [S,]|r.c ¥ [Sy]r.c veamos que, si
dos configuraciones en S,, w y w’, son adyacentes, entonces existe un movimiento
M** € M, tal que M**(w) = w'. Como w,w' € S, entonces {z,2'} n {x,y} = @, de
forma que M** € Mz (w) ¥

M= (M™(w)) = (w\{z, 2}) U {y. 2} = (W'\{z}) U {y} = M™(w).

Por lo tanto M*™¥(w) y M®(w') son adyacentes en F,G. Para ver que la adyacencia
en la grafica [S,]r,¢ también implica la adyacencia en de sus preimégenes en [S,]r.¢
se hace el mismo argumento ahora con la funcién inversa M¥*: S, — 9,. Se concluye
que M™: [Nip(u)\Nk(v)]r.c — [Ne(v)\Nk(v)]F.¢ es un isomorfismo siempre que
wv € E(F,G).

Lo anterior sugiere definir una variante de las graficas de fichas en la que se
permita mover varias fichas a la vez: para G una grafica de orden n € Z*, k € [n]
y [ € [k] definimos P, F}G, la grafica de k fichas con movimientos [-paralelos,
como V(P FG) = (V(kG)) y, para u,v € V(P FG) distintos, uv € E(PF}G) si y solo
si existe un (u\v)(v\u)-apareamiento de cardinalidad a lo méas [ en G. Un ejemplo
de estas graficas se puede ver en la Figura 2.8. Entonces, si consideramos N como
una funcién de F,.G en P F,F,G con a = (Z) yil= (l’;j) sik<r,oa= (Z::) y
l = (”;:1) si r < k, resulta ser un monomorfismo, por lo que F,.G es una subgrafica
de P F,F,G que, ademés, es inducida. Esto lo argumentamos en la demostracion de

siguiente resultado.

Proposicion 2.3.2. Si G es una grdfica de orden n € Z* y r, k € [n] son tales que
k<% yjs <k<™E entonces
Np(F.G) = [Ne[V(E.G)|pFuric = .G,

con a = (}) yl:(,’;j) sik<r,ya= (") ylz(”;:l) sir<k.
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Figura 2.8: Grafica de 2 fichas con movimientos 2-paralelos de Py y el tablero que
modela.

Demostracion. Primero notemos que el caso r = k es inmediato, por lo que solo
analizaremos los casos donde r y k no son iguales, y que la condicion § < k < 23+
se pide para que, cuando k < r, entonces r — k < r — 5 = £, lo que asegura que
la cantidad de fichas en [u]g no excede la mitad de los vértices. De la misma forma
cuando 7 < k, se tiene que k—r < *7*, asegurando que la cantidad de fichas en G —u
no excede la mitad de los vértices. Por supuesto, esta hipotesis no pierde generalidad
ya que, como discutimos al inicio de este capitulo, todas las graficas de fichas son
isomorfas a una grafica de fichas con a lo mas tantas fichas como la mitad de los

vértices.

Para el caso k£ < r supongamos que a y [ son como en el enunciado, por la
Proposicion 2.3.1 sabemos que Ny : V(F.G) — V(B F,F,G) es inyectiva, ahora
veamos que es morfismo: si u,v € V(F,.G) son adyacentes entonces u = I U {z} y
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v=Iu{y}conlI =unvyaxye E(G), por lo tanto

Ni(u) = {w e Ng(u): x € w} v {w e Ng(u): x ¢ w}
={wufz}: we V(F1I)} v N(D), ¥
Ni(v) = {w e Ny(v): ye w} u {we Ni(v): y ¢ w}
= {w U {y} w e V(kall)} ) Nk<[>
De manera que |Nj(u) A Ny(v)| = 2|F_1I| = 2(;_;) = 2, para ver que hay un
emparejamiento de Ny (u)\Ng(v) y Ni(v)\Ng(u) hay que notar que las configuraciones
del primero son de la forma w u {z} con w € V(F;I) y se pueden hacer corresponder
biyectivamente con las configuraciones w U {y} € Ng(v)\Ng(u), estas parejas de
configuraciones siempre son adyacentes y por lo tanto Ny (u)Ny(v) € E(PF,F,G).

Para ver que es un isomorfismo consideremos u,v € V(F,G) diferentes tales que

Ni(u)Ny(v) € E(PF,F;,G), como u y v son diferentes | Ny (u) A Ny(v)] = 2(;_}) = 2L,
sin embargo, ya que estas dos k-vecindades son adyacentes moviendo a lo mas [ fichas,
necesariamente | Ny (u) A Ng(v)| = 2.

Si existieran z1, o € u\v diferentes, entonces existirian y;, y2 € v\u diferentes, si

R = [u\{z1, z2}]c entonces

Ni(u) = V(FyR) U {w v {x1}: we V(Fy_1R)}
u{wu {r}: we V(F,_1R)}
U{w u{zy, 22} we V(F,_2R)},

y anélogamente para v. Por lo tanto, |Nj(u) A Ny(v)| = 2(2(;_3) + (;_3)), por la

Regla de Pascal, (j_7) + (;172) = (;_}) = L, por lo tanto |Nj(u) A Ni(v)| = 2(1 +
(,:j)) > 2[, lo que es una contradiccion. Asi podemos afirmar que u = [ U {z} y
v =1u{y} con I =un v, resta ver que zy € E(G), y esto es asi ya que para
cualesquiera z € Ni(u)\Nk(v) y 2’ € Ni(v)\Ni(u), se cumple que {z,y} < z A2,
como ya sabemos que Ny es morfismo, si existen u y v adyacentes en F,.G, es necesario
que xy sea una arista de G.

El caso r < k se argumenta de forma similar, para ver que es morfismo se observa
que para u,v € V(F,G) diferentes y adyacentes, si S = G — (v v v), v\v = {z} y
v\u = {y}, entonces

Ni(u) ={w e Ng(u): ye w} u {we Ni(u): y ¢ w}
= Ny(uvv)u{wuvu:weV(F_.(G—uuwv))}, v
Ni(v) = {w e Nip(v): z € w} u{we N,(v): = ¢ w}
=Ne(uvv)u{wuv:weV(F_.(G—uuw))}
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Por lo tanto, |Ng(u) A Ni(v)| = 2|Fx_1S| = 2(";:1) = 2[, y el emparejamiento
de los elementos de la forma w u {y} € Ni(u)\Ng(v) con w U {y} € Ni(v)\Ng(u)
justifican que Ni(u)Ni(v) € E(PF,F,G).

Si ahora suponemos que u,v € V(F,.G) son diferentes y tales que Ny (u)Ni(v) €
E(PF,F,G), como sabemos que |Ni(u) A Ni(v)| = 21 se puede argumentar de forma
muy semejante al caso anterior que v = [ v {z} yv =1 U {y} con I = un v.

Nuevamente el hecho de que Ny es un morfismo nos permite concluir que zy € E(G).
|

Naturalmente, si F,G es una grafica de fichas, [ € [k], y u € V(FG), definimos
un movimiento /-paralelo de u, o simplemente un movimiento paralelo, como
una funcion M : u — V(G) tal que [sop(M)| <y {zM(z) € E(G): z € sop(M)}
es un u(V(G)\u)-apareamiento. El término paralelo se explica si recordamos que
decimos que dos lineas son paralelas cuando no inciden en un punto comun, por lo
que un apareamiento no es otra cosa que una coleccion de lineas de GG paralelas por
pares. Ademés, un movimiento 1-paralelo de u coincide con la de un movimiento
usual de v en FpG, por lo que la nociéon de movimiento paralelo generaliza la de
movimiento. Denotamos P, M, al conjunto de todos los movimientos [-paralelos de
u. Observemos que a un movimiento [-paralelo M, a diferencia de un movimiento
usual, no es posible describirlo con una notaciéon semejante a M*™, ya que ahora
son varias fichas las que se mueven y, atn si damos los conjuntos A = sop(M) y
B = M{[sop(M)], no es necesariamente cierto que existe un inico AB-apareamiento.
Sin embargo, tras un poco de reflexion, el lector podra convencerse de que, si la
grafica G tiene cuello mayor que 2/, entonces de existir un emparejamiento entre A
y B, dos conjuntos de cardinalidad a lo mas [, debe ser tinico. De forma que, en este
caso, los movimientos [-paralelos son suceptibles no solo de la notacién M4E, sino de
un anélisis semejante al que realizamos en FG para encontrar una biyecciéon entre
los caminos de F,G y parejas de ciertas palabras de movimientos (en este caso, los
movimientos seran de configuraciones w € N,(u) con r € [l]) y sus configuraciones
inciales. Sin embargo, en este texto no emprendemos esta direcciéon de investigacion y
nos conformamos con apoyarnos en la nociéon de movimiento [-paralelo para entender
a P F,G como la grafica cuyos vértices son las configuraciones de k fichas en los
vértices de G y en donde dos de ellas son adyacentes si es posible mover a lo mas [
fichas “simultaneamente” a lo largo de un u(V(G)\u)-apareamiento.

Obsérvese que, por la Proposicion 2.3.1, si |k — r| = 1 entonces Ni(u) = G — u
0o Ni(u) = [u]g, por lo que Ni[V(F,.G)] se puede entender como la coleccion de
todas las subgréficas inducidas de cierto tamatno (n —r 6 r) de G. En particular,
sir=1yk =2 entonces {Ni({z}): z € V(G)} es el mazo de G y, como en este

caso | = (”;;1) = "12) = n — 2, la Proposicion 2.3.2 nos asegura que las cartas
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de G se pueden encontrar como subgraficas inducidas en F>G cuyos conjuntos de
vértices son configuraciones de n — 1 fichas en F5G que inducen una grafica isomorfa
a G en P, oF, 1F5G. Se tiene que cualesquiera dos de estas cartas, [Na({z})]me
v [N2({y})]me para x,y € V(G), se intersectan en exactamente un vértice de FyG,
a saber Ny({z}) n No({y}) = {{z,y}}. Es decir que, como entre cualesquiera dos
cartas existe una tnica configuracion de FyG que estd en ambas, para cada confi-
guracion de FyG existen exactamente dos cartas que le contienen, y hay n cartas,
entonces ({No({z})}, V(F2G)) es una estructura de incidencia S;(2,2,n). Asi, toda
grafica de dos fichas admite que su conjunto de vértices sea las lineas de un con-
junto un sistema de incidencia asi. Ademas, el conjunto de aristas con extremos en
Sy = No({x})\Na({y}) v Sy = Na({y})\Na2({z}), como ya vimos, contiene un S,5,-
apareamiento asociado a M™ si xy € FE(G); sucede que, si xy € FE(G), estas son
todas las S, S5,-aristas y, si xy ¢ E(G), entonces E(S;, S,) = @. Como consecuencia,
si E(S;,Sy) # @ entonces xy € E(G), de forma que, para todo z € V(G)\{z,y}, se
tiene que {z, z}{y, 2} € E(S,, Sy) y, ademas, es la tnica arista de E(N2({z})) que esta
en E(S;,Sy). Se sigue que {E(S,,Sy) N E(N2({2}))}:ev(e)\(oy} €5 una particion de
E(S;,Sy). Todavia mas, como el hecho de que dos configuraciones de dos fichas, u y
v, sean adyacentes implica que unwv # &, entonces de hecho toda arista de F5G es de
la forma {z, z}{y, z} para alguna z € V(G) y zy € E(G), por lo que toda arista esta
en F(S;, Sy) para una y solo una arista zy € E(G). De forma que {E(S;, Sy) }eyer(@)
es también una particion de F(F5,G). Veremos que, como consecuencia de la Propo-
sicion 2.3.2, la existencia de una estructura de incidencia cuyas lineas son los vértices
de una grafica H que cumpla todo lo anterior implica que H =~ F3,G. Es decir que
estas propiedades determinan tnicamente a la grafica de dos fichas de G. Este resul-
tado se puede extender para dar una caracterizacion de F;G. Para argumentar esto,
introducimos la nocién de un sistema de incidencia no-degenerado, el cual es
un sistema de incidencia en donde no existen dos puntos p y ¢ tales que (p) = (¢).
En una geometria asi, es posible identificar a cada punto X con la coleccién de lineas
con las que incide y tomar la incidencia inducida por la pertenencia. Todas las es-
tructuras con las que trabajamos en este argumento son no-degeneradas, por lo que
siempre suponemos que son pares (P, L) tales que P < P(L). Ademas, a lo largo del
siguiente argumento denotamos, para X,Y < V(H) para alguna grafica H,

Exn(X\Y,Y\X) = S(X,Y).

Teorema 2.3.3. Sean G y H dos grificas, con G de ordenn € Z* y k € [n], entonces
H = F,G siy sdlo si V(H) admite ser el conjunto de lineas de un k— (1, k,n)-diseno



70 GRAFICAS DE FICHAS

(P,V(H)) tal que
EH)= ) s&xY)y
Xyle(3)

{S(X,Y)NE([(W)]u): W e (P\;)f’ly})} es una particion de S(X,Y) para cualesquiera
dos X,Y € P que satisfacen S(X,Y) # @.

Demostracion. Suponemos H = Fj,G y verificaremos que la familia P = {Ny({z}) }sev ()
forma un conjunto de puntos tal que la estructura de incidencia (P, V(F,G)) es
un diseno como lo buscamos. Notemos que esto no pierde generalidad ya que, si
H =~ F,G, existe f : F,G — H un isomorfismo, de forma que P = {f[X]}xecp
es un conjunto de puntos de la estructura de incidencia (P’,V(H)) que es un dise-
no como lo buscamos siempre que (P, V(F;G)) lo sea. Recordemos que, para mos-
trar que (P, V(FyG)) es un k — (1, k, n)-disefio debemos ver que para cualesquiera
k puntos Ni({z1}),..., Nx({zr}) € P existe una unica linea u € V(FG) tal que
u € (Vi Ni({2:}). Conviene observar que, para todo w € V(G) con [w| < k, se

cumple que
M Mel{=}) = Niufuw),

zZew

de forma que la existencia de la linea u que buscamos es equivalente a que u sea
la configuracion {xi,...,z}. Ademés, cualquier linea u = {z1,...,2;} € V(FG)
incide con exactamente k puntos, a saber, Ny({x1}),..., Np({zx}). Por ultimo, es
claro que hay n puntos, uno por cada x € V(G), de manera que en efecto se trata de
un k — (1, k, n)-diseno.

Ahora vemos que E(F,G) = U{X,Y}e(’;) S(X,Y) yaque, si uv € E(F;,G), entonces
ulNv = {z,y} € E(G), por lo que u € Ny({z})\Nr({y}) y v e N.({y})\NVr({z}), lo que
implica que uv € S(Ni({z}), Nx({y})). Por otro lado, si S(N,({z}), Nr({y})) # @
entonces existen u € Ni({z})\Ne({y}) v v € Ni({z})\Ne({y}) tales que u Av € E(G).
Pero, como {z,y} < u/Av e E(G), entonces uAv = {x,y} y zy € E(G). Se sigue
que unNuv e (V(i)i{lz’y}) y, por lo tanto, u,v € Ni({z}) para toda z € un v, con lo que
se deduce que

v e S(Ny({z}), Ne({y}) 0 B( (1] Ne({2})) = S(Nk({}), Ne({y}) 0 Ni(u ).

zZeEuNv

En general, si 2y € E(G), entonces el conjunto S(Ni({z}), Ne({y})) n E(Nk(w)),
para algin w € (V(I{ﬁ)i{f’y}), es el unitario formado por la arista (w U {z})(w U
{y}) € E(FG). Asi que la familia formada por estos conjuntos es una particion de

S(Ne({x}), Ne({y}))-
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Ahora, suponemos que existe (P,V(H)) un k — (1, k,n)-diseno que satisface las
hipotesis para alguna grafica H. Definimos una grafica G con conjunto de vértices
P y en donde dos vértices, X y Y, son adyacentes si y solo si S(X,Y) # @. Afir-
mamos que H =~ F}G. Para ello definimos la correspondencia f: V(H) — V(F;G)
dada por u — (u). Como (P,V(H)) es un k — (1, k,n)-diseno, se tiene que f en
efecto tiene contradominio en V(F,G), ya que toda linea incide con exactamente k
puntos, y, como por cualesquiera k puntos Xi,..., X, € P existe una tnica linea
ue V(H) tal que f(u) = {X1,..., Xy}, entonces f es una biyeccion. Ahora veremos
que es un isomorfismo. Si u y v son dos vértices de H adyacentes, entonces, como

E(H) = Ux vie(?) S(X,Y), existen dos X y Y en P tales que uv € S(X,Y). Luego
) 2

{(SX,Y)nE([(Z)]u): Z € (P\]i)_(’ly})} es una particion de S(X,Y"), por lo que existe

W e (P\]i)f’ly}) tal que wv € E((W)). Si W = {Xy,..., Xx_1}, entonces, como sin

pérdida de la generalidad u e X\Y y v € Y\X, se concluye que

Flu) = (X1, ... Xpor, X} y
F0) = {X1, ..., X1, Y.

De forma que f(u) A f(v) = {X, Y}y, comouv € S(X,Y), entonces XY € E(G). Por
lo tanto, si uv € E(H) entonces f(u)f(v) € E(FyG). Ahora, si f(u)f(v) € E(F.G) pa-
ra algunos u, v € V(H), entonces, de forma muy semejante, f(u) = {X;,..., Xp_1, X}
y f(v) ={Xy,..., Xs_1,Y} con XY € E(G). Se sigue que S(X,Y) # @ y asi que,

como W = {Xy,..., X}} € (P\,ii(’ly}), se tiene que

S(X,Y) n E(W)) + @.

Es decir que existe una arista entre dos vértices de H que inciden con todos los puntos
de W y uno de ellos con x y otro con y. Es decir, que la arista tiene por extremos a

los tinicos vértices que inciden con los k£ puntos Xq, ..., Xp 1, Xy Xq,..., X1, Y.
Como la geometria es un k — (1, k, n)-diseno, estos vértices son tnicos y, por lo tanto,
uv € E(H). Se concluye que f es un isomorfismo de H en F;G. [

Inspirados por este resultado, si H es una grafica y P es una colecciéon de subcon-
juntos de vértices de H tal que (P, V(H)) satisface las hipotesis del Teorema 2.3.3
para algunas n € Z* y k € [u], le decimos una estructura de k fichas de H. Ob-
servemos que, por el Teorema 2.3.3 y la Proposicion 2.3.2, las graficas inducidas en
H por los elementos de una estructura de & fichas en H son isomorfas a Fy,_1(G —x),
con G la gréfica construida en el Teorema 2.3.3 tal que H =~ F;G. Es decir, son las
graficas de k — 1 fichas de las cartas de GG. Definimos entonces, el k-mazo de una
grafica G’ con al menos k + 1 vértices, como

DG = {F},(G—x): 2 e V(G)}.
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A sus elementos, naturalmente, les decimos las k-cartas de G. Es claro que, el con-
cepto de 1-mazo coincide con el de mazo ya que FiG =~ G para toda grafica. Por lo
anterior se tiene la siguiente consecuencia de la Proposiciéon 2.3.2 y el Teorema 2.3.3.

Corolario 2.3.4. Una familia de grificas D = {H,, ..., H,} es un k-mazo si y solo
si existe una grafica H que admite una estructura de k + 1 fichas P = {Xy,..., X,.}
tal que [X;]y =~ H; para toda i € [n].

Demostracion. La Proposicion 2.3.2 y el Teorema 2.3.3 muestran que todo k-mazo
de una grafica G satisface el enunciado ya que {Nji1({z})}sev () es una estructura
de k + 1 fichas en H = F,1G tal que [Ny ({z})]r,6 = Fi(G — x) para cada
x e V(G).

Por otro lado, si {Hy,...,H,} es una familia de graficas para la cual existe una
grafica H que admite una estructura de k fichas P = {X3,..., X,,} tal que [ X;|g = H;
entonces se tiene que X; = Npy1({X;}) con X; € V(G) para G la grafica construida
en la demostracion del Teorema 2.3.3, cuyo conjunto de vértices es P y que cumple
H ~ F;,1G. Por lo tanto, por la Proposicién 2.3.2 se concluye que H; =~ [X;]g =

(N1 ({ XD p e = Fi(G — X;) para cada X; € V(G). |
6 ¢ N, ((4) ©—0—0—0—0  R-4
0O—0—0—0 O
|6 4—5 4 ,
l 0O—0—0 o—
6 3—5 3 —4 3
l | l 0—0 0—0—0
6 2—52—[4 23 2
| | | | Q O0—0—0—-0
6 1—51—4 11—31—21 0—0—0—0—0

Figura 2.9: Estructura de 2 fichas formada por las 2-vecindades de F>Fs y el 1-mazo
asociado.

Para concluir esta seccion, observemos que, si existieran dos graficas de k > 1
fichas F,G y FpH tales que F,G =~ F},H entonces la existencia de un isomorfismo
f: Fy,G — F.H implica que toda estructura de k fichas de Fj.G es también una
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estructura de k fichas en FyH. En [22] se conjetura que, si F,G =~ FH, entonces
G =~ H, de ser cierta esta afirmacion se tendria que cualesquiera dos estructuras de
k fichas en la misma grafica tendrian asociado el mismo (k — 1)-mazo. Proponemos
que, reciprocamente, para cada (k— 1)-mazo existe una tnica grafica que admite una
estructura de k fichas que da lugar a él y que, por lo tanto, es equivalente que dos
graficas tengan el mismo (k — 1)-mazo es a que tengan la misma gréfica de k fichas.

Conjetura 2.3.5. Sean G y H grdficas de orden n conn = 3 y k € [2,n — 1],
entonces F,G =~ FyH si y solo si existe una biyeccion r: V(G) — V(H) tal que
Fr (G —2) = Fr1(H —r(x)) para toda x € V(G).

2.4. Grafica de fichas etiquetadas

La forma en que hemos definido las graficas de fichas modela una situacion en la
que las fichas son idénticas, esto ya que las configuraciones de fichas son conjuntos
de vértices y, por lo tanto, la tnica forma de referise a una de ellas es mediante el
vértice en el que se encuentra. Sin embargo, gracias a lo nocién de movimiento, si es
posible alcanzar una configuracion v a partir de otra u con la sucesiéon de movimientos
m ... m®Y entonces la funcion M*¥t o - o M*¥ : y, — v es una biyeccion que
asigna a cada ficha x € u una tinica ficha y € v, de forma que la ficha de u que estaba
en el vértice x ocupa el vértice y de la configuracion v después de dicha sucesion
de movimientos. En cambio, si no quisieramos registrar todos los movimientos que
realizamos, una alternativa para saber qué ficha de u termina algin vértice de v es
marcar las fichas con simbolos diferentes antes de realizar la sucesiéon de movimientos,
de esta forma podriamos relacionar una ficha en una configuraciéon con la tnica ficha
de la otra configuraciéon que tiene la misma marca. Notemos que, de hacer esto,
ya no podriamos identificar la posicion de las fichas con el conjunto de vértices
que ocupan, ya que ahora que las fichas estan marcadas, podemos diferenciar entre
todas las formas en que los simbolos se pueden asignar a las fichas de una misma
configuracion. Esta discusiéon nos invita a considerar otra variante de las graficas
de fichas en donde este sea el caso. Esta idea surge naturalmente al considerar el
popular rompecabezas 15-puzzle, para jugarlo se necesitan quince fichas enumeradas
del uno al quince y un tablero semejante a uno de ajedrez con cuatro casillas por
lado. El juego consiste en colocar las fichas en las casillas, dejando la casilla de la
esquina inferior derecha desocupada, e intentar manipularlas, deslizando una a la
vez a una casilla adyacente desocupada, hasta lograr posicionar las fichas como se
muestra en la Figura 2.10. A principios de 1880, Johnson y Story [33] mostraron que
es posible ordenar las fichas como lo indica el juego solo si la posiciéon inicial de las
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fichas es una permutacion par de la configuracion de la Figura 2.10. En 1974, Wilson
[541] generalizo este resultado planteando el juego en cualquier tablero cuya gréfica
subyacente es 2-conexa, de orden n, y hay n—1 fichas etiquetadas en él. Mostro que el
comportamiento del rompecabezas depende de si la grafica es bipartita. Si lo es, solo
se pueden obtener las permutaciones pares, en otro caso, es posible conseguirlas todas.
Una década mas tarde, Kornhauser [35] generalizo el juego al caso cuando el tablero
es cualquier grafica y hay cualquier cantidad de fichas menor que su orden, ademas
dio un criterio para saber cuando es posible llevar las fichas de una configuracion
etiquetada a otra. Bajo una definicion apropiada de la grafica cuyos vértices son las

o)
o ||

Figura 2.10: La configuraciéon ganadora del 15-puzzle.

posibles maneras de posicionar fichas etiquetadas en un tablero, lo anterior intenta
dar solucién al problema de decisiéon sobre cuando dos de ellas estdn en la misma
componente conexa. En esta seccion desarrollaremos estos resultados bajo nuestro
marco de trabajo, basado en la idea de los movimientos de fichas, lo que no solo nos
permitird demostrar de forma sencilla la solucién al caso mas general del 15-puzzle,
sino que ademés veremos que, gracias a la existencia del movimiento subyacente de
cualquier camino en FjG, estos resultados son vélidos incluso cuando las fichas no
tienen etiquetas. Asi obtendremos una interesante propiedad de FiG en términos de
un grupo cociente del grupo de caminos cerrados simplificados basados en u para
cualquier u € V(F;G), la cual podra entenderse como una “etiquetacion intrinseca”
de las fichas en F,G.
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Sea G es una grafica de orden n € Z* y k € [n], definimos la grafica de k fichas
etiquetadas, denotada Fj¥G, como

FrG = [{(x1, .. 2) e V(G)*: @y # xysid # j}]aon.

La definiciéon del producto caja asegura que los vértices de esta grafica, a los que
llamamos configuraciones etiquetadas, se pueden interpretar como las posiciones
de k fichas en vértices diferentes de GG, y dos configuraciones etiquetadas son adya-
centes si una se puede obtener de la otra mediante el movimiento de una ficha a lo
largo de una arista de GG. El ordenamiento de las listas es informacion adicional que
distingue a los vértices de la configuraciéon de acuerdo a la entrada de la lista en la
que aparecen, es decir, el contenido de la i-ésima entrada se puede entender como la
casilla que ocupa la ficha marcada con la i-ésima etiqueta. Para el caso en que hay
n — 1 fichas en una grafica de orden n, Wilson define una configuracion etiquetada
en ella como una funcion biyectiva de V/(G) en {1,...,n—1,0} y dos de ellas, fy g,
son adyacentes si existe una transposicion (zy) € Sy(g) con zy € E(G), f(x) =Dy
g = fo(xy), es decir, el vacio se mueve a un espacio adyacente. Ambas definiciones

son equivalentes por el isomorfismo f — (f~'(1),..., f~'(n—1)). Al definir las confi-
guraciones etiquetadas con base en el producto caja, éstas son funciones biyectivas de
{1,...,k} en V(G), lo que nos permite considerar una menor cantidad de fichas sin

agregar elementos al contradominio que denoten espacios vacios, lo que complicaria
el lenguaje al considerar cualquier cantidad de fichas, distinta de n — 1.

109—10[8—10]7—1016—1015—104—10 3—102~10‘1
| | |
Bl 8—9l7—9 5—915—9 4—39 3—9|2—91~910
| \ | | |

8 7—-%}6—8 5—8 4—8,3—8i2—8]1—8|10——8|9
[

7 5—7|5—7 4—7 3—7‘2—7l1—710—7l9—7e
\ 1 | |
6 5*6‘4—*6‘3—6‘2—%1—610——69—6‘8—-67
| i | |
54_513—5l2_5{1_510—5 §—58—57—56
I | I | |
4 3—412—4‘1—410—49-——48—47—46—45
| | | |
32—31—310 —39—38—37— 36—35 —34

| ! | | | |

2Y'—210 — 29 —28—27—26—25 —24 —23
I | |

| |
110—19—18—17—16—15—14—13—12

Figura 2.11: La grafica FCsg y el tablero que modela.

Definimos A: V(FFG) — V(FyG) como A(zy,...,x;) = {x1,...,2}, esta fun-
cién es un morfismo pues, para dos configuraciones etiquetadas @ = (z1,...,zx) ¥y
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A~

v = (y1,...,yr) adyacentes, existe una tnica j € [k] tal que z; # y; y ademas
z;y; € E(G), de forma que A(U)AA(D) = {z;,y;} € E(G). Sin embargo, a menos
que k sea uno, A no es un isomorfismo, esto es facil de verificar pues cada forma
posible de enlistar los vértices de una configuracion u se corresponde con una con-
figuracion etiquetada cuya imagen bajo A es u. Nos referimos a A~[{u}] como el
conjunto de etiquetados de u y a uno de sus elementos como un etiquetado de u.
A pesar de que A no es un isomorfismo, si consideramos dos configuraciones u y v
adyacentes en FyG y U = (x1,..., ;) un etiquetado de u, entonces existe un tnico
etiquetado de v adyacente a 4. Esto es decir que, como los vecinos de A(u) estan
en biyeccion con los movimientos de A(%), entonces los vecinos de una configuracion
etiquetada u en F}'G estan en biyeccion con los movimientos m™ € My, ya que
para cada movimiento asi existe un tnico vecino de u dado por M®¥ o . Por esto,
decimos que las fichas de A(uz) son también fichas de @ y que los movimientos de
A(@) son los movimientos de u. Esta terminologia no ocasiona conflictos ya que, in-
tuitivamente, para efectos de los movimientos que es valido realizar en un tablero, es
lo mismo jugar con fichas idénticas o con fichas etiquetadas; la tnica diferencia entre
los movimientos de configuraciones y de configuraciones etiquetadas se encuentra en
formalismo de tomar la composicion de una configuracion etiquetada u: [k]] — V(G)
con el movimiento, en lugar de la imagen directa de un conjunto de vértices de G,
para obtener el resultado de realizar ese movimiento. Para justificar cuidadosamente
lo anterior, definimos un isomorfismo local, de una grafica G en otra grafica H,
como un morfismo f: G — H tal que para cada x € V(G) la restriccion de f a la
vecindad x es un isomorfismo de graficas, es decir, si

Flyee: V@) = [N(F @)
es un isomorfismo para toda z € V(G). Se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.4.1. Si G es una grdfica de orden n, con n € Z* y k € [n], entonces
A: F¥G — Fi,G es un isomorfismo local.

Demostracion. Sea u = (xy,...,x) € V(F¥G) y denotemos u = A(u), mostrare-
mos que Aly ;) es un isomorfismo entre [N (4)] g v [N(u)]r.q. Primero veamos que
N(u) < A[N(u)], para ello tomamos cualquier v € N(u) y suponemos que v # u. Es
claro que, si u € A[N(u)], entonces u\v = {z;} y v\u = {y} con x;y € E(G), de forma

que M*¥You = (x1,...,%;1,Y,Tit1,--.,Tx) €s un etiquetado de v adyacente a u, lo
que necesitabamos exhibir.
Para ver que es inyectiva e isomorfismo consideremos 0y = (y1,...,yx) v U2 =

(21, ..., 2) diferentes en N(u). Si alguno de los dos es u, se tiene que U102 € E(F¥G),
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por ser diferentes A(v1) # A(v2), vy A(v1)A(v2) € E(FyG). De otra forma, existen
Gnicas 7,7 € [k] tales que y;, z; ¢ u. En cambio, si i # j entonces 010, ¢ E(F)G)
y A1) AAN(V2) = {xi,yi, x5, 23}, por lo que A(D1) # A(D2) y A(01)A(02) ¢ E(F)G).
Si i = j, necesariamente y; # z;. En ese caso A(v1) n A(v2) = {v;, z:} v, entonces,
A(01)A(v2) € E(FG) siy solo si y;z; € E(G), lo que es equivalente a v10; € E(F}G).
Se concluye que A| N(a) €S un isomorfismo y, por lo tanto, que A es un isomorfismo
local. |

Como consecuencia del lema anterior afirmamos que, si % y @1 son dos etiquetados
de u, entonces N(ug) n N(u;) = &. En efecto, como A es un isomorfismo local, si
existiera v € N(ug) n N(uy) se sigue que existen dos etiquetados g, u; € N(v) tales
que A(ug) = A(@1), lo que es una contradiccion. Es posible demostrar otros resultados
con un espiritu parecido de “separar” los etiquetados de las configuraciones cercanas
a una configuracién dada, por ejemplo, si G tiene cuello mayor que 3 entonces

(AT IN @] e = B IN ()] -
Para ver esto, indexemos A™'[{u}] = {@;: i € [k!]} y notemos que, como A es un
isomorfismo local,
AN < | N@).

i€[k!]

Por lo tanto, {N(@;): i € [k!]} es una particion de A~!'[N(u)] y, como para toda
i € [k!] se tiene que A es un isomorfismo entre [N(u;)]pxe v [N(u)]rq, podemos
definir f: A7 [N(u)] — N(u) x [k!] como f(v) = (A(D),7) si 0 € N(u;). Para ver
que f es un isomorfismo basta ver que, si ¢ # j, v; € N(u;)\{u;}, y 0; € N(u;)\{u;},
entonces 0;0; ¢ E(F}G), pues U; no es adyacente a nadie en N(U;) y viceversa ya
que A es un isomorfismo local.
Denotemos @; = (21, ..., %k), Uj = (Y1, -+, Yk), Ui = (a1, ..., ax),yU; = (b1,...,bx),

sabemos que existen 7, s € [k] tales que a, € A(V;)\uy bs € A(¥;)\u. Si A(v;) # A(V;)
entonces a, # bs 0 T, # Y, si ambas condiciones se cumplen entonces

IA@)AND))| = {zr, ar, ys, b} | = 4.

Por lo tanto A(v;)A(v;) ¢ E(F,G). Si a, = bs, entonces A(0;)\A(D;) = {ys} v
A0;)\A(v;) = {z,}, como G es libre de triangulos z,y, ¢ E(G) v asi A(0;)A(v;) ¢
E(F;G). Si x, = ys, de forma anéloga se deduce que A(v;) AA(7;) = {a,, bs} y, nue-
vamente, como G no tiene triangulos, a,.bs ¢ F(G). En cualquier caso, como A es un
morfismo y las iméagenes de v; y 0; no son adyacentes, se tiene que 0;0; ¢ E(F;G). Por
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otro lado, si A(v;) = A(v;), como A es un isomorfismo local, no existe @ € N (v;)\{v;}
tal que A(w) = A(7;), de forma que v,0; ¢ E(F;'G), lo que demuestra la afirmacion.
De forma similar, si G tiene cuello mayor que cuatro, para toda u € V(F;Q)

AT Nw) =~k | | N

veEN (u) veEN (u)

FaG F.G

Este resultado generaliza el Lema 2.4.1 en el sentido de que, dado cualquier etiquetado
de v y una configuraciéon v a distancia a lo mas dos de u en FiG, existe un Gnico
etiquetado de v a distancia a lo méas dos de cualquier etiquetado de u. Sin embargo,
la principal consecuencia del Lema 2.4.1 es el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.2. Para toda grifica G de orden n € Z*, k € [n] y u € V(F,G),
si P: P, — F,G es un camino tal que P, = u y u es un etiquetado de u, entonces
existe un unico camino Q: P,, — F}G tal que

Q1=1u

<

P=AoQ.

Demostraciéon. Procedemos por inducciéon sobre m, para m = 1 es claro pues

Q1 = 1 es el tnico camino que satisface las condiciones en este caso. Supongamos

que para m > 1 se cumple el resultado, y consideremos un camino P: P, ;1 — F;G

con P; = u. Por hipétesis inductiva, P|V( P’ P, — F,G es un camino para el que

se cumple el resultado, de forma que existe un tnico camino Q)': P,, — F}'G tal que
I=uy P|V(Pm) =Ao(Q.

Por lo anterior, en caso de existir un camino () como el que buscamos deberé
cumplir que Q|V(Pm) = (', por lo tanto, resta ver que existe una unica forma de
extender )’ a un camino de m+ 1 vértices que satisfaga las condiciones. Pero sabemos
que esto es asi gracias a que A es un isomorfismo local, ya que existe un tnico
x e N(Q),) tal que A(x) = P,,41. Definiendo

o (@ icmm
' r t=m+1
concluimos que @ : P11 — FFG es el tnico camino tal que @y =uy P=Aoc@Q. B

Al camino @ en el teorema anterio le decimos el levantamiento de P con eti-
quetado inicial @, y lo denotamos P*. Obsérvese que, ademas, cualquier camino )
en F¥G es el levantamiento de un camino en F,G, a saber, Q = (A o Q)%.
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Recordemos que, si P y ) son caminos en Fj,G tales que el vértice final de P
es igual al inicial de @, como las palabras de movimientos w(P) y w((Q) se cons-
truyen a partir de las palabras de flechas de P y (), y con base en estas ultimas se
define la concatenacion de caminos, se tiene que w(PQ) = w(P)w(Q). Por lo tanto,
el movimiento subyacente de P() se obtiene de la composicion M(Q) o M(P). To-
davia més, si P no es un camino simplificado, en su palabra de flechas aparece un
par de términos consecutivos de la forma (u,v)(v, u), estos dan lugar a la pareja de
términos consecutivos m*¥m¥*, con u\v = {x} y v\u = {y}, en la palabra de mo-
vimientos de P. Asi, como M® = (M¥*)~! se sigue que el movimiento subyacente
a P sera idéntico a aquel asociado a cualquier camino obtenido de una cancelacion
elemental. Por lo tanto, el movimiento subyacente de un camino en F;.G solo depen-
de de su reduccion simplificada. Por lo anterior, si nos restringimos al grupo C(u)
para cualquier v € V(F;G), la funcion M: C(u) — S, dada por M([P]) = M(P)
para cualquier P € [P] esta bien definida y, ademéas, M ([PQ]) = M([Q]) o M([P]).
En estricto sentido, este no es un morfismo de grupos pues la asignacion voltea el
orden en que se operan los factores. Esto es una consecuencia de las convenciones
notacionales sobre cémo escribimos los términos de las palabras —de izquierda a
derecha— y de la composicién de funciones —de derecha a izquierda—, y se ve reflejada
también en la definicion de movimiento subyacente frente a aquella de palabra de
movimientos de un camino. Es decir, si definimos una operaciéon de concatenacion
de caminos simplificados c¢: C(u)? — C(u) como PcQ = QP, entonces se tiene que
M([PQ]) = M([P])eM([Q)]) v, por lo tanto, M es un morfismo del grupo definido
sobre C(u) equipado con la operacion ¢ en S, con la composicion. Es facil ver que ¢
es equivalente a la concatenaciéon usual de caminos pues la funcién dada por tomar
el camino inverso ~': C(u) — C(u) es una funcién biyectiva que ademés satisface
que (PQ)™ = Q7 'P7! = P71cQ™ !, por lo que es un isomorfismo de C(x) con la
concatenacion de caminos simplificados en C(u) con c¢. Por lo tanto, abusamos del
lenguaje diciendo que M es un morfismo de C en S, y obviamos la cuestion del orden
de los factores. Definimos entonces el grupo ¥ (u) como el subgrupo de S, que induce
el morfismo M, ya que sus elementos son las imagenes bajo M de elementos en C(u),
los solemos denotar por M(P) para P € C(u). Notemos que, como M es un epimor-
fismo de C(u) en ¥(u), entonces este grupo también es un grupo cociente de C(u).
Este cociente es tal que X (u) es independiente de la configuracion u, solo depende
de G y el namero de fichas. Para ver esto consideremos u y v dos configuraciones de
k fichas en G y R una wuv-trayectoria en Fi(G, definimos un isomorfismo de grupos
f:3(v) = X(u) dado por f(M(P)) = M(R'PR). Es claro que es un morfismo
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pues
F(M(P)-M(Q)) = M(R™'PQR)
= M(R) o M(Q) o M(P)o M(R)™*
= M(R)o M(Q) o M(R)* o M(R) o M(P)o M(R)™*

fFM(P)) - F(M(Q)),

y es biyectiva ya que podemos definir su inversa f~! : ¥(u) — X(v) como f~1(M(P)) =
M(RP'R™') para P’ € %(u). Por esto, denotaremos el grupo de reetiquetados de
cualquier configuracion de k fichas en G como ¥;G y le decimos el grupo de reeti-
quetados de k fichas de GG. La Proposicion 2.4.2, nos dice que un camino en Fj*G
estd tnicamente determinado por un camino de Fj,G y un etiquetado de su vértice
incial. Como los caminos en Fj.G estan determinados por su palabra de movimientos
y una configuracion incial de ella, entonces cada camino () de Fj¥G se puede iden-
tificar con el par formado por la palabra de movimientos w(A o Q) y un etiquetado
de una configuracion inicial de ella. Mas aun, si u,v € V(FG) y P es un uv-camino
de F},G, se tiene que el movimiento subyacente de P es tal que M(P)ou = ¥ es
el vértice final de P* para cualquier 4 etiquetado de u. Como consecuencia de todo
lo anterior, cuando la grafica G es conexa, el problema de saber qué configuraciones
etiquetadas se pueden alcanzar desde una inicial, u, es equivalente al de saber que
otras etiquetaciones de A() se pueden alcanzar desde @. En efecto, como en este ca-
so Fj,G es conexa, para cualesquiera dos configuraciones etiquetadas, u y v, existira
un A(@)A(v)-camino, por lo que u alcanza a algin etiquetado de A(D) a través del
levantamiento de ese camino con configuraciéon etiquetada incial u. Asi, saber si u
puede alcanzar a v a través de una sucesion de movimientos se reduce a conocer los
etiquetados de A(v) que puede alcanzar v, lo que es conocer el grupo ¥ G. También
se tiene la siguiente consecuencia de la Proposicion 2.4.2, que relaciona la cantidad
de componentes conexas de la grafica de Fj¥G con la cardinalidad de X,G.

Corolario 2.4.3. Sea G una grifica conexa de orden n con n € Z* y k € [n]. Si
. | .

denotamos o = |3,G| entonces F}'G tiene % componentes conexas isomorfas por

pares.

Demostracion. Primero veamos que, para cualesquiera dos etiquetados @y y u; de
una configuracion u € V(F,G), si Uy = (21, ..., xy), entonces existe una permutacion
a € S tal que U1 = (Ta(1),- - -, Tak)) = Uo © . Definimos A: V(FFG) — V(FiG)
como A(w) = w o « para toda configuracion etiquetada w. Es claro que A es una
biyecciéon pues su inversa es la funcién @ — @ o a~'. Ademas, como A es un isomor-
fismo local, dos configuraciones etiquetadas v y @ son adyacentes en F}*G siy solo
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si A(V) y A(w) son vecinos en FG y, como Ao A = A, esto ocurre siempre y cuando
A(v)A(w) € E(F}G). Asi, A es morfismo y, por el mismo argumento, su inversa tam-
bién lo es, por lo que A es un automorfismo de F*G tal que la evaluacion de @y bajo
A es Uy. Recordando que la conexidad de G asegura que en todas las componentes
conexas de F}¥G hay algtun etiquetado de u, se concluye que las componentes conexas
de Fj¥G son isomorfas por pares.

Para ver que hay exactamente % componentes conexas notemos que cualesquiera
dos elementos en ¥;G, es decir, dos movimientos subyacentes M (P) y M(Q), dan
lugar a dos etiquetados de u en la componente conexa de F;'G en donde esta u, a
saber M(P)ouy M(Q) o u. Asi que en cada componente conexa de F}*G hay o
etiquetados de u, como en total hay k! etiquetados de u concluimos que la cantidad
de componentes conexas es % [ |

Para ilustrar todo lo anterior, calculemos el grupo de permutaciones de k fichas
de algunas graficas. Si G ~ K, para toda k € [n — 1] se tiene que ¥;G =~ Si. En
efecto, para cualquier v € V(F;G) y x,y € u definimos ,, P como el camino cerrado
basado en u dado por la siguiente sucesion de movimientos: “llevamos la ficha en x
a algin vértice z con z € V(G)\u, el cual existe pues k& < n — 1; movemos la ficha
en y a z vy, finalmente, llevamos la ficha en z a y”. Como para cada pareja x,y € u
se cumple que M (,,P) = (zy) € S, ¥, ya que las transposiciones generan a S,, se
concluye que 3G = S, que es isomorfo a Sy. Si G = P,,, entonces ;G = {I,)g,,
esto se argumenta por inducciéon sobre £, la longitud de un camino cerrado basado
en u para algin u € V(F,G). Si u = (x1,...,x%) es un etiquetado de u tal que
r1 < ... < x} en el orden lineal que induce el isomorfismo con P,,, observemos
que, después de un movimiento, el orden en el que se encuentran las fichas sobre la
trayectoria no cambia. Es decir, st M*™ ou = (y1,...,yx) para algan M* € M, se
satisfacera que y; < ... < yx. Por lo tanto, si consideramos @ = u; - - - upugy1 € C(u)
tal que £ > 1 se tiene que W = M (Qug) o = (21,. .., 2) satisface z; < ... < z por
hipotesis inductiva y, por el paso base, M* o w satisfacera lo mismo para cualquier
M?®™ € My Por lo que M(Q)ow = (y1,...,ys) es un etiquetado de u que satisface
Y1 < ... < Yg, como hay una tnica forma de ordenar linealmente un subconjunto
de un orden lineal, entonces M (Q) o u = u para toda M(Q) € ¥xG. Por lo tanto
M(Q) = I, y, entonces, ¥y P,, = {I,)s,. De forma similar, si G = C,,, k € [n — 1],
y Uy = (21,...,x)) es un etiquetado de una configuracion v € F,G tal que z; 1 <
x; < T;y1, tomando indices modulo k, en el orden ciclico de Z,, para toda i € [k],
entonces cualquier otro etiquetado de u en la componente conexa de F}j¥G donde esta
Uy tendré la misma propiedad. Existen k formas de ordenar ciclicamente k& elementos
en Z,, pues cada una de ellas queda determinada por el vértice que ocupe la primera
ficha, explicitamente, estas son la coleccion de las u; = (x4, ..., Tk, T1,...,T;_1) con
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i € [k]. Se deduce que, la funcion de Zj; en 3*(u) que a cada i le asocia la clase de
caminos basados en u cuyo levantamiento con etiquetado inicial % tiene su extremo
final en @; es un isomorfismo de grupos. Concluimos que X, C,, =~ Z;. Apoyados en
estos ejemplos podemos ver que en general X;G no es isomorfo a X* ,G y, por lo
tanto, F}¥G no es isomorfa a F¥ , G, lo que contrasta con el caso para graficas de
fichas no etiquetadas.

La consecuencia que mas nos interesara de la Proposicion 2.4.2 es el hecho de
que podemos considerar la accion de 3G sobre u dada, para P € C(u), por x —
M(P)(z). Es decir, la accion usual de S, sobre u restringida al subgrupo ¥;G. Por
la Proposicion 2.4.4, se tiene que ésta induce la particion de u dada por sus oérbitas,
a la orbita de una ficha de u en z la denotamos O,(z) y no es otra cosa que la
coleccion de todos los vértices de u en los que es posible colocar a la ficha de u en
x tras permutar las fichas de u con alguna sucesion de movimientos. A estas orbitas
les decimos las 6rbitas de la configuracion u. Se sigue que, si Oy, ..., 0O, son las
orbitas de u, como para todo M(P) € ;G e i € [{] se tiene que M(P)|, € So,,
entonces

l
kG < | | So.

=1

Ademas definimos el subtablero de z, que denotamos B, (z), como la grafica
Bu(x) = [{M(P)(z): P: P, — FyG con vértice incial u}]q.

El subtablero de una ficha es la subgrafica de G a la que puede llegar la ficha en z
bajo alguna sucesion de movimientos, es decir, la parte de G a la que esté confinada
esta ficha. Es claro que, si dos fichas de u, en x y en y estan en la misma Orbita,
entonces B,(y) = By(x), por lo que no hay ambigiiedad al referirse al subtablero
B; de una orbita O; de u. Ademas, por la definicion de los subtableros, si existe
M(P) € %G tal que M(P)|,, = o € Sp, para alguna 6rbita O; de u, de cardinalidad
r; y con subtablero B;, entonces a € X, B;. Es decir, si es posible permutar las fichas
de u en O; realizando movimientos de todas las fichas de u en G, entonces es posible
lograr esa misma permutacion de r; fichas en el subtablero de la 6rbita O;. Asi se
deduce que

¢ ¢
SG e[ [SBic]]S.
i=1 i=1

Por lo tanto, dada una configuracion en FjG, el grupo ¥ G la divide en sus orbitas, de
forma que sabemos que es imposible que dos fichas en 6rbitas diferentes intercambien
lugar. Es decir, podemos diferenciar entre fichas que estan en érbitas diferentes, de
forma que las fichas de Fj,GG estan “intrinsecamente etiquetadas” por su érbita.
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Veamos que, si G es una grafica 2-conexa y k € [n — 1], entonces F;,G tiene una
tnica 6rbita. Si G tiene tnicamente dos vértices se cumple trivialmente pues G =~ K,
y k = 1, de forma que el unitario formado por la tnica ficha es la tnica orbita de
cualquier configuracion. En cambio, cuando G tiene mas de dos vértices, por ser 2-
conexa, existe un ciclo que contiene a x y a cualquier otra ficha y € u. Si en este ciclo
hay una casilla desocupada, como ya conocemos la forma en que se pueden permutar
las fichas sobre un ciclo, es posible lograr que la ficha en x ocupe el vértice y tras una
permutacion de las fichas en el ciclo. En otro caso, por la Proposicion 1.4.5, existen
dos trayectorias internamente ajenas desde algin espacio desocupado hacia el ciclo.
Si los extremos de estas trayectorias sobre el ciclo son x y y, entonces existe un ciclo
que contiene a x, y y al espacio desocupado, por lo que se procede como en el primer
caso. Si no es asi, podemos llevar el espacio vacio al ciclo, realizar la permutaciéon
deseada como el caso anterior, y regresarlo a su posicion inicial. Concluimos que, si
hay al menos un espacio vacio en una grafica 2-conexa, entonces todas las fichas de
cualquier configuracion estan en la misma o6rbita. Por lo tanto, cuando una gréfica
G es 2-conexa el anterior analisis no nos ayuda a conocer ;G pues la Unica orbita
esta formada por todas las fichas y su subtablero es toda G. Sin embargo, lo anterior
tiene como consecuencia que, si GG es separable y hay n — 1 fichas en ella, entonces
para cada orbita existe un bloque de G tal que su subtablero es dicho bloque. En
efecto, si una ficha de una configuracion v € V(F,,_1G) esta en x, un vértice de G que
no es de corte, entonces B,(x) es el tnico bloque al que pertenece z; de otra forma
B.(x) es el bloque al que pertenece la primera arista de cualquier zz-trayectoria,
con z el vértice desocupado. Esto es asi ya que, si la ficha empieza posicionada en
un vértice de corte, solo podra moverse cuando el espacio vacio recorre una arista
incidente con él, naturalmente, los movimientos de una ficha en esta situacién solo
pueden hacerse hacia el bloque que debe cruzar el espacio vacio para llegar a este
vértice. Por otro lado, si la ficha no esta posicionada en un vértice de corte, entonces,
para salir del bloque en el que se encuentra, es necesario que llegue a un vértice de
corte, pero, en el movimiento que realiza la ficha para ocuparlo, el espacio vacio se
mueve hacia bloque en el que estaba la ficha, de manera que el siguiente movimiento
de la ficha seréd hacia un vértice en ese bloque. Esto implica que, aquellas fichas cuyo
subtablero es un bloque trivial, son el tinico elemento en su orbita. En efecto, si
hubiera otra ficha en su orbita, ésta deberia estar siempre en el mismo bloque, lo
que haria imposible que se movieran las fichas de esa orbita, contradiciendo por ello
que estén en la misma oOrbita. En cambio, las fichas cuyo subtablero es un bloque
no-trivial estan relacionadas con todas aquellas que tienen el mismo subtablero, ya
que es posible poner un espacio vacio en el bloque junto con todas ellas, y se concuye
gracias al analisis de las gréaficas 2-conexas. Por lo tanto, en el caso k = n — 1 existen
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e ) ¢
tantas orbitas como bloques en G, y ademés ;G = [ [,_; £n,—1B; con By, ..., B, los
bloques de G de orden rq, ..., ry. Asi, conocer ¥, _1G se reduce a conocer los grupos
Yn,—1B con B una grafica 2-conexa de orden n,.

En [54] se muestra que, para una grafica G que es 2-conexa, distinta de un ciclo, y
de la grafica ©g que se ve en la Figura 2.12, se tiene que ¥,,_1G =~ A,,_; si G es bipar-
tita, y X,,_1G =~ S,,_1 si no lo es. Ademas, ¥¢0y =~ S5 y, recordemos, ¥, _1C,, = Z,_1.
El argumento que se da consiste en observar primero que, si la gréafica es bipartita,
apoyados en el isomorfismo ¢: F,, 1G — G, podemos asociar cada camino P en
F,_1G con el camino en G dado por ¢ o P. Es decir, usamos el isomorfismo entre
estas dos graficas para describir el camino que siguen n — 1 fichas en G mediante el
camino que sigue el inico espacio vacio que hay. De esta forma, como G es bipartita,
se deduce que todos los caminos cerrados en F,, ;G tienen longitud par. Ademas, co-
mo ya hemos discutido, en este articulo se definen a las configuraciones etiquetadas
como funciones de V(G) en {1,...,n—1, &}, por lo que identifican el movimiento de
la ficha en x de una configuracion u, como la transposicion (z@) de {1,...,n—1, &}.
De manera que la composicién de una configuracion etiquetada con su definiciéon y
esta nocién de movimiento tiene como resultado la configuracion que esperariamos
de mover la ficha en z al vértice en donde se encuentra el espacio vacio. Por lo tanto,
para todo camino P € C(u) con w(P) = m™®2 ... m**m+1_le asocian la permutacion
de {1,...,n—1,0} dada por (z12m_1) 0 (Ty_1Tm_2) 0+ -0 (T322) 0 (Taxy). Se deduce
que, como todo camino cerrado en F,,_1G tiene longitud par, estas permutaciones
estan en Ag ;1,53 Como ademés estas permutaciones dejan fijo a @, pues vienen
de caminos cerrados basados en u, si las restringimos a v obtenemos permutaciones
pares de u. Asi, los movimientos subyacentes a los caminos cerrados de F;,,_1G estan
en A,, es decir, ¥,,_1G < A,. Més aun, si G no es bipartita, existird un camino
cerrado de longitud impar que inducird una permutaciéon impar de u, de forma que
es necesario que la gréafica sea bipartita para que esto suceda. Ahora, veremos que, si
( es bipartita, es posible obtener todas las permutaciones pares de una configuracion
de n — 1 fichas, con lo que podremos concluir la afirmacion. Para lograr esto, en [54]
primero centran su anélisis en las graficas 2-conexas con numero de Betti dos, es
decir, intuivamente, graficas que se obtienen a partir de la unién de dos ciclos ajenos
al identificar subgréaficas isomorfas a trayectorias de la misma longitud de cada uno
de ellos. Alternativamente, son gréaficas que se obtienen a partir de un ciclo agre-
gando vértices y aristas nuevas que formen una trayectoria entre dos vértices de él.
Estas son graficas que admiten una parametrizacion a través de la longitud de las
tres xy-trayectorias internamente ajenas que unen a x y y, los dos tnicos vértices
de grado tres en esta grafica. Denotamos a la grafica de este tipo tal que dichas
trayectorias tienen longitud r,s y t, con r,s,t € Z* y t < s < r, como O(r,s,t). La
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grafica Oy es un ejemplo de una grafica de esta familia, de hecho ©y = ©(2,2,1).
Es suficiente estudiar esta familia de graficas pues cualquier otra grafica 2-conexa
que no es un ciclo contiene alguna de estas como subgréfica, por lo que se puede
utilizar este resultado como base —de una cierta induccion— para demostrar que
el resultado es vélido para todas las gréficas 2-conexas. La idea principal es que, en
O(r,s,t), si llamamos A, B, y C a las xy-trayectorias de longitud r,s y t respec-
tivamente (véase la Figura 2.12), y consideramos una configuracion de n — 1 fichas
cuyo unico espacio vacio esta en x, entonces, usando el camino que sigue el espacio
vacio para referirnos al camino que siguen las n — 1 fichas, M(CA'BC~'AB) es
igual a (a,y) o (bicy) sit > 1y a (ayby) si t = 1. Como la coleccion de todos los
3-ciclos, asi como la de todas las composiciones de dos transposiciones, generan el
grupo alternante A, entonces bastaria ver que %, _10(r, s,t) es 4-transitiva si t > 1,
y 3-transitiva si ¢ = 1. En [54] no muestran esto, sino que se ve que los grupos de
reetiquetados de n — 1 fichas de graficas del tipo O(r, s, t) siempre tienen un 3-ciclo y
son 2-transitivos, lo cual, con un poco mas de trabajo, se puede ver que es suficiente
para generar A,. Sin embargo, esta solucién utiliza una cantidad de movimientos
del orden de O(n®) para obtener las permutaciones. El argumento de [35] es maés
eficiente ya que necesita O(n®) movimientos para lograrlo, procedemos a explicarlo
a grandes rasgos. Si max{r,s,t} > 3, se puede ver sin demasiada dificultad que se
pueden llevar cualesquiera cuatro fichas a los vértices de la xy-trayectoria P con al
menos tres vertices internos pues, al borrar sus vértices internos, obtenemos un ciclo,
asi que x y cualquier otro vértice fuera de P estan en un ciclo coman. Llevando
el espacio vacio a este ciclo es posible hacer girar las fichas en él hasta colocar la
ficha deseada en x sin modificar las fichas en vértices internos de P. De esta manera
podemos colocar en los tres vértices internos de P y x a cualesquiera cuatro fichas
que elijamos. Concatenando el camino que lleva una primera coleccién de cuatro
fichas a estos vértices con el inverso del camino que lleva una segunda coleccién de
cuatro fichas ahi, obtenemos un camino que lleva a la primera coleccion de 4 fichas
en la segunda. Esto es que ¥;0(r, s,t) es 4-transitivo si max{r, s,t} = 3, por lo que
podemos concluir en este caso. Resta analizar lo que sucede si méx{r, s,t} < 2, estas
graficas resultan tener un comportamiento muy irregular, tanto en [54| como en [35],
las tratan de manera particular. No es posible demostrar que el grupo de reetique-
tados de estas graficas es 3-transitivo ya que O(1,1,1) no lo satisface. Ademas, g
es una de estas graficas, esta es la tnica excepcion a la sencilla caracterizacion de
Yn_1G que cumplen todas las demés graficas 2-conexas, pues es la tinica cuya grafica
de n — 1 fichas etiquetadas tiene mas de dos componentes conexas, en efecto, como
Y600 =~ S5, usando el Corolario 2.4.3 se deduce que tiene seis componentes. Todo
lo anterior nos da un criterio general para resolver la generalizacion de 15-puzzle
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a cualquier grafica G con n — 1 fichas en ella. En efecto, para saber si es posible
obtener una permutacién de una configuracion v dada, basta ver que la permutacion
que necesitamos realizar se restringe a una permutacion en cada orbita de u, y que
la permutacion que debemos hacer de aquellas 6rbitas cuyo subtablero es un bloque
no-trivial y bipartito es par. Si todo lo anterior sucede, entonces es posible obtener
dicha permutacién con movimientos de las fichas, en otro caso es imposible lograrlo.

r VERTICES

SVERTICES

Figura 2.12: Las graficas ©(r, s, t) y Oy = ©(2,2,1).

Resulta que en todos los demas casos, si GG es una gréafica de orden nconn > 2, k €

[n—2], y FxG tiene orbitas Oy, ..., O, con cardinalidades ry, ..., ry respectivamente,
o TT¢ . . .

se cumple que ¥,G = [ [,_, Sy, Esto es que, en este caso, siempre es posible conseguir

todas las permutaciones de las fichas de una configuraciéon que se restrinjan a una

permutacion en cada orbita. Para argumentar esto primero definimos la relaciéon ~,
en u como x ~, y siy solo si z € O,(y), con esto enunciamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.4. Para toda grdfica G de orden m, con n € Z*, k € [n — 2],
ue FyG yx,y€u, se cumple que x ~, y si y sdlo si (zy) € 3G

Demostracion. Observamos primero que, si (zy) € G es claro que x ~, y, por
lo tanto nos ocupamos de demostrar solo la otra implicacién. Para ello denotamos
por S = {sq,..., 8¢}, al conjunto de vértices de corte de grado al menos tres, a sus
elementos les decimos “respiraderos” de G. Decimos que una ficha que estd en un
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respiradero, z, esta “ahogada” si existe un puente, e, incidente con z, tal que todos
los espacios vacios de G estan en la componente conexa de G — e en donde no estéa
z. Dados dos vértices z, 2’ € V(G) denotamos A,/ al conjunto

{we V(G): z esta en toda wz'-trayectoria}
Asi definimos

Ri(u) = {(z,7) € u x []: z no es de corte y existe una zs;-trayectoria sin puentes},
Ro(u) = {(z,9) € u x [{]: z es de corte, z # s; y d(2,s;) + 1 < |[V(G)\(Ass, v u)l|},
Rs(u) = {(z,i) € u x [{]: z es de corte, z = s; y no esta ahogada},

Ri(u) = {(i,j) € [(]*: d(si,s5) <n—k =2}, y
R(u) = Ry(u) U Ra(u) U Rs(u) U Ry(u).

Dividimos el argumento en dos partes, primero veremos que, si * y ¥ no son
de corte y existe una zy-trayectoria sin puentes, entonces r ~, y y (zy) € LxG.
De otra forma, afirmamos que x ~, y si y solo si existen iy,...,4; € [{] tales que
(x,11), (i1,72), - ., (it—1,7¢), (y, i) € R(u) y esto implicara que (zy) € XxG.

Para ver lo primero, supongamos que x,y € u no son de corte y que P es una
xy-trayectoria sin puentes. Se sigue que P solo usa aristas en bloques no triviales,
denotémoslos By, ..., B, de acuerdo al orden en que son recorridos. Si r > 1, como
x y y no son de corte, es posible llevar un espacio vacio a algtn vértice de By, y
otro a un vértice de By que no sea de corte y que sea adyacente al tinico vértice
z € By n By, sin mover las fichas en x y y. Entonces, ya que tanto la ficha en  como
un espacio vacio se encuentran en B; simultaneamente, se tiene que B; € B,(x).
Asi, movemos la ficha en x a z y, luego, al espacio vacio adyacente que colocamos
en Bsy. Al hacer esto, la ficha no bloquea el acceso a B; a las fichas en Bs, por lo
tanto, es posible colocar ambos espacios vacios, junto con la ficha, en vértices de Bs.
Un argumento inductivo sobre r asegura que es posible llevar la ficha que inicia en
x v dos espacios vacios hasta B, sin mover a y. En el caso en que x y y estan en el
mismo bloque no trivial B junto con dos espacios vacios, es posible mover la ficha en
x a un vértice de corte z y, luego, a uno de sus vecinos fuera del bloque, a, dejando
los dos espacios vacios en B. Estos espacios los usamos para mover la ficha que inicia
en y a un vecino de z en B, que llamamos b, para luego colocarlos en z y en otro
de sus vecinos dentro del bloque, c¢. Llamemos a esta configuracion v. Movemos la
ficha en a hasta ¢, aquella en b hacia a, y, por ultimo, la que esté en ¢ hacia b. Como
el resultado de estos tltimos movimientos es la transposicion de la ficha en a con
aquella en b de v, al deshacer los movimientos que hicimos para llegar a v desde wu,
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Figura 2.13: Imagen de configuraciéon v y los movimientos que transponen las fichas
enayb.

obtenemos la transposicion de las fichas en x y y de u. Se concluye que, en este caso,
(xy) € ZxG.
Por otro lado, para argumentar que, de existir iy, ..., € [¢] tales que

(x,41), (i1,02), . .., (G4—1, %), (y, i) € R(u),

entonces x ~, vy, procedemos por inducciéon sobre t. Si alguno de z o y no es de
corte, por la definicion de R;(u) existe un camino hacia s;, o s;,, respectivamente,
sin puentes. Por el argumento previo, sabemos que podemos llevar la ficha en dicho
vértice hasta este respiradero sin ahogarla. Si la otra ficha tampoco estaba en un
vértice de corte, entonces, como ya lo mostramos en otro caso, suponemos que hay
un puente en toda xy-trayectoria y, por ello, existe un vértice de corte distinto de
aquel en donde colocamos la primera ficha, en donde, podemos colocar a la segunda
ficha sin ahogarla. Por lo tanto, suponemos que x y y son de corte.

El caso base, cuando t = 1, es que exista i € [{] tal que (x,1), (y,7) € R(u). El
primer subcaso del caso base es que, sin pérdida de la generalidad, (x,i) € R3(u).
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Entonces, como la ficha en x no esta ahogada, existen al menos dos de sus vecinos en
los cuales es posible colocar espacios vacios sin moverla, llamémoslos a y b. Si P es
una zry-geodésica, ésta utiliza a lo més un de vecino de x, suponemos que no utiliza
a ni ¢, con c algin vecino de x que podria ser b. Si a no es de corte, movemos la ficha
en z ahi y los d(y, s;) + 1 espacios vacios que existen en V(G)\(Ays,) a los vértices
V(P)u{c}\{y}. Llamamos a esta configuracién v, movemos la ficha en y a ¢, la ficha
en a hasta y, y aquella en c al vértice a. El resultado de estos movimientos transpone
las fichas en a y y de v, nuevamente, al deshacer los movimientos realizados para
llegar a v, obtenemos la transposicion de las fichas en x y y de u. Por otro lado, si a
es de corte, movemos la ficha en x a b, llevando las fichas en V(G)\ Ay, a los espacios
vacios de Ay, \{a}. Como existen al menos d(y, s;) + 1 espacios vacios en V(G)\Ays,,
si deja de ser posible mover fichas a vértices de A, \{a} y atn no hay d(y,s;) + 1
espacios vacios en V(G)\(Ays, U Ags; ), es porque hay fichas en Ay, \Ay,, y la ficha en
b no les permite salir. En esta situacion el vértice ¢ debe estar desocupado, asi que
podemos mover la ficha en b a él para ahora permitir el flujo de fichas en Ay, a A, .

a
Vv

< 2 e

T

Yo — oo — Op—— Ok=s, {3

)

Figura 2.14: Proceso realizado en el primer subcaso del caso ¢t = 1 si a es de corte.

Finalmente, movemos la ficha en ¢ al vértice a, obteniendo una configuracion
con suficientes espacios vacios en V(G)\(Ays; U Aqs;) para quitar todas las fichas en
V(P) u {c}\{y} sin mover a las fichas en a y y. Llamamos a esta configuracion v,
movemos la ficha en y a ¢, la que esté en a la colocamos en y, y, por ultimo, aquella
en ¢ la movemos al vértice a, lo que resulta en la transposicion de las fichas en a y
y de v. Este proceso se ilustra en la Figura 2.14. De la misma forma que antes, se
construye la transposicion de las fichas x y y de .

El segundo subcaso es que (x,1), (y,7) € Rs(u). Podemos suponer, sin pérdida de
la generalidad, que x ¢ A, pues no es posible que x esté en toda ys;-trayectoria y
y esté en toda xs;-trayectoria. Por lo tanto, si P es una xs;-trayectoria que no pasa
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por y y ¢ un vecino de s; fuera de P, como hay al menos d(x, s;) + 1 espacios vacios
en V(G)\Ags,, es posible quitar las fichas en V(P) u {c}\{x} sin mover las fichas en
x 'y y. Moviendo la ficha en = a s;, obtenemos una configuracion v en la cual la ficha
en s; no esta ahogada y, como no movimos a y, la cantidad de fichas en V(G)\Ays,
no cambio6, deducimos que se cumple que d(y, s;) + 1 < |V(G)\(Ays, U v)] vy, gracias
al primer subcaso, concluimos que el caso base es cierto.

El paso inductivo es sencillo, supongamos que el resultado es valido para ¢ > 1
y que existen iy, ...,i;11 € [¢] tales que (z,11), (i1,42), ..., (¢, 9041), (Y, 9041) € R(uw).
Si (y,i¢41) € Rao(u), P es una ys;;1-geodésica, y ¢ es un vecino de s;.1 que no esta
en P, realizamos el mismo procedimiento descrito en el segundo subcaso base para
permitir el flujo de espacios vacios en A, ., al conjunto V(P) u {c}\{y} para luego
mover la ficha que inici6 en y a sy, sin ahogarla. Renombrando a esta configuracion
como u y y = S;11, se tiene que siempre podemos suponer que (y,it+1) € Rs(u).
Como (i, 1141) € Ry(u), si @ es una ;5,4 1-geodésica y d un vecino de s; fuera de ella,
realizando el procedimiento descrito en el primer subcaso base para quitar todas
las fichas de V(Q) u {c,d} para luego mover la ficha que inici6 en s, hasta s,
obtenemos una configuracion v tal que la ficha en s; no esta ahogada. Por lo tanto
(x,41), (i1,12), ..., (8i,,1) € R(v). Asi, por hipotesis inductiva, es posible transponer
las fichas en s; y en z de v y, revirtiendo los movimientos realizados para llegar a esta
configuracion, se obtiene la transposicion de las fichas en x y y de u, concluyendo la
induccion.

Para concluir esta proposicion resta demostrar que, si x ~, y, entonces existen
i1,...,1; € [{] tales que (z,141), (i1,42), ..., (y,4;) € R(u). Supongamos primero que
existe una zy-trayectoria sin puentes, podemos suponer que x es un vértice de corte
pues, si no es asi, como hay dos espacios vacios en la grafica es posible llevar uno
de ellos al bloque donde estad x sin mover a la ficha en x y utilizarlo para mover
esta ficha a un vértice de corte en su bloque. Entonces, como = estd en al menos un
bloque no-trivial, es un respiradero, llamémoslo s;. Si la ficha en = no esta ahogada,
se concluye inmediatamente que (z,7) € R3(u) v (y,j) € Ri(u). Si la ficha en = esta
ahogada, solo puede moverse a lo largo del tnico puente incidente en z, digamos xa,
hacia el cual estan los espacios vacios. Por lo tanto, mientras esta ficha se encuentre
en un vértice de grado dos, solo podra regresar a x o seguir alejandose de x mediante
el inico puente que tiene disponible para hacerlo, dejando espacios vacios en todos
los vértices que va recorriendo en el proceso. Lo anterior implica que, si la ficha que
inicia en y si puede llegar a aquella en x, la ficha que inicia en z eventualmente
ocupa un respiradero, s;, distinto de s;. Llamémos v a la configuracién en donde esto
sucede. Como la ficha que inici6 en x solo se movioé sobre puentes, la cantidad de
fichas de u que hay en A,, y de v que hay en A,,, es la misma. Afirmamos que hay
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al menos dos espacios vacios de v en A, argumentaremos por contrapositiva que,
si existe solo un espacio vacio en A,,, (el caso en donde no existe ninguno es idéntico
a excepcion de que las fichas en A, no podran ocupar s;), entonces y no esta en
la orbita de x. En este caso se tiene que, la ficha en s; solo puede moverse hacia
vértices de Ay, en la componente de G — s; que tiene al tnico espacio vacio en A,,.
Al hacerlo, este espacio vacio se mueve a s;, de forma que todos los espacios vacios
en la grafica se encuentran en la trayectoria que sigui6 la ficha que inici6 en x para
llegar hasta s;, llamémosla P. Asi, las fichas de esta configuracion llenan todos los
vértices de A, \{si} v Az, v todos los espacios vacios estan en V(P). Afirmamos
que las fichas en A, estan confinadas a los vértices de (V(G)\As,y) U {si}. Para esto
hacemos un argumento parecido al que hicimos para demostrar, en el caso k = n —1,
que toda ficha esta confinada al inico bloque en el que se encuentra la arista hacia
donde esta el espacio vacio. En efecto, si una ficha de v en A,,, se mueve, debe
hacerlo hacia algin vértice de P, al que llamamos z, entonces hay ¢(zPs;) espacios
vacios en A,,, ademds, como las aristas de P son puentes, la cantidad de espacios
vacios en direccion de s; disminuye en uno cada vez que la ficha se mueve sobre P
en direccion de s;. Por lo tanto, atn si esta ficha logra llegar a s;, estard ahogada,
ya que todos los espacios vacios estaran en V(G)\As,,. Asi, la ficha que inicié en y
jamés podra ocupar vértices en Ay, \{s;}. Como en este caso la ficha que inici6 en
x s puede ocupar un vértice de este conjunto, la primera jamas podra llegar a la
posicidén que ocupa la segunda. Se deduce que el tablero de x no esta contenido en
el de y y, entonces, y no esté en la érbita de x. Se concluye que existen al menos dos
espacios vacios en Ay, v asi que (z,1) € Ro(u), (4,7) € Ra(u), y (y,7) € Ri(u), como
queriamos ver.

Por tltimo, suponemos que toda zy-trayectoria pasa por un puente. Sea P una xy-
trayectoria. Procedemos por induccién sobre el ntimero de respiraderos en vértices
internos de P. En el caso en que no hay respiraderos entonces, como P pasa por
puentes pero ningin respiradero, todas las aristas de P son puentes y todos sus
vértices internos tienen grado dos. De forma semejante al argumento anterior, para
que la ficha en y pueda ser llevada a la posiciéon que ocupa la ficha en z en u, es
necesario que alguna de ellas pueda llegar a un respiradero s;,. Supongamos que es
la ficha que inicia en x la que lo hace, nuevamente, como solo recorrié6 puentes, hay
espacios vacios en toda la trayectoria que recorrié para llegar a este respiradero. Si
en esta configuracion la ficha en s;, esta ahogada o solo existe un espacio vacio en
As,, y» entonces para que la ficha en y pueda llegar a los vértices de Ay, ,, a los que
puede llegar la ficha que inicia en z, es necesario que esta tltima pueda alcanzar otro
respiradero s;, de tal forma que, al hacerlo, tenga un espacio vacio en Asnsm hacia
el cual moverse, permitiendo que las fichas (entre aquellas la que inicié en y) que se
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encuentran en Asilsi0 puedan pasar a los vértices de P. Se sigue que la ficha en y
también puede llegar a s;, y moverse a un vecino fuera del camino que sigue hasta
él, por lo tanto se tiene que

|V(G)\(Awsz-1 U u)
[V(G)\(Ays, U )|

d(xz,sy)+ 1,y

=
2 d(y7511) + 17

se concluye que (z,141), (y,71) € R(u). Por otro lado, si la ficha que inicia en x puede
llegar a s;, de forma que existan dos espacios vacios en Asioy pero no sucede que

|V<G)\(Ay8i0uu)| > d(y, i) + 1,

entonces, para que la ficha en y pueda llegar a los vértices de Asioy a los que puede
llegar aquella que inicia en z, es necesario que llegue a un respiradero s; , distinto
de s;,, y después, a un vecino de s;, fuera del camino que recorrié para alcanzarlo,
permitiendo que todas aquellas fichas en la s;,s;,-trayectoria que no puedan llevarse
a espacios vacios de A, , se muevan a espacios de Ay, ,, de otra forma las fichas
que inician en x y y siempre estaran separadas por aquellas fichas que no sea posible
sacar de la s;,s; -trayectoria, que esta formada por vértices de corte, lo que esta en
contradiccion con la suposicion de que y esta en la o6rbita de x. De aqui se concluye
que

V(G (Ass;, v u)| =
V(G)\(Ays,, v u)| =

d(
d(Siy, Siy) =1 —k —

d(x,s;,) + 1,
,311) +1y

Para el paso inductivo, notemos que si alguno de x o y no es de corte entonces esta
relacionado, mediante R (u), con algtn respiradero en la zy-trayectoria. Supongamos
sin pérdida de generalidad que x no es de corte. Luego, es posible llevar la ficha en
x al respiradero que aparece en P més cercano, pues esta dentro de su bloque no-
trivial. Si hacemos esto, el camino que une a esta ficha con la que esta en y tendré un
respiradero menos en sus vértices internos que en los de P, y podemos concluir por
hipo6tesis inductiva. Por otro lado, si suponemos que tanto z como y son de corte,
llamando s;,_ al ultimo respiradero que aparece en P, si

VI (Ays;, ou)| = dy, si,) + 1

entonces (y,i,) € Ra(u), llevamos la ficha en y a s;_, y volvemos a concluir por induc-
cioén. Asi que suponemos que no hay suficientes espacios vacios en el lado correcto
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de y para que ésta llegue a un vecino que s;, fuera de la Gnica ys; -trayectoria. Sin
embargo, como es necesario que la ficha en y haga esto para llegar a x, esta ficha
debe poder llegar a otro respiradero fuera de P, s; .., y permitir que las fichas que
le impiden llegar un vecino de s;, se muevan a vértices de Aswlsir. Esto implica que
(Y, ir11) € Ro(u) y
(ir+17 ir) € R4(u)a

movemos la ficha que inici6 en y a s;. y concluimos por induccion. [ |

Todo este trabajo da frutos pues nos permite demostrar el Teorema 2.4.5 que,
entre otras consecuencias que discutiremos en el Capitulo 3, da una solucién al caso
més general del 15-puzzle: jugado en tableros arbitrarios y con cualquier cantidad de
fichas.

Teorema 2.4.5. Si G es una grifica de orden n, conn € Z*, k € [n], y u €
V(F.QG) tiene drbitas Oy, ...,y de cardinalidades r1,...ry y subtableros By, ..., By,
respectivamente, entonces

)4
kG = [ [ B:.

i=1

Mas ain, si k <n — 1, entonces X, B; = S,.. para toda i € [¢], por lo tanto

l
kG = [ ]S
i=1

Demostracion. Primero recordemos que, por definicién de 6rbita, para cualesquiera
[P] € %G e i € [{], se cumple que [P]|, € So,. Por lo tanto, ¥;G' < 1., So,.
Ademés, como las fichas de cada orbita se mueven solo en su subtablero, es posible
realizar la permutacion que sufre O; en F,, B; para toda i € [¢]. Asi,

En el caso k = n — 1 es claro que la primera contenciéon es una igualdad ya que
los subtableros coninciden con los bloques de GG y, una vez que se lleva el espacio
vacio a uno de ellos, B;, las fichas que quedan en él nunca podrén salir, por lo que los
movimientos validos para ellas coinciden con los movimientos validos que tendrian
de encontrarse jugando en cualquier copia isomorfa de B;. La segunda contencioén,
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sin embargo, no es necesariamente una igualdad, pues los bloques que solo contienen
ciclos pares solo admitirdn permutaciones pares.

Por otro lado, si n < k — 1, se sigue del Lema 2.4.4 que es posible transponer
cualesquiera dos fichas en la misma 6rbita, como estas transposiciones generan al
grupo simétrico de cada orbita, la segunda contencién es una igualdad. |



Capitulo 3

Policias y ladrones

3.1. Introducciéon

Una de las ideas mas comunes en todo tipo de juegos, desde ninos jugando a
las atrapadas en el recreo hasta dos Grandes Maestros disputandose el campeonato
mundial de ajedrez, es la de persecusion y captura. Y es que la tension entre dos
sujetos, uno que intenta restringir el movimiento del otro y el segundo que intenta
evitarlo, es una experiencia humana universal, que predomina en nuestra imagina-
cion, y hace muy natural la pregunta ;es posible para el persecutor dar captura al
evasor, o éste podré escapar indefinidamente? Como es de esperarse, la respuesta de-
pende de exactamente en qué juego estemos pensando. Por simplicidad, analicemos
un juego de atrapadas entre dos ninos que corren a exactamente la misma velocidad
en un patio de juegos. En este caso, la capacidad del persecutor de atrapar al evasor
depende de la forma que tenga el patio de juegos. En efecto, es facil convencerse de
que, si éste fuera un pasillo del ancho justo para que pase un nino a la vez, entonces
al persecutor le basta dirigirse hacia el evasor, quien, al llegar al final del pasillo,
no tendré mas opcién que esperar a su captura o moverse hacia su perseguidor. En
cambio, si en algtn lugar del patio existe una region circular que los ninos no pue-
den atravesar (por ejemplo, un area verde sobre la que no tienen permitido jugar),
a cualquier posicion en la que se encuentre uno de los ninos es posible asociarle el
tinico punto del perimetro de esta area en el que se intersecta con la recta que pasa
por la posiciéon del nino y el centro del circulo. De esta forma, vemos que el juego que
realizan los ninos en el patio da lugar también a uno que juegan los puntos asociados
a su posicion en la circunferencia. Sabemos que, si el persecutor lograra capturar,
entonces el punto asociado a la posicion de ambos seria el mismo, por lo que en el
juego que se lleva a cabo en la orilla del area verde, también se logra la captura. Por
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lo tanto, si el evasor sabe evitar ser capturado en la orilla del circulo y puede moverse
en el patio de forma que el punto sobre la circunferencia asociado a su posiciéon siga
la estrategia para evitar captura, entonces el evasor podra evitar ser capturado. Para
quien haya jugado atrapadas alguna vez, lo anterior es una sobreexplicacion de algo
que es empiricamente evidente: el perseguido puede evitar ser capturado indefinida-
mente moviéndose alrededor de la circunferencia en el mismo sentido que lo haga su
persecutor. Esta situacion se ilustra en la Figura 3.1 Sin embargo, esta estrategia
colapsa rapidamente si introducimos un segundo persecutor en el juego, en este caso,
uno de ellos puede dedicarse a moverse a lo largo de una linea que radia del centro
del area verde, intentando igualar la distancia a la que esté el evasor del perimetro,
con la intencion de “cortarle el paso” al evasor que intente seguir la estrategia de mo-
verse siempre en la misma direcciéon que un persecutor. Asi, llegamos naturalmente
a la pregunta jcuél es la menor cantidad de persecutores necesarios para asegurar
la captura de un evasor? En este capitulo estudiamos el planteamiento discreto de
estas preguntas, cuando el espacio en donde se mueven los jugadores se puede mo-
delar como un tablero e instauramos un sistema de turnos alternantes tal que, en el
turno de cada jugador, éste puede elegir moverse a una casilla adyacente o quedarse
en el mismo lugar. A este juego se le conoce como el juego de policias y ladrones' en
graficas. Por razones obvias, usamos el término policia como sinénimo de persecutor
y ladrén como sinénimo de evasor.

Intuitivamente, dada una grafica G, una partida de policias y ladrones en G se
desarrolla con dos jugadores, un ladrén y un equipo de policias, de la siguiente forma:

1. Los policias eligen sus posiciones iniciales, colocandose en cualesquiera vértices
de la grafica. En cualquier momento del juego, dos o mas policias pueden ocupar
el mismo vértice.

2. El ladron elige su posicion inicial, colocandose en cualquier vértice de la gréfica.

3. Los jugadores se mueven en turnos alternantes a vértices adyacentes, empezan-
do por los policias, quienes se pueden mover todos en su turno.

4. Los policias ganan si se llega a una posicion en donde existe un policia ocupando
el mismo vértice que el ladron. El ladron gana si puede evitar que los policias
ganen.

Este juego fue definido independientemente por Quillot [18] en 1978 y por Nowa-
kowski y Winkler [11] en 1983, quienes estudiaron unicamente el caso en donde hay

L cops and robbers o cops and robber
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Figura 3.1: La estrategia de evasion si hay un obstaculo circular en el patio de juegos.

un policia. Fueron Aigner y Fomme 1], en 1984, quienes generalizaron el juego per-
mitiendo la presencia de més de un policia y definiendo el nimero policiaco® de G
como el menor numero de policias necesarios para asegurar la captura del ladron.
Esta invariante ha sido ampliamente estudiada, véanse [0] y [27].

Formalmente, para cualquier grafica G de orden n, con n € Z* y ¢ € [n], una
partida de policias y ladrones con ¢ policias en G es una funcion [ : ZT —
V(G)“! tal que

1. Para toda i € [c + 1] y t € N se cumple que f;(t)fi(t + 1) € E(G).

2. Los policias ganan la partida f si existe ¢t € Z* tal que f;(t) = fe41(t) o
filt +1) = foi1(t). El ladron gana si no ganan los policias.

En este contexto, a los elementos en el dominio de la partida les decimos turnos, y a
las funciones f; = m; o f, con m; las tnicas funciones que caracterizan al producto de
graficas de acuerdo a la Proposicion 1.4.2; les decimos piezas. En particular, a las

2 cop number
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primeras c piezas f1, ..., f. les decimos policias —mas atn, f; es el i-ésimo policia—
vy a f.;1 el ladréon. De esta forma, cualquier evaluacion de una partida de policias y
ladrones, f(t), es una lista de vértices de G que se interpreta como aquellos en los se
encuentran los policias y el ladréon después de la t-ésima ronda de turnos. Es por esto
que a la evaluacién en un turno t de cualquier pieza de f le decimos su posicién
al turno ¢ o su t-ésima posicion. La primera posicion de cualquier pieza, f;(1), se
corresponde con la eleccion de su posicion inicial, la condicion f;(t) f;(t + 1) € E(G)
es que dos posiciones consecutivas de una pieza deben estar unidas por una arista de
Gy, si en algtin turno ¢ se satisface la segunda condicion, es decir que f;(t) = fer1(?)
o fi(t+1) = foi1(t), decimos que el i-ésimo policia captura al ladrén en el turno ¢.
Subrayamos que la disyuncion con la que se define la captura refleja la alternancia de
los turnos, ya que pensamos que el turno del ladréon sucede después de que el policia
elija su t-ésima posicion, entonces el ladrén puede ser capturado de dos formas:
si decide que su t-ésima posicidén sea un vértice ocupado por el policia al turno t,
o si, en el turno ¢ + 1 algin policia alcanza la posiciéon ocupada por el ladron al
turno t. Una estrategia para el ladrén es una funcion e : V¢! — V(@) tal que
fer1(t)e(f(t)) € E(G) para toda partida f y t € Z*; el ladron sigue esta estrategia en
la partida f si, para toda t € Z*, se cample que f.,1(t+1) = e(f(t)). Una estrategia
para los policias es una funcion e : V' — V(G)® tal que, para toda i € [c] y
t € Z*, se tiene que f;(t)e;(f(t)) € E(G), en donde e; = m; o e. Naturalmente, los
policias siguen esta estrategia en f si f;(t + 1) = e;(t) para toda i € [¢] y t € Z*.
Una estrategia, para los policias o para el ladron, es ganadora si se gana en toda
partida en la que se le sigue. Notese que, por lo tanto, la existencia de estrategias
ganadoras para los policias o para el ladrén son afirmaciones mutuamente excuyentes.
Finalmente, definimos el nimero policiaco de G' como el minimo ¢ € [n] tal que
existe una estrategia ganadora para los policias. Como n policias siempre tienen la
estrategia ganadora dada por elegir todos una primera posicion diferente, el nimero
de policiaco esta bien definido. A las graficas que cumplen ¢(G) < k para alguna
k € Z* les decimos k-copwin, en particular, a las graficas 1-copwin les decimos
simplemente copwin. A m/iWfi+1(t+1) Je decimos el movimiento de la i-ésima ficha
(o del i-ésimo policia o del ladrén), es claro que podemos describir una partida de
policias y ladrones especificando una posicién inicial y los movimientos que realiza
cada ficha en cada turno. De esta forma, recuperamos el lenguaje de movimientos
para las piezas de un juego de policias y ladrones. El primer paso para estudiar una
invariante de graficas es computarla para las familias méas clasicas, de esto se encarga
la Proposicion 3.1.1.

Proposicion 3.1.1. Paran € Z* se cumple que ¢(P,) = 1, ¢(K,) =1, y c(O,,) = n.
Ademds, sin = 4 entonces c(W,,) =1y ¢(C,,) = 2.
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Demostracion. Esto es claro para K, y W, ya que existen vértices universales,
por lo tanto, un policia que se posicione en uno de ellos en el primer turno podra
capturar al ladron apenas este elija su posicion inicial. Sabemos que n vértices son
suficientes para capturar en O, porque son suficientes para capturar en cualquier
grafica de orden n, ademés son necesarios ya que, si jugdramos con menos policias,
existiria un vértice sin policia y que es su propia componente conexa, de forma que
los policias no podran llegar a él. Por lo tanto, si el ladrén se coloca en este vértice
en el primer turno, jamas sera capturado.

Para ver que ¢(P,) = 1, denotemos R al ladron y A al policia. Si definimos
p: LT — 7 como

p(t) = d(A(t + 1), R(t)),

notemos que, si p(t) = 0 para algun turno ¢, entonces R es capturado al turno t.
Definimos una estrategia para A en P, de la siguiente forma: si A no ha capturado a
R después de que el policia eligiera su (¢ + 1)-ésima posicion, entonces el ladron tiene
dos posibilidades, moverse en direcciéon de su captor o en direccién opuesta. Si elige
lo primero —y si esto no resulta en la captura del ladrén al turno t— el policia se
movera en direccion del ladron al turno ¢+2, por lo tanto, p(t+1) = p(t)—2. Sirealiza
lo segundo, el policia se moveré en la misma direccion que él, asi p(t + 1) = p(t). Se
deduce de esto que la funcién p es no-decreciente si el policia sigue esta estrategia.
Ademas, como el ladron eventualmente llegara a un extremo de la trayectoria y no
podréa realizar mas movimientos del segundo tipo, la funcién decrece estrictamente
tras una cantidad finita de movimientos. Esto demuestra que existe tq € Z™ tal que
p(to) = 0, lo que prueba la afirmacion.

Por tltimo, para ver que ¢(C,) = 2, primero veamos que un policia no basta
para capturar. Definimos la funcién p de la misma forma que anteriormente para un
policia y un ladrén en C),. Notemos que, sea cual sea el movimiento que realice el
policia al turno ¢ + 1, si el ladréon se mueve en el mismo sentido del ciclo que él lo
hizo, entonces, sin importar el movimiento del policia al turno ¢ + 2, se tiene que
p(t+1) = p(t). Por lo tanto, ésta es una estrategia ganadora para el ladron, de forma
que ¢(C,) > 1. Para ver que dos policias son suficientes basta colocar un primer
policia en cualquier vértice del ciclo y no moverlo durante la partida, si el ladréon
no quiere ser capturado por él, esta restringido a jugar en el resto de los vértices.
Sin embargo, éstos inducen una trayectoria en donde puede ser capturado por un
segundo policia. [ |

El argumento anterior, particularmente lo correspondiente a K, y W, permite
reparar en una cota superior obvia para el niimero policiaco de una gréfica: su nimero
de dominacién. En efecto, es claro que, si posicionamos a los policias en un conjunto
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dominante, podran capturar al primer turno. Sin embargo, esta cota es mala ya que
existen familias de graficas en donde la diferencia entre estos pardmetros es arbitra-
riamente grande. Por ejemplo, las trayectorias, que tienen niimero de dominaciéon [g]
y numero policiaco 1. Esta demostracion también introduce una técnica que resulta
muy util para argumentar que las estrategias son ganadoras: mostrar propiedades
sobre la monotonia de la funcién p. Por ejemplo, la unicidad de la trayectoria entre
cualesquiera dos vértices de un arbol implica que, si definieramos la funcién p para
un policfa y un ladrén en él, el ladrén, asi como sucede en las trayectorias, tendra
la disyuntiva de moverse en direccion del policia (hacia el siguiente vértice sobre la
tUnica trayectoria que lo une a él) o en direccion opuesta (cualquier otro vértice) y,
nuevamente, si el policia siempre se mueve en direccion del ladrén, p sera no-creciente
y eventualmente decrecera ya que el ladréon eventualmente llegara a una hoja y no
tendra més movimientos que eviten la disminucion de la distancia entre ellos.

Para concluir esta introduccion al juego de policias y ladrones, mostraremos que
el namero policiaco puede ser arbitrariamente grande, es decir, construiremos una
familia en la que pueden encontrarse graficas con niimero policiaco tan grande como
se desee. Para ello, nos sera de utilidad el siguiente resultado de Aigner y Fomme |[I]
que encuentra condiciones suficientes para que el grado minimo de una grafica acote
inferiormente su niamero policiaco.

Proposicion 3.1.2. Si G es una grifica con cuello al menos 5, entonces ¢(G) =

5(G).

Demostracion. Supongamos que §(G) — 1 policias juegan en GG, mostraremos que
existe una estrategia ganadora para el ladron. Denotamos R al ladrén, Ay, ..., Asg)—1
a los policias, y definimos, para cada i € [6(G) — 1], la funciéon p : Z* — 7Z como

pi(t) = d(Ai(t + 1), R(t)).

Veamos que, si existe t € Z tal que p;(t) = 2 para toda i € [§(G) — 1], como en
G no hay ciclos de longitud cuatro, entonces cada policia es adyacente a lo més a
un vecino de R(t), por lo tanto, existe un vecino del ladron que no es adyacente a
ningin policia. Se deduce que, si el ladréon se mueve a este vértice en el turno ¢ + 1,
se cumplira que p;(t + 1) = 2. Lo anterior implica que, si siempre es posible que el
ladron elija su primera posicion de forma que p(1); = 2 para toda ¢ € [§(G) — 1],
el ladron podra moverse en cada turno a un vértice que preserve esta propiedad
y, por lo tanto, esto serd una estrategia ganadora para él. Para ver que esto es
posible, llamemos P = {A;(1),..., As)-1(1)} v consideremos z € V(G)\P. Si X
es el conjunto de vecinos de z fuera de P y Y el conjunto de vecinos de z en P,
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entonces, como no existen ciclos de longitud tres, no hay vértices en X adyacentes
a vértices en Y. Ademés, como no hay ciclos de longitud cuatro, dos vértices de Y
no comparten vecinos. Se deduce que los policias que son adyacentes a vértices de
Y estan contenidos en P\X y no hay policias adyacentes a dos vértices de Y. Como
Y| = d(G) — |X]| y 0(G) = 1 — | X| = |P\X]|, existe algin vértice en Y que no es
adyacente a ningun policia, y, por lo tanto, esta a distancia al menos dos de todos
los policias, siendo esto lo que queriamos demostrar. [ |

Vale la pena mencionar que la Proposicién 3.1.2 fue generalizada por Frankl [25],
quien mostroé que, para toda t € Z™, si G es una grafica con cuello al menos 8t — 3,
entonces ¢(G) > (§(G) — 1)*.

Las Proposiciones 1.3.2 y 3.1.2 tienen como consecuencia que la grafica bipartita
asociada al plano proyectivo GP(2,p"), para cualquier p primo y n € Z™, tiene
namero de policia al menos p™ 4+ 1. En efecto, como la grafica es bipartita, no tiene
ciclos de longitud tres, y, como dos lineas de un plano proyectivo se intersectan en
un Gnico punto, no pueden existir ciclos de longitud cuatro, por lo que su cuello es al
menos 5. Asi, como estas graficas son (p" + 1)-regulares, gracias a la Proposicion 3.1.2
se deduce que el numero policiaco de estas graficas es al menos p” + 1. Esto muestra
que existen gréaficas con nimero de policia arbitrariamente grande.

3.2. Sombras, productos, y caracterizaciones

Para motivar el concepto de sombra, retomemos el ejemplo en donde un equipo
de dos ninos intentan capturar a un tercero en un patio de juegos con una obstruc-
cion circular. Fijémonos en que la estrategia descrita para los persecutores al inicio
del Capitulo 3 depende fundamentalmente de nuestra capacidad de asociar a cada
posicién en el patio de juegos una posicion en el perimetro del area verde y en la linea
que radia de su centro sobre la cual se mueve uno de los persecutores. Sin embargo,
admitimos que esta soluciéon dista mucho de ser un argumento valido para afirmar
que es posible realizar esta estrategia y capturar al ladron, la razon de esto es en gran
parte la falta de precision respecto a exactamente como debe ser esta asociacion para
que lo anterior tenga sentido. Veremos que, en el caso discreto que nos ocupa, tiene
sentido pedir que esta asociaciéon debe ser una correspondencia entre las posiciones
de todo el espacio y las posiciones en una parte restringida de él, de forma que las
posiciones en la parte restringida son puntos fijos y los movimientos validos en el
espacio se convierten en movimientos validos en la parte restringida. A la imagen
de una pieza bajo una correspondencia asi es a lo que le diremos la sombra de la
pieza, veremos que este es un concepto clave para entender las graficas k-copwin vy,
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en general, para disenar estrategias tanto de evasion como de captura. El segundo
ingrediente de esta seccion es el producto de graficas, particularmente las potencias
de graficas, que resultan ser el “habitat natural” de las partidas de policias y ladrones
jugadas en esas graficas. A continuacion, desarrollaremos estas ideas y las usaremos
para demostrar las dos caracterizaciones que Clarke y MacGillivray [15] dan de las
graficas k-copwin, que generalizan las propias de Nowakowski y Winkler |11] para
las graficas copwin.

Para formalizar el concepto de sombra, consideremos f, una partida de policias
y ladrones jugada en una grafica GG, y H un retracto de G con retraccion g : G — H,
entonces, la sombra de f; proyectada por g al turno ¢ es g(fi(t)). La importancia
de la sombra proviene de que las estrategias ganadoras para los policias se heredan
a sus sombras, esto queda enunciado en el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1. Si H es un retracto de G, entonces ¢(H) < ¢(G).

Demostracion. Antes de ver que ¢(G) policias son suficientes para capturar en
H, observemos que, en general, la existencia de una estrategia ganadora para los
policias en G no implica la existencia de una estrategia ganadora para los policias
en una subgrafica inducida, ya que éstos pueden necesitar salir de la subgrafica para
llevar a cabo su estrategia. Un ejemplo claro de esto lo ofrecen las ruedas, que son
copwin pero la grafica obtenida al borrar el vértice dominante es un ciclo, en donde
se necesitan al menos dos policias si su longitud es al menos cuatro. Es por esto
que es necesaria la existencia de una retracciéon g : G — H, pues con ella podemos
definir la sombra de una estrategia para los policias e = (eq,...,eqq)) como
goe=(goey,...goeqq)). Dado que g es un morfismo, preserva adyacencias, por lo
tanto g o e es una estrategia para los policias en H. Para ver que la sombra de una
estrategia ganadora en G es ganadora en H, identificamos a H con la subgrafica de G
isomorfa a H tal que V(H) < V(@) y pensamos que en G se desarrollan dos partidas
de policias y ladrones simultaneamente: una jugada por el ladrén, quien se restringe
a los vértices de H, y los policias, que siguen la estrategia e en GG; y otra que juegan
en H las sombras de los policias, que siguen la estrategia goe, y del ladron. Asi, dado
que g es una retraccion, g|V( m =1 dy gy, de forma que la sombra del ladrén coincide
con la posicién que realmente ocupa y, cuando los policias capturan al ladréon en
G, sus sombras lo hacen en H. Se concluye que ¢(G) policias son suficientes para
capturar en H. [ |

Observemos que, como consecuencia de la Proposicién 3.2.1, si H es un retracto
de G, es posible capturar a la sombra del ladron en H con ¢(H) policias y, una vez que
ha sucedido esto, podemos asignar al policia que lo logra, la misiéon de recapturarla en
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PoLicial

PoLICiA 2

Figura 3.2: Las estrategias de las sombras sobre [{1}]p, x C,, de dos policias y un
ladréon que juegan en P, x C,, <.

cada turno. De manera que, si los policias siguen esta estrategia, el ladréon ya no podra
ocupar ningin vértice de H, ya que, de hacerlo, su sombra coincidiré con su posicion
y serd capturado en ese turno por el policia dedicado a recapturar su sombra. Por
lo tanto, ¢(H) policias son suficientes para confinar al ladrén a jugar en G — V(H),
dejando uno de ellos encargado de “defender” los vértices H. En esta situacion, si
tuvieramos otros ¢(G — V(H)) policias en la partida, podriamos capturar al ladrén
en GG. De esta forma se argumenta el siguiente corolario de la Proposiciéon 3.2.1.

Corolario 3.2.2. Si H es un retracto de GG, entonces
c(G) < méx{c(H),c(G—-V(H)) + 1}.
Demostracion. [

Las retracciones de un punto juegan un papel particularmente importante en la
estructura de las graficas copwin, pues la existencia de una de ellas, g : G — G — «,
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dada por

Z Z#FT,

para dos vértices x y y, es equivalente a que N(z) € N(y). Observemos que, entonces,
si en el turno ¢ el ladréon ocupa el vértice x y un policia esta en y, el ladron sera
capturado al turno t. De hecho, si un ladrén siempre puede ser capturado por un
solo policia, es necesario que exista un vértice que tiene su vecindad contenida en la
de otro. Ya que, de otra forma, siempre existe un vecino de la posicion del ladréon que
no es adyacente al vértice en que se encuentra el policia y el ladréon podria moverse a
¢l en cada turno, asegurando que el policia no lo captura al turno siguiente. Es por
este analisis que a un vértice x le decimos una esquina de G si existe otro, y, tal que
N(z) < N(y). Resulta que las graficas copwin son exactamente aquellas a las que se
les pueden ir borrando esquinas hasta quedarnos sin vértices. Precisamente, decimos
que una grafica G es desmantelable si es posible ordenar sus vértices, x1, ..., Ty,
de forma que x; es una esquina de [{z;, Z;y1,...,2,}]c para toda i € [n]. A un
ordenamiento de este tipo de decimos un desmantelamiento de G. El siguiente
resultado es gracias a Nowakowski y Winkler [11].

Proposicion 3.2.3. Una grdfica G es copwin si y sélo si es desmantelable.

Demostracion. Para ver que una grafica copwin es desmantelable, lo hacemos por
induccion sobre su orden. En el caso base, cuando n = 1, no hay nada que probar. Si
n > 1, por la discusion anterior, debe existir una esquina en GG, llamémosla zy. Como
G — xy es un retracto, por la Proposicion 3.2.1, se tiene que ¢(G — zg) = 1y, por
hipotesis inductiva, existe un desmantelamiento de G — x, dado por zy,...,x,_1, de
forma que zg, x1,...,2,_1 es un desmantelamiento de G.

El argumento de la otra implicaciéon es parecido. Por induccién sobre el orden
de GG, como es evidente que las graficas de orden uno son copwin, basta ver el paso
inductivo. Para ello, sea = el ultimo vértice en un desmantelamiento de G' y y otro
vértice tal que N(x) € N(y). Por lo tanto, existe una retraccion de un punto g :
G — G — x tal que g(x) = y. Asi, como es claro que borrar el ultimo vértice de una
grafica desmantelable resulta en una grafica desmantelable de orden menor, gracias
a la hipotesis inductiva, tenemos que G — x es copwin. De forma que el policia puede
capturar a la sombra del ladréon en G — x. Si la sombra del ladréon no fuera igual a
su posicion, es porque éste se encuentra en x, y, como el policia captura a su sombra
en G — x, él se encuentra en y. Como N(z) € N(y) se concluye que el ladron serd
capturado al siguiente turno y, por lo tanto, G' es copwin. [
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Este resultado lo entendemos como una generalizaciéon de la estrucutra de los arboles,
que se caracterizan por tener un desmantelamiento en donde cada esquina de él es
una hoja.

Figura 3.3: Dos desmantelamientos de una grafica copwin y su similitud con dos
arboles.

Ademés, con base en la Proposicion 3.2.3 es posible construir una estrategia
ganadora para el policia que captura en a lo mas n movimientos. A esta estrategia le
decimos una estrategia sin retroceso, y queda descrita en el siguiente resultado.

Corolario 3.2.4. Sean n € Z* y G una grifica copwin de orden n, entonces un
policia puede capturar al ladron en a lo mds n movimientos.

Demostraciton. Supongamos que Iq,..., T, es un desmantelamiento de G, llame-
mos G; a la grafica [{z;,...,x,}]e, ¥ ¢ a la retraccion de G; en G, 1. Definimos
Fy = Idy) vy, para i € [2,n], la retraccion de G en G; dada por F; = g;_10--- 0 gy.
Notemos que G; es la grafica obtenida de borrar los primeros ¢ — 1 vértices del des-
mantelamiento y, como cada g; es una retraccion, para cada i € [2,n], se satisface
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que F;_q(z)Fi(z) € E(G). Asi, la estrategia sin retroceso inducida por el desmante-
lamiento es aquella en donde el policia captura la sombra del ladrén proyectada por
F,_iy1 sobre G,,_;;1 en el -ésimo turno. Esta estrategia estd bien definida ya que
(G, es un unico vértice, que sera la posicion inicial del policia, y la sombra del ladréon
proyectada por F,,_;;1 es adyacente a la proyectada por F,_; en todos los turnos.
Finalmente, como F; = Id, esta estrategia resulta en la captura del ladrén en no
més de n turnos. [ |

En [11] se preocupan por estudiar el nimero policiaco en graficas cuyo conjunto
de vértices puede ser infinito, a pesar de que no tratamos este caso en el presente
texto, mencionamos que la caracterizacion de la Proposicion 3.2.3 falla para este tipo
de estructuras. Ademas, la estrategia sin retroceso esta lejos de optimizar la cantidad
de turnos necesarios para la captura, las ruedas son un ejemplo claro de esto. Con
la intencion de resolver estas dificultades, Nowakowski y Winkler desarrollan una
caracterizacion alternativa, definiendo una coleccion de relaciones <, V(G)? para
algunos a € Z, que deben entenderse como que, si z <, y y en algtn turno el ladrén
esta en z y el policia en y, entonces el ladron es capturado en a lo mas « turnos a partir
de ese momento. Con esta técnica, ademas de una caracterizacion de las graficas
copwin, podremos construir una estrategia que optimiza el nimero de movimientos
del policia y serd una herramienta central para generalizar esta caracterizaciéon a una
para las gréaficas k-copwin. Las relaciones <, las definen recursivamente, es natural
que <o= Iy () pues esta relacion estda formada por las parejas de vértices, (z,y),
tales que el policia en y puede capturar al ladrén en x sin hacer ningtin movimiento.
Para o > 0, se define z <, y si y solo si, para toda 2’ € N(x), existen y' € N(y) y
B € [0, — 1] tales que 2’ <z y'. Como es claro que f < « implica <g=<,, por la
finitud de V(G) existe un v € Z tal que <,=<, para toda o > . A la relacién <,
la denotamos simplemente <. Con esto, enunciamos una segunda caracterizacion de
las graficas copwin.

Proposicion 3.2.5. Una grifica G es copwin si y sdlo si <=V (G)2.

Demostracion. Para la primera implicaciéon procederemos por contraposicion, su-
poniendo que existen z1,y; € V(G) tales que z1 € y; y viendo que, entonces, G
no es copwin. En efecto, si tales vértices existieran, podemos suponer que el policia
empieza en y; y el ladréon en x;. Esto es valido ya que, si G es copwin, el policia
debe tener una estrategia ganadora con posicién inicial en cualquier vértice, pues
la graficas copwin son conexas y, por ello, el policia puede colocarse en la posiciéon
que desee para empezar a seguir una estrategia ganadora en un numero finito de
turnos. Entonces, por la definicion de <, existe x5 € N(z7) tal que xo € yo para toda
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y2 € N(y1). Por lo tanto, denotando z; y y; a la posicion del ladrén y el policia al
turno 7 respectivamente, usando recursion sobre i es posible elegir x;.; € N(z;) tal
que x;11 ¥ yir1. En particular, el ladron siempre se puede mover a un vértice que
no es vecino del policia, asegurando que el juego se extiende al menos un turno més.
Asi, esta es una estrategia ganadora para el ladron y la grafica no es copwin.

Para la implicacion faltante, supongamos que <=<., para alguna v € Z*. Veamos
que, si z1,y; € V(G) son las posiciones iniciales del ladron y el policia, respectiva-
mente, entonces el policia tiene una estrategia que captura en a lo mas a turnos si
y solo si 1 <, y1. Esto es claro si a = 0, por lo tanto, veamos que el paso inductivo
es valido. Suponiendo z; <, y; para alguna a € [y] v x1 # 1, por la definicion
de <,, esto es equivalente a que para toda xo € N(z1) exista yo € N(y;) tal que
To <q-1 Y2. Por lo tanto, tras el movimiento del ladrén a algtin 9, el policia mueve
al correspondiente y, y, por hipotesis inductiva, el policia tiene una estrategia que
captura en a lo mas o — 1 turnos con posiciones iniciales x5 v yo. Esto tltimo es
equivalente a que el policia tenga una estrategia que captura en a lo mas « turnos
con posiciones iniciales x1 y 1, con lo que se concluye la afirmaciéon. Como al seguir
esta estrategia se logra una captura en no mas de « turnos, si ademas en cada turno
encontramos la menor « tal que 1 <, y1, se logra una captura en la menor cantidad
de turnos posible. [ |

Como hemos discutido, a pesar de que esta caracterizaciéon no nos brinda una
intuicion geométrica respecto a como se ven las graficas copwin, resulta mucho més
facil de generalizar esta idea para obtener una caracterizacion de las graficas k-copwin
que, una vez tengamos, nos servira para encontrar un analogo a la Proposicion 3.2.3
también en este caso. Para ello, recordamos que una partida de policias y ladrones
es una funcion f: Z* — V(G)“™! tal que f;(t)fi(t + 1) € E(G) para toda i € [c + 1],
lo que es equivalente a que, para toda n € Z*, la funcién f \[n] es un morfismo de
P, en G°™'. Es decir, una partida de policias y ladrones se puede entender como
un camino infinito en G°™!, y es en los vértices de esta grafica en donde existird un
orden analogo a un desmantelamiento. Antes de ver esto, enunciamos el siguiente
resultado, que muestra otra relaciéon importante entre el juego de policias y ladrones
y el producto de graficas.

Proposicion 3.2.6. Si G y H son grdficas k-copwin para alguna k € Z*, entonces
G x H es k-copwin.

Demostracion. Si e y € son estrategias ganadoras para k policias en G 'y H res-
pectivamente, entonces, por la definicién de la adyacencia en el producto de graficas,
la funcion (e, €’) : V(G)* 1 x V(H)*! — V(G)* x V(H)¥ es una estrategia ganadora
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para k policias en V' x H. Para ser méas especificos, las estrategias e y ¢’ son idénticas
a ey € cuando los policias, en G y en H respectivamente, no han capturado; una
vez que lo han hecho, recapturan en cada turno, de forma que es cuestion de tiempo

para que la otra estrategia también logre capturar y, entonces, se capture al ladréon
en G x H. [

Las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.6 muestran que la familia de graficas k-copwin es ce-
rrada bajo retracciones y productos, a una familia de graficas que satisface estas dos
condiciones se le conoce como una variedad. Las variedades se estudian en [21, 12]
con el objetivo de desarrollar un esquema general de clasificacion de graficas.

Siguiendo a Clark y MacGillivray [15], generalizamos la relacion < al caso de k
policias de la forma natural, através de una coleccion de relaciones <, que indiquen
cuando los policias capturaran en no més de « turnos. Es decir, <q< V(G)* x V(G)
esta formado por todas las parejas (p,z) tales que x esta en alguna coordenada de
P, v, si @ > 0, definimos que = <, p si y solo si para toda 2’ € N(z) existe p’ € N(p)
tal que 2’ <g p’ para algin f € [0, «]. Nuevamente, estas relaciones satisfacen que
<gS<q si B < ay, por la finitud de G, existe una v € Z tal que <,=< para toda
7 < 7'.Y denotamos <., por <. Obsérvese que en el uso de esta notacion se da por
entendida la cantidad de policias a la que nos referimos, esto no debe causar conflictos
ya que nunca analizaremos dos juegos simultaneamente, pero es importante tenerlo
presente para evitar confusiones.

Teorema 3.2.7. Una grdfica es k-copwin si y solo si <=V (G)* x V(G).

La demostraciéon del Teorema 3.2.7 es idéntica a la de la Proposicion 3.2.5 salvo
que los policfas ahora son vértices de V (G)* sustituyendo esto en la demostracion de
la Proposicion 3.2.3 obtenemos el argumento de esta afirmacion, por ello la omitimos.

Para ver el orden de eliminacion al que da lugar el Teorema 3.2.7, diremos que
un vértice de G¥ x G, (p, z), es removible respecto a S € V(G* x G) si x <¢ p o si,
para toda z’ € N(z), existe p’ € N(p) tal que (p/,2’) € S. Un k-desmantelamiento
de G es un orden de los vértices de G* x G tal que (p,z) es removible respecto a
{(p/,2"): (p',2’) es menor que (p,z)}. A una grafica que tiene un k-desmatelamiento
le decimos k-desmantelable, por supuesto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Una grdafica G es k-copwin si y solo si es k-desmantelable.

Demostracion. La primera implicacion se sigue del Teorema 3.2.7 ya que, ordenan-
do de cualquier forma todas las parejas (p, x) €<g, luego todas aquellas en <; \ <, y
asi sucesivamente, anadiendo en cualquier orden las parejas en <;,1 \ <;, se obtiene
un k-desmantelamiento de G. Para la otra implicacién mostraremos por induccion
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que, si < es un k-desmantelamiento de G y si en una partida de policias y ladrones
sucede que al turno t + 1 los policias estan en p € V(G)* y al turno ¢ los ladrones
estan en x € V(G), si (p,x) es el a-ésimo elemento de <, los policias tienen una
estrategia para capturar en menos de « turnos. Esto es claro para a = 1, ya que el
primer vértice de un k-desmantelamiento es removible respecto al conjunto vacio, lo
que implica que z es una coordenada de p y, por lo tanto, los policias estan captu-
rando al ladron. Ahora, si o es mayor que uno, para cualquier 2’ € N(z) hacia donde
decida mover el ladron al turno ¢ + 1, existe p’ € N(p) tal que (p/, ") < (p, z). Como
(p',2') es, a lo més, el (o — 1)-ésimo elemento de <, la hipotesis inductiva asegura
que los policias tienen una estrategia para capturar en menos de o — 1 pasos desde
esta posicion, lo que implica que tienen una estrategia para capturar en menos de «
pasos desde (p, x). [ |

Finalmente, veamos que un 1-desmantelamiento da lugar a un desmantelamiento
de G, para ello recordemos que en este caso el policia ocupa un vértice y € V(G). Con-
sideremos (y, x) el primer elemento del 1-desmantelamiento tal que x # y, como todas
las parejas anteriores son de la forma (2, 2’) y para cada vecino de = hay un vecino de
y tales que forma una pareja previa del 1-desmantelamiento, entonces N(z) € N(y).
Habiendo encontrado una equina de GG, construimos un 1-desmantelamiento de G —x
partiendo del 1-desmantelamiento de G eliminando las parejas de la forma (y/, x) pa-
ra toda 3y’ € V(G), remplazando aquellas del tipo (z,2’) para 2’ € V(G) por (y,2'), y
eliminando las instancias repetidas de estas tltimas. Como N(x) € N(y), si (z,2) es
removible, entonces también lo es (y, 2’). Por lo tanto, este es un 1-desmantelamiento
de G — x y, como en cada aplicacion de este procedimiento se encuentra una esquina
de la grafica, al repetirlo n — 1 veces més obtenemos un desmantelamiento de G.

En [12], Bonato y MacGillivray definen un juego de policias y ladrones generaliza-
do, que representa una generalizacion tremenda de los juegos que hemos considerado
hasta ahora. Sin entrar en demasiados detalles, lo definen como un juego de dos ju-
gadores —el ladron y el policia— en donde ambos cuentan con informacion perfecta,
hay un conjunto de posiciones para el policia Pp y otro para el ladréon P, el con-
junto de posiciones permitidas del juego es cualquier S € Pp x Pr, y un estado del
juego es una pareja de la forma ((p,1), X) con (p,1) € Sy X € {P, L}, que indica la
posicion actual del juego a la vez que el jugador que debe mover a continuaciéon. De
esta forma, para cada estado del juego existe una relacion simétrica, que entendemos
como un conjunto no-vacio de movimientos validos, Ap(p,l) € P2 o Ar(p,1) < P2,
tales que cambian la posicion del policia o del ladron, respectivamente, y cambian
el jugador al que le toque mover. Por lo tanto, los movimientos que puede realizar
cada jugador no dependen tinicamente de su propia posicién, si no también de la de
su oponente. Ademas, se fija con anterioridad un conjunto de “posiciones de captu-
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ra” F € Pp x Pr, vy, después de que ambos jugadores elijan sus posiciones iniciales,
empezando por el policia, mueven alternadamente, de acuerdo al conjunto de movi-
mientos permitidos. El policia gana si en algiin momento de la partida la posicion
del juego esta en F, el ladron gana si el policia no gana. Los autores muestran que
incluso en un contexto asi de general es posible obtener una caracterizacion de las
graficas en donde el policia puede ganar semejante a aquellas de la Proposicion 3.2.5
y el Teorema 3.2.7.

En [12] también definen un juego de movimientos independientes como aquel en
donde Ap y Ay solo dependen de la posicion del policia y el ladron, respectivamente.
Por ejemplo, policias y ladrones es un juego de movimientos independientes. En este
caso, podemos definir Gp como la grafica con conjunto de vértices Pp y en donde
pp' € E(Gp) siy solosi (p,p') € Ap(p,l) para toda [ € Pr. De forma completamente
anédloga se define G;. En este texto nos restringimos a trabajar con juegos de este
tipo, ya que son estos los que podemos definir como una 3-tupla (Gp, G, F) con
Gp y Gy, gréaficas, y F < V(Gp) x V(GL). De forma que, para nosotros, un juego
policias y ladrones generalizado es una 3-tupla de esta forma y una partida de
¢l es una funcion f: Z* — Gp x G, tal que

1. f)f(t+1)e E(Gp x G) paratodateZ*,y

2. Los policias ganan en f si f(t) = (fp(t), fo(t)) € F o (fp(t + 1), fr(t)) € F

para alguna t € Z*. Los ladrones ganan en f si no lo hacen los policias.

Naturalmente, una estrategia para el policia es una funcion n: V(Gp) x V(GL) —
V(Gp) tal que fp(t)n(f(t)) € E(Gp), se dice que el policia sigue esta estrategia en f
si fp(t+1) =n(f(t)) para toda t € Z*, y que es ganadora si el policia gana en toda
partida donde siga 7. De forma analoga se definen las estrategias y las estrategias
ganadoras del ladrén. Con esta definicién volvemos a recuperar la terminologia de
movimientos observando que, ahora, estos se realizan en cada turno por el policia—
o los policias— en Gp, y por el ladron —o los ladrones— en G. Bonato y MacGi-
llivray muestran que, en este caso, ademés se puede dar una caracterizacion de las
graficas en donde gana el policia semejante a aquellas de la Proposicion 3.2.3 y el
Teorema 3.2.8. Para finalizar esta seccién, demostraremos estas generalizaciones y las
usamos para definir algunas variaciones del juego de policias y ladrones. Prevenimos
al lector que la demostracion serd idéntica a aquellas de la Proposicion 3.2.5 y el
Teorema 3.2.8, sin embargo, desarrollamos los detalles para dispersar las dudas de
cualquier escéptico. Para hacer esto, reciclaremos los términos “removible” y “des-
mantelamiento”, obsérvese que la forma en que lo haremos generaliza el contexto en
el que originalmente definimos estas nociones y, por lo tanto, no causa conflictos en el
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lenguaje. Primero, dada una partida de policias y ladrones generalizada, decimos que
un veértice (p, 1) de Gp x G, es removible respecto a S <€ V(Gp)xV(Gy) si (p,l) € F
o si, para toda I’ € N(I) existe p’ € N(p) tal que (p/,') € S. Un desmantelamiento
de Gp x G, es un orden lineal de sus vértices tal que, si cada (p,l) € V(Gp) x V(Gp)
es removible respecto al conjunto de vértices que lo preceden en el orden. Ademas,
definiremos <q como la relacion entre V(Gp) y V(Gp) dada por | <q p si y solo
si (p,1) € F y, recursivamente, para p € V(Gp), l € V(GL), y a € ZT, que | <, p
siempre que para toda I’ € N(l) exista p’ € N(p) tal que I’ <,_1 p’. Nuevamente,
<0S<1C - € V(Gp) x V(GL) y, como solo consideramos graficas con conjuntos de
vértices finitos, existe v € Z tal que <,=<., para toda 7' mayor que 7. Denotamos
a <, por <y, con base en esto, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.9. En un juego de policias y ladrones generalizado (Gp,Gpr,F), si
Gp es conexa, entonces existe una estrategia ganadora para los policias si y solo si
<= V(Gp)xV(GL), lo que es equivalente a que G px G, tenga un desmantelamiento.

Demostracion. Primero veamos que, si <# V(Gp) x V(G) entonces existen p €
V(Gp) yleV(Gy) tales que I £ p. Por lo tanto, (p,1) ¢ F y existe I’ € N(I) tal que,
para toda p’ € N(p) se tiene que I’ € p’. Ahora observemos que, si el policia tiene
una estrategia ganadora, entonces tiene una estrategia ganadora empezando desde
cualquier vértice de Gp, ya que, como Gp es conexa, puede utilizar los primeros
turnos de cualquier juego para colocarse en la posicion inicial que desee. Por lo tanto,
podemos suponer que la posicion inicial del policia es p y, con base en eso, construimos
una estrategia ganadora para el ladréon definiendo que su primera jugada sera [ y, en
cada turno posterior, se movera hacia algin vecino del vértice en que se encuentre,
para el cual sucede que ninguno de los vecinos del policia esté relacionado con él, el
cual debe existir siempre que la posiciéon actual del ladrén no esté relacionada con la
del policia. Evidentemente, cada vez que el ladron sigue esta estrategia en un turno,
sin importar lo que haga el policia, en el siguiente turno sus posiciones seguirén sin
estar relacionadas a través de <. Como, en particular, todas las parejas de F forman
parte de <, se deduce que el policia no puede ganar mientras el ladron siga esta
estrategia.

Ahora, mostraremos que, si la posicion del policia al turno ¢t + 1 y del ladrén
al turno ¢ en una partida de policias y ladrones generalizado, para alguna t € Z™",
son p € V(Gp) y | € V(G) respectivamente, entonces [ <, p para algin entero
a € ZT U {0} siy solo si los policias tienen una estrategia para ganar en a lo mas «
turnos. La afirmacion es evidente si a = 0, por lo tanto lo mostraremos por induccién
sobre a. Asi, suponemos que (p,[) ¢ F y que | <, p para algiun « € Z*. Se sigue, por
la definicion de <, que debe para toda " € N(I) existe p’ € N(p) tal que I' <,_1 p'.
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Asi, si al turno ¢ + 2 los policias mueven al vecino de p que cumple lo anterior para la
posicion del ladron al turno ¢ + 1, podemos concluir, usando la hipétesis inductiva,
que los policias tienen una estrategia para capturar en no mas de o — 1 turnos desde
7', 1o que muestra que tienen una estrategia para ganar en no méas de « turnos desde
p. De forma muy semejante, si suponemos que los policias tienen una estrategia para
capturar en a lo més « turnos desde p, entonces para cada I’ € N (), esta estrategia
indica que el policia deben moverse a algin p’ desde el cual tiene una estrategia para
capturar en no mas de a—1 turnos. Nuevamente, por la hipétesis inductiva, se deduce
que I’ <,_1 p/, de forma que [ <, p, como queriamos ver. Se deduce inmediatamente
que, si <= V(Gp) x V(G}) entonces los policias tienen una estrategia ganadora, pues
capturan en a lo més v turnos sin importar las posiciones iniciales. Reciprocamente,
si los policias tienen una estrategia para ganar, como esa estrategia asegura que es
posible capturar en una cantidad finita de pasos dado cualquier par de posiciones
iniciales p € V(Gp) y L € V(GL), entonces <= V(Gp) x V(Gy).

Por otro lado, si suponemos que <= V(Gp) x V(GL), definimos Sy =< y para i €
[~v], recursivamente, S;11 =<;4+1 \S;. Entonces dotamos a cada S; de un orden lineal
arbitrario <; y, con base en ellos, definimos un orden lineal sobre V(Gp) x V(G)
en donde, para (p,1), (p',l') e V(Gp) x V(G}), se tiene que

(p',1') < (p,1) siy solo si existen enteros § < « tales que (p',l') € Sy (p,1) € S,
osi (p,1l') <4 (p,1) para alguna « € [0, ~].

Afirmamos que < es un desmanetelamiento de Gp x G. Las parejas en S evidente-
mente cumplen la condiciéon de que < sea un desmantelamiento pues Sy = F. Y, por
la definicion de <, para todo (p,l) € S, con o > 0, y para cualquier I’ € N(l) existe
p € N(p) tal que (p/,l') € Sp para alguna 5 < a. Asi, todo (p,1) € V(Gp) x V(Gyr)
cumple la condicion necesaria para que < sea un desmantelamiento de Gp x G7.
Finalmente, si suponemos que < es un demantelamiento de G'p x G, mostraremos
por induccion que si (p, 1) es el a-ésimo elemento de un desmantelamiento de Gp x G,
entonces, si en alguna partida de policias y ladrones generalizada sucede, para algin
t € ZT, que el policia que se encuentra en p al turno ¢ + 1 y el ladrén se encuentra
en [ al turno t, entonces el policia puede capturar en a lo mas o — 1 turnos. Esto es
evidente para o = 1 ya que el primer vértice de un desmantelamiento de Gp x G,
es removible respecto al conjunto vacio, por lo que debe suceder que esta en F. Si
ahora suponemos que (p,!) es el a-ésimo elemento del desmantelamiento con o > 1,
entonces sabemos que, sin importar que movimiento realice el ladron, digamos que
lo hace a I, existe p/, un vecino de p, tal que (p',1') < (p,1). Por lo tanto, (p/,l') es a
lo més el (a—1)-ésimo elemento del desmantelamiento y, por hipotesis de induccion,
el policia capturara al ladréon en no mas de a— 2 turnos. Se concluye que si existe un
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desmantelamiento de G'p x G entonces, desde cualquier posicién inicial de ambos
jugadores, el policia capturara en a lo més |V (Gp x Gp)| = |[V(Gp)||V(GL)| turnos.
|

Con este resultado podemos idear juegos como el de policias perezosos y la-
drones, en el que restringimos la movilidad de los policias, permitiendo que en
cada turno solo uno de ellos pueda moverse a un vértice distinto. Si jugamos con
c € Z" policias en una gréfica G, este es el juego (GH¢, G, F) en donde F esta for-
mado por todos los pares ordenados (p,x) tales que = es una coordenada de p. Si
queremos permitir que més policias se muevan en cada turno, definimos la funcién

dif: V(G)* x V(G)* — P(("'?)) dada por

dif(p, p") = {piD;: bi # D;}-
Ademas, denotamos dp,(p,p’) = |dif(p, p')|, entero al que le decimos la distancia de
Hamming entre p y p’. Entonces, para cualquier grafica G, k € [n], y r € [k],

definimos la k-ésima potencia r-parcial de G como la grafica G*") con conjunto
de vértices V(G)* y en donde dos vértices T y ¥ son adyacentes si y solo si

dif(7,7) < E(G)

y
dh(%u 3//\) ST

Es claro que G*Y = GE* y que G**) = G*. Entonces, definimos el juego de policias
con r movimientos y ladrones jugado en G con ¢ policias, para alguna c € [n]
como (G G, F) en donde F es el conjunto de las parejas (p,z) € V(G)® x V(G)
tales que x esta en una coordenada de p. Asi, si jugamos en G con ¢ policias, el juego
de policias y ladrones es el juego de policias con ¢ movimientos y ladrones, y el juego
de policias perezosos y ladrones en G es el juego de policias con un movimiento y
ladrones. Con esto, definimos el numero r-policiaco de una grafica G como la menor
c € 7" tal que los policias tienen una estrategia ganadora para el juego de policias
con r movimientos y ladrones jugado con ¢ policias en G, al que denotamos ¢, (G).
Es claro que, como E(G®V) ¢ E(G*2) < ... < E(G**), entonces toda estrategia
ganadora para c policias en el juego de policias con r movimientos y ladrones es
también una estrategia ganadora para c policias en el juego de policias y ladrones
con r’ movimientos para toda r < r’. Se sigue que no tiene sentido considerar juegos
en donde admitamos que los policias realicen mas de ¢(G) movimientos, ya que en
estos juegos siempre existe una estrategia ganadora de los policias. Ademaés, se tiene
que toda grafica G' cumple

A(G) = ce)(G) < -+ < ar(G) <A(G).
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Si, por otro lado, queremos modificar la grafica GG, para hacer justicia a la utili-
zacion del plural “ladrones”, hemos de ser cuidadosos. Puede parecer tentador definir
un juego de policias y ladrones con r ladrones jugado en G como (G, G", F) con F las
parejas (y,lA) tales que y esta en alguna coordenada de I. Es decir, el juego en donde
permitimos que cada ladron se mueva en cada turno a un vértice adyacente a su po-
sicion y el policia gana si captura a alguno de los ladrones. Sin embargo, esto resulta
en un juego poco interesante, en efecto, este juego se ganara si y sélo si G es copwin.
Es facil convencerse de esto ya que, si G es copwin, el policia sigue la estrategia que
existe para capturar a un ladrén en G fijandose solamente en los movimientos que
realice una coordenada cualquiera de [, a la que eventualmente capturara. En cambio,
si G no es copwin, los ladrones eligiran posicionarse todos en el mismo vértice de G
en el primer turno y moverén todos de la misma forma que lo harfa un tnico ladrén
siguiendo la estrategia de evasion que tiene en G. No es de sorprender que si un
policia puede capturar a un solo ladrén, pueda capturar a alguno entre varios, mas
bien, esperariamos que la modificiacién de la grafica G le hiciera més dificil a los
ladrones evadir. Sin embargo, esto no sucede en este juego ya que cualquier cantidad
de ladrones pueden ocupar la misma posiciéon simultaneamente, por lo que pueden
actuar como si se tratara de un solo ladrén. Por esto, e inspirados en la definicion
que hicimos para las graficas de fichas con movimientos paralelos definimos, dada
una grafica G de orden n, con n € Z*, k € [n] y r € [k], definimos la grafica de
k fichas con movimientos r-compuestos, a la que denotamos C, F,.G, como la
grafica imagen

A[{(z1, .. 2) e V(G 2y # x5 810 # j}aon).

Naturalmente, hemos de definir un movimiento r-compuesto de una configura-
cion u € V(C,FyG) = V(F,G) como una funcion inyectiva M : u — V(G) tal que
|sop M| < ryaM(z) e E(G) para toda x € sop M. Sobre este concepto damos por
evidentes dos cosas: primero, la definiciéon de movimiento 1-compuesto es equivalente
a la de movimiento 1-paralelo y a la de movimiento de una configuraciéon en FiG;
segundo, dos configuraciones de k fichas v y v son adyacentes en C,.F;G si y solo
si existe M, un movimiento r-compuesto de u, tal que v = M|u]. Para justificar la
razon del término “compuesto”’, asi como entender un poco mejor la adyacencia de
C,F,G, definimos, para cada configuracién de k fichas u, un u-ciclo como un ciclo
C de G tal que V(C) < u. Ademaés, para cada u-ciclo C' = xq - - - x,,70, definimos
M(C): u— V(G) como

M(C)(x) ri1 Sl x = x; para alguna i € [0, m] y
x —
x six¢ V().
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A M(C) le decimos el movimiento del u-ciclo C. Ademas, para facilitar la no-
tacion, en el siguiente enunciado denotamos por f + g, para cualesquiera funciones
fru—V(G)yg: u— V(G) tales que sop f nsopg = &, a la funcion de u en V(G)
dada por

f(x) sizesopf
(f+9)(x) =1 g(z) sizesopg
x en otro caso.

Es facil convencerse que esta “suma” de funciones es asociativa, por lo tanto, es
correcto definir, para fi,..., fs cualquier colecciéon de funciones de u en V(G) con
soportes ajenos por pares, la funcion ) | fi como f; + --- fs. Apoyados en esto
demostramos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.10. Para cualquier u, configuracion de k fichas en G, una funcion
M: u— V(G) es un movimiento r-compuesto de u si y solo si existe una familia de
u-ciclos ajenos por pares, C1,...Cs, y Q un camino en F.G con configuracion incial
u, el cual cumple que M(Q)(x) € N(z) para toda x € sop M(Q), tales que

sop M(X) nsop M(Y) = & para cualesquiera X,Y € {Q,C4,...,C},

M:M(Q)_‘_EM(CJ? Y

Q) + ié((}’i) <r

Demostracion. Esto lo demostramos por induccion sobre r. Para r = 1 se tiene que
S, Fr,G = FG, por lo tanto, para toda u € V(F},G), como los movimientos de u son
sus movimientos 1-compuestos y estos se corresponden con los caminos de longitud
a lo mas 1 en FpG con configuracion inicial u. Por esto se concluye que en este caso
se cumple la afirmacion. Sir > 1y consideramos M un movimiento r-compuesto con
| sop M| > 1, afirmamos que para cada x € sop M existe un entero positivo m tal que
tal que M™(x) ¢ u o M™(x) = x. Para ver esto veamos que, si tomamos xy € sop M
cualquiera y si definimos recursivamente z;,1; = M (z;) mientras z; € u, por la finitud
de u, debe suceder que x,,11 = M(x,,) ¢ u 0 que T,,41 = ; con i € [m] para algin
entero m € [k].

En el primer caso, si M(z,,) ¢ u, se deduce que (zo,%1), ..., (Tm, Tmi1) € M
y, definiendo P = x125...2,,Tmye1, S€ tiene que P que recordemos, es el ca-
mino obtenido de mover la ficha en z,, a x,,.1, luego la ficha en z,, | a x,,, y asi
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Figura 3.4: Diagrama de un movimiento compuesto de una configuraciéon de 16 fichas
en Py x K.

A~

sucesivamente hasta mover aquella ficha en xy a x;— es tal que M(P) =

sop M (P)
{(zo,x1), ..., (Tm, Tm+1)}. Por lo tanto, si definimos

M(z) sizésopM(P)={xo,...,2m}

M'(z) =
T en otro caso,

A~

se tiene que M’: u — V(G) es tal que sop M’ = sop M\ sop M (P). Por lo tanto,
como | sop M (]3)] = m, M’ es un movimiento (r — m)-compuesto de u. Asi podemos
aplicar hipotesis de induccion para concluir que existen Cy,...,Cs y @' un camino
en F,G que satisface que M (Q')(z) € N(z) para toda = € sop M (Q'), y que son tales
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que
sop M(X) nsop M(Y) = & para cualesquiera dos X,Y € {Q',Cy,...,Cy},

M= M(Q) + Y M) ¥

Q") + iE(C’i) <r—m.

~

Como sop M (P)nsop M’ = &, entonces se sigue que podemos realizar los movimien-

tos que realiza el camino (), seguidos de los que realiza P, para obtener un camino
@ de longitud £(Q’) + m tal que

M(Q) = M(Q') + M(P).

Como Q' y P satisfacen que M(Q')(y) € N(y) y M(P)(z) € N(z) para cualesquiera
y € sop M(Q') y z € sop M(P), entonces M(Q)(z) € N(z) para toda z € sop M(Q).
Ademas, como sop M (Q) = sop M(ﬁ)usop M(Q"), entonces sop M (Q)nsop M (C;) =
@ para toda i € [s] y, asi, que

sop M(X) nsop M(Y) = @ para cualesquiera X,Y € {Q,C,...,Cs},

M= M(Q)+ Y, M(C), v
E(Q) + 25(02‘) <.

En el segundo caso, cuando z,,41 = x; para alguna ¢ € [0, m], aseguramos que
i = 0. Si no fuera asi, entonces M (z;_1) = M(z,,) = x;, por lo tanto M: u — V(G)
no es inyectiva, lo que es una contradiccion a que M sea un movimiento r-compuesto.
Por lo tanto, como M(x,,) = xq, entonces, C' = xoxy . . . T, To €s un u-ciclo y ademas
{(zo, 1), ..., (Tm-1,Tm)(Tm, To)} S sop M. Si definimos ahora

x en otro caso.

M'(z) = {M(az) si ¢ sop M(C) = {20, ..., Tm}

De la misma forma que en el primer caso, M’ es un movimiento (r — m)-compuesto
y aplicando la hipodtesis inductiva en él se concluye la afirmacion.
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La afirmacion reciproca es directa, debemos demostrar que cualquier funcién
M: v — V(G) de la forma M(Q)+>,_, M(C;), para Q,C4, ..., Cs como en el enun-
ciado, es un movimiento r-compuesto. Sin embargo, es claro que una funcién asi es
inyectiva porque M (Z) es una funcion inyectiva para cualquier Z € {Q,C1, ..., Cs}.
Ademas, sop M = sop M(Q) u | J;_;sop M(C;) y |sopM(Z)| = ¢(Z), asi como
xM(Z)(x) € N(x), para toda Z € {Q,C,...,Cs} v & € sop M(Z). Por lo tanto,
M cumple que

[sop M| = £(Q) + ) U(Ci) <7y
i—1
xM(x) € N(x) para toda z € sop M.
|

La Proposicion 3.2.10 se entiende como que los movimientos r-compuestos de una
configuracion u mueven hasta r fichas de u de forma que, o cada ficha de un u-ciclo
se desliza al siguiente vértice en el orden ciclico, o existe una secuencia en que se
pueden realizar movimientos de Fj.G para obtener la configuracion final. Véase la
Figura 3.4. A los movimientos r-compuestos de u de la forma M = >>7_ | M(C;) para
una coleccion de wu-ciclos CY, ...,y con conjuntos de vértices ajenos por pares, les
llamamos movimientos r-circulares de u. Asi mismo, a aquellos de la forma M (Q)
para () un camino en Fj,G con configuracion inicial u, les decimos movimientos r-
secuenciales de u. Por lo tanto, la Proposicion 3.2.10 dice que los movimientos
r-compuestos de u son precisamente aquellos de la forma M; + My con My y My mo-
vimientos rq-circular y ro-secuencial de u con soportes ajenos y tales que ry + 1o < 7.
Observemos que, como los movimientos circulares de u son biyecciones de su soporte
en si mismo — ya que el movimiento de cada u-ciclo que lo compone cumple esto—
entonces los movimientos circulares no contribuyen a cambiar la configuracién de
fichas al realizarlos. Es decir, como las configuraciones no estan etiquetadas, los mo-
vimiento circulares son intrascendentes. Por lo tanto, los vecinos en C,.FpG estan
en correspondencia con los movimientos r-secuenciales de wu, los cuales son, preci-
samente, las configuraciones que se pueden alcanzar desde v moviendo a lo més r
fichas diferentes de u a vértices desocupados por u diferentes. Gracias a esto, pode-
mos entender a la grafica S, Fi,G como la grafica que modela un tablero con £ fichas
posicionadas casillas distintas y en el que, en cada turno, podemos mover hasta r
fichas diferentes a vértices adyacentes desocupados.

Por todo lo anterior, esta grafica nos permite plantear la siguiente pregunta, si
los policias pueden capturar en G permitiendo que varios de ellos ocupen el mismo
vértice de G, jpueden hacerlo si no lo permitimos? Formalmente, esto es decidir
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si, para toda grafica G con numero policiaco ¢, los policias tienen una estrategia
ganadora en el juego (C.F.G,G, F), con F el conjunto de las parejas (v, x) tales que
x € v. Intuitivamente, ya que para los ladrones el poder ocupar el mismo vértice
les sirve para comportarse como si fueran una menor cantidad de ladrones de los
que son, es razonable pensar que el colocar varios policias en la misma casilla no
es particularmente ventajoso para ellos, ya que cubren menos vértices de GG. Sin
embargo, también es intuitivamente obvio que, cuando admitimos que haya varias
piezas del policia en la misma casilla, los policias no se estorban mutuamente, lo que
les aporta mayor movilidad. Lamentablemente, la investigacion cuidadosa de este
juego escapa a los objetivos de este trabajo.

Por otro lado, gracias a esta grafica podemos pensar también en un juego de
policias y ladrones en donde haya un equipo de ladrones en el juego, y que estos no
puedan ocupar la misma posicion simultaneamente, y si alguno de ellos es capturado,
el ladron pierde. Para esto, dada una grafica G, k € [n], y t € [k], definimos el juego
de policias y ladrones con movimientos t-compuestos jugado con k ladrones
en G como (G,CiFyG,F) con F el conjunto formado por todas las parejas (z,u)
tales que x € u. Definimos el nimero ¢-criminal de G' como la menor k € Z* tal
que el policia tiene una estrategia ganadora para policias y ladrones con movimientos
t-compuestos jugadada en G con k ladrones. A este entero lo denotamos r,(G) y, en
particular, a r1(G) lo denotamos por r(G) y le decimos el nimero criminal de
G. Finalizamos esta seccion calculando el ntimero criminal de algunas familias de
graficas.

Proposicion 3.2.11. Paran € Z* se cumple que r(P,) = 1, r(K,) = 1 yr(O,) = n.
Ademds, sin =4 entonces r(W,) =1y r(C,) = 2.

Demostracion. Observemos que, si k = 1 entonces r € [k] es equivalente a r = 1
y, por lo tanto S, F,.G = F,.G = G. De forma que este juego coincide con el juego
de policias y ladrones cuando k£ = 1. Como consecuencia de esto, si G es copwin
entonces r(G) = 1, por lo que, gracias a la Proposicion 3.1.1 la afirmacion es cierta
para P,, K, y W,. Ademas, la afirmacion es trivial para O, ya que, si no hay al
menos tantos ladrones como vértices de una grafica vacia, existe una configuracion
de fichas que no contiene al vértice que ocupa el policia. Por lo tanto, si los ladrones
la eligen como posicion inicial, como el policia quedara en una componente conexa
que no tiene a ninguna ficha del ladrén, nunca podra capturar.

Para ver que r(C,) = 2 primero nos convencemos de que r(C,) > 1 ya que
¢(C,) > 1y ya hemos visto que, cuando k = 1, entonces este juego coincide con el
de policias y ladrones. Para ver que el policia tiene una estrategia ganadora para el
juego (C,, F»C,, F) con F el conjunto de parejas (y,u) € V(C,) x V(F>C,,) tales que
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y € u, afirmamos que basta con que, en cada turno, el policia se mueva al siguiente
vértice en el orden ciclico de C,. Al hacerlo, el conjunto de los vértices de C,, que
estan entre la posicién que ocupa el policia y cualquiera de las fichas del ladrén en
el orden ciclico disminuye en 1. En el mismo turno, el ladrén solo puede responder
moviendo una de sus fichas. Si mueve alguna de ellas al vértice anterior en el orden
ciclico, entonces, al ver cual ha sido el resultado de esta ronda de turnos, la cantidad
de aristas entre cada ficha de ladrén y el policia de acuerdo al orden ciclico disminuye.
Asi, si el ladron responde de esta forma a la estrategia del policia, la cantidad de
aristas entre alguna ficha y el policia serda cero en una cantidad finita de turnos,
por lo que sera capturado si responde de esta forma suficientes veces. Por otro lado,
si el ladron decide mover su ficha al siguiente vértice en el orden ciclico, entonces
“cancela” el acercamiento que habia realizado el policia hacia ella, de forma que al
final de una ronda de turnos, la cantidad de aristas entre esta ficha y el policia sera
igual que antes de iniciarla. Sin embargo, para la otra ficha del ladrén la cantidad
de aristas al policia aiin habra disminuido. Se deduce que, sin importar qué haga el
ladron, perdera en una cantidad finita de turnos. [ |

3.3. Numero policiaco de graficas de fichas

Dedicaremos la tltima seccion de este texto a estudiar el niimero de policias en
las graficas de fichas de las trayectorias, los ciclos, y las gréaficas completas. Pero,
antes, empezaremos precisando la forma en que los conceptos que desarrollamos en
la Seccion 2.4 se relacionan con el juego de policias y ladrones jugados en graficas
de fichas. La idea es, como ya hemos anticipado, que las 6rbitas de las configura-
ciones de fichas se pueden entender como una “etiquetacion intrinseca” de las fichas.
Explicitamente, dadas v y v dos configuraciones de k fichas en una grafica conexa
G de orden n, con orbitas Oy,...,0, y Of,..., O, respectivamente, afirmamos que
para todo uv-camino Py cualquier i € [(] existe j € [{] tal que M(P)[O;] = Oj.
Esto debe ser asf ya que si existieran O} y O;, dos orbitas de v tales que existen
x e M(P)[O;] n O}y ye M(P)[O;] n O}, entonces M(P~")(x) y M(P~")(y) son
dos fichas distintas de O;. Como k& < n — 1 se tiene que el grupo de reetiquetados
de las fichas de O; en su subtablero es el simétrico de O;, de forma que es posible
transponer a M (P~ 1) (x) y M(P~1)(y) tras realizar el movimiento asociado a un ca-
mino Q. Concluimos que M (PQP™1)(z) = yy M(PQP™')(y) = x, esto muestra que
es posible transponer fichas en o6rbitas diferentes de v, lo que es una contradiccion
a que estas orbitas sean distintas. De forma analoga, si M (P)[O;] fuera subconjun-
to propio de alguna O, entonces debe suceder que M (P‘l)[O;-] tiene fichas tanto
de O; como de una segunda oOrbita de u, lo que sabemos que es imposible. Mas



3.3 NUMERO POLICIACO DE GRAFICAS DE FICHAS 121

aun, la biyeccion que tomar la imagen directa bajo M (P) induce, entre el conjun-
to de orbitas de u y aquel de v, es idependiente del uv-camino que consideremos.
Esto es claro ya que si consideramos P y P’ dos uv-caminos y suponemos que O;
y Oy son orbitas de u tales que M(P)[O;] = M(P')[Oy], entonces se sigue que
M(PP~H[0;] = Oy, por lo que se deduce que O; = Oy. Todo lo anterior nos lle-
va a lo siguiente: si consideramos u € V(FG) y ennumeramos a sus Orbitas como
O, ..., 0Oy entonces, para toda v € V(F,G) e i € [{], denotamos O;(v) a la oérbita de
v dada por M(P)[O;] para cualquier uv-camino P. Esta informacion es tutil, tanto
para el ladrén como para el policia, en una partida jugada en una grafica de fichas
F}.G ya que nos permite “dividir” la posicion de ambos jugadores (u, v) en una colec-
cion de posiciones (O1(u), O1(v)), ..., (Op(u),Oy(v)) en sus subtableros, By, ..., By,
respectivamente. En cada turno, los jugadores solo pueden mover una ficha, por lo
que cada movimiento se traduce en que solo una estas posiciones cambia, y el poli-
cia debe capturar todas las 6rbitas para ganar. Por esto, una partida de policias y
ladrones en F,G es muy similar a una partida de policias y ladrones en [1_, F}. B;,
en donde r; = |O;]. Sin embargo, es importante notar que, ya que los subtableros
pueden sobrelaparse, es decir V(B;) n V(B;) puede ser no-vacio, no todas (-tuplas
(ui,...,up) con u; € V(F,,B;) se obtienen de posiciones validas en FjG. De hecho,
no es dificil convencerse que la correspondencia entre F,G y [1f_, F}, B, que recién
describimos, es un isomorfismo entre Fj,GG y la subgrafica de Df:an- B; inducida por

{(ulv v 7“6) € DfZlFmBi | U; M uj = @}

Esta construccion es semejante a la forma en que definimos las graficas de fichas eti-
quetadas con base en productos de graficas, lo que formaliza la idea de “etiquetacion
intrinseca”, con la importante diferencia de que no se trata de la potencia de una
grafica, si no del producto de ¢ graficas distintas.

Conjeturamos que gracias a la relacion que existe entre F,G y [J5_,F, B;, es
posible acotar ¢(F;G) en funcion de ¢(F,, By),...,c(F,,B;,). Especificamente, pro-
ponemos que es posible construir una estrategia de evasion para el ladron en FG
jugando contra Zle(c(FmBi) — 1) policias. Para esbozar la idea denotamos por
Aq,...,A. y R a los policias y el ladron que juegan en FpG, respectivamente, con
c= Zle(c(FnBi) —1). Sabemos que, para que algtin policia A; capture a R al turno
t, cada orbita de él, O;(A;(t + 1)), debe capturar a la correspondiente orbita del
ladron, O;(R(t)). Sin embargo, O;(R) tiene una estrategia para evadir a ¢(F,,B;) — 1
policias, por lo que O;(R) puede ejecutarla contra una coleccion de policias cada vez
que alguno de ellos mueve una de sus fichas en Oj, asegurando asi que c(F}, B;) — 1
policias no le capturan. Es decir, por ejemplo, las fichas de la orbita O;(R) siguen
su estrategia de evasion en respuesta a los movimientos que realicen las fichas de
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O1(A1), ... O1(Ayr,, By)), asegurando que los policias Ay, ..., Ayr, B,)—1 nUNCa po-
dran capturar la primera orbita del ladrén y, por lo tanto, no pueden capturar a R
en FpG. De forma idéntica lo hace el ladréon con cada una de sus orbitas, de for-
ma que los conjuntos de policias que evade cada una de sus 6rbitas son ajenos por
pares. Se concluye que ningun policia podra capturar al ladréon ya que para todos
existira una orbita del ladron que juega su estrategia de evasion contra las fichas
de su correspondiente 6rbita. Por supuesto, este argumento supuso la afirmacion en
cursiva, que no tiene por qué ser cierta ya que, como la interseccion entre subtableros
puede no ser vacia, al intentar la estrategia de evasion de una orbita, las fichas de
una Orbita pueden encontrarse en el vértice al que una ficha en la primera necesita
moverse. Suponemos que debe ser posible definir una funcién que acote inferiormente
la distancia entre el ladréon y el policia de manera tal que, mientras el ladron pueda
ejecutar sus estrategias de evasion en cada orbita no disminuira y, cuando no le sea
posible llevarla a cabo en alguna 6rbita, podré realizar movimientos provechosos en
otra orbita, contrarrestando el efecto negativo que la imposibilidad de mover sus
fichas en la primera le causo. Otro hecho, que Kornhauser [35] demuestra, es que la
interseccion de dos subtableros siempre induce una trayectoria, lo cual es intuitiva-
mente claro ya que, de haber un vértice de grado al menos tres en la interseccion
de dos subtableros, éste podria ser utilizado por las fichas en ambas 6rbitas para
transponerse. Esto nos invita a pensar que quiza esta imposibilidad de ejecutar una
estrategia de evasion no puede suceder, pues la ficha del ladréon tendria que buscar
moverse hacia un vértice que induce una trayectoria en su subtablero, por lo que una
ficha del policia que entre a dicha trayectoria detras de ella seguro podré capturarla
— dicho de otra forma, existird una cantidad finita de movimientos que la manten-
gan a distancia no-decreciente de la ficha del policia que la busca capturar y, una vez
agotados, debera moverse en direccion contraria, hacia su persecutor.

Notemos que en ésta direccion de analisis general para acotar el nimero policiaco
de graficas de fichas no tiene sentido analizar al caso en que hay n — 1 fichas en una
grafica de orden n, ya que esto es equivalente a tener una sola ficha en ella y, por lo
tanto, al juego de policias y ladrones estdndar. Por lo tanto, de ser posible obtener
un resultado de este tipo, por el el Teorema 2.4.5, podriamos acotar ¢(F,G) para
cualquier Gy k si conocemos el nimero policiaco de gréficas de fichas con grupos de
reetiquetados isomorfos a grupos simétricos, pues siempre sucede que X, B; = S, .
Desafortunadamente, esta empresa supera los alcances de este texto, por lo que nos
limitamos a indicarla como una posible direccién de investigaciéon. Sin embargo, las
graficas con las que nos ocuparemos en esta seccion representan una seleccion de casos
sencillos de las diversas problematicas que la anterior aproximacioén al problema de
calcular ¢(FiG) presenta:
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1. Las trayectorias, que son gréficas en donde cada ficha es su propia orbita, por
lo que determinar su niimero de policia es un buen primer paso para enten-
der como utilizar las estrategias de captura que existen para cada orbita para
capturar todas las fichas.

2. Los ciclos, que forman la familia de graficas con grupos de reetiquetados distinto
de un producto de grupos simétricos (recordemos que k < n — 1), por lo que
de cualquier forma habria que tratarlos por separado.

3. Las graficas completas, que son el caso mas simple de una gréfica con grupo de
reetiquetados isomorfo a un grupo simétrico.

Iniciamos viendo primero que el ntimero policiaco de la grafica de k fichas de una
trayectoria es el mismo que el niimero policiaco que el del producto caja de k copias
de la trayectoria, es decir

(FeP,) = ¢(PTF) = [%} |
Para hacerlo nos apoyamos fuertemente en las técnicas utilizadas para calcular
c(PH*), ideadas por M. Maamoun y H. Meyniel [35] en 1987, las cuales se adap-
tan facilmente para capturar en Fj, P,. Para evitar ser repetitivos, nos restringimos a
mostrar como se hace este argumento para el caso de las gréaficas de fichas sin exponer
el argumento original para los productos caja. Es decir, que damos por sabido que
c(PFE*) = [E1] pero no lo utilizamos en ningtin argumento.
Nos ponemos manos a la obra demostrando la siguiente proposiciéon, que muestra
que es necesaria esta cantidad de policias para poder capturar a un ladréon en FiP,.

Proposicion 3.3.1. Sin y k son enteros tales que 4 < 2k < n, entonces ¢(F,P,) =
Eat

Demostracion. De la misma forma que para las graficas completas, como F,, P, es
la grafica trivial de orden 1y I} P, =~ F,,_1 P, =~ P,, por la Proposicion 3.1.1 se tiene
que siempre que k € {1,n — 1,n} entonces c¢(FP,) = 1.

Para el caso 4 < 2k < n veamos que no es posible capturar a un ladrén en Fjy P,

con menos de [%1 Para ello veremos que el ladron tiene una estrategia de evasion

para [%] — 1 policias en un retracto de FjP,. Este retracto sera una subgrafica de

F},P, isomorfa a PP* grafica a la que, por razones obvias, se le conoce como el cubo
de dimension k£ y que es usual denotar por (Qy, convencién que adoptaremos y por la
cual definimos

Qr = [{ue V(F.P,): u; € {2i,2i — 1}}] 5 p,-
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Interpretamos esta definicién como la subgrafica de F} P, inducida por aquellas con-
figuraciones en donde a cada ficha le asignamos un par de vértices consecutivos en
P, para moverse. De hecho, la i-ésima ficha de P, esté en los extremos de la (2i — 1)-
ésima arista de P,, ya que 2i y 2¢ — 1 son los extremos de ésta. Es facil ver que los
conjuntos de extremos son ajenos para cualesquiera dos pares de estas aristas y, por
lo tanto, cada ficha en una configuracion en () siempre puede realizar un movimiento
—y solo un movimiento— a lo largo de la arista a la que esta confinada para que
la configuracion resultante vuelva a estar en (. Esto implica que esta grafica es
isomorfa a PQD]“, para verlo observamos que a cada configuracion u € )y le podemos
asociar el tnico vértice de 0 € V(PP*) tal que u; = v; mdéd 2, como ya hemos dicho,
cada vecino de u dentro de @), se obtiene de mover una de sus fichas al otro extremo
de la arista (2¢ —1)2i, lo que cambia la paridad de dicha entrada del vértice asociado
en PU* y por lo tanto, los vecinos de u en @ se corresponden biyectivamente con
los vecinos del vértice que le asociamos en P2*. La funcién descrita en lo anterior es
ademas una biyecciéon ya que basta con colocar las fichas en 2¢ 0 2i—1 de acuerdo a la
paridad de la i-ésima entrada de un vértice en PQD]C para obtener una configuracion
en la preimagen de éste. En general, todas las configuraciones de F}yP, se pueden
asociar con el vértice de PJ* que en cada entrada tiene 1 o 2 de acuerdo a la paridad
del vértice en el que se encuentra u;. Como en P, cada ficha solo puede moverse a
vértices cuya paridad es distinta a la de aquel en el que esté, entonces configuraciones
adyacentes dan lugar a vértices de PJ* adyacentes bajo esta asignacion, es decir, es
un morfismo de graficas. Asi, como existe un epimorfismo ¢: F,P, — PZ* que se
restringe a un isomorfismo ¢l y: Qx — PUF entonces ¢~ o¢: FpP, — Qy es una
retraccion de Fi P, en ().

Ahora si, veamos que en ()} se necesitan al menos [%1 policias para caputrar

a un ladrén, para esto nos referiremos a los vértices de (), por medio de la k-tupla
asociada a €l en el isomorfismo con P2Dk. Observemos primero que

e[

Mostraremos que el ladron puede elegir su posicion inicial de forma que no seré
capturado en el primer turno, para esto, debemos mostrar que la k-tupla asociada
a la configuracion inicial del ladron difiere en al menos dos entradas con la k-tupla
asociada a la configuracion inicial de cada policia. Veamos que cada policia esta en
una k-tupla cuyo grado es k, por lo tanto, hay k + 1 configuraciones a distancia a
lo mas 1 de cada policfa. Asi, si hay [%51] policias en Q, entonces hay [£1](k + 1)
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configuraciones que el ladréon debe evitar. Como [%1 < % + 1, entonces

[%W(k+1)< (%+1> (k+1)=k22_1+k+1

kK +2k+1 (k+1)?
a 2 2

. .- . k+1)2
Por otro lado, en Q, existen 2* vértices, de forma que, mientras % < 2% entonces

seré posible elegir una posicion inicial segura para el ladréon. Sin embargo, esto es

cierto para k > 2 ya que se cumple para k = 2 y 2" tiene un crecimiento exponencial
(k+1)2
2
de k dada por 1;:11) tiene derivada negativa si k > 2, por lo que las evaluaciones de
(k+1)?

respecto a k, mientras que tiene uno polinomial (se puede ver que la funcion

la funcion son una porcién cada vez mas pequeiia de las evaluaciones de 2F).
Asi, es posible para el ladrén sobrevivir a la primera ronda.

Para concluir que [%] policias no pueden capturar al ladréon supongamos que,
después del turno de los policias, hay ¢ policias que capturan k£ — 1 fichas del ladrén
y ¢ policias que capturan k£ — 2 de sus fichas, en donde ¢ + ¢ < [ 1], podemos
suponer que se da la igualdad, al hacerlo no se pierde generalidad ya que podemos
ignorar a todos los policias que capturan a lo mas k — 3 fichas, pues estos jamas
podran capturarnos al siguiente turno sin importar lo que hagamos. Por lo tanto,
existen ¢ + 2¢ entradas de la k-tupla del ladron que no estén siendo capturadas por
alguno de estos policias, sin embargo notemos que, como ¢ > 1 pues de otra forma
no es necesario que el ladron mueva ficha alguna en este turno, entonces

1
€+2€’<2F€2 }Sk.

Asi, debe existir al menos una ficha capturada por todos los ¢ + ¢ policias que
capturan £ — 1 o k — 2 entradas, al moverla evitamos que cualquier policia capture
en el turno siguiente. Aplicando esta estrategia en cada turno, el ladréon evade a los
[£2] policias indefinidamente. |

Ahora, mostraremos el siguiente lema, que nos sera tutil para demostrar que [k“]
policias son suficientes para capturar en F}P,.

Lema 3.3.2. Un policia puede capturar en FyP,, con n = 4, si el ladron no puede
permanecer indefinidamente en la misma configuracion.

Demostracion. Denotamos A y R al policia y ladrén, de forma que la posicion
de cualquiera de los dos jugadores después de jugar su t-ésimo turno es A(t) y R(t)
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respectivamente. Etiquetamos las fichas de ambos y denotamos A; y R;, coni € {1, 2},
a la i-ésima ficha del policia y ladrén respectivamente, naturalmente, A;(t) y R;(t) es
la posicion de la i-ésima ficha de A o R después de su t-ésimo turno. La etiquetacion
de ambos jugadores la hacemos de forma que A;(1) < A2(1) y R1(1) < Ry(1), como
Y, P, = 0 sabemos que estas desigualdades se cumplirdn para toda ¢t € Z*. Ahora
definimos las siguientes funciones, 81, d2, 9, p1, pa, p : Z* — Z* U {0} como

01(t) = d(As(t), Ba(t)),  da(t) = d(Az(t), Ra(2)),
pr(t) = d(Ar(t + 1), Ri(1),  pa(t) = d(As(t + 1), Ra(t)),
0(t) = 01(t) + 0a(t), v p(t) = pa(t) + pa(t).

La funcién  nos serviré para definir la estrategia que seguira el policia, mientras que
p nos servird para demostrar que esta estrategia es en efecto ganadora. Observemos
que §(t) es una funcion que depende de las posiciones de ambos jugadores antes
del (¢ + 1)-ésimo movimiento del policia, mientras que p(t) se mide inmediatamente
depués de que el policia realice dicho movimiento.

El policia jugara de la siguiente forma: “Si §(¢t) = 0 mdd 2 entonces el policia
no mueve. Si 6(¢) = 1 mdd 2 entonces el policia mueve alguna de sus fichas, A;(?),
hacia R;(t).”

Primero veamos que el policia siempre puede mover una de sus fichas, A;(t), en
direccion de la ficha del ladron R;(t) que intenta capturar ya que, de no ser asi, es
porque la segunda ficha del policia A;(t) es el vértice adyacente a A;(t) en la direccion
en que se encuentra R;(t). Sin embargo, suponiendo sin pérdida de la generalidad
que A;(t) < A;(t), se sigue que A;(t) + 1 = A;(t) < Ri(t) < R;(t), por lo que A;(t)
puede moverse en direccion de R;(?).

Observemos que, cuando el policia sigue esta estrategia, si p(t) = 0 mod 2 enton-
ces p(t +1) =0 mdd 2. Esto es asi ya que, si p(t) =0 mdd 2 y el ladron no mueve
ficha alguna en su (¢ + 1)-ésimo movimiento, entonces 6(t + 1) = p(t) = 0 méd 2
y, por lo tanto, el policia tampoco mueve, de forma que p(t + 1) = 0 mdd 2. Por
otro lado, si el ladron si mueve en el (¢ + 1)-ésimo turno, §(¢ +1) =1 mdd 2, por lo
que el policia mueve alguna de sus fichas en direccion de la correspondiente ficha del
ladrén. Dependiendo de si el ladréon movié su ficha en direccion de la ficha del policia
que lo quiere capturar o en direccion opuesta tendremos que p(t + 1) = p(t) — 2 o
p(t + 1) = p(t). En cualquier caso p(t +1) =0 mdéd 2.

Por otro lado, si p(t) = 1 mdd 2, entonces p(t + 1) = 0 mdd 2. En efecto, si
p(t) =1 mdbd 2 y el ladron no mueve entonces §(t + 1) = 1 méd 1, por lo que el
policia mueve una de sus fichas en direccion de las fichas que quiere capturar, por
lo que p(t +1) = p(t) — 1. Por otro lado, si el ladréon si mueve una ficha entonces
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d(t+ 1) = 0 méd 2 y el policia no mueve, de forma que p(t + 1) = p(t) + 1 o
p(t+1)=p(t)—1, asi que p(t +1) =0 mdd 2.

Por todo lo anterior, en a lo més un turno se tendra que p(¢) = 0 méd 2 y, en
este caso, p es no-creciente y el iinico movimiento que el ladrén puede realizar en su
(t + 1)-ésimo movimiento de forma que p(t + 1) no es estrictamente mas pequeno
que p(t) es mover una de sus fichas en direccion contraria de la ficha de A que
quiere capturarlo. Como existe una cantidad finita de movimientos de este tipo que
una ficha puede realizar, ya que cada ficha eventualmente alcanzaré un extremo de
la trayectoria, y como el ladrén tiene que mover eventualmente ya que no puede
permanecer en la misma configuraciéon indefinidamente, entonces existe un turno 7'
tal que p(T") = 0, lo que significa que el ladron es capturado al turno 7. [

Con esto, finalmente enunciamos el siguiente teorema, en donde mostramos que
¢(FpP,) = [%£1]. Para hacerlo, generalizamos la notacion del lema anterior, denotan-
do por X;(t) a las orbitas O;(X (t)) de cualquier pieza X. Ademas, esta notacion la
consideramos de tal forma que las fichas de una configuracion v € V (F, P,) satisfacen
01(v) < O3(v) < ... < Ok(v). Como X P, = 0, cada ficha es la tnica en su orbita,
por lo que a X;(t) le decimos la i-ésima ficha de X al turno ¢. A X;(¢) también le
decimos simplemente la i-ésima ficha de X cuando el turno al que hacemos alusion
es claro.

Teorema 3.3.3. Sean n,k € Z", sin > 2k entonces c(F,P,) = [E].
Demostracion. Lo demostramos por inducciéon sobre k. Para k = 1 sabemos que
es cierto ya que ¢(Fy P,) = ¢(P,) = 1y [11] = 1, veamos que también es cierto para
= 2. Para esto veamos que un primer policia puede aplicar la estrategia descrita
en el Lema 3.3.2, de forma que si el ladron sigue moviendo sus fichas, eventualmente
sera capturado. Por lo tanto, el segundo policia puede acercarse al ladrén en cada
movimiento en que éste no mueva. Es claro que esto resulta en la captura del ladrén.
Gracias a la Proposicion 3.3.1, y como [#2] = 2, concluimos que ¢(FyP,) = 2.

Ahora consideremos k > 2, para ver que [%1 policias pueden capturar en F P,
elegimos la posicion inicial de los policias de forma que cada uno tenga sus ultimas
dos fichas en los tltimos dos vértices de P,. Es decir A;(k—1) =n—1y A;(k) =n

para i € [[£H]]. Como 2k < n entonces 2(k — 2) < n — 2, asi, por hipétesis de

induccion, se tiene que [%] = [51] = [EH] — 1 policfas pueden capturar las
primeras k — 2 fichas del ladrén, que juegan en P, 5. Una vez un policia ha captu-
rado, siempre que el ladréon mueva alguna de sus primeras k — 2 fichas, este policia
movera la correspondiente ficha para recapturar. Por otro lado, si el ladrén mueve

alguna de sus ultimas dos fichas, entonces este policia aplica la estrategia descrita
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en el el Lema 3.3.2 para capturar las dos fichas restantes. Se concluye que el ladron,
para no ser capturado por éste policia eventualmente deja de mover sus tltimas dos
fichas, por lo que los [%] policias restantes pueden simplemente capturar estas dos
fichas estaticas y, luego, aplicar su estrategia ganadora para capturar las k — 2 fichas
restantes. Por hipoétesis inductiva sabemos que esta cantidad de policias es capaz de

hacer esto, por lo que se concluye, gracias al 3.3.1 que ¢(F,Pn) = [%1 [ |

Ahora, mostraremos que c¢(FyP,) = c(F,C,) para k € {2,3}. Este resultado es
inesperado en vista de los resultados obtenidos por Neufeld y Nowakowski [39], en
donde muestran que ¢(CH*) = k + 1 si n > 4. Podemos ver que, a diferencia de
lo que ocurre en la trayectoria, c(F,C,) # c¢(CH*) al menos para k € {2,3}. Asi,
este resultado se puede entender intuitivamente como que, mientras que para las
trayectorias es igual de complicado capturar una coleccion fichas que pueden ocupar
el mismo vértice simultaneamente, en el ciclo no es asi, pues es considerablemente
més facil capturar en F,C, que en CU¥. Euristicamente, esto se explica ya que
cada ficha en una configuracion de Fj.C,, con k > 2 esta confinada a jugar como lo
haria en la trayectoria a menos que se utilice algiin turno para mover a las demés
fichas, es decir, que las demés fichas en el ciclo impiden el movimiento de las demés
de tal forma que capturar en F,C, se vuelve muy parecido a capturar en F}P,.
Conjeturamos que, en general, cuando k£ > 2, se cumple que ¢(F,C,) = c(FpP,)
y en este sentido mostraremos que esto es asi cuando k& = 2 y k£ = 3. Primero
mostraremos que son necesarios ¢(FjP,) policias para capturar en Fi.C,,, para ello,
as{ como lo hicimos para las trayectorias, argumentaremos que F;C,, tiene como
retracto una grafica isomorfa a PP*, sin embargo, como no todos los ciclos son gréficas
bipartitas, no es tan sencillo construir una retraccién explicitamente con base en una
biparticiéon como con las trayectorias. Para solventar esta dificultad apelaremos a la
teoria conocida sobre los llamados retractos absolutos, estas son las gréificas H
tales que son retracto de toda grafica G que la tenga como subgrafica y que, para
cualesquiera z,y € V(H) < V(G), se satisface dy(z,y) = dg(x,y). A una grafica
H que cumple esta tultima condicién le decimos una subgrafica isométrica de G.
Bandelt [9] mostro que estas graficas son precisamente los retractos de productos caja
de trayectorias, en particular PF¥ es una de estas graficas al ser el producto caja de
k copias de P,. Desgraciadamente, la justificacion integra de este hecho requiere del
desarrollo de varios conceptos relacionados con esta familia de graficas, los cuales se
salen del alcance de este texto, por esto damos por hecho este resultado y al lector
interesado lo dirigimos a [29] y [31].

Proposicion 3.3.4. Sin y k son enteros tales que 4 < 2k < n, entonces c¢(FyC,,) =

B
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Demostracion. Como ya hemos dicho, ya que PQDk es un retracto absoluto, es
suficiente mostrar que existe una subgrafica isométrica de FjC), isomorfa a PQD'“.
Para esto hacemos una construccion idéntica a la que hicimos para Fj P, definiendo

Qk = [{U € V(chn) U; € {22, 27 — 1}}]chn,

en donde u; < u;41 para toda i € [k — 1], considerando el orden lineal de Z. Es de-
cir, etiquetamos las fichas de cualquier configuracion en el ciclo de acuerdo al orden
lineal que existe en V(C,,) = [n] € Z. Asi, la definicion de @ la podemos entender
pensando que coloreamos alternadamente las aristas del ciclo de dos colores, las de
la forma {2i,2i — 1} de azul y aquellas de la forma {2i — 1,2i} de rojo, y Q) esta
formada por aquellas configuraciones en las que hay una y solo una ficha en cada
una de las primeras k aristas azules. Nuevamente, es claro que estas configuraciones
se corresponden biyectivamente con los vértices de PH* asociando a cada u € V(Qy)
la tinica k-tupla cuya i-ésima entrada tiene la misma paridad que u;. Como en un
movimiento se puede mover una ficha sobre la arista a la que esta confinada, cam-
biando la paridad del vértice en que se encuentra, entonces esta correspondencia es
un isomorfismo entre Q;, y P5*.

Ahora, veamos que () en efecto es una subgrafica isométrica de Fj,C),, es decir
que, para cualesquiera u,v € V(Qy), se tiene que dg, (u,v) = dp., (u,v). Como
Qr =~ P2Dk, entonces la distancia dentro de @); entre dos configuraciones u y v es
igual a la cantidad de fichas en u que no coinciden con la posiciéon de una ficha en v,
esto es

1
ko(u,v) = §‘UAU|7

Naturalmente, una trayectoria de longitud minima dentro de Q) de u a v se obtiene
de mover cada una de las fichas w; € u tal que u; # v;, sobre la arista {2i,2i —
1} a la posicion de v;. Ademas, es claro que %\uAv] < dp,co, (u,v) ya que para
llegar de u a v es necesario que todas las fichas en u\v se muevan a algin vértice
en v, como sluAv| = |u\v| y cada una de estas fichas se debe mover al menos
una vez, entonces dg, (u,v) < dp.c,(u,v). Como para cualquier subgrafica H de
una grafica G se satisface, para cualesquiera z,y € V(H) < V(G), que dg(z,y) <
dy(x,y) pues todo xy-camino en H es también un zy-camino en G, concluimos
que dg, (u,v) = dp,c, (u,v) para toda u,v € V(Qy). Finalmente, como sabemos que
P2Dk es un retracto absoluto y @ es una subgréfica isométrica de FyC, isomorfa
a PH¥ entonces Q) es un retracto de Fj,C,. Por la Proposicién 3.3.1 sabemos que
k+1

c(Qr) = [E] y, por la Proposicion 3.2.1, concluimos que [£H] < ¢(F,,C,,).
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Es interesante observar que en el argumento anterior no fue necesario apelar
especificamente al hecho de que la grafica con la que tratamos es la grafica de fichas
de un ciclo, es decir, para mostrar que existe una subgréafica isométrica de FC,
isomorfa a P5* solo fue necesario notar que C,, tiene un apareamiento de tamariio k,
a saber, el formado por las primeras k aristas azules, de la forma {2i,2i — 1}, en C,,.
En general, si G es una grafica en la que existe un apareamiento de tamano al menos
k, podemos definir la subgrafica de FjG inducida por todas las configuraciones de
k fichas en G en las que hay una y solo una ficha en cada una de las aristas de
dicho apareamiento. Esta subgrafica es isomorfa a P2Dk , para verlo basta enumerar
las fichas de cualquier forma e interpretar cada arista del apareamiento como una
copia de P, —entendiendo sus extremos como los vértices 1 y 2—, y con base en ello
asociar cada configuracion de esta subgrafica con la k-tupla en la que en la i-ésima
coordenada se encuentra el vértice de P, en donde se encuentra la i-ésima ficha de
la configuracion. Esta subgrafica de Fj .G es isométrica por la misma razén que lo
expuesto en la Proposicion 3.3.4: dadas dos configuraciones u y v en ella se tiene
que 3|lu Av| < dp.c(u,v) ya que en todo uv-camino en FG cada ficha en u\v debe
llegar a algiin vértice en v, por lo que cada una de ellas se debe mover al menos una
vez, y dentro de esta subgrafica de F,G isomorfa a P* existe una wv-trayectoria
cuya longitud es precisamente esta cantidad. Nuevamente, como P5* es un retracto
absoluto se deduce que PP* es un retracto de F,G y, gracias a la Proposicion 3.2.1,
se concluye que [%1 < ¢( FG). Este resultado lo dejamos enunciado a continuacion.

Corolario 3.3.5. Sea G una grdfica, si existe un apareamiento de tamano k en G

entonces c(FyG) > [21].

Ahora, mostraremos que [%1 policias son suficientes para capturar en FC,, si

k =2y k = 3. Para esto, primero veremos que FyC), tiene un retracto isomorfo a C,,
lo que nos ayudard a demostrar un lema anélogo al 3.3.2 que usaremos para hacer
un argumento semejante al del Teorema 3.3.3 para determinar FyC),.

Proposicion 3.3.6. Sin > 4 entonces F5,C,, tiene un retracto isomorfo a C,,

Demostracion. Para construir la retracciéon que buscamos, empezamos por eti-
quetar cualquier configuracion u € V(F»C,) apoyandonos en el orden lineal que
existe en V(C,) = [n], de forma que u; < wuy. Con esto definimos una funcion
p: V(FC,) — V(F,C,) dada, para u = {uy, us} € V(F»C,), por

{fur —Lug+1} silé¢uyu —1#uy+1
p(u) =
U en otro caso.
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Es decir, ¢ deja fijas todas las configuraciones de 2 fichas en C), tales que tienen
alguna ficha en 1 0 si u; = 2 y ux = n, en otro caso ¢ mueve tanto la ficha en u;
como aquella en u a lo largo de una arista en direccion del vértice 1. Obsérvese que
en lo anterior la suma es aquella en Z,,, por lo que us + 1 puede ser 1 si us = n. En la
Figura 3.5 podemos ver un boceto de la forma en que ¢ afecta a las configuraciones
que no deja fijas.

u CF(U)

Figura 3.5: Ejemplo de dos iteraciones de ¢ de la evaluacion de ¢ en una configura-
cion. Obsérvese que ©?(u) es una configuracion fija de .

Es evidente que dos configuraciones adyacentes que son fijas bajo ¢ tienen imé-
genes adyacentes bajo ¢; tampoco es dificil ver que dos configuraciones adyacen-
tes en FiC), que no son fijas bajo ¢ también tendrén imagenes adyacentes bajo
¢ va que si v y v son tales configuraciones y v = M®“®+(y), entonces p(v) =
MeWile@itl) (o(y)). Por lo tanto, para concluir que ¢ es un morfismo resta ver que,
si uy v son configuraciones adyacentes en FC,, tales que ¢p(u) # uy ¢(v) = v, enton-
ces p(u)p(v) € E(F,C,). Para ello vemos que, si 1 € v, es necesario que u = M'?(v)
o u = M'™(v), suponiendo sin pérdida de la generalidad que v = M'(v), entonces
ou) = (u\{2,u2}) U {uy + 1,1} = (W\{ua}) U {uy + 1} = M2+ (). Por otro
lado, si v = {2,n}, entonces u = M?*(v) o u = M™" Y (v), suponiendo sin pérdida
de la generalidad que u = M?(v) = {3,n}, se tiene que p(u) = {2,1}, lo que es
o(u) = M™(v). Asi, se concluye que en cualquier caso ¢(u)p(v) € E(F,C,), por lo
que ¢ es un morfismo de gréficas.

Notemos que para toda u € V(F,C,,), si ¢ = min{uy,n + 1 — uy}, entonces p°(u)
es una configuracion fija bajo . Es decir, al iterar la evaluaciéon del morfismo ¢ en



132 POLICIAS Y LADRONES

cualquier configuracion de F»C), eventualmente se llega a una configuracion fija bajo
. Como existe una cantidad finita de configuraciones en FyC,,, entonces existe una
C e Z7 tal que ¢“(u) es fija bajo ¢ para toda u € V(FC,), asi que definimos el
morfismo ¢: F,C,, — F,C, como ¢ = ¢°. Es claro que ¢ es un morfismo pues es
composicion de morfismos, ademas, como ¢(F,C,,) esta formada por las configura-
ciones de F;C, fijas bajo ¢, entonces también son configuraciones fijas bajo ¢, por
lo que ¢ es una retracciéon de FyC),.
Para concluir, resta ver que ¢ F,C),] = C,,. Para esto recordamos que V (¢(F,.C,,)) =

{ue V(FyC,): 1euou —1=uy+ 1} y definimos g: V(o(FC,)) — V(F1C,,) de
tal forma que para u € V(¢(FrCh))

N u\{l} sileu
9(u) {{1} silé¢u.

Esta funcion es inyectiva ya que, dada cualquier configuracion g(u) en la imagen

de g, si 1 € g(u) entonces u = {2,n} y, si 1 ¢ g(u), entonces u = g(u) U {1}.

También es cierto que g es suprayectiva, para verlo consideremos una configuracion

v={x} e F1C,, six = 1 entonces u = {2,n} es tal que g(u) = vy, si z # 1 entonces

u = {1,z} satisface que g(u) = v. Se concluye que g es un isomorfismo y, por lo
tanto, ¢<F2Cn) = FlCn = Cn‘

[ |

Lema 3.3.7. En una partida de policias y ladrones jugada en F3C,, con n un en-
tero tal que n = 4, un policia que ha capturado la sombra del ladron en ¢(F>C,,)
puede capturar al ladron si éste no puede permanecer indefinidamente en la misma
configuracion.

Demostracion. Suponemos que en una partida de policias y ladrones jugada en
F,C,, justo antes de que el ladron realice su (7' + 1)-ésimo movimiento, un policia A
se encuentra en ¢(F»C,,) capturando la sombra del ladron R, es decir, que A(T+1) =
¢(R(T)). Si el ladron se encuentra en algtin vértice de ¢(F>C),) entonces A(T + 1) =
R(T) porque ¢ es una retraccion, por lo que el policia ha capturado al ladrén, asi que
suponemos que el ladrén no se encuentra en ¢(F,C),). Por la definiciéon de ¢ sabemos
que debe existir una minima C' € Z* tal que ¢“(R(T)) = ¢(R(T)), afirmamos que
el policia A puede jugar de forma que para toda t > T existe ¢(t) € [0,C] tal que
¢ ®(R(t)) = A(t+1), que la funcién c: Z*+ — [0, C] es no-creciente, y que el ladrén
solo puede realizar una cantidad finita de movimientos consecutivos tales que ¢ no
decrece estrictamente. Esto lo demostramos por inducciéon sobre ¢, suponiendo que
justo antes del (t+1)-ésimo movimiento del ladron se satisface que existe ¢(t) € [0, C]
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tal que p°®(R(t)) = A(t + 1), entonces el policia juega de acuerdo a la siguiente
estrategia:

1. Sien su (¢t + 1)-ésimo movimiento el ladron no mueve, el policia no mueve en
su (t + 2)-ésimo movimiento.

2. Sien su (¢ + 1)-ésimo movimiento el ladréon mueve de forma que Ry(t + 1) =
Ry (t) — 1, el policia responde en su (t + 2)-ésimo movimiento de forma que
Ayt +2) = Ay(t +1) — 1.

3. Sien su (¢ + 1)-ésimo movimiento el ladron mueve de forma que Ry(t + 1) =
Ry (t) + 1, el policia responde en su (t 4+ 2)-ésimo movimiento de forma que
A(t+2)=A1(t+1) + 1.

4. Sien su (t + 1)-ésimo movimiento el ladron mueve de forma que Ry(t + 1) =
Ry(t) + 1, el policia responde en su (t 4+ 2)-ésimo movimiento de forma que
A(t+2)=A(t+1) + 1.

5. Sien su (f + 1)-ésimo movimiento el ladrén mueve de forma que Ry(t + 1) =
Ry(t) — 1, el policia responde en su (t + 2)-ésimo movimiento de forma que
Ay(t+2)=Ax(t+1) — 1.

Para argumentar que el seguimiento de esta estrategia tiene como resultado la
existencia de un c(t + 1) € [0,¢(t)] tal que p**D(R(t 4+ 1)) = A(t + 2) notemos
que, para que dos configuraciones u, v € V(FyC),) sean tales que ¢°(v) = u, con c la
minima tal que satisface esto, es necesario y suficiente que los intervalos —medidos
en el sentido positivo del ciclo, de acuerdo al orden que existe en Z— satisfagan que
[[u1, v1]| = |[vae, u2]| = c. En otras palabras, ¢°(v) = u siempre y cuando u; = v, — ¢
y us = v9 + c. Esto es asi ya que, al iterar la evaluacion de ¢ sobre v en ¢ ocasiones,
obtenemos como resultado la configuracion {v; — ¢, vy + ¢}. Por lo tanto, sabemos por
hipotesis que Ry(t) — c(t) = Ai(t + 1) y Ra(t) + c(t) = Aa(t + 1). De esta forma, es
facil comprobar que la estrategia anterior preserva esta condicion de igualdad entre la
longitud de estos intervalos. Por ejemplo, si R mueve como lo indica 2. provoca que la
longitud del intervalo [A;(t + 1), R(t)] disminuya en 1, por lo que el policia responde
en su (t+2)-ésimo moviento acortando en 1 la longitud del intervalo [Rq(t), A1 (t+1)],
por lo que, en este caso ¢(t + 1) = ¢(t) — 1; en cambio, si el ladron mueve como se
describe en 3. esta aumentando la distancia entre A;(t+1) y R1(t) en uno, y el policia
responde moviendo Aj, contraarrestando esto y asegurando que c(t + 1) = ¢(t). El
caso que se describe en 4. es el andlogo a 2. para las fichas A; y Ry, mientras que el
caso 5. es el analogo a 3.. Concluimos que en efecto existe ¢(t+1) como la buscabamos
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y, ademads, los movimientos del ladrén que no provocan que c(t+ 1) < ¢(t) son mover
R positivamente y Ry negativamente (casos 3. y 5.), por lo que, si el ladron insiste
en realizar inicamente movimientos asi, sus fichas eventualmente chocarén y se vera
forzado a realizar un movimiento que haga disminuir a c.

Lo anterior implica, como el ladréon no puede permanecer indefinidamente en la
misma configuracion, que para alguna t > T se tendra ¢(t) = 0 y, asi, que el ladron
serd capturado por el policia al turno . [ |

Teorema 3.3.8. Para todo entero n € Z* tal que n = 4 se satisface c(F>C),) = 2.

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.6, y como ¢(C,) = 2, con dos policias es
posible que uno de ellos capture la sombra del ladron en ¢(F,C,,). Acto seguido,
dicho policia aplicara la estrategia descrita en el Lema 3.3.7, por lo que capturara al
ladron si éste sigue moviendo sus fichas, de forma que, para evitarlo, el ladron debe
dejar de moverse eventualmente. El segundo policia puede capturar acercandose al
ladrén cada vez que éste no mueva en un turno.

Vale la pena observar que la construccion de la retraccion ¢ se puede repetir para
F.C,, siempre que k > 2. Esto es asi ya que podemos generalizar ¢, para que sea una
funcion de F,C), en FC,, definiendo que ésta deja fijas todas las configuraciones en
Ni({1}) U Ni({2,n}) mientras que, a cualquier otra configuracion u = {uy,...,ux} €
V(FxCy) con u; < ... < ug en el orden lineal de Z, la manda a la configuracion
resultante de mover la ficha en u; a uy — 1 mdd k y aquella en ug, a up + 1 méd k.
Haciendo un analisis analogo al que se hizo en la Proposicion 3.3.6 es facil ver que
 sigue siendo un morfismo, y, como para cada configuracion en V' (FC,,) existe una
cantidad finita de veces que podemos iterar la evaluacion de ¢ antes de que llegue
a alguna configuracion que deja fija, podemos definir ¢ de forma analoga a como lo
hicimos antes y, por lo tanto, volvera a ser una retraccion de FpC),. Sin embargo, a
diferencia de lo que sucede en el caso k = 2, no se cumple que ¢(FC,) = Fj,_1C,.
Para verlo definimos g: V(¢(F;C,)) — Fy-1C,, como

0 = u\{1} sileu
9(u) {(u\{Q,n})u{l} sil¢u.

Obsérvese que, cuando k = 2, la regla de correspondencia de g es idéntica a la
del isomorfismo entre ¢(F>C),) vy C, que construimos en la Proposicion 3.3.6 y, de
forma analoga a lo que hicimos antes, es posible ver que esta definiciéon de g resulta
en un monomorfismo. Pero, cuando k£ > 2, no resulta ser un isomorfismo porque las



3.3 NUMERO POLICIACO DE GRAFICAS DE FICHAS 135

configuraciones en Ny_1({1,2}) U Nix_1({1,n}) no forman parte de la imagen de ¢,
pues todas las configuraciones en Ny_1({1}) que estan en la imagen de ¢ necesaria-
mente tienen espacios vacios en 2 y n. Este problema no surge cuando k£ = 2 ya que
Ni({1,2}) = Ni({1,n}) = @, por lo que no hay configuraciones de C,, que no son al-
canzadas por ¢ y asi que ¢ si es un isomorfismo en este caso. Por lo tanto, en general,
esta idea solo nos permite afirmar que Fj,C,, tiene un retracto isomorfo a una subgra-
fica inducida de Fy_1C,,, a saber Fy,_1C,, — Ny_1({1,2}) U Ny_1({1,n}). Sabemos que
no es posible concluir una relaciéon entre el ntiimero policiaco de una grafica y una
subgréfica inducida cualquiera, pero, si fuera cierto que ¢(¢(FxC,)) < c(Fr-1Cy),
podriamos utilizar tantos policias como son necesarios para capturar en Fj_;C,, para
capturar la sombra del ladréon en ¢(FC,,) con un policia —obsérvese que esto im-
plica, en particular, que este policia capturara las k — 2 fichas que no son afectadas
por ¢: Rs,..., Ry_1— y aplicar una estrategia como la del Lema 3.3.7, en donde
recaptura cada vez que el ladron mueve una de las k — 2 fichas que ya han sido
capturadas, para obligar al ladron a dejar de mover R; y Ry. Cuando el ladrén estéa
en esta situacion, para el resto de policias capturarlo se reduce a capturar las k — 2
fichas que si puede mover, las cuales juegan en una trayectoria, es decir, se reduce a
capturar en Fj_oFP,, para alguna m < n. Como ¢(FyF,) — 1 policias pueden lograr
esto tltimo, haciendo un argumento inductivo, se podria concluir que ¢(F;P,) poli-
cias pueden ejecutar esta estrategia de captura en F;C),. Conjeturamos que esto es
asi, sin embargo, no hemos sido capaces de obtener una demostracion satisfactoria
en el curso de esta investigacion, por lo que nos conformamos indicar esta idea para
futuras indagaciones en el tema.

A continuacion, veremos que para k = 3 también sucede que ¢(F,C,,) = ¢(F}.P,),
es decir, que ¢(F3C,) = 2 si n = 6. Para ello, utilizaremos una técnica diferente
que la que usamos en el Teorema 3.3.8, la idea en la que se basa este argumento
se resume a continuacion: un policia jugando una partida de policias y ladrones en
F3C, siempre puede capturar una ficha del ladrén, llamemos Aj a la ficha del policia
que captura a la ficha Ry del ladrén al turno ¢, es decir, que Ag(t + 1) = Ry(t). Asi,
justo antes del (¢ + 1)-ésimo movimiento del ladron las otras dos fichas de cada uno
se encuentran en vértices de la trayectoria C,, — Ao(t +1) = C,, — Ry(t), por lo que las
etiquetamos como A, Ay y Ry, Ry de la forma en la que se deberian etiquetar en la
trayectoria para que A; pueda capturar a R;, esto da lugar a tres posibles situaciones,
a las que llamamos S, Sy y S (véase la Figura 3.6). De ahora en adelante, el policia
recapturarda Ry con Ay siempre que el ladron mueva esta ficha y al policia le sea
posible realizar el mismo movimiento — més adelante veremos qué sucede cuando
esto no es posible— y se acercaré sin llegar a capturar, con A; o Ay, a Ry o Ry
respectivamente, siempre que el ladron mueva alguna de estas dos fichas, en otro
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caso no se movera. Como se puede ver en la Figura 3.6, en cada situaciéon existen
diferentes secciones del ciclo que la ficha A; debe recorrer para llegar a capturar
R;, con base en ellas podremos definir una funcion p: Z* — Z* u {0} que acota
superiormente la distancia entre la configuracion del policia y la del ladréon dada por
la suma de las longitudes de estas secciones del ciclo. Afirmamos que, al seguir la
estrategia que se estda describiendo, esta funcién es no-creciente y que, al pasar de
una situacion S; a otra S;, con i, j € {1, 2,3}, el ladron debe realizar un movimiento
tal que p decrece estrictamente, por lo que eventualmente debe decidir permanecer
en una de estas tres situaciones. Finalmente, veremos que en cada una de estas
situaciones, para evitar ser capturado por el policia, el ladréon se ve forzado a jugar
de forma que un segundo policia puede darle captura. Desarrollamos los detalles de
esta estrategia y demostramos que es ganadora en el el Teorema 3.3.9

Figura 3.6: Las tres situaciones en las que se pueden encontrar un ladréon y un policia
que captura una de sus fichas.

Teorema 3.3.9. Para todo enteron € Z* tal que n = 6 se satisface que c(F3C,,) = 2.

Demostracion. Suponemos que el ciclo estd dibujado de forma que, al mover una
ficha en sentido antihorario, ésta pasa de ocupar el vértice x a ocupar x +1 mdd n,
también diremos que éste es un movimiento positivo de la ficha en z. Extendemos
este lenguaje para decir que una ficha que se mueve de x a x — 1 modd n realiza un
movimiento en sentido horario o negativo. Ademas, dados x,y € V(C,,), denotamos
por [z,y] a la xy-trayectoria en C,, dada por (x,z+1,...,y—1,y), a esta subgrafica
le decimos el intervalo positivo de z a y y siempre es una trayectoria, pues si x = y
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entonces [x,y| = [{z}]c, = Pi, por lo que hablaremos también de la longitud de
[z,y] a la que denotamos por |[z, y]|.

Empecemos por ver que un policia en efecto puede capturar una de las fichas del
ladrén en F3C,, para ello basta que el policia etiquete las fichas del ladron, Ry, Ry
vy Rs, e intenta dar captura a Ry. El policia eligird una de sus fichas y, sin importar
lo que haga el ladrén, la moverd siempre sobre el ciclo en sentido antihorario. Si
en algin momento esta ficha no puede realizar un movimiento en este sentido, es
porque otra de las fichas del policia se encuentra en el vértice hacia el cual quiere
mover su ficha destacada, como nuestro objetivo es capturar a Ry con cualquier ficha
del policia, éste simplemente cambiara la ficha destacada por aquella que le estorba,
que ya esté en la posicion en la que queria ponerla. Mas atn, como el policia atn
puede mover esta nueva ficha, esta circunstancia es incluso ventajosa para el policia,
pues para efectos practicos es como si el policia hubiese movido dos veces su ficha
destacada en el mismo turno. Es claro que para que un ladrén jugando en C,, evada
a un policia que sigue esta estrategia (moverse siempre en sentido antihorario), éste
eventualmente debe moverse solo en sentido positivo, pues la longitud del intervalo
positivo entre el policia y el ladréon es no-decreciente y disminuira siempre que el
ladron no mueva positivamente. Sin embargo, Ry no puede hacer esto, ya que al
intentar moverse siempre en sentido antihorario eventualmente chocara con alguna
de sus otras fichas, viéndose forzado a moverla y perdiendo un turno para mover
a Ry, o deberd mover Ry hacia un vértice ocupado por alguna de las otras fichas
del policia, en cuyo caso habremos logrado nuestro objetivo de capturar Ry. Asi, es
valido suponer que empezamos la partida en alguna de las tres situaciones que se
ven en la la Figura 3.6.

Suponemos que las fichas del policia A, quien captura Ry, son etiquetadas de
acuerdo a la situacion en la que se encuentren al inicio de la partida como ya hemos
descrito y se ilustra en la Figura 3.6. Subrayamos que si alguna A;, con i € {1, 2}, se
encontrara capturando a R;, entonces, mientras el ladrén no mueva una de sus fichas
capturadas, A solo necesita capturar la tercera ficha del ladron, que se encuentra
confinada en una trayectoria junto con la ficha del policia que desea capturarla. Esto
ultimo puede lograrlo moviendo tnicamente su ficha que no ha capturado ya que
¢(Py,) = 1 para toda m € Z*. Por lo tanto, en este caso podemos suponer que el
ladron mueve alguna de sus dos fichas capturadas, y entonces podemos reetiquetar
las fichas del ladron de ser necesario para que la tnica ficha capturada sea Ry vy,
ahora si, estemos en Sp, .5, o S3. Entonces, con base en esa etiquetacion, definimos
la funcion p: Z* — Z* v {0} como
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[R1(t), Ar(t + 1)]| + |[A2(t + 1), R2(f)]|  si estan en la situacion Sy,
p(t) = < |[A1(t + 1), Ri(8)]] + |[[Ra(t), Ao(t + 1)]|  si estan en la situacion Sy,
I[A1(t + 1), Ri(t)]| + |[A2(t + 1), Ro(t)]| i estan en la situacion Sj.

Observemos también que, técnicamente, S3 describe dos situaciones anélogas,
pues es posible también que las fichas A; y Ay se encuentren “del otro lado” de las
fichas R; y Rs, no hacemos distincion entre estos casos ya que se lidia con ellos
de forma perfectamente analoga y su consideracion solo serviria para entorpecer el
lenguaje.

Como ya hemos dicho, el policia A jugara recapturando a Ry con Ay siempre
que el ladron mueva Ry, y Ag pueda hacerlo, y acercando A; o As a Ry o Ry,
respectivamente, si el ladron mueve alguna de estas tltimas fichas, con la condicion
de que, en este ultimo caso, no suceda que el resultado de este movimiento sea que A;
o A, capture a R; o Ry. Naturalmente, al decir que A, y A, se acercan a Ry y Rs, nos
referimos a moverse de manera que la longitud de alguno de los intervalos que se estan
considerando para definir p en esa situaciéon disminuya. Por otro lado, la condicion
de no capturar R;, con i € {1,2}, con A; la podemos interpretar intuitivamente como
que A; no esté intentando capturar a R;, si no a una “ficha virtual” que se encuentra
justo detras de R; en la direccion en que A; la persigue. Estas “fichas virtuales” se
ilustran en la Figura 3.6 con perimetro punteado. Por otro lado, veamos que solo en
las situaciones Sy y S3 puede suceder que Ry realiza un movimiento tras el cual Ay no
puede recapturarle, y esto sucede cuando Ry se mueve hacia la posicion de A; o A,.
Estos movimientos provocan que el ladréon pueda escapar de las situaciones Sy, Sy v
S5 sin provocar que p disminuya y, més atn, provocarian que p deje de estar definida.
Para solventar esta situacién es necesario introducir dos situaciones adicionales: Sy
y Sy, con las cuales también expandimos la definicion de p. Estas situaciones se
muestran en la Figura 3.7, en donde también se indican los intervalos del ciclo que se
deben considerar para definir p en estos casos, por lo que nos abstendremos de escribir
la definicion de p en estos casos. Asi como S3, se tiene que S; también representa
dos situaciones analogas que no trataremos por separado. Cuando se encuentre en
algunas de estas situaciones, de forma analoga a las primeras tres, el policia moveréa
cualquiera de sus fichas, acercindose a la ficha virtual que quiere capturar.

Observemos que en todas las situaciones, cuando el ladron realiza un (¢t + 1)-
ésimo movimiento con una de sus fichas que no ha sido capturada de forma que la
longitud del intervalo entre la ficha del policia que la quiere capturar y ella disminuye,
entonces el (t+2)-ésimo movimiento del policia, que también provoca que la longitud
de alguno de estos intervalos disminuya, provoca que p(t + 1) = p(t) — 2. Mientras
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Figura 3.7: Las situaciones Sy y Sj.

que, si el ladron utiliza su (¢ + 1)-ésimo movimiento para alejar R; de A;, entonces se
tendra que p(t + 1) = p(t). Asi se ve que p es no-creciente. Ademas, como el policia
nunca realiza un movimiento que capture una de las fichas que no ha capturado,
para pasar de una situacion a otra el ladron debe, en algiin momento, mover una
de sus fichas hacia la ficha del policia que la busca capturar, provocando que p
disminuya estrictamente. Aqui es importante subrayar que la tnica situacion en
que el policia si movera una de sus fichas hacia la verdadera posicion de ficha del
ladrén que persigue es si esto tiene como resultado que A capture a R, cosa que solo
puede ocurrir si se encuentran en alguna de las situaciones S, Sy 0 S3, si tanto A;
como A, estéan capturando a las fichas virtuales del ladrén, y si el ladron mueve una
de sus dos fichas no-capturadas hacia la ficha del policia que la quiere capturar. En
particular, si se encuentran en la situacion Sy o Sy, el policia esta capturando todas
las fichas virtuales, y el ladrén mueve una de sus fichas hacia la posicion de la ficha
del policia que la quiere capturar, entonces el policia no movera, atn asi tendremos
que p(t + 1) = p(t) — 1. Por todo esto, y como p es claramente una cota superior de
la distancia entre A(t + 1) y R(t), el ladron eventualmente debe permanecer en la
misma situacion S; para alguna i € [[0,4].

Como sabemos que para evitar que p disminuya, el ladréon solo puede mover una
de sus fichas de forma que la longitud del intervalo entre la ficha del policia que lo
quiere capturar y ella disminuya, eventualmente, dependiendo de la situacion en la
que decida permanecer, para evitar ser capturado por A, el ladron debe jugar como
a continuacion:
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S0. Ry y R; solo se mueven positivamente, mientras que Ry solo se mueve negati-
vamente, por lo que eventualmente deja de mover todas sus fichas.

S1. R; solo se mueve negativamente y Ry solo positivamente, por lo que eventual-
mente solo se mueve Rj.

S2. R; solo se mueve positivamente y Ry solo se mueve negativamente, por lo que
eventualmente solo se mueve Rj.

S3. Ry y R, solo se mueven positivamente.

S4. Todas las fichas del ladron se mueven positivamente.

Finalmente, veamos que al comportarse de esta forma, un segundo policia B
puede capturar al ladron. Esto es evidente en el caso de S0, asi mismo para S1y S2
pues basta con que el policia B capture primero las fichas estaticas Ry y Ro, y luego
capture a Ry, que juega en una trayectoria. En los casos S3 y 54 el policia B etiqueta
sus fichas de forma congruente a como estan etiquetadas las fichas del ladron, es
decir, que ambas configuraciones etiquetadas estén en la misma componente conexa
de F§C,. En cada turno el policia B mueve alguna de sus fichas que no ha capturado
negativamente, de forma que la longitud del intervalo positivo entre la i-ésima ficha
del ladréon y la i-ésima ficha del policia disminuye. El policia B recaptura siempre
que una ficha capturada se mueva positivamente. Para ver que esta estrategia es
ganadora podemos definir p': Z* — Z* u {0} como

p(t) = [[Ro(t), Bo(t + D]I + |[Ba(2), Bi(t + ]| + |[Ra(t), Ba(t + 1)]|.

En vista de que el policia B recaptura siempre que una ficha capturada se mueve
positivamente y en otro caso mueve alguna ficha que no ha capturado en direccion
negativa, p’ es no-creciente. Ademas, los tnicos movimientos que pueden realizar
Ry y Ry de forma que p’ no disminuya es moverse positivamente una vez han sido
capturadas, por lo que podemos asumir que B las captura a ambas. En esta situacion,
para evitar que p disminuya, el ladréon solo puede mover R; y Ry positivamente o
R3 negativamente, cosa que solo puede hacer una cantidad finita de veces antes de
que sus fichas colisionen. Se concluye que en cualquiera de las situaciones el policia
B puede capturar a R.

[ |

Para finalizar este texto, veremos que k policias siempre pueden capturar en Fi K,

y que son necesarios [%1 policias para hacerlo.
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Proposicion 3.3.10. Para cualesquiera enteros n,k € Z* tales que 2k < n, se
satisface que [H] < ¢(FLK,,) < k.

Demostracion. La desigualdad [51] < ¢(F.K,) se sigue del el Corolario 3.3.5.
La otra desigualdad la argumentaremos por induccién sobre k. La base se sigue de
que ¢(K,) = 1, por lo que suponemos que es valido para k — 1 > 1 y veremos que
también lo es para k. Supongamos que tenemos k policias en una partida de policias
y ladrones jugada en FjK,. Entonces podemos ignorar una de las fichas del ladrén
y capturar las k — 1 restantes con algtn policia. Este policia recapturaré las fichas
del ladréon capturadas si éste las mueve a un vértice desocupado por él en K, en
otro caso, capturarda con su tnica ficha que no ha capturado a la tnica ficha del
ladrén que no ha sido capturada. Se sigue que el ladron no podra mover la ficha
que no ha sido capturada por este policia y tampoco podra mover al vértice que la
ficha de este policia que no ha capturado ninguna ficha. En particular, el ladrén esta
confinado a jugar con solo las k — 1 fichas que han sido capturadas en una grafica
isomorfa a K,_s. Por hipotesis de induccion, sabemos que los k — 1 policias restantes
pueden capturarlas después de capturar la ficha del ladréon que no se puede mover,
capturando al ladron. [ |

Por ultimo, veamos que, si n > 10k, entonces esta cantidad de policias es necesaria
para lograr la captura del ladrén.

Proposicion 3.3.11. Sean n, k € Z* tales que n = 10k, entonces c¢(FyK,) = k.

Demostracion. Para ver que lo anterior se cumple, es suficiente ver que, si hay
k — 1 policias en FyK,, el ladron esta en una configuracion u € V(FpK,) y algiun
policia ocupa una configuraciéon adyacente a u, siempre existe un vecino de u que
no es adyacente a la configuraciéon de ningtin policia. Esto asegura que siempre que
el ladron esta forzado a moverse, puede hacerlo de forma segura para sobrevivir un
turno més.

Primero observemos que, como los vecinos de u = {x1,...,x;} en FiK,, se obtie-
nen de mover una de las fichas de u a un vértice en donde no hay ficha de u, entonces
éstos se pueden clasificar en k£ conjuntos, a los que denotamos N,,, ..., N, , definidos
como:

Na, = {(u\fi}) v {z}: 2 € V(K,)\u}.

Es claro que cada |N,,| = n — k. Ademaés, como cualesquiera z, 2o € V(K,,)\u son
adyacentes, se tiene que [Ny, |p.k, = Kn—k, por lo que, al haber un policfa en una
configuracion de NN,,, el ladrén ya no podré moverse a ningtina configuracion en N,
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sin ser capturado. Asi mismo, si definimos para cada z € V(F,K,,)\u el conjunto L,
como

L. = {(u\{z}) v {2} @i € u},

se tiene ahora que |L,| = k y, nuevamente, [L. ]|k, = K. Por lo tanto, si un policia
se encuentra en (u\{z;}) U {z}, el ladrén no podra moverse a ninguna configuracion
en N, u L,. Sin embargo, si v es un vecino de u que no esta en N,, u L,, es decir, si
v = (u\{z;}) v {y} con z; # z; y y # 2, se tiene que |((u\{z:}) v {z}) A((u\{z;}) L
{y})| = 4, por lo que estos vértices no son adyacentes. Se sigue que, si todos los k — 1
policias se encuentran en algtin vecino de u, es decir, en alguna configuracion de N,
para algin x; € u, existird alguna N, en donde no se encuentre policfa alguno, y
a lo mas k — 1 configuraciones de N, seran vecinos de algtin policfa por estar en
algiin L,. Como k < n — k pues 2k < n, entonces existira alguna configuracion en
N, que no es adyacente a ningtn policfa. Resta ver que, si existen policfas fuera de
la vecindad de wu, atn asi no sera posible que defiendan todos los vecinos de wu.

Supondremos que cada uno de los k — 1 policias son adyacentes a algin vecino de
u, de otra forma el analisis seria equivalente a ver que tantos policias como aquellos
que si son adyacentes a algiin vecino de u no pueden capturar al ladréon, lo cual
es evidente si k& — 1 policias no pueden hacerlo. Supongamos que hay ¢ policias en
configuraciones adyacentes a u y £ que son adyacentes a algin vecino de u pero no
a u. Veamos que, si v es una configuraciéon adyacente a un vecino de u genérico,
digamos (u\{z;}) U {z}, entonces (u\{z;}) U {z} se puede obtener de v moviendo una
ficha y de v a alguna de (u\{z;}) U {z}. Sin embargo, como v no es adyacente a u, esta
ficha no se puede mover a z, ya que entonces v ya contendria a u\{z;}. Por lo tanto,
v = (u\{z;, z;}) U {y, z}. Se sigue que v es adyacente a tnicamente cuatro vecinos de
u, asaber: (u\{z;})u{z}, (u\{z;}) U {y}, (W\{z;}) u{z} ¥y (u\{z;}) U{y}. Asi, el ladron
solo puede moverse a vecinos que estén en un N,, en el que no se encuentre policia
alguno y, dentro de éste, debe hacerlo a una configuraciéon que no esté en algin L,
en donde se encuentra un policia. Suponiendo que cada uno de los ¢ policias en la
vecindad de u estdn en un NN, diferente habra k — ¢ de estos conjuntos en donde
no se encuentra un policia, si también sucede que cada policia estd en un conjunto
L, diferente, en cada uno de los N,, en donde no se encuentra un policia tendra
(n — k — ¢) posibilidades para moverse sin ser capturado. Se sigue que el ladron tiene
a lo mas (k — ¢)(n — k — ¢) vecinos disponibles para moverse sin ser capturado por
un policia que se encuentra en una configuracion adyacente a u. Por otro lado, cada
uno de los ¢ ladrones que no se encuentran en configuraciones adyacentes a u, son
adyacentes a 4 vecinos de u, por lo que, para que el ladréon no tenga opcién alguna
para moverse sin ser capturado, debera satisfacerse que (k—{¢)(n —k —{) < 4¢'. Para
concluir, veremos que esta desigualdad no se puede satisfacer si n = 10k.
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Recordando que £ + ¢/ = k — 1 se tiene ¢’ = k — ¢ — 1, lo que sustituiremos en la
desigualdad anterior para obtener (k—{¢)(n— (k+{)) < 4(k —¢—1). Simplifiquemos
lo anterior:

(k—0)(n—(k+20) <dk—10—1),
n(k —0) — (k — E)(k+€) <4(k—0-1),
10k(k —0) — (K* = %) < 4(k — (- 1),
10k — 10k — k;2 + 0P <Ak—10-1),
9k? — 10k( + €2 <4(k—0—1),
9k* — 6kl + (2 — 4kl < A(k — € — 1),

(3k — e) <4k — 0+ Kkl —1),

(3k — 0)? < 4(k —1)(¢ + 1).

Observemos que, como ¢ < k — 2, entonces 3k — £ > 2k + 2y (2k +2)? = 4(k + 2)%
Finalmente, como k +2 > k — 1> ¢ + 1, entonces

(Bk —0)? = 4(k +2)* > 4(k — 1)(£ + 1).

Por lo que (3k — £)> < 4(k — 1)(¢ + 1) no se puede satisfacer y asf se concluye que
existe algtin vecino de u no-adyacente a policia alguno. Finalmente k — 1 < ¢(FyK,).
|
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