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Introduccion

Las matematicas y las ciencias de la computacién estan fuertemente vinculadas sobre todo en el area
de la l6gica. De hecho, en cierto sentido la logica ha sido mas efectiva en las ciencias de la computacién
que en las mateméticas, para una discusién de este punto de vista véase el articulo [2]. Muestra de
ello son los conceptos y métodos de la légica que fundamentan la teoria de tipos, la cual es un pilar
del area de lenguajes de programacion.

La teoria de tipos es un paradigma para el diseno, andlisis e implementacién de lenguajes de progra-
macion. Es ttil para entender conceptos como la abstraccion de datos, el polimorfismo y la herencia
(véase por ejemplo [I7]). De ella se desprenden nuevas técnicas para la implementacién de compilado-
res que mejoran la eficiencia y la integridad del cédigo generado. La teoria de tipos es el estudio de
los sistemas de tipos. Reynolds define un sistema de tipos como una disciplina sintictica que refuerza
niveles de abstraccién. Un sistema de tipos es una forma de gramatica sensible al contexto que impone
restricciones en la formacién de programas para asegurar que no ocurran errores debidos a una inter-
pretacion incorrecta de valores. Clasificar los lenguajes de programacion de acuerdo a la estructura de
sus tipos tiene muchos beneficios, por ejemplo los conceptos del lenguaje pueden presentarse modu-
larmente, evitando asi la confusién de distintos conceptos y la estructura de tipos puede ser utilizada
para razonar acerca del comportamiento de un programa.

En 1934 Gerhard Gentzen propuso un formalismo légico conocido como Deduccion Natural, el cual
pretende modelar mateméaticamente el razonamiento usual. Alonzo Church ideé el célculo lambda en
1936, un formalismo para programas con el que demostré que cualquier funcién computable podia
ser representada por un término lambda. Més tarde en 1940 introdujo el calculo lambda con tipos
en el cual extiende la nocién de juicios con suposiciones al incluir términos y tipos. En 1956 Drag
Prawitz mostré cémo simplificar directamente pruebas de deduccién natural. Ese mismo ano Curry
y Feys publicaron un trabajo sobre combinadores, una variante de cdlculo lambda simplificado, en el
cual Curry descubrié la correspondencia entre los tipos de los combinadores y las leyes de la légica
formulada por Hilbert. En 1969 W. A. Howard junté los resultados de Curry y de Prawitz y establecié
la correspondencia entre la deducciéon natural y el calculo lambda, conocida hoy como correspondencia
de Curry-Howard (véase [3]).

La correspondencia de Curry-Howard establece a grandes rasgos que es lo mismo hacer pruebas que
hacer programas y que simplificar una prueba corresponde a ejecutar un programa. La importancia
de tal hecho traspasa el ambito tedrico al ser el fundamento para la construccién de lenguajes de
programacion y diversas aplicaciones. SCHEME, ML, STANDARD ML, MIRANDA, HASKELL y O’CAML
son lenguajes basados en calculo lambda. Lenguajes de bases de datos para la biomedicina, sistemas
para el entendimiento de lenguaje natural, demostradores de teoremas, seguridad en sistemas, son
algunas de las aplicaciones que tienen como base los trabajos de Curry y Howard. Es evidente el
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potencial de la correspondencia y por ello existe interés en el uso de ésta para la programacion.

Una prueba formal no es exactamente un programa sino que, ademds de su contenido algoritmico,
también tiene partes conceptuales que fundamentan sus resultados. La distincién entre lo algoritmico
y lo conceptual puede hacerse a diferentes niveles:

= Los separadores l6gicos. Los conectivos proposicionales tienen un contenido algortimico mientras
que los cuantificadores son partes conceptuales que indican cierto grado de generalidad.

= La definicion de los objetos. Las definiciones iterativas y recursivas de tipos de datos, si bien son
conceptualmente equivalentes, no tienen el mismo contenido algortimico, puesto que corresponden
a diferentes maneras de construir y acceder a los datos.

= Las pruebas. Las distintas maneras de hacer pruebas, por induccién por ejemplo, pueden contener
partes algoritmicas que ayudan al calculo de resultados y partes conceptuales independientes del
resultado.

El propésito principal de este trabajo consiste en presentar al llamado paradigma de programacién
con pruebas, desarrollado originalmente por Krivine y Parigot en [5], pero definiendo y utilizando
una légica més amigable y comprensible desde el punto de vista de la programacion. Al emplear el
paradigma con pruebas para programar son tres las tareas a realizar:

= Especificar un problema con férmulas 1égicas, por ejemplo, el problema de obtener la concatena-
cion de dos listas.

= Especificar un algoritmo que resuelva el problema, por ejemplo las ecuaciones que definen recur-
sivamente la funcién de concatenacién.

= Disenar un programa que implemente al algoritmo anterior, por ejemplo, un programa en HAS-
KELL para la funcién concatenacion.

La forma usual de obtener los programas es derivandolos directamente de la especificacion 1égica del
problema. El inconveniente de este método es la extraccién de programas (es decir, el procedimiento
para obtener un programa formal, que en nuestro caso serd un término del cdlculo lambda, directa y
automdaticamente de la prueba légica) a partir de pruebas cuyas férmulas involucran cuantificadores
existenciales, los cuales son dificiles de interpretar computacionalmente. En contraste, en este trabajo
realizamos las tareas anteriores de la siguiente manera:

= Se definen los tipos de datos involucrados en el problema mediante una férmula.

= Se especifica el algoritmo ecuacionalmente, definiendo una funcién f.

Utilizando deduccién natural y el razonamiento ecuacional, se construye una prueba que muestra
que f cumple la especificacién del problema.

= A partir de dicha prueba se obtiene de manera automédtica un término del cédlculo lambda, el
cual corresponde al programa deseado.
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Este trabajo tiene por objetivo definir una légica que sirva como base para un prototipo de un lenguaje
de programacién cuyos programas sean pruebas formales y por lo tanto sean correctos por construccion.
Dicha logica, denotada AF2MHY - og una extension de la l6gica de segundo orden AF2 con operadores
primitivos de recursién y correcursién, y cuya semantica subyacente se refiere a la construccién de
puntos fijos de operadores monétonos. Asi mismo se incluye un mecanismo de definicién de ecuaciones
que permite especificar nuestros algoritmos directamente.

En el primer capitulo se explica la teoria que fundamenta la 1égica propuesta. En el segundo capitulo
se discuten la logica de segundo orden AF2, los sistemas de deduccién natural y el cdlculo lambda,
que son los formalismos sobre los cuales definiremos en el tercer capitulo la légica propuesta, a la
que llamamos AF2MHY 1 utilidad de esta logica se evidencia en el cuarto capitulo donde mostramos
diversos ejemplos de programacién con pruebas. Por 1ltimo se exponen las conclusiones producto del
desarrollo del trabajo, asimismo se proponen posibles lineas de trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se expone la teoria que sustenta el presente trabajo. Se explican la teoria de puntos fijos,
el teorema de Knaster-Tarski, los principios de induccién y coinduccién, los principios de construccién
y destruccién de puntos fijos y los principios de Mendler. En el tercer capitulo se hard explicita la
relevancia de todos esos conceptos.

1.1. Teoria de puntos fijos

Un punto fijo X de una funcién ® es una solucién a la ecuacién X = ®(X), es decir, es un punto que
es mapeado a si mismo bajo la funcién. Muchas estructuras empleadas en ciencias de la computacién
se definen por punto fijo, por ejemplo:

= Gramaticas libres de contexto. El lenguaje b”ab™ se genera mediante
G:=a|bGb

» Semaéntica denotativa del ciclo while

[while B do C|([Clo) si [B]oes falso
[while B do C|o=

o en otro caso
= Tipos de datos recursivos
data List a = Nil | Cons a (List a)
Es facil ver que estos ejemplos son casos particulares de una ecuacién de la forma X = ®(X). Si
bien una ecuacién de esta forma siempre puede plantearse, es importante estudiar en qué casos tiene

solucién, dichos casos corresponden a definiciones recursivas véalidas. A continuacién desarrollamos la
teoria que garantiza las soluciones a estas ecuaciones de punto fijo.
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Utilizaremos la teoria de érdenes parciales y latices para justificar nuestras definiciones. Empezamos
recordando qué es un orden parcial.

Definicién 1.1 (Orden parcial). Un orden parcial sobre un conjunto A es una relacién binaria C
sobre A que cumple

» Reflexividad: Vz.(z C )
s Transitividad: Va.Vy.Vz.(a Ty A yCz — zC 2)

= Antisimetria: VeVy.(x Ty A yCoz — z=y)

Una vez definido un orden parcial existen ciertos elementos de interés llamados elementos extremos.
En particular nos interesan los siguientes.

Definicién 1.2. [Cotas inferiores y superiores] Sean A y B dos conjuntos tales que B C Ay ¢ € A.

= Decimos que c¢ es cota superior de B si y sélo si Vz € B (x C ¢)

= Decimos que c es cota inferior de B si y sélo si Vo € B (¢ C z)

Dentro de las cotas superiores e inferiores de un conjunto B son de importancia aquellas llamadas
supremo e infimo, cuya definicién es la siguiente.

Definicién 1.3. [Supremos e infimos| Sean A y B dos conjuntos tales que B C Ay s,i,c € A.

= Decimos que s es el supremo de B si y solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:
e VxeB(zCs)

eVee AVzeB(xCc)—=sCe)

Estas dos condiciones definen a s como la minima cota superior de B. En caso de que dicha cota
exista es dnica y escribimos s = | | B.

= Decimos que i es el infimo de B si y sélo si se cumplen las siguientes dos condiciones:
e VreB(iCx)
eVece AVreB(cCz)—cli)

Tales condiciones definen a i como la méxima cota inferior de B. En caso de que dicha cota exista
es Unica y escribimos ¢ =[] B.

Si B es un conjunto de dos elementos B = {z,y}, escribimos x Uy en vez de U {z,y} y similarmente
x My significa M{xz, y}.

Los elementos supremo e infimo de un conjunto no tienen porque existir en cualquier orden parcial.Los
ordenes que nos interesan son aquellos para los que si existen, los cuales se conocen como reticulas o
latices.
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Definicién 1.4. [Latiz] Sea (£,C) un conjunto parcialmente ordenado. £ es una latiz si y sélo si
cualesquiera dos elementos en £ tienen supremo e infimo en L, es decir si:

w Va,Vye L(zUy e L)
» Vz,Vy e L (zNy € L)

Definicién 1.5. [Latiz completa] Una latiz (£,C) es completa si y sélo si cualquier subconjunto de
L tiene supremo e infimo en L. Esto es, para cualquier subconjunto M C L se cumple:

| [ Mel
s [|[Mel

El ejemplo clasico de latiz completa es el orden parcial dado por la contenciéon de conjuntos sobre la
potencia de un conjunto dado, es decir el orden (P(A),C). En este caso el supremo es la unién y el
infimo es la interseccién de conjuntos.

Las ecuaciones de punto fijo X = ®(X) que nos interesa resolver serdn aquellas en donde ® : L — L
es un operador en una latiz. Esta clase de ecuaciones no siempre tienen solucién. Sin embargo, en el
caso en que ® sea un operador mondtono las soluciones existen. El concepto de monotonia al que nos
referimos es el siguente

Definicién 1.6. Sean (£,C) una latiz y ® : £ — £ un operador. Decimos que ® es mondtono si y
solo si para cualesquiera X,Y € £, si X C Y entonces &(X) C (V).

A continuacién presentaremos los conceptos necesarios para definir y garantizar la existencia de solu-
ciones para ecuaciones de punto fijo sobre operadores monétonos.

Definicién 1.7. Sean (£,C) una latiz y ® : £ — £ un operador monétono. Se dice que X € L es:

= $-cerrado o punto prefijo de ® si $(X)C X
= $-denso o punto postfijo de & si X C &(X)
= $-inductivo si es menor que cada punto prefijo de ®, es decir, si (V) C Y implica X C Y

= d-coinductivo si es mayor que cada punto postfijo de @, es decir, si Y C ®(Y) implica Y C X

Veamos algunas propiedades que involucran a estos conceptos.

Proposiciéon 1.1. Sea ¢ : £ — £ un operador mondtono. Entonces:

I. ® tiene a lo mas un punto prefijo inductivo.
1. ¢ tiene a lo mas un punto postfijo coinductivo.

1. Los puntos prefijos inductivos de ® son puntos fijos.
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1v. Los puntos postfijos coinductivos de ® son puntos fijos

Demostracion. I. Supdngase que existen dos puntos prefijos inductivos X; y X5, habra que demos-
trar que son el mismo. Dado que X es prefijo, ®(X3) C X3 y puesto que X; es inductivo, se
puede concluir que X; C X5. Andlogamente, como X; es prefijo, ®(X;) C X; y ya que X5 es
inductivo, X5 £ X;. Por lo tanto X; = X5, es decir a lo méas hay un punto prefijo inductivo.

11. La demostracién para este caso es andloga a la anterior.

1. Sea X un punto prefijo e inductivo. Como X es prefijo, se tiene ®(X) C X. Por otro lado como
X es prefijo y ® es mondtono se sigue que ®(P(X)) C P(X), es decir P(X) es punto prefijo y
dado que X es inductivo se tiene X T ®(X). Asi se concluye que X = &(X).

1v. La demostracion para tal caso es semejante a la anterior.

O
Proposicion 1.2. Sea ¢ : £ — £ un operador mondtono. Entonces:
I. Si X; es una coleccién de puntos prefijos de ® entonces el infimo []; X; también lo es.
1. Si X; es una coleccién de puntos postfijos de ® entonces el supremo | |; X; también lo es.
Demostracion. I. Supdngase que X; es prefijo para toda i, es decir ®(X;) C X;. Por definicién de

infimo [ ], ®(X;) C [, X;. Puesto que ® es monétono y dado que []; X; T X; para toda i, se
sigue que ®(['], X;) C ®(X;). Notese que ®([], X;) es cota inferior de ®(X;) y ya que [, ®(X;)
es la méaxima cota inferior se tiene que ®([], X;) C [], (X;). Por transitividad se concluye
O[], Xi) E[]; Xi lo cual significa que [ ], X; es prefijo.

11. La demostracion es andloga a la anterior.
O

A continuacién presentamos el famoso teorema de Knaster-Tarski, el cual garantiza la existencia de
puntos fijos para operadores mondtonos.

Teorema 1.1 (Knaster-Tarski). Sean (£,C) una latiz completa y ® : £ — £ un operador mondétono.
Entonces:

s ® tiene un minimo punto fijo, denotado p(®), dado por p(®) =[1{X € L|®(X)C X}
= ® tiene un méximo punto fijo, denotado v(®), dado por v(®) = | |[{X € L|X C &(X)}

Demostracion. Para el primer caso se demuestra primero que pu(®) es punto fijo y después que es el
minimo.

a. Haciendo uso de la proposicién basta demostrar que p(®) es prefijo e inductivo. Que u(®P)
es prefijo es una consecuencia de la proposicion Por otra parte u(®) estd por debajo de cada
punto prefijo de ®, pero esto es precisamente la definicién de que p(®P) sea inductivo.
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b. Puesto que u(®) es inductivo, se tiene que para cualquier X, si ®(X) C X entonces u(®) C X.
En particular, si Y es un punto fijo también es prefijo y por lo tanto u(®) C Y.

La demostracién del caso v(®) tiene un argumento dual al anterior.

O

Nos interesa definir tipos de datos mediante una ecuacién de punto fijo, de manera que dichos tipos de
datos existirdan cuando la solucién correspondiente a tal ecuacion exista. Veamos un par de ejemplos.

En teoria de conjuntos, los nimeros naturales se definen como la interseccién de todos aquellos con-
juntos que tienen al cero y son cerrados bajo la funcién sucesor, denotada suc. Esta idea corresponde
a la definicién de punto fijo: ®(X) = {0} U X*“¢, donde X*“¢ = {suc(z)|z € X}.

® asi definido es monétono, para comprobarlo suponemos X C Y. Seap € ®(X), esto es, p € {0}UX54e.
Si p € {0}, entonces p € ®(Y). En caso de que p € X°“¢, p es de la forma p = suc(q) tal que ¢ € X.
Por hipétesis g € Y y de acuerdo a la definicién de Y*"¢, suc(q) € Y, o lo que es lo mismo p € Y*%¢. De
los casos anteriores podemos concluir que p € {0} UY*“¢, lo cual se puede reescribir como p € ®(Y),

por lo tanto ® es monétono.

Dado que ® es mondtono tiene un minimo punto fijo, cuya definicién, de acuerdo al teorema de
Knaster-Tarski es:

p(®) = (V{X € LIa(X) € X}

Por otra parte, utilizando la definicién particular de ® se tiene que:

w(®) = [{X € L]{0}u X" C X}
Pero esta ultima corresponde a la definicién conjuntista de los niimeros naturales, por lo tanto N =
(®).
Del mismo modo se definen las listas sobre un conjunto A como la interseccién de todas las listas
que tienen a la lista vacia nil y son cerradas bajo la funcién constructora de listas denotada cons. La
construccién mediante una ecuacién de punto fijo utiliza el operador monétono ®(X) = {nil} UX"s,

donde X°" = {cons(z,y)|lzr € ANy € X}. El conjunto de las listas sobre A es entonces el minimo
punto fijo de ®:

u(@) = ({X € LJo(X) € X}
Conforme a la definicién anterior de ® se tiene:

p(®) = [{X € L|{nil} U X" C X}



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Y dado que esta ultima corresponde a la definicién conjuntista de listas, L 4 = u(®).

Otro tipo de datos que se puede definir mediante una ecuacién de punto fijo son las listas infinitas o
streams sobre A, que se representan como Sy = {[a1, az,...,an,...]|a; € A}. Dado que cada elemento
del tipo S4 es infinito no es posible dar una definicién constructiva de S4. En su lugar se utilizan
funciones destructoras para analizar cada uno de sus elementos, separandolos en dos componentes.
Esto es, dado un stream s = [a1, a2, ...,ay,...|, las funciones destructoras head y tail nos permiten
separar su cabeza y su cola, a saber head(s) = a; y tail(s) = [ag,...]. De esta manera podemos
manipular el primer elemento del stream s, asi como su cola la cual es nuevamente una lista infinita.

Para justificar la existencia de S 4 es necesario emplear una idea dual a la definicién inductiva, utilizando
las funciones destructoras recién definidas el conjunto S 4 seré el méas grande posible X cuyos elementos
puedan ser destruidos en una cabeza que pertenece a A y una cola que sigue perteneciendo a X . El plan-
teamiento anterior se expresa en términos de una ecuacién de punto fijo. Sea ®(X) el operador definido
como ®(X) = Alead n xteil donde A" = {z € X|head(x) € A} y X' = {x € X|tail(z) € X}. Es
fécil ver que ® es mondtono y por lo tanto el conjunto de los streams sobre A se define como el méximo
punto fijo de &:

(@) = J{X € £|X C APead n xlot}

Esta definicién captura la idea anterior, por lo cual Sy = v(®).

El teorema de Knaster-Tarski no solo es ttil para saber si un operador tiene un punto fijo, sino que
también permite obtener los principios de induccién y coinducciéon como corolario. Estos principios son
indispensables para verificar propiedades de las definiciones de punto fijo.

Corolario 1. Sea ® : L — L un operador mondtono en una latiz completa L. Entonces para cualquier
M € L se cumplen los siguientes principios:

= Induccion: Si (M) C M entonces u(®) C M
= Coinduccion: Si M T O(M) entonces M C v(P)

Demostracion. La demostracion se divide en dos casos.

= Induccién: de la definicién de p(®) es inmediato que si ®(M) T M entonces u(®) C M.

= Coinduccién: analogo al caso anterior.

O

Los principios enunciados en este corolario se conocen como los principios de induccién y coinduccién
convencionales.

A continuacién vemos c6mo obtener los principios usuales de induccién para niimeros naturales y listas
a partir de los principios dados en el corolario anterior. El principio de induccién usual para niimeros
naturales es el siguiente:
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VX(0eX — Va(xe X = suc(z) € X) - NCX)

Este se obtiene del principio general como sigue, recordando que el orden es la contencién y el infimo
es la interseccion:

VX P(X)C X — pu(®) CX)
X({0}Uu X C X 5 NC X)
0eX — Ve(re X w2xecX) - NCX)

0eX — Va(re X = suc(zr) e X) = NCX)

V
v

r\/\/\/\

X
X
El principio de induccién para listas sobre un conjunto A es:

VX(nil e X — VaVl(ae ANl € X — cons(a,l) € X) — Ly C X)

Este también se obtiene del principio general de induccién como sigue:

X(B(X) € X - u(®) C X)
X({nilfuXens C X 5Ly CX)

X(nile X = Ve(ze X 5 2xeX) -LaCX)

(OGX — VaVli(a € ANl € X — cons(a,l) € X) - L4 CX)

Por otra parte, también es posible obtener el principio de coinduccién para streams de A a partir del
colorario antes mencionado. El principio de coinduccién para streams sobre un conjunto A es

VX (X C Atead n xteil o X CSy)

Mismo que se obtiene a partir del principio general de coinduccidén, utilizando la definicién particular
de @ y siendo el orden la contencién:

VX (X CP(X) = X Cu(d))
VX (X C Ahead q xtail 5 X C §y)

El uso del principio de coinduccién se muestra en el siguiente ejemplo de construcciéon EI de listas
infinitas, en el cual la notacién ¢ = (z : s) corresponde a lista infinita ¢ tal que head £ = =z y
tail ¢ = s. Es importante observar que una lista infinita no se puede construir por recursién, siendo
el principio de coinduccion hasta el momento la tinica herramienta para construirlas.

Sean L1 y Lo listas definidas mediante las siguientes ecuaciones:

IDe este ejemplo se observa que si bien no es posible generar mediante un proceso de construccién al tipo de listas
infinitas, razén por la cual se utilizan las funciones destructoras, si es factible construir ciertas listas infinitas.
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El = {0 : EQ}
»CQ {]. : ,Cl}

Intuitivamente estas ecuaciones definen a las siguientes listas infinitas:

£, =1{0,1,0,1,...}
Lo =1{1,0,1,0,...}

De entrada no es claro que esta sea una construcciéon vélida de listas infinitas. Para justificar su
pertinencia apelamos al principio de coinduccién de la siguiente manera.

Sea R = {L1, L2} y sea Sy 1y el conjunto de listas estrictamente infinitas de ceros y unos. El caso
particular del principio de coinduccién para R se expresa como:

Si R C o, 1}head N R entonces R C S{o,1}

De manera que para ver que R es un conjunto bien definido de listas infinitas, es suficiente con mostrar
que R C {0,1}°*  ptail,

= R C{0,1}" puesto que {0,1}"** = {x € R| head z € {0,1}} = R.

» R C R'™! puesto que R**! = {z € R|tailx € R} = R.

De modo que, por el principio de coinduccién R C Syq 13-

Los principios de induccién y coinduccion recién presentados seran de gran utilidad posteriormente.

1.2. Principios de induccién y coinduccién extendidos

Los principios de induccién y coinduccién convencionales resultan demasiados débiles para probar
ciertas propiedades, veamos un ejemplo.

Sea ¢ : R — R tal que p(x) = 22. Queremos demostrar que Vo € N(p(x) € N), es decir que el cuadrado
de un natural también es un nimero natural. De acuerdo al axioma de induccién para naturales con
X := {z € R|2? € N}, hay que demostrar que 0 € X y que Vz(z € X — suc(z) € X):

= 0€X pues 02=0€N
= Hipétesis de induccién: supéngase que n € X, es decir n2 € N.

= Se debe demostrar que (n+ 1)? € N, es decir que n? +2n+ 1 € N.
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e Por hipétesis de induccién n? € N, por lo que n? +1 € N.

e Falta demostrar que 2n € N, para lo cual hay que ver que n € N. Pero ésto no es posible
demostrar pues de n solo se sabe que n € X.

De la demostracién anterior se puede ver que el principio de induccién no es suficiente para demostrar la
propiedad, ya que es necesaria la suposicion n € X NN. Es por eso que existe un principio de induccién
convencional extendido que incluye en la hipétesis la pertenencia al conjunto inductivo correspondiente,
en este caso los nimeros naturales. Lo mismo ocurre para el principio de coinduccién convencional.
Estos principios también son consecuencia del teorema de Knaster-Tarski.

Corolario 2. Sea ® : L — L un operador mondtono en una latiz completa L. Entonces para cualquier
M € L se cumplen los siguientes principios:

= Induccion extendida: Si ®(u(P®)[ | M) C M entonces u(®) C M

» Coinduccién extendida: Si M T ®(v(®)| | M) entonces M C v(®P)

Demostracion. Se demuestra el caso de la coinduccion extendida, para el de induccién se sigue un
argumento dual al presentado a continuacién. Se define M’ como M" = v(®)| | M, de manera que la
hipétesis es M C ®(M"). Hay que demostrar que M C v(®). Puesto que claramente M T M, basta ver
que M'C v(®). Esto se hard mediante el principio de coinduccién convencional, segin el cual basta
mostrar que M'C ®(M). Por la definicién de M”se cumple que v(®) C M’y como ® es un operador
monétono entonces @(v(P®)) C &(M), lo cual es lo mismo que v(®) C ®(M). De lo anterior y de la
hipétesis se sigue finalmente que v(®)| | M C M es decir M'C &(M).

O
En el caso particular del operador @ que define a los niimeros naturales se obtiene el siguiente principio

de induccién extendida:

vX(0eX — Ve(zx e NNX — suc(z) € X) - NCX)

el cual se obtiene del principio de induccién general como sigue:

VX(P(u(®)NX)CX — pu(®) CX)
VX(@®(NNX)C X - NCX)
VX{0}UNNX)s**C X - NCX)
VX0e XANNX)s*CX > NCX)
VX (

VX (

VX (

0e X AVz(ze (NNX)*“ 5 ze X) - NCX)
0e X AVz(r e (NNX) — suc(zr) € X) - NCX)
0eX — Ve(xr e (NNX) = suc(z) e X) - NCX)

Con el axioma de inducciéon extendido ya es posible demostrar la propiedad anterior como sigue.
Sea p(x) = 22 con p : R — R. Sea X := {x € R|z? € N}, hay que demostrar que 0 € X y que
Va(zr € NN X — suc(z) € X) para concluir que Vo € N(p(z) € N). La prueba es como sigue:
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= 0€ X pues 0°=0€N
= Hipétesis de induccién: supéngase que n € NN X, es decir que n € Ny n? € N
= Se debe demostrar que (n+1)? € N, es decir que n? +2n + 1 € N.

e Dado que por hipétesis de induccién n? y n € N, se tiene que n? +2n +1 € N

Los principios de (co)induccién nos seran de utilidad mas adelante.

1.3. Monotonizacién de un operador

De la discusién anterior se observa que una vez definido un tipo de datos como los niimero naturales o las
listas, mediante un operador monétono @, el teorema de Knaster-Tarski no solo garantiza la coherencia
de dicha definicién sino que tambien proporciona principios de induccién para el tipo correspondiente,
los cuales son indispensables para demostrar propiedades del tipo en cuestién.

Con los principios de induccién y coinduccién es posible definir tipos de datos pu(®) y v(®) siempre que

® sea monotono. Sin embargo, existen tipos de datos cuyo operador de definicién ® no es mondtono,
por ejemplo data Expr = p(®) donde

O(X)=(X = X)U(X x X)U String

Esta ecuacion de punto fijo corresponde a la definicién de un tipo de datos para expresiones del célculo
A (seccién [2.5)), el cudl se define en programacién funcional como:

data Expr = Lam (Expr— > Expr) | App Expr Expr | Var String

En casos como éste no es posible utilizar la teoria de puntos fijos recien desarrollada para garantizar la
coherencia de la definicién. Sin embargo si es posible fundamentar su existencia, definiendo un operador
a partir de @ el cual si serd monétono.

Definicién 1.8. [Monotonizacién de un operador| Sea ® : £ — £ un operador, donde (£,[]) es una
latiz completa. Hay dos formas de definir un operador monétono a partir de ®.

= La monotonizacién superior ®= : £ — £ se define como:
=(M) = [ J{®(X)|X C M}

Es decir, ®=(M) es el supremo de todas aquellas ®(X) € L tales que X = M

» La monotonizacién inferior ®= : £ — £, definida como:

O=(M) =[1{2(X)|M & X}
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Es decir, ®=(M) es el infimo de todas aquellas ®(X) € £ tales que M C X

Veamos ahora algunas propiedades relevantes de la monotonizacion.

Proposicién 1.3. Sea @ : £ — L un operador, con (£, [ ]) una latiz completa. Se cumplen las siguientes
propiedades:

1. ®& y &= son mondtonos.

2. Para cualquier M € £, ®5(M)C ®(M) C &2 (M).

3. Si ® es monétono entonces = = ¢ = d=.

4. Si % = ® 0 ® = ®= entonces ® es mondtono.

5. ®(u(®2)) C u(®=). Es decir, el minimo punto fijo de la monotonizacién superior es punto prefijo.

6. v(®5) C ®(v(®5)). Es decir, el maximo punto fijo de la monotonizacién inferior es punto postfijo.

Demostracion. 1. Para demostrar que ®= es monétono, supongamos M T N. Necesitamos ver que
®E(M) C ®5(N). Es claro que {®(X)|N C X} C {®(X)|M C X}, de donde por propiedades
de monotonfa del infimo se sigue que ®=(M) C ®=(N).

La demostracién para el caso ®= es andloga.

2. Dado que ®=(M) es una cota inferior de {®(X)|M C X} y ®(M) € {®(X)|zr C M} se tiene
entonces que ®=(M) C ®(M). Andlogamente se demuestra que ®(M) = &= (M).

3. Sea M € L. Si ® es mondtono entonces (M) T &(X) para cualquier X tal que M T X lo
cual implica que ®(M) C ®5(M). Pero por la propiedad anterior ®=(M) C ®(M). Por lo tanto
®5 (M) = ®(M) para cualquier M € L, lo que implica que ®= = ®. La demostracién para la
igualdad ® = ®= es andloga.

4. Se sigue de la parte 1.

5. Se puede ver que ® (u(®2)) C pu(®2), es decir, | | {®(X)|X C (@)} C u(®2). En particular
D(p(®2)) E u(®2), ya que u(®2) C p(02).

6. Es andlogo a la parte 5.
O

La monotonizaciéon de un operador y sus propiedades son el fundamento para justificar definiciones
inductivas cuyo operador de definicién no sea mondtono, como en el ejemplo del tipo Fxzpr dado
arriba. Mas aun, a pesar de que el operador no sea monétono podemos definir principios de induccién
y coinduccién, los cuales se conocen como principios de Mendler ([9, [10]).

Proposicién 1.4. [Principios de induccién y coinduccién de Mendler] Sean @ : L — Ly M € L.

= Induccién: si VX (X T M — ®(X) C M) entonces u(®=2) C M
c

» Induccién extendida: si VX (X C pu(®<) - X C M — ®(X) C M) entonces u(®=) C M
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= Coinduccién: si VX (M C X — M C ®(X)) entonces M C v(®F)

= Coinduccién extendida: si VX (v(®5)C X — M C X — M C (X)) entonces M C v(®5)

Demostracion. Las demostraciones utilizan los principios de (co)induccién convencionales para ®= y
®=. A continuacién se demuestra el caso del principio de coinduccién extendido de Mendler.

Supéngase VX(v(®E) C X — M T X — M C (X)), entonces M T ®(X) para cualquier X tal
que v(®E)| JM T X. A partir de ello se tiene M = ®%(v(®%)| | M) y aplicando el principio de
co-induccién extendido para ®& se obtiene M C v(®F).

O

Las definiciones y propiedades recién presentadas son ttiles atin cuando el operador ® sea mondtono.
Si se define ®(X) = {0} U X°¥¢, el conjunto de los nimeros naturales es N = p(®), pero como en
este caso ® es mondtono, entonces ® = &=, por lo que es posible obtener el axioma de induccién de
Mendler para ntimeros naturales:

0eM VXX CM— X CM)-NCM

a partir del principio de induccién de Mendler, como sigue:

SiVX(X C M — ®(X) C M) entonces pu(®2) C M
SiVX(X C M — {0}U X% C M) entonces N C M
VX(XCM—->0eMANX*CM)-NCM

VX((XCM —0eM)A(XCM— X% CM)>NCM
VX((X CM —0eM)AYX(X C M — X% C M) 5 NC M
0e MAVX(X CM — X% CM)—>NCM

0eM 5 VX(XCM— X5 CM) +NCM

El principio de induccién de Mendler se puede reescribir de manera mas familiar como sigue.

Sea ¢ una propiedad de nimeros naturales. Si

= ¢(0)
» VX (Vo € X(p(x)) = Vo € X(p(sucz)))

entonces
Vz € N(p(x))

Este principio es poco conocido hasta donde sabemos y nos dice intuitivamente que para demostrar
una propiedad para todos los naturales, basta mostrar que ®(0) y, suponiendo que todos los elementos
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de un conjunto arbitrario X cumplen ®, demostrar que todos los sucesores de elementos de X cumplen
.

Con esto terminamos nuestra discusién acerca de la teoria de puntos fijos. El siguiente apartado se
dedica a definir la logica base de nuestro trabajo la cual serd extendida mas adelante utilizando los
conceptos recién estudiados.
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Capitulo 2

La légica de segundo orden

En la descripcion de sistemas logicos el concepto de orden se refiere a una clasificacion de variables que
establece sobre cudles se puede cuantificar. Por ejemplo, en la logica de predicados de primer orden se
permite cuantificar sobre variables que denoten individuos, las cuales reciben el nombre de variables
de primer orden.

Asi, la 16gica de predicados de segundo orden es una extensién de la 1égica de predicados de primer
orden que ademdés permite la cuantificaciéon sobre propiedades de individuos. La logica de segundo
orden a la que nos referimos en este trabajo es el sistema llamado aritmética funcional de segundo
orden, denotada AF2, el cual es un sistema de deduccién natural para la légica de predicados de segundo
orden desarrollado por Leivant y Krivine [0} 4].

Dicha légica posee un sistema de codificacién de pruebas y un mecanismo de razonamiento ecuacional
que utiliza la igualdad de Leibniz, caracteristicas que permiten la extraccion de programas a partir de
especificaciones 16gicas mediante el paradigma de programacién con pruebas de Krivine-Parigot [Bl [16].
Este método de sintesis de programas asegura que los programas (términos A) extraidos a partir de
pruebas de totalidad E] para funciones son correctos.

A continuacién se presentan la sintdxis de la légica de segundo orden, la interpretacién BHK, la
deduccién natural y el cdlculo lambda, fundamentos que permitiran definir después la 16gica AF2.

2.1. Sintaxis

La sintaxis de la 1égica de segundo orden es la siguiente:

= Variables: se cuenta con dos conjuntos infinitos ajenos de variables, llamadas variables de primer
orden, denotadas con letras minusculas z,y, z, ... y variables de segundo orden, denotadas con
letras mayusculas X,Y, Z, .. ..

1Es decir, dada f : A — B, una prueba de totalidad para f es una prueba de que Va € A 3b € B (f(a) =b).

15
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= Términos: se definen de la manera usual a partir de variables de primer orden y de una signatura
fija ¥ que incluye simbolos de funcién f de un indice o nimero de argumentos fijo.

ros,tu=a| f(t1,...,tn)

En adelante sera conveniente escribir f (f) en vez de f(t1,...,t,). Obsérvese que esta definicién
incluye el caso en que el indice de un simbolo de funcién f es cero, el cual corresponde a un
simbolo de constante.

= Foérmulas: se definen de la manera usual como sigue:
AB,C:=P{#)|A—B|AANB|AV B |VzA|VXA

donde las variables x y X se consideran ligadas en las férmulas Vx A y VX A respectivamente. En
adelante algunas veces se adopta la notacion de punto en un cuantificador para declarar que su
alcance se considera lo méas lejos posible sintacticamente, por ejemplo la proposicién Vx.A — B
significa Vz(A — B) y no (VzA) — B.

= Predicados: los predicados pueden ser variables de segundo orden X, simbolos de predicado P de
una signatura fija ¥ o bien predicados por comprensién F.

Pu=X|P|F

Un predicado por comprensién es una expresién de la forma F =45 {#| A} donde A es una
férmula y 7 es un vector de variables de primer orden, usualmente libres en A. El indice o
nimero de argumentos de F se define como la longitud del vector Z. Esta clase de predicados
representa al conjunto de tuplas ¢ tales que AlZ = t_] es valida. En particular, para cualquier
tupla de términos &, la férmula atémica F3 se define como la férmula A[Z := §]. La operacién de
sustitucion de variables por términos se define méas adelante.

Obsérvese que los predicados y las férmulas se definen simultaneamente de manera inductiva. Més
aun, la légica de segundo orden es lo suficientemente expresiva para definir los conectivos A, V,
asi como el cuantificador existencial 3, mediante V e —. En este trabajo son considerados como
primitivos por mera conveniencia. Asimismo, nétese que la negacién esta ausente, lo cual significa
que se esta usando una légica minimal, ya que se desea trabajar con los aspectos constructivos
de la légica, los cuales desaparecen con la negacion.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de la expresividad de la légica de segundo orden,
cuya justificacién puede consultarse en el articulo La ldgica proposicional de sequndo orden [14].

Ejemplo 1. Los conectivos ldgicos A\, V, los cuantificadores existenciales asi como los nimeros
naturales y su principio de induccion se definen como sigue:

e La conjuncion: sean A, B dos formulas y X una variable de sequndo orden de indice cero
que no figura en A ni en B.

ANB =4t VX (A—-B—-X)—= X

o La disyuncion: sean A, B dos férmulas y X una variable de sequndo orden de indice cero
que no figura en A ni en B.

AVB =4t VX (A= X)»(B—=-X)—=X
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e La cuantificacion existencial de primer orden: sean A una formula y X una variable de
segundo orden de indice cero tal que X ¢ FV(A).

3w A =go; VX (Va(A = X) = X)

e La cuantificacion existencial de sequndo orden: sean A una férmula y Y una variable de
segundo orden de indice cero tal que Y ¢ FV (A).

XA =4ef VY(VX(A—=Y) = Y)

e Los numeros naturales: se definen como el predicado mds pequenio N cerrado bajo el cero 0
y la funcion sucesor s. Esta idea se captura con el siguiente predicado por comprension:

N(y) =daes {y[VX.Vz(X(2) = X(s(2))) = X(0) = X(y)}
o Postulado de induccion de Peano:

VX Vr(X(z) = X(s(z))) = X(0) = Ve.N(z) = X (z)

Los dos ultimos ejemplos se pueden generalizar, utilizando la teoria de puntos fijos desarrollada
anteriormente, para definir cualquier estructura de datos usual, como listas o arboles. Sin embargo
la definicién utiliza directamente el principio de induccién correspondiente y por lo tanto se aleja
de las definiciones usuales en lenguajes de programacién. Nuestro objetivo final es definir una
l6gica que cuente con un mecanismo de definicién de tipos de datos similares a los hallados en
lenguajes funcionales.

2.1.1. La igualdad de Leibniz

En légica constructiva el simbolo de igualdad puede ser considerado primitivo, aunque lo usual
para los sistemas de primer orden y para aplicaciones, es tratarlo como un simbolo de predicado
binario distinguido, el cual satisface ciertos axiomas no légicos, ademas de las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad. En el caso de la légica de segundo orden la igualdad es
definible y permite el razonamiento ecuacional directo como veremos en esta seccion.

Definicién 2.1. Dados dos términos r y s definimos la relacién de igualdad de Leibniz, denotada
r = s, como la cerradura universal de primer orden de la férmula

VX.X(r) = X(s).

Cualquier férmula de la forma r = s se llamara ecuacién. Se observa que una ecuacién es una
férmula con una unica variable ligada de segundo orden y en donde convenimos que las variables
de primer orden estan ligadas universalmente, aunque no escribimos dichos cuantificadores para
simplificar la notacién.

Mas adelante se mostrara que esta definicién de igualdad cumple las propiedades esperadas, es
decir las propiedades de la igualdad usual. En particular la 16gica AF2 se sirve ampliamente del
razonamiento ecuacional provisto por la igualdad de Leibniz.
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2.2. Sustitucion

Dado que se tienen dos clases de variables y en ambas esta presente un mecanismo de ligado, es
necesario definir con cuidado las operaciones de sustitucién. Los conjuntos Var(t) de variables
de primer orden de un término ¢, Vary(P) de variables de segundo orden de un predicado P y
FV(A) de variables libres de primer y segundo orden de una férmula A se definen de la manera
natural.

Definiciéon 2.2. La sustitucién de variables de primer orden ¥ = z1,...,xz, por términos t =
t1,...,t, en un término r, denotada r[Z := ﬂ se define como la sustitucién textual de cada
presencia de z; por t; en r.

Definicién 2.3. La sustitucion de variables de primer orden & por términos ¢ en la férmula A,
denotada A[Z := ] se define recursivamente como sigue:

Qry,...,rm)[@: E] = 9O(n[z ft],...,rm[jf'::t])
(AAB)Z:=t] = (A[f:ft_’]/\B[:E':t_’])
(AvB)z:=t] = (AlZ E]VB[fztl)

(A= B)#:=t] = (A[Z:=t]— B[Z:=1]
(VzA)[Z = E] = Va(AlZ:= t_]) siz ¢ U Var(f)
(VXA)Z:=t] = VX(A[Z:=1])

La condicién en el caso de las cuantificaciones de primer orden siempre puede cumplirse al
renombrar la variable ligada x en la férmula original. Esto no causa problema alguno pues dos
férmulas que difieren tnicamente en los nombres de sus variables ligadas se consideran iguales.
Esta convencién se conoce como a-equivalencia, por ejemplo VazP(z) y VyP(y) son férmulas
a-equivalentes. Obsérvese que si se desea que la operacién de sustitucion defina a una funcién
total, en lugar de férmulas, es necesario manipular clases de a-equivalencia de férmulas, situacion
que no se hace explicita. Lo mismo sucede para el caso de la sustituciéon en cuantificaciones de
segundo orden definida mas adelante.

Definicién 2.4. La sustitucién de una variable de segundo orden X por el predicado P en el
predicado Q, denotada Q[X := P] se define como sigue:

X[X:=P] = P
Y[X:=P] = Y
PIX:=P] = P
{7 A}X :=P] = {F|AX:=P]}

Definicién 2.5. La sustitucion de una variable de segundo orden X por el predicado P en la
férmula A, denotada A[X := P] se define recursivamente como sigue:

Ory,...,rm)[X :=P] = Q[X :=P](ri,...,"m)
(A»B)X:=P] = (AX:=P]—=B[X:=P])
(AANB)[X:=P] = (AX:=P|]ABX:=P])
(AVB)[ X :=P] = (AX:=P]VB[X:=P])

(VzA)[X :=P] = Va(AX :=P])
(VWWAX =P] = W(AX:=P])siY ¢ {X}UVarsy(P)
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2.3. La interpretacion BHK

La logica clésica se basa en la nocion primitiva de verdad. La verdad de una férmula es una propiedad
absoluta de la misma, en el sentido de que no depende de ningiin razonamiento, entendimiento o accion.
Un enunciado declarativo libre de ambigiiedades es verdadero o no verdadero (es decir, falso), indepen-
dientemente de si conocemos su valor de verdad, o de si lo probamos o verificamos en cualquier forma
posible. Por otra parte, en muchas aplicaciones no basta con saber cual es la solucién a un problema,
sino que es necesario construirla, de modo que es deseable separar los métodos de prueba que propor-
cionan soluciones, de aquellos que no lo hacen. Por lo tanto, pragméaticamente tiene sentido considerar
un enfoque constructivo de la logica. Esta logica, llamada constructiva o intuicionista se basa en la idea
de que la verdad significa demostrabilidad (Brouwer 1907,1918). Para entender la l6gica intuicionista,
debemos olvidar la nocién clésica (tarskiana) de verdad. Los juicios acerca de una férmula ya no se
basan en un valor de verdad asignado a ella, sino en la habilidad para construirla mediante una prueba
explicita. Como consecuencia los conectivos no se deben definir mediante tablas de verdad. En su lugar,
se explica el significado de férmulas compuestas en términos de sus construcciones. Tal explicacién se
da de manera intuitiva mediante la llamada interpretacién de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK)
que es reconocida ampliamente como la seméntica intensional de la légica intuicionista.

Definicién 2.6. La interpretacion BHK se define recursivamente como sigue:

= Una prueba de una variable proposicional p se supone conocida y dada por un contexto previa-
mente definido.

= Una prueba de A A B es un par (p,q) donde p es una prueba de A y ¢ es una prueba de B.

= Una prueba de AV B es una prueba p de A o una prueba ¢ de B, junto con una etiqueta que
indique cual de las dos féormulas se estd probando.

= Una prueba de A — B es un método funcional f que transforma cualquier prueba p de A en una
prueba f(p) de B.

Ejemplo 2. Algunos ejemplos son:

= La funcidn identidad id es una prueba de A — A, pues dada cualquier prueba p de A, id(p) = p
es una prueba de A.

= Si f es una prueba de A — B y g es una prueba de B — C entonces g o f es una prueba de
A — C. Por lo tanto la funcion F, dada por F(f)(g) = go f es una prueba de (A — B) — (B —
C)—»A—=C

= La funcidn swap definida como swap({p,q)) = (q,p) es una prueba de AN B — B A A.

= Una prueba de A — AV B estd dada por la funcion f(p) = inlp. Obsérvese que inl es la etiqueta
que indica que la prueba de AV B es en realidad una prueba de A.

Observamos que la discusion anterior sélo se refiere a la logica proposicional, la versién mas comun de
la interpretacién BHK para los cuantificadores es la siguiente:
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= Una prueba de Yz A es un método funcional que transforma a cada objeto a en una prueba de
Alx := a).

= Una prueba de VXA es un método funcional que transforma a cada relacién R en una prueba
de A[X := R].

Sin embargo nosotros usaremos una version donde los cuantificadores no tienen contenido computacio-
nal (ver [1]), lo cual significa, para nuestros propdsitos, lo siguiente:

= Una prueba de VzA es una prueba de A(a) que no depende de ninguna propiedad del objeto a,
es decir, una prueba de A paramétrica en a.

= Una prueba de VX A es una prueba de A(R) que no depende de ninguna propiedad de la relacién
R, es decir, una prueba de A paramétrica en R.

La seméntica intuitiva anterior consta de afirmaciones metaldgicas pero puede formalizarse de diversas
maneras, siendo las mas usadas la seméntica de algebras de Heyting y la semantica de mundos posibles
de Kripke, ambas equivalentes (véase [20]). Nosostros utilizaremos la interpretacién BHK, para darle
sentido como un sistema de codificacién de prueba, pero para lograr este objetivo primero se necesita
una nocién formal de prueba, lo cual es abordado en la siguiente seccién.

2.4. Deduccion natural

Se elige como sistema deductivo para la logica de segundo orden, al sistema de deduccién natural con
hipétesis localizadas, es decir, con contextos de férmulas.

Definicién 2.7. Un contexto es un conjunto de férmulas I' = {4;,..., A, }.

Por convencién se omiten las llaves de conjunto asi como la operaciéon de unién, escribiendo I') A en
vez de TUA y I', A en vez de T'U {A}. Mas atin, en un contexto de la forma I', A se supone que
que A no figura en I'. El conjunto de variables libres del contexto I' = {A4;,..., A,} se define como
FV(T) =gef FV(A1)U...UFV(A,).

Definicién 2.8. Un secuente es una expresién de la forma I' = A donde T" es un contexto y A es una
férmula. En particular el secuente - A significa @+ A.

El secuente I' - A expresa la relacion de derivabilidad de la férmula A a partir de las hipétesis dadas
en I'. Esta relacion se define formalmente mediante las siguientes reglas de inferencia entre secuentes.

Definicién 2.9. La relacién de derivabilidad I' - A se define recursivamente como sigue:

= Regla de inicio:

T AFa Hip)
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= Implicacién:
I'A+B '-rA—-B TFA

rrasg D I'FB (

— E)

= Conjuncién:

'rA T'FB '-AAB I'rAAB

I'AAB (AD) r-A (AE) I'-B (NE)

= Disyuncion
r-A4 I'-B

I'FAVB (Val) I'FAVB (V2I)

'-AvB T,A-C TI,BrHC
r-c¢

(VE)

= Cuantificacién universal de primer orden:

A z¢ FV(T) T VzA
I'-VzA (V1)

= Cuantificacién universal de segundo orden:

TFA X ¢FV()
TFVXA

(V1)

Obsérvese que a cada conectivo o cuantificador le corresponden reglas que lo introducen, denotadas con
I, asi como reglas que lo eliminan, denotadas con F. Esta simetria o dualidad en las reglas es de gran
importancia y proporciona un determinismo en la relacién de derivabilidad. Cada férmula compuesta
puede ser derivada usando una tnica regla de introduccién. Asi mismo, la informacién de cada férmula
compuesta puede ser utilizada para derivar otras férmulas mediante una tnica regla de eliminacion.

Una derivacién de un secuente particular se define como:

Definiciéon 2.10. Una derivacion del secuente I' = A es una sucesién finita de secuentes I'y F
Ay, ..., T, F A, tal que:

= T, - A; es instancia de la regla (Hip) 6

s ['; F A; es conclusion de alguna regla de inferencia tal que las premisas necesarias figuran antes
en la sucesién.

= '+ A es el dltimo elemento de la sucesidn.

La siguiente proposicion asegura que la légica es mondtona.
Proposicion 2.1. La siguiente regla de inferencia es derivable:

'rA

T Bra Mo

Demostracion. Induccion sobre . O
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2.4.1. Reglas para la igualdad

A continuacién se muestra que la igualdad de Leibniz cumple las propiedades usuales de la igualdad
por lo que permite el razonamiento ecuacional comin en matematicas.

Proposicion 2.2. La igualdad de Leibniz es una relacién de equivalencia compatible con funciones,
es decir, se cumple lo siguiente para cualquier contexto I':

= Reflexividad (REF): T'Fr=1r

Transitividad (TRN): SiI'Fr=syI'Fs=+tentonces '-r =1¢

Simetria (SIM): SiT'Fr = s entonces ' s =7

= Compatibilidad (CoMm): Si Tk r; = s;, para toda 1 < i < n entonces

Tk flri,...orn) = f(s1,-..,8n)

Demostracion. Es claro que se cumplen la reflexividad y la transitividad. Para mostrar la simetria

definimos el predicado por comprensién F =g.¢ {z|z = r}, donde x ¢ Var(r), y mostramos que
I'F F(s).

1. TEVYX.X(r)— X(s) (Hip )ydef der=s.
2. THF(r)— F(s) (V2E), 1, [X := F]
3. TF F(r) ((REF

4. Tk F(s) (— E),2

Para la compatibilidad: mostramos el caso para n = 2, el caso general resulta de una sencilla in-
duccién. Sean E = {r1 = s1,7r2 = so}, F1 =daey {z|f(r1,72) = f(x,72)}, donde = ¢ Var(ry),
Fo =def {ylf(s1,72) = f(s1,y)} donde y ¢ Var(sy).

1. F"fl(Tl) (REF)

2. THEVX.X(r1) > X(s1) (Hip)y def. de ry = s
3. TEFA(r) = Fls)  (VE), 2, [X = F]

4. Fl_./—"l( 1) (—)E,1,3

5. I'+ FQ(TZ) (REF)

6. THVYX.X(r2) = X(s2) (Hip)y def. de rg = sa.
7. Tk Fa(ra) = Fa(sa) (V2E), 6, [X = F]

8. Fl_]:2(82> (—) E), ,7

9. I'+ f(’l“1, ’I“Q) = f(Sl, 82) (TRN)), 4, 8

El razonamiento ecuacional comun se formaliza mediante la siguiente relaciéon de inferencia.

Definicién 2.11. Dado un conjunto de ecuaciones E, decimos que la ecuacién r = s se deriva a partir
de E, lo cual denotamos con E > r = s, si y s6lo si existe una derivacién mediante las siguientes reglas
de inferencia:
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= (EQ-AX). E>r = s, si r = s es un caso particular de una ecuacién en E, es decir, r = s se
obtiene de una ecuacién de E instanciando sus variables.

= Reflexividad, simetria, transitividad y compatibilidad con funciones:

E>r=s
— (EQ-REF — (EQ-Sim
EDr:T( Q ) El>s:7°( Q )
E>r=s Eprs=t
EQ-TrN
Ex>r=t (Eq )
E = ... E =
>r S1 >ry, Sn (EQ-FUN)

Ebf(rla"';rn):f(81a~"7sn)

La siguiente proposicién muestra que el razonamiento ecuacional usual es capturado por la igualdad
de Leibniz, puesto que las reglas de la definicién [2.11] son derivables en la l6gica de segundo orden.

Proposicion 2.3. Si E>r = s entonces E -7 = s.

Demostracion. Induccion sobre >, utilizando la proposicién [2.2 O

El sistema de deduccién natural recién presentado nos permitird construir pruebas acerca de cierta
nocién de correctud de la especificacién de un problema, a partir de las cuales se extraera un programa
funcional que cumpla dicha especificacion. En este trabajo entenderemos un programa funcional como
un término del cdlculo lambda, por ello es necesario presentar brevemente este formalismo.

2.5. El calculo A\

El célculo A fue inventado en la década de 1930 por Alonso Church. En un inicio era parte de un
sistema ma&s complejo que pretendia ser un fundamento matematico para la logica, pero en 1935 Klee-
ne y Rosser, estudiantes de Church, descubrieron que dicho sistema era inconsistente. No obstante el
subsistema de términos conocido hoy como cédlculo A ha sido desde entonces estudiado independien-
temente como un modelo de computo. Este cédlculo se ocupa tnicamente de funciones, en particular
modela funciones que toman otras funciones como argumento o que devuelven funciones como resulta-
do, es decir funciones de orden superior. En términos de lenguajes de programacion, el cdlculo A es un
prototipo extremadamente simple de un lenguaje funcional puro de orden superior, por lo que resulta
conveniente presentar una breve introduccién a este formalismo. Para un estudio profundo véase [20].

La sintaxis del calculo A puro es la siguiente:

en=1a|A\x.e|ee

Es decir, una expresién del célculo A\ (un A-término) es una expresién de alguna de las siguientes
formas:

= Variables: la variable x representa a una funcién cualquiera.
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» Abstraccion lambda: una expresion de la forma Az.e se llama abstraccion lambda o simplemente
abstraccion. El término Ax.e indica una abstraccién de los valores particulares de la variable x
en la expresién e lo cual causa que e se considere una funcién de x, es decir, la expresién Az.e
define anénimamente a la funcién = — e que asocia a cada valor z la expresién e . El punto en
una abstraccién es, como en el caso de los cuantificadores de la logica, un uso particular de la
llamada sintaxis de orden superior en lenguajes de programacién y denota el ligado de x en e,
ademas indica que el alcance del ligado para x se extiende a la derecha tanto como sea posible.
Por ejemplo, Az.xy significa Ax.(xy) y no (Ax.z)y. Para facilitar la escritura de abstracciones
usaremos la siguiente convencién

AL1T2 ... Tn.€ =def AT1.AT2. .. .. ATp,.€

» Aplicacion: la expresién ejeq representa a la aplicacién de la funcién e; al argumento es. La
aplicacién se asocia a la izquierda de manera que e e; ez significa (e1 e3) ez y nunca e; (ezes).
Obsérvese que no hay un operador explicito para la aplicacién, ésta se denota simplemente
mediante la escritura secuencial de dos expresiones.

Es importante observar que los A-términos son las tnicas expresiones vélidas en el calculo A y que
el operador A se comporta de manera similar a un cuantificador en la légica usual, es decir, en la
abstraccion Az.e el operador A liga a la variable x en la expresién e, por lo que se utiliza la nocién
de variables libres y ligadas usual en légica. En particular se tiene que el conjunto de variables libres
de una abstraccién se define como FV (Ax.e) =45 FV(e) \ {z}. Por ejemplo en (Azy.xzy)(Az.zy)u las
dos presencias de x son ligadas asi como las dos primeras presencias de y y las dos 1ltimas presencias
de z mientras que el resto de las presencias de cada variable son libres.

El sistema de A-términos es dindmico, a diferencia del sistema de términos de una ldgica, en el sentido
de que los términos operan entre si de acuerdo a una relacién binaria llamada seméantica operacional.
Esta semantica denotada — g se define como la cerradura de la siguiente regla, conocida universalmente
como [-reduccién, bajo todos los constructores de término.

(Az.e)t g e[z :=1]

Lo que esta regla nos dice es que la accion de aplicar la funciéon Az.e al argumento ¢ consiste en sustituir
el pardmetro = por el término ¢ en el término e. Se observa entonces que todo paso de evaluacion
es simplemente una substitucién definida de la manera usual mediante el uso de la a-equivalencia
(renombre de variables ligadas) para evitar la captura de variables libres:

s ylz:=r]=ysixz#y.
w (ts)[x =] =tlx = r]s[x:=7r].

w (Ayt)[z:=r]=Ay.t[r:=r] donde s.p.g. y#xyy ¢ FV(r).

Dos relaciones de importancia, derivadas de — g, son su cerradura reflexiva-transitiva, denotada —7% y
su cerradura reflexiva-simetrica-transitiva, denotada =g y llamada S-equivalencia.

Ejemplo 3. Los siguientes son ejemplos de [3-reducciones y [3-equivalencia.
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(Azz)y =y

(Azy)t =y

w (Az.z(zy))t — t(ty)
Az.z(Axx))(ur) = (ur)(Azz)
Az.(A\y.yz)z)v — (A\y.yv)z

= Sl =g4ef Axx entonces I —* 1 e IIl =5 I1

n S0 S =gy Aryz.xz(yz) y K =gep Avy.x entonces SKK —* I y SKK =g I1.

Los términos ISK se conocen como combinadores y forman la base de la llamada légica combinatoria
de Curry.

El célculo lambda es lo suficientemente poderoso para representar tipos de datos como booleanos y
nuameros naturales. Veamos de que manera.

Ejemplo 4 (Booleanos). Considérense los siguientes A-términos.

= true := AzA\y.x

false := AxAy.y
test := Ab.AtAe.bte

= not := \z.zfalsetrue

= and := AzdyA 2 w.x(yzw)w

Es facil cerciorarse de lo siguiente:

= testtrueejex —* e

= testfalsee; ea —* €9

por lo que el término test se comporta como el condicional booleano

= nottrue —* false

= notfalse —* true

= andfalse b —* false
= andtrueb —* b

Ejemplo 5 (Ndmeros naturales (numerales de Church)). Los A-términos conocidos como numerales
de Church se definen como sigue

m 0:=As. )2z
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= 1:=As.\z.s2

w 2:= \s.)\z.5(s2)

» 3= As.\z.s(s(sz2))

s ni=As Az 8(... (s2)...)

——

n veces

Las operaciones aritméticas bdsicas se definen como sigue, y la semdntica operacional del cdlculo
lambda permite verificar que se comportan de la forma esperada.

m suc := An.As.Az.s(nsz) tal que
Vn € N(sucn —* n+1)

= suma := \ndm.m(AuAfAz. f(ufz))n tal que

VYn,m € N(sumaﬁm —* n+m)

= prod := Am.An.m(suma n)0 tal que

Vn,m € N(prodﬁm —* n*m)

= iszero := Am.m(Az.false)true tal que

iszero 0 —* true  Vn € N(iszero (n + 1) —* false)

Las definiciones anteriores son conocidas desde la introduccion del cdlculo lambda en la década de
1930. Se observa que estas definiciones no son faciles de leer como programas funcionales, es decir, el
proceso de sintesis de la definiciéon no se ha discutido. Esto puede hacerse de diversas maneras, sin
embargo no es de nuestro interés hacerlo aqui pues dichas definiciones pueden justificarse mediante el
mecanismo de extraccién de programas de AF2 discutido en la seccién

2.5.1. Extensién con pares e inyecciones

Se pretende utilizar el cdlculo lambda como un sistema de codificacién o representacién de pruebas
en la légica, para asi poder extraer programas (A términos) automdticamente a partir de las pruebas
en deduccién natural. Para ello es necesario extender el calculo lambda puro con términos que per-
mitan representar las pruebas que involucran conjunciones y disyunciones. Esta extension se define a
continuacion.

= \-términos: agregamos términos para las operaciones de par ordenado, proyecciones, inyecciones
y analisis de casos.

ex=...|(ee)| fste| snde| inle| inre| case(r,x.s,y.t)

donde en el ultimo caso la notacién z.s y.t denota un ligado de la respectiva variable en el término
que esta después del punto.
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= Semdntica operacional: la relacién — g se extiende como sigue:

fst(r,s) —p T

snd(r,s) g s
case(inlr,z.s,y.t) —p slx:=r]
case(inrr,z.s,y.t) —g tly:=7]

Las reglas para el constructor de casos reflejan el analisis de una inyeccién de r, dependiendo de si es
izquierda (inl) o derecha (inr), eligiendo el caso correcto s o ¢ mediante la sustitucién del pardmetro z
o y por el valor particular analizado r.

Una vez presentadas las bases del calculo )\, el siguiente paso es relacionar éste con el sistema de
deduccién natural para asi lograr un formalismo que permita hablar de pruebas y programas al mismo
tiempo. Esto se lograra en la siguiente seccion.

2.6. La logica AF2

A grandes rasgos, la légica AF2 es un sistema deductivo para la logica de segundo orden que cuenta
con codificacién de pruebas y un razonamiento ecuacional. Antes de definirla hay que establecer el
sistema de codificacién o representacion de pruebas, para lo cual se utiliza el calculo lambda.

La teoria de la demostracién es una rama de la légica que se encarga de estudiar la estructura de
las pruebas, comparar e identificar pruebas, asi como de distinguir una prueba de otra. Para llevar a
cabo esas acciones se desea elegir una notacién conveniente para las pruebas, por lo cual se usara el
calculo A\. A cada prueba de una férmula A, se le asociard un cédigo tnico mediante un término del
calculo lambda, esta asociacién se denota con t : A y se define de acuerdo a la interpretacién BHK
definida en la subseccién [2:3] Puesto que las pruebas dependen de hipétesis particulares, en realidad a
partir de la relacién binaria I' H A obtenemos una nueva relacién ternaria I' F ¢ : A cuyo significado
es que la formula A es derivable a partir de las hipdtesis I, siendo el A-término ¢ un cédigo de prueba
para la derivacién original I' F A. En esta nueva relacién los contextos de hipdtesis son de la forma
I'={xy: Ay,...,z, : An}, es decir, en este caso no sélo se supone una férmula A;, sino también
se supone la existencia de una prueba x; de A;, la cual por ser desconocida se codifica mediante una
variable del cdlculo A. Por ejemplo para la implicacién las reglas son:

Nz:AFt: B ( '-f.A—B Fl—t:A(
'FXxt:A— B '-ft:B

—1) — E)

Obsérvese que en el nuevo sistema deductivo figuran tanto los términos de la 1égica como los A-términos.
Sin embargo se usa la misma notacién para los términos de la légica y para los A-términos. Por ejemplo
en el secuente - A\x.z : P(x) — P(x) las presencias de = antes de los dos puntos no tienen relacién
alguna con las de la implicacién que estd después de los dos puntos.

Al utilizar al célculo A como un sistema notacional para codificar las pruebas, su semdantica opera-
cional juega un papel importante, puesto que permite simplificar pruebas redundantes. Considérese el
problema de construir una prueba de I' F B, dadas las derivaciones I' - Axz.e : A - By 'k r: A.
La solucién que salta a la vista es aplicar el modus ponens (regla (— E)) con lo que se obtiene la
derivacién I' F (Az.e)r : B. Sin embargo dado el determinismo de las reglas de inferencia y la prueba
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dada I' F Az.e : A — B, se sabe que previamente debié obtenerse la prueba I',z : A e : B puesto
que la regla usada como ultimo paso de la derivacién fue (— I) necesariamente. Ahora bien, nétese
que como ya se tiene una prueba I' - r : A, no es necesario suponer = : A puesto que en la prueba
codificada por e se puede sustituir cada prueba z de A por la prueba dada r, obteniendo asi una
prueba de B sin necesidad de usar el modus ponens, a saber la prueba I' - e[z := r]| : B. Este proceso
es general por lo que siempre podemos reducir la prueba (Az.e)r a la prueba ez := r|, asi, ambas
pruebas pueden considerarse equivalentes, pero esta equivalencia es parte de la S-equivalencia, es decir
(Az.e)r =g e[z := r]. Las mismas consideraciones son validas para la extensién con pares e inyecciones.
Con esta idea ya es posible definir el sistema deductivo AF2.

La sintaxis de la 16gica AF2 es la presentada al inicio del capitulo, mientras que su sistema deductivo

se obtiene del sistema de deduccién natural de la seccién mediante la anotacién de pruebas con
A-términos.

= Regla de inicio:

Fzx:AFx: A (Var)
= Reglas para los conectivos:
I'x:AFr:B 'tkr:A—B T'ks: A
Fl—Axm:A—)B(_”v) I'krs: B (= E)
I'tr:A I'ts: B I'kFs:ANB 's:AAB
————— (N\E) ——— (AFE
I'F(r,s): ANB (AD) Itfsts: A (NE) 'Fsnds: B (nE)
'kr:A 'kr:B
T'kinlr: AV B (V1) 'kinrr: AVB (V1)
'tr:AvB T,z:AFks:C T,y:BFt:C (VE)
I'F case(r,z.s,y.t) : C
= Reglas para los cuantificadores:
'Ft:A z¢ FV(I) I'+t:vxA
1 ———— (VE
I'Ht:VzA (v1) THt: Alx:=7] (VE)
I'tt:A X¢FV(D I'Ft: VXA

TFi:VXA THt: AX =P

Las reglas anteriores son las versiones con pruebas anotadas del sistema de deduccién natural
para la légica de segundo orden presentados en Noétese que en el caso de los cuantificadores
el término ¢ asociado a A es el mismo que para la cuantificacién Vx A o VX A, lo cual refleja que
las pruebas de cuantificaciones no tienen un contenido computacional.

La ultima regla es caracteristica de AF2 e incorpora el razonamiento ecuacional directamente en
la logica.

= Regla ecuacional:

PHt: Alx:=7] El]>r:s(Eq)

F'kFt:Alz:=s
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En algunas ocasiones, al utilizar la regla ecuacional en una derivacién I' - ¢ : A es importante observar
la dependencia de la misma con respecto a un conjunto particular de ecuaciones E, esto se hara
mediante la notacién I' g ¢ : A.

En la siguente secciéon se muestran ejemplos de derivaciones en la logica AF2 que conllevan la justifi-
cacién de la definicién de algunos de los A-términos dados en los ejemplos [y 5]

2.6.1. Extraccién de programas en AF2

En esta seccién se ejemplifica el método de extraccién de programas (A-términos) a partir de pruebas
en AF2 desarrollado en los trabajos de Krivine, Parigot y Miranda Perea [4, [5, [16] [12]. La idea a grandes
rasgos es la siguiente: sea f : A — B una funcién especificada mediante un conjunto de ecuaciones E
y tal que existan tipos de datos formales (predicados de indice 1 con ciertas propiedades semdanticas)
Ay B que representen a los conjuntos A y B. Para hallar un programa (A-término) ¢ que implemente
a f basta con mostrar formalmente que kg ¢ : Vo.A(x) — B(f(x)).

Enseguida se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 6 (Valores Booleanos). Sean true,false dos constantes representando a los valores booleanos.
Definimos el predicado por comprension correspondiente al tipo booleano como

B(z) = {z | X.X(true) — X (false) — X (z)}

Esta definicion es similar a la de los nimeros naturales (ejemplo y proviene del principio de in-
duccion para booleanos. Ahora ya se puede saber de donde surgen los A\-términos para los valores de
verdad del ejemplo [}

1. z: X(true),y : X (false) - X(t) (Var)

2. xz: X(true) F Ay.x : X (false) = X(t) (= 1),1
3. FAzxAy.z: X(true) — X (false) - X(t) (= 1),2
4. F Az Ay.z: VXX (true) — X(false) — X(t) (V21),3

Por lo tanto se prueba que b true : B(true). Similarmente se obtiene que - false : B(false).

El siguiente ejemplo hace uso del razonamiento ecuacional.

Ejemplo 7 (Conjuncién). Sean and un simbolo de funcion binario y E = {and(true, z) = z, and(false,z) =
false} y F =g4er {z | X(and(z,y))}. Hay que mostrar que

Fand : VaVy.B(z) — B(y) — B(and(z,y))

donde and es el A-término definido en el ejemplo [j} Sea T' = {z : B(z),y : B(y), z : X(true),w :
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X (false)}.
1. Thy:B(y) (Var)
2. TFy: X(true) — X (false) = X (y) (V2E),1,[X = X]
3. Tk z:X(true) (Var)
4. TFyz: X(false) = X(y) (— FE),2,3
5. T'kw: X(false) (Var)
6. TFyzw: X(y) (= E),4,5
7. T'Fgyzw: X(and(true,y)) (Eq),6
8. I'kz:B(x) (Var)
9. Tt x: F(true) — F(false) — F(x) (V2E),8,[X := F]
10. T F z(yzw) : F(false) — F(x) (— E),9,7
11. T'Fw: X(and(false, y)) (Eq),5
12. T'F z(yzw)w : F(x) (= E),10,11
13. x:B(z),y : B(y), z : X(true) - Aw.x(yzw)w : X (false) = F(x) (= 1),12
14. z:B(z),y: B(y) F Az. w.a(yzw)w : X(true) — X (false) — F(z) (= 1),12
15. :B(x),y: B(y) F Az w.z(yzw)w : VX.X (true) — X (false) — X (and(z,y)) (V2I),14 y def. de F
16. z:B(z) F Ay Az \w.z(yzw)w : B(y) — B(and(z,y)) (= 1),15 y def. de B
17. F Az y Az w.z(yzw)w : B(x) — B(y) — B(and(z,y)) (—1),16
18. F Az Ay Az w.z(yzw)w : Yy.B(z) — B(y) — B(and(z,y)) (VI),17
19. Fand:Vz.Vy.B(z) — B(y) — B(and(z,y)) (VI),18

Pasamos ahora a mostrar las derivaciones de los nimerales de Church y de la suma de ntimeros
naturales dadas en el ejemplo

Ejemplo 8 (Numerales de Church). La representacion de los nimeros naturales en el cdlculo lambda
dada en el ejemplo [J se obtiene similarmente al caso de los booleanos. Como ejemplo se tiene la
extraccion del numeral 2, es decir, se muestra que = 2 : N(s(s(0))), donde la definicion de N es la dada
en el ejemplo[]]

1. z:Ve(X(x) = X(s(z))), y: X(0) F x: Ve (X(x) = Xs(z)) (Var)

2. z: V(X (z) = X(s(x))), y: X(0) Fz:X(0) = X(s(0)) (VE) 1, [z :=0]

3. z:Va(X(z) = X(s(x))), y: X(0)Fz:X(s(0)) = X(s(s(0))) (VE) 1, [z:= s(0)]
4. z:Vr(X(z) = X(s(x))), y: X(0) Fy: X(0) (Var)

5. z:Va(X(z) - X(s(x))), y: X(0) Fzy: X(s(0)) (= E)2,4

6. z:Vx(X(z) = X(s(x))), v: X(0)F z(xy) : X(s(s(0))) (= E)3,5

7.z V(X (z) = X(s(x))) F Ay.x(zy) : X(0) = X (s(s(0))) (—1)6

8. FAzAy.x(zy) : Vo(X(z) = X(s(x))) = X(0) — X(s(s(0))) (=7

9. F2:N(s(s(0))) (V1) 8

En el siguiente ejemplo el uso de razonamiento ecuacional es indispensable.

Ejemplo 9 (Suma de niimeros naturales). Sean sum un simbolo de funcion binario, E = {sum(z,0) =
x, sum(z, s(y)) = s(sum(x,y))}. Vamos a mostrar que

F suma : Va.Vy.N(z) — N(y) — N(sum(z,y))

donde suma es el A\-término definido en el ejemplo[3 La prueba requiere del predicado por comprension
F =gey {w | N(sum(z,w))}.
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Primero demostremos que

F A uAfAz.f(ufz) : V2. F(z) = F(s(2))

()

para lo cual se considera T' = {u : F(z), f:Ve.X(z) —» X(s(x)), z: X(0)}.

) = X(sum(z, s(2)))

X(0
X(0) —» X(sum(z,s(z)))

1. TFf:Ve(X(z) = X(s(z)))

2. ThFu:N(sum(z,z))

3. TFz:X(0)

4. Thu:Ve(X(z) = X(s(x))) = X(0) = X (sum(z, 2))
5. T'Fuf:X(0) = X(sum(z, z))

6. TFufz: X(sum(z,z))

7. T'F f: X(sum(z,z)) — X (s(sum(z, 2)))

8. Tk flufz): X(s(sum(z, z)))

9. Thg f(ufz): X(sum(z,s(z)))
10. w:F(z), f: V(X (z) — (s(;l:) YAz f(ufz):
11, w: F(z) FAf Az flufz) : Ve (X (x) = X(s(z))) —
120 w:F(z) F Af Az f(ufz) : N(sum(z, s(z)))
13. FAuAf Az f(ufz): F(z) = F(s(z))
14. F A uAfz f(ufz) V2. F(z) = F(s(2))

Para obtener la derivacion principal se tiene T = {z : N(z),y : N(y)}
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(Var)
(Var) y def. de F
(Var)
(V2E),2,[X = X]
(— E),4,1
(= E),5,3
(VE), 1, [z := sum(z, 2)]
(— FE),7,6
(Eq),8
(—1),9
(= 1),10
(V21),11 y def. de N
(= 1),12 y def. de F
(VI),13

1. Thg A uAfAz.f(ufz):Vz.F(z) = F(s(2)) (Mon) en (xx)
2. Thy:VXVz(X(2) = X(s(2))) = X(0) = X(y) (Var)
3. Ty Va(F(z) = Fls(2)) > F(0) > F(y) (VE),2, (X = 7]
4. TEyAuArfArz.f(ufz)): F(0) = F(y) (= E),3,1
5. T'Fax:N(z) (Var)
6. Itgz:N(sum(z,0)) (Eq),5
7. TEyQAuAfrz.flufz)z: F(y) (= E),4,6 y def. de F
8. z:N(z) F Ayy(AuAfrz.f(ufz))x : N(y) = F(y) (= 1),7
9. FAxdyyAudfrz f(ufz))x: N(x) = N(y) = F(y) (—1I),8
10. F Az yyQuAf Az f(ufz))z : Vy.N(z) — N(y) = F(y) (VI),9
11. Fsuma: Va.Vy.N(z) — N(y) — N(sum(z,y)) (VI),10 y def. de F

Para finalizar, se mencionan dos propiedades importantes que muestran las repercusiones de la semanti-
ca operacional del calculo lambda en las derivaciones de la logica.

Proposicién 2.4 (Preservacién de pruebas). Sil'kt: Ayt —%t entonces I' -t : A.

Demostracion. La prueba de esta importante propiedad no es trivial puesto que las reglas para los
cuantificadores y el razonamiento ecuacional no son rastreables mediante los cédigos de prueba. Una

prueba puede consultarse en [4].

O
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Esta propiedad implica que los reductos de un A-término que codifica a una prueba de una férmula A
siguen siendo codigos para pruebas de A.

Proposicién 2.5 (Normalizacién fuerte). SiT'F ¢ : A entonces t es un A-término fuertemente norma-
lizable, es decir, existe un A-término e que no es S-reducible y tal que t =7 e.

Demostracion. La prueba consiste en mostrar que AF2 se encaja en la logica proposicional de segundo
orden (ver [I4]) la cual se sabe que es fuertemente normalizable (ver [4]). O

Esta propiedad implica que si un A-término resulta ser un cédigo de prueba entonces puede simplificarse
de manera exhaustiva, lo cual junto con la propiedad de preservacién implica que una prueba de una
férmula A siempre puede simplificarse hasta conseguir una prueba llamada normal o candnica que
resulta ser la prueba mas simple de A.



Capitulo 3

La 16gica AF2Muv

En este capitulo se presenta la logica AF2M H¥ la cual es una extensién de la légica AF2 que ademés
incluye definiciones (co)inductivas basadas en los principios de Mendler presentadas en [11]. Adicional-
mente hemos desarrollado un método de definiciéon por cldusulas, el cual es cercano a los mecanismos
usuales en programacién funcional.

Aunque la l6gica AF2 permite obtener programas para cualquier funcién que involucre tipos de datos
usuales en computacién, en muchos casos éstos no tienen el comportamiento deseado. Por ejemplo,
la Unica manera de definir la funcién predecesor en naturales produce un programa con tiempo de
ejecucion lineal, cuando lo que se espera es tiempo de ejecucién constante (ver [I5]). Para resolver este
problema se han definido algunas extensiones de AF2 con definiciones inductivas como TTR (ver [16])
y también con definiciones coinductivas como AF2*” (ver [18]).

Sin embargo, estas ldgicas tienen como desventaja la pérdida de la normalizacién fuerte debido al uso
de un combinador de punto fijo en el sistema de términos-prueba, con el cual se codifican derivaciones
con lambda-términos. Lo que sucede es que una funcion iterativa f puede ser definida dentro de AF2 y
por lo tanto la propiedad de normalizacién fuerte de AF2 garantiza que el programa f correspondiente
a la funcién f termina; pero el programa extraido para una funcién recursiva primitiva, por ejemplo el
predecesor que se ejecuta en tiempo constante, emplea un combinador de punto fijo en las extensiones
de AF2 y, por tanto, su terminacién no es del todo obvia. Ello ha dado pie al empleo de sofisticados
métodos para verificar que los programas de ese tipo efectivamente terminan (ver [g]).

En contraste, en el presente trabajo se propone la logica AF2MEY  Fgta es una nueva extensién de
AF2 con principios nativos de (co)recursién primitiva que ademds posee la propiedad de normalizacién
fuerte y cuya caracteristica principal es el uso de los principios de Mendler en vez de los principios
convencionales. Esto resuelve en particular el problema de extraccién de programas que involucran de-
finiciones coinductivas como streams o arboles infinitos, el cual resulta dificil de resolver con principios
convencionales.

.. . . ;. M . . .
Una de las principales motivaciones para proponer la 16gica AF2™ ¥ consiste en establecer una sintaxis

similar a la que se usa para declarar tipos de datos en los lenguajes de programacién funcionales y asi,
al tener un referente mas familiar, poder programar con pruebas més facilmente.

33
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En general, un tipo de datos recursivo se declara en los lenguajes funcionales del siguiente modo:

Definicién 3.1. [Declaracién de un tipo en un lenguaje funcional] Un tipo recursivo D con pardmetros
ai . ..a; se define como sigue:

data Day...a; = Crayy ... a1y | -+ | Cn @1 . ang,

donde D es el nombre del tipo de dato a definir, a; es una variable de tipo y C; es un constructor de
elementos de D que recibe como entrada elementos de tipo a;; ... a;,, es decir, C; es una funcién cuya
signatura es

Ci TGy — Q2 ... Qg Da1 o Qp

Si algun constructor C; no recibe parametros de entrada, convenimos en que su signatura sea Cj;
Day ... ay.

Algunos ejemplos comunes son:

= El tipo de valores opcionales de A, definido como
data Maybe a = Nothing | Just a

donde Nothing :: Maybe a y Just :: a — Maybe a.

= El tipo de ntimeros naturales definido como
data Nat = Zero | Suc Nat

donde 0 :: Nat y suc:: Nat — Nat.

= El tipo de listas finitas sobre A definido como
data List a = Nil | Cons a (List a)

donde Nil :: List ay Cons :: a — Lista — List a.
= El tipo de drboles binarios no vacios con nodos etiquetados por A definido como
data BTree a = Leaf a | Node a (BTree a) (BTree a)
donde Leaf :: BI'ree a'y Node :: @ — BTreea — (BTreea) — (BTree a).
Como ya hemos observado, esta clase de definiciones corresponden a ecuaciones de punto fijo cuya
solucién es el minimo punto fijo de un operador. También resulta natural preguntarse a qué correspon-

den, en programacion funcional, los maximos puntos fijos de un operador. La respuesta se obtiene en
los llamados tipos correcursivos, cuyo mecanismo de definiciéon no esta contemplado directamente en
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los lenguajes funcionales actuales, pero puede modelarse haciendo uso de la evaluacion perezosa, por
ejemplo en HASKELL.

Esta clase de tipos de datos permite definir estructuras infinitas o potencialmente infinitas razonando
con destructores, de manera dual al caso de tipos recursivos cuya definicién se sirve de constructores.
A continuacién definimos una declaracién para tipos correcursivos, inspirada en la declaracién para
tipos recursivos recién definida.

Definicién 3.2. [Declaracién de un tipo correcursivo] Un tipo correcursivo S de ay .. .ay se define
como sigue

codata S ay...ap = Diby| ... | Dyby

donde S es el nombre del tipo de datos a definir, a; es una variable de tipo y D; es un destructor de
elementos, el cual toma un elemento de S y devuelve un elemento de b;, es decir, D; es una funcién
cuya signatura es D; :: S ay ... ax — b;.

Algunos ejemplos comunes de tipos correcursivos son:

El tipo de listas estrictamente infinitas de A, definido como
codata Stream a = Head a | Tail (Stream a)
donde Head :: Stream a — ay Tail :: Stream a — Stream a.
= El tipo de colistas E| no vacias de A definido como
codata CoList a = Head a | Tail (Maybe (Colist a) )

donde Head :: Colist a — ay Tail :: Colist a — Maybe (Colist a).

= El tipo producto de A y B definido como
codata Prodab= Fsta|Sndb

donde F'st:: Prodab — ay Snd: Prodab — b.

= El tipo de arboles binarios completos estrictamente infinitos con nodos etiquetados por A, definido
como

codata InfBTree a = Label a | Leftsbt (InfbTree a) | Rightsbt (InfbTree a)

donde Label :: InfBTree a — a, Leftsbt :: InfBTreea — InfBTreeay
Rightbt :: InfBTreea — InfBTree a.

1Una colista es una lista potencialmente finita, es decir, una lista que puede ser finita o infinita
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3.1. Clausulas y operadores sintacticos

Como se observa de los ejemplos anteriores, una definicién data o codata consta de varias partes se-
paradas por el simbolo |, siendo cada una de ellas la definicién de un constructor o un destructor.
Nuestro propésito es capturar este mecanismo de definicién en una légica que permita definir predi-
cados inductivos y coinductivos. Para esto nos serviremos de los conceptos de clausulas y operadores
sintacticos discutidos a continuacién.

Definicién 3.3. Una cldusula C es una tupla de la forma
1 1
(FO, L FH W)y

donde F; es un predicado de indice 1, es decir de un argumento y ¢ es un simbolo de funcién de indice
k llamado etiqueta. Si k = 0 la clausula correspondiente se denota como:

<_7C(O)>

donde — es un simbolo que indica que no hay predicados y ¢ es un simbolo de funcién de indice 0, es
decir, un simbolo de constante.

Utilizando el concepto de cldusula podemos definir una expresion formal llamada operador sintéactico
la cual juega el papel de un operador que servira para definir los predicados inductivos y coinductivos.

Definicién 3.4. Un operador sintactico ® es una expresion de la forma
D =4or AX.(C1,...,Ck)

donde X es una variable de segundo orden cuyo indice es 1 y C; son cldusulas.

Intuitivamente, un operador sintactico es una funcién que transforma un predicado en tuplas de pre-
dicados, por lo que es importante definir con detalle la aplicacién de un operador sintactico a un
predicado P.

Definicién 3.5. Dado un operador ® y un predicado P, la aplicacién de ® a P, denotada ®(P) o
simplemente ® P, se define como la tupla

B(P) =des (C1[X :=P],...,Co[X :=P])
donde si C =4cf (F1,. .., Fk,C) entonces
CIX :=P] =4ey (FA[X :=P),..., Fx[X :=P],c).

Mi4s atin, dada una aplicacién ®(P), definimos la aplicacién de la cldusula C; al predicado P, como
CiP =ges I, ;(D(P)), donde I ; es la i-ésima proyeccién en k-tuplas.

A continuacién definimos el concepto de predicado (co)inductivo usando cldusulas y operadores sintdcti-
COS.

Definicién 3.6. Sean X una variable de predicado de indice 1 y ® un operador sintéctico. Una
expresion de la forma u(®) se llama predicado inductivo. En este caso las etiquetas de cada cldusula
del operador ® son llamadas constructores. Andlogamente un predicado coinductivo es una expresion
de la forma v(®) y en este caso hablamos de destructores en lugar de etiquetas.



3.2. REGLAS DE INFERENCIA PARA PREDICADOS (CO)INDUCTIVOS 37

Como ejemplo mostramos la definicién como predicados (co)inductivos de los tipos de datos (co)recursivos
definidos anteriormente.

= Maybe a = p (AX.({—, nothing), (P, just))

= Nat = p (AX.((—,zero), (X, suc))

» Lista = p (AX.((—,nil), (4, X, cons))

= BTreea = p (AX.({—,node), (X, X,mBT))

w Stream A = v (AX.((A, Head) , (X, Tail)))

= Colist C = v (\X.((C, Head) , (Maybe X, Tail) ) )

= Producto AB = v (A\X.((A, Fst), (B, Snd)))

» InfBTree A = v (AX.((4, Label) , (X, LeftsBT), (X, RightsBT) ))

Ahora que ya contamos con un mecanismo sintactico para definir predicados inductivos y coinductivos,
necesitamos definir la légica que se encargard de darle sentido a esta clase de predicados, de tal forma
que se conserve el mecanismo de definicién de las declaraciones data y codata. A continuacién definimos
esta l6gica, llamada AF2MH.

= Términos: los términos se definen a partir de una signatura X incluyendo simbolos de funcién f
de una aridad dada.

tuo=a| fltr,. . tn)

= Predicados: ademds de los predicados de la légica de segundo orden (variables de segundo orden,
sfmbolos de predicado de una signatura 3 o predicados por comprensién) agregamos predicados
inductivos p(®) y predicados coinductivos v(®).

Pu=X|P|F|u@®)| (@)

= Formulas: son las mismas que en la légica de segundo orden

A, B:=P(t,....tn) | A= B |VzA| VXA

s o. M . . s . .
La légica AF2*#" hereda las reglas de inferencia para los operadores légicos y el mecanismo de ra-
zonamiento ecuacional de la légica AF2. Adicionalmente requerimos las reglas de inferencia para los
predicados inductivos y coinductivos, las cuales discutimos a continuacion.

3.2. Reglas de inferencia para predicados (co)inductivos

Para que nuestros predicados (co)inductivos se comporten de la manera deseada, necesitamos definir
reglas de inferencia que garanticen las propiedades semanticas de puntos fijos discutidas en el capitulo
1. Mas aun, dado que nuestro propdsito principal es razonar con definiciones de funciones dadas por un
conjunto de ecuaciones, asi como obtener pruebas que involucran dichas definiciones, nuestras reglas
de inferencia seran disenadas especialmente para este propdsito, lo cual es una aportacién nuestra.
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Definicién 3.7. Sean KX(Y) un predicado y C = (]—'1(1), e ,.7-',51), c®)) una cldusula. Definimos la relacién
de inclusién C C K como:

CC K =qes V1. . Vep.Fiz1 = ... = Frap = Klczy ... xp)
Es decir una clasula C esta contenida en un predicado K si y sélo si la imagen de cualesquiera elementos

de F; bajo el constructor ¢ es un elemento de K.

Mas aun, si f es un simbolo de funcién de indice 1, definimos la relacién de inclusién de C en K con
respecto a f, denotada C Cy K, como:

C Cy K =dey V¥1... Vo Froy — ... = Frop — IC(f(C x1.. :Ck))

Las definiciones anteriores seran de utilidad cuando lidiemos con predicados inductivos. Para el caso
de los predicados coinductivos se utilizaran las siguientes definiciones.

Definicién 3.8. Sean K un predicado y ¢ = (FM),cM) una cldusula. La relacién de inclusién
K C C se define como:
K CC=gef Vo.Kx — F(cx)

Es decir K C C si y solo si la imagen bajo ¢ de cualquier elemento de K es un elemento de F.

Mas aun, si f es un simbolo de funcién de indice 1, la relacién de inclusién de K en C con respecto a
f, denotada K C¢ C, se define como:

K CsC =ges Yo K & — Flc(f )

Con ayuda de estos conceptos de inclusion podemos definir las reglas de inferencia necesarias, cuya
definicién se basa en las propiedades de la teoria de puntos fijos desarrolladas en la seccién

n Construccion inductiva:

Chory: Fr(p(®)(tr) ... Thrg s Fe(p(®)(tr) Ci=(F1,...,Fr,C)

I
PFingiry...rp s pu(®)(ctr...tr) (1)
= Destruccion coinductiva:
Fkr:v(@®@)t C =(F,c)
(VE)
I'Foutg;r: F(w(®))(ct)
= Recursion primitiva:
Ths :VX(X Cpu(@® - Xy K—=CXCpK) Thr:p(®)(t) (uE)
I

' MRecsr: K(ft)
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= [teracion:

Ths :VX(X K- CGXCrK) Thr:pu(®)(t)
T F Mitsr: K(ft)

(LE™)
= Correcursion primitiva:

ks :VX((®) CX 5 KC X 2K CGX) Thr:K(t)

1
T - MCoRec3 1 : v(®)(ft) wl)
s Coiteracion:
PEsi:VX(KCy X 2K CrCGX) Thr:K(t) (I
T MColt5 7 : v(®)(f1) v
= Semdantica operacional:
(Az.r)s =g rlr =5
MIt §'(inn,i t) =g S (l\/”t §)t
out,; (MColt §t) g3 s; (MColt §)t
MRec § (in,; t) g s; (Azz)(MRec §)t
out, ; (MCoRec §t) g s; (Azx)(MCoRec §)t
Donde § denota a un vector de longitud n de la forma § = s; sy ... s,. Las nuevas reglas de

la seméntica operacional se justifican de la manera usual, pues corresponden a la simplificaciéon de
pruebas que involucran la aplicaciéon de una regla de introduccién seguida inmediatamente por una
regla de eliminacién del mismo operador l6gico, que en este caso es p o v.

Nuestro propésito principal, como se vera en el siguiente capitulo, es utilizar esta légica como base
del paradigma de programaciéon con pruebas. No obstante, consideramos de importancia mencionar
algunas propiedades generales de la légica.

Proposicién 3.1. (Preservacién de tipos para AF2M#) SiT kg t: Ayt —* ' entonces T' Fg t' : A.

Demostracion. La prueba no es trivial y queda fuera de los alcances de este trabajo. Una prueba
similar puede encontrarse en [I3]. O

Esta propiedad garantiza que si el programa o cédigo de prueba ¢ cuyo tipo es A se simplifica por
medio de la seméntica operacional, el programa t' resultado de esta simplificacién seguird siendo del
mismo tipo A. Sin esta propiedad serfa imposible garantizar la correctud del método de programacién
con pruebas.

Proposicién 3.2. (Normalizacién fuerte para AF2M#). Si T' g t : A entonces t es fuertemente
normalizable.

Recordemos que un término ¢ es fuertemente normalizable si y solo si cualquier proceso de simplificacién
de t mediante la seméantica operacional termina. Es decir no existe una sucesién infinita de pasos de
reduccion de la forma ¢ — t; — t5 — ... . En otras palabras, la propiedad de normalizacién fuerte
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garantiza que si t es un programa obtenido a partir de la 1égica, como lo seran todos los programas
mostrados en el siguiente capitulo, entonces t es un programa que no se cicla. Es decir, t es un programa
totalmente correcto.



Capitulo 4

Programacioén con pruebas

En este capitulo se muestra el método de programacion con pruebas en el sistema AF2M B el cual

permite la extraccién automdtica de un programa (es decir un A-término) a partir de una prueba de
la especificacion correspondiente.

El método consiste en los siguientes pasos:

= Se definen los tipos de datos involucrados en el problema mediante un predicado inductivo o
coinductivo.

= Se especifica la solucién del problema ecuacionalmente, definiendo una funcién f mediante un
conjunto de ecuaciones E.

= Utilizando deduccién natural y el razonamiento ecuacional, se construye una prueba que muestra
que f cumple la especificacién del problema con respecto a la entrada y salida. Es decir, si la
especificacién define una funcién f : A — B, debemos mostrar que

g Ve. A(z) = B(f(x))

Donde A y B son las implementaciones de los tipos A y B.

= A partir de dicha prueba se obtiene, de manera automatica, un término ¢, el cual es el programa
deseado.

Por ejemplo, si el problema consiste en obtener un programa que calcule la longitud de una lista de
numeros, es decir una funcién long : Ly — N, el método se desarrolla como sigue:

= Definimos los predicados para nimeros naturales N y listas de niimeros naturales Ly.

= Especificamos la funcién longitud:
E = {long (nil) =0, long (consx 1) =1 + long l}.

41
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= Obtenemos una prueba de
Fgt:Vely(z) — N(long z).

= El A-término ¢ obtenido autométicamente en la prueba anterior resulta ser un programa que
calcula la longitud de una lista.

La justificacién matemdtica de este método se sirve del siguiente lema:

Lema 4.1. [Correccién] Sean A y B predicados, f un simbolo de funcién de indice 1 con dominio
Ay codominio B, y Ey = {s1 =t1, ..., s, =t,} una especificacién ecuacional para f. Sea M =
(A,Z) un modelo para la légica AF2MP “donde A es el conjunto de A — términos de prueba médulo
B — equivalencia. Si M |=Ey, es decir, si las ecuaciones de E; son vélidas en M, y

b, t: Vo A(z) — B(f(r))

entonces, para cualquier término s tal que M | A(s), se cumple que

ME ts=f(s)

La demostracion de este lema requiere de conceptos semanticos del célculo lambda y de la 1égica, como
la nocién de modelo para predicados (co)inductivos, que caen fuera del alcance de este trabajo y que
pueden consultarse en [II]. La idea es que, siendo A — términos los individuos de M, la igualdad
corresponde a la 8 — equivalencia por lo que la ecuacién que relaciona a t y a f dada por el lema, en
realidad atestigua que t es un programa que calcula a f. Si bien no mostramos aqui una demostracion,
nuestro propésito principal en este capitulo es mostrar diversos ejemplos que muestran la utilidad del
método propuesto y cuya correctud es consecuencia directa de este lema.

El resto del capitulo se encarga de dar diversos ejemplos del método de programacién con pruebas
que extraen programas que involucran predicados inductivos y coinductivos. En cada caso damos la
definicién del tipo de datos con predicados (co)inductivos, la especificacién funcional (una declaracién
data o codata) y la implementacién en la lgica AF2MPV 14 cual se obtiene de manera automatica, de
acuerdo al lema 1] mediante la demostracién formal de que la funcién es total. Adicionalmente se
muestran los casos particulares de las reglas de inferencia para constructores o destructores, asi como
la implementacion de los mismos. Finalmente se dan ejemplos de extraccién de programas y en algunos
casos se verifica el buen comportamiento de la seméantica operacional.

4.1. Extracciéon de programas con tipos inductivos
En esta seccién desarrollamos ejemplos que involucran a los siguientes tipos:

= Booleanos

= Numeros naturales
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= Listas finitas sobre un tipo A
= Kl tipo opcional Maybe

= Arboles binarios sin etiquetas

4.1.1. Booleanos

= Definicion. Los valores booleanos corresponden al conjunto

= Especificacién funcional

B =4er {T,F}

data Bool = True | False

43

= Implementacién. Considérense las siguientes cldusulas tales que C; = (—, true), Co = (—, false).
Se define el predicado inductivo de valores booleanos como:

= Reglas de construccion

= Constructores
o true =gey ing g

Demostracion. [1

e false =gc¢ ing o

Demostracion.

1En todos los ejemplos de este capitulo entendemos por demostracién a una derivacién formal en la 16gica AF

B =def ,u((I)) donde P = /\X.(Cl,CQ)

I
I'Fingy : B(true) (ul)

I
T inaa  Bfaise) M)

1. Tkingy:B(true) (ul)

©. true = in271

1. Tkingg:B(false) (ul)

. false = in272

de que el término propuesto cumple con (es una prueba de) la especificacién deseada.

2Mp,l/
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O

= Seméntica operacional.
MIt §(true) g s1
Mit § (false) +—p s
Un ejemplo de extracciéon de programas es:

= Condicional. Sea ite un simbolo de funcién y Ey. = {ite true i j = 4, ite false i j = j}.
Entonces:

- fte : VO.VV1.B(b) — A(i) — A(j) — Alite b j)

donde ite = Ab.AiAJ. MIt 51 59 b, 51 = Ap.i y 52 = Ap.j.
Demostracion. Sean f b=gcyite bijy ' =qep {b: B(b), i: A(3) j: A(j)}.

o I'ks1: VX (X Cp A— (—, true) Ty A)

Lyp: X Cp Abi: A(i) (

T, p:ngAl—]Eitei:A(f(true)) ( 1

I,p: XCrAbi:(—,true) Ty A (DefCCsK),2
FFApi: X Cp A— (X, true) Cp A (
DEApi:VX(X Cf A— (X, true) Cp A) (

81 = Apa

G oo =

o 'k 5y : VX (X Cf A — (—,false) Cf A)

1. T, p: X Cp Al 5 A()) (Var)

2. T,p: X Cy Abg, j: A(f(false)) (Eq),1

3. I,p: XCpAFj:(—,false) Cf A (Def C Cf K),2
4. ThHApj: XCr A— (X false) Cp A (= 1),3

5. THApj:VX(X Cf A— (X, false) Cp A) (V2)),4

82 = Ap.J

e Fite: Vb.Vi.Vj.B(b) — A(i) — A(j) — A(f b)

1. Ths:VX(X CpA— (—, true) Cp A) (Hip)

2. Ths:VX(X Sy A— (—,false) Cf A) (Hip)

3. TFb:B(b) (Var)

4. THFMilts; s2b: A(f b) (WE™),1,2,3
5. b:B(b), i: Ai) F Aj.MIt 51 593 b: A(5) = A(f b) (=1)),4

6. b:B()F XA MIt s152b: A(4) = A(5) — A(f b) (= 1)),5

7. F XD MIt sy s2b: B(b) = A(i) = A(j) — A(f b) (—=1)),6

8. FAbALAGMIt s1 89 b:Vj.B(b) — A(i) — A(j) — A(f b) (VI)),7

9. FAbALAGMIt s1 89 b: ViV .B(b) = A(i) — A(j) — A(f b) (VI)),8

10.  F AbALAG MIt 51 82 b: VBV B(b) — A(i) — A(j) = A(f b) (VI)),9
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b ite : VBViVGB(b) — A(i) — A(j) — Alite bi j), donde ite = Ab.Ai.Aj. Mt sy s b

e Semantica operacional de la funcién ite

o ftetrueij = i.
fte true i j S (BN MIt s, sp b) Trueij —
(M. Aj MIt sy s2b) [b:=truelij —  (M.Aj. MIt s1 89 true) i j —
(Aj. Mlt sy s true) [i :=1] j = (Aj.Mlt s1 89 true) j —
Mlt s1 so true [j := j] —  MIt sy sy true —
MIt S1 So (in271) =g 81 (Mlt S1 S9 ) —
(Ap.i)(Mlt sy s9) = i[p:= (Mt s1 s9)] —
7

itetrueij = i

oitefalseij = j.
ite false i j —  (AbXA].MIt sy 52 b) false i j  —
(Ni.Aj MIt sy 82 b) [b:=false] i j —  (Mi.Aj. MIt s sq false) i j —
(Aj. Mt sy so false) [i :=1] j = (Aj.Mlt s; s false) j —
MIt s s9 false [ := j] —  MIt sy s5 false —
Mlt s; so (ing,g) —3  S2 (M't S1 82 ) —
(Ap.7)(MIt 51 s2) = jlp:= (Mltsy s2)] —

J

itefalseij = j

4.1.2. Numeros naturales
= Definicion. Se define el conjunto de los nimeros naturales como:
N =ges u(®) con &(X)={0}uXx*ue

= Especificacion funcional

data Nat = Zero | Suc Nat

= Implementacién. Considerese las siguientes cldusulas tales que C; = (—,zero), Co = (X, suc).
Se definen los niimeros naturales como:

N =ger p(®) donde &= AX.(C1,Ca).
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= Reglas de construccion

I
I' Fing,1 : N(zero) (ul)

F"Tl ZN(tl)
I'Fingor @ N(suc t;)

(1)
» Constructores
® Zero = ing g

Demostracion.
1. Tking;:N(zero) (ul)

. Zero = in271
O
® SUC = AT.ingo
Demostracion. Hay que probar que - suc : Vo.N(z) — N(suc x)

1. z:N(z)Fz:N(n) (Var)

2. z:N(z)Fingox : N(suc x) (uI),1

3. FAz.ingox: N(z) — N(suc z) (= 1),2

4. F Az.inggx : Vo.N(z) — N(suc z) (VI),3

. sucC = Ax. in272 x

O

= Semaéntica operacional

Mlt §(zero) —35 s
Mlt §(suc n) g s2 Mlit n

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:
= Suma. Sea sum un simbolo de funcién y Eqym = {sum n zero = n, sumn suc m = suc sumn m}.
Entonces

Fsum : Vn.Vm.N(n) — N(m) — N(sum n m)

donde sum = Az. \y. Mlt s1 89y, 51 = Az.x y S = Az.\w.5uc (zw) .
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Demostracion. Sea f =gey sum n, I' =g.5 {x :

N(n), y

N(m)},

47

=def {Z:ng N}y

A =ge5 QU {w: X(z)}. Redefinimos las ecuaciones Equm = {f zero = n, f (suc m) = suc(f m)}.
Entonces hay que demostrar que

Z:

e I'F s :VX(X C¢ N— (—,zero) Cy N)

N(n) Ff:Vm.N(m) — N(f m)

1. T, QFz:N(n) (Var)
2. T, QFg,, z:N(f zero) (Eq),1
3. T,QFax:(—,zero) (N (Def C 5 K),2
4. T,QF2z: X SN (Var)
5. T'FAzx: X Cf N— N(f zero) (= 1I),4
6. I'FAzz:VX(X Cy N— N(f zero)) (V2I),3
s =AMz
o 't sy : VX (X Cf N— (X,suc) Cf N)
1. T,AFz:XCyN (Var)
2. T,AFz:Vz.X(x) = N(f 2) (DefC CyK),1
3. TI,AFz:X(z)— N(f x) (VE), 2, [z = x]
4. T, AFw:X(z) (Var),3
5. T, AF zw:N(f x) (— E),4
6. T, AFsuc:Ve.N(z) = N(suc z) (Hip)
7. T, AFsuc: N(f z) = N(suc (f z)) (VE),6, [z :=f z]
8. T, Arsuc (s2w) : N(suc (f x)) (— E),5,7
9. T, Atg,, suc (zw) : N(f (suc z)) (Eq),8
10. T, Q@ F Aw.suc (zw) : X(z) — N(f (suc x)) (—1),9
11. T, @ F Awsuc (zw) : Vo. X (x) — N(f (suc z)) (VI),10
12. T, Q F Awsuc (2w) : (X,suc) Cf N (Def C Cy K), 11
13. T F Az wsuc (zw) : X € N — (X, suc) C¢ N (= 1),12
14. T F Azdwsue (zw) : VX (X Cp N— (X,suc) €y N)  (V21),13
S92 = Az, w.50¢ (zw
e Fsum: Vn.Ym.N(n) - N(m) — N(f m)
1. Tts:VX(X Sy N— (—,zero) Cf N) (Hip)
2. Tk sy:VX(X Cp N o (X,suc) Cs N) (Hip)
3. Tky:N(m) (Var)
4. T+ Mlt s1 59y : N(f(m)) (LE™),1,2,3
5. x:N(n)kF Ay.Mlt s1 89 y: N(m)—)N(f m) (—1)),4
6. FAx.Ay.Mlt 51 53 y:N(n) — N(m) — m) (—=1)),5
7. EAzy.Mlt s1 s2 y: Vm.N(n) — N(m) N(f m) (VI)),6
8. FAxAy.Mlt 51 55 y: Vn.Vm.N(n) = N(m) = N(f m) (VI)),7
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c.Fsum : Yn.Vm.N(n) — N(m) — N(sum n m), donde sum = Az.\y. Mt s1 s2 .
O
e Semantica operacional de la funcién sum
o sumn zero = n.
sum n Zero = (Az.A\y.Mlt s1 soy) nzero —
(Ay.Mlt 81 soy) [z:=n]zero —  (Ay.MIt s1 s5 y) Zero —
(Mt s1 s2 y) [y := Zero] —  MIt s1 s zero —
MIt s; s9 in2,1 =5 81 (Mlt S1 82) —
(Az.n)(Mlt s1 s2) = n[z:=Mlt s1 so] —
n
.sumn zero = n
o sum n (Suc m) = 3suc (Sum n m). La prueba se divide en dos partes: se demuestra
primero que sum n (Suc m) = suc((Mlt sy s2) m) y después que suc (sum n m) =
suc (Mt s; so m).
sum n (Suc m) =  (Az.Ay.Mlt 51 52 y) n (SuC m) —
Az Ay MIt s1 s2y) n ((Az.ingox) m) =  (Az.Ay. Mlt s1 52 y) n (ing o [z :=m]) —
Az Ay. MIt s1 s2 y) n (ing2m) —  (Ay.Mlt s1 52 y) [z :=n] (ing2m) —
(Ay. MIt s1 s2 y) (in22m) —  (Mlt 51 82 y) [y :=ingam] —
MIt s1 s9 (in272 m) =3 S2 (Mlt S1 82) m —
(Az. w.suc(zw)) (Mt sq s2) m —  (Aw.suc(zw)) [z := MIt s1 s2] m —
(Aw.suc((Mlt s1 s2) w))m —  (Sue((Mlt s1 s2) w))[w :=m] —

suc((Mlt s1 s2) m)

suc (Sum n m) — suc (AzAy.Mlt s1 soy) nm) —
suc ((Ay. Mt s1 s2 ) [x:=n]m) — 35uc ((Ay.Mlt s1 s2 y) m) —
suc (Mlt sy s2 y)[y :=m]) — suc (MIt s; som)

. sumn (Sucm) = Suc (Sum n m)

» Producto. Sea prod un simbolo de funcién y Eyoq = {prod n zero = zero, prod n (sucm) =
sum (prod n m) n}. Entonces

F prod : ¥n.¥m.N(n) — N(m) — N(prod n m)

donde prod = Az.\y. Mlt s1 so ¥y, 51 = Aw.x y s2 = dw. A u.sum(wu)(x).

Demostracion. Sea f =gep prod n, I' =gy {x : N(n), y : N(m)}, @ =gy {w: X Ty N} y A =5
Q U {u: X(z)}. Redefinimos las ecuaciones Eyoq = {f(zero) = zero, f(suc m) = sum((f m) n)}.
Entonces hay que demostrar que

x:N(n) Ff:Vm.N(m) = N(f m)
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e ' sy :VX(X C¢ N— (—,zero) Cy N)

1. T, QFz:N(n) (Var)
2. T, QFg,, z:N(f zero) (Eq),1
3. T, QFw: X<y N (Var)
4. TF Az : X C¢f N — N(f zero) (—=1),3
5. Tk Awaz:VX(X Cf N— N(f zero)) (¥2),5
81 = \w.x
e 'k sy VX(X Cy N— (X, suc) Cy N)
. T,Arw:XCyN (Var)
2. T, Arw:Vz.X(z) = N(f z) (Def C CK),1
3. T, Atw:X(z) = N(f x) (VE), 2, [z := x]
4. T, Atu:X(x) (Var)
5. T, At wu:N(f z) (= E),3,4
6. T, Atsum:Vn.¥m.N(n)— N(m)— N(sum n m) (Hip)
7. T, Absum:Vm.N(f z) = N(m) — N(sum (f ) m) (VE),[n:=f z],6
8. I, Arsum:N(f z) - N(n) — N(sum (f z) n) (VE),[m :=n],7
9. T, A+sum(wu): N(n) = N(sum (f =) n) (= E),5,8
10. T, Ak z:N(n) (Var)
11. T, A+ sum(wu)(x) : N(sum (f z) n) (— E),9,10
12. T, Atg,,, sum(wu)(z) : N(f (suc x)) (Eq),11
13. T, QF dusim(wu)(z) : X(x) — N(f (suc z)) (—1),12
14. T, QF dusim(wu)(z) : Ve. X (x) — N(f (suc z)) (VI),13
15. T, QF dusum(wu)(x) : (X,suc) Cf N (Def C <y K), 14
16. T'F A w usim(wu)(z): X € N — (X,suc) Cf N (= 1),15
17. T FAwusim(wu)(z) : VX (X S N— (X,suc) Cp N)  (V21),16
89 = Aw. Au.sum(wu)(z)
[ ]
1. Tks :VX(X CyN— (—,zero) Cs N) (Hip)
2. Ths:VX(X CyN— (X,suc) Cy N) (Hip)
3. Tky:N(m) (Var)
4. T F Mlt s1 s2 y: N(f(m)) (LE7),1,2,3
5. z:N(n)F Ay.Mlt s1 s2 b: N(m) — N(f(m)) (—I)),4
6. F Az y.Mlt s1 52 y:N(n) = N(m) — N(f(m)) (= 1)),5
7. FAxAy.Mlt 51 55 y: Vm.N(n) — N(m) — N(f(m)) (VI)),6
8. F Az Ay.Mlt s1 s9y:VnVm.N(n) — N(m) — N(f(m)) (VI)),7
- Fprod : ¥n.¥m.N(n) — N(m) — N(prod n m), donde prod = Az.\y. Mlt s; s2 y.
O
= Factorial. Sea fac un simbolo de funcién y Ege = {fac zero = suc zero, fac suc n =

prod (suc n) (facn)}. Entonces
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+ fac : Vn.N(n) — N(fac n)

donde fac = Az. MRec sy 55 7, 51 = A\2.\w.SUC(Z&F0) ¥ 53 = Az.\w.Au.prod(suc z)(wu).

Demostracion. Sea f =gef fac, I' =g {z :

N(n)}, Q@ =ger {2 :

A=gs QU {u: X(2)}

e I'ks1: VX (X Cu(®) — X Cp N— (—,zero) Cf N)

X Cu®), w: X Cy N}y

1. T, Q+ zero : N(zero) (Hip)
2. T, QFsuc: Va.N(z) = N(sucz) (Hip)
3. T, QFsuc: N(zero) — N(suc zero) (VE), 2, [z := zero]
4. T, QF suc(zero) : N(suc zero) (—» E),1,3
5. T, Qg suc(zero) : N(f zero) (Eq),4
6. T, z:X C pu(P)F \w.suc(zero) : X Cy N — N(f zero) (= I),5
7. Tk Xz. lw.suc(zero) : X C u(®) = X €5 N — N(f zero) (=1),6
8. Tk Az.\w.suc(zem) : VX (X C u(®) = X Cp N = N(f zero))  (V21),7
= A\z.\w.5uc(zero)
o 'k sy VX (X C p(®) - X Cf N— (X,suc) Cf N).
1. INMAFw: X Cy N (Var)
2. T, AFw:V2.X(z) = N(f z) (Def CCK)
3. T, At w: X(z) = N(f z) (VE), 2, [z := x]
4. T, At u: X(x) (Var)
5. T, AFwu:N(f z) (= E),3,4
6. T, AFsuc: Va.N(z) — N(suc z) (Hip)
7. T, AFsuc: N(z) — N(suc z) (VE), 6, [x := z]
8. T, Arsuca: N(suc x) (= E),7
9. T, AF prod: ¥n.¥m.N(n) — N(m) — N(prod nm) (Hip)
10. T, AF prod : ¥m.N(suc z) — N(m) — N(prod (suc ) m) (VE),9,[n := suc z]
11. T, AF prod: N(suc x) — N(f x) — N(prod (suc z) (f z)) (VE),10,[m :=f z]
12. T, A+ prod(suc z) : N(f #) — N(prod (suc z) (f z)) (— E),8,11
13. T, A prod(suc z)(wu) : N(prod (suc ) (f x)) (= E),5,12
14. T, A, prod(suc z)(wu) : N(f(suc )) (Eq),13
15. T, QF Au.prod(suc x)(wu) : X (x) — N(f(suc )) (—1),14
16. T, QF Au.prod(suc z)(wu) : Vz.X (x) — N(f(suc x)) (VI),15
17. T, QF Au.prod(suc z)(wu) : (X,suc) C; N (Def C Cy K),16
18. T, z: X C pu(®) F dw.Au.prod(suc z)(wu) : X €y N — (X,suc) T N (= 1),17
19. T'F Az w.Au.prod(Suc z)(wu) : X C u(®) - X Cf N — (X,suc) €y N (—=1),18
20. Tk Az dw.Au.prod(suc z)(wu) : VX (X C u(®) —» X €y N— (X,suc) Ty N)  (V21),19
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. 82 = Az. dw. Au.prod(Suc x)(wu)

1. Ths:VX(X Cu(®) — X CfN— (—,zero) Cy N) (Hip)

2. Ths:VX(X Cpu(®) - X CpN— (X,suc) Sy N)  (Hip)

3. I'tz:N(n) (Var)

4. T F MRec s;1 s2 z : N(f(n)) (uE),1,2,3
5. F Ax.MRec s1 s2 z : N(n) — N(f(n)) (= 1)),4
6. F Ax.MRec s s2 2 : ¥n.N(n) — N(f(n)) (VI)),5

. Ffac: ¥n.N(n) — N(fac n), donde fac = A\z.MRec s; s .

4.1.3. Listas finitas sobre A

= Definicién. Se definen las listas sobre un conjunto A como:
LA =ges 1(®) con P(X) = {nil} UXcoms
= Especificaciéon funcional

data List a = Nil | Cons a (List a)

= Implementacién. Considerese las siguientes cldusulas tales que C; = (—, nil), C2 = (A, X, cons).
Las listas finitas sobre A se definen como:

LA =def M(‘b) donde P = )\X.(Cl,CQ).

= Reglas de construccion

FFingy : La( )

F}—Tl Z.A(tl) F}_TQZHJA(t2)
I'Fingarire : La(cons t ta)

()
= Constructores
e nil = ing 1

Demostracion.
1. T'Fingy :La(nil) (pd)

©onil = in271
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O
® CONS = AT.\y.ing 2 Y

Demostracion. Hay que probar que b cons : Va.Vy.A(x) — La(y) — La(cons x y). Sea
[ =aey {x: A(z),y - Laly)}

1. Tha: A(z) (Var)
2. Thy:La(y) (Var)
3. T'Finggaxy:L(cons zy) (ul),1,2
4. z:A(z)F Ay.inggzy : La(y) — La(cons z y) (= 1),3
5. F Az Ay.ingsay : A(X) — La(y) = La(cons z y) (= 1),4
6. FAxAy.ingozy : Vy. A(X) = La(y) = La(cons z y) (VI),5
7. FAzdy.inggzy : VaeVy. A(X) = La(y) = La(cons zy) (VI),6

", CONS = AT \y.ing 2 2y

= Semantica operacional

Mit & (nil) —s s
Mit §(cons al) g s2 Mlt al

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:

» Append. Sea app un simbolo de funcién y E.p, = {app nil lo = Iz, app (cons a l1) la =
cons a (app 1 l2)}.
Entonces

Fapp : Vi1.Via.La(ly) = La(lz) = La(app 1 I2)

donde app = Az.\y. Mlt s1 s3 x, 51 = Au.y y s2 = Au v Aw.cons v (u w).

Demostracion. Sea f tal que f 13 =gey app 11 lo, T =gey {x : La(lh), v : La(l2)}, Q@ =ges {u:
X CrLaty A =gy QU {v: Alz), w: X(y)}. Redefinimos las ecuaciones E,,, = {f nil =
la, f (cons al) =cons a (f I)}.

e I'F s :VX(X CrLa— (—nil) Sy LA)

1. T,QFy:La(s) (Var)

2. I'QFg,, y:La(f nil) (Eq),1

3. ILQFy:(—nil) Cy Ly (Def C Cy K),2
4. FI—)\u.y:XQfLA—><—,niI> Crlg (—=1),3

5. FF)\u.y:VX(XQfILA%<7,niI> QfILA) (V21),4

ST = Ay
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e Tk sy : VX (X CyLa— (A X, cons) CpLy).
1. T,AFw:X(y) (Var)
2. I AFu:XCrly (Var)
3. T, At u:VeX(z) > La(f z) (Def CCyK),2
4. T, AFu:X(y) = Laf y) (VE), 3, [z :=y]
5, T, Aruw:La(fy) (= E), 1,4
6. I, Atwv:Ax) (Var)
7. T, Arcons: VeVy.A(x) - La(y) = La(cons xy) (Hip)
8. I, Arcons: Vy.A(x) = La(y) = La(cons z y) (VE), 7, [z := 2]
9. T, Arcons: A(z) > La(f y) = La(cons z (f ) (VE),8,[y:=f y]
10. T, Arcnsv:La(f y) = La(cons z (f y)) (— E),6
11. T, Atconsv (uw):L(cons x (f y)) (— E),5,10
12. T, Abg,, consv (uw) : La(f(cons = y)) (Eq),11
13. T, Q, v: A(z) - Aw.cons v (u w) : X(y) — La(f(cons z y)) (= 1),12
14. T, QF dv. w.cons v (v w) : A(x) = X(y) = La(f(cons = y)) (—1),13
15. T, QF Av.dw.cons v (u w) : Vy. A(z) = X(y) = La(f(cons z y)) (VI),14
16. T, QF A w.cons v (u w) : Vo.Vy. A(x) = X (y) = La(f(cons = y)) (VI),15
17. T, QF A w.cons v (u w) : (A, X,cons) C¢ L4 (DefC CyK),16
18. Tk Auwdv w.consv (vw): X CrLg— (A, X, cons) Cp Ly (— 1,17
19. TFAudvdw.cons v (uw) : VX (X Sy Ly — (A, X, cons) Cf La) (V21),18
. S2 = Au v \w.cons v (u w)
°
1. F|—81:VX(X gfLA—><—,niI> gfLA) (Hip)
2. Thsy:VX(X CyLa— (A X, cons) CpLy) (Hip)
3. Tha:Lu(l) (Var)
4. THMlIt sy s2 z:La(f(l1)) (WE~),1,2,3
5 DFMlt sy s92:La(app 11 l2) (Def f),4
6. z:La(l1)F Ay Mlt sy s2 z:La(lz) = La(app 11 l2) (= 1)),5
7. FAxAy.Mlt sy sax:La(ly) = La(lz) = La(app 11 l2) (—1)),6
8. F Az Ay.Mlt s1 50 2 : Vi La(ly) = La(la) = La(app 11 l2) (vI)),7
9. F )\at)\y MIt s1 s9 x : Vll.Vlg.LA(ll) — LA(ZQ) — LA(app If lg) (V ),8
SEapp i Vi Ve La(ly) = La(le) = La(app l1 l2), donde app = Az.A\y. Mlt s1 so @ O

¢ Semantica operacional de la funcién app

o app nil I,

= I

Mt 51 s2 nil) [y = I9]
M|t81 S92 in271)
)\U.ZQ) (M't S1 82 )

Iy

(
(
(
(

Ay. Mlt sy so @) [z :=nil] Io

L1114

(Az.\y. Mlt sy so 2) nil I
()\y MIt S1 S2 m) lg
(Mlt S1 S92 m)

S1 (Mlt S1 82 )

12 ['LL = MltSl S92 ]

Lid Ll



54

CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS
. app nilly, = Is

o app cons (a l;) Iy = cons a (app ! l2). La prueba se divide en dos partes: se
demuestra primero que app cons (a l1) Il = ¢cons (a) (Mlts; s2) 1) y después que
consa (app Iy l2) = @ons (a) ((Mltsy s2) 11).

app cons (a l1) lo — (Az.Ay. Mlt sy so x) €ons (a ly) lo —
(Ay.Mltsy sy x) [x:=cons (aly)]la — (Ay.Mltsy sacons (aly)) Iy —
(Mlt sy sg €oms (aly)) [y := o] — MIlts; sy consa ly —
Mlt sy so (Az.Ay.inge zy) aly — Miltsy sg (A\y.ingo zy) [z :=all —
Mlt sy s2 (Ay.ina2 ay) Iy —  Mitsy sg (ing2 ay)y =] —
Mlt s; so (ing’Q a ll) =g S2 (Mlt S1 82) aly —
(Au v dw.cons v (v w))(Mltsy s3) aly =  (Av. w.cons v (v w))[u := Mlt sy sa] aly —
(M. dw.cons v (Mt sy s2) w)) a ly —  (Aw.cons v ((Mlt sy s2) w) [v =all —
(Aw.cons a ((Mlt sy s2) w)) Iy — cons a ((Mltsy s2) w) [w:= 1] —

cons a ((Mlt sy s2) Iy)

cons a (app 11 12) — consa (Ax.Ay.Mltsy so x) 1y lo) —
cons a ((Ay.Mltsy so @) [x:=11]la) — consa ((Ay.Mltsy saly) la) —
cons a ((Mltsy s2 lh) [y :=;12]) — consa (Mltsy sa2ly)

. appcons (aly)los = consa (app i l2)

» Wrap. Sea wrap un simbolo de funcién tal que Eyrap = {wrap(z) = cons(z nil)}. Entonces
F wrap : Vz.A(z) — L a(wrap z)

donde wrap = Az.cons(z)(nil).

Demostracion. Sea f tal que f = wrap.

1. x:Alz)Fax: A(z) (Var)

2. x:A(zr)Fcons: VeVy. A(z) — La(y) = La(cons zy) (Hip)

3. z:A(r)Fcons: Vy.A(z) - La(y) = La(cons x y) (VE),2,[x ===
4. z:A(z)Fcons: A(x) — La(nil) — L a(cons x nil) (VE), 3, [y := nil]
5 x: A(z) Fnil : L (nil) (Hip)

6. x:A(zx)Fcons(z): La(nil) — La(cons x nil) (= E), 1,4

7. 1z : A(zr) Fcons(z)(nil) : L 4(cons z nil) (= E),5,6

8. F )\mm(x)(@) A(z) = L a(cons x nil) (= 1),7

9.k Az.cons(z)(nil) : A(z) = La(f z) (Eq),8

10. F Az.cons(z)(nil) : Vz. A(z) = L A(f z) (VI),9

*. wrap = Az.cons(z)(nil)
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= Reverse. Sea rev un simbolo de funcién y Ere, = {rev(nil) = nil, rev(cons(a [)) = app(rev(l) wrap(a))}.
Entonces

Frev:VILa(l) = La(rev 1)

donde fev = A\z. Mlt s1 55 o, 51 = Au.nil y 85 = Mu.\v. \w.app(uw)(Wrapw).

Demostracion. Sea f tal que f =rev, I' := {x : La()}, @ :={u: X Sy La} y A:=QU{v:
A(a), w: X (D)}

o TF sy :¥X(X CplLa— (—nil) Cf L)

1. T, QF nil: La(nil) (Hip)

2. T, Qbg,, nil: Ly(f nil) (Eq),1

3. T, QFnil: (— nil) Cf L (Def C Cf K),2

4. TFAunil: X CplLg— (—nil) € Lg (= 1),3

5. Tk Awnil: VX (X Cp Ly — (—nil) Cy Ly)  (¥21),4

S1 = )\um
e T'h sy : VX (X CyLa— (A X, cons) CpLy).

1. T,AkFwv:Ala) (Var)
2. T, A+wrap:Vz.A(x) = La(wrap z) (Hip)
3. T, Arwrap: A(a) = L a(wrap a) (VE), 2, [x :=a]
4. T, At wrapv: Ly(wrap a) (— FE),1,3
5 T, Arw:X(I) (Var)
6. I, AFu:XCrly (Var
7. T, Atu:VeX(z) = La(f z) (DefCCyK),6
8 I, Atwu:X()—La(fl) (VE), 7,z :=1]
9. I, Atwuw:L(fl) (= FE),5,8
10. F, A+ app: VhVZQLA(ll) — LA(ZQ) — ]LA(app(ll 12)) (Hlp)
1. T, AFapp: Vs La(f 1) — La(la) — La(app(f 1 1) (VE),10,[ly == f ]

12. T, Arapp:La(fl) = La(wrapa) = La(app(f !l wrapa)) (VE),11,[ls := wrap a

13. T, Ak app(uw) : La(wrap a) — L a(app(f ! wrap a)) (= E),9,12

14. T, A+ app(uw)(wrapv) : La(app(f ! wrap a)) (= E),4,13

15. T, Atg,, app(uw)(wrapv) : L 4(f(cons(a 1))) (Eq),14
16. T, ©, v A(a) I w.app(uw)(@r@pv) : X(1) — La(f(cons(a 1)) (= 1),15
17. T, QF dv. w.app(uw)(wr v) (a) — X(I) = La(f(cons(a 1)) (—=1),16
18. T, QF Av. w.app(uw)(wrapv) : VI.A(a) — X (1) — L a(f(cons(a 1)) (VI),17
19. T, QF A w.app(uw)(wrapv) : Va.Vl.A(a) = X(I) = La(f(cons(a l))) (VI),18

20. T, QF lv. w.app(uw)(wrapv) : (A, X, cons) Cy L4

(Def C ;4 K),19



56 CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS

21. T'F Auw v w.app(uw)(wrapv) : X Cy L4 — (A, X, cons) Cp Ly (= 1),20
22. Tk Au. v w.app(uw)(wrapv) : VX (X CyLa — (A, X, cons) Cy L) (V21),21

" 89 = Au. . w.app(uw) (Wrapv)

1 Tk sy :VX(X CyLa— (= nil) S Ly) (Hip)
2. Thsy:VX(X CyLag— (A X,cons) CpLa) (Hip)
3. Trha:La() (Var)
4. T FMltsy sex:La(f(l)) (E™),1,2,3
5. T'FMltsy sgx:L(rev ) (Def f),4
6. FAx.Mltsy sgax:La(l) = La(rev i) (—=1)),5
7. FAx.Mltsy sgx:VI.La(I) = La(rev 1) (VI),7
STV VILA(l) — La(app(l)), donde Tev= Az.Mlts; sy z O

» Map. Sean map, & simbolos de funcién tales Em,, = {map(g nil) = nil, map(8 cons(a 1)) =
cons(8 a map(8 1))}y 8:.A(a) — B(&(a)). Entonces

- map : VI.(Va.A(a) = B(& a)) — La(l) = Lg(map 1)

donde Map = Ap.Az. Mlt 81 53 @, 51 = Aq.nil y 85 = A\g.\v. \w.cons(pr)(gs).

Demostracion. Seaf tal que f = map g. Redefinimos las ecuaciones Em,, = {f(nil) = nil, f(cons(a l)) =
cons(8 a f I))}. SeaT := {p : Va.A(a) — B(8 a), =z : La(l)}, Q@ :={¢: X C; L}ty
A:=QU{r: A(a), s: X()}.

o ' s VX(X gf Lg — <—,ni|) gf LB)

1. T, QF nil : Lg(nil) (Hip)

2. T, Q FEmap nil : Lg(f nil) (Eq),1

3. T, Qb nil: (—,nil) C; Lg (Def C Cs K),2
4. FFAq.m:ngILB—M—,niI) gfLB (—)I),S

5. F")\QWVX(X gf Ly — <—,ni|> gf LB) (VQI),4

. 81 = Ag.nil

. FFSQ:VX(X CsLg — (A, X, cons) Cy ]LB).
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20.
21.
22.

T
3
o

hel

10. T, A+ cons: Ve.Vy.B(z) = Lg(y) — Lg(cons x y) (Hip)
11. T, A+ cons:Vy.B(g a) —» Lg(y) — Lg(cons 8 a y) (VE),10,
12. T, Atcons: B(8 a) —» Lp(f 1) = L(cons 8 a 1)) (VE),11,
13. T, A+cons(pr): Lp(f I) = Lp(cons 8 a f 1) (= E),4
14. T, A+ cons(pr)(gs) : Lp(cons & a f 1) (= E),9
15. T, Atg,,, cons(pr)(gs) : L(f(cons(a 1)) (Eq),14

16. T, Q, r: A(a) b As.cons(pr)(gs) : X(I) — Lp(f(cons(a 1))

17. T, QF Ar.Xs.cons(pr)(gs) : A(a) = X (1) — Lg(f(cons(a 1)))

18. T, QF Ar.\s.cons(pr)(gs) : VI. ( ) — X(l) — Lp(f(cons(a 1))

19. T, QF Ar.s.cons(pr)(gs) : Va.VI.A(a) = X (1) — Lg(f(cons(a 1)))

I, QF Ar.As.cons(pr)(gs
I'F Ag.\r.As.cons(pr)(gs

): (A, X, cons) Cf L
): X Crlp — (A, X, cons) Crlg
I+ Ag.Ar.As.cons(pr)(gs) : VX (X Cy Lg — (A, X, cons) Cy Lg)

1. T, Akr: Aa) (Var)

2. T, AFp:Va.Ala) > B(E&a) (Var)

3. T, Akp: Ala) = B(g a) (VE),2,[a := d]

4. T, Atpr:B(8 a) (— E), 1,3

5. T, Ak s:X(l) (— E),1,3

6. I AFg: X CrLlp (Var)

7. T, At q:Voe.X(x) = Lp(f ) (DefCCy K),6
8. T, AFq:X(l)— Lg(f ) (VE), 7, [7 = ]

9. T, Ak gs:Lp(f ) (= E),5,8

. 82 = Ag. v w.cons(pr)(gs)

FFEa:Lal)
L'k Mltsy se z: Lg(f(l))
' Mltsy s x: Lg(map 1)

S NN o o

'k sy VX(X gf Lg — <—,ni|> gf ]LB)
I'F sy VX(X gf Ly — (A,X,cons) gf LB)

p:Va.A(a) = B(8 a) F Ax. Mltsy so x: La(l) — Lg(map 1)
FApAz. Mltsy sy 2 : (Va.A(a) = B(8 a)) — La(l) — Lg(map 1)
FApAz. Mlt sy sy @ : V. (Va.A(a) — B(8 a)) — La(l) = Lg(map 1)

57

Vi.(Va.A(a) — B(8 a)) = La(l) — Lg(map 1), donde map = Ap.Az.Mlts; s @
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4.1.4. Maybe

= Definicién. Sea P/*s! = {just x|z € P}. El tipo Maybe que encapsula a otro tipo opcional P
se define como:

Mb =g4ef u(®) con @®(X) = {nothing} U P75
= Especificacion funcional

data Maybe P = Nothing| Just P

= Implementacién. Considerese las siguientes cldusulas tales que C; = (—, nothing), Cs = (P, just).
Se define el predicado inductivo Maybe como:

Mb P =4s u(®) donde &= AX.(Cy,Ca).

= Reglas de construccion

T ing - Mb Pnothing) V)

L'kr:P(z)
I'Fingor: Mb P(just z) (ul)

= Constructores
e nothing =ing

Demostracion.

1. Tking;:MbP(nothing) (Var)

*. nothing = ing 1

o just=Az.ingox

Demostracion. Hay que probar que | just : Vz.P(z) — Mb P(just x)

<

1. 2:P(x)Fax:P(x) (Var)
2. z:P(x)kFingaz: MbP(just x) (ul),1
3. FAz.ingox:P(x) = Mb P(just z) (= I),2
4. F Az inggz Ve P(x) - Mb P(just z) (VI),3

cLojust = AzLing g o
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= Semantica operacional

MIt § (nothing) —p3 s1
MIit § (just z) —pg s2 Mit

Un ejemplo de extraccién de programa es:

= Condicional. Sean iMb un simbolo de funcién y Eimp = {iMb nothing z y =z, iMb (just z) z y =
y}. La funcién que determina si el elemento de un producto es nothing o just se define como

FiMb : Vr.Vz.Vy.Mb A(r) — B(x) — B(y) — B(iMb(r x y))

donde iMb = Ar. Az \y. MIt s1 5o 7, 51 = A\p.2 ¥ S9 = Ap.\z.y.

Demostracion. Seaf tal quef r =iMb r z y. Redefinimos las ecuaciones Eiup = {f nothing z y =
x, f (ust z2) zy =y} Seal :={r: Mb A(r),z : B(z),y : B(y)}, @ :={p: X C; B} y
A:=QU{z: X(2)}.

e 'k s : VX (X Cf B — (—, nothing) C; B)

1. T, QFz:B(x) (Var)
2. T, QFg,, «:B(f(nothing)) (Eq),1
3. T, QF z:(—,nothing) C; B (Def C C5 K),2
4. TFApx:X CyB — (—,nothing) C; B (= 1),3
(

5. I'kApx:VX(X Cf B — (—, nothing) C; B)

.81 = Ap.x

° FI—SQ:VX(X CrB — (X, just) Cy IEB)

1. T, AFy:B(y) (Var)
2. T, Abg,, v:B(f(just 2)) (Eq),1
3. T, QF Az.y: X(2) — B(f(just 2)) (= 1),2
4. T, QF A2y : V2. X(2) — B(f(just 2)) (VI),3
5 T, QF Azy: (X,just) T B (Def C <y K),4
6. TFApAzy: X CyB— (X,just) & B (= I),5
7. THEAA2y VX (X Cf B — (X, just) Cf B)  (V21),6
Sy = Ap.Azy
[ ]
1. Tks:VX(X CyB— (— nothing) C; B) (Hip)
2. Ths:VX(X CyB— (X,just) Cf B) (Hip)
3. Tkr:MbA(r) (Var)
4. TFMitsy sor:B(f r) (nE),1,2,3
5. THEMltsy sor:B(iMb rxy) (Def f),4
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6. r:MbA(r), z:B(z) F Ay.Mlt sy so r: B(y) = B(iMb r z y) (= I),5
7. r:MbA(r) F Az Ay. Mlt sy so 7 : B(xz) — B(y) — B(iMb r x ) (= 1),6
8. FArdzAy.Mltsy sgr: Mb A(r) = B(z) — B(y) = B(iMb rz y) (—1),7

9.  FArAzAy.Mltsy sgr:Vy.Mb A(r) — B(zx) — B(y) — B(iMb r z y) (VI),8
10. FArdzdy.Mltsy so 7 Va.Vy.Mb A(r) — B(z) — B(y) — B(iMb r z y) (VI),9
11. FArdz Ay Mlt sy sg r: VrVa.Vy.Mb A(r) — B(z) — B(y) — B(iMb r x y) (¥I),10

iMb : Vr.Vz.Vy.Mb A(r) — B(z) — B(y) — B(iMb(r = y)), donde iMb = A\r.A\z.\y.Mlts; sy 7

O
¢ Semantica operacional de la funcién iMb
o iMb nothingzy = =z.

iMb nothing = y = (Ar.JAz.\y. Mlt sy s r)nothingzy  —
(Ax.Ay.Mltsy sg r) [r:=nothinglzy —  (Az.Ay. Mlts; s2 nothing) z y —
(Ay. Mlt s1 s3 nothing) [z := ] y —  (Ay.Mlt sy s nothing) y —
(Mlt sy s2 nothing) [y := ] —  MiIts; sy nothing —
Mlt s1 so in271 =g 81 Mlt s so —
s1 (Mlt sy s2) = (Ap.z) (Mltsy s9) —
x [p:= Mlt s s9] - oz

. iMb nothingzy = z

b(ustz)zy = vy

iMb (just 2) T y = (Ar Az Ay.Mlts; sor)(just 2) 7y —
Az y.Mltsy sor) [ri=justzlzy —  (Az.Ay.Mitsy so (just 2)) oy —
(A\y.Mlt sy sy (just 2)) [z := 2]y - (M\y.Mltsy sy (just 2)) y —
(Mlt sy so (just 2)) [y == y] —  Mits; sy (just 2) —
Mlt sy s2 ((Az.ing o) 2) —  Milts; sg (ing 2 z[x := 2]) —
MIt S1 So (in272 Z) =g S2 (Mlt S1 52) z —
(ApAz.y) (Mlt sy s2) 2 = (Az.y) [p:=Mltsy so] 2 —
(Az.y) 2z = ylz:=7] —
)

b(ustz)zy = y

4.1.5. Arboles binarios sin etiqueta

= Definicién. Sea X ™makebt

etiqueta se define como:

= {makebt x y|lz € X ANy € X}. El conjunto de los drboles binarios sin
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BTree =4c5 u(®) con @®(X) = {node} U Xmakebt
= Especificaciéon funcional.

data BinTree = Node | Makebt (BinTree) (BinTree)

= Implementacién. Considerese las siguientes clausulas tales que C; = (—, node), Co = (X, X, mBT).
Los arboles binarios no etiquetados se definen como:

BTree =gcr p1(®) donde @ = AX.(Cq,Ca).

= Reglas de construccion.

(ud)

I'Fing,; : BTree(node)

I'Fry;:BTree(t;) Tk ry: BTree(ts)
I'Fingoriry : BTree(mBT ¢ t2)

()

» Constructores.
e node =ing g

Demostracion.
1. Tking;:BTree(node) (ul)

*. node =ingy

e mBT = Az.\y.ing2 2y

Demostracién. Hay que probar que - mBT : Va.Vy.BTree(x) — BTree(y) — BTree(mBT z y)

1. x:BTree(z), y : BTree(y) F = : BTree(x) (Var)
2. x:BTree(z), y: BTree(y) - y : BTree(y) (Var)
3. x:BTree(x), y: BTree(y) Fing o xy : BTree(mBT z y) (ul),1,2
4. x:BTree(z) F Ay.ing 2 2y : BTree(y) — BTree(mBT z y) (—1),3
5. FAz.Ay.ingazy : BTree(x) — BTree(y) — BTree(mBT z y) (—=1),4
6. F Az.Ay.ing2zy : Vy.BTree(x) — BTree(y) — BTree(mBT z y) (VI),5
7. FAzxAy.ing g zy : Vo.Vy.BTree(z) — BTree(y) — BTree(mBT zy) (VI),6

. mBT = Az A\y.ing 2 2y
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= Semantica operacional

MRec §(node) g5 s1
MRec § (mBT zy) +p3 s2 MRec zy

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:

» Destructor. Sean sts un simbolo de funcién y Egs = {sts node = nothing, sts (mBT z y) =

just (pair x y)}. Entonces

t sts: Vz.BTree(z) — Mb (BTreeXBTree)(sts x)
donde sts = A\z. MRec 51 so @, 81 = Ap.Ag.nothing y so = Ap.Aqg.Ar.\s.just(pair(pr)(ps)).

Demostracion. Sea f = sts. Redefinimos las ecuaciones Eqs = {f node = nothing, f (mBT z y) =
just(pair z y)}. Sean I' := {« : BTree(z)}, Q:={p: X C BTree, ¢: X Cf Mb (BTreeXBTree)} y
A:=QU{r: X(z), s: X(y)}.

o I'ts1: VX (X CBTree » X Cy Mb (BTreeXBTree) — (—, node) C; Mb (BTreeXBTree) )

1. T, QF nothing : Mb (BTreeXBTree)(nothing) (Hip)
2. T, QFg,, nothing : Mb f(node) (Eq),1
3. T, QF nothing : (—,node) Cy Mb (BTreeXBTree) (DefC Cs K),2

4. T, p: X CBTree Ag.nothing : X Cy Mb (BTreeXBTree) — (—, node) Cy Mb (BTreeXBTree)

5.

(—1),3
I' F Ap.Ag.nothing : X C BTree - X Cy Mb (BTreeXBTree) — (—, node) Cy Mb (BTreeXBTree)
(—1),4

6.T' - Ap.Ag.nothing : VX (X C BTree —+ X Cy Mb (BTreeXBTree) — (—,node) C; Mb (BTreeXBTree) )

(V21), 5

. 81 = Ap.Ag.nothing

e T'k s : VX (X C BTree -+ X Cy Mb (BTreeXBTree) — (X, X, mBT) C; Mb (BTreeXBTree) ).

AFr:X(z) (
At p: X CBTree (
AlFp:Ve.X(z) — BTree(z) (
AFp: X(x) — BTree(z) (VE), 3, [z := x]
(
(
(
(

A& pr: BTree(z)
AFs: X(y)
AFp:X(y) — BTree(y)
A F ps: BTree(y)

eReReReReReRehe!

PN
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

I, A pair : Vz.Vy.BTree(z) — BTree(y) — (BTreeXBTree)(pair z y) (Hip)
I, A+ pair : Vy.BTree(x) — BTree(y) — (BTreeXBTree)(pair z y) (VE),9, [z := z]
[, Al pair: BTree(z) — BTree(y) — (BTreeXBTree)(pair = y) (VE), 10,y := y]
T, A+ pair(pr) : BTree(y) — (BTreeXBTree)(pair z y) (— E),5,11
I, A+ pair(pr)(ps) : (BTreeXBTree)(pair z y) (— E),8,12
[, AF just:Va. (BTreeXBTree)(z) — Mb (BTreeXBTree)(just ) (Var)
I, A just: (BTreeXBTree)(pair x y) — Mb (BTreeXBTree)(just(pair z ¥))

(VE), 14, [z := pair z y]
[, A+ just(pair(pr)(ps)) : Mb (BTreeXBTree)(just(pair = y)) (= E),13,15
T, AFg,. just(pair(pr)(ps)) : Mb (BTreeXBTree)(f(mBT z y)) (Eq),16

T, Q, r: X(x) - Xs.just(pair(pr)(ps)) : X(y) — Mb (BTreeXBTree)(f(mBT x y)) (— 1,17
T, QF M s just(pair(pr)(ps)) : X(z) — X (y) — Mb (BTreeXBTree)(f(mBT zy)) (—1),18
, QF Ar. s just(pair(pr)(ps)) : Vy. X () — X (y) — Mb (BTreeXBTree)(f(mBT z y)) (VI),19

T, QF M s.just(pair(pr)(ps)) : Vo.Vy. X (z) — X (y) — Mb (BTreeXBTree)(f(mBT z y))
(VI),20
I, QF Ar.As.just(pair(pr)(ps)) : (X, X, mBT) C; Mb (BTreeXBTree)
(DefC Cy K),21

I, p: X C BTree - Ag.\r.As.just(pair(pr)(ps)) : X C¢ Mb (BTreeXBTree) —

(X, X,mBT) Cy Mb (BTreeXBTree) (—1I),22
I F Ap.AgAr. s just(pair(pr)(ps)) : X C BTree — X C¢ Mb (BTreeXBTree) —

(X, X,mBT) C; Mb (BTreeXBTree) (—I),23
L' Ap.Ag.Ar s just(pair(pr)(ps)) : VX (X C BTree — X C; Mb (BTreeXBTree) —

(X,X,mBT) C; Mb (BTreeXBTree)) (V2I),24

. 89 = Ap.Ag. AT s just(pair (pr) (ps))

1. Tk s;:VX(X CBTree = X Cf Mb (BTreeXBTree)
— (—,node) Cy Mb (BTreeXBTree)) (Hip)

2. Tksy:VX (X C BTree = X Cf Mb (BTreeXBTree)

— (X, X,mBT) C; Mb (BTreeXBTree) ) (

'k x: BTree(x) (

I' - MRec s1 s2 ¢ : Mb (BTreeXBTree)(f z) (

' MRecs; so x : Mb (BTreeXBTree)(sts z) (Def f),4

F Az.MRec sy sy x : BTree(x) — Mb (BTreeXBTree)(sts x) (

F Az.MRec sy sg « : Vz.BTree(z) — Mb (BTreeXBTree)(sts z) (

N Ot w

o b sts: V&.BTree(x) — Mb (BTreeXBTree)(sts z), donde sts = Az.MRec s1 s9 x.

e Semantica operacional de la funcion sts



CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS

o stsnode = nothing.
sts node —  (Az.MRec 51 so ) node —
(MRec 51 s 2) [z := node] —  MRec s; s2 node —
MRec s1 s ing 1 —3 s1 (Az.z) (MRec s; s2) —
(Ap.Ag.nothing) (Ax.z) (MRec s; s2) — (Ag.nothing) [p := Az.z] (MRec s s2) —
(Ag.nothing) (MRec s; s2) — nothing [¢ := MRec s; s2] —
nothing

‘. stsnode = nothing

o sts (mBT zy) = just (pair z y).

sts (mBT z )

(Az.MRec 51 82 ) (MBT z y)

MRec 51 s3 @ [x := (mBT z y)]
MRec s; 55 (mBT z y)

MRec s1 s2 (Az.Ay.ing o zy) x )
MRec s s2 ((Ay.inz22y) [z = 2] y)
MRec s1 s2 ((Ay.inz2zy) y)

MRec s1 s2 ((in2,2 zy) [y := y])
MRec S1 S2 (in272 l‘y)
s2 (Az.2) (MRecsy s2) z y
pr)

A A N N N N Y

(Ap-Ag.Ar.As.just (pair(pr)(ps))) (Az.z) (MRecs; s2) vy
(Ag-Ar.As.just (pair(pr)(ps))) [p := Az.2] (MRecsq s2) z y
(Ag.Ar.As.just (pair((Az.2)r)((Az.2)s))) (MRec sy s2) vy
(Ar. )\SJust (pair((A\z.2)r)((\z.2)s))) [q = MRec sy so] z y
(Ar.As.just (pair((Az.2)r)((\z.2)s))) =

(ns st (paie((z-2)) (ve-2)3)) I 1= ]

(Asjust (pair((Az.2)z)((Az.2)s))) y

(ust (pair((Az.2)2)((Az.2)s))) [s == ]

just (pair((Az.2)z)((Az.2)y))

Just (pair(z[z := 2)((r=.2)))

just (pair z ((Az.2)y))

Just (pair z (2[2 := y]))

just (pair z y)

. sts(mBT zy) = just (pairz y)

= Isnode. Sean isn un simbolo de funcién y Ei, = {isn(node) = true, isn(mBT z y) = false}. La
funcién que determina si dado un arbol binario éste es un nodo se define como:

Fisn : Vo.BTree(x) — B(isn z)

donde isn = Az. Mlt 57 59 @, 51 = Ap.true y so = Ap.\g.\r.false.
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Demostracion. Sea f = isn. Redefinimos las ecuaciones Eig, = {f(node) = true, f(mBT z y) =
false}. Sea I := {x : BTree(z)}, Q:={p: X Sy B} y A :=QU{q: X(z), r: X(y)}.

. I‘F51:VX(X CyB — (—,node) Qf]B%)

I, QF true : B(true) (

T, Qtg,, true: B(f(node)) (B
T, QFtrue: (—, node) Ty B (Def
I'FAptrue: X Cy B — (—, node) Cy B (=1
Ik Ap.true: VX (X Cy B — (—,node) Ty B)  (

G 0=

. 81 = Ap.true

o I'Fs5:VX(X CfB— (X, X,mBT) C; B)

1. T, Al false : B(false) (Hip)

2. T, Atg, false: B(f(mBT z y)) (Eq),1

3. T, Q, q: X(x) F Arfalse : X(y) — B(f(mBT zy)) (=1),2

4. T, QF Mg rfalse : X (x) = X (y) — B(f(mBT zy)) (—1),3

5. T, QF Ag.)r.false : Vy. X () — X(y) — B(f(mBT z y)) (VI),4

6. T, QF \grfalse: Va.Vy. X (z) — X(y) — B(f(mBT xy)) (VI),5

7. T, QF Agarfalse : (X, X,mBT) C; B (Def C C; K),6
8. Tk ApAgArfalse: X C; B — (X, X,mBT) C; B (> 1),7

9. T'FApAgArfalse: VX (X C; B — (X, X, mBT) C; B) (V21),8

. 89 = Ap.\g.\r.false

Ik :VX(X Cf B — (—, node) Cy B) (
Thsy: VX (X Cp B — (X, X,mBT) C; B) (
Itz : BTree(x) (
I'FMitsy spz:B(f x) (LE7),1,2,3
I'F Mltsy so 2 : B(isn z) (
F Az.Mlt sy so a : BTree(z) — B(isn x) (
FAz.Mltsy so z: Va.BTree(z) — B(isn )  (

Noote W

o Fisn : Vo.BTree(z) — B(isn x), donde isn = A\z.Mlts; so
L

= Nimero de nodos. Sean nn un simbolo de funcién y E,, = {nn(node) = suc(zero), nn(mBT z y) =
suc(sum(nn z nn y))}. La funcién que determina el nimero de nodos de un arbol binario se
define como:

F7nn : Vz.BTree(z) — N(nn )

donde in = Az. Mlt s1 so @, s1 = Ap.Suc(zero) y s = Ap.Ag.Ar.suc(sum(pq)(pr)).
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Demostracion. Seaf = nn. Redefinimos las ecuaciones E,, = {f(node) = suc(zero), f(mBT z y) =
suc(sum(f  f y))}. Sea I' := {z : BTree(z)}, Q:={p: X Sy N} y A:={q: X(x), r: X(y)}.

e 't s :VX(X Sy N — (—,node) C N)

I I ol o e

I, QF zero : N(zero)
L,
T

T

QF suc : Va.N(z) — N(suc z)
, Q Fsuc : N(zero) — N(suc zero)
, £ - suc(zero) : N(suc zero)

T, Q Fg,, suc(zero) : N(f(node))
I', QF suc(zero) : (—,node) C N

I' - Ap.suc(zero) : X C¢ N — (—,node) C¢ N
I' - Ap.suc(zero) : VX (X Cy N — (—,node) C N)

==
=

-l
o)
N~ o~

<4

P N T N N N NN

1),

*. 81 = Ap.suc(zero)

o I'k sy 1 VX (X Cp N (X, X, mBT) C; N).

15.
16.

L,
L,

17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.

O N oUW

AFsuc: N(sum(f z f y)) = N(suc(sum(f = f y)))

A - sue(sum(pq) (pr)) : N(suc(sum(f @ f )

I, QF Ag.A\r.suc(sum(pg
'k Ap.Ag.\r.5uc(sum
24. T+ Ap.A\g.Ar.suc(sum(pg

A Fsuc(sum(pg)(pr)) : N(f(mBT  y))

Q, ¢: X(x) F \r.5uc(sum
q

(
Q F Ag.Ar.suc(sum(pq) (pr
Q F Ag.Ar.suc(sum(pg)(

—

m(p
Q F Ag.Ar.suc(sum(pq)(pr)) :

)
)
)

q)(p

) : Vy.

q)(pr)) : Vo.Vy. X (z)

r) : X(y) =
X(z) = X(y)

X(z) = X(y
_>

(pg)(pr)) : X €y N— (X, X, mBT) C; N
)(pr)) :VX(X CrN—= (X, X, mBT) C; N)

%

(
N(f(mBT z y))
— N(f(mBT z y))
X(y) = N(f(mBT z y))

N(f(mBT z y))
f
)

. 82 = Ap.Ag.Ar.suc(sum(pq)(pr))

<C
&
JM
=X
|
N
o
S,

I AFp: XC,N (Var)

I, Atk p:Ve.X(z) = N(f z) (DefC <y K),1
T, Ak p: X(z) = N(f 2) (VE),2,[¢ = 1]
I' Atg: X(x) (Var)

I, At pq:N(f x) (= E),3,4

I, Abp:X(y) = N(f y) (VE),2, [z :=y]
I, Abr:X(y) (Var)

T, Ak pr:N(f y) (— E),6,7

', Atsum:Vn.Ym.N(n) = N(m) — N(sum(n m)) (Hip)

I, AFsum: VYm.N(f z) = N(m) = N(sum(f z m)) (VE),9,[n:=f z]
I, Absum:N(f z) = N(f y) > N(sum(f z fy)) (VE),10,[m:=f y]
', AFsum(pq) : N(f y) = N(sum(f z f y)) (— E),5,11

T, A+ sum(pg)(pr) : N(sum(f = f y)) (= E),8,12

I', At suc: Ve.N(z) — N(suc z) (Hip)

(VE), 14, [z :=sum(f = f y)]

(DefC Cf K),21
(= 1),22
(V21),23
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I'Fs:VX(X Cf N— (—,node) Cf N) (
L'k sy VX(X S N— (X, X,mBT) Sy N) (
'z : BTree(x) (
' Mltsy so x: N(f ) (LE~),1,2,3
I'F Mitsy sg 2 : N(nn x) (
F Az.Mlt sy sy x: BTree(xz) — N(nn z) (
FAz.Mltsy sy z: Vo.BTree(x) — N(nn z)  (

oo YN =

o an:Ve.BTree(z) — N(nn z), donde nn = Az.Mlts; sg .

Con esto terminamos nuestra serie de ejemplos con tipos inductivos.

4.2. Extracciéon de programas con tipos coinductivos
En esta seccién desarrollamos ejemplos que involucran a los siguientes tipos:

= Listas estrictamente infinitas (streams) sobre un tipo A

Colistas (listas potencialmente infinitas) no vacias sobre un tipo C
= Producto cartesiano de dos tipos

= Arboles binarios completos estrictamente infinitos con etiquetas sobre un tipo A

4.2.1. Streams sobre A

= Definicién. Los streams sobre un conjunto A se define como:
SA =def V(@) con P(X)= Aheadn xtail
= Especificaciéon funcional

codata Stream a = Head a | Tail (Stream a)

= Implementacién. Considerese las siguientes clausulas tales que C; = (A, head), Co = (X, tail).
Los streams sobre A se definen como:

SA =def (®) donde @ =AX.(Cy,Ca).
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= Reglas de construccion

I'kr: SA(tl)
'k oute 17 : A(head tl)

(VE)

I'kr: S_A(tg)
't oute o7 : SA(taiI t2>

= Destructores
e head = Az.outy 1z
Demostracion. Hay que probar que b head : Va.S 4 () — A(head x)

1. 2:Sa(z)Fx:Syx) (
2. z:Sa(x)F outg;x: A(head z) (
3. FAz.outyqx:Sa(x) = A(head z) (=1),2
4. FAz.outyrz:Ve.Sa(xz) — Sa(head z) (

.. head = Az.outy 1 2

O
e tail = \z. outy o
Demostracion. Hay que probar que I tail : V.S 4(z) — S4(tail z)

1. 2:Sa(z)Fx:Sa(x) (Var)

2. x:Sa(z)Foutgax:Saltail x) (vE),1

3. FAz.outaox: Sa(x) - Sa(tail z) (= 1),2

4. FAz.outapx : Vr.Sy(z) = Sa(tail ) (VI),3

-, tail = Az outy o

L

= Semantica operacional

head(MColt 5z) —3 s1 MColt z
tail(MColt §z) 3 s2 MColt z
Algunos ejemplos de extraccién de programas son:
= Constructor. Sean cons un simbolo de funcién y Econs = {head(cons z y) = z, tail(cons z y) =
y}. Entonces
F cons : Va.Vy. A(z) — Sa(y) = Sa(cons z y)

donde F cons = Az.\y. MCoRec s1 s34y, s1 = Ap.A@.AT.z v 59 = Ap.Ag.Ar.pr.
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Demostracion. Sea f x = cons tal que f x = cons z y. Redefinimos las ecuaciones Econs =
{head(f =z y) =z, tail(f = y) = y}. Sea I := {x : A(x), v :Saly)}, 2:={p:Sa C X, ¢:
SACr X}y A:=QU{r:Say)}

° Fl—sl:VX(SAQX%SAQJC/IX—)SAQJPI<A,head>)

, AFx: A(z) (
| Ats, o Ahead(f = 1)) (
QF Az :Sa(y) = A(head(f z y)) (
, QF Arx :Vy.Sa(y) — A(head(f z y)) (VI),3
, QFArx :Sa Cp oy (A, head) (
,PiSACXEAArz:SaCre X = Sa Sy (A head) (
FEApAgAre : Sy CX =Sy Cre X =Sy Cy o (A head) (
LEApAgArz :VX(SaC X —SaCra X =S4 Cya (Ahead)) (

eheReieieie

S oo e

81 = ApAgAr.T

° Fl—SQZVX(SAQX%SAgfa;X—)SAgfI<X,tai|>)

1. T, AFr:Say) (Var)
2. IAFp:SpCX (Var)
3. T, Abp:VeSy(zr) = X(z) (Def K<y C),2
4T AFpiSay) = X() (VE), 3, [r =]
5 T, AkFpr:X(y) (= E), 1,4
6. I, Abg,, pr:X(tail(f z y)) (Eq),5
7. T, QF Arpr:Sa(y) — X(tail(f z y)) (= 1),6
8 T, QF Arpr: Vy.Sa(y) — X(tail(f z y)) (VI),7
9. T, QF Arpr:Sa Cr, (X, tail) (Def K<y C),8
100 T, p:SACXENMMNpPr:SACre X —Sa C, (X, tail) (= 1),9
11, TEApAgArpr:SpCX =S4 Cr X = Sa Cpp (X, tail) (= 1),10
12. FI—)\p.)\q./\r.pr:VX(SAQX—)SA Cra X —=SaCss (X,tail}) (V211
LS9 = ApAQAT.pr
[ ]
1. F|—31:VX(SAQX%SAQme—)SAQfI(A,head)) (Hip)
2. Thsy:VX(SACX —>SaCrarX —SaCra (X tail) (Hip)
3. Thy:Saly) (Var)
4. T'F MCoRecsy s y:Sa(f = y) (vI),1,2,3
5. T'F MCoRec sy so y: Sa(cons z y) (Def f),4
6. z:A(z) F Ay.MCoRec sy s2 4 : Sa(y) — Sa(cons z y) (= 1),5
7. FAzx.Ay.MCoRecs; so y: A(x) = Sa(y) — Sa(cons z y) (= 1),6
8. F Az.Ay.MCoRec sy sa y : Vy.A(x) — Sa(y) — Sa(cons z y) (VI),7
9. F Az.Ay.MCoRecsy sy y: Va.Vy.A(x) = Sa(y) = Sa(cons zy) (VI),8

s B cons: Ve.Vy. A(x) = Sa(y) — Sa(cons z y), donde cons = Az.\y. MCoRec sy s y.
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= From. Sean from un simbolo de funcién y Egom = {head (from z) = =z, tail (from z) =
from (suc x)}. Entonces

donde from = Az. MColt s; s2 x, $1 = Ap.Aq.x ¥ S = Ap.Aq.p(S0UCq).

F from : Vz.N(z) — Sy (from z)

Demostracion. Seaf tal que f = from. Redefinimos las ecuaciones E¢ = {head (f =) = z, tail (f ) =
f(suc z)}. Seal':'={z :N(z)}, Q:={p: NC; X} y A:=QU{q: N(z)}.

. FFsyVX(NQfX%NQf (N,head))

F?

F, A l_Efrom T
I, QF Ag.x:
I QF \g.x:
I, QF A\g.x:
I'EApAg.x:
' ApAg.x:

IR o

AF z:N(z)

: N(head(f z))

N(z) — N(head(f x))
Va.N(z) — N(head(f z))
N C¢ (N, head)

NCy X — N C; (N, head)

VX (N C; X — N Cj (N, head))

OS] = Ap.A\q.x

o 't sy : VX(NCy X — NCy (X, tail))

PN O W=

At q:N(x)

A+ p: N(suc

eReReieieReReReieRe

, L Ag.p(3ucq
T, QF \g.p(sucq
I, QF Ag.p(sucq
I'FApAg.p

sucq

(Sucq)
'+ Ap.A\g.p(sucq)

I' - MColt
I' - MColt

N ot W e

At suc : Va.N(z) — N(suc z)
A Fsuc: N(z) — N(suc z)

A Fsucq : N(suc x)
AFp:NCy X
AFp:Ve.N(x) = X(f x)

z) = X (f(suc x))

A F p(sucq) : X(f(suc z))
A bg,, . p(sucq) : X (tail(from x))

) : N(z) — X (tail(from z))

) : Vo.N(z) — X(tail(from z))
)1 N C; (X, tail)

'NC; X — N C; (X, tail

", 82 = Ap.\q.p(SUCq)

I'ks;:VX(NCp X = NCy (N head))
I'Esy:VX(NCy X = NCy (X, tail))
'k a:N(x)

s1 82 : Sy (f )
s1 82  : Syr(from x)

F Az.MColt sy s2 x : N(z) — Spr(from z)
F Az.MColt sy 59 x : Va.N(z) — Spr(from x)

VX (N Cp X — N Cy (X, tail))
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o from : Va.N(x) — Sy (from z), donde from = Az.MColts; sg .

¢ Semantica operacional de la funcién from

o head (fromz) = =z
head (from x) —  head ((Az.MColt sy s3 z) x) —
head ((MColts; so ) [z:=2]) —  head (MColts; s2 ) —
(Ax.outgy x) (MColtsy; sox) —  (outy; z) [z := (MColtsy sg x)] —
outg 1 (MColt sy sg ) —3 s1 (MColts; s2 )z —
(Ap.Aq.z) (MColtsy 52 ) x = (Aq.z) [p:= (MColtsy s2)] x —
(M.z) x -  xg:= 1] -
x
. head (fromz) = =

o tail (from z) = from (suc z). La prueba se divide en dos partes: se demuestra
primero que tail (from z) = MColts; sy (Suc x) y después que from (Suc z) =
MColt s1 s5 (SUC ).

tail (from ) - tail (Az.MColt sy s 7) 2) —
tail((MColt sy sy z)[x := x]) —  tail(MColt sy sy ) —
(Az.outg e x) (MColtsy so x) —  (outz z) [z := (MColts; s z)] —
outg 2 (MColt sy s ) —g Sz (MColtsy so )z —
(Ap-Ag.p (suc q)) (MColtsy sa )z —  (Ag.p (sucq)) [p:= MColtsy s3]z —
(Ag. MColt sy s9 (SuC q)) —  MColts; sy (5uc q) [q := z] —
MColt s1 so (Suc x)
from (suc ) —  (Ax.MColtsy so ) (Sucz) —

MColt sy so z [z :=5uc2z] — MColts; sy (Suc x)
-, tail (from z) = from (5uc z).

= Tteracién. Sean iter un simbolo de funcién y Eier = {head (iter f x) = x, tail (iter f z) =
iter f (f «)}. Entonces

Fiter : (Vo.A(z) — A(f z)) — V. A(z) — Saliter f z)
donde iter = As.\z. MColt s; s2 , 51 = Ap.Aq.q ¥ S2 = Ap.\q.p(5q).

Demostracion. Sea f = iter f tal que f x = iter f z. Redefinimos las ecuaciones Ei =
{head(f z) = z, tail(f ) = f(f x)}. Sea I' := {s : Vo A(x) — A(f ), z: A(x)}, Q:={p: A<
X}y A:=QuU{q: A(z)}.
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. I‘Fsl:VX(AQ;X%AQf(A,head»

I, Ak g: Alx)

I, Atg,, q: A(head(f z))

T, QF Ag.q: A(z) = A(head(f z))

I, QF A\g.q : Vo.A(xz) — A(head(f z))
I', QF Aq.q : A Cq (A, head)

' ApAg.q: ACs X — ACs (A head)
' Ap.Aq.q

N otk W

81 = Ap.Aq.q

o 'k 55 : VX (A G X = A G (X, tail))

I, Abgq: Alx)

AFs: Ve A(z) —» A(f x)
AFs: Alz) — A(f x)
AFsqg: A(f x)

AFp: AC X

At p:Ve.A(z) = X(f(x))
Abp: AT ) X(T(T )
A+ plsa) s X(7(f 7))

A Fg,., p(sq) : X(tail(f x))
QF Ag.p(sq) : Alx) — X (tail(f z))
QF A\g.p(sq) : Vx .A( ) — X (tail(f z))
[, QF Ag.p(sq) + A S (X, tail)

' Ap.A\g.p(sq AC X%AC
T VX (Ap-Ag.

NSO W

©

.—
e

ReReieieReReieReie

—_
—_

—_ =
w N

)
p(s

.—
e~

oo 82 = Ap.Ag.p(sq)

ks VX (ACE X — A (A head))
Tk sy VX (A G X — A Cp (X, tail)
F'tx: A(z)

I' - MColt sy sg x: Sa(f z)

VX (A G X = A (A head))

(X, tail)
q): AC X%AC (X, tail))

CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS

<
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i

5128 <=17=<
f/m@&%mmg
e
N
[

Q
ot

ISR
- =
=3
SRS
N

<

3

—

=

S~~~ o~ P~ P~~~

s:Vo. A(zx) - A(f =) F Ax. MColt sy s3 x: A(x) — Sa(f x)
s:Vo. A(z) = A(f =) F Ax. MColt sy s3 © : Va. A(x) — Sa(f x)
F As.Az. MColt sy s2 z : (Va. A(z) = A(f x)) = Vo.A(z) = Sa(f z)

N ot W

sFiter: (Vo A(x) — A(f x)) — V. A(x) — Sa(iter f z), donde iter =

s Map. Sean map, § simbolos de funcién tales que En,, = {head(map 8 1)
map 8(tail 1)} y &: A(x) — B(g(z)). Entonces

+map : (Vz.A(z) — B(&(z))) — V2.S4(2) — S(map & =)

= g(head 1), tail(map g 1)

As. Ax. MColt s1 so .

O
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donde map = Az.\y. MColt s; s2 9, s1 = Ap.\q.w(headq) y s2 = Ap.A\g.p(tailg).

Demostracion. Sea f tal que f = map g. Redefinimos las ecuaciones Emap, = {head(f 1) =
g(head 1), tail(f 1) = f(tail )}. Sea I' := {z : Vz. A(z) — B(&(x)), y : Sa(z)}, Q@ :={p:Sa ¢
X}y A:=QU{qg:Sa(r)}.

e ['F s :VX(SA Cr X =S4 Cy <B,head>)

1. T, Ak q:Sa(r) (Var)

2. T, At head:Vz.Sy(z) — A(head z) (Hip)

3. T, Al head:Sy(r) — A(head 7) (VE),2,[x :=7]

4. T, Al headq: A(head 7) (= E),1,3

5. T, Akx:Ve.A(z) — B(g(z)) (Var)

6. I, AFx: A(head r) — B(g(head r)) (VE),5, [x := head 7]
7. T, A+ z(headq) : B(g(head 7)) (— E),4,6

8. T, Atg,,, z(headg): B(head(f 1)) (Eq),7

9. T, QF Aq.xz(headq) : Sa(r) — B(head(f 7)) (= 1),8

10. T, QF Ag.z(headq) : Vr.S4(r) — B(head(f 7)) (VI),9

11. T, QF Ag.z(headq) : S4 C; (B, head) (Def K<y C),10
12. T+ Ap.Ag.z(headq) : Sy €y X — Sa Cf (B, head) (= 1I),11

13. Tk Ap.Ag.z(headq) : VX (Sa4 Cf X — Sa Cy (B,head)) (V21),12

oo 81 = Ap.Ag.xz(headq)

° FFSQ:VX(SA Cr X =S4 Cy <X,tai|>)

1. T, Ak q:Sa(r) (Var)

2. T, At tail : Vo.S4(z) = Sa(tail x) (Hip)

3. T, Atk tail : Sg(r) — Sa(tail ) (VE),2,[x :=7]

4. T, A tailg : Sy(tail r) (= E),1,3

5. T, AFp:SaCr X (Var)

6. T, AFp:Vo.Sa(r) = X(f z) (Def K<y C),5
7. T, AFp:Sa(tail r) — X(f(tail r)) (VE), 6, [x := tail 7]
8. T, At p(tailg) : X (f(tail 7)) (— E),4,7

9. T, Atg,, p(tailg) : X (tail(f r)) (Eq),8

10. T, QF Ag.p(tailg) : Sa(r) — X (tail(f 7)) (—=1),9

11. T, QF Ag.p(tailg) : Vr.S4(r) — X (tail(f 7)) (VI),10

12. T, Ql—/\qp(mq) Sa Cf (X, tail) (Def K<y O)
13. Tk ApAg.p(tailg) : S4 Cp X — Sy Sy (X, tail) (= 1),12

14. TF Ap.Ag.p(tailg) : VX (Sa Cf X — Sa Sy (X, tail))  (V21),13

", 53 = A\p.\g.p(tailg)
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I'E51:VX(Sq4Cr X =S4 Cy (B,head)) (
sy :VX(S4Cr X =Sy Cy (X7tail>) (
T'ky:Sa(z) (Var
' MColtsy s y: Sp(f 2) (
' MColt s s2 y: Sg(map 8 2) (

CU W=

6. z:Va.A(x) — B(8(x)) F Ay. MColt sy s2 y: Sa(z) — Sp(map & 2) —
7. x:Vr.A(z) — B(8(x)) F Ay. MColt sy s2 y : Vz.Sa(2) — Sp(map & 2) (VI),6
8. FAzAy.MColtsy sy y: (Va.A(x) — B(8(z))) — V2.Sa(z) — Sp(map 8 2) (—

s Fmap: (Vz.A(z) — B(&(z))) — Vz.S4(z) — Sg(map & z), donde map = Az.\y. MColt s; 52 y.
O

= Maphd. Sean maphd, g simbolos de funcién tales que
Emaphd = {head(maphd g 1) = g(head [), tail(maphd g ) = tail I} y 8 : A(z) — A(g(x)).

Entonces
+ maphd : (Vz.A(z) — A(8(z))) — Vz.S4(2) = Sa(maphd 8 z)

donde maphd = A\z.\y. MCoRec 51 s2 9, 51 = Ap.Ag.Ar.z(headr) y so = Ap.Ag.Ar.p(tailr).

Demostracion. Sea f tal que f = maphd g. Redefinimos las ecuaciones Emaphg = {head(f 1)
g(head 1), tail(f [) = tail I}. Sea I := {x : Va. A(z) — A(8(z)), v : Sa(2)}, @ :={p:Sa
X, q:SACs Xy A:=QU{r:Sa(r)}.

Nl

° Fl—sl:VX(S_AQX—)SA Cr X =SaCy <A,head>)

1. T, AFr:Sa(r) (Var)

2. T, At head:Vz.Sy(z) — A(head z) (Hip)

3. T, At head:Sy(r) — A(head r) (VE),2,[x :=7]

4. T, At headr: A(head r) (— E),1,3

5. T, AFz: Vo A(z) — A(8(z)) (Var)

6. T, Atx: A(head ) — A(8(head r)) (VE), 5, |z := head |

7. T, At z(headr) : A(g(head 7)) (— FE),4,6

8. T, Atg,, z(headr): A(head(f 1)) (Eq),7

9. T, QF Ar.z(headr) : Sa(r) — B(head(f 7)) (—=1),8

10. T, QF Ar.x(headr) : Vr.S4(r) — B(head(f 7)) (VI),9

11. T, QF Ar.z(headr) : S4 Cy (A, head) (Def K <y C),10
12. T,p:SaCXFAgAra(headr) :Sa Cp X — Sa S (A, head) (= 1),11
13. Tk ApAgAr.z(headr) :S4 C X —Sa Cp X — Sa Cy (A, head) (—1I),12

14. T+ Ap.AgAr.az(headr) : VX (S4 C X —Sa Cy X — Sa Cf (A head))  (V21),13

. 81 = Ap.Ag.Ar.z(headr)
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o TF sy :VX(SAC X —SaCy X —SaCy (X, tail)

© X NSO W

L,
L,
L,
L,
L,
F7
F’
F7
F7
F7

_.
e

11. T,

13. T, p:SaCXHEAgArp(tailr) : Sa Cp X — Sa Cf (X, tail)
14. TFApAgArp(tailr) :S4 C X =S4 Cp X — Sa Cr (X, tail)
15. T Ap.Ag.Ar.p(tailr) : VX(SA CX—>SaCrX —Sa<s (X, tail))

AFr:Syr)

A+ tail : V.S a(x) — Sy(tail )

A Ftail : Sa(r) — Sa(tail 7)
A F tailr = S 4(tail 7)
AFp:SpCX
AFp:Ve.Sa(z) = X(x)
AFp:Sa(tail ) — X(tail r)
A F p(tailr) : X (tail r)

A FE, p(tailr) : X (tail(f 7))

QF Ar.p(tailr) : S4(r) — X(tail(f 7))
QF Ar.p(tailr) : Vr.Sa(r) — X (tail(f 7))
12. T, QF Arp(tailr) : S4 Cy (X, tail)

“. 83 = ApAg.Ar.p(tailr)

N
— E),4,7

I Ths :VX(SACX —SaCy X >S4 Cy (Ahead) (Hip)

2. Thsy:VX(SqACX—SACy X —SuCy (X tail)) (Hip)

3. I'ky:Sa(z) (Var)

4. TF MCoRecsy say:Sa(f 2) (vIl),1,2,3

5. T'F MCoRecsy sy y:Sy(maphd & 2) (Def f),4
6. z:Vr.A(r) — A(8(x)) F Ay. MCoRec sy s2 y: Sa(z) = Sa(maphd & 2) (= 1),5
7. x:Vr.A(zx) — A(8(x)) F Ay. MCoRec s1 s2 y : V2.Sa(2) — Sa(maphd 8 2) (VI),6
8. F Az.Ay.MCoRecs; sy y: (Vo.A(z) — A(8(x))) — Vz.Sa(z) = Sa(maphd & 2) (—1),7
ok maphd : (Vz.A(z) — A(8(x))) — Vz.Sa4(z) — Sa(maphd & z), donde maphd =
Ax.A\y. MCoRec s1 s3 v.

O

4.2.2.

Colistas de elementos de C no vacias potencialmente infinitas

» Definicién. Sean C"*%? = {z € X|head(x) € C} y X' = {x € X|tail(Maybe z) € X}. El
conjunto de colistas de elementos de C no vacias potencialmente infinitas se define como:

Colist C' =gy v(®) con

= Especificacion funcional

@(X) — Crhead N Xtail

codata Colist c = Head c | Tail (Maybe Colist c)
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= Implementacién. Considerese las siguientes cldusulas tales que C; = (C, head), Co = (Mb X tail).
Las colistas de elementos de C no vacias potencialmente infinitas se definen como:

Colist C' =gef ¥(®) donde & = AX.(C1,Ca).
= Reglas de construccion

I'Fr:Colist C(t) Cy = (C,head)
I' Foutg 1 7 : C(head t)

(VE)

I'Fr:Colist C(t) Co=(Mb X, tail)
I' - outg o 7 : Mb Colist C(tail t)

(VE)

» Destructores
e head = Az.outy; o

Demostracién. Hay que demostrar que + head : Vz.Colist C(x) — C(head x).

1. z: Colist C(x) I z : Colist C'(z) (Var)
2. z:Colist C(z) Foutg; x : Colist C(head z) (vE),1
3. F Az.outy; z : Colist C(z) — C(head x) (= 1),2
4. F Az.outy z : Vz.Colist C(x) — C(head z) (VI),3
.. head = Az.outy 1 2
e tail = \z. outy o

Demostracién. Hay que demostrar que I tail : Va.Colist C(x) — Mb Colist C(tail ).

1. z: Colist C(x) I z : Colist C(x) (
2. x: Colist C(x) F- outa 2 x : Mb Colist C(tail x) (
3. F Az.outy oz : Colist C(z) — Mb Colist C(tail x) (—1),2
4. F Az.outy oz : Va.Colist C'(z) — Mb Colist C'(tail z) (

- tail = Ax. outy o

= Semaéantica operacional

head(MCoRec §z) 3 s; MCoRec z
tail(MCoRec §Mb z) +5 s2 MCoRec z

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:

= Constructor. Sean cons un simbolo de funcién y Econs = {head (cons x y) = z, tail (cons z y) =
just y}. Entonces

Fcons : Va.Vy.C(z) — Colist C(y) — Colist C(cons x y)
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7

donde cons = A\z.\y. MCoRec s; 82 9, 51 = AD.AQAT.T Y 82 = Ap.Ag.Ar.just(pr).

Demostracion. Sea f x = cons tal que f £ = cons z y. Redefinimos las ecuaciones Econs =
{head (f z y) =z, tail (f * y) = just y}. Sea I := {z : C(x), y : Colist C(y)}, L :={p:
Colist C C X, q:Colist C Cyp X}y A:=QU{r: Colist C(y)}.

e I'F sy VX(CoIist CCX — Colist C Ty X — Colist C Ty, (C, head))

1. T, Akrz:C(x) (Var)

2. T, Abg,, x:C(head(f z y)) (Eq),1

3. T, QF Arz: Colist C(y) — C(head(f = y)) (—I),2

4. T, QF Ar.x: Vy.Colist C(y) — C(head(f = y)) (VI),3

5. T, QF Ar.x: Colist C Cy, (C, head) (Def K<y C),4
6. T, p:Colist C C X F Ag.Ar.x: Colist C Cf, X — Colist C Cy, (C, head) (

7. T'FAp.Ag.Ar.a : Colist C C X — Colist C Cy, X — Colist C Cy , (C, head)
8. T'FApAgAr.x: VX(CoIist CCX —ColistC Ty X — Colist C Cyy, (C, head))

—1),5
(= 1),6
(V21),7

81 = Ap QAT

o I'F sy : VX (Colist C C X — Colist C Cy, X — Colist C Cf, (Mb X, tail))

XN TN

13.

1. Tt s :VX(Colist C C X — Colist C Cy, X — Colist C Cy, (C, head))
2. Tk sy:VX(Colist C C X — Colist C Cf, X — Colist C Cy, (Mb X,tail>)

', A r: Colist C(y)
AFp: Colist C C

A+ p: Colist C(y)
AFpr:X(y)

A& just : Vo. X ()
AFjust: X(y) —

eheReieReieReReReieRe

T, p: Colist C C X t Ag.Ar.pr : Colist C Cy o X — Colist C Cy, (Mb X, tail)
14. T Ap.Ag.Ar.pr: Colist C € X — Colist C Cy, X — Colist C Ty, (Mb X, tail)
15. T'F Ap.AgAr.pr: VX (Colist C C X — Colist C' Cy, X — Colist C Cy, (Mb X, tail))

AF p:Vz.Colist C(x) — X(x)

A+ just(pr) : Mb X (just y)

(Var)
X (Var)
(Def ’C Cf C), 2
— X(y) (VE),3, [z ==y
(— E), 1,4
— Mb X (just z) (Hip
MbX(jUSt y) (VE)767 [:L’ :y]
(= E),5,7
A bg,,, just(pr) : Mb X (tail(f « y)) (Eq),8
QF Ar.pr: Colist C(y) — X (tail(f = y)) (—=1),9
QF Ar.pr: Vy.Colist C(y) — X (tail(f = y)) (VI)10
QF Ar.pr: Colist C Cy, (Mb X, tail) (Def K<y C),11
(= I),12
(—1),13
(V21)14
", 89 = Ap.Aq.Ar.just(pr)
(Hip)
(Hip)
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3. Tk y: Colist C(y) (Var)
4. T'F MCoRecsy sg y: Colist C(f x y) (vI),1,2,3
5. T+ MCoRecs; sy y: Colist C(cons zy) (Def f),4

6. x:C(x)F Ay.MCoRecs; ss y : Colist C(y) — Colist C(cons z y) (—
7. F Ax.Ay.MCoRec sy s2 y : C(x) — Colist C(y) — Colist C(cons x y) (—
8. F Az.Ay.MCoRecs; sz y : Vy.C(x) — Colist C(y) — Colist C'(cons z y) (VI),7
9. F Az.\y.MCoRecs; sy : Va.Vy.C(z) — Colist C(y) — Colist C(cons z y) (VI),8

. cons : Ve Vy.C(x) — Colist C(y) — Colist C(cons z y), donde cons = Az.A\y. MCoRec sy s3 y.

O
e Semantica operacional de la funcién cons
o head (Conszy) = =.
head (cons = y) — head ((Az.\y. MCoRec s; 52 ) z ¥) —
head ((A\y. MCoRec 51 53 y) [ :=z]y) — head ((\y. MCoRec sy s2 y) y) -
head ((MCoRec s s3 %) [y := y]) — head (MCoRec s; s2 ¥) —
(Az.outy 1 z) (MCoRec sy s2 y) —  (outy z) [x := MCoRec 51 s2 y] —
outz 1 (MCoRec sy s2 ¥) —3 s1 (Az.z) (MCoRecsy s2) y —
(Ap. Mg Ar.x) (Ax.x) (MCoRecsy s2) y — (Mg Ar.x) [p := Az.x] (MCoRec sy s2) y —
(Ag.Ar.x) (MCoRec s1 s2) y —  (Ar.x) [¢ := MCoRec sy sa] y —
Ar.z) y — z[r:=y] —
x
. head (Conszy) = =z
o tail (consxy) = justy.

tail (cons = y) —

tail ((Az.\y. MCoRec sy 52 )  ¥) —

tail ((\y. MCoRec 51 52 y) [ := 2] y) —

tail ((A\y. MCoRec 51 52 9) ¥) —

tail ((MCoRec sy s2 9) [y := y]) —

tail (MCoRec 51 s2 y) —

(Az.outg 2 z) (MCoRec sy s2 ) —

(outg o x) [z := MCoRec sy s 9] —

OUtQ’Q (MCORGC S1 S9 y) =3

s2 (Az.z) (MCoRec s; s2) y —

(ApAg.Arjust(pr)) (Az.w) (MCoRecs; so)y — —

(Ag.Ar.just(pr)) [p := A\z.w] (MCoRec sy s2) y —

Ag A just((Az.z)r)) (MCoRec s; 52) ¥ —

(Ar.just((Az.x)r)) [q := MCoRec s1 s2] y —

(Arjust((Az.2)r)) y —

just (Az.)r) [r =y >

just (Az.z)y) >

just (z [z == y]) -
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6.

8.

. tail (conszy) = justy

= Single. Sean single un simbolo de funcién y Egnge = {head(single z) = z, tail(single x)
nothing}. Entonces

F single : Vz.C'(z) — Colist C(single z)

donde single = Axz. MCoRec s1 2 x, 1 = Ap.A@.AT.T ¥ S5 = Ap.Ag.Ar.nothing.

Demostracion. Sea f = single. Redefinimos las ecuaciones Egingle = {head(f z) = z, tail(f z)
nothing}. Sea I' :== {x : C(x)}, Q:={p: Colist C C X, q: C s, X} y A:=QU{r:C(y)}.

. FFsl:VX(CoIistCQX%CszX%Csz(C’,head))

O NG WD

CAFTiC() (
At 1 Clhead(f y) (
, QF Aror: Cy) — C(head(f y)) (
, QF Arr Wy .Colist C(y) — C(head(f y)) (VI),3
, QFArr: C Cr oy, (C head) (
, p:Colist C C X FAgArr:CCyp X — C Cpy (Chead) (
F'FApAgArr :Colist CCX - CCpp X = CCry(Crhead) (
FF)\p./\q.)\r.r:VX(C’QX%C’QfmX%C’Qfm(C’,head)) (

ieReReieRiele

81 = AP QAT

. I‘FSQ:VX(ColisthX%Cgsz%Cgfz(MbX,taiI))

T, A+ nothing : Mb X (nothing) (
I', A g, nothing : Mb X (tail(f y)) (
T, QF Ar.nothing : C(y) — Mb X (tail(f v)) (= I),2
r (
r (

, Q8 F Ar.nothing : Vy.C(y) — Mb X (tail(f y))
, QF Ar.nothing : C Cy, (Mb X, tail)

GUR W

I', p: Colist C C X F Ag.Ar.nothing : C Cf, X — C Cf, (Mb X tail)
7. T+ Ap.Ag.Ar.nothing : Colist C C X — C Cy, X — C C5, (Mb X, tail)

I' - Ap.Ag.Ar.nothing : VX (Colist C C X — Colist C C;, X — Colist C Cy, (Mb X, tail))

1.
2.

. 89 = Ap.Ag.Ar.nothing

Ik sy : VX (Colist C C X — Colist C Cf, X — Colist C Cy ., (C, head))
Tk sq :VX(Colist CCX —ColistCCy, X — ColistC Cyy (Mb X,tail))

(Hip)
(Hip)

79
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I'F 2z : Colist C(x) (
I' - MCoRec s1 s x : Colist C(f x) (
I' - MCoRec 57 s9 x : Colist C(single x) (Def
F Az. MCoRec s1 3 2 : C(x) — Colist C(single x) (
F Az. MCoRec sy s5 x : Va.C'(x) — Colist C(single ) (

N otk W

. Fsingle : V&.C'(z) — Colist C(single x), donde single = Ax. MCoRec s1 s x.
O

s Sfrom. Sean sfrom un simbolo de funcién tal que Esgrom = {head(sfrom z y) = z, tail(sfrom z y) =
just(sfrom((sum x suc zero) y))}. Entonces

F sfrom : Vz.Vy.N(z) — N(y) — Colist N(sfrom z y)
donde sfrom = Az.\y. MColt s 83 z, 51 = Ap.Aq.q ¥ S2 = Ap.\q.just(p(sumgq(5uczero))).

Demostracion. Sea f tal que f = = sfrom z y. Redefinimos las ecuaciones E¢gom = {head(f z) =
z, tail(f =) = just(f(sum z suc zero))}. Sea I' := {z : N(z), y : N(y)}, Q:={p: Ny, X}y
A:=QU{qg:N(r)}.

e I'ts1:VX(NCyy X - NCy, (N, head))

1. T, Akq:N(r) (Var)
2. T, Atg,,, ¢:N(head(f ry)) (Eq),1
3. T, QF Aq.q:N(r) = N(head(f r y)) (—1),2
4. T, QF Aq.q : Vr.N(r) — N(head(f 7 y)) (VI),3
5. T, QF Ag.q:NCy, (N, head) (Def K<y C),4
6. THApAgg:NC;, X = NC;, (N, head) (> 1),5
7. TFApAqq:VX(NCs, X - NCyy (N head)) (V2I),6
81 = Ap.Aq.q
o Thsy:VX(NCjy X - NCy, (Mb X, tail))
1. T, A+ zero : N(zero) (Hip)
2. T, AFsoc: Va.N(z) — N(suc z) (Hip)
3. T, At suc:N(zero) — N(suc zero) (VE), 2, [x := zero]
4. T, At suczero : N(suc zero) (— E), 1,3
5. T, Ak q:N(r) (Var)
6. I, AFsum:Vn.Ym.N(n) — N(m) — N(sum(nm)) (Hip)
7. T, Absum:VYm.N(r) - N(m) — N(sum(r m)) (VE),6,[n:=r
8. I, Arsum:N(r) — N(suc zero) — N(sum(r suc zero)) (VE),7,[m := suc zero]
9. T, AFsumgq: N(suc zero) — N(sum(r suc zero)) (— E),5,8
10. T, A} sumg(suczero) : N(sum(r suc zero)) (— E),4,9
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11. T, AFp:NCyy X (Var)
12. T, AFp:VaN(z) - X(f ) (Def K<y C),11

13. T, At p:N(sum(r suc zero)) — X (f(sum(r suc zero))) (VE),12,[x :=sum(r suc zero)]

14. T, A+ p(Sumg(suczero)) : X (f(sum(r suc zero))) (— E),10,13
15. T, A just:Vz.X(z) — Mb X (just x) (Hip)

16. T, AFjust: X(f(sum(r suc zero))) — Mb X (just(f(sum(r suc zero))))
(VE), 15, [x := f(sum(r suc zero))]

17. T, A} just(p(sumg(suczero))) : Mb X (just(f(sum(r suc zero)))) (— E), 14,16

18. T, Ay, just(p(sumg(suczero))) : Mb X (tail(f 7)) (Eq),17

19. T, QF Ag.just(p (7m (suczero))) : N(r) — Mb X (tail(f r)) (—1),18

20. T, QF Ag.just(p(sumg(suczero))) : Vr.N(r) — Mb X (tail(f r)) (VI),19

21. T, QF Ag.just(p(sumg(suczero))) : N Cr, (X, tail) (Def K <y C),20
22. T+ Ap.Ag.just(p(sumg(suczero))) : N Cy,, X — N Cp, (X, tail) (= 1),21

23. T'F Ap.Ag.just(p(sumg(suczero))) : VX (N Cyp, X = N Cy, (Mb X, tail)) (V2I),22

. 82 = Ap.\q.just(p(Sumgq(suczero)))

1. Ths :YX(NCp, X = NC (N, head)) (Hip)

2. Ths:VX(NCyy X - NCy (Mb X, tail)) (Hip)

3. T'Fax:N(x) (Var)

4. T F MColts; sg z : Colist N(f x) (vI),1,2,3
5. T'F MColts; s x : Colist N(sfrom z y) (Def f),4
6. z:N(z)F Ay.MColts; s2 2 : N(y) — Colist N(sfrom z y) (= 1),5

7. FAx.Ay.MColt sy so x : N(xz) — N(y) — Colist N(sfrom z y) (= 1),6

8. F Az.A\y.MColts; so : Vy.N(z) — N(y) — Colist N(sfrom z y) (VI),7

9. F Ax.Ay.MColts;y sg x : Va.Vy.N(z) — N(y) — Colist N(sfrom zy) (VI),8

. Fsfrom : Vz.Vy.N(z) — N(y) — Colist N(sfrom z y), donde sfrom = Az.\y. MColt s; s2 x.
O

= From. Sea from un simbolo de funcién. La funcién de los ntimeros que pertencen a un intervalo
de nimeros naturales se define como

F from : Va.Vy.N(z) — N(y) — Mb Colist N(from z y)

donde
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from x & = just(single n)
from nm =

if n < mthen just(sfrom n m)
else nothing

4.2.3. Producto

= Definicion. Dados P, Q conjuntos se definen
Pfst = {z € X|fst(z) € P} y Q*"? = {z € X|snd(z) € Q}.
El conjunto del producto de dos conjuntos P,Q se define como:
PXQ=gey=v(®) con &(X)=prstnQm?
= Especificacion funcional

codata P x+ Q = Fst P|SndQ

= Implementacién. Considerese las siguientes cldusulas tales que C; = (P, fst), Co = (Q, snd). Se
define el producto de dos conjuntos P, Q como

PxQ =def I/(CI)) donde & = /\X(Cl,CQ)
= Reglas de construccion

Seat=uxy

THor:PxQ(t)
I'Foutyqr: P(fst(t))

(VE)

CEr:PxQ(t)
I' - outg o7 : Q(snd(?))

(VE)

= Destructores
o fst = \r. outy 17
Demostracion. Hay que probar que | fst : Vt. P x Q(t) — P(fst t)

1. r:PxQ)Fr:PxQ(t) (Var)
2. r:PxQ(t)Foutyyr: P(fst t) (vE),1
3. FAr.outg 7 :PxQ(t) = P(fst ) (= 1),2

(

4. FArooute 17 :VEP X Q(t) = P(fst t) (VI),3
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st = Ar. outy T

O
e snd = Mr. outy o T
Demostracion. Hay que probar que Fsnd : Vt. P x Q(t) — Q(snd t)

1L r:PxQ)Fr:PxQ(t) (Var)

2. r:PxQ(t) Foutyer: Q(snd t) (vE),1

3. FAr.outger: PXxQ(t) = Q(snd t) (=1),2

4. FAr.outeor: VEPxQ(t) = Q(snd t) (VI),3

. snd = . outy o T

O

= Semantica operacional

fst(MColt §z) 35 s3 MColt x
snd(MColt §z) g3 s2 MColt z

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:

= Constructor. Sean pair un simbolo de funcién y Epair = {fst (pair @ y) = z, snd (pair = y) = y}.
El constructor de un producto pair se define como

F pair : Vo.Vy. P(z) — Q(y) — P x Q(pair = y)

donde pair = Az.\y. MColt 51 52 3, 851 = A@Q.A".Z ¥ S5 = Ag.Ar.7.

Demostracion. Sea f tal que f y = pair x y. Redefinimos las ecuaciones Eyuir = {fst (f y) =
z,snd (f y) =y} Sea':'={2:P(z),y: Qy)}, :={¢: Q<Cy X} y A:=QU{r: Q(r)}.

o Tks:VX(QCs X - QCy (P,fst))

1. T, Atz:P(x) (Var)

2. T, Abg,, :P(fst(f )) (Eq),1

3. T, QF Ar.x: Q(r) — P(fst(f 7)) (= 1),2

4. T, QF Arx:Vr.Q(r) — P(fst(f r)) (VI),3

5 T, QF Ara:QCy (P, fst) (Def K C5C),4
6. THAgArz:QCr X — QCy (P,fst) (= 1),5

7. ThAghra VX (QC; X —QCy (P.fet))  (V2I),6

.81 = AgArx
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. I‘FSQ:VX(Q Cr X —=>QCy (Q,snd))

1. T, Akr:Q(r) (Var)
2. T, Akg,, r:Q(snd(f 7)) (Eq),1
3. T, QF Arr: Q(r) — Q(snd(f 7)) (= 1),2
4. T, QF Arr :Vr.Q(r) — Q(snd(f r)) (VI),3
5. T, QF Ar.x:QCy (Q,snd) (Def K CfC),4
6. THAArr:QCr X — Q< (Q,snd) (= 1),5
7. TEXMr:VX(QCy X = QCy (Q,snd))  (V21),6
LS9 = AQATT
[ ]
1. Ths :VX(QCs; X = QCy (Pfst) (Hip)
2. T s :V¥X(QC; X —QC (Qsnd)) (Hip)
3. Thy:QW) (Var)
4. THMColts; s2y:PxQ(f y) (vI7),1,2,3
5. T F MColtsy s3y: P x Q(pair zy) (Def £),4
6. x:P(z)F Ay.MColtsy s2 y: Q(y) — P x Q(pair z y) (—D),5
7. FAx.Ay.MColts; s2 y: P(z) — Q(y) — P x Q(pair z y) (= 1),6
8. FAzx.Ay.MColtsy sa y: Vy.P(x) = Q(y) = P x Q(pair z y) (VI),7
9. F Az.\y.MColtsy so y: Va.Vy.P(z) = Q(y) — P x Q(pair zy) (VI),8
- Fpair : Va.Vy. P(z) — Q(y) — P x Q(pair = y), donde pair = Az.\y. MColt sy s2 ¥.
O
e Semaéntica operacional de la funcién pair
o fst (pair xy) = .
fst (pair z y) —  fst (Az.Ay.MColtsy soy) zy) —
fst (Ay.MColtsy so y) [x:=2]y) —  fst (A\y. MColtsy s2 ) y) —
fst (MColt sy s2 y [y :=y]) —  fst (MColt sy s2 y) —
(Ar.outz 1 7) (MColt s1 s2 y) —  (outg17) [r:=MColtsy s2y] —
outg 1 (MColt sy sz y) —3 51 (MColtsy s2) y —
(Ag.Ar.z) (MColt sy s2) y = (Mr.zx) [q:= MColt sy so] y —
(Ar.x)y -  x[r:=y] —
x

s fst(pairzy) = o

o snd (pair zy) = y.
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snd (pair x ) —  snd ((Az.A\y.MColtsy ssy) v y) —
snd ((Ay.MColtsy s2y) [z:=2]y) —  snd ((Ay.MColt sy s2 y) y) —
snd (MColt sy s y [y :=y]) —  snd (MColt sy s2 y) —
(Ar.outg 2 1) (MColt s1 s2 v) —  (outgo7) [r := MColt sy s2 y] —
outz 5 (MColt sy s2 y) —3  S2 (MColts; s2) y —
(Ag.Ar.r) (MColt sy s2) y —  (Arr) [¢ ;== MColt sy so] y —
(Arr)y -  rri=y] —
)

. snd (pair zy) = y

4.2.4. Arboles binarios completos con etiqueta en A estrictamente infinitos

» Definicién. Sean A = {z € X|label(z) € A}, X" = {x € X|lsbt(x) € X} y X"V =
{z € X|rsbt(x) € X}. El conjunto de los arboles binarios completos con etiqueta en A estricta-
mente infinitos se define como:

InfbT A =gos (®) con O(X) = Alabel  Xlsbt y xrsbt

= Especificaciéon funcional

codata InfbTree a = Label a | Lsbt (InfbTree a) | Rsbt (InfbTree a)

= Implementacién.Considerese las siguientes clausulas tales que C; = (A, label), C3 = (X, Isbt),
Cs = (X, rsbt). Los drboles binarios completos con etiqueta en A estrictamente infinitos se definen
como:

InfbT A =def l/(@) donde ¢ = /\X.(Cl,CQ,C3)
= Reglas de construccion

Tk InfbT A(t)
I'F outsqr : A(label(t))

(VE)

Tk o7 InfbT A(t)
T Foutsor : InfoT A(lsbt(t))

(VE)

T'Fr:InfbT A(t)
I'Foutg 37 : InfbT A(rsbt(t))

(VE)
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= Destructores
o label = Az.outs; x
Demostracion. Hay que probar que + label : Vz.InfbT A(z) — A(label z)

1. 2z :InfbT A(z) F 2 : InfbT A(z) (Var)

2. z:InfbT A(z) - outs 1 x : A(label ) (vE), 1
3. FAz.outzqx: InfbT A(z) — A(label z) (= 1),2
4. F Az.outg;x: Vo.InfbT A(x) — A(label z) (VI),3

. label = Az.outs 1

O
e Isbt = \z. outs o
Demostracion. Hay que probar que F Isbt : Vz.InfbT A(x) — InfbT A(Isbt z)
1. a:InfbT A(z) F 2 : InfbT A(z) (Var)
2. z:InfbT A(z) - outz oz : InfbT A(lsbt ) (vE), 1
3. FAz.outgox: InfbT A(z) — InfbT A(lsbt z) (= 1),2
4. F Az.outgox : Va.InfbT A(xz) — InfbT A(lsbt z) (VI),3
- Isbt = \x. outzox
O
e rsbt = \z. outs s
Demostracion. Hay que probar que F rsbt : Vz.InfbT A(x) — InfbT A(rsbt z)
1. a:InfbT A(z) F 2 : InfbT A(z) (Var)
2. z:InfbT A(z) F outz 3z : InfbT A(rsbt z) (vE),1
3. FAz.outz gz :InfbT A(z) — InfbT A(rsbt x) (—1),2
4. F Az.outs gz : VoInfbT A(z) — InfbT A(rsbt z) (VI),3
*. rsbt = Az. outz s
O

= Seméntica operacional

label(MCoRec §z) 53 s1 MCoRec x
Isbt(MCoRec §z) +»p s2 MCoRec z
rsbt(MCoRec §z) +g s3 MCoRec z

Algunos ejemplos de extraccién de programas son:

= Constructor. Sean mkibt un simbolo de funcién y

Emkibt = {label (mkibt z y z) = z, Isbt (mkibt z y 2) = y, rsbt (mkibt z y 2) = z}.
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El constructor de los arboles binarios completos con etiqueta en A estrictamente infinitos

define como

87

se

F mkibt : Vz.Vy.Vz. A(x) — InfbT A(y) — InfbT A(z) — InfbT A(mkibt z y z)

donde F mkibt = Az.Ay.Az. MCoRec s1 s3 s3 z, S1 = AD.AQAT.Z, So = AP.AQAT.pYy, S3

ADAGAT.pr.

Demostracion. Sea f = mkibt tal que f z = mkibt z y z. Redefinimos las ecuaciones Eibt

{label (f zy z) =z, Isbt (f zy 2z) =y, rsbt (f zy z) = z}. Sea T := {x : A(x),y : InfbT A(y), 2 :
InfbT A(2)}, Q:={p:InfbTAC X, ¢:InfbTAC; X} y A:=QU{r: A(t)}.

o I'F sy VX(Inbe ACX — InfbT ACy X — InfbT A Cy (A, Iabel))

1. T, AFz:Ax) (Var)
2. T, AbFg,,, = A(label(f z y 1)) (Eq),1
3. I, QF Mrx: A(t) — A(label(f z y t)) (—1),2
4. T, QF Arx :Vt. A(t) — A(label(f z y t)) (VI),3
5. T, QF Ar.z: InfbT A C; (A, label) (Def K CsC),4
6. I, p:InfbTAC X F Ag.Ar.z : InfbT A Cy X — InfbT A C (A, label) (= 1),5
7. TEApAgAr.z : InfbT AC X — InfbT A Cy X — InfbT A C (A, label) (= 1),6
8. T'FApAgAra :VX(InfbT AC X — InfbT ACy X — InfbT A Cj (A, label)) (V21),7
81 = Ap.AgAr.x
e I't s : VX (InfbT AC X — InfbT A Cy X — InfbT A Cj (X, Isbt))
1. T, AFy:InfbT A(y) (Var)
2. I AFp:InfbiTAC X (Var)
3. T, AFp:Va.InfbT A(z) —» X (2) (Def K <5 C),2
4. T, At p:InfbT A(y) — X(y) (VE), 3, [x :=y]
5. T, Akpy: X(y) (— E), 1,4
6. I, Abg, py: X(Isbt(f zyt)) (Eq),5
7. T, QF Ar.py : InfbT A(t) — X (Isbt(f x y 1)) (= 1),6
8. T, QF Ar.py : Vi.InfbT A(t) — X (Isbt(f z y t)) (VI),7
9. T, QF Ar.py : InfbT A Cy (X, Isbt) (Def K CfC),8
10. T, p:InfoTAC X F Ag.Arpy : InfoT A Cy X — InfbT A Cf (X, Isbt) (—=1),9
11. T FApAgArpy : InfbT AC X — InfbT A Cy X — InfbT A C (X, Isbt) (= I),10
12. TF Ap.AgArpy : VX (InfoT AC X — InfbT A Cy X — InfbT A Cy (X, Isbt)) (V21),11

. S3 = Ap.AQAT.pY
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o I'Fs3: VX(InbeA CX —InfbTACy X — InfbT A Cf (X, rsbt))

1. T, Ak r:InfbT A(t) (Var)

2. I AFp:InfbTAC X (Var)

3. T, AFp:VaInfbT A(z) = X (x) (Def K CsC),2

4 T, AFp:InfoT A(t) — X (1) (VE),3, [z := 1]

5. T, Akpr:X(t) (= E), 1,4

6. T, AFg,, pr: X(rsbt(f z yt)) (Eq),5

7. T, QF Ar.pr - InfbT A(t) — X (rsbt(f z y 1)) (= 1),6

8. T, QF Ar.pr:VeInfbT A(t) — X(rsbt(f z y t)) (VI),7

9. T, QF Arpr:InfbT A Cy (X, rsbt) (Def K <5 C),8
10. T, p:InfbT AC X Ag.Arpr : InfbT A Cp X — InfbT A Cf (X, rsbt) (—1),9
11. T+ ApAgArpr: InfoT AC X — InfoT ATy X — InfoT A Cy (X, rsbt) (= 1),10

12. T F ApAgArpr: VX (InfoT A C X — InfoT A C; X — InfoT A Cp (X, rsbt))  (V21),11

.83 = Ap.AQAT.pr

1. Th s :YX(InfoT AC X — InfoT A C; X — InfbT A Cs (A, label))  (Hip)

2. Tk sy:VX(InfbT AC X — InfbT A C; X — InfoT A Cy (X, Isbt))  (Hip)

3. Tk s3:VX(InfbT AC X — InfbT A C; X — InfoT A C (X, rsbt))  (Hip)

4. TF z:InfbT A(2) (Var)

5. I' MCoRecsy sg s3 z: InfbT A(f z) (vI),1,2,3,4
6. T'F MCoRecsy sz s3 z: InfbT A(mkibt x y z) (Def £),5

7. x:Ax),y: InfbT A(y) F Az. MCoRec s s 53 2 : InfbT A(z) — InfbT A(mkibt z y 2) (= 1),6
8. x:A(x)F Ay.Az. MCoRec s1 $3 83 z : InfbT A(y) — InfbT A(z) — InfbT A(mkibt 2y 2) (— I),7

9.  F Azx.Ay.Az.MCoRec sy s2 s3 2 : A(x) — InfbT A(y) — InfbT A(z) — InfbT A(mkibt z y 2)

(= 1),8
10. F Az.A\y.Az. MCoRec s1 s2 83 2z : Vz. A(x) — InfbT A(y) — InfbT A(z) — InfbT A(mkibt = y z)
(v1),9
11. F Az Ay.Az. MCoRec s1 $2 83 2z : Vy.Vz. A(z) — InfbT A(y) — InfbT A(2) — InfbT A(mkibt z y 2)
(VI),10
12, F Az A\y.Az. MCoRec s1 $3 s3 2z : Va.Vy.Vz. A(z) — InfbT A(y) — InfbT A(z) —
InfbT A(mkibt z y z) (VI),11

oo B omkibt : VaVyVz. A(z) — InfbT A(y) — InfbT A(z) — InfbT A(mkibt = y z), donde
mkibt = Az.Ay.Az. MCoRec s1 s5 s3 2

O

e Semantica operacional de la funcién mkibt



4.2. EXTRACCION DE PROGRAMAS CON TIPOS COINDUCTIVOS

o label (mkibt z y z)

= .

label (mkibt z y z)
label ((Ax.\y.Az. MCoRec sy s3 s3 2) z y 2)
label ((Ay.\z. MCoRec s1 s2 83 2) [z := 2] y 2)

Az.MCoRec s1 s2 83 2) [y := 9] 2)

o Isbt (mkibt z y 2)

Az.MCoRec s1 s9 83 2) 2)

label ((MCoRecs; s9 83 2) [z := z])

label (MCoRec 51 s s3 2)

(Az.outs 1 z) (MCoRec s1 s2 s3 2)

(outz 1 ) [z := MCoRec sy s2 s3 2|

outs 1 (MCoRec s s2 s3 2)

s1 (Az.z) (MCoRec sy s2 83 ) 2
(Ap.AgAr.x) (A\x.z) (MCoRec sy s 83 ) 2
(Ag.Ar.z) [p := Az.z] (MCoRec sy s2 83 ) 2
(Ag.Ar.x) (MCoRec sy sg 83 ) 2

(Ar.z) [q := MCoRec sy s2 s3] 2

(
((
((
label ((A\y.\z. MCoRec s; s2 83 2) y 2)
((
((
(

*. label (mkibtz y 2) = =

Isbt ((Az.\y.A\z. MCoRec sy s 83 2) T y 2)

Isbt ((

Isbt ((Ay.Az. MCoRec s1 s9 53 2) y 2)

Isbt ((Az. MCoRec s; 89 83 2) [y := ¥] 2)

Isbt ((Az. MCoRec sy s9 83 2) 2)

Isbt ((MCoRec sy s9 83 2) [z := 2])

Isbt (MCoRec s s 83 2)

(Az.outg 2 z) (MCoRec sy s2 83 2)

(outg 2 x) [z := MCoRec s1 s2 s3 2]

outs o (MCORGC S1 S92 S3 Z)

s2 (Az.x) (MCoRec sy s2 s3 ) #
Ap.AgAr.py) (Az.x) (MCoRec sy so s3 ) 2

AgAr.py) [p := Az.z] (MCoRec sy s9 53 ) 2

(
(
(AgAr.(Ax.z) y) (MCoRec sy s 83 ) 2
(Ar.(Az.x) y) [¢g := MCoRec s1 s2 s3] 2
(Ar.(Az.x) y) 2
(Az.x) y) [r:= 2]
(Az.x)y
z [z :=y]
Yy

-, lIsbt (mkibtzy 2) = y

Ay.Az. MCoRec s1 s9 83 2) [x := x] y 2)

N N

A et 20 T T A T
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o rsbt (mkibtzy2) = =z

rsbt (mkibt z y 2)

rsbt ((Az.\y.Az. MCoRec s; 89 83 2)  y 2)
(Ay.Az.MCoRec s1 s2 s3 2) [z := 2] y 2)
(Ay.Az.MCoRec s1 s2 83 2) y 2)
(Az.MCoRec 51 s9 83 2) [y := 9] 2)
(Az. MCoRec 51 s2 s3 2) 2)

(MCoRec s 89 83 2) [2:=2])

rsbt (MCoRec s s 53 2)

(Ax.outz 3 ) (MCoRec sy s3 s3 %)

(outs 3 x) [z := MCoRec s1 s2 s3 2]

outs s (MCoRec sy s2 s3 2)

s3 (Az.x) (MCoRec sy s2 83 ) 2
(ApAg.Ar.pr) (Az.z) (MCoRec sy s2 83 ) 2
(Ag-Ar.pr) [p:= Ax.z] (MCoRecs; s2 83 ) 2
(AgAr.(Az.z) r) (MCoRec sy sg s3 ) 2
(Ar.(Az.x) r) [q := MCoRec sy s3 83| 2
(Mr.(Az.x)r) 2

(Ax.z) r) [r:=2]

(

(
(
(
rsbt (
(
(
(

R T2 2 T I A O R

. rsbt (mkibtzy 2) = =z

» Swapt. Sean swapt un simbolo de funcién y Eqyapt = {label (swapt ¢) = label ¢, Isbt (swapt t) =
rsbt ¢, rsbt (swapt ¢) = Isbt ¢}. La funcién que intercambia los sub-drboles izquierdo y derecho
de un arbol se define como:

F swapt : Va.InfbT A(z) — InfbT A(swapt z)

donde swapt = Ax. MCoRec s1 so s3 x, s1 = Ap.Ag.Ar.labelr, so = /\p.)\q.)\r.p(mr), S3 =
Ap.Ag.Ar.p(Isbtr).

Demostracion. Seaf = swapt. Redefinimos las ecuaciones Eqyapt = {label(f t) = label ¢, Isbt(f ¢) =
rsbt ¢, rsbt(f t) =Isbt t}. Sea I' := {z : InfbT A(x)}, @ :={p: InfbTAC X, ¢: InfbT A C; X}
y A:=QU{r:InfbT A(%)}.

o I'F sy VX(Inbe ACX — InfbT ACy X — InfbT A C (A, Iabel))
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1. T, Abr:InfbT A(t) (Var)

2. T, A label : Vz.InfbT A(z) — A(label z) (Hip)

3. T, At label: InfbT A(t) — A(label t) (VE),2, [z :={]

4. T, A+ Tabelr : A(label ¢) (VE),1,3

5. T, Atg,,, labelr: A(label(f t)) (Eq),4

6. T, QF Arlabelr: InfoT A(t) — A(label(f £)) (= I),5

7. T, QF Arlabelr : Vt.InfbT A(t) — A(label(f t)) (VI),6

8. T, QF ArJabelr : InfoT A Cs (A, label) (Def K C;C),7
9. T, p:InfbT AC X F AgArJabelr : InfbT A C; X — InfbT A C; (A, label) (= 1),8
10. T+ Ap.Ag.Arlabelr : InfoT A C X — InfbT A C; X — InfbT A C; (A, label) (= 1),9

11. T'F Ap.Ag.Ar.labelr : VX(Inbe ACX — InfbTAC; X — InfbT A C (A, IabeI)) (V21),10

. 81 = Ap.Aq.Ar.labelr

o Tk sy :VX(InfbT AC X — InfbT A C X — InfbT A Cf (X, Isbt))

1. T, Ak r:InfbT A(¢) (Var)

2. T, Al rsbt:VaInfbT A(z) — InfbT A(rsbt ) (Hip)

3. T, AF rsbt: InfoT A(t) — InfbT A(rsbt ¢) (VE), 2, [ == 1]

4. T, At rsbtr: InfbT A(rsbt ¢) (VE), 1,3

5. I, AFp:InfoTACX (Var)

6. T, AFp:VeInfbT A(z) —» X(z) (Def K CfC),5

7. T, AFp:InfbT A(rsbt ¢) — X(rsbt ¢) (VE), 6, [x := rsbt t]

8. T, A p(rsbtr) : X(rsbt ¢) (— E), 4,7

9. T, Atg,,, p(rsbtr) : X(Isbt(f t)) (Eq),8

10. T, QF Ar.p(rsbtr) : InfbT A(t) — X (Isbt(f t)) (—=1),9

11. T, QF Ar.p(rsbtr) : VE.InfbT A(t) — X (Isbt(f t)) (VI), 10

12. T, QF Ar.p(rsbtr) : InfbT A C; (X, Isbt) (Def K CyC),11
13. T, p:InfbT AC X F Ag.Ar.p(rsbtr) : InfbT A C¢ X — InfbT A Cf (X, Isbt) (= 1),12
14. T F ApAgAr.p(rsbtr) : InfoT A C X — InfbT A C; X — InfoT A C (X, Isbt) (= 1),13

15. T F Ap.AgAr.p(rsbtr) : VX (InfoT A € X — InfoT A C; X — InfoT A Cy (X, Isbt))  (V21), 14

" 89 = Ap.Aq.Ar.p(rsbtr)

o I'Fs3: VX(Inbe ACX — InfbT ACy X — InfbT A C (X, rsbt))
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13. T, p:InfbT AC X F Ag.Ar.p(sbtr) : InfoT A C; X — InfbT A C; (X, rsbt)
14. T+ ApAgAr.p(isbtr) : InfoT AC X — InfbT A C; X — InfbT A Cf (X, rsbt)
15. T F Ap.Ag.Ar.p(isbtr) : VX (InfbT A C X — InfbT A Cf X — InfbT A Cf (X, rsbt))

@O NSO D

CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS

At 7 InfbT A(t)

A+ Tsbt : Vaz.InfbT A(z) — InfbT A(lsbt )
A+ Tsbt : InfbT A(t) — InfbT A(lsbt ¢)

A F Isbtr : InfbT A(Isbt t)
AFp:InfbTAC X

© NSO WND

©

»—
e

==
[N

QF Arp
QF Ar.p

eReReReReReieieReReRieRe!

Tk sy : VX (InfoT AC X — InfbT A C; X — InfbT A C (A, label))
Tk sy :¥X(InfoT AC X — InfbT A C; X — InfbT A C; (X, Isbt))
Tk s5:¥X(InfoT AC X — InfbT A C; X — InfbT A C; (X, rsbt))

Itz :InfbT A(z)

(
(

AF p:VzInfbT A(z) — X (x)

AF p:InfbT A(lsbt ¢) — X (Isbt ¢)
A F p(Isbtr) : X (Isbt t)

A b, p(Isbtr) : X (rsbt(f t))

Q= Ar.p(Isbtr) : InfoT A(t) — X (rsbt(f t))
Isbtr) : Vt.InfbT A(t) — X (rsbt(f t))

Isbtr) : InfbT A C; (X, rsbt)

" 83 = Ap.Aq.Ar.p(Isbtr)

I' - MCoRec sy so s3 z : InfbT A(f )
I' - MCoRec s1 s2 83 @ : InfbT A(swapt x)

F Az. MCoRec sy s3 s3  : InfbT A(z) — InfbT A(swapt x)
F Az. MCoRec sy s3 s3  : Va.InfbT A(z) — InfbT A(swapt x)

(Var)
(Hip)
(VE),2,[x :=1]
(VE), 1,3
(Var)
(Def K C5C),5
(VE), 6, [x := Isbt t]
(— E),4,7
(Eq),8
(= 1),9
(VI),10
(Def K CfC), 11
(= I),12
(—1),13
(V21),14
(Hip)
(Hip)
(Hip)
(Var)
(vI),1,2,3,4
(Def ),5
(—),6
(VI),7

. swapt : Va.InfbT A(z) — InfbT A(swapt z), donde swapt = Ax. MCoRecs; s2 s3



Conclusiones

En este trabajo hemos presentado a la légica AF2MHY i sistema deductivo que extiende a la logica
de segundo orden AF2 con un mecanismo de definiciones (co)inductivas cuya semdntica intensional se
basa en la teoria de operadores de punto fijo, en particular en el teorema de Knaster-Tarski, aunque es
importante recalcar que no requerimos de un concepto sintactico de monotonia pues nos basamos en
las llamadas monotonizaciones de un operador y en sus principios de (co)induccién, conocidos también
como principios de Mendler. Adicionalmente esta légica utiliza una nocién de cldusula la cual permite
contar con un mecanismo de definicién de tipos de datos andlogo al utilizado en programacién funcional.
La légica AF2M# permite el razonamiento ecuacional mediante la igualdad de Leibniz y cuenta con
un método de codificacién de pruebas que permite la extraccién de programas (A-términos) a partir
de derivaciones de ciertas especificaciones de funciones definidas mediante un conjunto de ecuaciones,
usualmente recursivas. Todo esto se justifica mediante el llamado paradigma de programacién con
pruebas desarrollado por Krivine y Parigot.

Consideramos que el desarrollo de diversos ejemplos de extraccién de programas mediante esta meto-
dologia, presentados en el capitulo 4, es nuestra principal aportacién, puesto que, hasta donde sabemos,
no existe otra fuente de ejemplos en la literatura, sobre todo en lo que concierne al caso de tipos de
datos coinductivos. Nuestra amplia coleccién de ejemplos, permite sostener que la logica AF2MHY 1o
sulta més que adecuada como un prototipo de lenguaje de programacién funcional que adicionalmente
cuenta con el rigor dado por la estructura léogica. En particular cualquier programa extraido de una
derivacion en la légica estara libre de ciclos divergentes gracias a la propiedad de normalizacion fuerte.

Como posibles lineas de trabajo futuro mencionamos la cuestién de implementar esta metodologia en un
sistema real, por ejemplo, como método de extracciéon en un demostrador de teoremas o en un asistente
de pruebas. Adicionalmente, si bien es una aportacién nuestra el proponer un mecanismo de clausulas
reminiscente de las declaraciones de tipos de datos en lenguajes de programacién funcionales, resultaria
de interés introducir mecanismos aiin mas cercanos a dichos lenguajes como el uso de una sintaxis mas
amigable, similar a aquella esbozada en [13]. Finalmente, dado que la metodologia empleada se limita
al uso de esquemas particulares de recursién, en este caso la (co)iteracién y (co)recursién, resulta
importante estudiar otros esquemas, como la recursiéon simultanea, o la recursién por curso de valores,
que permitan agregar mayor expresividad a nuestra logica.

93



94

CAPITULO 4. PROGRAMACION CON PRUEBAS



Bibliografia

[1]

2]

U. Berger. Program Extraction from Normalization Proofs. Lecture Notes in Computer Science,
664, pp. 91-106. Springer 1993.

J.Y. Halpern, R. Harper, N. Immerman, P. G. Kolaitis, M. Y. Vardi and V. Vianu.
On the Unusual Effectiveness of Logic in Computer Science. In The Bulletin of Symbo-
lic Logic. Vol. 7, No. 2, pp. 213-236. Association for Symbolic Logic, 2001. Disponible via
http://projecteuclid.org/euclid.bsl/1182353776.

W. A. Howard. The formulae-as-types notion of construction. En To H. B. Curry: Essays on
Combinatory Logic, Lambda Calculus, and Formalism, pp. 479-491. Academic Press. 1980

J.L. Krivine. Lambda-Calculus, Types and Models. Ellis Horwood Series in Computers and their
Applications. Ellis Horwood, Masson 1993.

J.L. Krivine, M. Parigot. Programming with Proofs. In In Journal of Information Processing
and Cybernetics EIK (Formerly Elektronische Informationsverarbeitung und Kybernetik) 26(3)
pp. 149-167. 1990.

D. Leivant. Reasoning about Functional Programs and Complexity Classes associated with Type
Disciplines. Proceedings of 24th Annual Symposium on Foundations of Computer Science pp.
460-469 IEEE Computer Science Press. 1983.

P. Manoury, M. Parigot, M. Simonot. ProPre A Programming Language with Proofs. In A.
Voronkov, editor, International Conference on Logic Programming and Automated Reasoning

LPAR 92. LNAI 624 Springer Verlag 1992.

P. Manoury, M. Simonot. Automatizing Terminations Proofs of Recursively Defined Functions.
In Theoretical Computer Science 135, Elsevier 1995.

N.P. Mendler. Recursive Types and Type Constraints in Second- Order Lambda Calculus. In
Proceedings of the 2nd Annual Symposium on Locig in Computer Science,lthaca N.Y. pp. 30-36
IEEE Computer Society Press, Washington D.C. 1987.

N.P. Mendler. Inductive Types and Type Constraints in the Second- Order Lambda Calculus.
Annals of Pure and Applied Logic 51(1-2) pp. 159-172. North-Holland 1991.

F. E. Miranda Perea, Lourdes del Carmen Gonzdlez Huesca. Mendler-style Iso-(Co)inductive
Predicates: a strongly normalizing approach. Electronic Proceeedings in Theoretical Computer
Science, Vol. 81, pp. 30—46. March. 2012

95



96

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

BIBLIOGRAFIA
F. E. Miranda Perea. On Extensions of AF2 with Monotone and Clausular (Co)inductive defns.
Dissertation. Ludwig-Mazximilians- Universitit Minchen, 2004.

F. E. Miranda Perea. Two Extensions of System F with (Co)iteration and Primitive (Co)recursion
Principles. Theoretical Informatics and Applications (43)4, pp. 703-766, doi:10.1051 /ita/2009015,
20009.

F. E. Miranda Perea. La ldgica proposicional de sequndo orden. Memorias de la Sociedad Ma-
temética Mexicana. Vol. 40, Aportaciones Matemaéticas 2009.

M. Parigot. On the Representation of Data in Lambda-Calculus. Lecture Notes in Computer
Science 440. 1990.

M. Parigot, Recursive programming with proofs. In Theoretical Computer Science 94, pp.335-
356. Elsevier. 1992.

B. C. Pierce. Types and Programming Languages. The MIT Press, 2002.

14 C. Raffalli. Data Types, Infinity and Equality in System AF2. Lecture Notes in Computer
Science, 832, pp. 280-294. Springer. 1993.

C. Raffalli. L’ Arithmetique Fonctionnelle du Second Ordre avec Points Fixes, These de
I’Université Paris VII. 1994. Available via http://www.lama.univ-savoie.fr/ RAFFALLI/.

M. H. Sgrensen, Pawel Urzyczyn. “Lectures on the Curry-Howard Isomorphism”. Elsevier. Stu-
dies in Logic and the Foundations of Mathematics. Vol. 149., 2006.

M. Tatsuta, Realizability of Inductive Definitions for Constructive Programming. PhD Thesis,
University of Tokyo, 1993.



	Portada 
	Índice General
	Introducción 
	Capítulo 1. Preliminares 
	Capítulo 2. La Lógica de Segundo Orden 
	Capítulo 3. La Lógica AF2Mμν 
	Capítulo 4. Programación con Pruebas 
	Conclusiones
	Bibliografía 



