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Introduccion

El algebra lineal tiene como uno de sus principales objetivos el estudio de las transfor-
maciones lineales entre espacios vectoriales. Debido al gran alcance que tienen las aplica-
ciones cuando nos restringimos a espacios vectoriales de dimension finita, este tipo parti-
cular de transformaciones ha sido estudiado con detalle. Uno de los resultados de mayor
importancia obtenidos en este estudio (véase [4], p. 267) nos permite entender de manera
sencilla una transformacion lineal haciendo uso de ciertos escalares que representan a la
funcion, en el sentido de que toda la informacién que necesitamos de la transformacion se
encuentra en esos valores; dichos escalares son los llamados valores propios.

Por supuesto, una propiedad tan importante como la anterior no es valida més que bajo
ciertas condiciones estrictas. Para poder analizar esos casos que quedan fuera tenemos que
recurrir a otros resultados que, si bien es cierto que son mas generales, no nos proporcionan
una perspectiva tan simple como la de los valores propios. Las herramientas que obtenemos
de dichos resultados son las formas candnicas, a saber, la forma canénica de Jordan y dos
formas candnicas racionales, la de divisores elementales y la de factores invariantes.

La existencia de estas representaciones se sigue de un caso particular del teorema
fundamental de la teoria de médulos sobre dominios de ideales principales, que nos permite
descomponer cualquier modulo sobre un dominio de ideales principales en componentes
cuyo entendimiento es mds accesible (véase el teorema 1.3.11). La importancia de este
resultado radica en la posibilidad de asociarle a cada transformacion lineal un modulo
sobre el anillo de polinomios (véase la definicién 1.4.1). Este puente entre transformaciones
y modulos actiia como diccionario entre ambos mundos. De esta manera, la existencia de
las formas canodnicas se traduce en la existencia de la descomposicion mientras que la
unicidad de las formas canodnicas, en la unicidad de la descomposicion.

El objetivo de este trabajo serd desarrollar la idea anterior a profundidad, para ello
empezaremos el capitulo 1 con definiciones y resultados bésicos de la teoria de anillos
y médulos como la nocién de moédulo, la suma directa de médulos, dominios de ideales
principales, dominios de factorizaciéon unica, anillos noetherianos, etc. Estos resultados
nos permitiran desarrollar la teoria de médulos sobre dominios de ideales principales para
llegar al teorema de descomposicion de estos modulos. Después de desarrollar con detalle
la idea del puente entre el mundo de las transformaciones lineales y el de los modulos,
usaremos el teorema anterior para probar la existencia de la forma candnica de Jordan y
otro resultado més (véase el teorema 1.5.1), aunado a la unicidad de la descomposicién
de los médulos, nos asegurard la unicidad.

En el capitulo 2 usaremos el puente entre el mundo de los médulos y el de las ma-
trices, mencionado anteriormente, para demostrar la existencia y unicidad de las formas
candnicas racionales (de divisores elementales y de factores invariantes) y finalizaremos
con unos ejemplos en los que se expondrd una manera (poco eficiente) de calcular las
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formas canodnicas.

En el capitulo 3 estudiaremos los diagramas de puntos y con ellos obtendremos un
mejor método de calculo de las formas candnicas. Después demostraremos el teorema de
descomposicion de Jordan cuya motivacién yace en la forma canodnica de Jordan. Para
terminar, presentaremos una manera de aplicar la existencia de la forma candnica de
Jordan a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
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Capitulo 1

Forma canénica de Jordan

1.1. Definiciones y resultados basicos de la teoria de
anillos

Empezaremos recordando algunos conceptos de la teoria de anillos. En todo este tra-
bajo la palabra anillo se referird a un anillo conmutativo con 1.

Definicién 1.1.1. Un ideal de un anillo R es un subgrupo I de R tal que ¥r € R, si
x € I, entonces rx € I. Un ideal I es primo si I # R y ab € I implica que a € I o
b € I; por otro lado, diremos que p € R\ {0} es primo si (p) es primo. Finalmente, un
ideal I # R es maximal si es maximal en el conjunto de ideales propios de R ordenados
por contencion; y un elemento 0 # q¢ € R\ R*, con R* = {r € R | r es unidad}, es
irreducible si ¢ = ab implica que a o b es una unidad.

Definicién 1.1.2. Un anillo R es un dominio entero si ab = 0 implica que a = 0
o b= 0. Un dominio de ideales principales (DIP) R es un dominio entero con
la propiedad de que cualquier ideal estd generado por un elemento. Por otra parte, R es
un dominio de factorizacion unica (DFU) si, dado v € R, existen qi,...,q, € R
elementos irreducibles y u € R una unidad tales que

T =Uq1q2 - qn

y esta factorizacion es unica salvo por asociados (recordemos que a es asociado a b si
a = ub para alguna unidad u € R).

Definicién 1.1.3. Sean a,b € R. Un mdximo comiun divisor de a y b es un elemento
d € R tal que

a)d|ayd]|b,
b) sid |ayd |b, entonces d |d,
donde x | y significa que existe z € R tal que y = zx.

Podemos reescribir la definicién anterior en términos de ideales como sigue. Dados un
anillo Ry X = {ai,...,a,} C R, denotaremos por (ai,...,a,) al ideal generado por el
conjunto X.



Definicién 1.1.4. Sean a,b € R. Un mdximo comin divisor de a y b es un elemento
d € R tal que

a) (a,b) € (d),
b) si{a,b) C(d'), entonces (d) C (d').

Decimos que a y b son coprimos (o primos relativos) si 1 es un mdximo comin
divisor de a y b.

Si R es un DIP, entonces (a, b) es principal, i.e., existe € R tal que (r) = (a,b). El
elemento r satisface la definicién de maximo comun divisor, pues (r) es el ideal principal
mas pequenio que contiene a (a, b). De la definicién de coprimos y lo anterior se tiene la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.5. Sean R un DIP y a,b € R. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) Los elementos a y b son coprimos.

b) (a,b) = R.

c) Existen s,t € R tales que sa +tb = 1.
Proposicién 1.1.6. Sea R un DIP. Entonces:

a) p € R es primo si, y sdlo si, es irreducible.

b) R es un DFU.
Demostracion. Véase [3], p. 284, 287. O

Definicién 1.1.7. Decimos que un campo F' es algebraicamente cerrado si cualquier
polinomio con coeficientes en F' tiene una raiz en F.

Si F' es un campo algebraicamente cerrado, de la definicién anterior, se sigue que, para
p € Flz|, p(z) = q(z)(x — aq), para algin oy € F'y algin ¢ € F[x]. Repitiendo el proceso
llegamos a que p(z) = (r —aq) -+ - (r — ), donde grad(p) = n. Lo anterior se resume en
la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.8. Sean F' un campo algebraicamente cerrado y p € F|x] no constante.
Entonces p se factoriza como producto de polinomios de grado uno en F[z].

Proposicién 1.1.9. Sea F' un campo algebraicamente cerrado. Entonces p € Flz] es
irreducible si, y solo si, grad(p) = 1.

Demostracion. Supongamos que p es irreducible y no constante. Como F' es algebraica-
mente cerrado, p(z) = (x — a)q(x), con a € F'y g € F[z]. Dado que p es irreducible, se
sigue que ¢(z) es una unidad. Por lo tanto, grad(p) = 1. El regreso es claro. ]

Proposicién 1.1.10. Sea F' un campo. Entonces F|x] es un DIP.

Demostracion. Claramente, F'|x] es un dominio entero, pues F' es un campo. Sean [ un
ideal de F[x] y ¢ € I tal que grad(q) es minimo en I. Si p € I, entonces, por el algoritmo
de la divisién, existen s,r € F[z] tales que p = sq + r, con grad(r) < grad(q) 6 r = 0. Si
r # 0, como p,q € I, se concluye que r = p — sq € I, lo cual es una contradiccién porque
grad(q) es minimo en /. Por lo tanto, r =0y p = sq, i.e., [ = (q). O
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1.2. Definiciones y resultados basicos de la teoria de
modulos

Comenzaremos con la definiciéon de médulo.

Definicion 1.2.1. Sea R un anillo conmutativo con uno. Un R-modulo es un grupo
abeliano M junto con una funcion (producto por escalares) - : R x M — M con las
siguientes propiedades, Ya,b € R y¥Ym,m' € M

a) a-(b-m)=(ab)-m

b) 1-m=m
c)a-(m+m)=a-m+a-m
d) (a+b)-m=a-m+b-m.

Si por el contexto es claro, llamaremos modulo a un R-maodulo y utilizaremos am para
denotar a-m. Un submddulo N de un médulo M, denotado N < M, es un subgrupo de
M con estructura de R-maodulo dada por la restriccion del producto por escalares de M a
N. Dado S C M, denotaremos por

(SYy={rmx1+---+rpxn, €M |r, € Ryx;€ Si=1,..,n, conn e N}
al submodulo mas pequeno de M que contiene a S o el submaodulo generado por S.

Ejemplos tipicos de médulos son R™, con n € N, y R[z], con el producto por esca-
lares usual. Como caso particular, sin = 1, los submddulos de R™ = R son los ideales de R.

La siguiente proposicion caracteriza a los submodulos de un modulo M.

Proposicién 1.2.2. Sean M un R-mddulo y ) # N C M. Entonces, N es un submddulo
de M si, y solo si, para todo x,y € N y A € R se tiene que \x +y € N.

Definicién 1.2.3. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es finitamente generado
(f.g.) si existen my,...,my, € M tales que M = (mq,...,my). Si n =1, diremos que M es
ciclico.

Definicién 1.2.4. Dados My, ..., M, R-mddulos, definimos su suma directa (externa)
como

TM: = A{(ar,own) | i€ Myi=1,...,n}.
=1

Este conjunto junto con la suma y el producto escalar entrada a entrada es un R-mddulo.
De manera mds general, si {M;}icr es una familia de R-mddulos, se define el R-mddulo
;e M; como

HM,- = {(xi)ier Vi€l 2; € M; yax; =0 parai € I\ {iy,...,ix}, conk > 1}.

el

En el caso en el que M; = M para todo i € I, escribiremos MY en lugar de I;c;M;.



Definicién 1.2.5. Sean M un R-mdédulo y Ny, ..., N submddulos de M. Decimos que M
es la suma directa (interna) de Ny, ..., Ny y lo denotaremos por

St
a) M:EleNi:{n1+---+nk€M|ni€Ni,1§i§k}
b) NyNEi,N; ={0}, j=1,... k.

Al igual que en Algebra lineal, en moédulos también se tiene el concepto de indepen-
dencia lineal y de generadores.

Definicién 1.2.6. Sea M un R-modulo. Decimos que un conjunto S C M es lineal-
mente dependiente si existen x1,...,x, € S y escalares ry,...,r, € R no todos cero tales
que

riTy + -+ e, = 0.
En caso contrario, S serd linealmente independiente.

Si S C M es tal que (S) = M, diremos que S genera a M o que S es un conjunto
generador de M.

Al igual que en algebra lineal, tenemos el concepto de base para un R-moddulo.

Definicién 1.2.7. Sean M un R-modulo y S C M. Decimos que S es una base para M
si S genera a M y S es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 1.2.8. Sean M, N dos R-modulos. Una funcion f: M — N es un morfis-
mo de R-mddulos si es un morfismo de grupos y ¥r € RNm € M, f(rm)=rf(m).
Definimos el conjunto Ker(f) como

Ker(f) :={m e M| f(m) =0}

y Hompg(M, N) como el conjunto de morfismos de R-mddulos de M en N.
Si f es biyectiva, diremos que [ es un tsomorfismo, en este caso, se escribird M = N.

La siguiente nocién es importante en la teoria de médulos y se utilizard en el teorema

1.3.8.
Definicién 1.2.9. Decimos que un R-mddulo M es libre si M = R\, con J un conjunto.

Las bases de R-modulos tienen propiedades similares a las de espacios vectoriales, como
veremos en la siguiente proposicion. Antes de enunciarla daremos la siguiente definicién
que sera de utilidad.

Definicién 1.2.10. Sean M un R-maodulo y N un submddulo de M. Definimos el modulo
cociente, denotado por ]\/[/N, como el grupo cociente de M entre N con producto por
escalares dado por

RxM/N — M/N
(rrm+N) — (rm)+ N.

Con este producto por escalares, M/N es un R-modulo.
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Teorema 1.2.11 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sean M, N dos R-mddulos y ¢ :
M — N un morfismo de R-mddulos. Entonces Ker(¢) es un submddulo de M y M/Ker(gb)

= (M)
Demostracion. Véase [3], p. 349. O

Proposiciéon 1.2.12. Sean M, N dos R-mddulos y S C M wuna base para M. Entonces
se cumple lo siguiente:

a) Dada una funcion f: S — N, existe un tnico morfismo de R-mddulos f:M— N
tal que fls = f.

b) Si S’ es otra base para M, entonces |S| = |5'|.

Demostracion. La demostracion del primer inciso es analoga a la prueba en el caso de
espacios vectoriales.

Para probar el segundo inciso, seam C R un ideal maximal de R y mM C M el submodulo
de M que consiste de todas las sumas de la forma rymq+---+r,m,, conr; € m, m; € M
y n € N. Sabemos que M / mM es un R-modulo, ademas, es un R / m-espacio vectorial con
el siguiente producto por escalares,

R/mx M/mM — M/mM
(r+mz+mM) — (rz)+mb.

El producto esta bien definido, pues sir+m =7r"+my x +mM = y + mM, entonces
r—r' emyx—y€mM, de modo que

re—r'y=(r—r)r+r'(x—y) e mM.

Las demas propiedades de espacio vectorial se heredan de la estructura de R-modulo.
El conjunto S genera a M lo que implica que S + mM genera genera a M / mM. Si

(r1+m)(sy +mM) + -+ (r, +m)(s, + mM) = (r15; + -+ 7,8,) + mM =0,

entonces r15y + -+ + 1rpS, = rymy 4+ - +rmy, conr, €m,m; € Mys, € 5.
Pero, al expresar cada m; como combinacion lineal de elementos de S, llegamos a dos
expresiones de un elemento en términos de la base, de donde se sigue que los coeficientes
y los elementos de la base tienen que ser los mismos. Sin embargo, los coeficientes de la
expresion del lado derecho de la igualdad estan en m y, por ende, r; € m, i = 1,...,n; esto
es,;+m=20,72=1,...,n. Por lo tanto, S+mM es una base del espacio vectorial M/mM
y |S| = |S + mM]|. Aplicando lo mismo con S’ y utilizando que en un espacio vectorial
todas las bases tienen el mismo niimero de elementos, se sigue que |S| = |57|. O

Corolario 1.2.13. Sea M un R-mddulo finitamente generado. Entonces existe
¢ € Homg(R", M) suprayectivo, para alguna n € N.

Demostracion. Sean x4, ...,x, € M generadores de M. Por el primer inciso de la propo-
sicién 1.2.12, existe un tnico morfismo de R-médulos ¢ : R — M tal que ¢(e;) = x;,
donde {ey,...,e,} es la base candnica de R". Como 1, ...,x, € ¢(R"), se concluye que ¢
es suprayectivo. ]



A continuacion daremos la definicién de un moédulo noetheriano y sus propiedades
bésicas.

Definicién 1.2.14. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es noetheriano si cualquier
cadena ascendente de submddulos

MyCMy,C---CM,C---
se estabiliza, i.e., si existe n € N tal que para toda k > n se tiene que M, = Mj.
Hay otras formas equivalentes de definir un moédulo noetheriano.
Proposicion 1.2.15. Sea M un R-mddulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) M es noetheriano.
b) Cualquier conjunto > # () de submddulos tiene un elemento mazimal.
c) Cualquier submddulo de M es finitamente generado.
Demostracion. Véase [1], p. 74 - 75. O
Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.2.16. Todo dominio de ideales principales es noetheriano.

El siguiente resultado nos proporciona una manera de identificar R-mdédulos noethe-
rianos, siempre que R sea noetheriano.

Proposicion 1.2.17. Sea M un R-mddulo finitamente generado, con R mnoetheriano.
Entonces M es noetheriano.

Demostracion. Véase [1], p. 76. O

1.3. Teoremas de estructura de modulos sobre domi-
nios de ideales principales

Los resultados que se presentaran en esta seccién seran de gran utilidad para la de-
mostracion de la existencia de la forma candnica de Jordan.

Definiciéon 1.3.1. Sean M un R-mddulo y m € M. El anulador de m estd dado por
Ann(m) :={r € R: rm = 0}.
El anulador de M se define como
Amn(M) :={re R:VYm e M rm = 0}.

De la definicién anterior se infiere que Ann(m) = Ker(¢), donde ¢ € Hompg(R, M)
estd dado por ¢(r) = rm, por ello, Ann(m) es un ideal de R. El hecho de que Ann(M)
sea un ideal se sigue de la igualdad Ann(M) =) Ann(m).

meM
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Definicion 1.3.2. Sean M un R-modulo y m € M. Decimos que m es un elemento de
torsion si Ann(m) # {0}. Si todo elemento de M es de torsion, entonces diremos que M
es de torsion. Si ningun elemento distinto de cero es de torsion, diremos que M es libre
de torsion.

Definicién 1.3.3. Sean M un R-mddulo y r € R. Definimos M(r) y M, como sigue:

M(r) = {me M| rm =0},
M, = {meM|3keN:r*m=0}.
Proposicién 1.3.4. Sean M un R-mddulo yr € R. Entonces M(r) y M, son submddulos
de M y M(r) C M,.

Demostracion. Claramente, 0 € M(r) N M,. Sean z € Ry m,m’ € M(r). Entonces
r(zm+m') =xrm+rm’ =0, ie., xm+m’ € M(r).

Si m,m’ € M,, entonces existen k,k' € N tales que r*m = r*m’ = 0, de modo que
rFH (zm + m') = ar*F m + ¥ 'm/ = 0y, por ende, zm + m/ € M,. Por la proposicién
1.2.2, M(r) y M, son submddulos de M. O

Definicién 1.3.5. Sea R un dominio de ideales principales. Sea M un R-mddulo yp € R
primo. Decimos que M es un p-modulo si M = M,.

Teorema 1.3.6. Sean R un dominio de ideales principales y 0 # M un R-mdédulo de tor-
sion finitamente generado. Entonces existen primos pi,...,p, € R, unicos salvo asociados
y salvo el orden de los indices, con las siguientes dos propiedades:

a) My, #0 Vi=1,..,ny
b) M = @?:1 My,

Ademds, se satisface que Ann(M) = <pr‘> y Ann(M,,) = (pj") para todoi =1,...,n,
i=1
donde «; es un entero positivo.

Demostracion. Primero que nada, notemos que Ann(M) no es cero ni todo R. En efecto,
si Ann(M) = R, entonces para x € M, x = 1-x = 0, pero M # {0}. Ahora, dado que
M es finitamente generado y de torsion, existen xq,...,zx € M, r1,...,7x € R\ 0 tales
que M = (z1,...,x) y r;z; = 0. Esto implica que az; = 0 para toda i € {1,...,k}, donde
a = II%_7; # 0; es decir, a anula a todos los generadores, por lo tanto, a todo M, de
donde concluimos que Ann(M) # {0}.

Sabemos que R es un DIP, entonces Ann(M) = Rg = {rg € R | r € R} = (g), para
alguna g € R\ {0}. Ademads, por la proposicién 1.1.6, R es un dominio de factorizacién
Unica y asi

donde p; € R es primo (todos no asociados entre si) y u € R es una unidad. Como
g € Ann(M), se sigue que

M = M(g) = M (ulli_pi") = M(ILL,p;"),



donde la ultima igualdad se da debido a que para toda r € R, urm = 0 si, y sélo si,
rm = 0, pues u es una unidad. Lo siguiente serd probar que M(g) “abre productos”
bajo ciertas condiciones. Para ello recordemos que, por la proposicién 1.1.5, si p y ¢ son
coprimos en I, entonces sp + tq = 1, para algunos s,t € R. De donde

x=1-x = spx + tqr, para todo x € M(pq). (1.1)

Notemos que en la suma anterior se tiene que spxr € M(q) ya que ¢q(spx) = spgr = 0
y de manera similar tqz € M(p), i.e.,

M(pq) = M(p) + M(q).

Utilizando las igualdades (1.1) tenemos que si x € M(p) N M(q), entonces x = spx +
tqr = 0; por lo tanto, M(p) N M(q) = {0}, de donde M(pq) = M(p) & M(q). Usando un
argumento inductivo llegamos a que

M:M(Q)Z@M(P?i)-

Ahora probaremos que M,, = M(p¢"). Veamos la contencién M,, € M (p{*). Supongamos
que x € M,,. Por la igualdad de arriba, tenemos que x = x; +--- + x,, con x; € M(p?j)
y 7 =1,...,n. Entonces

pre =pfe + -+ pFr, =0, para alguna k € N.

Como M = @, M(p{") y pfa; € M(p;’), tenemos que:
pFx; =0,Vj € {1,..,n}.

Demostraremos que z; = 0, si j # ¢. Notemos que pf y p}lj son primos relativos si j # 1.
Entonces, existen r,s; € R tales que

1=rph+ sjp?j.

Por lo tanto, x; = Lz; = (rpf + s;p;")z; = rpfa; + s;p;’x; = 040 = 0 pues pfz; = 0
y x; € M(pja’) Por ello, x = x; € M(p;"), probandose la contencién M,, C M (p;").
Claramente, M (p;*) C M,,, por lo tanto, M (p{") = M,, vy

M:éM,,
=1

Ningtin M (pj*) = M, es cero por el siguiente argumento. Si M(p;’) = 0 para alguna
Jj, entonces, para toda x € M, tenemos que 0 = gz = (ulll,pi" )z = p?j(ul_[#jp?i)x
implica que (ulliz;p;)x = 0, ie., ull;z;p* € Ann(M) = Rg. Como p; | g, se tiene que
p; | ulliz;pi, lo cual es una contradiccién, pues R es un DFU por la proposicién 1.1.6.
Con esto hemos probado la existencia de los primos py, ..., p, con las propiedades deseadas.
Ahora veamos la unicidad.

Sean ¢i, ..., ¢ primos distintos de R con M, # 0 para i =1,...,m y tales que

M_éM,
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De la suma anterior, tenemos que M, # M, si i # j. Sea 0 # = € M, . Entonces
q¥ € Ann(x) para alguna k € N. Como R es un dominio de ideales principales, tenemos
que Ann(x) = (r) para alguna r € R. Por lo tanto,

rlg¥ y asi r = ¢§ para alguna s € N,

Como (g) = Ann(M), tenemos que g € Ann(x) = (¢f) y por lo tanto ¢f|g, de donde
concluimos que ¢;]|g. Como R es un Dominio de Factorizacién Unica, tenemos que ¢; es
asociado a algun primo p; de la factorizacién de g = w ][]}, p;". Después de reordenar,
los factores primos p; de g, podemos suponer que q; es asociado a p;. Notemos que ¢; es
asociado a un unico p; de la factorizacién de g. De esta forma, tenemos que My, = M, .
Ahora si existieran dos primos ¢; y ¢; con My, # M, tal que ambos son asociados al
mismo divisor primo p de g, tendriamos que ¢; es asociado a g; y asi M,, = M,;, lo cual
es una contradiccion.

Ahora, repitiendo el procedimiento anterior para ¢, tenemos que existe un primo p; tal
que @2 es asociado a p; y por lo dicho arriba, tenemos que p; # p;. De esta manera,
después de reordenar los factores de g, podemos suponer que ¢s es asociado a ps y asi
M,, = M,,. Repitiendo el proceso para cada i = 1,...,m, tenemos que M, = M, para
todo 7 =1, ...,m. Por lo tanto m < n.

Supongamos que m < n. Como M = ., M,, = D,_, M,,, tenemos que para m < i <
n:

m
My, = M N My, = (ZMp]) N M, < < Z Mm) N M,, = {0}.
j=1 je{1,2,..n}—{i}
Por lo tanto, M,, = {0}, lo cual es una contradicién, por lo tanto n = m y M,, = M,,
para ¢ = 1, ..., m, probandose la unicidad.
Veamos que Ann(M,,) = (pj’) para todo i = 1, ..., n. En efecto, como R es un DIP, existe
hi; € R tal que Ann(M,,) = (h;). Notemos que hemos visto que

M, = M(p) = {m e M| pPm = o}.

Por lo tanto, p* € (h;), es decir, tenemos que h; | p;*. Como R es un DFU, tenemos que
h; = p;B con f; < a; para todo ¢ = 1,...,n. Ahora, tenemos que

M(pX) = M(pP) Yi=1,...,n.

En efecto, sea m € M(p$), como Ann(M (p$*)) = Ann(M,,) = (h;) = (p”), tenemos que
pP'm =0y asi m e M(p?"). De donde concluimos que M (pS) C M (p).
Por otro lado, sea m € M(p’f) Entonces p;*m = 0y como f3; < «;, tenemos que p3'm = 0
y asi tenemos que M (p') C€ M(p%). Probandose que M (p*) = M(p’).

Luego, tenemos que
M=M(T]w) =B Mo =Py = m(I]e).
i i=1 i=1 i

H p;*. De donde concluimos que

Por lo tanto, pr € Ann(M) = <sza> Y asi sza
; i—1 i

o; = By paratodoi =1, ...,n. Probandose que Ann(M,,) = (p;") paratodoi =1,...,n. O
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A continuacién daremos la definicién del rango de un modulo.

Definicién 1.3.7. Sean R un dominio entero y M un R-mddulo. Definimos el rango de
M como el mdzimo nimero de elementos linealmente independientes en M (ver definicion
1.2.6) y se denotard por ran(M).

Lo siguiente sera probar que todo p-mdédulo, con p primo, se descompone como suma
directa de médulos ciclicos. Para ello necesitamos los siguientes resultados.

Teorema 1.3.8. Sea M un R-mddulo libre de rango n, con R un DIP, y N < M. Entonces
1) N es libre de rango m < n.

11) Eziste {y1,...,yn} una base de M y ay,...,a,, € R\ {0}, con m < n, tales que
A1Y1y -y G Ym forman una base para N y

ap | as | .. | am.

Demostracion. El resultado es trivial si N = {0}. Supongamos que N # {0}. Considere-
mos {1, ..., z,} una base de M. Sea ¢ : M — R un morfismo de R-mddulos. Sabemos
que ¢(N) es un submoédulo de R y los submédulos de R son ideales, por ello, ¢(N) es un
ideal de R. Como R es un DIP, ¢(N) = (a,), con a, € R. Definimos

Y= {(ay) | ¢ € Homg(M, R)}.

Notemos que 3 # (), pues si ¢ = 0, entonces ¢p(N) = {0} = (0). Dado que R es noetheriano
por el corolario 1.2.16, usando la proposicion 1.2.15, se obtiene que Y posee un elemento
maximal y(N) = (a,), para algin v € Hompg(M, R). Sean a; = a, y y € N tales que
) = ax.

Notemos que a; # 0, ya que como 1, ..., z,, es una base de M y 7y, ..., m, € Hompg(M, R)
son las respectivas proyecciones en R dadas por m;(rizy + - - - +1r,x,) = r;, entonces existe
i€ {1,...,n} tal que m;(N) # {0}, pues N # {0}, i.e. (0) C m;(N) € %, lo cual no seria
posible si (0) fuera maximal en X.

Ahora veamos que a1 | ¢(y), V¢ € Homg(M, R). Como R es un DIP, existe d € R tal que
(d) = (a1, ¢(y)). Esto implica que d = ria; + r2¢(y). Definimos

¢22T17+T2¢3M—>R,

de esta forma ¥ (y) = r1v(y) + r2d(y) = ria; + r20(y) = d, de donde d € »(N). Como
(a) € (d) C YP(N) y {(a1) es maximal, se tiene que (a;) = (d) = ¥(N). Luego, como
o(y) € (a1, d(y)) = (d) = (a1), tenemos que ra; = ¢(y), para alguna r € R, i.e., a; | ¢(y).
En particular, para cada proyeccién m; : M — R tenemos que m;(y) = a1b;, para alguna
b; € R,i=1,...,n. Es decir, y = a1b1x1 + a1bozs + - + arbpx, = ay(byxy + -+ - + bpzy,).
Si definimos

Y= ibixi e M,
i=1
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se sigue que y = ayy;. Por lo tanto, a1 = y(y) = a17(y1) y como R es un dominio entero,
concluimos que y(y;) = 1 pues a; # 0.
Ahora probaremos las siguientes dos igualdades:

M = Ry, & Kery
N = Rayy; ® (N N Kerv)

Para la primera, si « € M, entonces z = y(z)y1 + (z — y(z)y1) v v(z — y(z)y1) =
v(z) = y(x)y(y1) = 0. Esto es, € Ry, + Kery, de modo que M = Ry; + Kervy. Si
x € Ry; N Kery, se tendria que z = ry; y 0 = v(z) = v(ry1) = ry(y1) = r. De donde
x = 0. Por lo tanto, M = Ry; & Ker~.

Para la segunda igualdad, recordemos que v(N) = (a;), esto implica que si z € N, enton-
ces v =(x)y1+(x—y(x)y1) = rarys + (@ —7(x)y1). Notemos que z—y(z)y1 = x—ra1ys =
r—ryycomo x,y € N, concluimos que z—v(x)y; € N. Por ello, N = Rayy; +(NNKery).
Que la interseccién sea cero se sigue de la misma manera que con la primera igualdad,
probandose las dos igualdades deseadas.

Dado que M es f.g. y R es noetheriano (por ser un DIP), se sigue de la proposicién 1.2.17
que M es un médulo noetheriano; por la proposicion 1.2.15, tenemos que N es f.g y, por
lo tanto, de rango finito. Por esta razén podemos aplicar induccion sobre m, el rango de
N, para probar el primer inciso.

Primero, veamos que si ran(N) = m, entonces ran(N N Ker(y)) < m. En efecto, sean
wi, ..., wp € N N Ker(y) elementos R-linealmente independientes. Afirmamos que el con-
junto {aiyi, ws, ..., wi} es R-linealmente independiente en N. Para ver esto, consideremos
escalares \; € R tales que

Aa1yr + Aewy + - -+ Apqwg = 0.

Aplicando v a la igualdad anterior y utilizando que cada w; € Ker(v), tenemos que
0 = Ma1y(y1) = A1a; y como R es un dominio entero y a; # 0, concluimos que A\; = 0.
Luego, la combinacion R-lineal anterior se convierte en Zle Aiviw; = 0. Por lo tan-
to, A\iy1 = 0 para i = 1,....k, ya que {wy,...,w} es linealmente independiente. Como
ran(/N) es el maximo nimero de elementos linealmente independientes en N, tenemos
que k + 1 < ran(N). Por lo tanto, k& < ran(N) — 1 y como esto se hace para cual-
quier conjunto de elementos linealmente independientes de N N Ker(y), concluimos que
ran(N N Ker(y)) <ran(N) —1=m — 1.

De la misma manera se prueba que ran(Ker(v)) < ran(M). Ahora, procedamos por in-
duccién en ran(N) = m para probar el primer inciso.

Si m = 0, quiere decir que para todo z € N, el conjunto {z} es linealmente dependiente.
Por lo tanto, para z € N, existe 0 # A € R tal que Az = 0. Por otro lado, como z € M
y {x1,...,z,} es una base de M, entonces existen unicos r; € R tales que z = )" ;.
Luego, 0 = Az = ", (Ar;)z; = 0, de donde concluimos que Ar; = 0 para todo 7 ya que
{z1,...,x,} es linealmente independiente. Como R es un dominio entero A # 0, concluimos
que r; = 0 para todo i y asi z = > r;x; = 0. Esto demuestra que N = 0y, en este caso,
ya acabamos.

Supongamos que el teorema es cierto para todo submédulo N de M con 0 < ran(N) < m.
Sea N un submédulo de M con ran(/N) = m. Por lo hecho, en parrafos anteriores, tenemos
que existen v: M — R, y; € N,y 0 # a; € R tal que

N = Rayy; @ (N N Ker(7))
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con ran(N N Ker(v)) < ran(N) = m. Luego, por hipdtesis de induccién concluimos que
NnKer(y) es un R-médulo libre con base {ci, ..., ¢ }. Notemos que {a1y1, c1, ..., cx } es una
base de N. En efecto, tenemos que {cy, ..., ¢t} es linealmente independiente y de manera
similar a como se hizo en parrafos anteriores, tenemos que {a1y1, ¢y, ..., ¢ } es linealmente
independiente. Ademés del hecho que N = Rajy; @ (N N Ker(y)), se tiene que cualquier
¢ € N se escribe como ¢ = \jaiy; + (Zle Ait1¢;) con \; € R para todo i. Asi, tenemos
que N es libre con base {a1y1, ¢1, ..., ¢ }. Probdndose por induccién el inciso (I).

Ahora probaremos (II) por induccién sobre n = ran(M). Supongamos n =ran(M) =1y
que N es un submédulo de M. Sabemos que existen v: M — R, y1 € N, y0#a; € R
tales que M = Ry, @ Ker(y) y N = Rayy; & (N NKer(y)). Como Ker(y) es un submédulo
de M, por el inciso (I), tenemos que Ker(y) es libre. Ahora, como M = Ry, ®Ker(), vimos
en parrafos anteriores que ran(Ker(y)) < ran(M) = 1y de esta manera ran(Ker(y)) =0y
asi Ker(y) = 0y, por lo tanto, {y1 } es una base de M. Ahora, N = Ra,y; ®(NNKer(y)) =
Rayyy y, por lo tanto, {a1y,} es una base de N. Probandose el resultado para n = 1.
Supongamos que el teorema es cierto para todo médulo libre M con 1 < ran(M) < m. Sea
M un R-mdédulo tal que ran(M) = m. Sea N un submédulo de M. Sabemos que existen 7 :
M — R,y € N,y 0# a; € Rtales que M = Ry; ®Ker(y) y N = Rayjy1 ® (N NKer(7)).
Por el inciso (I), tenemos que Ker () es libre; y ademés ran(Ker(y)) = ran(M)—1 = m—1.
Como N NKer(7) es un submdédulo de Ker(7), por hipdtesis de induccién existe una base
{Y2, Y3, ..., ym } de Ker(y) y aqg,...,a, con r < m tal que {asys,...,a,y,} es una base de
NnKer(y)yas|ag]|- | an.

Como M = Ry, @ Ker(y) y N = Rayyy & (N N Ker(y)), tenemos que {y1, Y2, ..., Ym } €S
una base de M y {a1y1, asys, ..., a;y, } es una base de N. Solo falta ver que a; | as.

Como {y1,¥y2,...,Ym} es una base de M, por la Proposicién 1.2.12, podemos definir un
morfismo de R-médulos ¢ : M — R tal que ¢(y1) = ¢(y2) = 1y ¢(y;) = 0 para i > 2.
Tenemos que ¢(ay;) = a; € ¢(N). Por lo tanto, (a;) C ¢(IN). Como a; se elige tal que
(a1) = v(N) es maximal en el conjunto 3, concluimos que {(a;) = y(N) = ¢(N). Como
as = asP(y2) = d(asys) € ¢(N) pues asys € N, concluimos que ay € (a;) y por lo tanto
ap|as. Probandose el resultado. O

Sea R un DIP, por la proposicién 1.1.6, tenemos que p es primo si, y solo si, p es
irreducible. Ademas, p es irreducible si, y sélo si, (p) es un ideal maximal y en este caso
R/(p) es un campo.

Lema 1.3.9. Sean R un DIP y p € R primo. Sea F el campo R/(p).

a) Si M = R", entonces M/pM = " como F-modulos.

b) Si M = R/(a), donde a € R\ {0}, entonces

F i R
M/pM i SZ. plaen como F-modulos.
0 siptaenR

¢) SiM = R/{a1)®R/{a2)®- - -®R/(ar), dondep | a;, i =1, ..., k, entonces M [pM = F*
como F-modulos.
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Demostracion. a) Definimos un morfismo de R-mdédulos como sigue,

¢ M —s F
($1a~--7$7") = ($1+<p>a7$r+<p>)

Claramente, ¢ es suprayectiva, de modo que el Primer Teorema de Isomorfismo nos

asegura que
F" = M [Ker(¢) como R-médulos.

Ahora, si (x1,...,x,) € Ker(¢), entonces (x1 + (p), ...,z + (p)) = 0, lo que implica que
x; = pa; para alguna a; € R, i =1, ...,r. Por ello,

(x1,...,2,) = play, ...,a,) € pM.

Inversamente, si p(ay, ...,a,) € pM, entonces

o(p(as, ...,a,)) = (par + (p), ..., pa, + (p)) = 0.

Por lo tanto, Ker(¢) = pM y M / pM = F" como R-médulos. Ahora, notemos que
M / pM tiene estructura de F-moédulo con el siguiente producto escalar

FxM/pM — M/pM
(z+ (p),m+pM) + (xm)+pM,

pues x —y = pt implica que xm —ym = ptm € pM, i.e., el producto esta bien definido.
Recordemos que el isomorfismo dado por el Primer Teorema de Isomorfismo esta dado
por

6:M/pM — F'
m—+pM —  o(m).

De modo que

o((z + (p))(m + pM)) = ¢((zm) + pM) = ¢(zm).

Si m = (a1, .., @), entonces ¢(xm) = (was + (p), - za, + (p)) = (z + (p))$(m) ¥, por
lo tanto, M/p]\/[ = F" como F-modulos.

Supongamos que p | a en R. Definimos ¢ como sigue,

M — F
r+{a) — x4+ (p).

Notemos que si « + (a) = y + (a), entonces x — y = ab, para alguna b € R. Como
p | a, se tiene que a = pe, para alguna ¢ € R. En consecuencia, x —y = pcb € (p),
ie, ¢(x + (a)) = ¢(y + (a)) v ¢ estd bien definida. Igual que en el inciso a), ¢ es
suprayectiva y, por ende,

F = M [Ker(¢).
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Ademas,

Ker(¢) = {z+{(a)|¢(z + (@) = 0}
= {z+(a)r € (n)}
= {ply+{a))ly € R}
= pM.

Por lo tanto, F' = M / pM. De la misma manera que en el inciso a), M / pM tiene
una estructura natural de F-moédulo y con ésta el isomorfismo de R-mddulos ¢ :
M / pM — F es un isomorfismo de F-méddulos.

Veamos que pasa si p t a. En este caso, tenemos que p y a son coprimos, entonces existen
s,t € R tales que 1 = sp + ta. Sea x + (a) € M con x € R, entonces x = zsp + zta,
consecuentemente

x + (a) = (xsp + xta) + (a) = zsp + (a) = p(xs + (a)) € pM.
Lo que nos permite concluir que M = pM, i.e., M/pM = 0.

Como p | a;, para i = 1,...,k, el inciso b) asegura que existe un F-isomorfismo ¢; :
R/(az-)/p (R/(al)) — F,i=1,...,k. Esto nos permite definir el siguiente morfismo,

o1 (R/(@) /p(R/{a))o(R/ (@) [p (R){02) )@ -0 (R/(aw) [p (R) (@) ) — F*
¢ = (01,92, .., P).

Dado que ¢ se compone, coordenada a coordenada, de F-isomorfismos, se tiene que ¢
también es un F-isomorfismo. Para simplificar la notacién definimos lo siguiente,

M= (R/(@) [p (R ())) @ (R/(@) /b (R/ (@) ) @& (B/ () [p (R ()

Ahora vamos a definir el siguiente morfismo,
M — M
(21 4+ {ar), i+ {ar)) = (@14 (@) +p (R/{ar)) , .., (@ + (ar) +p (R/{ar))) -

El morfismo asi definido es claramente suprayectivo. El Primer Teorema de Isomorfismo
asegura que M’ = M [Ker(1)).

Si (21 + (a1), ...,z + {ar)) € Ker(¢), entonces z; + (a;) € p (R/{a;)), para cada i =
1, ..., k. Lo que implica que x; + (a;) = p(y; + {(a;)), i = 1, ..., k. De modo que

(z1 4+ (a1), sz + {(ar)) = p (Y1 + (a1), ..., yx + (ar)) € pM.

Por otro lado, si p (y1 + {(a1), ..., yx + (ax)) € pM, entonces para cada entrada se tiene
que
p<yl + <CL1>) €p (R/<al>) ) L= 17 e ka
e, ¥(p(y1 + (a1),...,yr + (ax))) = 0. Por lo tanto, Ker(¢)) = pM. Con un procedi-
miento andlogo al del inciso a) se sigue que M / pM es un F-médulo y F* = M’ =
M / pM como F-médulos.
O
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Teorema 1.3.10. Sean R un DIP, p € R primo y 0 # M un R-mddulo finitamente
generado. Supongamos que M es un p-mddulo (ver definicion 1.3.5). Entonces existen
unicos ay, ..., € N\ {0} tales que p™ | p** | --- | p™ (llamados divisores de M) y

M = @R/(po‘i>.

Ademds, Ann(R/(p*)) = (p*) para todo i.

Demostracion. Dado que M es finitamente generado, por el corolario 1.2.13, existe ¢ :
R" — M morfismo de R-moddulos suprayectivo; lo que a su vez implica que M =
R”/Ker(gb). Por el teorema 1.3.8, sabemos que existe {1, ..., y, } base de R" y ay, ..., a,, €
R\ {0} tales que a1y, ..., @Y forman una base para Ker(¢) y a; | as |-+ | ay,. De donde

MgEBlRyi/EBlRaiyi

Se puede ver que la siguiente funcion

o @ R — (@ R/<ai>) @
i=1 i=1
dada por

w(myl, ooy PYms TmA1Ym+1, ---,T‘nyn) = (7’1 +(a1), s T+ (@) s T ---,m)

es un morfismo suprayectivo de R-médulos con Ker(p) = )", Ra;y;, de donde por el
Primer teorema de Isomorfismo, tenemos que

@ Ryi/ @ Ra;y; = (@ R/(aﬁ) Dr

1=

de tal manera que

M= @Ryz/@ Ra;y; = (EB R/<@z‘>> @Rn_m-

Pero M es de torsién (por ser un p-médulo) y 7’ = 0 implica que r = 0 o ' = 0, pues R
es un DIP, entonces n = m y

M = @R/mi).

En lo anterior existe la posibilidad de que algin a; sea una unidad; en este caso, R / (a;) =
0. Notemos que si @; es unidad, entonces a; es unidad para todo j = 1,...,7 pues a; | a; si
7 =1,...,1. Entonces, en la expresion anterior, podemos quitar tales términos y, dado que
M # 0, podemos suponer que M = @le R/{a;) con 1 <k < ny a; no unidad para todo
i=1,.,ktal que a; | as | -+ | ag—1 | ax. Como M es p-médulo finitamente generado,
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tenemos que Ann(M) = (p*) para algin o € N\ {0}. Para 1 < i < k, consideremos

= <O +(a1), s 1+ {(a;), ..., 0 + <ak>> e @, R/{(a;). Como M es un p-médulo, existe
p? € R con B € N\ {0} tal que 0 = pu;. Es decir, p°(1 + (a;)) = p° + (a;) = 0+ (a;) y
asi p? € (a;). Por lo tanto, a; | p° y como R es un dominio de factorizacién tnica y a; no
es unidad, tenemos que a; = p® para algiun «; € N\ {0}. Probandose que

= @R/ )

con p* | p2 | - | pk.
Veamos que Ann( R/(p* ) = (p™) para todo i. En efecto, como R es un DIP tenemos
que Ann(R/ @)) = (h) para algin h € R. Como (p O"'}(R/(p‘”)) = 0, tenemos que

P € Ann(R/( a)) = (h) y asi h | p*. Como R es un DFU, tenemos que h = p® con

a < a;. Dado que (p*) = Og/peiy = p* (1 + (p‘”)) = p* 4 (p*), se tiene que p* € (pi).
Por lo tanto, p® | p® ; < a. Por lo tanto, h = p®i.
Ahora veamos la unicidad. Supongamos que

%69 p™) éﬁ%ﬁ%

donde p?r | p?2 | --- | pP. Probemos que k = r y que (p™,....p*) = (p™,...,p").
Calculando el anulador, tenemos que Ann(M) = (p®*) = (p"), de donde concluimos que

Qp = 67"‘
La demostraciéon la haremos por induccién sobre ay. Si o = 1, entonces a; = 5 = 1,
1=1,...,kyj=1,..,r. Lo que implica que

=&ﬁwm%&¥wm=
donde F' = R/(p). Sea ¢ : F¥ — F" un R-isomorfismo. Entonces
o((x + P + )k +(P)) = d(ays + (p)s oo 2yp + (P)

o(x(yr + (p)s - yr + (D))
= 2¢(y1 +(p), - Yk + (D))

Sid(yr + (), sy + () = (a1 + (p), ..., ar + (p)), se obtiene que

LZ'(CLl -+ <p>, ey Ay <p>>
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Es decir, ¢ es un F-isomorfismo y, puesto que F' es un campo, se concluye que k = r (pues
F* >~ F" como espacios vectoriales).
Supongamos que el resultado es cierto para cualquier p-médulo N con Ann(N) = (p7)
con 1 <~y <m.
Sea M un p-mddulo tal que

M = M, = M,

M, = @R/(p%, M, = @R/@ﬂi)-

con Ann(M,;) = (p**) = (p™) = (p”7) = Ann(M). Supongamos que los divisores de M; y
M son respectivamente:

(p™, p™, .., p™) = (p,p, ..., p, P+, ..., p™*)
a—veces
(", 0", ....0") = (p,p, .., PP, PP

b—wveces
con2 < g <<y 2< Bpyr <o < B Notemos que

k

=~ (p™)

Como el morfismo ¢ : R — % dado por (1) = pr+(p™) es tal que Ker(p)=(p* 1),
tenemos que

I

R R _ . R
)M =D =D gy = D Gy

=1 1=a+1

Luego, tenemos el siguiente arreglo:
(1,1, ..., 1, p¥etr=t pe= ),
a—veces

Es decir, (p) - M; tiene divisores asociados (p®+1~1 ...,p®~1) (hemos quitado los unos).
Ademss, Ann((p) - M) = (p*~1).

De manera similar,

Luego, tenemos el siguiente arreglo:
(17 17 ) 17p5b+1_17 "'7pﬁr_1)‘
b—veces

Es decir, (p) - Ms tiene divisores asociados (p?+1 71, ..., p?~1) (hemos quitado los unos).
Ademds, Ann((p) - My) = (p°r—1). Notemos que tenemos el isomorfismo

(p) - My = (p) - M,
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con Ann((p)-My) = (pr=1) = (p**~1) = Ann((p) - M,), pues o, = 3. Luego, por hipdtesis
de induccion, concluimos que k —a =7 —by agi1 = Bpit, .., p = By

Finalmente, consideremos el campo R/(p) = F' (esto pasa pues p es primo en un D.F.U).
Ahora, notemos que por el lema 1.3.9, se tiene que

M My, o,
(p)- My (p)- M, '

Por lo tanto, k = r y como k —a = r — b, tenemos que a = b y de esta manera concluimos
que

2

Fk

(0™, p™, ., ™) = (P, 0y oy 0, 7T, o pMF)
a—veces
= (p,p, .., 0, P, D7)
b—veces
= (pﬁl’pﬁQ’ “"pﬁ’r)'
Probandose que el resultado es cierto para M. O

Teorema 1.3.11. Sean R un dominio de ideales principales y 0 # M un R-mddulo
finitamente generado y de torsion. Entonces existen primos unicos pi,...,pn en R, no
asociados entre si, tales que

n k;
M= PP R/ ™),
i=1 j=1

y para cada i se tiene que a1 < o < --- <y, Ademds, tal decomposicion es unica,
en el sentido de que st

M= DD r/)

i=1 j=1
es otra descomposicion de M, donde los q, ..., qy son primos de R no asociados entre si
y tal que para cada i se tiene que Bix < Pio < .-+ < By, entonces n = m y existe un

reordenamiento de los q; tal que p; = q; para todo i = 1,....n que cumple que l; = k; y
para cada i se tiene que oy ; = B;; V1 < j < k.

Demostracion. La existencia de tal descomposiciéon se sigue de los teoremas 1.3.6 y 1.3.10,
donde, por construccién, tenemos que M = @, M,, con M, = @le R/(p;"). Ahora
supongamos que existe un isomorfismo ¢ : M — N con

N=@D R/,

i=1 j=1

donde los q, ..., ¢, son primos de R no asociados entre si y tales que para cada i se tiene
que Bi1 < Big < -+ < By, Luego, tenemos que N, = @?:1 R/(qiﬁ”) y N =", N,.
Via el isomorfismo ¢, la descomposicién de N induce una descomposicién de M de la
forma M = @)" | M,,. Luego, por la unicidad del teorema 1.3.6, concluimos que n = m 'y
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que p; = ¢; paratodoi=1,...,n
Entonces para cada ¢ = 1, ...,n, tenemos que

l;
@R/ (i) = M, = N ,g@ Jply,

Luego, por teorema 1.3.10, tenemos que l; = k; y o, ; = 3;; V1 < j < k;. Probéndose la
unicidad. O]

La demostracién del siguiente resultado basicamente se sigue de la unicidad de la
expresion dada en el teorema 1.3.11, pero escribiremos una prueba detallada para beneficio
del lector.

Proposiciéon 1.3.12. Sean R un dominio de ideales principales y M, N, N’ tres R-
maodulos finitamente generados y de torsion. St M & N = M & N', entonces N = N'.

Demostracion. Podemos asumir que M # 0; y en tal caso, sabemos que

n ki
M =P R/ ™),

i=1 j=1
donde la descomposicién estd dada como en el teorema 1.3.11. Ahora, tal descomposicion
es Unica salvo el orden de los primos y entonces el niimero de sumandos en tal descompo-
sicién es unico. Para probar el resultado, procedamos por induccién sobre el nimero de
sumandos de tal descomposiciéon de M, el cual denotaremos por w(M).
Supongamos que w(M) = 1, es decir, M = R/(p”) para algiin primo p € Ry 3 entero po-
sitivo. Sean N y N’ médulos finitamente generados y de torsién tales que M N = M N'.
Supongamos que N = 0 6 N’ = 0. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que N = 0.
En este caso, se tiene que

R/(p”) = R/(p) & N'.
De la unicidad del teorema 1.3.11 concluimos que N’ = 0.

Lo anterior nos permite suponer que N 2 0y N’ 2 0, entonces N y N’ tienen las siguientes
descomposiciones,

DO,

i=1 j=1

N = B R/,

i=1 j=1
como en el teorema 1.3.11. Tenemos 4 casos:
a) El primo p no es asociado a ningun ¢; de la descomposicién de N; y p no es asociado
a ninguin w; de la descomposicion de N'.
En este caso, tenemos que

m+1 I; r+1  t;

PPr/@)=2NsM=N & M=PP R/ (W),

i=1 j=1 i=1 j=1
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donde ¢i1 = p = Wrg1, lngr = trg1 = 1, Brg11 = Yrg1,0 = B con By <o < Gy,
Yy Vi1 < - < iy, para toda i. Es decir, tenemos dos descomposiciones como en el
teorema 1.3.11. De esta manera, por la unicidad dada en el teorema 1.3.11, tenemos
que m+1=r+1y por lo tanto m = r; y después de reordenar los primos podemos
suponer que ¢; = w;, l; = t; para todo ¢ y que f;; = v;; para todo ,j. Asi,
concluimos que N = N'.

El primo p es asociado algun ¢; de la descomposicién de N; y p no es asociado a
ningin w; de la descomposicién de N'.
Supongamos, sin perdida de generalidad, que p = ¢;. Ahora, como f1; < f12 <

-+ < By, con ly > 1, podemos insertar 3 en tal cadena para formar una cadena de
longitud més grande (de longitud al menos 2)

51,1 < 51,2 <-e S ﬁi,l1+1

tal que existe h con 1 < h < [; + 1 que cumple que ﬁih = (. De esta manera,
tenemos la siguiente descomposicién de M & N:

Mo N =PRI D (DD R

como en el teorema 1.3.11. Por otro lado, tenemos una descomposicién de M & N’

como sigue:
r+1 t;

Mo N =P R/ (w),

i=1 j=1

donde p = w41, tr41 = 1y Yr41,1 = By por lo tanto, tal descomposicién es como la
del teorema 1.3.11. Como p=q¢; = w,y1 y M & N = M & N’, después de reordenar
los sumandos, concluimos del teorema 1.3.11, que [ +1 =1 y asi [; = 0. Lo cual es
una contradiccion y, por lo tanto, este caso no existe.

El primo p no es asociado a ningun ¢; de la descomposicion de N; y p es asociado a
algtiin w; de la descomposién de N’. Este caso no es posible de manera similar a (b).

El primo p es asociado algin ¢; de la descomposicion de N y p es asociado a algin
w; de la descomposicién de N'.

Sin perdida de generalidad, suponemos que p = ¢; = w;. Ahora, como 3;; < 12 <
-+ < By, con ly > 1, podemos insertar 3 en tal cadena para formar una cadena de
longitud més grande (de longitud al menos 2):

51,1 < /Big < < 51,11“-

De la misma manera, como 71 < 7y12 < -+- < 74, con t; > 1, podemos insertar
[ en tal cadena para formar una cadena de longitud més grande (de longitud al
menos 2):

/ /
Y1 S V2 S S Vg

) )
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De esta manera, tenemos las siguientes descomposiciones

M@NN@R/ Oiay @(@@R/ ﬁ”)
M@Nwt@éR/ = @(@éfi/(w?ﬂ)

como en el teorema 1.3.11. Por el teorema 1.3.11, tenemos que m = r, l1+1 =t +1,
Bi; =, paratodo 1 <j <t +1=1 +1;y después de reordenar los sumandos
tenemos que ¢; = w;, l; = t; para todo i = 2,....my f;; = 7;; para todo 7, j. De
esta manera tenemos que N = N'.

Esto concluye el caso en el que w(M) = 1.
Ahora, para el caso general, consideremos un médulo M que tiene descomposiciéon como
en el teorema 1.3.11 con w(M) =a > 1:

n k;
M= PP R/ (p*).
i=1 j=1

Tenemos que M = (@ @] R/ (p a”>> P <@k” "R/(p O‘"J>> @ R/(p*). Toman-
do M= (D15 @, B/ (7)) @ (@ B/ (i >), tenemos que

M= M EP R/ (py*)
donde w(M’) = a — 1. Sean N y N’ dos R-mdédulos finitamente generados y de torsién
tales que M & N = M & N'. Luego, tenemos que

M @R/t DN = M PR/ i) PN (1.2)

Por el caso w(M) = 1, podemos cancelar R/(p™*) de (1.2) para obtener M'P N =
M @ N’, donde w(M') = a — 1 y asi, por hipétesis de induccién, podemos cancelar M’
para obtener que N = N'. H

1.4. Existencia de la forma canodnica de Jordan
Para probar la existencia de la forma candnica de Jordan, empezaremos dandole es-
tructura de F[x]-md6dulo a un espacio vectorial de dimensién finita.

Definicién 1.4.1. Dado un espacio vectorial V de dimension finita sobre un campo F' y
una transformacion lineal f - V. — V', definimos la siguiente funcion -¢ : Flx|xV — V
como

p(x) g v =p(f)(v),parav eV,

donde p(f): V — V es la transformacion lineal que estd definida como

p(f) ::aOIdV+a1f+CL2f2+"'+anfnv

con p(x) = ap+ ez + - - + a,z".
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Es claro que V' ya es un grupo abeliano, ademas, la funcién definida arriba satisface
las condiciones necesarias para ser un producto por escalares, pues 1-;v = Id(v) = v. Las
propiedades distributivas y la asociatividad del producto se siguen de la linealidad de las
transformaciones y del hecho de que (p(z)q(z))(f) = p(f) o q(f).

Definicién 1.4.2. V' con el producto mencionado anteriormente es un F[x]-mddulo que
denotaremos Vy y, en caso de que no haya ambigiedad, escribiremos p(x) -fv = p(x)v o,
simplemente, pv.

Definicién 1.4.3. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
Fy f:V — V una transformacion lineal. Definimos F[f] := {p(f) | p(x) € F[z]}. El
congunto F[f] es un subespacio vectorial de Endp(V'), donde Endp(V') denota el conjunto
de todas las transformaciones lineales de V en V.

Lo siguiente serd probar que V; es un médulo de torsion, para ello enunciaremos el
Teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 1.4.4 (Cayley-Hamilton). Sean f : V. — V wuna transformacidn lineal en-
tre espacios vectoriales de dimension finita y p(x) su polinomio caracteristico, entonces

p(f) = 0.
Demostracion. Véase [4], p. 315. O

Proposicién 1.4.5. Sea V # {0} un F-espacio vectorial de dimension finita, entonces
Vi es un Fz]-mddulo de torsion.

Demostracion. Dado v € Vy, por el teorema de Cayley-Hamilton, 0 = p(f)(v) =p-fvy
p(z) # 0, pues grad(p(z)) = dim(V) > 1. O

Definicién 1.4.6. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
Fyf:V — V una transformacion lineal. Definimos el polinomio minimo de f como
el dnico polinomio monico g € Flx] tal que Ann(Vy) = (g).

La prueba de la existencia de la forma candénica de Jordan recae en tres resultados,
dos de los cuales hablan de la estructura de los moédulos finitamente generados sobre
dominios de ideales principales. El primero es el teorema 1.3.6 que afirma que es posible
descomponer un médulo de torsién con las caracteristicas anteriores en una suma directa
de p-médulos, con p primo; el segundo es el teorema 1.3.10 que asegura la descomposicion
de los p-modulos en suma directa de médulos ciclicos. Finalmente, el tercer resultado nos
proporciona una representacion matricial de transformaciones lineales sobre V; para el
caso particular en el que V; es ciclico (ver teorema 1.4.9).

Este ultimo resultado es el que se vera en esta seccion.

Teorema 1.4.7. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimensidn finita sobre un campo
Fyf:V — V una transformacion lineal tal que Vy es ciclico con generador c. Con-
sideremos el F-espacio vectorial de la definicion 1.4.3, entonces v, : F[f] — V definida
como v.(p) = p(f)(c) es un isomorfismo de F-espacios vectoriales. Ademds, si

g=ag+a1x+ -+ ap_ "t 42"
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es el polinomio minimo de f, entonces grad(g) = dim(V) y {c, f(c), ..., f"(c)} es una
base para V. La representacion matricial de f con respecto a la base anterior estd dada
por

000 0 —ao
1 00 0 —a
010 0 —as
0 01 0 —as
000 - 1 —a,

Demostracion. Claramente, la funcién v, es lineal, ya que el producto por escalares en Vy
es distributivo y ve(Ap) = (Ap)(f)(c) = A(p(f)(c))-

Sabemos que V7 es ciclico y estd generado por ¢, por ello Vi = {p-fc:p € Flz]} =
{p(f)(c) : p € Flz]} y, asi, v. es suprayectiva. Sea p(f) € F[f] tal que v.(p(f)) =
p(f)(c) = 0. Entonces, dado v = ¢(f)(c) € V, se tiene que p(f)(v) =p-yv=p-s(q-5c) =
(pq) -fc=1(qp)-fc=q-5(p-yc)=0. Por ende, p(f) =0y v, es inyectiva, esto es, v, es
un isomorfismo.

El conjunto {c, f(c), ..., f*'(c)} genera a V como F-espacio vectorial. En efecto, cualquier
elemento v € V' se puede expresar como

k
v=p(f)(c) = Z aifi(c),

n

ya que V} es ciclico, y como 0 = g(f)(c) = agc + arf(c) + -+ + an_1f"(c) + f™(c), se
tiene que (¢, f(c), ..., /" *(c)) = (f(c) : © € N ). Supongamos que boc + by f(c) + -+ +
b1 ") = 0 = p(f)(c), con b; € F no todos cero. Entonces el polinomio p(x) =
Z;:Ol b;x; € Flx] es no nulo de, a lo méas, grado n — 1 que anula al generador ¢ y, como
se vio en la prueba de la inyectividad de v, se sigue que p(f) = 0. De la definicién de
polinomio minimo se obtiene que p € Ann(Vy) = (g), i.e., g | p, una contradiccién, pues
grad(g) = n. Por ello, {c, f(c),..., /" "}(c)} es una base para V y dim(V) = n = grad(g).
Que la representacién matricial de f en la base {c, f(c),..., f*(c)} sea la que estd dada,

en el enunciado del teorema 1.4.7, se sigue directamente de la naturaleza de la base y de
la identidad

0=g(f)(c) =apc+arf(c)+ -+ an1f"(c)+ f(c).
O

Definicién 1.4.8. Sea g = ag + a1z + - -+ + ap_12" ' + 2" € F|x] un polinomio mdnico.
La siguiente matriz

000 -+ 0 =—a
100 -+ 0 —a
010 - 0 =—a
000 -+ 1 —ap

se llama la matriz companera de g.



24

Teorema 1.4.9. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
Fuyf:V — V una transformacion lineal tal que Vy es ciclico generado por c. Si el
polinomio minimo de f es g", con

—1
9(x) = ag+ arx + -+ + ap2" + 2",
entonces los siguientes elementos

c f(c) a frHe)
g(Hle)  gNH(f(e) - g(HH(e)

dFE g ©) g ()

forman una base de V y la representacion matricial de f en ésta es la matriz de rn X rn

9]
A [g]
A [g]
A g
donde
000 0 —ap
Loo 0 00 0
[g]=10 10 0 —a y A= . o
000 -+ 1 —a, 00 - 00

son matrices de tamano n X n.

Demostracion. Por el teorema 1.4.7, sabemos que dim(V) = grad(¢g") = rn. Para 0 <
m < r — 1, consideremos el polinomio

g =by+ bz b ™ 2™ € Fa],

(en realidad los coeficientes de g™ dependen de los coeficientes aq, ..., a,_1 y m, pero como
no queremos sobrecargar la notacién, lo dejaremos asi, sobreentendiendo eso). Entonces,
tenemos la siguiente transformacién lineal:

g(f)m:gm(f) :b()-Id+b1f—|—...+bmn_1fmn—1+fmn:V_>V
Ahora, para 0 < j < n — 1, tenemos que

g™ () () = bof(c) + bif7 T (c) 4+ -+ + b1 S () + f7F (c).

Notemos que al considerar ¢™(f/(c)) con 0 <m <r —1y 0 < j <n—1, el sumando de
grado mayor de la forma bf!(c) que obtenemos, es cuando m =r—1y j = n—1, es decir,
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fr=bnt=1(c) = fm=1(c), que proviene del término ¢"~*(f)(f""!(c)). Sea T = g(f), al
considerar una combinacién lineal que nos de cero de los elementos de

A::{gm(fj(c)): Ogmgr—l,Ongn—l}

obtenemos la ecuacién:
n—1 n—1 n—1
> Boi- fe)+ > Bui-T(f(0)+--+ Y Beri- T (f(e) =0,  (13)
i=0 i=0 i=0

con B;; € F para todo j,i. Después de agrupar todos los términos de la misma forma
fY(c) con I < rn — 1, obtenemos un polinomio p(z) = ay + a1 + -+ + 12+ € Fla]
con Q1 = By_1,-1 tal que

0=p(f)(c)=ap+arf(c)+-+ C‘rn—2fm72(c> + O‘Tnflkal(C)'

Al igual que en la prueba del teorema 1.4.7, el hecho de que p(f)(c) = 0 implica que
p(f) = 0 € F[f], de donde p € Ann(V}) = (g¢"), i.e, g | p. Como grad(p) = rn —
1 < rn = grad(g"), concluimos que p(x) = ap + 1@ + -+ + Qpp_12™ 1 = 0 y asi,
App—1 = Brfl,nfl = 0.

Luego, la ecuacién (1.3) se convierte en la siguiente suma (con un sumando menos):

n—1 n—1 n—2
Z Boi - fi(c) + Z Byi-T(f'(c))+--+ Z B, 1 T (f'(c)) = 0. (1.4)
i=0 i=0 i=0
Luego, al considerar
{gm(fj(c)): Ogmgr—l,ogjgn—z}

el término de grado mayor de la forma f!(c), que obtenemos es cuando m = r — 1y
j =mn—2, es decir, f07U=2)(¢c) = fm=2(¢) que proviene de ¢"}(f"%(c)). Por lo
tanto, en la ecuacién (1.4), después de agrupar todos los términos de la misma forma
fY(c) con I < rn — 2, obtenemos un polinomio q(z) = By + B12 + -+ + Brp_oa™ 2 € Flx]
con Brp—2 = By_1,-2 tal que

0=q(f)(c) = Bo+ Bif(c) ++ -+ Brnsf"2(c) + Brnaf " ?(c).

De la misma manera que arriba, concluimos que ¢ € Ann(Vy) = (¢"), i.e, ¢" | ¢. Por lo
tanto, ¢(z) = ag + a1z + -+ + 12 P =0y asi a1 = Br_1,-1 = 0.

Podemos proseguir de la misma manera y asi concluir que B;; = 0 para todo j,% y, por
lo tanto,

A:{gm(fj(c)): ogmgr—l,ogjgn—l}gv

es linealmente independiente. Como |A| = rn = dim(V'), se tiene que A es una base de
V. Si nos fijamos en los elementos de la base, exceptuando los de la tltima columna, al
aplicarles f, todos van a dar al siguiente elemento. Ahora, notemos que

fr(e) = —agc — arf(c) =+ = an_1 f""'(c) + 9(f)(c).
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Dado que el polinomio ¢ satisface que g™z = xg™, entonces fg™(f) = ¢™(f)f, de modo
que

g™ N 0) = g™ (A" (e)
9" (£)(=aoc — arf(c) =+ — an-1f"*(c) + g(f)(c))
= —aog" (f)(c) =+ = an_1g™ (N)(f"H(0)) + g™ (f)(e),

con 0 < m < r—1. Por lo tanto, la representacién matricial de f con la base del enunciado
es la que se menciona en el enunciado. O

Observaciéon 1.4.10.  a) Para que quede un poco mds clara la forma de la matriz
asociada a f con respecto a la base del teorema 1.4.9, tenemos que si r = 3, la
matriz es de la siguiente forma:

o0 - 0 =a |00 -+ 0 0 00 -+ 0 0
10 -+ 0 —a |0 e 0 0 0 0 0
61 - 0 —a (OO0 - 0 0 0 0 0 0
0 0 1 —a,1(0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 —ap [0 O 0 0
0 0 0 0 1 0 0 —a [0 O 0 0
0 0 0 0 01 0 —a |0 O 0 0
0 0 0 0 0 0 1 an—1 10 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 —ao
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 —-a
0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 —a
o0 -+ 0 0 o0 -~ 0 0 00 -+ 1 —a,

b) Notemos que en la matriz del teorema 1.4.9, cada entrada abajo de la diagonal es 1
(ver matriz de arriba).

Notacion 1.4.11. Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F y
f 'V — V una transformacion lineal tal que V; es ciclico con generador c. Supongamos
que el polinomio minimo de f es g" con

9(z) =ag+ax+ -+ a1 2" + 2"
y ast, g" es de la forma
gr = bo -+ bliC + 4 brnfll'rnil -+ ™.

a) Por el Teorema 1.4.7 existe una base fy de V tal que f tiene la siguiente matriz
asociada respecto de 5y y la cual denotaremos por [g]" (la matriz companera de g ):
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00 0 0 —b
100 0 —b
) 010 0 —b
"= 0 0 1 0 —bs
000 -~ 1 —by,

b) Por el Teorema 1.4.9 existe una base 35 de V' tal que f tiene la siguiente matriz
asociada respecto de By y la cual denotaremos por [g],

9]
A g]
9], = A [g]
A g]

donde [g] es la matriz companera de g y
0 0 01
0 0 0 0
A= ) .
00 - 0 0

Notemos que la primera matriz [g]" tiene a r como superindice y la matriz [g). tiene a r
como subindice.

Ahora, para definir la forma Candnica de Jordan, necesitamos las siguientes nociones
preliminares.

Definicién 1.4.12. Sea p = ag + a1z + - - - + a,2" € F[z| un elemento primo monico de
grado n. Una p-matriz cldsica, es una matriz A de la siguiente forma:

[Pl

[Pl

[Pl

donde 0 < m; < mg < --+ < my, y cada [pm, es una matriz cuadrada de tamarno nm;
como la del teorema 1.4.9. Es decir, cada [p]n, es de la forma

[p]
B; [p]
[p)m; = Bi [p]

~



28

donde [p| es la matriz companera de p de tamano n X n y

00 --- 01
00 -+ 00

también es de tamarno n X n.

Definicién 1.4.13. Una matriz candnica cldsica es una matriz cuadrada de la forma

A
donde cada A; es una p;-matriz clasica para distintos primos pq,...,pn, € F[z].

Notemos que si p = x— A € F[z], la matriz companera de [p] es de 1 x 1 de la forma ()
y en este caso [pl,, es una matriz de tamano m; donde todas las entradas de la diagonal
son A, bajo la diagonal hay puros unos y cero en las demas entradas. Asi, tenemos las
siguiente definicion.

Definicién 1.4.14. Sea p = © — XA € F[z|. Una \-matriz elemental de Jordan de
tamano m; X m; es una matriz de la forma

1 A
Definicién 1.4.15. Una (z — \)-matriz de Jordan es una (x — \)-matriz cldsica, es
decir, una matriz A de la siguiente forma:

[$ _ A]ml

[.’L’ — )‘]mz

[ — A

n

donde 0 <my <mg < --- <my, y cada [x — N, es una A-matriz elemental de Jordan de
tamano m; X m; de la forma:

— >
_ >

[z — A, = A

7
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Una forma candénica de Jordan es una matriz canonica cldsica

Ay
A= =
A,

donde cada A; es una (x — \;)-matriz de Jordan para distintos primos x — Ay, ...,z — A, €
Sea V' un F-espacio vectorial de dimension finita y f : V. — V una transformacion
F-lineal. Decimos que f tiene una forma candonica de Jordan si su representacion
matricial en alguna base es una forma canonica de Jordan.

Ejemplo 1.4.16. Por ejemplo, tenemos la siguiente forma canonica de Jordan

210 0 0

)

<

I
S OO O O oo
S OO OO N
S OO o N O
S O OO O OO
S O WO O o o
S OWwW oo oo o
_—WwWo O o o oo

W oo O o oo
O OO O O o O

000

]
o]
]
]

3

Lema 1.4.17. Sean V un F-espacio vectorial de dimension finita, f : 'V — V una
transformacion lineal y W C'V un F-subespacio de V. Entonces

a) W es un Flz]-submddulo de V siy solo si W es f-invariante. En este caso, escri-
biremos Wy cuando consideremos a W como submddulo de V.

b) Supongamos que W es f-invariante y consideremos g = flw : W — W. Tenemos
que Wy es un F[z]-submodulo de V; y, ademds,

Wy =Wy,
donde W, es la estructura de F[z]-modulo inducida por g en W.

Demostracién. a) Primero supongamos que W es un F[z]-submédulo de Vy. En este caso,
tenemos que, para todow € W, f(w) =z -pw € W, ie., f(W) C W. Por lo tanto, W
es f-invariante.

Ahora supongamos que W es f-invariante. Como W es un F-subespacio de V', se tiene
que, para todo w,z € Wy A € F, A\w+ z € W. Falta probar que, para todo p € F[z],
p-rw e W siw e W. Para ello, tomemos w € Wy p(z) € Flz], con

p(x) =ap+arx+ -+ a,z”.
Entonces
p(z) -y w = p(f)(w) = apld(w) + a1 f(w) + -+ + an f"(w) € W,

pues W es un F-subespacio y, para toda k € N, f*(w) € W (ya que f(W) C W). Con
ello concluimos que W es un F'[z]-submddulo de V7.
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b) Por el inciso a), basta probar que W, = W;. Notemos que el conjunto subyacente de
ambos médulos es Wy la operacion de suma en ambos estd dada por la suma de W
como F-subespacio de V. Falta ver que el producto por escalares es el mismo.

Sean w € Wy p € F[z]|. Entonces

pgw=p(g)(w) =p(flw)(w) =p(f)(w)=p-;w.

Por lo tanto,

]

Teorema 1.4.18. Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
. ., . . n a; . . s
Fyf:V — V una transformacion lineal. Sea g = [[_, p;* el polinomio minimo de
f donde py,...,p, son elementos primos no asociados entre si en Flx| y aq,...,a, son

enteros positivos y consideremos

(Vi) = {x eVilpl s =pi(f)(xz) =0, para alginr € N}.
Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Cada (V) es un Flz]-submddulo de Vi y

n

Vi = @(Vf)pi

i=1

como F[z]-mddulos. Ademds, la transformacion lineal f|w,), = (Vi)p, — (Vi)
tiene como polinomio minimo a p;*.

b) Para cadai=1,...,n existe una familia {%7j}§;1 de Fz]-submddulos de (Vy),, tales
que (Vi)p, = @f;l Vij donde V;; 2 Flz]/(p;™) y i1 < ajp < -+ < . Ademds
el polinomio minimo de f|v,, : Vi; — Vij es p; ™.

Demostracion.  a) Por la proposicién 1.4.5, tenemos que Vy es un F[z]-médulo de tor-
sion y ademads es finitamente generado ya que como V' es de dimensién finita co-
mo F-espacio vectorial, entonces es finitamente generado como F[z|-mddulo pues
F C F[x]. La proposicién 1.1.10 nos permite utilizar el teorema 1.3.6 para concluir
que existen primos py, ..., p, € F[z] tnicos salvo asociados y salvo el orden de los
indices tales que (V),, # 0 para todo ¢ = 1,...,n y tales que

n

Vi =BV,

=1

Por definicién del polinomio minimo sabemos que Ann(Vy) = (g). Luego, del teore-
ma 1.3.6, sabemos que py, ..., p, son los elementos que aparecen en la descomposicién
en primos (irreducibles) del polinomio minimo g de f. El polinomio minimo es méni-
co, por ello g = pi" -+ - p&». En la descomposicion en primos de g puede suceder que
algin p; no sea monico, i.e., p; = ug; con g; primo y moénico y u € F'; en este caso,
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dado que g es ménico, u se tiene que cancelar con algin otro elemento p; = u™'g;
con ¢; primo y moénico. Por ende, siempre podemos suponer que los primos p; son
monicos.

Ahora, sabemos que (Vy),, es un F[z]-submddulo de V; por la proposicién 1.3.4 y
asi (Vy),, es f-invariante por el lema 1.4.17. Entonces tenemos una transformacién
lineal

f|(vf)pi C(Vi)p, — (Vi)

Por el teorema 1.3.6, sabemos que Ann((Vf)pi> = (p;") y asi, p;" es el polinomio

minimo de f|v,), -

b) Usando el mismo argumento que para V; tenemos que (Vy),, es un F[z]-médulo
finitamente generado y ademas por definiciéon de (Vy),, tenemos que (V}),, es un
p;-modulo. Por el teorema 1.3.10, tenemos que

ki
(Vi) = €D Flal /()
j=1
con ;1 < a9 < -+ < a;y,. Por lo tanto, existe una familia {Vi,j}?;l de Flx]-

submédulos de (Vy),, tal que (Vy),, = EBf:l V;; donde V;; = Flx]/{p;"’). Por el
lema 1.4.17, concluimos que V; ; es f-invariante, es decir, f;; == flv,, : Vij — Vi ;.
Por el lema 1.4.17 tenemos que (V;;)s,, = (Vi;)s. Por el teorema 1.3.10, tenemos que

Ann <F[q:]/<pf‘”>> = (p; ™) y, por lo tanto, Ann(V; ;) = (p;™’). De donde concluimos

Qi,j
que p;

es el polinomio minimo de f;; = f|v;, (ver definicién 1.4.6).
[

Observacién 1.4.19. Como (Vy),, = @?;1 Vijs donde Vi ; = Fla]/(p;") y iy < aip <
o <y, tenemos que

Ann((Vy),) = ().

Por otro lado, sea g = [[;_, " el polinomio minimo de f; y asi, por definicion del
polinomio minimo tenemos que Ann(Vy) = (g). Luego, por el teorema 1.5.6, tenemos que

Ann((Vy)p,) = (pi)-
Por lo tanto, oy, = oy para todo t =1,...,n,

Observacion 1.4.20. Notemos que sip(z) es un polinomio en F|x], entonces F[x]/(p(z))
es un Flx]-mddulo ciclico, pues estd generado por 1+ (p(x)).

Con las definiciones anteriores y los resultados previos ya podemos demostrar la exis-
tencia de la forma candnica de Jordan.

Teorema 1.4.21 (Existencia de la forma candnica de Jordan). Sea F' un campo alge-
braicamente cerrado. Sean V' # {0} un espacio vectorial de dimension finita sobre F y
f V. — V una transformacion lineal. Entonces existe una forma canonica de Jordan

para f.
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Demostracion. Sea g = [[;_, pi" el polinomio minimo de f donde los p; son primos en
F[z] no asociados entre si. Por el teorema 1.4.18, tenemos que existen F-subespacios
vectoriales V; ; de V' que son f-invariantes (es decir, son F[z]-submddulos de V) tales que
tenemos la siguiente descomposicién de Vy como F[z]-mddulos

5@

1=

donde V;; & F[z]/(p;") parai =1,...,ny 1 < j < k;. Ademds, se tiene que a;; < ;9 <
o+ < ayp, para todo i = 1,...,n y el polinomio minimo de f;; := flv,, : Vij — Vi; es

~"7 Notemos que la descomposicién de arriba nos da una descomposicién de V' como
b; q p p

F-espacio vectorial a través de subespacios f-invariantes:

n ki
- @@
=1 J=1

Observemos que como F'[x] es un DFU, tenemos que p(x) es primo si, y sélo si, p(x)
es irreducible y como F' es algebraicamente cerrado, tenemos que los tnicos polinomios
monicos irreducibles son de la forma z — A con A € F (ver proposicién 1.1.9). Por lo
tanto, tenemos que p; = x — \; para algin \; € F. Por el lema 1.4.17(b), tenemos que
(Vij)s., = (Vig)y = Flz]/(p;™") y asi, por la observacién 1.4.20, tenemos que (Vi )y, , es
un F[z]-médulo ciclico. Luego, utilizando el teorema 1.4.9 en la transformacion lineal

fig:Vig — Vi

. . s (673 . . .
con polinomio minimo p, *’ = (z — \;)®", tenemos que existe una base 5; ; de V; ; tal que
7 Y 2] sJ
la matriz asociada a f; j respecto de esta base es de tamano «;; X o, ; y tiene la forma

Ai
Ai
[T — Aila,, = Ai
1\
Como
v = (@ rla i) B (D o) - B (rivi)

Tenemos que
k1 ka kn
B = (Ulﬁl,j> U <LJ1ﬁ2,j> UU (leﬁru)

es una base tal que la matriz asociada a f respecto de esta base es una forma candnica
de Jordan. n
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1.5. Unicidad de la forma canonica de Jordan

Para demostrar la unicidad de la forma candnica de Jordan necesitaremos el siguiente
teorema.

Teorema 1.5.1. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimensidn finita sobre un campo
Fy f:V — V una transformacion lineal. Supongamos que existe un polinomio maonico
g de grado n, con

g(x) =ap+ax+ -+ a, 2"+ 2",

y una base ordenada vy = {vy, ..., v} tal que la representacion matricial de f en esta base
es la que estd dada en el teorema 1.4.9. Bajo estas condiciones V es ciclico, generado por
vy y el polinomio minimo de [ es g".

Demostracion. Dado que la representacién matricial de f en la base 7 es de la forma

9]
A [g]
A gl
A g
donde
000 0 —a
100 0 m 00 0
g=0 10 0 —ay y A=
000 1 —a, 0000

se tiene que f(v;) = v;41, siempre que i no sea multiplo de n. Si 0 < k < r — 2, entonces

f" (Vknt1) FU" (Ornga)
= f(v(k—‘rl)n)
= —AoUkn+1 — Q1Vkn42 — *** — Apn—1V(k41)n T V(k+1)n+1
= —aUknt1 — 01f (Vkns1) — - — Q1 f" (Vkng1) 4 V(s 1ynt-

De donde v(kt1yns1 = 9(f)(Ukns1) v, por induccion, vy = g(f) T (v1), para 0 <
k < r — 1. Lo anterior prueba que cualquier elemento de v es de la forma f?(g(f)*(v1)),
con a, 3 € N adecuados, donde g(f)® = Id y f? = Id si a = 3 = 0. Consideremos el
polinomio h(z) = xPg(x)*. Asi, tenemos que h(z) -y vy = fP(g(f)*(v1)) y, por lo tanto,
Vi = (v1). Ademas,

g(f)"(v1) g(F)g(f) (o))
9()(ve-1yn+1)
= AUp—1nt1 T+ an—lfn_l(v(rfl)nJrl) + " (Ve—1)n+1)
AOV(r—1yn+1 + Q10— 1)ng2 + -+ Gp1Vrn + f(Vrn)
= 0.
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La ultima igualdad se sigue de la ultima columna de la representacion matricial de f
con respecto a y. Como Vi = (v1) y g(f)"(v1) = 0, se tiene que g(f)" = 0. Por el
teorema 1.4.7, el grado del polinomio minimo de f coincide con dim(V') = rn. Sabemos
que grad(g”) = rny g" es ménico (porque g lo es), entonces, por definicién de polinomio
minimo, se concluye que ¢" es el polinomio minimo de f. O]

Teorema 1.5.2 (Unicidad de la forma candnica de Jordan). Sean V # {0} un espacio
vectorial de dimension finita sobre un campo F' y f :'V — V una transformacion lineal.
Si J y J' son dos formas candnicas de Jordan para f, entonces es posible reordenar la
base asociada a la representacion matricial J' de tal forma que la nueva representacion
matricial coincida con J.

Demostracion. Supongamos que J es una forma canénica de Jordan de f, es decir, existe
una base B tal que la representacién matricial de f respecto a B tiene la forma:

Ay

]

donde cada A; es una [x — \;]-matriz de Jordan para ciertos Aq, ..., A, € F distintos:

[I‘ — )‘i]ai,l

42

[[L’ - )\i]ai,ki
Ademas, cada [z — )‘i]ai,j es una A;-matriz elemental de Jordan de tamano «;; X «a; ; de
la forma:

y las matrices [z — )\’i]ai,j de A; estan ordenadas de tal forma que a; ;1 < a0 < -+ < ;s
esto para cada i con 1 < i < n.

Luego, por la definicién de cémo se construye la matriz asociada a f, existe B;; C B
tal que si V;; := (B, ;) C V, entonces f se restringe bien a V;; y la matriz asociada a
flv,, respecto de B; ; es [x — Ailq, ;- Aplicando el teorema 1.5.1, a la transformacién lineal
fi; = f v.; - Vi;j — Vi, al polinomio x — A; y a la base ordenada B;;, tenemos que
V;.; es ciclico como F[z]-mddulo generado por el primer vector de la base ordenada B; ;,
digamos vy, y flv;, tiene polinomio minimo p; ; := (z — A;)*". De lo anterior, tenemos
un morfismo de F[x]-médulos que es suprayectivo

Sp’i,j : F[l'] — ‘/;,J
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dado por ¢; ;(g(x)) = g(x)-5, ,vij (ver definicion 1.4.1); y ademas Ker(; ;) = ((z—X;)*7).
Por lo tanto, tenemos un isomorfismo de F[x]-mdédulos:
Vi & Fle]/{(x = X)),

De la representacién matricial de f y del isomorfismo de arriba, tenemos que

n

= €B (é_év;,j) ay (éﬂxwx —2)™9)).

i=1
Notemos que para i fijo, se tiene que @le Flz]/{(x — X\;)*¥) es un (z — A\;)-médulo (ver
definicién 1.3.5). Supongamos que J' es otra forma canénica de Jordan de f

B

|

._m

donde cada B; es una (z — ;)-matriz de Jordan para 7i,...,7, € F distintos y cada
v;-matriz elemental de Jordan [z — ;] 5.; que pertenece a B; es de tamano Bi; X Bij con
Bix < Bia < -+ < Biy,. De una manera similar a como le hicimos para J, tenemos una
descomposicion de V:

= é (@ V) = é ( Fla)/((z = 3)%)).

Luego por teorema 1.3.11, tenemos que n = m, x — \; = x — y; para todo © = 1,...,m,
ki =1ty a;j = p;j para 1 < j < k;. Por lo tanto, J = J’, probandose la unicidad de la
forma canodnica de Jordan. O]

Observacién 1.5.3. Sean F un campo algebraicamente cerrado, V. # 0 un F-
espacio vectorial de dimension finita y f : V. — V una transformacion lineal.
Como F' es algebraicamente cerrado, tenemos que los elementos primos no nulos de
Flz] son de la forma v — X\; con \; € F. Como Vy es de torsidn, como F[x]-modulo,
tenemos que Ann(Vy) = (g), donde g es el polinomio minimo de f.

Por la demostracion del teorema 1.3.6, tenemos que existen unicos primos p; =

r — N\ € Flz] tales que
V-G
i=1

donde g(x) = (x — A\)™ -+ (x — A\,)® para ciertos enteros positivos a; > 1.

a) Por la demostracion de la existencia de la forma candnica de Jordan en el teorema
1.4.21, tenemos que las matrices \;-elementales que aparecen en la [z — \;|-matriz
de Jordan son de la forma

Ai
Ai
Ai
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b)

Al observar la ultima columna de la matriz anterior, podemos notar que \; es un
valor propio para i =1,...,n (esto por cémo se construye la matriz asociada a f).

Inversamente, si A\ € F' es un valor propio de f, entonces A\ = \; para alguna raiz
Ai de g(x). Para ver esta afirmacidn, sea X € F un valor propio de f y0#v eV
un vector propio asociado a \. Entonces, si g(x) = ag+ ayx + -+ ", se tiene que

0=yg(f))
= agv + a1 f(v) + -+ ap 1 fTH V) + [T ()
= g+ A 0+ -+ a, g N o+ N
=(ap+m A+ -+ a1 N+ A
= g(Av.
Como v # 0 se concluye que g(A) = 0; y por lo tanto A = \; para alguna i.

Consideremos el polinomio caracteristico p(x) = (x — \)" -+ (z — \,)™ de f.
Sea Ky, el espacio propio generalizado asociado al valor propio \;, por el teorema
3.1.8 del capitulo 3, tenemos que dim(Ky,) = b;. Notemos que en la notacion que
estamos utilizando en este capitulo, tenemos que

Ky o= (Vi)e-n.:

Del polinomio caracteristico, podemos determinar el tamano de las [x — \;]-matrices
A; de la forma candnica de Jordan de f:

Ay

A ]
.,’Tn

En efecto, tenemos que A; es de tamano b; X b; para cada i = 1,...,n. Ahora, como
cada A; es de la forma:

[‘T — )‘i]am

L — )‘Z @2
[37 - )\i]ai,ki

tenemos que para cada i = 1,...,n se debe cumplir:

k;
bi = E (78D
J=1

En el capitulo 3, veremos como determinar los «; j para cada i, j, solo conociendo
f v el polinomio caracteristico p de f.

Finalmente, notemos que si g es el polinomio minimo de f, entonces g divide al
polinomio caracteristico de f. De hecho, por la observacion 1.4.19, tenemos que
Ann((Vy)z—n,) = ((x — X)¥*) y ast concluimos que el polinomio minimo de f es
g=(z— X))k (2= \y)Ombn,



Capitulo 2

Forma canodnica racional y ejemplos

2.1. Forma canodnica racional de divisores elementa-
les
Para probar la existencia de la forma canénica de Jordan utilizamos fuertemente que

el campo F' fuera algebraicamente cerrado. Esta condicién es esencial como podemos ver
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos la transformacion Ly : R* —s R? dada por La(x) = Az,
para x € R?, con A la siguiente matriz,

(0D,

Si esta transformacion tuviera una forma canonica de Jordan, entonces existiria una base
para R? tal que la representacion matricial de A en esa base estd dada por

(b 2)

con a,c € R yb e {0,1}. Pero eso implicaria que ¢ es un valor propio de A, una con-
tradiccion, pues el polinomio caracteristico de A es p(x) = x* + 1 que, en R, no tiene
raices.

Ahora probaremos la existencia y unicidad de otras formas candnicas para las que no
se necesita que el campo sea algebraicamente cerrado.

Definicién 2.1.2. Sean V # 0 un F'-espacio vectorial de dimension finita y f -V — V
una transformacion lineal. Por el teorema 1.4.18, tenemos que

V= DD Fhl/ ).

donde p; € Flx] son primos monicos distintos para i = 1,...n y ;1 < a;o < -+ <
a;, para cada i. Los polinomios p; € Flz] de tal descomposicion son llamados los
divisores elementales de f.

37
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Definicién 2.1.3. Sean F' un campo y p € Fx] un polinomio ménico primo. Una matriz
p-ractonal sobre F' es una matriz de la siguiente forma

[pl™

[p]™

[p]™*

para alguna sucesion de enteros m; < mo < --- < my, donde acorde a la notacion dada
en 1.4.11, tenemos que [p|™ denota la matriz companera de p™ para cada 1 < j < k.

Definicién 2.1.4. Una forma canonica racional de divisores elementales sobre
un campo F' es una matriz A de la forma

A

A
A | 2]

An
donde cada A; es una matriz p;-racional para distintos primos pi, ..., p, de Fx].

Definicién 2.1.5. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F y

f V. — V wuna transformacion lineal. Decimos que una matriz A es una forma
canonica racitonal de divisores elementales de f si existe una base B de V' tal que
la matriz asociada respecto a esta base es una matriz de la forma dada en la definicion

2.1.4.
Con las definiciones anteriores podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.6. Sea f : V. — V una transformacion lineal, con V # 0 y de dimen-
sion finita sobre un campo F. Entonces existe una forma candnica racional de divisores
elementales.

Demostracion. Sea g = [[;_, pj" el polinomio minimo de f donde los p; son primos en
F[z] no asociados entre si. Note que, como g es ménico, podemos asumir que cada p; es
monico. Por el teorema 1.4.18, tenemos que existen F-subespacios vectoriales V;; de V
que son f-invariantes (es decir, son F'[z]-submédulos de V) tales que tenemos la siguiente
descomposicién de Vy como F[z]-médulos

- (Dw)
=1 =1

donde V;; & Flz]/(p;") parai =1,...,ny 1 < j < k;. Ademds, se tiene que a;; < ;9 <
aug Qi para todo @ = 1,...,n y el polinomio minimo de f;; := fly,, : Vi; — Vi es
p; -

Notemos que la descomposicién de arriba nos da una descomposicion de V' como F-espacio
vectorial a través de subespacios f-invariantes:

n ki
)
i= Jj=




Formas candnicas 39

Dado que F[z]/{p;™") es ciclico como F[z]-médulo, también V;; lo es, es decir, podemos
aplicar el teorema 1.4.7 a la transformacion lineal f;; : Vi; — V;; y de esta manera
existe una base f3; ; de V; ; tal que la matriz asociada a f; ; es [p;]* (ver notacién 1.4.11).
Asi, tenemos que Ule Bi; es una base de (V),, = @le Vi tal que la matriz de f|(y,), :
(V#)ps — (V§)p, es de la forma

[pi] @t

A, = [pz] '

QG ks
[pz] B
con Oéz'71 < ... < Oéi’ki.

Finalmente, § = J._, (Uf;l ﬁ”> es una base de V' tal que la matriz asociada es de la

forma

A

A
A | 2]

._’Tn

donde cada A; es una matriz p;-racional para distintos primos py, ..., p, de F[z].

Para probar la unicidad necesitaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.7. Sea f : V — V una transformacion lineal entre espacios vectoriales de
dimension finita sobre un campo F. Si existe una base {v1, ...,v,} tal que la representacion
matricial de f con respecto a esta base es de la forma

000 -+ 0 =—a
100 - 0 -
010 -+ 0 =—as

0 01 0 —az |~
000 - 1 —a,

entonces Vi = (v1) y el polinomio minimo de f es
g(x) =ap+ a1z + -+ a,_ 1"+ 2"

Demostracion. Observemos que por la naturaleza de la representacion matricial de f,
se tiene que f*(vy) = vp1, 1 < k < n—1. Como z¥ -y v; = f¥(v;), concluimos que
{v1, ..., v} C (v1) C Vy y dado que {vy,...,v,} es un conjunto generador para V;, se
infiere que (vy) = V. La tltima columna de la representacién matricial nos da la siguiente
identidad,

0 = agvy+a1va+- - -+an_10,+ f(vn) = agvi+ay f(v1)+- - +an_1 " (01)+ f"(v1) = g-po1,

lo que implica que g € Ann(V}). Ahora, como V; es ciclico, podemos aplicar el teorema
1.4.7 y concluir que el grado del polinomio minimo de f es dim(V') = n. Como el grado
de g es n, concluimos que g es el polinomio minimo de f. O]
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Teorema 2.1.8. Sea f : V — V wuna transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F. Si A y B son dos formas candnicas racionales
de divisores elementales, entonces podemos reordenar la base asociada a B para que la
representacion matricial con ese orden coincida con A.

Demostracion. La demostracion es analoga a como se hizo en la demostracion del teorema
1.5.2, daremos un bosquejo para beneficio del lector.

Sea A una forma racional de divisores elementales de f. Luego, existe una base 5 de V
tal que la matriz A de f respecto de esta base es una forma candnica racional de divisores
elementales de f de la forma

A

A
e

._’Tn

donde cada A; es una matriz p;-racional para distintos primos py, ..., p, de F[z]:

[pi] @i

A, = [pz] '

[ps] ok

para alguna sucesion de enteros a;; < a0 < -0 < g,

Luego, por la definicién de cémo se construye la matriz asociada a f, existe 5;; C 8
tal que si Vi ; 1= (B;;) €V, entonces f se restringe bien a V; ; y la matriz asociada a f|y;
respecto de 3;; es [p;]® (la matriz compafiera de p; /). Aplicando el teorema 2.1.7, a la
transformacion lineal f;; := f|v,, : Vi; — Vi, al polinomio p;™ y a la base ordenada
fBi.j, concluimos que V;; es ciclico como F'[z]-médulo, generado por el primer vector de
la base ordenada f3; ;, digamos vy, y fly,, tiene polinomio minimo pzajj . De lo anterior,
tenemos un morfismo de F'[x]-médulos que es suprayectivo

Pi g - F[l’] — ‘/i,j
dado por ¢; ;(g(z)) = g(z) -1, vij (ver definicién 1.4.1); y ademés Ker(p; ;) = (p;"’). Por
lo tanto, tenemos un isomorfismo de F'[z]-mddulos:

Vig = Fla]/(p;").
De la representacién matricial de f y del isomorfismo de arriba, tenemos que

n n

v =P (ém) ~ P (éﬂx]/(pf‘”)).

i=1 =1
Supongamos que B es otra forma canoénica racional de divisores elementales de f:

B,

B
s_| [B]

._m
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donde cada B; es una matriz g;-racional para distintos primos ¢, ..., ¢, € F[z]. De una
manera similar a como le hicimos para A, tenemos una descomposicion de V;:

Vf—ién?G‘?VZj)—@(@F ﬁ”)

7

Entonces, por el teorema 1.3.11, tenemos que n =my ¢; = p; parai = 1,...,m y también
concluimos que k; =t; y o, ; = B;; para 1 < j < k;. Por lo tanto, A = B, probandose la
unicidad de la forma candnica racional de divisores elementales. O

2.2. Forma canodnica racional de factores invariantes

Definiciéon 2.2.1. Una forma canonica racional de factores invariantes sobre
un campo F' es una matriz de la forma

AL

i

(/]

donde cada [f;] es la matriz compariera de cierto f; € F[x] mdnico y ademds fi11 | fi para
1=1,...n—1.

Definicién 2.2.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F y f :
V' — V una transformacion lineal. Decimos que una matriz A es una forma candénica
ractonal de factores invariantes de f si existe una base 5 de V tal que la matriz
asociada respecto a esta base es una matriz de la forma dada en la definicion 2.2.1.

Teorema 2.2.3. Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo F' y
f 'V — V una transformacion lineal. Entonces existe una forma cancénica racional de
factores invariantes de f.

Demostracion. Por el teorema 1.4.18, tenemos que

v @@ riaor

i=1 j=1

donde ;1 < o < -+ < ayy, para cada 4. Definiendo 3; ; := a1, —(j—1). Tenemos que

v = P Fin ).

=1 j=1

con B;1 > Bio > -+ > By, para cada i. Luego, podemos ordenar los ideales de la siguiente
forma:

{0} C () C () - C

{0}c<521> (pg?) C -+ C (pp™"2)
{0} C (plrty C (pfr2y C ot C ()
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{0} C(pf“) g<pf12>g Covenene Covnnne Q(pfl’k1_1> Q(pfl’h)
{0} C ™) C(p®) C Cpy) C (p)) T eee- )
) COfY g Sty C ) C () T e c o)

Figura 2.1: Arreglo de divisores elementales de f

Sea t := max{k; | 1 <i <n}. Para cada i = 1,...,n, definimos f3; ; = 0 para k; + 1 <
J <t. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que k; =ty ki1 > ko > --- > k,.

Esto lo podemos visualizar en el arreglo de la figura 2.1, que tiene n renglones y ¢
columnas. Ahora, para j con 1 < j <t definimos:

n

— | | i3

= p;
i=1

Es decir, ¢; es el producto de los elementos de la columna j del arreglo de la figura 2.1.
Ahora veremos que
=@ ril /)

Para ello notemos que si a,b € F[z| son elementos coprimos, entonces

(¥):  Fla]/{ab) = Flz]/{a) €D Fl]/(0)

En efecto, definimos

¢ : Fla] (a) P Fla]/

como ¢(d) = (d+ (a),d + (b)) para todo d € F[x] Es facil ver que ¢ es un morfismo de
F[z]-médulos y que Ker(¢) = (a) N (b). Ademds, como a y b son coprimos, tenemos que
existen r, s € F[z] tales que

1 =ra + sb.

Por lo tanto, dado (d + (a),d + (b)) € Flx]/(a) @ F[z]/(b), tenemos que d = dra + dsb
y d' = d'ra + d'sb. Por lo tanto, considerando dsb + d'ra € F|x] tenemos que

o(dsb+ d'ra) = ((dsb +d'ra) + (a), (dsb + d'ra) + <b))
(dsb + (a),d'ra + <b)>
( (d — dra) + (a), (d' — d'sb) + <b)>

d+ (a),d + (b)).

Por lo tanto, ¢ es suprayectiva y por el Primer Teorema de Isomorfismo, tenemos que

Flz]/{a) 0 (b) 2 Fla]/(a) @ Flz]/(b)
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Como a y b son coprimos se sigue que (a) N (b) = (ab). Probandose el isomorfismo (x).
Ahora, como ¢; = [], pfi’j, donde los p; son primos no asociados entre si, tenemos

que pf” es coprimo con plﬂ " si i # 1. De donde, utilizando (*) podemos argumentar

inductivamente para ver que

= € rla 7).
Bi

Notemos que si algfm ﬁ” = 0 para algun j, entonces F[z|/(p;"”) = 0.

Ahora, como V; = @@F 6 “7) y haciendo la suma directa por columnas en el
=1 j5=1
arreglo de la figura 2.1, tenemos que

Vi = D Flal/ (4)-

Notemos que como ¢; = [[/_ 1pf” v ¢+1 = [~ lpf”“ y cada 3;; > [ ;+1, entonces

G+1 | a5
Luego, existen subespacios f-invariantes V; con V; = F[z]/(g;) tales que V = @;:1 V;
Veamos que el polinomio minimo de f; := fl|y, : V; — Vj es ¢;. Para esto es suficiente

ver que
Ann(Fz]/{q;)) = (a;)-

En efecto,

Ann(Fz]/(q; Ann(@F 6” ) mAnn< ﬁ”>> = ﬁ(pf”>

Por la observacién 1.4.20, tenemos que F[z]/(g;) es ciclico como F[x]-médulo y asi, por
el teorema 1.4.7, existe una base B; de V; tal que la matriz de f; es la matriz companera
de g;. Luego B = U;Zl Bj es una base de V' tal que la matriz de f tiene la forma

o

[Q2]

[q:]

donde cada [g;] es la matriz companera de ¢; € F[x] y ademds ¢;11 | ¢; parai =1,...,t—1.
Probandose la existencia de la forma candnica de factores invariantes de f. n

Teorema 2.2.4. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita y f : V — V una

transformacion lineal. Si A y B son dos forma candnicas racionales de factores invariantes
de f, entonces A = B.
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Demostracion. Sean

g | [p1]

[42] [

[Qt] | [ s]

dos formas candnicas de factores invariantes de f. Entonces tenemos las siguientes dos
cadenas de ideales

(@) € {g2) €+~ C (q) C Fla]
(p1) € (p2) © - C (ps) C Fla].
Como V = @ Flx)/{q;) y V = @ . Tenemos que

i=1

Ann(V) = Ann(@m/m) = ﬁAnn(F[az}/w») = (@) = (@)

De manera similar, Ann(V) = Ann <@ F[m]/(p,L)) = (p1) y asi concluimos que (p;) =
i=1
{q1). Luego, tenemos que:

0P (@F[w}/m) = Fls)/(p)) P (@F[w]/w).

Por la proposicién 1.3.12, podemos cancelar F[z]/{q) para obtener que

P Fial/ta) = D Flal/ (0

Luego, podemos repetir el proceso previo con el F[z]-médulo anterior para concluir in-
ductivamente que t = sy (¢;) = (p;) para todo i. De esta manera como los polinomios p;
y @; son monicos, concluimos que p; = ¢; para todo 4, probandose la unicidad. O

2.3. Ejemplos

Ahora daremos algunos ejemplos del calculo de las diferentes formas candnicas, sin
embargo, debido a la naturaleza puramente tedrica de los teoremas de existencia, necesi-
taremos los siguientes resultados.

Lema 2.3.1. Sean V un F'-espacio vectorial de dimension finita y f,g:V — V trans-
formaciones lineales. Entonces existen bases 8 y vy de V tales que [f]s = [g]~ si, y sdlo s,
existe un isomorfismo de espacios vectoriales 0 : V. — V' tal que el siguiente diagrama

conmuta

Ty

<

S
(_
5

<

——V
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donde [fls y [g], denotan las matrices de f y g respecto de [ y vy, respectivamente.

Demostracion. Sea [ una base de n elementos de V' y consideremos la transformacion
lineal tomar coordenadas ¢g : V. — F". Recordemos que A := [f]z es la tnica matriz
tal que el siguiente diagrama conmuta

donde Ly4 es la transformacion lineal tal que La(z) = Az para todo x € F™.

Ahora, sea g : V' — V tal que existe una base v de V tal que la matriz asociada respecto
de esta base es A. Es decir, tenemos un isomorfismo ¢, : V. — F™ tal que el siguiente
diagrama conmuta

V2.V

St

Fm— F"
La
Luego, podemos formar el isomorfismo ¢ Y¢5 : V. — V tal que el siguiente diagrama
conmuta

vV L V
¢;1¢¢{ lqﬁ;lm

Reciprocamente, supongamos que existe un isomorfismo de espacios vectoriales 6 : V' —
V' tal que el siguiente diagrama conmuta

VL

v
0 le
V—V.

g

Sea y una base de V tal que la matriz de g respecto de esta base es B, es decir, B := [g].
Luego podemos formar el siguiente diagrama

V%V

o

V—y—V

o e
Lp

Fr—— ",
Consideremos la base canédnica {e;} , de F™ y consideremos

v; =071 (¢ (es)) € V.

o
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Luego, tenemos que f = {v1,...,v,} es una base de V' y ademéds se satisface que (¢, o
0)(v;) = e; para todo i = 1, ...,n. Por lo tanto, concluimos que el morfismo tomar coorde-
nadas respecto de 3 coincide con ¢., o 0, es decir, ¢g = ¢, 0 6. Por lo tanto, del diagrama
de arriba, concluimos que B = [f]s. ]

Proposicion 2.3.2. Sean f,g:V — V transformaciones lineales entre espacios vecto-
riales de dimension finita sobre un campo F. Entonces f y g son similares (i.e., existe un
isomorfismo de espacios vectoriales ¢ : V. — V tal que f = ¢go~") si, y sdlo si, Vi = V.

Demostracion. Supongamos que f y g son similares. Entonces existe ¢ : V' — V un iso-
morfismo de espacios vectoriales tal que f = ¢g¢—t. Probaremos que ¢ es un isomorfismo
de F[z]-mddulos entre V; y V. Basta probar que saca escalares. De la igualdad f = ¢g¢ ™,
tenemos que f¢ = ¢g, lo que nos dice que hay una especie de conmutatividad. Igual que
con la conmutatividad, aplicando induccidn, se tiene que f"¢ = ¢g™, n € N. Sean v € V
y p(z) = ap+ a1z + - - - + a,a™ € Flx]. De lo anterior se sigue que

Speyv) = Olagw+argv) + - +ang"(v))
= app(v) + a16g(v) + - + a,pg" (v)
= ayd(v) + a1 fo(v) + - + anf H(v)
= pso(v).

Por lo tanto, V; =2 V.

Supongamos que existe un F[z]-isomorfismo ¢ : V, — V; (en particular, ¢ es un F-
isomorfismo). Esto implica que, Yv € V,

og(v) = o(x g v) =z 5 $(v) = f(v).
En consecuencia, ¢g = f¢ v f vy g son similares. O]

Teorema 2.3.3. Dado g(z) = ap+ a1z +- -+ a, 12" '+ 2" € Flz], se tiene la siguiente
tgualdad,

(=1)"g = det([g] — zId),

donde Id es la matriz identidad y |g] es la matriz companera de g

000 0 —ao
1 00 0 —a
010 0 —as
0 01 0 —as
000 -+ 1 —ap

Demostracion. El cason = 1 es trivial. Supongamos que el resultado se cumple paran—1,
con n > 2. Realizando el calculo del determinante por menores a través de la primera
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columna se consigue lo siguiente,

—x 0 0 0 —ayg
1 —z O 0 —aq
0 1 —=z 0 —ay
0 0 o -+ 1 —au,1—=x
—x 0 0 0 —aq
1 —x O 0 —ao
0 1 —z - 0 —as
= —wdet| g o 0 —a
0 0 o -+ 1 —a,1—=x
0 O 0 - 0 —ag
1 —x 0 - 0 —as
o 1 -z - 0 —as
—det | 1 - 0 —a
0 0 o -+ 1 —a,1—=x

= —a(=D)"Yay +agr + ...+ ap_12" 2+ 2" 4+ (=1)" (—ap)
= (=1)"g(2),

donde la pentltima igualdad se da por la hipdtesis inductiva aplicada a la primera matriz
de tal desarrollo y calculando el determinante de la segunda matriz por el método de
menores desarrollando por el primer renglon y del hecho de que el determinante de una
matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal. O]

Con ayuda de los resultados previos podemos probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.4. Sea p(z) € Flx] el polinomio caracteristico de f : V. — V una
transformacion lineal, con V' # 0 y de dimension finita sobre un campo F'. Entonces p
es producto de todos los factores invariantes de f, i.e., p = (—=1)"q1---q:, donde g; es el
J-ésimo factor invariante y n = dim(V').

Demostracion. Por el teorema 2.2.3 y la proposicién 2.2.4, existe una unica forma candénica
racional de factores invariantes de f

[(h]

[Q2]

[Gm]

donde cada [¢;] es la matriz compafiera de cierto ¢; € F[z] moénico y ademds ¢;+1 | ¢; para
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1=1,...,m—1. Es decir, existe una base § de V tal que la matriz asociada es A. Ademas

[¢] — =1d

— xld
A—2ld = 2]

[qm] — 21d

Sabemos de dlgebra lineal que el polinomio caracteristico p(x) de f es el determinante de
f —zlIdy respecto de cualquier base de V. Como A —zld = [f —xldy|s y esta matriz esta
formada por matrices cuadradas mas pequenas, tenemos que:

p(z) = det(A — zId) = det([q1] — «Id) - - - det([g,,] — xId).

Ahora, como cada [g;] es la matriz companera de ¢;, por el teorema 2.3.3, tenemos que
det([g;] — 21d) = (—1)8"*4@)g; para todo i = 1, ...,n. Por lo tanto, p(z) = (—1)"q1 - - - ¢n,
donde n = """ grad(g;) = dim(V). O

La ultima proposicion que necesitamos afirma que el polinomio minimo es un factor
invariante. Su demostracion esencialmente esté en la prueba de la proposicion 2.2.4, pero
lo damos aparte para conveniencia del lector.

Lema 2.3.5. Sean V' # 0 un F-espacio vectorial de dimension finita y f 'V — V
una transformacion lineal. Sean qq, ..., ¢, los factores invariantes de f, entonces ¢, es el
polinomio minimo de f.

Demostracion. Como ¢y, ..., ¢, son los factores invariantes de f tenemos que

m

Vi = @ Flal/{a)

i=1

con (1) C -+ C (gm). Sea g el polinomio minimo de f, sabemos por definicién que
(9) = Ann(V}). Por otro lado, notemos que

A (1) 2 Am( @) a1 1a)) = () Amn (1 /100) = (Via) = a0

Como ¢; y g son ménicos, tenemos que g = q;. ]

Observacién 2.3.6. Sean V un F'-espacio vectorial de dimension finita y f -V — V
una transformacion lineal. Notemos que, del lema anterior tenemos que, todos los factores
invariantes de f son divisores del polinomio minimo de f.

Con estos resultados ya tenemos todas las herramientas necesarias para hacer unos
ejemplos.

Ejemplo 2.3.7. Sea f : R? — R? la transformacidn lineal dada por la siguiente matriz,

1 1 3
A=15 2 6
-2 -1 -3
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Su polinomio caracteristico estd dado por
p(zr) = det(A—zld)
11—z 1 3
= det 5 2—x 6
-2 -1 -3—-=x
= 1-2)(-2—2)34+x)+6)—(=5(3+x)+12)+3(-5+2(2—1x))
= —(1-2)2—-2)3+x)+6—"Tx

- —CC?).

Sabemos que el polinomio minimo tiene las mismas raices que el polinomio caracteristico.
Si el polinomio minimo fuera g(z) = x, entonces g(f) = g(A) = A =0, una contradiccion.
Si g(x) = 22, entonces g(f) = g(A) = A2 =0, pero la entrada inferior derecha de A? es
—3. Por lo tanto, g(x) = x3, ya que g | p. La proposicién 2.3.4 y el lema 2.3.5 aseguran
que el tinico factor invariante de f es g(x) = x>. Por cémo se construyeron los factores
invariantes a través de los divisores elementales en la prueba del teorema 2.2.3 y del
arreglo de la figura 2.1, se deduce que el inico divisor elemental de f es g(x) = x®. De
las definiciones de las formas canconicas racionales, se tiene que la forma de divisores
elementales y la de factores invariantes coinciden y son de la siguiente forma,

000
100
010

que, a su vez, es la forma canonica de Jordan.

’

Ejemplo 2.3.8. Para este ejemplo, la transformacion lineal f : R> — R? estard dada
por la siguiente matriz,

2 21
B=12 2 1
2 21
Su polinomio caracteristico es
2—x 2 1
p(r) = det 2 2—x 1
2 2 1—=x

= 2-2)(2—-2)1—-2)—2)—2(2(1—2)—2)+4—-2(2—x)
= (2—1)(=3x+2°) + 62

—a3 + 5z?

= —2*(x—5).

Dado que el polinomio minimo y el polinomio caracteristico tienen las mismas raices,
se obtienen dos casos, el polinomio minimo es g(x) = x(z —5) o g(x) = —p(x). Para
poder determinar en cudl de los dos casos nos encontramos hagamos el siguiente calculo
sencillo.

2 2 1\ /-3 2 1
B(B—5Id) = |22 1|2 -3 1
2 2 1) \2 2 —4
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Lo que implica que x(z —5) € Ann(R}) y, como x(x —5) es el polinomio de menor grado
de entre las dos opciones que tenemos, se concluye que g(x) = x(x — 5). La proposicion
2.8.4 y el lema 2.3.5 afirman que los factores invariantes de f son x(x —5) y x. En este
caso, el arreglo de divisores elementales de f de la figura 2.1 es de la forma

T T
r—5 1

Y la forma candnica racional de factores invariantes es

oo O
oot O
oo O

donde < 8 g ) es la matriz companera del factor invariante ¢ = z(x —5) y (0) es la

matriz companera del factor invariante g = x. Del arreglo de arriba obtenido de la figura
2.1, concluimos que la forma candnica racional de divisores elementales f es de la forma

0 00
0 0]0
0 05

donde ( 8 8 ) es la matriz x-racional de la definicion 2.1.3 asociada al primo x € F[z]

(tiene dos bloques de tamano 1 x 1) y (5) es la matriz (x — 5)-racional de la definicion
2.1.8 asociada al primo x — 5 € F[z]. Como todos los primos considerados son de grado
uno y las potencias de los primos en el arreglo de arriba de los divisores elementales son
todos 1, tenemos que la forma canonica racional de divisores elementales coincide con la
forma candnica de Jordan (pues en este caso se tiene la siguiente igualdad de matrices
i) = [pi]» sir =1, de acuerdo a la notacion 1.4.11).

Ejemplo 2.3.9. En este ejemplo trabajaremos con la transformacion lineal f : R* — R4
dada por la matriz

0011
0011
=11 100
1100
El polinomio caracteristico de f es
—z 0 1 1
0 —x 1 1
ple) = det |
1 1 0 —x
—z 1 1 0 —z 1 0 —x 1
= —xdet{ 1 —x 0 |+det|{1l 1 0 |—-det|{l 1 —=x
1 0 -z 1 1 —=x 1 1 0

= —a(-2*+r+7)-2* -2

= 2 —42® = 2% (v + 2)(x — 2).
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Dado que el polinomio minimo y el polinomio caracteristico tienen las mismas raices, se
sigue que el polinomio minimo es g = x(x + 2)(x — 2) 0 g = p. Para descartar una de las
opciones hagamos el siguiente cdlculo.

C(C +2Id)(C —2Id) = C(C*—4Id)

0011\ /-2 2 0 0
o Joo1 ]2 =2 0 o0
“lt1ro00]|0 0o -2 2

1100/ \o 0o 2 -2

= 0.

Por lo tanto, g = x(x 4+ 2)(z — 2). La proposicion 2.3.4 y el lema 2.3.5 afirman que los
factores invariantes de f son z(x + 2)(x — 2) y x. En este caso, el arreglo de divisores
elementales de f de la figura 2.1 es de la forma

T T
r+2 1
r—2 1

Como q1 = x(x — 2)(z +2) = x(z* — 4) = 23 — 4z la matriz companera de q; es de la
forma

0 0
10
01

O = O

Luego, la forma candnica racional de factores invariantes es

donde (0) es la matriz companera del factor invariante g = x.
Por otro lado, la forma canonica racional de divisores elementales es

0 00 O
0 00 O
0 0]-2/0
00 0|2

00

la cual tiene dos bloques de tamano 1x 1, (—=2) es la matriz (x+2)-racional de la definicion
2.1.8 asociada al primo (x +2) € Flx] y (2) es la matriz (x — 2)-racional de la definicion
2.1.3 asociada al primo (x —2) € F[z]. Como todos los primos considerados son de grado
uno y las potencias de los primos en el arreglo de arriba de los divisores elementales son
todos 1, tenemos que la forma canonica racional de divisores elementales coincide con
la forma candnica de Jordan (pues en este caso [p;|” = [pi|, si v =1, de acuerdo a la
notacion 1.4.11).

donde ( 00 ) es la matriz x-racional de la definicion 2.1.3 asociada al primo x € F[z],
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En los ejemplos anteriores la forma de Jordan coincide con la de divisores elementales,
veamos ahora un ejemplo en el que las tres formas candnicas son distintas. Para ello
utilizaremos el campo C, en lugar de R.

Ejemplo 2.3.10. Consideremos la transformacién lineal f : C° — C® dada por la
stguiente matriz,

— 0 0 0 0
0 —i 1 1—2 -1+
D=]10 0 1 24 —2i
0 0 1 —-14+27 2—2i
0 0 0 0 1
El polinomio caracteristico de D es
—i - 0 0 0 0
0 ——x 1 1—2 -1+
p(x) = det 0 0 l—x 2i —2i
0 0 1 —14+2i—2 2—2
0 0 0 0 1—2z
—i—x 7 1—14 -1+
. 0 11—z 24 —2i
= lodi)edet 1 142i—a 2-2i
0 0 0 1—2x
—— X 7 1—2
= (x+1i)(r—1)- det 0 1—x 21
0 1 1421 —2z

11—z 2
x_l)'det( 1 —1+2i—x)
(1 —2)(—=1+2i—x) —29)
V(=1 — 2iz + 2?)

i)*(z — 1)

+

Dado que el polinomio caracteristico y el polinomio minimo comparten raices, tenemos
cuatro opciones para el polinomio minimo, a saber,

g() = (@—i)(z+i)(z—1) o0
glx) = (x—)2(@x+i)(z—1) o0
g@) = (z—i)(z+i)*(z—1) 0
gla) = (z—i)*(x+0)*(z - 1)

Empecemos con el siguiente cdlculo,
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2 0 0 0 0
0 =2 i 1—i —1+4i
(D—ild) = | 0 0 1—i 2 -2 |,
0 0 1 —1+4i 2—2
0 0 0 01—
00 0 0 0
00 i 1—i —1+4i
(D+ild) = |0 0 144 2 —2i |,
00 1 —1+43i 2—2
00 0 0 14
—i—1 0 0 0 0
0 —i—1 i 1—i —1+i
(D—1Id) = 0 0 0 2 —2i |,
0 0 1 —2+42 2-2
0 0 0 0 0
00 0 0 0
00 —2+2 —4i 4i
(D—ild)(D+ild)(D—1d) = |0 0 —4 4—4i —4+4i| 0.
00 —2-2 4 —4
00 0 0 0

Por lo tanto, g # (x —i)(x +i)(x — 1). Ahora,
(D—i)*(D+i)(D—-1)=0,
de modo que
(@—i)z+i)@e—1)lgll@-i)(@+i)lz—1) y g# (@—i)(z+i)(z—1).
Es decir, g(z) = (z — i)%(x +i)(x — 1).

La proposicion 2.3.4 y el lema 2.3.5 nos asequran que los factores invariantes son (x —

i)*(x +1)(x —1) y x+1; en este caso, el arreglo de divisores elementales de f de la figura
2.1 es de la forma

r+1 x4+
(z —1)?
r—1

Como q1 = (x —i)*(x+i)(x —1) =a* — (1 +0)a® + (1 +i)z* — (1 + i)z + i, tenemos
que la matriz companera del factor invariante g, es

000 —
100 1+
010 —-1-2
001 14
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Por lo tanto, la forma racional de factores invariantes es

000 —2 0
100 1+2 |0
010 —-1-2|0
001 142

000 0 —1

donde (—1i) es la matriz companera del factor invariante q¢o = x + 1.
Por otro lado, la matriz de divisores elementales es

- 010 0 O
0 —|0 0 O
0 010 110
0 011 2|0
0 0 0 01
donde ( _02 —02 es la matriz (x + i)-racional de la definicion 2.1.3 asociada al primo

(x +14) € Clx] (tiene dos bloques de tamano 1 x 1), y como (x —i)* = 2* — 2ix — 1, se

tiene que es la matriz (x — i)-racional de la definicion 2.1.8 asociada al primo

0 1
1 2
(x —1i) € Clz] y (1) es la matriz (x — 1)-racional de la definicion 2.1.3 asociada al primo
(x —1) € C[z].

Ahora, para calcular la forma candnica de Jordan (por la construccion en el teorema
1.4.21) tenemos que en lugar de calcular la matriz companera de (z — i)* calcular la

matriz [(x — i)]s de la notacion 1.4.11. En este caso la matriz [(x — i)]z es < i ? ) (1

por lo tanto la forma candnica de Jordan es

- 0 0 00
0 |—2{0 0 O
J = 0 01z 0]0
0 011 20
0O 0 0 0]1




Capitulo 3

Calculo de formas candnicas y
aplicaciones

3.1. Diagrama de puntos

En los ejemplos del capitulo anterior pudimos calcular los factores invariantes y los
divisores elementales debido a que el polinomio caracteristico era de grado bajo. En esta
seccion expondremos otro método utilizando los diagramas de puntos y veremos qué
relacion tiene con la teorfa de médulos desarrollada anteriormente (véase la discusion
después del teorema 3.1.10).

Empecemos con las definiciones y resultados necesarios para entender el diagrama de
puntos.

Definicién 3.1.1. Sean f : V — V una transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F y A € F. Decimos que x € V '\ {0} es un vector
propio generalizado de f correspondiente a \ si existe 0 < p € N tal que

(f = X-1d)?(z) = 0.

Definiciéon 3.1.2. Sean f: V — V una transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F' y X\ un valor propio de f. El espacto propio
generalizado de f correspondiente a )\ estd definido como

Ky:={zeV:(f—-X-1d)P(z) =0, para algin 0 < p € N}.

Con estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema, que sera de ayuda para
calcular el nimero de puntos en los diagramas.

Teorema 3.1.3. Sea f : V — V wuna transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F', cuyo polinomio caracteristico se factoriza como
producto de factores lineales (x — A\ )™ -+ (x — A\p)"™. Entonces dim(Ky,) = m;.

Demostracion. Véase [4], p. 480. O

Para empezar con los diagramas de puntos requerimos la siguiente definicién y tres
teoremas.

95
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Definicion 3.1.4. Sean f: V — V una transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F' y x un vector propio generalizado asociado a \. Si
0 < p e N es el minimo tal que (f — X -1d)P(z) = 0, entonces decimos que

{(f = X- 1) Hx), ..., (f = X-1d)(x), 2}

es un ciclo de vectores propios generalizados de f correspondiente a ). El
vector inicial del ciclo es (f — X -1d)P~(z) y el vector final, x. En este caso el ciclo
es de longitud p.

Teorema 3.1.5. Sea f : V — V wna transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F, cuyo polinomio caracteristico se factoriza como
producto de factores lineales. Sea [ una base para V compuesta por la union disjunta
de ciclos de vectores propios generalizados de f (ordenados como en la definicion 3.1.4).
Entonces

a) La transformacion f se restringe bien a cualquier ciclo contenido en (3 y la repre-
sentacion matricial de las restricciones es una matriz de la forma

Al
Al
A Al

1
A

b) La representacion matricial de f con respecto a B es de la forma

Jy 0 - 0

0 Jy ... 0
Ts=| '

0 0 ... Jy

donde Jy, es una matriz cuadrada (de 1 x 1) de la forma (\;) o bien de una matriz
cuadrada de n x n (n > 1) de la forma Jy, del inciso (a), para algin valor propio
)\i deT.

Demostracion. Véase [4], p. 482. O

La siguiente proposicién nos da una propiedad importante de los ciclos de vectores
propios generalizados.

Proposicion 3.1.6. Cualquier ciclo de vectores propios generalizados es linealmente in-
dependiente.

Demostracion. Véase [4], p. 483. O
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Teorema 3.1.7. Sean f : V — V una transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F y XA un valor propio de f. Entonces K tiene una
base compuesta por la union disjunta de ciclos de vectores propios generalizados asociados

a .
Demostracion. Véase [4], p. 484. O

Teorema 3.1.8. Sea f : V — V wuna transformacion lineal entre espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo F', cuyo polinomio caracteristico se factoriza como
producto de factores lineales. Entonces

k
V=K,
=1

donde A1, ..., A\ son los distintos valores propios de f.
Demostracion. Véase [4], p. 487. O

Observacion 3.1.9. Por el teorema 3.1.5, si  es una base para V compuesta por la
union disjunta de ciclos de vectores propios generalizados de f, ordenados de la siguiente
manera

{<f —A- Id)p_l(x)7 B (f - A Id)(ZE),I},

entonces la matriz asociada a T estd formada por bloques de la forma

Al
Al
Al
1
A

Sin embargo, para ir acorde con los bloques de Jordan como lo estamos manejando en este
trabajo, los ciclos de (3 los ordenaremos de la siguiente manera

{JI, (f A Id)(l’), st (f — A Id)p_l(x)}a

y asi obtendremos el bloque de Jordan (A-matriz elemental de Jordan, ver definicion
1.4.14) de la forma

A

1 A

[z = Al = LA
1 A

Luego, en todo lo que sigue, las construcciones presentadas en [4] para crear el diagrama

de puntos no cambian. Lo unico que cambiaremos es el orden de los vectores en los ciclos
de la base ordenada B al momento de obtener la matriz asociada a T respecto a esta base.
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A cada K le vamos a asociar un diagrama de puntos. Por el teorema 3.1.7, sabemos que
existe una base 8 para K, compuesta por la unién disjunta de ciclos de vectores propios
generalizados asociados a A, digamos 1, ..., Yy, respectivamente de longitud py, ..., py,. El
diagrama tendrd dim(K,) puntos, agrupados por columnas. La i-ésima columna corres-
ponde a los vectores del i-ésimo ciclo, ordenados de arriba para abajo empezando por el
vector inicial del ciclo y terminando con el final. Los ciclos estan ordenados por longitud,
del mas grande al més pequeno.

Si tuviéramos tres ciclos, a saber, {(f —A-1d)?(vq), (f —A-1d)(v1), v1}, {(f = X-1d)(v2), vo }
y {vs}, entonces el diagrama de puntos de K se veria de la siguiente manera,

Los teoremas 3.1.5, 3.1.7 y 3.1.8 nos permiten encontrar una base para cada K, com-
puesta por la unién disjunta de ciclos de vectores propios generalizados asociados a A,
de tal forma que la union sea una base para V' y la representacién matricial en esa base
sea la forma candnica de Jordan. Si supiéramos cémo es el diagrama de puntos para cada
K, podriamos reconstruir las (z — A)-matrices clasicas (ver definicién 1.4.15) de las que
se compone la forma de Jordan. Cabe notar que la unicidad de la forma candnica de
Jordan nos asegura que el diagrama para K, es Unico, puesto que su estructura depende
totalmente de la (z — \)-matriz clasica (que es parte de la forma de Jordan). El siguiente
teorema nos permite reconstruir los diagramas calculando el rango de ciertas matrices.

Teorema 3.1.10. Sea 7; el nimero de puntos en el j-ésimo renglon del diagrama para
K. Entonces

1. ry = dim(V) —rank(f — X - 1d).
2. r; =rank((f — A-Id)?~1) — rank((f — A - Id)?), para j > 1.
Demostracion. Véase [4], p.493. O

Como se discutié anteriormente, cada ciclo v; en el diagrama de puntos de K, corres-
ponde a una matriz como la del teorema 1.4.9. En la demostracién de la unicidad de la
forma canodnica de Jordan se puede ver que el subespacio generado por los vectores de ~;
es isomorfo a F[z]/((z — A)P). La suma de todos estos subespacios, variando sobre los
valores propios y los ciclos de cada K, nos da una descomposiciéon de V; en p-moédulos
ciclicos. Por los teoremas 1.3.6 y 1.3.10 sabemos que la descomposicién de V es unica y,
por como estan definidos los divisores elementales, se concluye que los divisores elemen-
tales asociados al primo z — A son (x — AP, i =1,....n;.

Por lo tanto, conocer los diagramas de puntos para cada K, no nada mas nos permite
encontrar la forma de Jordan, sino también ambas formas racionales.

Ahora utilizaremos los diagramas de puntos para encontrar la forma canénica de Jordan
y los divisores elementales de la transformacién que aparece en el ejemplo 2.3.10.

Ejemplo 3.1.11. Recordemos que la transformacion f del ejemplo 2.3.10 tiene polinomio
caracteristico p(x) = —(x—1)?(x+1)*(x—1). El teorema 3.1.3 afirma que los diagramas de
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K; y K_; tienen dos puntos, el de K1, en cambio, solo tiene un punto y, consecuentemente,
la (x — 1)-matriz cldsica de la forma de Jordan de f es

(1).
Para construir los diagramas de K; y K_; aplicaremos el teorema 3.1.10. Tomando A =1
se tiene que

r1 = dim(C®) —rank(f —i-Id)

—2 0 0 0 0
0 -2 i 1—i —1+i
— 5—rank| O 0 1—4i 2i —2
0 0 1 —144 2—2
0O 0 0 0 1—i
= 5-4=1.

De modo que el diagrama de K; estd dado por

y, por ende, la (x — i)-matriz cldsica de la forma de Jordan de f es

(%)

Para A\ = —i tenemos lo siguiente,
ri = dim(C®) —rank(f +i-Id)

00 O 0 0
00 1—4 —=1+14

= H—rank [0 O 1+=2 21 -2
00 1 —-143 2—2%
00 O 0 141

= 5H—-3=2

Por lo tanto, el diagrama de puntos para K_; es de la forma

e o
y la (x + 1)-matriz cldsica de la forma de Jordan de f es

(%)

Juntando las componentes de la forma de Jordan se consigue la forma candnica de
Jordan de f, a saber,

— 0 0 0 O
0 — 000
0 0 2 00
0 0 1 ¢ 0
0 0 001

La discusion anterior a este ejemplo nos asequra que los divisores elementales obteni-
dos por este método coinciden con los obtenidos en el ejemplo 2.5.10.
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3.2. Descomposicion de Jordan

Recordemos que la forma canénica de Jordan es una matriz diagonal con la excepcién
de algunos 1 debajo de la diagonal. Esto nos permite pensar a esta matriz como suma
de una matriz diagonal y una matriz con unos o ceros debajo de la diagonal y ceros en
lo demas. El teorema de descomposiciéon de Jordan nos habla de esta caracteristica vy,
ademas, nos da informacion de los sumandos en esta descomposicién.

La demostraciéon del teorema utiliza la nocién de diagonalizacion simultanea, cuya defini-
cién se enuncia a continuacion.

Definicién 3.2.1. Decimos que dos transformaciones f,qg:V — V diagonalizables son
stmultdneamente diagonalizables si existe una base de vectores propios de f que, a
su vez, es una base de vectores propios de g.

El siguiente teorema nos ayudara a demostrar el teorema de descomposicién de Jordan.

Teorema 3.2.2. Sean V # {0} un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
Fuyf,g:V — V transformaciones diagonalizables. Entonces f y g son simultineamente
diagonalizables si, y solo si, fog=go f.

Demostracion. Si fy g son simultaneamente diagonalizables, entonces existe una base de
vectores propios de fy g, {v1,...,v,}. Esto implica que

Flg(v) = f(Nvi) = MM vi = MM\ vi = g(f(v)),

donde XY, )\f € F son los valores propios de g y f, respectivamente. Por ello fog = go f.
Ahora supongamos que fog = go f. Al ser f diagonalizable, se tiene que V es suma

directa de sus espacios propios,
n
V=@EDE,.
i=1

La conmutatividad de f y g implica lo siguiente,

Vo € Ex, fg(v)) = g(f(v)) = Xig(v).

Es decir, g se restringe bien a F),. Claramente, la restriccion de g también es diagonalizable
y, por ende, existe una base de vectores propios de la restriccién para F),. Uniendo las
bases para cada E),, obtenemos una base para V' compuesta por vectores propios de f y
qg. O

Teorema 3.2.3 (Descomposicién de Jordan). Sean V' # {0} un espacio vectorial de
dimension finita sobre un campo F, algebraicamente cerrado, y f : V — V una trans-
formacion. Entonces existen una transformacion diagonalizable 6 : V. — V' y una trans-
formacién nilpotente n : V. — V (i.e., n* = 0 para alguna k € N) tales que f =5+n y
donp=mnod, d yn son unicas con estas caracteristicas. Ademdas, existen p,q € Fx] tales
que 6 =p(f) yn=q(f).

Demostracion. Sean Ay, ..., \, € F' los distintos valores propios de f. Por el teorema 3.1.8
podemos definir §(vq + -+ + v,) 1= \vg + - -+ + Ay, donde v; € K. Esto implica que
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los espacios propios de d son los K, y, por el teorema 3.1.8, concluimos que d es diagona-
lizable. Ahora, definimos n := f — §. Antes de probar que 7 es nilpotente observemos lo
siguiente. En un ciclo de vectores propios generalizados de longitud k, cualquier elemento
es anulado por (f — A - Id)*. De modo que el teorema 3.1.7 nos asegura que cualquier
elemento de K, es anulado por (f — A; - 1d)?*, donde p; es el maximo de las longitudes de
los ciclos de K,. Con esto en mente, notemos que

Vo € Ko, 17 (01) = (£(0) = 50" = (F(0) = A" = 0.

Por lo tanto, nmax{pi‘ =1nd — (),

Sea myg(x) = (x — A\)™ -+ (z — \,)"™ el polinomio minimo de f. Definimos
mpyr

hi(z) == TSNS

Claramente, med{hy, ..., h,} = 1, por ello existen a; € F[z] tales que
a1h1+~~~+anhn: 1.

Por el teorema 3.1.3 y por la forma en la que se construyeron los diagramas de puntos se
sigue que (f —A;-1d)™ (v;) = 0 para v; € K, pues dim(K),) = m; > p;. En consecuencia,
aihi(f)(v;) =0, con i # j y v; € Ky,. Lo que implica que por la igualdad de arriba:

aih;(f)(vi) = arhi(f)(v;) + - - + aphn () (v;) = v;.

Por lo tanto,
6 = Marhy(f) + - + Manhn(f) = p(f) donde p(x Z/\ ah; € Fla

de donde = f — 6 = f —p(f) = q(f), con g(z) =z — p(x) € Fla].

La conmutatividad de 0 y n se sigue del hecho de que ambas son polinomios en f. Su-
pongamos que existen ¢',n' : V — V talesque f =& +7n y & on =n od, con ¢
diagonalizable y n' nilpotente. Las condiciones anteriores implican que ¢’ y f conmutan
y, por ende, ¢ conmuta con § = p(f). Lo mismo se puede decir de 7/, i.e. n’ onp =nor'.
El teorema del binomio asegura que

(' —n) Zcm

Por ello, si * = 0y n* = 0, entonces (1 —n)?™>{k+}t — 0. Es decir, 7' — 7 es nilpotente.
Por otro lado, el teorema 3.2.2 afirma que existe una base de vectores propios de § y ¢’
para V' vy, por consiguiente, es una base de vectores propios de § —¢’. Ahora, sabemos que
0+n=f=0+1loque implica que 6 — ¢ =7 —n. Entonces § — ¢’ es diagonalizable
y nilpotente. Claramente, al aplicar un cambio de base, la propiedad de ser nilpotente
se preserva. Ademads, elevar una matriz diagonal a una potencia no es mas que elevar
cada una de sus entradas diagonales a dicha potencia. De modo que si nos fijamos en la
diagonalizacién de 6 — &’ y escogemos una potencia que la anule, podemos concluir que
las entradas diagonales son cero. Por lo tanto, 0 = § — ¢ = 1’ — n, lo que concluye la
demostracion. O]
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3.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

La forma canodnica de Jordan se puede usar para resolver sistemas de ecuaciones di-
ferenciales lineales utilizando el método que expondremos en esta seccién. Para ello, em-
pecemos ocupandonos del caso en el que la matriz asociada al sistema es un bloque de
Jordan, de modo que el sistema en forma matricial seria

/

0 0 00 0 -
2 1 A0 00 0 -
z 01 \ 00 0 s
[ =10 0 1 00 0 zy |, (3.1)
Th 000 - 1 X O0f /|2
Ty, 000 - 0 1 A Tn

Teorema 3.3.1. Las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales lineales (3.1)
estdan dadas por

1 0 0 0 0 0

X1 o

) t 1 0 0 00 ¢
t2

x3 o1 t 1 0 00 e
3 2

Ty | =M % & t 0 00 Cy | . (3.2)
t";2 tn;S tn;4 o

Tp—1 n—2)! (=31 (n—4)! 10 Crn_1

o A S S . O | Cn
=D -2 (n-9) .

Demostracion. La prueba es por induccion sobre n. Paran = 1, el sistema es simplemente
la ecuacién x}, = Az, cuya conocida solucién es z; = e*c;. Supongamos el resultado cierto
para n. Si tenemos el sistema

! A0 0 000 2
2 1 A0 00 0 s
, 01 A 000 s
=10 0 1 00 0 zy |,
T, 000 -~ 1 X0 Tn
Tht 000 -~ 0 1 A \Tan

entonces los primeros n renglones nos dan un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
que no depende de z,1 y, consecuentemente, las soluciones de ese sistema son las que se
muestran en la ecuacion (3.2). Para x,41 se tiene la ecuacién

/
Ty = Tp + ATy

Sustituyendo la solucién para x,, se tiene que
n—1

tk
/ At
Tpyp =€ E Gty + ATt
k=0 ’
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de donde
—At 1
e T — xn+1 E Cn— k

Integrando de ambos lados tenemos que

tk+1

e My = /chk dt = ch k/—dt chk +cn+1-

Lo que implica que

k
Y’ t
Tpt1 = € Cn—&-l—kg-
k=0 ’
Con esto se concluye la prueba por induccion. O

Ahora, recordemos que la forma candnica de Jordan se compone de varios bloques
de Jordan acomodados diagonalmente. Si la matriz asociada al sistema de ecuaciones
diferenciales fuera una forma candnica de Jordan, de la composicion de la forma de Jordan
podriamos inferir que cada bloque da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
independiente de los deméas. Utilizando el teorema 3.3.1 podemos entonces encontrar las
soluciones para cada sistema por separado.

Si estamos en el caso més general, en el que la matriz asociada al sistema, A, no esta en
su forma canodnica de Jordan, lo que podemos hacer es lo siguiente.

Encontramos una matriz invertible @ tal que A = QJQ~!, donde J es la forma canénica
de Jordan de A. Si nuestro sistema en forma matricial es X’ = AX, entonces, con lo
anterior, se vuelve X’ = QJQ'X. Lo que implica que

QX' = (QTX) = J(Q7'X),

la, primera igualdad se debe a que Q! es una matriz constante. Tomando Z = Q71X el
sistema se convierte en

7 =77,

cuyas soluciones podemos encontrar con el procedimiento descrito anteriormente. Ya una
vez conociendo Z, podemos encontrar a X con la igualdad Z = Q~'X. Multiplicando por
) de ambos lados, se tiene que

X=QZ
A continuacién ejemplificaremos el procedimiento anterior.

Ejemplo 3.3.2. Encontraremos las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales,

¥y = x1+ 19+ 313
Ty = bHry+ 2wy + 613
ry = —2x; — x9 — 313,
cuya matriz asociada es
1 1 3

-2 -1 -3
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Del ejemplo 2.3.7 sabemos que su forma canonica de Jordan estd dada por

0 00
J={1 0 0
010
De modo que existe Q, una matriz de 3 x 3 invertible, tal que A = QJQ~'. Siguiendo el
procedimiento explicado anteriormente resolvemos el sistema Z' = JZ, que, por el teorema
3.3.1, tiene soluciones de la forma

21 1 00 c1
Z9 = 2; 10 (&)
z3 % t 1 C3

Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales estan dadas por
X =QZ.

Lo inico que nos falta es encontrar la matriz () de cambio de base. Para ello buscaremos
un ciclo de vectores propios generalizados correspondientes al valor propio 0. Recordemos
que el polinomio caracteristico de A es p(x) = —x®, consecuentemente, A> = 0 (Teo. de
Cayley-Hamilton). Esto implica que siy € R3\{0} y A%y # 0 # Ay, entonces { A%y, Ay, y}
es un ciclo de vectores propios generalizados correspondientes a 0 y, por la proposicion
3.1.6, el ciclo es una base. Claramente la representacion matricial en esta base (en orden
inverso) es la forma candnica de Jordan. Es decir, el cambio de base que necesitamos estd
dado por la matriz (ver observacion 3.1.9)

(v Ay A%).
Tomemos y = e; = (1,0,0). En este caso,
Aer = (1,5,-2)
A%e; = (0,3,-1).

Es decir, podemos utilizar a ey para el ciclo de vectores propios generalizados, de donde,
la matriz de cambio de coordenadas estd dada por

1 1 O
0o 5 3
0 -2 -1

y, por lo tanto, las soluciones del sistema son

T 1 1 0 1 0 0 C1
i) = 0 5 3 t 10 Co
3 0 =2 1)\ t 1/ \e

Para finalizar este ejemplo, observemos que es posible encontrar ciclos de vectores
propios generalizados totalmente distintos (témese, por ejemplo, y = es = (0,1,0)) y, por
consiguiente, la matriz () de cambio de base serd distinta. Sin embargo, las soluciones
serdn las mismas, pues el cambio de coordenadas altera también a X(0), las condiciones
iniciales, y, con ello, se compensa la diferencia entre las distintas matrices Q).
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