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Introduccion

Todo lo que existe se desarrolla y establece relaciones con los deméas obje-
tos en mas de una forma que se manifiesta en cambios mutuos, inflingiendo un
cambio que siempre ocurre sin importar si somos o no sensibles de contemplar
este complejo proceso.

La comunicacién forma una parte fundamental de la relacion entre las distin-
tas especies de seres vivos. La interaccion entre éstos se da en primera instancia
para sobrevivir y en nuestro caso como humanidad una vez alcanzado cierto
grado de desarrollo, para exteriorizar lo que se entiende sobre lo que acaece en
la realidad y finalmente para transfigurar el mundo.

Los lenguajes se afilan con estos fines; entender, explicar y trastocar, en un
ciclo repetitivo pero cada vez mas novedoso sin ser conscientes que la realidad y
el pensamiento se estan modificando o las implicaciones que estos hechos puedan
llegar a tener.

En los inicios de la humanidad se presentan situaciones que no se pueden
resolver con un lenguaje convencional; es asi que aparecen los primeros vestigios
de la Aritmética, el Algebra y una Geometria aparentemente independientes,
que se concentran en resolver problemas de cantidades constantes y no varia-
bles. Debieron pasar varios siglos para que estas ideas coagularan y se plantearan
métodos sistematicos que permitieran un progreso en el pensamiento y poder
plantear nuevos horizontes de alcances de las técnicas sin estar conscientes de
los limites que planteaban sus herramientas. El progreso fue lento pero radical.

Las ideas fundamentales de Evariste Galois (1811-1832), de donde emergi6
la teoria de Galois como la conocemos hoy dia, sucedieron en el siglo XIX, un
siglo muy importante histéricamente, donde el contexto del lenguaje matematico
permitia resolver cuestiones del pasado que se establecian sélo como conjetura
o que el contexto historico o del lenguaje no permitia plantear cierto problema,
toda época queda bien delimitada. Desde un punto de vista matematico y en
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viii Introduccion

general cientifico, el retroceso de la Edad Media en estos campos habia quedado
medianamente superado entrado el siglo XVIII por los escasos pero grandes
avances logrados un siglo atras como por ejemplo la gestacion e invencién del
célculo. Sucedié que se toma ventaja de este conocimiento para dar lugar a una
revolucion industrial que determina una realidad muy compleja de la cual Galois
es producto.

Es sabido que el siglo XIX fue una etapa de autocritica para las matemati-
cas, al final de este siglo se desarrollaron, entre otras cosas, la Teoria de Grupos
y Campos para lograr entender, entre otras cosas, lo que Galois queria decir en
sus manuscritos, culminando una parte de la teoria en el Teorema Fundamental
de Galois para extensiones finitas.

Los matemaéticos de finales del siglo XIX no tardaron en cuestionar si la
correspondencia de Galois que se plantea en el teorema fundamental se satisface
en las extensiones de grado infinito. Fue en el afio de 1901 cuando R. Dede-
kind proporcioné un ejemplo de una extension de grado infinito donde dicha
correspondencia falla. En 1928 W. Krull proporciond, de forma novedosa, una
topologia al grupo de Galois de una extensién infinita para hallar a los sub-
grupos y campos intermedios que se corresponden de forma biyectiva. De esta
forma se lograba la generalizacion de la teoria de Galois; més aun, la topologia
de Krull recupera la Teoria Clasica de Galois.

Todos estos progresos impulsaron atn mas a la Teoria de Grupos Topologicos,
los Grupos Profinitos y, mas alla de la realidad o invencién, la Teoria Inversa
de Galois.

La Teoria de Galois es una nueva herramienta del lenguaje matematico,
en primer lugar porque para su desarrollo requiere del desarrollo de concep-
tos mateméticos como funcién, simetria, grupo, extension de campos, anillos y
propiedades de éstos, topologia y otros mas que naturalmente no existian formal-
mente. En segundo lugar la Teoria de Galois establece la correspondencia entre
dos categorias distintas; a una extensioén se le asocia un grupo y hay una corres-
pondencia entre los campos intermedios y ciertos subgrupos del grupo asociado,
ademéas hay una traduccion de unas propiedades de campos a grupos y vicever-
sa, lo cual es novedoso ya que después se encontraron més correspondencias de
este tipo entre distintas clases de objetos mateméticos. La correspondencia de
Galois es en cierto modo, piedra angular de las matematicas modernas.

En los primeros dos capitulos del presente trabajo se desarrollan las ideas
principales de Teoria de Grupos, Campos y Extensiones de Galois, necesarias
para estudiar el teorema de Galois para extensiones finitas. En el tercer capi-
tulo se exponen conceptos y resultados bésicos de Grupos Topologicos, Limites
inversos y grupos profinitos, indispensables para comprender el desarrollo del
capitulo cuatro donde se construye la topologia de Krull en el grupo de Galois
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de una extension ya sea finita o infinita. Finalmente, con esta herramienta se
prueba que el grupo de Galois, dotado de la topologia de Krull, es un grupo
topoldgico y un grupo profinito. El capitulo cuatro termina con el teorema de
Krull y en seguida el teorema de Galois para extensiones infinitas. Este trabajo
cuenta con un apéndice de Topologia donde se exponen todos los elementos de
los que se habla en el capitulo tres y cuatro.
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Capitulo

Preliminares

En este capitulo se exponen conceptos de teoria de grupos, anillos y campos
que forman la médula espinal del desarrollo de la teoria de Galois que se expone
en los capitulos sucesivos donde la teoria se verd impulsada por la introducciéon
de un grupo asociado a una extensién de campos y una topologia asociada a
dicho grupo. Muchos resultados de esta seccién son tomados de [8] y [20] en
donde ademads pueden hallarse pruebas de lo que aqui no se desarrolla y en
otros casos son resultados dejados como ejercicios al lector.

1.1. Grupos, anillos y campos

Definicién 1.1 Un grupo es un par (G,*), donde G es un conjunto distin-
to del vacio y x es una operacion binaria sobre G que verifica las siguientes
propiedades:

a) ax (b*xc) = (a*b)*c para todo a,b,c € G, es decir, x es asociativa.
b) Existe e € G tal que a*e = e xa para todo a € G.

¢) Para todo a € G, existey € G tal que axy =yxa = e.

Observacién 1.2 Se puede demostrar que en un grupo (G, *) el elemento e € G
del inciso b) y el elemento y € G del inciso c) de la definicion 1.1 son unicos.
Estos elementos se denominan, el neutro o identidad del grupo y el inverso
de a en el grupo G, respectivamente, a este iltimo lo abreviamos por a~".
Definicién 1.3 Un grupo (G, *) es abeliano si, para cualesquiera a,b € G, se
verifica que axb = bx a.

Diremos que un grupo (G,*) es no abeliano si existen a,b € G tales que
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axb#bxa.
Cuando trabajemos con un grupo abeliano, simbolizaremos a la operacion del
grupo con +, al neutro del grupo como 0 y al inverso de a como —a.

Observacion 1.4 En caso de no haber confusiones, a un grupo (G,*) lo abre-
viaremos simplemente con el simbolo G, y la operacion entre los elementos de
G se abreviard como a xb = ab. También, en caso de haber mds de un grupo,
abreviaremos el elemento neutro de G como 1g.

Definicién 1.5 Sean (G,x) un grupo y 0 # H C G. Se dice que H es un
subgrupo de G, si al restringir la operacion de G a H obtenemos una operacion
que dota a H de una estructura de grupo.

Observacion 1.6 En lo sucesivo, para indicar que H es un subgrupo de un
grupo G, usaremos el simbolo H < G.

Proposicion 1.7 Sean G un grupo y H C G. Entonces, H < G si y solo si se
satisface lo siguiente:

a) Sie es el neutro de G, entonces e € H.
b) Para cualesquiera a,b € H se tiene que axb € H.

c¢) Sia€ H, entonces a™* € H.

Observacion 1.8 En la proposicion 1.7, la condicion de que e € H garantiza
que H # ().

Las condiciones que impone la proposicion 1.7 pueden simplificarse en una
sola que las involucre. Esto se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.9 Sean G un grupo y ) # H C G. Entonces, H es un subgrupo
de G si y solo, si para todo a,b € H, se tiene que ab—' € H.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Ejemplo 1.10 El lector puede probar que el siguiente conjunto, denominado el
centro de G, es un subgrupo de G :

Z(G) :={a € G: ax = xa para todo x € G}.

En general, no todos los subconjuntos no vacios de un grupo G son subgru-
pos. Sin embargo, dado un subconjunto X C G, podemos construir un subgrupo
a partir de X. En el caso en que X conste de un tnico elemento podremos cla-
sificar este tipo de grupos.
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Definicién 1.11 Sean G un grupo y X C G. El subgrupo generado por
X es el subgrupo de G mds pequenio que contiene a X. A dicho subgrupo lo
abreviaremos por (X) y queda descrito como:

(X) = {ay'a5? 28 conw; € X,e; = £1, para todo i, yn € Z"}.

En caso de X = ), se admite que (X) = {e}, donde e es el neutro bajo la
operacion del grupo G.

Observacion 1.12 Para ver una construccion completa del subgrupo generado
por un subconjunto no vacio X de un grupo G, se recomienda ver [20, pdgs,
22-23].

Definicion 1.13 Sean G un grupo y a € G. Se define el subgrupo ciclico
generado por a, como el subconjunto de G que consta de todas las potencias
de a, es decir:

(@) :={a" € G:n e Z}.
Ademds, se dice que G es un grupo ciclico si existe a € G tal que (a) = G.

El lector puede probar facilmente que, si G es un grupo ciclico, entonces G
es abeliano. Esto nos dice que un grupo no abeliano no puede ser ciclico.

Maés adelante definiremos un grupo V (vea ejemplo 1.17), que nos ayudara
a probar que el reciproco de la afirmaciéon anterior es falso.

Definicién 1.14 Sean G un grupo y a € G. Se define el orden de a como la
cardinalidad del subgrupo generado por a. El orden de a € G lo abreviaremos
por el simbolo |{a)].

Observacion 1.15 FEl lector puede probar que, dado un grupo G, el inico ele-
mento de orden 1 es la identidad de G.

Definicion 1.16 Sea G un grupo. El orden de G estd definido como el cardi-
nal de G y serd denotado por |G]|.

De igual forma se puede definir el orden de un subgrupo H de G como el
cardinal de H wvisto como grupo.

Ejemplo 1.17 En este ejemplo examinaremos un grupo muy importante que
se verd involucrado en la teoria posterior.

Consideremos un conjunto de cuatro elementos V = {e,a,b,c}. Al ser un con-
junto finito podemos dotarlo de una operacion. De forma concreta sus productos
y resultados se muestran en la siguiente tabla:
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o S8 o X
o 8 ala
>~ 0 o |
2 o o oo
o 8 T OO0

Con esta operacion x, V se convierte en un grupo, el cual recibe el nombre de
grupo de Klein.

Puede observarse que cada uno de los elementos de V es de orden 2, y que no
es un grupo ciclico pero si abeliano.

Definicién 1.18 Sean (G,*) y (G’,e) dos grupos. Un morfismo de grupos
entre ellos es una funcion f: G — G’ tal que, para todo a,b € G, se tiene:

Flaxb) = f(a) e f(b):

Observacion 1.19 Para simplificar la escritura en la definicion de morfismo
de grupos, escribiremos f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G, entendiendo que
la operacion del lado izquierdo es en G y la operacion del lado derecho es la
operacion en G'.

Como veremos a continuacion, si consideramos un morfismo entre dos grupos,
digamos f:G——= G’ , este induce dos subgrupos, uno en G y otro en G,
dichos subgrupos seran de mucha importancia en lo sucesivo ya que nos ayudaran
a formar nuevos grupos.

Definicién 1.20 Sean G,G’ dos gruposy [ : G ——= G’ un morfismo de gru-
pos. Se definen el kernel de f e imagen de f, como los siguientes subconjuntos
de G y G, respectivamente:

Ker(f) ={a€G: f(a) =1¢},
Im(f) = {f(a) :a € G}.

Observacion 1.21 El lector puede verificar que Ker(f) # 0 y que ademds
Ker(f) < G. De igual forma, se puede verificar que Im(f) es un subgrupo de
G'; mds ain, si H < G, entonces f(H) < G'.

Definicién 1.22 Sean G y G’ gruposy [ : G ——= G’ un morfismo de grupos.
Diremos que:

a) [ es un monomorfismo si para cualesquiera x,y € G tales que f(x) =
fly), entonces x = y.

b) f es un epimorfismo si Im(f) =G'.
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c) [ es un tsomorfismo de grupos si [ es monomorfismo y epimorfismo.
Este hecho serd denotado por G ~f G'.

Observacion 1.23 Si f: G ——= G’ es un morfismo de grupos, el lector pue-
de probar que f es un monomorfismo si y solo si Ker(f) = {lg}.

Definicion 1.24 Sean G un grupo, H < G y t € G. Definimos una clase
lateral izquierda de H en G como el siguiente subconjunto de G:

tH :={th:he H}.
De forma similar se define una clase lateral derecha de H en G como:
Ht={ht:he H}.

Al elemento t € G se le conoce como un representante de la clase lateral ya
sea derecha o izquierda.

Observaciéon 1.25 a) El lector puede probar que, si tomamos t = e € G
en la definicion 1.24 de clase lateral derecha entonces se tiene que eH =
He = H, donde la igualdad es de conjuntos.

b) Para cada t € G se puede crear la respectiva clase izquierda (o derecha),
en cuyo caso tendremos el conjunto de clases:

{tH : t € G}.

Intuitivamente, en este conjunto hay tantas clases izquierdas como ele-
mentos de G, sin embargo, hay elementos de G que determinan la misma
clase lateral derecha o izquierda. FEsto nos hace requerir de un criterio pa-
ra determinar cudndo dos clases son iguales y es esto lo que motiva la
stguiente proposicion.

Proposiciéon 1.26 Sean G un grupo, H < G y t,t' € G. Entonces:
Ht = Ht'si y solo sit-(t')"' € H.

De igual forma, para las clases laterales izquierdas, el lector puede verificar que:
tH =t'H si y solo si ()71t € H.

Demostraciéon. La prueba de este hecho es una aplicacion de la definicion de
clases derechas e izquierdas. [

Observacion 1.27 En lo sucesivo trabajaremos con clases laterales izquierdas,
el lector puede enunciar resultados andlogos para clases laterales derechas.
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Proposicion 1.28 Sean G un grupo, H < G y t,t' € G. Entonces se verifica
que:

tH=tH otHNtH = 0.

Demostraciéon. Nuevamente se deja como ejercicio al lector. [

El nimero de clases izquierdas serd muy relevante en un futuro. En el caso
finito, el teorema de Lagrange (vea teorema 1.34) nos ayudaréa a cuantificar este
namero.

Dados G un grupo y H un subgrupo, puede plantearse la cuestion sobre si hay
maés clases laterales izquierdas que derechas o viceversa. La siguiente proposiciéon
nos indica que estas nociones que parecieran diferir, de hecho coinciden.

Proposicion 1.29 Sean G un grupo y H < G. Hay una correspondencia biyec-
tiva entre el conjunto de las clases laterales izquierdas y derechas.

Demostracion. Vea [20, teorema 2.10, pag. 25]. O

Definicién 1.30 Sean G un grupo y H < G. Se define el indice de H en
G como la cardinalidad del conjunto de clases laterales izquierdas y serd deno-
tado por |G : H].

Proposicion 1.31 Sean G un grupo, H y N subgrupos de G tales que cumplen
N < H < G. Entonces se satisface que |G : N] =[G : H]-[H : N]. Por lo tanto,
si N < H y[G:N]< oo, entonces |G : H| < [G: N].

Demostracién. Para ver una prueba consulte [18, teorema 3.1, pag. 62.] O
Observacion 1.32 Si G es cualquier grupo, entonces G = U g{e}t. Si G es

geG
finito, entonces |G : {e}] < oc.

Observacion 1.33 Al tomar un grupo G y H < G, entonces H induce una
relacion de equivalencia en G que, de forma natural, se define como:

Sit,t' € G entonces t ~ 1’ si y sdlo si t(t')~! € H.

Por lo tanto, si t € G, con ayuda de la proposicion 1.26 podemos describir su
clase de quivalencia inducida por H de la siguiente forma:

tle={teG:t{t) '=hecH}y={t €G:t=thet/H} =t'H =tH.

Es decir, la particion inducida por la relacion de equivalencia consta de las clases
laterales izquierdas. Ademds, el nimero de elementos en la particion es [G : H].
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Al conjunto de todas las clases laterales izquierdas inducidas por un subgrupo de
un grupo G lo denotaremos de la siguiente forma:

G/H = {tH : t € G}.

De igual forma, un subgrupo H de un grupo G induce la siguiente corres-
pondencia de forma natural:

m:G——G/H,
t—">tH .

Si al conjunto de clases G/H pudiera dotdrsele de una operacion, podriamos
probar que 7 es efectivamente un morfismo de grupos, que Ker(r) = H y que
T es suprayectivo.

Sin embargo, en general no es posible dotar a G/H de una operacion entre clases
que esté bien definida, y es esta la razén de imponer la condicion de normalidad
(vea definicion 1.41) para H que estudiaremos en lo sucesivo.

La prueba del siguiente teorema consta de aplicar la idea de la particiéon que
induce H en G.

Teorema 1.34 (Lagrange) Si G es un grupo finito y H < G, entonces |H|

divide a |G| y [G: H] = 5.

Demostracion. Vea [20, teorema 2.11, pag. 26]. O

El siguiente corolario se puede concluir tanto de la proposiciéon 1.31 como
del teorema de Lagrange (vea teorema 1.34).

Corolario 1.35 Si G es un grupo finito y H < G, entonces [G : H| < oo.

Demostracion. Ya que |G| es finito y H < G, entonces |H| es finito, por lo
tanto, del teorema de Lagrange (vea teorema 1.34) se sigue que [G : H] < co. O

El teorema de Lagrange puede aplicarse, entre otras cosas, para identificar
subgrupos de un grupo dado. Esta podria ser una de las principales cuestiones
de la teoria de grupos: clasificar los grupos de cierto orden y para cada uno de
ellos establecer la clasificacion de sus subgrupos.

El converso del teorema de Lagrange surge como una cuestiéon natural, sin
embargo resulta ser falso, es decir, no es del todo cierto que si d es un divisor
del orden de un grupo finito G, entonces exista un subgrupo de G con orden d.
Veremos que esto se verifica por lo menos en dos casos, cuando d es un primo
o cuando G es un grupo ciclico y que el converso del teorema de Lagrange
caracteriza a los grupos ciclicos finitos.
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Proposicion 1.36 Sean G un grupo finito y a € G. Entonces el orden de a
divide al orden de G.

Demostraciéon. Es una consecuencia inmediata del teorema de Lagrange. [

El teorema de Lagrange también nos ayuda a reconocer a algunos grupos
ciclicos segin su orden, esto puede observarse en el siguiente resultado.

Proposicion 1.37 Sea G un grupo tal que |G| = p con p un nimero primo,
entonces G es ciclico.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. [

En el caso en el que G es un grupo ciclico y finito de orden mayor a 1, habra
un subgrupo para cada uno de los divisores de |G|, en particular se verifica el
reciproco del teorema de Lagrange como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.38 Sea G un grupo de orden finito n € Z%. Entonces G es un
grupo ciclico si y solo si, para cada divisor d de n, existe a lo mds un subgrupo
ciclico de G de orden d.

Demostraciéon. Vea [20, teorema 2.17, pag. 28]. O

Esto es lo més que diremos acerca de los grupos ciclicos, para mas informa-
cion sobre ello le recomendarmos ver [20, pag. 28] y una ingeniosa caracterizacion
de los grupos ciclicos finitos que puede hallar en [17].

Proposicion 1.39 (Cauchy) Sean G un grupo finito y p un primo tal que p
divide a |G|, entonces ezxiste un elemento en G de orden p.

Demostracion. Vea [20, teorema 4.2, pag 74]. O

Corolario 1.40 Sean G un grupo finito y p un primo tal que p divide a |G|,
entonces eziste un subgrupo de G de orden p.

De entre toda la clase de subgrupos de un grupo G, existen unos subgru-
pos de particular interés que nos ayudan a formar o construir nuevos grupos,
los introducimos a continuacién y seran de suma importancia en el teorema
fundamental de la teoria de Galois (vea teorema 2.75).

Definicion 1.41 Sean G un grupo y H < G. Se dice que H es un subgrupo
normal de G si para todo g € G se tiene que:

H=gHg "
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Equivalentemente, H es un subgrupo normal en G si toda clase izquierda de H
en G es una clase derecha, es decir:

Hg = gH para todo g € G.
Usaremos el simbolo H 4 G para indicar que H es un subgrupo normal de G.

Observacién 1.42 Si para un grupo G y H < G se verifica que gHg ' < H
para todo g € G, entonces se verifica que g 'Hg < H para todo g € G y
viceversa.

El lector podra notar que la siguiente proposicion es consecuencia de la definiciéon
de subgrupo normal.

Proposicion 1.43 Sean G un grupo, N y H subgrupos de G tales que
NG yNCH,

entonces N < H.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Ejemplo 1.44 Note que si G es un grupo y H < Z(G) < G, entonces H < G.
Mds aun, si G es un grupo abeliano, entonces todos sus subgrupos son normales.

Observacion 1.45 El lector puede corroborar que el kernel de todo homomor-
fismo de grupos es un subgrupo normal del dominio.

Definicion 1.46 Sean G un grupo, g € G y H < G. El subgrupo conjugado
de H, determinado por g, es gHg™! < G.

En las siguientes proposiciones veremos que un subgrupo H de un grupo G es
normal si contiene a todos sus subgrupos conjugados, y que la interseccién de
todos los conjugados de un subgrupo es un subgrupo normal en el grupo G.

Proposicion 1.47 Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces, H es
normal en G si y solo si, para todo g € G, se tiene gHg™* < H.

Demostraciéon. Es claro que si H es normal, entonces contiene a todos sus
conjugados. Para la otra implicacién basta probar que para todo g € G se tiene
H < gHg™ ', suponiendo que gHg~! < H para todo g € G. Supongamos en-
tonces que gHg~ ! < H para todo g € G.

Sea g € GG, entonces para h € H se tiene:

h=ehe=g(g 'hg)g~' € gHg™".
Esto ya que por la hipétesis gHg~' < H para todo g € G, implica, por la
observacién 1.42, que ¢~ 'Hg < H.
Asi concluimos que H = gHg~ ! para todo g € G, por lo que H es normal en
G. O
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Proposicion 1.48 Sean G un grupo y H < G. Entonces H = ﬂ aHa ' <G.
acG

Demostracion. Sea g € G un elemento arbitrario, entonces:

gHg =y (m aHa1> gt cC ﬂ gaH(ga) " CH.

a€eG a€G

Ya que hemos probado que H contiene a todos sus subgrupos conjugados, en-
tonces, de la proposicién 1.47, se sigue que H < G. O

Si consideramos H y K dos subgrupos de un grupo G, el lector puede verificar
que el conjunto HK := {hk : h € H y k € K} contiene al neutro en G (es decir
que HK # (), pero no necesariamente es un subgrupo de G. Sin embargo, al
pedir que K sea un subgrupo normal en G se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.49 Sean G un grupo y H, K < G tales que K < G. Entonces
HK <G.

Demostracion. Se deja la prueba al lector y se le sugiere usar la proposi-
cion 1.9. O

Proposicion 1.50 La interseccion arbitraria de subgrupos normales de un gru-
po G es un subgrupo normal en G.

Demostracion. Se deja al lector. O

Proposicion 1.51 Sean G un grupo, H y K subgrupos normales de G. Enton-
ces HK = KH.

Demostracion. Sea o € HK, entonces existen h € H y k € K tales que
a = hk = ehk = k(k~'hk). Como H es normal en G, entonces k~'hk = h' € H
y por lo tanto a = kh/ € K H. De forma similar se prueba la otra contencion, y
de esta manera podemos concluir que HK = KH. O

Proposicion 1.52 Sean G un grupo y H < G tal que [G : H] = 2. Entonces
H <G.

Demostracién. En efecto, si [G : H] = 2, entonces el conjunto de las clases
laterales izquierdas es {H,tH }, para algin t € G \ H.
Si tomamos g € G, ya que H induce una particion en G, tenemos dos casos:

a) Si g € H, es inmediato que si h € H, entonces ghg~! € H, al ser un
producto de elementos en H y porque H es cerrado bajo la operacién de
G.
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b) Si g € tH, entonces existe k € H tal que g = tk. Deberiamos probar que
para todo h € H, ghg~! € H. Supongamos que ghg~' € tH, por lo tanto
existe b’ € H tal que ghg™' = th/, al sustituir el valor de ¢ tenemos que:

thhk='t=1 =th'.
Multiplicando por ¢t~! de ambos lados y despejando a ¢ se sigue que :
t=(h)"tkhk=! € H.

Lo cual representa una contradiccion a la hipotesis de que t € G\ H. Y por lo
tanto, debe verificarse que ghg~' € H.

En ambos casos se ha probado que, para todo g € G, se tiene que gHg~! C H.
Ahora de la proposiciéon 1.47 se sigue que H es normal en G. [J

Si G es un grupo y H < G, se puede verificar que la siguiente operacion en el
conjunto G/ H esta bien definida, es decir, que no depende de los representantes
de las clases izquierdas:

Sean t,t' € G, se define tH -t H = tt'H.

Proposicion 1.53 Sean G un grupo y H < G. Entonces el conjunto G/H es
un grupo con la operacion entre clases indicada arriba, y ademds se tiene que
|G/H| = |G : H].

Demostracion. Vea [20, teorema 2.21, pag. 32]. O

Definicion 1.54 Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Al grupo
G/H que se ha construido en la proposicion 1.53, le llamaremos grupo co-
ciente.

Observacion 1.55 De ahora en adelante, la notacion G/H estard reservada
exclusivamente para indicar que G/H es un grupo con la operacion - admitiendo
que H es normal en G.

Proposicion 1.56 (Primer Teorema de Isomorfismo) Sean G, G’ dos gru-
posy f:G——=G" un homomorfismo de grupos. Entonces, la siguiente fun-
cion:

v:G/Ker(f) ——=Im(f)

gKer(f) ——f(9)

es un isomorfismo de grupos, y es tal que el siguiente diagrama conmuta:
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Es decir, f = vom, donde w es el morfismo candnico introducido en la obser-
vacion 1.35.

Demostraciéon. Vea [20, teorema 2.24, pag. 35]. O

Proposicion 1.57 (Segundo teorema de isomorfismo) Sea N y H subgru-
pos de un grupo G, con N normal en G. Entonces NN H < H y ademds:

H/HAN ~ NH/N.
Demostracion. Vea [20, teorema 2.26, pag. 34]. O

Proposicion 1.58 (Tercer teorema de isomorfismo) Sean G un grupo y
H,K < G tales que K < H < G. Entonces H/K es un subgrupo normal de
G/K y:

G/H ~ (G/K)/(H/K).
Demostraciéon. Vea [20, teorema 2.27, pag. 37]. O

Teorema 1.59 (Teorema de la correspondencia biyectiva) Sean G un gru-
po, K un subgrupo normal en G y w: G —— G /K la proyeccién candnica (vea
observacion 1.33). Entonces, el morfismo candnico m proporciona una corres-
pondencia biyectiva entre todos los subgrupos de G que contienen a K y todos
los subgrupos de G/K.

Mads aun, se satisface lo siguiente:

a) Si H, L son subgrupos de G, entonces:
K<H<L<GsiysolosiHK<L/K<G/K.
Ademds: [L: H|=[L/K : H/K].
b) Si H,L son subgrupos de G tales que K < H < L, entonces:

H <L siysolosi H/K QL/K.
Ademds, del tercer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.58), se sigue que:
(L/K)/(H/K) ~L/H.

Demostraciéon. Para revisar una prueba de este importante teorema le reco-
mendamos ver [20, teorema 2.28, pag. 38]. O
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Definicion 1.60 Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Una permutacion
de los elementos de X es una funcion biyectiva f: X —— X . El conjunto de
todas las permutaciones de X es abreviado por el simbolo Sx, es decir:

Sx:={f: X ——=X :f es biyectiva}.

El conjunto Sx es un grupo con la operacion composicion de funciones. Mds
aA%n, si | X| < oo, entonces |Sx| = |X|!

Observacion 1.61 Para ver una construccion y detalles sobre las propiedades
del grupo de permutaciones, vea [20, permutaciones, pdg. 2].

Teorema 1.62 (Cayley) Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de S|q|. En
particular, si |G| = n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Demostracion. [20, teorema 3.12, pag. 52]. O

Si todo grupo G tiene una representacion en S|G|, entonces podemos pensar
que ya se conocen todos los grupos; de aqui surge la duda ;por qué se trabaja
con un grupo G arbitrario en lugar de buscar su representacion en S|g| y tra-
bajar con ello? La respuesta es que S|g| tiene un orden demasiado grande en
comparacion con |G| y es complicado buscar su representacion incluso cuando
G es finito, ademas, la operaciéon composicion es algo de compleja manipulaciéon
dada la naturaleza de los elementos en Sg|.

La siguiente definiciéon y resultados seran utilizados al final del capitulo 2, donde
daremos algunos ejemplos de polinomios que son solubles por radicales. Omiti-
remos la prueba de cada uno de estos resultados.

Definicion 1.63 Se dice que un grupo G es soluble si existe una cadena as-
cendente y finita de la siguiente forma:

HO = {6} Q H1 g g Hn,1 Q Hn = G,
tal que para todo i =0,...,n—1, H; < H;11 y el cociente H;1/H; es abeliano.

Proposicion 1.64 Sea G un grupo. Entonces se verifican las siguientes pro-
piedades:

a) Si G es soluble, entonces todo subgrupo de G es soluble.
b) Si H <G y G es soluble, entonces G/H es soluble.

¢) Si HSG ytanto H como G/H son solubles, entonces G es soluble.

Demostracion. Para ver una prueba vea [26, teorema 5.17, pag. 156]. O
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Proposicion 1.65 Si G es un grupo finito tal que |G| < 60, entonces G es
soluble.

Demostraciéon. Vea [20, ejercicio 5.21, pag. 107]. O

De la proposicion anterior y del hecho de que |S,,| = n!, se obtiene el siguiente
resultado.

Proposicion 1.66 Para todo n < 4, el grupo S, es soluble.
Proposiciéon 1.67 Para todo 5 < n, S, no es soluble.
Demostraciéon. [26, corolario 5.19, pag. 158]. O

Proposicion 1.68 Si G es un grupo abeliano, entonces G es soluble.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

El siguiente resultado tiene un enunciado simple que es el primer paso para
intentar caracterizar a los grupos solubles respecto a su orden.

Teorema 1.69 Todo grupo finito de orden impar es soluble.

Demostracion. Vea el articulo [10]. O

A continuacion se enuncian los resultados més importantes sobre los teore-
mas de Sylow, que nos ayudan a identificar los sugbrupos de un grupo, y por
tanto, nos permiten clasificar los grupos.

Teorema 1.70 Sea p un primo. Si G es un grupo finito de orden p*m con
(p,m) = 1, entonces todo p — subgrupo de Sylow P de G tiene orden p*.

Demostraciéon. Vea [20, teorema 4.14, pag. 80]. O

Corolario 1.71 Sean G un grupo finito y p un primo. Si p* divide a |G|, en-
tonces G contiene un subgrupo de orden p*.

Demostracién. Vea [20, corolario 4.15, pag. 80]. O

Teorema 1.72 Si G es un grupo finito de orden p™m con p un primo y (p,m) =
1, entonces G tiene un subgrupo de orden p™.

Demostracion. Vea [20, Teorema 4.17, pag. 81]. O
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1.1.1. Anillos

En esta seccién empezamos exponiendo la nocién de anillo la cual se obtiene
a partir de un grupo abeliano que se le dota de una nueva operacién llamada
producto. Los anillos son un buen ejemplo de una estructura algebraica que se
construye a partir de un objeto con menos estructura. Nosotros nos enfocare-
mos en exponer nociones tales como elementos unidad, asociados y elementos
irreducibles en un anillo que dan lugar a factorizaciones de ciertos elementos del
anillo en elementos més basicos. Estos conceptos dan lugar a una nueva clase de
anillos llamados de factorizaciéon tnica que veremos en este capitulo con el fin de
que todo este contenido tenga una aplicacién en la secciéon 1.2, aqui estudiamos
y damos ejemplosde los conceptos mencionados en el anillo de polinomios R[z]
asociado a un anillo R.

Definicién 1.73 Un anillo conmutativo con 1 es una terna (R,+,-), donde
R es un conjunto no vacio, + y - son operaciones sobre R, que verifican las
siguientes propiedades:

a) (R,+) es un grupo abeliano.

b) a-(b-c) = (a-b)-c para todo a,b,c € R, es decir, que la operacion - es
asociativa.

¢) Existe 1 € R tal que, para todo a € R se tienea-1=1-a=a.

d) a-b="b-a, para todo a,b € R. En este caso diremos que los elementos de
R conmutan bajo el producto.

e)a-(b+c)=a-b+a-c, para todo a,b,c € R, es decir, la operacion - se
distribuye sobre la suma.

Observaciéon 1.74  a) Las operaciones + y - de un anillo conmutativo se
denominan suma y producto de R respectivamente.

b) Si (R,+,:) es un anillo conmutativo con 1, en general no es cierto que
(R,-) es un grupo, ya que no necesariamente todo elemento de R posee
un inverso multiplicativo. Sin embargo, al igual que en un grupo, puede
probarse que el elemento 1 es inico en R. A este ultimo se le llama neutro
para el producto de R.

c) Si (R,+,-) es un anillo conmutativo con 1, al neutro del grupo abeliano
(R,+) lo denotaremos como 0.

d) En caso de no haber confusion a un anillo conmutativo (R,+,-) lo es-
cribriremos simplemente con R, la suma entre dos elementos a y b de R
como a+b y el producto de ellos como ab. En ocasiones, para enfatizar al
elemento neutro para el producto de R lo escribiremos como 1g.
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Definicion 1.75 Sea R un anillo conmutativo con 1. Decimos que R es un
dominio entero si, dados cualesquiera a,b € R tales que a-b = 0, se tiene que
a=00b=0.

Observacion 1.76 En este trabajo solamente estudiaremos anillos conmutati-
vos con 1, y para referirnos a ellos usaremos la denominacion de anillo. Cuando
se presente la situacion, aclararemos si se pide la condicion de que el anillo sea
dominio entero.

Definicién 1.77 Sean R un anillo y S C R con S # (. Decimos que S es
un subanillo de R si las restricciones de las operaciones + y - de R a S son
operaciones que hacen de S un anillo, y ademds 1g = 1g.

Proposicion 1.78 Sean R un anillo y {S,}acr una familia de subanillos de
R. Entonces ﬂ S, es un subanillo de R.
acl

Demostraciéon. La demostracion se deja como ejercicio. [

Dado un anillo cualquiera, hay una variada clase de elementos que nos ayu-
dan a obtener informacion sobre él. Un caso es la aglomeracion de tales elementos
en subconjuntos como los siguientes.

Definicién 1.79 Sean R un anillo e ) # 1 C R. Llamamos a I un ideal de R
si verifica las siguientes dos condiciones:

a) (I,+) es un subgrupo de (R,+).
b) Para todo a € R y b€ I, se tiene que ab € I.

La nocién de ideal es importante pues nos permite construir el anillo cociente,
como lo muestra la siguiente definicion.

Definicién 1.80 Sean R un anillo e I un ideal. En el grupo cociente R/I =
{a +1:a€ I} setienen dos operaciones bien definidas

+:R/IxR/I — R/I, -t R/IxR/I — R/I,
dadas como siguen:
(a+ D)+ b+ =(a+b)+Ty(a+I) - (b+1):=ab+1,

para todos a + I,b+ I € R/I. Estas dos operaciones dotan de estructura de
anillo al grupo cociente R/I y a tal anillo lo llamaremos anillo cociente.

Observacion 1.81 El lector puede verificar facilmente, usando el hecho que I
es un ideal, que R/I es un anillo.
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Proposicion 1.82 Si R es un anillo e {I; }icr es una familia de ideales de R,

entonces ﬂ I; es un ideal de R.
i€l

Definicion 1.83 Sean R un anillo y X C R. El ideal generado por X,
denotado por (X), se define como:

(X)=({I:1I ideal de R y X C I}.

Si X es un subconjunto finito de R, entonces (X) se llama el ideal finitamente
generado por X. Si X = {xp} C R e I es el ideal generado por X, entonces
diremos que I es el ideal principal generado por xg.

Observaciéon 1.84  a) Si I es el ideal finitamente generado por el subconjun-
to X = {xg,...,x,}, entonces todo elemento de I se puede escribir como
una combinacion lineal de elementos de X. Es decir, si x € I, enton-
ces existen ag,...,a, € R tales que x = agxo + ... + apx,. En este caso,
abreviaremos a I como I = (xq, ..., xy).

b) SiI es el ideal principal generado por x¢ € R, por la anterior observacion
se sigue que si x € I, entonces x = axgy para algin a € R.

Definicion 1.85 Sea R un anillo. Se dice que R es un dominio de ideales
principales si todo ideal de R es principal.

Definicion 1.86 Sean R un anillo y a,b € R. Decimos que a divide a b si
existe k € R tal que ak = b. Este hecho lo abreviaremos como alb.

Observacion 1.87 Puede probarse que, si R es un dominio entero y ademds
a y b son elementos de R tales que alb, entonces el elemento k que existe tal
que ak = b, es unico con dicha propiedad. Dejamos la prueba de este hecho a
nuestro lector.

Definicion 1.88 Consideremos un anillo R.

a) Un elemento uw € R\{0} se llama unidad si existe v € R tal que uv = 1. Al
subconjunto de unidades del anillo lo abreviaremos por U(R) y si u es una
unidad, entonces aquel v € R que existe tal que u-v =1 lo denotaremos
por v :=u"1t.

b) Decimos que dos elementos a,b € R\ {0} son asociados si eziste u €
U(R) tal que a = bu. En este caso también decimos que los elementos a y
b difieren en una unidad.
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¢) Si R es un dominio entero, un elemento a € R\ (U(R)U{0}) serd llamado
irreducible de R si siempre que a = be, entonces b € U(R) o bien ¢ €
U(R).

d) Si R es un dominio entero, un elemento a € R\ {0} es reducible si no
es irreducible.

e) Si R es un dominio entero, diremos que un elemento p € R\ (U(R)U{0})
es primo si, para cualesquiera a,b € R tales que plab, se tiene pla o plb.

Observaciéon 1.89  a) El conjunto (U(R),-,1) constituye un grupo.

b) El lector puede probar ficilmente que si R es un dominio entero y p €
R\ {0} es un elemento primo, entonces p es un irreducible de R.

Si R es un dominio entero, en general no es cierto que todo elemento irre-
ducible de R es primo, sin embargo, esto si se satisface bajo la condicion
de que R es un dominio de factorizacion inica.

Definicién 1.90 Un dominio de factorizacion inica es un dominio entero
R tal que todo elemento a € R\ (U(R)U{0}) se factoriza de forma tnica,
salvo asociados, como producto finito de elementos irreducibles, es decir, existen
q1, .-, qn € R irreducibles tales que:

a=qi - qn

Y siql,...,q,, € R son irreducibles tales que a = ¢} ---q,,, entonces m =n y
existen uq, ...,un € U(R) y o € S, tales que para cada i € {1,...,n} se tiene que
q = uiq;(i), es decir que q; y q;(i) difieren en una unidad.

Proposiciéon 1.91 Sea R un dominio de factorizacion unica. Tomemos un ele-
mento p € R\ (U(R) U {0}), entonces:

p es primo en R si y solo si p es irreducible en R.

Demostracion. Vea [8, proposicion 12, pag. 286]. O

Observacion 1.92 El ejemplo tipico de dominio de factorizacion unica es el
anillo de los enteros Z. En la seccion 1.2 se construird un anillo muy especial que
serd un dominio de factorizacion unica y que serd el objeto de estudio a lo largo
de todo este texto. Al momento de llegar a esa seccion ya no mencionaremos
este hecho, sin embargo es una consecuencia inmediata a partir de resultados
anteriores que se exponen en [8, corolario 5, pdg. 300].

El estudio de los anillos también abarca la comparacién de las propiedades
que tienen éstos mediante el siguiente concepto.
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Definicién 1.93 Sean (R,+gr,r) ¥ (R,+r/, r’) dos anillos. Un morfismo
de anillos entre ellos es una funcién f : R — R’ tal que, para cualesquiera
a,b € R, se satisfacen las siguientes condiciones:

a) fla+rbd) = f(a) +r f(b). Es decir, que f es un morfismo de grupos
abelianos.

b) fla-rb) = f(a) r f(b).
¢) f(lg) = 1p .

Observacion 1.94 Para simplificar la notacion de la definicion 1.93, los inci-
sos (a) y (b) los escribiremos, respectivamente, como:

fla+b) = f(a) + f(b) y f(ab) = f(a)f(b),

sobreentendiendo que del lado izquierdo de cada igualdad tenemos operaciones
en R y del lado derecho operaciones en R'.

Proposicion 1.95 Sea f: R — R’ un morfismo de anillos, entonces:

a) El inciso ¢) de la definicion 1.93, nos dice que todo morfismo de anillos
conmutativos con 1 es distinto de cero.

b) f(Or) = 0p .
¢) f(—a) = —f(a) para todo a € R.
d) Siu € R es una unidad, entonces f(u) es una unidad de R'.

e) Siu € R es una unidad, entonces f(u=') = f(u)~L.

Proposicién 1.96 Sean R y R’ dos anillos y f: R——= R un morfismo
entre ellos. Las siguientes propiedades se satisfacen:

a) Si S es un subanillo de R, entonces f(S) es un subanillo de R'.
b) Si I es un ideal de R', entonces f~1(I) es un ideal de R .

¢) Si I es un ideal de R, entonces f(I) es un ideal de f(R).

Definicién 1.97 Sean R y R’ dos anillosy f: R—— R’ un morfismo entre
ellos. Se define el kernel e imagen de f, respectivamente, como los siguientes
conjuntos:

Ker(f) ={z € R: f(z) =0},
Im(f)={f(a) e R :a € R}.
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Observacién 1.98 Se deja como ejercicio al lector probar que Ker(f) es un
ideal propio de R, y que, Im(f) es un subanillo de R’.

Definicién 1.99 Sea f: R——= R’ un morfismo entre los anillos R y R’.

a) Se dice que f es un morfismo inyectivo si, para cualesquiera x,y € R
tales que f(x) = f(y), se verifica x = y.

b) [ es un morfismo suprayectivo si Im(f) = R'.

c) [ es un isomorfismo si es un morfismo inyectivo y suprayectivo.

Proposicion 1.100 Sea f: R—— R’ un morfismo entre los anillos R y R'.
Entonces, f es un morfismo inyectivo si y solo si Ker(f) = {0}.

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio al lector. O

1.1.2. Campos

Definicion 1.101 Un conjunto K es un campo si K es un anillo tal que todos
sus elementos distintos de cero son unidad, es decir, si para todo a € K \ {0},
eriste a”' € K tal que a-a' = 1.

Observacion 1.102 Si K es un campo, entonces K es un dominio entero.

Definicién 1.103 Sean K un campo y ) # K' C K. Diremos que K' es un
subcampo de K si es un subanillo de K y para todo a € K'\ {0}, se tiene que
-1 /

a e K.

Observacion 1.104  a) Los ideales de un campo se corresponden con la de-
finicion 1.79 de ideales en un anillo.

b) Si 0 +# 1 es un ideal de un campo K, entonces I = {0} o bien I = K. Mds
atin, un anillo K es un campo si sus unicos ideales son K y {0}.

Definicién 1.105 Sean K y F dos campos. Un morfismo de campos entre
ellos es un morfismo de anillos f: F —— K (vea definicion 1.93).

Observaciéon 1.106 a) Las nociones de inyectividad, imagen y supra-
yectividad para un morfismo de campos, coinciden con las nociones de
inyectividad, imagen y suprayectividad de morfismo entre anillos, vea de-
finicion 1.99. Ademds, si un morfismo entre campos es inyectivo y supra-
yectivo, le llamaremos isomorfismo

b) Por el inciso a) de la observacion 1.95, todo morfismo de campos es no
cero; y por el inciso b) de la observacion 1.104 tenemos que Ker(f) = {0},
es decir, todo morfismo entre campos es inyectivo.
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Observacion 1.107 Sea f: F —— K un morfismo entre los campos F' y K.
Ya que f es un morfismo inyectivo entre dos campos, en este caso pensaremos
a F' como un sumergimiento dentro de K, esto es, consideraremos a F' como un
subcampo de K. En un futuro inmediato veremos la relevancia de este hecho al
desarrollar la definicion 1.139.

Proposicion 1.108 Sean F, F’ camposy [ : F ——=F' un morfismo de cam-
pos. Entonces Im(f) es un subcampo de F' isomorfo a F.

Demostracion. Por el inciso a ) de la proposicion 1.96, tenemos que Im(f)
es un subanillo de F”.

Ahora tomemos f(a) € Im(f) \ {0}. Por el inciso b) de la observacion 1.106,
f es inyectivo, entonces a € F \ {0}, y al ser F un campo, existe a~! € F
tal que a-a~' = 1p. Al aplicar f, junto con las propiedades de morfismo de
campos (vea definicion 1.93) y del inciso e) de la proposicion 1.95 se sigue que,
lpe = f(a)f(a™") = f(a) - fla)".

Por lo tanto f(a)~! es el inverso multiplicativo de f(a), y asi concluimos que
Im(f) es un subcampo de F'. O

Proposicion 1.109 Sean K un campo y {Fy}acr una familia de subcampos de
K. Entonces n F, es un subcampo de K.
acl

Demostracion. La prueba se deja de ejercicio al lector. [

Definicion 1.110 Se define el campo primo de un campo K como la inter-
seccion de todos los subcampos de K.

1.2. El anillo de polinomios

Seguramente el lector ya habra tenido contacto con el anillo de polinomios
a una edad temprana. Sin embargo, como es usual en matemaéticas, dicho anillo
puede construirse mediante un método muy interesante para otros fines, pero
poco préctico al momento de estudiar las relaciones entre los elementos de este
conjunto, no obstante, el método le da un fundamento a las consecuencias de
tal construccion.

Nuestro estudio comenzard a partir de la definicion de polinomio en un
anillo R de una manera informal, asi que, para el lector interesado en estudiar
dos construcciones, vea [12, pag. 97] y [1, pag. 25].

Definicion 1.111 Sea R un anillo. Se define un polinomio en wvariable x
con coeficientes en R como una expresion de la siguiente forma:

f(@) == apz™ + ap_12" "t + ap_22" 2 + ... + @12 + ag,
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donde n € N y a; € R para todo i € {0,--- ,n}. Decimos que a; es el coeficiente
de z; en f para todo i € {1,...,n}.
El grado de un polinomio f, denotado por grad(f), es el mayor exponente con el
cual aparece la variable x y cuyo coeficiente es distinto de cero, a tal coeficiente
se le llama coeficiente principal. Los polinomios constantes no nulos, es decir,
a los elementos del anillo no nulos tienen el grado igual a cero. Al término ag
se le denomina término independiente. Al polinomio 0 no se le asocia grado,
sin embargo, en caso de requerirlo se le asociard el grado —oo y es el unico
polinomio al cual se le asigna tal grado. Un polinomio es llamado monico si su
coeficiente principal a,, es igual a 1.

Notacion: Al conjunto de todos los polinomios en una variable con coefi-
cientes en un anillo R lo denotaremos por el simbolo R[z].

Definicién 1.112 Sean R un anillo y f(x ZCWU y g(x Zb ) dos

polinomios en R[z]. La igualdad de polznomzos en una varmble se define
como:

f(x) =g(z) siy solo sim=n ya; =b; para todo i € {0, ...,n}.

Definicién 1.113 Sea R un anillo. El conjunto de polinomios con coeficientes
en R, es decir R[x], es un anillo conmutativo con 1 con las operaciones de suma

y producto deﬁnidas como sigue:
m

Para f(x Z a;iz’ yg(x Z biz' dos polinomios cualesquiera en R[x] y

=0
sin pérdida de genemlzdad supongamos que n < m, se define la suma y producto

de f y g como sigue:

f+g:=(ag+bo)+ (a1 + b))+, ..., +(an + bp)x"™ + byy1z™ + .+ bz™
f g = aobo —+ (a0b1 =+ albo).’b + (a0b2 =+ a1b1 —+ a2b0)$2 =+ ... + Cil'i =+ ...
donde ¢; = Z (ar - bs), para i€ {0,...,m+n}.
r+s=1
A RJx] se le denomina el anillo de polinomios en la variable z con

coeficientes en R.

Observacion 1.114  a) Para cualquier anillo R, siempre podemos construir
su anillo de polinomios. Para ver mds sobre este hecho vea [1, pdg. 26].

b) El polinomio cero, 0(x) = 0 es el neutro aditivo para R[z] y el polinomio
1(z) = 1g es el neutro multiplicativo para R[z].

¢) Si los polinomios f y g se consideran como en la definicion 1.113, enton-
ces:
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grad(f + g) < maz{grad(f),grad(g)} y grad(f - g) < grad(f) + grad(g).

Observacién 1.115  a) En la sequnda desigualdad del inciso c) de la ob-
servacion 1.114 se verifica la igualdad cuando el anillo R es un dominio
entero, en particular un campo. Para ver una demostracién del inciso c)
vea [8, proposicion 4, pdg. 235].

b) Notemos que todo elemento de R puede ser considerado como un polinomio
constante en R[x], este hecho formalmente significa que existe un morfismo
inyectivo de anillos dado por:

R R[a],

aF——a.

La definicién 1.113 puede generalizarse a un anillo de polinomios de varias
variables de forma inductiva.

Definicién 1.116 Sea R un anillo y n € ZT, se define el anillo de polino-
mios en n variables, denotado por R[x1,xs,...,x,], como sigue:

Rlz1,x9, ..., Tp] := R[x1, X2, .oy Tn—1][2n].

FEs decir, R[x1, 2, ...,x,) es el anillo de polinomios en variable x,, con coeficien-
tes en R[x1,...,Tp_1].

Para tener mds informacion acerca de los elementos en R[x1, ..., x| introduci-
remos los siguientes conceptos:

Un monomio en Rlx1,...,x,] es una expresion de la forma:

dy ,.d2 d
axtwy® o xy",

donde a € R y para cada i € {1,...,n}, se tiene que d; € Z* U {0} es el grado
en la variable x;.

El grado de un monomio, denotado por d, se define como la suma de los
grados de las variables, es decir:

d=dy+do+ ..+ d,.

Los polinomios en R[xq,...,x,] se pueden observar de forma mds precisa como
sumas finitas de monomios en R[x1,...,x,] y el grado del polinomio es el
mdzximo grado de cada uno de sus Monomios.
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En lo sucesivo, no enunciaremos de forma directa las propiedades para el ani-
llo R[z1,...,x,], sino que estas quedaran enunciadas de forma implicita cuando
enunciemos las propiedades que adquiere el anillo R[x] en términos de las pro-
piedades del anillo R.

Ademaés de la relacién que se establece en la observacion 1.115, hay més
relaciones que nos ayudan a indagar sobre las propiedades de R[z] a partir de
las propiedades de R.

Proposicion 1.117 Si R es un dominio entero, entonces R[z]| es un dominio
entero.

Demostraciéon. Ver [11, teorema 2.10, pag. 35]. O

Proposicion 1.118 Sea R un dominio entero. Las unidades de R[x] son ezac-
tamente las unidades del anillo R.

Demostraciéon. Le recomendarmos revisar [11, teorema 2.10, pag. 35]. O

Observacion 1.119 Si F' es un campo, al ser F' un domino entero, se sigue
que las unidades de F[x] son todos los elementos de F' que no son cero.

Hay una variada clase de propiedades que relacionan a los anillos R y R[z], sin
embargo quedan fuera de la discusién que aqui trataremos. Para ver mas sobre
tales propiedades vea [8, capitulo 8, pag. 270].

Si consideramos un campo K, obtenemos nuevas propiedades ademas de las
ya mencionadas para K|[z] cuando hemos considerado a K en el caso particular
de anillo.

Teorema 1.120 Sean K un campo y f,g € K[z] con g # 0. Entonces exis-
ten q(x),r(x) € Klz], llamados cociente y residuo respectivamente, tales que
verifican lo siguiente

F(@) = qla)g(x) +r(@), con r(®)=0 o 0< grad(r(z)) < grad(g()).

Demostracion. Vea [8, teorema 3, pag. 299]. O

En este caso decimos que el anillo K[z] posee un algoritmo de la divisién
0 que es un dominio euclidiano. Para ver méas sobre esta clase especial de
anillos vea [8, capitulo 8, pag. 270].

Observacion 1.121 Si en el teorema anterior 1.120, se llega a obtener que
r(z) = 0, decimos que g(x) divide a f(z). Esto en relacion a la definicion 1.86.

Teorema 1.122 Si K es un campo, entonces K[x] es un dominio de ideales
principales.
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Demostraciéon. Vea [8, proposicion 1, pag. 273]. O

La observacién 1.115 nos indica que existe un morfismo de R a R[z] y la
siguiente construccién nos da un morfismo entre R[z] y R cuyo kernel serd muy
importante en desarrollos posteriores y motiva parte de la teoria.

n
Definicién 1.123 Sean R un anillo, « € Ry f(x) = Zaixi € Rx]. Se define
i=0

la evaluacion de f en o como sigue:

fla) = zn:aiai €R.
=0

Proposicion 1.124 Sean R un anillo y o € R. La siguiente asignacion, lla-
mada evaluacion en o, es un morfismo de anillos:

evy : R[z] — R,
f@) ——f(a) .

Mds aun, si R es un campo, entonces el morfismo evaluacion es un morfismo
entre R—espacios vectoriales.

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio al lector. O

Observacion 1.125 Sean R un anillo y o« € R un elemento cualquiera. En-
tonces el kernel del morfismo evaluacion en « es el conjunto:

Ker(evy) = {f(z) € R[z] : f(a) = 0}.

Es decir, ker(evy) es el ideal de todos los polinomios en R[x] que se hacen cero
al aplicarles o.

Definicién 1.126 Sean K un campo y f(z) € K[z] un polinomio no cero. Un
elemento o € K es una raiz o un cero de f(x) si f(a) =0.

Teorema 1.127 (Teorema del residuo) Sean K un campo, f(x) € K[z] con
f(z) #0 y a € K. Fl residuo que se obtiene de dividir f(x) por x — a es f(«).
Mas ain, « es una raiz de un polinomio f(x) € K[z] si y solo si x — « divide a

f(@).
Demostraciéon. Vea [11, teorema 2.18, pag. 40]. O

Definiciéon 1.128 Sean K un campo, f(z) € K[x]\ {0} y m € Z". Se dice que
a es una raiz de f(x) de multiplicidad m, con 1 < m, si (v — )™ divide a
£(@) pero (& — )™ J1(@).

Si « es una raiz de f(x) de multiplicidad m = 1, entonces diremos que « es
una raiz simple de f(z).
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Sean K un campo y o € K unaraiz de f(z) € K[z] con grad(f(z)) =n > 1.
Del teorema 1.127 tenemos que z—a divide a f(z), luego, existe g(x) € K[z]\{0}
tal que f(z) = (z —a)g(x). Por el inciso a) de la observacion 1.115 tenemos que
grad(f(x)) = grad(z — a) + grad(g(z)) = 1 4 grad(g(z)) > 1. En conclusion,
cuando f(z) posee una raiz en K, entonces se factoriza como el producto de dos
polinomios de grado menor o igual a él.

Por otra parte, si consideramos el polinomio f(z) = 2% —2 € Q[x], al aplicar
la formula general, se tiene que las raices de este polinomio,v/2 y —v/2, no son
elementos de Q. Es decir, f(z) no puede factorizarse como el producto de poli-
nomios en Q[z] de grado menor. Esto motiva el desarrollo de la siguiente seccion
y la siguiente definicion en relaciéon a la definicién 1.88 y proposicion 1.118.

Observacién 1.129 Sea R un dominio entero, por la proposicion 1.117 tene-
mos que R[x] es un dominio entero. Luego, es posible hablar de elementos
irreducibles en R[x] en el sentido de la definicion 1.88 (c¢). Sin embargo, esta
definicion no es muy adecuada para lo que queremos que sea irreducible en un
anillo de polinomios. Por ejemplo, consideremos el anillo de polinomios Z[x] y
f(x) =224 2 € Z[z]. Entonces f(x) = 2(x + 1) donde 2 y x + 1 no son unida-
des en Z[z]; y por lo tanto f(x) = 2x + 2 no es irreducible en el sentido de la
definicion 1.88 (c). Sin embargo, f(x) no se puede factorizar en dos polinomios
de grado menor al de f(x); y entonces f(x) si seria irreducible en este sentido.
Entonces tiene sentido hablar de la siguiente definicion.

Definicién 1.130 Sea R un dominio entero. Se dice que un polinomio f(z) €
R[z] \ {0} es un polinomio grado-irreducible si:

(a) grad(f(z)) = 1.

(b) Si f(x) = g(x)h(x) con g(z),h(z) € R[z], entonces grad(g(z)) = 0 o
grad(h(x)) = 0.

El ejemplo en la observacion 1.129, muestra que en general la nocién de
irreducible y grado-irreducible en R[z] no coincide. No obstante, la siguiente
proposicién nos dice que en el anillo de polinomios sobre un campo A@stas
nociones si coinciden.

Proposicion 1.131 Sea K un campo y f(x) € K[z] \ {0}. Entonces f(x) es
irreducible en el sentido de la definicion 1.88 (c) si y solo si f(x) es grado-
irreducible.

Demostracion. Sea deja como ejercicio al lector. O

Observacion 1.132 Gracias a la proposicion 1.131, cuando estemos trabajan-
do sobre K|x] donde K es un campo, solo utilizaremos el adjetivo irreducible
para referirnos a cualquiera de las dos definiciones.
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En las proximas secciones veremos que la existencia de los elementos irre-
ducibles en F[z], cuando F es un campo, restringen el universo de elementos
que son objeto de estudio y lo clarifica mucho més. Uno de los resultados més
sobresalientes es el que exponemos a continuaciéon y clasifica a los elementos de
F[z] en reducibles o irreducibles.

Teorema 1.133 Si F' es un campo, entonces Fz] es un dominio de ideales
principales y un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Una referencia al hecho de que F[z] es un dominio de ideales
principales se ha dado en el teorema 1.122. Una demostracion de que F'[z] es un
dominio de factorizacion tunica puede hallarse como una consecuencia inmediata
de [8, teorema 14, pag. 287]. O

Puede haber distintos polinomios irreducibles sobre un campo F', por ejem-
plo, todo polinomio de grado 1 es irreducible. Si en F[x] no hay mas irreducibles
que los polinomios de grado 1, entonces el campo adquiere propiedades muy in-
teresantes, segin veremos en las secciones posteriores 2.3 y 2.2. Por otro lado,
el hecho de que en un anillo F[z] haya elementos irreducibles, distintos a los
de grado 1, permite introducir nuevos conceptos que progresivamente van cons-
truyendo campos donde dichos polinomios ya no son considerados irreducibles.
Esto lo estudiaremos mas a fondo en las siguientes secciones. El problema que
intentamos resolver es jcomo identificar polinomios irreducibles sobre un anillo?

El criterio de Eisenstein es un método préctico que nos ayuda a determinar
si cierto polinomio con coeficientes en Z es o no grado-irreducible, no solo en Z
sino también en Q. A continuacion presentamos algunos de criterios que son de
uso frecuente en la teoria.

Proposicion 1.134 Un polinomio f(x) € Z[z] es grado-irreducible en Z[x] si
y solo si f(x + 1) es grado-irreducible en Z|x].

Demostracion. Vea [26, ejemplo 1, pag. 36]. O

Proposicion 1.135 (Lema de Gauss.) Sea f(z) € Z[x] un polinomio grado-
irreducible, entonces f(x) es irreducible en Q|x].

Demostraciéon. Vea [26, teorema 1.49, pag. 34]. O

Proposicion 1.136 (Criterio de Eisenstein.) Sea f(z) = En:aixi € Zx).
Si existe un primo p € 7 que satisface: =

a) pla; para todo i € {0,...,n—1} yp fan,

b) p* fao,
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entonces f es irreducible en Q[x].

Demostracion. Se puede ver una demostracion en [11, teorema 2.27, pag. 46].
O

Hay una buena razon por la cual los elementos irreducibles de F[x] son
relevantes en el estudio, por ejemplo, si F' es un campo, del teorema 1.133 se
sigue que F[z] es un dominio de factorizaciéon unica, y de la proposicion 1.91
se tiene que si p(z) es un irreducible en F[z], esto equivale a que sea primo en
F[z]. Es decir, los elementos irreducibles de F'[z] poseen dos propiedades a la
vez. Sin embargo esa no es la dnica caracteristica ellos, de forma mas general
cuando F' es un campo, hemos visto en el teorema 1.133 que F[z] es dominio
de ideales principales y de factorizacién dnica, por ello, al tomar un elemento
irreducible p(z) € Flx], el paso al cociente en F[z] modulo (p(z)), el anillo
F[z]/(p(z)), adquiere nuevas propiedades que expondremos a continuacion. Para
esto, recordemos la siguiente definicion.

Definicion 1.137 Sea R un anillo. Un ideal I de R es maximal si I # R y
cada vez que un ideal J satisfaga que I C J C R, entonces J =1 o J = R.

Proposicion 1.138 Sean F un campo y p(x) € F[z]\{0}. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

a) p(x) es irreducible en F[z].
b) (p(x)) es un ideal mazimal de F[x].
c) Flx]/{p(x)) es un campo.

Demostracion. Para una prueba detallada puede ver [11, teorema 2.4, pag
29]. O

En la siguiente secciéon introduciremos la definicién 1.152 que nos permitira
obtener una caracterizacion, vea proposicion 1.159, para F[z]/(p(z)) cuando F
es un campo y p(x) es un elemento irreducible de F[z].

1.3. Extensiones de campos

Definicién 1.139 Una extension de campos de un campo F es un par (K, f)
donde K es un campo y f:F —— K es un morfismo campos.

El simbolo K/F lo usaremos para indicar que K es una extension de campos de
F.
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Observacion 1.140 Sea f : F — K una extension de campos. Por la pro-
posicion 1.108, sabemos que eziste un subcampo de K isomorfo a F. De esta
forma, muchas veces cuando hablemos de una extension K/F, sin pérdida de
generalidad supondremos que FF C K.

Observacion 1.141 Sea K/F una extension de campos de F. Entonces K es
un F'-espacio vectorial con el producto por escalares inducido por el morfismo
f: F—— K de la siguiente forma: Sia € F yb € K, entonces a ep b :=
f(a) -k be K.

Definicién 1.142 Sea K/F una extension de campos. Se define el grado de la
extension, denotada por [K : F], como la dimension de K como un F-espacio
vectorial. Diremos que K/F es una extension finita si [K : F] < oo, y en
caso contrario diremos que es una extension infinita.

Observacion 1.143 Notemos que si F' es un campo, entonces [F : F] = 1.
Esto ya que una base para F' como F-espacio vectorial es {1}. Por simple que
sea este hecho pronto nos permitira probar un resultado que usaremos en las
stguientes secciones.

También notemos que si K/F es una extension de campos, entonces [K : F] > 1.

La siguiente proposicién es un ejemplo de una propiedad que tienen ciertos
morfismos de campos, esta propiedad serd estudiada con detalle en el capitulo
2.

Proposicion 1.144 Sean K/Q, K'/Q extensiones de campoy f: K —— K’
un morfismo de campos. Entonces, f(q) = q para todo q € Q.

Demostracion. Por el inciso ¢) de la definicion 1.93 se tiene que f(1) = 1.
Ahora, notemos que si n € Z*, entonces:

f)=f04+. .. +)=f+..+fD)=1+..+1=n

n—veces n—uveces n—uveces

Luego, por lo anterior y la proposicién 1.95 (c), se concluye que f(n) = n para
n < 0. Asi, tenemos que f(n) = n para todo n € Z.
Sea £ € Q, entonces tenemos que:

fE)Y=f) - fla)=fp) fla " =p-q'=

donde la segunda igualdad se satisface por el inciso e) de la proposicion 1.95.
Concluimos que para todo ¢ € Q, f(q) =¢. O

QI3

Este ultimo resultado nos dice que todo morfismo de campos que tienen de
campo base a Q, deja fijo a Q, es decir, f se comporta como la funcién identidad
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al restringirlo a Q. El inicio del siguiente capitulo tratara sobre el estudio de una
clase similar de morfismos que pueden llegar a formar la estructura de grupo.
Pensamos que esta proposicion es un testigo de que tales morfismos existen.

Definicién 1.145 Sean K/F una extension de campos y L un campo. Se dice
que L es un campo intermedio de la extension K/F si L es una extension de
campos de F tal que F C L C K.

Proposicion 1.146 Sean F, K, L campos tales que FF C L C K, entonces se
tiene:
[K:F)=[K:L]-[L:F].

Demostraciéon. Para ver una demostraciéon puede consultar [8, teorema 14,
pag. 523]. O

Observacion 1.147 Sean F,L y K campos de tal forma que F C L C K y
[K : F] < co. Entonces [K : L] y [L: F] son finitas.

Observaciéon 1.148 Si K/F es una extension de campos tal que [K : F] =n
y d es un divisor de n, podemos preguntarnos: shay un campo intermedio L de
K/F tal que [K : L] = d? En general esta afirmacidn es falsa. En el ejemplo 2.79
veremos una condicidn para que esto se satisfaga.

Proposiciéon 1.149 Sean F, K, L campos tales que F C L C K.
a) Si [K:F]=[L:F]< oo, entonces K = L.
b) Si[K:L|=[K:F]< oo, entonces L = F.
Demostracion.

a) Ya que K y L son F espacios vectoriales de la misma dimension y al ser
L un subespacio vectorial de K, entonces se concluye que K = L.

b) De las hipétesis, de la proposicion 1.146 y de la observacion 1.147, se sigue:

[K:L=[K:F|=[K:L]-[L:F)

Podemos cancelar [K : L] de los extremos, obteniendo que 1 = [F': F] =
[L: F], y por el inciso a) de la proposicion 1.149, se concluye que L = F.

O

Corolario 1.150 Sea K/F una extension de campos. Entonces [K : F| =1 si
y solo si F =K.
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Demostracion. El regreso qued6 probado en la observacion 1.143 y la otra
implicacién es inmediata a partir del inciso a) de la proposicion 1.149. O

Corolario 1.151 Si K/F es una extension de campos tal que [K : F] =p con
p € ZF un primo, entonces no hay campos intermedios distintos de K y F en
la extension K/F.

Demostraciéon. Suponga que existe un campo intemedio en la extension K/F
y use la proposicion 1.146 y el corolario 1.150, se deja el resto de la prueba al
lector. O

Definicién 1.152 Sean K/F una extension de campos y X C K. Se define el
subanillo de K generado por F y X, denotado por F|X] (el subcampo de
K generado por F y X, denotado por F(X)) como sigue:

F[X]:= ﬂ{R : R es subanillo de K, X CR y F C R}, (1.1)
F(X):= ﬂ{L : L es un subcampo de K, X C L y F C L}.

Observacion 1.153  a) Los subconjuntos de K de la ecuacion 1.1, efectiva-
mente son un subanillo y un subcampo de K, respectivamente, en virtud
de las proposiciones 1.78 y 1.109.

b) F[X] es el menor subanillo de K que contiene a X y F. De igual forma,
F(X) es el menor subcampos de K que contiene a X y F.

¢) F(X) es una extension de campos de F.

d) Si X es un subconjunto finito, digamos X = {aq, ..., an }, entonces escribi-
remos: F[X]| = Flay,...,an] y F(X) = F(ay,..,an). Se dice que el campo
F(aq,...,a) es finitamente generado sobre F.

e) Si X = {a} diremos que F(a)/F es una extension simple de F.

Dada una extension de campos K/F podemos llegar a obtener nuevas exten-
siones de campo de F segin la cantidad de elementos de K que no se encuentren
en F'. Los siguientes teoremas nos proporcionan informacién sobre cémo se ob-
servan los elementos en dichas extensiones.

Comenzaremos el desarrollo con las extensiones simples, luego las finitas y
finalizaremos generando el resultado con extensiones arbitrarias.

Observacién 1.154 Sea K/F una extension de campos. Dados a,b € K con
b # 0 utilizaremos la notacion 3 para denotar al elemento ab~t € K.

Proposicion 1.155 Sean K/F una extension de campos y o € K. Entonces
se tiene:
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Fla) = Im(eva) = {f(a) € K : f(x) € Fla]},
Fla) = {48 € K : f(2),9(x) € Fla] y g & Ker(eva) }

g(a)

Mas ain, F(a) es el campo de cocientes de Fla].

Demostraciéon. Para una demostracion detallada vea [14, proposicion 1.8,
pag. 5]. O

Proposicion 1.156 Sean K/F una extension de campos de F y aq, ..., a, € K,
entonces:

Fla,...;an] = {f(a1,..yan) : f € Flay, ..., zn]},
Fla,..,an) = {H 2 fig € Floa, .. xn] y glag, ...;an) # 0} .

.....

Demostracion. Vea [14, proposicion 1.9, pag. 5]. O

Observacion 1.157 Hay una sutil diferencia entre el hecho de que K estd
finitamente generado como campo y que K sea un espacio vectorial de dimension
finita sobre F. Las distinciones quedan determinadas por la proposicion 1.156 y
la definicion 1.142.

Teorema 1.158 Sean K/F una extension de campos de F y X C K. La ex-
tension de campos de F' que se obtiene de adjuntar X a F es:

F(X) = U{F(a17~-~7an) : o € X para todo i },
donde la unién corre sobre todos los subconjuntos finitos de X.

Demostraciéon. Ver [14, teorema 1.10, pag. 6]. O

Posterior a la proposicién 1.138 prometimos dar una expresion mas flexible
para la representacion de Flx]/(p(x)) cuando F es un campo y p(x) es un
elemento irreducible en Fx].

Proposicion 1.159 Sean K/F una extension de campos, p(z) € F[z] \ F un
polinomio irreducible y o € K una raiz de p(x), entonces

Flz]/(p(x)) =~ F(a). (1.2)

Demostracion. Por la descripcion de los elementos de F'(«) dada en la pro-
posicién 1.155, podemos definir la siguiente funcién:

¢ : Flz] — F(a) , (1.3)
f(@) —— f(a) .
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El lector puede comprobar que ¢ es un morfismo de anillos.
Con ayuda del morfismo ¢ puede definirse otro morfismo:

¢ : Flal/(p(r)) — F(a), (1.4)
P(f (@) + (p(2))) ——= ¢ (f(z)) .

Ya que p(z) € F[z] irreducible, se sigue, del inciso ¢) de la proposicion 1.138
que el dominio de ¢ es un campo. Usando el hecho de que ¢ es un morfismo de
anillos, el lector puede corroborar que ¢ es un morfismo de campos y que esti
bien definido.

Ahora, consideremos x + (p(z)) vy a + (p(z)) en F[z]/(p(x)) para cada a € F,
entonces:

Por la proposicion 1.108 se tiene que Im(®) es un subcampo de K que
contiene a F' y a. Ahora, por el inciso b) de la observacion 1.153, F(«) es el
menor de los campos intermedios de K que cumplen esta condicién. Concluimos
que, F(a) = Im(p), es decir, ¢ es un morfismo de campos suprayectivo.
Ademas, por el inciso b) de la observacion 1.106, se tiene que @ es inyectivo y
por lo tanto @ es un isomorfismo. [J

Observacion 1.160 A partir de la definicion de ¢ en la ecuacion 1.3, se sigue
que si a € F, entonces p(a) = a, por lo tanto, la funcién @ y su inversa, vea
ecuacion 1.4, que logra el isomorfismo de la ecuacion 1.2, también se comporta
como la identidad al aplicarle elementos de F'.

La proposicién 1.159 supone la hipétesis de la existencia de una extension
de campos de F' que contiene una raiz del polinomio irreducible p(z). En la
proposicién 2.28 de la seccién 2.2, se probara la existencia de tal campo.

Proposicion 1.161 Sean F, F' camposy o : F —— F' un morfismo de ani-
llos. Entonces, o induce el siguiente morfismo de anillos de polinomios:

o: Flz] —— F'[z] ,

fe) =" aiat ——=5(f(2) = 3 _ola)a’

n
i=0 i=0
Y posee las siguientes propiedades:

a) Si o es inyectivo (suprayectivo), entonces o es inyectivo (suprayectivo).
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b) Si o es un isomorfismo de anillos, entonces ¢ también lo es.

¢) Si o es un isomorfismo y p(x) € Flz] es un irreducible sobre F (respecti-
vamente (p(x)) es un ideal mazimal), entonces (p(x)) es irreducible sobre
F' ( (5(p(x))) es ideal mazimal).

d) Sio es un isomorfismo de anillos y p(x) es un irreducible en F, la funcion
~ definida como:

v Flal/(p(z)) — F'[z]/((p(2))) ,
f(@) + (p(a)) ——a(f(x)) + (a(p(x))).

es un isomorfismo de campos.

Demostraciéon. La prueba la dejamos como ejercicio al lector. O

El inciso d) de la proposicion 1.161 tiene una implicaciéon importante que
se verd en el lema 2.48. Aunque este ultimo lema corresponde a un resultado
posterior, el lector puede ir directo al resultado citado.

Dada una extension K/F, las extensiones de campos de F generadas a partir
de subconjuntos de K albergan ciertos elementos que son de interés para el anillo
F[z] que de forma general estudiaremos en las secciones 2.2 y 2.3, el concepto
subyacente a éstos ultimos es el que sigue.

Definicién 1.162 Sea K/F una extension de campos. Un elemento o € K
se dice algebraico sobre F' si existe f(x) € Flz]\ {0} tal que f(a) = 0. Si
no existe un polinomio no cero en Flx] del que o sea raiz, diremos que o es
trascendente sobre F'.

Una extension K/F se llama algebraica sobre F si todo elemento de K es
algebraico sobre F'.

Observe que los elementos de una extension de campos de un campo F
quedan separados en algebraicos o trascendentes.

Proposicion 1.163 Sean K/F una extension de campos y o € K algebraico
sobre F. Entonces existe un unico polinomio mdnico irreducible p(z) € F[z] tal
que p(a) = 0. Ademds, si f(x) € F[z] es tal que f(a) = 0, entonces p(x)|f(x)
en Flx].

Demostracién. Para la demostracion vea [8, proposicion 9, pag. 520]. O
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Observaciéon 1.164 Sean K/F una extension de campos y o € K algebraico
sobre F. Tenemos que el polinomio p(z) € Flx] que anula a o, construido en la
proposicidn anterior, es de grado minimo de entre los polinomios de F|x] que
anulan a a.

Definiciéon 1.165 Sean K/F una extension y o € K algebraico sobre F. De-
finimos el polinomio minimo de o con coeficientes en F' como el inico poli-
nomio monico e irreducible que anula a o construido en la proposicion 1.163 y
serd denotado como min(F, ).

Observacion 1.166 Sea o € K un elemento algebraico sobre un campo F.

a) Puede probarse que Ker(ev,) = (min(F,«)). Esto se verifica por el hecho
de que F' es un campo y por lo tanto F[x] posee algoritmo de la division, y
es un dominio de ideales principales segin se ha visto en los teoremas 1.120
y 1.122.

La siguiente proposicion resume algunas de las propiedades importantes del
polinomio minimo que ya se dijeron anteriormente, y también nos ayuda a cal-
cular el grado de la extension F'(«)/F.

Proposicion 1.167 Sean K/F una extension y o € K un elemento algebraico
sobre F. Entonces:

a) El polinomio min(F, ) es irreducible en F[z].
b) Sig(x) € ker(evy), entonces min(F, a)|g(x).

¢) Sin = grad(min(F,)), el conjunto {1,c,...,a" '} es una base para F(c)
como F-espacio vectorial, es decir:

[F(a) : F] = grad(min(F, a)).
Demostraciéon. Para una demostracion vea [14, proposicion 1.15, pag. 7]. O

Observacion 1.168  a) Sean K/F una extension, o € K un elemento al-
gebraico sobre F y f(x) € Flz] un irreducible tal que f(a) = 0. En-
tonces, k min(F,a) = f(x), donde k € F es una constante tinica. La
prueba de este hecho se basa en la observacion 1.87. Esto implica que
(fy = (min(F,«)). Ademds, observe que:

grad(min(F,a)) = grad(f(x)).

b) Consideremos las hipdtesis de la proposicion 1.159. Sabemos por el inciso
a) de la observacion 1.168 que min(F,«) genera el mismo ideal que f(x),
por lo tanto, en la proposicion 1.159 se puede concluir que:
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Flz]/(min(F,a)) ~ F(a).

¢) Hasta este momento hemos tenido contacto con dos nociones de isomor-
fismo, entre campos y entre espacios vectoriales. En general, dichos con-
ceptos mo son equivalentes, en primer lugar porque involucran a objetos
de distinta naturaleza, sin embargo, expondremos esta distincion con el
siguiente ejemplo.

Consideremos la extension de campos R/Q y sean v/2,1/3 € R\Q, de esta
forma, obtenemos dos extensiones Q(v/2) y Q(v/3) de Q.

Observemos que los polinomios x> —2 y 22 —3 son irreducibles por el crite-
rio de Eisenstein (vea proposicion 1.136), al usar los nimeros primos 2 y
3 respectivamente, ademds, dichos polinomios son anulados por /2 y /3
respectivamente.

De modo que, por el inciso c) de la proposicion 1.167 obtenemos:

Es decir, hay un Q-isomorfismo de espacios vectoriales entre los campos

Q(v2) y Q(V3).

Ahora mostremos que estos dos campos no pueden ser isomorfos como
campos, para ello consideremos un isomorfismo de campos entre ellos,
digamos f: Q(v/2) —= Q(v/3) . De la proposicion 1.144 se tiene que,
para todo q € Q, f(q) =q.

Ya que V2 € Q(v/2), entonces, existen a,b € Q tal que f(v/2) = a + b\/3,
de esta forma se tiene:

2= £(2) = F(V2) - F(V) = (a+bV3)? = (a2 + 362) + 2abV/3.

Por lo tanto, 2ab =0 y asia =00b = 0. Si a =0 se sigue que |b| =

% € Q, mientras que si b = 0 se sigue que a®> = 2. Naturalmente ambos

hechos son imposibles ya que V2 y V3 no son racionales.

De este modo se tiene que los campos Q(v/2) y Q(v/3) son isomorfos como
Q-espacios vectoriales pero no como campos.

Si K/F es una extension y a € K es un elemento algebraico, sabemos que,
existe el polinomio minimo de « sobre F. Tomemos otro polinomio f(x) €
Flz] \ {0} que se anula en « y es de grado n, el siguiente resultado nos dice la
cota maxima de raices que puede tener f(z) ya sea en F o en cualquier extension
de F.
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Proposicion 1.169 Sean F' un campo, f(z) € F[z]\ {0} un polinomio tal que
1 < grad(f(z)) = n. Entonces, el nimero de raices de f(x) en cualquier ex-
tension de campos de F', contadas con sus respectivas multiplicidades, es menor
0 igual a n. Mds atn, si aq,..., 0, son todas las raices de f(x) que estdn en
una extension K de F', con multiplicidades (1, ..., B, respectivamente, entonces
existe g(x) € Kz] \ {0} tal que g(x) no posee raices en K y se tiene:

flx) = (z =)™ - (z = am) "™ - g(2).

Demostracion. Le recomendamos ver [26, teorema 2.10, pag. 53]. O

Proposicion 1.170 Si la extension de campos K/F es finita, entonces es al-
gebraica y finitamente generada.

Demostracion. Supongamos que [K : F| = n con n un namero natural y
sea a € K. El conjunto {1,...,a" "1 a"} es linealmente dependiente por lo que
existen ag, ..., a, € F' no todos cero tal que se satisface:

apa® + ...+ ap_10"" +a,0™ = 0.

Es decir, a anula al siguiente polinomio:
f(z) = Zaimi € F[z] \ {0}.
i=0

Concluimos que la extension K/F es algebraica.

Por otro lado, si {aq,...,a,} es una base para K como F espacio vecto-
rial, y # € K es un elemento arbitrario, se sigue que existen ay,...,a, € F
tales que 8 = a1 + -+ + ap,. Si consideramos el polinomio f(z1,...,z,) =
a1z + -+ apxy € Flxy, ..., x,)], es claro que f(aq,...,a,) = . De esta forma
B € F(ai,...,ay) (vea proposicion 1.156); y asi K C F(aq, ..., a,). Ademas, es
claro que F(ay,...,a,) C K, por lo que concluimos que K = F(aq,...,ap). O

En las proposiciones 1.138 y 1.159 hemos caracterizado al anillo F'[x]/{p(x))
cuando consideramos que p(x) es un polinomio irreducible y « es una raiz de
p(z) en alguna extension de campos de F' y seria excelente obtener una me-
jor descripcion para F(«), ademés de la obtenida en la proposicion 1.155. El
siguiente resultado nos ayuda a obtener dicha caracterizacién.

Proposicion 1.171 Sean K/F una extension de campos y p(x) € Flz] \ {0}
un polinomio irreducible no constante de grado n y a € K una raiz de p(x).
Entonces:

F(a) = {ao +aa+aad®+ ... F+a,_ 10"t eK:ag,...,an_1 € F} . (1.5)
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Demostracion. Es clara la siguiente contencion:
{ao +aa+ad’®+ ... fan_1a" e K ag,...,an_1 € F} C F(a).

Por otra parte, del inciso a) de la observaciéon 1.168 se tiene que grad(p(x)) =
grad(min(F,a)) y por el inciso ¢) de la proposicion 1.167 se sigue:

[F(«) : F] = grad(min(F,a)) = n,

y que el conjunto {1,q, ...,a” !} C F(a) es una base para F'(«) como F-espacio
vectorial, es decir, si § € F'(«), entonces existen tnicos bg, by, ..., b,—1 € F tales
que B="by +bia+..+b,_10" ! lo cual se traduce en que:

XS {ao +aa+ad®+ ... +an_ 10" e K:ag,...,an_1 € F} .

Por lo tanto concluimos la igualdad de la ecuacion 1.5. [J

Para plantear un uso de los resultados previos podemos considerar el siguien-
te ejemplo donde calculamos la dimensién de una extensién de campos sobre Q,
para ello primero exponemos una proposicién que se usa en nuestro ejemplo.

Proposicion 1.172 Sean F/Q una extension de campos y f(z) € F[z] \ {0}
un polinomio mdnico tal que grad(f(z)) = 2. Si las raices de f(x) no estin en
F, entonces f(x) es irreducible sobre F.

Demostracion. Supongamos que f(x) € Flx] se reduce en F, es decir que
existen g(z), k(x) € F[z] \ {0} tales que f(x) = g(x) - k(x).

Del inciso c¢) de la observaciéon 1.114, sin pérdida de generalidad se sigue que
grad(g(z)) =1 o bien que grad(g(x)) = 2.

Si grad(g(xz)) =1 al ser f(z) un polinomio moénico se tiene que g(z) = ax+a =
a-(x+2) con a # 0 (pues en caso contrario g(z) no es de grado 1), de la
proposiciéon 1.127 se sigue que, —< € F' es una raiz de f(z), lo cual no puede
ocurrir ya que por hipotesis se tiene que f(z) no tiene raices en F.

Por lo tanto, grad(g(xz)) = 2 y asi, k(x) es constante, lo cual implica que f(x)
no puede factorizarse como el producto de dos polinomios de grado menor a él,
esto significa que f(x) es irreducible sobre F. O

Ejemplo 1.173 Calculemos la dimension de la extension Q(v/2,v/3)/Q.
Para ello, observemos que tenemos la siguientes extensiones de Q :

Q CQ(V2) CQ(V2,V3).

La contencion Q C Q(+/2) es propia ya que si /2 € Q, entonces el cuadrado de
dicho elemento también seria racional, y asi V2 € Q, lo cual es falso.
Ademds, por el criterio de Eisenstein (vea proposicion 1.136) usando el primo
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p = 2, se tiene que x* — 2 es irreducible sobre Q. Ahora, del inciso a) de la
observacion 1.168 se tiene que:

min(Q, vV2) = z* — 2.
Y de esta forma por el inciso ¢) de la proposicion 1.167 concluimos que:
[Q(V2) : Q] = grad(min(Q, v2)) = 4.

Por otra parte, de la proposicion 1.171 el conjunto {1, V2,2, (\4/5)3} es
una base para Q (\75) como Q-espacio vectorial.
Supongamos que /3 € Q ({4/5) , se stgue que ezisten escalares unicos a,b,c y d €
Q tal que:

3
\/§:a+bx‘7§+cﬁ+d(\4@) :
elevando al cuadrado de ambos lados e igualando a cero se tiene:

(=3 + a2 + 4bd + 2¢?) + 2(ab + 2¢d) V2
+ (2ac + b + 2d®)V2 + 2(ad + be)(V2)? = 0.

Ya que {1, V2,2, ({4/5)3} es linealmente independiente, entonces:

a® +4bd 4+ 2¢% = 3,ab+ 2c¢d = 0,2ac+ > +2d> =0 yad+ bc=0.  (1.6)
Supongamos que b = 0, las ecuaciones anteriores se convierten en:
a® +2c® =3,2cd = 0,2(ac+d*) =0 y ad = 0.

Sic =0, entonces de la primera ecuacion se tiene que a € Q tal que a? =3 € Q,
lo cual no puede ocurrir, por lo que ¢ # 0, de este hecho junto con la sequnda
ecuacion se concluye que d = 0 y en este caso la tercera ecuacion se convierte en
2ac =0y como ¢ # 0, entonces a = 0, asi que de la primera ecuacion obtenemos
que ¢ es una racional no cero tal que ¢ = %, lo cual nuevamente es imposible
ya que ni /2 ni \/3 son racionales.
Por lo tanto debe ocurrir que b # 0.
Consideremos las ecuaciones 1.6. De la sequnda de estas ecuaciones se sigue
2cd

que a = —=%, sustituyendo este valor en la cuarta ecuacion, multiplicando por

b y manipulando un poco la expresion llegamos a:
¢ (b= v2d) (b+v2d) =0

Ezaminemos cada posible caso:
Si ¢ = 0 entonces las ecuaciones 1.6 se convierten en:

a +4bd =3,ab=0,b>+2d*> =0 y ad = 0,
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notemos que en la tercera ecuacion, ya que tenemos la suma de los cuadrados
de dos miumeros igual a cero, entonces b = 0 = d, pero por hipdtesis esto es
imposible ya que b #~ 0. Por lo tanto concluimos que ¢ # 0.

Ahora, notemos que los casos b—v/2d =0 y b+ +/2d = 0 no pueden pasar ya
que b y d son nimeros racionales y /2 es irracional.

Yo que se estin excluyendo cada una de las posibilidades para los valores de
b y por lo tanto para los valores de a,c y d concluimos que /3 no se puede
expresar como combinacion lineal de {1, V2,12, ({1/5)3}, en otras palabras,
V3¢ Q(V2).

Y de esta forma tenemos obtenemos las extensiones propias:
QS Q(V2) ¢ Q(V2,V3).

Observemos que /3 anula al polinomio z2—3 € Q((‘/ﬁ) De la proposicion 1.172
se sigue que este polinomio es irreducible sobre Q(v/2), pues sus raices, \/3 y —
V3 no son elementos de Q(~/2). Del inciso a) de la observacion 1.168 se sigue
que:

min(Q(v2),V3) = 2? — 3.
Del inciso c) de la proposicion 1.167 concluimos lo siguiente:
[Q(V2,V3) : Q(vV2)] = 2.
Ahora, por la proposicion 1.146 se sigue:
[Q(v2,v3): Q] = [Q(V2,v3) : Q(v2)] - [QV2: Q] =2-4 =8.
Esto es, la dimension de Q(v/2,v/3) como Q-espacio vectorial es 8.

Si K es una extensién de F'y X C K donde X consta de mas de un ele-
mento, en general es complicado obtener una descripcion para F(X) similar a
la obtenida en la proposicién 1.171, sin embargo, la mejor descripcién que pode-
mos tener de F'(X) es la dada en el teorema 1.158. Los siguientes resultados nos
ayudan a obtener informacién acerca de la dimension de F(X) sobre F' cuando
|X| < ooy los elementos de X son algebraicos, esto en términos de la dimension
de las extensiones simples de F' que pueden obtenerse a partir de los elementos
de X.

Proposicion 1.174 Sean K/F una extension y {aq, ..., an } un subconjunto de
K de elementos algebraicos sobre F, entonces F(aq,...,a,) es una extension
finita de F' y ademds:

[Flans o) : F] < [[ [Flew) : F].

i=1



1.3. EXTENSIONES DE CAMPOS 41

Demostraciéon. Para detalles sobre la prueba vea [14, proposicion 1.21, pag.
10]. O

Corolario 1.175 Sean K/F una extension de campos y o € K. Se verifica que
a es algebraico sobre F si y solo si [F(a) : F] < oo. Mds ain, K/F es una
extension algebraica si [K : F] < oo.

Demostracién. Sia € K es algebraico sobre F', existe el polinomio min(F, a) €
F[z] que es anulado por «, por el inciso ¢) de la proposicion 1.167 obtenemos
que [F(a) : F] < cc.
Por otro lado, si [F/(a) : F] < oo, por la proposicion 1.170 se sigue que F(«)
es una extension algebraica sobre F', en particular o € K es algebraico sobre F'.
El segundo enunciado de este corolario se probé en la proposiciéon 1.170. O

Corolario 1.176 Sean K/F una extension y € K un elemento trascendente
sobre F, entonces [F(f) : F] es infinita.

Demostraciéon. Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que la
dimension [F(B) : F] < oo, luego, por el corolario 1.175, 3 es algebraico sobre
F', contradiciendo a la hipétesis. [

Observacién 1.177 En general, al tomar una extension K/F algebraica, no
se puede concluir que esta extension sea una extension finita esto se mostrard
con el planteamiento de un ejemplo dado en la proposicion 2.41 la cual usard
un hecho no trivial. El lector interesado puede ir directo a ese apartado.

Ejemplo 1.178 Una base para C como R espacio vectorial es {1,i} C C y, por
lo tanto, [C : R] = 2. De esta forma, la extension C/R es algebraica, esto en
virtud del corolario 1.175.

Con el objetivo de mostrar la importancia de los resultados previos, expone-
mos de forma detallada las demostraciones de las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 1.179 Sean K/F una extension de campos y X C K tal que todo
elemento de X es algebraico sobre F, entonces F(X) es una extension algebraica
sobre F. Mds ain, si |X| < oo, entonces [F(X) : F] < .

Demostracion.

Sean X C K como en las hipotesis y a € F(X). Del teorema 1.158 se
sigue que existe {a1,...,a,} C X tal que o € F(ay,...,a,) y ya que todos los
elementos de X son algebraicos sobre F', se sigue de la proposicién 1.174 que
F(ay,...,a,) es una extension finita de F'y de la proposiciéon 1.170 se sigue que
dicha extension es algebraica sobre F' y por lo tanto « € F(ay,...,a,) C F(X)
es algebraico sobre F. Concluimos que la extension F/(X)/F es algebraica.
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Probemos la segunda afirmacion.
Si | X| < oo, entonces X = {a1,...,a,} es un subconjunto de K de elementos
algebraicos sobre F'y por el corolario 1.175 se sigue que, para cada i € {1,..,n},
[F(a;) : F] < 0.
Finalmente, por la proposiciéon 1.174 se obtiene que [F(X): F] < co. O

Proposicion 1.180 Sean F, K, L campos tales que F C L C K. Si las exten-
siones L/F y K/L son algebraicas, entonces K/F es una extension algebraica.
Mas ain, si K/F es algebraica, entonces K/L y L/F son extensiones algebrai-
cas.

Demostracion. Sea a € K. Como K es algebraica sobre L, existe un polinomio
f(@)=2"+a,_12" 1+ ...+ ap € L[z] tal que f(a) = 0.

Ahora, como la extension L/F es algebraica, entonces {ag, ...,an—1} C L es un
subconjunto finito de elementos algebraicos de sobre F', y de la proposicién 1.179
se obtiene que [F(ag, ..., an—1) : F] < 00.

Sea Lo = F(ao, ..., an—1), como o € K es algebraico sobre Lo, entonces Lo(c)
es un subcampo de K y a la vez una extension finita y algebraica sobre L, esto
por el corolario 1.175.

De esta forma tenemos que F C Ly C Lo(«) y por la proposicion 1.146
obtenemos:

[Lo(a) : F] = [Lo : F][Lo(c) : Lg] < 0.

Como F C F(a) C Lo(«), por observacién 1.147 concluimos que [F(«) : F] < o0
y asi, por el corolario 1.175, se concluye que « es algebraico sobre F.
La segunda parte de esta proposicién queda como ejercicio para el lector. [J



Capitulo

Teoria Clasica de Galois

Este capitulo inicia con una extension de campos K/F y su asociaciéon a un
grupo, el grupo de Galois G = Gal(K/F); veremos que el teorema 2.14 plantea
una relacion entre los campos intermedios de K/F'y ciertos subgrupos de G. Lo
subsecuente es desarrollar conceptos de extensiones normales y separables (vea
las secciones 2.4 y 2.5 respectivamente ) con el fin de dar una caracterizacion
de las extensiones finitas de Galois (vea la proposiciéon 2.66) y una generaliza-
ciéon en la proposicién 2.67, que dan lugar a una correspondencia biyectiva en
el teorema 2.14. Todas las secciones de este capitulo decantan en el teorema
fundamental de la teoria de Galois para extensiones finitas (vea teorema 2.75)
donde se extraen maés relaciones entre K/F y G. Este capitulo concluye con una
seccion de aplicaciones de este importante teorema.

Muchos de los resultados de este capitulo son extraidos de [14] y en varios
de ellos no se ofrece una demostracion pues el objetivo es enunciar el teorema
fundamental de la teoria de Galois para extensiones finitas, no demostrarlo. Sin
embargo, en tales casos s6lo se proporciona una referencia de déonde puede hallar-
se una demostracon. Todos los resultados que aqui se ofrecen son indispensables
para desarrollar el capitulo 4.

2.1. El Grupo de Galois

Definicion 2.1 Sea K un campo. El conjunto de todos los automorfismos de
K se define como:

Aut(K) = { 7T: K ——> K :7 es un automorfismo }

Definicion 2.2 Sean K y L extensiones de un campo F' y 7: K ——= L un
morfismo de campos. Se dice que T es un morfismo que deja fijo a F, o de
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forma equivalente, que T es un F-homomorfismo si para todo x € F,7(x) = z,
es decir, T|p = idp.

Observacién 2.3 Sean K/F y L/F extensiones de campos y 7: K ——= L
un morfismo que deja fijo a F. Se verifica lo siguiente:
a) Ya que T es un morfismo de campos, entonces T es inyectivo.

b) 7 es un morfismo de F-espacios vectoriales.

¢) Si [K : F] = [L: F] < oo, entonces T es isomorfismo de F-espacios
vectoriales entre K y L. Ademds, es un isomorfismo de campos.

Proposicion 2.4 Sean K/F y L/F dos extensiones de campos, 7: K —— L
un F-homomorfismo, o € K algebraico sobre F y f(xz) € Flz] \ {0} un poli-
nomio que es anulado por «. Entonces f(r(a)) = 0. Mds ain, min(F,a) =
min(F, 7(a)).

Demostracion. Vea [14, lema 2.3, pag. 17]. O
Al considerar una extension de campos K/F se puede aglomerar a todos los
F-automorfismos de K en K en el siguiente conjunto:

Gal(K/F) = {7 € Aut(K) : 7|p = idp} (2.1)

El lector puede probar que al conjunto Gal(K/F) se le puede dotar de la
operaciéon composiciéon entre morfismos y que dicha operacion le provee la es-
tructura de grupo, este grupo es el objeto de estudio en la teoria de Galois
moderna.

Definicién 2.5 El grupo de Galois de una extension K/F se define como:
(Gal (K/F) o),
donde o es la operacion composicion de funciones.

Proposicion 2.6 Sean K/F una extension, § # X C K tal que K = F(X) y
0,7 € Gal(K/F). Entonces, o|x =T|x si y solo siT=o0.

Demostraciéon. Para ver una demostracion vea [14, lema 2.2, pag. 16]. O
Observacion 2.7 Por la contrapositiva de este enunciado se obtiene:
T # 0 siy solo sio|lx #7|x.

Con la proposicién 2.6 se conjetura que el cardinal del grupo Gal(K/F) depende
del cardinal de X, es decir, que depende de la posibilidad de definir morfismos
distintos de Gal(K/F') que son isomorfismos de K en K que permutan a los
elementos de X, cuando K = F(X). Esto es de interés ya que quisiéramos
establecer una relaciéon del grupo de Galois con otros grupos conocidos, un
progreso sobre dicha relacion es el siguiente.
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Proposicion 2.8 Si K/F una extension finita, entonces Gal(K/F') es un grupo
finito.

Demostraciéon. Ver [14, corolario 2.4, pag. 17]. O

Ya que sabemos que el grupo de Galois es finito cuando la extensién es finita
un primer objetivo seria acotar este nimero entre valores conocidos, digamos
por [K : F], esto se vera en la proposicion 2.16.

Proposicion 2.9 Sean F, K, L campos tales que FF C L C K. Al tomar el grupo
de Galois se tiene que Gal(K/L) es un subgrupo de Gal(K/F).

Demostraciéon. Primero observemos que si 7 € Gal(K/L), entonces para todo
a € L se tiene que 7(a) = a. En particular 7(a) = a para todo a € F ya que
F C L. Con este argumento se ha probado que Gal(K/L) C Gal(K/F).
Tomemos el morfismo identidad del grupo Gal(K/F), idx : K —— K , que
fija a todos los elementos de K y como L C K, en particular, idx fija a los
elementos de L, y de esta forma idg € Gal(K/L).

Ahora tomemos o,7 € Gal(K/L) y a € L. Entonces co7: K —=K y
también se satisface que:

(co7)(a) =0(r(a)) =0c(a) = a.

Por lo tanto o o 7 € Gal(K/L).
Finalmente, sean o € Gal(K/L) y a € L, entonces o(a) = a. Al aplicar 0! €
Gal(K/F) a esta igualdad se tiene que:

o (o(a)) =idyg(a) = a= o (a).

Por lo tanto o~ ! € Gal(K/L). Esto prueba que Gal(K/L) es un subgrupo de
Gal(K/F). O

Como vemos, este ultimo resultado establece una relacion entre los campos
intermedios y los subgrupos del grupo de Galois asociados a la extension. En el
teorema 2.14 veremos que podemos obtener una relacién en el sentido inverso y lo
lograremos relacionando a los subgrupos de Gal(K/F) con campos intermedios
de la extensién que posean ciertas caracteristicas.

Definicién 2.10 Sean K un campo y S C Aut(K). El campo fijo determi-
nado por S es el siguiente subconjunto de K :

K% ={a€ K :0(a) =a, para todo o € S}.

Observacién 2.11 Se deja el lector probar que K*° es un subcampo de K.
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Proposicion 2.12 Sean K/F una extesion de campos y S C Gal(K/F), en-
tonces K es un campo intermedio de la extension K/F, esto es:

FCKSCK.

Demostraciéon. Notemos que S consta de automorfismos de K que dejan fijo
al campo F'| es decir, que para todo a € F y para todo o € S, se tiene que
o(a) = a. Por lo tanto, F C K°. O

En el siguiente lema se proporcionan resultados sobre el comportamiento de
la accién que realiza la operacion tomar el campo fijo, de la definicion 2.10.

Lema 2.13 Consideremos K un campo.

a) Si E1, Ey son subcampos de K tales que Es C Eq, entonces
Gal(K/Ey) C Gal(K/E3).

b) Si L es subcampo de K, entonces L C KGK/L),

¢) Si 81 C Sy C Aut(K), entonces K52 C K51,

d) Si S C Aut(K), entonces S C Gal(K/K®).

e) Si S C Aut(K), entonces K° = KGal(K/K®),

f) Si L es un subcampo de K, entonces Gal(K/L) = Gal (K /KCK/L)),

Demostracién. Para ver una demostracion detallada puede consultar [14, le-
ma 2.9, pag. 18]. O

La proposicion 2.12 y el lema 2.13 nos permiten construir una relacién entre
los subgrupos de Gal(K/F') de la forma Gal(K/L) con F C L C K y el conjunto
de los campos intermedios de K/F de la forma K* para algin S C Gal(K/L).

Teorema 2.14 Sea K/F una extension de campos. Consideremos los siguientes
conjuntos:

G:={Gul(K/L) CGal(K/F): FCLCK},
£:={K*: para algin S C Aut(K) y F C K° C K}.

Las funciones definidas como sigue:

d:G——= £
Gal(K/L) —s KG(E/L) |
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V:L——CG
K% +——= Gal(K/K?®)

satisfacen las siguientes propiedades:
a) U es biyectiva e invierte inclusiones.

b) ® es inversa de V.

Demostracion.

a) El inciso a) del lema 2.13 nos dice que ¥ invierte inclusiones.
Primero demostraremos que W es inyectiva.

Sean K5 K5 € £ tales que W(K®) = W(KS"). Por la definicion de ¥ se
sigue que Gal(K/KS) = Gal(K/K*®"). Del inciso d) del lema 2.13 se sabe:

S C Gal(K/K%),
y S’ C Gal(K/K*5").

Aplicando el inciso ¢) y e) del lema 2.13 llegamos a lo siguiente ya que
Gal(K/K®) = Gal(K/K*®):

KS' — KGal(K/KS)  fs
KS — [Gal(K/KS) ¢ [S'

Concluimos que K% = K S', obteniendo la inyectividad de W.

La suprayectividad de ¥ se satisface por el inciso f) del lema 2.13. Por lo
tanto, ¥ determina una correspondencia biyectiva.

b) Para verificar que ® es inversa de ¥, tomemos K* con S C Aut(K) y
Gal(K/L) con L un campo intermedio en la extensiéon K/F. Al aplicar
las respectivas composiciones, obtenemos:

(Vo ®)(Gal(K/L)) = ¥ (®(Gal(K/L)))
— \I;(K(Gal(K/L)))
_ Gal(K/K(Gal(K/L)))
= Gal(K/L). Por inciso f) del lema 2.13.
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Ahora desarrollamos la composicién de ¢ o ¥ como sigue:

(®oW)(K®) = B(W(K?))
= ®(Gal(K/K?%))
— g (Gal(K/K?)

= K®. Por e) de lema 2.13.

O
Observe que para concluir que la composicién de ambas funciones sea la
identidad son indispensables los incisos e) y f) del lema 2.13.

Observacion 2.15 El teorema 2.1/ proporciona una correspondencia biyectiva
entre los subgrupos del grupo de Galois de la forma Gal(K/L) con L un campo
intermedio de la extension K/F y los campos fijos de K/F que provienen de
subcongjuntos del grupo Gal(K/F), sin embargo éstos no son todos los subgrupos
de Gal(K/F) ni todos los campos intermedios. Al no obtener una corresponden-
cia biyectiva entre todos los subgrupos de Gal(K/F) y los campos intermedios de
K/F, lo que queremos es indagar acerca de cudles condiciones hay que imponer
para que se tenga una biyeccion entre todos los subgrupos de Galois y los campos
intermedios de la extension.

El teorema de Galois, vea teorema 2.75, nos proporcionard condiciones nece-
sarias para que dicha correspondencia biyectiva ocurra, un caso particular donde
se verifica esta correspondencia es el siguiente: si K/F es una extension de cam-
pos y cualquier campo intermedio de la extension es de la forma L = K% con
S C Aut(K), entonces por el teorema 2.14 y el inciso e) del lema 2.13 obten-
driamos una correspondencia biyectiva entre todos los campos intermedios de
K/F y los subgrupos de Gal(K/F).

En lo sucesivo indagaremos mds sobre esta observacion, y de hecho, las ex-
tensiones que son el objeto de estudio a lo largo de este trabajo seran las ex-
tensiones de campo que cumplan esta condicion anadiendo algunas otras que
estudiaremos en las siguientes dos secciones 2.4 y 2.5.

Si consideramos K/F una extension finita de campos, sabemos, por la pro-
posicion 2.8, que Gal(K/F') es un grupo finito, sin embargo este enunciado no
nos ofrece un poco mas de informacién sobre si el grupo de Galois asociado a la
extension excede el cardinal de cierto campo o ntimero conocido.

Proposicion 2.16 Sea K/F una extension finita, entonces se verifica que
|Gal(K/F)| < [K : F] < 0. (2.2)

Demostracion. Vea [14, proposicion 2.13, pag. 20]. O
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De forma natural surge la cuestion sobre bajo qué condiciones de la extension
K/F se verifica la igualdad o la desigualdad estricta en la ecuacién 2.2 de la
proposiciéon 2.16, la respuesta, como es de esperarse, no es del todo trivial.

Proposicion 2.17 Sean K un campo y G < Aut(K) con |G| < 0o. Si conside-
remos la extension K/K©, entonces:

|G| =[K: K¢ y G =Gal(K/KY).

Demostraciéon. Para ver la demostracion de este hecho le recomendamos ver
[14, proposicion 2.14, pag. 21]. O

Definicién 2.18 Sea K/F una extension algebraica de campos. Se dice que K

es de Galois sobre F, o simplemente que K/F es de Galois, si se verifica que
F = KGal(K/F).

Observacion 2.19 La definicion de una extension algebraica de Galois (vea
definicion 2.18) no implica finitud o infinitud. Esto es, una extension algebraica
de Galois puede ser finita o infinita.

Si consideramos K un campo y S C Aut(K), por el inciso e) del lema 2.13 se
sigue que K es de Galois sobre K. Ese hecho nos muestra que las extensiones de
Galois efectivamente existen, de hecho, las extensiones finitas de Galois quedan
caracterizadas de la siguiente forma.

Teorema 2.20 Si K/F es una extension finita, se satisface:

K/F es de Galois si y solo si |Gal(K/F)| =[K : F] < oc.

Demostracion. Supongamos que K/F es una extension finita de Galois, es

decir, que F = KG(K/F) Como Gal(K/F) C Aut(K), se sigue de la proposi-

cion 2.8 que |Gal(K/F)| < oo, y por la proposicion 2.17 obtenemos:
|Gal(K/F)| = [K : KCUE/] = [K : F].

Por otra parte, supongamos que |Gal(K/F)| = [K : F] < co. De la proposi-
cion 2.17 se sigue :

[K : KCUK/F)) = |Gal(K/F)| = [K : F).

Por la proposicién 2.12 se tiene que F C KGU(K/F) v asi. del inciso b) de la
proposicién 1.149 obtenemos:

F = KGal(K/F)_
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Concluimos que la extension K/F' es de Galois. O

El teorema 2.20 establece una relacién entre la dimension de la extension y
el orden del grupo de Galois. Cuando la extension K/F dada en las hipdtesis es
simple (vea observacion 1.153), naturalmente el criterio sigue siendo valido, sin
embargo las extensiones simples se pueden caracterizar de una forma ligeramente
distinta.

En general no todas las extensiones son simples, sin embargo algunas extensiones
pueden reducirse a ser simples, esto se verd en el teorema 2.84.

Corolario 2.21 Sean K/F wuna extension y a € K wun algebraico sobre F.
Entonces, se cumple que |Gal(F(«)/F)| es igual al nimero de raices distintas
de min(F,«a) € F[z] en F(a).

Demostracion. Vea [14, corolario 2.17, pag 22]. O

Corolario 2.22 Sean K/F una extension de campos de F' y « € K un elemento
algebraico sobre F tal que n = grad(min(F,«)) entonces:

F(a)/F es de Galois si y solo si min(F,«) tiene n raices distintas en F(«).

Demostracion. Si F(a)/F es de Galois, entonces por el teorema 2.20 y el
inciso ¢) de la proposicion 1.167 tenemos que:

|Gal(F(a)/F)| = [F(«) : F] = grad(min(F,a)) = n.

Luego, por el corolario 2.21 tenemos que min(F, «) tiene n raices distintas en
F(a).

El regreso es inmediato a partir del corolario 2.21 y del inciso ¢) de la proposi-
cion 1.167, se deja como ejercicio al lector. O

Observacion 2.23 De los resultados anteriores se sigue que si K/F es una
extension de campos y o € K es algebraico sobre F de tal forma que la ex-
tension F(a)/F es de Galois, entonces min(F,a) se descompone sobre F(«)
en factores lineales distintos. Es decir, una extension simple F(«a)/F no es de
Galois st min(F, «) no se descompone como el producto de factores lineales so-
bre F(a) o si tiene una raiz con multiplicidad mayor a 1, esto en virtud de los
dos resultados anteriores. La condicion de que min(F,«) no tenga raices repe-
tidas nos permitird reclasificar a las extensiones y caracterizar aquellas donde
un polinomio se descompone sin tener raices repetidas.

Ejemplo 2.24  a) Consideremos la extension de campos Q(w)/Q, donde w =
e’ . Usando la proposicion 1.184 y el criterio de Fisenstein (vea propo-
sicion 1.136) con p = 3, puede probarse que min(Q,w) = x? + z + 1.
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b)

Ademds, la otra raiz de este polinomio es w? € Q(w).
FEs decir, Q(w) contiene dos raices distintas de min(Q,w). Por el corola-
rio 2.22 tenemos que Q(w)/Q es de Galois.

Ahora tomemos la extension de campos Q(v/2)/Q. Usando el criterio de
FEisenstein, (vea proposicion 1.136) con el primo p = 2 puede probarse que
min(Q, v2) = x* —2. Ademds, —v/2 € Q(V/2) es otra raiz de min(Q, v/2)

y las otras dos raices son complejas.

Por el corolario 2.21 concluimos que:
|Gal(Q(V2)/Q)| = 2.

Por el inciso c) de la proposicion 1.167 se tiene que [Q(v/2) : Q] =4 y
del teorema 2.20 se concluye que la extension Q(v/2)/Q no es de Galois.

Probaremos que la extension Q(v/5,v/7)/Q es de Galois para hacerlo usa-
remos el teorema 2.20. Primero notemos que

Q(V5,V7) = Q(V5 + V7). (2.3)
Es claro que Q(v/5+ v7) € Q(V5, V7).

Para probar la otra contencion de la ecuacion 2.3 tomemos a = /5+/7 €
@(\/5+ \ﬁ), entonces a—+/7 = \/5, luego, a®> —2a\/T+7 = 5. Al despejar
a \/7 tenemos:

N

De forma similar se puede probar que /5 € Q(v/5++/7). Concluimos que
Q(\/f), \ﬁ) C Q(\/g—i— \ﬁ), y por lo tanto, se satisface la ecuacion 2.3.
Consideremos la extension intermedia Q(\/g)/(@, que es de grado 2, esto
ya que al usar el criterio de Eisenstein (vea proposicion 1.186) con el
primo p =5 puede probarse que min(Q,/5) = 2 — 5.

“2; 2 c QW5+ V7).

a

Por otro lado, por contradiccion puede probarse que /7T & Q(\/5), esto
usando el hecho de que /5 ¢ Q. Ademds, notemos que /7 anula al poli-
nomio x> — 7 € Q(v/5)[x] que es mdnico e irreducible (ya que sus raices
no estin en Q(v/5)). De la proposicion 1.172 se sigue que x> — T es el po-
linomio minimo sobre Q(\/5), por lo tanto, \/7 es algebraico sobre Q(/5).
Del inciso ¢) de la proposicion 1.167 se sigue:

[Q(V5,V7) : Q(v5)] = 2.
Ya que Q € Q(v/5) € Q(v/5,V7), se sigue, de la proposicion 1.146:
[Q(V5,V7): Q] = [Q(v5,V7) : Q(V5)] - [Q(V5) : Q] = 2-2 = 4,
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Observemos que —/5,/5 € Q(v/5), y ambos son raices distintas de x>—5,
del corolario 2.21 se sigue que |Gal(Q(v/5)/Q)| = 2, de forma similar se
puede concluir que |Gal(Q(v/7)/Q)| = 2.

Para calcular Gal(Q(V/5,+/7)/Q) bastaria hallar el polinomio minimo irre-
ducible de grado 4 con coeficientes en Q que sea anulado por \/5++/7 para
conocer la forma en que los automorfismos van a permutar las raices de
ese polinomio minimo. Sin embargo no procederemos de este modo y lo
haremos calculando los elementos de Gal(@(\/g, \ﬁ)/@) como sigue:

Sean o € Gal (Q(\/g, \ﬁ)/@) y V5 € Q(\5,V7). De la proposicion 2.4 se
sigue que 0(\/5) es una raiz de x> — 5 y por lo tanto:
o(V5) = V5 0 o(V5) = —V/5.
De la misma forma, usando el polinomio x> — 7 y su raiz \/7 € Q(\/g, V7)
tenemos que:
oc(WVT) =VT 00(VT) = V7.
por lo tanto, tenemos las siguientes 4 posibilidades para los elementos de
Gal (Q(v/5,v/7)/Q)
1——1 1——1
Vo—= /5 Vo—= Vb
id: { —v/5+——> —/5 7:8 —vVb——>5
VT— 7 VT— 7
VT — V7 VT — V7

1——1 1——1

Vh—= /5 Vh—— -5
c:{ —/5—>= -5 ogoT7:{ —\/5—= /5
VT—— V7 VT—— =7
VT =7 VT —= 7

Basta mostrar que efectivamente cada una de estas correspondencias de-

termina un elemento en Gal (Q(v/5,V/7)/Q) .

Probaremos que o o T es un elemento del grupo de Galois, para ello cons-

truiremos extensiones de morfismos como sigue:

Definamos el siguiente morfismo:
7:Q(WV5) —=Q(V5)
a+ bV —a—bV5 ,



2.1. EL GRUPO DE GALOIS 93

y es tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q(v5) ——= Q(v/5)
Se deja como ejercicio al lector probar que v es un elemento de Aut ((@(\/5))
Mas ain, v|g = idg, y por lo tanto, v € Gal (Q (\/5) /Q) .

Eaxtendamos v a ¥ = o o7 de la siguiente forma: para cualesquiera ele-

mentos o, B € Q(v/5)

7:Q(W5,VT) —= Q(V5,V7)
a+ BVT () = y(BIVT.

El objetivo es probar que 7 es un automorfismo, para ello probemos primero
que es un morfismo de campos.

Sean a+BVT y o/ +6'V7 € Q(V5,V/T) cona, B,/ , B € Q(\/g), entonces:

¥(a+ BVT) + (o + ﬂ’\ﬁ))

=F(a+d +(B+B)VT)

=y(a+a) =B+ BIWT por definicion de §

=v(a) +v(a’) = (v(B) +v(B)VT  ya que y es morfismo de campos
= (

a) = y(BWVT + (&) =7 (B)VT)
F(a+ BVT) +7(a’ + V7).

Ahora verifiguemos que 7 abre el producto de cualesquiera dos elementos
de Q (\/5, \ﬁ) asi como los hemos citado arriba. La prueba se sigue a
partir de las propiedades de morfismo de campos de 7.

7 ((a+BVD) - (@ +8VT)) =

=5 ((aa’ +788") + (a8’ + o/ﬁ)xﬁ) por def. de producto en Q (\/5 \ﬁ)
=y (aa/ +788") =y (B’ + o/ B) VT por def. de 5

= (1) (@) + TV BV (B") — (W) -1 (B") + (e - AAIWVT

= (7(@) = 1BWVT) - (v(a") = 1(8)V7)
:'y(a—l—ﬁxf) ﬁ(a’m'ﬁ).
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Concluimos que 7 es un morfismo de campos, y por lo tanto, v es un mor-
fismo de campos inyectivo, esto por el inciso b) de la observacidn 1.106.

Por la forma en la que se ha definido ¥ se tiene que ¥|g = idg, es decir,
que es un Q-morfismo. Ademds, 7|@(\/5) =7.

El siguiente diagrama conmutativo ilustra nuestra situacion:

QBN T QB
A A

il il
I I

Q(V5) ———Q(V5)

Ahora probaremos que v es suprayectivo:

Sea a + BT € QW5 + V7) con o, 3 € Q(W5). Ya que el morfismo
v :Q(V5) —=Q(V5) es suprayectivo, se sigue que existen o', €
Q(v/5) tal que:

V() =ayq(s) =B
Consideremos o/ — B'\/7 € Q(\/5,V/7). Por propiedades de morfismo de ~
y considerando que Y|g = idg y que 7|@(\/5) = se sigue:

7 (o = 8VT) =2(0) + AU WVT = ot BV

Por lo tanto, ¥ es suprayectivo. Luego, ¥ es un automorfismo que satisface:

(1) = L,3(V5) = —V5,3(~V5) = V5,3(VT) = VT y 3(-V7) = V7.
De este modo tenemos, ¥ € Gal (Q(\/g, ﬁ)/@) .

El lector puede probar, usando una construccion similar, que los morfismos

o, T son elementos de Gal (Q(\/g, \ﬁ)/@) )

Concluimos que:
|Gal(Q(V5 +V7/Q)| = [Q(V5,V7) : Q] = 4.

Por lo tanto, Q(v/5,v/7)/Q es una extension de Galois.

Observacion 2.25 En el inciso ¢) del ejemplo 2.24 se ha probado la igualdad
Q (\/5, \ﬁ) =Q (\/5 + \ﬁ), es decir, que dicha extension de Q es simple. En el
ejemplo 1.173 puede intentar probarse, que la extension Q (\/g, {1@) es simple y
lo que naturalmente se intuye es intentar probar que:

Q(Vv3.V3) = (v3+2), (24)



2.2. CAMPOS DE DESCOMPOSICION 55

y al hacerlo, siguendo la idea del ejercicio ¢) de 2.2/, no se obtienen argumentos
para pensar que efectivamente la ecuacion 2.4 es verdadera y en ese caso resta
preguntarnos ;Cudl es el elemento que genera a esta extension de Q%

Una de las cualidades que comparten las extensiones sobre Q, Q (\@, \4@) /Q
yQ (\/5, \ﬁ) /Q, es que ambas son finitas. En el teorema del elemento primitivo
(vea teorema 2.84) mostraremos que toda extension finita sobre Q es simple.

2.2. Campos de descomposicion

Definicién 2.26 Sean K una extension de campos de F' y f(x) € Flz]\{0} con
grad(f) =n. Decimos que f se descompone sobre K si f(z) =al]_,(x—a;)
con «; € K para todo i € {1,....,n} ya € F.

Dicho de otra forma, un polinomio f se descompone sobre K si este ultimo
contiene todas las raices de f.

Ejemplo 2.27  a) Tomemos el polinomio f(z) = 22 +1 € R[z]. Cuyas raices
son i,—i € C\ R. Es decir, el polinomio f(x) = 2% + 1 se descompone
sobre C.

27

b) Q(w) dondew = e5 , es el campo de descomposicion de x> +x +1 € Q[z]
ya que w y w? son sus dos raices y ambos son elementos de esta extension

de Q.

A partir del ejemplo 2.27 surge el interrogante sobre si siempre es posible obtener
un campo de descomposicion de un polinomio o polinomios dados en F|z] para
cualquier campo F'. La siguiente proposicion nos brinda informacién sobre esto.

Proposicién 2.28 Sean F un campo fijo, n € Z* y f(z) € Flx] \ {0} con
grad(f) = n. Entonces, existe una extension de campos K de F tal que K tiene
una raiz de f(x) y [K : F] < n.

Demostracion. Vea [14, teorema 3.3, pag. 28]. O

Corolario 2.29 Sean F un campo y f(z) € F[z] \ {0} un polinomio de grado
n € Z%. Entonces, existe una extension de campos K de F tal que f(z) se
descompone sobre K y [K : F| <mnl.

Demostracion. Vea [14, teorema 3.3, pag. 28]. O
Definicién 2.30 Sean K/F una extension de campos y f(x) € F[z] \ {0}.

a) Se dice que K es un campo de descomposicion de f sobre F si f se
descompone sobre K y K = F (aq,...,an)(vea definicion 1.152), donde
para todo i € {1,...,n} se tiene o; € K es raiz de f(x).
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b) Sea S = {fi(x)}ier € Flz] una familia de polinomios no constantes de
F[z]. Decimos que K es un campo de descomposicion para S si cada
polinomio de S se descompone sobre K y K = F(X) (en el sentido del

teorema 1.158), donde X es el conjunto de raices de los elementos de S.

Observacion 2.31 En lo sucesivo, al invocar a un subconjunto S de Flx] se
entenderd que es un subconjunto no vacio de polinomios no constantes de F[z].

El siguiente resultado nos dice que existen los campos de descomposicion de
subconjuntos finitos de polinomios no constantes de F[x].

Corolario 2.32 Si S = {f1,..., fn} s un subconjunto finito de F|x], entonces
existe un campo de descomposicion para S.

Demostracion. Sea S un conjunto como en las hipotesis y consideremos el
polinomio f = f;---- f, € F|x], por el corolario 2.29 se sigue que existe K una
extension de campos de F tal que f(x) se descompone sobre K. Naturalmente,
ya que K contiene a todas las raices de f(z), contiene también a cada una de
las raices de f; para cada i € {1,...,n}. Sea X C K el conjunto de todas las
raices de f en K, luego, F(X) C K es un campo de descomposicion para todos
los polinomios de S. O

Dado un campo fijo F, por el momento nada sabemos sobre si existe un
campo de descomposicién de subconjuntos arbitrariamente grandes de polino-
mios no constantes de F[z] y en caso de que tales campos existan, falta resolver
si son Unicos.

2.3. Cerraduras algebraicas

En la seccién anterior se ha probado la existencia de campos de descompo-
sicion para subconjuntos finitos (vea corolario 2.32) de polinomios pero nada
se ha dicho de la existencia de campos de descomposiciéon de subconjuntos in-
finitos de polinomios incluyendo a todos los polinomios de un campo dado. En
esta seccién presentaremos a los campos de descomposicién para subconjuntos
infinitos de polinomios y daremos una referencia de una prueba de su existencia
que se basa en el axioma de eleccion.

Proposicion 2.33 Sea K un campo. Los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

a) No hay extensiones algebraicas de K mas que K mismo.

b) No hay extensiones finitas de K mas que K mismo.
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c) Si L es una extension de campos de K, entonces

K ={a € L:a es algebraico sobre K} .

d) Todo polinomio f(x) € K[x]\ {0} se descompone sobre K.

e) Todo polinomio f(x) € K[z]\ {0} posee una raiz en K.
Demostraciéon. Vea [14, lema 3.10, pag. 30]. O

Definicion 2.34 Se dice que un campo K es algebraicamente cerrado si satis-
face alguno de los enunciados de la proposicion 2.33.

Ejemplo 2.35 La muestra por excelencia de la existencia de campos algebrai-
camente cerrados es la del campo de los nimeros complejos C. La demostracion
es el Teorema Fundamental del Algebra (vea teorema 2.86).

Definicion 2.36 Sea F' un campo. Una cerradura algebraica de F es una
extension K/F que satisface:

a) K/F es algebraica sobre F.
b) K es algebraicamente cerrado.

Ejemplo 2.37 De los ejemplos 1.178 y 2.35 se sigue que la extension C/R es
algebraica y, por lo tanto, el campo C es una cerradura algebraica de R.

Definicion 2.38 Sean K/F una extension de campos. Al siguiente conjunto:
F:={a€K: aes algebraico sobre F}

se le denomina una cerradura algebraica de F en K.

Proposicién 2.39 Sea K/F una extension. Entonces F es un campo y es la
mayor extension algebraica de F contenida en K.

Demostracion. Para ver una demostracion le recomendamos ver [14, corolario
1.26, pag. 11]. O

Ejemplo 2.40 Ya que C es una cerradura algebraica de R, entonces C contiene
una cerradura algebraica para cada uno de sus subcampos.

Proposicion 2.41 Sea A C C una cerradura algebraica de Q en C, entonces
[A: Q)] es infinita.
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Demostracién. Notemos que si p es un nimero primo, entonces /p € C\ Q
y ademaés este elemento anula al polinomio:

2 —p € Q[z].

Més atn, este polinomio es irreducible por el criterio de Eisenstein (vea propo-
sicion 1.136). De esta forma, para cada p niimero primo se tiene que /p € C es
algebraico sobre Q. Por lo tanto, se tiene:

{V/p€C:pesprimo} CA. (2.5)

Sabemos, gracias a Euclides, que hay una cantidad infinita de ntiimeros primos,
por lo tanto, de la ecuacion 2.5 se sigue que hay una cantidad infinita de ele-
mentos algebraicos sobre Q que, ademés, son linealmente independientes sobre
Q. De esta forma, concluimos que:

[A : Q] es infinita.

La proposicién 2.41 supone, de forma intuitiva, que los subconjuntos finitos
de {,/p : p es primo} son linealmente independientes sobre Q, sin embargo, la
prueba de este hecho, que es abarcado por un caso mas general, no es del todo
trivial.

Proposicion 2.42 Sean ny,...,ny distintos enteros libres de cuadrados y tome-
mos ay,...,ar € Z\ {0}, entonces la suma ay/n1 + ... + ap\/Ng no es cero.

Demostracion. Para ver una prueba de este hecho revise [3]. O

La definicion 2.38 supone la existencia de una extension de campos K/F y
de K extrae elementos algebraicos para consolidar la cerradura algebraica de
F' en dicha extension. Sin embargo, podria ocurrir que los elementos de K no
son necesariamente todas las raices de los polinomios irreducibles sobre F', en
otras palabras, que la extensiéon podria quedarse "pequena', por asi decir, para
llegar a ser una cerradura algebraica de F' y, por lo tanto, necesitariamos una
extension de K de la cual extraer la totalidad de los elementos que anulan a
todos los polinomios irreducibles sobre F'.

El siguiente teorema afirma que hay una cerradura algebraica para cualquier
campo. Este hecho depende de una soélida construcciéon usando el axioma de
eleccion.

Teorema 2.43 FExiste una cerradura algebraica para cualquier campo.

Demostracion. Vea [14, teorema 3.14, pag. 32]. O
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Corolario 2.44 Sea F' un campo. Entonces existe un campo algebraicamente
cerrado que contiene a F.

Demostracion. Por el teorema 2.43, existe una cerradura algebraica de I’y
por definicion 2.36 ésta es algebraicamente cerrada. O

Sea K una cerradura algebraica de F. Ya que K es un campo algebraicamente
cerrado, se sigue, del inciso d) de la proposicion 2.33 que K posee todas las raices
de cada polinomio en K[z]. Consideremos S C F[z] un subconjunto arbitrario
y X C K el conjunto de raices de los polinomios en S, entonces F'(X) es un
campo de descomposicién para S y ademas F(X) C K. Es decir, tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 2.45 Sean K/F una cerradura algebraica de F' y S C F[x]. Entonces
K contiene un campo de descomposicion de S.

Corolario 2.46 Sea K un campo. Un campo de descomposicion del conjunto

de todos los polinomios no constantes en K[x] es una cerradura algebraica de
K.

Demostraciéon. Es inmediato a partir del corolario 2.45, se deja al lector. [J

Corolario 2.47 Sea K una cerradura algebraica de F. Entonces, todo polino-
mio irreducible en Fx] se descompone sobre K.

Demostraciéon. Es inmediato a partir del inciso d) de la proposicion 2.33. O

Por el teorema 2.43 sabemos que existen las cerraduras algebraicas de un

campo fijo F, se abre el interrogante, ;dichas cerraduras son tunicas? Una pre-
gunta similar se puede plantear respecto a los campos de descomposicion de
un polinomio o de un subconjunto de polinomios. Los siguientes resultados nos
permitirdn concluir que las cerraduras algebraicas de un campo F, son dnicas
salvo isomorfismo y lo mismo ocurrira con los campos de descomposicién de un
subconjunto dado de polinomios de F[z].
Recordemos la construccién hecha en la proposicion 1.161 donde si F'y F’ son
dos campos y o : F ——=F’ es un morfismo de campos, entonces o induce
un morfismo entre los anillos ¢ : F[z] —— F’[z] . En el siguiente teorema nos
referiremos a o como el morfismo que extiende a o segin se menciona en el
apartado citado.

Lema 2.48 Sean F, F' campos, o: F ——=F' wun isomorfismo de campos,
p(z) € Flz] \ F un polinomio irreducible sobre F y o € K una raiz de p[z],
donde K es una extension de F. Sea o € K' una raiz de o(p(z)) € F'[z],
donde K’ es una extension de campos de F'. Entonces existe un isomorfismo de
campos T : F(a) —— F(&') tal que 7|p = o y satisface que 7(a)) = /. Mds
atin, puede probarse que T es unico con estas propiedades.
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Demostraciéon. Ya que p(x) es un polinomio irreducible, se sigue, de la pro-
posicion 1.138, que F[z]/{p(x)) es un campo y (p(z)) es un ideal maximal de
F[z], ademés de la proposicion 1.159 se obtiene el siguiente isomorfismo

¢ : Flal/(p(x)) — F(a)
f(@) + (p(x)) —— f(a) .

Ahora, como el ideal (p(z)) es maximal de F[z], por el inciso ¢) de la pro-
posicion 1.161 se tiene que el ideal (o(p(z))) es maximal de F'[z] y por la
proposiciéon 1.159 tenemos el siguiente isomorfismo:

¢ F'lal/(o(p(x)) — F'(d)
g(x) + (o (p(z))) ——g(<) .

Ahora, por el inciso d) de la proposicion 1.161, se obtiene un isomorfismo =y
definido de la siguiente forma:

v Fle]/{p(x)) —— F'[z] /(o (p(2)) ,
f(@) + (p(2)) ——a(f(2)) + (a(p(2))) -

Luego, obtenemos el siguiente diagrama:

Ademas, se puede observar lo siguiente a partir de las definiciones de los mor-
fismos:
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Sea T := ¢’oyop~!. Ya que T es una composicién de isomorfismos de campos,
entonces 7 es un isomorfismo que satisface 7|p = o y 7(a) = o’. Concluimos
que:

F(a) = F'(d).

Ahora probaremos que el isomorfismo 7 : F(a) —— F(a’) es unico con
las propiedades mencionadas, para ello supongamos que existe otro isomorfismo
T:Fla) —=F'(d/) talque T|p =0 y T(a) =

Ya que a € K es algebraico sobre F', por el corolario 1.175 se sigue que
la extension simple F'(«)/F es algebraica y finita. Sea n = grad(p(x)) y por
la proposicién 1.167 (c) tomemos el conjunto {1,q,...,a” '} como una base
para F(a) como F—espacio vectorial y sea T € F(«), por lo tanto existen
ag, ..., an_1 € F tales que:

T=ag+aa+ax®+..+a,_1a™ L.

Entonces:

7(@) = T(ap + a1 + aza® + ... + ap_1™ )

I
S e 3
[l I
= O =
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N~—

esto ya que 7(a) = o/
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Concluimos que 7 = 7 y por lo tanto, 7 es unico con las propiedades que hemos
enunciado. [

A continuacién exponemos un diagrama que simplifica el proceso de la de-
mostracién y establece claramente las relaciones entre los campos que se han
invocado.
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R T PlG@)
I
® J
F\\\‘_‘__o__//?F/Q o
Fo) . R

Proposicion 2.49 Sean K/F, K'/F' extensiones de camposy o : F —— F’
un isomorfismo de campos. Supongamos que K es un campo de descomposicion
de {fi}ier C Flz] y que 7: K —— K' es un homomorfismo de campos tal
que T|p = o. Entonces 7(K) es un campo de descomposicion para el conjunto

{o(fi)}ier C F'[x].
Demostraciéon. Ver [14, lema 3.18, pag. 33]. O

Proposicion 2.50 Sean F, F’ campos, o : ' ——= F' un isomorfismo de cam-
pos, f(x) € Flz] un polinomio no constante y K un campo de descomposicion
para f(x) sobre F' y sea K’ un campo de descomposicion para o(f(x)) sobre F'.
Entonces existe un unico isomorfismo 7: K —— K' tal que 7|p = 0. Mds
atn, si a € K es algebraico sobre F' y o' es una raiz de 5(min(F, «)), entonces
el morfismo T puede elegirse de tal forma que T(a) = .

Demostraciéon. Ver [14, teorema 3.19, pag. 34]. O

Teorema 2.51 Sean F,F’ campos y o: F ——=F' un isomorfismo de cam-
pos, S = {fi(x)}ie; € Flz]\ {0} y §" = {o(fi(2))},e; C F'[z]. Ademds, sea
K el campo de descomposicion de S sobre F y K' el campo de descomposicion
de S’ sobre F'. Entonces, existe un tnico isomorfismo 7: K ——= K’ tal que
T|p = 0. Mds aun, T puede elegirse de tal forma que sia« € K y o' € K’ es una
raiz cualquiera de o(min(F,a)), entonces T(a) = /.

Demostraciéon. Vea [14, teorema 3.20, pag. 34]. O

2.4. Extensiones normales

La seccién 2.2 inicié con la busqueda de una extensién de campos de un
campo F para el cual un polinomio no constante sobre F[z] se pudiera escribir
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como el producto de factores irreducibles de grado 1, con ayuda de eso se prob6
que siempre se puede extender el resultado para una cantidad finita de polino-
mios sobre un campo dado y también se di6 soluciéon cuando se considera una
cantidad arbitraria de polinomios, el problema de descomponer esos polinomios
se puede resolver por el teorema 2.43.

En esta breve seccién consideraremos las extensiones de un campo arbitrario
F' que se quedan, por asi decir, a medio camino de ser cerraduras algebraicas,
es decir que son subcampos de la cerradura algebraica de F' y que cumplen la
misma condicién pero sélo para una algunos subconjuntos de F'[z].

Definicién 2.52 Se dice que una extension de campos K/F es normal si existe
S C Flz]\ F tal que K es campo de descomposicion de S.

Observacion 2.53  a) Note que no hay restriccion para la cantidad de poli-
nomios no constantes que puede albergar S.

b) Sean F,K, L campos tales que, F C L C K con K/F normal, entonces
K/L es normal. En general no es posible concluir que L/F es normal
ya que no hay informacion suficiente para afirmar que L posee todas las
raices de un polinomio en F[x] que se descompone sobre K. En el inciso
¢) del teorema fundamental de Galois (vea teorema 2.75) se examinard
una condicidn para que la extension intermedia L/F sea normal.

¢) La definicion de normalidad de una extension tiene sentido tanto para
extensiones finitas como infinitas.

Proposicion 2.54 Toda extension de campos de grado 2 es normal.

Demostracién. Sea K/F una extension tal que [K : F] = 2.

Sea o € K \ F. Ya que la extension es finita entonces es algebraica, esto por la
proposicion 1.170, asi, « es algebraico sobre F' y es tal que K = F(«) ya que la
dimension de K como F-espacio vectorial es 2.

Por otra parte, del inciso c¢) de la proposicion 1.167 se verifica que el grado de
min(F,a) es 2. Ya que « es una raiz de este polinomio, de la proposicion 1.127
se sigue que x — a|min(F, «) en K|z|, por lo tanto, existe g(x) € K[z] tal que:

min(F,a) = (z — ) - g(x).

Del inciso a) de la observacién 1.115 se tiene que grad(g(x)) = 1, es decir, que
min(F,a) se factoriza linealmente sobre K. De esta forma, concluimos que K
es normal sobre F. [J

Existe una relacién estrecha entre extensiones de campos de grado dos y
la proposicion 1.52. El teorema fundamental de Galois (teorema 2.75) explicara
maés sobre esta relacion entre normalidad de grupos y normalidad de extensiones.
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Proposicion 2.55 Sea K/F una extension algebraica. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

a) K/F es una extension normal.

b) Si M es la cerradura algebraica de K y si 7: K ——= M es un F-
homomorfismo, entonces T(K) = K.

c) Sean F,K,L y N campos tales que FCLCKCNy c:L——=N un
F-homomorfismo. Entonces o(L) C K y ademds, existe 7 € Gal(K/F)
tal que 7|1, = 0.

d) Sip(z) € Flx]\ {0} es cualquier polinomio irreducible tal que p(x) tiene
una raiz en K, entonces K contiene un campo de descomposicion para
p(x).

Demostracién. Para una demostracion le recomendamos revisar [14, propo-
sicion 3.28, pag. 36]. O

2.5. Extensiones separables

Definicién 2.56 Sean F un campo y p(z) € F[z]\ {0} un polinomio irredu-
cible sobre F. Se dice que p(x) es separable sobre F si p(x) no tiene raices
repetidas en cualquier campo de descomposicion. En otro caso diremos que p(x)
es inseparable.

Un polinomio f(x) € F[z]| se dice que es separable si cada factor irreducible de
f(z) en Flx] es separable sobre F y en otro caso diremos que es inseparable.

Observacion 2.57 Sea f(x) € F[z] un polinomio y K un campo de descom-
posicion de f(x), si f(z) no tiene raices repetidas en K entonces f(x) no tiene
raices repetidas en cualquier extension L/K.

Demostraciéon. Tenemos la factorizacion de f(z) en K[z] de la siguiente
manera: f(z) =a(z—ay) - (x—a,) cona € K, a; € K paratodoi=1,---,n
y a; # o sii# j. Sea f(x) = a(x — B1) ... (x — By) la factorizacion de f(z) en
L[z]. Como K|[z] C L[z], tenemos que los polinomios x — a; € L[z] y como L]x]
es de factorizacion unica, después de reordenar podemos suponer que T — o; =
x — fB; € L[z] para todo i = 1,--- ,n y asi tenemos que en la factorizacion de
f(z) en L[x] no tiene raices repetidas. O

Lema 2.58 Sea K/F una extension de campos y f(x) € Flx]. Si f(z) es sepa-
rable sobre F, entonces f(x) es separable sobre K.
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Demostracion. Sea p(z) € K[X] un factor irreducible (podemos suponer que
es monico) de f(z) visto como polinomio en K|[z]. Sea L la cerradura algebraica
de K y M C L un campo de descomposicion de p(x) € K[X] (vea corolario
2.45). Sea o € M una raiz de p(z), como p(z) € K[X] es irreducible ménico y
p(a) = 0, tenemos que p(x) = min(K, ).

Por otro lado, como p(x)|f(x) en K|z] (pues p(z) es factor de f(z)), tenemos
que f(a) = 0y asi « es algebraico sobre F' ya que f(x) € F|x]. Por lo tanto,
existe min(F,a) € Flz] y ademas min(F,«)|f(x) en F[z] por la propiedad
de los polinomios minimos. Sea M’/F una extension tal que M’ es un campo
de descomposicion de min(F,a). Como F C K C L entonces min(F,a) se
factoriza linealmente en L y asi podemos suponer que M’ C L. Tenemos el
siguiente diagrama de inclusiones de campos:

7\
N

Como f(x) es separable sobre F''y min(F, «) es un factor irreducible de f(x) €
F[z], tenemos que min(F, ) no tiene raices repetidas en M’. Luego por la ob-
servacion 2.57 tenemos que:

() : min(F, ) no tiene raices repetidas en L.

Ahora bien, como min(F, «) también estd en K[X], tenemos por la propiedad
del polinomio minimo que min(K,«) | min(F,a) en K|z|. Es decir, tenemos
siguiente factorizacion en K|z

min(F,a) = min(K, a) - g(x),

con g(x) € KJz]. Ahora, si p(z) = min(K,«) tuviera raices repetidas en M,
entonces min(F, ) tendria raices repetidas en M y por lo tanto min(F, a) ten-
dria raices repetidas en L, lo cual contradice la afirmacion (x) de arriba. Por lo
tanto, p(z) no tiene raices repetidas en M, probandose que p(x) es separable
sobre K y por lo tanto f(x) es separable sobre K. O

Como hemos visto en la definiciéon 2.56, el concepto de separabilidad se
refiere, en primer lugar, a los polinomios irreducibles de F[z] cuando F es un
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campo y luego es posible extender la definicién a cualquier polinomio en F[z],
esto en virtud del teorema 1.133 pues se obtiene que F[z] es un dominio de
factorizacién dnica y de esta forma podemos hablar de la separabilidad de un
polinomio no cero en términos de la separabilidad de sus factores irreducibles en
F[z]. Es posible extender la definiciéon de separabilidad para elementos de una
extension de campos de F' y luego sobre la separabilidad de extensiones como
veremos a continuacion.

Definicién 2.59 Sean K/F una extension de campos y o € K un elemento al-
gebraico sobre F. Se dice que o es separable sobre F si el polinomio min(F, «)
es separable sobre F'.

Definicién 2.60 Una extension algebraica K/F es una extension separable
st todo elemento o € K es separable sobre F'. En cualquier otro caso la extension
K/F se dice inseparable.

A continuacién exponemos algunas propiedades sobre la separabilidad de
polinomios.

Proposicion 2.61 Sean F' un campo y f(z),g(x) € F|x]. Entonces se satisfa-
cen las siguientes condiciones:

a) Si f(x) no tiene raices repetidas en cualquier campo de descomposicién
entonces f(x) es separable sobre F.

b) Sig(x)|f(x)y f(x) es separable sobre F, entonces g(x) es separable sobre
F.

¢) El producto de cualquier familia finita de polinomos separables sobre F es
separable sobre F.

Demostraciéon. Para una demostracion vea [14, Lema 4.3, pag. 40]. O

Proposicion 2.62 Sean F,L y K campos tales que F C L C K. Si K/F es
separable, entonces las extensiones intermedias L/F y K/L son separables.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Es importante notar que en la proposicién 2.62 no se involucra la finitud o
infinitud sobre la extension K/F.

Proposicion 2.63 Si F' es un campo de caracteristica 0, entonces todo polino-
mio no cero en F[x] es separable.

Demostracion. Vea [19, Lema 4.4, pag. 201]. O
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Proposicion 2.64 Sea K/F una extension de campos finita tal que K es el
campo de descomposicion de un polinomio separable sobre F', entonces:

|Gal(K/F)| = [K : F] < 0.
Demostraciéon. Para una demostracion vea [21, teorema 56, pag. 60]. O

Corolario 2.65 Si K/F es una extension finita y K es el campo de descompo-
sicion de un polinomio separable sobre F, entonces K/F es de Galois.

Demostracion. La prueba es inmediata a partir de la proposicion 2.64 y del
teorema 2.20. [

El teorema 2.20 nos proporcioné dos formas equivalentes para probar que
una extension finita es de Galois, el siguiente resultado establece relaciones equi-
valentes para extensiones normales y separables con las extensiones de Galois.
Es la caracterizacién mas importante que tendremos sobre las extensiones finitas
de Galois.

Proposicion 2.66 Sea K/F una extension finita. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) K es el campo de descomposicion de un polinomio separable sobre F[z].
b) K/F es de Galois.
¢) Eziste G < Aut(K) tal que |G| < oo y F = K©.
d) K/F es normal y separable.
Demostracion.
a) => b) Esta implicacion se ha probado en el corolario 2.65.

b) = c¢) Ya que K/F es una extension finita, entonces, si consideramos
G = Gal(K/F) C Aut(K), por la proposicion 2.16 se tiene que |G| < oo
y como la extension K/F de Galois se concluye que F' = KGalK/F),

c) = d)

Primero probaremos la separabilidad de la extension K/F, para ello to-

memos « € K.

Por hipotesis, existe G = {ai}?z_ol C Aut(K) tal que |G|=n< ooy F =
K& entonces consideremos:

A={oi(a) e K:0,€Gy0<i<n-—1}.
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Al ser G un grupo finito, entonces A debe ser finito y como los auto-
morfismos de G pueden llegar a coincidir en la evaluaciéon en «, entonces
en A hay una cantidad menor o igual que n de elementos distintos. Sea
X ={oo(a) =idk(a),01(a),02(a),...,0:(a)} C K el conjunto de los dis-
tintos elementos de A con 0 < s <n —1.

Veamos que los elementos de G permutan a los elementos de X. Sean
0; € Gy oj(a) € X, entonces:

0 (0j(a)) = 050 0j(a) = o (@) ,

para algin o, € G y esto pasa ya que G es un grupo bajo la composicion.
Ya que A = {0y(e) € K : 0 < i < n-—1} y X consta de todos los
elementos distintos de A, tenemos que o () € X. Ahora, sean 0; € G y
oj(a),05(a) € X tales que o;(0j(av)) = 04(0j (). Como G < Aut(K)
tenemos que o; es inyectiva y asi concluimos que o;() = oj/(a). Por lo
tanto o;|x : X — X es inyectiva; y como X es finito concluimos que
o;|x es una biyeccion. Es decir, o;|x permuta los elementos de X.
Ahora para cada 0 < i < n — 1 consideremos las siguientes extensiones
para cada o; € G, &; : K[x] — KJ[z]| asi como en la proposicién 1.161
y tomemos el polinomio:

pz)=(z—a) (x—o1(a)) - (z - os(a)) € Klz]. (2.6)
Por lo que hemos dicho previamente, obtenemos que:
gi(p(z)) = (x — 0i()) - (z — oi(01(a))) - - - (z — oi(0s())) = p(x), (2.7)

esto ya que los 0; € G permutan a los elementos de X.

Ahora, los coeficientes de p(z) quedan fijos bajo la accion de oy, esto ya
que al desarrollar el producto de la ecuacién 2.7 se obtiene una expresion
similar a la siguiente en su forma general:

p(z) =2 4 a2+ - +ag con a; € K
entonces, por definicion de ¢; : K[z] —— K|[xz] se sigue:
o; (p(x)) = 2" + oy(as)z® + - + 04(a1)x + 04 (ao) = p(x),

y por igualdad de polinomios se tiene que: o;(a;) = a;, esto para todo
§ €10, ...,s} es decir, los coeficientes de p(r) son elementos de K¢ = F'y
por lo tanto p(x) € F|x].

Observemos que, por construccion, p(x) tiene todas sus raices distintas,

ademaés se tiene que p(a) = 0 y al ser a € K algebraico sobre F se tiene
por el inciso b) de la proposicién 1.167 que min(F, a)|p(x) en F[z] .
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Ahora, tomemos g(x) € F[z]\{0} un polinomio cualquiera tal que g(«) = 0
y notemos que para cada o; € G con i € {0,...,n — 1} se tiene que:

9(oi(a)) = 0i(9(a)) = 0i(0) = 0,

y esto es asi ya que los coeficientes de g(x) son elementos de FF = K% y
o; los deja fijos. En particular, para cada ¢ € {0, ..., s}, 0;(a) son raices
distintas de g(z) y ahora, a partir de la proposicion 1.169, en K [z] se tiene
que:

p(x) = (z =) (x = os(a))|g(x). (2.8)

Ya que la ecuacion 2.8 se verifica para cualquier polinomio g(x) no cero
en F[x] que se anule al aplicarle «, entonces puede pensarse, en particular
a g(z) = min(F,a) y por lo tanto p(z)|min(F,«) en K|[z].

Sin embargo, como p(z) y min(F,«) pertenecen a F|[z], se tiene por el
algoritmo de la divisién en F[z] que p(z) divide a min(F, ) en F[z] esto
ya que F[z] C Kx] y p(z) divide a min(F, a) en Klx].

Al ser min(F, «) irreducible en Flz], y ya que se tiene min(F,a)|p(x) y
p(x)|min(F,«) en Fz], tenemos que existe k € F tal que min(F,«) =
k- p(x), y como p(z) y min(F,«) son ambos monicos, entonces k = 1 y
por lo tanto p(z) = min(F, a) € F[z] es un polinomio que no tiene raices
repetidas. Es decir, a € K es un elemento separable sobre F. Concluimos
que la extension K/F es una extension separable.

De la construccion anterior se puede concluir que si a € K es algebraico
sobre F, entonces min(F, «) = p(z), donde p(x) es el polinomio que se ha
construido en la ecuacién 2.6.

Ahora probaremos que la extension K/F es normal usando la equivalencia
de normalidad que se ha dado en el inciso d) de la proposicion 2.55.

Sea f(xz) € F[z]\ {0} irreducible sobre F tal que o € K es una raiz de
f(x). Ya que la extension K/F es finita, de la proposicién 1.175 se sigue
que « es algebraico sobre F. Construyamos el polinomio p(z) asociado a
«, similarmente a como se ha hecho en ecuacién 2.6. Entonces tenemos
que en F[z] se verifica:

p(x)]f ().

Y por lo tanto existe k(z) € Flz] \ {0} tal que f(z) = p(z) - k(z) y al ser
f(x) un polinomio irreducible entonces k(z) tiene que ser una constante.
Observemos que por construccion de p(x) (vea ecuacion 2.6) se tiene

grad(p(xz)) = s + 1 y todas las raices de p(x) son los elementos de X
y |X| = s+1, por lo tanto p(z) descompone linealmente en K y por ende
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tenemos que f(z) también se descompone linealmente en K, es decir, K
contiene un campo de descomposicion de f(z).

Concluimos que la extension K/F es normal y separable.

d) = a)

Ya que por hipétesis tenemos que la extension K/F es finita, normal
y separable, entonces, sea {ag = 1,a1,...,a,} € K una F-base de K
formada por elementos algebraicos y separables. Tomemos la familia de
polinomios minimos y separables asociados a cada «;:

{min(F,o;) € Flz]: 1 <0<n} C F[z]\ {0}

Ya que cada uno de estos polinomios irreducibles min(F, «;) tiene una
raiz o; € K y la extension K/F es normal sobre F, entonces por el inciso
d) de la proposicion 2.55 se sigue que min(F, «;) se descompone como
el producto de factores lineales en K[z] y cada uno de los factores son
distintos ya que la extension K/F es separable.

Consideremos el siguiente polinomio, que es producto de polinomios sepa-
rables:

flx)= l_Imz'n(F7 a;) € Flz].

i=1

Por el inciso c) de la proposicion 2.61 tenemos que el polinomio f(x) es
separable, ademés se cumple que K es el campo de descomposicion para
f(z).

Concluimos que K es el campo de descomposicion para f(z), que es un
polinomio separable.

La proposicién 2.66 se puede formular nuevamente, a términos mas generales,

si se intercambia la condicién sobre finitud de la extensiéon por la condicién de
ser una extension algebraica, asi como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.67 Sea K/F una extension algebraica. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:

a) La extension K/F es de Galois.
b) K/F es una extension normal y separable.

¢) K es el campo de descomposicion de un conjunto de polinomios separables

sobre F.
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Demostraciéon. Para una demostracion de este hecho, vea [14, teorema 4.9,
pag. 42]. O

Corolario 2.68 Sea K/F wuna extension finita y separable. Entonces K estd
contenida en una extension de Galois sobre F.

Demostraciéon. Ya que la extension K/F es finita, entonces, por el corola-
rio 1.175 sea {ayq, ...,an} € K una base de elementos algebraicos para K como
F-espacio vectorial, en particular, K = F(aq, ..., ap). Ahora, sea min(F, ;) €
Flz]\ {0} el polinomio minimo para cada «; con i € {1,...,n} y consideremos
el polinomio:

f(z) = Hmin(R a;) € Flz].

i=1

Notemos que f(x) es separable ya que es un producto de polinomios separables,
esto por el inciso ¢) de la proposicién 2.61.

Ahora, por el corolario 2.29, existe M un campo de descomposicién pa-
ra f(z) € Flz] y ademas, [M : F] < oco. Ya que M contiene al conjunto
{a1,...,a,} y a F entonces obtenemos la siguiente relacion:

FCKCM.

De esta forma podemos concluir, usando la equivalencia dada en el inciso d)
de la proposicion 2.66, que M/F es una extension de Galois, esto ya que M es
el campo de descomposicion de un polinomio separable sobre F'. Por lo tanto,
K esta contenida en una extension de Galois sobre F. [

Corolario 2.69 Si K/F es una extension de campos, entonces F/F es una
extension de Galois.

Demostraciéon. Primero notemos que F'/F es una extension de grado 1 (vea
corolario 1.150), y es normal ya que para todo o € F, se tiene que F es el
campo de descomposicién de x — « que es un polinomio de grado uno, y posee
raices distintas. De esta forma, concluimos que F'/F es una extension algebraica,
normal y separable. El resultado se sigue de la proposicién 2.67. [

Corolario 2.70 Sean F,L,K campos tales que F C L C K con K/F una
extension algebraica. Si K/F es de Galois, entonces K/L es una extension de
Galoss.

Demostraciéon. Primero notemos que, por la proposicion 1.180, K/L es una
extension algebraica. Por otra parte, del inciso b) de la proposicion 2.67, se
obtiene que K/F es una extension normal y separable. Ahora, del inciso b) de
la observacion 2.53 y de la proposicion 2.62 se sigue, respectivamente, que K/L
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es una extensiéon normal y separable. Finalmente, de la proposicién 2.67, se sigue
que K/L es una extension de Galois. O

Observacién 2.71 Observe que en la prueba del corolario 2.70 no se ha in-
volucrado la finitud o infinitud de la extension K/F, es ésta la razdn que este
corolario sea vilido para extensiones finitas e infinitas.

Proposicion 2.72 Sea K/F una extension algebraica y sean L1 /F y Lo/ F ex-
tensiones de campos tal que Ly C K y Lo C K. Si L1/F y Lo/ F son extensiones
de Galois, entonces (L1 N Ly)/F es una extension de Galois. Ademds, si L1/F
o Ly/F son extensiones finitas, entonces L1 N Lo/ F es una extension finita.

Demostraciéon. Consideremos las extensiones de campos F' C L1 N Ly C K,
por proposicion 1.180 tenemos que L; N Lo /F es una extension algebraica.

Ahora, sea f(z) € Flx] un polinomio irreducible con n = grad(f(z)) y tal que
f(z) tiene una raiz a € Ly N Ly. Como Ly /F es de Galois, en particular es
normal (ver proposicion 2.67) y como a € L; tenemos que L; contiene a un
campo de descomposicion de f(z) y asi concluimos que las n raices de f(x)
estan en Ly (ver proposicion 2.55 (d)), similarmente tenemos que las n raices de
f(z) estan en Lo y por lo tanto Ly N Lo tiene las n raices de f(z). Por lo tanto,
L;N Ly contiene a un campo de descomposicion de f(x). Luego por proposicion
2.55 (d), tenemos que L; N Lo/ F es una extension normal de F. Como L;i/F es
de Galois, tenemos que Lq/F es separable (ver proposicion 2.67). Luego, como
F C LyNLy C Ly, concluimos por proposicion 2.62 que L; N Ly/F es una
extension separable y asi por proposicion 2.67 tenemos que L; N Ly /F es una
extension de Galois. La segunda afirmacion se sigue de la proposiciéon 1.146. [J

En la seccion 1.3 hemos visto que, dada una extension K/F y a € K

un elemento algebraico sobre F', hay un campo intermedio de K/F tal que
F C F(a) C K, y de hecho tenemos distintos resultados que nos hablan de la
dimension de F(a)/K ademés la descripcion de los elementos en F(«). Esto
puede hallarse en las proposiciones 1.167 y 1.171.
Dados dos campos intermedios de una extension K /F, no necesariamente debe-
ria ocurrir que ellos se comparen respecto a la contencién, sin embargo, veremos
que se puede construir un campo intermedio de la extension K/F que los con-
tenga. El propésito de esta breve seccién es describir a ese campo, llamado
el composite.

Definicién 2.73 Sean Li/F, Ly/F extensiones de campos de F contenidas
en una extension en comiun K. Se define el composite de L1 y Ly como el
campo generado por Ly y Lo y es denotado por L1Ly = L1(Ls) = La(Ly) (vea
teorema 1.158).
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En otras palabras, el composite de L1 y Lo es el menor de los subcampos de
K que son extensiones de F' y que contiene a L1 y a Lo.

En la siguiente proposiciéon enunciamos algunas de las propiedades relativas
a finitud, algebraicidad, separabilidad y normalidad asociados al composite de
dos campos.

Proposicion 2.74 Sean K un campo y L1/F Lo/F dos extensiones de campo
tal que Ly C K y Ly C K, entonces:

a) Si Ly =F(ag,...,an) y Lo = F(B1,...,0m), entonces:

L1L2 :F(alw";anaﬁly"'aﬂﬂ’L)'

b) L1/F y Lo/ F son extensiones finitas si y solo si L1 Lo/ F es finita.
¢) Li/F y Lo/ F son algebraicas si y solo si L1La/F es algebraica.

d) [L1Ly : F) < [Ly : F]-[Lg : F). Si ([L1 : F],[Le : F]) = 1, entonces la
igualdad se verifica.

e) Si Li/F y Ly/F son normales, entonces L1Ls/F es normal.
f) Si Li/F y Ly/F son separables, entonces L1 Lo/ F es separable.

g) Si L1/F y Ly /F son extensiones de Galois, entonces la extension Ly Lo/ F
es de Galois.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

2.6. Teorema fundamental de la teoria de Galois

En el teorema 2.14 vimos que es posible establecer una correspondencia bi-
yectiva que invierte inclusiones entre ciertos campos intermedios de una exten-
sion dada y subgrupos selectos del grupo de Galois asociados a dicha extension.
En este apartado se establece que una condiciéon para que se elimine la restric-
cion para la biyeccion es que la extension K/F sea finita y de Galois y asi, la
biyeccion se satisface entre todos los campos intermedios y todos los subgrupos
del grupo de Galois asociados a la extension. Ademas, si a la extension K/F se
le pide ser de Galois, resulta mas fructifero el teorema 2.14.

En lo sucesivo, si K/F es una extension, se define £ como la coleccion de
todos los campos intermedios de la extension K/F.
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Teorema 2.75 (Teorema fundamental de Galois) Sea K/F una extension
de Galois finita y consideremos las siguientes dos funciones:

\I/;,EH{H:HﬁGCLl(K/F)},
L+—— Gal(K/L) .

&:{H:H<Gal(K/F)} — £,

H+—>KH

Entonces, ¥ y ® determinan una correspondencia biyectiva que invierte inclu-
siones.

Mds ain, si L € £ se corresponde con H < Gal(K/F) bajo la correspondencia
de U y @ | entonces se tiene que:

W [K: L] = |H]|

b) [L: F]=[Gal(K/F): H|.

¢) H<QGal(K/F) siy solo si L/F es una extension de Galois.

d) Si se satisface el inciso c), entonces Gal(K/F)/H = Gal(L/F).

Demostracién. Exponer una prueba de este importante resultado nos desvia
de nuestra trayectoria, es por ello que le recomendamos ver [14, teorema 5.1,
pag 51]. O

2.7. Algunas aplicaciones del Teorema Fundamen-
tal de la teoria de Galois

En esta seccién se proveen distintas aplicaciones del Teorema fundamental de
la teoria de Galois para extensiones finitas, algunas de ellas resuelven problemas
fundamentales de las teorias de campos y grupos.

Ejemplo 2.76 Si K/F es una extension finita de Galois tal que Gal(K/F) es
un grupo abeliano, entonces todo campo intermedio L de la extension K/F es
de Galois sobre F. Supongamos que L se corresponde con H bajo V. Luego, H
es un subgrupo normal de Gal(K/F) y por el inciso ¢) del Teorema fundamental
de la teoria de Galois (vea teorema 2.75), se obtiene que L/F es de Galois.
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Ejemplo 2.77 Si K/F es una extension finita de Galois, entonces sélo hay
una cantidad finita de campos intermedios en dicha extension. Esto ya que, por
el teorema 2.20, sabemos que |Gal(K/F)| = [K : F] < oo. Por lo tanto, el
grupo Gal(K/F) solo posee una cantidad finita de subgrupos que estin en co-
rrespondencia biyectiva con los campos intermedios de K/ F, esto por el Teorema
fundamental de la teoria de Galois (vea teorema 2.75).

Ejemplo 2.78 Lo que haremos en este ejemplo es obtener la reticula de campos
intermedios y subgrupos del grupo de Galois asociados a una extension de Q,
probaremos que dicha extension es de Galois y describiremos las propiedades de
los campos asignados bajo la correspondencia de las funciones ® y ¥ definidas
en el teorema 2.75.

Consideremos el polinomio ménico f(x) = x* — 2% — 2 € Q[z] y obtengamos un
campo de descomposicion para f(z).

Sea z = 2%, al hacer esta sustitucion obtenemos el polinomio g(z) = 22 — 2z — 2
de sequndo grado cuyas soluciones son:

z=2yz=—1.

Esto significa que las raices de f son x = +v2 yx = +v/—1 = +i. Ademds,
ya que las 4 raices de f son distintas, se sigue que f es un polinomio separable
sobre Q.

Notemos que el campo Q(v/2,1) es un campo de descomposicion para f(x).
Para probar que Q(v/2,1)/Q es una extension de Galois, basta ver que es una
extension finita, esto en virtud de la proposicion 2.66.

Consideremos la siguiente extension de campos:

Q C Q(v2) € Q(V2,4). (2.9)

Primero notemos que > — 2 es mdnico, ademds es irreducible en Q gracias
al criterio de Fisenstein (vea proposicion 1.136) usando el primo p = 2. De
esta forma obtenemos que min(Q,v/2) = 22 — 2, y a partir del inciso c) de la
proposicion 1.167 se sigue que:

[Q(V2) : Q] = grad(min(Q, v2)) = 2.
Por lo tanto, la extension Q(v/2)/Q es normal y separable, de la proposicion 2.66
se sigue que esta es una extension finita de Galois.
Por otro lado, calculemos el grado de Q(v/2,4)/Q(+/2).
Consideremos el siguiente polinomio mdnico de grado dos, x> + 1 € Q(v/2)[x],
cuyas raices son +i & Q(v/2). Por lo tanto 2% 4+ 1 es irreducible en Q(v/2)[x] al
usar el criterio de la proposicion 1.172.
De este modo, por el inciso c) de la proposicion 1.167, nuevamente obtenemos
que [Q(v2,1) : Q(v2)] = 2.

Al aplicar la proposicion 1.146 en la ecuacion 2.9 se sigue:
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[Q(v2,4) : Q] = [Q(v2,4) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q] =22 = 4 < c0.

Por lo tanto, tenemos que Q(v/2,1)/Q es una extension finita y de la proposi-
cion 2.66 se sigue que es una extension de Galois. Ahora, de la proposicion 2.6/
se sigue:

|Gal(Q(v2,9)/Q)| = [Q(V2,1) : Q] = 4.

Bien, pues ahora obtengamos los elementos del grupo de Galois para esta exten-
$10m.

Naturalmente, un elemento del grupo de Galois de Q(+/2,7)/Q es el automor-
fismo identidad id@(\/ii) que se comporta enviando cada elemento en si mismo,
este se obtiene de un proceso de extender el morfismo identidad en Q a un au-
tomorfismo identidad del campo Q(v/2) y posteriormente al campo Q(v/2,1). El
stguiente diagrama ilustra esta extension.
idy(vz, i
—_—

Q(v2)(i) Q(v2)(i)

Q(v3) 2 o(va)
]
Q Q

Ya que la extension Q(v/2)/Q es de Galois, por el teorema 2.20 se sigue que
el grupo de Galois asociado a esta extension posee 2 elementos. Uno de esos
automorfismos es la identidad en Q y el otro es el automorfismo conjugacion
que permuta a /2 con —/2:

0:Q(V2) —=Q(v2), (2.10)
a+bV2—=a—bV/2.

Ademds el Q-automorfismo o es de orden 2.
Ahora extendamos nuevamente el automorfismo o a un automorfismo en la
extension Q(v/2,1), esto se lleva a cabo como sigue: para cualesquiera o, 3 €

Q(v2),

5 : Q(v2,1) —= Q(V2,1),

a+ fir——so(a) + o(B)i
Observemos que por construccion de & se tiene que &|g = idg.

De igual forma a como se hizo en el inciso ¢) del ejemplo 2.24 se prueba que &
es un automorfismo. Por construccion de ¢ se satisface lo siguiente:
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(1)

1 6(vV2)=—=v2  a(—v2)=v2
o(i) =1

(

G(—i)=—i  &(V/2i)=—/2i
F(—/2i) = /2i.
Concluimos que 5 € Gal(Q(v/2,1)/Q) y debido a que o es de orden 2, se sigue
que & es de orden 2, pues:

\V)

(606)(a+ Bi)=d(6(a+ Bi) =d(c(a) +a(B)i) = o?(a) + 02(B)i = a + fi.
El siguiente diagrama ilustra la construccion de &:

Q(V2)(i) —Z=Q(v2)(i)

Qv2) ——Q(v2)
(PR
Q Q

Partiendo de nueva cuenta del morfismo o de la ecuacion 2.10, podemos cons-
truir otro elemento del grupo de Galois de la extension Q(\/2,1)/Q como se ve
a continuacion. Para cualesquiera o, 8 € Q(\/i),

7: Q(v2,7) —= Q(V2,1)

a+ fir——so(a)—o(B)i .

De forma similar a como se hizo con &, concluimos que & es un Q-automorfismo
y es tal que:

F1)=1 (/) =—v3 G2 =3
G(i) = —i G(—i) =1 G(\V2i) = /2i
G(—V/2i) = —/2i.
De esta forma, o € Gal(Q(v2,4)/Q).
Como Gal(Q(v/2,41)/Q) es un grupo bajo la operacion composicion, entonces

505 € Gal(Q(v/2,1)/Q). Sia, € Q(\/2) entonces, al realizar las composiciones
adecuadas, el Q-automorfismo & o ¢ queda definido por:

(G o0)(a+ pi):=a—pi.

5

Ademds, por construccion el morfismo & oo se tiene:
Gor))=1  (For)VD=VE  (Fod)(—V2) = V2,
God)i)=—i  (Fod)—i)=i  (308)(V2i)=—Vai
y (5 00)(—V2i) = V2i.
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Mas ain, usando la proposicion 2.6, se puede probar que 500 = G o & y que
éste es un elemento de orden 2. Por lo tanto, Gal(Q(v/2,1)/Q) es abeliano, y
ast, todos sus subgrupos son normales en €él. De esta forma:

Gal(Q(v2,1)/Q) = {id,5,5,5 05} .

Ahora, como Gal(Q(v/2,1)/Q) posee 4 elementos y 3 de ellos son de orden 2,
entonces este grupo no es ciclico. Se concluye que:

Gal(Q(V2,4)/Q) ~V = Zy x Zs.

Podemos construir la reticula de los subgrupos ciclicos de orden 2 del grupo de
Galois:

2z/<o,>

/
~]

Al tener los elementos del grupo de Galois asociados a nuestra extension pode-
mos asignarles los respectivos campos fijos bajo la funcion ® del teorema 2.75,
en este caso lo haremos considerando la accion de cada elemento generador de
cada subgrupo.

’Ld@

(idg) — Q.

Por lo tanto, la reticula de subcampos intermedios asociados a la extension

Q(v/2,4)/Q es la siguiente:
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Q(v2,1) (2.11)

PN
Q(i) Q(v2i) Qv2)
\@ /

Para finalizar notemos que, con ayuda del inciso c) del teorema 2.75, podemos
describir las extensiones normales sobre Q; como Gal(Q(v/2,1)/Q) es un grupo
abeliano, entonces todos sus subgrupos son normales en é€l, luego, los campos
asociados a cada uno de los subgrupos son normales sobre Q, de esta forma, cada
una de las extensiones de Q que aparecen en el diagrama 2.11 son extensiones
normales de Q.

Con ayuda del teorema fundamental de la teoria de Galois podemos resolver
la cuestion que se ha planteado en la observacién 1.148 sobre la existencia de
campos intermedios en una extension finita K /F' cuya dimension sea un divisor
de [K : F).

Ejemplo 2.79 Sean K/F una extension de Galois tal que [K : F] =n y p
un entero primo tal que p divide a n. Entonces, existe un campo L tal que
FCLCK con[K: L]|=p.

En efecto, ya que K/F es una extension de Galois, del teorema 2.20 se sigue
que:

|Gal(K/F)| =K : F] =n.

Si p es un divisor de |Gal(K/F)|, del corolario 1.40 tenemos que existe un
subgrupo H < Gal(K/F) tal que |H| = p.

Ahora, ya que la extension K/F es de Galois, se sigue, del teorema fundamental
de la teoria de Galois (vea teorema 2.75), que H se corresponde con el campo
intermedio K™ de K/F. Finalmente, por el inciso a) del teorema 2.75, se tiene
que:

(K : K" =|H|=p.
Y concluimos lo que se deseaba.

En un material méas extenso sobre teoria de grupos se construye el grupo
de permutaciones de n elementos como sigue: sean X un conjunto con |X|=mn

y S, = { o : X —— X : 0 es biyeccién } con la operacién composicion. Este
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grupo S, posee orden n! y entre los hechos importantes de este grupo es que
contiene un subgrupo A, = {o € S, : ¢ es par, } llamado grupo alternante
de S,, y tiene orden |A,| = %'

En el caso particular cuando n = 4 el grupo alternante A, se caracteriza
por poseer un subgrupo isomorfo al grupo V (vea ejemplo 1.17) y este es el
dnico subgrupo normal de Ay. Ademas, Ay posee tres subgrupos de orden 2, 4
subgrupos de orden 3 y A4 es un grupo que no posee un subgrupo de orden 6.
Para més detalles sobre A, vea [8, Transposiciones y el grupo alternante, pag
106] y de igual forma [8, figura 8, pag. 111].

Ejemplo 2.80 Sea K/F una extension finita de Galois con Gal(K/F) = Ay.
Veamos que no existe un campo intermedio L de K/F tal que [L: F] = 2.
Supongamos que existe un campo intermedio L de K/F con las caracteristicas
mencionadas en el enunciado. De la proposicion 1.146 y del hecho de que la
extension K/F es de Galois se sigue que:

12 = |Gal(K/F)| = |[K : F] = [K : L] -[L: F] = [K : L] - 2.

Por lo tanto, [K : L] = 6. Ademds, del corolario 2.70, se sigue que K/L es de
Galois y por el teorema 2.20 se obtiene |Gal(K/L)| = 6.

Es decir, Gal(K/F) contiene un subgrupo de orden 6, pero Ay no contiene sub-
grupos de orden 6. Concluimos que el campo intermedio L de K/F no puede
existir.

En el siguiente ejemplo se describe el subgrupo de Galois asociado a una
extension de grado un nimero primo.

Ejemplo 2.81 Si K/F es de Galois y [K : F] = p con p € Z un primo, del
teorema 2.20 se sigue que:

Gal(K/F)| = p.

Por lo tanto, de la proposicion 1.37, concluimos que Gal(K/F) es un grupo
ciclico de orden p, y asi, Gal(K/F) = Z/pZ.

Ejemplo 2.82 Hallemos todos los campos intermedios de una extension de Ga-
lois K/F tal que G = Gal(K/F) % Z,, con p,q primos distintos.

Como |G| = pq y (p,q) = 1, del corolario 1.71 se sigue que existen subgrupos
H y N de G que satisfacen:

|H| =py|N|=q

Ya que Z,, es ciclico de orden pq, usando la proposicion 1.38 tenemos que
H y N son los unicos subgrupos no triviales de G.
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Como la extension K/F es de Galois, usando la correspondencia biyectiva del
teorema 2.75 tenemos que H se corresponde con K y N con K.
Del inciso a) del teorema 2.75 obtenemos:

[K: K" =|H|=py,
[K:KN)=|N|=q.

Por lo tanto, K™ y K~ son los tinicos campos intermedios de K/F.

Ejemplo 2.83 Sean p,q enteros primos distintos y K/F una extension de Ga-
lois tal que Gal(K/F) = Z,2,. Hallemos tres campos intermedios Ly, Lo y L
de K/F que cumplan:

[Li:F)=p*[Ly: Fl=p,[Ls: F]=q. (2.12)

Ya que q es un primo y divide a |Gal(K/F)| = p?q, del corolario 1.71 se sigue
que existe un subgrupo Hy de Gal(K/F) tal que |Hy| = q. Bajo la correspon-
dencia biyectiva del teorema 2.75 se tiene que H, se corresponde con K™,
Por otra parte, del inciso b) del teorema 2.75 y del teorema 1.8/ se sigue que:
2

(K™ F) = [Gal(K/F) : Hi] = % =p?.
De esta forma, se cumple la primera parte de la ecuacion 2.12.
El corolario 1.71, nos permite garantizar subgrupos Ho y Hs de Gal(K/F) tal
que |Hy| = p? y |Hs| = p. Razonando con estos subgrupos asi como lo hemos
hecho previamente con Hy, podemos concluir que se satisface la ecuacion 2.12.

La observacién 2.25 y el ejemplo 2.24 inciso c¢) nos hacian pensar que toda
extension sobre Q es simple. Ahora estamos listos para probar esta conjetura
de forma méas general en el siguiente teorema.

Teorema 2.84 (Teorema del Elemento Primitivo) Sea K/F una exten-
sion finita. Entonces K/F es simple si y solo si K/F posee una cantidad finita
de campos intermedios.

Demostracién. [14, teorema 5.6, pag. 55]. O

Corolario 2.85 Si K/F es una extension finita y separable, entonces K =
F(«) para algin o € K.

Demostracién. [14, corolario 5.7, pag. 56]. O

Teorema 2.86 (Teorema Fundamental del Algebra) El campo C es alge-
braicamente cerrado.
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Demostracién. [14, teorema 5.15 , pag. 59]. O

Ejemplo 2.87 Si F//Q es una extension finita de Q contenida en C, entonces
F no puede ser algebraicamente cerrado.

Consideremos A la cerradura algebraica de Q en C. Por la proposicion 2./1
sabemos que [A : Q] = co. Por otro lado, ya que F/Q es finita, del corolario
1.175 se sigue que F/Q es algebraica. Ahora, de la proposicion 2.39 se tiene que
F C A y de hecho, F # A. Luego, existe un elemento 5 € A\ F y podemos
tomar la siguiente cadena de campos: Q C F C F(B) C A. Notemos que (3 es
algebraico sobre Q y por lo tanto, es algebraico sobre F. Del corolario 1.175 se
sigue que [F(B) : F] < co. Por lo tanto F(3) es una extension finita de F que
no es F. Luego, por el inciso b) de la proposicion 2.33 concluimos que F no es
un campo algebraicamente cerrado.

La médula espinal del desarrollo de la Teoria de Galois se basa en determinar
las condiciones bajo las cuales las raices de un polinomio pueden expresarse
en términos de sus coeficientes usando operaciones elementales y radicales. A
los polinomios cuyas raices pueden expresarse de esta forma se les denomina
solubles por radicales. El ultimo aliento de Galois fue suficiente para dar
respuesta a esta cuestiéon y determinar un criterio que relaciona campos con
grupos en vista del desarrollo de la teoria.

Teorema 2.88 (Galois) Sean F' un campo de caracteristica 0, f(x) € Flz] \
{0} y K un campo de descomposicion para f(x). Entonces f(x) es soluble por
radicales si y solo si Gal(K/F) es un grupo soluble (vea definicion 1.63).

Demostracion. La prueba de este hecho requiere algunos desarrollos y resul-
tados previos, mismos que pueden ser consultados en [14, teorema 16.10, pag.
150]. O

Ejemplo 2.89 Si F' es un campo de caracteristica cero y K/F es una extension
tal que Gal(K/F) es abeliano, de la proposicion 1.68 se sigue que el grupo
Gal(K/F) es soluble, por lo que, del teorema 2.88, todo polinomio f(z) € F|x]
que tenga por campo de descomposicion a K, es soluble por radicales.

Ejemplo 2.90 Si F' es de caracteristica cero y K/F es una extension tal que el
grupo Gal(K/F) es de orden impar, del teorema 1.69 se sigue que Gal(K/F) es
un grupo soluble. Por lo tanto, todo polinomio no cero en F[x] que tenga campo
de descomposicion K, es soluble por radicales en virtud del teorema 2.88.

Ejemplo 2.91 Si F es un campo de caracteristica cero y f(z) € Flx] \ {0} es
tal que grad(f(x)) < 4, entonces f(x) es soluble por radicales. Esto ya que por el
corolario 2.29 existe una extension K de F tal que es campo de descomposicion
para f(z) y [K : F] < 4! y por la proposicion 2.16 se sigue que |Gal(K/F)| <
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4! = 24 < 60. Asi, de la proposicion 1.65 se sigue que Gal(K/F) es un grupo
soluble. Ahora, por el teorema 2.88 concluimos que f(x) es soluble por radicales.
Es decir, que todo polinomio de grado menor o igual a 4 es soluble por radicales.

Sin embargo, para polinomios de grado mayor o igual a 5 se puede hallar un
polinomio que no sea soluble por radicales como muestra el siguiente resultado.

Ejemplo 2.92 (Abel-Ruffini) El polinomio f(x) = 2° — 4z + 2 € Q[z] no es
soluble por radicales. La teoria que se requiere para mostrar esto puede hallarse
en [26, ejemplo 5.6, pdg. 164]. Lo anterior es un caso particular de un hecho
mds general atribuido a Abel y Ruffini: Sin € ZT es tal que n > 5, entonces, el
polinomio de grado n, f(x) = (x —ay) -+ (x —ay,) con coeficientes en un campo
F en general no es soluble por radicales. Es decir, en general no puede hallarse
una formula para determinar las raices de un polinomio de grado mayor que

0 igual a 5. Una prueba de esta afirmacion puede encontrarse en [19, teorema
4.27, pdg. 216].
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Capitulo

Intermezzo

En el desarrollo de este capitulo abodaremos conceptos y resultados que
desplegaran su fuerza en el capitulo 4. En la primera seccién de este capitulo
daremos una introduccién a los grupos topolégicos y sus principales propieda-
des. En la segunda seccion se introducen los limites inversos y de igual forma
propiedades basicas. Luego, en esta misma seccién se introducen los grupos pro-
C y de forma particular los grupos profinitos que tienen relaciéon directa con
los limites inversos y grupos topologicos y se estudian propiedades. Todos estos
conceptos toman forma en el capitulo 4 para probar que el grupo de Galois,
con la topologia de Krull, es un grupo topolégico y méas ain, un grupo profinito
Hausdorff, compacto y totalmente disconexo (vea corolario 4.22).

3.1. Grupos Topolégicos

En esta seccién desarrollamos elementos basicos de grupos topolégicos. Los
resultados que exponemos son extraidos principalmente de [25]. Todos los resul-
tados que aqui se incluyen se demuestran a detalle.

El contenido de esta secciéon serd usado tanto en la seccién 3.3 como en
el capitulo 4; en este ultimo se construye la topologia de Krull en el grupo
de Galois de una extensién y se prueba que con esta topologia dicho grupo
resulta ser un grupo topolédgico Hausdorff, compacto y totalmente disconexo (vea
corolario 4.22). Finalmente, todo lo desarrollado en esta seccién nos permitira
establecer el teorema fundamental de Galois para extensiones infinitas 4.24.

Definicién 3.1 Un grupo topoldgico es una terna (G,-,7) tal que (G,-) es
un grupo y (G, T) es un espacio topoldgico, de tal forma que la siguiente funcién
es continua:

85
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(:GxG@——G,
-1

(@, y) ——x -y

Usando el hecho de que la composiciéon de funciones continuas es nuevamente

una funcién continua, podemos obtener una propiedad para la operacién ¢ en un

grupo topolégico, misma que nos ayudara a obtener una sencilla caracterizaciéon

de los grupos topoldgicos.

Lema 3.2 Sea (G,-,7) un grupo topoldgico. Si consideramos las siguientes dos
funciones:
x:GxG——=G y ()t':G@——=G

*(x,y)—=2x-y Tzt

L es un homeo-

entonces x es continua y suprayectiva. Ademds, la funcion (_ )~
morfismo.

Por otro lado, si (G,-) es un grupo y (G, T) es un espacio topoldgico de tal forma
que x es continua y (_)~" es un homeomorfismo, entonces (G,-,T) es un grupo

topoldgico.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

En caso de no haber confusiones, cuando (G, -, 7) sea un grupo topolégico,
lo abreviaremos simplemente por GG; ademaés la operacién - en G se abreviara
simplemente por z -y = zy.

Ejemplo 3.3 a) Un grupo G dotado con la topologia discreta es un grupo
topoldgico.

b) Sea (V.|| - |) un espacio vectorial normado. Entonces (V,+) es un grupo
topoldgico con la topologia inducida por la norma || - ||.

¢) (R,+) con la topologia inducida por la métrica euclideana es un grupo
topoldgico.

d) Un caso particular del inciso b) es que (R™, || - ||) es un grupo topoldgico,
donde || - || es la norma euclideana.

Como un caso general de los anteriores dos incisos, en la proposicion 3.20
probaremos que la propiedad de grupo topoldgico se preserva bajo el pro-
ducto topologico.

Cuando un conjunto posee una topologia, es natural preguntarse sobre la
naturaleza de los subconjuntos que son abiertos, y por lo tanto de los subcon-
juntos cerrados; asi mismo, nos preguntamos sobre las propiedades internas del
espacio que le proporcionan estructura. El siguiente resultado nos proporciona
informacién sobre los grupos topolégicos.
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Definicion 3.4 Sean G un grupo topoldgico y H un subconjunto de G. Se di-
ce que H es un subgrupo abierto de G si H es un subgrupo de G y es un
subcongunto abierto de G.

Si H es un subgrupo de un grupo topolégico GG, entonces H es un espacio
topologico con la topologia de subespacio inducida por G, esto debido a que la
operacion (|y : H x H—— H esté bien definida al ser H un subgrupo de G,
ademaés, dicha funcién es continua ya que es la restriccion de la funcién continua
C. De esta forma, hemos probado la siguiente proposicién.

Proposicion 3.5 Sean G un grupo topolégico y H < G. Entonces H es un
grupo topoldgico con la topologia de subgrupo inducida por G.

A continuacién, enlistamos algunas propiedades basicas sobre grupos topolé-
gicos que usaremos en un futuro, no sin antes considerar la siguiente definicién.

Definicion 3.6 Sean G un grupo y H, K subconjuntos no vacios de G. Se de-
finen los siguientes subconjuntos de G :

HK ={h-k:heHykeK},
H'={h':heH}.

En el caso en que K = {g} para algin g € G, el conjunto H -{g} serd abreviado
como Hg. De igual forma, {g} - H serd abreviado como gH.

Observacion 3.7 Si G es un grupo y H, K son subconjuntos no vacios de G,
entonces (HK)™' = K=1H~1. Ademds, si H C K, se sigue que H™* C K~ 1.

Proposicion 3.8 Para un grupo topoldgico G se verifican las siguientes pro-
piedades:

a) Para todo g € G las siguientes dos funciones son homeomorfismos:

vg:G——=G, y gv:G——=GCG

T —2xg T gz .

b) Si H es un subconjunto abierto (respectivamente cerrado) de G, se tiene
que, para todo g € G, los conjuntos gH y Hg son subconjuntos abiertos
de G (resp. subconjuntos cerrados de G).

¢) Todo subgrupo abierto de G es cerrado. Ademds, si H es un subgrupo
cerrado de G tal que [G : H] < oo, entonces H es un subgrupo abierto de

G.

d) Si G es compacto, todo subgrupo abierto de G tiene indice finito en G.
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e) Si H es un subgrupo de G y U es un subconjunto abierto no vacio de G

tal que U C H, entonces H es un subgrupo abierto de G.

Demostracion.

a)

Sea g € G un elemento arbitrario. Consideremos la funcién constante

Ag-1 : G——= G dada por x+—— g~ ! y el siguiente diagrama:

g

(ida,Ag—1) ¢
G——GxGE—G

\2/

x> (z,97") ——>1g
donde vy, = (o (idg, g~ 1) es una funcién continua al ser composicién de
funciones continuas.

Por otra parte, consideremos la funciéon constante A\, : G —— G dada
por x+—— g vy la funcién ¥ expuesta en el siguiente diagrama:

9
m
G Woda) a2 @
T (2,9) zg~!

donde ¥ = (o (idg, g)) es una funcién continua, ya que es la composicion
de funciones continuas. Ahora, observemos que:

(0 0 vg)(x) = V(vg(2)) = V(zg) = (29)g" =u,
¥ (vg 0 0)(x) = vy(I(2)) = vy(xg™") = (297 ")g = =.

Concluimos que 9 = v;l, por lo que vy es un homeomorfismo al poseer
inversa continua.

De forma similar, el lector puede probar que 4v es un homeomorfismo.

Por el inciso a) de la proposicion 3.8, sabemos que las funciones v y 4 son
homeomorfismos para cada g € G. Por otro lado, por la proposicién A.41,
son morfismos abiertos.

Al ser H un abierto de G, se sigue que v,(H) = Hgy ju(H) = gH son
subconjuntos abiertos en G.

De forma, similar se puede concluir que, si H es un cerrado de G, se tiene
que gH y Hg son cerrados de G.
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c) Sea H un subgrupo abierto de G. Probaremos que el complemento de H

en G es abierto.
Como H induce una particién del grupo G, segtn se ha visto en la obser-
vacion 1.33, tenemos que G = U gH y por lo tanto:

geG

G\H= |J gH (3.1)
geEG\H

Esta igualdad se verifica debido a que, si tomamos « € G\ H, y dado que
H < G, entonces e € H, ademds a = a-e € aH C U gH.

geEG\H
Por otro lado, si « € gH para algin g € G\ H, entonces a = g-h € G

para un h € H, por lo que ah™! = g € G\ H. Observe que si a € H, se
signe ah~! € H, y asi g € H, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
a € H y de esta forma se tiene o € G \ H.

En el inciso b) de la proposicion 3.8 se ha probado que cada clase gH
es abierta si H es un subgrupo abierto. De la ecuacién 3.1 se sigue que
G \ H es abierto, pues es unién de abiertos. Concluimos asi que H es un
subgrupo cerrado de G.

Continuamos con la segunda parte de nuestro enunciado.

Tomemos H un subgrupo cerrado de G tal que [G : H] < 0o, esto implica
que existen {g; =e,...,gn} C G tales que:

G = U giH.
i=1
Por lo tanto, el complemento de H en G puede ser escrito como:
G\H=|]gH. (3.2)

=2

Por el inciso b) de la proposicion 3.8, se tiene que la ecuacion 3.2 es una
unio6n finita de cerrados, obteniendo que G \ H es cerrado y por lo tanto
H es abierto.

Sea H un subgrupo abierto de G. De la observacion 1.33, se sigue que H
induce una particiéon de G de la siguiente forma:

G = U gH. (3.3)

geqG

Del inciso b) de la proposicién 3.8, tenemos que cada clase lateral izquierda
de H es abierta, por lo tanto, en la ecuacién 3.3 tenemos una cubierta
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abierta de G. Como G es un espacio topologico compacto, existe {g; =
€, ...gn} C G de tal forma que:

i=1

Es decir, [G : H] < .
e) Ya que U es un subconjunto abierto no vacio de G tal que U C H, entonces:

H=|J nU. (3.4)
heH

Esta igualdad se verifica debido a que por hipétesis U C H, por lo que,
como H es cerrado bajo producto, se sigue que hU C hH C H, para cada
h € H. De esta forma, tenemos que U hU C H.

heH
Por otro lado, consideremos h € H. Como U # (), entonces existe a € U.

Ahora, ya que H es subgrupo, es cerrado bajo inversos y productos, por
lo que ha~! € H. De este modo, tenemos que:

h=(ha ')a € ha U C U hU.
heH

Por lo tanto, queda probada la igualdad de la ecuacion 3.4.
Ahora, del inciso b) de la proposicion 3.8 y de la ecuacion 3.4, se sigue
que H es la unién de clases abiertas. Por lo tanto, H es abierto de G.

d

Observacion 3.9 Notemos que para la prueba del inciso c) de la proposicion 3.8,
es necesaria la condicion de que H sea un subgrupo de G y no se puede pedir
solamente que H sea un subconjunto abierto de G.

Proposicién 3.10 Sean G un grupo topoldgico y H < G. Entonces H es un
subgrupo de G. Ademds, si H < G, entonces H < G.

Demostracién. Primero demostraremos que H es un subgrupo de G. Para ello
notemos que, como H es un subgrupo de G, se tiene que es cerrado bajo produc-
to. De la definicion de cerradura en un espacio topologico (vea definicion A.11)
se sigue que HH C H C H. Asi, para cada h € H, se tiene que hH C H, luego,
H C h™'H. Ahora, del inciso b) de la proposicién 3.8, tenemos que h~'H es
un cerrado en G. Al aplicar el operador cerradura a esta contenciéon, obtenemos
que H C h™'H y por lo tanto hH C H, es decir, HH C H.

Ahora sea zg € H. De la contencién que hemos probado previamente, se sigue
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que Hxoy C H, por lo tanto H C F;val. Observemos que el conjunto de la dere-
cha es un cerrado, por lo que, al aplicar el operador cerradura a esta contencion,
se obtiene que H C Hxy'. De esta forma llegamos a que Hxg C H. Ya que
zo fue un elemento arbitrario en H, concluimos que H - H C H, esto es, H es
cerrado bajo producto.

Probaremos que H es cerrado bajo inversos probando que H'=H. Ya que H
es subgrupo de G, se tiene que H es cerrado bajo inversos, esto es H~! = H.
Ahora, como H C H, de la observacién 3.7, se sigue que al aplicar inversos a la
ultima contenciéon obtenemos H = H~1 C H . Como la funcién tomar inversos
(vea lema 3.2) es un homeomorfismo, se sigue que H ' es un cerrado de G. Por
lo tanto, al aplicar cerraduras, se tiene H C H ' De esta dltima ecuacion, al
tomar inversos nuevamente, se sigue que H ' C H. Concluimos que H = Fﬁl,
es decir, H es cerrado bajo inversos.

Para la ultima parte, si H < G, entonces, para todo g € G, se tiene que
gHg™' = H C H. Por lo tanto, H C g~ 'Hg, ademaés, el conjunto de la derecha
es un cerrado en virtud del inciso b) de la proposiciéon 3.8.

Asi, al aplicar cerradura a ambos lados de la contencion obtenemos que, para
todo g € G, H C g~'Hg. Esto implica que gHg~! C H. Finalmente, de la
proposicion 1.47, se sigue que H < G. [

Proposicion 3.11 Sea G un grupo topolégico. La topologia en G coincide con

la topologia discreta si y solo si {e} es un subgrupo abierto de G, donde e es la
identidad de G.

Demostraciéon. Si suponemos que G es un espacio discreto, entonces todo
subconjunto unitario es abierto, en particular, el subgrupo {e} es abierto.

Por otro lado, supongamos que {e} es un subgrupo abierto de G. Tomemos
g € G un elemento arbitrario. Del inciso b) de la proposicion 3.8, se sigue que
g-{e} = {g} es abierto. El resultado se sigue del hecho de que todo abierto en
G es unién de los conjuntos unitarios de sus elementos, que hemos probado son
abiertos de G. O

Observacion 3.12 Si A, B son conjuntos, U C By f: A——= B es una
funcion, entonces se satisface que:

fUTHU)) c U (3.5)

Consideremos ahora la funcion x del lema 3.2 y sea U C G un abierto. Por
ser x continua entonces x 1(U) C G x G es abierto en G x G, considerado
con la topologia producto (vea definicion A.51). Por lo tanto, existen V,W C G
abiertos tales que x1(U) =V x W. Ahora, de la ecuacion 3.5, se sigue que:

*x(xHU)) =x(V x W) =VW C U. (3.6)
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Ademds, VW es abierto ya que:

VIV = oW
veEV

Y por el inciso b) de la proposicion 3.8, tenemos que vW C G es abierto de
G. Asi, VW es abierto de G al ser la unidn de clases izquierdas abiertas. De
la misma forma puede probarse que si Uy,...,U, C G son abiertos entonces
Uy ---U, es abierto en G.

Un razonamiento similar puede aplicarse usando la funcion ¢ de la definicion
3.1 para probar que, si U es un abierto de G, entonces existen V. y W abiertos
de G tal que VIV~ es abierto de G y VW1 C U.

Proposicion 3.13  a) Sean G un grupo topoldgico y H I G. Entonces el gru-
po cociente G/H es un grupo topoldgico con la topologia cociente. Ademds,
la funcion 7 : G —— G/H definida como g+—— gH , es abierta.

b) Si G es un grupo topoldgico Hausdorff y compacto y H, K son subgrupos
cerrados de G, entonces HK es un subconjunto cerrado de G.

c) Sean G un grupo topolégico compacto, Y un subconjunto cerrado de G y
{Xi},er una familia de cerrados de G que satisface la siguiente propiedad:

Para cualesquiera o, § € I existe A € I tal que X\ C X, NXg. (3.7)

Entonces, se satisface que:

(ﬂ XZ-> Y = (XY (3.8)

el i€l

d) G es Hausdorff si y solo si {e} es un cerrado de G. Mds ain, si G es
totalmente disconexo, entonces G es Hausdorff. Se sigue que si H < G,
entonces G/H es Hausdorff si y solo si H es cerrado en G.

Demostracion.

a) Primero veremos que la funcion 7 : G —— G/H es abierta.
Sea U abierto de G, probaremos que 7(U) es abierto en G/H.
Por la definicion de topologia cociente (vea definicion A.42), basta ver que
7 1(m(U)) es abierto en G.

Afirmamos que:
7 (r(U)) = UH. (3.9)

En efecto, si x € UH, entonces x = uh con u € Uy h € H. Al aplicar
el morfismo 7 se tiene que, m(x) = tH = uhH = uH € {uH :u e U} =
7(U). Por lo tanto, z € 7~ (n(U)).
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Por otro lado, tomemos z € 7! (7(U)). Esto implica que 7(z) € 7(U), es
decir, zH = v'H para algtn u’ € U. De la proposicién 1.26, se tiene que
(u/)~'z = h € H. Por lo tanto, z = u'h € UH.

Concluimos la igualdad en la ecuacién 3.9.

Finalmente, notemos que UH = U Uh. Del inciso b) de la proposi-

heH
ciéon 3.8, se sigue que, para todo h € H, Uh es abierto en G, por lo que

UH es abierto en G. Concluimos que w(U) es abierto en virtud de la
definicién A.42. De esta forma, el morfismo 7 es abierto.

Ya que el cociente G/H es un espacio topoldgico con la topologia cociente,

para probar que es un grupo topoldgico basta probar que la siguiente
funcién es continua:

A:G/HxG/H——G/H,

(9H,g'H)—g(¢')'H .

Sea U un subconjunto abierto de G/H. Probaremos que A=1(U) es un
abierto de G/H x G/H, lo haremos probando que es vecindad para ca-
da uno de sus puntos. Sea (gH,kH) € A~(U), al aplicar A se obtiene
gk~ H € U, por lo que gk—* € 7=1(U), que es un subconjunto abierto de
G ya que 7 es continua. Por lo tanto, (g,k) € (~1(7=(U)), donde ¢ es
la funcién de la definicién 3.1; y al ser este tltimo un conjunto abierto ya
que ¢ es una funcion continua, se sigue de la proposicién A.7, que exis-
ten Wy, W abiertos de G tales que (g,k) € Wi x W C ¢~} (x~1(U)). Al
aplicar ¢ y de la observacién 3.12, obtenemos:

gkt e Wi -Wyt CC(CTHETHU)) S (U).
Por lo tanto,

(W - Wy CU. (3.10)

Por otro lado, ya que W7, W5 son abiertos en G y 7 es abierta, de la defi-
nicién de topologia producto (vea definicién A.51), se tiene que m(W7) x
m(Ws) es abierto de G/H x G/H. Ademaés, se afirma que:

(gH,kH) € n(W1) x ©1(Wy) C A~H(U). (3.11)

La contencién en la ecuacion 3.11 se verifica en virtud de que, si toma-
mos («H,BH) € #(W;y) x 7(Ws) con o € Wy y 8 € Wo, al aplicarles el
morfismo A y usando la ecuacion 3.10, se sigue:

af'H em (Wi -Wy') CU.
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Finalmente, de la ecuacién 3.11, se concluye que A~1(U) es vecindad para
cada uno de sus puntos, y de la proposicion A.7, se tiene que A~1(U) es
un abierto de G/H x G/H. Asi, se obtiene que A es continua.

Ya que G es un grupo topoldgico compacto y H y K son subgrupos ce-
rrados de G, de la proposicion A.59 obtenemos que H y K son compactos
de G. De la proposicién A.62, se sigue que H x K es compacto y cerrado
en G x G. Ahora, por el lema 3.2, tenemos que la funcién * es continua,
por lo que, de acuerdo al inciso e) de la proposiciéon A.39, se tiene que
*|gx K es continua y de la proposicion A.63 se sigue que x(H,K) = HK
es compacto en G. Finalmente, como G es un espacio Hausdorff, de la
proposicion A.61 se sigue que HK es cerrado de G.

Primero observemos que, si {X;},.; es una familia de cerrados en G' que
cumplen la propiedad de la ecuacién 3.7, entonces también se cumple que
para cualquier cantidad finita de elementos aq, ..., a, € I, existe A € I tal
que:

Xx € () Xa, (3.12)
i=1

Notemos que para todo i € I se tiene que ﬂ X; C X;. De esta forma,
il
para todo i € I se verifica la siguiente ecuacion:

(ﬂ Xi> Y C X;Y. (3.13)

icl

Por lo tanto, de la ecuacién 3.13 concluimos una de las contenciones que
deseamos:

<ﬂ Xi> Y C ﬂ XY (3.14)
i€l i€l

Para demostrar la otra contencién en la ecuacién 3.8, supongamos que
existe un elemento g € G tal que:

ge )XY\ <ﬂ Xi> Y. (3.15)

el iel

Ahora, si h € gY I N <ﬂ Xi>, obtenemos que h = gy~ ! para algin
iel
y €Y yhe€ X, para todo i € I. Al multiplicar a la derecha por y se
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sigue que g = hy € <n Xl-) Y, esto contradice a nuestra hipoétesis de la
icl
ecuacion 3.15. Concluimos que:

gY*m<ry&>=(]@Y*ng=®. (3.16)

iel iel

Observemos que, como Y es cerrado y la funcién (_)~! del lema 3.2 es

un homeomorfismo, se tiene que Y ~! es un cerrado. Ademas, por el inciso

b) de la proposicién 3.8, se sigue que gY ~! es cerrado; mientras que por

hipotesis tenemos que {X;};.; son cerrados.

Consideremos la familia de cerrados A = {gY’1 N Xi}ie[ . Notemos que

no posee la propiedad de la interseccion finita (vea definicién A.57), pues

en caso contrario, ya que G es compacto, se tendria que la familia A tiene

interseccion no vacia. Esto es, ﬂ (9Y "N X;) # 0, contradiciendo a la
iel

ecuacion 3.16.

Del hecho de que A no posee la propiedad de la interseccion finita, se sigue

que existe J C T tal que |J| < oo y que satisface:

gYﬂm<(L&>:@

i€
Por la observacion hecha al inicio de esta prueba (vea ecuacion 3.12), existe
A e I tal que:
Xy <)X (3.17)
i€

Al intersecar cada miembro de la ecuacién 3.17 con el cerrado gY —!, ob-

tenemos:
Xxngy ' (N Xingy ™' =9,
ieJ
Es decir:
Xyngy—t=4¢. (3.18)

De la ecuaciéon 3.18 se sigue que g ¢ XY, contradiciendo a la hipétesis
de la ecuacién 3.15. Pues en caso contrario, si g € X,Y, entonces g = hy
conh€XyyyeY,yasi gyo! = h € X NgY !, contradiciendo a la
ecuacion 3.18. Para evitar contradicciones, el elemento g € G que satis-
face la ecuacién 3.15 no existe. Por lo tanto, queda probada la siguiente
contencién:

ﬂXﬁg(ﬂXQy (3.19)

icl i€l
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De las ecuaciones 3.19 y 3.14, se concluye la igualdad de la ecuacion 3.8.

d) Notemos que si G es Hausdorff, de la proposiciéon A.32 se sigue que todo
conjunto unitario de G es cerrado, en particular {e} es cerrado de G.

Por otra parte, supongamos que {e} es cerrado en G. Como la funcién
¢ es continua (vea definicién 3.1), de la proposicién A.37 se tiene que
¢~ 1({e}) € G x G es cerrado.

Se afirma que (~!({e}) = Ax. Notemos que si (r,z) € Ax, se tiene que
(((x,2)) =2 271 =e. Porlo que Ax C (" 1({e}).

Por otra parte, si (z,y) € (71({e}), entonces se tiene que x - y~! = e. De
este modo, se sigue que z = y. Concluimos que (~!({e}) € Ax. Por lo
tanto, se verifica la igualdad deseada.

Hemos probado que Ax es cerrado, por lo que, a partir de la proposi-
cién A.33, se sigue que G es Hausdorft.

Ahora probemos las demaés afirmaciones que se enuncian en este inciso.

Si G es un grupo topologico totalmente disconexo, de la proposicion A.81
se sigue que, para todo x € G, la componente conexa C(x) = {x} es un
cerrado de G. En particular se concluye que {e} es un cerrado de G, y del
inciso d) de la proposicion 3.13, se tiene que G es Hausdorff.

Hemos probado que si H < G entonces G/H es un grupo topolégico con
neutro H (vea proposicion 3.13). Por lo tanto, G/H sera Hausdorff si y
solo si H es un subgrupo normal cerrado en G, en virtud a la primera
parte del inciso d) de la proposicion 3.13.

g

Proposicion 3.14 Sean G un grupo topoldgico compacto y H < G. Entonces
G/H es un grupo topoldgico compacto con la topologia cociente.

Demostracién. Primero notemos que, por el inciso a) de la proposiciéon 3.13, se

tiene que G/H es un grupo topoldgico con la topologia cociente y que la funcion

m:G——= G/H es abierta. Ademaés, ya que 7 es suprayectiva, entonces para

todo Y C G/H, se tiene m(r~1(Y)) =Y.

Para probar la compacidad de G/H, tomemos {V;};c; una familia de abiertos

de G/H tal que G/H = U V;. Afirmamos que se verifica la siguiente ecuacion:
iel

Ut =¢ (3.20)

Notemos que si x € G, se tiene que w(x) = ©H € G/H. De modo que existe
j €1 tal que zH € V}, y de esta forma llegamos a que z € 7~ 1(V}). Asi, se
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concluye que G C U 7 (Vh).
iel
La otra contencion de la ecuacién 3.20 es clara, pues es una unién de subcon-
juntos de G.
Como G es compacto y se satisface la ecuacién 3.20, se sigue que existe J C [

tal que |J| < 0oy G =J;c,; 7 1(V;). Afirmamos que:

G/H =[] V. (3.21)

icJ
Para probar la ecuacion 3.21, consideremos ©H € G/H un elemento cualquiera,
entonces existe j € J tal que z € 7 1(V;) es decir, zH € V;. La contencion
U V; C G/H es clara, pues es una union de subconjuntos de G/H. Concluimos

icJ
que se satisface la ecuacion 3.21, y por lo tanto G/H es compacto. O

Lema 3.15 Sean G un grupo topolégico y T C G tal que T = T~ ' ye € T.
Entonces se satisface que:

(T) = DT (3.22)

Mas ain, si T es un abierto de G, entonces (T) es un subgrupo abierto de G.

Demostracion. Para probar la ecuacion 3.22, consideremos « € (T'). De la
definicion de subgrupo generado por un subconjunto (vea definicién 1.11), se
sigue que:

a=t{"---t¢ donde para todo i,e; € {1,—-1},t; € T yn € Z*.

Ya que T'= T~!, entonces para todo i € {1,...,n}, se tiene que ti € Ty por lo
o0

(o]
tanto v € T™ C U T". De esta forma obtenemos que (T") C U T;.
i=1 i=1
La otra contencion de la ecuaciéon 3.22 se concluye a partir de la definicion 1.11

y del desarrollo del lado derecho de la igualdad, se deja de ejercicio al lector.
Para probar que (T") es abierto, supongamos que 7' es abierto. Por el inciso b)
de la proposicién 3.8, se tiene que, para todo y € T, yT es un abierto de G.
Entonces:

T° =TT = | J yT. (3.23)
yeT

Y asi, T? es abierto.

Si T"~! es abierto, de forma similar a como se hizo en la ecuacién 3.23, puede
probarse que T es abierto.

Al ser (T') la uni6n de conjuntos abiertos, se tiene que (T') es abierto en G. O
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Proposicion 3.16 Sean G un grupo topoldgico compacto y C C G un abierto
y cerrado de G tal que e € C. Entonces C contiene un subgrupo normal abierto
de G.

Demostracion. Como C' es un abierto de G, definimos, para cada x € C| el
conjunto W, = Cx~!. Por el inciso b) de la proposicién 3.8, se tiene que, para
todo & € C, W, es un abierto y e € W,.. Ademas, si a = cx~! € W,, entonces
ax € C. Por lo tanto:

W,z C C. (3.24)

Ademas, C contiene a la unién de cualquier familia de conjuntos de la forma
W,x para todo x € C.

Como la funcion * (vea lema 3.2) es continua y para todo x € C,W, es un
abierto de G, existen V,,U, C G abiertos tales que x " *(W,) = V, x U, y
contienen al neutro de G. Ahora, por la observacion 3.12, se sigue que:

VoUz € Wy

Para cada = € C consideremos S, = V, N U,. Notemos que S, C W, y que S,
es un abierto de G tal que e € S,.. Por lo tanto, S, x es un abierto que contiene a
x y estd contenida en W x. También observemos que se satisfacen los siguientes
hechos:

5.8, = (Vo NU,) - (Vo NUy) C VoUy C W, (3.25)
cc | Sz (3.26)
zeC

Por otro lado, ya que G es compacto y C' es cerrado en G , de la proposiciéon A.59
obtenemos que C es un subespacio compacto de G. Ahora, de la proposicion A.60
y de la ecuacioén 3.26, se sigue que existen n € Z* y {1, ...,2,} C C tales que:

i=1

n
Consideremos el siguiente conjunto abierto de G, F = ﬂ Sz,. Es claro que
i=1
e € Fy, para todo i € {1,...,n}, se satisface que F C S,,. De la ecuacion 3.25
se obtiene:
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Esto implica que FSy,x; C Wy, ;.
A partir de las ecuaciones 3.27 y 3.24 tenemos:

ngOf&ﬁﬂJJW%mga (3.28)

=1 i=1

Ya que C contiene al neutro de G, de la ecuacién 3.28 se deduce que:
F=F-{e}CF-CCC. (3.29)

Por lo tanto, F C C. De igual forma, ya que la funcién (_)~! del lema 3.2 es
un homeomorfismo, se tiene que F ! es un abierto de G y e € F~ 1.

Tomemos el abierto T = F N F~'. Observemos que e € T'y T = T, esto
altimo se satisface debido a que:

T ={t"eG:teT}
={tlteG:teFnF}
={t'eG:teFIn{tleG:teF '}
=F'nF
=T.

Sea H = U T". Por el lema 3.15, se sigue que H es un subgrupo abierto de G

n=1
y contiene al neutro de G.

Notemos que T' C F C C. A partir de este hecho y de la ecuaciéon 3.29, se sigue
que, si T™ C C, entonces:

Tt =T.T"CF-CCC.
De esta forma, concluimos que:
HCC. (3.30)

Como G es compacto y H es abierto, del inciso d) proposicion 3.8, se sigue que
H tiene indice finito sobre G, esto significa que existen g1 = €, g, ..., gm € G de

m
tal forma que G = U g:H.
i=1

m
Sea H = ﬂ gngi_l. Notemos que H es un subgrupo de G, y, dado que e € H,
i=1
se tiene que e € H. Ahora, del inciso b) de la proposicion 3.8, se tiene que, para
todo i € {1,...,m}, gngi_l es abierto, por lo que H es un subgrupo abierto
de G. Ahora, por la proposicién 1.48, obtenemos que H < G, ademés, de la
ecuacion 3.30, se tiene que:

m
Hzmgngi_lgeHeflegC

=1
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Por lo tanto, H C C. Concluimos que H es un subgrupo normal abierto de Gy
queda contenido en C, que es lo que debiamos de probar. [J

El siguiente resultado, con ayuda de la proposicién 3.16, nos muestra que
en un grupo topolégico G, que es compacto y totalmente disconexo, podemos
hallar una base cuyos abiertos constan de clases de subgrupos normales abiertos.
Ademés, bajo las mismas hipotesis del grupo G, se caracterizan los subconjuntos
abiertos y cerrados de G, asi como la identificacién de las cerraduras de sus
subconjuntos y en particular de los cerrados de G.

Proposicion 3.17 Sea G un grupo topoldgico compacto y totalmente disconexo.
Las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Todo conjunto abierto de G es union de clases laterales de subgrupos nor-
males abiertos en G.

b) Si U C G, entonces U es cerrado y abierto en G si y solo si U es unidn
finita de clases laterales de subgrupos normales abiertos de G.

c) Si X C G, entonces:
X = ﬂ {NX : N es abierto y normal en G}. (3.31)

Mads ain, la interseccion de todos los subgrupos normales y abiertos de G
es el subgrupo trivial {e} .

Demostraciéon.

a) Primero notemos que, como G es totalmente disconexo, por el inciso d)
de la proposicion 3.13, se tiene que G es Hausdorff, mientras que, de la
proposicién A.91, obtenemos que G es cero dimensional (vea definiciéon
A.89). Por lo tanto G es T; y posee una base B de abiertos y cerrados de
G.

Sea U un abierto no vacio de G. Entonces, para cada x € U, existe U, € B
tal que x € U, C U. Ahora, por el inciso b) de la proposicion 3.8, se tiene
que 71U, es abierto y cerrado de G. Ademaés:

e=xt.zexlU,.

Es decir, 71U, es un abierto y cerrado que contiene a la identidad de G.
Ya que G es compacto, de la proposicién 3.16, se sigue que existe K, un
subgrupo normal abierto de G tal que K, C x~'U,. De este modo, para
cada z € G, se tiene que:

tK, CU, CU.
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Notemos ademéas que z = ze € K, por lo que se concluye que:

UK. =U. (3.32)
zeU

Por lo tanto, U es la unién de clases laterales de subgrupos normales de

G.

Primero supongamos que U es un subconjunto abierto y cerrado de G. Al
ser abierto, de forma similar a como se hizo en la ecuacion 3.32 del inciso
a) de la proposicion 3.17, se sigue que U = U K, con K, subgrupo

xeU
normal y abierto de G.

Por otro lado, dado que U es cerrado de G, por la proposicion A.59 obte-

nemos que U es compacto. Por lo tanto, existen z1,...,x, € U tales que
n

U= U x; K4,. Esto significa que U es unién finita de clases laterales de
i=1
subgrupos normales abiertos de G.

n
Ahora bien, si U puede escribirse como U = U%‘Kw con z; € Gy

K; normal y abierto de G para todo i € {1,..?,7;}, se sigue que U es
abierto de G. Ademas, del inciso ¢) de la proposicion 3.8, se tiene que,
para todo i € {1,...,n}, K; es cerrado de G. Finalmente, del inciso b) de la
proposicion 3.8, se sigue que para todo i € {1,...,n}, x; K; es cerrado. Asi,
U es union finita de cerrados, por lo que, en virtud de c) de la proposicion
A.9, se concluye que U es cerrado de G. Por lo tanto, U es abierto y
cerrado de G.

Para demostrar que X C N X, primero probaremos que:
N<G
NeT
G\ [ NXCG\X. (3.33)

NG
NeT

Sea o € G\ ﬂ N X . Esto significa que existe un subgrupo normal abierto

N<G
Ner

N de G tal que para todo z € X se tiene que & € G\ Nz, esto es, a« &€ Nz.
Notemos que como N es abierto, del inciso b) de la proposiciéon 3.8, se
tiene que N« es un abierto en G, y como N es un subgrupo de G, entonces
a € Na.

Supongamos que a ¢ G\ X, es decir, @ € X. De la proposicién A.13
tenemos que NaNX # (), esto significa que existe 8 = na = x, conn € N
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y £ € X. Como N es un subgrupo de G, se obtiene que a = n~'z € Nz,
esto naturalmente constituye una contradiccion. De esta forma concluimos
que o € G\ X, por lo que se verifica la ecuacién 3.33.

Al aplicar el complemento respecto a G a la ecuacion 3.33, obtenemos la
contencién que desedbamos.

Ahora probemos que:

G\XCG\ [) NX. (3.34)

NG
NeT

Sea o € G\ X. Esto implica que existe un abierto U de G tal que o €
Uy UnNX = 0 (ver proposicion A.13). Como U es abierto, del inciso
a) de la proposicion 3.17 y del hecho de que una clase lateral izquierda
determinada por un subgrupo normal es también una clase lateral derecha
(ver definicion 1.41), se tiene que U = U K,v con K, subgrupo normal

velU
y abierto de G. Por lo tanto, llegamos a que

U EwnXx) =0 (3.35)
velU
En particular, como « € U, se tiene que K,a N X = . De esto tltimo se
sigue que a ¢ K, X, pues en caso contrario,sia = kxconk € K,yx € X,

entonces ko =2 € KoanN X, lo cual contradice que K,aN X = 0. Por
lo tanto, o & ﬂ NX.

N<G
Ner
Asi, obtenemos que o € G\ ﬂ NX. De esta forma, concluimos que se
NG
NeT

satisface la ecuacion 3.34.

Al tomar complemento respecto a G en las ecuaciones 3.33 y 3.34, conclu-
mos que se verifica la ecuacién 3.31.

Finalmente, notemos que, por la proposicion A.81, {e} es un subgrupo
cerrado de G ya que G es totalmente disconexo. De la ecuacion 3.31, se
sigue que:

{e} = {e} = ﬂ {N {e} : N es normal y abierto en G}
= ﬂ {N : N es normal y abierto en G} .

Es decir, la interseccion de todos los subgrupos normales y abiertos de G
es el subgrupo trivial.
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Al haber obtenido informacion acerca de las propiedades que poseen y ad-
quieren los grupos topologicos cuando son Hausdorff, compactos o totalmente
disconexos, presentamos el siguiente resultado, que nos ayuda a generar un nue-
vo grupo topolédgico a partir de una familia de grupos topolégicos, haciendo
validos los teoremas vistos anteriormente, pues las propiedades de ser Haus-
dorff, compacto y totalmente disconexo se preservan bajo productos, en virtud
de las proposiciones A.53, A.62 y A.92.

Lema 3.18 Sean {(G, %, Ti) };c

X = HGZ" Entonces, se verifican las siguientes propiedades:
iel

; una familia de grupos topoldgicos no vacios y

a) X es un grupo con la operacion xx dada por:
(@i)ier *x (yi)ier = (@i *i Yi)ier-

b) X es un espacio topoldgico al ser dotado con la topologia producto Tx (vea
definicion A.51).

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Observacion 3.19 Si la familia de grupos topoldgicos del lema 3.18 consta
de grupos finitos y ademds |I| = n, para algin n € Z%, entonces |X| =
|G1| -+ |Gn| < 0.

Teorema 3.20 Sean {(Gi,*i,Ti)};c; una familia de grupos topoldgicos no va-

cios y X = HGi' Entonces X es un grupo topoldgico.
il

Demostracion. En virtud del lema 3.18, basta probar que la siguiente funciéon
es continua:

(y : XXX ——X
(xi)ier, Wi)ier) —= (@i % y; Dier -
Para cada i € I, consideremos el siguiente diagrama de funciones continuas:

(e}

T X T4

XXXHGiXGiLGi,

((zi)iers (Yi)ier) | (@i, i)t Ti ki yfl ;

donde o; = (; o (m; X m;) es una funcién continua para cada i € I, pues es com-
b)
posicion de funciones continuas. Ahora, de la propiedad universal del producto
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cartesiano (vea proposicién A.49), se sigue que existe la siguiente funcién:
F: XXX —X
((i)ier, Wi)ier) —= (@i *i y; Dier -

Ademas, la funcién F es tal que, para cada i € I, se satisface que o; = m; o F.
Es decir, para cada ¢ € I, el siguiente diagrama conmuta:

rxx—Lt.ox

b

Gi7

con o; continua. Por lo que, a partir de la proposicion A.52, se sigue que F' es
continua.

Por otra parte, es claro que F' = (y, y por lo tanto (x es una funcién continua.
Asi concluimos que X es un grupo topologico. [

3.2. Limites inversos

En este trabajo hemos hablado de estructuras concretas como grupos, anillos,
campos, espacios vectoriales, espacios topolédgicos y finalmente grupos topoldgi-
cos. Aunque la naturaleza de los objetos de estudio difiere, se tienen propiedades
basicas en comun que pueden abstraerse, ello da lugar al concepto de categoria.
Para leer mas sobre este tema le recomendamos consultar [2].

En esta seccion empezaremos dando la nocién de categoria para después
estudiar a fondo el concepto de limite inverso. Esta tltima nocién serd impor-
tante para el estudio de los grupos profinitos esto con el fin de probar, en el
corolario 4.22; que el grupo Gal(K/F) es profinito.

Definicién 3.21 Una categoria C es una cuarteta C = (O, hom,id,o) que
consiste de:

a) Una clase O cuyos elementos son llamados objetos de la categoria C. El
hecho de que A es un objeto de C es abreviado como A € C.

b) Para cada par de objetos A, B en O, hay un conjunto home(A, B) que
consiste de todos los C-morfismos de A en B. Si f € home(A, B), se
expresa como f:A——=B.

¢) Para cada objeto A € O, existe el morfismo ida: A—— A llamado
identidad en A.
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d) En los morfismos de C hay una ley de composicion definida como sigue:
Si f:A——=B y g: B——=C son C-morfismos, entonces eziste un
C-morfismo go f: A——=C llamado la composicion de f con g.

Esta ley de composicion en la categoria C queda sujeta a las siguientes
condiciones:

a’) La ley de composicion o es asociativa para los morfismos de la ca-
tegoria C. Es decir, si tomamos cualesquiera C-morfismos tales que
fitA——=DB,g:B——=C y h:C——= D , entonces:

(hog)of=ho(gof).

b’) Si f: A——= B es un morfismo, entonces las identidades de A y
de B actian como neutros bajo la composicion, de la siguiente forma:

foida=fyidpof=Ff
¢’) Los conjuntos home(A, B) son disjuntos por pares.

Definicion 3.22 Sean C una categoria y A, B dos objetos de C. Un morfis-
mo f:A——= B es llamado un isomorfismo si existe un morfismo en C,

g: B——= A tal que:

fog=idg ygof=ida.
En el caso en que A = B, el isomorfismo es denominado automorfismo.

El concepto de categoria trata esencialmente de lo minimo indispensable para
generar conocimiento a partir de una globalidad de objetos que tienen la misma
naturaleza (los objetos de la categoria) que son: las posibles relaciones entre di-
chos objetos segin su naturaleza (los morfismos entre objetos) y la transitividad
de dicha relacion entre objetos (la ley de composicion de morfismos).

El lector deberd notar que son varios los ejemplos explicitos que se conocen
de categorias, por ejemplo, la categoria de los grupos cuyos morfismos piden
verificar separar o abrir la operacion (vea definicion 1.18) y la ley de composicién
es la misma. que la composicién de funciones.

Nosotros trabajaremos con las categorias de espacios topolégicos y grupos
topoldgicos donde, en cada una de estas categorias, los morfismos se comprenden
de funciones continuas y de homomorfismos continuos, respectivamente. Como
dichas funciones estan construidas a partir de funciones conjuntistas, el lector
puede probar que efectivamente trabajaremos con categorias.

Definicién 3.23 Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que I
es un conjunto dirigido superiormente si, para cualesquiera x,y € I, existe
ze€ltalquex <z yy<z.
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Observacion 3.24  a) En lo sucesivo, si (I,<) es un conjunto dirigido su-
periormente, lo abreviaremos simplemente por I, entendiendo que < es el
orden parcial en I, a menos que requiera una especificacion.

b) Si I es un conjunto dirigido superiormente, n € Z y ay,...,a, € I,
entonces, existe r € I tal que a; < r para todo i € {1,...,n}.

La naturaleza de los objetos y las propiedades de los morfismos en una categoria
determinan propiedades globales dentro de la categoria, como lo es la existencia
de objetos con ciertas caracteristicas. A continuacién, se presentan los sistemas
inversos, que veremos dan lugar a la existencia de limites inversos dentro de
una categoria.

Definicion 3.25 Sean C una categoria e I un conjunto dirigido superiormen-

te. Un sistema inverso dentro de la categoria C es un par ({X;};c;,{¢i;})
donde:

a) {Xi},c; es una familia de objetos de la categoria C.

b) {‘F’ij}z‘,jel = { pij  X;—=X;:1<j } es una familia de C-morfismos
tal que, si i = j, entonces p;; = idx,. Ademds, esta familia verifica la
siguiente propiedad:

Para cualesquiera i,j,k € I tales que © < 5 < k, el siguiente diagrama es
conmutativo, es decir, Qi = Pij © Pji:

Observacion 3.26 Un sistema inverso ({X;},.;,{¢i;}) serd abreviado sim-
plemente con el simbolo (X;, ¢;j), suponiendo que estd indexado por el conjun-
to dirigido superiormente I, y que si i,j € I, entonces i < j, a menos que se
indique lo contrario.

Definicién 3.27 Sean (I,<) y (J,<') dos conjuntos dirigidos superiormente
tales que existe una biyeccion v : I ——= J que satisface que, para todo i,j € I,
se tiene que i < j si y solo si y(i) <" y(j).

Sean (X, i) y (Y, L) dos sistemas inversos indexados sobre I y J respec-
tivamente. Se dice que los sistemas inversos (X, pi;) y (Y, ¢L,) son equiva-
lentes si para cada i € I existe un isomorfismo 0; : X; ——=Y, ;) tal que, si
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i < j, entonces el siguiente diagrama conmuta:

0;
X —=Y,)

.. /7
@1-7l \L‘pw(i)w(j)
0

Xi —= Y, ).

Definiciéon 3.28 Sea (X;, ¢;j) un sistema inverso en una categoria C. Se di-
ce que un par (Y, {wi}iel) es compatible con el sistema inverso dado, si se
satisface lo siguiente:

a) Y es un objeto de C.

b) {i}ic; = { v Y —=X; i€ I} es una familia de C-morfismos que
verifican @;j o v; = 1; para todo i,j € I.

Observacion 3.29 El hecho de que (Y, {wi}ieI) es compatible con el sistema
inverso (X, pi;) lo denotaremos simplemente por (Y,v;) entendiendo que el
conjunto dirigido superiormente con el cual se estd indexando es I.

Definicién 3.30 Un limite inverso de un sistema inverso (X;, pi;) es un par
(L, ¢;) compatible con el sisterna inverso, que satisface la siguiente propiedad,
denominada la propiedad universal del limite inverso:

Si (Y, ;) es compatible con el sistema inverso (X, p;;), entonces existe un
inico morfismo ¢ :Y ——= L de tal forma que el siguiente diagrama es con-
mutativo para cualesquiera i,j € I coni < j:

Como puede verse en la definicion de limite inverso, este es un objeto dentro
de la categoria que se esté trabajando. De hecho, veremos que es el tnico objeto,
salvo isomorfismos, dentro de la categoria que verifica la propiedad universal del
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limite inverso.

A simple vista parece dificil identificar el limite inverso de un sistema inverso
dentro de una categoria, sin embargo, en categorias donde existe el producto
cartesiano, como en la categoria de conjuntos y aquellas que se derivan de esta,
como la categoria de espacios topoldgicos, grupos o de grupos topolégicos, se
puede obtener una caracterizacién del limite inverso como veremos en la siguien-
te proposicion.

Proposicion 3.31 Para (X;, ¢;;) un sistema inverso dentro de una categoria
C, se verifican las siguientes propiedades:

a) Si (L.¢) y (L,b;) son limites inversos de (X5, ij), entonces existe un

isomorfismo ¢ : L —— L dentro de la categoria, tal que para todo i € I,
el siguiente diagrama es conmutativo:

L— % .7

b) Si la categoria C es la categoria de espacios topoldgicos o la categoria de
grupos, tomamos el siguiente subconjunto del producto de los X; :

X:{CEHXi:(gaijowj)(c):m(c),i<j}, (3.36)

i€l

y la familia de morfismos definida, para cada i € I, como ¢; = 7;|x, donde
m; es la proyeccion candnica. Entonces, se verifica que (X, ¢;) es un limite
inverso de (X;, pij) -

Notemos que el limite X estd construido a partir de los elementos en
el producto de la familia {X;},c; que hacen que el siguiente diagrama

conmute:
X
X
Xj # X;.

¢) Si (X, pij) es un sistema inverso de grupos topoldgicos con homomorfis-
mos continuos, entonces, el limite X, descrito en la ecuacion 3.36, es un
grupo topoldgico y la familia de morfismos {¢;};.; , definida en el inciso
b) de la proposicion 3.31, consta de homomorfismos continuos.



3.2. LIMITES INVERSOS 109

Demostracion.

2)

b)

Basta usar la propiedad universal del limite inverso, se deja de ejercicio al
lector.

La prueba que presentaremos es en el contexto de los espacios topologicos.
Consideremos a HXi con la topologia producto (vea definicion A.51) y
a X con la topoi(e){gia de subespacio. Ademés, en este caso tenemos que
la familia {¢;},.; es de funciones continuas, ya que cada una de dichas
funciones es la restriccion de las proyecciones canonicas 7; para cualquier
1 € I, que, por la definicion A.51, son funciones continuas. Mas aun, la
definiciéon de X nos asegura que ¢;; o ¢; = ¢; para cualesquiera ¢,j € [
tales que 7 < j.

Sea (Y,1;) un par compatible con (X;,;;), es decir, para cualesquiera
1,7 € I, con i < j, tenemos ;5 0 P; = ;.

Ya que para cada i € I se tiene el morfismo continuo, ; : Y —— X ,
de la propiedad universal del producto (vea proposicion A.49), se sigue
que existe la siguiente funcién:

F:YV —> HX
i€l
Yy (¥i(¥));er -

Esta funcién es tal que m; o F' = v;, para todo ¢ € I. De este hecho, y de
la proposicion A.52, obtenemos que F' es continua.
Probaremos que la imagen de F' se queda contenida en X'

Sean i,j € I tales que i < j, entonces:
mi o B =1 = @i 0; = @i 0m;oF.
Por lo tanto, para cada y € Y, se tiene que:
mi (F(y) = (@ij o m5) (F(y)) -
Concluimos que F(y) € X, es decir, Im(F) C X.

Ahora podemos definir el siguiente morfismo:
FiY —=X
Fly)—=F(y) .

Notemos que F es un morfismo continuo ya que estd definido a partir del
morfismo F, que es continuo. Ademas, para todo i € I, se verifica:

b; o F = ;. (3.37)
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Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

yl:: - === i(y))iel
~ - T
- |
~ =~ ~ \V
F N
Y ———4& Yi(y)
x bi
X;.

Ahora probaremos que F es un morfismo tnico con la propiedad de la
ecuacion 3.37. Para ello supongamos que existe una funciéon continua
9:Y ——= X, tal que para cada i€ I :

$i 09 = 1. (3.38)

Siy € Y, entonces d(y) € X, y la ecuaciéon 3.38 nos dice que al proyec-
tar su i-ésima coordenada en X;, esta coincide con ;(y). A su vez, este
elemento se corresponde con la i-ésima entrada de F (y), es decir, las fun-
ciones 9 y F coinciden. Por lo tanto, F =9.

Concluimos que F es un morfismo tnico con la propiedad de la ecua-
cion 3.37. De esta forma, (X, ¢;) es el limite inverso del sistema inverso
(X, ij) de espacios topologicos.

Si (X, @i;) es un sistema inverso de grupos topoldgicos, del teorema 3.20

se tiene que H X, es un grupo topolégico. Ademés tenemos que X es un
iel

subespacio topologico del producto y es un subgrupo con las operaciones

definidas en el lema 3.18. En efecto, si (e;)icr es el elemento neutro del

producto de los X;, entonces, para cualesquiera i, j € I tales que i < j, se

tiene:

(pij omj)(ei)ier = pi(ei)ier
= ¢; por definicion de ¢;

= mi((ei)ier)-
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Por lo tanto (e;);c; € X. Ahora, si tomamos (z;);cr1, (yi)icr € X, entonces:

(i 0 m)((wi)ier % (Yi)ier) ™) = (wij 0 m5) (i % y; ier)
= (i) (s %597 1)
= 0ij () i iz (y; 1)
= (pij o m)((wa)ier) *i (pij o m5) ((y; Hier)
mi(@i)ier) *i mi((y; Dier)
i K yfl
= mi((wi % y; Vier)

mi((z:)ier *x ((Yi)ier) ™)

Por lo tanto, concluimos que (7;);er *x ((yi)ier)~* € X. De la proposi-
cién 1.9 se tiene que X es un subgrupo del grupo HXi‘ Por lo tanto, a
partir de la proposicién 3.5, concluimos que X es unlgupo topolégico. Por
otro lado, para cada i € I, el morfismo ¢; = m;|x es un homomorfismo
continuo, pues es una restricciéon de una proyeccién candénica, que es un
homomorfismo continuo de grupos.

Concluimos que el limite inverso de un sistema inverso de grupos topol6-
gicos es a su vez un grupo topolégico.

O

Observacion 3.32  a) Si (X;,pi;) es un sistema inverso dentro de cualquier
categoria, entonces al limite inverso lo abreviaremos usando el simbolo
lim Xi-
—
En lo sucesivo, usaremos X para citar a 1(1'21)(1-, a menos que se indique

lo contrario.

b) Notemos que en el inciso b) de la proposicion 3.31, el limite inverso de un
sistema inverso de espacios topologicos puede ser descrito como:

X = n {c € HXi t(pijomy)(c) = m(c)} .
i<j iel

Ahora, al ser X la interseccion de ciertos subconjuntos del producto de X;,

nada nos garantiza que el limite inverso serd distinto del vacio. El inciso

e) de la proposicion 3.33 mos proporcionard una condicion bajo la cual

puede afirmarse que hay, por lo menos, un elemento en el limite inverso

X.

Proposicién 3.33 Para un sistema inverso (X;, ;) de espacios topoldgicos
no vacios, se verifican las siguientes propiedades:



112
@)

b)
¢)

CAPITULO 3. INTERMEZZO

Si cada X; es Hausdorff, entonces también lo es X.
Si cada X; es totalmente disconexo, X es totalmente disconexo.
Si para cada © € I, X; es Hausdorff, entonces X es un subespacio cerrado

de HXZ

iel

d) Sipara cada i € I, X; es Hausdorff y compacto, entonces también lo es X.

e) Si X; es Hausdorff y compacto para cada i € I, entonces X # .

Demostracion.

2)

Como cada X; es Hausdorff, de la proposicién A.53, se sigue que HXi es

iel
Hausdorff. Ya que X es un subespacio del producto, de la proposicién A.34,
se concluye que X es Hausdorff.

Como cada X; es totalmente disconexo, por el inciso a) de la proposi-
cién A.92 tenemos que el producto de los X; también lo es. Ahora, por la
proposicion A.88, concluimos que X es totalmente disconexo.

Para cada ¢ € I y cada j > 4, consideremos las siguientes funciones conti-

nuas @;; o mj : HXi —X; y HXi —— X, . Definimos el con-
il iel

junto Cj; como sigue:

Cij = {C S HXZ 1 Qij © 7Tj(C) = 7'('7;(0)} . (339)
icl
De la proposicion A.36 se sigue que Cj; es cerrado del producto de los Xj,
y ya que la interseccién arbitraria de cerrados es cerrado (vea inciso b) de
la proposicion A.9), se sigue que X es cerrado de HXi (vea observacion
il
3.32 b)).
Del inciso c) de la proposiciéon 3.33, tenemos que X es un cerrado en H X;.
il

Por otro lado, de la proposicion A.62, tenemos que el producto de los X;
es compacto, pues para cada ¢ € I, X; es compacto por hipétesis. De la
proposicion A.59 se tiene que X’ es compacto.

Para cada ¢ € I y para cada j > 4, definimos el conjunto C;; de la misma
forma a como se hizo en la ecuacién 3.39.

De la definicién de Cj;, y por la proposicién A.36, se llega a que Cj; es un
subespacio cerrado del producto de los X;, y, gracias la proposicion A.59,
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tenemos que Cj; es compacto.
Del inciso b) de la observacion 3.32 tenemos que:

X =()Cy
g>i

Si suponemos que X = (, al ser X compacto (vea inciso d) de la propo-
sicion 3.33) se tiene que la familia {C;; }j>z’ no posee la propiedad de la
interseccion finita (vea proposicion A.58), es decir, existe n € Z™ tal que:

n Cikjk =0, con ji > i. (3.40)
k=1

Ya que I es un conjunto dirigido, se sigue, del inciso b) de la observa-
cion 3.24, que existe r € T tal que i < ji < r para todo k € {1,...,n}.
Por hipétesis X; # () para todo i € I, en particular para r € I, existe
z, € X,. Definamos un elemento en el producto de los X; de la siguiente
forma:

i = Pir(Tr si i <
(@ier =4 7 (@) stigr (3.41)
x; cualquier elemento en X; si i £ r.

Observemos que, para todo i, jr € I tal que i < jr < r, con k €
{1,...,n}, se verifica:

(@i © T ) (Ti);er = Pirgi(®5,) por def. proy. canénica, vea def. A.47
= Qi (@jer(®r)) ya que jip < 7, vea ecuacion 3.41
= @;.r(xy) por def. sistema inverso, vea def. 3.25
=x; Yyaquei, <7, vea ecuacion 3.41

= m;, (¢;)ier por def. proy. candnica, vea A.47.

Por lo tanto, concluimos que:
n
(l‘i)iej S m Cikjk' (342)
k=1

La ecuacion 3.42 contradice a la hipotesis de la ecuacion 3.40, de esta
forma, para evitar contradicciones debe verificarse que X # ().

Proposicion 3.34 Sean (X;, ;) un sistema inverso en la categoria de grupos
o de espacios topoldgicos, X su limite inverso tal como en la ecuacion 3.36 y
para cada i € I, 0 #Y; C X;. Si al tomarse las restricciones ¢;jly,, para cada
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i € 1, se obtiene que (Y;, pi;
Y existe y estd descrito similarmente a la ecuacion 3.36, entonces:

y,) es un sistema inverso tal que su limite inverso

yCcXx.

Demostracion. El lector puede verificar la contencién usando el hecho de que,
al extender las funciones ¢;;|y, a todo X;, se obtienen las funciones ¢;;, y se
comportan con la misma regla de correspondencia sobre los elementos de Y; que
sus restricciones, de tal forma que se verifica la condicién para ser un elemento
del conjunto de la ecuacién 3.36. Por lo tanto se cumple la contencion. [

Proposicion 3.35 Sea (X, ¢;) el limite inverso de un sistema inverso (X;, ¢;j)
de espacios topoldgicos no vacios, Hausdorff y compactos. Entonces:

a) Para cada i € I, ¢;(X) = ﬂ i (X;).
1<y
b) Supongamos que los morfismos ¢; del limite inverso son suprayectivos para
todo i € I. Sean A un espacio topoldgico discreto y f: X ——= A una

funcion continua. Entonces existen i € I y g: X; ——= A wuna funcion
continua tal que el siguiente diagrama es conmutativo, es decir, f = go¢;:

X—f>A

| A

X;
Demostraciéon.

a) Ya que (X, ¢;) es un sistema compatible con el sistema inverso (X, ¢;;),
entonces para cada 4,j € I tales que i < j, se tiene que ¢; = @;; 0 ¢;; de
igual forma ¢;(X) C X;. De estos hechos se sigue que, para cada i € I'y
j=ic

$i(X) = @ij (65 (X)) € @i (X5) -

De esta forma, para cada i € I se obtiene:

¢i(X) C ﬂ ©ij (X;).

Jj=i
Para demostrar la contencién m ©i; (X;) C ¢;(X), fijemos i € I y tome-

Jj=i

mos a € ﬂ ©i; (X;).

Jj=i
Para cada j > i, consideremos el siguiente subconjunto de X;:

Y ={y € X, : 0i;(y) = a} = ;' ({a}). (3.43)
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Ya que, para todo j > i, a € ¢;;(X;), entonces Y; # (). Ahora, como X;
es Hausdorff, por la proposicién A.32, {a} es cerrado de X;. Como ;; es
una funcién continua para cada j > ¢, entonces Y; es un cerrado no vacio
en X;. Méas atn, como X; es compacto y Y; es un cerrado en X, de la
proposicién A.59 se obtiene que Y; es compacto.

Ahora, como (X;,p;;) es un sistema inverso, si j,k € I son tales que
i < j <k, entonces, para todo yi € Yj :

vij © ik (Yr) = pir(yx) = a.

Por lo tanto, ¢,x(yx) € Y.
Definamos el sistema inverso (Z;,0;x), indexado por I, de la siguiente
forma:

Y, sii<lI.
Zl =
X;, en otro caso.

También definimos 0, como:

viklv,, sil=iyk>1
O, = ) _
Plk, sil£iyk>1.

Naturalmente (Z;,0;x) es un sistema inverso, pues esta definido a partir
de un sistema inverso.

De la proposicién 3.34 se sigue que Z = 1(1’£1Z¢ C thXi = X. Ademas,
como cada Z; es compacto, Hausdorff y no vacio, del inciso e) de la propo-
sicion 3.33, se tiene que Z # (). Esto implica que existe b = (b;)jer € 2,y
por lo tanto, b € X. Por la definicién de X' (vea ecuacion 3.36), para todo
J =1, ¢;(b) = b (recordar que ¢; = m;|x por proposicion 3.31 b)). Ahora
bien, como (b;);jer € Z, entonces para j > i tenemos que b; € Yj, y por
construccion de Y; (vea ecuacion 3.43) se tiene que ¢;;(b;) = a.

Por otro lado, (b;);er € X, de la construccién de X' (vea ecuacion 3.36) se
sigue que, para todo j > :

@ij(bj) = (pij o m;)((bj)jer) = mi((bj)ier) = b;.

Por lo tanto, b; = a y tenemos que ¢;(b) = a, de donde se concluye que
a € ¢;(X). Probandose la contencién ﬂ ©ii (X;) C ¢i(X).
1<j

Ya que f: X ——= A es una funcién continua, por la proposiciéon A.63
se deduce que f(X) es compacto, esto ya que X es compacto en virtud
del inciso d) de la proposicion 3.33. Ademas, como A es discreto, entonces
f(X) es un subespacio discreto de A. Del ejemplo A.56, se sigue que f(X)



116

CAPITULO 3. INTERMEZZO

es finito.

Por la observacion A.10, tenemos que para cada a € f(X), {a} es un
abierto y cerrado en f(X).

Para cada a € f(X), tomemos el siguiente subconjunto abierto y cerrado
de X :

“1({a}). (3.44)

Notemos que X = U Y,, donde la unién es disjunta, pues f es una

a€f(X)
funcioén.

Ademas, como X es compacto y Y, es cerrado en X para cada a € f(X),
de la proposicion A.59, obtenemos que Y, es compacto. De esta forma,
por el inciso a) de la proposicion 3.37, se sigue que cada Y, es una unién
finita de abiertos bésicos de la forma gbj_l(U), con U un abierto en X, y
jel

Por lo tanto, existe una cantidad finita de abiertos basicos de X', digamos
¢1_1(U1),...,¢;L1(Un), con U, abierto en X; para todo s < n. Dichos
abiertos son tales que, para cada a € f(X),Y, es union de algunos de esos
abiertos bésicos.

Como I es un conjunto dirigido superiormente, existe k € I tal que para
todo s < n, se verifica que js < k.

Ya que (X, ¢;) es un sistema compatible con (Xj, ¢;;), entonces en parti-
cular, para todo js < k con s < n, se tiene:

071U = (prn o @) (U = (67 (A(T)) . (3.49)

Veamos que para cada a € f(X), se tiene que Y, = ¢k (V,) para algin
abierto V, de Xj. En efecto, tomemos a € f(X) fijo y arbitrario. Sin
T

pérdida de generalidad supongamos que Y, = U (bj_sl(Us) para algin

r < n. De la ecuacién 3.45 y de las propiedades de imagen inversa de una
funcién, se sigue:

Yo = Uoiwa = U (6 w) - m(@;ﬂw)
s=1

s=1

,

Sea V, := U @J}C(U ). Notemos que V, es un subconjunto abierto de Xj.
s= 1

Ahora, si a,a’ € f(X) con a # o, entonces:

Vo Ve = 0. (3.46)
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Esto ya que Y, NYy = 0 y ¢y es suprayectivo.

Sea

D=x:\| J Val. (3.47)
a€f(X)

Notemos que D es cerrado en Xy, y ademés DN (X) = 0 ya que ¢ (X) =

U Y) U r(Ya) C U V,. Como X}, es compacto, de la
a€f(X) acf(X) acf(X)
proposicion A.59 se sigue que D es compacto.

Por otro lado, del inciso a) de la proposicion 3.35, se sigue que:

D=Dnee(X)=Dn | (ouX) | =) DNeu(X)). (348
1>k 1>k

Ademas, para todo [ > k, ¢y es continua, y por hipotesis X; es compacto,
entonces, de la proposicion A.63, se sigue que g (X;) es compacto. Co-
mo Xy, es un espacio Hausdorff, de la proposiciéon A.61, se concluye que
vr1(X7) es cerrado en Xj.

Lo dicho previamente, junto con la ecuacién 3.48, nos permite afirmar que
la familia {D N ki (X;)},s, de cerrados en X}, no posee la propiedad de la
interseccion finita (vea definicion A.57), por lo que existe {l1,...,ln} C I,
con k < s para todo 1 < s < m, tales que:

D N gy (Xll) N Pk, (Xlz) N... NPk, (le) = 0. (3.49)

Del inciso b) de la observacién 3.24, se sigue que existe h € I tal que
h >11,...,0m, k. Ahora, para todo k < Iy < h con 1 < s < m, tenemos
wi.n(Xp) C X, se sigue que:

rn(Xn) = (@rt, 0 w1.0)(Xn) € @r, (X3,). (3-50)

Por lo tanto, de las ecuaciones 3.49 y 3.50, llegamos a que:

Dﬂ(pthh mDm@kl (Xl) 0.

s=1

Es decir:
D N opn(Xp) = 0. (3.51)
Por lo tanto, de la definiciéon de D (vea ecuacién 3.47), tenemos que:

rn(Xn) C U Va- (3.52)
aef(X)
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Para cada a € f(X), consideremos el siguiente subconjunto abierto de
Xn, W, = gp,:hl(Va). Ya que V, NV, = 0, para a,a’ € f(X) tales que
a # a’, entonces:

W, N Wy = 0. (3.53)
Ademas,
U wac X (3.54)
a€f(X)

Para probar la otra contencién de la ecuacién 3.54, tomemos xy € X,
un elemento fijo y arbitrario. De la ecuacién 3.52, podemos concluir que
wrn(zo) € wrn(Xp) C U Va, por lo que existe ap € f(X) tal que

acf(X)
wrn(xo) € Vo, es decir, zg € go,;hl(Vao) =Wy, C U W,.
a€f(X)
Por lo tanto, hemos probado que:
Xn= J W, (3.55)

a€f(X)

Ademas, la unién de la ecuacion 3.55 es disjunta en virtud de la ecua-
cion 3.53. Por lo tanto, hemos generado una particiéon de subconjuntos
abiertos de Xj,.

Por otro lado, como la unién de la ecuacién 3.55 es disjunta, y si tomamos
a' € f(X), entonces:

U we|\ W= | W

acf(X) a€f(X)\{a’}

Es decir, el complemento de W, en X}, es abierto en Xj. Asi, concluimos
que W, es cerrado de Xj,.

Consideremos la siguiente funcion que se comporta de forma constante en
cada subconjunto W, de Xj:

g: Xp——=A (3.56)
g(fﬂ) ——a,

donde a € f(X) es tal que x € W,.

Observemos que la funcién g de la ecuacion 3.56 esta bien definida. Esto
es, el elemento a € f(X) que existe tal que g(x) = a, es unico en virtud de
que la familia de abiertos {W}, f(x) Proporciona una particién de Xj,.
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Verifiquemos que el siguiente diagrama conmuta:

En efecto, sea (z;);er € X. Entonces tenemos que ¢p(2;)icr = zn € Xp,
donde xj, es la h-ésima coordenada de (x;);cr. Por la ecuacion 3.55, se tiene
Xy = U W,, de donde se sigue que z;, € W, para un unico a € f(X).
a€f(X)

Por lo tanto, de la definiciéon de la funcion g se tiene que g(zp) = a. Con-
cluimos que (g © ¢p)((zi)ier) = a.

Ahora verifiquemos que f((z;)icr) = a. Como k < h, se sigue que ¢y =
©kn © ¢p; y asi concluimos que ¢k ((x;)icr) = wrn((xr)). Ahora bien, no-
temos que, como x, € W, = go,;hl(Va), entonces i (zn) € V,. Es decir,
tenemos que ¢ ((x;)icr) € Vg3 se sigue que (x;);cr € Yo = d);l(Va). De la
definicion de Y, (vea ecuacion 3.44), tenemos que f((x;)icr) = a, proban-
dose que f = go ¢p,.

Finalmente, si a € A, entonces {a} es un abierto en A, pues A es un
espacio discreto finito, y si a € f(X) entonces g~ ({a}) = W,. Por otro
lado, si a ¢ f(X) entonces g~'({a}) = 0. Ahora, tomemos un abierto
arbitrario U de A. Sabemos que U es finito, digamos que es de la forma
U={a1,...,an} = -, {a;} . Al aplicarle la imagen inversa de g tenemos:

g (U)=g"" (U {m—}) =Jo '({a:}) = | Wa.. (3.57)
=1 =1 j—

Notese que el miembro del extremo derecho de la ecuacién 3.57 es un
abierto en Xy, ya que cada W,, es abierto en X} para todo i € {1,...,n}.
Por lo tanto, concluimos que g es una funcién continua.

Observacién 3.36 En la demostracion de 3.35 b) se utiliza fuertemente que

los morfismos ¢; del limite inverso sean suprayectivos para demostrar que los
conjuntos V, y Vo son disjuntos, sin tal hipdtesis no es claro que eso pase.
Para un resultado parecido, ver [16, lema 1.1.16,pdg. 12]. En dicho lema no se

pide que los morfismos sean suprayectivos, pero si se pide que cada espacio X;
sea un espacio profinito.

Proposiciéon 3.37 El limite inverso (X, ¢;) de un sistema inverso (X;, p;;) de

espacios topoldgicos mo vacios verifica las siguientes condiciones:
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a) El conjunto:
A:={¢;7'(U) : U es abierto en X;,i € I} (3.58)

es una base para la topologia de X como subespacio de HXi'
iel

b) SiY C X es tal que para todo i € I se tiene ¢;(Y) = X;, entonces Y es
denso en X.

c) Si'Y es un espacio topoldgicoy 0:Y ——= X es una funcidn, entonces
0 es continua si y solo si ¢; 00 es continua para todo i € 1.

Demostracion.
a) De la definicién A.51 tenemos que el conjunto:

A= {r;7"(U) : U es abierto en X; para todo i € I }

es una subbase para la topologia producto en HX“ mientras que de la
iel
observacion A.26 se tiene que:

{XNa; ' (U):i€1,U es abierto en X; }

es una subbase para X como subespacio del producto cartesiano de los
X, es decir, todo conjunto abierto en X es unién arbitraria de conjuntos
de la forma:

V=X0r'(U)N..0nm " (Un), (3.59)

con Uj abierto en X, para todo j € {1,...,n}.

Para continuar, sea V' asi como en la ecuacién 3.59. Demostraremos que
para cada ¥ € V, existe k € I y un abierto U C X tal que = € ¢, ' (U) C
V.

Sea x = (x;);cr € V. Entonces, para todo j =1, ...,n, se tiene:

d)zj(x) = 7TZ'].({E) = Ty € Uj.

Como [ es un conjunto dirigido superiormente, existe un indice k tal que
para todo j = 1,...,n, i; < k. Consideremos la k-ésima coordenada de z,
2 = ¢r(z). Para todo j = 1,...,n se tiene:

Pisk(Tr) = @i k(Pr(x)) = i (2) = i, (x) = 23, € Uj.
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Por lo tanto, xy € @;i({m”}) C go;ji(Uj) C Xy, para j = 1,...,n. Defina-
mos el siguiente abierto de Xy :

n
U= ﬂ @ii(Uj) C X;. (3.60)
j=1

Notemos primero que z, € U. Consideremos el morfismo ¢ : X —— X,
entonces ¢, ' (U) C X es un abierto de X, pues ¢j, es continuo. Es claro
que = = (2;)icr € ¢ " (U), pues ¢y(z) =z € U.

Afirmamos que ¢, '(U) C V.

Sea z = (2;)icr € ¢, '(U), entonces z = ¢y(2) € U. De la definicion de
U (vea ecuacion 3.60), se sigue que, para todo j = 1,...,n, p;x(2x) € Uj.
Ademas, z;; = ¢;;(2) = i;k(0K(2)) = Pi;n(2k)-

Luego, para todo ij, con j = 1,...,n, tenemos que ¢;,(2) = z;; € U;. Por
lo tanto, z = (2;)ier € V =& N Tri_ll(Ul) N "'ﬂ'i_nl(Un). Concluimos que
z e (U)CV.

Sean U un abierto de X y = € U. Entonces existe un conjunto V', descrito
como en la ecuacién 3.59, tal que x € V' C U. Por lo probado previamente,
existen k € I y W un abierto en X}, tal que = € qS,:l(W) CV CU. Esto
prueba que el conjunto de la ecuacién 3.58 es una base para el limite X
(vea proposicion A.19).

Primero notemos que para todo i € I, si U es cualquier abierto no vacio
de X;, de la hipétesis se sigue que:
Es decir, existe z, € U y z, € ¢;(Y), por lo que xg = ¢;(v) para algiun
v €Y. Asi:

v e ¢; H(U)NY, es decir, Y Ng; H(U) # 0. (3.61)
Con esto hemos probado que Y interseca a todas las imagenes inversas
bajo ¢; de los abiertos de X;, para cada i € I.

Ahora, sea U C X un abierto no vacio, por el inciso a) de la proposi-
ci6én 3.37, se sigue que existe B C {¢; '(U) : U es abierto en X;,i € I'} tal
que:

v= |J o). (3.62)
¢; L (U)eB

Al intersecar Y con la ecuaciéon 3.62, y en virtud de lo que se dijo en la
ecuacion 3.61, podemos concluir que:

YnUu= |J Yne¢ '(U)#0.

o7 (U)eB
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Es decir, Y es denso en X' (ver definicion A.22).

¢) Primero supongamos que 6 es continua. Por el inciso b) de la proposi-
cion 3.31, sabemos que ¢; = m;|x es continua para todo i € I. Ademaés, la
composicion de funciones continuas es una funcion continua, por lo tanto,
para todo ¢ € I, la funcién ¢; o 6 es continua.

Para probar el reciproco, sea Y un espacio topolégicoy 6:Y —— X
una funcién. Probaremos que 6 es continua, para ello supongamos que,
para todo i € I, ¢; o 6 es una funcién continua

Para cada i € I, tomemos U un abierto en X;, como ¢; es continua,
entonces ¢; '(U) es un abierto en X. De este modo:

0" (¢, 1(U)) = (¢ 0 0)"' (U) es abierto en Y.
Es decir, 6 se comporta de forma continua sobre los elementos del conjunto
A del inciso a) de la proposicién 3.37.
Si U es un abierto en X, se puede escribir como unién de elementos de
A. Del hecho de que la imagen inversa abre uniones arbitrarias y lo dicho
previamente, se sigue que §~1(U) es abierto en Y.
Por lo tanto, 6 es continua.

O

Observacion 3.38 Para otras versiones de la proposicion 3.37 b) ver los si-
guientes resultados: [7, proposicion 2.3(2), pdg. 428]; [4, proposicion 9, pdg. 29]
y [9, proposicion 2.5.5, pdg.99].

Proposicion 3.39 Sea X un espacio Hausdorff, compacto y totalmente disco-
nexo. Entonces X es el limite inverso de sus espacios cociente discretos.

Demostraciéon. Vea [25, proposicion 1.1.7, pag. 16]. O

3.3. Grupos Profinitos

En este apartado se fusionan los grupos topolégicos y los limites inversos de
grupos topolédgicos para dar lugar a los grupos profinitos y posteriormente dar
una descripcion de ellos, por ejemplo se observara que son Hausdorff, compactos
y totalmente disconexos. A lo largo de esta seccion se dan resultados extraidos
de [25] y [16].

Esta seccion decanta en el capitulo 4 donde veremos que el grupo de Galois,
visto como grupo topoldgico con la topologia de Krull, es un grupo profinito
(vea 4.22).
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Proposicion 3.40 Sean (G, ¢;) el limite inverso de un sistema inverso (G, @;j)
de grupos topoldgicos compactos y Hausdorff y L un subgrupo normal abierto de
G. Entonces, existe i € I tal que Ker(¢;) es un subgrupo de L y ademds Ker(¢;)
es un cerrado de G. Mas ain, G/L es isomorfo, como grupo topoldgico, a un
grupo cociente de un subgrupo de G; para algin ¢ € I.

Demostraciéon. Por el inciso a) de la proposicion 3.37, tenemos que el siguiente
conjunto es una base para la topologia de G:

A={¢;"(U):i€I,U abierto en G, } .

Ya que L es un subgrupo abierto de G, entonces (e;);c; € L, donde e; es el
elemento neutro de G; para cada i € I. Por lo tanto, existe j € I tal que
(e:)ier € ¢;1(U) C L, con U un abierto en G;. De esta forma, por la definicion
de ¢; (vea inciso b) de la proposicion 3.31), se sigue que ¢; ((€;)icr) = €; € U.
De lo anterior, se tiene que (e;);er € ker(¢;).

Notemos que, si « € Ker(¢;), entonces ¢;(x) = e; € U, y por lo tanto = €
¢;'(U) C L. Asi, Ker(¢;) C L.

Por otro lado, como G, es Hausdorff, entonces {e;} es un cerrado de G, (vea
proposicion A.32). Ya que ¢; es continua, se sigue que Ker(¢;) = qu_l ({e;}h) CL
es un cerrado de G.

A continuacién probaremos la segunda afirmacion de nuestro enunciado.

Como Ker(¢;) y L son subgrupos normales de G tales que Ker(¢;) < L <G,
del teorema 1.59 se sigue que L/Ker(¢;) < G/Ker(¢;). Por lo tanto:

(G/Ker(¢;)) / (L/Ker(¢;)) ~ G/L. (3.63)
Ahora, del primer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.56), sabemos que:
Por lo tanto, G/L es isomorfo a un cociente de un subgrupo de G;. O

Observacion 3.41 Si en la proposicion 3.40, el morfismo ¢; es suprayectivo,
donde j es el indice en I que existe tal que (e;);er € ¢;1(U), entonces se puede
garantizar que Im(¢;) = G;, y por lo tanto, en la ecuacion 3.63, se tiene que
G/L ~ G,;/(L/Ker(¢;)). Es decir, G/L es isomorfo como grupo topoldgico a
un grupo cociente de G;.

Definicion 3.42 Sean G un grupo topoldgico e I una familia de subgrupos nor-
males abiertos (o cerrados ) de G. Se dice que I es un filtro base si para
cualesquiera K1, Ko € I, existe K3 € I tal que:

K3 C Ky N K.
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Lema 3.43 Sean G un grupo topoldgico e I un filtro base de subgrupos norma-
les cerrados de G. Entonces, I puede convertirse en un conjunto parcialmente
ordenado de la siguiente forma:

Para K, L € I, se define K <' L si y solo si L C K. (3.65)

Mids ain, el filtro base I es un conjunto dirigido con el orden parcial descrito en
la ecuacion 3.65, y consideremos la siguiente familia de morfismos suprayecti-
V0S:

{¢KL:G/L*>G/K:K§’L }
donde para cualesquiera K <' L y a € G, se define el morfismo o como

al 255 oK. (3.66)
Entonces ((G/K)ker, (pxr)k<'1) es un sistema inverso.

Demostracion. El lector puede corroborar que efectivamente el orden definido
en la ecuacién 3.65 es un orden parcial. Para corroborar que dicho orden hace de
I un conjunto dirigido, basta usar el hecho de que I es un filtro base. Ademas,
es facil ver que si K <’ L, entonces el morfismo g, esta bien definido y es un
homomorfismo suprayectivo de grupos. Mas atin, ¢ = idg,, para todo L € I.
Ahora, sean N, H, K € I tales que N <’ H <' K, la siguiente ilustracion
muestra que ((G/K)ker, (pxr)ik</1) €s un sistema inverso.

G/K L G/N (3.67)
o %:f
G/H
aK-————————-——-——— >alN
~ - /1
~ - N P -
aH.

La siguiente proposicion hace uso del orden parcial creado para un filtro base
de subgrupos normales cerrados de un grupo topologico G (vea ecuaciéon 3.65),
asi como del sistema inverso de cocientes y morfismos descrito en el lema 3.43.
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Proposicion 3.44 Sean G un grupo topoldgico, (I,<') un filtro base de sub-
grupos normales cerrados de G y el sistema inverso ((G/K)ker, (pxrL)k<'L)
definido en el lema 3.43.

Si (G, dr) := 1(1’31(G/K, wKir) es el limite inverso del sistema inverso dado ini-
cialmente, entonces se verifica lo siguiente:

a) Eziste un homomorfismo continuo 0 : G ——= G con las siguientes ca-
racteristicas:

Ker(0) = ﬂ K e Im(0) es un subgrupo denso en G.
Kel

b) Si G es compacto, entonces 0 es suprayectivo. Si ademds se cumple que
Ker(0) = {e}, entonces 0 es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Demostracion.

a) Consideremos el siguiente morfismo:
0:G— ] G/K (3.68)
Kel
g (9K) ey -

Se deja de ejercicio al lector probar que € es un homomorfismo de grupos.
Para cada H € I, consideremos las proyecciones canénicas:

TH H G/K——G/H
Kel
(9K)ker —gH .

Ahora, si (9K)ker € Im(0), entonces, para cualesquiera H, L € I tales
que H <’ L, se tiene:

(prr o) (9K)ker) = pnr(gl)
=gH por def. de pg en lema 3.43
=mu((9K)Kker)-
A partir de la construccion del limite inverso (vea ecuacion 3.36), obtene-
mos que (gK)ker, € G, es decir, Im(f) C G.

Ahora probaremos la continuidad de . Sean H € I un elemento arbitrario
y g € G. Entonces:

(m00)(9) =7 (9K)ker) = gH = pu(g),
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donde py: G—— G/H es la proyeccién candnica en el cociente.

Por el inciso a) de la proposicion A.43, sabemos que py es continua para
todo H € I. Por lo que 6 es continua en virtud de la proposicién A.52.
Por otra parte, si g € ker(6), entonces 6(g) = (eK)ker, con e el neutro
para la operacion de G. Asi, para todo K € I, se tiene que g € K. Observe
que el regreso de las implicaciones anteriores son verdaderas. Por lo tanto:

Ker(0) = ﬂ K.

Kel

Recordemos que Im(0) C G. Ahora, para cualquier H € I, consideremos

el morfismo ¢ : G——> G/H dado por ser G limite inverso. Entonces:

du(Im(0)) = ou (0(G) =ou | 6 | {9}

geqG

—on [ U 0tg})

geG

U {¢ ((9K)er)}  por def. de 6 (vea ecuacion 3.68)
geG

U {9H}
geG
= G/H.

Por lo tanto, del inciso b) de la proposicién 3.37 y de la observacion 1.21,
concluimos que I'm(#) es un subgrupo denso de G.

Si G es compacto, por la proposicion A.63 tenemos que 6(G) es compacto.
Por otra parte, como todo K € I es un subgrupo normal cerrado en G,
por el inciso d) de la proposicién 3.13, se tiene que G/K es Hausdorff, y
de la proposicion A.53 se deduce que H G/K es Hausdorff.

Kel
Asi, gracias a la proposicion A.34, se llega a que G es Hausdorff. Por lo
tanto, de la proposiciéon A.61, obtenemos que 6(G) es un subgrupo cerrado
en G.
Ahora, como al final del inciso anterior probamos que 6(G) es un subgrupo
denso en G, entonces 0(G) = G. Como 0(G) es cerrado en G, se sigue que
0(G) = G, es decir, 6 es un morfismo suprayectivo.

Por otro lado, bajo la hipotesis de que G es compacto y que ker(6) = {e},
se tiene que € es una biyeccion, ademas es continua por el inciso a) de
la proposicién 3.44. Por lo tanto, existe 1, probaremos que es continua
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para poder concluir que 6 es un homeomorfismo entre grupos topologicos.

Para probar que 8! es continua, usaremos la equivalencia enunciada en la
proposicién A.37. Tomemos U un cerrado en G, al ser G compacto, de la
proposiciéon A.59 tenemos que U es compacto en G. Por la proposicion A.63
se sigue que #(U) es compacto en C:', el cual hemos visto es Hausdorff.
Ahora, por la proposicion A.61, tenemos que §(U) es cerrado de é, es
decir, (71)"1(U) = 0(U) es cerrado. Asi, concluimos que ~! es una
funcién continua.

Por lo tanto, 6 es un homeomorfismo entre grupos topologicos.

g

Observacion 3.45 En la proposicion previa hemos visto una condicion bajo
la cual un grupo topoldgico G es isomorfo (como grupo topoldgico) a un limite
inverso de grupos topoldgicos, que, en el caso de la proposicion, fueron grupos
cociente. En lo sucesivo, el objetivo es estudiar grupos que son, bajo isomorfis-
mo, limites inversos de grupos con las mismas propiedades que el grupo inicial.
El siguiente concepto puntualiza un poco mds sobre a qué nos referimos por pro-
piedades de un grupo. Ademds, nos limitaremos al estudio de los grupos finitos.

Definicion 3.46 Tomemos Grp la categoria de grupos cuyos morfismos son
homomorfismos entre grupos. Una clase de grupos finitos es C C Grp tal
que C # 0 y ademds, para todo G € C y todo G' € Grp que satisfacen G ~ G,
se tiene que G' € C, es decir, C es cerrada por isomorfismos.

A los elementos de la clase C les llamaremos C-grupos.

Ejemplo 3.47 Hay una variada coleccion de clases de grupos finitos que se
pueden llegar a estudiar, por ejemplo:

a) La clase de todos los grupos finitos.
b) La clase de todos los grupos finitos y abelianos.

¢) La clase de todos los grupos finitos que son p—grupos, para p un entero
primo.

d) La clase de todos los grupos finitos nilpotentes.

Al tomar una clase C de grupos, se puede plantear la cuestién sobre si los
subgrupos, los grupos cociente o los productos, son nuevamente C grupos, es
decir, si cumplen las caracteristicas para pertenecer a la clase C. En este caso, la
clase C adquiere una nueva denominacién como lo indica la siguiente definicion.
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Definicion 3.48 Se dice que una clase C de grupos finitos es cerrada bajo
subgrupos (resp. cocientes) si todo subgrupo (resp. cociente) de un C-grupo es
nuevamente un C- grupo.
La clase C es cerrada bajo productos finitos si para cualesquiera G, G’ € C,
se tiene que G x G’ € C.

Definicion 3.49 Sean C una clase de grupos finitos y G un grupo. Se dice que G
es un grupo pro-C si G es el limite inverso de un sistema inverso de C-grupos.

Observacion 3.50 En lo sucesivo estudiaremos clases de grupos finitos, por
lo cual a cada grupo finito lo consideraremos como espacio topoldgico con la
topologia discreta.

Proposicion 3.51 Un espacio topoldgico (X, 7) discreto y finito es Hausdorff,
compacto y totalmente disconexo.

Demostraciéon. De acuerdo a la observacion A.31 se tiene que X es Hausdorff,
mientras que por la proposicion A.55 se sigue que es compacto. Finalmente,
cada grupo finito con la topologia discreta es totalmente disconexo (vea propo-
sicion A.87). Por lo que se concluye lo deseado. O

Lo anterior nos permite dar una caracterizacién acerca de los grupos pro-C
para una clase C de grupos finitos, que consideraremos grupos topoldgicos con
la topologia discreta (vea ejemplo 3.3, inciso a)).

Proposicion 3.52 Sea C una clase de grupos finitos que es cerrada bajo sub-
grupos y productos directos finitos tal que a los elementos de C les damos la
topologia discreta, y consideremos G un grupo topoldgico. Entonces, los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

a) G es un grupo pro-C.

b) G es isomorfo (como grupo topoldgico) a un subgrupo cerrado de un pro-
ducto cartesiano de C-grupos.

¢) G es compacto y se satisface:
ﬂ {N <G : N es abierto en G y G/N € C} = {e}, (3.69)
donde e es la identidad de G.

d) G es compacto, totalmente disconexo, y para todo subgrupo normal abierto
L de G, hay un subgrupo normal y abierto N de G, tal que N < L y
G/N €.

Si la clase C es cerrada bajo cocientes, el inciso d) puede ser cambiado
como Sigue:
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d’) G es compacto, totalmente disconexo y para todo subgrupo normal abierto

L de G se tiene G/L € C.

Demostracion.

a)= b)

b)= ¢)

Si G es un grupo pro-C, entonces existe (G, ;;)icr un sistema inverso de
C grupos tal que G = lim G;. Ahora, por la proposicién 3.51, cada uno de
los grupos G; es un esfy;:io discreto y por lo tanto Hausdorff. Finalmente,
del inciso ¢) de la proposicion 3.33, tenemos que G es un subgrupo cerrado

y Hausdorff de H G;.
iel

Ya que cada C-grupo G; es finito y discreto para todo ¢ € I, de la propo-
sicion 3.51, se sigue que G; es compacto y Hausdorff. Del inciso d) de la
proposicién A.59, se sigue que G es compacto.

Por otro lado, para cada j € I, tomemos ; : H G; — G; la proyec-
iel

cion canénica (vea definicion A.47), y K; := ker(n;) = wjfl({ej}). Como
para cada j € I, la funcién ; es continua (vea definiciéon A.51), entonces
cada K; es un subgrupo normal, abierto y cerrado, esto debido a que G;
es un espacio discreto para todo j € I.

Ahora, para cada j € I, definamos el conjunto N; := K;NG C G, que, por
el teorema 1.57, es un subgrupo normal y abierto de G con la topologia
de subespacio.

Probaremos que ﬂ K; = {(ej)jer}, donde e; es el elemento neutro en
JeI
G; para cada j € I.

Sea (xj)jer € ﬂ K, entonces para todo j € I, z; = m;((z;)jer) = €5,
jel
por lo que ($j)j€1 = (ej)je[.
De esta forma, concluimos que ﬂ K; ={(ej)jer}. Por lo tanto:
Jel

(N = {(ej)jer}

jer

Ademés, como para cada j € I se tiene que K es normal en el producto
de los G;, con i € I, y G es un subgrupo del producto cartesiano de los
G, entonces por la proposicion 1.49 se tiene GK; < H G;.

iel
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Por lo tanto:

G/N; ~ GK;/K; | por el segundo teorema de isomorfismo 1.57 |

< (H Gi> /K; [por el teorema de la corresp. biyectiva 1.59 |
iel
~ G; [ por observacion A.48 .

Es decir, para cada j € I, tenemos que G/N; es isomorfo a un subgrupo
de G}, digamos H;. Ahora, ya que la clase C es cerrada bajo subgrupos,
entonces H; € C y al ser C una clase cerrada bajo isomorfismos, se tiene
que, para cada j € I, G/N; € C. De esta forma, podemos concluir que:

ﬂ{N <G : N es abiertode Gy G/N € C} C ﬂNi ={(e)ier},

il
lo cual nos ayuda a concluir lo que se afirma en la ecuacién 3.69.

Tomemos el siguiente conjunto y probemos que es un filtro base (vea
definicion 3.42) de subgrupos normales cerrados:

I ={N <G : N es subgrupo abierto de G y G/N € C}.

Primero notemos que por proposicién 3.8 c), los elementos de I también
son cerrados. Sean N1, N € [ y consideremos el siguiente morfismo de
grupos:

0:G—— G/Ny x G/N;y
g+ (gN1,9N3) .

Notemos que G/N; x G/Ny € C, pues por hipétesis tenemos que la clase
C es de cerrada bajo productos finitos. Ademés, Ker(6) = N1 N Na. Por
lo tanto, del primer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.56) se sigue
que:

Como la clase C es cerrada bajo subgrupos e isomorfismos, concluimos que
G/(N1NN3) € C y se satisface que NyNNy < G, ademaés dicha interseccion
es de abiertos, por lo que es abierto. Por el inciso c) de la proposicién 3.8,
tenemos que Ny N Ny es cerrado. De esta forma, N3 := Ny NNy € Iy
ademas N3 C Nj N Ns. Por lo tanto, I es un filtro base de subgrupos
normales cerrados.

El hecho de que G sea un grupo pro-C se sigue de la proposiciéon 3.44,

pues G es compacto por hipétesis, y el morfismo 6 : G —— G de la
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a)=— d)

d)=c)

proposiciéon 3.44 satisface que
Ker(9) = m{N <G : N es abiertoen Gy G/N € C} ={e}.

Por el inciso b) de la proposiciéon 3.44, se obtiene que 6 es un isomorfismo
de grupos topolégicos. Por lo tanto, G es un grupo pro-C.

Sea G = @Gi, con GG; € C para todo ¢ € I. Por la proposicién 3.51,
tenemos que la familia {G},.; consta de espacios topologicos Hausdorff,
compactos y totalmente disconexos, por lo cual, de la proposicién 3.33, se
sigue que G es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Para probar la segunda afirmacion, tomemos L un subgrupo normal abier-
to de G. De la proposicién 3.40, se sigue que existe j € I, ¢; : G —— G
tal que Ker(¢;) es un subgrupo de L. Ademaés, como G es un espacio dis-
creto, entonces {e;} es un abierto y cerrado de G;, donde e; es el neutro
de Gj.

Por lo tanto, Ker(¢;) = ¢;1({ej}) es un abierto y cerrado. A partir del
primer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.56), se tiene que:

G/K@T((bj) ~ Im(¢]) S Gj.

Como la clase C es cerrada bajo subgrupos e isomorfismos, se concluye
que:
G/Ker(¢;) €C.

Sea U un subgrupo normal y abierto de G. De la hipotesis se sigue que
existe un subgrupo normal y abierto Ny de G (no necesariamente tnico)
tal que

Ny CU vy G/Ny €C.

Por lo tanto, tenemos las siguientes contenciones de conjuntos:
ﬂ{N : N es normal, abierto en G y G/N € C}
- ﬂ{NU : U <4 Gy abierto de G}
- ﬂ{U : U QG y abierto de G} = {e},

donde la primera contencién es debido a que en el siguiente conjunto
({N : N es normal, abierto en G y G/N € C} estamos intersectando mas
conjuntos que en [{Ny : U 4 G y abierto de G}; y la dltima igualdad es
por el inciso ¢) de la proposicion 3.17.

De esta forma, se concluye que:

ﬂ{N : N es normal, abierto en Gy G/N € C} = {e}.
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a)=d’) Ya que se ha demostrado que a) = d), basta probar que d) = d’).

Sea L un subgrupo normal abierto de G. Por el inciso d) tenemos que
existe N un subgrupo normal y abierto de G tal que N C L'y G/N € C.
Por el inciso b) del teorema correspondencia biyectiva (vea teorema 1.59),
se sigue que L/N A G/N y que G/L ~ (G/N)/(L/N). Como C es cerrada
bajo cocientes y G/N € C, concluimos que G/L € C. Finalmente , notemos
que d') = d). Por lo tanto, d) es equivalente a d') y asi, d’) es equivalente
aa).

Observacién 3.53 Notemos que en la proposicion 3.52 no se pide que G sea
Hausdorff. Sin embargo, G resulta ser Hausdorff por la proposicion 3.13 d) ya
que G es totalmente disconezo.

Aunque hemos hecho notar que hay una gran variedad de clases de grupos
finitos (vea ejemplo 3.47), tomaremos en general a la clase de todos los grupos
finitos.

Definicion 3.54 Se dice que un grupo G es profinito si G es un grupo topo-
légico que es isomorfo (como grupo topoldgico) al limite inverso de un sistema
inverso de grupos finitos con la topologia discreta.

Observacion 3.55  a) Naturalmente, la caracterizacion de los grupos pro-C
(vea proposicion. 3.52) para una clase C de grupos finitos, se contextualiza
para la clase de grupos finitos.

b) A partir de la proposicion 3.52 y la observacion 3.53 se tiene que cualquier
grupo profinito es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Notemos que la clase de los grupos finitos es cerrada bajo cocientes, entonces,
de la proposicién 3.52 que caracteriza a los grupos profinitos, se sigue el siguiente
resultado.

Corolario 3.56 Si G es un grupo profinito, entonces:
ﬂ {N <G : N es abierto en G} = {e}, (3.70)
donde e es el elemento neutro en G.

Demostraciéon. Tomemos C la clase de grupos finitos. Por el inciso d) de
la proposicion 3.52, y dado que G es profinito, entonces G es compacto y to-
talmente disconexo. Luego, del inciso ¢) de la proposiciéon 3.17, se concluye la
ecuaciéon 3.70. U
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Proposicion 3.57 Sean G un grupo profinito y e el elemento neutro de G. Si

I es un filtro base de subgrupos normales cerrados de G tales que ﬂ N = {e},

Nel
entonces:

Mds aiun, si H es un subgrupo cerrado de G y K es un subgrupo normal y
cerrado de G, entonces se satisface:

) H )
HE 1 (gmv)N v G/K =1im (G/(KN))e;

Demostraciéon. Ya que G es profinito, del inciso b) de la observaciéon 3.55
se tiene que G es compacto. A partir de la hipotesis ﬂ N = {e} y de la

Ner
proposicién 3.44, se sigue la afirmacién de la ecuacién 3.71.

Para demostrar la segunda parte de esta proposicién, tomemos H un sub-
grupo cerrado de G y consideremos la siguiente familia de subgrupos normales
cerrados de G :

J={HNN:N¢el}. (3.72)

El conjunto J es un filtro base, en virtud de que I es un filtro de subgrupos
normales cerrados. Esto debido a que, si H N Ny, H NNy € J con Ny, N, € I,
entonces existe N3 € I tales que N3 C N7 N No. Al intersecar de ambos lados
con H se sigue que, HN N3 C(HNNy)N(HNNy)y HN N3 € J.
A partir de la hip6tesis ﬂ N = {e}, se sigue:

Nel

(1M=()ENN=HN (| N=Hn{e}={e}. (3.73)
MeJ Nel Nel

Ya que H es un grupo topologico, del lema 3.43 se obtiene el siguiente sistema
inverso ((H/M)nes, (pmr)m<r)-

Por otro lado, como H es cerrado en GG, que es un grupo topolégico compacto,
de la proposicion A.59 concluimos que H es compacto. Ahora, gracias a la
proposiciéon 3.44 y a la ecuacion 3.73 se concluye que:

H ~ {an(H/(Hﬁ N))NGL
Para la tercera afirmacién de esta proposicién consideremos la siguiente familia:
J' ={KN:N¢el}.

Notemos que, por la proposicién 1.49, los elementos de la familia J’ son subgru-
pos de G. Ademas, usando el hecho de que G es compacto y Hausdorff, se puede
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probar, de forma similar a como se hizo con la familia J (vea ecuacion 3.72),
que el conjunto J’ es un filtro base de subgrupos normales y cerrados de G (vea
proposicion 3.13 b)) y cada uno de los elementos de J' contiene a K.

Ahora, ya que N y K son subgrupos normales de G para todo N € I, entonces,
de la proposicion 1.51, se tiene NK = K N. Ademas, por hipétesis tenemos que
ﬂ N = {e}, y del inciso c) de la proposicion 3.13, se sigue:

Nel

(N M=) KN= ﬂNK:(ﬂ N)K:{e}K:K.

MeJ’ Nel Nel Nel

De forma similar al lema 3.43, en J’' podemos inducir un orden parcial de tal
forma que J’ sea un conjunto dirigido superiormente:

para KN, KN, € J', se define KN; <’ KN, si y solo si Ny C N;.

Como K <4 G, entonces podemos considerar el grupo cociente G/K. Ahora,
para cada KN € J' con N € I, tenemos que K < KN < G.

Del tercer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.58), tenemos que K N/K <
G/K. Veamos que J” = {KN/K : N € I} es un filtro base de subgrupos
normales cerrados de G/K. En efecto, consideremos la proyecciéon canonica p :
G — G/K. Como p~}Y(KN/K) = KN, tenemos que p~}(G/K \ KN/K) =
p 1 (G/K)\p ' (KN/K) = G\ KN es abierto de G pues KN es cerrado. Luego,
por la definicién de la topologia cociente en G/K, tenemos que G/K \ KN/K
es abierto en G/K y asi KN/K es un cerrado de G/K.

Ahora, sean KN;/K, KNy/K € J”. Como J' es un filtro base de subgrupos
normales de G, existe K N3 € J' tal que KN3 C KN; N KN,. Por el teorema
de la correspondencia (teorema 1.59) tenemos que KN3/K C (KNMK) N

(KNQ/K). Por lo tanto, J” = {KN/K : N € I} es un filtro base de subgrupos
normales cerrados de G/K. Se define orden parcial en J” como sigue:
KN;/K <" KNyJ/K siy solosi Ny C Ny.

Ademas, tenemos que

(N (EN/K) = ({] KN)/K = K/K = {K},

Nel Nel

donde K es el elemento neutro del grupo G/K. Como G es compacto, por
proposicion 3.14 tenemos que G/K es compacto. Por lo tanto, por proposicion
3.44, tenemos un isomorfismo

G/K = Jim (;]éfK)NEI.
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Del tercer teorema de isomorfismo tenemos que KGJ\/,fK ~ G/KN Yy el siguiente

diagrama conmuta si No C Nj:

G/ =5 G/KN,

KN2/K
90% KKNll LSOKNl KNy
G/K ~
e —Z- G/KN,

donde los morfismos verticales son definidos de forma similar al lema 3.43. Por

lo tanto,
G/K
~ i
G = jim (KN/K)Nez

1R

lin(G/ (K N))wer.
U

Proposicion 3.58 Sea C una clase de grupos finitos de tal forma que es cerrada
bajo subgrupos y productos directos arbitrarios. Entonces, los subgrupos cerrados,
productos cartesianos y limites inversos de grupos pro-C son grupos pro-C. Mds
atin, si C es una clase cerrada bajo cocientes, y tomamos G un grupo pro-C y K
un subgrupo normal cerrado de G, entonces G/K es un grupo pro-C .

Demostraciéon. Vea [25, teorema 1.2.5, pag. 19]. O

Si bien el siguiente resultado no se utilizara de forma directa en la tesis, se
expone debido a que es un resultado interesante de los grupos profinitos.

Proposicion 3.59 Sean G un grupo profinito, A un espacio topoldgico discreto
y f:G——=A wuna funcion. Entonces, f es continua si y solo si existe un

subgrupo normal abierto K de G y una funcion ¢: G/K ——= A continua tal
que [ = o7k, donde 1 : G — G/K es la proyeccion candnica.

Demostraciéon. Primero supongamos que f: G —— A es una funcién con-
tinua. Ya que G es un grupo profinito, entonces G es compacto (vea observacion
3.55 b)), y de la proposiciéon A.63 se sigue que f(G) es un subespacio compacto
de un espacio discreto (vea ejemplo A.3). De esta forma, por la proposicién A.56,
tenemos que f(G) es finito. Supongamos que f(G) = {a1,...,an}.

Ahora, para cada i = 1,...,n tomemos:

Oi = fﬁl({ai}) Q G.

n
Notemos que G = U O; y que tal unién es disjunta ya que f es una funcién.
i=1
Al ser A un espacio discreto, entonces para todo i = 1,...,n, se tiene que {a;}
es un abierto y cerrado en A (vea observacién A.10). Ya que f es continua,
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se tiene que O; es un abierto y cerrado en G, por lo que O; es compacto (vea
proposicién A.59).

Como G es un grupo profinito, es totalmente disconexo (vea observaciéon 3.55
inciso b)). Del inciso b) de la proposicion 3.17, se sigue que cada O;, con i €
{1,...,n}, es union de clases laterales de subgrupos normales abiertos, y como
O; es compacto, dichas clases son una cantidad finita. Asi:

Mg
0; = U xinij con r;; € Oi7Kij 4G y n; € N.
Jj=1

i=n
J=ni

Tomemos K = ﬂ K;;, que es un subgrupo normal en G (vea proposicién 1.50),
i,j=1

entonces contiene al elemento neutro e de G. De esta forma, para cada i €

{1,...,n} y cada x € O;, se tiene que:

0; = U 2K con zK abierto en G por b) de prop. 3.8. (3.74)
z€0;

Esto ya que, para todo 2 € O; con i € {1,...,n}, se tiene:

0; = U x{e} C U zK.
z€0; €0,
n;
Por otro lado, tomemos zK para algin x € O; = U x;jK;;. Entonces existe j
j=1
tal que = € ;K. Asi, xK;; C x4 K;;. Ademés, como K C Kj;, entonces:

K - acKij - -Tinij - Ol

Al ser O; compacto, para cada i € {1,...,n} existen x;1, ...xim, € O; de tal forma
que la ecuacién 3.74 puede reescribirse como:

my
j=1

Consideremos la proyeccion canoénica 7 : G —— G /K |, con G/K considera-
do como espacio cociente. Notemos que 7y es continua (vea definicion A.42).
Ahora, definamos ¢ : G/K — A. Para esto, primero recordemos que G =
Ui=1 Oi v que tal uni6n es disjunta. También cada O; = |JjZ, z;;K es union
disjunta pues las clases laterales distintas son disjuntas. Por lo tanto G =
U, U;nzl x;;K y tal unién es disjunta. Ademas las clases laterales determi-
nadas por K estan dadas como sigue:
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Entonces para z;;K € G/K, definimos ¢(z;;K) = a; (pues z;; K C O; =
1 (fai)).

Veamos que ¢ o mx = f. En efecto, sea g € G y consideremos nx(g) = gK €
G/K. Entonces existen ,j tal que gK = z;; K. Por lo tanto, ¢(rx(g)) =
o(gK) = ¢(zi; K) = a; y ademds como g € gK = z;; K C O;, tenemos que
f(g) = a;. Por lo tanto, tenemos que ¢ o = f.

Ahora veamos que ¢ es continua.

Sea i fijo, notemos que ¢~'({a;}) = {z;;K}7%, C G/K; veamos que esto
es abierto en G/K. Por la definicion de la topologia en G/K, sabemos que
U C G/K es abierto en G/K siy solo si 7' (U) es abierto en G. Entonces, basta
ver que 7~ ({x;; K}, ) es un abierto de G. Afirmamos que 7' ({z;; K'}}")) =
O;. Sea g € G tal que mx(g) = gK € {z;;K}]",, entonces existe j tal que
ik (g) = gK = ;K. Como g € gK = z;; K C O;, tenemos que g € O;. Por otro
lado, sig € O; = U;nzl z;; K, entonces existe j tal que g € z;; K y asi g = x;;k
para algun k € K y por lo tanto, tenemos que w(g) = gK = (z;;k) K = x;; K.
De esta manera hemos demostrado que 7' ({z;; K'}}") = O; el cual es abierto
en G y por lo tanto, tenemos que {z;; K }7", es un abierto de G/K.

Ahora notemos que si U C A es una abierto de A, entonces ¢~ 1(U) = ¢~ (U N
{a1," + ,an}) = ¢~ ({as, })U- - -Up™ ({a;,, }) para algunos iy, - -+ i, € {1,--+ ,n}.
Por lo tanto, $~1(U) es abierto y asi ¢ es continua. [
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Capitulo

Teoria de Galois para extensiones
infinitas

En este capitulo se muestra que el grupo de Galois Gal(K/F) de una ex-
tension K/F es isomorfo, como grupo, a un limite inverso de grupos de Galois.
Luego, en el grupo de Galois se construird una base para una topologia deno-
minada la topologia de Krull la cual consta de abiertos y cerrados. Con esto
en mente se prueba que Gal(K/F) es un grupo topoldgico, mas aun, un grupo
profinito Hausdorff, compacto y totalmente disconexo. Se demuestra el teorema
de Krull que nos describe ciertos cerrados de Gal(K/F) y también describe la
cerradura de subgrupos de Gal(K/F') con esta topologia. Finalmente, el capitu-
lo concluye con el Teorema de Galois para extensiones infinitas y se muestra que
cuando K/F es una extension finita, entonces la topologia de Krull de Gal(K/F)
coincide con la topologia discreta.

4.1. Extensiones infinitas de Galois

El objetivo de esta seccién es probar que el grupo de Galois asociado a una
extension infinita de Galois es un grupo profinito y para lograrlo se construira la
topologia de Krull en el grupo de Galois. Esto permitira establecer una relacién
entre los campos intermedios de la extension y los subgrupos cerrados del grupo
de Galois. Para ello es necesario exponer algunos resultados que nos ayuden
a construir la topologia de Krull. Para el desarrollo de esta seccién se han
consultado [14],[25] y [6].

En el desarrollo de esta seccién nuestro interés estard centrado en las ex-
tensiones K/F que satisfacen ser infinitas y algebraicas. Ademas, cualquier ex-
tension algebraica K/F se dice que es de Galois si F = KGK/F) esto en

139
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virtud de la definiciéon 2.18. Por la proposicion 2.67 podemos caracterizar a las
extensiones infinitas de Galois como algebraicas, normales y separables.

Los resultados de esta secciéon pueden adaptarse a extensiones finitas o infini-
tas, sin embargo, en el progreso de este capitulo la médula seran las extensiones
infinitas.

Tomemos K/F una extension de Galois y consideremos los conjuntos:

F:={L:FCLCKyL/F esfinitay de Galois}, (4.1)

N = {Gal(K/L): L € F}. (4.2)

Con la ayuda de los conjuntos F y N podemos formar dos sistemas inversos,
los cuales veremos que coinciden en términos de la definicion 3.27. Para ello
primero definamos un orden parcial en F.

Para cualesquiera L, L' € F, se define:

L' <Lsiysolosi L' C L. (4.3)
Ademas, para L’ < L, consideremos el siguiente morfismo de grupos.

CL'L Gal(L/F) — Gal(L’/F), (44)
or—=o0l| .

Si L' < L entonces el morfismo ¢ esta bien definido en el sentido de que
efectivamente o|r : L' —— L’ . Para ver una prueba de esta afirmacion pue-
de ver la proposicion 4.1.

Es posible probar que F, con el orden parcial descrito en la ecuaciéon 4.3, es un
conjunto dirigido superiormente (vea definicién 3.23), esto ya que si L1, Lo € F,
entonces Ly /F, Lo/ I son extensiones finitas de Galois. El composite L; (L) con-
tiene a L, y Lo y ademaés, por los incisos b) y g) de la proposicion 2.74, tenemos
que Lq(L2)/F es una extension finita de Galois, y por lo tanto Ly (Ls) € F.
Notemos que si dotamos con la topologia discreta a los grupos de Galois del
dominio y contradominio del morfismo de la ecuacion 4.4, entonces el morfismo
(1’1 €s continuo.

Ademas, si L, L', L € F son tales que L < L’ < L, entonces, de la observa-
cién A.40 se tiene que ¢rp = @rip 0 QL.

Por lo tanto, (Gal(L/F),¢r'1) 7 es un sistema inverso indexado por F.

Para crear un sistema inverso indexado por N, requerimos de las siguien-
tes dos proposiciones, que ademas nos servirdn para probar que los sistemas
inversos creados a apartir de F y N son equivalentes, esto en términos de la
definicién 3.27.
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Proposiciéon 4.1 Sean K/F una extension de Galois y H = Gal(K/L) € N
con L € F, entonces [ = KGWE/L) 4 [ < Gal(K/F). Ademds, se satisface el
siguiente isomorfismo de grupos:

Gal(K/F)/Gal(K/L) ~ Gal(L/F). (4.5)
Asi, |[Gal(K/F) : H] < 0.

Demostraciéon. Si K/F es de Galoisy H = Gal(K/L) € N con L € F, enton-
ces, del corolario 2.70, se sigue que K/L es de Galois, por lo tanto, concluimos
L = KGaK/L) Consideremos el siguiente morfismo:

0:Gal(K/F) —— Gal(L/F) , (4.6)
o+——>o0l|L .

Notemos que el morfismo 6 esta bien definido. En efecto, tomemos o € Gal(K/F)
y la siguiente cadena de campos intermedios de K/F:

FCLCLCK.

Por la definicion de 6 sabemos que (o) =o|; : L —— K . Ademas, ya que
o fija a F, entonces también lo hace (o). Ahora, ya que L/F es de Galois,
entonces, por la proposicién 2.66 es en particular una extensiéon normal. De esta
forma, por el inciso ¢) de la proposicion 2.55, tenemos que Im(6(c)) C L.
Por lo tanto, 6(0) € Gal(L/F) y asi, 0 esta bien definido.
Se deja de ejercicio al lector probar que 6 es un morfismo de grupos.
Para probar la suprayectividad de 6, tomemos ¢’ € Gal(L/F) y la cadena de
campos ' C L C K C K. Notemos que o' : L —— K . Como la extensién
K/F es normal, se sigue, del inciso ¢) de la proposicion 2.55 que existe 7 €
Gal(K/F) tal que 7| = o', es decir, 0(1) = o’.
Examinemos el kernel del morfismo 6.
Ker(0) = {0 € Gal(K/F) : 0|, =idp}
= Gal(K/L) por ecuacion 2.1.
Por lo tanto, de la observacion 1.45, tenemos que H = Gal(K/L) < Gal(K/F).
Ahora, del primer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.56) se puede concluir
la ecuacion 4.5.
Para probar la dltima parte de nuestro enunciado, observemos que, como L € F,
entonces L/F es una extension finita y de Galois, asi que, por el teorema 2.20,
se sigue que
|Gal(L/F)| = [L : F] < co.
De la proposicion 1.53 y de la ecuaciéon 4.5 se sigue que:
[Gal(K/F): H| = |Gal(K/F)/Gal(K/L)| = |Gal(L/F)| = [L : F] < o0.
Asi, concluimos que [Gal(K/F) : H] < co. O
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Proposicion 4.2 Sean K/F una estension de Galois, Hi = Gal(K/L1) y
Hy = Gal(K/L3) € N, con Ly, Ly € F. Entonces, Gal(K/L1Ls) = Hy N Hy y
HiNH;y e N.

Demostraciéon. De los incisos b) y g) de la proposicién 2.74 se sigue que
L1 Ly /F es finita y de Galois, por lo que L1Ly € F. Asi, Gal(K/L1Ly) € N.
Ahora, probaremos que Gal(K/L1Ly) = Hy N Hy. Sea 0 € Gal(K/L1Ly), en-
tonces, de la definicién 2.10, de campo fijo, se sigue que:

ol 1, = idp, 1, < L1L, C K1}
<« Li,Ly C K9 pues L1, Ly C Ly Ly, vea def. 2.73.
< 0|, =idp,y ol|L, =idp,
<= o0 €Gal(K/L1)y o € Gal(K/Ls)
<— o€ Hi N H>.

Es decir, que Gal(K/L1Ls) = Gal(K/Ly) N Gal(K/Ls). Por lo tanto, conclui-
mos que Hi NHy e N. O

Ahora podemos crear un sistema inverso indexado por N, para ello induci-
mos un orden parcial en N como sigue:
Sean H, H' € N, entonces:

H <'Hsiysolosi HC H'. (4.7)

Veamos que el orden definido en la ecuacién 4.7 hace de N un conjunto dirigido
superiormente, vea definicién 3.23.

Por la proposicién 4.2, si Hi, Hy € N, entonces H; N Hy € N y ademaés, es
claro que H1 N HQ - H1 y H1 n Hg - Hz. Por lo tanto, H1 S/ H1 N H2 y
H2 Sl Hl n HQ.

Por otro lado, si H € N entonces, por la proposicién 4.1 se sigue que H es normal
en Gal(K/F), esto significa que tiene sentido tomar el grupo Gal(K/F)/H.
Consideremos la siguiente familia de morfismos entre grupos: si H', H € N con
H' <’ H, entonces, se define el morfismo ¢, como:

Oy Gal(K/F)/H — Gal(K/F)/H’
cH+——ocH'.

Por la forma en la que se ha definido el morfismo ¢, ; cuando H' <’ H, se
tiene que, si H” <’ H' <' H, entonces @y, = @'y pr © Py - Asi, obtenemos
el sistema inverso:

(Gal(K/F)/H, ¢y i) e -



4.1. EXTENSIONES INFINITAS DE GALOIS 143

Ademas, si H = Gal(K/L) € N, entonces, de la proposicién 4.1 tenemos que:
Gal(K/F)/H ~ Gal(L/F).

Es decir, los objetos en el sistema inverso inducido por A son los mismos objetos
(salvo isomorfismo) del sistema inverso inducido por F, vea ecuacion 4.4.
Ademaés, si H, H' € N son tales que H' <’ H, entonces existen L, L’ € F tales
que H = Gal(K/L) y H' = Gal(K/L'). Segun el orden <’ de la ecuacioén 4.7 se
tiene que Gal(K/L) C Gal(K/L'). Ahora, ya que K/F es de Galois, entonces,
del corolario 2.70 se tiene que K/L y K/L' son de Galois, esto es [ = K @@(K/L)
y L' = KGE/L) Del inciso ¢) del lema 2.13 se sigue que L' C L, es decir,
L’ < L segtn el orden < de la ecuacién 4.3. De igual forma se puede corroborar
el converso. Esto nos permite concluir que hay una correspondencia biyectiva
que respeta los 6rdenes entre F y N.

Para exponer lo que se ha dicho y mostrar la igualdad de los morfismos
oL Y ¢ g bajo el isomorfismo dado en la proposicion 4.1, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo cuando H = Gal(K/L),H' = Gal(K/L') e N
y se satisface que H' <’ H.

Gal(K/F) Curn Gal(K/F)

Sy

Gal(L/F) — o Gal(L'/F)

ocH— — — —>oH’
~

Es decir, los sistemas inversos inducidos por F y A son equivalentes, en virtud

de la definicién 3.27. CallK/F
Por lo tanto, se concluye que lim (a(/)) ~1limGal(E/F)ger.
— H HeN

Observacion 4.3 Sean K/F una extension de Galois, E € F un campo arbi-
trario y el siguiente morfismo:

¢ : Gal(K/F) —— Gal(E/F)
oc+—o0l|g.

Puede probarse que ¢ es un homomorfismo de grupos bien definido de forma
similar a como se probo que el morfismo 0 de la ecuacion 4.6 estd bien definido.
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Ademds, por el inciso c) de la proposicion 2.55, tenemos que ¢g es un morfismo
suprayectivo. Para ver una prueba de estas afirmaciones vea el inicio de la
prueba de la proposicion 4.1.

Por lo tanto, {¢r}pc 7 es una familia de morfismos suprayectivos de grupos, el
lector puede probar que (Gal(K/F), ¢g)ecr es compatible (vea definicion 3.28),
con el sistema inverso (Gal(E/F), op g)ger. Ahora, por la propiedad universal
del producto (vea proposicion A.49), tenemos que existe una inica funcion:

0:Gal(K/F) —— [] Gal(E/F)
EeF

(TI—>(O'|E)EE}- .

Usando la caracterizacion del limite inverso de un sistema inverso, vea inciso
b) de la proposicion 3.81, se deja como ejercicio al lector probar que se satisface
Im(o) C im(Gal(E/F))ger.

—

Proposicion 4.4 Sean K/F una extension de Galois y aq, ..., o, € K, entonces
eriste £ € F tal que aq,...,a, € F.

Demostracion. Ya que la extension de Galois K/F es algebraica, entonces,

para todo ¢ € {1,...,n}, existe ¢;(z) := min(F,a;) € F[z]. Consideremos el
n

polinomio f(z) = Hmin(F, «;) € Flz]. Notemos que K contiene una raiz para

i=1

cada polinomio irreducible ¢;(x) con i € {1, ...,n}. Ahora, ya que K/F de Galois,
entonces, por la proposicion 2.67, se tiene en particular que K/F es normal.
Ahora, del inciso d) de la proposicion 2.55 se sigue que K contiene un campo de
descomposicion para g;(x). Sea X el conjunto de todas las raices de cada ¢;(x)
con i € {1,...,n}, en particular o; € X para todo i € {1,...,n}. Tomemos el
campo E = F(X) y notemos que E es campo de descomposicion de f(x), y por
lo tanto, la extension E/F es normal. Ademas, de la proposicion 1.179 se sigue
que [E : F] < oo.

Como K/F es de Galois, en particular es separable, y de la proposicion 2.62 se
sigue que E/F es separable, por lo tanto F/F es una extension finita de Galois.
Concluimos que F € F y es tal que paratodo i € {1,....,n}, a; € E. O

Corolario 4.5 Si K/F es una extension de Galois, entonces

K=|JE (4.8)

EeF

Demostraciéon. Si a € K, de la proposicion 4.4 existe L € F tal que satisface
ael C U FE. Por lo tanto, K C U FE.
ECF ECF
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Por otro lado, para todo L € F, ' C L C K y de esta forma, se concluye que

LC U E C K. Por lo tanto, se satisface la ecuacion 4.8. [
EeF

Proposicion 4.6 FEl siguiente homomorfismo de grupos es un isomorfismo de
grupos:

0: Gal(K/F) ——1im(Gal(L/F))LeF

or——(0]r)reF -

Demostraciéon. De la observaciéon 4.3 se sigue que g es una funcién bien defi-
nida y es facil ver que también es un morfismo de grupos.

Por otro lado, notemos que (Gal(K/F), ¢1)reF €s un sistema compatible con el
sistema inverso (Gal(L/F),¢r'1)cx (vea ecuacion 4.3), esto queda demostra-
do considerando la observaciéon A.40 y por el siguiente diagrama conmutativo
cuando L' < L :

Gal(K/F)
Pl
U
/
/
| / \
/ \
, (Gal(L/F) T Gal(L'/F)
/ \
/ \
2 X
olp——---- (ol)|r

A continuacién, probaremos que el morfismo ¢ es inyectivo y suprayectivo.

Sea o € Gal(K/F) tal que o(0) = (idg)ger, entonces (o|g)per = (idg)per,
se sigue que para todo E € F, o|g = idg = idk|g. Ahora, si a € K, del coro-
lario 4.5 se sigue que « € E para algin E € F. Asi, (o) = o|p(a) = idg(a) =
idg (). Concluimos que o = idg vy, por lo tanto ker(o) = {idx}, esto prueba
que g es inyectiva.

Por otra parte, sea (Yg)gper € Hil(Gal(E/F))EE; con vg € Gal(E/F) para
todo E € F.

Construyamos un morfismo en Gal(K/F) de la siguiente forma: sea a € K,
de la proposicion 4.4 se sigue que existe £ € F tal que a € E. Tomemos
vE € Gal(E/F) dado por la E—ésima coordenada de (yg)ger. Definamos
7: K —— K como:

(@) = ve(a).

Probemos que la definicién de 7(a) no depende del campo intermedio E de K/F
tales que o € E.
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Sean Ly,L, € F tal que o € L1 y a € Lo. Entonces, a € Ly N Ly y ademés
F CLiNLy C L. Yaque L /F es finita y de Galois, de la proposicion 2.72
se sigue que (L; N Ly)/F es una extension finita y de Galois. Por lo tanto,
LiN Ly € F. Recordemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo cada
vez que F < L

lim,__ (Gal(E/F)) —*“> Gal(L/F)

e

Gal(E/F)

Sea E := L1 N Ly, en particular, para £ < L1 y E < Lo, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos:

lim,_ Gal(E/F) 2> Gal(L,/F)

K l
PELq

Gal(E/F)

lim,_ Gal(B/F) 2 Gal(Ly/F)

K \L@ELQ

Gal(E/F)

Como (vp)per € lim,_, (Gal(E/F)), entonces, de los dos diagramas ante-
riores tenemos que

Vi, lE = ¢rL, (VL) = vEL, (¢L1 ((VE)EE.F>> = ¢E((’YE)E6]-‘> =B

Vi, |lE = ¢EL, (VL,) = PEL, (¢L2 (('VE)EE]—')) = ¢E (('7E)Ee]5> =7E

Por lo tanto, v, |g = Yr,|g. Como o € E = L1 N La, concluimos que vz, (o) =
~1,(), y por consiguiente, tenemos que la definiciéon de 7(«) no depende del
campo intermedio E € F de la extension K/F' tal que a € E.

Claramente 7 # 0. Se deja al lector probar que 7 es un morfismo entre campos,
luego del inciso b) de la observaciéon 1.106 se obtiene que 7 es inyectiva.
Ahora, tomemos 8 € K, entonces por la proposiciéon 4.4 existe £ € F con § € E.
Tomemos vg € Gal(E/F), la E—ésima coordenada de (vg)ger. Como vg es
suprayectivo, existe a € E C K tal que vg(a) = 3, apartir de esto es claro que
7(a) = B, de esta forma se sigue que 7 es suprayectivo. En conclusion, 7 es un
isomorfismo.
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Por la construccion de 7 se sigue que 7|p = idp, asi, 7 € Gal(K/F).
Por lo tanto:

o(1) = (7|g)eer = (VE)EEF-

Concluimos que g es un isomorfismo de grupos. O

4.2. Topologia de Krull

Para comenzar esta seccion se le pide al lector recuerde la definiciones de los
conjuntos F y N (vea ecuaciones 4.1 y 4.2 respectivamente).

Proposicion 4.7 Sea K/F una extension de Galois, entonces:

m H = {ZdK}

HeN

Donde idg es el neutro del grupo Gal(K/F).

Demostraciéon. Sean 7 € ﬂ H y a € K. De la proposicién 4.4 se sigue

HeN
que existe £ € F tal que a € E. Tomemos N = Gal(K/E) € N. Por lo tanto

7 € N, esto implica que 7 deja fijo a E, en particular, 7(a) = a. De esta forma,
obtenemos que 7 = idx. Concluimos que ﬂ H={idg}. O

HeN
Si H = Gal(K/E) € N es un subgrupo del grupo de Galois Gal(K/F) y

o € Gal(K/F), entonces, el siguiente lema ofrece una caracterizacion de la clase
lateral o H.

Lema 4.8 Si K/F es una extension de Galois, entonces, para todo o € Gal(K/F)
y H=Gal(K/E) € N con E € F, se verifica:

oH ={r € Ga(K/F):7|g=0lg}.

Demostracién. Tenemos que 7 € oH si y solo si 7H = oH, si y solo si
o lor' € H,siysolosi (671 o7')|g =idg, siy solosio|lg=17|gsiy solo si

Te{reGal(K/F):7|lg=o0o|g}. O

Observacion 4.9 Para todo o € Gal(K/F) y H = Gal(K/E) e N con E € F,
se cumple que o € cH. En otras palabras, cH # ().

Corolario 4.10 Para cualquier o € Gal(K/F'), se satisface:

ﬂ ocH ={o}. (4.9)

HeN
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Demostracién. Sea 7 € m o H, entonces, para todo H € N se tiene que
HeN

T €0H yasi TH = oH, finalmente 0~ !'7 € H para todo H € N. De la propo-

Lt =idg y por lo tanto, o = 7.

Por otro lado, de la observacion 4.9 tenemos que {o} C o H para todo H € N,

por lo tanto {o} C m oH.

HeN
De esta forma, se satisface la ecuacion 4.9. O

sicion 4.7 obtenemos que o~

Ahora estamos preparados para definir la topologia de Krull y con los resul-
tados previos, mostrar que efectivamente es una topologia.

Lema 4.11 Fl siguiente conjunto de clases forma una base para una topologia
en Gal(K/F).

B={cH:0€Gal(K/F)yHeN}.

Demostracion. Por el corolario 2.69 tenemos que F/F es una extension
de Galois de grado 1, asi, Gal(K/F) € N y por lo tanto, la clase lateral
idgGal(K/F) = Gal(K/F) € B. Ahora, para probar que B es una base pa-
ra una topologia en Gal(K/F) usaremos el corolario A.20.

Sean o1H,090H' € B,y 7 € 01H NoyH' entonces:

TH=0,HyTtH =0.H'. (4.10)
Notemos que:
aeT(HNH )<= 1(HNH')=a(HNH")
—alre(HNH)
—alreHyalreH
< TtH=aHyTH =aH
—acTtHyacTH
—oacTHNTH'.
Por lo tanto, se concluye que 7(H N H') = 7HNTH' = 01H NoyH'. Ademas,
de la proposicion 4.2, se sigue que H N H' € N, por lo tanto 7 € THN7H' =
orHNoyH € B.
Al conjunto B podriamos unirle el conjunto {f}, sin embargo, se puede pro-
bar que () € B. En efecto, sea H € N con H # G = Gal(K/F), es de-
cir, que 2 < [Gal(K/F) : HJ. Por lo tanto, podemos tomar 01,02 € G, ta-
les que o1H # o9H, de esta manera, de la proposicién 1.28, se sigue que
) = o1H NooH € B, asi concluimos que () € B.

Del corolario A.20 se sigue que B es una base para una topologia tnica en
Gal(K/F), que ademés consiste de todas las uniones de elementos de B. O
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Observacion 4.12 La observacion 4.9 y el lema .11 nos permiten concluir
que, para un elemento o € Gal(K/F), un abierto bdsico que contiene a o es
una clase de la forma cH con H € N.

En virtud de la proposicion A.19 se tiene que U C Gal(K/F) es abierto si y
solo si, para todo o € U, existe H € N tal que 0 € cH C U.

Observacion 4.13 Para todo Gal(K/L) = H € N, con L € F, se tiene que:
idgH = {1 € Gal(K/F) : 7|p, =idk|r} = H.

Por lo tanto, idx € H y todo elemento de N es un abierto bdsico de Gal(K/F)
es decir, N C B. Ademds, de las proposiciones 4.1 y 4.2 se sigue que N es un
filtro base de subgrupos normales abiertos en Gal(K/F) (vea definicion 3.42).
En lo sucesivo, probaremos que los elementos de N son cerrados.

Corolario 4.14 SioH € B es tal que idx € oH, entonces cH = H.

Demostracién. Siidx € oH entonces idig H = o H. De la observacion 4.13 se
sigue que H =cH. O

En otras palabras, la observacion 4.13 y el corolario 4.14 nos dicen que
los abiertos basicos de B, que contienen al elemento neutro de Gal(K/F) son
precisamente los elementos de N

Definicién 4.15 Sea K/F wuna extension de Galois. Se define la topologia
de Krull en el grupo Gal(K/F) como aquella que tiene por base al siguiente
conjunto:

B={ocH:0€Gal(K/F)yHeN}.
Observaciéon 4.16 Sea L€ F:={L: FCLCK y L/F es finita y de Galois},
entonces por proposicion 4.1, tenemos que H := Gal(K/L) < Gal(K/F) y
|Gal(K/F)/H| =n < co. Luego,

Gal(K/F)/H = {H,o.H, - ,00_1H},

con o; € Gal(K/F) parai =1,--- ,n—1 (ver figura 4.1). Notemos entonces
que el conjunto B de la definicion /.15 puede ser descrito como sigue:

B= | Gal(K/F)/H.
HeN
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G = Gal(K/F) G = Gal(K/F)
H H
TlHl
H |o1H |o2H H
Gal(K/F)/H Gal(K/F)/H'
{basicos indl‘llcidos por H} {basicos inducidos por H'}

H = Gal(K/L) < Gal(K/F), H' = Gal(K/L') < Gal(K/F)

Figura 4.1: Descripcion de los basicos en B inducidos por dos elementos distintos
H=Gal(K/L)y H = Gal(K/L') en N.

Por lema 4.8, tenemos las siguientes igualdades:

H={aeGal(K/F):a|lp =11},
o1H ={a € Gal(K/F) : a|;, = 01|},

on—1H ={a € Gal(K/F) : o|p = opn_1|L}

Ademds, para L,L' € F con L' C L, tenemos que H = Gal(K/L) < H' =
Gal(K/L') (ver figura 4.1).
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En lo sucesivo, si K/F es una extension de Galois, nos referiremos al grupo
Gal(K/F) como un espacio topolégico con la topologia de Krull.

El lema 4.8 nos ayuda a visualizar de manera informal cémo son los abiertos
basicos en la topologia de Krull. Tomemos cH € B con H = Gal(K/L) y
F C L C K con L/F finita y de Galois. Si 0 H es un abierto grande es porque
hay muchos elementos 7 € Gal(K/F) tales que al restringirse a L se asemejan
a o, es decir, o|p, = 7|r. Esta cantidad de elementos sélo puede aumentar si
L se asemeja a F', lo cual significa que [L : F] se aproxima a 1, en cuyo caso
[K : L] =|Gal(K/L)| = |H| es muy grande (es decir, que L se aleja de K).
De igual forma, un abierto o H con H = Gal(K/L), es un abierto basico pequernio
si L esta alejado de F, es decir si [L : F] es grande, y por lo tanto [K : L] es
pequeiia, es decir que L es un campo intermedio de K/F muy parecido a K.
En pocas palabras, un abierto cH con H = Gal(K/L) y L € F, es muy grande
si proviene de una extension K /L grande, es decir que L esté lejos de ser K. Y
un abierto bésico o H es pequeiio si H es el grupo de Galois de una extensiéon
K/L con L un campo intermedio muy préximo a K.

Ademas, notemos que si H € AN es un subgrupo abierto de Gal(K/F), de
la proposicion 4.1 se sigue que [Gal(K/F) : H] < oo. Por lo tanto, existen
01, ..., 0n € Gal(K/F) tales que Gal(K/F) = HUo1H ---Uo, H, de esta forma
se tiene que Gal(K/F)\H =o01HU---Uo, H, es decir, Gal(K/F)\ H es union
de abiertos basicos, por lo tanto es un abierto en Gal(K/F). Asi, concluimos
que para todo H € N, H es cerrado.

Ademas, de la proposicion 4.2, se sigue que N es un filtro base de subgrupos
normales abiertos y cerrados en Gal(K/F) (vea definicion 3.42).

Finalmente observemos que, si 7H € B, entonces por el mismo razonamien-
to utilizado anteriormente se sigue que existen o1, ...,0, € Gal(K/F) tal que

Gal(K/F) = O o;H y por lo tanto 7TH = 0;H para un j € {1,...,n}. De esta
forma Gal(K;;l)\TH = U o;H. Concluyendo que 7H es cerrado en Gal(K/F).
Con estos argumentos h(eirflz)s probado el siguiente resultado:

Corolario 4.17 La topologia de Krull consta de una base B de abiertos y ce-
rrados.
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H

G = Gal(K/F)

H ’7'1H

T2H

Gal(K/F)/H

H = Gal(K/L) < Gal(K/F),

Figura 4.2: En la parte sombreada estan las clases laterales 7, H con 7, € G
tal que 7;|, = o. Asi, los elementos de G que estan en las clases laterales
de la parte sombreada forman un subconjunto de Gal(K/F) y representa a

oMo = U

TEGal(K/F)
Tl =0

TH
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El conjunto N tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 4.18 Sea K/F una extension de Galois. El conjunto
N ={Gal(K/E) : E/F es de Galois y [E : F] < oo}
es una base local (vea definicion A.21) de idkx € Gal(K/F).

Demostracién. Por la observacion 4.13 se sigue que todo elemento de N es
un abierto de Gal(K/F) y que cada uno de ellos contiene a {idx} .

Ahora, sea U un abierto de Gal(K/F') tal que idix € U. Ya que B es una base pa-
ra Gal(K/F), entonces, existe un abierto basico o H € Btal que idg € cH C U.
Del corolario 4.14 se sigue que o H = H. Concluimos que N es una base local

El siguiente resultado ofrece una caracterizacion del grupo de Galois de una
extension de Galois K/F. Ademas nos brindard mas informacion topologica del
grupo Gal(K/F) considerado como un espacio topolédgico con la topologia de
Krull.

Recordemos que, para todo E € F, Gal(E/F) es considerado un grupo topo-

logico con la topologia discreta, de esta forma, el grupo H Gal(E/F) es un
EeF

grupo topoldgico en virtud del teorema 3.20. Por lo tanto, lim Gal(E/F)gcr es
P

un grupo topolégico con la topologia inducida del producto. Por las proposicio-
nes 3.37 inciso a), y 3.31 inciso b), tenemos que una base para la topologia de
lim Gal(E/F)ger, estd dada por el conjunto:

—

{¢5"(U) : U es abierto de Gal(E/F),E € F} =
{rp'(U) : U es abierto de Gal(E/F),E € F},

donde o = TrE'h’mGal(E/F))Ee}‘ : @GGZ(E/F)EGJ: —_— Gal(E/F) es la
—

E—eésima proyeccion canonica restringida a lim Gal(E/F)ger.

—
Ahora, como Gal(E/F) posee la topologia discreta y es finito, entonces cada
abierto U de Gal(E/F) es una union finita de elementos de Gal(E/F'). Luego,
75" (U) es una unioén finita de abiertos de la forma 75" ({o}) con o € Gal(E/F).

Considerando Gal(K/F') como espacio topoldgico con la topologia de Krull,
el isomorfismo de grupos ¢ de la proposicién 4.6 es un isomorfismo de grupos
topoldgicos como muestra la siguiente proposicion.
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Proposicion 4.19 Si K/F es una extension de Galois, entonces, el morfismo
de grupos

0+ Gal(K/F) — lim(Gal(E/F)) pe | (4.11)
o+ (olg)ger -
es un isomorfismo de espacios topologicos.

Demostracion. En primer lugar, probaremos que o es continua, para ello
tomemos un abierto basico 7 '({c}) en el codominio de ¢ con o € Gal(L/F) y
L € F. Probemos que o~ '(7;'({o})) es un abierto de Gal(K/F), lo haremos
obteniendo una descripcién de este conjunto.

Sea T € o~ ! (n; ' ({o})), entonces o(7) = (7|g)rer € 7. ({o}) y de esta manera
7 (T|g)Eer) = 7|r € {0} . Es decir, los elementos de o~ *(7;*({o})) constan
de elementos de Gal(K/F) que son extensiones de ¢ : L — L . Ademas, de
la observacion 4.9 se tiene que 7 € 7Gal(K/L). Esto demuestra la siguiente
contencién:

o (rt({o})) C U TGal(K/L). (4.12)
TE€EGal(K/F)
T|L=0
Por otro lado, si tomamos cualquier 7 € Gal(K/F') tal que 7|;, = o, el lema 4.8
nos dice que los elementos en 7Gal(K/L) son elementos de Gal(K/F) que son
extensiones de 0. Por lo tanto, se satisface la siguiente contencién (ver figura
4.2):

U rGal(K/L) € o™ (n; ({o}). (4.13)
TE€Gal(K/F)

TlL=0

De las ecuaciones 4.12 y 4.13 se sigue:

oMo = U rGal(K/L). (4.14)
r€Gal(K/F)
T|L=0

El conjunto de la ecuacion 4.14 es un abierto de Gal(K/F) por ser unién de
abiertos basicos de la topologia de Krull (vea definicion 4.15). Por lo tanto, el
morfismo g es continuo.
De la proposicién 4.6 sabemos que ¢ es biyectiva, asi, para probar que o es un
homeomorfismo, basta probar que p es abierta.
Sea o H un abierto basico de Gal(K/F) con ¢ € Gal(K/F) y H = Gal(K/L)
con L € F. Luego, se satisface lo siguiente:

o(cH) =7 ({olc}), (4.15)
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donde g :lim (Gal(E/F)) — Gal(L/F) es la L-ésima proyeccion.

La ecuacion 4.15 se satisface ya que si tomamos o(7) € o(cH) con 7 € oH,
entonces T € Gal(K/F)y 7| = o|L , esto por lema 4.8. Por lo tanto 7z, (o(7)) =
7.((7|E)per) = 7|1 = 0|1, de esta manera concluimos que o(7) € 7' ({o|L}).
Por otro lado, sea = € 7" (o]z) C hm Gal(E/F). Por la proposicion 4.6
se tiene que p es biyectiva. Luego, existe 7 € Gal(K/F) tal que z = o(1) =
(T|E) e F - Ahora, como x = o(7) € 7' ({o]1}), concluimos que 7|, = o|f.
Asi, por el lema 4.8, tenemos que 7 € o H. Esto nos dice que x = o(7) € 9 (cH),
probandose la contencion ;' ({o].}) C o(cH). Por lo tanto, se satisface la
ecuacion 4.15.

De esta forma, o es un morfismo abierto. Por la proposicion A.41 concluimos
que ¢ es un isomorfismo de espacios topolégicos. [J

Corolario 4.20 Si K/F es una extension de Galois, entonces Gal(K/F') es un
grupo topoldgico.

Demostraciéon. En efecto, por el inciso c) de la proposicion 3.31, se obtiene
que lim Gal(E/F) geF es un grupo topologico, y de la proposicion 4.19, se tiene
—
el siguiente isomorfismo de espacios topoldgicos:
Gal(K/F) ~ lim Gal(K/E). (4.16)

—
EcF

Por lo tanto, Gal(K/F) es un grupo topologico. O

Observacion 4.21 El isomorfismo de la ecuacion 4.16 es un isomorfismo de
grupos topoldgicos.

Corolario 4.22 Si K/F es una extension de Galois, entonces Gal(K/F) es
un grupo profinito (vea definicion 3.54) y por lo tanto Gal(K/F) es Hausdorff,
compacto y totalmente disconexo.

Demostracion. Por la observacion 4.21 se sigue que Gal(K/F') es un profini-
to. La segunda parte del enunciado se sigue del inciso b) de la observacién 3.55. O

Dada una extension de Galois K/F, el siguiente resultado ofrece informa-
cion sobre los subgrupos cerrados de Gal(K/F') y las cerraduras de sus sub-
grupos. Esta importante descripcion, debida a Wolfgang Krull (1899-1971), nos
permitiré finalmente establecer una correspondencia biyectiva entre los campos
intermedios de una extension K/F y los subgrupos cerrados de Gal(K/F).

Teorema 4.23 (W. Krull) Consideremos K/F una extension de Galois y el
grupo de Galois asociado Gal(K/F) con la topologia de Krull. Entonces, se
satisfacen las siguientes condiciones:
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a) Para todo campo intermedio E de K/F, se tiene que Gal(K/E) es un

subgrupo cerrado de Gal(K/F).

b) Para todo subgrupo H de Gal(K/F), H = Gal(K/K).

¢) Si H es un cerrado de Gal(K/F), entonces H = Gal(K/K™).

Demostracion.

a)

Tomemos F un campo intermedio de la extension K/F. Probaremos que
Gal(K/F) \ Gal(K/E) es abierto de Gal(K/F). Si este conjunto es va-
cio, no hay algo que probar. Supongamos que existe 0 € Gal(K/F) \
Gal(K/E), es decir, que o € Aut(K), pero o no fija a E, por lo que existe
a € E de tal forma que o(a) # a.

Por la proposicion 4.4, existe L € F un campo intermedio de K/F tal que
a € L. Consideremos el abierto basico cGal(K /L) (vea definicion 4.15).
Afirmamos que:

cGal(K/L)NGal(K/E) = (. (4.17)

La ecuacion 4.17 se satisface ya que si tomamos 7 € Gal(K/F) que per-
tenece a esta interseccién, del lema 4.8 tenemos:

T‘LZU‘LyT|E:idE.

Como o € EN L, al evaluar tendriamos que 7|1(a) = o|r(a) # a y que
7|g(a) = idg(a) = a, lo cual es una contradiccion, pues 7|gnr es funcion.
Para evitar contradicciones se debe satisfacer la ecuacion 4.17.

De la observacion 4.9 y de la ecuaciéon 4.17, tenemos

o € 0Gal(K/L) C Gal(K/F)\ Gal(K/E).

De la proposicién A.7 se sigue que Gal(K/F)\ Gal(K/FE) es un abierto y
por lo tanto Gal(K/E) es un subgrupo cerrado de Gal(K/F).

A partir del inciso d) del lema 2.13 se sigue que H C Gal(K/K™). Ahora,
por el inciso a) de la proposicién 4.23 obtenemos que Gal(K/K™) es un
cerrado de Gal(K/F). Por lo tanto:

H C Gal(K/KHY). (4.18)

Basta probar que Gal(K/K*f) C H. Para lograrlo haremos uso de la
proposicion A.13, es decir, probaremos que para o € Gal(K/K*®) y U un
abierto de Gal(K/F) con la topologia de Krull, tal que o € U, se tiene que
U N H # (). Basta ver que si tomamos ocN un abierto basico con N € A/
(notemos que por la observaciéon 4.12, o € oN), entonces o N N H # (.
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Sean o € Gal(K/K*) y ¢N con N € N un abierto basico en la topologia
de Krull.

De la definicién de N (vea ecuacion 4.2), se sigue que N = Gal(K/L)
donde L/F es una extension finita de Galois. Consideremos el grupo
Gal(L/F). Como L/F es finita y de Galois, del teorema 2.20 se tiene:

|Gal(L/F)| = [L: F] < cc.
Consideremos el morfismo de la ecuacién 4.6 en la proposiciéon 4.1:
0:Gal(K/F)—— Gal(L/F)
TH——T|L
Como H < Gal(K/F), entonces:
Ho := 0(H) = {plz : p € H} (4.19)

es un subgrupo de Gal(L/F). Luego, podemos considerar el campo fijo
asociado a Hy :

LH = {a € L :~(a) = a, para todo v € Hy}
={a € L:p|(a) =a, paratodo p € H}.

Afirmamos que:
Lo =KHnL

donde K := {k € K : p(k) = k, para todo p € H}.

En efecto, sea a € L0 entonces, a € Ly p|z(a) = a para todo p € H.
Asi, p(a) = a para todo p € H y por lo tanto, a € K. Como a € L, se
sigue que a € K N L. Esto prueba que Lo C K N L.

Ahora, consideremos a € K N L. Entonces, a € L y p(a) = a para todo
p € H. Esto nos dice que a € L y que p|.(a) = a para todo p € H. Asi,
tenemos que a € L, probandose la contencion K* N L C Lo, Por lo
tanto, hemos demostrado la igualdad Lo = K# N L.

Ahora, por el teorema fundamental de Galois para extensiones finitas, vea
teorema 2.75, aplicado a la extension finita de Galois L/F, tenemos que
Hy se corresponde de forma biyectiva con su campo fijo L0, esto es:

Hy = Gal(L/L") = Gal (L/(K" NL))

Como ¢ € Gal(K/K™) C Gal(K/F), tenemos que ¢: K —— K es tal
que o|gr = idgw.SeaB(o) = 0|, € Gal(L/F) y consideremos el siguiente
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diagrama de contenciones de campos:
K
KH / L
KoL
Entonces, tenemos que:

(ol) |knaL = (0|gw) |kunL = (idgn)|gnnL = idgrnag.

Por lo tanto, o], € Gal (L/(K* N L)) = Hy. Luego, por definicién de Ho,
vea ecuacion 4.19, tenemos que existe p € H tal que p| = o|r. Por el
lema 4.8 concluimos que p € oN. Por lo tanto, p € o N N H, probandose
que o NN H # (). Asi, tenemos que Gal(K/KH") C H y como ya habiamos
mostrado que Gal(K/K™) es un cerrado de Gal(K/F) que contiene a H,
vea ecuacién 4.18, concluimos que:

Gal(K/K") ="TH.
c) Es inmediato a partir de b).

O

4.3. Teorema de Galois para extensiones infinitas

Recordemos que, en virtud de la proposicién 2.67, definimos las extensiones
de Galois como algebraicas, normales y separables.

Teorema 4.24 (Teorema de Galois para Extensiones Infinitas.)
Sea K/F una extension de Galois y el grupo topolégico Gal(K/F'). Se cum-
plen las siguientes condiciones:

a) (Correspondencia de Galois)
Las siguientes funciones determinan correspondencias biyectivas que in-
vierten inclusiones.

U:{E:FCECK}——{H:H es subgrupo cerrado en Gal(K/F)} ,
E+—— Gul(K/E) .

O :{H: H es cerrado en Gal(K/F)} —={E: FCECK},

H—KH .
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b) Si E es un campo intermedio de K/F y H un subgrupo cerrado de Gal(K/F)
tal que E se corresponde con H de forma biyectiva mediante las funciones
® y U, entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1) [Gal(K/F): H] < o0.
2) [E: F] < co.
3) H es un subgrupo abierto de Gal(K/F).

¢) Bajo las mismas hipdtesis del inciso anterior y si una de las condiciones
1),2) 0 3) del inciso b) se satisface, entonces:

(Gal(K/F) : H] = |E : F).

d) Para cualquier subgrupo H de Gal(K/F) de la forma H = Gal(K/L) con
L un campo intermedio de la extension K/F se tiene que:

H es normal en Gal(K/F) si y sdlo si L/F es de Galois.

Mids ain, si H Q Gal(K/F), entonces también se satisface el siguiente
isomorfismo de grupos

Gal(K/F)/H ~ Gal(L/F). (4.20)

e) Si Gal(K/L) < Gal(K/F) y el grupo Gal(K/F)/Gal(K/L) estd dotado
de la topologia cociente (vea definicion A.4[2), entonces, el isomorfismo de
la ecuacion 4.20, dado por:

v:Gal(K/F)/Gal(K/L) —— Gal(L/F)
cGal(K/L)—0(0) = o]L ,

es un homeomorfismo, donde al grupo Gal(L/F) se le dota de la topologia
de Krull.

f) Para cualquier subgrupo H de G = Gal(K/F) se tiene que K = KH.
Demostracion.

a) De forma similar al teorema fundamental de Galois para extensiones fi-
nitas (vea lema 2.13), las funciones ¥ y ® invierten inclusiones. Ahora
verifiquemos que determinan una correspondencia biyectiva, es decir, que
¥ y & son inversas una de la otra.

Tomemos F un campo intermedio de la extension de Galois K/ F', entonces,
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del corolario 2.70 se tiene que K/E es de Galois, es decir, E = KGallK/E),
Se sigue que:

(® o U)(E) = ®(Gal(K/E)) = KGUK/E) — g,
Por otro lado, tomemos H un subgrupo cerrado de Gal(K/F).

(T o®)(H) =K
= Gal(K/K™)
= H por inciso b) teorema 4.23.

= H pues H es cerrado.

Concluimos que ® y ¥ determinan una correspondencia biyectiva entre
los campos intermedios de la extension K/F y los subgrupos cerrados de
Gal(K/F).

b) En la demostracion de este inciso supondremos que E es un campo inter-
medio de la extension K/F y H = Gal(K/E) es un subgrupo cerrado del
grupo Gal(K/F).

1) = 3) Yaque H es un subgrupo cerrado de indice finito del grupo topologico
Gal(K/F), entonces, del inciso ¢) de la proposicion 3.8 se sigue que
H es abierto de Gal(K/F).

3) = 2) Supongamos que H = Gal(K/FE) es un subgrupo abierto del grupo
Gal(K/F). Ya que H es subgrupo, se tiene idx € H. Por la pro-
posicién 4.18 tenemos que A es una base local de idx, luego, existe
Gal(K/L) € N con L € Fyidx € Gal(K/L) C H. De la corres-
pondencia de Galois (vea inciso a) del teorema 4.24) se sigue que
L = KGUE/L) (ya que Gal(K/L) también es cerrado de Gal(K/F)
por inciso a) del teorema 4.23).

Afirmamos que £ C L C K. Esto ya que si tomamos o« € E y
o € Gal(K/L), entonces ¢ € H ya que Gal(K/L) C H; y por lo
tanto o fija a F, en particular fija a o y de esta manera tenemos que
a € KGal(K/L) — L.

Como L € F, entonces [L : F|] < co. Ademds, como tenemos la
cadena de campos FFC F C L C K, de la proposicién 1.146 se sigue:

[L:F]=[L:E]-[E:F] <

Concluimos que [E : F] < oo.

2) = 1) Supongamos que [E : F] < oo, por lo tanto, existen oy, ...,a, € K
tal que F = F(ay, ..., a,). De la proposicion 4.4, existe L € F tal que
ag,...,an € L. Yaque F C L, de lo anterior se sigue que F C E C L.



4.3. TEOREMA DE GALOIS PARA EXTENSIONES INFINITAS 161

De la correspondencia de Galois, vea inciso a) del teorema 4.24, se
sigue que:

Gal(K/L) < Gal(K/E) < Gal(K/F).
De esta forma concluimos que:
[Gal(K/F) : Gal(K/E)] < [Gal(K/F) : Gal(K/L)] < .

En efecto, la segunda desigualdad se satisface en virtud de la propo-
sicion 4.1, ya que Gal(K/L) con L € F es un abierto basico en la
topologia de Krull sobre Gal(K/F') (vea observacion 4.13). Y asi, la
primera desigualdad se verifica por la proposicién 1.31.

¢) Si cualquiera de los enunciados equivalentes del inciso b) del teorema 4.24
se satisface, podemos asumir en particular que [E : F] < oo, luego existen
at,...,a, € K tal que E = F(ay,...,a,). Ahora, por la proposicion 4.4
existe L € F tal que ay,...,a, € L. De esta forma se tiene la siguiente
cadena de contenciones: F' C F C L C K. Ya que la correspondencia de
Galois invierte inclusiones, vea inciso a) del teorema 4.24, obtenemos:

Gal(K/L) < Gal(K/E) < Gal(K/F). (4.21)

Ya que L € F, entonces Gal(K/L) € N. Luego, de la proposicién 4.1 se
tiene que Gal(K/L) < Gal(K/F) y el siguiente isomorfismo:

Gal(K/F)/Gal(K/L) ~" Gal(L/F).

Donde el morfismo 6 : Gal(K/F) —— Gal(L/F) dado por 6(c) = oL,
hace que v definido como v(cGal(K /L)) = 6(0), paratodo o € Gal(K/F),
sea un isomorfismo.

Por el teorema de la correspondencia biyectiva (vea teorema 1.59) aplicado
a la ecuacion 4.21, tenemos que:

Gal(K/E)/Gal(K/L) < Gal(K/F)/Gal(K/L),

y por lo tanto N := v(Gal(K/E)/Gal(K/L)) = {plr : p € Gal(K/E)} es
un subgrupo de Gal(L/F).

Veamos que LV = E. En efecto, sea p|, € N con p € Gal(K/E). En-
tonces (p|r)|r = p|lg = idg y por lo tanto E C LY. Por otro lado, sea
a € LY, entonces a € L y para todo p € Gal(K/E), p|r.(a) = a. Por la
correspondencia biyectiva de Galois (vea inciso a) del teorema 4.24), sa-
bemos que Gal(K/F) se corresponde de forma biyectiva con E, es decir,
E = KGa(K/E) Por lo tanto, LV C LN KGN K/E) — [N E = E, esto ya
que E C L. Asi, hemos probado que LY = E.



162CAPITULO 4. TEORIA DE GALOIS PARA EXTENSIONES INFINITAS

Ya que la extension L/F es finita y de Galois y E'y N se corresponden
de forma biyectiva, entonces, del inciso a) del teorema fundamental de
Galois para extensiones finitas 2.75, se sigue que |N| = [L : E] < co. Por
otro lado, como H = Gal(K/E) y H/Gal(K/L) es isomorfo a N via v,
tenemos que |H/Gal(K/L)| = |N| = [L : E] < co. Por lo tanto:

[Gal(K/F) : H] = [Gal(K/F)/Gal(K/L) : H/Gal(K/L)] Por a) teo. 1.59
_ |Gal(K/F)/Gal(K/L)|
|H/Gal(K/L)|
_ [Gaz/ )
[L: E]
= 5: g Por teorema 2.20
= [E : F] Por proposicion 1.146.

Por teo. 1.34 de Lagrange

Vea prop. 4.1

Concluimos que [Gal(K/F) : H] = [E : F].

Supongamos que H = Gal(K/L) < Gal(K/F). Ya que K/F es de Galois,
de la proposicion 2.67 se sigue que K/F es normal y separable. Como
F C L C K, se sigue, de la proposicion 2.62 que L/F es separable. Basta
probar que la extension L/F es normal y para ello aplicaremos el inciso d)
de la proposicion 2.55. Tomemos p(x) € F[z]\{0} un polinomio irreducible
sobre F'y a € L una raiz de p(x).

Como la extension K/F es normal, se sigue que K contiene un campo de
descomposicion de p(x). Sea § € K cualquier otra raiz de p(z), probaremos
que B € L. Ya que idr es un automorfismo, en virtud del teorema 2.51
dicho automorfismo puede extenderse a un automorfismo 7: K —— K
tal que 7|p = idp y puede elegirse de tal forma que 7(a) = 3. Sea 0 € H
cualquier elemento, entonces:

cB)=(coT)()=T (7'7107) () = 7(ax) = B.

Esto ya que H < G y por lo tanto, 7~ 'o7r € H; y todos los elementos
de H fijan a L, en particular fijan a « € L. Luego, hemos probado que
o(B) = Bparatodoo € Hy S € K raiz de p(x). De esta forma, se concluye
que B € KGUK/L) Por la correspondencia de Galois (vea inciso a) del
teorema 4.24) se sabe que L = KGalK/L) v asi B € L. Es decir, que todas
las raices de p(x) pertenecen a L, y por lo tanto L contiene un campo de
descomposicion para p(z). Concluimos que L/F es una extension normal.
De la proposiciéon 2.67 obtenemos que L/F es una extension de Galois.

Por otro lado, supongamos que L/F es una extension de Galois. Probare-
mos que H = Gal(K/L) Q Gal(K/F).
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Consideremos el siguiente morfismo de grupos:
0:Gal(K/F)——> Gal(L/F) ,
ocr—>o|L .

De la misma manera a como se hizo en la proposicién 4.1 puede probarse
que el morfismo 6 esta bien definido en virtud de que L/F es, en particular,
una extension normal (vea proposicion 2.67).

Entonces:

ker (0) ={o € Gal(K/F) : 0|, =idy} = Gal(K/L).

De la observacion 1.45 se sigue que Gal(K/L) es un subgrupo normal de
Gal(K/L).

Para probar que 6 es suprayectiva, sea 7 € Gal(L/F) un elemento cual-
quiera. Como K/F es normal, entonces K es el campo de descomposicion
de una familia de polinomios con coeficientes en F. De esta forma por el
teorema 2.51, tenemos que 7 puede extenderse a un automorfismo tnico
o: K ——= K tal que |, = 7. Por lo tanto o € Gal(K/F) satisface
0(c) = o|r = 7. De esta forma 6 es suprayectiva. Del primer teorema
de isomorfismo (vea teorema 1.56) concluimos el siguiente isomorfismo de
grupos:

Gal(K/F)/Gal(K/L) ~ Gal(L/F). (4.22)

Sea H := Gal(K/L) un subgrupo normal de Gal(K/F). Para la demos-
tracion del inciso e), recordemos que en el primer teorema de isomorfismo
(vea teorema 1.56), el isomorfismo v hace conmutar el siguiente diagrama,
estoes, ) =vom

Gal(K/F) ——~ Gal(L/F) (4.23)

|

Gal(K/F)/Gal(K/L)
donde 7 es la proyecciéon canénica al grupo cociente.

Ya que H = Gal(K/L) < Gal(K/F), entonces, por el inciso d) del teo-
rema 4.24 se sigue que L/F es una extension de Galois y por lo tanto, al
grupo Gal(L/F) se le puede dotar de la topologia de Krull (vea defini-
cion 4.15).

Recordemos que 0§ = v o7, vea diagrama 4.23. Ahora, para probar la con-
tinuidad de v, basta probar que # es una funcién continua, esto en virtud
del inciso b) de la proposicion A .43
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Sea pGal(L/FE) un abierto basico en Gal(L/F) talque FC EC Ly E/F
una extension finita y de Galois con p € Gal(L/F). Entonces Gal(K/E)
es un abierto bésico en Gal(K/F') (vea observacion 4.13).

Afirmamos que:

07" (Gal(L/E)) = Gal(K/E). (4.24)

Estoya quesit € 67! (Gal(L/E)) entonces 7 € Gal(K/F) y (1) = 7|1 €
Gal(L/E), es decir que (7|1)|g = 7|g = idg y por lo tanto 7 € Gal(K/E).
Por otro lado, si tomamos o € Gal(K/FE), entonces o|g = idg y al aplicar
6 tenemos que 6(o) =o|r : L — K . Ahora, como L/F es una exten-
sion de Galois y FF C E C L, por la proposiciéon 2.70 se sigue que L/E
es de Galois. Por la proposicion 2.67, tenemos que L/E es una exten-
sion normal. Consideremos la cadena de campos E C L C L C K. Ya
que o|p:L——K y L/E es normal, por el inciso ¢) de la proposi-

cion 2.55, se tiene que ol : L—— L y de esta forma concluimos que
o € 071 (Gal(L/E)). Hemos probado que se satisface la ecuacién 4.24.
Ya que p € Gal(L/F), por el teorema 2.51 se sigue que p puede ex-
tenderse a un automorfismo 7: K —— K tal que 7|, = p Ademaés,
nlr = (n|L)|lr = plr = idp, por lo tanto n € Gal(K/F). Entonces se
tiene:

07 (pGal(L/E)) = 07 ({r' € Gal(L/F) : 7| = pli})
={r € Gal(K/F):0(r) € Gal(L/F) y 7|g = plg}
={r € Gal(K/F):7|g = plp = (nlL)|p}
={r € Ga(K/F):7|g =n|g}
=nGal(K/E).

Donde la primera y la dltima igualdad se satisfacen por el lema 4.8.

Por lo tanto, 0=1 (pGal(L/E)) = nGal(K/E) y de esta forma concluimos
que 6 es continua. Ademaés, por el inciso b) de la proposicién A.43, y al
ser # = v o 7w continua, se llega a que v es continua.

Veamos que 6 es un morfismo cerrado. En efecto, primero notemos que
por el corolario 4.22 el grupo Gal(K/F) es compacto. Ahora, sea C' un
subconjunto cerrado de Gal(K/F). Por la proposicion A.59, C' es com-
pacto. Luego, como el morfismo 6 es continuo, tenemos que #(C) es un
subconjunto compacto de Gal(L/F). Por el corolario 4.22, Gal(L/F) es
Hausdorff y de la proposicion A.61 se concluye que 6(C) es cerrado de
Gal(L/F). Asi, 0 es un morfismo cerrado.

Probemos que v es un morfismo cerrado. Consideremos C' un cerrado en
el espacio X := Gal(K/F)/Gal(K/L), entonces X \ C es abierto en X
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y por definiciéon de topologia cociente (vea definicion A.42), se sigue que
7 HX\C) = 7 }X)\ 7 (C) = Gal(K/F) \ n71(C) es un abierto
de Gal(K/F), por lo tanto, 7~*(C) es un cerrado de Gal(K/F). Como
T es suprayectiva, tenemos que 7 (7~*(C)) = C. Por lo tanto, v(C) =
v(m(r=1(C))) = 6 (x~1(C)) y como § es cerrada, concluimos que v(C)
es un cerrado de Gal(L/F).

De la proposiciéon A.41 se sigue que v es un homeomorfismo.

f) Notemos que:

KH = gGal(K/K™) por inciso b) de teorema 4.23

= K* por la correspondencia de Galois (vea inciso a) teorema 4.24).

La topologia de Krull en el grupo Gal(K/F) para K/F una extension de
Galois es demasiado general, de tal forma que cuando la extension K/F es
finita, dicha topologia coincide con la topologia discreta, obteniendo el teorema
de Galois para extensiones finitas. Es decir, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.25 Si K/F una extension de Galois finita, entonces la topologia
de Krull en el grupo Gal(K/F) es la topologia discreta.

Demostraciéon. Ya que K/F es finita y de Galois, entonces del ejercicio 2.77
tenemos que solo hay una cantidad finita de campos intermedios en K/F, por lo
tanto el conjunto N (vea ecuacién 4.2) posee una cantidad finita de elementos.
De la proposicion 4.7 se tiene lo siguiente:

ﬂ H = {idgax/r)} (4.25)
HeN

El conjunto de la ecuacion 4.25 es una interseccion finita de abiertos (vea ob-
servacion 4.13), por lo tanto es un abierto en Gal(K/F). Asi, {idgax/Fr)} es
un subgrupo abierto. De la proposicién 3.11 se sigue que la topologia de Krull
en Gal(K/F) coincide con la topologia discreta.

Mas atn, si Gal(K/L) < Gal(K/F) es cualquier subgrupo, entonces es un
cerrado de Gal(K/F). Por lo tanto, de la correspondencia del inciso a) del teo-
rema 4.24, se sigue que hay una correspondencia biyectiva entre los subgrupos
de Gal(K/F) y todos los campos intermedios de K/F. Es decir, si la extension
de Galois K/F es finita, la topologia de Krull coincide con la topologia dis-
creta en Gal(K/F), de tal forma que se obtiene el caso particular del teorema
fundamental de la teoria clasica de Galois (vea teorema 2.75). O
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Apéndice

A.1. Elementos de Topologia

En esta secciéon haremos mencién de los resultados de topologia que son
necesarios para el desarrollo de la seccion 3.1. Citaremos las demostraciones de
las proposiciones. Al lector interesado en repasar las pruebas le recomendamos
ver [5].

En lo sucesivo, si X es un conjunto cualquiera usaremos el simbolo p(X) para
indicar el conjunto potencia de X.

Definiciéon A.1 Sea X un conjunto. Se dice que 7 C p(X) es una topologia
en X si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) eTyXer.

b) Si{U},c; €7, entonces U Uyer.
iel

¢) SiU,V er, entoncesUNV € 1.

A los elementos de 7T les llamaremos abiertos en X y a los elementos de
X les llamaremos puntos. En caso de que exista una topologia T sobre un
conjunto X , diremos que (X,T) es un espacio topoldgico. En caso de que no
haya confusiones escribiremos simplemente X entendiendo que X es un espacio
topoldgico con una topologia T.

n
Observaciéon A.2 Notemos que si {U,...,U,} C 7, entonces n U, e
i=1
Dado un conjunto, hay una variada cantidad de subconjuntos de la potencia
que cumplen las condiciones para ser una topologia, esto induce una reticula de
topologias con minimo y maximo respecto a la contencién. Estos elementos se
definen a continuacion.

167
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Ejemplo A.3 Sea X un conjunto. Se define la topologia discreta en X como
T = p(X), en cuyo caso se dice que (X, (X)) es un espacio discreto. La to-
pologia indiscreta para X es ™ = {0, X}, en este caso decimos que (X, {0, X})
es un espacto indiscreto.

A pesar de que las topologias del ejemplo A.3 se describen de forma simple,
en el corolario 4.25, se expone un caso no trivial de la topologia discreta.

Definicion A.4 Sean X un espacio topoldgico y 11, 7o dos topologias sobre X .
Se dice que T, es mds gruesa que Ty si i C To. De igual forma, 7> es mds
fina que ™ si T C To.

Observacion A.5 Naturalmente, el conjunto de todas las topologias sobre un
conjunto X queda ordenado parcialmente por la relacion C, donde la topologia
mds gruesa es la indiscreta y la mds fina es la topologia discreta sobre X.

Definicion A.6 Sean X un espacio topoldgico, x € X yV C X. Se dice que V
es una vecindad para x si existe U € T tal que x e U C V.
Al conjunto de todas las vecindades de x € X lo abreviaremos por N,.

Los conjuntos abiertos quedan caracterizados de la siguiente forma:

Proposicion A.7 Sean X wun espacio topologico y V. C X. Entonces, V es
abierto en X si y solo si, para todo x € V, existe U C X abierto tal que
zelUCV.
En otras palabras, V' es abierto en X si y solo si es vecindad para cada uno de
sus puntos.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Definicion A.8 Sean X wun espacio topoldgico y FF C X. Se dice que I es
cerrado en X si X \ F es abierto en X.

Por la forma en la que interactian las operaciones conjuntistas de resta,
unién e interseccion, el lector puede comprobar que se verifican propiedades, re-
lativas a conjuntos cerrados de un espacio topolégico X, similares a las expuestas
en la definicion A.1. Tales propiedades se enuncian en la siguiente proposicion.

Proposicion A.9 Sea X un espacio topoldgico. Respecto a los conjuntos cerra-
dos de X se satisface lo siguiente:

a) X y 0 son cerrados de X.

b) Si {Fi},c; es una familia arbitraria de cerrados de X, entonces ﬂ F; es
i€l
cerrado en X.



A.1. ELEMENTOS DE TOPOLOGIA 169

n
¢) Si {F;},_, es una familia finita de cerrados de X, entonces U F; es ce-
i=1
rrado en X.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Observacion A.10 Todos los subconjuntos de un espacio topoldgico discreto
son abiertos y cerrados simultaneamente.

Con las definiciones de conjunto abierto y cerrado de un espacio topologico,
observamos que podemos clasificar casi a todos los subconjuntos de un espacio
topoldgico como abiertos, cerrados, o quizd como ambos. Sin embargo, en un
espacio topologico hay subconjuntos que no son cerrados ni abiertos. Respecto a
tales conjuntos, es interesante estudiar a los abiertos del espacio que se quedan
contenidos en ellos, también a los cerrados que contienen a tales subconjuntos.
En ambos casos, las nociones que se exponen a continuacioén, pueden traducirse
a aprozimar un subconjunto por conjuntos abiertos o cerrados del espacio, es
decir, buscar el abierto y cerrado méas parecido al subconjunto.

Definiciéon A.11 Sean (X, 7) un espacio topologico y A C X.
a) Se define el interior de A como:

int(A) = | J{U CX:UC A4}.
Uer

b) La cerradura de A estd dada por:

A= (| {FCX:ACF}.
X\Fer

Observacion A.12 A partir de la definicion A.1 y de la proposicion A.9, se
sigue que int(A) es abierto y que A es cerrado en X. Ademds, es claro que A
es abierto en X (resp. cerrado) si y solo siint(A)=A (resp. A=A).

La siguiente proposicién nos provee de una caracterizaciéon para la cerradura
de un subconjunto de un espacio topolégico.

Proposicién A.13 Sean X un espacio topoligico y A C X. Entonces, v € A
si y solo si, para todo U abierto de X tal que x € U, se tiene UN A # (.

Demostracion. La prueba de este hecho es a partir de la definicién de cerra-

dura, puede revisar una prueba en [9, proposicion 1.1.1, pag. 13]. O

A continuaciéon se exponen las propiedades elementales del interior y la ce-
rradura de un subconjunto de un espacio topolégico.
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Proposicion A.14 Sean X un espacio topoldgico y A,B C X. Entonces se
verifican las siguientes propiedades:

a) int(X) =

(
b) int(A) C
¢) int(AN B) =int(A) Nint(B)
d) int(int(A)) = int(A)

De forma andloga se tienen las propiedades para la cerradura de A, salvo que
en el inciso ¢) la interseccion cambia por union.

Definicién A.15 Sean X un espacio topoldgico y® # A C X. Un punto xg € X
es un punto de acumulacion de A si, para todo abierto U de X tal que xg € U,
se tiene que U N (A\ {zo}) # 0.

En lo sucesivo, el conjunto de todos los puntos de acumulacion de A serd deno-
tado por A’.

La cerradura de un conjunto puede ser caracterizada de la siguiente manera:

Proposicién A.16 Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces A =
AUA.

Demostracion. Es una consecuencia de aplicar las definiciones de los conceptos
involucrados, se deja de ejercicio al lector. [J

Proposicion A.17 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es cerrado
en X siy solo si A= A.

Demostracion. Puede revisar una prueba en [5, proposicion 2.6, pag. 45]. O

Definiciéon A.18 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B C 7. Diremos que B es
una base para T si todo abierto en T puede escribirse como union de elementos

en B.

Naturalmente todo espacio topolégico posee una base, esto ya que la topo-
logia es una base para el espacio; sin embargo, las bases que son de interés son
aquellas que estan formadas por abiertos elementales de la topologia, y que por
lo tanto, describen a la topologia.

En la siguiente proposicién exponemos una caracterizaciéon de las bases que
traduce de forma més precisa el enunciado anterior.

Proposicion A.19 Sean (X, 7) un espacio topolégico y B C 7. Entonces, B es
base de T si y solo si, para todo a € X y todo U € 7 con a € U, existe B € B
tal que a € B C U.
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Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Corolario A.20 Sea 8 = {U;},.; una familia de subconjuntos de un espacio
topoldgico X . Si B satisface la condicion:

Para cualquier x €¢ U;NU; coni,j €1, existe k € I tal que x € U, CU; NU;.

Entonces, la familia 7(8), que consiste de 0, X y todas las uniones arbitrarias
de elementos de B, forman una topologia para X. Ademds, 7(8) es una topologia
dnica con esta propiedad y es la mds pequena (gruesa) de las topologias en X
que contienen a (3.

Demostraciéon. Vea [7, Teorema 3.2, pag. 67.] O

La proposicion A.19 proporciona una caracterizacion para una base de forma
global, es decir, que todo punto del espacio pertenece a un elemento de la base.
Ya que todo lo global se puede adecuar a lo particular, introducimos las bases
locales de espacios topologicos.

Definicién A.21 Sean (X, 7) un espacio topoldgico y xo € X. Se dice que un
subcongunto B de T es una base local de x si para todo B € B se tiene que xg €
B y ademds, para todo U € T tal que xq € U, existe B € B tal que xo € B C U.

En general, hay subconjuntos de un espacio topolégico que pueden llegar
a cumplir un hecho similar al de la proposicién A.19 sin necesidad de que los
elementos del subconjunto sean abiertos o cerrados.

Definicién A.22 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que D C X es den-
so en X si para todo abierto U € 7, se verifica que U N'D # (.

Observacion A.23 El lector puede probar que, si X es un espacio topoldgico
y D C X, entonces D es denso en X si y solo si D = X.

Definiciéon A.24 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se dice que el conjunto B C
T es una subbase para T, si el conjunto de las intersecciones finitas de elementos
de B es una base para T.

Como es usual, si X es un conjunto, se busca estudiar a los subconjuntos de X
que poseen las mismas caracteristicas o estructura que X, y las condiciones que
deben imponerse para que las adquiera. En breve, se presentan los subconjuntos
de un espacio topolégico X que son de interés.

Consideremos (X, 7) un espacio topologico, Y C X con Y # () y la siguiente
familia de subconjuntos de Y :

Ty ={UNY :U et} Cpl).
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Proposicion A.25 Sean (X, 7) un espacio topoldgico yY C X conY # ). Los
elementos de 7|y determinan una topologia sobre Y.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

A 7|y le llamaremos topologia relativa o topologia inducida por (X, 7)
y diremos que (Y, 7]y) es un subespacio de (X, 7).

Observacion A.26 El lector puede probar que si (X, 7) es un espacio topold-
gico, Y es un subespacio de X y B C 7 es una base para X, entonces:

{YNB:BeB} esuna base para'Y como espacio topoldgico.

De forma similar, el lector puede describir una subbase para un subespacio a
partir de una subbase para X.

Definicion A.27 Se dice que un espacio topoldgico X es Ty si para cualesquiera
puntos distintos x,y € X, existen abiertos U yV de X tales quey € VAU y x €
U\V.

Es irrelevante si los abiertos U y V se intersecan en puntos que mo sean x o y.

Proposicion A.28 Un espacio topologico X esTy siy solo si, para todo x € X,
{z} es cerrado en X.

Demostracion. [5, teorema 5.6, pag. 151]. O

Observacion A.29 Ya que la union finita de conjuntos cerrados es cerrado
(vea inciso c) de la proposicion A.9), de la proposicion A.28 se sigue que un
espacio topologico X es T} si y solo si, para cualesquiera x1,...,z, € X, se tiene
que {21, ...,x,} es cerrado en X.

Definicion A.30 Se dice que un espacio topolégico X es Hausdorff o Ts si
para cualesquiera x,y € X con x # y, existen U,V C X abiertos tales que
xelU,yeVyUnV =0.

Observacion A.31 Notemos que todo espacio T es Ty y que todo espacio to-
poldgico dotado de la topologia discreta (vea definicion A.3) es Hausdorff.

En general, en un espacio topolégico los conjuntos unitarios no tienen que ser
conjuntos cerrados, si se impone la condiciéon de que el espacio sea Hausdorff,
entonces esta propiedad si se satisface.

Proposicion A.32 Si X es un espacio topolégico Hausdorff, entonces todo sub-
conjunto de X de la forma {z} es cerrado.
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Demostracion. Es inmediato a partir de la proposicién A.28 y de la observa-
cion A.31. O

Proposicion A.33 Un espacio topologico X es Hausdorff si y solo si el con-
Junto Ax = {(x,z) :x € X} es cerrado en X x X.

Demostracion. Vea [5, proposicion 5.22, pag. 159]. O

Proposicion A.34 Si X es un espacio topoldgico Hausdorff y 'Y es un subes-
pacio topologico de X, entonces Y es Hausdorff.

Demostraciéon. La prueba es inmediata a partir del hecho de que X es Haus-
dorff. Se deja de ejercicio al lector. O

Definiciéon A.35 Sean (X, 7),(Y,0) espacios topoldgicosy f: X ——=Y una
funcion. Se dice que f es continua si para todo U € o, se tiene que f~1(U) € .
Ademds, diremos que f es un homeomorfismo si es biyectiva y tanto f como
su inversa, !, son continuas.

Proposicion A.36 Sean X y Y espacios topologicos de tal forma que Y es
Hausdorff. Consideremos dos funciones continuas f,g: X ——=Y. Entonces
el siguiente conjunto es un cerrado de X :

{reX: fz)=9g(=)}.

Demostracion. En virtud de la definicion A.8 y de la proposicion A.7, basta
probar que el siguiente conjunto es vecindad para cada uno de sus puntos:

{r € X : f(z) # g(x)} es abierto en X .

Sea xg € X tal que f(xg) # g(xo). Como Y es Hausdorff, existen U,V € Y tales
que:

flro) eUyg(zg) eVyUnV =0. (A.1)

Por lo tanto, zo € f~H({U)Ng (V) C{z € X : f(x) # g(z)}.
Al ser f y g funciones continuas, el conjunto f~*(U)Ng~1(V) es un abierto de
X que contiene a zg. De esta forma obtenemos lo que deseabamos probar. [J

Proposicion A.37 Sean (X, 1) y (Y,0) espacios topolégicosy f: X ——=Y
una funcion entre ellos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) [ es continua.

b) Si F CY es cerrado, entonces f~1(F) es cerrado en X.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [



174 APENDICE A.

Definiciéon A.38 Sean (X, 1), (Y,0) espacios topolégicosy f: X ——=Y wuna
funcion entre ellos. Se dice que f es abierta si para todo U € 7, se tiene que
fU) €o.

De forma similar se define una funcion cerrada.

Proposicion A.39 Consideremos (X, 7),(Y,0),(Z, p) espacios topoldgicos, asi
como las funciones f:X ——=Y y ¢g:Y ——= 7 . Entonces se verifica lo
stguiente:

a) Si f y g son continuas, entonces go f es continua.
b) Si f y g son homeomorfismos, entonces go f también lo es.
c) Si f y g son abiertas, entonces g o f también lo es.
d) Si f es un homeomorfismo, entonces [ es abierta y cerrada.

e) Si f es continua y A es un subespacio topoldgico de X, la restriccion f|a
también es continua.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Observacion A.40 Si f: X ——=Y es una funcion entre conjuntos y A C
B C X, se sigue que fla = (f|B)|a-

Proposicion A.41 Sea f: X ——=Y una funcion biyectiva entre espacios
topoldgicos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es un homemorfismo.

b) [ es continua y abierta.

¢) [ es continua y cerrada.

d) Para cada A C X, f(A) = f(A).
Demostraciéon. Vea [7, teorema 12.2; pag. 89]. O

En el siguiente apartado recordaremos la construccion de la topologia co-
ciente y la topologia producto.

Definiciéon A.42 Sean (X,7) un espacio topoldgico, ~ una relacion de equi-
valencia en X y la funcion 7: X — X/ ~ que satisface © —— [v]. . Al
conjunto X/ ~ se le puede dotar de la topologia cociente definida de la si-
guiente forma:

o ={UCX/~at(U)er}.

Esta topologia es la mds fina sobre X/ ~ de entre todas las que hacen a m™ una
funcion continua.
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Una topologia similar a la construida en la definicion A.42 puede ser construi-
da en cualquier conjunto Y a partir de una funcién entre un espacio topolégico
y Y.

Proposicion A.43 Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y
f: X ——=Y una funcion. EnY puede inducirse una topologia a través de la
funcion f como sigue:

Ty = {U CY: fYU) es abierto en X}.

Ademds, considerando a'Y como espacio topoldgico con dicha topologia, se cum-
plen las siguientes propiedades:

a) [ es una funcion continua y Ty es la mds fina de las topologias en' Y que
hacen a f una funcidn continua.

b) v es la inica topologia definida en'Y que satisface lo siguiente:

Para toda funcion g:Y ——= Z | con Z un espacio topoldgico, se tiene
que:

g es continua si y solo si go f es continua.

Demostracion. Vea [5, teorema 4.20, pag. 126.] O

Como una consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Corolario A.44 Sea f: X ——=Y wuna funcidon biyectiva, con X un espacio
topoldgico y Y un conjunto. Si en Y inducimos la topologia Ty de la proposi-
cion A.43, entonces f es un homeomorfismo.

Demostraciéon. Claramente f es una funcién continua por el inciso a) de
la proposicién A.43. Consideremos f~!:Y ——= X y probemos que es una
funcién continua. Sea U un abierto en X. Para probar que (f~)~}(U) = f(U)
es un abierto en Y con la topologia 7y, basta notar que f~(f(U)) = U es
abierto en X. O

Definicion A.45 Sea {X;},.; una familia de conjuntos no vacios. Se define el
producto cartesiano conjuntista como:

HXZ-: f:I*>UXZ- : f es funcion y f(i) € X; para todo i € I
iel iel

Usaremos la notacion f(i) = x; para cada i € I. A los elementos de [,.; X;
los escribiremos como (x;);cs tal que, para cada i € I, se tiene que x; € X;.
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Observacion A.46 El axioma de eleccion de la teoria de los conjuntos es equi-
valente a que, para toda familia de conjuntos no vacios {X;}

el

icr» St tiene que

Definicion A.47 Sea {X;},.; una familia de conjuntos no vacia y X = H X;.

iel
Para cada j € 1, se define la j-éstma proyeccién canonica como la siguiente
funcion:

U HXzH'X]
i€l

(xi)iGI P Zj .

Observacion A.48 En el caso en que {Gi};.; sea una familia de grupos, se

tiene que HGi es un grupo, las proyecciones candnicas son morfismos supra-
icl

yectivos de grupos; y del primer teorema de isomorfismo (vea teorema 1.56) se

sigue que, para todo j € I :

<H Gi> Jker(mj) ~ Gj.

iel

Proposicion A.49 (Propiedad universal del producto cartesiano)
Consideremos {X;},.; una familia de conjuntos no vacios, Y un conjunto no

vacio tal que, para cada i € I, existe una funcion f;:Y —— X; . Entonces

existe una unica funcion F:Y —— HXi dada por F(y) —— (fi(y))ier ,
icl

tal que, para cada i € I, el siguiente diagrama es conmutativo:

Y Lo L, X
fi im
X

Es decir, m; o F = f;.

Observacion A.50 La propiedad universal del producto cartesiano se sigue ve-
rificando si los objetos involucrados son espacios topoldgicos (resp. grupos), las
funciones f; son funciones continuas (resp. morfismos de grupos) y en este caso
la funcion F resulta ser una funcion continua (resp. morfismo de grupos).
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Definicion A.51 Sean {(X;,7:)};c; una familia de espacios topoldgicos. To-

memos el producto X = HX,-. Se pueden definir dos topologias sobre X :
iel
Si |I| < oo, se puede considerar la topologia caja en X de la siguiente forma:

T:{HUi:UiETi}- (A2)

icl

Si |I| = oo, se define la topologia producto T en X como la mds gruesa (vea
definicion A.4) de las topologias en X que hacen a cada una de las proyecciones
m;: X —— X; continuas. La topologia producto tiene por base el siguiente
conjunto:

{H U; : U; € 7 y U; # X; para una cantidad finita de indices i € I} .

iel

Ademds, dicha topologia tiene por subbase a la coleccion de conjuntos abiertos:
S={m ' (U):Uemr,icl}.

Proposicion A.52 Sean {X;},;,
una funcion. Entonces, g es continua si y solo si m; o g es continua para cada
iel.

Y espacios topoldgicos y g:Y —[[;c; Xi

Demostraciéon. Revise [5, proposicion 4.15, pag. 121]. O

Proposicion A.53 Sea {X;},.; una familia de espacios topoldgicos no vacios
y Hausdorff, entonces HXi es Hausdorff.
iel

Demostracion. [5, teorema 5.20, pag. 157]. O

Definicion A.54 Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es compacto si
para toda familia de abiertos {U;},.; C p(X) tal que X = U U;, se tiene que
iel
existe J C I con |J| < oo de tal forma que X = U U;.
ieJ

Se dice que un subconjunto Y de un espacio topoldgico X es compacto, si al ser
considerado con la topologia inducida por X (vea definicion A.25), se tiene que
Y es compacto.

Ejemplo A.55 Notemos que si X es un espacio topolégico finito, entonces X
es compacto sin importar la topologia de la que esté dotado, pues esta solo posee
una cantidad finita de abiertos debido a que toda topologia tiene cardinal menor
0 igual a |p(X)|, que es un nimero finito.
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Ejemplo A.56 Si X es un espacio discreto y compacto, entonces X es finito.
Basta notar que para cada x € X, el conjunto {x} es un subconjunto abierto de
X, ademds X = U {z}. El resultado se sigue de la compacidad de X.
zeX
A continuacion proporcionaremos una caracterizacion de los espacios topo-
l6gicos compactos.

Definicién A.57 Sean X un espacio topoldgico y F = {F;},c; € p(X). Se
dice que F posee la propiedad de la interseccion finita si F # 0 y para todo
J C I, con |J| < o0, se verifica que ﬂ F; # 0.

ieJ
Proposicion A.58 Un espacio topoldgico X es compacto si y solo si, para toda
familia F C p(X) de cerrados que satisface la propiedad de la interseccion finita,

se satisface que n}" £ .

Demostraciéon. [5, proposicion 7.3, pag. 210 |. O

En general, los subespacios de un espacio topolégico compacto, no son com-
pactos. Para garantizar la compacidad de un subespacio es necesario pedir que
sea cerrado. Esto se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion A.59 Todo subespacio cerrado de un espacio compacto X es com-
pacto.

Demostraciéon. [5, proposicion 7.4, pag. 211]. O

Proposicion A.60 Si Y es un subespacio compacto de un espacio topoldgico
X, entonces, para toda familia de abiertos {U;},.; € X tal que Y C UU“
iel
existe J C I con |J| < co que satisface Y C U U;.
=r

Demostracion. Por la proposicion A.25, se tiene que los conjuntos V; = U;NY
son abiertos en Y para todo i € I. Notemos que la familia {V;},.; € p(Y) es
una cubierta abierta de Y, esto debido a que:

Uvi=winy)=vn <UUZ-> =Y.
iel iel i€l

Como Y es un subespacio compacto de X, existe J C I tal que |J| < ooy

satisface que Y = U Vi. Porlo tanto Y =Y N (U U; | , en otras palabras:
ieJ iceJ

Y C U U;.
ieJ
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Proposicion A.61 Todo subespacio compacto de un espacio Hausdorff X es
un subespacio cerrado de X.

Demostracion. Para una prueba de este hecho, vea [5, corolario 7.8, pag 213].
O

Proposicién A.62 (Tychonoff) Sea {X;},.; una familia de espacios topols-
gicos no vacios. El producto H X; es compacto si y solo si X; es compacto para

iel
todo i € 1.

Demostraciéon. Para una version de la prueba vea [5, teorema 7.10, pag. 215].
O

Proposicion A.63 Sean X y Y espacios topolégicos con X compacto. La exis-
tencia de una funcion continua f: X ——=Y tal que f(X) =Y, implica que
Y es compacto.

Demostracion. [5, proposicion 7.6, pag. 212]. O

Observacion A.64 Si f es una funcion continua entre espacios topoldgicos X
yY, yademds A es un subespacio compacto de X, por el inciso e) de la propo-
sicion A.39 se sigue que f|a es continua, y de la proposicion A.63 obtenemos
que fla(A) CY es un subespacio compacto.

Definicion A.65 Un espacio topoldgico no vacio X es llamado localmente
compacto si para todo x € X existe una vecindad U C X tal que U es un
subespacio compacto de X.

Observacion A.66 Si X es un espacio topoldgico compacto, al ser X una ve-
cindad para cada uno de sus puntos, se tiene que X es localmente compacto.

Definicion A.67 Se dice que un espacio topoldgico X es conexo si no existen
subconjuntos abiertos no vacios Y1,Ys de X tales que X = Y,UY3 y Y1NYs = ().
En caso contrario, diremos que X es disconexo. Es decir, X es disconexo si
existen subconjuntos abiertos no wvacios Y1 y Ys tales que X = Y7 U Ys con
YinY, =0.

La siguiente definicion es extraida de [9, pag. 68].

Definicion A.68 Dos subconjuntos Y, y Yo de un espacio topolégico X se dicen
separados en X siY1NYs =0 =Y, NYa.
En caso contrario, diremos que los subconjuntos Y1 y Yo no estan separados.

A continuacién proporcionamos una caracterizaciéon de los espacios conexos.
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Proposicion A.69 Sea X un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) X es un espacio conezo.

b) O y X son los iinicos subconjuntos abiertos y cerrados (simultdneamente)
de X.

¢) Si X =Y, UYs, con Yy, Ys subconjuntos separados de X, entonces Y1 = ()
0Ys =0.

d) Si f:X ——={0,1} es una funcion continua, entonces f es constante

Demostracién. [9, teorema 6.1.1, pag. 352]. O

El inciso ¢) de la proposiciéon A.69 nos ayuda a visualizar los espacios conexos,
pues estos son, de forma intuitiva, aquellos que no pueden ser separados en dos
subconjuntos cercanos entre ellos. El hecho de que un espacio sea conexo no
significa que sus subespacios también lo sean, como veremos en lo sucesivo.

De la anterior proposicion se obtiene el siguiente resultado, que es una con-
secuencia inmediata y se deja como ejercicio al lector.

Corolario A.70 Un espacio topoldgico X es conexo si y solo si no puede ser
expresado como X =Y, UYs con Y1,Ys cerrados disjuntos y no vacios de X.

Observacion A.71 Note que si X es un espacio topoldgico discreto (vea de-
finicion A.3), los inicos subconjuntos conexos de X son de la forma {x} con
e X.

Corolario A.72 Sean X un espacio topoldgico y C' un subconjunto conexo de
X, entonces la cerradura de C' es un subconjunto conexo en X.

Demostracién. Supongamos que C' = Y;UY5 con Y] y Ys cerrados disjuntos y
no vacios de C. Como C es cerrado en X, se sigue que Y; y Y son subconjuntos
cerrados de X.

Al intersecar la igualdad inicial con C, tenemos que C' = (CNY;) U (CNYs),
con CNY; y CNY; cerrados disjuntos en C' considerado como subespacio de
X. Veamos que C NY; y C NY;3 no son vacios. En efecto, si C NY; = 0, de la
igualdad anterior tenemos que C' = CNYs y asi C C Y;. Como Y5 es cerrado,
tenemos que YUY, = C C Y, y asi Y7 C Ys, contradiciendo el hecho de que Y;
y Y5 son disjuntos. Por lo tanto C' NY7 # @ y similarmente C NYs # (.

En virtud del corolario A.70, tenemos que C' no es conexo, lo cual, naturalmente,
contradice a la hipétesis. Concluimos que C es conexo. [

Proposicion A.73 Sea f: X ——=Y wuna funcion continua entre espacios
topoldgicos. Si X es conexo, entonces f(X) CY es conezo.
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Demostracion. La prueba se sigue a partir de las definiciones de conexidad y
continuidad. Se deja de ejercicio al lector. [

Proposicion A.74 Un subespacio topoldgico Y de X es conexo si y solo si,
para todo par Xy, X5 de subconjuntos de X separados tal que Y = X1 U Xo, se
cumple que X1 =0 o Xo = 0.

Demostraciéon. Vea [9, teorema 6.1.7, pag. 353]. O

El siguiente resultado puede hallarse en [9, corolario 6.1.8, pag. 353].

Corolario A.75 Si X es un espacio topoldgico y Y es un subespacio conexo
de X, entonces, para todo par Y1,Ys de subconjuntos separados de X tal que
Y C YUY, se tiene que Y C Yy oY C Yy, Ademds, sdlo se verifica una de
estas dos contenciones.

Proposicion A.76 Sea {C;},.; una familia de subespacios conexos de un espa-
cio topologico X tal que existe j € I de tal modo que C; y C; no estdin separados
para todo i € I. Entonces U C; es conexo.

iel

Demostraciéon. Vea [9, teorema 6.1.9, pag. 353]. O

Corolario A.77 Sea X un espacio topoldgico y {C;},.; una familia de subes-
pacios conezxos de X tales que ﬂ C; # 0, entonces U C; es conezo.
iel i€l

Demostracion. Para una prueba ver [9, corolario 6.1.0, pag. 354]. O

Definicion A.78 Sean X un espacio topoldgico y x € X un elemento cualquie-
ra. La componente conexa de x € X es el mayor de los subconjuntos conezos
de X que tienen a x como elemento. Este conjunto serd abreviado por Cx(x).
En otras palabras:

Cx(.’E) = U C.
C—conezo
zeC
En caso de no haber confusion, denotaremos como C(x) a la componente coneza
de un elemento x en un espacio topoldgico X.

Observacion A.79 La existencia de la componente conexa de un elemento de
X queda garantizada por el corolario A.77.

Proposicion A.80 Si X es un espacio topolégico y'Y es un subespacio de X,
entonces, para todo y € Y, Cy (y) C Cx(y).
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Demostraciéon. Basta ver que si C' C Y es conexo en Y entonces C es conexo
en X. En efecto, supongamos que C' no es conexo en X. Entonces existen U
y Uy subconjuntos disjuntos abiertos y no vacios de X tal que C = U; U Us.
Notemos que como U; C C C Y, entonces Uy = U; NY, y asi U; es un abierto
de Y. De manera similar U; es un abierto de Y y como C = U; U U, concluimos
que C no es conexo en Y, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, C es conexo en X. [

Proposicion A.81 Sean X un espacio topoldgico y x € X cualquier elemento.
La componente conexa C(x) es un cerrado en X.

Demostraciéon. De las propiedades de la cerradura de un conjunto (vea pro-

posicion A.14) se sigue que C(x) C C(x), y por lo tanto x € C(z). Ademas, del
corolario A.72, se sabe que C(z) es un subconjunto conexo de X, de donde:

reCx)c |J C=cC@).

C—-conexo
zeC

Concluimos que C(z) = C(z), es decir, C(x) es un subconjunto cerrado del es-

pacio topolégico X. [
La siguiente definiciéon puede hallarse en [9, pag. 356].

Definicion A.82 Sean X un espacio topolégico y x € X un elemento cualquie-
ra. La quasi-componente de x en X, se define como el siguiente conjunto:

Qx) = ﬂ {AC X :z €A, A es abierto y cerrado en X} .

Observacion A.83 Sean X un espacio topoldgico, x € X, C C X un subcon-
junto conexo y Y C X un abierto y cerrado de X de tal forma que x € CNY.
Al ser’ Y y X \'Y conjuntos separados (vea definicion A.68), y dado que C C
Y U(X\Y), se sigue, del corolario A.75 que C C Y.

De esta observacion se concluye que, para todo x € X, C(x) C Q(x).

Notemos que, por la proposicion A.9, la quasi-componente de un elemento en
X es siempre un subconjunto cerrado de X, pues es interseccion arbitraria de
cerrados.

El hecho de que la componente conexa de todo punto de un espacio topol6-
gico sea unipuntual, proporciona una nueva clasificacion de espacios topologicos
como lo muestra la siguiente definicion.

Definicion A.84 Un espacio topoldgico X es totalmente disconexo si, para
todo z € X, C(x) = {z}.
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Observacion A.85 En algunos lugares a la nocion de totalmente disconexo
lo llaman hereditariamente disconexo (ver por ejemplo [5, definicion 8.50, pdg.
289] y [9, seccion 6.2, pdg. 360]).

Observacion A.86 Sea X un espacio topoldgico que verifica que Q(z) = {z}
para todo x € X.

a) De la observacion A.83, se sigue que X es totalmente disconezo.

b) Ya que las componentes conexas son subconjuntos cerrados de X (vea pro-
posicion A.81), se sigue que {x} es un cerrado. Finalmente, de la propo-
sicion A.28, se sigue que X es Tj.

Ejemplo A.87 Sea X un espacio topoligico dotado de la topologia discreta (vea
definicion A.3). Entonces X es totalmente disconexo, pues los tinicos subcon-
juntos conexos de X son de la forma {z} con x € X.

Proposicion A.88 Todo subespacio de un espacio totalmente disconezxo es to-
talmente disconexo.

Demostracion. El resultado se sigue de la proposicién A.80. O

Definicion A.89 Un espacio topoldgico no vacio X es cero dimensional si
es Ty y X tiene una base que consiste de abiertos y cerrados.

Proposicion A.90 Si X es un espacio topoldgico Hausdorff, localmente com-
pacto y totalmente disconexo, entonces X es un espacio cero dimensional.

Demostraciéon. Vea [5, proposicion 8.59, pag. 294]. O

Corolario A.91 Si X es un espacio topoldgico compacto, Hausdorff y total-
mente disconexo, entonces X es cero dimensional.

Demostracion. De la observacion A.66 se sigue que X es localmente compacto,
mientras que por la proposicion A.90, se concluye que X es cero dimensional. [J

Proposicion A.92 Sean {X;},.; una familia de espacios topoldgicos no vacios

yX = HXZ" Entonces se verifica lo siguiente:
icl

a) X es totalmente disconexo si y solo si, para todo i € I, X; es totalmente
disconezxo.

b) X es cero dimensional si y solo si, para todo i € I, X; es cero dimensional.

Demostracion. [5, proposicion 8.53, pag. 290]. O
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