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A mathematician is measured by the amount of false theorems he has proven.

Michael Spivak
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INTRODUCCION

Un terremoto es, a grandes rasgos, una transformacién del plano hiperbdlico en si
mismo que traslada a lo largo de geodésicas ciertas regiones de manera controlada.
Resulta interesante estudiar con dicha herramienta el comportamiento geométrico que
resulta después de operar el terremoto.

El propésito de esta tesis es presentar una demostracién clara del teorema so-
bre la transitividad de la geologia presentado por Thurston en su articulo original
[Thurston, 1986], el cual es una clasificacién de las estructuras hiperbélicas mediante
terremotos.

También esclareceremos las construcciones dadas en [Pfeil, 2017], las cuales serdn
la referencia principal a la hora de llenar los huecos argumentales propuestos en el
articulo original, desglosando los argumentos y dando mas generalidad en los ejemplos
presentados.

En el primer capitulo introducimos los conceptos basicos de la geometria hiper-
bolica bidimensional, tales como transformacion de Mobius, eje de traslacion de
una transformacion hiperbdlica y los diferentes modelos de la geometria hiperbdlica
donde se trabajard el resto de la tesis, en el cual usamos material proveniente de
[Anderson, 1999 y |Lascurain, 2015].

El segundo capitulo estda dedicado a la clasificacion de diferentes métricas en el
plano hiperbdlico. Mas especificamente, clasificaremos a las estructuras hiperbdlicas
continuas basandonos enteramente en [Thurston, 1986] y apoyados de construcciones
dadas en [Pfeil, 2017].

Al inicio del tercer capitulo se definen las nociones de laminacién geodésica en
el plano hiperbdlico y el de terremoto para estudiar en el resto del capitulo las
propiedades mas importantes que los definen. Al final del mismo, demostraremos
que todo terremoto izquierdo da pie a un homeomorfismo del circulo en si mismo que
preserva la orientacion.

En el cuarto capitulo haremos seguimiento del articulo [Asaka, 2022] para de-
muestra el teorema principal de Thurston, el cual afirma que todo homeomorfismo
del circulo en si mismo resulta de restringir un terremoto en la frontera.

X






CAPITULO 1

ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA
HIPERBOLICA

En este primer capitulo introduciremos los principales modelos de la geometria hiper-
bélica, sus propiedades basicas y las diferentes herramientas principales para poder
comparar sus diferentes métricas.

1.1 Topologia en el plano complejo extendido
Definimos los siguientes conjuntos que usaremos a lo largo del texto:

H? := {z € C | Im(2) > 0},
Sti={z€eC||z| =1},
D?:={z€C||z| <1}

Asumiremos que C tiene la topologia usual, y denotamos por Cala compactificacion
por un punto del plano complejo, es decir, C=Cu {o0}.

A este dltimo conjunto lo llamaremos plano complejo extendido, en el cual
definimos la siguiente métrica, llamada métrica cordal:

2|21—22‘

V1+z1124/ 14222
S — si 29 = 00.
V14|21 ]2

El siguiente resultado se demuestra en [Lascurain, 2015]:

si 21,29 # 00
dC(ZhZQ) =

Teorema 1.1.1: |

J

La métrica cordal y euclideana inducen la misma topologia en C.
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Un hecho interesante es que, bajo la métrica cordal, las bolas abiertas son de la
siguiente manera:

B.(z) ={ueC | |u—z| <&}, (1.1)
B.(00) ={u e C| |u] > e} U{oo}, (1.2)

para cada € > 0y z € C. Por lo tanto, un conjunto es abierto en C si cada punto del
mismo tiene una bola centrada en el punto de la forma (1.1) o (1.2).

1.2 Transformaciones de Mobius

Definiremos funciones que sean continuas en la esfera de Riemann respecto a la
métrica cordal.

Recordemos que un homeomorfismo entre espacios topoldgicos es una funcion
biyectiva, continua y cuya inversa es continua.

_[ Teorema 1.2.1: ]

Las funciones f, g : C — C definidas para cada z € C como sigue:

I, sizeC\{o}

f(z) =< 00, siz=0 (1.3)
0, sl z = o0.
az+b, sizeC

9(z) = { : (1.4)
00, si z = oo.

donde a,b € C y a # 0, son homeomorfismos.

La demostracién de este hecho se encuentra en [Anderson, 1999].
Ahora, damos la siguiente definicion:

_[ Definicién 1.2.1: ]

Una transformacién de Mobius es una funcién 1" : C — C definida para cada
z € C tal que z # —d/c, si ¢ # 0, como sigue:

_az—i—b
e+ d

T(2) (1.5)

siendo a,b,c,d € Cy ad — be # 0.

En la ecuacién (1.5) podemos multiplicar a los coeficientes por un factor A7,
donde X\ € C es tal que \? = ad — be, para obtener la condicién ad — bc = 1.

Decimos que las transformaciones de Mobius que cumplen esta dltima condicién
son normalizadas.

Ademas, tenemos los siguientes casos a partir de la definicién anterior:
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e sic=0, entonces T(z) = 22+ £, por lo que definimos T'(c0) = oo,

e si ¢ # 0, asumiendo que z # 0, entonces:

T(z) =

az—l—b_a—l—g
cz—i—d_c—l—g

y definimos en este caso T'(c0) = 2.

Como consecuencia, T'(c0) = oo si y sélo si ¢ = 0.

e Finalmente notemos que

T(—d) et +b  ad b

Cce24d 0

Cc

y por ende definimos 7T’ (‘7‘1) = 00.

En conclusién, las transformaciones de Mobius se extienden de manera natural al
plano complejo extendido. Mas ain, son composiciones de funciones de la forma

(1.3) y (1.4) ya que:
e si T'(00) = oo, entonces T(z) = az + B, para algunos a, f € C,
e si T'(00) # 00, entonces ¢ # 0 y podemos escribir lo siguiente:

az+b  Yezt+d)+b—9 g b—
cz+d cz+d c  cz+

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la observacién anterior:

Teorema 1.2.2: ]

Las transformaciones de Mobius son funciones continuas en C. Mas atin, son
homeomorfismos respecto a la métrica cordal.

Definimos al siguiente conjunto:

SL(2,C) := {(ﬁ Z) € Mys(C) | ad — be 1}.

Notemos que, por el primer teorema de isomorfismo de Noether, existe un isomorfismo
entre el cociente

PSL(2,C) := SL(2,C)/Ker(u)
y las transformaciones de Mobius (normalizadas), donde p : SL(2,C) — Mob™ esta
definida para cada T" € SL(2, C) como sigue:

a b az+b
T) = = .
u(T) M<C d) cz+d

En lo que sigue usaremos dicha identificacién libremente.
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1.3 Clasificacion

En C existen las lineas rectas y las circunferencias de radio positivo. Podemos ex-
tender esta nocion a C declarando que las lineas rectas ahora son consideradas como
circunferencias de radio infinito. De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1: ]

Las transformaciones de Mobius son conformes y mandan circunferencias en
circunferencias.

Demostracion: Por las observaciones anteriores, basta demostrar el teorema para
funciones de la forma (1.3) y (1.4). Para ello, recordemos que las circunferencias en
C son descritas de la siguiente forma:

C={2eC|azz+pB2+Bz+~y=0}
donde o,y e R, a#0y g € C.

e Sea w = az + b, donde a,b € C y a # 0, entonces z = %(w —b). Sustituyendo
esta expresion en la ecuacién que define a C' se cumple lo siguiente:

0=azz+pBz+pPz+7

o (b)) e 0) 17T 0)

— e ==+ S -+ (5 ) B +
ﬁ(ww—bw—bw—l—bb)——ﬁ—i-é +<§>w—<%>+7

o a ba_ ba bba bﬁ ﬁ T_

B b |b]? 8 ba T ba a

= —2Re (CL>+ W+’Y+<E—W>w+(<g> mP)w—FWUﬂU

= ¢1 + byw + bW + a,ww,

b
donde 01:—2Re(b) ||a||2 +v € R, blzg bj e Cya = |a‘2 € R.
El conjunto de soluciones de esta tltima expresion, de nuevo, representa una
circunferencia en C.

e Sea w = %, entonces z = i Sustituyendo esta tltima expresién en la ecuacion
que define a C' se cumple lo siguiente:

0=azz+pBz+pPz+7

()G ()3 ()

e
ww w w
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Multiplicando esta tultima igualdad por ww se tiene lo siguiente:
0 =a+ Bw + Bw + yww.

El conjunto de soluciones de esta tltima expresion representa una circunferencia

en C.

Por lo tanto las transformaciones de Mobius mandan circunferencias en circunferen-
cias. Ahora, para demostrar que son conformes recordemos que el angulo en un punto
donde dos curvas suaves C] y 5 se intersectan se define como el dngulo formado entre
sus vectores tangentes en el mismo punto. Denotemos a este angulo por Z(C1, Cy).

e Sea f(z) =az+by f(o0) = 00, donde a,b € Cy a # 0. Sean X; y X, dos
rectas euclideanas que se intersectan en un punto x € C y forman un angulo de
01, 0 con el eje horizontal respectivamente. Entonces f(X;) y f(X2) son rectas
euclideanas que se intersectan en el punto f(z). Sean f(z;) € f(X;), y m; las
pendientes de f(X;), para cada i € {1,2}. Entonces:

o Am(f(z) = f(2)) _ Imla(z — 2))
" Re(f(z) — f(x)) Re(a(z — 7))

siendo « € [0, 27) el dngulo formado entre a y el eje horizontal, como se muestra
en la Figura|l.1]

= tan(a + 6;),

En consecuencia:

Z(f(X1), f(X3)) = arctan(msg) — arctan(m,)
=(a+6y) — (a+61)

Por lo tanto la funcion f es conforme.

f(X2)

Im(f(z2) = f(x))
Im(f(21) = f(2))

()
Re(f(z2) — f (=)

-
Re(f(z1) — f(x))

Figura 1.1: Angulo entre dos rectas euclideanas.
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e Consideremos a la funcién g(z) = % como una funcién g : R? — R? definida

para cada (z,y) € R? como sigue:

o) = (s L),

x2+y2’x2+y2

entonces:
% —% 1 /a —b
Dg(x,y) = | 2 ) :§<b )
@rE e “

donde a = y?> — 2% b = 22y y A = 22 +y*> > 0, pues (z,y) # (0,0).
Veamos que esta iltima matriz preserva angulos, pues para cada par de vectores
(71, 22), (y1,y2) € R? se cumple lo siguiente:

outan (1) oten () =5 G ) ()G )G
= —(a® + b)) (2191 + 2212)
L))
A2 \Z2 Y2
En particular, el angulo se preserva entre vectores tangentes y por lo tanto la

transformacion g(z) = % es conforme.

En consecuencia, las transformaciones de Mobius mandan circunferencias en circun-
ferencias y son conformes. O

En analogia a las técnicas del algebra, definimos a la conjugacién de transforma-
ciones de Mobius:

Definicién 1.3.1: |

J

Decimos que T, S € PSL(2, C) son conjugadas si existe ¢ € PSL(2,C) tal que
T=poSopt

Con las siguientes definiciones clasificamos a las transformaciones de Mobius por
medio de los puntos que fijan. Supondremos en lo que sigue que dichas funciones no
son la identidad, pues se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.3.2: |

J

Si T € PSL(2,C) fija tres o mas puntos en C, entonces T es la funcién identi-
dad.

Demostracion: Sea T una transformacion de Mobius, diferente de la identidad,

dada de la siguiente manera:
_az+b

ez +d

T(z)

6
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Entonces, z € C es un punto fijo de 7" si y s6lo si se cumple lo siguiente:
e+ (d—a)z—b=0.
Tenemos dos casos:

e Sic # 0, entonces el polinomio anterior puede tener a lo més dos raices distintas.
Ademas, si z = oo, entonces T'(z) = ¢, es decir, oo no es un punto fijo.

e Sic =0, entonces T'(0c0) = 0o y ademas:
(d—a)z—b=0.
Por lo tanto:

— Si a # d, entonces T tiene exactamente un punto fijo en C:

— Sia=dyb#0, entonces T no tiene ningin punto fijo en C.

— Finalmente, sia = dy b = 0, entonces 7' fija a todos los niimeros complejos.
Por lo tanto, si T" no es la identidad, tiene a lo mas dos puntos fijos. O]

Con el teorema anterior motivamos las siguientes definiciones:

Definicién 1.3.2: |

J

Decimos que T' € PSL(2, C) es parabdlica si fija exactamente un punto en C.

Mediante conjugaciones se puede argumentar que las transformaciones de este
estilo son conjugadas a la funcién f(z) = z + 1, cuyo tnico punto fijo es z = co. La
accion de esta transformacion sobre C es la de una traslacién paralela al eje real.

Figura 1.2: Accién de una transformacion parabdlica en el plano complejo extendido.
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Existen otros tipos de transformaciones de Mobius cuyas acciones sobre el plano
complejo extendido guardan un significado geométrico profundo.

_[ Definicion 1.3.3: ]

Supéngase que T € PSL(2,C) fija dos puntos en C y que es conjugada a la
funcién f(z) = az, para algin a € C.

1. Si a = €™, para algtin ¥ € (0, 27), decimos que T es eliptica,
2. si a € [0,00), decimos que T es hiperbdlica,

3.8l |al # 1y aél0,00), decimos que T es loxodrémica.

Explicamos el significado geométrico de cada una de ellas como sigue:

1. Eliptica:

Para cada z € C multiplicar por el factor a = e* rota al punto un angulo de
¥ radianes alrededor del origen en sentido antihorario. Asi, su accién sobre el
plano complejo extendido consiste en simplemente rotar entorno al origen.

Pl el /\
~ ~
7/ e AN
N
v BN \\
/ —|=
/ // Ve ~— \ \
d ® Vo
] | ! \ |
T T \ ] i
\ \ \ ; ! !
\ \ \5// / /
\ \ // /
\ > /
N \s_// 7
~ -
~ //

Figura 1.3: Accién de una transformacion eliptica.

2. Hiperbdlica:

En este caso o es un nimero real positivo, por lo que, dado z € C, el nimero
az yace en la misma direccion que z. Asi, una transformacién hiperbdlica
“expande” 6 “contrae” a los puntos del plano, dependiendo de la magnitud de
.
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X ! / 4
~ ! / //
N \ / ,

N
N \ / 7/
N \ /
~ // /,7
< > ‘[, -
- _ ~ -
~e -
o S
,////\\\‘\

_ - s ! ANEEAN T~
e /, / \ \\ ™
, / \ N
Ve / \ A
s, N
P / \ N
. / \ N
Y 1 | \

Figura 1.4: Accién de una transformacion hiperbdlica.

3. Loxodrémica:

En este tltimo caso se combinan ambos fenémenos, pues al ser |a| # 1, entonces
a = pe'? para algunos p # 1y 9 € (0,27). Por ende, dado un punto z € C,
al multiplicarlo por « lo estaremos rotando entorno al origen y alejandolo 6
acercandolo, dependiendo de la magnitud de p.

/’——‘\\
~ ~
% N
e N
e N N
// N '
, //—\ \ \
. , \ 1 !
M7 T t
| \\ p /
\ N , /
\ ~L -~ 7/
N 7
N -,
~ -~
-l _ -

Figura 1.5: Accién de una transformacién loxodrémica.

Las transformaciones hiperbdlicas jugaran un papel esencial en el trabajo
presente.

Un primer intento de clasificar a las transformaciones de Mobius es, mediante conjuga-
ciones, llevar a cada elemento de PSL(2, C) en su forma estandar (aquellas funciones
dadas en la Definicién [1.3.3)). Podemos refinar su clasificacién mediante la traza:

Definicién 1.3.4: |

J

Sea T' € PSL(2,C) de la forma T'(z) =
7(T) = (a + d)*.

az+b
cz+d’

Definimos a la traza de T' como
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Notemos que 7 con esta definicion es una funcién bien definida. El siguiente
resultado es una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores.

Teorema 1.3.3: |

J

Sean A, B € PSL(2,C), entonces 7(Ao B) = 7(Bo A). Més atin, si Ay B son
conjugadas, entonces 7(A) = 7(B).

Con toda esta herramienta en mano enunciamos el siguiente resultado, cuya de-
mostraciéon puede consultarse en [Anderson, 1999 pag. 46:

_[ Teorema 1.3.4: ]
Sea T' € PSL(2,C).

e T es parabdlica si y sélo si 7(T') = 4,
e T es eliptica si y sélo si 7(T') € [0,4),

e T es loxodrémica siy sélo si Im(7(T)) #0 6 7(T) € (—o0,0) U (4, 00).

1.4 Modelos de la geometria hiperbdlica

Sélo hemos considerado transformaciones del plano extendido en si mismo, sin em-
bargo buscamos trabajar con aquellas que fijen al siguiente subespacio:

H? = {z € C Im(z) > 0}.

Sea
Méb* (H?) = {T' € PSL(2,C) | T(H?) = H*}, (1.6)

con el siguiente resultado podemos describir de manera explicita a sus elementos:

_[ Teorema 1.4.1: ]

Los elementos de Mob™ (H?) son de la forma:

az+b
cz+d’

m(z) =

donde a,b,c,d € Ry ad — bc = 1.

Un hecho no trivial es que las geodésicas en H? son semicircunferencias centradas
en la frontera y semirectas perpendiculares a la frontera, por ello recomendamos al
lector consultar la demostracion en [do Carmo, 1976], pag. 430.

10
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_[ Definicién 1.4.1: ]

Definimos al modelo del plano semisuperior como al conjunto H? dotado con la
métrica Riemanniana

2 _ da? + dy?

ds e

Con esta definicién se cumple que los elementos de Mob(H?) son isometrias del
plano semisuperior. Este modelo es el estandar para la geometria hiperbédlica plana.
La transformacién C' : H? — D? definida para cada z € H? como

z—1

Cle) = z+1

motiva la definicién del siguiente modelo.

{ Definicién 1.4.2: |

El modelo del disco de Poincaré es el conjunto D? dotado con la métrica Rie-
manniana

4(dx? + dy?) .
(1 — (22 + y2)2)2

ds® =

En donde las isometrias que preservan la orientacion son de la forma:

az+

az + B’
para cada z € D? y cada «, B € C tales que ]04|2 — \5]2 =1.

Finalmente, hacemos una menciéon breve sobre el modelo de Klein para la ge-
ometria hiperbdlica, el cual es el disco unitario dotado de una métrica Riemanniana
tal que las geodésicas son lineas rectas en el sentido Euclideano.

En general, una métrica hiperbdlica se define como una métrica Riemanniana de
curvatura constante igual a —1. Un resultado de suma importancia es saber que existe
una unica superficie simplemente conexa con una métrica hiperbdlica completa, salvo
isometrias. Para una demostracién del mismo referimos al lector a [Bruno, 2016].

En cada uno de los modelos tenemos una frontera visual diferente, la cual deno-
taremos por S . Asi, en el modelo del plano semisuperior queda identificado con
R U {oco}, mientras que en el modelo del disco de Poincaré queda identificado con S*.
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CAPITULO 2

ESTRUCTURAS HIPERBOLICAS
RELATIVAS

Se sabe que toda métrica hiperbélica completa en H? es isométrica a la métrica usual
en HZ2.

Por ello, es de particular interés clasificar a las isometrias que admiten extensiones
continuas en S._.

En este capitulo se clasifican, salvo isometrias, cierto tipo de métricas del plano
hiperbdlico enfocandonos en los comportamientos de las mismas en la frontera.

2.1 Definiciones

Es de importancia conocer cémo se comportan las métricas hiperbdlicas en la frontera,
para ello nos basta estudiar aquellas que son isométricas entre si junto con la siguiente
condicion:

_[ Definicién 2.1.1: ]

Sean hy vy hy dos métricas hiperbdlicas completas en H?. Definase una relacién
como sigue:

hi ~ hy siy solo si existe una isometria ¢ : (H?, hy) — (H?, hy) tal que:
a) ¢ es isotopica a la funcién identidad Idy2(z) = z,
b) existe una extensién continua @ : H2 — H? de ¢ tal que Plsy, = Idsy .

Donde una isotopia es una familia continua de un parametro de homeomorfis-
mos.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la definicion:

13
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Lema 2.1.1:

|- La relacién anterior es de equivalencia.

A las clases de equivalencia les llamaremos estructuras hiperbdlicas relativas en
(H?, S5)-

Podemos afirmar entonces que dos métricas hiperbdlicas completas definen la
misma estructura hiperbdlica relativa si una de las métricas se obtiene de la otra
por una deformacién que fija a la frontera de H?.

A lo largo del texto presente siempre denotaremos a la extension de una funcion
f afladiendo una barra horizontal encima de la misma, en este caso por ejemplo f.

Nos interesaremos en las estructuras hiperbdlicas relativas que son continuas en
el infinito en el sentido siguiente:

Definicién 2.1.2: ]

Sea [g] una estructura hiperbdlica relativa en (H? S! ). Decimos que es
. . . . . . , . 2 2

continua en el infinito si existe una isometria G : (H?, g) — (H?, destandar) CON

una extensién que es continua en S._.

De manera mas general, podriamos haber definido de manera anéloga estructuras
hiperbdlicas relativas en (H?,S. ) que son “algo” en el infinito. Por ejemplo, Lipschitz,
lineales, isométricas, etc...

Sin embargo, las estructuras hiperbdlicas relativas en (H?, S..) que son continuas
en el infinito (las cuales llamaremos estructuras hiperbdlicas relativas contin-
uas simplemente) son clasificadas mediante homeomorfismos de S’ en si mismo que
preservan la orientacion.

Sea

Hom™ (SL)) = {f : Sl — S | f es un homeomorfismo y preserva la orientacién}.
El conjunto PSL(2,R) es naturalmente un subgrupo de Hom™(SL)), por lo que el
conjunto de clases laterales PSL(2,R) \ Hom™(SL) est4 bien definido.

2.2 Clasificaciéon

Las estructuras hiperbodlicas relativas continuas son clasificadas por los homeomorfis-
mos del circulo en si mismo que preservan la orientacién, salvo isometrias:

Teorema 2.2.1: ]

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de estructuras
hiperbdlicas relativas continuas y PSL(2,R) \ Hom™(S.).

Demostracion: Definimos los siguientes conjuntos:

A =PSL(2,R) \ Hom"* (S})) y B = {estructuras hiperbdlicas relativas continuas}.

14
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Sea P : B — A la funcién definida para cada [g] € B como P([g]) = [Gls._], siendo
G : (H?,g) = (H?, destandar) Una isometria con una extensién G que es continua en
SL., y donde los corchetes del lado derecho de la igualdad representan a la clase lateral
izquierda cuyo representante es E‘Séo'

Se cumple lo siguiente:

e P esta bien definida.

Sean h y g dos métricas hiperbdlicas completas en H? tales que [h] = [g] en
B. Entonces, por la definiciéon de estructura hiperbdlica relativa, existe una
isometria ¢ entre ambas métricas h y g de tal manera que su extension P :
H?>USL, — H2USL, es tal que @ls; = Ids: . Sean H : (H?, h) — (H?, destandar) ¥
G : (H? g) — (H?, destandar) isometrias dadas por la Definicién m, entonces,
GopoH ™! € Isom(H?) = PSL(2,R), es decir, existe una isometria o : H? — H?
tal que Goyp =ao H.

(L, h) : > (H2, g) W —
H G —_— ) a
<H2’ dGStéﬂd&T) — (H27 desténdar) W #} W

Figura 2.1: Las diferentes isometrias y sus extensiones.

En consecuencia, las extensiones de estas funciones cumplen lo siguiente:

(i) (Go@)ls, =Glsy o Pls, = Glsy,

(ii) (@o H)lgy, =alsy, o Hlsy .

Es decir, al ser G o % = @o H, entonces @\Séo o (F[S&)fl = alsi. € PSL(2,R).
Por lo tanto [Gls: | = [Hlsy |-

e P es una funcion inyectiva.
Supéngase que [h], [g] € B son tales que [Hls: | = [GlsL], donde H : (H?, h) —
(H?, desténdar) v G ¢ (H?,g) — (H?, destandar) SON isometrias con extensiones
que son continuas en SL.. Entonces por definicion existe una isometria ¢ €
PSL(2,R) tal que Gls. = P|s_ o Hls1_
Sea ¢ := G~ logo H, la cual es una isometria entre (H? h) y (H?, g), pues es la

composicion de isometrias, y ademas es isotépica a la identidad, ya que es una
composicién funciones isotopicas a la identidad. Entonces,

- ——1 o —
¢|§(1>0 =G |S<1>o OQO|S(1X> OH|S<1X) = ]dséo

Se sigue que 1 es isotdpica a la identidad (véase [Pfeil, 2017] pag. 14) y por
definicién [h] = [g]. Por lo tanto f es una funcién inyectiva.
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(H2, h) 4 > (H2, g)

| le

<H27 desténdar) — (H2> desténdar)

e P es una funcion sobreyectiva.
Sea [p] € PSL(2,R) \ Hom™ (S.).

Como cada homeomorfismo del circulo en si mismo que preserva la orientacion
se puede extender a un difeomorfismo del disco en si mismo (véase [Pfeil, 2017]),
la métrica h en H? definida como sigue:

h(l', y) = destz’mdar(@(l‘)? go(y)),

para cada (z,y) € H? x H?, est4 bien definida.

Entonces ¢ : (H?, h) — (H?, destandar) € una isometria por definicién]l|y se tiene
ademés que P([h]) = [@lse ]

En conclusion, P es una funcion biyectiva m

Los homeomorfismos de S* en si mismo clasifican a las estructuras hiperbélicas
relativas continuas, salvo isometrias.

LComo comenta Thurston en [Thurston, 1986]: “...todo homeomorfismo de H2 en si mismo cuya
extension es continua en S%, induce una métrica completa en H?, inica salvo isometrias.”
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CAPITULO 3

TERREMOTOS EN LA GEOMET RIA
HIPERBOLICA

A modo de analogia, presentaremos primero de manera intuitiva el concepto de ter-
remoto izquierdo (derecho) para posteriormente definirlo de manera rigurosa en el
plano hiperbélico.

Un terremoto en la tierra surge de un “movimiento” de la tierra causado por el
desplazamiento de las placas tecténicas. Pensemos por un momento en un evento
catastrofico, en el cual ocurre un terremoto de tal magnitud que ocasione el de-
splazamiento, digamos a la izquierda, del terreno frente a nosotros. De inmediato
notariamos una grieta que divide a nuestro terreno cercano en dos zonas, en la que
nos encontramos parados y aquella que se desplaza. En este punto hemos asignado
de manera natural una orientacién a nuestra zona del terreno, de tal forma que nos
es posible decidir si el desplazamiento fue hacia la izquierda o hacia la derecha. Con
este ejercicio mental podemos ahora abstraer el concepto de un terremoto al plano
hiperbdlico.

3.1 Terremotos

Asumiremos que la orientacién con la que trabajaremos es la usual (antihoraria) y
que las isometrias preservan dicha orientacion.

Definicién 3.1.1: ]

Una laminacién geodésica A del plano hiperbdlico es una colecciéon de
geodésicas, ajenas por pares, cuya unién es un subconjunto cerrado L de H?2.

Decimos que las geodésicas son las brechas de A, el lugar de la laminacién es la
unién ajena de las brechas y a las componentes de H? \ L les llamamos zonas.
Las zonas junto con las brechas forman los estratos de .
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Con toda esta terminologia en mano podemos escribir de manera rigurosa la sigu-
iente definicién:

_[ Definicién 3.1.2: ]

Sea A una laminacion geodésica del plano hiperbdlico.
Un M-terremoto izquierdo E es una funcion biyectiva del plano hiperbdlico en
si mismo que cumple lo siguiente:

1. La restriccion de E a cualquier estrato A de A coincide con una isometria,
denotada por (E|A) y

2. para cualesquiera dos estratos diferentes A y B de A, la isometria de
comparacion

emp(A, B) = (E|A) " o (E|B) : H? — H?

es una transformacion hiperbdlica cuyo eje de traslacién [ separa
débilmente a A y B, y que ademas traslada los puntos hacia la izquierda
visto desde A.

Siendo que [ separa débilmente a A y B si cualquier trayectoria que une a dos
puntos a € Ay b € B intersecta a [.

Un A-terremoto derecho se define de manera analoga, sélo falta pedir que la
traslacion ahora sea hacia la derecha.

_[ Definicién 3.1.3: ]

Sean As y A\; dos laminaciones en el plano hiperbdlico.
Un terremoto izquierdo es un A,-terremoto izquierdo E : (H? \,) — (H?, \;)
tal que, para cada estrato A de Ag, F/(A) es un estrato de ), y para cada estrato
B de A existe un estrato C' de A, tal que E(C) = B.

Esto iltimo es equivalente a decir que “un terremoto izquierdo manda a los estratos
del dominio a los estratos del codominio y viceversa”.

Como habra de esperarse, un terremoto derecho se define de manera completa-
mente andloga, sin embargo, no habra necesidad de distinguir entre ambos pues todo
terremoto derecho se define a partir de uno izquierdo, y viceversa:

Teorema 3.1.1: |

J

Sean )\, y A\ dos laminaciones geodésicas en el plano hiperbdlico H? y sea
E : (H2,)\,) — (H?, )\;) un terremoto izquierdo, entonces E~! es un terremoto
derecho.

Notemos que aqui es evidente el por qué se pide que E sea una funcién biyectiva.

Demostracion: Se verifican los siguientes tres puntos:
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e E~! es una funcién biyectiva.

Ya que E lo es.

e Para cada estrato A; de \;, E~'|4, es una isometria.
En efecto, sabemos que existe un estrato A, de s tal que E(A;) = Ay, por lo

que ocurre lo siguiente:

E7Ya, =B g, = (Bla,) "

Como FE|4, coincide con la isometria (E|A,), entonces E~!|4, también coincide
; . -1
con una isometria, a saber, (E|A)" .

e Para cada par de estratos A; y B; de \; la isometria de comparacién
cmp(A¢, B;) es una transformacién hiperbdlica cuyo eje separa débil-
mente a A; y B;.

Notemos que si la isometria de comparacion cmp(Ay, B;) es respecto a E~1,
entonces ocurre lo siguiente:

emp(A, B) = (E7YA:) ™ o (E7YB,) = (E|A,) o (E|B,) ™,

Ahora, sean x1 y x5 los extremos del eje de separacién Iy de la isometria de
comparacion respecto a F, ecmp(As, By), que separa a Ag y Bs. Sean ademads
y = (E]A)(z1) = (E|Bs)(21) ¥ 2 = (E|As)(22) = (E|Bs)(x2), entonces para
cada i € {1,2} se tiene lo siguiente:

emp(Ar, By)(y:) = (BlA) o (B|By) ™ (i) = v

Es decir, la transformacion emp( Ay, By) fija a los puntos y; y s, por lo que es
una transformacién hiperbdélica con eje I, = (E|As)(ls) = (F|Bs)(ls).
Notemos que las transformaciones (E|A,) v (E|Bs) preservan la orientacion,
por lo que A; = (F|As)(As) v (E|Bs)(As) se encuentran del mismo lado de ;.
Andlogamente, los estratos By = (F|Bs)(Bs) v (E|As)(Bs) se encuentran del
otro lado de [;, por ende [; separa débilmente a los estratos A; y B;.

e cmp(A,, B;) traslada a los puntos hacia la derecha, visto desde A;.
En efecto, sea x; el punto repulsor fijo de emp(As, Bs).
Sea w € SL_ diferente de y; y y, (véase Figura [3.1)), entonces z = (E|B,) " (w)
cumple lo siguiente:

emp(Ay, By)(w) = (B|A,) o (E|B,) ™ ((E|B,)(2)) = (B|A)(2).

Como z; es el punto repulsor para ecmp(As, Bs), z se encuentra més cerca de
x1 que emp(As, Bs)(z). Se sigue que, aplicando (E|A;) a z y a1, (F|4s)(2) =
emp( Ay, By)(w) estd mas cerca de (E|A,) (1) = y1 que w.

Es decir, emp( Ay, By)(w) estd més cerca de y; que w.

Por lo tanto, cmp(A;, By) traslada a los puntos hacia la derecha, visto desde A;.
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Efl
(022) N @
E
i) /_\
Y1
L‘m,p(Aﬁ- Bb)(@
cmP(A57 Bs) emp(Ag, Bt)(w) Cmp(At’ Bt)

s B C v ),

Figura 3.1: Un terremoto izquierdo E induce un terremoto derecho £~1.

En consecuencia, £~! es un terremoto derecho. O]

Por la proposicién anterior podemos reducir nuestro discurso a terremotos izquier-
dos tnicamente. Asi, cuando mencionemos un terremoto nos referiremos a un ter-
remoto izquierdo.

Naturalmente se tienen varios tipos de terremotos, entre los cuales se encuentran
aquellos con laminaciones finitas, como aquellos descritos en los ejemplos. El sigu-
iente resultado nos sera 1til a la hora de querer construir terremotos a partir de una
laminacién finita dada:

_ Lema 3.1.1:

Sean S y T transformaciones hiperbdlicas con ejes de traslacién ajenos que
ademas se “trasladan en la mismo direccién”. Entonces S o T es una transfor-
macién hiperbdlica cuyo eje de traslacion separa en el sentido débil a los ejes
de SydeT.

Por “trasladar en la misma direccién” nos referimos a que la region acotada
por los ejes de traslacién de S y T induce una orientacién en los ejes tal que
concuerda con la direccion de traslacién de uno pero no con la otra direccién.

Demostracion:
Trabajaremos en el modelo del disco de Poincaré.

Sean st,tT y s7,1~ los puntos atractores y repulsores, respectivamente, de las trans-
formaciones S y T, que ademés son sus puntos fijos.
Consideremos a los siguientes intervalos:

I=(s"t") y J=(t",s).

Notemos que S y T mandan puntos en I a puntos en I, y andlogamente 71 y S—1
mandan puntos de J en J. Por lo tanto, S o T tiene un punto fijo z* € I 'y (S o T)_l
tiene un punto fijo en £~ € J, en consecuencia Sol" es una transformaciéon hiperbdlica
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cuyo eje de traslacién, determinado por los puntos z1 y 7, separa débilmente a los
ejes de traslaciéon de S 'y T'. ]

Figura 3.2: El eje de traslacion de S o T" separa débilmente a los ejes de Sy T'.

El procedimiento general para definir terremotos por partes viene descrito en el
siguiente resultado:

_ Lema 3.1.2:

Sea A una laminacién finita y F : H> — H? una funcién que es una isometria
en cada estrato de A\. Entonces E es un A-terremoto izquierdo si y sélo si
la isometria de comparacion cmp(A, B) de dos estratos adyacentes A y B es
una transformacion hiperbodlica que traslada la brecha que los separa hacia la
izquierda, visto desde A.

Demostracion:

—>) Es inmediato por la Definicién [3.1.2]

<) Veamos que F es un A-terremoto izquierdo, para lo cual debemos verificar que
se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cualesquiera dos estratos A # B de A\, la isometria de com-
paracién emp(A, B) es una transformacién hiperbélica cuyo eje sep-
ara débilmente a A y B, que ademas se traslada en direccion positiva
respecto a la orientacion de A.

En efecto, una trayectoria que une a un par de puntos en A y B, respectiva-
mente, intersecta a una cantidad finita de estratos A = Ay, Aq,..., A, = B (los
cuales podemos asumir sin pérdida de generalidad que estdn enumerados en ese
orden). En consecuencia, al ser

emp(A, B) = emp(Ag, Ay) o emp(Ay, Ay) o ---oemp(A,_1, Ay),
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se sigue mediante un argumento inductivo en el niimero de estratos y por el
Lema m que cmp(A, B) es una transformacién hiperbdlica cuyo eje de
traslacion [ separa a A y B, y que traslada a los puntos hacia la izquierda
visto desde A.

2. E es una funciéon biyectiva del plano hiperbdlico en si mismo.

Sean z,y € H? tales que E(x) = E(y). Si A # B son dos estratos y z € A pero
y € B, entonces al ser

(E|A)(z) = E(z) = E(y) = (E|B)(y),

se tiene que emp(A, B)(x) = y. Pero hemos demostrado anteriormente que
cmp(A, B) es una isometria hiperbélica que separa débilmente a A y B, por lo
que z debe estar en un lado de [ opuesto al que debe de estar de y. Por lo
tanto, cmp(A, B)(x) = y es una contradiccién, es decir,  y y estan en el mismo
estrato, digamos C'. Asi, ocurre lo siguiente:

(EC)(x) = E(x) = E(y) = (E|C)(y),

y como consecuencia z = y, pues (E|C) es una isometria.
Por lo tanto, E es una funcién inyectiva.

Finalmente, notemos que F(0A) = OE(A), para cada estrato A. Por lo tanto,
al ser la laminacién finita, se sigue que Im(FE) es un conjunto cerrado.

Ahora, sea y € Im(F), entonces existe € > 0 tal que B:(y) N Im(E) = 0.
Podemos asumir que esta bola es maximal respecto a la contencién. Entonces,
existe un punto z en la cerradura de B.(y) que también estd en Im(E). Como z
debe estar en la frontera de la imagen, existe una brecha [ de la laminacién tal
que z € E(l). Recordemos que [ es adyacente a dos estratos A # B, por lo que
E(l) es adyacente a los conjuntos E(A) y E(B), y por ende B.(y) intersecta a
alguno de los dos, lo cual contradice el hecho de que B.(y) sea ajeno a Im(E).

Por lo tanto, F es una funcién suprayectiva, y por ende biyectiva.

O

El siguiente resultado, consecuencia de los dos lemas anteriores, nos asegura que
es suficiente estudiar a los terremotos con laminaciones finitas, los cuales llamaremos
simples:

Teorema 3.1.2: |

J

El conjunto de terremotos izquierdos con una laminacion finita es denso en el
conjunto de todos los terremotos izquierdos, con la topologia de convergencia
uniforme en conjuntos compactos.
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Demostracion: Considere la siguiente métrica en el producto H? x H?:

d((w1,91), (22, y2)) = max{due (71, T2), du=2 (Y1, Y2) },

donde dp2 denota a la métrica hipérbolica usual en H?.

Para cada subconjunto X C H? x H? y cada € > 0 definimos la vecindad tubular
de radio £ como el siguiente conjunto:

Xe ={(z,y) e B x H? | d((z,y),X) <e}.

Sea E' un M-terremoto izquierdo, y sea A = {A;},.; el conjunto de los estratos asoci-
ados a la laminacion A.

Dados un subconjunto compacto K C H? y & > 0, definimos el siguiente conjunto,
el cual es compacto en H? x H?:

K = cl{(z,E(x)) | = € K.

Notemos que cl(E(K)) es un conjunto compacto. Ahora, dado (z,y) € K, entonces
por definicién de cerradura, existe z € K tal que d((z, E(2)), (z,y)) < €. En conse-
cuencia, se tiene que (z,y) € {(a, E(a)) | a € A;N K}_, para algin i € I.

Es decir, se cumple lo siguiente:

K| @ E@) |zeAnK}.

el

Entonces, por compacidad, existe un subcoleccion finita de vecindades tubulares que
cubren a K de la siguiente manera:

K C U{(x, E(z)) |z € A, NK} (3.1)

para algin n > 1.

Sea x € K, entonces (v, E(z)) € K y asf existe y € A;; N K, para algin j €
{1,2,...,n}, tal que d((z, E(x)), (y, E(y))) < e.

Por el Lema los ejes de traslacién de las isometrias de comparacién entre
los estratos {Aij }?:1 separan débilmente por pares a los estratos. Sea [ la laminacion

formada por dichos ejes de comparacion y definase al estrato B;; como la componente
conexa de H? \ [ que contiene a A;;.
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Bi1<

29 4/;;)

Figura 3.3: Construccion de la laminacién finita [ del terremoto F'.

Definimos al I-terremoto izquierdo F' como (F|B;;) = (E|A;), las cuales son
isometrias por definicién, para cada j € {1,2,...,n}. Entonces F' es un terremoto
simple por el Lema (3.1.2]

Para finalizar, demostraremos que F' aproxima a FE sobre el compacto K.

En efecto, por la ecuacién se cumple lo siguiente:

{(z, E(z)) |z € K} C{(z, F(z)) | v € K},

asi, para cada = € K, existe y € K tal que d((z, E(z)), (y, F(y))) < €. Es decir, la
grafica de F' sobre K aproxima a la grafica de E. m

Los terremotos simples son densos.

3.2 Ejemplos

Con la herramienta desarrollada, damos los siguientes ejemplos donde trabajaremos
en el modelo del espacio semisuperior H?:

1) Sean a > 0y p(2) = e %z, para cada z € H?, una isometria que preserva la
orientacién. Consideremos a la laminacién A que consiste de la tinica geodésica
que une al origen con oo, a saber:

| ={z€H* | Re(z) = 0}.
Definimos a los siguiente conjuntos:
A={z€H* | Re(z) >0} y B={zecH | Re(z) <0},

entonces tenemos en total tres estratos de A\, A, B y .

Sean (E|A) = Idy (E|B) = ¢ = (E|l), entonces cmp(A, B) = ¢ es una
transformacion hiperbdlica cuyo eje de traslacién [ separa débilmente a A y B
que ademas mueve los puntos hacia la izquierda visto desde A.
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Lo tnico que hace falta notar es que cmp(B, A) = ¢! es una transformacién
hiperbdlica cuyo eje de traslacion [ separa débilmente a A y B, y que ademéds
mueve los puntos hacia la izquierda visto desde B.

Ademas cmp(B, 1) = Id = cmp(l, B).

Asi, por el resultado anterior se tiene asociado un A-terremoto izquierdo E.

2) Sea
K = {z € H* | Re(z) =0}

y considere la laminacion A que tiene como tnico elemento a K.

Al ser
H?\ K ={z € H?* | Re(z) > 0} U{z € H* | Re(z) < 0}

se tienen dos zonas
A={ze W’ | Re(z) <0} ,y B={zeH| Re(z) >0}
Dado a > 1, definanse las siguientes isometrias para cada z € H? como sigue:
1
(E]A)(z) = ~z, (E|B)(z) =az,y (E|K)(z) ==

Claramente cada una de las funciones es una isometria hiperbédlica que preserva
la orientacién y fija a los puntos 0 y co.

Notemos que asi,
(E|A)™ = (E|B) v (E|K)™ = (E|K).

Por lo tanto, las isometrias de comparacién son de la siguiente forma:

emp(A, B)(=) = (E|A) o (E|B)(2) = (E|B)(az) = a”z,
emp(B, K)(2) = (E|B) ™ o (B|K) () = (E|A)(z) = =,
emp(4, K)(2) = (E|4) " o (BK)(2) = (E|B)(2) = az,
cmp(B, A)(z) = (EIB) ™" o (B|A)() = (B|4) (+2) = =,
emp(K, B)(2) = (E|K) ™" o (E|B)(z) = (B|K)(az) = oz,
emp(K, 4)(2) = (EK)™ o (BIA)(2) = (EIK) (=) = ==,

para cada z € H?.

Ademas, es claro que cada isometria de comparacion es hiperbdlica, preserva la
orientacién, fija al origen y oo, y por ende a la geodésica que los une, los ejes
de estas isometrias separan en el sentido débil a cada par de estratos, y cada
isometria de comparacién cmp(A, B) mueve a los puntos hacia la izquierda visto

desde A.

25



Facultad de Ciencias, UNAM Terremotos en la geometria hiperbdlica

Hacemos hincapié en el hecho de que cmp(A, B) = cmp(B, A)™!, emp(B, K) =
emp(K, B)™' y emp(A, K) = emp(K, A)~L.

Por lo tanto, la funcién E definida para z € H? como

(E|A)(z), size€e A
E(z) =< (E|K)(z), sizeK
(E|B)(z), siz€eB

es por definicién un A-terremoto izquierdo.

Retomamos el ejemplo presentado en [Pfeil, 2017], pag. 28., el cual expone un
comportamiento particular para puntos en S.  que estdn acotados por zonas
cuyo didametro tiende a ser cero. Para cada n € N sea [, la geodésica que
conecta a los puntos de la frontera —e™™ y e~ ", como se muestra en la Figura
[3.4] Sea A la laminacién dada por las geodésicas l,,, las zonas A,, entre I, y
l, v Ap la zona restante. Para cada n € N sea v, la isometria que manda al eje
imaginario a [,, dada para z € H? como

e "y—e "

z+1
Sea ¢(z) = e®z una transformacién hiperbdlica cuyo eje de traslacion es el eje

imaginario. Notemos que, para cada n € N, la transformacién 1, o p o 9! es
hiperbdlica, cuyo eje de traslacion es ,,.

PYn(2) =

2

Definimos de manera recursiva lo siguiente:
(BlAg) = Idw y (E|Ay) = (E|Au1) 0 (¥nopoi,’).

Ademas, sea (E|l,) = (F|A,), entonces las isometrias de comparacién para
estratos adyacentes A, y A, 41 son

emp(An, Ani1) = (E|An) " o ((E|An) 0 (Yns1 0 900 11)) = Ynsr 09 0 Py,
Ahora, si A,, y A, son estratos arbitrarios con m > n, entonces

emp(An, Am) = emp(Ap, Ang1) o emp(Apya, Apio) 0o oemp(Ap—1, An).

Figura 3.4: Base de vecindades alrededor del origen cuyo didmetro tiende a cero.

Con este ejemplo se tiene un terremoto con una infinidad de brechas que se
acumulan en un punto de S._.
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3.3 Consecuencias

Aunque los terremotos en general no sean continuos, siempre pueden extenderse de
manera que en la frontera S!_ sean continuos. Enunciamos el siguiente lema cuya
demostracién puede consultarse en [Pfeil, 2017] pag. 25:

_ Lema 3.3.1:

Sea E un terremoto, entonces E es una funcién suprayectiva si y sélo si
para cualquier sucesién de brechas {l, },en y cualquier sucesién de semiplanos
{H,}nen con frontera igual a I, tales que Hy1 € H, y (),en Hn consiste en un
solo punto en S, la sucesiéon { E(l,)}neny cumple las mismas propiedades.

Ahora, enunciamos el resultado de extensién a la frontera:

_[ Teorema 3.3.1: |

J

Si E es un A-terremoto, entonces existe una tnica funcién
. Ql 1
Ey Sy — Sy,

tal que E junto con E, forman una funcién continua en cada punto x € S .

Demostracion: Sea z € S)_.
e Definiremos a E(x) distinguiendo dos casos:

1. Si x estd en la cerradura de un estrato A, definase E(x) = (E|A)(x).
Al ser (E|A) una isometria se tiene que F(z) € S.,. Veamos ademés
que esto esta bien definido, pues si x estd en la cerradura de dos estratos
A # B, entonces como el eje de traslacién de la isometria emp(A, B) separa
débilmente a A y B, x debe de estar en la cerradura del eje de traslacién.
Por lo tanto, emp(A, B)(z) = x, es decir, (E|A)(z) = (E|B)(z).

Por lo tanto, en este caso, Eo(x) esta bien definido.

2. Finalmente, si x no estd en la cerradura de ningin estrato (como el caso
que se muestra en la Figura para x = 0), entonces tiene una base
de vecindades rodeadas por brechas cuyo diametro tiende a cero. Por el
Lema [3.3.1] bajo el terremoto estas brechas convergen a un dnico punto
al cual denotaremos como F.(z).

e FE_, es una funcién biyectiva.

Notemos que G = E~! es un terremoto derecho por el Teorema |3.1.1, En
consecuencia, G también puede extenderse a una funcién G, en S._ siguiendo
la construccién dada en los pasos anteriores, por lo tanto, dado = € S :

1. Si z esta en la cerradura de un estrato A se cumple lo siguiente:

Goo(Bn()) = (E|A) " ((E]A)(z)) = =.
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Analogamente E(Goo(z)) = .

2. Cuando x no esta en la cerradura de ningun estrato, por construccion, se
tiene que Goo(Eoso()) es el tinico punto al cual convergen las imagenes de
las brechas bajo G o E' = Ids:_, por lo tanto es igual a x. Andlogamente

Euo(Gx(2)) = .
Por lo tanto G 0 B = Idgy, = Eo 0 G, es decir, Ey, es biyectiva.

e E_, preserva el orden circular.

Sean x,y,z € S tales que (x,v, 2) se encuentran en orden circular. Tenemos
varios casos:

1. Si z,y y 2z estan en la cerradura del mismo estrato A, entonces

((ElA)(z), (E[A)(y), (E[A)(2)) = (Boo(2), Exo(y), Eoo(2))

se encuentra en orden circular, pues (F|A) es una isometria.

2. Sin pérdida de generalidad, si z,y estan en la cerradura de un estrato A
y z estd en la cerradura de otro estrato diferente B, entonces el eje de
traslacién de la isometria cmp(A, B) separa a los puntos x,y de z, y asi
(z,y,cmp(A, B)(2)) esta en orden circular. Por lo tanto

((E]A)(x), (E|A)(y), (E]A)(emp(A, B)(2)))
= ((E|A)(2), (E|A) (), (E|B)(2))
= (Bxo(2), Ex(y), Eso(2))

—~

esta en orden circular.

3. Si x,y y z estan en la cerradura de tres estratos diferentes A, B y C,
respectivamente, supéngase que (Fu(2), Foo(y), Foo(2)) no esté en orden
circular, entonces por definicién (Euoo(y), Foo(), Exo(2)) si estd en orden
circular. Astmase, sin pérdida de generalidad, que (E|C) = Id, en-
tonces cmp(C, A) = (E|A) y emp(C, B) = (E|B) son dos transformaciones
hiperbdlicas tales que sus ejes de traslacién separan a z de x y y respecti-
vamente, y que ademas trasladan los puntos hacia la izquierda visto desde

C.

Siguiendo la notacién presentada en [Pfeil, 2017], sean AT y A~ los puntos
fijos de (E|A) y sean BT y B~ los puntos fijos de (E|B) como se muestra
en la Figura 3.5 donde el signo + representa al punto atractor y el signo
— representa al punto repulsor.
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z=Ex(z2)

Eoo(x)

B

Eoo(y)

Y

Figura 3.5: Situaciéon donde x,y y z se encuentran en la cerradura de tres estratos
distintos.

(a) Notemos que (z,y, AT) esta en orden circular, pues de lo contrario
(x, AT y) estarfa en orden circular y al estar (E,(y), Ex(2),z) en
orden circular, entonces (A", y, E(z)) también estd en orden circular.
Por lo tanto
(Ex(7), Ex(y), Ex(z)) también estd en orden circular, lo cual es una
contradiccién.

(b) Sean empt y cmp~ los puntos fijos de la isometria cmp(B, A), cuyo
eje de traslacién separa a los puntos x v y, y que ademas traslada a
los puntos a la izquierda visto desde B. Entonces (x, cmp™,y) estd en
orden circular. Sean w = emp(B, A)(x) y t = ecmp(B, A)(y) (véase
Figura , entonces (x, w,cmpt,t,y) esta en orden circular.

z = Exo(2)

Ex(x)

B+

Eoo(y)

Y

Figura 3.6: (z,w,cmp™,t,y) estd en orden circular.
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(¢) Como (z,w,y) esta en orden circular, entonces:

((E|B)(x), (E|B)(w), (E|B)(y)) = (E|B)(2), (E|A)(2), (E|B)(y))
((E]B)(7), Eco(7), Exo(y))

también esta en orden circular.
(d) Aplicando (E|A) a (z,y, AT) se tiene que

((BLA)(@), (E|A)y), (E|A)(4%)) = (Ew(2), (EIB)(t), AY)

también esta en orden circular.

(e) (y,B*,x) esta en orden circular, pues de lo contrario (y,z, BT)
estarfa en orden circular, y como (y, z,x) también estd en orden cir-
cular, se tendria que (y, z, B") estd en orden circular, lo cual es una
contradiccién, ya que el eje de traslacién de (E|B) separa a y de z y
su direccion de traslacion es hacia la izquierda visto desde z. Por lo
tanto, aplicando la transformacién (E|B) se tiene que

((EIB)(y), (E|B)(BT), (E|B)(z)) = (Ex(y), BT, (E|B)(x))

también estd en orden circular.

(f) Notemos que (E|B)(t) y (F|B)(z) se encuentran del mismo lado del
eje de traslaciéon de (E|B), por ende x y t también se encuentran en
el mismo lado también. Asi, (¢, B~,y) y (z,ecmp™, B~) estan en
orden circular.

(g) Finalmente, al ser cmp(A, B)(B~) = (E|A)™"(B~), entonces la isome-
tria emp(A, B) aleja al punto B~ de A*, pero lo acerca hacia ecmp™.
Ademas, al ser emp™ un punto repulsor de la isometria emp(A, B) =
(emp(B, A))™", el punto B~ se aleja de emp*, lo cual es una con-
tradiccion.

Por lo tanto, (Eoo (), Eoo(y), Eoo(z)) estd en orden circular.

4. Sin pérdida de generalidad, supoéngase que = no esta en la cerradura ningin
estrato A pero y y z estan en la cerradura de algunos estratos distintos B
y C. Sea {yn},en € S!_ una sucesién que converge a y, entonces para N
suficientemente grande se tiene que (x,yy, z) estd en orden circular y por
lo tanto (Ex (), Ex(yn), Eoo(2)) también estd en orden circular. Como
definimos a E(y) como el punto limite de la sucesién {E(yy,)},,cn. €l cual
ademas es diferente de E () y de Ex(2), entonces (Fuoo (), Foo(V), Ex(2))
estd en orden circular.

5. Supdngase sin pérdida de generalidad que x y y no estan en la cerradura
de ningun estrato pero z esta en la cerradura de algin estrato A. Entonces
tomando un punto w € S!_ tal que (z,w,y) estd en orden circular se tiene
que (z,w,z) y (w,y,z) también estan en orden circular. Por lo tanto,
(Fso(), Ex(w), Ex(2)) v (Ex(w), Foo(y), Ex(2)) estan en orden circular,
y por definicién se tiene que (Ex(7), Ex(y), Fx(2)) esté en orden circular.
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6. Finalmente, si ningiin punto esta en la cerradura de algin estrato, podemos
proceder de manera analoga al punto anterior encontrando un punto w tal
que (x,w,y) estda en orden circular, y por ende (w,y,2) también esta en
orden circular, de donde (Ey (), Fx(y), Ex(z)) estd en orden circular.

En conclusién, E., preserva el orden circular.
De aqui en adelante, identificaremos a S!_ con S'.

o FE__ es una funcién continua.

Recordemos que, para cada a,b € S' definimos a los intervalos (a,b) de la
siguiente manera:

(a,b) = {z €S" | (a,z,b) estén en orden circular}.
Recordemos ademaés que la coleccion de dichos intervalos forma una subbase

para la topologia usual en S!.

Notemos que la funcién EZ! también preserva el orden circular, por lo tanto,
para cada x,y € S! ocurre lo siguiente:

z € EM(n,y)) <= (7, Ex(2),y) estd en orden circular
— (B (2),2z,EL'(y)) estd en orden circular
=z € (B (x), B (v)).

o0

Por lo tanto, E_'((z,y)) = (EZ'(x), EX'(y)), lo que implica que E., es una
funciéon continua. Ademads, al ser una funcién con un dominio compacto y un
contradominio Hausdorff, F, resulta ser un homeomorfismo.

e La extensién E de E definida como sigue:

E(z) = {E(z) ,sizeH

E.(z) ,sizeS

es continua para cada = € S'.

Sean z € S y € > 0. Distinguimos dos casos:

1. Si x estd en la cerradura de algin estrato A, sea 6 > 0 tal que, para cada
z € St se cumple lo siguiente:

|z — 2| <0 = ||Ex(x) — Ex(2)]| <e.

Supéngase ademds que (E|A) = Id para que asi, para cada estrato B # A,
se cumpla que cmp(A, B) = (E|B) sea una transformacién hiperbélica que
mueve a los puntos a la izquierda visto desde A y su eje de traslacién [
separe débilmente a A y B.

Sea C' un estrato que intersecta a la bola Bs(x), y sea [ el eje de traslacién
de la isometria cmp(A, C).
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(a) Si ambos extremos de [ estan en Bj(z), entonces C' C Bs(x).

Figura 3.7: Caso en el que ambos extremos de [¢ estén dentro de Bs(x).

Por lo tanto, para cada y € C' se cumple lo siguiente:
E(y) € E(C) € B.(E()).

(b) Si un unico extremo de lo esta dentro de Bs(z), sea dc > 0 tal que,
para cada t,w € H? US. , cumple lo siguiente:

It —wll <dc = [(E[B)() — (E|B)(w)|| <e.
Sea
B = {estratos B de \ | [p tiene exactamente un punto en Bs(z)}.

En [Pfeil, 2017] pag. 34, se demuestra que inf{dp | B € B} > 0. Asi,
sea 7 = min{d,inf{ép | B € B}} > 0. Entonces, para cada y € Bs(x)
existe un estrato B que intersecta a B,(z) C Bs(x) tal que y estd en
la cerradura de B. Ademas, tenemos que I C B, (z) 6 bien que sélo
un extremo de l¢ estd en B,(z). De cualquier manera se tiene que

E(y) € B:(E(x)).

2. Si x no estd en la cerradura de algin estrato, sea ¢ > 0 tal que, para cada
z € S, ocurre lo siguiente:

|z — 2| <0 = ||Ex(x) — Ex(2)]| <e.

Como ocurre en el ejemplo 3), z tiene una base de vecindades {V,,}, oy
acotadas por brechas {l,}, .y tales que, para cada n € N, z,, y y, son los
extremos de [,. Notemos que, para N suficientemente grande, xy,yny €

Bg((L‘)
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X T9

Figura 3.8: Sucesiéon de brechas [,, que acotan a las vecindades V,, de x.

Sea n = min{||z — zn||, [z — y~||}, entonces B,(x) C Vy. Finalmente, al
estar F/(Vy) acotado por FE(ly) se sigue que ( B,(z)) C B-(E()).

Por lo tanto, E es también una funcién continua.

Todo terremoto tiene una extesion continua en la frontera.
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CAPITULO 4
LA GEOLOGIA ES TRANSITIVA

En este capitulo se dard a conocer de una manera constructiva como asociar un
terremoto a un homeomorfismo del circulo en si mismo.

4.1 El enunciado principal

El teorema principal del articulo de Thurston es un reciproco del Teorema (3.3.1] En
este trabajo seguiremos muy cercanamente las demostraciones dadas en [Asaka, 2022]
y [Pfeil, 2017], usando notacién y construcciones de ambos textos.

Teorema 4.1.1: |

J

Para cualquier homeomorfismo f : S!_ — S!_ que preserva la orientacién, existe
un tnico terremoto E cuya extensién a S!_ coincide con f.

Sea f : S! — S! un homeomorfismo que preserva la orientacién. Identifiquémoslo
con una extensién f : D? — D? que preserva la orientacién. Consideremos la siguiente
clase lateral izquierda:

C =PSL(2,R) - f C PSL(2,R) \ Hom™ (S.)),

la cual es un espacio topoldgico, pues PSL(2,R) lo esE]. En efecto, basta definir la
funcion H : PSL(2,R) — C para cada ¢ € PSL(2,R) como sigue:

H(p) =¢o f,
la cual ademas resulta ser un homeomorfismo, cuya inversa se define como la post
-composicién con 1.
Sea zy € H?, entonces PSL(2, R) tiene una fibracién sobre H?, donde la proyeccién
evy, : PSL(2,R) — H? se define, para cada ¢ € PSL(2,R), como

€Vg, (@) = (,0(580),

'De hecho, es una 3-variedad.
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la cual es sobreyectiva y continua, pues PSL(2,R) acttia transitivamente en H? y
para cada € > 0 si sup{d.(p(z),%(2)) | 2 € H?} < ¢, entonces dc(p(zg), 1 (10)) < €.
En consecuencia, las fibras son de la forma:

evy, ({2}) = {¢ € PSL(2,R) | ¢(0) = 2},

por lo tanto

PSL(2,R) = | ] ev;'({z}).

z€H?2

Esta fibracién da pie a una fibracién p : C' — H? mediante H~! descrita para cada
(po f) e C como:

plpo f) = w(xo).

Algunos elementos de C' cuando actian en el circulo S* tienen puntos fijos, otros no
tienen ningin punto fijo, por ejemplo, las transformaciones hiperbdlicas tienen dos
puntos fijos por definicién.

4.2 Homeomorfismos de extremo izquierdo

Definiremos una clase especial de homeomorfismos del circulo en si mismo, pues con
ellos podremos construir el terremoto buscado.

_[ Definicion 4.2.1: ]

Sea h : S — S! un homeomorfismo. Decimos que h es de extremo izquierdo si:

1. h tiene al menos un punto fijo, y

2. el tnico homeomorfismo cubriente i : R — R de h que tiene puntos fijos
satisface lo siguiente:

Vx(:c €eR = h(z)> :t:)
Donde por definicién de funciéon cubriente se cumple lo siguiente:
pih(t) — h(eit)7

para cada t € R.
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Figura 4.1: Una funcién de extremo izquierdo mueve puntos hacia la izquierda en
S!_, excepto por los puntos que fija.

Definase el siguiente conjunto:
PIXL = {h € C | h es de extremo izquierdo}.

Veamos que XL es un plano. De manera maés precisa:

Teorema 4.2.1: |

J

X L es homeomorfo a H?2.

Demostracion:
Trabajaremos en el modelo del disco de Poincaré.

Fijamos xy = 0. Basta demostrar que p|xr : XL — H? es un homeomorfismo, pues
p es una funcién continua y sobreyectiva.
e p|x1 es biyectiva:

Sea y € D?. Al ser p sobreyectiva, existe fo € C tal que p(fo) = y. Noétese
ademéds que por definicién fo = ¢g o f, para algin ¢y € PSL(2,R).

Sea h € p~*({y}), entonces p(h) = y, y de nuevo, por definicién existe ¢, €
PSL(2,R) tal que h = ¢; o f. Entonces, al ser

h=wpiof=(propy')olpoof)=go fo,

donde ¢ = ¢ 0 p;' € PSL(2,R), cualquier elemento h de p~'({y}) es de la
forma ¢ o fy, para algin ¢ € PSL(2,R).

Ademas, se cumple lo siguiente:
e(y) = ¢(fo(zo)) = h(zo) = y.

Es decir, y es un punto fijo de . Consideremos ahora dos casos:

2X de jX-tremo!
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1. Cuando y = 0.
Las isometrias que fijan al origen actian como rotaciones del circulo. En
efecto, por definicién una isometria ¢ del disco se define para cada z € D?
como sigue:
az+ 3
@(z) == —
Bz +a

donde |a|® — |8]> = 1. Entonces, al ser 0 un punto fijo
p(0)=0 = B=0.
Por lo tanto )
o) = F = () == e

para algun angulo 9 € R.
En consecuencia

P~ ({0}) = {ryo fo [ ¥ € [0,2m)},

donde 7y denota una rotacién en torno al origen por un angulo 9. Por lo
tanto, la fibra p~'({0}) es un circulo.

Sea Fy : R — R un levantamiento de fj, es decir, para cada t € R se
cumple lo siguiente:

eifo) — (eit)_
Por definicién ry o fo = h € p~1({0}), para algin 0 < 9 < 27. Sea H un
levantamiento de A, entonces:

HM) _ h(eit) = (ryo fo)(eit) =1y <eiFo(t)) — ei(Fo(t)Jrﬂ)’

para cada t € R. Por lo tanto, H = Fy + ¢ + 2nk, para algun k € Z.

En consecuencia, todos los levantamientos de elementos en p~*({0}) son
de la forma Fy+ T, para algin ntimero real T, el cual inicamente depende
del angulo de rotacién .

Por la Definicién [A.2.1] al ser fy un homeomorfismo que preserva la
orientacion, se cumple lo siguiente para cada t € R

Fo(t —I— 271') = Fg(t) + 27'('.

Sea g : R — R la funcién definida como ¢(t) = Fy(t) — t, para cada t € R.
Entonces

gt +27) = Fy(t +21) — (t + 27) = Fo(t) + 21 —t — 21 = Fo(t) —t = g(t).

Es decir, g es una funcion 2r-periédica y por lo tanto alcanza su minimo
en el intervalo compacto en [0, 27]. Ahora, sea

T =—min{Fy(t) —t|0<t <2n}.
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Entonces para cada t € R se cumple lo siguiente:
(Fo(t)+T)—t=(Fo(t)—t)+T>-T+T =0,

donde la desigualdad se vuelve una igualdad al menos una vez. Asi, si
t € R, entonces Fy(t) + T > t.

En consecuencia, el homeomorfismo h € p~'({0}) de levantamiento Fy+T
es un homeomorfismo de extremo izquierdo que estd determinado tnica-
mente por g, pues T también lo esta.

Nétese que a cualquier otro elemento en p~*({0}) le corresponde un niimero
diferente T', por lo cual no puede satisfacer la desigualdad anterior con la
igualdad al menos una vez.

Por lo tanto XL Np~!({0}) tiene un tinico elemento.

2. Cuando y € D? es arbitrario.
Sea 1 una isometria tal que ¥(y) = 0, e identifique cada punto z con su
imagen ¢ (z) := z, (por ejemplo y, = 0).
Sea h : D* — D? dada en coordenadas usuales, entonces h, = pohoth™! es

la funcién correspondiente en y-coordenadas. En efecto, para cada z, € D?
se cumple lo siguiente:

hy(zy) = (Yo ho ™) (U(2)) = ¥(h(2)) = (h(2)),.

Ahora, si p € PSL(2,R) es una isometria que fija y, entonces:

@y (0) = (Yoo ™) (0) = v(p(y)) = ¥(y) =0,

es decir, ¢, actia como una rotaciéon del circulo.

Cambiando a y-coordenadas se tiene lo siguiente:

hy:¢oho¢_1
=to(pofo)oy™
= (Wopoyt)o(dofoor™)
:‘Pyo<f0)ya

donde ¢, actia como una rotacion.

Por lo tanto, este caso es completamente andlogo al anterior y = 0.
Unicamente resta verificar que ser un homeomorfismo de extremo izquierdo
es independiente de las coordenadas.

Sean g € XL y G : R — R un levantamiento de g tal que G(t) > t, para
cadat € R,y ¥, ! levantamientos de 1) y 1! respectivamente tales que
(\11*1)_1 = W. Notemos que, por definicién, como v y 1)~! preservan la
orientacién, entonces ¥ y ¥~! son funciones monétonas crecientes.
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Veamos que W o G o U™! es un levantamiento de g,. Sea t € R, entonces
se cumple lo siguiente:

ez‘(\yoGo\rl)(t) _ w(ei(coﬁl*l)(t))

=1o g(eiﬁfl(t))

—vogou ()

= g, (™).
Donde ademds, por monoticidad, si , G(t) > t entonces (¥ o G o U~1)(¢) >
t, para cada t € R.

Por lo tanto, si g € XL, entonces g, € X L.
Anélogamente, si g, € XL, entonces g € X L.

En consecuencia, para cada y € D? el conjunto XL N p~!({y}) tiene un sélo
elemento, es decir, p|x, es una funcién biyectiva.

e p|xr es un homeomorfismo.

Por un lado sabemos que p es una funcién continua, por lo que p|x; también
es una funcién continua.

Basta demostrar entonces que (p|xz)” " es una funcién continua.

Sea h € C, entonces h = @ o f, para algin ¢ € PSL(2,R). Para encontrar un
fo € C tal que fo(xy) = y basta encontrar una isometria g tal que wo(f(zo)) =
Y.

Sean ¢ € PSL(2,R) tal que ¢(f(x¢)) = 0y ¢ la funcién inversa de la isometria
a definida para cada z € D? como sigue:

Definase ¢y = @ 0 1, entonces fy = ¢ o f € C satisface lo siguiente:

fo(wo) = (w0 ) (f(w0)) = ¢(0) = y.

Como f y v son independientes de y y ¢ depende de manera continua de y,
entonces fo depende de manera continua de y.

Ahora, encontraremos un levantamiento de fy que dependa de manera continua
de f(].

Sea 0 < § < 2, y sean ¢, ¢s : S* — S! dos homeomorfismos que preservan la
orientacién que ademés cumplen lo siguiente:

sup{Hgl (e") — gg(e")H | r e R} <0 <2,

pues asi ningtin par de puntos g;(e) y go(e”") seran antipodales. Y sean G y Go
dos levantamientos de g; y go respectivamente. Supongase ademas lo siguiente:

1G1(0) — G2(0)| <,
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lo cual puede hacerse pues cualesquiera dos levantamientos G 'y G’ de g difieren
por un miltiplo de 27 ya que por definicién:

ez’G(t) _ g(eit) — eiG/(t),
y en consecuencia G = G’ + 2wk, con k € Z.
— Supédngase que |G1(0) — G5(0)| = 7, entonces
, , A , -1
—1 = €T = dOO-G0) = GO (RO) T 2 g (1)(gy(1)) 7,

es decir, g1(1) = —ga(1), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto |G1(0) — G2(0)| < .
— Si |Gh(u) — Go(u)| > 7, para algin u € R, entonces por el teorema del

valor intermedio existe 0 < ug < u tal que |Gy (ug) — Ga(ug)| = m, lo cual
es una contradiccién.

Por lo tanto

sup{|Gi(r) — Ga(r)| | r € R} < 7. (4.1)
Ademas, al ser G; — G5 una funcién 27-periédica el supremo es de hecho un
maximo.

Recordemos que g¢ : R — S! definida como ¢¢(¢) = e* es una funcién cubriente,
y para cada punto en S! existe un abierto U y una coleccién de abiertos ajenos
{Vi}rez en R tal que:

&' (U) = J Vi (4.2)

En cuyo caso decimos que U estd cubierto uniformemente.

Notemos que los conjuntos Vj de (4.2]) son de la forma V; + 27k, para algin
keZ.

Tomando U un abierto en S! suficientemente pequenio entonces para cada x,y €

g5t (U), si |z —y| < 7, entonces por las ecuaciones (4.1) y (4.2)) se tiene que
x,y € Vi, para algin k € Z.

Al ser (50|Vk)71 una funcion continua, para cada k € Z, entonces por definicién
dado t € S!', para cada € > 0 existe . > 0 tal que para cada s € S' si

It = sl < ., entonces |(solv,) ™ (#) = (=olv) ™ (s)] < e

Noétese que 0. no depende de k. Supodngase que t € U y sean 7 € R tal que
t =eo(7) =€ y m € Z tal que G1(7) € V,,. Entonces se cumple lo siguiente:

(e0lvi) ™ (91(8)) = (20lwi) ™ (g1(e0lv,, (7)) = (0lv,) ™ (0l (G (7)) = Ga (),

pues &gy, es un homeomorfismo.

Asi, si ||g1(t) — g2(t)]] < 0c, entonces G1(7) y Ga(T) yacen en el mismo V,,, y
por la continuidad de (g0, )" se tiene que |G (1) — Ga(7)| < €.
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Sea ¢ > 0. Como S' es compacto existe una cantidad finita de bolas {B;}.,

de radio a lo més J. > 0 que cubren a S! y que estan uniformemente cubiertas.
Sea 9; < min{d., 2}.

Para cada B; y cada u € B; con u = €%, para algin 0 € R, hemos demostrado
que si ||g1(u) — ga(u)|| < 61, entonces |G1(0) — G2(0)| < . Por lo tanto:

sup{[|g1(w) — g2(w)|| | w € '} <61 = sup{|Gi(w) — Go(w)| | w ER} <e.

Si se tiene un homeomorfismo g1 y un levantamiento Gy, y se varia un
poco g1 a un homeomorfismo g, entonces existe un levantamiento G5 de
9o que esta cerca de Gy.

Ahora se demostrara que el infimo de una funciéon depende de manera continua
de la funcién.

Sean hq, ho : R — R dos homeomorfismos que preservan la orientacién. Supong-
amos que sup{|hi(r) — ho(r)| | € R} < ¢, para algin § > 0.

Sea {x, },cy Una sucesién tal que hy(x,) — inf{hs(u) | v € [~00,00)}, entonces
hQ(xn) > hl(xn) - 5a
para cada n € N, y ademas:

inf{hy(u)} = lim hy(x,) > lim inf hy(z,) — 3§ > inf{hy(u) | © € R} — 0.

n—0o0

Analogamente se tiene que inf{hi(u) | uw € R} > inf{ho(u) | u € R} — 6.

Por lo tanto, al ser ambos infimos finitos:
linf{hi(u) | u € R} —inf{hs(w) | w € R}| <6.

Finalmente, demostraremos que una funcién en S' depende de manera continua
de su levantamiento.

Al ser g5 : R — S! una funcién continua y perédica es también uniformemente
continua, es decir, para cada e > 0, existe 6 > 0 tal que si |r; — ro| < 4, entonces
[eo(r1) = eolr2)| <e.

Sean € > 0y § > 0 que cumplen la relacién anterior, y sean fi, fo : St — S!
homeomorfismos que preservan la orientacién con levantamientos F, Fy : R —
R, respectivamente.

Supongase que sup{|Fi(r) — Fy(r)| | r € R} < §, entonces por la sobreyectivi-
dad y continuidad uniforme de ¢( se tiene lo siguiente:

sup{]f1(w) — fo(w)| | w € S'} = sup{| fi(c0(7)) — fa(eo(7))] | T € R}
= sup{leo(F1(7)) — eo(F2(7))| | 7 € R}
<E.
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Por lo tanto, la construccién de la funcién inversa (p| XL)_l es continua, es
decir, si se toman dos puntos en H? suficientemente cercanos, entonces los lev-
antamientos que los tienen como puntos fijos difieren sélo un poco y por ende
sus homeomorfismos de extremo izquierdo correspondientes también.

En consecuencia p|xy es un homeomorfismo. ]

4.3 Envolventes convexas

Ahora, es de nuestro interés considerar al conjunto de puntos fijos de una transfor-
macién g € XL, el cual denotaremos por fix(g) C S!.. Sea H(g) C H2US. la
envolvente convexa’| de fix(g). Se tienen tres casos notables:

1. Si fix(g) tiene dos puntos, entonces H(g) es la geodésica hiperbdlica que los
une.

2. En general, si fix(g) es un conjunto finito, entonces H(g) es el poligono hiperbé-
lico ideal con vértices en ﬁx(g)ﬁ. En particular, si fix(g) es un solo punto,
entonces H(g) = fix(g).

3. Sifix(g) es un conjunto 1-dimensional, estd acotado por las geodésicas que unen
puntos de fix(g).

Figura 4.2: Envolvente convexa de dos casos para fix(g) cuando contiene un intervalo
y cuando tiene tres puntos, respectivamente.

Usaremos a las envolventes convexas para definir una laminacion, por ello reque-
rimos que no se crucen entre si.

Teorema 4.3.1: |

J

Las envolventes convexas H(g), con g € XL, no se cruzan entre si.
Es decir, si g1, 92 € XL son tales que fix(g;) y fix(g2) tienen més de un punto
v H(g1) # H(go), entonces H(gy) estd contenido en la cerradura de D*\ H(g,).

3En este caso estamos considerando a la envolvente convexa en el sentido hiperbélico.
4Un poligono cuyos lados son geodésicas y con vértices en el infinito.
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Demostracion: Sean g, g> € XL tales que fix(g;) y fix(g2) tienen més de un punto
y tales que H(g1) # H(gz).

Sean 1, ¢y € PSL(2,R) tales que g1 = ¢1 0 f v go = 9 o f. Entonces se cumple
lo siguiente:

g1ogat = (p1of)o(paof) ' =pi0p,’ € PSL(2,R).

Asi, g1 o g;' puede extenderse a una isometria en todo el plano, la cual preserva
angulos y manda geodésicas a geodésicas.

Supéngase que H(gs) no estd contenido en la cerradura de D? \ H(g;). Entonces
se tienen dos casos:

1. H(g2) C H(g1)
En este caso fix(gs) C fix(gq).

e Si fix(gy) tiene més de dos puntos, entonces ¢g; y go tienen al menos tres
puntos fijos en comtin 1,z y z3. Por lo que g; 0 g, ' es una isometria que
fija a tres puntos. En consecuencia g; o g, ' = Id, es decir, g; = g5, una
contradiccion.

e Si fix(g2) tiene exactamente dos puntos, entonces H(gs) es una geodésica
[ con extremos xs y 2, los cuales también son puntos fijos de ¢;. Por
lo tanto, ¢ 0 g5 ! es una isometria que fija a zo v v2, es decir, es una
transformacion hiperbdlica cuyo eje de traslaciéon es [.

Sean x1 y y; dos puntos fijos de g1, los cuales estan en lados diferentes de
[ (véase Figura (b)).
Notemos que g; o g, ' mueve a los puntos ; y %1 en sentido horario, pues

g1,92 € XLy gy los fija. Pero esto es una contradiccion, pues g; o g, es
una transformacion hiperbdlica y x1, y; yacen en lados opuestos de .

Figura 4.3: Si H(g2) no estd contenido en la cerradura de D*\ H(g;) estd contenido
en H(gy) (a) 6 algunas geodésicas que acotan a H(g;) y a H(gs) se intersectan en
algiin punto interior (c).
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2. Alguna geodésica l; que acota a H(g;) y alguna geodésica l, que acota
a H(g2) se intersectan en algin punto interior del plano.

Sean 1,y Y T2,y los extremos de [ y I respectivamente, los cuales son puntos
fijos de g v g9, respectivamente.

Como H(g1) # H(g2), podemos asumir que [; # [. Asi, al menos tres de los
puntos x1,¥y;, T2 y y2 son distintos por pares. Asi, podemos asumir que l; y lo
se intersectan en un punto de D?. Sean « el dngulo hiperbdlico entre z; y ¥,

(véase Figura [4.4)).

Nétemos que « es el dngulo entre (g1 0g5")(21) v (91095 ") (y2), pues g1 0 g5 *
es una isometria. Sin embargo, analicemos lo que ocurre con los puntos. Como
g1 € XLy g, fijaa xy y ay,, entonces g, o g, ' mueve a los puntos x5 y 7, en
sentido antihorario. Andlogamente, como g» € XL y ¢; fija a los puntos x; y
Y1, entonces g; © g, ! mueve a los puntos 7 y y; en sentido horario.

Asi, el 4ngulo formado por las geodésicas (91 o 92_1) (lh)y (91 o 92—1) (I3) es mayor
a «, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, g o g, fija a las geodésicas [; y I, por lo que fija a los pun-

tos x1,T9,y1 v 2. En consecuencia, al ser una isometria, es idénticamente la
identidad, es decir, g; = g9, lo cual es una contradiccion.

s ~

__ 7

Figura 4.4: La isometria g;0g, ' incrementa el 4ngulo «, lo cual es una contradiccién.

En cualquier caso se llega a una contradiccion.
Por lo tanto H(gs) esté contenido en la cerradura de D? \ H(g,). O

Si g1,92 € XL son distintos, entonces los conjuntos fix(g1) vy fix(gs) no se
intersectan.

Para finalizar esta seccion, demostraremos algunas propiedades sobre la con-
tinuidad de las envolventes convexas.
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Teorema 4.3.2: ]

Para cada h € XL y cualquier vecindad U de H(h) en cl(D?), existe una
vecindad V' de h en XL tal que si g € V, entonces H(g) C U.

Demostracion:

Trabajaremos en el modelo de Klein, por ello consideraremos la métrica
euclideana usual.

La demostracion se divide en dos pasos:

e U contiene una vecindad convexa y abierta Uy de H (h).

Los conjuntos H(h) y D?\U son cerrados, y como H(h)N(D? \ U) = &, entonces
d(H(h),D*\U) = > 0.

Definimos al siguiente conjunto:

£

Uy = {xG]D2 | d(z, H(h)) < 2} cU

Veamos que U, es convexo.

En efecto, sean x,y € Uy y x1,y1 € H(h) tales que ||z — z1|| <e/2y |ly — ] <
e/2. Paracada 0 <t <lsean z=tzx+ (1 —t)yy z = tx; + (1 —t)y;. Como
H(h) es convexo, z; € H(h). Ademds, se cumple lo siguiente:

Iz = 2l = [[(tz + (1 = t)y) = (w1 + (1 =)y
= [tz = 21) + (1 = )(y — )|
<tlz =z + 0 =Dy —ul

€
<t= 1-1t —.
2+( )2 2

Por lo tanto, z € Uy. En consecuencia, podemos asumir que U es convexo.

e Existe una cota inferior para la distancia que mueve h en S' \ U.

Supdngase por contradicciéon que dicha cota no existe, entonces existe una

sucesion {2z, },cy € S'\ U tal que ||z, — h(z,)|| = 0.

Como S! es compacto existe una subsucesién {%n, }ren que converge a algiin
20 € S'. Asi, h(zn,) — h(z0), y por lo tanto h(zy) = 29, pues h es continua. Es
decir, 2o € fix(h) C H(h) C U.

Al ser S' \ U un conjunto cerrado z,, — zo € S' \ U. En consecuencia 2z, €
(S'NU)Nfix(h) C (S*\U)NU, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, existe m > 0 tal que m < ||t — h(t)||, para cada ¢t € S*\ U.
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Sean 0 <e<my
V={geXL| sup{|lg(t) —h(t)| |t e Sl} <e}.

Sea g € V' y go € fix(g), y supdéngase que gy € S' \ U, entonces h mueve a gy por lo
menos una distancia m. Asi

m < [|go — h(g0)ll = llg(g0) — h(go)ll <&,

lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, para cada g € V se tiene que fix(g) € S'NU, y como U es convexo y
H(g) es la envolvente convexa de fix(g), se sigue por minimalidad que H(g) CU. O

Denotemos por cl(A) a la cerradura de A.

Recuerde que X L es topoldgicamente un plano, a saber H2, el cual tiene compact-
ificacién igual a cl(D?). Por ende, podemos considerar a la compactificacion X L.

Definimos al conjunto XL = XL \ XL, cuyos elementos no son funciones, sino
puntos en S!_.

Veremos ahora que la funcién H : XL — P(cl(D?)) definida para cada g € XL
como:

Hlg) - {H(g) ,s?g € XL
{g} ,sig € 0XL

donde P(A) denota al conjunto potencia de A, es una funcién continua en el siguiente
sentido:

Teorema 4.3.3: ]

Para cada h € XL y cada vecindad abierta U de H(h) en cl(D?), existe una
vecindad abierta V' de h en XL tal que si g € V, entonces H(g) C U.

Para demostrar el teorema anterior usaremos el siguiente resultado:

Lema 4.3.1:

Sea z € H?. Todo elemento ¢ € PSL(2,R) puede escribirse de la forma
¢ = T o p, donde p es una transformaciéon eliptica que fija a z y 7 es una
transformacion hiperbdlica que manda a z al punto ¢(z).

Demostracion: Sea T una transformacion hiperbdlica cuyo eje de traslaciéon es la
geodésica entre 2 y ¢(2), la cual se traslada de z a p(z). Entonces (7710 p)(2) = z,
por lo que p = 77! 0 ¢ es una transformacion eliptica que fija a z.

Por lo tanto, p =707 lop =rT1o0p. O

Demostracion: (Teorema (4.3
Sea h € XL y U una vecindad abierta de H(h) en cl(D?).
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e Si h € XL, entonces H(h) = H(h).
Por el Teorema existe una vecindad V' de h en XL tal que si g € V,

entonces H(g) = H(g) C U.

e Sih € OXL.
En este caso H(h) = {h}.
Recuérdese que se identifica a g € XL con un punto g(zg) € D?, para un punto
fijo 7o y que ademds OX L = S!.

Supdngase que U es de la siguiente forma:
U=Uyh)={g€S"|llg—hll <n}Uige€XL]||lg(xo) - hll <n},

para algin n > 0.
Sean 0 <e <nyV =U.(h).

1. Si g€ VNS entonces H(g) = {g} CV C U, y por lo tanto terminamos
la demostracién.

2. Sea g € VN XL. Podemos asumir que U es un conjunto convexo (véase
c6mo se construyé en el Teorema [4.3)). Basta demostrar que fix(g) C U,
pues por minimalidad se tendrd que H(g) C U.

Supongase por contradiccion que g tiene un punto fijo zg ¢ U. Entonces
por definicién ||zy — h|| > 7. Sea 2z; € U,_.(2) un punto cerca de z, en la
direccién antihoraria. Notemos que z; € V', ya que

Iz1 = Al = llz0 = Al = [z = 20l >0 = (n — &) = &.

Por definicién de XL C C, existe ¢ € PSL(2,R) tal que g = p o f. Como
en el Corolario existen una transformacion hiperbdlica 7 que manda
al punto f(zo) a ¢(f(xg)) = g(zo) y una transformacion eliptica p que fija
a f(xo) tales que ¢ = 7 o p.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f(zq) = 0, pues podemos
cambiar de coordenadas como en el Teorema [4.2]

En [Pfeil, 2017] pdg. 48 se demuestra que la distancia de traslacién de 7
crece arbitrariamente mucho cuando ¢ < 1.

Como g(zg) € U.(h) y el eje de traslacién [ de 7 pasa por lo puntos 0 y
g(xp), el punto extremo atractor de [ estd en U.(h).

Por lo tanto zg y 2; no son este punto fijo, pues ambos estdn en St\ U.(h).
Al ser f~1:S! — S! una funcién continua y S! es un conjunto compacto,
/™! es uniformemente continua. Asi, existe 4, > 0 tal que si ||z — w]|| <7,
entonces ||f(z) — f(w)|| < d,, para cada z,w € S'.

Sea § = ||f(z0) — f(21)|], el cual es tal que 6 < 6, ya que ||zp — z1]| < 7.
Al ser p una isometria se tiene que ||p(f(z0)) — p(f(z1))|| = 0.
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Ahora, recordemos que zy es un punto fijo de g = 7o po f, por lo que
71 (20) = 771 (9(20)) = p(f(20))-

En consecuencia |77 (z0) — p(f(21))]| = 0.

Como estamos considerando funciones que preservan la orientacién se tiene
que p(f(z1)) esta del lado antihorario de p(f(zo)). Por lo que, aplicando 7
a estos puntos tendremos que g(z;) estd del lado horario de zy, y ademds
z1 estd del lado horario de zj.

En [Pfeil, 2017] pag. 48 se demuestra que ||zo — g(z1)|| > ||z0 — z1||. Y por
lo tanto g mueve en sentido horario al punto z1, lo cual es una contradiccién
pues g € X L.

Por lo tanto fix(g) C U, y asi H(g) C U.

En conclusién, para cada g € V se tiene que H(g) C U. ]

[ La funcion H es continua. ]

Finalmente, veremos que las geodésicas que acotan a las envolventes convexas
forman una laminaciéon para el terremoto que construiremos. Para ello definimos la
siguiente notacion:

Sean g € XLy A = {lg}ie ; la familia no vacia de las geodésicas que acotan al
conjunto H(g).

Para demostrar que A es una laminaciéon basta demostrar que la unién de sus
elementos (los cuales no se intersectan) es un conjunto cerrado en H?.

Teorema 4.3.4: ]

La unién de todas las geodésicas en A es un conjunto cerrado.

Demostracion:
Trabajaremos en el modelo de Klein.

Sea L = J,c, [, el cual queremos demostrar que es un conjunto cerrado en D2,

Sea {2, },eny € L una sucesion tal que z, — z, para algin z € D2,

Para cada n € N, sea [,, € X la geodésica (tinica por el Teorema tal que
Zn €y, v sean x,,y, € S! los extremos de [,,.

Como S' es compacto, existen dos subsucesiones {n, }roy ¥ {Un }iey tales que
Tp, — x €Sty y,, — y € S'. Supéngase sin pérdida de generalidad que =, — x y
Yn — Y.

Notemos que x # y, pues de lo contrario las geodésicas [, se acumularian a un
punto p € S, y por lo tanto p & D?. Sea [ la geodésica que conecta a los puntos = y
Y.

Por definiciéon, para cada n € N existe g, € XL tal que [, es una componente de
la frontera de H(g,), y ademas z,,y, € fix(g,).

Al ser XL compacto, existe una subsucesién {9nm fimen que converge a algiin
g € XL. Supéngase sin pérdida de generalidad que g, — g.
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e Cuando g € X L.

En este caso H(g) = {g}. Al'ser H una funcién continua para cada ¢ > 0 existe
N € N tal que si n > N, entonces fix(g,) € H(g,) C U. (H(g)) = U.(g).

En consecuencia x = lim, o2, = ¢ = lim, ,o ¥, = ¥y, lo cual es una con-
tradiccién.

Por lo tanto, s6lo ocurre el siguiente caso:
e Cuando g € X L.
Demostraremos que z,y € fix(g). Notemos que ocurre lo siguiente:
2~ g(@)]| = lim [l — g(a)]|
= lim [|gn(zn) — g(2)]
< lim [[gn(zn) = g(za)| + llg(zn) — g(2)]-

Sea € > 0. Recordemos que X L es un espacio topolégico bajo la topologia de
convergencia uniforme. Asi existe N7 € N tal que si n > N, entonces:

sup{llgn () — gl | w € 8'} < 2.

Anélogamente, como ¢ es una funcién continua, existe 6 > 0 tal que para cada
wi,wy € S si |wy — wa]| < 6, entonces ||g(w;) — g(wa)|| < €/2.
Ademads, como z,, — x, existe Ny € N tal que si n > N, entonces ||z, — x| < 6.

Sea N = max{ Ny, No}, entonces para cada n > N se cumple lo siguiente:
5

225.

€
lzn = g(@) | < llgn(za) = g(@a) ]| + llg(an) = g(@)]| < 5 +
En consecuencia ||z — g(z)|| = 0, es decir, g(z) = x.
Anélogamente se tiene que y € fix(g).

Por lo tanto [ C H(g). Ademads, como [, convergen a [ no es posible que [ esté en el
interior de H(g), es decir, es una componente de la frontera de H(g). Asi que [ C L.

Demostraremos que z € [, la cual recordemos es una linea recta. Por lo tanto,
basta demostrar lo siguiente:

lz = 2| + Iz =yl = [z — .
Por un lado se tiene por la desigualdad del triangulo lo siguiente:
o =zl + [z = yll = [z =yl
Ademas, por la continuidad de la norma se cumple también lo siguiente:
o= 2l + 1z = gl = lim (2 = zal] + 120 — 1)
< Bim (o = @all + = 2all + 120 = vl + I — o)
= lim (2 — @]l + l — vl + v — 1)

= [l =yl
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Por lo tanto z € [. Es decir, L es un conjunto cerrado.
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Figura 4.5: Una sucesién de geodésicas converge a una componente de la frontera
de H(g) que tiene al punto z.

Las geodésicas que acotan a las envolventes convexas H(O) forman una lami-
nacion del plano.

Unicamente falta verificar una propiedad importante sobre las envolventes con-
vexas, que cubran al plano en su totalidad, pues para poder definir un terremoto
usando a los elementos de XL, debemos mostrar que para cada x € H? existe un
elemento g € XL tal que z € H(g).

Esta parte del argumento es muy técnica, pues implementa técnicas de analisis
mediante convoluciones implementando teoria del grado. Por ende, referimos al lector
a [Pfeil, 2017 pdg. 51 para una prueba del siguiente teorema:

Teorema 4.3.5: |

J

Las cerraduras convexas de elementos en g € X L cubren a H?2.

4.4 Construccion del terremoto

Con las herramientas construidas podemos proceder a dar una demostracion del teo-
rema principal del articulo [Thurston, 1986].
Por supuesto, seguimos la notacién que hemos estado usando a lo largo de este

capitulo.
Demostracion del Teorema[4.1.1):

1. Existencia.

Construiremos un A-terremoto izquierdo E tal que Els; = f.
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Sea A un estrato de A, y sea f4 € XL tal que A C H(f4), la cual existe pues
Uyexr H(g) 2 H2.

Veamos que sélo puede haber una unica eleccién para definir f4.

e Si A es una zona.
Denotemos por int(B) al interior de un conjunto B.

Supéngase que A C H(ga), para algin g4 € XL. Entonces al ser A un
abierto por definiciéon A C int(H(f4)) Nint(H(ga)). Esto ultimo sdlo
ocurre cuando fa = ga, pues las envolventes convexas no se intersectan si

fa#ga.

Por lo tanto, en este caso sdlo existe una unica definicién de fy4.

e Si A es una brecha.

Supongase que x y y son los extremos de A. Entonces hay varias elecciones
de fa que podemos hacer, pero todas tienen como puntos fijos a x y y.

Fijemos por el momento una eleccion f4.

Por definicién de los elementos en XL, existe p4 € PSL(2,R) tal que f4 =
(10;11 of.

Definimos E|s = pa|a. Demostraremos ahora que E definido asi es un terre-
moto que extiende a f en la frontera.

(a) Para cada estrato A, E|4 coincide con la restriccién de alguna
isometria en H?.

Pues por construccion se definié asi.
(b) Para cualesquiera dos estratos A # B, la isometria de comparacién
cmp(A, B) es una transformacién hiperbdlica cuyo eje de traslacién

separa débilmente A y B, y traslada a los puntos hacia la izquierda
visto desde A.

Para cualesquiera dos estratos A # B se cumple lo siguiente:
emp(A,B) = o3 opp = (¢4 of) o (fopr) =fao f5" (4.3)

Sean [, y lg geodésicas en 0A y 0B, respectivamente, que separan débil-
mente A de B, con extremos x4,y4 € SL vy rp,yp € SL, respectivamente,
y supéngase ademads que (x4, g, yn,y4) estan en orden circular.

Si A 6 B son brechas, definimos [, = A 6 lgp = B.
Definimos a los siguientes intervalos:

J=(xa,zp)U{za, 25} v I = (yg,ya) U{ys,yal}

Tenemos ahora varios casos a considerar, pues puede ocurrir que alguno
de los dos intervalos sea un punto 6 que ambos lo sean.
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()

()

e Cuando ningun intervalo es degenerado.
En analogia con la demostracién del Lema [3.1.1] sean x4, x5 puntos
repulsores v y4,yp puntos atractores .Como f4 € XL fija a yu, en-
tonces fa(I) C I. Andlogamente, como fp € XL y fija a yp, entonces
f5' () C .
Por lo tanto, de la expresién se sigue que cmp(A, B) tiene un
punto fijo y € I.
Anilogamente, (cmp(A, B)) ™" tiene un punto fijo z € .J.
Por lo tanto emp(A, B) es una isometria con al menos dos puntos fijos
en la frontera y no es la identidad, pues fix(f4) # fix(fp). Es decir,
cmp(A, B) es una isometria hiperbdlica cuyo eje de traslacion separa
débilmente A y B. Ademas, la traslacion debe ser hacia la izquierda
visto desde A ya que cmp(A, B)(I) C 1.

e Cuando ambos intervalos son degenerados.
Supéngase que I = {x} y J = {y}. Entonces al ser Ay B adyacentes,
de nuevo, emp(A, B) es una isometria hiperbdlica cuyo eje de traslacién
separa débilmente A y B.
Supéngase sin pérdida de generalidad que z € fix(fg) \ fix(fa), v
supongase que la traslacion hacia la izquierda visto desde A es trasladar
de x a y. Entonces se cumple lo siguiente:

emp(A, B)(2) = fa(fz'(2)) = fal2).

El cual es un punto en sentido antihorario de z.
Asi, emp(A, B) traslada los puntos hacia la izquierda visto desde A.

e Cuando alguno de los dos intervalos es degenerado.
En este caso 14 v [ se intersectan en al menos un punto, lo cual es
una contradiccion. Por ende, este caso no ocurre.

E es una funcién inyectiva.

Como lo muestra la demostracién del Lema la inyectividad no
depende de la laminacion.

E es una funcién suprayectiva.

Siguiendo la demostraciéon dada en [Pfeil, 2017], se usara el Lema m
Sean {l,},y una sucesion de brechas y {H,},.y una sucesién de semi-

planos acotados por I, tales que H, 11 C H, y (),en Hn = {z} C SL.

Para cada n € N sean x, € S, y y, € S, los extremos de [,. Entonces
Tpn — Ty Y, — x. Ademads, por definicién a cada [, le corresponde un
¢no f € XL tal que (E|l,) = ¢,

Por construccién se tiene que z,, y, € fix(p, o f), para cada n € N. Asi

907;1(3371) = ¢;1(g0n(f($n))) = f(xn),

y analogamente f(y,) = ¢, (y,), para cada n € N.
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Al ser f una funcién continua se tiene lo siguiente:

lim ¢, (z,) = lim ¢, " (ya).
n—oo

n—oo

Por lo tanto las geodésicas E(l,,) = ¢, 1(l,) se acumulan a un tnico punto
en la frontera. En consecuencia, por el Lema [3.3/1, E es una funcién
suprayectiva.

(e) E coincide con f en la frontera.
Sea z € SL..

e Si x estd en la cerradura de un estrato A.
En este caso x € fix(fa), y por ende:

Ewo(z) = (E|A)(z) = pa(z) = pa(fa(z)) = f(2).

Por lo que f = E, en este caso.

e Cuando x no esta en la cerradura de ningiin estrato.
Entonces existe una base de vecindades de z acotadas por brechas
cuyo didmetro tiende a cero. Tomando a la sucesion formada por los
extremos de estas brechas, existe una sucesién {z,},.y C S tal que
rn, — 2y cada x, estd en la cerradura de alguna brecha [,,.

Se sigue por continuidad lo siguiente:

Ey(z) = lim E(z,) = lim f(z,) = f(z).

n—oo n—oo
Asi que F, = f.

Por lo tanto F extiende a f.

Esto concluye la existencia del terremoto buscado.

2. Unicidad.

Sea E' un X-terremoto izquierdo tal que £/ = f = F.,, para alguna laminacién
A del plano.

Demostraremos que las laminaciones A y A’ son iguales.

Sea A un estrato de \'. Como E’ es una terremoto, entonces (E’'|A) = ¢4, para
alguna isometria ¢, € PSL(2,R). Definase h = ¢,' o E’, la cual tiene una
extensién natural a S!_ como sigue:

heo :szloEclx) :90;110]0-
Notemos que ocurre lo siguiente:
hla = (p;‘l oF'|a= gogl o pa = ldyz|a.

Veamos que ho, € XL y que tiene al menos dos puntos fijos.
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e ho, € XL y tiene al menos dos puntos fijos.
Al ser hy = Idyz| 4, se tiene que he, fija a todos los puntos de cl(A) NSL..
Ahora, sea z € S\ cl(A).
— Si x esta en la cerradura de algun estrato.

Sea B # A otro estrato de X tal que = € cl(B), entonces se cumple lo
siguiente:

hoo() = ¢4 (E'|B)(2)) = ¢4’ (¢5(2)) = cmp(A, B) ().

Por definicién, el eje de traslaciéon de emp(A, B) separa débilmente A
y B, y ademdas mueve los puntos hacia la izquierda visto desde A. Por
lo tanto, h., mueve a x en sentido antihorario fuera de cl(A).

— Si x no esta en la cerradura de algiin estrato.

En este caso existe una sucesién de brechas {l,,}, .y en A’ que acotan a
zonas anidadas que convergen al punto x. Podemos suponer entonces
que, sin pérdida de generalidad, existe una sucesion {z,}, .y € SL tal
que r, - x y x, € l,, para cadan € N.

Por la continuidad de hy, se sigue que heo(z) = lim, o h(x,), y por
el caso anterior cada punto x, es movido en sentido antihorario por
heo. Asi, hoo mueve a x en sentido antihorario también.

Por lo tanto h., preserva la orientacion y cualquier levantamiento de ho,
es creciente, es decir, ho, € X L.

Se tiene entonces que A C H(ho). Sea Agp = H(ho), €l cual es un estrato de
A. Entonces hemos demostrado hasta ahora que A C Ag.

e Cuando A es una zona.

Al ser A C Ap, entonces Ap también es una zona, y por construccion fy,
estd determinada de manera tnica.

Ademas, por construccion ocurre lo siguiente:
Ela = (E|Ap)|a = pala = E'|4. (4.4)

Es decir, E'y E’ coinciden en cualquier zona A de ).

Ahora, sean C, D C Ag, zonas de \'. Entonces por la observacién anterior
se cumple lo siguiente:

(E'|C) = (E|Ag) = (E'|D),

por lo que emp(C, D) = Idyz, y esto ocurre si alguno de los estratos esta
contenido en la cerradura del otro.

Asi, al ser C'y D zonas se tiene que C' = D. En consecuencia A = Ag,
pues los estratos de A’ cubren H?Z.

Es decir, cualquier zona de X' es una zona de \.
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e Cuando A es una brecha.

En este caso Ag también es una brecha por definicion, y por ende se sigue
que A = Ag.

Por lo tanto A = Ag y asi A = ).

Notemos que la ecuacion (4.4) nos dice que los terremotos coinciden en las zonas, sin
embargo para una brecha [ se demuestra en [Pfeil, 2017] que (E'|l) y (E|l) difieren
por una isometria hiperbdlica cuyo eje de traslacién es .

Por ello, los terremotos son tnicos salvo en las brechas donde puede haber discon-
tinuidades.

Esto concluye la demostracion.

4.5 Ejemplo

Siguiendo la increible construccién dada en [Pfeil, 2017] daremos un ejemplo de cémo
asociar un terremoto a un homeomorfismo del circulo en si mismo.
Seana >0y f:RU{oco} - RU{oo} la funcién definida como f(co) = oo y para

cada x € R como sigue:
x, sizx >0
flz) = { e

xr, six<O.

Notemos que f es un homeomorfismo que preserva la orientacion. Sea v;(z) = €'z una
transformacién hiperbdlica cuyo eje de traslacion une a los puntos 0 y co. Entonces
(7t 0 f)(00) = 0o y para cada z € R ocurre lo siguiente:

elz, siz>0

(veo f)(2) = { i—a

e %, siz<O.
Tenemos entonces los siguientes posibles casos:

e Sit = a, entonces ;0 f deja a los puntos z < 0 fijos y mueve a los puntos z > 0
a la derecha, por lo tanto vy, 0 f € XL y ademés fix(v; o f) = (—o0, 0] U {00},

e cuando 0 < ¢ < a, entonces y; o f deja fijo a z = 0 y mueve a todos los demas
puntos a la derecha, por ende ;0 f € XL y fix(v, 0 f) = {0, 00},

e en caso de que t > a la funcién 4, o f mueve a los puntos z < 0 a la izquierda,
asi que v, 0 f & XL,

e sit =0, entonces ;0 f fija a los puntos z > 0 y mueve a todos los puntos z < 0
a la derecha, en consecuencia (o f) € XL y fix(y: o f) = [0, o0,

e finalmente, si ¢ < 0, entonces v; o f mueve a los puntos z > 0 a la izquierda,
por lo tanto (.o f) & XL.
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Figura 4.6: Laminacion asociada al terremoto construido en el ejemplo.

Con los puntos fijos podemos calcular las cerraduras convexas como sigue:
e H(yuo f) = {2 €C| Re(z) <0y Im(z) > 0} U {oo}.
e Hywof)={2€C| Re(z) >0y Im(z) >0} U {oo},
e ypara 0 <t < ase tiene H(y, 0 f) = {z € H? | Re(z) =0} U {0, cc}.

Notemos asi que estas cerraduras convexas cubren a H?. En consecuencia la lami-
nacion A\ ya queda determinada tinicamente por estos elementos. Definimos los sigu-
ientes estratos (véase Figura |4.6)):

A={ze W’ | Re(z) >0} , B={z€H*| Re(z) <0} y I,

donde [ es la tunica geodésica que une a 0 con co. Ahora, definimos a las funciones
fa 'y fB, que son las tnicas tales que A C H(fa) y B C H(fg), como fa =790 fy
fB =70 f, con lo cual nuestro terremoto queda definido en cada zona como sigue:

(EJA) = () =1d y (E|B)=(7a),

donde (%)71(2) = e %, para cada z € B. Como es de esperarse, no hay una tnica
funcion f; tal que | C H(f;), por ello tomamos ¢y € (0,a) y definimos:

(BI1) = (1)
donde (y,,) "' (2) = e oz
Con todo esto hemos construido un terremoto E tal que £ = f en S_.
4.6 La geologia es transitiva

Para finalizar este trabajo mostraremos el siguiente corolario, el cual clasifica a las
estructuras hiperbdlicas relativas haciendo uso de terremotos.
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Corolario 4.6.1:

Para cualesquiera dos estructuras hiperbdlicas relativas [h] y [#'] en H? existe
un terremoto que manda una a la otra.

Demostracion: Sean f € P([h]) y g € P([l]), donde P es la funcién definida en el
Teorema [2.2.1] Entonces go f~* € Hom™ (S!).

En consecuencia, por el Teorema existe un terremoto izquierdo E' tal que
E. = go f~1, tnico excepto en las brechas. [

La geologia es transitiva.
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APENDICE A

TOPOLOGIA

Daremos a conocer las definiciones basicas de topologia para seguir la lectura del
texto.

A.1 Orden circular

En esta breve secciéon introducimos la notacion necesaria para hablar sobre el tipo de
orientacién en S'. Para ello, recordemos que la orientacién usual en S! es en sentido
antihorario.

{ Definicién A.1.1: |

Una familia F' de triadas de puntos en un conjunto X estd en orden circular si
cumple los siguientes axiomas:

1. (a,b,¢c) e F = (b,c,a) € F y (c,a,b) € F,
2. (a,b,c) e F = (b,a,c) ¢ F,
3. (a,b,c) e F'y (¢,dya) € F = (b,c,d) € F'y (d,a,b) € F.

Decimos que la triada (a,b,c¢) € F estd en orden circular, y de manera mas
general, decimos que una n-ada de puntos (xy,z,...,2,) en X estd en orden
circular si cada subtriada de puntos (x;_1,x;, z;11) estd en orden circular.

En la orientacién usual de S! una triada de puntos (z,y, z) estd en orden circular si
y s6lo si cuando recorremos desde z en sentido antihorario a S* encontramos primero
ay, vy luego a z.

Con esto, podemos definir cudndo una funcién preserva la orientacién de St como
sigue:
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{ Definicién A.1.2: |

Una funcién f : S' — S! preserva el orden circular si para cada z,y,z € S
ocurre lo siguiente:

Si (z,y, z) estan en orden circular , entonces (f(x), f(y), f(2))

también estd en orden circular.

Con la nocién de orden circular podemos definir a los intervalos en S* como sigue:

Definicion A.1.3: ]

Para cada par de puntos z,y € S! definimos al intervalo (z,y) como el siguiente
conjunto:

(z,y) = {z € S' | (z,2,y) estd en orden circular}.

A.2 Funciones cubriente

Para estudiar conceptos homotdpicos entre espacios, resulta 1til definir a los espacios
cubrientes:

_[ Definicién A.2.1: ]

Sean F y X dos espacios topoldgicos, y ¢ : £ — X una funcién continua y
sobreyectiva. Decimos que ¢ es una funcién cubriente de X si F es un espacio
conexo y localmente conexo por trayectorias, y para cada x € X existe un
abierto U de z tal que ¢ (U) es la unién ajena de subconjuntos conexos y
abiertos de E, que son homeomorfos a U bajo q.

Bajo estas hipdtesis, llamamos a E un espacio cubriente de X.

Ejemplo:
e Sea gy : R — S! definida para cada x € R como sigue:
277@'1.

eo(z) =€

Entonces, £ es una funcién cubriente de S*.

Pues la preimagen de cada abierto de la forma:

Xt={z+iy|z>0}, YT ={z+iy|y >0},
X ={z+w|xz<0}, Y ={z+iy|y<0},

es la uniéon numerable de intervalos ajenos de longitud % Notemos que estos
abiertos cubren a S'. Ademas, en cada uno de estos la funcién ¢, admite una
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Figura A.1: Ilustracién de cémo actia la funciéon cubriente &g.

inversa local continua:
1 . 1 ) "
g (x+iy) =n+ Dy arcsin(y), en X

1 1
eot(z+iy) =n+ 5 %arcsm(y), en X~

1
eot(z +iy) =n+ 7 arccos(y), en Y*

1
ey (x+iy) =n— o arcsin(y), en Y.

Varias propiedades vienen asociadas a las funciones cubrientes, entre ellas, la siguiente
es la mas importante en este texto:

Definicion A.2.2: ]

Sean g : E — X una funcién cubriente y f : Y — X cualquier funcién continua.
Un levantamiento de f es una funcién continua F': Y — E tal que qo F' = f.

FE
F lq

Figura A.2: Diagrama que caracteriza a un levantamiento.

Definimos lo siguiente:
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_[ Definiciéon A.2.3: ]

Sean ¢q; : £ — X v ¢ : Es — X dos funciones cubrientes del mismo espacio
topolégico. Un morfismo cubriente es una funcién continua f : E; — Es tal
que g2 © f = q1.

Ejemplo:

e Dada cualquier funcién f : S! — S!, existe un homeomorfismo cubriente I :
R — R tal que, para cada = € R, f(e®) = >/ (@),

Con toda esta maquinaria damos la definicién de cubriente universal. El siguiente
resultado se demuestra en [Lee, 2011], pag. 298:

Teorema A.2.1: |

Cualesquiera dos cubrientes simplemente conexos del mismo espacio son iso-
morfos. A este unico espacio cubriente se le llama cubriente universal.

Ejemplos:
e El cubriente universal de S! es R.
e El cubriente universal de cualquier superficies hiperbélica es H?2.

Ahora podemos relacionar el concepto de un levantamiento con los homeomorfis-
mos del circulo en si mismo.

Definicion A.2.4: ]

Decimos que un homeomorfismo f : S' — S preserva la orientacién si cualquier
levantamiento F' es creciente.

El siguiente resultado es demostrado en [Pfeil, 2017] pag. 13.

Teorema A.2.2: |

Un homeomorfismo f : S* — S! preserva el orden circular si y sélo si preserva
la orientacién.

62



APENDICE B

ANALISIS

B.1 Envolventes convexas

Definimos a los conjuntos convexos como sigue:

Definiciéon B.1.1: ]

Sean X un espacio afin y A C X. Decimos que A es convexo si para cada
x,y € A, el segmento de recta que une x y y se queda contenido en A, es decir:

{zeX |Fte0,1](z=x+(1—-1t)y)} C A.

Ejemplos:
e En R con su métrica usual, el intervalo [0, 1] es convexo.

e El plano sin un punto no es un conjunto convexo.

Podemos generar a partir de cualquier subconjunto de un espacio afin un conjunto

convexo como sigue:

_[ Definicién B.1.2: ]

Sea X un espacio afin. Definimos a la envolvente convexa de un subconjunto
A C X como el siguiente conjunto:

env(A) = ﬂ{C’ C X | ACCyC esun conjunto convexo.}

Ejemplos:

e Para cualquier conjunto convexo, su envolvente convexa es el mismo.

e La envolvente convexa de un conjunto finito de puntos en S, es una poligono

hiperbdlico ideal tomando al modelo de Klein como espacio modelo.
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