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Resumen /Abstract

El objetivo de esta tesis es adentrarnos en el mundo de los fractales, para esto presentaremos
la Dimension de Hausdorff que nos adentrara en el comportamiento de estos conjuntos fractales.
Asf mismo, abordaremos los Sistemas de Funciones Iterados y un par de teoremas, los cuales nos

daran la herramienta necesaria para poder programar algunos conjuntos fractales y calcular su
dimension.

Finalmente, abordaremos el arbol aureo, donde analizaremos un par de caracteristicas de
este conjunto fractal y veremos si es posible su programacion con la teoria antes abordada.

XI



Indice general

Agradecimientos
Resumen
Introducciéon
1. Dimensiéon de Hausdorff
1.1. Antecedentes . . . . . . . . L
1.2, Conceptos previos . . . . . . ..o
1.3. Dimension de Hausdorff . . . . . . . . . ...
2. Sistema de Funciones Iterados
2.1. Conceptos Previos . . . . . o oo e e
2.2. Sistema de Funciones Iterados . . . . . . . . . ... oo
2.3. Teorema del Collage . . . . . . . . . . . .
3. Curvas de dimension fraccionaria
3.1. Curvade Koch . . . . . . . .. .
3.2. Tridngulo de Sierpinsky . . . . . . . ...
3.3. Curva Dragon . . . . . . . . .
3.4. Embutido de Minkowski . . . . . . . ...
4. La proporcién aurea y los fractales
4.1. Proporcion aurea . . . . . . . . .. e e e
4.2, Arbol &ureo . . . . ...,
4.3. Programar el &rbol dureo . . . . .. ..o
Conclusiones
A. Material extra

Referencias

I11

XI

o Y Y JU R JUR

11
11
16
18
21
29
31
33
35
39
39
40
44
53
55
59

XII



Introduccion

La geometria fractal es una rama de las matematicas relativamente nueva. Estudia las
curvas, superficies, etc. que tienen un comportamiento erratico y que algunos matematicos incluso
describirian como monstruosas o antinaturales debido a que no tenfan un comportamiento “suave”
y era dificil obtener una representacién visual, pero Fatou y Julia mostraron que se pueden
obtener naturalemnte iterando una simple funcion.

Gaston Julia y Pierre Fatou fueron pioneros en estudiar este tipo de curvas, pero su trabajo
no tuvo mucha popularidad (aunque por su trabajp Julia gano el "GranPremio"de la Academia
de Ciencias de Francia). Fue hasta que Benoit Mandelbrot empezo a estudiar este tipo de curvas
y en 1975 la "bautiz6” con la palabra "fractal” del latin “fractus”, que significa "quebrado” y fue
entonces cuando empez6 a tomar mas relevancia el tema en la comunidad matematica.

El estudio de fractales es importante debido a que aparecen naturalmente en una gran
variedad de modelos mateméaticos de fenémenos fisicos. En la naturaleza son pocas las cosas que
son triangulos, circulos o cuadrados. La mayoria de las cosas tienen formas irregulares que, cuanto
més se analizan, més se parecen a un fractal. Los fractales ayudan a entender diversos fendémenos
de nuestro entorno, como la forma de la costa de Gran Bretafia, el crecimiento del cancer o el
comportamiento de las acciones en la bolsa.

Este trabajo inicia con el estudio de la dimensién de Hausdorff y los Sistemas de Funciones
Iterados, para con esta teoria se aborden un par de ejemplos clasicos a los que no solo les calcularé
su dimensiéon de Hausdorff, sino que también programaré para dar un representacion visual que
permite entender mejor su comportamiento. Asi mismo, se aborda el problema de programar el
arbol aureo con esta teoria.

Luego se estudian los Sistemas de Funciones Iterados y el Teorema del Collage, asi como
la teoria que esta detras de estos dos conceptos que son fundamentales para entender los codigos
de programacién de cada conjunto fractal.

Posteriormente, se utiliza el lenguaje de programacién Julia para dar una representaciéon
visual los fractales que se estudian.

Finalmente, nos enfocaremos en la proporciéon adurea, por lo que veremos el arbol dureo y
sus caracteristicas, asi como si es posible tener una representacion visual de este fractal con la
teoria antes desarrollada.







Capitulo 1

Dimension de Hausdorft

En este capitulo nos apoyaremos de los libros de "The Geometry of fractal sets", de
Falconer K.J.[1] y de "The Fractal Geometry of Nature", de Benoit B. Mandelbrot [2] para
desarrollar los conceptos previos necesarios para estudiar la dimensién de Hausdorff.

1.1. Antecedentes

Durante mucho tiempo se han estudiado diferentes tipos de curvas, superficies, etc. dando
origen a la derivada, integral, limite, etc. Esto, a su vez, dio paso al calculo diferencial e integral,
donde se estudiaban diferentes ecuaciones para poder modelar estas curvas o dar aproximaciones,
pero habia un tipo de curva que se ignoraba. Este tipo de curva era tan erratico, que era dificil
de modelar o si quiera aproximarse, por lo que fue puesto de lado en un inicio.

Para ejemplificar a qué tipo de curvas nos referimos usaremos un ejemplo mencionado
en Mandelbrot|2, 3]: calcular cuanto mide la costa de Gran Bretana. A simple vista no parece
un problema tan dificil. Basta con tomar un mapa y hacer la conversién segtn la escala, pero
;qué tan acertada es esta medida? Una primera evaluacién podria hacer notar que el mapa no
incluye la orilla con suma precisiéon; es decir, puede que no se vea alguna playa o alguna parte de
la orilla se haya perdido por ser muy pequena. Entonces podriamos pensar en medirla por cuenta
propia. Al ser una longitud demasiado grande, podriamos usar km para obtener cierta longitud
aproximada, pero ;jqué pasa si disminuimos la unidad de medida?

Puede que al medir en kilometros nos hubiésemos saltado barrancas o rocas muy grandes,
pero si midiéramos con cm en lugar de con metros, ahora aparecerian més objetos como rocas
mas chiquitas, conchas, etc. Y asi sucesivamente, volviendo al mismo problema que teniamos
con el mapa. Asi nuestra longitud va incrementando cada vez méas conforme medimos con mas
precision, incluso seria posible que la longitud tienda a infinito.

Ademas, nuestro margen de referencia puede variar: unos pueden empezar a medir sobre
la arena, otros sobre el agua, otros a la altura donde llega la marea en cierta época del ano, etc.

De esta manera nos damos cuenta que no es un problema sencillo pues nos encontramos
con el tipo de curva que mencionidbamos al inicio: una curva con comportamiento cada vez més
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1. DIMENSION DE HAUSDORFF

erratico conforme medimos con mas precision.

Con este ejemplo vemos que este tipo de curva puede surgir en la vida real. De hecho si
le hacemos zoom a los objetos de la vida cotidiana, podemos ver que se comportan de manera
similar, ya que son pocos los objetos que realmente son circulos, cuadrados o triangulos. La
mayorfa de los objetos suelen tener formas extravagantes no muy uniformes. A este tipo de curvas
Mandelbrot las nombro6 "fractales", del latin "fractus", que significa quebrado o roto.

Ahora bien, una herramienta para poder entender a los fractales existe la dimensiéon
de Hausdorff. Esta dimensién nos dice qué tanto espacio ocupa un fractal o qué tan enredado
es. Requerimos ciertos conceptos previos para entender este término, los cuales se explican a
continuacion.

1.2. Conceptos previos

Para poder definir la dimensiéon de Hausdorff, primero necesitamos entender un par de
conceptos previos, por lo que primero definiremos lo que es la medida exterior de un conjunto.
Para esto, definiremos nuestro lugar de trabajo, el cual es una sigma &lgebra.

Definicion 1. Sigma dlgebra [}]

Sea X un conjunto. Una o-dlgebra es una coleccion no vacia @ de subconjuntos de X que
cumple dos propiedades:

1.-Si E € ® entonces X \ E € &
2.-S1 Eq, Es, ... € ® entonces U(;il E;ed
Ahora que ya definimos el tipo de conjunto donde vamos a trabajar, toca definir lo que

vamos a considerar como una medida.

Definiciéon 2. Medida de un conjunto[5]

Sea X un conjunto. Una medida p es una funcion definida en alguna o-dlgebra de subcon-
Juntos de X que toma valores en [0,00] y cumple que

u(©0) = 0 (L1)

y también que

(U Bi)= D m(E)) (1.2)

para conjuntos disjuntos 2 a 2.




1.2 Conceptos previos

Tomando la definicién de medida y debilitando la propiedad (1.2) a solo subaditividad y
agregando monotonia, obtenemos la medida exterior.

Definiciéon 3. Medida exterior de un conjunto[6/

Sea X un conjunto. Una medida exterior v en X es una funcion definida en todos los
subconjuntos de X que toma valores en [0,00] y cumple 3 propiedades:

v(0) =0 (1.3)

Si A C A’ entonces

v(A) < v(A) (1.4)

y para cualquier familia numerable de subconjuntos {A;} de X se tiene que

8

o(| ) 45)< Zv(Aj) (1.5)

J Jj=1

Ya que sabemos lo que es una medida exterior, podemos definir la medida exterior s-
dimensional de Hausdorff, pero antes vamos a definir el diametro de un conjunto, el cual nos
servira para definir el §-recubrimiento.

El didmetro de un conjunto nos servira para acotar la longitud de los conjuntos.

Definiciéon 4. Didmetro de un conjunto [7]

Sea U C R™ un conjunto no vacio. Definimos el didmetro de U como

U] = sup{llz — yl| : 2,y € U} (1.6)
Donde || || es la normal usual en R™.
Teniendo la definiciéon del didmetro de un conjunto, podemos definir el §-recubrimiento

para un conjunto F.

Definicién 5. §-recubrimiento de un conjunto/8]

Sea {U;} una coleccion de conjuntos no vacios tal que U; € R™ para cada t € I, T
un conjunto de indices numerable y E C R™ un conjunto no vacio. Decimos que {U;} es un
d-recubrimiento de E si se cumple que




1. DIMENSION DE HAUSDORFF

Ec|Ju (1.7)
i€EN
y también que
0<|Ui| <6 para cada i (1.8)

Notemos que puede haber muchos J-recubrimientos para un conjunto dado. También
podemos tomar el didmetro de cada conjunto que conforma un §-recubrimiento y sumar todos los
didmetros.

1.3. Dimension de Hausdorff

Denotaremos la medida exterior s-dimensional de Hausdorff como J{5(E) esta va a ser el
infimo de la suma de los diametros de cada §-recubrimiento elevado a la s, donde la s representa
la dimensién que queremos ocupar, esto depende si estamos trabajando en un conjunto de puntos,
una linea, area, volumen, etc.

Definiciéon 6. Medida exterior s-dimensional de Hausdorff [9]

Sea E CR"™ y sea s > 0. Para cada § > 0 definimos

HY(E) = inf Y |Uil? (1.9)
i=1

donde el infimo estd sobre todos los d-recubrimientos {U;} de E.

Haciendo § — 0 tenemos la medida exterior s-dimensional de Hausdorff:

3C(E) = lim 3(E) (1.10)

Notemos que H*(F) va a crecer cuando la ¢ decrezca. Esto sucede porque con una § grande
hay muchas cubiertas posibles y un solo conjunto grande podria cubrir todo nuestro conjunto. En
cambio, con una ¢ pequena se van a restringir las posibilidades, por lo que estamos forzando a
que nuestros conjuntos U; se hagan pequetios y por ende » -2, |Us|* crezca.

Ahora probaremos que la medida exterior s-dimensional de Hausdorff es efectivamente es
una medida exterior.

6




1.3 Dimensién de Hausdorff

Proposicién 1.3.1. H?® es una medida exterior
(1) 3(0) =0
Demostracion:

Como el conjunto vacio puede ser cubierto por un §-recubrimiento vacio y su suma da
cero, entonces

3 (0) = lim 3G(0) :g%ij!OP =0 (1.11)
=1

(2) Si AC A entonces H*(A) < H5(A')
Demostracion:

Sea A C A'. Como cualquier recubrimiento que tomemos para A’ también nos va a servir
para A, entonces H(A) < FH5(A')

(3) Para cualquier familia numerable de subconjuntos {A;} de X se tiene que I° (U]oi1 Aj) <
> o1 HO(4))

Demostracion:

Sean {Aj} C X wuna familia numerable de subconjuntos. Para cada Aj existe un 0-
recubrimiento {Fjn} y su union, es decir \J;,, Fjn . es un 6-recubrimiento para \J;2, A;. Por lo
tanto 3° (52 Aj) < D252, H(4;)

0

Definicion 7. Medida de Hausdorff [1]

Restringiendo la medida exterior s-dimensional de Hausdorff a los conjuntos medibles, se
obtiene la medida s-dimensional de Hausdorff, también llamada medida de Hausdorff.

Definicion 8. Dimension de Hausdorff [1]

Denotamos la dimension de Hausdorff para un conjunto E como dimg(E) que es un valor
que cumple que

H3(E) = o0 si 0<s<dimy(E) (1.12)
H(E)=0 si dimpg(E) <s< oo (1.13)

Es decir, la medida de Hausdorff se nos va a infinito si la dimensién del conjunto es mayor
a sy, por otro lado, se va a 0 si la dimensién del conjunto es menor a s. Lo cual nos da a entender

7



1. DIMENSION DE HAUSDORFF

que dimg(FE) es el punto de quiebre donde de un lado vale infinito y del otro lado vale 0. El
problema planteado al inicio acerca de cuédnto mide la costa de Gran Bretafia o cualquier otra
figura irregular se resolveria con el valor de dimy(FE) donde E es la costa de Gran Bretana y
dimp(FE) es una medida asignada a esta curva. Con la dimension de Hausdorff le asignamos una
medida dependiendo de la cantidad de espacio que llenan.

Notemos que la dimension de Hausdorff existe porque el limite H*(E) = lims_,o H5(E)
existe, solo que el limite puede ser infinito porque H§(E) incrementa su valor cuando ¢ disminuye.

Teorema 1.3.1. El nimero s que cumple la definicion de dimension de Hausforff es unico. [1]
Demostracion:

Supongamos que existen dos numeros si,se que cumplen la definicion. En particular se
cumple que si 0 < s < sg entonces H*2(E) = oo.

Ahora, sin pérdida de generalidad, si s1 < sg entonces 0 < s < s1 < sy por lo que
H3%2(E) = 0, pero teniamos que cumplia que H*?(E) = oo lo cual es una contradiccion.

g

Como ejemplo, calcularemos la dimensién de Hausdorff del conjunto de Cantor, el cual se
construye de la siguiente manera.

Sean Ey = [0,1], By = [0,3]U[2,1], B> = [0, ] U[2, 3] U2, Z]U[8,1], etc. Donde Ej41 se
obtiene de eliminar el tercio medio de cada intervalo de Ej;. Por lo que £ consiste de 2J intervalos
de longitud 377. El conjunto de Cantor es F = N0 £ [1]-

Proposiciéon 1.3.2. La dimension de Hausdorff del conjunto de Cantor F es s = iggg

su medida de Hausdorff estd acotada por 3 < H*(F) < 1.

Ademds

Demostracion: [10]

Sea F' = ﬂ;‘;o E; el conjunto de Cantor. Como estd constituido por 2¥intervalos de

longitud 37% en el paso k-ésimo de su construccion, entonces la cubierta {U;} de F conformada
por 2Fintervalos de longitud 37% nos da que

sk (F) <) Uil =2F37 (1.14)

log2
log3

Si tomamos s = tenemos que

log2
gkg—ks — ok3=kiog (1.15)
= okg—Fk (1.16)
=1 (1.17)




1.3 Dimensién de Hausdorff

Tomando k — oo tenemos que H*(F) < 1.

Notemos que si ;Zgg < s, entonces H*(F) = 0.

Por otro lado, tomando la misma sucesion podemos acotar por abajo debido a que un
conjunto siempre estd contenido en st mismo, ddndonos que

K37k =N " |UI|® < HE_i(F)

. log2 s _
Notemos que si s < logs €ntonces HE(F) = 0.

Como la dimension de Hausdorff es inica y s = éf}—gg cumple las dos propiedades que la
definen, entonces la dimension de Hausdorff del conjunto de Cantor es dimpgF = iggg

Ahora veamos que 3 < H*(F).

Como F es compacto[7] y asumiendo que {U;} son familias de intervalos, entonces solo
basta probar que para cualquier cubierta {U;} finita de intervalos cerrados de [0,1] se tiene que

<> Uil (1.18)
i
Para cada U; sea k un entero tal que

3=+ < Uy < 37K (1.19)

Entonces U; intersecta a lo mds un intervalo de Ey ya que la separacion de estos intervalos

es al menos 37F.

Por construccion, si j > k entonces U; intersecta a lo mds 297F = 27375k < 273%|U;|*
intervalos de Ej, la desigualdad se da usando la ecuacion (1.19).

Si tomamos j suficientemente grandes para que 3~ < |U;| para toda U;, entonces U;
intersectaria a todos los 27 intervalos de longitud 377 por lo que tendriamos




1. DIMENSION DE HAUSDORFF

Por lo tanto 1 < H3(F) .

2 <> 23U
7
5 < Il
g T
1 S
log2 §Z|Uz|
7

(1.20)
(1.21)
(1.22)

(1.23)

10



Capitulo 2

Sistema de Funciones Iterados

Ahora que ya sabemos la parte tedrica que resuelve nuestro problema inicial debido a que
tenemos la herramienta necesaria para medir nuestras curvas, nos enfocaremos en explorar si es
posible una representacién visual de estos conjuntos tan irregulares, Para esto, nos sumergiremos
en la teoria que haré posible (aunque esta teoria que veremos excluye los fractales probabilisticos
o aleatorios) su representacion grafica (siguiendo "Fractals Everywhere", de Michael F. Barnsley
[11]), para posteriormente programarlo. Los codigos que usaremos seran posibles gracias al
lenguaje de programacion Julia.

Utilizaremos los Sistemas de Funciones Iterados que se abrevian como SFI o IFS por sus
siglas en inglés (Iterated Function Systems) para fundamentar el uso de nuestros codigos y el
funcionamiento de los mismos. Pero antes debemos conocer un par de conceptos previos.

2.1. Conceptos previos

Antes de poder abordar los SFI debemos conocer conceptos como contraccion, punto fijo,
espacio métrico completo, entre otros.

Definiciéon 9. Espacio métrico[12]

Un espacio métrico es una dupla (X,d) que consta de un conjunto X y una funcion d,
llamada métrica, tal que d : X x X — R cumple lo siguiente:

(i) d(z,y) >0, Yo,y € X

(ii) d(z,y) =0 <= x =1y

(iii) d(z,y) = d(y,z), Yo,y € X

(iv) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), Vo, y,z € X

El espacio métrico es un buen espacio para trabajar. No obstante, debemos pedir que toda

sucesion de Cauchy tenga limite dentro del mismo espacio para que sea completo y no ocurra que
no converja nuestra sucesion, por lo que usaremos un espacio métrico completo.

11



2. SISTEMA DE FUNCIONES ITERADOS

Definiciéon 10. Sucesion de Cauchy [15]

Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una sucesion {x,}>2, en X es de Cauchy si
para cualquier € > 0 existe un entero N > 0 tal que

d(zp, xm) < € Vn,m > N (2.1)
Definicion 11. Espacio métrico completo[1/]

Decimos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy {x,}5 4
en X converge a algun punto limite x € X.

Definiciéon 12. Transformacion [12]

Decimos que f es una transformacion si es una funcion de un espacio en st mismo, es
decir, f: X = X con X un conjunto.

Definiciéon 13. Punto fijo[15]
Sea (X, d) un espacio métrico y f: X — X una transformacion.
Definimos un punto fijo de f como la x € X que cumple que f(x) = x.

Ahora definiremos una contraccion, la cual serd el tipo de funcion que utilizaremos en

todos los SFI.

Definiciéon 14. Contraccion [16]

Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una funcion f: X — X es una contraccion, o
contractiva, si existe s € [0,1) tal que

d(f(x), f(y)) < sd(z,y) Vi, y € X. (2.2)

A s se le llama factor de contraccion.

Ahora definiremos la métrica de Hausdorff que utilizaremos posteriormente en la seccion
2.8 para abordar el Teorema del Collage, el cual es la contraparte de los SFI.

Definiciéon 15. Métrica de Hausdorff [17]
Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea H(X) ={A C X : A es compacto y A # (}.

Definimos la métrica o distancia de Hausdorff en H(X) como

h(A, B) = d(A, B) V d(B, A) (2.3)
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2.1 Conceptos previos

donde V es el simbolo de disyuncion logica y se define de la siguiente manera

d(A, B) v d(B, A) = maz{d(A, B),d(B, A)} (2.4)

por otro lado d(A, B) es

d(A, B) = max{d(z,B) : v € A} VA,B € H(X) (2.5)

y, por ultimo,

d(xz,B) = min{d(z,y) : y € B} Ve e X, VB e H(X) (2.6)

Teorema 2.1.1. Si X es un espacio métrico completo, entonces H(X) con la métrica de Hausdorff
es un espacio métrico completo.

Proposicion 2.1.1. [11]

Siw: X — X es una contraccion con factor de contraccion s, entonces w : H(X) — H(X)
también es una contraccion con el mismo factor de contraccion.

Demostracion:

Sea A,B € H(X) yw: X — X una contraccion con factor de contraccion s. Entonces

d(w(A),w(B)) = mdz{min{d(w(z),w(y)) : y€ B} : =€ A} (2.7)
< mdz{min{sd(z,y) : y€ B} : v € A} (2.8)
= sd(A, B) (2.9)
sod(w(A),w(B)) < sd(A, B) (2.10)

La desigualdad (2.8) se da por ser contraccion w: X — X con factor de contraccion s.
Haciendolo andlogamente para d(w(B),w(A)) tenemos que d(w(B),w(A)) < sd(B, A).
Por lo que h(w(A),w(B)) < sh(w(A),w(B)).

O

Notemos que las contracciones cumplen la propiedad de ser transformaciones continuas.
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2. SISTEMA DE FUNCIONES ITERADOS

Proposicion 2.1.2. [18/
Sea w: X — X wuna contraccion del espacio métrico (X, d). Entonces w es continua.
Demostracion:
Seax € X, e>0ys >0 el factor de contraccion de w.

Tomemos 0 = €/s y sea y € By 5. Entonces tenemos

d(w(z),w(y)) < sd(z,y) < s6 < se/s < e (2.11)

Por lo que w(y) € By s y serta continua.

O

Ahora veremos el teorema del punto fijo, que nos ayudara a demostrar el teorema que
fundamentara nuestros coédigos y el por qué funcionan.

Teorema 2.1.2. Teorema del punto fijo [19]

Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X — X una contraccion. Entonces existe un
unico T, € X que es punto fijo y, ademds, para cualquier x € X se tiene que

lim f"(z) =z, (2.12)

n—oo

Demostracion:

Sean x € X y0 < s <1 el factor de contraccion de f. Al f ser contraccion tenemos

d(f™(z), f™(z)) < smnmlg(g, fin=ml () Vn,m € N (2.13)

Ahora, para k € N, por la desigualdad del triangulo tenemos que

d(z, f*(z) < d(z, f(x)) + d(f(2), [*(x)) 2.14
< d(z, f(@) +d(f(z s 2(%))+d(f2(w),f’“(w)) 215
<. <d(z, f(x)) + )+ ... 2.16

<d(z, f(z)) + sd(x, f(x)) + sd(x,
=(1+s+s2+...+sHdz, f(z) 2.18
< d(w, f(x) 2.19
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2.1 Conceptos previos

Donde la desigualdad (2.16) se obtiene directamente de la definicion de contraccion, al
cumplirse la desigualdad siguiente:

d(f* @), fH (@) < sd(f2 (@), (@) < < (e f () (2.20)

Por otro lado, la desigualdad (2.19) se obtiene de calcular la serie geométrica siguiente:

- 1
T+s+s2+..+s 14 = skzl (2.21)
k=0 —
Ahora, tomando la ecuacion (2.19) y sustituyendo en la ecuacion (2.13) tenemos
n m min{m,n 1
A (@), (@) < 7o) Lo p(a) (222)

Notemos que %_s es un valor figo y d(z, f(x)) para un x dado también es fijo. Ademds,

smin{man}t e hace tan chico como queramos a partir de una N dada debido a que s € [0,1) y
min{n,m} se nos va haciendo grande, por lo que smin{mn} ge hace cada vez mds pequerio, es
decir:

Si € > 0, entonces AN > 0 tal que

Smm{m’"}%d(x, flz)) <e Yn,m > N (2.23)
- s

Por lo que la sucesion {f"(x)}ner es de Cauchy.

Como la sucesion es de Cauchy y (X,d) es un espacio completo, existe x, € X tal que

nl;rglo [ (z) =0 (2.24)
Veamos que xo es punto fijo.
Flao) = F( lim_f(x)) (2.25)
= lim P (x) (2.26)
=z, (2.27)
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2. SISTEMA DE FUNCIONES ITERADOS

La igualdad (2.26) se da del hecho de que f es una contraccion, por lo que es continua y
podemos sacar el limite.

Solo falta probar que es unico.

Sea yo € X un punto fijo. Tomando la distancia de las imdgenes y aplicando la definicion
de contraccion tenemos

d(zo,y0) = d(f(20), f(yo)) < sd(wo,yo) (2.28)
= d(zo,Y0) < sd(z0,Y0) (2.29)

= 0 < sd(20,%0) — d(z0,%0) (2.30)

= 0 < (s — 1)d(z0,y0) (2.31)

(2.32)

Como s —1 <0 y d(xg,y0) > 0, forzosamente d(xo,yo) = 0. Por lo que xo = yo. Es decir,
To es unico.

g

2.2. Sistema de Funciones Iterados

Ahora abordaremos la definicién general de los Sistemas de Funciones Iterados (SFI) .
Definiciéon 16. Sistemas de Funciones Iterados (SFI) [11]

Sea (X, d) un espacio métrico completo. Un Sistema de Funciones Iterados es un conjunto
finito de transformaciones continuas wy, : X — X.

Cuando condicionamos las transformaciones a que solo sean contracciones, se llama
Sistema de Funciones Iterados Hiperbolico.
Definiciéon 17. Sistema de funciones Iterados Hiperbolico (SFI Hiperbdlico)[11]

Sea (X, d) un espacio métrico completo. Un Sistema de Funciones Iterados Hiperbolico es

un conjunto finito de contracciones wy : X — X con factor de contraccion s,,respectivamente,
paran =1,2,...,N.

La notacion que usaremos para el SFI hiperbélico es {X;w,,n =1,2,..., N} con factor de
contraccion s = max{s, :n=1,2,..,N} .

De ahora en adelante trabajaremos solo con SFI hiperbélicos, por lo que les llamaremos
simplemente SFT.

Ahora veremos un teorema que nos dird que al iterar nuestras transformaciones nos iremos
acercando cada vez mas a un conjunto, el cual serd tinico y seré el limite de las iteraciones.
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2.2 Sistema de Funciones Iterados

Teorema 2.2.1. Sea {X;wy,,n =1,2,...., N} un SFI hiperbdlico con factor de contraccion s. La
funcion W : H(X) — H(X) definida por

N
W(B) = | J wa(B) VB € H(X) (2.33)

es una contraccion de (H(X), h(d)) un espacio métrico completo, con factor de contraccion
s y h(d) es la métrica de Hausdorff inducida por la distancia d del espacio métrico X.

Teorema 2.2.2. Teorema de existencia y unicidad del atractor de los SFIs hiperboli-
cos[11]

Sea {X;wpn,n=1,2,..., N} un SFI hiperbélico con factor de contraccion s y W : H(X) —
H(X) definida por

N
W(B) = | J wa(B) VB € H(X) (2.34)
n=1

N
A=W(A) = wa(4) (2.35)

dado por lim,,_,oc W™(B) para cualquier B € H(X)
Demostracion

De 2.1.1 se sigue que (H(X), h(d)) es un espacio métrico completo y W : H(X) — H(X) es
una contraccion con factor de contraccion s por lo cual podemos aplicar directamente el teorema del
punto fijo, por lo que tenemos que I'A € H(z) que cumple que A = W (A) y A = lim,,_,oc W"(B).

g

El punto fijo A es conocido como el atractor del SFI.

El teorema anterior nos permite iterar nuestro conjunto de transformaciones sobre cualquier
compacto B y nos asegura que el limite es tinico, y que se va a parecer cada vez mas al punto fijo
A, el cual es el conjunto que queremos obtener, ya que este conjunto puede ser un fractal.
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2. SISTEMA DE FUNCIONES ITERADOS

2.3. Teorema del Collage

Los Sistemas de Funciones Iterados SFI y el Teorema de los SFI nos dicen que podemos
tomar un conjunto finito de contracciones y al iterarlo se acercard a un conjunto fijo y tnico.
Ahora veremos la contraparte de los SFI, el cual es el Teorema del Collage. Este teorema nos
dice que dado un conjunto compacto, podemos encontrar un SFI tal que su atractor sea cercano
(segun la distancia o métrica de Hausdorff) al conjunto compacto dado.

Primero debemos introducir un resultado antes de demostar el Teorema del Collage.

Lema 2.3.1. [10, 11, 18]

un espacio métrico completo, f : X — X wuna contraccion con factor de

)
contraccion s € [0,1) y xg € X el punto fijo de f. Entonces se cumple que

Sea (X,d
[

d(z,z9) < id(m,f(w)) Ve e X (2.36)

Demostracion:

Notemos que d(a,b) para a € X fijo, es continua en b € X. Aplicando el teorema del punto
fijo y la continuidad tenemos que

d(w,2,) = d(a, lim_ (@) = lim_d(a. /" (z) (237)
<t 3 A ), @) 239
< lim ;(:xl, f@)A+s+..+s"h (2.39)
= L d(w, f(x) (2.40)

Donde la desigualdad (2.38) se obtiene de aplicar la desigualdad del tridngulo. [20]
La desigualdad (2.39) se obtiene de la misma manera que la desigualdad (2.17) de 2.1.2

La igualdad (2.40) se obtiene del resultado de calcular la serie geométrica.

O

Ahora veremos el Teorema del Collage, el cual recibe este nombre debido a que es como si
hiciéramos un collage utilizando transformaciones.
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2.3 Teorema del Collage

Teorema 2.3.1. Teorema del Collage[10, 11, 18/

Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea K € H(X) y e > 0 dados. Sea {X;w,,n =
1,2,..., N} un SFI con factor de contraccion 0 < s < 1 tal que

N
WK, | wa(K)) <, (2.41)
n=1

con h(d) la métrica de Hausdorff. Entonces

h(K,A) < e/(1—s), (2.42)

donde el conjunto A es el atractor del SFI.
Demostracion

Notemos que A=W (A) = Ui:lzl wp(A). Luego, por el lema anterior, tenemos que

N
K, | wa(K)) < — (2.43)
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Capitulo 3

Curvas de dimension fraccionaria

Ahora calcularemos la dimensién de algunos conjuntos fractales, para esto nos guiaremos
en "The Fractal Geometry of Nature", de Benoit B. Mandelbrot. |2]

Primero necesitamos conocer que dada una linea recta de longitus unitaria y un namero
entero b, la podemos dividir en N = b partes de longitud » = 1/b cada una. Por lo que

r=1/b=1/N.

De igual manera, dado un cuadrado, lo podemos dividir en N = b? cuadrados de lado
r=1/b. Porlo que r =1/b=1/N'/2,

Para el cubo se tiene 7 = 1/b = 1/N'/3. Y asi sucesivamente.

Ahora, esta misma nocion se puede aplicar a rectangulos de tamano 0 < z < X a lo ancho
y 0 <y <Y alo largo, partidos en N = b? partes, donde cada parte es un rectangulo definido a
por la siguientes desigualdades:

(k—1)X/b<zx<kX/b cada parte del ancho (3.1)
(h—1)Y/b<y<hY/b cada parte del largo
Donde k y h van de 1 a b. En este caso r(N) =1/b=1/N'/2,
Para el paralelepipedo es anélogo y se tiene r = 1/b = 1/N 1/3,

Ahora, usando este mismo razonamiento, para un paralelepipedo de dimensién D < 3 se
tiene que [2]

r=1/b=1/NYP (3.3)

Donde llamaremos a r el radio de similitud, el cual seria la escala que tiene cada parte.

Si despejamos D en la ecuacion (3.3), tenemos:
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

r=1/NYD (3.4)
log(r) = log(1/N'/P) (3.5)
log(r) = log(ll)/N) (3.6)

_ m (3.7)
D— log(ll)og(if;g(N ) (3.8)
D= —ll"oi}%) (3.9)
D= lloogg(% (3.10)

Por lo que podemos calcular la dimensién de un conjunto a través de las partes que lo
conforman y el radio de similitud. Se puede llevar esta nocién a los conjuntos fractales con la
tnica condicién de que el conjunto fractal sea autosimilar; es decir, que esté compuesto de N
copias de si mismo a escala r. A D le llamaremos dimensién de semejanza y la denotaremos como
dimg(F') para un conjunto F.[2]

Definiciéon 18. Dimension de conteo de cajas [21]

Sea F C X un conjunto no vacio y acotado. Para 6 > 0 definimos Ns(F') como el nimero
mds pequeno de conjuntos de una d-cubierta de F y definimos la dimension de conteo de cajas
como

logNs(F)

A1
—logd (3.11)

dimpF = limg_

Aunque no necesariamente se ven como cajas como en este caso donde las "cajas” son los
elementos de la d-cubierta. En general se llama conteo de cajas porque empaquetas en conjuntos
pequenos tu conjunto grandote, asimilando la acciéon de guardar cajas y contarlas para ver cuantas
ocupd el conjunto que queriamos empacar.

La dimensién de semejanza es igual a la dimensién de conteo de cajas cuando se cumple la
condicién de son conjuntos autosimilares.

En especifico, para los conjuntos fractales que ocuparemos en esta tesis, todos son conjuntos
autosimilares con mismo factor de contracciéon y, de hecho como veremos mas adelante, cuando
esto sucede nuestra dimensién de Hausdorff del capitulo 1 coincide con la dimensién de semejanza
que acabamos de definir.

Primero veremos unos resultados y definiciones que nos serviran para demostrar lo mencio-
nado en el anterior pérrafo.
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Lema 3.0.1. Lema [21]

Sea v una medida exterior en un conjunto acotado F' C X. Sea s > 0 y supongamos que
existen ¢ > 0 y r > 0 tal que cumplen que v(U) < q|U|* para todos los conjuntos U C X con

|U| < r. Entonces se tiene la siguiente desigualdad

u(F)
q

< H*(F)

Demostracion

Sea & < r postivo y U; cualquier 6-cubierta de F. Entonces

o(F) < (U2, U7)

o0

IN

> o)

=1

oo
<q) |Uif°
i=1

Donde la ecuacion (3.14) se obtiene de la hipdtesis.

Tomando el infimo y haciendo 6 — 0 tenemos v(F') < gH*(F).

Proposicion 3.0.1. [21]

Si E C X es un conjunto cerrado y no vacio entonces

dimpy(E) < dimp(E)

Demostracion

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Sea s > 0 tal que H*(E) > 1. Tenemos que s siempre existe porque para s muy pequena
tenemos que H*(E) = oco. Por definicion de 3H3(E) podemos encontrar 6 suficientemente pequena

tal que

1 < H3(E) < Ny(E)6*

Ahora, tomando el logaritmo en la desigualdad tenemos

(3.17)
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

0 < log(Ns(E)) + s log(d) (3.18)

= —slog(d) < log(Ns(E)) (3.19)
log(Ns(E))

= s< LS (3.20)

= s < }%mg(l]:;ég)) = dimp(E) (3.21)

Donde la ecuacion (3.20) se obtiene debido a que log(d) < 0 por lo que —log(d) >0 y la
ecuacion (3.21) se obtiene de tomar el limite de 6 — 0.

Podemos ver la dimension de Hausdorff como dimg(E) = sup{s: H*(E) = oo} = sup{s:
H(E) > 1} [21], entonces tomando el supremo sobre las posibles s tenemos que dimpg(E) <
dimp(E).

O

Vamos a introducir un par de definiciones que nos ayudaran a demostrar la equivalencia
entre ambas dimensiones.

Definicion 19. Condicién de conjunto abierto[21]

Sea {X;wp,n =1,2,...., N} un SFI. Decimos que cumple la condicion de conjunto abierto
st existe un conjunto no vacio, acotado y abierto V-C X tal que

N
wi(V)cV (3.22)

=1

donde los conguntos w;(V') son disjuntos.
Definicion 20. [21]

Sea {X;wpn,n=1,2,..., N} un SFI y E su atractor tal que E = (2o, wi,(B), donde
B es un conjunto compacto lo suficientemente grande. Definimos la funcion

qf) : {(il,ig, ) 1< ’ij < TL} —F (323)

que manda (i1,12,...) @

oo
{'I’L'l»i%m} = ﬂ Wiy © ... O Wy (B) (3.24)
k=1
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donde ¢ la podemos interpretar como la funcion que asocia la direccion con el punto.

Barnsley nombra a (i1, 12, ...) como “direccion”.

Definiciéon 21. [21]

Sea X un conjunto finito y sea p: X — [0,1], &+ p; una funcion tal que Y oy pz = 1.
Para k € N y C C X* definimos

Io = {(1‘1,1‘2, ) € XN | ({L‘l, ,:Ek) S C} (3.25)

y para k € NU {0} definimos

u(lo) = Y prbay (3.26)

Definiciéon 22. [21]

Sea X un conjunto finito y sea p: X — [0,1],x — p, una funcion tal que Y 5 pe = 1.
Para cualquier conjunto A C XN definimos

ia(A) = inf(> _u(B;) | B;e AVi, Ac| B} (3.27)
i=1 i=1
Donde A = {Ic : k €Ny, CC XF} es una sigma dlgebra.
Definiciéon 23. [21]
Sea I = {(i1,42,...) : 1 <1i; <n}, r; los radios de similitud asociados a cada contraccion

y 1 el radio de similitud. Vamos a cortar cada (i1,12,...) € I después del primer termino para el
cual se cumple que

(lr<rzz’<nn ri)r < riperi, < (3.28)

donde el término r;,...r;, siempre existe debido a que para el primer término ri, éste no
puede ser menor que (min; r;)r y el producto de los términos eventualmente serdn menor que r.

Ahora verifiquemos que el producto siempre estara entre estos dos limites.

Supongamos que para una secuencia (i1, 4, ...) existe [ tal que r;,..1;, > ry TigeeTip, <
(min; r;)r. Como 7y, , > min; 7;, entonces r;,...7;, < 7, lo cual es una contradiccién. Por lo que
existe un unico k-ésimo término tal que pone el producto entre ambos limites.
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

Definimos a () como el conjunto de todas las secuencias finitas obtenidas de cortar cada
secuencia finita como lo hicimos anteriormente.

Definiciéon 24. Medida exterior de v en E[21]

Sea {X;wp,n=1,2,..., N} un SFI con factores de contraccion {ri,ra,...,rn} y atractor
E. Supongamos que se cumple la condicion de conjunto abierto y s es el unico valor tal que

=1 (3.29)

Definimos la medida exterior de v en E con v(E) =1 como

U(A) = @({(zl, 12, ) DXy, Ly, € A}) (330)

para ACE, X ={1,..,N} y p:i—r}. Donde z;,,xi,,... denota a ¢(i1,1i2,...) de la
definicion 20.

Teniendo las anteriores definiciones y resultados, podemos demostrar la equivalencia de
ambas dimensiones fractales para conjuntos autosimilares.

Proposicion 3.0.2. [21]
1.-Sea {X;wp,n=1,2,..., N} un SFI con factores de contraccion {ry,ra,..., TN} respecti-

vamente y atractor E. Supongamos que se cumple la condicion de conjunto abierto, entonces s es
el dnico valor tal que

ri =1 (3.31)
i=1

y dimyg(FE) = dimp(FE) = s.

2.-Sea E = {X;wp,n = 1,2,.... N} un SFI con factor de contraccion r, y dimension

de semejanza D = % entonces la dimension de Hausdorff de E es igual a la dimensidn de
semejanza.
Demostracion

Primero demostraremos la unicidad de s.

Como s — Y . r? esla suma de funciones mondtonas entonces es mondtona. Ahora para
valores positivos de s la suma se hace pequena porque 0 < r; < 1 y para valores negativos de s la
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suma va o ser mayor que 1. Finalmente, por el teorema del valor medio tenemos que existe s y
como era una funcion mondtona, entonces es UnNico.

Para la dimension de Hausdorff, daremos un limite superior y uno inferior (distinto de
cero) que acote a H(E).

Para el limite superior podemos cubrir E con las imdgenes de si mismo bajo la aplicacion
repetida de varias w.

Sea I}, = {(il, ,Zk) 1< ij < N} Yy sea Ei17---ik = Wj; O ... owik(E) para (il, ,’lK) € I.
Entonces se tiene que E = Ulk E;, . 4,; la demostracion de este resultado es por induccion y es la
stquiente:

El caso base k = 1 lo tenemos por definicion que seria E = Uf\il wi(E) = Uy, wi, (E).
Ahora si se cumple el caso para k, es decir, B = Ulk E;, .. i, , veremos que se vale para k + 1

E=Juwi(E) (3.32)

= Gwn (E) (3.33)

= Owil(U Eiy,..ir) (3.34)

= ILlJ Ez'ul-.k-ml (3.35)
Iia

Por lo que se cumple el resultado mencionado.

Ahora para 6 > 0 podemos tomar k suficientemente grande tal que

|Biy,.ai| < ((mdz ri)*|B| <0 (3.36)

Para cualquier § > 0 tenemos la §-cubierta {E;, i, 1, de E, por lo que

H3(E) =inf(>_|Ui* + Ec Ui, Vi |U| <4} (3.37)
=1 i=1
<> (i)’ |BP (3.38)
I,

=0 )OO m)IE! (3.39)

i1=1 ip=1

—|EJ* (3.40)
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

Tomando § — 0 tenemos H*(E) < |E|* < 0.

Para el limite inferior de H3 nos vamos a apoyar de la desigualdad (3.12) del lema 3.0.1
aplicada a la definicion 24. Por lo que existe ¢ > 0 tal que

v(E)
q

0< < H*(E) (3.41)

Entonces tenemos que 0 < H*(E) < oo, lo cual nos da el limite inferior.
Al tener el limite inferior y superior tenemos que dimg(E) = s.
Ahora para verificar la dimension de conteo de cajas vamos a cubrir E con una cubierta.

Tomemos r tal que 0 < r < 1. Definamos Q como en 25 y > . r; = 1, entonces
ZQ(Tz‘l...TZ‘k)S =1.

Ahora, tomando este resultado y que (mini<i<pr,)r < iy ...Ti,, tenemos que Q) contiene a
lo mds (min; r;)~°r~*% secuencias.

Como tenemos que para toda {i1,...ix} € Q se cumple que 1y, ...r;, < r, entonces |V, .| =
i1, |V < |V, donde V;,,...,ix = wi o ...ow; (V) y V es el que cumple la definicion de
condicion de conjunto abierto.

Por lo que

. . lOgN(;(E)
d E)=1 — 3.42
imp(E) = lims_ log(0) (3.42)
. log((min; r;)~5r—")
<1 4
=00 —log(r|V|) (343)
. (min;r;) + log(r)
=1 44
0" log|V'| + log(r) (344)
=5 (3.45)

Como por el resultado de la proposicion 3.0.1 tenemos que s = dimpg(E) < dimp(E),
entonces dimp(E) = s.

En particular cuando 1 = ... =1, =1 se tiene que dimg(E) = dimp(E) = ZZOO% .

0

Ocupamos la dimensiéon de conteo de cajas y de semejanza porque en la practica es mas
sencillo calcular esta dimension fractal y, ademas, todos los fractales que veremos son autosimilares.
Ademaés, se vincula con el capitulo 2 debido a que tiene una estrecha relaciéon con el factor de
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3.1 Curva de Koch

contracciéon s y las transformaciones w, de nuestros SFI. Esto debido a que nuestro radio de
similitud r es el factor de contraccién s de las transformaciones de nuestro SFI. Por otro lado, N
corresponde con la cantidad de transformaciones w,, de nuestro SFI. De esta manera unimos la
teoria que permite programar nuestros fractales y al mismo tiempo podemos calcular su dimensién
de una forma mas préctica.

Para ejemplificar esta nocién calcularemos la dimensiéon de algunos conjuntos fractales y
programaremos una representacion visual a través de Julia. Las transformaciones que usaremos
estaran en el plano complejo [22]| y los codigos también, aunque también se pueden modificar
para trabajar en R2.

El cédigo general usado lo explicaremos en la seccién "Material extra”. En este capitulo
solo explicaremos la descomposicion de los fractales en las transformaciones que lo componen.

3.1. Curva de Koch

Coédigo de programacion de la curva de Koch

Partiendo de un segmento z, tenemos que usar 4 transformaciones para obtener la primera
iteracion de la curva de Koch.

1.-La primera que reduzca un tercio nuestra longitud inicial.

Kochyi(z) = = (3.46)

[GVRIRN

2.-La segunda que reduzca a un tercio nuestra longitud inicial, la rote 60 grados y la
traslade 1/3.

Kochys(z) =

+ < (3.47)

3.-La tercera que reduzca un tercio nuestra longitud inicial, la rote -60 grados y la traslade
en lo horizontal 1/2 y después la suba 4/1/2, esto debido a que en el punto (1/2,/1/2) fue donde
quedo nuestra anterior transformacion.

e 0%, 1/2

Kochys(z) = 3 + 3

(3.48)

4.-La cuarta que reduzca a un tercio nuestra longitud inicial y la traslade dos tercios.
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

Kochy(z) =

Wl w
W N

Por lo que el codigo seria el siguente.

In [1]: using Colors, Images, FileIO
include("src/RectangularRegionVi.j1")
include("src/Attractors.j1")

rl =
g1 =
82 =

1/3
+-60/180
+6@/180

Koch_wl(z)
Koch_w2(z)
Koch _w3(z)
Koch_wa(z)

= rl*z

= rl¥*exp(02%im)*z +1/3

= rl*exp(01*im)*z+1/2+sqrt(1/12)*im
= rl*z+2/3

Koch_ifs = [Koch_wl, Koch_w2, Koch_w3, Koch_w4]

Out[1]: 4-element Vector{Function}:
Koch_wl (generic function
Koch_w2 (generic function
Koch_w3 (generic function

Koch w4 (generic function

with 1
with 1
with 1
with 1

method)
method)
method)
method)

Imagen de la curva de Koch

(3.49)

Al iterar estas transformaciones nos resulta la siguiente imagen, donde Koch,(2) es de
color rojo, Kochyz(z) es de color verde, Kochy3(z) es de color azul y Kochqys(z) es de color gris.

In [2]: draw(drawchaosgameattractorcolorsC!(Koch_ifs,
RectangularRegion(®,1,0,08.5,width=1200,height=600),
[RGB(1,0,8), RGB(8,1,8), RGB(0,0,1), RGB(0.5,0.5,0.5)],
Out[2]:

2
i'\.r "
Sdﬁﬂ onf
E
N Y EP PN
E’:
|
5
f
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Lﬁmfvx
i
s
AfLT
r:
K

numiterations=500008))
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3.2 Tridngulo de Sierpinsky

Calculo de dimensiéon de la curva de Koch

Como para la primera iteracion de la curva de Koch tenemos cuatro segmentos y su
longitud es 1/3 del segmento original, entonces r = % y N =4.

Entonces tenemos que su dimensiéon serfa:

_ log(4) _ log(4)

b= log(+)  log(3)

~ 1.2619 (3.50)

el =

Por lo que la curva de Koch ocupa mas espacio que una curva normal, pero no tanta como
para llenar un area.

3.2. Tridngulo de Sierpinsky

Coédigo de programacion del tridAngulo de Sierpinsky

Partiendo de un tridngulo isosceles z, vamos a necesitar 3 transformaciones para tener la
primera iteracion.

1.-La primera que reduzca a 1/2 el triangulo original.

ASierpinskiyi(z) = g (3.51)
2.-La segunda que reduzca a 1/2 el triangulo original y que lo traslade 1/2.
L . z 1
ASierpinskiy(z) = 3 + 3 (3.52)

3.-La tercera que reduzca a 1/2 el tridngulo original y que lo traslade al punto (1/4, 1/2),
que al estar trabajando en el plano complejo, seria

7
+5 (3.53)

| =

ASierpinskiy (z) = g +

Obteniendo el siguiente codigo.
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

In [1]: using Images

include("src/RectangularRegionvi.j1l™)
include("src/Attractors.j1l")

rlt = 8.5
Asierpinski wl(z) = ri*z
Asierpinski w2(z) = ri1*z + 0.5

Asierpinski_w3(z) = ri*z + @.2548.5im

Asierpinski_ifs = [Asierpinski_wl, Asierpinski_ w2, Asierpinski_w3]

Out[1]: 3-element Vector{Function}:
Asierpinski_wl (generic function with 1 method)
Asierpinski_w2 (generic function with 1 method)
Asierpinski w3 (generic function with 1 method)

Imagen del triangulo del Sierpinski

Al iterar nuestras transformaciones obtenemos la siguiente imagen donde Sierpinskiyi(z)
es de color rojo, Sierpinskiyz(z) de color verde y ASierpinskiygz(z) de color azul.

In [2]: | draw{drawchaosgameattractorcolorsC!(Asierpinski_ifs,
RectangularRegion(e,1,0,1,width=600,height=660),
[RGE(1,8,8), RGB(®,1,8), RGE(8,8,1)], numiterations-5e@eea))

Out[2]:

Calculo de la dimension del triangulo de Sierpinsky

Como tenemos que para la primera iteracion del tridngulo de Sierpinski es un triangulo que
se achica en 3 tridngulos pequenos que miden una cuarta parte del tamano del original, entonces
r=1/2y N =3, por lo que
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3.3 Curva Dragon

_ log(3) _ log(3)

D= loa() " log(2)

~ 1.5850 (3.54)

ol =

Por lo que el tridngulo de Sierpinsky ocupa mas espacio que una curva normal, pero se
acerca mucho a parecerse a una.

3.3. Curva Dragén

Codigo de programaciéon de la curva dragén

Partiendo de un segmento z, vamos a necesitar 2 transformaciones para formar la primera
iteracion de la curva dragoén.

1.-La primera que reduzca % nuestro segmento, luego la rote %ggz y finalmente la traslade

al punto (3, 3).

e”%i 1
Curvadragon, (z) = 5 + 3 + (3.55)

1
2

2.-La segunda que reduzca % nuestro segmento, luego la rote i’ég: y finalmente la traslade

al punto (%, %)

7r3150i
e 180°
Curvadragonyz(z) = ——=— +

NG +

(3.56)

N | —
DO |

In [1]: using Images

include("src/RectangularrRegionvl. j1")
include("src/Attractors.jl")

rl = sqrt(1/2)
81 = m*225/186
82 = m*315/186

goldendragon_approx_wil(z)
goldendragon approx w2(z)

ri*exp(61*im)*z+1/2+1/2*im
ri*exp(02*im)*z+1/2+1/2%im

goldendragon_approx_ifs = [goldendragon_approx_wl, goldendragon_approx_w2]

Out[1]: 2-element Vector{Function}:
goldendragon approx wl (generic function with 1 method)
goldendragon_approx_w2 (generic function with 1 method)
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

Nota:

El factor de contraccion es \/g porque es la longitud de la hipotenusa del triangulo

rectangulo A((0,0), (3,0), (3, 3)). Esto debido a que la longitud de la base y la altura es %, por
lo que la hipotenusa mide \/(‘—11)2 + (}1)2 = \/}1 4 }1 = \/g :

Se usa % porque el tridAngulo formado es tridngulo rectangulo, por lo que tiene dos
angulos de 45° y uno de 90°. De este modo, lo que debemos rotar el segmento centrado en el

(L,1) es 180° + 45° = 225°. Analogo para 313

Notemos que las iteraciones de Curvadragon,(z) van a crecer hacia abajo y las de
Curvadragon,z(z) hacia arriba.

Imagen de la curva dragén

Al iterar nuestras transformaciones nos resulta la siguiente imagen donde Curvadragon,, (z)
es de color rojo y Curvadragon,s(z) es de color verde.

In [2]: draw(drawchaosgameattractorcolorsC!(goldendragon_approx_ifs,
RectangularRegion(-@.5,1.5,-0.5,1;width=750,height=500),
|RGB(1,0,@), RGB(®,1,08)], numiterations=900000))

out[2]:

Calculo de la dimension de la curva dragon

La curva dragon se ve dificil, pero consiste de dos segmentos para la primera iteracion,

ambas con factor de contraccion \/g , por tanto tenemos r = \/g y N = 2. Entonces tenemos
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3.4 Embutido de Minkowski

log(2)  log(2) log(2)
log(2) ~ logv2 g2 2 (3.57)

2

D=

sH

Por lo que la curva dragbén ocupa tanto espacio como un érea.

A esta curva dragén se le conoce como curva dragon de Heighway.

3.4. Embutido de Minkowski

Cddigo del embutido de Minkowski

Para la primer iteracion vamos a necesitar 8 transformaciones, las cuales consisten basica-
mente de ir encajando cada transformacion en su respectivo lugar.

. . 1
1.- La primera que contraiga 7.

Minkowskiembutidoy (z) = (3.58)

RN

2.-La segunda que contraiga %, rote —90° y recorra al punto (%, %)

. . . e THEl 1 g
Minkowskiembutidoys(z) = —1 + 1 + 1 (3.59)

3.-La tercera que contraiga i, rote 180° y recorra al punto (%, %)

90° .
ze“T180° "

Minkowskiembutidoys(z) = —— + — + z (3.60)

4.-La cuarta que contraiga %, rote 180° y recorra al punto (%, 0) .

9x90°
. . . ze”" 180°
Minkowskiembutidoys(z) = ——— +

2
- 3.61

5.-La quinta que contraiga i, rote 270° y recorra al punto (%, 0) .
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

quedar también como Minkowskiembutido,s(z) = % + 1 4+ % y resulta lo mismo.

Minkowskiembutidoys(z) =

| 2 1
6.-La sexta que contraiga 7, recorra al punto (%, 5)-

Minkowskiembutidoys(z) = Z +

7.-La séptima que contraiga i, rote 90° y recorra al punto (%, i) .

Minkowskiembutidoy7(z) =

8.-La octava que contraiga %, rote 180° y recorra al punto (1,0).

90°
ze™180°

4

ze

Minkowskiembutidoyg(z) =

In [1]: using Images

include("src/RectangularRegionvi.j1")

include("src/Attractors.jl")

rl = 1/4
01 = m*2a/180
062 = n*270/180

Minkowski_embutido_wi{z Filoz
Minkowski_embutide w2(z
Minkowski_embutido_w3(z
Minkowski_embutido_w4(z
Minkowski_embutido_w5{z
Minkowski_embutide we(z
Minkowski_embutido_w7{(z
Minkowski_embutido_ws(z

)
)
)
)
)
)
)
)

rl*exp(-01%im)*z+1/4+1/4%im
ri*exp(2*61%im)*z+2/4+1/4%im
ri*exp(61*im)*z+2/4
ri*exp(62*im)*z+2/4
rd*z+2/4-1/4%im
ri*exp(81%*im)*z+3/4-1/4%im
ri*exp(2*61*im)*z+4/4

2

270° ;

zeT 18009 ¢

4

=N

)

_%

90° .
T 1800 ¢

4

1

2

4

W

3
1

_%

+z
4

4
4

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

Minkowski_embutide ifs = [Minkowski_embutido_wl,Minkowski_embutido w2, Minkowski_embutido w3, Minkowski_embutido_wd,

Minkowski_embutide_w5, Minkowski_embutido w6, Minkowski_embutido w7, Minkowski_embutido w8]

Out[1]: B-element Vector{Function}:
Minkowskl_embutide_wl (generic
Minkowski_embutido_w2 (generic
Minkowski_embutido_w3 (generic
Minkowski_embutide wd (generic
Minkowskl_embutide_wS (generic
Minkowski_embutido_wé (generic
Minkowski_embutido_w7 (generic
Minkowski_embutide w8 (generic

Nota:

function
function
function
function
function
function
function
function

with
with
with
with
with
with
with
with

PRRRERRE R R

method)
method)
method)
method)
method)
method)
method)
method)

Hay transformaciones que pueden cambiar, por ejemplo, Minkowskiembutido,s(z) puede
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3.4 Embutido de Minkowski

Imagen del embutido de Minkowski

Al iterar nuestras transformaciones nos resulta la siguiente imagen donde Minkowskiembutido, (2)
es de color rojo, Minkowskiembutidoys(z) es de color verde, Minkowskiembutido,s(z) es de
color azul marino, Minkowskiembutido,4(z) es de color amarillo, Minkowskiembutido,s(z) es
de color rosa, Minkowskiembutidoys(z) es de color azul cielo, Minkowskiembutido,7(z) es de
color negro y Minkowskiembutidoys(z) es de color gris.

In [2]: draw(drawchaosgameattractorcolorsC!(Minkowski_embutido_ifs,
RectangularRegion(@,1,-1/3,1/3;width=1500, height=1000),
[RGB(1,8,8), RGB(©,1,8), RGB(0,0,1), RGB(1,1,8),

RGB(1,0,1), RGB(®,1,1), RGB(8,0,0),
RGB(©.5,6.5,0.5)], numiterations=500000))

Out[2]:

Calculo del embutido de Minkowski

El embutido de minkowski es un poco més dificil porque se debe de separar en muchas

partes, mas especificamente, estd formado por 8 partes, cada una con factor de contraccién %,

entonces r = i y N =8.
Entonces tenemos que su dimensiéon seria:
~ log(8)  log(8) log(23) ~ 3log(2) 3

P- log(¥) ~ log(4) ~ log(22) ~ 2log(2) — 2 (3.66)

IS

Por lo que el embutido de Minkowski ocupa mas espacio que una curva normal, pero
menos que un area. Ocupa més espacio que la curva de Koch debido a que su dimensién fractal
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3. CURVAS DE DIMENSION FRACCIONARIA

aproximada es 1.26 y 1.26 < % Asi mismo, ocupa menos espacio que el tridngulo de Sierpinsky
debido a que su dimensién fractal aproximada es 1.58 y % < 1.58.
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Capitulo 4

La proporcion aurea y los fractales

Introduciremos en este capitulo el arbol dureo, para ello debemos saber cual es la proporcion
aurea, también llamada razoén durea. Nos guiaremos en el libro "La proporcién aurea", de Mario
Livio [23], y después lo intentaremos programar.

4.1. Proporcién aurea

La proporcién durea es una constante muy conocida alrededor del mundo, debido a que se
le considera como perfecta o armoniosa. Esta constante ha sido usada en muchas obras de artes,
esculturas, musica y construcciones, e incluso se encuentra frecuentemente en la naturalezal23|.

Esta constante surge de un concepto muy simple que en su momento Euclides llamoé
proporcién media y extrema.

Definicién 25. Proporcion media y extrema/2/]

Sea AB una linea y sea C un punto que divide a AB, se dice que la linea AB estd dividida
en proporcion media y extrema si

AC AB
=== 4.1
CB AC (4.1)
Donde AC es el segmento mayor y CB es el segmento menor.

Si hacemos que el segmento CB mida 1 y el segmento AC mida x, tenemos la siguiente

ecuacion:[23|

1 T

x ::1:+1 (4.2)

Multiplicando por x tenemos
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4. LA PROPORCION AUREA Y LOS FRACTALES

?=z+1 (4.3)

-z —-1=0

Usando la formula general de segundo grado tenemos que las soluciones son las siguientes:

(4.5)

La solucién positiva nos da el valor de la proporcion aurea que es ¢ = 1+—2\/5 = 1.618033988...

Este numero tiene bastantes propiedades curiosas que han cautivado por anos a los
matematicos. Por ejemplo, la solucién negativa de la ecuacion cuadratica es igual a —é . El
cuadrado de ¢ es igual a 2.618033988 y su inverso es igual a 0.618033988; es decir, tienen la

misma cola decimal.

También tiene una estrecha relaciéon con la serie de Fibonacci. La razoén entre dos ntimeros
consecutivos de Fibonacci se va pareciendo cada vez mas a phi entre mas grandes son los términos
de la sucesion. Esto se debe a que el limite de dicha razén expresada en fracciones continuas es

1+ —— (4.6)

la cual es la representaciéon en fracciones continuas de ¢ que al ir de uno en uno, su
convergencia es demasiado lenta y le otorga a ¢ la caracteristica especial de ser el més irracional
de los irracionales al ser muy dificil de expresar como una fraccion.

También tiene implicaciones en el crecimiento de poblaciones, en experimentos de 6ptica,
crecimiento de arboles y formacion de pétalos, conchas, galaxias, mercado bursatil, entre muchas
otras. Podriamos seguir hablando de este asombroso niimero y sus propiedades, pero nunca
acabariamos. [23|

4.2. Arbol aureo

El arbol dureo es un fractal que se contruye de la siguiente manera:

Empezamos con un segmento de longitud uno (el tallo de nuestro arbol), este se divide
posteriormente en dos ramas de longitud % con un angulo de 120° entre ambas ramas y asi
sucesivamente, dandonos, efectivamente, un arbol.
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4.2 Arbol &ureo

3
757

Si tomamos un factor de reduccién mayor, por ejemplo las ramas se van acercando

cada vez mas.

Finalmente, si escogemos un nimero atn mayor, por ejemplo 1—70, las ramas se traslapan.
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4. LA PROPORCION AUREA Y LOS FRACTALES

Hasta este punto no ha salido el ntimero aureo, pero qué pasa si nos preguntamos lo siguiente:
jcuél es el nimero a partir del cual las ramas se empiezan a traslapar? Sorprendentemente, se
empiezan a traslapar cuando el factor de contraccion es de é. [23]|Demostrémoslo.

Demostracion
Trabajaremos de un solo lado de la ramificacién. Sea f dicha ramificacion, la segunda

ramificacién nos traza un camino hacia arriba y otro hacia abajo, sea f2 el camino que va para
arriba.

Notemos que apartir de la tercera ramificacién se puede seguir un camino que lleve a la
ramificacién opuesta. Sean f3, f4, ... dichas ramificaciones.

La siguiente imagen esquematiza lo antes mencionado.
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4.2 Arbol &ureo

Notemos que basta ver que la componente horizontal que conforma la ramificacién de f
sea igual a la componente horizontal de f3 + f* + f° + ..

Para calcular la componente horiozontal necesitamos més datos, pero notemos que el
angulo que esta entre la componente horizontal respectiva y f es de 30° porque se forma un
tridngulo isésceles con dngulo 120°, por lo que los otros dos dngulos miden 30° cada uno.

Ahora ya podemos calcular la componente horizontal que llamaremos ”ch”:

h
c0s30° = (4.7)
f
fcos30° = ch (4.8)
Haciéndolo de manera analoga para f2, f4, f°, ... tenemos que
fcos30° = f3c0s30° + f4c0s30° + f5c0s30° + ... (4.9)
Dividiendo entre cos30° tenemos
f=R+rA+05+. (4.10)

La cual es una progresion geométrica [25, 26] con razén f y primer término f3, por lo que
tenemos

Oom=0_rm-1-f-s (4.11)
n=3 n=1

:1if_1_f_f2 (4.12)
L) w1
:1if+—1+f—fzr_f;—f2+f3+ (4.14)
= 1if+_11j]{3 (4.15)
:f’f (4.16)

Sustituyendo en (4.9) tenemos
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4. LA PROPORCION AUREA Y LOS FRACTALES

__f
f= T (4.17)
__f?
1= 7 (4.18)
1—f=f> (4.19)
PP+f—-1=0 (4.20)

Usando la féormula cuadratica y quedandonos con la raiz positiva obtenemos

I —1+ 122—4(1)(—1) _ 1451 (4.21)

2 @

g

Es por esto que este fractal es conocido como el arbol dureo, ya que sus ramas empiezan a
traslaparse cuando la razoén de contraccion es mayor a % y, por el contrario, no se traslapan si su

razén de contracciéon es menor o igual que i.[Q?]

4.3. Programar el arbol dureo

En esta secciéon nos enfocaremos en la programaciéon del arbol dureo con factor de con-
traccion +. Este arbol es el limite entre los arboles con ramas separadas y los arboles con ramas
traslapadas.

Para programar el arbol dureo vamos a necesitar 3 transformaciones, pero antes necesitamos
calcular la altura total de nuestro arbol dureo para saber cuénto va a medir nuestro tallo. Es decir,
nuestro tallo por construcciéon parte de valer la unidad y luego se van construyendo las ramas,
pero nuestro cédigo funciona al revés, parte de la unidad y aplica transformaciones contractiva.
Es por esto que debemos saber la proporciéon de nuestro tallo respecto a la altura total del arbol
aureo con factor de contracciéon ¢.

1

Para calcular la altura total del arbol dureo con factor de contracciéon 5 Vamos a llamar f

al tallo inicial, sin pérdida de generalidad elegiremos la rama de la derecha, la cual sera f2. La
rama que va hacia arriba sera f2 y las siguientes ramas que trazan un camino hacia arriba seran

F N A

La siguiente imagen esquematiza el camino.
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4.3 Programar el drbol dureo

Por lo que podemos calcular la altura total a partir de las siguientes longitudes:

FHP+P+ 1+ (4.22)

Notemos que f = 1.

Por construccion f3 = ﬁ, o= é, ff= #,

Por otro lado, la componente vertical de f2 es écos(60°) = i, de f* es écos(60°) = 2—303,
de f% es #005(600) = ﬁ,

Sustituyendo estos valores en (4.22) tenemos

1 1 1 1 1 1
et At — o=t + (4.23)

1+ — +
203 ot 20° o

Podemos reacomodar nuestra suma de la siguiente manera

1+ ——+y — (4.24)

Primero calcularemos la serie geométrical26] Y o2, ﬁ la cual tiene coeficiente a = % y

razén r = é < 1 debido a que ¢ > 1.

Como la formula de la serie geométrica es Y o2, ar'™! = ;% [26], entonces tenemos
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4. LA PROPORCION AUREA Y LOS FRACTALES

00 1 1
=¥ (4.25)
; 9021_1 1— é
1
= 90;0_1 (4'26)
02
'
= 23 (4.27)
(4.28)

Luego de la ecuacion (4.20) y (4.21) se tiene que ¢? — ¢ — 1 = 0, lo cual implica que
2
pr=1=.

Por lo que sustituyendo en (4.28) tenemos

Y = 4.29)
2i—1 2 _ (
o pr -1
@
= (4.30)
@
=1 (4.31)

1 -
Lp21

Ahora calcularemos la serie geométrica » .~ la cual tiene coeficiente a = 1 y razon

1

Como la férmula de la serie geométrica es Y50, ar’ = %= [26], entonces tenemos

00 1 %
Y =2 (4.32)
21 1
=1 ¥ 1- @2
%
= Sa;"_l (4.33)
o2
1
= 4.34
(4.35)

Teniamos que ¢? — 1 = . Ademas, se tiene que p? — ¢ = 1, lo cual implica que p — 1 = %

Sustituyendo en (4.35) tenemos
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o

1 1
i=1
_ 1 (4.37)
¥
=p—1 (4.38)

Ahora que ya sabemos cuanto valen las series geométricas podemos sustituir (4.31) y (4.38)
en (4.24). Dandonos lo siguiente:

lew 1 =1
1 + 5 i:E - W + ZEZI ﬁ (439)
1
=1+ 5(1) +p—1 (4.40)
1
:i + (2 (4.41)

De modo que la altura del drbol dureo con razén de contraccion é es % + .

Para saber el factor de contraccion con el que debemos de reducir nuestra longitud unitaria
basta con hacer una regla de tres. Si % + p es el 100 % de nuestra longitud, {1 qué porcentaje
sera?.

Haciéndo el despeje tenemos

100
T = (4.42)
2T
100
2
200
= (4.44)
1+ 2¢
(4.45)
200
De este modo, nuestro factor de contraccion para el tallo es 52 = ﬁ.
Nuestras transformaciones en niimeros complejos serfan las siguientes:
1.-La primera que reduzca ﬁ ~ (.47 nuestro conjunto y mande nuestros puntos sobre
la componente imaginaria (esta transformacion es la del tallo).
Arbolaureoy (z) = 0.47 x imag(z) * i (4.46)
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2.-La segunda que reduzca é ~ Tlm nuestro conjunto, rote 60° y traslade al punto (0, 1) = 1.

ST
Arbolaureoys(z) = z—— + 1 (4.47)
P

o 3.-La tercera que reduzca é R~ %61 nuestro conjunto, rote —60° y traslade al punto
0,1) = .

e_iqggs .
Arbolaureoys(z) = z——— +1 (4.48)
P

Por lo que el codigo seria el siguiente:

In [1]: using Images

include("src/RectangularRegionvl.j1"})
include(“src/Attractors.jl")

rli =1/1.61
61 - n/3
62 = -n/3

Arbol_aureo_wl(z) = @.47*imag(z)*im

Arbol_aureo_w2(z)
Arbol_aureo_w3(z)

ri*exp(im*@1)*z + im
ri*exp(im*82)*z + im

Arbol_aureo_ifs = [Arbol aureo wl,Arbol_aurec w2, Arbol_aureo w3]
Out[1]: 3-element Vector{Function}
Arbol_aureo_wl (generic function with 1 method)

Arbol_aureo_w2 (generic function with 1 method)
Arbol_aureo_w3 (generic function with 1 method)

y al iterar las transformaciones nos da la siguiente imagen, donde Arbolaureo, es de
color rojo, Arbolaureoys es de color verde y Arbolaureo,s es de color azul.
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4.3 Programar el drbol dureo

In [2]: draw(drawchacsgameattractorcolorsC!(Arbol_aureo_ ifs,
RectangularRegion(-2,2,8,4; width=58@,height=56@),
[RGB(1,8,8), RGB(E,1,0), RGE(2,8,1)], numiterations-10e@eeaa))

Out[2]:

e
[t Y et e
Lo [T 1%
T

Podemos calcular la dimension fractal del arbol dureo sin ramas (solo con las copas de los
arboles). Tenemos 2 transformaciones con factor de contraccion é por lo que su dimensién fractal
seria

_ log2) _ log(2)
log(1) ~ Tog(y)

©

~ 0.6257 (4.49)

Por lo que la copa del arbol dureo con factor de contraccion é ocupa méas espacio que un

conjunto finito de puntos, pero no tanto como una curva normal.

Por dltimo, veremos un programa enfocado en la divulgacién de conjuntos fractales donde
podemos obtener una representaciéon visual del arbol dureo y otros fractales de manera més
sencilla y a manera de juego.

El programa Britney|28] es un software de uso libre hecho en Python desarrollado por
la universidad de Buenos Aires a través del proyecto Moebius. Este programa va enfocado a la
divulgacion, interacciéon y aprendizaje de los fractales de manera ladica. Asi que no se requiere
tener conocimientos en programacion o conocer teorfa mateméatica para poder construir fractales.
Solo con el uso del mouse podemos dibujar segmentos y con eso construir fractales. El programa
automaticamente itera un par de veces los segmentos que vamos construyendo.

Invitamos a los lectores a descargar este programa debido a que es muy facil de usar y
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4. LA PROPORCION AUREA Y LOS FRACTALES

no requiere un instructivo o modo de empleo. Basta con ponerse a jugar/dibujar patrones para
entender como es que funciona este amigable programa. La tnica desventaja es que no podemos
hacer fractales tan precisos, pues al estar pensado para la divulgacion, y sin la necesidad de saber
teoria avanzada, el resultado es un fractal con ciertas imprecisiones de pulso porque se dibujan a
mano alzada.

El arbol aureo traslapandose, es decir, con factor de contraccién s > é, queda de la
siguiente manera:

7 @0

Borrar dltimo punto
Borrar todo
Salir

EL arbol aureo sin traslaparse, es decir, com factor de contracciéon s < é )
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4.3 Programar el drbol dureo

Ancho de linea

Borrar dltimo punto
Borrar todo
Salir

El arbol aureo con factor de contraccion cercano a é .

Ancho de linea

Niveles

11

Borrar dltimo punto
Borrar todo
Salir
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Conclusiones

Después de analizar la teoria necesaria pudimos comprender el comportamiento de estas
curvas tan erraticas con compartamiento diferente al de las curvas habituales, el cual era el
problema que nos aquejaba al inicio.

También logramos desarrollar teoria suficiente para poder descomponer estas curvas a las
que llamamos fractales en sus diferentes partes y dar una representacion visual de ellas. Al igual
que dar un par de ejemplos clésicos y otros no tan conocidos. Entre los que destaca el embutido
de Minkowski y la curva dragon.

Asimismo, se abord6 la proporcion aurea para poder construir el arbol dureo y se programéd
con la teria antes vista. Se logré6 comprender cémo el arbol dureo puede ser representado por un
SFT hiperbodlico a través de 3 transformaciones.
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Apéndice A

Material extra

En este apéndice explicaremos el codigo que usamos para programar los fractales, pero
antes debo agradecer nuevamente al Dr. Renato Leriche Vazquez porque estos codigos y el uso
del programa Julia los vi en el seminario de geometria fractal del semestre 2022-2 impartido por
él y son parte fundamental de esta tesis, asi como motivacién de la misma.

Ejemplificaremos la curva dragoén (pero es andlogo para los demés codigos).

El primer c6digo que usamos fue este:

In [1]: using Images

include("src/RectangularRegionvi.jl")
include("src/Attractors.jl™)

ri = sqrt(1/2)
91 = m*225/180
B2 = m*315/180

curva_dragon_wil(z)
curva dragon w2(z)

ri*exp(61*im)*z+1/2+1/2*im
ri*exp(62*im)*z+1/2+1/2%im

curva_dragon_ifs = [curva_dragon_wl, curva_dragon w2]

Out[1]: 2-element Vector{Function}:
curva_dragon wl (generic function with 1 methaod)
curva_dragon_w2 (generic function with 1 method)

Donde "using Images” nos dice que vamos a usar la paqueteria imégenes de Julia.

r1,01, 02 son valores fijos que usaremos para formar nuestras transformaciones, las cuales
son Curvadragon,(z) y Curvadragon,(z), para finalmente unirlas en una sola funciéon de dos
argumentos que llamaremos curvadragon;ys, que es la funciéon que vamos a iterar.

Por otro lado, la parte de "include(src/RectangularRegionV1.j1)” y “include(src/Attractors.jl)
” nos dice que estamos incluyendo el documento de Julia "RectangularRegionV1” y "Attractors”[18]
, guardados en la carpeta "src”.

RectangularRegionV1.jl es el siguiente cédigo comentado:
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A. MATERIAL EXTRA

1 # Ponemos la estructura que tendrd una Regidn rectangular [xmin,xmax [x[ymin,ymax] representada por img
2 struct RectangularRegion

3 xmin

4 xmax

5 ymin

6 ymax

7 img

8 RectangularRegion(x1, x2, y1, y2, img®) = new(x1, x2, y1, y2, imgd)

9 RectangularRegion(x1, x2, yl, y2; width=500, height=500, color=RGB(1,1,1)) =
10 new(x1l, x2, yl, y2, fill(color, height, width))
11 end
12
13 #funcidn que nos imprime la region rectangular

14 draw(rectreg)=rectreg.img

16 #Funcion que dada una region rectangular y un pixel, nos devuelve las coordenadas del pixel
17 pixel(rectreg, pix) = rectreg.img[pix[2],pix[1]]

19 #Funcidn que le cambia el color a un pixel
20 function pixel!(rectreg, pix, color)

21 rectreg.img[pix[2],pix[1]] = color

22 end

24 # Funcidn que convierte coordenadas de puntos Complejos a coordenadas en pixeles de la imagen.

25 complextopixel(rectreg, z) =

26 Int64(round((real(z) - rectreg.xmin)*(width(rectreg.img) - 1)/(rectreg.xmax - rectreg.xmin) + 1)),
27 Int64(round((rectreg.ymax - imag(z))*(height(rectreg.img) - 1)/(rectreg.ymax - rectreg.ymin) + 1))

29 # Funcion que verifica la pertenencia de los puntos a regiones rectangulares
30 containscomplex(rr, z) = ( (rr.xmin < real(z) < rr.xmax) && (rr.ymin < imag(z) < rr.ymax))

Que basicamente es el codigo para formar una region rectangular y un par de funciones
que nos ayudaran a programar el documento "Attractors.jl”.

Attractors.jl es el siguiente c6digo comentado

1 #Funcion que dado el sistema de funciones iteradas, la region rectangular y los colores que queremos para cada transformacion
transformaciones la cantidad de veces que queramos, partiendo del punto z0-@

2 function drawchaosgameattractorcolorsC!(ifs, rrA, colors; numiterations=100000, z@=0)

3

4 if length(colors) < length(ifs) #aqui nos aseguramos de tener la cantidad necesaria de colores
5 println("Faltan colores en la lista...") #Si es menor la cantidad de colores, le pedimos que ingrese mds
6 return

7 end

8

9 zn = z@ #partimos de un punto inicial

10

11 for k = l:numiterations #empezamos con la primera iteracidn

12

13 n = rand(1:length(ifs)) #tomamos aleatoriamente una transformacidn

14

15 zn = ifs[n](zn) #Le aplicamos la transformacidn a nuestro punto

16

17 if containscomplex(rrA, zn) # Si el punto estd en la regidn rectangular

18 pix = complextopixel(rrA, zn) #Convertimos nuestro niumero complejo a pixel

19 pixell(rrA, pix, colors[n]) #Cambiamos el color de nuestro pixel

20 end #Nos sequimos asi hasta acabar todas las iteraciones

21

22 end # para k, el numero de iteraciones, por Lo que tenemos k pixeles cambiados de color
23

24 rrA #Nos resulta una nueva regicn rectangular con los pixeles cambiados de color

25 end

26

27

donde formamos la funcién que nos va a iterar nuestras transformaciones.
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Notemos que la funcién “drawchaosgameattractorcolorsC!” parte de un punto ”zy” y va
aplicando nuestras transformaciones de manera aleatoria a ese punto y si cae dentro de nuestra
region rectangular le cambia el color al pixel. Digamos que va dejando el rastro de a donde se va
moviendo nuestro punto a partir de nuestras transformaciones, por lo que al ir iterando tendremos
un conjunto de pixeles(puntos) que cambiaron de color debido a que ahi fue donde nuestro punto
7zy” fue cayendo. Estos puntos son parte de nuestro fractal o se aproximan mucho al fractal y
cuanto mas iteremos, mas se pareceré al fractal.

Podemos también poner diferente probabilidad a cada transformaciéon, haciendo que los
puntos se carguen méas para un lado y nuestro fractal quede "difuminado”. [29]

El segundo cé6digo que usamos fue

In [2]: draw(drawchaosgameattractorcolorsC!(curva dragon ifs,
RectangularrRegion(-0.5,1.5,-8.5,1;width=758,height=500),
[RGB(1,0,8), RGB(®,1,0)], numiterations=980000))

out[2]:

que basicamente es imprimir el codigo de nuestra funcion "drawchaosgameattractorcolorsC!”
que consta de 5 entradas porque viene de la misma funciéon que aparece en "Attractors.jl”; las
cuales son:

1.-Nuestro SFI formado por cada transformacién de nuestro fractal.

2.-La region rectangular donde vamos a trabajar. Esta la podemos variar a nuestro gusto
dependiendo de qué tan grande y centrado queremos ver nuestro fractal.

3.-Los colores de nuestras transformaciones, las cuales podemos escoger a nuestro gusto
solo que estén en formato RGB que significa "Red, Green, Blue”, esto es, una funcion de 3 entradas
que con valores del 0 al 1, donde 0 es nada de ese color y 1 es completamente saturado de ese
color. Por ejemplo, (1,0,0) da el color rojo y (1,1,0) da amarillo.

4.-El niimero de iteraciones, donde al tener K iteraciones, nos dard como méximo K
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A. MATERIAL EXTRA

puntos/pixeles cambiados de color, por lo que al tener mas iteraciones nuestro conjunto se ira
pareciendo mas a un fractal porque habra més posibilidad de tener pixeles que cambiaron de
color. Es como méaximo k puntos y pixeles porque puede pasar que se repita el pixel por donde
pasa.

5.-Nuestro punto inicial zg = 0, que si no ponemos nada autométicamente pone el 0 como
punto de partida.
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